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Capitulo 1

Introduccion a la Tesis

En el disefio de un sistema de control, es fundamental disponer de un modelo
matematico que represente lo mejor posible a la planta o sistema fisico a controlar,
de lo contrario, es poco probable que los resultados obtenidos sean los deseados.

Construir un modelo representativo del proceso no es una tarea trivial, porque
al modelar se linealizan y simplifican las ecuaciones de equilibrio de manera de
tener una estructura matematica manejable. Esta estructura o modelo matematico
se denomina planta nominal.

En general los procesos ademds de no ser lineales, poseen otras limitaciones,
como ser, no son invariantes en el tiempo, tienen limites en sus estados, y limites
en los componentes fisicos que intervienen en el lazo de control, como son los
sensores y actuadores. Estas limitaciones producen, por ejemplo, saturaciones en
la variables manipuladas.

Otras problematicas inherente a los sistemas en general y en los quimicos en
particular, son los tiempos muertos, el ruido del proceso y el ruido de medicion,
como asi también las perturbaciones externas que por su propia naturaleza, no son
a priori conocidas.

Por dltimo y como si fuera poco, ante todo este conjunto de incertezas inhe-
rentes a un proceso real, que no son tenidas en cuenta por el modelo o planta
nominal, se debe implementar un sistema de control que lo gobierne, es decir, un
sistema de control que lo estabilice y que le obligue a cumplir las especificaciones
de disefo.

Entre las distintas técnicas de control, la técnica de control robusto busca en-
cerrar todo lo que estd fuera del modelo nominal, en un modelo de incertidumbres,
de forma tal que la planta real que se quiere gobernar, estd incluida dentro de una
familia de modelos formada por la planta nominal mas las incertidumbres.

En las décadas del *80 y *90, algunos investigadores [Sanchez, 1992/Green and
Limeber, 1995} Sanchez and Sznaier, 1998,Zhou and Doyle, 1998, entre muchos
otros] plantearon como dominio natural para el estudio del problema anteriormen-
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te expuesto el espacio de la frecuencia, donde las especificaciones de disefio estdn
definidas.

Sin embargo, el planteo del modelo en variables de estado, cuyo dominio natu-
ral es el temporal, presenta algunas ventajas respecto al dominio frecuencial como
por ejemplo, (i) trata con la misma estructura un sistema MIMO que un sistema
SISO, (i1) permite trabajar tanto con sefiales deterministicas como estocdstica, y
(ii1) computacionalmente es mucho mas amigable porque solo requiere de cuatro
matrices constantes para su representacion independientemente del tamaifio del
sistema [Sanchez, 1992].

A partir de la década del 90, las ventajas mencionadas se hicieron mucho mas
notorias cuando se advirtié que el conjunto de especificaciones robustas en varia-
bles de estado encontraban un marco comun de formulacién, llamada Desigual-
dades Lineales Matriciales (LMI, del anacronismo del idioma Inglés, Linear Ma-
trix Inequality) [Boyd et al., 1994]. Esta herramienta matematica (las LMIs) tiene
como ventaja adicional definir regiones convexas, con lo cual, el conjunto de es-
pecificaciones de disefio robusto es transformado en una interseccion de regiones
convexas, y por lo tanto, el conjunto resultante de dicha interseccion es convexo.

Es esta convexidad la gran ventaja que tienen las LMIs respecto a otras técni-
cas de control, ya que los problemas de optimizacién convexa pueden ser resuel-
tos numéricamente eliminando la necesidad de encontrar una solucién analitica.
Ademas la convexidad garantiza encontrar, si es que existe, una tnica solucion al
problema de control.

Resumiendo, el objetivo es reformular el problema de control como un
problema de optimizacién convexo y asi, mediante esta reformulacién y posterior
solucidn, se encuentra, si es que existe, la solucién del problema original.

En las ultima décadas se ha intensificado el esfuerzo de muchos académicos
en utilizar herramientas de optimizacion para el disefio de sistemas de control que
permita satisfacer estas restricciones operativas. Asi es que la utilizacién de las
LMIs, se ha empezado a tomar en cuenta como una poderosa herramienta para el
disefio de sistemas de control con y sin restricciones [Boyd et al., 1994, Iwasaki
and Skelton, 1994] Khotare et al., 1996, entre otros].

El elevado poder computacional alcanzado recientemente y la aparicion de
poderosos algoritmos de optimizacién convexa, junto con poderosos softwares
de cdlculo, han contribuido fuertemente a la creciente popularidad de esta herra-
mienta matematica. Como se dijo, mediante las LMIs es posible obtener en el
sistema de control, caracteristicas dindmicas que cumplan satisfactoriamente con
seguimiento de consignas, rechazo de perturbaciones, robustez, restricciones ope-
rativas, etc.

Sin embargo, a pesar de todas estas bondades, esta poderosa herramienta atn
no se ha popularizado lo suficiente en el drea del control de procesos quimicos y
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no muchas aplicaciones se pueden encontrar en la literatura [Wu, 2001} /Park and:
Rhee, 2001}, Boasova et al., 2005, Suplin and Shaked, 2008, entre otros].

Por todas las ventajas mencionadas y por su incipiente difusion, se ha elegido
esta técnica como objeto del trabajo de investigacion, para justamente, tratar de
conocerla y dominarla, a fin de poder implementarla en procesos tipicos de la
tecnologia quimica.

1.1. Valor Cientifico — Técnico del Trabajo a Reali-
zar

La presente tesis de maestria aborda el problema de control de sistemas tipi-
cos de la tecnologia quimica, que como se menciond, ademds de no ser lineales
ni invariantes en el tiempo, tienen restricciones en sus estados, saturaciones en la
variable manipulada, etc. Esencialmente, la idea de disefio de controladores per-
sigue la obtencién de un sistema de control que funcione en forma 6ptima. Para
lograr este 6ptimo funcionamiento es necesario que se garantice caracteristicas
dinamicas adecuadas ante diversas situaciones, tales como,

1. cambios de consigna, donde se busca reducir o eliminar el error de segui-
miento y acotar el tiempo de respuesta dentro de ciertos valores limites ra-
zonables,

2. buen rechazo de perturbaciones, donde se busca reducir al minimo la varia-
bilidad que se produce en las sefiales de salidas controladas ante entradas no
deseadas, o reducir la sensibilidad al ruido de proceso, o el ruido producido
en los sensores de las variables medidas vy,

3. lograr cierta robustez en el sistema de control ante las incertidumbres pro-
pias del modelado al usar aproximaciones lineales para representar al siste-
ma.

En este ultimo aspecto se puede decir que los modelos utilizados en procesos
de Ingenieria Quimica provienen, mayoritariamente, de la formulacion matemati-
ca de sus principios fisico-quimicos, en general de ecuaciones de balance adecua-
damente simplificadas o bien, del tratamiento numérico de datos experimentales
y de la eleccién de una forma analitica simplificada para expresar la dindmica
y posterior ajuste de sus parametros. Un claro ejemplo de esto son los reactores
quimicos donde a pesar de disponer de modelos matemadticos rigurosos existen
incertidumbres o errores en el modelado.

Asi, al disefiar sistemas de control, nuestro disefio se basa en el modelo ma-
tematico de una planta especifica y tal modelo no es de ninguna manera exacto
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sino sOlo una aproximacion a la dindmica real de la planta. La diferencia entre la
dindmica real y la del modelo se debe a los errores de modelado.

Ademads, aunque los valores nominales de los pardmetros sean muy precisos,
los puntos de operacion de la planta cambian, debido a la inevitable desviacion
con respecto al punto equilibrio del sistema cuando estd en funcionamiento, o
bien se ven afectados por perturbaciones externas, o simplemente varian con el
tiempo. Por tanto, los parametros del modelo, es decir, las constantes involucradas
en el modelo adoptado, cambian y necesitardn por lo general ser corregidas. Todos
estos factores pueden causar, si no se toman los recaudos necesarios, un pobre
desempefio, y mds atn, inestabilidad en el sistema de control a lazo cerrado.

A pesar de los inconvenientes antes mencionados, la importancia de modelos
lineales es fundamental, ya que no sélo sirven para la representacién local de
sistemas no lineales, sino que dan lugar a numerosas técnicas en el disefio de
controladores. Si bien al linealizar una planta se sacrifica informacion, se tiene la
posibilidad de utilizar una gran cantidad de resultados tedricos ya existentes.

Como se menciond en la introduccién, se ha observado que una amplia gama
de problemas de disefio de controladores robustos que satisfacen restricciones
pueden ser reducidos a un problema de optimizacidn convexa estandar utilizando
Desigualdades Lineales Matriciales (LMIs), y que justamente el objetivo de esta
tesis radica en utilizar esta técnica con fines précticos. En tal sentido, resulta
importante mencionar que uno de los primeros trabajos que realiza un gran aporte
en el drea es el trabajo realizado por Boyd y colaboradores [Boyd et al., 1994].

Asi, la plataforma tedrica de la tesis resulta ser:

La teoria de control cldsico y moderna.

La teoria de programacion matematica lineal y programacion semidefinida.

La conexién entre las teorias de control moderna y optimizacién convexa
via LML

El disefio 6ptimo de controladores sujeto a restricciones de disefio.

Por lo enunciado anteriormente, se puede decir que el objetivo de este trabajo
apunta al disefio de controladores lineales, mediante el uso de herramientas mate-
maticas modernas (LMI), capaces de lograr en un sistema o proceso quimico un
Optimo funcionamiento, cumpliendo con las condiciones dindmicas especificadas,
respetando restricciones operativas, y asegurando las condiciones de robustez ne-
cesarias de manera que se garantice estabilidad asintética en el sistema controlado
a pesar de las incertidumbres y limitaciones del proceso real.
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1.2. Analisis de la principal bibliografia relacionada
con el tema propuesto

1.2.1. Breve resena historica de la teoria de control moderna

Muchas de las técnicas modernas de disefio de sistemas de control han mos-
trado ser exitosas en aplicaciones de la ingenieria electrénica, robdtica o aeroes-
pacial. Sin embargo, inconvenientes adicionales propios de la industria de pro-
cesos impiden alcanzar buenos desempefios con estas técnicas. La razon de esto
se debe a los problemas que se presentan en la mayoria de los sistemas hallados
en la ingenierfa quimica, estos son, sistemas lentos (grandes constantes de tiem-
po), fuertemente acoplados y con claras caracteristicas no lineales. Ademas, debe
mencionarse que la regién de operacion de una planta quimica estd generalmente
limitada por una serie de restricciones que el sistema de control debe tener ex-
plicitamente en cuenta, y éstas restricciones no solamente se deben a condiciones
para una operacion conveniente sino frecuentemente a razones de seguridad.

Bésicamente podemos decir que existen dos formas muy utilizadas para repre-
sentar y analizar sistemas lineales de control.

La primera, conocida como la teoria de control clasica [Kuo, 2009, Ogata,
2009, Stephanopoulos, 1984, Smith and Corripio, 2004, entre muchos otros] uti-
liza funciones de transferencias o funcion respuesta en frecuencia entre la salida
controlada y la entrada manipulada, y un andlisis en el espacio transformado por
Laplace o por Fourier, donde el sistema queda caracterizado por un cociente de
polinomios cuyas raices determinan su comportamiento. Asi, modificar el com-
portamiento dindmico del sistema implica tener algin grado de libertad para re-
ubicar las raices del polinomio del denominador del sistema controlado. A medida
que el orden de la planta aumenta, la representacién matematica del sistema y su
posterior andlisis y control se complican.

La segunda, llamada teoria de control moderna [[Kuo, 2009, Ogata, 2009, Son-
tag, 1990, Rautenberg and Dattellis, 2004, entre muchos otros], utiliza el recurso
de representar a la planta mediante ecuaciones diferenciales vectoriales de primer
orden haciéndose necesario el uso funciones matriciales.

La teoria de control moderna se basa en un sistema de control que tiene en
cuenta las llamadas variables de estados. A diferencia de la teoria cldsica que
considera una descripcion entrada-salida del sistema, esta teoria utiliza tres tipos
de variables, la entradas, la salidas y los estados, donde la cantidad de estados
determina el orden del sistema.

El uso de la notacién matricial simplifica enormemente la representacion ma-
tematica del sistema de ecuaciones, el incremento en la cantidad de variables de
estados, de entradas y/o salidas, practicamente no aumenta la complejidad de la
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formulacion. De hecho, el andlisis de sistemas complicados con entradas y salidas
multiples (sistema MIMO) se realiza mediante procedimientos s6lo ligeramente
mads complicados que los requeridos para el andlisis de sistemas de simple entrada
simple salida (SISO).

La ventaja que representa esta descripcion frente a la descripcidn clésica radica
en que sus métodos permiten obtener soluciones dptimas mas generales, tanto para
sistemas SISO como MIMO.

En particular, la representacion de un sistema y su posterior andlisis mediante
métodos matriciales resulta ttil por los siguientes motivos:

1. Permite el andlisis de sistemas lineales cuyos pardmetros varian con el tiem-
po (LTV) aborddndolos en forma similar que a los sistemas LTI.

2. Los sistemas descriptos por variables de estados son facilmente discretiza-
dos y programados en computadoras.

3. Utiliza los mismos procedimientos al tratar con sistemas SISO o sistemas
MIMO.

4. Sirven de fundamento para el andlisis posterior de sistemas con variables
aleatorias (util para el modelado de perturbaciones), sistemas no lineales de
control y sistemas 6ptimos de control.

En una representacion por variable de estados el sistema lineal queda caracte-
rizado por cuatro matrices A, B, Cy D.

Las matrices A y C describen el comportamiento no forzado del sistema, mien-
tras que la matriz B caracteriza el efecto de la entrada (o control) sobre la dindmica
del sistema, y la matriz D representas la transmision directa de la entrada a la sa-
lida sin que se involucren los estados.

En la teoria moderna, dada la representacion matricial, es necesario responder
ciertas preguntas que brinden informacién elemental sobre la caracteristica del
sistema a la hora de construir un mecanismo de control, si se pretende tener cierto
manejo eficiente sobre él. Estas preguntas son:

1. (Existe siempre una entrada de control (variable que se pueda “manejar” de
alguna manera) la cual pueda transferir al sistema desde un estado inicial x
a cualquier otro estado x; deseado en un tiempo finito?

2. (El estado inicial z( del que parte un sistema, puede siempre identificarse
mediante la observacion de la salida y de la entrada sobre un tiempo finito?

Estas dos preguntas llevan a dos conceptos fundamentales, el de controlabili-
dad y el de observabilidad, que fueron introducidos por Kalman a principio de los
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afios 60. Ellos condicionan la relacion que existe entre la entrada y el estado (la
controlabilidad) y entre el estado y la salida (la observabilidad) respectivamente.

Gracias a esta teoria, las preguntas antes formuladas pueden ser contestadas
mediante la inspeccién de las matrices A, B'y C'. Las matrices A y B relacionan
las entradas con los estados y se las conoce como el par de controlabilidad. En
cambio, las matrices A y C relacionan a los estados con las salidas, y se las conoce
como el par de observabilidad.

La gran ventaja que tiene la teoria de control moderna es que previo al disefio
del sistema de control es posible chequear la controlabilidad del sistema, ya que
disponer de un sistema controlable garantiza poder realizar un control individual
de cada uno de los estados mediante una realimentacion o feedback de estado,
lo que literalmente significa que se puede (al menos tedricamente) manejar la
dindmica del sistema en lazo cerrado con extrema simplicidad.

El desarrollo de la teoria del control dptimo se inici6 en la década de los *60
con el inicio de la carrera espacial. El problema a resolver era el de llevar un
vehiculo espacial de algun punto en la tierra a algtn otro en el espacio en tiempo
minimo y consumiendo la menor cantidad de combustible posible. Es decir, se
trataba de encontrar trayectorias Optimas en espacios tridimensionales.

El control 6ptimo tiene que ver con el cédlculo de variaciones que es el nom-
bre dado a la optimizacién de integrales o funcionales respecto a algin criterio
dado. Los criterios de optimizacion suelen ser muy diversos y determinados por
el problema a resolver. Estos pueden ser, la minimizacién del tiempo transcurri-
do al transferir el sistema desde un estado a otro, la minimizacion de la energia
consumida para realizar dicha transferencia, o la maximizacién o minimizacién
de otros indicadores de la economia del proceso, en los que es frecuente utilizar
indices de desempeno cuadraticos. Asi, al disefiar un sistema de control dptimo
interesa determinar el vector de control tal que un indice de desempefo determi-
nado se minimice, por ejemplo como ya hemos dicho, cuando se desea minimizar
la energia consumida para llevar al sistema a su punto estacionario luego de ser
perturbado. En este caso estamos ante un regulador 6ptimo cuadratico (LQR), que
lleva a una ley de control lineal. Por lo tanto, el disefio de los sistemas de control
optimo y los reguladores 6ptimos basados en tales indices de desempefio cuadra-
ticos se reducen a la determinacién de los elementos de una matriz (ganancias) de
realimentacion que reubicard los polos del sistema controlado en las posiciones
Optimas deseadas. Una ventaja de usar el esquema de control 6ptimo cuadratico
es que el sistema disefiado serd asint6ticamente estable, (excepto en el caso de
que el sistema original no sea controlable), y mediante la simple resolucion de las
ecuaciones de Ricatti se calculan las ganancia de realimentacion.

Las técnicas clasicas (dentro de la teoria de control moderno) que resuelven
esta ecuacion son bien conocidas y en principio, utilizar otra técnica diferente para
resolverlas (en nuestro caso, LMI) pareceria que no aporta ninguna ventaja adi-
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cional frente a lo ya existente. No obstante, los sistemas reales tienen limitaciones
y una matriz de ganancias tedrica podria conducir a excesivos movimientos de la
variable manipulada y saturar el elemento de control final. Lograr el control 6p-
timo sin que se produzca saturaciones o desborde en las variables fisicas implica
condicionar el disefio con ciertas restricciones, y es este uno de los casos donde
las LMI tienen sus ventajas, ya que un sistema de control 6ptimo con multiples
restricciones (multiples LMIs) puede ser tratado como una tinica LMI de mayor
tamafio, (sin que ello implique alguna complejidad adicional en su resolucion).

1.2.2. Breve reseia historica de las LMIs en la teoria de control

Las LMIs son desigualdades lineales donde las variables son matrices. A su
vez una desigualdad lineal define una region convexa, y varias LMIs determinan
una region que es la interseccion de varias regiones convexa, la cual por propiedad
de convexidad, sigue siendo convexa. Por lo tanto, si se pretende minimizar o
maximizar alguna funcién dentro de dicha regién convexa, se tiene garantia de
encontrar un 6ptimo global y tnico.

En su forma candnica, la desigualdad matricial puede ser representada por
F(x) > 0, donde F(x) es una combinacién lineal de matrices simétricas conocidas,
pesadas por las variables de decision (variables a determinar), de tal manera que
F(x) resulta ser también una matriz simétrica. La condicién F(x) > 0 significa
que F(x) es positiva definida, con todas las propiedades que esto implica.

En 1890 Lyapunov demostré que el sistema modelado por el par de ecuaciones
en variables de estados:

x(t) = Az(t) + Bx(t), (1.1)
y(t) = Cx(t) + Dz(t), (1.2)

es estable, si y solo si, existe una matriz P positiva definida tal que cumpla la
siguiente desigualdad [Rautenberg and Dattellis, 2004]:

A'P+PA<O. (1.3)

El requerimiento simultdneo de A’P + PA < 0y P > 0, es lo que se conoce
desigualdad de Lyapunov en la matriz P, la cual es una forma especial de LMI.

Es decir, que histéricamente hablando la primera LMI usada para analizar
la estabilidad de un sistema que evoluciona en el tiempo fue la desigualdad de
Lyapunov, la cual puede ser resuelta analiticamente al resolver un conjunto de
ecuaciones lineales como se muestra en muchos textos cldsicos [Ogata, 2009].

En 1940 se utiliz6 la desigualdad de Lyapunov para analizar la estabilidad de
un sistema de control que poseia una no linealidad en el actuador, el criterio de
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estabilidad tenia la forma LMI, pero con la particularidad de que la condicién de
estabilidad y la restriccion del actuador fueron posibles de ser reducidas a un con-
junto de desigualdades polindmicas, estas LMIs fueron resueltas analiticamente
en forma manual, por lo que su aplicacién estaba limitada a sistemas pequefios de
segundo o tercer orden.

En 1960 se logré reducir la solucion de las LMIs a un simple criterio gréfico,
este criterio podia ser aplicado a sistemas de alto orden, pero que no contengan
mas de una no linealidad. Su contribucién, desde el punto de vista histérico de
la aplicacién de estos métodos en sistemas de control, fue mostrar como resol-
ver ciertas familias LMI por procedimientos gréaficos. Al comienzo de los *70, los
investigadores observando ciertas simetrias en la ecuacion algebraica de Riccati
relacionadas con el control cuadrético éptimo en estado estacionario, vieron que
se trataba de otra forma de LMI, si la condicion de positiva definida se expresa en
términos del complemento de Schur [Boyd et al., 1994 entre otros]. Por tanto, al-
gunos tipos especiales de LMI pueden ser resueltas utilizando métodos analiticos
como los utilizados para resolver la ecuacion algebraica de Ricatti (ARE).

Existen entonces, para esta fecha, distintos métodos para la solucién de algu-
nos tipos de LMI:

1. Métodos directos y métodos graficos (aplicables a sistemas de bajo orden)
Y

2. métodos analiticos de forma cerrada para la resolucién de las ecuaciones de
Lyapunov y Riccati.

En 1971, Willen[ldijo,

“la importancia de las LMI parece estar ampliamente despreciada, debe ser
interesante ver si éstas pueden ser o no explotadas con nuevos algoritmos compu-
tacionales”.

Willen mismo sugiri6é que las LMI deben tener alguna ventaja computacional
comparando, por ejemplo, con los algoritmos utilizados para resolver la ecuacion
de Riccati.

El siguiente gran avance, fue la simple observacion de que las LMIs utilizadas
con la teoria de sistemas de control podian ser formuladas como un problema de
optimizacién convexa, el que resulta amigable para ser resuelto en forma compu-
tacional.

Asi, en la década de los *80 se desarrollaron algoritmos de punto interior que
se aplica directamente a problemas de optimizacion convexo que involucran LMI.

Como se dijo, los problemas de optimizacién convexa pueden ser resueltos
numéricamente eliminando la necesidad de encontrar una solucién analitica, y es

'Extraido del texto [Boyd et al., 1994].
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esta la gran ventaja que tienen las LMIs, ya que la convexidad garantiza encontrar
la Gnica solucidn, si es que esta existe.

De manera que la idea es reformular el problema de control como uno de
optimizacion convexa y asi esta reformulacion y posterior solucion constituyan la
solucion del problema original.

A continuacién se mencionan algunos de los problemas de control que se re-
lacionan con las LMIs.

» Estabilidad robusta de sistemas LTI con incertidumbres

Estabilidad de Lyapunov de sistemas dependientes de pardmetros.

Control LQG 6ptimo.

Control robusto Ho y Hoo.

Ubicacion de polos garantizando robustez.

Sintesis Ho/H ., multi-objetivo.

Estabilidad cuadratica.

Ademas de los tipos de problemas que se ha mencionado y que pueden resol-
verse via LMI, esta técnica permite manejar restricciones asociadas a la operaciéon
de los sistemas como pueden ser los valores maximos permitidos para alguna va-
riables dentro del proceso, por ejemplo, restricciones en el valor de las sefiales de
entrada (actuadores), restricciones en el valor de las sefales de salida (sensores)
y condicién de elipsoide inicial minima la cual obliga a los valores futuros de los
estados a permanecer dentro de una regiéon que puede ser minimizada para ga-
rantizar valores reducidos de los mismos. En [Khotare et al., 1996|] se presentan
condiciones para introducir estas restricciones en el problema de la realimentacién
de estados.

1.3. Aspectos que lo hacen diferente de lo ya exis-
tente y conocido en el area

La idea del disefio 6ptimo de un sistema de control persigue la obtencion de
plantas que funcionen garantizando robustez ante incertidumbres paramétricas y
adecuadas caracteristicas dindmicas ante las diversas situaciones tales como, cam-
bios de consigna o bien rechazo de perturbaciones, cumpliendo con restricciones
operativas en la variable de control y evitando saturaciones en los sensores y las
variables manipuladas.
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En las dltimas décadas se ha intensificado el esfuerzo de muchos académicos
en utilizar herramientas de optimizacion para el disefio de sistemas de control que
permita satisfacer restricciones en la variable de control, la manipulada, etc.

Asi es que, la utilizacién de desigualdades matriciales lineales (LMI) se ha
empezado a tomar en cuenta como una poderosa herramienta para el disefio de
sistemas de control con y sin restricciones ( [Boyd et al., 1994]; [Iwasaki and
Skelton, 1994]; [Khotare et al., 1996]|; entre otros).

Como se menciond antes, el elevado poder computacional alcanzado reciente-
mente y la aparicién de poderosos algoritmos de optimizacién convexa junto con
poderosos softwares de cdlculo, han contribuido fuertemente a la creciente popu-
laridad de las LMIs. Asi, es posible obtener en el sistema de control caracteristicas
dindmicas que cumplen satisfactoriamente con seguimiento de consignas, rechazo
de perturbaciones, robustez, restricciones operativas, etc.

A pesar de todas las bondades de esta poderosa herramienta, ain no se ha
popularizado lo suficiente en el drea del control de procesos quimicos y no mu-
chas aplicaciones se pueden encontrar en la literatura ( [Wu, 2001]]; [Park and
Rhee, 2001]]; [Boasova et al., 2005]; [Suplin and Shaked, 2008]]; entre otros). Por
tal motivo, en este trabajo de tesis de maestria se buscard justamente conocer,
dominar y utilizar ésta técnica con fines practicos, para asi poder implementarla
en procesos tipicos de la tecnologia quimica (reactores, columnas de destilacion,
sistemas hidraulicos, etc.).
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Capitulo 2

Revision de conceptos Basicos de
Control Optimo

2.1. Introduccion

La teorfa de control moderno surge como una descripcién alternativa de los
sistemas dindmicos mediante el uso de variables de estado.

A diferencia de los modelos de representacion entrada(s)/salida(s), la descrip-
cion de los sistemas en variables de estado tiene el siguiente modelo general:

‘%<t) = f[:i’(t),ﬂ(t),t], (2.1

y(t) = glz(t), u(t), 1. (2.2)

Esta forma general de representacion es valida para cualquier sistema conti-
nuo, no lineal y variantes en el tiempo.

Las variables #(t) € RV q(t) € R™1 e () € R®*D, representan el
vector de estados, el vector de entradas y el vector de salidas respectivamenteﬂ

La Ec.(2.1) se denomina ecuacién de estados y determina la dindmica del sis-
tema, mientras que la Ec.@) se denomina ecuacion de salida del sistema.

2.1.1. Sistemas Invariantes en el Tiempo

Si los pardmetros del sistema representado por las ecuaciones (2.1) y (2.2)) son
constantes, el sistema es invariantes en el tiempo (Tlﬂ es decir, las funciones f
y g dejan de depender explicitamente de la variable temporal, y en tal caso, el

"En lo que resta del texto se considerardn estas variables con las dimensiones indicadas arriba.
2TI: acrénimo inglés de Invariante en el Tiempo.

13
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sistema no lineal queda representado por:

(2.3)

Aproximacion Lineal

Las ecuaciones anteriores pueden linealizarse alrededor de un punto de opera-
cién definido como,

Q = (jopera 7:501767")7

mediante una expansion por serie de Taylor del siguiente modoﬂ

f(i', fb) - f(Q) = %’Q (i' - joper) + %|Q (fb - ﬁope?“) + fos,

(2.4)
g(&,1) — g(Q) = 2l (F — Toper) + 2o (& — Toper) + 105,
definiendo a las variables de desviacion como:
A~ ~
T =T — Toper,
A~ ~
U = U — Ugpper,
(2.5)
@£ f(i,a) — f(Q),
A ~ ~
las Ecs.(2.4) se reescriben como:
i=%q z+ g u+tos,
(2.6)

y = g—g|g I+§_Z|Q u + tos.

En estas ecuaciones las variables de entrada, de estado y de salida, son des-
viaciones respecto del punto de operacion de las mismas variables originales del
sistema no lineal.

Las derivadas parciales evaluadas en el punto de operaccién €2, son matrices
cuyos elementos son constantes y cuyas dimensiones son consistentes con las

3El término tos significa términos de orden superior, e involucran a las variables de desviacién
elevadas a un orden mayor a 1.
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dimensiones de los vectores que relacionan, en efecto se tiene:

LI Yt of () S ofy s\ em)
0T oxs T Oz oul ous T du
Sfe of2 f2 of2  dfs ofs
E_f’ — dr1  dxe T dxp ‘5_f| — duy  Ouz T dum
5z 192 ) Sulf )
Ofn  fn Sfn fn  Ofn Sfn
ox1 dxo 7 dxn o dur  dus T dum lo
g1 bq1 sg\ P g1 g1 g1\ Pxm)
ox1 ors 7 dxn oul ous T du
o2 992 392 o2 992 ofs
dg — ox1 dras 7 dxn 5_9| — ouq dus T dum
6x Q . . e . ’ 6“ Q . . e .
dgp  Sgp S9p dgp  Sgp 99p
ox1 drs 7 dxn lo ouq dus T dum lo
2.7

Definiendo a estas matrices como,
o2 A Hlo£B,
(2.8)
g_ggc|Q = C? g_Z‘Q = Dv
de la Ec. (2.6) se desprende que las dimenciones de estas cuatro matrices son:
Ae R B e R>™ ¢ e RP*M D e RP*X™),

y las ecuaciones del sistema no lineal desarrolladas en un entorno A() del punto
de operacion, lo suficientemente pequeilo como para despreciar los términos de
orden superior (fos), quedan expresadas como:

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
2.9
y(t) = Cx(t) + Du(t).

2.1.2. Sistemas Lineales e Invariantes en el Tiempo (LTI)

Si el sistema es lineal, los términos de orden superior en la Ec.@) son nulos
y las derivadas parciales son independientes del punto de operacién €2. En con-
secuencia, para un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTIﬂ la formulacion
que sigue es valida tanto para los incrementos de las variables alrededor de un
punto {2, como para los valores totales de las mismas,

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
(2.10)
y(t) = Cz(t) + Du(t).

4LTI: acrénimo inglés de Lineal e Invariante en el Tiempo.
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El desarrollo de esta tesis estd centrada en sistemas lineales e invariantes en el
tiempo, por lo tanto y a continuacion se exponen los resultados mds importantes
para los sistemas LTL.

2.1.3. Relacion entre los modelos: Entrada/Salida y Variables
de Estado

En la representacion entrada/salida de un sistema LTI SISCﬂ, la funcién de
transferencia G/(s) se define como el cociente entre la sefial de salida escalar y(s),
y la sefal de entrada escalar u(s), siendo la variable s la frecuencia compleja o
dominio de la transformada de Laplace [Rautenberg and Dattellis, 2004],

(s)
s)
Para un sistema LTI MIM(ﬂ, de m entradas escalares y p salidas escalares, la

relacion entre el vector de entadas y el vector de salidas en el dominio transfor-
mado, viene dada por la siguiente matriz de transferencia G(s):

<

G(s) 2 (2.11)

=3

y1(s) Gu(s) . Gui(s) - Gim(s) u1(s)
uls) | =1 GuGs) . Gyls) . Gomls) wis) |, @12
1p(5) Goa(s) - Gyi(s) - Gpmls) ) \ tm(s)

donde cada elemento G;;(s) de esta matriz, es una funcién de tranferencia que
relaciona salida escalar y;(s) y la sefial de entrada escalar w;(s), con todas las
demds entradas nulas. Por lo tanto, cada salida escalar y;(s) puede ser obtenida a
partir del principio de superposicion, esto es,

m

vi(s) =Y Giy(s)uy(s). (2.13)

j=1

De la Ec.(2.12) se desprende que el vector de entradas u € R(™*1 el vector
de salidas y € RP*1) |y la matriz de transferencia G € R®*™),

Para obtener la matriz de transferencia G(s) en el espacio de estados, tanto
en los sistemas SISO como en los sistemas MIMO, se aplica la transformada de

3SISO: acrénimo inglés de Una Entrada Una salida.
SMIMO: acrénimo inglés de Multiples Entradas Multiples Salidas.
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Laplace a las Ecs.(2.10) como se muestra a continuaci(’)rﬂ

sx(s) —x(0) = Azx(s) + Bu(s), x(0) =0,

(2.14)
y(s) = Cx(s) + Du(s),
de las ecuaciones anteriores se obtiene,
y(s) = (C(sI — A)"VB+ Dyu(s). (2.15)

Por lo tanto, la matriz de funciones de transferencias del sistema resulta:
G(s)=C(sI —A)'B+D. (2.16)

La matriz C'?»™ es la matriz de salida del sistema, cada uno de sus vectores
fila C’i(l’”), selecciona a cada salida escalar y;(s) coni = 1, ..., p, y sus n columnas
dan peso a los n estados del sistema.

La matriz B(™™) es la matriz de entrada del sistema, cada uno de sus vectores
columna bg»"’l) selecciona y da peso a cada entrada escalar u;(s) que ingresa a cada
uno de los n estados del sistema.

Por tltimo, la matriz D®™) representa la accién directa que el vector de en-
trada tiene sobre el vector de salida sin ser filtrado por el sistema, en efecto, cada
una de sus columnas selecciona y pesa cada una de sus m entradas, y cada una de
sus filas selecciona cada una de sus p salidas.

De esta manera, cada funcion de tranferencia G;;(s) en el espacio de estados
queda expresada como:

Gij(s) = wls) _ Ci(sI — A)"VB; + Dy (2.17)

De la ecuacién anterior se desprende que C; € R1X™, (sT — A)(=1) ¢ R,
Bj - R(nxl) y Dij - R(b(l).

2.1.4. Estabilidad Asintética

De la teoria del control cldsico ( [Adam, 2014], [[Ogata, 2009, entre otros),
se sabe que un sistema LTI SISO es asint6ticamente estable, si y solo si, todos
los polos de la funcién de transferencia estdn en semiplano izquierdo del plano
complejo. Para un sistema LTI MIMO este requisito debe ser satisfecho en cada

una de las funciones G;(s) de la matriz G(s) de la Ec.(2.12).

"La condicién z(0) = 0, significa que el sistema estd inicialmente en reposo.
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De manera equivalente, para que un sistema LTI SISO o MIMO representado
mediante variables de estado sea asintoticamente estable, todos los autovalores de
la matriz de estado A deben tener parte real negativa.

En efecto, segiin se ha visto la matriz de transferencia G(s) del sistema
esta representada por

G(s) =C(sI — A)_lB + D, (2.18)
donde Ad'( 1A
-1 lJ(S1 —
(sI —A) = Tor (s —A) (5T = A) . (2.19)

Siendo ', B'y D matrices cuyos elementos son constantes, toda la dindmi-
ca del sistema (2.I8)se encuentra en la Ec.(2.19), y los polos de esta matriz se
obtienen al resolver la ecuacién polinémica

det(sI — A) =0, (2.20)

cuya raices son los autovalores de A.

Por lo tanto, si los autovalores de la matriz A tienen parte real negativa, to-
das las funciones de transferencias G;;(s), de la Ec.(2.18) o de la Ec.(2.12) son
estables.

2.1.5. Sistemas LTI Estrictamente Propios

Una funcion de transferencia G;;(s) se denomina estrictamente propia, cuando
el grado del polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del
denominador, es decir, su nimero de ceros es menor que el nimero de polos.

Para este caso la funcién tiene cero(s) implicito(s) en s — oo, es decir,

lim G,j(s) = 0. (2.21)
S$—00

Por el contrario cuando la funcién no es estrictamente propia, es decir, el gra-

do del polinomio del numerador y el grado del polinomio del denominador son

iguales, se tiene
lim Gy;(s) = cte. (2.22)
S§—00

La mayoria de los procesos o sistemas fisicos quedan representados de manera
natural como filtros pasa banda o pasa bajos, y en ambos casos resulta

es decir, la mayoria de los sistema fisicos son estrictamente propios.
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De manera equivalente en el modelo de variables de estado, para que un siste-
ma sea estrictamente propio es necesario que la matriz D sea cero, de lo contrario
el numerador y el denominador de alguna(s) de las funciones de transferencia
serdn del mismo orden, como se deduce de la siguiente ecuacion:

_ CAdj(sI —A) B+ Ddet(sl — A)

Gls) det (sI — A)

(2.24)

Por lo tanto, para la mayoria de los procesos o sistema fisicos la matriz de
tranferencia G(s) resulta

G(s)=C(sI — A)™'B, (2.25)

lo cual significa que cualquier entrada w;(s), pasa por la dindmica (los estados)
del sistema antes de alcanzar cualquier salida y;(s).

2.1.6. Sistema Autonomo

Un sistema se denomina auténomo cuando no tiene ninguna entrada externa o
exdgena, es decir, u(t) = 0.

Por lo tanto, si su vector de salidas es distinto de cero solo puede deberse a
la energia almacenada en su interior, es decir, el sistema se encuentra perturbado
respecto de su posicién de equilibrio en el instante inicial ¢ = 0, esto es, x(0) # 0.

Para aplicar la definicién de funcidn (o matriz) de transferencia a un sistema
auténomo, se recurre al uso de funcién generalizada 0(¢) (delta de Dirac).

Para ver esto, considérese el sistema de la Ecs. con u(t) = 0, que a
continuacion se reescribe

(t) = Az(t), xo=x(0),

y(t) = Ca(t) (2:20)
La solucidn del sistema auténomo, resulta:
y(t) = Cetay. (2.27)

Considérese ahora, el sistema de la Ecs.(2.10) con condiciones iniciales nulas,
es decir, 2(0) =0

i(t) = Az(t) + B u(t),

yt) = ). 229
La soluci6n de este sistema, resulta’]
y(t) = CeMB xu(t). (2.29)

8 Aqui el simbolo (x) representa la operacién convolucién.
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Si se piensa a la Ec.(2.28), como un sistema estrictamente propio cuya entrada
es un vector u(t) = o §(t), y cuya matriz de entrada es la matriz identidad B = 1,

esto es

@(t) = Ax(t) + I 20d(t), (2.30)

la solucién (2.29)), resulta

y(t) = CeMI x 240(t),
(2.31)
y(t) = Cetay,

la cual coincide con la del sistema auténomo, Ec.(2.28)).
Por lo tanto, la matriz de transferencia del sistema auténomo puede represen-
tarse como:
G(s)=C(sI — A7, (2.32)

o simplemente
G(s)=C(sI — A)~L. (2.33)

2.2. Criterio de Estabilidad segiin Lyapunov

En esta subseccion se analiza la estabilidad de un sistema LTI SISO o MIMO
de una manera alternativa al mero hecho de calcular directamente los autovalores
de la matriz de estado A. En efecto, se utiliza el teorema de Lyapunov para deter-
minar cudles requisitos debe satifacer un sistema L7/, modelado en el espacio de
estado, de manera que esté garantizada su estabilidad asintética.

Antes de analizar el teorema de Lyapunov para sistemas LTI, téngase en cuenta
que el andlisis de estabilidad en el modelo de representacion por variables de
estado se realiza en el dominio temporal y que el vector de estado x(¢) del sistema,
estd asociado a aquellos elementos fisicos capaces de almacenar algun tipo de
energia. Ejemplos de variables de estado son:

= La tension ve(t) en los bornes de un capacitor cuya capacidad es C'.

El capacitor almacena energia electroestdtica expresada mediante
E(t) = $Cva(t), y su tasa de almacenamiento (o entrega) de energfa, es

decir, su potencia instantanea estd dada por: F(t) = 0,(t)Cve(t).

= La corriente iy (t) que circula a través un inductor cuya inductancia es L.

El inductor almacena energfa magnética dada por E(t) = 1 Li?(t), y su tasa
de almacenamiento (o entrega) de energia, es decir, su potencia instantdnea

estd dada por: E(t) = iy (t)Liy(t).
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» La velocidad v(t) con la que se desplaza un cuerpo cuya masa es M.

El cuerpo en movimiento almacena energia cinética dada por
E(t) = $Mv*(t), y su tasa de almacenamiento (o entrega) de energia, es
decir, su potencia instantdnea estd dada por: E(t) = 0(t) Muv(t).

» El desplazamiento x,(¢) respecto de su posicién de equilibrio en el que estd
comprimido o estirado un resorte cuya constante de elasticidad es K.

El resorte almacena a energia potencial dada por E(t) = 1K 22(t), y su tasa
de almacenamiento (o entrega) de energia, es decir, su potencia instantdnea

estd dada por: E(t) = i,(t)Kx,(t), etc.

Todos estos elementos fisicos no son disipativos, es decir, los intercambios
enegéticos que en ellos intervienen son reversibles.

En efecto, durante algun intervalo de tiempo estos elementos son capaces de
almacenar energia comportindose como componentes pasivos, pudiendo poste-
riormente devolver la energia almacenada, comportddose como componentes ac-
tivos.

Asi por ejemplo, un sistema auténomo compuesto por una masa M y un resor-
te /{, como el mostrado en la Fig.(2.1)), pueden intercambiar una energia potencial

inicial, dada por
1
E = 5K:I;;(O), (2.34)

en energia cinética y viceversa de manera indefinida, como se muestra en la
Fig.(2.2) mientras no exista rozamiento o friccién.

K

AANAA ¥

x,(0)

Figura 2.1: Sistema autbnomo masa-resorte

Como no hay pérdida durante el intercambio energético, la energia total dentro
del sistema permanece constante, esto es:
1

1
B(t) = §Kx§(t) + 5Mv?(t) = Cte, Yt>0, (2.35)
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Tiempo

-1 0 1 2
Posicién del Bloque

Vellocidad del Bloque
Velocidad del Bloque

! L
2 3 4

-1 o 1
Posicién del Bloque

Figura 2.2: Evolucion de los estados del Sistema masa-resorte

y por lo tanto, su derivada temporal en todo tiempo debe ser cero, esto es,
E(t) = i, (t)Kx,(t) + o(t)Mv(t) =0, Vt >0, (2.36)

Matricialmente ambas ecuaciones toman la forma:

Bt = (2,(t) v(t)) ( K2 MO/2 ) ( fjp((tt)) ) — Cte, Wt >0,

(2.37)
B(t) = (a,(t) i(t)) ( fo{ ]\04 ) ( ff((;? ) —0, V>0
y en forma compacta estas ecuaciones se pueden reescribir como:
E(t) = 2/(t)Px(t) = Cte, ¥t >0,
(2.38)

E(t) = &Px(t) + z(t)Pi(t) =0, Vit >0,

donde se han definido, P = ( K0/2 MO/2 ) y z(t) & (x,(t) w(t) ).

La matriz P no necesariamente debe ser diagonaﬂ como lo es en este caso,
pero si debe ser simétrica y positiva definida, simbolicanmente P > 0, ya que la
energia F(t) es una funcion escalar positiva, es decir E(t) > 0 V¢t > 0.

Desde el punto de vista de la estabilidad, este es un sistema marginalmente
estable ya que ante una entrada impulsiva, las variables de estado x,(t) y v(¢)

9La diagonalidad de la matriz P genera una elipse en el espacio de estados cuyos ejes coinciden
con los ejes cartesianos segiin se observa en la Fig(2.2).
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oscilan sin amortiguarse, situacion que correspondientemente se da cuando los
polos del sistema estén sobre el eje jw.

Por otro lado, si el sistema fuera asintoticamente estable las variables estados
deben converger a cero a medida que t — oo. Esta situcién implicaria la exitencia
de algun elmento disipativo que pierde la energia almacenada, como se observa
en la Fig.(2.3).

En efecto, en los elementos disipativos, como ser el resistor en un circuito
eléctrico o la friccién en un sistema mecdnico, los procesos energéticos son irre-
versibles, es decir, la energia que reciben durante algin intervalo de tiempo es
consumida o disipada en forma de calo

25

201

Tiempo

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
Posicién del Bloque

Velocidad del Bloque
Velocidad del Bloque

_ . . . . . . . . .
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 ) s 0 5 3
Posicién del Bloque Tiempo

Figura 2.3: Evolucion de los estados del Sistema masa-resorte con rozamiento

Si existe algin elemento disipativo en el sistema masa-resorte que se esta
considerando, la energfa almacenada dentro del mismo dada por la Ec.(2.34), no
permanece constante sino que se reduce conforme el tiempo aumenta, y como
consecuencia de esto, su derivada temporal para todo tiempo debe ser negativa.

19Por ejemplo, la tasa con que un resistor con resistencia R disipa energia, toma la forma:

mientras que la energia disipada por este componente en un tiempo ¢, tiene la siguiente expresion:

E(t) = R/O i%(a)da.

25
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Es decir, la Ec.(2.38) se transforma en la siguiente desigualad:

E(t) = 2'(t)Pz(t) > 0, ¥t >0,
(2.39)
E(t) = @Px(t) + z(t)Pi(t) <0, Vt>0.

Por lo dicho, la ecuacién anterior equivale a decir que luego de una perturba-
cion de estados inicial, el sistema regresa asintticamente a su posicion de equili-
brio, posicién en la cual los estados z, = 0y v = 0.

A continuacion, el teorema de Lyapunov para sistemas LTI generaliza estos
conceptos.

Teorema 2.1. Sea el sistema autonomo
z(t) = Ax(t), (2.40)
con una condicion inicial dada por x(0) = x.
La matriz de estado A es asintdticamente estable, <= 3 una matriz P simé-
trica y positiva definida, tal que si se define con ella una funcion escalar

Viz(t)] £ z(t) Px(t) > 0, (2.41)

su derivada temporal

Viz(t)] <0, Vt>0. (2.42)
Desarrollo del teorema
Desarrollando la desigualdad (2.42)),
Viz(t)] = @(t) Pa(t) + z(t) Pi(t) <0, (2.43)

y reemplazando i(t) por la ecuacién de estado (2.40) se obtiene:

Viz(t)] = [Az(t)) Px(t) +x(t) P Ax(t) <0,
Viz(t)] = z(t) A P x(t) + x(t) P Az(t) <0, (2.44)
Vie(t)] = 2(t) [A P+ P A] 2(t) < 0.

Obsérvese que desde el punto de vista matematico, lo que exige el teorema
de Lyapunov para garantizar la estabilidad asintética del sistema (2.40), es que la
matriz [A’ P+ P A] sea negativa definida, para toda matriz P simétrica y positiva
definida.
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Por lo tanto, si se elige cualquier matriz R, simétrica y positiva definida, esto
es: R, = R, >~ qﬂ se puede escribir la desigualdad anterior como una ecuacion
matricial algebraica que tiene a la matriz P como incdgnita,

[A'P+ P Al =-R, <0,

AP+ PA+R, = 0. (2:43)

Dicha ecuacién se llama ecuacién de Lyapunov, y es un caso particular de la
ecuacion lineal matricial de Sylvester [Sanchez, 1992].

De este modo, es posible reformular el problema de estabilidad asintética en el
modelo de variables de estado como un problema de factibilidad, de la siguiente
manera :

Encontrar P = P’ > 0, tal que satisfaga:

AP+ PA+R,=0,

VR, =R, > 0. (2.46)

Como se dijo, si la Ec.(2.46) puede resolverse con P positiva definida, enton-
ces el sistema auténomo es asintéticamente establd™2]

Flexibilidad en la eleccion de R,

Si V(z) = —a'R,x no se extingue a lo largo de cualquier trayectoria, es decir,
V(z) = 0 s6lo en x = 0, entonces la restriccion R/, > 0 en la Ec.(2.46) puede
relajarse y solamente pedir que R, sea positiva semidefinida, con lo cual dicha
ecuacion queda expresada como

AP+ PA+R,=0,

VR, = R, + 0. (2.47)

Para demostrarlo, supéngase que R, >~ 0, entonces puede escribirse como
R, =T'T, donde T € R®>x") [Rautenberg and Déttellis', 2004].
Siguiendo comentarios de [Ogata, 2009], dado que V() se escribe como

V(z) = —2'Ryx = —2'T'Tx, (2.48)
luego, para V(x) = ( significa que

Tx = 0. (2.49)

""Note que las suma [A’ P + P A] es simétrica ya que P es simétrica.
128i el sistema es asintéticamente estable, la solucién a este problema es tnica para cada elec-
cion de R, > 0.
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Al diferenciar la Ec.(2.49) respecto a ¢, se obtiene
Te=TAx =0, (2.50)

diferenciando ahora la Ec.(2.50) respecto a ¢, produce
TA: =TA%x =0, (2.51)

y repitiendo este procedimiento n — 1 veces, se obtiene

TA 'z =0. (2.52)
Luego se puede escribir
T ((pxn)xn)
TA
T A* x=0. (2.53)
TAC

Una condicién necesaria y suficiente para que z = 0 sea la tnica solucién de
esta dltima ecuacion, es que

T ((pxn)xn)

TA
rango | TA* = n. (2.54)

TACD
donde n es la dimension del espacio de estados.

Por lo tanto, si se satisface la Ec.(2.54), V (z) = —2T"Tx se vuelve cero s6lo
en r = 0 [Ogata, 2009|]. De este modo, R, puede ser elegida positiva semidefi-
nida, para plantear la condicién de estabilidad del sistema (2.40) expresado en la

Ec.@47).

2.2.1. Interpretacion Fisica del Teorema de Lyapunov

En esta subseccin se muestra que si se elige R, = C'C' = 0 en la Ec.(2.47),
la funcién de Lyapunov V[z(t)] definida en el teorema (2.1), representa la energfa
almacenada en el sistema en el tiempo ¢, disponible para ser disipada por la salida
vectorial y(t) = C'z(t) en un intervalo de tiempo infinito.
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Considérese el sistema (2.40) al que se le asigna una salida como se muestra

a continuacion:
z(t) = Ax(t), xo=x(0),
y(t) = Cx(t).

Nétese en primer lugar, que segin la Ec., para que V(x) < 0, debe
cumplirse

(2.55)

C ((pxn)xn)
CA

rango | CA? =n, (2.56)
C A=Y

es decir, como caso particular, para poder utilizar R, = C'C > 0 es necesario
que el sistema sea observable El Ademas, para esta eleccion de Rz, la ecuacion
de Lyapunov resulta:

AP+ PA+C'C=0, (2.57)

y es facil mostrar que la solucién P de esta ecuacion es el gramiano de observa-
bilidad del sistema (2.53)) [Colmenares and Tadeo, 2003], el cual resulta:

P=W,= / eMtC'CeMat, (2.58)
0
con lo que se ratifica que el sistema (2.55)) debe ser observable.

Continuando con la Ec.(2.57), se puede escribir

AP+ PA=-CC,
x(t) (A P+ P A)x(t) =—2'(t) C'C z(1), (2.59)
Viz@®)] = =y (t)y(t),

e integrando se obtiene

Vi) = (1) Pa(t) = — / y (Oy(t) dt. (2.60)
Si la integracidn se realiza en un intervalo de tiempo infinito, se tiene
[x(t) Pe()]l5> = — [~ v/ (t)y(t) dt,
(2.61)
z(00) Pa(o0) — x(0) P x(0) = — [ ¢/ (t)y(t) dt.

3Note que la Ec. (2.56) es la matriz de observabilidad ( [[Ogata, 2009, Rautenberg and Dittellis,
2004, entre otros])
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Asumiendo que el sistema es asintticamente estable (de lo contrario no se
hubiera podido hallar P = P’ > 0), resulta x(c0)’ Pz(0c0) = 0, obteniéndose

S OPs0) = [y Ot = ol .62
0
Notese que la salida y(t) del sistema (2.55)), es
y(t) = Ce? g,

por lo que su contenido de energia resulta
0 !
lyll3= / zp e C'CeMay dt = x, Py,
0
donde la matriz P, como se dijo, resulta ser el gramiano de observabilidad.

Noétese también que siendo el sistema autdbnomo, la energia disipada por la
salida y(t) s6lo pudo provenir del propio sistema, de manera que el lado izquierdo
de la Ec.(2.62) es la energia almacenada por los estados en el instante inicial de la
evolucién (¢ = 0), que sera disipada sobre () en un intervalo de tiempo infinito.

Si la integracién en la Ec.(2.62) se realiza sobre un intervalo de tiempo finito,
estoes, t € [0,1*] se tiene,

£(t) Pa(t*) — 2(0) Pa(0) = — [ o/ ()y(0) dt,
V()] = 2(0) P(0) — [ o/ (Hy(t)dt > 0,

luego V ¢, se cumple que

Viz(t)] = z(0) P z(0) — /Ot Y (7)y(r)dr > 0. (2.63)

En esta ecuacion se observa que la funcién de Lyapunov V' [z(t)], representa la
energia almacenada en el sistema en el tiempo ¢ que atin no ha sido disipada por
la salida y(t) seleccionada, y por lo tanto V'[z(¢)] es un escalar positivo V¢.

Mientras que su derivada

Viz(t)] = -y (t)y(t) <0, (2.64)

es un escalar negativo V¢, ya que muestra como la energia almacenada en el siste-
ma decrece conforme ¢ aumenta.
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Ejemplo 2.1. Circuito RLC.

Considérese el circuito de la Fig.(2.4), el mismo trata de un sistema auténomo
con condiciones iniciales vo(0) y i1, (0) distintas de cero, es decir, en el instante
inicial hay energia almacenada tanto en el capacitor como en el inductor.

\%
R
+ < -
{ ] 4
e
e + . +
-’ ~ 0 ~
7 N, 4 .
v/ ~ A VN A
/ \, ’ \
1 / \ H '
: ‘I \ ++++ H H Vv
l— 1

N | B ) ;
1 \ / \ 1
H \ / ' /
1 \ Vi A ’
1 N, Va \ ’
1 N V2 Y J

S P \~ "

\\\ ’,’ p o
—_—————
@

Figura 2.4: Circuito RLC.

Balance de energia
Realizando un balance de energia, se tiene

Pc Pr Pr
—_—— T~
Covc ve+ Lig i+ Rig ig =0, (2.65)
~—~— ~~ ~—~
ic vy, VR

por lo que es posible escribir

CUO@0+LZ'L€L:—RZ'%<O, o bién,

1 (2.66)
CUC@C+LZ'L5L:_EU%<O~

Dado que el sistema tiene un solo resistor, toda la energia almacenada en el
sistema se disipard sobre él.

El término de la izquierda de la Ec.(2.66)) representa el ritmo con que el induc-
2
. , . L. . v
tory el capacitor ceden su energia, mientras que el término R i3, 0 <, representa

el ritmo con el que el resistor la disipa.

Como este Uiltimo es positivo ya que el resistor siempre se comporta como un
elemento pasivo, necesariamente se cumple que:

Cvcﬂc+LiLiL<O.
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Escribiendo la Ec.(2.66) en forma matricial, se tiene

(2)(% %)(EJL):‘(U)( 8><3L)<0 .67

ir
el lado izquierdo de la Ec.(2.67), puede reescribirse como

OB

y definiendo
(&
P2 ( %) ) >0, (2.69)

P Px+2 Pi<0.

o X

NigRe]

toma la forma

(2.70)
Por otro lado, definiendo como matriz de salida del sistema al vector ﬁlaE|
Cé(%ﬁ 0), .71

el lado derecho de la Ec.(2.67) toma la forma

! 1
—(?’C) (R 0)(?’C):—x’c’cx<o, Vi,
1L 0 0 11,

(2.72)
y siendo Cz(t) = y(t) la salida del sistema, el balance de energia de la Ec.(2.66)
puede representarse como

¥ Prx+2' Pi=—yy<0, Vi (2.73)
Integrando las Ecs.(2.60) y (2.73) en un intervalo de tiempo t y reordenando
los términos, se tiene

L CwE(t)+ L3 =[L Cv2(0)+ L L3 (0)] — [y L vo(t)dt,

(2.74)
2(t) Pa(t) = x(0) Px(0) — [i y(t)y(t)dt.
Comparando las Ecs(2.74) se observa que

V[z(t)] £ 2(t) Pa(t) = 3

=3 Cvg(t)+35 Lij(t) >0, Vt,

(2.75)
14Aqui 1a matriz de salida del sistema y el pardmetro capacidad del circuito tienen la misma
denominacién, sin embargo, no se produce ninguna ambigiiedad en su interpretacion.
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es la energia disponible dentro del sistema que aiin no ha sido disipada por la
salida y(t).

Obsérvese que si en el sistema no existen elementos disipativos R = 0, el
balance de energia resulta

Cve e+ Lig i =0, (2.76)

y en general

V(iz)=i' Pz+a' Pi=0, Vt>0. (2.77)

La ecuacion anterior conduce a que

V(z(t)) = V(z(0)), Vt >0, (2.78)

es decir, la energia almacenada en el sistema permanece dentro del mismo
sin disiparse, oscilando entre energia potencial y electrocinética de manera
permanente, obviamente se trata de un sistema con estabilidad marginal.

En la Fig.[2.3) (arriba), se representa la evolucion de los estados y la evo-
lucion de la energia total del sistema en funcion del tiempo. Mientras que en la
misma figura (abajo), se muestra la evolucion de la energia total del sistema en
el espacio de estados.

En ambas figuras se destacan con el mismo color los niveles de energia cons-
tante y las curvas de nivel sobre la funcion de Lyapunov.
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Respuesta al impulso (i (0)=1A, vc(0)=1V)

+ E 1
Wl 0.8
\ﬁ—%\ 06
0.4
0.2

Amplitud

02—

a4 vc

a8

o 1 2 B

Tiempo (seg)

Figura 2.5: Evolucién de los estados y enrgia almacenada del circuito RLC.

También se delimita con dos marcas (*) un segmento de tiempo donde la ener-
gia decrece muy lentamente, esta situacion se corresponde con un cambio en el
sentido de la corriente sobre el resistor, teniendo la misma en ese momento, un
valor muy proximo a cero.

Obsérvese que esta situacion se corresponde con una evolucion casi tangen-
cial de la energia sobre la curva de nivel.

El préximo ejemplo refiere a un circuito RLC' con dos elementos disipativos.
Se utiliza el teorema de Lyapunov para determinar cudnta energia almacenada en
el sistema se disipa sobre cada uno de ellos.

Ejemplo 2.2. Considérese el circuito de la Fig(2.6)), se desea saber qué parte de
la energia almacenada en el mismo serd disipada sobre Ry, y qué parte sobre R.
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Figura 2.6: Circuito RLC.

Aplicando las leyes de Kirchhoff, el balance de energia resulta
Cugto+ Lipip = —(4 v&+ Ry if) <0. (2.79)

Como se ha visto el el ejemplo anterior, el lado izquierdo de estas iltimas
ecuaciones, representan el ritmo con que el sistema cede su energia almacenada,
v el lado derecho el ritmo con el que sistema la disipa al medio ambiente en forma
de calor.

Reescribiendo la Ec.(2.79) en forma matricial se tiene

o\ [ C 0 Ve Ve ' RL 0 Ve
. . =—1 . ! . < 0.

1, 0 L 1r 17 0 Rs ir

(2.80)
Se eligirdn tres variables de salidas
yi(t) = Cra(t), wlt) = Cax(t), y(t) = Ca(t), (281)
para las cuales se han definido las siguientes matrices:
1 C

2 — 0), C,2(0 VRy), C= 1). 2.82
2 0) asovm). (g 82)

Las potencias dispadas sobre cada salida, resultan

1
iy =2 CiCy = — vi,
Ry

Yy o =o' CYCrx = Ry i3, (2.83)

1 :
y’y:x’C’/C’x:R—IU%—FRQZ%,
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y sobre cada una de ellas se pueden formular las siguientes funciones de Lyapu-
nov:

Vilz(t)] = () Pra(t),
Valz(t)] = x(t) Poa(t), (2.84)

Viz(t)] = =(t) Pz(2),
siendo las matrices Py, P, y P, las soluciones respectivas de las siguientes ecua-

ciones matriciales:
A’P1+P1A+C'{Cl =0,

APy + PyA+ C)Cy = 0, (2.85)

AP+ PA+C'C=0.

Premultiplicando y posmultipicando las mismas por ©' y x respectivamente,

se obtiene
' Pix 4+ o' Py = —2'C1Cix < 0,

' Pox 4+ o' Pyt = —2'CyChx < 0, (2.86)

i'Px+ 2Pt = —2'C'Cx <0,
e integrando en un intervalo de tiempo infinito, se tiene las energias disipadas por
cada salida como se muestra a continuacion:

[e.e] o0 1
Vi[z(0)] = z(0)'Pyz(0) = [, xC{Cra dt = | o v dt,
1
Vo[2(0)] = (0) Pax(0) = [~ aCyCon dt = [° Ry i3 dt, (2.87)

V[e(0)] = 2(0) Pa(0) = [ 2C'Cu dt = fOM(Ril W 4 Ry i2) dt.

A continuacion, se cuantifica este ejemplo con todos los pardmetros del cir-
cuito y condiciones iniciales valuados en una unidad.
La ecuacion de estados para el sistema autonomo es

bo (1) (7%) (@) [ ve® vc(0)
iL<t) (l) (—Rz) iL<t) ZL(O)

L L

ycon Ry = Ry = C = L =1, la matriz A resulta

1 -1
() (2.89)
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Las soluciones para las tres ecuaciones de Lyapunov, Ecs.@ son
0,375 —0,125 (0,125 0,125 (05 0
Pl_(—o,125 0,125 ) PQ_(0,125 0,375)’ P‘( 0 0,5)’

(2.90)
v las energias disponibles para cada salida en el instante t, vienen dadas por

Vi[z(t)] = 0,375 ve(t)? — 0,25 ve(t) in(t) + 0,125 4., (¢)?,
Valz(t)] = 0,125 ve(t)? + 0,25 ve(t) in(t) + 0,375 ip (1), (2.91)

Viz(t)] = 0,5 ve(t)* + 0,5 ir(¢)%
cuyos valores en el instante inicial, son

Vi[z(0)] = 0,375 — 0,25 4+ 0,125 = 0,25 |
Valz(t)] = 0,125 + 0,25 + 0,375 = 0,75 (2.92)

V[z(0)] = 0,5+ 0,5 = 1.

Las siguientes figuras muestran lo aqui expuesto.

Ampltitud
I
|

|
tiempo (§eg)

Figura 2.7: Evolucién de los estados
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Energ. disibada sobre R,
- Energ. disipada sobre R, 7
- Energ. disipada sobre R; y R, -

Figura 2.8: Energia disipada por cada salida en funcion del tiempo

09 Energ. disipada sobre R;
08 —— Energ. disipada sobre R,
—— Energ. disipada sobre R; y R,

Figura 2.9: Energia disipada por cada salida en el espacio de estados.

De este ejemplo se puede concluir, que en un sistema autonomo asintotica-
mente estable, con una matriz de estado A, condiciones iniciales x(0), y alguna
salida dada yy, = Cy, , la funcion

t
Vilz(t)] = 2'(t) Pyz(t) = 2'(0) Py (0) — / yr(t) ye(t) dt (2.93)
0
donde Py, satisface
A/Pk + PLA = C];Ck,

representa la energia almacenada en el sistema en el tiempo t, disponible para
ser disipada por la salida yx(t) en el intervalo (t,c0).
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2.2.2. Interpretacion grafica del Teorema de Lyapunov

La funcién de Lyapunov para sistemas LTI, definida por la Ec.(2.41)) es una
forma cuadrética, es decir, un polinomio de segundo grado homogéneo de n va-
riables x1, o, ..., Ty,.

Por definicion, la funcién de Lyapunov debe ser una funcién escalar positiva,
lo cudl es equivalente a pedir que la matriz PP sea una matriz positiva definida,
es decir, los autovalores de la matriz P son reales y positivos, como se muestra a
continuacion [Rautenberg and Dattellis, 2004].

La matriz P es una matriz simétrica y real, por lo tanto puede diagonalizarse
ortonormalmente, es decir, existe una matriz ortonormal Yﬂ tal que,

AN O - 0
0 X -+ 0
TPT'=A=| . .= . (2.94)
0 0 - A\,
donde los A; son los autovalores de P, siendo \; € R, Vi =1,2, ..., n.
Reescribiendo la Ec.(2.4T)) como
V(z) =2'Px = 2'T' AT, (2.95)
y definiendo
vE Tz, (2.96)
se tiene
V(z) =vAv =731 Aoz,
(2.97)

siA >0 Vi, = V(x)>0.

Por ser 1" una matriz ortonormal el vector v es solo una rotacion del vector z,
y por lo tanto la transformacidn preserva su médulo, simplemente se trata de un
cambio de base en el sistema de coordenadas.

Las curvas o superficies de nivel (V' (x(t)) = cte) de este tipo de funciones son
elipsoide de revolucidn en el espacio ", y con el cambio de base mencionado sus
eje principales tienen la direccion de los autovectores de P [Hagan et al., 2000]].

En la Fig.(2.10) se grafica V(z(t)) para n = 2, sus curvas de nivel para distin-
tos valores de V' (z(t)) > 0, y su gradiente VV (z(t)) que como se sabe y segin
se observa es siempre perpendicular a estas.

15Una matriz ortonormal tiene las siguientes propiedades: 77 = T, sus columnas y sus filas
forman un conjumto ortonormal, |det(T") = 1|, sus autovalores tiene médulo 1
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Figura 2.10: Ejemplo de funcién de Lyapunov para V(z) = 2/Px con P =
diag(1,5; 4).

Siguiendo el andlisis con 7 = 2, la condicién V (x(t)) < 0, Vt implica:

[\

V() = (2 2o ) ( 28 ) = (dn(t) dnlt) ) ( Z%E) ) <0,

Oxo

V(m(t)) =VV(x(t)) 2(t) = 2(t) VV(z(t)) <0, WVit.
(2.98)
Por lo tanto, para que el sistema sea asintdticamente estable, el producto in-
terno entre el gradiente de V' (x) y el vector tangente a la evolucién de los estados
#(t), deben formar un dngulo obtuso (mayor a 90°) para todo instante de tiempo,
como se observa en la Fig.(2.11).
Obsevése que si

V(z(t)) = VV(x(t)) ©(t) =0, Vt, (2.99)

significa que el vector gradiente VV (z(t)) es perpendicular (en todo tiempo) a la
evolucioén del sistema, lo que implica que dicha evolucién se desarrolla sobre una
curva de nivel (elipse), la cual representa un valor de energia constante.

Siendo que la energia no se disipa (solo cambia su naturaleza entre potencial
y cinética), es claro que la dindmica del sistema no convege a x(c0) = 0, pero
tampoco diverge, se trata de un sistema marginalmente estable.
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/\\

Figura 2.11: Evolucidn de los estados y curvas de energia constante

2.3. Regulador Optimo LQR

2.3.1. Sistema LTI no autonomo

Considérese el siguiente sistema LTI de orden n,

(t) = Ax(t) + Bou(t), x(0) = x¢#0,
(2.100)
y(t) = Cx(t).

Aqui u(t) es una sefal vectorial exogena de energia ﬁnitﬂ que ingresa al
sistema a través de la matriz de entrada Bs, e y(t) es la sefial vectorial de salida
cuyos elementos resultan de la combinacion lineal de los estados con cada fila de
la matriz de salida C{”]

Como se puede observar en la Fig.(2.12), este sistema es excitado por una
combinacion lineal de dos entradas vectoriales, una del tipo impulsiva debido a
las condiciones iniciales, mientras que la otra es la entrada externa mencionada.

Interesa determinar cual es la forma de esta sefial u(¢) y cual es su cota minima
de energia tal que haya garantia de que el sistema al cual excita sea estable, atin
cuando el sistema auténomo no lo sea.

I6El hecho de que u(t) sea una sefial de energia finita, o de cuadrado integrable, significa que
u € LY[0, 00).

17Sin pérdida de generalidad se asumird que el sistema es SISO, es decir, las variables u(t)
e y(t) son sefiales escalares, y por lo tanto, las matrices By y C son vectores columnas y fila
respectivamente.
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1 B X y
—> X (sIF-A)" —>» C ——>
2 5 B,

Figura 2.12: Diagrama en bloque del sistema con dos entradas x¢d(t) y u(t).

Como ya se ha visto, la garantia de estabilidad del sistema de la Ec.(2.100),
estd dada por la existencia de una funcion de Lyapunov,

V(z(t)) = z(t) Pz(t) > 0, tal que V(x(t)) =VV(z(t)) z(t) <0, Vt,
y su gradiente, el cual resulta
VV(x(t)) = 2Px(t),

depende tanto de los estados como de la matriz P, cuyo valor serd necesario en-
contrar para poder determinar la sefial de control u(t).
Para trabajar con mayor claridad se redefine a este gradiente comﬂ

\ £ 2Px, (2.101)

por lo tanto, es posible reescribir la condicion de estabilidad del sistema del si-
guiente modo
Ni+xzR,x=0. (2.102)

Dado que el contenido de energia de la accion de control estd definido como
Bu= [} £ [ uttyuat, .103
0

luego, para determinar u () se propone encontrar una accion de control de minima
energia que garantice la estabilidad del sistema realimentado, es decir, se propone
resolver el siguiente problema de optimizacion:

min { f(u) = v'u},

u€la

sa: Ni+a2 R, x=0, (2.104)

donde A, z, y R, fueron definidos previamente al comienzo de esta seccion.

18Para simplificar la notacion, en adelante se omite las dependencias de las variables
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Existiendo solamente una restriccion de igualdad, es posible resolver el pro-
blema anterior como un problema sin restricciones minimizando la funcién La-
grangeana, la que resultaIT_gl

L(u,z) 2 v u+{Ni+a2 R,a} >0,
(2.105)
L(u,x) =v u+ N (Az + Bou) + 2’ R, z > 0.

Para encontrar un minimo de esta funcidn respecto de u se busca en primer
lugar un punto estacionario, para lo cual se deriva L(u, ) respecto a u y se iguala
a cero, obtiéndose:

oL
OL(wx) _ oyt ga—o,
U
resultando
* / )\ /
ut = —DB, 5 = —B,Px. (2.106)

La Ec.(2.106) muestra que la forma de la sefial u(t) buscada, se obtiene
realizando una realimentacion lineal de estados, cuya ganancia de realimentacion
K resulta, K = —B} P y en la Fig.(2.13) se representa esta situacion.

Es claro que al ser el sistema estable, la sefial u*(¢) = Kx(t) resulta ser una
sefial de energia finita. Sin embargo atn no hay garantias de que «* minimice la
Ec.(2.103), ya que se desconoce el valor de la matriz P, solo se sabe que debe ser
positiva definida.

1 B X y
— X, (sI-A) C ——>

B, jl«<—{ K |=—

Figura 2.13: Sistema LTI SISO con realimentacion de estados.

Siendo que u* depende linealmente de x, se minimizard la funcién Lagran-
geana respecto de esta variable, para lo cual se busca en primer lugar obtener un
punto estacionario.

YNétese que la expresién entre llaves es cero ya que es una restriccién de igualdad, mientras
que v’ (t)u(t) = Ju(t)|* = 0.
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Al derivar L(u, ) respecto a = e igualar a cero se tiene

. !
%:2Rxw+)\’g—i+g—;jz:0. (2.107)
Siendo .
ox P =2P i =\, (2.108)
ox
se obtiene
2R,z* + AN+ A = 0. (2.109)

A partir de la Ec.(2.109) y teniendo en cuenta la ecuacién de estados (2.100)
evaluada en (u* y =), se puede plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

;A

i =As" — BBy 5, (2.110)
A A

—C =R+ A Z 2.111
5 R, x* + 5 ( )

Utilizando las Ecs.(2.101] y [2.108) se reescriben las ecuaciones anteriores en
forma matriciaﬂ del siguiente modo:

I \.., [ A —BB, I\
(1)e- (2 BE) (D) e

premultiplicando ambos mienbros de la Ec.(2.113) por la matriz (P I), se anula
el miembro de la izquierda, resultando:

A —ByB} 1 .
0= (P ])(Rx A’Q)(P>”" (2.114)
por lo que Vx* # 0, se cumple
PA—PB,BoP+ R, +A'P=0 (2.115)

donde, a esta igualdad matricial se la conoce como Ecuacion Algebraica de
Riccati (ARE), y tiene como tnica incognita a la matriz PEl

201 a3 matriz:

R, A’
recibe el nombre de Matriz Hamiltoniana del sistema Ec.(2.100).

2lgg importante destacar que la Ec.(2.115) es cuadratica en la variable matricial P, es decir,
tiene solucién para P > 0y P < 0, para mayor claridad obsérvese el caso escalar:

_ !
Hé< A BB ) (2.112)

b%p2 —2ap —r; =0,

_ 2a=+/(2a)? + 4b3r,
N 203 ’

P12
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El punto (z*, u*) obtenido es un punto estacionario de la funcién Lagrangeana,
a continuacién se verificard si dicho punto minimiza L(u, ).
Si se satisface la ecuacién matricial (2.113)), se puede escribir

#*(A'P + PA+ R, — PByB,P)a* = 0,
T*(A'P 4 PA+ R,)z* — o™ (PByByP)a = 0,
(AP + PA+ R,)z* — u™*u* =0,

obteniéndose
u*u* =a*(A'P+ PA+ R,)x*

= 22" PAx* + 2™ R, z,*
por lo que es posible escribir

uwut = NAx + 2™ R, x*. (2.116)

Retomando la Ec.(2.103)) y reemplazando en ella por la Ec.(2.101), la funcién
Lagrangeana resulta

L(u,z) =vu+ [N Ax+ 2 R, x]+ N Bou > 0,
2.117)
L(u,z*) =v u+ [N Az* 4+ 2" R, *| + N Bou > 0.

Reemplazando el corchete de la Ec.(2.1T7) por la Ec.(2.116) y teniendo en
cuenta la Ec.(2.106), se tiene

L(u,z*) = u+u*u* —2u™*u >0,
— _ *\/ _ * >
(= w)(u—u) 20, (2.118)

=|u—u**>0,
Notese que, para v = u* de la ecuacidn anterior resulta, L(u*, z*) = 0y por
tanto el par (u*, z*) es el 6ptimo, escrito ahora como (ugyt, Tept)-

En consecuencia, la realimentacion lineal de estados: u(t) = Kz(t), con
K = —BJ} P, siendo P > 0 solucién de la ecuacién matricial de Riccati:

PA — PByByP+ R, + A'P =0,
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es la accion de control de minima energia, que garantiza que el sistema pertur-
bado (2.100) tienda a su posicién de equilibrio estable en un intervalo de tiempo
infinito.

Cabe aclarar que usp: () minimiza el costo cuadrdtico, el cual se define como

J 2 / h [2(t)" Ry x(t) + u(t) u(t))dt. (2.119)
0
En efecto, retomando la funcién Lagrangeana
Llu(t), z(t)] = V[z(t)] + u(®)u(t) + z(t) R, z(t) > 0, (2.120)
y despejando '

w(t)u(t) + z(t) Ry x(t) > =V[z(t)] > 0. (2.121)

Se puede notar que g, (¢) minimiza el lado izquierdo de la Ec.(2.121)
Uspt (1) g (t) + 2(t) Ry 2(t) = =V[z(t)] > 0, (2.122)

por lo tanto minimiza el funcional Ec.(2.119), y su valor minimo es dado poﬂ
Jmin = 2§ Pg, (2.123)
con P solucién de E.2.113).

Considérese ademds, que eligiendo R, = CTC, al minimizar el funcional

J = /Ooo[y(t)'y(t) + u(t) u(t)]dt, (2.124)

se minimiza en forma conjunta la suma de las energias disipadas por la sefial de
salida y la sefial de control,

J = lyll3 + |Jull3- (2.125)

Es decir, esta accién de control resuelve en forma 6ptima el compromiso entre
la velocidad de respuesta y la energia de control.

La solucién a dicho compromiso se debe a que cuanto mayor sea la energia
de la sefal de control el sistema responderd mas rdpidamente, pero mayores seran
los sobrevalores o sobrepicos de la respuesta, y mayor serd el costo de la sefial
manipulada, produciendo en la mayoria de los casos saturaciones o variables
fuera de sus cotas [Sanchez, 1992].

El planteo LQR se resume a continuacion:

22Lo cual implica que u,; minimiza la traza de P, esto se puede ver si se diagonaliza la matriz
P mediante una transformacién ortonormal como se hizo en la Ec.@de la seccién @
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1. Dadas A, By, C resolver la ARE para encontrar la matriz P > 0,

ATP+ PA+CTC — PBy, B4P = 0.

2. Entonces, la accién de control lineal u(t) = Kxz(t), con K = —B}P, es-
tabiliza al sistema auténomo realimentado cuya matriz de estados resulta:
Agq = A+ By K,y esta estabilizacion la realiza minimizando la funcién de
costo cuadratico,

J= / T leye) + uleY ().

En un formato mas genérico y para agregar algin grado de libertad a disefio
del regulador, se expresa el funcional a minimizar del siguiente modo:

J = /Oo[x(t)'Rxx(t) + u(t)' Ryu(t)]dt, (2.126)

con la condicién de que R, = R), = 0y R, = R, = 0. En este caso y siguiendo
el mismo razonamiento, la ecuacion de Riccati y la ganancia de realimentacion
Optima quedan expresadas como:

ATP+ PA+ R, — PByR;'B,YP =0, (2.127)
K,y = R, 'ByP. (2.128)

Ejemplo 2.3. Problema de Control Optimo, para un sistema marginalmente
estable de segundo orden.

Considérese el sistema masa-resorte de la Fig.(2.14). El resorte tiene una
constante eldstica k, y el bloque unido a éste tiene una masa m.

Se asume que inicialmente dicho bloque estd inmovil pero no en reposo, ya
que el resorte estd estirado almacenando energia potencial, es decir, el bloque
estd desplazado respecto de su posicion de equilibrio un valor x.

Se asume ademds, que la superficie donde estd apoyado el bloque no tiene
rozamiento.

La ecuacion diferencial que modela el comportamiento dindmico del sistema,
y sus estados iniciales son:

ma(t) + kx(t) = 0,
0) = x, (2.129)

8
A~~~
@)
~—
I
)
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K

NN\

X,(0)_

Xt _

Figura 2.14: Sistema masa-resorte

Tabla 2.1: Datos del problema Masa-Resorte.

Parametros del sistema

Masa del carro m=1Kg.
Cte. elasticidad k=1Kg/s*
Matrices de peso

Estados R,=1
Control R,=1
Condiciones iniciales

Posicion z1(0)=1m
Velocidad 22(0) =1m/s

Aqui, x(t) describe la posicion de la masa, mientras que ©(t) y Z(t), son su
velocidad y aceleracion respectivamente.
Aplicando transformada de Laplace se tiene,

m [x(s)s> — (zos + do)] + ka(s) = 0. (2.130)
Reordenando la ecuacion anterior
x(s) <32 + E = oS + Io (2.131)
m

y definiendo

wo = Vk/m, (2.132)

S fo
= 2.133
x(s) = xg 2+ o) + 52+ wd) ( )

se puede escribir
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Teniendo en cuenta la hipdtesis inicial £(0) = 0, ya que el bloque estd inicial-

mente en reposo, resulta
s

x(s) = xom.

Luego, aplicando transformada inversa se obtiene evolucion temporal de la
posicion del centro de masa del bloque, esto es:

(2.134)

x(t) = xg cos(wot), YVt > 0. (2.135)

Diagrama de polos Oscilacion del centro de masa

Plano S

05F Wy

T=2Mjw,

jImg.(S)
o
Amplitud
o

15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 0 2 4 6
Real(S) Tiempo

Figura 2.15: Sistema oscilante

La Fig.([2.13) muestra las oscilacion sostenida en el tiempo del centro de masa,
asociada a los polos imaginarios de la funcion de transferencia.

Notese que el bloque oscilard respecto de su posicion de equilibrio entre +x,
con un periodo dado por T = Z—’g Al no existir rozamiento la energia inicial no
se gastard, es decir, el sistema es no disipativo y por lo tanto el bloque no se
detendrd.

Regulador Lineal Cuadratico (LQR)

Se propone ahora frenar el bloque aplicando una fuerza u(t) tal que el costo
o trabajo necesario para detenerlo sea minimo.
Para ello, se modela el sistema mediante la representacion en variables de
estado.
x(t) = Ax(t) + Bau(t)
(2.136)
y(t) = Cz(t) + Du(t).
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DeﬁniendoFEl
(2.137)
las matrices A, By ,C'y D, resultan ser
0 1 0
A_<—k/m 0)’ BQ_(l/m)’
(2.138)

-(31) o-(2)

Mediante esta eleccion de las matrices C'y D, la salida a regular son los
estados del sistema, la posicion del bloque y su velocidad.

Por lo visto en esta seccion, para lograr la accion de control optima se debe
minimizar la siguiente integral:

J = /Oo[a:’(t)Rwa:(t) + o' (t) Ryu(t)]dt. (2.139)

El control optimo resulta:
u(t) = —R; ' ByPx(t),
siendo

P= <p1 P2 > - 0, (2.140)
P2 D3

la matriz que resuelve la siguiente ecuacion:

AP+ PA+R,— PB,R,'B,P = 0.

Ejemplo numérico

En este ejemplo se adoptardn los valores de la tabla (2.1), resultando las
siguientes matrices de estados y de entrada:

0 1 0
A:<_1 0), 32:(1>. (2.141)

23 Ahora x(t) es el vector de variables de estado, siendo sus componentes los dos estados que
tiene el sistema, la posicion del centro de masa del bloque y su velocidad.
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Utilizando el solver de Matlab® se resuelve la ecuacion algebrdica de Ric-
cati, obteniéndose la matriz

1,9123 0,4142
b= ( 04142 1,3522 ) ’ (2-142)

con la cual se calcula la ganancia de realimentacion optima,
Ko = —(0,4142 1,3522). (2.143)
La dindmica del sistema realimentado resulta,
(t) = Ag x(t), siendo Ay = (A+ BaKsp), (2.144)

y de acuerdo con los valores numéricos, su dindmica resulta

( 28 ) - ( —10,41 —11,35 > ( i;gg ) : (2.145)

El sistema realimentado tiene polos estables ubicados en:
s = (—0,675 4 j0,977),
los cuales producen una oscilacion decreciente acotada exponencialmente.

La Fig.(2.16) muestra la posicion del centro de masa y su velocidad cuando
el regulador lineal cuadrdtico es implementado en ella; también se observa la
accion de control.

En la Fig(2.17) se muestra la evolucién de los estados, las curva de nivel y el
gradiente de la funcion de Lyapunov.

De la misma forma que se realizé en el ejemplo (2.2)), es posible determinar la
energia disipada por los estados y la energia disipada por la sefial de control. En
efecto, el sistema realimentado con ganancia de estado Ky, satisface la ecuacion
de Lyapunov:

uP + PAy = —(C'C + Ky Kop), (2.146)

donde Py 'y Kgpy estdn determinadas por las Ecs.(2.142) y ([2.143) respectiva-
mente, mientras que la matriz C' elegida es la matriz identidad: Ec.(2.138).
Tomando por separado ambas "salidas", se tiene

,Clpm + P:B Acl = _Clcv
(2.147)
ALP, + Py Ay = K.

opt

Ko’pta
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1.5

-1 Accién de control
= \/elocidad el centro de masa
-1.54 ==+ Posicién del centro de masa
_2| 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

tiempo(seq)

Figura 2.16: Frenado 6ptimo, posicién y velocidad del bloque M.

1.5

0.5

velocidad (mts/seg)
o

15 i i i i
0 0.5 1 1.5
posicién (mts)

Figura 2.17: Diagrama de estados. Curva de nivel y gradiente de la funcién de

Lyapunov.

resultando

1,3708 0,3536 (05415 0,0607
Fe= < 0,3536 0,6312 ) » Fu= ( 0,0607 0,7210 ) : (2.148)
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Luego, la energia de los estados , la energia del control y la energia total del
sistema en cada instante de tiempo, vienen expresadas por:

V,[2(t)] = 1,3708 22(t) + 0,7072 21 (t)z2(t) + 0,6312 22(t),
Vo [2(t)] = 0,5415 22(t) + 0,1214 21 (t)z2(t) + 0,7210 22(t), (2.149)

Vrlz(t)] = 1,9123 23(t) + 0,8284 x1 (t)z2(t) + 1,3522 23 (t).
Y las energias disipadas en un intervalo de tiempo infinito, resultan:

V,[2(0)] = 1,3708 + 0,7072 + 0,6312 = 2,7091,
V,[2(0)] = 0,5415 + 0,1214 + 0,7210 = 1,3838, (2.150)

Vi[2(0)] = 1,9123 + 0,8284 + 1,3522 = 4,0929.

En la Fig.(2.18) se muestra como el sistema realimentado (estados y control)
disipa su energia. Notar que este sistema tiene mds energia que el sistema en lazo
abierto, pero es la minima necesaria para estabilizarlo.

Energia del control
= Energfa de los estados
= Energfa total del sistema

Figura 2.18: Disipacion de energia en el espacio de estados.

2.4. Minimizacion de la norma H,

En esta subseccion se verd que eligiendo en forma adecuada una salida auxiliar
del sistema, el control 6ptimo puede tratarse como la minimizacién de la norma
dos del sistema realimentado [[Sanchez, 1992].
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Considérese el siguiente sistema

&(t) = Az(t) + Bau(t),
y(t) = Cx(t), (2.151)
u(t) = Ku(t).

aqui y(t) es la salida del sistema sobre la que no se hace ninguna especificacion,
y u(t) es una funcién escalar.
Si se elije como salida auxiliar

2(t) £ Cox(t) + Dagul(t), (2.152)

donde para un sistema de n estados, se definen las matrices C, € R(»FD)xn) y
Dsy € RUHDx1) de] siguiente modo:

1 0. .0 0
01 . 0 0

Cy 2 S , D2 | |. (2.153)
T | .
00 . .0 1

nt) 2| e R((m+)x1), (2.154)

y su contenido de energia resulta,
| 22|13 = / [2(t) 2 (t) + w(t) u(t)]dt. (2.155)
0

Obsérverse que ||25][3 es el costo cuadratico Ec.(2.126)), habiéndose elegido

R, = CyCy = [,
(2.156)
Ru — D/22D22 == 1,

siendo ademads, las matrices C'y y Doo ortogonales entre si, esto es:

CDyy = 0V DLCYy = 0™, (2.157)
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1 B X y
—> X —»?—» (sI-A) C ——
u
B, =< K |= >}
ZZ

Figura 2.19: Sistema realimentado con seleccion de zs.

Reemplazando en la ecuacion de estado y en la salida z3(¢) por la accién de
control, se tiene
(t) = (A+ B K)x(t),

(2.158)
ZQ(t) = (02 + DQQK)I(t).
Definiendo
Ag £ (A+ BK),
(2.159)
Coy 2 (Cy + DpK),
y aplicando Laplace al sistema Ec.(2.158)), se tiene
z9(s) = Cu(sl — Ay)~'2(0), (2.160)
siendo
Gcl(s) = Cu (S] - Acl)_lu (2.161)
la funcién de transferencia del sistema realimentado, y
ga(t) = Co e, (2.162)
su respuesta al impulso.
La salida z5(t) es
22(t) = ga(t) o, (2.163)
y por lo tanto su contenido de energia resulta
lzll5 = [fy ga(t)galt) dt] o,
(2.164)

= .CIZ'{] chlH% Zo-
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Con esta eleccion de 29, el control 6ptimo se puede calcular minimizando la
norma H, del sistema realimentado.

Note que ahora es posible resolver el problema LQR sin restricciones del si-
guiente modo:

|22 |2 (2.165)

min
K)
donde z; y z estdn definidas en (2.158).

Esta formulacién tiene como ventaja adicional poder incorporar restricciones
al problema LQR, ventaja con la que no cuenta la simple utilizacién de la ecua-
cion de Riccati. Particularmente, en esta tesis las restricciones se incorporardn
mediante el uso de LMI, lo que se mostrara en capitulos posteriores.

2.5. Resumen

En este capitulo se han revisado conceptos bdsicos de los sistemas LTI, par-
ticularmente cuando dichos sistemas estdn representados mediante el modelo en
variables de estados.

El andlisis de estabilidad de un sistema LTI utilizando el criterio de Lyapunov
fue el eje central de este capitulo. En primer lugar se analiz6 la condicién que
debe cumplir un sistema autébnomo para ser asintdticamente estable, didndose las
interpretaciones fisicas y graficas del teorema de Lyapunov.

Posteriormente se desarrollé el Regulador Lineal Cuadratico (LQR), para lo
cual se utilizé la condicién de estabilidad de Lyapunov como una restriccion a
ser satisfecha en un problema de 6ptimizacion. En efecto, el planteo consistié
en minimizar la energia de una sefal externa de cuadrado integrable, esto es,
u € LL3[0,00), sujeto a la restriccién de que el sistema no auténomo sea asin-
téticamente estable, ain cuando el sistema auténomo podria no serlo.

Resolver tal problema condujo como solucién a que la sefial externa u(t), se
obtiene mediante una realimentacién lineal y negativa de los estados del siste-
ma, u(t) = Kxz(t), y que la ganancia estdtica de esta realimentacin se obtiene
resolviendo la Ecuacién Algebraica de Riccati (ARFE).

Por ultimo, se vio que eligiendo en forma adecuada una salida auxiliar 2o
de un sistema al que se le aplica una realimentacion lineal de estado, el control
Optimo puede tratarse como la minimizacién de la norma H, de dicho sistema
realimentado.

En el siguiente capitulo se analizard la norma H ., de un sistema en lazo abier-
to, y se mostrard la forma de calcularla utilizando el modelo en variable de estado,
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también se verd como utilizar realimentacion para minimizar dicha norma.

55
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Capitulo 3

Rechazo a perturbaciones
desconocidas

3.1. Introduccion

En este capitulo se discutird las normas H, y H, para el rechazo de perturba-
ciones. Primeramente, se analizaran estas dos normas en el dominio frecuencial
para un modelo LTI SISO entrada/salida, y posteriormente se encontrard una ma-
nera de evaluar la norma H., en el modelos de espacio de estados.

3.2. Norma H,y Norma ., de un sistema LTI

3.2.1. Norma H-

Se ha visto en la seccién (2.4) que el control éptimo minimiza la norma H,
de la funcién de transferencia que relaciona la perturbacién de estados o0 (t) y la
salida y(t) = Cz + Du, siendo C'y D matrices ortogonales.

Se verd aqui que este es un caso particular de una situacion mas general, la
cual se plantea a continuacién en el dominio frecuencial.

Considérese el siguiente sistemaﬂ a lazo abierto:

y(s) = G(s)w(s), 3.1

aqui w es una sefial exdgena que ingresa al sistema perturbdndolo, y es la sefal de
salida, y G la funcién de transferencia que las relaciona.

"Por simplicidad se plantea la norma # para un sistema SISO.

57
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Asumiendo que el sistema es estable y w una sefial de energia (o potencia
medieﬁ) finita, el contenido de energia del vector de salida y(¢) resulta

HM—AWWWt (3.2)

Haciendo uso de la definicién de la transformada de Fourier, y(t) puede ex-
presarse del siguiente modo:

y(t) ! /oo z(jw)e™ dw, (3.3)

:§ N

y con esta representacion, la Ec.(3.2) queda expresada comoﬂ

1 o0
HM=—/IMM%L (3.4)

2 J_

Evaluando la Ec.(3.I)) en s = jw y reemplazando en la ecuacién anterior, se
tiene

1 o0
HM:—/Mww%mww 3.5)

21 Joo

Si la densidad espectral de energia (o potencia) de la senal w(t) es constante,
y si ademds se asume, sin pérdida de generalidad, que

lw(jw)|* =1, Vw,
entonces la energia de la sefal de salida, resulta

1 o0
Hméz——/"|eowﬁma (3.6)

2m J_o

y de manera equivalente, por el teorema de Parseval, se tiene

o
2 2
ol = [ lato)P ae @)
0
2Si w es una sefial de potencia media finita, su contenido de potencia resulta [[Stremler, 1993]:
> w(t)]?
ol = [ timro 2L
0

3Esto es debido a la isometria entre Lo (#) y Ly (jw), también conocido como el teorema de
Parseval [Stremler, 1993]].
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Definiéndose a

Gl 2 \/% | i6te . -

como la norma # del sistema G(s).

/ WP d, (8
0

Ejemplo de sefales de espectro plano son: el ruido proveniente de los equipos
de medicién, también llamado ruido blanco o ruido con distribucién gaussiana y
media cero; y el ruido de proceso w(t) = x¢d(t), que como se ha visto modela los
efectos de las condiciones iniciales del sistema.

Por lo tanto, si se utiliza realimentacion para minimizar la norma H del sis-
tema relimentado, se minimizan los efectos de la potencia de ruido a la salida de
este, tal es el caso del control 6ptimo o LQR.

3.2.2. Norma H.,

Se destaca nuevamente que la utilidad de la norma H, es para perturbacio-
nes impulsivas o de espectro plano, pero también permite incluir cualquier otra
perturbacion si su forma es conocida, ya que siempre se puede generar una se-
fial particular como la salida de un sistema dindmico excitado por una §(t), por
ejemplo w(t) = w(t) * 6(t) [Sanchez, 1992].

Sin embargo, si se disefia un regulador 6ptimo para una perturbacién dada y
en la prictica la perturbacion es distinta, se pierde la propiedad de optimalidad.

Cuando la perturbacién no es conocida, lo que es habitual, es conveniente
trabajar con la norma H,, del sistema, ya que esta norma permite realizar un
disefio 6ptimo para cualquier tipo de perturbacién [Sanchez, 1992].

La norma H, se define como:
1G(5) o= méx{|G(jw)l}, (3.9)

y representa para un sistema SISO, el valor mdximo del médulo de su funcion
respuesta en frecuencia, mientras que para un sistema MIMO es el mayor valor
singular de la matriz de transferencia evaluada en s = jw[f]

“Por simplicidad se plantea un sistema SISO, el anlisis para un sistema MIMO se puede ver

en el apéndice[A.2.T]
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En efecto, retomando la Ec.(3.5) se tiene

1913 < NG 57 Joo Tw(iw)[Pdw,

oo 27 Joo

2 2 2
lylls < NG5 Hwlls, (3.10)

[lyll3
[lwl3

< IG5

La desigualdad anterior muestra que el cociente entre la energia de la sefial
de salida debido a la perturbacién de entrada y la energia de la perturbacion, esta
acotada por el cuadrado de la norma H, del sistema LTT.

En lo que sigue de esta seccion se trabajard sobre el concepto anterior pero
con el modelo del sistema en el espacio de estados. Por lo tanto, se reformulara la
desigualdad [3.10|en el dominio temporal.

3.3. Evaluacion de la norma H
Considérese el siguiente sistema LTI de orden n,

&(t) = Az(t) + Byw(t), =z =0,
3.11)
(1) = Calt).

Aqui w(t) es una sefial vectorial exdgena de energia finita, que ingresa al sis-
tema a través de la matriz de entrada By, e y(t) es la sefial vectorial de salida
cuyos elementos resultan de la combinacion lineal de los estados con cada fila de
la matriz de salida Cfl

Siendo su matriz de transferencia

Gis) = 28— csr— ayp,,

Partiendo de la Ec.([3.10) y definiendo un escalar positivo -, tal que

7 2 (|G (8)]loos (3.12)

3Sin pérdida de generalidad se asumird que el sistema es SISO, es decir, las variables w(t)
e son sefiales escalares, y por lo tanto, las matrices B son vectores columnas a
y(t fial 1 y por lo tanto, 1 t B yC t \ y fil
respectivamente.
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w L | X Y
—>| B, —>| (sI-A) —> C —>

Figura 3.1: Diagrama en bloque del sistema con entrada w(t).

se tiene ) ) )
[yl < ~¥2[|wl]3,

19113 =[]z <0, (3.13)
I 12 () C'C x(t) — w'(t)y*w(t)] dt < 0.

La comparacién de esta dltima integral con la Ec.(2.126), motiva a realizar un
planteo similar al de la Seccion (2.3), aunque ahora no se trata de un problema de
regulacion.

En efecto, si se asume que la matriz A tiene todos sus autovalores con parte
real negativa, es posible utilizar la condicion de estabilidad de Lyapunov repre-
sentada por la Ec.(2.102)), que para mayor claridad a continuacion se reescribe

Ni+xR,x=0,

siendo
A =2Px(t),
el gradiente de la funcién de Lyapunov, y R, = C'C.

Como se dijo, el procedimiento es similar al realizado en la seccién (2.3)), esto
es, se propone resolver el siguiente problema de optimizaciélﬂ

mix {f(w) = —w'r"w},

we€lLg

sa: Ni+a2' R,z=0. (3.14)

Como antes, se define la funcién Lagrangeana L(x,w) cuyo valor se desea
maximizar, del siguiente modﬂ

L(z,w) & —w' 2w+ {Ni+a R, 2} <0,
(3.15)
L(z,w) = —w y?*w+ N (Az + Bjw) + 2/ R, x < 0.

6Se maximiza la energfa de la perturbacién.
"Nétese que la expresion entre llaves es cero ya que es una restriccién de igualdad, mientras
que —w'(t)y*w(t) = —7*|lw(t)* <0.
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Para encontrar un maximo de esta funcion respecto de w se busca en primer
lugar un punto estacionario, para lo cual se deriva L(z, w) respecto a w y se iguala
a cero, obtiéndose,

oL
M = —2wy? 4+ BiA =0,
ow
resultando
A
w* = v 2B] 3 = v 2B} Pz. (3.16)

La Ec.(3.16) muestra que el problema planteado conduce a modelar a la per-
turbacion w(t) como una realimentacion lineal de estados positiva, cuya ganancia
de realimentacién K, resulta,

K, = 7723 1P ’
en la Fig.(3.2) se representa esta situacion.

Es claro que al ser el sistema estable, la sefial w*(t) = K, z(t) resulta ser una
sefal de energia finita.

o K, [ :

w

NG B, —| (sI-A)' ——| C ——

Figura 3.2: Perturbacién modelada como realimentacion de estado.

Siendo que w* depende linealmente de x, se maximizara la funcién Lagran-
geana respecto de esta variable, para lo cual se busca en primer lugar obtener un
punto estacionario.

Al derivar L(x,w) respecto a x e igualar a cero se tiene

OL(x,w) ot oXN .
=) 9 224 20 =0, 3.17
o sz+Aax+axa; (3.17)
Siendo o
L i =2P =), (3.18)
ox
resulta

2R a* + AN+ )\ =0. (3.19)
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Junto con la ecuacion la Ec.(3.19) y la ecuacién de estados Ec.(3.11)) evaluada
en (w* y z*), se puede plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

A
i =Az*+ By B, oL (3.20)
A A
—Z =R,z + A Z. 3.21
5 4 5 ( )

Siendo A = 2Pz, se reescriben las ecuaciones anteriores en forma matricial

1 . ([ A By ?Bj 1 .
(—P)x_(RI o p % (3.22)

luego, premultiplicando ambos lados de la Ec.(3.22)) por la matriz ( P I ), resulta:

0=(P I) (;?x B”A,zBi ) ( é)x (3.23)

obteniéndose V z* #£ 0,

PA+ PB\yv ?BP+ R, + A'P=0. (3.24)
Definiéndose matriz Hamiltoniana del sistema (3.11)), a la matriz:
A A Bl’yiQBi
HA ( R : (3.25)

y ala Ec.(3.24), ecuacién de Riccati asociada.
Ambas Ecs. (3.24) y (3.23)) son dtiles para evaluar la norma H, del sis-

tema (3.11).

Previamente a la determinacién de esta norma, se verificard si el punto (z*, w*)
maximiza la funcién L(w, x).
Si se satisface la ecuacién matricial (2.113), se puede escribir

2*(A'P+ PA+ R, + PByy 2B P)x* =0,
t*(A'P + PA+ R,)z* + 2" (PByy *B)P)z* = 0,
a*(A'P+ PA+ R,)z* + 2" (PBiv™?) 7* (v *BiP)z* =0,

2 (A'P+ PA+ R,)x* + w™*y*w* = 0,

obteniéndose
—w*y?w* = 2*(A'P + PA + R,)z",

_w/*,wa* — Qxl*PAx* + x/* R:): i[f,*
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por lo que es posible escribir
— w*ytw* = NAx* + 2™ R, «*. (3.26)

Retomando la Ec.(3.13)) y reemplazando en ella por la Ec.(3.11)), la funcién
Lagrangeana resulta

L(z,w) =—-w'~*w+ N (Az + Bijw) +2' R, v <0,
(3.27)
=—w' Y w+ [N Az + 2’ R, z] + N Byw <0,
evaluando esta ultima ecuacidn en x*, resulta
L(z*,w) = —w' ¥ w+ [N Ax* + 2 R, %] + N Biw < 0. (3.28)
Reemplazando la Ec.(3.16) y Ec.(3.26), en la Ec.(3.27) resulta
L(z*,w) =—w v*w—w*y?w* + (N By %)y w <0,
— _w/ ,YZ W — w/*,y2w* + 2wl* /}/2 w S 07
(3.29)
= - (w—w")(w—w*) <0,
— _72 |w _ w*|2 < 0’
donde envaluando en w* se tiene que,
Lz, w*) =0, = (2", w") = (Tspt, Wept)- (3.30)

con lo que se demuestra que el punto (w*, *) maximiza la funcién L(z, w).

Observar que wg,;(t) maximiza el siguiente funcional:

2 / (1) Ry 2(t) — w(t)y2w(t)]dt. (331)
0
En efecto, retomando la funcién Lagrangeana
Llw(t), 2(t)] = —w(tyy*w(t) + Via(t)] + 2(t) Ro2(t) <0, (3.32)
donde despejando

— w(t)Vw(t) + x(t) Ry x(t) < =V]z(t)], (3.33)
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e integrando

/Ooo[ac(t)' R, x(t) — w(t)v*w(t)]dt < iE(O)'fr’x(O)J — z(00)'Pz(00) . (3.34)

J/

energia inicial  energia final

Si se considera que las condiciones iniciales son nulas (z(0) = 0), ya que se
estd evaluando la salida como consecuencia de una entrada y no de las condiciones
iniciales del sistema, se tiene que

[ le(t) R a(t) — w(tyy?w(d]dt < ~a(oc) Pa(oc),

(3.35)
Iyl =72 [lwlf3 < —a(c0) Px(c0),
se puede notar que wgy, () maximiza el lado izquierdo de la Ec.(3.35)
Tmaz = |3 — 7 |lwepe| 3 = —x(00) Pa(00) < 0,
(3.36)

— 2 2 2
Imaz = [|yllz = 77 [lwepe[3 < 0.
Cumpliéndose para cualquier perturbacién de energia finita, la siguiente relacion:

[lyll2
[lwll2

<. (3.37)

A continuacién se mostrard que este planteo en variables de estado, conduce a
obtener una cota superior para la norma H., del sistema, es decir,

1G(3)||se < Yimin (3.38)

Para la evaluacion de esta norma, se presentan los siguientes dos teoremas que
son equivalentes.

Teorema 3.1. [Colmenares and Tadeo, 2005 Para el sistema , las siguien-
tes proposiciones son equivalentes:

1. A es una matriz estable y ||G($)||s < 7-

2. Existe una matriz P positiva definida tal que

AP+ PA+~72PB,B,P+C'C < 0. (3.39)

Demostracion El teorema (3.1]) se demuestra en el apéndice (A), subseccién

&22).0
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Teorema 3.2. [Sdnchez, 1992] Si el sistema (3.11) es estable y estrictamente
propio, entonces su matriz Hamiltoniana

_ A ~7BiB
H = ( c'C A ; (3.40)

no tiene autovalores sobre el eje imaginario jw siy solo si ||G(S)]|]e0 < -

Como se observa en ambos teoremas la determinacion de ||G(s)|| se realiza
en forma indirecta, la cual consiste en reducir el valor de pardmetro  hasta que
cualquiera de estas dos afirmaciones no se cumpla.

3.4. Regulador 6ptimo en H

3.4.1. Atenuacion de perturbaciones via realimentacién de es-
tado

Interesa ahora encontrar la manera de minimizar el efecto de una perturbacion
externa de energia finita y de forma desconocida sobre la salida de un sistema.

Como se ha visto en la Ec.(3.37) y de acuerdo con los teoremas 3.1]y 3.2} el
cociente entre el contenido de energia de la sefial de salida y el de la perturbacion,
tiene un cota superior que es la norma H, del sistema perturbado.

El objetivo ahora, es determinar una accion de control obtenida mediante re-
alimentacion de estado, que garantice la estabilidad del sistema realimentado, y
que minimice el efecto de la perturbacion w(t) sobre la salida y(t).

Minimizacién del contenido de energia de la salida regulada y(¢)

Considérese el siguiente sistema LTI SISO de orden n y condiciones iniciales

nulas,
&(t) = Az(t) + Biw(t) + Bau(t), x(0) =0,

y(t) = Cx(t), (3.41)

u(t) = K, z(t).
Siendo w(t) la perturbacion, cuyo efecto sobre la salida y() se quiere atenuar
mediante la accién de control wu(t).
Reemplazando u(t) en la ecuacidn de estados, se tiene
#(t) = (A — ByK,,)z(t) + Byw(t),
(3.42)
y(t) = Cx(t),



3.4. REGULADOR OPTIMO EN H., 67

y definiendo
A, = (A- BK,), (3.43)

el sistema (3.41), para alguna ganancia K, dada, queda reformulado del siguiente
modo:
(t) = Ayx(t) + Byw(t),
(3.44)
y(t) = Cx(t).

Escrito de este modo, la Ec.(3.44) representa el sistema realimentado sujeto a
una perturbacion w. Haciendo una analogia con el sistema estable a lazo abierto
de la Ec.(3.11)), ahora se busca maximizar la funcién lagrangeana escrita en (3.15)
para el sistema realimentado Ec.(3.44). Por tanto,

A

L, z,w) =—-wy¥w+{Ni+2 R, z} <0,
(3.45)
=—w Y w+ N (Auz+ Biw)+2' R, v <0,

y consecuentemente se podra encontrar un juego de valores (x, w) tal que,
Lu(xo'pta wépt) =0. (346)

Asumiendo que A, es estable y haciendo uso de los resultados obtenidos en la
subseccion @ la perturbacion de energia finita mas desfavorable resulta,

Wept (1) = Ky (1),

donde se muestra que,
K., =~"2B,P,

siendo P > 0 la que debe satisfacer la siguiente ecuacion matricial:
AP+ PA,+C'C+ PB, v ?BP=0. (3.47)

La funcion de transferencia del sistema relimentado (3.44)), que relaciona la
salida y con la perturbacién w, viene dada por:

Gu(s) = O(sI — A,) ' By, (3.48)
siendo ||G(s)||s su norma H..

Recordar que la Ec.(3.47) tiene solucién para P > 0, siempre y cuando se
cumpla, v > ||Gy(5)]]oo-
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Téngase en cuenta también, que este planteo garantiza la siguiente relacion
para cualquier perturbaciénﬂ

1yl
[w]l2

<.

El objetivo ahora, es determinar la accién de control obtenida mediante reali-
mentacion de estado de minima energia, para el cual G, (s) satisface la Ec.(3.47).
En la Fig.(3.3) se representa el sistema que se estd analizando.

B, |« K, [<—

Figura 3.3: Realimentacion negativa del sistema perturbado

Con el fin de simplificar la notacién se define
Q=C'C+ PB v ?B,P, (3.49)
y se reemplaza en la Ec.(3.47) resultando
AP+ PA,+Q=0. (3.50)

Pre y posmultiplicando la Ec.(3.50) por x(t)" y por x(t) respectivamente, se
obtiene la restriccion de estabilidad para el sistema realimentado, la cudl debe ser
satisfecha al seleccionar la accidn de control, esto es:

z(t){A P+ PA, +Q} x(t) = 0. (3.51)

8Ver Ec..
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Reemplazando A, por (3.43), la Ec.(3.51) queda expresada como:
x(t) (A — BoK,) Px(t) + x(t) P(A — BoK,)x(t) + x(t)' Qx(t) = 0,
x(t){A'P+ PA+Q} x(t) — z(t) K/ ByPx(t) — x(t)' PBy K, z(t) = 0,

z(t){A'P+ PA+ Q} x(t) + v/ (t) ByPx(t) + z(t) PBau(t) = 0. (3.52)

Como se hizo en la seccién (2.3]), minimizar la energfa de la accién de con-
trol sujeta a la restriccién (3.52)), es equivalente a minimizar la siguiente funcion
Lagrangeana:

Ly, (z,u) = v'u+2'{A'P+ PA+ Q}x +uByPr +2'PByu > 0, (3.53)
y se ha visto en dicha seccion, que el valor de u que la minimiza resulta ser
uépt(t) = —B;P.I(t),

con
K, =—B,P.

Reescribiendo la funcién (3.53)) como

Ly, (z,u) =uu+a{A'P+ PA+ Q}r+u ByPr+2'PByu >0,
P \/—/ \\/—/

’
Uspt uépt

= u'u+ 2 {A'P+ PA+ Q}x + wugy + ug,u > 0.

(3.54)
Resultando en el 6ptimo,

L, (Topt, tept) = w5, {A'P + PA+ Q}xsps — ug,uspe = 0, (3.55)
y finalmente reemplazando u,,; y (), la funcién @D, resulta
Ly, (Topt, uipt) = @5y {A'P + PA+ C'C 4+ PBy v~ B{P — PByB)P}ugy =0,
y en forma matricial
A'P+ PA+C'C+ PB, v ?B,P— PByB,P = 0. (3.56)
Luego, el control de minima energia

ugpt(t) = —ByPx(t), (3.57)
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donde P - 0 resuelve la Ec. (3.56) y v-atenda el contenido de energia de la
perturbacion en la salida.

Sin embargo atn no se tiene el controlador que minimice la norma H,, del
sistema realimentado, ya que para cada valor de y se obtiene un valor de P, y con
este ultimo se construye G, (s).

La minimizacion de -y, y con ellala de ||G,(s)||~, se obtiene mediante ensayo
de prueba y error hasta lograr -,,;,, sabiendo que por debajo de de dicho valor no
es factible encontrar P > 0 que resuelva la Ec. (3.56).

De manera equivalente, segiin el teorema (3.2)), la matriz Hamiltoniana aso-
ciada a la Ec.(3.56) que se escribe a continuacién

g_ (A BB - BBy
c'C A’ ’

no tiene autovalores sobre el eje imaginario jw si'y s6lo si ||Gy($)]]e0 < 7-

En el apéndice (A), subseccion [A.2.3] se muestra un procedimiento para mi-
nimizar esta norma, y asi maximizar la atenuacién del sistema a este tipo de per-
turbaciones.

Nota: Se arriba al mismo resultado, si para el sistema Ec.(3.41) se plantea
optimizar la siguiente funcién de costo:

J(u,w) = /000 (y(t)y(t) + v'u — 7> w(t)w(t)) dt, (3.58)

y en este caso, optimizar significa hallar los valores de w y u 6ptimos de manera
que:
I (ugpe, w) < J(ugpt, wepr) < J (U, wept),
(3.59)
Jépt = J(Uépt, wo’pt)-
Es decir, se busca el valor de w para el cual se maximiza la funcién (3.58) (la
peor perturbacion) y el valor de u que la minimiza (el mejor control).

Ejemplo 3.1. Considérese un sistema LTI, cuya funcion de transferencia es

G(s) = y(s) s

w(s) s2+s+1° (3.60)

En la Fig.(3.4) se muestra el médulo de su funcion respuesta en frecuencia
en escala lineal, la norma H, de este sistema SISO es el valor mdximo de este
mddulo que como se observa, ||G(s)]|s = 1.
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Médulo

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.4: Respuesta en frecuencia de G/(s)

El mismo sistema representado en variable de estado toma la forma

&(t) = Az(t) + Biw(t),
y(t) = Cx(t),

siendo sus matrices de estados, entrada y salida las siguientes:

A:(_ll _01), Blz((l)>, C=(10).

A continuacion se utilizard realimentacion de estados, para minimizar su nor-

ma He.
El sistema realimentado resulta

&(t) = Az(t) + Byw(t) + Bau(t),

y(t) = Cx(t), (3.62)
u(t) = K, z(t).

(3.61)

Se eligie By = B, de manera que la manipulada actiie directamente sobre el

primer estado.
Luego, utilizando la accion de control Ec.(3.57), donde P - 0 resuelve la
Ec.[3.36), se reduce el valor de vy hasta su valor minimo.

En las Figs.(3.5) y (3.6) se muestra las respuestas en frecuencia de tres siste-
mas:

» La traza roja, es el modulo de la respuesta del sistema en lazo abierto.
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3

3

4

Médulo (dB)
/

#

&

Fase (grados)

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.5: Respuesta en frecuencia en escala logaritmica

Médulo

L L 1
6

Frecuencia (rad/s)

Figura 3.6: Respuesta en frecuencia en escala lineal

» La traza verde, es el médulo de la respuesta del sistema realimentado, don-
de la matriz P > 0 resuelve la Ec.(3.56), con v = 0,5 o bien v = —6dB,

que es el menor valor de ||G,($)||s que pudo obtenerse para el sistema
realimentado.

» La traza azul, es la respuesta del sistema realimentado LQOR. En este sis-
tema la matriz P - 0 resuelve la Ec.(3.50), sin el término que incluye el
pardmetro v, es decir, no hay restricciones para ||G(s)|]oc-
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3.5. Resumen

En este capitulo se muestra como calcular de manera indirecta la norma H.,
de un sistema LTI representado mediante el modelo de variable de estado.

En la Seccién (3.3) se aborda este problema como un problema de optimi-
zacién. El planteo es similar al LR, pero en este caso se busca maximizar la
energia de la sefial que perturba al sistema en lazo abierto, sujeto a una restriccion
de estabilidad.

El resultado de este planteo conduce a modelar la perturbacién como una re-
alimentacion de estado positiva, y la norma H ., del sistema en lazo abierto puede
calcularse haciendo uso de los teoremas (3.1) o (3.2).

Dado que para reducir los efectos de sefiales desconocidas sobre la salida del
sistemas es necesario reducir la norma H.., en la Seccién (3.4)) se utiliza realimen-
tacion de estado para determinar una accion de control que minimice la norma .,
del sistema realimentado.

En el siguiente capitulo, se realiza una introduccién a las Desigualdades Li-
neales Matriciales (LMI), y se muestra como éstas estdn relacionadas con los pro-
blemas de sistemas de control.
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Capitulo 4

Introduccion Teorica a las LMI

4.1. Introduccion

Recientemente se ha comprobado que una amplia gama de problemas de di-
sefo de controladores pueden ser reducidos al problema de optimizacidén convexa
estdndar, utilizando Desigualdades Lineales Matriciales o LM]ﬂ

Su principal ventaja radica en que las mismas definen regiones convexas, s
decir, el conjunto de especificaciones de disefio para el controlador es transforma-
do en una interseccion de regiones convexas.

Planteadas las especificaciones, como restricciones en formato LMI, la solu-
cién de encontrar un controlador que las satisfaga se resume a resolver un pro-
blema de optimizacion, y al ser este convexo, se tiene la certeza de que si existe
solucién esta es Unica.

En el presente capitulo se realiza una introduccion a la teoria de las LMIs, se
ejemplifica su convexidad, y se muestra como las LMIs pueden adaptarse a los
problemas de disefo en los Sistemas de Control.

4.2. Teoria Basica de LMI

Se dice que una matriz [’ es negativa (o positivaﬂ definida, si y sélo si es
simétrica, y la funcién cuadratica asociada v’ F'v es menor (0 mayor) que cero,
para todo v # 0 [Boyd et al., 1994]], simbdlicamente

F <0, < F=F ANVFv<0, Yvo#0,
4.1)
F>0, < F=F ANJVFv>0, Yv#0.

'LMI por su sigla en inglés, Linear Matrix Inequality.
2En el Anexo se demuestra que esta condicion se satisface, si los autovalores de F' son negati-
vos (0 positivos) respectivamente.

75
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Si la matriz F depende de un vector z = [z1 z3 ... x,,] en forma afﬁﬂ del
siguiente modo:

F(x) 2 Fy+ o1 F +29F + -+ 2 Fpp, 4.2)

donde las matrices Fy, Fi, Fy, ..., F,,,, son matrices simétricas, constantes y cono-
cidas, entonces su condicion de definida negativa (o positiva), esto es,

F(z)=Fy+ a1 Py + 2oFh + - + 21, <0,

4.3)
.F(QZ') :FO+$1F1+$2F2+"'+IL'mFm - 0,
recibe el nombre de la desigualdad matricial lineal o LML
Las componentes del vector  : {1, x2, ... Z,,}, se llaman variables

de decisidén, y son las variables a determinar para las cuales se verifican las
deigualdades (4.3).

A continuacién se demostrard formalmente que las LMIs definen regiones
convexa en el espacio ™ sobre la variable vectorial x.

Considere los vectores x, = [Ta1 Taz - Tam] Y To = [Tp1 Tpo - Thyy)'> de
manera que para ambos vectores se cumple

F(z,) = Fo+ Y zaiFi <0, (4.4)

=1

F(z) = Fo+ Y a,;F; < 0. 4.5)

=1

Ademds, considere un escalar A, tal que 0 < A\ < 1. Multiplicando por A la

Ec.(#.4)) y por (1 — \) la Ec.(.5), se tiene

AF(24) = Ay + Y Az F; < 0, (4.6)

=1

=1

3Una combinacién afin, es una combinacién lineal mds una constante.
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Sumando las Ec. (4.6) y @.7), resulta

Fy+ Y (Ag; + (1= Nay) F; < 0, (4.8)
=1
y definiendo
22 (Mg + (1= Nwp) = 23+ A(za — 1), (4.9)

un punto cualquiera que pertenece al segmento de recta que une al punto x, con
el punto z;, se cumple que

F(z*) = Fy+ > a}F; <0, (4.10)

i=1

es decir, el punto z* también satisface la desigualdad {@.4)), quedando demostrada
su convexidad.

4.3. Representacion grafica de las LMI

Para observar graficamente cémo las LMIs representan regiones convexas,
considere los siguientes ejemplos que se desarrollan a continuacion.

4.3.1. Ejemplo de Programacion Lineal

En un problema de programacién matematica lineal, tanto la funcién objeti-
vo que se desea optimizar como las restricciones impuestas, son combinaciones
lineales de las variables de decision.

Ejemplo 4.1. Considérese el siguiente problema de maximizacion ( [Noble and
Daniel, 1989]):

méx {f(z) = d'z},

reR?

sa: Ar—b<0,

z >0 (4.11)

Siendo

70
. T . . 40
,x_(xQ),b_ 40 ,c_(90>. (4.12)

W = =
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Resolucion. >

Utilizando los valores definidos en Ec.(@.12)), el problema Ec.@.T1) puede
reescribirse del siguiente modo:

Maximizar la funcién escalar

f(x) = 40z, + 602, (4.13)
sujeto a las siguientes restricciones
g1(z) = 221 + 25 — 70 <0,

¢(x) =21 +32—40 <0, (4.14)
g3(z) = 21 + 329 — 90 < 0.

(4.15)

a: g1=0

SO SCSSOTSSISITS
oS et e et e
eI eo ¢ g3=0

35S
SSS9S5SS

10 15 20 25 30 35 40
x1

(@) g1(z) Nga(z) Ngs(z) Nga(z) Ngs(z). (b) Curvas de nivel y region factible.
Figura 4.1: Restricciones lineales, regién convexa poligonal

Obsérvese en la Fig.(4.1)), que las rectas (a), (b) y (c), son las cotas superiores
de las desigualdades (#.14)), y junto con los ejes 21 = 0y 22 = 0, que son las cotas
inferiores de las desigualdades (#.15)), conforman un poligono que es la frontera
de la regi6n convexa en la cual el punto (x1, z5) debe estar confinado.

A esta region poligonal delimitada por las restricciones se la denomina region
factible.

La solucidn 6ptima se puede obtener graficamente, ya que para distintos valo-
res de f(x) = constante, se tiene un conjunto de rectas paralelas, y al alejarse en
direccion perpendicular a éstas, f(x) se maximiza.

Al maximizar f(x), x1 y 22 no pueden tomar sino aquellos valores que perte-
necen a la region factible.
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Es sabido que en los problemas de programacion lineal, el 6ptimo esté siempre
en un vértice de la frontera, sin embargo, la intencién de este ejemplo no es encon-
trar el 6ptimo sino mostrar la convexidad de la regidn factible y su representaciéon
mediante una LMI, que se realiza a continuacion.

Representacion del interior del poligono mediante LMI

Obsérvese que el interior de la region poligonal, puede expresarse como

) 1 70
o 1 )+ 1) = 40 | <0®D, (4.16)
1 3 90

El objetivo ahora es representar la desigualad anterior como una LMI. Para
ello, se premultiplica el lado izgierdo de la desigualdad (#.16) por la matriz iden-
tidad (13*), obteniéndose

2.0 0 100 ~70 0 0
Fl@)=z1| 01 0 |+z| 01 0 |+ 0 —40 0 |, 4.17)
00 1 00 3 0 0 —90

es decir, se tiene
f(:(,’) = F() + xlFl + Z’QFQ.

A continuacion se pide que F(x) sea negativa definida, para lo cual se reagru-
pa la suma (@.17)) en una tnica matriz, y se impone tal condicién

211 + 19 — 70 0 0
F(x) £ 0 Ty + 29 — 40 0 <0, (4.18)
0 0 1+ 3.%'2 —90

y como se dijo, esta desigualdad matricial se satisface si los autovalores de F(z)
son negativos, por tanto los elementos de la diagonal deberdn cumplir que,

21‘1+l’2—70<0,
r1+ x9 — 40 < 0, (4.19)
1+ 3z2 — 90 < 0.

De esta manera, parte del conjunto de restricciones que determinan el interior
de la regién poligonal, quedan definidas por la LMI {#.18).

Por otro lado, la restriccion de positividad sobre las variables de decicidn,
también puede reformularse mediante una LMI, definiendo la matriz

0 T2

X(z) 2 ( 2 0 ) ) (4.20)
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lo cual significa z; > 0y x5 > 0. Resultando asi la regién convexa marcada
en color de la Fig. f-1] <

4.3.2. Restricciones no lineales

En el ejemplo anterior se ha mostrado como una regién poligonal (convexa)
puede representarse mediante una LMI, en dicho ejemplo, la matriz ademas de ser
simétrica es diagonal.

Se generalizara este concepto para otras matrices simétricas y negativa defini-
das que no son diagonales, y como se verd, la region convexa que determinan no
es poligonal.

Recuérdese que una matriz F'(x) es negativa definida, si y sélo si, la funcién
escalar v’ F'(z)v < 0, para todo v # 0.

Las siguientes proposiciones son equivalentes, y garantizan que F'(z) < 0:

1. Todos los autovalores de F'(x) deben ser negativos.

2. Los determinantes de las submatrices principales deben alternar su signo,
comenzando con el signo menos.

A esta segunda condicién se la conoce como teorema de Sylvester, y se la desa-
rrolla mediante el siguiente ejemplo [Boyd et al., 1994].

Ejemplo 4.2. Considere la matriz simétrica, en la que sus elementos son combi-
naciones afines en la variables x1 y o,

xry — 3 1+ To —1
Fla)=| s14+20 29—4 0 |. 4.21)
—1 0 T

Se desea determinar el conjunto de valores de estas variables, para las cuales
la matriz F (x) es negativa definida.
Esto es, encontrar x1 y x5 tal que F(x) < qﬂ

Resolucion. >
Obsérvese que aunque F () puede representarse como una combinacion afin

-3 0 -1 1 10 010
F(z) = 0 -4 0 )+2| 1 0O0 |+2| 1 10], 422
-1 0 O 0 01 000

“En este ejemplo no se pondran restricciones sobre las variables de decision.
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que da lugar a la forma candnica con que se han defindo las LMIs,

2
Flx)=Fy+ Y xF, <0,

=1

no es habitual que dichas desigualdades se presenten con este formato.

Retomando la E.(4.21)), las submatrices principales de F(x) son:

I1—3 Ty + X9 -1

(x1—3), <§1;5 ?+I42)7 T+ w9 —4 0
1 2 2 —
—1 0 1

Haciendo uso de la condicién 2, se obtienen las siguientes desigualdades po-
linémicas que deben cumplirse simultineamente para garantizar que J(x) sea
definida negativa:

(.’L‘l — 3) < O,
(1 —3)(x2 —4) — (x1 + z2) (21 + 22) > 0,
z1[(z1 — 3)(wg —4) — (1 + 22) (21 + 22)] + (22 — 4) <O.

Las mismas pueden reescribirse comoﬂ

g1(x) 2 (r1 - 3) <0,
Ga(w) = (11 + 29)% — (21 — 3)(22 — 4) <0, (4.23)
g3(z) 2 z1[(zy — 3)(wo — 4) — (21 + 22)%] + (w2 — 4) <0,

y se observa que:
1. g1(z) es una funcién lineal,
2. go(x) es una funcidn cuadrdtica, y
3. g3(x) es una funcién cibica.

En la Fig.(4.2) se grafican las tres superficies g1 (z), g2(z) y gs(z), y también
se grafican sus trazas o curvas de nivel, la interseccion de las mismas con el plano
(x1,22), es la frontera o cota superior de la regién factible para cada una de las
restricciones.

El conjunto factible para z; y 2, es el interior de la regiéon formada por la in-
terseccion de estas tres regiones, y como se observa en la Fig.(d.3)) es un conjunto
convexo. <

SNotar que se cambi6 el signo en la segunda desigualdad, para poder graficarla e interpretarla
con mayor comodidad.
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Suprios g Paro d e eng4=0

Superficie g2(x) y Plano de Corte en g2(x)=0

Superficie g3(x) y Plano de Corte en g3(x)=0
W iy U
R i)
N
=X

v

E o 0 ~10
S S0 o0 S 5 10
@ x

x1
Gurvas de Nivel para g2(x) Gurvas de Nivel para g3(x
5|

x2
x
(x)
150 50 \\‘)&
5 I 5 + 5 \\
. 0
§op 4 ¢ 7 § ! 0 . ¢ 0
E ~ R 00
51 5100 S\é\
I r E ] , 10 -5 5 10
x

)
1

Figura 4.2: Restricciones lineal, cuadratica y cibica, y sus curvas de nivel.

‘Suprfces gr) y Piana d Coreen (-0, con =123

T
Y
i

Factible

Figura 4.3: Regién Factible

4.3.3. Miiltiples LMIs, Interseccion de Regiones

Cuando se tiene multiples LMIs, éstas pueden ser combinadas en una sola.
Sabiendo que cada LMI define una regién convexa de valores factibles, la LMI
ampliada definird una region que serd la interseccion de las regiones individuales.

Ejemplo 4.3. Considérese las siguientes LMIs:

.T1—3 T1 + T2 -1
Falw)=| z14+22 22—4 0 <0,

(4.24)
—1 0 T

Folx) = 20 ;o 2 —:1;10— - ) =o. (4.25)
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La desigualdad matricial (#.25) implica que

Y

21’1—|—$2+2<0,

(4.26)

—.’L‘1—5<0

En la Figld.4| se muestra la region factible generada por segunda LMI,

mientras que la region factible generada por Fa(x) < 0, fue mostrada en el

ejemplo anterior.

10

N
NN
N
NN

///

N NN

NN //////////////// 0
N

N
NMNnanne
i
I R n n n "
NN
. NN
. NN
B

) < 0.

X

(

Figura 4.4: Region Factible Fp

Las matrices correspondientes a las dos LMIs pueden combinarse en una tini-

ca matriz, cuya diagonal estd formada por bloques sim
a las LMIs individuales, como se muestra a continuacion.:

étricos que corresponden

\}
o~
N
N
N
=
Y
—
10O
|
coco o
&
_
fa\]
IT
N
coco 8o
l_l
g
fa\]
_I__O S oo
S =
+_000
o
i
] 8
® &
_+1_A00
8 g

Como establece el teorema de Sylvester, los determinantes de las submatrices

principales deben alternar su signo comenzando por el signo menos.

Los primeros tres determinantes correspondiente al primer bloque de la

Ec.@.27), ya fueron calculados en el ejemplo anterior y estdn dados por las

Ecs.(d.23).
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Los determinantes correspondientes a las otras dos submatrices principales
son los siguientes:

ga(x) £ g3(x)[2z1 + 22+ 2] >0, = [207+22+2] <0,
(4.28)

g95(x) £ gu(x)[—21 — 5] <0, = [—x; — 5] <0.

Obsérvese que la desigualdades ({#.28) se corresponden con la condicion
espresada en (#.26) para Fg(x).

En la Fig.([#.5) se muestra la region factible para la desigualdad #.27).

Figura 4.5: Multiples LMIs. Interseccion de regiones convexas.

Curvas de Nivel para gn(x)con n=1.2,3.4.5
T

e . \ NN N
Jo” N \ N \\ \\
e—,,‘ \ \\\ \\ \ A
\\\ ‘\\ \\ \\ \\
6 \ \ \ \\ |
n N \ N AN
i 0 \\ \\ \\ \\
4 \ X1, %2> \ \ N
\ \\ \\ \\
X N
. « Infactible ™ SR
~ \ \, N
N \ \
‘ AN \ \
. ‘_) ~ \ \
N \.| Region ' \ \
o AY Ay
2 N\ A D
T\, ~.._Factible \ K
So 1 \
-4 AN \"\~ 4 \ -
. \ —ayg '
LN \\ H
LN : 8
N N X1,X,<0 :
N\ N N ’
s—\\ \‘ \\ /I |
NN o ;
N N .
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Figura 4.6: Region Factible F(z) < 0y X (z) < 0.
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En la Fig.(.6)), se ha agregado la restriccion sobre las variables de decision

0 T2

X(z) = ( t 0 ) <0, (4.29)

la region factible mostrada en esta figura, se corresponde con la condicion

F(z) <0y X(z)<0.

Ndtese que de haberse pedido F(x) < 0y X(x) = 0, el resultado hubiera
sido infactible, porque las dos regiones F(x) < 0y X(z) > 0, no tienen
elementos en comiin.

Nétese ademds, que la restriccion dada en la LMI (#.29) también podria agre-
garse como bloque simétrico en la diagonal de F(x), quedando esta iiltima ex-
presada como

r1—3 x1+x9 —1 0 0 0 0
1 +To x9—4 0 0 0 0O O
-1 0 T 0 0 0 O
Flz) = 0 0 0 2z+22+2 0 0 0 |=<o
0 0 0 0 —x1—5 0 0
0 0 0 0 0 zy O
0 0 0 0 0 0 =z
(4.30)

Nota: Sila restriccion dada en la LMI ({#.29) fuese positiva definida, deberia
multiplicarse por (—1), para poder ser agregada en la LMI (@

4.3.4. Restricciones en las variables de decision

Del mismo modo, en que las matrices diagonales se generalizan a matrices
simétricas no diagonales y la region poligonal que las primeras definen, se trans-
forman en regiones no poligonales convexas; el espacio rectangular que forman
los ejes de referencias determinados por las variables de decision, es transformado
a un espacio cénico como se verd en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Considérese la siguiente LMI en el espacio tridimensional R3, for-
mado por las variables de decision x1,1s y T3,

3
Flo)=F+Y F =0, F=F, cni=0123 (431

=1



86 CAPITULO 4. INTRODUCCION TEORICA A LAS LMI

Como se vio en la Seccion{.2} esta desigualdad define un espacio convexo.

A continuacion, se mostrard que con dicha LMI se puede definir un subespacio
rectangular o un subespacio coénico, dependiendo de la eleccion de las matrices
F;.

Subespacio rectangular:

Si se elijen las matrices F; como:

o= O O OO
o o O OO

la LMI (#-31) queda expresada del siguiente modo:

1 00 000 000
]—“(a:)xl<0 0 0)—1—:02(0 1 0)+x3(0 0 o>>0,
000 000 00 1
1‘10 0
f(x)(o xz2 0 )AX>-0. (4.32)
0 0 T3

La desigualdad {#.32) se satisface si los autovalores de la matriz X, que son
las variables de decision, son estrictamente positivos, esto es:

A1:[E1>07 A2:$2>07 /\3:ZL‘3>O.

Subespacio cénico:

Ahora bien, si se elijen las matrices F; como:
0 0 1 0
FO - ( 0 O ) 9 Fl - ( 0 0 ) 9
0 0 01
F2 - ( O 1 ) 9 F3 - ( 1 0 ) 9

la LMI ({#.31) queda expresada del siguiente modo:

10 00 01
f(“’)_f’"l(o 0)+$2<0 1)“53(1 0)*0’
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Fa)=( " " )2xwo. (4.33)

T3 To
La desigualdad [{#.33) se satisface si los autovalores de la matriz X son es-
trictamente positivos, o de manera equivalente segtin la condicion de Sylvester, si

los determinantes de las submatrices principales son estrictamente positivos, esto
es:

g1(x) = x1 >0, g2(z) = 2129 — 73 > 0.

Las dos regiones determinadas por las desigualdades {#.32)) y {#.33)), se muestran

en la Fig. (#.7).

-]

1=
1

17T
gl" T
o
o=

]
LA
T
]

Figura 4.7: Dominios rectangular y conico de las variables de decision

Cabe destacar que en los problemas de control que involucran LMIs, las va-
riables de decision son matrices simétricas como la mostrada en la desigualdad
matricial {#.33), por lo que el dominio de biisqueda de la solucion es conico,
como se verd en la Seccion ([{#.4.3).
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4.4. Transformacion de Desigualdades Matriciales
Cuadraticas en LMI

En esta seccidn se mostrard a través de un ejemplo, aunque sin pérdida de ge-
neralidad, algunas caracteristicas de las LMIs que permitirdn relacionarlas con las
desigualdades matriciales cuadraticas, que aparecen frecuentemente en problemas
de control.

4.4.1. Variables Matriciales

Retomdndose la LMI del ejemplo [{.2] de la Seccién B.3.2] se observa que la
misma puede ser representada mediante el siguiente formato:

Fla) = ( ol > <0 -
donde,
=, W) en=(7)s o= (a )@.35)

Se observa también, que en los elementos de estos cuatro bloques matricia-
les, las variables de decision o no aparecen, o aparecen en combinaciones afines,
siendo ademds L(x) y R(x) matrices simétricas.

Remarca: La forma en que la desigualdad {.34) representa una LMI, junto
con la formula del complemento de Schur, que se verd en la proxima subseccion,
permite tranformar Desigualdades Matriciales Cuadrdticas en LMI, y esta trans-
formacion es la clave para reformular los problemas de control en problemas de
optimizacion convexa.

Si se rescriben L(x) y R(x) del siguiente modo,

v (5 ()5 ) () ()

o= (1 0) (50 ) ()
y definiendo

A/ -3 0 A1 1 A [0 1 s (1
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S xl O
X_<0 $2>’

L(I) =Lo+ L1 X + XLo,

se tiene,

(4.36)
R(z) = R\XR.

Reemplazando las Ecs.(@.36) en la Ec.(@.34), 1a LMI #.21)) queda representa-
da como:

Lo+ L1 X + XL, Q )<0 437)

Flz) = ( Q' R\ XR,

donde en esta dltima expresion, se observa que las variables de decision también
pueden estar expresadas como variables matriciales, y estas variables o no apare-
cen, o aparecen en forma afin en cada término de la LML

4.4.2. Complemento de Schur

En esta subseccion, se dardn condiciones equivalentes para determinar cuando
una matriz simétrica es positiva definida o negativa deﬁnideﬁ

La férmula del complemento de Schur, establece que las siguienes proposicio-
nes son equivalentes [Colmenares and Tadeo, 2005]):

Teorema 4.1.

a) Si L >0, Y R—Q'L'Q >0, (4.38)
6
b) Si R~ 0, y L—QR'Q 0, (4.39)
entonces
&:(é,%)»o (4.40)
Demostracion.

Téngase en cuenta que una matriz simétrica y positiva definida, tiene todos sus
autovalores reales y positivos, es decir, dicha matriz es de rango completo y por
lo tanto tiene inversa.

%Se recuerda que al tratar con matrices definidas y no semidefinidas, los valores factibles de las
variables de decision son interiores al conjunto delimitado por la LMI, sin alcanzar su frontera.
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Considerando la proposicién (a), si L = 0 = 3 L™, y por lo tanto es posible
construir la siguiente matriz regularﬂ

!
Tlé(([) f Q). (4.41)

Con esta matriz se puede realizar una diagonalizacién de la matriz Sy, en efec-
. A .
to, definiendo D; = 775,71 se tiene

h_( 1 0 L Q I —L7'Q
1 — —Q/L_l I Q/ R 0 I )

L 0
D1_<O R—Q’LlQ)' (4.42)
Segiin se vi6 en la subseccién @.3.3), D; es una LMI formada por la inter-
seccién de dos LMIs, por lo tanto, si la Ec.(4.42) cumple con la propocision (a),

entonces D; > 0.
Ahora bién, S; puede reescribirse como

Sy = (T)™' Dy (Ty) (4.43)

y siendo 7 una matriz regular entonces S; > 0.

Procediendo de manera similar con la proposicién (b), se define la siguiente
matriz regular de transformacion:

I 0
Ty = < NP ) . (4.44)
Definiendo Dy £ T} S, Ts, se tiene
L—-QR'Q 0
Dy = ( OQ @ R ) , (4.45)

y si se cumple con la proposicién (b), resulta que Dy > 0.
Reescribiendo a S, como

Sy = (T3)™F Dy (T) 7, (4.46)

y siendo 75 una matriz regular, entonces Sy > 0. [

Para las matrices negativas definidas, se tienen las siguientes proposiciones
equivalentes:

7No tiene autovalores nulos, es decir, es una matriz cuadrada e invertible.
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Teorema 4.2.

a) Si L <0 y R—QL'Q =<0, (4.47)

[N

b) Si R=<0 y L—-—QR'Q <o, (4.48)

C) Sl:(g, g)%@

Su demostracion es similar a la realizada anteriormente.

entonces,

4.4.3. Uso de LMIs en problemas de control

En esta subseccion se realizard un ejemplo numérico para visualizar como
las Desiguladades Matriciales Cuadrética, asociadas a los problemas de control,
definen regiones convexas.

De acuerdo con el teorema (3.1)) desarrollado en la Seccién (3.3)), un sistema
LTI cuya funcién de transferencia estable dada por

G(s)=C(sI — A)'B (4.49)

y su norma H., €s menor que un escalar positivo 7y, entonces existe una matriz
positiva definida P, que verifica la siguiente desigualdad matricial:

A'P+ PA+~+2PBB'P+C'C <0. (4.50)

Como se dijo, se trata de un problema de factibilidad, ya que la afirmacién
anterior garantiza que si existe (es decir, si es factible encontrar) P > 0, tal que
satisfaga la desigualdad matricial (#.50)), entonces

|G (jw)llee <, 4.51)

para algin v > 0.
Por el contrario, si v < ||G(jw)||~, entonces no existe P > 0 que la satisfaga.

La Ec.(.50) es una ecuacién matricial cuadriticaf| que tiene a la matriz P
como incdgnita, el objetivo ahora es mostrar que las desigualdades

AP+ PA+~2PBB'P+C'C <0,

Py, (4.52)

80bservar que el tercer término (PBB’P), no es lineal.
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definen o representan el interior de una regién convexa que tiene a la ecuaciéon
A'P+ PA+~2PBB'P+C'C=0

como frontera, siempre y cuando se verifique (.5T)).

Para lograr dicho objetivo, el primer paso consiste en transformar la desigual-
dad cuadrdtica (4.52)) en una LMI, utilizando el complemento de Schur.
Definiendo

L(P)2 ( AP+ PA+CC), Q(P) = ( PB ),

QP)=(BP), RE (=),

y utilizando la proposicién (@.47), la desigualdad cuadrdtica (4.52)) puede reescri-
birse como

f(P):(AP+§,’;+CC P§)<o, P >0 (4.53)

A continuacién se retomard el ejemplo (3.1)), para visualizar estos conceptos.

Ejemplo 4.5. Considérese nuevamente el sistema LTI del ejemplo [53.1] cuya traza
de Bode en escala lineal se redibuja en la Fig.(#.8). Como se muestra en dicha
figura su norma H., es decir, el valor mdximo de su traza es ||G(jw)||e = 1.

Resolucion. >
Segin lo dicho, si se elije v > 1, las LMIs ({.53) representan una regién
factible, pero si se elige 7 < 1, ya no es posible encontrar P > 0 que la satisfaga.

Para comprobar esto, es necesario representar al sistema de la ec.(3.60) en el
espacio de estado, en la forma

z(t) = Az(t) + Biw(t),

=) = Ca(t). 4.54)
Siendo la funcidén de transferencia,
t

Gis) = 2W _oisr— Ay, (4.55)

w(t)

sus valores numéricos de las matrices para este sistema son

A:(_ll _01> Blz(_g), C=(10),
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Médulo

Frecuencia (rad/s)

Figura 4.8: Respuesta en frecuencia de G(s)

y la matriz incdgnita, cuyos elementos son las variables de decision es

P= ( P ps ) - 0.
b3 D2
Con estos datos, se construyen los 4 bloques matriciales de 1a LMI (4.53).

Bloque: 1,1
L(P)=(A'P+PA+C'C),

wr= (o) () (m ) () (h) o

—p1+Dp3 —p3+p2 —p1+p3 —p1 10
L(P) = n N 7
(P) ( —p1 —P3 ) ( —p3+Dp2 —p3 ) ( 00 >

2(—p1+p3)+1 —ps+p2—p

resultando
L(P) = 4.56
(P) ( —p1—p3s+p2 —2p3 ) (4.56)

Bloque: 1,2
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resultando

Q(P) = ( n ) - (4.57)

Bloque: 2,1
QP)=(m ps). (4.58)

Bloque: 2,2
R=(-"). (4.59)

Componiendo estos 4 bloques, se reescribe la desigualdad {@.53) del siguiente
modo:

2(p3 —p1)+1 po—p1i—ps  m

F(P) = P2 —P1— D3 —2p3 D3 =<0,
2

P= ( brps ) - 0.
Ps D2
Planteada la LMI de esta forma, se puede aplicar el teorema de Sylvester, es

decir, la matriz F(P) es negativa definida, si y sélo si, los determinantes de las
submatrices principales alternan su signo, comenzando con el signo negativo.

Por lo tanto la matriZ’]

Ju Sz fis
F(P)=| fa fo [z =<0, (4.61)
f31 f32 —72
si y sélo si,
915 fu1 <0, (4.62)
g2 = —(fi1fo2 — f122) <0, (4.63)

g3 = f13[f21f32 - f31f22] - f23[f11f32 - f31f12] - /72[f11f22 - f122] <0. (464)

Notar, que de manera intencional no se ha reemplazado el elemento | f33] para
dejar en evidencia que solo la desigualdad .64] depende del pardmetro 7.

9 F(P) se expresa de esta forma para simplificar la notacién.
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Aplicando el mismo teorema, la matriz P es positiva definida, si y s6lo si los
determinantes de las submatrices principales son todos positivos; por lo tanto debe
cumplirse que”]

g1 = —p1 <0, (4.65)

g5 2 —(p1p2 — p3) < 0. (4.66)

A continuacién, se representan graficamente los subespacios que delimitan
estas desigualdades.

Como en el ejemplo bidimensional (4.2), la regién factible es el interior de la
interseccion de todas estas regiones generadas por las desigualdades ¢g; < 0, con
1=1,...,5.

Las superficies mostradas en las figuras: Fig.([@.9) son las cotas superiores para
estas desigualdades, es decir, estas superficies se obtienen haciendo g; = 0, con
t=1,...,5.

Obsérvese que solamente la superficie que representa a g5 = 0 (color amarillo)
depende paramétricamente de v, y es en el interior de esta superficie donde se debe
encontrar P > 0, tal que satisfaga la LMI {.52).

En las sucesivas graficas se observa, que a medida que el pardmetro v se
reduce y se acerca a 1, la superficie g3 = 0 reduce su volumen dentro de la regién
factible y comienza a crecer fuera de ésta.

Las subfiguras (e) y (f) representan el problema de infactibilidad.

Para v = 1, la superficie g3 = 0 dentro del conjunto factible es un punto
(no puede apreciarse en el dibujo), y para este valor de v la matriz Hamiltoniana
asociada tiene autovalores sobre el eje jw, segin afirma el teorema (3.2)) de la
seccion(B.3).

Para v < 1, la superficie g3 = 0 estd fuera de la region delimitada por las
otras desigualdades, es decir, para estos ultimos dos casos no existe P > 0 que
satisfaga simultdneamente todas las restricciones, y por lo tanto, el problema no
tiene solucion o es infactible. <

4.5. Resumen

En este capitulo se ha realizado una introduccién tedrica sobre una herramienta
matématica denominada Desigualdades Lineales Matriciales (LMI).

A través de distintos ejemplos y mediante representaciones graficas se ha mos-
trado que las LMIs definen regiones convexas, también se ha mostrado que mul-

100bsérvese que tanto en go como en g4 y gs, se ha multiplicado por (—1) para mantener el
mismo tipo de desigualdad.
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tiples LMIs implica la interseccién de dichas regiones, interseccion que puede o
no, dar como resultado un conjunto vacio.

Ademas, se ha mostrado cémo el complemento de Schur permite transformar
una Desigualdad Matricial Cuadratica en una Desigualdad Matricial Lineal. Y por
ultimo, se ha realizado un ejemplo donde se utilizan las LMIs para determinar la
norma H, de un sistema.

En el siguiente capitulo se analizardn las LMIs utilizadas para resolver un
problema de control denominado: sintesis mezclada Ho/H .
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(f) v = 0,7. Problema infactible.

Figura 4.9: Curvas de nivel y regién factible.
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Capitulo 5

Regulador Ho y Ho

5.1. Introduccion

En la Seccién (2.4) se vié que haciendo uso de una adecuada salida auxiliar
29(t), el regulador 6ptimo podia resolverse minimizando la norma #, de la fun-
cién de transferencia que relaciona dicha salida con una perturbacion de estados
impulsiva. Es decir, el regulador 6ptimo tradicional puede tratarse como un caso
particular de la minimizacion de la norma Hs.

También para sefiales de espectro de energia plano, como lo es el ruido blanco
gaussiano que proviene de los sensores de medicidn, una accién de control que
minimice esta norma sobre una determinada funcién de transferencia, minimiza
los efectos del ruido sobre la salida elegida.

Por otro lado, como se vid en la Seccion @), cuando la forma de la pertur-
bacion es desconocida, minimizar la norma H., del sistema realimentado es la
mejor opcion que se dispone para poder minimizar los efectos de la perturbacion
sobre alguna salida seleccionada.

En la Seccion (]32[) se reven brevemente estos conceptos en el dominio fre-
cuencial sobre un modelo entrada-salida (TLF), representacion mediante la cual
es posible plantear cualquier sistema de control SISO o MIMO.

En la Seccion @, se replantean la formulacién ‘H, y Ho bajo el modelo de
espacio de estados para poder abordarlos mediante el uso de LMIs.

En la Seccién (5.4), se discute la sintesis de controladores por realimentacién
de estados haciendo uso de restricciones LMIs, que permite satisfacer las especi-
ficaciones de disefio citadas anteriormente en forma simultdnea, lo que se conoce
como Sintesis Mezclada Ha /H o

Por dltimo, en la Seccién (5.5) se presenta un ejemplo de aplicacién tipico
de la literatura, donde se muestran distintas simulaciones utilizando estas técnicas
para el cdlculo del controlador.
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5.2. Especificaciones

Considérese el sistema LTI representado en la Fig.(5.1)), en donde se presentan
los dos bloques principales, el proceso y el controlador lineal de estados.

w Z

G

-K

Figura 5.1: Diagrama en bloque de dos puertos para el control Ho y H.

La matriz de transferencia de la planta G(s) tiene la forma

2 G.o G w
()= a) () s

Aqui, las transferencias de la primer columna estan definidas con « = 0, mien-
tras que las transferencias de la segunda columna estan definidas con w = 0.
La ecuacion para el controlador lineal de estados resulta

u=—Kuz. (5.2)

Combinando las Ecs.(5.1) y (5.2)), se obtiene la matriz de funciones de transfe-
rencias en lazo cerrado que relaciona las salidas reguladas y las entradas exdgenas,
esto es:

Tow = Gowy — G K(I 4 Gou K) G, (5.3)

de manera que,
2(8) = Tow(s)w(s). (5.4)

Asumiendo que w es un vector de perturbaciones, pues se trata de un pro-
blema de regulacion, el objetivo que se persigue es encontrar una ganancia de
realimentacion K, tal que garantice la estabilidad de la planta y que minimice el
contenido de energia del vector de salida, de manera que los efectos de w sobre z,
en términos energeticos sean minimos.

El contenido de energia del vector z(t), estd expresado en la siguiente ecua-

cion: ) .
lzll; = fy 2()'z(t) dt

= Traza [, z(t)z(t) dt,

(5.5)
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y utilizando la relacion de Parseval, su contenido de energia en el dominio fre-
cuencial result[]

21z = 25 J72 2(jw) 2 (jw) dw
(5.6)
= 5= Traza [ z(jw)z(jw)* dw.

En la seccion (3.2) se vio para sistemas SISO que la minimizacién del conte-
nido de energia ||z||3, se realiza segtin el tipo de perturbacion.

En efecto, si la densidad espectral de potencia de la sefial w es plana dentro del
ancho de banda de interés, como es el caso del ruido blanco o sefiales impulsivas,
entonces debe minimizarse la norma Hs del sistema realimentado, ya que si ||w||2
es constante, se tiene

2l = [[Tzwll2 [Jwl]2- (5.7)

Por el contrario, si w es una perturbacion de energia finita de forma o espectro
desconocido , entonces debe minimizarse la norma ., del sistema realimentado,
ya que siempre ha de cumplirse que

212 < [[Tewloo [Jw0]]2: (5.8)

Estos mismos conceptos se aplican a sistemas MIMO, donde la norma H, de
un sistema se define como:

Toulle 2 /2 Traza [5, Ts, (jo) Teu(jeo) deo

5.9

= /% Traza [, T (o) T2 (o) doo,
mientras que su norma H, se define del siguiente modo:

| T |oo = Slelg {Omém (Tzw(jw))}7

siendo 0,4, el méaximo valor singular de la matriz T, (jw).

A continuacidn, se buscardn cotas para estas normas, es decir, se determinaran
las condiciones que deben cumplirse en el dominio temporal para garantizar que

HTszQ < 57
(5.10)

| Tewlloe <7,

donde (3 y v son escalares reales y positivos, utilizados como pardmetros de disefio
para lograr cierto desempefio del sistema realimentado.

donde, z(jw)* = z(—jw)’.
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5.3. Formulacion 7, y H., en variables de estado

Considérese el siguiente sistema MIMO bajo la representacion de estados:

Gis)
D,
D,
w > B, —®>®—1/s C S Z ,
u X
-K <

Figura 5.2: Diagrama en bloque de dos puertos para el control Ho y H .

(t) = Az(t) + Byw(t) + Bau(t),
2(t) = Cx(t) + Dyw(t) + Dou(t), (5.11)

u(t) = —Kx(t).

Comparando con la Fig.(5.1)) y la Ec.(5.1)), se obtiene las distintas matrices de
transferencia en el modelo de variable de estado

sz = C(SI — A>_lBl -+ D17 qu = O(S[ — A)—IB2 -+ DQ,
(5.12)
sz == (8[ - A)_lBl, qu == (S[ - A)_lBQ.

Sin embargo, en este modelo, para plantear la matriz de transferencia del sis-
tema realimentado 7, se trabaja previamente en el dominio temporal, en efecto,
reemplazando u(t) en la ecuacién de estado y ecuacién de salida, se obtiene

#(t) = (A — BoK)a(t) + Brw(t),
(5.13)
2(t) = (C — DoF)(t) + Dyw(t).

y definiendo

Aclé(A_BQK)7 y Cdé((]—DgK), (5.14)



5.3. FORMULACION Ho Y Hoo EN VARIABLES DE ESTADO
se tiene

103
ZL’(t) = Acl J,’(t) + Blw(t),

(5.15)
2(t) = Cq x(t) + Dyw(t),

y finalmente, se obtiene la matriz de funciones de transferencias en lazo cerrado
que relaciona las salidas reguladas y las entradas exdgenas, esto es,

Ty = Cy (sI — Ay)~ ' By + Dy.

A continuacion, para realizar el andlisis Hs y Hoo se particionan las matrices
C, D1,y D, del siguiente modo:

(5.16)
C D

cx(8) m (5
Cy )’

obteniéndose dos vectores de salidas, z = (2o, 22)’

Zoo<t) = Cll‘(t) + D111U(t) —+ Dlgu( ),

(5.18)
29(t) = Cox(t) + Dyyw(t) + Dogu(t).

Aqui con 2z, (t), se representa a las variables de salida sobre las que se pediran
especificaciones en H,, y con z»(t), se representa a las variables de salida sobre
las que se pedirdn especificaciones en H..

como

De este modo, la matriz de salida del sistema realimentado, queda redefinida

Ch C1 — Do K
C, 2 o ) = , 5.19
! (Czd) (Cz—D22K (-19)
Las matrices A, B;, Bs, etc. son matrices reales, constantes, y de dimensiones
apropiadas, como fueron definidas en la subseccién (2.1.1))
5.3.1. Especificaciones

Si en el sistema ([5.11)) se selecciona solamente la salida z5(t), el sistema reali-
mentado resulta

#(t) =

Acll’(t) —+ Blw(t),

(5.20)
z(t) = Co,z(t) + Darw(t),

y la matriz de transferencia del sistema en lazo cerrado que relaciona z3(s) con
w(s), y su matriz respuesta al impulso resultan

ngw(s) = CQCI (SI - Acl)il Bl + D21a
T.w(t) = C:

cl

(5.21)
€A6lt Bl + D21.
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Asumiendo que A, es asintéticamente estable, para que la norma H, sea finita
es necesario que D sea cero, es decir, el sistema realimentado debe ser estricta-
mente propio.

Con esta consideracion, las matrices de transferencia y respuesta al impulso
del sistema realimentado, resultan

Tou(s) = Cao, (sI — Aa)™" B,

(5.22)
Tzzw(t) = CQCZ GAClt Bl.
Segiin la Ec.(5.9), el cuadrado de la norma 7, de este sistema es

1Tyl |% = 1 ~lraza f zzw(]w)ngw(jw)dw
(5.23)

= %Trdza fjooo TZQ'w(v]w)T:jQw( )du.),

y por el teorema de Parseval, en el dominio temporal, se tiene
| Tzl ‘% = Traza fo raw (1) Toguw (t) di

(5.24)

= Traza [, Tepw(t) Tepu(t)' dt.

Reemplazando T7,,,(t) por la Ec.(5.22), resultan dos formas para definir
en el modelo de espacio de estados, estas son:

| T0ll3 = Traza [[°(Cs, e By) (Cy, e’ By)dt, (5.25)

||Tz2w||% = Traza fooo(CQa CAClt Bl) (C2cz CAClt Bl)/ dt. (526)
Desarrollando la Ec.(5.23)), se tiene

| T3 = Traza { B} (f;° eat Oy Ch, etdt) By}, (5.27)

y reescribiendo a la integral como
W, = /eﬁ@l el dt, (5.28)

la norma 5 resulta:
IT.,w|[5 = Traza (By W, By). (5.29)

Andlogamente, al desarrollar la Ec.(5.26) y definiendo

mé/eMmﬁwﬁﬁ (5.30)
0
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se obtiene la otra forma para representar la norma - en el modelo de espacio de
estados, esto es,
| T.p0ll3 = Traza (Co, W, G5 ). (5.31)

Las Ecs. (5.28) y (5.30) son respectivamente los gramianos de observabili-
dad y controlabilidad del sistema realimentado, ambas son matrices simétricas y
positiva definidas, y cada uno de ellas satisface las siguientes ecuaciones matri-
ciales [[Colmenares and Tadeo, 2005]):

Ay Wo+ W, Ay + G5 Cy,, =0, (5.32)

Ag W.+ W, A, + BB, = 0. (5.33)

Para expresar la restriccion ||1%,,||2 <  mediante una LMI, se utilizaran las
Ecs.(5.31) y (5.33), es decir, se utilizard la matriz gramiano de controlabilidad.

Si se elije @ > Wﬂy se reemplaza en la Ec., resulta razonable escribir
T3 < Traza (Ca,, Q C5), (5.34)
y si se elije una matriz M, simétrica y positiva definida, tal que
Cry Q Oy, =< M, (5.35)
se tiene
Traza (Cs, Q Cy,,) < Traza M, (5.36)
entonces, es posible escribir:

T3 = Traza (Co, W, C ) < Traza (Co, Q C4 ) < Traza M = j°.
(5.37)

Mientras que si se reemplaza () > W, en la Ec.(5.33), y siendo A, asintéti-
camente estable, resulta:

AqQ+Q AL + BB, <0. (5.38)

Notar que, imponer la desigualdad (5.38) implica imponer que @ > W,y
por lo tanto, se satisface la desigualdad (5.34). Mientras que imponer la desigual-
dad (5.35)), implica satisfacer la desigualdad (5.36). Por lo tanto, si se imponen
estas desigualdades como restricciones, es razonable afirmar que la norma H- del
sistema realimentado tiene por cota superior al escalar (3, segin se muestra en

Ec.(5.37) .

?La desigualdad matricial Q = W, significa que la matriz (Q — W) > 0.
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Planteo de las desigualdades (5.35) y (5.38) en formato LMI.
Reescribiendo la desigualdad (5.35)) de la siguiente forma

M—Cy, QQ7'Q Cy >0, (5.39)
Q

y aplicando la desigualdad de Schur, se tiene la siguiente LMI:

M Cy,Q
( Q. Q ) = 0. (5.40)

Mientras que la desigualdad (5.38), también puede reescribirse utilizando la
desigualdad de Schur, como la siguiente LMI:

Ale + QA/CZ Bl
( B ;) =o. (5.41)

Obviamente, estas dos restricciones deben satisfacerse con la restriccion adi-
cional:

Q= 0. (5.42)

Por lo tanto, se puede concluir diciendo que:

Remarca 5.1. Si las LMIs y son satisfechas simultdneamente con
Q@ = 0, es decir, si es factible encontrar una matriz () = 0 que las resuelva, para
una matriz M = 0 dada, entonces el sistema realimentado ([5.20) es asintdtica-
mente estable y su norma Hs no excede el valor escalar \/Traza M = §.

Demostracion La demostracion surge de los comentarios anteriores. [J

Téngase en cuenta que la ganancia de realimentacion K estd implicita en estas
LMIs. En la seccién (5.4) se retomard este resultado para el disefio del controlador
Ho.

5.3.2. Desempeiio H

Si en el sistema (5.11) se selecciona solamente la salida z..(t), el sistema
realimentado resulta

i(t) = Aqz(t) + Biw(t),
(5.43)
Zoo(t) = C1,,x(t) + Dyyw(t),
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y la matriz de transferencia del sistema en lazo cerrado que relaciona la perturba-
cién w con la salida z,, resulta

Tzoow(S) = Clcl(S[ — Ad)ilBl + Dll' (544)

Anélogamente al caso anterior, se plantea un problema de factibilidad. Esto
es, determinar si es factible encontrar una ganancia de realimentaciéon K, tal
que estabilice al sistema realimentado, y que la norma H,, de la matriz de
transferencia (5.44) sea menor a un escalar .

La norma H. fue analizada en la Seccién (3.3) para un sistema en lazo abierto.
En dicha seccién se demostré el teorema (3.1)), el cual afirma que si la desigualdad

A'P+PA+~72PBB'P+C'C <0,

se verifica para toda matriz P > 0, entonces la norma H ., del sistema en lazo
abierto es menor que 7.

Luego, en la Seccién (#.4.3) se mostré graficamente que tal desigualdad puede
ser representada mediante la siguientes LMIs,

A'P+ PA ! PB
< +B,P+CC _72><0, P =0,
y que estas LMIs definen una regién convexa, siempre y cuando, la norma H
del sistema (#.49) sea menor que .

A diferencia del sistema de la Ec.(3.44)), en el sistema de la Ec.(5.43) la salida
Z~o, ademas de ser una combinacidn lineal de los estados, se ve afectada direc-
tamente por la accién de control u(t) y por la perturbacién w(t), por lo tanto,
aparecen dos nuevas matrices D17 y D12, que en aquel momento por simplicidad
se supusieron nulas.

A continuacién, de acuerdo con [Scherer, 1998]], se generaliza el teorema @
para transformar la especificacion de desempefio H., en una LMI.

Teorema 5.1 ( [Scherer, 1998]). En el sistema (5.43), Ay es asintéticamente es-
table y su norma ||T,_,||o < 7, si y solo si, existe P > 0 tal que verifique la
siguiente LMI:
wP+PAy PB Cf
BP ~1 D | <o (5.45)
Dy —ol

Demostracion: En esta tesis se presenta s6lo la condicion necesaria.
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Partiendo de la desigualdad de Schur, teorema (4.2), y definiendo:

2 ( AuP+PAq PBiY o s (G
l_ Bip =yl ) o\ Dy )

(5.46)
Q;é ( Clcl Dy, ), Rré_717
la proposicién (b) resulta:
R, =—I <0,
(5.47)

AP+ PA, PB 1 -
(% 7 )= (G Y oo

La LMI (5.47) puede ser expresada como

( AP+ PA, PB ) Ll ( C; G, Ci Dy ) o0,

By P 1 v\ DG, DyDu

o bien, como

A/clP+ PAcl PBI 4 l Cich&Cl Cichll -0
BiP 0 v\ DuC, DyDu—~*1 ‘

Notar que el segundo término de la desigualdad anterior, puede factorizarse
del siguiente modo:

l Ciclclcl Cichll _ 0 Cid *’YI 10 0 1
v\ D;C,, DyyDu—~*1 I Dy 01 Ci, Du )’

y de esta manera la desigualdad (5.47), puede reescribirse como

AP+ PAy PBLY (0 ¢ N [T 0T\ _,
B{P 0 I D, 0 ;I Ci, Dn ‘

(5.48)

Esta ultima desigualdad junto con la condicién v > 0, es equivalente a la LMI

(-43).

Para relacionar la LMI (5.43) con el dominio de la frecuencia y verificar la
estabilidad del sistema, se pre y posmultiplica la desigualdad (5.48), por las si-
guientes matrices respectivamente

(Big"(s) 1)y (?(S)Bl ) (5.49)
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donde ¢(s), es la matriz de transicién y se deﬁneElcomo
P(5) = (sI — Ay) ™t (5.50)
Al hacerlo, se obtienen los siguientes resultados:

1. Para el primer término, se obtieneﬂ

(Bl 1) ( A’CZP+PAgiJ];(sP—sP) PoBl > < gm?l > _
(Bl 1 ( (sI+ AP PP(sI Ad) PoBl ) ( ¢§91 > _
e (T ()
e (7).

( Bie" ( Pg’%qu];Bl i > -

(A% —1
(e (" Gpan, )= (B Pommipon) 0
(5.51)

2. Para el segundo término, se obtiene

e Oclcl - 0 0 ! 0B _
coe (7 50 ) (0 ) (e ma ) ()

I (=4I 0 > ( I >
= < 0. 5.52
< C1,0B1 + D11 ) < 0 £ C1,0B1 + D11 (5:52)

Obsérvese que en la desigualdad anterior se identiﬁceﬂ T...w(s), por lo tan-
to, se la puede reescribir como

) (30 8) ()0

3Se recuerda que el simbolo (), significa transpuesto conjugado y la variable (s) est4 valuada
sobre el eje jw.

4Obsérvese que ha sido necesario sumar y restar (sP) en el primer elemento de la matriz del
centro.

>Compirese con la Ec. .
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obteniéndose

ZooW

1
—TF ()T, w(s) —~I <0,
v (5.53)

T (=i T, w(jw) < 7?1, Vw.

ZooW

Si se trata de un sistema SISO, 7,__,,(jw) es una funcién, por lo tanto la des
igualdad (5.53), resulta

||Tzoow(jw>||2 < 727 Vw,

yeén consecuencia,
HTzoowHoo <.

Tratdndose de un sistema MIMO, la matriz del lado izquierdo de la desigual-
dad (5.53) es hermitica, y por lo tanto, sus autovalores son reales y no negativos.

Como es sabido, la raiz cuadrada de los mismos son los valored?|singulares de
la matriz sistema 7,__,,(jw), siendo su valor suprem(ﬂ el maximo alcance de esta
matriz. Lo anterior conduce a que

)‘mdr{Tzloow(_jw)TzoowOw)} < Ama {’721}7
)\mda:{Téoow(_jw)Tzoow<jw)} < ’72 /\md:v{]}a

(5.54)
)\de{TZ/ww(_jw)Tzww<jw)} <,
Umdm{Tzoow(jw>} <7, Yw.

Y siendo, por definicion, ||T._w|lco= Omaz{Trow(jw)} VYw, se concluye que

1T w0 < - (5.55)

Comparando con la Ec.(5.8)), se tiene
12[15 < +* [|w] 3,

y se verifica que la restriccién (5.43)) planteada para el cdlculo del controlador,
asegura que el sistema realimentado 7,__,,(s), y-ateniia la energia de la perturba-
cién w en su salida 2.

®Cabe alarar que no son valores sino funciones de (w), y ademds \;(w) = 07 (w).
"El valor supremo es el mayor valor escalar, dado por: mdx {o;(w)} Vi, y Vw.
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Remarca 5.2. La garantia de estabilidad estd dada por la necesidad de que la
matriz L; definida en la Ec.([5.46) sea negativa definida, ya que aplicdndole la
formula del complemento de Schur, su primer elemento debe ser negativo definido,
es decir,

AP+ PA,; <0,

lo cual se corresponde con el teorema de Lyapunov.

5.4. Controladores por Realimentacion de Estado

En esta seccion se muestra la forma de determinar la ganancia estética de re-
alimentacion de estados K, para lograr cierto desempeiio s, y H.. en la respuesta
del sistema.

En primer lugar se tratan los problemas de manera independiente, comenzan-
do con el problema de minimizacién de la norma H,, para luego seguir con el
problema de factibilidad en la fijacién de una cota para la norma H ..

Finalmente, se presentard un tratamiento unificado en lo que se denomina sin-
tesis mezclada Ho/ H .

5.4.1. Sintesis del controlador >

Partiendo del sistema en lazo cerrado representado en la Ec.(5.20) de la Sec-

cién[5.3.1] y reemplazando en las desigualdades (5.40) y (5.41)) por las Ecs.(5.14)

y (5.19), se tienen las siguientes desigualdades matriciales:

M (02 — DQQK)Q

( Q(Cy — Dy K’ Q ) ~ 0, (5.56)
(A-BK)Q+Q(A— B,K) B

( T SR ) =< 0. (5.57)

Asi planteadas, las desigualdades anteriores no son LMIsﬂ, porque las varia-
bles (matrices) de decisiéon () y K, no aparecen en forma afin.

Debido a esto, es necesario realizar un cambio de variables en la formulacidn,
y para ello se definen

8Para que la desigualdad sea una LMI, las variables de decisién deben aparecer en forma afin
dentro de la matriz simétrica, y el producto K@ no lo es.
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Al reemplazar, se tiene

M (CQXQ — D22L)
0 5.58
( (CoXy — DLy X, ) =0, (5.58)

_ _ /
( (AXy = BL) + (AX, ~ By L) B, ) 0 559
B, -1
Ahora, las desigualdades (5.58) y (5.59) son LMIs en las variables] Xy, L y
M.

Por lo visto en la Seccién (5.3.1), cumpliéndose con estas restricciones, se
tiene garantia de que la norma 7 del sistema en lazo cerrado 77, (s), es menor

que vV1Traza M = .

Luego, el problema se puede plantear de dos formas:

1. Como un problema de factibilidad, en este caso se fija la traza de M en un
valor 3% determinado, y se verifica si las restricciones (5.58) y (5.59) son
satisfechas, presentdndose dos casos:

a) Si el problema es factible, el algoritmo de busqueda entrega como re-
sultado los valores de las variables de decision X5 y L, obteniéndose
luego la ganancia de realimentacion de estado

K=LX;"

la cual garantiza que ||1%,,||2 < Viraza M = j5.
b) Si el problema es infactible, serd necesario relajar la restricciéon au-

mentando el valor de f3, hasta lograr factibilidad.

2. Como un problema de minimizacién de la norma s, para ello se resuelve
el siguiente problema de optimizacion:

ml’nL{Tmza M},

X2>0,

s.a. (538) y (539).

Este problema siempre es factible, y al encontrar la solucidn el algoritmo de
biisqueda entregard los valores 6ptimos de X5 y L, y siendo

Kopt = Lopt X5 ! (5.60)

26pt :

Se obtiene asi la ganancia 6ptima de realimentacién de estado Ky, que
minimiza ||T},,||o-

’La misma LMI (5.58) implica las restricciones X, = 0y M > 0.
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LQR mediante minimizaciéon H, via LMI

Como se anticip6 en la Seccién (2.4), si se eligen ]

I n+1,1 0 n+1,1
N OREO

se tiene el siguiente vector de salida:

Dado que:

C;CQ - I, D;2D22 = 1,
CéDQQ == 0, D/2202 == O,

el contenido de energia de z5(t), resulta

||22])? = /OOO () x(t) + u(t) u(t) dt.

Luego resolver el problema de minimizacién de la norma H, via LMI, con la
eleccion de Cs y Dos indicada arriba, es equivalente a construir un LQR.
Es decir, el valor de la ganancia de realimentacion
-1
Képt - Lépt XQépt7
es la misma solucién que se obtiene al resolver la ARE (2.115)), lo que se verificara
mediante un ejemplo al final del capitulo.

5.4.2. Sintesis del controlador # .,

Partiendo de la expresion del sistema realimentado Ec.(5.43) de la Seccién
[5.3.2] tomando la desigualdad (5.43)), y reemplazando en ella por las Ecs.(5.14) y
(5.19), se obtiene la siguiente desigualdad matricial:

(A— ByK)P+ P(A—ByK) PB; (Cy— DpK)
BP —I DY, <0. (5.61)
(Cl - D12K) Dy -1

107, es el ndmero de variables de estados, y se asume que el control () es una funcién escalar.
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La desigualdad (5.61)) no es una LML, y obsérvese que en este caso un simple
cambio de variables no alcanza para tal ﬁrﬂ para poder transformar esta desigual-
dad en una LMI es necesario realizar una modificacion previa, la cual consiste en
pre y posmultiplicarla por diag(P~*, 1, I).

Al hacerlo se tiend ]

P_l(A — BQK), + (A — BQK)P_l By P‘l(Cl — Dng),
B I 1 <0, (5.62)
(Cl — Dng)P_l Dy —")/[

y realizando en esta desigualdad el siguiente cambio de variables
X, &Pt Y £ KP™!,
se obtiene la siguiente LMI en las variables X e Y,
(AXOO — BQY)/ + (AXOO — BQY) By (ClXoo — DmY)l

Bi 77‘[ /11 = 07
(ClXoo — D12Y) D11 —"}/I (563)

con Xo = 0.

La cual puede ser resuelta utilizando algoritmos de optimizacidn especializa-
dos, por ejemplo, LMI-toolbox de Matlab®.

A continuacidn se enumeran los siguientes pasos para tratar con el problema
de control H.

1. Se verifica si el problema es factible en las variables X, e Y.

2. Sino lo es, significa que la cota superior especificada () es muy chicay se
deberd relajar la restriccién (5.63)), aumentando su valor.

3. Si es factible, entonces el algoritmo entregara los valores de X, e Y resul-
tantes de la soluci(’)rEI, finalmente construyendo

K=Y X!, (5.64)

se tiene una matriz ganancia de realimentacion de estado /K, cuya aplicacién
asegura que ||7%_ .y ||oo < 7.

"Un cambio de variables en estas condiciones, implicarfa hacer L = PBy K, y despejar K a
partir de L y P requiere multipicar por la pseudoinversa por izquierda de Bs.

12Al pre y posmultiplicar por diag(P~!,I,I), queda la primer fila de la Ec. premultipli-
cada por P~!, mientras que su primer columna queda posmultipicada por dicha matriz.

Alser diag(P~1,1,1) = 0, no se afecta el sentido de la desigualdad .

3Recuérdese que no es un problema de optimizacién sino de factibilidad.
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5.4.3. Sintesis del controlador H,/H

Se ha visto que las LMIs definen regiones convexas. Cuando las especificacio-
nes de disefio se expresan en términos de varias LMIs, la solucién del problema,
si es que ésta existe, se encuentra en la interseccion de dichas regiones convexas.

Esta caracteristica, es una gran ventaja que tienen las LMIs respecto a otras
técnicas de control, porque permite el disefio de controladores multiobjetivos.

A continuacién se buscard satisfacer en forma simultdnea objetivos de desem-
pefio Ho y Ho, 10 que usualmente se denomina sintesis mezclada.

Considérese el sistema representado por la Ec.(5.11)), donde los estados son
perturbados por el vector de entradas w(t) = [d(t) n(t)]’, el cual contiene tanto las
entradas de espectro plano n(t), como las perturbaciones desconocidas de energia
finita d(¢).

Supdngase que sobre un grupo de salidas 2> se desea minimizar los efectos del
ruido, y sobre otro grupo de salidas z,, (que pueden ser las mismas o algunas de
ellas), se desea acotar el efecto de perturbaciones inciertas.

Las matrices de transferencias en lazo cerrado sor[ ]

Tzoow(s) = Clcl(S[ — Ad)ilBl + Dlla
(5.65)
Tz2w(8) = 0251<8[ — Acl)_lBl.

El problema de disefio se plantea como:
Hl}%/n HTZQwH27

s.a. || Towlloo <7

Esto es, se desea determinar las ganancias del controlador de estados que es-
tabilice todas las funciones de transferencias del sistema realimentado, minimice
los efectos del ruido sobre la salida z, y atentie el efecto de las perturbaciones
externas sobre las salidas z., en un valor v dado.

De manera equivalente en términos de LMIs, el problema de disefio se plantea
como:

mé'n {Traza M},

s.a. 5.58), 559 y (5.63).

Sin embargo, al ser una tinica ganancia de realimentacién K la que satisface
estas LMIs, de acuerdo a lo expresado por [Scherer, 1998|] es necesario unificar

14Recuérdese que Doy = 0 para que || T, |2 sea finita.
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las variables de decision X y X, y para ello se define:
X2X,=X., (5.66)

siendo ademds, L = KX, vy Y = KX, setieneque L =Y.
Con esta modificacion, el disefio del controlador Hs/H o, se plantea como:

fin, {Traza M},

sujeto a:

M CaX — DY\
XCy—Y'Dh, X :

( (AX — ByY) + (AX — BY) B > ~0 (5.67)
B, —1I ’

(AX — BQY), + (AX — BQY) By (ClXoo — D12Y),
B! AT D), 0.
(ClX — D12Y) D11 *’yI

Ademads, observando detenidamente las desigualdades anteriores, se ve que la
segunda LMI, estd implicita en la tercera |T_5[, por lo que se puede prescindir de la
misma.

Obteniendosé finalmente, la siguiente formulaciéon multiobjetivos:

min { Traza M}, s.a:

X>-0,Y
M CoX — Doy
( Xy vy, 2 X 22 > -0 (5.68)
AX + XA —BY —Y'B, B XC,-Y'D),
B, I Dy, <0. (5.69)

ClX — D12Y D11 —’}/I

Luego, si el problema de optimizacion es factible, el algoritmo devuelve los
valores de Xy, € Yy, y €l vector de ganancias de realimentacion para el contro-
lador resulta:

Képt = Y;ipt X5,

opt?

15Para comprobarlo, téngase en cuenta las equivalencias en la desigualdad de Schur y que 0 <
v <1l
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que satisface las especificaciones Hs/H, simultdneamente.

Observar que en el problema de optimizacion,
= si sélo se requiere performance Ho se utiliza la desigualdad (5.69);

= si s6lo se requiere performance H, se utiliza la desigualdad (5.68), junto
con los elementos de las dos primeras filas y las dos primeras columnas de

la desigualdad (5.69) con vy = 1.

5.5. Ejemplo de diseino de un regulador de estado
con desempeiio H, y Ho

Ejemplo 5.1. Considere el ejemplo cldsico de las literaturas de control, represen-
tado en la Fig.(5.3)), donde se trata de conservar la posicion vertical del péndulo
de masa m ante perturbaciones externas, y ante condiciones iniciales distintas de
cero en su posicion y/o velocidad.

m

F+w
M —

A0 &

e=0

Figura 5.3: Sistema con posicionamiento angular 6.

Resolucion. > Frente a la presencia de algiin cambio, el péndulo, ahora incli-
nado, debe regresar a su posicion vertical cuando se aplica al carro una fuerza de
control F'(t) apropiada.

También, al final de cada proceso de control, el carro debe regresar a su posi-
cién de referencia e = 0, es decir, se trata de un tipico problema de regulacion.
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Las ecuacioneﬂ del modelo lineal (ver: [Ogata, 2009]], entre otros) que repre-
sentan a este sistema para un dngulo 6 pequefio son:

MIG(t) = (M +m)gl(t) — (F(t) + w(t)),
(5.70)
MEé(t) = —mgb(t) + (F(t) + w(t)),

donde, 6 es la posicion angular de la masa m, 0 es la velocidad angular de la
masa m, e es la posicion del carro de masa M y é es la velocidad del carro de
masa M.

En la Tabla (5.1) se muestra los pardmetros del sistema asumidos para este
ejemplo.

Tabla 5.1: Valores asumidos para el problema del péndulo invertido.

Parametros del sistema

Masa del carro M=2Kg.
Masa del péndulo m = 0,1 Kg.
Longitud varilla [ = 0,5 m.
Gravedad g=98m/s?

De acuerdo con [[Ogata, 2009]], definiendo a los estados como,

X1
X2 N
X3
Ty

, (5.71)

DD DD

a la ley de control como u(t) = F(t), y siendo w(t) una perturbacién que actia

sobre la masa del carro. Se representa el sistema de la Ec.(5.70), mediante la
siguiente formulacion en el espacio de estados:

(t) = Az(t) + Bou(t) + Biw(t),
(5.72)
2(t) = Cx(t),

16Para simplificar el modelo matemitico, se considera que la varilla tiene masa despreciable
frente a la masa del carro.
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donde

0 100 0

(M+m)9000 =1
A= M By=| M 5.73
0 00 1|’ 2 0 |- (5.73)

Mg 0 0 0 =

0

1000 =1

— — Ml
C (001()), By 1 (5.74)

1

M

La Fig.(5.4) muestra el diagrama de bloques para el sistema aqui expuesto,
obsérvese que la matriz C' selecciona como salida del sistema, a la posicion del
péndulo y a la posicién del carro respectivamente.

A continuacién se definen dos salidas auxiliares utilizadas para las especifica-
ciones de disefio Ho/H ., del sistema de control,

Zoo(t) = Ch2(t) + Dyyw(t) + Dygu(t),
(5.75)
Zz(t) = CQJI(t) + DggU(t).

Las matrices C'y, Cs, D11, D12,y Do, estan definidas para satisfacer dichas espe-
cificaciones, y se explicitan oportunamente.

Para el cdlculo del regulador de estados, se subdivide el problema en dos inci-
S0s, a saber:

= a) Determinar las ganancias de un regulador de estados que estabilice el sis-
tema dado en la Ec.(5.72), ya que el mismo es inestable en lazo abierto, y
minimice la energia de vector de salidaﬂ 29 = [r1 T w3 x4 ul, ante per-
turbaciones impulsivas, como ser ruido del proceso o condiciones iniciales
distintas de cero. Como se ha dicho, este caso es equivalente al disefio de
un LQR.

= b) Determinar las ganancias de un regulador de estados que ademads de sa-
tisfacer las especificaciones del inciso ), atentie la transferencia de energia
entre la sefal perturbadora w, que ingresa junto con la accién de control, y
la salida 6 (posicién angular del péndulo), un cierto valor 2.

Este inciso es equivalente a pedir control 6ptimo sujeto a que ||, ||o0 < 7-

7Note que la variable z; ademds de incluir los estados (como es en la forma tradicional) incluye
la variable manipulada.
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Zinf = X;
w G
> —
r=0 . > z
+ x=Ax +Bu +Bw >| € > X
A -
X1
X2
T \ Z2
X3 CZ -----’::\ + ,’t ----- >
'S
i
1
X4 i
1
1
i
i
i
D22

Figura 5.4: Diagrama del sistema de control con el regulador Hs/H -

Resultados numéricos y graficas

Inciso (a): En este punto sélo se desea minimizar el siguiente escalar:

[2all2 = / " a0y lt) + () dr.

Por lo visto en la Seccién (2.3)), la seial de realimentacion wusp(t) = —Kspx(t)
que minimiza este funcional, puede hallarse en forma tradicional, resolviendo la
ecuacion algebrdica de Riccati que a continuacion se reescribe:

AP+ PA+C'C+ PByB,P =0, con C'C =1.

Al resolver dicha ecuacién se obtiene como solucién la matriz P > 0, y con
ella se construye
Kgp = By P.
Resultando para este problema, las siguientes ganancias:

k1 = 52,1238; ko = 11,5850; ks = 1,0000; ky = 2,7252.

Por otro lado, el mismo problema puede ser resuelto via LMI, de acuerdo con
lo planteado en la Seccién [5.4.1]
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En efecto, si se eligen

1 000 0
0100 0
Co=10010 |, Dy=1 0 |, (5.76)
0001 0
0000 1
y planteando el problema de optimizacién
min { Traza M}, s.a:
X=0Y
M CoX — DY <0
XCY—Y'Di, X ’
(5.77)

AX + XA — BY —Y'B), B <0
B -1 ’
se obtenienen las matrices X,: y Yg,, para finalmente construir el vector de ga-

nancias para el controlador
-1
K opt — }/oth

opt*

La resolucién numérica del problema de optimizacién anterior lleva al siguien-
te resultado:

k1 =52,1113; ko = 11,5968; ks = 0,9960; kqy = 2,7207.

Observe que dicho solucion obtenida resulta numéricamente muy similar al
obtenida previamente mediante la resolucion de la ARE.

En la Fig.(5.3), se muestra las respuestas dindmicas de la posicién del péndulo,
del carro y la fuerza de control, para una condicién inicial en la posicién del
péndulo de 6 = 0,1 grados.

En la Fig.(5.6) se muestra la ubicacién de los polos del sistema realimentado,
y el médulo de la funcidn respuesta en frecuencia que relaciona la perturbaciéon
en el carro con la posicién del péndulo. Note que la H, ~ 0,004.

Inciso (b): En este caso se desea cumplir con el objetivo anterior pero con una
nueva exigencia, lograr que la norma H, de la funcién de transferencia entre w y
0, sea menor que un escalar .

Para esto, ademds de las matrices definidas anteriormente, se agregan las si-

guientes (ver Fig.[5.4):
1. C; =1 0 0 0], yaque lasalida z,, es el estado ;.
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Figura 5.5: Desempefio nominal .
Ubicacién de los polos del sistema realimentado
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o
o
=

Mddulo de T(jw)
o
o
nN

= O

Frecuencia (rad/s)

Figura 5.6: Desempefio nominal H.

2. Dy; = 0, se considera que la perturbacién afecta a la salida sélo a través de

la dindmica del sistema (fuerza espurea aplicada al carro).

3. D15 =0, el control no actia directamente sobre la posicion x; = 6.
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Con las matrices ya definidas, la solucién se obtiene planteando el siguiente
problema de optimizacion:

g

min { Traza M}, s.a:

X>0Y
M Oy X — DY <0
XCy —Y'Db, X ’
AX + XA - B,Y -Y'B, B, XC,-Y'Dl, (5.78)
B —1 D, <0
ClX — D12Y Dll —’y]

Exigiendo como requisito v < 0,02, se tiene:

16115

2 < +* = 10,0004,
||w][3

es decir, la energia de la perturbacién que actda sobre la posicién del péndulo, es
menor a un 0,04 % de la energia de la fuerza perturbadora que actiia sobre el carro.

Posicién angular Posicién del Carro Fuerza de control
. . : 0.3 " " y 10
0.1} 1 0.25} ” ] sl
0.08} 1 0.2}
6 |
@ 0.06f 1 ., 015} c
g 2 g,
3 2 g
= 0.04f 1 0.1}
2 | . ]
0.02f 1 0.05} 1
of Vh ol ] o r—
-0.02— . ’ -0.05 ————~ -2 . .
0 10 20 0 10 20 30 -5 0 5 10
seg seg seg

Figura 5.7: Desempefio nominal Hs/H.
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Ubicacién de los polos del sistema realimentado

5 T T T T T
7 64 . . 24, 012
i ogs X 076 0.6 05 038 0 0
g 0:97
g 6 5 4 3 2 1
E 0 gg .
(0]
i 0.97
s 088 X 0.76 : 0:64 05 0.38 0.24, 0.12
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Eje Real
Respueta en frecuencia: (posicion angular) / (pertubacion en la Fuerza)
002 T T T T
Z 0.015} 1
|_
S
P 0.01} R
]
2 0.005} .
20
0 -2 -1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 3
10 10 10 10 10 10

Frecuencia (rad/s)

Figura 5.8: Desempefio nominal s,/ H ..

Tabla 5.2: Ganancias de los controladores para cada estado.

Ganancias: k& ko ks ka

Inciso (a) 52,1113 11,5968 0,9960 2,7207
Inciso (b) 82,3740 14,7207 11,0028 3,8155

Luego, resolviendo el problema de optimizacién con las restricciones (5.78),
se obtiene el vector de ganancias para el controlador que se muestran a continua-

cion:

ki = 82,3740; ko = 14,7207; ks = 1,0028; ky = 3,8155.

En las Figuras (5.7) y (5.8), se muestran las respuestas dindmicas, la ubicacién
de polos y el médulo de la respuesta en frecuencia de la transferencia Ty, (s).

En las Tablas (5.1) y (5.3), se muestan los resultados mads relavantes.
<
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Tabla 5.3: H,, H,, Tiempo de establecimiento y el Control maximo.

Desempefio: 7, H ts=5 7(aprox.)  Umge

Inciso (a) 3,2033 0,0408 10 <ts> 15seg. 95,2111

Inciso (b) 3,4391 0,0182 ts> 20seg. 8,2374
Observaciones:

= El método de minimizar H, sujeto H, < 7y, es una forma particular de
sintesis Ho/H, mezclada, otra forma mas general es resolver el siguiente
problema de factibilidad:

determinar K, tal que satisfaga
Hy < B, (5.79)
Hoo < 7.

= Como se puede observar a través del ejemplo anterior, practicamente no
existe diferencias en resolver el LQR via ecuacion algebraica de Ricatti o
via LMIs, por lo que en el inciso (a), no hay ventajas de un método sobre
otro. Sin embargo la ventaja de las LMIs, radica en que se puede agregar en
forma sencilla otras restricciones, como se ha visto en el inciso (b), y como
se verd en los siguientes capitulos.

= Tanto las restricciones para Hs como para H.,, se formularon de manera
que el sistema realimentado satisfaga el teorema de Lyapunov. Por lo tanto
y como se ha mostrado, la ley de control por realimentaciéon de estados
u(t) = —Kz(t) con K = Y X! es cuadraticamente estabilizante.

5.6. Resumen

Este capitulo tuvo por finalidad mostrar como las especificaciones Ho y Hoo
que surgen naturalmente al analizar los sistemas LTI en el dominio frecuencial,
son trasladadas al modelo en variable de estado para luego ser tratadas como res-
tricciones en un problema de optimizacién convexo, mediante el uso de Desigual-
dades Lineales Matriciales.

Se ha realizado un ejemplo cldsico de disefio de un regulador por reali-
mentacion de estado, tal que el sistema realimentado satisfaga caracteristicas de
desempeiio H, y Hoo simultdneamente, lo que se conoce como sintesis mezclada
Hs/Hoo- Para ello se formuld el problema de disefio como uno de optimizacién
con restricciones utilizando LMIs.
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La principal ventaja de esta formulacion es que permite el disefio de controla-
dores multiobjetivos donde las especificaciones Hy y H son simplemente un par
de objetivos mds dentro de un conjunto mucho més amplio que se puede especifi-
car al momento de plantear el problema de control, lo que se vera en el siguiente
capitulo.



Capitulo 6

Regulador multiobjetivo y robustez

6.1. Introducion

En este capitulo se extienden los resultados obtenidos en el capitulo (), inclu-
yendo alternativas de ubicacion arbitraria de polos en el plano complejo e incerti-
dumbre en los pardmetros del sistema.

Se presenta una breve introduccién sobre las regiones LMI y la relacién que
éstas tienen con los autovalores de una matriz.

También se presenta en variables de estados el modelo del sistema con incerti-
dumbre paramétrica bajo una representacion politopica, y se discuten brevemente
condiciones para garantizar que las especificaciones pedidas al sistema nominal
se cumplan para todas las posibles plantas que representan al sistema incierto.

Por ultimo se muestra mediante simulaciones numéricas el desempefio del
sistema de control cuando se implementa el controlador multiobjetivo sobre un
sistema con incertidumbres paramétricas.

6.2. Regiones LMI

De acuerdo con [Chilali and Gahinet, 1996]], a continuacién se introduce las
definiciones de regién LMI y de funcién caracteristica, que serdn utilizadas opor-
tunamente.

Definicion 1. Una region LMI es un subconjunto D del plano complejo que puede
ser definido como:

D&{seC:L+sM+s*M' <0}, (6.1)

donde M y L son matrices reales, y L ademds es simétrica, es decir L = L.

127
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Definicion 2. La funcion matricial fp(s) definida como:
fo(s) = L+ sM+s*M', (6.2)
se denomina funcion caracteristica de la region LMI o subconjunto D.

Una propiedad de las regiones LMIs es que son regiones convexas y simétricas
respecto del eje real del plano complejo.

La interseccion de dichas regiones LMIs es otra LMI, por lo tanto, cualquier
regioén convexa y simétrica respecto al eje real, puede ser representada por la in-
terseccion de regiones LMIs.

En este punto, cabe aclarar que las matrices L y M toman valores segtn la
regioén fp < 0, que define la funcién caracteristica.

El hecho mas destacable se expresa en el teorema [Chilali and Gahinet, 1996]],
que se presenta a continuacion.

Teorema 6.1. Una matriz A es D-estable, es decir tiene todos sus autovalores en
el interior de una region D, si y solo si, existe una matriz P simétrica positiva
definida, tal que la matriz

Mp(A,P)=L® P+ M (AP)+ M' @ (AP)', (6.3)
es negativa a’eﬁnida.ﬂ

Demostracion: Para su demostraci(’)rﬂ considérese en primer lugar, que si
Ai(A) es un autovalor de la matriz A € R™", y si \;(A) € C, entonces \;(A)
también serd un autovalor de A, la razén es, que en los sistemas reales los polos
(autovalores) son reales o aprarecen de a pares conjugados [Lam, 1979].

'Note que, el simbolo ®, es el producto Kronecker, que se define como:

A® B2 [A;Bl,. (6.4)

Este operador satisface ciertas propiedades, algunas de ellas se exponen a continuacién ya que
seran de utilidad para la demostracién del teorema.

a® A=aA, a: escalar, (6.5)
(A+B)@C=AC+B®C, (6.6)
(A® B)(C® D)= AC ® BD. 6.7)

2S6lo se indican los pasos que conducen a la demostracién de la condicién suficiente.
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Siendo ademads v € C los autovectores de la matriz A, por dlgebra lineal clasica
se sabe que,

v*A = \v¥,
(v*A)* = (Av*)*, (6.8)
Alv = vA*,

donde
A& diag (M1, Az, ..o An).

Utilizando directamente la definicion (6.4), se puede demostrar que si
Mp(A, P) < 0, entonces el producto

(I @ v*)Mp(A, P)(I ®@v) < 0. (6.9)
Con esta afirmacién y reemplazando la Ec.(6.3) en (6.9) , se tiene
(I@v)LeP+M®(AP)+ M' ® (AP)'|(I @ v) < 0. (6.10)

Distribuyendo el producto de la desigualdad anterior, y utilizando las Ecs.(6.7)
y (6.8), se obtiene para cada uno de sus términos las siguientes igualdades:

(I ®v")(L®P)(I®v)=L&®uv" P,
(I @v")(M® (AP))(I ®@v) = M & Av* P,
(IR0 (M @ (AP))I ®@v) =M & v*Pv\’,

lo que permite reescribir a la Ec.(6.9) como sigue:
L@v*Pv+ MM Pv+ M Qv Pv\ <0.
Siendo el producto v* Pv un escalar, puede extraerse como factor comun,
(LRT+ M@+ M @ \)*Pv <0,

y siendo ademds P = P’ > 0, entonces v* Pv es un escalar positivo, por lo
que necesariamente la matriz

(LRI+MON+M @A) <0. (6.11)

La desigualdad anterior puede ser reescrita como sigue:

1. AL AL

| o X
Ll . . M&M . . MeX ..
. o +1 - o +1 - o < 0.
(. : L®1) ( : M®)\n) ( : M’®A;)



130 CAPITULO 6. REGULADOR MULTIOBJETIVO Y ROBUSTEZ

Es decir, la desigualdad matricial (6.11) puede escribirse como n desigualda-
des matriciales, en la forma

(L@1+MON+M®A)=<0, coni=1,..n.
Teniendo en cuenta la Ec.(6.3), se tiene
(L+MN+ MX)=<0, coni=1,..n, (6.12)
y por la Def.(2)), se concluye que
foN)=L+sM+s*M <0, coni=1,.nyVs=M\.
Por lo que queda demostrado que los autovalores de la matriz A pertenecen a
la regién D, es decir,

A es D-estable, si 3 P > 0 tal que

Mp(A,P)=L® P+ M (AP)+ M'® (AP)' < 0.
0

Ejemplo 6.1 ( [Cappelletti and Adam, 2012]). A continuacion se muestra que el
teorema de Lyapunov es un caso particular del Teorema6.1} En efecto, el teorema
de Lyapunov establece que si A es estable (tiene todos sus autovalores con parte
real negativa) < 3P + 0 tal que, A’P + PA < 0.

Resolucién. > La condicién R(s) < 0, puede expresarse mediante la Def.
como una regién LMI de la forma,

D={seC:s+s" <0} (6.13)
Entonces, su funcion caracteristica se expresa como
fo(s)=0+s14s"1<0, (6.14)

donde claramente se tiene que, L =0y M = M' = 1El
Luego, de acuerdo con la Ec.(6.3) y segtin los valores de L y M que definen
la regién LMI (6.13)), debe cumplirse para P >~ 0 que

Mp(A,P)=0@ P+1® (AP)+1 ® (AP) <0, ¢

Mp(A, P) = (AP) + (AP)' < 0.

*Note que la desigualdad (6.14) estd definiendo como regién a todo el semiplano complejo
izquierdo.



6.2. REGIONES LMI 131

Como se expreséd al comienzo, cualquier regién convexa que sea simétrica
respecto al eje real del plano complejo, puede aproximarse con suficiente
precision mediante regiones LMI. <

Basandose en lo hasta aqui expuesto se enuncia la siguiente regla préictica.

Regla 1. Una forma prdctica para pasar de fp(s) a M (A, P), es sustituyendo
(1,s,s%) por (P, AP, (AP)") respectivamente.

Ejemplo 6.2. Para la sintesis de un controlador por realimentacion de estados, se
desea que los polos del sistema realimentado se ubiquen en el semiplano complejo
negativo y cuanto mucho a una distancia « del eje jw, de manera de garantizar
que la respuesta transitoria se extinga en un tiempo ts < 5/a.

jw
Regidn
de o)
-a
Polos

Figura 6.1: Ubicacion de polos

Resolucién. > La condicién R(s) < —a, puede expresarse mediante la
Def.(I)) como una regién LMI de la forma,

D={seC:s+s" < —2a}.
Entonces, la funcién caracteristica se expresa como:
fo(s) =2a+ sl +s"1 <0,

siendo L =2a, y M =M’ = 1.
Luego, utilizando la Regla (I)) se puede afirmar que: La matriz A,; tiene sus
autovalores en D, < 3P > 0, tal que

Mp(Acl,P) =20 ® P+ 1® (AqP) +1® (AaP) <0,

o bien,
(AyP) + (AqP) + 2aP < 0. (6.15)
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Reemplazando A, = A — By K, se obtiene
(A— ByK)P + P(A— ByK) +2aP <0,
AP — BoKP + PA"— PK'B;, + 2aP < 0.

y K es el vector de ganancias del controlador por realimentacion de estados.

Para escribir a la desigualdad anterior como una LMI (recuérdese que las va-
riables de decision deben aparecer en forma afin), las matrices incégnitas Py K,
se sustituyen por la matriz Y = K P, obteniéndose

AP — ByY + PA' —Y'By + 2aP < 0. (6.16)

Esta dltima desigualdad, es la restriccion que debe ser satisfecha para que los
autovalores de A, pertenezcan al subconjunto: R.(s) < —a. <

Obsérvese que en la desigualdad (6.15)), si se pre y posmultiplica por z(t)" y
x(t) respectivamente, se tiene

V(z) < =2aV(x), (6.17)

para el sistema auténomo
x(t) = Agx(t), (6.18)

donde V() < 2T Pz, segin se vio en la Seccién es la funcién de Lyapunov.
De la desigualdad (6.17), se obtiene
V) < e, (6.19)

es decir, la energia del sistema ([6.18)) se reduce conforme ¢ aumenta, y su veloci-
dad de decrecimiento tiene una cota superior dada por:

V(z) < —2ae”, (6.20)

Luego, si se satisface la LMI (6.16)), se obtiene un vector ganancia de realimen-
tacién de estado K = Y P~!, con el que se garantiza que la energia almacenada
en el sistema (6.18) se disipa a un ritmo dado por (6.20).

6.2.1. Otras regiones LMI

Sector conico

En esta subseccion se determinard qué condiciones se deben cumplir, en tér-
minos de LMI, para que los polos del sistema realimentado se encuentren en un
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sector conico con vértice en el origen, cuyo dngulo interno sea menor a un valor
¢ dado.

En la Fig.(6.2)) se representa este sector, se realizard el andlisis sobre la regién
sombreada ya que en los sistemas reales los polos complejos aparecen de a pares
conjugados.

En esta figura se observa que

si=a+j8, si=a—jp, cosl =

\/TBQ' (6.21)

A

Y

Figura 6.2: Region conica

También se observa que

0 < ¢, porlotanto cosf > cos . (6.22)
Reemplazando (6.21) en (6.22)),
a > oS @,

Vi
a? > (a? + 3?) cos? ¢,

a?(1 — cos? @) > 3% cos? ¢,
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se llega a la siguiente desigualdad:
o?sen® g — % cos® ¢ > 0. (6.23)
Teniendo en cuenta que

*
s1+ 81 = 2a,

. 6.24
S1 — ST = j257 ( )

elevando al cuadrado y reemplazando en (6.23), se obtiene
(51 + s7)%sen’¢ + (s1 — s7)%cos’¢ > 0. (6.25)

Dado que
seng >0, y (s1+s]) <0,
se tiene

(s1 4 s7)seno < 0. (6.26)

Luego, utilizando el teorema de Sylvesterﬂ, las desigualdades (6.25) y (6.26)
pueden escribirse como la siguiente desigualdad matricial:

( (s1+s)send (s — s)cosg ) <0 6.27)

—(s1 —s})cos¢  (s1+ s7)sen¢

Dado que s, es un punto genérico del segundo cuadrante que satisface 6 < ¢,
la regién sombreada de la Fig.(6.2) puede ser definida como

a [ (s+s")sen¢ (s—s*)coso
D(s) = ( (s* —s)cos¢p (s+ s*)sen¢ ) <0, (6.28)

siendo

_( (s+s")sen¢ (s—s*)cos¢
fo(s) = ( (s* —s)cosg (s+ s*)sen¢ ) ’ (6.29)

su funcion caracteristica, es decir,

D(s) ={s/fp(s) < 0}. (6.30)

Aplicando la regla practica (IJ), se deduce que restriccién debe cumplir el sis-
tema realimentado, para que sus autovalores se encuentren en el semiplano iz-
quierdo, y en un regién conica simétrica respecto al eje I, con vértice en el origen
y una apertura menor a 2¢, y esta es:

a [ (AgP+PA.)sen¢ (AyP — PA,)cos¢
Mp(Ag, P) = ( (PA!, — AyP)cos¢ (AaP + PA,)sen¢ <0. (63D

4Recordar que para que la matriz (6.27)) sea negativa definida, los determinantes de las subma-
trices principales deben alternar su signo comenzando con el signo (-), condicién que es satisfecha

por las desigualdades (6.26) y (6-25).
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Sector circular
En esta subseccion se determinard que condiciones se deben cumplir, en tér-
minos de LMI, para que los polos del sistema realimentado se encuentren en un

sector circular con centro en (—c, j0), y radio r.
A

jw
2r
l// SI \\\
{ d k
< : < - o,
‘\\ Sz //'
§‘~~~X “"O
-C
Y
Figura 6.3: Region circular
En la Fig.(6.3) se observa que
S1 = S9 + d,
s1=—c+d, = s +c=d. (6.32)
Se observa ademds que
|d| <r, =d'd<r? (6.33)
por lo tanto, se tiene
r? — (st +c)(s1+¢)>0 (6.34)
Luego, generalizando para todos los puntos en el interior del circulo, la de-
sigualdad (6.34) puede expresarse como
et ) <0, (6.35)

o= iy
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Haciendo uso de la regla (I, se determina que A, tiene todos sus autovalores
en fp(s) < 0, si satisface la siguiente LMI:

[ —rP (PAy + cP)
M (P, Acl) = ( (AP 1+ eP) 1P ) < 0. (6.36)

jw

,,,,,

Figura 6.4: Interseccion de regiones

Interseccion de LMIs en el plano complejo
Considérese la figura (6.4)), en ella se muestra la interseccién de:

1. Un sector cénico, con dngulo interno < 2¢,
2. un sector circular centrado en el origen y radio r,

3. el semiplano izquierdo, acotado por R(s) < a.
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Para que un punto s del plano complejo pertenezca a este sector, debe satisfa-
cer simultineamente las siguientes LMIs:

_( (s+s")sen¢ (s—s*)cos¢
Joi(s) = ( (s* — s)cos ¢ (s+s*)sen¢> <0,

Foals) = ( —*r s ) ) <0 (6.37)

S —_
fp3(s) =2a+ s+ s* <0,

y para que la matriz Acl tenga todos sus autovalores en dicha regién, debe satis-
facer las siguientes LMIs:

[ (PAy+ A P)sen¢g (PA,— Al,P)cos¢
Mpi (P, Aa) = ( (AP — PAy)cos¢p (PAs+ AL,P)sen¢ <0,

. —TP PAcl
MD2(P7ACZ) - ( A/C[P —rP > = 07

]\4[)3(P7 Acl) =2aP + PAy + A;ZP <0,

Mpy(P)=P = 0.
(6.38)
Es decir, la regla (I)) mapea regiones LMI del plano s, en regiones LMI en el
espacio ", siendo n el nimero de estados de A,;.

Nota: Recuérdese que en todos los casos, para encontrar la ganancia del con-
trolador K es necesario reemplazar A, = A — By K, y definirY = K Pﬂ

6.3. Diseiio Hy/H . y ubicacion de Polos

Ejemplo 6.3. Basdndose en el ejemplo (5.1), adicionalmente se incluird que los
polos del sistema realimentado se ubiquen en una region especifica, para lograr
la respuesta transitoria deseada.

Resolucion. > Concretamente, los objetivos de disefio son:

n Estabilizar el sistema.

5 En este punto, se recomienda al lector analizar la funcién 1mireg, que estd incluida en el
toolbox de Matlab®.
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= Minimizar la energia de vector de salida zo = [z zo x3 x4 u) = [0 0 e é FY,
ante perturbaciones impulsivas, como ser ruido y condiciones iniciales dis-
tintas de cero.

= Acotar los efectos de las perturbaciones externas w sobre la posicion del
péndulo 6 por debajo de un valor 7.

= Acotar el tiempo de establecimiento de la respuesta temporal por debajo de
un valor maximo.

La solucidn a este problema multiobjetivos se plantea como sigue:

min {Traza M},

X>=0,Y
sa.
M CoX — DY
( Xy, ~ ) -0, (6.39)
AX + XA = B)Y —Y'B, B, XC,-Y'D,,
B, —Iy DY, <0,  (6.40)
ClX — D12Y DH —’7]
AX — BY + XA —Y'B, + 20X < 0. (6.41)

Las restricciones (6.39) y (6.40) satisfacen los tres primeros objetivos, mien-
tras que la restriccién (6.41)) satisface el dltimo.

Resultados numéricos

Sumado a los objetivos de performance Hy/H., formulados en el ejemplo
[5.1] en este ejemplo se pretende que el tiempo de respuesta sea inferior a 3.5 seg,
para lograrlo, se exige que la parte real de los polos del sistema realimentado,
cumplan con la condicién: v < —1,5.

En la Fig.(6.5) se presenta las respuestas dindmicas mientras que, en la Fig.
(6-6) se presenta la ubicacién de polos y la respuesta en frecuencia del sistema
realimentado.

Las tablas comparativas (6.1) y (6.2) muestran los resultados obtenidos para
las ganancias de los controladores y los distintos grados de performance, a medida
que se agregan restricciones.

<
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Posicién angular Posicion del Carro Fuerza de control
012 T T T T T 20 " :
01}
01}
0.08} : : 151
0.08}
0.06
10}
o 0.04f : T 0.06| 0
L) 2] c
5 £ 2
5 0.02} e 3
S 0.04} <
. sl
0 s
_o0.02} 0.02}
O = p
-0.04} » 1 ol , ]
-0.06 | : 1
-0.02% . . -5
0 2 4 0 2 4 0 2 4
seg seg seg

Figura 6.5: Desempefio nominal #H5/H., y ubicacién de polos.

Ubicacion de los polos del sistema realimentado

4 ; : ; ; :
Q.74 06 046 034 022 01
o 0.86
= 2 L -
g 0.96
g 4 3 10
E 0 X - >% (-
2 '
i 0:96
ot 4
0.86
. 074 ‘ 06 . " 046 034 022 01
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Respueta en frecuencia: (posicion angular) / (pertubacion en la Fuerza)

0.02 1 1 1 1
Z 0.015} 1
'_
8
S o001f 4
=)
o)
S 0.005} 1
0= - S - 2 3
10 10 10 10 10 10

Frecuencia (rad/s)

Figura 6.6: Desempefio nominal #H5/H., y ubicacién de polos.
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Tabla 6.1: Ganancias de los controladores.

Ganancias k1 ko ks k4
Ho: 52,1113 11,5968 0,9960  2,7207
Ho/Hoo: 82,3740 14,7207 11,0028  3,8155

Ho/Hoot+ Ub. Polos: 130,1745 29,2059 27,5804 27,7772

Tabla 6.2: H,, Ho, Tiempo de establecimiento y el control méximo.

Performance Ho Hoo Tiempo de Est. Upnda
Ho: 3,2033 0,0408 10 < ts < lbseg. 5,2111
Ho/Hoo: 3,4391 0,0182 ts > 20seg. 8,2374
Ho/Hoo+ Ub. Polos: 39159 0,0159 ts ~ 3,5seg. 13,0175

6.4. Politopo de incertidumbres

En el disefio de un sistema de control, es fundamental disponer de un modelo
matematico que represente lo mejor posible a la planta o sistema fisico a controlar,
de lo contrario, es poco probable que los resultados obtenidos sean los deseados.

Construir un modelo representativo del proceso no es una tarea trivial, porque
al modelar se simplifican y linealizan las ecuaciones de manera de tener una es-
tructura matematica manejable, lo que se llama planta nominal que aproximard a
la planta real.

La técnica de control robusto busca encerrar todo lo que esta fuera del modelo
nominal, en lo que se llama modelo de incertidumbres, de forma tal que la planta
real que se quiere gobernar, esté incluida dentro de una familia de modelos
formada por la planta nominal més las incertidumbres.

En esta seccion, se verd como las LMI pueden resolver problemas de control
sobre sistemas LTI con incertidumbres paramétricas, esto es, se considerard un
modelo cuyos pardmetros no son constantes, y aunque se desconozca sus valo-
res reales, se sabe que los mismos se encuentran acotados dentro de un intervalo
determinado.

Supdngase que el sistema que se quiere controlar tiene m parametros, repre-
sentados por el vector

a=la; ay ... apl, (6.42)

y cada pardmetro oy tiene como cota inferior a ¢v;, y como cota superior a oy, es
decir,
673 S [le ak]7
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conk=1,2,...,m.

Noétese que si se toman estas cotas como los dos posibles estados de una va-
riable binaria, al tener el sistema m variables distintas, se tendra N = 2™ combi-
naciones diferentes, lo que permitird construir en forma gréfica un poh’top(ﬂ con
N vértices, dentro y/o sobre el cual se hallan los pardmetros inciertos del sistema.

Ahora, considérese el siguiente sistema lineal con incertidumbres paramétri-
cas:

(t) = Ag(a)z(t) + B(a)w(t),
(6.43)
2(t) = Cy(a)z(t) + D(a)w(t).

Si cada matriz del sistema @) es una combinacion afin de m parametros,

se puede escribirﬂ

Aga) = A(CJZ + Z;nzl akAZla B(a) = By + Z;nzl oy, By,
(6.44)
Cale) = C§ + 370 arCyl, D(a) = Do+ Y1, arDy,

siendo Ay, By, Cy,y Dy, conk =0,1,2, ..., m, matrices constantes.

Si se utilizan los valores extremos de cada pardmetro o, para cada una de las
cuatro matrices Ay (), B(a), Cy(a) y D(«), existen N combinaciones diferen-
tes, por lo tanto, se tiene N modelos LTI diferentes que se los representa de la
siguiente forma:

A¢ B, .
S; = ( cd D, ) , coni=1,..N. (6.45)

Cada modelo S; forma el vértice de un politopo, llamado politopo de
incertidumbres, el cual define una region convexa, y es la imagen del politopo de
parametros.

La planta o sistema real S(«) representado en la Ec., se encuentra dentro
del politopo, y aunque existan infinitas plantas dentro del mismo, cada una de ellas
puede ser representada como una combinacion convexa de sus 2" vértices, esto
es,

S(a) = 212:1 t;S;, donde Z?:l t; = 1. (6.46)

Por lo tanto, si se garantizan las especificaciones de disefo para cada vértice
del politopo, por convexidad se garantizardn las especificaciones de disefio en
todos los puntos de su interior y frontera.

6 Un politopo es la generalizacién a dimensién N, de lo que en dimensién 2 es un poligono y
en dimension 3 es un poliedro. Ver apéndice A, subseccion

"Para mayor claridad en la notacion, se remplaza el subindice en las matrices A.; y C,;, reecri-
biéndose dichas matrices con supraindice del siguiente modo: A y C°.
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Ejemplo 6.4 ( Regulador robustdﬂ [Cappelletti and Adam, 2012]). Basdndose en
el ejemplo (6.3) ahora se incluye, ademds de los requisitos ya pedidos, incerti-
dumbre en sus pardmetros.

Resolucion. > Supéngase que el sistema de péndulo invertido tiene dos para-
metros inciertosﬂ la masa del carro y la masa del péndulo, esto es,

. (075} o M
(2)-(4) e

donde los intervalos a los que pertenece cada pardmetro son

M, <M < My,
(6.48)
m,in S m S Mmax-

Al tener el sistema 2 pardmetros inciertos el politopo tendrd 4 vértices como
se muestra en la Fig.(6.7), un vértice por cada extremo de cada intervalo.

A continuacion se reescribe la dindmica del sistema,

0 100 0
: AEms o 0 0 " =L
&(t) = T o 1 O+ e+ | (w649
—m, 1 1
50 000 M M

Para que los pardmetros M y m aparezcan en forma afin dentro de la ecuacion
de estados, se modifica la Ec.(6.49) del siguiente modo:

1 0 0 O 0 100 0 0
A O R R R PO O
0O 0 0 M —mg 0 0 0 1 1

y en forma compacta, se tiene
Ei(t) = Az(t) + Byu(t) + Byw(t). (6.50)

Note que, a partir de este sistema modificado de la ecuacién anterior, las matri-
ces Ay E se pueden expresar mediante una combinacion afin de sus parametros,

8Se analiza sélo la ecuacién de estado del sistema lb
9Se considera que / y g, son parametros constantes.
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Politopo de sistemas

Mh@

Mhm

\

Mpin Mpdx

Politopo de parametros

Figura 6.7: Incertidumbre paramétrica y politopo de sistemas

como se muestra a continuacion

~

A(Od) = 121() + 1211041 + AQOQ,

0100 0000 0 00 0
A o000 g 000 g 000
Aumi={ g o001 |t o000 |MT| 0 000 |™
0000 0000 g 0 0 0
6.51)
E(Od) = EO + El(ll + EQO&Q,
100 0 0000 0000
0000 01 00 0000
Evem =1 0010l o000 |[MT|loooo]|™
0000 000 1 0000

(6.52)
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Escritas A y E de este modo, y dado que

M € [Mpaz, Myin), ¥ m € [Munda; My, (6.53)
se tiene 4 combinaciones posibles para cada una de ellas, a saber
Al AO + Al Mmzn -+ AQ mmm,
E1 E() + E1 Mmm + E2 m,,
Ay = Ay + A M, i + As Mg,
E2 EO + El Mmzn + E2 Mmax-
(6.54)

A3 = AO + Al Mmzzm + AQ Mmax,
E?) EO + El Mmax + EQ Mméa-

144 = AO + 1211 Mmd:c + AZ Mo ins
Ey = Ey+ By Mg + B2 m,;,

De esta manera se obtiene 4 pares de matrices constantes, que se representan
del siguiente modo:

(A’E>mm (A E)mm (A)E)ma:(; (A E)ma:r:

maa> maz Y min
Las matrices E;, con ¢ = 1,2, 3,4 son diagonales, por lo tanto, a partir de la
Ec.(6.50) pueden recuperarse las matrices originales haciendo
A; = E7YA;,
B = E;' By,
Bl = E'B..

Finalmente, se obtienen los 4 sistemas LTI que forman los vértices del politopo

S1 £ (A, By, By)™r Sy £ (A, By, By)min

man’ max?

max A max

S (A Bsz)mm’ S4 - (AJ Bl7B2)mc’w:'
De esta manera, las restricciones LMI establecidas anteriormente para el
sistema nominal deben ser satisfechas en cada uno de estos sistemas vértices, para
asegurar que las infinitas plantas que se pueden representar como combinacion



6.4. POLITOPO DE INCERTIDUMBRES 145

convexa de ellos, también las satisfagan.

Resumiendo, el problema multiobjetivo robusto, queda planeado como:

m%’]r}Y {trazaM},s.a :

X<
M C3X = DY \
X(C3)' = Y'(Dsy) X ’
AX + XA - BY —-Y'(ByY B X(Cj)-Y'(Diy)
(B it (D) =<0,
CiX — DY Dy, -1

(4;X — BiY + XA = Y'(Bi) 4 2a.X) < 0.
(6.55)

coni=1,234.

Resultados numéricos y graficas

Como se dijo anteriormente, la robustez del controlador radica en su capacidad
para cumplir con todas las especificaciones requeridas, ain cuando los pardmetros
del sistema varien, o tomen cualquier valor dentro de cierto intervalo.

En este ejemplo numérico se considera que la masa del carro M y la masa del
péndulo m, pueden tomar algin valor dentro de los siguientes intervalos:

M e 1,7 2,3,
(6.56)
m € [0,07 0,13].

Resolviendo el problema de minimizacién con restricciones (6.59), en los 4
sistemas vértices del politopo en forma simultdnea, se obtiene un tnico controla-
dor de estados K = X 'Y, cuyo valores de ganancias son:

ke = 129,1500, ko = 28,9460, ky = 27,3754 y ky = 27, 5542.

En las Figs.(6.8), (6.9) y se muestran las respuestas dindmicas de los
cuatros sistemas realimentados con el mismo controlador, mientras que en las
Fig.(6.11)) se muestra la ubicacién sus polos.

En la Fig.(6.12)) se representa los médulos de las respuestas en frecuencia de
las transferencias (T}, (s));, coni = 1,2, 3,4.

<
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Posicidn angular de la masa "m"

T
— Mh=min; m=min
— W=min; m=max [|
M=max; m=min ||
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T
i

Figura 6.8: Posicién angular del péndulo

Posicidn del Carro de masa "M"
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Figura 6.9: Posicion del carro

6.5. Resumen

Este capitulo present? la sintesis de un controlador por relimentacién de estado
que satisface multiples especificaciones de disefio en forma simultinea.

Todos los objetivos aqui planteados, Hs, H, ubicacion de polos en regiones
especificas y robustez ante incertidumbre en los pardmetros del sistema, encuen-
tran en el formato LMI un marco comtn para su formulacion.

La lista de especificaciones no se agota con las aqui tratadas sino que adicio-
nalmente pueden agregarse otras, como por ejemplo, restricciones en la amplitud
de la manipulada para evitar saturaciones. En efecto, en el préximo capitulo se
analizara la manera de establecer una restriccion LMI para fijar una cota al valor
maximo de la variable manipulada.
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Fuerza de control aplicada al carro
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Figura 6.12: Magnitud de la respuesta en frecuencia
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Capitulo 7

Restricciones en la variable
manipulada

7.1. Introduccion

En la subseccién (5.3.1) se minimiz6 la norma H, del sistema realimenta-
do utilizando la matriz gramiano de controlabilidad. Siguiendo el mismo razo-
namiento, en esta ocasion se minimiza la norma H, pero utilizando la matriz
gramiano de observabilidad.

La razén de hacerlo en esta forma radica en que quedan explicitadas las con-
diciones iniciales xy dentro de la LMI, y ésto permite fijar una cota superior a la
amplitud de la variable manipulada, la cual se impone como restriccion.

7.2. Minimizacion H, via Matriz Gramiano de Ob-
servabilidad

Partiendo del sistema (5.20) y de las Ecs.(5.29) y (5.32), que para facilitar el
andlisis a continuacién se reescriben]

l’(t) = Acll’(t) + Blw(t),

7.1
so(t) = Co(t), 7.1)
||T22w||g = Traza (Bi W, Bl)a (7.2)
Ay Wo+ W, A+ C5 ,Cy, =0, (7.3)

se expresard la condicion ||71%,,||2 < f, mediante el uso de restricciones LMIs.

'Como se analiza la norma ., se ha asumido Do = 0.

149
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En efecto, si el sistema realimentado es estable y siendo W, > 0, por el teore-
ma de Lyapunov se debe cumplir que

ALW, + W,Ay < 0. (7.4)

Eligiendo la matriz P > 0, tal que P — W, > 0, y reemplazando en la Ec.(7.2))
resulta razonable escribir

|T.pull5 < Traza (B P By), (7.5)
y si se elije una matriz M, simétrica y positiva definida, tal que verifique
(By P Bi) = M, (7.6)

se tiene
Traza (By P By) < Traza M. (7.7)

Por lo tanto, es posible escribir
|| Ty |? = Traza (B} W, By) < Traza (B, P By) < Traza M = 3% (7.8)
Por otro lado, al reemplazar P en la Ec.(7.3) se tiene que

AP+ PA,+ C,Cq < 0. (7.9)

Planteo de las desigualdades (7.6) y (7.9) en formato LMI

Utilizando el complemento de Schur, la desigualdad (7.6) resulta en la siguien-

te LMI: /
( ]g 1131_1 ) =0, P10 (7.10)
1

Mientras que para desarrollar la desigualdad (7.9) y representarla mediante
una LMI, primero se remplazan A, y C por sus definiciones expresadas en la
Ec.(5.14)), obteniéndose

(A= ByK)' P+ P(A— ByK) + (Cy — Dy K)'(Cy — Dy ) < 0. (7.11)

Como ya se menciond, para que la desigualdad anterior sea una restriccién
convexa, las matrices de decision P y K deben ser escritas en forma afin dentro
de la dicha desigualdad. A tal efecto, de acuerdo con [Scherer et al., 1997], se pre
y posmultiplica la desigualdad por Q £ P~!,y se define una nueva variable
Y £ K(Q, obteniéndose

QA + AQ — Y'By — BoY + (QC5 — Y' D)) (CoQ — DagY') < 0. (7.12)
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Como se pidi6 en la seccion (2.4) C, y Dyo deben ser ortogonales, y utilizando
las definiciones realizadas en la Ec.(2.156)), se tiene

QA + AQ —Y'B, — BY + (QR,Q +Y'R,Y) < 0. (7.13)

Expresando el paréntesis en forma matricial, la desigualdad (7.13) puede es-
cribirse como

QA+ AQ —Y'By — BoY +(Q Y') Ag, ry(Q Y') <0, (7.14)

donde A(g, r,) indica una matriz diagonal de R, y R,,. Por tltimo, utilizando el
complemento de Schur se obtiene:

QA + AQ —Y'B, — BY Q Y
Q ~R;' 0 < 0. (7.15)

Y 0 —R;!

Asi mismo, reescribiendo la restriccién (7.10) en funcién de @, se tiene

M Bj
(31 0 )>O, Q > 0. (7.16)

Ahora, las desigualdes (7.6) y (7.9) quedan expresadas por las LMIs (7.15) y
(7-16), cuyas variables de decisién resultan ser las matrices () e Y.

Por lo tanto, cumpliéndose con estas restricciones se tiene garantia de que la
norma # del sistema en lazo cerrado 7, (s), es menor que vVTraza M = 3.

Luego, como se expresé en la subseccion (5.4.1)), el problema se puede plan-
tear de dos formas:

1. Como un problema de factibilidad, en este caso se fija la traza de M en un

valor 3% determinado, y se verifica si las restricciones (7.15) y (7.16) son
satisfechas, presentdndose dos casos:

a) Si el problema es factible, el algoritmo de busqueda entrega como re-
sultado los valores de las variables de decision () y Y, obteniéndose
luego la ganancia de realimentacion de estado

K=YQ'=YP,

la cual garantiza que ||T%,,||2 < Vitraza M = p.

b) Si el problema es infactible, serd necesario relajar la restriccién au-
mentando el valor de (3, hasta lograr factibilidad.
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2. Como un problema de minimizacién de la norma Hs, para ello se resuelve
el siguiente problema de optimizacion:

in {T" M
er;gly{ raza M},

s.a. (7.15) y (7.16).

Este problema siempre es factible y al encontrar la solucion, el algoritmo de
busqueda entregard los valores 6ptimos de () e Y, resultando

Képt = Y;ipt Qgplt = Yépt Pépt (717)

la ganancia 6ptima de realimentacion de estado que minimiza ||7%,,||2-

7.3. LQR via LMI con Restriccion en la Acciéon de
Control

Si en el sistema se reemplaza la matriz de entrada B, por el vector de es-
tados inicial xg, y la perturbacién w(t) por la perturbacion impulsiva §(t), se tiene
un sistema auténomo realimentado, y la accién de control dada en la Ec.(7.17) es
la obtenida para el LQR, como ya se ha visto en la seccién (2.4).

Utilizando el planteo anterior, en esta seccion se pretende encontrar una accién
de control para el sistema que minimice su norma H sujeto a que la amplitud
de la sefial manipulada () no supere un determinado valor U que se fija como
cota. Es decir, a las restricciones (7.15) y (7.16), se le agregard una nueva que se
deduce a continuacion. [Ge et al., 2002].

Como se ha visto anteriormente, en realimentacion estatica de estados la ac-
cién de control viene dada por

u(t) = —Kx(t). (7.18)
Siendo K = Y P, véase seccién (7.2)), se tiene que
lu(t)|* = x(t) PY'Y Px(t). (7.19)
Definiendo

v(t) =& PY2%x(t),
H2YPY2,

la Ec.(7.19) puede escribirse como

(7.20)

lu(t)]* = v(t) H' H v(t), (7.21)
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la matriz H' H es una matriz simétrica, y por lo tanto puede diagonalizarse orto-
gonalmente en la forma
H'H =T'AT, (7.22)

definiendo
q(t) = To(t), (7.23)

y siendo (n) el nimero de estados, se tiene
() = q(t) A q(t) = D> X gl (1), (7.24)
i=1
donde \; (con ¢ = 1,...,n) son los valores singulares de H, de manera que se
verifica la siguiente desigualdad:
[u®)]* < Amaa(H'H) |q(®)]. (7.25)
Teniendo en cuenta que la matriz 7" solo produce una rotacidn, resulta que
la()* = [v@)]* = =(t)' Px(t), (7.26)
y siendo \;(H'H) = \;(HH'"), 1a Ec.(7.25) puede reescribirse como:
[u(t)]? < Anga (Y PY")(2(t) Px(t)). (7.27)

Siendo el sistema (7.1)) asint6ticamente estable, el factor x(¢)’ Px(t) tiene un
maximo dado por el instante iniciaﬂ es decir,

z(t)Px(t) < xyPxy, Vit (7.28)

Al comienzo de esta subseccion se estableci6 que By = zo, y segun la Ec.(7.8)
resulta que
Traza (zyPxo) = 2, Py < 37, (7.29)

por lo tanto,
[u(t)]* < Amaa(Y PY') 2. (7.30)

Luego, puede aplicarse una cota U para la amplitud mdxima de la variable
manipulada, del siguiente modo:

()2 < Aae(YPY") B2 < T (7.31)

2El factor z{, Pz se denomina elipsoide inicial, y es la energia almacenada en el sistema aut6-
nomo en ¢t = 0. Como se ha visto en la subseccién (2.2.1), si el sistema es asintoticamente estable,
dicha energia debe decrecer conforme ¢ aumenta.
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De manera que si se satisface
Amae(YPY') B2 < T, (7.32)

hay garantia de o
lu(t)] < U Vt. (7.33)

U
Por ultimo, definiendo Uj S (=) y utilizando el complemento de Schur, la

desigualdad (7.32)) puede rescribirse como

2
(% g)>a Q=P '=0. (7.34)

Nétese que este problema que involucra las desiguladades (7.34), (7.15) y
(7.16), es un problema de factibilidad y no de minimizacion, la razén es que la
cota de la norma H, del sistema auténomo, esto es, el escalar 5 no aparece en
forma afin en la Ec.(7.34) y debe fijarse en un valor constante.

Resumiendo,el problema puede plantearse del siguiente modo:

Dado un valor de 3 y un valor de U, si existen un par de matrices Q e Y/, tal
que se satisfagan las siguientes desigualdades

B ) -1
0. Q=P 1'>0, 7.35
( G Q (7.35)
QA"+ AQ —Y'B, — BY @ Y’
Q —R;' 0 =<0, (7.36)
Y 0 —R;!
) —
( SUf g ) =0, con Uz= (%), (7.37)

la ganancia de realimentaciéon K = Y P garantiza que el sistema auténomo reali-
mentado tiene 75 menor que el escalar 3, y el valor maximo de la sefial manipu-
lada no supera U. Ademas, si se suprime la restriccién , la minimizacion de
B equivale a resolver un LQR.

A continuacion, se utilizan estos resultados para realizar un seguimiento de
consigna sin saturaciones en la variable manipulada.

7.3.1. Control de Nivel en Sistema Hidraulico

Se pretende simular el comportamiento dindmico de un sistema hidrdulico
experimental de laboratorio de dos tanques con interaccion representado en la
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h;
h;

L= N

R1 R

Figura 7.1: Sistema de control de nivel implementado en el laboratorio y tomado
como ejemplo para las simulaciones

Tabla 7.1: Sistema de control de nivel implementado en el laboratorio y tomado
como ejemplo para las simulaciones

Dimensiones

Didmetros d; =0,04m dy = 0,04 m

Rango de caudales

L
de las vélvulas 0y3,3 —
min

Resistencias
hidrdulicas Ry = 90000 =2 R, = 144000
m m

Alturas maximas himae = 0,.80m  hopge = 0,80 m

Fig. (7.I), donde sus caracteristicas fisicas y operativas se informan en la Tabla
1.

Antes de presentar el modelo matematico no lineal y lineal del sistema de
tanques con interaccién de la Fig.(7.1)), resulta importante remarcar la siguiente
hipdtesis de modelo relacionada con la interaccion entre los tanques:

Hipdtesis de Modelo. Cuando el caudal de liquido se dirige del tanque 1 al
2 (esto es hy > hoy) dicho caudal es funcién de la diferencia de presion entre
ellos y es aceptablemente modelado mediante la expresion, g1 = Cy1v/hy — ho.
Si hay una inversion de flujo (esto es, h; < hsy) dicho caudal se modela como,
qes = Coivhy — hy.

Las ecuaciones de balance que definen un modelo matematico no lineal en
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variables de desviacion ( [[Adam, 2014]]) se reducen a:

dh
i (e R (7.38)

dt

A2 (0 /= — ) — (Cuav/ha — o). (7.39)

dt
con condiciones iniciales hy(t = 0) = hY, y hy(t = 0) = h3 o bien, h; =0y
hy = 0, y donde aquella variable indicada como ® representa a la variable escrita
como desviacion del estado estacionario inicial.
Linealizando por serie de Taylor y reordenando las ecuaciones se obtiene el
modelo matemdtico lineal en el dominio del tiempo, resultando éste:

Ayl = —R%f_ll + R%}_lz + Gm,

dhy _ 1 po (L 4 1)
Ao Gt = mrha <R1+R2>h2’

(7.40)

donde R; y R» son las resistencias hidrdulicas de las vdlvulas manuales indicadas
en la Fig. 1 y cuyos valores experimentales se resumen en la Tabla (7.1).

i(t) = Aa;g) + Bou(t) (7.41)

y(t) = Cux(t)

donde se definen x 2 [z125]7, 21 (t) £ hy(t), 22(t) = ho(t) e y(t) = 25(t), y por
tanto se tiene que

. ajlp ail2 . —1/R1A1 1/R1A1
A= ( a1 a > B < 1/RiAy —(1/A2)(1/R1 + 1/Ry) >’

B, = ( Z; > _ < 1/641 > (7.42)
C=(c1 e2)=(01).

Aqui ¢,,(t) es la variable manipulada y los niveles de liquido en los tanques
hi(t) y ha(t) son los estados del sistema, los cuales son medibles y son monito-
reados a lo largo de su operaciéon mediante sensores de nivel.

El problema consiste en disefiar un lazo de control, tal que la salida del sistema
(nivel de liquido del segundo tanque) siga a la referencia sin que se alcance el
caudal maximo de la vélvula control [Cappelletti and Adam, 2014]).

Para poder aplicar las restricciones vistas en la subseccién (7.3)), se debe plan-
tear el problema de seguimiento como un problema de regulacién. La metodologia
utilizada , que requiere aumentar el orden del sistema agregando un integrador, se
desarrolla en la seccién (8.1).
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Segun esta técnica, las matrices aumentadas para el sistema con integrador,

resultan
. A 0 ann aip 0
A= —c 0]~ azn azg 0 |,
0 -1 0

) b, (7.43)
BQ - ( B2 ) - b2 )

C=(C 0)=(010),

y las matrices utilizadas para construir la salida auxiliar, cuya norma H, se desea
minimizar, resultan

02 - 5 D22 - (744)

o O O

o O = O

o = O O

o O OO
>

_— o O O

7.3.2. Simulaciones Numéricas

A continuacion, se realiza una simulacién numérica a partir del modelo lineal
(7.40), con y sin restricciones en la variable manipulada.

En la Fig.(7.2)) se muestra el comportamiento dindmico del sistema lineal para
el problema de seguimiento de consigna, cuando el controlador es sintonizado
para satisfacer control éptimo H, resolviendo para esto las desigualdades (7.33)
y (7.36). Para este problema se plantea determinar los pardmetros del controlador
K=YP que minimiza el escalar 3. Las simulaciones numéricas muestran que
para diferentes cambios de consigna la variable manipulada crece manteniendo el
tiempo de establecimiento.

En la Fig.(7.3) se observa como el controlador se adapta para satisfacer la
restriccion en la variable manipulada dando como resultado diferentes tiempos de
establecimiento. Para lograr este objetivo se minimiza el escalar /3 iterativamente
resolviendo para esto las desigualdades (7.33)) y (7.36) incluyendo la (7.37).

En la Fig.(7.4) se muestra diferentes cambios de consigna para el sistema de
tanques. Puede verse una diferencia de dindmica en la respuesta producto del es-
tado inicial en el momento del cambio y el rango disponible en la direccion del
movimiento de la vdlvula de control. Puede verse que cuando el rango disponible
en el caudal manipulado es amplio el tiempo de establecimiento es bajo, mientras
que, cuando el rango disponible en el caudal manipulado es pequeiio el tiempo de
establecimiento es alto.
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0.8

Variable controlada (hy(t))

Caudal manipulado (q,(t))

0 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

Tiempo (seg.)

Figura 7.2: a) Diferentes saltos escalon al problema de control de nivel. b) Cam-
bios sin restricciones en la variable manipulada para satisfacer los cambios escalén
pedidos.

Usualmente, en el control de sistemas lineales sin restricciones la dinamica
es siempre la misma independientemente de los cambios en la referencia y del
movimiento de la variable manipulada. En este problema, a pesar de ser lineal,
esto ultimo no ocurre ya que en cada movimiento de la variable manipulada se
recalcula el controlador para satisfacer las restricciones. Este resultado quedaria
enmascarado si se hubiese simulado con el sistema no lineal.

7.4. Resumen

En este capitulo se analiz6 la manera de establecer una restriccion LMI para
fijar una cota al valor maximo de la variable manipulada. Para ello, se obtuvieron
previamente las restricciones necesarias para lograr un control éptimo utilizando
la matriz gramiano de observabilidad, ya que de esta manera quedan expuestas las
condiciones iniciales de los estados dentro de la LMI.

Posteriormente se realiz6 la simulacion de un sistema hidrdulico para un pro-
blema de control éptimo que realiza seguimiento de consigna, y a su vez satisface
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Tiempo (seg.)

Figura 7.3: a) Diferentes saltos escalon al problema de control de nivel. b) Cam-
bios en la variable manipulada para satisfacer los cambios escalén pedidos.

restricciones en la variable manipulada. La restriccién impuesta para no saturar la
variable manipulada es escrita como una desigualdad que se actualiza de acuerdo
al punto de operacion.

Si bien se ha planteado un problema de seguimiento, afin de aportar mayor
claridad, la eliminacion de offset en estado estacionario no se ha analizado. En
efecto, en el proximo capitulo se abordara el problema de seguimiento de consigna
de un reactor no lineal, como un problema de regulacién de un sistema lineal con
incertidumbres paramétricas.
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Figura 7.4: a) Distintos cambios del punto de operacion del sistema (linea azul)
aplicados al problema de seguimiento de control de nivel. La linea roja indica el
nivel de liquido hs (). b) Movimientos de la variable manipulada para los cambios
pedidos en el set-point.



Capitulo 8

Seguimiento de consigna via LMI

8.1. Introduccion

En el control de procesos resulta de suma importancia la performance en es-
tado estacionario, es decir, la capacidad que tiene un sistema de rechazar (filtrar)
perturbaciones sin alejarse del punto de operacion deseado o bien, lograr alcanzar
sin error el estado estacionario de nuevos puntos de operacion.

En la literatura clasica [[Ogata, 2009] aparecen alternativas que combinan el
disefo por realimentacion de estados y la eliminacion de offset.

Y

(O b f it > (A, B, C)

3L

Figura 8.1: Sistema de seguimiento con integrador

La Fig.(8.1I) muestra que en el feedback de estados se ha incluido un integrador
con el objeto de eliminar offset ante la aplicacién de un escalon sobre un sistema
del tipo cero.

Por tal motivo siguiendo a autores clésicos, la dindmica del sistema realimen-
tado puede ser escrita como:

161
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at)=( -K k) < z?f; > , 8.1)

t
el nuevo estado €(t), es la integral del error dado por

(t) = r(t) — ylt). (8.2)
Basado en lo anterior, es posible representar al sistema de la Fig.(8.1)) del
siguiente modo:

~ A

©(t) = Ai(t) + Byu(t) + Byr(t),

at) = —Ki(t), (8.3)

donde se han definido,
N Y A 0 3 Y BQ Y 0
A - ( —C 0 ) ) BQ — ( 0 ) B’r‘ - 1 )

A A A N0
K2(K -k ), C&E(C 0), a:(t)-(e(t) )

Con las definiciones previas y la formulacién (8.3)), el problema de seguimien-
to al escalon puede ser planteado como un problema de regulacion, donde se busca
eliminar el error en estado estacionario ante una perturbacion del tipo impulsiva,
correspondiente a un cambio en el set point, como se vera a continuacion.

(8.4)

8.1.1. Problema de seguimiento

Como ya se ha expuesto, para aplicar las restricciones LMI se reformula el
problema de seguimiento como un problema de regulacién, y para ello se definen
las siguientes variables:

eu(t) £ a(t) — a(c0), (8.5)
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Donde e,(t) es el vector error en los estados, e,(t) es el error en la varia-
ble manipulada, y es e,(t) el error en la variable de salida, todos ellos tomados
respecto a sus valores en estado estacionario futuro deseado.

Teniendo en cuenta que r(¢) es una entrada escaldn, se tiene que r(t) =
r(co0) = r, constante V¢t > 0, por lo tanto, utilizando las Ec.(8.3) y las Ec.(8.5) es
posible escribir la dindmica del error de seguimiento como sigue:

~

ez(t) = Ae:c(t) + BQGu(t)7
eu(t) = —Key(t), (8.6)

ey(t) = Ceu(t)
y el sistema realimentado, queda expresado por

ealt) = Auealt) + €(0)5(0),
A (8.7)
(1) = Ceu(t),

siendo
Auy=A—BK, 'y e;(0)=2(0)— z(c0). (8.8)

Resumiendo, la idea bésica para disefiar un sistema de seguimiento de tipo 1
con n estados, es disefiar un sistema regulador de orden (n+ 1) que lleve a cero el
nuevo vector error e, (t) (con algun criterio de desempeiio elegido), dada cualquier
condicion inicial e, (0).

8.2. Ejemplo de Aplicacion. Control de un CSTR

En esta seccidn se aplica las técnicas de control multiobjetivos a un sistema
no lineal que se detalla a continuacién [Cappelletti and Adam, 2015a].

Considérese un reactor continuo modelado por las Ecs. (8.9) de acuerdo con
[Morningred et al., 1990].

V() = qe(t) — ¢(1),
[VCA)(t) = qeCac — qsCa — ko eB/RTO Cu()V (1),
(8.9)
[VT)(t) = qo ()T, — g T(t) — k1 Ca(t)V (£) B/BT0)

Ge(t) ko (1 — e7F3/9O (T, — T(1)).



164 CAPITULO 8. SEGUIMIENTO DE CONSIGNA VIA LMI

En el mismo se lleva a cabo una reaccion exotérmica irreversible, en donde el
producto A se convirte en el producto By se libera energia a través de la elevacion
de su temperatura. Esta reaccion tiene lugar en un tanque cilindrico y agitado por
una hélice, segln se muestra en la Fig.(8.2)). El reactor trabaja a volumen constante
|I|y es refrigerado por el liquido que circula a través de una serpentina que esta
ubicado en su interior.

qe sCae » Te

qs:CA’T

Figura 8.2: Diagrama ilustrativo del CSTR

La salida del sistema es la concentracion del producto A medido a la salida
del tanque, esto es, y(t) = C4(t). Esta concentracion es controlada manipulando
la temperatura de la reacién mediante el caudal refrigerante que circula a través
de la cerpentina u(t) = q.(t).

Objetivos de Diseiio
Los objetivos que se plantean para el disefio del controlador son los siguientes:

= El controlador debe garantizar la estabilidad del sistema realimentado;

= debe permitir que la variable de salida del sistema siga a la referencia sin
offset ante cambios escalonados;

= debe acotar el tiempo de respuesta a un valor preestablecido;
= debe minimizar el ruido de medicion y el ruido del proceso;

= ademds, como se trata de un problema de seguimiento de consigna, se espera
que el controlador disefiado mantenga el desempefio del sistema de control
dentro de un rango de operacion, que se especifica a continuacion:

"Motivo por el cual en la primera ecuacién del sistema, se tiene que: g (t) = ¢s(t) Vt.
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0,05 < Cy <0,13  mol It
430 < Ty(t) <455  °K, (8.10)
85 < q.(t) <110 It min~L.

Los valores de las constantes del reactor dentro del rango de operacién, se
detallan en la siguiente tabla [Morningred et al., 1990].

Tabla 8.1: Pardmetros del Reactor

Parametro Descripcion Valor

ko Cte. vel. de reaccién 7,2 10'° L / min
ha Coef. de transf. de calor 7 10° cal / min K
E/R Energia de activacion 110*K

T Temp. de ent. reactante 350 K

TCe Temp. de liq. refrigerante 350 K

AH Calor de reaccién —210° cal / mol
Cp, Chpe Calores especificos lcal/gK

P; Pe Densidad de los liquidos 1 10% g/L

k4 Cte. de la vélvula 10 L / min m?/2
Cae Conc. de A ala entrada 1mol/L

Las Figs. (8.3), (8.4) y (8.5) muestran el comportamiento del reactor dentro y
fuera del rango de operacién mencionado.

En las mismas se observa que para un caudal del liquido refrigerante mayor a
112 L/min, el sistema se vuelve inestable y evoluciona a otro estado de equilibrio
donde el reactor se apaga, y donde la manipulacion del caudal refrigerante ya no
produce ningin efecto sobre la concentracion.

115
dc

110 |~ 4—' .

105 -

100 - -

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tiempo

Figura 8.3: Caudal manipulado en el reactor en lazo abierto
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Figura 8.4: Concentracidn del producto A en el reactor en lazo abierto
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Figura 8.5: Temperatura a la salida del reactor en lazo abierto

Como se ha visto a lo largo de esta tesis el uso de las LMIs, permite reformular
un problema de control a uno de optimizacién convexo, con la ventaja de encontrar
la solucidn tnica, si es que existe, sujeta a restricciones de disefio, y si no existe
se puede relajar estas restricciones hasta obtener una solucién factible.

No obstante esta ventaja, esta técnica como muchas otras, tiene como limita-
cion al hecho de que sélo es aplicable a sistemas lineales.

Por esta razon, y con la finalidad de comparar soluciones, para este problema
no lineal se resolvera en primer lugar un problema nominal linealizando el modelo
en un punto de operacidn, y posteriormente se generard un politopo de modelos
lineales que permita resolver un problema robusto que contemple la alinealidad
del sistema dentro del rango de funcionamiento.
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Modelo nominal

Considérese un punto de opreacion estable correspondiente a una concentra-
cion del producto A: C'4 = 0,1 mol/l. En dicho punto se linealiza el modelo
obtienéndose las siguientes matrices para el sistema lineal:

—9,799 —0,0468 B 0
A_<1,8103 7.35 ) B_(—8,75)’
C=(10), D =0.

La funcién de transferencia que relaciona la concentracion de salida c(t) con
el caudal manipulado ¢.(¢) alrededor del punto de operacién mencionado, viene
dada por

8.11)

0,04106
s%2 42,673 s+ 10,96
Siguiendo los objetivos de disefio, y fijando un tiempo de establecimiento de

5 min, luego resolviendo el problema de optimizacion presentado en la Seccidon
(6.3) con las LMIs (6.39) y (6.41) las ganancias del controlador, resultan:

Tieaa) = (8.12)

kr =8, ko, =T7348, k.= 1534,7.

jw
Regién
de o
-1
Polos

Figura 8.6: Regién para los Polos del Sistema Lineal Realimentado.

Las Figs. 8.7), (8-8) y (8.9) muestran el comportamiento del sistema reali-
mentado. En ellas se observa que si bien el sistema realimentado es estable, su
desempefio no es satisfactori(ﬂ cuando el set point se aleja del punto C'y = 0,1
mol / L.

2Observar que el tiempo de establecimiento es superior a 5 min para C4 = 0,06 mol / L'y
Ca=0,14mol /L.
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Figura 8.7: Referencia y concentracion del producto A. Modelo nominal.
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Figura 8.8: Temperatura a la salida del reactor. Modelo nominal.
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Figura 8.9: Caudal manipulado en el reactor realimentado. Modelo nominal.

Modelo politépico, sistema con incertidumbres

Considérese el rango de operacion estable de la concentracién C 4 entre [0,06—
0,14], tres modelos lineales son obtenidos en los puntos de operacién C'y = 0,06,
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0,1y 0,14, representados por las siguientes funciones de transferencia:

B _ _ 0,0462
CA - 0706 : T(CA,qe) T 5249,261 54+22,22°

. _ 0,04106
CA - 0,1 . T(Cquc) == m, (813)

B ) B 0,03792
Ca=0,14: Tiyq)= $2+0,05455 s+5,957

Los pardmetros del sistema son los coeficientes de los polinomios del nume-
rador y del denominador de estas funciones, esto es,

Tis) = (8.14)

___no
$2+d1 s+do*

Dentro del rango de operacion, cada uno de estos parametros estan acotados
por un valor minimo y un valor maximo,

no S [207 ﬁO]a dO S [C_iOa EO]) dl € [dly ;ll ]a (815)

donde
ny = 0,3792, d, = 5,957, d, = 0,05455,
(8.16)
Tio = 0,462, dy=22,22, d; =9,261.

Con las dos cotas de estos tres pardmetros se pueden construir ocho sistemas
LTI, que forman los vértices un politopo como se muestran a continuacion en la
tabla (8.2).

Ahora, las especificaciones de disefio representadas por las LMIs (6.39) y
(6.41) se aplican a estos ocho modelos simultdneamente, obteniéndose las siguien-
tes ganancias de realimentacién para el controlador robusto:

kr =92, kg, =685,7, k.= 1861,6.

Los resultados de la simulacién sobre el sistema no lineal representado por

la Ec.(8.9) se muestran en las figuras .10), 8.11) y (8:12), y el diagrama en

bloques del sistema realimentado implementado Matlab/Simulink®© se muestran
en la Fig.(8.13).

En las Fig.(]m_ﬁ[) se muestra como la salida del sistema sigue a la referencia,, a
diferencia a lo ocurrido cuando el controlador se disefiaba sobre un sistema nomi-
nal (comparar con la Fig.[8.7), se observa que el disefio del controlador realizado
sobre un sistema politdpico, tiene un desempefio satisfactorio en todos los puntos
de operacion.
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Tabla 8.2: Sistemas Vértices del Politopo

Comb. Parametros Sistemas
- 0,3792
ny d; dy T(l) — 5240,05455 545,957

= _ 0,3792
ng dy do Tio) = 52+0,05455 s+22,22

= o 0,3792
ny dy dy Iis) = 5219,261 515,957

= S . 0,3792
g dy dy T(4) T 5249,261 s+22,22

_ _ 0,0462
no d; d Tt = 52+40,05455 s+5,957

_ = _ 0,0462
o dy do Ty = 52+0,05455 s+22,22

_ = - 0,0462
no di d, Tz = 5210,261 515,057

. _ omez
Mg dy do T(s) = =061 s1m230

0.15

A
o.14 ™ 1

o.12 1

0.09 - 1

0.08 - 1

0.07 -

0.06
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Figura 8.10: Referencia y concentracién del producto A. Modelo Polit6pico.

8.3. Resumen

El problema de seguimiento de consigna es formulado en términos de un pro-
blema de regulacién de control 6ptimo, donde las condiciones iniciales son re-
escritas en base a los errores en estado estacionario de los estados, la variable
manipulada y la salida controlada.
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Figura 8.11: Temperatura a la salida del reactor. Modelo Politépico
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Figura 8.12: Caudal manipulado en el reactor realimentado. Modelo Politdpico.

El desempefio del sistema de control es verificado en todo el rango de ope-
racién mediante simulaciones numéricas. En ellas se muestra la diferencia de
desempefio entre el sistema de control con un controlador en base a un modelo
nominal, y el que se obtiene con un controlador robusto sintonizado en base a una
familia de plantas con incertidumbres paramétricas.

Particularmente, en este trabajo se modela la no linealidad del sistema utili-
zando un politopo de incertidumbres, de manera que los requisitos de estabilidad
y desempefio robusto pueden plantearse mediante el uso de desigualdades lineales
matriciales.
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Figura 8.13: Reactor realimentado con controlador robusto.



Capitulo 9

Conclusiones

9.1. Resumen y Conclusiones de la Tesis

En esta tesis se abord el problema de disefio de controladores multiobjetivos,
para ser aplicados en sistemas tipicos de la industria de procesos que son general-
mente no lineales, variables en el tiempo y tienen limitaciones en sus estados.

Durante el desarrollo de la tesis se vio que muchos de los objetivos deseados
para lograr que el sistema o proceso presente un desempefio aceptable, encuentran
un marco comun de formulacion si se utiliza una herramienta matematica moder-
na llamada desigualdades lineales matriciales o LMI. También se vio que esta
herramienta define regiones convexas y, gracias a esta convexidad, que los objeti-
vos de desempeiio de un sistema de control pueden plantearse como un problema
de optimizacidn convexa con restricciones, donde se encuentra una solucién tinica
si es que ésta existe.

A continuacidn se resumen los temas tratados en cada capitulo.

En el capitulo [2] se han revisado conceptos bdsicos de los sistemas LTI, par-
ticularmente cuando dichos sistemas estan representados mediante el modelo en
variables de estados.

El andlisis de estabilidad de un sistema LTI utilizando el criterio de Lyapunov
fue el eje central de este capitulo. En primer lugar se analiz6 la condicién que
debe cumplir un sistema auténomo para ser asintdticamente estable, ddndose las
interpretaciones fisica y gréfica del teorema de Lyapunov.

Posteriormente se desarrollé el Regulador Lineal Cuadrético (LQR), para lo
cual se utilizé la condicién de estabilidad de Lyapunov como una restriccion a
ser satisfecha en un problema de optimizacién. En efecto, el planteo consistid
en minimizar la energia de una sefial externa de cuadrado integrable, esto es,
u € L%[0,00), sujeto a la restriccion de que el sistema no auténomo sea asin-
téticamente estable, ain cuando el sistema auténomo podria no serlo.

173
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Resolver tal problema condujo como solucién a que la sefial externa u(t) se
obtiene mediante una realimentacion lineal y negativa de los estados del sistema,
estoes, u(t) = Kxz(t), y que la ganancia estética de esta realimentacion se obtiene
resolviendo la Ecuacion Algebraica de Riccati (ARFE).

Por ultimo, se vio que eligiendo en forma adecuada una salida auxiliar 25 de
un sistema al que se le aplica una realimentacion lineal de estado, el control 6pti-
mo puede tratarse como la minimizacion de la norma dos (H5) de dicho sistema
realimentado.

A diferencia del capitulo[2]en el cual se vio que al reducir la norma #, de un
sistema se reducen los efectos de perturbaciones impulsivas, o sefiales de espectro
plano como lo es el ruido de medicion, en el capitulo [3] se muestra que para re-
ducir los efectos de sefales desconocidas sobre la salida del sistemas es necesario
reducir la norma H .

Este concepto que resulta intuitivo y sencillo de entender en un modelo LTI
de entrada/salida, es reformulado para un sistema LTI representado mediante el
modelo en variables de estado donde tal claridad se pierde. Sin embargo, es bajo
esta representacion donde la formulacién matemadtica que permite colocar cotas a
la norma H,, se puede tratar como una restriccién LML

A tal efecto, en la subseccién (3.3)) se aborda este problema como un problema
de optimizacioén. El planteo es similar al LQR, pero en este caso se busca maxi-
mizar la energia de una sefal externa que perturba a un sistema asintéticamente
estable, sujeto a la restriccion de que el sistema perturbado siga siendo asintoti-
camente estable. El resultado de este planteo condujo a modelar a la perturbacién
como una realimentacion de estado positiva, y a encontrar una cota para la norma
H o del sistema auténomo expresado en los teoremas (3.1) y (3.2).

Finalmente, en la subseccion @, se utiliza realimentacion de estado para
determinar una accion de control que minimice la norma H., del sistema reali-
mentado.

En el capitulo [ se ha realizado una introduccion tedrica de las Desigualdades
Lineales Matriciales, se ha dado su definicién y representacion candnica, y tam-
bién se ha mostrado como aparecen en los sistemas de control las LMI en formato
no canonico.

En forma tedrica, a través de distintos ejemplos y mediante representaciones
grificas se ha mostrado que las LMI definen regiones convexas, también se ha
mostrado que multiples LMI implica la interseccion de dichas regiones, intersec-
cién que puede o no, dar como resultado un conjunto vacio.

Utilizando el complemento de Schur se ha mostrado como transformar una
Desigualdad Matricial Cuadrética en una Desigualdad Matricial Lineal.

Por tltimo, se ha realizado un ejemplo donde se utilizan las LMIs en un pro-
blema de control.

El capitulo [5]tiene por finalidad mostrar cémo las especificaciones Hy y Hoo
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que surgen naturalmente al analizar los sistemas LTI en el dominio frecuencial,
son trasladas al modelo en variable de estado para luego ser tratadas como restric-
ciones en un problema de optimizacioén convexo, mediante el uso de Desigualda-
des Lineales Matriciales.

Se ha realizado un ejemplo de disefio de un regulador por realimentacién de
estado, tal que el sistema realimentado satisfaga caracteristicas de desempefio H,
y Ho simultdneamente, lo que se conoce como sintesis mezclada Ho /H oo

Como se dijo, la principal ventaja de esta formulacion es que permite el disefio
de controladores multiobjetivos donde la performance H, y H, son simplemente
un par objetivos mds, dentro de un conjunto mucho més amplio que se puede
especificar al momento de plantear el problema de control.

En el capitulo [f] se presenta la sintesis de un controlador por realimentacién
de estado que satisface multiples especificaciones de disefio en forma simultdnea.

A los objetivos Hs y Ho planteados en el capitulo anterior se les agrega dos
ojetivos mads, estos son,

1. la ubicacion de polos del sistema realimentado en regiones especificas del
plano complejo, y

2. la robustez del controlador ante incertidumbre en los pardmetros del siste-
ma.

Para observar cdmo todas estas especificaciones de disefio encuentran en el
formato LMI un marco comun para su formulacién, se contintia el ejemplo del
capitulo anterior agregando una por una cada restricciéon y comparando los resul-
tados obtenidos graficamente y mediante tablas comparativas.

En el capitulo [7] se analizé la manera de establecer una restriccion LMI para
fijar una cota al valor mdximo de la variable manipulada. Para ello, se obtuvieron
previamente las restricciones necesarias para lograr un control 6ptimo utilizando
la matriz gramiano de observabilidad, ya que de esta manera quedan expuestas las
condiciones iniciales de los estados dentro de la LMI.

Posteriormente, se realizé la simulacion de un sistema hidraulico, para un pro-
blema de control éptimo que realiza seguimiento de consigna, y a su vez satisface
restricciones en la variable manipulada.

En el capitulo [§] se presenta el problema de control de un reactor quimico
no lineal mediante un controlador por realimentacion de estados libre de offset
utilizando LMI.

El problema de seguimiento de consigna es formulado en términos de un pro-
blema de regulacion de control 6ptimo, donde las condiciones iniciales son rees-
critas en base a los errores en estado estacionario de los estados, variable manipu-
lada y salida controlada.
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El desempefio del sistema de control es verificado en todo el rango de ope-
racién mediante simulaciones numéricas. En ellas se muestra la diferencia de
desempefio entre el sistema de control con un controlador en base a un modelo
nominal, y el que se obtiene con un controlador robusto sintonizado en base a una
familia de plantas con incertidumbres paramétricas.

Particularmente, en este trabajo se modela la no linealidad del sistema utili-
zando un politopo de incertidumbres, de manera que los requisitos de estabilidad
y desempefio robusto pueden plantearse mediante el uso de desigualdades lineales
matriciales.

9.2. Alcances y Futuros Desarrollos

Durante el desarrollo de esta tesis se han utilizado las LMIs para desarrollar
controladores multiobjetivos que utilizan realimentacion estdtica de estados, lo
cual implica que los sistemas regulados o controlados tienen todos sus estados
disponibles para ser medidos. Sin embargo, el uso de las LMIs extiende su alcan-
ce a sistemas donde no todos los estados estan disponibles. Asi, esta herramienta
puede ser utilizada para el disefio de controladores que utilizan modelos de en-
trada/salida. Un ejemplo de ello, es la sintonizacién robusta de los controladores
Pllﬂ industriales via LMI [Cappelletti and Adam, 2015bf|, que permite lograr un
desempeiio satisfactorio del sistema de control, que sin llegar a ser 6ptimo, tiene
un desempefio muy superior al que se obtiene con métodos clasicos ( [Ziegler and
Nichols, 1942, Cohen and Coon, 1953, entre otros]), o mediante la parametriza-
cién IMCﬂ( [Morari and Zafiriou, 1989]).

Por otro lado, la creciente utilizacién de control predictivo en la industria y la
plataforma tedrica de las LMIs invita a investigadores a dirigir esfuerzos para in-
troducirlas dentro de la formulacién MPCﬂ con el objeto de garantizar estabilidad,
cumplimiento de restricciones, y mejorar el desempefio.

! Acrénimo de Proporcional Integral Derivativo.
2 Acrénimo en inglés de Control con Modelo Interno.
3 Acrénimo en inglés de Control Predictivo basado en Modelo.



Apéndice A

Herramientas Matematicas Basicas

A.1. Conceptos basicos del algebra lineal

A.1.1. Formas cuadraticas

Una forma cuadrética es un polinomio de segundo grado homogéneo de n

variables x1, xs, ..., Ty,
n
E dik T Tk
ik=1
Este polinomio siempre se puede representar como

n
g Dik T T,

ik=1
con p;x = Pk;-

En efecto, el polinomio homogéneo tiene el término

Qik Ti Tk + Qi Tk T = (it + Qri) Ti Tk,

y definiendo
1
Dik = Dri = 5 (Gik + qri),
resulta
(Gir + qri) i T = 2 Pig T; Ty

Entonces, la forma cuadratica puede escribirse como

Zpik x; v, =2 P, (A.1)
ik=1

conz = (r1 xg ... )"y P simétrica.
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Definiciones

= Se denomina a la matriz P = P’ como positiva definida, simbdlicamente
P > 0, si su forma cuadratica asociada es un escalar positivo, es decir,
¥Px >0, VY #£0.

= Se denomina a la matriz P = P’ como positiva semidefinida, simbdlica-
mente P > 0, si su forma cuadrética asociada es un escalar no negativo, es
decir, z’P x > 0, Vz # 0.

= Se denomina a la matriz P = P’ como negativa definida, simbdlicamente
P < 0, st su forma cuadratica asociada es un escalar negativo, es decir,
’Px <0, VY #0.

= Se denomina a la matriz P = P’ como negativa semidefinida, simbdlica-
mente P > 0, si su forma cuadratica asociada es un escalar no positivo, es
decir, 2’P x < 0, Vz # 0.

Teorema A.1. La matriz P > 0, si y solo si, todos su autovalores son reales
POSItivos.

Demostracion:

Considérese primero que si \;(P) es un autovalor de P € R™", y si \;(P) €
C, entonces \;(P) también es un autovalor de P, la razén es que en los sistemas
reales los polos (autovalores) son reales o aparecen de a pares conjugados [Lam,
1979].

Siendo v € C sus autovectores, por dlgebra lineal cldsica se sabe que,

Pv=uv,

v*P = \v*,

(v P)* = (A)",
Py =),

(A2)

luego, siendo P = P’ = A=), y . AER.
Considérese también que si P es simétrica y real entonces puede diagonalizar-
se ortogonalmente, es decir, existe una matriz ortonormal 7, tal que

T PT =A=diag(\i, Mg, ..., A\n)-
Por lo tanto la condicién de positiva definida, que a continuacion se reescribe
¥Px>0, Vo #0,

puede escribirse como
?T'ATz >0, Vo #0,
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y definiendo y £ Tz, se tiene
YAy =S Ny >0, Yy #0,
lo cual implica que \; > 0, parat = 1,2,...,n. [
Como consecuencia de esto, si P > 0, entonces existe P~!, ya que
det(P) = det(T'A T) = det(A) =TI, \; # 0.

Ademas, el mismo andlisis puede hacerse si P es negativa definida, y afirmar que
s

P<0, = 3P
Teorema A.2. Si () = C'C’, entonces () es positiva semidefinida, es decir, () = 0.

Demostracion:
Al ser () simétrica, se puede formular la siguiente forma cuadratica:

7Qx=2'CC'x = (C'x)'(C'x),
definiendo al vector y £ 'z, se tiene
PQu=yy=lyl =0,
por lo tanto ) > 0. [
Notar que, si C' es no singular la matriz Q > 0, yaquey = C'z =0 < x = 0,
por lo tanto Vx # 0, |y|3 = 2'Qz > 0,= Q = 0.
A.1.2. Norma infinito de una matriz

Considérese el siguiente vector y = C'z. Su norma dos o médulo elevado al
cuadrado, resulta

ly|2 = 2'C'Cx = 2'Qx,
siendo () simétrica puede diagonalizarse ortonormalmente, es decir,
Q=TAT,

de manera que
lylz =2 T'A T x.
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. A ey .
Definiendo el vector v = T'z, se puede escribir

2 / n 2

lylz = v'Av =51 Aoy,

donde los \; los autovalores de @, y (0; = ++/\;) los valores singulares de C'.
Siendo A4« el maximo autovalor de ), es posible escribir
’y‘g < Amax (5721) UiQ = Améx ‘U’%,
pero la matriz ortonormal 7" produce una rotacién del vector x preservando su
médulo, en efecto |v]3 = 2’T'T x = 2'I x = |x|3, por lo tanto se tiene

[yls < A 213,
o bien,
‘y‘2 < Oméx ’fﬂ‘g

De esta tltima expresion se deduce que si se toma como dominio el conjunto
de vectores z tal que |z|; = 1, el mdximo mddulo del conjunto imagen de vec-
tores y = C'z, tiene como cota superior al mdximo valor singular de la matriz de
transformacion C, y a este valor 0,,4,(C') se 1o conoce como norma infinito de la
matriz.

También se puede decir que el cociente entre los mdédulo de los vectores de
salida y entrada, se ve acotado por dicha norma. Esto es, si y = C'x entonces

A.2. Rechazo a perturbaciones desconocidas

A.2.1. Formulacion 7., para sistemas MIMO

Considérese el siguiente sistema a lazo abierto:
z(s) = G(s)w(s), (A.3)

donde 2"V es el vector de salidas y w(®!) el vector de entradas, y G"9) la matriz
de transferencia del sistema.
Siendo el sistema estable y w(t) un vector de energia (o potencia medizﬂ)

ISi w(t) es un vector de potencia media finita, su contenido de potencia se define como

> t) w(t
ol = [ o MO
0
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finita, el contenido de energia del vector de salida z(¢) resulta

2|2 = / (1) =(t) dt. (A4)
0

Haciendo uso de la definicién de la transformada de Fourier, z(t) puede escri-
birse como

2(t) ! /OO z(jw)e™ dw, (A.5)

:% N

y con esta representacion, la Ec. (A.35)) resultaﬂ

1 [ee]
Hﬁzglzwwme (A6)

[e.o]

Evaluando la Ec.(A.3) en s = jw, y reemplazando en las Ec.(A.6) se obtiene
L[ e .
lelle = 5 [ W) Gl Gliw)utie)d (A7)

A continuacion se utilizard la Ec.(A.7)) para la formulacién de la norma H ...
A

Definiendo H(jw) = G(jw)*G(jw), se observa que H(jw) es una matriz
hermitica, es decir, H (jw) = H(jw)*.

Similarmente a las matrices simétrica en el espacio real, las matrices hermi-
ticas son unitariamente (ortonormalmente) diagonalizables, y sus autovalores son
reales y no negativos. Por lo tanto, H (jw) puede expresarse como:

H(jw) = U(jw) " A(jw)U (jw), (A.8)
siendo,

U(jw)'U(w) =1, (A.9)

A(jw) = Diag [M(5w)), Aa(5w), - Ap(jw)].

Los A;(jw) son los autovalores (dependientes de la frecuencia) de H (jw), y
su raiz cuadrada

+v/Ai(jw) = oy(iw)

22(jw)" = 2(—jw)’
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son los valores singulares de la matriz G (jw).

Reemplazando la Ec.(A.8)) en la Ec.(A.7), y definiendo

v(jw) £ U(jw)w(jw)

v(jw)” = w(jw) U(jw)",

se obtiene

1 oo
el = 5= [ o) AG) ) ds, (A10)

—0o0

y expresando la ecuacidn anterior en forma escalar, resulta
121l = 55 70 i Ailiw) viljw) vi(jw) dw,

= Zgzl % ffooo Ai(jw) vi(jw)*vi(jw) dw.

(A.11)

Definiendo
|G (s)|[2 £ méx{A;(jw)} Vw € (=00, +00), e i={1,2,...,q}, (A.12)

se tiene
1 [
2 e
el < GG 5 [ D wiliw) uiti) de
T =1
o bien,

1 o0
2 e
el < NG 5 [ vl v() do,
teniendo en cuenta la Ec.(A.9), se observa que
v(jw) v (jw) = w(jw) w(jw),

entonces, se puede escribir

2 N
121 < NGO 5 [ wliw) w(jw) dw,
y se verifica la siguiente desigualdad,

1211 < [1G(s)I[2 1wl
(A.13)
[12lly < NG ($)lloo Nl

siendo ||G(s)]]o0, €l mdximo valor singular (,,,4,) de la matriz sistema G(jw).
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A.2.2. Demostracion del teorema (3.1)

Demostracion: Considérese el sistema de la Fig.(3.2), para el mismo se define
la matriz de transicion y su matriz transpuesta conjugadaﬂ como

¢(s) = (sI —A),
(A.14)
o(s)* 2 —(sI + AL,

Luego, las matrices de transferencia del sistema en lazo abierto G(s) y la del
lazo de realimentacion L(s), vienen dadas por

G(s) = C ¢(s) By,

(A.15)
L(s) = Ky ¢(s) B,
y sus matrices transpuestas conjugadas son
G(s)" = By o(s)" ",
(A.16)

L(s)" = By ¢(s)" K.
Como primer paso para la demostracion, se desarrolla el siguiente producto
[ — L()"*[L — L(s)] = *I — L(s)" v* = 7* L(s) + L(s)* 1> L(s),  (A.17)
siendo [I — L(s)], la matriz de transferencia del sistema en lazo cerrado.

Al reemplazar en la ecuacién anterior L(s) por la igualdad (A.16)), se tiene

(1= L(s)["v* [ - L(s)] =

(A.18)
=21 — Bi¢(s)* Ki,v* — v Kuwé(s)B1 + Bi¢(s)* K, v* Ky¢(s)Bi.
Restando 727 de (A.18)), se obtienef'
I =Ly [I - L] —~*1 =
(A.19)

=-Bj¢* Kj,v*—~v* Ky ¢ B1+ B ¢* K|, v* Ky, ¢ B1.

3La matriz transpuesta conjugada resulta

#(s)" = d(s)) = ¢(—s)', para s = jw.

“Para mayor claridad a continuacién se omite la variable s.
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Recordando que la ganancia 6ptima del lazo es
K, =~"B,P,
y reemplazdndola en el lado derecho de la Ec.(A.T9), se puede escribir
[~ L2 ([~ L] — 421 =
=B ¢* PBiv? —y" v B P¢Bi+ B¢ PBiy 2y v B P¢Bi.
Simplificando, resulta

[I =Ly [I = L] =~ =
(A.20)
=-B,¢* PB—~B,P¢ B +B,¢*PB v 2B, P¢B,.

Como préximo paso, se retoma la desigualdad matricial (3.39), que a conti-
nuacion se reescribe

AP+ PA+~2PBB/P+C'C <0. (A.21)
a la cual se le suma y se le resta (sP), obteniéndose

A'P+sP+PA—Ps+C'C+PByy? BiP <0,

(A.22)
(A +1s)P+P(A—1s)+C'C+ PB; v 2B{P <0.
Reemplazando la Ec.(A.T4) en la ecuacién anterior, se obtiene
—{o(s)*} 'P — P{¢(s)} ' +C'C + PByy > B{P < 0. (A.23)

A continuacion, se premultiplica por [B]¢(s)*] y se posmultiplica por [¢(s) By ]
cada uno de los términos de la Ec.(A.23)), resultando

(Bi#(s)*) (—{e(s)*}'P) (¢(s)B1) = —=BiP¢(s)Bu,
(Bi#(s)*) (=P{o(s)}™") (6(s)B1) = —Bj¢(s)*PBy,
(A.24)
(B1o(s)*) (C'C) (¢(s)B1) = Bi¢(s)*C" C ¢(s)Bu,
(Bi¢(s)*) (PB1y~* B{P) (¢(s)B1) = Bi¢(s)*PB1 v~ B{P¢(s)B;.

Observar que utilizando las ecuaciones (A.15) y (A.16), la tercera igualdad en
(A.24) puede expresarse como

By ¢(s)" €' C ¢(s) By = G(s)" G(s),
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reemplazando este término y recomponiendo la Ec.(A.24)), se obtiene

—Bj¢*PB; — B{P$B; + B1¢*PB1y 2B P$¢B; < —G*G.
Comparando la Ec.(A.23)) con la Ec.(A.20), se observa que
[I — L)*~*[I — L] — 9?1 < —G*G,
y finalmente se obtiene,

(I — L(s)*[I — L(s)] < I —~"2G(s5)*G(5s).

Sistema SISO

185

(A.25)

(A.26)

(A.27)

Continuando el anélisis de la Ec.(A.27)) para un sistema LTI SISO, las matrices

L(s) y G(s) son funciones escalares, por lo tanto

Trabajando en s = jw, se tiene

1= LGw)] 1= L(w)] < 1=97° G(jw) G(jw),
L =772G(w)|* > [1 = L(jw)* = 0.
Por lo tanto, V w se cumple que:
1= y7?|G(jw)*> 0,
1>972G(w)l%,

7> |G(jw)P,

7 > méx{|G(jw)l}-

(A.28)

(A.29)

Luego, si se satisface la desigualdad (3.39), la cota inferior para el escalar y

resulta

(A.30)
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Sistema MIMO

Evaluando la Ec.(A.27/)) sobre el eje jw, se tiene
(I = L(jw)]"[I = L(jw)] = T =772 G(jw)*G(jw), (A31)

la matriz del lado izquierdo de la ecuacion anterior es hermitica, esto significa que
sus autovalores son reales y no negativos, los mismos son funciones escalares de
la variable w.

Las raiz cuadrada de estos autovalores son los valores singulares de la matriz
[I — L(jw)], y obviamente son funciones escalares de la variable w, siendo el
valor maximo entre todas estas funciones para algin valor de w dado, el maximo
alcance de dicha matriz.

Por lo tanto,

0 < Aae {I = LG I - L(jw)]} < Amaeid —7 2 G(jw)* G(jw)}, (A.32)
Lo anterior conduce a que:

Amaeil — 72 G(jw)*G(jw)} > 0,

/\md:c{l} > 772 ()‘maz{G<Jw)*G(jw)})a

(A.33)
72 > Anaa{ G(jw) G (jw)}
7> Omaae{G(0)},
siendo
1G(8)lloo= Omaa{ G (jw)}, (A.34)
se obtiene para un sistema MIMO, la cota inferior para el escalar -,
Tmin > [1G(8)]|oo- (A.35)
O

A.2.3. Procedimiento para obtener 7,,;, de un sistema reali-
mentado

El procedimiento para encontrar la ganancia de realimentacién Optima que
minimice la norma H, del sistema (3.41)), consiste en:

1. A partir de su matriz Hamiltoniana

g_ (A BB - BBy
c'C A’ ’

fijar un valor de v y calcular los autovalores de dicha matriz.
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2. Si sus autovalores son estables, reducir el valor de ~ hasta que alguno de
ellos llegue al limite de la estabilidad, el valor de v que lleve al sistema a
esta condicion serd 7,,,,. Luego, saltar al paso 4.

3. Si al menos uno de los autovalores es inestable, aumentar el valor de ~y hasta
que todos sean estables y regresar al paso 2.

4. Con el valor v, obtenido, el cual es la cota superior de la norma H, del
sistema realimentado, resolver la ecuacidn de Ricatti

AP+ PA+C'C+ PB, v, BjP — PB,B,yP =0,
para P > 0.

5. Con el valor de P obtenido construir la ganancia de realimentacion estatica

Kgp = ByP,
la cual garantiza que

lyll2 o

[[wl]

A.3. Procedimiento para obtener ~,,;, de un sistema
realimentado via LMI

FEstados Perturbaciones Control

—— —_— ——
(@) (d n) (u)
4 Y 4
Ecuacion de Estados
( T ) <~ A B By

(A.36)

Especi ficaciones Hoo

=) < (&) ( bu) (Do)

Especificaciones Ha

29 £ ( U ) <~ Cy Dy, Do,
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1. Reducir el valor de 7 hasta que el problema se vuelva infactible.
El disefio del controlador Hy/H ., via LMI, se plantea como

min { Traza M},

X>0,Y
sujeto a:
M CoX — DY <0
XC, —Y'Dly X ’
(AX — ByY) + (AX — BY) By (A.37)
B N <0,
1

Bi -1 D/11

(AX — BQY)/ -+ (AX — BQY) By (ClXoo — D12Y)/
<0
(ClX — D12Y) D11 —’yI

A.4. Regulador multiobjetivo y robustez

A.4.1. Politopo

Un politopo define una regién convexa, y todos sus puntos pueden represen-
tarse como una combinacion lineal de sus vértices, en la siguiente forma:

p=S"""t,V;, donde 7 t;=1. (A.38)

Las siguientes figuras ilustran este concepto.
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AX=X,-X;
A€ [0,1]

Pa=X; A Ax

Pa=X1+A (X7Xy)
Pa=X; (1-A)+ A x,

a;=(1-4), a,=A,

Pa=a;X;1A2X;,

Siendo: Xa; =a;+a,=1

Figura A.1: Punto interior al segmento 715, representado mediante combinacién
lineal de sus extremos.

Ax=x3-p,

A€ [0,1]
Dp=X3+tA Ax
Pr=X3+A (X3-po)
Pp=X3(1-A)+ A p,

Pa=a; X;Tar X,
Pp=X3(1-A)+ A(a; x;+a; x,)
bs=(1-}), b,=Aa, b;=Aaq,

Pp=b1 X;+by x,+bs x5
Siendo: Zbi: b1+b2+b3:1

Figura A.2: Politopos en 2 dimensiones. Punto interior representado mediante
combinacion lineal de sus vértices.
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Xy

AX=X;Dy
AE[0,1]

De=X4+A Ax
P=X4tA (X4pp)
p=x4(1-)+ A p,

Po=b; x;+byX+b3 X5
P=x4(1-A)+ A(b; X;+by X,+b3 x5)

c,=(1-A), c5=A bs,
c,=Ab,, c;=Ab,
Dc=C1 X3 TCoXoHC3 X310y Xy

Siendo: Xc;= ¢;tcytezte,=1

Figura A.3: Politopos en 3 dimensiones. Punto interior representado mediante
combinacion lineal de sus vértices.



Apéndice B

Codigos de Matlab

B.1. LMlYy el toolbox de matlab

En esta subseccion se explica brevemente y mediante un ejemplo, algunos
comandos del toolbox de matlab para la solucioén de problemas que involucran a
las LMI [Erkus and Lee, 2004]].

Problemas que involucran LMI

Encontrar el vector solucién que satisfaga la restriccion F'(z) < 0, es lla-
mado problema de factibilidad.

Minimizar una funcién objetivo convexa sujeta a algunas restricciones LMI
resulta también un problema convexo. En particular, el siguiente problema
de minimizacién donde la funcién objetivo es lineal

min,, c'x,
sujeto a: F'(x) < 0,

juega un rol importante en los problemas de disefio basado en LMI. Este
problema es llamado, problema del eigenvalue.

Por dltimo, el llamado problema del eigenvalue generalizado, el cual se
describe a continuacion

min, A,
sujeto a:

A(z) < X B(x),
B(z) = 0, : (B.1)
C(x) <0

191
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es otro ejemplo de problema LMI.

Con el toolbox de matlab se pueden resolver los tres tipos de problemas: a
continuacion se ejemplifica el problema del eigenvalue.

Ejemplo B.1. Mostrar mediante comandos de Matlab® la minimizacién de la
siguiente funcion objetivo sujeta a restricciones:

minyy {Tr(X)+Tr(B'YA)}

sujeto a:
CXC'"+BYA XF ,
( Y v ) <0, DXD" ~ 0. (B.2)
Resolucion. >
Definicion de las LMIs

= El primer paso consiste en inicializar el sistema LMI con el siguiente co-
mando, sin pardmetros adicionales

setlmis([])

= El segundo paso consiste en definir las matrices variables de decision me-
diante la funcién

Imivar

En este ejemplo las matrices variables son X e Y, previo a definir estas
variables se debe especificar su estructura, del siguiente modo:

5 1
3 1
estructuraX = 10 :

2 1
X =lmivar (1, estructuraX);

el nimero 1 en el comando 1mivar indica que X tiene una estructura
simétrica formada por bloques en su diagonal.

La matriz estructuraX tiene tantas filas como bloques tiene la matriz X en
su diagonal. La primera columna indica la dimension del bloque, mientras
que la segunda indica el tipo de bloque:

e 1 bloque completo,
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e (0 bloque compuesto por escalares, y
e —1 bloque con todos sus componentes nulos.

= El tercer paso consiste en definir todos los términos de cada LMI, mediante
el siguiente comando:

Imiterm ([1 1 1 1],C,C");

Este comando representa el término C'X C” de la primera LMI.

Se observa que el mismo toma tres argumentos. El primero es un vector
de dimensién (1,4), la primera columna de este vector indica el nimero de
LMLI, y su signo indica que la LMI es negativa definida, si fuera por ejemplo
(—1), indicarfa que la primera LMI es positiva definida.

La segunda y tercer columna indican la posiciéon que ocupa el término den-
tro de la LMI, la cuarta indica a que variable involucra, en este caso la
primer variable definida es X.

El segundo y tercer argumento de esta funcién indican los multiplicadores

por izquierda y por derecha de la matriz de decision.

= El dltimo paso para completar la definicion de la LMI, es utilizar el siguiente
comando:

NombreSistemaLMI = get1lmis;

Solucién del problema

Una vez definida las LMIs, debe utilizarse el comando mincx para resolver el
problema de minimizacién. Previo a esto, los elementos de las matrices incognitas
X e Y deben representarse como los elementos de un vector de decisién x, asi
mismo, debe poder encontrarse el vector ¢ de manera que la funcién objetivo a
minimizar pueda representarse como el producto escalar ¢z, es decir,

{Tr(X)+Tr(B'YA)} = .

Para poder encontrar el vector ¢y definir el vector x, en Matlab se emplean las
siguientes funciones adicionales:

= Primero, encontrar la dimension de z, para ello se utiliza

nx = decnbr(NombreSistemaL M1 );
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= Segundo, se inicializa el vector c, el cual tendrd la misma dimensién que el
vector z, para ello se utiliza

¢ = zeros(nz,1);

= Luego, los términos {Tr(X)+Tr(B'Y A)}, ¢y = son definidos como sigue:

fori=1:n

(X, Y] = defex(NombreSistemalLM1,i, X,Y);

c(i) = trace(X;) + trace(B'Y;A);

end

Aqui, la funcién defcx asocia los elementos de las matrices X e Y al
vector x, y encuentra los elementos correspondiente al vector c.

= El préximo paso consiste en utilizar el comando mincx que entrega como
resultado los valores 6ptimos del vector x, y el valor minimo de la funcién
objetivo, esto es:
[minval fobj, T5,:] = mincx(NombreSistemaLMI, ¢, [le—5,0,0,0,0]);

Aqui la ultima entrada es un vector de opciones para el comando mincx.

= El dltimo paso consiste en recostruir las matrices 6ptimas X e Y, a partir del
vector x4, obtenido, utilizando el comando dec2mat del siguiente modo:

Xopt = dec2mat(NombreSistemaL M1, xs, X);

Ysr = dec2mat(NombreSistemaLMI, xgp, Y );

B.2. Ejemplo de Programacion

A continuacién se presentan los codigos y rutinas de matlab que se podrian
haber utilizado para resolver el ejemplo numérico (6.3), aunque en dicha oportu-
nidad se utiliz6 el comando o funcién hinflmi.

Ejemplo B.2. Objetivo: Minimizar la norma Hs, sujeto a Ho, < g, y restriccion
en la ubicacion de polos.



B.2. EJEMPLO DE PROGRAMACION

Resolucion. >

Restricciones:

Hoo < g=0,02;

Re(s) > a =15

r=(2a)7;

Datos del sistema

M =2;

m = 0,1;

[ =0,5;

gr = 9,81;

Constantes

az1 = (M +m)g,)/(M1);

ag = (—mg, /M);

by = (—1/(M1));

by = (1/M);

Matrices del sistema
A=1[0100;a2,000;0001; ag; 000];
By = [0; ba; 0; bal;

By = [0; by; 0; byl;

C=[1000;0010]

D =1[0;0]; I =eye(4); I =1;
Comprobacion de la controlabilidad del sistema
M = [By ABy A?By A®By|;rango = rank(M);

Salidas auxiliares para el disefio Hs / Ho
Matrices para salidas z.,

Cl = [1 00 0];D11 = {O];Dlg = [O],

Matrices para salidas zy, (recordar Dy = 0)
Cy=11000;0100;0010;0001;0000];
Dy =[00000]; Dyp=[00001];

LMIs a construir: Ecs. (6.39), (6.40) y (6.41).
[ M CoX — DoyyY
| XC,—Y'Dy, X

[ AX + XA — BY —Y'B, X
X’ —rX

By —1Ig Dy,
ClX — D12Y D11 —gI

[ AX + XA — B2Y —Y'B2 B, XC|,-Y'D,
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} > 0, Restriccion para la Norma H,.

] < 0, Restriccion para la ubicacion de polos.

< 0, Restriccion para la Norma H .
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Construccion de las LMIs

setlmis([]);

M = Imivar(1,[5 1]); Matriz Simétrica bloque completo, dim:5
X = Imivar(1,[4 1]); Matriz Simétrica bloque completo, dim:4
Y = Imivar(2,[1 4]); Matriz Rectangular dimension: (1,4)
Imiterm([—111 M],1,1); LMIN°] : M
Imiterm([-121 X],1,C5); LMIN] : XC
Imiterm([-121 — Y], 1, —Dby); LMIN°1 : —Y'D),
Imiterm([—122 X],1,1); LMINI : X

Imiterm([211 X], A, 1, 8'); LMIN2 : AX + XA’
Imiterm([211Y], By, —1,/ §'); LMIN°2 : —ByY — Y'B,
Imiterm([221 X],1,1); LMIN°2 : X

Imiterm([2 2 2 X],0,5r, =1, s'); LMIN°2 . —rX
Imiterm([311 X], A, 1, s); LMIN’3 : AX + XA
Imiterm([311Y], By, -1, §'); LMIN’3 : —ByY —Y'B),
Imiterm([3 21 0], B); LMIN°3 : B;

Imiterm([322 0], —gI); LMIN°3 : —gl

Imiterm([3 31 X],Cy,1); LMIN°3 : C1 X
Imiterm([331Y], Dia, —1); LMIN°3 : —D1oY
Imiterm([3 3 2 0], Dy1); LMIN°3 : Dyy
Imiterm([3330],—gl); LMIN°3 : —gl

Region = getlmis (Nombre del sistema de LMIs)
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Minimizacion de la funcion objetivo sujeta a restricciones
y obtencion de K.

n = decnbr(Region)

¢ = zeros(n,1);

for j=1:n,

([M;, X;,Y;]) = defcx(Region, j, M, X,Y);
e(j) = trace(My);

end

([copt, Topt]) = mincx(Region,c, []);

Xopt = dec2mat (Region, Ts, X)

Yy = dec2mat (Region, Tep, Y)

Ko’pt = Yro’pt(Xépt>_1

Matrices del sistema realimentado
Acl - (A - BQKépt)
C(cl = (CQ - D22Képt)

Resultado del Toolbox

Region

n = 29

Solver for linear objective minimization under ILMI
constraints

Iterations : Best objective value so far

1

2

3

4

5

6

7 32.590136

8 8.911308

9 7.164298

10 7.164298

* % * new lower bound: -3.816050
11 6.667116

* Kk k new lower bound: -0.783075
12 6.667116

* % Kk new lower bound: -0.183636
13 3.357354
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* %k new lower bound: 0.027162
14 3.200734

* k% new lower bound: 0.459315
15 2.885763

** Kk new lower bound: 0.762577
16 2.594215

* k% new lower bound: 0.971983
17 2.457431

* % * new lower bound: 1.117699
18 2.457431

* * % new lower bound: 1.223572
19 1.870364

* % % new lower bound: 1.249900
20 1.809568

* % % new lower bound: 1.328022
21 1.756683

* k% new lower bound: 1.384799
22 1.712452

*x Kk new lower bound: 1.426917
23 1.669216

* % % new lower bound: 1.458583
24 1.636785

* % % new lower bound: 1.482436
25 1.622244

* % % new lower bound: 1.500511
26 1.598053

* %k new lower bound: 1.514438
27 1.586406

* k% new lower bound: 1.524899
28 1.577747

* % K new lower bound: 1.532852
29 1.569527

* k% new lower bound: 1.538854
30 1.564269

* % * new lower bound: 1.549409

Result: feasible solution of required accuracy

best objective value: 1.564269

guaranteed relative accuracy: 9.50e-03

f-radius saturation: 0.000 of R = 1.00e+09

K = -130.5304 -29.2889 -27.6667 -27.8909 «



Apéndice C
Articulos Publicados

Durante el desarrollo de esta tesis de maestria se presentaron a diversos con-
gresos resultados que fueron obteniéndose a lo largo del desarrollo de la misma.
A continuacién se presenta un listado de los trabajos publicados:

1. C.A. Cappelletti and E.J.Adam. Diseiio de un Control de Nivel de un Siste-
ma Hidrdulico con Restricciones Utilizando LMI. AADECA 2008-Semana
del Control Automatico- XXI° Congreso Argentino de Control Automaético.
Buenos Aires, Argentina. Del 1 al 3 de Septiembre de 2008.

2. C.A. Cappelletti and E.J.Adam. Sintonizacion Robusta de Controladores
Lineales Mediante el Uso de LMI. AADECA 2012-Semana del Control
Automético- XXIII° Congreso Argentino de Control Automatico. Buenos
Aires, Argentina. Del 3 al 5 de Octubre de 2012.

3. C.A. Cappelletti and E.J.Adam. Aplicacion de Control Por realimentacion
de Salida a un Sistema Hidrdulico con Restricciones de Diseiio. CA1Q2013
- VII Congreso Argentino de Ingenieria Quimica. Rosario, Argentina. Del
20 al 23 de Octubre de 2013.

4. C.A. Cappelletti and E.J. Adam. Aplicacion de una Estrategia de Control
para Seguimiento Sin Saturaciones. AADECA 2014-Semana del Control
Automatico- XXIV® Congreso Argentino de Control Automético. Buenos
Aires, Argentina. Del 27 al 29 de Octubre de 2014.

5. C.A. Cappelletti and E.J.Adam. Problema de Seguimiento de Consigna en
un Reactor Quimico usando LMI. RPIC 2015- XVI° Reunion de Trabajo en
Procesamiento de la Informacién y Control. Cérdoba, Argentina. Del 5 al 9
de Octubre de 2015.
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6. C.A. Cappelletti and E.J.Adam. Control con Restricciones de Disefio por
Realimentacion de Salida de un Sistema Hidrdulico. ELSEVIER/RIAI- Re-
vista Iberoamericana de Automatica e Informética industrial. Publicado por
Elsevier Espaiia, S.L. 2015.
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