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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es estudiar la convergencia y la optimalidad de los métodos
de elementos finitos adaptativos para la resolucién numérica de problemas no lineales que surgen
de leyes de conservacién estacionarias y de problemas de autovalores asociados a operadores
simétricos y elipticos.

Se establecen resultados de convergencia sin orden de algoritmos adaptativos generales,
que parten de triangulaciones iniciales conformes arbitrarias, y marcan los elementos a refinar
solamente en base a estimadores de error a posteriori de tipo residual clasicos, usando cualquiera
de las estrategias de marcado conocidas, y pidiendo sélo un nivel de refinamiento minimal sobre
estos elementos marcados. Cabe mencionar que la convergencia para problemas de autovalores
se cumple tanto para autovalores simples como multiples.

Se demuestra la optimalidad suponiendo la estrategia de Dérfler para el marcado, esto es,
demostramos que el algoritmo adaptativo produce una sucesién de mallas y soluciones aproxi-
madas con la misma complejidad (cantidad de elementos) que las éptimas. El sentido que damos
a la palabra optimalidad esta basado en el nimero de grados de libertad o incégnitas necesar-
ios para representar con un cierto error la solucién exacta del problema, y no en el tamano
global usual de la malla. En el caso de problemas de autovalores, la optimalidad se demuestra

solamente para autovalores simples.
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Introduccién

Los métodos de elementos finitos (MEF) adaptativos son una herramienta efectiva para hac-
er un uso eficiente de los recursos computacionales, y resultan indispensables para la resolucion
numérica de ciertos problemas. La versién adaptativa méas conocida del método de elementos

finitos clasico consiste en un lazo de la forma

RESOLVER — ESTIMAR — MARCAR — REFINAR.

En primer lugar, encontramos la solucién del problema discreto sobre una malla, luego
calculamos indicadores locales de error y marcamos estos elementos para subdividirlos y obtener
una nueva malla. La idea bésica de los métodos adaptativos consiste en buscar la forma de
equidistribuir el error para lograr una sucesion de mallas con complejidad éptima, es decir, con
la menor cantidad de elementos posible.

En general, el primer paso para lograr la optimalidad es entender la convergencia de los
métodos adaptativos.

En un trabajo reciente, Morin, Siebert y Veeser demostraron la convergencia de métodos
adaptativos para problemas lineales [MISV08], y posteriormente, Siebert simplificé dicha prue-
ba [Sie08|.

Por otro lado, Stevenson inicié el camino hacia la optimalidad de las mallas para proble-
mas lineales, demostrando la complejidad éptima para la ecuacién de Poisson [Ste07], y luego
Cascon, Kreuzer, Nochetto y Siebert completaron esta tarea, demostrando el mismo tipo de
resultado para ecuaciones simétricas elipticas generales [CKINSO08|.

Basado en las ideas que se usaron para demostrar la convergencia y la optimalidad para
problemas lineales, el objetivo central de esta tesis es demostrar resultados de convergencia gen-
eral y de optimalidad para métodos adaptativos aplicados a la resolucién numérica de problemas
no lineales que surgen de leyes de conservacién estacionarias y de problemas de autovalores de

operadores simétricos elipticos.



2 Introduccién

Es importante notar que, dada la naturaleza no lineal de las leyes de conservacién esta-
cionarias y de los problemas de autovalores que abordamos en esta tesis, la generalizacion de
los resultados mencionados para ecuaciones elipticas lineales no es inmediata.

Hasta el momento no se conocen resultados de convergencia ni de complejidad 6ptima para
aproximaciones mediante algoritmos adaptativos para los problemas de leyes de conservaciéon
estacionarias no lineales; y por lo tanto, podemos considerar este trabajo de tesis como el primero
en esta clase de resultados.

Por otra parte, en el caso de problemas de autovalores, los tnicos trabajos de convergencia
existentes al momento [GG09, Gia08, DXZO08|, establecen la convergencia para autovalores
simples de un método adaptativo basado en el marcado de Dorfler, bajo la hipétesis de que
la malla inicial sea suficientemente fina—en un sentido no verificable—mientras que en esta
tesis probamos la convergencia partiendo de cualquier malla inicial, usando cualquiera de las
estrategias de marcado conocidas, no solo la de Dérfler, tanto para autovalores simples como
multiples.

Miés ain, en [GG09, Gia08] la convergencia se demuestra utilizando un marcado adicional
para términos de oscilacion y bajo la exigencia de que el refinamiento genere un nodo interior
en cada elemento marcado y en cada uno de sus lados (propiedad del nodo interior). En nuestro
caso, el marcado se hard solamente de acuerdo a estimadores de error a posteriori de tipo resid-
ual, que son los mas utilizados en la practica. Ain cuando existen términos de oscilacion en la
cota que da la eficiencia del estimador, que son de orden superior, demostramos la convergencia
sin necesidad de marcar de acuerdo a estos términos. Ademas, sélo se pedird un refinamiento
minimal de los elementos marcados, es decir, al menos una biseccién; evitando el requerimiento
de la mencionada propiedad del nodo interior.

En cuanto a la optimalidad para problemas de autovalores, sélo podemos citar el resulta-
do dado en [DXZO08], donde se demuestra la complejidad éptima para problemas elipticos de
autovalores, suponiendo que la malla inicial es suficientemente fina, y haciendo una hipdtesis
(superflua) sobre las autofunciones discretas, que resulta imposible de verificar en la practica.
Este trabajo fue publicado mientras estdbamos terminando de escribir una leve generalizacién
del mismo que establece la complejidad 6ptima partiendo de cualquier malla inicial, y elimi-
nando la mencionada hipétesis utilizando el hecho que sélo consideramos autovalores simples,
al igual que en dicho trabajo. Al eliminar esta hipdtesis logramos probar el resultado para un

algoritmo practico, en el cual es posible usar cualquier método para el calculo de autovalores
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discretos. Posteriormente, extendimos este resultado a un contexto mas general de problemas
de autovalores de varios tipos que presentamos unificado en este trabajo.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera:

e Kl Capitulo 1, donde se exponen resultados preliminares importantes para esta presentacion.
En particular, se describen resultados existentes sobre métodos de elementos finitos y la teoria
de aproximacién adaptativa.

e Una primera parte, que abarca los Capitulos 2 al 5, donde se estudia la convergencia y optimal-
idad de métodos adaptativos para ciertos tipos de problemas no lineales. Mds precisamente:

En el Capitulo 2 se plantea un problema no lineal modelo que surge de leyes de conser-
vacion estacionarias, y se presentan los resultados que garantizan la existencia y unicidad de
soluciones.

En el Capitulo 3 se demuestra la convergencia (sin orden) de MEF adaptativos que usan
cualquier estrategia de marcado, para la aproximacién de soluciones de problemas no lineales
como el presentado en el Capitulo 2.

Independientemente de este ultimo resultado, en el Capitulo 4 se demuestra la convergen-
cia lineal y posteriormente la optimalidad de un MEF adaptativo donde se utiliza la estrategia
de Dorfler para el marcado.

Finalmente, para cerrar el estudio de este tipo de problemas no lineales, en el Capitulo 5 se
demuestra la convergencia de un algoritmo adaptativo de tipo Kac¢anov. Este algoritmo resulta
muy 1til en la practica debido a que no se resuelven los problemas no lineales que surgen de la
discretizacién de Galerkin, sino sélo un sistema lineal en cada iteracion adaptativa. También
se realizan experimentos numéricos a fin de estudiar el orden experimental de convergencia.
Una segunda parte, que abarca los Capitulos 6 al 12, donde se estudia la convergencia y
optimalidad de métodos adaptativos para problemas elipticos de autovalores. Mds especifica-
mente:

En el Capitulo 6 se comienza presentando algunos problemas de autovalores conocidos
asociados a operadores elipticos, como problemas de tipo Dirichlet y problemas de Steklov.

En el Capitulo 7 se presenta la teoria conocida de existencia de soluciones para problemas
elipticos de autovalores de una forma general, con los fines de abordar de manera conjunta los
casos presentados en el Capitulo 6 y de postular condiciones sobre un problema de autovalores

que garanticen la aplicacién de dicha teoria.
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En el Capitulo 8 se presentan estimaciones de error a priori conocidas para problemas de
autovalores, nuevamente con un enfoque general.

Luego, en el Capitulo 9, se demuestra la convergencia (sin orden) de algoritmos adapta-
tivos para este tipo de problemas, que parten de cualquier malla inicial y utilizan cualquier
estrategia de marcado.

Es importante remarcar que esta prueba de convergencia es valida para la aproximacién
de autovalores tanto simples como multiples.

En el Capitulo 10 se presentan estimaciones de error a posteriori, algunas de ellas cono-
cidas para este tipo de problemas, que serviran para demostrar la optimalidad de un MEF
adaptativo en el Capitulo 11. La prueba de optimalidad supone que el marcado en el algorit-
mo adaptativo se hace segun el criterio de Dorfler, y vale para la aproximacion de autovalores
simples.

Por 1ltimo, se concluye la segunda parte de esta tesis con algunos experimentos numéricos
en el Capitulo 12, donde se ilustra brevemente las ventajas de usar adaptatividad cuando la

solucién de un problema tiene singularidades.



CAPITULO 1

Métodos de elementos finitos adaptativos

En este capitulo introducimos algunas nociones basicas del método de elementos finitos
y algunos resultados relacionados que necesitamos para el desarrollo de esta tesis. La teoria
general del método de elementos finitos puede hallarse, por ejemplo, en [BS94, Bra01].

Por otro lado, explicamos el concepto de adaptatividad y conceptos nuevos como optimalidad

en términos del nimero de grados de libertad.

1.1. Triangulaciones

1.1.1. Simplexes en R? Sea d € N. Sean ag,ay,...,aq € R? tales que {a; — ag,as —
ap,...,aq — ag} es linealmente independiente. Entonces, la capsula convexa de {ag,a1,...,aq}
dada por {Z‘ijzo aa; | 0<a; <1, Z?:o o = 1}, se llama d-simplex o simplez en R?. En
particular, un simplex en R? es un tridngulo y en R? un tetraedro; y por esto en general,
denotamos un simplex con la letra 7.

Para k < d, la cdpsula convexa de {a(, a},...,a,}, donde {a,a},...,a} C {ap,a1,...,aq},
se llama un k-subsimplex de T. En particular,

= un O-subsimplex se llama vértice,
= un 1-subsimplex se llama arista,

= un 2-subsimplex se llama cara.

Cuando d = 2 o d = 3, llamamos lado de un d-simplex 7', a un (d — 1)-subsimplex de T'.

Dado un simplex T en R?, diam(T) es la longitud de la arista més larga de T, esto es,’
diam(T) == méx{jz —y| : =z, yeT}
y pr es el didmetro de la bola méas grande contenida en T'.

1.1.2. Triangulaciones. Sea © C R? el interior de un intervalo, poligono o poliedro,

segun sea d igual a 1, 2 0 3. Sea 7 un conjunto de d-simplexes tales que el interior de Upe7T es

Ipara z,y € R, 2 -y denota el producto escalar usual en R?, y |z| denota la norma 2 de x, es decir, la norma

inducida por este producto escalar dada por |z| := \/x - .
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Q. Decimos que 7 es una triangulacion (o malla) conforme del dominio (2, si siempre que dos
elementos de 7 se intersectan, lo hacen en un subsimplex de ambos.
Sea 7 una triangulacién conforme. Dado T' € 7T, decimos que 7" € T es un vecino de T, si

T'NT # 0; y denotamos por N7 (T) al conjunto de vecinos de T', esto es,
Nr(T):={T"eT | T'NT # 0}.

Ademas, denotamos con w7 (T') a la vecindad de T, esto es, a la regién de € cubierta por los
vecinos de T,
wr(T) = U T'.
T'eNT(T)

Cuando estemos considerando una triangulacién fija 7', denotaremos por S al conjunto de
lados de los elementos de 7. Ademds, Sq denotara el conjunto de lados interiores, es decir,
lados que estan en el interior de €; y Sy el conjunto de lados frontera, es decir, aquellos que
estan sobre la frontera de €). Asi, en particular, S = Sq U Ssq.

Por otro lado, cuando consideramos un lado interior S € Sq, denotamos por 177 y 15 a los
elementos de 7 que comparten S, y por n; al versor normal sobre S exterior a T}, para i = 1,2;
y wr(S) := Ty UT;. En el caso en que S € Syq es un lado sobre la frontera de €2, denotamos
por 7 al versor normal sobre S exterior a Q; y wr(S) es el tinico elemento de 7 que tiene a S
por lado.

Dada una triangulacion 7, sea X7 := Upe70T = UgesS, el esqueleto de T, y notemos que
Y7 tiene medida de Lebesgue d-dimensional igual a cero.

La regularidad de una triangulacién 7 se denota por k7 y estd definida por

. diam(T")
KT ‘= Max ————=.
TeT PT

Una familia de triangulaciones F = {7} es regular si
sup k7 < 00.
TeF
Esta condicién implica que los elementos de las triangulaciones de la familia no se degeneran,
es decir, que no se “aplastan” ni se “estiran” indefinidamente. Se puede demostrar que si F es
una familia regular de triangulaciones, se cumplen las siguientes propiedades:
1. La cantidad maxima de elementos que pueden compartir un mismo vértice en una

triangulacion dada de la familia estd uniformemente acotada.



1.1 Triangulaciones 7

2. La cantidad méxima de vecinos que tiene un elemento en una triangulacién dada de
la familia estd uniformemente acotada, es decir,

(1.1) sup méx #N7(T) < oc.

3. Si|-| denota la medida de Lebesgue en R?, que llamaremos drea por simplicidad, existe

una constante uniforme Cr > 0 tal que

Ci diam(T)? < [T| < Cediam(T)!, VT € T,VT € F,
F

es decir que

Hrp = |T|Y4,

es una medida equivalente al didmetro de T', para todo elemento 1" en cualquier trian-
gulacién de la familia F.
4. Dos vecinos en cualquier triangulacion de la familia tienen area equivalente con una

constante de equivalencia uniforme, es decir,

) —y
SuUp max max —— < o0
TEI]})T TeT T'eNT(T) |TI|

5. El area de la vecindad de cualquier elemento de cualquier triangulacién de la familia

es equivalente al drea del elemento mismo, esto es,

T
sup maxm < 00.
Ter 7€7 T

El tamano global Hy de una triangulacion 7 viene dado por

Hy = méx Hr
TeT

donde Hy = |T|"/? es el tamario local de la triangulacién.

1.1.3. Refinamiento por biseccién y generacién de familias regulares. De aqui en
adelante, a menos que se indique explicitamente otra cosa, Q C R? denotara el interior de un
poligono si d = 2, o de un poliedro si d = 3, cuya frontera 0f) es Lipschitz. Dada una trian-
gulacién conforme 7 de €2, denotamos por T = T(7j) al conjunto de todas las triangulaciones
conformes de §2 obtenidas de 7y por refinamiento usando el procedimiento de biseccion del vértice
mdas nuevo en dos dimensiones y el de biseccién de Kossaczky en tres dimensiones [SS05], que

coinciden con los presentados por Stevenson [Ste08], después de una posible reenumeracién de
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los vértices de 7 (ver Definicién 1.11 debajo). Estos métodos de refinamiento garantizan que

la familia T es regular, es decir,

KT = sup k7 < 00,
TeT

donde esta constante uniforme sélo depende de la triangulacion inicial 7.

1.2. Espacios de Sobolev

En esta secciéon introducimos brevemente los espacios de Sobolev y algunas de sus propiedades
importantes. En [Ada75, Eva98, Bra01| pueden consultarse resultados sobre esta teoria.

Dado un subconjunto medible w C €, que en general en esta tesis serd un conjunto abierto
o cerrado, definimos el espacio de Lebesgue L?(w) como el espacio de las funciones medibles

u : w — R que son de cuadrado integrable respecto de la medida de Lebesgue, es decir,
L (w) == {u :w — R | uwes medible, y / lu® < oo} .
w

Identificamos como un mismo objeto de L?(w) a aquellas funciones que son iguales en casi todo
punto de w, es decir, a aquellas cuyos valores difieren en un conjunto de medida nula. Sabemos

que L?(w) es un espacio de Hilbert cuyo producto interno estd dado por

(1.2) (u,v), := / uv, Vu,v € L*(w),

y la norma correspondiente por

1/2
lullo = (/ W)  Yue LRw).

Por otro lado, consideraremos eventualmente los espacios LP(w) para p > 1, formados por

las funciones medibles u : w — R tales que
1/p
lullr = ([ 1oP) " <
w

En el caso p = 0o, L*(w) es el espacio de las funciones u : w — R esencialmente acotadas,

que son espacios de Banach.

cuya norma esta dada por el supremo esencial de |u(z)|, es decir,
[ullzoe @) == sup [u(z)],  Vu e L¥(w).
rTEW

Cuando las funciones u definidas sobre w toman valores vectoriales, las definiciones de los

espacios LP(w) son andlogas; solamente el valor absoluto | - | debe interpretarse como la norma



1.2 Espacios de Sobolev 9

euclideana de vectores, y el producto uv que aparece en (1.2) debe reemplazarse por el producto
escalar usual u - v.

Para cada k € Ny, el espacio de Sobolev H*(w) estd formado por las funciones u : w — R
tales que para cada multi-indice « de orden < k, la derivada de orden « de u, denotada por

D%u, existe en sentido débil y pertenece a L?(w), es decir,
H*w) :={ue L*w) |V a, |a| <k, D% € L*(w)}.

La norma en H*(w) viene dada por

1/2
(1.3) lll ey = | D IDulZ ] Yue HYw);
jal<k
y
1/2
lulgrwy = | D D2 ] . Yue HY(w).
|a|=k

define una seminorma en este espacio.
El espacio H k(w) es completo respecto de la norma dada en (1.3), y puesto que ésta proviene

del producto interno

(w, V) i (o) = Z (D%, D*v),,, Yu,v € H¥(w),
|a|<k
el espacio H*(w) es un espacio de Hilbert.
Si C*°(w) denota el conjunto de las funciones u : w — R infinitamente diferenciables, se

tiene que
C*®(w) N H*(w) es denso en H*(w).

Por otro lado, si C§°(w) denota el subconjunto de C*°(w) formado por las funciones con

soporte compacto en w, definimos

Hk
Hi(w) = @),
es decir, HY(w) es el espacio completado de C5°(w) respecto de la norma (1.3).
El siguiente resultado es muy conocido, y como consecuencia de éste, |- |g1q) = |V - o

resulta ser una norma equivalente a || - || ;1 (q) en el espacio Hg ().
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TrOREMA 1.1 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs). Si Q C R? estd contenido en un cubo

d-dimensional de lado L, entonces
lolle < LIVulle, v e Hy(Q).
Por otro lado, las funciones de H'() pueden “restringirse” a 99 en el siguiente sentido:?

TEOREMA 1.2 (Teorema de Trazas). Eziste un operador lineal tr : H'(2) — L?(09)) tal que
» tr(u) = uy,,, siempre que u € H' (Q)nCcQ).?

» Eziste una constante C = C(2) > 0 tal que
(1.4) ltr(wlloe < Cllullpq), — Yue H(Q).

En este trabajo usamos la notacién C' = C'(0J) para indicar la dependencia de una constante
C de los parametros L. Esta constante C' puede ser distinta en diferentes apariciones, pero en
cada caso se indica la dependencia explicitamente.

Dada u € H'(Q), tr(u) se llama la traza de u, y frecuentemente se denota por u,, o
simplemente por wu.

Se puede mostrar que el espacio H&(Q) queda caracterizado como el subespacio de H*(2)

formado por las funciones cuya traza es cero, es decir,
HY Q) ={uec H(Q) |u=0en L*(0N)}.

Por otro lado, si T' € Q,* consideramos las funciones u € C*°(Q) N H'(Q), que se anulan
en un entorno de I'. La clausura de este conjunto respecto de la H!(£2)-norma se denota por

HL(Q), y es claro que

HY(Q) C HA Q) c HY(Q).
Se puede demostrar que

HEQ) = {u e H'(Q) | u=0en L*T)}.

2El espacio L?(992) puede definirse de manera analoga a los anteriores considerando la medida de Lebesgue
(d — 1)-dimensional definida sobre 9. Este est4 formado por las funciones u : dQ — R tales que ||[ullaq =

(P |U|2)% < 0.

3¢ () denota el conjunto de las funciones continuas sobre Q.

4En el caso en que I" sea un subconjunto propio de 02 suponemos que éste es la unién de lados de elementos

de una triangulacién inicial 7o de €2 que se considere.
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OBSERVACION 1.3. En la desigualdad de Poincaré-Friedrichs (Teorema 1.1) es suficiente
requerir condiciones de frontera nula sélo sobre una parte de ella. Mas precisamente, si I' C 052
es un conjunto de medida (d — 1)-dimensional positiva, el resultado vale para las funciones que

se anulan sobre I'. En consecuencia, |V - [l y || - || g1(q) son normas equivalentes en HL(Q).
Usando un argumento de escala y la estimacién (1.4) se puede demostar el siguiente

TEOREMA 1.4 (Teorema de Trazas en un simplex). Sea T C R? un simplex. Sea S C OT
un (d — 1)-subsimplex, es decir, una cara de T si d =3, o una arista de T si d = 2. Entonces,

existe una constante positiva C = C <d, dl%T(T)) tal que
lolls < € (B Plolly + B[ Volr) . voe HA(T),

En particular, si ' es una familia regular de triangulaciones, la desigualdad vale con una
constante independiente de T € 7, para toda 7 € F.

Cuando se utilizan métodos de elementos finitos conformes para tratar problemas elipticos
de segundo orden, en general, los espacios discretos deben ser subespacios de H'(f2). El sigu-
iente resultado establece que es posible usar funciones que son continuas y no necesariamente

continuamente diferenciables. En [Bra01] se puede encontrar una demostracién del mismo.

TEOREMA 1.5. Sean k € N y T una triangulacion conforme de Q. Siu : Q — R es una

funcion infinitamente diferenciable en el interior de cada T € T, entonces, u € H*(Q) si y sdlo

siueCh1(Q).°

Concluimos esta seccion estableciendo una estimacion inversa a la dada en el Teorema 1.1.
Para demostrarla se utiliza que todas las normas son equivalentes en un espacio de dimension

finita y argumentos de escala.

TEOREMA 1.6 (Desigualdad inversa). Sea T' un simplex en R? y sea ¢ € N. Entonces, existe

cC=C (d,di%T(T),@ > 0 tal que
(1.5) IVo|lr < CHEIHUHT, Vo e P(T),

donde Py(T') denota el conjunto de polinomios de grado < { definidos sobre T.

5Ck_1(§) denota el conjunto de las funciones u : Q@ — R tales que D*u puede definirse sobre 9Q de manera

que resulte continua sobre Q, para todo multi-indice a de orden < k — 1.
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OBSERVACION 1.7. Del Teorema 1.6 se sigue también que existe C' = C <d, C“%T(T),E) >0
tal que

| D*v||r < CHZ|Vvllr, Vv € Py(T),

donde D?v denota la matriz hessiana de v.

1.3. Espacios de elementos finitos conformes y aproximaciones mediante

interpolacién

Sea 7j una triangulacién conforme de Q, y sea 7 € T := T(7p). El espacio de elementos
finitos de Lagrange V7 estd formado por las funciones continuas sobre §2, que restringidas a

cada elemento de 7 son polinomios de grado < ¢ para algun ¢ € N fijo, es decir,
(1.6) Vr:= {U S C(Q) ‘ v, € 'Pg(T), VTe T}

Se tiene que Vo C H'(2) y si 7, € T es un refinamiento de 7, entonces Vo C V..
El siguiente teorema establece la existencia de un operador de interpolacién que es muy
util para obtener estimaciones de error para métodos de elementos finitos. Las afirmaciones del

siguiente teorema estan demostradas en [SZ90].

TEOREMA 1.8 (Interpolante de Scott-Zhang). Sea 7 € T y consideremos el espacio Vr
definido en (1.6). Existe un operador lineal P : H'(Q) — V1 que satisface:
(1) P es una proyeccion sobre Vr, es decir, Pvr = vy, para toda vy € V.
(2) P preserva las condiciones de borde homogéneas, es decir, P : HE(Q) — Vr N HL ().
(3) Ewiste una constante C' = C(d, kt,£) > 0 tal que

(1.7) [v = Pollgm(ry) < CHE ™0l grur iy, Yo € HYQ),

sil<k<l+1y0<m<k.

OBSERVACION 1.9 (Consecuencias del Teorema 1.8). Como consecuencia de (1.7) y del

Teorema de Trazas 1.4 tenemos que existe una constante Csz = Csz(d, kT,¢) > 0 tal que
1/2
(18) HU_PUHT < CSZHTHVUHWT(T)a Yy HU_PUHQT < CSZHT/ HVUHUJT(T)7 VT € Ta

siempre que v € H'(1Q).
Por otro lado, como consecuencia de (1) y (2), tenemos que P preserva los valores de borde
en el siguiente sentido:

Sive HY(Q) y existe v7 € V7 tal que v = v sobre 92, entonces Pv = v sobre 0.
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En efecto, definiendo w := v—v7 € H} (), por (1) tenemos que Pw = Pv—Pvr = Pv—uvr,

y de (2) se sigue que Pw = 0 sobre 0f2. En consecuencia, Pv = vy = v sobre 0f).

Concluimos esta seccién estableciendo un resultado de aproximacién para funciones en es-
pacios con indice de regularidad no entero. Para esto, definimos el espacio de Sobolev H*7 (),

donde 0 < r < 1, formado por las funciones u tales que

i) — o)
oo )—mmmﬂ+§j//“]x_m4% o dy < oo,

donde u; denota la derivada parcial de u respecto de la i-ésima variable en sentido débil. Este

es un espacio intermedio entre los espacios de Sobolev de indice entero, es decir,
H*(Q) c H'""(Q) c HY(), O0<r<]1.

Si consideramos el operador Z := [ — P, donde I denota el operador Identidad y P el

operador de Scott-Zhang, la estimacién (1.7) con m =1y k = 2, implica que
T : H*(Q) — HY(Q) es acotado,
yconm=1y k=1, que
T:HYQ) — HY(Q) es acotado.

Utilizando resultados de interpolacién [BS94] podemos demostrar que Z : HY"(Q) —

H'(Q) es acotado, y més atin, podemos estimar su norma, y asi tenemos el siguiente

TEOREMA 1.10 (Aproximacién global). Sea P : HY(Q) — V1 el operador de interpolacion

de Scott-Zhang y sea v € (0,1). Entonces, existe una constante C' = C(d, kt,£) > 0 tal que
lo = Polls oy < CHllollgieriy, Yo € H(Q),
donde Hy = méxper Hr denota el tamano global de T .

1.4. Adaptatividad en métodos de elementos finitos

En esta seccién presentamos nociones fundamentales sobre métodos de elementos finitos
adaptativos que utilizamos en el desarrollo de esta tesis.

En la Subseccién 1.4.1 establecemos un algoritmo adaptativo basico de la forma

RESOLVER — ESTIMAR — MARCAR — REFINAR,
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y explicamos en detalle cada uno de estos médulos. En general, los métodos adaptativos se basan
en estimadores de error a posteriori, que son cantidades calculables a partir de una solucién
discreta y de los datos del problema, e indican la distribucién del error en la malla donde la
solucién discreta ha sido calculada (ver Subseccién 1.4.2).

Los primeros resultados de convergencia de métodos de elementos finitos adaptativos para
problemas lineales estuvieron basados en el resultado de reduccion del error demostrado inicial-
mente por Dorfler [D6r96]. Estos resultados exigen marcar elementos para que tanto los esti-
madores de error como la oscilacién satisfagan el criterio de Dorfler MNS00, MNS02, MIN05],
que no parece ser necesario en la practica. Otra hipétesis (artificial) impuesta al algoritmo para
demostrar la convergencia, es que el refinamiento genere un nodo interior en cada elemento
marcado y en cada uno de sus lados.

Posteriormente, se obtuvo un resultado general de convergencia para problemas lineales
en [MSV08|, donde se establecen condiciones sobre los problemas y los métodos adaptativos que
garantizan convergencia. En este trabajo se eliminan las dos hipdtesis artificiales mencionadas
en el parrafo anterior, y se demuestra la convergencia para todas las estrategias de marcado
conocidas y utilizadas ampliamente, como ser la estrategia del maximo y la de equidistribucién.

La optimalidad para métodos adaptativos, la cual explicamos en la Subseccién 1.4.3, ha
sido probada inicialmente en [Ste07] para el problema de Poisson usando para el marcado la
estrategia de Dorfler, y extendida a problemas elipticos simétricos con coeficientes mas generales
en [CKNSO08|. En este ultimo trabajo se mejora el tratamiento de los términos de oscilacién y

se eliminan las hipdtesis artificiales ain presentes en el primero.

1.4.1. TIteracién adaptativa basica. Consideramos un problema (P) planteado en un
espacio de funciones V := V() y supongamos que u € V es una solucién de (P). Dada una
triangulacién conforme 7y del dominio 2, para cada malla 7 € T = T(7j), consideramos un
espacio de elementos finitos V7 asociado a esta malla, y suponemos que ug € V7 es solucién de
una discretizacién del problema (P) planteada en el espacio V7. La iteracién adaptativa clésica
para aproximar la solucién u del problema (P) con las soluciones de estos problemas discretos

se describe en el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 1.
(Iteracidén adaptativa basica)

Sea 7y una triangulacién conforme de (2. Poner k =0.
1. uy := RESOLVER(7}).
2. {m(T)}rer, == ESTIMAR(uy, 7y,) -
3. My, := MARCAR({nk(T) }rez,, Tie) -
4. Tiy1 = REFINAR(7), My, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.

Describimos ahora cada uno de los médulos de este algoritmo. Dada la triangulacién con-
forme 7; de 2, el médulo RESOLVER calcula y devuelve la solucién uy del problema discreto
planteado en V, := V7, .

Dada 7}, y la correspondiente salida u; de RESOLVER, el médulo ESTIMAR calcula ciertos
estimadores de error local {n;(T")}re7,, que dependen de la solucién calculada ug. En general,
se construyen estimadores de error a posteriori buscando que cumplan ciertas propiedades de
confiabilidad, esto es, que realmente sean una cota superior para el error; y de eficiencia, en el
sentido de que no sobreestimen demasiado el error local, y en particular, que un estimador local
grande implique que realmente el error local lo es. Presentaremos construcciones de estimadores
en cada uno de los problemas que estudiamos en esta tesis y analizaremos sus propiedades.

Basados en los estimadores {ny(T")}re7,, el médulo MARCAR selecciona un subconjunto
M. de 7. de elementos marcados mediante alguna estrategia de marcado, eligiendo los elemen-
tos donde el error de aproximacién es grande. Existen varias estrategias de marcado conoci-

das [SS05]:

1. Estrategia del Maximo: Dado un umbral 6 € (0,1), My es el conjunto de elementos

T € T}, que satisfacen

> 4 n.
(1) > 971},13% nk(T")

2. Estrategia de Equidistribucién: Dado un pardmetro # € (0,1), 6 ~ 1, y dada una

tolerancia tol, el conjunto de elementos marcados My estd formado por todos los

elementos T' € 7, tales que

tol
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La razoén que motiva esta estrategia se basa en el hecho de que si quisiéramos equidis-
tribuir el error, en el sentido de que todos los estimadores de error local fueran iguales,

tendriamos para T € 7, que
1/2

ST ] = #T)Pak(T) < tol,
T €Ty

y de aqui que 1, (T) < tol /(#7;)"/2. De este modo, esta estrategia elige los elementos
que no satisfacen esta condicién. El parametro 6 se utiliza para hacer mas robusto el
procedimiento de marcado.

3. Estrategia de Equidistribucién modificada: Dado un pardametro 6 € (0,1), 6 ~ 1, el
conjunto de elementos marcados My estd formado por todos los elementos T € Ty

tales que

Nk
e (T) > 9W7

1/2
donde ny, := <ZT’eTk n2 (T’ )) es el estimador de error global.
4. Estrategia de Reduccién Garantizada del Error o estrategia de Dorfler [D6r96]: Da-
do un pardmetro de marcado 6§ € (0,1], seleccionamos un subconjunto minimal de

elementos My, C 7, que satisface

(M) = Oni(Ti),

donde ni(My) = > pe M, n2(T) es el estimador sobre los elementos marcados y

(1) == Yper, Mi(T) es el estimador de error total.

En general, diremos que una estrategia de marcado es razonable si el conjunto de elementos
marcados M, contiene al menos un elemento de 7j, que tiene el maximo valor de los estimadores

locales, esto es,

(1.9) si existe T4 € My, tal que 7y (T/4) = jrpz? ne(T).
SE

Esto es lo que se hace usualmente en la practica para tratar de maximizar la reduccion del error
con un esfuerzo minimo. Notemos que todas las estrategias de marcado descriptas arriba son
razonables.

Finalmente, el médulo REFINAR toma la malla 7; y el conjunto M; C 7; como argu-
mentos de entrada. Utilizando el proceso de biseccién descripto en [Ste08], este médulo refina

(subdivide) cada elemento de My, al menos n veces (con n > 1 fijo), para obtener una nueva
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triangulacién conforme 71 de €2, la cual es un refinamiento de 7, y la salida de este médulo.
Aqui n € N es un nimero elegido por el “usuario”; usualmente se toma n = d. Los procedimien-
tos de biseccion del vértice mds nuevo en R? y el de biseccién de Kossaczky en R3, utilizados
en [SS05], coinciden con el dado por Stevenson [Ste08], solo reenumerando posiblemente la

triangulacion inicial 7.

DEFINICION 1.11. Decimos que una triangulacién conforme 7y estd enumerada adecuada-
mente si satisface la condicién (b) de la Seccién 4 de [Ste08], donde se establece una numeracion

local de los vértices.

En el caso d = 2, esta definicién coincide con la condicién descripta en [BDD04, Lema 2.1],
que dice esencialmente que siempre que un lado sea de refinamiento de un tridngulo también
es de refinamiento del vecino con quien lo comparte. En este tltimo trabajo se demuestra que
dicha enumeracién es siempre posible en dos dimensiones.

Para el caso d = 3, basado en la construccién dada en [Kos94|, en [Ste08] se ha mostra-
do que cualquier triangulacién conforme tiene un refinamiento conforme que satisaface una
condicién mas fuerte que estar enumerada adecuadamente.

El siguiente resultado, que enunciamos sin demostracién, acota la complejidad de una malla
7i. en términos del nimero de elementos que fueron marcados desde el principio del proceso
iterativo (ver [BDDO04] para d = 2 y [Ste08] para d > 2). Este resultado es fundamental al

momento de demostrar la optimalidad de los métodos adaptativos.

LEMA 1.12 (Complejidad del médulo REFINAR). Sea 7y una triangulacion conforme enu-
merada adecuadamente. Sea {7 }ren, la sucesion de refinamientos de Ty, donde Ti41 se obtiene
de Ty, mediante Ty := REFINAR(Ty, My), para algin My, C Tj,. Entonces, existe una constante
C > 0 que depende solamente de Ty y del nimero de refinamientos n realizados a los elementos

marcados, tal que

k—1
#T, - #To <C)_ #Mi,  VkeN
1=0

Finalizamos esta seccién con el siguiente resultado que da una cota para la complejidad de
la superposicién de dos triangulaciones 71 y 72 obtenidas por refinamiento de 7y. En [Ste07,

CKNSO08| pueden encontrarse pruebas del mismo.

LEMA 1.13 (Superposicién de triangulaciones). Si 7', 72 € T, la superposicion T :=T' @

T2 € T, definida como la menor triangulacion conforme que es refinamiento de T' y T2,
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satisface

#T <H#T' +#T° - #7Tp.

1.4.2. Estimadores de error a posteriori. En esta seccién hacemos una presentacién
general sobre estimadores de error para problemas variacionales que surgen de ecuaciones de
segundo orden. Presentamos resultados de confiabilidad y de eficiencia local discreta que serviran
como base para los problemas tratatos en esta tesis.

Consideramos el problema (P) de la seccién anterior, y suponemos que el espacio donde se

plantea es
1.10 V= H(Q),
r

donde I' C 99. En particular, cuando I' = (), V = H(Q); y cuando I' = 99, V = H} (). Como
antes, dada una triangulacién conforme 7y de €2, consideramos 7 € T := T(7p), y el espacio de

elementos finitos V7 C V definido por
(1.11) Vr={veV]|vy,eP(T), VTeT},

donde ¢ € N es un grado polinomial fijo. Esta aproximacién se llama conforme porque los
espacios discretos V7 son subconjuntos del espacio V. Por otro lado, si 7, € T es un refinamiento
de T, Vo C V7, lo que significa que los espacios discretos estan anidados.

Suponemos que para las aproximantes vy € V7 podemos definir un residuo interior Ry (vr) €
L?(Q), y un residuo de salto Jr(vy) € L?(X7), de modo que el residuo R(vy) € V' se vincula

con éstos a través de la siguiente relacién fundamental:®

(112) ®Rer)w) = 3 ([ Rrtero [

JT(UT)U/> , VweV.
TeT ar

OBSERVACION 1.14. Sea 7 € T y sea 7, € T un refinamiento de 7. Si Ry (vr) y Jr(vr)

estdn definidos para vy € V7, de la relacién (1.12) se sigue que
R’]‘* (UT)\T* = R’T(U’T)\T*a VT, € 7;,

6En general, (R(vr),w) indica por cudnto vz no satisface la forma variacional del problema (P) con la

funcién de prueba w. Por otro lado, Rz (v7)|, mide por cudnto v7 no satisface la ecuacién diferencial subyacente

I

en T'y Jr(vr)|, regula el comportamiento de vr a través del lado S. Se presentan ejemplos concretos de estos

ls
residuos para problemas elipticos en la Seccién 1.5; y para los problemas tratados en esta tesis, mas precisamente,

para un problema no lineal en las Secciones 3.5 y 5.4, y para distintos problemas elipticos de autovalores en las

Secciones 6.1.2, 6.2.2 y 6.3.1.
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Yy que

7 (07) JT(UT)‘S* para todo S, € Y7, tal que S, C .S, para algin S € X7
7:‘ UT I * =
} 0 para todo S, € Y7, tal que S, ¢ S, cualquiera sea S € X7.

En base al residuo interior Ry y al residuo de salto J7, definimos estimadores de error local

n7(vr;T) por

(1.13) nr(vr;T) = HE |Rr(or)ll7 + Hr | Jr(on)|3r, VT €T,

y el estimador de error global nr(vr) como
(1.14) ng(vr) ==Y _ nz(vr;T).
TeT
Siempre que Y sea un subconjunto de 7, n3(vr; T) denotard la suma Y oy 75 (vr; T).

La siguiente estimacién provee una cota superior para el residuo.

TEOREMA 1.15 (Confiabilidad de los estimadores). Sea 7 € T. Si para alguna ur € Vr se

cumple que
(1.15) (R(ur),vr) =0, Yor € Vg,
donde R estd definido por la relacion fundamental (1.12), entonces

(1.16) [(R(ur),v)| < V2Cs7 > nr(ur; T)|[Volluy (1),
TeT
para toda v € V, donde Csz = Cgz(d, kt,0) > 0 es la constante dada en (1.8); y mds ain,

(1.17) IR@ur)lly o= sup T2

< CUT(UT),
0£veV HUHV

donde C' = C(d, kt,¢) > 0.

DEMOSTRACION. Sea 7 € T y supongamos que ur € Vg satisface (1.15). Sea v € V
y sea vy := Pv € V7 la interpolante de Scott-Zhang de v.” Puesto que (R(ur),vr) = 0,
usando (1.12), tenemos

Riur).o) = Rlur)v = or) = 3 ([ Rrn-vr) + [ srur)o-on).

TeT

Se puede construir el operador de Scott-Zhang de manera que preserve condiciones de borde homogéneas

en una parte del borde de €2 en el caso en que I' sea un subconjunto propio de 992 [SZ90].
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Aplicando la desigualdad de Holder y usando (1.8) tenemos que

[(R(ur),v)| <D (I1Rr(ur) iy llv = vrllp + 17 (wr) lor [0 = 7o)
TeT

1/2
< Cs2 Y (1B @r)llg HrlVelluy ) + 177 (r) o HY V0]l uy )
TeT

<V2Csy Z UT(UT§T)HVUHWT(T)’
TeT

y asi, (1.16) se cumple.
Finalmente, (1.17) sigue de (1.16) aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y utilizan-
do (1.1). O

En general, si el error esta controlado por el residuo, es decir, si existe una constante C' > 0

tal que
(1.18) lu —urllv < ClIR(ur)]lv,
donde u € V es solucién del problema (P), del teorema anterior se sigue que

(1.19) |u —urllv < Cnr(ur),

esto es, el estimador global es confiable, puesto que es una cota superior para el error. En la
prueba del Teorema 1.21 demostramos (1.18) para problemas elipticos lineales y por lo tanto,
que el estimador global es, en efecto, una cota superior para el error.

Por otro lado, el siguiente resultado provee una herramienta para estudiar la eficiencia de
los estimadores.

Notemos que definiendo ng := 3 si d =2 y ng := 6 si d = 3, se garantiza que después de
realizar ng bisecciones a un elemento T' de una triangulacién, aparecen nuevos nodos sobre cada

lado y en el interior. Esto permite construir una burbuja discreta en Ty sobre cada lado de T'.

TEOREMA 1.16 (Eficiencia local discreta de los estimadores). Sea 7 € T y fijemos T € T .
Sea T, € T el refinamiento de T que se obtiene bisectando ng veces cada elemento de N (T).

Sea V, un subespacio cerrado de V tal que V., C V.. St vy € Vi y u, € V, satisfacen

(1.20) (R(v7),v) < Crllvr — wsellv)lvllvw),  Yv €V, sop(v) Cw,
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para alguna constante Cr > 0, donde w puede ser cualquier T € N7 (T') o wr(S), para cualquier

lado S de T, entonces
UT(UTaT) S C <||UT - u*HV(wT(T)) + HT HRT - R—THLUT(T) + Hf11“/2 HJT - EH@T) ;

para alguna C = C(d, kt,?,Cr) > 0, donde R—T|T’ denota la proyeccion de Ry := Ry (vr) sobre
Py_1(T") en L*(T"), para todo T' € N7 (T), y para cada lado S C OT, J_Tls la proyeccion de
Jr = Jr(vr) sobre Pp_1(S) en L?(S).

Antes de demostrar este teorema hacemos algunas observaciones.

OBSERVACION 1.17. En general, la cantidad [[vr — u.[lv(,) puede ser:
= Un error local discreto. Esto es, cuando V, es un espacio discreto asociado a un refi-
namiento de 7, y u, es solucion de la discretizacion del problema (P) en V., el resultado
serd una estimacion llamada eficiencia local discreta de los estimadores.
» Una medida de error local. Es decir, si u es solucién del Problema (P) en V, tomando
Ve =V y uy = u, el resultado serd una estimacion llamada eficiencia local de los

estimadores.

OBSERVACION 1.18. En la demostracién del Teorema 1.16 haremos uso de las siguientes

propiedades, en donde £ € N es un grado polinomial fijo:

1. Para cada simplex T en R?, existe una burbuja ¢7 sobre T tal que

/02¢T R~ / v?, Vv e P (T).
T T

2. Para cada lado S de un simplex T' en R?, existe una burbuja ¢g sobre S tal que

/UQ(bs ~ / V2, Vo € Pr_1(9).
S S

La prueba de estas propiedades se basa en el hecho de que todas las normas son equivalentes
en un espacio de dimensién finita y en la construccion de burbujas por escalamiento de una

burbuja en una configuracién de referencia. Las constantes de equivalencia dependen de d, de

diam(7T) 8
Y de /.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.16. Supongamos que se cumplen las hip6tesis del teore-

ma. Utilizaremos el simbolo “<” para indicar “< C”, con C' = C(d, kt,¢,CRr) > 0.

8En la demostracién del Teorema 1.16 se muestra explicitamente la construccién de las burbujas ¢ y de ¢s.
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Analizamos primero el residuo interior Ry := Ry (vr). Puesto que
(1.21) IR7llr < |R7|, + || BT — RT|;

serd suficiente estimar HR_TH T
Sea i el vértice de 7. que es interior a T. Sea @7 la funcién continua y lineal a trozos

sobre 7, tal que pr(x mt) =1y w7 es nula sobre todos los otros vértices de 7,. Entonces

02) RS [ Reer= [ Rerer) = [ pe(®ren) + [ (7 - Re)Rrer

Si definimos v := Ryor € V7. C V,, teniendo en cuenta que v se anula sobre 9T, para la

primera integral en el lado derecho de (1.22) se tiene que

/T Rrv = (R(vr),v) < Crllor — wllven lollveny

y para la segunda,

| ~ Br)rer < [Rrerl, |7~ Brl, < [l |7 - R,
Usando la desigualdad inversa (1.5) y que |[v||; < || Rz, obtenemos
(1.23) Hr||Rr ||, < lvr = willvery + Hr |RT = Rr|| 1 -
Finalmente, de (1.21) y (1.23) se sigue que
(1.24) Hr | Ry < llvr = wallvery + Hr |Rr = Ry |-

La misma cota se cumple cambiando T por T’ para cualquier 7" € N7 (T).
En segundo lugar estimamos el residuo de salto Jr := Jr(vr). Sea S un lado de T'. Como

antes, acotamos primero la proyeccién Jr de Jr, puesto que

(1.25) lJ7lls < [ J7||g + || J7 = JI7| 5

t

Sea xg‘ un vértice de 7, interior a S. Sea g la funcién continua y lineal a trozos sobre 7, tal

que ws(mgm) =1y pg se anula sobre los otros vértices de 7,. Entonces

(1.26) 17712 < / T = / Tr(Tres) = / I (Trs) + / (Tr — Jr)Tres.

Supongamos que S es un lado interior. El caso en que S es un lado frontera se puede tratar
con la misma técnica. Sean T y T5 los elementos que comparten .S, uno de los cuales obviamente

es T. Extendemos J7 a w7 (S) como constante a lo largo de la direccién de una arista de cada
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T;, para i = 1,2, y denotamos a esta extensién nuevamente J7. Notemos que J7 es continua
sobre wr(S) y JT|T € Py_1(T;), parai = 1,2.

Puesto que v := Jrpgs € V7. C V, y teniendo en cuenta que v se anula sobre (w7 (9)),
para la primera integral en el lado derecho de (1.26) tenemos que

2 /S Jrv = (R(vr),v) — /T Bro < or = tellviorplelveor ) + 1R7los s 10llorcs)
1

UTs

mientras que para la segunda,

T = ar)Tres < |[Tresls 177 = s < |77 |77 = 1.

Asf, usando nuevamente la desigualdad inversa (1.5), que [[v[l,, gy < HJ_THWT(S) y que

177l s5) S Hal? 77 se siggue que

(1.27) H}?|

‘JTHS S o = wsllvor sy + Hr BT llor(s) +H HJT—JTHS

Finalmente, de (1.25) y (1.27) se tiene

1/2 1/2

17715 S lvr = wallvwr sy + Hr | BT |, |77 = 1|5

Sumando la dltima ecuacién sobre los lados S C 0T, obtenemos

1/2
Hi 1 I1llor S ot = willvor ) + HO 1R |y oy + Hel |1 = T1 | 7

Se completa la prueba del teorema teniendo en cuenta (1.24) y la tltima desigualdad. O

Supongamos que se cumple la estimacién (1.20) para todo w C €, con u, = u solucién del
problema (P) en V, =V, como ocurre en el caso de problemas elipticos lineales, segin veremos

en la prueba del Teorema 1.24 debajo. Entonces, el Teorema 1.16 implica que

1/2

128)  nr(orT) < O (lor — ulvorry + Hr |Rr = Brll,p iy + H* |77 = Trlor)

para todo T' € 7, donde C' es una constante positiva. Notemos que esta estimacién nos permite
concluir que los estimadores de error local son eficientes, siempre que los dos ultimos términos
del lado derecho de esta desigualdad, llamados términos de oscilacion, sean pequenos.

Definimos la oscilacion local oscr(vr;T) como

(1.29) ochT(vT;T) = H:2rHRT—R—TH;‘FHTHJT—J_THET, VT eT,
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donde, como antes, R, denota la proyeccién de Ry := Ry (vr) sobre Pr_y(T) en L*(T), y
para cada lado S C 0T, J_T|S denota la proyeccién de Jr := Jr(vr) sobre Py_1(S) en L?(S);

la oscilacion global oscr(vy) por

(1.30) oscx(vr) = Z oscx(vr; T).
TeT

Siempre que Y sea un subconjunto de 7, osc3(vr; T) denotard la suma > gy 0sc5 (v T).

Finalmente, si sumamos (1.28) sobre todo 7" € 7, usando (1.1) obtenemos que

(1.31) nr(vr) < C(||lvr — ullv + oser (vr)),
para alguna constante C' > 0.

OBSERVACION 1.19. Si u es solucién del problema (P) y uzr € Vg es solucién de una
discretizacién de (P) en V7, puesto que oscr(vr) < nr(vr), de las estimaciones (1.19) y (1.31)

se sigue
nr(ur) =~ ||ur — ully + oscr (ur).

Esto significa que el estimador de error n7(ur) en realidad estima la cantidad |Jur — ully +

oscr(ur), que llamamos error total.

1.4.3. Optimalidad del error de aproximaciéon. En esta seccién introducimos el con-
cepto de optimalidad de un método adaptativo en términos de los grados de libertad, lo que
significa que la sucesion generada por el algoritmo converge con la velocidad éptima en el sentido
que precisamos a continuacién.

Supongamos que queremos aproximar la solucién u del problema (P) mediante un método
adaptativo, y supongamos que errory (vy) es una medida del error entre u y vr.

Para N € Ny, definimos Tn como el conjunto de todas las posibles triangulaciones conformes

generadas por refinamiento de 7y con a lo sumo N elementos més que 7y, es decir,
Ty :={T €T: #T -—-#Tp<N}.

Los elementos 7 de este conjunto se llaman triangulaciones de complejidad < N. El error de

la mejor aproximacién de la solucién w del problema (P) al utilizar funciones discretas sobre
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mallas de complejidad < N esta dado por?

o(u;N) = TienﬁlfN UTﬂg{/T errory(vr),

Para s > 0, decimos que u € Ag si
lu|s :== sup (N + 1)°c(u; N) < o0,
NeNy

esto es, u estd en la clase Ay si puede ser aproximada sobre mallas adaptativas con una rapidez

(DOFs)~%.19 El siguiente resultado elemental es 1itil.

LEMA 1.20. Supongamos que u € Ag. Entonces, dado € > 0, existen una triangulacion

T. € T y una funcion v. € Vr tales que
1 1
#T. — #To < |ulse” s Y errory. (ve) < €.

DEMOSTRACION. Supongamos que u € A,. Sea € > 0 y elijamos el tinico N € Ny que

satisface
1 1
N <Julje™s <N +1.

Puesto que (N + 1)%c(u; N) < |uls, de la eleccién de N se sigue que o(u; N) < . Finalmente,
teniendo en cuenta la definicién de o(u; N), existen 7 € Ty y vy € V7 tales que errory(vy) < ¢

y como T € Ty,

1
#T — #Ty < N < |ulse+,
lo que completa la demostracion. O

El estudio de las clases de funciones que permiten aproximacion con ciertas velocidades
estd fuera del alcance de esta tesis. Algunos resultados sobre esto pueden encontrarse en [ BDDP02,
GMO08, GMO09|.

La optimalidad de un algoritmo adaptativo significa que si la solucion u de un problema
puede aproximarse con mallas adaptativas de manera que el error decrezca como N %, donde

N es la cantidad de grados de libertad de las mallas y s > 0 es un ntimero real, o sea, si u € Ag,

9Aqui utilizamos errorz(v7r) para indicar una cierta nocién de error de aproximacién para una funcién

discreta v asociada a la malla 7.

ODOFs denota la cantidad de grados de libertad (degrees of freedom), es decir, la dimesién del espacio

discreto Vr.
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entonces el algoritmo adaptativo genera una sucesién de mallas {7 }ren v de aproximaciones
{ug tren que satisfacen
errory, (ug) < C(#7k — #70)°,

para alguna constante C' > 0, es decir, el algoritmo genera una sucesion de mallas donde el error
de las aproximaciones a la solucién del problema decrece con la mayor rapidez posible.

Hasta el momento, para lograr un resultado de este tipo en [CKINSO08] para problemas
lineales elipticos, y en esta tesis para problemas no lineales que surgen de leyes de conservacién
estacionarias en el Teorema 4.16, y para problemas elipticos de autovalores en el Teorema 11.9

y su corolario, se han utilizado los siguientes resultados:

1. El Lema 1.12 que acota la complejidad de la malla en un nivel en términos de la
cantidad de elementos marcados en los niveles anteriores, para lo cual necesitamos
enumerar la malla inicial adecuadamente, segin la Definicion 1.11.

2. Una cota para la cantidad de elementos marcados en cada paso en términos del error
cometido en ese paso en los Lemas 4.15 y 11.8, la cual se basa a su vez en lo siguiente:

= Utilizar para el marcado una estategia de Dorfler eficiente, eligiendo el parametro
0 suficientemente pequeno.
s Un Lema de Cea, es decir, un resultado que establezca una casi-optimalidad del

error de la aproximacién ugy € V7 en el siguiente sentido:

errory(ur) < C inf errorg(vr),
vreVr

para alguna constante C' > 0 independiente de 7.

= Un resultado de marcado dptimo, lo que significa si algun refinamiento da una
cierta reduccion del error, entonces el marcado necesariamente se hizo satisfaciendo
el criterio de Dorfler.

= La regularidad de la solucién exacta.

3. Una propiedad de contraccion para alguna nocién equivalente del error (ver Teore-
mas 4.14 y 11.7) que se basa en:

» Un resultado de (casi) ortogonalidad para el error de dos soluciones discretas
consecutivas.

= Un resultado de reduccion del estimador debido al refinamiento.

= El uso de la estrategia de Déorfler para el marcado.

= Una cota superior global para el error en términos del estimador de error global.
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1.5. Meétodos de elementos finitos adaptativos para ecuaciones elipticas

En esta seccion presentamos una formulacion variacional clasica asociada a ecuaciones difer-
enciales elipticas y establecemos estimaciones de error a posteriori ya conocidas para este tipo
de problemas, algunas de cuales seran tutiles al momento de demostrar estimaciones a posteriori
para problemas no lineales en el Capitulo 4.

Sea V := HL(Q) definido en (1.10), y consideremos el

Problema eliptico

Dado L € V', hallar u € V tal que

(1.32) a(u,v) = L(v), Yovev,

donde la forma bilineal a : V x V — R satisface las siguientes propiedades:

» Simetria: Esto es, a(v,w) = a(w,v), para toda v,w € V.
» Acotacién: Existe una constante C' > 0 tal que |a(v,w)| < Clv|lv||w|y, para toda
v,w e V.

= Coercitividad: Existe una constante ¢, > 0 tal que ¢,|[v||? < |a(v,v)]|, para toda v € V.
De estas propiedades se sigue que a(-,-) es un producto interno en V y que la norma inducida

|| - |la definida por

v]la := a(v,v)2, Voev,

es equivalente a || - ||y.
Por el Teorema de Representacién de Riesz se tiene que el problema (1.32) tiene una dnica
solucion u € V.

Como ejemplo, podemos considerar el problema de Dirichlet:

Dada f, hallar u tal que

—Au=f en {2
(1.33)
u=0 sobre 0€),

cuya forma débil es:
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Caso particular: Problema de Dirichlet

Dada f € L?(2), hallar u € H} () tal que

/Vu-Vv:/fv, Vo e H(Q).
Q Q

Notemos que este problema tiene la forma (1.32) tomando V = H}(Q), y

a(u,v):/QVu-Vv, Yu,v € H)(Q) y L(v):/va, Vo e H}(Q).

Dado un grado polinomial fijo ¢ € N, y dada una triangulaciéon conforme 7y de 2, para
cada 7 € T := T(7p) consideremos el espacio de elementos finitos V7 definido en (1.11), y la

siguiente discretizacién del problema (1.32):

Problema discreto

Hallar us € V7 tal que

(1.34) a(ur,vr) = L(vr), Vor € Vr.

En este caso, el residuo de v € V esta dado por
(R(v),w) := a(v,w) — L(w), VweV,

y suponemos definidos un residuo interior Rz y un residuo de salto Jr de manera que se
satisfaga la relaciéon fundamental (1.12).

Por ejemplo, para el problema de Dirichlet (1.33), si vz € Vr,

RT(UT)|T = —Avr — f, VT eT,

JT(UT)|S = (VUT|T1 7?1 + V?}T|T2 T?Q) , VSe SQ,

DN | =

y Jr(vr))s =0, 81 S € Spa.

Consideremos los estimadores de error local n7(vy;T) definidos como en (1.13) y el esti-
mador de error global n7(vy) como en (1.14). A continuacién establecemos dos estimaciones
a posteriori muy conocidas para el problema (1.32), que necesitaremos luego para probar las
estimaciones andlogas para los problemas no lineales presentados en la primera parte de esta

tesis.



1.5 MEF adaptativos para ecuaciones elipticas 29

TEOREMA 1.21 (Cota superior global). Sea u € V la solucion del Problema eliptico (1.32).

Entonces eziste C = C(d, kt,£) > 0 tal que
Jur = ulla < Cyr(ur),
donde ur € Vr es la solucion del Problema discreto (1.34), para cualquier T € T.

DEMOSTRACION. Sea 7 € T y sea ur € Vr la solucién de (1.34). Si u € V es solucién del

Problema eliptico (1.32), entonces
lur —ul? = a(ur — v, ur — u) = alur, ur —u) — a(u, ur —u)
= a(ur,ur —u) = L{ur —u) = (R(ur),ur —u) < [[R(u)|lv |[ur — ulla,
y en consecuencia,
lur = ulla < [[R(uz)]lv

Finalmente, teniendo en cuenta que (R(ur),vr) = 0, para toda vy € V7, del Teorema 1.15 se

sigue lo que afirma este teorema. O

TEOREMA 1.22 (Cota superior local). Eziste C' = C(d, kT, ¢, cq) > 0 tal que para toda T € T

y para todo refinamiento T, € T de T,
lur —uz o < Cnr(ur;R),

donde R denota el conjunto de elementos de T que se refinaron para obtener T., y ur y ur,

son las soluciones de (1.34) en Vr y V1. respectivamente.

OBSERVACION 1.23. Dada una triangulacién 7 € T, si R es el conjunto de elementos de 7
que se refinan para obtener una triangulaciéon 7, € T, por lo expuesto en la Seccién 1.3, para
cada vr, € V7. podemos construir, utilizando el operador de interpolacién de Scott-Zhang, una
aproximacién vy € V7 de modo que vy = vy, sobre los elementos no refinados 7 \ R, y que se

cumpla

1/2
(135)  |lvr — orlly < CszHr|Vorllorays v llor = o7llor < CszHy! 2 [Vor lur )

sobre los elementos refinados T' € R, donde Csz = Csz(d, k1, ¢) > 0 (ver Observacién 1.9).
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.22. Sean 7,7, y R como en las hipétesis del teorema.
Sean ur y ug, soluciones de (1.34) en V7 y V7, respectivamente. Puesto que uz, es solucién

de (1.34) en V7, y que V7 C V7., tenemos que

2 = a(ur —ur,,ur —ur,) = a(ur,ur —ur.) — a(ur,, ur — ur,)

lur — ur,

=a(ur,ur —ur,) — Llur —uz,) = (R(ur),ur — uz,).

Para el error er, := uyr —ug, € V7. consideremos la aproximacién ey € Vr que satisface (1.35).
Andlogamente a la demostracion del Teorema 1.15, teniendo en cuenta que (R(uz),er) =0,
usando la relacién fundamental (1.12), y considerando que e = ez, sobre todos los elementos

de 7 \ R, obtenemos

(R(uz),ur —uz.) = (R(ur), ez, —er) <V2Csz > nr(ur; T)||Ver|lwy (1),
TeER

donde hemos usado también las estimaciones (1.35). Finalmente, de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, utilizando que || - ||, v que || - ||v son equivalentes, se sigue el resultado de este teorema.

O

Finalmente, podemos demostrar una cota inferior global para el error, si la forma a satisface

la siguiente propiedad de acotacion local: Existe una constante C, > 0 tal que
a(v,w) < Collv|lywlwllvew),  Vo,wevV,
siempre que sop(w) C w, para w C .

TEOREMA 1.24 (Cota Inferior Global). Sea u € V la solucion del Problema eliptico (1.32).

Eziste una constante C' = C(d, kt,4,¢cq,Cq) > 0 tal que
2 2 2
Cnz(vr) < llor — ullg 4 oscz(v7),
para toda vy € Vo, para cualquier T € T.1

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema eliptico (1.32) y sea 7 € T. Puesto

que para toda vy € V7, y para toda v € V con sop(v) C w C Q,
(R(v7),v) = a(vr,v) — L(v) = a(vr,v) — a(u,v) = a(vr — u,v) < Callvr — ullv(w) llv]lvw),

1 Aqui la oscilacién oscr (vr) se define como en (1.30).



1.6 Miscelanea 31

del Teorema 1.16 (tomando V, =V, u, = u, y siguiendo su notacién) se sigue que

(1.36)

_ 1 _
nr(vr;T) < C(|vr — ullvwr(ry) + Hr |[RT — RTHW(T) +HE ||Jr = Jrl|5p), VT ET,

con C = C(d, kt,¥,C,) > 0. Sumando la desigualdad (1.36) sobre todos los elementos T' € 7 se

completa la demostracién de este teorema. O

1.6. Miscelanea

Finalizamos este capitulo haciendo algunos comentarios que serdn de gran utilidad en el
desarrollo de ambas partes de esta tesis. Concretamente, presentamos dos subsecciones. En la
primera, establecemos una clasificacién de los elementos de las mallas de una sucesiéon adapta-
tiva que resulta 1til para demostrar la convergencia (sin orden) de métodos adaptativos (ver
Capitulo 3 para problemas no lineales y Capitulo 9 para problemas de autovalores). En partic-
ular, en el Lema 3.3 y en el Teorema 3.4 de la Parte I, y en el Lema 9.4 y en el Teorema 9.5
de la Parte II. Esta clasificacién fue introducida en [MSV08| para demostrar la convergencia
de problemas lineales, y simplificada posteriormente en [Sie08]. Por otro lado, en la segunda
subseccion, introducimos la notacién correspondiente para estimar adecuadamente los cambios
que sufren los estimadores a posteriori y los términos de oscilacién debido al refinamiento. Es-
tos resultados son claves al momento de demostrar la optimalidad de métodos adaptativos (ver
Capitulo 4 para problemas no lineales y Capitulo 11 para problemas de autovalores). En par-
ticular, la reduccion del estimador resulta fundamental para probar una contraccién del error
(ver Teoremas 4.14 y 11.7), mientras que la perturbacion de la oscilacion se utiliza para probar
resultados de casi-optimalidad del error o lemas de tipo Cea (ver Lemas 4.10 y 11.3) y resultados

de marcado 6ptimo (ver Lemas 4.12 y 11.6).

1.6.1. Clasificaciéon de los elementos de una malla. Sea 7; una triangulacién con-

forme de 2. Comenzamos introduciendo la siguiente

DEFINICION 1.25 (Funcién de tamafio de la malla). Dada una triangulacién 7 € T := T (7)),

hr € L>() es la funcién constante a trozos tal que
hri,:=Hr, VTecT.
Asi, el tamano global de la malla H viene dado por

H - h oo - A H
7 = |h o0 @) = mdx Hr,
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donde Hy = |T|"/? es el tamario local de la malla.
Por otro lado, del refinamiento por biseccion descripto en la Seccion 1.1.3 se sigue que la
funcién de tamano de la malla es mondtona; esto es, si 7 € T y 7, € T es un refinamiento de

T, entonces hy, < hr, y se reduce estrictamente en las regiones refinadas, mas precisamente,
1
VT eT,\T, hT*|T§2_EhT\T'

En la siguiente definicion establecemos la clasificacion mencionada de los elementos de una

malla.

DEFINICION 1.26. Dada la sucesién de triangulaciones {7y }ren, € T, donde 711 es un

refinamiento de 7, para cada k € Ny, definimos

TH={TeT|TeT,, VYm>k} 70 =T\ T,

Qf = U wi(T), QY = U wi(T),

TeT;" TeT?
para k € Ny, donde wi(T) := wr, (T). En palabras, ’Z;:r es el conjunto de elementos de 7, que
no se refinan en el proceso adaptativo, y ’Z;,O estd formado por aquellos que son refinados en
alguna iteracién posterior. La regiéon Q,Jg estd formada por los elementos que no se refinan y sus
vecinos inmediatos, y Qg es la cubierta por los elementos que se refinan en algiin momento y

Sus vecinos.

Puesto que 7j.1 es siempre un refinamiento de 7j, para casi todo z € ) se tiene que

{h7, (x)}ken, es mondtona decreciente y acotada inferiormente por 0. Asi,
hoo(z) == ka h, ()

estd bien definida en casi todo x € Q y define una funcién en L (). Més ain, la convergencia

es uniforme como lo afirma el siguiente lema, cuya demostraciéon puede encontrarse en el Lema

4.3 y el Corolario 4.1 de [MSV08].

LEMA 1.27. La sucesion de funciones de tamano de la malla {hr, }ren, converge a hs

uniformemente, es decir,

Jim Az, — hooll Lo () = 0,
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Y St XY denota la funcion caracteristica de Qg entonces
lim ||A ollpe0) = 0.
el | TkazkHL Q)

1.6.2. Reducciones del estimador y de los términos de oscilacién. SeaV:= HL(2)
y dada una triangulacién conforme 7y de Q, para cada 7 € T := T(7p), consideremos el espacio
V7 definido en (1.11). Supongamos definidos un residuo interior Ry y un residuo de salto Jr,
y en base a éstos los estimadores de error local por (1.13) y la oscilacién local por (1.29), como
explicamos en la Seccién 1.4.2. Si los residuos estan bien definidos para ciertas vy, wr € Vo,

entonces

1/2
nr(wrsT) = (B} | By (w5 + Hr |7 (wr)l3r )
1/2
< (B3 |Rr(or) I3+ Hr |77 (1)l )
1/2

+ <(HT IRz (v7) — Rr(wr)lp ) + (Hy? |7 (vr) — JT(wT)HaT)2)

< nr(vr;T) + Hr |Rr(vr) — Rr(wr)llp + Hy? |77 (vr) = Jr(wr)llor
para todo 17" € 7. Definamos
gr(vr.wr:T) := Hr |Rr(vr) = Rr(wr)|lp + Hy* |7 (o) = Jr(wr)llyr, YT €T,
y notemos que la ultima desigualdad se tranforma en
(1.37) nr(wr;T) < nr(vr; T) + gr(vr,wr; T), VT eT,
y analogamente,
(1.38) oscr(wr; T) < oser(vr; T) + gr (v, wr; T), VT eT.

Asi, la cantidad g7 mide la diferencia entre los indicadores de error y los términos de
oscilacién de dos funciones discretas. En general, buscaremos una estimacion de la forma
(1.39) > gr(vr,wr T) < Cllvr — wrlff,

TeT
donde C' > 0 es una constante.

Para obtener resultados de optimalidad en métodos adaptativos es necesario tener un control
de las perturbaciones que sufren los estimadores y los términos de oscilacion en los sucesivos

refinamientos. Las estimaciones (1.37) y (1.38) serdn ttiles para este analisis, considerando vy
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en una malla, y w7 en un refinamiento de ésta. Estimaciones como (1.39) se demostrardn para

los problemas especificos.
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LEYES DE CONSERVACION
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CAPITULO 2

Leyes de conservacion estacionarias no lineales

En este capitulo iniciamos el estudio de ecuaciones diferenciales elipticas casi lineales de la
forma
—V - (a(|Vul*)Vu) = f en 2

(2.1)
u =0 sobre 0f2,

donde o y f estdn dadas.! Problemas de este tipo describen leyes de conservacién estacionarias
que aparecen frecuentemente en fisica matematica. En el caso particular en que «(t) = 1 para
todo t > 0, el problema (2.1) es el cldsico problema de Dirichlet (1.33). En consecuencia, desde
un punto de vista matemdtico, podemos interpretar al problema (2.1) como la generalizacién
no lineal mas simple del problema clasico de Dirichlet; y desde un punto de vista fisico, este
modelo no lineal es més abarcativo.

Problemas del tipo (2.1) contemplan varias situaciones fisicas completamente diferentes en
hidrodindmica y dindmica de gases (flujos subsénicos y supersénicos), electrostatica, magne-
tostatica, conduccién del calor, elasticidad y plasticidad (por ejemplo, la torsién plédstica de
barras), etc [Zei88|.

En particular, si suponemos que 2 C R? es un cuerpo, podemos considerar a u(z) como la
temperatura del cuerpo en el punto z € Q. Asi, la cantidad —a(|Vu|?)Vu en (2.1) representa
el campo vectorial de densidad del flujo de calor estacionario en €. El dato f describe posibles
fuentes exteriores de calor. La condicién de frontera prescribe la temperatura u en el borde
del cuerpo. La densidad del flujo de calor —a(|Vu|?)Vu se rige por una ley constitutiva que
depende de las propiedades especificas del material. Cuando « es constante este ntimero se llama
la conductividad del calor y la ley constitutiva es la ley de Fourier de la conductividad del calor.
El caso general en el que a no es constante corresponde a una ley constitutiva no lineal en donde

la conductividad del calor depende del gradiente de la temperatura en cada punto.

ISi F:Q c R - R? es un campo vectorial de componentes F;, para i = 1,2,...,d, V- denota el operador

Divergencia, dado por V- F := ¢ 2 [

i=1 Ox; =
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En la siguiente seccién consideraremos un problema mds general que (2.1), donde o puede

depender también del punto x € €2, y donde la densidad del flujo esta dada por
—a(, |Vu(x)|f4($))A(x)Vu(x),

donde la matriz A tiene las propiedades descriptas debajo.

2.1. Leyes de conservacion estacionarias en medios no isotrépicos

Recordamos que Q C R? denota el interior de un poligono si d = 2, o de un poliedro si
d = 3, cuya frontera 0f) es Lipschitz.
Sea A : Q — R tal que A(x) es simétrica para todo z € €, y uniformemente definida

positiva, es decir, existen constantes a,a > 0 tales que
(2:2) alf? < A@)¢-€<algl’, VazeQ eRY

Por otro lado, suponemos que A es Lipschitz a trozos sobre una triangulacion inicial conforme

To de Q, esto es, existe C' 4 > 0 tal que?
(2.3) |A(z) — A(y)|l2 < Calx —yl, Ve,yeT, VT eT.

Dado x € , para cada & € RY, definimos \5]?4(3:) = A(z)§ - €.
Sea a : Q x Ry — Ry una funcién de clase C! en su segunda variable. Suponemos que

existen amim v umax positivos tales que
(2.4) amin < a(z,t) < omax, VeeQ t>0.
Consideramos la siguiente ley de conservacién estacionaria:

Dada f, hallar u tal que

~V - (a(-, |Vul})AVu) = f en
(2.5)
u=20 sobre 0.

Notemos que en el caso en que «a depende de = € 2 sélo a través del flujo en z, y A(z) =
I € R™? es 1a matriz identidad para todo z € €2, el problema (2.5) se reduce a (2.1).

Una formulacién variacional del problema (2.5) resulta en el siguiente:

2Recordamos que || - ||2 denota la norma 2 de matrices, inducida por la norma usual de vectores | - |.
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Problema modelo (no lineal)

Dada f € L?(), hallar u € H{(Q) tal que

(2.6) /Qa( | Vul|}) AV - Vo = /va, Vv e HH Q).

Si definimos V := H} (),

(2.7) a(w;u,v) := / af -, |Vw|%)AVu - Vo, Vw,u,v eV,
Q

L(v) := /va, Vv eV,

entonces la ecuacién (2.6) puede escribirse como
a(u;u,v) = L(v), VveV.
Si V' = H~1(Q) denota el espacio dual de V, y si definimos el operador 4 : V — V' por
(Au,v) = a(u;u,v), Yu,v €V,
es claro que el Problema modelo (2.6) es equivalente a hallar u € V tal que
Au =L,

donde L € V' estd dado. En la seccién siguiente veremos que problemas de este tipo estdn bien
planteados cuando el operador A es Lipschitz y fuertemente mondtono. El resto de esta seccién
estd destinado a demostrar que el operador A que estamos considerando en este caso satisface
estas dos propiedades.

Introducimos primero dos funciones auxiliares 3 y v que se definen en base a la funcién «

y que seran utiles para hacer mas clara esta presentacién. Sea (3 : 2 x Ry — R, dada por

2

(2.8) Bz, s) = % /0 " alnt) dt,

y notemos que de la Regla de Leibniz se sigue que la derivada de 8 con respecto a su segunda
variable es
0
(2.9) Dyf(z,s) == a—ﬂ(ac,s) = sa(z, s?).
S
Ademsés definimos 7 :  x R* — R, por

(2'10) ’Y(SU,E) = ﬁ(x7 |£|.A(m))
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En el siguiente lema, cuya demostracion es elemental, establecemos una férmula para derivar

la funcién ~.

LEMA 2.1. Si Va7 denota el gradiente de ~v como funcion de su sequnda variable, entonces
(211) v27(xa£) = Oé(ﬂ?, |£|?4(x))“4(x)£? \V/,I € Q’ 5 S Rd'

. €
DEMOSTRACION. Sean z € Q y & € R%. Puesto que v(z,&) = %fo‘ g a(z,t) dt, tenemos
que

oy 1 0 .

Teniendo en cuenta que A es simétrica, si h € R, h # 0, y e; € R? es el versor unitario en la

direccién positiva del eje &;,
1

y en consecuencia, %\gli(x) = 2A(x)¢ - e;. Finalmente, considerando (2.12) concluimos la

demostracion de este lema. O

Demostramos ahora que el operador A es Lipschitz y fuertemente mondétono si Do 3 definida
en (2.9) lo es. En vista de la desigualdad de Poincaré-Friedrichs (Teorema 1.1), consideramos

| llv :== IV - |la, que es una norma equivalente a la norma en V.= H}(£2) heredada de H'(2).

TEOREMA 2.2 (Propiedades del operador A). Consideremos (3 definida por (2.8).

(i) Si Daf3 es Lipschitz en su sequnda variable, entonces el operador A es Lipschitz. Mds

precisamente, si existe una constante Cq > 0 tal que
Ca
(2.13) |Dof(x,t) — Dof(z,5)| < £|t — s, VeeQ t,seR,,
entonces
(2.14) |Au — Avl|yr < Callu — vy, Vu,veV.

(ii) Si Daf es fuertemente mondtona en su sequnda variable, entonces el operador A es

fuertemente mondtono. Mds precisamente, si existe una constante c4 > 0 tal que
c
(2.15) Dof(z,t) — Dof(z,s) > 2(t—s), VaeQ t,seR t>s,
a
entonces

(2.16) (Au— Av,u —v) > callu —v||%, Vu,v e V.
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OBSERVACION 2.3 (Sobre las hipétesis del Teorema 2.2). Si Cy := % y €4 = 2, es
sencillo verificar si Daf satisface las hipdtesis (2.13) y (2.15) del Teorema 2.2. En efecto, Dy

es Lipschitz y fuertemente mondtona en su segunda variable si y sélo si
(2.17) ea(t — ) < Dof(a,t) — Dofi(w,s) < Calt—s), VaweQ t,seRy t>s;

y si Doar denota la derivada de « respecto de su segunda variable, esto iltimo se cumple si y
sélo si

0°p _ 2 2 2 ~

cAgw(x,t)—a(x,t ) + 2t“Doa(x, t7) < Cy, VeeQ t>0.

Por otro lado, puesto que DoB(x,t) — Dof3(x,0) = ta(z,t?), de (2.17) se sigue que
ia<a(zt)<Ca, VYzeQ, t>0.

En resumen, para garantizar que las hipdtesis del Teorema 2.2 se satisfacen, es suficiente

que existan constantes c; y ¢y positivas tales que
(2.18) c1 < afx, t?) + 22 Doar(z, %) < o, Vee, t>0.

La condicién (2.18) se satisface si, por ejemplo, « es acotada, a(z, ) es mondtona no decre-

ciente para todo x € Q, y

inf a(z,0) >0, sup lim Doof(z, t?)t* < oo, sup lim Dya(x, t?)t? < oc.
2€Q 2eQ t—0" 2eQ t—00

Si consideramos o(z, |Vu(z) |?4(x)) como la conductividad en el punto x, y u como la temperatura,
entonces un tal comportamiento de « es razonable desde el punto de vista fisico. Por otro
lado, es importante remarcar que estas ultimas son condiciones suficientes para que se cumpla
la condicién (2.18), pero que sin embargo, esta condicién puede satisfacerse atun si a(z,-) es
mondtona no creciente para todo x € ). Esta ultima condicién sobre « serd requerida para la

convergencia de un algoritmo inexacto en el Capitulo 5.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2. (i) Supongamos que se satisface (2.13), es decir, Dy3
es Lipschitz en su segunda variable. Veremos primero que Va7vy es Lipschitz en su segunda

variable. Sean z € Q y £,¢, ¢ € R% Usando el Lema 2.1 tenemos que?

[Vay(z,€) — Vo (e, Q)] - ¢ = [ale, [€[2) AL — al, [¢]%) AL - ¥
= a(z, [E2)AE = O) - ¥ + (alz, [€2) — alz, [¢F2))AC - .

3En lo que sigue escribiremos simplemente A para significar A(x) en el punto = € 2 que corresponde.
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Para el segundo término del lado derecho de la tltima igualdad tenemos que

(e, |€14) — e, [C12))AC - ¢] < |a(z, [€2) — alz, [CP))IIC] al] 4
= |, 1€12) ([¢]a — 1€l4) + al, [€12)1€]a — al, [C2)IC]a] 9]
< (al@, [€2)IC = €l + |D2B(x, |€]a) — D2B(, [CLa)]) Y] 4
Cy Cy
< (21— ela+ 2l <l ) ol

CA

donde hemos usado (2.9), que « estd acotada por 32 y (2.13). Insertando la tiltima estimacién

en lo anterior y usando nuevamente que « esta acotada por g—g tenemos que

C
(2.19) [Vay(z,§) = Vay(z, Q)] - ¢ < ?AIC —&lalvla < Cal¢ =€l

y asi, Vo es Lipschitz en su segunda variable.
Finalmente, si u,v,w € V, usando (2.7), (2.11), (2.19) y la desigualdad de Hélder tenemos

que
‘(A’U, - A’U, ’LU>’ - ]a(u, u, w) - a(U; v, ’LU)‘

‘/ VUL AV — al-, [VulZ) AVY) -Vw'

_ ‘ [ (2.9 = 2, 70) -Vw‘
< Callu = vlfvwlv,

de donde se sigue (2.14), y asi, A es Lipschitz.
(ii) Supongamos ahora que se cumple (2.15), esto es, Dof3 es fuertemente mondtona en su
segunda variable. Probamos primero que Va7 es fuertemente monoétona en su segunda variable;

0 mas precisamente que

(VQ’}/(CU,E) - VQV(:CaC)) ’ (5 - C) > CA|£ - <|2’ Vz e, £>< € Rd'

Sean z € Q y &,¢ € R% Puesto que é4 = “4 es una cota inferior para o como vimos en la

Observacién 2.3, usando (2.11) se tiene que

[(Voy(z, &) — eaAE) —(Vay(z, () — caAQ)] - (€ —C)
= [(a(z, [§]%) A — 24 AL) — (alz, [C2)AC — EaAQ)] - (€ =)
= [(az, [£1%) — Ea)AE — (alz, [¢[Z) — Ea)AC] - (€= )
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> [(o, [€1%) = €a)l€]a — (e, [CP) — Ea)lCta) ([€]a = 1¢]a)
= [(a(a, 1€1%)1€].a — Eal€la) — (alz, [¢1%)IC]a — Eal¢la)] (1€]a — I¢]a)
= (DafB(, |€]4) — D2B(,1¢|a)) (1€].a = [€]a) — Ea(1€]a — 1¢]4)* = 0,

donde hemos usado nuevamente (2.9), y en consecuencia,

(2:20) (Vay(,€) = Var(,0) - (€ = O) = Le = (3 = ealé — ¢,

y asi, Vo es fuertemente monodtona en su segunda variable.

Finalmente, si u,v € V, usando (2.20), del mismo modo que antes tenemos que
(Au = v =) = [ (V21,90 = V(- V) - V(u = 0)
Q
2 _ 2
> ca [ [V(a =) = callu ol
Q
En consecuencia, se cumple (2.16), y asi, A es fuertemente mondétono. [

OBSERVACION 2.4 (Propiedades de V7). De la demostracién del Teorema 2.2 se sigue que
si Do es Lipschitz y fuertemente mondtona en su segunda variable, entonces también lo es

V7. En particular, teniendo en cuenta (2.19) y (2.20) tenemos que

4 < |VQ’}/(CU,E) B VQ’}/(CU,CN

< T <Ca,  VzeQ &CeRLEF#C

Por otro lado, usando nuevamente (2.19) y (2.20) obtenemos
CAh2|<|2 < [VQW(xag + hC) - v27(x>£)] ’ (hC) < CAh2|<|2? Vz e Qa 57( € Rd’ h > 0,

y en consecuencia,

Voy(x, & + h¢) — Voy(z,§)

> (< CAlP, Vo eQ (eR, h>0.

cal¢]? <

Finalmente, si D3y denota la matriz hessiana de v como funcién de su segunda variable, de la

ultima desigualdad se sigue que
(2.21) calC? < Div(,6)¢- ¢ < Cal(P, Ve e & (eR,

y por lo tanto, D3y es uniformemente definida positiva.
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2.2. Ecuaciones asociadas a operadores Lipschitz y fuertemente monétonos

En esta seccion nos proponemos estudiar la existencia de soluciones del siguiente problema:
(2.22) Hallar u € V tal que Au = L,

donde A : V — V' es un operador (en general no lineal) sobre el espacio de Hilbert real V, y
L € V' estd dado [Zei90]. Notemos que el Problema modelo (2.6) de la seccién anterior puede
plantearse en la forma del problema (2.22).

Suponemos que el operador A satisface las dos propiedades siguientes:

s A es Lipschitz: Existe una constante C4 > 0 tal que
(2.23) |Au — Avl|yr < Callu — vy, Vu,veV.

s A es fuertememente mondtono: Existe una constante c4 > 0 tal que
(2.24) (Au— Av,u —v) > callu —vl||%, Vu,veV.

Debido al Teorema 2.2 y a la Observacién 2.3 se tiene que el operador A asociado al Problema
modelo (2.6) satisface estas dos propiedades siempre que « sea de clase C! en su segunda variable

v que existan constantes c; y co positivas tales que
c1 < afx, t?) + 22 Doar(z, 1?) < c9, VeeQ t>0.

El siguiente teorema (Zarantonello (1960)) establece la existencia y unicidad de soluciones

del problema (2.22).

TEOREMA 2.5 (Existencia y unicidad). Si A :' V — V' es Lipschitz y fuertemente mondtono
(esto es, si A satisface (2.23) y (2.24) ), entonces para cada L € V' existe una tinica uw € V tal

que Au = L. Mas aiun, el problema (2.22) es estable; esto es, si Auy = L1 y Aus = Lo entonces
(2.25) Jur — uslly < e3*|L1 — La|lv.
En particular, el operador inverso A~! es Lipschitz con constante de Lipschitz c;xl.

DEMOSTRACION. Sea J : V — V' el operador lineal de dualidad entre V y V', esto es,

(Ju,w) := (v,w)y, para todo v,w € V. Mostraremos que existe ¢ > 0 tal que el operador

B, : V — V definido por

Biv ::v—tJfl(Av—L), Vv eV,
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es una contraccion. En efecto, para v,w € V se tiene que
(2.26) | B — Byl = |lv — wl|[§ — 2t (v — w, JH(Av — Aw)),, + 2| T (Av — Aw)||3.
Puesto que A es fuertemente mondtono, tenemos que
(v—w, J ' (Av - Aw)),, = (Av — Aw,v — w) > callv — wl|%,
y usando que J es una isometria y que A es Lipschitz se sigue que
177" (4o — Aw)[}3 = [[Av — Aw|3 < C5llo - w]?.
Asi, insertando estas dos tltimas desigualdades en (2.26), obtenemos
| Biv — Bywl||? < (1—2tcyq + tQCz‘) v —wl|?.

Definiendo k%(t) := 1 — 2tca +t2C3, se tiene que By es una contraccién (es decir, 0 < k(t) < 1),
si0<t<2cq/C3.

En consecuencia, por el Teorema del punto fijo de Banach, B; tiene un tnico punto fijo, esto
es, existe una unico u € V tal que Byu = u, o equivalentemente, la ecuacion Au = L tiene una
tnica solucién.

Supongamos ahora que Au; = L1 y Aus = Ls. Entonces,
callur = ug|[§ < (Aur — Aug,ur — ug) < || Aur — Aug|lvlur — ugllv = [[L1 = Lo[lv|jur — uzllv,
de donde se sigue que (2.25) vale. Ademas,
AT Ly — A Lol < MLy — Lollv,  VILi,La eV,
lo que completa la prueba del teorema. O

OBSERVACION 2.6. Notemos que para obtener la estabilidad (2.25) del problema (2.22) es
suficiente la propiedad de monotonia fuerte (2.24) del operador A; y que por otro lado, la

estabilidad significa la dependencia continua de los datos.

Concluimos este capitulo relacionando el problema (2.22) con un problema de minimizacién
de funcionales.
Decimos que A : V — V' es un operador potencial, si existe un funcional 7 : V — R tal que

J'= A, donde J' : V — V' denota la derivada de Gateaux de J; esto es, si

d
(T'u,v) = %j(u +tv)),_, = (Au,v), Yu,veV.
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En este caso, J se llama un potencial de A.

En general, si A es un operador potencial, el funcional J : V — R definido por
1
J(v) = / (A(sv),v) ds, VoeV,
0

es un potencial de A (ver [Zei90]).

Finalmente establecemos la siguiente caracterizacién de la solucién del problema (2.22).

TEOREMA 2.7 (Problema de minimizacién). Supongamos que A : V. — V' es un operador
mondtono,* que tiene un potencial J : V. — R, es decir, J' = A. Dado L € V', las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) uw €V es solucion de (2.22), es decir, Au = L.

(ii) w € V minimiza el funcional F : V. — R sobre V, donde
F(v) :=J(v) — L(v), VveV.

DEMOSTRACION. Supongamos que Au = L, para algin u € V. Puesto que A es monétono,
J es convexo [Zei90], y ya que L es lineal, F también es convexo. Para v € Vy 0 <t < 1
tenemos que

Flu+tlv—u))— F(u) _ F((1 =t)u+ tv) — F(u) < (1 —=t)F(u) +tF(v) — F(u)

t t t

Tomando el limite cuando ¢ — 0, obtenemos
(Flu,v —u) < F(v) — F(u).

Puesto que L es lineal se tiene que F'u = J'u — L, y dado que J' = A, tenemos que F'u = 0,
y asi,

Flu) < F(v),
y por lo tanto, u minimiza el funcional F sobre V.

Supongamos ahora que u € V minimiza F sobre V. Dado v € V arbitrario, tenemos que
f(t) == F(u +tv), VteR,
tiene un minimo en ¢t = 0, y asi,
0= f'(0) = (Flu,v) = (J'u,v) — L(v) = (Au,v) — L(v).

14:V 5V es mondétono, si (Au — Av,u — v) > 0, para todo u,v € V.
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Puesto que v € V es arbitario, tenemos que Au = L. O

En la Seccién 4.7 demostraremos que el operador A asociado al Problema modelo (2.6) es

un operador potencial, y en consecuencia, la caracterizacién dada en Teorema 2.7 sera aplicable

en este caso.






CAP{TULO 3

Convergencia de MEF adaptativos para problemas no lineales

En este capitulo consideramos una formulacién variacional general que surge de problemas
no lineales como el modelo de leyes de conservacién estacionarias dado en (2.6) en el capitulo
anterior. Proponemos un algoritmo adaptativo clasico para la aproximacién de la soluciéon de
este problema y demostramos la convergencia (sin orden) bajo ciertas hipétesis generales que

se satisfacen, en particular, para el problema mencionado del capitulo anterior.

3.1. Formulacién variacional de problemas no lineales

Dado Q C R%, que denota el interior de un poligono si d = 2, o de un poliedro si d = 3, cuya
frontera 0€) es Lipschitz, consideramos el espacio V := H%(Q), donde I' ¢ 90.! En particular,
cuando I' = ), V = H*(Q); y cuando I' = 9Q, V = H}(Q).

Consideramos el

Problema 1. (Problema no lineal general)

Dado L € V', hallar u € V tal que

a(u;u,v) = L(v), Vv eV,

donde a : VXV xV — R es una forma lineal y simétrica en la segunda y tercera variable que
satisface las siguientes propiedades:

» Acotacion: Existe una constante C, > 0 tal que

(3.1) la(w;u,v)| < Cqllully||v]v, Vw,u,v e V.
» Coercitividad: Existe una constante ¢, > 0 tal que

(3.2) callull? < alw;u,u), Vw,ueV.

Para el Problema modelo (2.6) dado en el capftulo anterior, donde V = H}(f2), se tiene que

la forma a definida en (2.7) es lineal en la segunda y tercera variable, y puesto que la matriz

1En el caso en que I" sea un subconjunto propio de 02 suponemos que éste es la unién de lados de elementos

de la triangulacién inicial 7o que se considere.
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A es simétrica, a es simétrica con respecto a la segunda y tercera variable. Por otro lado, de la
propiedad (2.2) de la matriz A y de la acotacién (2.4) de la funcién « se sigue que la forma a
es acotada y coercitiva.

Definiendo el operador (no lineal) A : V. — V' por
(3.3) (Au,v) = a(u;u,v), Vu,v eV,

resulta evidente que el Problema 1 es equivalente a la ecuacién (2.22), y en consecuencia,
podemos utilizar el Teorema 2.5 para concluir que el Problema 1 tiene una tnica solucién
siempre que el operador A : V — V’ sea Lipschitz y fuertemente monétono. En este caso, las

definiciones dadas en (2.23) y (2.24) pueden reescribirse como

» (A es Lipschitz) Existe una constante C'4 > 0 tal que
(3.4) la(u; u, w) — a(v;v,w)| < Callu —v||v|wlv, Vu,v,we V.
» (A es fuertememente mondtono) Existe una constante c4 > 0 tal que
(3.5) a(u;u,u —v) — a(v;v,u —v) > eallu — |3, Vu,veV.

Si consideramos nuevamente el Problema modelo (2.6) dado en el capitulo anterior, del Teore-
ma 2.2 y de la Observacion 2.3, se tiene que el correspondiente operador A satisface (3.4) y (3.5)
siempre que « sea de clase C! en su segunda variable y que existan constantes ¢; y ¢ positivas
tales que

c1 < afx, t?) + 22 Doar(z, 1?) < c9, VeeQ t>0.

3.2. Discretizacién por elementos finitos

En esta seccion presentamos la discretizacién por elementos finitos conformes del Proble-
ma 1. Dada una triangulacién conforme 7j de €2, para cada triangulacion 7 € T := T(7p)

consideramos el espacio de elementos finitos V7 C V, definido por
Vr={veV]vy, eP(T), YT eT},

donde ¢ € N es un grado polinomial fijo. Asi, la versién discreta del Problema 1 es el

Problema 2. (Discretizacién del Problema no lineal general)

Hallar u7 € V7 tal que

a(ur;ur,vr) = L(vr), Vor € V.
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Puesto que V7 es un espacio de Hilbert con el producto escalar heredado de V, el Teorema 2.5
se aplica nuevamente para concluir que el Problema 2 tiene una tnica solucién si el operador A
definido en (3.3) es Lipschitz y fuertemente monétono. En la siguiente observacién establecemos

la estabilidad de esta discretizacion.

OBSERVACION 3.1 (Acotacién uniforme de las soluciones de los problemas discretos). Sea
7T € T. Siur € Vg es la solucién del Problema 2, usando la coercitividad de a dada en (3.2),

tenemos que

1 1 L
lurl? < La(ursur,ur) = L Ltur) < gy,
ca Ca a
y luego,
Ll
(3.6) furly < v

a

3.3. Lazo adaptativo

Consideramos el siguiente algoritmo adaptativo para aproximar la solucién u del Problema 1

mediante las soluciones de problemas discretos de la forma del Problema 2.

Algoritmo 2.

Sea 7p una triangulacién conforme de (). Poner k =0.
1. ug := RESOLVER(7).
2. {nx(T)}rer, == ESTIMAR(ug, 7,) -
3. My := MARCAR({ny(T")}rez;, Ti) -
4. Tpyq := REFINAR(7y, Mg, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.

A continuacién describimos los pasos de este algoritmo:
Dada la triangulacién conforme 7; de €2, el médulo RESOLVER calcula la solucién g €

Vi := V7, del Problema 2 con 7 := 7}, es decir, u;, € V}, satisface
(3.7) a(ug; ug, vg) = L(vg), YV v € V.

Dadas 7 y la correspondiente salida ui de RESOLVER, el médulo ESTIMAR calcula y
devuelve estimadores de error local {n;(T)}reT,, que satisfacen las siguientes propiedades:?

2En toda la Parte I de esta tesis, utilizaremos “<”, para indicar “< C”, donde la constante C' puede depender
de la dimesién d, de la triangulacién inicial 7o y de su regularidad s, del grado polinomial ¢, y de constantes

asociadas a los datos del Problema 1.
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» Confiabilidad:*
(3.8) [(R(ui),0)| S Y (D) V0llwyry, Vv e,
TeTy,
donde (R(ug),v) := a(ug;ug,v) — L(v) denota el residuo de wuy.

s Estabilidad:
(3.9) Me(T) S Vugllw, oy + 11 Dellr, VT € T,

donde Dy, € L*(2) depende del funcional L.

En el Apéndice I de este capitulo presentamos estimadores de error a posteriori para el
Problema modelo (2.6) dado en el Capitulo 2 y mostramos que éstos satisfacen (3.8) y (3.9).

En este punto es importante notar que para demostrar la convergencia del Algoritmo 2, sélo
suponemos que que los estimadores son confiables, es decir, que éstos pueden sobreestimar el

error de manera drastica, y asi es que en efecto, sélo garantizamos la convergencia de la sucesion
1

adaptativa {uy }ren, y no necesariamente la convergencia de ng(7x) := (ZTGTk n? (T)> * a cero.
Esto dltimo es importante en la préactica ya que los estimadores se usan como criterio de parada
del Algoritmo 2; y para demostrarlo, en general es necesario suponer ademas la eficiencia local
de los estimadores que es consecuencia del Teorema 4.1 (ver por ejemplo [Sie08] para el caso
de problemas lineales).

Basado en los indicadores de error local, el médulo MARCAR elige un subconjunto My
de elementos de 7y, utilizando una estrategia de marcado razonable (ver (1.9)), y finalmente,
REFINAR realiza al menos n bisecciones sobre cada elemento de M, para obtener la nueva
triangulacién conforme 7 (ver Seccién 1.4.1).

De este modo, partiendo de la triangulacién inicial 7p, la iteraciéon de los pasos 1-5 genera
una sucesion {7 }reny C T y las correspondientes salidas ug, {nx(T)}rer,, My de los médulos

RESOLVER, ESTIMAR y MARCAR, respectivamente.

3.4. Convergencia del lazo adaptativo

En esta seccién mostramos que la sucesion {uy }ren, generada por el Algoritmo 2 converge

a la solucién u del Problema 1. Recordamos que u € V satisface
a(u;u,v) = L(v), VoevV,

*Recordemos que wi(T) denota wr, (T), para T € T.
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donde L € V' y la forma a : Vx V x V — R es lineal y simétrica en la segunda y tercera
variable, y satisface (3.1)—(3.2), es decir, es acotada y coercitiva. Suponemos ademés que el
operador A : V — V' definido por (3.3) es Lipschitz y fuertemente monétono (ver (3.4)—(3.5)).

En primer lugar mostramos que la sucesiéon dada por el Algoritmo 2 es convergente. En
particular, veremos que converge a una funcién del espacio limite V. := UTV/,CV. Notemos que

Vs es un espacio de Hilbert con el producto escalar heredado de V.

TEOREMA 3.2 (La sucesién adaptativa es convergente). Sea {uy}ren, la sucesion generada

por el Algoritmo 2. Si us € Voo denota la solucion de
(3.10) a(Uoo; Uso, V) = L(v), Vove V.

entonces

Up — Uso €n V.

DEMOSTRACION. Sea {uy}ren, la sucesién generada por el Algoritmo 2. Sea uo, € Voo
la solucién de (3.10) y sea Py : V — Vj la proyeccién ortogonal sobre V. Puesto que A es

fuertemente mondtono (ver (3.5)), usando (3.10) y (3.7), tenemos que
callur — ool < (Aug — Ating, up — tioo) = (Aup, up, — Uoo) — L{up — tioo)
= (Aug, up — Proo) + (Aug, Prioo — Uoo) — L(ur — Prioo) — L(Prtioo — Uco)
= (Aug, Prtico = tioo) = L(Prtios = Uoo) < (Callurllv + | Llv) | Prtice — ucollv,

para todo k € Ny, donde para la dltima desigualdad hemos usado (3.1). Teniendo en cuenta
que {ug }ren, es acotada en V (ver (3.6)), que los espacios Vi, estan anidados y que Ugen, Vi es

denso en V., concluimos que uy — us en V. U

Para ver que uy es en realidad la solucién del Problema 1 demostraremos que el residuo
R(uwo) es cero, donde (R(ueo ), v) := a(too; Uoo, v) — L(v), para toda v € V. Utilizamos la idea de
Siebert [Sie08] que consiste en probar primero que los estimadores sobre elementos marcados

tienden a cero, y luego la convergencia a cero de R(uy) (débilmente en V’).

LEMA 3.3 (Estimador sobre los elementos marcados). Sea {{n(T)}reT; } ey, la sucesion de
estimadores locales calculados a través del Algoritmo 2, y sea { My }ren, la sucesion de conjuntos

de elementos marcados en cada malla. Entonces

1f ] T) = 0.
Jim e k(1)
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DEMOSTRACION. Sean {{ny(T)}reT, }ren, ¥ 1Mk }ren, como en las hipdtesis. Para cada
k € Ny, elijamos Tj, € My, tal que ng (1) = méaxrem, nx(T). Usando la estabilidad de los

estimadores (3.9) tenemos que
G110 w(Th) S IVurllowmy + 1Dellme S [Vuk = Vicollo + [[Vtcolluy () + 1Dz

Ahora bien, el primer término del lado derecho de (3.11) tiende a cero por el Teorema 3.2, y

puesto que Ty, € My, C 7;90, por el Lema 1.27 tenemos que?
Tkl < |wr(Ti)| S HE, < lhixag [Fo(o) — 0,  cuando k — oo,
y asi, los dos ultimos términos en el lado derecho de (3.11) también tienden a cero. U

TEOREMA 3.4 (Convergencia débil del Residuo). Si {uy}ren, €s la sucesion generada por

el Algoritmo 2,

lim (R(ux),v) =0, para toda v € V.

k—o0

DEMOSTRACION. Probaremos primero el resultado para v € H2(Q2) NV y luego utilizaremos
un argumento de densidad. Sean p € N y & > p. Por la Definicién 1.26 tenemos que ’Z;,* -
'1? C 7. Sea v, € Vi, el interpolante de Scott-Zhang de v dado en la Seccién 1.3. Puesto que
(R(ug),vk) = 0, usando la confiabilidad de los estimadores (3.8), y la desigualdad de Cauchy-
Schwartz tenemos que®

[(R(ug),v) = [(R(ur),v = ve)| S D me(MIV (0 = v8) ()
TeT,

= > DIV =)oy + D, DIV = ve) )

TET," TeT\T,"

S (LOIV @ = vi)llgy + (T \ TNV (0 = ve) g

De la estabilidad de los estimadores de error local (3.9) y de la acotacién uniforme de las
soluciones discretas (3.6), se sigue que n(Zx \ Z,7) < mi(7x) < 1, y por lo tanto, usando la

propiedad (1.7) tenemos que

[(R(ui) )| S () + lpXag (o)) ol

4Recordemos que hy, := hz, € L™ (Q) es la funcién constante a trozos tal que hg|, := Hr, para todo T' € T
(ver Definicién 1.25).
1
51nk(T) denota (X per mi(T))?, para todo Y C 7.
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Para demostrar que (R(u),v) — 0 cuando k — oo consideramos € > 0 arbitrario. Debido

al Lema 1.27, existe p € N tal que

[hpxagll Lo (@) <e-
Por otro lado, puesto que 7;,+ - '1? C 7 y que la estrategia de marcado es razonable (ver (1.9)),

+ \1/2 4 +\1/2 <
m(Z,) < (#71,7) j{rel%nk(T) < (#7,") Trg%xknk(T)-

Ahora, por el Lema 3.3, podemos elegir K > p tal que nk(’Z;*) < g, para todo k > K.

Resumiendo, hemos probado que

ka (R(ug),v) =0, para toda v € H*(Q)NV.

Ya que H?(2) NV es denso en V, este limite también es cero para toda v € V. O

Finalmente, como consecuencia de la convergencia débil a cero de R(u) probamos ahora

que U es la solucién del Problema 1.

TEOREMA 3.5 (La funcién limite es la solucién). Sea uoo la solucion de (3.10). Entonces

Uso €S la solucion del Problema 1, esto es,
a(Uoo; Uoo, V) = L(v), para toda v € V.

OBSERVACION 3.6. El teorema estaria claro si supiéramos que V., = V, pero esto podria

no ser cierto en algunas situaciones “degeneradas”.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.5. Sea uq, la solucién de (3.10). Si v € V, y {uk}ren,

denota la sucesion generada por el Algoritmo 2, entonces

[(R(tso), v)| = [(R(tieo) — Ro(ur),v) + (R(ug), v)| < [a(tioo; oo, v) — aluk; uk, v)| + [(R(ux), v)|
= [(Auce — Aug, v)| + [(R(ug), v)| < [[Avoe — Augllv[[vflv + [(R(uk), v)]
< Calluoss — uklvllvllv + [(R(ug), v)],

ya que A es Lipschitz (ver (2.23)). De los Teoremas 3.2 y 3.4 se sigue que el lado derecho de la

ultima desigualdad tiende a cero cuando k tiende a infinito. Por lo tanto,
(R(uxo),v) =0, paratodav eV,

y en consecuencia, s, es solucién del Problema 1. O
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3.5. Apéndice I. Estimadores de error a posteriori para el Problema modelo (2.6)

En este apéndice consideramos el Problema modelo dado en (2.6), esto es,

Problema modelo (no lineal)

Dada f € L%(2), hallar u € H} () tal que

/a(-,|vu|?4),4vu-vv:/fv, Vo € H} (Q).
Q Q

Presentaremos estimadores de error a posteriori asociados a este problema, y mostraremos
que son confiables y estables, es decir, se cumplen las propiedades que hemos requerido para
demostrar la convergencia del Algoritmo 2.

Dada la tiangulacién conforme 7 de €2, para cada malla 7 € T := T(7j), el espacio discreto
V7, en este caso, estd formado por las funciones continuas sobre €2, que restringidas a cada

elemento de 7 son polinomios de grado < /¢, y que se anulan sobre 0f), es decir,
Vr={veHy(Q) | v, €PT), VT €T}
El residuo de una funcién vy € V7 en este caso esta dado por

(R(vr),v) := /Q (a(-, |Vor|4)AVer - Vo — fv), Vo€ H}(Q).

Integrando por partes en cada elemento 1" € 7 tenemos

(R(vr),v) = Z/T(a(-,|vw|§4),4vw-w—fv)

= </ —V - (al-,|Vor|3)AVer)v +/ va(-, |[Vur[4)AVoer - 7 — / fv)
Ter \JT oT T

=y </T Rr(vr)v + /BT Jﬂw)@) ;

TeT

donde Ry (vr) es el residuo interior definido por
Rr(vr), ==V - (a(-,|Vur[)AVur) - f, VT €T,

y Jr(vr) es el residuo de salto que estd dado por

1
Jr(vr)) = 5 [(a( L [Vor ) AVer), i+ (ol -, |Vor ) AVer),, 7?2] . siSesSq,

y JT(UT)|S =0, si S € Spn. Aqui, T1 v T son los elementos de 7 que comparten S, y n; el

versor normal sobre S exterior a T;, para ¢ = 1, 2.
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En base a estos residuos, como vimos en la Seccién 1.4.2, definimos el estimador de error

local nr(vr;T) por
(o T) := Hp | R (vr) |7+ Hr || 1 (o7)ll57

para todo T' € 7, y el estimador de error global n(vr) por

nr(vr) ==Y nr(vr; ),

TeT

Si ugr € V7 denota la solucién del Problema 2, el Teorema 1.15 implica que los estimadores

son confiables, esto es,

[(R(uz), )| S Y nr(ur; T)|Vollup), Vo€ Hy(€).
TeT

Por otro lado, teniendo en cuenta el Lema 2.1, definimos
(3.12) Ly, (x) := Voy(z, Vor(x)) = a(z, ‘VUT(m')’i‘(x))A(x)va(x), Va e,
donde 7 es la funcién definida en (2.10), y notamos que

Rr(vr), = -V Ty, —f  VTEeT,

1
2

Para probar la estabilidad de los estimadores de error local necesitamos el siguiente resultado

Jr(r), =5 [Torpy, -7 +Tupy, 7], ¥ S€Sa

auxiliar, en cuya demostraciéon usamos que

(313) |VQ’}/($,£) - v27(y’£)| 5 |£||£C - y|? vx’y € T, 5 € Rda

para todo T' € 7. Demostramos esta propiedad al final de este apéndice en el Lema 3.10.

LEMA 3.7 (La funcién T, es localmente Lipschitz). Sea T € T y fijemos T' € T. Entonces,

para todo v € Py(T), se tiene que
(3.14) ITo(z) = To()| S (IVVll () + 1?0l oo (ry) [ = yl,  Va,y €T

DEMOSTRACION. Sea 7 € T y fijemos T' € 7. Sea v € Py(T) y sean z,y € T. Teniendo en

cuenta (3.13) y que Vv es Lipschitz en su segunda variable (ver Observacién 2.4) tenemos que

ITy(z) — Ty (y)| < [Vay(z, Vo(z)) — Vay(y, Vo())| + [Vay(y, Vo(z)) — Vay(y, Vo(y))|

S [Vo@)lz =yl + [Vo(z) = Vo(y)].
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De esta ultima desigualdad se sigue (3.14). (]
Ahora estamos en condiciones de demostrar la estabilidad de los estimadores.
TEOREMA 3.8 (Estabilidad de los estimadores de error local). Sea 7 € T. Si v € Vr,

entonces

nr(0;T) SIVollor @y + 1 fle, VT €T,

DEMOSTRACION. Sea 7 € T. Sean v € V7 y T € T fijos.

Considerando primero el término correspondiente al residuo interior Ry (v), tenemos que
(3.15) IR ()llp ==V Lo = fllp < IV -Tollg + 1 fll7-
Para el primer término en el lado derecho de (3.15) se tiene que

r r,
IV - Tully < HYZV - Tlloqry < HY? sup 2@ = Lov)]
73;&671 ‘x_y‘
TFY

)

y usando el Lema 3.7,
d/2
IV - Tollp S HY 21V oo oy + Hy P 11D?0]| oo (1.

Teniendo en cuenta que Py(7T") es de dimensién finita, y usando la desigualdad inversa dada en

la Observacién 1.7 tenemos que

IV - Lol S IVollr + 1Dl S (IVollr + Hp [ Vol
En consecuencia, de (3.15) se sigue que
(3.16) Hr [|Rr(0)llp < IVollz + 17

Ahora analizamos el residuo de salto J7(v). Si S es un lado de T interior a Q y si 17 y Th

son los elementos que comparten S, entonces

lr@)ls = |3 ZFU|T-7 <> r
g =12

donde hemos utilizado el Teorema 1.4 de traza. Usando el mismo argumento que en la parte

—1/2 1/2
in| S D (Hz PITuliz + HPIVTIr)

i=1,2

anterior, tenemos que ||VIy||l7; < |Vollz, + Hp'|Vollr,, v teniendo en cuenta que ||Ty|l7; <

|Vv||7, concluimos que

1/2

(3.17) 17 () o7 S IVllwr )

Considerando (3.16) y (3.17) obtenemos la afirmacién de este teorema. (]
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3.5.1. Sobre el comportamiento de V,7v en su primera variable. Finalizamos este
apéndice demostrando la estimacién (3.13) (ver Lema 3.10 debajo), para lo que establecemos

primero el siguiente resultado auxiliar.

LEMA 3.9. Se cumple

para todo T € Ty.

DEMOSTRACION. Sea T € T fijo. Sean z,y € T y & € R% Para simplificar la notacién,
llamamos A, = A(z) y A, := A(y). Puesto que A, y A, son simétricas y definidas positivas,

tenemos que
1 1 _1 11 1 _11 _11
Ap - §= A28 AZE = (Ay P AyAy P AZE) - AZE = (AyAy 2 AZS) - (Ay * AZS),
y definiendo ( := Ay*%Aﬁg , obtenemos
€%, = 1¢1%, -

Asi, usando esta igualdad, que « esta acotada y que Va7 es Lipschitz en su segunda variable,

tenemos que
oy, 1615, st — aly, I3, ) Ayg] < laly, [63,)Ant — aly, 163,) A
+ |ay, 16, )4 — aly, I, Ayt
= |y, |63, [42€ — AyC| +1V27(y,¢) — Vay(y, 9|
(3.18) S 1A — Ayl + ¢ =&

1 1 _1
Ahora bien, por un lado, de la definicién de ¢, y del hecho que ||AZ — Aj ||l2 < || Az *||2/|Az — Ay |2
(ver [HJ90, Pag. 411]), se sigue que

Au€ = AyCl = | A€ — AZAZE| < |AZ |2l AZ — AZ lalé] < A2 12| A7 ? ]l Au — Ayl le]
y de (2.2) y (2.3) se sigue que
(3.19) |4z — AyCl S o — yll€].
Por otro lado,

1 1 1 1 _1 1 1
=&l =16 — Ay 2 Azg| < [T — Ay * AZ[l2[S] < [[Ay *[l2]lAG — AZ|2[¢]
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_1 _1
< Ay Izl Az * [l Ay = Acllolé] S |2 = yl[€]-
Considerando (3.19) y la tltima desigualdad en (3.18) completamos la prueba de este lema. [

Finalmente, como consecuencia del lema anterior, tenemos el siguiente resultado que es-
tablece que (3.13) se cumple, siempre que « sea localmente Lipschitz en su primera variable

uniformemente en la segunda, esto es, siempre que exista C,, > 0 tal que
(3.20) la(z,t) — afy,t)] < Colz —yl, Vz,ye T, t >0,
para todo T € 7.
LEMA 3.10. Supongamos que « satisface (3.20). Entonces Va7 es localmente Lipschitz en su

primera variable con constante de Lipschitz dependiendo linealmente de su sequndo argumento.

Mads precisamente,

|V27($,£)—V27(y,£)| 5 |£||$_y|? vx>y€T’£€Rda
para todo T € 1.

DEMOSTRACION. Sea T € Tj fijo. Sean z,y € Ty ¢ € R?%. Usando el Lema 3.9 y que «a es

Lipschitz en su primera variable, tenemos que

Vv (z,€) — Vay(y, €|

= Ja(@, |6 A@)E — aly, 6, JAWw)E|

(@, €20 A@)E = a0, 160 JA@E| + |0y, 1630 A@E — aly, I, ) AWE
o, €)= oy 1€ Pa)| [A@E] + 12 = wlle]

IN

N

lo que completa la prueba de este lema. O



CAPITULO 4

Analisis a posteriori y optimalidad de un MEF adaptativo para

problemas no lineales

En el capitulo anterior hemos probado la convergencia (sin ningin orden) de la sucesién
adaptativa generada por el Algoritmo 2 que utiliza cualquier estrategia de marcado. El objetivo
principal de este capitulo es probar que, cuando en el médulo MARCAR de dicho algoritmo
se usa la estrategia de Dorfler, la sucesién adaptativa converge con el mayor orden posible, en
el sentido descripto en la Seccién 1.4.3. Para esto, seguiremos los pasos mencionados en dicha
seccion.

Consideramos nuevamente el problema dado en el capitulo anterior planteado en el espacio

V= HL(Q), con T' C 99, esto es,

Problema 1. (Problema no lineal general)

Dado L € V', hallar u € V tal que

a(u;u,v) = L(v), VoveV.

Como antes, suponemos que a : VXV xV — R es una forma lineal y simétrica en la segunda

y tercera variable, y que es acotada y coercitiva, es decir,

(4.1) la(w; u, v)| < Collullvllvlly,  Yw,u,veV,
y
(4.2) collull? < a(w;u,u), Vw,ueV,

donde ¢, y C, son constantes positivas. Adicionalmente, suponemos la siguiente propiedad de

localizacion: Si u,v,w € V,
(4.3) la(u;u,v) = a(w;w,v)| < Callu—wllyellv]lvew), siempre que sop(v) C w, para w C Q,

donde C4 > 0 es una constante.
Por otro lado, suponemos como antes que el operador A asociado a este problema definido

en (3.3) es Lipschitz y fuertemente monétono (ver (3.4) y (3.5)).
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Notemos que estas propiedades de linealidad, simetria, acotacién (4.1), coercitividad (4.2),
localizacién (4.3), y las correspondientes al operador A, se satisfacen para la forma a del Prob-
lema modelo (2.6) definida en (2.7).

Recordamos que dada una triangulacién conforme 7y de 2, para cada triangulacién 7 €

T := T(7y), el espacio de elementos finitos V C V estd dado por
Vr={veV]vy, eP(T), YT eT},

donde ¢ € N es un grado polinomial fijo; y la discretizacién del Problema 1 es el

Problema 2. (Discretizacién del Problema no lineal general)

Hallar us € V7 tal que

a(ur;ur,vr) = L(vr), Vor € Vr.

4.1. Estimaciones de error a posteriori

En esta seccion estudiamos la confiablidad y la eficiencia de estimadores de error a posteriori
para la aproximacion adaptativa de la solucién del Problema 1, que seran tutiles para probar un
resultado de optimalidad. En particular, establecemos una cota inferior global y cotas superiores
(global y local) para el error en términos de los estimadores.

El residuo R esta dado por
(R(v),w) := a(v;v,w) — L(w), Vo,weV.

Suponemos que para cada vy € V7 podemos definir un residuo interior Ry(vr) € L?(),
y un residuo de salto Jr(vr) € L*(37), de modo que se cumpla la relacién fundamental:
(4.4) (R(vr),w) =) </ RT(UT)w+/ JT(UT)w>, Ywe V.
rer T or
En la Seccién 3.5, hemos definido Ry (vr) y Jr(vy) de manera que (4.4) se satisface, para el
caso del Problema modelo (2.6).
En base al residuo interior y al residuo de salto, como explicamos en la Seccion 1.4.2,

definimos los estimadores de error local nr(vy;T) de vy € Vg por
ng(vr; T) = Hi | Rr (o) |7 + He |l Jr (vp) 5y, VT €T,

y el estimador de error global nr(vr) como n5(vr) =Y per 5 (vr; T).
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Por otro lado, definimos también los términos de oscilacién en base a estos residuos como
lo indicamos en la Seccién 1.4.2 (ver (1.29) y (1.30)).
El primer resultado que presentamos establece la eficiencia local discreta de los estimadores

de error a posteriori.

TEOREMA 4.1 (Cota inferior local discreta). Sea 7 € T y fijemos T € T. Sea T, € T el

1

refinamiento de T que se obtiene realizando ng bisecciones' en cada elemento de N (T). Sea

vr € V. Sea V, un subespacio cerrado de V tal que Vz, C V. Si uyx € V, es solucion de
(4.5) a(ty; us,v) = L(v), VoeV,,
entonces

n7(vr;T) S e = vrllvior ) + Hr [|RT = Rr ||, () + HI%“ |7 = Tz | o

donde R_TlT’ denota la proyeccion de Rt = Rz (vr) sobre Py_1(T') en L*(T"), para todo T’ €
N1 (T), y para cada lado S C T, Jr |4 la proyeccion de J := Jr(vr) sobre Pp_1(S) en L*(S).

DEMOSTRACION. Sea v € V, tal que sop(v) C w, para algiin w C Q. Usando (4.5) y la
propiedad de localizacién (4.3) tenemos que
|(R(vr),v)| = la(vr;vr,v) — L(v)| = [a(vr; vz, v) — a(us us, v)| < Callor — uellvw)llvllviw)
y por lo tanto, del Teorema 1.16 se sigue la afirmacién de este teorema. O

Considerando u, = u la solucién del Problema 1 en V, = V, como consecuencia del tltimo

resultado tenemos el

TEOREMA 4.2 (Cota Inferior Global). Si u € V denota la solucion del Problema 1, existe

una constante Cr, = Cr(d, kr,¢,Cy) > 0 tal que
Crn>(vr) < |lor — u||%, + osc2(vr), VYor e Vo, VT €T.

Concluimos esta seccion estableciendo dos estimaciones superiores para el error, cuyas de-
mostraciones se basan en los resultados analogos para problemas elipticos lineales demostrados
en la Seccién 1.5.

IRecordemos que ng es el numero de bisecciones necesarias sobre un elemento para garantizar que apareceran

nuevos nodos sobre cada lado y en el interior del mismo.
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TEOREMA 4.3 (Cota superior global). Sea v € V la solucion del Problema 1. Sea T € T y
sea ur € Vg la solucion del Problema 2. Entonces existe Cy = Cy(d, kr, ¢, Cqy,ca,ca) > 0 tal
que

|lur —ullv < Cunz(ur).

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema 1. Sea 7 € T y sea ur € V7 la

solucién del Problema 2. Consideremos ws € V la solucién del problema eliptico lineal
(4.6) a(ur;wr,v) = L(v), VveV.

Puesto que A es fuertemente monétono, usando que u es solucién del Problema 1, (4.6), y

que a es acotada, tenemos que
callur —ul|¥ < (Aur — Au,ur — u) = a(ur;ur, ur —u) — au; u, ur — u)
= a(ur;ur,ur —u) — a(ur; wr,ur —u) = a(ur;ur — WT,UT — U)
< Callur —wrllvllur — ullv,
y asi,
Cq
lur —ully < —llur —wr|v.
cA
Puesto que uz es la solucién de la discretizacién de (4.6) en Vg (ver Problema 2), usando la
confiabilidad del estimador para el caso lineal (ver Teorema 1.21), tenemos que existe Cpy =
Cy(d, kr,l,Cy,ca,ca) > 0 tal que
|ur — ullv < Cynr(ur).
O
TEOREMA 4.4 (Cota superior local). Sea 7 € T y sea 7, € T un refinamiento de T.
Denotemos con R al conjunto de elementos de T que se refinaron para obtener T, es decir,

R:={TeT|T¢&T.}. Sean ur € Vg y uz, € Vr. las soluciones del Problema 2 en Vy y V.

respectivamente. Entonces existe una constante Cry = Cry(d, k1,4, Cq,cq,ca) > 0 tal que
lur —uz.|lv < Crunz(ur; R).

DEMOSTRACION. Sean 7, 7., R, ur y ur. como en las hip6tesis del teorema. Consideremos

wz, € V7. la solucién del problema eliptico lineal

(4.7) a(ur;wr,,vr,) = L(vr,), Yz € V.
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Del mismo modo que en el teorema anterior, puesto que A es fuertemente mondtono, usando

que u7, es solucién del Problema 2 en Vr., (4.7) y que a es acotada, tenemos que

callur — UT*H%/ < (Aur — Aur,,ur —ur,) = alur;ur,ur —ur,) — a(ur,; ur,, ur — uT,)

= a(ur;ur,ur —ur,) — a(ur; wr,,ur —ur,) = a(ur;ur — Wz, urT — UT,)

< Cullur —wr,||vllur — vz, [|v,

y asi,

Co
lur —ur|lv < —llur —wz. |lv.
CA
Puesto que u7 y wy, son las soluciones de la discretizacién de (4.6) en V7 y V7, respectivamente
(ver Problema 2 y (4.7)), usando la confiabilidad local del estimador para el caso lineal (ver

Teorema 1.22), tenemos que existe Cry = Cry(d, kt, ¢, Cq, ca,ca) > 0 tal que

lur —uz.|lv < Crunr(ur; R).

4.2. Reduccion del estimador y de la oscilacién

En esta seccion estudiamos los efectos del refinamiento en los estimadores de error y en
los términos de oscilacién. Para los resultados que establecemos ahora suponemos que vale la
siguiente hipétesis. En el Apéndice I de este capitulo, demostraremos que la misma se cumple
cuando consideramos el Problema modelo (2.6) y su aproximacién con polinomios lineales a

trozos (¢ = 1).

HipOTESIS 4.5. Existe una constante C > 1 (que puede depender de d, k1, £ y de los datos
del Problema 1), tal que si 7 € T, entonces
(4.8) Z g (vr,wr; T) < Cgllvr —wr|?, Vor,wr € Vr,
TeT
1/2 .,
donde gr(vr,wr;T) = Hr |Ry(vr) — Rr(wr)|y + Hy” | J7(vr) = J7(wT)| o7, s la funcién
que relaciona los indicadores de error y los términos de oscilacion de dos funciones discretas

(ver (1.37) y (1.38) en la Seccién 1.6.2).

Comenzamos estableciendo un resultado referido al estimador de error, el cual sera ttil
para demostrar una propiedad de contraccién del error de un algoritmo adaptativo (ver Teore-

ma 4.14).
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PROPOSICION 4.6 (Reduccién del estimador). Sea T € T y sea My cualquier subconjunto
de T. Sea T, € T obtenida de T refinando al menos n > 1 veces cada elemento de My. Si

vr € Vr y vy, € V7. entonces

n

0 (vr.) < (1+9) {77%(@7) — (1= 2”)?727(@7;/\47)} + 1+ )Cellvr. — o7,
para todo 6 > 0, donde Cg > 1 es la constante dada en (4.8).

DEMOSTRACION. Sean 7, M7 y 7, como en la hipdtesis y sean vy € Vr y vy, € Vg

arbitrarias. Aplicando la desigualdad de Young? con pardmetro ¢ a (1.37) tenemos que
7. (v T) < (L4 0y (o3 T) + (L + 6 g7 (o7, 073 T),

para T € 7,. Sumando sobre todos los elementos T' € 7, y teniendo en cuenta (4.8) obtenemos

(4.9) iz, (vr.) < (L+8)nz, (v7) + (L +67)Crllvr, — o7

Ahora, para cada T € T, definimos T, 7 := {T" € 7, | T" C T}. Teniendo en cuenta la

Observacion 1.14, para T' € M7 se tiene que
S nrnT)= Y (HBIRz ()7 + HoollJz (vr)ll300)
T' €T, T €T,

< 27a?H} ||Ry(v7)|5 + 27 Hy || J7 (o) |50 < 27 405 (vrs T),

ya que el refinamiento por biseccién implica que Hpr = |T’|5 < (2_"|T|)é — 274 Hyp, para todo
T e Ik,T-
Considerando esta estimacién para T € Mz y que Y per 7. (vr; T') < 93 (vr; T) para

T € T\ M7, tenemos que

nr o)=Y D> T+ > Y nr (e T)

TeT\Mr1 T’E'Z;,T TeM T’E'Z;,T
< Y nrnT)+ > 2 ing(vrsT)
TeT\Mz TeMr

=17 (vr) = (1 =27 @) (vr; M7).
Finalmente, usando esto en (4.9) se completa la demostracion. (]

2810 < a < b+ c, entonces a® < (1 + 6)b> + (1 + 6 )2, para todo § > 0.
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Concluimos esta seccién estableciendo un resultado que cuantifica el cambio en los términos
de oscilacién debido al refinamiento, el cual sera necesario para establecer la casi-optimalidad

del error en la seccién siguiente (ver Lema 4.10).

PROPOSICION 4.7 (Perturbacién de la oscilacién). Sea 7 € T. Si T, € T es un refinamiento

de T, vr € V7, yvr. € V1., entonces
OSC%—(’UT; TNT,) < 208027* (vr; T NT,) + 2CE||vr, — UTH%,,
donde C > 1 es la constante dada en (4.8).

DEMOSTRACION. Sea 7 € T y 7, € T un refinamiento de 7. Sean v € V7 y vr. € V.

arbitrarias. Aplicando la desigualdad de Young a (1.38) se sigue
OSC%—* (vr;T) <2 OSC%—* (vr;T) + 2927* (vr,vr; T),

para todo T" € 7 N 7,. Usando que oscy(vr;T) = oscr. (vr;T), sumando sobre los elementos

T € T N7, y considerando (4.8) completamos la demostracion. (]

4.3. Optimalidad del error total y marcado éptimo

En esta seccién introducimos la nocién de error total, mostramos su casi-optimalidad (ver
Lema 4.10) y un resultado de marcado dptimo (ver Lema 4.12). Ambos resultados serdn claves
para establecer un control sobre los elementos marcados en cada paso de un algoritmo adaptativo
(ver Lema 4.15 en la Seccién 4.5).

Los dos siguientes resultados auxiliares nos permitirdan demostrar luego el resultado de casi-

optimalidad del error.

LEMA 4.8 (Lema de Cea). Sea u € V la solucion del Problema 1. SiT € T y ur € Vg

denota la solucion del Problema 2, entonces

C
lur —ully < =2 if |lor — ullv,
CA vrEeEVT

donde C4 y ca son las constantes de Lipschitz y de monotonia fuerte, respectivamente, del

operador A asociado al Problema 1.

DEMOSTRACION. Sean u € V la solucién del Problema 1 y us € V7 la solucién del Prob-

lema 2 para alguna 7 € T. Si vy € Vg, puesto que A es fuertemente mondétono y Lipschitz



68 Analisis a posteriori y optimalidad de un MEF adaptativo

tenemos que
callur — uHV (Aur — Au,ur — u) = (Aur — Au,ur — vr) + (Aur — Au, v — u)
< Callur — ullv|vr — ullv,

donde hemos usado que (Aur — Au,ur —vy) = 0, debido a que u es solucién del Problema 1 y

ug del Problema 2. La demostracién concluye teniendo en cuenta que vy € V7 es arbitraria. [

LEMA 4.9 (Casi ortogonalidad en una malla). Sea v € V la solucion del Problema 1. Si

T €T yur € Vr denota la solucion del Problema 2 entonces

lur — |l + lur — o7l < Collor —ully,  Vor € Vr,

2
2
donde Cp := <”%+1+%> .

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema 1. Sean 7 € T y ur € V7 la solucién
del Problema 2. Si 0 < e < 1y si vy € V7, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz en V,

tenemos
lur — ully + llur —vr|I§ < lvr — ully + 2llur — ullvlur —vrllv
1
< lvr — ully + Zllur - ull§ + ellur —vr %,

y de aqui,
1
lur —ully + (1 = )llur —vrlfy < llor —ull} + “llur - ulf?.

Por el Lema de Cea (Lema 4.8) tenemos que

C?
lur = ullf + (1 = &)lur — o[} < llor = ully + 5 llor —wlff,

A
y asi, para 0 < e < 1,
1+C%/(ec?)
2 2 A 2
lur —ullg + [lur —vrlly < ﬁ” — ulf5-

. -1
Finalmente, tomando ¢ := g—;“‘ (, / STA + 1+ g—;‘) se completa la demostracion. O

A

Puesto que el estimador domina la oscilacién, es decir, oscr (ur) < nr(ur), usando la cota

superior global (Teorema 4.3), tenemos que

lur = wlfy + osc? (ur) < (Cf + V)t (ur),
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siempre que ur € V7 sea solucién del Problema 2, y teniendo en cuenta la cota inferior global
(Teorema 4.2) llegamos a que

1/2
nr(ur) ~ (|lur — ull} + oscZ(ur)) /2.

La cantidad del lado derecho se llama error total, y puesto que los métodos adaptativos se con-
trolan en base al estimador, la velocidad de convergencia se caracteriza en base a propiedades del
error total. El siguiente resultado establece que las soluciones discretas us son aproximaciones

6ptimas (salvo una constante) de la solucién u desde V7.

LEMA 4.10 (Lema de Cea para el error total). Sea u € V la solucion del Problema 1. Si

T €T yur € Vr denota la solucion del Problema 2 entonces
lur — uH%, + ochT(uT) <2CgCo inf (|lvr— uH%, + OSCQT(UT)).
vr eV

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema 1. Sea 7 € T y sea ur € V7 la
solucién del Problema 2. Sea vy € V7. Usando la Proposicién 4.7 con 7, = 7 y el Lema 4.9

tenemos que3

luz — ully + osc (uz) < lluz — ull} + 2053 (vr) + 2Ckllor — ur |
< 2CECollvr — ull¥ + 2 08¢k (vr)
< 2CECo (|log — ully + oscZ(v7)) .
Puesto que vy € V7 es arbitraria se sigue la afirmacion de este lema. O

Para demostrar el resultado de marcado 6ptimo debemos hacer la siguiente restriccién sobre
el pardmetro de marcado 6, relacionada con la constante C, de la cota inferior global (Teore-

ma 4.2), Cry de la cota superior local (Teorema 4.4) y Cg de la Hipdtesis 4.5.

HipOTESIS 4.11 (El pardmetro de marcado ). El pardmetro de marcado 6 en la estrategia
de Dorfler, descripta en la Seccién 1.4.1, satisface 0 < 6 < 6y donde

2 CrL

05 = .
0 14202,(1+ Cp)

El siguiente resultado establece la existencia de un umbral v tal que, si se obtiene una
reduccion v del error total después de algin refinamiento de 7, entonces la cantidad de elementos

refinados es mayor o igual que los que habrian sido marcados por la estrategia de Dorfler.

3Notemos que hemos elegido C'r > 1 y por definicién Co > 1.
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Este resultado, conocido como optimal marking (marcado dptimo), fue probado primero para
problemas elipticos lineales por Stevenson [SteQ7] para el error suponiendo oscilacién pequena,

y luego para la nocién de error total que incluye a los términos de oscilacién en [CKNSO08|.

LEMA 4.12 (Marcado 6ptimo). Sea u € V la solucion del Problema 1. Sea T € T y sea
T. € T un refinamiento de T. Sea R el conjunto de elementos de T que se refinaron para

obtener T,. Supongamos que la Hipdtesis 4.11 sobre la restriccion del pardmetro de marcado 6

vale, y definamos v := %(1 — 3—3) > 0. Sean ur y uyz, las soluciones del Problema 2 en V1 y
0

V1. respectivamente. Si

(4.10) luz, — ully + ose%, (uz.) < v (llur — ul} + osc3(ur)) .

entonces

nr(ur; R) > Ong(ur).

DEMOSTRACION. Sean u, 7, 7., R, ur, ur, y v como en las hip6tesis. Usando (4.10) y la

cota inferior global (Teorema 4.2) obtenemos
(1= 2v)Crnz(ur) < (1= 2v) (lur — ully + oscz(ur))
< luz = ull§ = 2lluz. — uly + oscz(ur) — 208¢7, (uz.).
Ya que |lur — ully < ||uz, —ullv + [J[uz, —ur|lv, tenemos que
(4.11) lur = ull§ < 2llur. —ully + 2]luz, — url-

Usando la Proposicién 4.7 y que osca-(ur; T) < n2-(ur;T), si T € R = T \ Ts; para los términos

de oscilaciéon obtenemos
oscy (ur) — 20scx (ur.) < 2CE|ur, — ur |y + 05 (ur; R).
Asi, de la ultima desigualdad y de (4.11) se obtiene
(1 = 20)Crnz(ur) < 2|lur —ur||f +20E|lur — ur||§ + 17 (urs R),
y usando la cota superior local (Teorema 4.4) tenemos que
(1 = 2v)Crnz(ur) < 2(1 + Cp)CLynz (ur: R) + 7 (ur; R) = (1 + 207y (1 + Cp) )iz (ur; R).
Finalmente,

< n2(ur:R
1_{_20%(1(1 +CE)77T(UT) = nT(uTa ),
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(17211)011 _ 02 D

lo cual completa la prueba ya que de la definicién de v se tiene que 15202, (1C2)

4.4. Propiedad de contraccién del error

En esta seccién demostramos la convergencia lineal del

Algoritmo 3.
Sea 7y una triangulacién conforme de 2 y sea 6 un

parametro tal que 0 <6 < 1. Poner k=0.
1. uy := RESOLVER(7}).
2. {m(T)}rer, = ESTIMAR(uy, 7y,) -
3. My, := MARCAR({nk(T) }rez;, T, 0) -

4. Tpy1 := REFINAR(T),, My, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.

Los pasos de este algoritmo son idénticos a los del Algoritmo 2, definiendo los estimadores
de error local n,(T) := n7, (ux;T), y considerando la estrategia de marcado de Doérfler con
pardmetro 6 (ver Seccién 1.4.1) en el médulo MARCAR para la eleccién del subconjunto My, de
elementos de 7.

En [CKNSO08] para demostrar una propiedad de contraccién del error para problemas
elipticos lineales se usa la conocida ortogonalidad de Galerkin. En nuestro caso, debido a la
no linealidad del problema que estudiamos, no tenemos esta propiedad, pero construimos una
nocion equivalente del error para la que podemos establecer una propiedad analoga a la ortog-
onalidad. Esta nocién se establece en la siguiente hipétesis que, por el Teorema 4.20 dado en el
Apéndice IT al final de este capitulo, resulta vilida para el Problema modelo (2.6) presentado

en el Capitulo 2.

HIpOTESIS 4.13. Sea u la solucién del Problema 1y sea {ug}ren, la sucesién generada por

el Algoritmo 3. Existe una constante C'r > 1 que depende de los datos del problema tal que

1
oy — upl[§ < Flur) = Flup) < Crllur —wplly, Yk, p€No, k <p,

donde F : V — R es el funcional definido por F(v) := fol (A(sv),v) ds — L(v),* para toda v € V.

La misma equivalencia es valida reemplazando u, por u.

4Ver Teorema 2.7.
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Como consecuencia de la reduccién del estimador, de la cota superior global y de la suposi-
cién anterior, demostramos que una nocién equivalente al error total se contrae en cada paso

del Algoritmo 3, y asi se garantiza la convergencia lineal del mismo.

TEOREMA 4.14 (Propiedad de Contraccién). Sea u € V la solucion del Problema 1 y sea
{ugtren, la sucesion generada por el Algoritmo 3. Entonces, existen constantes 0 < p,pu < 1
que dependen de d, kr, £, de los datos del problema, del numero de refinamientos n realizado

sobre cada elemento marcado y del pardmetro de marcado 0 tales que
[F(urs1) = F@)] + pmiiyy < 0 (F(ur) = F()] + i), Yk € No,

donde 1} = > reT, n2(T) denota el cuadrado del estimador de error global en Ty.

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema 1y sea {ug }ren, la sucesion generada

por el Algoritmo 3. Usando el hecho que
Flug) = Flu) = Flur) = Flugr) + Fupr) = F(u),

y la reduccién del estimador dada en la Proposicion 4.6 con 7 = 7;, y 7, = Tj11 tenemos que

para todo 6, u > 0,
[F(ugr) = F(u)] + pniiyy < [Flu) = F(u)] = [Flu) = Flugr)]
+ (L4 8)p{mp — Enp(M) } + (1 + 07 1) Crpllusr — welF,
donde £ :=1—-2"4d y i (My) = D Tem, n2(T). Eligiendo p := m, tenemos que
(Flup) — F)] + sy < [Fug) — F)] + (1 + ) {2 — Ed(My)}
La estrategia de marcado de Dérfler implica que ng(My) > O v asi

[F(ugr) = F(w)] + pmit sy < [Flu) = Fu)] + (1 + 0)pung — (1+ 6)u&bn;

2 £6° , £0°
= [Flux) = F(u)] + (L + §)uny — (1 + 5)#7% —(1+ 5)#7%-
Usando la cota superior global (Teorema 4.3) y que p(1+6) = ﬁ‘cf se sigue que
2 36 €07\
[F (k1) = F ()] + pme g1 < []:(uk)_}—(u)]_W[}—(uk)—}—(u)]"f‘(l-i-é)u 11— A
U-EYF

Si definimos

2 5¢6° 9 e £6?
p1(0) == <1 - W) ; p3(0) = (1 - T) (1+49),
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se tiene
[Furyr) = Fw)] + pniy < pi(6)[F(ur) — F(w)] + pp3(8)n3.

La demostracién concluye eligiendo  de modo que
0 < p:=méx{p1(0),p2(0)} < 1.
O

El resultado anterior muestra que la sucesion {ug }ren, generada por el Algoritmo 3 converge

a la solucién u del Problema 1, mds atn, que existe p € (0,1) tal que
lug —ullvy < Cp¥, Yk €Ny,

para alguna constante C' > 0. Por otro lado, los estimadores de error global {n }ren, tienden a

cero, y en particular,

Mk < Cpka Vk e NOa

para alguna constante C' > 0.

4.5. Casi-optimalidad del MEF adaptativo

En esta seccién establecemos el resultado principal de este capitulo, esto es, que la con-
vergencia del Algoritmo 3, demostrada en la seccién anterior, es casi-6ptima en el sentido de
aproximacion no lineal descripto en la Seccién 1.4.3.

Recordemos que para N € Ny, denotamos por T al conjunto de todas las triangulaciones
conformes que se obtienen por refinamiento de 75 y que tienen a lo sumo N elementos maés
que 7y. El menor error que se puede cometer al aproximar la solucién u del Problema 1 con

elementos definidos sobre particiones en Ty estd dado por

N[

SN = ‘ 2 2
o(u;N) = TleanN UQ}IEI{;T (llvr — |5 + oscx(v7)) 2 .

Dado s > 0, decimos que u € Ag si
lu|s := sup (N + 1)°c(u; N) < oo,
NeNy
esto es, u € Ay si puede ser aproximada por mallas adaptativas con una rapidez (DOF's)™*.
Antes de establecer el resultado de optimalidad, necesitamos acotar la cantidad de elementos

marcados para refinar en cada paso del Algoritmo 3. Esto se hace en el siguiente
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LEMA 4.15 (Cardinalidad de My). Supongamos que la solucion u del Problema 1 pertenece
a la clase Ag. Si {uy}ren, denota la sucesion generada por el Algoritmo 3, y si el pardmetro de

marcado 0 cumple la restriccion dada en la Hipdtesis 4.11, entonces

1

20Co \ 2, L —L
) fulf (e =l + o5k (uw)) %, Vk € No,

v

#MkS(

donde v = % (1 — g—z) como en el Lema 4.12.
0

DEMOSTRACION. Sea u la solucién del Problema 1. Sea {ug }ren, la sucesién generada por
el Algoritmo 3 y consideremos k € Ny fijo. Sea € = ¢(k) > 0 una tolerancia que fijaremos luego.
Ya que u € Ag, del Lema 1.20 se sigue que existen una triangulacién 7. € T y una funcién

ve € V7. tales que
1 1
ST - #T <|ulie v o —ull} +osek (v) < %

Sea T, := 7. ® T}, la superposicion de 7; y 7y (ver Lema 1.13). Puesto que v. € V1., tenemos
que oscr, (ve) > oscr.(ve), y por el Lema 4.10, si uz, € V7. denota la solucién del Problema 2

en Vr., tenemos que
|lur, — uH%, + OSC%—* (ur.) < 2CECo (Hv6 — uH%, + osc%—g(vg)) < 205CoHe>.
Elijamos £ de modo que
uz, —ul|¥ + oscZ (ur,) < v (Jug — ul|3 + OSC%—k (ur)) = 2CECoe?,
donde v es la constante dada en el Lema 4.12. Asi, este lema implica que
7, (u; Rie) > 0°n7 (u),

si Ry es el conjunto de elementos de 75 que se refinan para obtener 7,. Teniendo en cuenta que
M. es un conjunto minimal de 7; que satisface la propiedad de Dorfler, usando el Lema 1.13

y recordando la eleccion de € concluimos que

1 1
H#FMyp <H#Rp < H#T — #Th, < H#T. — #7To < |ulse™>

_ <QCECO

14

1

2s 1 9 9 _ 1
) falf (g -l + 053 (i) .
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Finalmente establecemos el resultado principal de este capitulo que es consecuencia del
Lema 1.12, la cota inferior global (Teorema 4.2), la cota para la cardinalidad de M}, dada en el

Lema 4.15 y la propiedad de contracciéon del Teorema 4.14.

TEOREMA 4.16 (Velocidad casi-6ptima de convergencia del Algoritmo 3). Supongamos que la
triangulacion inicial Ty de ) estd enumerada adecuadamente (ver Definicion 1.11). Supongamos
ademds que la solucion u del Problema 1 pertenece a la clase Ag. Si{uy}ren, denota la sucesion
generada por el Algoritmo 3, y si el pardmetro de marcado 0 satisface la Hipdtesis 4.11, y vale

la equivalencia del error dada en la Hipdtesis 4.13, entonces
1
(g =l + oscq (ur))® < Cluls(#Th, — #To)™°,  Vk €N,

donde la constante C > 0 depende de d, kr, ¢, de los datos del problema, del nimero de
refinamientos n realizado sobre cada elemento marcado, del pardmetro de marcado 6, y del

indice de regularidad s.

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema 1. Sea {uy }ren, la sucesién generada
por el Algoritmo 3. En esta prueba utilizaremos la letra C para indicar una constante que puede
depender de lo enunciado en el teorema, y en cada aparicién puede ser distinta. Para k € N, de

los Lemas 1.12 y 4.15, y de la cota inferior global (Teorema 4.2) se sigue que

k—1 k—1

1 _ 1
#HT, — #T9 < C Y #M; < Cluls Y (|lui — ully + oscF (u;)) >
i=0 i=0
1 k—1 |
(4.12) < Cluls ) (llus = ll§ + pn; (i) "%,
=0

donde 1 es la constante de la propiedad de contraccién (Teorema 4.14). Si definimos 2? :=
_1
[F(ui) — F(u)] + i (us), esta misma propiedad implica que z11 < pz; y por lo tanto, z; = <

_1
p%zi_ﬁ. Puesto que p < 1, obtenemos

N
—_

W [

IN

zZ

0
1., -1 1 _1
Do)t =1z,

i
1=0 I—ps

Il
o

i

y de (4.12), teniendo en cuenta la Hipétesis 4.13, se sigue que
1 _1
#Tp, — #To < Cluls (llue — ully + png, (ug)) > .
Finalmente, usando que oscr, (ug) < n7, (u),

1 _ 1
#Tp, — #To < Cluls (lur — ull + oseT, (ug)) 2,
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y obtenemos la estimacién deseada elevando a la potencia s y reordenando. O

4.6. Apéndice I. Sobre la Hipétesis 4.5 de acotaciéon de g7 para el Problema
modelo (2.6)

En este apéndice consideramos el Problema modelo dado en (2.6), esto es,

Problema modelo (no lineal)

Dada f € L?(2), hallar u € H} () tal que

/a(-,|Vu|?4).AVu-Vv = / fu,
Q Q

Demostramos que la Hipdtesis 4.5 se satisface para
gr(vr,wr;T) = Hr||Rr(vr) = Rr(wr)llp + Hyl? 177 (v7) = Jr(wr) o

teniendo en cuenta el residuo interior Rt y el residuo de salto J7 que fueron definidos para este
problema en la Seccién 3.5, cuando el espacio V7 esta formado por polinomios lineales a trozos,

es decir, cuando £ = 1. Necesitamos demostrar primero el siguiente resultado auxiliar.

LEMA 4.17. Sea T € To. Sea D3~ la matriz hessiana de  como funcion de su sequnda

variable. Si

1D3(2,€) = D3r(y: )2 < Cylz —yl,  Va,yeT, R,
para alguna constante C., > 0, entonces, para todo v,w € Py (T),°
‘Fv(w) - Fw(x) - Pv(y) + Pw(y)’ < C’YHV(U - w)HLOO(T)‘x - y‘7 Vx,y eT.

OBSERVACION 4.18. Teniendo en cuenta el Lema 2.1, tenemos que

(D3y(,€))ij = 2Daax(w, [€% ) ) (coli(A(x)) - €)(colj(A(x)) - €) + alz, [€f4 ) ) Ay (@),

para 1 < i,j < d. En consecuencia, si A es constante sobre los elementos de la triangulacién
inicial 7y, y si (-, t) y Doc(-,t)t son Lipschitz sobre cada T' € 7y (uniformemente en t), se tiene
que D37y(x,¢) es localmente Lipschitz en su primera variable, es decir, que existe una constante

C, > 0 tal que
D37 (2,€) — D3y(y, )2 < Cylz —yl,  Va,yeT, {€RY,

para todo T € 7.

SAqui, dada v € V7, T'y(z) := Vay(z, Vo(z)), para todo = €  (ver (3.12)).
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DEMOSTRACION DEL LEMA 4.17. Sea T' € 7. Sean v,w € Py(T) y sean z,y € T. Si

denotamos V := Vu(z) = Vu(y) y W := Vw(z) = Vw(y),® tenemos que
ITo(2) = Lw(2) = To(y) + Lw(y)| = [Vor(z, V) = Vory(z, W) = Vo (y, V) + Var (y, W)

= /1 Day(z, W +t(V = W)V = W) dt — /1 D3y(y, W +t(V = W))(V — W) dt‘
0 0

/O (D37 (z, W +t(V = W)) = D3y(y, W + t(V = W)] (V — W) dt‘

< Cylz —yllV - W],
de donde sigue la afirmacién del Lema. O

Concluimos este apéndice demostrando que la Hipdtesis 4.5 se cumple en este caso, y més

aun, vale el siguiente resultado local.
TEOREMA 4.19 (Acotacién local de g7). Sea T € T y sean v,w € V7. Entonces,
gr(v,w;T) S V(v —w)llwr)y, VT ET,
donde g7 (v,w;T) = Hr | Rr(v) = Rr(w)|lg + Hy'* | J7 () = Jr(w)]| o7

DEMOSTRACION. Sea 7 € T. Sean v,w € V7. Sea T € T.
Usando el Lema 4.17, para el término del residuo interior tenemos que

|Br(v) = Br(w)lly = [V - (Ty = Tw)lly < HY?|V - (T = Tw) | ()

< H;{/Q sup ITy(z) — Tw(x) = To(y) + Du(y)|

z,y€T |z —y
T#y

d/2
S HYP V(0 = w) oy = [V (0 = w)||,

y asi,
Hr ||R7(v) = Rr(w)llp S V(v —w)l7.
Analizamos ahora la parte correspondiente al residuo de salto. Si S es un lado de T interior

a Q) ysiTyyTs son los elementos que comparten S, entonces

7 (w) — Tr(w)lg = |5 3 T -Tu), | < 3 [

i=1,2 g =12

S Z( Ty = Tyl + Hy 29 (T, = D)l )

‘Ti S

6y y w son lineales en T'.
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donde hemos utilizado el Teorema 1.4 de traza. Puesto que Va7 es Lipschitz en su segunda

variable, tenemos que
Ty(z) = Tw ()] = [Vay(z, Vo(z)) = Voy(z, Vu(z))| < [Vu(z) — Vw(z)],
para todo x € T;, para ¢ = 1,2, y por lo tanto,
Ty =Tl S IV —w)lz,  i=12

Usando el mismo argumento que en la parte [1], tenemos ||V(I', — T'y) |7y < [V (v — w)||1;, para

1 = 1,2, y en consecuencia,

Hy? | J7(0) = Jr(w)llpr S IV (0 = 0)||usy (1-

4.7. Apéndice II. Sobre la Hipé6tesis 4.13 para el Problema modelo (2.6): Una

nocion equivalente para el error

Consideramos nuevamente el Problema modelo dado por la ecuacién (2.6). En este apéndice
demostramos que la Hipétesis 4.13 se cumple para este problema (ver Teorema 4.20 debajo). El

operador A : H}(Q) — H~1(Q) asociado a (2.6) estd dado por
(Au,v) = a(u;u,v) = /Qa(-, \Vu|%)AVu - Vo, Yu,v € HY (Q);
y en este caso, el funcional J : H}(Q2) — R definido por
J(u) := /Ol(A(su),u> ds, Yu € H}(Q),
puede expresarse en términos de la funcién 7 definida en (2.10) como

(4.13) J(u) = /Q’y(-,Vu) dx.

En efecto, teniendo en cuenta que DoB(x,t) = ta(x,t?), para todo x € Q y para todo ¢t > 0,

tenemos que

1
T (u) :/ (A(su),u) ds —/ a(su; su, u) ds-/ / , 82| Vul4)sAVu - Vu dr ds
/ / , 82| Vul%)s|Vuly dz ds = / / Dyf3(-, s|Vu|a)|Vu|a dz ds

— /Q/O Dyf(-, s|Vu|a)|Vul4 ds de = /Q(ﬁ(.7’vuu) — B(-,0)) dz,



4.7 Apéndice 11 79

y puesto que 5(-,|Vu|4) = (-, Vu) y que 3(z,0) = 0 para todo = € €, la afirmacién queda
demostrada.
Por otro lado, veamos que el funcional J es un potencial para el operador A. Para esto,

sean u,v € H}(), y t > 0. Puesto que

J(u+tv) — J(u) :/ v(-, Vu +tVo) — (-, Vu)
t 0 t ’

cuando ¢ — 0 obtenemos
d
(T (u),v) = Ej(u +tv)),_, = / Voy(-, Vu) - Vo = / al- | Vul})AVu - Vo = (Au,v),
Q Q

y por lo tanto,
\7, - A7

lo que significa que J es un potencial para el operador A.
Como consecuencia del Teorema 2.7, si W es un subespacio cerrado de H} (), las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

mw e W es solucion de
(4.14) a(w;w,v) = L(v), VoeW,

donde L(v) = [, fv, para toda v € H}(Q).
= w € W minimiza el funcional F : H}(Q) — R sobre W, donde F estd dado por

(4.15) F) :=J(v) — L(v) = / (v(-, Vo) — fv), ve€ H(Q).

Q
Finalmente mostramos que la Hipdtesis 4.13 vale para el problema que estamos consideran-
do ahora. Recordamos que ésta establece una nocién equivalente para el error, que nos permite
demostrar una propiedad de contraccién del error (ver Teorema 4.14) y posteriormente la op-
timalidad de una sucesién adaptativa para la aproximacion por elementos finitos de problemas

no lineales. Una idea similar ha sido usada en [DKO8].

TEOREMA 4.20. Sea W es un subespacio cerrado de HY(Y) y sea F definido por (4.15). Si

w € W satisface (4.14), entonces

- w)lp < Fl) - Fw) < LIV@ -, VoW,
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DEMOSTRACION. Sea W un subespacio cerrado de H}(2) y sea w € W solucién de (4.14).

Sea v € W arbitraria y fija. Para t € R, definimos ¢(t) := (1 — t)w + tv, y notamos que
' (t) =v—w, Vit eR,

y que
Vo(t) = (1 —t)Vw + tVu.

Si definimos

del Teorema de Taylor se sigue que

1
(4.16) F(v) = F(w) = (1) = ¢(0) = ¢'(0) +/0 P (1 =) dt.

De (4.15) se sigue que

(4.17) b(t) = F(o(t)) = /Q (A V() — /Q Fo(t),

y por lo tanto, para hallar las derivadas de i primero calculamos %(7(:6, Vé(t))), para cada

z € Q fijo. En primer lugar, tenemos que

0 0

57 V6(0) = V21(, V(1)) - 5:V6(t) = Vo (-, V(1)) - V(v = w)

v luego,

2

%w(-, Vo(t) = D3y(-, V(1) V(v — w) - V(v — w),

donde D37 es la matriz hessiana de 7 como funcién de su segunda variable. Por lo tanto,

considerando que ¢”(t) = 0 para todo ¢t € R, de (4.17) se sigue que

(4.18) (1) = /Q D24 (-, V1))V (v — w) - V(v — w).

Asi, puesto que w minimiza F sobre W, tenemos que ¢'(0) = 0; y usando (4.18), de (4.16)

obtenemos que

1
Fv) — F(w) = /0 /QDgw(-, Vo(t)V(v —w) V(v —w) de(l —t) dt.

Puesto que D37 es uniformemente eliptica (ver (2.21)) tenemos que

c 1
Lve-wllh < [ [ Dh. Vo0V — ) Vo - w) del =) dt < 2T~ )l

de donde sigue la afirmacion del teorema. O



CAP{TULO 5

El método de Kacanov y un algoritmo de aproximacién
inexacto para problemas no lineales
En este capitulo proponemos un algoritmo adaptativo para aproximar la solucién u del
Problema 1, basado en una iteracién inexacta de tipo Kacanov, que resulta mucho menos costosa
comparada con la del Algoritmo 2, propuesto en el Capitulo 3. Demostramos la convergencia

(sin orden) de este nuevo algoritmo en el cual se usa cualquier estrategia de marcado razonable

(ver (1.9)), y realizamos algunos experimentos numéricos para analizar el orden de convergencia.

5.1. La iteraciéon de Kac¢anov

Dado un espacio de Hilbert real V, consideramos nuevamente el Problema 1, esto es,

Problema 1. (Problema no lineal general)

Dado L € V’, hallar u € V tal que

a(u;u,v) = L(v), VoveV.

Suponemos como antes que a : VXV xV — R es lineal y simétrica en su segunda y tercera

variable, y que es acotada y coercitiva, es decir,

(5.1) la(w;u,v)| < Cqllu|lv]v]v, VYw,u,v €V,

callulf < a(wiu,u),  Vw,u €V,

para algunas constantes C, y ¢, positivas. Suponemos ademés que el operador A : V — V’
asociado al problema definido por (3.3) es Lipschitz y fuertemente monétono, con constantes
Ca y ca, respectivamente (ver (3.4)—(3.5)).

En esta seccion presentamos un método iterativo para aproximar la solucién del Problema 1,
donde las aproximaciones dadas estdn siempre en V. Por esto, este método serd implementable

cuando el espacio V sea de dimensién finita. Por ejemplo, este método podria utilizarse para
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aproximar la solucién de cada uno de los problemas discretos (3.7) que generan la sucesién
adaptativa casi-Optima del capitulo anterior.
Método de Kacanov: Dada una aproximacion inicial Uy € V de la solucién u del Proble-

ma 1, consideramos la sucesién {Uy }ren, donde Uy € V es la solucién del problema lineal
(5.2) a(Ug—1; Uk, v) = L(v), Vvev,

para cada k € N.
El siguiente teorema da un control para el error de la sucesion definida en (5.2) en términos

de dos aproximaciones sucesivas.

TEOREMA 5.1 (Estimacién del error). Sea u € V la solucion del Problema 1. Si {U}ken, C

V es la sucesion definida por (5.2), entonces
Ca
10k = ullv < Uk = Uksallv, - vk € Ro.

DEMOSTRACION. Sea u € V la solucién del Problema 1 y sea {Uy}ren, C V la sucesién
definida por (5.2). Puesto que el operador A asociado al Problema 1 es fuertemente monétono,

usando (5.2) y que a es acotada se tiene que
cal||Ug — u||%, < (AU, — Au, Uy, — u) = a(Uy; U, U, — u) — a(u;u, Uy, —u)
= a(Uy; U, U — u) — a(Ug; Ugy1, U, — u) = a(Ug; U — Ugq1, U, — u)
< CallUk = Upa[v[IUk — ullv,

de donde sigue la afirmacién del teorema. O

OBSERVACION 5.2 (Convergencia del Método de Kacanov). Para probar la convergencia de

{Uk}rken, a u, del Teorema 5.1 se sigue que es suficiente mostrar que
Uk = Uk+1llv — 0,

cuando k tiende a infinito. Esto puede demostrarse como en el Lema 5.5 de la seccién siguiente,

suponiendo la Hipétesis 5.4 enunciada debajo.

5.2. Un algoritmo inexacto convergente

Consideramos que el espacio V donde se define el Problema 1 es, como en los capitulos

anteriores, el espacio H} (), para algin I' C 92 adecuado.
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En esta seccién presentamos un método adaptativo convergente a la solucién u del Proble-
ma 1 basado en una iteracion inexacta de tipo Kac¢anov. La ventaja de este método con respecto
al descripto por el Algoritmo 2 del Capitulo 3 es que en cada malla o nivel de refinamiento, sélo
se resuelve un sistema lineal. El algoritmo se llama inezacto porque no se resuelve el problema
discreto no lineal (3.7).

Como antes, dada una triangulacién conforme 7 de €2, para cada triangulaciéon 7 € T :=

T(7p) consideramos el espacio de elementos finitos V7 C V, definido por
Vr={veVl|vy, eP(T), VTeT},

donde ¢ € N es un grado polinomial fijo.

El método adaptativo propuesto se describe en el siguiente

Algoritmo 4.
Sea 7y una triangulacién conforme de 2 y sea ug € Vg

una aproximacién inicial. Poner 77 =7 y k=1.
1. uy := RESOLVER(ug_1, 7).
2. {nx(T)}rer, == ESTIMAR(ug—1, ug, Ty) -
3. My, := MARCAR({nk(T)}rez,, Ti) -

4. Tpy1 := REFINAR(T),, My, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.

Los pasos de este algoritmo son los descriptos para el Algoritmo 2, excepto el médulo
RESOLVER que en este caso, dada la triangulacién conforme 7 de €2, y la aproximacion uy_1,

calcula la solucién uy, € Vi, := V7, del problema lineal
(5.3) a(ug_1;ug, vg) = L(vg), Voo € V.

Observemos que por lo tanto, en RESOLVER se realiza sélo una iteracién del algoritmo
clasico de Kacanov. Esto hace que el método sea atractivo desde el punto de vista préactico.
Como en el Algoritmo 2, suponemos que los estimadores de error local {n;(T")}re7, son

confiables y estables, es decir, que satisfacen:

s Confiabilidad:

(5.4) [(R(u), )| S Y m(D)IVolluy(rys Vo€V,
TET,
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donde en este caso, (R(ux),v) := a(ug_1;ug,v) — L(v).

= Estabilidad:
(5.5) ne(T) S IVugllw, ) + 1DLlle, VT € Ty,

donde Dy, € L*(2) depende del funcional L.
En el Apéndice I de este capitulo construimos estimadores a posteriori para el Problema mode-
lo (2.6) y mostramos que satisfacen estas propiedades al menos cuando consideramos la aprox-

imacién con polinomios lineales a trozos (¢ = 1).

OBSERVACION 5.3 (Acotacién de la sucesién {uy}ren,). Puesto que a es coercitiva, usan-

do (5.3), para todo k € N se tiene que

1 1 Ll
sl < L a(uprs upue) = ~ L) < P oy,
Cq a a
y luego,
C,

a

En consecuencia, {uy}ren, s acotada en V.

Para demostrar la convergencia de la sucesién {uy }ren, del Algoritmo 4, probamos primero
que ||ug — ug41||lv — 0, cuando k tiende a infinito. Para ésto, necesitamos la siguiente hipétesis,
que se satisface para el Problema modelo (2.6) cuando Dya(x,t) < 0, para todo x € Q y para

todo t > 0, como veremos en el Lema 5.9 del Apéndice II al final de este capitulo.
HIPOTESIS 5.4. Para toda v, w € V se satisface

J () = J(w) <

(a(w;v,v) — a(w;w,w)),

(NN

donde J(v) = fol a(sv; sv,v) ds.

LEMA 5.5. Si la Hipdtesis 5.4 se cumple, y si {uy}ren, denota la sucesion generada por el

Algoritmo 4, entonces

lim Huk - uk+1HV = 0.
k—o0

DEMOSTRACION. Sea {uy}ren, la sucesién generada por el Algoritmo 4. Puesto que a es

coercitiva, y lineal y simétrica en su segunda y tercera variable,

Callur — ukﬂ”%} < a(ug; up — U1, Uk — Uk41)
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(5.6) = a(ug; gk, uk) — 2a(ug; upr1, ug) + a(wp; W1, Ugt1)-
De (5.3) se sigue que a(ug; Up41, U — Upt1) = L(ug — ugy1) y luego que
aug; g1, u) = L(wg — wpt1) + a(up; W, Wkt1)-
Reemplazando esta igualdad en (5.6) y teniendo en cuenta la Hipdtesis 5.4 obtenemos
Callur — uri1 Iy < alup; ug, ug) — 2L(ug — wgg1) — a(ug; Ugs1, kg
<27 (uk) — 27 (1) — 2L(up) + 2L(up1)
(5.7) = 2(F (ur) — F(urt1)),

donde F := J — L, y en consecuencia, {F (uy)}ren, €s una sucesién mondtona decreciente.
Por otro lado, {F(ug)}ken, estd acotada inferiormente ya que

L%

1
1
Flug) = / sa(sug; ug, uy) ds — L(ug) > §Ca||wc||%/ — | L||vr [Jurllv = — 7
0 a

Finalmente, de estas dos ultimas conclusiones se sigue que {F(ug)}ren, €s convergente.

Considerando (5.7), concluye la demostracién de este lema. ]

Mostramos ahora que la sucesién dada por el Algoritmo 4 es convergente, y en particular,
., c . —V .
que converge a una funcion del espacio limite Vo, = UV . Recordemos que V, es un espacio

de Hilbert con el producto escalar heredado de V.
TEOREMA 5.6 (La sucesién adaptativa es convergente). Sea {uy}ren, la sucesion generada
por el Algoritmo 4. Si us € Voo satisface
(5.8) a(Uoo; Uso,v) = L(v), VeV,
entonces

Up — U €en V.

DEMOSTRACION. Sea {uy}ren, la sucesion generada por el Algoritmo 4. Sea uq € Voo la
solucién de (5.8) y sea Pxy1: V — Vi la proyeccién ortogonal sobre Vi 1. Puesto que A es

fuertemente monédtono, usando (5.8) y (5.3), tenemos que
callur — oo |3 < (Aup — Ao, Up — Uoo) = (A, up, — too) — L(up — Uso)
= (Aug, up, — Pry1Uoo) + (Atk, Prt1Uoo — Uso)

— L(ug — Pry1too) — L(Pri1tioo — Unso)
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= a(up; Uk — Up1, Uk — PraiUoo) + (Atp, Prpiloo — Uoo) — L(Pryi1tioo — Uso)
< Callug — up 1 llv([urllv + Juoollv) + (Callugllv + [ Lllv ) | Pra 100 — toollv,

para todo k € Np, donde para la tultima desigualdad hemos usado (5.1). De la Observacién 5.3
se tiene que {uy }ren, es acotada en V, y usando el Lema 5.5, que los espacios V}, estdn anidados

y que Ugen, Vi es denso en Vo, concluimos que uy — us en V. O

Puesto que los estimadores son estables (ver (5.5)), utilizando la convergencia demostrada
en el teorema anterior, podemos probar como en Lema 3.3, que si {{nx(T")}rec7, }ren denota
la sucesién de estimadores de error local calculados a través del Algoritmo 4, y {My}ren la

sucesion de conjuntos de elementos marcados en cada malla, entonces

5.9 lfim méx n(T) = 0.
(5.9) Jim maxx mx(T)

Usando la confiabilidad y la estabilidad de los estimadores dadas en (5.4)—(5.5), que {u }ken,
es acotada (ver Observacién 5.3), que la estrategia de marcado del Algoritmo 4 es razonable

(ver (1.9)), y (5.9), se puede demostrar del mismo modo que demostramos el Teorema 3.4 que

(5.10) lim (R(ug),v) =0, paratodav eV,

k—o0
donde recordamos que en este caso (R(ug),v) = a(ug_1;uk,v) — L(v).
Finalmente, como consecuencia de (5.10) probamos en el siguiente teorema que u es la

solucién del Problema 1.

TEOREMA 5.7 (La funcién limite es solucién). Sea uo la solucion de (5.8). Entonces us es

la solucion del Problema 1, esto es,
a(Uoo; Uso, V) = L(v), VoveV.

DEMOSTRACION. Sea us la solucién de (5.8). Si v € V, y {ug}ren, denota la sucesion

generada por el Algoritmo 4, entonces
|a(Uoo; Uno, V) — L(V)] = |a(Uoo; Uso, V) — L(v) — a(ug; ugs1,v) + a(ug; ugs1, v)]
< Ja(tos} Uoo, v) — alug; k1, V)| + [(Rwgt1), v)]
< Ja(tioo; Uoos v) — alug; uk, )| + lalur; uk — upi1, v)| + [(Rurt1), v))|
< [ Auco = Auglvr[|vllv + Callur — wrprl[wllvlly + [(R(ux), )]

< Calluco = up|lvl|vllv + Callur — uppallvllvllv + [(R(ux), v)],
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ya que A es Lipschitz (ver (3.4)) y a es acotada. Usando el Teorema 5.6, el Lema 5.5 y (5.10)
se sigue que el lado derecho de la ultima desigualdad tiende a cero cuando k tiende a infinito.

Puesto que v € V es arbitraria, us, es soluciéon del Problema 1. O

De los Teoremas 5.6 y 5.7 se sigue que la sucesién {ug}ren, generada por el Algoritmo 4
converge a la solucién u del Problema 1. Observemos que bajo las mismas hipotesis que implican
la convergencia del Método de Kacanov clasico, mas la confiabilidad y la estabilidad de los
estimadores de error local, se cumple la convergencia de este algoritmo inexacto que consiste en
realizar una sola iteracién de Kacanov sobre cada malla.

En la siguiente seccién presentamos algunos resultados numéricos en donde estudiamos

experimentalmente el orden de convergencia para algunos problemas no lineales particulares.

5.3. Experimentos numeéricos

En esta seccién consideramos casos particulares del Problema modelo (2.6). Més precisa-
mente, consideramos problemas simplificados de la forma:
~V - (a(|Vu|*)Vu) = f en

(5.11)
U=y sobre 0f2,

donde ©Q C R? es el dominio en forma de L dado en la Figura 5.1. En los siguientes ejemplos,
a fin de estudiar experimentalmente el comportamiento del Algoritmo 4, consideramos (5.11)
con distintas funciones «, y elegimos los datos f y g en cada caso de manera que la solucién sea

siempre la funcién v dibujada en la la Figura 5.1, dada en coordenadas polares por:

(5.12) u(r,p) =i sen <§<p> .

Consideramos el Algoritmo 4 utilizando las siguientes estrategias de marcado:

= Refinamiento global: En este caso refinamos todos los elementos de la malla actual para
obtener la siguiente.

» Fstrategia del Mdzrimo: Esta estrategia esta descripta en la Seccién 1.4.1, y tomamos
el parametro 6 = 0, 7.

= Fstrategia de Déorfler: Esta estrategia también esta descripta en la Seccion 1.4.1, y en

este caso tomamos 6 = 0, 5.
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FI1GUuraA 5.1. El dominio © donde se plantea el problema (5.11) y la funcién u

que es solucion del problema para cada uno de los ejemplos.

Para la implementacion del Algoritmo 4 hemos utilizado el toolbox de elementos finitos
ALBERTA [SS05]. Hemos realizado iteraciones del algoritmo hasta superar los 500.000 grados

de libertad o hasta que el estimador de error global sea menor que 1076,

EJEMPLO 5.1 (Convergencia éptima cuando « satisface las hipdtesis de nuestra teoria).
Como primer ejemplo, con el objetivo de estudiar experimentalmente el orden de convergencia

del Algoritmo 4, consideramos

(t) = ! +1 t>0
=T Ty ’

que satisface las hip6tesis de nuestra teoria para garantizar la convergencia (ver Figura 5.2),

esto es, o es de clase C', existen constantes ¢ y ¢y positivas tales que

(5.13) c1 < aft?) + 22/ (%) < o, V>0,
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y

(5.14) a es decreciente, es decir, o (t) < 0, para todo t > 0.

a(t) a(t?) + 2t2a’ (t2)
1.5 : ‘ ‘ ‘ 1.6 : : ‘

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4F

0.5 . . . n 0.2 . . . .
0 10 20 ¢ 30 40 50 0 10 20 ¢ 30 40 50

L

Fraura 5.2. La funcién «(t) = T

+ %, del Ejemplo 5.1 satisface todas las

propiedades requeridas para garantizar la convergencia.

En la Figura 5.3 se muestran los gréficos del error en norma H'(€) en funcién de los grados
de libertad utilizados, para elementos finitos de grado ¢ = 1,2, 3,4. Vemos que en este caso, la
convergencia se da con el orden éptimo para las estrategias adaptativas, esto es, ||u—ug|| H(Q) =

/

O(DOFS,;Z/ 2). Para el refinamiento global el orden de convergencia observado es DOFS/,;1 3 para
todos los grados polinomiales probados, dado que la solucién exacta v € H'*(Q), para todo
0<d< % Si bien la teorfa sélo garantiza la convergencia (sin orden) del método inexacto de

Kacanov para elementos lineales, los resultados numéricos sugieren que el método converge para

elementos finitos de cualquier grado polinomial, y ademas que lo hace con orden 6ptimo.
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107 107
107 107}
— -
T T
=107 = 107k
5] 3
8 8
-4 -4
£ 10 4 2107}
5] 5]
10° E 107
f * Refinamiento Global [ * Refinamiento Global
10 + Estrategia del Maximo 1 10°F + Estrategia del Maximo
Estrategia de Dorfler Estrategia de Dorfler
| — Pendiente éptima | — Pendiente éptima
10 . . 10 . h .
10' 10° 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10
DOFs DOFs
Grado polinomial £ = 3 Grado polinomial ¢ = 4
T T T T T T T T
10" E 107
107 1 107t
E ¥ - *
*
-3 m -3
= 10 4 =10
5] 5]
g 8
" 4
: 10 E| : 10 F
5] 3]
10° 5 10°F
* Refinamiento Global Y [ * Refinamiento Global 3
10 + Estrategia del Maximo 10 ¢ + Estrategia del Maximo
Estrategia de Dorfler Estrategia de Dorfler
_,{ — Pendiente 6ptima _,| — Pendiente 6ptima
107 - ’ . . 10 | ; .

1 2

10 10 10° 10 10 10 10 10°

poFs” pors”
Ficura 5.3. Error versus DOFs para el Ejemplo 5.1. En las gréaficas presenta-
mos el error en norma H!({2) entre la solucién exacta y las soluciones discretas,
en funcién de los grados de libertad (DOFs) utilizados para representar a cada
una de éstas. Se observa que el método converge con orden 6ptimo para las dos
estrategias adaptativas consideradas, pero no asi para el refinamiento global, da-
do que la solucién exacta u no es suficientemente regular. En este caso, la funcion
at) = ILth + % satisface todas las propiedades de nuestra teoria para garantizar

la convergencia con elementos lineales. Los experimentos numéricos sugieren que

el método converge de manera éptima para elementos finitos de cualquier grado

polinomial.
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EJEMPLO 5.2 (Sobre la hipdtesis (5.13)). En este ejemplo consideramos la funcién

1 +1
14+t 10

a(t)

t>0,

que es decreciente, es decir, satisface (5.14), pero no satisface (5.13), como se muestra en la
Figura 5.4. Vimos que esta tltima propiedad garantiza existencia y unicidad de la solucién del
problema (5.11), asi que en este caso el problema podria tener otras soluciones ademés de u

dada en (5.12).

a(t)

a(t?) 4 2t2a’ (t2)
1.4 12 : ;

1.2r : b 1

0 10 20 ¢ 30 40 50 0 10 20 ‘ 30 40 50

F1auraA 5.4. La funcién a(t) = 1+Lt+1l0’ del Ejemplo 5.2 no satisface la condicién

a(t?) + 262/ (t%) > 0.

En la Figura 5.5 se muestran los gréficos del error en norma H'() en funcién de los grados
de libertad utilizados, para distintos grados polinomiales. En el caso £ = 3 y £ = 4 el algoritmo se
detuvo para las estrategias adaptativas porque el estimador llegé a la tolerancia deseada (107%),
aunque el error sélo alcanzé un orden de 1072 en todos los casos con las estrategias adaptativas.
Por otro lado, como puede verse en la Figura 5.6 el estimador de error global decrece con orden
optimo para las estrategias adaptativas.

Basados en estas observaciones, da la impresion de que el algoritmo adaptativo esta aprox-
imando una solucién uy tal que [[u — u1| g1 (o) = 10~2. Recordemos que a no cumple la condi-

cién (5.13) que garantiza la unicidad de soluciones.
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Ficura 5.5. Error versus DOFs para el Ejemplo 5.2. En las gréaficas presenta-
mos el error en norma H!({2) entre la solucién exacta y las soluciones discretas,
en funcién de los grados de libertad (DOFs) utilizados para representar a cada
una de éstas. Se observa que el método no converge, sino que el error se estaciona
alrededor de 1072. Esto podria estar indicando que el método converge, pero no
a la solucién que esperabamos. Dado que en este caso, la funcién «a(t) = %th + %
no satisface la condicién que garantiza unicidad de soluciones, y basados en que
el estimador a posteriori del error si tiende a cero (ver Figura 5.6) concluimos
que el método converge a otra solucion del mismo problema. Esta afirmacién

es prematura y requiere un andlisis mas cuidadoso que serda objeto de futuras

investigaciones.
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Ficura 5.6. Estimador versus DOF's para el Ejemplo 5.2. En las graficas pre-

sentamos el estimador global 7, en funcién de los grados de libertad (DOFs)

utilizados para cada solucién discreta. Se observa que para las estrategias adap-

tativas el estimador global decrece con el orden éptimo para el error en norma

H', a pesar de que el error no tiende a cero (ver Figura 5.5). Recordando que

en este caso, la funcién «a(t) =

1 1
=t 10

no satisface la condicién que garanti-

za unicidad de soluciones, nos arriesgamos a concluir que el método converge a

otra solucion del mismo problema. Esta afirmacion es prematura y requiere un

analisis mdas cuidadoso que sera objeto de futuras investigaciones.
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EJEMPLO 5.3 (La hipdtesis de que « sea decreciente no parece ser necesaria). Consideramos

1
alt) = =3 e 341, t>0,

que satisface la hipdtesis (5.13) pero no (5.14), es decir, en este caso, « es creciente (ver Figu-

ra 5.7).

a(t) a(t?) + 2t2a/ (t?)

0.9r

0.8

0.7

0.6

0.5
0

Firaura 5.7. La funcién o(t) = —%efg +1, del Ejemplo 5.3 satisface la

hipétesis (5.13) pero es creciente.

En la Figura 5.8 se muestran los gréficos del error en norma H'(€) en funcién de los grados
de libertad utilizados, para elementos finitos de grado ¢ = 1,2, 3,4. Vemos que en este caso, la
convergencia se da con el orden éptimo DOFs—¢/2 para las estrategias adaptativas, revelando
que la hipétesis de a decreciente puede ser superflua, y sélo una necesidad artificial para la
demostracién presentada. Un estudio mas detallado acerca de esta hipdtesis serd objeto de

trabajo futuro.
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Ficura 5.8. Error versus DOF's para el Ejemplo 5.3. En las gréaficas presenta-

mos el error en norma H!(2) entre la solucién exacta y las soluciones discretas,

en funcién de los grados de libertad (DOFs) utilizados para representar a ca-

da una de éstas. Se observa que el método converge con orden 6ptimo para las

estrategias adaptativas, aunque la funcién a(t)

1

_3 .
—5€ 2 +1 no satisface la

hipétesis de que sea decreciente. Esto indica que la hipodtesis de o decreciente

podria ser artificial, y no realmente necesaria para la convergencia del algoritmo.
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EJEMPLO 5.4 (a es de clase C! pero no necesariamente Lipschitz). Como tltimo ejemplo,

consideramos
t
a(t):Q—L, t>0,
1+ Vi
que satisface las hipétesis (5.13) y (5.14). Notemos que lim,_, g+ o/(t) = —o0, como se muestra

en la Figura 5.9; lo que significa que « no es Lipschitz, pero ésto esta permitido en nuestra

teorfa, puesto que sélo requerimos que |ta/(t)| esté acotado a través de la hipdtesis (5.13).

a(t) a(t?) + 2t2a’ (t2)

F1auraA 5.9. La funcién a(t) =2 — T\/\E/Z’ del Ejemplo 5.4 satisface las hipdtesis

de nuestra teorfa, las cuales permiten que « no sea Lipschitz.

En la Figura 5.10 se muestran los graficos del error en norma H'(£2) en funcién de los grados
de libertad utilizados, para elementos finitos de grado ¢ = 1,2, 3,4. Vemos que en este caso, la
convergencia se da con el orden éptimo DOFs /2 para las estrategias adaptativas. Esto indica
que que la convergencia optima se obtiene aiin cuando « no sea Lipschitz, es decir, que no haria

falta introducir hipétesis adicionales para demostrar la optimalidad.
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Ficura 5.10. Error versus DOF's para el Ejemplo 5.4. En las graficas presenta-
mos el error en norma H!(2) entre la solucién exacta y las soluciones discretas,
en funcién de los grados de libertad (DOFs) utilizados para representar a cada
una de éstas. Se observa que el método converge con orden 6ptimo para las dos
estrategias adaptativas consideradas. En este caso, la funcién «a(t) = 2 — T\/\E/i’

satisface las hipdtesis de nuestra teoria y tiene una derivada infinita en 0, proban-

do que la convergencia éptima se cumple atin en el caso limite de o no Lipschitz.
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5.4. Apéndice 1. Estimadores de error a posteriori para el Problema modelo (2.6)

Consideremos el Problema modelo dado en (2.6), esto es,

Problema modelo (no lineal)

Dada f € L%(2), hallar u € H}(Q) tal que

/a(-,\Vu!il).AVu-Vv:/fv, Vo€ H}(Q).
) Q

Recordemos que « es una funcién acotada (ver (2.4)), localmente Lipschitz en su primera
variable (ver (3.20)) y de clase C! en su segunda variable, y que existen constantes ¢; y ¢z

positivas tales que
(5.15) c1 < a(z,t?) + 22 Dya(z, %) < co, VeeQ, t>0.

Por otro lado, A : © — R%9 es tal que A(z) es simétrica para todo x € €2, uniformemente
definida positiva (ver (2.2)), y Lipschitz a trozos sobre una triangulacién inicial conforme 7j de
Q (ver (2.3)).

En este apéndice presentamos estimadores de error a posteriori asociados a este problema,
y mostramos que son confiables y estables, que son las propiedades que hemos requerido para
demostrar la convergencia del Algoritmo 4. Mas precisamente, definimos el residuo interior
Ry (ug) y el residuo de salto Ji(uy) asociados a la ecuacién (5.3) y probamos (5.4) y (5.5).

Consideramos elementos lineales a trozos para la aproximacion. Mas precisamente, el espacio
discreto V7 para cada malla 7 € T := T(7y), estd formado por las funciones continuas sobre
), que restringidas a cada elemento de 7 son polinomios de grado < 1, y que se anulan sobre

0L, es decir,

Vr:={veHjQ) | v, €PT), YT T}
Dada ug € Vg, si {ux }ren es la sucesién generada por el Algoritmo 4, entonces
/Qa(-,|vuk_1|?4),4vuk-vvk = /vak, Vop € Vy:=Vg,,
para k € N. En consecuencia, el residuo de uy, esta dado por

(R(ug),v) := /Q (a( - \Vuk,lli).AVuk -Vov — fv) , Yo e Hol(Q)



5.4 Apéndice 1 99

Integrando por partes en cada elemento 1" € 7, tenemos que

Riug) ) = 3 /T (al -, [Vaug_1]2) AV - Vo — f0)

TeT,
_ -V - (af- w112 Uk )v vol - w1 |2 T — ;
) </T Ruuo+ | ka)v) ,

donde Ry (uy) es el residuo interior definido por
Ry(ug), ==V - (a(-, |Vup1 ) AVu) — f, VT €T,

y Ji(ug) es el residuo de salto que estd dado por

1
Jk(uk)|s = 5 (a( < |Vuk_1|?4)AVuk)

iy 4 (a( -, | Vug_1|4)AVuy), . -n3|,

‘Tl ‘TQ

para todo lado S interior a €2, y Jk(uk)\s :=0, si S es un lado sobre la frontera de Q. Aqui, T}
y Ty denotan los elementos de 7}, que comparten S, y n; el versor normal sobre S exterior a T},
para: =1,2.

Como lo hicimos en la Seccién 1.4.2, definimos el estimador de error local ni(T") por
(5.16) MR(T) i= HE 1B 17+ Ho | () 7

para todo T € Ty, v el estimador de error global ny, por

mh= Y n(T).

TeT

Puesto que (R(uy),vg) = 0, para toda v € Vi, del Teorema 1.15 se sigue que

[(R(ui),0)| S Y (D) V0l y, Vv € Hy(Q),
TET,

lo que significa que los estimadores son confiables. Por otro lado, en el siguiente resultado

demostramos la estabilidad.

TEOREMA 5.8 (Estabilidad de los estimadores de error local). Sea {uj}ren la sucesion
generada por el Algoritmo 4. Entonces los estimadores de error local definidos por (5.16) son

estables. Mdas precisamente,

(1) S (IVukllwg ey + 1 fll7) S VT €T,

para todo k € N,
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DEMOSTRACION. Sea {uy}tren la sucesion generada por el Algoritmo 4. Sea k € N y sea

T € T} fijo. Por un lado tenemos que

| Ri (i)l = || =V - (-, [Vug—112) AVug) = f|

<[V (al, Vur-12)) - (AVw) || + [Jal, [Vur-1 )V - (AVar) ||+ (1 £l -

Puesto que « es localmente Lipschitz en su primera variable (ver (3.20)) y que A es localmente
Lipschitz (ver (2.3)), teniendo en cuenta (2.2) y que [t>Daa(-,t?)| < (ca —¢1)/2, para todo ¢t > 0

(ver (5.15) y Observacién 2.3), se sigue que si ;1 := Vug_1 (constante en T'),

0A
+ | Dacv(, |§i— 1’,4(3:) ( )ek—1 - &1

da
a(x, ]&g,l\a(m)) < ‘%(m, ‘&671’?4(3:))

dz;
<1+ ‘Dga(m, \&4’?4(3;))‘ \&4\?4(1)

<1

~ Y

paral <:<dyx €T,y puesto que « es acotada,
1Bk (uk)ll7 S [AVugllz + IV - (AVu) lp + [ fll 7 -

Teniendo en cuenta nuevamente que Vuy es constante en 7', finalmente obtenemos, usando que

Acs Lipschitz, que | Ri(u)lly < [Vuly + | fllp. v en consceuencia,

Hr ||R(ue)llr S IVurlly + 17 -

Por otro lado, si S es un lado de T interior a €, y si 11 y 15 son los elementos que com-

parten S,

[

k() s = |15 al, \Vup1[2) AV, -7 < Y H(a(-,\Vuk,lﬁ)AVuk)m - ;

221,2 g =12

—1/2 —1/2
< Y |[Vunin ||, £ X2 BRIVl S H Vo),
i=1,2 i=1,2

)

donde hemos utilizado que a y A son acotadas, y el Teorema 1.4 de traza. Por lo tanto,

1/2
H | () lor S 1V tk | (1

lo que completa la demostracién. O
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5.5. Apéndice II. Sobre la Hipétesis 5.4 para el Problema modelo (2.6)

Finalizamos este capitulo demostrando que la propiedad establecida en la Hipotesis 5.4 se
satisface para el Problema modelo (2.6) cuando la funcién « es mondtona decreciente en su
segunda variable. Recordamos que la Hipdtesis 5.4 relaciona el funcional 7 con la forma a, y se

utiliza en el Lema 5.5 donde se demuestra un resultado previo a la convergencia del Algoritmo 4.
LEMA 5.9. Si Dya(x,t) <0 para todo x € Q y para todo t > 0, entonces

I () = T (w) < = (a(w;v,v) — a(w; w,w)), Vo,weV.

DO | =

DEMOSTRACION. Sean v,w € V. Usando (4.13), la definicién de v dada en (2.10) y la

definicién de § dada en (2.8) tenemos que

Tw) - T (w) = /Q (B(-IV0]4) — B [Vl 0))

([ e [TPon ) w
_ / / |ZT; ) dt da

<5 [ aC.Ivul) (9ol - [Vul) do

1
= 5(@(11); v, V) — a(w;w,UJ)),

donde la desigualdad vale ya que Dsoa(-,t) < 0, para todo ¢ > 0, implica que fs‘? af-,t) dt <

af(+, s1)(s2 — s1), para todo s1,s2 > 0. 0
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PROBLEMAS ELIPTICOS DE
AUTOVALORES






CAPiTULO 6

Algunos problemas de autovalores asociados a operadores

elipticos

En muchas aplicaciones précticas es necesario encontrar buenas aproximaciones de los au-
tovalores y las autofunciones de problemas elipticos. En este capitulo estudiamos algunos tipos
particulares de problemas de autovalores conocidos y su discretizacién por elementos finitos.
Para cada problema, presentamos los residuos en base a los cuales se definirdn estimadores de
error a posteriori, como se describid en la Seccion 1.4.2, para el estudio de la aproximacién adap-
tativa que estudiaremos en esta parte de la tesis. En los capitulos siguientes desarrollaremos un
marco general que abarca estos problemas, y demostraremos la convergencia y la optimalidad
de métodos de elementos finitos adaptativos.

Recordamos que  C R? denota el interior de un poligono si d = 2, o de un poliedro si
d = 3, cuya frontera 0f) es Lipschitz.

Consideramos operadores elipticos cuyo término de segundo orden estd dado por —V -
(AV-),! donde A : @ — R¥? es tal que A(z) una matriz simétrica para todo z € €, y

uniformemente definida positiva, es decir, existen constantes a,a > 0 tales que

(6.1) al¢’ < A@)¢-¢<ale’,  VYareQ ¢eRY

Por otro lado, suponemos que A es Lipschitz continua sobre {2, esto es, existe una constante

C 4 > 0 tal que?

(6.2) [A(@) — AWz < Calz —yl,  Va,yel.

IRecordamos que si F: Q Cc R* - R? es un campo vectorial de componentes F, para i = 1,2,...,d, V-

denota el operador Divergencia, dado por V - F' := Zle %Fi.

2Recordamos que || - |2 denota la norma 2 de matrices, inducida por la norma usual de vectores | - |.
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6.1. Problema de autovalores tipo Dirichlet

Como primer ejemplo consideramos el problema de hallar A € R y una funcién no nula

u : ) — R tales que
(6.3)

donde B es una funcién escalar tal que
b<B(x)<b, Vze,

para algunas constantes b, b > 0. La forma variacional de (6.3) es el siguiente

Problema tipo Dirichlet

Hallar A € R y 0 2 u € H} () tales que

(6.4) /.AVu-Vv = )\/ Buv,  Yve H}Q).
Q Q

Considerando V := H}(Q) y W := L?*(Q), y definiendo las formas a : VxV — Ry
b:WxW — R por

a(u,v) :/AVu-VU, y b(u,v):/Buv,
Q Q

el Problema tipo Dirichlet (6.4) es equivalente al siguiente

Problema de autovalores

Hallar A€ Ry 0 £ u € V tales que

(6.5) a(u,v) = Ab(u,v), VoveV.

De las propiedades de A y B se sigue que las formas a : VXV - Ry b: Wx W — R
son bilineales, simétricas, acotadas y coercitivas. Por otro lado, puesto que V estd densa y
compactamente contenido en W, de la teoria general que desarrollamos en el capitulo siguiente
se sigue que el Problema tipo Dirichlet (6.4) tiene una sucesion infinita numerable de soluciones

A que llamamos autovalores, que denotamos por {\; };en C R y que satisface
D<M << Ag<... oo,

y para cada uno de éstos, un espacio de dimensién finita de funciones u, que llamamos autofun-

ciones, que satisfacen la ecuacién (6.4) (ver el Teorema 7.5 en el capitulo siguiente).
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6.1.1. Discretizacién por MEF. Sea 7y una triangulacién conforme de €. Dada una
triangulacién 7 € T := T(7p), consideramos el espacio de elementos finitos de Lagrange formado
por las funciones continuas sobre §2 que se anulan sobre 0f), y que restringidas a cada elemento

de 7 son polinomios de grado < ¢, para algun ¢ € N fijo, es decir,
Vri={veV]|vy, eP(T), YT eT}.

La discretizacién del Problema de autovalores (6.5) es el siguiente

Problema discreto de autovalores

Hallar A\ € Ry 0 # ur € V7 tales que

(6.6) a(uT, UT) = A7 b(uT, UT), VY vr € Vr.

Este problema resulta equivalente al siguiente problema matricial de autovalores general-

izado:

Hallar Ay € R y U € R1™Y7) tales que KU = A7 MU,

donde K y M son matrices de dim(Vy) x dim(Vy7), que llamamos de rigidez y masa, respec-
tivamente. Aqui, cada U € RI™V7) se corresponde con una funcién discreta ur € Vr, y
reciprocamente. En este caso, las matrices K y M son simétricas y definidas positivas, y por lo

tanto, existen dim(V7) autovalores del problema discreto denotados por
0<AM7 < X7 < A7 <00 < Aim(Vy), T
y podemos elegir un conjunto a-ortogonal de autofunciones asociadas
UL, T, U2, 7, U3, T -+ s Udim(V7),T -

6.1.2. Residuo, residuo interior y residuo de salto. Para v € V no nula, definimos

el residuo R(v) € V' por

(R(v),w) := a(v,w) — A(v)b(v,w), VwevV,

donde A(v) := Zéz’z)) denota el cociente de Rayleigh de v.
Sea 7 € T. Si vy € V7 es no nula, integrando por partes sobre cada elemento 1" € 7, para

toda w € V se tiene que

(R(vr),w) = a(vr,w) — A(vr)b(vr, w)
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—Z/AVUT Vw — A(vr) /Bva

TeT
— i,; (/ —V - (AVur)w +/ (AVur - W)w) — A(UT)/QBUT?U
_T;(/ Rr(vr w—l—/aTJT(UT)w> ;

donde el residuo interior Ry (vr) estd dado por
RT(UT)\T = -V - (.AVUT) — A(UT)BUT, VT e T,
y el residuo de salto Jr(vr) por’

(AVUT)\TI -y + (.AVUT)|T2 71_2)] , VS e Sq,

DO | —

Jr(vr))g =

y JT(UT)‘ s = 0,81 5 € Syq, donde T1 y T> denotan los elementos de 7 que comparten el lado
S,y n; denota el versor normal exterior sobre 9T}, para i = 1, 2.
Por lo tanto, el residuo R(v) se relaciona con el residuo interior Ry (vy) y con el residuo

de salto J7(vr) a través de la identidad

(67 ®Rer)w) = X ([ Rrterios [

JT(UT)U/> , Ywe VY,
TeT or
que es fundamental para obtener estimadores de error confiables a partir del residuo interior y
del residuo de salto (ver Seccién 1.4.2).
En [Auc04] se han presentado problemas de autovalores como los de las dos secciones

siguientes, y se han estudiado representaciones de las soluciones y los espacios que generan las

autofunciones.

6.2. Problema de autovalores de Steklov para un operador de tipo Schrédinger

Como segundo ejemplo de problema de autovalores, consideramos el problema de hallar
A € R y una funcién no nula u : 2 — R tales que
-V - (AVu) +cu =0 en

(6.8)
(AVu) - 7 = \pu sobre 052,

3Recordar que Sq denota el conjunto de lados interiores y Spq el conjunto de lados que estén sobre la frontera

de Q.
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donde ¢ € L™(Q) es una funcién escalar positiva tal que fQ ¢ > 0,y p una funcién escalar con

0 < pmm < p(x) < pmax en casi todo x € I, Sin perder generalidad, podemos suponer que

/ p=1
[%9]

Finalmente, 7 denota el vector unitario normal exterior sobre la frontera de Q.

Este tipo de problemas surgen, por ejemplo, en el estudio de ondas superficiales [BS53]
en Mecéanica de Fluidos, en el analisis de estabilidad de osciladores mecénicos inmersos en un
fluido viscoso (ver [CPV95] y sus referencias), y en el estudio de modos de vibracién de una
estructura interactuando con un fluido incompresible [BRS00].

La forma variacional de (6.8) es el

Problema de Steklov

Hallar A € Ry 0 # u € H'() tales que

(6.9) / (AVu - Vv + cuv) = )\/ puv, Vo e HY(Q).
Q oN

Si consideramos V := H'(Q) y W := L?(9Q) y definimos las formas a : VxV — R y
b: W xW — R como

a(u,v) := /Q(.AVu - Vv + cuv), y  blu,v) = /89 puv,

el Problema de Steklov (6.9) es equivalente al Problema de autovalores (6.5). En este caso, al
igual que para el Problema tipo Dirichlet (6.4), se satisfacen todas la propiedades de a y by de
los espacios V y W necesarias para aplicar nuevamente el Teorema 7.5 que veremos en el capitulo

siguiente. Asi, en este caso también tenemos una sucesion infinita numerable de autovalores
D<A <A< A3<... S oo,

y para cada uno de éstos, un espacio de dimensién finita de autofunciones u, que satisfacen la

ecuacion (6.9).

6.2.1. Discretizacién por MEF. En este caso, para 7 € T := T(7)), el espacio discreto
V7 esta dado por
Vr={veVl|vy, eP(T), VT eT},

para algin ¢ € N fijo, donde a diferencia del caso anterior, las funciones de V7 no necesaria-

mente se anulan sobre 0€), es decir, existen grados de libertad sobre 9€). En este espacio V
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consideramos el Problema discreto de autovalores (6.6) que, como antes, resulta equivalente al

siguiente problema matricial de autovalores generalizado:
Hallar A7 € Ry U € RE(VT) tales que KU = A\ MU,

donde K y M son matrices simétricas de dim(V7) x dim(V7). Puesto que en este caso, la matriz
de rigidez K es definida positiva y la matriz de masa M es sélo semidefinida positiva,* tenemos

que existen N7 < dim(V7) autovalores del problema discreto denotados por®
0< A7 <7< A37<...< AN T,
y podemos elegir un conjunto a-ortogonal de autofunciones asociadas
Uy, 7,U2,7, U375+, UNS T-

6.2.2. Residuo, residuo interior y residuo de salto. Si v € V\ H(Q), el residuo

R(v) € V' estd dado por
(R(v),w) := a(v,w) — A(v)b(v,w), Vw eV,

a(v,v)

bv.0) denota el cociente de Rayleigh de v.

donde, como antes, A(v) =
Para T € T, si vz € V7 \ H}(Q), integrando por partes sobre cada elemento T € T

obtenemos

(R(vr),w) = a(vy,w) — Alvr)b(vr, w)

= Z/ (AVor - Vw + corw) — A(vT)/ pUTW

TeT o0

-3 ([ -V AVt eurus [ (aVer-T)u) - a6 [ oz
— Z (/ Ry (vr U)—i—/aTJT(UT)w)a

TeT

para toda w € V, donde Ry (vr) es el residuo interior que estd dado por
Rz (v7)), == =V (AVor) + cvr, VT eT,
1Esto es, M¢ - & >0, para todo & € R?.

5La cantidad Nz de autovalores discretos esté relacionada con el rango de la matriz M y a su vez con la

cantidad de nodos sobre 0f2.
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y Jr(vr) es el residuo de salto definido por

L [(AVer)y,, 7 + (AVer),, - 73 si S € So
JT(UT)|S = - .
(AVour) - — A(vr)por si S € Sy,

donde T} y T, denotan los elementos de 7 que comparten el lado interior S, y n; denota el
versor normal exterior sobre 97T}, para i = 1,2.
Notemos que nuevamente el residuo R(vr) se relaciona con el residuo interior Ry (vr) y el

residuo de salto J7(vr) a través de la identidad (6.7).

6.3. Problema de autovalores de Steklov A-armodnico

Como ltimo ejemplo, considerando la notacion de la seccién anterior, si en el problema de
Steklov (6.8), quitamos el término de reaccién cu, obtenemos el siguiente problema:

Hallar A € R y una funcién no nula u : 2 — R tales que
-V (AVu) =0 en
(AVu) -7 = \pu sobre 012,

cuya forma forma variacional es el

Problema de Steklov A-armdnico

Hallar A € Ry 0 # u € H'() tales que

(6.10) / AVu -V = )\/ puv, Vo e HY(Q).
Q 09

Definiendo nuevamente V := H'(Q) y W := L?(09), consideramos ahora las formas a :

VXV—-=Ryb:WxW — R dadas por

a(u,v) ::/.AVU-Vv—i—/ puv, y b(u,v) ::/ puv.
Q 09 o9

Asi, el Problema de Steklov A-arménico (6.10) es equivalente al siguiente

Problema de autovalores

Hallar A € Ry 0 £ u € V tales que

a(u,v) = (1 + ) b(u,v), VoveV.
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Notemos que el lado izquierdo de la ecuacién (6.10) no define una forma coercitiva en H(€2).
El mismo anélisis de la seccion anterior sobre la existencia de soluciones vale en este caso, puesto

que la forma a que estamos considerando si es coercitiva [Auc04].

6.3.1. Discretizacién por MEF, residuo, residuo interior y residuo de salto. En
este caso tenemos la misma discretizaciéon presentada en la seccion anterior para el Problema

de Steklov (6.9). Para v € V\ H}(), el residuo R(v) € V', estd dado como antes por

(R(v),w) := a(v,w) — A(v)b(v, w), VweV,

donde A(v) = b(( U; es el cociente de Rayleigh de v.
Dada 7 € T, si vg € V7 \ H}(2), integrando por partes sobre cada elemento 7' € 7, para

cada w € V obtenemos
(R(v7),w) = a(vr,w) — A(vr)b(vr, w)

= Z/AV”T Vw—(/\(v:r)—l)/ pUTW

TeT
-> ([-v-@verus [ (aver- @) - aor) -1 [ poru
_TEZT</ Rr(vr w—l—/aTJT(UT)w) ;

donde el residuo interior Ry (vr) estd dado por
RT(UT)|T =-V- (.AVUT), VTIeT,
y el residuo de salto Jr(vr) por

% [(.AVUT)| -n1 + (AVor) si S € Sq

‘TQ

JT(UT)|S =
(AVor) - - (A(vr) — 1)pvr si S € Spa,

donde T} y T, denotan los elementos de 7 que comparten el lado interior S, y n; denota el

versor normal exterior sobre 07;, para ¢ = 1,2.
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El problema de autovalores y su aproximaciéon numérica

En este capitulo estudiamos la existencia de autovalores de problemas elipticos y planteamos
esquemas discretos para aproximarlos. La teoria abstracta de este capitulo se escribe con el
objetivo principal de abarcar los ejemplos dados en el capitulo anterior, y crear un contexto
general en el que se puedan estudiar todos a la vez. Las hipdtesis que se plantean en este

desarrollo se verifican para dichos ejemplos.

7.1. Formulacién variacional abstracta de problemas elipticos de autovalores

Sean V y W espacios de Hilbert reales. Supongamos que cada v € V puede interpretarse
como un objeto de W, en el sentido de que existe un operador lineal y compacto I : V — W,
que no necesariamente es inyectivo. Recordemos que la compacidad significa que si {vg }ren C V
es una sucesién acotada en V, entonces existe una subsucesion {vg, }men C {vk}ren, tal que
{Ivg, }men C W es convergente en W. En este caso decimos que V estd compactamente contenido

en W, y escribimos
(7.1) Vccw.

Como casos particulares y representativos, en el contexto de los problemas presentados en el
capitulo anterior, podemos considerar V = HOI(Q) y W = L2(Q) donde I es el operador de
inclusién, o V= H'(Q) y W = L?(9Q) donde I es el operador de traza dado en el Teorema 1.2.

Por otro lado, puesto que I es lineal y compacto se tiene que en particular es acotado, esto

es, existe una constante Cj positiva tal que

(7.2) [ Tv]lw < Crljv]|v, YveV.
Suponemos ademads que

(7.3) Ves denso en W,

es decir, que dado w € W existe una sucesion {vg tren C V tal que Tvp — w en W.
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Dado v € V, cuando no haya riesgo de confusion denotaremos a [v simplemente por v,
considerando en este caso a v como un elemento de W.

Sean a: VXV —->Ryb:WxW — R formas bilineales simétricas y acotadas, es decir,
a(u,v) = a(v,u), Yu,v €V, y b(u,v) = b(v,u), Vu,veW,

y existen constantes positivas C, y C} tales que

(7.4) la(u, v)| < Callullvllvllv,  Vu,veV,
y
(7.5) [b(u, )| < Collullwllvllw, — Vu,0eW.

Suponemos también que a y b son coercitivas, esto es, existen constantes positivas ¢, y ¢, tales

que
(7.6) collvl? < a(v,v), Vvev,
y

(7.7) ||l w||Zy < blw, w), VweW.

La bilinealidad, la simetria y la coercitividad implican que a(-,-) y b(-,-) definen productos
internos en V y W, respectivamente. La acotacion y la coercitividad de las formas implican que

las normas inducidas || - || ¥ || - |lp son equivalentes a || - v v a || - ||w, respectivamente; ya que
(7.8) Vealollv < lloll, < VCalloly, Vo ev,

y

(7.9) Valwllw < llwll, < VCyllwllw, — Vwe W.

Como consecuencia de la acotacién de I (ver (7.2)), y de las equivalencias de normas (7.8)

y (7.9) tenemos que
(7.10) loll, < C*lvlly,  Yvew,

donde C’}lb = £Z’ZC’I. De ahora en més, consideramos a V con el producto interno dado por
a(-,-) y a W con el producto interno dado por b(-,-). En particular, tenemos que (V,a(:,-)) y
(W, b(+,-)) son espacios de Hilbert, y (7.10) implica que I : (V,a(-,-)) — (W,b(-,-)) es acotado,

ademas de compacto.
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A continuacién introducimos un concepto fundamental de esta parte de la tesis.

DEFINICION 7.1 (Autovalor y autofuncién). Decimos que A € R es un autovalor de la forma

a respecto de la forma b si existe 0 # u € V tal que
a(u,v) = Ab(u,v), VoveV.

En este caso, u es una autofuncion asociada a X, y (A, u) se llama un autopar.!

En base a esta definicién consideramos el siguiente:

Problema 3. (Problema de autovalores)

Hallar A € R y w € V tales que

a(u,v) = Ab(u,v), Vovev,

lelly, = 1.

Nuestro proximo objetivo es estudiar la existencia de soluciones del Problema 3. En el sigu-
iente teorema demostramos la existencia de un operador A cuyos autopares estan fuertemente

relacionados con los del Problema 3.

TEOREMA 7.2. Supongamos que V y W satisfacen (7.1), y que las formas bilineales a y b
son simétricas, acotadas (ver (7.4)—(7.5)) y coercitivas (ver (7.6)—~(7.7)). Consideremos V con
el producto interno dado por a(-,-). Entonces existe un operador lineal, compacto y autoadjunto
AV =V tal que

a(Au,v) = b(u,v), Vu,veV.

DEMOSTRACION. Dado u € V, tenemos que f,, : V — R, dado por f,(v) = b(u,v), para todo
v € V, es un funcional lineal y acotado sobre V. En efecto, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

para b(-,-) y (7.10) implican que

[fu()] = [b(u, )] < Jully vl < CF [lully 1o,

Por el Teorema de Representacion de Riesz, tenemos que existe un tinico elemento Au € V tal
que
a(Au,v) = fu,(v) = b(u,v), VveV.

lEn general, u se llama un autovector asociado a A, pero lo llamamos autofuncién ya que en general, Vy W

seran espacios de funciones.
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Ademas,
(7.11) |Aull, < C llull,,  VueV.

Es facil ver que el operador A : V — V asi definido, es lineal. Para ver que es compacto, consid-
eremos una sucesién {vg brey C V acotada en V. Puesto que V. CC W, existe una subsucesién
{vk,, }men C {vk}ren tal que {vg, }men es convergente en W. En particular {vg, }men es de
Cauchy en W, y de (7.11) se sigue que {Avg, }men es de Cauchy en V, y luego convergente
en V.

Finalmente, puesto que a y b son simétricas, para u,v € V se tiene que
a(Au,v) = b(u,v) = b(v,u) = a(Av,u) = a(u, Av),
y en consecuencia, A es autoadjunto, lo que completa la demostracién. ]

OBSERVACION 7.3. Dadas u,v € V decimos que u = v en W si Ju = Iv. Adem4ds, notemos

que si v =0 en W entonces b(v,w) = 0 para todo w € W.

Antes de establecer la existencia de soluciones del Problema 3, notemos que si (A, u) es un
autopar de este problema, entonces u pertenece al complemento a-ortogonal de Nu([/). Para ver

esto, denotamos con V( al nicleo de 1,
Vo :=Nu(l) ={v e V]| Iv=0}

En palabras, V| esta formado por las funciones de V que son cero en W.

Sea V& el complemento a-ortogonal en V del nicleo de 1,
(7.12) Vg :={veV]|alw,w)=0, YweNu()}.

Asi, el espacio V se puede descomponer como la suma directa de Vg y V&.

Cuando V := H}(Q) y W := L?*(Q), tenemos que Vo = {0} y que Vg = V = H}(Q);
mientras que cuando V := HY(Q) y W := L2%(0Q), tenemos que Vo = H}(Q) y que Vg es el
complemento a-ortogonal de Vo = H}(Q) en V = H'(Q) (ver [Auc04]).

Ahora bien, si (A,u) es un autopar del Problema 3 y si v € Vo = Nu(/) entonces v = 0 en
W, v por lo tanto,

a(u,v) = Ab(u,v) =0,
lo que implica que u € Vol, como queriamos demostrar. Mas aun, la dltima ecuaciéon implica

que el Problema 3 es equivalente al
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Problema 4. (Problema de autovalores en Vj)

Hallar A e Ry u € V& tales que

a(u,v) = Ab(u,v), VvevVg,

[y = 1.

OBSERVACION 7.4. Si se satisfacen las hipdtesis del Teorema 7.2 y ademds V es denso en
W (ver (7.3)), entonces Voy = Nu(A). En efecto, v € Nu(A) si y sélo si Av = 0. Puesto que
a(Av,w) = b(v,w), para todo w € V, esto ultimo ocurre si y sélo si b(v,w) = 0, para todo
w € V. Por (7.3), esto equivale a b(v, w) = 0, para todo w € W; lo que significa que Tv =0 (es

decir, v =0 en W), y por lo tanto, v € Nu(/) =: V. En consecuencia,
Im(4) = (Nu(4))* = Vy.
Finalmente, puesto que
a(v, Av) = a(Av,v) = b(v,v) > 0, siv e Vi \ {0},

tenemos que A : V& — V& es inyectivo, y mas ain, es definido positivo. Del Teorema 7.2, se
sigue que ademas A : V& — V& es compacto y autoadjunto. Por lo tanto, si dim(V&) = o0, los
autovalores de A forman una sucesién monétona decreciente {p;}ien que converge a 0, y existe

un conjunto ortonormal completo de Vg formado por autofunciones de A [BN0O.

Ahora estamos en condiciones de demostrar la existencia de soluciones del Problema 3. El

siguiente resultado sigue las ideas dadas en [BO91].

TeEOREMA 7.5 (Existencia de soluciones del Problema 3). Supongamos que ademds de las
hipétesis del Teorema 7.2, V y W satisfacen (7.3), y que diim(Vg) = oo. Entonces, el Problema 3

tiene una cantidad infinita numerable de autovalores {\;}ien C R tales que
0<)\1§)\2§)\3§.../OO,

y correspondientes autofunciones {u;}ieny C V que forman un conjunto ortogonal completo en

V&. En particular, si v € V&,

(7.13) v=) avw),

o0
— a(u;,u;)

=1



118 El problema de autovalores y su aproximaciéon numérica

(7.14) v= Zb(v,ui)ui.
i=1

DEMOSTRACION. Consideremos el operador A dado en el Teorema 7.2. Si p # 0, (u,u) es

un autopar de A si y sélo si (%, u) es un autopar del Problema 3, pues
1
Au=pu <= pa(u,v) =0b(u,v),VoeV <— a(u,v) = —b(u,v), VveV.
1

De la Observacion 7.4 se sigue los autovalores de A forman una sucesién mondétona decreciente
{1 }ien que converge a 0. Asi, los autovalores del Problema 3 forman una sucesién {\; := i}ieN
positiva y mondtona creciente tal que \; — oo cuando ¢ — co.

Puesto que las autofunciones de A y del Problema 3 coinciden, nuevamente de la Obser-
vacién 7.4, se sigue que forman un conjunto a-ortogonal completo de V&.

Finalmente, para demostrar (7.13) y (7.14) es suficiente notar que dado que las autofunciones
estdn en V&, y que por lo tanto son no nulas en W, podemos elegirlas de modo que tengan la

b-norma igual a 1. O

7.2. Caracterizacion de los autovalores

Vimos en el Teorema 7.5 que cuando V estd densa y compactamente contenido en W, y las
formas bilineales a y b son simétricas, acotadas y coercitivas, el Problema 3 tiene una sucesién
de autovalores {\; }ien, y una sucesion {u; };eny C V a-ortogonal de autofunciones asociadas con
|luill, = 1, para todo i € N.

Definimos para cada i € N, el espacio E; como?

(7.15) E; := gen{uy,ua,...,u;},
y By := 0.
. , . : a(v, v)
Definimos ademas el cociente de Rayleigh de v € V\ Vg como A(v) := bw,0)° Notemos que
v,

cuando v es una autofuncién del Problema 3, A(v) es el autovalor correspondiente.

2Notemos que en el caso que \; < Ait1, el espacio F; queda definido univocamente independientemente de
la eleccién de las autofunciones {u1,uz, ..., u;}. En cambio, si A\; = \i41, la definicién del espacio F; depende de

la particular eleccién de autofunciones.
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TEOREMA 7.6 (Principio del Minimo). Para cada i € N, el autovalor \; es el minimo del
cociente de Rayleigh sobre el conjunto de vectores a-ortogonales a E;_1. Mds precisamente,

Ni = A(u;) = min A(v), VieN,
veE(V\Vo)NE;}* |

donde Eﬁ_l denota el complemento a-ortogonal de E;_.

DEMOSTRACION. Consideremos primero ¢ = 1. Puesto que Ay = A(u1), es suficiente ver que
A1 < A(v), para todo v € V '\ Vj. Para esto, notemos que si v € V '\ Vo, entonces v = vy + voL
con vy € Vo y 0 # v5 € Vg Asi,

a(vg, vo) + a(vy, vy

o 2 A0

Av) =

Por otro lado, por (7.14) tenemos que vy = > opey agug, y de aqui que

Alvd) = a(vd_ﬂ}d_) _ Zzozﬁli)‘k >
(UO ) - T 1N B9 2 = At
b(vg,vg) k=1
Sea i > 1. Puesto que \; = A(u;), y que u; € Ei- |, es suficiente ver que \; < A(v), para toda
v € (V\Vo)NE; ;. Como en[1] siv € V\Vy, entonces v = vg+vg con vy € Vo y 0 # v € Vg,
y A(v) = Alvp).
Si ademaés v € Ef_l, puesto que F; 1 C Vé, tenemos que U(J]‘ € Eil_l. Asi, de (7.14) se sigue

que vol =Y p0, apug, y de aqui que

a(vy,vg)  Dope OiNg
A(Uol) — ( 3_ i) _ k=i 'k > )‘i,

b(vo,vo) B Zziiai -

lo que completa la demostracion. [

Como consecuencia de este resultado tenemos el siguiente

TEOREMA 7.7 (Principio Min-Max y Principio del Méximo). El autovalor \; es el maximo

del cociente de Rayleigh sobre el espacio E; generado por {uy,usa,...,u;}, y mds ain,
Ai= min mixA(v) = max A(v), VieN,
V%(:if\“/o veV; veE;
dim V;=1

donde V; C V\Vy con dim V; = i en rigor denota los subespacios V; de V que son i-dimensionales

tales que V; \ {0} C V\ Vo, y los mdzimos se toman sobre vectores v # 0.3

a(v,v)
b(v,v)

3En general, siempre que se evalie el cociente de Rayleigh A(v) = de un vector v, aunque no se aclare

explicitamente, suponemos que v ¢ Vo, para que b(v,v) sea no nulo.
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DEMOSTRACION. Sea i € N. Si v € E; es no nulo, entonces v = 2211 oy, Asi,

i 2 ( 25
maxA(v) = méx 212:1 aga(uk,uk) =  max Zkizlio%f <\ = Au;) < max A(v),
vEFE; (a1 y...,0 ) ER? Zk:l akb(uk, uk) (aty...,0) ER? Zk:l Qg veEE;

y en consecuencia,

Ai =maxA(v) > min maxA(v).
veE; ViCV\Vy veV;
dim V;=1i

Resta probar que si V; es un subespacio de dimensién i tal que V; \ {0} C V'\ Vj, entonces

)\i < max A(U)
veV;

Para esto, sea {v1,vs,...,v;} una base de V;. Puesto que el sistema

)
> agalvp,uy) =0, j=1,2,...,0—1,
k=1

tiene i — 1 ecuaciones e i incégnitas, tenemos que tiene una solucién no trivial (a1, a9, ..., q;), vy
por lo tanto, w := Y, _; ayvy, € V; pertenece a EZ{ 1- Entonces, usando el Principio del Minimo
(Teorema 7.6),

i = min A(v) < A(w) < max A(v),

veE(V\Vo)NE;: | veV;

lo que concluye la demostracion. O

7.3. Un enfoque alternativo para la demostracién de existencia de soluciones de

problemas de autovalores

En esta seccion veremos que podemos demostrar la existencia de soluciones del Problema 3
dada en el Teorema 7.5, sin usar el operador A introducido en el Teorema 7.2. La idea es
demostrar la existencia de autopares de una manera constructiva, considerando primero el
infimo del cociente de Rayleigh sobre V'\ Vy y demostrando que éste se alcanza en un elemento
u1 que resulta ser una autofuncién asociada a un autovalor A\; = A(u;). Considerando luego el
cociente de Rayleigh sobre (V '\ Vg) N gen{u;}*, se podra demostrar que el infimo es ahora un
autovalor A2, que se alcanza en una autofuncién asociada ug, y asi sucesivamente (ver [LT03]).

Comenzamos estableciendo algunas propiedades de los autovalores y las autofunciones.

LEMA 7.8 (Propiedades de las soluciones del Problema 3). Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Si A es un autovalor del Problema 3, entonces A es positivo.
(ii) Autofunciones asociados a autovalores distintos del Problema 3 son a-ortogonales y

b-ortogonales.
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DEMOSTRACION. (i) Si (\,u) es un autopar del Problema 3, entonces a(u,u) = Ab(u,u).
Puesto que a(-,-) y b(-,-) son productos internos, se tiene que A > 0.

(i) Si (A1,u1) y (A2, uz) son dos autopares del Problema 3 con A; # Ao, entonces
0= a(ul,ug) — a(ul,uQ) = )qb(ul,uQ) — )\Qb(ul,UQ) = ()\1 — )\Q)b(ul,UQ).

Por lo tanto, u1 y ug son b-ortogonales; y puesto que a(uj,us) = A1b(uq,uz) = 0, tenemos que

también son a-ortogonales. O

Ahora demostramos que el Problema 3 tiene al menos una solucion.

TEOREMA 7.9 (Existencia de un autopar). Supongamos que V. y W satisfacen (7.1), y que las
formas bilineales a y b son simétricas, acotadas (ver (7.4)—(7.5)) y coercitivas (ver (7.6)—(7.7)).
Consideremos V con el producto interno dado por a(-,-). Entonces existe uy € Vi (ver (7.12)),
tal que A(u1) < A(v), para todo v € V\ Vy. Mds ain, A1 := A(uy) es el minimo autovalor del

Problema 3 y w1 es una autofuncion asociada a ;.

DEMOSTRACION. Demostremos primero que

7.16 inf A(v) = inf A(v).
(7.16) AW = i AW

Puesto que V3 \ {0} C V\ Vy, tenemos que

inf A(v) > inf A(v).

VeV veV\Vo

Por otro lado, si w € V '\ Vj, tenemos que w = vy + vy con vy € Vo y vy € Vg, donde vy # 0.

Asi,

1 L
a(vg,vg) + alvy,v ,
Aw) = (vo O)J_ (J_O 0) > Avg) > inf A(v),
b(vy, vy) veVy

y en consecuencia, (7.16) se cumple.

Sea A\; := 1inf A(v) = inf A(v) > 0. Mostramos ahora que existe u; € Vi tal que
veV\Vo veVE

A(u1) = A1. Para esto, consideramos una sucesién {vy }ren C Vg tal que A(vg,) — A1. Sin perder

generalidad, podemos suponer que ||vg|, = 1, para todo k € N. Asi, tenemos que Hkaz — A,

y por lo tanto, {vg}ren es acotada en V. Puesto que V estd compactamente contenido en W,

existe una subsucesién de {vg}ren convergente en W a un elemento w € W. Denotando a esta

subsucesién nuevamente por {vg }ren, tenemos que vy — w en W, y ya que ||vg||, = 1, tenemos

que [w][, = 1.
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Mostraremos que {vg }ren es de Cauchy en V. Por la ley del paralelogramo, tenemos que

2 2 2 2
ok = vmlla = 2 llokllz + 2 llvmllz = llvk + vmlly -

_ llvetomll?

= Toetoml?” y por lo tanto,

Si k y m son suficientemente grandes, A\; < A(vg + vyy,)
2 2 2 2
[or = vmlly < 2[Jorlly + 2 [[omlly = A llox + vmlly -
Teniendo en cuenta que
g + vl = |120])} = 4 |lw|} =4,  cuando k,m — oo,

y puesto que ||Uk||(21 — A1, tenemos que {vg }ren es de Cauchy en V, y luego, convergente en V
a un elemento u; € V&, ya que VOl es cerrado . Tenemos que u; = w en W, y por lo tanto,
Jurlly = [wll, = 1. Ya que [Jog]|2 = |Jur]|> = A(ur), tenemos que A(uy) = A;.

Veamos ahora que (A1, u1) es un autopar del Problema 3. Sea v € VOL un vector no paralelo

a u1. Para todo t € R, tenemos que

lur + o]|2 = Ay + 2ta(u,v) + £ o],

lur + tolly = 1+ 2tb(ur, v) + ¢ [Jo]|; .
Puesto que A\; < A(uy + tv), tenemos que
A1+ 2tA0(ug,v) 4 2N [[o]l; < A+ 2ta(ug,v) + 12 |v]|?,

y por lo tanto,

0 < 2t(a(u,v) — Ab(ur,v)) + E2(|[v]2 = A [|v]l7),

para todo t € R. Puesto que HvHi -\ Hv||§ > 0, tenemos que
a(uy,v) — A\b(ug,v) =0,
para todo v € V3, que no es paralelo a u;. Puesto que para a € R,
a(uy,auy) = aib(uy,ur) = A\1b(uy, ouy),

tenemos que
a(ur,v) = A\b(uy,v), Vv e Vg.

Esto muestra que (A1, u1) es un autopar del Problema 4, por lo tanto, del Problema 3.
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Finalmente, A1 es el minimo autovalor del Problema 3, ya que si (A, u) es un autopar del

Problema 3,

AL < Au) = A,

O

OBSERVACION 7.10 (Demostracién alternativa del Teorema 7.5). Sea i € N, i > 2. Supong-
amos que hemos demostrado la existencia de \; < Ay < ... < \;_1 autovalores del Problema 3,
con respectivas autofunciones uy, usg, . .., u;—1 que son a-ortogonales. Si E;_1 := gen{uy, ..., u;—1},
se puede probar con la misma técnica del Teorema 7.9, que existe u; € V& N EZL_ ; tal que
A(u;) < A(v), para todo v € (V\ Vo) N E- . Més atin, )\; := A(u;) es el minimo autovalor

> A\i—1 ¥ u; es una autofuncién asociada a A;.

Notemos que si Vol tiene dimension finita, este proceso termina en un ntmero finito de
pasos, y en este caso, tenemos una cantidad finita de autovalores, y una base de VOL formada por
autofunciones. Finalmente, en el caso que dim(Vol) = o0, el Principio de Inducciéon Matematica
aplicado al proceso descripto en la Observacién 7.10, implica que existe una cantidad infinita

numerable de autovalores y un conjunto a-ortogonal completo de VOL formado por autofunciones.

7.4. Aproximaciones del Problema de autovalores: Problemas discretos

Dado © C R%, que denota el interior de un poligono si d = 2, o de un poliedro si d = 3,
cuya frontera 02 es Lipschitz, de ahora en adelante consideraremos que el espacio de Hilbert
V donde se plantea el Problema 3 es H%(Q), donde T' € 99.* En particular, cuando T' = 0,
V = H'(Q); y cuando I' = 9Q, V = H}(Q).

Sea 7 una triangulacién conforme de Q. Para 7 € T := T(7j), consideramos el espacio de

elementos finitos V7 C V, definido por
Vri={veV]vy, eP(T), VYT eT},

donde ¢ € N es un grado polinomial fijo. Asi, la versién discreta del Problema 3 es el

4En el caso en que I" sea un subconjunto propio de 02 suponemos que éste es la unién de lados de elementos

de la triangulacién inicial 7o que se considere.
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Problema 5. (Discretizacién del Problema de autovalores)

Hallar A7 € R y ur € V7 tales que

a(ur,v) = A b(ur,v), VoveVr,

lurll, = 1.

OBSERVACION 7.11. Sea {¢1,¢2,. .., ddim(v,)} una base de V. La primera ecuacién del

Problema 5 es equivalente a

a(ur, (bl) = )\Tb(uj’, (251), 1=1,2,... ,dim(VT).

Suponiendo que ugr = Z}ﬁ:ni(vﬂ Uj¢;, obtenemos
V dim(VT)
Z _]a ¢]>¢Z - Z Ujb(¢]a¢l)a 1= 172,ad1m(VT)
: j:l

Definimos las siguientes matrices asociadas al problema:

» La matriz de rigidez K := (K;;) donde K;; = a(¢;, ¢;).
» La matriz de masa M := (M;;) donde M;; = b(¢;, ;).

Si llamamos U := (U;j) al vector de coordenadas de ug respecto de {¢1, da,. .. ,qﬁdim(VT)}, las

ecuaciones anteriores se transforman en el sistema:
(7.17) KU =X\rMU.
Notemos que K y M son simétricas, ya que para i,j = 1,2,...,dim(Vy), se tiene que
Kij = a9, ¢i) = al¢i, ¢5) = Kji, y  Mij = b(), ¢i) = b(¢i, ¢5) =

Por otro lado, si V = (V;) € R¥™(V7) e5 no nulo tenemos que

dim(Vy)  dim(Vy) dim(V7) dim(V7) dim(V7) 2
KV-V= Y Vi Y V¢ ¢)=a Z Vigj, Z Viei | =| > Vigi| >0,
i=1 j=1 i=1

a
lo que implica que K es definida positiva. Andlogamente,

dim(V7) 2
MV -V = Z V,@ >0,

y asi, en general, M es semidefinida positiva.
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Podemos analizar la existencia de soluciones del Problema 5 estudiando el problema ma-
tricial de autovalores generalizado (7.17), o bien aplicando los resultados de la seccién anterior
a los espacios V7 y W para concluir, puesto que dim(Vy) < oo, que el Problema 5 tiene Nz

autovalores que son reales positivos, denotados por
O0<M7 < A7<XN7<...< AN T,

donde Ny < dim(V7), y que podemos elegir un conjunto a-ortogonal de autofunciones asociadas

uLT’ U,QJ’, U37T, e ,uNT,T,
con ||u;|l, =1, parai=1,2,..., N7.
Si definimos EZT como”®
7T . s
Ef = gen{uir,u27,...,ui71}, 1=1,2,...,Nr,

y EOT := (), se tienen las siguientes caracterizaciones:

= Principio del Minimo:

Xit = ANuiT) = min Aw), i=1,2,...,Nt.
UE(Vq’\V())ﬁ(Ez?Ll)l

= Principio Min-Max y Principio del Maximo:

7.18 N7 = min méx A(v) = max A(v 1=1,2,...,Nt.
( ) i, T Vi,TCVT\VO UEVLT ( ) UEEZ-T ( )’ < s VT
dim V; =i

Se sigue de los Principios Min-Max (Teorema 7.7 y (7.18)) y de la conformidad V C V que
(7.19) N<Nr,  i=1,2,....Nr,
y si 7, € T es un refinamiento de 7', puesto que V. C Vr,

(7.20) N1 SN, i=1,2,..., Nt .

. . . T . .
5 Anélogamente al caso de los espacios FE;, cuando \;. 7 < \ij+11.7, el espacio EZ/ queda definido univocamente
) s +1,7, i
independientemente de la eleccién de las autofunciones {ui 7,u2,7,...,u;7}; mientras que si A\; 7 = \it1,7, la

definicién del espacio E} depende de la particular eleccién de autofunciones discretas.






CAP{iTULO 8

Estimaciones de error a priori para problemas de autovalores

Consideremos el Problema 3 con V := H%(Q) para algin ' C 09 adecuado, y la dis-
cretizacion planteada en el Problema 5 que presentamos en el capitulo anterior. En este capitulo
empezamos a estudiar de qué manera los autopares del problema discreto aproximan a los del
problema original, que llamaremos continuo.

Babusgka y Osborn [BO89, BO91], Raviart y Thomas [RT83], y Strang y Fix [SF73]
han estudiado estimaciones de error a priori para autovalores y autofunciones de problemas de
autovalores tipo Dirichlet, como el presentado en (6.4). En este capitulo establecemos algunas
de estas estimaciones importantes en el contexto de problemas ma&s generales que estamos

desarrollando. La siguiente hipdtesis es fundamental para nuestras estimaciones.

HipOTESIS 8.1 (Regularidad del problema eliptico asociado). Existe r € (0,1) tal que la
solucién u del problema eliptico:

Dada w € W, hallar v € V tal que
(8.1) a(u,v) = b(w,v), VoevV,
pertenece a H'*"(Q); y més atin, existe una constante Creg > 0 tal que
[ull e () < Creg llwlly, -

En el Apéndice I al final de este capitulo, mostramos que esta hipétesis de regularidad se

cumple para los problemas considerados en el Capitulo 6 para cualquier r € (0, %)

OBSERVACION 8.2 (Regularidad de las autofunciones). Si u es una autofuncién del Proble-
ma 3 asociada a un autovalor A\, entonces satisface (8.1) con w := Au, y de la Hipétesis 8.1 se

sigue que u € H*7(2), y puesto que [|ul|, = 1, que

(8.2) [ull e () < CregA-
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OBSERVACION 8.3 (Aproximacién). Del Teorema 1.10 se sigue que existe una constante

Coapr = Capr(d, kr,4,Cy) > 0 tal quesi 7 € T,
v = Pulla < CoprHy |0l r14r (), Yo € HT(Q)NV,
donde P : V — V7 es el operador de interpolacién de Scott-Zhang.

8.1. Estimaciones de convergencia para autovalores

En esta seccion demostramos que los autovalores de los problemas discretos convergen a los
autovalores correspondientes del problema continuo cuando el tamano de las mallas tiende a

cero (ver Teorema 8.7 debajo). Para esto, necesitamos introducir primero la siguiente

DEFINICION 8.4 (Proyeccién eliptica). Sea Q7 el operador de proyeccidn eliptica de V sobre

Vr; es decir, para v € V, Qrv € V7 satisface a(v — Q7v, wr) = 0, para toda wr € Vr.

Como en el capitulo anterior, denotamos con {\; };en a la sucesién de autovalores del Proble-
ma 3. Recordamos que para cada i € N, E; = gen{uy,us,...,u;} es el espacio definido en (7.15)
generado por las primeras i autofunciones, y definimos E; := {u € E; | ||lu||, = 1}. Antes del

resultado principal de esta seccién establecemos dos resultados auxiliares.

LEMA 8.5. Siparai € Ny 7T €T, definimos o7 := méx, ;|1 — |Qrull} |, entonces
O-;,‘T S C’iH2r7

donde C; := c? C? i)\i(2 + (C?b)2)\i).

apr~'reg

DEMOSTRACION. Si u € E;, entonces
11— [|Qzully | = |b(u, w) — b(Q7u, Qru)| = [b(u + Qru,u — Qru)|
— 12b(u, 4 — Q) — lu — Qrull?| < 2(b(u, u — Oru)| + [[u — Oul.

Siu = 22:1 aguy, para el primer término en el lado derecho de la desigualdad anterior

tenemos que
(8.3) b(u,u — Qru) = Zak)\lzla(uk — Qrug,u — Qru).
k=1

1ge puede construir el operador de Scott-Zhang de manera que preserve condiciones de borde homogéneas

en una parte del borde de €2 en el caso en que I' sea un subconjunto propio de 992 [SZ90].
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En efecto, para todo k = 1,...,14, puesto que uy es una autofuncién asociada a A, tenemos que
b(ug,u — Qru) = )\lzla(uk,u — Qru),
y ya que a(u — Qru, Qruy) =0,
b(ug,u — Qru) = )\lzla(uk — Qrug,u — Qru).

Multiplicando por ay, y sumando sobre k se obtiene (8.3). Usando esta igualdad y la Hipétesis 8.1

junto a la Observacion 8.2 obtenemos

2|b(u,u — Qru)| =2 Zak)\lzla(uk — Qrug,u — Qru)

k=1
1
<2((1-27)> a)tui|| (- Qr)ul,
k=1 a
i
< 200, HE || > cndy lull s oy -
k=1 HI+7(Q)

Por otro lado, puesto que ||u — QTUHI% < (C}leapr)QH%r||u\|%{1+r(m, concluimos que

2 2
1=l Qrully | < CL, HF |2 [ull graer(y + (CF)? el Frar

%
Z ak)\;luk
k=1

Usando que para 0 < k < i, [Jugl|gier) < Creghk < Creghi (ver (8.2)) y la desigualdad

H+7(Q)

triangular concluimos la demostracién tomando C; := C2,,C2iXi(2 + (C{°)2);).

O

El siguiente lema da una primera localizacién para los autovalores discretos {)\ij}i]\g del

Problema 5 en términos de los continuos (ver [SF73, Lemma 6.1]).

LEMA 8.6. Para cada i € N, existe Hg := Ho(Cj, ), tal que

)\.
0T < lT,
l1—0

1

A <A

para toda T € T con Hy < Hy, donde 07 = max, 5 |1— |Q7ull}| como en el lema anterior.?

DEMOSTRACION. Dado i € N fijo, teniendo en cuenta el Lema 8.5, si definimos Hg :=
1 X 4. .
(2C;) " 27, entonces JZ-T < %, si Hr < Hp. En este caso, V; 7 := Q7 F; es un espacio i-dimensional

2En general, siempre suponemos que Hg es suficientemente chico como para que i < N7, cuando Hr < Ho,

es decir, para que el problema discreto en V7 tenga un i-ésimo autovalor.



130 Estimaciones de error a priori para problemas de autovalores

de V7. En efecto, si Q7u = 0 para algiin u € E; con |lul, = 1 obtendrfamos que 1/2 > o7 >
1 — ||Q7u||§ | =1, que es una contradiccion.
Por otro lado, puesto que JZ-T < %, de la definicién de JZ-T y se sigue que

1 1
2 7

T >1—0f >1— = =—
||Q /UHb— U’L— 2 2’

para toda v € Ej; y en consecuencia, V; 7 \ {0} € V7 \ Vy. Finalmente, por el Principio Min-

Max (7.18) tenemos que

197l 197 vll; Ai
Air £ mix A(vr) = max A(Qrv) = max —— 2 = mé 5 < =,
vT€ViT veks vl | Qrolly,  vek: [|Qrvly 1 —0j

donde hemos usado que HQTUH?I < HUHZ < \i, para toda v € Ej.
Finalmente, teniendo en cuenta la dltima estimacién y (7.19), completamos la demostracién

de este lema. O

Concluimos esta seccién mostrando la convergencia de los autovalores discretos al autovalor

correspondiente cuando el tamano de las mallas tiende a cero.

TEOREMA 8.7 (Convergencia de los autovalores discretos). Dado i € N, se cumple que
0 < Nir — N\ <200 HY
para toda T € T con Hr < Hg = (2@)72%, donde C; es la constante dada en el Lema 8.5.

DEMOSTRACION. Sea i € N. Teniendo en cuenta el Lema 8.5 y la eleccién de Hyg, se tiene

que O';-T < %, para toda 7 € T con Hy < Hp, y asi que 17107 <1+ 20?. En consecuencia,

7

usando el Lema 8.6 tenemos que
i <Nt < N(1+207),

y usando nuevamente el Lema 8.5 concluimos la prueba de este teorema. O

8.2. Separacion de los autovalores

En la seccién anterior hemos probado que dado un autovalor \; del Problema 3, los corre-
spondientes autovalores discretos \; 7 convergen a éste cuando el tamano de la malla tiende a
cero. Ahora mostramos que los otros autovalores discretos estan separados de \; [SF73].

En esta seccién consideramos j € N fijo, y suponemos que \j; = A\j41 = ... = A\jip_1 <

Aj+R, Y Aj—1 < Aj, cuando j > 1, es decir, A; es un autovalor con multiplicidad R > 1.
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LEMA 8.8 (Separacién de los autovalores). Ezisten Hy > 0 y una constante de separacion
px; > 0 tal que para toda T € T con Hr < Hy se cumple que

s
— <y si i# g5+, 5+ R—1.
|)‘Z,T_)‘j| > P #J’]_F ) ]+

OBSERVACION 8.9. Si j = 1, la constante H; en este lema puede ser arbitraria, es decir que
no hay restricciones sobre el tamarno de la malla; y py; depende de A\j y Aj1r — A;j. En cambio,

cuando j > 1, la constante Hy depende de j —1, Aj_1 y Aj — Aj_1; y en este caso, py; también

depende de A\; — Aj_1.

DEMOSTRACION DEL LEMA 8.8. Para i > j + R — 1, se tiene que \j < Ajyr < A\jip71 <
i1, paratodo T € T, y
(AT = Xl = Ajrr = Aj =1 01

P Aj Ny . .
Asi, si j = 1, tomando py; := 5 obtenemos la afirmacién del lema, sin restricciones sobre el

tamano de la malla.

Por otro lado, si j > 1, del Teorema 8.7 se sigue que A\j_1,7 — Aj_1 cuando Hy — 0, y asf,

A1+
2

existe Hy > 0 tal que si H7 < Hy entonces A\j_1 < \j_17 < . En consecuencia, para

1 < j, tenemos que \; 7 < A\j_1,7 < Aj, y asi,

AN — i
N1 = Ajl = A = Ao > % =: §s.

En este caso, sii #£ j,j+1,---,j+ R — 1, se sigue que
|XiT — Aj| > min(dy, 2),

y podemos elegir py, = O

J
min(d1,02)

OBSERVACION 8.10. Para i = 0,1,..., R — 1, del Teorema 8.7 se sigue que \j1i7 — A

, . YEDY .
cuando H7 — 0. Asi, redefiniendo Hy podemos lograr que \; < \j1;7 < %, siempre que

Hr <H;.

LEMA 8.11 (Separacién de autovalores discretos). Si 7, € T es un refinamiento de T € T

con Hr < Hj, entonces®
M. - it L R-1
—_ . st 1 # g, oo —
|>\i,’T_)\T*| > P ) ) )
donde A7, denota cualquiera de los autovalores discretos N\j 7., Nj41. 7oy s NjrR-1,T,-

3Aqu1' puede ser necesario redefinir p;, pero es independiente de 7"y 7y, sélo depende de A\j—1,A; ¥ Aj+r-
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. .. . At
DEMOSTRACION. Sii > j+ R — 1, entonces \; < Az, < % < ANj4r S ANjprT < AT

si HTSHI,Y

NiiR— )

\Nit — M| > I = 61/2.

. 2); .,

Luego, si j = 1, tomando py; := HR la afirmacién del lema vale.

A1t
2

Sij > 1, entonces A\j_1 < A\j_17 < , si Hr < Hj. En consecuencia, para ¢ < j,

tenemos que \; 7 < A\j_1.7 < Aj < A7,y asi,

N7 = AT >N =N > % =: 0s.
En este caso, sii #£ j,j+1,--- ,j+ R — 1, se sigue que
|XiT — A7.| > min(d1/2,d2),
y podemos elegir py; := m. O

8.3. Autoespacios y autoespacios discretos: La nociéon de aproximacion

Recordemos que {\;};cn denota la sucesién de autovalores del Problema 3. De ahora en
adelante, consideramos la aproximacién de cierto autovalor fijo A = Aj, y denotamos con
j € N al indice que satisface A = \j = A\jy1 = ... = Njyr—1 < AjtRr, ¥ Aj—1 < Aj, cuando
7 > 1, es decir, A es un autovalor con multiplicidad R > 1, y j es el indice mas pequeno que
satisface A = \;. Es importante notar que no precisaremos conocer j ni R en nuestros algoritmos

adaptativos, pero serviran para establecer los resultados de manera mas precisa.

DEFINICION 8.12 (Autoespacios). Denotamos con E) al espacio R-dimensional de autofun-

ciones asociadas al autovalor A del Problema 3, esto es,
Ey:={ueV|a(u,v) =Ab(u,v), YveV}

y con E; C V7, para cada 7 € T, al espacio de aproximacién R-dimensional definido por

j+R-1
T ._ T
By = Z By
i=j

donde Ez;j = {ur € V7 | alur,vr) = \i7b(ur,vr), VYovr € Vr} es el espacio de auto-
funciones del Problema 5 asociadas a A; 7. Definimos también los correspondientes conjuntos

normalizados como

~ =T T
Ey :={u € B\ | [Jull, = 1}, y Ey :={ur € By | [lur|l, = 1}.
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Hemos definido E)T y Eg de esta forma porque en general cuando Aj, sea un autovalor

muiltiple del Problema 3, A;; 7 no serd miltiple para el problema discreto.

OBSERVACION 8.13. Dada v € V, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) w=argmix, p a(a,v).
(ii b(u,v).
(iii
(i

En efecto, es suficiente notar que

U = arg max; . i

)
)
) u realiza la a-distancia de v al conjunto solucién E)\; es decir, [Ju — ||, = distq(v, E)\)
)

v) u realiza la b-distancia de v al conjunto solucién Ejy; es decir, ||u — v||, = disty(v, Ey).

para toda @ € E), vy que si u,u € E\,

a(a,v) <a(u,v) <= —2a(u,v) <—-2a(t,v) <= |lu—2|,<|a—-"v,,

b(a,v) < b(u,v) <= —=2b(u,v) < =2b(a,v) <<= |u—v|, <||a—2,.

En consecuencia, la autofuncion u que realiza la distancia de v a F) es el elemento de E)

que forma el dngulo més pequeno con v (en el producto dado por a y/o b).

OBSERVACION 8.14 (Acotaciones para el cociente de Rayleigh).

» Sea7 € Ty sea {u,T}Z]\L 7, un conjunto b-ortonormal de autofunciones discretas, donde

u; 7 estd asociada al autovalor A\; 7 del Problema 5. Si ur € E{, entonces ur =

Jj+R-1 j+R-1 o _ .
imj QiU con Zi:j a; = 1. En consecuencia,
j+R—1 j+R—1
2 2
Aur) =a(ur,ur) = > ofaluir,uir)= > X7
i=j i=j
es decir, A(ur) es una combinacién convexa de \j7,Aj41,7,..., A\j+r—1,7, y asi,

N1t < Aur) < Njyr-1,7
Teniendo en cuenta (7.19) y (7.20), y definiendo Ag := A\j;r—1,7;, concluimos que
(8.4) A< A(ur) <Ay, VureEl, VTeT.

= Sea 7, € T un refinamiento de 7 € T. Siur € EY yur. € Eg*, usando (8.4) obtenemos

Aluz.) = Alur)| = (VA(uz.) + VA(ur)) [z, = luzll, | < 2v/A0 lluz. —ur],-
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Concluimos esta seccion estableciendo la nocién para el error de aproximacién de las auto-

funciones.

DEFINICION 8.15. Denotamos por Py : V — Ej al operador de proyeccién (no lineal) sobre
E\, es decir, para v € V, la proyeccién Pyv es el elemento en E) que realiza la distancia de v a
E), es decir,

disty (v, Ey) = v — 75)\2;{

a’

(o disty(v, Ey) = [|lv— 75>\v‘

,» bor la Observacion 8.13).
8.4. Otras estimaciones de error importantes
Sea u € E) y sea v € V con ||v]|, = 1. Entonces
a(u —v,u—v) = a(u,u) + a(v,v) — 2a(u,v) = X+ A(v) — 2Ab(u,v)
= A(v) = A+ A(2 = 2b(u,v)) = A(v) = X+ Ab(u — v,u —v),
y asi,
(8.5) = oll2 = Aw) = A+ Allu o]

Como consecuencia inmediata de (8.4) y de (8.5) obtenemos el siguiente resultado en el que
mostramos de qué manera el error de aproximacion de los autovalores estd controlado por el

error de aproximacion de las autofunciones.
TEOREMA 8.16. Sea T € T. Siur € EY, entonces 0 < A(ur) — A < dist?(ur, Ey).

El siguiente resultado auxiliar, cuya prueba es elemental, es util para controlar los términos
de la forma [|[A(v)v — A(w)w||, que aparecen frecuentemente en las estimaciones para este tipo

de problemas.
LEMA 8.17. Siv,w €V satisfacen ||v||, = ||wl||, =1, entonces
1A()0 = A(w)wll, < (CFAw) + VA©) + VAw)) o~ w],,
donde C$® es la constante de la desigualdad (7.10).

DEMOSTRACION. Sean v, w € V con ||v||, = ||wl||, = 1. Entonces,
[A(v)v = A(w)w]l, < Av) [[o = wll + [A(v) = Alw)] lw],

= Av) v = wlly + (VA@) + VA@)) | [[o]l, — wl,]



8.4 Otras estimaciones de error importantes 135

< (CFPAW) + VAQ) + VA@W)) [Jo = wl,,

donde en la dltima desigualdad hemos usado (7.10). O

OBSERVACION 8.18. De aqui en adelante, varios de los resultados se cumplen para 7 sufi-
cientemente fina (H7 pequeno). Sin embargo, si el problema de autovalores es no degenerado
(ver Definicién 9.8 més adelante), Hy tendera a cero en el proceso adaptativo, y eventualmente
las mallas serdn suficientemente finas. Notemos también que los resultados conocidos de opti-
malidad son asintéticos, y a pesar de que las estimaciones se cumplen a partir de un nivel de
iteracion kg, el algoritmo que proponemos converge partiendo de cualquier malla inicial a una

velocidad casi éptima, como veremos en el Capitulo 11.

A continuacién nos proponemos relacionar los errores de aproximacién de autofunciones
medidos en las diferentes normas (ver Teorema 8.21 debajo). Necesitamos los dos siguientes

resultados auxiliares.

LEMA 8.19. Siu e Ey y (Ni,7,uiT) son soluciones del Problema 5 para i = 1,2,...,Nr,

para alguna T € T, entonces,
(N7 — N)b(Q7u,ui 1) = Ab(u — Q7u, u; 1),
donde Q1 es el operador de proyeccion eliptica de V sobre Vg dado en la Definicion 8.4.

DEMOSTRACION. Sea u € Ey y sea T € T. Sean {(\i1,u;7)}~7 autopares del Problema 5.
Puesto que para i = 1,2,..., N7, a(Q7u,u;7) = a(u,u; ), tenemos que \; 7b(Qru,u; 1) =

Ab(u, u; 7). Restando Ab(Q7u,u; 7) de ambos lados, obtenemos la afirmacién del lema. ]

El siguiente lema se prueba con los argumentos usuales de dualidad de Aubin y Nitsche, y
usando la Hipdtesis 8.1 sobre la regularidad del problema eliptico y la estimacién de interpolacion

en H*7 () dada en la Observacién 8.3.
LEMA 8.20 (Aubin-Nitsche). Siu eV y si T € T, entonces
lu = Qrully, < CaprCreg Hr [lu — Qrull,

donde Creg y Copr son las constantes dadas en la Hipdtesis 8.1 y en la Observacion 8.3, respec-

tivamente.
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DEMOSTRACION. Sean u € Vy 7 € T. Sea ¢ € V la solucién del problema eliptico
(8.6) a(p,w) = b(u — Qru,w), VweV.
De la Hipétesis 8.1 se sigue que ¢ € H*"(Q) y que
[l i+ () < Creg llu — Qrull,,.

Si o7 = Py € V7 denota el interpolante de Scott-Zhang de ¢ en V7, como vimos en la

Observacién 8.3, [|¢ — o7, < Copr Hy @ g1+ (). Asi,
(8.7) lp = #7lly < CaprCregHr [lu = Qrul]y -

Puesto que a(u — Qru,pr) = 0, de (8.6) se sigue que |u — QTqu = a(p,u — Qru) =

a(p — o7,u — Qru); y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos
2
lu = Qrully < lle — o1ll, lu— Qrull, .-
Finalmente, de la tdltima desigualdad y de (8.7) se sigue la afirmacién de este lema. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar que en el caso en el que A es un autovalor
simple del Problema 3, el error para las autofunciones medido en norma b es de orden superior

al medido en la norma a.

TEOREMA 8.21 (Estimacién a priori fundamental). Si el autovalor A = \j, del Problema 3

es simple, para ur € E~AT, se cumple que*
disty (ur, E~>\) < CupH disty (ur, E~)\), para toda T € T con Hy <Hj,

donde Cyp := 2(1 4 p))CaprCreg, y Hi y py estdn definidos en la Seccion 8.2.

DEMOSTRACION. Supongamos que A = \j, es un autovalor simple del Problema 3. Sea T €
T tal que H7 < Hy. Dada uy € E7, definamos u := Pyur y Ay := A(ur), donde P, estd dado

en la Definicién 8.15. De la Observacion 8.13 se sigue que 8 := b(Qru,ur) = %a(u,uT) es no

negativo. Sea {u;7|i = 1,2,..., N7} un subconjunto b-ortonormal de V7, tal que (\;7,u; 1)
son soluciones del Problema 5 para i =1,2,..., N7,y uj, 7 = ur. Asi,
Nt
Qru = Z b(Q7u, usT)ui T + V71,
i=1

4Notemos que en este caso EA consta de dos funciones y E;[ también.
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donde vy € V7 NV, y luego

Nt
|Q7u — Burlf; = Z b(Q7u,u; 1)
i=1
il#jo
De los Lemas 8.19 y 8.8, usando que H7r < Hj, se sigue que

Nt 2
A
1Q7u — Bur|y = () blu— Qru,uiz)* < p3 |lu— Qrull; ;
o \Air = A
i#jo
y usando la desigualdad triangular y esta estimacién, obtenemos ||u — Bur||, < ||lu — Q7 ul, +

1Q7u — Burll, < (14 px) lu— Qrull,. Puesto que |8 — 1| = [[|Bur|l, — [[ull| < [lu— Burll,

concluimos que

lu—urlly, < llu—=Burly + (8 = Durll, < 2u—Burl, <201+ pa) [lu— Qrull, .
Finalmente, teniendo en cuenta el Lema 8.20 y la definicién de Q7, concluimos que

lu—urll, < 2(1 + pr)CaprCreg Hr [l — Qrull, < 2(1 4 pA)CoprCreg Hr ||u — url,
y la prueba se completa notando que u realiza disty(u7, E~>\) y distq (ur, E’A). ]

OBSERVACION 8.22. Si )\ es un autovalor simple del Problema 3, y si Hy y py son los dados
en la Seccién 8.2, entonces para cada refinamiento 7, € T de 7 € T, la misma técnica de la

demostracién del Teorema 8.21 permite concluir que si Hy < Hjy,
disty (ur, Eg*) < 2(1 4 pA)Coapr Creg Ho distq (ur, Ef‘), para cualquier uy € Eg

En los métodos de elementos finitos adaptativos para problemas elipticos simétricos el er-
ror decrece en los sucesivos refinamientos. Para problemas de autovalores esto no ocurre en
general, debido a la naturaleza no lineal de los problemas de autovalores. Concluimos esta sec-
ciéon mostrando que en este caso el crecimiento del error estd controlado, siempre que estemos

considerando autovalores simples.

TEOREMA 8.23 (Estabilidad del error). Si el autovalor X = \j, del Problema 3 es simple,
existe una constante positiva Hey < Hy tal que, si T € T con Hr < Hg y 7T, € T es un

refinamiento de T,

disty(uz,, Ex) < V2disty(ur, Ey), para toda ur € EY yur. € Eg*
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DEMOSTRACION. Sean 7 € T y 7, € T un refinamiento de 7. Si uy € E; vy ur, € E}T*,

usando el Teorema 8.21 tenemos que

(8.8) distb(uT*,E)\) < CupHT. dista(uT*,E)\),

si Hr, < Hj. Ahora, si Ay := A(u7) y M. := A(uz.), usando (8.5) obtenemos
dist?(uz., Ey) = Az, — A+ Adist2(ur., Ey),

debido al hecho de que la misma autofuncién de Ey, realiza tanto disty (ur, E~>\) como disty(u7,, E~>\)

(ver Observacién 8.13). El hecho de que Az, < A7, y el Teorema 8.16 implican que
dist?(uz,, Ex) < Ar — A + Mdist? (ur. , Ey) < dist?(ur, E)) + MdistZ (ur,, Ey).

Considerando (8.8), si elegimos Hy < H; de manera que )\Cng22r < %, entonces el dltimo
término en el lado derecho de la desigualdad anterior puede absorberse a la izquierda y la

demostracién queda completa. [

OBSERVACION 8.24. La desigualdad A7, < A7 en la demostraciéon del teorema anterior,
no se cumple en general si A\ es multiple, porque Ay := A(ur) y Az, := A(uz,) en este caso
no son necesariamente autovalores de los respectivos problemas discretos; sélo sabemos que

M1 SAT S Ajrr-17 Yy Que A7 S A S AjyrR-17%-

8.5. Apéndice 1. Sobre la Hipdtesis 8.1: Regularidad de soluciones de ecuaciones

diferenciales elipticas

En este apéndice establecemos estimaciones sobre la regularidad de las soluciones de prob-
lemas elipticos de segundo orden con condiciones de tipo Dirichlet y de tipo Neumann. A
partir de estas estimaciones, estudiamos la regularidad de los problemas elipticos asociados a
los problemas de autovalores presentados en el Capitulo 6. Mds precisamente, demostramos que
la Hipdtesis 8.1 se satisface para cada uno de estos problemas. Recordemos que en base a esta
hipétesis se establece la regularidad de las autofunciones del Problema 3 (ver Observacion 8.2).

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema del Grafico Cerrado, y serd til para

el objetivo de esta seccién.
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LEMA 8.25. Sean X e Y espacios de Hilbert reales y sea A : X — Y un operador lineal y

acotado. Sean X e Yy espacios de Hilbert continuamente contenidos en X eY, respectivamente.

Si A(Xo) C Yy, entonces A € .C(XO,YO).5

DEMOSTRACION. Es suficiente notar que el grifico de A : Xg — Yy, Gr(A) = {(z, A(z)) |
x € Xo} es cerrado. En efecto, si {zy}ren C Xo es tal que z — x en Xg y A(xp) — y en Yy,
puesto que zx — x en X y A € L(X,Y), tenemos que A(xy) — A(z) en Y, y ya que también
A(zg) — y en Y, se sigue que A(x) = y. O

Recordamos que A : Q — R?*? es tal que A(x) es una matriz simétrica para todo = € Q, y
ademds, uniformemente definida positiva (ver (6.1)) y Lipschitz (ver (6.2)).

Consideramos los dos problemas siguientes:

= Dada f, hallar v : 2 — R tal que
-V . (AVu) = f en ()
u=20 sobre OS2,

cuya forma variacional es el siguiente

Problema de Dirichlet

Dada f € L?(f2), hallar u € H}(Q) tal que

(8.9) /QAVU-Vv:/va, Vo € HY (Q).

Teniendo en cuenta que u € H} (), se tiene que®

sy /Q AV - Vu = /Q fu < flallulle < 1 lellulm @,

y asi, el operador A : L?(Q) — H}(Q) definido por Af = u es acotado, es decir,
IAf lm@) S Iflles Y F € LHQ).

5Si X e Y son espacios de Hilbert, £(X,Y):={A: X — Y | Aes lincal y acotado}.

6En toda la Parte II de esta tesis, utilizaremos “<”, para indicar “< C”, donde la constante C' puede depender
de la dimesién d, de la triangulacién inicial 7o y de su regularidad s, del grado polinomial ¢, y de constantes
asociadas a los datos del Problema 3, que denotamos D := {a,b}. Cuando haya dependencia del autovalor que

estamos aproximando, ésta se establecerd explicitamente.
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De [Sav98, Teorema 3] se sigue que u € H'T"(Q), para cualquier r € (0,1/2), y del
Lema 8.25, puesto que A(L%(Q)) C H*"(Q), se sigue que

(8.10) [l e @) S [1flla-
= Dadas f y g, hallar v : 2 — R tal que
-V -(AVu)+cu=f en
(AVu) - m =g sobre 992,

— — .
donde ¢ > 0 es una constante, y n° denota el versor normal exterior sobre 9€). La forma

variacional en este caso es el siguiente

Problema de Neumann

Dadas f € L%(Q) y g € L?(09), hallar u € H'(2) tal que

(8.11) /Q(.AVU-VU +Eu):/ﬂfv+/mgu, Yo e HY(Q).

Usando el Teorema de Trazas (Teorema 1.2) tenemos que

ey < [ (AVu- Vs ea®) = [ fut [ gu < lalula + lglonlulon
Q Q o0
S (Il + lgllon) s o,

y asi, el operador A : L(Q) x L?(9Q) — H'(Q) definido por A(f,g) = u es acotado,

es decir,

IACS, D) S Il + llglaa, VY f e L*(9Q), g € L*(09).
De [Sav98, Teorema 4] se sigue que u € H'™"(Q), para cualquier r € (0,1/2), y del
Lema 8.25, puesto que A(L?(Q) x L2(02)) € H'*(Q), se sigue que
(8.12) ull ) S [ flle + llglloq-

Finalmente mostramos que la condicién de regularidad requerida por la Hipétesis 8.1 se sat-
isface para los tres problemas que presentamos en el Capitulo 6. Mas precisamente, demostramos
que si u € V satisface

a(u,v) = b(w,v), Vv eV,

para alguna w € W dada, entonces

HUHHW'(Q) N Hwa7
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donde los espacios V y W, y las formas bilineales a y b son las definidas para cada uno de los

ejemplos en el Capitulo 6.

1. El problema eliptico asociado al Problema tipo Dirichlet (6.4) es:
Dada w € L*(Q2), hallar u € H}(Q) tal que
/AVu-VU:/BwU, VveHol(Q).
Q Q

Este problema se corresponde con el Problema de Dirichlet (8.9), con f = Bw €

L?(9). De la estimacién de regularidad (8.10) se sigue que

[ullgrer ) S 1flle = 1Bwlle < llwlle;

para cualquier r € (0,1/2).
2. El problema eliptico asociado al Problema de Steklov (6.9) es:

Dada w € L%(99), hallar u € H(Q) tal que
/(.AVu-Vv—l—cuv) :/ pwu, Vo e HY(Q),
Q o0
o equivalentemente,
/(AVu-Vv—l—Euv):/(E—c)uv—i—/ pw, Yo e HY(Q),
Q Q o0
donde ¢ := fQ ¢ > 0. Este problema se corresponde con el Problema de Neumann (8.11),
con f=(¢—cu € L*(Q) yg=pw e L*(09Q). De la estimacién de regularidad (8.12)
y del hecho que [[ul|g1(q) < [lw]laq se sigue que

[ullier @) S Iflla + llglloa S llulle + llwlloa < llwlloq,

para cualquier r € (0,1/2).
3. Por tltimo, el problema eliptico asociado al Problema de Steklov .4-arménico (6.10)

€S

Dada w € L%(99), hallar u € H(Q) tal que

/AVu-Vv—i—/ puv:/ pwo, Vo e HY(Q),
Q a9 o9

o equivalentemente,

/(AVu-Vv—i—uv):/uv—l—/ p(w —u)v, Yo e HY(Q),
Q Q o0
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Este problema se corresponde con el Problema de Neumann (8.11), con f = u € L?(Q)
vy g = p(w —u) € L*09). De la estimacién de regularidad (8.12) y del hecho que

[ull ) S llwlloq se sigue que
[ull e @) S I flle + llglloa S llulle + lw = ulloe < llulle + lwllae + lulloe S llwllsq,

para cualquier r € (0,1/2).



CAPiTULO 9

Convergencia de MEF adaptativos para problemas de

autovalores

Consideramos nuevamente el

Problema 3. (Problema de Autovalores)

Hallar A € R y w € V tales que

a(u,v) = Ab(u,v), VYovev,

||u||b = 15

con V= HA(Q), para algin I' C 9. En el Teorema 7.5 vimos que si V estd densa y compacta-
mente contenido en un espacio de Hilbert W, y quesia : VXV - Ry b: Wx W — R son
formas bilineales, simétricas, acotadas y coercitivas, este problema tiene una sucesién numerable
de autovalores positivos y para cada uno de éstos existe un espacio (de dimensién finita) de aut-
ofunciones asociadas, el cual, para cada autovalor fijo, puede ser considerado como la solucién
del problema. En consecuencia, el andlisis de convergencia de métodos de aproximaciéon implica
demostrar que la sucesién de autofunciones discretas obtenida por el algoritmo se acerca tanto
como se quiera al espacio de autofunciones correspondiente. En particular, buscamos aproximar
un autovalor fijo A del Problema 3 y el autoespacio asociado.

En este capitulo probamos la convergencia (sin orden) de algoritmos adaptativos que usan
cualquiera de las estrategias de marcado razonables descriptas en las Seccién 1.4.1.

Por otro lado, es importante remarcar que los estimadores de error a posteriori conocidos
hasta el momento son una cota superior para el error sélo cuando las mallas son suficientemente
finas, como veremos en el Teorema 10.7. Sin embargo, demostraremos la convergencia partiendo
de cualquier malla inicial, que es lo que en realidad se observa en la practica.

Cabe mencionar ademas, que hasta ahora los tinicos resultados de convergencia para métodos
de elementos finitos adaptativos para problemas de autovalores han sido presentados en [GG09,
Gia08, DXZ08]|, en donde se demuestra convergencia partiendo de una malla suficientemente

fina, utilizando la estrategia de Dorfler para el marcado. Si bien este nuevo resultado por si solo
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no provee un orden de convergencia, es bastante general debido al contexto de hipétesis en el
que sera demostrado.

Como en el capitulo anterior, consideramos un autovalor fijo A = \;; del Problema 3. Pre-
sentamos el algoritmo adaptativo para aproximar Ay el conjunto de autofunciones normalizadas

correspondiente E).

Algoritmo 5.

Sea 7p una triangulacién conforme de (2. Poner k =0.
1. (Mg, ur) := RESOLVER(7).
2. {nx(T)}rer, == ESTIMAR(Ag, ug, Tf) -
3. My := MARCAR({ny(T)}rez;» Tr) -

4. Tpy1 := REFINAR(Z),, My, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.

Ahora describimos en detalle cada paso de este algoritmo. Recordemos que jg es el indice del
autovalor A del Problema 3 que deseamos aproximar.' Dada la triangulacién 7;, € T, el médulo
RESOLVER calcula el jy-ésimo autovalor del Problema 5 con 7 = 7, es decir, A\ := N\jo 75, ¥

una autofuncién correspondiente uy € Vj, := VT,C-2 Por lo tanto, A\ v ug satisfacen

(9‘1) a(uk,uk) = )\k b(uk,uk), Y V € Vk,
[[ugll, = 1.
Dada 7}, y la correspondiente salida (Mg, ux) de RESOLVER, el médulo ESTIMAR calcula

estimadores de error a posteriori {n (1) }7e7, que satisfacen las siguientes propiedades:

= Confiabilidad: Esto significa que los estimadores son una cota superior para el residuo.
Més precisamente, si (R(ug),v) = a(ug,v) — A(ug)b(ug,v) denota el residuo de wuy,
aplicado a v, se cumple que
(9-2) [(R(ur), )| S D m(D[Volloyrys Vv eV.
TET,

= Estabilidad: Esto significa que

(9.3) Me(T) < Cestlluk vy, VT € T,

IRecordemos que en la sucesién de autovalores, los que son miltiples aparecen tantas veces como su
multiplicidad.
2Recordemos que V7 := {v € V | v, € Pe(T), VT T}, donde £ €N es un grado polinomial fijo.
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y de aqui que,

NI

(9.4) me(Ti) == | > m(T) | <Gy,
TeTy

donde las constantes Ces, Cy) > 0 pueden depender de d, xr, £, D y Ag.

Basado en los indicadores de error {n; (") }re7,, el médulo MARCAR selecciona un subcon-
junto My, de elementos de 7, mediante alguna estrategia de marcado razonable (ver (1.9)).

Finalmente, el médulo REFINAR es el explicado en la Seccién 1.4.1.

Asi, partiendo de una triangulacion inicial 7y, la iteracién de los pasos 1-5 genera una
sucesion de mallas {7 }ren, C T y las correspondientes salidas (Mg, ug), {nx(T)}rez,, My de

los médulos RESOLVER, ESTIMAR y MARCAR, respectivamente.

9.1. Confiabilidad y estabilidad de los estimadores de error

Usando diferentes enfoques, se han construido estimadores de error a posteriori para proble-
mas de autovalores tipo Dirichlet en los trabajos de Verfiirth [Ver94, Ver96|, de Larson [Lar00],
de Durédn, Padra y Rodriguez [DPRO3], y de Giani y Graham [GGO09].

Recordemos que Vg := {v € V | b(v,v) = 0}. Para v € V\Vy, el residuo R(v) € V' estd dado

por
(R(v),w) := a(v,w) — A(v)b(v,w), Vw eV,

a(v,v)

donde recordamos que A(v) = 20%0) denota el cociente de Rayleigh de v.

Dada 7 € T, suponemos que para cada vy € V7 \ Vi podemos definir un residuo interior
Rr(vr) € L2(2), y un residuo de salto Jr(vr) € L*(X7), de modo que se cumpla la relacién
fundamental:

(9.5) (R(vr),w) = </ RT(UT)ZU—F/ JT(UT)w>, Vw e V.
TeT T or
Notemos que para cada uno de los problemas presentados en el Capitulo 6, hemos definido
Rr(vr) y Jr(vr) de modo que satisfagan (9.5) (ver Secciones 6.1.2, 6.2.2 y 6.3.1).
En base al residuo interior y al residuo de salto, como explicamos en la Seccion 1.4.2,

definimos los estimadores de error local ny(vy;T) por
nz(or; T) = H7 | Rr(vr)l7 + Hr |1 (vr)llgr s VT €7,

y el estimador de error global nr(vr) como n5(vr) ==Y per 15 (vr; T).
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Si (A7, u7) es un autopar del Problema 5, entonces
(R(ur),vr) =0, Your € Vr,
y como una consecuencia inmediata del Teorema 1.15 tenemos el siguiente

TEOREMA 9.1 (Confiabilidad de los estimadores). Sea 7 € T. Si (A7, u7) es un autopar del
Problema 5, entonces
[(R(ur),v)| S D nr(ur; T Voluy )y, YveV.
TeT
Por otro lado, en el Apéndice II al final de este capitulo demostramos que para los problemas

de autovalores presentados en el Capitulo 6 se cumple que
(9.6) nr(vr;T) S IVorllorry + (1 + Alwr)) vz e, Vor € Vo \ V.
De la desigualdad (8.4) se sigue que

Aur) < Ao = Njtr17,  Yur € B},

es decir, una vez que fijamos la malla inicial 7y y el autovalor A a aproximar, este cociente
estd acotado uniformemente para 7 € T. En consecuencia, A(vr) en la desigualdad (9.6)

est4 acotado para vy € EY, y por lo tanto, se satisface la relacién de estabilidad (9.3).

9.2. Convergencia del algoritmo adaptativo

La demostracién de convergencia consta esencialmente de dos pasos. Primero demostraremos
que la sucesién de autopares discretos {(Ag, ur)}ren, tiene una subsucesién que converge a un
par limite (Aso,Uso) € R X V; lo que es una consecuencia del anidamiento de las mallas (ver
Teorema 9.2 debajo). En segundo lugar probaremos que el residuo de u es cero, y asi (Ao, tso)
sera un autopar del problema continuo en V. En este punto, el uso de una estrategia de marcado
razonable es fundamental (ver Teoremas 9.5 y 9.6 debajo).

Finalmente, veremos que la sucesién completa converge a E)__, es decir, que
lim distq(ug, Ey,,) = 0.
k—o0

Consideramos el espacio limite Vo, := UVkV, y notamos que V., es un espacio de Hilbert
con el producto escalar heredado de V. El siguiente resultado sera clave para todo este capitulo,

y en su demostracién se usa la hipdtesis de compacidad V. CC W.
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TEOREMA 9.2 (Convergencia a un par limite). Sea {(Ag, ur)}ren, la sucesion de autopares
calculada mediante el Algoritmo 5. Existen Ao € R tal que A\ = ka Aks Y Uoo € Voo Y una
— 00

subsucesion {uk,, }men, de {ugtren, tal que

Ug,, — Uso €N V.
Mads ain, el par (Ao, Uxo) Satisface
©0.7) a(Uoo, V) = Aoo b(Uno, V), Vove Vg,
[tsollp = 1.

DEMOSTRACION. Sea {(Ak, ur)}ren, la sucesién de autopares calculada mediante el Algo-
ritmo 5. Puesto que 7;41 es siempre un refinamiento de 7y, Vi C Vi1, y por (7.19) y (7.20)
tenemos que {A;}bren, €s una sucesién monétona decreciente acotada inferiormente por el jo-
ésimo autovalor A del Problema 3. Por lo tanto, existe Ao > A tal que A\p \| Aoo-

De (9.1) se sigue que
(9-8) s = alur, ur) = Aeb(ug, ug) = A uglly = A = Aoo,

y por lo tanto {uy}ren, estd acotada en Vo,. Luego, existe una subsucesion {ug,, }men, débil-

mente convergente en Vo, a una funcién us, € Vo, esto es,

(9.9) Uy — Us débilmente en V.

m

Puesto que V estd compactamente contenido en W, podemos extraer una subsucesién de {ug,, }men

que atun denotamos {ug, }men,, tal que

(9.10) U, — Uoo €n W.

m

Probamos ahora que se satisface (9.7), esto es, que (A, Uso) €s un autopar en V.. Sea K €
Ny y vk € Vg. Para k,,, > K, puesto que Vi C Vj,  tenemos que a(uy,,, vK) = Ag,, b(ug,,, Vi );
y si m — 00, obtenemos a(uuoo, Vi) = Aoob(Uco, V). Ya que K € Ny y v € Vi son arbitrarios,

por la densidad de keN, Vi €D Voo tenemos que
(9.11) a(Uso, V) = Aoob(Uso, V), Vv e Va.

Por otro lado, debido a que |ug,,||, = 1, considerando (9.10) concluimos que |u|l, = 1.
Teniendo en cuenta (9.11) se tiene que Huoon = oo ||uoo||§ = Ao, ¥y de (9.8) se sigue que

gy, |2 = My — Aoo = ||tioo]|? - Finalmente, esta tltima conclusién junto a (9.9) implican que

m

U, — U (fuertemente) en V,

m
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lo que completa la demostracion. O

OBSERVACION 9.3. Es importante notar que de cualquier subsucesién {(Ag,,, uk,, ) tmen, de
la sucesi6n original {(Ax, uk)}ren,, podemos extraer otra sucesion {(Ag,,,, Uk, ) }pen,, tal que

up, converge en V a algiun elemento ., € Vo, que satisface

mp

A(Uoo, V) = Moo b(lino, V), VoveVg,

[ooll, = 1.

Este hecho serd usado en la prueba de nuestro resultado principal de convergencia (ver Teore-

ma 9.7 debajo).

La prueba de que R(us) = 0 estd basada en la idea de Siebert [Sie08] que consiste en
probar primero que los estimadores sobre los elementos marcados tienden a cero, y luego la

convergencia a cero de R(uy,, ) (débilmente en V').

LEMA 9.4 (Estimador sobre los elementos marcados). Sea {ug,, }men, una subsucesion de
{ugtren, convergente a us dada por el Teorema 9.2. Entonces,

lim max ny, (T) = 0.

m—oo TeMy,,

DEMOSTRACION. Para simplificar la notacién, denotamos por {uj}ren, @ la subsucesion
{uk,, tmengs ¥ Por {7 }ren, @ la sucesién de mallas correspondientes {7, }men,- Sea T, € My,

tal que 7y (1)) = méaxpepm, nk(T). Usando la estabilidad de los estimadores (9.3) tenemos que

(9.12) Mk (Tk) < Cestl|tur|lviw, (1)) < Cestllur — toollv + Cestl|thoo lv(wy (1)) -

Ahora bien, el primer término del lado derecho de (9.12) tiende a cero por el Teorema 9.2, y

puesto que Ty € My C 7,0, por el Lema 1.27 tenemos que3

|lwi (Tk)| S H%k < ||hl{;X92HC£oo(Q) — 0, cuando k — o0,

y asi, el segundo término en el lado derecho de (9.12) también tiende a cero, lo que concluye la

demostracion de este lema. O

3Recordemos que hy, := hz, € L™ (Q) es la funcién constante a trozos tal que hg, := Hr, para todo T' € T

(ver Definicién 1.25).
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TEOREMA 9.5 (Convergencia débil del Residuo). Sea {uy,, }men, una subsucesion de {ug }ren,

convergente a U, dada por el Teorema 9.2. Entonces,

lim (R(ug,,),v) =0, para todav € V.

m—00

DEMOSTRACION. Como en la demostracién del lema anterior, denotamos por {ug }ren, a
la subsucesion {ug,, }meny, ¥ Por {7k }ren, a la sucesion {7y, }men,. Primero probamos que el
resultado vale para v € H?(2) NV, y luego usamos un argumento de densidad para probar el
resultado en todo V. Sean p € Ny k£ > p. Por la Definicién 1.26 tenemos que 'Z;,+ C 7? C Tg. Sea
v € Vi el interpolante de Scott-Zhang de v dado en la Seccién 1.3. Puesto que (R(ug), vr) = 0,
usando la confiabilidad de los estimadores (9.2), y la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos
que?

[(R(ux), v)] = [(R(ur),v =) S D me(TIV(0 = 08) e ()
TET,

= Z w (T )\|V(U—Uk)||wk(T + Z k(T HV(U—W)Hwk(T

TeT,t TeT\T,'

S m(LONV (= vi)llgr +m(Te \ IOV (0 = g las.-
De (9.4) se sigue que i (7¢ \ 7,") < me(7x) < Cy, y por lo tanto, usando la propiedad (1.7),

[R(w), )| S (m6(T0) + CollhpXag (o) ) [eleo)

Para demostrar que (R(ug),v) — 0 cuando k — oo consideremos £ > 0 arbitrario. Debido al
Lema 1.27, existe p € N tal que

Cyllhpxagll L= (@) <e.

Por otro lado, puesto que 7t C 7,7 C Ty y que la estrategia de marcado es razonable (ver (1.9)),

+) < +\1/2 - +11/2
m(Z,) < (#71,7) 7{287?%( ) < (#7,7) Trrel%xknk(T)

Ahora, por el Lema 9.4, podemos elegir K > p tal que 77k(7;;+) < g, para todo k > K, ya que p
estd fijo, y por lo tanto también #7,.

Resumiendo, hemos probado que

lim (R(ug),v) =0, para toda v € H*(Q) NV,

k—oo

Finalmente, ya que H2(Q) NV es denso en V, este limite también es cero para toda v € V. [

1
4nk(T) denota (Y ey mi(T))?, para todo T C T.
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Como consecuencia de la convergencia débil a cero de R(uy,, ) probamos ahora que (Aso, too)

es un autopar del Problema 3.

TEOREMA 9.6 (El par limite es un autopar). El par limite (Aso, Uoo) del Teorema 9.2 es un

autopar del Problema 3. Esto es, (Moo, Uso) Satisface
a(Uoo, V) = oo b(Uso, V), VoveV,
[[tooll, = 1.
DEMOSTRACION. Sea (A, Uss) dado por el Teorema 9.2. Puesto que |uo|, = 1, resta

probar que

(R(too), V) = a(tog, V) — Aocb(tUso, v) = 0, VoveV.

Sea v € V. Si {ug,, }men, denota una subsucesién de {ux}ren, convergente a us, dada por el

Teorema 9.2, entonces

[(R(uoo), v)| = [(R(uoo) — Rlug,, ), v) + (R(ug,, ), )|
< a(too =ty V)] 4 [D(Acotioo = Ay Uty s 0)] + [(R(up,, ), 0)]
< oo =tk lla 10]la + Acotioo = Ak k[l 101l + [ (R(u,, ), 0}

Puesto que A, — Ao ¥ Uk, — Uso (en V y en W), el Teorema 9.5 implica que el lado derecho

de la ultima desigualdad tiende a cero cuando m tiende a infinito. Por lo tanto,
(R(uso),v) =0, paratodav eV,
como queriamos demostrar. O

Presentamos ahora una primera versién del resultado de convergencia general.

TEOREMA 9.7 (Convergencia del Algoritmo 5). Sea {(Ag, ux)}ren, la sucesion completa de
autopares calculados a través del Algoritmo 5. Entonces existe un autovalor Ao del Problema 3
tal que

lm A = Ao y kh’m distq (up, Ey.) = 0.
—00

k—o0
DEMOSTRACION. Para A\, dado por el Teorema 9.2, tenemos que limy_,oo A, = Moo, ¥ por el
Teorema 9.6, A, es un autovalor del Problema 3. Para demostrar que kli)rglo disty (ug, E~>\oo) =0
usamos un argumento de contradiccion. Si esto no fuera cierto, existiria un ntimero € > 0 y una

subsucesién {ug,, }men, de {ug }ren, tal que

(9.13) dist,(uy,,, Ex.) >¢, ¥ méeN.
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De la Observacién 9.3 se sigue que es posible extraer una subsucesion de {uy,, }men, que converge
a algun elemento s € V. Siguiendo los mismos argumentos del Teorema 9.6, U, es una
autofuncién del Problema 3 correspondiente al mismo autovalor A. Esto es, una subsucesién

de {ug, }men, converge a un elemento de Ey__, lo que contradice (9.13) y completa la prueba. [

Hemos demostrado que la sucesiéon de autovalores discretos converge a un autovalor del
problema continuo, y que la sucesiéon de autofunciones discretas converge al conjunto de aut-
ofunciones correspondientes. Pero aun queda un interrogante: Teniendo en cuenta que hemos
elegido A\ como el jp-ésimo autovalor del problema discreto sobre 7Ty, jes cierto que {A; bren,
converge al jp-ésimo autovalor del problema continuo? La respuesta es afirmativa para una
amplia clase de problemas, pero no necesariamente para todos. Pueden existir algunos casos
patolédgicos en los que tratando de aproximar el jp-ésimo autovalor, la convergencia sea a uno
mayor. A continuacién establecemos una condicién sobre el Problema 3 que resulta suficiente

para garantizar la convergencia al autovalor que se desea aproximar.

DEFINICION 9.8 (No degeneracién de problemas de autovalores). Decimos que el Problema 3
es no degenerado si siempre que u sea una autofuncion, no existe un subconjunto abierto no

vacio O de (2 tal que uj,, sea polinomial.

TEOREMA 9.9 (Convergencia del Algoritmo 5). Supongamos que el Problema 3 es no de-
generado. Sea {( A, ur)tren, la sucesion de autopares generados por el Algoritmo 5, y sea A el
Jo-€simo autovalor del Problema 3. Entonces,

lm Ay =Xy lim distq (ug, Ey) = 0.

k—o00 k—o00

Este teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 9.7 y del siguiente lema que es-
tablece que si el problema es no degenerado, hi — 0 uniformemente. En una primera impresién,
puede resultar confuso que un resultado asi sea valido para mallas adaptativas. Sin embargo, si
analizamos la situacién con mas detenimiento, nos daremos cuenta que esto es una consecuencia
natural de la convergencia del método adaptativo y de la no degeneracién del problema. También
es importante notar que la convergencia uniforme a cero de h, no contradice los principios de
la adaptatividad y los resultados de aproximacién no lineal, puesto que aunque la convergencia
es uniforme, la malla puede ser muy fina alrededor de las singularidades en comparacion con la

situacién lejos de las singularidades. Mas precisamente, convergencia uniforme del tamano de
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la malla no implica casi uniformidad de la sucesién de mallas. Esta situacién de algin modo

estd reflejada en las construcciones explicitas de mallas 6ptimas dadas en [Gri85, GMOS|.

LEMA 9.10. Sea {h}ren, la sucesion de funciones de tamano de la malla obtenidas con el

Algoritmo 5. Si el Problema 3 es no degenerado, entonces ||h||pe(q)y — 0 cuando k — oc.

DEMOSTRACION. Utilizamos un argumento de contradiccién. Si ||h ||z (o) no tendiera a
cero, existirfan K € Ny y T € Tk tales que T' € Ty, para todo k > K. Sea {u,, }men,
una subsucesiéon de {uy}ren, convergente a us, dada por el Teorema 9.2. Puesto que ||ug,, —
Uoo|y(ry — 0 cuando m — oo, y que Uk |y € Py(T), para todo m tal que k,, > K; usando que

Py(T) es un espacio de dimensién finita concluimos que
(9.14) Uoo| 1 S Pg(T).

El Teorema 9.6 afirma que us es una autofuncién del Problema 3 y asi (9.14) contradice la

hipétesis de que el problema es no degenerado. O

Es importante notar que la convergencia a cero de hy no es una hipdtesis sino una conse-
cuencia del hecho de que una subsucesion converge a una autofuncion u., y de que el problema

es no degenerado.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9.9. Teniendo en cuenta el Teorema 9.7, s6lo resta ver que
Ak converge al jo-ésimo autovalor del Problema 3. Por el Lema 9.10, ésto sigue de la estimacion

a priori dada en el Teorema 8.7. O

9.3. Apéndice I. Algunos comentarios sobre la no degeneracién de problemas de

autovalores

En este apéndice establecemos algunas condiciones sobre los coeficientes de algunos de los
problemas de autovalores que presentamos en el Capitulo 6 que garantizan su no degeneracién.
Haremos uso del siguiente hecho fundamental [Han94]:

Si u es solucién de una ecuacién eliptica lineal de segundo orden cuyo coeficiente principal
es Lipschitz y uniformemente eliptico, entonces u no puede ser idénticamente cero sobre un

conjunto abierto de €2, a menos que sea nula sobre todo ).

LEMA 9.11 (No degeneracién de problemas de autovalores). Consideremos los problemas de
autovalores (6.4) y (6.9) dados en el Capitulo 6. Recordemos que A es Lipschitz y uniformemente

definida positiva.
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1. (El problema tipo Dirichlet es no degenerado). Si A es lineal a trozos y B es constante
a trozos, entonces el problema (6.4), que consiste en hallar A € R y 0 # u € H}(Q)
tales que

/AVu-VU:)\/Buv, Yo e HY(Q),
Q Q

es no degenerado.

2. (El problema de Steklov es no degenerado). Si A es lineal a trozos y ¢ es constante a
trozos, entonces el problema (6.9), que consiste en hallar A € R y 0 # u € H*(Q) tales
que

/(AVu-Vv—l—cuv) :)\/ pw,  Yve HY(Q),
Q o0

es no degenerado.

DEMOSTRACION.

1. Supongamos por el contrario que el problema tipo Dirichlet es degenerado. Entonces
existe una autofuncién u asociada a un autovalor A, y un subconjunto abierto no vacio
O de Q tal que u),, € Pi(O), para algin t € N. Redefiniendo O si fuera necesario

concluimos que A, € P1(0) y que B es constante sobre O. Entonces
-V - (AVu) = \Bu, en O.

Puesto que u|, € P;(O), tenemos que —V - (AVu) € P;_1(0), y la tltima ecuacién

implica que uj, € Pi—1(O). Repitiendo este argumento finalmente obtenemos que

u‘o EO,

que contradice el resultado de Han.
2. Andlogamente, si existiera una autofuncién u asociada a un autovalor A, tal que v, €
P(O), para algin t € N y para algiin subconjunto abierto no vacio O de (2, para el

cual A, € P1(O) y c es constante sobre O, entonces
-V - (AVu) 4 cu = 0, en O.

Puesto que u|, € P(0), tendrfamos que —V - (AVu) € P;—1(0), y asi que u, €

Pi—1(0O). Como antes, concluirfamos que

U‘OEO,

lo que nuevamente contradice el resultado de Han. O
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OBSERVACION 9.12. El Problema de Steklov A-arménico (6.10) puede ser degenerado ya
que (A, u) con A =1y u(x,y) = zy, es un autopar de
Au=0 en ()

Vu-7n = sobre 0€,
para Q = (—1,1) x (=1,1) c R2.
9.4. Apéndice II. Estabilidad de los estimadores de error para problemas de

autovalores particulares

En este apéndice demostramos que se satisface la estimacién (9.6) para los tres problemas
de autovalores presentados en el Capitulo 6. Como vimos, esto garantiza la estabilidad de
los estimadores de error local dada en (9.3), propiedad que fue necesaria para demostrar la
convergencia del Algoritmo 5.

Damos ahora la prueba de la estimacién (9.6), donde hacemos uso del Teorema 1.4 de Traza

y de las desigualdades inversas dadas en el Teorema 1.6 y en la Observacién 1.7.

TEOREMA 9.13 (Estabilidad local de los estimadores para los problemas del Capitulo 6).

Sea T € T. Para toda vy € V1 \ Vy,
Hr(riT) S [Verlugin + 0+ Awr)lorlr, YT eT.
DEMOSTRACION.

Problema tipo Dirichlet (6.4). Puesto que A es Lipschitz y que B es acotada, por un lado

tenemos que

|Rr@D)lly = |-V - (AVor) = A(wr)Borlly < |-V - (AVor) |y + Alor) [ Borly
< -A)- Forl, + 42 DPorl, + Atwr) 1Borly

S IVorly + || Dz + Alor) oz,
y utilizando la desigualdad inversa dada en la Observacién 1.7 se sigue que

(9.15) Hr ||Rr (vr)llp S [[Vor|r + Alvr) vz |7



9.4 Apéndice I1 155

Por otro lado, si S es un lado de T interior a §2, y si 11 y 15 son los elementos que comparten

S,

< Z AL | zoe(s) HVUTlT.
=12 S e ' s

1z er)ls = |5 S (Aver), 7| < 3 [[(Aver), @
; g =12

—1/2 —1/2
<N HAVor|n S Hy PV orlur (s
i=1,2

donde hemos utilizado el Teorema 1.4 de traza y la desigualdad inversa de la Observacion 1.7.

Por lo tanto,

1/2 <
(9.16) Hy " |7 (vr)llor S IVOT g 1)
Considerando (9.15) y (9.16) obtenemos la afirmacién para este caso.

Problema de Steklov (6.9). Siguiendo los mismos pasos del caso anterior para el residuo

interior obtenemos
(9.17) Hr [|[Rr(vr)lly S [Vorllr + [lorlr.
Para el residuo de salto, como en | 1] se tiene que
J < HpV2|V
[Jr(vr)lls S Hp "“IVrllwrs),

si S es un lado de T interior a 2. Por otro lado, si S es un lado de T' que estd sobre 02, usando

el Teorema 1.4 de traza y la desigualdad inversa del Teorema 1.6,
Wr(er)lls = |AVor - 7 — Awr)pvrlls < [AVer - s + |A@wr)pvrls
< Hy'P|Vorle + Awr)Hy P or |-
Por lo tanto,
(9.18) Hyl? | J7(wn)llor S IV07 g ) + ACr) oz
Considerando (9.17) y (9.18) concluimos la demostracion para este caso.

Problema de Steklov A-armdnico (6.10). Este caso sigue de las acotaciones del caso anterior.

O






CAPiTULO 10

Estimaciones de error a posteriori para problemas de

autovalores

En este capitulo presentamos estimaciones de error a posteriori que serdan utiles para de-

mostrar la optimalidad de un MEF adaptativo en la aproximacion del

Problema 3. (Problema de Autovalores)

Hallar A € R y v € V tales que

a(u,v) = Ab(u,v), VveV

[ully =1

donde V = HL(Q), para algin T' C 9Q. Como vimos en la Seccién 9.1, el residuo R(v) € V' de

v e V\Vj esta dado por

(10.1) (R(v),w) = a(v,w) — A(v)b(v,w), VweV,
donde recordamos que A(v) = % es el cociente de Rayleigh de v.

Dada 7 € T, para cada vy € V7 \ Vj se cumple la relacién fundamental:
(10.2) (R(vy),w) = Z (/ Ry (vr)w +/ JT(UT)UJ) , Vw eV,
TeT T or
donde Rr(vy) € L*(Q2) denota el residuo interior, y Jr(vr) € L*(X7) el residuo de salto.
En base a estos tultimos, como explicamos en la Secciéon 1.4.2; los estimadores de error local

N7 (vyr; T) vienen dados por
w7 (or; T) i= Hi | Ry (vr)ll7 + Hr | Jr (vr)ll3r, VT €T,
y el estimador de error global nr(vr) por

ng(vr) =Y ng(vr; 7).
TeT

En general, si T C 7,

ny(vr; X) =Y ng(vr; T).
TeY
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Por otro lado, la oscilacion local oscr(vy;T) viene dada por
— 2 — 2
oscr(vr; T) = Hf HRT - RTHT + Hr HJT — JTHE)T’ VT eT,

donde Rr|, es la proyecciéon en L*(T) de Ry := Ry(vr) sobre Py_1(T), y para cada lado
S coT, J_T|S es la proyeccién en L%(S) de Jr := Jr(vy) sobre Py_1(S). La oscilacién global

oscr(vr) estd dada por

osc(v7) = Z oscx(v; T),
TeT

y siempre que Y sea un subconjunto de 7, osc(vr; Y) denotard la suma dorer oscx (vr; T).

10.1. Estimaciones de error a posteriori

En la Seccién 9.1 establecimos la confiablidad y la estabilidad de los estimadores de error
local, propiedades que resultaron suficientes para demostrar la convergencia de un algoritmo
adaptativo general (ver Seccién 9.2). En esta seccién presentamos algunas propiedades de estos
estimadores de error a posteriori que no son necesarias para la convergencia, pero son utiles
para probar la optimalidad.

Recientemente en [APO8| para el caso d = 2 y en [Zup08| para el caso d = 3, se han
estudiado estimaciones a posteriori para un Problema de autovalores de Steklov como el que
presentamos en la Seccién 6.2.

Comenzamos estableciendo una cota superior para el error, pero antes presentamos dos

resultados auxiliares cuyas pruebas son elementales.

LEMA 10.1. Si 11, 2 € R y v1,v9 € V satisfacen |v1]], = ||v2l|, = 1, entonces

1+ H2
b(pvr — pova, v — v2) = %b(m — U2, U] — U2).
DEMOSTRACION. Sean 1,12 € Ry vi,v2 € V con |v1], = [lva]|, = 1. Puesto que b es

simétrica,
b(p1v1 — pave, v1 — v2) = p1b(vy, v1 — v2) — pab(va, v1 — v2)
= p1b(v1,v1) — p1b(v1,v2) — p2b(va, v1) + p2b(va, va)

= p1 — (p1 + p2)b(vi,v2) + pio

= (1 + p2) (1 = bv1, v2)) = W(Q — 2b(v1,v2))

= M(b(vl,vl) + b(va, v2) — 2b(v1, v2))

2
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_ M1+ p2
2

b(vl — V9,VU1 — 1)2).
U

Como en los capitulos anteriores, denotamos con {\;};en a la sucesiéon de autovalores del
Problema 3, y en particular, consideramos cierto autovalor fijo A = A;,, y denotamos con j € N
al indice que satisface A = \j = \j1 = ... = N\jir_1 < Njyr, ¥y Aj—1 < Aj, cuando j > 1, es
decir, A es un autovalor con multiplicidad R > 1, y j es el indice mas pequenio que satisface
A=\

Recordamos que E) es el espacio de autofunciones b-normalizadas asociadas a ), y que E)T
es el correspondiente espacio de aproximacién dados en la Definicién 8.12. Por otro lado, recor-

damos también que Py es el operador de proyeccion sobre E) introducido en la Definicién 8.15.

LEMA 10.2. Para toda T € T y ur € ET, tenemos que

A+ A ; 2
At Aur) disty(ur, Ex)* < dista(ur, Ex)?.

DEMOSTRACION. Sea 7 € T y sea uy € Eg Definamos u := Pyur € E\. Entonces, puesto

que b(u,ur) es no negativo (ver Observacién 8.13) y que A(uz) > A (ver (8.4)) tenemos que

||u — uT||(21 = a(u,u) + alur,ur) — 2a(u,ur) = A+ A(ug) — 2\b(u, ur)

>N+ Alur) — (A + Alur)b(u,ur) = (A + A(ur))(1 — b(u, ur))

_ A+ Aur) A+ A(ur)

5 blu—ur,u—ur)= 5

2
flu — UTHb .

La prueba de este lema se completa teniendo en cuenta que u realiza tanto la a-distancia como

la b-distancia al conjunto Ej (ver Observacién 8.13). O

Usando los dos lemas anteriores podemos demostrar la siguiente estimacién superior, cuya

prueba para un caso simplificado del Problema tipo Dirichlet (6.4) se encuentra en [DPRO3].

LEMA 10.3 (Estimacién superior). Existe una constante C' = C(d, kt,¢,D) > 0 tal que para

todos los autopares (Ar,ur) del Problema 5,

)\—{—)\T
2

. 1/2 _
diste(ur, E)) < Cnr(ur) + < ) disty(ur, Ey).

DEMOSTRACION. Sea (A7, u7) un autopar del Problema 5 y sea u := Pyuz € Ej. Puesto

que (R(u),u —uz) = 0, teniendo en cuenta (10.1) se sigue que

Ju —ur|?> = —(R(ur),u —ur) + b(Mu — Arur,u — ur),
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y usando el Lema 10.1 y la confiabilidad de los estimadores dada en el Teorema 9.1, tenemos

que

)\—|—)\7
2

A+ A7
2

lu = uzlly = —(R(ur),u — ur) + lu = ur

2
Ju—urlly,

< Cnr(ur) lu—urll, +

para alguna constante C' = C(d, kt,¢,D) > 0. Finalmente, teniendo en cuenta el Lema 10.2

obtenemos la afirmacién de este lema. O

El siguiente resultado es una estimacion superior local para la distancia entre dos solu-
ciones en espacios anidados, y es esencial para demostrar la optimalidad de MEF adaptativos.
Stevenson [Ste07] fue el primero en utilizar resultados de este tipo y posteriormente se usaron

en [CKNS08, DXZ08|.

LEMA 10.4 (Estimacién superior local). Sea T € T, y sea T, € T un refinamiento de T . Sea
R el conjunto de elementos de T que se refinaron para obtener T, es decir, R =7 \ T,. Sean

(A, ur) vy (A1, ur,) soluciones del Problema 5 en V1 y V., respectivamente. Entonces,

AT+ AT

5 C |luz. — url,,

luz. —urll, < Cnr(ur;R) +
para alguna constante C = C(d, kt,¢,D) > 0, donde C% es la constante dada en (7.10).

DEMOSTRACION. Sean 7, 7., R, (Ar,ur)y (A7,,uz,) como en las hipétesis. Si e, := uz, —
ur, andlogamente a la demostracién del lema anterior, teniendo en cuenta que (R(uz,),er.) =

0, (10.1) y el Lema 10.1, tenemos que

)\7; + A1

2
22T e

(10.3) lez.|I; = —(R(ur), ez.) +

Para el error er, € V7, consideramos la aproximacion er € V7 dada en la Observacién 1.23.
Usando (10.2), teniendo en cuenta que ey = er, sobre todos los elementos de 7 \ R, y las
estimaciones (1.35), obtenemos

—(R(ur), e.) = —(R(uz), ez, —er) < V2Csz > nr(ur; T)|Verllwy (1) < Cnr(ur; R) ez, ,
TeER

para alguna C' = C(d, xt,£,D) > 0. De (10.3) se sigue que |er.||> < Cnr(ur;R) |ler.|l, +

w lez. ||7, v teniendo en cuenta (7.10) concluye la demostracién.
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Para demostrar la eficiencia de los estimadores de error seran necesarias las siguientes
propiedades de localizacion:

Para todo w C Q, siu,v € Vy sop(v) C w, entonces

(10.4) a(u,v) < Clullvylvllve) v bluv) < Cllullyiw)llvlviw).,

para algunas constantes positivas CL°¢ y Cll)"c.
Es facil ver que estas estimaciones se cumplen para las formas bilineales que definen los

problemas de autovalores que presentamos en el Capitulo 6.

TEOREMA 10.5 (Cota inferior local discreta). Sea T € T y fijemos T € T. Sea T, € T
el refinamiento de T que se obtiene bisectando ng veces' cada elemento de N7(T). Sea V, un

subespacio cerrado de V tal que V. C V,. Si u, € V. satisface

(s, v) = Aluy) b(uyg, v), VovevV,,
(10.5) (U, v) = Au) bus, v)
Juell, =1,

entonces, para toda vy € Vo \ Vo,
nr(vr; 1) S llue — vrllviwr ) + 1A (us)us — Avr)vr|lviwr 1)
_ 1 _
+ Hr HRT - RTHW;(T) + Hy HJT - JTH@T’

donde R—TIT/ denota la proyeccion de Rt = Rz (vr) sobre Py_1(T') en L*(T"), para todo T’ €
N7 (T), y para cada lado S C T, Jr |4 la proyeccion de Jr := Jr(vr) sobre Pp_1(S) en L*(S).

DEMOSTRACION. Sea v € V, con sop(v) C w, para w C Q. Si vr € V7 \ Vg, considerando

que u, € V, satisface (10.5) tenemos que

(R(vy),v) = a(vr,v) — Aor)b(vr,v) = a(vr — s, v) — b(A(vr)vr — A(us) g, v),
y puesto que a y b satisfacen las propiedades de localizaciéon (10.4),
(10.6) (R(vr),v) S (llus = v7llvie) + [Aw)us — Avr)vr vw)) [0llviw)-

Teniendo en cuenta que el término [[vz — ux|ly(,) en (1.20) del Teorema 1.16 puede “reem-

plazarse” por los términos entre paréntesis de (10.6) completamos la demostracion. U

IRecordemos que ng es el numero de bisecciones sobre un elemento necesarias para garantizar que apareceran

nuevos nodos sobre cada lado y en el interior del mismo.
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El siguiente resultado es la cota inferior global para el error, cuya demostracién para prob-
lemas tipo Dirichlet se encuentra en [DPRO3], y para un problema de Steklov en [APO0S8|.

Aqui obtenemos una versién unificada como consecuencia del Teorema 10.5.

TEOREMA 10.6 (Cota inferior global). Eziste una constante Cr, = Cr(d, kr,¢,D,Ag) > 0

tal que si T € T, entonces
2 c oy 2 = 2 T
Crng(ur) < dist; (ur, E)) + osc(ur), Vur € Ej .

DEMOSTRACION. Sea 7 € T. Sea ur € EZ y consideremos u := Pyur € Ey. Del Teore-

ma 10.5 con V, =V y u, = u se sigue que
nr(ur;T) S llu — urllvw, ) + 1A — Alur)ur v, ()

+ Hr ||Re = Br |, gy + HE 97 = T2
para todo T' € 7. Sumando sobre todos los elementos T' € 7 obtenemos
(10.7) n7(ur) S lu—urlv + A — Aur)ur|lv + oser (ur).
Por otro lado,

IAw — Afur)urlly < 3 — Aduz)ully + [A@ur)u — Adur)ur|ly

= |A = A(ug)|[ullv + Alur)|lu — urllv

S (VA+VA(ur)) u —ur |, llull, + Aur) Ju - uzll,
(VAW + v/A{ur) + Aur)] flu = wrl),

Esta estimacién junto al hecho que A < A(ur) < Ay = Ajir—1,7, en (10.7), completan la

demostracion. O

Terminamos esta seccién con dos teoremas que establecen cotas superiores (global y local)
para el error para mallas suficientemente finas en el caso que el autovalor A es simple. El Teore-
ma 8.21 nos permitira absorber a la izquierda los términos de orden superior de los Lemas 10.3

y 10.4.

TEOREMA 10.7 (Cota superior global). Supongamos que el autovalor A = \j, del Problema 3
es simple. Entonces, existen una constante Cy = Cy(d, kr,¢,D) > 0 y una constante positiva

Hs < H; tal que si T € T con Hr < Hs, entonces

dist? (ur, Ey) < Cyn>(ut), para toda ur € EY .
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DEMOSTRACION. Sea 7 € T. Sea ur € E)T y Ar := A(ur). Del Lema 10.3 y del Teore-
ma 8.21 se sigue que

A+ A1

8 1/2 s
disty (ur, Ey\) < Cnr(ur) + < ) CopH disty (ur, E)),

para Hr < Hy, donde C = C(d, kt,¢,D) > 0. La afirmacién de este teorema se sigue notando
que podemos elegir Hy < H; de modo que A CypH3z" < %, y asi el segundo término en el

lado derecho de la 1ltima estimacion puede absorberse a la izquierda si Hy < Hs. [

TEOREMA 10.8 (Cota superior local). Supongamos que el autovalor X = Aj, del Problema 3
es simple. Sea T, € T un refinamiento de T € T y sea R el conjunto de elementos de T que
se refinaron para obtener T, es decir, R = T \ T.. Entonces, existen una constante Cry =

Cru(d,kr,¢,D) >0 y 0 < Hy < Hj tales que, si Hr < Hy,
dist? (ur, E;*) < Cruma(ur; R), para toda ur € ET.

DEMOSTRACION. Sean 7,7, y R como en las hipétesis, y sea ur € E; Del Lema 104 y
de la Observacion 8.22 se sigue que

Njo. T + Njo,

. ~ T ) -
disty, (ur, Ez) < Cnr(ur;R) + 5 CFP2(1 4 pr)CoaprCreg Hy dist, (ur, Ez),

para Hr < H;, con C = C(d,kt,¢,D) > 0. Como en la prueba anterior, podemos elegir
H,4 < H; de modo que AOC?bQ(l +pA)CaprCregHy < %, y en consecuencia, el segundo término

del lado derecho de la dltima estimacion se puede absorber en el lado izquierdo, si Hr < Hy. 0O

10.2. Reduccién del estimador y de la oscilacion

Andlogamente a la Seccion 4.2 para leyes de conservacion, estudiamos los efectos del refi-
namiento en los estimadores de error y en los términos de oscilaciéon. En el Apéndice I al final de
este capitulo mostramos que la siguiente afirmacién se cumple para los problemas de autovalores

presentados en el Capitulo 6.

HipoTESIS 10.9 (Acotacién global de g7). Para toda 7 € T,
> gr(or,wr T) S llor —wr |2 + |A(vr)or — Awr)wr|y,  Ver,wr € Vr\Vy,
TeT
donde gr(vr,wr;T) = Hr | Ry (vr) — Rr(wr)|y + Hy” | J7(v7) = J7(wT) |7, s la funcién
que relaciona los indicadores de error y los términos de oscilacién de dos funciones discretas v

y wr (ver (1.37) y (1.38) en la Seccién 1.6.2).
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OBSERVACION 10.10. Utilizando el Lema 8.17 para acotar el segundo término en el lado

derecho de la acotacion de g7 dada en la Hipotesis 10.9 se sigue que

> G orwn ) 5 (14 (Cf*Awr) + VAlr) + VAwD)®) llor = wr2,
TeT

para toda vr,wr € V7 con |lvr||, = |Jw||, = 1. Teniendo en cuenta (8.4) tenemos que
(10.8) Z g% (vr,wr;T) < Cg |lvr —wr|?, Your,wr € ET,
TeT

para alguna Cp = Cg(d, k1, ¢, D, Ag) > 1.

El siguiente resultado cuantifica la reduccién del estimador debido al refinamiento. La prueba

es la misma que la de la Proposicién 4.6 para problemas no lineales.

PROPOSICION 10.11 (Reduccion del estimador). Sea 7 € T y sea M1 cualquier subconjunto
de T. Sea T, € T obtenida de T refinando al menos n > 1 veces los elementos de My. Si

ur € E’; yur, € E’z entonces
. (uz.) < (1+6) {77%’(”7) -(1-= 2_%)?7%(%;/\/17)} + (1 +67NC lluz. —uzll;.,
para todo 6 > 0, donde Cg > 1 es la constante dada en (10.8).

Por otro lado, en la siguiente proposicién analizamos el cambio de la oscilacién debido al

refinamiento. La demostracién es idéntica a la de la Proposicién 4.7 para problemas no lineales.

PROPOSICION 10.12 (Perturbacién de la oscilacion). Sea T € T. Si 7, € T es un refinamien-

to de T,
oscx(ur; T NT) < 20sc% (ur,; T NTL) + 2Ck |luz, — ur|?, para toda ur € EY, ur, € EF,

donde Cg > 1 es la constante dada en (10.8).

El préximo resultado es una consecuencia de la estimacién (1.38) y de la cota dada en la
Hipétesis 10.9, y serd ttil para probar la optimalidad del error en el Lema 11.3 en el capitulo

siguiente.
LEMA 10.13. Si T € T y (Ar,ur) es una solucion del Problema 5, entonces
oscx(ur) < Cosc(osc%(vf) + ||lur — vT||Z), para toda vy € V1 con |jvrl, =1,

para alguna constante Cpse = Cose(d, kT, ¢, D, Ag) > 0.
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DEMOSTRACION. Sean 7 € T y (A7, u7) una solucién del Problema 5. Sea vy € V7 tal que

lor [l = 1.

Supongamos primero que a(uz,vy) > 0. De (1.38), se sigue que
osc(ur; T) < 2(0sck(vr; T) + g5 (vr,ur; T)), VT €T.
Después de sumar sobre los elementos 1" € 7, de la Hipdtesis 10.9 se sigue que
oscx(ur) S 0s¢x(vr) + |[ur — vrll; + [|Arur — Alvr)orll;

Asi, es suficiente probar que || A7ur — A(vr)vr]|, esta controlado por |jur — vr||,. Por un lado,

si A(vr) > 1, tenemos que
IArur — A(vr)or|l; = M + Alvr) — 227 A(vr)b(ur, v7)
= A7 + A(vy) — 2A(vy)a(ur,vr)
<A1+ A(vr) — 2a(ur,v7) = |lur — v}
Por otro lado, si A(vy) <1, el Lema 8.17 implica que
INruz — A(vr)vrll, < (CPAT + VA7 + VAvr) llur — vrll,
< (C"Ao + VAo + 1) Jur —vrl, -

Por lo tanto, la afirmacién de este lema vale cuando a(uz,vr) > 0.

Si suponemos ahora que a(ur,vr) < 0, usando lo demostrado en | 1] tenemos que
OSCQT(UT) < C’OSC(OSCZT(—UT) + |lur + UTHi) = COSC(OSCQT(UT) + ||ur + UTHi)

La demostracién se completa teniendo en cuenta que |jur + vz |2 < |lur — vr|>. O

10.3. Apéndice 1. Sobre la Hipdtesis 10.9 de acotacién de gy para problemas de

autovalores particulares
Recordemos que
g7 (vr,wrsT) = Hy||Rr(vr) — Rr(wr)llp + Hy? | J7(vr) = J7(wr) | op

mide la diferencia entre los estimadores de error y los términos de oscilacion de dos funciones
discretas vz y wr (ver (1.37) y (1.38)).
En este apéndice demostramos que la acotacion de g7 requerida en la Hipdtesis 10.9 vale para

los tres problemas de autovalores presentados en el Capitulo 6. Esta estimacién fue importante
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para demostrar la reduccién del estimador (Proposicién 10.11) y la pertubacién de la oscilacién
(Proposicién 10.12) al refinar una malla, resultados que seran fundamentales para demostrar la
optimalidad de un algoritmo adaptativo en el capitulo siguiente.

Las técnicas necesarias para demostrar la acotacién de g7 son similares a las utilizadas en
el Teorema 9.13 para demostrar la estabilidad de los estimadores de error. En particular, se
utilizan nuevamente el Teorema 1.4 de traza y las desigualdades inversas del Teorema 1.6 y de

la Observacion 1.7.

TEOREMA 10.14 (Acotacién de g7 para los problemas del Capitulo 6). Si 7 € T, entonces

para toda vy, wr € V7 \ Vg, se cumple que

> gr(or,wri T) S llvr — wr |2 + [[A(vr)vr — Awr)wr |}
TeT

DEMOSTRACION.

Problema tipo Dirichlet (6.4). Sea 7 € T y sean vy, wr € V7 no nulas. Sea T' € 7. Por un

lado, para el residuo interior tenemos que

|Rr(vr) — Rr(wr)llp < |V - (AV (o1 — wr))llp + [[BAA(vr)vr — Awr)wT)]| -

Tratamos el primer término del lado derecho de la desigualdad anterior andlogamente a como
lo hicimos en la demostracién del Teorema 9.13, teniendo en cuenta que A es Lipschitz, para

obtener
IV - (AV (o1 = wr))llp < (V- A) - V(or —wr)||; + ||A: D*(or —wr)||,
S IV(or —wr)llp + | D*(or = wr)|l--
Utilizando la desigualdad inversa de la Observacién 1.7 obtenemos que
(10.9) Hr ||R7(vr) = Rr(wr)llp S IV (vr — wr)|r + [[A(or)or — AwT)wr |-

Tratando al residuo de salto analogamente al Teorema 9.13, usando el Teorema 1.4 de traza

y la desigualdad inversa mencionada, obtenemos

1/2
(10.10) H? | Jr(vr) = Jr(w)|lgr S IV (07 = 07w -

Considerando (10.9) y (10.10), y sumando sobre todos los elementos T" € 7, obtenemos la

afirmacién para este caso.



10.3 Apéndice 1 167

Problema de Steklov (6.9). Sea T € T y sean vy, wr € V7 \ Hi(Q). Sea T € T. La diferencia

entre los residuos interiores se puede acotar con la misma técnica del caso anterior. Asi,
|R7(vr) — Ry (wr)llp < ||V - (AV(vr —w1))llp + lle(vr —wr)ll1
S IV(vr —wr)llp + llor —wrllp,
y por lo tanto,
(10.11) Hr |R7(vr) — Ry (wr)lp < llvr — wrllm o).

Para la diferencia entre los residuos de salto, teniendo en cuenta la definicién, es suficiente

notar que
1/2
Hy? | AV (o1 — w1l o S V(07 — 01)lwrr),

y que
HY2| p(A(vr)vr — Awr)wr)|lorroe < [A@T)vr — Awr)wrloron.
En consecuencia,
(10.12)  Hy? |Jr(vr) — Jr(wr) |lop S IV (01 = wr)llwy ) + A7 — Awr)wr|arnon.

Finalmente, considerando (10.11) y (10.12), y sumando sobre todos los elementos T € 7, obten-

emos la afirmacién para este caso.

Problema de Steklov A-armdnico (6.10). Este caso se sigue con los mismos argumentos del

caso , teniendo en cuenta que
[p(A(vr) — Vvt — p(A(wr) — Dwr)|lornoe S A (vr)vr — Alwr)wr |larnon + lvr — wr llarre,
y que

lor — wrlorron S Hy P lor —wrlr + HY |V (vr —wr)lr < Hy?|lor — wrlr,

donde hemos usado el Teorema 1.4 de traza y la desigualdad inversa del Teorema 1.6. U






CAPI{TULO 11

Casi-optimalidad de un MEF adaptativo para problemas de

autovalores

En todo este capitulo suponemos que A = \j; es un autovalor simple del

Problema 3. (Problema de Autovalores)

Hallar A e Ry u € V tales que

a(u,v) = Ab(u,v), VoveV,

[l = 1,

donde V = H%(Q), para algun I' C 0f). Recordamos que V estd densa y compactamente
contenido en un espacio de Hilbert W, y que a : VXV — Ry b: W x W — R son formas
bilineales, simétricas, acotadas y coercitivas. Puesto que A es un autovalor simple, el conjunto
de autofunciones b-normalizadas es de la forma E), = {u,—u}, y para cada 7 € T, el espacio
de aproximacién estd dado por E)T = {ur, —ur}, donde ur es una autofuncién asociada al
Jo-ésimo autovalor \j;) 7 del Problema 5, que denotamos por A7.

En el Capitulo 9 hemos presentado el Algoritmo 5 para la aproximacién por MEF adapta-
tivos de las soluciones del Problema 3, y hemos demostrado la convergencia del mismo. En este
capitulo veremos que cuando el marcado se realiza con la estrategia de Dorfler, este algoritmo
adaptativo produce una sucesion de mallas y soluciones aproximadas con la misma complejidad
que las 6ptimas.

Recordamos que el sentido que damos a la palabra optimalidad esta basado en el ntimero
N de grados de libertad o incégnitas necesarios para representar con un cierto error la autofun-
cién deseada, y no en el tamano global usual Hy de la malla. Especificamente, demostramos
que si una autofunciéon puede aproximarse con un error de orden N ~° para algin s > 0, en-
tonces la sucesion de soluciones discretas obtenidas con adaptatividad tiene el mismo orden de

decaimiento en el error.
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11.1. Optimalidad del error total y marcado 6ptimo

Comenzamos con el siguiente lema en el que acotamos el término mixto que aparece cuan-
do tratamos de obtener una relacién de ortogonalidad similar a la que existe para problemas

elipticos lineales.

LEmA 11.1. Emiste una constante C' = C(d, kt,l,D, Ao, px) > 0 tal que para toda T € T

con Hr < Hy, se satisface que
ja(u = ur,ur —vr)| < C(HF |lu— 7l + u = url, [u = vrlly),
para wy € Eg yvr € Vr, donde u = 75,\u7.1

DEMOSTRACION. Sea 7 € T tal que Hr < Hy. Sea ur € ET, denotemos u := 75>\u7 y
consideremos vy € Vg arbitraria. Puesto que a(u,ur — vr) = Ab(u, ur — v7) v que a(ur, ur —

vr) = Arb(ur,ur — vr), del Lema 10.1 y del Teorema 8.21 se sigue que

la(u — ur,ur —vr)| = |b(Au — Arur, ur — v7)|
< |b(Au — Arur,ur — u)| + [b(Au — Arur,u — v7)|

A+ AT

N 2

A4 A7
2

> [lu — uTHg + |b(Au — Arur,u — vr)|

) C2HE Ju - ur? + [ = Agurly lu— vz,

La afirmacién de este lema se sigue usando el hecho que |[Au— Azur|, < (C¥X + VX +

Vo) |lu —urll,, lo cual se cumple por el Lema 8.17. O

Como consecuencia del lema anterior, establecemos un resultado de casi ortogonalidad que

servira para demostrar luego un lema de Cea.

TEOREMA 11.2. Ezisten una constante positiva Hy < Hy y C = C(d, k1,4, D, Ag, py) > 0

tales que si T € T satisface Hr < Hsp,
lu = ur|? + |ur —vr|? < Cllu—vr|?, para toda vr € V7 yur € EY,

donde u := 75,\u7.

1Recordamos que D = {a, b} denota los datos del Problema 3, Ao = \j,,7, es una cota superior para A y para
A1 = Nj,,7 para toda 7 € T, como vimos en (8.4), y Hy y px denotan el umbral y la constante de separacién

introducidos en la Seccién 8.2.
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DEMOSTRACION. Sea 7 € T y sean vy € V7, ur € Eg Siwu = 75)\uT, entonces

lu —vr |2 = llu—url? + llur —vr |+ 2a(u — ur,ur —vr).

Por el Lema 11.1, para todo 6 > 0, si Hy < Hjy,
la(u = ur,ur —vr)| < C(HF |[u = ur|} + llu = ur], [lu = vrll,)
<c |6+ ) vl + 5 lu-orl?]
para alguna constante C' = C(d, k1, ¢, D, Ag, py) > 0; y asi,
lu = ur s + llur = o7l < lu—or|; +C [(5 + HY) |lu—ur|; + % [l — UTH?L] :
Finalmente, podemos elegir 6 > 0y 0 < Hs < Hy de modo que
lu—ur|? +llur —vr|} < Cllu—vrl2, si Hr <Hs.
O

Puesto que el estimador de error domina la oscilacién, es decir, oscr(u7) < n7(ur), usando

la cota superior global (Teorema 10.7), tenemos que
dist? (ur, Ey) + oscx(ur) < (Cy + 1)n>(ur), ur € EY,

siempre que Hr < Hg, y teniendo en cuenta la cota inferior global (Teorema 10.6) llegamos a

que
. .2 = 2 1/2 =T
nr(ur) =~ <d1sta(uT,E>\) + oscT(uT)) , ur € Ej5 .

La cantidad del lado derecho se llama error total, y puesto que los métodos adaptativos se
controlan en base al estimador, la velocidad de convergencia se caracteriza en base a propiedades
del error total. El siguiente resultado establece que las autofunciones discretas us € Eg son

aproximaciones 6ptimas (salvo una constante) del autoespacio E) desde V7.

LEMA 11.3 (Lema de Cea). Ewiste una constante Coeq = Coea(d, kT,¢, D, Ay, px) > 0 tal
que para toda T € T con Hr < Hs, si ur € Eg,
dist?(ur, Ey) + oscx(ur) < Coeq  inf (distz(vT,E’A) + osczT(vT)) .

vreVr
lloz ll,=1
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DEMOSTRACION. Sea 7 € T con Hr < Hs, y sea ur € Eg Sea vy € Vg tal que
|lvr|l, = 1. Sin perder generalidad, puesto que A es un autovalor simple, podemos suponer
que u := Pyur = Pyvr. Usando el Lema 10.13 y el Teorema 11.2 tenemos que para alguna
C= C(d’ I‘{’]I‘,f, DaAOap)\) > Oa

dist? (ur, Ex) + 0sc2(ur) < |lu — ur|? 4+ Coselosck(vr) + |ur — vr||?)
< C(Jlu = vrlls + oscF (vr))

= C(dist?(vr, E)) + oscx(vr)).
La demostracién se completa teniendo en cuenta que vy es arbitraria. O

El siguiente resultado es una generalizacién de la ortogonalidad del error observada en
problemas lineales simétricos. Este resultado se acerca a una relacién de ortogonalidad exacta a
medida que H7 se hace mas pequeno, y es fundamental al momento de demostrar una propiedad

de contracciéon para el error.

TEOREMA 11.4 (Casi ortogonalidad). Existe una constante Co = Co(d, kt,¢,D, Ag, px) > 0

tal que si T € T satisface Hr < Hg y 7T, € T es un refinamiento de T, entonces
(11.1) distZ(uT*,E)\) < (1+CoHY) distZ(uT, E)\) — ||ug, — UT”Z,
para ut € Eg Yy ur, € E}T\—* satisfaciendo Paur = 75>\u7*.

DEMOSTRACION. Sea 7 € T con Hr < Hy y sea 7, € T un refinamiento de 7. Sean
ur € ET y uz, € B tales que u := Pyur = Pyur.. Puesto que |lu —ur|?> = lu—uz|? +

|lur, — UT”Z + 2a(u — uz,,uz, — ut), tenemos que

2 <lu—url2 = lluz, — urll2 + 2la(u — ur,, uz. —ur)|.

Ju —uz.

Puesto que ur € Vz, y que Hy, < Hr < Hg < Hj, del Lema 11.1 se sigue que para alguna
C= C(d7 KT, 67 D7 A07 P)\) > 07

2
a

la(u —ur,,uz. —ur)| < C(HE |u— ur, ollu—urlly).
Finalmente, usando los Teoremas 8.21 y 8.23 y que H7, < H7 tenemos que

la(u — ur,,uz, —ur)| < CHY |Ju—ur|?,

lo que completa la demostracién. O
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Andlogamente al caso de problemas no lineales tratados en la Parte I, hacemos la siguiente
restriccién sobre el parametro de marcado 0, relacionada con la constante C, en la cota inferior
global (Teorema 10.6), la constante C'ry en la cota superior local (Teorema 10.8), y la constante

CE en la acotacion global de g7 en (10.8).

HipOTESIS 11.5 (El pardametro de marcado ). El pardmetro de marcado € en la estrategia
de Dorfler descripta en la Seccidn 1.4.1, satisface 0 < 6 < 0y donde

02 = Cr .
0 1+2CLU(1+CE)

El siguiente lema es consecuencia de la cota inferior global, de la cota superior local, de la
perturbacién de la oscilacién (Proposicién 10.12) y de la restriccién anterior sobre el pardmetro

de marcado; y es el equivalente al Lema 4.12 para problemas no lineales.

LEMA 11.6 (Marcado éptimo). Sea T € T con Hr < Hy. Sea T, € T un refinamiento de T y
sea R el conjunto de elementos de T que se refinaron para obtener T,. Elijamos el pardmetro de
marcado 0 segun la Hipotesis 11.5 y definamos v := %(1 — z_;) > 0. Sean ur € Eg yur, € Eg*

0

tales que dista(uT,Ez*) = |lur —uz.|,- Si
(11.2) dist? (uz,, Ey) + osc% (ur.) < v (dist?l(uT, E)\) + OSCZT(UT)> ,

entonces

nr(ur; R) > Onr(ur).

DEMOSTRACION. Sean 7, 7., R, ur, uz. y v como en las hipétesis del teorema. Usando la

cota inferior global dada en el Teorema 10.6 y (11.2) obtenemos
(1 —20)Crna(ur) < (1 —2v) <dist(21(uT, E)\) + OSCQT(uT))
< dist?(ur, Ey) — 2dist?(ur,, Ey) + osck (ur) — 20sc% (ur.).

Puesto que

|Pruz, —url|, < ||Pauz. —uzl|, + luz. —urll,,
tenemos que dist, (ur, Ey) < distq(uz,, E\) + |luz. — ur||,, y por lo tanto,
(11.3) distz(ur, B)) < 2dist2 (uz,, E)) + 2 |luz, — urlf?.

Por otro lado, de la Proposicién 10.12 se sigue que

oscx (ur; T NT,) — 20sc (ur; T NTe) < 20g |lur, — uTHz,
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y como ademds, osca-(ur;T) < na(ur;T), para T € R = T \ 7., para los términos de oscilacién

tenemos que

oscx(ur) — 205(:27* (ur,) < 2CE ||lur, — UT”?; + 5 (ur; R).
Asi, la tdltima desigualdad y (11.3) implican que

(1= 20)Crnz(ur) < 2lur —uz|; +2Ck |ur —uz.|; + 17 (ur: R),

y de aqui, puesto que Hy < Hy, usando la cota superior local (Teorema 10.8),

(1 = 2v)Crnz(ur) < 2(1 + Cr)Cronz (ur; R) + nz(ur; R)

= (1+2CLu(1 + Cp))iz (ur; R).

Por lo tanto,

< 2 (u;

lo que completa la prueba ya que de la definiciéon de v se sigue que % = 6°. ]

11.2. Propiedad de contraccion del error

Siguiendo las ideas de [CKINSO08] probamos en esta seccién que el Algoritmo 5, usando la
estrategia de Dorfler para el marcado, da una contraccién de la suma de la energia del error
mas un multiplo del estimador a posteriori, a partir de algin nivel de iteracion kg.

Concretamente, consideramos el siguiente algoritmo, cuyos pasos son idénticos a los del
Algoritmo 5, salvo que en el médulo MARCAR elegimos el subconjunto My, de elementos de 7y,

utilizando la estrategia de marcado de Dorfler con parametro 6 descripta en la Seccién 1.4.1.

Algoritmo 6.
Sea 7) una triangulacién conforme de {2 y sea 6 un

pardmetro tal que 0 < < 1. Poner k=0.
1. (Mg, ur) := RESOLVER(7).
2. {nx(T)}rer, == ESTIMAR(Ag, ug, Tf) -
3. My := MARCAR({n(T)}ret; Tr, 0) -

4. Tpy1 := REFINAR(Z),, My, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.
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Como consecuencia de la casi ortogonalidad (11.1), de la reduccién del estimador (Proposi-

cién 10.11) y de la cota superior global (Teorema 10.7) tenemos el siguiente

TEOREMA 11.7 (Propiedad de Contraccién). Supongamos que el Problema 3 es no degen-
erado (ver Definicion 9.8). Sea {( Mg, ur)}ken, la sucesion de autopares calculados a través del
Algoritmo 6. Entonces, existen constantes 0 < o,y < 1, que dependen de d, kt, ¢, D, Ay, del
numero de bisecciones n realizadas sobre cada elemento marcado y del pardmetro de marcado

6, tal que si i, := 17, (ux) denota el estimador de error global,
dist?l(ukﬂ, E~>\) + 'miﬂ < o? <dist2(uk,E’,\) + ’yni) , si k> ko,
para algun kg € N.

DEMOSTRACION. Sea {(Ag,ur)}ren, la sucesién de autopares calculados a través del Algo-
ritmo 6. Definamos la sucesién auxiliar {wy, }ren, dada por wg := ug, y wy = ug 0 —uy, de manera
que se cumpla que Pywy, = Pyug, para todo k € N, lo cual es posible porque A es un autovalor
simple. Notemos que dist,(wy, E~>\) = dist, (ug, E~>\), oscr, (wy) = oscr, (ug), y también que wy, y
uy, tienen los mismos estimadores de error a posteriori, es decir, nz, (ug; T') = 7, (wi; T), para
todo T' € 7. Por lo tanto, podemos pensar que el algoritmo calcula la sucesién {w }ren, en
vez de {ug }ren,, puesto que la sucesién de mallas, los estimadores y los errores coincidirfan.

Sea u := Pyug. Usaremos la notacién e := dista(uk,EA) = dista(wk,EA) = |lu—wgll,, ¥
e (My) == 07, (ug; My). Combinando la casi ortogonalidad (11.1) junto con la Proposicién 10.11

con 7 =Ty y T, = 41 tenemos para cualquier § > 0 que

2
6%+1 + 77713+1 < ei — [Jwpy1 — wkHa + COH%CB%

+ (L4 0)y {nf —EmpMp)} + 1+ HCEY [Jwsr — wil?,

siempre que Hz, < Ha, donde § := 1 — 2. Definiendo 7y := 0

1 .
TI)CE se sigue que

ety + i < €f + (14 0)y {0} — (M)} + CoHy. €,

y la estrategia de Dorfler implica que ng(My) > On, v asi,

i1 + Ve < €h + (L +8)ymp — (1 + )70 n; + CoH e}

6> 6>
< e+ (L+ 0y — (1+ 5)7%77;3 = (1+8)y= i + CoHyef.
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Ahora, usando la cota superior global (Teorema 10.7) y que (1 +§) = C;SE tenemos que

- 2 _5;02 2 r 2

si H7,, < min(Hg, H3). Si definimos

i)~ (1-go) . o= (15 ) a+9),

5662
2 9 9
€1 T Vg1 < €k

entonces
Cha1 + Vg1 < 1 (0)ef +03(8)ni + CoH e
Asi, el parametro d puede elegirse de modo que
0 < a:=max{a1(9),a2(d)} < 1,
y por lo tanto,
Chp1 T Vg1 < &?(ek + k) + CoHp e
Del Lema 9.10, sabemos que H7, — 0 y en consecuencia, podemos elegir kg € N suficiente-

(1-a?)
2

mente grande de modo que HTkO < min(Hgz,Hgs) y que COH%C < para todo k > kg.

. 2
Redefiniendo a? := HQO‘ , finalmente obtenemos que

6%+1 + 777/%“ < ozz(eﬁ + 777,3), para todo k > kg.

11.3. Casi-optimalidad del MEF adaptativo

Concluimos este capitulo demostrando que el Algoritmo 6 converge con velocidad Sptima.
Recordemos que dado N € Ny, T denota el conjunto de todas las triangulaciones conformes
que se obtienen por refinamiento de 75 y que tienen a lo sumo N elementos mas que 7y. El
menor error que se puede cometer al aproximar el conjunto de autofunciones E) asociado al
autovalor A del Problema 3 con elementos definidos sobre particiones en Ty estd dado por

~ 1
o(A,D;N):= inf inf <dist2(vT,E>\) + OSCQT(UT)) ‘,
vz [l,=1

donde D = {a, b} es el conjunto de datos del problema. Para s > 0, decimos que (A\,D) € A4 si

(A, D)5 := sup (N +1)°c(\,D; N) < 0.
NeNy
En palabras, el autovalor pertenece a la clase A, si sus autofunciones se pueden aproximar

idealmente con mallas adaptativas con una rapidez (DOF's)™%.
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Antes del resultado de optimalidad, establecemos el siguiente resultado que es el equivalente

al Lema 4.15 para problemas no lineales.

LEMA 11.8 (Cardinalidad de My). Supongamos que el Problema 3 es no degenerado (ver
Definicion 9.8). Sea {( Ak, uk) }ren, la sucesion de autopares calculados a través del Algoritmo 6.
Supongamos que el pardmetro de marcado 0 cumple la restriccion dada en la Hipdtesis 11.5.

Entonces, si (A, D) € A, existe k; € N (k1 > ko) tal que

CCea 2175 1 ) ad 2 2s
#H#M < | —— (A, D)|s <dlsta(uk,E,\) + oscT, (uk)) ,  para todo k > kq,

1%

donde Coeq = Ceeald, k1,4, D, Ao, pr) es la constante del Lema 11.3 y v = %(1 — ﬁ) > 0 la

03

constante dada en el Lema 11.6.

DEMOSTRACION. Sea {(Ag,ur)ken, la sucesién de autopares calculados a través del Al-
goritmo 6. Sea k € Ny fijo y sea ¢ = e(k) > 0 una tolerancia que fijaremos luego. Puesto que
(A, D) € A, del Lema 1.20 se sigue que existen una triangulacién 7; € T y una funcién v, € V7.

con [|ve|l, = 1 tales que

@ =

1 ~
#T. — #To < |(\,D)|se75, v dist2(ve, Ey) + oscq (ve) < €%,

Sea 7T, := T.@7T}, la superposicién de 7; y 7y (ver Lema 1.13), y uz, € E}T\—* tal que distg (ug, Eg) =

|lur, — uz.||,. Puesto que v. € V7., tenemos que oscz.(v:) > oscr.(v:), y del Lema de Cea

(Lema 11.3) se sigue que
dist?(uz,, E)) + 0sc7. (uz,) < Ceeq(dist?(ve, E)) + 05c7: (v:)) < Ceeas?,
si Hr, < Hs. Elijjamos € de modo que
dist? (ur. , Ey) + oscy (ur,) < v <dist§(uk, E)\) + OSC%C (uk)> = Cleal?,
donde v es la constante dada en el Lema 11.6. Asi, este lema da
g, (us Rie) = 0°n7; (ug),

siempre que H7, < Hy, donde Ry es el conjunto de elementos de 7; que se refinaron para
obtener 7,. Recordando que My es un subconjunto minimal de 7 que satisface la propiedad

de Dorfler, usando el Lema 1.13 y teniendo en cuenta la elecciéon de € obtenemos que

#My < #Ryp < #T — #T < H#1. — #7To
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- (%e=)¥j0m)

14

1

2s

1 .
3 (distz(uk, E)) + OSC%—k (uk)) ,

@ |

1
<A D)se”

siempre que H7, < min(Hy, Hs).
Del Lema 9.10 se sigue que Hz, — 0, y asi, podemos elegir k1 > kg suficientemente grande

tal que Hz, < min(Hy, Hs), cuando k > kq, lo que completa la afirmacién de este lema. O

Ahora establecemos el resultado principal de este capitulo. En su demostracién usamos el
Lema 1.12, la cota inferior global (Teorema 10.6), la cota para la cardinalidad de M}, dada en

el Lema 11.8 y la propiedad de contraccion del Teorema 11.7.

TEOREMA 11.9 (Casi-optimalidad del MEF adaptativo). Supongamos que el Problema 3
es no degenerado (ver Definicion 9.8). Sea {(Ag,ur)}ren, la sucesion de autopares obtenida a
través del Algoritmo 6, con 0 satisfaciendo la restriccion dada en la Hipdtesis 11.5. Sea k1 como

en el Lema 11.8. Si (A, D) € Ag, entonces

S

(114) (diStZ(uka E)\) + OSC%’k (uk)) < C|()‘7 D)|S(#77€ - #71(1)_8’ para k > ki,

donde C = C(d, kt,¢,D, Ao, pr,n,0,5) > 0.

DEMOSTRACION. Sea {(A, ug) ken, la sucesion de autopares obtenida a través del Algorit-
mo 6. En esta prueba utilizaremos la letra C para indicar una constante que puede depender
de lo enunciado en el teorema, y en cada aparicion puede ser distinta. Sea k& > kj. De los

Lemas 1.12 y 11.8 y de la cota inferior global (Teorema 10.6) se sigue que

k—1 1 k—1
BT — #T, <C S #M; < CIAD)E S (dist? (s, ) + osck (u)) "%
i=kq i=kq
1 k—1
(11.5) < Cl(AD)[s Y (dists (ui, Bx) + vz (us) 2,
i=k1

2

donde 7 es la constante de la propiedad de contraccién (Teorema 11.7). Si definimos z; :=

dist? (uy, E)\) + 777%_ (u;), esta misma propiedad implica que z;+1 < az; y por lo tanto, z, * <
; 1
a’sz; 5. Puesto que oo < 1, obtenemos

k-1
IR RTINS S
z; * < (as)'z, * = T2 %

i=kq i=0 I—as

y de (11.5) se sigue que

1 ~ —
#Ti — #Tiy < CIOD)5 (dist?(ug, Br) + 37, (ur) )
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Recordando que oscr, (u) < 07, (ug), esta desigualdad implica que

1 ~ _
#T, — # Ty, < C|(A\,D)|5 (distg(uk, E)) + osc%c(uk)) 2s

y finalmente obtenemos la estimacion deseada elevando a la potencia s ambos miembros y

reordenando. O

El lado derecho de (11.4) no es exactamente lo que buscamos, puesto que aparece #7y,
donde deberia aparecer #7y. Pero si ko € N se elige lo suficientemente grande para que #7; >

2#Ty, — #7To, para todo k > kg, entonces
#Th. — #70 = (#Th — #Tw) + (#Ty — #70) < 2(#7Th — #7Tx,), para todo k > ko,
y por lo tanto,
(#T — #T) < 2°(#Tu —#To) ", paratodo k > ka.

Asi, después de cambiar posiblemente la constante, el resultado anterior puede formularse de la

siguiente manera:

COROLARIO 11.10. Bajo las hipotesis del Teorema 11.9, se cumple que

N

(dist? (ug, Ey) + osc2Tk (ur))? < C|(\, D)|s(#T — #70)"°, para todo k € N,

para alguna constante positiva C = C(d, kt, ¢, D, Ag, pr,n,0,s).






CAPI{TULO 12

Adaptatividad en la aproximacion de funciones con

singularidades

Concluimos esta tesis ilustrando a través de ejemplos las ventajas de usar refinamiento
adaptativo en lugar de refinamiento global al aproximar autofunciones que tienen singularidades
de diferentes tipos.

Consideramos el cdlculo de los autopares del operador de Laplace, es decir, buscamos (A, u)

tales que
—Au = \u en {2
u=20 sobre 012,

donde 2 es tres cuartos de un circulo, que descripto en coordenadas polares es
Q={(re)|0<r<1, 0<¢p<3r}CR%

La formulacién variacional es el siguiente problema, que es un caso particular del Problema tipo
Dirichlet (6.4):
Hallar A € R y u € H}(Q) tales que

Jo Vu-Vu =\ [,uv, Vv e H}(Q),

[ullg = 1.

Los autovalores y las autofunciones de este problema son conocidos, y los usaremos para verificar
el comportamiento del algoritmo adaptativo e investigar experimentalmente la regularidad y el
orden 6ptimo de la aproximacion adaptativa.

Para la implementacién del Algoritmo 5 hemos usado el toolbor de elementos finitos AL-

BERTA [SS05] y consideramos la aproximacién del primer y segundo autopar.

EJEMPLO 12.1 (Aproximacién del primer autovalor). El primer autovalor A; es aproximada-

mente 11,394747279 y una autofuncién correspondiente estd dada en coordenadas polares por

ur(r, ) = erJz (Varr) sin (3¢),
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donde J 2 es la funcién de Bessel de primera especie, y ¢; es una constante elegida de modo que
Jurllo = 1.

La Figura 12.1 muestra la energfa del error [u; — u1 7|51 () en funcién de los grados
de libertad (DOF's) usando espacios de elementos finitos de grado ¢ = 1,2. El decrecimiento
del error en norma energia usando refinamiento global en ambos casos es aproximadamente
de orden DOFs~ /2 indicando que la funcién u; pertenece al espacio de Sobolev H 1+5(Q),
para todo 0 < & < 2/3. A pesar de esto, cuando usamos refinamiento adaptativo los érdenes
son aproximadamente DOFs~1/2 para elementos lineales y DOFs~! para cuadraticos. Estas
velocidades son las mismas que obtendrfamos si u € H?(2) para £ = 1 o si u € H?(Q) para

£ = 2 con refinamiento uniforme, y usualmente se llaman velocidades dptimas de convergencia.

Grado polinomial £ = 1 Grado polinomial £ = 2
10 T T T T 10 T T T T

error (autofuncién)
15
.

error (autofuncién)
W
g

10°F + Refinamiento Global 1 10°t * Refinamiento Global

+ Estrategia del Maximo + Estrategia del Maximo
Estrategia de Dorfler » Estrategia de Dorfler
. . . . . . . .
1 2 3 4 5 6 10 1 2 3 a4

10 10° 10 10 10 10 10 10 10 10
DOFs DOFs

10

Ficura 12.1. Decrecimiento del error para el calculo del primer autovalor cor-
respondiente al Ejemplo 12.1 con elementos finitos lineales y cuadraticos. El
decrecimiento de la energfa del error [Jus —uy 7| 1(q) con refinamiento global es
aproximadamente DOFs~ /3 en ambos casos, y el decrecimiento con refinamiento

adaptativo es DOFs~ /2 para lineales y DOFs~! para cuadraticos.

Estas velocidades coinciden con la teoria, puesto que la autofuncién u; es una potencia
positiva de r veces una funcién de H*(2) y de acuerdo a los resultados de [GMO8] el orden de

. e s . , _t .
la aproximacion adaptativa deberfa ser DOFs™ 4, como hemos observado en los experimentos.

EJEMPLO 12.2 (Aproximacion del segundo autovalor). El segundo autovalor Ay es aproxi-
madamente 18,278538262 y una autofuncién correspondiente esta dada en coordenadas polares

por

ua(r, @) = c2J1 (VAar) sin(30),
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donde J aes la funcién de Bessel de primera especie, y ¢ es la constante que hace que ||uz||q = 1.
Esta segunda autofuncién pertenece a H>+%(Q), para todo 0 < § < 1/3, y asf, es regular para
la aproximacién con elementos lineales. Esto es, el refinamiento global da [Juz — u2 7|51 () =
O(DOFs_l/ 2) para elementos lineales. El refinamiento adaptativo presenta el mismo decaimien-
to, y esto se condice con las curvas de error dadas en la Figura 12.2. Por otro lado, cuando
consideramos la aproximacion con elementos finitos cuadraticos, el orden de aproximacion para
la energia del error usando refinamiento global es aproximadamente DOFs—2/ 3 no alcanzando
asf la velocidad 6ptima DOFs~! debido a que uy ¢ H3(Q). Sin embargo, los métodos adapta-
tivos son capaces de captar esta singularidad y recuperar la velocidad de convergencia éptima
|ug — v 7|l g1() = O(DOFs™1), lo que nuevamente estd de acuerdo con la teorfa de [GMOS].

De estas observaciones podemos extraer la siguiente conclusién interesante: A pesar del he-
cho de que no vale la pena aumentar el grado polinomial cuando usamos refinamiento global y
la funcién no es regular, aumentar el grado polinomial puede mejorar drasticamente la perfor-
mance de los métodos adaptativos, conduciendo a velocidades de convergencia casi éptimas. Mds
especificamente, dado un grado polinomial fijo, usando métodos adaptativos sobre soluciones
singulares se obtiene el mismo orden de convergencia que se obtendria usando refinamiento

global si la solucién fuera regular.
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Adaptatividad en la

aproximaciéon de funciones con singularidades

Grado polinomial £ = 1

Grado polinomial £ = 2

10°

error (autofuncion)
=
(=}

10

+ Refinamiento Global
+ Estrategia del Maximo

Estrategia de Dorfler

10 T T T T

107 i

‘
error (autofuncién)
W
g

"t x Refinamiento Global
+ Estrategia del Maximo
Estrategia de Dorfler

10°

10° 10"
DOFs

F1GURA 12.2. Decrecimiento del

6 1 2 3 4 5 6

10 10 10 10 10
DOFs

error para el calculo del segundo autovalor

correspondiente al Ejemplo 12.2 con elementos finitos lineales y cuadraticos.

Cuando consideramos elementos lineales la energfa del error [[u; — u1 7|1 (q)

es DOFs~ /2, tanto con refinamiento global como con las estrategias adaptati-

vas. Cuando consideramos elementos cuadraticos el orden para la energia del

error es DOFs~%/3 para el refinamiento global y DOFs™! para los refinamientos

adaptativos, y por lo tanto, en este caso la adaptatividad genera mallas 6ptimas.



Conclusiones generales

En esta tesis hemos presentado un estudio de convergencia y optimalidad de métodos de
elementos finitos adaptativos para la resolucién numeérica de problemas no lineales que surgen
de leyes de conservacién estacionarias y de problemas de autovalores asociados a operadores
simétricos y elipticos. Hemos dividido el analisis en dos partes, una para cada tipo de problema.

En la primera parte, hemos considerado la siguiente ley de conservacién estacionaria como
problema modelo, planteado en un dominio poligonal o poliédrico Q C R (d = 2,3) con frontera
Lipschitz:

Dada f, hallar u tal que

V- (a(-,|Vul})AVu) = f en
(1)
u=20 sobre 0€),

donde A : Q — R%? e5 simétrica, uniformemente definida positiva y Lipschitz a trozos sobre
una triangulacién inicial conforme 7y de 2, y a : © x Ry — R4 es una funcién localmente

Lipschitz en su primera variable y de clase C' en su segunda variable tal que
(2) c1 < afx, t?) + 2t Doar(z, 1?) < c9, VeeQ, t>0,

para algunas constantes ¢y, co > 0.

La forma variacional del problema (1) es un caso particular del siguiente

Problema no lineal

Dado L € V', hallar u € V tal que

a(u;u,v) = L(v), Vv eV,

donde V es un espacio de Hilbert real, y a : V x V x V — R es una forma lineal en su segunda
y tercera variable, que ademds es acotada y coercitiva. Considerando el operador (no lineal)
A:V — V' dado por

(Au,v) := a(u;u,v), Vu,veV,
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es sabido que el Problema no lineal tiene una unica solucién, como vimos en el Capitulo 2, si
el operador A es Lipschitz y fuertemente mondétono. Esto ultimo se cumple para el problema
modelo (1) debido a la hipdtesis (2) sobre la funcién .

En el Capitulo 3, considerando el Problema no lineal con V := H%(Q), para algun I' C 012,

hemos demostrado la convergencia (sin orden) de un algoritmo adaptativo como el siguiente:

Algoritmo 1.
(Iteracién adaptativa basica)

Sea 7y una triangulacién conforme de (2. Sea k =0.
1. uy := RESOLVER(7).
2. {nx(T)}rer, == ESTIMAR (ug, 71,) -
3. My := MARCAR({ny(T)}rez;, Tr) -

4. Tpy1 := REFINAR(Z),, My, n).

5. Incrementar k y volver al paso 1.

En este algoritmo, u, € Vi, satisface
(3) a(ug; ug, vg) = L(vg), YV op €V,

donde V, es el espacio de elementos finitos conformes formado por las funciones continuas que
son polinomios de grado < £ sobre los elementos de 7y, para algin £ € N fijo.

Las tnicas hipétesis que hemos requerido sobre los estimadores de error local {ng(T")}rer,
son la confiabilidad y la estabilidad.

Para el marcado hemos supuesto cualquier estrategia razonable, esto es, que garantice que el
conjunto de elementos marcados My, contiene al menos un elemento de 7; que tiene el méximo
valor de los estimadores locales.

Finalmente, para el refinamiento hemos considerado el procedimiento de bisecciéon descripto
en [Ste08|.

Por otro lado, en el Capitulo 4 hemos demostrado la convergencia y optimalidad del algorit-
mo adaptativo suponiendo la estrategia de Dorfler para el marcado. En otras palabras, hemos
demostrado que el algoritmo produce una sucesiéon de mallas y soluciones aproximadas con la
misma complejidad (cantidad de elementos) que las éptimas. El sentido que hemos dado a la

palabra optimalidad estd basado en el nimero de grados de libertad o incégnitas necesarios
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para representar con un cierto error la solucién exacta del problema, y no en el tamano global
usual de la malla.

En este punto es importante mencionar que para demostrar la optimalidad hemos utilizado
una propiedad que fue establecida para el caso de elementos lineales (¢ = 1) en el Apéndice
I del Capitulo 4. La validez de dicha propiedad para otros grados polinomiales serda objeto de
investigaciones futuras.

Por 1ultimo, para concluir la primera parte, en el Capitulo 5 hemos demostrado la convergen-
cia (sin orden) de un algoritmo adaptativo de tipo Kacanov. A diferencia del algoritmo anterior
en donde uy € Vi es la solucién de la ecuacién discreta no lineal (3), en este caso, ug € Vi, es

la solucién del sistema lineal:

a(ug-13ug,vg) = L(vg), ¥V vg € V.

Este algoritmo inezacto resulta mucho mas interesante desde el punto de vista practico que la
discretizacién (3). Hemos realizado algunos experimentos numéricos a fin de estudiar el orden
de convergencia de este algoritmo, y se han abierto nuevos interrogantes que seran tema de
estudios futuros (ver Seccién 5.3).

En la segunda parte de esta tesis hemos iniciado el estudio de problemas de autovalores. En el
Capitulo 6 hemos presentado algunos problemas conocidos y de importancia en las aplicaciones,
como problemas de autovalores elipticos de tipo Dirichlet, de Steklov arménico, y de Steklov

asociado a un operador de tipo Schrodinger. Estos son casos particulares del siguiente:

Problema de autovalores

Hallar A € Ry 0 # u € V tales que

a(u,v) = Ab(u,v), Vvev,

dondea:VxV —=Ryb: WxW — R son formas bilineales simétricas, acotadas y coercitivas;
y el espacio de Hilbert real V estd densa y compactamente contenido en el espacio W. Bajo
estas condiciones, como vimos en el Capitulo 7, se sabe que el Problema de autovalores tiene
una sucesioén (creciente) infinita numerable de autovalores positivos, y para cada uno de éstos,

existe un espacio de dimension finita de autofunciones asociadas.
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En el Capitulo 8 hemos presentado algunas estimaciones de error conocidas y establecimos
la nocién de aproximacién a considerar (ver Definicién 8.12) para el Problema de autovalores
tomando V = HL(Q), para algin I' C 9Q.

En el Capitulo 9 hemos demostrado la convergencia de MEF adaptativos. Més precisamente,
dado un autovalor A = A;; del Problema de autovalores, consideramos una iteracién adaptativa
bésica como la del Algoritmo 1. La unica particularidad en este caso, es que el médulo RESOLVER
calcula en cada paso el jy-ésimo autovalor A del problema discreto correspondiente y una

autofuncién asociada ug; v asi, A\x y up satisfacen
a(uk,vk) = A\ b(uk,vk), YV v, € V.

Hemos demostrado que la sucesién {\x}ren, converge a un autovalor Ao del Problema de
autovalores, y que la sucesién de autofunciones calculadas {u}ren, converge al conjunto de

autofunciones E)_ asociadas a A, es decir,

lim disty (uy, Ex..) = 0.

k—o0

Maés aun, si el Problema de autovalores es no degenerado, entonces A, es precisamente el jo-
ésimo autovalor del problema original. Es importante destacar que no hay restricciones sobre la
multiplicidad de Aj; en este resultado, es decir, éste puede ser un autovalor multiple.

En el Capitulo 10 hemos presentado algunas estimaciones de error a posteriori conocidas y
hemos estudiado propiedades de reduccion de los estimadores y de los términos de oscilacion.

En base a estas estimaciones, en el Capitulo 11 hemos demostrado la optimalidad de un MEF
adaptativo considerando el criterio de Dorfler para el marcado. En este caso, hemos considerado
solamente la aproximacién de autovalores simples. Sin embargo, cabe mencionar que la notacién
introducida en los capitulos previos y los resultados presentados, han sido expuestos con la
mayor generalidad posible, con el objetivo de estudiar la optimalidad en el caso de autovalores
multiples en futuras investigaciones.

Finalmente, en el Capitulo 12 hemos ilustrado con algunos experimentos numéricos de man-
era breve, las ventajas de usar refinamiento adaptativo en vez de refinamiento global, cuando se

usan métodos de elementos finitos para resolver problemas cuya solucién tiene singularidades.
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