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Resumen

En esta Tesis se considera el estudio de prediccion de fallas en componentes mecanicos
que se encuentran sujetos a cargas de muy alta frecuencia y elevada temperatura.

En una primera etapa, uno de los fenémenos estudiados fue el de fatiga de materiales
metalicos, abordado desde dos puntos de vista: i) el experimental, con la obtencion de
curvas de tension vs. ntimero de ciclos en el régimen gigaciclico y ii) el numeérico, con el
analisis de criterios de fatiga multiaxial y realizacién de modelos de aplicacién por medio
del método de los elementos finitos. Los ensayos experimentales fueron realizados a través
de la técnica de fatiga ultrasonica, la que permite alcanzar 10? ciclos en tan sélo 14 horas.
Se obtuvieron las curvas tension vs. niimero de ciclos a temperatura ambiente y a elevada
temperatura, 600°C y 700 °C, de un acero austenitico tipicamente utilizado en vélvulas de
motores de combustion interna. El diseno de las probetas fue realizado mediante ecuaciones
analiticas y por medio del método de elementos finitos. Utilizando la informacién obtenida
de los ensayos experimentales, especificamente las curvas de tensién vs. nimero de ciclos,
se generaron nuevas geometrias de valvulas de motores de combustién interna por medio de
la simulacién numérica, con el objetivo de evaluar la capacidad del diseno propuesto desde
un punto de vista de fatiga. Posteriormente, se llevaron a cabo ensayos experimentales a
elevada temperatura en una maquina de fatiga especialmente construida para ensayar este
tipo de componentes.

En una segunda etapa, se abordd el anélisis y desarrollo de diferentes algoritmos de con-
tacto con el objetivo de determinar cual proveeria un campo de tensiones sin oscilaciones
de origen numérico en la zona de contacto, lo que permitiria realizar estudios mas preci-
sos de otros fendmenos, como ser el desgaste, que producirian una falla del componente.
Primero se desarrolld un algoritmo de contacto flexible rigido con un esquema de regulari-
zacién basado en un lagrangiano aumentado, con la incorporacién de dos multiplicadores
de Lagrange. Con el algoritmo propuesto, se llevaron a cabo ejemplos de validacion y apli-
cacion, incluyendo en algunos de ellos el efecto de la friccion segin una ley regularizada de
Coulomb. La imposibilidad de modelar un segundo cuerpo flexible hace que este algoritmo
se encuentre limitado a pocas aplicaciones de interés. Esto motivo el direccionamiento de la
linea de investigacion hacia los algoritmos de contacto flexible-flexible. El primer algoritmo
implementado fue uno del tipo nodo-segmento con una técnica de interpolaciéon de inter-
faces de contacto basada en subdivisién de superficies y dos esquemas de regularizaciéon
i) penalidad y ii) lagrangiano aumentado. Si bien a un nivel global los resultados de los
desplazamientos y tensiones en los ejemplos que se han propuestos han sido satisfactorios,
tanto con el esquema de penalidad como con el lagrangiano aumentado, han mostrado que
el campo de tensiones en la zona de contacto no es lo suficientemente regular como para
resolver, por ejemplo, problemas de desgaste. Finalmente, se trabajoé en un esquema tipo
mortar, donde ademas de superar los test de la parcela para algoritmos de contacto, las
tensiones en la zona de contacto mantienen una gran uniformidad. El algoritmo propuesto
fue validado con soluciones analiticas, numéricas y utilizado en un ejemplo de aplicacién
de una valvula de motor de combustion interna.






Indice general

1. Introduccion

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Motivacidn . . . . . . . . .
Fatiga en componentes mecanicos . . . . . . . . . . . ... ... ...
Contacto mecanico . . . . . . . . . . ...
Objetivos . . . . . . .
Metodologia . . . . . . . . ...

I EL FENOMENO DE FATIGA

2. Conceptos y definiciones preliminares

2.1.

2.2.

Introduccidén . . . . . . . ..
2.1.1. Representacion tensorial e invariantes . . . . . . . .. ... ..
2.1.2. El criterio de von Mises . . . . . . . . . .. ... ...
2.1.3. Medidas asociadas a los invariantes del tensor de tensiones . .
Conclusiones . . . . . . . . .

3. Fatiga en materiales metéalicos

3.1.

3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Estado del arte. . . . . . . . . ... o
3.1.1. Tipos de solicitaciones por fatiga . . . . ... ... ... ...
3.1.2. Diagrama de Woéhler . . . . . . ... ..o
3.1.3. Iniciacién de fisura por fatiga . . . . . ... ... ...
3.1.4. Fatiga multiaxial. Estado del arte . . . . . . . ... ... ...

3.1.4.1. Clasificacion de los criterios de fatiga multiaxial . . .
Influencia de las tensiones de corte en fatiga multiaxial. . . . . . . ..
Influencia de la tensiéon hidrostatica en fatiga multiaxial. . . . . . ..
El criterio de Crossland . . . . . . . . .. ...
Ejemplo . . . . . . .
Conclusiones . . . . . . . .. ..

4. Analisis experimental de fatiga

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

Introduccion . . . . . ...
Maquina de ensayos de fatiga ultraséonica . . . . . . ... .. ... ..
Material ensayado . . . . . . . . ... Lo
Diseno de las probetas . . . . . ... ... L
4.4.1. Diseno de probetas para elevada temperatura . . . . . . . ..

17
17
19
20
21
21
23
25
25
26
27
28



I INDICE GENERAL
4.4.1.1. Diseno mediante un método semianalitico . . . . . . 39
4.4.1.2. Diseno por el método de los elementos finitos . . . . 39
4.5. Procedimiento experimental para los ensayos de fatiga. . . . . . . .. 41
4.6. Resultados experimentales y discusion . . . . . . . . . ... ... .. 42
4.6.1. Curva S-N a temperatura ambiente . . . . . . .. .. .. ... 42
4.6.2. Curva S-N a 600°C . . . . . .. .. ... ... 45
4.6.3. Curva S-N a 700°C . . . . . . . . . ... 48
4.7. Conclusiones . . . . . . . . . . .. 50
5. Fatiga en valvulas de motores de combustiéon interna 51
5.1. Introduccion . . . . . . ... 51
5.2. Maquina de ensayos de fatiga . . . . . .. ... ... ... ... .. b4
5.2.1. Descripcion. . . . . . . ... 54
5.2.2. Simulaciéon numérica de la maquina de ensayos . . . . . . . . . 56
5.2.3. Resultados . . . . . .. .. . .. .. ... 57
5.3. Analisis térmico del ensayo en la maquina de fatiga . . . . . . .. .. 58
5.3.1. Definicién del problema de transferencia de calor . . . . . .. 60
5.3.2. Simulacién numérica . . . . . ... 61
5.4. Analisis termomecéanico VTR . . . .. ... .. ... ... .. .. .. 63
5.4.1. Definicién del problema mecénico . . . . . . . . ... ... .. 64
5.4.2. Integraciéon temporal . . . . . . ... ..o 64
5.5. Resultados numéricos . . . . . . . . . ... 66
5.5.1. Analisismodal . . ... ... ... ... ... .. 69
5.5.2. Analisis a fatiga por medio de un criterio de fatiga multiaxial . 70
5.6. Discusion . . . . ... 71
5.7. Conclusiones . . . . . . . . . . .. 73
II EL PROBLEMA DE CONTACTO 75
6. Contacto mecanico 77
6.1. Estadodelarte . . . ... ... .. .. ... ... ... 7
6.1.1. Modelo mecénico . . . . . . . . ... ... 77
6.1.2. Cinematica del contacto . . . . . .. ... .. ... ...... 78
6.1.3. Métodos de regularizacion . . . . . . ... 80
6.1.4. Algoritmos de integracion . . . . . . .. ..o 82
6.1.5. Friccion . . . . . . .. 82
6.2. Descripcion del problema de contacto . . . . . . .. ... ... ... 83
6.2.1. Ecuaciones de gobierno para el contacto entre dos cuerpos
flexibles . . . . . ... 83
6.3. Contacto entre un cuerpo flexible y otro rigido . . . . . . .. .. ... 86
6.3.1. Tratamiento de las desigualdades . . . . . . .. ... ... .. 87
6.3.2. Version slack del lagrangiano aumentado . . . . . . . . . . .. 88
6.3.3. Cinematica del contacto . . . . . .. ... .. ... ...... 89
6.3.4. Contacto con fricciéon . . . . . . .. . ... L. 89

6.3.5. Contacto tangencial . . . . . . . ... ... ... ... ... . 91



INDICE GENERAL

6.4.

6.5.
6.6.

6.7.

6.3.6.
6.3.7.

Descripcion del algoritmo de stick/slip . . . . . . . . .. ...
Vector de fuerzas internas y matriz de rigidez tangente . . . .

Ejemplos numéricos . . . . . ... Lo

6.4.1. Validacion: ejemplo 3D con friccion. . . . . . . ... ...
6.4.2. Validacion: ejemplo 3D de grandes deslizamientos con friccion.
6.4.3. Ejemplo de contacto de una valvula de motor de combustion
nterna . . . . . . ... e e
Conclusiones . . . . . . . . . .
Contacto suave . . . . . . . . . ..
6.6.1. Introduccion . . . . . . .. . ...
6.6.2. Meétodos de interpolacion de superficies . . . . . . ... .. L.
6.6.3. Descripcion del problema . . . . . . .. ..o
6.6.4. FEcuaciones para la cineméatica del contacto suave . . . . . ..
6.6.5. Variacion del vector normal . . . . . ... .00 0L
6.6.6. Método de penalidad. Vector de fuerzas internas. . . . . . ..
6.6.7. Linealizacion de la contribucién del contacto . . . . . . . . ..
6.6.8. Método de penalidad. Matriz tangente. . . . . . . . ... ...
6.6.9. Contacto suave con regularizacion por medio de un lagran-
giano aumentado con dos multiplicadores de Lagrange y va-
riable slack. . . . . . .. .
6.6.9.1. Vector de fuerzas internas . . . . . . .. ... .. ..
6.6.9.2. Matriz tangente. Método lagrangiano aumentado con
dos multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . . ..
6.6.10. Ejemplos numéricos . . . . . . .. ..o
6.6.10.1. Cubos de dimension diferente . . . . . . . . ... ..
6.6.10.2. Cubos de igual dimensiéon . . . . . . .. .. ... ..
6.6.10.3. Valvula de motor de combustiéon interna . . . . . . .
6.6.11. Conclusiones . . . . . . .. ...

Método mortar . . . . . ..

6.7.1.
6.7.2.
6.7.3.
6.7.4.
6.7.5.
6.7.6.
6.7.7.
6.7.8.
6.7.9.
6.7.10.
6.7.11.
6.7.12.
6.7.13.

Descripcion del problema . . . . . . ... ..o oo
Trabajo virtual asociado al contacto. . . . . . .. ... .. ..
Regularizacion de las restricciones normales . . . . . . . . ..
Computo de los factores de peso. Proyecciones . . . . . . . ..
Algoritmo para el calculo de los factores de peso . . . . . . ..
Linealizacion de las fuerzas de contacto. Matriz tangente . . .
Linealizacion de las funciones de forma . . . . . . .. . .. ..
Linealizacion del area de los tridngulos . . . . . . .. ... ..
Linealizacion de los factoresdepeso. . . . . . . . . .. . ...
Linealizacion del huelgo . . . . . . ... ..o 0L
Linealizacion del vector normal promedio . . . . . . . . . . ..
Variacion del vector de coordenadas globales A&y, . . . . . .
Ejemplos numéricos . . . . . . .. ..o
6.7.13.1. El test de la parcela para contacto. Ejemplo de vali-
dacion. . . . . ..
6.7.13.2. Contacto de Hertz. Ejemplo de validacion. . . . . . .

III



v INDICE GENERAL
6.7.13.3. Contacto elastico entre dos cuerpos cilindricos. . . . 136
6.7.13.4. Contacto entre una valvula de motor de combustion
interna y el asiento. . . . . .. ..o 140

6.7.13.5. Contacto entre una valvula de motor de combustion
interna y el asiento. Comparaciéon. . . . . . . . . .. 141
6.7.14. Conclusiones . . . . . . . . 143
7. El fenémeno de desgaste 145
7.1. Desgaste y ley de Archard . . . . ... ... ... ... .. ...... 145
7.2. Modelo numérico . . . . . ... 146
7.3. Conclusiones . . . . . . . . . 147
IIT CONCLUSIONES FINALES 149
8. Conclusiones 151
8.1. Fatiga de muy alto niimero de ciclos a elevada temperatura . . . . . . 151
8.2. Algoritmos de contacto . . . . . .. ... 153
8.3. Problemas abiertos . . . . . . . .. 155
A. Representacion matricial y operaciones vectoriales 157
A L. Vector . . . . . 157
A.2. Producto interno . . . . . . . .. 157
A.3. Producto vectorial . . . . . . . . 157
A 4. Definicidon de un tensor cartesiano . . . . . . ... ..o 158
A.4.1. Producto tensorial . . . . . . . .. ... .. 158
A.4.2. Transformacion lineal y tensores cartesianos de segundo orden 158
A.5. Producto interno y proyeccion ortogonal . . . . . ... ... 158
B. Contacto suave 161
C. Método mortar 163
C.1. Matriz de transformacion H§ . . . . . ... ... ... ... ..... 163
C.1.0.1. Variacion de lanormal . . . . . . . . .. .. .. ... 163
C.2. Interseccion de dos rectas . . . . . ... 165
C.3. La matriz D}?L .............................. 166
D. Geometria de valvula para ensayos en la VTR 167

Bibliografia 169



Indice de figuras

1.1.

2.1.

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.
3.5.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

4.7.

4.8.
4.9.

4.10.
4.11.
4.12.
4.13.

4.14.

Componentes principales de un tren de valvulas en un motor de com-
bustién interna. . . . . . . ... 6

Las figuras (a) y (b) representan definiciones de v/.Jo, y la figura (c)
el mecanismo para obtener \/Jo, utilizando el algoritmo incremental

de Dang Van et al. [DVGMS89|. . . . ... ... ... ... ... .. 16

Efecto de la torsion media en el limite de fatiga. Son 7, el limite de
fatiga en torsion, 7 la tension media en torsion y 7, el limite eléstico

en torsion. . . . . . ... L. 23
(a) las irregularidades retardan el crecimiento de la fisura por tensio-

nes de corte; en el caso (b), la tension normal la acelera. . . . . . . .. 23
Cargas y condiciones de borde. . . . . . .. ... ... L. 27
Cargas aplicadas a la probeta. . . . . . . .. ... ... ... ... .. 28
Camino de las tensiones. . . . . . . . .. ... 29
Esquema para una maquina de fatiga ultrasénica. . . . . . . .. . .. 33
Maquina de fatiga ultrasonica utilizada para los ensayos. . . . . . .. 34
Estructura austenitica del H854. . . . . . . . .. .. .. ... ... .. 35
Moédulo de Young en funcién de la temperatura para el material H854. 35
Geometria de una probeta ultrasénica. . . . . . ... ... ... ... 36
Topologia de malla, condiciones de borde y propiedades termomecéa-

nicas utilizadas. . . . . . ... 38
Temperatura ambiente. Comparacion de los desplazamientos y ten-

siones utilizando ecuaciones analiticas y el MEF. . . . . . . .. .. .. 38
Puntos de medicion de temperaturas. . . . . . . . .. ... L. 39
Comparacion de los desplazamientos y tensiones para el caso de tem-

peratura de 600°C utilizando un método semianalitico y el MEF. . . . 40
Comparacion de los desplazamientos y tensiones para el caso de tem-

peratura de 700°C utilizando un método semianalitico y el MEF. . . . 40
Mediciéon de la amplitud de la senal. . . . . . . ... ... ... ... 41
Curva S-N a temperatura ambiente del material H854. . . . . . . .. 42
Imagen de la microestructura obtenida con el SEM en una probeta

que alcanzo6 10 ciclos con 370 MPa sin evidenciar rotura. . . . . . . . 43
Superficie de fractura obtenida con un microscopio 6ptico en una

probeta que fallo a 337 MPa y 1.85 x 10° ciclos. . . . . . . . .. ... 44

A%



VI

4.15.

4.16.

4.17.
4.18.
4.19.
4.20.
4.21.
4.22.
4.23.

4.24.

0.1

0.2
2.3.
5.4.
2.5.
0.6.

0.7.
0.8.

2.9.

5.10.
o.11.
5.12.
5.13.

5.14.
5.15.

5.16.
5.17.

0.18.
5.19.
5.20.

5.21.
0.22.

INDICE DE FIGURAS

Superficie de fractura obtenida con el SEM en una probeta que fallo

a 337 MPay 1.85 x 10° ciclos. . . . . . . . . . ... ...
Elevacion de temperatura observada en el H854 para el punto 2, ubi-

cado segun la imagen de la izquierda. . . . . . ... ... ... L.
Curva S-N a 600°C para el material H854. . . . . . . . ... ... ..
Superficie de fractura debido a una inclusion. . . . . . . . ... .. ..
Amplificacion en la zona de la inclusion. . . . . ... ...
Diagrama espectral de la inclusion indicando la presencia de Nb. . . .
Iniciacion de roturas por fatiga. . . . . . .. ...
Curva S-N a 700°C para el material H854. . . . . . . . . .. ... ..
Imagen obtenida con un microscopio 6ptico de la superficie de fractura

de una probeta que fallo a 345 MPa en 3 x 10® ciclos a 700°C. . . . .
Imagen obtenida con un SEM de la superficie de fractura de una

probeta que fallo a 345 MPa en 3 x 10® ciclos a 700°C. . . . . .. ..

Denominaciéon de las partes de una valvula de motor de combustion

interna y el asiento. . . . . . .. ..o oL
Rotura por fatiga de una véalvula de motor de combustiéon interna. . .
Maquina de ensayos a fatiga VIR. . . ... ... ... ... .....

Curva del seguidor: desplazamiento [mm| vs. angulo [°]. Experimental.

Modelo numérico del tren de valvula de la maquina de ensayos.
Curva del seguidor: desplazamiento [mm]| vs. tiempo [seg.| obtenida
por simulaciéon numérica. . . . . . . . . ...
Velocidad [mm/seg.| vs. tiempo [seg.| para un nodo del seguidor. . . .
Validacion. Velocidad de asentamiento vs. velocidad de la leva obte-
nido numérica y experimentalmente. . . . . . .. ... ...
Coeficientes de transferencia de calor, conductancias de contacto y

temperaturas de referencia para el modelo de elementos finitos utilizado.

Temperatura de una valvula testigo de la maquina de ensayos. . . . .
Triangulacion y temperaturas obtenidas por medio del MEF. . . . . .
Componentes y condiciones de borde del modelo . . . . . . ... ...
Curva de fatiga: tension vs. numero ciclos obtenida en la maquina de

fatiga ultrasonica a 600°C. . . . . . . .. ...
Modelo tridimensional de valvula. Topologia de malla. . . . . . . . ..
Evolucion de la tension en la direccion axial en la zona de seccion

reducida. . . . . . . .
Excentricidad lateral. . . . . . . ... ... ... ... L.
Evoluciéon de la tension en la direccion axial en la zona de seccion

reducida. . . . . . ..
Analisis modal de la vélvula ensayada en la VIR. . . . . . ... ...
Analisis modal de un valvula de la méquina de ensayos. . . . . . . ..
Modificaciéon de la valvula en la zona de transicion entre el cuello y

el vastago. . . . . . Lo
Imagen de la valvula luego de haber sido ensayada en la VITR. . . . .
Imagen de la cabeza de la valvula luego de haber sido ensayada en la

44

45
45
46
46
47
47
48

49

49

52
53
%)
56
57

58
58

59

61
62
63
65

67
68

68
69

70
70
72

72
73



INDICE DE FIGURAS VII

6.1.

6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

6.6.

6.7.
6.8.
6.9.

6.10.

6.11.
6.12.

6.13.

6.14.
6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.
6.21.
6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.
6.27.

Notacion utilizada para la descripcion de los cuerpos en contacto.

Unicamente se muestra la configuracion actual. . . . . . . .. .. .. 84
Contacto entre un cuerpo elastico y una fundacion rigida. . . . . . . . 86
Definicién del vector normaln. . . . . .. . .. ... ... ... 90
Regularizacion de la ley de Coulomb. . . . . . .. ... ... .. ... 90
Definiciéon del vector tangencial en la trayectoria de un punto sobre

la superficie de contacto. . . . . . . . . ... 92
Cuerpo elastico comprimido contra una superficie rigida y traccionado

tangencialmente. . . . . .. ..o L oL 95
Desplazamientos nodales en la direccion Y. . . . . . ... ... .. .. 96
Tensiones normales en la direccion Y. . . . . . .. . .. .. ... ... 96
Tensiones tangenciales X — Z. . . . . . . .. ... L. 97
Variacion de la tension normal y tangencial en la interfase de contacto.

Comparacion con los resultados de Armero y Petocz [AP99]. . . . . . 97
Dibujo esquemético del cubo sobre la fundacion rigida. . . . . . . .. 98

Comparacion de la variacion de la fuerza normal de contacto en los
puntos F y H con los resultados de Joli y Feng [JFO8|.. . . . . . . .. 99

Comparacion de la variacion de los desplazamientos U, y U, con los
resultados de Joli y Feng [JFO8]. . . ... ... ... ... ... ... 99

Topologia de malla y propiedades mecanicas para el material utilizado.100
Campo de desplazamiento de una valvula de motor de combustion
interna resuelto mediante un algoritmo de contacto flexible rigido. . . 101
Campo de tensiones en una valvula de un motor de combustion in-
terna resuelto mediante un algoritmo de contacto flexible rigido. . . . 101
Distribucién de tensiones por elemento en la zona de contacto de
una valvula de motor de combustion interna utilizando el algoritmo

flexible-rigido con dos multiplicadores de Lagrange. . . . . . . . . .. 102
Malla de soporte e interpolacion de una superficie con la técnica
Clough-Tocher. . . . . . . .. . . .. . 104
Malla de soporte e interpolacion de una superficie con la técnica de
Loop. . . . o o o e 105
Definicién de la distancia minima para un problema de contacto suave.106
Parche triangular regular definido por 12 vértices de control. . . . . . 107
Contacto entre dos cubos de diferente dimension. Condiciones de bor-
de y propiedades mecénicas. . . . . . . . ... 116
Campo de tensiones en direccion de la carga aplicada para una seccion
en la zona central. Comparacion con el software SAMCEF. . . . . . . 116
Tensién en la interface de contacto. Comparacion entre el software
SAMCEF y el algoritmo de contacto suave. . . . . .. ... ... ... 117
Cubos de igual dimension. Topologia de las mallas, condiciones de
borde y propiedades mecanicas utilizadas. . . . . . .. ... ... .. 118
Tension normal en la interface de contacto. . . . . . . . . . ... ... 118

Tensiones de contacto en una valvula de motor de combustién interna.119



VIII

6.28

6.29.
6.30.

6.31.

6.32.
6.33.

6.34.
6.35.
6.36.
6.37.
6.38.
6.39.
6.40.
6.41.
6.42.
6.43.

6.44.

6.45.

7.1.

C.1.
C.2.
C.3.

D.1.

INDICE DE FIGURAS

. Comparacion de la distribucién de las tensiones por elemento en la
zona de contacto de una valvula de motor de combustion interna
utilizando el algoritmo de contacto suave y el software SAMCEF. . . 120
Notacion utilizada en el método mortar para los cuerpos en contacto. 123
Vector normal promedio v 4 definido por los elementos: (J — 1), (J)
y(J+1)enelnodo A. . . . . ..o 125
(a) Elemento no-mortar k, elemento mortar [, plano de proyeccion
p, base V = {€1, €y, €3}; (b) proyeccion de los elementos k y [ en el
plano p, (c); poligono P formado con el algoritmo de interseccion; (d)
division de P en triangulos. . . . . ... oL 127
Test de la parcela. Condiciones de borde y propiedades mecéanicas. . . 133
Test de la parcela. Comparacion del campo de desplazamientos en
la direcciéon Z entre el método nodo-segmento y el método mortar

propuesto en esta Tesis. . . . . . . .. ... ... 134
Distribuciéon de presion en la interfase de contacto. . . . . . . . . .. 134
Contacto de Hertz. Condiciones de borde y propiedades mecéanicas. . 135
Contacto entre dos cilindros elésticos. Campo de desplazamientos. . . 136
Contacto entre dos cilindros eléasticos. Distribuciéon de tensiones por
nodoen ladireccion Y. . . . . . . .. Lo 136
Contacto entre dos cilindros elasticos. Distribucion de tensiones por
elemento. Comparaciéon con soluciéon analitica de Hertz. . . . . . . . . 137
Condiciones de borde y propiedades mecénicas de dos cuerpos cilin-
dricos elasticos en contacto. . . . . . . ... 137
Comparacion del campo de desplazamiento en la direccion Z de dos
cuerpos cilindricos elasticos en contacto. . . . . . ... ... ... .. 138
Comparacion del campo de desplazamiento en la direcciéon Z de dos
cuerpos cilindricos elasticos en contacto. . . . . . . .. .. ... ... 139
Vélvula de motor de combustion interna. Condiciones de borde y
propiedades mecénicas. . . . . . .. ... 140
Distribucion de tensiones en la direccién Z en una valvula de motor
de combustion interna con una malla de hexahedros. . . . . . . . .. 141
Distribucién de tensiones por elemento en la zona de contacto para
el ejemplo de la valvula de motor de combustion interna. . . . . . . . 142

Comparacion de la distribucion de tensiones en la zona de contacto
utilizando el algoritmo de contacto suave, SAMCEF y el método mortar.142

Evolucion del desgaste acumulado. . . . . . . . .00 147
Definiciéon del plano de proyeccion. . . . . . . . ... L. 164
Interseccion entre dos segmentos en el plano. . . . . . . ... ... .. 165
Notacion utilizada para los cuerpos en contacto. . . . . . . . .. ... 166

Geometria de la valvula ensayada en la VIR. . . .. ... ... ... 167



INDICE DE TABLAS

Indice de Tablas

3.1.

4.1.
4.2.

o.1.
0.2
2.3.
0.4.

Datos de ensayos y limites de endurancia para un acero tipico de alta

resistencia tomadas del trabajo de Nishihara y Kawamoto [NK45]. . . 27
Composicion quimica del acero analizado. . . . . . . .. .. ... .. 34
Propiedades termomecénicas del acero analizado. . . . . . . ... .. 34
Coeficientes de transferencia de calor obtenidos. . . . . . ... .. .. 62
Conductancias obtenidas. . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 62
Temperaturas de referencia adoptadas. . . . . . . ... .. ... ... 63

Diferencia de temperaturas entre el modelo numeérico y el experimental. 63

IX






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacidon

Los fenomenos de fatiga y desgaste, a los que se ven sometidos numerosos compo-
nentes mecanicos que se utilizan actualmente en diferentes aplicaciones, constituyen
una de las principales causas de falla de un sistema. La elevada confiabilidad de-
mandada a los disenos por parte de las nuevas normativas hacen que la prediccion
de fallas sea cada vez mas exigente y precisa.

Algunos problemas en los cuales se requiere estudiar los fenémenos de fatiga y
desgaste son, por ejemplo, los que se describen a continuacion,

= engranajes, donde los dientes de las ruedas dentadas estan sujetos a cargas
variables de muy alta frecuencia;

» ruedas de trenes de alta velocidad, puesto que en el punto de contacto entre
la rueda del tren y el riel se generan cargas alternadas provenientes del peso
de la formacion;

= valvulas de motores de combustion interna, ya que entran en contacto alter-
nado con el asiento de valvula, soportando cargas variables en el tiempo con
una frecuencia y condiciones de temperatura muy elevada relacionadas con el
ciclo de funcionamiento del motor.

El estudio de las tensiones y deformaciones a los que se ve sometido este tipo de
componentes es lo que motiva el desarrollo de esta Tesis; més especificamente, se
pretende predecir las fallas que pudieran producirse en un componente mecéanico
durante el ciclo de funcionamiento por medio de métodos computacionales, en par-
ticular, el Método de Elementos Finitos (MEF) y con el apoyo de experiencias de
laboratorio.

La simulaciéon computacional permite obtener mejores disenos y reglas de predic-
cion sin que sea necesario llevar a cabo una gran cantidad de ensayos experimentales
que adicionen costos y tiempos considerables al proceso de diseno. Por otra parte,
las soluciones analiticas para la mecanica del s6lido se encuentran limitadas a geo-
metrias y condiciones de borde relativamente sencillas. Es por ello que la simulaciéon
por medio del MEF se presenta como una técnica muy atractiva para el diseno y
verificacién de componentes mecanicos. Aun asi, para la obtencién de pardmetros
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y coeficientes que alimenten a los modelos numéricos de aplicaciéon propuestos, al
igual que para su validacion, resulta imprescindible la realizaciéon de ensayos expe-
rimentales.

1.2. Fatiga en componentes mecanicos

Los componentes de méquinas, vehiculos y diferentes estructuras estan frecuente-
mente solicitados a cargas oscilatorias donde las tensiones resultantes pueden llevar a
la degradacion de las propiedades mecanicas del material con la consecuente rotura.
Este proceso es denominado fatiga.

Originalmente, el conocimiento de este fenémeno se produjo por mera observa-
cion de la rotura de componentes y probetas cuando eran sometidas a cargas de
intensidad variable. La falla debido a fatiga ha sido objeto de investigacién por mas
de 200 anos, siendo Wholer, en 1864, uno de los investigadores pioneros en la ma-
teria. Los primeros aspectos teodricos fueron presentados en los trabajos de Ewing
y Rosenhain [ER00] y Ewing y Humfrey [EHO03| en 1900 y 1903, respectivamente.
Estos estudios se focalizaron principalmente en la investigacion del accidente ferro-
viario que tuvo lugar en cercanias de Versailles (Francia), en 1842, que se produjo
por fatiga de uno de los componentes de la locomotora, causando la pérdida de vidas
humanas.

Schiiltz [Sch93] presenta un trabajo en el cual relata diversos accidentes aéreos
causados, a fines de la segunda guerra mundial, por fatiga. Un caso de mayor im-
pacto asociado a tragedias de aeronaves es el del avion Comet, primer jet comercial
producido en el mundo entre 1953 y 1954. Estas aeronaves se desintegraban en el
aire de manera misteriosa. Las investigaciones concluyeron que los ciclos de presu-
rizacion y despresurizacion en la cabina de pasajeros provocaban en las ventanillas,
de forma rectangular, danos por fatiga.

Los métodos basados en un criterio de vida infinita fueron desarrollados en los
siglos XIX y gran parte del siglo XX, donde los sistemas mecanicos tales como la
maquina de vapor tenian un periodo de operaciéon mas limitado que las maquinas
actuales, como ser turbinas de avién, motores de automéviles o trenes de alta velo-
cidad, cuyos componentes requieren una vida ttil de 108 a 10'° ciclos. Restricciones
de tiempo y costo hacen que muy pocos resultados experimentales se encuentren
disponibles mas alla de 107 ciclos, donde se predice el limite estandar de fatiga por
medio de aproximaciones estadisticas. Recientemente, los sistemas de fatiga que uti-
lizan piezoeléctricos permiten acelerar los ensayos de carga ciclica por su capacidad
de trabajar con excitaciones del orden de 20 kHz [Bat06]. Los resultados de las ex-
periencias obtenidas con este tipo de maquinas han demostrado que la fractura por
fatiga puede ocurrir mas alla de 107 ciclos, con lo cual el concepto de vida infinita
deja de ser correcto, es decir, las curvas tension vs. namero de ciclos (S-N) de la
mayoria de los materiales metalicos, asumidas del tipo hiperbélica, no tienen una
asintota horizontal y la resistencia a fatiga a 10® ciclos resulta ser menor que a 107
ciclos [BDLFO1].

Los sistemas de anélisis de fatiga piezoeléctricos permiten estudiar el compor-
tamiento en diferentes tipos de materiales con costos y tiempos considerablemente
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més bajos comparados con las tipicas méaquinas servo hidraulicas, donde la frecuen-
cia maxima nominal de operaciéon se encuentran en el orden de los 100 Hz. Ademés,
su utilizacion puede ser extendida al estudio de fatiga con diferentes temperaturas
o al desgaste, entre otros fenémenos. Los resultados de fatiga que se consiguen con
este tipo de técnicas se encuentran en el rango de 107 a 10° ciclos, donde operan la
mayoria de los componentes mecanicos actuales. Una revision muy citada de este
tipo de maquinas se presenta en [BAMBO02, BP05].

Por otro lado, los métodos para el anélisis computacional de estructuras y com-
ponentes mecénicos sujetos a fatiga se pueden clasificar en dos categorias,

= Métodos de postratamiento de los resultados. Los resultados de anélisis esté-
ticos y/o dindmicos permiten determinar los ciclos de tensiones a los que se
encuentra sometida la pieza, estimando la duraciéon del componente mediante
distintos criterios que combinan las tensiones actuantes en diferentes direc-
ciones con coeficientes provistos por ensayos experimentales en maquinas de
fatiga [PDGT97].

= Métodos de inclusion de variables de dano. En este caso, se incorpora al modelo
una variable escalar de dano en el modelo material. Mediante una integracion
de la respuesta de la pieza a lo largo de su vida ttil con la progresion de dicha
variable, se alcanzaria la condicién de falla, considerada como la de inicio de
la fisura. Estos métodos requieren un analisis preciso del ciclo de cargas a la
cual se somete la pieza y una integracion temporal de la ecuaciéon de dano
[PDBBDVI6].

En la mayoria de los componentes mecanicos, la vida tutil es afectada a partir
del momento en que se genera un dano en algin sector. Por lo tanto, un método
basado en inclusion de variables de dano no es adecuado para el diseno de estos com-
ponentes. Desde esta 6ptica, muchos métodos y criterios de analisis de fatiga han
sido desarrollados para la determinacion de la vida 1til de componentes mecanicos
sujetos a un nimero muy alto de ciclos de carga, entre los que se pueden citar dos
ampliamente difundidos, los criterios de Crossland [Cro56| y de Dang Van [DV73]
desarrollados para fatiga de alto niimero de ciclos y que toman como variables fun-
damentales las tensiones de corte y las normales. El empleo conjunto de estrategias
de calculo numérico y experimental mediante estos criterios ha demostrado ser una
metodologia apropiada para determinar con buena aproximacion la vida tutil de un
componente mecanico [GAMO05, PDG97, CCR06, CCRO7].

1.3. Contacto mecanico

El contacto mecanico se define como el estudio de las tensiones y deformaciones
de solidos que se tocan entre si, en uno o mas puntos. Las aplicaciones del contacto
mecanico en problemas de ingenieria son de lo méas diversas, como ser el disenio de
engranajes, el analisis de contacto entre una valvula de un motor de combustiéon
interna y el asiento, estudios de desgaste y tribologia, procesos de conformado, o
aplicaciones en bioingenieria, entre otras [MKW*09, SHO4]|.

3
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Los primeros estudios de contacto datan del ano 1882 con la publicacion de
Heinrich Hertz titulada Acerca del contacto mecdnico. Hertz, discipulo de Helmholtz,
present6 su teoria en la Sociedad Fisica de Berlin, donde los miembros de la audiencia
percibieron la importancia tecnologica de su trabajo e instaron a Hertz a publicar
un segundo trabajo, relacionado con aplicaciones de ingenierfa. Sin embargo, los
desarrollos de su teoria no aparecieron en la literatura hasta comienzos del siglo
XX. En aquel entonces, los estudios se realizaban mediante condiciones de borde
muy simples, ya que las soluciones analiticas carecian de generalidad como para
considerar aplicaciones del mundo real [Jho87]. La teoria de Hertz se restringe a
sOlidos sin friccion y perfectamente elasticos.

En la actualidad, el método de elementos finitos (MEF) es la técnica de simula-
cion numérica mas popular para el analisis de procesos que involucran el contacto me-
canico. A través de los anos, han sido propuestos diferentes tipos de algoritmos, entre
los que pueden mencionarse los basados en penalidad, los del tipo multiplicadores de
Lagrange y los esquemas lagrangiano aumentado [ACASCA04, CCRF07, PL04]. Los
esquemas de penalidad son ampliamente utilizados debido a que el desplazamiento
es la tinica variable y, consecuentemente, no resulta muy dificultosa su implementa-
ciéon, pero tienen como desventaja la penetracion que se produce entre los cuerpos en
contacto, de manera que el usuario debe adoptar un valor apropiado de un paréme-
tro (factor de penalidad) en forma relativamente arbitraria a los efectos de arribar
a resultados aceptables. En estos métodos, con el incremento del factor de penali-
dad se alcanzaria la soluciéon exacta, pero en aplicaciones computacionales esto no
es posible, pues con valores muy grandes se generaria un mal condicionamiento de
las matrices introduciendo errores en la solucion. Los métodos basados en multi-
plicadores de Lagrange evitan el problema del mal condicionamiento, no generan
penetracion entre los cuerpos en contacto y hacen cumplir las restricciones de mane-
ra exacta, pero para ello introducen variables adicionales que generan un incremento
en la dimension de las matrices. Los métodos del tipo lagrangiano aumentado son
una combinacion de los de penalidad y multiplicadores de Lagrange y toman carac-
teristicas de ambos. A pesar de la gran cantidad de métodos desarrollados, es dificil
encontrar un algoritmo lo suficientemente robusto que sea aplicable a problemas
de ingenieria sin una participacion sustancial de un operador con experiencia en el
tema.

Una detallada descripcion de los algoritmos mencionados pueden ser encontrada
en el libro de Wrigger [Wri02] y en las referencias que alli se citan, al igual que en
el Cap. 6 de esta Tesis.

1.4. Objetivos

El objetivo de esta Tesis consiste en el desarrollo de métodos numéricos y algorit-
mos computacionales destinados al analisis y diseno de componentes mecénicos que
se encuentran sometidos a la aplicacion repetida de cargas en un muy alto niimero
de ciclos en condiciones de elevada temperatura.

Se propone mejorar y generar programas de computacion y modelos numéricos
que consideren los efectos de fatiga y contacto en piezas mecanicas.

4
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Asimismo, para el desarrollo y posterior validaciéon de los modelos numéricos
propuestos, esta Tesis tiene como objetivo adicional la utilizacion de méaquinas de
laboratorio especialmente disenadas que intentan reproducir las condiciones de ope-
racion del componente en estudio.

Como objetivo particular, se propone estudiar el fenémeno de fatiga en aceros
de alta resistencia y componentes mecanicos, como el de una valvula de motor de
combustion interna, a través de ensayos experimentales y técnicas numéricas de
simulacion mediante el MEF.

Por otro lado, el desgaste es un fenémeno que, al igual que el de fatiga, condicio-
na sustancialmente la vida y operaciéon de un componente mecénico. Actualmente,
los modelos relacionados con el desgaste se basan en modificaciones mas o menos
complejas a la ley de Archard [Arch3|, cuya dificultad esta asociada a la precision
con que se requiera ajustar las constantes propias del modelo y, fundamentalmente,
a los algoritmos de contacto utilizados. En este sentido, se han desarrollado e im-
plementado diferentes algoritmos de contacto con el objetivo de conseguir tensiones
sin oscilaciones de origen numérico, de modo que permitan reproducir con precision
un proceso tal como el de desgaste.

1.5. Metodologia

La metodologia de trabajo se divide en dos partes principales. En la primera
se desarrollan los aspectos tedricos y experimentales relacionados con el efecto de
fatiga a elevada temperatura y su aplicaciéon a valvulas de motores de combustion
interna, en tanto que en la segunda parte ha sido dedicada al estudio de algoritmos
de contacto.

En cuanto a la primera parte, en el Cap.3 se presenta el estado del arte rela-
cionado con el estudio de fatiga en general, como asi también una descripcion de
los criterios de fatiga multiaxial mas utilizados. En el Cap. 4 se describe la meto-
dologia empleada para la obtencién de las curvas tension vs. niimero de ciclos a
elevada temperatura de un acero austenitico y la maquina de fatiga utilizada. Como
se detalla en el Cap. 5, a partir de los resultados obtenidos de los ensayos experimen-
tales y mediante el MEF se generaron nuevas geometrias de valvulas de motores de
combustién interna para evaluar su capacidad de resistencia a fatiga. Los modelos
numéricos de valvulas han sido estudiados y analizados en el programa comercial
de elementos finitos SAMCEF Mecano [SAM07, CCRL09]|. En el Cap. 5 se presenta
un diseno de valvula obtenido por simulacién numérica y que ha sido ensayado en
una maquina de fatiga especialmente construida para este tipo de experiencias. La
valvula fue manufacturada en la empresa MAHLE S.A de Argentina en tanto que
los ensayos fueron realizados en MAHLE de Alemania.

La segunda etapa se desarrolla a partir del Cap. 6, en el cual se resume el estado
del arte de los algoritmos de contacto. En esta Tesis, se propone un algoritmo del
tipo flexible rigido basado en dos multiplicadores de Lagrange cuya base ha sido to-
mada del trabajo de Areias et al. [ACASCAO04]. Luego, debido a la imposibilidad de
simular el contacto entre cuerpos flexibles, se decidi6 implementar un algoritmo del
tipo flexible-flexible con técnicas de interpolacion de superficies basadas en los algo-
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ritmos de subdivision de superficies, con un esquema del tipo nodo-segmento como
asi también con el lagrangiano de dos multiplicadores de Lagrange. Los resultados
que se obtuvieron de la tension, indicaron oscilaciones de origen numérico en la zona
de contacto, lo que motivo el desarrollo de un esquema tipo mortar; cuyas soluciones
mostraron un buen desempeno del algoritmo en relacion a la calidad de las tensiones
obtenidas. Esta caracteristica hace que sean muy ttiles para un estudio de desgaste.
En el Cap. 7 se presenta un ejemplo sencillo para simular efectos de desgaste utili-
zando el algoritmo de contacto flexible-rigido propuesto con dos multiplicadores de
Lagrange.

Aplicaciones

Los algoritmos y modelos numéricos desarrollados en esta Tesis, junto con las
constantes propias del material obtenidas en forma experimental, fueron aplicados
especificamente al disenio de valvulas de motores de combustién interna donde se
requiere una vida ttil superior a 10° ciclos. Estos componentes se encuentran so-
metidos a condiciones de trabajo extremadamente severas, que incluyen elevadas
temperaturas y fuertes gradientes térmicos en conjunto con la aplicacion de fuerzas
producto de la presion interna en el cilindro y de los efectos inerciales. El contacto
alternativo que se produce entre la valvula y el asiento genera tensiones variables
en el tiempo con alta frecuencia que reducen su vida tutil por efecto de la fatiga y
desgaste, condiciones bajo las cuales la simulacién es casi imprescindible para llegar
a determinar una historia de tensiones y generar nuevos disenos. La Fig. 1.1 muestra
los componentes principales de un tren de valvulas de un motor de combustion in-
terna. En ella se puede apreciar las valvulas de admision y escape haciendo contacto
con las levas y asiento. Ademaés se detallan los resortes de retorno.

Resorte de retorno

Asiento

Valvula de Admision Vélua_de Eécape

Figura 1.1: Componentes principales de un tren de valvulas en un motor de com-
bustion interna.
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Capitulo 2

Conceptos y definiciones preliminares

2.1. Introduccién

En un estado triaxial de cargas, la teoria clésica de elasticidad asume una ley
generalizada de Hooke en la cual las tensiones representadas por el tensor de Cauchy
o son una combinacion lineal de todas las deformaciones €. Estas se relacionan a
través de la ley constitutiva o = C' : €, donde el tensor de constantes elasticas C
contiene un total de 81 coeficientes, no todos independientes entre si. No obstante,
debido a la simetria de o y €, el nimero de coeficientes independientes se reduce a
36.

Para materiales utilizados comtinmente en la mayoria de las aplicaciones civiles,
mecanicas o aeronauticas, entre otras, estas ecuaciones describen el comportamiento
del material con suficiente aproximacion asumiendo la hipotesis de que los procesos
son isotérmicos y adiabaticos.

Un material es denominado elastico cuando recobra su estado original una vez
que las cargas causantes de la deformacion han sido removidas. Si ademas se asume
un comportamiento isotropico, todas las constantes elasticas de C' pueden ser expre-
sadas con tan solo dos constantes independientes, las conocidas constantes de Lamé
Ay p. En términos de estas constantes, la ley de Hooke para un material isotrépico
puede escribirse como:

o = Atr(e) + 2pue, (2.1)
o su equivalente en notacién indicial,
05 = /\Ekk(sij + Q/LEij. (22)

Estas ecuaciones definen un material is6tropo de Hooke.

En lo siguiente, se presenta una lista de las relaciones entre las constantes de
Lamé, X y u, el médulo de Young F, el coeficiente de Poisson v, el moédulo de corte
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G y el médulo volumétrico K,

vE
A= ,
(1+v)(1—2v)
B E
P o0 oy
3A+2u
T (2.3)
V= A |
2\ +p)’
E
=gy P
W B3ty
3(1—2v) 3
Con la ley de Hooke, Ec.(2.2) e igualando ¢ = j, se obtiene:

Luego, despejando ¢;; de la Ec.(2.2) y sustituyendo con ey = opi/ (3N + 2p), se
obtiene una expresion tensorial que vincula las deformaciones con las tensiones:

)\5@' o A
kk + —0O

C2u(3N + 2p) op 7 (25)

Eij =

Utilizando las Ecs.(2.3), la expresion de la Ec.(2.5) adquiere la siguiente forma:

v 1+v
Eij = —Eakkézj + TO'U’. (26)

2.1.1. Representacion tensorial e invariantes

El tensor de Cauchy define completamente el estado de tensiones en un instante
de tiempo t para un punto dado y se expresa de la siguiente manera:

Oue(t) Tyalt) Tox(t)
o(t) = |Tay(t) oyy(t) 7y(t)] (2.7)
Tz (1) Tyz (t) o..(t)

La tension hidrostatica puede ser calculada por medio de la media aritmética de la
tension normal,
1 1
pi(t) = 5 tr(o(t) = 5 om(t), (2.8)

y corresponde a un estado de tensiones donde las tres componentes principales de
la tension son iguales. A este estado se lo denomina estado esférico de tensiones.

Cada estado de tensiéon o puede ser dividido en una parte esférica y en otra
desviadora a través del tensor desviador S definido de la siguiente manera,

S(t) = o(t) — @1. (2.9)

10



2.1 Introduccion

Cabe resaltar que un tensor de tensiones desviador S(t) tiene traza nula,
tr(S(t)) = tr(o(t)) — tr (pn(t)I) = 0, (2.10)
por lo tanto una de sus componentes puede ser escrita en funciéon de las otras:
Sez(t) + Syy(t) + 5.:(t) =0 = So2(t) = — [Sua(t) + Sy, (1)) - (2.11)

A partir de ahora se considera que todas las cantidades son variables en el tiempo
evitando incluir la letra ¢ para facilitar la interpretacion de las ecuaciones.

De manera anéloga a la Ec.(2.9) se puede hacer lo propio con el tensor de defor-
macion,

g =e— étr(e)[, (2.12)

donde €’ es el tensor desviador de deformacion.

Los tensores de segundo orden o y S poseen tres invariantes definidos por funcio-
nes escalares obtenidos a partir de una ecuacién cubica en z, denominada ecuacion
caracteristica:

det(e —xI) =0, det(S — zI) =0, (2.13)

Luego, los invariantes asociados al tensor o pueden ser calculados por,

Z[ = tI‘(O’),
Sy = %[tr(a)z — tr(0?)], (2.14)

E[[[ = det(a)

o en notacion indicial,

EI = Ojyj,
1
2= 5% %50 (2.15)
2= 3010k ki:

y para el caso del tensor desviador S,
Jl - Sn = 07
1
Jo = §Sz‘j5jz’, (2.16)
1
J3 - gsljsjkskz

2.1.2. El criterio de von Mises

La energia de deformacion elastica se define como,

we = / o de°, (2.17)
0

11
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donde el superindice e es para enfatizar la deformacion elastica. La ley de Hooke
para un estado desviador es,

S = 2ue’, (2.18)
o bien,
S
= —. 2.1
€ 2 (2.19)

Luego, w, puede ser escrito en términos del tensor desviador y el esférico de la
siguiente manera,

e

We = /E S + %tr(a)I] D [de’ + %tr(dse)I], (2.20)

que también puede ser expresado como la suma de una energia de corte wy, y una
energia de deformacion volumétrica w,,

e tr(e®)
w0, = / S de’ + / S tr(o)tn(de?). (2.21)
0 0
wq w

Diferenciando la Ec.(2.19), de’® = 1/2u d S, la energia por corte puede ser calculada
segun,

51 1
wdz/ —S5:dS=—5:8. (2.22)
0 2p Ap
Considerando un estado de tension uniaxial en fluencia, esto es,
s, 00
o= 0 0 0], (2.23)
0 00
su tensor desviador resulta,
%as 0 0
S=| 0 —io, O (2.24)
0 0 —%05

Igualando la energia de un estado de tensiones tridimensional con el correspondiente
al de un estado de tensiones uniaxial como el de la Ec.(2.23) se tiene (1/4p) S: S =
(1/6) 02 y finalmente,

1 1
-5:8=_0 2.25
258 =30 (225)
El segundo invariante del tensor desviador es de la forma,
1
luego, con las Ecs.(2.25, 2.26),
L,
JQ - 50'8 = O, (227)

12
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o bien,

~_-S:8. (2.28)
Finalmente,
3 1/2
oy = (3J5)Y? = (55 : S) : (2.29)
Expandiendo la expresion del criterio de von Mises [LC90],

1
5[(‘711 — 02)° + (022 — 033)> + (033 — 011)” + 6(07, — 033 — 013)] — 02 =0, (2.30)

o en términos de las tensiones principales, el criterio inicial de fluencia puede ser
escrito como,

1 2 2 2 2
E[(UI — o)+ (o — o) + (o1 — o1)7] e (2.31)

N =
I
)

Esta es la ecuacion de un cilindro circular con su eje igualmente inclinado respecto
de los tres ejes de referencia (o, 077, 0777)-

2.1.3. Medidas asociadas a los invariantes del tensor de ten-
siones

Para un estado de cargas variable en el tiempo de periodo P, la amplitud de la
tension hidrostética y su valor medio son definidos de la siguiente manera,

P = %{%X 5] e 5] }

(2.32)
1 ii(t) 4 mi 0ii(t)
Phn = 9 5| 73 T3 |
Luego, el valor maximo de la tension hidrostatica es,
phmaz = pha + phm (233>

Denotando a Dev?® como el espacio de los tensores desviadores simétricos de R? a R?
y IN; una base arbitraria ortonormal con ¢ = 1, ...., 5, cualquier estado de tensiones
S(t) puede ser escrito como,

S(t) = i si(t)N;. (2.34)

i=1

13
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ver Zouain et al. [ZMC06]. Si la base de Dev? es por ejemplo,

2/vV/3 0 0 000
Ny=| 0 —1/V3 0 |, Ny=10 1 0],
| 0 0 —1/v3 001
[0 1 0] 0 0 1
N;=11 0 0], N,=10 0 0], (2.35)
0 0 0] 100
[0 0 0]
N;=10 0 1],
0 1 0]

las componentes s;(t) de S(t) en esta base son calculadas de la siguiente manera,

V3

s1(t) = TSa:a;(t)a $2(t) = %(Syy(t) = 5:2(1),  s3(t) = Suy(1), (2.36)

S4(t> == Sa;z(t), S5(t) == Syz(t)
A partir de las Ecs.(2.36), denominadas reglas de transformacion, es posible describir

el camino de las tensiones en términos de una curva en R°, donde cada punto s(t)
€ R® puede ser expresado por el siguiente vector,

s(t) = [s1(t) s2(t) s3(t) salt) ss(t)]T (2.37)

La raiz cuadrada del segundo invariante del tensor desviador es también una medida
de la tensién de mucho interés. Su definicion estéa dada por,

NI ,/%S . S, (2.38)

que ademas puede ser descrito por medio del vector s en un campo euclidiano de
cinco dimensiones como,

Vo = %S S =1/s-s. (2.39)

Durante un ciclo de carga periodica, el extremo del vector s describe en R® una
curva cerrada ¥. La raiz cuadrada de la amplitud del segundo invariante del tensor
desviador, denotado como +/Ja,, es igual al radio de la hiper-esfera que circunscribe
av.

Una forma general de calcular /.J5, es por medio de la definicion de la cuerda
més larga del camino de las tensiones, ver [BCH90],

Too = ymax{max|ls(t) — s(t,)] ). (2.40)

2 tieP tjeP

Con la definiciéon de la Ec.(2.40) existen algunas curvas para las cuales esta cuerda
no es unica, por lo tanto, podria existir una multiple definicion de la tension de corte
media.

14
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Una mejor defincion de /Js, es a través del radio de la hiper-esfera que circus-
cribe al camino de las tensiones,

V2 = I?%XHS(IS) — Smll, (2.41)

donde s,, es el denominado vector de tensién media. La Fig. 2.1-a muestra un
esquema de la cuerda mas larga al camino de tensiones y la Fig. 2.1-b la hiper-esfera
que circuscribe a dicho camino de las tensiones.

A continuacion se presenta un algoritmo del tipo incremental propuesto por Dang
Van et al. [ DVGM89] capaz de resolver el problema de la Ec.(2.41). El procedimiento
consiste en evaluar en cada paso de tiempo D =|| 8,41 — Sm; || en ¢ puntos de 1 a
N y modificar el radio del circulo desplazandolo a su centro en la direccion de s;14
por medio de un parametro x. Con valores apropiados de &, el algoritmo converge
rapidamente a un circulo limite que circunscribe el camino de las tensiones ¥, ver
Fig. 2.1-c.

Algoritmo Incremental
function [R,s,,, N| = incremental(x, s)

RAD :=0;
DES :=0;
for =1 a N,
Smy_y = RAD;
R, ,:=DES;
fori=1 a N,
D; :H Si = Sm;_, H’

dist := Dl - Ri—l;
if (dist < 0)
R; == R;_q;
Sm; = Sm,;_,;
break
else
Ri:=Ri1+rx*x(D; — Ri_1);
Sm; = Smy_y T (1 - Ii) * (1 - RZ)_ZI) * (Si - Smi—l);
RAD = R;;
DES := 8,,;
end;
end;
end;

La Ec.(2.41) puede ser considerada como la correcta definicion de la amplitud de
la tension de corte, como lo menciona Papadopoulos [Pap98|, quien demostr6 que el
circulo circunscrito es el iinico que siempre arroja resultados correctos en términos
de la amplitud de la tension y el valor medio de ésta en un plano material para
cualquier camino de carga.

15
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2Ta

A 4

2Ta

/

(a) (b)

()

Figura 2.1: Las figuras (a) y (b) representan definiciones de /.J5, y la figura (c) el
mecanismo para obtener \/Jy, utilizando el algoritmo incremental de Dang Van et
al. [DVGM89.

2.2. Conclusiones

Las ecuaciones presentadas en esta seccion se utilizaran a lo largo de la primera
parte de esta Tesis y servirdn para establecer la uniformidad de la nomenclatura
empleada.

Por otra parte, se presenté un algoritmo del tipo incremental propuesto por Dang
Van et al.[DVGMS89| que permite el calculo de v/Jo, ¥ que interviene de manera
esencial en las ecuaciones de fatiga multiaxial que se desarrollaran en el siguiente
capitulo.
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Capitulo 3

Fatiga en materiales metalicos

3.1. Estado del arte.

Los primeros estudios de fatiga fueron realizados inicialmente por Wéhler y datan
del ano 1864. En lo que respecta a esta problema, se han propuesto diversos modelos
y teorias para analizar el fenémeno y poder justificar sus causas. La rotura por fatiga
ya sea en materiales ductiles o fragiles es del tipo fragil, similar a las encontradas
en materiales fragiles por efecto de la aplicacion de cargas estaticas. Debido a ello,
se crefa que la repeticion alternada de cargas en un componente originaba algin
cambio en la microestructura del material; en otras palabras, se suponia que existia
algin proceso de cristalizacion. Con la aparicion del microscopio electronico, se
pudo comprobar que esa suposicion era falsa ya que, en la superficie de rotura no
habfia evidencia alguna de ningin cambio en la estructura cristalina. Si se observa
la estructura de un determinado material a un tamano lo suficientemente pequeno,
se puede reconocer una estructura no homogénea y anisotrépica. Por otro lado, se
encuentran presentes homogeneidades debido a pequenas particulas de composicion
quimica diferente de la composicion principal del material, provenientes mayormente
de los procesos de fabricacion. Como resultado se tiene una estructura no uniforme
con zonas o puntos de fuerte concentraciéon de tensiones que dan origen usualmente
a una fractura progresiva o rotura por fatiga [Poo62|. Esta caracteristica junto con
la terminacion superficial, tensiones residuales, condiciones ambientales, defectos
internos, conducen a mecanismos de iniciaciéon y propagacion de fisuras. Por ejemplo,
bajo tensiones unidireccionales, aparecen escalones en la superficie y eventualmente,

se producen fisuras superficiales bajo pequenas cantidades de deformaciéon plastica
[For69].

Las solicitaciones elastoplasticas ciclicas a nivel de grano producen una degra-
dacion mecanica del material. La iniciacién de una fisura por fatiga en un material
dictil es una consecuencia de una microplasticidad dentro de un grano en una es-
cala de 107® mm [Poo07| que ocurre a niveles de tensiones mucho mas baja que la
tension de fluencia [Cot64]|. Bajo tensiones uniaxiales, un plano maximo de corte
se encuentra a 45° del eje longitudinal y el deslizamiento toma lugar en direcciones
orientadas favorablemente alrededor de este angulo culminando con una microfisura
a nivel de grano.
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La descripcion del fenémeno de fatiga puede abordarse desde dos puntos de
vista diferentes: una vision metaltargica y otra mecanica. La descripcion metalargica
se relaciona con el estado del metal antes, durante y después de la aplicacién de
las cargas y usualmente es utilizada para el estudio de los mecanismos de falla.
La descripcién mecéanica se relaciona con la respuesta mecanica, por ejemplo, la
determinaciéon del ntimero de ciclos de carga necesarios para alcanzar la rotura.
Esta tultima descripcion es méas ttil desde un punto de vista ingenieril, donde el
comportamiento en servicio para un determinado componente debe ser predicho,
y es en ésta donde se pondra énfasis en esta Tesis. La mejor recopilacion de la
descripcion mecénica de fatiga es dada en [Sch93|, donde se incluyen més de 500
referencias.

Las fisuras en un determinado componente mecénico pueden originarse inicial-
mente debido a procesos de fabricacion, o pueden desarrollarse durante el tiempo
de servicio. Existen diversos métodos para el estudio de fatiga clasificados funda-
mentalmente en dos grandes grupos: i) los criterios de iniciacion de fisuras, donde
se estima la vida del componente en términos del niimero de ciclos necesarios para
la aparicion de una fisura y ii) los criterios de propagaciéon de fisuras, en los cuales
se admite la existencia de fisuras, y la vida del componente se estima en funciéon
del nimero de ciclos necesarios para que las fisuras evolucionen hasta conseguir la
rotura. En esta Tesis se aborda la linea de investigacion de los métodos basados en
la definicién de criterios de iniciacion de fisuras que, a su vez se subdivididen en
otros dos grupos: i) fatiga policiclica o de alto namero de ciclos y ii) fatiga oligo-
ciclica o de bajo ntimero de ciclos. Tradicionalmente, se ha diferenciado a la fatiga
oligociclica de la policiclica simplemente por el nimero de ciclos de carga, es decir,
si el nimero de ciclos de carga es menor a 10%, entonces corresponde al rango de
fatiga oligociclica, en tanto que, si el niimero de ciclos de carga es mayor a 107, en-
tonces este rango define la fatiga policiclica [Poo07|. Sin embargo, trabajos recientes
de fatiga en alto numero de ciclos han mostrado que la fatiga policiclica y la fatiga
oligociclica también se diferencian por los niveles de plasticidad observados [Pap98|.
Una caracteristica de la fatiga policiclica es la iniciacién de fisuras con niveles de
tension sin deformacion pléastica macroscopica. Pero a escalas mesoscopicas (nivel
intermedio entre las descripciones microscopicas y macroscopicas), la plasticidad se
manifiesta en cierto niimero de granos generando una deformacion plastica hetero-
génea y con posterior iniciacién de microfisuras. La iniciaciéon de la primera fisura
visible a niveles macroscopicos representa una gran parte de la vida a fatiga del ma-
terial. En cambio, en la fatiga oligociclica se produce una deformacién macroscopica
significante conduciendo a deformaciones irreversibles detectables a este nivel. A una
escala mesoscopica, los granos del material estan sujetos a una deformacion plastica
més homogénea que en fatiga de alto nimero de ciclos y la primer microfisura ocurre
de una manera muy rapida.

En fatiga de bajo ntimero de ciclos, la iniciacion de las fisuras normalmente se
ubica en multiples puntos sobre la superficie, mientras que en fatiga de alto niimero
de ciclos la iniciacién es a menudo originada desde el interior. Tal como lo reporta
Miller y O’donnell [MO99], para el anélisis de fallas después de 10° ciclos es nece-
sario un estudio de la mecanica de fractura microestructural. En fatiga policiclica,
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los defectos internos y el tamano de los granos juegan un rol preponderante en la
competencia del punto donde se produce la iniciacién de fisuras. Murakami y sus
colaboradores [Mur02| concluyeron que la iniciacion de una fisura por fatiga en la
mayoria de los aceros de alta resistencia se origina desde la superficie, cuando la
rotura ocurre en 10° ciclos y desde el interior en 108 ciclos. El mecanismo de inicia-
cion de una fisura en el régimen gigaciclico (10? ciclos) es fuertemente dependiente
de la concentracion de tensiones debido a una microestructura no homogénea, por
ejemplo, cuando se encuentran inclusiones minerales en aceros de alta resistencia,
aceros martensiticos, aceros de resortes, entre otros. Sin embargo, esta hipdtesis no
es siempre generalizable a todos los materiales. Si en la microestructura no hay
inclusiones o defectos internos, como por ejemplo en los aceros de bajo carbono o
aceros austeniticos, la iniciaciéon de la fisura se ubica en la superficie de la probeta
a partir de 10° ciclos [CBR™'08].

El proceso de fatiga es de alguna manera un proceso aleatorio, con consecuencias
de dispersion en los resultados, atin cuando los experimentos son llevados a cabo con
extremo cuidado. Esto complica tanto el anélisis experimental como su subsecuente
aplicacion a problemas practicos. La teoria estadistica provee de informacion para
un célculo mas racional sobre el niimero de probetas requeridas para dar un grado
especifico de seguridad en los resultados de los ensayos [Sch05, Ano03, MNU99|,
pero no evita la necesidad de realizar un juzgamiento subjetivo en alguna etapa, o el
incremento de la cantidad de informacion presente para un conjunto dado de datos.

3.1.1. Tipos de solicitaciones por fatiga

Se diferencian dos tipos fundamentales de carga: i) cargas pulsatorias, en las
cuales la tension varia entre los valores maximos sin cambiar de signo, y ii) cargas
oscilantes cuyos valores maximos son de signos opuestos.

Se denomina Ao a la variacion de la tension obtenida como la diferencia entre
la tension méaxima o,,., vy la minima o,,;, en un ciclo. La tension media se calcula

como,
Omazx + Omin

m = 9 31
o : (31)
y la amplitud de la tension de la siguiente manera,

o, = Jmaz —_ Omin (3.2)

2

donde: G0 = Om + 00 Y Oimin=0m — Oq.

Los signos de o, y Ao son siempre positivos, pues d,,qz > Omin, €0 tanto que las
cantidades 0,40, Omin ¥ 0m pueden ser tanto positivas como negativas.

Se define coeficiente del ciclo R, a la relacion entre la tension maxima y minima,
esto es:

R = Tmae, (3.3)
Omin
Un ciclo de tension puede ser considerado como superposicion de dos tensiones: una
constante de valor o, y otra oscilante alternada (la tension dindmica oscila entre
dos valores iguales pero de signo opuesto) de amplitud o,.
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El caso de una carga oscilante alternada pura se presenta cuando 0,,4: = —0min,
Om = 0V 04 = Omae = —0Omin. Para este caso el coeficiente del ciclo sera igual a
R=-1.

3.1.2. Diagrama de Wohler

En 1870 Wohler publicé un reporte final, citado en [Sch93|, que contiene las
siguientes conclusiones conocidas como las leyes de Wahler: a) los materiales pueden
ser inducidos a fallar luego de muchas repeticiones de tensiones, todas ellas més bajas
que la resistencia estéatica; b) las amplitudes de las tensiones son decisivas para la
destruccion y decohesion del material (en la moderna terminologia, éste es el rango
de tensiones); c) el incremento de la tension media decrece el niimero de ciclos para
la falla.

La resistencia a fatiga, o limite de endurancia, es la maxima amplitud de una
tension variable que, superpuesta a una tension media estatica puede actuar un na-
mero ilimitado de ciclos (tedricamente infinitos), sin provocar la rotura de la probeta
ni una deformaciéon plastica superior a la admisible. Para el caso de solicitaciéon axil
alternada, R = —1, el limite de endurancia se expresa simboélicamente con: o_;.

La resistencia a fatiga es siempre inferior a la resistencia de un ensayo estatico.
Su determinacion en funciéon del nimero de ciclos de carga aplicado a una probeta
se efecttia mediante el trazado del conocido diagrama de Wohler. Para tal fin, se
somete a una probeta manufacturada con el material de interés, a una carga variable
de tension media y amplitud prefijadas y se determina el nimero de ciclos para el
cual se produce la rotura. Luego, se repite el ensayo para otros valores de amplitud
y tension media determinandose el correspondiente valor del nimero de ciclos para
el cual se produjo la rotura. Los pares tension ¢ ntimero de ciclos N, se representan
en un diagrama, donde el eje de abscisas, generalmente en escala logaritmica, lleva
los valores de los nimeros de ciclos N que han conducido a la rotura por fatiga
y en ordenadas el valor de la tension méaxima o,,,, correspondiente a cada caso.
Algunos materiales presentan la caracteristica de una asintota horizontal para un
determinado valor de 7,,4., que es precisamente el limite de endurancia del material
en el tipo de solicitacion para el cual es trazado el diagrama. En otros materiales no
se encuentra tal asintota, sino una reduccién continua de 0,,,, conforme aumenta
el namero de ciclos para los cuales las fallas pueden ocurrir en la regiéon gigaciclica,
ver por ejemplo [BDLF01, MNU99, RB03, BDLFO01].

Los datos de fatiga son convencionalmente representados en términos del ntimero
de ciclos, pues en muchos materiales metélicos ensayados a temperatura ambiente,
el namero de ciclos es independiente de la frecuencia del ensayo [FMP74]. La inde-
pendencia de la frecuencia implica que el niimero de ciclos necesarios para alcanzar
la rotura es también independiente de la forma de la onda que conecta los picos
positivos y negativos de la carga impuesta.

Debido a que las elevadas temperaturas reducen la resistencia a fatiga, los tra-
tamientos térmicos influyen de manera sustancial en el valor de la tensiéon de en-
durancia, como asi también en la posibilidad de corrosién mientras el material es
solicitado alternativamente. La causa de una reducciéon de la vida a fatiga por co-
rrosion se debe a que el agente corrosivo puede penetrar en el material producto de
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la rotura de la capa protectora anticorrosiva [BMGB09].

3.1.3. Iniciacién de fisura por fatiga

En la década del 50 se puso en evidencia que la propagaciéon de fatiga en mate-
riales metalicos se divide en dos etapas [Poo02, For69],

= Etapa I: iniciacién de una microfisura. La fisura se propaga dentro de una
banda de deslizamiento ubicada en un plano de elevadas tensiones de corte. En
esta etapa la propagacion de la fisura es dominada por la plasticidad [Poo07].
En términos de mecanica de la fractura este es un modo de fisura mixto.

= Etapa II: la longitud de la fisura aumenta hasta alcanzar un valor critico. Aqui
existen cambios de orientacion de las fisuras, propagandose en la direccion
normal a la tension axial méaxima. En términos de la mecénica de la fractura,
se corresponde a un modo de rotura tipo I [LC90]. La longitud critica es
dependiente de las caracteristicas microestructurales y de las condiciones de
tension.

Luego de la etapa II la fisura se propaga rapidamente hasta alcanzarse la ro-
tura final de la pieza. La vida total de fatiga es la suma de los nimeros de ciclos
para iniciar la fisura teniendo en cuenta la etapa I y la etapa II. Bajo un analisis
macroscopico de la superficie de fractura creada por la propagacion de la fisura en
la etapa II, se puede observar la presencia de lineas distintivas, paralelas unas de
otras y normales a la direccion local de la propagacion de la fisura. Estas lineas son
llamadas estricciones. Cada estriccion corresponde a un ciclo de tension [Poo83].
Cabe mencionar que las estricciones no son siempre observadas, pero su ausencia no
implica que la fisura por fatiga no haya tenido lugar.

Es comunmente aceptado que la dispersion de los resultados en la vida de las
probetas constituidas por materiales metéalicos ensayados a un determinado nivel de
tension se encuentra asociada con la iniciacion de la fisura [FMP74|. Los defectos
metalirgicos estédn inevitablemente presentes en la mayoria de los materiales, y algu-
nas veces la propagacion de la fisura por fatiga en la etapa Il empieza directamente
a partir de un pequeno defecto interno. Cuando esto sucede, en ese instante puede
existir un cambio en la pendiente de la curva S-N, tal como lo reporta Bathias et al.
en [BDLFO1]. Este efecto es méas notable en materiales metalicos de alta resistencia
con elevada vida a fatiga [BP05, Mur02].

3.1.4. Fatiga multiaxial. Estado del arte

Es bastante usual encontrar cargas ciclicas aplicadas a componentes mecénicos
en diferentes direcciones que causan un estado de tensiéon muy complejo. Algunos
ejemplos sencillos son: las tensiones biaxiales que se generan en tubos de presuriza-
cion sujetos a ciclos de presiones internas; cargas de flexion y torsiéon combinadas,
como las que se encuentran sujetos los largueros de las alas en las estructuras aero-
néauticas; efectos de triaxialidad por cambios de seccién, como el caso de una valvula
de motor de combustiéon interna en la zona de transiciéon cabeza-vastago, etc. Se
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puede continuar asi, con una lista muy grande de componentes sujetos a estado de
tensiones variables en diferentes direcciones y que se disenian para alcanzar una gran
vida 1til sin que se produzca la falla.

Debido a que el conocimiento de fatiga uniaxial es un campo de investigacion
relativamente maduro, con numerosos estudios de comportamientos para diferentes
materiales, se busca utilizar toda esa informacion y volcarla a anélisis de fatiga
multiaxial. En este sentido, se utilizan los limites de endurancia obtenidos a partir
de ensayos de traccion-compresion, flexion pura o corte puro. El propoésito usual
de un criterio de fatiga multiaxial es calcular una tension cortante equivalente que
luego se compara con las propiedades mecénicas a fatiga del material en cuestion.

En fatiga de alto ntimero de ciclos, el tiempo consumido para iniciar una fisura
de tamano inspeccionable es significativamente mayor que en fatiga de bajo niimero
de ciclos, entonces, el uso de la mecanica de la fractura basada en metodologias para
calcular la vida que se necesita para propagar una fisura existente, no resultaria
suficientemente preciso. Mas 1til seria considerar los efectos de fatiga basados en
criterios de iniciacion de fisuras que consideren ademas, efectos multiaxiales.

El concepto de fatiga multiaxial se desarrolla con la idea de la separacion del
espacio de tensiones en dos zonas: una zona segura, donde no habria dano por fatiga
en el componente o probeta, y otra zona no segura donde se produciria un dano por
fatiga. Bajo esta hipotesis, diferentes criterios de fatiga pueden ser escritos como
una desigualdad de la siguiente forma:

f(m) +9(0) <0, (3.4)

donde f y ¢ son funciones de la tension de corte 7 y la tensiéon normal o, respecti-
vamente. El estado de tensiones inducido por cargas externas ciclicas permanece en
una zona segura del espacio de tensiones si se cumple la desigualdad de la Ec.(3.4).
Todos los criterios propuestos se formulan utilizando dos hechos experimentales:

» Independencia del limite de fatiga en torsion alternativa con respecto a una
tension estdatica media.
La amplitud de la tension de corte a la que se somete una probeta a torsion
alternativa para muy alto ntimero de ciclos, es tnica. Dicho en otras palabras,
no existe influencia de la tension de corte media en el limite de fatiga ya sea
a tension-compresion o a torsion, ver Fig. 3.1. Esta independencia se pierde
para nimeros de ciclos menores a 10* — 10, tal como lo reporta Sines [Sin55]
quien analiz6 resultados en més de 27 probetas metéalicas.

= FEl limite de fatiga en flexion alternativa es fuertemente dependiente de una
tension media normal estdtica.
Una tension media normal reduce el limite de fatiga. Este hecho puede ser justi-
ficado con la siguiente explicacion, las fisuras tienen siempre formas irregulares,
dado que pueden crecer a lo largo de los bordes de grano de la microestructura
del material. De este modo, un crecimiento de la fisura debido exclusivamente
a tensiones de corte se ve dificultado por la presencia de irregularidades mi-
croestructurales. Pero las tensiones normales al plano de la fisura tienen un
efecto importante en este comportamiento, aceleran su crecimiento por medio
de la abertura de la fisura, tal como se muestra en la Fig. 3.2. Los resultados
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Figura 3.1: Efecto de la torsién media en el limite de fatiga. Son 7, el limite de fatiga
en torsion, 7 la tension media en torsion y 7. el limite elastico en torsion.
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Figura 3.2: (a) las irregularidades retardan el crecimiento de la fisura por tensiones
de corte; en el caso (b), la tension normal la acelera.

experimentales que verifican estas afirmaciones pueden ser encontrados en los
trabajos de Davoli et al. [DBFT03], Sines [Sin55] y en libro de Lemaitre y
Chaboche [LC90].

3.1.4.1. Clasificaciéon de los criterios de fatiga multiaxial

Muchos investigadores han propuesto una gran cantidad de criterios de fatiga
multiaxial; a pesar de ello, no hay un consenso universalmente aceptado en la comu-
nidad cientifica acerca de la utilizacion de algin crietrio especifico, y constantemente
aparecen nuevas teorias y aproximaciones [PDG197|. Los diferentes criterios de fa-
tiga multiaxial pueden ser clasificados fundamentalmente en los siguientes grupos,

» Criterios empiricos.
= Aproximaciones basadas en invariantes de tension.
= Criterios de energia.
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= Aproximaciones por un plano critico.
= Criterios basados en nivel mesoscopico.

Los primeros criterios de fatiga multiaxial fueron esencialmente de naturaleza
empirica basados en los extensos trabajos experimentales producidos por Gough
[GPC51] y por los investigadores japoneses Nishihara y Kawamoto en 1945 [NK45].
En 1955 Sines [Sin55] concluyd que la presencia de tensiones medias cortantes no
produce ningin tipo de efecto en la vida de fatiga, sin embargo, la amplitud de
las tensiones normales ciclicas son influyentes en la vida a fatiga de un material.
Con esta observacion experimental Sines propuso un criterio de fatiga multiaxial
basado en tensiones equivalentes. En 1956 Crossland desarroll6 un modelo similar
al de Sines [Cro56], pero con la diferencia que considera como variable fundamental
en el proceso de nucleaciéon de las fisuras el valor maximo de la tension hidrostética
en lugar del valor medio, como lo considera Sines. Mas recientemente, Deperroris
[Dep93], Bin et al. [BLF00| y Gongalves et al. [GAMO05| presentaron nuevos criterios
basados también en invariantes de tension.

Otros modelos consideran la energia disipada por un material cuando es sometido
a cargas ciclicas como parametro para cuantificar el dano debido a fatiga. Propuestas

hechas por Halford [Hal96|, Garud, [Gar79] y Ellyin y Kujawski [EK93| se encuadran
en esta teoria.

Los criterios de plano critico consideran que las fisuras por fatiga tienen origen
en ciertos planos materiales donde las combinaciones de tension cortante y normal
son particularmente severas. Por lo tanto, estos criterios son capaces de predecir
la resistencia a fatiga del componente como asi también la orientacién con que se
podria propagar la fisura. Algunos de los modelos desarrollados bajo esta teoria
pueden encontrarse en [CS01, SLO2].

La descripcion del fenémeno de fatiga a nivel mesoscopico considera que las ten-
siones y deformaciones a nivel de grano son las variables dominantes del proceso
de fatiga. Estos criterios presumen que la falla debido a una carga ciclica es prece-
dida por una deformacion pléstica localizada que ocurre en granos cuyo planos de
deslizamiento estan orientados con la maxima tensiéon cortante. Una acumulacion
de deformaciones plasticas conduce a un agotamiento de la ductilidad del grano del
material y, consecuentemente, a la nucleacion de fisuras con la eventual rotura. Sin
embargo, si después de esta deformacion el material se puede reacomodar elésti-
camente, “shakedown eldstico”, la falla no ocurrira. Notar que el término falla es
considerado cuando se produce la rotura completa del material. De esta manera,
como la plasticidad posee un papel importante en proceso de iniciaciéon de fisuras,
las tensiones cortantes deben ser consideradas como uno de los parametros domi-
nantes en el proceso. Los modelos mesoscopicos més utilizados por sus excelentes
resultados son los propuestos por Dang Van et al. [DV73, DVGM89] y Papadopoulos
et al. [PDGT97, Pap9s|.

Un desarrollo completo de los criterios existentes pueden ser encontrado en Pa-
padopoulos et al. [PDGT97].
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3.2. Influencia de las tensiones de corte en fatiga
multiaxial.

Para comparar el estado de tensiones obtenido por medio de algtun criterio o
formulacion con datos experimentales, se necesita de una medida escalar que defina
completamente el estado de tensiones y que refleje el comportamiento a fatiga del
material de manera apropiada.

Como se ha mencionado en la Sec. 3.1.4, la evidencia experimental muestra que
no hay ningun tipo de influencia de una tensién de corte media en la iniciaciéon de
una fisura por fatiga en el rango de alto niimero de ciclos. Por lo tanto, el valor
medio de la tension a lo largo de un ciclo de carga deberia ser eliminado de alguna
manera de las formulaciones tedricas que se propongan.

Si se tiene en cuenta un ciclo de cargas donde las tensiones principales varian
con la misma frecuencia de oscilacion, la amplitud de dichas tensiones podria ser
utilizada junto con el criterio de von Mises (Sec. 2.1.2) para eliminar la influencia
de la tension de corte media y establecer una cantidad escalar de comparacion. De
esta manera se arriba a un criterio de von Mises modificado,

1
Teq = ﬁ[(gl,a - U[I,a)2 + (0110 — UHI,a)2 + (01110 — Ul,a)2] ) (3.5)

N[

donde el subindice a, denota la maxima desviaciéon del valor medio durante un ciclo
de carga. Otra forma de escribirlo es utilizando la Ec.(2.29),

3 1/2
Teqg = (§Sa : Sa) , (3.6)

con S, la amplitud méxima del tensor desviador.

3.3. Influencia de la tensién hidrostatica en fatiga
multiaxial.

Como se ha descrito anteriormente en la Sec. 3.1.4, la tension hidrostatica media
es uno de los factores dominantes en fatiga de alto nimero de ciclos y debe ser
considerada de alguna manera en las ecuaciones. Para tener en cuenta su influencia,
el criterio de von Mises modificado se escribe como,

3 1/2
Teqg = (§Sa : Sa> + f(pn), donde p;, = /3. (3.7)
Tipicamente, f(pp) puede expresarse como,

f =a ph(t), 0 f =b DPh,medio) 0 f = C Ph,maxz, (38)

donde a, by ¢ son constantes del material y los indices “medio” y “maxz”, denotan los
valores medios y méximos en el ciclo de tension, respectivamente. Debe hacerse notar
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que estas expresiones se encuentran limitadas a cargas peridédicas y con un mismo
angulo de fase. Una expresion mas general que contemple los efectos de diferencia de
fase entre las cargas como asi también cargas no proporcionales; ha sido formulada
originalmente por Sines [Sinb5] y luego modificada por Crossland [Cro56].

3.4. El criterio de Crossland

El criterio de Crossland es probablemente el criterio de fatiga multiaxial mas
conocido y utilizado en la actualidad para el diseno de componentes o partes suje-
tos a cargas variables en diferentes direcciones. Crossland propuso que el segundo
invariante del tensor desviador y la tension hidrostatica maxima sean las variables
gobernantes del problema, esto es:

V J2a + APh max S b, (39)

donde v/ Jo, es la raiz cuadrada de la amplitud del segundo invariante del tensor
desviador o, dicho en otras palabras, una media escalar de la tension cortante. Geo-
métricamente este término tiene una interpretacion, es el radio mas pequeno de la
hiper-esfera (esfera en el espacio de las tensiones desviadoras Dev?) que circunscri-
be al camino de las tensiones desviadoras. Su calculo puede obtenerse de acuerdo al
algoritmo incremental presentado en la Sec. 2.1.3. La méxima tensién hidrostatica
es denotada por ppmqs, €n tanto que a y b son constantes que dependen del ma-
terial obtenidas a partir de ensayos experimentales de fatiga convencionales, como
por ejemplo, tensioén-tension, flexion o torsion pura alternada. Si consideramos un
ensayo de fatiga a torsion pura, p, ez = 0, €l esfuerzo de corte es v/ Jo, = 7_1, donde
7_1 es el limite de endurancia a torsion alternativa; entonces, a partir de la Ec.(3.9)
b = 7_1. En forma similar, para el caso de flexion alternada pura, o, = o_1, donde
0, es la amplitud de la tension de flexion alternada y o_; el limite de endurancia en
flexion alternativa o en tensién-compresion. Para este caso:

01
J2a =

7 (3.10)

y la tension hidrostatica maxima,

Q
L

(3.11)

Phmaz =

|

Reemplazando estas dos expresiones en el criterio de Crossland definido por la
Ec.(3.9), se obtienen los pardmetros a y b que dependen de las caracteristicas a
fatiga del material:

71 (3.12)
b= T-1.

Por lo tanto, la iniciacién de una fisura por fatiga bajo cargas ciclicas se estima
cuando en el criterio de Crossland,

V JQa + aPh mazx S ba (313)

el lado izquierdo de la Ec.(3.13) sea méas grande que el lado derecho, o en otras
palabras cuando no se cumpla la desigualdad de la Ec.(3.13).
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3.5. Ejemplo

Un estado de cargas multiaxial de amplitud diferente y fuera de fase se aplico a
una geometria como la que se muestra en la Fig. 3.3 para producir deformaciones
de flexion y torsion simultédneas. La representacion matemaética de los momentos
aplicados es la siguiente,

T = L1 Py, sin(2t)e, @ ey+ LaPs,sin(2t — ) (e, @ ey + e, @ ey) [N m], (3.14)

donde Py, y P, son las amplitudes de las componentes normal y tangencial de las
cargas, e y €, son los vectores unitarios en las direcciones coordenadas, t el tiempo,
w la frecuencia, 9 la diferencia de angulo de fase, Ly el didmetro exterior maximo y
Ly longitud total de la probeta. El estado de tensiéon en un punto de la superficie

- Superficie
P,. sin(Q t) o hY empotrada
P, sin(Qt-3) 14
BN
_ - — - d____ 4 ____ _ 2
A Z @
P, sin(Qt-9)
B 16.92 o
B 62.5 N
|

Figura 3.3: Cargas y condiciones de borde.

de la probeta en Z = 0 e Y = 0 puede ser descrito por el tensor de tensiones en la
siguiente forma,

o, Ts 0 Opa SIN(2)  Tgusin(2t —60) 0
o= |75 0 0| = |7susin(2t —0) 0 0] . (3.15)
0O 0 0 0 0 0

Los valores numéricos de las amplitudes de las cargas utilizadas en este ejemplo que
reproducen las tensiones que se muestran en la tabla 3.1, (obtenida de la publicacion
de Nishihara y Kawamoto [NK45]) y con la geometria de la Fig. 3.3 son,

P = 3658  [N],

P, =8858 [N (3.16)

Las cargas variables en el tiempo se muestran en la Fig. 3.4, donde se puede apreciar

Tabla 3.1: Datos de ensayos y limites de endurancia para un acero tipico de alta
resistencia tomadas del trabajo de Nishihara y Kawamoto [NK45].
o [MPa] 74 [MPa| 71 [MPa] o_; [MPa] 4§[°]
138.1 167.1 196.2 313.9 90
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Figura 3.4: Cargas aplicadas a la probeta.

la diferencia de fase y amplitud. Para la obtencion de v/Jy, se aplican las reglas de
transformacion descritas en la Sec. 2.1.3,

o o . 27t o
5= —2= = 5§ =— 51n(—)+—m

V3 V3 P/ (3.17)

. 2mt
83 =04 = S3=Tgsin ?—5 + T

Luego, la raiz cuadrada de la amplitud del J; calculado en forma analitica es igual

a.
1 2 2 4
Tu= 5 <% n Tg) + \/<% + Tg) — goirisin’s, (3.18)

ver [PDG"97|. Reemplazando por los valores numeéricos de la Tabla 3.1 en la Ec.(3.18),
V/Joq = 167.1. Utilizando el algoritmo incremental, ver Sec. 2.1.3, se obtienen resul-
tados completamente analogos a los calculados con la Ec.(3.18). En la Fig. 3.5 se
muestra en el espacio de las tensiones desviadoras, un camino eliptico de las ten-
siones y la circunferencia que lo circunscribe de radio igual a 167.1 calculada con el
algoritmo incremental.

3.6. Conclusiones

En esta seccion se ha desarrollado el estado del arte en relacion al fenémeno de
fatiga. Luego se hizo una descripcion de fatiga multiaxial, donde se mencionaron las
limitaciones y rango de validez de los diversos criterios de fatiga propuestos hasta el
momento. En este sentido, es importante aclarar que, debido a la gran cantidad de
criterios existentes, aqui solo se han detallado los que se formulan con invariantes
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Figura 3.5: Camino de las tensiones.

de tension y son cominmente citados en la bibliografia, especificamente el criterio
de Crossland.

Por tdltimo, se validé el algoritmo del tipo incremental presentado en la Sec. 2.1.3
con una soluciéon analitica provista por la Ec.(3.18). La utilizacion de la Ec.(3.18)
permite arribar a soluciones completamente analogas a los del algoritmo incremen-
tal, a pesar de lo cual, el célculo de v/Jo, con la Ec.(3.18) se encuentra limitado
exclusivamente a cargas que posean una variaciéon de amplitud en igual frecuencia;
en tanto que el algoritmo incremental admite la aplicacion de cargas completamente
generales. Este algoritmo se utilizara en el Cap.5 para el diseno a fatiga de una val-
vula de motor de combustion interna, en conjunto con los resultados experimentales
descritos en la siguiente seccion.
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Capitulo 4

Analisis experimental de fatiga

4.1. Introducciéon

Las normas actuales de diseno a fatiga de componentes mecanicos exigen ga-
rantizar una vida ttil de alrededor 10? ciclos sin que se produzca falla alguna. Por
ejemplo, en motores diesel de automoéviles, se requiere alcanzar una vida de 10® ci-
clos. Aun mas exigente es el caso de las turbinas aeronauticas, donde se necesita
una vida de 10! ciclos. Es por ello que, es de interés extender el estudio a fatiga de
materiales al rango gigaciclico (10?), o como también es conocido en la literatura, a
fatiga de muy alto nimero de ciclos.

Desde un punta de vista histérico, a mediados de los anos 80, investigadores
japoneses establecieron que la mayoria de las aleaciones metélicas pueden fallar
maés alla de 10° ciclos [Mur02]. Més recientemente, el fenémeno de fallas por fatiga
en el rango gigaciclico de numerosas aleaciones ha sido estudiado por Bathias y
colaboradores (Kong [Kon87|; Ni [Ni91]; Thanigaiyarasu, [Tha91]; Wu, [WNB93]|;
Cavalieri [CBRT08]).

Tradicionalmente, la curva S-N (tension-ntimero de ciclos) se asume como una
funcion hiperbolica con un decaimiento asintotico de la resistencia a fatiga conforme
aumenta el nimero de ciclos. Sin embargo, los estudios de fatiga de alto nimero
de ciclos han demostrado que no existe una asintota horizontal para la mayoria de
las aleaciones [BDLF01|. Esto significa que los mecanismos de iniciacion de fallas
a partir de 10% a 10° ciclos son un topico de gran interés para las nuevos disefios
mecanicos y estructurales. Consecuentemente, debido a que no se puede garantizar
a priori un comportamiento asintotico de la curva S-N, la tinica forma de establecer
correctamente la relaciéon entre la tension y el nimero de ciclos es por medio de
ensayos experimentales. Llevar a cabo ensayos de fatiga en el orden de 10° ciclos
con tiempos razonables es posible s6lo con la metodologia de los ensayos de fatiga
ultrasonicos [BP05].

Los ensayos de fatiga ultrasonicos difieren principalmente de los convencionales
en la frecuencia de operacion. Estos ultimos se encuentran limitados a una frecuencia
de 100 Hz, en tanto que en una méquina de fatiga ultrasonica el rango de frecuencia
con la cual trabaja es de 15 kHz a 30 kHz, con un valor tipico de 20 kHz. De esta
manera, el tiempo requerido para alcanzar 107 ciclos se encuentra en el orden de los
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9 minutos, mientras que con una maquina convencional de 100 Hz tomaria 12 dias.
Para ciclos mas elevados, por ejemplo 10° ciclos, el método ultrasénico requiere
de 14 horas, mientras que a 100 Hz se necesitan méas de tres anos, tan sélo para
una probeta. Bajo estas condiciones, los ensayos de fatiga ultrasonicos se presentan
como una técnica novedosa que permite la obtencion de resultados con tiempos y
costos considerablemente méas bajos en comparacion con las técnicas tradicionales
[BAMBO02, ST02].

Numerosos trabajos han mostrado que el comportamiento a fatiga para diferentes
materiales en el régimen gigaciclico puede ser obtenido efectivamente mediante el uso
de méaquinas de fatiga ultrasonicas, y que los efectos de la frecuencia de operaciéon
no son determinantes en la calidad de los resultados [BP05, May99, Wil80|. La
mayoria de los estudios en esta area han sido reportados con ensayos a temperatura
ambiente, razon por la cual la disponibilidad de informaciéon a elevada temperatura
en 108 ciclos es muy escasa.

En este capitulo se presenta una nueva metodologia para el estudio del compor-
tamiento a fatiga a elevada temperatura en un acero austenitico, muy utilizado en
valvulas de motores de combustion interna, con un régimen de cargas de R = —1
en traccion-compresion y en el rango de 10° a 10° ciclos, empleando una méaquina
de fatiga ultrasonica y simulacién numérica.

La méquina utilizada en este trabajo tiene una frecuencia nominal de operacion
de 20 kHz, alcanzando 10 ciclos en aproximadamente 14 horas. Para llevar a cabo
los ensayos con alta temperatura, se utilizo un equipo de inducciéon para elevar las
temperaturas de las probetas a valores de 600°C y 700°C.

Para el diseno de las probetas, se han realizado simulaciones numéricas: térmicas,
termomecanicas y modales, mediante el MEF. La superficie de rotura en las probe-
tas fue inspeccionada por medio de un microscopio 6ptico y de barrido electrénico
SEM, por sus siglas en inglés de Scanning Electronic Microscope. Finalmente, se
determinaron las curvas de S-N a 20°C, 600°C y 700°C presentadas al final de este
capitulo junto con los comentarios y resultados obtenidos.

4.2. Maquina de ensayos de fatiga ultrasénica

Desde un punto de vista historico, la primera maquina de fatiga ultrasonica fue
construida por Mason [Mas50| en 1950 y este hecho marcé el inicio de la fatiga de
alto namero de ciclos. En las tltimas dos décadas los avances de investigacion en esta
area han sido muy importantes. En el Instituto Tecnolégico de Materiales Avanzados
(ITMA) de la Universidad Paris X [UPX10], las capacidades de la técnica de fatiga
ultrasénica se han extendido a ensayos de torsion, altas y bajas temperaturas y
a desgaste |Bat06, SBBO1]. En esta Tesis, se ha empleado la maquina de fatiga
ultrasénica y los procedimientos del ITMA para llevar a cabo ensayos de fatiga en
el régimen de alto nimero de ciclos a elevada temperatura en un acero austenitico.

Hay diversos disenos de maquinas de fatiga ultrasonica, pero éstas siempre estan
compuestas de tres componentes principales, ver Fig. 4.1,

1. un generador eléctrico que convierte 60 Hz en un voltaje de senal sinusoidal;
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Figura 4.1: Esquema para una méquina de fatiga ultrasonica.

2. un transductor piezoeléctrico, que transforma la senal eléctrica en una vibra-
cion mecéanica de la misma frecuencia;

3. un amplificador que aumenta la vibracién proveniente del transductor, de mo-
do de obtener la amplitud de la tensién requerida en la probeta.

El generador se conecta a una PC y ésta se asocia a una plaqueta de adquisicion
de datos A/D y D/A para controlar el generador y el piezoeléctrico. El movimiento
de la maquina es inducido por el piezoeléctrico. El transductor genera una onda
mecanica a una frecuencia natural de 20 kHz y, por esta razon, la probeta debe
ser disenada con esta frecuencia en su primer modo de oscilacién para que alcance
un desplazamiento maximo (tension nula) en los extremos y una tensién maxima
(desplazamiento nulo) en la seccion central, tal como se muestra en la Fig. 4.1.

Los resultados que se obtengan de esta méquina son validos a partir de los
10% ciclos aproximadamente, porque con valores mas bajos aparecen fenémenos de
plasticidad y, en ese caso corresponderia realizar un estudio de fatiga de bajo nimero
de ciclos en un equipo convencional. El rango de frecuencia operativa de esta maquina
se encuentra entre 19.5 a 20.5 kHz; si ésta decrece por debajo de los 19.5 kHz, o se
incrementa por encima de los 20.5 kHz, el ensayo se detiene automaticamente. La
relacion entre la tension y el desplazamiento es lineal, siendo tinicamente necesaria la
medicion de la amplitud del desplazamiento para calcular las tensiones. En contraste
con los ensayos de fatiga de bajo nimero de ciclos, donde la maquina tiene una
frecuencia natural de vibracion diferente a la de la probeta, en los ensayos de fatiga
ultrasonicos, la probeta y la maquina conforman un sistema resonante, en el cual
la amplitud de los desplazamientos se mantiene constante durante el ensayo, en un
valor pre-seleccionado.

Ademas de los componentes principales de la méquina de fatiga ultrasonica, otros
equipos adicionales pueden ser utilizados como se aprecian en las Figs. 4.1 y 4.2,
donde un generador de induccion es utilizado para el calentamiento de las probetas,
y los instrumentos de medicién, pirémetro infrarrojo y termocuplas, para controlar
la temperatura.

Una explicacion mas detallada acerca de la maquina de fatiga ultrasonica se
presenta en [BAMBO02] y [BP05].
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Figura 4.2: Maquina de fatiga ultrasonica utilizada para los ensayos.

4.3. Material ensayado

El material empleado para los ensayos de fatiga ultrasonicos fue un acero auste-
nitico ampliamente utilizado en componentes mecanicos que se encuentran sujetos a
elevada temperatura, su denominacion es H854. Los datos de la composicion quimica
se muestran en la tabla 4.1, en tanto que los valores numéricos a temperatura am-
biente de la densidad p, médulo de Young E, conductividad térmica k y el coeficiente
de expansion térmica « se presentan en la tabla 4.2.

Tabla 4.1: Composicién quimica del acero analizado.
Acero  C Si Mn Cr Ni W Nb N

H84 053 025 95 21 38 1 22 05

Tabla 4.2: Propiedades termomecanicas del acero analizado.

Acero P E UTsS k «
(g/cm?) (N/mm?) (N/mm?) (W/mK) (m/mK)
H854 7.7 215 x 10° 950 — 1150 14.5 18.8

El analisis metalografico de la microestructura se realiz6 por medio de micros-
copios Opticos y de barrido electréonico. Por medio de estos instrumentos se pudo
efectuar un minucioso analisis de las caracteristicas metaltrgicas del material, esen-
cial para un posterior estudio de los resultados experimentales de fatiga. La Fig. 4.3
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muestra una vista general de la microestructura obtenida con un microscopio éptico,
donde se aprecia la estructura austenitica del H854. Para el diseno de una probeta

Figura 4.3: Estructura austenitica del H854.

sujeta a un régimen de cargas ultrasénicas y elevada temperatura, se requiere de
una funcion que vincule el modulo de Young con la temperatura, esto es E(T). La
variacion del modulo de Young con la temperatura para el acero utilizado en esta
Tesis se muestra en la Fig. 4.4. Mediante el ajuste de coeficientes de una funciéon

200E3

198E3

196E3

E(T) [Pa]

E=

194E3

192E3

190E3 . i 3 i i P
100 200 300 400 500 600 700
Temperatura [°C]

Figura 4.4: Médulo de Young en funcién de la temperatura para el material H854.

cuadratica, la relacion E(T') fue aproximada segin la siguiente expresion,

E(T) = 2.01134 x 10" — 1.09468 x 10" T — 7417.87 T? [Pa), (4.1)
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donde T esta dada en °C.

4.4. Diseno de las probetas

El principio de fatiga ultrasonica puede ser explicado a través de un senci-
llo modelo matematico de dos masas m vibrando y conectadas entre si por me-
dio de un resorte de rigidez k, donde la frecuencia de resonancia se expresa por
freso = 1/(2m)+/k/m. Es importante notar que en los extremos donde se localizan
las masas, los desplazamientos son maximos, mientras que en la mitad del resorte
el desplazamiento es nulo. Este sistema es un simple modelo discreto que presenta
una primera idea conceptual acerca de la frecuencia de vibracion en una probe-
ta. No obstante, mediante un modelo continuo se obtiene una mejor representa-
cion, por ejemplo, en el caso de una barra de seccion constante y despreciando la
contraccion transversal, la frecuencia natural de vibracién se encuentra dada por:
Jreso = 1/(2L)\/E/p, donde L es longitud de la barra.

En una probeta tipica de fatiga ultrasonica, ver por ejemplo Fig. 4.5, la seccion
transversal cambia a lo largo de su longitud. En este caso, la amplitud de la vibracion
U(x) en cada punto se calcula resolviendo,

U"(z) + U'(2)p(x) + £2LU(x) = 0,
U(0) =0, (4.2)
U(L) = A07

donde z corresponde a la coordenada longitudinal, el simbolo " representa d/dz,
p(z) = A'(x)/A(x) con A(z) la seccion transversal de la probeta, p es la densidad
del material, w = 27 fes0 €8 la frecuencia angular, F es el moédulo de Young y
L = L1+ L, ver Fig. 4.5. Unicamente una mitad de la probeta es considerada para la
resolucion de la Ec.(4.2) debido a las condiciones de simetria. Por los requerimientos
experimentales, la geometria de la probeta deberia ser tal que la deformacion sea
cero en los extremos, U’'(L) = 0. Esta restriccion adicional se verifica ajustando la
longitud de la parte cilindrica de la probeta (la longitud de resonancia). Asumiendo

f A=A(x)

L L,

kv

Figura 4.5: Geometria de una probeta ultrasénica.

que la forma de la parte central de la probeta (Lo < |z| < L) sigue una funcion coseno
hiperbélico, existe una solucion analitica a la Ec.(4.2) [BDLFO01|. Consecuentemente,
la longitud de resonancia L; se obtiene mediante,

1

L, = Etan_l{% 8 coth(BLs) — o tanh(aLs)] }, (4.3)

36



4.4 Diseno de las probetas

donde,
1
B =vVa?—k? a= L—cosh_l(Rg/Rl), kzw,/%, (4.4)

2

con Ry el radio de la seccion central de la probeta en x = 0 y R; el radio de la
seccion cilindrica.

La longitud de resonancia L, de las probetas utilizadas en los ensayos a tempera-
tura ambiente se calcula a partir de las Ecs.(4.3-4.4) y con los datos de la tabla 4.2.
Luego, L; resulta igual a 23.75 mm. Para la determinaciéon de la méxima tension
que se desarrolla en la parte central de la probeta se resuelve,

B A cos(kLy) cosh(aLy)
e = smh(3L,) B

(4.5)

donde Aj es el desplazamiento impuesto en un extremo de la probeta. Una explica-
cion mas detallada acerca de estas ecuaciones se desarrolla en el libro de Bathias y
Paris [BP05].

Solo a efectos de comparacion, para conocer la influencia del médulo de Poisson
no tenido en cuenta en las ecuaciones anteriores, se realizo un analisis modal de
la probeta con un modelo numérico axisimétrico de elementos finitos. La topologia
de la malla se muestra en la Fig. 4.6. La frecuencia de resonancia en el modelo de
elementos finitos usando la geometria de las expresiones analiticas fue de 20.0188
Hz. Luego, la longitud de resonancia L, fue modificada hasta obtener una frecuencia
natural de vibracion de exactamente 20 kHz en el modelo numérico. La longitud final
obtenida fue de 23.8 mm.

Para los ensayos experimentales se ha adoptado la geometria provista de las solu-
ciones del MEF'; no obstante se debe mencionar que la solucién analitica y numérica
se encuentran en muy buena correlaciéon. Los resultados experimentales obtenidos
en la méaquina de fatiga ultrasénica mostraron que la probeta disenada vibré con
una frecuencia natural de 19.985 Hz. Luego, las tensiones y desplazamientos fue-
ron calculados utilizando las expresiones analiticas por medio de las Ecs.(4.2-4.5) y
soluciones numeéricas.

Las soluciones de las tensiones y deformaciones del MEF fueron obtenidas por
medio de un analisis transitorio donde un desplazamiento variable en el tiempo
u(t) = Ap cos(wt) fue aplicado en un extremo de la probeta con w = 2720.000,
mientras que el extremo restante se impuso una posicion inical u(0) = Ao, ver
Fig. 4.6. El tiempo de integracion fue el necesario para alcanzar una condiciéon de
respuesta armonica. Los valores numéricos del modulo de Young y de la densidad
fueron los correspondientes a temperatura ambiente, ver tabla 4.2.

La Fig. 4.7 muestra una comparacion de los desplazamientos y tensiones en
diferentes puntos sobre el eje de simetria de la probeta, utilizando el MEF y las
ecuaciones analiticas.

Las diferencias obtenidas son debidas a los efectos del coeficiente de Poisson, ya
que en las ecuaciones analiticas no se lo ha tenido en cuenta. Sin embargo, la tension
en el centro de la probeta resulta similar.
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Figura 4.6: Topologia de malla, condiciones de borde y propiedades termomecanicas
utilizadas.
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Figura 4.7: Temperatura ambiente. Comparaciéon de los desplazamientos y tensiones
utilizando ecuaciones analiticas y el MEF'.

4.4.1. Diseno de probetas para elevada temperatura

Cuando una probeta se somete a una carga térmica exterior, la frecuencia de
resonancia es afectada por los cambios geométricos y por la disminucién del modulo
de Young. Consecuentemente, el procedimiento desarrollado en la secciéon anterior
para la determinacion de los campos de tensiones y desplazamientos deja de ser va-
lido y, la geometria de la probeta debe ser modificada para mantener una frecuencia
de vibracion tan cerca como sea posible a los 20 kHz a la temperatura deseada.
En otras palabras, la longitud de resonancia de una probeta disenada para eleva-
da temperatura tiene que ser més corta que aquéllas para temperatura ambiente
[STJ*04, YTF+07]. Como resultado del calentamiento en la zona central de la pro-
beta, el moédulo de Young varia a lo largo de su longitud y entonces la Ec.(4.2)
tiene que ser modificada para tener en cuenta este efecto. En este sentido, para el
diseno de una probeta de geometria general y con dependencia del médulo de Young
respecto de la posicion, la ecuacién gobernante es la siguiente,

U"(z) + U'(z) {i((j)) + ]?Eg)) } + Zj ( ;U(m) —0. (4.6)



4.4 Diseno de las probetas

Soluciones de los campos de desplazamientos y tensiones para el caso de las probetas
ensayadas a elevada temperatura fueron obtenidas por simulaciéon mediante el MEF
y resolviendo numéricamente la Ec. (4.6).

4.4.1.1. Diseno mediante un método semianalitico

La distribucion de temperatura en la probeta se determind experimentalmente
utilizando un pirémetro 6ptico y termocuplas conectadas a una probeta cuyas di-
mensiones no eran las definitivas para los ensayos a elevada temperatura. Para llevar
a cabo esta tarea, se utilizo6 una probeta donde la dimensién L, era la de una probeta
disenada para ensayos a temperatura ambiente. Las mediciones experimentales de
temperatura fueron registradas, como se muestra en la figura Fig. 4.8, en los puntos:
A, B, C, D y E. Finalmente, por un ajuste de datos, la temperatura como funciéon
de la posicion fue aproximada por las siguientes ecuaciones,

Tooo(x) = 570 + 4.81261  — 0.231 2% [°C],

4.7
Troo(w) = 660 + 5.70727  — 0.289 2%  [°C], (4.7)

para los casos de 600°C y 700°C, respectivamente, donde la coordenada longitudinal
x estd dada en mm. Utilizando las Ec.(4.7) y el moédulo de Young como funcion de la
temperatura, Ec.(4.1), la variacion del moédulo de Young a lo largo de la longitud de
la probeta puede ser establecida en todos los puntos, es decir £ = E[T'(z)]. Luego,
la longitud de resonancia se obtiene numéricamente resolviendo iterativamente la
Ec.(4.6), lo cual constituye un método semianalitico. Los desplazamientos y tensiones
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700 |- T799 = Trgg(X) +------- T S e Foees
5 600 f-oeooefreeoeaeo e ;
I : ! i ! :
I I Bl gl 2 500 [ e 'CASO 600°C  -b-—---_Mh...2
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v
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Figura 4.8: Puntos de mediciéon de temperaturas.

obtenidos utilizando las soluciones del MEF y la Ec.(4.6), para los casos de 600°C
y 700°C se muestran en las Figs. 4.9 y 4.10.

4.4.1.2. Diseno por el método de los elementos finitos

Para comenzar con el analisis del MEF se decidi6 utilizar la geometria de la
probeta obtenida a partir del desarrollo presentado en la Sec. 4.4.1.1. En el analisis
térmico, por ejemplo para el caso de 600°C, la distribucion de temperaturas es la
que se muestra en la Fig. 4.8.
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Para estudiar los campos de tensiones y desplazamientos, un analisis termomeca-
nico fue llevado a cabo con las propiedades del material que se muestran en la tablas
4.2. El médulo de Young fue introducido en los modelos como funcion de la tempera-
tura. La Fig. 4.6 muestra la malla del modelo de elementos finitos con las condiciones
de borde para el caso de temperatura de 600°C. En forma completamente analoga
se procedi6 para el caso de 700°C.

La comparacion de los desplazamientos y tensiones entre el modelo de elementos
finitos y el método semi-analitico para los casos de 600°C y 700°C se muestran en las
Figs. 4.9 y 4.10, respectivamente. Los resultados en tensiones para ambos métodos
muestran una buena correlacién en el centro de la probeta, sector de mayor interés
para construir las curvas de fatiga S-N.

La longitud de resonancia de la probeta utilizada para los ensayos de temperatura
de 600°C y 700°C fue en ambos casos de L; = 20 mm.
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Figura 4.9: Comparacion de los desplazamientos y tensiones para el caso de tempe-
ratura de 600°C utilizando un método semianalitico y el MEF.
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Figura 4.10: Comparaciéon de los desplazamientos y tensiones para el caso de tem-
peratura de 700°C utilizando un método semianalitico y el MEF.
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4.5. Procedimiento experimental para los ensayos
de fatiga

Como se mencion6 previamente, para los ensayos a elevada temperatura se utilizo
un equipo de induccion. El inductor, disenado en forma de espiral segin [Cur50], fue
construido en cobre y situado en torno al centro de la probeta, con el objetivo de
alcanzar la temperatura deseada alrededor de la zona media. Un pirémetro 6ptico
y termocuplas fueron los instrumentos de mediciéon utilizados en los ensayos para
registrar y controlar la temperatura. Si embargo, el pirémetro presenta ventajas
practicas comparado con las termocuplas, ya que no requiere soldaduras de ningtn
tipo a la probeta y ademas permite realizar mediciones en diferentes puntos de una
manera muy sencilla.

Una calibracion de la maquina de ensayos de fatiga ultrasonica fue requerida
para hacer que el sistema vibre con una frecuencia de resonancia en torno a los 20
kHz. Este procedimiento se realizd con una probeta cilindrica y un sensor laser que
registra desplazamientos en el rango de 1 um a 199.9 pum con una resoluciéon de
0.1 pm.

El sistema mecanico trabaja en el régimen eléastico y, por consiguiente, la rela-
cion entre los desplazamientos, deformaciones y tensiones es lineal. En la maquina
utilizada en este trabajo, el voltaje eléctrico es también lineal y proporcional a los
desplazamientos. La Fig. 4.11 muestra un registro de la amplitud de los desplaza-
mientos en un extremo de la probeta medido con un sensor 6ptico en funcion del
voltaje de entrada. El factor que vincula la amplitud del voltaje de entrada y la am-
plitud de los desplazamientos en la probeta (la constante Ay en Ec.(4.5)), se obtiene
a partir de estas mediciones.

Amplitud del desplazamiento [pum]

0 -8 -6 -4 -2 0
Senal de entrada [V]

Figura 4.11: Mediciéon de la amplitud de la senal.

Los primeros ensayos fueron realizados a temperatura ambiente y luego se conti-
nuaron con los ensayos a las temperaturas de 600°C y 700°C. Para el caso del acero
utilizado en esta Tesis, las mediciones de temperatura en el centro de la probeta
indicaron un incremento de la temperatura durante los ensayos. Consecuentemente,
fue imperativo enfriar la parte central de la probeta con aire fresco. Para ello se
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empled un sistema de aire comprimido para disminuir la temperatura tanto como
fuera posible y mantenerla en un valor constante.

Las probetas que no fallaron hasta 10° ciclos fueron consideradas sin dafio por
fatiga. Luego, fueron ensayadas nuevamente con un incremento de tension. Este
procedimiento fue repetido hasta que se alcanzara la rotura. Segun la investigacion
de Marines et al. [MDB7T03|, la resistencia a fatiga en alto ntumero de ciclos en
ensayos a temperatura ambiente es muy sensible a la terminaciéon superficial de
la probeta, dado que la rugosidad podria generar una pequena concentraciéon de
tensiones contribuyendo a acelerar el dano por fatiga. Por tal motivo, las probetas
fueron pulidas para reducir la dispersiéon tanto como sea posible en los gréaficos S-N.

La geometria y la frecuencia de resonancia de las probetas fueron verificadas
antes de cada ensayo y una tolerancia de £200 Hz fue establecida como el maximo
rango de variacion. Finalmente, las curvas S-N obtenidas se muestran en la Sec. 4.6.
En cada probeta ensayada se determiné el tipo de inicio de fisura: superficial, sub-
superficial, interna o combinacién de ellas, y si fueron iniciadas por inclusiones no
metalicas.

4.6. Resultados experimentales y discusion

4.6.1. Curva S-N a temperatura ambiente

La curva de tension vs. nimero de ciclos para los ensayos realizados a tempe-
ratura ambiente se muestra en la Fig. 4.12 en una escala semi-logaritmica. En esta
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Figura 4.12: Curva S-N a temperatura ambiente del material H854.
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figura, la linea de trazos muestra el limite de endurancia con un valor de alrededor de
353 MPa. Las flechas en el grafico indican aquellas probetas que no fallaron. La Fig.
4.13 muestra una imagen obtenida en un SEM de la parte central de una probeta
que alcanzé 10° ciclos sin rotura. A menudo, en fatiga de alto nimero de ciclos, la
rotura se inicia a partir de defectos internos, inclusiones, poros etc., sin embargo,
para este material, en el caso de temperatura ambiente, las fisuras se iniciaron a
partir de la superficie y no se encontraron roturas debido a inclusiones internas. El
nimero de ciclos més elevado donde una probeta encontré la rotura fue a 2 x 107
ciclos. En aquellas probetas que alcanzaron 10° ciclos, la frecuencia de resonancia
no disminuyé durante los ensayos, indicando que no hubo ningtn tipo de iniciaciéon
de fisuras.

La Fig. 4.14 muestra la superficie de fractura de una probeta tomada con un
microscopio 6ptico. La probeta fallo a 337 MPa alcanzando 1.85 x 10° ciclos. La
rotura fue normal al eje longitudinal en el centro de la probeta. Los diferentes colores
que se pueden observar representan los cambios de temperatura antes de la rotura
final. La Fig. 4.15, obtenida utilizando un SEM, muestra la formacion de estricciones
en la probeta.

i —

Ead

Lim 1’;1{:_&:4_9rﬁm'a. 148K SE(U). 5/15/2008

Figura 4.13: Imagen de la microestructura obtenida con el SEM en una probeta que
alcanzo 10 ciclos con 370 MPa sin evidenciar rotura.

Como se puede observar en la Fig. 4.12 existe una gran dispersion en los resulta-
dos. Para los mismos niveles de tension, existen probetas que fallaron, mientras que
otras no. Una posible explicacion a este fenémeno se relaciona con la inestabilidad
de la microestructura del material debido a la disipacion calérica [Bat09]. Se regis-
tré un incremento de temperatura durante el comienzo de los ensayos, indicando la
existencia de disipacién térmica con una estabilizaciéon posterior de la temperatura
correspondiente al balance entre la energia mecanica transformada en calor, la ener-
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4. ANALISIS EXPERIMENTAL DE FATIGA

Figura 4.14: Superficie de fractura obtenida con un microscopio 6ptico en una pro-
beta que fall6 a 337 MPa y 1.85 x 10° ciclos.

Figura 4.15: Superficie de fractura obtenida con el SEM en una probeta que fall6 a
337 MPa y 1.85 x 10° ciclos.

gia perdida por conveccion-radiacion en la superficie de la probeta y por conduccion
en su interior.

Como se reporta en el trabajo de Bathias [Bat09], para el caso de un SAE 51200,
la temperatura de una probeta antes de la iniciaciéon de una fisura es de alrededor
235°C y en las mismas condiciones de trabajo pero con un SAE 4240 es de aproxi-
madamente 80°C. Esta diferencia en el comportamiento térmico se debe a un efecto
en la microestructura. Los niveles de austenita observados en el 4240 son elevados.
Esta fase no es estable cuando se la somete a ciclos de carga en alta frecuencia
[Bat09]. La dispersion de los resultados en el material utilizado en esta trabajo (ace-
ro austenitico), puede ser explicado por este fendmeno microestructural, tal como
lo reporta [Bat09]. En otras palabras, una inestabilidad metalargica producto de la
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4.6 Resultados experimentales y discusion

elevada frecuencia de los ciclos de carga y descarga, puede justificar la dispersion de
los resultados y ésto constituye una limitaciéon a la técnica de fatiga ultrasonica. La
Fig. 4.16 muestra el incremento de temperatura en el acero H854, y como después
de un determinado periodo de tiempo la temperatura se mantiene constante.
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Figura 4.16: Elevacion de temperatura observada en el H854 para el punto 2, ubicado
segun la imagen de la izquierda.

4.6.2. Curva S-N a 600°C

La curva S-N para los ensayos realizados a una temperatura de 600°C se muestra
en la Fig. 4.17. En este caso, no se evidencia un limite de endurancia, sino una
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Figura 4.17: Curva S-N a 600°C para el material H854.
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4. ANALISIS EXPERIMENTAL DE FATIGA

continua reduccion en la tension de fatiga conforme aumenta el nimero de ciclos.

En el caso de las probetas que fallaron alrededor de 107 ciclos, las fisuras comen-
zaron en la superficie en una manera similar al ensayo de temperatura ambiente. La
superficie de rotura, en el centro de la probeta, presenté una inclinacién de alrededor
de 40° respecto del eje longitudinal. Las Figs. 4.18 y 4.19 muestran una superficie
de fractura examinada mediante un microscopio 6ptico y el SEM, respectivamente.
Para esta probeta, el inicio de la rotura fue del tipo ojo de pescado en 3.74 x 108
ciclos y 315 MPa de tension. Esta fue la tnica probeta cuya falla fue generada por
una inclusion interna. El didmetro de la inclusion fue de 40pum. Observaciones por
medio del SEM en el sitio de iniciaciéon de la rotura, indicaron que la composiciéon
quimica de la inclusion era Nb, ver Fig. 4.20. El Nb es un generador de carbonos que
estabiliza a la aleacion cuando es sometido a elevadas temperaturas. Usualmente se
lo utiliza en aceros austeniticos como el H854, y por esta razon, si bien el Nb es
un elemento nocivo desde un punto de vista de fatiga, debe estar presente en la
composicion quimica de este acero.

Ojo de
/— pescado

il

Ojo de
pescado

Nb

LIM 20.0kV 12.6mm x250 SE(M) 4/16/2008

Figura 4.19: Amplificacién en la zona de la inclusion.
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4.6 Resultados experimentales y discusion

Figura 4.20: Diagrama espectral de la inclusiéon indicando la presencia de Nb.

La explicacion de la formacion de un ojo de pescado en el régimen gigaciclico no
es obvia. Como se ha mencionado anteriormente, la deformaciéon plastica ciclica es
muy pequeiia més alla de 10° ciclos, de este modo, los defectos internos y el tamafio
de los granos son factores que inciden de manera sustancial en el dano acumulado
por fatiga. En otras palabras, en fatiga de bajo ntimero de ciclos, la iniciacion de las
fisuras se produce desde la superficie, y la terminacion superficial del componente o
probeta es un factor determinante del proceso. En el régimen de transicion de fatiga
de bajo nimero de ciclos a alto nimero de ciclos, la rotura puede comenzar desde
el interior de la probeta, desde la superficie, o en ambos sectores, en tanto que en
fatiga de alto niimero de ciclos la rotura se produce normalmente desde el interior.
La Fig. 4.21 resume en un dibujo esquematico el proceso de iniciacion de fatiga para
diferentes regimenes.

Superficie Superficie )Zri:r
1E3 ciclos 1EG6 ciclos 1E9 ciclos

Figura 4.21: Iniciaciéon de roturas por fatiga.
En fatiga de alto nimero de ciclos, los efectos del ambiente no son de consi-
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4. ANALISIS EXPERIMENTAL DE FATIGA

deracion ya que la iniciaciéon de las fisuras es normalmente desde el interior. Por
lo tanto, la superficie juega un papel menor si ésta es lo suficientemente suave co-
mo para impedir una rotura anticipada. Las inclusiones son puntos en los cuales
empieza el proceso fisuracion, especialmente si la relacion de carga R es elevada.
Las porosidades también pueden ser puntos de inicio de la fisura, en competencia
con las inclusiones. Es importante mencionar que no es posible generalizar estas
observaciones para cualquier tipo de material.

4.6.3. Curva S-N a 700°C

La curva S-N para el material H854 ensayado a 700°C se presenta en la Fig. 4.22.
Para las probetas ensayadas, la iniciacion de las fisuras se localizo en la superficie
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Figura 4.22: Curva S-N a 700°C para el material H854.

de la probeta y no se encontraron roturas originadas por inclusiones o defectos
internos. La fractura final se localiz6 en el centro de la probeta con una inclinaciéon
de 40° respecto del eje longitudinal. Las Figs. 4.23 y 4.24 obtenidas utilizando un
microscopio 6ptico y el SEM respectivamente, muestran la superficie de fractura en
una probeta que fallo a 345 MPa y 3 x 10% ciclos. La curva S-N muestra un leve
descenso de la respuesta tensiéon vs. niimero de ciclos. En el rango de 10° ciclos, la
resistencia a fatiga de las probetas que alcanzaron la rotura es mas baja que la curva
de 600°C; sin embargo, a 10? ciclos la tension es casi la misma. Este comportamiento
podria ser explicado por dos razones:
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4.6 Resultados experimentales y discusion

Figura 4.23: Imagen obtenida con un microscopio 6ptico de la superficie de fractura
de una probeta que fall6 a 345 MPa en 3 x 108 ciclos a 700°C.

e

LIM 15.0kV 8.6mm x1.50k SE(M) 4/16/2008 m

Figura 4.24: Imagen obtenida con un SEM de la superficie de fractura de una probeta
que fallo a 345 MPa en 3 x 10® ciclos a 700°C.

1. Fenémeno de oxidacién en la punta de la fisura.
Se observo oxidacion en probetas ensayadas a 600°C y 700°C. A pesar de que
la relacion de propagacion de la fisura se acelera por la elevada temperatura;
al mismo tiempo, la oxidacion podria hacer decrecer este relacion [BAMBO02].
2. Rotura ojo de pescado.
Es importante advertir que en la curva de 600°C, una de las probetas ensa-
yadas presentd una fractura del tipo ojo de pescado, con un valor de tension
relativamente bajo, causando que la curva de 600°C obtenida a partir de mi-
nimos cuadrados decrezca muy réapidamente hasta alcanzar valores cercanos a
los de las probetas rotas a 700°C.
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4. ANALISIS EXPERIMENTAL DE FATIGA

4.7. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado el fenomeno de fatiga ultrasonica en un acero
austenitico sometido a esfuerzos de traccion compresion (R = —1) en un rango de
10° a 10 ciclos por medio de técnicas experimentales, teéricas y numeéricas a través
del MEF. Una maquina ultrasénica con una frecuencia de funcionamiento de 20
kHz fue utilizada para analizar el comportamiento de fatiga del material tanto a
temperatura ambiente como a elevada temperatura con el objetivo de obtener la
curva de tension vs. ntimero de ciclos en el régimen gigaciclico, esto es, analizar si el
material posee un limite de endurancia o si a medida que se incrementa el niimero
de ciclos de carga se produce una disminucién de su vida. Las conclusiones més
importantes se describen a continuacion.

= El diseno de las probetas por medio de un anéalisis modal en un modelo de ele-
mentos finitos mostré buena concordancia con los registros experimentales, es
decir, cuando la probeta alcanzaba la temperatura deseada, i.e., temperatura
ambiente, 600°C o 700°C, la frecuencia de resonancia estuvo cercana a los 20
kHz durante los ensayos.

= A temperatura ambiente, fueron ensayadas més de 20 probetas y ninguna falld
mas alld de 2 x 107 ciclos. Los resultados obtenidos mostraron gran dispersion
de los resultados.

= La curva de S-N para 600°C, mostré una continua disminucién de la respuesta
tension vs. nimero de ciclos. Las tensiones de fatiga decrecieron alrededor de
34 MPa comparado con la curva de fatiga a temperatura ambiente. En las
probetas ensayadas, la iniciacion de las fisuras fue observada en la superficie.
Inspecciones mediante el SEM mostraron que sélo una probeta falld6 por una
rotura del tipo ojo de pescado a partir de una inclusiéon de Nb. En este senti-
do, se requiere mas trabajo experimental para determinar la influencia de las
inclusiones sobre la resitencia a fatiga en este tipo de aceros.

= La curva para 700°C mostr6 una leve disminucién de la respuesta en la curva
tension vs. nimero de ciclos. La iniciacion de las fisuras fue identificada en la
superficie de las probetas.

» La superficie de rotura en los ensayos a temperatura ambiente fue normal al eje
longitudinal de la probeta. No obstante, a elevadas temperaturas, la superficie
de fractura presenté una inclinaciéon de 40° con respecto al eje longitudinal de
las probetas.

Los resultados obtenidos a través de la técnica de fatiga ultrasénica, especifica-
mente las curvas de tension vs. niimero de ciclos, pueden ser utilizados para generar
nuevos disenos de valvulas de motores de combustién interna desde el punto de vista
de fatiga. En este sentido, el capitulo siguiente describe un ensayo de una valvula
de motor de combustién interna donde el diseno fue concebido a partir de los resul-
tados presentados en este capitulo y con el uso de la simulacién numérica, mediante
el método de los elementos finitos.
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Capitulo 5

Analisis de fatiga en valvulas de
motores de combustiéon interna

5.1. Introducciéon

Una de las causas de falla catastrofica en valvulas de motores de combustion
interna se debe a los efectos de fatiga. Este fendmeno genera danos irreversibles en
el motor, lo que motiva un estudio exhaustivo en este campo.

Las vélvulas de los motores de combustion interna deben soportar tensiones
originadas en el impacto con el asiento durante la finalizacion de la carrera de com-
presion, presiones en el interior del cilindro y elevadas temperaturas que surgen de
los procesos de combustiéon. Es por ello que las aleaciones utilizadas para su fabri-
cacion son seleccionadas por su capacidad de soportar elevadas tensiones, desgaste
(por su gran dureza) y ademads, son altamente resistentes a los efectos corrosivos.
Bajo estas condiciones de operacion, se produce una degradacion de las propiedades
mecanicas del material que eventualmente puede contribuir a una rotura por fatiga
[Son03].

Las valvulas, durante los ciclos de operacion en el motor, se encuentran sujetas a
tensiones tanto en la direccion axial como en la radial. Esta caracteristica hace que en
los estudios de fatiga de este componente se deba tener en cuenta la multiaxialidad
de las cargas, siendo los criterios de fatiga multiaxiales los mas adecuados para este
estudio, ver Cap. 3.

La tension mecanica que se desarrolla en la valvula proviene fundamentalmente
del impacto que se produce con el asiento, las cargas del resorte de retorno y las de
inercia originadas por la masa de trabas, casquillos y resorte. Una excesiva veloci-
dad de asentamiento, resulta en un impacto de gran magnitud generando tensiones
variables en el tiempo que se propagan por todo el componente con una frecuencia
muy elevada causando luego de un determinado ciclo de operaciéon un dano por fa-
tiga. El inicio de las fisuras es sensible a las condiciones de terminaciéon superficial
del material tales como rugosidad, dano superficial, tratamientos superficiales, capas
blandas, tensiones y corrosion residuales en la superficie.

Ademas de la influencia de las cargas mecéanicas y la terminacion superficial, este
componente debe ser capaz de resistir los fuertes gradientes térmicos producto de
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5. FATIGA EN VALVULAS DE MOTORES DE COMBUSTION INTERNA

la combustion que se producen en el interior del cilindro del motor. Las elevadas
temperaturas degradan las propiedades resistentes de los materiales, contribuyendo
a una reducciéon sustancial de la vida operativa del componente. La evidencia expe-
rimental ha demostrado que las temperaturas mas elevadas se dan en la cabeza de
la valvula y en la zona de transicion de la cabeza con el vastago, ver Fig. 5.1. Es

ASIENTO

Figura 5.1: Denominacion de las partes de una vélvula de motor de combustion
interna y el asiento.

evidente que las temperaturas a las que se ve expuesta una valvula de admisiéon son
mucho menores que las de una valvula de escape. Asimismo, las temperaturas en un
motor Diesel son menores a las de un motor a gasolina y, por ende, la duraciéon del
componente es mayor.

Actualmente las normas ambientales de Europa y EE.UU previstas para los pro-
ximos anos exigen disminuir los niveles de NOx y un aumento en la duraciéon de
la vida 1til de los componentes de motores. Por este motivo, los disenos actuales
imponen mayores exigencias sobre las valvulas requiriendo de mejores métodos de
analisis.

En los motores modernos de combustiéon interna, una valvula estd sujeta a un
numero de ciclos de carga muy elevada. Si se tienen en cuenta una velocidad pro-
medio de unos 50 km/h, un ntmero de revoluciones del motor de 3000 rpm y una
duracion especificada de 200.000 km, la cantidad de ciclos que debe soportar este
componente supera 10® ciclos. Para asegurar su vida ttil, en el proceso de disefio
es necesario llevar a cabo ensayos muy prolongados y complejos. Mediante modelos
computacionales es posible simular y analizar este componente, reduciendo la nece-
sidad de realizar ensayos experimentales extensos y costosos, posibilitando ademés
alternativas de optimizacion. El método de los elementos finitos es, en general, una
técnica de analisis numérico que resulta atractiva para este tipo de analisis. Mediante
simulaciones numéricas por el MEF se pueden tener en cuenta diferentes materiales,
tensiones de impacto y cargas térmicas provenientes de la combustion [CCRO6].

En valvulas de motores, la carga esta fuertemente influenciada por los ciclos
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de trabajo a los que la somete el motor, es por ello que se requiere conocer su
comportamiento, esto es, la historia térmica y dindmica en diferentes condiciones de
operacion. En la Fig. 5.2 se puede apreciar la falla por fatiga de un valvula de escape
de motor de combustion interna en condiciones de normales de operacion, [Jon80].

Figura 5.2: Rotura por fatiga de una vélvula de motor de combustion interna.

Los elevados esfuerzos a los que se somete una valvula y la alta confiabilidad
requerida, hacen que los disenos deban desarrollarse teniendo en cuenta el instante de
iniciacion de la fisura, de modo que los métodos de fatiga basados en un crecimiento
estable de la fisura no son considerados a los fines de esta Tesis.

Para el diseno de cualquier componente mecénico, es necesario contar con las
caracteristicas mecénicas del material con el que se lo va a fabricar. En particular,
para un andlisis de fatiga es imperativo el uso de las curvas de Wohler o curvas S-N.

Esta seccion tiene por objetivo el estudio a fatiga de valvulas de motores de com-
bustion interna a elevada temperatura a través de herramientas computacionales y
ensayos experimentales [CBRT08, BP05]. Se estudiaron las condiciones de operacion
a las que se ve sometida una valvula, esto es, la distribuciéon de temperaturas, su
dinamica y la historia de las tensiones desarrolladas producto de la inercia de los
componentes, como asi también del impacto con el asiento.

Por medio de un analisis térmico de elementos finitos se obtuvo la distribuciéon
de temperaturas en una valvula ajustando coeficientes térmicos con los resultados
de mediciones experimentales. Finalmente, de un anélisis termo-mecanico dinamico
se obtuvo la maxima tension desarrollada en la valvula durante el proceso de asen-
tamiento. Posteriormente se obtuvo un diseno de valvula que luego fue mecanizado
a partir de un acero austenitico. Sus caracteristicas quimicas, mecénicas y de fatiga
se han descrito en el Cap. 4. Los resultados de los modelos numéricos desarrollados
son comparados y analizados con los obtenidos en una maquina de ensayos espe-
cialmente disenada para el estudio de fatiga y desgaste de véalvulas de motores de
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5. FATIGA EN VALVULAS DE MOTORES DE COMBUSTION INTERNA

combustion interna. Las caracteristicas y disefio de la méquina se describen en la
Sec. 5.2.1.

5.2. MaAquina de ensayos de fatiga

5.2.1. Descripcion.

La maquina utilizada para los ensayos de fatiga fue construida originalmente
por la empresa de autopartes MAHLE de Alemania para llevar a cabo estudios de
tribologfa en vélvulas de motores de combustion interna. Su denominacion es Valve
seat insert Tribo-test-Ring o VIR como se la designara de aqui en adelante. La
magquina consiste de un arbol de leva conectado a un motor eléctrico, el que permite
alcanzar revoluciones en orden de los 3000 rpm y una velocidad maxima de la valvula
en el instante de cierre de 3.5 m/seg. El arbol de leva se conecta directamente a la
valvula que se desea ensayar. Un equipo de induccién es utilizado para elevar las
temperaturas de las valvulas hasta valores del orden de los 1000°C. En la Fig. 5.3 se
muestran sus componentes principales junto con un corte en la zona donde se coloca
la valvula. La temperatura y la velocidad son monitoreadas en forma electronica
y automaética a través de un equipo de adquisiciéon de datos conectado a una PC.
La velocidad se registra por un medidor laser. Las mediciones de temperatura se
realizan a través de un pirémetro 6ptico donde su emisividad se ajusta por medio
de una camara infrarroja.

En esta méaquina, la valvula debe soportar las cargas variables que surgen soélo
del impacto con el asiento en cada ciclo de cierre. La ventaja de su utilizacion
comparada a un tipico motor de automoévil es la facilidad de adquisicion de datos
y condiciones estables de funcionamiento. En especial, para el caso de fatiga, si la
valvula alcanzara la rotura, no se produce un dano irreversible en la méaquina, como
si sucederia en un motor. Sin embargo, llegar a una cantidad muy elevada de niimero
de ciclos, por ejemplo 10® ciclos, sigue siendo una tarea costosa y compleja.
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5. FATIGA EN VALVULAS DE MOTORES DE COMBUSTION INTERNA

5.2.2. Simulacién numérica de la maquina de ensayos

El perfil de la leva, necesario para obtener la velocidad de asentamiento, y utiliza-
da luego en las simulaciones dinamicas de la véalvula, Sec. 5.4, fue generado a partir
de la curva experimental de alzada del seguidor vs. &ngulo de rotacion, ver Fig. 5.4.
En ella se destaca un desplazamiento méximo del seguidor de 4 mm. Utilizando esta

4,50000
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Figura 5.4: Curva del seguidor: desplazamiento [mm| vs. dngulo [°|. Experimental.

curva y con un radio base de 20 mm, se obtiene el perfil de la leva. Su desarrollo
fue calculado mediante una curva spline. Con el perfil de la leva y las distintas cons-
tantes fisicas de la VIR, se model6 numéricamente el tren de valvula [CLN02]. A
continuacion se presenta en forma detallada cada uno de los elementos simulados.
La Fig. 5.5 muestra el modelo numérico de la cadena cinematica.

s Leva-seguidor: el perfil de la leva esta dado por puntos. La leva fue con-
siderada como un cuerpo rigido con rigidez de contacto y amortiguamiento
local.

= Resorte de valvula: debido a los efectos de inercia de la masa del resorte, muy
influyente en un anélisis dinamico, se opt6 por dividirlo en ocho sub-resortes.
Con esta discretizacion, se pretende simular el movimiento independiente que
pueden sufrir las espiras, como asi también una mejor distribucién de su masa.
Sus caracteristicas son: longitud no comprimido de 48 mm, constante de rigidez
de 30.8 N/mm, longitud de montaje de 37,4 mm y masa del resorte de 38 gr.

= Valvula: considerada como cuerpo rigido. No se tuvo en cuenta la luz de
valvula durante la simulacion para evitar despegues. Masa: 61.8 gr.

= Trabas y platillos: fueron modelados por medio de masas puntuales. Masa
total: 11 gr.

Un esquema de integracion temporal Hilbert-Hughes-Taylor (HHT) fue utilizado
para evaluar la respuesta dinamica del sistema. El intervalo de tiempo para realizar
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Figura 5.5: Modelo numérico del tren de valvula de la maquina de ensayos.

la simulacion fue de At = 3 x 1072 seg. con control automatico de paso de tiempo,
paso minimo de 107 seg. y maximo de 10~* seg. Posteriormente, se realizaron
simulaciones con diferentes velocidades del arbol de leva para validar el modelo
propuesto con los resultados obtenidos en forma experimental, ver Sec. 5.2.3.

5.2.3. Resultados

Las siguientes figuras corresponden a una simulaciéon realizada con una velocidad
del arbol de leva de 2500 rpm. Como se presentara a continuacion, esta velocidad fue
la adoptada para realizar los ensayos experimentales. La Fig. 5.6 muestra la curva
desplazamiento vs. tiempo obtenida por medio de simulaciones numéricas en un nodo
del seguidor. El valor méximo del desplazamiento es 4 mm, coincidente con el que se
muestra en la Fig. 5.4. La Fig. 5.7 muestra la curva de velocidad vs. tiempo para un
nodo del seguidor, donde la méaxima velocidad de cierre de valvula alcanzada para
2500 rpm es de 1320 mm/seg. Finalmente, en la Fig. 5.8 se muestra una comparacion
de los valores de la velocidad de asentamiento medidos en forma experimental en la
maquina y los obtenidos en forma numérica con diferentes velocidades de rotacion. Se
puede apreciar muy buena correlaciéon entre ambas curvas. El error relativo maximo
entre ambas curvas fue de 2 %.
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Figura 5.6: Curva del seguidor: desplazamiento [mm| vs. tiempo [seg.] obtenida por
simulacién numérica.
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Figura 5.7: Velocidad [mm/seg.| vs. tiempo [seg.| para un nodo del seguidor.

5.3. Analisis térmico del ensayo en la maquina de
fatiga

El estudio completo del problema térmico es de una complejidad elevada dado
los diversos mecanismos fisicos que se ven involucrados. Esto demanda la imposicion
de ciertas hipotesis simplificativas, como asi también la realizaciéon de ajustes de
parametros especificos del problema por comparaciéon con datos experimentales.

El tiempo caracteristico del problema térmico tanto en un motor de combustion
interna como en la méquina de ensayos es prolongado comparado con la duraciéon
de un ciclo, por ello que la determinacion instantanea de estos parametros no tiene
sentido y tnicamente su valor promedio a lo largo de una importante cantidad de
ciclos es relevante para el analisis térmico. El calculo de los coeficientes convectivos
mediante simulacién computacional de fluidos CFD (Computational Fluid Dynamic)
resulta extremadamente complejo, puesto que los resultados son muy dependientes
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Figura 5.8: Validacion. Velocidad de asentamiento vs. velocidad de la leva obtenido
numérica y experimentalmente.

de las variables termodinamicas en cada ciclo.

Debido a las elevadas temperaturas, la dificultad para acceder a distintas zonas
de medicién, como asi también al rapido movimiento de la valvula, la mayoria de
los coeficientes o parametros térmicos son obtenidos en forma indirecta mediante
simulaciéon numérica y las llamadas valvulas testigo. Esta técnica consiste en la
construcciéon de valvulas especiales de material martensitico. Algunas de ellas son
sujetas a la condicion de operacion nominal y las restantes son templadas en un horno
especial. Luego, se determina la dureza de todas las vélvulas en su plano medio
en unos 10 puntos aproximadamente. Mediante comparacion de la dureza entre
las valvulas que han sido ensayadas y aquellas que fueron templadas en un horno,
es posible obtener en determinados puntos y con cierta aproximacion, la méaxima
temperatura promedio a la que fue sometida la valvula. Una vez obtenidos los valores
experimentales de temperatura, para el célculo de los coeficientes de transferencia
térmica de los modelos numeéricos se utiliza un método inverso a través del MEF. El
objetivo es encontrar la combinacion de los coeficientes de conductancia de contacto
y conveccion, de modo de minimizar las diferencias entre las temperaturas calculadas
con el modelo numérico y las temperaturas obtenidas en forma experimental.

Como los tiempos caracteristicos del problema térmico son grandes, es decir, se lo
considera estacionario, y ademas si existe movimiento de rotacion de la valvula, las
diferencias de temperatura entre puntos de una misma circunferencia son pequenos.
En ese caso, un modelo axisimétrico reproduce adecuadamente las temperaturas en
la valvula, suponiendo temperaturas uniformes en todas las circunferencias, con un
costo computacional reducido. De esta manera es posible realizar calibraciones de
parametros y anélisis de sensibilidad en tiempos razonables involucrando miltiples
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5. FATIGA EN VALVULAS DE MOTORES DE COMBUSTION INTERNA

corridas de un mismo modelo.

5.3.1. Definiciéon del problema de transferencia de calor

La transferencia de calor en un medio continuo se representa por un modelo
matematico compuesto de una ecuacion diferencial en derivadas parciales y con sus
condiciones de contorno. La ecuacion representa el balance de energia térmica, donde
la temperatura es la variable a resolver y el tiempo y la posicién son las variables
independientes. En el caso de un problema estacionario, lo que se busca es una
solucion del tipo T'(x) que satisfaga la siguiente ecuacion diferencial,

q(x) = =V - (kVT), (5.1)

donde, T representa la temperatura, k = k(T') la conductividad térmica del me-
dio, ¢(x) una fuente de calor localmente distribuida, y V el operador nabla. Las
condiciones de contorno se pueden resumir en,

T=T xelrp,
—k VT -n=gq xcly, (5.2)
— kR VT -n+h (T —Tym) =0 x e},
+tk VI -n+C (T —-T5)=0 xelg,

la primera conocida como condicién Dirichlet, la segunda, condiciéon de Neumann;
con mn representando al vector normal a la superficie; la tercera es una condicién
de conveccién, donde h se denomina coeficiente pelicular de conveccion, Ty, es la
temperatura exterior; y en la cuarta y tltima se tiene en cuenta el contacto térmico
con un medio que esta a una temperatura Tz, donde C' es el coeficiente de contacto
térmico o conductancia entre los materiales.

La radiaciéon, mecanismo de transferencia de calor importante en motores de
combustion interna, posee una dependencia respecto de la cuarta potencia de la
temperatura y se tiene en cuenta mediante un aumento del coeficiente pelicular
de conveccion en aquellas zonas expuestas a mayores temperaturas. Un explicacion
detallada del problema discreto de la Ec.(5.1) por medio del MEF, puede encontrarse
en el libro de Zienkiewicz y Taylor [ZT00].

La Fig. 5.9 muestra como se hallan aplicadas las condiciones de contorno arriba
descritas al modelo numérico de una valvula utilizada en la VTR.

En la cabeza de la valvula, zona A, se impuso un flujo de calor para reproducir
el calor proveniente del equipo de induccion.

La zona B, representa el contacto térmico entre el asiento y la valvula. Se aplican
dos condiciones de contorno: una de convecciéon durante el periodo de apertura de
la valvula y otra de contacto térmico durante el periodo de cierre. La zonas C y G
tienen temperatura impuesta, correspondientes a las temperaturas del asiento y de
la guia, respectivamente. En las zonas D y E hay convecciéon con el gas pero con dos
coeficientes peliculares h diferentes para tener en cuenta diferencias en el niimero
de Reynolds del flujo en esos sectores. La zona H, es de contacto térmico entre el
vastago de la valvula y la guia. La zona F forma la superficie de sombra entre el

60



5.3 Analisis térmico del ensayo en la maquina de fatiga

Zona H -
CGUIDE Zona G -

THEADGUIDE

Zona F -
HGASDN
CGUIDEDN
TGAS
Zona E -
Zona D - HGASSTEM
HGASHEAD TGAS
TGAS
Zona C -
/ \ THEADSEAT
(&N J
Zona B - l
MCSEAT \—
MHSEAT Zona A - HEATFLUX
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Figura 5.9: Coeficientes de transferencia de calor, conductancias de contacto y tem-
peraturas de referencia para el modelo de elementos finitos utilizado.

vastago de la valvula y la guia, y en ella se aplica un coeficiente de conveccion que
surge de un promediado en el tiempo del coeficiente de conveccion con el gas y del
contacto con la guia. La zona I es también de conveccion.

5.3.2. Simulacién numeérica

A parir de los resultados obtenidos con analisis térmicos transitorios, se aprecia
que la variacion de temperatura a lo largo de un ciclo trabajo en cualquier punto
del dominio es relativamente baja (en los puntos de la superficie es menor al 2%
del valor medio de la temperatura, mientras que en puntos internos es aun inferior).
Siendo estos valores de variacion inferiores al error estimado, se concluye que la
influencia de un comportamiento ciclico de la temperatura pueden obviarse, en otras
palabras, para el anélisis de calibracion de parédmetros y problemas térmicos, es
posible analizar el problema en forma estacionaria.

Mediante simulaciéon numérica a través del MEF, se obtuvo la distribucion de
temperatura del modelo en todos sus puntos. Se ajustaron los pardmetros de conduc-
tancias y coeficientes de transmision pelicular hasta lograr una buena aproximacion
entre las temperaturas obtenidas de la simulacion y las mediciones efectuadas en for-
ma experimental por medio de las valvulas testigo. La Fig. 5.10 muestra los registros
de temperaturas de una valvula testigo ensayada en la maquina VTR y compuesta

61



5. FATIGA EN VALVULAS DE MOTORES DE COMBUSTION INTERNA

del material H854 [CBR*08]. Un modelo de MEF axisimétrico fue propuesto para

Max. 591°C 1
B

Max. 724°C \
|
Max. 745°C -

I 7

| I

! Max. 775°C
Figura 5.10: Temperatura de una valvula testigo de la maquina de ensayos.

las simulaciones. La topologia de la malla se muestra en la Fig. 5.11. Debido a que los
puntos de interés se encuentran en la zona del cuello y del asiento, una discretizacion
més fina respecto del resto de la valvula fue aplicada en estos sectores.

La tabla 5.1 muestra los valores numéricos obtenidos para los coeficientes de
transferencia de calor y la tabla 5.2 los valores de las conductancias. En la tabla 5.3
se detallan las temperaturas de referencias que han sido adoptadas. El valor de flujo
impuesto para la zona A fue de 240.000 W /m?.

Coeficientes  Valores Numéricos |[W /m?°C]|

HGASHEAD 20
HGASSTEM 70
HHEAD 20
MHSEAT 220
HGASDN 10

Tabla 5.1: Coeficientes de transferencia de calor obtenidos.

Conductancias Valores Numéricos |[W/m? °C]

CGUIDE 130
MCSEAT 3000
CGUIDEDN 30

Tabla 5.2: Conductancias obtenidas.

La Fig. 5.11 muestra la distribucion de temperatura obtenida en la cabeza de la
valvula, zona de mayor interés, con resultados que se ajustan relativamente bien a los
valores experimentales determinados mediante el uso de una valvula testigo (ver Fig.
5.10). El error relativo entre las temperaturas del modelo numeérico y las medidas
en forma experimental se muestran en la tabla 5.4. Los parametros obtenidos del
modelo térmico son los que se utilizan en adelante para realizar los analisis dindmicos
en los modelos termomecanicos.
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Temperaturas de Referencia Valores Numéricos |°C]|

THEADSEAT 350
THEADGUIDE 320
TGAS 350
THEAD 320

Tabla 5.3: Temperaturas de referencia adoptadas.

Temperatura [°C]
l 808 -
782
756
730
704
678
651

625
599

m 573
'Y

Figura 5.11: Triangulacién y temperaturas obtenidas por medio del MEF.

5.4. Analisis termomecanico de una valvula en la
maquina de ensayos

Las tensiones mecénicas desarrolladas durante el ensayo son de naturaleza tri-
dimensional y variables en el tiempo, por lo que un modelo axisimétrico no seria lo
suficientemente preciso para una simulaciéon de las tensiones que se producen a lo
largo de un ciclo de trabajo. Una primera aproximacion para resolver el problema
de determinacion de las tensiones maximas que actiian en una valvula, es a través
de un anélisis estatico, aunque puede obtenerse una mejor aproximacion mediante
una simulacién dindmica tridimensional. Especificamente, interesa conocer las ten-
siones en la zona de transicion entre la cabeza y el vastago de la valvula, donde
generalmente se producen roturas por fatiga. Para reducir el costo computacional,
se analiza sblo el instante correspondiente al asentamiento de la valvula.

Medicion Experimental [°C| Modelo Numérico [°C|] Error | %]
591 (Zona del cuello) 587°C 0.99
724 ( Zona de transicion cabeza) 742°C 1.02
745 (Zona de asiento de la valvula) 724°C 0.97
775 (cabeza de la valvula) 800°C 1.033

Tabla 5.4: Diferencia de temperaturas entre el modelo numérico y el experimental.
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5.4.1. Definicién del problema mecanico

El estudio de las tensiones mecénicas y de las de origen térmico en un soélido
continuo se representa por un modelo matematico compuesto por un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales que plantea el equilibrio de fuerzas en las direc-
ciones coordenadas consideradas. Los problemas de elasticidad suelen expresarse en
términos de una variable de campo que en general es el desplazamiento, expresado
como u(x,t), donde t corresponde a un instante de tiempo.

El problema se reduce a encontrar una solucién a una ecuaciéon diferencial en
derivadas parciales expresada en términos de los desplazamientos, tal que satisfaga
las condiciones de contorno y los diferentes casos de carga del problema que se
requiere resolver. En forma matemaética, el problema consiste en: hallar u(x,t) tal
que:

divijo(u)] + b — VT (3XA + 2u)a = pit
u="u Vo € Iy, (5.3)
oc-n=t Vxecly

donde « es el coeficiente de dilatacion del material y b la fuerza de cuerpo. Cabe
mencionar que las constantes de Lamé, \ y pu, son funcion de la temperatura. Una
descripcion de la Ec.(5.3) utilizando el MEF puede encontrarse en [ZT00].

Con el objeto de estudiar las tensiones y desplazamientos que se generan en este
componente durante el evento de asentamiento, se realiz6é un anélisis termomecanico
dindmico por medio del MEF utilizando la curva de velocidad de asentamiento de
la Fig. 5.8 para una velocidad de rotacion de 2500 rpm. Es claro que la dificultad
y costo computacional de un modelo dinamico es superior al de un estéatico, pero
permite evaluar la historia de las tensiones a lo largo del tiempo y comparar los
resultados obtenidos, por ejemplo, con algtn criterio de fatiga multiaxial [CCRO6|.

Las condiciones de borde utilizadas para las simulaciones numéricas se detallan
a continuacion siguiendo las referencias de la Fig. 5.12.

» Kl vastago de la valvula esta en contacto con el seguidor.

» El seguidor se mueve con velocidad constante, igual a la velocidad de asenta-
miento obtenida con el modelo descrito en la Sec. 5.2.2.

= El asiento estd empotrado en sus superficies externas.

= Kl véstago tiene impuesto una velocidad inicial igual a la del seguidor.

= El resorte de retorno es dividido en ocho resortes conectados en serie. La masa
de cada uno de ellos se ubica en cada nodo.

= Los resortes se encuentran pre-cargados.

5.4.2. Integracién temporal

Debido a la necesidad de resolver un problema dinédmico no lineal para la obten-
cion de tensiones y desplazamientos variables en el tiempo, la selecciéon de algoritmos
apropiados de integracion temporal con un adecuado paso de tiempo condicionan
sustancialmente la convergencia del analisis y la precision de los resultados. Algo-
ritmos como el HHT poseen una gran oscilacion numérica en alta frecuencia. Sin
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Figura 5.12: Componentes y condiciones de borde del modelo

embargo, el denominado método a generalizado permite controlar la disipacion nu-
mérica amortiguando los modos espurios de alta frecuencia [CH93|.
La ecuacion que representa la dindmica de un sistema estructural esta dada por:

Mié+Ci+Ka=F, (5.4)

donde M, C'y K son la matriz de masa, de amortiguamiento y de rigidez, respecti-
vamente, F' es el vector de fuerzas externas, @ es el vector de desplazamiento o vector
de incognitas, y el punto como superindice indica la diferenciacion con respecto al
tiempo. Las condiciones iniciales vienen dadas por:

2(0)=d,  @(0)=w, (5.5)

donde d y v son los vectores de desplazamiento y velocidad inicial respectivamente.
Los algoritmos de integracién temporal tienen la siguiente forma: d,, v, y a, son
aproximaciones dadas a x(t), ©(t,) y &(t,), respectivamente. Luego, d,, y v, se
obtienen a partir de combinaciones lineales de d,,11, V11 , ¥ @n11. Luego es necesaria
una ecuacion adicional para determinar a, ;. Esta ecuacion representa una version
modificada de la Ec.(5.4) de balance. Los algoritmos de integracion temporal se
definen para formas especificas de los desplazamientos y velocidades que modifican la
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ecuacion de balance de manera apropiada. Para el caso del algoritmo a generalizado,
la ecuacion de balance se expresa como:

M Apii1—any, + C ’Un+1—af + K dn+1—af = F(tn-i—l—af)u (56>
con,
1
d,.1 =d, + Atv, + At? {(—— )an+ a, } ,
+1 9 5 6 +1 (57>
Vpg1 = U, + Al [(1 - 7) a, + VanJrl] )
donde,
n+1 ay (]-_af) n+1+afdn7
'vn+1 ap — (]- af)vn+1 + afvna (5 8)
Qpy1— Qm (1 am)an—l-l + Oy Ay,

tn+lfo¢f = (1 - CVm)trH»l + aftn-
Con valores apropiados de v y [, si a,, = 0 el algoritmo se reduce a un método
HHT-o, oy = 0 produce el método WBZ-a, y con ay = a,, = 0 se obtiene un
algoritmo de la familia Newmark. El « generalizado es un método de precision de
segundo orden si:

1
7:§_am+&f7 (5.9)
y es incondicionalmente estable cuando:
1 1 1
< < — > — 4+ = — . 1

El radio espectral p,, es una medida de la disipacién numérica, un valor pequeno
del radio espectral corresponde a una mayor disipaciéon. El amortiguamiento en alta
frecuencia es en general deseable, y deberfa ser controlable para no introducir un
excesivo amortiguamiento en la regiéon de baja frecuencia. En términos del radio
espectral, un algoritmo con estas condiciones se encuentra cercano a la unidad.
Los coeficientes del algoritmo en términos del radio espectral vienen dados por las
siguientes ecuaciones:

Oy = ————, af = .
Poo +1 Poo + 1

(5.11)

Mediante un correcto valor del radio espectral los modos espurios pueden ser amorti-
guados. Ademas, cuando se resuelven problemas altamente no lineales, como el caso
de impacto, se ha demostrado que la disipacién numérica mejora la convergencia de
los algoritmos de resolucion [CH93|. No obstante la adicion de una disipacion exce-
siva no deberfa incurrir en pérdida de precisiéon o en la introducciéon de un excesivo
amortiguamiento en los modos de baja frecuencia.

5.5. Resultados numeéricos

Un nuevo diseno de vélvula fue propuesto para evaluar su comportamiento a
fatiga en la maquina de ensayos VTR, empleando las curvas de fatiga tension vs.
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niamero de ciclos a 600°C del material H854, (ver Fig. 5.13) obtenida en la maquina
de ensayos de fatiga ultrasonica. Las dimensiones de la geometria de la valvula se
muestran en el Apéndice D.

SR 11| I A
T TrASRRE P i
= e e il S A I A S
= Db Lo DT T s L e
S Dol Lo AR Do Je
‘» 300 |- e N Y R L A SR L T
8 L D opde
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200 Lo Lo Lo L iy
10° 10° 10’ 10° 10°

Numero de ciclos

Figura 5.13: Curva de fatiga: tension vs. nimero ciclos obtenida en la maquina de
fatiga ultrasonica a 600°C.

Por medio del MEF, y con el célculo de velocidad de asentamiento de la méquina,
presentado previamente en la Sec. 5.2.1, se estudiaron las tensiones que se generan
en una valvula durante el proceso de asentamiento. Para la simulacion se han tenido
en cuenta los efectos térmicos y un comportamiento del material elastico lineal.
La Fig. 5.14 muestra un detalle de la topologia de la malla empleada. Como se
puede apreciar, fue necesaria una reduccién en el tamano de los elementos en la
zona del cuello y asiento para una mejor aproximacion a las tensiones buscadas. Las
condiciones de borde e iniciales son las mismas que se presentaron en la Sec. 5.4.1.

Los primeros anélisis fueron desarrollados con un asentamiento concéntrico, es
decir, la valvula y asiento se encuentran perfectamente alineados en sus ejes longi-
tudinales. Luego, se llevaron a cabo simulaciones con una desalineacion del asiento,
o de asentamiento excéntrico.

El diseno final de la valvula fue obtenido mediante reducciones en el didmetro
del cuello (o zona de transiciéon) de una valvula convencional hasta estimar que con
el area resistente en el entallamiento se genere una tension de 350 MPa, un valor
ligeramente superior al de endurancia, ver Fig.5.13.

Luego, la Fig. 5.15 muestra la tensiéon en la direcciéon axial desarrollada en los
elementos mas solicitados que se encuentran ubicados en la zona del cuello. La
curva presenta un pico méximo de 350 MPa, aproximadamente, al momento de
producirse el asentamiento y luego contintia amortiguandose con algunas oscilaciones
de amplitud cada vez menor, hasta un valor igual al generado por el resorte cuando
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Figura 5.14: Modelo tridimensional de valvula. Topologia de malla.

la valvula esta cerrada. Esta tension variable en el tiempo es la que contribuiria
luego de un determinado ntmero de ciclos de trabajo, a una degradacion en las
propiedades del material culminando con la rotura final del componente por fatiga.
El paso de tiempo empleado en las simulaciones fue reducido, AT}, = 1x10~7, para

Tension [Pa]

Figura 5.15: Evolucién de la tension en la direcciéon

reducida.
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capturar las armonicas de alta frecuencia generadas por el impacto entre la valvula
y el asiento. Sin embargo, un paso de tiempo muy pequeno produce importante
oscilaciones numeéricas que en el problema real no ocurren; por ende, es deseable
tener control sobre la disipaciéon numérica en los modos de alta frecuencia.

Como en este modelo no se ha incluido la friccion de contacto, los efectos disi-
pativos que se producen en este componente se han tenido en cuenta introduciendo
amortiguamiento numérico a través del algoritmo de integracion temporal. En este
sentido, una tarea importante fue la determinaciéon de la relaciéon entre los parame-
tros de integracion del algoritmo « generalizado, presentado anteriormente en la Sec.
5.4.2. Tras realizar una serie de pruebas se adopté un radio espectral p,, = 0.0101
con un coeficiente ay = 0.01.

Atendiendo a los defectos constructivos que podrian generar flexion en el vastago
de la valvula, se analiz6 el efecto de una excentricidad lateral del asiento, desplazan-
dolo 0.06 mm en direcciéon horizontal, pero manteniendo la valvula sin inclinaciéon a
lo largo de su eje vertical, ver Fig. 5.19. La Fig. 5.17 muestra la tension desarrollada
en la direcciéon axial en los elementos del cuello, donde se destaca una flexion inicial
producto del asentamiento excéntrico, no observada en la Fig. 5.15. Sin embargo, el
pico maximo de tension oscila en el mismo valor que el del caso con asentamiento
concéntrico.

Desalineacion
- -

Figura 5.16: Excentricidad lateral.

5.5.1. AnaAlisis modal

Debido a que el disenio generado posee un vastago delgado en la zona del cuello, se
analiz6 su frecuencia propia de resonancia con el objetivo de conocer si la frecuencia
de excitacion exterior se encontraba cercana a la frecuencia natural de la valvula
pudiéndose originar resonancia. La Fig. 5.18 muestra el primer modo de oscilacion de
la valvula con una frecuencia natural de 653.7 Hz. El arbol de leva de la maquina gira
con una velocidad de 2500 rpm, es decir 41.6 Hz, por lo tanto, su frecuencia propia
de vibracién se encuentra lejana a la de excitacion, y una rotura por resonancia no
es esperable.
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Figura 5.17: Evolucién de la tensiéon en la direccion axial en la zona de seccion
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Figura 5.18: Analisis modal de la valvula ensayada en la VTR.

5.5.2. Analisis a fatiga por medio de un criterio de fatiga

multiaxial

Por medio del criterio de Crossland es posible analizar desde otra 6ptica el diseno
a fatiga de la valvula. Si bien existen muchas formualciones como las que se han
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mencionado en la Sec. 3.1.4; y que podrian haber sido seleccionados para predecir
los efectos de fatiga en este componente, el criterio de Crossland sigue siendo muy
utilizado en la actualidad y, dado que con este diseno particular de valvula, el estado
de cargas no es sustancialmente complejo, es decir, estan fase y son proporcionales,
el criterio de Crossland es completamente suficiente para un primer anélisis y ensayo
experimental.

El limite de endurancia en traccién-compresion a 600°C para el H854 es de
o_1 = 340 MPa aproximadamente, tal como lo muestra la curva de la Fig. 5.13.
Considerando el hecho que para la mayoria de los aceros de alta resistencia el limite
de endurancia en tension o_; es de alrededor 0.599 del de torsion 7_; [PDGT97,
FMP74, NK45], entonces, para el caso del H854 7_; = 203.67 MPa. De este modo
es posible calcular las constantes a y b que intervienen en el criterio de Crossland.
Sus valores numéricos son,

T — L

V3 (.0649492,
G (5.12)

3
b=71_1=203.66.

a =

Para el célculo de /Ja,, se utiliza: i) la curva de la evolucién de la tensién axial
mostrada en la Fig. 5.17 definida como funcién de las tensiones normales, esto es
9(Onormal), 1) las reglas de transformacion Ec.(2.36) y iii) el algoritmo incremental
presentado en la Sec. 2.

Para este disefio particular, el efecto de las tensiones cortantes es muy inferior
a la tension desarrollada en la direccion axil. De este modo, el tensor de tensiones
para el elemento més solicitado del vastago tiene la siguiente forma,

g(anormal) 0 0
o= 0 0 0]. (5.13)
0 0 0

Luego, es posible obtener su tensor desviador y la presion hidrostética méaxima.
Mediante el algoritmo incremental se obtiene la circunferencia que circunscribe al
camino de las tensiones. La Fig. 5.19 muestra en rojo, el camino de las tensiones y
en azul la circunferencia que lo circunscribe con un radio igual a \/Jp, = 284.052.
La desigualdad del criterio de Crossland toma los siguientes valores numéricos,

V/Joa + aPhmas < b => 306.784 < 203.66, (5.14)

y por lo tanto, es esperable una rotura por fatiga , ya que no se verifica la desigualdad.
Este hecho concuerda con un anélisis de tensiones uniaxial donde, facilmente se
puede observar que el pico maximo de la curva de evolucion de la tension se encuentra
por encima de la curva de endurancia.

5.6. Discusion

Con el diseno obtenido en base a los resultados numéricos que se mostraron
anteriormente, ver Fig. 5.20, se procedi6 a ensayar el diseno propuesto en la maquina

71



5. FATIGA EN VALVULAS DE MOTORES DE COMBUSTION INTERNA

T I I I T
1 1 1
200 - 1 1 1 T
| 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 [
- 1 1 1
1 1 1
L e E I [ - m o m My - - - - —
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
| 1 1 1
1 1 1
___________ - ! ! -
o 1 1 1
L 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
| 1 |
-1 rF------=---- i Saininlialint. Sullalin il T Ff---- -
1 1 1
1 1
1 [
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
=200 1 1 1 B
1 1 1
1 1 1 1 1
—200 - 100 [/} 104 200

Figura 5.20: Modificaciéon de la valvula en la zona de transicion entre el cuello y el
vastago.

VTR. La valvula estuvo en funcionamiento a una temperatura de 600°C en la zona
del cuello alcanzando una cantidad de 3 x 10° ciclos. Se observo que, la valvula
giraba durante el ensayo, condiciéon que no se ha modelado numéricamente. Tal
como reporta Jones [Jon80|, este proceso ayudaria a aumentar la vida a fatiga del
componente.

Finalmente, la valvula no sufri6 roturas ni fisuras luego de estar en funciona-
miento por mas de 20 hs. a 2500 rpm en la méaquina VTR. Las Figs. 5.21 y 5.22,
muestran la valvula luego de haber sido ensayada. Los diferentes colores que se apre-
cian son producto de los efectos de la oxidacion debido a las elevadas temperaturas
desarrolladas durante el ensayo. Las mediciones realizadas de la longitud total de la
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valvula, no indicaron fenémenos de plasticidad.

Figura 5.21: Imagen de la valvula luego de haber sido ensayada en la VTR.

Figura 5.22: Imagen de la cabeza de la valvula luego de haber sido ensayada en la
VTR.

5.7. Conclusiones

En este trabajo se detallan resultados numeéricos y experimentales de una valvula
de motor de combustion interna. Mediante un analisis tridimensional de elementos
finitos fue posible estudiar el proceso de asentamiento concéntrico y excéntrico. Se
mostré que el corrimiento horizontal del asiento, genera una flexion al momento del
impacto, pero el valor del pico maximo de tensién se mantiene igual al modelo de
asentamiento sin excentricidad.

Las temperaturas obtenidas mediante el modelo térmico desarrollado en la Sec.
5.3.2 y con los parametros de transferencia térmica propuestos, ha mostrado una
buena correlacion con los resultados experimentales en la valvula testigo.
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El modelo dinamico del tren de valvulas fue validado satisfactoriamente con los
resultados obtenidos en forma experimental.

Se ha observado un gran desgaste en el asiento, 70um, lo que contribuye a un
cambio en la luz de valvula y a la disminucién de las tensiones desarrolladas.

El valor de tension con el que se ha diseniado la valvula fue ligeramente superior a
la curva de endurancia, con lo cual, el diseno propuesto se encuentra en la zona donde
el material deberia econtrar una rotura por fatiga. Segin los resultados obtenidos
mediante el calculo del criterio de Crossland, una rotura serfa esperable para el nivel
de tensiones desarrollados durante el proceso de asentamiento. Esto no concuerda
con los resultados de los ensayos, donde no hubo evidencia alguna de rotura. Por
lo tanto, para una afirmaciéon de las conclusiones y discusiones presentadas en este
capitulo, es necesario realizar una mayor cantidad de experimentos y mediciones en
la VTR que hasta el momento no se ha podido materializar.
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Parte 11
EL PROBLEMA DE CONTACTO
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Capitulo 6

Contacto mecanico

6.1. Estado del arte

La mayoria de las areas de investigacion que involucran la simulacién numérica,
actualmente tienen como objetivo incrementar la precision y robustez de los codigos
numéricos, reducir el costo computacional y los requerimientos de memoria. En este
contexto se enmarcan los problemas relacionados con contacto. Debido a su fuerte
no linealidad, en especial en aquellos casos en que se contempla friccion, resolver
este tipo de problemas con el MEF presenta muchas dificultades, como ser: i) mal
condicionamiento de las matrices; ii) susceptibilidad a inestabilidades numéricas;
y iii) complejidad y costo de los algoritmos de busqueda. A pesar de los esfuerzos
realizados, la resolucion de este tipo de problemas no ha alcanzado la misma precision
y robustez que otras aplicaciones del MEF a problemas no lineales.

Los principales problemas asociados a los algoritmos de contacto se asocian a los
criterios de busqueda y en los métodos utilizados para imponer las condiciones de
contacto. El mejoramiento de los algoritmos en estas dos areas conlleva un enorme
impacto en la robustez y eficiencia de los cédigos.

6.1.1. Modelo mecanico

Dos cuestiones diferentes pueden ser identificadas en el anélisis de problemas de
contacto. La primera esta relacionada con el desarrollo de un modelo mecanico y una
formulacién matemética que caracterice el comportamiento de los cuerpos en contac-
to considerando grandes o pequenas deformaciones. Una rigurosa formulacion para
problemas elasticos con pequenas deformaciones puede ser encontrada en [KO88|, en
tanto que para problemas con grandes deformaciones se hallan en [AC91, SL92|. La
segunda cuestion tiene que ver con la resolucion especifica del problema numérico.
Asimismo, las formulaciones que se propongan deben ser consistentes para integrar
el contacto con las ecuaciones clésicas de la mecéanica del s6lido, con el fin de evitar
un tratamiento extremadamente sofisticado.

Durante el proceso de deformacion de los cuerpos, se requiere de un conjunto de
ecuaciones que satisfagan los principios de equilibrio y las caracteristicas de todos
los procesos termomecanicos involucrados. El conjunto de ecuaciones que definen
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el modelo mecénico del problema es usualmente divido en dos grupos: i) ecuacio-
nes de equilibrio y condiciones de borde; y ii) ecuaciones constitutivas. El primer
grupo garantiza el equilibrio del medio continuo y la compatibilidad con las condi-
ciones de borde aplicadas. El segundo grupo establece la relacion entre los campos
de tension y los de deformacion, asociado con la configuraciéon de equilibrio. Esta
tltima es usualmente vinculada a un modelo constitutivo material. Para materiales
metalicos, la deformacion puede ser divida en dos fases distintas. La primera co-
rresponde a deformaciones elésticas, y se caracteriza por una relacion lineal entre
los campos de deformaciones y tensiones. La segunda fase se caracteriza por de-
formaciones elastoplasticas irreversibles descritas por diferentes criterios de fluencia
[AOMO4b, AOM04a, Lub90, SHI8, AL06|. Ademaés, en ciertos casos pueden ser in-
cluidas propiedades anisotropicas en el comportamiento mecéanico [YYCB99, GW02].
En esta Tesis, no se ha tenido en cuenta efectos de plasticidad en los ejemplos nu-
méricos presentados.

6.1.2. Cinematica del contacto

La superficie de contacto entre dos cuerpos puede ser descrita por: i) funciones
analiticas; ii) superficies paramétricas, NURBS, Splines, Bézier, subdivision de su-
perficies, interpolacion de Clough-Tocher, etc.; iii) datos de puntos distribuidos y
iv) elementos finitos, que definen una geometria por discretizacion de la zona de
interés con una malla de elementos finitos. Cada una de estas estrategias presenta
ventajas e inconvenientes, e imponen requerimientos especificos a las formulaciones.
Un estudio comparativo de las diferentes estrategias mencionadas puede encontrarse
en [San93, SM95, LS86].

A modo de resumen, puede decirse que el uso de funciones analiticas que repre-
sentan la superficie de contacto, simplifican notablemente el tratamiento numérico
y conducen a algoritmos de biisqueda mas rapidos, pero su uso es limitado, pues
presenta enormes dificultades para la descripciéon de geometrias complejas. Por su
parte, las superficies paramétricas permiten una transferencia directa de la informa-
cion desde los sistemas CAD, pero exigen algunos cuidados especiales por ejemplo,
con datos de puntos distribuidos es imposible describir superficies verticales. El
MEF permite la representacion de cualquier geometria. No obstante, los algoritmos
de busqueda presentan un costo computacional mas elevado, y la representacion pre-
cisa de superficies curvas depende fuertemente del ntimero de elementos utilizados,
siendo exacto tnicamente para un nimero infinito. A pesar de esto, el MEF es el
método adoptado en la mayoria de los codigos utilizados en simulacion numérica de
la actualidad.

Para la descripcion del desplazamiento relativo entre dos cuerpos en contacto
con el MEF, uno es seleccionado como de referencia y el otro como esclavo; a esta
estrategia se la denomina master/esclavo [HGB85|. El primer algoritmo desarrollado
con esta idea asociaba a cada nodo de la superficie esclava un nodo de la superficie
master, y por este motivo se los denomina algoritmos nodo-nodo. Este tipo de
solucion es aplicable inicamente a problemas de pequenas deformaciones, pues tiene
fuerte dependencia de la topologia de la malla. Con posterioridad se desarrollaron
los del tipo nodo-segmento, donde cada nodo esclavo se asocia a una zona de un
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segmento master [HGB85].

En estos algoritmos se requiere comenzar la iteraciéon de bisqueda identificando
cada superficie de contacto. Esta seleccion depende del tipo de superficie de contac-
to y de la malla utilizada, es decir, si ambos son deformables y discretizados con
elementos finitos de diferente dimension, la superficie master deberia ser aquella con
la malla mas gruesa, pues con la técnica master/esclavo no se verifica si la superficie
master penetra a la esclava. De hecho, en problemas donde los cuerpos son deforma-
bles, esta estrategia puede dificultar la evaluacion de las restricciones asociadas al
problema [BN91, WN97|. El principal inconveniente de la estrategia nodo-segmento
es que no se garantiza que una superficie plana transmita una presion de contacto
uniforme a otra superficie plana [EBO1]; en otras palabras, esta estrategia no supera
los denominados tests de la parcela de contacto [ZDL09, TP91].

Los algoritmos nodo-segmento de doble pasada intentan evitar esta dificultad en
la evaluacion de las variables de contacto unilaterales manteniendo la simplicidad de
la estrategia nodo-segmento. El algoritmo de busqueda de contacto local se realiza
para ambas superficies en el mismo incremento en dos pasos, esto es, considerando
que la superficie esclava se transforme en master y viceversa [ZW99).

Otro algoritmo de aproximaciéon es el denominado segmento-segmento, que
supera las dificultades asociadas a los del tipo nodo-segmento integrando las restric-
ciones relacionadas al contacto considerando mas informacién que la de un simple
nodo. La calidad de la soluciéon depende del tipo de integracion numérica seleccionada
para evaluar las fuerzas de contacto [EBO1]. Otros tipos de algoritmos emplean una
interface de contacto intermedia sobre la cual se definen las variables de contacto. La
efectividad del algoritmo depende de como sea definida dicha superficie [SWT85].
Este método forma las bases de los denominados métodos mortar, que permiten una
evaluacion eficiente de las presiones de contacto en mallas no conformes, sea en dos

[BHLO8, MLO0O] o en tres dimensiones espaciales, [YLMO05, YL09, PL04, PTSO0S|.

Los algoritmos de bisqueda en el MEF deben ser simultaneamente precisos y
eficientes para una répida identificacion de las potenciales zonas de contacto. Los
algoritmos de busqueda se dividen en dos grandes grupos: los de busqueda global
y los de biisqueda local. Los algoritmos de busqueda global deben identificar, para
cada nodo del cuerpo deformable, todos los potenciales elementos o superficies de
contacto. Los de busqueda local identifican entre los candidatos seleccionados aque-
llos nodos que estableceran contacto. El proposito de la utilizacion de un algoritmo
de busqueda global es la de mejorar la eficiencia del c6digo, minimizando el niimero
de operaciones del algoritmo de busqueda local. No obstante, debe ser lo suficien-
temente preciso para no excluir de la seleccién a cualquier elemento o superficie
potencial de contacto [LBZ01]. Para el caso de auto-contacto, la complejidad de im-
plementacion de un algoritmo de busqueda se incrementa notablemente. La mayoria
de los algoritmos de biisqueda global se basan en la particiéon del dominio espacial en
una estructura de parches (o su equivalente en inglés, patches) como fue propuesto
inicialmente por Belytschko et al. [BL87], en tanto que otras formulaciones pueden
ser encontradas en [ZN94, BO04, XFMNO98, WCY01|.
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6.1.3. Meétodos de regularizacion

La formulaciéon variacional del problema de contacto puede escribirse como un
problema de optimizacién sujeto a restricciones de desigualdad. Matematicamente,
el problema de contacto puede ser interpretado como un sistema fisico definido por
una desigualdad variacional. La caracteristica mas relevante es que su soluciéon esta
asociada a restricciones fisicas que a su vez, dependen directamente de la solucion.
Usualmente, la incorporacion de variables duales apropiadas permite transformar la
desigualdad en una igualdad variacional sin una pérdida de generalidad del proble-
ma. En otras palabras, resolver el problema de contacto corresponde a minimizar
la energia total del sistema admitiendo que esta sujeta a restricciones impuestas
con desigualdad que se encuentran asociadas a la funciéon de distancia normal y al
deslizamiento.

El problema de contacto es no lineal y no diferencial. Por lo tanto, un método del
tipo Newton-Raphson no podria ser aplicado directamente para resolver el proble-
ma de contacto. Una de las primeras técnicas usadas fue el método de eliminaciéon
directa de variables dependientes, en el cual la solucién es iterativamente aproxi-
mada a través de una funcién prueba-error, también conocidad como trial-error.
Cuando todas las condiciones de contacto, incluyendo las de fricciéon, se satisfacen,
el proceso iterativo finaliza. Este método es de facil implementacion, pero demanda
de una solucién exacta de los algoritmos de busqueda, en caso contrario, aparecen
problemas de convergencia y las penetraciones iniciales se mantienen en el resultado
final [ XDTO03].

El método de penalidad, propuesto por Courant en 1948, aproxima una funcion
sin restricciones adicionando a la funcién objetivo un término que esta asociado a la
violacion de la restriccion. Esta penalizacion es introducida por un parametro nu-
mérico arbitrario conocido como factor de penalidad. Por medio de este método se
obtiene un sistema de ecuaciones donde las incégnitas son inicamente los desplaza-
mientos. Es importante mencionar que la solucién obtenida satisface las restricciones
de manera aproximada. Unicamente para valores infinitos del parametro de penali-
dad se obtiene la soluciéon exacta, pero esto generaria un mal condicionamiento de las
matrices con la subsecuente pérdida de precision en los resultados. Por el contrario,
valores muy bajos de la penalidad generan una penetracion muy grande entre los
cuerpos [KO88|. Cuando se utiliza este método en la resolucién de problemas con
friccion, algunos autores prefieren denominarlo método de las penalidades, ya que
en la regularizacion de la ley de friccion de Coulomb el parametro de penalidad es
diferente al de la funcién objetivo [Ala93)].

La formulacion del problema de contacto relacionado a un problema de optimi-
zacion no lineal permite el uso de métodos con una formulaciéon matemaética sélida.
La mayoria de ellos son derivados de problemas de optimizacion donde las restriccio-
nes del funcional son igualdades. Sin embargo, dado que en el caso de contacto las
restricciones son desigualdades, es necesario establecer alguna estrategia para ob-
tener un funcional con restricciones de igualdad. Basados en asumir que es posible
resolver un problema sin restricciones, los métodos de regularizaciéon transforman el
problema original, con restricciones de desigualdad, en una secuencia de problemas
sin restricciones que converge a la misma soluciéon que el problema original. Dicha
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secuencia puede ser obtenida adicionando a la funcién objetivo, una funcién que
penaliza la violaciéon de la restriccion en cada punto.

En el método de barrera, el problema sin restricciones se obtiene adicionando
a la funcién objetivo un término que favorece la soluciéon en la regiéon admisible en
detrimento de aquellas que estédn en el limite. Asociado a este método existe un
parametro numérico que especifica la severidad de la barrera y, consecuentemente,
cuan cerca se encuentra el problema sin restricciones del original. Al igual que en el
método de penalidad, cuando este parametro tiende a infinito, la aproximacion es
mas precisa [Lue84|. Debido a los problemas de convergencia, el método de barrera
suele combinarse con un lagrangiano aumentado [SBS95].

El método de los multiplicadores de Lagrange asocia un problema de optimiza-
cion sujeto a restricciones a un problema dual para el cual las incognitas son los
multiplicadores de Lagrange del problema original y los desplazamientos. Una de-
sigualdad activa es tratada como una igualdad, excepto en la condiciéon impuesta
para los multiplicadores de Lagrange. Este método garantiza el cumplimiento to-
tal de las restricciones de contacto y por lo tanto, no se produce penetraciéon entre
los cuerpos. Como desventaja, la dimension de las matrices de rigidez elemental y
global se incrementan debido al uso de variables adicionales, los multiplicadores de
Lagrange, a lo cual debe sumarse que la matriz de rigidez global puede presentar
términos nulos en la diagonal [LO94].

Los métodos hibridos tratan de combinar las ventajas de los métodos de pe-
nalidad y los de multiplicadores de Lagrange. El primer método hibrido utilizado
en contacto mecanico fue un lagrangiano perturbado, que introduce un término de
regularizacion en el método de los multiplicadores de Lagrange, permitiendo una
evaluacion mas precisa de las fuerzas de contacto [SBS95|, a pesar de lo cual sigue
siendo sensible al pardmetro de penalidad [Wal95|. Esta sensibilidad se evita por
medio del método del lagrangiano aumentado, originalmente propuesto por Esténse
y Powell en 1969 y utilizado en problemas de optimizacién sujeto a restricciones con
igualdad. La idea béasica es adicionar penalizacion a las restricciones del lagrangiano
para obtener una funcién objetiva convexa en la vecindad de la solucion.

La principal ventaja de los métodos con lagrangianos aumentados es que permite
obtener soluciones precisas satisfaciendo las restricciones de manera exacta para un
amplio rango de parametros de penalidad [SL92|. Ademas, las matrices jacobianas
se encuentran mejor condicionadas que las obtenidas por medio del método de pe-
nalidad. Como desventaja, presenta un incremento en la dimensién del tamano de
las matrices, ya que a las incognitas de los desplazamientos se suman los multipli-
cadores de Lagrange. Este método fue aplicado primero a problemas de contacto
unilaterales y luego al caso de contacto con friccion [AC91]. Algunos autores sue-
len combinarlo con un algoritmo denominado Usawa, que resuelve el problema de
equilibrio asumiendo un valor fijo para el lagrangiano aumentado [GL89|. Luego,
la estimacion para los multiplicadores del lagrangiano es actualizada y un nuevo
problema de equilibrio es resuelto hasta que los multiplicadores alcanzan un valor
por debajo de una tolerancia prefijada. Este procedimiento puede ser muy caro en
la busqueda de la solucion [CHO2| y no es ampliamente utilizado.
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6.1.4. Algoritmos de integracion

Los problemas de contacto se caracterizan por tres tipos diferentes de no lineali-
dades: 1) geométricas, resultante de la descripcion cinematica; ii) material, asociada
con los modelos constitutivos y iii) modelado de la friccion. Estas no linealidades con-
tribuyen a inestabilidades numéricas y dificultades de implementacion. Para abordar
el problema es necesario recurrir a procedimientos incrementales, usando algoritmos
de integracion numérica robustos y estables. Los algoritmos generalmente aplicados
se relacionan con dos posibles descripciones cineméticas del problema: cuasi estética
o dinamica.

En la formulacién cuasi estatica, los términos de inercia en la ecuacion de equili-
brio se desprecian. Los algoritmos de integracion utilizados en esta formulacion son
en general implicitos. Estos aseguran el equilibrio de la estructura en cada incremen-
to de tiempo. La medida del incremento puede ser predefinida o automaticamente
pre-seleccionada. Una reducciéon del paso de tiempo facilita la convergencia, a ex-
pensas de incrementar los tiempos y demandas computacionales [Tek00].

A pesar de las desventajas mencionadas, muchos autores desarrollan sus codigos
de manera implicita en espera de que el incremento de la eficiencia y capacidades
de las computadoras digitales inviertan esta situacion [Tek00, Bat04].

El algoritmo més popular para la soluciéon de problemas cuasi-estéaticos es el
de Newton-Rapshon. Este algoritmo requiere de una solucién inicial para definir
la direccion de busqueda y la convergencia del método depende fuertemente de la
solucion inicial.

En formulaciones dinamicas, las ecuaciones de equilibrio contemplan los térmi-
nos de inercia. Normalmente, los algoritmos de integraciéon utilizados son del tipo
explicitos y el proceso se divide en incrementos de pasos de tiempo, al igual que los
cuasi estaticos.

En este capitulo no se presentan soluciones dinamicas en los ejemplos propuestos,
razon por la cual no se desarrollara un estado del arte relacionado a estas cuestiones,
y se deja al lector interesado que consulte la bibliografia relacionada con el tema
[Tek00, RZOP01, FGWT95, Bat04], como asi también el Cap.6 de esta Tesis, donde
se hace una breve descripcién de algoritmo de integraciéon temporal implicito «
generalizado.

6.1.5. Friccion

La primera formulacion matematica del fenémeno de contacto con friccion fue
propuesta hace méas de 200 anos en los trabajos de Coulomb, en 1779, y de Hertz
en 1781. Sin embargo, a pesar de lo inmensos esfuerzos realizados para explicar la
naturaleza fisica de la friccion, hasta el dia de hoy no se encuentra un consenso
universal sobre alguna teoria matematica o fisica que describa apropiadamente este
complejo proceso. El hecho de que la friccién sea influenciada por la interaccion
de diferentes propiedades de los materiales también incrementa la dificultad en el
modelado, por su fuerte correlaciéon entre las propiedades reologicas y tribologicas
[FMF*01]. El comportamiento tribologico es funcion de las interacciones entre una
enorme cantidad de pardmetros que cambian a lo largo del proceso de contacto,
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siendo necesario realizar una gran cantidad de ensayos experimentales midiendo la
presion de contacto, los niveles de deformacion plastica, los cambios geométricos,
la velocidad de deslizamiento, la rugosidad de las superficies y las condiciones de
lubricacion para la determinaciéon de valores globales para los coeficientes de friccion.
Debido a la cantidad de informacion requerida y la complejidad de los ensayos
experimentales, es usual que haya una gran incertidumbre acerca de los resultados
obtenidos.

La friccién es modelada en la mayoria de los casos por medio de la ley de
Coulomb. Si bien esta ley es aproximada, ya que entra en juego solo un coeficiente
de friccion, permite describir relativamente bien el fenémeno para una amplia gama
de aplicaciones [Ala93|. En esta ley, la fuerza de contacto normal es independien-
te de las de friccion y en ello radica su caracter no asociativo con un sistema de
ecuaciones linealizadas no simétricas [Mor79|. La consideracion de la friccion es la
mayor responsable de la degradacion de la convergencia global de los algoritmos de
contacto |[EKA97].

6.2. Descripcion del problema de contacto

Sea el contacto entre dos cuerpos flexibles B¢, con a = 1,2, utilizado para
identificar los cuerpos como se indica en la Fig. 6.1. Cada uno de ellos, en la con-
figuracion de referencia y en el instante de tiempo ¢ = 0, tienen un dominio (2§
en R con una superficie de frontera suave 9¢2$. Durante un determinado inter-
valo de tiempo ¢t € [0,7], el movimiento de los cuerpos estd dado por el mapeo
X 28 x [0,T] — R3, donde 2F = 25 U 9625 El mapeo x® transforma la posi-
cién de referencia X € 2§ en los puntos x* € 2% de la configuracion actual ¢
del cuerpo «, en el instante de tiempo ¢, donde x* = x*(X“,¢). Luego, la frontera
de los cuerpos 0£2% se divide en tres regiones disjuntas I’ para la condicién de
Dirichlet, I'S" para la condicién de Neumann y I'% para la condicién de contacto.
Ademés, la funcion ¥ : A representa una parametrizacion de la superficie de frontera
de contacto del cuerpo B2, ver Fig. 6.1.

6.2.1. Ecuaciones de gobierno para el contacto entre dos cuer-
pos flexibles
La solucion del campo de desplazamiento u® debe satisfacer los principios de
balance de cantidad de movimiento y las condiciones de borde impuestas para cada
uno de los cuerpos flexibles B® involucrados en el proceso de contacto.

La ecuacion de equilibrio sin debilitar y las condiciones de borde de Dirichlet y
Neumann pueden expresarse de la siguiente manera:

divfe®] +b% = 0 en 29
u = u” en I, (6.1)
o n*=t* enl?,
donde o es el tensor de tensiones de Cauchy, b* es la fuerza de cuerpo, t* una
presion exterior y u® un desplazamiento impuesto.
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nA

Figura 6.1: Notacion utilizada para la descripcion de los cuerpos en contacto. Uni-
camente se muestra la configuracion actual.

El tensor de deformacion €, que tiene en cuenta efectos no lineales geométricos,
se define por:

eY = %[grad (u®) + grad " (u®) — grad T (u®) - grad (u®)], (6.2)

donde los simbolos de grad y div de las Ecs.(6.1, 6.2) denotan los operadores gra-
diente y divergencia evaluados en la configuracion actual, respectivamente. La re-
lacion entre las tensiones y deformaciones se establece mediante la ley de Hooke,
o® =C*: €% donde C es el tensor constitutivo de cuarto orden [Ogd84, Mal69|.
La forma débil de la Ec.(6.1) sienta las bases mateméaticas para la utilizacion
del MEF. El problema de contacto se puede expresar como el siguiente problema de
minimizacion,
min {Hint,ext + Hc}

(6.3)
t.q. gy <0

donde IT™** eg la energia potencial total de las cargas interiores y exteriores, IT¢
es la energia potencial de contacto y gy la penetracion. Por medio de espacios de
desplazamientos apropiados para u® y para los desplazamientos virtuales du®, el
principio de los trabajos virtuales para cada uno de los cuerpos en contacto puede
ser escrito como:

SIT(u®, 0u®) = SIT (u®, 5u®) + SIT¢(u®C, su®c) = 0, (6.4)

donde los desplazamientos en la frontera de contacto I. son denotados por u™¢, I1
es el potencial total. El primer término de la Ec.(6.4) representa el trabajo virtual
de las cargas interiores y exteriores, cuya expresion es la siguiente:

SIT (u®, fu®) = / o : 9 — pb - du]dS2 — / t-ou” ds, (6.5)

[0 o
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mientras que el segundo término corresponde al trabajo virtual asociado con las
tensiones de contacto y definido como:

I (u™e, du™c) = —/ [t - du™c] ds. (6.6)
Para el tratamiento de las ecuaciones de contacto incluyendo efectos de friccion,
es conveniente descomponer al vector traccion de Cauchy t en una componente
normal y otra tangencial a la superficie de contacto, esto es, t = tr + (t - n)n.
Mediante un procedimiento anélogo se hace lo propio con el desplazamiento virtual
du™® = ndgy +0g7°. De esta forma, la contribucion del contacto puede reescribirse
de la siguiente manera:

ST (U™, du™’) = —/ [tnOgN" + tr - 0g7°] ds, (6.7)

c

donde ¢t = t-n. Las restricciones de contacto son impuestas por las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

gN S O, tN 2 0, tNgN =0 en Fc. (68)

Estas ecuaciones imponen la condicién que los dos cuerpos en contacto pueden se-
pararse, pero no penetrar uno en el otro. En otras palabras, dos cuerpos pueden
comprimirse entre si pero sin penetracion. De este modo hay dos situaciones posi-
bles: i) cuando gy = 0 y ty > 0 hay contacto, mientras que ii) cuando gy < 0y
tny = 0 no hay contacto. La condicién complementaria, tygy = 0, impone que gy y
tny no pueden ser simultaneamente nulos.

Las condiciones de KK'T generan un principio de desigualdad variacional y, por
lo tanto, es necesario recurrir a algin método de regularizacion que describa las can-
tidades de contacto necesarias para la implementacion en un programa de elementos
finitos.

El principio de los trabajos virtuales varia segtin el método de resolucion, siendo
los tres métodos maéas utilizados de representacion del contacto los enumerados a
continuacion,

1. Penalidad. El desplazamiento es la tinica variable y no resulta dificultosa su
implementacion. Permite la penetraciéon entre los cuerpos. El factor de penali-
dad € es adoptado en forma relativamente arbitraria, aunque puede presentar
problemas de mal condicionamiento. Su expresiéon matemaética es la siguiente,

- 1
ST (uw) = SIT"* 4 56/ egrds = 0.

c

2. Multiplicadores de Lagrange. Evita el problema del mal condicionamiento
y la penetraciéon. Generan un incremento en la dimension de las matrices. Su
expresion matematica es la siguiente,

SIT(w, \) = OIT™ewt 4 6/ Agnds = 0.
I,
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3. Lagrangiano Aumentado. Combina el método de penalidad con el de mul-
tiplicadores de Lagrange. Su expresion matematica es la siguiente,

4 1
SIT(w, \) = SIT™=t 4 59 {egn + Agn }ds = 0.
Ie

6.3. Contacto entre un cuerpo flexible y uno rigido

En esta seccion se presenta una nueva aproximacion para resolver problemas de
contacto con fricciéon entre un cuerpo flexible y otro rigido en forma monolitica,
utilizando un lagrangiano aumentado con la incorporaciéon de dos multiplicadores
de Lagrange. El método se basa en algunas de las ideas desarrolladas en el trabajo
de Areias et al. [ACASCAO04].

Considerando el contacto entre un cuerpo rigido y otro flexible el problema del
equilibrio es resuelto tnicamente para el cuerpo deformable facilitando de mane-
ra considerable la formulacion. Las condiciones de borde asociadas al contacto con
friccion son definidas con las variables cinematicas que describen el desplazamiento
relativo de los cuerpos y las variables estaticas que aparecen durante cada interac-
cion. Estas variables permiten definir restricciones por contacto unilateral y contacto
con friccion. Para este tltimo caso, la simplicidad de la teoria de contacto unilateral
se pierde debido a las caracteristicas no conservativas de las fuerzas involucradas en
el proceso.

El problema de contacto en su forma débil, conjuntamente con las ecuaciones
béasicas de elasticidad fueron descritas en la Sec. 6.2.1. En lo siguiente, se presentaran
las condiciones unilaterales para el problema de contacto con fricciéon. Tomando un
dominio 2 de RY, d = 2 o 3, ver Fig. 6.2. El dominio {2, considerado flexible, se

[k

. 0 | R

I'e
Ie

Fundacion Rigida

Figura 6.2: Contacto entre un cuerpo elastico y una fundacion rigida.

encuentra en contacto con una fundacion rigida. Luego, la frontera 0f2 se divide en
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tres fronteras disjuntas I',, I, y I, sobre las cuales se definen las condiciones de
contacto y las de borde enumeradas a continuacién:

1. Condiciéon de borde de Dirichlet, donde el cuerpo se fija en la frontera I,
u=0 en [, (6.9)

2. Condicion de borde de Neumann, sobre la frontera I, donde se aplica el vector
traccion,
o-n=t en I, (6.10)

en la cual n es el vector normal a la frontera y t representa el vector traccion.
3. Condiciones de contacto sobre la superficie de contacto I.. Se basan en la
definicién de restricciones con desigualdad,

gN S 07
tn >0 en [, (6.11)
gnty = 0.

Teniendo en cuenta un contacto normal, esto es, la superficie de contacto de los cuer-
pos son planas y paralelas, inicamente la componente normal del vector traccion,
ty =t-n y la penetracion entre los cuerpos gy, son tenidas en cuenta.

6.3.1. Tratamiento de las desigualdades

Una expresion general del problema de contacto con restricciones de desigualdad
en forma discreta puede ser expresado como,

min I7(x) Ve,

t.q. gn(x) <0, (6.12)

donde gy () es la penetracion, funcion de un determinado vector & de dimension n.
Utilizando la técnica de multiplicadores de Lagrange, el problema de la Ec.(6.12)

puede ser resuelto introduciendo una variable A, el multiplicador de Lagrange, aso-

ciado a gy, la que transforma el problema en otro equivalente sin restriccion,

Lz, \) = I(x) + Agn (). (6.13)

donde L se lo conoce como lagrangiano del problema.

La técnica del lagrangiano aumentado usualmente se combina con un algoritmo
denominado Usawa, ver [Ber84|. Este consiste en un algoritmo de doble lazo en el
cual, el multiplicador de Lagange A se mantiene constante durante una iteracion,
resolviendo la forma débil del problema variacional en un lazo interno. Luego, dentro
de un lazo externo, el multiplicador de Largangre se actualiza a un nuevo valor. Para
evitar la complejidad de implementacion de este tipo de algoritmos, en esta Tesis
se propone resolver el problema de contacto con una estrategia estandar iterativa
Newton-Rapshon monolitica.
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6.3.2. Version slack del lagrangiano aumentado

La desigualdad de la restriccion puede transformarse en una igualdad, sin pérdi-
da de generalidad del problema introduciendo un escalar s denominado slack, como
cominmente es citado en la literatura referida a problemas de contacto y de opti-
mizacion. Reescribiendo la Ec.(6.12), se obtiene la siguiente ecuacion:

min [1(x),
t.q. gn(x)+s=0, (6.14)
y s>0.

Luego, un segundo multiplicador de Lagrange \; es introducido en el caso que s < 0
v A1 < 0. De esta manera, el funcional aumentado incluyendo la variable slack y el
segundo multiplicador de Lagrange resulta en:

I (z) + (kAd1 + §¢1¢1 + kA1s), t.q. cq,

6.15
H(CC) + (k)\(bl + §¢1¢1) t.q. Cy, ( )

L(x, s, \,\) = {

donde la restriccion con la variable slack es definida como ¢ = gy(x) + sy, ¢1 =
[s<006s=0yA <0lyca=[s>006s=0y A > 0]. Aqui la abreviatura t.q.
indica tal que.

El lagrangiano aumentado mejora la relacion de convergencia mediante la incor-
poraciéon de un factor k, que adiciona convexidad al sistema. Los términos afectados
por k en el lagrangiano aumentado pueden observarse en la Ec.(6.15).

Los algoritmos de busqueda y la cinemética de contacto no son los objetivos que
se plantean en esta seccion, sino que se pondréa énfasis en la evaluacion del desempeno
del lagrangiano propuesto en la Ec.(6.15). Por esta razon, la formulacion se encuentra
limitada a problemas que involucran el contacto entre un cuerpo rigido y otro flexible,
ambos con interfases de contacto planas. Mas adelante, el lagrangiano propuesto en
la Ec.(6.15) sera utilizado en casos mas generales donde los cuerpos involucrados en
contacto sean flexibles y cuyas interfases de contacto no sean necesariamente planas.

Desplazamientos virtuales generalizados aplicados a la Ec.(6.15) generan un sis-
tema de ecuaciones no lineales. La solucion aproximada se define como (x*, s*, ¥,
A}), y es corregida en forma incremental como,

T ="+ Ax,
s = 5"+ As,
6.16
A=A+ AN, (6.16)
AL = Al + AN

Luego de manipulaciones algebraicas, un sistema de ecuaciones linealizado es obte-
nido de la siguiente manera,

kBBT kB kB 07] [Ax LA+ o)k
kBT k ko k| |As| kM 4k +é)
kBT k0 0| |An|T k) ta- o (617)
OT k’ 0 0 A)\l k’S
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kBBT kB kB 07] [Ax LA+ o)k

kBT k k0| |As| | kO\+60)

BT k0 0| || T ke b4 C2 (6.18)
0" 0 0 k| |Axn kA

siendo Az, As, AN, A\, las soluciones del sistema de ecuaciones linealizado,
Ecs.(6.17, 6.18). Aqui, B es la matriz gradiente de las restricciones tal que B =
0¢1/0q, y q es el vector de grados de libertad generalizados ordenado de la siguien-
te manera: ¢ = [z s A \]7.

Las matrices de las Ecs.(6.17, 6.18), dependiendo de las condiciones ¢; y ¢,
representan la matriz tangente referida a la contribucion del contacto, mientras que
el miembro derecho corresponde al vector de fuerzas internas.

La solucion del sistema de ecuaciones se obtiene por medio de un esquema
iterativo monolitico Newton-Raphson, que difiere del propuesto por Areias et al.
[ACASCAO04] en las condiciones de activacion-desactivacion de los multiplicadores
de Lagrange. De esta manera, ademés de cumplir exactamente las restricciones, es
posible evitar las condiciones de KK'T con una reducida complejidad en la implemen-
tacion computacional. Como desventaja, se obtiene un sistema con un incremento
en la dimension de las matrices.

6.3.3. Cinemaética del contacto

La evaluacion del vector normal a la superficie de contacto en un caso tridimen-
sional se realiza a través de la division de la superficie en tridngulos sencillos. Por
ejemplo, en un elemento hexaédrico, la superficie de contacto se subdivide en dos
triangulos planos tal como lo muestra la Fig. 6.3. Para computar el vector normal
unitario m, es necesario primero calcular los vectores tangenciales a la superficie del
elemento triangular, esto es,

_ To — X
a, = Ty — &, alim,
2 — I
B E3 — @ (6.19)
ay; = T3 — &1, azzm,

donde x; representa el vector de coordenadas nodales de la cara del elemento he-
xaédrico, ver Fig. 6.3. Luego, el vector normal unitario n es:

aj; X as

n (6.20)

e xa |

6.3.4. Contacto con friccion

En el caso de tener en cuenta los efectos de friccion, aparecen restricciones de
desigualdad tanto en la direcciéon normal como en la tangencial de la interfase de
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Superficie de contacto

Figura 6.3: Definicién del vector normal n.

contacto de los cuerpos, con una alternancia de dos estados, uno denominado sti-
cking, cuando no hay desplazamiento relativo de los cuerpos y el otro sliding, cuando
existe un deslizamiento tangencial.

Cuando la fricciéon se asocia a problemas de contacto unilateral, se producen
algunas dificultades numeéricas relacionadas con el estado de stick, esto ocurre debido
a que, en la ley de friccion de Coulomb, los desplazamientos son nulos para un nodo
que se encuentra en estado de stick con un valor de rigidez infinita, resultando en
una matriz tangente mal condicionada. Por otro lado, en una condiciéon de slip, no
hay relacion entre la fuerza tangencial y el desplazamiento en la misma direccion,
sino que la dependencia viene dada por el valor de la fuerza de contacto normal. La
matriz de rigidez obtenida es no simétrica.

Cuando se tiene en cuenta la friccion, ésta presenta una complejidad adicional re-
lacionada con el cambio de estado de stick a slip. En este sentido, todos los métodos
descritos para evaluar la fuerza de contacto normal pueden ser aplicados directa-
mente para estimar la fuerza de contacto tangencial. Sin embargo, para el estado de
slip, la fuerza de friccion depende directamente del valor de la fuerza de contacto
normal, y el caracter asociativo se pierde. El método mas frecuentemente utilizado
para resolver la condicién de friccion es a través de un esquema de penalidad en
conjunto con un algoritmo del tipo return mapping [SHI8, Gia89]. La regularizacion
de la ley de Coulomb se representa esqueméaticamente en la Fig. 6.4. Esta asume que

FT?

Figura 6.4: Regularizacion de la ley de Coulomb.
para el estado de stick, la fuerza tangencial depende linealmente de una pequena

cantidad de slip relacionada con un parametro de penalidad er. Esta aproximacion
es fisicamente justificada por el hecho que las superficies de contacto no son per-
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fectamente planas, presentando asperezas que se deforman plasticamente durante el
contacto [KO88|. Basado en estas interpretaciones fisicas, otras regularizaciones no
lineales pueden ser propuestas introduciendo parametros numéricos para ajustar el
comportamiento tribologico del material [KO88, LS97].

A pesar de las interpretaciones fisicas que justifican la regularizacion de la ley de
Coulomb, el parametro de penalidad para friccion debe ser pensado exclusivamente
como un coeficiente numérico.

En general, el valor elegido para resolver el problema de contacto unilateral es
diferente del seleccionado para la regularizacion de la ley de friccion. Trabajos como
el de Joli y Feng ponen especial énfasis en la solucién de problemas de contacto con
friccion utilizando un método bi-potencial [JF0S|.

6.3.5. Contacto tangencial

Como se ha descrito en la Sec. 6.2.1, el vector tracciéon t y el vector de desplaza-
miento u se dividen en una componente tangencial y en otra normal de manera que
la contribuciéon del contacto en la ecuacion del principio de los trabajos virtuales
pueda ser escrita como:

0ll° = /[tN59N+tT (5gT dS_Z/ tN5gN+tT 5gT] d (621)
I. c

donde se asume que hay 7. elementos de contacto activos. El desplazamiento tan-
gencial gr, se descompone en una parte “elastica”, o de stick git*, y otra “plastica”,
o de slip g™,

sli

gr = g7+ gi'k, (6.22)

analogo a la teoria de plasticidad. Luego, se introduce una ley constitutiva elastica
para computar la parte de stick:

t?‘/ick — ¢ gstzck (623)

donde 7 denota una rigidez tangencial o, en otras palabras, er representa un para-
metro de penalizacion de la ley de friccion esquematizada en la Fig. 6.4.

De manera analoga a la teoria de plasticidad, se requiere de una ley de evolucion
de la parte de slip cuando ocurre un deslizamiento. Para evaluar este proceso, es
necesario introducir una funciéon potencial de slip ®(tr). La ecuacion constitutiva
para el camino de slip es:

slzp 0P tT

— = Yer, = — 6.24
Vg, = er e T (6:24)

donde ¥ es el pardmetro de consistencia.

Una vez que las fuerzas alcanzan cierto valor limite, no existe stick y consecuen-
temente ocurre el deslizamiento. La funcién potencial de slip puede ser expresada
como:

(tr) = tr || —ur <0, (6.25)

y es equivalente al potencial pléstico en el marco de la teoria de elastoplasticidad.
Aqui, A es el multiplicador de Lagrange representando la tensién de traccion de
contacto y pu el coeficiente de friccion.
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6.3.6. Descripcion del algoritmo de stick/slip

Suponiendo que un cuerpo se desplaza sobre una superficie rigida de contacto I,
el cambio de desplazamiento relativo es representado por Agr. La Fig. 6.5 muestra
una curva que describe el camino de un punto sobre el drea de contacto, en tanto
que en la misma figura, t, y t,, son dos vectores unitarios ortogonales pertenecientes
a I.. La primera variacion del desplazamiento en las direcciones t, y t,, es obtenida
a partir de Av =t,- Az y Aw = t,,- Ax, respectivamente. De esta manera, el vector

Figura 6.5: Definicién del vector tangencial en la trayectoria de un punto sobre la
superficie de contacto.

Agr en la superficie de contacto conforme puede expresarse como,
Agr=(t,@t, +t,t,)Ax. (6.26)

Discretizando los cuerpos en contacto dentro del intervalo de tiempo ¢t € [0,77] el
desplazamiento tangencial relativo en el paso de tiempo actual resulta en,

Ang+1 = (tvn+1 ® tvn+1 + twn+1 ® twn+l)Aw (627)

El siguiente paso es formular un algoritmo para la actualizacion de la componente
tangencial del vector de traccion tp del tipo predictor-corrector, o return mapping,
[SHI8, WKOKO1].

Asumiendo que tr estd completamente definido a partir del paso anterior n, el
vector traccion de prueba o trial, té’iﬁll, como se denominara de aqui en adelante, en
el paso de tiempo actual n + 1 y en el estado de stick, esta dado por:

thiol =ty +erAgr,,,. (6.28)

Tt

En el paso de tiempo actual, la Ec.(6.25) se reformula como:

¢(tTn+l) :H tTn+1 || _,u>\n+1 <0. (629)

El estado de slip o de stick puede ser obtenido insertando la Ec.(6.28) del estado de
trial en Ec.(6.29).
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6.3 Contacto entre un cuerpo flexible y otro rigido

En el caso de stick, no hay desplazamiento tangencial y la relacion elastica de la
Ec.(6.23), junto con el potencial @, es utilizada para evaluar el estado de trial de la
siguiente manera:

rial rial
Dt ) <0 = [0 < phasr (6.30)

El estado de stick es calculado como:

tstick: — ttrial . (631)

Thnta Tt
Luego, el movimiento tangencial relativo es:
stick

gstick — Thi1 ) (632)

T,
n+1 ST
De lo contrario, cuando el deslizamiento ocurre,

P >0 = | tr., |> pAe (6.33)

Thi1

Insertando el estado de trial en el estado de tiempo actual, Ec.(6.33), el vector
traccion en el estado de slip es computado como,

grial

sli n+1

tr,, = M 't g:szl I (6.34)
n+1

Finalmente, el vector tangencial de slip en t,, .1 resulta en la siguiente expresion,

tmal

sli sl ria n
9.0 = 9 p+ 15 || =i e TR (6.35)

n+l ||

Todas las variables deben ser actualizadas al final de cada iteracién.

6.3.7. Vector de fuerzas internas y matriz de rigidez tangente

En esta seccion, la matriz de rigidez tangente y el vector de fuerzas internas
relacionadas con la contribucién del contacto son derivadas en forma analitica. El
vector de fuerzas internas se obtiene a partir de la Ec.(6.21) como sigue:

(6.36)

En el caso de stick, el vector de fuerzas internas se obtiene reemplazando las Ecs.(6.31,
6.32) en la Ec.(6.21). Finalmente, luego de algunas operaciones algebraicas,

F?’fzf{ik - (tvn+1 ® tvn+1 + twn+1 ® twn+1) téfziki (637)

La matriz tangente se obtiene a partir de la linealizacion del vector de fuerzas inter-
nas,

antzck
= il (6.38)
0qn 11



6. CONTACTO MECANICO

Utilizando la Ec.(6.38) y las Ecs.(6.34, 6.35), la matriz tangente para el estado de
stick resulta en:

KTit-‘yz-clk - (tvn+1 ® t'Un+1 —I— twn+1 ® twn+1)' (639)

En lo que se refiere al estado de slip, el procedimiento es anélogo. El vector de fuerzas
internas es obtenido insertando las Ecs.(6.34, 6.35) en la Ec.(6.21), obteniendo,

F% = (t,  th At th )t (6.40)

Un+1"vn41 Wn+1"wWnp+41 Tn+1

La matriz de rigidez tangente que resulta de derivar el vector de fuerzas internas
correspondiente al estado de slip,

4 anlzp
sli n
o = 9a : (6.41)
que resulta en,
K OT B etmal OT
sli II MDDy 41
Kn—l-pl = 0 OT OT Tt OT ) (642)
donde,
?ial
Kir = p i pirial B.y1- A1 Buy, (6.43)
|7 |l
Bn+1 - (tvn+1 ® tvn+1 + twn+1 ® twn+1)7 (644>
. ?ial
e%jill - ttrz;rll (645>
[RZS
Y trial trial
t Q. ® t T1Q.
Apyq =T — ot~ Toin (6.46)

|| tmal ||2 :
n+1

El tamano de las matrices en las Ecs.(6.43, 6.46, 6.59) es de 3x3.

6.4. Ejemplos numéricos

Se presentan cuatro ejemplos numéricos para evaluar la robustez y precision
del algoritmo de contacto propuesto. Los ejemplos involucran simulaciones cuasi-
estaticas implementadas en el codigo de elementos finitos Oofelie [OOf10] bajo el
entorno de programacion C-++-.

6.4.1. Validacion: ejemplo 3D con friccion.

Este test representa una validacién importante para el anélisis de los algoritmos
de contacto que contemplan friccion. El ejemplo fue presentado originalmente por
Oden y Pire [OP84] como un test 2D en tanto que soluciones més recientes pueden
encontrarse en Armero y Petocz [AP99] y en Areias et al. [ACASCAO4]. Aqui se
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6.4 Ejemplos numéricos

comparan resultados tridimensionales mediante la introducciéon de un estado plano
de deformacion que reproduce las mismas condiciones de borde que en el trabajo de
Armero y Petocz [AP99].

La topologia de la malla, condiciones de borde y propiedades del material utili-
zado en la simulacién se muestran en la Fig. 6.6. El comportamiento del material es

U,=0en Z=-1
N
E = 1000
z
w=0.5
< Fundacién Rigida
€,=0.001

Uz:Oen Z=0

Figura 6.6: Cuerpo elastico comprimido contra una superficie rigida y traccionado
tangencialmente.

elastico lineal. Se emple6 una malla con 1583 nodos y 7241 elementos tetraédricos.
La zona de contacto evaluada es la que se acota con una distancia de 3.6, tal como
se muestra en la Fig. 6.6.

Una presion uniforme ¢, = 200 acttia sobre la superficie superior del cuerpo,
produciendo una deformacién contra la fundacién rigida. Luego, otra presiéon actia
sobre un lado del cuerpo, empujéndolo en la direccion X.

La configuraciéon deformada para este caso se muestra en la Fig. 6.7, donde se
puede ver el mismo patron de deformacion que en la referencia [AP99]. Notar ademaés
que no existe penetracion del cuerpo flexible con la fundacion rigida. En las Figs.
6.8 vy 6.9 se muestran las tensiones normales en la direccion Y y las tangenciales
X — Z. La Fig. 6.10 muestra una comparaciéon de los resultados en términos de
las tensiones normales y tangenciales en la interface de contacto presentando muy
buena correlacion con Armero y Petocz [AP99].
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6. CONTACTO MECANICO

Despla. [mm]
1]

-0.03683107

-0.07366213

-0.1104932

-0.14732427

-0.18415533

-0.2209364

-0.25781747

-0.29464853

-0.3314796

-0.36831067

Figura 6.7: Desplazamientos nodales en la direccion Y.

Tension [MPa]
-9.20224068

-44.88509361
-B0.567 94653
-116.25079945
-151.93365238
-187. 6165053
-223.29935822

-258.98221114

-204 GEE0R407
33034791699 e

-366.03076992

Figura 6.8: Tensiones normales en la direcciéon Y.
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Valores de tension

6.4 Ejemplos numéricos

Tension [MPa]
116.58932664

10077219026
8494705388
6912091749
53.20478111

AT 4BB64472
21.64250834
581637195

-10.00976443

-25.83500082

-41. 6620372

Figura 6.9: Tensiones tangenciales X — 7.

3007 + Tension normal. Presente Tesis
250/ Tension tangencial. Presente Tesis N
—Tensiéon normal. Armero y Petocz 1999
—Tensién tangencial. Armero y Petocz 1999
200” ’//+
1501
1001
501
0,
_SO,
-100-
_150 | | | | | | | |
0 0.5 1 5 2 2.5 3 3.5 4

1.
Coordenada en la direccion X

Figura 6.10: Variacion de la tensiéon normal y tangencial en la interfase de contacto.
Comparacion con los resultados de Armero y Petocz [AP99).
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6. CONTACTO MECANICO

6.4.2. Validaciéon: ejemplo 3D de grandes deslizamientos con
fricciom.

En el trabajo de Joli y Feng se presenta un anélisis de contacto 3D con grandes
deslizamientos y friccion utilizando técnicas para modelar la ley de Coulomb con un
método bi-potencial [JF08]. Aqui se comparan los resultados de la referencia con la
metodologia desarrollada en la Sec. 6.3.5.

En este ejemplo, dos desplazamientos a y b son impuestos en la superficie su-
perior A-B-C-D de un cubo como el que se muestra en la Fig. 6.11. Primero, se
aplica el desplazamiento vertical a, y luego el desplazamiento horizontal b con una
orientacién de 60° referido al eje X, el cual produce un deslizamiento del cuerpo
sobre la superficie.

Las condiciones de borde se enumeran a continuacion:

» desplazamiento vertical [mm|: a = (0,0,0.1)

» desplazamiento horizontal [mm]: b = (0.4 cos(60), 0.4 sin(60),0)

= total de pasos de tiempo: 50. Los desplazamientos se aplican de a 0.01 mm en
cada incremento.

Las propiedades del material estan dadas por un moédulo de Young E = 210000
N/mm?, el coeficiente de Poisson v = 0.3 y el coeficiente de friccion u = 0.3, al igual
que en Joli y Feng [JFO08]. La malla estd compuesta por ocho elementos hexaédricos
no lineales de ocho nodos representados en la Fig. 6.11. La dimension de cada lado
del cubo es de lmm. La rigidez tangencial e7 dada por la Ec.(6.23), fue seleccionada
con un valor lo suficientemente grande, er = 5 x 10! para reproducir de forma
precisa la ley de Coulomb.

La Fig. 6.12 muestra la variaciéon de la fuerza normal de contacto en los puntos
Fy H. La Fig. 6.13 muestra los desplazamientos U, y U, del punto F. Ambas curvas
fueron comparadas con la referencia y, como se puede observar, se obtuvo una muy
buena correlacion.

Cuerpo Flexible

Fundacion Rigida

Figura 6.11: Dibujo esquematico del cubo sobre la fundacion rigida.
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25001

N

o

o

o
T

+ Fuerza de contacto normal — Punto F. Presente Tesis

o Fuerza de contacto normal — Punto H. Presente Tesis
—Fuerza de contacto normal — Punto F. P. Joly 2008
—Fuerza de contacto normal — Punto H. P. Joly 2008

1500

10001

500

Fuerza de contacto normal [N]

0O 10 20 30 40 50

Paso

Figura 6.12: Comparacion de la variacion de la fuerza normal de contacto en los
puntos F y H con los resultados de Joli y Feng [JF08|.

0.25f - -
+ Desplazamiento UX. Presente Tesis
- Desplazamiento Uy. Presente Tesis
0.2 —Desplazamiento UX. P. Joly 2008
e —Desplazamiento Uy. P. Joly 2008
E
@)
= 0.15
Q
S
S
© 0.1
Q.
%)
a
0.05
0

Paso

Figura 6.13: Comparacién de la variacion de los desplazamientos U, y U, con los
resultados de Joli y Feng [JFO08].
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6. CONTACTO MECANICO

6.4.3. Ejemplo de contacto de una valvula de motor de com-
bustién interna

Se presenta un ejemplo de aplicaciéon de contacto de una vélvula de motor de
combustion interna con su asiento idealmente rigido. La Fig. 6.14 muestra la topolo-
gia de la malla y propiedades mecénicas del material utilizado. Debido a la geometria
del problema, se aplicaron condiciones de simetria. Los elementos utilizados han sido
tetraedros lineales.

Condiciones Eje de Simetria

de Simetria I

: E=21E11 Pa Asiento

3,
N2
W
CORH
Oy >
’:@’:554". RSSIED,

4 /Y| N ':IA; AN 2N
Valvula NN SNBSS
k‘\‘" "‘ N SR (‘isﬂi»v‘v
N R DR
:‘V‘;\' &) ST ‘v‘
AR
AN ORISR

NN SNSRI
RN R RS
N RN SIS AR
YR K SRR RO Empotrado
b«““”‘“" NN WAVE’A‘AVA\‘;V‘&V&‘:}&: S

N& ORISR S SRR
-
W

ORISR

Interfase de Contacto
Figura 6.14: Topologia de malla y propiedades mecénicas para el material utilizado.

En la Fig. 6.15 se puede observar un campo de desplazamientos uniformes y
concéntricos en la zona del vastago y cabeza de valvula, en tanto que el mapa de
tensiones revela oscilaciones de origen numérico, ver Fig. 6.16. La Fig. 6.17 muestra
una curva de distribucién de tensiones por elemento en la zona de contacto. Como
se puede observar, la soluciéon provista por el algoritmo presenta oscilaciones de
amplitud elevada en la zona de contacto, lo cual no es apropiado para estudios que
requieran de regularidad en el campo de tensiones.

6.5. Conclusiones
En esta seccién se ha descrito un algoritmo de contacto aplicable al caso de
contacto entre un cuerpo flexible y otro idealmente rigido, con superficies planas.

Los ejemplos desarrollados en la Sec. 6.4 mostraron muy buena similitud con las
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mm
0.01863429

0.01682446
0.01501463
0.0132048

0.01139487
9.585146e-3
7778 7e-3
5.065488e-3
4.1556588-3
2.34583e-3

536.0016e-6

Figura 6.15: Campo de desplazamiento de una véalvula de motor de combustion
interna resuelto mediante un algoritmo de contacto flexible rigido.

Pa
22 41318ef

80055353
-20.81207ef
-42 424f0eR
-64.03732eR

-85 F4094eh

-107 262fef

-128.8752eh

-160 487 8eh

-1721004e6

-193.7131e6

Figura 6.16: Campo de tensiones en una valvula de un motor de combustién interna
resuelto mediante un algoritmo de contacto flexible rigido.

soluciones de referencias. La propuesta del lagrangiano aumentado con dos multipli-
cadores de Lagrange y una variable slack, permitio resolver el problema de contacto
en un esquema monolitico evitando las complicaciones de los algoritmos basados en
la activacion/desactivacion de las restricciones. Si bien es posible obtener tensiones
y desplazamientos con relativa aproximacion, los analisis se encuentran limitados
a un solo cuerpo, por ejemplo, para el caso de aplicacion de una valvula de mo-
tor de combustion interna, no es posible estudiar las tensiones que se generan en
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7
x 10
|+ Flexible Rigido

Tension [Pa]
%

T

-10

T

~11

_1 2 | | | | | | |
15 20 25 30 35 40 45 50

Longitud [mm]

Figura 6.17: Distribucion de tensiones por elemento en la zona de contacto de una
valvula de motor de combustion interna utilizando el algoritmo flexible-rigido con
dos multiplicadores de Lagrange.

el asiento. Esto motivo el estudio e implementacion de algoritmos de contacto tipo
flexible-flexible como los que se describen a continuacion.

6.6. Contacto suave

6.6.1. Introducciéon

Para la simulaciéon numérica del contacto entre cuerpos flexibles mediante el
MEF, una gran cantidad de variantes han sido propuestas con el fin de incorporar
las restricciones en la formulacion variacional |[FZ75, ZT00, Wri02|. La aplicaciéon
de estos métodos puede causar discontinuidades en la funcién distancia cuando la
superficie de contacto se discretiza con elementos finitos. En otras palabras, cuando
se adopta la descripcion del MEF, la superficie de frontera se define con una fun-
cion de interpolacion correspondiente a cada elemento finito. Esto significa que, la
interface de contacto es descrita por un conjunto de lineas rectas definidas por la
conectividad de los nodos y, por lo tanto, la superficie presenta continuidad C°. De
esta manera, no existe continuidad de un segmento contiguo a otro, y los vectores
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6.6 Contacto suave

normales a la superficie pueden no ser definidos tiinicamente. Algunas consecuencias
de esta discontinuidad son: saltos de presién que no se producen en la realidad,
cambios consecutivos de los campos de tensiones y desplazamientos en la zona de
contacto durante una iteracion del Newton (contact cycling) y pérdida de convergen-
cia cuadratica en sistemas no lineales [Wri02, SH04|. Mediante un suavizado de la
superficie de contacto se intenta evitar este tipo de inconvenientes. Algunos autores
han demostrado que para el caso de cuerpos rigidos, el uso de superficies con una
continuidad C? mejora la calidad de los resultados, ver por ejemplo [HK90, SS95].

Existen muchas metodologias para el suavizado de superficies que pueden ser
aplicadas al contacto mecanico. Una de las primeras técnicas desarrolladas se basa
en la utilizacion del clasico elemento finito de placa propuesto por Clough-Tocher
[CT66, Her87|, donde se alcanza una continuidad C' en toda la superficie. Otras
alternativas son la interpolacion cibica de Hermite [PLO1la, WKOKO1|, splines cu-
bicas de Bézier [WKOKO01, PC99|, Catmull-Rom splines [ADMO02, EMCO01], NURBS
[Dal99, SHKO03|, entre otras. Todas ellas, excepto la de Clough-Tocher, fueron ori-
ginalmente propuestas para la interpolacion de geometrias bi dimensionales. Su ex-
tension al caso tridimensional se encuentra limitada a mallas de soporte regular, o
més especificamente, cuando a cada nodo de la malla concurre la misma cantidad
de elementos.

Uno de los primeros trabajos relacionados con la aplicacion del suavizado de
superficies mediante el MEF para la simulaciéon de problemas de contacto fue el
propuesto por Puso y Laursen [PLO1b|, quienes desarrollaron una técnica basada
en Gregory patches aplicable solo al caso de cuadrangulos. La superficie obtenida
alcanza una continuidad C!. Esto implica que el vector tangente a la superficie
mantiene una direccién continua, pero no asi su moédulo, que cambia de valor. En
cuanto al vector normal, con C! se mantiene su continuidad y mejora notablemente
la calidad de la solucion.

Otros trabajos relacionados con el suavizado de superficies de contacto son el de
Krstulovie-Opara et al. [ KOWKO00, KOWKO02]. Ellos emplean superficies cuadraticas
de Bézier con una interpolacion definida a través de los nodos y el centroide de
elementos triangulares. Esta aproximacion alcanza una continuidad de la superficie
cuasi-C', ya que en los nodos se verifica una continuidad C°.

El desarrollo de la técnica de subdivision de superficies tiene origen en la geo-
metria computacional y fue presentado por Catmull y Clark [CC78] y Doo y Sabin
[DS78|, en 1978. Posteriormente, en 1987, Loop propuso una extension a mallas
triangulares arbitrarias [Loo87|. Ambas técnicas, la de Catmull-Clark y la de Loop,
aplican un refinamiento sucesivo en aquellas zonas de la malla donde existe una va-
lencia N diferente de 4 para el caso de cuadrangulos o 6 para el caso de tridngulos.
En geometria computacional, cuando cuatro elementos concurren a un nodo, se dice
que ese nodo tiene valencia N=4, mientras que cuando seis elementos concurren a
un nodo, ese nodo tiene valencia N=6. Solo en los casos de valencia 4, para el caso
de cuadrangulos o 6 para tridngulos, el nodo es regular. Los polinomios obtenidos
con la técnica de subdivision de superficies tiene una continuidad C?, excepto en los
puntos de valencia extraordinaria, es decir nodos con valencia N # 4y N # 6 donde
se alcanza una continuidad C*.
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Los primeros trabajos desarrollados mediante el MEF y técnicas de subdivision
de superficies fueron aplicados al caso de céscaras lineales [COS00] y posteriormente
se hizo extensivo al caso no lineal [CO01, CSAT02]. En el trabajo de Krysl et al.
[KGS03] se utilizo la subdivision de superficies para generacion de mallas y en los
trabajos de Kobbelt et al. y Lee et al. [KHP97, Lee03a, Lee03b| para el refinamiento.
Por su parte Stadler y Holzapfel [SHO4| fueron los primeros en utilizar las técnicas
de subdivision de superficies aplicadas al contacto mecéanico mediante el MEF. Ellos
consiguieron representar la geometria de la superficie de la zona de contacto en la
posicion deformada y no deformada a través de la subdivision de superficies.

6.6.2. Meétodos de interpolacion de superficies

Tipicamente, los métodos de interpolacion de superficies toman un conjunto de
puntos arbitrarios y una malla de soporte que describe la conectividad de estos
puntos. Una de las primeras técnicas utilizadas derivada del MEF, es la interpolacion
del tipo Clough-Tocher [CT66]|, donde la superficie obtenida mantiene continuidad
C! en todo el dominio. Algunas de las ventajas de este método son, por un lado
el soporte local, es decir, la modificacion de un punto afecta tnicamente a una
porciéon local de la superficie, y por otro lado, la facilidad para el calculo de los
vectores normales y tangenciales. En esta Tesis se propuso el uso de esta técnica
combinada con un método de minimos cuadrados moviles de forma paramétrica y
de caracter local. Se observd que, para mallas regulares, la superficie obtenida es
suave con continuidad C'. Sin embargo, en mallas irregulares, donde la valencia
es extraordinaria, N # 6 en el caso de tridngulos, aparecen monticulos y ciertas
ondulaciones con pérdida de continuidad de la funcién, como puede apreciarse en la
Fig. 6.18. Debido a esta fuerte dependencia de la continuidad de la funcién con la
valencia, se descart6 la implementacion del método en la interpolacion de interfases
de contacto, lo cual fue motivo de estudio durante el desarrollo de esta Tesis. Queda
abierta la posibilidad de su utilizacién en otro tipo de problemas donde se requieran
especificamente mallas regulares.

Ondulaciones

G

Pérdida de continuidad

Figura 6.18: Malla de soporte e interpolaciéon de una superficie con la técnica Clough-
Tocher.
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Otra metodologia usualmente utilizada en interpolacion de superficies es la de-
rivada de las funciones NURBS. Esta técnica presenta la capacidad de modelar
superficies con un soporte local, al igual que el método de Clough-Tocher. Sin em-
bargo, la interpolaciéon de un conjunto de datos en tres dimensiones no puede ser
representada cuando la malla de soporte es de topologia arbitraria.

Las técnicas de subdivision de superficies son derivadas de B-splines donde,
por medio de reglas especificas asociadas a un proceso de refinamiento, es posi-
ble construir una superficie suave con una malla de soporte completamente irregular
[Stal0, CC78|. La mayoria de los esquemas de subdivision permiten el suavizado
de superficies con soporte local asociado a coeficientes que dependen tnicamente
de la valencia. Asi, la malla de soporte puede ser dividida en dos regiones segun la
valencia de los vértices de control: i) donde la continuidad de la funcion es C? y ii)
donde la continuidad de la funcién es C*.

Por lo mencionado en las lineas anteriores, la subdivision de superficies se pre-
senta como el método méas apropiado para la suavizacion de la interface de contacto
cuando se utiliza el MEF. Ademas, como ventaja adicional, la triangulaciéon del MEF
sirve de malla de soporte.

La Fig. 6.19 muestra una triangulaciéon arbitraria con valencias N =6y N =5
interpolada con la técnica de Loop. Se puede observar una superficie suave sin pér-
dida alguna de continuidad. Para detalles de las expresiones que definen el método,
pueden consultarse los siguientes trabajos [Loo87, Stal0)].

08
0.6
0.4
0.2
. 4
-0.2
-0.4

-0.6

-0.8
-1

Figura 6.19: Malla de soporte e interpolacion de una superficie con la técnica de
Loop.

En esta seccion, siguiendo las ideas presentadas por Stadler y Holzapfel [SHO4|,
se describe la implementacion de un algoritmo de contacto basado en subdivision
de superficies con la técnica de Loop aplicado a mallas de soporte con topologia
triangular o cuadrangular. Aqui, el método de elementos finitos y la subdivision
de superficies no comparten el mismo paradigma de representacion. El esquema de
deteccion seleccionado fue nodo/superficie con dos metodologias de regularizacion,
una basada en un método penalidad y la otra en un lagrangiano aumentado con dos
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multiplicadores de Lagrange, analogo al presentado en la Sec. 6.3.2.

Los ejemplos seleccionados en la Sec. 6.6.10 muestran ciertos inconvenientes de
la utilizacion de esta técnica de suavizado de superficies junto con un esquema nodo-
segmento y que no han sido reportados especificamente en la bibliografia.

6.6.3. Descripcion del problema

Las ecuaciones basicas de elasticidad, asi como una descripcién general del pro-
blema de contacto han sido presentados en las ecuaciones de la Sec. 6.2.

Asumiendo que los cuerpos en contacto B¢, con o = 1,2, se encuentran en
una region convexa, la funcion huelgo gy se define como la proyeccién normal a
la superficie I'? de un nodo x} € I} denominado esclavo, a un punto &* € I'%
denominado master,

gy = l|g — 2"|| = min [l&' — 2*(& n)ll. (6.47)

x2CI2

Notar que I'! se define por la malla de elementos finitos de B!, en tanto que I'? esté
dado por una superficie suave x*(&,7n) soportada por la malla de elementos finitos
de B2, como se indica en la Fig. 6.20.

Malla de

Nodo Elementos Finitos

Esclavo

Superficie Suave Elemento Finito

Superficie
Master

Figura 6.20: Definicién de la distancia minima para un problema de contacto suave.

6.6.4. Ecuaciones para la cinematica del contacto suave

Denominaremos x*(&,7) a una funcién definida por 12 vértices de control x; de
un parche de una malla de soporte regular como el de la Fig. 6.21, donde (§,7n) € 2y
Q2 ={(&,n)€e€0,1] yn e [0,1—¢]}. Luego, la geometria admite la parametrizacion
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6.6 Contacto suave

x*(&,n) a través de ciertas funciones Ny (€, n), derivadas del esquema de subdivision
de superficies de Loop, es decir,

= Ni(&n)w. (6.48)
I=1

El esquema de Loop es aplicable a mallas de soporte triangular de manera que,
su aplicacion a las cuadrangulares es por medio de una re-triangulacion. En esta
Tesis, la superficie de contacto es aproximada sin pasar por los nodos de la malla de
soporte. A este tipo de superficies se las denomina aproximantes.

2 5 9
>
1 4 8 12 M
3 7 11
6 10 *a

Figura 6.21: Parche triangular regular definido por 12 vértices de control.

Para claridad de los desarrollos siguientes, se utilizaré la denominacion: ,£ y ,n
para denotar a las derivadas parciales 9(-)/0¢ y O(-)/0n, respectivamente. Ademas,
se utilizara la convencion de Einstein para las sumatorias y por tanto el simbolo >
aparecerd solo cuando se requiera de mayor claridad en las expresiones.

La condiciéon de distancia minima de la Ec.(6.47) exige que los vectores tan-
gentes x,; y x,;, a la superficie x*(&,n) del cuerpo B? en el punto £*, mantengan
perpendicularidad con algtn nodo esclavo del cuerpo B!, véase la Fig. 6.20. Mate-
maticamente, debe cumplirse que:

x.i(xh—2*) =0,
{ 5(‘{ m)) _ (6.49)

513777'(1"0_

Este sistema se resuelve por medio de un Newton-Raphson, donde el punto esclavo
x} es fijo y la incognita es el punto Z*.
En lo siguiente, se desarrollaran las ecuaciones necesarias para la obtencion del
vector de fuerzas internas y la matriz de rigidez tangente en forma analitica.
Aplicando una variacion a la Ec.(6.48) y asumiendo que x* es diferenciable,
o(x,f) = (0z*),¢ (en forma andloga para la coordenada 7), se obtiene la siguiente
ecuacion para la variacion de la funcion x*,

ox* = Ny oz + x,; 0 +x,, on. (6.50)
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Las variaciones de las coordenadas £ y 7 de la Ec.(6.50) son relacionadas con las
variaciones de los desplazamientos du; a través de las cantidades vectoriales dr¢ y
d;, desarrolladas en el Apéndice B. De esta manera,

5§ = d]£ . 5'11,]
’ bl

{ on =dp, - duy, (6.51)
y la variaciéon de la superficie de interpolacién se expresa como,

ox’" = B[ 5’11,[, (652)

donde By = NI + x,; ® dj¢ + x,;, ® d,. Luego, se requiere calcular las derivadas
parciales de dx* de la Ec.(6.50) respecto de las direcciones £ y 7. Haciendo uso de
las Ecs.(6.51, 6.52), las expresiones resultantes son:

0z, = [Nie I+, @ diy + @, @ dpppe +2 5 @ die + @7 © diee [0uy,

6x,; = [Ny I + @, @ diy + @, @ dipyy +T35, @ die + 2,7 @ die, [0ur.

(6.53)

Las definiciones dx*, dx.* v dx,* seran empleadas en desarrollos posteriores.
) 75 m

6.6.5. Variacion del vector normal

Para resolver problemas en los cuales la superficie de contacto no es plana, u otros
casos con no linealidad geométrica, la variacion del vector normal a la superficie debe
ser incluida en las ecuaciones.

El vector normal se define por los vectores tangentes a la superficie de contacto

de la siguiente manera,
Tt xax* a
n= o = (6.54)
e x| lal|

ver Fig. 6.20, en tanto que su primera variacién se obtiene como,

- (6.55)

con,

da =X, oz —X,, oz, . (6.56)

Aqui, X* es la matriz antisimétrica de rotacion, u operador matricial de rotacion,
ver Apéndice B.

Utilizando las Ecs.(6.53, 6.56), y advirtiendo que Ny, = 0y Ny,, = 0, como se
deduce en el Apéndice B, la Ec.(6.55) referida a la variacion de la normal puede
expresarse en funciéon de la variaciéon de los desplazamientos du; como:

on = A; du; = dur A7, (6.57)
donde,
A= ﬁ[ig Br, — X.; By, (6.58)
y

{ B[g:N[,g I+az,;‘;€®d1n+w,zg®d1§, (6 59>

BIW = NI’U I+ :c,;*m (%9 df?? + w,zn@) d[{.

108



6.6 Contacto suave

6.6.6. Meétodo de penalidad. Vector de fuerzas internas.

Para incorporar la restriccion del contacto a la formulacion débil, en esta seccion,
el desarrollo de las ecuaciones se limitara al método de penalidad. No se describira
en detalle la forma débil o principio de los trabajos virtuales asociados con las
deformaciones finitas de los problemas de la mecanica del sélido, ya que se pondré
especial énfasis en la contribuciéon del contacto al trabajo virtual de la estructura.

La formulaciéon débil de los términos asociados al contacto utilizando el método
de penalidad resulta en la siguiente ecuacion general,

0ll¢ = du - F° = Z/ (egnOgn + tr - dgr)ds, (6.60)
k=1"1Tc

donde € es el factor de penalidad, gy es el huelgo o penetraciéon, ambos asociados
a la direccién normal de un punto de la superficie de contacto y n. es la cantidad
de elementos de contacto activos. En lo siguiente, no se considerara la contribuciéon
tangencial t7 - dgr en el desarrollo del vector de fuerzas internas y en la matriz
tangente.

Escribiendo nuevamente la definicion de gy, ver Ec. (6.47) como: gy = ||z} —
z*|| = n - (x) — 2*), su variacion resulta en,

Sgy = n - (0xy — 62%) + on. - (zf — &7). (6.61)

No es dificil demostrar que Bfn = Nyn y con Ny = —1 (ver Apéndice B), la

variacion de gy puede ser escrita de una manera compacta como,
Sgy = 6uy - [-Nm + AT (x5 — &%), (6.62)

donde se ha utilizado la Ec.(6.58) y el hecho que du} = dx}, ver Apéndice B.
Notar que los desplazamientos virtuales du; aparecen una sola vez, ubicados a
la izquierda del segundo miembro en la FEc.(6.62), esto permite obtener la expresion
del vector de fuerzas internas o residuo en forma analitica a partir de las Ecs.(6.60,
6.62) como,
= GQN[—N[’I’L + A?(wé - .’.IA'}*)] = —egNNIn, (663)

va que en el punto de contacto se verifica que A¥ (z} —2*) = 0. En forma matricial,
el vector de fuerzas internas relacionado al contacto es,

n
—Nin
Fe=egy| . |. (6.64)

J— nn

6.6.7. Linealizacion de la contribucion del contacto

Para obtener la solucién iterativa del sistema de ecuaciones no lineal asociado
a la formulacion débil y a los términos de contacto, pueden aplicarse diferentes
métodos. El méas rapido y confiable es el esquema de Newton, disponible en diferentes
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variantes que mejoran las propiedades de convergencia. Estas formulaciones implican
una linealizacion de la forma débil de la Ec.(6.60).

La linealizaciéon de los términos del continuo no representa el objetivo de esta
seccion. Para un detallado tratamiento de las implementaciones de los problemas
de valores de borde a través del MEF, pueden consultarse otras referencias [Ode84,
Crig7, Wri02].

La linealizacion on dada en la Ec.(6.55), se calculada como An = A;Auy, que
junto con la Ec.(6.58) resulta en la siguiente expresion analitica:

I—nen —

An [X.: By, — X, BielAuy. (6.65)

"l x|
3 n

La linealizacion de las funciones de forma Nj no representa un trabajo algebraico
dificultoso; sin embargo, una expresion mas tutil es,

ANIn:NI,§n®d15+N1mn®dh, :C[[. (666)

Algo similar ocurre con AA;, donde lo que realmente interesa es AAT (xy — &*).
Teniendo en cuenta que An-n=0yque (I —nen)(I—-nen)=(I-nen),
se puede demostrar que,

AAT () — &) =

(Bry Y,E —By¢ )7,;;) ~ ~ (6.67)
I-— X, B;,— X, Bj:)A
gn ot x| (I -nen)(X,; By m Bue)Auy,
o, en forma mas compacta,
AAT (x}) — &%) = gvAT Auy. (6.68)

Por ultimo, las siguientes linealizaciones,
Ax* = By Auy, Az = Auy, (6.69)

se obtienen en forma directa.

6.6.8. Meétodo de penalidad. Matriz tangente.

La linealizacion del vector de fuerzas internas de la Ec.(6.64) permite obtener la
matriz tangente de contacto, en este caso sin tener en cuenta los desplazamientos
tangenciales. De esta manera,

AF° = € gy[-NiAn— AN; n+ AAT (x) — %)+ AT (Axp — Az*)] +¢ Agn. (6.70)

El término entre corchetes de la Ec.(6.70) esta relacionado con los cambios geomé-
tricos de la superficie de contacto, y se denomina AF,, .. en tanto que el ultimo

término corresponde al contacto entre los cuerpos propiamente dicho, designado con
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6.6 Contacto suave

AF? .. donde los subindices geom y mat se refieren a geométrico y material, respec-
tivamente. Con las linealizaciones desarrolladas en las Ecs.(6.55, 6.66, 6.68, 6.69),

C
AFy, ,,, puede expresarse como,

AFCeom :GgN[—N[A]A’U,[ — (N[,g 55 + NI?”] 577)AUJ] + gNAngAUé

9 (6.71)
- gNA?AIA’U,[ + A?B[A’U,[ - AgBoAu(l)

Utilizando la Ec.(6.62) linealizada, y advirtiendo que en el punto de contacto AT (x}—
a*) -m = 0 por condicién de perpendicularidad, AF¢ , resulta,

AFimat = —EN]’I’LAgN, (672)
con Agy = —NnAu; = nAu} — NynAu; ya que Ny = —1, como se ha mencionado
anteriormente.

Si las variaciones de los desplazamientos son ordenados en un vector de la si-
guiente manera: Aq = [Au} Au; Auy... Au,)’, o en forma mas compacta:

Aq = [Auf Aus]?, la contribucion del contacto por los efectos geométricos y mate-
riales resulta en las siguientes ecuaciones matriciales:

AFgceom = ngomAqﬂ AF?’?L(Zt = KﬁlatAq7 (673)
donde,
¢ _ K, K
ngom €GN |:K21 K22:| (674)
con,
Ky = Ay + Ay — Aj By — gnAg Ao,
Ki,=A;—- QNAOTAJ - AgB§7
Kgl = —N]AO — C[() + A?(—gNAg + I — Bo),
Ky = —N;AY — Cry + ALY (—gyv AT — By),
y
e nen —Nm®mn
Kot =¢| Nmon NNm@en| (6.7

Las matrices de las Ecs.(6.74, 6.75) son denominadas matriz tangente geométrica y
material, respectivamente.

6.6.9. Contacto suave con regularizacién por medio de un la-
grangiano aumentado con dos multiplicadores de La-
grange y variable slack.

En la seccion anterior se han derivado en forma analitica las ecuaciones para la
matriz tangente referida al contacto, utilizando un método del tipo penalidad. Como
se ha mencionado, éste método evidencia penetraciéon entre los cuerpos y requiere
que el factor de penalidad sea elegido de manera arbitraria, condicionando la calidad
de la soluciéon. Uno de los esquemas mas populares que evita estos inconvenientes
por su capacidad de resolver exactamente las restricciones, es el de multiplicadores
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de Lagrange, que transforma la desigualdad asociada al problema de minimizaciéon
en otro sin restricciones, donde las incégnitas son los multiplicadores de Lagrange.
Como desventaja, la aplicacion de este método con un Newton-Raphson, resulta en
matrices definidas parcialmente positivas y parcialmente negativas. Esta combina-
cion trae consigo problemas de estabilidad, mayor demanda de tiempo de calculo en
la definicion de las restricciones que se encuentran activas, sumado al incremento en
el tamano de las matrices.

La aplicacion de una regularizacion por medio de un lagrangiano aumentado
con la incorporaciéon de dos multiplicadores de Lagrange y una variable slack, tal
como el que se expresa en la Sec. 6.3.2, no requiere la implementaciéon de ningtn
algoritmo especial para la definicion de las restricciones que se encuentran activas.
Ademés, la resoluciéon en un esquema monolitico por medio de un Newton-Rapshon,
no evidencia tiempos de célculos extensos, en tanto que los ejemplos presentados en
la Sec. 6.3.2 para el caso flexible-rigido han demostrado un muy buen desempeno
computacional.

Por las caracteristicas mencionadas, se ha propuesto la utilizaciéon de esta regu-
larizacion junto con una interpolacién suave de la superficie de contacto, similar a
lo detallado en la Sec. 6.6.3.

Al igual que en el caso del método de penalidad, la matriz de rigidez tangente
es derivada en forma analitica a partir del vector de fuerzas internas referido al
contacto.

6.6.9.1. Vector de fuerzas internas

El lagrangiano que se utilizara para el desarrollo del vector de fuerzas internas,
es el mismo al presentado en la Ec.(6.15) de la Sec. 6.3.2 y definido segun,

I (z) + (kAd1 + %(blqbl + kA1s), t.q. ¢y,

6.76
II(x) + (kX¢y + §¢1¢1) t.q. Co, (6.76)

L(x, s, \,\) = {

dondec; =[s<06s=0y A <0],co=[s>06s=0y A > 0], k es un escalar
denominado factor de convexidad vy,

o1 =mn-(x) —x) + s, (6.77)

es la restriccion que incluye la variable slack s.

Las variaciones de L(x, s, A, \1), (a partir de ahora denominado simplemente co-
mo L), permiten obtener el vector de fuerzas internas y la matriz de rigidez tangente
en forma analitica. El valor estacionario de L resulta en las siguientes ecuaciones
variacionales:

H p— 4.
o {5 + k10N + k(A + ¢1)8¢1 + ksoh + kMds =0 t.q. ¢y, (6.75)

SIT + k0N + k(A + ¢1)0¢py = 0 t.q. Cy.

El vector de coordenadas generalizadas referido a L es funciéon de las siguientes
variables: i) @, las coordenadas de los puntos de la superficie aproximada relacionada
con la geometria del cuerpo B? y el nodo esclavo @} de la malla del cuerpo B!, ii) la
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variable slack s; y iii) los multiplicadores de Lagrange A y A;. Por lo tanto, el vector
de coordenadas generalizadas queda definido en forma matricial como:

q= [[wé T1... 7] SA Al]T = [zsA ] (6.79)

Teniendo en cuenta que: d¢1 = dq - (0¢p1/0q), ds = dq - (0s/0q), S\ = dq - (ON/Dq)
y 0\ = 0q - (0N\1/0q), la Ec.(6.78) puede expresarse como:

5q - |2 4 kpy 2 +k(A+¢1)%+ks] — 0 t.q. ¢y,

oL =
0q - |52 + ki B + k(A + ¢1) %2 + ks B + kA 22 }:0 t.q. Cy.

(6.80)

De la Ec.(6.80) y teniendo en cuenta que la energia potencial elastica alcanza un

punto estacionario I1/0q = 0 en el equilibrio, el vector de fuerzas internas referido
a la contribucion del contacto queda definido de la siguiente manera:

. fipy 22 2RO+ ¢1)a¢1 + ks%—A; + k:Alg—fl t.q. ¢, (6.81)

ko 22 o) A+ k(A + )3¢1 t.q. C,. '

Para completar el desarrollo analitico del vector de fuerzas internas F¢, resta calcular
las derivadas parciales 0(-)/0q de la Ec.(6.81).

= Segin la definicion matricial del vector de coordenadas generalizadas q, de
la Ec.(6.79) y por medio de las Ecs.(6.77, 6.48), no es dificil demostrar que:
061/0g=[n —Nm...—N,n 1 0 0.

= En forma andaloga, la derivada parcial de la variable slack respecto a q es:
ds/og=10 0 ... 0 1 0 0.

» El multiplicador de Lagrange A que representa la fuerza de contacto, derivado
respecto de g es: ON/dg=[0 0...0 1 0.

= Por dltimo, la derivada parcial del segundo multiplicador de Lagrange \; res-
pecto a g es: O\ /Oqg=1[0 0...0 0 1]7.

Finalmente, con las derivadas parciales recientemente calculadas y la Ec.(6.81), el
vector de fuerzas internas relacionado con el contacto queda expresado por los si-
guientes vectores segiin se verifique la condiciéon ¢; 6 la condiciéon c,,

KA+ o0n | [ k(A +o)n
FC=|_k\+¢)Nmn| tacg 6 F'=|_k\+¢)N,n| t-q. . (6.82)
A+ ¢1) + kA k(O + ¢n)
ko ko
ks kA
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6.6.9.2. Matriz tangente. Método lagrangiano aumentado con dos mul-
tiplicadores de Lagrange

La matriz tangente material relacionada con el contacto se obtiene aplicando la
variacion segunda a L definido en la Ec.(6.76), es decir, §°L = 92°L/dq*. De esta
manera:

Gt GG R o S R k(G 0]
k(92T k kook
g@at = é()q tq “
R(G2)" k 0 0
i 0" k 0 0
0
GEHREDET N+ G k(5E) k(5E) O
k(22T k ko0
7cnat = (’?q tq 2
R(G2)" k 0 0
i o 0 0 k|
o en forma matricial,
n n |’ n n |
—Nln —Nln —Nln —Nln
—Ng’n —NQTL k —N2n k —NQ’I’I, 0
Ko = : : : : t.q. ¢, 6
kln — Nynt — Non® .. ] k k k
kln — Nynt — Non® .. ] k 0 0
o7 k 0 0
n n " n n
—Nln —Nln —Nln —Nln
—Ng’n —Ngn k —Ngn k —Ng’n 0
mat = : : : : bq. €.
k[n—NlnT—NgnT...] k k k
kln — Nynt — Non® .. ] k 0 0
i o7 0 0 k]
(6.83)

Notar que no se han tenido en cuenta los cambios geométricos de la superficie de
contacto ya que la derivacion de L respecto de las coordenadas generalizadas q
no depende del vector normal m. Esto limita la formulacién, pues no es posible
considerar problemas en los cuales la interfase de contacto presente curvatura, como
en el caso de una esfera sobre una placa plana. Para evitar este inconveniente, es
necesario una generalizacion del desarrollo teniendo en cuenta los cambios del vector
normal a la superficie.

Tomando la primera variacion de la restriccion ¢, de la Ec.(6.77) junto con la
Ec.(6.62), se obtiene la siguiente expresion,

661 = 0q - [-Nm + A] (z — &*)] + 0, (6.84)
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donde solo difiere inicamente de la Ec.(6.62) en la variacion de la variable slack,
entonces,

991 Tl o

g [-Nm+ Aj (x5 — ") + —. (6.85)
La introduccion de la Ec.(6.85) en la Ec.(6.80) permite tener en cuenta geometrias
curvas y los cambios geométricos que puede sufrir la interfase de contacto durante
el proceso de deformacién de los cuerpos. Cuando se considera AT (z} — *) =
0, la matriz tangente obtenida a partir de 9L /dq? resulta en la matriz material
de la Ec.(6.83). En caso de incluir en las ecuaciones los términos asociados a la
linealizacion de A (x} — #*), es necesario recurrir a las ecuaciones de la Sec. 6.6.7.
La matriz tangente resultante es la denominada matriz tangente geométrica,

K, Ky 0 0 0
K21 K22 0 0 O

K;,,,=kA+¢)| 0" 0" 0 0 0], (6.86)
0" 0" 0 0 0
0" 0" 0 0 0

siendo K11, K1z, Ko y Ky los mismos a los de la Ec.(6.74).

6.6.10. Ejemplos numéricos

En lo siguiente se presentara una serie de ejemplos sencillos para evaluar la capa-
cidad del algoritmo de contacto suave en la obtenciéon de tensiones sin oscilaciones
de origen numérico en la zona de contacto. Para establecer criterios de comparacion,
en algunos de los ejemplos propuestos se ha utilizado el algoritmo de contacto del
tipo nodo-segmento con multiplicadores de Lagrange implementado en el software
comercial de elementos finitos SAMCEF [SAMO7].

6.6.10.1. Cubos de dimensién diferente

El primer ejemplo propuesto consiste en dos cubos flexibles de diferente dimen-
sion, donde a uno de ellos se le aplica una presion uniforme en su cara superior, en
tanto que al segundo se le restringe los desplazamientos y giros en su cara inferior.
La dimension de cada lado del cubo superior es de 50 mm, en tanto que para el
cubo inferior es de 100 mm. Las propiedades mecanicas y la topologia de la malla
utilizada se presentan en la Fig. 6.22.

El campo de tensiones obtenido en la direccion de la presion aplicada se muestra
en la Fig. 6.23 junto con los resultados obtenidos por medio del software SAMCEF.
Se advierte que la tension en la zona central es la misma para ambos cuerpos, con
lo que queda demostrado la conservaciéon de la cantidad de movimiento lineal del
algoritmo. La curva de la Fig. 6.24 detalla una comparaciéon por elemento de la
tension en direccion normal a la interface de contacto del cubo inferior entre los
resultados del software SAMCEF [SAMO07] y los del algoritmo de contacto suave.
De la curva se concluye que existe buena correlaciéon entre ambos métodos.
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Figura 6.22: Contacto entre dos cubos de diferente dimensién. Condiciones de borde
y propiedades mecanicas.

Nodo Segmento. SAMCEF Nodo Segmento. Contacto Suave

Figura 6.23: Campo de tensiones en direccion de la carga aplicada para una secciéon
en la zona central. Comparacién con el software SAMCEF.

6.6.10.2. Cubos de igual dimensiéon

Los resultados que se han obtenido para el ejemplo anterior han sido satisfacto-
rios; sin embargo, cuando se quiere utilizar el algoritmo de contacto suave en el caso
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O Nodo segmento. Contacto Suave
+ Nodo segmento. SAMCEF

Tension [Pa]

-8 | | | | | | | |
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40
Coordenada en la direccion X [mm]

Figura 6.24: Tension en la interface de contacto. Comparaciéon entre el software
SAMCEF y el algoritmo de contacto suave.

que los cuerpos tengan una interfase de contacto de igual dimension, aparecen ciertas
anomalias que merecen especial atencion. En este sentido, se propone un ejemplo
sencillo para ser resuelto con el algoritmo de contacto suave, que consiste de dos
cubos de igual dimensiéon con lados de 1mm de longitud, tal como se muestra en la
Fig. 6.25, donde ademas se detalla la topologia de las mallas, propiedades mecanicas
y condiciones de borde aplicadas.

La Fig. 6.26 revela una interfase de contacto con una distribuciéon de tensiones
no homogénea. Estos defectos se acentiian atin més en los bordes de los cubos.

El efecto de la no uniformidad de las tensiones se puede explicar por el hecho que
los esquemas de contacto del tipo nodo-segmento no superan los tests de la parcela.
En cierta manera, este ejemplo constituye en si mismo un test de la parcela (ver
[PT90] y Sec. 6.7). No obstante, se esperaba que con el suavizado de superficies, que
implica un calculo preciso del vector normal y tangencial, se alcancen resultados
mas satisfactorios que los que demuestra este simple ejemplo.

Asimismo, los métodos de suavizado de superficie exigen una cantidad de ele-
mentos considerables en la zona de contacto para tener una buena aproximacion de
la funcién de interpolacion. Si se considera el esquema de Loop, éste requiere de doce
tridngulos vecinos a cada elemento, ver Fig. 6.21. De modo que, en aquellos ejemplos
donde la superficie de contacto es muy reducida con imposibilidad de generar un re-
finamiento importante; tal es el caso del ejemplo que se presenta a continuacion;
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Figura 6.25: Cubos de igual dimensién. Topologia de las mallas, condiciones de borde
y propiedades mecanicas utilizadas.
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831.1802e-6

792.3903e-6

693 6005e-6

594 8107e-6

Figura 6.26: Tension normal en la interface de contacto.

contribuye a que los resultados que se obtengan del campo de tensiones en la zona
de contacto no resulten muy precisos.

6.6.10.3. VAalvula de motor de combustion interna

Uno de los objetivos principales de esta tesis consiste en predecir y estudiar
las tensiones que se generan en la zona de contacto en una valvula de motor de
combustiéon interna. Se mostré que con un algoritmo de contacto flexible-rigido es
posible resolver el problema aunque con oscilaciones no deseables en la tension y
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6.6 Contacto suave

limitaciones al considerar un solo cuerpo flexible en el analisis. Es decir, para el caso
de una valvula de motor de combustién interna, no es posible analizar las tensiones
en el asiento.

En lo siguiente, se utilizaré el algoritmo de contacto suave para resolver el con-
tacto de una valvula de motor de combustion interna. El valor de la presion aplicada,
es del orden de las que soporta este tipo de componentes durante su normal funcio-
namiento. Las condiciones de borde y las propiedades mecéanicas escogidas son las

mismas que se han utilizado para el caso flexible rigido y que se muestran en la Fig.
6.14

La Fig. 6.27 muestra el campo de tensiones en la zona de contacto. Como era de
esperar, por las conclusiones obtenidas de los ejemplos anteriores, se aprecian puntos
con fuerte concentracion de tensiones a lo largo de la interfase de contacto. Este tipo
de distribucion no es admisible cuando se requiere un estudio local de las tensiones,
como ser en el caso de desgaste. La Fig. 6.28 muestra una curva comparativa entre

Pa
22.76476e6

- 4.988284e6

-12.78819e6

-30.56467e6
-48.34114e6
-66.11762e6

-83.8941e6

-101.6706e6

-119.447e6
-137.2235e6

-155e6

Figura 6.27: Tensiones de contacto en una valvula de motor de combustién interna.

la tension obtenida por elemento en la zona de contacto utilizando el algoritmo de
contacto suave y el software SAMCEF. Ambos muestran oscilaciones de la tension
de una magnitud considerable.

6.6.11. Conclusiones

Los algoritmos del tipo nodo-segmento con suavizado de superficie no han mos-
trado un buen desempeno en cuanto a la regularidad de las tensiones en la zona de
contacto, en especial cuando los cuerpos tienen una interface de contacto de similar
dimension. Esto es consecuencia de que este tipo esquemas no supera los tests de
la parcela. Si bien las tensiones pueden ser consideradas aceptables desde un punto
de vista global, (fuera de la zona de contacto) los resultados que se han obtenido
hasta el momento no cumplen con el objetivo impuesto. De modo que es necesario
recurrir a otras metodologia, como ser los algoritmos del tipo segmento-segmento.
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Figura 6.28: Comparacion de la distribucion de las tensiones por elemento en la zona
de contacto de una valvula de motor de combustiéon interna utilizando el algoritmo
de contacto suave y el software SAMCEF.

6.7. Meétodo mortar

En la seccién anterior se mostraron los problemas numéricos relacionados con el
esquema nodo-segmento, como ser la concentracion y la no regularidad de las ten-
siones en ciertos puntos de la malla, especialemente en los extremos de la superficie
de los cuerpos en contacto, independientemente de la reduccién del tamano de los
elementos. Si bien a un nivel global los valores de tension son los correctos, es nece-
sario un esfuerzo importante para conseguir cierta topologia de malla que permita
arribar a resultados aceptables. En referencia a la utilizaciéon de este algoritmo jun-
to con otro de desgaste, la concentracion de tensiones en zonas puntuales generaria
resultados que no se corresponderian con la realidad.

Los esquemas nodo-segmento no verifican los denominados test de la parcela. Es-
tos tests fueron introducidos por Taylor y Papadopoulos [PT90], y pueden ser usados
para analizar si la tension de contacto normal se traduce exactamente entre dos in-
terfaces en contacto. Las aproximaciones del tipo nodo-segmento con doble pasada
verifican los tests de la parcela pero, como se ha mencionado, pueden bloquearse
debido a las sobre restricciones introducidas en la formulacion; adicionalmente, con

120



6.7 Método mortar

superficies de contacto no suaves, generan saltos de la presion cuando los nodos es-
clavos se deslizan entre segmentos adyacentes. Tampoco cumplen con la condicion
de Babuska-Brezzi [BF91], causando un mal condicionamiento de las matrices y po-
bre tasa de convergencia, tipicas manifestaciones de la sobre restriccion. A pesar de
ello, estos métodos son a menudo elegidos para problemas de contacto entre cuerpos
flexibles por su capacidad de verificar el test de la parcela en 2D y sé6lo en ciertas
configuraciones de mallas tridimensionales para elementos de bajo orden. Sin em-
bargo, para elementos de orden superior, no son capaces de superar los tests de la
parcela.

Los métodos nodo-segmento usan la colocacién para integrar el trabajo virtual
de contacto y no existe una representacion explicita de la presion, a diferencia de
los métodos segmento-segmento, que integran el trabajo virtual de contacto usando
una cuadratura numérica con alguna interpolacién en la presiéon. Estos proyectan
la superficie de un elemento esclavo sobre los elementos master opuestos. De esta
forma los algoritmos segmento-segmento superen los tests de la parcela.

La mayoria de los métodos segmento-segmento desarrollados utilizan algin tipo
de superficie de contacto intermedia, o proyeccion de superficies. Estos fueron aplica-
dos inicialmente a interfases de contacto planas en ejemplos 2D y luego ampliados a
mallas 3D con superficies planas [Woh01, DKM00, KLPVO01|. En el trabajo de Park y
Felippa [PF02] se propone una formulacion con una superficie de contacto intermedia
entre los cuerpos de contacto determinada por un conjunto de ecuaciones auxiliares
tal que se satisfaga el equilibrio en dicha superficie. La ventaja de este método es que
evita la integracion de los campos de multiplicadores de Lagrange pero tiene como
gran inconveniente la complejidad para ser extendido a problemas 3D. Las diferentes
aproximaciones propuestas difieren generalmente en la forma de interpolar la presion
de contacto y en la manera en que se efectiia la proyeccion entre los elementos. Los
primeros trabajos desarrollados en este sentido, utilizaron el método de penalidad,
con aplicaciones so6lo a problemas bidimensionales [PT92, SWT85, PT90)|.

Especificamente, el primer trabajo que ha utilizado los métodos mortar fue el
propuesto por Bernardi et al. [BMP00]|, donde se muestra la estabilidad del método
en relacion a las condiciones de Babuska-Brezzi, en tanto que otras variantes pueden
encontrarse en las referencias [BHLI7, ML00|. A diferencia de los algoritmos nodo-
segmento, los métodos mortar son tnicamente de una pasada y verifican los tests
de la parcela debido a como estan formulados. De esta manera, la propuesta de un
esquema de doble pasada seria completamente innecesaria.

En el trabajo de Puso y Laursen [PL04], se presenta una version del método mor-
tar para problemas 3D con grandes deformaciones. El método propuesto utiliza un
esquema de penalidad, aplicable a elementos de orden superior, como ser los cuadra-
ticos, y es de simple pasada. Utiliza la proyeccion de las superficies de los elementos
en contacto sobre una superficie plana; en cambio, en la propuesta de Puso [Pus04],
la proyeccion se realiza sobre una malla intermedia suave, definida por un parche
con funciones de forma de Hermite que garantiza continuidad C* sélo cuando la
malla es regular. Los métodos mortar han continuado su desarrollo extendiéndolos
a aplicaciones con friccion [PTS08, FW06, PL04], o en problemas de auto contacto,
como el que se presenta en Yang y Laursen [YLO8|. Por las caracteristicas mencio-
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nadas, los métodos del tipo mortar parecen ser los més apropiados para un estudio
de desgaste ya que, ademas de verificar los tests de la parcela, la fuerza de contacto
se distribuye en una superficie evitando la concentracién de tensiones, como sucede
en un esquema del tipo nodo-segmento.

En esta Tesis, siguiendo el trabajo de Puso y Laursen [PL04|, se propone un
algoritmo de contacto mortar con una regularizacion del tipo de penalidad, aplica-
ble a problemas tridimensionales. El algoritmo fue implementado en el codigo de
elementos finitos Oofelie [OOf10], bajo el entorno de programacion C++. Los ejem-
plos numéricos propuestos muestran que el algoritmo supera los tests de la parcela
con resultados de tensiones muy regulares en mallas arbitrarias. Al igual que las
propuestas anteriores, en esta seccion se detallan las ecuaciones obtenidas de la de-
rivacion analitica de la matriz tangente. Las diferencias con respecto al trabajo de
Puso y Laursen [PL04]| seran destacadas a lo largo del desarrollo de la seccion.

6.7.1. Descripcion del problema

De manera similar al caso de contacto suave, Sec. 6.2, el movimiento de los
cuerpos B, o = 1,2 es expresado por el mapeo x® : 2 x [0,T] — R?, y la
posicion actual de las particulas materiales es calculada via x* = x%(X“ ). A
diferencia de los desarrollos anteriores, en el contacto tipo mortar la porciéon de la
frontera en contacto I, estd dada por una interseccion de las superficies I, esto es
I,=TYNT? ver Fig. 6.29. La convencién adoptada en esta Tesis para la definicion
de las superficies mortar y no mortar es la siguiente: I'! denota la superficie no-
mortar o esclava tal que I, = I'!, en tanto que I'? es la superficie mortar o master.
La estrategia utilizada para discretizar el dominio es por medio del MEF, de esta
forma, la malla de la superficie de contacto puede ser parametrizada como,

z* =) N§(€")as, (6.87)
A=1

donde: %, ¢4 € I'* — R* n® es el namero de nodos de la malla en I'* y N§ :

I'* — R son las clasicas funciones de forma, bilineales en caso de utilizar mallas con

hexaedros, o triangulares para el caso de mallas formadas por tetraedros.

El vector de coordenadas nodales en R?® para las superficies de contacto es defi-
nido de la siguiente manera,

d5:[wiw§wi\w%w§w2]ip (6.88)

Notar que @ se encuentra ordenado de forma tal que en las primeras componentes
se encuentran las coordenadas de los nodos referidos a la frontera I} (no mortar) y
luego las correspondientes a I'? (mortar).
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No Mortar

Interseccion

Figura 6.29: Notacion utilizada en el método mortar para los cuerpos en contacto.

6.7.2. Trabajo virtual asociado al contacto

Cuando los cuerpos B! y B? interacttian mecénicamente sobre la superficie de
contacto, el trabajo virtual asociado al contacto se define de la siguiente manera,

2
o=y / t . dx® dI™ = 6 - F°, (6.89)
a=1 &
donde t* denota el vector traccion de Cauchy. Asumiendo que existe conservacion

de la cantidad de movimiento lineal en la interfase de contacto, t* dI'} = —t? dI'?;
y que ' — x? ~ 0, la Ec.(6.89) puede ser escrita como:

SII°¢ = / t' . (6z' — 6x?) dI} = 6b - F*. (6.90)
r}

Utilizando las siguientes parametrizaciones para las superficies de contacto y el vec-
tor traccion,

TLl nz nl
' =) NpEhap, @’ =) NA(&)wd,  t=> Ni€)ts,  (6.91)
B=1 C=1 A=1

junto con la Ec.(6.90), el principio de los trabajos virtuales asociado al contacto se
aproxima como

=35 Yt ([ ving art oz -
— = i
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Luego, la Ec.(6.92) puede ser escrita en forma méas compacta,

OIT° = ta-0ga, (6.93)
A=1
donde,
TLl n2
0gs = Z Z (n}w Sxp — nio 633%) , (6.94)
B=1C=1

denota la primera variacién del huelgo o gap del nodo esclavo A y
nap= [ NaNpdl,,
r}

nic = | NaNedI,

rd

(6.95)

son los denominados factores de peso. El algoritmo utilizado para la obtencion de
nl g y n?o serd presentado en la Sec. 6.7.4.

Desarrollando las sumatorias y teniendo en cuenta la notacion definida para el
vector de coordenadas nodales @ dada por la Ec.(6.88), la variacion de la energia
potencial elastica debida al contacto tiene la siguiente expresion matricial,

-5‘”%- T 22:1 1) ”,141 |
o) 22:1 tany,

o3 > o ta e

sire= |0 | Zphmta s | (6.96)

o > -1 —tc ngy
5‘”% 28:1 e "202
oz Dot —to s
_55@21_ _22:1 —tc ”%4_

De la Ec.(6.96) se desprende que el vector de fuerzas internas referido al contacto
es:

Fip=> tanip. (6.97)
A=1

6.7.3. Regularizacion de las restricciones normales

El requerimiento fisico de impenetrabilidad e interacciéon de compresion entre los
cuerpos es impuesto por medio de una restricciéon de contacto normal. Como se ha
mencionado en la Sec. 6.2.1, el vector traccion de Cauchy t puede ser descompuesto
en una componente normal ¢yn y en otra tangencial 7. Luego, con las expresiones
discretas del trabajo virtual desarrolladas en la Sec. 6.7.1, la restriccion del contacto
normal puede establecerse con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) como

in, >0, ga <0, In,ga =0, (6.98)
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expresadas aqui en forma discreta para cada nodo A no-mortar. El huelgo g, de
un nodo A no-mortar es: g4 = ga - V4, donde v 4 es el vector normal promedio
en un nodo A no-mortar tal como se muestra en la Fig. 6.30. La definiciéon de v
no es unica y puede ser expresada de diferentes formas. Sin embargo, un promedio
de las normales concurrentes a un nodo resulta en una operaciéon relativamente
sencilla de implementar y aporta resultados muy satisfactorios como lo demuestran
a continuacion los ejemplos numéricos propuestos. Para asegurar el cumplimiento

Figura 6.30: Vector normal promedio v 4 definido por los elementos: (J — 1), (J) y
(J+1) en el nodo A.

de las condiciones de KKT dadas en la Ec.(6.98), se ha seleccionado el método de
penalidad. De esta forma, el vector traccion normal en el nodo A tiene la siguiente
expresion,

INy =K ga-Va, (6.99)
donde
ga=)_ > (nhp ey —nic ), (6.100)
B=1C=1

y k es el factor de penalidad definido como

3

N ZD”%D7

siendo € un coeficiente propuesto por el usuario en forma arbitraria. En la Ec.(6.101),
la definicion del factor de penalidad como alli se expresa, asegura que g4 tenga
unidades de longitud. Esta caracteristica es fundamental para lograr una buena tasa
de convergencia. Luego, con las expresiones de las Ecs.(6.97, 6.99), el vector de
fuerzas internas resulta en

(6.101)

K

FXB:HZ nGg (Va®@v4)ga. (6.102)
A=1
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6.7.4. Coémputo de los factores de peso. Proyecciones

Para llevar a cabo las integraciones en la interface I, es necesario definir una
superficie topoldgica sobre la cual realizar las aproximaciones de las integrales. Aun-
que son muchas las posibilidades, en esta Tesis se han seguido las ideas desarrolladas
por Puso y Laursen [PL04], donde se aproxima la cara de un elemento k no mortar,
ver Fig. 6.29, con un elemento k que pertenece a un plano p definido por un vector
normal . A diferencia de la propuesta de Puso y Laursen [PL04], dicho vector nor-
mal es obtenido por el producto cruz de las diagonales de la cara del elemento k, ver
Fig. 6.31-a. La suma de todas las superficies k representa la superficie de integracion
I'. de la Ec.(6.89).

En un elemento no mortar k, la cara que pertenece a la superficie de contacto
I'! esta definida por un conjunto local de nodos denominado NM (k) que define la
siguiente parametrizacion: @, = >y Ni(€')x). En forma analoga, para la cara
de un elemento mortar [ que pertenece a I'2, el conjunto de nodos locales M define
la parametrizacion xj = 3 ) N5 (§')zE.

Una alternativa para la proyecciéon de los nodos no-mortar y mortar en el plano
p, es a través de una base global definida en R®. De esta manera, es posible utilizar
el algoritmo de interseccion lineal paramétrico Cyrus-Beck descrito en la referencia
[FvDFHO97|. Esta metodologia fue la adoptada por al mayoria de los autores que
han publicado hasta el momento trabajos referidos a los métodos mortar [PLO1b,
PL04, PTS08|. La definiciéon de una base global en R? con una lejanfa considerable
de la superficie de contacto, como sucede en problemas de aplicaciéon, podria causar
problemas numéricos en el algoritmo de interseccion, contribuyendo al deterioro de
la tasa de convergencia. Otra opcion que facilita notablemente el desarrollo de las
ecuaciones es la definicion de una base local para cada elemento no mortar que define
un plano de proyecciéon p, tal como lo representa la Fig. 6.31-a.

En esta Tesis, se emplea un algoritmo de intersecciéon de segmentos basado en
reglas de avance y en la definicién paramétrica en R? de una recta, ver por ejemplo
[O’R98|. Tomando una base V/V = {€, €,, €3}, las proyecciones de las coordenadas
de un elemento mortar o no-mortar en p pueden calcularse como

S5 « 1
o[y
donde x} es un punto que pertenece a un elemento no-mortar k, por ejemplo, uno de
sus vértices. De esta manera, las coordenadas y4 de los nodos no-mortar y mortar,
quedan definidos con s6lo dos componentes. Los versores é; y €5 son calculados por
medio de las diagonales para cada elemento no-mortar y el vector é3 = n, normal
al plano p, como é; x é,, ver Fig. 6.31-a.

6.7.5. Algoritmo para el calculo de los factores de peso

En esta seccion se describe el algoritmo utilizado para el computo de los factores
de peso n%p.

» Para cada elemento no-mortar k,
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(©)

Figura 6.31: (a) Elemento no-mortar k, elemento mortar [, plano de proyeccion p,
base V = {é1,€y,€3}; (b) proyeccion de los elementos k y [ en el plano p, (c);
poligono P formado con el algoritmo de interseccion; (d) division de P en tridngulos.

e Formar el plano p con base V.

e Proyectar las coordenadas de los nodos no-mortar &, — R3 en el plano
p, obteniendo los puntos: y} — R? € k, referido a V, ver Fig. 6.31-b.

e Para cada elemento mortarl,

o Proyectar las coordenadas de los nodos mortar % — R3 en el plano
p, obteniendo los puntos: y%4 — R? € , referido a V.

o Utilizar el algoritmo de interseccion para formar un poligono P =
(knl) C p, ver Fig. 6.31-c.

o Ubicar el centro geométrico y% del poligono P.

o Formar n? triangulos de vértices yI € P y y$, ver Fig. 6.31-d.

o Cada triangulo P admite la siguiente parametrizacion:

3
y"=> Ny, (6.104)

donde Ny son las funciones de forma clasicas para un triangulo.

o Utilizar los n, puntos de Gauss, conocidos para un triangulo lineal,
v ubicarlos en cada triangulo P.

o Para establecer una relacion entre los puntos de Gauss & de un trian-
gulo P y un elemento no-mortar k o mortar [, es necesario calcular
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las coordendas locales paramétricas §; como,

364

SONF@© =Y NS v (6.105)
A=1

I=1

Este sistema es resuelto por medio de un Newton Raphson si los
elementos k o | son cuadrangulares, o en forma directa si son trian-
gulares.

o Para cada triangulo p, calcular los factores de peso definidos de la
siguiente manera:

nAB—QAP ZNA )
(6.106)
nAC—QAP ZNA )

donde AF es el area de cada triangulo P, ver Sec. 6.7.8.
o Finalmente sumar todas las contribuciones n’}, de cada triangulo,

"p
1P
Map = Nap + Z nip Nac = Nac + Z NAc- (6.107)

p=1 p=1

6.7.6. Linealizacion de las fuerzas de contacto. Matriz tan-
gente

La matriz tangente es obtenida a partir de la linealizacion del vector de fuerzas
internas presentado en la Ec.(6.102),

AFXB = tAI/AATL%B—i—IiTLiB (I/A X I/A) AgA—I—IiTLiB (tAI +VrvA® gA) AI/A. (6108)
La linealizacion del huelgo g4 que se muestra en la Ec.(6.108) es obtenida utilizando

las Ecs.(6.100, 6.95) y resulta en,

nl  n?

Aga =) nhpAzp — nio Azt + Anypal — Andoal. (6.109)
B=1C=1

Luego, para la linealizaciéon de n9 5, se requiere derivar los factores de peso de cada

sz o, P : s 2 o p

triangulo P, los ny, v luego ensamblar cada contribucion en n% g, como se present6

. . . .. P

en la Sec. 6.7.5. Utilizando la Ec.(6.95), la linealizacion de los factores de peso n%y
puede ser escrita de la siguiente manera,

Anfy = A [ Ni(E)NG(EY) I}

re
ng
= 3 [ANLE)NG(E) + NAE)ANS(E)] w,A +nSE AAT /AT,
- (6.110)
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donde w, son los facortes de peso. Para completar el desarrollo de la Ec.(6.110), es
necesario definir las linealizaciones de las funciones de forma N y la correspondiente
al area de cada triangulo A” del poligono P.

6.7.7. Linealizacion de las funciones de forma

La coordenada de los puntos de Gauss de un tridangulo P y un elemento no mortar
o mortar, son establecidas via la siguiente relacion,

3 364
S ONF(E) yf = N§(EY) v (6.111)
I=1 A=1

Tomando la derivada parcial de las funciones de forma en la direccion £§, con § =

1,2,

ONZ(€")
085

y junto con la Ec.(6.111), la variacion de las coordenadas £* para la superficie no-

mortar o mortar en la direcciéon 3 es obtenida como,

ANY = AEG = N3 5A€S, (6.112)

3 364
Agg =15t (Z NP (&)Ayr = Nﬁ(é‘”)Aﬁ) ) (6.113)
I=1 A=1
donde, B
51 = [_@J\gg(;a)yj] : (6.114)

Notar que para la obtencion de los Tﬁo‘T, simplemente hay que invertir un sistema de
2x2, a diferencia del trabajo de Puso y Laursen [PL04|, que requiere de la definicion
de una base covariante, complicando de esta manera el desarrollo de las ecuaciones.
Por lo tanto, con las Ecs.(6.112, 6.113) la variacion de la funciéon de forma evaluada
en los puntos de Gauss 53 puede ser escrita como,

3 364
AN (€2) = N§(€2)Tg™ - (Z NP(©)Ayr =) NX(E;“)ME’) . (6.115)
I=1 A=1

La Ec.(6.115) depende de las variaciones de las coordenadas de los nodos de los
triangulos P, los y¥ €; P, como asi también la de los elementos no-mortar y mortar,
los y4 € P. Sin embargo, para derivar la matriz tangente es necesario transformar
las ecuaciones de forma que sean expresadas s6lo en términos de las coordenadas de
los nodos de los elementos no-mortar y mortar, los % € R3, y ordenados segin el
vector @ descrito en la Ec.(6.88).

Se define a @ como el vector de coordenadas de los nodos no-mortar y mortar
de dos componentes de los elementos k y [, referido a una base V.

La matriz que relaciona las coordenadas de los nodos de cada triangulo del
poligono P con el vector de coordenadas nodales @ es denominada D?Fy. En forma
matemaética, lo expresado anteriormente resulta en la siguiente expresion genérica,

Ayp = D}DKAéKL = Dy Ay + D7 Ay, (6.116)
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donde la obtencion de DY se detalla en el Apéndice C. Los vectores yk v y? denotan
las coordenadas nodales de los elementos no-mortar y mortar, respectivamente, DL
y DF2 son particiones de la matriz DT} correspondientes al lado no-mortar y mortar,
respectivamente. Con la Ec.(6.116), la linealizacion de las funciones de forma de la
Ec.(6.112), referida a las coordenadas de los nodos de los elementos no-mortar y
mortar puede escribirse como,

ANG (&2) = P37 (€2) - Ady, (6.117)
donde
Py7(€)) = Niy |(NP(€)DfE = Ny (&) 73" | NF (¢) DfEy" |

(6.118)
P7(€) = N2 [N (€1 Dpies" | (NF (€) DR - NE (€))7

6.7.8. Linealizacion del area de los triAngulos

La variacion del area de cada triangulo P que pertenece al poligono P, es también
requerida para completar el desarrollo de la Ec.(6.110). El area de un triangulo P
puede ser calculada con el producto cruz de sus lados, es decir,

AP =1/2[(ys —yi) x (—ys +9])]. (6.119)

Luego, teniendo en cuenta que cada tridngulo pertenece al plano de proyeccion p,
definido por la base V, la linealizacion de A puede ser computada de la siguiente
manera,

Ay
AAT =1/2 [_}/})12),2 | Y3§,1 - Ylgg | Ylg,l - Y2}1),2 | Yzlf,J : Ayi ’ (6.120)
Ays

donde Y35, es la componente en la direccion é; del vector y3’ — y§” que pertenece a
la base V, Y}f;Q es la segunda componente del mismo vector pero en la direccion é,.
En forma andloga se obtienen: Y% |, Y5, Yii | v Y5,

Teniendo en cuenta la Ec.(6.116) que relaciona los coordenadas de los nodos del
triangulo P con las coordenadas del elemento no-mortar y mortar (Ay?Y = DY, KA@),
la linealizacion del area resulta en la siguiente ecuacion,

AAF
AP
con J¥ = 1/(2AP) [_Ys];,z ’ }/},123,1 | — Yl]:;,2 | Yllg,z | — Y2113,2 | Yzllj,l]-

= J'DE, Adg (6.121)

6.7.9. Linealizaciéon de los factores de peso

La linealizacion de los factores de peso puede ser calculada con las expresiones
desarrolladas. Tomando la Ec.(6.110) y las Ecs.(6.118, 6.121), la linealizacion de los
factores de peso evaluados en &£ puede ser escrita como sigue,

AnSh = Py - Adgp, (6.122)
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con
g

Piiy =" N5 (&) PYT (&) + N5 (&) P5” (&) | w,A” +nS5 I " DE;
g=1

(6.123)

6.7.10. Linealizaciéon del huelgo

La variacion de la funcion huelgo g4 se linealiza en cada triangulo y luego se su-
man todas las contribuciones en forma completamente anéloga a lo descrito para las
funciones de peso. Por medio de la Ec.(6.109) y las Ecs.(6.122, 6.123), la linealizacion
de g4 para un tridngulo P puede expresarse como,

con,
Np= [ [ R 5o SR I]

4 (6.125)
= Z (w};@ij—w%@Pj’[I;).
D=1

6.7.11. Linealizacién del vector normal promedio

En esta seccion se desarrollara la linealizacion del vector normal promedio para
cada nodo de un vértice A de un determinado grupo de elementos no mortar, al que
se denominara v 4 y calculada de la siguiente manera,

py==d (6.126)

[l

ver Fig. 6.30, donde o X v
n; =24 It 6.127
1 oy X oyl (6-427)

Aqui m; es el vector normal del elemento no-mortar j, y los vectores v; y v;41
denotan la diferencia de las coordenadas nodales referidas al nodo A, esto es,
1 2
Vi1 = Tp — T,
7o T (6.128)
Véase la Fig. 6.30 para una mejor interpretacion.
La linealizacion de la Ec.(6.126) resulta en,

Ay — 2 An®)lingll — 35 s Al
Vpy— .

(6.129)

Luego, la linealizacion del vector normal n; se obtiene a través de la Ec.(6.127) como

[ —n; ®@nyl

An
[v; X V]|

WAD, = SWAB,, (6.130)

g —
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con @4 el vector de coordenadas ' de los primeros nodos “vecinos” del nodo A y

las matrices,
g I —n;®ny
[v; X vy (6.131)

W= Vi | =Vi| = Vi | V)]

donde V; corresponde a la matriz antisimétrica asociada al vector v;. Luego puede
demostrarse que A|n;|| = n;/||n;||An; = n;SW, con lo cual la variacion del vector
normal promedio es expresado de la siguiente manera,

1 A .
Ava= o [SW — v, SW| A, (6.132)
J

6.7.12. Variacion del vector de coordenadas globales A®

Hasta el momento, las ecuaciones han sido desarrollas teniendo en cuenta una
basa ortogonal local V definida por las diagonales de un elemento no-mortar. Esto
permiti6é desarrollar las expresiones con vectores cuyas coordenadas nodales son de
dos componentes. Sin embargo, para que el desarrollo esté totalmente completo,
el vector de coordenadas nodales Ad debe referirse a otro vector A® donde cada
componente sea la coordenada de un nodo no-mortar o mortar en R3. Para ello
es necesario realizar algunas operaciones adicionales. Partiendo de la Ec.(6.103), su
linealizacién se calcula como,

Ae; - (2% — x}) + e - Az + e - Ax}

AW = Aey - (24 — ) + ey AxG +ey- Axh| HyAPxy, (6.133)

donde H§ es una matriz que transforma las coordenadas nodales de la base V a la
base global definida en R3. El trabajo final consiste en multiplicar cada componente
del vector AP por la matriz H$ para obtener las coordenadas nodales en R?. En el
Apéndice C se presenta un desarrollo completo para la obtenciéon de la matriz H.

6.7.13. Ejemplos numéricos

Todas las soluciones obtenidas con el método mortar en los ejemplos presenta-
dos en esta Tesis se comparan con las del programa comercial de elementos finitos
SAMCEF [SAMO07|. El algoritmo implementado en este ultimo software es del tipo
nodo-segmento con una regularizacion mediante multiplicadores de Lagrange.

6.7.13.1. El test de la parcela para contacto. Ejemplo de validacién.

Para comprobar la validez del algoritmo desarrollado, se evaliia su capacidad de
superar el test de la parcela con un caso propuesto por Chen y Hisada [CH06|. Este
consiste en dos bloques en contacto bajo la aplicaciéon de una presion uniforme P = 5
MPa, ver Fig. 6.32. Las propiedades mecéanicas se incluyen en la Fig. 6.32 junto con
las condiciones de borde, la cuales garantizan un estado plano de deformaciéon. La
geometria se discretiza con hexaedros lineales de 8 nodos.
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6.7 Método mortar

La presion obtenida en ambos lados de la interfase de contacto seréd igual a la
carga exterior aplicada P, si ésta se transmite correctamente. Asimismo, el campo de
desplazamientos debe mostrar una distribucién uniforme. En la Fig. 6.33 se compara

v =0.0,
Ux = 0.

Figura 6.32: Test de la parcela. Condiciones de borde y propiedades mecanicas.

el campo de desplazamiento obtenido con un esquema del tipo nodo-segmento y el
algoritmo mortar desarrollado en esta Tesis. Como puede observarse en la Fig. 6.33-
a, la distribucion de desplazamientos del esquema nodo-segmento no mantiene una
distribuciéon uniforme en todo el dominio. En cambio, el método mortar genera una
distribuciéon continua, ver Fig. 6.33-b. Asi mismo, la Fig. 6.34 muestra una distribu-
ciéon de tensiones uniforme en la interfase de contacto e igual a la tension exterior
aplicada cuando se utiliza el método mortar, mientras que con el esquema nodo-
segmento se aprecian oscilaciones en la tension. Esta caracteristica es independiente
de un refinamiento de la malla y del tipo de regularizacion utilizada.
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0

-1.01082269

202124538

-3.03186808

-4.04240077

505311346

-6.06373615

-T.07436834

-8.08498154

-8.09580423

-10.10622692

(a) Método nodo-segmento. Software SAMCEF.

0

-0.88020408

-1.82160816

-2.88241224

-3.84321632

-4.8040204

-6.76482447

-B.72562855

-7.68643283

-B.64723671

-8.60804078

(b) Método mortar. Algoritmo propuesto.

Figura 6.33: Test de la parcela. Comparacion del campo de desplazamientos en la
direccion Z entre el método nodo-segmento y el método mortar propuesto en esta
Tesis.

-4

—Mortar
\ —Nodo Segmento

Presion de Contacto [MPa]

% 2 4 6 8 10 12

Coordenada—X [m]

Figura 6.34: Distribucion de presion en la interfase de contacto.
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6.7 Método mortar

6.7.13.2. Contacto de Hertz. Ejemplo de validacion.

Se propone un ejemplo de tensiones de Hertz para validar el método mortar con
una solucién analitica. Para este caso, ambas interfaces de contacto son curvas. La
Fig. 6.35 muestra la geometria de la mitad de dos cilindros elasticos, cada uno de
ellos de radio 8.

El problema original fue formulado en dos dimensiones, ver por ejemplo el trabajo
de McDevitt y Laursen [ML00|, en tanto que aqui se lo resuelve en tres dimensiones
con condiciones de borde tales que reproducen un estado plano de deformacion. La
malla original adoptada en la referencia [MLOO| es generada con elementos bicua-
dréticos. Aqui, al igual que en el trabajo de Areias et al. [ACdSCA04], la malla es
duplicada en la cantidad de elementos ya que se han adoptado elementos bilineales.
La Fig. 6.35 muestra la malla utilizada junto con las condiciones de borde propues-
tas y las propiedades mecanicas del material. La Fig. 6.36 muestra el campo de

Condiciones ’ —
de Simetria Y E__ 200
v=0.3

E =200
v=0.3

11—
O o

1 —

-

Superficie
Empotrada

Figura 6.35: Contacto de Hertz. Condiciones de borde y propiedades mecanicas.

desplazamientos obtenido con el método mortar, donde ademas es posible apreciar
la superficie que se encuentra en contacto. La Fig. 6.37 muestra el campo de tensio-
nes en la direcciéon Z con continuidad y homogeneidad en la interfase de contacto. La
Fig. 6.38 muestra la comparacion de los resultados obtenidos por medio del método
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002278149

-67.93423657

-115.88125513

-173.8482737

-231.80529226

-289.76231082

-347.71832939

-405.67634795

-463.633366591

-521.58038508

-679.54740364

Figura 6.36: Contacto entre dos cilindros elésticos. Campo de desplazamientos.

Pa

389111634

18232137

-0.24467359

-2.31266855

-4 38046352

-fi. 448350848

-BA1A25344

-10.5841 4841

-12 6204337

-14.71933833

-16.7878333

Figura 6.37: Contacto entre dos cilindros elésticos. Distribuciéon de tensiones por
nodo en la direccion Y.

mortar y la solucion analitica de Herzt [Jho87] destacandose la buena correlacion
entre ambos resultados.
6.7.13.3. Contacto elastico entre dos cuerpos cilindricos.

Este ejemplo es introducido para estudiar por medio del método mortar, los
campos de desplazamientos y tensiones entre cuerpos flexibles cuando las mallas no
son conformes y estdn formadas por tetrahedros. Los resultados se comparan con el
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20r

+ Mortar
181 Solucién Analitica
164

Tension [Pa]
B
NN

[ERN
o

o 00

4 I I I I I j
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Longitud [mm]
Figura 6.38: Contacto entre dos cilindros elésticos. Distribuciéon de tensiones por
elemento. Comparaciéon con soluciéon analitica de Hertz.

software SAMCEF.
Las condiciones de borde y propiedades mecanicas utilizadas se muestran en la

Fig. 6.39. La malla de tetrahedros lineales es generada por medio de un algoritmo
de Delaunay-Voronoi y es idéntica para los dos métodos aplicados. La Fig. 6.40-a

Presion P =10 Pa

E =2.1E11 MPa
v=0.3 Interfase de
YA Contacto
WA (A
LA
E = 2.1E11 MPa
v=0.3
Superficie
Empotrada

Figura 6.39: Condiciones de borde y propiedades mecénicas de dos cuerpos cilindricos

elasticos en contacto.
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muestra un campo de desplazamientos no uniforme cuando se utiliza un esquema
nodo segmento, y lo contrario en la Fig. 6.40-b cuando se emplea el método mortar.
En relacion al campo de tensiones, cuando se utiliza un esquema nodo-segmento,

mm

)
-106.9139e-12

-213.8279e-12
-320.7418e-12
-427 B558e-12
-534 5697e-12

-G41.4837e-12

-748.3976e-12

-355.3116e-12

-962.2255e-12

-1.069139e-9

(a) Método nodo-segmento. Software SAMCEF.

mm

)
-107.2308e-12

-214 4615e-12
-321.6923e-12
-428.923e-12

-536.1538e-12

-G43.3845e-12

-750.6153e-12

-B57 G4fie-12

-0E5.0768e-12

-1.072308e-9

(b) Método mortar. Algoritmo propuesto.

Figura 6.40: Comparacion del campo de desplazamiento en la direccion Z de dos
cuerpos cilindricos elasticos en contacto.

ver Fig. 6.41-a, es posible apreciar ciertos puntos de concentraciéon de tensiones en
algunos nodos de la interfase de contacto. Si bien el valor de la maxima tension es
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similar en ambos métodos, el mortar presenta una mejor distribucién en la zona de
contacto, tal como se muestra en la Fig. 6.41-b.

Pa

03702457

-1.09444279

f-4.38813128

-B.72381976

-8.08850825

-11.45318674

-13.81788522

-16.18257371

-18.54726822

-20.91195068

-23.27663317

(a) Método nodo-segmento. Software SAMCEF.

03299636

-095218276

-2.23432912

-351647547

-4 79862183

-6.08076819

-7.362091455

-8.6450609

-9.892720726

-11.20835362

-12.49149998

(b) Método mortar. Algoritmo propuesto.

Figura 6.41: Comparacion del campo de desplazamiento en la direccion Z de dos
cuerpos cilindricos elasticos en contacto.
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6.7.13.4. Contacto entre una vailvula de motor de combustiéon interna y
el asiento.

El siguiente ejemplo corresponde al estudio del contacto entre una valvula de
motor de combustién interna con su asiento. Si bien es un caso de aplicaciéon no
citado en la bibliografia como test de validacion, presenta algunas dificultades no
menores que deben superar los algoritmos de contacto, y es que la superficie de
contacto no s6lo es muy pequenia, sino que ademas es conica curva. Con los esquemas
de contacto nodo-segmento aparecen ciertos puntos con una fuerte concentracion de
tensiones, de manera que no son apropiados, por ejemplo, para un analisis posterior
a desgaste, donde una distribucién de tensiones sin oscilaciones es requerida en la
zona de contacto para arribar a resultados correctos.

En la Fig. 6.42 se detalla la geometria, condiciones de borde y propiedades me-
céanicas utilizadas para el modelo de valvula propuesto. La malla empleada esta for-
mada por elementos hexaédricos lineales. La Fig. 6.43-a muestra una comparaciéon

Condiciones Eje de Simetria

de Simetria :
Y E =2.1E11 Pa Asiento
v=0.3
Valvula
y4
$ Empotrado
X Y
P = 7MPa Interfase de
Contacto

Figura 6.42: Valvula de motor de combustién interna. Condiciones de borde y pro-
piedades mecanicas.

entre los resultados de tensiones obtenidos con el método mortar y con el esquema
nodo-segmento. La Fig. 6.43-a evidencia una concentracion de tensiones en la zona
de contacto con el asiento (puntos de color azul), en tanto que con el método mortar
existe una distribucion mucho mas regular. Para una comparaciéon cuantitativa mas
precisa, en la Fig. 6.44 se ha graficado la distribuciéon de tensiones en los elementos
de contacto de la valvula. En ella se puede apreciar una variacion ciclica de la ten-

140



6.7 Método mortar

sion cuando se utiliza el esquema nodo-segmento, mientras que con el mortar existe
una oscilaciéon de amplitud mucho menor.

(a) Método nodo-segmento. Software SAMCEF.

(b) Método mortar. Algoritmo propuesto.

Figura 6.43: Distribucion de tensiones en la direcciéon Z en una valvula de motor
de combustion interna con una malla de hexahedros.

6.7.13.5. Contacto entre una vailvula de motor de combustiéon interna y
el asiento. Comparacion.

La Fig. 6.45 muestra las curvas comparativas de la tensiéon por elemento en la
zona de contacto para los distintos algoritmos que se han implementado en esta Tesis.
En este sentido, se utilizo la geometria y condiciones de borde que se muestran en
la Fig. 6.14 para el caso de una vélvula de motor de combustién interna. Se puede
apreciar que los esquemas del tipo nodo segmento, ya sea el de contacto suave,
el implementado en el software SAMCEF o el flexible rigido, presentan una gran
variacion en la tension, en tanto que la curva para el método mortar es mucho mas
suave, a pesar de tener ciertas oscilaciones.

Notar que los elementos tetraedricos no son los mas apropiados para este tipo
aplicaciones, ya que no poseen polinomios tan enriquecidos como los hexaedros, lo
que explica la diferencia que se muestra en la curva de la Fig. 6.44, donde se destaca
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7
oX 10
o Mortar
+ Nodo-Segmento

Tension [Pa]
A

I
0 10 20 30 40 50 60 70
Longitud [mm]

Figura 6.44: Distribucion de tensiones por elemento en la zona de contacto para el
ejemplo de la valvula de motor de combustion interna.

Tension [Pa]
%

o SAMCEF Field

-12j{ + Mortar

x  Contacto Suave
Flexible Rigido

-14 ‘ ‘
15 20 25 30 35 40 45 50

Longitud [mm]

Figura 6.45: Comparacion de la distribucion de tensiones en la zona de contacto
utilizando el algoritmo de contacto suave, SAMCEF y el método mortar.
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una distribucién de tension mas suave respecto del mismo ejemplo utilizando mallas
de hexahedros.

6.7.14. Conclusiones

En esta seccion se desarrollé un algoritmo de contacto tipo mortar. Los ejemplos
presentados fueron contrastados con soluciones de referencia, especialmente el del
test de la parcela y el de los cilindros de Hertz, mostrando en ambos casos buena
correlacién con las soluciones referenciadas.

Como se pudo observar en los ejemplos propuestos, el esquema del tipo nodo
segmento es incapaz de calcular con precisiéon el campo de tensiones en la zona de
contacto, sin embargo, con el método mortar propuesto en esta Tesis, los resultados
han sido notablemente mejores.

Se puede concluir que para un correcto analisis del campo de tensiones en la zona
de contacto, el método mortar es el més preciso de todos los estudiados. Ademés, a
pesar de que el algoritmo es computacionalmente méas complejo que el de un nodo-
segmento, la resolucién de los ejemplos de aplicacion y validacion mostré que los
tiempos de céalculo no han sido mayores que los observados con un esquema nodo-
segmento.
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Capitulo 7

El fen6meno de desgaste

El desgaste mecanico se genera por el desplazamiento relativo de dos o mas
cuerpos que se encuentran en contacto sujeto a un estado de cargas. La mayoria de
los desarrollos tedricos de prediccion del desgaste tienen en cuenta los parametros
del material, su composicién quimica y propiedades pseudo/elésticas de los cuerpos
involucrados, ademas de las fuerzas/presion de contacto y longitud de deslizamiento.
Con estas consideraciones, la regularidad de las tensiones en la zona de contacto,
es la clave para predecir correctamente los mecanismos de desgaste de sistemas
tribologicos.

Los requerimientos de durabilidad para los sistemas mecanicos actuales son cada
vez mas exigentes, en este sentido, el proceso de desgaste es uno de los principales
factores que condicionan el servicio de componentes, lo que merece una atenciéon
especial. En referencia a valvulas de motores de combustion interna, los nuevos
requerimientos demandan disminucion de las emisiones gaseosas, mas potencia en
el motor, menos consumo de combustible, menos consumo de aceite. El mecanismo
que domina el proceso depende de los componentes del motor, de las condiciones de
operacion, las configuraciones del asiento y de la valvula, materiales, tren de valvulas
etc.

En una valvula se produce desgaste mecanico entre los siguientes componentes:

= valvula-asiento,
» guia-vastago,
= leva-punta de valvula.

7.1. Desgaste y ley de Archard

Para el desarrollo de un algoritmo de desgaste, se ha empleado la expresion
de Archard, ampliamente utilizada en la actualidad para el modelado numérico de
desgaste [MLMS07, DCDB02, HGN*06, MDLO04]. Como es conocido, el desgaste se
genera por el desplazamiento relativo de dos o més cuerpos que se encuentran en
contacto bajo la acciéon de cargas. En componentes mecanicos puede presentarse de
cuatro formas diferentes:

= desgaste abrasivo,
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= desgaste adhesivo,
» desgaste corrosivo,
= desgaste por fatiga.

Normalmente, las valvulas de admisiéon no se encuentran expuestas a quimicos que
produzcan algtn tipo de oxidacion, lubricacion o restos de componentes de la com-
bustion, el desgaste es puramente abrasivo, en tanto que en vélvulas de escape es
abrasivo y corrosivo. La ecuaciéon constitutiva utilizada para computar el volumen de
material perdido por efecto del desgaste fue formulada por Holm en 1946 y Archard
en 1953. La ley Holm-Archard [Arch3] esta dada por:

_KFN’U,t

V
H )

(7.1)

donde son:

V': volumen de material perdido por efecto del desgaste,

FN: componente normal de la fuerza entre los cuerpos en contacto.

u,: desplazamiento relativo de los cuerpos en contacto.

H: dureza del material.

K coeficiente dependiente de la rugosidad del material, lubricacién entre los
cuerpos en contacto, transmision de calor, etc. Su valor puede variar en un
rango de 1072 a 10~® dependiendo de las condiciones de funcionamiento del
componente.

A partir de la expresion de Archard y operando algebraicamente se obtiene:

Ut d'U,t

Ah =K /0 % (7.2)

donde h es la altura de desgaste, A es el multiplicador de Lagrange que denota
la fuerza de contacto funcién del desplazamiento tangencial u; y A, es el area de
contacto. Integrando numéricamente la Ec.(7.2) y utilizando un esquema backward
Euler se tiene la siguiente ecuacion,

A1y
HA4 (7.3)

an+41

AR = Ah, + K

Ah§™? = 0.

7.2. Modelo numérico

En esta seccion se presenta un ejemplo de validacion para evaluar el desgaste en
forma numérica. Los resultados obtenidos son comparados con la ecuacion analitica
de Archard, Ec.(7.1). Para la obtencion de las fuerzas de contacto se ha utilizado el
mismo algoritmo que se ha presentado en la Sec. 6.3.

La geometria, topologia de malla y tipos de elemento son iguales a los del ejemplo
presentado en la Sec. 6.3, pero sin tener en cuenta los efectos de la friccion y la no
linealidad geométrica. El desplazamiento vertical aplicado es de una magnitud igual
a 0.000001m. El desgaste acumulado se muestra en la Fig. 7.2.
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Figura 7.1: Evolucion del desgaste acumulado.

7.3. Conclusiones

Utilizando valores del pardmetro de desgaste K compatibles con los reportados
en la bibliografia, u obtenidos de algiin ensayo, se podria predecir el desgaste que se
producen en componentes mecanicos. Se advierte que para la obtencion de valores
de desgaste precisos, es necesaria una correcta caracterizacion del parametro K en
la formula de Archard. Esta determinacion deberia ser realizada para cada par de
materiales en contacto, a diferentes temperaturas y con diferentes condiciones de
lubricacion.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Fatiga de muy alto niimero de ciclos a elevada
temperatura

En esta Tesis se desarrolld el estudio de las propiedades a fatiga en el rango
gigaciclico de un acero austenitico utilizado en véalvulas de motores de combustion
interna, a temperatura ambiente y a elevadas temperaturas con cargas de traccion-
compresion por medio de la técnica de fatiga ultrasonica.

Los resultados obtenidos adquieren importancia tecnolégica en este campo de
investigacion, pues proveen informacion especifica de fatiga a elevada temperatura
de un acero que no ha sido reportada con anterioridad en la bibliografia. Con la
metodologia desarrollada en el Cap. 3, distintos materiales pueden ser estudiados con
el objeto de conocer sus propiedades mecanicas de fatiga, contribuyendo a mejorar
el diseno de componentes mecanicos en una instancia posterior.

En esta Tesis se ha mostrado la capacidad del método de los elementos finitos
para el diseno preciso de probetas ultrasonicas utilizadas en ensayos a temperatua
ambiente y a elevada temperatura.

Los resultados de fatiga a temperatura ambiente obtenidos en la méaquina de
fatiga ultrasonica han mostrado gran dispersion de resultados, posiblemente por
causas metalurgicas, como las que se detallan en la Sec. 4.6.1. Las fisuras de todas
las probetas ensayadas fueron originadas desde la superficie.

Para el caso de temperatura de 600°C, la curva S-N ha mostrado un leve decai-
miento de la tension de rotura conforme aumenta el nimero de ciclos. La iniciacion
de las fisuras en las probetas se produjo desde la superficie, en tanto que s6lo una
probeta alcanzo la rotura desde el interior en 3.74 x 108 ciclos a partir de una inclu-
sion de Niobio.

Resultados similares para el caso de 600°C fueron obtenidos para 700°C, donde se
determiné poca disminuciéon de la pendiente en la curva de fatiga conforme aumenta
el nimero de ciclos, en tanto que la iniciacion de las fisuras en las probetas ensayadas
se produjo en todos los casos desde la superficie.

A través de este trabajo, se describieron las limitaciones de la técnica de fatiga
ultrasonica, esto es, existen algunos materiales que pueden cambiar su microestruc-
tura cuando son sometidos a cargas de muy alta frecuencia, mostrando variabilidad
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en los resultados de las curvas de S-N, como el caso del acero ensayado en esta Tesis.

Los resultados experimentales obtenidos en la méquina de fatiga ultrasénica
para el acero mencionado fueron utilizados en la generacién de nuevos disenos de
valvulas de motores de combustion interna desde el punto de vista de la fatiga.
Especificamente, se utilizaron las curvas S-N a 600°C para el disefio de una valvula
por medio del MEF, con el objetivo de estimar el valor de la tension méxima que se
genera al momento del impacto con el asiento.

Las principales conclusiones obtenidas del modelo numérico en relacion al algo-
ritmo de integracion temporal utilizado para la simulaciéon dinamica del evento de
asentamiento son las que se detallan a continuacion, ver Sec. 5.5,

= Es necesario emplear un esquema de integraciéon temporal con paso de tiempo
variable. Esto permite reducir el tamano del paso cuando se arriba al instante
del impacto. El paso de tiempo escogido fue muy reducido para captar las
armoénicas de alta frecuencia de la tension que se generan al momento de
producirse el impacto de la valvula con el asiento.

= La seleccion apropiada de los parametros de este algoritmo, resulta en una
correcta evaluacion de las tensiones. Se efectuaron multiples experimentos nu-
méricos variando el radio espectral dentro de su dominio de validez, hasta
conseguir soluciones sin una excesiva oscilacion o amortiguamiento de las ten-
siones y los desplazamientos. El primer algoritmo utilizado para realizar las
simulaciones fue el Hilbert-Hughes-Taylor (HHT), con el cual los resultados
obtenidos han mostrado oscilaciones numéricas en alta frecuencia, por lo que
fue descartado. Esto conllevo a la utilizacion de algoritmos de integracion
temporal donde se pueda controlar la disipacién numérica, como el caso del «
generalizado.

Referido especificamente a las principales conclusiones obtenidas de los resultados
del problema mecénico, ver Sec. 5.5, se menciona:

= Las soluciones numéricas mostraron que la tensiéon alcanza un pico maximo en
la zona del cuello de la valvula y luego se amortigua hasta un valor de tension
igual al generado por el resorte cuando la valvula se encuentra asentada.

= En la valvula ensayada en la VTR, una excentricidad de respecto del asiento
gener6 una flexion inicial durante el proceso de asentamiento, y luego alcan-
z6 un valor maximo similar al obtenido con un asiento concéntrico. Con un
diseno convencional de valvula, donde la zona del cuello posee un diametro
mucho mayor al diseno propuesto para la VTR, es decir es méas rigido, este
comportamiento es inverso.

» La comparacion entre la soluciéon térmica numérica y la obtenida experimental-
mente revelo que el ajuste de los parametros de conductancia y coeficientes de
transferencia térmica de las valvulas ensayadas en la VTR han sido obtenidos
con buena aproximacion, proveyendo de una metodologia correcta como para
resolver el problema térmico de una valvula de motor de combustion interna.

= Se ha observado que, para simular correctamente la dinamica del impacto, es
imprescindible una subdivision del resorte de retorno para distribuir mejor su
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masa y poder capturar el efecto de movimiento de las espiras, tal como ocurre
en la realidad.

= Se asumio que el pico maximo de la tension es el que contribuye a una de-
gradacion de las propiedades del material conduciendo a una rotura final por
fatiga.

En referencia a la maquina de ensayos VTR, la simulaciéon dindmica del tren de
valvulas fue validado satisfactoriamente con resultados de mediciones experimentales
de velocidad de cierre de valvula en funcion del ntimero de revoluciones, adquiridas
con un equipo laser de registro de desplazamientos.

Mediante un anéalisis de fatiga uniaxial por medio de la curva S-N a 600°C pre-
sentada en el Cap. 4, el pico méximo de tension, y la geometria de valvula propuesta
en la Sec. 5.5, se estima que el diseno propuesto se encuentra cercano al limite de
su resistencia a fatiga. En relacion célculo del criterio de Crossland, Sec. 5.5, éste
ha demostrado que una rotura por fatiga a esa cantidad de ciclos seria esperable.

La geometria obtenida mediante simulacién numeérica fue posteriormente ensa-
yada en la maquina VTR con una temperatura en la zona del cuello de 600°C y una
velocidad de rotacién de 2500 rpm. La cantidad de ciclos alcanzada fue de 3 x 10°
ciclos sin que se haya alcanzando la rotura.

Es claro que la cantidad de ciclos a los que se encuentra sometida una valvula
en condiciones normales de operacion son mayores a los que se han desarrollado en
estos ensayos. Sin embargo, se desprende que mediante la metodologia propuesta
en el Cap. 5, es posible generar nuevos disenos con cierta reducciéon del diametro
en la zona del cuello, contribuyendo a mejorar la flujometria de llenado del cilindro
en un motor de combustion interna permitiendo ademas la disminuciéon de peso del
componente, entre otros aspectos. No obstante, debido a las limitaciones de tiempo
y fundamentalmente a los costos que conllevan este tipo de ensayos en maquinas no
convencionales, tales como la VTR, s6lo una probeta de valvula se ha podido ensayar
con esa geometria, de manera que atn no se cuenta con evidencia experimental
suficiente para verificar esta hipotesis.

8.2. Algoritmos de contacto

En esta tesis se han desarrollado diferentes algoritmos de contacto aplicables
a problemas cuasi-estaticos de elasticidad no lineal con el objetivo de obtener un
campo de tensiones sin oscilaciones numeéricas en la interface de contacto.

La primera propuesta presentada es la de un algoritmo de contacto flexible-rigido
que cuenta con un lagrangiano aumentado, dos multiplicadores de lagrange y una
variable slack, ver Sec. 6.3. De esta forma, el problema puede ser resuelto en un
esquema Newton-Rapshon monolitico, evitando la complejidad de implementacion
computacional que implica el cumplimiento de las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker. Este lagrangiano, basado en el trabajo de Areias et al. [ACASCA04], difiere
en las condiciones de activacion y desactivacion de los multiplicadores de Lagrange.
La matriz de rigidez tangente ha sido derivada a partir del vector de fuerzas internas
relacionado a la contribuciéon de las fuerzas de contacto y a las fuerzas de friccion,
siendo éste un aporte novedoso que se incluye en esta Tesis.
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Para modelar la friccién en esta primera propuesta, se utilizé una regularizacion
de la ley de Coulomb por medio del método de penalidad, habiendo verificado que,
con una adecuada eleccion del factor de penalidad, es posible reproducir con un
grado de exactitud importante los mismos resultados que se obtienen de las formu-
laciones que proponen métodos implicitos de proyeccion, tal es el caso del trabajo
de Joli y Feng citado en esta Tesis en la Sec. 6.4. Los ejemplos numéricos estudiados
han sido validados con soluciones provenientes de la bibliografia mostrando un buen
desempeno del algoritmo propuesto. Sin embargo, la evaluacién del campo de ten-
siones se encuentra limitado solo a un cuerpo, el flexible. Esto motivo el desarrollo
de un algoritmo de contacto flexible-flexible con dos esquemas de solucion: i) por
penalidad, ver Sec. 6.6.8; y ii) con un lagrangiano aumentado, ver Sec. 6.6.9, igual
al propuesto para el caso flexible rigido y descrito en la Sec. 6.3. En ambos casos, se
utilizo la técnica de interpolacion de superficies basada en el algoritmo de subdivi-
sion de superficies de Loop. A diferencia de los trabajos de Holzapel et al. [SHO4| y
de Wrigger et al. [WKOKO1], en los cuales la matriz de rigidez tangente es obtenida
en forma automéatica por medio de codigos de derivacion, en esta Tesis, la matriz
tangente para los desarrollos i) y ii) fue determinada en forma analitica. Si bien esta
metodologia implica un esfuerzo adicional para el desarrollo de las ecuaciones, como
asi también para su implementaciéon en un codigo de elementos finitos, se obtiene
un fundamento matemaéatico mas sélido del problema.

La propuesta para el algoritmo de contacto flexible-flexible fue implementada
a través del método de penalidad por su relativa facilidad de programacion. Sin
embargo, a partir de la experiencia adquirida en los diferentes ejemplos desarrolla-
dos, se advierte que la seleccion del factor de penalidad condiciona la calidad de los
resultados involucrando miltiples anéalisis para mejorar la precision de la solucion,
resultando en un procedimiento costoso en tiempo, en especial con aplicaciones don-
de el niimero de grados de libertad es de una cantidad considerable. Ademas, y como
se ha mencionado a lo largo de esta Tesis, este esquema cumple con las restriccio-
nes de contacto de manera aproximada, generando penetraciéon entre los cuerpos de
manera irreversible.

Con el objetivo de lograr independencia del factor de penalidad y evitar la pe-
netracion, se propuso una modificacion a las matriz de rigidez tangente y al vector
de fuerzas internas de manera que pudiera ser utilizado el lagrangiano aumentado
con dos multiplicadores de Lagrange y variable slack, analogo al propuesto para el
caso de contacto flexible-rigido.

La inclusion de dos multiplicadores de Lagrange y la variable slack como grados
de libertad del sistema genera un aumento en las dimensiones de las matrices, aun-
que los tiempos de calculo no son mucho mayores a los observados cuando se utiliza
el esquema de penalidad. Los ejemplos propuestos han mostrado que, a pesar de
las diversas variantes propuestas, los valores de las tensiones en la zona de contacto
presentan irregularidades, esto es, concentracion de tensiones de origen numérico en
ciertos puntos de la malla. En un principio, se estim6 que por medio de un suavi-
zado de la superficie, que implica un célculo de vectores normales y tangenciales
mas preciso, se evitaré este tipo de anomalias. Sin embargo, de las observaciones
realizadas en los diferentes resultados se concluye que esta caracteristica se asocia
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especificamente a los esquema tipo nodo segmento y es independiente de un refi-
namiento de malla y del suavizado de la superficie. Esto se hace evidente cuando
se requiere evaluar la capacidad de un algoritmo nodo-segmento para superar los
tests de la parcela de contacto, tal como se detalla en la Sec. 6.7.13.1. Ademas, los
algoritmo de contacto suave necesitan un patch con un minimo de elementos para
poder generar la superficie de interpolacion, acarreando inconvenientes en la en la
zona de bordes de diferentes geometrias; como es el caso de los cubos de igual di-
mension presentado en la Sec. 6.6.10. Para el caso de aplicacién de una valvula de
motor de combustion interna, la zona de contacto tiene una dimension muy reduci-
da, exigiendo una gran discretizaciéon de los elementos resultando en una malla con
una topologia no siempre uniforme. Debido a estos inconvenientes, los esquemas de
suavizado de superficies no resultaron atractivos para este tipo de aplicaciones, con
lo cual no se extendié su estudio y por ello se desaroll6 la linea de investigacion de
los algoritmos de contacto tipo mortar.

Los algoritmos de contacto tipo mortar desarrollados en la Sec. 6.7, distribuyen
més uniformemente la fuerza de contacto en relacion con los anteriores, en particular
cuando se utilizan elementos hexaédricos, y permiten cumplir las restricciones del
sistema discreto en mallas completamente irregulares, como lo revelan los ejemplos
numeéricos propuestos. Al igual que en el algoritmo de contacto suave, la matriz
tangente ha sido derivada del vector de fuerzas internas en forma analitica. Si bien
la formulacion presentada en esta tesis toma las bases de la propuesta del trabajo
de Puso y Laursen [PLO04|, se diferencia de éste por el algoritmo de interseccion
utilizado. Puso y Laursen utilizan el algoritmo Cyrus Beck [FvDFH97|, donde la
interseccion de las rectas, que forman el poligono final, se realiza en el espacio con
una terna global referida en R®. En esta Tesis, se propone realizar la interseccion
de las rectas con una terna local que define un plano de interseccién. Esto modifica
el desarrollo tedrico de la matriz de rigidez tangente y el vector de fuerzas, siendo
un aporte diferente a lo publicado hasta el momento. Si bien en el trabajo de Puso
y Laursen no se han mencionado problemas numeéricos originados con el algoritmo
de interseccion Cyrus Beck, es de esperar que con el algoritmo que aqui se propone,
donde las ecuaciones de las rectas quedan limitadas a dos dimensiones, se eviten pro-
blemas numeéricos de interseccion de rectas en el espacio cuando éstas se encuentran
a muy escasa distancia.

8.3. Problemas abiertos

Los estudios presentados en relacion a fatiga de alto nimero de ciclos indicaron
que en ciertos materiales, la rotura por fatiga comienza a partir de inclusiones no me-
talicas, aunque como se ha mencionado, este proceso no es generalizable para todos
los casos. Queda abierta la posibilidad de modificar los criterios de fatiga multiaxial
de modo que puedan tener en cuenta este tipo de defectos en la microestructura
del material. Debido a que la formacién de inclusiones es un proceso estadistico, la
teoria probabilistica es requerida.

La comparacién y analisis de los resultados experimentales obtenidos con los del
MEF indica claramente que, debido a la dispersiéon natural del proceso de fatiga, es
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necesario ensayar una mayor cantidad de probetas en la maquina VTR y registrar
mas informacién que la presentada en esta Tesis. En este sentido, se requiere de
mediciones de las deformaciones que se producen en el vastago a través de por
ejemplo, galgas extensiométricas ubicadas en la zona de la entalla de la valvula. Esto
permitiria corroborar con precision los niveles de deformacion desarrollados durante
el proceso de asentamiento, el maximo nivel de tension alcanzada y el estudio de los
efectos disipativos que se producen en toda la cadena cinematica.

Los ejemplos presentados en esta Tesis con el lagrangiano aumentado de dos
multiplicadores de Lagrange y variable slack han mostrado buena correlacién con
las soluciones referenciadas. Sin embargo, es necesario evaluar su comportamiento en
casos mas generales donde por ejemplo, se tengan en cuenta los efectos de plasticidad,
[GPS01, CDB*05].

En referencia al algoritmo de contacto mortar, queda abierta la posibilidad de
incluir el efecto de friccion, que fue excluido en los ejemplos propuestos en esta
Tesis. Para ello, se puede adoptar la misma metodologia de regularizacion de la ley
de Coulomb desarrollada en la Sec. 6.3.5 para el algoritmo de contacto flexible-rigido.

Una forma mas precisa de evaluar las restricciones evitando la penetracion entre
los cuerpos y la arbitrariedad del factor de penalidad, seria a través de la incorpora-
cion de un lagrangiano aumentado con dos multiplicadores de Lagrange, analogo al
descrito en las Secs. 6.3.2 y 6.6.9.1 en conjunto con el método mortar desarrollado
en esta Tesis.

Habiendo concluido que el esquema de contacto mortar es el més apropiado para
estudios de desgaste, esta prevista su utilizacion junto con la ley de Archard pa-
ra predecir de manera precisa la variacion de los perfiles desgastados en diversos
componentes mecanicos, y estimar desde esta Optica su vida 1til. Una tarea im-
portante para dar validez a los resultados numéricos que se obtengan, consiste en
la programacion de numerosos ensayos experimentales en maquinas especialmente
disenadas que permitan determinar con suficiente precision el valor del coeficiente
de regularizaciéon K de la ley de Archard.

Es posible utilizar el algoritmo de contacto mortar y la ecuacion de equilibrio
del solido que incluya los términos de inercia para comparar los resultados de las
tensiones obtenidos en la Sec. 5.5, para el caso de un asentamiento dindmico de
una valvula de motor de combustion interna, con el algoritmo de contacto del tipo
nodo-segmento.
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Apéndice A

Representacion matricial y
operaciones vectoriales

A.1. Vector

Un vector w de un espacio Euclidiano [E3, es representado por una matriz colum-
na,

Uy
u= |u| , (A]_)
us
y su transpuesta por una matriz fila,
w = [ug up us]”. (A.2)

donde el simbolo (-)T denota la operacién de transposicion.

A.2. Producto interno

Consideremos dos vectores u y v del espacio Euclidiano E3. El producto interno

u - v es el escalar,
A=u-v=u’v=|ullv|cos(h), (A.3)

en el que 0 es el &ngulo més pequeno que forman ambos vectores.

A.3. Producto vectorial

En tres dimensiones, se define al producto vectorial de w y v como u X v. El
resultado es un vector con las siguientes propiedades,

UXv=—-vXu,

2

uxv) (uxv)=(u-v)(v-v)— (u-v),

(wx o) (uxv) = (uv)(v:v) = (u-v) "
u-(uxwv)=0,

(au + fv) x w = a(u X w) + (v X w),

para todo o, € R, u,v € E?.
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A.4. Definicion de un tensor cartesiano

Una entidad T' que tiene componentes 7;;; (n indices) relativo a una base Car-
tesiana {e;} y que transforma como,

E]k = QinijkT-'-qur... (A5>

. . ;L .
bajo un cambio de bases e; — €] = @;;e;, (donde @Q);; es una matriz ortogonal), es
llamado Tensor Cartesiano de orden n.

A.4.1. Producto tensorial

Consideremos dos vectores uw y v. El producto de sus componentes u;v; trans-
forma segtn,

U;U; = QipQjqUpvy, (A.6)

entonces el tensor con componentes w;v; con respecto a la base {e;} es un tensor
cartesiano de orden 2. El producto tensorial o diadico de uw y v es denotado por
u® v, 6 uv’, con lo cual (u ®v);; = uv;.

A.4.2. Transformacioén lineal y tensores cartesianos de segun-
do orden

El tensor cartesiano de segundo orden A es lineal si,

A(au + fv) = aAu + [Av, (A.7)

para todo w,v € Eytodo a, € R. Luego, si A # 0 existe un tnico tensor inverso
denotado como A~!, tal que,

AA T =T =A"'A,
det(A™") = [det(A)] ", (A.8)
(SA)™'=A"15,

para todo S; A € W(E x E,R) tal que det(S) # 0. Si A es una transformacion
uno a uno tal que v = Auy A # 0, A~ ! existe y

u=A"v. (A.9)

A.5. Producto interno y proyeccién ortogonal

El producto cruz puede ser definido en forma matricial introduciendo una trans-
formacion lineal asociada al vector w tal que,

u X v =uv, (A.10)
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A.5 Producto interno y proyeccién ortogonal

donde @ es la matriz antisimétrica de rotacién definida como:

0 —Us U9
—U2 U1 0

El triple producto vectorial es un producto vectorial de dos vectores, uno de los
cuales es a su vez un producto vectorial. Su definicion se detalla a continuacion,

uX(uxv)=(u wv-—(u v)w. (A.12)

Utilizando la Ec.(A.10), el triple producto vectorial resulta,

uow = v(v w) — (v v)w, (A.13)
Teniendo en cuenta que w es arbitrario,
uv = vv’ —u'vl. (A.14)
y para el caso de un vector arbitrario n,
nn = n(viw) — (u'v)w. (A.15)
Luego, la siguiente transformacion lineal,
P,=n"n=1I-nn", (A.16)

representa al operador proyeccién ortogonal que proyecta un vector arbitrario en un
plano ortogonal en la direcciéon de n.
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Apéndice B
Contacto suave

En este apéndice se desarrollaréan las ecuaciones para la obtencion de los vectores
di¢ y dp,; que vinculan las posiciones x; de la superficie suave con las coordenadas
& y n, respectivamente.

Aplicando una variacion a la funciéon que parametriza la superficie de contacto,

x" = ZNI(é'aT/)wb (Bl)
=1
se tiene,
5(13*:N[ 6$[+N]m$[67’]+N],5$155, (BQ)

donde se ha omitido el simbolo ) para una mayor claridad de las ecuaciones. Luego,
la condicion de perpendicularidad exige que:

* 1 -k
:13,5-(330—:13 ) =0,
{ x, () —x*) =0. (B-3)

Aplicando una variacion a la Ec.(B.3),

* 1 S4* * (el _ S4* —
az,i (51:(1] 6:{:*) + 5:1:,3 (m? (5:13*) 0, (BA)
x,, (0 — 02*) + oz, (x5 — 02*) =0,
y teniendo en cuenta que,
m’% = Nrexr, (B.5)
mm = Nlm Ly,
la Ec.(B.2) puede ser escrita de la siguiente manera,
ox" = Nj oz + x,; 0§ +x, on. (B.6)

Derivando nuevamente a la Ec.(B.6) respecto de £ y junto con la Ec.(B.3), se tiene,

T, 5:1:(1) + [nyn(:c(l) —x") — N[a”:,:;] Soxr+
[:c,;;n (ac(l] - — x,, w,ﬂ on+ (B.7)
(@, (g — &) — @, ] 66 = 0.
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Definiendo Ny = —1 y por consiguiente Ny, = 0y Np,, = 0, una forma més com-
pacta de la Ec.(B.7) puede escribirse como,

[Nie (@ — &%) = Niw.g] - 621+ [@g, (@5 — &%) —@.¢ @ [ on+

[m,& () — &%) — T, -az,g] 06 =0,
en forma analoga para 7
[Nlm (xy — &%) — Nla:,ﬂ -0xr + [zl:,;;n (g — &) — x,, a:,ﬂ on+ (B.9)

[m,gn (xy — &%) — T, :c,:;] 0 = 0.

Las Ecs.(B.8, B.9) pueden arreglarse en forma matricial como se indica a continua-

cion,
5§ le * _NI (wl _ i*)
A — m m 0 oy 533 e D*(S,’B , BlO
{5?7] { Nix,e —Ni¢ (25— &) ! ! (B0
donde,
* 1 Sk * * * 1 r* * *
A | g s T S SR By
Ty (zy — ) Loe Loy Loge Lo — & ) Loe " Lre
. () — &)
. N[Q’f,; —]\/v[ﬂ7 CBO—@*
b= { Nrz,; —Nie (25 — &) (D12

Las variaciones de £ y n denotadas como 0§ y 07, respectivamente, se obtienen
invirtiendo la matriz A. De esta manera,

{gﬂ = A 'D*6x;. (B.13)

El producto A= D* es un vector de la forma,
d=[d; d;,]". (B.14)

Finalmente las variaciones £ y 1 se obtienen como,

55 = d[g . 52[3],

Con la Ec.(B.2) y la Ec(B.15), la variacion de la funciéon que parametriza la superficie
de contacto puede ser expresada en términos de los puntos @ de la siguiente manera,

ox* = [Ny I +x,; @ dpy + x,; @ delox;. (B.16)
La posiciéon de un punto referido a la configuracion actual queda definido como,
x; =X +uy, (B.17)
luego,
oz = dur. (B.18)
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Apéndice C

Método mortar

C.1. Matriz de transformacion H¢

Las coordenadas nodales £® definidas en una base global en R?, pueden ser
referidas a una base local en R? para cada elemento no mortar de la siguiente manera,

5 « 1
o 81'(£BA—IB0) (C 1)
Ya = | 4 a _ nl ’ :
€y (xh — x)

donde x} es un punto que pertenece a un elemento no-mortar k, por ejemplo, uno
de sus vértices. De esta manera, las coordenadas nodales y% quedan definidas con
dos componentes. Los versores €; y é; son calculados por medio de las diagonales
para cada elemento no-mortar de la siguiente manera,

1 1
- L3 — T3
e = ———, (C.2)
23 — x|
y
€y = €3 X él, (C3)
con,
T3 —xl) x (x} — b
oy —m— (T B) X (@@ (C.4)
(23 — 1) x () — x3)||
ver Fig. C.1.

Derivando la Ec.(C.1) se obtiene,

Ayt Aé; - (2% — x)) + é1 - Az + &1 - Az}

A= Al (o — wh) + &y Azt + &y - Ax)| — TAAD: (C.5)

donde A® es el vector variacion de coordenadas generalizadas y H¢ una matriz que
permite referir las componentes de Ay (definidas en la base local V), al vector A®
referido a la base global en R3.

C.1.0.1. Variaciéon de la normal

La linealizacion de é; puede ser obtenida a partir de la Ec.(C.2), como se muestra
a continuacion,

Aé; = F(Azs — Axy), (C.6)
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C. METODO MORTAR

4
X
No Mortar

Figura C.1: Definiciéon del plano de proyeccion.

donde,
(C.7)

La primera variacion del vector normal al plano de proyeccion p es obtenida por
medio de la linealizacion de la Ec.(C.4) como,

An = AAD, (C.8)

con A definido de la siguiente manera,

—_ N /Y~ /S~ e/

(@} —a) | (2l —ab) | (@)~ =) | (@) =)

(C.9)

Por tltimo, resta calcular la variacion del versor é,, obtenido a partir de la Ec.(C.3),

(I —m®n)

A= @~ 2] x (@} —zb)

Aez = ﬁAel - élA’l'L, (C].O)

donde m y €; son los operadores rotacionales antisimétricos asociados al vector
normal n y a €, respectivamente. Reemplazando las Ecs.(C.6, C.8, C.10) en la
Ec.(C.5), obtenemos la matriz H$ definida como,

Hj = {gg] : (C.11)
donde,
H =| — (a5 — @})"F + &l (0n — 1/n) |
&l (042 = 1/n)(@ — @) F + & (63— 1/n) | &l (Gas—1/m)],
HS :[— (@4 — xl)" (61 + A’ + AF) + &l (54 — 1/n) | €.12)

— (x4 —zg) €1 A" + &5 (a2 — 1/n) |
— (x4 —a))" (AT — AF) 4+ & (645 — 1/n) |

— (x5 —x})Te ATV + ég].
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C.2 Interseccion de dos rectas

Las matrices Af, AT ALy AV corresponden a submatrices de A de la Ec.(C.12)

A=[AT AT AT ATV] (C.13)

C.2. Interseccion de dos rectas

Para la utilizacion del algoritmo de intersecciéon de superficies en el plano, se
utilizara la ecuacion de la recta definida en R? y en forma paramétrica. Los segmentos
ab vy cd quedan definidos por la resta de los puntos los puntos: @ — b y ¢ — d,
respectivamente, ver Fig. C.2.

El punto de interseccién entre ab y cd queda expresado por,

Qint(s) = a+s(b—a), (C.14)

o bien por,
P,(t)=c+t(d-c), (C.15)

donde s y t son escalares que varian entre cero y uno y son denominados pardmetros

b

a

Figura C.2: Interseccion entre dos segmentos en el plano.

de la recta paramétrica. Un punto de interseccion entre los segmentos ab v cd, es
definido por los valores de s y t que hacen que Q;,(s) = Py (t). La solucion de este
sistema de ecuaciones permite obtener los parametros buscados,

s = [a,(dy — ¢) + ca(ay — dy) + du(cy — ay)] /D,
t = laz(cy, —by) +by(ay — ¢) + cx(by —ay)] /D, (C.16)
D = a,(dy — ¢y) + by(cy — dy) + du(by — ay) + cz(ay — by).
Un tratamiento especial es necesario para el caso en que el denominador D sea igual
a cero, ver por ejemplo [O'R98|.
La linealizacion de la Ec.(C.14) no presenta mayores dificultades, aunque es algo
laboriosa. En forma genérica,

Aa
= | Ab

AQint == Q : AC 9 (Cl?)
Ad

donde la matriz C.:) es funcion de la coordenadas de los puntos a, b, ¢ y d.
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C. METODO MORTAR

C.3. La matriz DIZEL

La definicién de la matriz D, que relaciona la variacion de las coordenadas de
los nodos de cada tridangulo del poligono P con la variacién del vector de coordenadas
nodales @, puede ser escrita de la siguiente manera,

Ayr = DE Adg ;. (C.18)

El centro geométrico del poligono P queda definido por el punto,

P
1 n
Ayf:n—PZAyf I=1...3. (C.19)
P=1

donde Ay¥ son las variaciones de los vértices de cada tridngulo p, ver Fig. C.3.

La matriz DY, se define en funcion de como se produce la intersecciéon entre
los elementos no-mortar k y mortar [. El caso mas sencillo es cuando un nodo del
triangulo p coincide con el vértice de un elemento k o [, entonces,

Ayt = Ay, (C.20)

y la matriz D%, estard formada por unos y ceros en las filas y columnas corres-
pondientes al grado de libertad del vértice y;*. Este caso se detalla en la Fig. C.3,
donde el nodo ¢ del triangulo p, coincide con el nodo del elemento mortar y3. Una
situacion mas compleja se presenta cuando existe intersecciéon entro dos lados de los
segmentos k y [ que definen un nodo del tridngulo p. Tal es el caso de la interseccion
entre los segmentos y2 — y2 y yi — yi en el punto y/, de la Fig. C.3. Utilizando
la Ec.(C.17) para interseccion de segmentos; ver Sec. C.2; la matriz D%, se llenara
con los valores correspondientes a la matriz @Q en las filas y columnas definidas por
los grados de libertad de los nodos, y%, y3, yi v ys, de [ y k respectivamente.

2
ys

Figura C.3: Notacién utilizada para los cuerpos en contacto.
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Apéndice D

Geometria de valvula para ensayos
en la VTR

5.94

(10.61)

31
25.57

14.95

9.76

L

1
i I

@
«
o

32.74

Figura D.1: Geometria de la valvula ensayada en la VTR.
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