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Prologo

No existe fendbmeno en la naturaleza o en la sociedad que escape al
fendmeno del cambio. Podemos encontrar numerosos ejemplos a nuestro
alrededor: la poblacion de un pais cambia a través del tiempo, la temperatura
ambiental cambia durante el afo, el area de un cuadrado varia con la longitud
del lado, entre otros. Dado que vivimos en un mundo fisico, social, politico,
econdmico, bioldgico, resulta importante poder describir y medir estos cambios a
través de modelos matematicos. Por ejemplo, una planta crece a medida que
transcurre el tiempo, puede detener su crecimiento en algun instante, para luego
volver a crecer, o permanecer estacionaria. También, la poblaciéon de un pais
varia con el correr del tiempo y esta variacién depende basicamente de la
cantidad de nacimientos y de muertes. La velocidad de una particula que se
mueve es la razéon de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo. Los
fisicos también se interesan, por ejemplo, en la razén de cambio del trabajo con
respecto al tiempo (lo que se conoce como potencia). Los quimicos, que
estudian una reacciéon quimica, se interesan en la razén de cambio en la
concentracion de un reactivo con respecto al tiempo (llamada velocidad de
reaccion). Un fabricante que produce x toneladas de acero por dia se interesa
en la razén de cambio del costo de esa produccion con respecto a x (lo que se
conoce como costo marginal). Un bidlogo se interesa en la razén de cambio de
la poblacién de una colonia de bacterias con respecto al tiempo. El calculo de
razones de cambio es importante en todas las ciencias naturales, en la
ingenieria e incluso en las ciencias sociales.

La matematica de la antigiedad fue preponderantemente estatica. La
exploracion de distintos movimientos y el surgimiento de la nocién de cambio
fueron aspectos para los que la matematica no estuvo preparada sino después
de mucho tiempo.

El calculo es la matematica del cambio, de la variacién, de la
transformacion. Esta formado por dos partes muy vinculadas entre si: el calculo
diferencial y el calculo integral.

El calculo diferencial estudia principalmente la forma y rapidez con que se
producen los cambios y tiene distintas aplicaciones que incluyen el trazado de
curvas y la optimizacion de funciones.

El estudio de la variacion lleva a construir uno de los conceptos mas
importantes del calculo: la derivada. Su desarrollo como tasa de variacién o
como razén de cambio tiene numerosas aplicaciones. Una de las mas
trabajadas y simples es la velocidad, razén de cambio del desplazamiento con
respecto al tiempo. Resultan también importantes, la tasa de crecimiento de una
poblacion de bacterias, la tasa de variaciéon de una reaccion quimica (velocidad
de reaccion), la razén con la que aumenta la velocidad con la que fluye la
sangre segun la distancia a la pared de un vaso sanguineo y la razon con la que
se propaga un rumor.

Una de las expectativas de logro de esta propuesta es utilizar el concepto
de derivada de funciones en el analisis de la resolucién de problemas.

Es importante que los lectores logren interpretar el concepto de derivada
en diferentes ambitos, como la geometria y la fisica y utilicen la informacion que
ésta provee sobre la funcién para resolver problemas. También deberian poder
advertir que el calculo infinitesimal es una herramienta poderosa para el analisis
del comportamiento de las variables involucradas y, por lo tanto, de gran
potencial descriptivo de problemas concretos. La conexidn entre la expresion



analitica de una funcidn y su representacion grafica se utiliza para manipular los
procesos de cambio.

Buscamos destacar las ideas mas importantes del calculo diferencial, su
potencia, sus conexiones y sus aplicaciones.

Si se ensefa el calculo con la rigurosidad y el formalismo como lo
enfrentaron y desarrollaron originalmente Newton y Leibniz en el siglo XVII, o
Cauchy, en el siglo XIX, seguramente no se alcanzarian a comprender las ideas
fundamentales. Aceptamos como suficientemente clara la idea intuitiva de
muchos conceptos considerando que constituyen la base de un desarrollo mas
riguroso de las leyes y procedimientos. Este nos parece un camino adecuado
para iniciarlos en el Calculo Diferencial. Consideramos que es adecuado y una
buena motivaciéon para quienes deciden avanzar en los fundamentos teodricos.
Aunque no realicemos la demostracion de algunos teoremas y propiedades
mostramos su utilidad en la demostracién de otras, o sus aplicaciones o su
interpretacion.

Relacionamos la teoria y la practica (y las aplicaciones) organizando la
ensefianza a partir de algunos problemas importantes, tratando de promover un
enfoque constructivista del aprendizaje.

CARACTERISTICAS DE LA OBRA
Alo largo de la misma se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos:

e Los nuevos conceptos se presentan por medio de ejemplos que generan la
necesidad de desarrollar nuevas técnicas.

e Un enfoque donde se desarrolla el concepto matematico para después
reforzarlo con las aplicaciones.

e Un especial énfasis en la comunicacion verbal de los conceptos
matematicos mediante la traduccion del lenguaje coloquial al lenguaje
matematico y viceversa.

e Un cuidado especial en las explicaciones de los conceptos mas dificiles
teniendo en cuenta la necesidad de aplicar distintos caminos segun el grado
de dificultad. Se trata de guiar el proceso de pensamiento del alumno hacia
la meta propuesta, trabajar en forma intuitiva una idea para formalizarla
luego tratando de salvar todos los obstaculos.

e Presentacion de la teoria con rigurosidad y precision. En muchos casos, a
fin de ganar en claridad, se presentan discusiones intuitivas informales.

e Motivacion del alumno a través de valorar la necesidad de saber matematica
para, mediante la resolucién de problemas, enfrentarse a la futura vida
profesional.

e Una gran cantidad y amplia variedad de aplicaciones y problemas para que
los estudiantes asuman la utilizacion de todos los contenidos matematicos
que estan aprendiendo.

e Utilizacion de representaciones graficas convencidas de que quienes se
enfrentan por primera vez a grandes desafios matematicos tienen
dificultades y, sin embargo, el uso de los graficos logra un efecto muy
importante en la construccién del conocimiento.

e Uso del lenguaje grafico, numérico y algebraico de manera indistinta.

e Diversas actividades de reflexion mediante el planteo de desafios que
actuan como disparadores para el analisis de una situacién determinada
que luego se formaliza.



e El planteo de “aprendizaje por descubrimiento” para propiciar el surgimiento
de los nuevos contenidos y la construccion de los conocimientos necesarios
para los nuevos topicos. En esta seccidn se anticipan resultados que se van
a desarrollar y se busca el reconocimiento de patrones.

ORGANIZACION DE LA OBRA
En el desarrollo de los capitulos se incluyen las explicaciones tedricas con

abundantes ejemplos y desarrollo de aplicaciones en el campo de la fisica,

ingenieria, biologia, economia, ciencias sociales, ecologia, quimica,
administracion y ciencias naturales. Se presenta una gran cantidad de ejemplos

y problemas resueltos a fin de que el alumno observe distintos detalles que

aparecen en los mismos y que constituyen su quehacer matematico. Estan

considerados de manera gradual, segun las dificultades. En primer lugar

aparecen ejemplos rutinarios para adquirir destrezas, principalmente desde el

punto de vista de la operatoria y, en un paso posterior, los de mayor dificultad.
En los mismos se presentan ademas:

e Ejercicios de aplicacion del nuevo concepto desarrollado. Aparecen todas
las respuestas de manera inmediata a fin de fijar los contenidos y poder
avanzar con el desarrollo del tema.

e Ejercicios integradores de un tema. Estan organizados segun los
diferentes temas que se presentan en cada capitulo. Se incluyen las
respuestas de todos al final del libro.

e Ejercicios de repaso de cada uno de los capitulos. Se incluyen guias que
relinen nUMerosos ejercicios cuyas respuestas figuran al final del libro.

e Problemas de aplicacion. Se incluyen problemas de aplicacion de los
diferentes contenidos. Los mismos estan organizados por temas y por
capitulo. Las respuestas se enuncian al final del libro.

e Autoevaluaciones y pruebas de opcion multiple para que, seguin los
diferentes temas y capitulos el lector compruebe cémo avanza en la
adquisicion de los conocimientos y logre la seguridad de que ha alcanzado
un buen grado de dominio de los diferentes temas desarrollados. Estan
integradas por novedosos enunciados y las respuestas se encuentran al
final del libro.

e Guias de estudio referidas a limite, continuidad y estudio de funciones. En
el desarrollo de las mismas se hace hincapié en las representaciones
graficas mediante el uso del programa Funciones para Windows version
2.7.61 como herramienta fundamental para la elaboracién de conclusiones.

Como reflexion final compartimos un parrafo que el Dr. Santald escribié en
1993 en su libro Matematica |. Iniciacion a la creatividad que dice "Como los
alumnos de hoy no son los mismos que los de ayer y las necesidades para
poder actuar eficazmente en el mundo actual tampoco son las mismas, es
natural que la educacion matematica deba estar en continua evolucion y que los
educadores deban ir ajustando sin pausa la forma y el fondo de sus
ensefnanzas, para mantener a la escuela acorde a la calle de manera que el
alumno no encuentre demasiada discontinuidad entre lo que oye en el aula y lo
que encuentre y ve en su casa y en la calle.”

LAS AUTORAS
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El Calculo Diferencial

1. NUMEROS REALES Y LA RECTA REAL

1.1 Un poco de historia y el nacimiento del calculo.

1.2 Numeros reales y la recta real.

“El gran libro de la Naturaleza se encuentra abierto
ante nuestros ojos y la verdadera filosofia esta escrita
en él... Pero no podemos leerlo a no ser que primero
aprendamos el lenguaje y los caracteres con los
cuales esta escrito... Estd escrito en lenguaje
matematico y los caracteres son triangulos, circulos y
otras figuras geométricas.”

Galileo



El Calculo Diferencial

1.1 Un poco de historia y el nacimiento del calculo

El célculo constituye una de las grandes conquistas intelectuales de la
humanidad. Una vez construido, la historia de la matematica ya no fue igual: la
geometria, el algebra, la aritmética y la trigonometria, se colocaron en una
nueva perspectiva tedrica. Detras de cualquier invento, descubrimiento o nueva
teoria, existe, indudablemente, la evolucién de ideas que hacen posible su
nacimiento. Es muy interesante prestar atencién en el bagaje de conocimientos
que se acumula, desarrolla y evoluciona a través de los afos para dar lugar, en
alguin momento en particular y a través de alguna persona en especial, al
nacimiento de una nueva idea, de una nueva teoria, que seguramente se va a
convertir en un descubrimiento importante para el estado actual de la ciencia vy,
por lo tanto merece el reconocimiento. El calculo cristaliza conceptos y métodos
que la humanidad estuvo tratando de dominar por mas de veinte siglos. Es una
de las herramientas mas importante para el estudio de la naturaleza. Sus
origenes se remontan a los célculos de area y volumen que hizo Arquimedes en
el siglo llla.C.

Luego hubo que esperar hasta el siglo XVII para que apareciera el calculo,
debido a distintas causas como por ejemplo, la inexistencia de un sistema de
numeracion adecuado (el decimal), el desarrollo del &lgebra y la geometria
analitica que permitieron el tratamiento algebraico de las curvas posibilitando
célculo de tangentes, maximos y minimos, entre otros. Los grandes
descubrimientos (geograficos, cientificos, médicos, tecnoldgicos) influenciaron
también en su surgimiento, debido al interés de los matematicos por descubrir
mas que por dar pruebas rigurosas.

Durante la primera parte del siglo XVII surge la geometria analitica de Fermat y
Descartes. Su importancia radica en el hecho de que permite el tratamiento
algebraico de problemas geométricos, con lo que se facilitaron muchos
procedimientos.

Kepler y Cavalieri fueron los primeros en comenzar un camino que llevaria,
luego de medio siglo, al descubrimiento del calculo infinitesimal. Otro aporte
importante fue hecho por Wallis.

Sin embargo el mayor impulso lo dieron Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried
Leibnitz (1646-1716) a tal punto que son conocidos como los inventores del
calculo.

Ambos trabajaron casi simultaneamente en dos formas diferentes: en la forma
de la teoria de fluxiones de Newton y bajo la forma de diferenciales de Leibnitz.
En su trabajo, Newton destaca dos problemas. El primero es encontrar el
“fluxion” de una magnitud dada, es decir, la velocidad de la magnitud cambiante,
0 mas general, la relacion entre los “fluxions”, es decir, entre velocidades. Con
esto delinea lo que es actualmente el Calculo Diferencial. El segundo problema
es determinar la relacion entre los “fluent”, es decir, entre las magnitudes, dada
una ecuacion que expresa la relacion entre los “fluxions”. Esto corresponde a
los métodos modernos de integracion.

El método de Newton y también los procedimientos de Leibnitz tenian como
propdsito responder a preguntas como: si un objeto se mueve con velocidad
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El Calculo Diferencial

variable, ¢qué distancia recorre en cierto intervalo de tiempo? Si la temperatura

de un cuerpo varia, ¢cual es la cantidad total de calor presente en el objeto?

Ademas de responder a preguntas como éstas, la contribucidn mas importante

de Newton y Leibnitz fue la estructuracién y métodos diversos que dieron los

fundamentos teodricos y practicos de una de las disciplinas mas importantes.

El desarrollo del calculo siguié durante el siglo XVIIl con el trabajo de Bernoulli,

Euler, Lagrange y otros. Fue en el siglo XIX, con el trabajo de Dirichlet, Cauchy,

Weirstrass, Riemann, cuando sus fundamentos le dieron una base matematica

firme.

El calculo es la herramienta matematica apropiada para estudiar el movimiento

de un objeto bajo la accion de una o varias fuerzas, o un fendbmeno de

crecimiento o decrecimiento. A diario crece el niumero de aplicaciones en

ciencias que antes rara vez hacian uso de él como por ejemplo, la biologia. Es

la base de una de las mas importantes ramas de la matematica actual: el

analisis matematico. Esta formado por dos partes muy vinculadas entre si: el

calculo diferencial y el calculo integral.

El calculo diferencial estudia, por ejemplo, la forma y rapidez con que se

producen los cambios, los valores que deben tomar ciertas variables para que

los resultados sean 6ptimos. Aporta técnicas sencillas para el estudio de temas

de fundamental importancia dentro de las distintas ramas de la matematica,

tales como fisica, quimica, economia.

Por ejemplo:

e en geometria analitica permite determinar las ecuaciones de la recta
tangente y normal a una curva en un punto.

¢ en fisica; definir la velocidad instantédnea y la aceleracion.

e en quimica; definir la velocidad de reaccion.

e en economia; definir tasa de variacion.

e calculo de limites indeterminados.

¢ estudio de funciones mediante el cual podemos obtener sus graficas.

e calculo de errores.

El calculo integral permite resolver el problema de determinar una funcion a

partir de informacion sobre la rapidez con que cambia, calcular el area de la

figura encerrada por una curva, determinar el trabajo realizado por una fuerza

variable, hallar areas, volimenes, entre otros.

Newton inventd el célculo para explicar el movimiento de los planetas. En la

actualidad se usa para calcular las o6rbitas de los satélites y de las naves

espaciales, predecir los tamafos de las poblaciones, estimar la rapidez con que

se elevan los precios y en diversidad de areas lo utilizan para crear modelos

matematicos que ayudan a entender el universo y el mundo que nos rodea.

El avance originado por la invencion del ordenador o computadora digital

programable dio un gran impulso a ciertas ramas de la matematica, como el

analisis numérico y las matematicas finitas, y gener6 nuevas areas de

investigacion matematica como el estudio de los algoritmos. Se convirtié en una

poderosa herramienta en campos tan diversos como la teoria de nimeros, las

ecuaciones diferenciales y el dlgebra abstracta. Ademas, el ordenador permitio
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El Calculo Diferencial

encontrar la solucion a varios problemas matematicos que no se habian podido
resolver anteriormente. El conocimiento matematico del mundo moderno esta
avanzando mas rapido que nunca. Teorias que eran completamente distintas se
han reunido para formar teorias mas completas y abstractas. Muchos problemas
histéricos siguen sin solucién. Ademas aparecen nuevos Yy estimulantes
problemas y aun la matematica mas abstracta encuentra aplicacion.

1.2 Numeros reales y la recta real

El objeto del célculo es el estudio de las funciones reales de variable real, es
decir, las funciones escalares. Tanto en la geometria analitica como en el
célculo se trabaja con el conjunto de los numeros reales. Todos los
fundamentos del concepto de niumero real se pueden hacer de manera rigurosa
0 bien heuristica.

En este apartado nos proponemos estudiar algunos conceptos basicos que se
refieren a los numeros reales.

El conjunto de los nimeros reales

Al conjunto de los numeros reales se llega por sucesivas ampliaciones del
campo numérico a partir de los numeros naturales. En cada una de las
ampliaciones se avanza y mejora respecto de la anterior.

Con los numeros naturales (N) se puede sumar y multiplicar pero no se puede
restar (a—b)sia<b.

Se definen asi los numeros negativos o enteros negativos que al unirse con el
cero y los naturales constituyen el conjunto de los nimeros enteros (Z). Con los

. - LA .
numeros enteros se puede sumar, restar, multiplicar pero no dividir 5 sianoes

multiplo de b.
Se definen asi los numeros fraccionarios que unidos a los enteros constituyen el
conjunto de los numeros racionales (Q). Todo numero racional se puede

expresar como un numero decimal exacto (g = 3,5 %z 0,125) 0 como un

numero decimal perioddico, es decir con infinitas cifras decimales que se
repiten [g =0777....=0,7; % = 3,16666... = 3,16}

Con los numeros racionales se puede sumar, restar, multiplicar y dividir
a . I , . . .
(E si b = 0). Si bien el conjunto de los numeros racionales tiene una muy buena

estructura para realizar las diferentes operaciones quedan algunas situaciones

que no se pueden considerar dentro de él (\/E , JE T, entre otros).

Surgen los numeros irracionales para dar respuesta a estas instancias.

Los numeros irracionales (l) se pueden expresar como numeros decimales de
infinitas cifras decimales no periddicas.

Los numeros irracionales unidos a los racionales definen el conjunto de los
nameros reales (R).

18
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Naturales
{0} Enteros ,
! Racionales
Negativos Reales
Fraccionarios
Irracionales

Los numeros reales cumplen propiedades comprendidas en tres categorias:
propiedades algebraicas, propiedades de orden y de completitud. Las
propiedades algebraicas establecen que los numeros reales pueden ser
sumados, restados, multiplicados y divididos (excepto por cero) obteniéndose
otro numero real.

Los numeros reales y la recta real
En la geometria analitica el paso importante fue establecer una correspondencia
entre los numeros reales y los puntos de la recta. Existe una condiciéon que
cumplen los nimeros reales llamada axioma de completitud que garantiza una
correspondencia biunivoca (uno a uno) entre el conjunto de los niumeros reales
y el conjunto de puntos en la recta o eje. A cada numero real le corresponde un
unico punto sobre la recta y a cada punto en la recta o eje se le asocia un unico
numero real. Como se observa en el grafico, se elige un punto de referencia
arbitrario sobre la recta al que se denomina origen. Se selecciona ademas una
unidad de longitud para medir distancias. Se elige también un sentido a lo largo
de la recta a la que se llama positivo y se considera como negativo al sentido
opuesto. A cada numero real entonces se le asocia un punto de la recta
teniendo en cuenta lo siguiente:

¢ se asocia al origen el niumero 0,

e se asocia a cada numero positivo p un punto que esta a una distancia
de p unidades del origen en la direccion positiva,

e se asocia a cada numero negativo —p el punto que esta a p unidades de
distancia del origen en la direccion negativa.

Fi LI 'Y
~ -p 0 P .
arigen

Los puntos en la recta se identifican con los numeros que representan. El
numero real que le corresponde a un punto de la recta se denomina coordenada
o abscisa del punto y la recta recibe el nombre de recta real, recta coordenada,
recta numérica o recta de los numeros reales. También se la conoce como eje
coordenado o eje real.

El conjunto de los reales cubre o completa la recta sin dejar “huecos”.

Ejemplo.

rFs

0 142 2 In

-

=
_1_?
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Orden

Los numeros reales estan ordenados cumpliendo sélo una de las afirmaciones
siguientes: dados dos numeros reales a y b puede ser que a sea menor que b, a
sea mayor que b o a sea igual a b.

Puede observarse en la recta que a < b si y sélo si el punto que representa al
numero a esta a la izquierda del punto que representa al nimero b.

4 s s b
% t t *

a 4]
Andlogamente, a > b si y solo si el punto que representa al numero a se halla a
la derecha del que representa a b.

4
o]

-

b a
Sia=Db, los puntos se superponen.

-

Fl
bl

a¥b

La relacion de orden queda establecida teniendo en cuenta que el punto a
precede al punto b si el nUmero real a es menor que el numero real b (a < b).

Desigualdades

Los enunciados a > b y a < b, junto con las expresiones a<b (a<b o a=b) y
a>b(a>boa=Db)se conocen como desigualdades. Las primeras se llaman
desigualdades estrictas y las segundas, desigualdades no estrictas o amplias.
En numerosas oportunidades y situaciones cotidianas surge la necesidad de
comparar dos cantidades y establecer una relacion entre ellas. Las
desigualdades se comportan muy bien con respecto a la suma pero se debe
tener cuidado en el caso de la division y la multiplicacion.

Ejemplos.
eSi2<5entonces 2+4<5+4,esdecir,6<9

e Si8>3entonces8-4>3-4,estoes, 4>-1

¢ Si 7 <10 entonces 7.3 < 10.3, es decir, 21 < 30

¢ Si 7 <10 entonces 7. (-3) > 10.(-3), estoes — 21 > - 30

¢ Si6> 4entonces6.2> 4.2, esdecir, 12> 8

¢ Si6 > 4entonces6.(-2)< 4.(-2), estoes -12<-8
En los diferentes ejemplos se observa que:

e al sumar un mismo numero a ambos miembros de una desigualdad, el
sentido de la misma se mantiene,
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e al restar un mismo numero a ambos miembros de una desigualdad, el
sentido de la misma se mantiene,

e la multiplicacién por un numero positivo mantiene el sentido de la
desigualdad,

¢ la multiplicacion por un numero negativo invierte el sentido de la
desigualdad.
Se pueden enunciar algunas propiedades relacionadas con las desigualdades.
Sean a, b y c niumeros reales cualesquiera:

eSia<bentoncesa+c<b+c

eSia<byc>0entoncesa.c<b.c

eSia<byc<0entonces a.c>b.c

Cuando se verificaque a<b y b <c, decimos que b esta comprendido entre
ayc. Ensimbolosa<b<ec.

Todas las definiciones y propiedades son también validas para las
desigualdades >, < y >.

Inecuaciones

Una inecuacién es una desigualdad en la que aparecen uno o mas valores
desconocidos. Resolverla es encontrar el conjunto de todos los niumeros reales
para los cuales es verdadera.

Para resolver una inecuacion se utilizan las propiedades de las desigualdades y
de los numeros reales que conducen a una desigualdad equivalente. Esto
significa que la nueva desigualdad tiene el mismo conjunto de soluciones que la
dada.

Todos los numeros que satisfacen la desigualdad constituyen el conjunto
solucién.

Ejemplo. Encuentre los valores de x que verifican la desigualdad 2x + 4 < 5.
Para resolver la inecuacidon se debe transformar paso a paso, aplicando
propiedades hasta obtener el conjunto solucion.

e se suma —4 a ambos miembros:

2x+4 +(—4)<5+(-4)
2x <1
- : 1 1

¢ se multiplican ambos miembros por E: X < >

La solucién es el conjunto de todos los valores reales de x menores que % Por

lo tanto, el conjunto solucién es S = {x/x < %} . Graficamente:

i b
* *
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Ejemplo. Encuentre los valores de x que verifican la desigualdad —5x + 8 > 3.

La solucion se obtiene de la siguiente manera:
e se suma —8 a ambos miembros:
-5x + 8+ (-8) >3 + (-8)
—-5x>-5

. : 1 . .
e se multiplican ambos miembros por 5 Como el nimero es negativo

se invierte el sentido de la desigualdad: (— %) .(-5x) < (— %) .(-5) = x<1

Graficamente:

1

y Elconjunto soluciones S ={x/x<1}

Nota. La representacion grafica del conjunto solucion es:

X>a x<a

4 5 ¥ + ; b
X>a X<a

4 - L | - b

Se analizan a continuacion qué tipo de intervalos pueden definirse sobre la recta
real.

Intervalo

Un subconjunto de la recta real se llama intervalo, y contiene a todos los
numeros reales que estan comprendidos entre dos cualesquiera de sus
elementos.

Geométricamente los intervalos corresponden a segmentos de recta,
semirrectas o la misma recta real.

Los intervalos de numeros correspondientes a segmentos de recta son
intervalos finitos, los intervalos correspondientes a semirrectas y a la recta real
son intervalos infinitos.

Los intervalos finitos pueden ser cerrados, abiertos o semiabiertos.

Sean a y b dos numeros reales tales que a < b.

Intervalo cerrado
Es el conjunto de numeros reales formado por a, b y todos los comprendidos
entre ambos.

[a,b]={x/a<x<b}

re
p
.

-
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Intervalo abierto
Es el conjunto de los numeros reales comprendidos entre a 'y b.
(a,b)={x/a<x<b} 4

-

a 1]

Intervalo semiabierto a izquierda (o semicerrado a derecha)
Es el conjunto de numeros reales formado por b y los nimeros comprendidos
entreayb.

(a,b]={x/a<x<b} ¢ + +
a b

Intervalo semiabierto a derecha (o semicerrado a izquierda)

Es el conjunto de nimeros reales formado por a y los nimeros comprendidos
entreayb.

[a,b)={x/a<x<b} ¢ ; »

Intervalos infinitos
[a, 0)={x/x>a} (a,0)={x/x>a}

rFs

T

Fs

=] =]

(—o0, b] = {x / x < b} (=00, b) ={x/x < b}

b b

F'
-

(—o0, ©)=R

Ejemplo. Interprete graficamente los intervalos:
a)[-2,3] b)(1,4) c) (0, 5] d) [1, «) e) (—oo, 3)

a) El intervalo [-2, 3] comprende todos los nimeros reales entre -2 y 3. Como
es cerrado incluye los extremos.
Su representacion grafica es:

a2 4 0 1 2 3
b) El intervalo (1, 4) corresponde a todos los numeros reales entre 1 y 4. Es

abierto pues no incluye a los extremos.
Graficamente:

Fl
*

-

c) Elintervalo (0, 5] comprende todos los numeros reales entre 0 y 5 incluyendo

el extremo 5. Se trata de un intervalo semiabierto a izquierda o bien

semicerrado a derecha.

Su gréfica es: — ; ; ; ' o
-1 0 1 2 3 4 5

-
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d) El intervalo [1, «) es infinito y comprende todos los numeros reales mayores

oigualesa 1.

Graficamente:

e) El intervalo (-, 3) es infinito y comprende todos los numeros reales menores

El Calculo Diferencial

que 3.
Su grafica es: — . . . »
-3 -2 A 1] 1 2 3
A modo de resumen:
Nombre del Notacion Notacién de L -
. - . Representacion grafica
intervalo conjuntista intervalos
Abierto {x/a<x<b} (a, b) ¢ : b
Semicerrado a 4 . "
derecha {x/a<x<b} (a, b] a b
Semicerrado a 4 & p
izquierda {x/ a<x<b} [a, b) 2 b
Cerrado {x/a<x<b} [a, b] * - - r
a
Infinito abierto 4 :
a izquierda {x/x>a} (@ o) 4
Infinito cerrado /x> 4 o >
a izquierda {x/x=a} [a, ) 4
Infinito abierto {x/x<Db} ' B
a derecha (=0, b) b
Infinito cerrado
a derecha {x/x<b} (o0, b] ¢ b '
Infinito R (—o0, ) ¢ »
EJERCICIOS
1) Escriba como intervalo el conjunto definido sobre la recta real.
a) b)
S 3240 12 s s 8 7 8
c) d)
+ 4 — =
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e) f)

Fs
ry
-

o ' 21 0 1 2 3 4

2) Escriba, si es posible, como intervalo o unién de intervalos los siguientes
conjuntos de numeros reales:

a)A={x/5<x<9} b)B={x/-1<x<3}

c)C={x/x<-2vx>2} d)D={x/-4<x<2Arx#-1}
3) Escriba en notacién conjuntista los siguientes intervalos de numeros reales:

a) (% 3} b) (—o, —1] c) (-7, -2]

4 5 1

) (g,ooj e) [‘E’Ej ni4.9
RESPUESTAS
1)a) [-3, 2] b) [4, 8) ) (-»,-2) d)(-5,2) e)[1, ) f) (-2, 4]
2)a) (5,9) b) [-1, 3] c) (-0, —2) U (2, ) d) (-4, -1) u(-1, 2)
3)a) {x/%<x<3} b) {x/x<-1} c){x/-7T< x < -2}
d){x/x>%} e){x/—gsx<%} f){x/4 < x <9}

Valor absoluto

En la siguiente grafica, los nUmeros —3 y 3 representan las coordenadas de dos
puntos distintos en la recta numérica. Sin embargo, ambos estan situados a la
misma distancia del 0.

3 unidades 3 unidades

e

-3 0 3

El punto correspondiente a —3 esta situado a la izquierda del 0 a la misma
distancia que el punto correspondiente a 3 que se encuentra situado a la
derecha.
Esto se indica con la notacion valor absoluto:

| -3 | = 3: valor absoluto de -3 es 3.

| 3 | = 3: valor absoluto de 3 es 3.
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|-31=3 |3]=3

e

0
igual distancia
al origen

Fe
-

-3

Si a es un numero real entonces a es la coordenada o abscisa del punto A
sobre la recta real o numérica. El simbolo |a| indica el numero de unidades
entre el punto A y el origen. El nimero lal, no negativo, se llama valor absoluto
de a.

l-al=a  |al-a
A o A

0
igual distancia
al origen

Fs
-

Para un nimero positivo a resulta que su valor absoluto coincide con él mientras
que si el numero es negativo su valor absoluto es el opuesto de a. Ademas
como 0 es el origen es evidente que o] =0.

Desde el punto de vista geométrico el valor absoluto de un numero es la
distancia entre el punto y el origen.

Desde el punto de vista algebraico, se define el valor absoluto de un nimero de
- asi a0
la siguiente manera: lal= .
—asi a<0
El valor absoluto de todo niumero real es un nimero no negativo.
En simbolos: vVae R:|a|>0

Propiedades del valor absoluto
e J|abl=lal.lbl,vaeR vbeR

a a|

—|=——,VaeR,VbeRADb=%0

b| |b]
. |a+b|g|a|+|b|,VaeR,vbeR(desigualdadtriangular)
e va:lal=]-al
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Distancia entre dos puntos

El concepto de valor absoluto permite definir la distancia entre dos puntos
cualesquiera de la recta real. Por ejemplo, la distancia entre los puntos de
abscisas 3y 8, es 5.

Esta distancia se obtiene al restar las coordenadas de los puntos: 8 - 3 = 5.
Utilizando valor absoluto |8 — 3| = 5. Como |3 — 8] también es 5, se concluye
que no importa el orden en el que se realice la resta.

|3-8/=18-3 =5

rFs
-

[
—
[
e -
- +
th
=2
-1
wooe L

De la misma manera si se desea determinar la distancia entre los puntos de
abscisas -2y 5:

re

.

» 1
-

Para calcular la distancia entre dos puntos ubicados a la izquierda del origen, se
obtiene:

[-3-t2)|= |-2-¢3)] =1

Definicion. Sean a y b las coordenadas o abscisas de los puntos A y B sobre la

recta real. La distancia entre ellos esta dada por d(A, B) = la-b| =|b-al
& =
a ]

Se puede observar que la distancia entre el origen O y el punto A esta dada por:

O A

dA,0)=|a-0|=|0-al =|a I a';

El concepto de valor absoluto de un nimero se emplea en algunas definiciones
importantes en el estudio del Célculo. Se resolveran ecuaciones e inecuaciones
en las que interviene dicho concepto.

Ejemplos. Determine él o los valores de x que verifican cada igualdad o
desigualdad:
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o x| =3
Desde el punto de vista geométrico Ix| =3 significa que la distancia del o los
valores de x al cero debe ser tres. De aqui resulta que las soluciones de esta
ecuacion son x =3y x=-3.

S={3;-3

Fs
L
»
-

o|x| <3
En este ejemplo se deben considerar todos los numeros que distan del origen
menos de tres unidades.
La solucion de la inecuacion son todos los numeros reales entre -3 y 3, es decir,
-3<x<3.
Resulta el intervalo abierto (-3, 3).

Fl
x

S={x/-3<x<3}=(-3,3) 4 22 4 0 1 2 3

. |X| <3
Los valores de x que satisfacen la desigualdad son todos los que se encuentran
a una distancia del cero menor o igual a tres. Por lo tanto el conjunto solucion
esta formado por -3, 3 y todos los numeros reales comprendidos entre ellos.
Resulta el intervalo cerrado [-3, 3].

S={x/-3<x<3}=[-3, 3] ¢ - - ' ' ' , .

o|x| >3
Realizando el mismo analisis que en los ejemplos anteriores, resulta que los
valores de x que verifican la desigualdad son aquellos que estan a mas de 3
unidades del origen. La solucion es el conjunto de los numeros reales mayores
que 3 o menores que —3. La soluciéon se puede escribir como union de dos
intervalos abiertos: (-0, —3) U (3, ).

S={x/x<-36x>3} = (-0, -3)U (3, «).

il ' N ' ' ' "
¥ t t t t t »

. |X| >3
La solucion es el conjunto de numeros reales mayores o iguales que 3 ¢
menores o iguales que —3.
Asi, x| >3 & x< -3 06 x=3.
Utilizando la notacion de intervalos podemos escribir (—o0, —3] U [3, «).
S={x/ x< -3 06 x=3}= (-0, -3]U[3, ©)

' .
i . t t t t t i '
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Resumiendo todas las situaciones en un mismo grafico resulta:
lxl = 3

ry

[#]=73

[l =3
De estos ejemplos se deducen las siguientes propiedades:

Propiedad 1. Sea k € R tal que k > 0, lal=k o a=koa=-k

-

& !
x T

|
="
ol

0
Propiedad2.|a|<k<:>—k<a<k + : b
-k 0 k
Esta propiedad también es valida al considerar la desigualdad “< “
\a!£k<:>—ksa£k v _T{ IZI E 4
Propiedad 3. |a| >k<a<-k 6 a>k + : ’
-k 1] k
También vale para “>*
lal>ke< a<-k 6 ax>k. + . : - }
-k 1] k

Ejemplos. Resuelva las siguientes igualdades y desigualdades.

o|x-2|=8
Por propiedad 1 puede ocurrirque x—2=8 6 x-2=-8yresultaque x=10
6 x=-6.
Desde el punto de vista geométrico los
puntos de abscisas 10 y -6 estan
ubicados a 8 unidades de 2.

Fl
x

o [x-3[<7
Teniendo en cuenta la propiedad 2:

—7<x-3<7 => 7+3<x<7+3 = 4<x<10
La solucién es el intervalo cerrado [-4, 10]. Geométricamente representa el
conjunto de puntos de la recta cuya distancia a 3 es menor o igual que 7.

& 4 »
* T b L

-4 3 10

. |x+4| >5

29



El Calculo Diferencial

Segun la propiedad 3resulta: x+4>5 6 x+4<-5

x>1 0 x<-9
Geométricamente representa el conjunto de puntos de la recta cuya distancia a
—4 es mayor que 5. La solucién esta representada por la union de los intervalos
abiertos: (-0, —9) U (1,00).

1 a
b T L

-9 -4 1

e0<|x-5[<3
Debemos encontrar los valores de x que verifican al mismo tiempo \ x—5 ! <3y
|x-5]>0.
La primera desigualdad implica:

-3<x-5<3 = -3+5<x<3+5 = 2<x<8
Ademas se debe verificar que 0 < |x - 5|. Como el valor absoluto es siempre
positivo o nulo, los Unicos valores de x que no verifican la desigualdad anterior
son los que anulan Ix-5].
Resolver|x — 5/> 0 es equivalente a resolver |x - 5] 0, de donde, x = 5.
La solucién es la union de dos intervalos (2, 5) u (5, 8). Geométricamente
representa el conjunto de puntos de la recta cuya distancia al 5 es menor que 3
pero distinta a 0.

F .
] L

Ejemplo. Sea el conjunto C={x/x e R A |3x — (x — 6)\3 5}. Grafiquelo e
indique el intervalo que determina.

Aplicando la propiedad lal <k -k<a<k y resolviendo se obtiene:

5<3x-(x-6)<5 = -5 3x-x+6<5 = -5<2x+6<5 =

5-6<2x<5-6 = M<2Xx< -1 = —gs xs-%

La solucion es el conjunto de todos los numeros reales comprendidos entre
11

2

34

Su graéfica es:

1 . . .
y ~5 incluidos los extremos que representa el intervalo cerrado

r'y
L
L
-

Ejemplo. Sea el conjunto F={x/x e R A |3x — (m -x) |< 3}. Determine el valor
de m para que resulte el conjunto de todos los numeros reales que estan a

menos de % unidades de distancia de —%.
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Representando graficamente todos los valores de x que estan a menos de %

unidades de distancia de —% resulta el intervalo [—% %) o sea —% <X< l

7
1.3 _1,3
2 1 7
— Ty e T,
-4 _4 1
4 2 4

Para encontrar el valor de m, se resuelve la desigualdad:
|3x—m+x|<3 = |4x—m|<3
Sacando factor comun 4 y aplicando las propiedades del valor absoluto:

4x—m<3 = x—m<E
4 4| 4
Por lo tanto m=—l = m=-2.
O también: |3x—m+x|<3 = |4x—m|<3 = -3<4x-m<3 =
-3+m 3+m
<X <
4 4
Por lo tanto debe verificarse —3+m = —i y 3+m = l
4 4 4 4
Resolviendo la primera se obtiene:
—3:m:_% = -3+m=-5 = m=-5+3 = m=-2

Este valor de m verifica la otra igualdad, por lo tanto para que el conjunto F
represente el conjunto pedido, m =-2.

Ejemplo. Sea el conjunto D = {x / x € R A 0 <|(x - 1).2 - x| < 4}. Grafiquelo e
indique el o los intervalos que determina.

Sio<|(x-1).2-x|<4 = 0<[2x-2-x|<4 = 0<|x-2]<4.

Para resolver esta desigualdad se debe tener en cuenta que Ix—2]<4 y ala
vez |x - 2|>0. De acuerdo a la propiedad 2 de valor absoluto resulta:
|x—2|<4 = 4<x-2<4 = 4+2<x<4+2 = -2<x<6

La desigualdad |x — 2|> 0 se verifica para todo valor real de x excepto para el
que la diferencia x — 2 es nula.

La inecuacion |x-2|>0 es equivalentea x -2 = 0.

La solucion es el conjunto de los nimeros reales excepto el valor 2 (x = 2).
Teniendo en cuenta las soluciones obtenidas de ambas desigualdades, se
puede decir que el conjunto solucion esta formado por todos los niumeros reales
comprendidos entre —2 y 6 excepto 2 que se puede expresar como la unién de
dos intervalos, (-2, 2) U (2, 6).
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Ejemplo. Encuentre el valor de m de manera tal que la desigualdad
0< |x+2m| <-8m tenga como solucién a (-3, 1) U (1, 5).

Los numeros reales pertenecientes a (-3, 1) U (1, 5) son los que verifican
-3<x<5y x=1.

La expresion |x +2m| < -8m se verifica para todos los valores de x que estan a
una distancia menor que —-8m de -2m. Por lo tanto -2m =1 y -8m =4, de
donde resulta m = —%.

También se puede encontrar el valor de m resolviendo la desigualdad dada.

A partir de |x +2m| < —8m se obtiene:

8m<x+2m<-8m = 8m-2m< x<-8m-2m = 6m< x<-10m
Ademas, de la expresion |x +2m| >0, se deduce: x + 2m = 0= x#-2m
Comparando las desigualdades, se debe cumplir que: 6m =-3 y-10m =5, de

donde m = —l.
2

Se verifica ademas que param = —% el valor de x resulta distinto de 1.

EJERCICIOS

1) Usando el concepto de valor absoluto defina cada intervalo (o par de
intervalos) sobre la recta real:

a) b)
g e
c) d)
I 3 I a I ¥ I ’ o I—3 I —I1 I 1

2) Escriba como intervalo o union de intervalos las siguientes expresiones.
Interprete graficamente.

a) |x+1] <3 b) x-1]>2

c)0<[x-2[<5 d) x| <4
3) Escriba los siguientes intervalos o unién de intervalos como desigualdades
utilizando notacién de valor absoluto. Represente sobre la recta real.

a) (4, 10) b) (-7, -5) U (-5, —3)
ekt el
2 2 4’ 4
RESPUESTAS
Na) [x-1] <3 b) x| =21 ¢c)0<|x-5]<2d)[x+1]>2
2)a) [-4, 2] b) (~o0,~1] U [3, »)
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5
i t t t t t L L

_4 2 L ¥ _-:I + + + § »
€)(-3,2)u(2,7) d) (-4, 4)
o -3 o 2 o 7 o ) I-d S 4
3)a) | x-7|<3 b)O<|x+5|<2
—r + + + + + +— —r + +
4 5 B T 8 9 10 -f -6 -5 -4-3
1 3
c) O<[x—4<— d) x+2/<=
2 4
+ AP Pt b 4 + b
3 4 g -3 -2 -1

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 NUMEROS REALES Y LA RECTA REAL

1) Use el concepto de valor absoluto para definir cada intervalo (o par de
intervalos) sobre la recta real.

a) b)

T3 0 i -2 0 2
c) d)

2 31 4 8 & T b -5-4-3 -2-1

e) Todos los numeros que distan por lo menos 8 unidades del 5.
f) Todos los niumeros que distan a lo sumo 5 unidades del 11.
2) Complete el siguiente cuadro:

Notacion Conjuntista |Intervalo Grafica
a {x/|x| < é}
2
b (-2,1]
{x /|x - 2| < l}
c 2
——————}
d -3-2 -1 0 12
3) Escriba como intervalo los conjuntos:
a) S=1{x/[2x-3 <5/ b) E = {x/|x—1> 3]

4) Encuentre el valor de m para que los valores de x que verifican |2(x + m)| < 5
pertenezcan al intervalo (-4, 1).

5) Halle el valor positivo de a de manera tal que los valores de x que verifican
lax — 8| < 2 representen todos los numeros que se encuentran a menos de una
unidad de distancia de 4.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) La notacién conjuntista del intervalo (-2, 1] es:

a){x/x>-2vx<1} b) {X/ x>-2Ax<1}

c){x/ x>-2Ax<1} d) {x/-2<x<1}
2) El intervalo real (-2, «) puede escribirse:

a) {x/ x < -2} b) {x/ x > —2} c) {x/ x <=2} d) {x/|x|> -2}
3) El conjunto {x/ |x|< 5} corresponde al intervalo:

a) [-5, 9] b) (-5, 5)
€) (=0, =3) U (5, ) d) (-5, 9]
4) Un intervalo semiabierto a izquierda es:
a) (-2, 3] b) (-2, 3) c) [-2, 3) d) [-2, 3]
5) La interpretacion grafica del intervalo real {x/ -1 <x < 3} es:
a) b)
et} ————— e}
-1 3 -1 3
c) d)
A C————— —r * * * - ¥
-1 3 -1 3

6) La solucion de la inecuacion |x-2| <3esel conjunto de los numeros reales
x tales que:
a)-5<x<1 b)x<-1vx>5
c)-1<x<5 d)x<-1vx>5
7) La expresion |x — 2| <3 indica todos lo numeros reales que se encuentran a:
a) mas de 3 unidades del 2 en la recta numérica
b) menos de 2 unidades del 3 en la recta numérica
¢) menos de 3 unidades del 2 en la recta numérica
d) mas de 2 unidades del 3 en la recta numérica
8) La expresion |x + 5| > 2 indica todos lo nimeros reales que se encuentran a:
a) menos de 2 unidades del -5 en la recta numérica
b) mas de 2 unidades del -5 en la recta numérica
¢) mas de 5 unidades del 2 en la recta numérica
d) menos de 5 unidades del 2 en la recta numérica
9) El conjunto A ={x/ 2 < x < 6 A x # 4} se puede escribir como:

a) [x-4] <2 b)0< |x-4]<2
c)0< |x-2|<4 d) 0<|x+4]<2
10) El conjunto B = {x/ 1 < x < 5} se puede expresar:
a)[1, 5] b) (1, 5) c)[1,5) d) (1, 5]
11) La gréfica dada representa: 4—5 — »
a) (-2,4) b) [-2, 4]
c) (-2, 1Hu(1,4) d) (-2, 4]
12) Para que la expresion |x+al <m represente el intervalo (-2, 8) debe ser:
a)a=3; m=5 b)a=-3; m=5
c)a=5 m=3 d) a=-5 m=3
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13) La gréfica representa: 4—3 — »
a)(-2,1Yu(1,4] b) (-2, 11u (1, 4)
c)(-2,1)u(1,4) d) (-2, 4)
14) La gréfica del conjunto solucion de la desigualdad l4x +2| =10 es:
a) b)
bl _'a T T L T E L n _a : : : : 2 L
c) d)
+ _a t t t t E ¥ + _3 t t t t 2 *
15) La notacion conjuntista de |x-b| <kes:
a){x/b-k<x<b+k} b){x/b-k<x<b+k}
c){x x’b-k<x<b+k} d) {x k—-b<x<k+Db}
16) La gréfica representa: 4—; — }

a) todos los numeros reales que se encuentran a menos de 3 unidades
del 1

b) todos los numeros reales que se encuentran a mas de 3 unidades del 1

¢) todos los numeros reales que se encuentran a 3 0 menos de 3
unidades del 1

d) todos los numeros reales que se encuentran a 3 o mas de 3 unidades
del 1

AUTOEVALUACION

1) Escriba como intervalo los siguientes conjuntos de numeros reales:

a)A={x/-1<x<5} b)B={x/|x+1]| <4}
c)C={x/-1<x<5Ax=2} d)D={x/|x-1| >4}
e) E = {x/x° +2x > 3) f)F = {x/ x° + 2x < 3)

2) Encuentre el valor de k (k > 1) de modo que la expresion | kx — (x + 1)| <3
represente el intervalo (-2, 4).
3) Seaelconjunto A={x/xeRA !2.(1+ X) + m | < 3} . Determine el valor de m
para que represente el intervalo [-2 , 1].
4)a) Utilice el concepto de valor absoluto para expresar simbolicamente “todos
los numeros reales que distan como minimo 3 unidades del -2.”

b) Halle todos los valores de x reales que verifican esta afirmacion.

¢) Escriba la solucion en notacion conjuntista y como intervalo.
5)a) Exprese en lenguaje coloquial la expresion |x-4| <5.

b) Escriba la solucion en notacion conjuntista y como intervalo.

EJERCICIOS DE REPASO

1) Exprese en notacion conjuntista e interprete graficamente sobre la recta real
los siguientes intervalos:
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a) [v3.,4| b) [—1, gj c) (-4, 1) d)[2,©) e) (—», -4)

2) Escriba como intervalo o unién de intervalos los siguientes conjuntos de
numeros reales:

a)A={x/2<x<4} b)B={x/x>-1Ax<3}
c)C={x/-7T<x<-2} d)D={x/-1<x<3}
e)F={x/-3<x<1A xz-1} f)G={x/-3<x<-1}
g)H={x/|x-2| <5} h)M={x/|x+2|<3}
)N={x/0< |x-3] <1} HP={x/0<|x+4| <2}
K) O = {x /x> —4x+2<2) Q= {x/x° —4x+2>2)

3) Halle los valores de x que verifican 0 < |2(x - 3| < 6. Escriba el resultado
como intervalo.

4) Determine los valores de x que satisfacen 0 < |2x +1] < 1.

5) Calcule el valor de k > 0, de manera tal que la solucion de
|3 + (2kx + 1) - kx|< 3 resulte el conjunto de todos los numeros reales que

estan a menos de % unidades de —2.

6) Complete:
Notacion Conjuntista Intervalo Gréfica

a) {x/-1< x<4}
b) (5,9)
c) {x/ x—l < 2}

2
d) (=2,1)v (.4
e) +— + + + +

-5 -4 -3 -2 -1 0 1
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2. LIMITE DE FUNCIONES

2.1 Nocion intuitiva de limite.

2.2 Definicion de limite de una funcion y propiedades.

2.3 Limites infinitos y limites en el infinito.

2.4 Limites indeterminados.

“Tal es la ventaja de un lenguaje bien construido que
simplifique la notacibn que a menudo se convierte en

una fuente de profundas teorias.”

P. S. Laplace
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El limite de una funcién es uno de los conceptos mas importantes del calculo y
es imprescindible para dar solucién a problemas tales como:
e calcular la razén de cambio instantdnea entre dos magnitudes.
e hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion en
un punto determinado de la misma.
e determinar el area limitada por una curva.
Con el desarrollo de los diferentes contenidos nos proponemos como objetivos:
e Comprender la nocion intuitiva de limite.
e Visualizar, a partir de la representacion grafica de una funcion, la existencia o
no del limite.
o Definir limite.
e Calcular limites aplicando métodos algebraicos.
e Aplicar las propiedades de los limites en el calculo de los mismos.
e Hallar limites infinitos.
El concepto de limite se presenta primero de manera intuitiva y luego
formalmente.

2.1 Nocion intuitiva de limite

Actividad de reflexion.

Dada la funcion f: R > R/ f(x) = X% — 3x. Complete la siguiente tabla calculando
las imagenes de los valores de x considerados menores y mayores que —1.

|}{ tiende a -1 par |zc:|uuarda> <t|ende a -1 por derecha |

X -1,01 -1,001 -1,0001 -1 -0,9999 -0,999 -0,99

)
fix) tiende a ..

¢ Qué puede observar? Represente graficamente la funcién dada. A partir de los
resultados de la tabla y del analisis de la grafica, analice el comportamiento de
la funcién cuando x se aproxima a —1.

¢SEs posible calcular el valor de la funcion directamente en x = —1 y evitar la
construccion de la tabla?

Se observa que cuando x se aproxima a -1 por valores menores que él, los
valores de la funcién se aproximan a 4. De la misma manera, cuando se eligen
valores de x que se aproximan a —1 por valores mayores que él, la funcién se
aproxima a 4.

Los valores de la funcion estan préximos a 4 para valores de x suficientemente
cercanos a —1. No interesa el valor de la funcion cuando x es igual a —1.
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Este comportamiento de la funcion

puede observarse graficamente: ) = %2- 3

Todo lo anterior puede expresarse de la siguiente manera: “el limite de la

funcion (x2 — 3x) es 4 cuando x tiende a —1.

Simbodlicamente: |lim (xz —3x):4.
Xx—>-1

En este ejemplo se puede calcular la imagen de la funcién en x = 1.

f(-1) = (—1)2 — 3.(-1) = 4, valor que coincide con el limite, pero esto no sucede
para todas las funciones.

Actividad de reflexion.
2

-3 cuyo dominio es D = {x / x € R A x # 1}. (A qué

Sea la funcion f(x) =

valor se acerca f(x) cuando x se aproxima a 1?
Complete las siguientes tablas y corrobore
representacion grafica de la funcion.

lo hallado observando la

x<1 x>1
X f(x) X f(x)
0,9 1,1
0,95 1,05
0,99 1,01
0,995 1,005
0,999 1,001

Si completé las tablas seguramente pudo observar que cuando x se acerca a 1
por derecha o izquierda, los valores de la funcibn se aproximan a seis
(tienden a 6).

Esto se expresa de la siguiente manera: |limf(x) = 6 y se lee: "limite de la

x—1
funcién f(x) cuando x tiende a 1 es igual a 6”.
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La funcion no esta definida en x = 1, pero sin embargo, cuando x toma valores
cada vez mas préximos a uno, tanto por izquierda como por derecha, el valor al
que tiende la funcion es seis.

¢ Coinciden estas observaciones con sus respuestas? ;Lo puede corroborar
graficamente?

Definicion. El limite de la funcién f(x) cuando x tiende al numero real “a” es igual
al numero real L si al aproximarse x a "a" por la izquierda y por la derecha,
siendo x # a, resulta que f(x) se aproxima o incluso es igual a L. Se

escribe: lim f(x)=L.
X—a

La frase “por la izquierda y por la derecha” de la definicion anterior es muy
importante. La notacién lim f(x) se utiliza para indicar el limite lateral por
xaa+
derecha y expresa el valor al que se aproxima f(x) cuando x tiende a a tomando
valores mayores que a, es decir valores que se encuentran a su derecha. La
notacion lim f(x) se utiliza para indicar el limite lateral por izquierda y expresa
Xx—a

el valor al que se aproxima f(x) cuando x tiende a a tomando valores menores
que a, es decir valores que se encuentran a su izquierda.

Para que exista el limite de una funcion, deben existir los limites laterales y ser
iguales.

En la funcion analizada:

* El numero al cual tiende f(x) cuando x se aproxima a 1 por la izquierda se

llama limite lateral por izquierda. Simbolicamente se escribe: lim f(x) = 6.
x—>1

* El numero al cual tiende f(x) cuando x se aproxima a 1 por la derecha se llama
limite lateral por derecha. Simbdlicamente se escribe: lim f(x)=6.
x—>1"

» Como ambos limites laterales son iguales se expresa: lim f(x) = 6.
x—1

Recuerde. Una funcion puede tener limite en un punto y no estar definida en ese
punto.

Nota. La definicion de limite es intuitiva y no es precisa. La frase “se aproxima”
no tiene un significado concreto, sino que depende del contexto. Para un
mecanico que fabrica un piston, cerca puede significar milésimas de centimetro.
Para un astronomo que estudia galaxias, cerca puede significar afos luz. Sin
embargo la definicion estudiada resulta suficiente para evaluar limites de
funciones especificas.
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-1si x<0
Ejemplo. Sea la funcion f : R — R definida por f(x) = { 0 si x =0 . Grafiquela y
1 six>0

. P + — . .
determine los limites cuando x - 0 y x — 0 . Extraiga conclusiones.

Observando la grafica se concluye que:
e cuando x se acerca a 0 por derecha, es decir, por valores mayores que él, las
imagenes tienden a 1.
Entonces: lim f(x)=1. y
x—0" y = i)
e si X se acerca a 0 por numeros !
menores que él, es decir, por izquierda, +— y
las imagenes tienden a —1. e T 2 3
Entonces lim f(x)=-1.
x—>0"
Como los limites laterales son distintos, no existe el limite de f(x) para x — 0.

x—1 si x<2

3% si x52° Grafique la

Ejemplo. Sea la funcion g : R - {2} > R/ x —> {
funcion, halle los limites cuando x — 2" , X — 2y extraiga conclusiones.

La grafica de la funcion es: Cuando x se aproxima a 2 por valores
¥ menores, es decir por la izquierda, lo
que corresponde al primer tramo de la
funcion, las imagenes tienden a 1.

1 / 2 4 Entonces: lim (x —1)=1

-1 x—2~

pd

Cuando x se aproxima a 2 por valores mayores, es decir por la derecha, lo que
corresponde al segundo tramo de la funcion, las imagenes también tienden a 1.
Entonces:  lim (3—x)=1
x—2%
Como los limites laterales existen y son iguales I|’m2 a(x)=1.
X—>

1§ '!n" ]

1-x2 si x<1

Ejemplo. Sea la funcion h : R - R / h(x) = 3 si x=1. Grafique la
2x-2 si x>1

funcién y determine la imagen del 1 y los limites cuando x —» 1" yx—1.

En la grafica se observa que la imagen del 1 es 3, es decir, h(1) = 3.
Observando la grafica, a medida que x se aproxima a 1 por la izquierda, la
funcion se acerca a 0. Lo mismo ocurre cuando x se acerca a 1 por derecha.
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Luego, lim (1-x2)=0 y lim (2x-2)=0.
X—>1" x—>1"
Como los limites laterales existen y son

iguales, se concluye que: limh(x)=0.
x—1

. . ) _ J2+x si x<3 '
Ejemplo. Sea la funcion m : R - R / m(x) = { 5 & x>3° Grafique la
funcion y halle la imagen del 3 y los limites cuando x —» 3" yx—3.

v ¥ = i) Laimagende 3es: m(3)=2+3=5.

Observando la grafica, cuando x se
aproxima a 3 por izquierda, las
imagenes tienden a 5. Lo mismo
ocurre cuando x se acerca a 3 por
derecha.

rFs

Entonces, lim m(x)=5 y lim m(x)=5
x—3" x—3"
Como los limites laterales existen y son iguales, se concluye que lim m(x)=5.

x—3

Resumen. El limite de una funcion en un punto puede o no existir. Si existe, su
valor es independiente de lo que ocurre con la funcion en el punto. En las
siguientes tablas se analizan distintas situaciones:

l!III‘L 1,|'dL
y = 1) 1)) E RS
i S N
LT' LL
+ 2|
e limf(x)=L
B Xx—a
° )![)na f(x)=L e la funcion esta definida en a, existe
e la funcién no esta definida en a, f(a).
e limf(x)=f(a
a ¢ Dy lim 7(x) = f(a)

42



El Calculo Diferencial

En estos ejemplos se observa que el
limite de la funcién f(x) cuando x tiende

/ a “a@” es el numero L indepen-
dientemente del comportamiento de la
+ funcién en el punto.
e lim f(x)=L
X—a
¢ la funcion esta definida en a, existe
f(a).
o lim f(x)=f(a)
X—a

p / : > / ; »
, e no existe lim f(x
e no existe lim f(x) X—a (x)
X—a

L. i - la funcidn no esta definida en a,
e la funcion esta definida en a,

_ a ¢ Ds.
existe f(a) = L f

En estos ejemplos se observa que a
medida que x se aproxima a “a” por
izquierda y por derecha los valores de
f(x) no se aproximan a un mismo valor
determinado. Independientemente del
comportamiento de la funcién en el
punto, no existe el limite de f(x) cuando

x tiende a “a”.

-

no existe lim f(x)
X—a

la funcion esta definida en a, existe
. fa)
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Actividades de reflexion.

1) Con respecto a la afirmacién: “Se puede pensar en el limite de f(x) cuando x
se acerca hacia a, como si fuera f(a)”. Critiquela. ¢Qué significa? ¢Hay algo
confuso en ella? Rescribala de manera de describir de mejor manera lo que es
el limite.

2) Compare la afirmacion del ejercicio anterior con la siguiente: “El limite es una
prediccion de lo que sera f(a)”.

3) Analice a través de sus graficas funciones donde se resuman las siguientes
situaciones: el limite de una funcion en un punto puede o no existir; si existe, su
valor es independiente de lo que ocurre con la funcién en el punto.

EJERCICIO

Observe las funciones definidas graficamente y calcule, si existen, los limites
pedidos para cada una:
a) b) c)

l!IIIJL '!I.'n '!Iu'“

Fe

-3 X
lim f(x) lim g(x) lim h(x)
x—2F x—1F x—-3*"
lim f(x) lim g(x) lim h(x)
X—2" x—>1" x—>-3"
lim f(x) lim g(x) lim h(x)
X—2 x—1 x—>-3
RESPUESTAS
a) lim f(x)=3 lim f(x)=1 lim f(x) no existe
x—27" X2~ X—>2
b) lim g(x)= 3 lim g(x)=3 limg(x)=3
x—1t x—>1" x—1
c) lim h(x)=4 lim h(x)=2 lim h(x) no existe
x—>-37 x—>-3" X—>-3

2.2 Definicion de limite de una funcién y propiedades
Para llegar a una definicién formal del concepto de limite se retoma el ejemplo

3x% -3

en el que, dada la funcion f(x) = condominioD ={x/x e RAx=1}, se

obtuvo que lim f(x) = 6.
X—1
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Para profundizar el significado de la expresioén f(x) tiende a 6 cuando x tiende a
1, se estudiara el comportamiento de las distancias entre x y 1 y entre f(x) y 6.
Se agregan a las tablas confeccionadas anteriormente dos columnas

encabezadas por: | x 1| y |f(x)-6].

x<1 x> 1
x 0 x=1] | [feo-6]] X | [ x=1] | [f(x)-6]
09 | 57 0,1 03 1,1 6,3 0,1 03
095 | 585 | 005 015 | 105 | 615 | 0,05 0,15
099 | 597 | 0,01 003 | 101 | 603 | 001 0,03
0,995 | 5985 | 0,005 | 0,015 |1,005| 6,015 | 0,005 0,015
0,999 | 5997 | 0,001 | 0,003 |1,001| 6003 | 0,001 0,003

Observando las tablas surge que cuando la funcion f(x) difiere de 6 en +0,3, x
difiere de 1 en £0,1, y cuando la funcién difiere de 6 en +0,003, x difiere de 1 en
+0,001. Esto puede expresarse de otro modo diciendo que los valores de f
pueden hacerse tan préximos a 6 como se quiera, tomando x suficientemente
préximo a 1.

Mas precisamente, puede hacerse el valor absoluto de la diferencia |f(x)—6|

tan pequefio como se quiera, tomando suficientemente pequefio el valor
absoluto de la diferencia, |x-1].

Por ejemplo, si se desea que | f(x)—6 | < 0,45 se debe tener en cuenta:

3=t (1)
B x—1

[3x2 -1
_| x—1

|f(x)—6|:|3);2__13—6‘ ) 6 6

|f(x)-6| =[3x+3-6]=|3x-3|=|3(x-1)|=3 x-1|

|f(x)-6| =3|x-1| <045 =|x-1| < 0,15

De esta manera, para que | f(x)-6 | < 0,45 bastara con tomar:

| x-1| <015 siendo x = 1.

Asi se ha probado que|f(x)-6|<045 siempre que x=1 A |x-1/<015; 0

bien, expresado de otra manera:
f(x) € (6 —0,45;6 + 0,45)siempre que x #1Ax €(1-0,15;1+0,15).

Resulta util visualizar graficamente esta situacion. Para ello, se debe tener en
_ 3x% -3 3(x-N(x+1) _
x -1 x—1
3x? -3

cuenta que,six=1, x-1#0 = f(x) 3x+3.

De esta manera, la grafica de la funcién f(x) = eslarecta y=3x+3

excluido el punto (1, 4) pues la funcién no esta definida para x = 1.
Observamos que 6 — 0,45 < f(x) <6 + 0,45 cuando 1 — 0,15 <x <1 + 0,15
siendo x = 1.
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B+0,4515

6-0,45 f:2

1
1
1
i
o
3
1
1
1

R
1-0,15 1 140,15 X

Fe

La parte de grafica encerrada entre las rectas verticales x = 0,85y x = 1,15
también queda encerrada entre las rectas horizontales y = 5,55 e y = 6,45.

El procedimiento realizado podria repetirse fijando otros valores para |f(x) — 6 |
A esos valores (positivos) se los llama, en forma genérica, ¢ (épsilon) y para
cada uno de ellos se obtiene un valor & (delta) también positivo, tal que
6—e<f(x)<6+esiempreque 1 -8 <x<1+3, x=1.

Utilizando notacion de distancia: |f(x) — 6| < ¢ siempre que|x-1] <& y x = 1

o en forma equivalente: f(x) € (6 —¢, 6 + €) siempreque xe (1-5,1+3),x=1

El significado geométrico de la

expresion |lim f(x) = 6 analizada
x—1

puede interpretarse de la siguiente
manera: dado el par de rectas
horizontales y=6-¢ e y=6 +g,
€ > 0, existe un par de rectas
verticales x=1-3yx=1+3,6 >0,
tal que la parte de la grafica de f que
estd encerrada entre las rectas
verticales también queda encerrada
entre las rectas horizontales.

Fs

Definicion de limite
En estos momentos estamos en condiciones de pensar en una definicion formal
de limite. Revisemos lo desarrollado hasta ahora.

Sea f una funcién y a un numero real. No se exige que f esté definida en a pero
si en valores cercanos a “a” tanto por izquierda como por derecha (esto nos
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garantiza que podamos hablar de f(x) para todos los valores de x # a que estan

suficientemente préximos a "a”.

Sabemos que decir que lim f(x) =L significa que podemos hacer que f(x) esté
X—a

tan préximo a L como queramos eligiendo x lo suficientemente cerca de a, pero
X # a. Esto es, segun vimos:

Enunciado informal Enunciado considerando ¢,
|f(X_) - |-| puede hacerse Paracadae>0 que se pueda elegir,
arbitrariamente pequefio |f(x) - L | puede hacerse menor que ¢

siempre que siempre que
|x —al sea suficientemente pequefio |x-al verifique la desigualdad
pero distinto de cero. 0< !x —al <& para un g

| suficientemente pequerio.

Teniendo en cuenta lo enunciado podemos ahora formular la definicion de limite:

Sea f una funcion definida en un intervalo que contiene a “a”, excepto
posiblemente, en el propio a. Decimos que lim f(x) =L si dado € > 0 (por
X—a

pequefo que sea), existe 5> 0 tal que |f(x) ~L] <eg para 0 < |x-al <é.

o bien:

Sea f una funcidn definida en un intervalo que contiene a “a”, excepto

posiblemente, en el propio a. Decimos que lim f(x)=L si dado € > 0 (por
X—a

pequefo que sea), existe 3 >0 tal que |f(x)—L| <g siempre que x=a y
\x—a\ <.

En general, el valor de 6 que verifica la condicién de la definicion depende del
valor de ¢ elegido previamente. Esto significa que, para cada € que se elige,
existe un 8 que le corresponde.

¥
L
X
1 b 4 r'{/\’ "
T }{r1l T 5 T }{r
) ) i )
existeund>0 siempre que
para cada € >0 tal que [fx)-L |<e 0<|x_al <5
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La definicion establece que los valores de la funcién y = f(x) se aproximan al
limite L conforme x lo hace al numero a si el valor absoluto de la diferencia entre
f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee tomando x suficientemente

cerca de a pero no igual a “a”.
'_III' -

Ve

-,

L& =Tl pertenece al
intervalo

e

L+z -

Bl

bt
MK MHNH
MK
i
K
BEEH
MK

paratodax=a
del intervalo

rFs

Fs

e

a—lﬁ. a .5:+5

Limites laterales
Como se ha visto, para que exista el limite de una funcién, deben existir los

limites laterales y coincidir. Definimos ahora limites laterales considerando € y 5.

Limite lateral por izquierda

Sea f una funcién definida al menos para valores de x menores que a.
4

L+¢g1

Decimos que lim f(x)=L" sidado
X—a

€ >0, existe 5 > 0 tal que ‘ f(x)-L |<e

siempreque a—-6<x<a.

s
o

Limite lateral por derecha
Sea f una funcioén definida al menos para valores de x mayores que a. Decimos

que lim f(x)=L" sidado & > 0, existe § > 0 tal que‘ f(x)—L+ < & siempre que
+

X—a

a<x<a+s.
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S

A< H < ath

Fe

a a+h ®

-

Observaciéon. Como ya se ha indicado, una funcion tiene limite si L = L.

Teorema de unicidad de limite
Si una funcién y = f(x) tiene limite, el mismo es unico.

Hipdtesis) Supongamos que la funcion tiene dos limites distintos, lim f(x)=L vy
X—a

lim f(x) = L

X—a

*
Tesis) Queremos demostrar que los limites son iguales, L =L

Demostracion) Por definicion de limite:

lim f(x) =L sidado €>0, existe >0 tal que |f(x)-L|<& siempre que
X—a

0< |x- a| <d1 (1)

lim f(x) = L si dado € > 0, existe 82> 0 tal que |fx) -L | < g siempre que
X—a

0<|x-al <8 (2)

Sialaexpresion |L— L | sele sumay resta f(x), se obtiene:

[L- Ll =l-L + 00 - 00 [ =] (f(x) - L) = () - L)

Recordando la propiedad de valor absoluto: la-bl| < |al + |b]| resulta:
[(fx) - L ) = (fx) - L) | < [ fx) - LI + [x) - L |

Por (1) y (2) se obtiene:|L - L | < e+e=2¢ siempre que 0 < |x —al <&
donde 6 es el menor de 61y 02.

El Gnico numero no negatlvo que es menor a otro positivo por pequefio que sea

es el cero. Luego|L L|_O = L= L

Se ha demostrado que, si existe, el limite de una funcién es Unico.
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Propiedades inmediatas
a) Si f es la funcion identidad f(x) = x, E
entonces para cualquier valor a se I oo

verifica que lim f(x)= lim x=a. y = fix) i(a 4
X—a X—a

rF's
-

b) El limite de la funcién constante ¥
f(x) = ¢ es la misma constante, = ¥ =T
cualquiera sea el valor al que tiende. fa, o)

lim f(x)= limc=c
X—a X—a

oo So00

Fe
L

c) El limite cuando x — a de una funcién polinomial p(x), es igual al valor
numérico del polinomio para x =a. Es decir, lim p(x)=p(a).
X—a

lim (aox" +ax" +an_1x+an)= apa” +a@a" '+..+a, qa+a,
X—a

Ejemplo. Calcule los siguientes limites:

a) lim x b) lim 7 c) lim (x3 —2x + X2 —11)
X—5 X—4 X—2

a) I|'m5x =5 de acuerdo a la primera propiedad.
X—>

b) I|’m47 =7 teniendo en cuenta la segunda propiedad.
X—>

c) Este limite se calcula de acuerdo a la tercera propiedad:
fim (x® —2x+x? 1) =2° - 22+2% 11-8-4+4-11=3

X—2

1-2x  si x<1
Ejemplo. Sea la funciéon f : R > R/ x > {x-2 si 1<x<3. Calcule los

si x>3
siguientes limites y compruebe graficamente:
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x—=1" x—1" x—>1
d) lim f(x) e) lim f(x) f) lim f(x)
x—3" x—3 x—3

Tratandose de una funcién definida por tramos, para calcular cada uno de los
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limites, debe tenerse en cuenta el tramo en el que esta incluido el valor en el
cual se calcula el limite.
a) Cuando x se aproxima a 1 por izquierda, debe tenerse en cuenta el primer
tramo, es decir: lim (1-2x)=1-2.1=—1

x—1"
b) Cuando x se aproxima a 1 por derecha, debe tenerse en cuenta el segundo
tramo, es decir: lim (x—2)=1-2=—1

x—1
c) Los limites laterales obtenidos en (a) y (b) son iguales, entonces el limite de

f(x) para x tendiendo a 1 existe y es —1. Por lo tanto: I|'m1f(x) =-1
X—>

d) Cuando x se aproxima a 3 por izquierda, debe tenerse en cuenta el segundo
tramo, es decir: lim (x-2)=3-2=1

x—3"
e) Cuando x se aproxima a 3 por derecha, se tiene en cuenta el tercer tramo, es
decir: lim 4=4

x—3"

f) Como los limites laterales existen pero son distintos no existe el limite de f(x)
para x tendiendo a 3.
Los limites calculados analiticamente il y = i)
se pueden comprobar observando la 1 S —
grafica de la funcion:

Fs
—
'
'
'
'
'
'
'
]

Lo
[Sn)
(5}
.
()]
b 4

Limite de funciones trascendentes
Los limites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular mediante la

sustitucion directa, es decir lim f(x) = f(a). Las funciones trigonométricas, las
X—a

exponenciales y logaritmicas también tienen esta propiedad. Enunciamos
algunas de ellas teniendo en cuenta que a es un numero real en el dominio de
la funcion dada.

1) lim sen x =sena 2) lim cosx =cosa 3)limtgx =tga
X—a X—a X—a

4) lim log x = loga 5) liminx =Ina 6) lim 10* =102
X—a X—a X—a

7) lim e* = ¢€?
X—a

Algebra de limites
Si lim f(x)=L4y limg(x)=L, donde L1 € R, Ly € R entonces:
X—a X—a
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1) lim [f(x)+g(x)] = lim f(x)+ lim g(x)=Lq+L,
2) lim [f(x)—g(x)]= lim f(x)— lim g(x) =Ly -L,

3) limcf(x)=c.limf(x)=c.L4y,ceR

4 Im[ixg00]=| 1m 10| m g0 ~LL,
lim f(x)
5) |'mM—L——1,si Ly =0

x->ag(x) lim g(x) Ly

n
6) lim[f(x)] "= {Iim f(x)] =L4" si L{" esun ntmero real.
X—a X—a

lim g(x)
7) lim [f(x)[9®) :{Iim f(x)}’Ha =L42, si L{2 esun numero real.
X—a X—a
Nota. Debemos tener en cuenta que lim 109 no existe siL1 =0y Ly =0.
x—a 9(Xx)

Nota. Las propiedades anteriores nos permiten asegurar que existen limites

lim f(x)que pueden ser evaluados calculando f(a), es decir sustituyendo
X—a

directamente x por a en la expresion de la funcion aun cuando f(x) es una
combinacidn algebraica de funciones para las cuales esta definida f(a).

Ejemplo. Resuelva los siguientes limites:

a) lim(nx+x2) b) lim (x3—3x) c) lim (-12.senx)
x—1 X—2 x—Z
2
2 x* 10 2x
d) lim vx.x e) lim X —1© f) lim x3
x—4 x—2 X x—3

Teniendo en cuenta el algebra de los limites y las diferentes propiedades:

a) lim(Inx+x2) = limInx+limx? =N1+1% =0+1=1 = lim(Inx+x2%) =1
X—>1 X—1 X—1 x—1
b) lim (3 - 3%)= lim x® - lim 3% =2° ~3% =8 -9 = 1
X—2 X—2 X—2
Por lo tanto: lim (x3 —3x)= -1
X—2
c) lim (-12.senx)=-12. lim senx =-12senl = -12.1= 12
X—>% x—>g 2
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Por lo tanto: lim (-12.sen x)=-12
X—>

N|a

d) lim (&.x2)= lim Vx. lim x? =4/4.42=216=32 = lim Jxx? =32
x—4 x—4 x—4 x—4
lim (x* =10)  1im x* - Iim 10
X4—10:x—>2( )_x—>2 X—>2 :24—10_§:3

e) lim - -
) x—2 X lim x lim x 2 2
X—>2 X—2

4
Por lo tanto:  lim x -10_ 3 . Es posible resolver este limite pues lim x=0.

X—2 X X—2
2 lim £x £ lim x 2
. 3X : 3 . 3 . 3X
f) lim x3 =(I|m xjx—’?’ =(I|m x) x>3 -32-9 = |imx3 =9
x—3 x—3 x—3 x—3

Limite de funciones compuestas

Ya vimos que los limites de muchas funciones se pueden calcular mediante la
sustitucion directa. Si analizamos cémo trabajar con funciones compuestas
estaremos en condiciones de calcular mayor cantidad de limites.

4
Ejemplo. Calcule |im (x2 —1) .

X—2

La funcién (x2 —1)4 resulta de la composicion (fog)(x) de las funciones f(x) = x4
y g(x) = x2 —1. Para calcular el limite se puede proceder de la siguiente manera:

e six— 2 entonces (x2 -1) -3,
e i (x2 —-1) — 3 entonces (x2 - 1)4 — 81,

Por lo tanto: lim (x2 —1)4 =81.

X—2

Observamos que lim g(x) = lim (x2 —1)=3 y lim f(x)= lim x* =81.
X—>2 X—2 X—3 X—>3

Ejemplo. Calcule |im In(2x +1).
x—3

La funcidn In(2x + 1) resulta de la composicion de g(x) =2x + 1 y f(x) = Inx.
Six —» 3 entonces (2x + 1) > 7.
Si (2x + 1) > 7 entonces In(2x + 1) — In7
Por lo tanto: lim In(2x +1) =In7.
x—3

Podemos enunciar el siguiente teorema.

Si f(x) y g(x) son dos funciones tales que lim g(x)=L y lim f(x)=f(L)
X—a x—L
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X—a

entonces lim (fog)(x) = lim f(g(x)):f{lim g(x)} =f(L).

Ejemplo: Halle lim 4-3x+10.

X—>-2

La funcion +-3x +10 resulta de componer g(x) = —-3x+10 con f(x) = NS
Como I|'m2(— 3x+10)=-3.(-2)+10 = 16, resulta que
N

X

lim v=3x+10 =16 = 4.

X—>-2

EJERCICIOS

1) Halle los siguientes limites:

a) lim 8 b) lim 2x c) lim x? —2x
xX—2 x—-3 x—1
d) lim x(x+3 e) lim —X*+2 lim-3x +5
)x—>72 ( ) )x—>4—X+3 f)x—>0
. ) 1 3 .
2) Sabiendo que lim f(x)=—= y lim g(x) =<, calcule:
X—C 2 X—C 4
a) lim f(x)+g(x) b) lim f(x)-g(x) c) lim 3f(x)+2g(x)
X—>C X—C X—>C
, , f(X) , g(x)
d) lim f(x)g(x) e) lim f) lim [f(x)]
X—c x—c G{X X—C
3) Determine los siguientes limites:
1
a) Iim Y9x +5 b) lim (3x—x2) c) lim e¥*3
x—3 x—1 x—0
» X+2 si x<O0 L
4) Sea la funcion f(x) = 5 . , calcule, si existe:
X si x>0
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x—0" x—0" x—0

3 2 :
5) Sea g(x) = {; —3XT+2 six#2 , encuentre, si existe:

si x=2
a) lim g(x) b) lim g(x) c) lim g(x)
x—2" X—>2" X—2
RESPUESTAS
1)a) 8 b) -6 c) -1 d) -2 e) -6 f)5
5 1 3 2
2)a) 2 b) ) c)3 d) 8 e) 3 f) 0,5946
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3)a) 2 b) % c) e’
4)a) 0 b) 2 c) No existe
5)a) -2 b) -2 c)-2

EJERCICIOS INTEGRADORES LIMITE 2.1 NOCION INTUITIVA DE LIMITE.
2.2 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION Y PROPIEDADES

1) Si lim f(x)=2 y lim g(x)=3 , halle:
X—C X—C

a) lim [5.f(x) - g(x)] b) lim Jx)_
X—>C x—¢ 2.9(X)
2) Para cada una de las siguientes graficas de funciones, determine si existe o
no el limite para x tendiendo a 2. Justifique la respuesta. En caso de existir,
halle el valor.
a) b)
4 Y4
47 44

L

re

-x-1 six<0
3)Dadalafuncionf: R —»> R/f(x)={x—-1 si 0<x <3 grafique y determine:
2x+1 six>3

a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)

x—0~ x—07" x—0
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d) lim f(x) e) lim f(x) f) lim f(x)
x—3" x—3%1 x—3

4) Defina graficamente una funcién f; [—

lim f(x)=1 y lim f(x)=3 .

xX—2" x—2

3,5] - R tal que: f(-1) = f(1) = f(4) = 3,

2.3 Limites infinitos y limites en el infinito

Limites infinitos

Analizamos, a partir de su grafica, la existencia de los siguientes limites:

1 L
a) lim — b) lim —L_
) x—>0X ) x—>1X—1
¢) lim| —+1 d) lim -1
x—=0 X2 x—0 X
a) b)
V4 ¥4+ :
f{x) crece _ ﬂ:}{:l.cren:e T
indefinidamente | + fxy = 1 indefinidamente | § fl:K:I=}{_—_11
__—T
{ } X 4 firH »
I‘D' <Ei : ) I‘—>i<—"+ X
i

- | fix) decrece
indefinidamente

r

b

. + .y
si x = 0 los valores de la funcién
crecen indefinidamente.

si x > 0 los valores de la funcion
decrecen indefinidamente.

Observamos que lim 1 no existe.
x—0 X

Las dos ramas de la curva se acercan
cada vez mas al eje y a medida que x
se aproxima a cero. Para esta grafica
la recta x = 0 es asintota vertical.

fix) decrece
indefinidamente

I

. + .y
e six —> 1 los valores de la funcion
decrecen indefinidamente.

si X = 1 los valores de la funcion
crecen indefinidamente.

El lim —1

x—1X—1

no existe.

Las dos ramas de la curva se acercan
cada vez mas a la recta x = 1 a
medida que x se aproxima a ese
valor. Para esta grafica dicha recta es
asintota vertical.
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c) d)
fix) crece ‘|‘

indefinidarmente

—=
b
*
-
k%
¥

T f(x) crece flx) = =L
indefinidarmente 2

‘ frre ¥ f{x) decrece l E3 l fix) decrece
indefinidarnente T indefinidarmente

. + 1
e six— 0" los valores de la funcion ® Six — 0 los valores de la funcion

. . 1 Concluimos que lim -1 no existe.
No existe lim|—+1]|. x>0 x2
x—0 X2
La recta x = 0 es asintota vertical. La recta x = 0 es asintota vertical.

El comportamiento de estas funciones no puede describirse con la idea y el
concepto de limite que se ha estudiado hasta ahora.

Analizando, por ejemplo, la grafica de la funcion y = % se observa que cuando

+ . . . .
x — 0, los valores de f crecen mas alla de todo tope. Decimos que no tiene
.o + . . . .
limite cuando x — 0 . Sin embargo resulta conveniente decir que f(x) tiende a

+ . .z . ’ ,
+oo cuando x — 0 . Esta afirmacion se escribe lim f(x)= lim 1. 400,

x—0" x0T X
Esto no significa que el limite existe ni que +w es un ndmero real, sino que
expresa que la funcion se hace tan grande como se desee tomando x

. .1 .
suficientemente cercano a cero. Al expresar lim — =+ tenemos mas

x—0" X

informacién que al considerar que |lim — no existe. En el primer caso,
+ X
x—0
ademas de indicar que el limite no existe estamos diciendo por qué no existe
realmente y aclarando algunos detalles en relacién al comportamiento de la
funcion.

Nota. Con todo lo analizado podemos concluir que cuando se refiere a limites
infinitos en realidad no son limites sino que proporcionan simbolos y un lenguaje
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Utiles para describir el comportamiento de funciones cuyos valores se hacen
arbitrariamente grandes (positivos o negativos).

Recuerde que si el denominador tiende hacia cero y el numerador no, se puede
determinar si el limite tiende hacia + 0 hacia —«o, analizando con cuidado los
signos de los factores.

Resumen.

Simbdlicamente se escribe: Graficamente:

lim f(x) =+ para indicar que los e

x—a '|‘

L, + oo

valores de la funcidon crecen :
indefinidamente (sin tope) cuando x ; =)
se acerca a “a” por izquierda y por

derecha.

E:
E:

FY
]

“T

-]
-

lim f(x) = —o para indicar que los
X—a

valores de la funcién decrecen
indefinidamente (sin tope) cuando x

se aproxima a “a” por valores :
menores y mayores que él. Doy =fix)

lim f(x) =+ para indicar que los ¥i

x—a_ ﬂiﬂT*’ =
valores de la funcion crecen
indefinidamente cuando x se fx)

aproxima a “a” por valores menores y= _>i<_
]

Fy
=

que él.

lim f(x)=—-w para indicar que los
x—>a+
valores de la funcién decrecen
indefinidamente cuando x se acerca ”E;*‘I'—m

a “a” por valores mayores que él. +
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¥

lim f(x)=—o0 para indicar que los Ly
X—a =
valores de la funcién decrecen
indefinidamente cuando x se acerca
a “a” por valores menores que él.

.‘...
—

+

8

lim f(x)=+o para indicar que los: — e
x—>a’ ¢ f i + *
valores de la funcién crecen i *
indefinidamente cuando x se acerca i
a “a” por valores mayores que él. ";;"l—m

Ejemplo. Analizando la grafica que figura a continuacion, se puede observar que
lim f(x)=+400 Yy lim f(x)=+o.
X—>a X—a
¥ 4 : Si se traza la recta horizontal de
+m’|‘ e ordenada N, tan grande como se quiera,
quedan determinados dos puntos sobre

la grafica (a1, N) y (a2, N) tal que para

cualquier x € (aq, ap) los respectivos
valores de f(x) superan a N.

De esta manera, al aproximarse x a “a@”
por izquierda o por derecha, se obtienen
ordenadas que superan cualquier valor
real preestablecido.

e R

Fe

.L::':.
31—>a<— o %

Del analisis de los ejemplos se formaliza la definicion de la nocion de limite de
una funcién que tiende a +w 6 a —o cuando la variable tiende a un numero finito.

Definicién. Sea una funcién definida para todo ndmero real de un intervalo

abierto que contiene a “a’, salvo posiblemente en “a@’. La expresion

lim f(x) = +o significa que para todo nimero N > 0, existe un 6 > 0 tal que
X—a

f(x)>Nsiempreque0<|x—a| <d.

Del mismo modo, lim f(x) = - significa que para todo numero N < 0, existe un
X—a

8>0 al quef(x)<Nsiempreque0<!x—a| <.
Para definir el limite infinito por la izquierda, debe sustituir 0 < Ix-al <& por

a-3d<x<a,y para definir el limite infinito por la derecha, basta con sustituir
0O<|x-al <5 pora<x<a+3.
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Ejemplo. Determine los siguientes limites:

a) lim X=5 b) lim X=° ¢) lim X2
x—3tx“ -9 x—3~ X" -9 X=>3xc -9

a) Cuando x se aproxima a 3 por derecha (es decir que x esta cerca de 3 pero
es mayor que 3), el numerador es un numero negativo, el denominador es un

numero positivo pequefo y de este modo la expresién 5 es un numero
x“ -9
negativo grande. Asi, de manera intuitiva se ve que el limite es —o.
lim X=5
x—3" X" -9

—00

b) Cuando x se aproxima a 3 por izquierda (es decir, x es cercano a 3 pero
menor que 3), el numerador es un ndmero negativo, el denominador es un

. . - . X — .
numero negativo pequefio y, por lo tanto, la expresion —5—_ ©s un nimero
x“ -9
positivo grande. Luego, el limite es +co.
lim X2_5 =+
x—>3~ X -9

¢) Como los limites laterales no son iguales, el limite para x —3 no existe.
Limites en el infinito

Discuta el comportamiento de las funciones definidas graficamente cuando x
crece indefinidamente y cuando x decrece indefinidamente.

¥t e Si x crece indefinidamente la
funcién f(x) se acerca a 0.
f(}{j=_1? e Si x decrece indefinidamente,
los valores de la funcion se
acercan a 0.
¥ decrece ¥ Crece
indefinidamente T indefinidamente
J. [ JRE—
+—r t —+
— |

La recta y = 0 es asintota horizontal de la funcion.
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d fl)= =4 +2
2 X
L; e Si x crece indefinidamente la
funcion f(x) se acerca a 2.
e Si x decrece indefinidamente,
p— E— los valores de la funcién se
% decrece ¥ Crece * acercan a 2.
indefinidamente indefinidamente
La recta y = 2 es asintota
horizontal de la funcion.

e Si x crece indefinidamente la
funcién f(x) se acerca a 2.

e Si x decrece indefinidamente,
los valores de la funcién se
acercan a —2.

Las rectas y = 2 e y = -2 son
asintotas horizontales de la
funcion.

vt
1 _______________________ e Si x crece indefinidamente la
I ; funcion f(x) se aproxima a 2.

e Si x decrece indefinidamente,
los valores de la funcion se

—t —{ b aproximana —1.
=] x '

_
_1 """""""""" ; Las rectas y = 2 e y = -1 son
: asintotas  horizontales de |la
funcion.
y =1
En el primer ejemplo escribimos |im Il lim —1=0.

X—>4+0 X X—>-oo X

Recordemos que « no representa un numero. La expresion anterior expresa
que el limite de f(x) cuando x crece o decrece indefinidamente es cero.
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El comportamiento de funciones que se aproximan a un ndmero cuando la
variable crece o decrece indefinidamente (es decir, X — +o0 0 X — —) se indica
de la siguiente manera:

Simbdlicamente se escribe Graficamente:

lim f(x)=L para indicar que la
X—>+00

funcién tiende a L cuando los
valores de X crecen
indefinidamente.

d B
-
H+H

lim f(x)=L para indicar que la
X —>—00

funcién tiende a L cuando los
valores de X decrecen
indefinidamente.

Ejemplo. Analizando la grafica que figura a continuacion, se puede observar que
lim f(x)=L

X—>+00

Se ftraza la recta vertical de
abscisa M, tan grande como se
desee.

Se observa que para un nimero

positivo €, existe un numero
positvo M, tal que para
cualquier x > M, los respectivos

. =, valores de f estaran entre las
4 h [T Y
‘/ bl LR rectas horizontales y=L +¢ e
- y = L - 8

Formalizando la definicion de limite de una funcién que tiende a un ndmero finito
cuando la variable independiente tiende a +w 6 a —», resulta:

Definicion. Sea L un numero real. La expresion lim f(x) =L significa que
X —> +00

para cada € > 0, existe un M > 0 tal que | f(x) — LI < & siempre que x > M.
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Del mismo modo, la expresién lim f(x)=L significa que para cada ¢ > 0,
X—>—00

existe un M <0 tal que|f(x) - LI <& siempre que x < M.
Nota. Las propiedades referidas al algebra de limites validas si “x — a” se

cumplen también si “Xx —» +0” y “Xx — —0”.

X —>00 X

Ejemplo. Calcule lim (3 —1).

Cuando x toma valores grandes, % es pequeno. Tomando x suficientemente

grande, 1 puede hacerse tan pequefio como queramos. Por lo tanto
lim 1-0. Por otra parte lim 3 =3 y por lo tanto el limite de la diferencia es la
X—o00 X X—>0

diferencia de los limites lim (3 —%j ~3-0=3,

X—>0o0

Problema
Se proyecta que dentro de t afios, la poblacién de cierto pueblo sera
p(t) = 20—% miles de personas. ;Qué se espera que suceda con la

poblacion a medida que el tiempo transcurre indefinidamente?

Para determinar el comportamiento de la funciéon cuando el tiempo transcurre
indefinidamente, calculamos el limite lim (ZO—LJ.
t—+oo t+1

Cuando t —»+w, también t +1— +w y, por lo tanto, i—> 0.

t+1
En consecuencia lim (ZO—LJ = 20. Esto expresa que a medida que el
t— -+ t+1
tiempo transcurre, la poblacién tiende a estabilizarse en 20 000 personas.

Limites infinitos en el infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece o decrece
indefinidamente. Por ejemplo, ninguna funcién polinomial tiene limite finito
cuando x tiende a infinito.

En la siguiente tabla se presenta el andlisis del comportamiento de funciones
que crecen o decrecen indefinidamente cuando la variable también crece o
decrece sin tope.
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que X
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fi) = 12
N |

indefinidamente a
crece

indefinidamente.

o f(x) crece

indefinidamente a

s

_ml
f(x) decrece
medida qu

FIETTA)
LIEEEF]

indefinidamente a
e X crece

indefinidamente.

f(x) decrece

indefinidamente a

medida que X decrece medida que X decrece
indefinidamente. indefinidamente.
I_I|IIJL |-III| e
ra . EAR
fixl=x 5
fix)=-x
— 5 X — H
+o0 - e
3 F|-w

e f(x) crece indefinidamente a e f(x) decrece indefinidamente a

medida que X crece medida que X crece
indefinidamente. indefinidamente.

o f(x) decrece indefinidamente a e f(x) crece indefinidamente a
medida que X decrece medida que X decrece

indefinidamente. indefinidamente.

Estas funciones presentan comportamientos que no pueden describirse con la
idea y el concepto de limite estudiado. Por lo tanto, debe extenderse dicho
concepto para interpretar y simbolizar estas situaciones.

Simbolicamente se escribe: Graficamente:
'!I|' . +|:C|
4_
lim f(x)=— para indicar que la funcion X
X —>+00 y = fi3)

decrece indefinidamente cuando la variable
crece indefinidamente

T

15
=0 4

-
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+oo
lim f(x)=+o para indicar que la funcion ¥ = T T
X—>—00

crece indefinidamente cuando la variable

decrece indefinidamente.

lim f(x)=— para indicar que la funcién
X—>—0

decrece indefinidamente cuando la variable =1
decrece. A
+ l_m
Y
, C .. +oo _
lim f(x)=+w para indicar que la funcién 1 ¥ =)
X—>+0
crece indefinidamente cuando la variable
crece.
N
+oo

Recordemos que en cualquiera de los limites lim f(x)=+o, lim f(x)= —o0,
X—>+00 X—>+00

lim f(x)=+w, lim f(x)= -, es importante tener en cuenta que +w 0 —w no
X—>—00 X—>—00

son numeros. En estos casos se dice que el limite no existe.

Por ejemplo, la expresion lim f(x)=+w significa que si x — +x , f(x) crece
X—>+00

indefinidamente.
Las definiciones siguientes describen el comportamiento de funciones en el
infinito.

Definicién. Sea f una funcién definida al menos en el intervalo (a, «). La

expresion  lim f(x) = +o0 significa que para cada numero N > 0, existe un
X—>+00

correspondiente M > 0 tal que f(x) > N siempre que x > M.
Esto significa que si x es positivo y grande, su correspondiente imagen f(x)
también es positiva y grande.

Definicion. Sea f una funcién definida al menos en el intervalo (a, «). La

expresion  lim f(x) = - significa que para cada numero N < 0, existe un
X—>+00

correspondiente M > 0 tal que f(x) < N siempre que x > M.

De la misma manera se definen los enunciados para las expresiones

lim f(x)=+00 y lim f(x)=-w.
X—>—0 X——0
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Ejemplo. Discuta el comportamiento de la funciény = %x3 +2 para x - +oy

para x — —o. Grafique.

3
Cuando x —» +w, X~ — +w0 vy, por lo

¥
+mT

tanto, %xs +2 — +oo .

Se puede escribir:
lim (lx3 + 2) = +00

x—+oo\ 4

Cuando X — — o0, X° —> — y, porlo *
tanto, %xs +2 > —0. - e
Luego lim (%x3+2)=—oo

X—>—00

Limite de una funcién polinomial en el infinito
El limite de una funcién polinomial en el infinito, es igual al limite del término de
mayor grado. Dada una funcién polinomial de grado n > 0,

laox")

n n-1 n-2 , .
p(x)=agx +aqx +asx ~ +..t+ap, secumple lim p(x) = lim
X—>00 X—>00

Para demostrar esta afirmacion escribimos:

n n-1 n-2 a a a n
p(X)=apgx +aqx  +agx +...+an:(ao +—1+—§+...+—”J.x
X X X

. , a a a
Entonces lim p(x) = lim (ao i ; I :j'xn
X—>00 X—>00 X X X
Teniendo en cuenta el algebra de limites resulta:

) a; a a n_ a; a a . on
lim|ag +—+—2 4.+ | x"=lim|ag + —+—2 +...+—2 | lim x
X—>00 X X2 X" X—>00 X X2 x" ) x>

X—>00 2

, a; ap an
Como lim|ag t— 5t t—-[=a0 podemos asegurar que:
X X X

lim p(x) =ag lim x"= lim (aox”)
X—>0 X—00 X—>00

Ejemplo. Halle lim (— 3-2x4 +x3 )

X—0
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Por lo analizado anteriormente lim (— 3_2x% 4+ x3 ): lim (— 2x4 ): —c0.

Ejemplo. Determine

X—0

jim (x® - 2x).

X—>00

X—>0

Por la propiedad vista, lim (x3 - 2x) — lim x>. Dado que el grado de la potencia

X—0

X—0

es impar, debemos analizar qué pasa cuando x — +w y cuando X — —oo.

lim

lim

(x3 - 2XJ = i
X—>+00 X—>+00

(x?’ - 2x) — i
X—>—00 X——00

m X3= +o0

3

m X =-—0

Nota. En el cuadro siguiente se muestran las distintas posibilidades con
respecto al limite en el infinito de una funcién polinomial.

¢ Si el coeficiente principal de p(x) es positivo:

¥ = pix)

¥ 1

Fe

lim p(x)=+w0 vy
X—>+00

-

o/

-

lim p(x)=-w©, s
X—>—0

p(x) es de grado impar.

¢ Si el coeficiente principal es negativo:

y=pid

'_|||'n.

~

'

lim p(x)=-© y

X—>+0

n\ﬁ

-

lim p(x) =+, si
X—>—00

p(x) es de grado impar.

¥ =Pl

-

lim p(x)=+w y

X—>+00

p(x) es de grado par.

lim p(x) =40, si

X—>—0

b
*

-

lim p(x)=-© y

X—>+0

-

lim p(x)= -, si
X—>—0

p(x) es de grado par.
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Nota. Determinar si una funcién tiene o no limite en el infinito es util para
analizar el comportamiento asintético de su gréfica.

EJERCICIOS
1) Observe las funciones definidas graficamente y calcule los limites indicados:
a)
al : lim _m(x)
g ¥ = M X—3
4 : lim m(x)
3 x—3"
2 lim m(x)
1 x—3
‘ 12 345 8 K
b)
v
Ly lim p(x)
e x——1T
P2 lim p(x)
: 1 x—>-1"
) T oA 123k lim p(x)
i w x——1
lim q(x)
X—>+0
lim q(x)
X—>—0
s
2) Halle los siguientes limites:
a) lim b) lim c) lim (x5 —3x3)
x—>17 x% -1 X1 X< —1 X—>—o0
d) lim 1 e) lim 1 f) lim (—x+x4+x3j
x>0t X x>0~ X X—+0
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g) lim S=X h) lim 3=X i) lim (2x—x2 —4x3)
x—>4~ X° -16 x—4t x° -16 X—>+00
RESPUESTAS
1)a) lim m(x) =+, lim m(x)= +oo, lim m(x) =+
x—3* x—3~ x—3
b) Ilim p(x)=-o, lim p(x)=+w, lim p(x) no existe
x—>-1" x——1" x—>—1
c) lim g(x)= 2 lim q(x)= -2
X—>+00 X—>—00
2)a) +o b) —© c) —o d) +o e) —w
f) +o g) +o© h)—oo i) —o0

2.4 Limites indeterminados

En muchas ocasiones se presenta el calculo de limites de cocientes, diferencias
y productos de funciones en los que al reemplazar la variable por el valor al cual
tiende se generan indeterminaciones del tipo % 2L 0.0, o—o. El resultado
e e}
de estos limites no puede anticiparse y el mismo puede ser cero, «, —o, un
numero finito diferente de cero, o bien puede no existir. Para resolverlos, se
realizan procedimientos algebraicos adecuados que permitan salvar la
indeterminacion.

La indeterminacion %

Para salvar indeterminaciones de este tipo, es posible reducir el cociente
planteado a otro cuyo denominador no sea cero factorizando el numerador y/ o
el denominador, cancelando luego los factores comunes. En otras ocasiones, es
posible crear un factor comuin multiplicando el numerador y el denominador por
la expresion conjugada de la que se presenta en uno de ellos.

x2 -9

Ejemplo. Halle lim
x—>3 X—

Al sustituir, resulta lim (x2—9):0 y lim (x-3)=0 lo que genera una
X—3 x—3

indeterminacion del tipo %

Sin embargo, como

2
X _9=(X+3)(X_3):x+3 si x = 3, resulta que la
x—3 (x-3)

x2 -9

funcion coincide con la funcién (x + 3) salvo en x = 3.

X_
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Como interesa analizar el comportamiento de la funcion para valores de x
proximos a 3 (por izquierda y por derecha), es posible determinar el
x2 -9

comportamiento de analizando el de la funcion (x + 3).

X_

X2

Por lo tanto puede decirse que lim -9 =lim(x+3)=6.
x=3 X-3 x-3

2_

Nota. Al simplificar la expresion resulta que la funcion coincide con x + 3

excepto en x = 3. Podemos decir que las dos expresiones son iguales para
todos los valores donde estan definidas. La diferencia entre ellas es que x = 3
2

no pertenece al dominio de pero si al dominio de x + 3. Puesto que

I|'rn3 f(x) ignora el valor que f toma en x = 3, eso no interesa. Desde el punto de
X—>

vista del limite en 3 esas funciones si son iguales.

2
Ejemplo. Determine el lim Ox” +12x 18
x—1 2x -2

Al sustituir la variable por 1, tanto el numerador como el denominador se anulan
. .., 0 . .
y se genera la indeterminacion rh Se factorizan el numerador y el denominador

y, para x = 1, se simplifican los factores comunes:
_ B6x2+12x-18 . 6. (x+3).(x-1)
lim = lim
x—1 2x -2 x—1 2.(x-1)

= lim 3(x+3)=3.(1+3) =12
x—1

Ejemplo. Determine el lim

t-3
53 Jt+1-2
Reemplazando la variable por 3 se obtiene la indeterminacion % Para resolver

este limite, se racionaliza el denominador multiplicando el numerador y el
denominador por la expresién conjugada de la del denominador y resulta:

t-3  Jt+1+2 im (t-3).(Wt+1+2) _im (t—3).(\/t+1+2):

lim li

t53t+1-2 Jt+1+2 to3 (m)2_22 t—3 t-3
_ Il’ms(\/t+‘|+2):\/3+1+2:2+2:4
t—>

Ejemplo. Calcule el limite lim ;X?,
Xx—3 (X _3)

70



El Calculo Diferencial

Al sustituir, resulta lim (3-x)=0 y lim (x-3)3=0 lo que genera una
x—3 Xx—3

indeterminacion del tipo %

3-x o —(x=3) . -1
= lim =lim ——=-w
x—3 (X—3)3 x—3 (X—3)3 x—3 (X—3)2
Si x — 3, el denominador tiende a cero. Si x se aproxima a 3 por derecha o por
izquierda, en cualquiera de los casos el denominador es positivo por estar

elevado al cuadrado. Como el numerador negativo (-1), el limite es —o.

EJERCICIOS

1) Calcule los siguientes limites:

. x%24+2x-3 , X-2 ox* -1
a) lim ——— b) lim c) lim
x>-3  X+3 X2 A/X =2 x—>1 x-=1
2_ —
d) lim X2 =25 e) lim YX*5-3
x—>-53x+15 x—>4 x-4
x2 16 4
2)Seaf(x)=1"y 24 SIX # —
k+3 six=-4
a) Halle lim f(x).
x—>—4

b) Encuentre k de modo que f(-4) = lim f(x).
x——4

RESPUESTAS
1)a) 4 b) 0 c)4 d) - 10 e)

2)a) -8 b) -11

La indeterminacion =
o0

Se analizara el limite en el infinito de funciones racionales, es decir, del cociente
de dos funciones polinomiales en el que la variable crece o decrece
indefinidamente. Se debe tener en cuenta que el limite de una funcion
polinomial de grado n > 1 cuando x tiende a +o 6 a —w es + w 6 —oo, por lo que el

limite del cociente es una forma indeterminada del tipo = .
o0

Para resolver limites de este tipo, se divide el numerador y el denominador de la
.. n . .
funcion dada por x , siendo n el mayor de los grados de las funciones
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polinomiales (podemos suponer x # 0, ya que estamos interesados en valores
grandes de x). Luego se aplican las propiedades de los limites.

3 2 4
Ejemplo. Halle lim X *3X"+x+1

x>+0 x4+ x5 -3

Por ser el limite de una funcién racional, es una indeterminacién del tipo =

o0
Como la funcién dada es el cociente de una funcién polinomial de grado 4 y otra

de grado 3, se divide el numerador y el denominador por x*.

x3 3x2 x* 1

x3 +3x2 +x* +1 , x4 x4 x4 x4
lim = lim =
X—>+00 X 4+ X3 -3 X—>+00 3

x+x 3
x4 x4 x4

— +1
-0 -0 —0
- ——=
1 3 1
—+—+1+—
i X X2 X4
= lim =+
e 118
x3 X x4
—— ——
-0 -0 o0
|
—0

En el ejemplo dado, el grado de la funcion polinomial del numerador es mayor
que el grado de la funcion del denominador y se obtiene en este caso «.

3, a2
Ejemplo. Calcule lim %
X—>+0 5x° 4+ 2x -2

Este limite es indeterminado y surge del cociente de dos funciones polinomiales
L . 3
de grado tres. Se dividen el numerador y denominador por x":

20 20

x3 +3x2 1 1,3 1
P X3 -i-?)X2 -1 P X3 X3 X3 . X X3 1
lim ———= lim &>—2>—2 = |im =—.
x>+05x3 12x -2 xo+05x3  2x 2 >H+°°5+i_£ 5

3 + 3 3 x2 )(3

X X X —— =

-0 -0

Puede observarse que el ejemplo se refiere al calculo del limite del cociente de
dos funciones polinomiales del mismo grado y se obtiene como resultado el
cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado de cada una.
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3x2 +2x-3

Ejemplo. Determine lim 7

x>+ x4 4+ 5x3 4 4x
Para salvar la indeterminacién que surge, se divide el numerador y denominador

4
por X :

3x2 2x 3 3.2 3
2 - == _ = = 7
. 3x“+2x-3 ] 4 4 x4 ) 2 43 x4 0
X—>+00 X4 +5X3 +4x X—>+00 X4 5)(3 4x X—>+00 1+ 5 i 4 1
- 47 7 T3
X4 X4 X4 X x

En este ejemplo, el grado de la funcion polinomial del numerador es menor que
el de la del denominador y se obtiene como resultado cero.

Al calcular lim % , donde p(x) y q(x) son dos funciones polinomiales, se
x—o0 (X

obtiene:

a) el cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado de la funcion
polinomial del numerador y la del denominador, si ambas tiene el mismo grado.

b) +o 6 —o si el grado de la funcion polinomial del numerador es mayor que el
de la del denominador.

c¢) O si el grado de la funcion polinomial del numerador es menor que el de la del
denominador.

Problema
Un tanque contiene 5000 litros de agua pura. Se bombea al tanque
salmuera que contiene 30 gramos de sal por litro de agua, a razén de

25#. La concentracion de sal después de t minutos es: C(t) = 3ot
min 200+t

a) ¢ Cuanto tiempo tiene que transcurrir para que la concentracion sea de

10 QFE?

b) ;Qué sucede con la concentracién cuando el tiempo transcurre
indefinidamente?

a) Para determinar el tiempo que debe transcurrir para que la concentracién sea

de 10 $ , se debe igualar la concentracion a 10.

_ 30t
200 +t

= 2000 + 10t=30t = 20t=2000 = t=100

Es decir, a los 100 minutos la concentracién sera de 10£ .

73



El Calculo Diferencial

b) Para analizar el comportamiento de la concentracion cuando el tiempo
transcurre indefinidamente, se debe encontrar el limite cuando t — +«, es decir

. Como es un cociente de dos funciones polinomiales, se dividen el

im
t—>+0 200 + t
numerador y el denominador por t y se obtiene:

30t
. 30t , Tt , 30
lim = lim = lim =30
t>+0200+t to+0 200 t {400 200
—+- —+1
t t t
o grs.
Cuando t —+w la concentracion tiende a 30 T
EJERCICIO
Calcule los siguientes limites:
5 4
a) lim X+ b) lim L =% ¢) lim 2=X
x—+w0 2X —5 x—+0 X+3 x—+0 3x4 11
5y2
d) lim 2= e) lim — 2% f) lim —
x—>+0 X +1 x—+0x3 + x2 1+ 8 x—>-0x2_9
RESPUESTAS
a) % b) —o c) —% d) —o e)0 f)o

La indeterminacién 0.

Para salvar una indeterminacién de este tipo, se pueden realizar distintos
procedimientos algebraicos. Algunos de ellos se desarrollan en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo. Halle lim (x2 +6x+9).
x—>-3 X+

Cuando x — -3, x2 +6x+9 >0y — o, por lo tanto el limite es una

x+3
indeterminacion del tipo 0.cc.

Sin embargo, (x2 +6x+9).L=(x+3)2.L:x+3 six # -3.
X+3 xX+3

Por lo tanto:  lim (x2+6x+9).L: lim (x+3)=0
x—>-3 X+3 x-o-3

Ejemplo. Calcule lim sen(3x).cos ec(3x)
x—0
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Como lim sen(3x)=0 y lim cosec(3x)= «, resulta que
x—0 x—0

lim sen(3x).cos ec(3x) es una indeterminacion 0.co.
x—0

En este caso lim sen(3x).cos ec(3x)= lim sen(3x). =lim1=1, six=0.
x—0 x—0 sen(3x) x—0

Ejemplo. Halle lim (x —2). >

x—2~ X< -4

Como lim (x-2)=0 y lim
x—=2~ x—2~ X< -4
indeterminada 0..

= -, el limite pedido es una forma

1

Sin embargo, (x —2). =(x-2). = six = 2.
go. ( )x2—4 ( )(x—2).(x+2) X+2
Por lo tanto: lim (x — 2). 21 = lim 1 :l.
x—2" X° -4 xo2Xt2 4
EJERCICIO
Calcule los siguientes limites:
a) lim x. 1 b) lim tgx.cosx c) lim yx-5 L
x—>0T X7 +X XX x—5T x-5
2
RESPUESTAS
a) +oo b) 1 C) +oo

La indeterminacion o« —
Los procedimientos algebraicos para salvar una indeterminacion de este tipo, se
desarrollan en los siguientes ejemplos.

Ejemplo. Determine el lim ( 21 _ 1 ]
xo>2t\x“ -4 x-2

Al reemplazar la variable por 2 resulta « — o, que es una indeterminacion.
Resolviendo la diferencia se obtiene:

) ( 1 1 j 1-(x+2) —1-x
lim | ——-—|= _ XY i —— %
xo2t (x4 -4 X-2 xo2t (X+2).(x=2) o+ (x+2).(x=2)
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Cuando x se aproxima a 2 por derecha, el numerador tiende a -3 y el
denominador a 0 por valores mayores que él. Por lo tanto, la expresion resulta
negativa y el limite es —o.

Ejemplo. Calcule Iim( 1 —tng
«_y L COS X

2
Como lim =ow Yy lim tgx =, el limite pedido es una indeterminacion
x—I COS X x—>L
2
de la forma oo — 0.
e 1 1 senx 1-senx
La expresion —tgx = - =
COSs X COSX COSX CoSs X
Por lo tanto:
, 1 . 1-senx . 1-senx 1+senx
lim —tgx |= lim ————— = |Iim . =
s TLCOS X «,® COosx  m cosx 1+senx
2 2
2 2
1-sen“x , COSs“ X , COS X 0

X_)gcosx.(‘l+senx) X_)gcosx.(‘l+senx) X_)g1+senx 2

EJERCICIO

Halle los siguientes limites:

a) lim |————2 b) lim (cosecx —cotgx)
Xx—3" X—3 X2_9 x—0
c) lim [i—lJ d) lim ( 21 —Sj
x—0" x3 X st ixc 21 x-1
RESPUESTA
a) —o b) 0 C) +oo d) —
Un limite importante
Se puede demostrar que lim senx =1
x—>0 X
Al evaluar el numerador y el denominador en x = 0, se obtiene la

indeterminacién % Para resolverlo, no pueden utilizarse las técnicas vistas

enx

. . .S
anteriormente, pero sin embargo, el lim

existe y vale 1.
x—>0 X
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. . . T

Sea un angulo cuya medida en radianes sea x, 0 < x < 5
Observando la grafica resulta:

sen x <x <tgx v

Como sen x # 0, dividiendo por sen x
se obtiene:

senx X tgx
< <

senx senx  senx o

senx

tosx  i,0) ¥

[

tgx senx
Dado que ox o semx 1senx =
Senx CosX CoS X

1
<
senx  cos X

resulta: 1<

senx senx
Por lo tanto: 1> >C0SX = COSX< <1

X X

. . senx .
Si se hace tender x a cero, lim cosx =cos0 =1y al estar comprendido

x—0
entre dos expresiones que tienden a 1 cuando x — 0, también debera tender a 1.
. senx
Por lo tanto: lim =1.
x—>0 X

Para que esta demostracién pueda generalizarse falta analizar qué es lo que
ocurre para valores negativos de x.

Se designa con (—x) a los valores negativos de x.

Como senx es una funcién impar, sen(-x) = —senx. Por lo tanto:
sen(—x) —senx senx sen(—x)

lim = lim = lim = lim = lim
x—>0 —X x—»>0 —X x—0 X x—»0 —X x—>0 X

senx
=1

. senx
Nota. El cociente

es tanto mas cercano a 1 cuanto mas proximo a 0 se

considere el valor de x.

Esto permite geométricamente interpretar que para medidas de arco muy
pequefas, sus correspondientes valores de sen x son aproximadamente iguales
ax.

Ejemplo. Halle Iimm.
x—>0 6X

. . P ¢
Al evaluar numerador y denominador en cero, resulta la indeterminacion 9

Para resolver este limite, se trata de escribir el cociente de manera tal de poder
sen(2x) _ 1 sen(2x)

aplicar el teorema anterior:
6x 3 2x
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Por propiedad de limite, fim . 52N(2X) _ T, sen(2x)
x—03 2x 3 x50 2X

Ademas, si x — 0, 2x también tiende a cero y por lo tanto:
lim sen(2x) _ lim sen(2x) _
x—0 2X 2x—>0  2X
1

.. sen(2x) 1 . sen(2x) 1
En consecuencia, lim ———==—. lim —1=—=
x—0 6Xx 3 x>0 2x 3 3

Ejemplo. Calcule lim 5tg_(2t)
t—>0

Sustituyendo la variable por 0 resulta una indeterminacién del tipo %

Utilizando la identidad tgt = >
cost

es posible transformar el cociente de manera

tal de poder aplicar el teorema anterior.

Por lo tanto:
5.sen(2t)
“,m5tg(2t):“,m cos (2t) :“mSSen(Zt) 5 sen(2t))_
t50 t t50 t-0 cos (2t). t {0 cos (2t) t
:Iim( > J'“m(sen(m)j
t-0( cos (2t) ) t-ol  t
Hallando el pr|merl|m|tel|m 5 = 5 = 5 :E:S
t—>0{ cos (2t)) cos(2.0) cos0 1

En el segundo limite multiplicamos y dividimos por 2 y teniendo en cuenta que si
2sen (2t)) _ o fim S€N (2t)
2t 2t—0

t — 0 también 2t — 0 resulta que: Iim( =21=2

t—0

Entonces: fim 292 _ i[5 .Iim(sen (Zt)j ~=52=10
t50 t t-0l cos (2t) t

Ejemplo. Halle fim 3EN(X=3)
Xx—>3 x4 — 9

Reemplazando la variable por el valor al cual tiende resulta la indeterminacién
0 . . . . .
0 Aplicando diferencia de cuadrados en el denominador y teniendo en cuenta

que si x tiende a 3 entonces x — 3 tiende a O resulta:
lim sen(x — 3) _ lim sen(x — 3) _1im sen(x—3). 1 1 1 :l
x>3 y2 _9g x-3(Xx—=3).(x+3) x53 Xx-3 x+3 3+3 6
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EJERCICIO
Resuelva los siguientes limites:
a) im Sen(4t) b) lim 219X ¢) lim—2,
>0 t x>0 X t—0 sen(3t)
2
d) lim sen(2x) &) lim SeN(x=2) f) lim 1=C0s”x
x—0 sen(5x) x—>2 2x2_8 x—=0  2X
RESPUESTA
2 2 1
a)4 b) 5 c) — d) — e) — f)o
) ) ) 3 ) 5 ) 3 )

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.3 LIMITES INFINITOS Y LIMITES EN EL
INFINITO. 2.4 LIMITES INDETERMINADOS

1) Defina graficamente una funcion g : R - R tal que: lim g(x) = -,

x—0"
lim g(x)=+x vy g(0)=2.
x—0"
2) Calcule los siguientes limites:
_ 3 _a,2
a) Iim —X=3_ b) lim sen(3x) c) lim X =3x%
k3™ X =3 x—0 sen(2x) x>0 x4 _1
2 —_— —_— —
d) lim —oot9x e) lim X~ =X=6 f) lim SeN(x=4)
x—0 1—cosecx x->3 Xx-3 x—>4 x2 _16
2 3 2
g) lim n“+2n+3 h) lim 1 . 1 i) lim n° +4n“ +4n
n>+o  N+1 xostt X=1 x2 _1 n>2 n2_n-6
2
lim 2 —2 _4
x—>-1 X+1
3) Halle los valores de a 'y b de modo que:
. bx®-5x?-3
lim =5

PROBLEMAS DE APLICACION

1) La cantidad de una droga en la corriente sanguinea t horas después de
10t

+1

inyectada intramuscularmente esta dada por la funcion f(t) = . Al pasar el

tiempo, ¢ cual es la cantidad limite de droga en sangre?
2) En un experimento bioldgico, la poblacion de una colonia de bacterias (en
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4

2+8e 7
a) ¢ Cual es la poblacion inicial de la colonia?

b) Resolviendo lim y, se obtiene informacién acerca de si la poblacion
X—>+00

crece indefinidamente o tiende a estabilizarse en algun valor fijo. ¢ Cual de estas
situaciones ocurre?
3) La Federacion de caza de cierto estado introduce 50 ciervos en una
determinada regién. Se cree que el numero de ciervos crecera siguiendo el
10(5 + 3t)
1+ 0,04t
a) Calcule el numero de animales que habra luego de 5 y 10 afos.
b) ¢ A qué valor tendera la poblaciéon cuando t tiende a infinito?
125

1+0,25¢ 04t
tiempo t > 0 se mide en horas y el peso del cultivo en gramos.

a) Determine el peso del cultivo transcurridos 60 minutos.

b) ¢;Cual sera el peso del mismo cuando el nimero de horas crece
indefinidamente.
5) En una academia de mecanografia, el nimero medio de palabras N por
minuto escritas luego de t semanas de lecciones practicas, esta dado por

157

1+ 547012t
a) Calcule el nimero medio de palabras por minuto que puede escribir
una persona luego de haber recibido lecciones durante 10 semanas.

b) Determine el nimero medio de palabras por minuto que pueden
escribirse cuando la cantidad semanas crece indefinidamente.

6) Los ingenieros industriales han estudiado un trabajo particular en una linea
-0,3t

millones) después de x dias esta dada por: y =

modelo: N(t) = , donde t es el tiempo en afnos.

4) Un cultivo de bacterias crece siguiendo la ley y = donde el

N(t) =

de montaje. La funcién y = f(t) =120 — 80e es la funcion de la curva de
aprendizaje que describe el numero de unidades terminadas por hora para un
empleado normal de acuerdo al numero de horas de experiencia t que él tiene
en su trabajo.

a) Halle el numero de unidades que puede terminar un empleado en el
momento que ingresa a esa empresa y luego de su primer hora de experiencia.

b) ¢ Cuantas unidades puede terminar un empleado cuando el nimero de
horas de experiencia en la fabrica crece indefinidamente?
7) Una institucion esta planeando una campafa para recaudar fondos. Por
experiencia se sabe que los aportes totales son funciéon de la duracién de la
campafa. En una ciudad se ha determinado esta funcién respuesta que expresa
el porcentaje de la poblacién R (expresado en fraccion decimal) que hara un
donativo en funciéon del numero de dias t de la campafa. La expresion de la

mismaes R=0,7. (1 - e‘0’05t).
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a) ¢Qué porcentaje de la poblacién hara un donativo a los 10 dias de haberse
iniciado la campania y luego de 20 dias?

b) Calcule el porcentaje de la poblacion que habra contribuido con la
institucién si la campafia publicitaria contindia por tiempo indefinido.
8) Un banco ofrece una tarjeta de crédito. Por datos obtenidos a lo largo del
tiempo, han determinado que el porcentaje de cobranza de las que se otorgan
en un mes cualquiera es funcién del tiempo transcurrido después de

concederlas. Esta funcion es P = f(t) = 0,9. (1 —3_0'08t), donde P es el porcentaje

de cuentas (expresado en fraccion decimal) por cobrar t meses después de
otorgar la tarjeta.
a) ¢ Qué porcentaje se espera cobrar luego de 2 meses? ;Y de 5 meses?
b) Si el numero de meses transcurridos desde el otorgamiento de la
tarjeta crece indefinidamente, determine el porcentaje de las mismas que se
espera cobrar.
9) El tejido vivo sdlo puede ser excitado por una corriente eléctrica si ésta
alcanza o excede un cierto valor que se designa con v. Este valor v depende de

la duracién t de la corriente. La ley de Weiss establece que v = %-ﬁ- b donde ay

b son constantes positivas. Analice el comportamiento de v cuando:
a) t se aproxima a cero.
b) t tiende a infinito.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) El valor de lim es:
x—37" 6-2x
a) b) +oo c) —o d)0
2) Elvalorde lim 22 es:
x—2~ X° -4
a) —o© b) +oo c) © d)0
2 543
3) El valor de la constante a para que lim w sea 1 es:
x>0 ax> +x% -6
a)5 b) -2 c) —% d)0
4) El valor de lim — =% s
x>14x -1
a) -2 b) 2 c) +oo d) —o

X si x<0
5) Sealafuncionf: R > R/x —> {3—-x si 0<x<4 entonces el limite para x
2 si x24

tendiendo a 4 es:
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a) +o b) no existe c) -1 d) 2
6) Sea la funcién y = f(x) dada graficamente. Entonces:
'-|I|'JL

1] 3 ] =}{
a) No existen lim f(x) y lim f(x) b) lim f(x)=1 y lim f(x)=3
x—=0 Xx—3 Xx—3 x0T
c) lim f(x)=3 yf(3)=1 d) Iimf(x)=0 vy lim f(x)=3
x—0~ x—>6 x—0"
3+ax si x<1
7) Sealafuncionf:R > R/x—> { 3 si x=1.Para que exista el limite
5 si x>1
para x tendiendo a 1, el valor de a debe ser:
a)3 b) 5 c)2 d)7
8) Sea la funcion f(x) = A entonces:
X

a) Iim f(x)=+0 y lim f(x)=—o b) lim f(x)=—wo y lim f(x)=+o

x—0" x—0" x—0%t x—>0"

c) lim f(x)=—ooy lim f(x)=—0 d) lim f(x)=+o y lim f(x) =+

x—0" x—>0" x—0" x—0
9) Si p(x) es una funcién polinomial de grado 4 y q(x) es una funcion polinomial
de grado 6 entonces Iim p(x) es:
x—+o0 g(X)
4
a) 1 b)0 C) +o d) 5
10) Dadas las funciones polinomiales f(x) = 3x2 +4 y g(x)= 5x3 +2 el
lim 9x) es:
x—0 f(x)
a)0 b) +x c)2 d) %
. B ) _ 9(x)
11) Si lim f(x)=4 y lim g(x)=5 entonces lim es:
x—>1 x—>1 X—>— f(x)
2 2
5 4
a) — b) — c) 20 d) 1
)% ) 2 ) )

12)Si lim f(x)=27 y lim g(x)=— entonces Iim [f)P™ es:
x—0 x—0 3 x—0

82



El Calculo Diferencial

a) 27 b) 3 c) 9 d) no existe
13) Si c es una constante lim c es:
X—a
a)c b) a c)0 d) no existe

14) Si lim f(x)=3 y lim g(x) =5 entonces lim [f(x)+2g(x)] es:
X—a X—a X—a

a)15 b) -7 c)8 d) 13
15) La funcién f(x) tiene limite cuando x — a si:
a) f(x) esta definidaenx=a b) lim f(x)= lim f(x)

X—a X—a
c) lim f(x)=f(a) d) existen lim f(x)y lim f(x)
x—a x—a’ x—a_
16) Si lim g(x) =M entonces |im [g(x)—M] es:
X—>C X—C
a)M b) c c)0 d) no existe
17) El limite de la funcion dada graficamente cuando x — 0 es:
¥
3
¥ = Tix)
1
+ =}{
/1
a) 1 b) 3 c) -1 d) no existe
18) +En cudl de las siguientes graficas f(a) no esta definida pero existe
lim f(x)?
X—a
a) b)
W W
¥ = i)
c)
=10

19) ,En cudl de las siguientes graficas f(a) esta definida pero no existe

lim (x)?
X—a
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b)

20) Dada la funcion f(x) = { 5 Si

a)3

21) Observando la grafica de y = f(x),

el lim f(x) es:

x—2F
a)3
c) -2

22) Observando la grafica de y = f(x),

el lim f(x) es:

X—2"

a)3
c) -2

d)
v =13
\t}{ 1/
x+1 si x<2
x=2,el lim f(x) es:
4-x si x>2 x>2
b) 5 c)2 d) no existe
4
y=f) o—2 ¢
b) 1 .12
d) no existe e 11
/ -1 VI
) A
l!|II‘h
y=f) o3 o
b
b) 1 T
d) no existe y /D 5 ,
/ -1 2 x
Gli
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23) Observando la grafica de y = f(x), YT
el lim f(x) es: y=f) o —o
x—-1" R :

a) 1 b) 3 ) /91

c) -1 d) no existe / -1 2 f
2 b

24) Observando la grafica de y = f(x), L)
el lim f(x) es: y=160 o
X—>—1" L :

a) 1 b) 3 . /D}I

c) -1 d) no existe / -1 2
-3 b

AUTOEVALUACION

Xx+1 six<3
1) Grafique la funcion h: R > R/ h (x) =42 six=3 vy calcule:

4 Six>3
a) lim h(x)b) Ilim h(x) ¢) lim h(x) d) h(3)
x—3" x—3" Xx—3
2) Dada la grafica de la funcion y = f(x) halle:
. Y
L} LT LI RITLEE .
3
=T
-2 y 3 X
a) lim f(x) I b) lim f(x) c) lim f(x)
X—>-2 X—>-2" X—-2
d) lim f(x) e) lim f(x) f) lim f(x)
x—0" x—0" x—0
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g) lim f(x) h) lim f(x) i) lim f(x)
x—3" x—3" x—3
j) lim f(x) k) f(-2) 1) f(0) m) f(3)
X—>—00
3) Calcule los siguientes limites:
a) lim Jx+2-42 b) | 3sen(x + 2)
x—0 3x x—-2 X2 4
2
c) |imw d) Iim 6
u—1 u-—1 x——0 X +1

4) Halle el valor de a para que lim [— 1} =-4.
X—a X2
5) Suponga que el tamafo de un animal pequefio, t dias después de nacido es

h(t) = _ 300 milimetros.

t
1+9.08
a) ¢ Cual es el tamafio del animal al nacer?
b) ¢ Cual es el tamafio maximo del animal?

EJERCICIOS DE REPASO

1) Dada f(x) indique si son verdaderas o falsas las afirmaciones. Justifique.
a)Si lim f(x)=L = f(xq)=L
X—XQ

b) Si3 lim f(x)=Lq A3 lim f(x)=L, :(3 lim f(x) < Ly =L2J

x—>x6 X—X(Q X—XQ
c)Si f(xg)=t lim f(x)=sA3 lim f(x)=t=13 lim f(x)
X=X X—X0 X=X0

d) Si f(xg) no esta definida entonces el lim f(x) no existe.
X—=XQ

e) Si f(x) es una funcién polinomial entonces lim f(x) = f(xg )

X—>XQ
2) Calcule los siguientes limites:
2 3 2
a) lim X =4 b) lim — X £2X
x>0 X -2 x-0 x4 _y3 4 5x?2
2
X“ —-2x-4 X—2
c) lim—rr0—+»—— d) lim ———
)X—)O X3—1 )x—>2\/;_\/§
&) lim (2x;3)(3—5x) f lim 21
X250 7x% _6x +4 X—>00 X.(X—1)
4 4 I ——
g) lim x -a h) lim M
x—>a X-—a x—0 X
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i) lim
x—0 X
4
K) fim —X_*9

2
x—0 (3)(2 3 1)

\/1+x2+x—1

El Calculo Diferencial

R P —
x—>aX2_a2 X—a
3
) |imL2X_1

X—>© 4x2 -10

2
m) lim Vx% +1-x n) lim sen x-1
X—300 w T senx —1
2
1-tgx 4senx -4
) lim ——— o) lim —
<& 1—cotgx x> sen“x—1
4 2
x2 sen(2x)
p) lim ———— q) lim ==
x—0 1—cos X x—0 sen(7x)
2
;) lim senx — cos X s) lim (x+2) -4
XX 1-tgx x—0 X
f) lim 019X u) lim —Seg(x‘z)
x_y & COSX X=2 x<_4
2
v) lim Vi+ senx — 1 senx w) lim x.cotgx
x—0 X x—0
2
. cos” x-1 , X+1
x) lim ———— y) lim
x—0 cosX —1 x—=-14/x +1

3) Determine los siguientes limites

2 2
a) lim XS =—x®
h—0 h

4) Para cada una de las siguientes funciones, halle lim

a)f(x)=4 -x
¢) f(x) = x° — 3

5) Dada f(t) = 3t ° y g(t) = 6t

a) lim f(t)
t—>0

d) lim 3V
10 f(t)

b) Iim 2(x+h)2 +5(x+h)—2x2 —-5x
h—0 h
f(x+h) —f(x)
h—0 h
b) f(x) = 2x + 3
d) f(x) = X2+ x + 1

9
, calcule:

c) lim g(t)

toow0

.1 1
f) Jim <60+ z ()

b) lim g(t)

e) tI|'_)r’?O f(t).g(t)

6) Sea la funcion y = f(x) definida por el siguiente grafico:
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y=fg/ |
-5 _:1 _é ; 4 5
Determine:
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) d) lim f(x)
x—1" x—1" x—1 X—>00
e) lim f(x) f) lim f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)
x—>-2" X—>—2 X—>-2 X—>—00
i) lim f(x) j) lim f(x) k) lim f(x)
x—-1" x—>-1" X——1
7) Dada la funcion y = f(x) definida graficamente halle:
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) d) lim f(x)
x—0" x—0" X——3 X—>00
e) I|'m_f(x) f) I|'m+f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)
x——1 x—>—1 X4~ x—>4+
i) lim f(x) i) lim f(x) k) lim f(x) 1) lim f(x)
x—>4 X—6 x—6" x—6
:_:4 x

8) Defina graficamente una funcion f: [0, 6] —» R tal que f(0) = f(2) = f(4) = f(6) = 2
yque lim f(x)=1 vy lim f(x)=3 .

X—>2" x—2
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x> six<0

9)i) Grafique la funcionf: R - R: f(x)=<x  si 0<x<1

2 sixx1
ii) Calcule:
a) Iim_f(x) b) lim f(x) c) lim f(x) d) f(0)
x—0 x—0" x—0
e) lim f(x) f) lim f(x) g) lim f(x) h) f(1)
x—=>1" x1t x—1

10) Determine el valor de k, sabiendo que existe el limite para x — Xq.
3x+2six<4 kx —3six < -1
a)f(x)= enxg =4 b)f(x)= enxg =-1
5x +ksix >4 x2 +ksix>—1
11) Grafique:

a) Una funcién f(x) que no esté definida en x =xg y exista el lim f(x) .

X—)XO

b) Una funcion f(x) que esté definida en x = xq, exista el lim f(x), exista
X—>Xp
el lim f(x) y ambos limites sean diferentes.
X—Xg

c) Una funcién f(x) que esté definida x = xg pero que el limite sea infinito.
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3. FUNCION CONTINUA

3.1 Continuidad de una funcién en un punto.
3.2 Funcién continua en un intervalo.

3.3 Teoremas de las funciones continuas.

“Es verdad que un matematico que no tenga algo de
poeta nunca serd un matematico perfecto.”

F. Weirstrass
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En la naturaleza y en nuestra vida diaria aparecen numerosos fenébmenos que
tienen un comportamiento continuo. Por ejemplo, el crecimiento de una planta
es continuo, el desplazamiento de un vehiculo o el volumen del agua que fluye
de un recipiente. Pero también se presentan discontinuidades en muchas
situaciones, como las corrientes eléctricas.

Muchos procesos fisicos son continuos, tantos que durante los siglos XVIII y
XIX a pocos se les ocurrid buscar otro tipo de comportamiento. Recién
alrededor de 1920 descubrieron que los atomos que vibran en una molécula de
hidrégeno pueden oscilar sélo en niveles de energia discretos y que los atomos
al ser calentados, emiten luz en frecuencias discretas y no en espectros
continuos. Como resultado de estos descubrimientos y dado que en informatica
y en estadistica hacen un intenso uso de funciones discretas, la continuidad ha
adquirido una gran importancia.

Intuitivamente se puede pensar en una funciéon continua en un punto si se
puede dibujar su grafica cerca del punto sin levantar el lapiz del papel. De la
misma manera, se puede decir que una funcién es discontinua en un punto, si
se debe levantar el lapiz del papel para obtener la grafica de la funcion a ambos
lados del punto indicado.

La definicion matematica de continuidad responde al significado de la palabra
continuidad en el lenguaje cotidiano. Se puede pensar que un proceso continuo
tiene lugar gradualmente, sin interrupciones ni cambios abruptos.

En el desarrollo de este capitulo nos proponemos como objetivo determinar la
continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo conocida su expresion
analitica y a partir de su grafica.

3.1 Continuidad de una funcién en un punto
Sean las siguientes funciones definidas analitica y graficamente:

f:R-{-2} >R g:R >R
2
x2 _4 x_ -4 si x=#-2
X —> X—=> < X+2
X+2

-2 si x=-2

s '!II' -
y= T y = 0]

rFs
-

rs
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h:R ->R m:R - R

X2—
X— 17 si x#-2 X — X -2

-4 si x=-2

'!Ifn. '!Ifn.
¥=hix) ¥ =)

F _2 'y F b
T o |:| L T |:| 2 L

Las funciones f y g son discontinuas en x = -2 mientras que las funciones hy

m son continuas en x = -2.

Del analisis de estas funciones resulta que:

e La funcion y = f(x) no esta definida en x =-2. El limite de y = f(x) es —4
cuando x —» —2.

e La funcion y = g(x) esta definida en x =-2 de manera tal que g(-2) = -2. El
limite de y = g(x) es igual a —4 cuando x — -2 y puede observarse que el
resultado de este limite no coincide con el valor de la funcién en el punto, es
decir: g(-2) = —4.

e La funcion y = h(x) esta definida en x =-2 ya que h(-2) = —4. El limite de
h(x) es —4 cuando x — —2 y coincide con el valor de la funcién en x = -2.

e Las funciény =m(x) esta definida en x =-2 dado que m(-2) = —4. El limite
de m(x) es —4 cuando x — —2 y coincide con el valor de la funcién en x = -2.

Definicion 1. Una funcién y = f(x) es continua en x = a si lim f(x) =f(a).
X—a

Si la funcién y = f(x) no es continua en x = a, se dice que es discontinua en a o
que tiene una discontinuidad en a.

Definicion 2. Se dice que la funcion y = f(x) es una funcion continua en x = a si
se cumplen las siguientes condiciones:
a) existe f(a). Es decir, a pertenece al dominio de f.

b) existe lim f(x)
X—a

c) lim f(x) = f(a)

Si alguna de estas condiciones no se cumple se dice que f es discontinua en
X=a.
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Ejemplo. Dadas las siguientes graficas de funciones discontinuas en x = 5,
enuncie y exprese simbdlicamente la causa por la cual se produce la
discontinuidad en dicho valor.

a)
‘!Ifdh
=)
R Bt :
/ CoN

c)

lsllJL i

y=100 i
) 3 ¥

ol 5 x

a) La discontinuidad se produce porque la funcion no esta definida en x = 5, esto
significa que el valor 5 esta excluido del dominio de la funcion y existe el limite
cuando x tiende a 5 y dicho limite vale 4.

b) Existe la imagen de 5 y también existe el limite de la funcién cuando x tiende
a 5 pero ambos son distintos.
f(5) =1 )
J[)nsf(x) — 4} f(5) * Jiﬂsf(X)
c) La discontinuidad se produce porque en x = 5 donde la grafica presenta un
salto finito. Existen los limites laterales cuando x tiende a 5 pero son distintos.
lim f(x)=1 lim f(x)=3
x—5" x—5%
En consecuencia, no existe el limite de y = f(x) cuando x — 5.
Sin embargo existe laimagen de 5y es 3, es decir, f(5) = 3.

d) La grafica presenta en este caso una discontinuidad en x = 5. Cuando x
tiende a 5 por derecha la funcién decrece indefinidamente y cuando x tiende a 5
por izquierda la funcién crece indefinidamente. El salto es infinito.
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Simbodlicamente: lim f(x)=+4w y lim f(x)=-w.

x—5" x—57
No existe el limite de y = f(x) cuando x — 5. Ademas se observa que no esta
definida la funcién en x = 5, es decir, 5 no pertenece al dominio de la funcion.

2
XZ -2x-3 .
Ejemplo. Analice la continuidad de f(x)= <, —3 si x#3 gnx =3.
1 si x=3
Segun la ley de la funcién f(3) = 1.
2

Ademés, lim f(x) = lim X =2 =8 _ g b he3) (x+1)=4.

x—3 x—>3 X-3 x—>3 Xx-3 x—3
Pero lim f(x) = f(3), por lo que la funcién no es continua en x = 3.

x—3

x2+a si x<2

Ejemplo. Sea la funcion f: R > R/ x —> {x+1 si 2 < x <5. Determine los
16 +bx si x>5

valores de a y b para que resulte continua en x = 2 y en x = 5. Para dichos
valores grafique la funcion.

Para que la funcién sea continua en x = 2 debe verificarse que lim f(x) = f(2).
X—2

Para que el limite exista, deben existir los limites laterales y ser

iguales: lim (xz +a)= lim (x+1) = 22 +a=3 = a=-1.
X—2" x—2"
Luego, para a = -1 se cumple que lim f(x)=f(2)= 3, por lo que la funcién es
X—2

continua en x = 2.
Analizando de manera similar la continuidad en x = 5, se determina que b = -2.
Para dichos valores, la funcion L
resulta b
f:R>R/

x2 -1 si x<2

X = <X+1 Si 2<x<5
16-2x si x>5

Su grafica es:

1-2-1\{/12: 3 45:5 ?e\g-ﬁ
-

-2

Teorema. Si f y g son funciones continuas en x = a entonces las siguientes
funciones también resultan continuas en a:

e lasumaf+g,

e ladiferenciaf—g,

e el producto c.f, donde c es una constante,
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e el producto f.g,

¢ el cociente f siempre que g(a) = 0.
)

Teorema.
n

Toda funcién polinomial pp(x) :Zaix”’
i=1

una funcién continua en todo su dominio, es decir en todo nimero real.

'—agx"+ax" 1+ +a, qx+a, es

Teorema. Toda funciéon racional fraccionaria o cociente de funciones
polinomiales es continua, excepto en los puntos que anulan el denominador, es

Pn(X)
Qm(X)
en los que gm(x) =0. Toda funcién racional es continua en todo su dominio.

decir, si f(x) = entonces f es continua para todo valor de x, excepto

3 —
Ejemplo. La funcion p(x) = -2 es continua para todos los numeros reales
X

excepto el cero, es decir, en el conjunto R — {0}.

Ejemplo. Determine la continuidad de las siguientes funciones:

2
3 b) t(x) = Xx—+5 c) g(x) = x.senx

a) m(x)=7x—2x2 + X
+3

a) La funcion m(x) es continua para todo numero real pues es una funcion
polinomial.

b) La funcién t(x) es una funcion racional, por lo tanto, es continua en todo
numero real excepto en aquellos donde se anule el denominador. En este caso
(x+3) se anula en x = -3. Por lo tanto, t(x) es continua en R —{-3}.

c¢) La funcién g(x) es el producto de dos funciones continuas para todo niumero
real, y =x ey =senx. Luego, la funcién g(x) es continua para todo niumero real.

Nota. La mayoria de las funciones conocidas (polinomiales, racionales,
potencias, raices, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas) son continuas
en todo numero en su dominio.

Teorema. Si la funcion f es continua en x = a y la funcién g es continua en f(a),
entonces la funcidén compuesta g o f es continua en a.

2
Ejemplo. Analice la continuidad de la funcién y = 53x° -1,

2
53" ~1 resulta de la composicion de las funciones f(x) = 5¢ y

La expresion y =
g(x) = 3x2 -1.
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- _f(3x2 1) = 53x% -1
(fog)(x) = flg(x)] = f(3x™ -1) = 5
Las funciones f(x) y g(x) son funciones continuas en todos los nimeros reales,

2
por lo tanto, y = 53" -1 &s continua para todo numero real.
Ejemplo. Analice la continuidad de la funcion y = In(2x — 3).

La funcion y = In(2x — 3) resulta de la composicion de las funciones f(x) = Inx que
es continua en todos los numeros reales positivos y g(x) = 2x — 3 que es
continua en todos los numeros reales.

La composicién (fog)(x) = flg(x)] = f(2x — 3) = In (2x — 3) resulta continua para
todos los valores reales tales que 2x — 3 > 0.

Luego, la funcioén es continua en A ={x/x > %} :

Sintetizando.

e Sedice que una funcién f es continua en x =a siy solo si lim f(x)=f(a)
X—a

e En qué puntos no es continua una funcion?
a) enlos puntos cuyas abscisas no pertenecen al dominio.

b) en todos los puntos de abscisa x = a en los que ocurre alguna de
estas situaciones:

e noexiste lim f(x)
X—a

o existe el limite de la funcién en x = a pero no coincide con el valor
de la funcién en x = a.

Tipos de discontinuidades

Las discontinuidades se clasifican en:

a) Evitables: en este caso no se cumple la condicién (a) de la definicion de
continuidad, es decir existe el limite finito L de f(x) en x = a pero f(x) no esta
definida en a. La funciéon puede modificarse adoptando como f(a) el valor L
correspondiente, convirtiéndose asi en una funcién continua en x = a.

También se clasifica como evitable la discontinuidad en la que no se cumple la
condicion (c) de la definicién de continuidad, es decir, existen f(a) y lim f(x),
X—a

pero no coinciden. En este caso, puede salvarse la discontinuidad tomando
como valor de la funcion el resultado del limite.

b) Discontinuidad de salto: existen los limites laterales pero son distintos.

c) Discontinuidad infinita: al menos uno de los limites laterales no existe.
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Ejemplo. Dadas las siguientes graficas de funciones discontinuas en x = 5,

indique el tipo de discontinuidad en cada caso.

a) b)
‘!Ifdh .!Ir=ﬂ:x:| '!Ifdh

_________________________________ : 4

¥ =)

..-'-""Fﬂ-‘-d
=
FY

i =T

Fe
-

Fe
-

a) El limite de y = f(x) para x tendiendo a 5 existe y es 4, pero 5 no pertenece al
dominio de la funciéon. Se trata de un discontinuidad evitable en x = 5.

b) Al igual que en (a) el limite para x — 5 existe y es 4 pero no coincide con la
imagen de 5, que es 1. Se trata de una discontinuidad evitable.

c) Observando la grafica se deduce que Iim f(x)=1y Ilim f(x)=3. Como
x—5" x—5*

los limites laterales existen pero son distintos es una discontinuidad de salto.

d) Los limites laterales no existen pues lim f(x)=+w y lim f(x)=—x.
x—5" x—5%

La funcién presenta una discontinuidad infinita en x = 5.

3-x%2  si x<-2
Ejemplo. Dada la funcion g: R > R/ x — <2x -1 si—2<x<3 indique, sus
X+2 si x>3

puntos de discontinuidad, si existen, y clasifiquelos.
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Los posibles puntos de discontinuidad son x = -2 y x = 3, ya que en los demas
puntos g(x) es continua, debido a que las leyes que definen cada tramo son
funciones polinomiales.

Enx=-2: lim (3—x2): 3- (—2)2 =-1 vy lim (2x—1) =2(-2)-1=-5.

X—>-2" x—>-2%
Los limites laterales existen pero son distintos, por lo tanto, no existe el limite
cuando x tiende a —2. La funcién presenta una discontinuidad de salto en x = -2.
Enx=3: lim (2x-1)=23-1=5 y lim (x+2) =3 +2= 5. Los limites
Xx—>3" x—371

laterales existen y son iguales, por lo tanto, el limite cuando x tiende a 3 es 5. La
imagen de 3 también es 5, en consecuencia, la funcién es continua en x = 3.

Este analisis puede visualizarse graficamente:

x-1 si x<2
Ejemplo. Grafique la funcion m: R - R/ m(x) =43 si x=2 y analice
5-2x si x>2

su continuidad en x = 2.

A partir de la grafica se observa

que m(2) = 3.
e + Calculando los limites laterales:
’ lim m(x)= lim (x-1)=1y
x—2" x—2"
lim m(x)= lim (5-2x)=1
. . + _
N M X—2 X—2
-1 Como los limites laterales existen
y son iguales, entonces
lim m(x)=1
X—2
d Luego lim m(x) = m(2).
X—2
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Por lo tanto, la funcion presenta una discontinuidad evitable en x = 2.
Se puede volver a definir la funcién para que resulte continua en x = 2. Para ello
se le asigna como imagen de 2 el resultado del limite, es decir:

x—1 si x<2
m*: R - R/ m*(x) =<1 si x=2 3
5-2x si x>2

La grafica de la funciéon redefinida
resulta:

x2 -4

Ejemplo. Analice la continuidad de la funcion f(x) = 5
X —

Por ser un cociente de funciones polinomiales la funcién es continua para todo
valor real de x, excepto en x = 2 ya que este valor anula el denominador.

2 p—
o f(2)= 22 24 =5 (indeterminado). Por lo tanto, en x = 2 la funcion no esta
definida.
2 [— J—
o limf(x)= lim X =% jim (e 2x-2)_ e, (x+2)=4.
x—2 X2 X—2 x-2 X-2 x—2

Como existe el limite pero la funcién no estd definida en x = 2, presenta una
discontinuidad evitable en dicho punto.

Es posible redefinirla para que resulte continua. Para ello se le asigna a x =2,
2

X< -4 .
el valor del limite. Resulta: f(x) = 1 7 si x#2
4 si x=2

Actividad de reflexion. ;Cuales de las siguientes funciones son continuas?
e La altura de un objeto que cae.

e La velocidad de un objeto.

e La cantidad de dinero en una cuenta bancaria.

e La frecuencia cardiaca de una persona.

e El costo de envio de correspondencia de acuerdo al peso.

Aquellas que presentan discontinuidades, ¢cual es su significado en la vida
real?
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EJERCICIOS

1) Analice la continuidad de las funciones definidas graficamente en x = Xxg.

a) b)
l!lll r

rs

c) d)

L
L;r

= =

Il

—,

=h

e

r

-

i

-

2) Analice la continuidad de las siguientes funciones para cada namero real. En
caso de ser discontinuas en algun punto, redefinalas cuando sea posible para
que resulten continuas.

x> -8
x2 _925 si x#2
a) h(x) = b) f(x)= { Xx—2
X-5
12 si x=2
-3x+2 six<1 —-X+2 six<2
) 10) {—‘I six >1 ) 9) {3x—‘| six=>2
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RESPUESTAS
1)a) Funcion continua en todo punto excepto en x = xg donde presenta una

discontinuidad evitable, ya que f(xg) no esté definida.

b) Funcion continua en todo punto excepto en x = xg donde presenta una
discontinuidad de salto, ya que los limites laterales son distintos.

c) Funcion continua en todo punto excepto en x = xg donde presenta una
discontinuidad infinita, ya que cuando x tiende a ese valor la funcion crece
indefinidamente.

d) Funcién continua en todo punto.

e) Funcion continua en todo punto excepto en x = xg donde presenta una
discontinuidad infinita, ya que cuando x tiende a ese valor por derecha, la
funcion crece indefinidamente. Es decir, al menos uno de los limites laterales no
existe.

f) Funcion continua en todo punto excepto en x = xg donde presenta una
discontinuidad evitable, ya que cuando x tiende a ese valor el limite existe pero

es distinto a la imagen en xg.

2)a) Discontinua evitable en x = 5, para que resulte continua se redefine:

x2 —25

h(x)=4 X-5

si xX#5

10 si x=5
b) Continua en todo punto.
c¢) Continua en todo punto.
d) La funcion presenta una discontinuidad de salto en x = 2, en todos los otros
valores es continua.

3.2 Funcion continua en un intervalo

Continuidad de una funcioén en un intervalo abierto

Una funcidén es continua en un intervalo abierto o unién de intervalos abiertos si
es continua en cada punto de ese conjunto.
Decimos que f(x) es continua en (a, b) si y sélo si f(x) es continua V x € (a, b).

Ejemplo. Analice la continuidad de la funcién h(x) = X2
X

en el intervalo (-1, 1).

Por ser una funcién racional, la funcién es continua en cada numero real
excepto los que anulan el denominador, x = 1y x = —1. Como esos valores no
pertenecen al intervalo, la funcién es continua en el intervalo (-1,1).
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Ejemplo. Analice la continuidad de la funcion h(x) = X en el intervalo (-2, 2).

X< -1
Los posibles puntos de discontinuidad son los que anulan el denominador, x = 1
yx=-1.

e Enx=1

La funcion no esta definida en este punto.

. X -1 X — 1 1

lim = lim —= lim —=—
ol X2 =1 xor (X+D.(x-1) - x+1 2
De igual forma lim X1 = 1 de lo que se deduce que existe el limite de la

xo1t x2 -1 2

funcién cuando x tiende a 1 y es igual a %

Como f(x) no esta definida en x = 1 pero existe el limite para x — 1, la funcion
presenta una discontinuidad evitable en x = 1.

e Enx=-1

La funcion no esta definida en este punto.

¥
. X -1 . X -1
lim =—o0y lim = 400 :
x—-1 X~ =1 x—>—1" X% =1 y = hix)
Como no existe el limite para x — -1, la
funcién presenta una discontinuidad infinita ; \M‘? "
enx=-1 -2 - 2 x

La funcién es continua en (-2, -1) u (-1, 1) U (1, 2).

Ejemplo. Determine el intervalo mas grande (o unién de intervalos) en el que
cada funcion es continua:

a)h(x) =x° - 3x b) f(x) =

X—2
X

—4

2

Si x#2
X—2
5

¢) g(x) = log,, x d) m(x) = {
si x=2
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L 3 ‘e . .
a) La funcion h(x) = x~ — 3x es una funcion continua en cada numero real por
tratarse de una funcién polinomial, por lo tanto es continua en (-0, ©).

b) La funcion f: R—{2} -> R/ f(x) = % es continua en todo su dominio de
X p—

definicion, es decir en (-, 2) U (2, ). Y1
Su grafica es:

-

¢) La funcién g : R+ —>R/gx) = Iog2x es continua en todo su dominio, es decir

en (0, ). Su grafica es:
\'IfAl

¥= 00

=
= *

x2 -4

_o o X7 2 es continua en los intervalos
5 si x=2

(—o0, 2) U (2, ). Su grafica es: A

d) La funcion m: R > R/ m(x) =

¥=mex

-

Continuidad de una funcién en un intervalo cerrado

La continuidad de una funcién en un intervalo cerrado [a, b] no es sencilla de
analizar como en el caso de intervalos abiertos. Dado que al considerar el
intervalo cerrado [a, b] la funcidon no esta definida a la izquierda de a como
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tampoco a la derecha de b, no tiene sentido considerar los limites en a y en b.
Esto hace que no se pueda definir la continuidad en esos dos puntos. Se debe

definir primero la continuidad por derecha y la continuidad por izquierda en un
punto.

Definicion. Una funcién es continua a la derecha de un numero a si

lim f(x)="f(a) y es continua a la izquierda de a si lim f(x)=f(a).
x—at x—a~

Definicion. Se dice que f(x) es continua en [a, b] si y solo si

4
a) f(x) es continua en (a, b)
b) lim f(x) =f(a) (continua a la derecha de a) :
x—at
c) lim f(x) =f(b) (continua a la izquierda de b) ; ;
X—b™ + a |:| }:

Ejemplo. Demuestre que la funcion f(x) =v9 — x? es continua en [-3, 3].

La funcién f(x) = v9 - x? resulta de la composicion de las funciones y =9 — x2

cony -Jx . La primera es una funcién polinomial, definida para todo ndmero
real y la segunda es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de todos los
numeros reales no negativos. Por lo tanto, el dominio de f(x) es el conjunto de

, 2 ,
todos los numeros reales tales que 9 — x > 0, o sea, todos los numeros reales
pertenecientes al intervalo cerrado [-3, 3].

'!Il'.n.

En la grafica puede observarse que la
y = fix) funcion f(x) es continua en cada
numero real perteneciente al intervalo
abierto (-3, 3).

&
bl

22 123y,

Ademas: lim f(x)= lim V9—-x? =0 =f(-3)

xa—3+ Xx—-3
lim f(x)= lim v9-x2 =0=1(3)
x—3" x—3"

Esto implica que la funcién es continua a la derecha de -3 y es continua a la

izquierda de 3. En consecuencia, f(x) =v9 - x? es continua en [-3, 3].
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Ejemplo. Analice la continuidad de la funcion g(x) = {

x2+2
7 -2x

x—1 si —1<x<1
si 1<x<2

En primer lugar se analizard si la funcion es continua en el intervalo abierto
(-1, 2) y luego qué sucede en los extremos. Como cada tramo que define g(x)
es una funcién polinomial, el Unico valor posible de discontinuidad es x = 1.

g(1)=7-21=5
lim g(x)=2 y lim g(x)=5
x—1" x—1F
Los limites laterales existen pero son distintos. Por
lo tanto, no existe el limite en x = 1.
La funcién no es continua en x = 1.
lim g(x)=g(-1)=-2. La funcion resulta continua
X——1
a la derecha de x = —1.
lim g(x)=9g(2)=3. La funcion resulta continua a
X—2
la izquierda de x = 2.
La funcién es continuaen [-1, 1) y en [1, 2].

Y4
a

Graficamente se puede resumir lo planteado de la siguiente manera:

V4

K‘r

f(a)

a \/ b

La funcién es continua en [a, b].
i+

y = flx)

'-|I|'J

K1r

La funcién es continua en (a, b] .

.

[

-

=] b}E1i
\/ :

La funcién es continua en [a, b).
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/\ ¥ = () La funcién es continua en (a, b).
2 \/ b

Problema
La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa unitaria a

% sir<R
una distancia r del centro del planeta es: F(r) = R , donde M
— sir>R
r
es la masa de la Tierra, R su radio y G es la constante gravitacional, ;es
F una funcién continua?

El primer tramo corresponde a una funciéon de primer grado, por lo tanto, es
continua.

El segundo tramo también es continuo ya que r = 0.

Analizamos la continuidad de F(r)enr=R:

F(R) = —(F':';/I
., GMr GM . GM GM . .
e lim —5 =2 Y lim — =% Como los limites laterales existen y
r-R™ R R r>RTr R
. . . o GM
son iguales se puede asegurar que el limite existe, es decir, lim F(r) = — -
r-R R

oM

e Como Ilim F(r)= = F(r) la funcion es continuaenr=R.

r-R

En consecuencia la funcidn es continua.

Problema
La funcion que describe el radio (en metros) del flujo circular de petréleo
que se derrama por una fisura de un tanque luego de t minutos esta dada

2 .
por: r(t) = 4" +9 S'_ 0<t<2 . Analice su continuidad y grafique r(t).
16t-2 si t>2

Cada tramo de la funcién es continuo ya que esta definido por una expresion
polinomial. Analizaremos la continuidad en el punto donde cambia la definicion,
t=2, y luego si la funcién es continua a la derecha de t = 0.
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Ent=2 se cumple:

e 1(2)=42°+9-25

e lim (4t2 +9j = 25; lim (16t—2) = 30.
t—>2" to2t y=r(t)

Como los limites laterales existen pero son

distintos, la  funcion presenta una 30f--coeeeeeeeeeee :

discontinuidad de saltoent = 2. 25

Parat =0 se observa:

e 10) =4.0°+9=09
e lim (4% +9) =9
t—>0"

La funcién es continua a la derechadet=0. 0 ' 2 ' E

Luego, la funcion es continua en [0, 2] y en (2, «).

EJERCICIO

Indique los intervalos donde las siguientes funciones son continuas.

2

a) f(x) = x>+ 2x — 7 b) g(x) = =X

) h(x) = In (% - 1) d) i(x) = Vx—3
RESPUESTAS

a) Es continua en todos los numeros reales, o sea, en (-, ©).
b) Es continua en R — {0}, o sea en (-, 0) U (0, «).

c) Es continua en (-0, —1) U (1, o).

d) Es continua en [3, x).

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN
UN PUNTO - 3.2 FUNCION CONTINUA EN UN INTERVALO

1) Observe la siguiente grafica, responda y analice su continuidad:
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a) f(-4) b) lim f(x) c) lim f(x) d) lim f(x)
X—>—4~ x—>—47 X—>—-4

e) f(2) f) lim f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)
X—2~ x—2" X—>2

2) Estudie la continuidad de la funcién. Si presenta discontinuidades indique de
qué tipo y en qué puntos.
Yo

3) Halle el valor de k de modo que la funcién dada resulte continua.

kt? sit<2 X six <1
a)g:R >R /t—1-2 sit=2 b)h:R>R/x— {K- X sixs
. 5x +3ksi x>1
kt—1si t>2
2x% i X <1
4) Dada la funcionf: R > R/x—> {-3 si —1<x <2 grafiquela y analice
Xx—-5 si X>2

su continuidad.

5) Sea la funcion m(x) =

1 5 Analice su continuidad en [-3, 1]y en[ 0, 3].
X+

3.3 Teoremas de las funciones continuas
Las funciones que son continuas en un intervalo cerrado tienen ciertas
propiedades especiales que se enuncian a continuacion:

Teorema de la conservacion del signo
Si f(x) es continua en x = a y f(a) > 0, existe un intervalo abierto tal que f(x) > 0,
Vx e (a—-45,a+)d).

Actividad de reflexion.
A)i) Realice los pasos que se detallan a continuacién para definir graficamente
una funcién y = f(x).

a) Grafique un sistema de ejes coordenados cartesianos.

b) Sobre el eje x elija dos valores ay b, cona <b.

c) Sobre el eje y determine los valores f(a) y f(b).

d) Marque los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)).
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e) Sobre el eje y determine un valor k que se encuentre entre f(a) y f(b).
f) Grafique la recta y = k, paralela al eje x.
g) Grafique una funcién continua y = f(x) uniendo los puntos (a,f(a)) y

(b.f(b)).

h) La gréfica de la funcién y = f(x) , ¢interseca a la recta y = k?, sen
cuantos puntos?

ii) Repita la actividad (i) graficando otras funciones.
Segun lo observado extraiga conclusiones.

B) Para el mismo caso que la situacién (A), grafique una funcién desde (a,f(a))
hasta (b,f(b)) pero que no interseque a la recta y = k.
¢, Qué analisis puede hacer sobre la funcion?

De la actividad anterior se enuncia el siguiente teorema:

Teorema del valor intermedio
Si y = f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] donde f(a) = f(b)
y k es un numero real cualquiera comprendido entre f(a) y f(b), existe al menos
un numero real c perteneciente al intervalo (a, b) tal que f(c) = k.

Yo

-

Desde el punto de vista geométrico, este teorema establece que la grafica de
una funcion continua en un intervalo cerrado, debe intersecar al menos una vez
a cada recta de ecuacion y = k, siendo f(a) < k < f(b).

Fe

O de—e——_——
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En el siguiente ejemplo se presenta la importancia de la verificacion de la
condicién de continuidad de la funcién y = f(x) en el intervalo [a, b] para poder
garantizar la existencia del numero real c.

X+2 si —-1<x<2

%x+5 si 2<x<4 ¢ Es posible aplicar el

Ejemplo. Sea la funcion f(x) = {
teorema del valor intermedio en su dominio de definicién? Justifique.

El dominio es el intervalo cerrado [-1, 4]. Ademas, f(-1) =1y f(4)=7.
Cada tramo es una funcion polinomial y por lo tanto cada tramo es continuo en
el intervalo dado. Debe analizarse la continuidad de la funcién en x = 2.

lim (x+2)=4 y lim (lx+5j:6.
x—2" x—2F 2

Como los limites laterales son distintos, la funcién no es continua en x =2 y por
lo tanto tampoco es continua en el intervalo cerrado [-1, 4]. Por este motivo, no
puede aplicarse el teorema del valor intermedio.

En la grafica se observa que si k es
cualquier numero real comprendido entre
4 (inclusive) y 6, por ejemplo k =5, no
existe ningun valor de c perteneciente al
intervalo (-1, 4), tal que f(c) = 5. k=5

ry
k.

El teorema del valor intermedio también resulta util para determinar la existencia
de raices de una funcion continua en un intervalo cerrado.

Sea y = f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] tal que f(a) y f(b)
toman valores de signos contrarios. Es posible asignarle a k el valor cero, ya
que cero esta comprendido entre f(a) y f(b), de manera tal que en el intervalo (a, b)
existe por lo menos un numero real c tal que f(c) = 0. De esta manera puede
concluirse que c es una raiz real de la funcién dada.

Esto se enuncia en el siguiente teorema:
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Teorema de Bolzano
Si y = f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(a) y f(b)
tienen signos opuestos, entonces existe al menos un numero real c
perteneciente al intervalo (a, b) tal que f(c) = 0; es decir, ¢ es una raiz de f(x).
Las siguientes graficas permiten ilustrar el teorema:
Y4 Y a4

fiby=10
fib | { :I. fia) =10

Fe

-
Fe

Tk 1

fia) -
il + feqd=ficoi=0

3 (1 + 2x)2

Ejemplo. Sea la funcién g(x) = . Determine si tiene una raiz real en el

intervalo [-5, 1]. Justifique la respuesta.

El dominio de esta funcién es D = R — {-3} y por lo tanto no es continua en el
intervalo [-5, 1]. Como no se cumple la hipétesis de continuidad del teorema de
Bolzano, no puede garantizarse la existencia de una raiz real en el intervalo
dado.

2

Ejemplo. Dada la funcién definida por la ley h(x) = 2X—_13) Determine si tiene
X +

al menos una raiz real en el intervalo [0, 2]. Justifique la respuesta.

El dominio de la funcién es D = R — {-1} y, por lo tanto, es continua en el
intervalo [0, 2]. Luego se calculan los valores de la funcion en los extremos del
intervalo:

h(0) = 2(2.0-3) _ 6 y h@2)-= 2(2.2-3) :g

0+1 2+1 3

Como en los extremos del intervalo la funciéon toma valores de signo contrario,
cumple con las hipétesis del teorema de Bolzano y por lo tanto se puede
asegurar que existe al menos una raiz real en dicho intervalo, es decir, que
existe al menos un valor real de c tal que h(c) = 0.

ho)=0 = 22¢-3)

=0 = 2(2c-3)=0 = 4c-6=0 :>c:§.
c+1 2

La raiz buscada que pertenece al intervalo [0, 2] es x = %
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Ejemplo. Sea g(x) una funcién continua en el intervalo [-3, 6] tal que g(-3) =2,
g(1) =1, g(2) = -3 y g(6) = g(4) siendo ambos positivos. Interprete graficamente
e indique el menor niumero de raices que g(x) puede tener en dicho intervalo.

Graficando las condiciones solicitadas se obtiene:

Teniendo en cuenta que las
imagenes de 6 y de 4 son
positivas, la grafica de una
funcion continua en el
14 - intervalo [-3, 6] cortara al eje
: § de las abscisas por o menos
-3 -2 -1 1 2 3 4 &5 & x en dos puntos, uno
-1 ; perteneciente al intervalo
-2 : (2, 4)y el otro al (1, 2). Por lo

: tanto, la funcion tendra como
minimo, dos raices en dicho
intervalo.

y Esta es una grafica posible
¥ de la funcion.

EJERCICIOS

1) Utilice el teorema de Bolzano para demostrar que f(x) = x3 + x2 — 2x tiene al

, . 13
menos una raiz real en el intervalo [E’E .

2) Encuentre dos intervalos distintos en los cuales la funcién f(x) = x4 - 1Ox2 +9
tenga, al menos, una raiz. Justifique utilizando el teorema de Bolzano.
3) ¢Es posible aplicar el teorema del valor intermedio para la funcién

g(x)= 3 en el intervalo [0, 4]7?. Justifique.
X+2

4)a) Es posible aplicar el teorema del valor intermedio para la funcién
{2x—1 si —2<x<2
m(x) =

wid s 2 ex<4 en su dominio de definicion? Justifique.
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b) Indique, al menos dos intervalos, donde se pueda aplicar el teorema.

RESPUESTAS
. : . 1 5 3) 21
1) La funcién es continua en todo punto, ademas f 3 = oy y f 3 =?, por lo

tanto por el teorema de Bolzano la funciéon tiene al menos una raiz real en el

. 13
intervalo | —,— |.

22
2) Por ejemplo el intervalo (-2,0) ya que f(-2) = =15 y f(0) = 9. Otro intervalo
puede ser (2, 4) ya que f(2) =-15y f(4) = 105. Ademas, f(x) es continua en todo
su dominio.
3) En el intervalo [0, 4] es posible aplicar el teorema del valor intermedio pues la

funcion en dicho intervalo es continua y g(0) = g(4) ya que g(0) = % y g(4)= %

4)a) No es posible aplicar el teorema del valor intermedio pues la funcién no es
continua en x = 2 que pertenece al dominio.

b) Intervalos donde es posible aplicar el teorema del valor intermedio: en [-1, 1]
la funcion es continua y m(-1) = m(1) pues m(-1) =-3ym(1) =1; en [3, 4] la
funcién es continuay m(3) # m(4) pues m(3)=7 y m(4)=8.

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.3 TEOREMAS DE LAS FUNCIONES
CONTINUAS

1) Defina graficamente una funcion f :{— 2, g}e R que sea continua en todo

punto excepto en x = 1, donde presente una discontinuidad de salto, sea

positiva en —1, negativa en 2 y no presente raices.

2) Grafique una funcion f : [-3, 5) > R en la que se cumplan las siguientes

condiciones:

o f(1)=0;

o f(-3)=1f(-2)=f(0)=4

e Vxe[1,5):f(x)<0

e continua en todo punto excepto en x = 1 donde presenta una discontinuidad
evitable.

¢, Cual es el minimo numero de raices que puede tener esta funcion?

X2

3) ¢Puede asegurar que la funcion f(x) = presenta una raiz real en el

intervalo [0, 4]? Justifique la respuesta.

4) Sea f(x) una funcion continua en el intervalo [-2, 3] tal que f(-2) = 3, f(1) = -2
y f(3) = 2. 4Cual es el menor numero de raices que f(x) puede tener en dicho
intervalo? Interprete graficamente.
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PROBLEMAS DE APLICACION

1) El costo de transportar una casa moévil depende de la distancia x, en
kilometros, que se transporta la casa. Sea c(x) el costo de mover una casa x
kilbmetros. Una empresa cobra:

Costo por km (en $) Distancia en km
2 si0<x<150
1,50 si 150 < x <400
1,25 si x > 400

a) Escriba analiticamente la funcién costo.
b) Grafique.
c) Calcule ¢(130) y c(400) e interprete los resultados.
d); Para qué valores de x es discontinua?
2) La poblacion (en miles) de una colonia de bacterias t minutos después de

t217 si t<5
72-8t si t>5

a)¢, Cual es la poblacién a los tres minutos de ser introducida la toxina?
b)Y a los ocho minutos?
¢)¢,En qué momento morira la colonia?
d) Grafique.
e) Estudie la continuidad.
3) Se pone a calentar una sustancia y la férmula que expresa la temperatura T

introducir una toxina, esta dada porf: [0,9] > R/t — {

25+15t si 0<t<10

o o . . a
(en °C) en funcidn del tiempo t (en minutos) es T(t) = {175 s t>10

a) ¢ Cual es la temperatura del liquido al comenzar la experiencia? ;Qué
dato indica esto en la funcién? ;Por qué?

b) ;Qué temperatura aproximada tendria la sustancia después de cinco
minutos?

c) Grafique y analice su continuidad.

4) La funcion y = f(x) describe el inventario (en miles de unidades) de una

-10x+60 si0<x<5
compainiia en el instante x, f(x) = {—10x+110 si5<x <10 .
—10x+160 si10 < x <15
a) Grafique y analice su continuidad.
b) Calcule f(2) y f(10) e interprete los resultados.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) Sea la funcién f(x) = 1—1. En x = 0 presenta una discontinuidad:
X

a) evitable b) de salto c) infinita
2
2) La funcion g(x) = > " 16 os:
a) continua en todos los reales b) discontinuaenx=2y x=-2
c) discontinuaenx=4yx=-4 d) discontinuaenx=4

Xx+2 si x<0
3)Sealafuncion h: R —> R/ h(x)= {2x+2 si 0<x<2. Dicha funcion es:
x2+2 si x>2

a) discontinuaen x=0 b) discontinuaenx=0yenx=2
c) continua en todo su dominio d) discontinua en x =2
ax+8 si x<-2
x?-3x si x>-2
continua en todo su dominio el valor de a debe ser:

a)1 b) -1 c)5 d) -2

X2

4) Sea la funcion g : R > R/ g(x) = { . Para que resulte

5) La funcion r(x) = -9 es discontinua evitable para:

a)b=3,b=-3 b)b=3
c)b=-3 d)0
6) La funcion definida graficamente presenta:
'“EIII

a) discontinuidad infinita en x = 0, discontinuidad de saltoen x =3
b) discontinuidad infinita en x = 0, discontinuidad evitable en x = 3
c) discontinuidad de salto en x = 0, discontinuidad evitable en x = 3
d) discontinuidad evitable en x = 0, discontinuidad de salto en x =3
x2 -1 six<1
7) Seala funciénf: R > R/x — {x—1 si 1< x < 3. Dicha funcioén es:
4 six>3

a) discontinua evitable en x = 1 b) continua en todo su dominio
c) discontinua de salto en x = 3 d) discontinua evitable en x =3
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X—-2
x% -4
a) continua en todos los reales
b) discontinua evitable en x = 2
c) discontinua evitable en x = 2 y discontinua infinita en x = -2
d) discontinua evitable en x = -2 y discontinua infinita en x = 2
9) Una funcién que esta definida para x = a, existe lim f(x) pero lim f(x) = f(a),
X—a X—a

8) La funcion m(x) =

es:

entonces f(x) en x=aes:
a) discontinua de salto b) discontinua evitable
c) discontinua infinita d) continua
10) Toda funcién racional fraccionaria o cociente de polinomios es:
a) continua en todos los reales
b) es continua en todos los reales, excepto los que anulan el numerador
c) es continua en todo su dominio
d) continua en todos los reales, excepto en x = 0.
11) Segun el teorema de Bolzano, si f(x) es continua en [a, b] y f(a) y f(b) son de
signos opuestos, entonces:

a) existe al menos un valorde ¢ € (a, b) / f(c)=0
b) existe un valor de ¢ < [a, b] / f(c) =0
c) existe al menos un valorde ¢ € (a, b) / f(c) # 0

d) existe al menos un valorde c € [a, b]/f(c)= 0
12) Sabiendo que existe f(a), existe el lim f(x) y lim f(x) = f(a), podemos
X—a X—a

asegurar que:
a) f(x) es continuaen x=a
b) f(x) es discontinua evitable en x = a
c) (x) es discontinua infinitaen x=a
d) f(x) es discontinua de saltoen x =a

AUTOEVALUACION
x+1 si x<0

1) Trace la gréfica de la funcion f(x) = <—-2 si x=0 yresponda:
-x+1si x>0

a)f(0) b) lim f(x) ¢) lim f(x) d) lim f(x)
x—0" x—0" x—0
Analice su continuidad.
2) Encuentre el valor de b para que la funcion f : R >R sea continua en todo su

dominio siendo f(x) = x“+3 si x<0 . Para ese valor de b hallado, grafique
b-x si x>0
la funcion.
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3) Grafique una funcion y = f(x) que cumpla las siguientes condiciones: f(a) = b,
lim f(x)=L4, lim f(x)=L, donde L4 = Lp. ¢Podemos asegurar que exista
Xx—a x—at

lim f(x)? Justifiqgue la respuesta. Analice la continuidad en x = a de la funcion
X—a

graficada.

4) Sea g(x) una funcién continua en el intervalo [-2, 5] tal que g(-2) = 2, g(1) =
1,9(2) =-2y g(5) = g(4) > 0. ;Cual es el menor niumero de raices que admite
g? Interprete graficamente.

5) Grafique una funcién f:[-3, 5) — R que cumpla:

e f(1)=0

o f(-3)=1f(-2)=1f(0)=4

e Vxe[25)f(x)<0

e Sea continua en todo punto a excepcién de x = 1 donde presenta una
discontinuidad evitable.

¢,Cual es el minimo numero de raices de f(x)?

GUIA DE ESTUDIO

Las siguientes actividades se resuelven utilizando el programa FUNCIONES
para Windows version 2.7.61 que representa graficamente funciones definidas
de forma explicita. Es de tipo freeware y puede obtenerse gratuitamente desde
la pagina http://www.lagares.org.

Para interiorizarse en su uso, puede recurrir al menu de ayuda presionando el
botén correspondiente en la pantalla principal o a través de la tecla F1, una vez
que se presenta el grafico.

En este mend, en el item correspondiente a funcionamiento, pueden observarse
las normas de sintaxis que deben tenerse en cuenta para escribir las
expresiones de las funciones:

& FUNCIDNES para Windows v:2.61 M =] &3
Archivo  Edicion  Marcador  Opciones  Apuda

Eantenidal Erezar I Abrag I | prirmie I <4 | Fx |

Normas de sintaxis ﬂ

Fara escribir las funciones se deben sequir unas normas de sintaxis
fque, en principio, son las usuales. Las describimos a continuacidn:

La variahle independiente |a representaremos mediante X
e permite y recaomienda el uso de paréntesis.
Las operaciones admitidas son:

+ Suma
Diferencia
Producto
Divisidn
Fotencia

b= T B |
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Actividad 1. Represente la funcion f(x) = . Para ello siga la siguiente

X—-2
secuencia:

1

e Respetando las normas de sintaxis introduzca en el cuadro

correspondiente a la funcion F(x) (el software utiliza mayusculas para la
notacion de funciones)

e Considere los siguientes intervalos y escalas para los ejes x e y.
+ FUNCIONES - ENTRADA DE DATOS E

EXl= [1/(x-2]
GIX] =

e Para visualizar la gréafica de la funcion, haga “click” en Aceptar.

e Si desea volver al menu anterior, haga “click” en Archivo y luego en
Cambiar funciones o parametros.

i) Observando la grafica de la funcion, determine:
a) Dominio: ......ccceveiviiiiee e, Conjunto imagen: ..........cccovvvveeeeeeeeeeccine,
b) Intersecciones con el €j& X (CErOS): ...ciiiiiiiiiiiiiiiee e
Interseccion con el eje y (ordenada al origen): .........coovviiieiiiiiei e,
c) Analice, graficamente, los signos de la funciéon en los intervalos que
determinan los ceros y los valores de x que anulan el denominador.

Intervalo Signo de f(x)

d) ¢ Qué ocurre con la funcién a medida que x se aproxima a los valores que
anulan el denominador?
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.
e) Analice el comportamiento de la funcion:
cuando X —
cuando X —»—o
¢ Qué ocurre con la funcién cuando x tiende a tomar valores muy grandes en
Valor @bSOIULO?. ...
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.

ii) Controle sus respuestas a través de comandos propios del programa:
(Con el grafico en pantalla, para cada item se explica el comando que debera
elegir del menu que se despliega al seleccionar en la barra superior 1fu.)

119



El Calculo Diferencial

% Intersecciones con el eje x: seleccione Raices. Luego de visualizar la
primera, en el menu que aparece en la parte inferior de la pantalla, debera
presionar el botén Continuar, para obtener las siguientes.

% Interseccidn con el eje y: Seleccione Imagen... para obtener la imagen de

la funcion en x = 0.

% Calcule la imagen del valor de x que anula el denominador. ; Qué obtiene?
(Presionando las teclas <-i y d—> se puede observar el valor de la funcion en
puntos cercanos al anterior)

% Seleccione la opcion Discontinuidades aisladas. ; Qué obtiene?

¢ Coémo interpreta el mensaje que aparece?

% Utilizando el comando Imagen... calcule también la imagen de valores de

x tanto positivos como negativos, pero grandes en valores absoluto.

Actividad 2. Represente graficamente la funcidon f(x) = 2X _26 eligiendo
X +

intervalos adecuados para cada eje.
i) Observando la grafica de la funcion, determine:
a) Dominio: .....cccceeiiiiiieiiieeeee Conjunto imagen: ........ccccevcveeeeiiiiiee e
b) Intersecciones con €l €j& X (CEIOS): .....uiiiiiiiiiiiiiiiee e
Interseccion con el eje y (ordenada al origen): ..........cccoceveviiiieeinciiee e,
c) Analice, graficamente, los signos de la funcidon en los intervalos que
determinan los ceros y los valores de x que anulan el denominador.

Intervalo Signo de f(x)

d) ;Qué ocurre con la funcién a medida que x se aproxima a los valores que
anulan el denominador?
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.
e) Analice el comportamiento de la funcion:
CUANAO X —> 00 .eviiiieiiiiieecieee e
CUANAO X —>=00 ...vviieeiiiieeeecrieeeeeeree e
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.
ii) Controle sus respuestas a través de los comandos propios del programa.

x—-3

Actividad 3. Represente la funcion f(x) = 5
X —-X-6

considerando como origen
de ambos ejes —5 y como final, 5.
i) Observando la grafica de la funcion, determine:
a) Dominio: ......ccceeviiiiiieiieeeee Conjunto imagen: ........cccevveeeeiiiiee e
b) Intersecciones con el €j& X (CEIOS): .....uuiiiiiiiiiiiiieeiiiiee e
Interseccion con el eje y (ordenada al origen): ........c.cccceeveviiiieeenciiee e,
c) Exprese la funcion de manera factorizada: f(x) = ......................
d) Analice, graficamente, los signos de la funcién en los intervalos que
determinan los ceros y los valores de x que anulan el denominador.
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Intervalo Signo de f(x)

e) ¢Qué ocurre con la funciéon a medida que x se aproxima a los valores que
anulan el denominador?
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.
f) Analice el comportamiento de la funcién:
CUANAO X = 00 .eeviiieiiiiiiieeee e e e
CUANAO X 300 .eieeiiiiiiiiiiieee e
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.
ii) Controle sus respuestas a través de los comandos propios del programa.
En particular, analice detenidamente e interprete el mensaje que obtiene al
seleccionar la opcion Discontinuidades aisladas.

x2 _x-6

Actividad 4. Represente la funciéon f(x) = 3
X p—

i) Observando la grafica de la funcion, determine:
a) Dominio: ......cceeeiiiiiiiiiieeeee Conjunto imagen: ........cccceveieeiiiieee e
b) Intersecciones con €l €j& X (CEIOS): ....uviiiiiiiiiiiiiiiie e

Interseccion con el eje y (ordenada al origen): .........ccccceeveviiiieeenciiee e,

c) Exprese la funcién de manera factorizada: f(x) = ......................
d) Analice, graficamente, los signos de la funcién en los intervalos que
determinan los ceros y los valores de x que anulan el denominador.

Intervalo Signo de f(x)

e) ¢ Qué ocurre con la funciéon a medida que x se aproxima a los valores que
anulan el denominador?
Exprese lo anterior utilizando la notacion de limite.

ii) Controle sus respuestas a través de los comandos propios del programa.
Analice e interprete el mensaje que obtiene al seleccionar la opcion
Discontinuidades aisladas.

EJERCICIOS DE REPASO

1) Determine si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados. Justifique.
a)Si lim f(x)= lim f(x) entonces f es continua en x = xg
X—XQ X=Xq
b) Si f es continua en el intervalo (a, b) entonces f es continua en [a, b].
c) Sifes continua en [a, b], f(a) > 0 y f(b) < 0, entonces f(x) = 0 tiene al
menos una solucién en [a, b].
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d) Si g es continua en [a, b], entonces 1 es continua en [a, b].
g

2) Analice la continuidad de las siguientes funciones. Si resultan discontinuas,
establezca el tipo de discontinuidad vy, si es posible, redefinalas para que
resulten continuas.

2 .
X“+Xx—-6 2x—1si x<0
a) f(X)——X+3 b) f(X)—{Xz S x>0
x3 -1 six<1
2 1 .
c) f(x)=-— d) f(x)=4 = SiX =
x2 2
x?2 six>1
241 si t<-1 1 s x<o0
e) f(t) = _ f) f(x)=1x
-2t si t>-1 X+2 si x>0
3 . .
_Ju’ =1 si u<1 _J=-x+1 si x<0
x2 42 .
Si X <1
3 x-3
i) f(x)=<—x+2 si 1<x<2 j) f(x)= >
1 si x>2 x“ -9

3) Analice la continuidad de las siguientes funciones trazando sus graficas.
1 six>0 x-3 six<2
3 f(x)‘{—1 si x <0 b) f(x)‘{s-zx si x> 2
0 si x <1 x2 si x<2
c) f(x) = . d) f(x)=
) 1) {x—1 si x>1 ) 1(x) {x+3 si x>2

4) Halle el valor de k para que resulten continuas las siguientes funciones:

2

; -4
_J3x+7 six<4 _ X si x#2
3 f(x)_{kx—1 si x> 4 b) flx) = X2
- SI X =
x+2k si x>-2 x—-2k six>1
°)f(x)‘{k+1 si x < -2 d)f(x)_{2x+3k si x <1

5) Determine el valor de las constantes a y b para que las siguientes funciones
resulten continuas.

2 Si X <1 t si t<1
a) f(x)=<ax+b si —1<x<3 b) f(t)=<at+b si 1<t<4
-2 si x=3 -2t si t>4

u+2a si u<-2
c) fluy=<3au+b si —2<u<1
3u-2b si u>1
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6) Analice la continuidad de las siguientes funciones dadas sus graficas. En
caso de que existan puntos de discontinuidad, indiquelos.
a) b)

i = fi) ¥= 060

5432400 12 3 4586 7 x| v AL 23

7) Esboce la grafica de la funcion y = f(x), tal que:

a) Sea continua en todo el intervalo [a, b].

b) Sea continua en todo el intervalo [a, b] excepto en x = xg.

c)Si lim f(x)=f(xy) A lim f(x) = f(xg).

x—0" x—07"
d)3 lim f(x)=f(xg).
X—>XQ

e) Sea continua en (—x, 2] y (2, ©);

lim f(x) = 4; lim f(x)=-3; lim f(x)=+0; lim f(x)=0.

x—0 X2 xs2t x—5

f) Sea continua en (-x,0) y [0, «);

lim f(x)=0; lim f(x)=3; lim f(x)=-3; lim f(x)=2.

x—>—4 x—0" x—0" x—4
8) Defina graficamente una funcion de dominio R que sea continua en todo
punto a excepcién de x = -2 donde presenta una discontinuidad evitable y de x = 3
donde presenta una discontinuidad de salto.
9) Defina graficamente una funcion de dominio R que presente una
discontinuidad evitable en x = 0, discontinuidad de salto en x =5 y una
discontinuidad infinita en x = 1.
10) Defina graficamente una funcién en el intervalo [-2, 1], continua en todo
punto excepto en x = 0, positiva en x = 1 y negativa en x = -2 y que no tenga
raices.
11) Supongamos que f(x) es continua en el intervalo [-1, 1] y que f(-1) = 2,
f(0) = -1 y f(1) = 3. 4 Cual es el minimo numero de raices que f(x) puede tener
en ese intervalo? Interprete graficamente.

| =

12) Sea g(x) una funcién continua en el intervalo [-2, 3] y tal que g(-2) =

QN

g(-1)=-1,9(0)=2, g(1)=2,g(2)=-2y g(3) =4. 4 Cual es el menor niumero
raices que g(x) admite en dicho intervalo? Interprete graficamente.

e
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4. EL CONCEPTO DE DERIVADA

4.1 Razones de cambio.
4.2 Problema de la recta tangente a una curva.

4.3 Relacion entre razéon de cambio promedio, razén de cambio
instantanea, recta secante y recta tangente.

4.4 Concepto de derivada.

4.5 Funcidn derivada.

4.6 Derivadas laterales.

4.7 Derivabilidad y continuidad.

4.8 Derivabilidad de una funcién en un intervalo.

“Todos quienes conozcan el tema, estaran de acuerdo en
que las bases sobre las cuales reposa la explicacién
cientifica de la naturaleza, son inteligibles sélo a aquellos
que han aprendido, por lo menos, los elementos del Calculo
Diferencial e Integral ...”

Félix Klein
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El calculo diferencial es la matematica del cambio, de la variacién, de la
transformacion. No existe fendbmeno en la naturaleza o en la sociedad que
escape al fendmeno del cambio. Podemos encontrar numerosos ejemplos a
nuestro alrededor: la poblacién de un pais cambia a través del tiempo, la
temperatura ambiental cambia durante el afio, el area de un cuadrado con la
longitud del lado, etc. El estudio de la variacién lleva a construir uno de los
conceptos mas importantes del calculo: la derivada.

El estudio de la derivada como tasa de variacion o como razén de cambio tiene
numerosas aplicaciones. Una de las mas conocidas y simples, es la velocidad,
razén de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo. Otras pueden ser,
la tasa de crecimiento de una poblacién de bacterias (ciencias naturales), la
tasa de variacion de una reaccion quimica, velocidad de reaccién (ciencias
naturales). En economia se habla de ingreso marginal, costo marginal, utilidad
marginal, todos ejemplos de tasas de variacion. Otras razones de cambio son
del trabajo con respecto al tiempo, potencia (fisica), la razén con la que
aumenta la velocidad con la que fluye la sangre segun la distancia a la pared de
un vaso sanguineo, la razén con la que se esparce un rumor.

Todos estos ejemplos son casos especiales de un concepto matematico: la
derivada.

Luego del analisis cuidadoso de estos contenidos, se espera que calcule
razones de cambio promedio y razones de cambio instantaneas, que halle la
ecuacion de la recta tangente y normal a la grafica de una funcién en un punto,
que determine la derivada de una funciéon en un punto cualquiera y que
interprete fisica y geométricamente la derivada. También, que halle la funcion
derivada, analice la derivabilidad de funciones y aplique el concepto de derivada
a la resolucion de problemas.

4.1 Razones de cambio

El concepto de razén de cambio esta presente en la vida diaria, muchas veces
utilizado sin darle un nombre especifico o sin reflexionar sobre las acciones
realizadas. Vivimos en un mundo fisico, social, politico, econdmico, biolégico y
resulta importante poder describir y medir estos cambios a través de modelos
matematicos. Por ejemplo, una planta crece a medida que el tiempo transcurre,
puede detener su crecimiento en algun instante, para luego volver a crecer, o
permanecer estacionaria. También la poblacién de un pais varia con el correr
del tiempo y la variaciéon depende basicamente de la cantidad de nacimientos y
de muertes.

En los ejemplos vemos que existen variaciones de las cantidades que se
relacionan: al pasar el tiempo, cambia el tamano de una planta, o al pasar el
tiempo cambia la cantidad de pobladores de una localidad.

Es importante medir estas variaciones y expresarlas en numeros pues de ellos
podemos extraer conclusiones. Esto nos permite saber, por ejemplo, en el caso
de consumo de energia eléctrica como funcién del tiempo, cuando se produce
un aumento repentino, lo que indica la necesidad de aumentar la capacidad
eléctrica; si estamos analizando la evolucion de una enfermedad a través del
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tiempo podremos saber cuando se esta propagando con mayor rapidez y asi
reforzar las medidas sanitarias necesarias.
Analizaremos a través de ejemplos, como medir los cambios.

Aprendizaje por descubrimiento
Actividad 1. Los datos de la siguiente tabla muestran los valores de la
temperatura T de cierto volumen de agua tomadas en los minutos t indicados:

Tiempo t en minutos 0 5 10 15 20 25
Temperatura T en °C 15 25,5 55,7 95 85 62
Complete las siguientes tablas:
t 0 | 5 | 10 | 15 | 20 | 25
cambio cambio cambio cambio cambio
5-0=5
T| 15 | 255 | 557 | 95 | 8 | 62
cambio . . . .
255 15 = cambio cambio cambio cambio
=10,5
Cambio de | Cambio de la temperatura con respecto
Intervalo de tiempo | 2mMPl0 d€ 'a al cambio del tiempo
temperatura T T
[ti, t] AT =T+=T; A_T: f i
== At te -t

T(5)-T(0) _255-15 _105 _ . °C
5-0 5-0 5 " min

Det=0at=5 10,5

Det=5at=10
Det =10a t =15
Det =15a t =20
Det =20a t =25

¢ Qué significado tienen las mediciones hechas en cada columna de la tabla?
¢ Qué expresa la razon del cambio de la temperatura con respecto al tiempo?
¢Es posible que algunos valores de la tercera columna sean positivos y otros
negativos? ¢ Qué interpretacion le da a esta situacion?

El cambio se da cuando se pasa de un estado a otro, de un estado inicial a un
estado final. Por lo tanto, para medir el cambio de una variable basta restar su
valor en el estado final menos su valor en el estado inicial. Para la variable t el

cambio se mide por la diferencia t; — tj = At (A: delta), donde At representa el
cambio en el tiempo. Para la variable T el cambio se mide con Tf — Tj = AT,

donde AT es el cambio, aumento o disminucién, de la temperatura.
Generalmente, cuando se habla de cambios, necesariamente se los relaciona
con otros cambios. En nuestro ejemplo interesa el cambio de la temperatura en
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cierto intervalo de tiempo, es decir, un cambio de temperatura respecto al
cambio del tiempo. Nos podemos preguntar: ;con qué velocidad cambia la

temperatura?
Para poder contestar esta pregunta debemos relacionar el cambio de

temperatura respecto al cambio del tiempo, expresando la comparacion
mediante un cociente. Observamos la tabla completa.

, Cambio de la temperatura con
Intervalo de tiempo Cambio de la respecto al cambio del tiempo
temperatura T - T
[ti1 tf] AT =T:—T: ﬂ: f !
=If i At tf _ti
(o]
Det=0at=5 10,5 10—’5=2,1 C
5 min
o
Det=5at =10 30,2 302 _ 504 2C
5 min
o
Det =10a t = 15 39,3 393 _ 786-C
5 min
_ o
Det =15a t =20 10 =10 _ _p°C
5 min
_ [o]
Det —20a t =25 23 20 46
min

La razon entre el cambio de la temperatura con respecto al cambio del tiempo
da como resultado la velocidad promedio con la que cambia la temperatura con
respecto al tiempo. Por ejemplo, observando el primero de los cocientes, decir
C

o
—= en el
min

intervalo de tiempo de t =0 a t = 5, significa que por cada minuto transcurrido en
dicho intervalo, la temperatura cambio 2,1°.

que la temperatura cambidé con una velocidad promedio de 21

Estas razones se denominan T%
razones de cambio promedio. 33| TTTTTTTTTITOTITIITIOR UT T
En la figura se puede observar cambio
la interpretaciéon geométrica de AT
los calculos realizados para estafo
uno de los intervalos. final
i vt LT -
1] estado i
V[ inicial !
Tl 10 15
t, At

En el cuadro se muestra el significado de cada uno de los calculos realizados.
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T(t2)-T(t4)

Cantidad to—t T(to) — T(t
2-Y (t2) - T(t1) t, —t
.| Cambio correspondiente | Razén de cambio promedio
Sianificad Cambio de la temperatura de la temperatura T con
ignificado tizrrlwelo cuando el tiempo cambia | respecto a t cuando cambia
P det=tjat=to. detiaty.

Definicion. Dada una funcion y = f(x), se llama razén de cambio promedio (o
media) de y con respecto a x en el intervalo [x4, x2] al cociente entre el cambio

en el valor de y, Ay = f(x2) — f(x1), y la amplitud del intervalo Ax = xo — x4, en el
cual ocurrié el cambio.

La razén de cambio promedio de y = f(x) con respecto a x en el intervalo dado
Ay _ f(xa)—f(x1)

, es:
[x1, x2] Ax Xy —X1
f(xo)—f(x
Cantidad | xp-xq=Ax f(x2) — f(x1) = Af ( )(22) - x(1 2 2_:(
Cambio en la Cambio correspondiente Razén de cambio
o Variable de de la funcion promedio de f(x) con
Significado cuando la variable cambia | respecto a x cuando x
X =Xq8X=X2. de x=xq ax=Xo. cambia de xq a xo.

En la figura se observan como cambian las variables relacionadas por medio de
la ley f(x):
'!I|'JL l!|'l=f|:}{:|

Fs

}{1 .ﬂ'.}{=}{2—}{1

Dado que Ax = xp — X1, podemos despejar xo = X{ + AX, y, Ay = f(xq + Ax) — f(x4).
Ay _ f(xq + Ax) —f(x4)
- AX

La definicion de razén de cambio media resulta:

Geométricamente:
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¥ y=1{

rFs

}{.1+_|'ll'|}{
En la tabla puede observarse que la razéon de cambio promedio de la
temperatura con respecto al tiempo es positiva en los tres primeros intervalos y
negativa en los ultimos dos. Si la razén de cambio promedio es positiva, por

ejemplo 6,04% en el intervalo de t = 5 a t = 10, esto significa que la

temperatura crecio durante ese intervalo de tiempo a razon de 6,04° por minuto.
o]

—,C en el
min

intervalo de t = 20 a t = 25, esto significa que la temperatura en dicho intervalo
decrecio a razén de 4,6° por minuto.

El valor absoluto de la razén de cambio promedio indica la rapidez del cambio.
El signo indica si se produjo un aumento o una disminucion.

Si la razén de cambio promedio es negativa, por ejemplo —4,6

Definicion. Se llama rapidez de cambio media al valor absoluto de la razén de

Ayl _[f(x2) - f(x4) Ay| _[f(xq +Ax) —f(xq)|
AX X9 — X4 AX AX

cambio promedio, o sea: o bien

Actividad 2. La cantidad de calor h (en joules) que se necesita para convertir un
gramo de agua en vapor es funcion de la temperatura t (en °C) de la atmosfera

segun la ley h(t)=w. Complete la siguiente tabla, calculando los

cambios de la cantidad de calor y las razones de cambio promedio de la
cantidad de calor h con respecto a la temperatura t de la atmésfera, para 0 <t <
60, en intervalos de 15 grados de amplitud.

Ah . .
Intervalos de . . —=— Cambio de la cantidad de
temperatura Ah Cambio de la cantidad de calor | At

(en °C) (en joules) calor con respecto a los
cambios de la temperatura.
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¢Coémo se interpretan estos resultados?

Actividad 3. Un globo esférico se infla con un gas.

a) Encuentre la razén de cambio media del volumen con respecto al radio
cuando éste cambia de 2 m a 2,5 m y cuando cambia de 2,5 ma 3 m.

b) ¢ Es posible calcular la variacién del volumen cuando el radio es exactamente

2,5m?

Se sugiere la confeccién de las siguientes tablas para responder al item b).

Intervalos AV . . .
A Cambio del volumen con respecto al cambio del radio
r

2,5<t<2,6 _ 3

V(2,6)-V(25) _ 817232969 _ 817232969 M

26-25 0,1 m
25<1t<2,51
2,5<t<2,501

2,6<t<2,5001

2,5<t<2,50001

Intervalos AV ) ) )
A Cambio del volumen con respecto al cambio del radio
r

24<t<25

249<t<25

2499<t<25

2,4999<t<25

2,49999<t<25

¢ Qué diferencia fundamental puede observar en las dos dltimas actividades?
¢Por qué en el dltimo problema se hace necesario calcular la razén de cambio
en un instante particular?

Si completamos la tabla de la actividad 2, podemos observar que la variacion de

la cantidad de calor es igual a —40 joules en todos los intervalos, por eso la

razén de cambio promedio se mantiene constante para intervalos de 15° de
8 joules

amplitud e igual a _40 =—-—=-267 .
15 3 °C
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Calculando la razén de cambio media en forma analitica a partir de la ley que
define la funcién, se obtiene la misma conclusién. En efecto:

_ -8ty +7520 -8t +7520 -8t, +7520 + 8t —7520

N 3 - 3 N 3

Ah =h(t2) - h(ty)

—8t, + 8t
an="2 8 8¢, )

i . . Ah - %(tZ - t1 ) 8
Como At =ty — t1, la razdén de cambio media es A W=—§ .
Este resultado indica que la razén de cambio promedio se mantiene constante,
independientemente de qué intervalo de temperatura se trate. No importa que
tan grande o pequefio sea At, la razén entre el cambio de cantidad de calor y el
8 joules

cambio de temperatura siempre es ~3 00

Los cambios que ocurren en la naturaleza o en la sociedad tienen distintos
comportamientos. Hay cambios que ocurren uniformemente, como en el
ejemplo anterior, mientras que existen fendmenos que cambian a cada instante
y otros en los que los cambios son muy complejos, como es el caso del
movimiento de los electrones o el movimiento de las moléculas. Una de las
funciones del calculo consiste en encontrar las leyes que describen esos
cambios para poderlos asi medir y predecir.

En la actividad 3, teniendo en cuenta que el volumen de la esfera es V = %nr?’,
Vo -V
la razén de cambio media del volumen con respecto al radio esAA—V =—2_1
r ) —Iq
Si el radio cambia de 2 m a 2,5 m, obtenemos:
4 3 4 .3
AV _ Vo -V4 _§n2’5 372 N m°
Aav _ = ~ 63,88 —.
Ar ro —ry 25-2 m

3
La razén promedio de cambio en este intervalo es de 63,88%, es decir el

volumen cambia 63,88 m3 por cada metro que varia el radio.
Si el radio cambia de 2,5m a 3m, obtenemos:

4 .3 4 3
AV Vo -Vq 3™ 3o N m°
av - = ~ 95,29 —
Ar oy —ry 3-25 m

3
La razén promedio de cambio en este intervalo es de 95,29%, es decir el

: 3 , :
volumen cambia 95,29 m™ por cada metro que varia el radio.
Con la razén de cambio promedio hemos analizado la variacion por intervalos
relativamente grandes, pero en la realidad los cambios no suceden a saltos. En
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el ejemplo, el volumen del globo varia a cada instante, en forma continua a
medida que se va inflando. En la gran mayoria de los fenédmenos fisicos y de
otros fendmenos estudiados por otras disciplinas, los cambios son continuos.
Esto quiere decir que cambian a cada instante. Para estudiar fendmenos de
este tipo no alcanza con calcular la razén de cambio promedio.

Si la velocidad de los cambios o la razén de cambio promedio es constante,
calcularla para cualquier intervalo nos permite saber lo que sucede en un
instante cualquiera.

En el ejemplo dado de la cantidad de calor h (en joules) que se necesita para
convertir un gramo de agua en vapor, en funcion de la temperatura t (en °C) de
la atmdsfera, obtuvimos que las razones de cambio promedio se mantienen
. 8 joules

constantes e igualesa - ———.

3 °C
Como no depende de At , podemos predecir cual sera la razén de cambio de la
cantidad de calor en intervalos de temperatura de cualquier amplitud o incluso
podemos saber cual es la variacion de la cantidad de calor para una
temperatura en particular. Por ejemplo, podemos asegurar que la razén de
cambio de la cantidad de calor cuando la temperatura es de 48° sera de
8 joules

3 °C

En los casos en que la razén de cambio promedio no es constante, el calculo en
un instante particular no es tan sencillo.

En el ejemplo de variacion del volumen del globo, ¢es posible calcular la
variacion del volumen cuando el radio es exactamente 2,5 m?

Si intentamos calcularlo con la férmula de razén de cambio media obtenemos:

AV Vo =V %7&,53 - 725’ 0 ,

== = obtenemos —. Se llega a esto debido a que
Ar ry —Iq 25-25 0

el instante inicial coincide con el final. Analizaremos qué sucede cerca de r =2,5.
La idea intuitiva es que si se toman intervalos cada vez mas pequefios, las
razones de cambio promedio se acercan cada vez mas a la razén de cambio

para un valor de r particular, en este caso, r = 2,5.

En la primera tabla, manteniendo rq fijo, en 2,5, daremos valores a rp de manera
tal que Ar sea cada vez mas pequefio.

En la segunda tabla, nos acercaremos a r = 2,5 por valores menores que él.

A medida que Ar se hace cada vez mas pequeno, las razones de cambio media

3
se acercan, o tienden a 78,539816%, que es el valor exacto parar = 2,5m.

La razon de cambio del volumen cuando el radio es de 2,5m, es el limite de las
razones de cambio promedio cuando Ar es infinitamente pequefo, o sea cuando
Ar — 0 . Este tipo de razon se llama razén de cambio instantanea.
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Definicién. Se llama razén de cambio instantanea de una funcién cuando x = x4

. fixq+Ax)—f(x . D
a: lim ( 1 ) ( 1).Tamblen se puede escribir lim ﬂ.
AX—0 AX Ax—0 AX

De aqui en adelante, para referirnos a la razéon de cambio instantanea, lo
haremos diciendo simplemente razén de cambio.

Nota. Para simplificar la notacion, se utiliza la letra h para designar al
incremento de la variable x. Es decir, h = Ax = xo — x1. De esta manera la razén

de cambio promedio de una funcion f en el intervalo [x1, xo] esta dado por

w y la razén de cambio instantanea de f en x = x4 esta dado por

h
lim f(xq+h)—f(xq) _
h—0 h
Problema

Un cuerpo se mueve sobre una linea recta de modo que la ley s(t) = 2t +
2 metros describe su posicion después de t segundos. Determine la razén
media de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo transcurrido
durante los primeros 5 segundos, en intervalos de un segundo de
amplitud. ¢Cual es la razéon de cambio del desplazamiento a los dos
segundos de iniciado el movimiento?

La razén de cambio media esta dada por As _ M

At Tty -ty
Intervalo Razén de cambio iCémo  se interpretan  estos
media resultados?

0<t<1 3(1)—3(0):2 m Esto significa que la razén de cambio
o 1-0 seg media del desplazamiento  con
1<t<?2 3(22):15(1): 2 srgg respecto al tiempo es 2%, es decir
s(3)—s(2) m que el movil recorre 2 metros por cada
2<t<3 35 2 seg segundo transcurrido. Esta razén de
cambio media nos da la velocidad

3<t<4 s(4)- 3(3): 2 M promedio del movil en cada intervalo.
4-3 seg En este ejemplo particular la velocidad
s(5)-s(4) . m es constante, por lo tanto se trata de

4stss 5-4 2 seg un movimiento rectilineo uniforme.

Otra forma de calcular la razén de cambio media, es trabajando con la ley que
define el movimiento.
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As _ sltz)=s(ty) _ slts +h)-sty)

Teniendo en cuenta que =— = = , Se obtiene:
At t, —t4 h

As 2ty +h)+2-(2t;+2) 2t +2h+2-2t1-2 2h_,

At h - h ~h 7

Este resultado que se obtiene al trabajar con la expresidon matematica que
define el movimiento, permite asegurar que la razén de cambio promedio se
mantiene constante y es independiente de la amplitud del intervalo de tiempo
que se considere.

También podemos obtener la razén de cambio media observando la grafica del
desplazamiento en funcién del tiempo:

I:m:I .
17 Como la razoén de cambio se
mantiene constante, para
10 cualquier valor de t, la razén
8 de cambio a los 2 segundos
4] también es de 21 .
seg
4 Esta razén de cambio es la
2 velocidad instantanea  del
. movil a los dos segundos.
Problema
Un cuerpo que es lanzado hacia arriba se mueve de modo que su
posicidon después de t segundos esta dada por la ley s(t) = —2t2 +12t+9
metros. Determine la razén media de cambio del desplazamiento con
respecto al tiempo transcurrido, durante los primeros 5 segundos, en
intervalos de 1 segundo de amplitud. ;Cual es la razén de cambio del
desplazamiento a los 2 segundos de iniciado el movimiento?
La razén de cambio media es 2S = M por lo tanto:
At to —t4
Intervalo Razén de cambio media
s(1)-s(0) m
=10
0<t<1 1= seg
s(2)-st)_s m
1<t<2 2-1 _6seg
s(3)-s(2)_, m
=2
2<t<3 3.2 seg
s(4)-s(3)_ , m
= —2 —_—
3<t<4 4-3 seg
s(5)-s(4)_ s m
4<t<S 5-4 seg
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Si trabajamos en forma analitica, la razén de cambio media es:
As sty +h)=slty) =2ty +h)* +12(ty +h)+9- (— 2t,2 +12t, +9)

At h h
As  —2t2 —4t;h—2h® +12t; +12h + 9+ 2t,2 —12t; -9
At h

2
As _ —4t4h—2h°" +12h _ h(- 4ty —2h+12):_4t1 Cohi12
At h h

Reemplazando los valores de t4 y h por los valores correspondientes en cada
intervalo, obtenemos:

Intervalo Razoén de cambio media
~4t1 - 2h + 12
0<t<1 —4.0—2.1+12:10%
1<t<2 _4-1—2-1+12=6%
2<t<3 —4.2—2_1+12:2%
3<t<4 —4.3—2_1+12:_2%
4<t<h —4.4—2.1+12:_6;:_g

En este ejemplo observamos que la
razon de cambio media, es decir, la
velocidad promedio, cambia en cada
intervalo. Los datos muestran que al
principio el cuerpo llevé una velocidad
mayor y a medida que se acerca a su
altura maxima, la velocidad disminuye.
¢(Es posible que su velocidad se
anule?

Después de alcanzar su altura
maxima, el cuerpo baja (velocidad
promedio negativa), primero con : :
menor y luego con mayor rapidez. e 5 tiseq)

Para calcular la razén de cambio instantanea a los dos segundos, debemos
calcular el limite de la razén de cambio media cuando At tiende a cero.

||'m0(—4t1 —2h +12) = —4t; +12. Reemplazando t{ por 2, obtenemos que la
At—

razon de cambio es 4. Es decir que a los dos segundos, la velocidad

instantanea del cuerpo es 4% .
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Si la funcion s(t) describe la posicion de un objeto con respecto al tiempo
transcurrido t, dicha funcién recibe el nombre de funcién posicién del objeto.
Como la velocidad promedio es el cociente entre el desplazamiento y el tiempo
empleado, la razén de cambio promedio en el intervalo desde t1 hasta t1 + At
indica la velocidad promedio en ese intervalo.
desplazamiento sty + At) - f(t4)

tiempo B At
La velocidad promedio no siempre es util para resolver ciertos problemas
fisicos. Si observamos el velocimetro de un auto, la aguja no permanece inmovil
mucho tiempo, es decir, la velocidad del auto va cambiando. El vehiculo tiene
una velocidad definida en cada momento. Esta velocidad se llama velocidad
instantanea y es el limite de la velocidad promedio cuando At — 0.

f(ty + At)—f(tq)

Por lo tanto, velocidad instantanea: vi(t1) = IimOT.
At—

Es decir, velocidad promedio: vp =

Ejemplo. Sea f(t) el nimero de individuos de una poblaciéon de animales o
plantas en el tiempo t. El cambio del tamafio de la poblacion entre los tiempos t4
y to es Af=1(t1) — f(to) de modo que la razén de cambio promedio, denominada
tasa promedio de crecimiento, durante el periodo t1 <t <ty es,

f(to )—flt
tasa promedio de crecimiento: AF = M

At to —t4
La razén de cambio instantanea, tasa instantanea de crecimiento, se obtiene

haciendo que At — 0 a partir de la tasa promedio,

. , . . Af
tasa instantanea de crecimiento: |lim —
At—0 At

No existe seguridad de que el limite +
exista ya que la funcién f(t) es una ;
funciéon escalonada y, por lo tanto ¢
discontinua, siempre que ocurre un

nacimiento o una muerte. Sin embargo, /J
podemos reemplazar la grafica por una e
curva suave de aproximacion. ey

.
-

EJERCICIOS
1) Las graficas muestran la posicion de dos particulas que se mueven sobre una

linea recta de manera diferente, sabiendo que el espacio recorrido se mide en
metros y el tiempo en segundos.
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i) ii) s(t}t =
sty z] R PRSP o =t R
R e S A Br---- - Sy R ARt Rt
F B s b Tt 7 YR R0 S R . S Y
o) SR S S S = Vg ] P S SN . R 1
oo S SR R J
3 "__'E'_"PI --_-E-_--_r--_-': 3_' --l-----I'-----:------\-----'l-- ":
] R e e 3 IRROR SDECEEOR o
L S St R R L A S ST R P ¥
2 2 s s v T 1z 3 4 8 B 1t

a) ¢ Cual es la velocidad media de la particula de la grafica i) cuando se
mueve de la posicién P a la posicién Q?

b) Encuentre la expresion que permite calcular la razéon media de cambio
del espacio recorrido con respecto al tiempo para la grafica i).

c) ¢, Cual es la velocidad de la particula de la grafica i) en cualquier punto?

d) Obtenga la velocidad media de la particula de la grafica ii) cuando se
mueve de la posicién P a la posicion Q,de QaRydeRa S.
2) Dada la grafica de la funcion y = f(x), encuentre:

a) f(0) b) f(1) ) f(3) d)(3) - f(1) L S

e) la razon de cambio medio de f(x) b S R .-—1

cuando x cambiade O a 1. Y S A e

f) la razén de cambio medio de f(x) ' ' ' '

. 5 i B I e |

cuando x cambia de 1 a 3. Al

d) la razéon de cambio medio de f(x) k P

) K] BEEEY SEPE R e EEEPH

cuando x cambia de 3 a 4. Y N O N

h) la razéon de cambio medio de f(x) 1 S
cuando x cambia de 0 a 4. . ' R
N

3) Una enfermera controla la temperatura de un paciente y registra los
resultados:

Horas 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Temperatura 37 37 |375| 38 (384 | 39 |395]| 39 38

a) ¢ Cual es el cambio de temperatura entre las 16 y las 17 horas, las 19y
las 21, las 21 y las 23 horas?

b) Trace la curva de fiebre del paciente.

c) Calcule las razones de cambio entre las 15 y las 23 horas en intervalos
de una hora.

d) Complete la tabla:

Temperatura Grafica Razén de cambio
Sube Creciente Positiva

Queda igual

Baja
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4) La velocidad en t = 1 segundos de una particula que se mueve sobre una
; 2
linea recta de acuerdo con la ley s(t) = 1,2t, s en metros y t en segundos, se

expresa como |im As _ 24" Esta expresion significa:
At—0 At seg
a) En la cercania de t = 1 la velocidad de la particula es de 2,4%.

b) La velocidad de la particula en t = 1 es exactamente 2,4;:—9.

c) La sucesiéon de velocidades medias muy cerca de t = 1, tanto por
derecha como por izquierda, se aproximan mucho a 2,4, y no lo exceden.
5) La posicién de una particula (en metros) sobre una recta horizontal esta

determinada por la funcién f(t) = —3t2 + 2t, t en segundos. Determine:

a) la velocidad promedio de la particula durante el tercer segundo (es
decir, entre t = 2 y t = 3). Durante ese intervalo de tiempo, ¢ la particula avanza o
retrocede?

b) una férmula que permita obtener la velocidad promedio de la particula
entretyt+ At

c) la velocidad instantanea de la particula en t = 3.

6) Se estima que dentro de t afios la poblacién de cierta comunidad suburbana
6

sera P(t) = 20 T miles de personas.

a) ¢ Cuanto cambiara la poblacién durante el segundo afo? (det=1 a
t=2). ¢ La poblacion sufrira un aumento o una disminucién?

b) ;A qué razén cambiara la poblacion durante el segundo afo?

c) Obtenga una férmula que permita obtener la razén de cambio
promedio de la poblacién con respecto al tiempo.

d) Obtenga una férmula que permita obtener la razén a la cual cambiara
la poblacion, con respecto al tiempo, dentro de t anos.

e) ¢ A qué razoén crecera la poblacion dentro de un afio?

f) ¢ A qué razoén crecera la poblacion dentro de nueve afios?

g) ¢Qué sucedera con la razén de crecimiento de la poblacién a largo
plazo?
7) Caida libre: Si dejamos caer una piedra hacia la tierra desde una altura de 35
metros, los experimentos de la fisica han llevado a obtener como modelo del

espacio recorrido por la piedra en t segundos la féormula: y(t) = 35 — %gtz,

donde g=9,8 M _ s la aceleracién de la gravedad.
2
seg

a) Encuentre la posicién de la piedra luego de 1 segundo de ser lanzada,
luego de 2 segundos y 2,5 segundos.

b) Calcule la velocidad media de la piedra para los intervalos de tiempo
[0, 1]y[1,2]

c) Grafique y(t). Marque Ay y At para los intervalos de tiempo [0, 1] y
[1, 2]. ¢ La piedra tiene siempre la misma velocidad? Explique.
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d) ;En qué instante llega la piedra al suelo?

e) Calcule la velocidad instantanea de la piedraent=1yent=2,5. ;Qué
podemos decir de la velocidad instantanea de la piedra a medida que se acerca
al suelo? ¢ Coincide esta conclusién con la intuicion?

8) La grafica muestra la variacién de la distancia s (en metros) que recorre un
proyectil respecto del tiempo t (en segundos).

S(ijL

2 _________________________

R, PR

L] R iRt T e L EEP LR PR

'] ________

U
R U [

&
*

05[-547----- ERRREEEE
1

tiseo)

[T]
-

Analizando la grafica, estime:

a) la velocidad media del proyectil entre el primer y cuarto segundo.

b) la velocidad media del proyectil entre el primer y tercer segundo.

c) la velocidad media del proyectil entret=1yt=2.

d) la velocidad del proyectil exactamente ent = 1.
9) En experimentos de laboratorio, se marco la raiz de una plantula de maiz y se
tomé una fotografia continua (con el obturador de la camara siempre abierto, la
pelicula avanzando y la luz débil y constante) que registré el crecimiento de la
raiz, obteniendo la informacion que se registra en la siguiente tabla (los datos
son aproximados):

t (horas) 0 |05 1 15| 2

Tamano (en cm) 3 |35 4 |45 5

a) Encuentre la ley que relaciona el crecimiento de la raiz con el tiempo
transcurrido. Grafique. ¢ Qué tipo de relacion existe entre las dos variables?

b) Investigue si hay algun intervalo de tiempo en el cual el crecimiento se
dé mas rapidamente.

c) Calcule la velocidad media de crecimiento en los intervalos [1; 1,5] y
[1,5; 2].

d) Determine la velocidad instantanea de crecimiento de la raiz en
cualquier instante.

e) ¢Qué relacion existe entre la variacion instantanea de crecimiento en
cualquier instante t y la velocidad media en cualquier intervalo?

RESPUESTAS
1)a) 1,5;2—9; b) A partir de la grafica se obtiene s(t) = %t , de ahi resulta:

3 3 3
s _ sltp)-slty) 2t2‘2“_2(t2_t1)=§-c)15i'
At tr —t4 to -ty ta -t 2’ ’

- seg’
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d) La velocidad media de la particula de la gréfica ii) cuando se mueve de la
m

posicién P a la posicién Q es 3-M deQaR es1-T1 ydeRaSes—1
seg seg seg

2)a) f(0) = 1; b) f(1) = 3; ¢) f(3) = 5; d) f(3) — f(1) = 2;

e) la razon de cambio medio de f(x) cuando x cambia de 0 a 1 es 2.

f) la razén de cambio medio de f(x) cuando x cambiade 1 a3 es 1.

g) la razén de cambio medio de f(x) cuando x cambia de 3 a 4 es 3.

h) la razén de cambio medio de f(x) cuando x cambia de 0 a 4 es 1,75.

3)a) El cambio de temperatura entre las 16 y las 17 horas fue 0,5°, entre las 19y
las 21 horas fue 1,1°, y entre las 21y las 23 horas fue de —1,5°.

b) La curva de fiebre del Ty

paciente es: 333
39,2
39
38,8
386
38,4
38,2
38
37,8
378
374
37,2
37

c)
Intervalo |15a16 |16a17 |17a18|18a19|19a20|20a21|{21a22|22a23
T = % 0 0,5 0,5 0,4 0,6 0,5 -0,5 -1
d) |Temperatura |Grafica Razén de cambio
Sube Creciente Positiva
Queda igual | Constante Cero
Baja Decreciente |Negativa
4) La expresion significa que la velocidad de la particula en t = 1 es exactamente
24-M_

seg
5)a)La velocidad promedio de la particula durante el tercer segundo es

_13% . La particula retrocede. b) La formula que permite obtener la velocidad

promedio de la particula entre t y t + At es vp = —6t-3At + 2. ¢) La velocidad
_m
seg
6) a) Durante el segundo afio la poblacion crecera 1000 individuos. b) La
poblacion crecera a razén de 1000 individuos por afo. ¢) La razén de cambio

instantanea de la particulaent=3 es -16
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promedio de la poblacién con respecto al tiempo, cuando el tiempo cambia de t
. L 6 : ~
+A I I .
at+ At, esta dada por la expresion I miles de personas por afo
d) La razén a la cual cambiara la poblacién, con respecto al tiempo, dentro de t
6
(t+1)?
estara creciendo a razén de 1500 personas por afo. f) Dentro de nueve afios la
poblacion estara creciendo a razén de 60 personas por afno. g) La razén de
crecimiento a largo plazo tiende a cero. Es decir que con el tiempo, la poblacion
tiende a estabilizarse.
7) a) y(1) =30,1m; y(2) = 15,4m; y(2,5) = 4,375m

b) La velocidad media de la piedra para el intervalo [0, 1] es v = —4,9% y la

afos es miles de personas por afo. e) Dentro de un afo la poblacion

velocidad media para el intervalo [1, 2] es v = —14,7;:—9 .

¢) La velocidad de la piedra cambia a 1

medida que transcurre el tiempo. Lo ﬁ?{ 35
podemos ver ya que recorre distancias 20,1
distintas en intervalos de igual amplitud.

d) La piedra llega al suelo
aproximadamente a los 2,67 segundos.

e) La velocidad instantanea de la piedra en 15,4

t=1 i(1) = -9,8 - t=25es vV
es vj(1) seg y en es v,

(2,5)=-245-"1 ‘ - : —
seg 1 i 3t

A medida que la piedra se acerca al suelo su velocidad aumenta, se observa en

los valores calculados y coincide con lo que pensamos en forma intuitiva.

8)a) %%; b) 0,3753%9; <) o,4%; d) 0,5%

-

9)a) T(t) = 3 + t, es una funcion de primer grado.

b) En todos los intervalos de tiempo la raiz tiene

el mismo crecimiento. O sea que es constante.

¢) La velocidad media en ambos intervalos es
cm

1 e

d) La velocidad de crecimiento es la misma en

T
(W)}

cualquier instante, 1 %

e) La velocidad de crecimiento en cualquier
instante y la velocidad media en cualquier
intervalo son iguales. ’ 05 1 185 2 1
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4.2 El problema de la recta tangente a una curva

En la geometria plana una recta es tangente a una circunferencia si la toca o
corta en un solo punto. Esta definicion, sin embargo, no es buena para otro tipo
de curvas.

(c)

(a) (b)
FI
o
K
FI
FI

En la grafica (a) se observa la tangente a una circunferencia en el punto P. En
(b) la recta interseca a la curva en un solo punto y sin embargo no es tangente y
en (c) la recta es tangente a la curva en el punto P aun cuando también la
interseca en los puntos Ry S.
Es importante definir matematicamente el concepto de recta tangente a una
curva en un punto para que sirva a cualquier curva, mas alla de la
circunferencia. Mostraremos una concepcién intuitiva de la tangente para
discutir mas adelante como determinar la pendiente de la recta tangente.

Consideremos un punto P y otro punto Q pertenecientes a la circunferencia y
tracemos la recta que pasa por P y por Q. Esta recta se llama recta secante.

recta
seCcante

Para pensar en una definicion diferente de
tangente consideremos la tangente a una
circunferencia en el punto P y la secante que
une el punto P con el punto Q.

recta
tangenta

Si se mueve el punto Q sobre la circunferencia hacia P, la recta secante se
mueve acercandose cada vez mas a la posicién de la tangente en P. Podemos
decir que las rectas secantes se aproximan a la tangente en tanto Q se
aproxima a P sobre la circunferencia.

Teniendo en cuenta esta idea estamos ahora en condiciones de definir la nocién
de tangente para aplicarla a curvas que no sean circunferencias.
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Si consideramos una curva en el
plano xy y un punto P de la misma
sblo nos resta conocer el valor de
la pendiente m de la recta
tangente en P ya que con la
pendiente y un punto estamos en
condiciones de dar la ecuacion de
una recta. Si Q es cualquier punto

'!I|'.l

s

sobre la curva distinto de P, la
recta que los une es una recta
secante.

Segun vimos, si el punto Q se
mueve sobre la grafica hacia P, la
recta se movera hacia una
posicion limite. La recta que ocupa
esa posicion limite es la que se
define como recta tangente a la
grafica en P.

recta secante

.
L

)

L

d /'/ posicidn limite: recta tangente

Debemos tener en cuenta que Q es un punto cualquiera de la curva y que

puede estar a uno u otro lado de P.
>

.

Fh

Fs

£

-

f(}{ﬂ'

rFs
-

Sea f(x) una funcién continua en el
punto P de abscisa x1.

Definiremos la pendiente de la recta
tangente a la grafica de f en el punto
P de coordenadas (x4, f(x1)).

Sea Q(xo, f(x2)) otro punto cualquiera
de la grafica. Si unimos P y Q
obtenemos una recta secante cuya
f(x2)—f(x4)

pendiente es m = .
X9 — X4
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También puede expresarse que la pendiente de la recta secante a la grafica de
_Af
f(x)es m= A

¢ Qué indica también este cociente?
Es la expresion de la razon de cambio promedio de f(x) con respecto a x, cuando

X cambia de x1 a xa.

Consideremos que P se mantiene fijjo y Q se mueve a lo largo de la curva,
acercandose a P. Esto equivale a decir que Ax — 0, ya que Xy estaria cada vez
mas proximo a x1.

La recta secante gira teniendo a P fijo y si tiene una posicién limite, ésta es la
recta tangente a f(x) en P. Luego la recta tangente tendra una pendiente dada

por lim m.
Ax—0

Si este limite no existe, el angulo de inclinacion de la recta tendera a % cuando

Ax — 0y la recta tangente sera la recta vertical x = x1.

Los siguientes graficos ilustran el significado del proceso “Ax — 0”.

vt Yt
y ="

v =T
{E5) ] SR

fl3eq Jq-meeees ¢

-
F's

F's
-
rFs
-

}{1 }{2 Ed }{1 X

Se visualiza claramente que a medida que el punto Q se aproxima al punto P
sobre la curva, la distancia entre sus abscisas (xo — x1) se hace cada vez menor.
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Y271 e a recta
X2 = X4

secante que ellos determinan. El proceso de aproximacion continia hasta que

practicamente la recta secante llega a la posicién de tangente en el punto P.

Tanto la recta secante como la recta tangente tienen como pendiente la tangente

trigonométrica del angulo de inclinacion a.

A medida que Q se acerca a P cambia la pendiente m =

vt

y="Tix)

F's
-
Fs
-

}{1 }{2 ® }{1 ®

- -

Podemos razonar de manera andloga si consideramos las siguientes graficas en
las que se ha utilizado la siguiente notacion: h = xo — xq y Af =f(x2) — f(x1).

-

Indicando el angulo de inclinacién:
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-

Definicion. Sea f(x) una funcion continua en el punto de abscisa x4, definida en
algun intervalo abierto | que contenga a x4. La recta tangente a la grafica de f en
el punto P(x1,f(x4)) es:

f h)-f
a) la recta que pasa por P de pendiente m = lim (X1 hl ) (X1) , Sieste

h—0

f (x4 +h)=f(xq)
h

limite existe.

no existe.

b) la recta vertical x =xq silim
h—0

¢, Qué indica también el resultado de este limite?

Es la definicién de razén de cambio instantanea de una funcién cuando x = x4.

A la razén de cambio instantanea de la funciéon en x = x4 también se la llama
derivada de f(x) en x = x4 y se la indica f '(x1).

4.3 Relacion entre razén de cambio promedio, razon de cambio
instantanea, recta secante y recta tangente.

Aprendizaje por descubrimiento

Actividad 1. Un cientifico encontrd que si calienta cierta sustancia, la temperatura
en grados centigrados luego de t minutos, estd dada por g(t) = o + 4t + 10,
donde 0 < t< 5. Encuentre:

a) la razén media de cambio de la temperatura durante el intervalo [1, 3]. Muestre
graficamente que dicha razén de cambio coincide con la pendiente de la recta
que une los puntos de abscisa 1 y 3 respectivamente.

b) la razén de cambio en t = 1,5. Muestre graficamente que dicha razén de
cambio coincide con la pendiente de la recta tangente a la curva en ese valor.

Actividad 2. El espacio recorrido (en metros) de una particula se expresa con la

ley s(t) = t2 — 6t + 10, donde t se mide en segundos.

a) Encuentre las velocidades promedio durante los siguientes intervalos:
i) [2; 3] i) [2,5; 3] iii) [3; 4] iv) [3; 3,9]
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b) Encuentre la velocidad instantanea en t = 3 segundos.

c) Grafique s(t) y trace las rectas cuyas pendientes sean las velocidades
promedio del inciso a) y la recta que pasa por t = 3 y cuya pendiente es la
velocidad instantanea del inciso b).

¢Qué relacion existe entre razon de cambio promedio, razén de cambio
instantanea, recta secante y recta tangente?

Compartimos nuestras respuestas.

'_|||' Fe
Actividad 1. La razéon de cambio ®
promedio se obtiene calculando: L R
9(3)-a(1)_40-16 _,,°C

3-1 2 min
Esto significa que al pasar desdet=1 a
t = 3, la temperatura aumenta a razon
de 12°C por minuto.
En la grafica se observa que la
pendiente de la recta secante que une
los puntos de abscisa 1y 3 es 12.

L R

Fe
-

[FLF gy
—

La razén de cambio es:
i g(15+h)-g(1,5) im 2015 +h)® +4(15+h)+10-2.15% -4.15-10 _

h—0 h h—0 h
i 2152 +4.15h+2h% +6+4h +10-2.15% ~4.15-10 _
h—0 h
2 2
_lim Sh+20% £4h _ o 10h+20® _ o h(0+20) o (2h +10) =10
h—0 h h—0 h h—0 h—0

1 ¥ = o(t)
Esto significa que la razon de
cambio de la temperatura al minuto

y medio es de 10° por minuto.
204

Si graficamos la funcién y la recta
tangente en x = 1,5 se observa que

su pendiente es 10.
10,5

-
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Actividad 2. Las velocidades promedio pedidas son:

oo s(3)-s(2) 1-2 . m oo s(3)-s(25) 1-125 . m
Vo =32 =7 "Tseg ™ ="3725 ~ 05 = Pseg
Lo s(4)-s(8) _2-1_, m . _s(85)-s(3) _125-1_ . m
i) vp = =55 =74 _1seg ) Vp = 35-3 05 _O’Sseg
La velocidad instantanea en t = 3 resulta:
2
vi(3) = lim s(@+h)-s(3)_ i (3+h) —6(3+h)+10—(32—6.3+10)
h—0 h h—0 h
2 2 2 2
vi(3)= lim 32+23h+h* ~18-6n+10-3%+6.3-10 _ ;) 6h+h? —6h
h—0 h h—0 h
vi (3) = im ME+h=6) 6 h 6= timh=0

h—0 h h—0 h—0

La velocidad instantanea a los tres segundos es 0 srg_g . En ese instante el mévil

esta en reposo.

c) Para representar graficamente s(t), completamos cuadrados obteniendo
s(t) = (t—3)% + 1.

Debemos representar ademas cuatro rectas tales que sus pendientes sean las
velocidades promedio obtenidas en el punto a).

Cada una de las rectas debe pasar por los puntos cuyas abscisas son los
extremos de cada intervalo. Por ejemplo en el primer caso, la recta pasa por los
puntos de abscisa 2 y 3. Reemplazando en s(t) para encontrar sus ordenadas
obtenemos quesit=2,y=2,ysit=3,y=1.

Por lo tanto los puntos (2, 2) y (3, 1) pertenecen a la recta secante buscada.

. -1 -
Encontramos la ecuacion de la recta: rq : y_1 = % Sy=-t+4.
Observemos que la pendiente es —1, el mismo resultado que obtuvimos en i).

De la misma forma podemos obtener
las ecuaciones de las otras rectas

secantes r 'y——lt+§'
S 2 2’

1 1

rg:y=t—-2; rg:y=—t——.
3:y 4:Y 575

La ecuacién de la recta tangente que
pasa por el punto de abscisa 3y cuya
pendiente es la velocidad instantanea

delincisob)esrs:y=1.

Fs

ML
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Al resolver las dos actividades observamos que las pendientes de las rectas
secantes y tangente son, respectivamente, las interpretaciones geométricas de
las razones de cambio media e instantanea analizadas anteriormente.

Como resumen de estos conceptos analizados, se presenta la siguiente tabla.

Cantidad Interpretacion algebraica Interpretacion geométrica
Razdn de cambio Pendiente de la recta
f(x;+h)-f(x4) |promediodefdex=xqa secante por
h X=xq+h (x1, f(x1)) y (x1+ h, f(x1 + h)).
f (x1 n h)— f (x1) Razoén de cambio Pendiente de la recta
Airrg) h instantanea de f en tangente a la grafica de f en
N
X =X1 (x1, f(x1)).

Definicion. Se llama recta normal a la grafica de una funcién en un punto a la
recta perpendicular a la recta tangente en ese punto.

Ejemplo. Determine la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva definida
por f(x) = x~ — 3x — 4 en el punto de abscisa 2.

La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa 2 se calcula
resolviendo el siguiente limite:

f2h)—T(2) [(2+h)2 —3(2+h)—4J—[22 —3.2-4}

m= lim ~=——22=/ — |im
h—0 h h—0 h
2
o _lim 4+4h+h®-6-3h-4-4+6+4 _ h(4+h—3)_1 = ome
h—0 h h—0 h

La recta tangente tiene pendiente 1 y pasa por el punto (2, f(2)) = (2, —-6). Su
ecuaciones: t:y—(-6)=1.(x-2) = y+6=x-2 = t: y=x-8.

La recta normal es perpendicular a la recta tangente en el mismo punto. En
consecuencia su pendiente es —1 y su ecuacion resulta:

n:y—(-6)=-1.(x-2) = y+6=—x+2 = n:y=-—x-4

4
\ 1 /¥=f{}€}

}{r

—————— ———— =
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Ejemplo: La funcién definida graficamente representa la cantidad de personas
infectadas con una enfermedad en cierta ciudad después de t semanas.
a) Trace la recta tangente a la Pt
curva en los puntos de abscisas 00k ----- L L ! !
t=1,t=2,t=3yt=4. ! ! !
b) Estime las razones de ! ! !
. ) 200

cambio instantaneas, o sea las
tasas de variaciéon de cantidad

. 100
de personas infectadas, luego
de 1, 2, 3y 4 semanas.

Fl
bl

k- - -

b) Graficamente las razones de cambio instantaneas después de 1, 2, 3 y 4
semanas representan la pendiente de la recta tangente alacurvaent=1, t=2
t=3yt=4.

Ent=1y t=3latangente es horizontal por lo que la pendiente es cero y la razén
de cambio es nula en dichos instantes.

Pah.
Ent=2yt=4 es posible ! ! ! '
. . 3o0F----- d------ L----- -
estimar el valor de la pendiente ! ! !
analizando la variacion ! ! !
. . 200
horizontal y vertical.
En t = 2 la pendiente es 4
aproximadamente —100 y en

t=4 es 300.

rFs

o ---

-

Podemos afirmar que la razén de cambio en t = 2 es de —100 personas infectadas
por semanay en t =4 es de 300 personas por semana.

EJERCICIOS

1) Obtenga, a partir de la grafica, la pendiente y la ecuacion de la recta tangente a
las siguientes curvas en el punto indicado:
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b)
i v SN SO S ]
[ —
‘ AT I vl EI\ I

2) a) Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = x2 —2en

el punto de abscisa x = 1.
b) Represente la funcion y la recta obtenida.

3) Determine la ecuacion de las rectas tangente y normal a la grafica de la funcion

y = % en el punto de abscisa x = 2.

RESPUESTAS
1)a) La pendiente es m = 3 y la recta tangente y = 3x.
b) La pendiente es m =0 y la recta tangente y = 1.

2)a)ri:y=2x-3 b)

T\

3)rt:y:—%x+2 ;i rpiy=2x—-3

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 RAZONES DE CAMBIO. 4.2 EL
PROBLEMA DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA. 4.3 RELACION
ENTRE RAZON DE CAMBIO PROMEDIO, RAZON DE CAMBIO
INSTANTANEA, RECTA SECANTE Y RECTA TANGENTE

1) Sea la funcion f(x) = -x* + 3.

a) Halle la razén de cambio promedio cuando x cambia de xg =1 a xq = 2.
Determine la ecuacion de la recta secante que une los puntos de abscisas xg = 1
y X1 = 2. 4 Qué puede observar?
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b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica en xg = 1.

c) Grafique la funcién, la recta secante y la recta tangente.
2) Sea la funcion g(x) = x3

a) Encuentre la razén de cambio promedio de la funcién cuando x cambia
desde xg = -3 a xq = —2. Determine que dicha razén de cambio coincide con la
pendiente de la recta secante que une los puntos de abscisa xg = -3 y xq = -2.
Halle la ecuacion de la recta secante.

b) Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en
el punto de abscisa xg = -2.

c) Grafique la funcién, la recta secante y la recta tangente.
3) Halle la razén de cambio media de la funcién dada en el intervalo indicado.
Calcule la razén instantanea de cambio en los extremos del intervalo [xg, x1].

Funcién Intervalo [xg, X1]
a) f(x) = —2x +3 [-2, -1]
b) | fx)=x*—1 [0, 1]

4) Determine la ecuacion de la recta secante a cada una de las funciones del
ejercicio anterior que une los extremos del intervalo considerado y la recta
tangente en cada uno de los extremos del intervalo.

4.4 Concepto de derivada

En las secciones anteriores se definio la razén de cambio instantdnea como un
limite de la forma Iim f(x1 +h)—f(x1)
h—0 h

numerosas aplicaciones en las ciencias naturales, sociales y en las ingenierias.
En economia, el costo marginal, ingreso marginal o beneficio marginal, en fisica,
velocidad (si la funcién original representa el espacio recorrido). En quimica, la
razén de cambio en la concentracién de un reactivo con respecto al tiempo,
llamada velocidad de reaccion. En biologia, la razén de cambio de una colonia
de bacterias con respecto al tiempo.

También se analizé que ese limite da la pendiente de la recta tangente a una

curva de ecuacion y = f(x) en un punto de abscisa x = x1.

Dada la frecuencia con que aparecen estos limites, se les asigna un nombre y
una notacion especiales, surgiendo el concepto de derivada.

El concepto de derivada se origina a mediados del siglo XVII cuando el
matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) intenté obtener maximos y
minimos de ciertas funciones.

. La razén de cambio instantanea tiene

Definicion. Se llama derivada de la funcién y = f(x) en el punto de abscisa x = x4

fxq + hh)_ fx1) , siempre que este limite

y se indica con f'(x1) a f'(x,) = lim
h—0

exista.
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El numerador f(x1 + h) — f(x1) representa el incremento de la funcién al pasar la
variable independiente de x4 a x1 + h y se indica Af=1f(xq + h) —f(xq).
Analogamente h = (x4 + h) — x4 = Ax representa el incremento de la variable
independiente.

Teniendo en cuenta esto, la derivada se puede indicar f '(x4) = Iim Af donde
Ax—0 AX

ﬁ—i recibe el nombre de cociente incremental.

¥t iy = ()
fx b

Por lo tanto, la derivada puede interpretarse de varias maneras, dos de las cuales
son:

a) La derivada da la razén de cambio instantanea de y = f(x) con respecto a x.

b) La derivada da la pendiente de la grafica de f(x) en cualquier punto.

Si la derivada se evalGa en x = x4, entonces f '(x1) es la pendiente de la recta
tangente a la curva en el punto (x4, f(x1)).

4.5 Funcion derivada

Dada una funcion y = f(x), si se calcula la derivada en cada punto x de su
dominio, el conjunto de valores obtenido, define una funciéon de x que se llama
funcién derivada.

Dada la funcién y = f(x) se llama funcién derivada

de fy se simboliza y' = f'(x) a la funcién que a cada f
valor de x le hace corresponder su derivada.

Si cambiamos en la ecuacién anterior x4 por la

variable x se obtiene:

£'(x) = lim flx+h)~f(x)

siempre que este limite exista.
h—0 h

El dominio de f ' es el conjunto de nimeros reales del dominio de f para los cuales
existe el limite del cociente incremental.
Si f '(x) existe, decimos que f tiene derivada o que es derivable en x.
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El proceso para obtener la funcion f ' a partir de la funcion f se llama derivacion.

Notaciones. Usando la notacion tradicional de una funcién y = f(x) donde x es la
variable independiente e y es la variable dependiente, algunas notaciones

W_df_p,fx)

comunes para la derivada son: y' =f'(x ) = " dx

El simbolo g—i que fue introducido por el matematico aleman Gottfried Wilhelm

Leibniz (1646—1716) no debe considerarse, por ahora, como una razén. Recibe el
nombre de notacidn de Leibniz y tiene la ventaja de ofrecer un modo sencillo de
recordar férmulas importantes del céalculo.
La definicion de derivada usando la notacion de Leibniz resulta:

dy _im A

dx  Ax—0 Ax
Si deseamos calcular el valor de la derivada en un punto de abscisa x = X4,
usamos la notacion:

. ' dy
y ‘X‘] :f (X1) 0 & X=X
Ejemplo. Determine la derivada de cada una de las siguientes funciones y
determine el dominio de ambas funciones.

a) f(x) = 3x° + 1 b) g(x) :% c) m(x) = 3/x

f(x +h)—f(x)
h

a) Teniendo en cuenta la definicién f '(x) = lim , la derivada de la

h—-0
funcién dada resulta:

[3(x h)?+ 1} - [3x2 ; 1}

f'(x)= lim
() h—0 h
2 2 2
£ = 1im 3X° £ 6xh+30% +1-3x® -1 _ o hex+3n) o
h—0 h h—0 h

Por lo tanto, f'(x) = 6x.
El dominio de la funcién f y el de su derivada es el conjunto de los numeros
reales.

1 1 X—(x+h) —h
' . 2(x+h) 2x . 2(x+h)x . 2(x+h)x |, -1
b)g(x)=lim ———— = |im ————— = |im =lim
VoL = = oo R hs0 h o hs2(x+h)x
g'(x) :_—12. El dominio de la funcion y el de su derivada es el conjunto de los
2x

numeros reales excepto el 0.
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m3\/x+h—3\/; 34X +h =34x 34x+h+3x

C)m(X): f!l—>0 h :rli—% h .31/X+h +3\/;
m'(x)= lim (3'X+h)2 _(3&)2 = lim oh __9 _ 3
>0 hi3yVx+h+3yx) ho0hBVx+h+3Jx) 6Jx  2Jx

.. .y . + . .1 .
El dominio de la funcion m es el conjunto Ry . El dominio de la funcién derivada

. +
es el conjunto R .

Problema
Encuentre la velocidad con que varia el area de un circulo con respecto al
radio, para cualquier valor del radio y especificamente cuando el radio mide
2 cm.

El area de un circulo es A =f(r) = Tcr2 . A medida que el radio aumenta, el valor del
area también aumenta.
La derivada de la funcion A = f(r) = mr° es

2 2 2
n(r+h)2—nr2 n(r +2rh+h )—nr

f'(r)= lim = lim =
") h—0 h h—0 h
2 2 2
_ i AT +2nthenh o o hQ@arech) o
h—0 h h—0 h h—0

Por lo tanto, f '(r) = 2nr.

Esta derivada indica la velocidad con que varia el area del circulo con respecto al
radio, para cualquier valor del radio.

Cuando el radio es de 2 cm, f'(2) =21 .2 = 4.

Esto significa que cuando el radio es de 2 cm, la tasa instantanea de variacién del

. , 2 s .
area del circulo es 4t cm™ por cada cm de variacion del radio.

EJERCICIOS

1) Calcule la derivada de las siguientes funciones.

a)f(x)=5 b) f(x) = 4x c)f(x)=1- x° d) f(x) = ﬁ
2) Halle la derivada de las siguientes funciones en el punto indicado.

a) f(x) = 2x -1 enxg=1

b) f(x) = 2x2 +X enxg=-2

c)f(x)=m enxg=12

3) Analice para qué funciones se verifica que su derivada en x = Xg es nula.
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a) b)
b b
i = Ti) :
! /Ng(}{j
) xID T * QD Ny
c) d)
kil Y1
—]
=iy
= oo y=1ii
¥ X N x4 p
4) ; En qué graficas se cumple que f '(x) < 0?
a) b) c) d)
':II'JL YJL ,:II,‘.I ':lll“'

—f
= N Y = 160

Fl 5
¥ L

* | = flx]

- - b

o

=
]
—
o
po—
r
1
4
w

5) Dada la grafica de la funcién y = f(x), ordene YT y=1flx)
los siguientes numeros en forma creciente.

9'(-2), g'(-1,5), 9'(-0,5), ¢'(1). g'©3)
Explique su razonamiento.

re

5 ) NPE X

RESPUESTAS

1)a) f'(x) =0 b) f'(x)=4 c)f'(x)= —2x d)f'x)= —— 5
x—1)

2)a) 2 b) -7 q%

3) La derivada de la funcion en x = xg es nula en a) y b).
4)f'(x)<0enb).
5)g'(-0,5); g'(-1,5); g'(1); d'(=2); ¢'(3). Trazando aproximadamente la recta
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tangente a la funcion en los puntos pedidos se puede observar sus pendientes y
estimar sus valores.

Actividades de reflexion. Sea s(t) la funcién que describe la posicion de un movil
en cualquier instante t.

1) Si la grafica es una recta, (s(t) = mt + h) el movimiento es rectilineo y
uniforme. Su velocidad es constante y vale m.

e Si la recta es horizontal la posicion del moévil no varia. EI mévil esta quieto,
su velocidad es nula (la pendiente vale cero).

e Una recta de pendiente positiva indica que el moévil avanza (velocidad
positiva).

e Si la pendiente es negativa, el mévil retrocede (velocidad negativa), con
respecto al sentido adoptado para el camino.

Sl:t:l Fy Sl:.t:IJL S |:t:|‘L
sitl=mt+h

sitl=mt+h st =mt+h

rFs
r
Fs
-
rFs
-

m=10 =0 =0

2) Supongamos que estamos en presencia de un movimiento rectilineo variado
o no uniforme (la velocidad no es constante). La grafica de la funcién que
describe ese movimiento es, por ejemplo, la curva:

st

rs

ty oty ty 14 te tg tr t

La pendiente de la recta tangente en cada punto es la velocidad instantanea en
el instante indicado por la abscisa del punto. Si observamos la figura, la

velocidad instantanea es 0 en los instantes to y t4; es negativa en cualquier

instante anterior a ty (por ejemplo t1) o posterior a t4 (tg) y es positiva en

cualquier instante comprendido entre to y t4 (por ejemplo t3). El movil estaba
158



El Calculo Diferencial

retrocediendo antes de to, alli se detuvo para comenzar a avanzar hasta t4,
instante en el que se detuvo otra vez para comenzar a retroceder.

Cuando se estudia el movimiento rectilineo puede considerarse que el objeto se
desplaza a lo largo de un eje de coordenadas. La posicidon del objeto desde el
origen en los ejes es una funcion del tiempo t y generalmente se representa
como s(t). La razén de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo es la
velocidad v(t) del objeto.

Expresada como derivada, la velocidad es v(t) = % cuando esta derivada
existe.

e Si v(t) > 0, se dice que el objeto esta avanzando y si v(t) < 0, esta

retrocediendo.

e Siv(t) = 0 el objeto no avanza ni retrocede.

Podemos representar mediante un diagrama el movimiento rectilineo.
Awanzando

( Retrocediendo

Avanzando

4 3
T T T L

En el caso en que v(t) > 0 en un intervalo [t1, tp], el objeto se mueve en
direccioén positiva, de modo que el desplazamiento s(tp) — s(t1) coincide con la
distancia recorrida por el objeto.

Si v(t) < 0 en un intervalo [t4, t2], el objeto se mueve en direccion negativa y el
desplazamiento s(to) — s(t1) es el negativo de la distancia recorrida por el objeto.
Si v(t) asume valores tanto positivos como negativos durante el intervalo de

tiempo [t4, to], el mévil se mueve hacia adelante y hacia atras y para determinar
la distancia total recorrida deben sumarse las distancias recorridas en cada
sentido.

Problema
La siguiente grafica muestra la posicion de un movil durante un recorrido
de 15 minutos.
4+ 5 (en km)
E ...........................
3y .
) 3 B 9 12 15  t{enminutos)
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g . . . km
Esboce la grafica de su correspondiente funcion velocidad (en — ).
min
Desde cero hasta los tres minutos, la grafica corresponde a un segmento de
recta y = mx + h. El movimiento es rectilineo uniforme, significa que el movil
tiene velocidad constante y como la pendiente es positiva, el mévil avanza, por
lo que la velocidad es positiva. Como recorrié 3 km en 3 minutos podemos decir

que la velocidad es 1 k_m .
min

Desde los tres hasta los nueve minutos el movil esta quieto, ya que el espacio
recorrido no varia. La velocidad es nula.

Desde el minuto nueve hasta el quince, el mévil avanza nuevamente con un
movimiento rectilineo y uniforme. El mévil recorre 3 km en 6 minutos y la

velocidad es 0,5 k_m .

min
Si representamos graficamente las conclusiones anteriores:
. I{m
v(en ﬁj
11—
05 ---t------- —
“ ol 3 8 @ 12 15 tenminutos)

No hay informacion sobre lo que ocurre en los extremos de los intervalos. La
grafica es solo una de las posibles respuestas, la que corresponde a considerar
que el moévil se mueve hasta los 3 minutos, incluido el mismo, y desde los 9
minutos, también incluido ese instante.

Problema

La funcion representada graficamente describe la velocidad en % de
un movil durante un trayecto de 15 minutos. Esboce la grafica de la
funcién que describe la posicién en funcién del tiempo.

n"-"I:Enrl:Tn:lj
N —

2

rFs

(757 R
fas!
[}
-
bt

15 t{en minutos)
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Desde cero hasta el minuto tres, el movil se mueve con velocidad constante de

3k—r,n, por lo tanto avanza con un movimiento rectilineo y uniforme. A los tres
min

minutos habra recorrido 9 km. Desde los tres hasta los doce minutos, la
velocidad es nula, eso significa que el moévil esta quieto. En los ultimos tres
minutos la velocidad es negativa, por lo tanto el mévil retrocede, también con
movimiento rectilineo y uniforme. Como el valor absoluto de la velocidad es 1
k_m , en los tres minutos el moévil retrocede 3 km.

Teniendo en cuenta esta informacion es posible bosquejar una grafica que
describe la posicion del movil en funcién del tiempo. No hay informacién sobre la
posicion inicial, asi que la respuesta no es unica. Considerando, por ejemplo,
que la posicion inicial del moévil es s = 0, resulta:

4+ s(en km)
9 1 1
o DEN S A L
a /o i
) 2 6 8 12 15 tenminutos)

Problema

La posicion de un objeto en movimiento rectilineo variado esta dada por la
funcion s(t) = ’(3 — 12t + 2, donde t se mide en segundos y s(t) en metros.
a) Determine la velocidad del objeto en cada instante t.

b) Halle en qué instantes se detiene el movil.

c) Analice su movimiento entre los instantes t=0y t=3.

d) Encuentre la posicién de la particulaent=0,t=2y t =3y dibuje un
diagrama que represente el movimiento de la particula para 0 <t < 3.

e) Calcule la distancia total recorrida por la particula en ese intervalo.

a) La velocidad con que se mueve el objeto en cada instante t esta dada por la
derivada de la funcién que describe la posicion del objeto:
strh)-st) _ . (t+n)° —12(t+h)+2 -1 +12t-2

=i
h—0 h

v(t) =s'(t) = mo

3 a2 2 .3 3
v(t)=s'(t) = lim L+3t°h+3th” +h” —12t—12h—t" + 12t
h—0 h

v(t) =s'(t) = lim 3t°h+3ih’ +h’ ~120 _ (3t2 1 3th+h’ —12) =3t% 12
h—0 h h—0

La velocidad del mévil en cada instante t del movimiento es v(t) = 3t2 -12.

b) Si el mévil se detiene, su velocidad v(t) = 0.

Entonces: 3t° — 12=0 = 3=12 = t°=4 = t=42

A los dos segundos de iniciado el movimiento, el objeto se detiene.
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c) Sabemos que en el instante t = 2 el movil esta detenido. En cualquier otro
instante el mévil avanza o retrocede.

Si la velocidad es positiva el moévil avanza, si es negativa, retrocede.
Analizamos los signos de v(t) en los intervalos que determina t = 2.

Si se tiene en cuenta que v(t) = 3t2 -12 = v(t)= 3(t-2). (t+ 2), resulta:

O0<t< 2 2<t<3
3(t-2) - +
(t+2) + +
Vi) =3(t-2).((t+ 2) - +

El mévil retrocede cuando 0 < t < 2 y avanza cuando 2 <t < 3.

d) Para encontrar la posicion de la particula en los instantes pedidos, debemos
evaluar s(t) para los valores de t dados.

s(0) =2, en t =0 la particular se encuentra dos metros a la derecha del punto de
referencia s = 0.

s(2) = —14 y s(3) = —7. El resultado negativo significa que la posicion de la
particula es a la izquierda del punto de referencia s = 0.

Lwanza

Retrocede .
s s T gl
=14 -7 1] 2

b
L

e) Por lo analizado en los incisos c¢) y d), el objeto se mueve en distintos
sentidos, por lo que se deben calcular por separado las distancias recorridas
durante los periodos [0, 2]y [2, 3].

El desplazamiento del objeto para 0 <t <2 es s(2) — s(0) = -14 -2 = —16. Este
resultado significa que en t = 2 el objeto se encuentra 16 metros mas a la
izquierda que en t = 0. La distancia recorrida por el objeto en ese intervalo es 16
metros.

La distancia recorrida para 2 <t < 3 coincide con el desplazamiento y es:

s(3) — s(2) = -7 —(-14) = 7 metros.

La distancia total recorrida en los primeros tres segundos es 16 + 7 = 23 metros.

EJERCICIOS

1) Un objeto se desplaza de tal manera que su posicidon (en metros) desde el
inicio del movimiento esta dada por s(t) = t2 + 5t es el tiempo en segundos. Halle

la velocidad promedio durante la primera hora y la velocidad a los 10 segundos.
2) Las funciones representadas graficamente describen la posiciéon de un mévil
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en un trayecto de 5 minutos. Esboce las graficas de sus correspondientes

funciones velocidad (en kTm .
a) b)
kIm 4 kT 4
4

3 3

2 -

1 — 1

1 2 3 4 5 tenminutos)

3) Las funciones representadas graficamente representan la velocidad (en

4 5

tten minutos)

km

durante un trayecto de cinco minutos. Esboce las graficas de las funciones

posicidn correspondientes.

a) b)
vel. + kVEL“
km
) S
B0 * BOf---mmmmm e e —
a0 : : ;
40 i ¢ P
30 b 30 i L
20 i i 15 i o
" | ’ i u
‘ T2 3 4 5 1 ¥ 1z 3 4 5 t
(en minutos) - {en minutos)
RESPUESTAS

1) La velocidad promedio durante la primer hora es 3605%. La velocidad a

los 10 segundos es de 25-M_
seg

2)a) b)

kwel.“ kvEI.“

K i

S3 )
Bp-------mmmmmmmoe- ¢ 120 -=mmmmmmmmmmmme e —
a0 i E 100 P
40 i : a0 P
s ; B0 P
20 Lo : o— i
10 P : 20 oo

‘ — A —s

1 2 3 4 5§t T 2 3 4 5t
(en minutos) (en minutos)
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3)a) b)
ki T krr 4+
) TP ST 3

T p 3 ,
S : : : 15 : /,-7"

1 : Lo i R

rFs

b
L

rF's
-

1 2 3 4 5 1 1 2 3 4 5 1
+ fen minutos) A fen minutos)

4.6 Derivadas laterales

Al definir derivada como el limite del cociente incremental, no se tuvo en cuenta
si Ax es positivo 0 negativo, por lo tanto interpretamos que la definicion es valida
cualquiera sea el incremento. Sin embargo algunas veces es necesario

especificar si x se aproxima a xq tomando valores menores o mayores que Xq.
Es posible definir dos tipos de derivadas laterales, una por izquierda y otra por
derecha.
Definicién. Si la funcion f esta definida en x4, entonces la derivada lateral por la
izquierda de f en x4, denotada por f (x{), es:
' ' f h)-f

fhi)e im 2 o) = im =) o of timite.

- AX hes0— h

Ax—0 -

Definicién. Si la funcion f esta definida en x4, entonces la derivada lateral por la
derecha de f en x4, denotada por f (XT) es:

f'(x+) = lim 4y =N f'(x+) = lim w , si existe el limite.
1 AX—)0+ AX 1 h—)0+ h

Si las derivadas laterales no son iguales en x4 la derivada no existe en x1.

4.7 Derivabilidad y continuidad

La derivabilidad de una funcién en un punto y la continuidad de la funcién en
dicho punto estan relacionadas. En los siguientes ejemplos se puede observar
dicha relacion.

2 .
Ejemplo. Analice la derivabilidad de la funcion f: R — R/ f(x) = {X si x<1

X si x>1
enx=1.

La funcion es continua en x = 1.
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Si construimos la grafica de la funcion
observamos que en x = 1 las derivadas
por izquierda y por derecha son
distintas. Las pendientes de las rectas
tangentes por derecha y por izquierda
no toman el mismo valor. Por lo tanto la
funcién no es derivable en x = 1.

-

Analiticamente es posible llegar a las mismas conclusiones.
Como la funcion esta definida por tramos y cambia su expresion en x = 1, en
ese punto debemos considerar las derivadas laterales.

v — 2_
') = tim feh)-f(1) _ | (1+h)* -1
h—0" Ax—0"
v 2 2
f (1—): lim 1“+2.1h+h —1= lim h(2+h)=2
Ax—0" h AX—0 h

Porlotanto f (17)=2.
Este valor es la derivada lateral por izquierda e indica que la recta tangente por
izquierda de 1 tiene pendiente 2.
La derivada lateral por derecha en x= 1 se obtiene resolviendo:
£ A"y = lim fO+h)=f0) _ oy 1xh=1_y £'(1%) = 1
h—0" h—0"
Este valor es la derivada lateral por derecha e indica que la recta tangente a la
grafica de la funcion en x = 1 por derecha tiene pendiente 1.
Al no coincidir las derivadas laterales concluimos que la funcién no es derivable
enx=1.
La funcién dada es continua en x = 1 pero no es derivable en dicho punto.

Ejemplo. Considere la funcion f(x) = Ix y analice la existencia de la derivada en
x=0.

La funcion f(x) = ¥x es continua para LA
todo x que pertenece a R. Su grafica ¥ =T}
es:

‘/ 1 r

Al intentar trazar la recta tangente en x = 0, vemos que si existe.

—
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l!lll“
Al ir trazando rectas secantes por

derecha y por izquierda de x = 0, estas
rectas se aproximan a una recta vertical
de ecuacién x = 0, que coincide, en
1 « este caso, con el eje de ordenadas.

1 =10

r

Fe

Por lo tanto la funcién y:3x no es
derivable en x = 0.

En los ejemplos anteriores se puede observar que la continuidad no implica la
derivabilidad en el punto. Sin embargo, la derivabilidad implica continuidad como
se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema. Si una funcidn es derivable en xg entonces es continua en xg.
Simbolicamente: f(x) derivable = f(x) continua

Hipotesis: f(x) es derivable en xg.
Tesis: f(x) es continua en xg.
Demostracion: Si y = f(x) es derivable en xg, existe f(xg) ya que esta hipétesis

garantiza la existencia de f '(xo)z ﬁi%W'
—

Escribimos f(xg + h) =f(xg + h) — f(xg) + f(xg)
Sih+0= fixg+h) — [0 th)=flxo) +hh)_f(X0).h+f(xO)
Si aplicamos limite a ambos miembros resulta:

w. lim h+ lim f(xq )

lim f(xq +h)= lim
h—0 h—0 h—0 h—0

lim f(xg +h)=f (xg )0+ lim f
h'_rpo (Xo+ ) (Xo) +h'_% (Xo)

Como lim f(xq)=f(xq), entonces: lim f(xg +h)="f(xy). Luego, y = f(x) es
h—0 h—0

continua en x = Xxq.

Observacion. No vale el reciproco, es decir que una funcion sea continua en un
punto no implica necesariamente que sea derivable (como se analizé en los
ejemplos anteriores).

Si es valido el contrarreciproco: si una funciéon no es continua en un punto
entonces no es derivable en dicho punto.
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Ejemplo. Analice la derivabilidad de la ¥
funcién definida graficamente.
=T
La funcion definida graficamente no es
continua en x = 2, por lo tanto no es
derivable en ese punto. t

-

¢ En qué puntos una funcién no es derivable?

e Si una funcién no es continua en un punto entonces no es derivable en
dicho punto. Una funcién que presenta una discontinuidad (de cualquier tipo)
en un punto, no es derivable en ese punto.

e Si la grafica de una funcion tiene esquinas o puntos pico, la grafica de f no
tiene tangente en esos puntos ya que las derivadas laterales son distintas.

e Una tercera posibilidad es que la curva tenga recta tangente en un punto
pero que sea vertical. En ese caso no existe la derivada en ese punto.

Como resumen se muestran algunos ejemplos graficos donde la funcién no es

derivable en el punto xg.
1

3o 1

s

'
'
'
'
'
'
1
*+
- / -

La funcion no es continua en xg. A Si bien el punto xg € Ds la funcién no

pesar de que xg pertenece al dominio €S continua en él. La grafica no tiene
no existe la tangente en ese punto. recta tangente en (xg, f(xp)).

No existe f '(xg). No existe f '(xg).

Si la funcién no es continua en un punto xg la funcion no es derivable en ese
punto. No existe f '(xg).

167



El Calculo Diferencial

A

4 / }I{D \\ }? d_"_,__..f"f
La funcién es continua en xg pero no ik
presenta tangente en el punto de Se puede observar en la grafica que
abscisa xg. No existe f '(xg) (existen  la funcion tiene tangente vertical en
las derivadas laterales por izquierda el punto (xq, f(xg)). Su pendiente no
y por derecha en xg pero son: esta definiday, por lo tanto, no existe
distintas). En xg existe un punto pico. f'(xg). La funcién es continua en xq.

Si una funcién es continua en un punto xg esto no asegura que sea
derivable.

Una funcién y = f(x) es derivable en cierto valor de x si su grafica es “suave” en
el punto correspondiente (x, y). Es derivable si en dicho punto la grafica tiene
una tangente bien definida con una pendiente bien definida. Para que esto
ocurra la funcion debe ser continua en el punto y deben existir y ser iguales las
derivadas laterales en dicho punto.
La siguiente grafica corresponde a una funcion derivable en todo su dominio
exceptoenx=a,x=byx=c.

'-|I|' -

¥ = fix)

Tangente
verical

Funto pica

e

:
a b c

Mo es continua, \‘ /

por o tanto no Continua
es derivahle pero no derivahle

4.8 Derivabilidad de una funcién en un intervalo

Sabemos que una funcién es derivable en x = x4 si f '(x1) existe.

Una funcién es derivable en un intervalo abierto (finito o infinito) si tiene
derivada en cada punto del intervalo.

Una funciéon es derivable en un intervalo cerrado [a, b] si es derivable en el
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f(a+h)—-f(a)

intervalo abierto (a, b) y si los limites lim h
+

h—0

(derivada en a por

f(b+h)—f(b)

derecha)y Ilim h

h—0

(derivada en b por izquierda) existen.

Ejemplo: Dada la funcion
definida graficamente, analice
la derivabilidad.

¥ =fix)

-

En x = 0 la funcion tiene un punto pico ya que las derivadas laterales son
distintas. La funcién no es derivable en x = 0.

En x = 3 la funcién es discontinua, por lo tanto no es derivable en ese punto.

En los demas valores del dominio la funcién es derivable, ya que es posible
trazar la tangente en cualquier punto y definir su pendiente.

x2 — 3x si x<4
Ejemplo. Analice la derivabilidadde f:R > R/x — {6x-16 si 4<x<6
14 si x>6

Cada tramo de la funciéon esta definida por una expresién polinomial. Esto
permite asegurar que la funciéon es continua y derivable en todo su dominio,
excepto quizds en x=4y en x =6.

También se puede probar que la funcién es continua en los puntos en los que
cambia la ley que define la funcion, es decir,enx=4yen x=6.

Analicemos la derivabilidad en esos valores. Para ello es necesario analizar si
las derivadas laterales existen y son iguales. Recordemos que:

f'(X»]_) — lim f(X1 +h)—f(X1) y f'(XTJ: I|m+ f(X1+h)—f(X1)
h

-0 h h—0 h

f(4+h)-(4)

Parax=4resulta: f'(4 ) = lim ;

h—0
Teniendo en cuenta que f(4) = 42 — 3.4 =4, obtenemos:

(4+h)? -3(4+h)-4
h

f'(47) = lim
h—0
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2 2 2
47y = lim 2 +2.4.h+hh ~12-3h-4 _ 5h;h
h—0" h—0
f'(47) = lim h(5h+h) = lim 5+h=5 =f'(4 ) =5.
h—0 h—0
14"y = lim f(4+h)-f(4)
hﬁOJr h
£'(4") = tim 5(4+h)h‘16‘4: lim 20501024 _ jjm 50
h-0" h—0" h—0"
f'(47) = lim 5=5 = f'(4") =5.
h-0"

Como las derivadas laterales son iguales, la funcién es derivable en x = 4.

Para x = 6, el valor de la funcién es f(6) = 5.6 — 16 = 14 y las derivadas
laterales:

f(6 +h)—f(6) 56+h)-16-14

f'6 )= lim —— 21— = |im
h->0 h h—0 h

£'(6 )= lim 30+5hg16‘14= lim %: lim 5=5.
h—0 h—0 ho>0

£'(6" )= Iim wz lim mz lim 0=0.
+ + h +

h—0 h—0 h—0
Debido a que las derivadas laterales f'(6 )= 5y f '(6+): 0 son distintas, la
funcioén no es derivable en x = 6.
El dominio de la funcién derivada f '(x) es R — {6}.

2 .
Ejemplo. Sea f: R — R/ x —{* si x<3

ax+b si x>3

. Determine los valores de ay b

para que sea derivable en todos sus puntos. Para dichos valores grafique la
funcion.

Para valores menores que 3 la representacion grafica es “suave” ya que es una
expresion polinomial de segundo grado, por lo tanto la funcién es derivable en
esos puntos. Para valores mayores que 3 ocurre lo mismo pues es una
expresion polinomial de primer grado. Para que resulte derivable en x = 3
debera verificar:

e ser continua en x = 3, es decir:

lim x2 = lim ax+b = 3°-3a+b = 3a+b=9 (Y

X—3" x—3"
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« sus derivadas laterales en x = 3 deben ser iguales, oseaf'(3 )=f' (3+ ).
f(3+h)-f(3) f(3+h)—f(3)
L A o S

Para ello: lim lim
h—0" h—o"
_ 2 a2 2 2 .2
f(3_): lim M: lim (3+h)h 3 = lim 3 +23hh+h -3 _
h—0" h—-0 h—0
6h+h° h(6 +h) -
= lim S0 = lim == lim 6+h=6 = f'(3)=6.
h—0 h—>0 h—0
#3%)= lim f@+h)-f@)_ . aB+h)+b-9 . 3a+ah+b-9 _
h—0* h h—0" h—s0" h
— lim (3a+b)h+ah—9 ~ lim 9+ahh 9_ im %:a:f'(f):a.
h-0" por () 50" h—0"

Como debe serf'(37) =f'(3"), entonces a = 6.

Reemplazando este valor de a en (*) resulta: 3.6 + b=9 = b =-9.
v
Por lo tanto la funcién f(x) se define

2 i x<3
por f(x) = % SIoX= y su

6x-9 si x>3

grafica es:
49
EJERCICIOS
1) Halle todos los puntos en los que la funcion f(x) es derivable:
a) b)
l!lll e l!lll -
—— ] y=T
: y=169 T~
=] 7 b
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c) d)
'!I|' Fs '!Il' F

4
/ i =)
2

y=Tix)

=
1
]
]
B

-2

-3 six<1

2 six>1 definida en el intervalo [0, 2]. ¢Es

2) Dada la funcion f(x) = {
derivable en x = 1? ¢ Por qué?

2 .
3) Sea la funcién g: R > R/ g(x) = {X +4 SiX<2 ,Es derivable en x = 27

4x Six>2
¢ Por qué?
RESPUESTAS
1)a) (-0, 2) U (2, o) b) (-0, 3) U (3, )
c) (-0, —2) U (-2, ) d) (—o0, —2) U (-2, 2) U (2, )

2) La funcion no es continua en x = 1, por lo tanto no es derivable en ese punto.
3) La funcién es continua y admite derivadas laterales, que ademas son iguales,
por lo tanto g(x) es derivable en x = 2.

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.4 CONCEPTO DE DERIVADA. 4.5
FUNCION DERIVADA. 4.6 DERIVADAS LATERALES. 4.7 DERIVABILIDAD Y
CONTINUIDAD. 4.8 DERIVABILIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO.

1) Halle, aplicando la definicién, la primera derivada de cada funcion:
2
a) y=x -2x b) y=5x-2
2) Sea la funcion y = f(x) definida graficamente. ;Para qué valores de x,
f'x)>0,f (x)<0yf'(x)=0?
l!lll.ll.
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3) ¢Para qué valores de x las funciones definidas graficamente no son
derivables? Justifique.

a) b)
e :'!."“

LA

4) Seam:[-1,3] > R/m(x)= 1 7" ¢Es derivable en x=07? Y en x = 2?
X_

2 .
5) Determine si existe la derivada de f: R — R/ f(x) = 92_ X sl x<2 ¢
X" +3x+7 si x=>22

X=2.

6) La posicion de un objeto en un movimiento rectilineo esta dada por la funcion
s(t) = t2 — 4t + 4, donde t se mide en segundos y s(t) en metros.

a) Encuentre la velocidad de la particula en cada instante t.

b) Analice el movimiento del objeto en el intervalo [0, 4] y dibuje el diagrama
que represente el movimiento de la particula entre t=0y t=4.

c) Encuentre la posicion de la particulaent=0,t=1yt=2

d) Halle la distancia total recorrida por la particula durante los primeros cuatro
segundos.

PROBLEMAS DE APLICACION

1) Un cuerpo que cae recorre una distancia d = f(t) = 16t2 pies en t segundos.

a) Calcule los pies que cae durante el segundo segundo (es decir, en el
intervalo t=1 a t = 2). Obtenga la velocidad promedio en dicho intervalo.

b) Realice los mismos calculos para el intervalot=1at=1,5.

c) De manera analoga, obtenga la velocidad promedio para el
intervalo de tiempodet=1at=1,1;det=1at=1,01yluegoparaeldet="1
at=1,001.

d) Cuanto mas pequefio es el intervalo, mejor es la aproximacion a la
verdadera velocidad en el instante t = 1. Teniendo en cuenta lo obtenido en los
items anteriores, ¢cual es dicha velocidad? Verifique ese valor calculando la
velocidad instantaneaent= 1.

2) Un objeto se desplaza de manera tal que su posicién es s(t) = 2t2 + 2 metros
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después de t segundos.

a) ¢ Cual es la velocidad media en el intervalo 2 <t < 3?

b) ¢ Cual es la velocidad media en el intervalo 2 <t < 2,0017?

c) ¢ Cual es la velocidad media en el intervalo 2 <t<2 + h?

d) Determine la velocidad instantanea para t = 2.
3) En el afio 1994, un pueblo tenia 15000 personas y crecié de acuerdo a la
expresion N(t) = 15000 + 25t2 donde el tiempo t estd medido en afos
posteriores a 1994.

a) Halle la velocidad media de crecimiento hasta 1999 .

b) Determine la velocidad instantanea de crecimiento en 1997.
4) Un negocio esta prosperando de manera tal que su beneficio total después
de t afos esta dado por b(t) = 1000 t2 ddlares.

a) ¢ Cuanto producira el negocio durante el tercer afio (entret=2yt=3)?

b) ;Cual es su ganancia promedio durante el primer semestre del
tercer afo (entre t=2yt=2,5)?

c) ¢ Cual es la ganancia instantanea para t = 2?
5) La poblacién de una ciudad crece de manera tal que la cantidad de personas

esta dada por p = f(t) =200+/5t + 1 una vez transcurridos de t afios.

a) ¢,Cuanto crecioé durante el intervalo 3 <t<3,1?

b) ¢ Cual fue el crecimiento medio durante el intervalo 3 <t< 3,17

c) ¢,Cual fue su razén de crecimiento instantaneo cuando t = 3?
6) La cantidad de agua de un tanque, t minutos después de que ha empezado a
vaciarse, esta dada por W =100(15 + t)2 litros.

a) ¢ Con qué rapidez sale el agua a los de 5 minutos?

b) ;Cual es la rapidez promedio con la que fluye el agua durante los

primeros 5 minutos?
7) Se lanza una pelota al aire y su altura puede expresarse en funcion del
tiempo mediante la funcién h(t) = —16t2 + 128t, donde h(t) es la altura medida
en pies y t es el tiempo medido en segundos.

a) Calcule los pies que recorre en el intervalo comprendido entre t=2y
t = 4. Obtenga la velocidad promedio en dicho intervalo.

b) Obtenga la velocidad media de los 5 primeros segundos de recorrido.

c) Determine los segundos que demora en caer al suelo y la velocidad
con que la pelota impacta contra el mismo.
8) En el siguiente cuadro se presentan las ventas anuales (en millones de
dolares) realizadas por una empresa entre los afios 1993 y 1996.
ARo 1993 1994 1995 1996
Ventas anuales | $ 50,8 $554 $ 59,8 $ 66,4
Determine el incremento promedio de las ventas entre 1993 y 1995, entre 1994
y 1995 y entre 1993 y 1996.
9) La funcion h = f(t) = 2,5 t3 describe la altura h (en miles de pies) de un misil t
segundos después de haber sido lanzado, siendo 0 <t < 30.

a) Determine la distancia recorrida por el misil entre el primer y quinto
segundos posteriores a su lanzamiento y calcule la velocidad promedio en dicho
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intervalo.
b) Obtenga la velocidad que llevaba a los cinco segundos de haber sido
lanzado.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) Sea d(t) = 18t2 + 24t, con 0 < t < 4, (en kilometros) la distancia recorrida por
un automdvil en t horas. La velocidad promedio en la segunda hora de viaje es:

a) 78 km b) 78 kTm c) 120%Im d) 60kTm
2) Sea la funcion y = x2 — 9. La ecuacion de la recta tangente en xg =1 es:
a)y=2x-10 b)y=2x+10 c)y:%x—10 d)y=-2x-10

3) La razén de cambio promedio de una funcién en un intervalo [a, b] coincide
con:

a) la pendiente de la recta tangente en x = a.

b) la pendiente de la recta secante que une los puntos de abscisas x=ay
X=b.

c) la recta tangente en x = a.

d) la recta secante que une los puntos de abscisasen x=ay x=b.
4) La razdén de cambio instantanea en el punto de abscisa x = x es:

a) la pendiente de la recta tangente en x = xgq.

b) la pendiente de la recta secante en x = Xxg.

c) la recta tangente en x = xg.

d) la recta secante en x = xg.
5) Cierto cultivo de bacterias crece de manera tal que luego de t horas tiene una

2 . - . .
masa de M =(%t + 1) gramos. La razén de crecimiento instantaneo en t =2 es:

a)3 % b) 2 % c)1 % d) ninguno de los anteriores
1+2 [ <2
6) La funcionf:R > R/x —> X S,I X es:
5 si x>2

a) continua y derivable en xg = 2.

b) continua pero no derivable en xg = 2.
c) derivable pero no continua en xg = 2.
d) ni continua ni derivable en xg = 2.
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AUTOEVALUACION

1) En la siguiente tabla t representa el tiempo en minutos y c(t) la concentracion

mg . .
expresada en — de un farmaco en el torrente sanguineo.

cm

t 0 0,1 02|03 (0405|006 (07| 08 | 09 1

C(t)| 0,84 | 0,89 | 0,94 | 0,98 | 1 1 1097|09]|079]| 063 ]| 04

Halle la razén de cambio promedio entre 0,5 y 1 minuto. Interprete el resultado.
2) Una epidemia de gripe se esta propagando y los funcionarios del ministerio
de salud estiman que el nimero de personas que se contagiaran es una funcion
del tiempo transcurrido desde que se detectd la epidemia.

Esta funcion es n =f(t) = 300t3 - 20t2 donde n es el numero de personas y t es
el tiempo medido en dias, donde 0 <t < 60.

a) ¢ Cuantas personas se espera que se contagien al cabo de 20 dias?

b) ;Cudl es la tasa promedio que se espera a que la epidemia se
propague entre t=10y t = 15?

c) ¢Cuadl es la tasa instantdnea que se espera a que la enfermedad se
propague al cabo de 25 dias?
3) Dada la funcion f(x) = {XS -1 si x<-1:

2x si x>-1
a) ¢es continua en x =-1?

b) ¢ es derivable en x = -1?
Justifique las respuestas.

4) Determine los valores de a y b tales que la funcién f(x) = {X si x <1
ax+b si x>1

sea derivable en 1.

5) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x3 —-5x+1enel

punto P(1, -3).

6) Se sabe que la funcién y = g(x) Y

definida graficamente satisface que
Y 1 =0

g3 = > ¢puede encontrar la

ecuacioén de la recta tangente a la

curva en x = 3? En caso afirmativo,

hallela.

rFs

-

7) Una persona viaja en automovil. La distancia recorrida d (en kilébmetros) se

describe en funcion del tiempo t (en horas) porlaley d(t) = 20t2 + 18t,
donde
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0<t<5.

a) Halle la velocidad promedio en la primera hora.

b) Calcule la velocidad promedio durante todo el viaje.

c) Determine la velocidad del automovil a las tres horas.
8) La funcion e(t) = t3 - t2 + 1 expresa la posicién de una particula que se
mueve a lo largo de una recta en el minuto t. Determine el minuto t € (0, 3) en el
cual la velocidad coincide con la velocidad media en [0, 3].
9) En un laboratorio se realiza un experimento con bacterias. Después de t
horas la cantidad de bacterias es n = f(t).

a) ¢ Qué significa la expresion f(5) = 9607

b) ¢Qué significa la expresion f ' (5) = 6657 ¢En qué unidad se expresa
este resultado?

EJERCICIOS DE REPASO

1) Sea la funcion g(x) = x°* — 2x.

a) Halle la razén de cambio media cuando x cambia de xg =-1a xq = 2.

b) Determine la ecuacion de la recta secante que une los puntos de
abscisas xg=-1y xq=2.

c) Obtenga la razén de cambio instantanea en x = 1.

d) Halle la ecuacion e la recta tangente en x = 1.
2) Sea la funcion f(x) = o+ 6x — 5. Halle la ecuacion de las rectas tangente y
normal en el punto de abscisa x =4.

. N C si x<0
3) Analice la derivabilidad de la funcién m : [-4,2] > R/x > .
2x+1 si x=20
4) Determine si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justifique la
respuesta.

a) Si f'(x) = g'(x) para todo x, entonces f(x) = g(x) para todo x.

b) Si existe f '(c) entonces f es continua en c.
5) Derive las siguientes funciones, aplicando la definicién:

a) h(x) = x2 + 4x b) f(x) = x3 - 2x2 -3
&) rix) = — 2 d) g(x) = X2

6) Calcule por definicién la derivada de las siguientes funciones en los puntos
indicados.

a)f(x)=3x enxp=0 b) f(x) = x3 enxg=-2 c¢)f(x)= 2

. en xg=1
7) Teniendo en cuenta los graficos siguientes responda:

a) ¢ existe la derivada primera por izquierda en xg?

b) ¢ existe la derivada primera por derecha en xg?

c) ¢ existe la derivada primera en xg?
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d) el dominio de la funcion coincide con el de su derivada? Justifique.
e) determine si es posible, el signo de la funcion derivada en todo el
intervalo de definicion de la funcién.
i) i)
-!I.u; .!Il.n

rFs
-
rFs
-

'!Ifn. '!Il' o

Fs
-
rs
-
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5. CALCULO DE DERIVADAS

5.1 Reglas de derivacion.
5.2 Derivaciéon implicita.
5.3 Razones de cambio relacionadas.

5.4 Derivadas de orden superior.

“Por eso podemos decir que ahora la puerta esta abierta, por
primera vez, a un nuevo meétodo repleto de resultados
nuevos y maravillosos, los cuales en los tiempos futuros,
captaran la atencion de otras mentes.”

Galileo Galilei
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5.1 Reglas de derivacion

Hemos visto la importancia de calcular la derivada de una funcién. Para cada
nuevo fendmeno que aparece y que queremos estudiar, tenemos una funcion
distinta que lo representa. Hasta ahora, cada vez que tuvimos que calcular una
derivada, aplicamos la definicion. Esta tarea supone un trabajo enorme y no
muy interesante que se puede simplificar si encontramos reglas que nos
permitan deducir las funciones derivadas de las funciones dadas. Estas reglas
nos posibilitaran aplicar directamente la féormula para el calculo de la funcion
derivada sin necesidad de acudir a la definicion.

Luego de la lectura y resolucion de ejercicios, se espera que calcule la derivada
de funciones utilizando las reglas de derivacion, que aplique la derivacion
logaritmica en las funciones que corresponda y la regla de la cadena para
derivar funciones compuestas.

Derivada de la funcién constante

Sea f(x)=k ; ke R

£'(x) = lim S =00 _ o k=k _ im0 9
h—0 h—0 h—0

La derivada de la funcion constante es la funcién nula.

¥4 Geométricamente se observa que cualquiera sea
k| fed=k X1 € R, la gréfica de la recta tangente en el punto

de abscisa x4 coincide con el grafico de f.
Como la tangente es paralela al eje x, la pendiente

Fs

ot 4

- es nula y se cumple que f'(x1)=0.
Esto vale para todos los nimeros reales y, por lo tanto, f '(x) = 0.
Si f(x)=k = f'(x)=0, ¥x.

Derivada de la funcion identidad
Sea la funcion identidad, f(x) = x.

' . f(x+h)-1f(x) . X+h-x , '
f(x)=Iim = lim =1lim1 =1 f'(x)=1.
) h—0 h h—0 h h—0 - o)

vt Geométricamente se observa que cualquiera sea el
fix) =x valor de xq € R, la recta tangente al grafico de f en el
punto de abscisa xq coincide con el grafico de f.
Teniendo en cuenta la interpretacion geométrica de

la derivada, f'(x1) es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién en el punto.

rFs
-

En este caso f '(x1) = 1 cualquiera sea x1 € R.

M Por lo tanto, si f(x) =x = f'(x) =1, ¥x.
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Derivada de una suma de funciones
Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. Su suma resulta una nueva funcién
F(x) = f(x) + g(x). Deseamos calcular la derivada de F(x).

F'x) = lim F(x +h)—-F(x)
h—0 h
F'(X) _ rll'n'b [f(x +h)+g(x +hh)]_ [f(x) + g(x)]
F' = lim [+ +h) —f(x) - g(x)
h—0 h
F'(X) = h”mO f(X * hh) - f(x) + r!I'm0 g(x * hl’? — g(x) Por propiedad del limite de una suma

El primer término del segundo miembro es la derivada de la funcion f y el
segundo término es la derivada de g, por lo tanto: F'(x) =f'(x) + g '(x)

La derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas de
dichas funciones.

Si f(x) y g(x) son funciones diferenciables, entonces su suma y = f(x) + g(x)
también es diferenciable y resulta y' = f '(x) + g '(x).

La regla se generaliza para una suma algebraica de funciones.

Derivada del producto de una constante por una funcién

Sea y=k.f(x),keR.

y' = lim kfx+h)—kfx) _ k[fx +h) -] _ « lim
h—0 h h—0 h h—0

) =)y vy

Por lo tanto, y' = k.f '(x). Es decir, la derivada del producto de una constante por
una funcion es igual al producto de la misma constante por la derivada de la
funcion.

Siy=k.f(x),ke R=>y'=k. f'(x)

Derivada de una combinacion lineal de funciones

n n
Si y= 2 kifi(x) = y'=2kifi'(x)

i=1 i=1
Se demuestra aplicando la regla de derivada de la suma de funciones y la del
producto de una constante por una funcion.

Derivada de un producto
Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. Queremos calcular la derivada de

F(x) = f(x).9(x)

Por definicién, la derivada es F'(x) = lim
h—0

F'(x) :rlll,mo f(x + h).g(x +hh) —f(x).g(x)

F(x +h)—-F(x)
h
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Sumando y restando f(x).g(x + h) en el numerador, se obtiene:

f(x +h).g(x +h) —f(x).g(x + h) + f(x).g(x + h) - f(x).g(x)

F'(x) = hn'm0 -
Foo= lim 9% h).Jf(x +h) — f(x)]+ f(x) [g(x + h) - g(x)]
h—0 h
F'(x) = lim [f(x th)- f(X)]g(x +h) + lim f(x).[g(x *h) - g(X)] Por la propiedad del
h—0 h h—0 h

limite de la suma.

F'(x)= lim [w glx + h)} + lim {f(x) g(x +h) - g(x) }
h h—0 h

h—0

F'(x) = rl@o[ fx +T1)_f(X)

propiedad del limite de un producto.

limg(x+h) + lim f(x). lim
j|h—>Og( ) h—0 ( )h—>0

g(x +h)—g(x)
{f} Por la

. fx+h)=f(x) .. . .
Como |lim ——————2=f(x), limg(x+h)=g(x), lim f(x) =f(x
Jim H (x), lim g(x +h)=g(x), lim f(x) =f(x) 'y
r!lmo{w} = g'(x), al sustituir en la expresion anterior, se obtiene:
_)

F'(x) = f'(x).9(x) + f(x).9'(x)

Por lo tanto, si f(x) y g(x) son funciones diferenciables, entonces su producto
y = f(x).g(x) también es diferenciable y resulta y' = f '(x).g(x) + f(x).g'(x).

Es decir, la derivada de un producto de dos funciones es igual a la derivada de
la primera por la segunda sin derivar mas la primera sin derivar por la derivada
de la segunda.

Para simplificar, es comun utilizar la siguiente notacion:

Siy =u.ventonces y = u'.v + u.v' donde se entiende que u y v son las funciones
derivables u =f(x) y v = g(x).

Si tuviésemos el producto de varias funciones:

y = f1(x).f3(x)...fa(x) 0 simplemente y = u.v.w ...z (n funciones), la derivada seria:
y'=uvw.z+uviw.z+uvw.z+. ... +uvw..z

En la derivada apareceran n sumandos de n factores cada uno de manera tal
que en cada sumando aparecera una de las funciones derivadas y las restantes
(n — 1) sin derivar.

Derivada de un cociente

)

Si f(x) y g(x) son derivables y g(x) # 0, entonces la derivada de y = % es:
Y= f (x).g(x)z— f(x).g'(x) obiensi y= u o y' = u'.v —2u.v
g“(x) v v
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Es decir, la derivada de un cociente de dos funciones es la diferencia entre el
producto de la derivada de la primera funcién por la segunda funcién y el
producto de la primera funcién por la derivada de la segunda, todo dividido por
el cuadrado de la segunda funcién.

Para demostrarlo podemos escribir y = 9 como y.g(x) = f(x) y derivar ambos

g(x)

miembros.
f(x) = y.9(x) = f'(x) = [y.g(x)]', que aplicando derivada de un producto de dos

funciones resulta: f'(x)=y'.g(x) +y.g" ().

De la expresién anterior despejamos y' obteniendo:
_F(x)-yg(x)
y =
g(x)
Comoy = % reemplazando en la expresion anterior se obtiene:
#(0)- 1% g(x) ' (x)(x) - f(x)g' (x)

. g(x) . g(x) . F (x)g(x) - f(x).g' (x)

y'= =>y= =>y=
g(x) g(x) gz(x)
Derivada de la funcion potencia
Consideramos por ahora el caso: f(x) = x' conneN
n n
Sif(x)=x" entonces f(x +h)=(x+h" y f'(x)= lim (x+h)" - x
h—0
(x+h)" —x"

f'(x) = lim Sumando y restando x al denominador
h-0 (x+h)—x

Como n es un entero positivo, se cumple que
a" b —(@a-b)a" '+a" 2b+.. . +ab " 2+p" T
Sisetoma x+h=a y x=b resulta:

[(x+h)- x][(x +h) T (x+h) P x4+ (x+h "2 xn_q

f(x):rli_% (x+h)-x

n-2

f'(x) :r!f_n)wo [(x+h)n_1 +(x+h)""2x+ ...+ (x+h)x +xn_1} n términos, cada uno

. -1
con limite X" cuando h — 0.

Por lo tanto, f '(x) = n.x" "'

Nota. la regla resulta valida también cuando n es un numero real.
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Ejemplo. Calcule, usando reglas practicas, la derivada de cada una de las
funciones dadas:

2

a)y=-6x+2 b)y:6x5—3x3—2 c)y= S_SX
4f 3
-3 _ -8 _ VX
d)y=(C +1).(x-2) ey- 1 y= >

a) La funcion y = —6x + 2 es la suma de otras dos funciones, por lo tanto su
derivada es la suma de la derivada de cada término: y' = (—6x)" + (2)".

El primer término es el producto de una constante por la funcién identidad, luego
su derivada es la constante por la derivada de la funcién, (-6x)' = 6.

El segundo término es una constante y su derivada es cero.

Por lo tanto y' = —6.

b) Para derivar y = 6x5 - 3x3— 2 usamos la regla de derivada de una suma de
funciones, derivada del producto de una constante por una funcién y derivada
de una constante;

y' = 6.5x" —3.3x% —0=30x" — 9x°.

2
c)y= % se puede escribir como y = %_ 4x2.

Para derivarla podemos usar las reglas de derivada de una suma de funciones,

(5 '_(4X2 )
V- [3) b,
El primer término es la derivada de una constante y por lo tanto es igual a cero.

El segundo término es el producto de una constante por una funcién.
Su derivada es la constante por la derivada de la funcién (4. 2x).

Por lo tanto: y'=0-8x = y'=-8x.

d) La funcién es y = (x3 + 1).( x — 2). Aplicando derivada de un producto de dos
funciones obtenemos y' = (X + 1)’ (x = 2) + (x° + 1). (x — 2)'
! 2 3 3 2 3 3 2
y=3x .(x=2)+(x +1).1=3x" —6x +x +1=4x" —-6x" +1.
Por lo tanto y' = 4 —exP+ 1,

e) Si escribimos y :T como y = , €s posible aplicar derivada de un
X

x
OSIE [oe)

cociente:
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N |w

También podemos derivarla como funcién potencia expresando y -8 de la

Jx
1
siguiente manera: y=-8x
Ay _3
Porlo tanto y'= —8.(—%).x 2 _ gx 2.
4/ 3 4
f)y= 2XX = 2X_X.Aplicando derivada de un cociente obtenemos:
3) 3
4 4 1 3 1 3 3
x4 |(2=-x)-x%4(2-X -7 7 -7 T 1
[ }( ) ( )' 3y 4(2—x)—x4.(—1) By 434 x4
Y = _4 _2 4
(2-xP (2-x)* (2-x)*
1 3
y':gx 4 +%X4
(2-x)*

Analizaremos algunos ejemplos retomando las aplicaciones vistas, utilizando
ahora las reglas practicas para el calculo de las derivadas.

Ejemplo. Dada la funcién f : R - {0} > R/ x —> % indique los puntos en los

cuales la recta tangente es paralelaalarectay + 4x -2 =0.
Para que la recta tangente a la grafica de la funcion sea paralela a la recta
y + 4x — 2 =0, ambas deben tener la misma pendiente, m = — 4.

La pendiente de la recta tangente a la grafica de la funciéon en el punto de
abscisa xg es la derivada de la funcién evaluada en xg, es decir, m = f'(xg).

1 1
X x2

La derivada de f(x) = — es f'(x) = Debemos hallar el valor de xg para el

cual f '(xg) = — 4.

1 1 2 1 ., 1
- =4 - = = — t b =——,
XS = 2 Xp = X0 2 pero tambien Xg 2
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Esto significa que se pueden trazar dos rectas tangentes a la curva que sean

paralelas a la recta dada, una en xg = % y la otra en el punto de abscisa —%.

b

Para dichos valores hallamos las Y]
ordenadas sustituyendo en la ley que

define la funcion: f(%j: = y

f(— %) = % = -2 . Las rectas tangentes

2 1
a la grafica de la funciébn en los |

puntos (% 2) y(—%, —2) son paralelas a
la rectay + 4x — 2 = 0. Todo puede
observarse en la grafica.

Fs

y+dx-2=0

-

Ejemplo. Encuentre los puntos de la grafica de g(x) = 3x4 + 4x3 - 12x2 en los
que la recta tangente es horizontal.

Si la recta tangente es horizontal su pendiente es nula. Por lo tanto, debemos
hallar el valor de xg tal que g'(xg) = 0.
Como g '(x) = 12x° + 12x> — 24x, debe ser:

12xg +12x4 — 24%0 = 0 = 12x0.(x§ g —2) -0

De donde resulta que xg =0, xg =1, Xg = 2.
Determinamos las ordenadas sustituyendo en la funcion y se obtiene g(0) = 0,

9(1)=-5yg(-2)=-32.
Los puntos donde la recta tangente es horizontal son (0, 0), (1, -5) y (-2, -32).

Problema
Una compaiiia determina que el costo (en cientos de ddlares) de fabricar

x unidades de cierto producto es: C(x) = 0,2x2 — 24x + 800. Encuentre:

a) La razén de cambio promedio del costo por articulo al fabricar entre
100 y 110 articulos.

b) la razén de cambio instantdnea con respecto al numero de articulos
producidos cuando se fabrican 100 y 110 articulos.

c) Interprete lo obtenido en los incisos anteriores.

a) El costo de fabricar 100 articulos es
C(100) = 0,2.1002 —24.100 + 800 = 400.
El costo de fabricar 110 articulos es C(110) =0,2. 1102 —24.110 + 800 = 580.
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C(110)-C(100) _ 580400 _ 4
110-100  110-100

El costo de fabricacion esta creciendo a razon de $18 por articulo cuando la

produccion se incrementa de 100 a 110 unidades.

Luego, la razén de cambio promedio es

b) La razén de cambio instantanea del precio por unidad producida cuando se
fabrican 100 articulos es la derivada de la funciéon costo evaluada en 100, es

decir C'(100).

C'(x)=2.02x-24 = C'(100)=0,4. 100 — 24 = 16.

La razén de cambio instantanea del precio por unidad producida cuando se
fabrican 110 articulos es la derivada de la funcién costo evaluada en 110, es
decir C'(110) = 0,4. 110 — 24 = 20.

Cuando se fabrican 100 articulos, el costo esta creciendo a razon de $ 16 por
articulo y cuando se fabrican 110 articulos, el costo estd creciendo a razén de
$ 20 por articulo.

c) Al calcular la razén de cambio promedio de una funcion costo, estamos
buscando el costo promedio por articulo de las unidades extras producidas. En
el ejemplo, si el fabricante decide cambiar la produccién de 100 a 110 articulos,
el costo promedio por articulo de esas 10 unidades extras es de $ 18.

La razén de cambio instantanea de la funcién costo se llama costo marginal y es
el valor limite del costo promedio por articulo extra cuando este numero de
articulos extra tiende a cero. Podemos pensar en el costo marginal como el
costo promedio por articulo extra cuando se efectia un cambio muy pequefo en
la cantidad producida.
Costo marginal = lim AC_ lim w
Ax—>0 AX  Ax—0 AX
Como la funcién C(x) representa el costo de producir x unidades de cierto
producto, x es un entero no negativo. De esta manera, no tiene sentido
considerar Ax — 0. Sin embargo es conveniente suponer que C(x) esta definida
para todo valor de x en cierto intervalo de manera que sea derivable.
Reemplazaremos asi C(x) por una funcién suave de aproximacion.
Para cualquier funcién C(x) que define el costo de producir x articulos, el costo
marginal es la derivada de la funcion evaluada en el valor correspondiente a la
cantidad producida de articulos.
El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al
incremento de la cantidad producida. ElI costo marginal C'(x) es
aproximadamente el costo de producir la unidad (x+1).
En el ejemplo vimos que la razén de cambio instantanea del precio por unidad
producida cuando se fabrican 100 articulos es C'(100) = 16. Informalmente
podemos decir que el costo de producir el articulo 101 es de $ 16. Si x = 110,

C'(110) = 20, eso significa que el costo de producir el articulo 111 es de $ 20.

= C'(x).
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Esta informacién no es exacta dado que la derivada da la tasa de un incremento
infinitamente pequefio en la produccién, no da un incremento unitario.
Si queremos calcular el costo exacto hacemos:

C(111) - C(110) = 600,2 — 580 = 20,2
4

4301
400

1607
a0t

Y

m " BD 10010 %

Nota. En el area de administracion y economia interesa a menudo saber como
afectan los cambios en variables tales como produccion, oferta o precios a otras
variables como costo, ingreso o beneficio.

Si f es una funcién que describe una relacion entre dos variables (costo, ingreso
o beneficio en funcidon de cantidad de articulos producidos, por ejemplo)
entonces el término marginal se utiliza para especificar la derivada de f.

Problema
El espacio s, en metros, recorrido por una moto en un tiempo t, en
segundos, viene dado por la ley s(t) = 2t2 - 5t
a) Determine la funcién velocidad.
b) Calcule lo que indica el velocimetro a los dos segundos.
c) Determine si en algun momento la velocidad es nula.

a) La funcion velocidad es la derivada de la funcion espacio, v(t) = 4t — 5.
b) Lo que indica el velocimetro a los dos segundos es la imagen de t=2 en la

funcion velocidad, que resulta 3 m
seg

c) Igualamos a cero la velocidad: 4t-5=0 = t=1,25.
La velocidad es nula a los 1,25 segundos.

EJERCICIOS

1) Derive las siguientes funciones:
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a)y=x+4 b)y:—2x3 c)y:4x2—8x
dyy= V22 +x -4 +3 e)y = (x*-2).2x+1)  f)y = (x + 3).(4x-1)
5
_ 8x —-2x __=5 Wy X+3
Qy=""—"¢5" hyy=-->-3 )y=",
2) Calcule el valor de a sabiendo que la ¥4

recta r es tangente a la grafica de la
funciéon y = x2 +ax + 4.

Compruebe que para dicho valor, la
derivada de la funcién en el punto de \
tangencia coincide con la pendiente de
la recta tangente. df---=

1 ' ;

-

3) Sabiendo que f(3) = -1y f'(3) =5 halle la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f(x) en x = 3.

4) Determine todos los valores de x para los que la recta tangente a f(x) = x — %

es paralela a larecta 2x —y = 5.

5) Dada la funcion f(x) = 3x2 - 5ylarectay = 6x + b, encuentre el valor de b
para que la recta sea tangente a la grafica de f(x). ;Cual es el punto de
tangencia?

RESPUESTAS
1)a)y'=1;b) y' = —6x% ¢c)y' = 8x - 8; d)y'=5\/5x4+ 1-12x°
e)y' =6 +2x— 4 )y’ =8x+ 11;g) y' = 165 )y’ = 5 Sy =1

3 (x+3) S
2) a = -3, para ese valor de a, f (1) = -1 que coincide con la pendiente de la
recta tangente. 3)y=5x-16
4) x=1,x=-1 5) b = -8, el punto de tangencia es (1, -2).

Derivada de una funcién compuesta

Recordemos el concepto de funcion compuesta. Dadas dos funciones g: A — B
y f: B — C, se define una nueva funcién y : A — C, funcion compuesta de g con
f, de la siguiente manera: (f o g)(x) = flg(x)].
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fag

Ejemplo. Si g(x) =3x vy f(x) = \/; entonces (f o g)(x) = J3x , siempre que x > 0.

Para calcular la derivada de una funciéon compuesta debemos tener en cuenta
las funciones que la componen.

Si f y g son dos funciones derivables para las cuales es posible calcular fog,
entonces fog es derivable y se cumple que la derivada de la composicion f [g(x)]
en x es la derivada de f en g(x) por la derivada de g en x.

(fog) '(x) = f'Tg(x)] - g '(x)
dy _dy du

Utilizando la notacién de Leibniz, si y = f(u) y u = g(x), entonces: — —
dx du dx

donde dy se evalla en u = g(x).

du
Esta formula dice que la razén de cambio de y con respecto a x es la razén de
cambio de y con respecto a u multiplicada por la razén de cambio de u con
respecto a x.
Esta regla de derivacion se conoce como regla de la cadena, y constituye una
de las mas importantes del calculo, ya que es una de las formas mas potentes
de derivacion.

Ejemplo. Calcule la derivada de h(x) = J3x .

N =

La funcion h(x) = /3x se puede escribir como h(x): (3x) y resulta de la
1

composicion de g(x) =3x=uy f(u) = uE .

1

] 2 ]
Sus derivadas son: f (u) = %u ygx)=3

Aplicando la regla de la cadena se obtiene:
1

] 1 ' 1 1 2
' (9 = (fog) '0) =1 'lg(0] - 9 "0 = (3x) ~.3

Ejemplo. Encuentre la derivada de la funcion y(x) = (x3 + 2)2 aplicando la regla
de la cadena.
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Para esta funcion, g(x) = x3 +2=uyf(u) = u2 = y. Aplicando la regla de la
cadena se obtiene:

1 .
gi‘ = 2.(x3+2) -(3x2 ). Porlo que y' () = 6x7( + 2)
—

dy du
du dx

La regla de derivacion de una funcién compuesta se puede generalizar para una
composicién multiple de funciones.

Sea y="f1(u),u="(v),v="~fzw), ...z="(x)
La funcion compuesta: y = f(x) = f4 { fy [f3 ( fn(x))]} tendra por derivada:

£'(%) = 1) F2 (V) 3 (W) (X)

EJERCICIO

Derive las siguientes funciones usando la regla de la cadena:

2
3 2 .5
a)y:(8—3x) b) y= 25 c)y=(5x"+3)
X< +1
RESPUESTAS
1 3
a)y'=—2(8 - 3x) S b)y' =- \/gx(xz + 1) 2 c)y' = 50x(5x> + 3)*

Derivada de la funcion logaritmica

Sea la funcion logaritmica de base e, y =1In x, con x > 0.

Para calcular la derivada definimos:

y' = lim In(x +h)—In(x)
h—0 h

logaritmo de un cociente.

— lim in(x+h)—Inx] = lim in XN
h—0 h h—0h

Por propiedad del

] , X 1 h _ -
y = lim ——In| 1+ — | Multiplicando y dividiendo por x.
h—0h X X

X

h

.1 1
y' =lim —In|1+ —| Por propiedad del logaritmo de una potencia.
h—0 X X

h
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X
h
y' 1 lim In|1+ 1 Por propiedad del limite de una constante por una funcion.
X

h—0 X
h

VA A 1\
Llamando X =n resulta: y =—| lim In(1+—) =—In| lim (1+—)
h X|h 0 n X |hsol N

n
Pero si h » 0; n —» o, entonces podemos escribir lim (1+1j y esta
n—>o\ N

demostrado que este limite es el niumero irracional e.
De aqui: y'= tne = ' :% , siendo x > 0.
X

Porlo tanto, siy=Inx = ' :%

Como el logaritmo decimal de un numero esta relacionado con el logaritmo
natural mediante la expresion log x = 0,43.In x, resulta que si se considera la

funciony =logx = y'=(0,43.Inx)' = y'= %

Derivacion logaritmica

En algunos casos, es conveniente usar logaritmos para simplificar la derivacion
de funciones compuestas. Este procedimiento se llama derivacion logaritmica.
Sea y = f(x) una funcién positiva. Aplicamos logaritmo natural a ambos
miembros: Iny = In f(x).

En el segundo miembro aplicamos propiedades de los logaritmos.

Llamamos F(x) a la expresién que queda Iny = F(x).

Derivamos miembro a miembro considerando al primer miembro como funcién

compuesta: % y' =F' (x)
Despejamosy: y'=y.F (x) = y' =f(x).F (x)

Ejemplo. Aplique el método de derivacion logaritmica a la funcion y = X' sise
sabeque x>0yneR.

Aplicamos logaritmo a ambos miembros: Iny =In X
Aplicamos propiedad del logaritmo de una potencia Iny =n.In x
1 1

Derivamos ambos miembros: 7 y'=n -

Despejamos y":  y'= y.n.% = y'=n %
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' n-1
= y =nX

Ejemplo. Derive la funcion y = x8x.

Para derivar la funcién y = X8X, debemos usar derivacion logaritmica. Aplicando
logaritmo natural a ambos miembros y la propiedad del logaritmo de una
potencia en el segundo miembro:

8x
Iny=In(x") = Iny=38x.Inx
Derivamos miembro a miembro: (Iny)"' = (8x . Inx)'
En el primer miembro aplicamos la regla de la cadena y en el segundo, la
derivada de un producto.

l.y' = (8x)". Inx + 8x.(Inx)'
y

1y =8nx+8xt = y'=(BInx+8)x>
X

y

EJERCICIO
Derive las siguientes funciones:

a)y = (20> b)y =(x2j_x_3

RESPUESTAS
-x-3
a)y' =20 " @In2x+3- %) b)y' =(x2) (—mx2 —z—gj

Derivada de la funciéon exponencial

f(x)

Sea la funcion exponencial general y=a " dondea>0 y a=1

Aplicando derivacion logaritmica:
Iny=f(x).lna = % =f'x)lna = y'=yf'(x).Ina
y'=a™ f'x).na

Casos particulares.
. X ' X ] ' X
Siy=e =D y=€ .x.Ine = y=e

Siy=e "=y =-e
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Derivacion de funciones trigonom #&ricas

Las funciones trigonométricas son muy importantes debido a que cualquier
fendmeno ciclico que pueda representarse por medio de una funcién periédica
(campos electromagnéticos, ritmos cardiacos, mareas, clima), admite su
expresion como combinacion lineal de las funciones seno y coseno.

Por este motivo, las derivadas de las funciones seno y coseno desempefan un
papel fundamental en la descripcion de cambios importantes.

a) Dada la funcidon y = sen x, teniendo en cuenta la definicion, su derivada es:
y' = lim sen(x + h) —sen(x) _
h—0 h

Utilizando identidades trigonométricas es posible salvar la indeterminacion % y

encontrar que la derivada de la funcién y = sen x es y' = cos x.

Podemos interpretar graficamente la derivada de la funcion seno.
Representamos graficamente la funcién y = sen x.

Recordemos que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en
cada punto de su dominio, es la derivada de la funcién en el valor de la abscisa
correspondiente. Para representar la grafica de f '(x), utilizamos algunos valores
de esas pendientes.

y+
1 fiXl=5enx
) E 1 T::— 1 ?r ¢
1 1 2 1
1 : : :
: : =171 : : 1
: I 1 I : : ')
) ' 2 %
___________ 14

Podemos observar que f '(x) = cos x.
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b) Siy = cos x, teniendo en cuenta la definicién, su derivada es:
¥ = lim cos(x + h) —cos(x) _
h—0 h
Salvando la indeterminacion y utilizando identidades trigonométricas resulta que
la derivada de la funcién y = cos x es y' =— sen x.

De manera analoga a como se procedié con la funcion y =sen x, es posible
encontrar graficamente la funcién derivada.

1 =3602 X

c) Siy=tgx entonces y'=

cos” x
d) Siy=cotgx entonces y'=- cosec2 X

e) Siy=secx entonces y' =secx.tgx

f) Siy = cosec x entonces y' =— cosec x . cotg x

Ejemplo. Aplicando las reglas practicas derive las siguientes funciones:
a)y= —3x2 +e" b)y= 2Inx c) y = 4tgx — sen(2x)

senx

d) y = 7.In(sen(3x)) e)y=(2x"-5).cosx  f)y= %ex +2

‘r 2 X s .
a) La funcién y = -3x” + €” es una suma de dos términos. El primero es una
constante por una potencia y el segundo es una funcién exponencial. Derivando

término a término, se obtiene: y' = (-3x°)'+ (€)' = —6x + *

b) Para derivar y = 2lnx usamos la regla de la derivada de una funcion
) ) . f(x) ' f(x) '

exponencial. Teniendo en cuenta que siy = a > y=a ' .f(x).Ina,la

derivada de y = 2™ e y' = 2'”"_( Inx)". In2.
Inx
Por lo tanto y' = 2™, %_mz =y =2 );In2 _

c) y = 4tgx — sen(2x) se deriva término a término. La derivada del primero es la
constante por la derivada de y = tgx. En el segundo término, aplicando la regla
de la cadena, la derivada de sen(2x) es cos(2x).2.

Por lo tanto, y' = 4sec’ x — 2.cos(2x).
d) La funcién y = 7.In(sen(3x)) es el producto de una constante por una funcién.
Su derivada es y' = 7.(In(sen(3x)))' . Para derivar la expresién In(sen(3x))

1
en(3x) .cos(3x).3.

.cos(3x).3 = y'=21cotg(3x).

debemos utilizar la regla de la cadena, (In(sen(3x)))' =

Por lo tanto y' =

sen(3x)

e) Para derivar y = (2x3 — 5).cosx, debemos aplicar regla de la derivada de un
producto y resulta:
y'= 6x2.cosx + (2x3 -5).(-senx) = y'= 6x2.cosx - (2x3 — 5).senx
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4esenx
f) Siendo la funcion y = IR aplicamos la regla de la derivada de un
cociente. Nos interesa particularmente la derivada de e>*™ (funcién
exponencial). Aplicando la regla de la cadena resulta (esenx ) = e>*™ cosx
La derivada buscada es entonces:
v 4e%*™ cosx.(3x +2)-4e°*™ 3 ' 4e°*™(3xcos x + 2cos x — 3))
y = 2 = ¥= 2
(3x +2) (3x+2)

EJERCICIO
Derive las siguientes funciones:

a)y = In(x + 5) b) y = log(2x° + 1) c)y=>5"

_ 2
dyy-e>*’ e)y= 4%+ f) y = cos(-2x + 1)
1

g)y:tgx2 h)y = send/x i)y = cosx?2
RESPUESTAS
a)y' = b)y' = 4 o)y =555 d)y' =36

X 2x +1
x2+2x 2,2
e)y' =4 (2x+2)Ind  f)y' =2sen(-2x+1)  g)y' =2x.sec” (x°)
2 1 1

h)y' :%x 3 cos¥/x i)y :—%x 2senx 2

5.2 Derivacion implicita

Generalmente escribimos la ecuacién de una funciéon en forma explicita, es
decir, y = f(x).

Por ejemplo las funcionesy =2x +4 0 s = —4t2 + 8t estan expresadas en forma
explicita. Decimos que y es funcién de x o s es funcién de t.

A veces las funciones se escriben en forma implicita, de la forma f(x, y) = 0.

Por ejemplo la funcién x.y = 4 esta expresada en forma implicita.

Si debemos calcular la derivada de una funcion expresada de esta forma, para
poder usar las reglas vistas hasta este momento, se debe despejar la variable

“y

y” de la ecuacién obteniendo asi la forma explicita.

A partir de x.y =4, se obtieney = % . Derivando, resulta: j—i = —iz.
X

Muchas veces no es facil de despejar la variable y en funciéon de x como se
.3 2
puede observar en la expresidony” +y —x" =4.
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En estos casos se usa el procedimiento de derivacion implicita, suponiendo que
la funcion y es derivable respecto de x.

d L o
Para hallar d—y en forma implicita debemos tener en cuenta que la derivacion se

realiza respecto de x. Por lo tanto cuando derivamos términos que contienen x,
lo hacemos como de costumbre. Pero cuando derivamos términos que
contienen y debemos aplicar la regla de la cadena ya que y es funcion de x.

Ejemplo. Encuentre % Si y3 +y-— x2 = 4, utilizando derivacion implicita.

El método consiste en derivar ambos miembros de la ecuacion con respecto a x.

d—(:((ys +y- xzj = % Recordando que y es funcion de x obtenemos:
3y2d—y+d—y—2x=0 = d—y(By2 +1)=2x = dy __2x
dx dx dx dx 3y2 1

Puede observarse en el ejemplo que la derivacion implicita puede producir una
expresion de la derivada que contenga tanto a x como a y.

Resumiendo, para derivar en forma implicita ecuaciones que contengan x e y
debemos seguir los siguientes pasos:
e Derivar ambos miembros de la ecuacioén respecto de x.

e Agrupar todos los términos que contengan j—i en un miembro.

. dy
D -,
e Despejar ix

Ejemplo. Encuentre % Si 3y2 -x=0.

Si se quiere obtener la derivada de la funcién a partir de la ecuacién explicita se
L s 2 . .
debe tener en cuenta que la ecuacion 3y- — x = 0 define dos funciones

1 1
derivables de x: y = ,/%x e y=—‘/%x o bien y :(%x)z ey :—(%x)z.

Podemos calcular la derivada de cada una de estas dos funciones para x > 0.

- y dy_1(1 )71 dy_1(1 )7
Para la primera funcion obtenemos ix ~ 2 3x 3 = ix 6.3 X y para

dx 613

Calcularemos ahora la derivada de 3y™ — x = 0 utilizando la derivacion implicita.
Para ello, derivamos ambos miembros de la ecuacion con respecto a x.

la otra funcion d_y = —1(1x) 2 .
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d (-2 .)_do) dy dy 1
dX(3y xj— dx = 3.2.ydx 1=0 = Y

Si reemplazamos y por su expresion es posible comprobar que esta expresion

de j—i es equivalente a la obtenida anteriormente.

1 1
dy_1 dy_ 1 d_y_l(l j_f i d_y__l(l j_§
dx_6y:>dx_ T 7 dx 6\3" Oblendx_ 637 -

6.(% x) 2

En este ejemplo se puede observar cémo, en algunas funciones, es mas
sencillo utilizar el proceso de derivacién implicita.

Ejemplo. Halle y' si x° + y* = 25.

Derivamos ambos miembros respecto a x: 2x + 2yy'=0 de donde y' = —% .

La expresion x2 + y2 = 25 define dos funciones derivables:

y = \/25—x2 e y= —x/25—x2 .

Derivando ambas expresiones utilizando regla de la cadena se obtiene
Y- =X — = =X = para la funcion ¥4

225-x2  \25-x 5| y=125-%°
que corresponde a la semicircunferencia

superior e y' = X para la que

\/25—x2 .
corresponde a la inferior. Ambas -5 5 K
expresiones que coinciden con las que se
obtuvieron derivando en forma implicita.
L.a grafica _de x2 + y2 = 25 Ies una y=_m
circunferencia con centro en el origen de
coordenadas y radio 5.

Fs

La semicircunferencia superior esta definida por la funcion y = y25-x

derivable si -5 < x < 5y la inferior por y = — V25— x2 ,Si—-5<x<5.
En los puntos (-5, 0) y (5, 0), la pendiente de la grafica no esta definida.

2 2
Ejemplo. Obtenga la ecuacién de la recta tangente a la grafica de %+yT:1

en el punto (\/3,—&).

3
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2 2
La expresion % +yT =1 da lugar a dos funciones derivables y = %\/9 ~x%e
2 2
=—-Z49-x".
y 3 X
El punto (ﬁ—%) pertenece soélo a la funcién y = —% 9-x2 . Para hallar la

pendiente de la recta tangente a la grafica en dicho punto, debemos derivar la
funcion.

-

La expresamos de manera explicita y = —%(9 - X2)§ y derivamos:

1 1
d—yz—%.%.(g—xz) 2.(—2x) = d—yzgx(Q—xzj 2

dx dx 3
Sustituyendo por las coordenadas del punto obtenemos: S—y = @ .
“5-5)
2 y2
Si realizamos la derivacién implicita en la expresién XTJFT =1, se pueden

observar las ventajas que tiene con respecto a la anterior. Obtenemos:

d[x2 v*)|_d 2. .1, dy dy_gx dy 4

X __a Z 1,9 a _ 9 ay _ - X

x| 5 |Ta) P 9 Y0 T 1 7 dx 9y
2

Evaluando en el punto de tangencia:

dyl o _oas oy
ey

dx (ﬁ,—%) 9_(_%) dx
J5

La pendiente de la recta tangente es m = TS y la recta tangente es

rt:y+i:£(X—\/§) = rt:y:£X—3.

3 3 3
'!Illdh. 2
2 _ 2 ol
i c 89— x
T-3
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EJERCICIOS

1) Calcule % utilizando derivacion implicita:

a)x2—xy+y3:1 b)x2—4y2+3=0 c)x3+y3:3xy
RESPUESTAS
2
dy -2x+y dy x dy y-x
dx 3y2—x dx 4y dx 2 _

5.3 Razones de cambio relacionadas

Una aplicacion importante de la derivacion implicita es el calculo de razones de
cambio de dos o mas variables que cambian con el tiempo.

Ejemplo. Sean x e y dos funciones derivables de t, relacionadas por la expresion

x.y = 15. Calcule (tjj_)t( cuando x = 1, sabiendo que % =8.

Teniendo en cuenta que x e y son funciones de t, derivamos implicitamente con

dx dy
Doyt X — =
respecto a t ot y + X pm 0
Se sabe que (3—}; =8.Como x.y = 15, si x =1 resulta y = 15.
; dx dx dx 8

Sustit do obt :=>.15+18=0 == .15+8=0 = =

ustituyendo obtenemos pm = g = G 15
Problema

Un tanque para almacenar agua tiene forma de un cono invertido y se

3
esta vaciando a una tasa de 6 % La altura del cono es de 24 m y su

radio mide 12 m. Determine la rapidez a la que disminuye el nivel del
agua cuando esta a una profundidad de 10 m.

Definamos las variables que intervienen en el

problema y realicemos la figura de analisis: 17m
t: cantidad de minutos que han transcurrido desde
que el agua comenzé a salir del tanque.

h: cantidad de metros de altura del nivel del agua a
los t minutos. r 241
r: la cantidad de metros del radio de la superficie del
agua a los t minutos. b m

v: cantidad de m3 de agua en el tanque a los t
minutos.
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3
El agua sale del tanque a razén de 6 % eso significa que la variacion del
i

. 3 :
volumen con respecto al tiempo es 6 m~ por minuto o sea (21_\t/: 6. Debemos
determinar la rapidez a la que disminuye el nivel del agua, o sea la variacion de
dh|
dtlh_qo”
En cualquier instante el volumen del agua en el tanque puede expresarse a

. . 2
través de la férmula del volumen de un cono: v = %nr h. Se observaque v, hyr

la altura h con respecto al tiempo cuando la altura es de 10m,

son funciones de t.

dv

Conocemos — pm dh

y deseamos calcular o Necesitamos para ello una ecuacién
que involucre solamente a las variables v y h.

En primer lugar debemos expresar r en funciéon de h. Dado que los triangulos
tienen sus angulos respectivamente iguales, resultan semejantes, por lo tanto se

verifica que sus lados son proporcionales, es decir : ﬁ = % de donde r= %h .

2
Si sustituimos en la expresion del volumen obtenemos: v = %n(%h) h =

V= %nh3 , donde v y h son funciones de t.

dv _ 1 2 dh dv _1_,2dh
D licit t to de t: —n3h = —=-mh =

erivamos implicitamente respecto de ot 12n3 ot = pm 4n ot
Esta ecuacion se llama de razones de cambio relacionadas, ya que la razéon de
cambio de v esta ligada a la de h.

dv dh

Sustituyendo ot por —6 y despejando —— pm resulta:
1_..2dh dh _ -24
—6= —Tmh > —=—
4 dt dt nh2
Por lo tanto 9 e =—%:—0,0764
h=10  71.102 n

El nivel de agua baja a razén de 0,0764 M es decir, 7,64 M cuando el
min min

agua esta a una profundidad de 10 m.

Problema
Una escalera de 7 m de longitud esta apoyada en una pared. Si la base

de la escalera se separa de la pared a razon de 0,5%, ¢a qué razon

esta bajando su extremo superior cuando la base de la escalera esta a 2
m de la pared?
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Definimos las variables:

t: cantidad de segundos que han transcurrido desde que

comienza a deslizarse la escalera . a=Tm

x: distancia (en metros) de la base de la escalera a la h
pared.

h: altura (en metros) sobre la pared a la que llega el

extremo superior de la escalera. = m

e: longitud (en metros) de la escalera.
La expresion “la base de la escalera se aleja de la pared a razén de 0,5;:—9”
significa que la velocidad con la que cambia la distancia entre la base de la

escalera con la pared con respecto al tiempo es O,SSZ'—g, es decir ?j—)t(: 0,5.
Debemos calcular la velocidad en que estad bajando el extremo superior con

dh

respecto al tiempo t, es decir, ot cuando x = 2.

En la figura queda determinado un triangulo rectangulo por lo que es posible

aplicar el teorema de Pitagoras. Por lo tanto las variables quedan relacionadas

2 2 2
por la ecuacione™ =x" +h".

Sabiendo que e = 7, entonces 72 = x2 + h2
dx dh
+2h=—
dt dt
Esta ecuacién se llama ecuacion de razones de cambio relacionadas, ya que la
razon de cambio de h esta ligada a la de x.
dh dh _  xdx

at obtenemos: 9 - hdt (1)

2,2 : .
En la expresion 72 —x*+h , considerando x = 2 se obtiene:

72-22+1n% = h=445,

Derivando implicitamente con respectoat: 0=2x=>

Despejando ——

Como (tjj)t( 0,5%, h=+445m y x =2 m reemplazando en (1) resulta:
dh___2m 4y m _dh_ 1 m

dt Ja5m~ seg dt J45 seg

El extremo superior de la escalera desciende a razén de 1 m (15 ﬂ)

45 seg seg

cuando la base de la escalera se encuentra a 2 m de la pared y se aleja a razén
de O, 5— (50 seg )de la misma.

Problema
La expresion que describe la demanda para cierto tipo de camisa esta
dada por 2px + 65p — 4950 = 0, donde x cientos de camisas son
demandadas por semana cuando p ddlares es el precio por camisa. Si
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una camisa se vende a $ 30 esta semana y el precio crece a una tasa de
$ 0,20 por semana, calcule la tasa de variacién de la demanda.

Determinemos las variables del problema:

t: tiempo, en semanas, desde que el precio comenzd a subir.
X: cientos de camisas demandadas por semana.

p: precio (en ddlares) por camisa.

El precio crece a una tasa de $ 0,20 por semana, es decir c(jj—i) =0,20.

Debemos determinar ((jj—)t( .

El modelo matematico que relaciona las variables que dependen de t esta dado
por 2px + 65p — 4950 = 0, donde p y x son funciones de t, segun estan definidas
en el enunciado del problema.

Derivando miembro a miembro con respecto a t resulta:

dp dx dp _ dp dx _
dtx+2pdt +65dt—0 = (2X+65)th+2pdt =0

dx dx

(—2x - 65)%—?
Despejando ot obtenemos: G-

2p
Si el precio de una camisa es $ 30, reemplazamos en el modelo que relaciona
las dos variables x y p para obtener la cantidad de camisas demandadas por

semana cuando el precio por camisa es de $ 30.
Asi, 2.30.x + 65.30 — 4950 = 0 = 60x = 3000 = x =50.

Considerando _(:th) =0,20, p = 30 y x = 50, reemplazando en la expresién
; dx dx (-2.50-65).0,20
—_— I L —= = — .
obtenida para at resulta at 530 0,55

Esto indica que la demanda de camisas decrece a razon de 55 camisas por
semana cuando el precio por camisa es de $ 30.

Un problema de tasas de variacion relacionadas es aquel que involucra tasas de
variacion de variables relacionadas. En aplicaciones del mundo real que
implican tasas de variacidon relacionadas, las variables tienen una relacion
especifica para valores de t, donde t es una medida de tiempo. En general esta
variacion se expresa mediante una ecuacion, la cual representa un modelo
matematico.

Sugerencias para resolver un problema de tasas de variacion relacionadas.

1) Lea cuidadosamente el problema. Si es posible realice una figura.

2) Defina las variables del problema, comenzando, por ejemplo, por ty luego las
otras variables que deben indicar su dependencia de t.

3) Escriba los datos conocidos acerca de las variables y de sus derivadas con
respecto a t.

3) Determine lo que desea hallar.
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4) Escriba una ecuacion que relacione las variables que dependen de t. Esta
ecuacion sera un modelo matematico de la situacion.

5) Derive con respecto a t los dos miembros de la ecuacion obtenida en el paso
anterior para relacionar las tasas de variacion de las variables.

6) Sustituya los valores de las cantidades conocidas en la ecuacion y despeje la
cantidad deseada.

7) Escriba una conclusion que responda a las preguntas del problema.

Problema
Se arroja una piedra en un estanque tranquilo, formandose ondas
circulares concéntricas que se dispersan. Si el radio de la region afectada

crece a una tasa de 16 %, ¢a qué tasa crece el area de la region

afectada cuando su radio es de 4 cm?

Realizamos una figura de analisis:

Definimos las variables del problema:

t: cantidad de minutos transcurridos desde que la piedra tocé

el agua.

r: radio de la regién afectada.

A: area de la region afectada.

Se sabe que la razén de cambio del radio con respecto al tiempo t es de

16ﬂ, O sea ﬂ_ 16ﬂ
seg dt seg
Deseamos hallar a qué tasa crece el area de la region afectada cuando su radio

es de 4 cm, es decir, % cuandor=4.

El modelo matematico que relaciona las variables A y r que dependen de t, esta
dado por el érea del circulo: A = nrz.

Derivando miembro a miembro con respecto a t resulta: % = Zrcr% .
Sustituyendor=4cm y % = 16% en la expresion anterior obtenemos:

dA dr dA dA

== =2nr - == =241 = =12

ot nr pm = ot n4.16 = p 8n

2

El area de la region afectada crece a una razon de 128xn €M _ cuando su radio
esde4 cm.
EJERCICIOS

1) Sean x e y dos funciones derivables de t relacionadas por la expresion
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4x + 5y = 6. Sabiendo que ?j_)t/ =2, obtenga (cji_)t( .

2) Sean x e y dos funciones derivables de t relacionadas por la expresion

- i dy _ dx (E 5)
3senx + 4cosy = 3. Sabiendo que i 2, obtenga o en 6'3)"
3) Determine la pendiente de la recta tangente a la grafica de 9x2 + y2 =9enel

punto (%—\/g) . Encuentre la recta tangente y represente ambas curvas en el

mismo grafico.

4) Se esta formando una bola de nieve de modo que su volumen se incrementa
3

a una tasa de 2,4%. Determine la tasa a la que el radio aumenta cuando el

diametro de la bola es de 1,2 m. Recuerde que el volumen de la esfera se

calcula con la férmula v :%nr3 .
RESPUESTAS
3.";
dx __5 dx _8 3
1) dat - 2 2) dt 3

3) La pendiente es 3 . 1,06 .

/s

La ecuacién de la recta tangente es y = 1,06x — 3,18.

5 m
4) 37 min

EJERCICIOS INTEGRADORES 51 REGLAS DE DERIVACION. 5.2
DERIVACION IMPLICITA . 5.3 RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

1) Calcule las siguientes derivadas:
a)y:x2—5x3+tg% b)y:%x4—2lnx+\/;

c)y=e* —In2+34x - 2tgx d)yzln(\/1+x2)

e)y = V3e ™ +sen’x f)y:1Jre
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2
g)y = (tgx)* h) y = (cos x)>*
i) y = x*X cosx i)y =In(5e* + 1)
2)Si a(2)=1, b(2) =10, ¢(2) = -2, a'(2):%, b'(2)=3 y c'(2) =4, halle:
a) (ac—b] 2) b) (@ +b)b+c)) 2)
3) Dadas graficamente las funciones f(x) y g(x) y sabiendo que u(x) = f(x).g(x) y
f(x) o
v(x) = ——, encuentre, si existen:
a(x)
a)u'(1) b) V'(5) c)u'(2)
Y
L
\z /A T e S R
:_"m:"_i_"'g':“}:" T
o ¢ 2 1 1 1 X

x2—5x+m si x <1

2

4) Calcule los valores de n y m para que la funcién f(x) =
—-X“ +nx si x>1

sea derivable en todos los nimeros reales.
5) En la grafica, la recta es tangente a la ¥

parabola. Encuentre el valor de b.

_1
Y=

o g +10

6) Halle los puntos de la grafica de y = %x?’ + x2 —Xx —1 donde la pendiente de

la recta tangente es —1.
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7) Halle el 6 los puntos sobre la grafica de f(x) = x3 - x2 — 5x + 2 donde la recta
tangente sea paralela a la recta que pasa por los puntos(-3, 2) y (1, 14).

8) Dada la funcion y = —2x2 — 2x + 4, halle el punto en el cual la recta tangente a
la curva es paralela al eje de abscisas y la ecuacién de dicha tangente.

9) Halle los puntos de la grafica de la funcion y = x3 — 3x en los que la recta
tangente es horizontal. Calcule la ecuacion de las tangentes. Grafique.
10) Derive implicitamente las funciones :

a)x2y2—2x:3 b)x2—y2:16
11) Suponiendo que x e y son funciones derivables de t, halle lo pedido en cada
caso:

a)y= x —4x ; calcule Z—¥ cuando x = 4, sabiendo que = dx =1.

dt

c(jj)t( cuando x = 2, sabiendo que dy =-3.

b +y =9 ;calcul
)x y calcule at

5.4 Derivadas de orden superior
Sea f(x) una funcién derivable en un cierto intervalo I. La funcién derivada se
define de la siguiente manera: f '(x) = lim fec+h) = fx)

, siempre que este limite
h—0

exista.
Planteamos el limite lim w .

h—0 h
Si este limite existe en todos los puntos de | (o al menos en un subconjunto de |)
se define una nueva funcién que es la derivada de f '(x).
A esta funcién se la llama derivada segunda de f(x) y se la simboliza f "(x) o y"
(también se la llama derivada de segundo orden).

Simbolicamente: f "(x) = lim Tix+h)-f (x)
h—0 h

Si la funcion f "(x) admite derivada, la nueva funcion se llama derivada tercera

de f(x) y se indica f "'(x) o y'"'. De esta manera se pueden seguir definiendo
otras funciones derivadas de mayor orden, las que reciben el nombre de
derivadas sucesivas o derivadas de orden superior.

Para no hacer tan pesada la notacion, a partir de la cuarta derivada se utilizan
algunas de las notaciones siguientes:

%), ), F9) oo obien  fYx), Px), ) ,.......

La segunda forma es mas practica ya que puede usarse cuando se quiere
indicar un orden de derivacion no especificado.

(n)

Se escribe f ' ’(x) y se lee derivada n-ésima de f(x).
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Ejemplo. Calcule las siguientes derivadas:
a) f "(x) sabiendo que f'(x) = 2%x
b) f "(x) sabiendo que f (x) =In (3x — 1)

c) f"(x) sabiendo que f'(x) = %xz +8x

1 1 2

a) Derivando f '(x) obtenemos f"(x): f"(x) = [2x3 | = 2.§x3 =3 3
b)f(x)=In(3x-1)
. ety 1 _ 3
Derivando f(x) obtenemos: f (x) = 3)(_1.3 = 3% 1
Derivando nuevamente: f "(x) = —LZ
(3x—1)

c) Derivando f '(x) obtenemos: f "(x) = %x+8
Derivando nuevamente: f ""(x) = %
EJERCICIO
Calcule:

a) f "(x) sabiendo que f(x) = 3x° — 5.

b) £ "(x) sabiendo que f '(x) = .

c) f V(x) sabiendo que f""(x) = vVx+2.

d) £ () sabiendo que f "(x) = —>— |

—-2+X
RESPUESTAS
n n 3 iv 1 iv -6
a)f (x)=6 b)f (x)=4x c)f (x)= df X)= ——
2Ux+2 -2+ x)3

Aplicaciéon

Segun vimos, la velocidad es la primera derivada de la funcion posicion con
respecto al tiempo.
Si la funcién s(t) indica la posicion del objeto en el instante t, la velocidad esta

dada por v(t) = s'(t) = 95 .

dt
La rapidez es el valor absoluto de la velocidad.
Rapidez =|v(t)| =|s'{t)| = (cjl_? ,
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variacion de la velocidad
intervalo de tiempo
razén de cambio de la velocidad. Si tenemos en cuenta esta definicién y el
concepto de derivada, concluimos que la aceleracion es la derivada de la
funcion velocidad y, por lo tanto, la segunda derivada de la funcidn posicion.
2
a(t)=v'(t)= av_ s''(t) _9's

dt dt?
La aceleracion mide que tan rapido gana o pierde rapidez un objeto.
Dado que la rapidez es el valor absoluto de la velocidad, se pueden presentar
distintas situaciones, como se muestra en el ejemplo siguiente.

La aceleracion se define como a = , es decir como la

Ejemplo. La figura muestra la velocidad v(t) = s'(t) de una particula que se

mueve sobre una recta coordenada.
LT

Hacia adelante Hacia adelante

i = 0) otravez =0
=5 E :
gana ivelocidad! pierde | | gana
{_ramdez_}ig_ﬂnstaﬂlgii_rap|degé i rapidez.;

Poen
erEpOS0H
=0

Fs

—

4
mayar
rapidez

5 B

e —>E<—_ ;
©" gana i pierde
i rapidez : rapidez :

- Hatia atras
i = 0

Nota. Si durante cierto tiempo la aceleracién se mantiene igual a cero es porque
la velocidad es constante (movimiento uniforme).

Si la aceleracion es cero en un instante es porque la velocidad
momentaneamente no cambia (ese momento indica la transicion entre ganar y
perder rapidez o viceversa).

Ejemplo. Un objeto se mueve horizontalmente de modo que su posicion esta
determinada por la expresion s(t) = t3 - 3t2 —9t+ 5, donde s se mide en metros,
ten segundosyt > 0.

a) Encuentre la funcion aceleracion.

b) Represente en un mismo sistema de coordenadas las funciones posicion,
velocidad y aceleracién.

c) ¢ Cuando aumenta la rapidez del objeto? s Cuando disminuye?
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a) La velocidad con que se mueve el objeto es la derivada de la funcién
posicion:  v(t) = s'(t) = 3t° — 6t — 9

La aceleracién del objeto es la derivada de la funcién velocidad:
at)=v'(t)=s"(t)=6t-6

b) En la figura se representan graficamente las funciones posicion, velocidad y
aceleracion con respecto al tiempo.

................................................................

'
"""""" r
'

haciaatrds hacia adglante
; “ + — ' i
gana pierde gana
rapidez rapidez rapidez

c) Para t < 1 el objeto esta aumentando su rapidez, para 1 <t < 3 disminuye su
rapidez y para t > 3 nuevamente aumenta su rapidez.

Problema
La posicién de una particula que se mueve a lo largo del eje x esta dada

t

1+t2

a) Determine la funcién que describe la velocidad de la particula.
b) Halle la distancia total recorrida por la particula para 0 <t < 3.
c) Encuentre el momento en el cual la aceleracion es nula.

por s(t) = , 1> 0, donde t se mide en segundos y s en metros.

a) La velocidad es la primera derivada de la funcién que describe la posicion:

2
1+t |-t2t 2
v(t)=s'(t) = ( ) - =t

(1+t2)2 (1+t2j2
b) Para calcular la distancia total recorrida por la particula debemos analizar el
sentido del movimiento en el intervalo pedido.
V) =01 -=0ot=1, t=—1
Luego, en t = 1 la velocidad se anula. En ese instante la particula cambia el
sentido del desplazamiento.
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Para0 < t<1es v(t)>0yel movil avanza. Para 1 <t <3, v(t) <0 y el movil
retrocede.

El espacio recorrido en el intervalo (0, 1) es s(1) — s(0) =0,5 metros.

El espacio recorrido en el intervalo (1, 3) es s(3) — s(1) = -0,2 metros.

El mévil avanzé 0,5 metros en el primer segundo y retrocedié 0,2 metros en los
dos ultimos segundos. La distancia total recorrida durante los tres primeros
segundos es: 0,5 + 0,2 = 0,7 metros.

c) La funcién que describe la aceleracién es la derivada de la funcion velocidad,
es decir la segunda derivada de la funcidn que describe la posicién.

TR 2t(1+ tzjz (12 21+ 2 s

4 3
(’I + tzj (1 + tz)
La aceleracion es nula si a(t) = 0.

3
27 -6t 5 o L6t =0 =t=0t=+3  t=—+3.

(1+t2j3

Teniendo en cuenta el intervalo dado, la aceleracién es nula al comienzo del

movimiento y luego de V3 segundos.

PROBLEMAS DE APLICACION

1) Una epidemia de gripe se esta propagando y en el Ministerio de Salud han
estimado que el numero de personas que se contagiaran es funcion del tiempo
transcurrido desde que se detectd la misma. La funcion es n = f(t) = 30t3 - 2t2,
donde n es el numero de personas y t el tiempo en dias, siendo 0 <t < 60.

a) ¢ Cuantas personas se espera que contraigan la enfermedad luego de
20 dias? ;Y al cabo de 40 dias?

b) Obtenga la velocidad promedio que se espera que la epidemia se
propague entre los dias 10 y 15 posteriores a la deteccién de la misma.

c) Calcule la velocidad con que se espera que la enfermedad se
propague a los 25 dias.
2) En una fabrica de juguetes de madera se estim6 que el nimero de piezas
que un empleado puede pintar x horas después de haber comenzado su labor a
las 8 de la mafana, esta dado por la funcién y = 3x + 8x2 - x3 si 0<x<4.

a) Determine el nimero de juguetes que un empleado pintara entre las 10
y las 12 de la mafana.

b) Calcule la cantidad promedio que puede pintar en esas dos horas.

¢) ¢, Con qué rapidez estara pintando a las 11 y a las 12 de la mafana?
3) Una inyeccién de x gramos de cierta droga resulta en una variacién de la
presion arterial de d(x) = 0,5x3 — 4x milimetros de mercurio. Halle la sensibilidad
a 4 gramos de esta droga. (Nota: sensibilidad es la razén de cambio de la
presion arterial con respecto a la dosis suministrada).
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4) El tamano de un cultivo de bacterias que crece lentamente esta dado

aproximadamente por N(t) = Ng + 52t + t2, donde Ng es constante y el tiempo
estd medido en horas.

a) ¢, Cual es el tamafio del cultivo al iniciar el experimento?

b) Halle la razén de crecimiento en t = 5 horas.

5) Si un cuerpo esta rodeado de un liquido refrigerante a temperatura constante

To, la temperatura del cuerpo T disminuye segun la expresion: T = Tg + 16e_kt,

donde t es el tiempo y k es un numero positivo. Calcule la razén de cambio de la
temperatura del cuerpo con respecto al tiempo.

6) Para una relacion especifica entre hospedante y parasito se determind que
cuando la densidad de los hospedantes (nimero de hospedantes por unidad de
900 x
10+45x
tasa cambia el numero de hospedantes parasitados con respecto a la densidad

anfitriénica cuando x = 2?
7) Un cientifico encuentra que si calienta cierta sustancia, la temperatura,
medida en grados centigrados, luego de t minutos estd dada por la ley:

g(t):30t+6\/¥+8, donde 0 < t < 5. Encuentre la razén de cambio de la
temperatura en t = 4.

area) es x, el numero de ellos que estan parasitados es y = . A qué

6
t2+3t+1
t+1 ’

8) El tamafo de cierta poblacion en el tiempo t es f(t)=(

Determine la razén de cambio del tamano de la poblacion.
9) Un jugador golpea una bola de billar haciéndola mover en linea recta. La
distancia de la bola desde su posicion inicial a los t segundos de haber sido

lanzada esta dada por la funcion s(t) = 100t2 + 100t. Si la bola da en una banda
que se encuentra a 39 cm de la posicion inicial, a qué velocidad pega en la
banda?
10) Una particula se desplaza a lo largo de una recta de acuerdo con la
ecuacion de movimiento: s(t)=%t2 +ti—t1 donde s(t), medido en cm, es la
posicion de la particula a los t segundos.

a) Determine el tiempo que debe transcurrir para que la aceleracion sea
igual a cero.

b) En dicho instante, calcule la velocidad y la distancia recorrida.
11) La posicién de un movil (en cm) luego de t segundos, esta dada por la
funcién f(t)=%t4 —5t3 +12t2. Encuentre la velocidad del mévil cuando su
aceleracion es nula.
12) La funcion que describe la posicion de un objeto sujeto a un resorte que

oscila verticalmente esta dada por f(tf) = 8cos (%t) donde t se mide en

décimas de segundos.
a) Determine la velocidad del objeto en funcion del tiempo.
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b) Calcule dos instantes (distintos del inicial) en los que la velocidad es
nula.
13) Un cohete de juguete es lanzado verticalmente hacia arriba y alcanza una

altura s descripta por la expresién s(t) = 160t — 16t2 pies luego de t segundos.

a) ¢ Cual es la velocidad inicial del cohete?

b) ;Cual es la velocidad a los 2 segundos de haber sido lanzado?

c) ¢ Cual es la aceleracion cuando t = 3?

d) ;En qué instante tocara el cohete el suelo?

e) ¢ A qué velocidad estara viajando el cohete justo en el momento en que
toque el suelo?
14) Dos particulas se mueven a lo largo de un eje. Luego de t segundos, sus

distancias desde el origen estan dadas por: sq =4t - 3t2 y So = t2 - 2t.

a) ¢ En qué instante las particulas se mueven a la misma velocidad?

b) ¢ Cual es dicha velocidad?
15) En cierto mercado, x canastas de naranjas (expresadas en miles) se surten
diariamente cuando p dolares es el precio por canasta. La ecuacion de oferta
es: px — 20p — 3x + 105 = 0. Si el suministro diario decrece a una tasa de 0,25
canastas por dia, a qué tasa esta variando el precio cuando la oferta diaria es
de 5000 canastas?.
16) Esta semana, en una fabrica se produjeron 50 unidades de un articulo
determinado, y la cantidad producida aumenta a una tasa de dos unidades por

semana. Siy = 0,08x3 - x2 + 10x + 48 es el costo total (en dolares) por producir
x unidades determine la tasa actual a la que el costo de produccion crece.

17) La ecuacion de la oferta para cierta mercaderia es x =1000 \/3p2 +20p,

donde cada mes se suministran x unidades cuando p pesos es el precio por
unidad. Si el precio actual es de $ 20 por unidad y el precio crece a una tasa de
$ 0,50 por mes, determine la tasa de variacion de la oferta.

18) Una persona tiene una quemadura en su piel de forma circular. Si el radio
de la quemadura decrece a una tasa de 0,05 cm por dia, cuando éste es de un
centimetro, ¢ cudl es la tasa de decrecimiento del area de la quemadura en ese
instante?

19) En lo alto de un farol brilla una luz a 7,5 metros del suelo. Un hombre con
una estatura de 1,8 m se aleja caminando desde el farol a razén de 1,5 %.
Cuando el hombre se encuentra a 12 metros de la base del farol, sa qué

velocidad aumenta su sombra?, 4 cual es la longitud de dicha sombra?
20) Un cubo se expande de tal forma que su arista cambia a razén de 5 %.

Halle la razén de cambio del volumen cuando su arista es de 4 cm.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) Sea la funciony = (3x + 5)2 entonces:
a)y'= 6.(3x+5) b)y' = 2. (3x+5)
c)y' = 3.(3x+5) d)y' = 6x
2) Seala funciony =1 - 3’(2 entonces dy vale:
t=—1
a)6 b) -6 c)7 d) -2
3)Seaw=z+ Jz , entonces aw| vale:
dz z=4
3 5
a) 5 b) 2 c) 4 d)6
4) La derivadade y =1In (x2 —4)es:
X 2 2X 1
a) b) c) d) -
X-2 x—4 2 _4 X

5) Sea la funcién y = X - 8x — 6. La recta tangente a la grafica paralela a la
recta y =2 + 4x se da en los el/los puntos de abscisas:

a)x=2,x=-2 b)x=2 c)x=4 d)x=-2
6) La tangente horizontal a la funcién y = x2 + 6x — 7 se da en el/los puntos de
abscisas:

a)x=1,x=-7 b) x=-3 c)x=3 d)x=-7
7) Se sabe que f(2) = 3 y f '(2) = —1. La ecuacion de la recta tangente a la curva
de ecuacion y = f(x) en x = 2 es:

a)y=-x+1 b) y=-x-5 c)y=-x+5 d y=x+5
8) Sea la funcién 3x2 - y2 =7, entonces % es:
3x 3x
a) 3x b) -3x c) = d) - ==
) ) ) y ) y
9) Sean x e y dos funciones derivables de t relacionadas por la ecuacion
5x2 + 8y — 3=0. Se sabe que (;—3: =2 entonces % cuando x = -1 es:
8 8 13 _
a) 5 b) 5 c) 10 d) -2
AUTOEVALUACION

1) Halle las derivadas de las siguientes funciones:
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3 2x
a) f(x) = % b) f(x) = (3X)2X +1 c) f(x) = 8e3x L X +1

X
2) Dada la funcion m(x) = f();])(f(’;x) halle m' (2) si se sabe que f(2) =1, g(2) = 8,

h@2)=-2f @)=-1,9' @ =3yh (2)=4.

2
X

W

3) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2 -

paralela a la recta x —y = 0.

4) Sea f(x) = bx — a e—3x. Determine a y b para que la ecuacion de la recta
tangente al graficode fen x=0seay=2x - 3.
5) Halle dy si
dx
a)5xy—x2+11=0parax=1 b)xy2+5y—x=4paray=2
6) Encuentre:

a) la derivada segunda de la funcion f(x) = e2X +4x -1

b) la derivada tercera de la funcion g(x) = x3 + sen(2x)

¢) la derivada quinta de la funcion h(x) = x* + 2x
7) Un velero es arrastrado hacia el muelle por medio Frlea
de una polea situada a una altura de 6 metros. Si se
llama x a la distancia del velero al muelle y m a la

longitud de la cuerda, la ecuacién que las relaciona m
2. .2 2 . B

esx +6 =m . Silacuerda se recoge arazoén de 5
metros por segundo determine la velocidad del
velero (2—):} cuando quedan 10 metros de cuerda sin X Yelero
recoger.
EJERCICIOS DE REPASO
1) Derive las siguientes funciones:

a)y:x4+3x2—6 b)y=5x3+\/§x2—25x+8

)y =(x+1)2.(3x% +2) d)y = (C - 2x%)°

e) y = V4x> 25 f) y:Lﬂi

2x Vx

) y =2x + 2x h) y =InV3—x°
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2 —X 2
i) y=In—=% j) y=e".Inx
2
1-x
k) y=sen(3x2—4x+5) |)y:ﬂ
1+ cos 2x
m) y=In sen’ (3x) n) y=2 tg(3x)
2
o) y= 3" P)y =%sen(3x)—%x.cos(3x)
Inx 3x
q) y=X r) y=x
X _3x 2x+1
s)y=¢€".x t) y=x

2) Supongamos que f(10) = -% ,g(10)=6, f' (10) = % g' (10) = 8. Calcule:

a) (5f+f.g) '(10) b) (3fg—10g) '(10)
3) Supongamos que f(0) = 1, f'(0) =2, g(0) = % y g'(0) =-3. Halle:

a) (f.g)'(0) b) [%]

4) Dadas las siguientes graficas de seis funciones f1, fo, ..., fg y sus derivadas

d1, 92, ..., 9g (el orden no corresponde) determine cuales g son las derivadas de
cuales f.
'_|||'n '_|||"L

ElIIJL l_'l'l“

Fs

e

'_III'"‘ -!I|- Fs

ot
o
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5) Indique si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justifique la
respuesta.

a) La tangente a una curva en un punto no puede cortar a la curva en otro
punto.

b) Si la tangente a la grafica de y = f(x) es horizontal cuando x = ¢
entonces f '(c) = 0.

c) La pendiente de la tangente a la curva y = x4 es diferente en cada
punto de la curva.

6) Para cada una de las siguientes, halle las ecuaciones de las recta tangente
y normal a las curvas, en los puntos dados en cada caso.

a) f(x)= x3 en el punto de abscisa -2.
b) f(x) = 4x> + 5x + 2 en el punto Py (1, 11).

f(x) = —=— en el punto de abscisa 2.
c) f(x) ] en el punto de abscisa
d) f(x) = x2 +4x + 2 en el punto de ordenada 2.
7) Determine las coordenadas del vértice de las siguientes parabolas de eje

focal paralelo al eje de ordenadas, utilizando el hecho que en el vértice la recta
tangente es horizontal.
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a) f(x) = x> —x +2 b) f(x) = —3x° + 6x — 2
8) Dada la curva de ecuacion f(x) = x2 —2x + 1, halle:

a) la pendiente en el punto de abscisa —%.

b) la pendiente en los puntos de interseccion de f(x) con la recta x = 2

c) las coordenadas de los puntos con tangente horizontal.

d) las coordenadas del punto en que la recta tangente es paralela a
la recta de ecuaciébny=x+ 1.
9) La recta de pendiente —1 es tangente a la grafica de la funcién y = f(x) en el

punto de abscisa 2. Halle f(2) y f'(2).
'-|I|'n.

y = fx]

Fe

2 3 4 &
10) Calcule los coeficientes a, b y ¢ de manera tal que la curva 'y = ax2 +bx+c

pase por el punto (1, 3) y sea tangente a la recta 4x + y =8 en el punto (2, 0).
3
11) Dada la funcién y = _XT_ 2x2 +1, encuentre:

-

a) el o los puntos en que la recta tangente a la curva es paralela a la recta
12x — 3y = 6.

b) el o los puntos en que la tangente es perpendicular a la recta de
ecuacion x + 3y = 1.
12) Halle :—i utilizando derivacion implicita:

a) x> +3x+4y—3=0 b) 3y° —x° =9
13) Suponiendo que x e y son funciones derivables de t, en cada caso calcule:

a)i—i’ cuando x = 1, sabiendo que c(ij_>t< =-1,siy= Ix .

b)‘(jj—)t( cuando x = 2, sabiendo que ((jj_i/ =2,si 3y2 + x2 =7.
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6. ESTUDIO DE FUNCIONES

6.1 Valores extremos de una funcioén.

6.2 Funcidn creciente y decreciente.

6.3 Determinacién de extremos relativos.
6.4 Concavidad.

6.5 Criterio de la segunda derivada para la determinacién de
extremos relativos.

6.6 Asintotas.

6.7 Estudio de funciones.

“‘La Matematica ha exigido siglos de excavacion, y ese
proceso de busqueda no esta concluido ni lo estara nunca.
Pero hoy dia vemos ya lo excavado con claridad suficiente
como para distinguir entre ello y las herramientas utilizadas
para la excavacion.”

Philip E. B. Jourdain
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A través del desarrollo de los diferentes contenidos de este capitulo nos
proponemos responder a las preguntas ;qué forma tiene la grafica de una
funcién dada? ¢ dénde la funcién alcanza su valor maximo y/ o su valor minimo?
Buscamos descubrir como la derivada nos permite conocer caracteristicas de la
funciéon y su grafica: maximos, minimos, intervalos donde la funcién crece y
decrece, intervalos de concavidad y puntos donde la concavidad cambia.
Mostramos su valor como herramienta en la resolucién de problemas de
optimizacion y el bosquejo de las graficas de los distintos modelos matematicos.

Nos planteamos los siguientes objetivos:

e Analizar distintas aplicaciones de la derivada.

e Asociar la derivada de una funcién en un punto con un ndmero y sus
distintos significados.

e Calcular los extremos relativos de una funcién dada utilizando el criterio de
la primera derivada.

e Calcular los extremos absolutos de una funcion.

e Determinar el crecimiento y decrecimiento de una funcién.

e Calcular los extremos relativos de una funcién dada utilizando el criterio de
la segunda derivada.

e Analizar la concavidad de la grafica de una funcion.

e Determinar las diferentes asintotas a la grafica de una funcién.

e Bosquejar la grafica de una funcién.

e Resolver problemas que requieren la aplicacion de derivada.

e Utilizar el concepto de derivada de funciones en el analisis de la resolucion
de problemas.

6.1 Valores extremos de una funcion

Problema
En un club de tenis los profesores deciden construir una cartelera
rectangular para informes y novedades. La misma se construira de
acrilico rodeada de una varilla metalica. Disponen de cuatro metros de
varilla y desean hacerla lo mas grande posible. Calcule las dimensiones
que debera tener para que se utilice toda la varilla.

Si llamamos x al largo de la cartelera, el alto es (2 — x),
ya que se disponen de 4 m de varilla para rodearla.
Como se desea que la cartelera sea lo mas grande 2%
posible, debemos encontrar la funciéon que expresa el
area de la misma y luego el valor de x en el cual
alcanza su valor maximo.
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El area del rectangulo se calcula multiplicando la medida de la base por la
medida de la altura, por lo tanto, llamando A al area, resulta:

AX)=x.(2-x).

Aplicando propiedad distributiva obtenemos: A(x) = —x2 + 2X.

Esta funcion representa el area de la cartelera donde x es la medida de la base.
Se trata de una funcién cuadratica cuyo coeficiente cuadratico es negativo. Por
lo tanto la grafica de esta funcién se abre hacia abajo y en el vértice alcanza el
valor maximo.

Completamos cuadrados para obtener las coordenadas del vértice:

AX) = X2 +2x = AX)=—(x*—2x) = AX)=-(X>—2x+1)+1 =

= AX)=—(x-1)%+1.

Las coordenadas del vértice son (1, 1). Por lo tanto la funcién alcanza un valor
maximo en x = 1 y dicho valor maximo es 1.

Esto quiere decir que la cartelera de mayor area se puede lograr si la misma

tiene forma cuadrada de un metro de lado. El area maxima es un metro
cuadrado.

Problema
Se administra una droga a un paciente. El porcentaje de concentracion de
la droga en la sangre t horas después esta dada por k(t) = 25t .
tc+1

¢ Durante cuanto tiempo la concentracién de la droga en la sangre crece?
¢ Podemos determinar la concentracion maxima? ¢Cual es y cuando se
logra?

5t
t2 +1
numeros reales mayores o iguales a cero ya que t son las horas transcurridas
desde que la droga fue inyectada en la sangre. Su representacion gréfica es:

L

La funcion k(t) = es una funcién racional, su dominio son todos los

Podemos observar que la
concentracion crece hastat = 1, es
decir durante la primer hora, luego
empieza a decrecer. En t = 1 se
alcanza la concentracibn maxima
que es aproximadamente del 2,5 %.

F

.‘_
—

-y

Los problemas anteriores se conocen como problemas de optimizacion. En ellos
debemos obtener la mejor manera, la 6ptima, de hacer algo. En el primer
problema hemos podido encontrar el valor 6ptimo ya que la funcién planteada
es sencilla. Para resolver el segundo necesitamos algunas herramientas del
calculo. En particular la derivada nos permite realizar el analisis de una funcion.
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El comportamiento de la grafica de una funcién en un intervalo, es decir si crece
o decrece, si tiene un valor maximo o minimo, estan vinculadas con la derivada.

Aprendizaje por descubrimiento
Actividad 1. Determine, observando la gréfica, los valores maximos y/ o minimos
de cada funcion, si existen.
a) b) c)

'!I|'JL '!I|'JL l!lll F

¥ = 1) v =g
N

' b
L | L

1

F's

b= — — —
W

'

—_

T A T 2

Actividad 2. En las gréaficas de las funciones y = f(x) e y = h(x) del ejercicio
anterior, considere un intervalo pequeno alrededor de x = -1y x = 1 y analice si
cada funcion alcanza valores maximos o minimos en ese intervalo. En la funcién
y = g(x), ¢es posible determinar algun valor de x alrededor del cual exista algin
intervalo para el que en dicho valor la funcién alcance un maximo o minimo?

Extremos absolutos
Se habla de maximo o minimo absoluto cuando se trata del mayor o menor valor
que toma una funcion en un intervalo.

En la actividad 1 anterior, la funcién y = f(x) tiene un maximo absoluto en x = -1
y un minimo absoluto en x = —-3. La funcidn y = g(x) no tiene maximo ni minimo
absolutos. La funcion y = h(x) alcanza su valor maximo en x=-1yenx=1. No
tiene minimo absoluto.

Definicién. Consideremos una funcion definida en un conjunto A.
El valor f(c) es el maximo absoluto de f si y solo si f(c) no es superado por
ninguno de los valores f(x) que alcanza la funcién en A.

f(c) es maximo absoluto de fen A siysolosi, Vxe A = f(x) <f(c)

Definicion. El valor f(c) es el minimo absoluto de la funcién f en A si y solo si
f(c) no supera a ninguno de los valores f(x) que alcanza la funcién en dicho
conjunto.

f(c) es minimo absoluto de fen A siy solosi, V x e A= f(x)>f(c)
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La funcion y = h(x) presenta un maximo absoluto en x = ¢ y un minimo absoluto
en x = d. La funcion y = i(x) tiene el maximo absoluto en x = ¢ y un minimo
absoluto en x = b, que coincide con uno de los extremos del intervalo.

Ejemplo. En las siguientes graficas se muestran los extremos absolutos.

f:[-2,0] >R f:[-2,0) >R
X > x° X = X2
-2 "1 2 1 ,
—t ’ — y
i) =-x°
_______________ | -1
e f(0) =0 es el maximo absoluto. ¢ f(-2) = -4 es el minimo absoluto.
e f(—2) = —4 es el minimo absoluto. e La funcion no posee maximo
absoluto.
fi(-2,0] >R f:R >R
X = —x° X = x°
5 ¥t ve
* t t t }; ,
ks
fix) =%
_______________ _4

e f(0) = 0 es el maximo absoluto de
la funcion en el intervalo (-2, 0]

e No existe minimo absoluto de la
funcion en su dominio.
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e f(0) = 0 es el maximo absoluto de
la funcién en los reales.

e La funciébn carece de minimo
absoluto en su dominio.
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Nota. Los valores extremos ocurren a veces en puntos interiores del dominio y
otras veces en los extremos del mismo.

Ejemplo. Determine, si existen, los extremos absolutos de la funcién f:[m, n] —
R definida por la siguiente gréfica.

Y.

Y

m a b c d n

= w

La funcién alcanza un maximo absoluto en x = a, el valor maximo es f(a).
En x =d la funcion alcanza un minimo absoluto, el valor minimo es f(d).

Extremos relativos

Si en el ejemplo anterior se consideran soélo valores cercanos a ¢, por ejemplo
los del intervalo (b, d), entonces f(c) es el mayor de todos los valores de la
funcion en dicho intervalo y se conoce como maximo relativo de f.

Observando el intervalo (a, c), f(b) es un minimo relativo de f porque f(b) es el
menor de todos los valores de la funcién f en ese intervalo.

En la actividad 2 de la pagina 222, la funcion y = f(x) alcanza un maximo relativo
en x =-1y un minimo relativo en x = 1.

La funcién y = h(x) alcanza un maximo relativo en x =-1y en x = 1. Ademas se
observa que en x = 0, la funcién alcanza un minimo relativo.

La funcién y = g(x) no tiene maximos ni minimos relativos.

Si existe algun intervalo abierto en el que ¥t
f(c) es el valor maximo, se dice que f(c) fie)
es un maximo relativo de f.

Definicion. La funcién f(x) tiene un
maximo relativo en ¢ si y solo si f(x) <
f(c), para todo valor de x de un intervalo
abierto (por pequefio que sea) que ik

contiene a x = c. f(x) tiene un maximo relativo en ¢

rs

c
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Si existe algun intervalo abierto en el que
f(c) es el valor minimo, se dice que f(c) es
un minimo relativo de f.

Definicion. La funcion f(x) tiene un minimo
relativo en c si y solo si f(x) >f(c), para
todo valor de x de un intervalo abierto (por
pequefio que sea) que contiene a x = C.

Observacion. Al punto de coordenadas (c,

minimo relativo.

'!Il'.u

fiie)

&
%

1
C i

-

f(x) tiene un minimo relativo en c

f(c)) se lo llama punto de maximo o

Ejemplo. Indique, a partir de su grafica, valores extremos de f(x) = —x2 + 3.

En la grafica de la funcién dada se observa que

'-|I|'JL

s
-1

f(0) = 3 es el valor maximo (relativo y absoluto) de
f. Corresponde al vértice de la parabola.

Todos los demas valores de la funcion estan por
debajo de 3. No es posible calcular el menor valor
que toma la funcién.

Por lo tanto la funcién no tiene valor minimo.

Ejemplo. Determine, a partir de su grafica, los valores extremos de la funcion

3

y= —éx +§x+2x2 -2 en el intervalo [-2, 4].

Se observa que f(2) = 2 es un maximo
relativo y f(-2) = 10 es un maximo
absoluto.

Ademas f(0) = -2 es un minimo relativo té

y f(4) = -10 es un minimo absoluto.

_']D ________________

. ‘2 3
Ejemplo. Encuentre los valores extremos de la funciony = —x".

225



El Calculo Diferencial

¥
En la gréfica se observa que la funcion
no tiene valores extremos relativos ni

absolutos. . \ K
oy =

Para pensar: ;Pueden los maximos y/o minimos relativos encontrarse en los
extremos de un intervalo cerrado?

EJERCICIO

Indique los valores de x donde las siguientes funciones definidas graficamente
presentan extremos absolutos y relativos:

a) b)
l!II'JL

¥ y = 1ix)

rs

bl

o t---

L

=4
e

RESPUESTAS

a) La funcion posee un maximo relativo y absoluto en x = 2 y no posee minimo
absoluto.

b) La funcién posee un minimo relativo y absoluto en x = 1 y un maximo relativo
y absoluto en x = 4,8.

Actividades de reflexion.

a) Siga los pasos que se indican a continuacion:

e dibuje un sistema de ejes coordenados cartesianos,

e considere un intervalo cerrado [a, b] sobre el eje x,

e grafique una funcién que sea continua en el intervalo,

o liene esa funcién maximo absoluto? ;tiene esa funcion minimo absoluto?
Estudiaremos las condiciones que garantizan que una funcion posea valores
extremos.

b) Repita la actividad graficando otras funciones.

c) Realice una conjetura sobre la propiedad que tienen las funciones continuas
en un intervalo cerrado.
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Teorema del valor extremo

Siy =f(x) es continua en el intervalo [a, b] se verifica que f(x) tiene un maximo M
y también un minimo m en dicho intervalo.

Este teorema asegura que, en las condiciones establecidas, los valores maximo
y minimo existen, pero no dice nada de cudles serian los medios para
encontrarlos.

Analizamos algunos ejemplos graficos.

f:[-2,11—->R f:(-2,1)—>R
x—>x2+2x+2 x—>x2+2x+2
¥4 o ¥4 noexiste
c Frdxirmo ; maximo
4 4
3 3
2
N =" R y=f) 2
il | 1
¢ minimo i minima
T2 o1 ] X 2o ] x
La funcion es continua. La funcion es continua.
El intervalo [-2, 1] es cerrado. El intervalo (-2, 1) es abierto.
f:[-2,1 >R f:(-2,1)>R
X —> X2 12x+2 si x#-1 X —> X2 4+2x+2 si x#-1
2 si x=-1 2 si x=-1
¥4 rmaximo ¥4 noexiste
5 Mmaxirmo
oo at [
3 fi 3 = fisd
. s 2 . 2
| =~ 1 i ?\o/ i
' no existe ! L o evste 1 .
i minirmo N L i i
S T R

La funcion es discontinua.
El intervalo [-2, 1] es cerrado.

La funcion es discontinua.
El intervalo (-2, 1) es abierto.
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En estos ejemplos puede observarse que si la funcién es continua en un
intervalo cerrado, esto garantiza la existencia de un valor maximo y de un valor
minimo de la funcién en dicho intervalo.

Si la funcién no es continua o el intervalo de definicidon no es cerrado, no puede
concluirse la existencia de un maximo y un minimo de la funcién.

EJERCICIO

Determine si las funciones definidas graficamente cumplen las hipétesis del
teorema del valor extremo y encuentre, si existen, sus valores extremos.
a) b)

'5" e '5" F

e

RESPUESTAS

a) La funcién esta definida en [0, 3] pero no es continua en x = 2. No cumple las
condiciones del teorema. Presenta un valor minimo en x = 3 y no tiene valor
maximo.

b) La funcién g es continua en el intervalo abierto (1, 5). No cumple las hipétesis
del teorema porque el intervalo no es cerrado. No tiene valor maximo ni minimo.

Busqueda de valores extremos

Ejemplo. Halle el valor de la derivada en los extremos relativos de la funcion
definida graficamente.
'!I|'JL
Y =T0x) En x = 0 la funcién tiene un maximo relativo y en
X = 2 un minimo relativo.
Trazando la recta tangente en dichos valores, se
observa que es horizontal y por lo tanto f '(0) = 0

y f'2)=0.

FY
-—q
b2
-
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Teorema. Sea f(x) una funcion que tiene un extremo relativo en c. Entonces si
existe f '(c), ésta vale cero.

Si la funcidn f(x) es derivable para todos los valores considerados de la variable
independiente x, la funcidon puede tener extremos relativos Unicamente en los
puntos en los que la derivada se anula.

¢ Qué significa geométricamente el teorema?
Geomeétricamente, el teorema significa que en un punto de maximo o minimo
relativo, donde la funciéon es derivable, la recta tangente a la grafica de la
funcion tiene pendiente nula, es decir, es paralela al eje de abscisas.

'!Il' e

it

5
*

w }{

El teorema anterior establece que la primera derivada de una funcién siempre
es cero en un punto del dominio donde la funcion tiene un extremo relativo y la
derivada esta definida.

rFs

Para pensar: ;Qué ocurre con el reciproco? La derivada nula de la funcion me
garantiza la existencia de extremos relativos en ese punto?

El reciproco no es cierto, es decir, la derivada de la funcién en un punto puede
ser nula y sin embargo no haber extremos relativos en ese punto.

Ejemplo. Compruebe que la funcion f(x) = x3 - 3x2 + 3x + 1, tiene derivada nula
en x = 1y no existe extremo en ese punto.

Si graficamos la funcion y la recta i = i)
tangente en x = 1, se observa que la

misma es horizontal, eso implica que 2
su pendiente es nula, o sea f'(1)=0 /f
y la funcion y = f(x) no tiene extremo
enx=1. 1 X

-
-
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Para pensar. iPueden existir valores extremos donde la funcién no es

derivable?

Ejemplo: Analice la existencia de extremo relativo de las dos funciones cuyas

graficas se muestran.
'!Iu'n.

y = i)

rFs
-

-1 1 X

-

rFs

-

=

La funcién y = f(x) presenta un extremo relativo en x = 0 y la funcién y = g(x)
presenta un extremo relativo en x = 2, valores para los que cada grafica

presenta un punto pico, es decir, no existe f '(x).

Los Unicos puntos donde una funcion f puede tener un valor extremo relativo

son:
a) puntos del dominio donde f ' es nula.

b) puntos del dominio donde f ' no esta definida.

Definicién. Se denominan puntos criticos de una funcién f a aquellos valores del

dominio para los que la derivada se anula o bien no existe.

Y

Ly =ftx)

| y="fx)
T v r T
X = ¢ es un punto critico porque f '(c) = 0

¥

Y

C

et

X = ¢ es un punto critico porque f '(c)
no esta definida.

Ejemplo. Determine los puntos criticos de las funciones definidas graficamente:

Yo

y=Tix)

rFs
-
.

'!I|'4

o

y=00d

-
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Los puntos criticos de la funcidn y = f(x) son x = -2, x = 2 pues en dichos puntos
la derivada no existe y x = 0 en el que la derivada es nula. Los dos primeros son
minimos relativos y x = 0 es un maximo relativo.

Los puntos criticos de la funcion y = g(x) son x =0y x = 2 donde la derivada es
nula. Si bien en x = 1 la derivada no existe, no es un punto critico, pues no
pertenece al dominio de definicion de la funcién. En x = 0 la funcion tiene un
maximo relativo, en x = 2 la funcion tiene un minimo relativo.

Para pensar. ;Podemos asegurar que todo punto critico es punto maximo o
minimo?

Observacion. Los puntos de maximo o minimo relativo deben ser puntos criticos
pero no todo punto critico es punto maximo o minimo.

EJERCICIO

Indique los puntos criticos en cada una de las siguientes graficas. Explique por
qué lo son.
a) b) c)

‘f ¥ ¥

RESPUESTAS

a) Xg Y X1 son puntos criticos pues la primera derivada es nula en esos puntos.
b) xg y X1 son puntos criticos pues la primera derivada no existe en esos puntos.

c) xp es punto critico pues la primera derivada en ese punto no existe y x1 es
punto critico pues la primera derivada es nula.

¢Coémo hallar extremos absolutos de una funcién continua en un
intervalo cerrado?
De acuerdo a todo lo analizado, los Unicos puntos del dominio en los cuales una
funcion puede tomar valores extremos son los puntos criticos y los puntos
extremos del dominio.
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Esto sugiere que, por lo menos, debemos empezar a buscar los valores
extremos de y = f(x) en los valores c del dominio, donde f '(c) = 0 o donde f '(c)
no existe, o sea en los puntos criticos de la funcién.

Para hallar los maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un
intervalo cerrado [a, b] debemos:

1) Determinar los puntos criticos de la funcion.

2) Evaluar la funcion en todos los puntos criticos y puntos extremos del
intervalo.

3) El mayor de los valores encontrados es el maximo absoluto y el menor, el
minimo absoluto.

Ejemplo. Encuentre, si existen, los extremos absolutos de la funcion definida

por f(x) = %x‘o’ - x2 —3x + 4 en el intervalo [-2, 6].

Como la funcién es derivable en todo su dominio, los puntos criticos de esta
funcion son aquellos para los que f '(x) = 0.

2:(-2)

2

! -4.1.(-3 + +
f(X):Xz—ZX—3=0 = X12= ( ):2+2\/%:2+4

2 2

x1=3 y Xo=-1son los puntos criticos.

Evaluamos la funcién en esos valores y en los extremos del intervalo
considerado:

f(3)= -5 vt
D L O — B
3 :
_10
f-2)= %5
f(6) = 22

- (BI_ 5}

Graficamente podemos observar que (3, —5) es el minimo absoluto y que (6, 22)
es el maximo absoluto de la funcion.
2

Ejemplo. Halle los valores extremos absolutos de h(x) = x3 en [-3, 4].
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1
3x3
existe en x = 0. La funcion tiene entonces un punto critico, x = 0.
Hallamos los valores que toma la funciéon en el punto critico x = 0 y en los

puntos extremos del intervalo x =-3 y x = 4.
2 2 1 2 1

h0)= 03 =0  h(-3)= (-3)3 =93 ~2,08  h(4)= 43 =163 ~2,5198
Y4

La derivada es h '(x) = %x 3 :i que no se anula en ningun valor y no

Maxirmo absaoluto

¥=his)
El valor maximo absoluto es 2,5198 y
lo alcanza en x = 4 y el minimo
absoluto es 0 y lo alcanza en x = 0. SN
Minirmo 47
l absolutoy relativo

Problema
Una compaifiia averigud que la utilidad anual u, expresada en cientos de
ddlares, es funcién del niumero de representantes asignados a un distrito
determinado. Se sabe que u(x) = —2x3 + 24x2 +9990x + 2 000, donde
10 < x < 70. 4 Qué numero de representantes producira la utilidad maxima
en el distrito y cual es esa utilidad?

u(x) = =2x> + 24x2 + 9 990x + 2 000

Si bien x es un nimero entero, consideramos cualquier valor real en [10, 70], de
modo que u(x) es derivable en todo su dominio, u '(x) = —6x2 +48x + 9 990.

Los Unicos puntos criticos son los valores de x para los cuales u '(x) = 0.
u'x)=0= —x2 +8x+1665=0=x=45, x=-37 (este valor no se considera
pues no pertenece al intervalo).

Hallamos las utilidades en cada punto critico y en los extremos del intervalo.
u(45) =317 900 u(10) =102 300 u(70) =132 900
Luego, 45 representantes daran la utilidad maxima de 317 900 (cientos de
dolares), es decir, 31 790 000 ddlares.

Problema
Un lago contaminado con bacterias se trata con un producto quimico
antibacterial. Después de t dias, el numero n de bacterias por mililitro de

agua es aproximado por n(t) :20(%— In(%n +30 ,1<t<15.

a) ¢ Cuando durante ese periodo sera maximo el numero de bacterias?
b) ¢ Cual es ese numero maximo de bacterias?
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Recordemos que si bien n(t) representa la cantidad de bacterias, consideramos
que es una funcién continua de manera que sea derivable

a)n'(t) = 20(i - gij = n'(t) :20.(% - %j . Esta derivada no existe ent=0
yseanulaent=12.

Como t debe pertenecer al intervalo [1, 15], entonces t = 12 es el Unico punto
critico.

Calculando los valores de la funcién en el punto critico y en los extremos del
intervalo, se obtiene:

n(1) = 81,36 V4
n(12) = 50 '
n(15) = 50,54

El maximo numero de
bacterias se encuentra
el primer dia y es
aproximadamente 81
bacterias. 10

rF's
r

6.2 Funcion creciente y decreciente
Si se observa la grafica de la funcion y = f(x) y se la recorre de izquierda a
derecha se puede ver que en algunos intervalos de la variable independiente la

funcion aumenta su valor (“sube”) y en otros disminuye (“baja”).
o

y =T

rFs

e

Los términos creciente y decreciente permiten describir el comportamiento de
una funcién analizada de izquierda a derecha a lo largo de su grafica.

En este caso podemos asegurar que:

e la funcion crece en los intervalos (—x, a), (b, ¢) y (d, )

¢ la funcion decrece en los intervalos (a, b) y (c, d).
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Definicion. Una funcién es creciente en un intervalo si para dos valores x1 y X2
del dominio, si x1 < x2 entonces f(x1) < f(x2).

Definicion. Una funcion es decreciente en un intervalo si para dos valores xq y
xo2 del dominio, si x4 < x2 entonces f(x1) > f(x2).

La grafica siguiente describe el rendimiento r(t) de los empleados de una oficina
durante el turno mafana. La duracion total del turno es de cinco horas y t es el
numero de horas transcurridas desde el inicio del mismo.

r(f) La forma de la grafica indica que
v =D durante las dos primeras horas el
rendimiento aumentdé mientras que a
partir de la tercera hora de trabajo y

+ hasta finalizar la jornada, disminuy®.

) l” ' bl ' ' 5 t
Muchas veces es importante poder determinar cuando una funcién es creciente

y cuando decreciente. Veremos cémo, conocida f(x), su derivada f puede
utilizarse para obtener esta informacion.

Aprendizaje por descubrimiento
Actividad 1.

Personas que viven por La tabla muestra el numero de
Afio | debajo del nivel de pobreza | millones de personas que vivian en
(millones) cierto pais por debajo del nivel de
1990 33,5 pobreza desde 1990 hasta 1999.
1991 35,1 a) Esboce la grafica, considerando x al
1992 38 numero de afos transcurridos desde
1993 38
1990.
1994 39,4 .
1995 376 b) Calcule las razones de cambio de la
1996 3é cantidad de personas con respecto al
1997 36.5 tiempo en intervalos de un a_lﬁo.
1998 355 c) Complete la tabla de abajo.
1999 32
Cantidad de personas Grafica Razén de cambio promedio
Sube Creciente positiva
Queda igual
Baja

Actividad 2. Se lanza una pelota al aire y su altura puede expresarse en funcién

del tiempo mediante la funcién h(t) = —16t2 + 128t, donde h(t) es la altura medida
en metros y t es el tiempo medido en segundos.
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a) Obtenga la ley de la funcidon que expresa la velocidad de desplazamiento del

objeto en cualquier instante t.
b) Complete la tabla:

Tiempo t

Altura h(t)

Velocidad v(t)

0

N OO WIN~

8

c) Represente ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos y
compare la altura alcanzada con la velocidad observando las graficas.

d) Complete el siguiente cuadro:

Intervalo de tiempo

Comportamiento de la Signo de la
funcion altura h(t)

velocidad v(t)

O0<t<4

t=4

4<t<8

e) Relacione las funciones desplazamiento y velocidad.

Compartimos algunas conclusiones
En la actividad 1, observando la grafica y los valores obtenidos para las razones
de cambio, podemos concluir que cuando la razén de cambio es positiva, la
grafica es creciente, cuando la razén de cambio es cero, la grafica es constante
y cuando la razén de cambio es negativa, la grafica es decreciente.

En la actividad 2, observamos
que a medida que la pelota va
subiendo, su velocidad
disminuye hasta que se anula,
en el momento que alcanza su
altura maxima. A partir de ese
momento la pelota comienza a
caer.

Su velocidad va disminuyendo
hasta tocar el suelo con una

velocidad de —128 -1 .
seg

286 T

128
64 1

y=hif)

44
1281
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La funcién h(t), que describe la altura de la pelota, crece en el intervalo (0, 4), en
t =4 alcanza su valor maximo y decrece en (4, 8).

La funcion v(t) = h '(t) es positiva en (0, 4). Se anula en t = 4, instante en el que
el cuerpo se estabiliza momentaneamente; a partir de ahi es negativa, lo que
indica que el cuerpo esta cayendo.

Las conclusiones a las que se arriba en este problema para desplazamiento y
velocidad se verifican en general para cualquier funcién y su derivada.

Crecimiento y decrecimiento de una funcién y la derivada primera
Ademas de relacionar la derivada de una funcién en un punto con la pendiente
de la recta tangente, las actividades anteriores permiten relacionar el signo de la
derivada con el comportamiento de la funciéon. Se destacan puntos donde su
derivada es nula, mayor que cero o menor que cero. Se inicia el camino hacia el
descubrimiento de las relaciones con crecimiento y decrecimiento de una
funcién en un punto o en un determinado dominio. Se busca conectar la
derivada y la funcién derivada con el comportamiento puntual y global de la
funcion.

Dado que con frecuencia es importante determinar cuando una funcién es
creciente o decreciente vamos a analizar cdmo puede utilizarse la derivada para
decidirlo. Veremos como el crecimiento y decrecimiento de una funcién esta
ligado con el signo de la derivada f '(x).

Actividades de reflexion.

e Trace diferentes graficas de funciones crecientes y analice el signo de la
derivada en cada punto de la misma.

e Trace diferentes graficas de funciones decrecientes y analice el signo de la
derivada en cada punto de la misma.

e Observamos que funciones especiales (crecientes o decrecientes) tienen
una clase particular de derivada. Podemos preguntarnos a qué clase de funcion
le corresponde una derivada positiva 0 una derivada negativa.

e ;Qué relacién existe entre crecimiento, razén de cambio y pendiente? ; Qué
relacion existe entre decrecimiento, razén de cambio y pendiente?

La consideracion de la derivada como pendiente de tangentes es muy util en el
analisis de la variacién de funciones. Sabemos que f '(x) representa la pendiente
de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en el punto (x, f(x)). La derivada en
cada punto tiene un significado geométrico que es de gran utilidad cuando
necesitamos obtener una idea cualitativa de la grafica de una funcién. Una
derivada positiva en todo x del intervalo analizado implica que la pendiente de la
recta tangente en cada punto de ese intervalo es positiva y una derivada
negativa, que la pendiente es negativa.

Podemos afirmar que si la derivada de una funcién es positiva entonces la
funcion crece, si la derivada es negativa la funcién decrece.
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Si la derivada de una funcién en un punto es cero, la variacion se estabiliza
momentaneamente y los valores de la funcién en esos puntos pueden ser
maximos 0 minimos.

Dada una funcién f(x) continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b),
podemos enunciar los siguientes teoremas:

Teorema 1. Si f '(x) > 0 para todo x en (a, b) entonces f(x) es creciente en el
intervalo.
Teorema 2. Sif'(x) < 0 para todo x en (a, b) entonces f(x) es decreciente en el
intervalo.

Para pensar.

¢ Si se sabe que una funcion es creciente en (a, b) ;podemos asegurar que su
derivada es positiva para todos x del intervalo?

¢ Si se sabe que una funcién es decreciente en (a, b) ;podemos asegurar que
su derivada es negativa para todos x del intervalo?

Sabemos que la funcion y = x3 es ’

creciente en x = 0 y sin embargo su 3f=}{3
derivada es nula en x = 0. Lo podemos ' '
comprobar trazando la recta tangente a la / 0

grafica de la funcion en x = 0.

Conclusién. El reciproco de los teoremas no es cierto.

Ejemplo. Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
definida en el conjunto de los niumeros reales por f(x) = X - 6x2 + Ox + 1.

El signo de la primera derivada determina si la funcidon es creciente o
decreciente. Encontramos los puntos criticos (valores del dominio donde la
derivada se anula o no existe) y luego determinamos el signo de la derivada a la
izquierda y derecha de cada uno de ellos.

f'(x):3x2— 12x + 9. Sus ceros son x =1y x = 3.

Podemos escribir f '(x) = 3(x — 3)(x — 1). Como f '(x) esta definida para todo x,
los Unicos puntos criticos son x = 1 y x = 3. Analizamos el signo de f '(x) en los
intervalos que determinan estos valores en el dominio de la funcién.

(==, 1) (1,3) (3, =)
x—3 - - +
x-=1 - + +
3x-3)(x-1) + - +
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En la tabla se observa que f'(x)>0si x<1 v x>3 y f'(x)<0 si 1<x<3.

La funciébn es creciente para decreciente
valores menores que 1 o mayores
que 3 y decreciente para todos los

rFs
-

numeros reales comprendidos 0 1 7 3
entre1y3. e ARt i R
creciente creciente
La grafica de la funcion es: ¥
5 i = 1)

= -

Dada una funcién continua en el intervalo [a, b], para hallar los intervalos donde
la funcion es creciente o decreciente, es conveniente seguir los siguientes
pasos:

e Encontrar los puntos criticos de la funcién en el intervalo (a, b), los cuales
determinan en el dominio de la funcion, intervalos de prueba.

e Determinar el signo de f '(x) para un valor de x de cada uno de dichos
intervalos.

e Decidir si la funcion es creciente o decreciente en cada uno esos intervalos
usando los teoremas dados.

Problema

Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida
que transcurre la jornada laboral. La funcién que expresa dicho
rendimiento es r(t) = 30t — 10,5t2 + t3, siendo t el nimero de horas
transcurridas desde el inicio de la jornada laboral. Halle los intervalos
durante los cuales el rendimiento decae, suponiendo que la jornada
laboral es de 9 horas.

Estudiaremos el signo de la derivada primera de la funcidon que expresa el
rendimiento para encontrar los intervalos de crecimiento.

r'(t) = 30 — 21t + 32
F'()=0 = 30-21t+32=0 = t=5,t=2
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Como t expresa el numero de horas transcurridas de la jornada laboral debe ser
0 <t < 9. Se construye una tabla para analizar el signo de la derivada primera
teniendo en cuenta el dominio de la funcidn y los puntos criticos.

Intervalo Signo r '(t) Conclusion
(0, 2) + r(t) crece
(2, 5) - r(t) decrece
(5,9) + r(t) crece

El rendimiento decae desde las dos horas hasta las cinco horas transcurridas
desde el inicio de la jornada laboral.
En la gréafica podemos observar un bosquejo de la funcion.

riti4

y=rif)

Fy

-

EJERCICIOS

1) Determine los intervalos abiertos en los que la funcion dada es creciente o
decreciente:

a) b)
V. W

o
-
rFs
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c) d)

y=1id

=W

-

-

2) Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones:

a) f(x) = 5x° — 30x + 2 b) g(x) = %x:” —%xz
c) h(x) = —12x + 5 d)i(x) = (3x — 9)°

RESPUESTAS

1)a) (-, —3) decreciente, (-3, ) creciente

b) Decreciente en todo su dominio

c) (-, —1) creciente, (-1, 0) decreciente, (0, 1) creciente, (1, «) decreciente
d) Decreciente en todo su dominio, (—w, 2) U (2, «).

2)a) f(x) es creciente en (3, «) y decreciente en (-, 3).

b) g(x) es creciente en (-, 0) y (1, ) y decreciente en (0, 1).

c) h(x) es decreciente en todo su dominio, es decir para todo numero real.
d) i(x) es creciente en el conjunto de los numeros reales.

6.3 Determinacion de extremos relativos

Una vez determinados los intervalos de crecimiento o decrecimiento de una
funcién, es posible localizar sus extremos relativos con facilidad.

Con lo analizado hasta aca podemos decir que si f tiene un extremo relativo en
x =c entonces f '(c) = 0 o f '(c) no existe. Analizaremos qué otras condiciones se
deben cumplir para que exista valor extremo.

Aprendizaje por descubrimiento
Actividad. Para cada una de las funciones definidas graficamente.
1) Determine los puntos criticos de la funcion y explique por qué lo son.
2) Identifique en cual o cuales de los puntos criticos la derivada f '(x):
a) Cambia de positiva a negativa.
b) Cambia de negativa a positiva.
c¢) No cambia de signo.
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3) Analice en cuales de esos puntos la funcién alcanza extremos, maximos o
minimos, relativos.
vt vt

\/ i 1\/ %

-

Para pensar. ;Qué condiciones se deben cumplir para que exista un maximo o
un minimo relativo en un punto critico?

Criterio de la derivada primera

Sea la funcién f(x) continua en un cierto intervalo al cual pertenece el punto
critico ¢ y derivable en todos los puntos del mismo (a excepcion quizas del
mismo punto c).

Si al pasar por este punto de izquierda a derecha, el signo de la derivada
cambia de (+) a (-), la funcién admite un maximo relativo en x = c.

Si al pasar por el punto ¢ de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia
de (-) a (+), la funcion admite un minimo relativo en este punto.

Es decir:

a) {; ,g;:g :: ;((ig maximo relativo en ¢
b) {; g; i 8 :: i : g minimo relativo en ¢

Observacion. Las condiciones a) y b) deben cumplirse para todos los valores de
x suficientemente préximos al valor ¢, es decir, para todos los valores de x
pertenecientes a un intervalo abierto de la forma (c — 8, ¢ + &), siendo &
suficientemente pequefio.

a) Dado que la funcion es
continua y a la izquierda del
punto critico la derivada es
positiva, entonces la funcion es
creciente a la izquierda del
punto critico y como la derivada
es negativa a la derecha del
punto critico la funcion es
decreciente.

Luego, en x = ¢ se encuentra
un maximo relativo. M *

rFs
-
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b) Dado que la funcién es
continua y a la izquierda del Y1
punto critico la derivada es
negativa, entonces la funcion
es decreciente a la izquierda
del punto critico y como la
derivada es positiva a la
derecha del punto critico la
funcion es creciente.

Luego, en el valor x = ¢ la :
funcion admite un minimo + C W
relativo.

= 0¥

re
-

Ejemplo. Encuentre, si existen, los extremos relativos de la funcion definida por
f(X) = X BX°+ Ox + 1.

En un ejemplo anterior se analizé el crecimiento y decrecimiento de esta
funcion.

La funcién tiene un maximo relativo en

x = 1 ya que es creciente a la izquierda
de x = 1 y decrece inmediatamente a
su derecha. Del mismo modo la funcién
tiene un minimo relativo en x = 3
porque f estd decreciendo a la
izquierda de ese valor y crece
inmediatamente a la derecha del *
mismo.

= -

Para determinar los extremos relativos se procede de la siguiente manera:

a) se determina f '(x),
b) se calculan los puntos criticos,
c) se analiza el signo de la derivada a ambos lados del punto critico.

Suponiendo que x = ¢ es el Unico punto critico en el intervalo (a, b):
Sif ' cambia de negativa a positiva en x = ¢, f(c) es un minimo relativo de f.

Sif ' cambia de positiva a negativa en x = ¢, f(c) es un maximo relativo de f.
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f(x) Signo

tiene: | def'(a)|def'(b)

Gréafica

Maximo
relativo

¥ (c, T(c))

Minimo
relativo

Ningun
extremo +
relativo

Ningun
extremo -
relativo

=0

{c, el

rFs

-

A E p n

Fl
*

-

Ejemplo. Determine los extremos relativos f(x) = x3 -X- 2x2 + 2.

Para encontrar los extremos relativos se determinan los puntos criticos de la

funcion.

F'X)=3°-1-4x = f'(x)=0 < x=-021; x=1,55.
Para facilitar el analisis del signo de la derivada primera se encuentran los
intervalos en los que queda dividido el dominio de la funcién al considerar los

puntos criticos.

Intervalo Signo f'(x) Conclusion
(—0; =0,21) + f(x) crece
(-0,21; 1,55) - f(x) decrece
(1,55; ) + f(x) crece
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La funcion tiene un maximo relativo en x =-0,21 y un minimo relativo en
x=1,55.

En la grafica se puede observar i
lo analizado analiticamente. I = i)
a2 f E--- 2 W
frrece ' fdecrece frrece

f{-0,21) 1,55
rndximo relativo minimo relativo

2
Ejemplo. Halle el dominio de la funcion f(x)=X—2);+2 y encuentre sus

extremos relativos.

El dominio de esta funcion es el conjunto de los niUmeros reales excepto el uno.

D=R-{1}
Para determinar sus extremos relativos, se calcula la derivada primera:
2
f'(x):% N f'(x):X‘(X—_zz)
(x=1) (x=1)

Los puntos criticos de la funcién son aquellos valores del dominio que anulan la
primera derivada o bien donde la derivada no existe.

La primera derivada se anula en x =0 y x = 2. La derivada no existe en x = 1
pero no es un punto critico pues no pertenece al dominio de definiciéon de la
funcion.

Los unicos puntos criticos sonx=0 y x=2.

Analizamos como varia el signo de la primera derivada en los diferentes
intervalos. Para la confeccion de la tabla tenemos en cuenta cada punto critico y
los valores donde la funcion no esta definida.

Los puntos que no pertenecen al dominio de definicién de la funciéon deben

tenerse en cuenta en el analisis de los signos porque puede ocurrir que a uno u
otro lado del mismo la funcion sea creciente o decreciente.
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/

Intervalo | Signo f'(x) | Comportamiento de f(x) Puntos extremos
(—o0, 0) + crece Maximo relativo en x =0
0, 1) - decrece M(0, -2)
(1, 2) - decrece Minimo relativo en x = 2
(2, ) + crece m(2, 2)
W4 .
. . : By
Observando la grafica de la funcion v
se puede comprobar lo analizado ) L .
analiticamente. 1 :1 2 H

Ejemplo: Encuentre los valores de a y b para que f(x) = x3 + bx + a tenga un
minimo relativo en (2, 3).

La imagen de x = 2 es 3. Para que sea un minimo relativo, la primera derivada
debe ser cero en x = 2 y los signos de la misma deben cambiar a ambos lados
de dicho valor.

) [f(2)=3 23 +2b+a=3 5+2b+a=0
De aqui resulta.{f.(z)zo = { 392 . p-0 12+b=0

Resolviendo el sistema resultaque b=-12 y a=19.

Reemplazando en la funcién obtenemos f(x) = X —12x + 19.

Calculamos la primera derivada y analizaremos si tiene un minimo relativo en
X=2.

£'(x) = 3x> — 12. Sabemos que f'(2) = 0.

Podemos determinar el signo de la derivada primera a izquierda y derecha de

X =2, porejemploenx=1yx=23.

Como f'(1) = -9y f '(3) = 15 resulta que la derivada primera cambia de negativa
a positiva al pasar por x = 2. Existe un minimo relativo en dicho punto.

Problema
Una cierta droga se administra a un paciente. El porcentaje de
concentracion de la droga en la sangre t horas después esta dado por

k(t) = , siendo 0 <t<3.

t2 41
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a) ¢Durante cuanto tiempo crece la concentracion de la droga en la
sangre?

b) ;Podemos determinar la concentracion maxima? ;Cual es y en qué
instante se logra?

a) Para hallar los intervalos en los cuales la funcion es creciente analizaremos el
signo de la derivada primera. Para ello, primero determinamos los puntos

2 2 2 2
oriticos: k(1) = 5(t2 +1) 5t2t _5t°+5-10t> _—5t° +5

(t2 +1)2 (t2 +1)2 ) (t2 +1)2

La derivada existe para todo valordety se anulaent=+1.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién que son todos los numeros reales
mayores o iguales que cero, el Unico punto criticoes t = 1.

Determinamos los intervalos teniendo en cuenta el dominio y el punto critico y
analizamos el signo de la derivada primera.

Intervalo Signo k '(t) Conclusion
0, 1) + k(t) crece
(1, 3) - k(t) decrece

El porcentaje de concentracion de la droga en la sangre crece en el intervalo
(0,1), es decir, durante la primera hora desde su administracion.

b) Comok '(t) =0 ent=1 y lafuncién crece hasta t = 1 y luego decrece, la
funcion tiene un maximo relativoent=1.

La concentracion de droga en la sangre en ese instante es k(1) = % Ademas,

15
k(0)=0yk(3)= = =1,5.
©=0yk@3)=12

La concentracion maxima de droga en la sangre se alcanza una hora después
de su administracion y es 2,5 %.

Ejemplo. Analice el crecimiento y determine, si existen, extremos relativos y

absolutos de la funcion f: [- 4, 2] - R/ f(x) = %x“ +%x3 +%x2 —6x.

Calculamos f '(x) y hallamos los puntos criticos de la funcion.

La derivada es f'(x) = xX° + 4x> + x — 6

La funcién derivada esta definida en todos los reales. Se anula en x = -3, x = -2
y x = 1. Estos son los valores que corresponden a los puntos criticos.
Analicemos el signo de la derivada primera a la derecha y a la izquierda de esos

valores para obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento y encontrar
los extremos relativos.
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Intervalo | Signo f '(x) | Comportamiento de f(x) Puntos extremos
(-4, -3) - decrece

Minimo relativo en x = -3

-3, -2 + crece .. .
( ) Maximo relativo en x = -2
(-2,1) - decrece . .
Minimo relativo en x = 1
(1, 2) + crece

Para calcular los extremos absolutos comparamos las imagenes en los
extremos relativos y en los puntos extremos del dominio.

21 22 47

f(-3)= £ =525 f(—2)= 2273 f(1)= - —— =~ _-3916
(-3) 2 (=2) 3 (1) 1
32 - 14 -
f(—4)= 22 =106 f2)= — =46
(—4) 3 (2) 3

El menor valor que toma la funciéon en el intervalo de definicion [-4, 2] es
- 3,916 . Por lo tanto x = 1 es minimo relativo y absoluto.

El mayor valor que toma la funcién en el intervalo es 10,6 . Por lo tanto, x = —4

es maximo absoluto.
En la grafica de la funcion se observa lo analizado.

e

Fs

I S

EJERCICIOS
1) ¢ En qué valores del dominio la funcion dada tiene un extremo relativo?
a) b)
'!Ifn '!I|' rFs
y =T ¥ =0(x)

-1 1

Fy
b

F's

-
=
=
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c) d)

¥ =hig

FY
b

-

2) Usando el criterio de la derivada primera, encuentre todos los puntos criticos
y determine si son extremos relativos de las siguientes funciones:

a) f(x) = §X3 _32x b) f()():_(:,”(_2)4
X3 2 1

c) f(x) = ———+5x“ —16x+100 d) f(x) =
3 X+3

3) Encuentre, si existen, los extremos relativos y absolutos de las siguientes
funciones en el intervalo que se indica.

Funcion Intervalo
a) | y=-2x°+6x [0, 3]
b) | y=x"-3x° [-1, 3]
RESPUESTAS
1)a) x =1, x = =1 minimos relativos y x = 0 maximo relativo.
b) No tiene extremos. ¢) x = —2 maximo relativo, x = 2 minimo relativo.

d) x = =1 minimo relativo, x = 1 maximo relativo.

2)a) x = 4 y x = —4 puntos criticos; (4,—?} minimo relativo, (— 4%)
o . 2 i 2 - :
maximo relativo. b) x = 3 punto critico; 5,0 maximo relativo.

c) x =2 y x = 8 puntos criticos; (2%) minimo relativo; (8%} maximo

relativo. d) No tiene puntos criticos ni extremos relativos.
3)a) (ggj maximo relativo y absoluto; (0, 0) y (3, 0) minimos absolutos.

b) (0, 0) maximo relativo y absoluto; (3, 0) maximo absoluto; (2, —4) minimo
relativo y absoluto; (-1, —4) minimo absoluto.
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6.4 Concavidad

Ya vimos cémo utilizar el signo de la derivada primera para determinar donde la
funcién f(x) es creciente o decreciente y cuales son sus extremos relativos.
Estos datos nos permiten aproximarnos a la grafica de la misma. La
determinacién de extremos relativos y absolutos, intervalos de crecimiento y
decrecimiento son aspectos a tener en cuenta pero no suficientes para lograr
nuestro objetivo. Por ejemplo, si una funcion y = f(x) es tal que, entre los puntos
ay b es creciente, tiene un maximo relativo en b y desde b hasta c decrece, no
podriamos especificar cual es la forma de la curva.

Podria ser:

l!II'JL '!Il'.u

rFs

-

Analizamos la siguiente situacion: la grafica describe el comportamiento de la
funcién p(t) que indica el numero de piezas que un obrero de una fabrica de
rulemanes puede ensamblar transcurridas t horas.
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Pt 4

L

la pendiente decrece

F-lnclinacion maxima

la pendiente crece

rFs

latasa de produccian la tasa de produccidn t
Crece decrece

Se observa que la grafica es creciente pero su crecimiento a lo largo de las
horas de trabajo es diferente. Al comienzo podemos ver que la grafica no es
“tan inclinada” (observar las pendientes de las tangentes). La inclinacion
aumenta hasta que la grafica llega a un punto de maxima inclinacion y luego
comienza a disminuir (observar las inclinaciones de las rectas tangentes).
Desde el significado del problema podemos decir que al comienzo la tasa de
produccién es baja y va aumentado a medida que el trabajador logra la rutina
para que, después de llegar a su maxima eficiencia, esta tasa comience a
disminuir por la fatiga que implica la jornada laboral.

Para precisar la forma de la curva necesitamos conocer mas datos. Veremos
que la derivada segunda también nos proporciona informacion util sobre la
grafica de f.

Las graficas de las funciones f(x) = x2 y g(x) = —x2 son ejemplos de una
propiedad de la grafica de una funcidn, la concavidad. La grafica de f es
concava hacia arriba mientras que la grafica de g es céncava hacia abajo.

En forma intuitiva podemos decir que una curva es concava hacia arriba si se
dobla hacia arriba y es concava hacia abajo si se dobla hacia abajo.

Los puntos en los que cambia la concavidad se llaman puntos de inflexion.

it
Y= i)

La grafica de la funcién es cdéncava hacia

abajo en el intervalo (-, 0) y concava hacia

¢ " arriba en el intervalo (0, «). En x = 0 tiene un

punto de inflexién.

Asi como el signo de la derivada primera esta relacionado con el crecimiento y
decrecimiento de la funcion, el signo de la derivada segunda esta relacionado
con la concavidad de la grafica de la funcion.
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Definicion. Decimos que la grafica de una funcion derivable f(x) es céncava
hacia arriba en el intervalo (a, b) si f ' es creciente en dicho intervalo.

Definicion. Decimos que la grafica de una funcién derivable f(x) es céncava
hacia abajo en el intervalo (a, b) si f ' es decreciente en dicho intervalo.

Puede observarse que la grafica de una funcién céncava hacia arriba queda por
encima de sus tangentes y la grafica de una funcién cdéncava hacia abajo queda
por debajo de sus tangentes.

i 4 s
Y= 1)
y = fi)
- Edncava hama arrlba X w concava hEICIEI ahajl:l X
f'es creciente f'es decreciente

Para pensar. ;Qué sucede con las pendientes de las rectas tangentes? ; Cémo
se puede determinar que f' es creciente o decreciente?

Debemos tener en cuenta que, para determinar los intervalos abiertos en los
que la grafica de la funcién f es concava hacia arriba o hacia abajo, se necesita
determinar los intervalos en los cuales f ' es creciente o decreciente.

De todo lo anterior, si f(x) es derivable por lo menos dos veces en un intervalo
abierto, podemos afirmar que:

e cuando su derivada segunda es positiva en ese intervalo, su derivada
primera es una funcion creciente y por lo tanto la grafica de la funcién es
concava hacia arriba en el intervalo,

e cuando su derivada segunda es negativa en ese intervalo, su derivada
primera una funcion decreciente y por lo tanto la grafica de la funcion es
coéncava hacia abajo en el intervalo.

Sea f(x) una funcion cuya derivada segunda existe en el intervalo (a, b).

e sif" (x)>0 paratodo x en (a, b) entonces la grafica de f(x) es concava
hacia arriba en (a, b).

e sif" (x) <0 paratodo x en (a, b) entonces la grafica de f(x) es cdncava
hacia abajo en (a, b).
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. concava
Y ¥ =10 hacia arriba
concava .
concava hacia abajo ¥ = fi)
hacia arriba cAncava
hacia abajo
/ x i X
Yt La concavidad de la funcion y = f(x)
cOncava cambia en un punto de inflexion.
hacia abajo ) )
Nota. Si la curva tiene una tangente
. en el punto de inflexion, la grafica
. cruza la recta tangente en ese punto.
concava
hacia arriba
=T
X

Determinacion de los puntos de inflexion

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto de ese
intervalo. Se dice que el punto (c, f(c)) es un punto de inflexion si en él la grafica
de f pasa de concava hacia arriba a concava hacia abajo o viceversa.

'!Ifn
En el intervalo (a, c) la grafica de la funcién
es concava hacia abajo y en (c, b) es
coéncava hacia arriba. En x = ¢ cambia la
concavidad, entonces en dicho valor existe
un punto de inflexién.

e
-

En x=cq1yx=co lagrafica de la
funcion tiene punto de inflexién.

rFs
-
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Los posibles puntos de inflexién se encuentran en los valores del dominio para
los que la derivada segunda es cero o donde no existe.

Para determinar los puntos de inflexion debemos analizar el signo de la
derivada segunda de la funcién a ambos lados de los puntos donde esta
derivada es cero o no existe. Si el signo de la derivada segunda cambia de
positiva a negativa, o viceversa, eso implica que existe un punto de inflexion.

Resumiendo, para analizar la concavidad y encontrar los puntos de inflexion de
la gréfica de una funcion debemos:
a) calcular la primera y la segunda derivada,

b) encontrar los puntos donde f "(x) = 0 o donde no existe,
c) analizar el signo de f "'(x) a ambos lados de los puntos hallados en b).

Ejemplo. Analice la concavidad y los ¥
puntos de inflexién de la grafica de la y = fis)
funcion definida graficamente.

rs
-

La grafica es concava hacia arriba para los valores de x menores a 0 y es
céncava hacia abajo para los valores de x mayores a 0. Como x = 0 pertenece
al dominio de la funcién y en ese punto cambia la concavidad, x = 0 es un punto
de inflexion.

Ejemplo. Analice la concavidad y los puntos de inflexién de la siguiente grafica.
y 4+ ,
¥ =0
La grafica es coéncava
hacia abajo en el
intervalo (-, 3) vy
céncava hacia arriba en
el intervalo (3, «) pero
no tiene puntos de
- inflexion ya que x = 3
no pertenece al dominio
de la funcion.

F
-
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Ejemplo. Estudie la concavidad de la grafica de f(x) = x4 - 6x3 + 12x2 - 8xy
encuentre los puntos de inflexion, si existen.

La primera derivada es: f '(x) = 4x3 - 18x2 + 24x — 8.
La segunda derivada es: f "'(x) = 12x% — 36x + 24.

La segunda derivada esta definida para todos los reales y se anulaen x=1 vy
X=2.

Analicemos el signo de f "' en los intervalos que determinan dichos valores:

Intervalo Signo de f " Concavidad

(—o0, 1) + Concava hacia arriba U
(1, 2) - Céncava hacia abajo e
(2, ) + Coéncava hacia arriba U

l!lll“
La grafica tiene dos puntos de inflexion. I
Hallamos sus ordenadas reemplazandolos en la
funcion:
f(1)=1*-6.13 + 1212~ 8.1 = -1
f2)=2*—62°+1222_82-0
Los puntos de inflexion son (1, —=1) y (2, 0).
En la grafica se puede observar lo analizado 2 it
analiticamente. Tt

y =)

Ejemplo. Analice la concavidad y encuentre los puntos de inflexion, si existen,
3

x2 -4

de la grafica de la funcién f(x) =

2
—B6x f"(x) :18x +24

X

f'(x) =

La segunda derivada no se anula para ningun valor de x pero no esta definida
si x2—4=0, esdeciren x=2yx=-2.

La funcion f(x) tampoco estd definida en esos puntos, por lo tanto su grafica
puede tener un cambio de concavidad pero no puntos de inflexion.

Analizamos el signo de f " en los intervalos que quedan determinados.
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Intervalo Signo de f " Concavidad de la funcién
(—o0,-2) + Céncava hacia arriba v
(-2, 2) - Codncava hacia abajo e

(2, ) + Coéncava hacia arriba U
Graficamente:
| '!Iu'an |
' |
oy =1
1 I
E 1 |
+ =) . .

La concavidad cambia a ambos lados de x = -2 y x = 2, pero la gréfica no tiene
puntos de inflexion.

Problema
Una particula se mueve en linea recta comenzando su desplazamiento
hacia la derecha de un punto fijo. La grafica representa la posicion de la

particula en funcién del tiempo.
S E 9

2 i = s(f)

Fe

I
I
- b
1 5 2z rt[tiempn
4 eh segundos)

-

¢Cuando la particula se mueve hacia la derecha y cuando hacia la
izquierda?
¢,Cuando la particula tiene aceleracion positiva y cuando negativa?

La particula se mueve hacia la derecha siempre que s aumente, o sea en los

. : 1 7
intervalos en los que s es creciente. Eso ocurre para 0 <t < 3 y parat> r

En dichos intervalos s '(t) > 0.
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Si % <t< % s(t) decrece, s' (t) < 0, la particula se mueve hacia la izquierda.

Ent= % yent= % la particula cambia el sentido del movimiento. En dichos

puntos s '(t) = 0. En t = % la funcién tiene un maximo relativo, en t = % la

funcion tiene un minimo relativo.
La aceleracion de la particula esta relacionada con la segunda derivada de la
funcién y ésta, a su vez, con la concavidad de la gréfica de la funcion.

Si s "(t) es positiva la grafica de s(t) sera concava hacia arriba y la aceleracion

sera positiva. Esto ocurre parat > % La particula acelera.

Ent= ) la curva tiene un punto de inflexién, la aceleracion cambia de negativa

a positiva.
Si s "(t) es negativa la grafica de s(t) sera concava hacia abajo y la aceleracion

negativa. Esto sucede cuando t < % La particula frena.

Problema
La poblacién en peces en un cierto lago en el tiempo t (en meses) esta
20 000
dadapor p(t)= —————.
1+ 2427036t

a) Grafique la funcién para 0 <t < 48.

b) ¢ De qué tipo de funcion se trata?

c) Use p'(t) para describir la forma en la que cambia la rapidez de
aumento de la poblacion con el paso del tiempo.

a) La grafica de la funcion es:

poblacian 4
20000

0 4 B 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 yon reces

e
)
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b) Se trata de una funcion logistica.
c) Al principio la grafica es céncava hacia arriba, o sea p "(t) > 0.
Por lo tanto p'(t) aumenta, lo que significa que la poblacién aumenta con una

rapidez creciente.
En x = 13 la grafica presenta un punto de inflexiéon ya que pasa de ser concava

hacia arriba a ser concava hacia abajo y en ese punto p "(t) = 0. En este punto
la rapidez de aumento de la poblacion es maxima (la poblaciéon crece con
maxima rapidez).

Después de x = 13, la grafica es concava hacia abajo, por lo tanto p "(t) < 0.
Eso implica que p'(t) decrece, o0 sea que la rapidez con la que crece la
poblacién disminuye.

EJERCICIOS

1) Observe las funciones definidas graficamente y establezca los intervalos en
los cuales la grafica es concava hacia arriba y aquellos donde es concava hacia

abajo.
a) b)
'!Il' F's IEIII‘L ,
y = ) V
/\ ; ¥ =0
o _1 |:I 1 }{r b | E 1 Ld
c) d)
. e V4
: Y= M)
i
: 1 4 1 "
1

F M
L] L

-2 * -

2) Determine los intervalos donde la grafica de cada una de las siguientes
funciones es cdncava hacia arriba y / 0 hacia abajo. Encuentre, si existen, los
puntos de inflexion.
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a) f(x) = x> — 3x + 2 b) f(x) = ——>
X< +10
3. ,2 x2 -1
c)f(x)=—x"+2x" -1 d) f(x) =
3X+2
RESPUESTAS

1)a) La grafica es concava hacia abajo en el intervalo (-, 0) y coéncava hacia
arriba en (0, «).

b) La grafica es concava hacia abajo en el intervalo (-, 1) y cdncava hacia
arriba en (1, «).

c) La grafica es concava hacia arriba en todo su dominio.

d) La grafica es concava hacia arriba en los intervalos (—o, -1) y (1, ©) y
concava hacia abajo en (-1, 1).

2)a) La grafica de f(x) es concava hacia arriba en todo su dominio.

b) La grafica de f(x) es céncava hacia arriba en [— 1/% 1/1?0Jy céncava hacia

. . 10 10 10 9
abajo en los intervalos |-, —.|— |y — 4. - =, -=
3 3 3 40
,/m —i puntos de inflexion.
3 40

c) La grafica de f(x) es concava hacia arriba en el intervalo [— o0, %) y concava

hacia abajo en el intervalo g,oo ; 2.1
3 3 27

j punto de inflexion.
d) La grafica de f(x) es concava hacia arriba en los intervalos [— oo,—%} y

céncava hacia abajo en el intervalo [—% OOJ, no hay punto de inflexion.

Conocida la derivada de una funcién ¢es posible obtener
informacion en relacién a la funcién?

A partir del analisis de f '(x) es posible obtener casi toda la informacion
necesaria para encontrar y = f(x). Se puede determinar dénde crece y decrece,
cuales son sus extremos relativos, como es la concavidad de la funcion. Es
decir, precisar la forma de la grafica de la funcidn. La unica informacion que falta
es cémo ubicarla en el plano. Para ello es necesario evaluarla en algunos
puntos.

Ejemplo. Dada la grafica de f '(x) analice:
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a) ¢En qué intervalos f(x) es creciente? ;En qué intervalos f(x) es decreciente?
¢ Tiene f(x) maximos o minimos relativos? En caso afirmativo, ¢ cudles?
b) ¢En qué intervalos f(x) es concava hacia arriba? ;Y concava hacia abajo?
¢ Tiene f(x) puntos de inflexién? En caso afirmativo, ¢ cuales?
c) Bosqueje una posible grafica de la funcion f(x).

'!I|'JL

y= 100

rFs
-

a) La funcion es creciente en los intervalos donde la primera derivada es
positiva y es decreciente en los intervalos en los que la primera derivada es
negativa. Es creciente en (-2, 0) U (3, ) y decreciente en (-, —2) U (0, 3).

En la grafica se puede observar que f '(x) existe para todo nimero real y es cero
enx=-2,x=0y x=3. Por lo tanto estos tres puntos son los valores criticos de
la funcion.

Al pasar por x = -2 la primera derivada cambia de negativa a positiva; por lo
tanto existe un minimo relativo en ese punto. Al pasar por x = 0 la primera
derivada cambia de positiva a negativa; en ese punto existe un maximo relativo.
En x = 3 la derivada cambia de negativa a positiva; en ese punto existe otro
minimo relativo.

Intervalo Signo de f' Crecimiento Extremo relativo
(=00, =2) — f decrece . .
X = —2 minimo relativo
(-2, 0) + f crece . . )
x = 0 maximo relativo
(0, 3) - f decrece . .
x = 3 minimo relativo
(3, ®) + f crece

b) A partir del signo de la derivada segunda es posible analizar la concavidad de
una grafica. La derivada segunda evaluada en x = xg es la pendiente de la recta

tangente en ese punto de la grafica de f '(x).

La grafica de f ' tiene tangente horizontal en x = -1y en x = 2.
Esto significa que f"(-1)=0y f"(2)=0.

En cada punto de los intervalos (-, —1) y (2, ©)

la pendiente de la recta

tangente a f ' es positiva, es decir, f "(x) > 0, la grafica es concava hacia arriba

en esos intervalos.
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En cada punto del intervalo (-1, 2) la pendiente de la recta tangente es negativa,
es decir, f "(x) <0, luego la grafica es concava hacia abajo.

La grafica cambia de céncava hacia arriba a concava hacia abajo en x=-1y en
este punto la derivada segunda es cero. Por lo tanto x = -1 es punto de
inflexion.

La grafica cambia de concava hacia abajo a concava hacia arriba en x =2y en
este punto la derivada segunda es cero. Por lo tanto x = 2 es punto de inflexion.

Intervalo Signo de " Concavidad
—0,~1 + hacia arriba
((_0:, 2)) _ haclia abla'o x =-1 punto de inflexion
2 ’ ) ¥ hacia arritia x = 2 punto de inflexién
, 0O

c¢) Teniendo en cuenta lo relativo al crecimiento, decrecimiento y puntos
extremos, concavidad y puntos de inflexion podemos dibujar una grafica
aproximada de la funcion f(x).

T ¥ =100

-

Problema
A partir de la grafica que muestra Y
la velocidad en km/h de un avion
durante sus primeros 30 minutos 300 ¥ = vif)
de vuelo, analice el comporta-
miento de la funcién que da la
distancia recorrida por el avion en
30 minutos. Esboce la grafica.

100

3

5§ 10 15 20 25 30 t

rFs

-

Llamamos v(t) a la funcién velocidad y d(t) a la funciéon que describe la distancia
recorrida.

Como v(t) = d'(t) es positiva en todo su dominio, d(t) es una funcién creciente.
La distancia recorrida crece a medida que transcurre el tiempo.
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Para todo valor del dominio de v(t), la 10 DDEI"
pendiente de la recta tangente a la y=dif}
grafica de v(t) es positiva, es decir,
vt =d" (t) >o.

La grafica de d(t) es concava hacia arriba
para todo valor de t.

Fe
-

EJERCICIO

Dadas las graficas de f '(x).

a) Determine los intervalos donde la funcion es creciente y decreciente.
Indique, si existen, los extremos relativos.

b) Encuentre los intervalos donde la funcién es concava hacia arriba y
concava hacia abajo y los puntos de inflexion.

c) Bosqueje una posible grafica de f(x).

i) ii)
W4 Vo4
y=1'00 y="1"0)
* K "
b |:| T T T & }r{
RESPUESTAS

a)i) Es creciente en (0, «) y decreciente en (-, 0), tiene un minimo relativo en
x=0.

ii) Es creciente en (0, 4) y decreciente en (-, 0) U (4, »); la funcién tiene un
minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 4.

b)i) Como la pendiente de la recta tangente en cada punto es constante ( igual a
la pendiente positiva de la recta), f"(x) es positiva, por lo tanto, f(x) es concava
hacia arriba en todo su dominio: (-, «©). Como no hay cambios en la
concavidad la funcion no tiene puntos de inflexion.

ii) En cada punto del intervalo (-, 2) la pendiente de la recta tangente a la

grafica de f '(x) es positiva, es decir, f"(x) > 0, entonces en (—w», 2) la funcién es
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concava hacia arriba. En cada punto del intervalo (2, «) la pendiente de la recta
tangente es negativa, es decir, f "(x) < 0, entonces en (2, ») la funcién es
cbncava hacia abajo. En consecuencia, en x = 2 hay un punto de inflexion.
c)i) i)

i Yt

¥ = Ti)
y = f(x)

F
-

6.5 Criterio de la segunda derivada para la determinacion de
extremos relativos
Los maximos relativos de una funcién pertenecen a un intervalo del dominio

donde la concavidad de la funcién es hacia abajo y los minimos relativos a un
intervalo donde la concavidad es hacia arriba.

'!II' e
f'c)= 0
f "(x) < 0, para todo x que pertenece a un

intervalo que contiene a c.
f(x) es cdncava hacia abajo.

rFs
-

En x = ¢ existe un maximo relativo.

f'c)= 0
y =) f "(x) > 0, para todo x que pertenece a un

intervalo que contiene a c.
f(x) es concava hacia arriba.

En x = ¢ existe un minimo relativo.

s
-

Observando el signo de la derivada segunda se obtiene un criterio muy simple
para encontrar maximos o minimos relativos.

Sif'(c) = 0 y existe un intervalo abierto que contiene a x = ¢, en el que la grafica
de f es céncava hacia arriba, entonces f(c) es un minimo relativo de f.
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Analogamente, si una funcién f es tal que f '(c) = 0 y existe un intervalo abierto

que contiene a x = ¢, en el que la grafica de f es concava hacia abajo, entonces
f(c) es un maximo relativo de f.

Sea f una funcién que verifica que f '(c) = 0 y tal que la derivada segunda de f
existe en un intervalo abierto que contiene a c:

a) Sif"(c) < 0 = en x = ¢ hay un maximo relativo.
b) Si f"(c) > 0 = en x = ¢ hay un minimo relativo.

Este criterio es conveniente si la derivada segunda es facil de calcular pues
como se ha dicho, solo exige conocer el signo en un punto. No puede usarse si
la derivada segunda es dificil de hallar o si la funcion elegida no tiene derivada
en el punto. Tampoco proporciona informacién si la derivada segunda existe
pero es nula y tampoco respecto a los puntos donde f no existe.

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

. n
Vg!or Signo de |a f, _(X) Conclusion
critico en el valor critico
l!lll F .
c +
(c, flc))
(c, f(c)) es un minimo relativo
¥ {c, flch
C —
(c, f(c)) es un maximo relativo
c 0 No hay conclusion

Ejemplo. Encuentre, si existen, los extremos relativos de la funcién definida por:
f(x) = x3 - 2x2 + x usando el criterio de la derivada segunda.
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Para determinar los extremos de la funcion utilizando el criterio de la derivada
segunda, debemos calcular la primera y la segunda derivada.
F')=3x°—dx+1y  f"(x) =6x—4

Buscamos los valores de x para los cuales f '(x) = 0 y analizamos el signo de la
derivada segunda en esos valores.

f'X)=0= 3% -4x+1=0=x=1; x:%.

f"(1) > 0 = en x = 1 existe un minimo relativo: (1, 0).

"1 1 . . .
f 3 <0=en x= 3 existe un maximo relativo.
o 1 4
El valor maximo para x =— resultay = 57

Problema

La funcién c(x) = 14.[@+%j describe el costo de combustible de un
X

camion que realiza un viaje a x kildbmetros por hora. Encuentre la
velocidad que producira un costo total minimo y determine dicho costo.

Buscamos el valor minimo de la funcién costo, c(x) = 14(@+3i2j, utilizando
X

el criterio de la derivada segunda.
Debemos tener en cuenta que la funcién esta definida par valores de x mayores

que cero. Calculamos la derivada primera ¢ '(x) = 14(_ 220 +éj y buscamos
X
los puntos donde es cero y donde no existe.
_ _ _ 2
c'x)=0= 14[—200 +1J S0 = 20,1 o 00X,
x? 32 x? 32 32x2

c'(X)=0=—6400+x° =0 = x=+80
¢ '(x) no existe en x =0
De los tres puntos obtenidos debemos solo tener en cuenta x = 80 que

pertenece al dominio de la funcién.
Calculamos la derivada segunda y la evaluamos en ese valor.

c"(x)= 14[@} =c¢"(80)>0
X

Por lo tanto en x = 80 la funcién tiene un minimo relativo. Calculamos la imagen
que le corresponde, ¢(80) = 70.

El costo total minimo es de $ 70 y se produce si el camion viaja a 80 kTm .
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EJERCICIO

Encuentre los extremos relativos de las siguientes funciones usando el criterio
de la derivada segunda:

a)f(x)=—4x> +6x—-10  b)f(X)=7 +3x°—=x°  ¢) f(x) = 2(x + 4)°

RESPUESTAS

3 3 . .
a) | —,—— | maximo relativo
4 4

b) (0, 7) minimo relativo, (2, 11) maximo relativo
c) (-4, 0) minimo relativo

6.6 Asintotas

Las asintotas son rectas a las cuales se aproxima la grafica de la funcién. Las
mismas ayudan a la representacién de la curva.

Distinguimos tres tipos:

e verticales

e horizontales

e oOblicuas.
Y Va .
o Hy =000
Y =0 . :
aszintota
o harizontal
= - ¥ '—';L:\'__'_ """""""""""""""""""""""
asintota ohlicua X

s asintota
i vertical

Asintota vertical
Las asintotas verticales son rectas trazadas en los puntos de discontinuidad
infinita de la funcién.

Definicién. La recta de ecuacion x = a es una asintota vertical cuando al menos
. - + s
uno de los limites laterales, cuando x—a o x—a , es infinito.

Es decir: si lim f(x)=+ow = x=a es una asintota vertical.
+
X—a—
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i I_IIIIJL '!ll' F9 i
| I
| |
| |
¥ = 10 | |
1 1 Y= fl:}{:l
| |
I I
N ; | - r}{ K - a; ’}{
f(x) »> +oo cuando x —> a~ f(x) - +o0 cuando x — a’
4 : 't P 4 't : ’
& } L a
@ I R
I L T
¥ = fi)
y= 160! !
! I
! !
f(x) > —o cuando x —» a~ f(x) > —o0 cuando x — a

Ejemplo. Analice la grafica para
encontrar la o las asintotas
verticales

—_
—

S B e 1 o [ e o o o e e e e

En la grafica podemos observar que cuando x se acerca a 1 por izquierda, es
decir valores menores a 1, la funcién toma valores cada vez mas grandes en
valor absoluto pero negativos. Cuando x se acerca a 1 por derecha, es decir
valores mayores a 1, la funcién toma valores cada vez mas grandes en valor
absoluto pero positivos.

Ve o
lim f(x)=—-coy lim f(x)=+w :

x—1" x—1t :

La recta x = 1 es asintota g 0 ¥ =109
vertical de la funcién. T .
Representamos la funcion con la or v 2 345 BT x
asintota vertical indicandola con !

linea punteada. '
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x2 -9

Ejemplo. Obtenga la o las asintotas verticales de la funcion y = 5
X+

Las asintotas verticales, si existe alguna, se encuentran en los puntos en los
que la funcién presenta una discontinuidad infinita.
Debemos calcular el limite cuando x tiende a ese valor.

. x? -9 . x? -9

lim =— lim
xs-2t X+2 Xy~ X+2

=+

Existe asintota vertical, es la recta de ecuacién x =-2.
La gréfica de la funcion y la asintota vertical se muestran en la siguiente gréfica:

.

-
M

y =1

'
R e

EJERCICIOS

1) Analice las graficas para encontrar, si existen, las asintotas verticales de las
funciones dadas:

a) b)

=g

T

_/

-

R
)

&
*

%

2) Halle analiticamente las asintotas verticales de las funciones dadas, si es que
existen:

2 —_
a) y=2"° by y=X%"2 0 y--2
X2 —4 X+2 X
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RESPUESTAS
1)a)x=-1 b)x=1 2)a)x=-2,x=2 b)Notiene asintota. ¢)x=0

Asintota horizontal

Definicién. La recta de ecuacion
y = b es una asintota horizontal
sio b

lim f(x)=b y Ilim f(x)=b «

X—>—00 X—>+00

Podemos decir:

. si lim f(x)=k = y =k es asintota horizontal por derecha.
X—>+0

. si lim f(x)=h = y=h es asintota horizontal por izquierda.

X—>—00
l!lll'"" '!Il'n.
\ v =T
= Ty

| LA

I ——
) e 1h
1 " + b

Ejemplo: Analice la grafica de la funcion para encontrar la o las asintotas
horizontales:

¥t A medida que x toma valores
cada vez mas grandes en valor
absoluto, ya sean positivos o
-2 negativos, los valores de y se

acercan o tienden a -2.
¥ = i) lim f(x)=—-2y lim f(x)=-2
X—>—00 X—>+0

-

La recta y = -2 es asintota horizontal de la funcion.

F's

e

Ejemplo. Determine si las funciones dadas tienen asintotas horizontales. En
caso afirmativo, halle su ecuacion.
2

a) f(x) = b) f(x) = e

X< +1
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a) Calculamos el limite de la funcién cuando
la variable independiente tiende a infinito. @~ -—---------1 ||
2 2

lim =1 y lim
X—>+0 x < +1 X—>—0 x4 +1

=1.Larecta ¥ =)

rFs
-

y = 1 es asintota horizontal de la funcion. H

b) Para la funcion y = e*;

lim e* =+ lim e* =0
X —> 40 X —>—00 = fix)

La recta y = O es asintota horizontal por _/_//

izquierda de la funcion. ¥ +

EJERCICIOS

1) Determine las asintotas horizontales de las funciones definidas graficamente:
a) b)

-

2) Halle analiticamente las asintotas horizontales de las funciones dadas, si es
que existen:

2
a) f(x) = 5——. b) f(x) = 2";& ¢) f(x) = 2x—i2
X< +1 X< +1 X
RESPUESTAS
1a)y=1

b) y = 3 asintota horizontal por izquierda, y = —3 asintota horizontal por derecha.
2)a)y=5 b)y=2 c) No tiene asintota horizontal.
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Asintota oblicua

e |larectay=mx+h es
asintota oblicua por Ia
derecha de la funcion f si

lim [f(x)—(mx +h)]=0
X—>+00

e larectay=mx+ hes .-

asintota oblicua por la
izquierda de la funcion fsi .-+
lim [f(x)-(mx+h)]=0 ~
X—>—00
Definicion.
e y=mx + h es asintota oblicua por la derecha si lim M=m y
X—>+0 X
lim [f(x)—mx]=h
X —+00
. . o o f(x)
e y=mx + h es asintota oblicua por la izquierda si Iim —==my
X—>—0o X

lim [f(x)—mx]=h

Cuando la pendiente de la asintota oblicua toma el valor cero, dicha asintota es
horizontal.

Ejemplo. Analice la grafica ¥
para encontrar la o las
asintotas de la funcion:

rFs

1
:

-

La funcién tiene una asintota vertical en x = 1 y una asintota oblicua de ecuacién
y=x+1.

x2 -9

X+2

Ejemplo. Obtenga la o las asintotas oblicuas de la funcion f(x) =
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Las asintotas oblicuas son rectas de ecuacién y = mx + h, donde m es la
pendiente y h la ordenada al origen. Para encontrar la pendiente m debemos
2
x“ -9 )
. f(x , , x“ -9

hacer: m= lim 1) _ jim X+2 _ i X =9 4

X—>towo X X— *© X X—>too & 4 oy
La asintota oblicua existe. Para encontrar la ordenada al origen debemos
calcular el Iim [f(x)—mx].

X—>t o

2 2 2
he dim [ X229 x|z fim X 292X =2X _ oy 29 _ 5
X—>too| X+2 X—> + o0 X+2 x>tw X+2
Por lo tanto la asintota oblicua es la T

recta de ecuacion y=x-2.
En la grafica de la funciéon podemos
observar las conclusiones obtenidas:

Ejemplo: Determine el dominio y las ecuaciones de las asintotas de la funcién
2
X< +4
f(x)= ——.
2X
El dominio es el conjunto de los nimeros reales excepto el cero, D = R — {0}.
La posible asintota vertical se encuentra en x = 0, punto de discontinuidad de la
funcién. Calculamos el limite cuando x — O.
2 2
. X°+4 . X +4 . .
Iim —— =+, lim ——— = -0 . La asintota vertical es la recta x = 0.
x—07F 2X x—>0" 2x

Para determinar si existe asintota horizontal, planteamos el limite cuando x — <.

2
LS 4
2 2" 2
, X~ +4 , . , .
lim =——""— |im XX __ «» . No existe asintota horizontal.
Xx—>tw 2X x>tmo  2X
2
X

Para encontrar, si es que existe, la o las asintotas oblicuas, planteamos el limite

f(x)

cuando x —» oo de —=, que es la pendiente de la misma.
X
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, x2+4 , x2+4 1
m= I|im X = Ilim =—
Xx—>+w 2X X—> £ 0 2X2 2

La ordenada al origen es el limite cuando x — o de (f(x) — mx), es decir:

2 2 2
h= nml} +4-%xr:|m X HA-XT im 20

x—>+tow| 2X X—+ o 2X Xx—>+ 0 X

2
La recta de ecuacion y = %x es la asintota oblicua de la funcién f(x) = X" +4 .

EJERCICIOS

1) Determine las asintotas oblicuas de las funciones definidas graficamente:
a) b)
':Ill.l

Fe

Fy
.
-

2) Halle analiticamente las asintotas oblicuas de las funciones dadas, si es que
existen:
x% -2x-3 2x2 X+3
a) f(x) = ————— b) f(x) = — c) f(x) =
X+2 X+1 x-3
3)Lasrectasx=3,y=-1,x=1,x=-1,y=3,y=x+ 7, y = 0 son asintotas de
una o mas de las funciones representadas graficamente. Determine cual o
cuales corresponde a cada grafica y especifique si son asintotas verticales,
horizontales u oblicuas.
a) b)

W4

¥ =0

rFs

rFs
-

1
LY R
[
—_
=

273



El Calculo Diferencial

c) d)
'5.'4; \ l!lll‘ ,
: T
Ly =hix) Lo .
____________ — 1 _?'__________ H ‘_.-/_ 3 =}{
! ¥ =i !

4) Calcule las asintotas de cada una de las siguientes funciones:

2 2
a) f() = ——+2 b) f(x) = XX *0 ¢) f(x) = ——
X" +1 X< +1 X< +4
2 42 2
d) fx) = &) f(x) = - 1o = X+
X+2 1-x2 4x
RESPUESTAS
1Ma)y=x+1 b) y =x
2)a)y=x-4 b)y=2x-2 c) No tiene asintota oblicua.

3)a) y = 3 asintota horizontal; b) x = -1 y x = 1 asintotas verticales, y = 0
asintota horizontal; ¢) x = 1 asintota vertical, y = —1 asintota horizontal; d) x = 3
asintota vertical, y = x + 7 asintota oblicua

4)a) y = 2 asintota horizontal; b) y = 2 asintota horizontal; ¢) y =0 asintota
horizontal; d) x = —2 asintotas vertical, y = —x + 2 asintota oblicua; e) x =1, x = -1

asintotas verticales, y = 4 asintota horizontal; f) x = 0 asintota vertical, y = %x

asintota oblicua.

6.7 Estudio de funciones

Por estudio de funcién entendemos la reconstrucciéon de la forma completa de
su grafica, a partir de la correspondiente expresion algebraica, sin necesidad
de hacer tabla de valores. Para poder realizarlo necesitamos informacion
adicional sobre las caracteristicas de la grafica.

Resumen de los pasos a seguir en un estudio de funcién.
e Determinacion del dominio de la funcion.

¢ Interseccion con los ejes coordenados.

e Paridad y analisis de simetrias.

e Obtencion de los puntos de discontinuidad.

e Determinacién de las ecuaciones de las asintotas.
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e Estudio de los intervalos de crecimiento y decrecimiento y determinacion de
extremos relativos (maximos y/o minimos).

e Estudio de la concavidad y puntos de inflexion.

¢ Representacion grafica.

2
Ejemplo. Realice el estudio completo de la funcién y = xT+25 .
Seguiremos los pasos enunciados anteriormente para contar con los recursos
necesarios para realizar la grafica de la funcion.
a) Dominio de la funcién
La funcién es un cociente de dos funciones polinémicas. Por lo tanto el divisor
no puede ser cero. El dominio es el conjunto de los niumeros reales excepto el
cero. D=R-{0}
b) Intersecciones con los ejes coordenados.
Para encontrar la interseccion con el eje x debemos hacer y = 0.

. x% +25 . .
Reemplazando y por cero se obtiene — - 0, ecuacion que no tiene
solucién en el conjunto de los numeros reales. Por lo tanto no hay interseccion
con el eje de abscisas.
Para determinar, si es que existe, el punto de interseccion con el eje de
ordenadas debemos reemplazar x = 0. Como este valor no pertenece al dominio
de la funcién, tampoco existe interseccion con el eje de ordenadas.
c) Paridad y analisis de simetrias.
Recordemos que una funcién es par si f(—x) = f(x) y es impar si f(—x) = —f(x).
Determinemos f(—x).
x2 +25 x? +25
=~ =-f(x)
- X X

La funcidbn es impar y su grafica simétrica con respecto al origen de
coordenadas.
d) Puntos de discontinuidad
La funcion es discontinua en x = 0, donde presenta una discontinuidad infinita
ya que
x% +25 _

=

f(-x) =

x2 425
[—— e
X

lim
x—0"
e) Asintotas
Segun lo analizado en el punto anterior la funcién presenta una asintota vertical
de ecuacion x = 0.

Veamos qué sucede con el comportamiento de la funcién cuando x tiende a
infinito.

. x?+25 . x?+25

im ———=-w0y |lim ———=+w
X—>—00 X X —>+o0 X
La funcién no presenta asintotas horizontales.

Analicemos si existe asintota oblicua.

—0 y lim

x—07"
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x2 +25
B 2
. , X< +25
m= lim —* = |im 252 -1
X—>t oo X X—+ o0 X2
2 2 2
, X< +25 , X< +25-x , 25
h= Im ———-1x= Im —— = |lim —=0.
X—+ 0 X X—+ o X X—>*+oo X

La recta y = x es asintota oblicua de la grafica de la funcion.
f) Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos, si existen.
Utilicemos el criterio de la derivada primera.

' 2x2 —(x? +25 : x% -25
f (x)= > = f (X):—z'

X X

Los puntos criticos son x=5 y x =-5 donde la derivada primera se anula.
x = 0 es el valor de x para el cual no existe la primera derivada. Este no
pertenece al dominio de la funcién y por ese motivo no es un punto critico. De
todos modos debe tenerse en cuenta para analizar el comportamiento de la
funcién a ambos lados del mismo.
Con estos puntos se determinan los intervalos y se analiza en cada uno el signo
de la derivada primera.

Intervalo | Signo de f' Comportamiento de la funcién
(—o0, =5) + f crece

(-5,0) - f decrece

(0, 5) - f decrece

(5, ») + f crece

Observando la tabla podemos concluir que la funcién alcanza un maximo
relativo en x = -5 y un minimo relativo en x = 5.

Los puntos (-5, —10) y (5, 10) son, respectivamente, el maximo y minimo
relativos de la funcion.

g) Intervalos donde la grafica es concava hacia arriba y concava hacia abajo y
puntos de inflexion, si los hay.

Se calcula la derivada segunda de la funcion.

2x3 - (xz - 25) 2%

n . . ’
fo(x)= == Esta expresion no se anula en ningun punto

x* X
y no existe en x = 0, por lo tanto formamos los intervalos con este unico valor.
Intervalo | Signo de f" Gréfica
(—o0, 0) - concava hacia abajo
(0, ) + céncava hacia arriba

Si bien la grafica cambia de concavidad en x = 0, no existe punto de inflexion ya
que el mismo no pertenece al dominio de la funcion.

h) Grafica

Teniendo en cuenta todo lo analizado se realiza la grafica de la funcion.
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Yo

103

Fs

Problema

Las funciones que describen las relaciones entre cantidades de dos

articulos que pueden ser producidos por la misma maquina o fabrica

reciben el nombre de funciones de producto-intercambio.

Una refineria de petréleo puede producir gasolina, aceite o una

combinacién de los dos. La funcién de producto-intercambio para

125000 — 25x
125+2x

a) Grafique la funcion, realizando previamente el estudio de la misma.

b) Estime las cantidades maximas de cada producto que pueden ser

producidas.

gasolina x y aceite y, en cientos de litros por diaes: y =

a) Analizamos el dominio de la funcion.
Dado que x e y representan cientos de litros de gasolina y aceite,
respectivamente, ninguna de las dos variables puede tomar valores negativos.
O sea x> 0 ey > 0. Para hallar los valores de x que satisfacen la segunda
125000 — 25x >0

125 + 2x
Para resolver esta inecuacion se determinan los ceros del numerador y del
denominador y se estudian los signos del cociente en los intervalos que esos
valores determinan.

desigualdad se analiza:

125 000 - 25x = 0 = x = 5000 |, 125+2x=0=>x=-62,5
El ultimo valor no lo tenemos en cuenta porque x debe ser mayor o igual a cero.
(0, 5000) (5000, )
125 000 - 25x + -
125 + 2x + +
125 000 — 25x + ~
125 + 2x

Resulta y > 0 en (0, 5000). El dominio de la funcion es el conjunto de nimeros
reales tales que 0 < x <5000.
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Intersecciones con los ejes coordenados.
Para hallar la interseccién con el eje x hacemos y = 0, obteniendo x = 5000.
Si hacemos x = 0 obtenemos la interseccion con el eje de ordenadas, que
resulta y = 1000.
Los puntos de interseccion con los ejes coordenados son (0, 1000) y (5000, 0).
Asintotas.
El Unico punto de discontinuidad de la funcién se presenta en x = —62,5 que no
pertenece al dominio, por lo tanto no hay asintotas verticales.
Para encontrar las asintotas horizontales calculamos el limite de la funcidn
cuando x tiende a + .

lim 125000 — 25x _ 25
x>+ 125+ 2x 2
Como en el problema ninguna de las variables puede asumir valores negativos,
la funcion no tiene asintotas horizontales.

125000 - 25x
No existe asintota oblicua dado que m = lim _125+2x 0.
X—>+ © X
Crecimiento de la funcion.
J'o o 25125 + 2x)- (125000 - 25x)2 J' 253125
(125 + 2x? (125 + 2x?

Esta expresion no se anula para ningun valor de x y esta definida en todos los
valores del dominio por lo tanto la funcién no tiene puntos criticos. Podemos

observar que y' es siempre negativa, por lo tanto la funcién dada es decreciente
en el dominio definido para este problema.
Concavidad.

" 253125.2.(125+2x)2 1012500 -
y (x)= = , expresion que no se anula y que

(125 + 2x)* (125+2x)°
esta definida para todos los valores del dominio. Analizando el signo de y"(x),
es positiva en el intervalo (0, 5000), por lo tanto la grafica es céncava hacia

arriba en el dominio del problema.
La gréfica es:

'!Ifn.
10004
y = i)
© 0] 1000 2000 3000 4000 50003
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b) El valor maximo de x ocurre cuando y = 0, por lo que la cantidad maxima de
gasolina que puede producir la refineria es 500 000 litros de combustible.

La interseccion con el eje y da la cantidad maxima de litros de aceite que
pueden producirse, esto es, 100 000 litros.

Aplicacion: Costo e ingreso en economia

El calculo ha contribuido en numerosas aplicaciones a la Economia. Una de
ellas es la relacién que existe entre el beneficio, el ingreso y el costo.
Supongamos que r(x) es el ingreso por vender x unidades, c(x) es el costo de
fabricar x unidades, entonces p(x) = r(x) — c(x) es el beneficio de vender x
unidades. El ingreso y el costo marginales de este nivel de produccién (de x

. dr dc : .
unidades) son ™ y ™ respectivamente. Existe un teorema que asegura que:
X X

El beneficio maximo (si lo hay) se obtiene en un nivel de produccion tal que el
ingreso marginal es igual al costo marginal. Es decir % = j_c or'(x)=c'(x).

X X
Supongamos que r(x) y ¢(x) son derivables para toda x > 0. Si p(x) = r(x) — c(x)
tiene un maximo, éste se obtiene en un nivel de produccion en el que p' (x) = 0.
Dado que p '(x) =r'(x) — ¢ '(x), p '(x) =0 implica que r '(x) —c '(x) = 0, o sea
r'(x) = ¢ '(x), lo que demuestra el teorema.
Por lo tanto, toda empresa que quiera hacer proyecciones financieras debe
buscar los niveles de produccion cuyos costos marginales igualen al ingreso
marginal.

Problema
Supongamos que la funcion r(x) = —%x3 +§x2 representa el ingreso por
vender x miles de unidades y ¢(x) = 2—17x3 —%xz + X muestra el costo de

fabricar x miles de unidades en cierta empresa.

a) Realice el estudio de las dos funciones.

b) ¢ Existe algun nivel de produccién que maximice el beneficio obtenido
por la empresa?

c) Bosqueje sus graficas en un mismo sistema cartesiano.

a) El dominio de la funcion son todos los reales positivos incluido el cero: Rg.

. : L 1 2 .
Realizamos el estudio de la funcion ingreso r(x) = —gx?’ +§x2. Para analizar
su crecimiento utilizaremos el criterio de la derivada primera. Buscamos los

> 4

puntos criticos calculando la primera derivada, r'(x) = —%x +§x.
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pues representa cantidad de unidades.

Intervalo Signo r '(x) Crecimiento de r(x)
8 "
0, 3 positivo crece
8 .
3’ o0 negativo decrece

Analizamos la concavidad estudiando el signo de la derivada segunda.

r"(x):—x+%. Entoncesr "(x)=0 si x= %

Intervalo Signo r "(x) Concavidad
04 ositivo céncava hacia
'3 P arriba
4 . \ . :
3’ 0 negativo céncava hacia abajo

Concluimos que x = 4 es la abscisa de un punto de inflexién de la grafica de

r(x). Consideremos ahora la funcién costo c(x) =

c'(x)= =—x 2

9

Si ¢ '(x) = 0 entonces x = 3 (raiz doble). Formamos los intervalos considerando
este punto critico y teniendo en cuenta que x > 0 pues representa cantidad de

—-—x+1.
3

unidades.
Intervalo Signo ¢ '(x) Crecimiento de c¢(x)
(0, 3) positivo crece
(3, ) positivo crece

La funcion no tiene extremos relativos.
Analizamos la concavidad estudiando el signo de la derivada segunda.

c"(x)= 2,-2 sig!
9 3

(x) = 0 entonces x = 3.

Intervalo Signo ¢ "(x) Concavidad
(0, 3) negativo concava hacia abajo
(3, ) positivo concava hacia arriba

Luego, x = 3 es un punto de inflexion.

b) El teorema enunciado anteriormente asegura que el beneficio maximo (si lo
hay) se obtiene en un nivel de produccion tal que el ingreso marginal es igual al

costo marginal. Es decir r '(x) = ¢ '(x).
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Para determinar si existe un nivel de produccién que maximice el beneficio
obtenido por la empresa, se deben encontrar los valores de x paralos cuales

r'(x) = ¢ '(x).

! 1 0 4 ' 1 0 2
r(x)=—-——x“+—x c (X)= =x“—=x+1
(x) 5 3 y (x) 9 3
Sir'(x) = ¢ '(x) entonces A2 4y 12 2,0,
2 3 9 3

Agrupando se obtiene %xz —2x+1=0 y sus raices son:

x4 ~062 y X, ~266.

Los niveles de produccion posibles para un beneficio maximo son x = 0,62 miles
de unidades y x = 2,66 miles de unidades. Si observamos las graficas podemos
decir que x = 2,66 es un punto de beneficio maximo y x = 0,66 es un maximo

local de pérdida.
c) Graficamente resulta:

e Beneficio maximo, ' = red
Sin beneficios Ingreso ri
hi pérdidas
; costo cix)
F :
> Waximo local de pérdidatbeneficio minima) e = r'ed
) 05 1 15 2 25 3 Y(an miles
hd de unidades)

Podemos observar que las curvas se intersecan en el punto P donde no hay
beneficios ni pérdidas. A la izquierda de P, la compafia opera con pérdidas,
mientras que a la derecha del mismo con beneficios. EI maximo beneficio se
obtiene donde ¢ '(x) = r '(x). Un poco mas a la derecha, el costo excede al
beneficio, generalmente debido a una combinacion de la saturacién del mercado
y la elevacién del costo de la mano de obra y la materia prima, y los niveles de
produccién generan pérdidas otra vez.

EJERCICIOS INTEGRADORES 6.7 ESTUDIO DE FUNCIONES

1) Dada la ley f(x) = X =
X+1
a) Encuentre el dominio para que resulte funcién.
b) Analice intervalos de crecimiento y extremos relativos.
c) Analice concavidad y puntos de inflexion.

d) Encuentre las ecuaciones de las asintotas.
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a) Indique el dominio para que sea funcion.

b) Halle las intersecciones con el ejes coordenados.
c) Halle las ecuaciones de las asintotas.
d) Analice el crecimiento y los extremos relativos.
e) Analice concavidad y puntos de inflexion.

f) Grafique.

3) Encuentre los extremos absolutos de la funcién f(x) = —x* + 3x en [0, 3].
4) Defina graficamente una funcion que cumpla las siguientes condiciones:
D= [-3, 4], posea un minimo absoluto en x = -3 y un maximo absoluto en x = 1;
f'xX)>0,Vxe(-3,1)u(34), f'xX)<0, V xe(1,3);f"x)<0, Vxe(-3,2) y f

"(x)>0,Vxe(24).

6) Dada la grafica de la
funcién y = f(x), determine los
valores de x para los cuales:
a) f(x) crece;

b) f(x) decrece;

c) f(x) alcanza un maximo
relativo;

d) f(x) alcanza un minimo
relativo;

e) la derivada es nula;

f) la derivada no existe.

Y4

X +1

2
5) Encuentre las asintotas a la funcion: f: R - {-1} > R/ f(x) = w

WEEREN

-

1234 567189 ¥

7) Sea la funcion g(x) = ax® + 2bx? + 6x — 4. Sabiendo que en x = 1 y x = 3 tiene
extremos relativos, determine los valores de a y b. ;Qué tipos de extremos son?

Justifique.

8) Las siguientes corresponden a graficas de f '(x). A partir de las mismas esboce la
grafica de f(x) (la respuesta no es unica).

a) b) c)
l!llI -* '!ll' E l!lll s
=
’ I 4 - y >
y ="l y="ix)

9) Analice las siguientes graficas y determine:
a) dominio y conjunto de imagenes de cada funcién;
b) las intersecciones con los ejes, si existen;
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c) las asintotas, si existen;

d) intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos, si existen;

e) intervalos donde la grafica de la funcidon es coéncava hacia arriba y concava
hacia abajo y puntos de inflexion, si los hay.

i) ii)

¥+ e

y = i)

Fe

c - P y=000
-1 : T2 34 &

|
]

|
—
"

T
—
= w

-
Fs

PROBLEMAS DE APLICACION

1) Una pelota lanzada verticalmente hacia arriba, se mueve de acuerdo a la ley:
s(t) = -t2 +10t donde s(t) es la altura en metros y t es el tiempo transcurrido

en segundos después del lanzamiento.

a) Halle la velocidad de la pelota a los 3 y a los 8 segundos.

b) En cada uno de esos instantes, ¢ la pelota esta subiendo o bajando?

c) ¢ Cuantos segundos han transcurrido en el instante en que comienza a
descender?. En dicho instante, ,a qué altura se encuentra?
2) Una particula P es impulsada a lo largo de un eje de manera tal que su
posicion en el tiempo t esta dada por la funcion: f(t) = t3 - 6t2 + 9t + 5 donde f se
mide en metros y t en segundos.

a) Determine la expresion que describe la velocidad y la aceleracion de la
particula P en cualquier instante t.

b) ¢ Doénde esta la particula cuando t = 07?

c) ¢ Cuando cambia su direccion la particula?

d) ¢ Cuando crece y cuando decrece la velocidad de P?
3) Una planta de tratamiento de aguas servidas derramé accidentalmente aguas
cloacales no tratadas en un lago durante algunos dias. Esto hizo que disminuya
temporalmente la cantidad de oxigeno disuelto en el lago. Sea f(t) la cantidad de
oxigeno en el agua t dias después de que las aguas servidas empiezan a fluir

10 100
- + .
t+10  (t+10)?

a) Encuentre la razon de cambio (en unidad por dia) del oxigeno
contenidoenellagoent=5yent=15.

b) ¢ Esta creciendo o decreciendo la cantidad de oxigeno cuando t = 15?

en el lago dada por: f(t) =1
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4) La poblacién de una cierta especie estd dada por: N(t) = (2t + 40).(200 - t),
con 0 <t<200, donde N(t) es el niumero de organismos después de t dias.

a) Encuentre la velocidad instantanea de cambio de la poblacion, a los 20
dias.

b) ;Cuando la velocidad instantanea de cambio de la poblacion sera de
200 organismos por dia?

c) ¢ Cuando la poblacién dejara de crecer?

5) Un proyectil lanzado hacia arriba se mueve segun la ley: y =100t -5 t2
donde y es la altura en metros sobre el punto de partida y t es el tiempo
transcurrido en segundos después del lanzamiento. Halle la velocidad del
proyectil a los 2 segundos. En ese instante, ¢ esta todavia subiendo o bajando?
¢ Durante cuantos segundos continuara subiendo? ;A qué altura llegara?

6) La inyeccion de x gramos de cierta droga produce cambios en la presion

sanguinea dada por p(x)=1,5 x2 -0,2 x3 donde p se mide en mm de mercurio.
¢ Qué dosis producira la maxima sensibilidad? (Nota: sensibilidad es la razén de
cambio de la presion arterial con respecto a la dosis suministrada)

7) Un rumor se propaga en una poblacién de 1000 personas a una razén que es
proporcional al producto del nimero de los que lo conocen por el numero de los
que no lo conocen. Si x es el numero de enterados y R es la razén a la que se
propaga el rumor entonces: R = k.x.(1000 — x), siendo k > 0. Verifique que el
rumor se propaga mas rapido en el instante en que 500 personas lo conocen.

8) La ecuacion de demanda para el producto de un fabricante es p =$
donde g es el numero de unidades y p es el precio por unidad. ;Para qué valor
de q habra un ingreso maximo? ¢Cual es el ingreso minimo? Indique para qué
valores de q se obtiene ese ingreso minimo.

9) Después de una campafia publicitaria, las ventas de un producto
generalmente aumentan y luego comienzan a disminuir. A los t dias de

finalizada la publicidad, las ventas diarias estan dadas por la funcion f(t) = —3t2 +
36t + 102 unidades.

a) /A razon de cuantas unidades por dia cambian las ventas a los 2 dias
de haber finalizado la campana?

b) ; Cuando estan variando las ventas a razén de 12 unidades por dia?

c) ¢ Cuantos dias después de haber finalizado la campafa se vende la
maxima cantidad de unidades?, ¢ cual es esa cantidad maxima?

d) ;Cuantas unidades se venden en el momento en que finaliza la
campafia publicitaria?
10) Un grupo de bidlogos estudié los ingresos nutritivos que se observaron en
ratas a las que se alimenté de acuerdo a una dieta que contenia un 10 % de
proteina. La proteina estaba formada por yema de huevo y harina de semillas
de algodén. Variando el porcentaje p de yema en la mezcla de proteinas el
grupo descubrioé que el aumento de peso promedio (en gramos) de una rata en

un periodo era: f(p)=160-p —i:)o 0 <p <100. Calcule:
p+
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a) el aumento maximo de peso y el porcentaje de yema necesario para
alcanzarlo.

b) el aumento minimo de peso y el valor de p para el cual se produce.
11) En un laboratorio se aplica un agente antibacteriano experimental a una
poblacion de 100 bacterias. Los datos sefialan que el nimero N de bacterias t
horas después de introducido el agente estd dado por la expresion

14400 + 120t + 100t2

144 +t2

maximo de bacterias en la poblacién? ;Cual es dicho valor maximo?

12) Se desea alambrar un cantero rectangular de 8 m2 tal que uno de sus lados
estd limitado por una pared y no requiere ser cerrado. Determine sus
dimensiones de manera tal que la cantidad de alambrado sea minima.

13) El costo total de produccion de x unidades diarias de un producto esta dado

N(t) = . ¢Para qué valor de t se presenta el numero

por la expresion c(x) = (%xz +35x+25j ddlares, mientras que el precio de

venta de una de ellas por v(x) = (50 —%xj .

a) Encuentre la funcién g(x) que describa la ganancia de todas las
unidades en ddlares.

b) Halle el nimero de unidades que se deben vender diariamente para
que el beneficio sea maximo.

c) Determine el valor de la ganancia maxima.
14) Al depositarse en un lago los desperdicios organicos, el contenido de
oxigeno en el agua disminuye. Siendo t el tiempo (en dias posteriores al que se
depositan los desperdicios), se determina experimentalmente que el contenido

de oxigeno en el agua esta dado pory = t3 - 3Ot2 + 6000 con 0 <t<32. Calcule
los valores maximos y minimos de oxigeno durante los primeros 32 dias
siguientes al vaciado del desperdicio.

15) El ingreso por la venta de cierto producto esta dado por i(x) = 32x2 - x3 y el

costo de produccion del mismo esta determinado por c(x) = 8x2, donde x es el
numero de articulos producidos y vendidos. ;Qué cantidad de articulos
vendidos maximizara la ganancia? Determine dicha ganancia maxima.

16) Una organizacion especializada en marketing piensa que, si una compania
gasta x millones de dolares en publicidad televisiva, las utilidades totales

pueden estimarse mediante la funcién f(x) = 50 x2 e_O’SX donde f se mide en
millones de dodlares.

a) ;Cuanto debera destinarse a la publicidad televisiva con el objeto de
maximizar las utilidades totales?

b) ¢ Cual es la utilidad maxima?
17) Un granjero desea construir un corral rectangular. Para ello dispone de 60m
de alambre tejido. Halle las dimensiones del corral para que el area abarcada
sea maxima.
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18) Si una planta recibe una luz de intensidad x, la razén de fotosintesis y(x)

medida en unidades adecuadas, esta dada por y(x) = 150x — 25x2 para 1 < x <
5. Encuentre los valores maximos y minimos de la razén de fotosintesis.

19) Para grupos de 80 o mas personas una compania de remises calcula el
precio por persona mediante la ley p(n) = 8 — 0,05.(n — 80) donde n es el
numero de pasajeros. ¢ Qué cantidad de personas dara a la compania ingresos
maximos?

20) Un granjero desea cercar un terreno rectangular de 900 m2 de superficie. La
cerca tiene un costo de $15 el metro. ;Cudles deben ser las dimensiones del
terreno de manera tal que se minimice el costo del cerco?. Calcule dicho costo
minimo.

21) La funcion f(t) = at2 + bt + 4 describe la altura (en metros) de una pelota en
el tiempo t (en seg.). Halle los valores de a y b sabiendo que la pelota alcanza

una altura maxima de 40m a los % segundos de haber sido lanzada.

22) La reaccion de dos drogas como funcién del tiempo (en horas) esta dada

2
por: rq(t) = te y rot)= te 2. ¢ Qué droga tiene reaccién maxima mayor?

23) En cierto instante dos mdviles cuyas trayectorias siguen, respectivamente,
las ecuaciones s(t) = t3 —45t+100 y e(t)= 3t2 + 60t — 439 tienen la misma
velocidad. Halle cudl es ese instante y los valores de la velocidad y de la
aceleracion en ese instante para cada uno de ellos.
24) La funcioén g(x) = —x2 + 100x — 1600 describe la ganancia (en pesos) que se
obtiene al fabricar x articulos.

a) ¢Cuantos articulos hay que fabricar para que la ganancia sea una
funcién creciente?

b) ;Cuantos articulos se tendrian que fabricar para que la ganancia sea
maxima y calcule a cuanto ascenderia la misma?
25) Una compania forestal planea desmontar cierta area de pinos después de
cierta cantidad de afios. El numero promedio de pies que se obtienen por arbol
en un cierto periodo de tiempo es igual a p(x) = 50 — 0,5x, donde x es el nimero
de arboles por hectarea, con 35 < x < 80 ;Qué densidad de arboles debe
concentrarse con el objeto de maximizar la cantidad de madera por hectarea?
26) La funcion que describe, en cientos de délares, el ingreso total por la venta
de un producto es i(x) = —3x2 + 200x, donde x es el numero de unidades
vendidas (en cientos). Se sabe ademas que el costo total de producir x
unidades es c¢(x) = %% — 150x + 5000, en cientos de ddélares.

a) Determine la expresion que describe la funcién ganancia g(x).

b) ¢Cuantas unidades deberan producirse y venderse con el objeto de
maximizar la ganancia total?

c) ¢ Cual es la ganancia maxima?
27) Una sustancia se distribuye en forma continua en el intervalo [0, 5] del eje X,

medido en cm. La concentracién esta dada por la funcion c(x) = 3x — x3 , medida
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en my . ;, Donde esta situada la maxima concentraciéon y a cuanto asciende la
cm
misma?.

28) Un fabricante de recipientes esta disefiando una caja rectangular abierta en

la parte superior y con base cuadrada que debe tener un volumen de 32 m3.

¢ Cuales deben ser sus dimensiones para que la caja requiera la cantidad
minima de material?
29) Descomponga el numero 64 en dos sumandos tales que su producto sea
maximo.
30) La diferencia entre dos numeros es 20. Determine dichos numeros de
manera tal que su producto sea lo mas pequefio posible.
31) Una pulga salta en direccion vertical y alcanzé una altura h (en cm) dada por
h(t)=4,4t-4,9 t2, donde t es el tiempo (en segundos).

a) Halle la velocidad en el instante t = 0.

b) Calcule la maxima altura alcanzada y los segundos que demora en
alcanzarla.
32) El movimiento de una particula que se traslada en linea recta esta dado por

s(t) = t3 — t, donde s se mide en metros y el tiempo t en segundos. Halle la

aceleracion en el instante en que la velocidad es 11 m .
seg
33) La funcién h(t) = 6 + 24t — 5t2 describe la altura (en m) que alcanza un
objeto que es lanzado hacia arriba, donde t es el tiempo transcurrido, medido
en segundos.
a) Halle la velocidad y la aceleracion instantanea cuando t = 2 segundos
b) ¢ Hasta cuando continuara subiendo?
c) ¢ Cual es la altura maxima que alcanza?
34) Se lanza un cohete tal que su altura esta dada por: s(t) = 100t — t2 pies,
donde t se mide en segundos.
0 pies ”
seg
b) Obtenga la altura que alcanzara el cohete en dicho instante.
35) Indique la aceleracion en el instante en que se anula la velocidad de un

a) ¢ En qué instante el cohete viaja a una velocidad de 3

movil que responde a esta ley de movimiento: e(t) =t + % siendo t > 1

segundo y el espacio medido en metros.
36) Un ecdlogo cultiva peces en un lago. Mientras mas peces introduzca, habra
mas competencia por el alimento disponible y el pez ganara peso en forma mas
lenta. Se sabe por experiencias previas que cuando hay n peces por unidad de
area del lago, la cantidad promedio en peso que cada pez gana durante un
temporada esta dada por: w(n) =600 — 3n.

a) ¢Qué valor de n conduce a la produccién total maxima en el peso de
los peces?
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b) Grafique produccion total en funcién del nimero de peces estudiando
crecimiento y concavidad.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) La funcién y = f(x) dada graficamente es decreciente en:
a) (—0, -4) U (4, 2) 1
y =T

b) (—e0, —2) U (0, 2) / \ !
d _2 2 5

c) (-2,0) U (2, o)

d) (0, 2)

2) Sea la funcion y = f(x) dada
graficamente, el maximo absoluto se
da en:
a)x=4,x=-1 b) x = -1
c)x=2 d)x=4

3) Sea la funcion y = g(x). Si g '(x) > 0 en todo el intervalo (a, b) entonces:
a) g(x) es creciente en (a, b) b) g(x) es decreciente en (a, b)
c) g(x) es constante en (a, b)

4) Sea y = f(x) una funcién continua y derivable en los reales, si f '(x) < 0, para
todo x real, entonces la gréafica de f(x) es:

a) creciente en R

b) decreciente en R

c) céncava hacia arriba en R

d) concava hacia abajo en R
5) Sea f(x) una funcién continua y derivable en los reales, si f "(x) < 0, Vx e R,
entonces la grafica de f(x) es:

a) creciente en R

b) decreciente en R

¢) concava hacia arriba en R

d) concava hacia abajo en R
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6) Sea y = f(x) una funcién continua y derivable en el intervalo (a, b), f'(x) >0 y

f"(x) <0, Vx e (a, b) f(x). Entonces en dicho intervalo la grafica de f(x) es:
a) creciente y cédncava hacia arriba
b) creciente y concava hacia abajo
¢) decreciente y céncava hacia arriba
d) decreciente y concava hacia abajo
7) Sea y = f(x) una funcién continua y derivable en los reales. Si x = ¢ es un
maximo relativo de f(x) entonces:
a)f' (c)=0, f"(c)>0 b)f'(c)=0, f"(c)<0
c)f(c)=0, f'(c)>0 d)f(c)=0, f'(c)<0
8) La grafica dada corresponde a la derivada primera de la funcion y = f(x).
Entonces podemos decir que:

a) en x = 0 hay un maximo ¥4
relativo de f(x)

b) en x = 1 hay un minimo relativo y=1f'{x)
de f(x)

c) en x = 0 hay un minimo relativo
de f(x) y x = 2, un maximo relativo de
f(x)

Fy

d) en x = 0 hay un maximo
relativo de f(x) y x = 2, un minimo
relativo de f(x)

-3

9) La grafica dada corresponde a la derivada segunda de la funcion y = f(x).
Entonces podemos decir que la grafica de f(x) es:

a) concava hacia arriba en (-, ) Y

b) concava hacia arriba en el
intervalo (-, —-2) U (4, «) y céncava
hacia abajo en (-2, 4)

c) concava hacia abajo en el * 2
intervalo (—o0, —2) U (4, )

d) concava hacia abajo en (—w, ©)

e

xX+3

x2 -9

a) f(x) tiene como asintotas verticales las rectas x=3 e x=-3
b) f(x) tiene como asintotas verticales la recta x=-3

10) Sea la funcion f(x) = . Entonces:
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c) f(x) tiene como asintota vertical la recta x = 3 y como asintota
horizontal larectay =0
d) f(x) no tiene asintota vertical y como asintota horizontal la rectay =0

AUTOEVALUACION

1) Dada la grafica de la funcién y = f(x) analice:
W o

signos de f "

signos de f ",

crecimiento y decrecimiento,
concavidad,

asintotas,

extremos relativos,

puntos de inflexion.

-

2) Sea f(x) = x2 (a — x). Determine el valor de a sabiendo que en x = 2 hay un
extremo. Para dicho valor de a determine el/los extremos y el/los puntos de
inflexion.

x% 44
3) Halle las asintotas de la funcion f(x) = o
4) En un pequeiio poblado se vacund a los habitantes para evitar el contagio de
una enfermedad. La cantidad de contagiados en funcién del tiempo (medido en

dias) esta dada por c(t) = 2t3 - 21t2 + 60t, desde el comienzo de la vacunacion
hasta cuatro dias después. ; Cuando se produjo el mayor nimero de contagios?
¢, Cual es ese numero?

5) La ecuacién de movimiento de un automovil es s(t) = —4t3 + 32t2 (el tiempo se
mide en horas y el espacio recorrido en kildbmetros). Una moto se mueve a
velocidad constante de 90 kTm Al cabo de dos horas, ¢qué movil es mas

veloz?

GUIA DE ESTUDIO

Las siguientes actividades se resuelven utilizando el programa FUNCIONES
para Windows version 2.7.61.
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Al realizar el estudio de una funcién, buscamos representarla o tener una idea
bastante aproximada de su aspecto a partir de la correspondiente expresion
algebraica y de cierta informacion adicional sobre las caracteristicas de la
gréfica.

En estas actividades proponemos otro procedimiento. A partir de la grafica de la
funcion, se analizaran cada una de las caracteristicas de la funcién dada.

Podra controlar las respuestas utilizando comandos propios del programa que
se encuentran en la ventana del gréfico, en el menu que se despliega al
presionar en la barra superior 1fu. Los mismos se indican en letra cursiva para
aquellos items en los que es posible. Algunos de ellos ya fueron analizados y
descriptos en la guia de estudio del capitulo 3.

Actividad 1. Represente graficamente f(x) = %(x?’ +3x2) considerando en la
pantalla que corresponde a la entrada de datos, para ambos ejes: Origen -5y
Final 5.

Observando la grafica de la funcion, determine:

a) Dominio: ... Conjunto imagen: .........cccccceeeeeeeeeiecciiieee.

b) Intersecciones con €l €j& X (CErOS): ...uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiie e

c) Interseccién con el eje y (ordenada al origen): ........ceveeeveeiciiiiiieeeee e,

d) Analice el comportamiento de la funcién:

B cUANdO X —> +00 .vieieeeeeeeee e,
% cuando X — =00 oo
e) Indique, si presenta, los puntos de discontinuidad ............cccccooiiiinee.n.
Si existen puntos de discontinuidad, analice el comportamiento de la
funcién cuando x se aproxima a esos puntos:
% porizquierda ......... ...cooeeeeeinnnnnn.
% porderecha .............ccoeevvnnnenn..

f) Determine (en caso de existir):

Asintotas verticales: ............... Asintotas horizontales: .................

g) Calcule f'(X) = ...cooovveeeieee,

h) Analice el signo de la derivada primera en todo el dominio de la funcién
Seleccione Derivada en un punto... y en el cuadro de dialogo correspondiente
a x introduzca el valor de la abscisa del punto de la gréafica en el que desea
calcular la derivada. Utilizando los botones <—i o d—> puede obtener la derivada
en puntos proximos al anterior. Para cada punto considerado se visualiza en
color rojo la recta tangente a la grafica en dicho punto.

i) Indique los valores de x que anulan la derivada primera o donde no

Los valores del dominio de una funcién donde la primera derivada se hace cero
0 no existe, son los puntos criticos de la funcién dada.

j) Grafique la funciéon derivada.
Seleccione Funcion derivada y obtendra una grafica en color verde
superpuesta a la anterior.
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Observando esta grafica, complete: Dominiode f'(X) = ............ccccoeeunnnen.
La funcién derivada se hace ceroen X =.........ccccceeevivininnnnen. y no existe en

k) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los
puntos criticos, complete el siguiente cuadro indicando el signo de la derivada
primera y si en cada intervalo la funcién es creciente o decreciente:

Comportamiento de f(x)
(gréafica azul)

Signo de f '(x)

Intervalo
(gréafica verde)

Seleccione Intervalos de crecimiento e Intervalos de decrecimiento. Se
observa una linea roja sobre el eje x que indica dénde la funcién es creciente o
decreciente segun corresponda, quedando determinados ademas los extremos
de los intervalos.

Por lo tanto, de acuerdo al signo de la derivada primera, puede concluir sobre
el crecimiento de la funcion que:

Si la derivada de una funcién es ................. en un intervalo, la funcién dada es
........................ en dicho intervalo.

Si la derivada de una funcién es .................. en un intervalo, la funciéon dada
€S i en dicho intervalo.

1) Determine los maximos y/o minimos relativos.
Minimo:y=............ EeNX=.....c...... = Minimo relativo (...... e )
Maximo:y=........... enX= ... = Maximo relativo (...... f e )
Seleccione las opciones Maximos y Minimos del menu para controlar su
respuesta.
m) Calcule f"(X) = .....ooooveiiiie
n) Grafique la segunda derivada de la funcién.
Seleccione Segunda derivada y obtendra un grafico en color verde
superpuesto al de la funcién dada.
Complete: Dominio de f"™(X) = ..........cccceevvneee
La segunda derivada se hace cero en X = .......cccovvviiiiiiiiiiiennnnn. y no
existeenx=............

Los valores del dominio de una funcién donde la segunda derivada se hace cero
0 no existe, son los posibles puntos de inflexién de la grafica de la funciéon dada.

o) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los
posibles puntos de inflexién, complete el siguiente cuadro indicando el signo
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de la derivada segunda y si en cada intervalo la grafica de la funcion es
cbncava hacia arriba o hacia abajo:

Signo de f "(x) Comportamiento de f(x)

Intervalo <
(gréfica verde) (gréfica azul)

Seleccione Intervalos de concavidad (para la concavidad hacia arriba) e
Intervalos de convexidad (para la concavidad hacia abajo).

Por lo tanto, de acuerdo al signo de la derivada segunda, puede concluir sobre
la concavidad de la grafica que:

Si la derivada segunda de una funcién es ............ en un intervalo, la grafica de
lafunciondadaes ...........ccocevieiiennnnns en dicho intervalo.

Si la derivada segunda de una funcién es ............ en un intervalo, la grafica de
la funciondadaes ...........ccocvvviiiiiennns en dicho intervalo.

p) Indique los puntos de inflexion.

Enx=......... la grafica de la funcion presenta un punto de inflexion.
Por lo tanto el punto de inflexion es (...... e )
Seleccione Puntos de inflexion.

Actividad 2. Represente graficamente la funcion f(x) = x* + 6x° + 12x° + 8x + 1
considerando en la pantalla que corresponde a la entrada de datos, para el eje
x: Origen —4 y Final 2, y para el eje y: Origen -3 y Final 4.
Observando la grafica de la funcién, determine:
a) Dominio: .....ccceeeiiiiiieiiieeeee Conjunto imagen: ........ccccevcveeeeiiiiee e
b) Intersecciones con €l €j& X (CEIOS): ...uuuiiiiiiiiiiiiiiiie e
c) Interseccién con el eje y (ordenada al origen): ........ccceveveeeiiiiciiiieiiee e
d) Analice el comportamiento de la funcion:
L cuando X —> +00 c..occiiiiiiieeeeeee e
L cuanNdo X —> —00 .ooocveieiieeeceeeee e
e) Indique, si presenta, los puntos de discontinuidad.
Si existen puntos de discontinuidad, analice el comportamiento de la
funcién cuando x se aproxima a esos puntos:
% porizquierda ...............cceeeeeenn...
% porderecha ...........cccceeeevuieei.n.
f) Determine (en caso de existir):
Asintotas verticales: ................. Asintotas horizontales: ................

g) Calcule f"(X) = .ovveeeeeiieeeeee
h) Analice el signo de la derivada primera en todo el dominio de la funcién.
i) Indique los valores de x que anulan la derivada primera o donde no existe.
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j) Grafique la funcion derivada.
Complete: Dominio de f'(X) = .......c.ccoeeeevnnnnnn
La funcién derivada se hace ceroen X = .........ccceeeiiiinnnnenen. y no existe en

k) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los
puntos criticos, complete el siguiente cuadro indicando el crecimiento o
decrecimiento de la funcién:

Signo de f '(x) Comportamiento de f(x)
Intervalo - -
(gréfica verde) (gréfica azul)
(eeenes e )
(P y eeeen )
(eeenes e )
1) Determine los maximos y/o minimos relativos.
Minimo: y=............ enxX=............
Maximo:y=............ enx=...........

m) Calcule f"(X) = .....ooooveiiii
n) Grafique la segunda derivada de la funcion.

Complete: Dominiode f"™(X) = .........occevveeennnnn.
La segunda derivada se hace cero en x = .......cocoiiiiiiiiiiiiiinenn. y no
existeenx=............
o) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los
posibles puntos de inflexién, complete el siguiente cuadro indicando la
concavidad de la grafica de la funcion:

Intervalo Sig|,1<.> de f "(x) Comportfn.mento de f(x)
(gréfica verde) (gréfica azul)
(cenee R )
(venee. R )
(cenee R )
p) Indique los puntos de inflexion.
Enx=......i. la grafica presenta puntos de inflexion.
Los puntos de inflexion son (...... s )Y (... Y e )
2
Actividad 3. Represente graficamente la funcion f(x) = 22X ] considerando en la
X —_

pantalla que corresponde a la entrada de datos, para el eje x: Origen —4 y Final
4; para el eje y: Origen —6 y Final 6.
Observando la grafica de la funcion, determine:
a) Dominio: .....cccceveiviiieeeiiieeeee Conjuntoimagen: .........cccoveeeeeeeeeiicciieeen.
b) Intersecciones con €l €j& X (CEIOS): .....ciiiiiiiiiiiiiiieiiiiee e
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c) Interseccion con el eje y (ordenada al Origen): .........ccoeeeeviiieeeiiiieee e
d) Analice el comportamiento de la funcion:
B cuando X — 00 ..o
B cUANAO X — =00 .veeieeecececeeeee e
e) Indique, si presenta, los puntos de discontinuidad ..........cccccceeeviiniinnennn.
Si existen puntos de discontinuidad, analice el comportamiento de la
funcién cuando x se aproxima a esos puntos:
% porizquierda .............ccoeeeeiiinnn.n.
% porderecha .........cccccceeeevvnnnen..
Seleccione la opcién Discontinuidades aisladas. ; Qué obtiene?
¢,Coémo interpreta el mensaje que aparece?
¢ A qué corresponden las rectas de color rojo que quedan dibujadas?
f) Determine (en caso de existir):
Asintotas verticales: ................... Asintotas horizontales: ...............

g) Calcule f'(X) = ....ooevviiiee,

h) Analice el signo de la derivada primera en todo el dominio de la funcién.
i) Indique los valores de x que anulan la derivada primera o donde no existe.

j) Grafique la funcién derivada.
Complete: Dominio de f'(X) = .........cccevvvuneein.
La funcién derivada se hace ceroen X = .........c.cocvevvivinnnnnnn. y no existe en

k) Compare las dos gréficas. Considerando los intervalos que determinan los
puntos criticos y los valores de x que no pertenecen al dominio, complete el
siguiente cuadro:

I Signo de f '(x) Comportamiento de f(x)
ntervalo . .
(gréfica verde) (gréfica azul)
(eeeees e )
(ceeees e )
(P e )
(P y eeeen )
1) Determine los maximos y/o minimos relativos.
Minimo:y=............ enX=............
Maximo:y =........... enXx=............

m) Calcule f"(X) = .....ooviieei,
n) Grafique la segunda derivada de la funcién.

Complete: Dominiode f™(X) = ..........ceeeeeerrnnnnn.
La segunda derivada se hace cero en X = ......cocveiiiiiiiiiiiinennnnn. y no
existeenx=............
o) Compare las dos graficas. Considerando los intervalos que determinan los
posibles puntos de inflexién, complete el siguiente cuadro indicando el signo
de la derivada segunda y si en cada intervalo la grafica de la funcion es
cbébncava hacia arriba o hacia abajo:
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Signo de f "(x) Comportamiento de f(x)

Intervalo e
(gréfica verde) (grafica azul)

p) Indique los puntos de inflexion.
Enx=.......i. la grafica de la funcion presenta puntos de inflexion.
Los puntos de inflexion son (...... s )Y (... Y aeens )

Actividad 4. Un fabricante vende “x” articulos por semana a un precio unitario
p(x) = 30 — 0,1x (en pesos). Si la funcién c(x) = 6x + 200 representa el costo
total de produccién, determine:

a) El numero de articulos que debe producir para que el ingreso sea maximo.
¢, Cual es dicho ingreso?

b) Determine la ganancia maxima. ;Qué cantidad de articulos por semana
debe vender para obtener dicha ganancia?

Actividad 5. Las funciones que representan el costo e ingreso total (en pesos)
para un determinado articulo q, estan dadas por:
c(q) = 200 + 20q + 0,01g° i(q) = 60q — 0,03q°

a) Halle de manera analitica qué cantidad de articulos maximiza la ganancia.
¢ Cual es la ganancia maxima?

b) Represente la funcidon ganancia y corrobore su repuesta anterior de
manera grafica.

c) Represente las tres funciones (ganancia, costo e ingreso) y determine de
qué manera puede calcular la cantidad de articulos que maximiza la ganancia.

Actividad 6. Una empresa que confecciona envases, debe construir una caja
para el lanzamiento de un nuevo jugo de naranjas.

El disefio es el que se muestra a

continuacién en el que las medidas se

expresan en cm. ¢ Cual debe ser el alto

de la caja para que, conservando 32-2x

dichas  proporciones entre  sus

medidas, contenga la maxima cantidad

de jugo?
19 kS 24 -2u

EJERCICIOS DE REPASO

1) Determine el dominio de definicion de las siguientes funciones:

a)f(x)=vx+4  b)f(x)= iz ¢) f(x) = ;2
X

4-x

296



El Calculo Diferencial

3,2
A= x+~ o) f(x) =4 - 3" f) i = XX X
X X°+Xx-6
2) Halle las ecuaciones de las asintotas de las funciones:
3_ 2
a) f(x) = XX ) ) = X
X°+X-6 X< -1
2
o) fog =2 d) F(x) = X+
x-3 x
X+2
e) f(x) =
) fx) =~

3) Para cada una de las siguientes funciones, determine puntos criticos,
intervalos de crecimiento y extremos relativos.

a) f(x) = 3x% - 2x° b) f(x) = X° — 6x° + 9 ¢) f(x) = x° — 3x
d) f(x) = 4x° - 3x"* e) f(x) = X+ f) fx) = X2
X X—2

4) Analice la concavidad de las graficas de las siguientes funciones y calcule los
puntos de inflexion:

a) f(x) = X° — 6x° + 12x + 4 b) f(x) = 4%° — 3x"
€) f(x) = X+ d) f(x) = X2
X X—2

5) Realice el estudio completo de las siguientes funciones y obtenga su grafica:
a) f(x) = x+ b) f(x) = 4x° — 3x"
X

6) En los siguientes graficos correspondientes a y = f(x), indique:
a) intervalos en los cuales la funcién es creciente,
b) intervalos en los cuales la funcion es decreciente,
c) valores del dominio donde la primera derivada es nula,
d) valores del dominio donde la primera derivada no existe,
e) valores del dominio que corresponden a extremos de la funcioén.
i)
W

¥ = i)

20 LN
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ii) i)
4

-1 1 2 263 36y 2 -1 0 1 2 3 4 & X

7) Trace la grafica de una funcién f(x) para la cual f(x), f' (x) y f" (x) existan y
sean positivas para todo x.
8) Trace la grafica de una funciéon f : R - R que cumpla con las condiciones
dadas en cada caso:
a)f'(x)>0six>xg f'(x)<0six<xp f"(x)<0 VxeR;
b)f'(x) <0 Af"(x)>0six<xg;f'(x) >0yf"(x) <0six>xp;
c)f "(xg)=0; f"(x) <0six<xg f"(x)>0six>xp.
d) f'(xg) no existe; f "(x) > 0six<xg; f" (x)>0six>xp
9) Observando la grafica de f '(x),
¥t a) Determine los intervalos donde la funcion
es creciente y decreciente. Encuentre, si
existen, los extremos relativos.
b) Encuentre los intervalos donde la grafica
v =1 de la funciébn es coéncava hacia arriba,
coéncava hacia abajo y los puntos de inflexion.
¢) Dibuje una posible grafica de f(x).

& L
X L

+ Fl
10) Aplicando el criterio de la derivada segunda, calcule los extremos relativos
de las funciones:

2

a)f(X)=x4—4x3+100 b) f(x) = x4—%x )

c) f(x) = 4x° — x> — 2x + 1 d) f(x) = X° + 6x° + 12x - 5
11) Halle los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones en los
intervalos indicados:

a)f(x):2x3—3x2—12x+1 en {—2, g}

b)fx)=x' —2x+1 en [0, 2]
C)fX)=x°+2x—4 en [-4, 3]
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7. APLICACIONES DE LA DERIVADA

7.1 Teoremas del valor intermedio.
7.2 Limites indeterminados y la regla de L’Hopital.
7.3 Antiderivada.

7.4 Aproximaciones.

“‘No sé lo que yo le parezca al mundo, pero ante mi mismo
parezco haber sido s6lo un muchacho que juega en la playa,
divirtiéndose, entonces como ahora, en encontrar un guijarro
mas pulido o una concha mas preciosa que los ordinarios,
mientras que el gran océano de la verdad permanece
inescrutable para mi.”

Isaac Newton
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En capitulos anteriores nos ocupamos de desarrollar el concepto de derivada,
su interpretacion como razén de cambio instantanea y habilidades operativas
para poder calcular de manera eficiente derivadas de funciones . Analizamos el
contenido geométrico de la derivada de una funcién como herramienta para
realizar el estudio completo de diferentes funciones. Estudiamos ademas uno de
los aspectos mas importantes de nuestra vida cotidiana: la optimizacion. En este
capitulo vamos a profundizar en el uso de la informaciébn geométrica que
proporciona la derivada con el objeto de resolver algunos problemas
interesantes. Analizaremos ademdas algunos resultados generales sobre
funciones derivables y sus implicaciones.

Con el desarrollo de los diferentes contenidos nos proponemos cumplir con los

siguientes objetivos:
e Conocer los teoremas de las funciones derivables.
e Analizar la interpretacién geométrica de los teoremas.
e Aplicar los teoremas en la resolucién de ejercicios y problemas.
e Calcular limites aplicando la regla de L’'Hopital.
e Definir diferencial de una funcién.
e Analizar la interpretacion geométrica del diferencial de una funcion.
e Aplicar la aproximacion lineal en la resolucion de ejercicios.
e Comprender las aproximaciones polinomiales.
e Realizar aproximaciones de funciones aplicando la férmula de Mac
Laurin o de Taylor.

7.1 Teoremas del valor intermedio

Los teoremas del valor intermedio son importantes para demostrar otros
teoremas del Calculo. Se refieren a determinadas propiedades de las funciones
continuas en un intervalo cerrado. Son teoremas existenciales dado que afirman
la existencia de un punto intermedio, aunque no expresen donde esta dicho
punto. Veremos solamente los enunciados sin demostracion.

Teorema de Rolle

Sea f(x) continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que f(a) = f(b). Entonces
existe por o menos un valor xg tal que a< xg<b y f'(xg) =0.

Si bien no estudiaremos la demostracion de este teorema, podemos realizar su
interpretacion geométrica. Este teorema establece que si la grafica de la funcion
es de un solo trazo continuo en [a, b], si existe la recta tangente en todo punto
de (a, b) y si f(a) = f(b), entonces en algin xg € (a, b) la recta tangente a la
grafica de la funcion es horizontal.

La existencia de ese punto xg no implica la unicidad, pueden existir otros puntos

donde la derivada sea nula.
Los siguientes graficos ayudan a interpretar el teorema.

300



El Calculo Diferencial

'!Iu'n
y =)
a ¥ boo¥ S " b i
fl:}{D]I= |:| fl|:}{ ::|— |:|
oi=
Ve ¥t
o E
o
f(g)= 11340 =0 | ? f 5 L
- a Hg ¥y h X

fixa)=10x,=0

Las hipdtesis del teorema son esenciales. Si dejaran de cumplirse, incluso en un
solo punto, la grafica de la funcién podria no tener tangente horizontal.

Actividad de reflexion. Proponga graficas de funciones que no cumplan las
hipétesis del teorema de Rolle y que no tengan tangente horizontal en ningan

punto de abscisa xg de (a, b).

Ejemplo. ¢Cuales de las siguientes funciones satisfacen las hipoétesis del
teorema de Rolle? Justifique sus respuestas. En los casos en que se cumplan,
verifique el teorema. Grafique.

a) f(x) = %x3 —2x en el intervalo [-2, O].

2
b) g(x) =x3 en el intervalo [-1, 1].
anw-12 S X
X+4 si —2<x<1

d) m(x) = senx en [0, 27].
a) La funcién f(x) = %xs —2x es continua en todos los puntos del intervalo

cerrado [-2, 0] y derivable en el intervalo abierto (-2, 0).
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Ademas f(-2) = 0 y f(0) = 0, por lo tanto la funcién satisface todas las hipédtesis.
El teorema de Rolle establece que f '(x) debe ser cero al menos en un punto del
intervalo (-2, 0).

En efecto: ' (x) = %xz -2.
Sif'x)=0= %x2—2:0 = x2=%: x=i\/§.8edescartaelvalor

X = \/g dado que no pertenece al intervalo (-2, 0).

Por lo tanto, f '(x) se anula en x = —\/7

[VIEN

; =T
que pertenece al intervalo (-2, 0).

4
bl

-2

l'_n.'l|-h

2

b) g(x) = x3 es una funcion continua en el intervalo [-1,1].

Se verifica ademas que f(-1) =f(1) = 1. No es diferenciable en (-1, 1) dado que
1

f'(x) = 2,732 1 1o existe en x=0.

3 3 Yx

Por lo tanto no cumple con las hipétesis del
teorema de Rolle, no puede asegurarse la

existencia de un punto xg en el intervalo

rFs

(-1, 1) para el que f'(xg) = 0.

2 i =1
¢) h(x) = o
X+4 si-2<x<1
La funcion es derivable en (-2, 1). Ademas Y 4

h(-2) = h(1) = 2 pero la funcién no es 5

continua en el intervalo [-2, 1], ya que /?
presenta una discontinuidad en x=1. :
No se verifica una de las hipdtesis y por lo w=hix) I
tanto tampoco el teorema. Es decir no E
existe necesariamente un punto en el cual 2p------ .
la derivada sea cero.

En la grafica se observa que no existe
ningun valor en el intervalo (-2, 1) para el + 7

_2 w
cual h '(x) sea cero.

o
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d) m(x) = senx en [0, 27]
La funcién es continua en el intervalo [0, 2] y derivable en (0, 27).
Ademas m(0) = m(2m), por lo tanto se verifican las hipétesis. Es decir que existe

por lo menos un punto del intervalo (0, 27t) en el cual m '(x) = 0.

l!|" F
En efecto m '(x) = cosx que, en el
intervalo dado, se anula en x = % y en Y = )
' % 3 » ’
X = %n. 0 3 2 T

Teorema del valor intermedio de Lagrange

Si f(x) continua en [a, b] y derivable en (a, b), existe al menos un valor
f(b)—f(a)

b-a
Puede observarse que las hipotesis son idénticas a las del teorema de Rolle,
excepto la que se refiere al valor de la funcién en los extremos del intervalo. En
el caso especial en que f(a) = f(b), se obtiene la conclusién de dicho teorema

intermedio xg en (a, b) tal que f'(xg) =

segun el cual f '(xg) = 0.

En términos geométricos, este teorema establece que existe al menos un punto
de la grafica de abscisa xg € (a, b) para el que la recta tangente a la misma es
paralela a la recta que une los puntos de la grafica de abscisas x=a y x=b.

recta tangente
de pendiente

'!I|' . 1
fix
( recta secante
. de pendiente
f'iKDI' """""""""" r fih) -f(a)
bh-a
it T(a)
Y= 1)
) 3 xq b ¥
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Si observamos el grafico anterior se observa que la recta que pasa por los
f(b)-f(a)

puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene pendiente y la recta tangente a la

curva en xg tiene pendiente f '(xg). Si las rectas son paralelas, las pendientes

son iguales, es decir M =f'(xg).

a
La existencia de ese punto xg no implica la unicidad.

En el grafico siguiente se observa que xg y x1 son los puntos que verifican el
teorema.

a ¥y g b E

-

Ejemplo. Verifique que las siguientes funciones satisfacen las hipdtesis del
teorema del valor intermedio de Lagrange y halle él o los valores de c que

f(b)-f(a) ..
“pa O

satisfacen la ecuacion en el intervalo dado:

a)f(x):x2—3x+2 en [1, 3]
5
b) g(x) = x4 en [0, 1]

c)h(x)=2vx-2 en|[2, 4]

a)f(x)= x> -3x +2 en [1, 3]
La funcion es continua en [1, 3] y derivable en (1, 3).

Debemos encontrar el valor de ¢ para el cual M = f'(c).

Como f(3) =2y f(1) = 0 entonces f '(c) = % . Luego f'(c)=1.
Ademasf'(x)=2x-3 = f'(c)=1=2c-3=1=c=2.
El valor de ¢ que satisface las hipotesis del teorema de Lagrange es ¢ = 2.

5
b) g(x) = x4; [0, 1]
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La funcidn es continua en [0, 1] y derivable en (0, 1).

Debemos encontrar el valor de ¢ para el cual M =g '(c).

g(1) =1y g(0) = 0, reemplazando en la ecuacion anterior obtenemos:
1-0

aa

1 4
Comodebeserg'(c):1:%c4:1 = c :%:c:(%] = ¢ =0,4096.

Este valor de c es el que satisface las hipétesis del teorema.

c) La funcién h(x) = 24/x -2 es continua en el intervalo [2, 4] y derivable en el
intervalo abierto (2, 4).

Debemos encontrar el valor de c tal que w = h'(c).

: 242-0 1 1 1
Resulta h '(c) = = -J2 = Je-2=—- = c-2=—
2 Je-2 V2 2

= Cc= g Parac = g se satisfacen las hipétesis del teorema.

Corolarios del teorema

Corolario 1. Si f'(x) = 0, ¥ x e (a, b) entonces la funcion f(x) es constante en el
intervalo [a, b].

Ya hemos visto que si una funcién diferenciable es constante en todos los

puntos de un intervalo, f '(x) = 0 para todo valor x de dicho intervalo. El corolario
es el reciproco de esta proposicion.

Teniendo en cuenta las hipétesis del teorema del valor intermedio y la expresion

o) = f(bg ~f(a)

, intente demostrar este corolario.

Corolario 2. Si dos funciones tienen la misma derivada en todo punto de un
intervalo, entonces las funciones difieren en una constante.

Si f '(x) = g '(x) en todo punto de un intervalo, entonces existe una constante ¢
tal que f(x) = g(x) + ¢ para todo x de ese intervalo.
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Este corolario establece que dos funciones pueden tener derivadas idénticas en
un intervalo solo si la diferencia de sus valores es constante en todo punto de
dicho intervalo.

Ejemplo. Halle la funcion cuya derivada es g(x) = 3x.

Una funcién cuya derivada es g(x) = 3x es f(x) = %xz pues f'(x)= %.ZX = 3x.

Se comprueba facilmente que también cualquier funcion h(x) = %xz +c es tal

que su derivada es g(x) = 3x. En efecto h '(x) = %.2x+0 = 3x. Las gréficas de

. . . . 3
funciones con derivada igual a 3x son parabolas de la forma y = Exz +cC.

Para algunos valores de c, las
graficas de las funciones son las

b

g S ] Ll
nwon
= = b3

I
=l
1l
1
[n)

Desde el punto de vista geométrico, el segundo corolario del teorema del valor
intermedio establece que las graficas de funciones con derivadas iguales
difieren por una traslacion vertical.

Ejemplo. Halle la funcién f(x) cuya derivada es y = cosx y su grafica pasa por el
punto (1, 2).

f'(x)=cosx = f(x)=senx+c.
Como el punto (1, 2) pertenece a la gréafica de la funcién, sus coordenadas

deben verificar la ecuacion.
Reemplazando: 2=sen1+¢c = ¢ =116

La funcién buscada es: f(x) = senx + 1,16
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Interpretacion fisica del teorema del valor intermedio
f(b)—f(a)

El cambio promedio de una funcion f en el intervalo [a, b] es y el

cambio instantaneo en el instante ¢ es f '(c).
El teorema del valor intermedio establece que en algun instante c entre ay b, la

velocidad instantanea (razén de cambio instantanea), f '(c), es igual a la

velocidad promedio (razén de cambio promedio), M, sobre todo el
-a

intervalo.

Problema

Un auto que parte del reposo tarda 8 segundos en recorrer 35 metros.
Encuentre la velocidad del mévil en un instante particular de su recorrido.

Segun el teorema del valor intermedio en algin momento del intervalo [0, 8] el
velocimetro del auto debe haber marcado exactamente la velocidad promedio.

distanciaim)

La velocidad promedio del auto durante su

recorrido fue 35-0_35_ 4375 M
8-0 8 seg

35

En algun instante del intervalo [0, 8] el
velocimetro del auto marcé exactamente

4375
seg ‘ —
fiempolsen.)
Problema
Un objeto cae libremente a partir del reposo con una aceleracion de 9,8
m_ Halle la funcion que describe la velocidad y la posicion del objeto.
seg

La funciéon que describe la velocidad v(t) tiene como derivada la funcion que
describe la aceleracion. Es decir v '(t) = 9,8.

Por el corolario 2, v(t) = 9,8t + c. Como el objeto parte del reposo, v(0) =0 y
reemplazando en la expresion anterior obtenemos ¢ = 0. Por lo tanto v(t) = 9,8t.

Siguiendo el mismo razonamiento para el desplazamiento es s(t) = 4,9t2.

EJERCICIOS

1) La altura de una pelota después de t segundos de ser lanzada, esta dada por
s(t) = 2t — 16t + 33.
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a) Compruebe que s(3) = s(5).
b) Segun el teorema de Rolle, ;cudl debe ser la velocidad en algun
instante del intervalo [3, 5]? Explique.
2) La funcién que describe el costo en miles de ddlares de producir x cientos de
. . 2
unidades en un proceso de manufacturacion es c¢(x) = x~ — 4x + 7. Compruebe
que c(1) = c(3). De acuerdo con el teorema de Rolle, la razéon de cambio del
costo debe ser cero para cierta producciéon en el intervalo [1, 3]. Halle la
cantidad que se debe producir para que eso ocurra.
3) Defina las posibles funciones a las que les corresponden las siguientes
derivadas:
a)y' —3x—4 b)y' = 3x°
m

4) La aceleracion de un objeto en el momento t es —3 > Sabiendo que parte

seg

del reposo, determine la funcién que describe la velocidad y la posicion del
objeto.

RESPUESTAS

1)a) s(3) = s(5) = 3m; b) La funcién s(t) es continua en el intervalo cerrado [3, 5]
y derivable en (3, 5). Ademas s(3) = s(5) ; por lo tanto, por el teorema de Rolle,
existe un numero ¢ en ese intervalo en el cual la derivada es cero. Como la
funcion describe el espacio recorrido, la derivada describe la velocidad del
movil. Existe un punto del intervalo [3, 5] en el cual la velocidad es cero.

2) c(1) = ¢(3) = 4. Para que la razén de cambio del costo sea cero se deben

producir 200 unidades ya que ¢ '(2) = 0.

3)a)y:%x2—4x+c b)y=x3+c

4) v(t)=-3t y s(t):-%t2

Teorema del valor medio de Cauchy
Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que

gb)=g@@ y g'(x)#0, ¥ x e (a, b).
f(b)—fa) _ f'(x0)
gb)-g(@ g'(xg)

Entonces existe al menos un nimero xg en (a, b) tal que

Actividad de reflexién. Analice el teorema del valor intermedio de Lagrange y
discuta si resulta un caso particular del teorema de Cauchy considerando la
funcién g(x) = x.
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Ejemplo. Determine todos los valores en el intervalo (1, 3) que satisfacen el

teorema de Cauchy para las funciones f(x) = 1 y gx)= x2 + 5.
X

Las funciones f y g son funciones continuas en el intervalo [1, 3] y derivables en

el intervalo (1, 3). Sus funciones derivadas son f '(x) = _iz y g '(x) = 2x.
X

Ademas, g '(x) # 0 para todo punto perteneciente al intervalo (1, 3). Segun el
teorema de Cauchy existe un ndmero xg en el intervalo (1, 3) que verifica:
f(3)-f(1) _ f'(xo)

gB)-gl1) g'(xo)

Si evaluamos las dos funciones en los extremos y reemplazamos en la ecuacion
obtenemos:

31 2 1 1

3 X0 3 3 3
=2 =— = D ——=——— = 2Xx; =12 => X5=6 = Xg=%V6.
14-6  2xg 12 23 0 0 0=¥6
EJERCICIO

Determine todos los valores de z que satisfacen la conclusion del teorema del
valor medio de Cauchy para las funciones e intervalos dados:

a) f(x) = e3x y g(x) = e2X en el intervalo (0, 2).
b) f(x) = 2x° — 4x y g(x) = X° + x — 1 en el intervalo (0, 2).

c) f(x) = senx y g(x) = cosx en el intervalo (0, 7).

RESPUESTAS
a)z=1,59 b)z=1 c)zzg

7.2 Limites indeterminados y la regla de L’Hopital
2

, -9 .
Supongamos que queremos encontrar lim . No podemos aplicar la
Xx—>3 X—

propiedad del limite del cociente de dos funciones pues el limite del
denominador es cero. Como el numerador también tiende a cero cuando x

tiende a tres, surge una indeterminacion del tipo %

Hemos visto algunas formas de resolver este tipo de limites.
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En el ejemplo podemos factorizar el numerador y luego simplificar, salvando asi
la indeterminacion.

2 _
lim X2 =9 _ jim X=23)(x+3) (x+3)=6.
x>3 X—=3 x-53 x-3 x—>3
senx

Otro ejemplo visto y demostrado geométricamente fue I|’m0 =1.
X—> X

Veremos ahora una regla conocida como regla de L’Hopital que nos permite
resolver, con la ayuda de la derivada, los siguientes casos de indeterminacion

que se presentan % L 0w - 1P 0 ;00
0

La regla de L’Hopital recibe este nombre en honor de un noble francés, el
marqués de L’Hopital (1661-1704), pero fue descubierta en 1694 por el
matematico suizo John Bernoulli (1667-1748). Se publicé por primera vez en
1696, en su libro de texto, Analyse des Infiniment Petits. Ambos formularon la
regla geométricamente y dieron la respuesta en términos de diferenciales.

Regla de L’Hopital
Sean f(x) y g(x) dos funciones diferenciables tales que f(a) = g(a) = 0 entonces

I|’mm = Iimw siempre que el limite del segundo miembro exista o sea
x—>a g(x) x-ag'(x)
+00 O —0o0.

La regla de L'Hopital afirma que el limite de un cociente de funciones es igual al
limite del cociente de sus derivadas, siempre que satisfagan las condiciones
dadas.

La regla es valida también para limites laterales o cuando la variable x tiende a

H o H “ ” + -
infinito. Es decir, “x—a” se puede reemplazar por x—a , Xx—»a , X—>+w, X— —oo,

Si el limite del cociente de las derivadas resulta nuevamente indeterminado, se

aplica otra vez la regla lim ) _ lim ()

= y asi se sigue hasta salvar la
x>ag'(x) x-ag''(x)

indeterminacion.

. . .. 0
La indeterminacion —.

0

En la figura se muestra geométricamente por qué la regla de L’Hopital es
verdadera.
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l!||.JL
l!II'JL

rF's

En la primera grafica se muestran dos funciones derivables f y g que tienden a
cero cuando x tiende a a. Con un acercamiento hacia el punto (a, 0), las graficas
empezarian a verse casi lineales.
Si las funciones son en realidad lineales, f(x) = mq(x — a) y g (x) = ma(x — a),
. : f(x) _ my(x-a) _my
como en la segunda grafica, entonces su razén es: = =—-,lo
g(x) my(x-a) my

cual es la razén entre sus derivadas.
Esto sugiere que: lim f(x) = lim () .
x—>a g(x) x—a g '(x)

Ejemplos. Halle los siguientes limites:

2
2X . Senx —x
b) lim ———
x—>0eX _1 x>0 92x3

a) Cuando x tiende a cero, tanto la funcion del numerador f(x) = ox° como la del
denominador g(x) = e’ - 1 tienden a cero, obteniendo la indeterminacion del tipo

%. Analizando el comportamiento del cociente de las derivadas, se obtiene:

f ,(X) _ & que tiende a cero cuando x tiende a cero.
g'(x) X
2
Por lo tanto, se deduce de la regla de L’Hopital que ~ — 0 cuando x — 0.
e’ -1

Este analisis se puede realizar de la siguiente manera, utilizando el simbolo L'H
para indicar la derivacion de las funciones del numerador y del denominador:

b) Al evaluar el numerador y el denominador en x = 0, se obtiene la

indeterminacion del tipo % Ya que ambas funciones son diferenciables, se

. e o senx—xLtH
puede aplicar la regla de L’Hopital y resulta: lim ——— = lim
x—0 2)(3 x—>0 Bx

cosx —1
2
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Evaluando nuevamente numerador y denominador en cero, se observa que
continua la indeterminacion.
Se aplica nuevamente la regla:

_1 LH _
I|’m&x1 = lim Senx , donde persiste la indeterminacion 9
x—0  6x2 x—0 0
_ L'H _
Aplicando L’Hopital resulta: lim senx lim cosx _ —i.
x—0 12x x—0 12 12
Por lo tanto: lim e =X __ 1
x—0 2)(3 12
EJERCICIO
Calcule los siguientes limites:
a) lim Inx im sen(2x)
x—>1x—1 x—0 sen(5x)
2 —
¢) lim —&X d) lim X*=9
x—0 senx x—3 X—-3
RESPUESTAS
a) 1 b) % c)6 d) 6

. . .z o0
La indeterminacion — .
o0

La regla de L'Hopital se aplica también a cocientes que llevan a una

indeterminacién del tipo z
(e 0]

Si lim f(x) = y lim g(x)=c entonces lim flx) = lim ' (x) , siempre que
x—a x—a x—»ag(X) x—-ag'(x
este limite exista.
Nuevamente, a puede ser finita o infinita.
Ejemplo. Halle el valor de los siguientes limites:
2
a) lim —X*X7 b) lim 1%
x—® 5x2 46X + 2 X—>-+0 \/x_
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a) Se presenta la indeterminacion del tipo z. Aplicando la regla de L’'Hopital,
e 0]

, 3x+x2 LH —3.92x
resulta: lim ——— = lim .
X—)005X2+6x+2 x—0 10X +6

. . o0 . .
Evaluando numerador y denominador, se obtiene — y se aplica una vez mas
o0

L'H 2
U'Hopital: lim 2% " jim 2 -1 poriotanto, fim —>X+x" _1
x—010X+6  x—w1 5 x>0 5x2 +Bx+2 5
1
L'H -
b) fim "™ Jim —X_— Jim 2x
x—>+oo\/x_ X—>+00 X—>+0o X

2Jx

Luego de aplicar L’'Hopital la indeterminacion persiste, por lo tanto volvemos a
1

L'H e
aplicarla: lim & = lim ﬂ

X—>+00 X x—+0 1

= 0.

EJERCICIO

Calcule los siguientes limites:

, x.Inx , X2 +2x +1
a) lim b) lim ———
x—+wo X +InX X400 4x2 42

3 3
, Inx , X
c) lim u d) lim

x>+ X X—>+0 @

X

RESPUESTAS
a) +oo b) % c)0 d)0

La indeterminacién 0.«
La regla de L'Hopital se puede utilizar también para resolver productos
indeterminados.

Si  limf(x)=0y lim g(xX)=w entonces el limite lim f(x).g(x) resulta
X—a X—a X—a

indeterminado. Puede ser cero, infinito, o bien, un namero finito distinto de cero.
Este tipo de limites se denomina forma indeterminada del tipo O . «. Para

resolverlo podemos escribir el producto f . g como cociente @ o bien # .

9(x) f(x)
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Esto transforma al limite en una de las dos formas indeterminadas anteriores
0 o
—0—|
0

Ejemplo. Calcule el valor de los siguientes limites:
a) lim x.Inx b) lim (x - n)cot gx
X—>0+ X—T

a) Al reemplazar x por cero, la indeterminacién es 0 . «.
Se expresa x.Inx como cociente y resulta:

lim x.Inx= Ilim In_x obteniendo asi una indeterminacién del tipo =z,
+ + 1 o
x—0 x=>0" —
X
Aplicando la regla de L’Hopital se obtiene:

1

. InxtH X ,
lim —= = lim —%— = lim (-x)=0.
x—»0T x-0T _ x>0
X X

b) Six »> 1, x — ® —> 0y cotg T — . Es una indeterminacion 0.c. Utilizando la

identidad trigonométrica cotg x = ti es posible expresar el producto:
g X

lim (x—n)i = lim M , obteniendo asi una indeterminacion del tipo 9
X—>n tgx x-n tgx 0
()

Aplicando L’Hopital: lim lim ———=1
X—>T th X—>T SeC2X

EJERCICIO

Resuelva los siguientes limites:

a) lim x.In(ij b) lim x.sen[zj
x—01 2 X—00 X
1
c) lim x%ex d) lim sec(7x).cos(3x)
x—0" x—>T
2
RESPUESTAS
a)o0 b) T C) +o d) g
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Diferencias indeterminadas

Si lim f(x)=ow y lim g(x)=o , entonces el limite lim [f(x)—g(x)] se conoce
X—a X—a X—a

como forma indeterminada del tipo o« — .

El limite puede ser «, 0 u otro numero distinto de cero. Para encontrarlo hay que
tratar de transformar la diferencia en un cociente (usando denominador comun o

racionalizacion) de modo de obtener una forma indeterminada del tipo % o2,
e 0]

Ejemplo. Calcule el valor de los siguientes limites:

a) lim (tgx—secx) b) Iim 1 _5cosecx.
XA)E X—)O+ X

a) Al evaluar la expresion en 5 se obtiene la indeterminacion « — «. Se

expresan tgx y secx como razones utilizando identidades trigonométricas y
luego se resuelve la diferencia.
(senx 1 ) senx —1

= lim
COSX COSX & COSX
2

lim (tgx —secx)= lim
X1 XX
2

Al reemplazar x por g se obtiene una indeterminacién del tipo % . Aplicando

_4LH
L'Hopital se obtiene: lim senx—1 = lim cosx

<, COSX X_)g—senx

Por lo tanto, lim (tgx —secx)=0
x—>g

b) Reemplazando cosecx por y operando se transforma en una

indeterminacion % Aplicando L'Hopital se obtiene:

, 1 , 1 5 . senx-10x
lim — —-5cosecx = lim —— = lim ———
x0T 2X x0T 2X senx ,_,ot 2Xxsenx

. senx—-10x \'H cosx—10

lim —— = |im = —00
x—0" 2Xsenx x—0" 2Senx + 2xcos X

EJERCICIO

Calcule los siguientes limites:
, 1 1 1 . X 1
a) lim -— b) lim — -
x—08enx X x=>0X X _1 x->1x-1 Inx
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RESPUESTAS

a) 0 m% q%

Potencias indeterminadas 00, 000, 1°

0
Se trata de calcular L = lim f(x)9*)  cuando lim f(x) =<0 y
Xx—a Xx—a 1
0
limg(x)=<0 .
X—a
o0

Si se aplica logaritmo natural a ambos miembros se obtiene
InL = lim g(x).Inf(x) donde las expresiones indeterminadas que aparecen
X—a

seran del tipo 0.00; 0.(—©); «.0 que se tratan como 0..c. Una vez calculado el

logaritmo natural del limite (In L) se obtiene el limite haciendo L = eIn L.

Ejemplo. Determine el valor de los siguientes limites:

1 5

a) lim (2x)* b) lim x X1 c) lim (4x
X —>+00 X—1 x—0F

)X

a) Cuando x — +w0, 2X =+ Y l—) 0 por lo que resulta una indeterminacion
X
1

0. Sea L el valor del limite buscado, L = lim (ZX)X .
X—>+00

1

. , : , X
Aplicando logaritmo natural a ambos miembros resulta: InL=In lim (2x)
X—>+00

Aplicando propiedad del limite y del logaritmo se obtiene:
1

L= fim @)% = InL= tim M)
X —>+00 X—>40 X

Al evaluar el limite resulta una indeterminacion del tipoﬁ. Aplicando L’Hopital:
o0

. x) LtH
InL= Ilim = lim £2—=
X—+0 X x>+ 1 X—>+00 X

1
Porlotanto,InL=0 = L= e0 = L =1. En consecuencia, lim (2x)X =1.

X—>+0
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b) Al reemplazar x por 1, se obtiene la indeterminacién 1. Siguiendo los
mismos pasos que en el ejemplo anterior resulta:
5 5 5

L= limxX-1T = InL=InlimxX~1 = InL= liminxXx-1 =
x—1 X—1 X—1

. 5lnx
= InL= Ilim
x—1X—1

que corresponde a una indeterminacion del tipo %

5
L'H - 5
Aplicando L’'Hopital se obtiene: InL = lim X _limZ=5= InL=5 =
x->11  x>1X
L= e5.
5
Por lo tanto, lim x X~ —e”.

X—1

. . . . L. 0
c) Al reemplazar la variable por cero se obtiene la indeterminacion 0.

Procediendo de manera analoga a los casos anteriores resulta:

L= lim 4x)* = InL=In lim 4x)* = InL= lim In4x)* =
x—0" x—0 x—0"
= InL= lim M
x—0" 1
X

Se obtiene una indeterminacion del tipo— .Derivando numerador vy
0

denominador:
1

L'H — 4 0
NL = lim X~ |im-x=0 = InL=0 = L=e’ = L=1.
X—)0+_7 x—0
2
X
EJERCICIO

Calcule los siguientes limites:
1

; senx
a) lim(1+x b) lim|— c) lim x°%
) x—>0( ) ) xao(xzj ) x—0
RESPUESTAS
a)e b) 1 c)1
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EJERCICIOS INTEGRADORES 7.1 TEOREMAS DEL VALOR INTERMEDIO.
7.2 LIMITES INDETERMINADOS Y LA REGLA DE L’HOPITAL

1) La funcién s(t) = —t2 + 6t describe la posicién de un objeto, donde t se mide en
segundos y s en metros.
a) Halle la velocidad media del objeto durante los primeros tres segundos.
b) Use el teorema del valor intermedio para verificar que en algun instante
de esos tres segundos del movimiento la velocidad instantanea es igual a la
velocidad media. Halle el instante en el que ocurre esa coincidencia.

2) Dada la funcion f(x)=L3 pruebe que en el intervalo (1, 4) no existe
X_

ninguin numero c tal que f '(c)= w Analice si esto contradice el teorema

del valor intermedio.

3) Dada la funcion f(x) = S—i, halle los valores de c tales que f'(c) = M

X 4 -1
ce(1,4).
4) Calcule los siguientes limites:
X _ X 1 3
a) lim > —3 b) lim |1-eX |3x  ¢) lim X
x—0 Ssenx X —>+00 X—>+0 2X
1
d) lim(1—cosx)x2 e lim(x-1)" f lim NGx)
x—0 x—2 X—+0 95X

7.3 Antiderivada

En muchos problemas de matematica se da una funcién f y se debe hallar una
funcién F cuya derivada sea f. Por ejemplo, conocida la funcidon que describe la
velocidad de una particula puede ser necesario encontrar su posicidon en un
instante dado, conocida la razén a la que crece una poblacion de bacterias
puede ser importante determinar el tamafo de la poblacién en algin momento.
Si esa funcion F existe, se llama antiderivada de f.

Definicién. Una funcion F recibe el nombre de antiderivada de f sobre un

intervalo | si F'(x) = f(x) para toda x en I.
Utilizando las reglas de derivacion es posible hallar antiderivadas de una funcién
dada.

Ejemplo. Dada la funcion f(x) = x3, es sencillo deducir, utilizando la regla de

4

derivada de la potencia, que F(x) = %x es una antiderivada de f(x), dado que
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l.4x3 =x3 = f(x).

F'(x) = 2

También la funcion G(x) :%x4 +5 es

Cualquier funcion de la forma H(x) =%x

antiderivada de f(x).

Teorema. Existen

infinitas antiderivadas de una funcion dada y

una antiderivada ya que G '(x) = x3 = f(x).

4 +c, donde ¢ es una constante, es una

dos

cualesquiera de ellas difieren en una constante.

Demostraciéon. Surge en forma inmediata del corolario 2 del

Lagrange.

teorema de

Si F(x) y G(x) son dos antiderivadas de f(x) debe ser F'(x) =f(x); G ' (x) =f(x)

Entonces por tener igual derivada, ambas funciones difieren en una
constante, es decir: G(x) = F(x) + c.
Tabla de férmulas de antiderivacién
Funcién Antiderivada
cf(x) cF(x) +c
f(x)+g(x) F(x) + G(x) + ¢
n n+1
x (n=-1) +cC
n+1
1
— In|x| +c
X
RS e“+c
X
X
a +C
Ina
Cos X senx +c
sen x —COs X+ cC
seczx tgx +c

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f(x) para las cuales su derivada resulta

la funcion f'(x) = 2x* +3/x — 5cosx.

Debemos encontrar una antiderivada

las férmulas y el teorema dado resulta:

3

X5 2

f(x) = 2?+ BXT—SSenx +c, oseaf(x)=

2

de f'(x) = 2x* +3+/x = 5cosx. Utilizando

3
2 S
§x5 +2x2 —5senx +C.
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Ejemplo. La segunda derivada de la funcién f(x) es f "(x) = 6x — 1. Halle la
funcioén sabiendo que su grafica pasa por el punto P(2, 1) y que en ese punto la
recta tangente es 4x -y —-1=0.

A partir de £ "(x) = 6x — 1, se obtiene f'(x) = 3x° — x + c.

En x = 2, la recta tangente es y = 4x — 1, 0 sea f '(2) = 4. Reemplazando en la

expresion de f '(x) se obtiene f'(2) =3.2° —2+c=4 = 10+c=4 = c = -6.
' 2

Luego f (x) =3x" —x—6.

Realizando el mismo procedimiento a partir de f '(x) se obtiene que una

3

antiderivada es f(x) = x —%xz —-6x+c.

Dado que la gréfica de f(x) pasa por el punto P(2, 1), reemplazando en la

expresion de f(x) se obtiene f(2) = 23 _ %22 -6.2+c=1= 6+c=1=>c=7.

3

La expresion resulta f(x) = x —%xz —-6x+7.

EJERCICIOS

1) Determine la funcion f(x) tal que:
3 1

a)f')= - 42 b) f'(x) =7 — x ) f'(x)= 55— "+ x 2
x x? x3

2) La velocidad de una particula que se mueve en linea recta se expresa

mediante la ley v(t) = 2e' + 2t. Encuentre la expresion que describe la posicién s

en el instante t sabiendo que ent=0, s =2.

RESPUESTAS
1) a) f(x) = 3In x| + x -1 gx’z +cC

X
b)f(x):?x—lx2 +c ) ) = 2 —eX—x"+¢c
2 In5

2) s(t) = 26" + 12
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7.4 Aproximaciones

En algunas ocasiones es posible aproximar funciones con otras mas simples,
con las que puede obtenerse, para ciertas aplicaciones, la precision requerida.
Cuando se realiza una experiencia, en general se relacionan dos o mas
variables.

Consideremos la grafica de la funcion
2
y = Xy la de su recta tangente en el

punto de abscisa x = 1.

Puede observarse que para valores de
x cercanos al punto de tangencia, la
grafica de la funcion esta muy préxima
a la de la recta. Si se realiza un
acercamiento de la grafica en dicho
punto, la diferencia entre ambas es
casi imperceptible y la grafica de la
funciéon se parece cada vez mas a la
de la recta tangente.

rs

'!I|'.n
2

7

Teniendo en cuenta esto, puede pensarse que para valores de x lo
suficientemente proximos a 1, la correspondiente imagen que se obtenga al
reemplazar en la recta tangente puede utilizarse para aproximar el verdadero
valor de la funcion.

rFs

Consideremos la grafica de una funcion diferenciable y = f(x) y la de su recta
tangente en el punto de coordenadas (xp, f(Xg)). Esta recta tiene pendiente f '(xg)
de manera tal que la ecuacién de la misma es: y = f(xg) + f '(xg). (X — Xg)

Si a xg se le da un cierto incremento Ax = h y por lo tanto x varia desde xg hasta

xo + h, su correspondiente imagen f(xg + h) puede aproximarse a través de la
imagen de este punto en la recta, siempre que h sea pequefio.
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g+ My === == - - - m oo m oo

fioe + ) = Tlig)

flg) === GEREEEE ;

Fs
-

También puede observarse que la variacion de la funcién Ay = f(xg + h) — f(xg)
puede aproximarse por la expresion f '(xg).h. Para valores pequefios de h
resulta f(xg +h) — f(xg) ~ f '(xg).h

Las cantidades f(xg+ h) — f(xg) y f'(xg).h se denominan respectivamente
incremento y diferencial de la funcion dada y = f(x) y se designan de la siguiente
manera: Ay =f(xg+ h) —f(xg) y dy=f'(xg).h

Diferenciales

Definicion. Sea y = f(x) una funcién derivable, entonces el diferencial de x, que
se simboliza dx, esta dado por dx = Ax = h, donde x es un numero del dominio

de f'y h es un incremento arbitrario de x.

El diferencial de y, que se simboliza dy, se define por dy = f '(x) . dx.

Si se da a dx un valor especifico y a x un valor determinado del dominio de f, por
ejemplo xg, entonces el valor de dy queda determinado. Asi, el diferencial de la
funcion f en xg, que se indica df(xg) es f '(xg).dx

Geométricamente, el diferencial de f(x) en el punto xg es igual al incremento de

la ordenada en la recta tangente a la curva en xg correspondiente al incremento
AX.

dy

La expresion f '(x) =d— muestra, hasta este momento, dos maneras distintas de
X

escribir lo mismo: la derivada de la funcion y = f(x).
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Al dividir ambos miembros de la ecuacion dy = f '(x).dx por dx, se obtiene

B _ (%) 9 sidx#0.
dx dx
i dy
De aqui: f (x) =—.
dx

Esta ecuacién dice que cuando dx = 0, la derivada se puede considerar como
un cociente de diferenciales.

Al definir el diferencial de una funcién, la notacién de Leibniz, % no solo
X

o .. dy diferencialdey
parece una fraccion, sino que es una fraccion: —= ———
dx diferencial de x

La notacion de Leibniz para las derivadas permite llegar faciimente a la formula
de diferencial, partiendo de la funcion y = f(x).

Se muestra para la funcién y = f(x) en general y para la funcion y = x3 como
ejemplo.

Dada la funcién: y = f(x) y=x
d ' d
Derivamos ambos miembros =t (x) L = 5
dx dx
Multiplicamos ambos miembros por dx = 0. dy = f'(x).dx dy = 3x2 dx

1
oL
valor elegido para x es 1. Trace la grafica y en ella indique Ay y dy.

Ejemplo. Dada la funcién f : R" 5R/x— Encuentre Ay y dy si Ax=0,5y el

El incremento de y es Ay = f(xg + Ax) — f(xg). Para xg = 1y Ax = 0,5 resulta:
1 1 1

f1,5) -f(1)= —--=-——=

(1.9) =1(1) 15 1 3

El diferencial de y en xg es dy = f '(xg).dx.

Como f'(x) = _iz , se obtiene

X
-1
dy=—.05=-10,5.
12
Para una variacion de x de 0,5,
desde 1 a 1,5, el valor de la funcién

N 1 .
disminuye 3 mientras que la

ordenada de la recta tangente
disminuye 0,5 unidades. +

et
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Reglas de diferenciacion

Cada una de las reglas de derivacion puede escribirse en forma diferencial.

Si u=u(x) y v=v(x)son funciones derivables de x, a partir de la definicién de
diferencial se obtiene:

du=u'dx y dv=v'"dx
De esta manera se pueden obtener las distintas reglas.

Diferencial de una suma algebraica de funciones
dutv)=(u=v) dx=(u"+v)dx=u"dx+Vv' dx=du+dv

Diferencial de un producto de funciones
d(u.v) = (u.v).dx = (u'.v + v.u).dx = v.u'.dx + u.v'.dx = v.du + u.dv

Diferencial de un cociente de funciones
]

dlul_(u dX_v.u'—u.v' dX_v.du—u.dv
v) \v) 7 2 T 2

Vv \

Diferencial de la funcién logaritmica

' 1 dx
I =l dx=—dx=22
d (In x) = (In x) .dx de «

Ejemplo. Halle el diferencial de la funcion dada:
X—2

a)y:x2+4x b)yzx.eX c)y= 3x

a) Sabemos que dy = f '(x).dx, por lo tanto siendo y = x2 +4x, dy=(2x +4).dx
b) dy=f'(x).dx = dy=(1.e"+x.€").dx = dy=e"(x+1)dx

3x—3(x—2)dX: 6 dx — 2 dx
2
9x

c)dy=f'(x).dx = dy= 5 3
9x 3x

Problema

Los economistas definen beneficio marginal, ingreso marginal y costo
marginal como las razones de cambio del beneficio, de los ingresos y del
costo con respecto al nimero de unidades producidas o vendidas.

Los marginales pueden usarse para aproximar el ingreso, costo o
beneficio extra asociado con la produccién o venta de una unidad
adicional.

Si x es el numero de unidades producidas o vendidas y B es el beneficio
por la venta de x unidades, 3—5 es el beneficio marginal y es
aproximadamente igual al beneficio extra por la venta de una unidad
adicional.
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Beneficio marginal

1 unidad  Beneficios extras por una unidad

Sea por ejemplo B(x) = —%xz +30x-100 la funcion que describe el
beneficio obtenido por la venta de x unidades de determinado producto.
La curva B(x) esta definida para valores de x enteros, y por este motivo
no es continua ni derivable. Sin embargo, a los efectos de estudiarla,
podemos reemplazarla por una curva suave de aproximacion.

a) Halle el beneficio marginal para una produccion de 30 unidades.

b) Encuentre el aumento real de beneficio obtenido al incrementar la
produccién de 30 a 31 unidades.

c) Grafique la situacion.

dB 2

a) El beneficio marginal esta dado por O que en este caso es _§X +30.
_ - ; dB _ 2 _
Cuando x = 30, el beneficio marginal es &(30)_ ~%£-30+30=10.

Por lo tanto el beneficio marginal es $ 10.

b) Para x = 30 y x = 31 el beneficio real es : B(30) = 500 B(31) =509,67
B(31) — B(30) = 509,67 — 500 = 9,67.

El beneficio adicional logrado al aumentar el nivel de produccion de 30 a 31
unidades es $ 9,67.
c)

W

600

500

1:509,67)
400 : . )
i rBeneficio marginal

300

@

100

Fe
-

10 20 30 40 K
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Aproximaciones lineales

La importancia del concepto de diferencial esta en el hecho de que la grafica de
la recta tangente se aproxima a la grafica de la funcion y = f(x) en aquellos
puntos préximos al punto de tangencia.

¥t i = fi)
T L . A

En muchos problemas en
los que conocemos el valor
de una funcién en un punto
dado, interesa conocer el
valor en un punto préximo.
Con el objeto de resolver T3y
este tipo de problemas v = i)
usamos el concepto de
diferencial.

Fl
*

<+ }{',;, Hp+ h ¥
Si se conoce el valor de una funcién en x = xg y de su derivada f '(xg), es

posible aproximar el valor de y = f(x) para valores de x proximos a xg, por
ejemplo, a h unidades de distancia.

Cuando se da a x un incremento
h = Ax, el valor de y recibe un
incremento Ay = f(x + h) — f(x).

Si h es pequefio, dy es una
buena aproximacién de Ay.

Es decir, Ay =~ dy.

f(xo + h) —f(xo) = dy

De aqui: f(xg + h) = f(xg) + dy
Como dy = f '(xg) . h, podemos
escribir:

f(xo + h) = f(xo) + f'(x0) . h
(férmula de aproximacion lineal)

fixg + )

'
-

Ejemplo. Encuentre el resultado aproximado de 3,022.

Para utilizar la formula de aproximacion lineal, f(xg + h) = f(xg) + f '(xg). h,
debemos elegir una funciéon adecuada, un valor de x del dominio donde el
célculo de la imagen sea sencillo y determinar h a partir de ese valor.

Para el ejemplo utilizamos la funcion f(x) = x2, 3 3,02

consideramos xg = 3 y Ax = 0,02. Hp }{Di ki
. . s —_—
Calculamos la derivada de la funcién y la evaluamos en h=002

Xg = 3.
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f'(x)=2xyf'(3)=6.

Reemplazando en la formula de aproximacion obtenemos:

f(3,02) ~ f(3) + 0,02.f'(3)

3,02°~3%+002.6 = 302°29+012 = 302°~9,12
El valor aproximado de 3,022 es 9,12.

EJERCICIOS

1) Halle, sin calculadora, (5,0001)3.
2) Encuentre el valor aproximado de W
3) Calcule el valor aproximado de:

a) f(x) = x4 — 3 en el punto 1,01.

b) f(x) = v/x -2 en el punto 17,98.
4) Dada la funcién y = x2 — 3, determine Ay y dy en x = 1 para Ax = 0,5.
Represente graficamente la funcién y los segmentos de recta cuya longitud son
Ay y dy.

RESPUESTAS
1) 125,0075 2) 2,005 3)a)-1,96 b)3,9975
a)ay=5 dy=1 1 //
4
) 118

-0.741
-1

Aproximaciones polinomiales

Las funciones polinomiales son adecuadas para trabajar en calculos numéricos
ya que sus valores pueden obtenerse mediante un nimero finito de adiciones y
multiplicaciones que desde el punto de vista computacional es muy importante.
También, el estudio de su variacion (derivada) es muy sencillo.
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Otras funciones tales como las exponenciales, logaritmicas o trigonométricas,
no pueden evaluarse tan facilmente pero pueden aproximarse mediante
funciones polinomiales que, en lugar de la funcién original, pueden utilizarse
para realizar calculos cuando la diferencia entre el verdadero valor de la funcion
y el de la aproximacién polinomial es pequefia.

Férmula de Mac Laurin
Se desea aproximar una funcion y = f(x) por medio de un polinomio de grado n
del tipo p(x) =ag + a1x + a2x2 + ...+ anxn en un intervalo de amplitud pequefa
cuyo centro sea x = 0. Dado que p(x) tiene n + 1 coeficientes, es posible
imponer n + 1 condiciones a dicho polinomio.

Se supone que las n primeras derivadas de la funcién y = f(x) existenen x=0y
se elegiran las n + 1 condiciones de la siguiente manera:

(0) = p(0), £'(0)=p'0). £"(0)=p"0). ..., £™(0)=p(0)

Estas condiciones impuestas requieren que el valor del polinomio p(x) y el de
sus n primeras derivadas sean respectivamente iguales al valor de la funcién y
al de sus n primeras derivadas en x = 0. De esta manera, el polinomio p(x) sera
préximo a la funcién f(x) en algun intervalo con centro en x = 0.

Para obtener los coeficientes del polinomio se procede de la siguiente manera:
p(x)=ag +aix + 82X2 + 33X3 + ... + anxn

p' (x)=aq + 2axx + 3a3x2 +....+tnapx

p" (X) = 235 + 3. 283X +..... + n(n — 1)apx" 2

p" (x) = 3. 2a3 +..... + n(n = 1)(n = 2)anx" >

Reemplazando x por cero, se obtiene:
p0)=ap p'(0)=ar p"(0)=2az=2lap p™(0)=3.2a3=3a3

Teniendo en cuenta las n + 1 condiciones impuestas al polinomio, resulta:

f(0) =ag ) ag = f(0)
£'(0) = a a1 =f'(0)
f"(0)=2! ap ay= 10 ”2(!0)
£"(0)= 3! a3 b ag= 0 ';!(O)
f(n)(O) =nla an= f(”)(o)
- n n— n!
J
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Sustituyendo estos valores en el polinomio p(x) considerado originalmente, se
obtiene el polinomio de Mac Laurin de grado n de la funcion y = f(x).
£10) 2 £(0) 3 t ™M)

Pn(x) = f(O)+f'(O)x+—x2 +—x" 4. +——x" obien
2! 3! n!

n «(i) ,
pnix) = 3 Oy

il
i "

Este polinomio de grado n tiene la propiedad de que su valor en el punto x = 0
es igual al de la funcion y = f(x) en el mismo punto, y los valores de sus
derivadas hasta la de orden n en el punto x = 0, son iguales a los valores de las
derivadas correspondientes de la funcién y = f(x) en dicho punto.
La diferencia entre los valores de la funcién dada y =f(x) y los del polinomio
calculado pp(x) se designa rp(x) y representa el error que se comete al
reemplazar el valor de la funcién en cualquier punto del dominio por el valor, en
el mismo punto, del polinomio seleccionado.
Por lo tanto, ry(x) = f(x) — pn(x), de donde se obtiene f(x) = pn(x) + rn(x) que en
su forma desarrollada resulta:

" n
f(x) = f(0)+f'(0)x+f (0) x2 +f (0)x3 +....+Mxn+ rn(x)

2! 3! n!
El término rp(x) recibe el nombre de término complementario. Para aquellos
valores de x en los que el término complementario es pequefio, el polinomio
pPn(x) da un valor aproximado de la funcion f(x) en un intervalo de amplitud
pequefa centrado en x = 0. Por este motivo, puede escribirse:

f(x) = pn(x), es decir:

f”(O) X2 + f”'(O) X3 +... +—f (n)(O)Xn

flx) = f(0) + £ (0) x +— 31 ol

Ejemplo. Encuentre los polinomios de Mac Laurin p1(x), p2(x), p3(X) Y pn(x) de la
funcién f(x) = ezx.

Se deben calcular primero el valor de la funcion y el de sus sucesivas derivadas
enx=0.

f(x) = e ) £(0) = 1

' 2X ]
f'(x) = 2 £'0) =2
f"((xx)) = 412" f"((O)) 4
f III(X) _ 8e2X > f m(O) _8
£"(x) = 2" f My =2"
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Para obtener cada uno de los polinomios, reemplazamos los valores obtenidos

f”(O) X2 + f”'(O) X3 +...+—f (n)(O)Xn

en: pp(x) = f(0)+f'(0)x + o) Y n!

Por lo tanto: p4(x) = f(0)+f'(0)x =1 + 2x

Este polinomio de primer grado, p1(x) =1 + 2x, es tal que su valor y el de su
. . - . 2x
primera derivada coinciden en x = 0 con los de la funcion f(x) =e™".

Geométricamente, esto significa que la grafica de p1(x) es la recta tangente a
f(x) en el punto de coordenadas (0, 1).

) = 2

2 Pyl = 1+2x

\

4 1 2
Puede observarse que para valores de x proximos a cero, la grafica de p1(x) es
parecida a la de f(x), mientras que para valores mas distantes, las graficas se

separan y la aproximacion ya no es buena.
El polinomio de grado 2 que aproxima a la funcion es:

p2(x) = f(0)+f'(0) x +% x2=1+2x+ 2x2. Graficamente:
o
Y =g
3 po =1 + 2+ 2l
1 7w
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Al aproximar la funcién mediante un polinomio de segundo grado po(x), que
coincide con f(x) y sus dos primeras derivadas en x = 0, se obtiene una mejor
aproximacion que con p1(x) en las proximidades de dicho punto.

El polinomio de grado 3 que aproxima a la funcién en x =0 es:

p3(x) = f(O)+f'(O)x+f ©) x? +]c (0)x3: 1+ 2x+2x2 +ix3
2! 3! 3
fiy = o2
'!Ifn.
2

- 2,43
p3|:}{]| 1+ 3+ 2 +3}{

,L
\
-

En las proximidades de x = 0, el polinomio de grado 3 aproxima mejor aun a la
funcion f(x) = e2x.

En la medida que el grado del polinomio sea mayor, mejor sera la aproximacién
de la funcion mediante dicho polinomio en x = 0.

En general, el polinomio de grado n de la funcién f(x) = e2x es de la forma:

n
2+§x3+ _+2_xn

4
pn(x)=1+2x + Ex 3 pr

Cualquiera de estos polinomios, por ejemplo p3(x), puede utilizarse para calcular
el valor de la funcién en un punto préximo a cero ya que en un intervalo
centrado en cero, la diferencia entre el verdadero valor de la funcién y la

aproximacion polinomial es pequefa. Es decir, f(x) = p3(x).
. e 2
De esta manera, para aproximar el valor de la funcion f(x) = e *enx=0,25, se

reemplaza dicho valor en p3(x) =1+ 2x + 2x2 + %x?’ . Por lo tanto:

f(0,25) ~ 1+2.0,25 + 2 (0,25)2 Jr%(o,zs)3 — f(0,25) ~1,64583.
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Ejemplo. Determine los polinomios de Mac Laurin hasta el de grado 7, de la

funcién f(x) = sen x.

Se calculan el valor de la funcion y el de sus sucesivas derivadas en x =0.

f(x) = sen x
f'(x) = cos x
f"(x) = —sen x
f"'(x) = —cos x
f(iv)(x) =sen x
f (V)(x) = COS X

f(0)=0
f'(0)=1
£"0)=0
f"(0) = -1
f™oy=0
£V 0) = 1

Puede observarse que es posible seguir derivando infinitamente.

Aplicando lo visto anteriormente se obtienen los siguientes polinomios:

p1(x)=0+1x=x

vt

FJ1':}{:'=H

o1 2 3> 4 & %
=5BeNx

-

_ 0 2 1.3 , B 1 3
P3(x) = 0+ Tx + 2 x” ——7x™, es decir, p3(x) =x - = x".
vt
\ 1
T2 1 A0 1 2 N3 4 5 %
-1 Zseny
- o 1.3
pB{}{}-}{ 3!}{
Considerando mas términos del polinomio, resulta:
- 0.2 13 0 4 15 1.3
P5(x) =0+ DX+ 2 X7 = X7 20X+ o XT = P5(X) =X = X7+ X
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=y 131
1 Pl = 3=yt g

Fs
-

y=SEn ¥

Para el polinomio de grado 7:
p7(x) = O+1x+9x2 —lx3 +2x4 +lx5 +gx6 —lx7
2 3! 4! 5! 6! 7

B 1.3 1.5 1.7
p7(X) = x—gx +§x —ﬁx
Y
1
T Ao

Férmula de Taylor

En las féormulas de Mac Laurin desarrolladas, las aproximaciones polinomiales
estan centradas en x = 0. También pueden considerarse formulas analogas
centradas en punto x = a cualquiera, teniendo en cuenta las condiciones
consideradas anteriormente. Es decir, que el valor del polinomio p(x) y el de sus
n primeras derivadas sean respectivamente iguales al valor de la funcion y = f(x)
y al de sus n primeras derivadas en x = a. Con este objetivo, conviene escribir el

polinomio de aproximacién de grado n de la forma:

pn(X)=ag + aq(x—a) + ax(x — a)2 + az(x — a)3 + ... tap(x-— a)n
De esta manera, las derivas sucesivas resultan:

p '(x) = aq + 2ax(x — a) + 3az(x — a)2 +...+nap(x—a)
b "(X) = 285 + 3. 2a3(x — @) +..... + n(n — 1)an(x — a)" >
p"(x) = 3. 2a3 +..... + n(n = 1)(n = 2)an(x — a)">
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Reemplazando x por a, se obtiene:

p(a)=ap; p'(@)=as, p(a)=2az p'(a)=3lag . p (a)=n!

Dado que el valor de la funcién f(x) y los de sus n primeras derivadas deben
coincidir con los de pp(x) en x = a, se deduce que:

" " (n)
ao="f(a); a1 =f'(a); az=%; a3=%; ..... ;anzf (a)

(n)(

Sustituyendo estos valores en el polinomio p(x) considerado, se obtiene el
polinomio de Taylor de grado n de la funcién y = f(x) centrado en x = a.
Por lo tanto:

" " (n)
f () (x—a)2 + f (a)(x—a)3 +.ot @)

2! 3! n!

Este polinomio es préximo a la funcién f(x) para valores de x cercanos al punto
a.

pn(x) = f(a)+f'(a) (x —a) + )"

(x—a

Como f(x) = pn(x) + rn(x), para aquellos valores de x en los que el término

complementario ry(x) es pequefio, el polinomio pn(x) da un valor aproximado de
la funcion f(x) en un intervalo de amplitud pequefa centrado en x = a. Es decir,

f(x) ~ pn(x).

Por lo tanto:
" (n)
i) ~ fa)+ F' @) (x—a) + D x_a2 T @ 3, @ gyn
21 3l !
. n £ i
o bien f(x) ~ g{; i!(a)(x—a)

Ejemplo. Halle los polinomios de Taylor p1(x), p2(x), p3(x) ¥ pa(x) para la funcién
f(x) = In x centrados en x = 1.

Desarrollando respecto a a = 1, se obtiene:

f(x) =In x f(1)=0

f'(x):l f'(1)=1
X

f"(x) = _—; f"(1)=-1
X

f'"(x):% f"'(1):2
X

f Mx) =‘—f fM1y=_6
X

Los polinomios de Taylor pedidos son:
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p1)=f(1)+f" (1) (x-1) = p1x)=(x-1)

p2(x) = f(1)+1"(1)(X—1)+—1)(X—1)2 = p2(x)= (X—U—%(X—1

p3(x) = p2(x) +

P4(x) = p3(x) +

f'''(a)
3!
(iv)( )

f( 2
2! )

(x-2)° = pal)= (x-1) =S (x=1 +2(x1?

D 1)*

Palx) = (x 1) =2 (x~1)? + =(x =1 = (x*

Graficamente:
Y oa

2

1

= Inx

iy = Inx

-

/|

2 3\§ ) 1 2 3 X
9
p4':}{j

Puede observarse que en las proximidades de x = 1, las graficas son
practicamente indistinguibles y a medida que el grado del polinomio aumenta,
mejor es la aproximacioén de la funcién mediante dicho polinomio en ese punto.

Para calcular el valor de la funcién en un punto préximo a uno, puede utilizarse
cualquiera de los polinomios obtenidos ya que f(x) ~ pn(X).

Por ejemplo, para aproximar el valor de la funcién f(x) = Inx en x = 1,1 puede
utilizarse el polinomio

1

p3(x) = (x—1)—§(x—1)2 +%(x—1)3 ya que al ser 1,1 proximo a x =1, se

verifica que f(1,1) = p3(1,1).

1

p3(1,1)= (11-1)— %(1,1 1%y S~ 1)® = 0,0953

Por lo tanto, f(1,1) ~ 0,0953
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Ejemplo. Encuentre el polinomio de Taylor de grado 3 de f(x) = 2x — e” centrado
enx=1.

n f(i)(1) .
El desarrollo de Taylor para f(x) entornoax=1es Z (x=1)"

i=0
f(x) = 2x — & f(y=2-e
f'x)=2-¢" f')=2-¢e
f"(x)=-¢e" f"M=-e
fm(x):_ex f"l(1):_e
Entonces resulta:
fx)~ (2—e)+ @(x— 1)+ %T(x— 1)% + _??(x— 1)°

f(x)z(2—e)+(2—e)(x—1)—§(x—1)2—%(x—1)3

EJERCICIOS

1) Encuentre el polinomio de Taylor de grado 3 correspondiente a f(x) = 1 en

Jx

a=1.
2) Calcule los cuatro primeros términos del desarrollo de Taylor de f(x) = In(3—x)
entornoax=2.
3) Halle los cuatro primeros términos del desarrollo de Mac Laurin de la funcion

1
f(x) = Ty
4) Determine los cuatro primeros términos del desarrollo de Mac Laurin de la
funcion f(x) = 2x° — 3e*.

RESPUESTAS

1 3 2 5 3
NfX)= 1-——=(xX-1D+=(xX-1)° ——(x-1
) f(x) 2( )+8( ) 16( )

2) f(x) ~ —(x—2)—%(x—2)2 ~Tx-2p —%(x—2)4

3
3)f(x)» —+ x+lx2+ x3
4 8 16
12 1.3
4)f(x)»-3-3x+ —-x" - =X
) f(x) 5 >
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EJERCICIOS INTEGRADORES 7.4 APROXIMACIONES

1) Usando calculo diferencial halle el valor aproximado de:
a) {15 b) 328

2) Calcule el valor aproximado de f(x) = ) en x=1,01.
3) Determine la diferencial de las funciones dadas:

a)y:x3—4e2"+6 b)y= 3X5“)L( c)y=In(2x+1)
e
4) Dada la siguiente grafica obtenga el valor de dy e Ay parax=1y Ax=0,5.
Y

TN

5) Encuentre los cuatro primeros términos del desarrollo de Taylor de la funcién

f(x) =In(x —=1) en torno a x = 2.

6) Obtenga los cuatro primeros términos del desarrollo de Taylor de y = Lz
X —

en potencias de (x — 3).

7) Halle los cinco primeros términos del desarrollo de Mac Laurin de y = ezx.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) Sif(x) =3 + 2x — x2, el valor de c en (-2, 4) para el que se verifica el teorema
de Rolle es:

a)0 b) -1 c)1 d) 2
2) Sea f(x) =Jﬁ definida en [1, 3]. El valor de ¢ de dicho intervalo para el que
se verifica el teorema del valor intermedio de Lagrange es:

a) - b) ¢) ¥2 d) V2 +1

3) La abscisa del punto de la grafica de y = Inx en el que la recta tangente es
paralela a la cuerda que une los puntos A(1, 0) y B(e, 1) es:

a) —— b) e c)e+1 d)e—1
e—-1

337



El Calculo Diferencial

4) El valor de xg que verifica el teorema del valor medio de Cauchy para la

funcion f(x) = \/x2 +9 yg(x)= x2 + 1 en el intervalo [0, 4] es:

a) V7 b) 2 )3 d) 2,5
5) Resolviendo el lim w, se obtiene:
x—>0 3
a)o b) A c) 1 d) -6
6 6
6) El resultado de lim X es:
X—00 e2X
a)0 b) 1 c) A d) oo
2 2
7) Calculando el lim =X resuita:
x—0+ senx —x
a) 1 b) 0 c) —w d) +
2
8) Resolviendo el lim (x + ‘I)X , se obtiene:
X—>00
a)2 b)0 c) © d) 1

2
9) En el desarrollo de Mac Laurin de la funcién f(x) = eX , el término de grado
cuatro es:

4 4

4 4 X
a) 12x b) 2x c) — d) —
) ) )2 )24

10) El término de grado tres en el desarrollo de Taylor alrededor de x = 3 para la

funcion f(x) = VX +1, es:
3 3 1 3 3 3 3 3
a) —(x-3 b) —(x-3 c) —(x-3 d-—(x-3
)256( ) )512( ) )16( ) ) 256( )

AUTOEVALUACION
1
x° -1
intermedio de Lagrange en el intervalo indicado. En caso afirmativo halle él o los
valores de c que tal teorema asegura que existen.

1) Determine si la funcion f(x) = en [0, 2] satisface las hipotesis del valor

2) Indique si la funcién f(x) = x2 + 2x en [-3, 1] satisface las hipétesis del
teorema de Rolle en el intervalo indicado. En caso afirmativo halle él o los

valores de xg que tal teorema asegura que existe.
3) Calcule los siguientes limites:
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S5x 2
c) lim (senx)X

x—0

a) lim

b) lim x.In(2x)
x—0 X +

x—0
. . _— . 3
4) Halle los cinco primeros términos del desarrollo de Mac Laurin de g(x) = e X

5) Encuentre el valor aproximado de f(x) = x2 — 5 en el punto 3,001.

6) Determine una funcion f(x) tal que f' (x) = 2_ x +3e”.
X

EJERCICIOS DE REPASO

1) Sea la funcion f(x) = x>+ 2x. Compruebe que satisface las hipotesis del
teorema del valor intermedio de Lagrange en el intervalo [1, 2] y determine el

valor de xg en dicho intervalo.

2 si x=1
2) ; Para qué valores de a, b y ¢ la funcién f(x) = ax2+bx—1 si1<x<3
cx+8 si3<x<4

satisface las hipotesis del teorema del valor intermedio en el intervalo [1, 4]?
3) Resuelva los siguientes limites aplicando la regla de L’Hopital:

. senx . senx . 5x+2Inx
a) lim b) lim c) lim ————
x=>0 X X>TAX =TT x—+0 X+ 3Inx
X 3
; COSs X . e” +3x
d) lim xZ.Inx e) lim f) lim —————
x—0" xs b TT—2X x—>+0 4% 4+ 2x
2
X + sen(2x 1+x-e* oo at—(a+1)f
g) I|m# h) | i) Ilm#
x—0 X —sen(2x) x—0 x(e* —1) x—0 X
2
o i . 1 5 . Inx
j) lim (ex+x)x k) lim - ) lim —
X—>+00 x—>3X-3 Xz_x_ﬁ X—>+0 X
1
oy . 5% . eX -1
m) lim xX n) lim — o) lim
X —>+00 x—>+o0 INX x—0 x
. x3 ox*x? . Inx
p) lim — q) lim r) lim —
X —>+o0 er x—+0 X 41 X —>+0 X4
1
. , 1\x , 1
s) lim x.Inx t) lim | — X u) lim -
x—0t X —> o\ X x—=12x—-2 Inx
1 = , 1
v) lim —- w) lim xInx x) lim (1-x)x
x=0X eX_1 x—>0" x—0

4) a) Obtenga el desarrollo de Taylor de f(x) = cosx segun potencias de (x — g).
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b) Halle el desarrollo de f(x) = senx en potencias de (x — %).

5) Encuentre el desarrollo de Mac Laurin de:
a) f(x) = e b) f(x) = sen x c) f(x) =In(1 + x)
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Respuestas a:

Ejercicios Integradores
Problemas de Aplicacion
Pruebas de Opcion Multiple
Autoevaluaciones
Ejercicios de Repaso

CAPITULO 1: NUMEROS REALES Y LA RECTA REAL

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 Numeros reales y la recta real (pagina
33)

1)a) [x|<3  b)[x]>2 mervalo: [ 3.5
C)|X—4|Z2 ntervalo: 5,5 s
d)x+4/<3 e)lx-5/>8 - .
f)lx-11]<5 " 2 3
| 55 d) Notacién conjuntista:

2)a) Intervalo: {—E,E}, {x/—3 <x <2},
+—e *~— Intervalo: [-3, 2),

-2 - N 1 2 3)a)(-1,4)
b) Notacion conjuntista: b) (—oo,—2)u(4, OO)
x/-2<x<1} 3

4 m== 5)a=2
20 1 2
¢) Notacién conjuntista:

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 34)
1)c;2)b;3) b;4) a;5) b;6) c;7) c;8) b;9) b; 10) d; 11) a; 12) b; 13) c; 14) c;
15) b; 16) a

AUTOEVALUACION (pagina 35)

1)a) (-1, 5) b) [-5, 3] A= (-0, -5]U[1, )

c) (-1,2)u(2,5) d) (—o, -3)U(5, x) 5)a) Todos los numeros reales que
e) (-, —-3)U(1, ) f) [-3, 1] distan menos de 5 unidades del 4
2)k=2 en la recta numérica.

3)m=-1 b)A={x/-1<x<9}=(-1,9)
4)a)|x +2 >3

c)A={x/x<-5vx=>1}

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 35)

1)a) {x/ V3 <x <4} T 1 2 3 4
3 3 4 & c) {x/ -4 <x < -1}

A ———— e
b){x/—1<x<%} -4 -3 -2 -

d) (x/x >2}
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d— "
— i t ¥ ¥

1 2 31 4
e) {x/ x < -4}

6 -5 -4
2)a) [2, 4]; b) (-1,3]; €) [-7, -2)
d) (-1.3);€) (-3, -1) v (-1,1)

f) (—3, ),g)( 7);h) [-5,1]

i) (2, 3)u(3,4); l)( -4)u(-4,-2)
k) (0, 4); 1) (=, 0) (4 )
3)S=(0,3) v ( 6)

JRREINED

5 k=2

6)a) Intervalo: [-1, 4)

Gréfica:

— et ’
-1 0 1 2 3 4

b) Notacion conjuntista:
{x/5<x<9}
Gréfica:

5 B 7 8 4§
35

I lo: | -=2,=
c) ntervao( 2,2j

Gréfica:
A ————
-2 -1 0 1 2 3

d) Notacién conjuntista:
{x/0<|x-1]<3}
Gréfica:

-2 -1 01 2 3 4

e) Notacion conjuntista:
X/ 0<|x+2|<3}
Intervalo: (-5,-2) U (-2,1)

CAPITULO 2: LIiMITE DE FUNCIONES

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.1 Nocion intuitiva de limite — 2.2 Definicion
de limite de una funcion y propiedades (pagina 55)

1)a) 7; b) %

2)a) No existe porque los limites
laterales son distintos (por izquierda
es —1 y por derecha, 3).; b) -1 ya
que los dos limites laterales son
iguales a ese valor.; ¢) No existe
porque los limites laterales son
distintos (por izquierda es 2 y por
derecha, 1).; d) 1 ya que los dos
limites laterales son iguales a ese
valor.

3 F Y
) ¥ Fy
? _______

4 2 -";-/-/:? 4

-1 3 X

a)-1;b)-1;c)-1;d) 2;e) 7
f) No existe.

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.3 Limites infinitos y limites en el infinito -

2.4 Limites indeterminados (pagina 79)

2)a) 243 ; b) %;c)o;d)—1;e)5;

f)%;g)+oo;h)+oo;i)o;

3)a=-2, b=10

PROBLEMAS DE APLICACION (pégina 79)

1)0
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2)a) 0,4 milones = 400 000
bacterias;

b) se estabiliza en 2 millones de
bacterias.

3)a) N(5) = 166 ciervos; N(10) = 250
ciervos; b) 750 ciervos.

4) a) 1,07g; b) 1,25 g

5)a) Aproximadamente 60 palabras/
minuto; b) 157 palabras/ minuto
6)a) 40 unidades, 60 unidades;

b) 120 unidades.

7)a) 27,54 %; 44,25 %; b) 70 %.
8)a) 14,51 %; 32 %; b) 90 %.

9)a) +o; b) b

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 81)
1)c; 2)a; 3)b; 4)a; 5)b; 6)d; 7)c; 8)b;9)b; 10)d; 11) a; 12) b; 13) a; 14)
d; 15) b; 16) c; 17) d; 18) d; 19) b; 20) a; 21) c; 22) a; 23) b; 24) a

AUTOEVALUACION (pagina 85)
1)

Yt i = i

a)4 b)4 ¢c)4 d)2
2)a) —o, b) =, c) no existe, d) 3,
e) -1, f) no existe, g) 3, h) 3, i) 3,
j) 0, k) no existe, 1) 3, m) 4

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 86)
1)a) Falso. La existencia de limite
cuando x tiende a xg no asegura la
existencia de la imagen en ese
punto.; b) Verdadero.

¢) Falso. Si los limites laterales en

un punto son distintos el limite en
ese punto no existe.

d) Falso. La no existencia de la

imagen en x = Xg no asegura la no

existencia de limite en dicho valor.
e) Verdadero.

2)a) 2; b) g;cm;d) 2V2;¢) -

343

1 3
3)a) ——, b)——, 0, d)o
@) o B 90 d
4)a=1,a=—l

2 2
5)a) 30 mm, b) 300 mm

. R B e

f) 0;g)4a”; h) 2@")2")2a
k) 9;1) +0; m) 0; n) 2; ) -1;0) 8

‘a2 Y2 .94
p)21q)71r)_?!s)47t)1

W 51V W) 15X 2y)0

3)a) 2x; b) 4x + 5

4)a) -1; b) 2; c) 2x; d) 2x + 1

5)a) +x0; b) 6; ¢) 0; d) +x0; €) 0; f) 0
6)a) 3; b) 2; ¢) No existe; d) —o

e) +w; f) +o0; g) +o0; h) 0;1) 1;j) 1
k)1

7)a) 2;b) 3;¢)0;d) 0;e) 2;f) 2
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g) +o; h) —o0; i) No existe; j) —%

1., 1
K -5:) -3
9)i)

ii)Ja)0;b)0;¢)0;d)0;e) 1;f) 2
d) No existe; h) 2
10)a) k=-6;b) k=-2

CAPITULO 3: FUNCION CONTINUA

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 Continuidad de una funcion en un punto
— 3.2 Funcidn continua en un intervalo (pagina 108)

1)a) -2; b) -2; ¢) 3; d) no existe; e) T
2;f)1;9)1; h) 1 y= ()
La funcién es continua en todo
punto excepto en x = —4 donde
presenta una discontinuidad de .
salto y en x = 2 donde presenta una N 7 .
discontinuidad evitable. : :

2) Funcién continua en todo punto
excepto en x = —1 donde presenta
una discontinuidad evitable.

En x = 0 donde presenta una
discontinuidad infinita y en x = 3 una
discontinuidad de salto.

-

Continua en todo punto excepto en
x = -1 donde presenta una
discontinuidad de salto.

5) En [-3, 1] es continua excepto en

X = -2, donde presenta una
3)a) k = —% b) k=-3 discontinuidad infinita y en [ 0, 3] es
continua.

4)

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.3 Teoremas de las funciones continuas
(pagina 114)

2) Ninguna raiz. en dicho intervalo (teorema de
3) No se puede asegurar que Bolzano).
presente una raiz real en el 4) Dos raices como minimo.

intervalo [0, 4] pues no es continua

344
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PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 115)

1)a)c:R+—>R/

2X si 0<x<150
Xx— {1,5x si 150 <x <400
1,25x si  x>400
b)
vt

&00

a00

300
prris)

150 400 M

c) El costo de transportar una casa
mévil 130 km es de $ 260. El costo
de transportar una casa movil 400
km es de $ 600.

d) Presenta discontinuidades de
salto en x =150 y en x = 400.

2)a) A los tres minutos de ser
introducida la bacteria habrg 16 000
bacterias.

b) A los ocho minutos habrd 8 000
bacterias.

c) La colonia morira a los nueve
minutos.

d)
4
a2

: 5 1
e) Es continua en todo su dominio.

3)a) Al comienzo de la experiencia
la temperatura es de 25°C. Indica la

ordenada al origen, es decir, la

345

interseccibn  con el eje de
ordenadas pues es la imagen del
cero.

b) Después de 5 minutos, la
temperatura sera de 100 °C.

c)

'!III‘L
175

23

10 t

Es continua en todo su dominio.

4)a)

! y=109

15 ¥

3 10

Presenta discontinuidades de salto
enx=5yenx=10.

b) f(2) = 40.

En el instante 2 el inventario de la
compainia es de 40 000 unidades.
f(10) = 60.

En el instante 10 el inventario de la
compania es de 60 000 unidades.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 116)
1)c; 2)a; 3)c; 4)b; 5)a ; 6)b; 7)c; 8)c;9)b;10)c;11) a;12) a

AUTOEVALUACION (pagina 117)

1)
¥

¥ =T

-2w

a)-2, b)1, c)1, d)1 Tiene una
discontinuidad evitable en x = 0. Es
continua en R —{0}.

2)b=3

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 121)

1)a) Falso. Si los limites laterales en

X = Xg son iguales entre si pueden o
no coincidir con la imagen en dicho
punto. b) Falso. Una funcién puede
ser continua en (a, b) pero
lim f(x)=f(a) o Ilim f(x)=f(b),
x—at x—b~
es decir, no seria continua en [a, b].
¢) Verdadero. ;d) Falso. Si g es

continua en [a, b], 1 es continua
g

sélo si g(x) = 0, Vxe[a, b].
2)a) Discontinuidad evitable en
X =-3.

f(x) si x=-3
mix) = {—5 si x=-3
b) Discontinuidad de salto en x = 0.
¢) Discontinuidad infinita en x = 0.
d) Discontinuidad de salto en x = 1.
e) Continua en todo punto.
f) Discontinuidad infinita en x = 0.

¥ = 1)

F

3) Existe lim f(x) ya que los limites
X—a

laterales son iguales.

La funcién serd continua en x = a
sblosiLi=Lo =D

4) Dos raices.

5) Ninguna raiz.

g) Discontinuidad de salto enu = 1.
h) Continua en todo punto.

i) Discontinuidad de salto en x = 2.

J) Discontinuidad evitable en x = 3.

f(x) si x =3
mx) =+ 1 six=3
6

Discontinuidad infinita en x = -3.
3) a) Discontinuidad de salto en
x=0.

¥ = i)

PRI R 1 2 3 x

b) Continua en todo punto.
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-

R 1} 1 2 3%

d) Discontinuidad de salto en x = 2.
T e

T R B B B I I
4)a)k=5;b)k=5;¢c)k =3;

1

dk=--

5
5)a)a=-1, b=1;b)a=-3, b=4
c)a:l, b:E

3 3

6)a) Discontinuidad de salto en
x = —3. Discontinuidad evitable en
x=0.

b) Discontinuidad infinita en x = -2.
Discontinuidad de salto en x = 1.
Discontinuidad evitable en x = 3.

11) El minimo nimero de raices es
2.

12) El minimo ndmero de raices es
4.

CAPITULO 4: EL CONCEPTO DE DERIVADA

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 Razones de cambio — 4.2 El problema de

la recta tangente a una curva — 4.3 Relacion entre razén de cambio
promedio, razén de cambio instantanea, recta secante y recta tangente

(pagina 152)

1)a) La razoén de cambio promedio
de la funcién cuando x cambia de
xo=1a x1 =2 es -3. La ecuacion
de la recta secante es y = -3x + 5.
La razon de cambio promedio
coincide con la pendiente de la
recta secante que une los puntos
abscisaxg=1yx1=2.

b) La ecuacién de la recta tangente
a la grafica de la funcién en el punto

de abscisa xg =1 es y=-2x + 4.
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c)

g S

2)a) La razén de cambio promedio
de la funcién cuando x cambia de
Xo = -3 a x4 = -2 es 19, que
coincide con la pendiente de la
recta secante que une los puntos
abscisa xg=-3y x1 =-2.

La ecuacion de la recta secante es
y =19x + 30.

b) La ecuacion de la recta tangente
a la gréfica de la funcion en el punto
Xo=—-2esy=12x + 16.

c)

3) a) La razén de cambio media es
-2, la razén de cambio instantanea
en x = xp es -2 y la razén de
cambio instantanea en x = x4 es -2.
b) La razén de cambio media es 1,
la razén de cambio instantanea en
X = Xp es 0 y la razébn de cambio
instantanea en x = x1 es 2.

4)a) Las ecuaciones de la recta
secante y de las rectas tangentes
coinciden con la de la funcién
debido a que se ftrata de una
funciéon de primer grado y por lo
tanto su gréfica es una recta.
b)rg:y=t-1 ;enx=0,
ri:y=-1;enx=1,ry:y=2x-2

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.4 Concepto de derivada — 4.5 Funcion

derivada — 4.6 Derivadas laterales — 4.7 Derivabilidad y continuidad — 4.8
Derivabilidad de una funcién en un intervalo (pagina 172)

1a) y'=2x-2;b)y' =5
2)f' (x)>05six e (-», b) U (c, »);

f'(x)<0sixe(bc)f (x)=0en
x=byenx=c.

3)a) Existen las derivadas primeras
a la derecha y a la izquierda de x =
1, pero son distintas. Por lo tanto no
existe la derivada en x = 1. Lo
mismo ocurre en x = 6.

b) En x = -1 la funcion no es
continua y por lo tanto no es
derivable en x = —1.
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4) La funcion es derivable en x = 0.
En x = 2 no es continua y por lo
tanto no es derivable en x = 2.

5) En x = 2 la funcibn no es
continua y por lo tanto no es
derivable.

6)a) la velocidad en cada instante
del movimiento es v(t) = 2t - 4;

b) El movil retrocede si0 <t <2y
avanza cuando 2 <t < 4.
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AVanza

retrocede :
Los) , , s(0)

o 1 2 3 4 =

¢) s(0) = 4m, s(1) = 1m, s(2) = Om;
d) 8m.

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 173)

1)a) d = 48 pies; vp = 48 pies/s;

b) d = 20 pies; v, = 40 pies/s;

¢) d = 3,36 pies; vp = 33,6 pies/s;
d =0,3216 pies; vp = 32,16 pies/s;
d = 0,032 pies; vp = 32,01 pies/s;
d) vi= 32 pies/s

2)a) vip, = 10 m/s;

b) v, = 8,002 m/s;

C) Vi = (8 + 2h) m/s;

d)vi=8m/s
3) a) 125 habitantes por ano;
b) 150 habitantes por ano.

4)a) 5000 ddblares; b) 4500
délares/ano; ¢) 4000 délares/ano.
5)a) 12 personas;

b) 124 personas por afno;

¢) 125 personas por afo

6)a) 4000 I/m; b) 3500 I/m

7)a) 64 pies; vim = 32 pies/s;

b) v, = 48 pies/s;

c) 8s;v=-128 pies/s

8) 4,5 millones/ano;

4,4 millones/ano; 5,2 millones/afno
9)a) 310 000 pies;

Vm = 77 500 pies/s;

b) v =187 500 pies/s.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 175)

1)b;2)a; 3)b;4)a;5)b;6)b

AUTOEVALUACION (pagina 176)
1) % =-1,2. La concentracién del

farmaco en el torrente sanguineo

disminuye a razon de 1,2% por

cm

minuto.

2)a) 2 392 000 personas

b) 142 000 personas por dia

¢) 561 500 personas por dia.

3)a) Es continua en x = -1 pues
lim f(x)=f(-1)=-2

X——1

b) No es derivable en x = -1 pues
las derivadas laterales existen pero
son distintas.

4)a=2,b=-1.

5)y=-2x -1

1 7
6)y= —X——
)y 5%~ 5

7)a) 38 kTm b) 118 kTm

km
138 —.
c) H

8) 1,78 minutos

9)a) A las 5 horas de iniciado el
experimento hay 960 bacterias.

b) En t = 5 horas la cantidad de
bacterias estda aumentando a razén
de 665 bacterias por hora.
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EJERCICIOS DE REPASO (pagina 177)

1)a) La razén de cambio media es
-1;b)rsiy=—x+2;¢)Enx=1,la
razén de cambio instantanea es 0;
d)ripy=-1.

2)rt:y=—2x+11;rs:y=%x+1

3) En x = 0 la funcibn no es
continua y por lo tanto no es
derivable. En cualquier otro punto
del intervalo la funcién dada es
derivable.

4)a) Falso, pues dos funciones que
tienen la misma derivada pueden
ser iguales o diferir en una
constante.;

b) Verdadero, pues derivabilidad
implica continuidad.

5)a)h' (x) =2x + 4 ;
b) f'(x) = 3x° — 4x

' -2 . '
c) r(x =(X_3)2 ;od) g(x)
__ 16
(2x+4)2

6)a)f'(0)=3;b)f'(-2)=12;

c)f'(1)=-2
7)i) Existen las derivadas primeras
de f(x) a la derecha y a izquierda de

Xg pero son distintas, por lo tanto no
existe la derivada en xg.

Df = (a, b), Df ' = (a, Xg) U (X, b).
f'(x) > 0 en (a, Xq),

f'(x) < 0 en (xg, b)

ii) Existen las derivadas primeras

de f(x) a la derecha y a la izquierda
de Xo y son iguales, por lo tanto

existe la derivada en xgq.
Df = (a, b) = Df "
La funcién f ' (x) > 0 en (a, b)

iili) No es continua en xg, por lo
tanto no es derivable en x,.

Df = (a, b), Df ' = (a, xg) U (xg, b).
f'(x) <0 en (a, xq), f'(x) >0 en
(X0, b)

iv) Es derivable en xq.
Df=[a,b)=Df"; f'(x)>0en[a, b)

CAPITULO 5: CALCULO DE DERIVADAS

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.1 Reglas de derivacion - 5.2 Derivacion
implicita - 5.3 Razones de cambio relacionadas (pagina 205)

1)a) y' = 2x — 15x°

3 2 1
b)y'=2x" -S4+ —_
X 2yx
' X 3 2
c)y =e +—=-2sec X
2./x
X
dy'=
1+ x2
e)y' = — 4/36™* 4 2senxcosx
! e2X—1
fly = —
e

g) y' = (th)X |:|n(tgx)+m:|

h)

y'=5x(cos x)5x2 [2In(cos x) - xtgx]
i) y' = x2x [2(1+Inx)cosx — senx]
5e”

5e" +1

2)a) —14; b) 105

3)a) U’ (1)=0;b) V' (5) = — 2

y'=

¢) no existe u'(2)
4dm=2,n=-1 5) b=-8;

6) los puntos (0, -1) y (— 2, %)
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7) los puntos son: (2, -4) vy
(_ﬁ Ej
3’27
8) el punto es(—l gj' la recta
2’2)’

tangente esy = %

9) los puntos son (1, -2) y (-1, 2).
Lasrectas:y=2,y=-2.

'!I|'J
¥ =00

R i i
2

2
dy 1-x d
10)a) %:_y p) Y _X

x2y ax vy
d
11)2) L=4;1) %:—3f

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 211)

1)a) 239 200 personas; 1 916 800
personas;

b) 14 200 personas por dia;
¢) 56 150 personas por dia.

2)a) 46 piezas; b) 23 piezas por
hora; ¢) 24 piezas por hora a las 11
de la manana y 19 piezas por hora
alas 12.

3) 20 mm mercurio/g

4)a) Ng; b) 62 bacterias/hora
5)T' (t) =16k e
6) 0,9 parasitados/habitantes

7) 31,5 grados/minuto.
8)

T(H=

5
(Gt2 +12t+12)(t2+3t+1j

(t +1)7

9) 160 <M
s
10)a) 1 segundo;

b) v(1) = 2™ 5(1) = 2,5 cm
S

1) v(1) =115 y4) = -16 <"
S S

12)a) v(t) = —% m sen(%tj :

b) t =6 ,t = 12 décimas de
segundos.
13)a) vg = 160 pies/s;
b) v(2) = 96 pies/s;
¢) a(3) = 32 pies/s’;
d)t=10s;e) v=-160 pies/s

3. 1
14)a) t—z,b)v— >
15) El precio de la canasta de
naranjas disminuye a una tasa de $
0,05 por dia cuando la oferta diaria
es de 5 000 canastas.
16) El costo aumenta a una tasa de
$ 1020 por semana cuando la oferta
es de 50 unidades.
17) La oferta crece a razon de 875
unidades por mes.
18) El area de la quemadura

. 2
decrece a razon de 0,1m cm™ por
dia.

19) La sombra aumenta a razén de

0,47 si Su sombra mide 3,79
metros.
20) El volumen aumenta a razén de

cm3

240 —.
S

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 214)
1)a;2)a;3)c; 4)c;5)a;6)b;7)c;8)c;9) a
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AUTOEVALUACION (pagina 214)

9 2 2x
= —X -

1a)f' (x) 4e

b)f' (x)= (2In(3x) +2X—+1J.(3x)2"+1

X

e) ' (x) = 24e>% - X+32
X
11
2)m' (2)= -
ym' @)=
11
)y =X+ —
)y=X+ 4
4)a=3b=-7

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 215)

1)a) y':4x3 + 6X ;
b)y = 15x° + 242 x - 25
c)y' =12 +18x° + 10x + 4

dy' =1 5x2 —2Ox).(x3 - 2x2)4
e)y'=—ix :

Vax“© - 25
-t

X X2

' 1+\/§ ' X

)y = ; hy = ;
i)ylzL2

x(1—x j

Dy = e‘x.(é—ln xzj

k) y' = (6x — 4).cOS(3X° — 4x + 5)

v 2 . '_
Dy 1+cos2x ’ M)y = 6cotgdx
n)y' = 3.n2.2'9% sec®(3x);

2
0)y'=-2x3" .In3
]

p)y =x.sen3x; q)y = o™~ Inx

Ny =3 (14 Inx) ;

X 3x

s)y = (4 + 3Inx).e” x
)y =x 2X+1.(2Inx +—2XX+1)'

’

352

b) 1
2x

12
5)a) —,
))5

6)a)f " (x) =4e
b)g "' (x) =6 - 8cos(2x)
o) (x) =0

7)6,25 M
seg.

2)a) —% . b) -86
3)a) -2 ; b) -4
4)f1ygs; faygs;

f5y 92; f6 ¥ 96
5)a) Falso ; b) Verdadero ;
¢) Verdadero

6)a)t:y=12x + 16,

f3yag1; fay 94;

b)t:y=13x—2,n:y=—%x+%
cy=AIx+d niy-—ox+8
c)t.y_9x+9,n.y 9x+3

dyt:y=4x+2,n:y= —%x+2

t:y=—4x—14,n:y=%x+3
17).

7)a) V(E,Zj, b) V(1, 1)
V(-1 _3-

8)a)m—y( 2)- 3;

bym=y' (2)=2
) P(1,0); d)O(%,%)
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—2x-3 .,y dy _ x dy_ 1. dx
“=3:b) 13)a) L =-1 ;b

dy _
12)3) ¢ = dx 3y 3 dt

Il
I+
w

CAPITULO 6: ESTUDIO DE FUNCIONES

EJERCICIOS INTEGRADORES 6.7 Estudio de funciones (pagina 281)
4)
1)a) D= R - {-1};b) la funcion es L

creciente en todo su dominio, no Y=f{H}/w

posee extremos relativos;

€) no existen puntos de inflexion, es + _.3 ; —
céncava hacia arriba en (o, —1) y / L 4 x
concava hacia abajo en (-1, ); : 1

d) x = -1 asintota vertical; y = 1 (la respuesta no es Gnica)

asintota horizontal; no existe 5) x = -1 asintota vertical, y = 2x + 3
asintota oblicua. asintota oblicua.

2) a) D = R ; b) Intersecciones con 6)a) crece (—o, —2) U (1, 5) U (8, »)
los ejes: P1(0, 0), P2(v12,0) y b) decrece (-2, 1) U (5, 8)

d) maximo relativoenx=-2yx =5
d) minimo relativo en x = 1
e)f'x)=0enx=-2,x=1yx=5

P3 (_ V12, o) ; ¢) No tiene asintotas
pues es una funcién polinomial.

d) En (-0, -2) y (2, ») la funcién ' _
crece; en (-2, 2) la funcién decrece; f) f (x) no existe en x = 8

(-2, 32) méaximo relativo; (2, —-32) Na- 2 Y (1’_%j mAximo

minimo relativo; e) En (-, 0) es 3’
concava hacia abajo; en (0, «) es relativo; (3, —4) minimo relativo.
céncava hacia arriba; (0, 0) punto 8)a)
de inflexion.
f) lllll.ll.
y y=2uix’-12) v = i)

Fy
—
o

b)

-3z ’ TERT

+ »
3) minimos absolutos (0, 0) y :

(3, 0); maximo relativo y absoluto -1 %

&)

Fs
-
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9)i)a) D= R—{-1},

Cl =(~o0, —4][0, )

b) (0, 0); ¢) Asintota vertical x = -1,
asintota oblicua y = x-1;

d) La funcién es creciente en

(—o0, —2) U (0, =) y decreciente en
(-2, -1) u (-1, 0); el punto (-2, —4)
es maximo relativo y el punto (0, 0)
es minimo relativo;

e) La funcién es concava hacia
abajo en el intervalo (-, -1) y

céncava hacia arriba en el intervalo
(=1, o). La funcién no tiene puntos
de inflexion.

i)a) D =R —{-1, 1}, Cl =R; b) (0, 0);
c) Asintotas verticales x = -1 y
x = 1, asintota horizontal y = 0; d)
La funcién es decreciente en todo
su dominio, no tiene por lo tanto
extremos relativos;

e) La funcién es concava hacia
abajo en (-, —1)U(0, 1) y céncava
hacia arriba en el intervalo
(-1, 0) u(1, ). EIl punto (0, 0) es
punto de inflexion.

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 283)

vg) = -6 ;
S

b) a los 3 segundos esta subiendo y
a los 8 segundos esta bajando;
¢) comienza a descender a los 5
segundos. Se encuentraa 25 m

2)a) velocidad: f '(t) = 3t2 - 12t + 9;
Aceleracion: f " (t) = 6t — 12;

b) cuando t = 0 la particula esta a
5m; ¢) La direccién de la particula
cambia al segundo y a los tres
segundos;

d) La velocidad crece a partir de los

dos segundos y entre 0 y 2
segundos decrece

3)a)f ' (5) = -0,0148 unidades por

dia; f ' (15) = 0,0032 unidades por
dia b) esta creciendo

4)a) v(20) = 280 organismos/dia;

b) t = 40 dias; ¢) t = 90 dias

5) v(2) = 80 m/s; Esta subiendo y
continuara subiendo 8 segundos
mas. Llegara a 500 metros

6) 2,5 gramos

1)a) v@3) = 47
S
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8) Ingreso maximo para q = 40;
Ingreso minimo parag=00q=280
9)a) 24 unidades/dia; b) 4 dias;

¢) alos 6 dias, 210 unidades;

d) 102 unidades

10)a) 110 g para 20 % de yema;

b) 51,81 g parap = 100 % de yema
11) Para t = 12 el valor maximo es
N=105

12) Dimensiones: 2 m x 4 m (uno de
los lados mayores contra la pared)
13)a) g(x) = — 0,75 x° + 15x — 25;
b) x = 10 unidades; ¢) g(10) = $ 50
14) El valor maximo de oxigeno se
alcanza a los 32 dias y es 8048. El
valor minimo es 2000 y se alcanza
a los 20 dias.

15) 16 articulos; ganancia maxima
$ 2048

16)a) 4 millones de ddlares;
b) Utilidad méaxima $ 108,3 millones
17) cuadrado de lado | = 15m

18) valor maximo 225 (se alcanza
para x =3); valor minimo 125 (se
alcanzaparax=1yx=5)
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19) 120 personas

20) cuadrado de lado | = 30 m;
costo minimo: $ 1 800.
21)a=-16;b =48

22) la maxima reaccién es de la

drogary.
23) a los 7 segundos tienen la

misma velocidad (102™). En Ia
S

primera trayectoria la aceleracion es

42 M y en la segunda, 61
s2 s2

24)a) se deben fabricar menos de

50 articulos;

b) la ganancia maxima es de $ 900

fabricando 50 articulos.

25) deberan concentrarse 50

arboles por hectarea.

26)a) g(x) = —5%° + 350x — 5000;

b) deberan producirse y venderse
35 cientos de unidades es decir
3500 unidades; ¢) la ganancia
maxima sera 1125 cientos de
dolares, es decir, 112 500 ddlares.

27) en x = 1cm donde la
concentracion es de 2 m9 .
cm

28) base cuadrada de lado 4 m y
altura 2m.
29) ambos numeros son 32.

30) los numeros son 10 y —10.

31)a) 4,4 S b) la altura maxima
S

es 0,987 cm en 0,45 segundos.

32)1232
S

33)a) 41, 10
S g2

b) 2,4 s; ¢) 34,8m
34)a) 35 s b) 2275 pies
2 m

35) ——
B

36) a) 100 peces

100 L on

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 288)
1)b; 2)d; 3)a; 4)b; 5)d; 6)b; 7)b; 8)d;9)b; 10)c.

AUTOEVALUACION (pagina 290)
1) f'(x) > 0 en (-w0,4) U (=2, =1) U
(=1, +o0); f'(x) < 0 en (-4,-2)

£" (x) > 0en (-1, +o),

f (x)<0en (—»o,-2)U (-2, -1)
Creciente en (—o0,—4) U (-2, +o0)
Decreciente en (—4,-2)

Céncava hacia arriba en (-1, +©)

Céncava hacia abajo en
(~o0,-2) U (-2, -1)

Asintota vertical en x = -2

Extremo M; (-4, 2) Punto de
inflexién (-1, 3)

2)a) a = 3. Minimo relativo en (0, 0);
méaximo relativo en (2, 4); punto de
inflexién en (1, 2).
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. 1
3) x = 0 asintota vertical; y = EX

asintota oblicua. No posee asintota
horizontal.

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 296)

1)a) D =[-4, ») ;b) D=R - {0};

c)D=(-22);d) D=R-{0}

e)D=R; fD=R-{-3,2}

2)a) Asintota vertical: x = -3.
Asintota horizontal: no tiene.

Asintota oblicua: y = x -2

b) Asintotas verticales: x =1, x = —1.

Asintota horizontal: y = 0. No posee

asintotas oblicuas.

¢) Asintota vertical: x = 3. Asintota

oblicua: y = x + 3. No posee

asintotas horizontales.

d) Asintota vertical: x = 0. Asintota

oblicua: y = x.

No posee asintotas horizontales.

e) Asintota vertical: x = 2.

Asintota horizontal: y = 1.

No posee asintotas oblicuas.

3)a) Puntos criticos: 0y 1.

En (-0, 0) U (1, «) decrece y crece

en (0, 1). Minimo relativo (0, 0).

Maximo relativo (1, 1).

b) Puntos criticos: 0 y 4.

En (-0, 0) U (4, ) crece y en (0, 4)

decrece. Maximo relativo (0, 9) y

minimo relativo (4, —23).

¢) Puntos criticos: 1y —1.

En (-, -1) u (1, =) crece y

decrece en (-1, 1). Maximo relativo

(=1, 2) y minimo relativo (1, -2).

d) Puntos criticos: 0 y 1. En (-, 1)

crece y en (1, ) decrece. Maximo

relativo (1, 1).

e) Puntos criticos: -1, 0 y 1.

En (-, —1) U(1, o) crece y decrece

en (-1, 0) U (0, 1). Méaximo relativo

(=1, =2) y minimo relativo (1, 2).
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4) A los dos dias se produjo el
mayor numero de contagios y fue
de 52 personas.

5) Al cabo de dos horas la moto es
mas veloz.

f) Punto critico: 2. No posee
extremos relativos. Es decreciente
en todo su dominio.

4)a) En (-, 2) es concava hacia
abajo y en (2, ) es concava hacia
arriba. (2, 12) es el punto de

inflexién. b) En (—o, O)u(%, Ooj es

céncava hacia abajo y en (0, %] es
cébncava hacia arriba; (0, 0) y

[2 16)
—, —|son los puntos de
3 27

inflexién.

¢) En (-, 0) es cbéncava hacia
abajo y en (0, ©) es cdncava hacia
arriba. No posee puntos de
inflexién.

d) No posee puntos de inflexién. En
(-0, 2) es concava hacia abajo y en
(2, =) es céncava hacia arriba.
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5)a)

y= i)

b)

—
b
-
1l
—
=
2

——
=

-1

6) i) a) (-2,5;0) U (2, 4);

b) (—»; -2,5) U (0, 2) U (4, «);
c)x=0yx=2;d)x=-25;x=-1y
x = 4; e) Maximo relativoenx =0y
minimo relativo en x = -2,5 y en
X=2.

ia) [-1;1) U (2; 3);

b) (1;2) U (3; 3,5];
c)x=2yx=3;d)x=1;e) maximo
relativo en x = 1; minimo relativo en
X = 2; maximo relativo y absoluto en
X = 3, minimo absoluto en x = -1.
iii)a) (0, 2); b) (-2, 0) U (2, 5);
c)x=1;d)x=0yx=2;

e) minimo relativo en x = 0; minimo
absoluto en x = 5; maximo relativo y
absoluto en x = 2.

9) La funcién es creciente en todo
su dominio, (—oo, «); por lo tanto no
tiene extremos. En cada punto del

intervalo (—, 0) la pendiente de la
recta tangente es negativa, es decir,

f " (x) < 0, entonces en (-, 0) la
funcién es concava hacia abajo. En
cada punto del intervalo (0, «) la
pendiente de la recta tangente es
positiva, es decir, f " (x) > O,
entonces en (0, «) la funciéon es
céncava hacia arriba. Como existe
un cambio de concavidad en x = 0,
es un punto de inflexién.
Y4
=1

/oL

10)a) (3, 73) minimo relativo

1 33
b) (0, 2) méxi lativo; | =, — —
) (0, 2) maximo relativo (2 16)

1 33) .. .
y | — —,— — | minimos relativos.
2 16

1 1) . .
¢) | —,— | minimo relativo y
2 4

[ 1 38) (o .
— —,— | méximo relativo.
3 27

d) No posee extremos relativos.
11)a) (2, -19) minimo relativo y
absoluto; (-1, 8) maximo relativo y
absoluto.

b) (2, 9) maximo absoluto;
(1, 0) minimo relativo y absoluto.

¢) (-1, -5) minimo relativo vy
absoluto; (3, 11) maximo absoluto.
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CAPITULO 7: APLICACIONES DE LA DERIVADA

EJERCICIOS INTEGRADORES 7.1 Teoremas del valor intermedio -
7.2 Limites indeterminados y la regla de L’Hopital (pagina 318)

1)a)

s(8)—-s(0) 9-0 m

Vi = = =3—
3-0 3-0 seg

b) s(t) es una funcién continua en
[0, 3] y derivable en (0, 3), por lo
tanto existe, por el teorema del
valor intermedio, un punto en el
intervalo (0, 3) en el que la
velocidad instantanea es igual a la
velocidad media. La velocidad
instantdnea en un instante es la
derivada de la funcion s(t) evaluada
en dicho instante.

s '(xg) = (— 2t + 6)(X0): -2Xp+ 6
Comos'(xg)=3=2xg+6=3=
Xp = % La velocidad instantanea

es igual a la velocidad media a los
1,5 segundos.

2) No existe un numero en el
intervalo (1, 4) perteneciente a los
nimeros reales que verifique la
@)-10)
4 -1

contradice el teorema del valor
intermedio ya que la funcién no es
continua ni derivable en x = 3
perteneciente al intervalo [1, 4], por
lo tanto no se cumplen las hipétesis
del teorema.

3)c=2

5. RO D
4)a)Ing,b)—S,c)O,d)E,e)e,f)O

ecuacion f '(c)=

EJERCICIOS INTEGRADORES 7.4 Aproximaciones (pagina 337)

1)a) 415 ~ 1,96875;

b) 328 ~ 3,03704

2) -0,97

3)a) dy = (3x° — 8e>Y) dx
_2_15x

5
ex

b) dy = dx;

c)dy= dx

2x +1
4)dy=-1, Ay=-1,25

5) In(x—1) ~
(c-2)-2(x-2f 45 (x-2° - (c-2)*

1

N =

6)

5 <1 (8) + (x-8)~ (x-8)°

7) e2Xz1 + 2X +2x2+ %x3+ §x4

PRUEBAS DE OPCION MULTIPLE (pagina 337)
1)c; 2)b; 3)d;4)a;5)b;6)a;7)c;8)d;9)c;10)b.

AUTOEVALUACION (pagina 338)
1) f(x) no satisface las hip6tesis del
teorema del valor intermedio de
Lagrange pues no es continua en
el intervalo.

2) Satisface las condiciones del

teorema de Rolle y xg = —1.
3)a) 10 b) 0 c)1
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~ 2
Ao~ 6) f(x) = 2Inx - > + 3" + ¢
9 2 93 27 4 2

1T+#3x+ —x"+=x" +—x
2 2 8

5) 4,006

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 339)

1) La funcién es continua en [1, 2] y 4)a)
_ 3 3 5
derivable en (1, 2). xg == _(X_Ej+l(x_£j _L(X_Ej
2 2) 6 2) 1200 2
2)a=-1,b=4yc=-2 b)
) 0:¢)5: d) 0 e) ) - 2 2 2(, ) 2(, nf
3)a)1;b) 0; c) 5;d) 0; e) > ; ) R 7+7(X‘%j‘7[x‘%) _W(X‘Zj
1 . a o 2
g)-3;h)——;i)In——;j)e;
2 a+1 5)a)exz1+x+ %X2+ %XS
1
k) 2 :1) 0:m) 1; n) «o; 0) o; p) 0 13 1 s
1 b)seanx—Ex +%x
mmnmﬂmntm%mwg; 1 2 13 14
c) In(1+x)zx—§x +§x _ZX

—1
w) ea; X) e
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