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Prólogo 
 

No existe fenómeno en la naturaleza o en la sociedad que escape al 
fenómeno del cambio. Podemos encontrar numerosos ejemplos a nuestro 
alrededor: la población de un país cambia a través del tiempo, la temperatura 
ambiental cambia durante el año, el área de un cuadrado varía con la longitud 
del lado, entre otros. Dado que vivimos en un mundo físico, social, político, 
económico, biológico, resulta importante poder describir y medir estos cambios a 
través de modelos matemáticos. Por ejemplo, una planta crece a medida que 
transcurre el tiempo, puede detener su crecimiento en algún instante, para luego 
volver a crecer, o permanecer estacionaria. También, la población de un país 
varía con el correr del tiempo y esta variación depende básicamente de la 
cantidad de nacimientos y de muertes. La velocidad de una partícula que se 
mueve es la razón de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo. Los 
físicos también se interesan, por ejemplo, en la razón de cambio del trabajo con 
respecto al tiempo (lo que se conoce como potencia). Los químicos, que 
estudian una reacción química, se interesan en la razón de cambio en la 
concentración de un reactivo con respecto al tiempo (llamada velocidad de 
reacción). Un fabricante que produce x toneladas de acero por día se interesa 
en la razón de cambio del costo de esa producción con respecto a x (lo que se 
conoce como costo marginal). Un biólogo se interesa en la razón de cambio de 
la población de una colonia de bacterias con respecto al tiempo. El cálculo de 
razones de cambio es importante en todas las ciencias naturales, en la 
ingeniería e incluso en las ciencias sociales.  

La matemática de la antigüedad fue preponderantemente estática. La 
exploración de distintos movimientos y el surgimiento de la noción de cambio 
fueron aspectos para los que la matemática no estuvo preparada sino después 
de mucho tiempo.  

El cálculo es la matemática del cambio, de la variación, de la 
transformación. Está formado por dos partes muy vinculadas entre sí: el cálculo 
diferencial y el cálculo integral. 

El cálculo diferencial estudia principalmente la forma y rapidez con que se 
producen los cambios y tiene distintas aplicaciones que incluyen el trazado de 
curvas y la optimización de funciones. 

El estudio de la variación lleva a construir uno de los conceptos más 
importantes del cálculo: la derivada. Su desarrollo como tasa de variación o 
como razón de cambio tiene numerosas aplicaciones. Una de las más 
trabajadas y simples es la velocidad, razón de cambio del desplazamiento con 
respecto al tiempo. Resultan también importantes, la tasa de crecimiento de una 
población de bacterias, la tasa de variación de una reacción química (velocidad 
de reacción), la razón con la que aumenta la velocidad con la que fluye la 
sangre según la distancia a la pared de un vaso sanguíneo y la razón con la que 
se propaga un rumor.  

Una de las expectativas de logro de esta propuesta es utilizar el concepto 
de derivada  de funciones en el análisis de la resolución de problemas. 

Es importante que los lectores logren interpretar el concepto de derivada 
en diferentes ámbitos, como la geometría y la física y utilicen la información que 
ésta provee sobre la función para resolver problemas. También deberían poder 
advertir que el cálculo infinitesimal es una herramienta poderosa para el análisis 
del comportamiento de las variables involucradas y, por lo tanto, de gran 
potencial descriptivo de problemas concretos. La conexión entre la expresión 
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analítica de una función y su representación gráfica se utiliza para manipular los 
procesos de cambio. 

Buscamos destacar las ideas más importantes del cálculo diferencial, su 
potencia, sus conexiones y sus aplicaciones.  

Si se enseña el cálculo con la rigurosidad y el formalismo como lo 
enfrentaron y desarrollaron originalmente Newton y Leibniz en el siglo XVII, o 
Cauchy, en el siglo XIX, seguramente no se alcanzarían a comprender las ideas 
fundamentales. Aceptamos como suficientemente clara la idea intuitiva de 
muchos conceptos considerando que constituyen la base de un desarrollo más 
riguroso de las leyes y procedimientos. Este nos parece un camino adecuado 
para iniciarlos en el Cálculo Diferencial. Consideramos que es adecuado y una 
buena motivación para quienes deciden avanzar en los fundamentos teóricos. 
Aunque no realicemos la demostración de algunos teoremas y propiedades 
mostramos su utilidad en la demostración de otras, o sus aplicaciones o su 
interpretación.  

Relacionamos la teoría y la práctica (y las aplicaciones) organizando la 
enseñanza a partir de algunos problemas importantes, tratando de promover un 
enfoque constructivista del aprendizaje. 
 
CARACTERÍSTICAS DE LA OBRA 

A lo largo de la misma se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos: 

• Los nuevos conceptos se presentan por medio de ejemplos que generan la 
necesidad de desarrollar nuevas técnicas. 

• Un enfoque donde se desarrolla el concepto matemático para después 
reforzarlo con las aplicaciones. 

• Un especial énfasis en la comunicación verbal de los conceptos 
matemáticos mediante la traducción del lenguaje coloquial al lenguaje 
matemático y viceversa.  

• Un cuidado especial en las explicaciones de los conceptos más difíciles 
teniendo en cuenta la necesidad de aplicar distintos caminos según el grado 
de dificultad.  Se trata de guiar el proceso de pensamiento del alumno hacia 
la meta propuesta, trabajar en forma intuitiva una idea para formalizarla 
luego tratando de salvar todos los obstáculos. 

• Presentación de la teoría con rigurosidad y precisión. En muchos casos, a 
fin de ganar en claridad, se presentan discusiones intuitivas informales. 

• Motivación del alumno a través de valorar la necesidad de saber matemática 
para, mediante la resolución de problemas, enfrentarse a la futura vida 
profesional. 

• Una gran cantidad y amplia variedad de aplicaciones y problemas para que 
los estudiantes asuman la utilización de todos los contenidos matemáticos 
que están aprendiendo. 

• Utilización de representaciones gráficas convencidas de que quienes se 
enfrentan por primera vez a grandes desafíos matemáticos tienen 
dificultades y, sin embargo, el uso de los gráficos logra un efecto muy 
importante en la construcción del conocimiento.  

• Uso del lenguaje gráfico, numérico y algebraico de manera indistinta.  

• Diversas actividades de reflexión mediante el planteo de desafíos que 
actúan como disparadores para el análisis de una situación determinada 
que luego se formaliza.  
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• El planteo de “aprendizaje por descubrimiento” para propiciar el surgimiento 
de los nuevos contenidos y la construcción de los conocimientos necesarios 
para los nuevos tópicos. En esta sección se anticipan resultados que se van 
a desarrollar y se busca el reconocimiento de patrones.  

 
ORGANIZACIÓN DE LA OBRA 

En el desarrollo de los capítulos se incluyen las explicaciones teóricas con 
abundantes ejemplos y desarrollo de aplicaciones en el campo de la física, 
ingeniería, biología, economía, ciencias sociales, ecología, química, 
administración y ciencias naturales. Se presenta una gran cantidad de ejemplos  
y  problemas resueltos a fin de que el alumno observe distintos detalles que 
aparecen en los mismos y que constituyen su quehacer matemático. Están 
considerados de manera gradual, según las dificultades. En primer lugar 
aparecen ejemplos rutinarios para adquirir destrezas, principalmente desde el 
punto de vista de la operatoria y, en un paso posterior, los de mayor dificultad.  

En los mismos se presentan además: 

• Ejercicios de aplicación del nuevo concepto desarrollado. Aparecen todas 
las respuestas de manera inmediata a fin de fijar los contenidos y poder 
avanzar con el desarrollo del tema. 

• Ejercicios integradores de un tema. Están organizados según los 
diferentes temas que se presentan en cada capítulo. Se incluyen las 
respuestas de todos al final del libro. 

• Ejercicios de repaso de cada uno de los capítulos. Se incluyen guías que 
reúnen numerosos ejercicios cuyas respuestas figuran al final del libro. 

• Problemas de aplicación. Se incluyen problemas de aplicación de los 
diferentes contenidos. Los mismos están organizados por temas y por 
capítulo. Las respuestas se enuncian al  final del libro. 

• Autoevaluaciones y pruebas de opción múltiple para que, según los 
diferentes temas y capítulos el lector compruebe cómo avanza en la 
adquisición de los conocimientos y logre la seguridad de que ha alcanzado 
un buen grado de dominio de los diferentes temas desarrollados. Están 
integradas por novedosos enunciados y las respuestas se encuentran al 
final del libro. 

• Guías de estudio referidas a límite, continuidad y estudio de funciones. En 
el desarrollo de las mismas se hace hincapié en las representaciones 
gráficas mediante el uso del programa Funciones para Windows versión 
2.7.61 como herramienta fundamental para la elaboración de conclusiones.  

 
 
 Como reflexión final compartimos un párrafo que el Dr. Santaló escribió en 
1993 en su libro Matemática I. Iniciación a la creatividad que dice "Como los 
alumnos de hoy no son los mismos que los de ayer y las necesidades para 
poder actuar eficazmente en el mundo actual tampoco son las mismas, es 
natural que la educación matemática deba estar en continua evolución y que los 
educadores deban ir ajustando sin pausa la forma y el fondo de sus 
enseñanzas, para mantener a la escuela acorde a la calle de manera que el 
alumno no encuentre demasiada discontinuidad entre lo que oye en el aula y lo 
que encuentre y ve en su casa y en la calle.” 

 
 

LAS AUTORAS 
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q"oâu"igpgtcn." nc"tgncekôp"gpvtg"nqu"›hnwzkqpufi."gu"fgekt."gpvtg"xgnqekfcfgu0"Eqp"
guvq"fgnkpgc"nq"swg"gu"cevwcnogpvg"gn"Eânewnq"Fkhgtgpekcn0"Gn"ugiwpfq"rtqdngoc"
gu"fgvgtokpct"nc"tgncekôp"gpvtg"nqu"›hnwgpvfi."gu"fgekt."gpvtg"ncu"ocipkvwfgu."fcfc"
wpc"gewcekôp"swg"gzrtguc" nc" tgncekôp"gpvtg" nqu" ›hnwzkqpufi0"Guvq" eqttgurqpfg"c"
nqu"oêvqfqu"oqfgtpqu"fg"kpvgitcekôp0"
Gn" oêvqfq" fg" Pgyvqp" {" vcodkêp" nqu" rtqegfkokgpvqu" fg" Ngkdpkv|" vgpîcp" eqoq"
rtqrôukvq"tgurqpfgt"c"rtgiwpvcu"eqoq<"uk"wp"qdlgvq"ug"owgxg"eqp"xgnqekfcf""
"
"
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xctkcdng."Àswê"fkuvcpekc"tgeqttg"gp"ekgtvq"kpvgtxcnq"fg"vkgorqA"Uk"nc"vgorgtcvwtc"
fg"wp"ewgtrq"xctîc."Àewân"gu"nc"ecpvkfcf"vqvcn"fg"ecnqt"rtgugpvg"gp"gn"qdlgvqA"
Cfgoâu"fg"tgurqpfgt"c"rtgiwpvcu"eqoq"êuvcu."nc"eqpvtkdwekôp"oâu"korqtvcpvg"
fg"Pgyvqp" {" Ngkdpkv|" hwg" nc" guvtwevwtcekôp" {"oêvqfqu"fkxgtuqu"swg"fkgtqp" nqu"
hwpfcogpvqu"vgôtkequ"{"rtâevkequ"fg"wpc"fg"ncu"fkuekrnkpcu"oâu"korqtvcpvgu0"
Gn"fgucttqnnq"fgn"eânewnq"ukiwkô"fwtcpvg"gn"ukinq"ZXKKK"eqp"gn"vtcdclq"fg"Dgtpqwnnk."
Gwngt."Ncitcpig"{"qvtqu0"Hwg"gp"gn"ukinq"ZKZ."eqp"gn"vtcdclq"fg"Fktkejngv."Ecwej{."
Ygktuvtcuu."Tkgocpp."ewcpfq"uwu"hwpfcogpvqu"ng"fkgtqp"wpc"dcug"ocvgoâvkec"
hktog0"
Gn"eânewnq"gu"nc"jgttcokgpvc"ocvgoâvkec"crtqrkcfc"rctc"guvwfkct"gn"oqxkokgpvq"
fg" wp" qdlgvq" dclq" nc" ceekôp" fg" wpc" q" xctkcu" hwgt|cu." q" wp" hgpôogpq" fg"
etgekokgpvq" q" fgetgekokgpvq0" C" fkctkq" etgeg" gn" pûogtq" fg" crnkecekqpgu" gp"
ekgpekcu"swg"cpvgu"tctc"xg|"jceîcp"wuq"fg"ên"eqoq"rqt"glgornq."nc"dkqnqiîc0"Gu"
nc" dcug" fg" wpc" fg" ncu" oâu" korqtvcpvgu" tcocu" fg" nc" ocvgoâvkec" cevwcn<" gn"
cpânkuku"ocvgoâvkeq0" Guvâ" hqtocfq" rqt" fqu" rctvgu"ow{" xkpewncfcu" gpvtg" uî<" gn"
eânewnq"fkhgtgpekcn"{"gn"eânewnq"kpvgitcn0"
Gn" eânewnq" fkhgtgpekcn" guvwfkc." rqt" glgornq." nc" hqtoc" {" tcrkfg|" eqp" swg" ug"
rtqfwegp" nqu"ecodkqu." nqu"xcnqtgu"swg"fgdgp"vqoct"ekgtvcu"xctkcdngu"rctc"swg"
nqu"tguwnvcfqu"ugcp"ôrvkoqu0"Crqtvc"vêepkecu"ugpeknncu"rctc"gn"guvwfkq"fg"vgocu"
fg" hwpfcogpvcn" korqtvcpekc" fgpvtq" fg" ncu" fkuvkpvcu" tcocu" fg" nc" ocvgoâvkec."
vcngu"eqoq"hîukec."swîokec."geqpqoîc0"
Rqt"glgornq<"
•" gp" igqogvtîc" cpcnîvkec" rgtokvg" fgvgtokpct" ncu" gewcekqpgu" fg" nc" tgevc"
vcpigpvg"{"pqtocn"c"wpc"ewtxc"gp"wp"rwpvq0"

•" gp"hîukec="fghkpkt"nc"xgnqekfcf"kpuvcpvâpgc"{"nc"cegngtcekôp0"
•" gp"swîokec="fghkpkt"nc"xgnqekfcf"fg"tgceekôp0"
•" gp"geqpqoîc="fghkpkt"vcuc"fg"xctkcekôp0"
•" eânewnq"fg"nîokvgu"kpfgvgtokpcfqu0"
•" guvwfkq"fg"hwpekqpgu"ogfkcpvg"gn"ewcn"rqfgoqu"qdvgpgt"uwu"itâhkecu0"
•" eânewnq"fg"gttqtgu0"
Gn" eânewnq" kpvgitcn" rgtokvg" tguqnxgt" gn" rtqdngoc" fg" fgvgtokpct" wpc" hwpekôp" c"
rctvkt" fg" kphqtocekôp" uqdtg" nc" tcrkfg|" eqp" swg" ecodkc." ecnewnct" gn" âtgc" fg" nc"
hkiwtc"gpegttcfc"rqt"wpc"ewtxc."fgvgtokpct"gn" vtcdclq" tgcnk|cfq"rqt"wpc" hwgt|c"
xctkcdng."jcnnct"âtgcu."xqnûogpgu."gpvtg"qvtqu0"
Pgyvqp" kpxgpvô" gn" eânewnq" rctc" gzrnkect" gn" oqxkokgpvq" fg" nqu" rncpgvcu0" Gp" nc"
cevwcnkfcf" ug" wuc" rctc" ecnewnct" ncu" ôtdkvcu" fg" nqu" ucvênkvgu" {" fg" ncu" pcxgu"
gurcekcngu."rtgfgekt"nqu"vcocòqu"fg"ncu"rqdncekqpgu."guvkoct"nc"tcrkfg|"eqp"swg"
ug" gngxcp" nqu" rtgekqu" {" gp" fkxgtukfcf" fg"âtgcu" nq" wvknk|cp"rctc" etgct"oqfgnqu"
ocvgoâvkequ"swg"c{wfcp"c"gpvgpfgt"gn"wpkxgtuq"{"gn"owpfq"swg"pqu"tqfgc0""
Gn" cxcpeg" qtkikpcfq" rqt" nc" kpxgpekôp" fgn" qtfgpcfqt" q" eqorwvcfqtc" fkikvcn"
rtqitcocdng" fkq" wp" itcp" korwnuq" c" ekgtvcu" tcocu" fg" nc"ocvgoâvkec." eqoq" gn"
cpânkuku" pwoêtkeq" {" ncu" ocvgoâvkecu" hkpkvcu." {" igpgtô" pwgxcu" âtgcu" fg"
kpxguvkicekôp"ocvgoâvkec"eqoq"gn"guvwfkq"fg"nqu"cniqtkvoqu0"Ug"eqpxktvkô"gp"wpc"
rqfgtquc"jgttcokgpvc"gp"ecorqu" vcp"fkxgtuqu"eqoq"nc" vgqtîc"fg"pûogtqu." ncu"
gewcekqpgu""fkhgtgpekcngu"{"gn"ânigdtc"cduvtcevc0"Cfgoâu."gn"qtfgpcfqt"rgtokvkô""
"
"
"
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gpeqpvtct"nc"uqnwekôp"c"xctkqu"rtqdngocu"ocvgoâvkequ"swg"pq"ug"jcdîcp"rqfkfq"
tguqnxgt" cpvgtkqtogpvg0" Gn" eqpqekokgpvq"ocvgoâvkeq" fgn"owpfq"oqfgtpq" guvâ"
cxcp|cpfq"oâu"târkfq"swg"pwpec0"Vgqtîcu"swg"gtcp"eqorngvcogpvg"fkuvkpvcu"ug"
jcp"tgwpkfq"rctc"hqtoct"vgqtîcu"oâu"eqorngvcu"{"cduvtcevcu0"Owejqu"rtqdngocu"
jkuvôtkequ" ukiwgp" ukp" uqnwekôp0" Cfgoâu" crctgegp" pwgxqu" {" guvkowncpvgu"
rtqdngocu"{"cûp"nc"ocvgoâvkec"oâu"cduvtcevc"gpewgpvtc"crnkecekôp0"
"

304"Pûogtqu"tgcngu"{"nc"tgevc"tgcn"
Gn"qdlgvq"fgn" eânewnq"gu"gn"guvwfkq"fg" ncu" hwpekqpgu" tgcngu"fg"xctkcdng" tgcn."gu"
fgekt." ncu" hwpekqpgu" guecnctgu0" Vcpvq" gp" nc" igqogvtîc" cpcnîvkec" eqoq" gp" gn"
eânewnq" ug" vtcdclc" eqp" gn" eqplwpvq" fg" nqu" pûogtqu" tgcngu0" Vqfqu" nqu"
hwpfcogpvqu"fgn"eqpegrvq"fg"pûogtq"tgcn"ug"rwgfgp"jcegt"fg"ocpgtc"tkiwtquc"
q"dkgp"jgwtîuvkec0"
Gp"guvg"crctvcfq"pqu"rtqrqpgoqu"guvwfkct"cniwpqu"eqpegrvqu"dâukequ"swg"ug"
tghkgtgp"c"nqu"pûogtqu"tgcngu0"
 

Gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"tgcngu"
Cn" eqplwpvq" fg" nqu" pûogtqu" tgcngu" ug" nngic" rqt" uwegukxcu" cornkcekqpgu" fgn"
ecorq" pwoêtkeq" c" rctvkt" fg" nqu" pûogtqu" pcvwtcngu0" Gp" ecfc" wpc" fg" ncu"
cornkcekqpgu"ug"cxcp|c"{"oglqtc"tgurgevq"fg"nc"cpvgtkqt0"
Eqp"nqu"pûogtqu"pcvwtcngu"*P+"ug"rwgfg"uwoct"{"ownvkrnkect"rgtq"pq"ug"rwgfg"
tguvct"*c"−"d+"uk"c"<"d0""
Ug"fghkpgp"cuî" nqu"pûogtqu"pgicvkxqu"q"gpvgtqu"pgicvkxqu"swg"cn"wpktug"eqp"gn"
egtq"{"nqu"pcvwtcngu"eqpuvkvw{gp"gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"gpvgtqu"*\+0"Eqp"nqu"

pûogtqu"gpvgtqu"ug"rwgfg"uwoct."tguvct."ownvkrnkect"rgtq"pq"fkxkfkt"
d

c
"uk"c"pq"gu"

oûnvkrnq"fg"d0""
Ug"fghkpgp"cuî"nqu"pûogtqu"htceekqpctkqu"swg"wpkfqu"c"nqu"gpvgtqu"eqpuvkvw{gp"gn"
eqplwpvq" fg" nqu" pûogtqu" tcekqpcngu" *S+0" Vqfq" pûogtq" tcekqpcn" ug" rwgfg"

gzrtguct" eqoq" wp" pûogtq" fgekocn" gzcevq" " ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ == 347.2
:

3
""=7.5

4

9
" q" eqoq" wp"

pûogtq" fgekocn" rgtkôfkeq." gu" fgekt" eqp" kphkpkvcu" ekhtcu" fgekocngu" swg" ug"

tgrkvgp 083.500038888.5
8

3;
""=9.20000999.2

;

9
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
====

))

"

Eqp" nqu" pûogtqu" tcekqpcngu" ug" rwgfg" uwoct." tguvct." ownvkrnkect" {" fkxkfkt""""""""""""

*
d

c
"uk"d"≠"2+0"Uk"dkgp"gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"tcekqpcngu"vkgpg"wpc"ow{"dwgpc"

guvtwevwtc"rctc"tgcnk|ct" ncu"fkhgtgpvgu"qrgtcekqpgu"swgfcp"cniwpcu"ukvwcekqpgu"

swg"pq"ug"rwgfgp"eqpukfgtct"fgpvtq"fg"ên"* 4 . 7 ."π."gpvtg"qvtqu+0""
Uwtigp"nqu"pûogtqu"kttcekqpcngu"rctc"fct"tgurwguvc"c"guvcu"kpuvcpekcu0""
Nqu"pûogtqu" kttcekqpcngu" *K+"ug"rwgfgp"gzrtguct"eqoq"pûogtqu"fgekocngu"fg"
kphkpkvcu"ekhtcu"fgekocngu"pq"rgtkôfkecu0"
Nqu" pûogtqu" kttcekqpcngu" wpkfqu" c" nqu" tcekqpcngu" fghkpgp" gn" eqplwpvq" fg" nqu"
pûogtqu"tgcngu"*T+0"
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{ }
"cnguTg"""

guKttcekqpcn

"Tcekqpcngu""""""

kquHtceekqpct

Gpvgtqu"""""
Pgicvkxqu

2
Pcvwtcngu

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

"

"
Nqu" pûogtqu" tgcngu" eworngp" rtqrkgfcfgu" eqortgpfkfcu" gp" vtgu" ecvgiqtîcu<"
rtqrkgfcfgu" cnigdtckecu." rtqrkgfcfgu" fg" qtfgp" {" fg" eqorngvkvwf0" Ncu"
rtqrkgfcfgu" cnigdtckecu" guvcdngegp" swg" nqu" pûogtqu" tgcngu" rwgfgp" ugt"
uwocfqu." tguvcfqu."ownvkrnkecfqu" {" fkxkfkfqu" *gzegrvq" rqt" egtq+" qdvgpkêpfqug"
qvtq"pûogtq"tgcn0"
"
Nqu"pûogtqu"tgcngu"{"nc"tgevc"tgcn"
Gp"nc"igqogvtîc"cpcnîvkec"gn"rcuq"korqtvcpvg"hwg"guvcdngegt"wpc"eqttgurqpfgpekc"
gpvtg" nqu" pûogtqu" tgcngu" {" nqu" rwpvqu" fg" nc" tgevc0" Gzkuvg" wpc" eqpfkekôp" swg"
eworngp"nqu"pûogtqu"tgcngu" nncocfc"czkqoc"fg"eqorngvkvwf"swg"ictcpvk|c"wpc"
eqttgurqpfgpekc"dkwpîxqec"*wpq"c"wpq+"gpvtg"gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"tgcngu"
{"gn"eqplwpvq"fg"rwpvqu"gp"nc"tgevc"q"glg0"C"ecfc"pûogtq"tgcn"ng"eqttgurqpfg"wp"
ûpkeq"rwpvq"uqdtg"nc"tgevc"{"c"ecfc"rwpvq"gp"nc"tgevc"q"glg"ug"ng"cuqekc"wp"ûpkeq"
pûogtq" tgcn0" Eqoq" ug" qdugtxc" gp" gn" itâhkeq." ug" gnkig" wp" rwpvq" fg" tghgtgpekc"
ctdkvtctkq"uqdtg"nc"tgevc"cn"swg"ug"fgpqokpc"qtkigp0"Ug"ugngeekqpc"cfgoâu"wpc"
wpkfcf"fg"nqpikvwf"rctc"ogfkt"fkuvcpekcu0"Ug"gnkig"vcodkêp"wp"ugpvkfq"c"nq"nctiq"
fg" nc" tgevc"c" nc"swg"ug" nncoc"rqukvkxq"{"ug"eqpukfgtc"eqoq"pgicvkxq"cn"ugpvkfq"
qrwguvq0" C" ecfc" pûogtq" tgcn" gpvqpegu" ug" ng" cuqekc" wp" rwpvq" fg" nc" tgevc"
vgpkgpfq"gp"ewgpvc"nq"ukiwkgpvg<"
" •"ug"cuqekc"cn"qtkigp"gn"pûogtq"2."
" •"ug"cuqekc"c"ecfc"pûogtq"rqukvkxq"r"wp"rwpvq"swg"guvâ"c"wpc"fkuvcpekc"
fg"r"wpkfcfgu"fgn"qtkigp"gp"nc"fktgeekôp"rqukvkxc."
" •"ug"cuqekc"c"ecfc"pûogtq"pgicvkxq"−r"gn"rwpvq"swg"guvâ"c"r"wpkfcfgu"fg"
fkuvcpekc"fgn"qtkigp"gp"nc"fktgeekôp"pgicvkxc0"

"
Nqu" rwpvqu" gp" nc" tgevc" ug" kfgpvkhkecp" eqp" nqu" pûogtqu" swg" tgrtgugpvcp0" Gn"
pûogtq"tgcn"swg"ng"eqttgurqpfg"c"wp"rwpvq"fg"nc"tgevc"ug"fgpqokpc"eqqtfgpcfc"
q"cduekuc"fgn"rwpvq"{"nc"tgevc"tgekdg"gn"pqodtg"fg"tgevc"tgcn."tgevc"eqqtfgpcfc."
tgevc"pwoêtkec"q"tgevc"fg"nqu"pûogtqu"tgcngu0"Vcodkêp"ug"nc"eqpqeg"eqoq"glg"
eqqtfgpcfq"q"glg"tgcn0"
Gn"eqplwpvq"fg"nqu"tgcngu"ewdtg"q"eqorngvc"nc"tgevc"ukp"fglct"›jwgequfi0""
""
Glgornq0"

"
" "
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Qtfgp"
Nqu"pûogtqu"tgcngu"guvâp"qtfgpcfqu"ewornkgpfq"uônq"wpc"fg"ncu"chktocekqpgu"
ukiwkgpvgu<"fcfqu"fqu"pûogtqu"tgcngu"c"{"d"rwgfg"ugt"swg"c"ugc"ogpqt"swg"d."c"
ugc"oc{qt"swg"d"q"c"ugc"kiwcn"c"d0"
Rwgfg"qdugtxctug"gp"nc"tgevc"swg"c"<"d"uk"{"uônq"uk"gn"rwpvq"swg"tgrtgugpvc"cn"
pûogtq"c"guvâ"c"nc"k|swkgtfc"fgn"rwpvq"swg"tgrtgugpvc"cn"pûogtq"d0"

"
Cpânqicogpvg."c">"d"uî"{"uônq"uî"gn"rwpvq"swg"tgrtgugpvc"cn"pûogtq"c"ug"jcnnc"c"
nc"fgtgejc"fgn"swg"tgrtgugpvc"c"d0""

"
Uk"c"="d."nqu"rwpvqu"ug"uwrgtrqpgp0"

"
" " "
Nc" tgncekôp" fg" qtfgp" swgfc" guvcdngekfc" vgpkgpfq" gp" ewgpvc" swg" gn" rwpvq" c"
rtgegfg"cn"rwpvq"d"uk"gn"pûogtq"tgcn"c"gu"ogpqt"swg"gn"pûogtq"tgcn"d"*c"<"d+0"
"
Fgukiwcnfcfgu"
Nqu"gpwpekcfqu"c">"d"{"c"<"d."lwpvq"eqp"ncu"gzrtgukqpgu""c"≤"d""*c"<"d""q""c"="d+""{"
c"≥"d"*c">"d"q"c"="d+"ug"eqpqegp"eqoq"fgukiwcnfcfgu0"Ncu"rtkogtcu"ug"nncocp"
fgukiwcnfcfgu"guvtkevcu"{"ncu"ugiwpfcu."fgukiwcnfcfgu"pq"guvtkevcu"q"cornkcu0"
Gp" pwogtqucu" qrqtvwpkfcfgu" {" ukvwcekqpgu" eqvkfkcpcu" uwtig" nc" pgegukfcf" fg"
eqorctct" fqu" ecpvkfcfgu" {" guvcdngegt" wpc" tgncekôp" gpvtg" gnncu0" Ncu"
fgukiwcnfcfgu" ug" eqorqtvcp"ow{" dkgp" eqp" tgurgevq" c" nc" uwoc" rgtq" ug" fgdg"
vgpgt"ewkfcfq"gp"gn"ecuq"fg"nc"fkxkukôp"{"nc"ownvkrnkecekôp0"
"
Glgornqu0"
" •"Uk"4"<"7"gpvqpegu""4"-"6"<"7"-"6."gu"fgekt."8"<";"
"
" •"Uk":">"5"gpvqpegu":"−"6">"5"−"6."guvq"gu."6">"−3"
"
" •"Uk"9"<"32"gpvqpegu"905"<"3205."gu"fgekt."43"<"52"
"
" •"Uk"9"<"32"gpvqpegu"90"*−5+">"320*−5+."guvq"gu"−"43">"−"52"
" "

•"Uk"8">  4"gpvqpegu"8"0"4">  6 . 4."gu"fgekt."34">":"
"
" •"Uk"8">  4"gpvqpegu"8"0"*−4+">  6 . *−4+."guvq"gu"−34"<"−:" "
"
Gp"nqu"fkhgtgpvgu"glgornqu"ug"qdugtxc"swg<"
" •"cn"uwoct"wp"okuoq"pûogtq"c"codqu"okgodtqu"fg"wpc"fgukiwcnfcf."gn"
ugpvkfq"fg"nc"okuoc"ug"ocpvkgpg."
" "
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""""""""""•"cn" tguvct"wp"okuoq"pûogtq"c"codqu"okgodtqu"fg"wpc"fgukiwcnfcf."gn"
ugpvkfq"fg"nc"okuoc"ug"ocpvkgpg."
" •" nc" ownvkrnkecekôp" rqt" wp" pûogtq" rqukvkxq" ocpvkgpg" gn" ugpvkfq" fg" nc"
fgukiwcnfcf."
" •" nc" ownvkrnkecekôp" rqt" wp" pûogtq" pgicvkxq" kpxkgtvg" gn" ugpvkfq" fg" nc"
fgukiwcnfcf0"
Ug"rwgfgp"gpwpekct"cniwpcu"rtqrkgfcfgu"tgncekqpcfcu"eqp" ncu"fgukiwcnfcfgu0"
Ugcp"c."d"{"e"pûogtqu"tgcngu"ewcnguswkgtc<"
" •"Uk"c"<"d"gpvqpegu"c"-"e"<"d"-"e"
" •"Uk"c"<"d"{"e">"2"gpvqpegu"c0e"<"d0e"
" •"Uk"c"<"d"{"e"<"2"gpvqpegu"c0e">"d0e"
"
Ewcpfq"ug"xgtkhkec"swg""c"<"d"""{"""d"<"e."fgekoqu"swg"d"guvâ"eqortgpfkfq"gpvtg""
c"{"e0"Gp"uîodqnqu"c"<"d"<"e0""
Vqfcu" ncu" fghkpkekqpgu" {" rtqrkgfcfgu" uqp" vcodkêp" xânkfcu" rctc" ncu"
fgukiwcnfcfgu">."≤""{""≥0""
"
Kpgewcekqpgu"
Wpc" kpgewcekôp" gu" wpc" fgukiwcnfcf" gp" nc" swg" crctgegp" wpq" q" oâu" xcnqtgu"
fgueqpqekfqu0"Tguqnxgtnc"gu"gpeqpvtct"gn"eqplwpvq"fg"vqfqu"nqu"pûogtqu"tgcngu"
rctc"nqu"ewcngu"gu"xgtfcfgtc0"
Rctc"tguqnxgt"wpc"kpgewcekôp"ug"wvknk|cp"ncu"rtqrkgfcfgu"fg"ncu"fgukiwcnfcfgu"{"
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Distancia entre dos puntos 
El concepto de valor absoluto permite definir la distancia entre dos puntos 

cualesquiera de la recta real. Por ejemplo, la distancia entre los puntos de 

abscisas 3 y 8, es 5. 

Esta distancia se obtiene al restar las coordenadas de los puntos: 8 − 3 = 5. 

Utilizando valor absoluto ⏐8 − 3⏐ = 5. Como ⏐3 − 8⏐ también es 5, se concluye 

que no importa el orden en el que se realice la resta. 

 

             

 

De la misma manera si se desea determinar la distancia entre los puntos de 

abscisas −2 y  5: 

 

⏐5 − (−2)⏐ = ⏐5 + 2⏐ = ⏐7⏐ = 7 

⏐ −2 − 5)⏐ = ⏐−7⏐ =  7 

 

 
 

Para calcular la distancia entre dos puntos ubicados a la izquierda del origen, se 

obtiene: 

 

⏐−3−(−2)⏐ = ⏐−3+2⏐ = ⏐−1⏐ = 1 

⏐−2−(−3)⏐ = ⏐−2+3⏐ = ⏐1⏐ = 1 

 
 

 

Definición. Sean a y b las coordenadas o abscisas de los puntos A y B sobre la 

recta real. La distancia entre ellos está dada por d(A, B) = ⏐a − b⏐ = ⏐b − a⏐ 

                          
Se puede observar que la distancia entre el origen O y el punto A está dada por: 

 

 

d(A, 0) = ⏐a − 0⏐ = ⏐0 − a⏐ = ⏐a⏐ 

        
El concepto de valor absoluto de un número se emplea en algunas definiciones 

importantes en el estudio del Cálculo. Se resolverán ecuaciones e inecuaciones 

en las que interviene dicho concepto. 

 

Ejemplos. Determine él o los valores de x que verifican cada igualdad o 

desigualdad: 
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 • ⏐x⏐ = 3 

Desde el punto de vista geométrico ⏐x⏐ = 3 significa que la distancia del o los 

valores de x al cero debe ser tres. De aquí resulta que las soluciones de esta 

ecuación son x = 3 y x = −3.  

S = {3 ; –3} 

  
 

 •⏐x⏐ < 3 

En este ejemplo se deben considerar todos los números que distan del origen 

menos de tres unidades. 

La solución de la inecuación son todos los números reales entre −3 y 3, es decir, 

−3 < x < 3.  

Resulta el intervalo abierto (−3, 3).  

  

S = {x / −3 < x < 3} = (−3, 3) 
 

  

• ⏐x⏐ ≤ 3  

Los valores de x que satisfacen la desigualdad son todos los que se encuentran 

a una distancia del cero menor o igual a tres. Por lo tanto el conjunto solución 

está formado por –3, 3 y todos los números reales comprendidos entre ellos. 

Resulta el intervalo cerrado [−3, 3]. 

S = { x / −3 ≤ x ≤ 3} = [−3, 3] 

  

  

•⏐x⏐ > 3 

Realizando el mismo análisis que en los ejemplos anteriores, resulta que los 

valores de x que verifican la desigualdad son aquellos que están a más de 3 

unidades del origen. La solución es el conjunto de los números reales mayores 

que 3 o menores que −3. La solución se puede escribir como unión de dos 

intervalos abiertos:  (−∞, −3) ∪ (3, ∞).  

S = { x / x < −3 ó x > 3} = (−∞, −3) ∪ (3, ∞). 

               
 • ⏐x⏐ ≥ 3  

La solución es el conjunto de números reales mayores o iguales que 3 ó 

menores o iguales que −3. 

Así, ⏐x⏐ ≥ 3  ⇔  x ≤  −3  ó  x ≥ 3. 

Utilizando la notación de intervalos podemos escribir (−∞, −3] ∪ [3, ∞). 

S = { x /  x ≤  −3  ó  x ≥ 3} = (−∞, −3] ∪ [3, ∞) 
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Resumiendo todas las situaciones en un mismo gráfico resulta: 

                     
De estos ejemplos se deducen las siguientes propiedades: 

 

Propiedad 1. Sea k ∈ R tal que k > 0, ⏐a⏐= k ⇔ a = k ó a = −k. 

                                                                   
                                                      

Propiedad 2. ⏐a⏐ < k ⇔ −k < a < k 
 

 

Esta propiedad también es válida al considerar la desigualdad “≤ “ 

⏐a⏐≤ k ⇔ −k ≤ a ≤ k 
 

   

 

Propiedad 3. ⏐a⏐ > k ⇔ a < −k  ó  a > k

  

 

También vale para “≥“ 

      

⏐a⏐≥ k ⇔  a ≤ −k  ó  a ≥ k. 

 
 

Ejemplos. Resuelva las siguientes igualdades y desigualdades. 

 • ⏐x − 2⏐ = 8 

Por propiedad 1 puede ocurrir que x − 2 = 8  ó   x − 2 = −8 y resulta que  x = 10  

ó  x = −6. 

Desde el punto de vista geométrico los 

puntos de abscisas 10 y −6 están 

ubicados a 8 unidades de 2.  

 

 • ⏐x − 3⏐≤ 7 

Teniendo en cuenta la propiedad 2:   

 −7 ≤  x − 3  ≤  7   ⇒    −7 + 3  ≤  x  ≤  7 + 3   ⇒   −4  ≤  x  ≤  10 

La solución es el intervalo cerrado [−4, 10]. Geométricamente representa el 

conjunto de puntos de la recta cuya distancia a 3 es menor o igual que 7. 

            
 

 • ⏐x + 4⏐ > 5 
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Según la propiedad 3 resulta:    x + 4 > 5    ó    x + 4 < −5 

            x > 1    ó          x < −9 

Geométricamente representa el conjunto de puntos de la recta cuya distancia a 

−4 es mayor que 5. La solución está representada por la unión de los intervalos 

abiertos: (−∞, −9) ∪ (1,∞). 

 
 

• 0 <⏐x − 5⏐< 3 

Debemos encontrar los valores de x que verifican al mismo tiempo⏐x − 5⏐< 3  y 

⏐x − 5⏐> 0. 

La primera desigualdad implica: 

− 3 < x − 5 < 3   ⇒   − 3 + 5 < x < 3 + 5    ⇒    2 < x < 8  

Además se debe verificar que 0 < ⏐x − 5⏐. Como el valor absoluto es siempre 

positivo o nulo, los únicos valores de x que no verifican la desigualdad anterior 

son los que anulan ⏐x − 5⏐. 

Resolver⏐x − 5⏐> 0 es equivalente a resolver ⏐x − 5⏐ ≠ 0, de donde, x ≠ 5. 

La solución es la unión de dos intervalos (2, 5) ∪ (5, 8). Geométricamente 

representa el conjunto de puntos de la recta cuya distancia al 5 es menor que 3 

pero distinta a 0.  

 
                       

 Ejemplo. Sea el conjunto C = {x / x ∈ R ∧ ⏐3x − (x − 6)⏐≤ 5}. Grafíquelo e 

indique el intervalo que determina. 

 

Aplicando la propiedad ⏐a⏐ < k ⇔ −k < a < k  y resolviendo se obtiene:    

−5 ≤ 3x − (x − 6) ≤ 5    ⇒    −5 ≤  3x − x + 6 ≤ 5    ⇒   −5 ≤ 2x + 6 ≤ 5   ⇒    

−5 − 6 ≤  2x  ≤ 5 − 6    ⇒    −11 ≤  2x  ≤  −1    ⇒   
2

1
  x   

2

11
−≤≤−  

La solución es el conjunto de todos los números reales comprendidos entre 

2

11
−  y 

2

1
− , incluidos los extremos que representa el intervalo cerrado 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−
2

1
 ,

2

11
. 

Su gráfica es: 

 
            

 

Ejemplo. Sea el conjunto F = {x / x ∈ R ∧ ⏐3x − (m − x)⏐< 3}. Determine el valor 

de m para que resulte el conjunto de todos los números reales que están a 

menos de 
4

3
 unidades de distancia de  −

2

1
. 
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Representando gráficamente todos los valores de x que están a menos de 
4

3
 

unidades de distancia de −
2

1
 resulta el intervalo ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
4

1
 ,

4

5
, o sea 

4

1
x

4

5
<<− . 

 
Para encontrar el valor de m, se resuelve la desigualdad:    

⏐3x − m + x⏐< 3   ⇒  ⏐4x − m⏐< 3   

Sacando factor común 4 y aplicando las propiedades del valor absoluto:  

3
4

m
x4 <−   ⇒   

4

3

4

m
x <−  

Por lo tanto 
2

1

4

m
−=    ⇒    m = −2. 

O también:      ⏐3x − m + x⏐< 3   ⇒  ⏐4x − m⏐< 3   ⇒   −3 < 4x − m < 3   ⇒    

⇒ 
4

m3
x

4

m3 +
<<

+−
 

Por lo tanto debe verificarse 
4

m3 +−
 = 

4

5
−  y  

4

m3 +
 = 

4

1
.  

Resolviendo la primera se obtiene: 

 
4

m3 +−
 = 

4

5
−     ⇒    −3 + m = − 5    ⇒    m = −5 + 3    ⇒     m = −2. 

Este valor de m verifica la otra igualdad, por lo tanto para que el conjunto F 

represente el conjunto pedido, m = −2. 

 

Ejemplo. Sea el conjunto D = {x / x ∈ R ∧ 0 <⏐(x − 1).2 − x⏐< 4}. Grafíquelo e 

indique el o los intervalos que determina. 

 

Si 0 <⏐(x − 1).2 − x⏐< 4   ⇒   0 <⏐2x – 2 – x⏐< 4   ⇒   0 <⏐x – 2⏐< 4. 

Para resolver esta desigualdad se debe tener en cuenta que ⏐x − 2⏐< 4 y a la 

vez ⏐x − 2⏐> 0. De acuerdo a la propiedad 2 de valor absoluto resulta:   

⏐x − 2⏐< 4   ⇒   −4 < x −2 < 4   ⇒    −4 + 2 <  x < 4 + 2   ⇒    −2 < x < 6 

La desigualdad ⏐x − 2⏐> 0 se verifica para todo valor real de x excepto para el 

que la diferencia x − 2 es nula.  

La inecuación ⏐x − 2⏐> 0  es equivalente a  x − 2 ≠ 0. 

La solución es el conjunto de los números reales excepto el valor 2 (x ≠ 2). 

Teniendo en cuenta las soluciones obtenidas de ambas desigualdades, se 

puede  decir que el conjunto solución está formado por todos los números reales 

comprendidos entre –2 y 6 excepto 2 que se puede expresar como la unión de 

dos intervalos, (−2, 2) ∪ (2, 6). 
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Ejemplo. Encuentre el valor de m de manera tal que la desigualdad                    

0 < ⏐x + 2m⏐ < −8m  tenga como solución a (–3, 1) ∪ (1, 5). 

 

Los números reales pertenecientes a (–3, 1) ∪ (1, 5) son los que verifican          

−3 < x < 5  y   x ≠ 1. 

La expresión ⏐x + 2m⏐ < −8m se verifica para todos los valores de x que están a 

una distancia menor que −8m  de −2m. Por lo tanto −2m = 1  y   −8m = 4, de 

donde resulta m = 
2

1
− .       

También se puede encontrar el valor de m resolviendo la desigualdad dada. 

A partir de⏐x + 2m⏐ < −8m se obtiene: 

8m < x + 2m < −8m     ⇒    8m − 2m <  x < −8m − 2m   ⇒    6m <  x < −10m   

Además, de la expresión ⏐x + 2m⏐ > 0, se deduce: x + 2m ≠  0 ⇒  x ≠ −2m 

Comparando las desigualdades, se debe cumplir que:  6m = −3  y −10m = 5, de 

donde m = 
2

1
− .   

Se verifica además que para m = 
2

1
−  el valor de x resulta distinto de 1. 

 

 
EJERCICIOS 
 
1) Usando el concepto de valor absoluto defina cada intervalo (o par de 

intervalos) sobre la recta real: 

a)                                             b) 

 
c)      d) 

  
             

2) Escriba como intervalo o unión de intervalos las siguientes expresiones. 

Interprete gráficamente. 

 a) ⏐x + 1⏐ ≤ 3   b) ⏐x − 1⏐ ≥ 2 

 c) 0 < ⏐x − 2⏐ < 5   d) ⏐x⏐ < 4 

3) Escriba los siguientes intervalos o unión de intervalos como desigualdades 

utilizando notación de valor absoluto. Represente sobre la recta real. 

 a) (4, 10)    b) (−7, −5) ∪ (−5, −3)   

 c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

9
,44,

2

7
   d) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4

5
,

4

11
 

 
RESPUESTAS 
1)a) ⏐x − 1⏐ < 3 b) ⏐x⏐ ≥ 1 c) 0 < ⏐x − 5⏐ < 2 d) ⏐x + 1⏐ > 2 

2)a) [−4, 2]     b) (−∞,−1] ∪ [3, ∞) 
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c) (−3, 2) ∪ (2, 7)    d) (−4, 4) 

  
3)a) | x – 7 | < 3    b) 0 < | x + 5 | < 2  

 

c) 
2

1
4x0 <−<     d) 

4

3
2x <+  

  
       

 

EJERCICIOS  INTEGRADORES 1.2 NÚMEROS REALES Y LA RECTA REAL 
 

1) Use el concepto de valor absoluto para definir cada intervalo (o par de 

intervalos) sobre la recta real. 

a)     b) 

  
c)     d) 

 
       e) Todos los números que distan por lo menos 8 unidades del 5. 

 f) Todos los números que distan a lo sumo 5 unidades del 11. 

2) Complete el siguiente cuadro: 

 
 

Notación Conjuntista 
 

Intervalo

 

Gráfica 

a 
 ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤

2

5
x/x    

b  (−2, 1]  

 

c ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−

2

1
2x/x    

 

d 
  

 
3) Escriba como intervalo los conjuntos: 

 a) { }53x2 / xS <−=    b) { }31x / xE >−=  

4) Encuentre el valor de m para que los valores de x que verifican |2(x + m)| < 5 

pertenezcan al intervalo (−4, 1). 

5) Halle el valor positivo de a de manera tal que los valores de x que verifican 

|ax − 8| < 2 representen todos los números que se encuentran a menos de una 

unidad de distancia de 4. 
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PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE 
 
1) La notación conjuntista del intervalo (–2, 1] es:  

a) {x/ x > –2 ∨ x ≤ 1}  b) {x/ x ≥ –2 ∧ x < 1}  

c) {x/ x > –2 ∧ x ≤ 1}  d) {x/ –2 < x < 1} 

2) El intervalo real (–2, ∞) puede escribirse: 

a) {x/ x < –2}     b) {x/ x > –2} c) {x/ x ≤ –2}  d) {x/⏐x⏐> –2} 

3) El conjunto {x/⏐x⏐< 5} corresponde al intervalo: 

a) [–5, 5]          b) (–5, 5)    

c) (–∞, –5) ∪ (5, ∞)    d)  (–5, 5]  

4) Un intervalo semiabierto a izquierda es: 

a) (–2, 3]  b) (–2, 3)  c) [–2, 3)  d) [–2, 3] 

5) La interpretación gráfica del intervalo real {x/ −1 ≤ x < 3} es: 
a)      b) 

  
c)      d)  

  
6) La solución de la inecuación ⏐x – 2⏐ ≤ 3 es el conjunto de los números reales 

x tales que: 

 a) –5 ≤ x ≤ 1    b) x ≤ –1 ∨ x ≥ 5    

c) –1 ≤ x ≤ 5    d) x < –1 ∨ x > 5 

7) La expresión ⏐x − 2⏐ < 3 indica todos lo números reales que se encuentran a: 

a) más de 3 unidades del 2 en la recta numérica 

b) menos de 2 unidades del 3 en la recta numérica 

c) menos  de 3 unidades del 2 en la recta numérica 

d) más de 2 unidades del 3 en la recta numérica 

8) La expresión ⏐x + 5⏐ > 2 indica todos lo números reales que se encuentran a: 

a) menos de 2 unidades del −5 en la recta numérica 

b) más de 2 unidades del  −5 en la recta numérica 

c) más de 5 unidades del 2 en la recta numérica 

d) menos de 5 unidades del 2 en la recta numérica 

9) El conjunto A = {x/ 2 < x < 6 ∧ x ≠ 4} se puede escribir como: 

a) ⏐x − 4⏐ < 2    b) 0 < ⏐x − 4⏐ < 2  

c) 0 < ⏐x − 2⏐ < 4   d)  0 < ⏐x + 4⏐ < 2 

10) El conjunto B = {x/ 1 < x ≤ 5} se puede expresar: 

 a) [1, 5]  b) (1, 5)
  c) [1, 5)     d) (1, 5]           

11) La gráfica dada representa: 
 

a) (−2,4)            b) [−2, 4]  
      
c)  (−2, 1) ∪ (1, 4)   d) (−2, 4] 

12) Para que la expresión ⏐x + a⏐ < m represente el intervalo (−2, 8) debe ser: 

a) a = 3;  m = 5        b) a = −3;  m = 5        

c) a = 5;  m = 3   d)  a = −5;  m = 3 
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13) La gráfica representa: 
 

a) (−2, 1) ∪ (1, 4]   b) (−2, 1] ∪ (1, 4)       
c) (−2, 1) ∪ (1, 4)   d) (−2, 4) 

14) La gráfica del conjunto solución de la desigualdad ⏐4x + 2⏐ ≥ 10 es: 

a)      b)  

  
c)            d) 

  

15) La notación conjuntista de ⏐x − b⏐ < k es: 

 a) {x/ b − k ≤ x ≤ b + k}  b) {x/ b − k < x < b + k} 

 c) {x/  x/ b − k < x ≤ b + k } d) {x/ k − b ≤ x ≤ k + b} 
16) La gráfica representa: 

 
a) todos los números reales que se encuentran a menos de 3 unidades 

del 1 

b) todos los números reales que se encuentran a más de 3 unidades del 1 

c) todos los números reales que se encuentran a 3 o menos de 3 

unidades del 1 

d) todos los números reales que se encuentran a 3 o  más de 3 unidades 

del 1 

 

 

AUTOEVALUACIÓN  
 
1) Escriba como intervalo los siguientes conjuntos de números reales: 

 a) A = {x / −1 < x < 5}    b) B = {x / ⏐x + 1⏐ ≤ 4} 

 c) C = {x / −1 < x < 5 ∧ x ≠ 2}   d) D = {x / ⏐x − 1⏐ > 4} 

 e) E = {x / x
2
 + 2x > 3}    f) F = {x / x

2
 + 2x ≤ 3} 

2) Encuentre el valor de k (k > 1) de modo que la expresión ⏐kx − (x + 1)⏐ < 3 

represente el intervalo (−2, 4).                                        

3)  Sea el conjunto A = {x / x ∈ R ∧ ⏐2.(1+ x) + m⏐ ≤ 3} . Determine el valor de m 

para que represente el intervalo [−2 , 1].  
4)a) Utilice el concepto de valor absoluto para expresar simbólicamente “todos 

los números reales que distan como mínimo 3 unidades del −2.” 

b) Halle todos los valores de x reales que verifican esta afirmación. 

c) Escriba la solución en notación conjuntista y como intervalo. 
5)a) Exprese en lenguaje coloquial la expresión ⏐x − 4⏐ < 5. 

b) Escriba la solución en notación conjuntista y como intervalo. 
 
 
EJERCICIOS DE REPASO  

 

1) Exprese en notación conjuntista e interprete gráficamente sobre la recta real 

los siguientes intervalos: 
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 a) [ ]4 ,3    b) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
2

7
  1,       c) ( −4, −1)   d) [2, ∞)  e)  (−∞, −4) 

2) Escriba como intervalo o unión de intervalos los siguientes conjuntos de 

números reales: 

   a) A = {x / 2 ≤ x ≤ 4}   b) B = {x / x > −1 ∧ x ≤ 3}  

 c) C = {x / −7 ≤ x < −2}   d) D = {x/ −1 < x < 3}  

 e) F = {x / −3 < x < 1 ∧  x ≠ −1}   f) G = {x / −3 < x < −1} 

 g) H = {x / ⏐x − 2⏐ < 5}   h) M = {x / ⏐x + 2⏐≤ 3}  

 i) N = { x / 0 < ⏐x − 3⏐ < 1}  j) P = {x / 0 < ⏐x + 4⏐ < 2}  

k) O = {x / x
2
  − 4x + 2 < 2}  l) Q =  {x / x

2
  − 4x + 2 > 2} 

3) Halle los valores de x que verifican  0 < ⏐2(x − 3⏐ < 6. Escriba el resultado 

como intervalo. 

4) Determine los valores de x que satisfacen 0 < ⏐2x + 1⏐ < 1. 
5) Calcule el valor de k > 0, de manera tal que la solución de                     

⏐3 + (2kx + 1) − kx⏐< 3 resulte el conjunto de todos los números reales que 

están a menos de 
2

3
 unidades de –2. 

6) Complete: 

Notación Conjuntista Intervalo Gráfica 

a)  {x/ −1 ≤  x < 4}      

b)   (5, 9)   

c)  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<− 2
2

1
x /x  

    

d)   (−2, 1) ∪ (1, 4)   

e)      
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2. LÍMITE DE FUNCIONES 
 

 

2.1 Noción intuitiva de límite.  
    

2.2 Definición de límite de una función y propiedades. 
  

2.3 Límites infinitos y límites en el infinito. 
   

2.4 Límites indeterminados. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“Tal es la ventaja de un lenguaje bien construido que 
simplifique la notación que a menudo se convierte en 
una fuente de profundas teorías.” 

        P. S. Laplace 
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El límite de una función es uno de los conceptos más importantes del cálculo y 

es imprescindible para dar solución a problemas tales como: 

• calcular la razón de cambio instantánea entre dos magnitudes. 

• hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de una función en 

un punto determinado de la misma. 

• determinar el área limitada por una curva.  

Con el desarrollo de los diferentes contenidos nos proponemos como objetivos: 

• Comprender la noción intuitiva de límite. 

• Visualizar, a partir de la representación gráfica de una función, la existencia o 

no del límite. 

• Definir límite. 
• Calcular límites aplicando métodos algebraicos. 
• Aplicar las propiedades de los límites en el cálculo de los mismos. 
• Hallar límites infinitos. 
El concepto de límite se presenta primero de manera intuitiva y luego 

formalmente.  

 

2.1 Noción intuitiva de límite 
Actividad de reflexión.  

Dada la función f : R → R / f(x) = x
2
 − 3x. Complete la siguiente tabla calculando 

las imágenes de los valores de x considerados menores y mayores que −1. 

 

            
x −1,01 −1,001 −1,0001 ... −1 … −0,9999 −0,999 −0,99 

f(x)    ...  ...    

                             
 

¿Qué puede observar? Represente gráficamente la función dada. A partir de los 

resultados de la tabla y del análisis de la gráfica, analice el comportamiento de 

la función cuando x se aproxima a  −1. 

¿Es posible calcular el valor de la función directamente en x = −1 y evitar la 

construcción de la tabla? 

 

Se observa que cuando x se aproxima a  −1 por valores menores que él, los 

valores de la función se aproximan a 4. De la misma manera, cuando se eligen 

valores de x que se aproximan a −1 por valores mayores que él, la función se 

aproxima a 4. 

 

Los valores de la función están próximos a 4 para valores de x suficientemente 

cercanos a −1. No interesa el valor de la función cuando x es igual a –1. 
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Este comportamiento de la función 

puede observarse gráficamente: 

 

 
 

Todo lo anterior puede expresarse de la siguiente manera: “el límite de la 

función (x
2
 − 3x) es 4 cuando x tiende a  −1.” 

Simbólicamente: ( ) 4x3xlím 2

1x
=−

−→
. 

 

En este ejemplo se puede calcular la imagen de la función en x = −1.  

f(−1) = (−1)
2

  − 3.(−1) = 4, valor que coincide con el límite, pero esto no sucede 

para todas las funciones. 

 

Actividad de reflexión.  

Sea la función  f(x) = 
1x

3x3 2

−
−

 cuyo dominio es D = {x / x ∈ R ∧ x ≠ 1}. ¿A qué 

valor se acerca f(x) cuando x se aproxima a 1? 

Complete las siguientes tablas y corrobore lo hallado observando la 

representación gráfica de la función. 

 

                   x < 1                     x > 1 

x f(x)    x f(x) 

0,9      1,1   

0,95      1,05   

0,99      1,01   

0,995      1,005   

0,999      1,001   

 

Si completó las tablas seguramente pudo observar que cuando x se acerca a 1 

por derecha o izquierda, los valores de la función se aproximan a seis     

(tienden a 6). 

Esto se expresa de la siguiente manera:   = 6  y se lee: "límite de la 

función f(x) cuando x tiende a 1 es igual a 6”. 

)x(flím
1x→
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La función no está definida en x = 1, pero sin embargo, cuando x toma valores 

cada vez más próximos a uno, tanto por izquierda como por derecha, el valor al 

que tiende la función es seis.  

¿Coinciden estas observaciones con sus respuestas? ¿Lo puede corroborar 

gráficamente? 

 

Definición. El límite de la función f(x) cuando x tiende al número real “a” es igual 

al número real L si al aproximarse x a "a" por la izquierda y por la derecha, 

siendo x ≠ a, resulta que f(x) se aproxima o incluso es igual a L. Se 

escribe: Lf(x)lím
ax

=
→

. 

 

La frase “por la izquierda y por la derecha” de la definición anterior es muy 

importante. La notación se utiliza para indicar el límite lateral por 

derecha y expresa el valor al que se aproxima f(x) cuando x tiende a a tomando 

valores mayores que a, es decir valores que se encuentran a su derecha. La 

notación se utiliza para indicar el límite lateral por izquierda y expresa 

el valor al que se aproxima f(x) cuando x tiende a a tomando valores menores 

que a, es decir valores que se encuentran a su izquierda. 

)f(xlím

a x
+→

)f(xlím

a x −→

Para que exista el límite de una función, deben existir los límites laterales y ser 

iguales. 

 

En la función analizada: 

 

• El número al cual tiende f(x) cuando x se aproxima a 1 por la izquierda se 

llama límite lateral por izquierda. Simbólicamente se escribe:  = 6. )x(flím
1 x
−→

 

• El número al cual tiende f(x) cuando x se aproxima a 1 por la derecha se llama 

límite lateral por derecha. Simbólicamente se escribe: = 6.  )x(flím

1 x 
+→

 

• Como ambos límites laterales son iguales se expresa:   = 6. )x(flím
1x→

 

Recuerde. Una función puede tener límite en un punto y no estar definida en ese 

punto. 
Nota. La definición de límite es intuitiva y no es precisa. La frase “se aproxima” 

no tiene un significado concreto, sino que depende del contexto. Para un 

mecánico que fabrica un pistón, cerca puede significar milésimas de centímetro. 

Para un astrónomo que estudia galaxias, cerca puede significar años luz. Sin 

embargo la definición estudiada resulta suficiente para evaluar límites de 

funciones específicas. 
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Ejemplo. Sea la función f : R → R definida por f(x) = . Grafíquela y 

determine los límites cuando x → 0

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
=

−

0  x si    1 

0   xsi   0 

0 <  xsi  1

+
 y x → 0

−
 . Extraiga conclusiones. 

 

Observando la gráfica se concluye que: 

• cuando x se acerca a 0 por derecha, es decir, por valores mayores que él, las 

imágenes tienden a 1.  

Entonces: 1)x(flím
0x

=
+→

. 

 • si x se acerca a 0 por números 

menores que él, es decir, por izquierda, 

las imágenes tienden a −1.   

Entonces = −1. f(x) lím
0x −→  

Como los límites laterales son distintos, no existe el límite de f(x) para x → 0. 

 

Ejemplo. Sea la función g : R − {2} → R / x → . Grafique la 

función, halle los límites cuando x → 2

⎩
⎨
⎧

>−
<−

2    xsix   3

2    xsi    1x

+
 , x → 2

−
 y extraiga conclusiones. 

 

La gráfica de la función es: 

           

Cuando x se aproxima a 2 por valores 

menores, es decir por la izquierda, lo 

que corresponde al primer tramo de la 

función, las imágenes tienden a 1.  

Entonces: ( ) 11xlím
2x

=−
−→

    

Cuando x se aproxima a 2 por valores mayores, es decir por la derecha, lo que 

corresponde al segundo tramo de la función, las imágenes también tienden a 1.  

Entonces:    ( ) 1x3lím
2x

=−
+→

 

Como los límites laterales existen y son iguales  .1)x(glím
2x

=
→

 

Ejemplo. Sea la función h : R → R / h(x) = . Grafique la 

función y determine la imagen del 1 y los límites cuando x → 1

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
<−

1    xsi    22x

1    xsi        3   

1    xsi   x1 2

+
 y x → 1

−
. 

 

En la gráfica se observa que la imagen del 1 es 3, es decir, h(1) = 3. 

Observando la gráfica, a medida que x se aproxima a 1 por la izquierda, la 

función se acerca a 0. Lo mismo ocurre cuando x se acerca a 1 por derecha.  
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Luego, ( ) 0x1lím 2

1x

=−
−→

  y ( ) 02x2lím
1x

=−
+→

. 

Como los límites laterales existen y son 

iguales, se concluye que: . 0)x(hlím
1x

=
→

 

Ejemplo. Sea la función m : R → R / m(x) = . Grafique la 

función y halle la imagen del 3 y los límites cuando x → 3

⎩
⎨
⎧

>
≤+

3    xsi     5   

3    xsix   2

+
 y x → 3

−
. 

 

La imagen de 3 es: m(3) = 2 + 3 = 5.  

 

Observando la gráfica, cuando x se 

aproxima a 3 por izquierda, las 

imágenes tienden a 5. Lo mismo 

ocurre cuando x se acerca a 3 por 

derecha. 

 

 

Entonces, 5)x(mlím
3x

=
−→

      y     5)x(mlím
3x

=
+→

 

Como los límites laterales existen y son iguales, se concluye que . 5)x(mlím
3x

=
→

 

Resumen. El límite de una función en un punto puede o no existir. Si existe, su 

valor es independiente de lo que ocurre con la función en el punto. En las 

siguientes tablas se analizan distintas situaciones: 

 

 

•  L)x(flím
ax

=
→

• la función no está definida en a,  

     a ∉ Df

 
• L)x(flím

ax
=

→
 

• la función está definida en a, existe 

f(a). 

• )a(f)x(flím
ax

≠
→
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•  L)x(flím
ax

=
→

• la función está definida en a, existe 

f(a). 

•  )a(f)x(flím
ax

=
→

 

 

 

 

 

En estos ejemplos se observa que el 

límite de la función f(x) cuando x tiende 

a “a” es el número L indepen-

dientemente del comportamiento de la 

función en el punto. 

 

 
• no existe  )x(flím

ax→

• la función está definida en a,  

existe f(a) =  
−

L

 

 
• no existe  )x(flím

ax→

• la función no está definida en a,       

a ∉ Df. 

 

• no existe  )x(flím
ax→

• la función está definida en a, existe 

f(a). 

En estos ejemplos se observa que a 

medida que x se aproxima a “a” por 

izquierda y por derecha los valores de 

f(x) no se aproximan a un mismo valor 

determinado. Independientemente del 

comportamiento de la función en el 

punto, no existe el límite de f(x) cuando 

x tiende a “a”. 
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Actividades de reflexión. 

1) Con respecto a la afirmación: “Se puede pensar en el límite de f(x) cuando x 

se acerca hacia a, como si fuera f(a)”. Critíquela. ¿Qué significa? ¿Hay algo 

confuso en ella? Rescríbala de manera de describir de mejor manera lo que es 

el límite. 

2) Compare la afirmación del ejercicio anterior con la siguiente: “El límite es una 

predicción de lo que será f(a)”. 

3) Analice a través de sus gráficas funciones donde se resuman las siguientes 

situaciones: el límite de una función en un punto puede o no existir; si existe, su 

valor es independiente de lo que ocurre con la función en el punto. 

 

 
EJERCICIO 
 

Observe las funciones definidas gráficamente y calcule, si existen, los límites 

pedidos para cada una: 

a)    b)         c) 

                        

)x(flím
2x +→

      )x(glím
1x +→

)x(hlím
3x +−→

)x(flím
2x −→

      )x(glím
1x −→

)x(hlím
3x −−→

)x(flím
2x→

        )x(glím
1x→

)x(hlím
3x −→

                  

RESPUESTAS 
a) 3  =

+→
)x(flím

2x

=
−→

)x(flím
2x

1   no existe   )x(flím
2x→

b)  3  =
+→

)x(glím
1x

=
−→

)x(glím
1x

3  =
→

)x(glím
1x

3 

c) =
+−→

)x(hlím
3x

 4 =
−−→

)x(hlím
3x

2   no existe   )x(hlím
3x −→

     

 
2.2 Definición de límite de una función y propiedades  
Para llegar a una definición formal del concepto de límite se retoma el ejemplo 

en el que, dada la función f(x) = 
1x

3x3 2

−
−

 con dominio D  = {x / x ∈ R ∧ x ≠ 1}, se 

obtuvo que  = 6. )x(flím
1x→
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Para profundizar el significado de la expresión f(x) tiende a 6  cuando x tiende a 

1, se estudiará el comportamiento de las distancias entre x y 1 y entre f(x) y 6. 

Se agregan a las tablas confeccionadas anteriormente dos columnas 

encabezadas por:  6f(x)   y   1x −− . 

 

x < 1 x > 1 

x f(x)  1x −   6)x(f − x f(x)  1x −  6)x(f −  

0,9 5,7 0,1 0,3 1,1 6,3 0,1 0,3 

0,95 5,85 0,05 0,15 1,05 6,15 0,05 0,15 

0,99 5,97 0,01 0,03 1,01 6,03 0,01 0,03 

0,995 5,985 0,005 0,015 1,005 6,015 0,005 0,015 

0,999 5,997 0,001 0,003 1,001 6,003 0,001 0,003 

 

Observando las tablas surge que cuando la función f(x) difiere de 6 en ±0,3, x 

difiere de 1 en ±0,1, y cuando la función difiere de 6 en ±0,003, x difiere de 1 en 

±0,001. Esto puede expresarse de otro modo diciendo que los valores de f 

pueden hacerse tan próximos a 6 como se quiera, tomando x suficientemente 

próximo a 1.  

Más precisamente, puede hacerse el valor absoluto de la diferencia  6)x(f −  

tan pequeño como se quiera, tomando suficientemente pequeño el valor 

absoluto de la diferencia,   1x − . 

Por ejemplo, si se desea que  6)x(f −  < 0,45 se debe tener en cuenta: 

 6)x(f −  = 6
1x

)1x()1x(3
6

1x

)1x(3
6

1x

3x3 22

−
−

+−
=−

−
−

=−
−

−
 

  6)x(f −  =  1x 3 )1x(3  3x3  63x3 −=−=−=−+   

  6)x(f −  = 3  1x 45,0 1x −⇒<−  <  0,15 

De esta manera, para que  6)x(f −  < 0,45 bastará con tomar:  

 15,0 1x <− siendo x ≠ 1. 

Así se ha probado que 45,0 6)x(f <−  siempre que 15,0 1x     1x <−∧≠ ; o 

bien, expresado de otra manera:  

)45,06 ; 45,06()x(f +−∈ siempre que 0,15)+1 ; 0,151(x 1 x −∈∧≠ . 

 

Resulta útil  visualizar  gráficamente esta situación. Para ello, se debe  tener  en  

cuenta  que, si x ≠ 1,  x − 1 ≠ 0  ⇒   f(x) =  3x3
1x

)1x)(1x(3

1x

3x3 2

+=
−

+−
=

−
−

. 

De esta manera, la gráfica de la función  f(x) = 
1x

3x3 2

−
−

 es la recta  y = 3x + 3 

excluido el punto (1, 4) pues la función no está definida para x = 1. 

Observamos que  6 – 0,45 < f(x) < 6 + 0,45 cuando 1 – 0,15 < x < 1 + 0,15 

siendo x ≠ 1.   
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La parte de gráfica encerrada entre las rectas verticales x  = 0,85 y x = 1,15 

también queda encerrada entre las rectas horizontales y = 5,55 e y = 6,45. 

El procedimiento realizado podría repetirse fijando otros valores para ⏐f(x) − 6⏐. 

A esos valores (positivos) se los llama, en forma genérica, ε (épsilon) y para 

cada uno de ellos se obtiene un valor δ (delta) también positivo, tal que 

6 − ε < f(x) < 6+ ε siempre que 1 − δ < x < 1+ δ, x ≠ 1.  

Utilizando notación de distancia: ⏐f(x) − 6⏐ < ε siempre que⏐x−1⏐ < δ  y x ≠ 1   

o en forma equivalente:  f(x) ∈ (6 − ε, 6 + ε) siempre que  x ∈ (1 − δ, 1 + δ), x ≠ 1  

 

El significado geométrico de la 

expresión  = 6 analizada 

puede interpretarse de la siguiente 

manera: dado el par de rectas 

horizontales  y = 6 − ε   e    y = 6 + ε, 

ε > 0, existe un par de rectas 

verticales x = 1 − δ y x = 1 + δ, δ > 0, 

tal que la parte de la gráfica de f que 

está encerrada entre las rectas 

verticales también queda encerrada 

entre las rectas horizontales.  

)x(flím
1x→

 

 
     

Definición de límite 
En estos momentos estamos en condiciones de pensar en una definición formal 

de límite. Revisemos lo desarrollado hasta ahora.  

 

Sea f una función y a un número real. No se exige que f esté definida en a pero 

sí  en  valores cercanos  a  “a”  tanto por  izquierda como por derecha  (esto nos  
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garantiza que podamos hablar de f(x) para todos los valores de x ≠ a que están 

suficientemente próximos a ”a”.  

 

Sabemos que decir que L)x(flím
ax

=
→

 significa que podemos hacer que f(x) esté 

tan próximo a L como queramos eligiendo x lo suficientemente cerca de a, pero 

x ≠ a. Esto es, según vimos:  

 

Enunciado informal 

⏐f(x) − L⏐ puede hacerse 

 arbitrariamente pequeño  

Enunciado considerando ε, δ 

Para cada ε > 0   que se pueda elegir,  

⏐f(x) − L ⏐ puede hacerse menor que ε  

siempre que  siempre que  

⏐x − a⏐ sea suficientemente pequeño 

pero distinto de cero. 

⏐x − a⏐ verifique la desigualdad  

 0 < ⏐x − a⏐ < δ para un δ 

 suficientemente pequeño. 

 

Teniendo en cuenta lo enunciado podemos ahora formular la definición de límite: 

 

 Sea f una función definida en un intervalo que contiene a “a”, excepto 

posiblemente, en el propio a. Decimos que L)x(flím
ax

=
→

 si dado ε > 0 (por 

pequeño que sea),  existe δ > 0  tal que  ⏐f(x) − L⏐ < ε para 0 < ⏐x − a⏐ < δ. 

 

o bien:  

 

Sea f una función definida en un intervalo que contiene a “a”, excepto 

posiblemente, en el propio a. Decimos que L)x(flím
ax

=
→

 si dado ε > 0  (por 

pequeño que sea),  existe δ > 0   tal  que  ⏐f(x) − L⏐ < ε   siempre  que  x ≠ a  y 

⏐x − a⏐ < δ. 
 

En general, el valor de δ que verifica la condición de la definición depende del 

valor de ε elegido previamente. Esto significa que, para cada ε que se elige, 

existe un δ que le corresponde.  

 

 

                                      ⇑                       ⇑                         ⇑                        ⇑  

 para cada ε > 0
existe un δ > 0 

tal que 
⏐f(x) − L ⏐< ε 

siempre que 

0 < ⏐x − a⏐ < δ 
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La definición establece que los valores de la función y = f(x) se aproximan al 

límite L conforme x lo hace al número a si el valor absoluto de la diferencia entre 

f(x) y L puede hacerse tan pequeña como se desee tomando x suficientemente 

cerca de a pero no igual a “a”.  

 
 

Límites laterales               
Como se ha visto, para que exista el límite de una función, deben existir los 

límites laterales y coincidir. Definimos ahora límites laterales considerando ε y δ. 

 

Límite lateral por izquierda 
Sea f una función definida al menos para valores de x menores que a.  

Decimos que  si dado  
−

−→
= L)x(flím

ax

ε > 0, existe δ > 0 tal que ε<− −
 L  f(x)  

siempre que  a − δ < x < a .   

 
 

Límite lateral por derecha 
Sea f una función definida al menos para valores de x mayores que a. Decimos 

que  si dado ε > 0, existe δ > 0 tal que
+

+→
= L)x(flím

ax

ε<− +
L f(x)  siempre que  

a < x < a + δ . 
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Ejemplo. Determine los siguientes límites: 

a) 
9x

5xlím
2

3x −
−

+→
  b) 

9x

5xlím
2

3x −
−

−→
  c) 

9x

5xlím
23x −
−

→
 

 
a) Cuando x se aproxima a 3 por derecha (es decir que x está cerca de 3 pero 

es mayor que 3), el numerador es un número negativo, el denominador es un 

número positivo pequeño y de este modo la expresión 
9x

5x

2 −

−
 es un número 

negativo grande. Así, de manera intuitiva se ve que el límite es −∞. 

9x

5xlím
2

3x −
−

+→
 = −∞ 

 
b) Cuando x se aproxima a 3 por izquierda (es decir, x es cercano a 3 pero 

menor que 3), el numerador es un número negativo, el denominador es un 

número negativo pequeño y, por lo tanto, la expresión  
9x

5x

2 −

−
 es un número 

positivo grande. Luego, el límite es +∞. 

9x

5xlím
2

3x −
−

−→
= +∞ 

 

c) Como los límites laterales no son iguales, el límite para x →3 no existe. 

 

Límites en el infinito 
 
Discuta el comportamiento de las funciones definidas gráficamente cuando x 

crece indefinidamente y cuando x decrece indefinidamente. 

 

 

• Si x crece indefinidamente la 

función f(x) se acerca a 0. 

• Si x decrece indefinidamente, 

los valores de la función se 

acercan a 0. 

 

 

 

La recta y = 0 es asíntota horizontal de la función. 
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−
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gzegrvq" gp" z" =" 50" Rqfgoqu" fgekt" swg" ncu" fqu" gzrtgukqpgu" uqp" kiwcngu" rctc"
vqfqu" nqu"xcnqtgu"fqpfg"guvâp"fghkpkfcu0"Nc"fkhgtgpekc"gpvtg"gnncu"gu"swg"z"="5"

pq" rgtvgpgeg" cn" fqokpkq" fg"
5z

;z4

−
−

" rgtq" uî" cn" fqokpkq" fg" z" -" 50" Rwguvq" swg""

+z*hnîo
5z→

"kipqtc""gn"xcnqt"swg"h"vqoc"gp"z"="5."guq"pq"kpvgtguc0"Fgufg"gn"rwpvq"fg"

xkuvc"fgn"nîokvg"gp"5"gucu"hwpekqpgu"uî"uqp"kiwcngu0"
"

Glgornq0"Fgvgtokpg"gn"
4z4

3:z34z8
nîo

4

3z −
−+

→
0"

"
Cn"uwuvkvwkt"nc"xctkcdng"rqt"3."vcpvq"gn"pwogtcfqt"eqoq"gn"fgpqokpcfqt"ug"cpwncp"

{"ug"igpgtc"nc"kpfgvgtokpcekôp"
2

2
0""Ug"hcevqtk|cp"gn"pwogtcfqt"{"gn"fgpqokpcfqt"

{."rctc"z"≠"3."ug"ukornkhkecp"nqu"hcevqtgu"eqowpgu<"

34+5"30*5+5z*"5nîo
+3z0*4

+3z+0*5z0*8
nîo

4z4

3:z34z8
nîo

3z3z

4

3z
=+=+=

−
−+

=
−

−+
→→→

" "

"

Glgornq0"Fgvgtokpg"gn"
43v

5v
nîo
5v −+

−
→

0"

"

Tggornc|cpfq"nc"xctkcdng"rqt"5"ug"qdvkgpg"nc"kpfgvgtokpcekôp"
2

2
0"Rctc"tguqnxgt"

guvg" nîokvg." ug" tcekqpcnk|c" gn" fgpqokpcfqt" ownvkrnkecpfq" gn" pwogtcfqt" {" gn"
fgpqokpcfqt"rqt"nc"gzrtgukôp"eqplwicfc"fg"nc"fgn"fgpqokpcfqt"{"tguwnvc<"

( )
=

−
++−

=
−+

++−
=

++

++

−+

−
→→→ 5v

+43v+0*5v*
nîo

43v

+43v+0*5v*
nîo

43v

43v
0
43v

5v
nîo

5v445v5v
"

( ) =+=++=++=
→

4443543vnîo
5v

6"""

"

Glgornq0"Ecnewng"gn"nîokvg"
( )55z 5z

z5
nîo

−

−
→

0"

El Cálculo Diferencial



Al sustituir, resulta ( ) 0 x3 lím
3x

=−
→

  y  lo que genera una 

indeterminación del tipo 

0 )3x( lím 3

3x
=−

→

0

0
. 

( )33x 3x

x3
lím

−

−
→

 = 
( )

−∞=
−

−
=

−

−−
→→ 23x33x )3x(

1
lím

3x

)3x(
lím  

Si x → 3, el denominador tiende a cero. Si x se aproxima a 3 por derecha o por 

izquierda, en cualquiera de los casos el denominador es positivo por estar 

elevado al cuadrado. Como el numerador negativo (−1), el límite es −∞. 

 

 
EJERCICIOS  
 
1) Calcule los siguientes límites: 

 a) 
3x

3x2x
lím

2

3x +
−+

−→
  b) 

2x

2x
lím

2x −

−
+→

  c)
1x

1x
lím

4

1x −
−

→
 

 d) 
15x3

25x
lím

2

5x +
−

−→
   e) 

4x

35x
lím

4x −
−+

→
 

2) Sea f(x) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+

−≠
+
−

4 xsi              3k

4 xsi         
4x

16x2

  

 a) Halle . )x(flím
4x −→

 b) Encuentre k de modo que f(−4) = . )x(flím
4x −→

 

RESPUESTAS 

1)a) −4 b) 0     c) 4  d) 
3

10
−  e) 

6

1
 

2)a) −8 b) −11      

 

 

La indeterminación 
∞
∞  

Se analizará el límite en el infinito de funciones racionales, es decir, del cociente 

de dos funciones polinomiales en el que la variable crece o decrece 

indefinidamente. Se debe tener en cuenta que el límite de una función 

polinomial de grado n ≥ 1 cuando x tiende a +∞ ó a −∞ es + ∞ ó −∞, por lo que el 

límite del cociente es una forma indeterminada del tipo 
∞
∞ .  

Para resolver límites de este tipo, se divide el numerador y el denominador de la 

función dada por x
n
, siendo n el mayor de los grados de las funciones 
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polinomiales (podemos suponer x ≠ 0, ya que estamos interesados en valores 

grandes de x). Luego se aplican las propiedades de los límites.  

 

Ejemplo. Halle 
3xx

1xx3x
lím

3

423

x −+

+++
+∞→

. 

 

Por ser el límite de una función racional, es una indeterminación del tipo 
∞
∞ . 

Como la función dada es el cociente de una función polinomial de grado 4 y otra 

de grado 3, se divide el numerador y el denominador por x
4
. 

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++

=
−+

+++
+∞→+∞→

44

3

4

44

4

4

2

4

3

x3

423

x

x

3

x

x

x

x

x

1

x

x

x

x3

x

x

lím
3xx

1xx3x
lím  

=

} } }

{ { {

+∞=
−+

+++

→

→→→

+→

→→→

+∞→

44 344 21

444 8444 76

0

0

4

00

3

1 

0

4

0

2

0

x

x

3

x

1

x

1
x

1
1

x

3

x

1

lím  

En el ejemplo dado, el grado de la función polinomial del numerador es mayor 

que el grado de la función del denominador y se obtiene en este caso ∞. 

 

Ejemplo.  Calcule
2x2x5

1x3x
lím

3

23

x −+

−+
+∞→

. 

 

Este límite es indeterminado y surge del cociente de dos funciones polinomiales 

de grado tres. Se dividen el numerador y denominador por x
3
: 

} }

{ {

5

1

x

2

x

2
5

x

1

x

3
1

lím

x

2

x

x2

x

x5

x

1

x

x3

x

x

lím
2x2x5

1x3x
lím

0

3

0

2

0

3

0

x

333

3

33

2

3

3

x3

23

x
=

−+

−+
=

−+

−+
=

−+

−+

→→

→→

+∞→+∞→+∞→
. 

 

Puede observarse que el ejemplo se refiere al cálculo del límite del cociente de 

dos funciones polinomiales del mismo grado y se obtiene como resultado el 

cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado de cada una. 
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Ejemplo. Determine 
x4x5x

3x2x3
lím

34

2

x ++

−+
+∞→

. 

Para salvar la indeterminación que surge, se divide el numerador y denominador 

por x
4
: 

0
1

0

x

4

x

5
1

x

3

x

2

x

3

lím

x

x4

x

x5

x

x

x

3

x

x2

x

x3

lím
x4x5x

3x2x3
lím

3

432

x

44

3

4

4

444

2

x34

2

x
==

++

−+
=

++

−+
=

++

−+
+∞→+∞→+∞→

. 

En este ejemplo, el grado de la función polinomial del numerador es menor que 

el de la del denominador y se obtiene como resultado cero. 

 

Al calcular
)x(q

)x(p
lím

x ∞→
 , donde p(x) y q(x) son dos funciones polinomiales, se 

obtiene:  

a) el cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado de la función 

polinomial del numerador y la del denominador, si ambas tiene el mismo grado. 

b) +∞ ó –∞ si el grado de la función polinomial del numerador es mayor que el 

de la del denominador. 

c) 0 si el grado de la función polinomial del numerador es menor que el de la del 

denominador. 

 
Problema 

Un tanque contiene 5000 litros de agua pura. Se bombea al tanque 

salmuera que contiene 30 gramos de sal por litro de agua, a razón de     

25
min

l
. La concentración de sal después de t minutos es: C(t) = 

t200

t30

+
 

(en 
l

grs
). 

a) ¿Cuánto tiempo tiene que transcurrir para que la concentración sea de 

10 
l

grs
? 

b) ¿Qué sucede con la concentración cuando el tiempo transcurre 

indefinidamente? 

 

a) Para determinar el tiempo que debe transcurrir para que la concentración sea 

de 10 
l

grs
, se debe igualar la concentración a 10.  

 10 = 
t200

t30

+
   ⇒  2000 + 10t = 30t   ⇒  20t = 2000   ⇒  t = 100 

Es decir, a los 100 minutos la concentración será de 10
l

grs
. 
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b) Para analizar el comportamiento de la concentración cuando el tiempo 

transcurre indefinidamente, se debe encontrar el límite cuando t → +∞, es decir 

t200

t30
lím

t ++∞→
. Como es un cociente de dos funciones polinomiales, se dividen el 

numerador y el denominador por t y se obtiene: 

30

1
t

200

30
lím

t

t

t

200
t

t30

lím
t200

t30
lím

ttt
=

+
=

+
=

+ +∞→+∞→+∞→
 

Cuando t →+∞ la concentración tiende a 30 
l

.grs
. 

 
EJERCICIO  
 

Calcule los siguientes límites: 

 a) 
5x2

1x3
lím

x −
+

+∞→
     b) 

3x

x67
lím

5

x +
−

+∞→
   c) 

1x3

x4
lím

4

4

x +

−
+∞→

 

 d) 
1x

x23
lím

2

x +
−

+∞→
     e) 

8xx

x4
lím

23x ++

+
+∞→

  f) 
9x

x
lím

2x −−∞→
 

 
RESPUESTAS 

a) 
2

3
  b) −∞  c) 

3

1
−  d) −∞  e) 0  f) 0 

 

 
La indeterminación 0.∞  
Para salvar una indeterminación de este tipo, se pueden realizar distintos 

procedimientos algebraicos. Algunos de ellos se desarrollan en los siguientes 

ejemplos. 

 

Ejemplo. Halle 
3x

1
).9x6x(lím 2

3x +
++

−→
 

Cuando x → –3, x
2
 + 6x + 9 → 0 y ∞→

+ 3x

1
, por lo tanto el límite es una 

indeterminación del tipo 0.∞.    

Sin embargo, 3x
3x

1
.)3x(

3x

1
).9x6x( 22 +=

+
+=

+
++  si x  ≠  −3.  

Por lo tanto: ( ) 03xlím
3x

1
).9x6x(lím

3x

2

3x
=+=

+
++

−→−→
 

 

Ejemplo. Calcule ( ) ( )x3eccos. x3senlím
0x→
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Como ( ) 0 x3senlím
0x

=
→

 y ( ) ∞=
→

x3eccoslím
0x

, resulta que  

( ) ( )x3eccos. x3senlím
0x→

es una indeterminación 0.∞. 

En este caso ( ) ( )x3eccos. x3senlím
0x→

= ( ) ( ) 11lím
x3sen

1
. x3senlím

0x0x
==

→→
, si x ≠ 0.  

 

Ejemplo. Halle 
4x

1
).2x(lím

2
2x −

−
−→

 

Como  0)2x(lím
2x

=−
−→

 y  −∞=
−−→ 4x

1
lím

2
2x

, el límite pedido es una forma 

indeterminada 0.∞. 

Sin embargo, 
2x

1

)2x).(2x(

1
).2x(

4x

1
).2x(

2 +
=

+−
−=

−
−  si x  ≠  2.  

Por lo tanto: 
4

1

2x

1
lím

4x

1
).2x(lím

2x
2

2x

=
+

=
−

−
−→−→

. 

 

 
EJERCICIO  
 

Calcule los siguientes límites: 

 a) 
23

0x xx

1
. xlím

++→
   b) xcos. tgxlím

2
x

π
→

  c) 
5x

1
. 5xlím

5x −
−

+→
 

 
RESPUESTAS 
a) +∞   b) 1   c) +∞  

 

 

La indeterminación ∞ − ∞ 
Los procedimientos algebraicos para salvar una indeterminación de este tipo, se 

desarrollan en los siguientes ejemplos. 

 

Ejemplo. Determine el ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−+→ 2x

1

4x

1
 lím

2
2x

.  

 
Al reemplazar la variable por 2 resulta ∞ − ∞, que es una indeterminación.  

Resolviendo la diferencia se obtiene: 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−+→ 2x

1

4x

1
 lím

2
2x )2x).(2x(

x1
lím

)2x).(2x(

)2x(1
lím

2x2x −+
−−

=
−+

+−
+→+→

= −∞ 
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Cuando x se aproxima a 2 por derecha, el numerador tiende a –3 y el 

denominador a 0 por valores mayores que él. Por lo tanto, la expresión resulta 

negativa y el límite es −∞. 

 

 Ejemplo. Calcule ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
→

tgx
xcos

1
lím

2
x

 

 

Como ∞=
π→ xcos

1lím

2
x

  y  ∞=
π→

tgxlím

2
x

, el límite pedido es una indeterminación 

de la forma ∞ − ∞. 

La expresión 
xcos

senx1

xcos

senx

xcos

1
tgx

xcos

1 −
=−=−  

Por lo tanto: 

=
+
+−

=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
→

π
→

π
→ senx1

senx1
.

xcos

senx1
lím

xcos

senx1
límtgx

xcos

1
lím

2
x

2
x

2
x

0
2

0

senx1

xcos
lím

)senx1.(xcos

xcos
lím

)senx1.(xcos

xsen1
lím

2
x

2

2
x

2

2
x

==
+

=
+

=
+

−
=

π
→

π
→

π
→

 

 
EJERCICIO  
 

Halle los siguientes límites: 

 a) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

−−→ 9x

2

3x

1
 lím

2
3x

     b) ( )gxcotecxcoslím
0x

−
→

       

 c) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+→ x

1

x

1
 lím

3
0x

      d) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−+→ 1x

5

1x

1
 lím

2
1 x

     

 
RESPUESTA 
a) −∞   b) 0   c) +∞   d) −∞    

 

 
Un límite importante             

Se puede demostrar que 1
x

senx
lím

0x
=

→
 

Al evaluar el numerador y el denominador en x = 0, se obtiene la 

indeterminación 
0
0 . Para resolverlo, no pueden utilizarse las técnicas vistas 

anteriormente, pero sin embargo, el 
x

senx
lím

0x→
 existe y vale 1. 
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"
ugpz

viz

ugpz

z

ugpz

ugpz
<< ""

"

Fcfq"swg"
zequ

3
ugpz

zequ

ugpz

ugpz

viz
== <
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zequ

3

ugpz

z
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"

Rqt"nq"vcpvq<" zequ
z

ugpz
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z

ugpz
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→

"{"cn"guvct"
z
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z

ugpz
nîo
2z
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→

0"
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z

ugpz
nîo

z

ugpz
nîo

z

+z*ugp
nîo

2z2z2z →→→
=

−
−

=
−

−
"" ⇒"" 3

z

ugpz
nîo

z

+z*ugp
nîo

2z2z
==

−
−

→→
"

"

Pqvc0"Gn"eqekgpvg"
z

ugpz
"gu" vcpvq"oâu"egtecpq"c"3"ewcpvq"oâu"rtôzkoq"c"2"ug"
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rgswgòcu."uwu"eqttgurqpfkgpvgu"xcnqtgu"fg"ugp"z"uqp"crtqzkocfcogpvg"kiwcngu"
c"z0"

"

Glgornq0""Jcnng"
z8

+z4*ugp
nîo
2z→
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Por propiedad de límite, 
x2

)x2(sen
lím.

3

1

x2

)x2(sen
.

3

1
lím

0x0x →→
=  

Además, si x → 0, 2x también tiende a cero y por lo tanto:  

1
x2

)x2(sen
lím

x2

)x2(sen
lím

0x20x
==

→→
 

En consecuencia, 
3

1
1.

3

1

x2

)x2(sen
lím.

3

1

x6

)x2(sen
lím

0x0x
===

→→
 

 

Ejemplo. Calcule 
( )
t

t2tg5
lím

0t→
.  

 

Sustituyendo la variable por 0 resulta una indeterminación del tipo 
0

0 .  

Utilizando la identidad 
t cos

t sen
t tg =  es posible transformar el cociente de manera 

tal de poder aplicar el teorema anterior.  

Por lo tanto: 

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

→→→→ t

2t sen
.

2t cos

5
lím

t . 2t cos

2t sen.5
lím

t

2t cos

 t2sen.5

lím
t

2t tg 5
lím

0t0t0t0t
 

= ( )
( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→→ t

2t sen
lím. 

2t cos

5
lím

0t0t
 

Hallando el primer límite ( ) ( ) 5
1

5

0 cos

5

2.0 cos

5

2t cos

5
lím

0t
====⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→

 

 

En el segundo límite multiplicamos y dividimos por 2 y teniendo en cuenta que si 

t → 0 también 2t → 0 resulta que: 
( ) ( )

21.2
2t

2t sen
lím.2

2t

2t sen2
lím

0t20t
===⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
→→

 

 

Entonces: 
( )

t

2t tg 5
lím

0t→ ( )
( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→ t

2t sen
lím. 

2t cos

5
lím

0t0t
 = 5.2 = 10 

 

Ejemplo. Halle
9x

)3x(sen
lím

23x −

−
→

. 

 
Reemplazando la variable por el valor al cual tiende resulta la indeterminación 

0

0
. Aplicando diferencia de cuadrados en el denominador y teniendo en cuenta 

que si x tiende a 3 entonces  x − 3 tiende a 0 resulta: 

6

1

33

1
.1

3x

1
.

3x

)3x(sen
lím

)3x).(3x(

)3x(sen
lím

9x

)3x(sen
lím

3x3x23x
=

+
=

+−
−

=
+−

−
=

−

−
→→→
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EJERCICIO 
Resuelva los siguientes límites: 

 

 a) 
( )
t

t4sen
lím

0t→
  b) 

x

tgx5
lím

0x→
   c) ( )t3sen

t2
lím

0t→
 

 d) 
( )
( )x5sen

x2sen
lím

0x→
  e) 

8x2

)2x(sen
lím

22x −

−
→

  f) 
x2

xcos1
lím

2

0x

−
→

 

 
RESPUESTA 

a) 4  b) 5  c) 
3

2
  d) 

5

2
  e) 

8

1
  f) 0 

 

 

EJERCICIOS  INTEGRADORES  2.3  LÍMITES INFINITOS Y LÍMITES EN EL 
INFINITO.  2.4  LÍMITES INDETERMINADOS  
 
1) Defina gráficamente una función g : R → R  tal que: , 

  y  g(0) = 2. 

−∞=
+→

)x(glím
0x

 )x(glím
0x

+∞=
−→

2) Calcule los siguientes límites:  

a) 
3x

3x
lím

3x −

−
+→

  b) 
( )
( )x2sen

x3sen
lím

0x→
  c)

1x5

x3x
lím

4

23

x −

−
+∞→

 

d) 
ecxcos1

gxcot
 lím

0x −→
  e) 

3x

6xx
lím

2

3x −
−−

→
      f) 

16x

)4x(sen
lím

24x −

−
→

 

g) 
1n

3n2n
lím

2

n +
++

+∞→
 h) 

1x

1

1x

1
lím

2
1x −

+
−+→

     i) 
6nn

n4n4n
lím

2

23

2n −−

++
−→

 

3) Halle los valores de a y b de modo que:   

5
xa2

3x5xb
lím

4
1x

axa
lím

3

23

x

2

1x

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
−

−−

=
+
−

+∞→

−→
. 

 

 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN  

 
1) La cantidad de una droga en la corriente sanguínea t horas después de 

inyectada intramuscularmente está dada por la función f(t) = 
1t

t 10

2 +
. Al pasar el 

tiempo, ¿cuál es la cantidad límite de droga en sangre? 
2) En  un  experimento  biológico, la  población de una colonia de bacterias (en  
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3+"Itchkswg"nc"hwpekôp"j<"T"→"T"1"j"*z+"=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +

5"@"z"uk"""""""""6

5"?"z"uk"""""""""4

5">"z"uk""""3z

""{"ecnewng<"

c+" +z*jnîo
5z −→

"d+" +z*jnîo
5z +→

" e+" +z*jnîo
5z→

"" f+"j*5+"

4+"Fcfc"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"jcnng<""

""
c+ +z*hnîo

4z +−→
"" " d+ +z*hnîo

4z −−→
""" " e+" +z*hnîo

4z −→
"

f+ +z*hnîo
2z +→

"" " g+ +z*hnîo
2z −→

""" " h+ +z*hnîo
2z→

"
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i+ +z*hnîo
5z −→

"" " j+ +z*hnîo
5z +→

""" " k+ +z*hnîo
5z→

"

l+ +z*hnîo
z −∞→

""""           m+"h*−4+"""" " " n+"h*2+"""" o+"h*5+"

5+"Ecnewng"nqu"ukiwkgpvgu"nîokvgu<"

c+"
z5

44z
nîo
2z

−+
→

" " d+"
6z

+4z*ugp5
nîo

44z −

+
−→

" "

e+"
3w

5w8w5
nîo

4

3w −
+−

→
" " f+"

3z

8
nîo
z +

−
−∞→

"

6+"Jcnng"gn"xcnqt"fg"c"rctc"swg" 6
z

3
nîo

4cz
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

→
0"

7+"Uwrqpic"swg"gn"vcocòq"fg"wp"cpkocn"rgswgòq."v"fîcu"fgurwêu"fg"pcekfq"gu"

j*v+"="
v:.20;3

522

+
"oknîogvtqu0""

c+"ÀEwân"gu"gn"vcocòq"fgn"cpkocn"cn"pcegtA""
d+"ÀEwân"gu"gn"vcocòq"oâzkoq"fgn"cpkocnA"

"
"
GLGTEKEKQU"FG"TGRCUQ""
 

3+"Fcfc"h*z+"kpfkswg"uk"uqp"xgtfcfgtcu"q"hcnucu"ncu"chktocekqpgu0"Lwuvkhkswg0"
" c+"Uk" ( ) NzhN+z*hnîo 2

2zz
=⇒=

→
"

" d+"Uk ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇔∃⇒=∃∧=∃

→−→+→
43

2zz
4

2zz
3

2zz
NN+z*hnîoN+z*hnîoN+z*hnîo ""

" e+"Uk" ( ) +z*hnîov+z*hnîou+z*hnîo=vzh
2zz

2zz2zz
2

→−→+→
∃⇒=∃∧== "

"" f+"Uk" ( )2zh "pq"guvâ"fghkpkfc"gpvqpegu"gn" +z*hnîo
2zz→

"pq"gzkuvg0"

" g+"Uk"h*z+"gu"wpc"hwpekôp"rqnkpqokcn"gpvqpegu" ( )2
2zz

zh+z*hnîo =
→

"""

4+"Ecnewng"nqu"ukiwkgpvgu"nîokvgu<"

" c+"
4z

6z
"nîo
4

2z −
−

→
" " " " " d+"

456

45

2z z7zz

z4z
"nîo

+−

+
→

" "

" e+"
3z

6z4z
nîo

5

4

2z −

−−
→

" " " " f+"
4z

4z
"nîo
4z −

−
→

" " "

" g+"
( )( )

6z8z9

z7505z4
nîo

4z +−

−−
∞→

" " " " h+" ( )3z0z

3z4
nîo
z −

−
∞→

"

" i+"
cz

cz
nîo

66

cz −
−

→
" " " " " j+

z

4z4
nîo
2z

−+
→

" ""
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" k+"
z

3zz3
nîo

4

2z

−++
→

"""""""""" " " l+"
cz

3

cz

z4
nîo

44cz −
−

−→
" "

" m+"
44

6

2z
3z5

;z
nîo

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
→

"" " " " n+"
32z6

3z4z
nîo

4

5

z −

−+
∞→

"

" o+" z3znîo 4

z
−+

∞→
" " " " p+"

3ugpz

3zugp
"nîo

4

4
z −

−
π

→
" " "

" ò+"
izeqv3

viz3
"nîo

6
z −

−
π

→
" " " " " q+"

3zugp

6zugp6
"nîo

4

6

4
z −

−
π

→
" "

" r+"
zequ3

z
nîo

4

2z −→
" " " " " s+

( )
( )z9ugp

z4ugp
nîo
2z→

"

" t+"
viz3

zequugpz
"nîo

6
z −

−
π

→
" " " " u+

( )
z

64z
nîo

4

2z

−+
→

"" "

" v+"
zequ

izeqv
nîo

4
z

π
→

" " " " " w+"
6z

+4z*ugp
nîo

44z −

−
→

" " "

" x+"
z

ugpz3ugpz3
nîo
2z

−−+
→

" " " y+" izeqv0znîo
2z→

" "

" z+"
3zequ

3zequ
nîo

4

2z −
−

→
" " " " " {+"

3z

3z
nîo

3z +

+
−→

"

5+"Fgvgtokpg"nqu"ukiwkgpvgu"nîokvgu"

" c+"
( )

j

zjz
nîo

44

2j

−+
→

" " d+"
( ) ( )

j

z7z4jz7jz4
nîo

44

2j

−−+++
→

"

6+"Rctc"ecfc"wpc"fg"ncu"ukiwkgpvgu"hwpekqpgu."jcnng"
( )

j

+z*hjzh
nîo
2j

−+
→

" """""""""""""""""""""""

" c+"h*z+"="6"−"z" " " " d+"h*z+"="4z"-"5" " "

" e+"h*z+"="z
4
"−"5" " " " f+"h*z+"="z

4
-"z"-"3"

7+"Fcfc"h*v+"="5v
−7
""{"i*v+"="8v

−;"."ecnewng<"

" c+" +v*hnîo
2v→

" " " d+" +v*inîo
3v→

" " " e+" +v*inîo
v ∞→

" " "

" f+"
+v*h

+v*i
nîo
2v→

"" " " g+" +v*i+0v*hnîo
v ∞→

"" " h+" +v*i
7

3
+v*h

;

3
nîo
v

+
∞→

"

"
8+"Ugc"nc"hwpekôp"{"="h*z+"fghkpkfc"rqt"gn"ukiwkgpvg"itâhkeq<"
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" " "
Fgvgtokpg<"

c+" +z*h"nîo
3z +→

"" d+" +z*h"nîo
3z −→

"" e+" +z*h"nîo
3z→

" " f+" +z*h"nîo
z ∞→

"

" "
g+" +z*h"nîo

4z −−→
" h+" +z*h"nîo

4z +−→
" i+" +z*h"nîo

4z −→
"" j+ +z*h"nîo

z −∞→
"

k+" +z*h"nîo
3z +−→

"" l+" +z*h"nîo
3z −−→

"" m+" +z*h"nîo
3z −→

" "

9+"Fcfc"nc"hwpekôp"{"="h*z+"fghkpkfc""itâhkecogpvg"jcnng<"
" c+ +z*h"nîo

2z +→
" " d+" +z*h"nîo

2z −→
"" e+" +z*h"nîo

5z −→
" f+ +z*h"nîo

z ∞→
" "

g+" +z*h"nîo
3z −−→

" h+" +z*h"nîo
3z +−→

"                                                                                i+" +z*h"nîo
           6z  −

               →
""                                                j+ +z*h"nîo

          -
             6z→

""

k+" +z*h"nîo
6z→

" " l+" +z*h"nîo
8z −→

" " m+" +z*h"nîo
8z +→

"" n+" +z*h"nîo
8z→

"

"
:+"Fghkpc"itâhkecogpvg"wpc"hwpekôp"h<"]2."8_"→"T"vcn"swg"h*2+"="h*4+"="h*6+"="h*8+"="4"
{"swg" "3+z*h"nîo

4z
=

−→
"{" "5+z*h"nîo

4z

=
+→

0"
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9)i) Grafique la función f: R  →  R :  

2x      si x 0

f(x) x      si 0<x<1  

2      si x 1

⎧ ≤
⎪= ⎨
⎪ ≥⎩

ii) Calcule: 

 a)   b)   c)   d) f(0)               )x(f lím
-

0x→
)x(f lím

0x
+→

)x(f lím
0x→

 e)    f)   g)   h) f(1)   )x(f lím
1x −→

)x(f lím
1x
+→

)x(f lím
1x→

10) Determine el valor de k, sabiendo que existe el límite para x → x0.  

a)   b)       4 xen 

4 xsi k5x

4< xsi 23x

f(x) 0 =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

+
=   1 xen 

1> xsi kx

1 xsi 3xk

f(x) 0
2

−=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+

−≤−
=

11) Grafique: 

 a) Una función f(x) que no esté definida en x = x0 y exista el  . )x(f
xx

lím

0
→

 b) Una función f(x) que esté definida en x = x0, exista el , exista 

el  y ambos límites sean diferentes. 

)x(f
xx

lím

0
−→

)x(f
xx

lím

0
+→

 c) Una función f(x) que esté definida x = x0  pero que el límite sea infinito.  
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"
"
"
"
"
"

50"HWPEKłP"EQPVKPWC"
"
"
503"Eqpvkpwkfcf"fg"wpc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq0"
"
504"Hwpekôp"eqpvkpwc"gp"wp"kpvgtxcnq0"
" " "
505"Vgqtgocu"fg"ncu""hwpekqpgu"eqpvkpwcu0"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

›Gu"xgtfcf"swg"wp"ocvgoâvkeq"swg"pq" vgpic"cniq"fg"
rqgvc"pwpec"ugtâ"wp"ocvgoâvkeq"rgthgevq0fi"

"" " """ " """"""""""""""""H0"Ygktuvtcuu"
"
"
"
"
"
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Gp"nc"pcvwtcng|c"{"gp"pwguvtc"xkfc"fkctkc"crctgegp"pwogtququ"hgpôogpqu"swg"
vkgpgp"wp"eqorqtvcokgpvq"eqpvkpwq0"Rqt"glgornq."gn"etgekokgpvq"fg"wpc"rncpvc"
gu"eqpvkpwq."gn"fgurnc|cokgpvq"fg"wp"xgjîewnq"q"gn"xqnwogp"fgn"ciwc"swg"hnw{g"
fg" wp" tgekrkgpvg0" Rgtq" vcodkêp" ug" rtgugpvcp" fkueqpvkpwkfcfgu" gp" owejcu"
ukvwcekqpgu."eqoq"ncu"eqttkgpvgu"gnêevtkecu0"
Owejqu" rtqeguqu" hîukequ" uqp" eqpvkpwqu." vcpvqu" swg" fwtcpvg" nqu" ukinqu" ZXKKK" {"
ZKZ" c" rqequ" ug" ngu" qewttkô" dwuect" qvtq" vkrq" fg" eqorqtvcokgpvq0" Tgekêp"
cntgfgfqt"fg"3;42"fguewdtkgtqp"swg"nqu"âvqoqu"swg"xkdtcp"gp"wpc"oqnêewnc"fg"
jkftôigpq"rwgfgp"queknct"uônq"gp"pkxgngu"fg"gpgtiîc"fkuetgvqu"{"swg"nqu"âvqoqu"
cn" ugt" ecngpvcfqu." gokvgp" nw|" gp" htgewgpekcu" fkuetgvcu" {" pq" gp" gurgevtqu"
eqpvkpwqu0"Eqoq"tguwnvcfq"fg"guvqu"fguewdtkokgpvqu"{"fcfq"swg"gp"kphqtoâvkec"
{"gp"guvcfîuvkec"jcegp"wp"kpvgpuq"wuq"fg"hwpekqpgu"fkuetgvcu."nc"eqpvkpwkfcf"jc"
cfswktkfq"wpc"itcp"korqtvcpekc0"
Kpvwkvkxcogpvg" ug" rwgfg" rgpuct" gp" wpc" hwpekôp" eqpvkpwc" gp" wp" rwpvq" uk" ug"
rwgfg"fkdwlct" uw" itâhkec" egtec"fgn" rwpvq" ukp" ngxcpvct" gn" nârk|"fgn" rcrgn0"Fg" nc"
okuoc"ocpgtc."ug"rwgfg"fgekt"swg"wpc"hwpekôp"gu"fkueqpvkpwc"gp"wp"rwpvq."uk"
ug"fgdg"ngxcpvct"gn"nârk|"fgn"rcrgn"rctc"qdvgpgt"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"c"codqu"
ncfqu"fgn"rwpvq"kpfkecfq0"
Nc"fghkpkekôp"ocvgoâvkec"fg" eqpvkpwkfcf" tgurqpfg"cn" ukipkhkecfq"fg" nc"rcncdtc"
eqpvkpwkfcf"gp"gn"ngpiwclg"eqvkfkcpq0"Ug"rwgfg"rgpuct"swg"wp"rtqeguq"eqpvkpwq"
vkgpg"nwict"itcfwcnogpvg."ukp"kpvgttwrekqpgu"pk"ecodkqu"cdtwrvqu0"
Gp"gn"fgucttqnnq"fg"guvg"ecrîvwnq"pqu"rtqrqpgoqu"eqoq"qdlgvkxq"fgvgtokpct" nc"
eqpvkpwkfcf"fg"wpc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq"{"gp"wp"kpvgtxcnq"eqpqekfc"uw"gzrtgukôp"
cpcnîvkec"{"c"rctvkt"fg"uw"itâhkec0"
"

503"Eqpvkpwkfcf"fg"wpc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq"
Ugcp"ncu"ukiwkgpvgu"hwpekqpgu"fghkpkfcu"cpcnîvkec"{"itâhkecogpvg<"
h"<"T"−}−4Ä"→"T"" " " " " ""i"<"T""→"T""

""""""""""""""z"→"
4z

6z4

+
−

"" " " " """"""""z"→"
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−

−≠
+
−

4""""zuk"""""""""4

4""""zuk""""
4z

6z4

"

 

"

 

"
 

 

         

"
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j"<"T""→"T"" " " " " " """"o"<"T""→"T""

""""""z"→"
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

−≠
+
−

4""""zuk"""""""""6

4"""""zuk""
4z

6z4

" " " """"""""""z"→"z"−4       

  

   "
Ncu"hwpekqpgu"h"{"i"uqp"fkueqpvkpwcu"gp"z"="−4""okgpvtcu""swg""ncu""hwpekqpgu""j"{"
o""uqp""eqpvkpwcu""gp"z"="−40"
Fgn"cpânkuku"fg"guvcu"hwpekqpgu"tguwnvc"swg<"
•" Nc" hwpekôp" {"=" h*z+" pq"guvâ"fghkpkfc"gp" z"= −40"Gn" nîokvg"fg"{"=" h*z+" " gu"−6"

ewcpfq""z"→"−40"
•" Nc"hwpekôp"{"="i*z+"guvâ"fghkpkfc"gp"z"= ⁄4"fg"ocpgtc"vcn"swg"i*−4+"="−40"Gn"

nîokvg"fg"{"="i*z+"gu"kiwcn"c"−6"ewcpfq""z"→"−4""{"rwgfg"qdugtxctug"swg"gn"
tguwnvcfq"fg"guvg"nîokvg"pq"eqkpekfg"eqp"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"gp"gn"rwpvq."gu"
fgekt<"i*−4+"≠"⁄60"

•" Nc" hwpekôp"{"="j*z+"guvâ"fghkpkfc"gp"z"= −4"{c"swg"j*−4+"="−60"Gn" nîokvg"fg"
j*z+"gu"−6"ewcpfq"z"→"−4"{"eqkpekfg"eqp"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"gp"z"= −40"

•" Ncu"hwpekôp"{"="o*z+""guvâ""fghkpkfc""gp"z"= −4"fcfq"swg"o*−4+"="−60"Gn"nîokvg"
fg"o*z+"gu"−6"ewcpfq""z"→"−4"{"eqkpekfg"eqp"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"gp"z"= −40"

"
Fghkpkekôp"30"Wpc"hwpekôp"{"="h*z+"gu"eqpvkpwc"gp"z"="c"uk" +c*h+z*hnîo

cz
=

→
0"

Uk"nc"hwpekôp"{"="h*z+"pq"gu"eqpvkpwc"gp"z"="c."ug"fkeg"swg"gu"fkueqpvkpwc"gp"c"q"
swg"vkgpg"wpc"fkueqpvkpwkfcf"gp"c0"
"

Fghkpkekôp"40"Ug"fkeg"swg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"gu"wpc"hwpekôp"eqpvkpwc"gp"z"= c"uk"
ug"eworngp"ncu"ukiwkgpvgu"eqpfkekqpgu<"
" " " c+"gzkuvg"h*c+0"Gu"fgekt."c"rgtvgpgeg"cn"fqokpkq"fg"h0"
" " " d+"gzkuvg" +z*hnîo

cz→
"

" " " e+" +c*h+z*hnîo
cz

=
→

"

"
Uk"cniwpc"fg"guvcu"eqpfkekqpgu"pq"ug"eworng"ug"fkeg"swg" h"gu"fkueqpvkpwc"gp""""""
z"="c0"
"
"
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Glgornq0" Fcfcu" ncu" ukiwkgpvgu" itâhkecu" fg" hwpekqpgu" fkueqpvkpwcu" gp" z" =" 7."
gpwpekg" {" gzrtgug" ukodônkecogpvg" nc" ecwuc" rqt" nc" ewcn" ug" rtqfweg" nc"
fkueqpvkpwkfcf"gp"fkejq"xcnqt0"
c+" " " " " " """d+"

  

e+" " " " " " """f+"
  

 

 

c+"Nc"fkueqpvkpwkfcf"ug"rtqfweg"rqtswg"nc"hwpekôp"pq"guvâ"fghkpkfc"gp"z"="7."guvq"
ukipkhkec"swg"gn"xcnqt"7"guvâ"gzenwkfq"fgn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp"{"gzkuvg"gn"nîokvg"
ewcpfq"z"vkgpfg"c"7"{"fkejq"nîokvg"xcng"60""

d+"Gzkuvg"nc"kocigp"fg"7"{"vcodkêp"gzkuvg"gn"nîokvg"fg"nc"hwpekôp"ewcpfq"z"vkgpfg"
c"7"rgtq"codqu"uqp"fkuvkpvqu0"

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=
=

→
6+z*hnîo

3+7*h

7z

""h*7+"≠" +z*hnîo
7z→

"

e+"Nc"fkueqpvkpwkfcf"ug"rtqfweg"rqtswg"gp"z"="7"fqpfg" nc"itâhkec"rtgugpvc"wp"
ucnvq"hkpkvq0"Gzkuvgp"nqu"nîokvgu"ncvgtcngu"ewcpfq"z"vkgpfg"c"7"rgtq"uqp"fkuvkpvqu0"

3+z*hnîo
7z

=
−→

" " " " 5+z*hnîo
7z

=
+→

"

Gp"eqpugewgpekc."pq"gzkuvg"gn"nîokvg"fg"{"="h*z+"ewcpfq"z"→"70"
Ukp"godctiq"gzkuvg"nc"kocigp"fg"7"{"gu"5."gu"fgekt."h*7+"="50"

f+" Nc" itâhkec" rtgugpvc" gp" guvg" ecuq" wpc" fkueqpvkpwkfcf" gp" z" =" 70" Ewcpfq" z"
vkgpfg"c"7"rqt"fgtgejc"nc"hwpekôp"fgetgeg"kpfghkpkfcogpvg"{"ewcpfq"z"vkgpfg"c"7"
rqt"k|swkgtfc"nc"hwpekôp"etgeg"kpfghkpkfcogpvg0""Gn"ucnvq"gu"kphkpkvq0"
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Simbólicamente:  +∞=
−→

)x(flím
5x

   y −∞=
+→

)x(flím
5x

. 

No existe el límite de y = f(x) cuando x → 5. Además se observa que no está   

definida la función en x = 5, es decir, 5 no pertenece al dominio de la función. 

Ejemplo. Analice la continuidad de f(x) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−

−−

3    xsi            1         

3    xsi   
3x

3x2x2

 en x  = 3. 

Según la ley de la función f(3) =  1. 

Además, 
( )( ) ( ) 41xlím

3x

3x1x
lím

3x

3x2x
lím)x(flím

3x3x

2

3x3x
=+=

−
−+

=
−

−−
=

→→→→
.    

Pero  ( )3f)x(flím
3x

≠
→

, por lo que la función no es continua en x  = 3. 

Ejemplo. Sea la función f : R → R / x → . Determine los 

valores de a y b para que resulte continua en x = 2 y en x = 5. Para dichos 

valores grafique la función. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+
≤<+

≤+

5x  si   bx16

5x2  si       1x

2x   si     ax
2

Para que la función sea continua en x  = 2 debe verificarse que .  )2(f)x(flím
2x

=
→

Para que el límite exista, deben existir los límites laterales y ser 

iguales:    ⇒  2
2
 + a = 3  ⇒   a = −1. ( 1xlímaxlím

2x

2

2x

+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+→−→
)

Luego, para a = −1 se cumple que )2(f)x(flím
2x

=
→

= 3, por lo que la función es 

continua en x = 2.  

Analizando de manera similar la continuidad en x = 5, se determina que b = −2. 

Para dichos valores, la función 

resulta   

f : R → R /  

             x →  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤<+

≤−

5x  si    x216

5x2  si        1x

2x   si     1x2

Su gráfica es: 

 

Teorema. Si f y g son funciones continuas en x = a entonces las siguientes 

funciones también resultan continuas en a:  
• la suma f + g, 

• la diferencia f − g, 

• el producto c.f, donde c es una constante,  
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• el producto f.g, 

• el cociente 
g

f
 siempre que g(a) ≠ 0. 

 

Teorema.  

Toda función polinomial pn(x) na  es 

una función continua en todo su dominio, es decir en todo número re

=

al.  

∑
=

−
−− ++++=

n

1i
1n

1n
1

n
0

in
i xa...xaxaxa

 

Teorema. Toda función racional fraccionaria o cociente de funciones 

polinomiales es continua, excepto en los puntos que anulan el denominador, es 

decir, si  f(x) = 
)x(q

)x(p

m

n   entonces  f es continua  para  todo  valor de x, excepto 

en los que  qm(x) = 0. Toda función racional es continua en todo su dominio. 

 

Ejemplo. La función p(x) = 
x

2x3 3 −
 es continua para todos los números reales 

excepto el cero, es decir, en el conjunto R − {0}. 

 

Ejemplo. Determine la continuidad de las siguientes funciones: 

 a)   b) 32 xx2x7)x(m +−=
3x

5x
)x(t

2

+
+

=   c)  senx.x)x(g =

a) La función m(x) es continua para todo número real pues es una función 

polinomial. 

b) La función t(x) es una función racional, por lo tanto, es continua en todo 

número real excepto en aquellos donde se anule el denominador. En este caso 

(x+3) se anula en x = −3. Por lo tanto, t(x) es continua en R −{−3}. 

c) La función g(x) es el producto de dos funciones continuas para todo número 

real, y = x  e y = senx. Luego, la función g(x) es continua para todo número real. 

 

Nota. La mayoría de las funciones conocidas (polinomiales, racionales, 

potencias, raíces, trigonométricas, exponenciales, logarítmicas) son continuas 

en todo número en su dominio.  

 

Teorema. Si la función f es continua en x = a y la función g es continua en f(a), 

entonces la función compuesta g o f es continua en a. 

 

Ejemplo. Analice la continuidad de la función y = .  1  2x35 −

 

La expresión y =  resulta de la composición de las funciones f(x) = 5
x
 y 

g(x) = 3x
2
 −1.  

1  2x35 −
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(fog)(x) = f[g(x)] = f(3x
2
 −1) =  1  2x35 −

Las funciones f(x) y g(x) son funciones continuas en todos los números reales, 

por lo tanto, y =  es continua para todo número real.  1  2x35 −

 

Ejemplo. Analice la continuidad de la función y = ln(2x − 3). 

 

La función y = ln(2x − 3) resulta de la composición de las funciones f(x) = lnx que 

es continua en todos los números reales positivos y g(x) = 2x − 3 que es 

continua en todos los números reales. 

La composición (fog)(x) = f[g(x)] = f(2x − 3) = ln (2x − 3) resulta continua para 

todos los valores reales tales que 2x − 3 > 0.  

Luego, la función es continua en A =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >

2

3
x/x . 

 

Sintetizando. 

• Se dice que una función f es continua en x = a  si y solo si  )a(f)x(flím
ax

=
→

• ¿En qué puntos no es continua una función? 

a) en los puntos cuyas abscisas no pertenecen al dominio. 

b) en todos los puntos de abscisa x = a en los que ocurre alguna de 

estas situaciones: 

• no existe  )x(flím
ax→

• existe el límite de la función en x = a pero no coincide con el valor 

de la función en x = a. 
 

Tipos de discontinuidades                           

Las discontinuidades se clasifican en: 

a) Evitables: en este caso no se cumple la condición (a) de la definición de 

continuidad, es decir existe el límite finito L de f(x) en x = a pero f(x) no está 

definida en a. La función puede modificarse adoptando como f(a) el valor L 

correspondiente, convirtiéndose así en una función continua en x = a. 

 

También se clasifica como evitable la discontinuidad en la que no se cumple la 

condición (c) de la definición de continuidad, es decir, existen f(a) y , 

pero no coinciden. En este caso, puede salvarse la discontinuidad tomando 

como valor de la función el resultado del límite. 

)x(flím
ax→

 

b) Discontinuidad de salto: existen los límites laterales pero son distintos. 

 

c) Discontinuidad infinita: al menos uno de los límites laterales no existe. 
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Ejemplo. Analice la continuidad de la función h(x) =
1x

1x

2 −

−
 en el intervalo (–2, 2). 

Los posibles puntos de discontinuidad son los que anulan el denominador, x = 1 

y x = −1.      

                

• En x = 1 

 

La función no está definida en este punto. 

2

1

1x

1
lím

)1x).(1x(

1x
lím

1x

1x
lím

1x1x
2

1x

=
+

=
−+

−
=

−

−
−→−→−→

 

De igual forma 
2

1

1x

1x
lím

2
1x

=
−

−
+→

 de lo que se deduce que existe el límite de la 

función cuando x tiende a 1 y es igual a 
2

1
. 

 

Como f(x) no está definida en x = 1 pero existe el límite para x → 1, la función 

presenta una discontinuidad evitable en x = 1. 

 

• En x = −1 

 

La función no está definida en este punto. 

 

−∞=
−

−
−−→ 1x

1x
lím

2
1x

 y +∞=
−

−
+−→ 1x

1x
lím

2
1x

 

 

Como no existe el límite para x → −1, la 

función presenta una discontinuidad infinita 

en x = −1. 

 

 
La función es continua en (−2, −1) ∪ (−1, 1) ∪ (1, 2). 

 

Ejemplo. Determine el intervalo más grande (o unión de intervalos) en el que 

cada función es continua: 

a) h(x) = x
3
  − 3x    b) f(x) =

2x

1

−
 

c) g(x) = log
2
 x    d) m(x) = 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
−

2    x si        5  

2   xsi  
2x

4x2
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a) La función h(x) = x
3
  − 3x es una función continua en cada número real por 

tratarse de una función polinomial, por lo tanto es continua en (−∞, ∞). 

b) La función  f : R – {2} → R /  f(x) = 
2x

1

−
 es continua en todo su dominio de  

definición, es decir en (−∞, 2) ∪ (2, ∞). 

Su gráfica es: 

 

 
 

c) La función g : R
+ → R / g(x) = log

2
x es continua en todo su dominio, es decir 

en (0, ∞). Su gráfica es: 

      

d) La función m: R → R / m(x) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
−

2    x si        5  

2   xsi  
2x

4x2

 es continua en los intervalos  

(−∞, 2) ∪ (2, ∞). Su gráfica es: 

 
 

Continuidad de una función en un intervalo cerrado 

La continuidad de una función en un intervalo cerrado [a, b] no es sencilla de 

analizar como en el caso de intervalos abiertos. Dado que al considerar el 

intervalo cerrado [a, b] la función no está definida a la izquierda de a como 
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tampoco a la derecha de b, no tiene sentido considerar los límites en a y en b. 

Esto hace que no se pueda definir la continuidad en esos dos puntos. Se debe 

definir primero la continuidad por derecha y la continuidad por izquierda en un 

punto. 

 
Definición. Una función es continua a la derecha de un número a si 

 y es continua a la izquierda de a si )a(f)x(flím
ax

=
+→

)a(f)x(flím
ax

=
−→

. 

Definición. Se dice que f(x) es continua en [a, b] sí y sólo sí 

 a) f(x) es continua en (a, b) 

 b)  = f(a)  (continua a la derecha de a) )x(flím
ax +→

 c) f(x) = f(b)  (continua a la izquierda de b) 
−→bx

lím

 

           

Ejemplo. Demuestre que la función f(x) = 2x9 −  es continua en [–3, 3]. 

 

La función f(x) = 2x9 − resulta de la composición de las funciones y = 9 – x
2
 

con xy = . La primera es una función polinomial, definida para todo número 

real y la segunda es una función cuyo dominio es el conjunto de todos los 

números reales no negativos. Por lo tanto, el dominio de f(x) es el conjunto de 

todos los números reales tales que 9 – x
2 ≥ 0, o sea, todos los números reales 

pertenecientes al intervalo cerrado [–3, 3]. 

 

 

En la gráfica puede observarse que la 

función f(x) es continua en cada 

número real perteneciente al intervalo 

abierto (−3, 3). 

 

 

Además: )3(f0x9lím)x(flím
2

3x3x

−==−=
+−→+−→

                        

    )3(f0x9lím)x(flím 2

3x3x

==−=
−→−→

 

 

Esto implica que la función es continua a la derecha de –3 y es continua a la 

izquierda de 3. En consecuencia, f(x) = 2x9 − es continua en [–3, 3]. 
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Ejemplo.  Analice la continuidad de la función g(x) = . 
⎩
⎨
⎧

≤≤−
<≤−−+
2x1   si          x27

1x1  si   1x2x2

 

En primer lugar se analizará si la función es continua en el intervalo abierto       

(–1, 2) y luego qué sucede en los extremos. Como cada tramo que define g(x) 

es una función polinomial, el único valor posible de discontinuidad es x = 1. 

g(1) = 7 − 2.1 = 5 

2)x(glím
1x

=
−→

  y 5)x(glím
1x

=
+→

 

Los límites laterales existen pero son distintos. Por 

lo tanto, no existe el límite en x = 1. 

La función no es continua en x = 1. 

2)1(g)x(glím
1x

−=−=
+−→

. La función resulta continua 

a la derecha de x = −1. 

3)2(g)x(glím
2x

==
−→

. La función resulta continua a 

la izquierda de x = 2. 

La función es continua en [–1, 1) y en [1, 2].  

 

Gráficamente se puede resumir lo planteado de la siguiente manera: 

 

 

 

La función es continua en [a, b]. 

 

 
La función es continua en (a, b] . 

 

La función es continua en [a, b). 

 
La función es continua en [a, c] y en (c, b]. 
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La función es continua en (a, b). 

 

roblemaP  
erza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa unitaria a La fu

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ < Rr  si  
GMr

≥ Rr  si  
r

GM
R

2

3
, donde M una distancia r del centro del planeta es: F(r) =

es la masa de la Tierra, R su radio y G es la constante gravitacional, ¿es 

F una función continua? 

 

l primer tramo corresponde a una función de primer grado, por lo tanto, es 

 tramo también es continuo ya que r ≠ 0. 

E

continua. 

El segundo

Analizamos la continuidad de F(r) en r = R: 

• F(R) = 
2R

GM
 

23
Rr R

GM

R

GMr
lím =

−→
 y 

22
Rr R

GM

r

GM
lím =

+→
. Como los límites laterales existen y 

son iguales se puede asegurar que el límite existe, es decir,
2

Rr R

GM
)r(Flím =

→
. 

• 

• Como  
2Rr R

unción es continua. 

GM
)r(Flím =

→
 = F(r) la función es continua en r = R. 

En consecuencia la f

oblema
 

Pr  
nción que describe el radio (en metros) del flujo circular de petróleo La fu

que se derrama por una fisura de un tanque luego de t minutos está dada 

por: r(t) = . Analice su continuidad y grafique r(t).  
⎩
⎨

>−
 

2t   si    2t16

⎧ ≤≤+ 2t0   si   9t4 2

 

ada tramo de la función es continuo ya que está definido por una expresión C

polinomial. Analizaremos la continuidad en el punto donde cambia la definición,   

t = 2, y luego si la función es continua a la derecha de t = 0. 
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En t = 2 se cumple: 

• r(2) = 4.2
2
 + 9 = 25 

• ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +  = 25 ; 

−→
9t4lím

2

2t

( )2t16lím
2t

−
+→

 = 30.

Como los límites laterales existen pero son 

distintos, la función presenta una 

discontinuidad de salto en t = 2.    

Para t  = 0 se observa: 

•    r(0)  = 4.0
2
 + 9 = 9 

•  ( )9t4lím 2

0t

+
+→

 = 9 

La función es continua a la derecha de t = 0. 

 
 

Luego, la función es continua en [0, 2] y en (2, ∞). 

 

 
EJERCICIO 
 

Indique los intervalos donde las siguientes funciones son continuas. 

 a) f(x) = x
3
 + 2x − 7   b) g(x) = 

x

x9 2−
   

c) h(x) = ln (x
2
 − 1)   d) 3x)x(i −=  

 
RESPUESTAS 
a) Es continua en todos los números reales, o sea, en (−∞, ∞).  

b) Es continua en R − {0}, o sea en (−∞, 0) ∪ (0, ∞). 

c) Es continua en (−∞, −1) ∪ (1, ∞). 

d) Es continua en [3, ∞).
 

 

 
EJERCICIOS  INTEGRADORES 3.1 CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN 
UN PUNTO – 3.2 FUNCIÓN CONTINUA EN UN INTERVALO 
 
1) Observe la siguiente gráfica, responda y analice su continuidad: 
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a) f(−4)   b)  c)     d)  )x(flím
4x −−→

)x(flím
4x +−→

)x(flím
4x −→

e) f(2)    f)   g)    h)   )x(flím
2x −→

)x(flím
2x +→

)x(flím
2x→

 
2) Estudie la continuidad de la función. Si presenta discontinuidades indique de 

qué tipo y en qué puntos.  

 
3) Halle el valor de k de modo que la función dada resulte continua.                                          

a) g : R  → R  /  t → b) h : R → R / x →     

2t  si 1tk

2t  si     2

2t  si    tk 2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=−
<

   
1>  xsik3+5x

1  xsi x   1)k(

⎩
⎨
⎧ ≤−

 

4)  Dada la función f : R → R / x →  grafíquela y analice 

su continuidad. 

   

2x          si     5x

2x1  si        3

1         xsi      2x2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤<−−
−≤

5) Sea la función m(x) = 
2x

1

+
. Analice su continuidad en [−3, 1] y en [ 0, 3]. 

 
3.3 Teoremas de las funciones continuas  
Las funciones que son continuas en un intervalo cerrado tienen ciertas 

propiedades especiales que se enuncian a continuación: 

 

Teorema de la conservación del signo 
Si f(x) es continua en x = a y f(a) > 0, existe un intervalo abierto tal que f(x) > 0, 

∀x ∈ (a − δ, a + δ).  

 

Actividad de reflexión. 

A)i) Realice los pasos que se detallan a continuación para definir gráficamente 

una función y = f(x).  
a) Grafique un sistema de ejes coordenados cartesianos. 

b) Sobre el eje x elija dos valores a y b, con a < b. 

c) Sobre el eje y determine los valores f(a) y f(b). 

d) Marque los puntos ( )( )af,a  y ( )( )bf,b . 
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e) Sobre el eje y determine un valor k que se encuentre entre f(a) y f(b). 

f) Grafique la recta y = k, paralela al eje x. 

g) Grafique una función continua y = f(x)  uniendo los puntos  y 

. 

( )( )af,a

( )( )bf,b

h) La gráfica de la función y = f(x) , ¿interseca a la recta y = k?, ¿en 

cuántos puntos? 

 

ii) Repita la actividad (i)  graficando otras funciones. 

Según lo observado extraiga conclusiones. 

 

B) Para el mismo caso que la situación (A), grafique una función desde  

hasta  pero que no interseque a la recta y = k. 

( )( )af,a

( )( bf,b )
¿Qué análisis puede hacer sobre la función? 

 

De la actividad anterior se enuncia el siguiente teorema: 

 

Teorema del valor intermedio 
Si y = f(x) es una función continua en el intervalo cerrado [a, b] donde f(a) ≠ f(b) 

y k es un número real cualquiera comprendido entre f(a) y f(b), existe  al  menos  

un  número real c perteneciente al intervalo (a, b) tal que f(c) = k. 

 
Desde el punto de vista geométrico, este teorema establece que la gráfica de 

una función continua en un intervalo cerrado, debe intersecar al menos una vez 

a cada recta de ecuación y = k, siendo f(a) < k < f(b).  
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•" h*−5+"="h*−4+"="h*2+"="6" " "
•" ∀"z"∈"]3."7+"<"h*z+"<"2"
•" eqpvkpwc"gp"vqfq"rwpvq"gzegrvq"gp"z"="3"fqpfg"rtgugpvc"wpc"fkueqpvkpwkfcf"
gxkvcdng0"

ÀEwân"gu"gn"oîpkoq"pûogtq"fg"tcîegu"swg"rwgfg"vgpgt"guvc"hwpekôpA"

5+"ÀRwgfg"cugiwtct"swg" nc" hwpekôp" h*z+"="
3z

5z4

−
+

"rtgugpvc"wpc" tcî|" tgcn"gp"gn"

kpvgtxcnq"[2."6]A"Lwuvkhkswg"nc"tgurwguvc0""
6+"Ugc"h*z+"wpc"hwpekôp"eqpvkpwc"gp"gn"kpvgtxcnq"]−4."5_"vcn"swg"h*−4+"="5."h*3+"="−4"
{" h*5+"="40"ÀEwân"gu"gn"ogpqt"pûogtq"fg"tcîegu"swg" h*z+"rwgfg" vgpgt"gp"fkejq"
kpvgtxcnqA"Kpvgtrtgvg"itâhkecogpvg0""

"
"
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"
RTQDNGOCU"FG"CRNKECEKłP"
 

3+" Gn" equvq" fg" vtcpurqtvct" wpc" ecuc" oôxkn" fgrgpfg" fg" nc" fkuvcpekc" z." gp"
mknôogvtqu." swg"ug" vtcpurqtvc" nc" ecuc0"Ugc"e*z+"gn" equvq"fg"oqxgt"wpc"ecuc"z"
mknôogvtqu0"Wpc"gortguc"eqdtc<"
Equvq"rqt"mo"*gp"&+" Fkuvcpekc"gp"mo"

4" uk"2">"z"≤"372"
""""""""""""""""3.72" uk"372">"z"≤"622"

"""3.47" uk"z"@"622"
"
c+"Guetkdc"cpcnîvkecogpvg"nc"hwpekôp"equvq0"
d+"Itchkswg0"
e+"Ecnewng"e*352+"{"e*622+"g"kpvgtrtgvg"nqu"tguwnvcfqu0"
f+ÀRctc"swê"xcnqtgu"fg"z"gu"fkueqpvkpwcA"

4+"Nc" rqdncekôp" *gp"okngu+" fg" wpc" eqnqpkc" fg" dcevgtkcu" v"okpwvqu" fgurwêu" fg"

kpvtqfwekt"wpc"vqzkpc."guvâ"fcfc"rqt"h"<"]2.";_"→"T"1"v"→"
⎩
⎨
⎧

≥−
<+
7v"""uk""":v94
7v"""uk""""9v4 0"

c+ÀEwân"gu"nc"rqdncekôp"c"nqu"vtgu"okpwvqu"fg"ugt"kpvtqfwekfc"nc"vqzkpcA"
d+À["c"nqu"qejq"okpwvquA"
e+ÀGp"swê"oqogpvq"oqtktâ"nc"eqnqpkcA"
f+"Itchkswg0"
g+"Guvwfkg"nc"eqpvkpwkfcf0"

5+"Ug"rqpg"c"ecngpvct"wpc"uwuvcpekc"{"nc"hôtownc"swg"gzrtguc"nc"vgorgtcvwtc"V"

*gp"√E+"gp"hwpekôp"fgn"vkgorq"v"*gp"okpwvqu+"gu""V*v+"="
⎩
⎨
⎧

≥
<≤+

32v"""""uk""""""""""397
32v2""""uk""""37v47 0"

c+"ÀEwân"gu"nc"vgorgtcvwtc"fgn"nîswkfq"cn"eqogp|ct"nc"gzrgtkgpekcA"ÀSwê"
fcvq"kpfkec"guvq"gp"nc"hwpekôpA"ÀRqt"swêA"

d+"ÀSwê" vgorgtcvwtc"crtqzkocfc" vgpftîc" nc"uwuvcpekc"fgurwêu"fg"ekpeq"
okpwvquA"

e+"Itchkswg"{"cpcnkeg"uw"eqpvkpwkfcf0"

6+" Nc" hwpekôp" {" =" h*z+" fguetkdg" gn" kpxgpvctkq" *gp" okngu" fg" wpkfcfgu+" fg" wpc"

eqorcòîc"gp"gn"kpuvcpvg"z."h*z+"="
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<≤+−
<≤+−
<≤+−

37z32"uk""382z32
32z7"uk""332z32
7z2"uk""""82z32

0"

c+"Itchkswg"{"cpcnkeg"uw"eqpvkpwkfcf0"

d+"Ecnewng"h*4+"{"h*32+"g"kpvgtrtgvg"nqu"tguwnvcfqu0"

 

"
"
 

 

 

El Cálculo Diferencial



 
338

RTWGDC"FG"QREKłP"OðNVKRNG""
 

3+"Ugc"nc"hwpekôp"h*z+"="
z

3
3− 0"Gp"z"="2"rtgugpvc"wpc"fkueqpvkpwkfcf<"

" c+"gxkvcdng" " d+"fg"ucnvq" " e+"kphkpkvc" " "

4+"Nc"hwpekôp"i*z+"="
6

38z4 −
"gu<"

" c+"eqpvkpwc"gp"vqfqu"nqu"tgcngu" " d+"fkueqpvkpwc"gp"z"="4"{"z"="−4"
" e+"fkueqpvkpwc"gp"z"="6"{"z"="−6"" f+""fkueqpvkpwc"gp"z"="6"

5+"Ugc"nc"hwpekôp"j"<"T"→"T"1""j*z+"="
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+
<≤+

<+

4z"""uk""""4z
4z2"""uk""""4z4

2z""""uk"""""4z

4
0"Fkejc"hwpekôp"gu<"

c+"fkueqpvkpwc"gp"z"="2" " " d+"fkueqpvkpwc"gp"z"="2"{"gp"z"="4"
e+"eqpvkpwc"gp"vqfq"uw"fqokpkq" " f+"fkueqpvkpwc"gp"z"="4"

6+"Ugc" nc" hwpekôp" i" <" T"→" T" 1" " i*z+"="
⎩
⎨
⎧

−≥−
−<+
4"""zuk5z""""z
4"""zuk"""""":cz

4 0" Rctc" swg" tguwnvg"

eqpvkpwc"gp"vqfq"uw"fqokpkq"gn"xcnqt"fg"c"fgdg"ugt<"
c+"3" " d+"−3" " e+"7" " f+"−4"

7+"Nc"hwpekôp"t*z+"="
dz

;z4

+
−

"gu"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"rctc<"

c+"d"="5."d"="−5" " d+"d"="5" " "
e+"d"="−5" " " f+"2"

8+"Nc"hwpekôp"fghkpkfc"itâhkecogpvg"rtgugpvc<"

      "
c+"fkueqpvkpwkfcf"kphkpkvc"gp"z"="2."fkueqpvkpwkfcf"fg"ucnvq"gp"z"="5"
d+"fkueqpvkpwkfcf"kphkpkvc"gp"z"="2."fkueqpvkpwkfcf"gxkvcdng"gp"z"="5"
e+"fkueqpvkpwkfcf"fg"ucnvq"gp"z"="2."fkueqpvkpwkfcf"gxkvcdng"gp"z"="5"
f+"fkueqpvkpwkfcf"gxkvcdng"gp"z"="2."fkueqpvkpwkfcf"fg"ucnvq"gp"z"="5"

9+"Ugc"nc"hwpekôp"h"<"T"→"T"1"z"→"

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
≤<−
≤−

5""zuk""6

5z3""uk""3z

3""zuk"""3z4

0"Fkejc"hwpekôp"gu<"

c+"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"gp"z"="3" " d+"eqpvkpwc"gp"vqfq"uw"fqokpkq"
e+"fkueqpvkpwc"fg"ucnvq"gp"z"="5"" f+"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"gp"z"="5"
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:+"Nc"hwpekôp"o*z+"="
6z

4z
4 −

−
"gu<"

c+" eqpvkpwc"gp"vqfqu"nqu"tgcngu" " " "
d+"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"gp"z"="4"
e+"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"gp"z"="4"{"fkueqpvkpwc"kphkpkvc"gp"z"="−4"
f+"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"gp"z"="−4"{"fkueqpvkpwc"kphkpkvc"gp"z"="4"

;+"Wpc"hwpekôp"swg"guvâ"fghkpkfc"rctc"z"="c."gzkuvg" +z*hnîo
cz→

"rgtq" +z*hnîo
cz→

"≠"h*c+."

gpvqpegu"h*z+"gp""z"="c"gu<"
" c+"fkueqpvkpwc"fg"ucnvq" " " d+"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"
" e+"fkueqpvkpwc"kphkpkvc" " " f+"eqpvkpwc"
32+"Vqfc"hwpekôp"tcekqpcn"htceekqpctkc"q"eqekgpvg"fg"rqnkpqokqu"gu<"

c+"eqpvkpwc"gp"vqfqu"nqu"tgcngu" "
d+"gu"eqpvkpwc"gp"vqfqu"nqu"tgcngu."gzegrvq"nqu"swg"cpwncp"gn"pwogtcfqt

" e+"gu"eqpvkpwc"gp"vqfq"uw"fqokpkq"
f+"eqpvkpwc"gp"vqfqu"nqu"tgcngu."gzegrvq"gp"z"="20""

33+"Ugiûp"gn"vgqtgoc"fg"Dqn|cpq."uk"h*z+"gu"eqpvkpwc"gp"]c."d_"{"h*c+"{"h*d+"uqp"fg"
ukipqu"qrwguvqu."gpvqpegu<"

c+"gzkuvg"cn"ogpqu"wp"xcnqt"fg"e"∈"*c."d+"1"h*e+"="2" "
d+"gzkuvg"wp"xcnqt"fg"e"∈"]c."d_"1"h*e+"="2"
e+"gzkuvg"cn"ogpqu"wp"xcnqt"fg"e"∈"*c."d+"1"h*e+"≠"2" "
f+"gzkuvg"cn"ogpqu"wp"xcnqt"fg"e"∈"[c."d]"1"h*e+"≠"2" "

34+" Ucdkgpfq" swg" gzkuvg" h*c+." gzkuvg" gn" +z*hnîo
cz→

" {" +z*hnîo
cz→

" =" h*c+." rqfgoqu"

cugiwtct"swg<"
c+"h*z+"gu"eqpvkpwc"gp"z"="c" " " " " "
d+"h*z+"gu"fkueqpvkpwc"gxkvcdng"gp"z"="c"
e+"*z+"gu"fkueqpvkpwc"kphkpkvc"gp"z"="c" " " "
f+"h*z+"gu"fkueqpvkpwc"fg"ucnvq"gp"z"="c"

"
"
CWVQGXCNWCEKłP""

3+"Vtceg"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"h*z+"="
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+−
=−

<+

2z""""uk""3z

2z""""uk""""""4

2"z"""uk""""3z

"{"tgurqpfc<""

c+"h*2+"""""d+ +z*h
2z

nîo
+→

""""e+ +z*h
2z

nîo
−→

""""""f+ +z*h
2z

nîo
→

"""

Cpcnkeg"uw"eqpvkpwkfcf0"
4+"Gpewgpvtg"gn"xcnqt"fg"d"rctc"swg"nc"hwpekôp"h"<"T"→T"ugc"eqpvkpwc"gp"vqfq"uw"

fqokpkq"ukgpfq"h*z+"="
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤+
2"""zuk""""""zd

2""""zuk""""5z4 0"Rctc"gug"xcnqt"fg"d"jcnncfq."itchkswg"

nc"hwpekôp0"
"
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5+"Itchkswg"wpc"hwpekôp"{"="h*z+"swg"ewornc"ncu"ukiwkgpvgu"eqpfkekqpgu<"h*c+"="d."

3
cz

N+z*hnîo =
−→

." 4
cz

N+z*hnîo =
+→

"fqpfg"N3"="N40" "ÀRqfgoqu"cugiwtct"swg"gzkuvc"

+z*hnîo
cz→

A"Lwuvkhkswg"nc"tgurwguvc0"Cpcnkeg"nc"eqpvkpwkfcf"gp"z"="c"fg"nc"hwpekôp"

itchkecfc0"
6+"Ugc"i*z+"wpc"hwpekôp"eqpvkpwc"gp"gn"kpvgtxcnq"]−4."7_"vcn"swg"i*−4+"="4."i*3+"="
3."i*4+"="−4"{"i*7+"="i*6+"@"20"ÀEwân"gu"gn"ogpqt"pûogtq"fg"tcîegu"swg"cfokvg"
iA"Kpvgtrtgvg"itâhkecogpvg0"
7+"Itchkswg"wpc"hwpekôp""h"<"]−5."7+"→"T"swg"ewornc<"
•" h*3+"≠"2" " "
•" h*−5+"="h*−4+"="h*2+"="6" " "
•" ∀"z"∈"]4."7+<"h*z+">"2"
•" Ugc" eqpvkpwc" gp" vqfq" rwpvq" c" gzegrekôp" fg" z" =" 3" fqpfg" rtgugpvc" wpc"
fkueqpvkpwkfcf"gxkvcdng0"
ÀEwân"gu"gn"oîpkoq"pûogtq"fg"tcîegu"fg"h*z+A"
"
"
IW¯C"FG"GUVWFKQ""
"
Ncu" ukiwkgpvgu" cevkxkfcfgu" ug" tguwgnxgp" wvknk|cpfq" gn" rtqitcoc" HWPEKQPGU"
rctc"Ykpfqyu"xgtukôp"409083"swg" tgrtgugpvc"itâhkecogpvg" hwpekqpgu"fghkpkfcu"
fg"hqtoc"gzrnîekvc0"Gu"fg"vkrq"htggyctg"{"rwgfg"qdvgpgtug"itcvwkvcogpvg"fgufg"
nc"râikpc"jvvr<11yyy0ncictgu0qti0""
Rctc" kpvgtkqtk|ctug"gp"uw"wuq."rwgfg"tgewttkt"cn"ogpû"fg"c{wfc"rtgukqpcpfq"gn"
dqvôp"eqttgurqpfkgpvg"gp"nc"rcpvcnnc"rtkpekrcn"q"c"vtcxêu"fg"nc"vgenc"H3."wpc"xg|"
swg"ug"rtgugpvc"gn"itâhkeq0""
Gp"guvg"ogpû."gp"gn"îvgo"eqttgurqpfkgpvg"c"hwpekqpcokgpvq."rwgfgp"qdugtxctug"
ncu" pqtocu" fg" ukpvczku" swg" fgdgp" vgpgtug" gp" ewgpvc" rctc" guetkdkt" ncu"
gzrtgukqpgu"fg"ncu"hwpekqpgu<"
"

"
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Cevkxkfcf" 30" Tgrtgugpvg" nc" hwpekôp" h*z+" ="
4z

3

−
0" Rctc" gnnq" ukic" nc" ukiwkgpvg"

ugewgpekc<"

•" Tgurgvcpfq" ncu" pqtocu" fg" ukpvczku" kpvtqfw|ec"
4z

3
−

" gp" gn" ewcftq"

eqttgurqpfkgpvg"c"nc"hwpekôp"H*z+"*gn"uqhvyctg"wvknk|c"oc{ûuewncu"rctc"nc"
pqvcekôp"fg"hwpekqpgu+"

•" Eqpukfgtg"nqu"ukiwkgpvgu"kpvgtxcnqu"{"guecncu"rctc"nqu"glgu"z"g"{0"" "

"
•" Rctc"xkuwcnk|ct"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp."jcic"›enkemfi"gp"Cegrvct0"
•" Uk" fgugc" xqnxgt" cn"ogpû" cpvgtkqt." jcic" ›enkemfi" gp"Ctejkxq" {" nwgiq" gp"

Ecodkct"hwpekqpgu"q"rctâogvtqu0"
"
k+"Qdugtxcpfq"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp."fgvgtokpg<"
c+"Fqokpkq<"0000000000000000000000000000000000"Eqplwpvq"kocigp<"0000000000000000000000000000000000000000"
d+"Kpvgtugeekqpgu"eqp"gn"glg"z"*egtqu+<"00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000"
""""Kpvgtugeekôp"eqp"gn"glg"{"*qtfgpcfc"cn"qtkigp+<"000000000000000000000000000000000000000000000"
e+" Cpcnkeg." itâhkecogpvg." nqu" ukipqu" fg" nc" hwpekôp" gp" nqu" kpvgtxcnqu" swg"
fgvgtokpcp"nqu"egtqu"{"nqu"xcnqtgu"fg"z"swg"cpwncp"gn"fgpqokpcfqt0""

"
Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h*z+"

" "
" "
" "

"
f+"ÀSwê"qewttg"eqp"nc"hwpekôp"c"ogfkfc"swg"z"ug"crtqzkoc"c"nqu"xcnqtgu"swg"
cpwncp"gn"fgpqokpcfqtA""
0””””””””””””””””””””””””””””””””””"
Gzrtgug"nq"cpvgtkqt"wvknk|cpfq"nc"pqvcekôp"fg"nîokvg0"
g+"Cpcnkeg"gn"eqorqtvcokgpvq"fg"nc"hwpekôp<"
"""ewcpfq"z"→"∞"000000000000000000000000000000000000000000""
"""ewcpfq"z"→−∞"0000000000000000000000000000000000000000""
ÀSwê"qewttg"eqp"nc"hwpekôp"ewcpfq"z"vkgpfg"c"vqoct"xcnqtgu"ow{"itcpfgu"gp"
xcnqt"cduqnwvqA””””””””””””””””””””””””””00""
Gzrtgug"nq"cpvgtkqt"wvknk|cpfq"nc"pqvcekôp"fg"nîokvg0"""

"
kk+"Eqpvtqng"uwu"tgurwguvcu"c"vtcxêu"fg"eqocpfqu"rtqrkqu"fgn"rtqitcoc<""
"""*Eqp"gn"itâhkeq"gp"rcpvcnnc."rctc"ecfc"îvgo"ug"gzrnkec"gn"eqocpfq"swg"fgdgtâ"
gngikt"fgn"ogpû"swg"ug"fgurnkgic"cn"ugngeekqpct"gp"nc"dcttc"uwrgtkqt"3hw0+"
"
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" Kpvgtugeekqpgu" eqp" gn" glg" z< ugngeekqpg"Tcîegu0" Nwgiq" fg" xkuwcnk|ct" nc"
rtkogtc."gp"gn"ogpû"swg"crctgeg"gp" nc"rctvg" kphgtkqt"fg" nc"rcpvcnnc."fgdgtâ"
rtgukqpct"gn"dqvôp"Eqpvkpwct."rctc"qdvgpgt"ncu"ukiwkgpvgu0""
"Kpvgtugeekôp"eqp"gn"glg"{<"Ugngeekqpg"Kocigp000"rctc"qdvgpgt"nc"kocigp"fg"

nc"hwpekôp"gp"z"="20""
"Ecnewng"nc"kocigp"fgn"xcnqt"fg"z"swg"cpwnc"gn"fgpqokpcfqt0"ÀSwê"qdvkgpgA"

*Rtgukqpcpfq" ncu" vgencu">−k"{"f−@"ug"rwgfg"qdugtxct"gn"xcnqt"fg" nc" hwpekôp"gp"
rwpvqu"egtecpqu"cn"cpvgtkqt+"

"Ugngeekqpg"nc"qrekôp"Fkueqpvkpwkfcfgu"ckuncfcu0"ÀSwê"qdvkgpgA""
""""ÀEôoq"kpvgtrtgvc"gn"ogpuclg"swg"crctgegA""
"Wvknk|cpfq"gn"eqocpfq"Kocigp000""ecnewng"vcodkêp"nc"kocigp"fg"xcnqtgu"fg"

z"vcpvq"rqukvkxqu"eqoq"pgicvkxqu."rgtq"itcpfgu"gp"xcnqtgu"cduqnwvq0""
"

Cevkxkfcf" 40" Tgrtgugpvg" itâhkecogpvg" nc" hwpekôp" h*z+" ="
4z
8z4

+
− " gnkikgpfq"

kpvgtxcnqu"cfgewcfqu"rctc"ecfc"glg0"""
k+"Qdugtxcpfq"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp."fgvgtokpg<"
c+"Fqokpkq<"0000000000000000000000000000000000"Eqplwpvq"kocigp<"0000000000000000000000000000000000000000"
d+"Kpvgtugeekqpgu"eqp"gn"glg"z"*egtqu+<"00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000"
""""Kpvgtugeekôp"eqp"gn"glg"{"*qtfgpcfc"cn"qtkigp+<"000000000000000000000000000000000000000000000"
e+" Cpcnkeg." itâhkecogpvg." nqu" ukipqu" fg" nc" hwpekôp" gp" nqu" kpvgtxcnqu" swg"
fgvgtokpcp"nqu"egtqu"{"nqu"xcnqtgu"fg"z"swg"cpwncp"gn"fgpqokpcfqt0""

"
Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h*z+"

" "
" "
" "

"
f+"ÀSwê"qewttg"eqp"nc"hwpekôp"c"ogfkfc"swg"z"ug"crtqzkoc"c"nqu"xcnqtgu"swg"
cpwncp"gn"fgpqokpcfqtA""
0””””””””””””””””””””””””””””””””””"
Gzrtgug"nq"cpvgtkqt"wvknk|cpfq"nc"pqvcekôp"fg"nîokvg0"
g+"Cpcnkeg"gn"eqorqtvcokgpvq"fg"nc"hwpekôp<"
"""ewcpfq"z"→"∞"000000000000000000000000000000000000000000""
"""ewcpfq"z"→−∞"0000000000000000000000000000000000000000""
Gzrtgug"nq"cpvgtkqt"wvknk|cpfq"nc"pqvcekôp"fg"nîokvg0"""

kk+"Eqpvtqng"uwu"tgurwguvcu"c"vtcxêu"fg"nqu"eqocpfqu"rtqrkqu"fgn"rtqitcoc0"
"

Cevkxkfcf"50"Tgrtgugpvg" nc"hwpekôp"h*z+"="
8zz

5z
4 −−

− "eqpukfgtcpfq"eqoq"qtkigp"

fg"codqu"glgu"−7"{"eqoq"hkpcn."70""
k+"Qdugtxcpfq"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp."fgvgtokpg<"
c+"Fqokpkq<"0000000000000000000000000000000000"Eqplwpvq"kocigp<"0000000000000000000000000000000000000000"
d+"Kpvgtugeekqpgu"eqp"gn"glg"z"*egtqu+<"00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000"
""""Kpvgtugeekôp"eqp"gn"glg"{"*qtfgpcfc"cn"qtkigp+<"000000000000000000000000000000000000000000000"
e+"Gzrtgug"nc"hwpekôp"fg"ocpgtc"hcevqtk|cfc<"h*z+"="”””””””0"
f+" Cpcnkeg." itâhkecogpvg." nqu" ukipqu" fg" nc" hwpekôp" gp" nqu" kpvgtxcnqu" swg"
fgvgtokpcp"nqu"egtqu"{"nqu"xcnqtgu"fg"z"swg"cpwncp"gn"fgpqokpcfqt0"
"
"
""
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Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h*z+"
" "
" "
" "

g+"ÀSwê"qewttg"eqp"nc"hwpekôp"c"ogfkfc"swg"z"ug"crtqzkoc"c"nqu"xcnqtgu"swg"
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tiempo podremos saber cuándo se está propagando con mayor rapidez y así 

reforzar las medidas sanitarias necesarias. 

Analizaremos a través de ejemplos, cómo medir los cambios. 

 
Aprendizaje por descubrimiento 
Actividad 1. Los datos de la siguiente tabla muestran los valores de la 

temperatura T de cierto volumen de agua tomadas en los minutos t indicados: 

Tiempo t en minutos 0 5 10 15 20 25 

Temperatura T en 
o
C 15 25,5 55,7 95 85 62 

  

Complete las siguientes tablas: 

t 0 5 10 15 20 25 

 
cambio 

5 − 0 = 5     

cambio  

          

cambio    

          

cambio   

          

cambio   

  

 

T 15 25,5 55,7 95 85 62 

 

cambio 

25,5 −15 =
= 10,5      

cambio 

  

cambio 

           

cambio 

           

cambio 

  

 

Intervalo de tiempo 

[ti, tf] 

Cambio de la 
temperatura 

ΔT =Tf − Ti 

Cambio de la temperatura con respecto 
al cambio del tiempo 

t
T

Δ
Δ =

if

if

tt

TT

−
−

 

De t  = 0  a  t  = 5 10,5 
5

5,10

05

155,25

05

T(0) T(5)
=

−
−

=
−
−

= 
min

Cº1,2  

 De t  = 5  a  t  = 10       

  De t  = 10 a  t  = 15     

  De t  = 15 a  t  = 20     

  De t  = 20 a  t  = 25     

 

¿Qué significado tienen las mediciones hechas en cada columna de la tabla? 

¿Qué expresa la razón del cambio de la temperatura con respecto al tiempo? 

¿Es posible que  algunos valores de la tercera columna sean positivos y otros 

negativos? ¿Qué interpretación le da a esta situación? 

 

El cambio se da cuando se pasa de un estado a otro, de un estado inicial a un 

estado final. Por lo tanto, para medir el cambio de una variable basta restar su 

valor en el estado final menos su valor en el estado inicial. Para la variable t el 

cambio se mide por la diferencia tf − ti = Δt (Δ: delta), donde Δt representa el 

cambio en el tiempo. Para la variable T el cambio se mide con Tf − Ti = ΔT, 

donde ΔT es el cambio, aumento o disminución, de la temperatura. 

Generalmente, cuando se habla de cambios, necesariamente se los relaciona 

con otros cambios. En nuestro ejemplo interesa el cambio de  la  temperatura en  
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¿Cómo se interpretan estos resultados? 

 
Actividad 3. Un globo esférico se infla con un gas.  

a) Encuentre la razón de cambio media del volumen con respecto al radio 

cuando éste cambia de 2 m a 2,5 m y cuando cambia de 2,5 m a 3 m. 

b) ¿Es posible calcular la variación del volumen cuándo el radio es exactamente 

2,5m? 

 

Se sugiere la confección de las siguientes tablas para responder al ítem b). 

Intervalos 

r

V

Δ
Δ

Cambio del volumen con respecto al cambio del radio 

2,5 ≤ t ≤ 2,6 ( ) ( )
m

m7232969,81
1,0

17232969,8

5,26,2

 2,5V2,6V 3
==

−
−

 

 2,5 ≤ t ≤ 2,51  

2,5 ≤ t ≤ 2,501  

  2,5 ≤ t ≤ 2,5001  

2,5 ≤ t ≤ 2,50001  

 

 

Intervalos 

r

V

Δ
Δ

Cambio del volumen con respecto al cambio del radio 

2,4 ≤ t ≤ 2,5  

 2,49 ≤ t ≤ 2,5  

2,499 ≤ t ≤ 2,5  

2,4999 ≤ t ≤ 2,5  

2,49999 ≤ t ≤ 2,5  

¿Qué diferencia fundamental puede observar en las dos últimas actividades? 

¿Por qué en el último problema se hace necesario calcular la razón de cambio 

en un instante particular? 

  

Si completamos la tabla de la actividad 2, podemos observar que la variación de 

la cantidad de calor es igual a −40 joules en todos los intervalos, por eso la 

razón de cambio promedio se mantiene constante para intervalos de 15
o
 de 

amplitud e igual a 
Cº

joules
67,2

3

8

15

40
−=−=− . 
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Definición. Se llama razón de cambio instantánea de una función cuando x = x1 

a: 
( ) ( )

x

xfxxf
lím 11

0x Δ
−Δ+

→Δ
. También se puede escribir 

x

y
lím

0x Δ
Δ

→Δ
. 

 

De aquí en adelante, para referirnos a la razón de cambio instantánea, lo 

haremos diciendo simplemente razón de cambio.  

 

Nota. Para simplificar la notación, se utiliza la letra h para designar al 

incremento de la variable x. Es decir, h = Δx = x2 − x1. De esta manera la razón 

de cambio promedio de una función f en el intervalo [x1, x2] está dado por 

( ) ( )
 

h

x fhx f 11 −+
y la razón de cambio instantánea de f en x = x1 está dado por 

( ) ( )
 

h

x fhx f
 

0h
lím 11 −+
→

. 

 

Problema 

Un cuerpo se mueve sobre una línea recta de modo que la ley s(t) = 2t + 

2 metros describe su posición después de t segundos. Determine la razón 

media de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo transcurrido 

durante los primeros 5 segundos, en intervalos de un segundo de 

amplitud. ¿Cuál es la razón de cambio del desplazamiento a los dos 

segundos de iniciado el movimiento? 

 

La razón de cambio media está dada por 
( ) ( )

12

12

tt

tsts

t
s

−
−

=
Δ
Δ .  

 
 

Intervalo 
Razón de cambio 

media 

0 ≤ t ≤ 1 
( ) ( )

01

0s1s

−
− = 2 

seg
m  

1 ≤ t ≤ 2 
( ) ( )

12

1s2s −
−

= 2 
seg
m  

2 ≤ t ≤ 3 
( ) ( )

23

2s3s

−
− = 2 

seg
m  

3 ≤ t ≤ 4 
( ) ( )

34

3s4s

−
− = 2 

seg
m  

4 ≤ t ≤ 5 
( ) ( )

45

4s5s

−
− = 2 

seg
m  

  

 

¿Cómo se interpretan estos 

resultados? 

Esto significa que la razón de cambio 

media del desplazamiento con 

respecto al tiempo es 2
seg
m , es decir 

que el móvil recorre 2 metros por cada 

segundo transcurrido. Esta razón de 

cambio media nos da la velocidad 

promedio del móvil en cada intervalo.  

En este ejemplo particular la velocidad 

es constante, por lo tanto se trata de 

un movimiento rectilíneo uniforme. 

 

 

Otra forma de calcular la razón de cambio media, es trabajando con la ley que 

define el movimiento. 
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Si la función s(t) describe la posición de un objeto con respecto al tiempo 

transcurrido t, dicha función recibe el nombre de función posición del objeto. 

Como la velocidad promedio es el cociente entre el desplazamiento y el tiempo 

empleado, la razón de cambio promedio en el intervalo desde t1 hasta  t1 + Δt  

indica la velocidad promedio en ese intervalo. 

Es decir, velocidad promedio: vp = 
( ) ( )

t

tftts

tiempo

entodesplazami 11

Δ
−Δ+

=  

La velocidad promedio no siempre es útil para resolver ciertos problemas 

físicos. Si observamos el velocímetro de un auto, la aguja no permanece inmóvil 

mucho tiempo, es decir, la velocidad del auto va cambiando. El vehículo tiene 

una velocidad definida en cada momento. Esta velocidad se llama velocidad 

instantánea y es el límite de la velocidad promedio cuando Δt → 0. 

Por lo tanto, velocidad instantánea: ( )
( ) ( )

t

tfttf
límv 11

0t1ti Δ
−Δ+

=
→Δ

. 

 

Ejemplo. Sea f(t) el número de individuos de una población de animales o 

plantas en el tiempo t. El cambio del tamaño de la población entre los tiempos t1 

y t2 es f = f(t1) − f(t2) de modo que la razón de cambio promedio, denominada 

tasa promedio de crecimiento, durante el período t1 ≤ t ≤ t2 es, 

Δ

tasa promedio de crecimiento: 
( ) ( )

12

12

tt

tftf

t

f

−

−
=

Δ
Δ

 

La razón de cambio instantánea, tasa instantánea de crecimiento, se obtiene 

haciendo que Δ t → 0 a partir de la tasa promedio, 

tasa instantánea de crecimiento: 
t

f
lím

0t Δ
Δ

→Δ
 

No existe seguridad de que el límite 

exista ya que la función f(t) es una 

función escalonada y, por lo tanto 

discontinua, siempre que ocurre un 

nacimiento o una muerte. Sin embargo, 

podemos reemplazar la gráfica por una 

curva suave de aproximación.  

 

 
 

 

EJERCICIOS 
 

1) Las gráficas muestran la posición de dos partículas que se mueven sobre una 

línea recta de manera diferente, sabiendo que el espacio recorrido se mide en 

metros y el tiempo en segundos. 
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4) La velocidad en t = 1 segundos de una partícula que se mueve sobre una 

línea recta de acuerdo con la ley s(t) = 1,2t
2
,  s en metros y t en segundos, se 

expresa como 
seg
m4,2

t
slím

0t
=

Δ
Δ

→Δ
. Esta expresión significa: 

a) En la cercanía de t = 1 la velocidad de la partícula es de 
seg
m4,2 . 

b) La velocidad de la partícula en t = 1 es exactamente 
seg
m4,2 . 

c) La sucesión de velocidades medias muy cerca de t = 1, tanto por 

derecha como por izquierda, se aproximan mucho a 2,4, y no lo exceden. 

5) La posición de una partícula (en metros) sobre una recta horizontal está 

determinada por la función f(t) = −3t
2
 + 2t, t en segundos. Determine: 

a)  la velocidad promedio de la partícula durante el tercer segundo (es 

decir, entre t = 2 y t = 3). Durante ese intervalo de tiempo, ¿la partícula avanza o 

retrocede?  

b) una fórmula que permita obtener la velocidad promedio de la partícula 

entre t y t + Δt. 

c) la velocidad instantánea de la partícula en t = 3. 
6) Se estima que dentro de t años la población de cierta comunidad suburbana 

será P(t) = 
1t

620
+

−  miles de personas. 

a) ¿Cuánto cambiará la población durante el segundo año? (de t = 1 a       

t = 2). ¿La población sufrirá un aumento o una disminución? 

b) ¿A qué razón cambiará la población durante el segundo año? 

c) Obtenga una fórmula que permita obtener la razón de cambio 

promedio de la población con respecto al tiempo. 

d) Obtenga una fórmula que permita obtener la razón a la cual cambiará 

la población, con respecto al tiempo, dentro de t años. 

e) ¿A qué razón crecerá la población dentro de un año? 

f) ¿A qué razón crecerá la población dentro de nueve años? 

g) ¿Qué sucederá con la razón de crecimiento de la población a largo 

plazo? 

7) Caída libre: Si dejamos caer una piedra hacia la tierra desde una altura de 35 

metros, los experimentos de la física han llevado a obtener como modelo del 

espacio recorrido por la piedra en t segundos la fórmula: y(t) = 35 − 
2
1 gt

2
, 

donde g = 9,8 
2

seg

m  es la aceleración de la gravedad. 

a) Encuentre la posición de la piedra luego de 1 segundo de ser lanzada, 

luego de 2 segundos y 2,5 segundos. 

b) Calcule la velocidad media de la piedra para los intervalos de tiempo  

[0, 1] y [1, 2].  

c) Grafique y(t). Marque Δy  y  Δt para los intervalos de tiempo [0, 1] y     

[1, 2]. ¿La piedra tiene siempre la misma velocidad? Explique. 
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promedio de la población con respecto al tiempo, cuando el tiempo cambia de t 

a t + Δt,  está dada por la expresión ( )( )1t.1tt
6

++Δ+
 miles de personas por año. 

d) La razón a la cual cambiará la población, con respecto al tiempo, dentro de t 

años es 
( )21t

6

+
 miles de personas por año. e) Dentro de un año la población 

estará creciendo a razón de 1500 personas por año. f) Dentro de nueve años la 

población estará creciendo a razón de 60 personas por año. g) La razón de 

crecimiento a largo plazo tiende a cero. Es decir que con el tiempo, la población 

tiende a estabilizarse.  

7) a) y(1) = 30,1m; y(2) = 15,4m; y(2,5) = 4,375m 

b) La velocidad media de la piedra para el intervalo [0, 1] es v = –4,9
seg
m  y la 

velocidad media para el intervalo [1, 2] es v = –14,7
seg
m .  

c) La velocidad de la piedra cambia a 

medida que transcurre el tiempo. Lo 

podemos ver ya que recorre distancias 

distintas en intervalos de igual amplitud. 

d) La piedra llega al suelo 

aproximadamente a los 2,67 segundos. 

e) La velocidad instantánea de la piedra en 

t = 1 es vi(1) = –9,8
seg
m  y en t = 2,5 es vi 

(2,5) = –24,5
seg
m . 

 
A medida que la piedra se acerca al suelo su velocidad aumenta, se observa en 

los valores calculados y coincide con lo que pensamos en forma intuitiva. 

8)a) 
seg
m

3
1 ; b) 

seg
m375,0 ; c) 

seg
m4,0 ; d) 

seg
m5,0  

9)a) T(t) = 3 + t, es una función de primer grado. 

b) En todos los intervalos de tiempo la raíz tiene 

el mismo crecimiento. O sea que es constante. 

c) La velocidad media en ambos intervalos es 

1
h

cm . 

d) La velocidad de crecimiento es la misma en 

cualquier instante, 1
h

cm . 

e) La velocidad de crecimiento en cualquier 

instante y la velocidad media en cualquier 

intervalo son iguales. 
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b) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la gráfica en x0 = 1. 
c) Grafique la función, la recta secante y la recta tangente. 

2) Sea la función g(x) = x
3
 

a) Encuentre la razón de cambio promedio de la función cuando x cambia 

desde x0 = −3 a x1 = −2. Determine que dicha razón de cambio coincide con la 

pendiente de la recta secante que une los puntos de abscisa x0 = −3 y x1 = −2. 
Halle la ecuación de la recta secante. 

b) Obtenga la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función en 

el punto de abscisa x0 = −2. 
c) Grafique la función, la recta secante y la recta tangente. 

3) Halle la razón de cambio media de la función dada en el intervalo indicado. 

Calcule la razón instantánea de cambio en los extremos del intervalo [x0, x1]. 

 Función Intervalo [x0, x1] 

a) f(x) = −2x +3 [−2, −1] 

b) f(x) = x
2
 − 1 [0, 1] 

4) Determine la ecuación de la recta secante a cada una de las funciones del 
ejercicio anterior que une los extremos del intervalo considerado y la recta 
tangente en cada uno de los extremos del intervalo. 
 

 

4.4 Concepto de derivada 
En las secciones anteriores se definió la razón de cambio  instantánea como un 

límite de la forma 
( ) ( )

h

x fhx f
 lím 11

0h

−+

→
. La razón de cambio instantánea tiene 

numerosas aplicaciones en las ciencias naturales, sociales y en las ingenierías. 

En economía, el costo marginal, ingreso marginal o beneficio marginal, en física, 

velocidad (si la función original representa el espacio recorrido). En química, la 

razón de cambio en la concentración de un reactivo con respecto al tiempo, 

llamada velocidad de reacción. En biología, la razón de cambio de una colonia 

de bacterias con respecto al tiempo.  

También se analizó que ese límite da la pendiente de la recta tangente a una 

curva de ecuación y = f(x) en un punto de abscisa x = x1.  

Dada la frecuencia con que aparecen estos límites, se les asigna un nombre y 

una notación especiales, surgiendo el concepto de derivada.  

El concepto de derivada se origina a mediados del siglo XVII cuando el 

matemático francés Pierre de Fermat (1601–1665) intentó obtener máximos y 

mínimos de ciertas funciones. 

 

Definición. Se llama derivada de la función y = f(x) en el punto de abscisa x = x1  

y se indica con f '(x1)  a  f '(x1) = 
( ) ( )

 
h

x fhx f
 lím 11

0h

−+
→

, siempre que este límite 

exista. 
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a)     b)        

 
c)     d)     

 
4) ¿En qué gráficas se cumple que f '(x) < 0? 

a)   b)      c)       d)   

 
5) Dada la gráfica de la función y = f(x), ordene 

los siguientes números en forma creciente.  

g'(–2), g'(–1,5), g'(–0,5), g'(1), g'(3)  

Explique su razonamiento.   

 
 

RESPUESTAS 

1)a) f '(x) = 0 b) f '(x) = 4  c) f '(x) =  −2x d) f '(x) = 
( )21x

1

−
−   

2)a) 2  b) −7  c) 
6
1  

3) La derivada de la función en x = x0 es nula en a) y b). 

4) f '(x) < 0 en b). 

5) g'(–0,5);  g'(–1,5);   g'(1);   g'(–2);   g'(3).  Trazando aproximadamente la recta 
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retrocediendo antes de t2, allí se detuvo para comenzar a avanzar hasta t4, 

instante en el que se detuvo otra vez para comenzar a retroceder.  

 

Cuando se estudia el movimiento rectilíneo puede considerarse que el objeto se 

desplaza a lo largo de un eje de coordenadas. La posición del objeto desde el 

origen en los ejes es una función del tiempo t y generalmente se representa 

como s(t). La razón de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo es la 

velocidad v(t) del objeto. 

Expresada como derivada, la velocidad es v(t) = 
dt
ds , cuando esta derivada 

existe. 

• Si v(t) > 0, se dice que el objeto está avanzando y si v(t) < 0, está 

retrocediendo.  

• Si v(t) = 0 el objeto no avanza ni retrocede. 

 

Podemos representar mediante un diagrama el movimiento rectilíneo. 

 

En el caso en que v(t) ≥ 0 en un intervalo [t1, t2], el objeto se mueve en 

dirección positiva, de modo que el desplazamiento s(t2) − s(t1) coincide con la 

distancia recorrida por el objeto. 

Si v(t) ≤ 0 en un intervalo [t1, t2], el objeto se mueve en dirección negativa y el 

desplazamiento s(t2) − s(t1) es el negativo de la distancia recorrida por el objeto. 

Si v(t) asume valores tanto positivos como negativos durante el intervalo de 

tiempo [t1, t2], el móvil se mueve hacia adelante y hacia atrás y para determinar 

la distancia total recorrida deben sumarse las distancias recorridas en cada 

sentido. 

 

Problema 
La siguiente gráfica muestra la posición de un móvil durante un recorrido 

de 15 minutos.  
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Esboce la gráfica de su correspondiente función velocidad (en 
min

km
). 

 

Desde cero hasta los tres minutos, la gráfica corresponde a un segmento de 

recta y = mx + h. El movimiento es rectilíneo uniforme, significa que el móvil 

tiene velocidad constante y como la pendiente es positiva, el móvil avanza, por 

lo que la velocidad es positiva. Como recorrió 3 km en 3 minutos podemos decir 

que la velocidad es 1
min
km . 

Desde los tres hasta los nueve minutos el móvil está quieto, ya que el espacio 

recorrido no varía. La velocidad es nula. 

Desde el minuto nueve hasta el quince, el móvil avanza nuevamente con un 

movimiento rectilíneo y uniforme. El móvil recorre 3 km en 6 minutos y la 

velocidad es 0,5 
min
km . 

Si representamos gráficamente las conclusiones anteriores:     

 

 

No hay información sobre lo que ocurre en los extremos de los intervalos. La 

gráfica es solo una de las posibles respuestas, la que corresponde a considerar 

que el móvil se mueve hasta los 3 minutos, incluido el mismo, y desde los 9 

minutos, también incluido ese instante. 

 
Problema 

La función representada gráficamente describe la velocidad en 
min
km  de 

un móvil durante un trayecto de 15 minutos. Esboce la gráfica de la 

función que describe la posición en función del tiempo. 
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Desde cero hasta el minuto tres, el móvil se mueve con velocidad constante de 

3
min
km , por lo tanto avanza con un movimiento rectilíneo y uniforme. A los tres 

minutos habrá recorrido 9 km. Desde los tres hasta los doce minutos, la 

velocidad es nula, eso significa que el móvil está quieto. En los últimos tres 

minutos la velocidad es negativa, por lo tanto el móvil retrocede, también con 

movimiento rectilíneo y uniforme. Como el valor absoluto de la velocidad es 1 

min
km , en los tres minutos el móvil retrocede 3 km. 

Teniendo en cuenta esta información es posible bosquejar una gráfica que 

describe la posición del móvil en función del tiempo. No hay información sobre la 

posición inicial, así que la respuesta no es única. Considerando, por ejemplo, 

que la posición inicial del móvil es s = 0, resulta:   

 

 

Problema 
La posición de un objeto en movimiento rectilíneo variado está dada por la 

función s(t) = t
3
 − 12t + 2, donde t se mide en segundos y s(t) en metros. 

a) Determine la velocidad del objeto en cada instante t. 

b) Halle en qué instantes se detiene el móvil.  

c) Analice su movimiento entre los instantes t = 0 y t = 3. 

d) Encuentre la posición de la partícula en t = 0, t = 2 y t = 3 y dibuje un 

diagrama que represente el movimiento de la partícula para 0 ≤ t ≤ 3. 

e) Calcule la distancia total recorrida por la partícula en ese intervalo. 

 

a) La velocidad con que se mueve el objeto en cada instante t está dada por la 

derivada de la función que describe la posición del objeto: 

v(t) = s'(t) =
( ) ( )

 
h

2t12t2ht12h+t
 lím

h

s(t)h)+s(t
 lím

33

0h0h

−+−++−
=

−
→→

 

v(t) = s'(t)  
h

t12th12t12hth3ht3t lím
33223

0h

+−−−+++=
→

 

v(t) = s'(t)  12t312hth33t lím
h

h12hth3h3t lím
222

0h

322

0h
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=−++=

→→
 

La velocidad del móvil en cada  instante t del movimiento es v(t) = 3t
2
 − 12. 

b) Si el móvil se detiene, su velocidad v(t) = 0. 

Entonces: 3t
2
 − 12 = 0    ⇒    3t

2
 = 12    ⇒    t

2
 = 4    ⇒    t = ±2  
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A los dos segundos de iniciado el movimiento, el objeto se detiene.  
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Al ir trazando rectas secantes por 

derecha y por izquierda de x = 0, estas 

rectas se aproximan a una recta vertical 

de ecuación  x = 0, que coincide, en 

este caso, con el eje de ordenadas.  

Por lo tanto la función 3 xy =  no es 

derivable en x = 0. 

 

 

En los ejemplos anteriores se puede observar que la continuidad no implica la 

eorema. Si una función es derivable en x0 entonces es continua en x0. 

ipótesis: f(x) es derivable en x0. 

derivable en x0, existe f(x0) ya que esta hipótesis 

garantiza la existencia de 

derivabilidad en el punto. Sin embargo, la derivabilidad implica continuidad como 

se demuestra en el siguiente teorema. 

 

T

Simbólicamente: f(x) derivable   ⇒   f(x) continua 

 

H

Tesis: f(x) es continua en x0. 

Demostración: Si y = f(x) es 
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Escribimos f(x0 + h)  = f(x0 + h) − f(x0) + f(x0)   
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Si aplicamos límite a ambos miembros resulta: 
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, entonces: ( ) ( )00
0h

xfhxflím =+
→

. Luego, y = f(x) es 

continua en x = x0. 

bservación. No vale el recíproco, es decir que una función sea continua en un 

rrecíproco: si una función no es continua en un punto 

 
O

punto no implica necesariamente que sea derivable (como se analizó en los 

ejemplos anteriores). 

Sí es válido el contra

entonces no es derivable en dicho punto. 
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intervalo abierto (a, b) y si los límites
h

)a(f)ha(f
lím

0h

−+
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→
 (derivada en a por 

derecha) y 
h

)b(f)hb(f
lím

0h

−+
−

→
 (derivada en b por izquierda) existen. 

 

Ejemplo: Dada la función 

definida gráficamente, analice 

la derivabilidad. 

 

 
 

En x = 0 la función tiene un punto pico ya que las derivadas laterales son 

distintas. La función no es derivable en x = 0. 

En x = 3 la función es discontinua, por lo tanto no es derivable en ese punto. 

En los demás valores del dominio la función es derivable, ya que es posible 

trazar la tangente en cualquier punto y definir su pendiente. 

 

Ejemplo. Analice la derivabilidad de f : R → R / x →  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
≤<−

≤−

6   xsi           14

6x4   si    165x

4   xsi3x   x
2

 

Cada tramo de la función está definida por una expresión polinomial. Esto 

permite asegurar que la función es continua y derivable en todo su dominio, 

excepto quizás en x = 4 y en x = 6. 

También se puede probar que la función es continua en  los  puntos en los que 

cambia la ley que define la función, es decir, en x = 4 y en x = 6. 

Analicemos la  derivabilidad en esos valores. Para ello es necesario analizar si 

las derivadas laterales existen y son iguales. Recordemos que: 

  f '  = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −
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( ) ( )
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Para x = 4 resulta:    f '  =)4(
− ( ) ( )

h

4fh4f
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−

→
  

Teniendo en cuenta que f(4) = 4
2
 – 3.4 = 4, obtenemos: 

f '  = )4(
− ( ) ( )

h

4h43h4
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2
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−+−+
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→
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5.1 Reglas de derivación 
Hemos visto la importancia de calcular la derivada de una función. Para cada 

nuevo fenómeno que aparece y que queremos estudiar, tenemos una función 

distinta que lo representa. Hasta ahora, cada vez que tuvimos que calcular una  

derivada, aplicamos la definición. Esta tarea supone un trabajo enorme y no 

muy interesante que se puede simplificar si encontramos reglas que nos 

permitan deducir las funciones derivadas de las funciones dadas. Estas reglas 

nos posibilitarán aplicar directamente la fórmula para el cálculo de la función 

derivada sin necesidad de acudir a la definición.  

Luego de la lectura y resolución de ejercicios, se espera que calcule la derivada 

de funciones utilizando las reglas de derivación, que aplique la derivación 

logarítmica en las funciones que corresponda y la regla de la cadena para 

derivar funciones compuestas.  

 

Derivada de la función constante 
Sea  f(x) = k  ;  k ∈ R 

f '(x) =  0 lím  
h

 kk lím  
h

 f(x)h)+f(x 
lím

0h0h0h →→→
=−=

−
= 0 

La derivada de la función constante es la función nula. 

 

 

Geométricamente se observa que cualquiera sea 

x1 ∈ R, la gráfica de la recta tangente en el punto 

de abscisa x1 coincide con el gráfico de f.  

Como la tangente es paralela al eje x, la pendiente 

es nula y se cumple que  f '(x1) = 0.  

Esto vale para todos los números reales y, por lo tanto, f '(x) = 0. 

Si  f(x) = k  ⇒  f '(x) = 0, ∀x. 

                                                                

Derivada de la función identidad 
Sea la función identidad, f(x) = x.                              

 f '(x) =  1 lím  
h

x h+ xlím  
h

 f(x)h)+f(x 
lím

0h0h0h →→→
=−=

−
 = 1    ⇒    f '(x) = 1.     

 

 

Geométricamente se observa que cualquiera sea el 

valor de x1 ∈ R, la recta tangente al gráfico de f en el 

punto de abscisa x1 coincide con el gráfico de f. 

Teniendo en cuenta la interpretación geométrica de 

la derivada, f '(x1)  es  la  pendiente  de la recta 

tangente a la gráfica de la función en el punto.  

En este caso f '(x1) = 1 cualquiera sea x1 ∈ R. 

Por lo tanto, si f(x) = x ⇒  f '(x) = 1, ∀x. 

 

 180
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H)*z+"=" "
j
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→

"
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"

j

"i*z+-h*z+j+-i*z-j+-h*z"
nîo
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−
→

"
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j
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nîo
2j

−−
→

"
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j
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nîo"-

j
"h*z+j+-h*z"

nîo
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Nc"tginc"ug"igpgtcnk|c"rctc"wpc"uwoc"cnigdtckec"fg"hwpekqpgu0"
"
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"

j
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j
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−
=

−
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j
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nîo
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−
→

="m0h")*z+"
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p
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"
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−
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⎣
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⎢
⎣
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⎦
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⎢
⎣
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⎣
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⎦
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⎢
⎣
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tgurgevq"cn"vkgorq"v."gu"fgekt."
fv
fj ewcpfq"z"="40""

Gp" nc" hkiwtc" swgfc" fgvgtokpcfq" wp" vtkâpiwnq" tgevâpiwnq" rqt" nq" swg" gu" rqukdng"
crnkect"gn"vgqtgoc"fg"Rkvâiqtcu0"Rqt"nq"vcpvq"ncu"xctkcdngu"swgfcp"tgncekqpcfcu""

rqt"nc"gewcekôp"g
4
""="z

4
"-"j

4
0"

Ucdkgpfq"swg"g"="9."gpvqpegu"94""="z
4
"-"j

4
""

Fgtkxcpfq"kornîekvcogpvg"eqp"tgurgevq"c"v<""2"="4z
fv
fz "-"4j

fv
fj """"

Guvc"gewcekôp"ug"nncoc"gewcekôp"fg"tc|qpgu"fg"ecodkq"tgncekqpcfcu."{c"swg"nc"
tc|ôp"fg"ecodkq"fg"j"guvâ"nkicfc"c"nc"fg"z0"

Fgurglcpfq"
fv
fj "qdvgpgoqu<"

fv
fj "="

fv
fz

j
z− ""*3+"

Gp"nc"gzrtgukôp"9
4
""="z

4
"-"j

4
."eqpukfgtcpfq"z"="4"ug"qdvkgpg<""

9
4
""="4

4
"-"j

4
"""⇒""""j"=" 67 0"

Eqoq"
fv
fz ="2.7

0ugi
o ."j"= 67 o""{""z"="4"o"tggornc|cpfq"gp"*3+"tguwnvc<"""

fv
fj "="

ugi
o7.20

o67

o4− """"""⇒""
fv
fj "="

ugi
o

67

3− """""""

"Gn"gzvtgoq"uwrgtkqt"fg" nc"guecngtc"fguekgpfg"c"tc|ôp"fg"
ugi
o

67

3
 *37"

ugi
eo + "

ewcpfq"nc"dcug"fg"nc"guecngtc"ug"gpewgpvtc"c"4"o"fg"nc"rctgf"{"ug"cnglc"c"tc|ôp"

fg"2.7
ugi
o "*72"

ugi
eo +"fg"nc"okuoc0"

""
Rtqdngoc"

Nc" gzrtgukôp" swg" fguetkdg" nc" fgocpfc" rctc" ekgtvq" vkrq" fg" ecokuc" guvâ"
fcfc" rqt" 4rz" -" 87r" −" 6;72" =" 2." fqpfg" z" ekgpvqu" fg" ecokucu" uqp"
fgocpfcfcu"rqt"ugocpc"ewcpfq"r"fônctgu"gu"gn"rtgekq"rqt"ecokuc0"Uk""
"
"
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wpc"ecokuc"ug"xgpfg"c"&"52"guvc"ugocpc"{"gn"rtgekq"etgeg"c"wpc"vcuc"fg"
&"2.42"rqt"ugocpc."ecnewng"nc"vcuc"fg"xctkcekôp"fg"nc"fgocpfc0"

"
Fgvgtokpgoqu"ncu"xctkcdngu"fgn"rtqdngoc<"
v<"vkgorq."gp"ugocpcu."fgufg"swg"gn"rtgekq"eqogp|ô"c"uwdkt0""
z<"ekgpvqu"fg"ecokucu"fgocpfcfcu"rqt"ugocpc0"
r<"rtgekq"*gp"fônctgu+"rqt"ecokuc0"

Gn"rtgekq"etgeg"c"wpc"vcuc"fg"&"2.42"rqt"ugocpc."gu"fgekt" 42.2
fv
fr

= 0"

Fgdgoqu"fgvgtokpct"
fv
fz 0"

Gn"oqfgnq"ocvgoâvkeq"swg"tgncekqpc"ncu"xctkcdngu"swg"fgrgpfgp"fg"v"guvâ"fcfq"
rqt"4rz"-"87r"−"6;72"="2."fqpfg"r"{"z"uqp"hwpekqpgu"fg"v."ugiûp"guvâp"fghkpkfcu"
gp"gn"gpwpekcfq"fgn"rtqdngoc0"
Fgtkxcpfq"okgodtq"c"okgodtq"eqp"tgurgevq"c"v"tguwnvc<""

4
fv
fr
z"-"4r

fv
fz "-"87

fv
fr

="2""""⇒""""*4z"-"87+
fv
fr
z"-"4r

fv
fz "="2"""

Fgurglcpfq"
fv
fz "qdvgpgoqu<"

r4
fv
fr
+87z4*

fv
fz

−−
= "

Uk"gn"rtgekq"fg"wpc"ecokuc"gu"&"52."tggornc|coqu"gp"gn"oqfgnq"swg"tgncekqpc"
ncu"fqu" xctkcdngu" z" {"r"rctc"qdvgpgt" nc" ecpvkfcf"fg"ecokucu"fgocpfcfcu"rqt"
ugocpc"ewcpfq"gn"rtgekq"rqt"ecokuc"gu"fg"&"520"""
Cuî.""40520z"-"87052"⁄"6;72"="2"⇒"82z"="5222""⇒""z"="720"

Eqpukfgtcpfq" 42.2
fv
fr

= ." r" =" 52" {" z" =" 72." tggornc|cpfq" gp" nc" gzrtgukôp"

qdvgpkfc"rctc"
fv
fz ."tguwnvc<"" 77.2

5204
42.2+0877204*

fv
fz −=

−−
= 0"

Guvq" kpfkec" swg" nc" fgocpfc" fg" ecokucu" fgetgeg" c" tc|ôp" fg" 77" ecokucu" rqt"
ugocpc"ewcpfq"gn"rtgekq"rqt"ecokuc"gu"fg"&"520"
"
Wp"rtqdngoc"fg"vcucu"fg"xctkcekôp"tgncekqpcfcu"gu"cswgn"swg"kpxqnwetc"vcucu"fg"
xctkcekôp" fg" xctkcdngu" tgncekqpcfcu0" Gp" crnkecekqpgu" fgn" owpfq" tgcn" swg"
kornkecp" vcucu" fg" xctkcekôp" tgncekqpcfcu." ncu" xctkcdngu" vkgpgp" wpc" tgncekôp"
gurgeîhkec"rctc"xcnqtgu"fg"v."fqpfg"v"gu"wpc"ogfkfc"fg"vkgorq0"Gp"igpgtcn"guvc"
xctkcekôp" ug" gzrtguc" ogfkcpvg" wpc" gewcekôp." nc" ewcn" tgrtgugpvc" wp" oqfgnq"
ocvgoâvkeq0"
"

Uwigtgpekcu"rctc"tguqnxgt"wp"rtqdngoc"fg"vcucu"fg"xctkcekôp"tgncekqpcfcu0"
3+"Ngc"ewkfcfqucogpvg"gn"rtqdngoc0"Uk"gu"rqukdng"tgcnkeg"wpc"hkiwtc0"
4+"Fghkpc"ncu"xctkcdngu"fgn"rtqdngoc."eqogp|cpfq."rqt"glgornq."rqt"v"{"nwgiq"ncu"
qvtcu"xctkcdngu"swg"fgdgp"kpfkect"uw"fgrgpfgpekc"fg"v0"
5+"Guetkdc" nqu"fcvqu"eqpqekfqu"cegtec"fg"ncu"xctkcdngu"{"fg"uwu"fgtkxcfcu"eqp"
tgurgevq"c"v0"
5+"Fgvgtokpg"nq"swg"fgugc"jcnnct0"
"
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6+"Guetkdc" wpc" gewcekôp" swg" tgncekqpg" ncu" xctkcdngu" swg"fgrgpfgp"fg" v0"Guvc"
gewcekôp"ugtâ"wp"oqfgnq"ocvgoâvkeq"fg"nc"ukvwcekôp0"
7+"Fgtkxg"eqp"tgurgevq"c"v"nqu"fqu"okgodtqu"fg"nc"gewcekôp"qdvgpkfc"gp"gn"rcuq"
cpvgtkqt"rctc"tgncekqpct"ncu"vcucu"fg"xctkcekôp"fg"ncu"xctkcdngu0"
8+"Uwuvkvw{c"nqu"xcnqtgu"fg"ncu"ecpvkfcfgu"eqpqekfcu"gp"nc"gewcekôp"{"fgurglg"nc"
ecpvkfcf"fgugcfc0"
9+"Guetkdc"wpc"eqpenwukôp"swg"tgurqpfc"c"ncu"rtgiwpvcu"fgn"rtqdngoc0"
"
Rtqdngoc"

Ug" cttqlc" wpc" rkgftc" gp" wp" guvcpswg" vtcpswknq." hqtoâpfqug" qpfcu"
ektewnctgu"eqpeêpvtkecu"swg"ug"fkurgtucp0"Uk"gn"tcfkq"fg"nc"tgikôp"chgevcfc"

etgeg" c" wpc" vcuc" fg" 38"
ugi
eo ." Àc" swê" vcuc" etgeg" gn" âtgc" fg" nc" tgikôp"

chgevcfc"ewcpfq"uw"tcfkq"gu"fg"6"eoA"
"
Tgcnk|coqu"wpc"hkiwtc"fg"cpânkuku<"
Fghkpkoqu"ncu"xctkcdngu"fgn"rtqdngoc<"
v<"ecpvkfcf"fg"okpwvqu"vtcpuewttkfqu"fgufg"swg"nc"rkgftc"vqeô"
gn"ciwc0"
t<"tcfkq"fg"nc"tgikôp"chgevcfc0"
C<"âtgc"fg"nc"tgikôp"chgevcfc0 

 

Ug" ucdg" swg" nc" tc|ôp" fg" ecodkq" fgn" tcfkq" eqp" tgurgevq" cn" vkgorq" v" gu" fg"

38
ugi
eo ."q"ugc"

ugi
eo38

fv
ft = 0"

Fgugcoqu"jcnnct"c"swê"vcuc"etgeg"gn"âtgc"fg"nc"tgikôp"chgevcfc"ewcpfq"uw"tcfkq"

gu"fg"6"eo."gu"fgekt."
fv
fC "ewcpfq"t"="60"

Gn"oqfgnq"ocvgoâvkeq"swg"tgncekqpc"ncu"xctkcdngu"C"{"t"swg"fgrgpfgp"fg"v."guvâ"

fcfq"rqt"gn"âtgc"fgn"eîtewnq<"C"="πt40"

Fgtkxcpfq"okgodtq"c"okgodtq"eqp"tgurgevq"c"v"tguwnvc<"
fv
ftt4

fv
fC π= "0"

Uwuvkvw{gpfq"t"="6"eo""{""
ugi
eo38

fv
ft = "gp"nc"gzrtgukôp"cpvgtkqt"qdvgpgoqu<""

fv
ftt4

fv
fC π= """⇒"" 3806004

fv
fC π= """⇒""" π= 34:

fv
fC "

Gn"âtgc"fg"nc"tgikôp"chgevcfc"etgeg"c"wpc"tc|ôp"fg"34:π"
ugi
eo

4

"ewcpfq"uw"tcfkq"

gu"fg"6"eo0"
"
"
GLGTEKEKQU"
 

3+"Ugcp"z"g"{"fqu"hwpekqpgu"fgtkxcdngu"fg"v"tgncekqpcfcu"rqt"nc"gzrtgukôp"
"
"
"
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6z"-"7{"="80"Ucdkgpfq"swg" 4
fv
f{

= ."qdvgpic"
fv
fz 0""

4+"Ugcp"z"g"{"fqu"hwpekqpgu"fgtkxcdngu"fg"v"tgncekqpcfcu"rqt"nc"gzrtgukôp"

5ugpz"-"6equ{"="50"Ucdkgpfq"swg" 4
fv
f{

= ."qdvgpic"
fv
fz "gp" ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ππ

5
".

8
0""

5+"Fgvgtokpg"nc"rgpfkgpvg"fg"nc"tgevc"vcpigpvg"c"nc"itâhkec"fg";z
4
"-"{

4
"=";"gp"gn"

rwpvq" ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − :.
5
3 0"Gpewgpvtg" nc"tgevc" vcpigpvg"{"tgrtgugpvg"codcu"ewtxcu"gp"gn"

okuoq"itâhkeq0"
6+"Ug"guvâ"hqtocpfq"wpc"dqnc"fg"pkgxg"fg"oqfq"swg"uw"xqnwogp"ug"kpetgogpvc"

c"wpc"vcuc"fg"
okp
o6.4
5

0"Fgvgtokpg"nc"vcuc"c"nc"swg"gn"tcfkq"cwogpvc"ewcpfq"gn"

fkâogvtq" fg" nc" dqnc" gu" fg" 3.4"o0" " Tgewgtfg" swg" gn" xqnwogp" fg" nc" guhgtc" ug"

ecnewnc"eqp"nc"hôtownc"x"=
5
t

5
6 π 0"

"
TGURWGUVCU" "

3+"
4
7

fv
fz −= "" " 4+"

5
:

fv
fz = "

5+"Nc"rgpfkgpvg"gu" 28.3
:

5 ≈ 0""

Nc"gewcekôp"fg"nc"tgevc"vcpigpvg"gu"{"="3.28z"⁄"5.3:0"

6+"
okp
o

5
7
π

"

"
"
"
"
"
"

"
"
"
GLGTEKEKQU" KPVGITCFQTGU" 703" TGINCU" FG" FGTKXCEKłP0" 704"
FGTKXCEKłP"KORN¯EKVC"0"705"TC\QPGU"FG"ECODKQ"TGNCEKQPCFCU"
"
3+"Ecnewng"ncu"ukiwkgpvgu"fgtkxcfcu<"

" c+"{"="z4"−"7z5"-"
6

vi π " " " " d+"{"=" zznp4z
4
3 6

+− "

" e+"{"=" viz4z54npgz −+− "" " " f+"{"=" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ + 4z3np "

" g+"{"=" zugpg5 4z6 +− " " " "" h+"{"="
z

z4

g

g3+ "
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 g) y = (tgx)
x
        h) y =   ( ) 2

x5xcos

  

 i) y = x
2x

.cosx        j) y = ln(5e
x
 + 1) 

2) Si  a(2) = 1, b(2) = 10, c(2) = −2, a'(2) =
2

1
, b'(2) = 3  y  c'(2) = 4, halle: 

 a) ( )2

'

c
b.a

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛      b)  ( )( )( ) ( )2

'cb.ba ++

3) Dadas gráficamente las funciones f(x) y g(x) y sabiendo que u(x) = f(x).g(x)  y  

v(x) = 
)x(g

)x(f
, encuentre, si existen: 

a) u'(1)    b) v'(5)    c) u'(2) 

 

4) Calcule los valores de n y m para que la función f(x) =  

sea derivable en todos los números reales. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−
≤+−

1>  xsi       nxx

1  xsi   mx5x
2

2

5) En la gráfica, la recta es tangente a la 

parábola. Encuentre el valor de b. 

 

6) Halle los puntos de la gráfica de y = 1xxx
3
1 23

−−+  donde la pendiente de 

la recta tangente es −1. 

 206 

El Cálculo Diferencial



" 429"

9+"Jcnng"gn"ô"nqu"rwpvqu"uqdtg"nc"itâhkec"fg"h*z+"="z5"−"z4"−"7z"-"4"fqpfg"nc"tgevc"
vcpigpvg"ugc"rctcngnc"c"nc"tgevc"swg"rcuc"rqt"nqu"rwpvqu*−5."4+"{"*3."36+0"
:+"Fcfc"nc"hwpekôp"{"="−4z4"−"4z"-"6."jcnng"gn"rwpvq"gp"gn"ewcn"nc"tgevc"vcpigpvg"c"
nc"ewtxc"gu"rctcngnc"cn"glg"fg"cduekucu"{"nc"gewcekôp"fg"fkejc"vcpigpvg0"

;+" "Jcnng" nqu"rwpvqu"fg" nc"itâhkec"fg" nc" hwpekôp"{"="z5"−"5z"gp" nqu"swg" nc"tgevc"
vcpigpvg"gu"jqtk|qpvcn0"Ecnewng"nc"gewcekôp"fg"ncu"vcpigpvgu0"Itchkswg0"
32+"Fgtkxg"kornîekvcogpvg"ncu"hwpekqpgu"<"

c+"z
4
{
4
"⁄"4z"="5" " d+"z

4
"⁄"{

4
"="38"

33+"Uwrqpkgpfq"swg"z"g"{"uqp"hwpekqpgu"fgtkxcdngu"fg"v."jcnng"nq"rgfkfq"gp"ecfc"
ecuq<"

c+"{"="z4"⁄"6z""="ecnewng"
fv
f{
"ewcpfq"z"="6."ucdkgpfq"swg" 3

fv
fz = 0"

d+"z
4
"-"{

4
"=";""="ecnewng"

fv
fz "ewcpfq"z"="4."ucdkgpfq"swg" 5

fv
f{

−= 0"

"
"

706"Fgtkxcfcu"fg"qtfgp"uwrgtkqt"""
Ugc" h*z+" wpc" hwpekôp"fgtkxcdng"gp"wp" ekgtvq" kpvgtxcnq" K0" Nc" hwpekôp"fgtkxcfc"ug"

fghkpg"fg"nc"ukiwkgpvg"ocpgtc<"h")*z+"= "
j

h*z+j+-h*z
"nîo
2j

−
→

."ukgortg"swg"guvg"nîokvg"

gzkuvc0"

Rncpvgcoqu"gn"nîokvg "
j

*z+"hj+-*z"h
"nîo

))
2j

−
→

0""

Uk"guvg"nîokvg"gzkuvg"gp"vqfqu"nqu"rwpvqu"fg"K"*q"cn"ogpqu"gp"wp"uwdeqplwpvq"fg"K+"

ug"fghkpg"wpc"pwgxc"hwpekôp"swg"gu"nc"fgtkxcfc"fg"h")*z+0""
C"guvc"hwpekôp"ug"nc"nncoc"fgtkxcfc"ugiwpfc"fg"h*z+"{"ug"nc"ukodqnk|c"h"))*z+"q"{))"
*vcodkêp"ug"nc"nncoc"fgtkxcfc"fg"ugiwpfq"qtfgp+0"

Ukodônkecogpvg<"h"))*z+"=" "
j

*z+"hj+-*z"h
"nîo

))
2j

−
→

"

Uk" nc"hwpekôp"h" ))*z+"cfokvg"fgtkxcfc."nc"pwgxc"hwpekôp"ug"nncoc"fgtkxcfc"vgtegtc"
fg" h*z+" {" ug" kpfkec" h" )))*z+" q" {)))0" Fg" guvc"ocpgtc" ug" rwgfgp" ugiwkt" fghkpkgpfq"
qvtcu" hwpekqpgu" fgtkxcfcu" fg" oc{qt" qtfgp." ncu" swg" tgekdgp" gn" pqodtg" fg"
fgtkxcfcu"uwegukxcu"q"fgtkxcfcu"fg"qtfgp"uwrgtkqt0"
Rctc"pq"jcegt"vcp"rgucfc"nc"pqvcekôp."c"rctvkt"fg"nc"ewctvc"fgtkxcfc"ug"wvknk|cp"
cniwpcu"fg"ncu"pqvcekqpgu"ukiwkgpvgu<"

h
kx
*z+"."h

x
*z+"."h

xk
*z+".0000000""""q"dkgp""""""h

*6+
*z+"."h

*7+
*z+"."h

*8+
*z+".0000000"

"
Nc" ugiwpfc" hqtoc" gu" oâu" rtâevkec" {c" swg" rwgfg" wuctug" ewcpfq" ug" swkgtg"
kpfkect"wp"qtfgp"fg"fgtkxcekôp"pq"gurgekhkecfq0""
"

Ug"guetkdg""h"
*p+
*z+"{"ug"ngg"fgtkxcfc"p/êukoc"fg"h*z+0"

"
"
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Ejemplo. Calcule las siguientes derivadas: 

a) f ''(x) sabiendo que f '(x)  =  
3 x 2  

b) f ''(x) sabiendo que f (x) = ln (3x − 1) 

c) f '''(x) sabiendo que f '(x)  = x8x
3
1 2

+  

a) Derivando f '(x)  obtenemos f ''(x):  f ''(x) = 

'
3
1

x 2
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= 3

2
1

3

1

x
3

2
x

3

1
.2

−−
=  

b) f (x) = ln (3x − 1) 

Derivando f(x) obtenemos: f '(x) = 
1x3

33.
1x3

1
−

=
−

  

Derivando nuevamente: f ''(x) = 
( )21x3

9

−
−  

c) Derivando f '(x) obtenemos: f ''(x) = 8x
3
2 +  

Derivando nuevamente: f '''(x) = 
3
2  

 

EJERCICIO 
 

Calcule: 

 a) f ''(x) sabiendo que f(x) = 3x
2
 − 5.  

 b) f ''(x) sabiendo que f '(x) = x
4
. 

 c) f 
iv

(x) sabiendo que f '''(x) = 2x + . 

 d) f 
iv

(x) sabiendo que f ''(x) = 
x2

3

+−
−

. 

 

RESPUESTAS 

a) f ''(x) = 6    b) f ''(x) = 4x
3
 c) f 

iv
(x) = 

2x2

1

+
 d) f 

iv
(x) = 

( )3x2

6

+−
−  

 

 
Aplicación 
Según vimos, la velocidad es la primera derivada de la función posición con 

respecto al tiempo. 

Si la función s(t) indica la posición del objeto en el instante t, la velocidad está 

dada por v(t) = s'(t) =  
dt
ds .  

La rapidez es el valor absoluto de la velocidad.  

Rapidez = ⎜v(t) ⎜ = ⎜s'(t) ⎜ =  
dt
ds . 
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La aceleración se define como 
tiempo de intervalo
velocidad la de variacióna = , es decir como la 

razón de cambio de la velocidad. Si tenemos en cuenta esta definición y el 

concepto de derivada, concluimos que la aceleración es la derivada de la 

función velocidad y, por lo tanto, la segunda derivada de la función posición. 

 
dt

sd
(t)s

dt

dv
(t)v)t(a

2

2

''' == == . 

La aceleración mide que tan rápido gana o pierde rapidez un objeto. 

Dado que la rapidez es el valor absoluto de la velocidad, se pueden presentar 

distintas situaciones, como se muestra en el ejemplo siguiente. 

 

Ejemplo. La figura muestra la velocidad v(t) = s'(t) de una partícula que se 

mueve sobre una recta coordenada.  

 
Nota. Si durante cierto tiempo la aceleración se mantiene igual a cero es porque 

la velocidad es constante (movimiento uniforme). 

Si la aceleración es cero en un instante es porque la velocidad 

momentáneamente no cambia (ese momento indica la transición entre ganar y 

perder rapidez o viceversa). 

 

Ejemplo. Un objeto se mueve horizontalmente de modo que su posición está 

determinada por la expresión s(t) = t
3
 − 3t

2
 − 9t + 5 , donde s se mide en metros, 

t en segundos y t ≥ 0.  

a) Encuentre la función aceleración.  

b) Represente en un mismo sistema de coordenadas las funciones posición, 

velocidad y aceleración.  

c) ¿Cuándo aumenta la rapidez del objeto? ¿Cuándo disminuye? 
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a) La velocidad con que se mueve el objeto es la derivada de la función 

posición:    v(t) = s'(t) = 3t
2
 − 6t − 9 

La aceleración del objeto es la derivada de la función velocidad: 

a(t) = v'(t) = s''(t) = 6t − 6   

b) En la figura se representan gráficamente las funciones posición, velocidad y 

aceleración con respecto al tiempo. 

 
c) Para t < 1 el objeto está aumentando su rapidez, para 1 < t < 3 disminuye su 

rapidez y para t > 3 nuevamente aumenta su rapidez.   
 
Problema 

La posición de una partícula que se mueve a lo largo del eje x está dada 

por s(t) =
2

t1

t

+
, t ≥ 0, donde t se mide en segundos y s en metros.  

a) Determine la función que describe la velocidad  de la partícula. 

b) Halle la distancia total recorrida por la partícula para 0 ≤ t ≤ 3.       

c) Encuentre el momento en el cual la aceleración es nula. 

 

a) La velocidad es la primera derivada de la función que describe la posición:  

v(t) = s'(t) = 
2

2

2

2
2

2

t1

t1

t1

t2.tt1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

 

b) Para calcular la distancia total recorrida por la partícula debemos analizar el 

sentido del movimiento en el intervalo pedido. 

v(t) = 0 ⇔ 1 − t
2
 = 0 ⇔ t = 1,  t = −1 

Luego, en t = 1 la velocidad se anula. En ese instante la partícula cambia el 

sentido del desplazamiento. 
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Para 0 ≤  t < 1 es  v(t) > 0 y el móvil avanza. Para 1 < t ≤ 3, v(t) < 0  y el móvil 

retrocede.  

El espacio recorrido en el intervalo (0, 1) es s(1) − s(0)  = 0,5 metros. 

El espacio recorrido en el intervalo (1, 3) es s(3) − s(1) =  −0,2 metros.  

El móvil avanzó 0,5 metros en el primer segundo y retrocedió 0,2 metros en los 

dos últimos segundos. La distancia total recorrida durante los tres primeros 

segundos es: 0,5 + 0,2 = 0,7 metros. 

c) La función que describe la aceleración es la derivada de la función velocidad, 

es decir la segunda derivada de la función que describe la posición. 

a(t) = v'(t) = s''(t) = 
4

2

22
2

2

t1

t2.t1.2.t1t1.t2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

= 
3

2

3

t1

t6t2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−

 
La aceleración es nula si  a(t) = 0. 

3
2

3

t1

t6t2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−  = 0  ⇒ 2t
3
  − 6t  = 0

  

⇒ t = 0, t = 3  , t = 3− . 

Teniendo en cuenta el intervalo dado, la aceleración es nula al comienzo del 

movimiento y luego de 3  segundos. 

 

 

PROBLEMAS DE APLICACIÓN  
 

1) Una epidemia de gripe se está propagando y en el Ministerio de Salud han 

estimado que el número de personas que se contagiarán es función del tiempo 

transcurrido desde que se detectó la misma. La función es n = f(t) = 30t
3
 – 2t

2
, 

donde n es el número de personas y t el tiempo en días, siendo 0 ≤ t ≤ 60. 

 a) ¿Cuántas personas se espera que contraigan la enfermedad luego de 

20 días? ¿Y al cabo de 40 días? 

 b) Obtenga la velocidad promedio que se espera que la epidemia se 

propague entre los días 10 y 15 posteriores a la detección de la misma. 

 c) Calcule la velocidad con que se espera que la enfermedad se 

propague a los 25 días. 

2) En una fábrica de juguetes de madera se estimó que el número de piezas 

que un empleado puede pintar x horas después de haber comenzado su labor a 

las 8 de la mañana, está dado por la función  y = 3x + 8x
2
 − x

3
  si  0 ≤ x ≤ 4. 

 a) Determine el número de juguetes que un empleado pintará entre las 10 

y las 12 de la mañana. 

 b) Calcule la cantidad promedio que puede pintar en esas dos horas. 

 c) ¿Con qué rapidez estará pintando a las 11 y a las 12 de la mañana? 

3) Una inyección de x gramos de cierta droga resulta en una variación de la 

presión arterial de d(x) = 0,5x
3
 − 4x milímetros de mercurio. Halle la sensibilidad 

a 4 gramos de esta droga. (Nota: sensibilidad es la razón de cambio de la 

presión arterial con respecto a la dosis suministrada). 
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" c+""*7h"-"h0i+")*32+"" "" " " d+""*5hi"−"32i+")*32+""

5+"Uwrqpicoqu"swg"h*2+"="3."h")*2+"="4.""i*2+"="
4
3 "{""i)*2+"="−50"Jcnng<"""

" c+"*h0i+)*2+" " " " " d+"
)

h

i
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
"

6+"Fcfcu" ncu"ukiwkgpvgu"itâhkecu"fg"ugku"hwpekqpgu"h3." h4." 000." h8"{"uwu"fgtkxcfcu"

i3."i4."000."i8"*gn"qtfgp"pq"eqttgurqpfg+"fgvgtokpg"ewângu"i"uqp"ncu"fgtkxcfcu"fg"
ewângu"h0""

" "

" "

" "
"
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" 439"

" "

" "

" "

"
7+" Kpfkswg" uk" nqu" ukiwkgpvgu" gpwpekcfqu" uqp" xgtfcfgtqu" q" hcnuqu0" Lwuvkhkswg" nc"
tgurwguvc0"

c+"Nc"vcpigpvg"c"wpc"ewtxc"gp"wp"rwpvq"pq"rwgfg"eqtvct"c"nc"ewtxc"gp"qvtq"
rwpvq0"

d+" Uk" nc" vcpigpvg" c" nc" itâhkec" fg" {" =" h*z+" gu" jqtk|qpvcn" ewcpfq" z" =" e"
gpvqpegu"h")*e+"="20"

e+" " Nc" rgpfkgpvg"fg" nc" vcpigpvg"c" nc" ewtxc" {"=" z6" gu" fkhgtgpvg"gp" ecfc"
rwpvq"fg"nc"ewtxc0"
8+"Rctc"ecfc"wpc"fg"ncu"ukiwkgpvgu."jcnng"ncu"gewcekqpgu""fg""ncu"tgevc"vcpigpvg"
{"pqtocn"c"ncu"ewtxcu."gp"nqu"rwpvqu"fcfqu"gp"ecfc"ecuq0"

" c+""h*z+"="z5"""gp"gn"rwpvq"fg"cduekuc""−40"

" d+""h*z+"="6z4"-"7z"-"4""gp"gn"rwpvq"R2"*3."33+0"

" e+""h*z+"=""
3z

z
+
"gp"gn"rwpvq"fg"cduekuc"40" "

" f+""h*z+"="z4""-"6z"-"4"""gp"gn"rwpvq"fg"qtfgpcfc"40"
9+" Fgvgtokpg" ncu" eqqtfgpcfcu" fgn" xêtvkeg" fg" ncu" ukiwkgpvgu" rctâdqncu" fg" glg"
hqecn"rctcngnq"cn"glg"fg"qtfgpcfcu."wvknk|cpfq"gn"jgejq"swg""gp"gn"xêtvkeg"nc"tgevc"
vcpigpvg"gu"jqtk|qpvcn0"
" "
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" 43:"

""""""""""c+"h*z+"="z4""−"z"-"4""""""""""""""""""d+"h*z+"="−5z
4
""-"8z"−"4"

:+"Fcfc"nc"ewtxc"fg"gewcekôp"h*z+"="z4"−"4z"-"3."jcnng<"

" c+"nc"rgpfkgpvg"gp"gn"rwpvq"fg"cduekuc""
4
3− 0"

" d+"nc"rgpfkgpvg"gp"nqu"rwpvqu"fg"kpvgtugeekôp"fg"h*z+"eqp"nc"tgevc"z"="4"
" e+"ncu"eqqtfgpcfcu"fg"nqu"rwpvqu"eqp"vcpigpvg"jqtk|qpvcn0"
" f+"ncu"eqqtfgpcfcu""fgn""rwpvq""gp""swg"""nc""tgevc""vcpigpvg""gu"rctcngnc""c""
nc"tgevc""fg""gewcekôp"{"="z"-"30"
;+"Nc"tgevc"fg"rgpfkgpvg"−3"gu"vcpigpvg"c"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"gp"gn"
rwpvq"fg"cduekuc"40"Jcnng"h*4+"{"h")*4+0"

"
32+"Ecnewng"nqu"eqghkekgpvgu"c."d"{"e"fg"ocpgtc"vcn"swg"nc"ewtxc"{"="cz4"-"dz"-"e"
rcug"rqt"gn"rwpvq"*3."5+"{"ugc"vcpigpvg"c""nc""tgevc""6z"-"{"=":"gp"gn"rwpvq"*4."2+0"

33+"Fcfc"nc"hwpekôp"{"=" 3z4
5
z 4
5

+−− ."gpewgpvtg<"

" c+"gn"q"nqu"rwpvqu"gp"swg"nc"tgevc"vcpigpvg"c"nc"ewtxc"gu"rctcngnc"c"nc"tgevc"
34z"−"5{"="80"
" d+" gn" q" nqu" rwpvqu" gp" swg" nc" vcpigpvg" gu" rgtrgpfkewnct" c" nc" tgevc" fg"
gewcekôp"z"-"5{"="30"

34+"Jcnng"
fz
f{
wvknk|cpfq"fgtkxcekôp"kornîekvc<"

c+"z
4
"-"5z"-"6{"⁄"5"="2" " d+"5{

4
"⁄"z

4
"=";"

35+"Uwrqpkgpfq"swg"z"g"{"uqp"hwpekqpgu"fgtkxcdngu"fg"v."gp"ecfc"ecuq"ecnewng<"

c+
fv
f{
"ewcpfq"z"="3."ucdkgpfq"swg" 3

fv
fz −= ."uk"{"=" 5 z 0"

d+
fv
fz "ewcpfq"z"="4."ucdkgpfq"swg" 4

fv
f{

= ."uk"5{
4
"-"z

4
"="90"

"
"
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"
"
"
"
"
"
"

80"GUVWFKQ"FG"HWPEKQPGU"
"
"

803"Xcnqtgu"gzvtgoqu"fg"wpc"hwpekôp0"
"
804"Hwpekôp"etgekgpvg"{"fgetgekgpvg0"
"
805"Fgvgtokpcekôp"fg"gzvtgoqu"tgncvkxqu0"
"
806"Eqpecxkfcf0"
"
807" Etkvgtkq" fg" nc" ugiwpfc" fgtkxcfc" rctc" nc" fgvgtokpcekôp" fg"
gzvtgoqu"tgncvkxqu0"
"
808"Cuîpvqvcu0"
"
809"Guvwfkq"fg"hwpekqpgu0"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

›Nc" Ocvgoâvkec" jc" gzkikfq" ukinqu" fg" gzecxcekôp." {" gug"
rtqeguq"fg"dûuswgfc"pq"guvâ"eqpenwkfq"pk" nq"guvctâ"pwpec0"
Rgtq"jq{"fîc" xgoqu" {c" nq"gzecxcfq"eqp"enctkfcf"uwhkekgpvg"
eqoq"rctc"fkuvkpiwkt"gpvtg"gnnq"{" ncu"jgttcokgpvcu"wvknk|cfcu"
rctc"nc"gzecxcekôp0fi""

" " " ""Rjknkr"G0"D0"Lqwtfckp"
"
"
"
"
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C" vtcxêu" fgn" fgucttqnnq" fg" nqu" fkhgtgpvgu" eqpvgpkfqu" fg" guvg" ecrîvwnq" pqu"
rtqrqpgoqu" tgurqpfgt" c" ncu" rtgiwpvcu" Àswê" hqtoc" vkgpg" nc" itâhkec" fg" wpc"
hwpekôp"fcfcA"Àfôpfg"nc"hwpekôp"cnecp|c"uw"xcnqt"oâzkoq"{1"q"uw"xcnqt"oîpkoqA"
Dwuecoqu"fguewdtkt"eôoq"nc"fgtkxcfc"pqu"rgtokvg"eqpqegt"ectcevgtîuvkecu"fg"nc"
hwpekôp" {" uw" itâhkec<" oâzkoqu." oîpkoqu." kpvgtxcnqu" fqpfg" nc" hwpekôp" etgeg" {"
fgetgeg." kpvgtxcnqu" fg" eqpecxkfcf" {" rwpvqu" fqpfg" nc" eqpecxkfcf" ecodkc0"
Oquvtcoqu" uw" xcnqt" eqoq" jgttcokgpvc" gp" nc" tguqnwekôp" fg" rtqdngocu" fg"
qrvkok|cekôp"{"gn"dquswglq"fg"ncu"itâhkecu"fg"nqu"fkuvkpvqu"oqfgnqu"ocvgoâvkequ0"
"
Pqu"rncpvgcoqu"nqu"ukiwkgpvgu"qdlgvkxqu<"" "

•" Cpcnk|ct"fkuvkpvcu"crnkecekqpgu"fg"nc"fgtkxcfc0"

•" Cuqekct" nc" fgtkxcfc" fg" wpc" hwpekôp" gp" wp" rwpvq" eqp" wp" pûogtq" {" uwu"
fkuvkpvqu"ukipkhkecfqu0""

•" Ecnewnct"nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"fg"wpc"hwpekôp"fcfc"wvknk|cpfq"gn"etkvgtkq"fg"
nc"rtkogtc"fgtkxcfc0"

•" Ecnewnct"nqu"gzvtgoqu"cduqnwvqu"fg"wpc"hwpekôp0"

•" Fgvgtokpct"gn"etgekokgpvq"{"fgetgekokgpvq"fg"wpc"hwpekôp0"

•" Ecnewnct"nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"fg"wpc"hwpekôp"fcfc"wvknk|cpfq"gn"etkvgtkq"fg"
nc"ugiwpfc"fgtkxcfc0"

•" Cpcnk|ct"nc"eqpecxkfcf"fg"nc"itâhkec"fg"wpc"hwpekôp0"

•" Fgvgtokpct"ncu"fkhgtgpvgu"cuîpvqvcu"c"nc"itâhkec"fg"wpc"hwpekôp0"

•" Dquswglct"nc"itâhkec"fg"wpc"hwpekôp0"

•" Tguqnxgt"rtqdngocu"swg"tgswkgtgp"nc"crnkecekôp"fg"fgtkxcfc0""

•" Wvknk|ct"gn"eqpegrvq"fg"fgtkxcfc"fg"hwpekqpgu"gp"gn"cpânkuku"fg"nc"tguqnwekôp"
fg"rtqdngocu0"
"

803"Xcnqtgu"gzvtgoqu"fg"wpc"hwpekôp"
"
Rtqdngoc"

Gp" wp" enwd" fg" vgpku" nqu" rtqhguqtgu" fgekfgp" eqpuvtwkt" wpc" ectvgngtc"
tgevcpiwnct" rctc" kphqtogu" {" pqxgfcfgu0" Nc" okuoc" ug" eqpuvtwktâ" fg"
cetînkeq" tqfgcfc" fg" wpc" xctknnc"ogvânkec0" Fkurqpgp" fg" ewcvtq"ogvtqu" fg"
xctknnc"{"fgugcp"jcegtnc" nq"oâu"itcpfg"rqukdng0"Ecnewng" ncu"fkogpukqpgu"
swg"fgdgtâ"vgpgt"rctc"swg"ug"wvknkeg"vqfc"nc"xctknnc0"

"
Uk"nncocoqu"z"cn"nctiq"fg"nc"ectvgngtc."gn"cnvq"gu"*4"−"z+."
{c"swg"ug"fkurqpgp"fg"6"o"fg"xctknnc"rctc"tqfgctnc0"
Eqoq" ug" fgugc" swg" nc" ectvgngtc" ugc" nq" oâu" itcpfg"
rqukdng." fgdgoqu" gpeqpvtct" nc" hwpekôp" swg" gzrtguc" gn"
âtgc" fg" nc" okuoc" {" nwgiq" gn" xcnqt" fg" z" gp" gn" ewân"
cnecp|c"uw"xcnqt"oâzkoq0"

"

"
"
"
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Gn" âtgc" fgn" tgevâpiwnq" ug" ecnewnc" ownvkrnkecpfq" nc" ogfkfc" fg" nc" dcug" rqt" nc"
ogfkfc"fg"nc"cnvwtc."rqt"nq"vcpvq."nncocpfq"C"cn"âtgc."tguwnvc<"
C*z+"="z"0"*"4"−"z+0"
Crnkecpfq"rtqrkgfcf"fkuvtkdwvkxc"qdvgpgoqu<"C*z+"="−z4"-"4z0"
Guvc"hwpekôp"tgrtgugpvc"gn"âtgc"fg"nc"ectvgngtc"fqpfg"z"gu"nc"ogfkfc"fg"nc"dcug0"
Ug"vtcvc"fg"wpc"hwpekôp"ewcftâvkec"ew{q"eqghkekgpvg"ewcftâvkeq"gu"pgicvkxq0"Rqt"
nq"vcpvq"nc"itâhkec"fg"guvc"hwpekôp"ug"cdtg"jcekc"cdclq"{"gp"gn"xêtvkeg"cnecp|c"gn"
xcnqt"oâzkoq0"
Eqorngvcoqu"ewcftcfqu"rctc"qdvgpgt"ncu"eqqtfgpcfcu"fgn"xêtvkeg<"

C*z+"="−z4"-"4z"""⇒"""C*z+"="−*z4"−"4z+"""⇒"""C*z+"="−*z4"−"4z"-"3+"-"3""⇒"

⇒"""C*z+"="−*z"−"3+4"-"30"
Ncu"eqqtfgpcfcu"fgn"xêtvkeg"uqp"*3."3+0"Rqt"nq"vcpvq"nc"hwpekôp"cnecp|c"wp"xcnqt"
oâzkoq"gp"z"="3"{"fkejq"xcnqt"oâzkoq"gu"30"
Guvq"swkgtg"fgekt" swg" nc" ectvgngtc"fg"oc{qt"âtgc"ug"rwgfg" nqitct" uk" nc"okuoc"
vkgpg" hqtoc" ewcftcfc" fg" wp" ogvtq" fg" ncfq0" Gn" âtgc" oâzkoc" gu" wp" ogvtq"
ewcftcfq0"
"
Rtqdngoc"

Ug"cfokpkuvtc"wpc"ftqic"c"wp"rcekgpvg0"Gn"rqtegpvclg"fg"eqpegpvtcekôp"fg"

nc" ftqic" gp" nc" ucpitg" v" jqtcu" fgurwêu" guvâ" fcfc" rqt" m*v+" ="
3v

v7
4 +

0"

ÀFwtcpvg"ewâpvq"vkgorq"nc"eqpegpvtcekôp"fg"nc"ftqic"gp"nc"ucpitg"etgegA"
ÀRqfgoqu"fgvgtokpct" nc" eqpegpvtcekôp"oâzkocA"ÀEwân"gu"{" ewâpfq"ug"
nqitcA"

"

Nc" hwpekôp" m*v+" ="
3v

v7
4 +

" gu" wpc" hwpekôp" tcekqpcn." uw" fqokpkq" uqp" vqfqu" nqu"

pûogtqu"tgcngu"oc{qtgu"q" kiwcngu"c"egtq"{c"swg"v"uqp" ncu"jqtcu"vtcpuewttkfcu"
fgufg"swg"nc"ftqic"hwg"kp{gevcfc"gp"nc"ucpitg0"Uw"tgrtgugpvcekôp"itâhkec"gu<"

"
Rqfgoqu" qdugtxct" swg" nc"
eqpegpvtcekôp"etgeg"jcuvc" v"=" 3."gu"
fgekt" fwtcpvg" nc" rtkogt" jqtc." nwgiq"
gorkg|c" c" fgetgegt0" Gp" v" =" 3" ug"
cnecp|c" nc" eqpegpvtcekôp" oâzkoc"
swg"gu"crtqzkocfcogpvg"fgn"4.7"'0"

"
Nqu"rtqdngocu"cpvgtkqtgu"ug"eqpqegp"eqoq"rtqdngocu"fg"qrvkok|cekôp0"Gp"gnnqu"
fgdgoqu" qdvgpgt" nc" oglqt" ocpgtc." nc" ôrvkoc." fg" jcegt" cniq0" Gp" gn" rtkogt"
rtqdngoc"jgoqu"rqfkfq"gpeqpvtct"gn"xcnqt"ôrvkoq"{c"swg" nc" hwpekôp"rncpvgcfc"
gu" ugpeknnc0" Rctc" tguqnxgt" gn" ugiwpfq" pgegukvcoqu" cniwpcu" jgttcokgpvcu" fgn"
eânewnq0"Gp"rctvkewnct"nc"fgtkxcfc"pqu"rgtokvg"tgcnk|ct"gn"cpânkuku"fg"wpc"hwpekôp0""
"
"
"
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Gn"eqorqtvcokgpvq"fg"nc"itâhkec"fg"wpc"hwpekôp"gp"wp"kpvgtxcnq."gu"fgekt"uk"etgeg"
q"fgetgeg."uk"vkgpg"wp"xcnqt"oâzkoq"q"oîpkoq."guvâp"xkpewncfcu"eqp"nc"fgtkxcfc0"
"
Crtgpfk|clg"rqt"fguewdtkokgpvq"
Cevkxkfcf"30"Fgvgtokpg."qdugtxcpfq"nc"itâhkec."nqu"xcnqtgu"oâzkoqu"{1"q"oîpkoqu"
fg"ecfc"hwpekôp."uk"gzkuvgp0"
c+" " " " """ d+""" " " " e+"

"
"
Cevkxkfcf" 40"Gp" ncu" itâhkecu" fg" ncu" hwpekqpgu" {" =" h*z+" g" {" =" j*z+" fgn" glgtekekq"
cpvgtkqt."eqpukfgtg"wp"kpvgtxcnq"rgswgòq"cntgfgfqt"fg"z"="−3"{"z"="3"{"cpcnkeg"uk"
ecfc"hwpekôp"cnecp|c"xcnqtgu"oâzkoqu"q"oîpkoqu"gp"gug"kpvgtxcnq0"Gp"nc"hwpekôp"
{"="i*z+."Àgu"rqukdng"fgvgtokpct"cniûp"xcnqt"fg"z"cntgfgfqt"fgn"ewcn"gzkuvc"cniûp"
kpvgtxcnq"rctc"gn"swg"gp"fkejq"xcnqt"nc"hwpekôp"cnecpeg"wp"oâzkoq"q"oîpkoqA"
 

Gzvtgoqu"cduqnwvqu""""""""""""""""""""""""""""
Ug"jcdnc"fg"oâzkoq"q"oîpkoq"cduqnwvq"ewcpfq"ug"vtcvc"fgn"oc{qt"q"ogpqt"xcnqt"
swg"vqoc"wpc"hwpekôp"gp"wp"kpvgtxcnq0"
"
Gp"nc"cevkxkfcf"3"cpvgtkqt."nc"hwpekôp"{"="h*z+"vkgpg"wp"oâzkoq"cduqnwvq"gp"z"="−3"
{"wp"oîpkoq"cduqnwvq"gp"z"="−50"Nc"hwpekôp"{"="i*z+"pq"vkgpg"oâzkoq"pk"oîpkoq"
cduqnwvqu0"Nc"hwpekôp"{"="j*z+"cnecp|c"uw"xcnqt"oâzkoq"gp"z"="−3"{"gp"z"="30"Pq"
vkgpg"oîpkoq"cduqnwvq0"
"
Fghkpkekôp0"Eqpukfgtgoqu"wpc"hwpekôp"fghkpkfc"gp"wp"eqplwpvq"C0""
Gn" xcnqt" h*e+" gu" gn" oâzkoq" cduqnwvq" fg" h" uî" {" uqnq" uî" h*e+" pq" gu" uwrgtcfq" rqt"
pkpiwpq"fg"nqu"xcnqtgu"h*z+"swg"cnecp|c"nc"hwpekôp"gp"C0""
h*e+"gu"oâzkoq"cduqnwvq"fg"h"gp"C""uî"{"uqnq"uî.""∀"z"∈"C""⇒""h*z+"≤"h*e+""
"
Fghkpkekôp0"Gn"xcnqt" h*e+"gu"gn"oîpkoq"cduqnwvq"fg" nc"hwpekôp"h" "gp"C"uî"{"uônq"uî"
h*e+" pq" uwrgtc" c" pkpiwpq" fg" nqu" xcnqtgu" h*z+" swg" cnecp|c" nc" hwpekôp" gp" fkejq"
eqplwpvq0"
h*e+"gu"oîpkoq"cduqnwvq"fg"h"gp"C"uî"{"uqnq"uî."""∀"z"∈"C"⇒"h*z+"≥"h*e+"
"
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" "
Nc"hwpekôp"{"="j*z+"rtgugpvc"wp"oâzkoq"cduqnwvq"gp"z"="e"{"wp"oîpkoq"cduqnwvq"
gp" z"=" f0" Nc" hwpekôp" {"=" k*z+" vkgpg" gn"oâzkoq" cduqnwvq" gp" z"=" e" {" wp"oîpkoq"
cduqnwvq"gp"z"="d."swg"eqkpekfg"eqp"wpq"fg"nqu"gzvtgoqu"fgn"kpvgtxcnq0"
"
Glgornq0"Gp"ncu"ukiwkgpvgu"itâhkecu"ug"owguvtcp"nqu"gzvtgoqu"cduqnwvqu0"
"
h"<"[−4."2]"→"T"
"""""""""""z""→"−z4"

"
•" h*2+"="2"gu"gn"oâzkoq"cduqnwvq0"
•" h*−4+"=""−6"gu"gn"oîpkoq"cduqnwvq0"

h"<"[−4."2+"→"T"
"""""""""""z""→"−z4"

 

•" h*−4+"="−6"gu"gn"oîpkoq"cduqnwvq0"
•" Nc" hwpekôp" pq" rqugg" oâzkoq"
cduqnwvq0"

h"<"*−4."2]"→"T"
"""""""""""z""→"−z4"

"
•" h*2+"=""2"gu"gn"oâzkoq"cduqnwvq"fg"

nc"hwpekôp"gp"gn"kpvgtxcnq"*−4."2]"
•" Pq" gzkuvg" oîpkoq" cduqnwvq" fg" nc"
hwpekôp"gp"uw"fqokpkq0"

h"<"T"→"T"
""""z""→"−z4"

     "
•" h*2+"="2"gu"gn"oâzkoq"cduqnwvq"fg"
nc"hwpekôp"gp"nqu"tgcngu0"

•" Nc" hwpekôp" ectgeg" fg" oîpkoq"
cduqnwvq"gp"uw"fqokpkq0"
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Pqvc0"Nqu"xcnqtgu"gzvtgoqu"qewttgp"c"xgegu"gp"rwpvqu"kpvgtkqtgu"fgn"fqokpkq"{"
qvtcu"xgegu"gp"nqu"gzvtgoqu"fgn"okuoq0"
"
Glgornq0"Fgvgtokpg."uk"gzkuvgp."nqu"gzvtgoqu"cduqnwvqu"fg"nc"hwpekôp"h<]o."p_"→"
T"fghkpkfc"rqt"nc"ukiwkgpvg"itâhkec0""

                        "
"
Nc"hwpekôp"cnecp|c"wp"oâzkoq"cduqnwvq"gp"z"="c."gn"xcnqt"oâzkoq"gu"h*c+0""
Gp"z"="f"nc"hwpekôp"cnecp|c"wp"oîpkoq"cduqnwvq."gn"xcnqt"oîpkoq"gu"h*f+0""
"
Gzvtgoqu"tgncvkxqu"
Uk"gp"gn"glgornq"cpvgtkqt"ug"eqpukfgtcp"uônq"xcnqtgu"egtecpqu"c"e."rqt"glgornq"
nqu" fgn" kpvgtxcnq" *d." f+." gpvqpegu" h*e+" gu" gn" oc{qt" fg" vqfqu" nqu" xcnqtgu" fg" nc"
hwpekôp"gp"fkejq"kpvgtxcnq"{"ug"eqpqeg"eqoq"oâzkoq"tgncvkxq"fg"h0"
Qdugtxcpfq"gn" kpvgtxcnq"*c."e+." h*d+"gu"wp"oîpkoq"tgncvkxq"fg"h"rqtswg"h*d+"gu"gn"
ogpqt"fg"vqfqu"nqu"xcnqtgu"fg"nc"hwpekôp"h"gp"gug"kpvgtxcnq0"
"
Gp"nc"cevkxkfcf"4"fg"nc"râikpc"444."nc"hwpekôp"{"="h*z+"cnecp|c"wp"oâzkoq"tgncvkxq"
gp"z"="−3"{"wp"oîpkoq"tgncvkxq"gp"z"="30"
Nc"hwpekôp"{"="j*z+"cnecp|c"wp"oâzkoq"tgncvkxq"gp"z"="−3"{"gp"z"="30"Cfgoâu"ug"
qdugtxc"swg"gp"z"="2."nc"hwpekôp"cnecp|c"wp"oîpkoq"tgncvkxq0"
Nc"hwpekôp"{"="i*z+"pq"vkgpg"oâzkoqu"pk"oîpkoqu"tgncvkxqu0"
Uk"gzkuvg"cniûp"kpvgtxcnq"cdkgtvq"gp"gn"swg"
h*e+" gu" gn" xcnqt"oâzkoq." ug" fkeg" swg" h*e+"
gu"wp"oâzkoq"tgncvkxq"fg"h0""
"
Fghkpkekôp0" Nc" hwpekôp" h*z+" vkgpg" wp"
oâzkoq" tgncvkxq" gp" e" uî" {" uqnq" uî" " h*z+"≤ "
h*e+." rctc" vqfq" xcnqt"fg"z"fg"wp" kpvgtxcnq"
cdkgtvq" *rqt" rgswgòq" swg" ugc+" swg"
eqpvkgpg"c"z"="e0"
"

 

h*z+"vkgpg"wp""oâzkoq""tgncvkxq""gp""e"
"

El Cálculo Diferencial



 447

Uk"gzkuvg"cniûp"kpvgtxcnq"cdkgtvq"gp"gn"swg"
h*e+"gu"gn"xcnqt"oîpkoq."ug"fkeg"swg"h*e+"gu"
wp"oîpkoq"tgncvkxq"fg"h0"
"
Fghkpkekôp0"Nc"hwpekôp"h*z+"vkgpg"wp"oîpkoq""
tgncvkxq"gp"e" uî" {"uqnq"uî" " h*z+"≥ h*e+."rctc"
vqfq"xcnqt"fg"z"fg"wp"kpvgtxcnq"cdkgtvq"*rqt"
rgswgòq"swg"ugc+"swg"eqpvkgpg"c"z"="e0"

 

h*z+""vkgpg""wp""oîpkoq""tgncvkxq"gp"e"
"

"
Qdugtxcekôp0"Cn"rwpvq"fg"eqqtfgpcfcu"*e." h*e++"ug"nq" nncoc"rwpvq"fg"oâzkoq"q"
oîpkoq"tgncvkxq0""
"

Glgornq0"Kpfkswg."c"rctvkt"fg"uw"itâhkec."xcnqtgu"gzvtgoqu"fg"h*z+"="−z4"-"50"
"

"

Gp" nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp" fcfc" ug" qdugtxc" swg"
h*2+"="5"gu"gn"xcnqt"oâzkoq"*tgncvkxq"{"cduqnwvq+"fg"
h0"Eqttgurqpfg"cn"xêtvkeg"fg"nc"rctâdqnc0""
"
Vqfqu" nqu" fgoâu" xcnqtgu" fg" nc" hwpekôp"guvâp"rqt"
fgdclq"fg"50"Pq"gu"rqukdng"ecnewnct"gn"ogpqt"xcnqt"
swg"vqoc"nc"hwpekôp0""
"
Rqt"nq"vcpvq"nc"hwpekôp"pq"vkgpg"xcnqt"oîpkoq0"

"
Glgornq0"Fgvgtokpg." c"rctvkt" fg" uw"itâhkec." nqu" xcnqtgu"gzvtgoqu"fg" nc" hwpekôp"

4z4z
5

4
z

5

4
{ 45 −++−= "gp"gn"kpvgtxcnq"]−4."6_0"

Ug"qdugtxc"swg"h*4+"="4"gu"wp"oâzkoq"
tgncvkxq" {" h*−4+" =" 32" gu" wp" oâzkoq"
cduqnwvq0"
Cfgoâu"h*2+"="−4"gu"wp"oîpkoq"tgncvkxq"
{"h*6+"="−32"gu"wp"oîpkoq"cduqnwvq0"
"

"
"

Glgornq0"Gpewgpvtg"nqu"xcnqtgu"gzvtgoqu"fg"nc"hwpekôp"{"="−z50"
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Gp"nc"itâhkec"ug"qdugtxc"swg"nc"hwpekôp"
pq" vkgpg" xcnqtgu" gzvtgoqu" tgncvkxqu" pk"
cduqnwvqu0"
"

"
"

Rctc" rgpuct<" ÀRwgfgp" nqu"oâzkoqu" {1q"oîpkoqu" tgncvkxqu" gpeqpvtctug" gp" nqu"
gzvtgoqu"fg"wp"kpvgtxcnq"egttcfqA"
"
"
GLGTEKEKQ"
 

Kpfkswg" nqu"xcnqtgu"fg"z"fqpfg"ncu"ukiwkgpvgu"hwpekqpgu"fghkpkfcu"itâhkecogpvg"
rtgugpvcp"gzvtgoqu"cduqnwvqu"{"tgncvkxqu<"
"
""""""""""c+" d+"

"
"

"
TGURWGUVCU 

c+"Nc"hwpekôp"rqugg"wp"oâzkoq"tgncvkxq"{"cduqnwvq"gp"z"="4"{"pq"rqugg"oîpkoq"
cduqnwvq0"
d+"Nc"hwpekôp"rqugg"wp"oîpkoq"tgncvkxq"{"cduqnwvq"gp"z"="3"{"wp"oâzkoq"tgncvkxq"
{"cduqnwvq"gp"z"="6.:0"
"
"
Cevkxkfcfgu"fg"tghngzkôp0"
c+"Ukic"nqu"rcuqu"swg"ug"kpfkecp"c"eqpvkpwcekôp<"
•" fkdwlg"wp"ukuvgoc"fg"glgu"eqqtfgpcfqu"ectvgukcpqu."
•" eqpukfgtg"wp"kpvgtxcnq"egttcfq"]c."d_"uqdtg"gn"glg"z."
•" itchkswg"wpc"hwpekôp"swg"ugc"eqpvkpwc"gp"gn"kpvgtxcnq."
•" Àvkgpg"guc"hwpekôp"oâzkoq"cduqnwvqA"Àvkgpg"guc"hwpekôp"oîpkoq"cduqnwvqA"
Guvwfkctgoqu" ncu" eqpfkekqpgu" swg" ictcpvk|cp" swg" wpc" hwpekôp" rqugc" xcnqtgu"
gzvtgoqu0"
d+"Tgrkvc"nc"cevkxkfcf"itchkecpfq"qvtcu"hwpekqpgu0"
e+"Tgcnkeg"wpc"eqplgvwtc"uqdtg"nc"rtqrkgfcf"swg"vkgpgp"ncu"hwpekqpgu"eqpvkpwcu"
gp"wp"kpvgtxcnq"egttcfq0"

El Cálculo Diferencial



Teorema del valor extremo 
Si y = f(x) es continua en el intervalo [a, b] se verifica que f(x) tiene un máximo M 

y también un mínimo m en dicho intervalo. 

Este teorema asegura que, en las condiciones establecidas, los valores máximo 

y mínimo existen, pero no dice nada de cuáles serían los medios para 

encontrarlos. 

 

Analizamos algunos ejemplos gráficos. 

 

f : [−2, 1] → R 

           x  → x
2 

+ 2x + 2 

 
La función es continua. 

El intervalo [−2, 1] es cerrado. 

f : (−2, 1) → R 

            x  → x
2
 + 2x + 2 

 

La función es continua.  

El intervalo (−2, 1) es abierto. 

 

f : [−2, 1] → R 

x →  
⎩
⎨
⎧

−=
−≠++

1     x si      2             
1   xsi   2x2x2

 
La función es discontinua. 

El intervalo [−2, 1] es cerrado. 

f : (−2, 1) → R 

x →  
⎩
⎨
⎧

−=
−≠++

1     x si     2             
1   xsi   2x2x2

 

La función es discontinua. 

El intervalo (−2, 1) es abierto. 
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Gp" guvqu" glgornqu" rwgfg" qdugtxctug" swg" uk" nc" hwpekôp" gu" eqpvkpwc" gp" wp"
kpvgtxcnq"egttcfq."guvq"ictcpvk|c"nc"gzkuvgpekc"fg"wp"xcnqt"oâzkoq"{"fg"wp"xcnqt"
oîpkoq"fg"nc"hwpekôp"gp"fkejq"kpvgtxcnq0""
Uk"nc"hwpekôp"pq"gu"eqpvkpwc"q"gn"kpvgtxcnq"fg"fghkpkekôp"pq"gu"egttcfq."pq"rwgfg"
eqpenwktug"nc"gzkuvgpekc"fg"wp"oâzkoq"{"wp"oîpkoq"fg"nc"hwpekôp0"
"
"
GLGTEKEKQ"
"
Fgvgtokpg" uk" ncu" hwpekqpgu" fghkpkfcu" itâhkecogpvg" eworngp" ncu" jkrôvguku" fgn"
vgqtgoc"fgn"xcnqt"gzvtgoq"{"gpewgpvtg."uk"gzkuvgp."uwu"xcnqtgu"gzvtgoqu0"
"""""""""""c+""

"

d+""

"
"
TGURWGUVCU"
c+"Nc"hwpekôp"guvâ"fghkpkfc"gp"]2."5_"rgtq"pq"gu"eqpvkpwc"gp"z"="40"Pq"eworng"ncu"
eqpfkekqpgu" fgn" vgqtgoc0"Rtgugpvc" wp" xcnqt"oîpkoq"gp" z"=" 5" {" pq" vkgpg" xcnqt"
oâzkoq0"
d+"Nc"hwpekôp"i"gu"eqpvkpwc"gp"gn"kpvgtxcnq"cdkgtvq"*3."7+0"Pq"eworng"ncu"jkrôvguku"
fgn"vgqtgoc"rqtswg"gn"kpvgtxcnq"pq"gu"egttcfq0"Pq"vkgpg"xcnqt"oâzkoq"pk"oîpkoq0"
"
"
Dûuswgfc"fg"xcnqtgu"gzvtgoqu"
 

Glgornq0" Jcnng" gn" xcnqt" fg" nc" fgtkxcfc" gp" nqu" gzvtgoqu" tgncvkxqu" fg" nc" hwpekôp"
fghkpkfc"itâhkecogpvg0""

"

Gp"z"="2"nc"hwpekôp"vkgpg"wp"oâzkoq"tgncvkxq"{"gp"
z"="4"wp"oîpkoq"tgncvkxq0""
Vtc|cpfq"nc"tgevc"vcpigpvg"gp"fkejqu"xcnqtgu."ug"

qdugtxc"swg"gu"jqtk|qpvcn"{"rqt"nq"vcpvq"h")*2+"="2"
{""""h")*4+"="20"
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Vgqtgoc0"Ugc"h*z+"wpc"hwpekôp"swg"vkgpg"wp"gzvtgoq"tgncvkxq"gp"e0"Gpvqpegu"uk"

gzkuvg"h")*e+."êuvc"xcng"egtq0"
"
Uk"nc"hwpekôp"h*z+"gu"fgtkxcdng"rctc"vqfqu"nqu"xcnqtgu"eqpukfgtcfqu"fg"nc"xctkcdng"
kpfgrgpfkgpvg" z." nc" hwpekôp" rwgfg" vgpgt" gzvtgoqu" tgncvkxqu" ûpkecogpvg"gp" nqu"
rwpvqu"gp"nqu"swg"nc"fgtkxcfc"ug"cpwnc0"
"
ÀSwê"ukipkhkec"igqoêvtkecogpvg"gn"vgqtgocA"

Igqoêvtkecogpvg." gn" vgqtgoc" ukipkhkec" swg" gp" wp" rwpvq" fg"oâzkoq"q"oîpkoq"
tgncvkxq." fqpfg" nc" hwpekôp" gu" fgtkxcdng." nc" tgevc" vcpigpvg" c" nc" itâhkec" fg" nc"
hwpekôp"vkgpg"rgpfkgpvg"pwnc."gu"fgekt."gu"rctcngnc"cn"glg"fg"cduekucu0"

"
Gn" vgqtgoc"cpvgtkqt"guvcdngeg"swg" nc"rtkogtc"fgtkxcfc"fg"wpc" hwpekôp"ukgortg"
gu"egtq"gp"wp"rwpvq"fgn"fqokpkq"fqpfg"nc"hwpekôp"vkgpg"wp"gzvtgoq"tgncvkxq"{"nc"
fgtkxcfc"guvâ"fghkpkfc0""
"
Rctc"rgpuct<"ÀSwê"qewttg"eqp"gn"tgeîrtqeqA"Nc"fgtkxcfc"pwnc"fg"nc"hwpekôp"Àog"
ictcpvk|c"nc"gzkuvgpekc"fg"gzvtgoqu"tgncvkxqu"gp"gug"rwpvqA"
Gn"tgeîrtqeq"pq"gu"ekgtvq."gu"fgekt.""nc"fgtkxcfc"fg"nc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq"rwgfg"
ugt"pwnc"{"ukp"godctiq"pq"jcdgt"gzvtgoqu"tgncvkxqu"gp"gug"rwpvq0"
"

Glgornq0"Eqortwgdg"swg"nc"hwpekôp""h*z+"="z5"−"5z4"-"5z"-"3.""vkgpg"fgtkxcfc"pwnc"
gp"z"="3"{"pq"gzkuvg"gzvtgoq"gp"gug"rwpvq0"
"

Uk" itchkecoqu" nc" hwpekôp" {" nc" tgevc"
vcpigpvg"gp"z"="3."ug"qdugtxc"swg"nc"
okuoc"gu"jqtk|qpvcn."guq"kornkec"swg"

uw"rgpfkgpvg"gu"pwnc."q"ugc""h")*3+"="2"
{"nc"hwpekôp"{"="h*z+"pq"vkgpg"gzvtgoq"
gp"z"="30"

 

"
"
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Rctc" rgpuct<" ÀRwgfgp" gzkuvkt" xcnqtgu" gzvtgoqu" fqpfg" nc" hwpekôp" pq" gu"
fgtkxcdngA"
"
Glgornq<"Cpcnkeg" nc"gzkuvgpekc"fg"gzvtgoq" tgncvkxq"fg" ncu"fqu" hwpekqpgu"ew{cu"
itâhkecu"ug"owguvtcp0"

"
Nc" hwpekôp"{"=" h*z+"rtgugpvc"wp"gzvtgoq" tgncvkxq"gp"z"="2"{" nc" hwpekôp"{"="i*z+"
rtgugpvc" wp" gzvtgoq" tgncvkxq" gp" z" =" 4." xcnqtgu" rctc" nqu" swg" ecfc" itâhkec"
rtgugpvc"wp"rwpvq"rkeq."gu"fgekt."pq"gzkuvg"h")*z+0""
"
Nqu" ûpkequ" rwpvqu" fqpfg" wpc" hwpekôp" h" rwgfg" vgpgt" wp" xcnqt" gzvtgoq" tgncvkxq"
uqp<"

c+"rwpvqu"fgn"fqokpkq"fqpfg"h")"gu"pwnc0"
d+"rwpvqu"fgn"fqokpkq"fqpfg"h")"pq"guvâ"fghkpkfc0"
"
Fghkpkekôp0"Ug"fgpqokpcp"rwpvqu"etîvkequ"fg"wpc"hwpekôp"h"c"cswgnnqu"xcnqtgu"fgn"
fqokpkq"rctc"nqu"swg"nc"fgtkxcfc"ug"cpwnc"q"dkgp"pq"gzkuvg0""""""""""
"

 

z"="e"gu"wp"rwpvq"etîvkeq"rqtswg"h")*e+"="2"
 

z"="e"gu"wp"rwpvq"etîvkeq"rqtswg"h")*e+"
pq"guvâ"fghkpkfc0"

"
Glgornq0"Fgvgtokpg"nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"ncu"hwpekqpgu"fghkpkfcu"itâhkecogpvg<"
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Nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"uqp"z"="−4."z"="4"rwgu"gp"fkejqu"rwpvqu"
nc"fgtkxcfc"pq"gzkuvg"{"z"="2"gp"gn"swg"nc"fgtkxcfc"gu"pwnc0"Nqu"fqu"rtkogtqu"uqp"
oîpkoqu"tgncvkxqu"{"z"="2"gu"wp"oâzkoq"tgncvkxq0"
Nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp"{"="i*z+""uqp"z"="2"{"z"="4"fqpfg"nc"fgtkxcfc"gu"
pwnc0" "Uk" dkgp"gp" z"=" 3" nc"fgtkxcfc"pq"gzkuvg." pq"gu"wp"rwpvq" etîvkeq." rwgu"pq"
rgtvgpgeg"cn" fqokpkq"fg"fghkpkekôp"fg" nc" hwpekôp0"Gp" z"=" 2" nc" hwpekôp" vkgpg"wp"
oâzkoq"tgncvkxq."gp"z"="4"nc"hwpekôp"vkgpg"wp"oîpkoq"tgncvkxq0""
"
Rctc" rgpuct<" ÀRqfgoqu" cugiwtct" swg" vqfq" rwpvq" etîvkeq" gu" rwpvq" oâzkoq" q"
oîpkoqA"
"

Qdugtxcekôp0"Nqu"rwpvqu"fg"oâzkoq"q"oîpkoq"tgncvkxq"fgdgp"ugt"rwpvqu"etîvkequ"
rgtq"pq"vqfq"rwpvq"etîvkeq"gu"rwpvq"oâzkoq"q"oîpkoq0"
"

"
GLGTEKEKQ"
"
Kpfkswg"nqu"rwpvqu"etîvkequ"gp"ecfc"wpc"fg"ncu"ukiwkgpvgu"itâhkecu0"Gzrnkswg"rqt"
swê"nq"uqp0"
c+" " " " d+" " " " e+"

 

 

TGURWGUVCU"
c+" " " " """"d+" " " " "e+"

 

c+"z2"{"z3"uqp"rwpvqu"etîvkequ"rwgu"nc"rtkogtc"fgtkxcfc"gu"pwnc"gp"guqu"rwpvqu0"

d+"z2"{"z3"uqp"rwpvqu"etîvkequ"rwgu"nc"rtkogtc"fgtkxcfc"pq"gzkuvg"gp"guqu"rwpvqu0"

e+"z2"gu"rwpvq"etîvkeq"rwgu" nc"rtkogtc"fgtkxcfc"gp"gug"rwpvq"pq"gzkuvg"{"z3"gu"
rwpvq"etîvkeq"rwgu"nc"rtkogtc"fgtkxcfc"gu"pwnc0"
"

"
ÀEôoq" jcnnct" gzvtgoqu" cduqnwvqu" fg" wpc" hwpekôp" eqpvkpwc" gp" wp"
kpvgtxcnq"egttcfqA""
Fg"cewgtfq"c"vqfq"nq"cpcnk|cfq."nqu"ûpkequ"rwpvqu"fgn"fqokpkq"gp"nqu"ewcngu"wpc"
hwpekôp" rwgfg" vqoct" xcnqtgu" gzvtgoqu" uqp" nqu" rwpvqu" etîvkequ" {" nqu" rwpvqu"
gzvtgoqu"fgn"fqokpkq0"
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Guvq" uwikgtg" swg." rqt" nq" ogpqu." fgdgoqu" gorg|ct" c" dwuect" nqu" xcnqtgu"

gzvtgoqu"fg"{"="h*z+"gp"nqu"xcnqtgu"e"fgn"fqokpkq."fqpfg"h")*e+"="2"q"fqpfg"h")*e+"
pq"gzkuvg."q"ugc"gp"nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp0""
"
Rctc" jcnnct" nqu"oâzkoqu" {"oîpkoqu" cduqnwvqu" fg" wpc" hwpekôp" eqpvkpwc" gp" wp"
kpvgtxcnq"egttcfq"]c."d_"fgdgoqu<"
3+"Fgvgtokpct"nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp0"
4+" Gxcnwct" nc" hwpekôp" gp" vqfqu" nqu" rwpvqu" etîvkequ" {" rwpvqu" gzvtgoqu" fgn"
kpvgtxcnq0"
5+"Gn"oc{qt"fg" nqu" xcnqtgu"gpeqpvtcfqu"gu"gn"oâzkoq"cduqnwvq" {"gn"ogpqt." gn"
oîpkoq"cduqnwvq0"
"
Glgornq0" "Gpewgpvtg." uk" gzkuvgp." nqu" gzvtgoqu"cduqnwvqu"fg" nc" hwpekôp"fghkpkfc"

rqt"h*z+"="
5

3
z
5
"−"z4"−"5z"-"6"gp"gn"kpvgtxcnq"]−4."8_0"

Eqoq" nc" hwpekôp" gu" fgtkxcdng" gp" vqfq" uw" fqokpkq." nqu" rwpvqu" etîvkequ" fg" guvc"

hwpekôp"uqp"cswgnnqu"rctc"nqu"swg"h")*z+ ="2. "

h")*z+"="z4"−"4z"−"5"="2"""⇒""z3.4"="
4

64

4

384

4

+50*3064+4*4 ±
=

±
=

−−−±
""""

z3"="5"""{"""z4"="−3"uqp"nqu"rwpvqu"etîvkequ0"
"
Gxcnwcoqu" nc" hwpekôp" gp" guqu" xcnqtgu" {" gp" nqu" gzvtgoqu" fgn" kpvgtxcnq"
eqpukfgtcfq<"
h*5+"="−7"

h*−3+"=" 39
5
""

h*−4+"=" 32
5
"""

h*8+"="44"""

"
"
Itâhkecogpvg"rqfgoqu"qdugtxct"swg"*5."−7+"gu"gn"oîpkoq"cduqnwvq"{"swg"*8."44+"
gu"gn"oâzkoq"cduqnwvq"fg"nc"hwpekôp0"

Glgornq0"Jcnng"nqu"xcnqtgu"gzvtgoqu"cduqnwvqu"fg"j*z+"=" 5

4

z "gp"]−5."6_0"
"
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Nc" fgtkxcfc" gu" j" )*z+" ="
5

3
5

3

z5

4
z

5

4
=

−
" swg" pq" ug" cpwnc" gp" pkpiûp" xcnqt" {" pq"

gzkuvg"gp"z"="20"Nc"hwpekôp"vkgpg"gpvqpegu"wp"rwpvq"etîvkeq."z"="20"
Jcnncoqu" nqu" xcnqtgu" swg" vqoc" nc" hwpekôp" gp" gn" rwpvq" etîvkeq" z" =" 2" {" gp" nqu"
rwpvqu"gzvtgoqu"fgn"kpvgtxcnq"z"="−5"{"z"="60"

j*2+"=" 225
4

= "" j*−5+"=" ≈=− 5

3

5

4

;+5* 4.2:""""""""j*6+"=" ≈= 5

3

5

4

386 4.73;:"

Gn"xcnqt"oâzkoq"cduqnwvq"gu""4.73;:"{"
nq" cnecp|c" gp" z" =" 6" {" gn" oîpkoq"
cduqnwvq"gu"2"{"nq"cnecp|c"gp"z"="20""

"
"
Rtqdngoc"

Wpc"eqorcòîc"cxgtkiwô"swg"nc"wvknkfcf"cpwcn"w."gzrtgucfc"gp"ekgpvqu"fg"
fônctgu."gu"hwpekôp"fgn"pûogtq"fg"tgrtgugpvcpvgu"cukipcfqu"c"wp"fkuvtkvq"

fgvgtokpcfq0"Ug"ucdg"swg"w*z+"="−4z5"-"46z4"-";";;2z"-"4"222."fqpfg"
32"≤"z"≤"920"ÀSwê"pûogtq"fg"tgrtgugpvcpvgu"rtqfwektâ"nc"wvknkfcf"oâzkoc"
gp"gn"fkuvtkvq"{"ewân"gu"guc"wvknkfcfA"

"

w*z+"="−4z5"-"46z4"-";";;2z"-"4"222" "
Uk"dkgp"z"gu"wp"pûogtq"gpvgtq."eqpukfgtcoqu"ewcnswkgt"xcnqt"tgcn"gp"]32."92_."fg"

oqfq"swg"w*z+"gu"fgtkxcdng"gp"vqfq"uw"fqokpkq."w")*z+"="−8z4"-"6:z"-";";;20"
Nqu"ûpkequ"rwpvqu"etîvkequ"uqp"nqu"xcnqtgu"fg"z"rctc"nqu"ewcngu"w")*z+"="20"
w")*z+"="2"⇒"−z4"-":z"-"3"887"="2"⇒"z"="67".""z"="−59"*guvg"xcnqt"pq"ug"eqpukfgtc"
rwgu"pq"rgtvgpgeg"cn"kpvgtxcnq+0""
Jcnncoqu"ncu"wvknkfcfgu"gp"ecfc"rwpvq"etîvkeq"{"gp"nqu"gzvtgoqu"fgn"kpvgtxcnq0"
w*67+"="539";22" " " w*32+"="324"522" " " w*92+"="354";22"
Nwgiq." 67" tgrtgugpvcpvgu" fctâp" nc" wvknkfcf" oâzkoc" fg" 539" ;22" *ekgpvqu" fg"
fônctgu+."gu"fgekt.""53"9;2"222"fônctgu0"
"
Rtqdngoc"

Wp" nciq" eqpvcokpcfq" eqp" dcevgtkcu" ug" vtcvc" eqp" wp" rtqfwevq" swîokeq"
cpvkdcevgtkcn0"Fgurwêu"fg"v"fîcu."gn"pûogtq"p"fg"dcevgtkcu"rqt"oknknkvtq"fg"

ciwc"gu"crtqzkocfq"rqt"p*v+"= """52
34

v
np

34

v
42 +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛− ."3"≤"v"≤"370"

c+"ÀEwâpfq"fwtcpvg"gug"rgtîqfq"ugtâ"oâzkoq"gn"pûogtq"fg"dcevgtkcuA"
d+"ÀEwân"gu"gug"pûogtq"oâzkoq"fg"dcevgtkcuA"
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Tgeqtfgoqu"swg"uk"dkgp"p*v+"tgrtgugpvc"nc"ecpvkfcf"fg"dcevgtkcu."eqpukfgtcoqu"
swg"gu"wpc"hwpekôp"eqpvkpwc"fg"ocpgtc"swg"ugc"fgtkxcdng"

c+"pfl*v+"=" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
34

3
0

v

34

34

3
42 "⇒"p)*v+"= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

v
3

34
3042 0"Guvc"fgtkxcfc"pq"gzkuvg"gp"v"="2"

{"ug"cpwnc"gp"v"="340"
Eqoq" v"fgdg"rgtvgpgegt"cn" kpvgtxcnq" ]3."37_."gpvqpegu" v"="34"gu"gn"ûpkeq"rwpvq"
etîvkeq0"
Ecnewncpfq" nqu" xcnqtgu"fg" nc" hwpekôp"gp"gn"rwpvq"etîvkeq"{"gp" nqu"gzvtgoqu"fgn"
kpvgtxcnq."ug"qdvkgpg<"""
p*3+"=":3.58 "
p*34+"="72"
p*37+"="72.76"
"
"
Gn" oâzkoq" pûogtq" fg"
dcevgtkcu" ug" gpewgpvtc"
gn" rtkogt" fîc" {" gu"
crtqzkocfcogpvg" :3"
dcevgtkcu0"
"

"
"

804"Hwpekôp"etgekgpvg"{"fgetgekgpvg"
Uk" ug" qdugtxc" nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp" {" =" h*z+" {" ug" nc" tgeqttg" fg" k|swkgtfc" c"
fgtgejc"ug"rwgfg"xgt"swg"gp"cniwpqu"kpvgtxcnqu"fg"nc"xctkcdng"kpfgrgpfkgpvg"nc"
hwpekôp"cwogpvc"uw"xcnqt"*›uwdgfi+"{"gp"qvtqu"fkuokpw{g"*›dclcfi+0""

"
"
Nqu" vêtokpqu" etgekgpvg" {" fgetgekgpvg" rgtokvgp" fguetkdkt" gn" eqorqtvcokgpvq" fg"
wpc"hwpekôp"cpcnk|cfc"fg"k|swkgtfc"c"fgtgejc"c"nq"nctiq"fg"uw"itâhkec0""
Gp"guvg"ecuq"rqfgoqu"cugiwtct"swg<""
•" nc"hwpekôp"etgeg"gp"nqu"kpvgtxcnqu"*⁄∞."c+."*d."e+"{"*f."∞+"""
•" nc"hwpekôp"fgetgeg"gp"nqu"kpvgtxcnqu"*c."d+"{"*e."f+0"
"
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Fghkpkekôp0"Wpc"hwpekôp"gu"etgekgpvg"gp"wp"kpvgtxcnq"uk"rctc"fqu"xcnqtgu"z3"{"z4"

fgn"fqokpkq."uk"z3">"z4"""gpvqpegu"h*"z3+">"h*z4+0"
"

Fghkpkekôp0"Wpc"hwpekôp"gu"fgetgekgpvg"gp"wp"kpvgtxcnq"uk"rctc"fqu"xcnqtgu"z3"{"

z4"fgn"fqokpkq."uk"z3">"z4"""gpvqpegu"h*"z3+"@"h*z4+0"
"
Nc"itâhkec"ukiwkgpvg"fguetkdg"gn"tgpfkokgpvq"t*v+"fg"nqu"gorngcfqu"fg"wpc"qhkekpc"
fwtcpvg"gn"vwtpq"ocòcpc0"Nc"fwtcekôp"vqvcn"fgn"vwtpq"gu"fg"ekpeq"jqtcu"{"v"gu"gn"
pûogtq"fg"jqtcu"vtcpuewttkfcu"fgufg"gn"kpkekq"fgn"okuoq0""

"

Nc" hqtoc" fg" nc" itâhkec" kpfkec" swg"
fwtcpvg" ncu" fqu" rtkogtcu" jqtcu" gn"
tgpfkokgpvq" cwogpvô" okgpvtcu" swg" c"
rctvkt" fg" nc" vgtegtc" jqtc" fg" vtcdclq" {"
jcuvc"hkpcnk|ct"nc"lqtpcfc."fkuokpw{ô0"

Owejcu"xgegu"gu"korqtvcpvg"rqfgt"fgvgtokpct"ewâpfq"wpc"hwpekôp"gu"etgekgpvg"

{" ewâpfq" fgetgekgpvg0" Xgtgoqu" eôoq." eqpqekfc" h*z+." uw" fgtkxcfc" h)" rwgfg"
wvknk|ctug"rctc"qdvgpgt"guvc"kphqtocekôp0""
"
Crtgpfk|clg"rqt"fguewdtkokgpvq"
Cevkxkfcf"30"

Còq"
Rgtuqpcu"swg"xkxgp"rqt"

fgdclq"fgn"pkxgn"fg"rqdtg|c"
*oknnqpgu+"

3;;2" 55.7"
3;;3" 57.3"
3;;4" 5:"
3;;5" 5:"
3;;6" 5;.6"
3;;7" 59.8"
3;;8" 58"
3;;9" 58.7"
3;;:" 57.7"
3;;;" 54"

Nc" vcdnc" owguvtc" gn" pûogtq" fg"
oknnqpgu" fg" rgtuqpcu" swg" xkxîcp" gp"
ekgtvq" rcîu" rqt" fgdclq" fgn" pkxgn" fg"
rqdtg|c"fgufg"3;;2"jcuvc"3;;;0""
c+"Gudqeg"nc"itâhkec."eqpukfgtcpfq"z"cn"
pûogtq" fg" còqu" vtcpuewttkfqu" fgufg"
3;;20"
d+"Ecnewng"ncu"tc|qpgu"fg"ecodkq"fg"nc"
ecpvkfcf"fg"rgtuqpcu"eqp" tgurgevq"cn"
vkgorq"gp"kpvgtxcnqu"fg"wp"còq0"
e+"Eqorngvg"nc"vcdnc"fg"cdclq0"

"
Ecpvkfcf"fg"rgtuqpcu" Itâhkec" Tc|ôp"fg"ecodkq"rtqogfkq"

Uwdg" Etgekgpvg" rqukvkxc"
Swgfc"kiwcn" " "

Dclc" " "
 

Cevkxkfcf"40"Ug"ncp|c"wpc"rgnqvc"cn"cktg"{"uw"cnvwtc"rwgfg"gzrtguctug"gp"hwpekôp"

fgn"vkgorq"ogfkcpvg"nc"hwpekôp"j*v+"="−38v4"-"34:v."fqpfg"j*v+"gu"nc"cnvwtc"ogfkfc"
gp"ogvtqu"{"v"gu"gn"vkgorq"ogfkfq"gp"ugiwpfqu0"
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c+"Qdvgpic"nc"ng{"fg"nc"hwpekôp"swg"gzrtguc"nc"xgnqekfcf"fg"fgurnc|cokgpvq"fgn"
qdlgvq"gp"ewcnswkgt"kpuvcpvg"v0"
d+"Eqorngvg"nc"vcdnc<"

"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

e+" Tgrtgugpvg" codcu" hwpekqpgu" gp" wp" okuoq" ukuvgoc" fg" glgu" ectvgukcpqu" {"
eqorctg"nc"cnvwtc"cnecp|cfc"eqp"nc"xgnqekfcf"qdugtxcpfq"ncu"itâhkecu0"
f+"Eqorngvg"gn"ukiwkgpvg"ewcftq<"

"
"
"
"
"
"

g+"Tgncekqpg"ncu"hwpekqpgu"fgurnc|cokgpvq"{"xgnqekfcf0"
"
Eqorctvkoqu"cniwpcu"eqpenwukqpgu"
Gp"nc"cevkxkfcf"3."qdugtxcpfq"nc"itâhkec"{"nqu"xcnqtgu"qdvgpkfqu"rctc"ncu"tc|qpgu"
fg" ecodkq." rqfgoqu" eqpenwkt" swg" ewcpfq" nc" tc|ôp" fg" ecodkq" gu" rqukvkxc." nc"
itâhkec"gu"etgekgpvg."ewcpfq"nc"tc|ôp"fg"ecodkq"gu"egtq."nc"itâhkec"gu"eqpuvcpvg"
{"ewcpfq"nc"tc|ôp"fg"ecodkq"gu"pgicvkxc."nc"itâhkec"gu"fgetgekgpvg0"
"
Gp" nc" cevkxkfcf" 4." qdugtxcoqu"
swg" c"ogfkfc" swg" nc" rgnqvc" xc"
uwdkgpfq." uw" xgnqekfcf"
fkuokpw{g" jcuvc" swg" ug" cpwnc."
gp" gn" oqogpvq" swg" cnecp|c" uw"
cnvwtc" oâzkoc0" C" rctvkt" fg" gug"
oqogpvq" nc" rgnqvc" eqokgp|c" c"
ecgt0""
Uw" xgnqekfcf" xc" fkuokpw{gpfq"
jcuvc" vqect" gn" uwgnq" eqp" wpc"

xgnqekfcf"fg"−34:"
ugi

o
0" "

"
"
"

Vkgorq"v" Cnvwtc"j*v+" Xgnqekfcf"x*v+"
2" " "
3" " "
4" " "
5" " "
6" " "
7" " "
8" " "
9" " "
:" " "

Kpvgtxcnq"fg"vkgorq"
Eqorqtvcokgpvq"fg"nc"
hwpekôp"cnvwtc"j*v+"

Ukipq"fg"nc"
xgnqekfcf"x*v+"

2">"v">"6" " "
v"="6" " "

6">"v">":" " "
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Nc"hwpekôp"j*v+."swg"fguetkdg"nc"cnvwtc"fg"nc"rgnqvc."etgeg"gp"gn"kpvgtxcnq"*2."6+."gp"
v"="6"cnecp|c"uw"xcnqt"oâzkoq"{"fgetgeg"gp"*6.":+0"
Nc"hwpekôp"x*v+"="j")*v+"gu"rqukvkxc"gp"*2."6+0"Ug"cpwnc"gp"v"="6."kpuvcpvg"gp"gn"swg"
gn" ewgtrq" ug"guvcdknk|c"oqogpvâpgcogpvg=" c"rctvkt" fg"cjî"gu"pgicvkxc." nq"swg"
kpfkec"swg"gn"ewgtrq"guvâ"ec{gpfq0"
"
Ncu"eqpenwukqpgu"c" ncu"swg"ug"cttkdc"gp"guvg"rtqdngoc"rctc"fgurnc|cokgpvq"{"
xgnqekfcf"ug"xgtkhkecp"gp"igpgtcn"rctc"ewcnswkgt"hwpekôp"{"uw"fgtkxcfc0"
"
Etgekokgpvq"{"fgetgekokgpvq"fg"wpc"hwpekôp"{"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"
Cfgoâu"fg"tgncekqpct"nc"fgtkxcfc"fg"wpc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq"eqp"nc"rgpfkgpvg"
fg"nc"tgevc"vcpigpvg."ncu"cevkxkfcfgu"cpvgtkqtgu"rgtokvgp"tgncekqpct"gn"ukipq"fg"nc"
fgtkxcfc" eqp" gn" eqorqtvcokgpvq" fg" nc" hwpekôp0" Ug" fguvcecp" rwpvqu" fqpfg" uw"
fgtkxcfc"gu"pwnc."oc{qt"swg"egtq"q"ogpqt"swg"egtq0"Ug"kpkekc"gn"ecokpq"jcekc"gn"
fguewdtkokgpvq" fg" ncu" tgncekqpgu" eqp" etgekokgpvq" {" fgetgekokgpvq" fg" wpc"
hwpekôp" gp" wp" rwpvq" q" gp" wp" fgvgtokpcfq" fqokpkq0" Ug" dwuec" eqpgevct" nc"
fgtkxcfc" {" nc" hwpekôp" fgtkxcfc" eqp" gn" eqorqtvcokgpvq" rwpvwcn" {" inqdcn" fg" nc"
hwpekôp0"
Fcfq" swg" eqp" htgewgpekc" gu" korqtvcpvg" fgvgtokpct" ewâpfq" wpc" hwpekôp" gu"
etgekgpvg"q"fgetgekgpvg"xcoqu"c"cpcnk|ct"eôoq"rwgfg"wvknk|ctug"nc"fgtkxcfc"rctc"
fgekfktnq0" Xgtgoqu" eôoq" gn" etgekokgpvq" {" fgetgekokgpvq" fg" wpc" hwpekôp" guvâ"
nkicfq"eqp"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"h")*z+0"
"
Cevkxkfcfgu"fg"tghngzkôp0"

•" Vtceg" fkhgtgpvgu" itâhkecu" fg" hwpekqpgu" etgekgpvgu" {" cpcnkeg" gn" ukipq" fg" nc"
fgtkxcfc"gp"ecfc"rwpvq"fg"nc"okuoc0"
•" Vtceg"fkhgtgpvgu"itâhkecu"fg"hwpekqpgu"fgetgekgpvgu"{"cpcnkeg"gn"ukipq"fg"nc"
fgtkxcfc"gp"ecfc"rwpvq"fg"nc"okuoc0"
•" Qdugtxcoqu" swg" hwpekqpgu" gurgekcngu" *etgekgpvgu" q" fgetgekgpvgu+" vkgpgp"
wpc"encug"rctvkewnct"fg"fgtkxcfc0"Rqfgoqu"rtgiwpvctpqu"c"swê"encug"fg"hwpekôp"
ng"eqttgurqpfg""wpc"fgtkxcfc"rqukvkxc"q"wpc"fgtkxcfc"pgicvkxc0""
•" ÀSwê"tgncekôp"gzkuvg"gpvtg"etgekokgpvq."tc|ôp"fg"ecodkq"{"rgpfkgpvgA"ÀSwê"
tgncekôp"gzkuvg"gpvtg"fgetgekokgpvq."tc|ôp"fg"ecodkq"{"rgpfkgpvgA"
"
Nc"eqpukfgtcekôp"fg"nc"fgtkxcfc"eqoq"rgpfkgpvg"fg"vcpigpvgu"gu"ow{"ûvkn"gp"gn"

cpânkuku"fg"nc"xctkcekôp"fg"hwpekqpgu0"Ucdgoqu"swg"h")*z+"tgrtgugpvc"nc"rgpfkgpvg"
fg"nc"tgevc"vcpigpvg"c"nc"itâhkec"fg"{"="h*z+"gp"gn"rwpvq"*z."h*z++0"Nc"fgtkxcfc"gp"
ecfc" rwpvq" vkgpg" wp" ukipkhkecfq" igqoêvtkeq" swg" gu" fg" itcp" wvknkfcf" ewcpfq"
pgegukvcoqu" qdvgpgt" wpc" kfgc" ewcnkvcvkxc" fg" nc" itâhkec" fg" wpc" hwpekôp0" Wpc"
fgtkxcfc"rqukvkxc"gp"vqfq"z"fgn"kpvgtxcnq"cpcnk|cfq"kornkec"swg"nc"rgpfkgpvg"fg"nc"
tgevc" vcpigpvg" gp" ecfc" rwpvq" fg" gug" kpvgtxcnq" gu" rqukvkxc" {" wpc" fgtkxcfc"
pgicvkxc."swg"nc"rgpfkgpvg"gu"pgicvkxc0"
"
Rqfgoqu" chktoct" swg" uk" nc" fgtkxcfc" fg" wpc" hwpekôp" gu" rqukvkxc" gpvqpegu" nc"
hwpekôp"etgeg."uk"nc"fgtkxcfc"gu"pgicvkxc"nc"hwpekôp"fgetgeg0"
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Uk" nc" fgtkxcfc" fg" wpc" hwpekôp" gp" wp" rwpvq" gu" egtq." nc" xctkcekôp" ug" guvcdknk|c"
oqogpvâpgcogpvg" {" nqu" xcnqtgu" fg" nc" hwpekôp" gp" guqu" rwpvqu" rwgfgp" ugt"
oâzkoqu"q"oîpkoqu0"
"
Fcfc" wpc" hwpekôp" h*z+" eqpvkpwc" gp" gn" kpvgtxcnq" ]c." d_" {" fgtkxcdng" gp" *c." d+."
rqfgoqu"gpwpekct"nqu"ukiwkgpvgu"vgqtgocu<"
"

Vgqtgoc"30"Uk" h" )*z+">"2" "rctc" vqfq"z"gp"*c."d+"gpvqpegu"h*z+"gu"etgekgpvg"gp"gn"
kpvgtxcnq0"

Vgqtgoc"40"Uk"h")*z+"<"2""rctc"vqfq"z"gp"*c."d+"gpvqpegu"h*z+"gu"fgetgekgpvg"gp"gn"
kpvgtxcnq0""
"

Rctc"rgpuct0""

•" Uk"ug"ucdg"swg"wpc"hwpekôp"gu"etgekgpvg"gp"*c."d+"Àrqfgoqu"cugiwtct"swg"uw"
fgtkxcfc"gu"rqukvkxc"rctc"vqfqu"z"fgn"kpvgtxcnqA"

•" Uk"ug"ucdg"swg"wpc"hwpekôp"gu"fgetgekgpvg"gp"*c."d+"Àrqfgoqu"cugiwtct"swg"
uw"fgtkxcfc"gu"pgicvkxc"rctc"vqfqu"z"fgn"kpvgtxcnqA"

 

Ucdgoqu" swg" nc" hwpekôp" {" =" z5" gu"
etgekgpvg" gp" z" =" 2" {" ukp" godctiq" uw"
fgtkxcfc"gu"pwnc"gp" z"=" 20" " Nq"rqfgoqu"
eqortqdct"vtc|cpfq"nc"tgevc"vcpigpvg"c"nc"
itâhkec"fg"nc"hwpekôp"gp"z"="20 

 

"

Eqpenwukôp0"Gn"tgeîrtqeq"fg"nqu"vgqtgocu"pq"gu"ekgtvq0"
"
Glgornq0"Fgvgtokpg"nqu"kpvgtxcnqu""fg"etgekokgpvq"{"fgetgekokgpvq"fg"nc"hwpekôp"

fghkpkfc"gp"gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"tgcngu"rqt""h*z+"="z5"−"8z4"-"";z"-"30"
"
Gn" ukipq" fg" nc" rtkogtc" fgtkxcfc" fgvgtokpc" uk" nc" hwpekôp" gu" etgekgpvg" q"
fgetgekgpvg0" Gpeqpvtcoqu" nqu" rwpvqu" etîvkequ" *xcnqtgu" fgn" fqokpkq" fqpfg" nc"
fgtkxcfc"ug"cpwnc"q"pq"gzkuvg+"{"nwgiq"fgvgtokpcoqu"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"c"nc"
k|swkgtfc"{"fgtgejc"fg"ecfc"wpq"fg"gnnqu0""

h")*z+"="5z4"−"34z"-";0"Uwu"egtqu"uqp"z"="3"{"z"="50""

Rqfgoqu"guetkdkt"h")*z+"=""5*z"−"5+*z"−"3+0"Eqoq"h")*z+"guvâ"fghkpkfc"rctc"vqfq"z."
nqu"ûpkequ"rwpvqu"etîvkequ"uqp"z"="3"{"z"="50"Cpcnk|coqu"gn"ukipq"fg"h")*z+""gp"nqu"
kpvgtxcnqu"swg"fgvgtokpcp"guvqu"xcnqtgu"gp"gn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp0""

" *⁄∞"."3+" *3."5+" *5."∞+"
z"⁄"5" ⁄" ⁄" -"
z"⁄"3" ⁄" -" -"

5*z"−"5+*z"−"3+" -" ⁄" -"
"

"
"
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Gp"nc"vcdnc"ug"qdugtxc"swg"h")*z+">"2"uk""z"<"3""∨""z">"5""{""h")*z+"<"2""uk""3"<"z"<"50""
"
Nc" hwpekôp" gu" etgekgpvg" rctc"
xcnqtgu"ogpqtgu"swg"3"q"oc{qtgu"
swg"5"{"fgetgekgpvg"rctc"vqfqu"nqu"
pûogtqu" tgcngu" eqortgpfkfqu"
gpvtg"3"{"50"""""""""
" "
"
Nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"gu<"

"
"
Fcfc"wpc"hwpekôp"eqpvkpwc"gp"gn"kpvgtxcnq"]c."d_."rctc"jcnnct"nqu"kpvgtxcnqu"fqpfg"
nc" hwpekôp" gu" etgekgpvg" q" fgetgekgpvg." gu" eqpxgpkgpvg" ugiwkt" nqu" ukiwkgpvgu"
rcuqu<"
•" Gpeqpvtct" nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg" nc" hwpekôp"gp"gn" kpvgtxcnq"*c."d+." nqu"ewcngu"
fgvgtokpcp"gp"gn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp."kpvgtxcnqu"fg"rtwgdc0"

•" Fgvgtokpct" gn" ukipq" fg" h" )*z+" rctc" wp" xcnqt" fg" z" fg" ecfc" wpq" fg" fkejqu"
kpvgtxcnqu0"
•" Fgekfkt"uk"nc"hwpekôp"gu"etgekgpvg"q"fgetgekgpvg"gp"ecfc"wpq"guqu"kpvgtxcnqu"
wucpfq"nqu"vgqtgocu"fcfqu0"
"
Rtqdngoc"

Ug"jc"guvwfkcfq"gn"tgpfkokgpvq"fg"nqu"gorngcfqu"fg"wpc"qhkekpc"c"ogfkfc"
swg" vtcpuewttg" nc" lqtpcfc" ncdqtcn0" Nc" hwpekôp" swg" gzrtguc" fkejq"

tgpfkokgpvq" gu" t*v+" =" 52v" ⁄" 32.7v4" -" v5." ukgpfq" v" gn" pûogtq" fg" jqtcu"
vtcpuewttkfcu" fgufg" gn" kpkekq" fg" nc" lqtpcfc" ncdqtcn0" Jcnng" nqu" kpvgtxcnqu"
fwtcpvg" nqu" ewcngu" gn" tgpfkokgpvq" fgecg." uwrqpkgpfq" swg" nc" lqtpcfc"
ncdqtcn"gu"fg";"jqtcu0"

"
Guvwfkctgoqu" gn" ukipq" fg" nc" fgtkxcfc" rtkogtc" fg" nc" hwpekôp" swg" gzrtguc" gn"
tgpfkokgpvq"rctc"gpeqpvtct"nqu"kpvgtxcnqu"fg"etgekokgpvq0"

t")*v+"="52"⁄"43v"-"5v4""
t")*v+"="2"""⇒"""52"⁄"43v"-"5v4"="2"""⇒"""v"="7"."v"="4"
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Eqoq"v"gzrtguc"gn"pûogtq"fg"jqtcu"vtcpuewttkfcu"fg"nc"lqtpcfc"ncdqtcn"fgdg"ugt"
2"≤" v"≤";0"Ug"eqpuvtw{g"wpc"vcdnc"rctc"cpcnk|ct"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"
vgpkgpfq"gp"ewgpvc"gn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp"{"nqu"rwpvqu"etîvkequ0"
"

Kpvgtxcnq" Ukipq"t")*v+" Eqpenwukôp"

*2."4+" -" t*v+"etgeg"
*4."7+" ⁄" t*v+"fgetgeg"
*7.";+" -" t*v+"etgeg"

"
Gn" tgpfkokgpvq"fgecg"fgufg" ncu"fqu"jqtcu"jcuvc" ncu"ekpeq"jqtcu" vtcpuewttkfcu"
fgufg"gn"kpkekq"fg"nc"lqtpcfc"ncdqtcn0""
Gp"nc"itâhkec"rqfgoqu"qdugtxct"wp"dquswglq"fg"nc"hwpekôp0"
"

"
"
"
GLGTEKEKQU"
"
3+"Fgvgtokpg" nqu" kpvgtxcnqu"cdkgtvqu"gp" nqu"swg" nc" hwpekôp"fcfc"gu"etgekgpvg"q"
fgetgekgpvg<"

c+" " " " " " " d+"
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e+" f+"

      "
4+"Jcnng"nqu"kpvgtxcnqu"fg"etgekokgpvq"{"fgetgekokgpvq"fg"ncu"hwpekqpgu<"

" c+"h*z+"="7z4"−"52z"-"4" " " d+"i*z+"=" 45 z
4

3
z

5

3
− " "

" e+"j*z+"="−34z"-"7" " " " f+"k*z+"="*5z"−"";+5"
"
TGURWGUVCU"
3+c+"*−∞."−5+"fgetgekgpvg."*−5."∞+"etgekgpvg" "
d+"Fgetgekgpvg"gp"vqfq"uw"fqokpkq"
e+"*−∞."−3+"etgekgpvg."*−3."2+"fgetgekgpvg."*2."3+"etgekgpvg."*3."∞+"fgetgekgpvg"
f+"Fgetgekgpvg"gp"vqfq"uw"fqokpkq."*−∞."4+"∪"*4."∞+0"
4+c+"h*z+"gu"etgekgpvg"gp"*5."∞+"{"fgetgekgpvg"gp"*−∞."5+0"
d+"i*z+"gu"etgekgpvg"gp""*−∞."2+"{"*3."∞+"{"fgetgekgpvg"gp"*2."3+0"
e+"j*z+"gu"fgetgekgpvg"gp"vqfq"uw"fqokpkq."gu"fgekt"rctc"vqfq"pûogtq"tgcn0"
f+"k*z+"gu"etgekgpvg"gp"gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"tgcngu0"
"

"

805"Fgvgtokpcekôp"fg"gzvtgoqu"tgncvkxqu""""""
Wpc" xg|" fgvgtokpcfqu" nqu" kpvgtxcnqu" fg" etgekokgpvq" q" fgetgekokgpvq" fg" wpc"
hwpekôp."gu"rqukdng"nqecnk|ct"uwu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"eqp"hceknkfcf0"
Eqp"nq"cpcnk|cfq"jcuvc"ceâ"rqfgoqu"fgekt"swg"uk"h"vkgpg"wp"gzvtgoq"tgncvkxq"gp"""

z"= e"gpvqpegu"h")*e+"="2"q"h")*e+"pq"gzkuvg0"Cpcnk|ctgoqu"swê"qvtcu"eqpfkekqpgu"ug"
fgdgp"ewornkt"rctc"swg"gzkuvc"xcnqt"gzvtgoq0""
""
Crtgpfk|clg"rqt"fguewdtkokgpvq"
Cevkxkfcf0"Rctc"ecfc"wpc"fg"ncu"hwpekqpgu"fghkpkfcu"itâhkecogpvg0"
3+"Fgvgtokpg"nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp"{"gzrnkswg"rqt"swê"nq"uqp0"

4+"Kfgpvkhkswg"gp"ewân"q"ewângu"fg"nqu"rwpvqu"etîvkequ"nc"fgtkxcfc"h")*z+<"
c+" Ecodkc"fg"rqukvkxc"c"pgicvkxc0"
d+" Ecodkc"fg"pgicvkxc"c"rqukvkxc0"
e+" Pq"ecodkc"fg"ukipq0"

"
"
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5+"Cpcnkeg"gp" ewângu"fg"guqu"rwpvqu" nc" hwpekôp"cnecp|c"gzvtgoqu."oâzkoqu"q"
oîpkoqu."tgncvkxqu0"

"
Rctc"rgpuct0"ÀSwê"eqpfkekqpgu"ug"fgdgp"ewornkt"rctc"swg"gzkuvc"wp"oâzkoq"q"
wp"oîpkoq"tgncvkxq"gp"wp"rwpvq"etîvkeqA"
"
Etkvgtkq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"
Ugc" nc" hwpekôp" h*z+" eqpvkpwc" gp" wp" ekgtvq" kpvgtxcnq" cn" ewcn" rgtvgpgeg" gn" rwpvq"
etîvkeq" e" {" fgtkxcdng" gp" vqfqu" nqu" rwpvqu" fgn" okuoq" *c" gzegrekôp" swk|âu" fgn"
okuoq"rwpvq"e+0""
Uk" cn" rcuct" rqt" guvg" rwpvq" fg" k|swkgtfc" c" fgtgejc." gn" ukipq" fg" nc" fgtkxcfc"
ecodkc"fg"*-+"c"*−+."nc"hwpekôp"cfokvg"wp"oâzkoq"tgncvkxq"gp"z"="e0"
Uk"cn"rcuct"rqt"gn"rwpvq"e"fg"k|swkgtfc"c"fgtgejc."gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"ecodkc"
fg"*−+"c"*-+."nc"hwpekôp"cfokvg"wp"oîpkoq"tgncvkxq"gp"guvg"rwpvq0"
Gu"fgekt<""""""""""""

c+"
⎩
⎨
⎧

e@""zuk"""2>*z+)"h
e>""zuk"""2@*z+)"h "oâzkoq"tgncvkxq"gp"e" """"

d+ """
e@""zuk"""2@*z+)"h
e>""zuk"""2>*z+)"h"

⎩
⎨
⎧ oîpkoq"tgncvkxq"gp"e"

"

Qdugtxcekôp0"Ncu"eqpfkekqpgu"c+"{"d+"fgdgp"ewornktug"rctc"vqfqu"nqu"xcnqtgu"fg"
z" uwhkekgpvgogpvg" rtôzkoqu" cn" xcnqt" e." gu" fgekt." rctc" vqfqu" nqu" xcnqtgu" fg" z"
rgtvgpgekgpvgu" c" wp" kpvgtxcnq" cdkgtvq" fg" nc" hqtoc" *e" −" δ." e" -" δ+." ukgpfq" δ"
uwhkekgpvgogpvg"rgswgòq0"
 

c+" Fcfq" swg" nc" hwpekôp" gu"
eqpvkpwc" {" c" nc" k|swkgtfc" fgn"
rwpvq" etîvkeq" nc" fgtkxcfc" gu"
rqukvkxc."gpvqpegu"nc"hwpekôp"gu"
etgekgpvg" c" nc" k|swkgtfc" fgn"
rwpvq"etîvkeq"{"eqoq"nc"fgtkxcfc"
gu" pgicvkxc" c" nc" fgtgejc" fgn"
rwpvq" etîvkeq" nc" hwpekôp" gu"
fgetgekgpvg0""
Nwgiq." gp" z" =" e" ug" gpewgpvtc"
wp"oâzkoq"tgncvkxq0" "
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d+ Fcfq" swg" nc" hwpekôp" gu"
eqpvkpwc" {" c" nc" k|swkgtfc" fgn"
rwpvq" etîvkeq" nc" fgtkxcfc" gu"
pgicvkxc." gpvqpegu" nc" hwpekôp"
gu" fgetgekgpvg" c" nc" k|swkgtfc"
fgn" rwpvq" etîvkeq" {" eqoq" nc"
fgtkxcfc" gu" rqukvkxc" c" nc"
fgtgejc" fgn" rwpvq" etîvkeq" nc"
hwpekôp"gu"etgekgpvg0"
Nwgiq." gp" gn" xcnqt" z" =" e" nc"
hwpekôp" cfokvg" wp" oîpkoq"
tgncvkxq0"

 

"
Glgornq0"Gpewgpvtg."uk"gzkuvgp."nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"fg"nc"hwpekôp"fghkpkfc"rqt"

h*z+"="z5−"8z4"-";z"-"30"
"
Gp" wp" glgornq" cpvgtkqt" ug" cpcnk|ô" gn" etgekokgpvq" {" fgetgekokgpvq" fg" guvc"
hwpekôp0"
"

"
Nc"hwpekôp"vkgpg"wp"oâzkoq"tgncvkxq"gp"
z"="3"{c"swg"gu"etgekgpvg"c"nc"k|swkgtfc"
fg" z" =" 3" {" fgetgeg" kpogfkcvcogpvg" c"
uw"fgtgejc0"Fgn"okuoq"oqfq"nc"hwpekôp"
vkgpg" wp" oîpkoq" tgncvkxq" gp" z" =" 5"
rqtswg" h" guvâ" fgetgekgpfq" c" nc"
k|swkgtfc" fg" gug" xcnqt" {" etgeg"
kpogfkcvcogpvg" c" nc" fgtgejc" fgn"
okuoq0"

"
"
Rctc"fgvgtokpct"nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"ug"rtqegfg"fg"nc"ukiwkgpvg"ocpgtc<"

" c+"ug"fgvgtokpc"h")*z+."
" d+"ug"ecnewncp"nqu"rwpvqu"etîvkequ."
" e+"ug"cpcnk|c"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"c"codqu"ncfqu"fgn"rwpvq"etîvkeq0"
"
Uwrqpkgpfq"swg"z"="e"gu"gn"ûpkeq"rwpvq"etîvkeq"gp"gn"kpvgtxcnq"*c."d+<"
"

Uk"h")"ecodkc"fg"pgicvkxc"c"rqukvkxc"gp"z"="e."h*e+"gu"wp"oîpkoq"tgncvkxq"fg"h0"
"

Uk"h")"ecodkc"fg"rqukvkxc"c"pgicvkxc"gp"z"="e."h*e+"gu"wp"oâzkoq"tgncvkxq"fg"h0"
"
"
"
"
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h*z+"
vkgpg<"

Ukipq"

fg"h")*c+
Ukipq"

fg"h")*d+ Itâhkec"

Oâzkoq"
tgncvkxq"

-" −"

      "

Oîpkoq"
tgncvkxq"

−" -"

             "

Pkpiûp"
gzvtgoq"
tgncvkxq"

-" -"

     "

Pkpiûp"
gzvtgoq"
tgncvkxq"

−" −"

   "
"

Glgornq0"Fgvgtokpg"nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"h*z+"="z5""⁄"z"⁄"4z4"-"40"
"
Rctc" gpeqpvtct" nqu" gzvtgoqu" tgncvkxqu" ug" fgvgtokpcp" nqu" rwpvqu" etîvkequ" fg" nc"
hwpekôp0"

h")*z+"="5z4"⁄3"⁄"6z""""⇒"""h")*z+"="2"""⇔"""z"="−"2.43"=""z"="3.770"
Rctc" hceknkvct" gn" cpânkuku" fgn" ukipq" fg" nc" fgtkxcfc" rtkogtc" ug" gpewgpvtcp" nqu"
kpvgtxcnqu"gp" nqu"swg"swgfc"fkxkfkfq"gn"fqokpkq"fg" nc" hwpekôp"cn"eqpukfgtct" nqu"
rwpvqu"etîvkequ0"
"

Kpvgtxcnq" Ukipq"h")*z+" Eqpenwukôp"
*⁄∞="⁄2.43+" -" h*z+"etgeg"
*⁄2.43="3.77+" ⁄" h*z+"fgetgeg"
*3.77="∞+" -" h*z+"etgeg"

"
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Nc""hwpekôp""vkgpg""wp""oâzkoq""tgncvkxq""gp""z""="⁄2.43""{""wp"oîpkoq"tgncvkxq"gp""
z"="3.770"
Gp"nc"itâhkec"ug"rwgfg"qdugtxct"
nq"cpcnk|cfq"cpcnîvkecogpvg0"
"

"
"

Glgornq0" Jcnng" gn" fqokpkq" fg" nc" hwpekôp" "
3z

4z4z
+z*h

4

−
+−= {" gpewgpvtg" uwu"

gzvtgoqu"tgncvkxqu0""
" "
Gn"fqokpkq"fg"guvc"hwpekôp"gu"gn"eqplwpvq"fg"nqu"pûogtqu"tgcngu"gzegrvq"gn"wpq0"""
F"="T"−"}3Ä""
Rctc"fgvgtokpct"uwu"gzvtgoqu"tgncvkxqu."ug"ecnewnc"nc"fgtkxcfc"rtkogtc<""

"
3+*z

4+z0*z
*z+""h"""""""""

+3z*

z4z
*z+"h

44

4

))
−

−
=⇒

−

−
= "

"
Nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp"uqp"cswgnnqu"xcnqtgu"fgn"fqokpkq"swg"cpwncp"nc"
rtkogtc"fgtkxcfc"q"dkgp"fqpfg"nc"fgtkxcfc"pq"gzkuvg0""
Nc"rtkogtc"fgtkxcfc"ug"cpwnc"gp""z"="2""{"z"="40"Nc"fgtkxcfc"pq"gzkuvg"gp"z"="3"
rgtq" pq" gu" wp" rwpvq" etîvkeq" rwgu" pq" rgtvgpgeg" cn" fqokpkq" fg" fghkpkekôp" fg" nc"
hwpekôp0"
Nqu"ûpkequ"rwpvqu"etîvkequ"uqp"z"="2""{"z"="40""
"
Cpcnk|coqu" eôoq" xctîc" gn" ukipq" fg" nc" rtkogtc" fgtkxcfc" gp" nqu" fkhgtgpvgu"
kpvgtxcnqu0"Rctc"nc"eqphgeekôp"fg"nc"vcdnc"vgpgoqu"gp"ewgpvc"ecfc"rwpvq"etîvkeq"{"
nqu"xcnqtgu"fqpfg"nc"hwpekôp"pq"guvâ"fghkpkfc0"
"
Nqu" rwpvqu" swg" pq" rgtvgpgegp" cn" fqokpkq" fg" fghkpkekôp" fg" nc" hwpekôp" fgdgp"
vgpgtug"gp"ewgpvc"gp"gn"cpânkuku"fg"nqu"ukipqu"rqtswg"rwgfg"qewttkt"swg"c"wpq"w"
qvtq"ncfq"fgn"okuoq"nc"hwpekôp"ugc"etgekgpvg"q"fgetgekgpvg0"
"
"
"
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Kpvgtxcnq" Ukipq"h")*z+" Eqorqtvcokgpvq"fg"h*z+ Rwpvqu"gzvtgoqu"

*−∞."2+" -" etgeg"

*2."3+" −" fgetgeg"
Oâzkoq"tgncvkxq"gp"z"="2"

O*2."−4+"
*3."4+" −" fgetgeg"

*4."∞+" -" etgeg"
Oîpkoq"tgncvkxq"gp"z"="4"

o*4."4+"

 

Qdugtxcpfq" nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp"
ug" rwgfg" eqortqdct" nq" cpcnk|cfq"
cpcnîvkecogpvg0 

 

 

Glgornq<"Gpewgpvtg" nqu"xcnqtgu"fg"c"{"d"rctc"swg" h*z+"="z5"-"dz"-"c" vgpic"wp"
oîpkoq"tgncvkxq"gp"*4."5+0"
"
Nc"kocigp"fg"z"="4"gu"50"Rctc"swg"ugc"wp"oîpkoq"tgncvkxq."nc"rtkogtc"fgtkxcfc"
fgdg"ugt"egtq"gp"z"="4"{"nqu"ukipqu"fg"nc"okuoc"fgdgp"ecodkct"c"codqu"ncfqu"
fg"fkejq"xcnqt0""

Fg"cswî"tguwnvc<
⎩
⎨
⎧

=
=
2+4*)"h
5+4*h """⇒""

⎩
⎨
⎧

=+
=++
2d405
5cd44

4

5
"""⇒"""

⎩⎨
⎧

=+
=++
2d34
2cd47 "

"
Tguqnxkgpfq"gn"ukuvgoc"tguwnvc"swg"d"="−34""{"""c"="3;0"
Tggornc|cpfq"gp"nc"hwpekôp"qdvgpgoqu"h*z+"="z5"⁄"34"z"-"3;0"
Ecnewncoqu"nc"rtkogtc"fgtkxcfc"{"cpcnk|ctgoqu"uk"vkgpg"wp"oîpkoq"tgncvkxq"gp""
z"="40"
h")*z+"="5z4"−"340"Ucdgoqu"swg"h")*4+"="20"
Rqfgoqu"fgvgtokpct"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"c"k|swkgtfc"{"fgtgejc"fg""
z"="4."rqt"glgornq"gp"z"="3"{"z"="50"
Eqoq"h")*3+"="−;"{"h")*5+"="37"tguwnvc"swg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"ecodkc"fg"pgicvkxc"
c"rqukvkxc"cn"rcuct"rqt"z"="40"Gzkuvg"wp"oîpkoq"tgncvkxq"gp"fkejq"rwpvq0"
"

Rtqdngoc"
Wpc" ekgtvc" ftqic" ug" cfokpkuvtc" c" wp" rcekgpvg0" Gn" rqtegpvclg" fg"
eqpegpvtcekôp"fg"nc"ftqic"gp"nc"ucpitg"v"jqtcu"fgurwêu"guvâ"fcfq"rqt"""

m*v+"="
3v

v7
4 +

."ukgpfq"2"≤"v"≤"50"

"
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c+" ÀFwtcpvg" ewâpvq" vkgorq" etgeg" nc" eqpegpvtcekôp" fg" nc" ftqic" gp" nc"
ucpitgA"
d+" ÀRqfgoqu" fgvgtokpct" nc" eqpegpvtcekôp"oâzkocA"ÀEwân" gu" {" gp" swê"
kpuvcpvg"ug"nqitcA"

"
c+"Rctc"jcnnct"nqu"kpvgtxcnqu"gp"nqu"ewcngu"nc"hwpekôp"gu"etgekgpvg"cpcnk|ctgoqu"gn"
ukipq" fg" nc" fgtkxcfc" rtkogtc0" Rctc" gnnq." rtkogtq" fgvgtokpcoqu" nqu" rwpvqu"

etîvkequ<""m")*v+"=" ( )
( ) ( ) ( )44

4

44

44

44

4

3v

7v7

3v

v327v7

3v

v40v73v7

+

+−
=

+

−+
=

+

−+
""

"
Nc"fgtkxcfc"gzkuvg"rctc"vqfq"xcnqt"fg"v"{"ug"cpwnc"gp"v"="±"30"
Vgpkgpfq"gp"ewgpvc"gn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp"swg"uqp"vqfqu"nqu"pûogtqu"tgcngu"
oc{qtgu"q"kiwcngu"swg"egtq."gn"ûpkeq"rwpvq"etîvkeq"gu"v"="30"
Fgvgtokpcoqu" nqu" kpvgtxcnqu" vgpkgpfq"gp"ewgpvc"gn"fqokpkq"{"gn"rwpvq"etîvkeq"{"
cpcnk|coqu"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc0"
"

Kpvgtxcnq" Ukipq"m")*v+" Eqpenwukôp"

*2."3+" -" m*v+"etgeg"
*3."5+" −" m*v+"fgetgeg"

"
Gn" rqtegpvclg"fg" eqpegpvtcekôp"fg" nc"ftqic"gp" nc" ucpitg"etgeg"gp"gn" kpvgtxcnq"
*2.3+."gu"fgekt."fwtcpvg"nc"rtkogtc"jqtc"fgufg"uw"cfokpkuvtcekôp0"

d+"Eqoq"m" )*v+"="2"gp"v"="3""{" " nc" hwpekôp"etgeg"jcuvc"v"="3"{" nwgiq"fgetgeg." nc"
hwpekôp"vkgpg"wp"oâzkoq"tgncvkxq"gp"v"="30"

Nc"eqpegpvtcekôp"fg"ftqic"gp"nc"ucpitg"gp"gug"kpuvcpvg"gu"m*3+"="
4
7 0"Cfgoâu."

m*2+"="2"{"m*5+"="
32
37 "="3.70

"
"

Nc"eqpegpvtcekôp"oâzkoc"fg"ftqic"gp"nc"ucpitg"ug"cnecp|c"wpc"jqtc"fgurwêu"
fg"uw"cfokpkuvtcekôp"{"gu"4.7"'0"
"
Glgornq0" Cpcnkeg" gn" etgekokgpvq" {" fgvgtokpg." uk" gzkuvgp." gzvtgoqu" tgncvkxqu" {"

cduqnwvqu"fg"nc"hwpekôp"h"<"]⁄"6."4_"→"T"1" z8z
4

3
z

5

6
z

6

3
+z*h 456 −++= 0""

"

Ecnewncoqu"h")*z+"{"jcnncoqu"nqu"rwpvqu"etîvkequ"fg"nc"hwpekôp0"
Nc"fgtkxcfc"gu"h")*z+"="z5"-"6z4"-"z"−"8"
Nc"hwpekôp"fgtkxcfc"guvâ"fghkpkfc"gp"vqfqu"nqu"tgcngu0"Ug"cpwnc"gp"z"="−5."z"="−4"
{"z"="30"Guvqu"uqp"nqu"xcnqtgu"swg"eqttgurqpfgp"c"nqu"rwpvqu"etîvkequ0"
Cpcnkegoqu"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"c"nc"fgtgejc"{"c"nc"k|swkgtfc"fg"guqu"
xcnqtgu"rctc"qdvgpgt" nqu" kpvgtxcnqu"fg"etgekokgpvq"{"fgetgekokgpvq"{"gpeqpvtct"
nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu0"
"
"

El Cálculo Diferencial



 46:"

Kpvgtxcnq" Ukipq"h")*z+ Eqorqtvcokgpvq"fg"h*z+ Rwpvqu"gzvtgoqu"

*−6."⁄5+" ⁄" fgetgeg"

*⁄5."⁄4+" +" etgeg"

*⁄4."3+" −" fgetgeg"
*3."4+" -" etgeg"

Oîpkoq"tgncvkxq"gp"z"="⁄5"""
Oâzkoq"tgncvkxq"gp"z"="⁄4"
Oîpkoq"tgncvkxq"gp"z"="3"

"
Rctc" ecnewnct" nqu" gzvtgoqu" cduqnwvqu" eqorctcoqu" ncu" koâigpgu" gp" nqu"
gzvtgoqu"tgncvkxqu"{"gp"nqu"rwpvqu"gzvtgoqu"fgn"fqokpkq0"

h*⁄5+"=" 47.7
6

43
= " " h*⁄4+"=" 5.9

5

44 )

≅ " " h*3+"=" 8;3.5
34

69 )

−≅− " "

h*⁄6+"=" 8.32
5

54 )

≅ " " h*4+"=" 8.6
5

36 )

≅ " " " " " " "

Gn" ogpqt" xcnqt" swg" vqoc" nc" hwpekôp" gp" gn" kpvgtxcnq" fg" fghkpkekôp" ]−6." 4_" gu"

8;3.5
)

− 0"Rqt"nq"vcpvq"z"="3"gu"oîpkoq"tgncvkxq"{"cduqnwvq0"

Gn"oc{qt"xcnqt"swg"vqoc"nc"hwpekôp"gp"gn"kpvgtxcnq"gu" 8.32
)

0"Rqt"nq"vcpvq."z"="⁄6"
gu"oâzkoq"cduqnwvq0"
Gp"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"ug"qdugtxc"nq"cpcnk|cfq0"
"

                                      

"
"
GLGTEKEKQU"
"
3+"ÀGp"swê"xcnqtgu"fgn"fqokpkq"nc"hwpekôp"fcfc"vkgpg"wp"gzvtgoq"tgncvkxqA"
" c+" " " " " " " d+"
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" e+" " " " " " " f+"

                   

4+"Wucpfq"gn"etkvgtkq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc."gpewgpvtg"vqfqu"nqu"rwpvqu"etîvkequ"
{"fgvgtokpg"uk"uqp"gzvtgoqu"tgncvkxqu"fg"ncu"ukiwkgpvgu"hwpekqpgu<"

" c+"h*z+"=" z54z
5

4 5 − " " " " d+"h*z+"="−"*5z"−"4+6""

" e+"h*z+"=" 322z38z7
5

z 4
5

+−+− "" " f+"h*z+"="
5z

3

+
"

5+" Gpewgpvtg." uk" gzkuvgp." nqu" gzvtgoqu" tgncvkxqu" {" cduqnwvqu" fg" ncu" ukiwkgpvgu"
hwpekqpgu"gp"gn"kpvgtxcnq"swg"ug"kpfkec0"
" Hwpekôp" Kpvgtxcnq"

c+" {"="−4z4"-"8z" ]2."5_"

d+" {"="z5"−"5z4" ]−3."5_"
"
TGURWGUVCU"
3+c+"z"="3."z"="−3"oîpkoqu"tgncvkxqu"{"z"="2"oâzkoq"tgncvkxq0"
d+"Pq"vkgpg"gzvtgoqu0" " e+"z"="−4"oâzkoq"tgncvkxq."z"="4"oîpkoq"tgncvkxq0"
f+"z"="−3"oîpkoq"tgncvkxq."z"="3"oâzkoq"tgncvkxq0"

4+c+" z" =" 6" {" z" =" −6" rwpvqu" etîvkequ=" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
5

478
.6 oîpkoq" tgncvkxq." ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
5

478
.6 "

oâzkoq"tgncvkxq0" " " d+"z"="
5

4
rwpvq"etîvkeq=" ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
2.

5

4
"oâzkoq"tgncvkxq0"

e+" z" =" 4" {" z" =" :" rwpvqu" etîvkequ=" ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5

478
.4 "oîpkoq" tgncvkxq=" ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5

586
.: "oâzkoq"

tgncvkxq0" " f+"Pq"vkgpg"rwpvqu"etîvkequ"pk"gzvtgoqu"tgncvkxqu0"

5+"c+" ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4

;
".

4

5
"oâzkoq"tgncvkxq"{"cduqnwvq="*2."2+"{"*5."2+"oîpkoqu"cduqnwvqu0"

d+" *2." 2+" oâzkoq" tgncvkxq" {" cduqnwvq=" *5." 2+" oâzkoq" cduqnwvq=" *4." −6+" oîpkoq"
tgncvkxq"{"cduqnwvq="*−3."−6+"oîpkoq"cduqnwvq0"
"

"
"
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806"Eqpecxkfcf"
[c"xkoqu"eôoq"wvknk|ct"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"rctc"fgvgtokpct"fôpfg"nc"
hwpekôp" h*z+" gu" etgekgpvg" q" fgetgekgpvg" {" ewângu" uqp" uwu" gzvtgoqu" tgncvkxqu0"
Guvqu" fcvqu" pqu" rgtokvgp" crtqzkoctpqu" c" nc" itâhkec" fg" nc" okuoc0" Nc"
fgvgtokpcekôp" fg" gzvtgoqu" tgncvkxqu" {" cduqnwvqu." kpvgtxcnqu" fg" etgekokgpvq" {"
fgetgekokgpvq" uqp"curgevqu"c" vgpgt"gp" ewgpvc"rgtq"pq"uwhkekgpvgu"rctc" nqitct"
pwguvtq"qdlgvkxq0"Rqt"glgornq."uk"wpc"hwpekôp"{"="h*z+"gu"vcn"swg."gpvtg"nqu"rwpvqu"
c"{"d"gu"etgekgpvg."vkgpg"wp"oâzkoq"tgncvkxq"gp"d"{"fgufg"d"jcuvc"e"fgetgeg."pq"
rqftîcoqu"gurgekhkect"ewân"gu"nc"hqtoc"fg"nc"ewtxc0""
Rqftîc"ugt<"
"

 

 

    

 

"
Cpcnk|coqu" nc" ukiwkgpvg" ukvwcekôp<" nc" itâhkec"fguetkdg"gn" eqorqtvcokgpvq"fg" nc"
hwpekôp" r*v+" swg" kpfkec" gn" pûogtq" fg" rkg|cu" swg" wp" qdtgtq" fg" wpc" hâdtkec" fg"
twngocpgu"rwgfg"gpucodnct"vtcpuewttkfcu"v"jqtcu0""
"
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"
Ug" qdugtxc" swg" nc" itâhkec" gu" etgekgpvg" rgtq" uw" etgekokgpvq" c" nq" nctiq" fg" ncu"
jqtcu" fg" vtcdclq" gu" fkhgtgpvg0" Cn" eqokgp|q" rqfgoqu" xgt" swg" nc" itâhkec" pq" gu"
›vcp" kpenkpcfcfi" *qdugtxct" ncu" rgpfkgpvgu" fg" ncu" vcpigpvgu+0" Nc" kpenkpcekôp"
cwogpvc" jcuvc" swg" nc" itâhkec" nngic"c" wp"rwpvq"fg"oâzkoc" kpenkpcekôp" {" nwgiq"
eqokgp|c" c" fkuokpwkt" *qdugtxct" ncu" kpenkpcekqpgu" fg" ncu" tgevcu" vcpigpvgu+0"
Fgufg" gn" ukipkhkecfq" fgn" rtqdngoc"rqfgoqu"fgekt" swg"cn" eqokgp|q" nc" vcuc"fg"
rtqfweekôp"gu"dclc"{"xc"cwogpvcfq"c"ogfkfc"swg"gn" vtcdclcfqt" nqitc" nc" twvkpc"
rctc" swg." fgurwêu" fg" nngict" c" uw" oâzkoc" ghkekgpekc." guvc" vcuc" eqokgpeg" c"
fkuokpwkt"rqt"nc"hcvkic"swg"kornkec"nc"lqtpcfc"ncdqtcn0""
"
Rctc" rtgekuct" nc" hqtoc" fg" nc" ewtxc"pgegukvcoqu" eqpqegt"oâu"fcvqu0"Xgtgoqu"
swg" nc" fgtkxcfc" ugiwpfc" vcodkêp" pqu" rtqrqtekqpc" kphqtocekôp" ûvkn" uqdtg" nc"
itâhkec"fg"h0"

Ncu" itâhkecu" fg" ncu" hwpekqpgu" h*z+" =" z4" " {" i*z+" =" −z4" uqp" glgornqu" fg" wpc"
rtqrkgfcf" fg" nc" itâhkec" fg" wpc" hwpekôp." nc" eqpecxkfcf0" Nc" itâhkec" fg" h" gu"
eôpecxc"jcekc"cttkdc"okgpvtcu"swg"nc"itâhkec"fg"i"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq0""
Gp" hqtoc" kpvwkvkxc"rqfgoqu"fgekt"swg"wpc"ewtxc"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"uk"ug"
fqdnc"jcekc"cttkdc"{"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq"uk"ug"fqdnc"jcekc"cdclq0"
Nqu"rwpvqu"gp"nqu"swg"ecodkc"nc"eqpecxkfcf"ug"nncocp"rwpvqu"fg"kphngzkôp0"
"

"

Nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp" gu" eôpecxc" jcekc"
cdclq"gp"gn"kpvgtxcnq"*−∞."2+"{"eôpecxc"jcekc"
cttkdc"gp"gn"kpvgtxcnq"*2."∞+0"Gp"z"="2"vkgpg"wp"
rwpvq"fg"kphngzkôp0"

"
Cuî"eqoq"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc"guvâ"tgncekqpcfq"eqp"gn"etgekokgpvq"{"
fgetgekokgpvq"fg" nc" hwpekôp."gn"ukipq"fg" nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"guvâ" tgncekqpcfq"
eqp"nc"eqpecxkfcf"fg"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp0"
"
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Fghkpkekôp0" Fgekoqu" swg" nc" itâhkec" fg" wpc" hwpekôp" fgtkxcdng" h*z+" gu" eôpecxc"

jcekc"cttkdc"gp"gn"kpvgtxcnq"*c."d+"uk"h")"gu"etgekgpvg"gp"fkejq"kpvgtxcnq0"
"
Fghkpkekôp0" Fgekoqu" swg" nc" itâhkec" fg" wpc" hwpekôp" fgtkxcdng" h*z+" gu" eôpecxc"

jcekc"cdclq"gp"gn"kpvgtxcnq"*c."d+"uk"h")"gu"fgetgekgpvg"gp"fkejq"kpvgtxcnq0""
"
Rwgfg"qdugtxctug"swg"nc"itâhkec"fg"wpc"hwpekôp"eôpecxc"jcekc"cttkdc"swgfc"rqt"
gpekoc"fg"uwu"vcpigpvgu"{"nc"itâhkec"fg"wpc"hwpekôp"eôpecxc"jcekc"cdclq"swgfc"
rqt"fgdclq"fg"uwu"vcpigpvgu0""
"

" "
"

Rctc"rgpuct0"ÀSwê"uwegfg"eqp"ncu"rgpfkgpvgu"fg"ncu"tgevcu"vcpigpvguA"ÀEôoq"

ug"rwgfg"fgvgtokpct"swg"h")"gu"etgekgpvg"q"fgetgekgpvgA"
"
Fgdgoqu" vgpgt" gp" ewgpvc" swg." rctc" fgvgtokpct" nqu" kpvgtxcnqu" cdkgtvqu" gp" nqu"
swg"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"h"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"q"jcekc"cdclq."ug"pgegukvc"

fgvgtokpct"nqu"kpvgtxcnqu"gp"nqu"ewcngu"h")"gu"etgekgpvg"q"fgetgekgpvg0"
Fg"vqfq"nq"cpvgtkqt."uk"h*z+"gu"fgtkxcdng"rqt"nq"ogpqu"fqu"xgegu"gp"wp"kpvgtxcnq"
cdkgtvq."rqfgoqu"chktoct"swg<"
•" ewcpfq" uw" fgtkxcfc" ugiwpfc" gu" rqukvkxc" gp" gug" kpvgtxcnq." uw" fgtkxcfc"
rtkogtc" gu" wpc" hwpekôp" etgekgpvg" {" rqt" nq" vcpvq" nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp" gu"
eôpecxc"jcekc"cttkdc"gp"gn"kpvgtxcnq.""
•" ewcpfq" uw" fgtkxcfc" ugiwpfc" gu" pgicvkxc" gp" gug" kpvgtxcnq." uw" fgtkxcfc"
rtkogtc" wpc" hwpekôp" fgetgekgpvg" {" rqt" nq" vcpvq" nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp" gu"
eôpecxc"jcekc"cdclq"gp"gn"kpvgtxcnq0""
"
Ugc"h*z+"wpc"hwpekôp"ew{c"fgtkxcfc"ugiwpfc"gzkuvg"gp"gn"kpvgtxcnq"*c."d+0"

•" uk" h" ))" *z+">" 2" "rctc" vqfq"z"gp" *c."d+"gpvqpegu" nc"itâhkec"fg" h*z+"gu"eôpecxc"
jcekc"cttkdc"gp"*c."d+0"
"

•" uk" h" ))" *z+"<" 2" "rctc" vqfq"z"gp" *c."d+"gpvqpegu" nc"itâhkec"fg" h*z+"gu"eôpecxc"
jcekc"cdclq"gp"*c."d+0"
"
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La concavidad de la función y = f(x) 

cambia en un punto de inflexión. 

 

Nota. Si la curva tiene una tangente 

en el punto de inflexión, la gráfica 

cruza la recta tangente en ese punto. 

 

 
Determinación de los puntos de inflexión 

Sea f(x) una función continua en un intervalo abierto y sea c un punto de ese 

intervalo. Se dice que el punto (c, f(c)) es un punto de inflexión si en él la gráfica 

de f pasa de cóncava hacia arriba a cóncava hacia abajo o viceversa.  

 

En el intervalo (a, c) la gráfica de la función 

es cóncava hacia abajo y en (c, b) es 

cóncava hacia arriba. En x = c cambia la 

concavidad, entonces en dicho valor existe 

un punto de inflexión. 

 

 

En  x = c1 y x = c2  la gráfica de la 

función tiene punto de inflexión. 
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Los posibles puntos de inflexión se encuentran en los valores del dominio para 

los que la derivada segunda es cero o donde no existe. 

Para determinar los puntos de inflexión debemos analizar el signo de la 

derivada segunda de la función a ambos lados de los puntos donde esta 

derivada es cero o no existe. Si el signo de la derivada segunda cambia de 

positiva a negativa, o viceversa, eso implica que existe un punto de inflexión. 
 

Resumiendo, para analizar la concavidad y encontrar los puntos de inflexión de 

la gráfica de una función debemos: 

 a) calcular la primera y la segunda derivada, 

 b) encontrar los puntos donde f ''(x) = 0 o donde no existe, 

 c) analizar el signo de f ''(x) a ambos lados de los puntos hallados en b). 
 

Ejemplo. Analice la concavidad y los 

puntos de inflexión de la gráfica de la 

función definida gráficamente. 

 

 
 

La gráfica es cóncava hacia arriba para los valores de x menores a 0 y es 

cóncava hacia abajo para los valores de x mayores a 0. Como x = 0 pertenece 

al dominio de la función y en ese punto cambia la concavidad, x = 0 es un punto 

de inflexión. 

 

Ejemplo. Analice la concavidad y los puntos de inflexión de la siguiente gráfica. 

La gráfica es cóncava 

hacia abajo en el 

intervalo (–∞, 3) y 

cóncava hacia arriba en 

el intervalo (3, ∞) pero 

no tiene puntos de 

inflexión ya que x = 3 

no pertenece al dominio 

de la función. 
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Glgornq0"Guvwfkg" nc" eqpecxkfcf"fg" nc"itâhkec"fg" h*z+"=" z6"⁄"8z5"-"34z4"⁄":z"{"
gpewgpvtg"nqu"rwpvqu"fg"kphngzkôp."uk"gzkuvgp0"
" " " "

Nc"rtkogtc"fgtkxcfc"gu<"h")*z+"="6z5"⁄"3:z4"-"46z"⁄":0"
Nc"ugiwpfc"fgtkxcfc"gu<"h"))*z+"="34z4"⁄"58z"-"460"
Nc"ugiwpfc"fgtkxcfc"guvâ"fghkpkfc"rctc"vqfqu"nqu"tgcngu"{"ug"cpwnc"gp""z"="3"""{"""
z"="40"
"

Cpcnkegoqu"gn"ukipq"fg"h"))"gp"nqu"kpvgtxcnqu"swg"fgvgtokpcp"fkejqu"xcnqtgu<"
"

Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h"))" Eqpecxkfcf""

*⁄∞."3+" -" Eôpecxc"jcekc"cttkdc" ∪"
*3."4+" ⁄" Eôpecxc"jcekc"cdclq" ∩"
*4."∞+" -" Eôpecxc"jcekc"cttkdc" ∪"

"

Nc"itâhkec"vkgpg"fqu"rwpvqu"fg"kphngzkôp0"
Jcnncoqu" uwu" qtfgpcfcu" tggornc|âpfqnqu" gp" nc"
hwpekôp<"

h*3+"="36"⁄"8035"-"34034"⁄":03"="−3" "

h*4+"="46"⁄"8045"-"34044"⁄":04"="2"
Nqu"rwpvqu"fg"kphngzkôp"uqp"*3."−3+"{"*4."2+0"
Gp" nc" itâhkec" ug" rwgfg" qdugtxct" nq" cpcnk|cfq"
cpcnîvkecogpvg0"

"
"
Glgornq0"Cpcnkeg" nc"eqpecxkfcf"{"gpewgpvtg" nqu"rwpvqu"fg" kphngzkôp."uk"gzkuvgp."

fg"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"
6z

5
+z*h

4 −
= 0"

"

h")*z+"="
44 6z

z8

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−
" " h"))*z+""=

( )54

4

6z

46z3:

−

+
"

"
Nc"ugiwpfc"fgtkxcfc"pq"ug"cpwnc"rctc"pkpiûp"xcnqt"fg"z""rgtq"pq"guvâ"fghkpkfc"

uk"z
4
"⁄"6"="2."gu"fgekt"gp""z"="4"{"z"="⁄40""

"
Nc" hwpekôp" h*z+" vcorqeq" guvâ" fghkpkfc" gp" guqu" rwpvqu." rqt" nq" vcpvq" uw" itâhkec"
rwgfg"vgpgt"wp"ecodkq"fg"eqpecxkfcf"rgtq"pq"rwpvqu"fg"kphngzkôp0"
""

Cpcnk|coqu"gn"ukipq"fg"h"))"gp"nqu"kpvgtxcnqu"swg"swgfcp"fgvgtokpcfqu0"
"
"
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Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h"))" Eqpecxkfcf"fg"nc"hwpekôp"

*⁄∞.⁄4+" -" Eôpecxc"jcekc"cttkdc" ∪"
*⁄4."4+" ⁄" Eôpecxc"jcekc"cdclq" ∩"
*4."∞+" -" Eôpecxc"jcekc"cttkdc" ∪"

Itâhkecogpvg<"

"
Nc"eqpecxkfcf"ecodkc"c"codqu"ncfqu"fg"z"="−4"{"z"="4."rgtq"nc"itâhkec"pq"vkgpg"
rwpvqu"fg"kphngzkôp0"
"
Rtqdngoc"

Wpc" rctvîewnc" ug"owgxg" gp" nîpgc" tgevc" eqogp|cpfq" uw" fgurnc|cokgpvq"
jcekc"nc"fgtgejc"fg"wp"rwpvq"hklq0"Nc"itâhkec"tgrtgugpvc"nc"rqukekôp"fg"nc"
rctvîewnc"gp"hwpekôp"fgn"vkgorq0"

                        

ÀEwâpfq" nc" rctvîewnc" ug" owgxg" jcekc" nc" fgtgejc" {" ewâpfq" jcekc" nc"
k|swkgtfcA"
ÀEwâpfq"nc"rctvîewnc"vkgpg"cegngtcekôp"rqukvkxc"{"ewâpfq"pgicvkxcA"

"
Nc"rctvîewnc"""ug"owgxg""jcekc""nc"fgtgejc"ukgortg""swg"u"cwogpvg."q"ugc"gp"nqu""

kpvgtxcnqu"gp"nqu"swg"u"gu"etgekgpvg0"Guq"qewttg"rctc"2">"v">"
4

3
"{"rctc"v"@"

6

9
0""

Gp"fkejqu"kpvgtxcnqu"u")*v+"@"20"
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Uk""
4

3
">"v">"

6

9
."u*v+"fgetgeg."u)"*v+">"2."nc"rctvîewnc"ug"owgxg"jcekc"nc"k|swkgtfc0""

Gp" v"="
4

3
"{"gp" v"="

6

9
" nc"rctvîewnc"ecodkc"gn"ugpvkfq"fgn"oqxkokgpvq0"Gp"fkejqu"

rwpvqu" u" )*v+" =" 20" Gp" v" ="
4

3
" nc" hwpekôp" vkgpg" wp"oâzkoq" tgncvkxq." gp" v" ="

6

9
" nc"

hwpekôp"vkgpg"wp"oîpkoq"tgncvkxq0"
Nc"cegngtcekôp"fg" nc"rctvîewnc"guvâ" tgncekqpcfc"eqp" nc"ugiwpfc"fgtkxcfc"fg" nc"
hwpekôp"{"êuvc."c"uw"xg|."eqp"nc"eqpecxkfcf"fg"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp0"

Uk"u"))*v+"gu"rqukvkxc"nc"itâhkec"fg"u*v+"ugtâ"eôpecxc"jcekc"cttkdc"{"nc"cegngtcekôp"

ugtâ"rqukvkxc0"Guvq"qewttg"rctc"v"@"
6

7
0"Nc"rctvîewnc"cegngtc0"

Gp"v"="
6

7
"nc"ewtxc"vkgpg"wp"rwpvq"fg"kphngzkôp."nc"cegngtcekôp"ecodkc"fg"pgicvkxc"

c"rqukvkxc0"

Uk"u"))*v+"gu"pgicvkxc"nc"itâhkec"fg"u*v+"ugtâ"eôpecxc"jcekc"cdclq"{"nc"cegngtcekôp"

pgicvkxc0"Guvq"uwegfg"ewcpfq""v">"
6

7
0"Nc"rctvîewnc"htgpc0"

"
Rtqdngoc"

Nc"rqdncekôp"gp"rgegu"gp"wp"ekgtvq" nciq"gp"gn" vkgorq" v" *gp"ogugu+"guvâ"

fcfc"rqt"""r*v+"="
2.58v46043

222""42
−+

0"

c+"Itchkswg"nc"hwpekôp"rctc"2"≤"v"≤"6:0"
d+"ÀFg"swê"vkrq"fg"hwpekôp"ug"vtcvcA"

e+" Wug" r))*v+" rctc" fguetkdkt" nc" hqtoc" gp" nc" swg" ecodkc" nc" tcrkfg|" " fg"
cwogpvq"fg"nc"rqdncekôp"eqp"gn"rcuq"fgn"vkgorq0"

"
c+"Nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"gu<""
"
"

"
"
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d+"Ug"vtcvc"fg"wpc"hwpekôp"nqiîuvkec0"

e+"Cn"rtkpekrkq"nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc."q"ugc"r"))*v+"@"20""
Rqt" nq" vcpvq"r)*v+" cwogpvc." nq" swg"ukipkhkec"swg" nc"rqdncekôp"cwogpvc"eqp"wpc"
tcrkfg|"etgekgpvg0""
Gp"z"="35"nc"itâhkec"rtgugpvc"wp"rwpvq"fg"kphngzkôp"{c"swg"rcuc"fg"ugt"eôpecxc"
jcekc"cttkdc"c"ugt"eôpecxc"jcekc"cdclq"{"gp"gug"rwpvq"r"))*v+"="20"Gp"guvg"rwpvq"
nc" tcrkfg|" fg" cwogpvq" fg" nc" rqdncekôp" gu" oâzkoc" *nc" rqdncekôp" etgeg" eqp"
oâzkoc"tcrkfg|+0""

Fgurwêu"fg"z"="35" ." nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq."rqt" nq"vcpvq"r" ))*v+">"20"
Guq" kornkec" swg" r)*v+" " fgetgeg." q" ugc" swg" nc" tcrkfg|" eqp" nc" swg" etgeg" nc"
rqdncekôp"fkuokpw{g0"
"
"
GLGTEKEKQU"
"
3+"Qdugtxg" ncu" hwpekqpgu"fghkpkfcu"itâhkecogpvg"{"guvcdng|ec" nqu" kpvgtxcnqu"gp"
nqu"ewcngu"nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"{"cswgnnqu"fqpfg"gu"eôpecxc"jcekc"
cdclq0"
" c+" " " " " " d+                                

  

e+" " " " " " f+""""   

  

4+" Fgvgtokpg" nqu" kpvgtxcnqu" fqpfg" nc" itâhkec" fg" ecfc" wpc" fg" ncu" ukiwkgpvgu"
hwpekqpgu"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"{" 1"q"jcekc"cdclq0"Gpewgpvtg."uk"gzkuvgp." nqu"
rwpvqu"fg"kphngzkôp0"
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" c+"h*z+"="z4"−"5z"-"4" " " d+"h*z+"="
32z

5
4 +

−
" """""

e+"h*z+"="−z5"-"4z4"−"3" " " f+"h*z+"="
4z5

3z4

+
−
"

"
TGURWGUVCU"
3+c+"Nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq"gp"gn"kpvgtxcnq"*−∞."2+""{"eôpecxc"jcekc"
cttkdc"gp"*2."∞+0"
d+"Nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq"gp"gn" kpvgtxcnq" *−∞."3+" " {"eôpecxc"jcekc"
cttkdc"gp"*3."∞+0"
e+"Nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"gp"vqfq"uw"fqokpkq0"
f+" Nc" itâhkec" gu" eôpecxc" jcekc" cttkdc" gp" nqu" kpvgtxcnqu" *−∞." −3+" {" *3." ∞+" {"
eôpecxc"jcekc"cdclq"gp"*−3."3+0"
4+c+"Nc"itâhkec"fg"h*z+"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"gp"vqfq"uw"fqokpkq0"

d+"Nc"itâhkec"fg"h*z+"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"gp" ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5

32
".

5

32
{"eôpecxc"jcekc"

cdclq" gp" nqu" kpvgtxcnqu" ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−

5

32
"". {" ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞+".

5

32
0" " ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−
62

;
"".

5

32
" {"

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−
62

;
".

5

32
rwpvqu"fg"kphngzkôp0"

e+"Nc"itâhkec"fg"h*z+"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"gp"gn"kpvgtxcnq" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞−
5

4
"". "{"eôpecxc"

jcekc"cdclq"gp"gn"kpvgtxcnq" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞".
5

4
=" ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

49

33
".

5

4
"rwpvq"fg"kphngzkôp0"

f+" Nc" itâhkec" fg" h*z+" gu" eôpecxc" jcekc" cttkdc" gp" nqu" kpvgtxcnqu" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∞−
5

4
". " {"

eôpecxc"jcekc"cdclq"gp"gn"kpvgtxcnq" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞− ".
5

4
.""pq"jc{"rwpvq"fg"kphngzkôp0"

"

"
Eqpqekfc" nc" fgtkxcfc" fg" wpc" hwpekôp" Àgu" rqukdng" qdvgpgt"
kphqtocekôp"gp"tgncekôp"c"nc"hwpekôpA"

C" rctvkt" fgn" cpânkuku" fg" h" )*z+" gu" rqukdng" qdvgpgt" ecuk" vqfc" nc" kphqtocekôp"
pgeguctkc"rctc"gpeqpvtct"{" ="h*z+0"Ug"rwgfg"fgvgtokpct"fôpfg"etgeg"{"fgetgeg."
ewângu" uqp" uwu" gzvtgoqu" tgncvkxqu." eôoq" gu" nc" eqpecxkfcf" fg" nc" hwpekôp0" Gu"
fgekt."rtgekuct"nc"hqtoc"fg"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp0"Nc"ûpkec"kphqtocekôp"swg"hcnvc"
gu" eôoq" wdkectnc" gp" gn" rncpq0" Rctc" gnnq" gu" pgeguctkq" gxcnwctnc" gp" cniwpqu"
rwpvqu0"
"

Glgornq0"Fcfc"nc"itâhkec"fg"h")*z+"cpcnkeg<"
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c+"ÀGp"swê"kpvgtxcnqu"h*z+"gu"etgekgpvgA"ÀGp"swê"kpvgtxcnqu"h*z+"gu"fgetgekgpvgA"
ÀVkgpg"h*z+"oâzkoqu"q"oîpkoqu"tgncvkxquA"Gp"ecuq"chktocvkxq."ÀewânguA"
d+" ÀGp"swê" kpvgtxcnqu" h*z+"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdcA"À["eôpecxc"jcekc"cdclqA"
ÀVkgpg"h*z+"rwpvqu"fg"kphngzkôpA"Gp"ecuq"chktocvkxq."ÀewânguA"
e+"Dquswglg"wpc"rqukdng"itâhkec"fg"nc"hwpekôp"h*z+0"

"
"
c+" Nc" hwpekôp" gu" etgekgpvg" gp" nqu" kpvgtxcnqu" fqpfg" nc" rtkogtc" fgtkxcfc" gu"
rqukvkxc" {" gu" fgetgekgpvg" gp" nqu" kpvgtxcnqu" gp" nqu" swg" nc" rtkogtc" fgtkxcfc" gu"
pgicvkxc0"Gu"etgekgpvg"gp"*−4."2+"∪"*5."∞+"{"fgetgekgpvg"gp""*−∞."−4+"∪"*2."5+0"
Gp"nc"itâhkec"ug"rwgfg"qdugtxct"swg"h")*z+"gzkuvg"rctc"vqfq"pûogtq"tgcn"{"gu"egtq"
gp"z"="−4."z"="2"{""z"="50"Rqt"nq"vcpvq"guvqu"vtgu"rwpvqu"uqp"nqu"xcnqtgu"etîvkequ"fg"
nc"hwpekôp0""
Cn" rcuct"rqt" z"="−4" nc"rtkogtc"fgtkxcfc"ecodkc"fg"pgicvkxc"c"rqukvkxc=" rqt" nq"
vcpvq" gzkuvg" wp" oîpkoq" tgncvkxq" gp" gug" rwpvq0" Cn" rcuct" rqt" z" =" 2" nc" rtkogtc"
fgtkxcfc"ecodkc"fg"rqukvkxc"c"pgicvkxc="gp"gug"rwpvq"gzkuvg"wp"oâzkoq"tgncvkxq0"
Gp" z"=" 5" nc" fgtkxcfc" ecodkc" fg" pgicvkxc" c" rqukvkxc=" gp" gug" rwpvq" gzkuvg" qvtq"
oîpkoq"tgncvkxq0""
"

Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h")" Etgekokgpvq" Gzvtgoq"tgncvkxq"

*−∞."−4+" −" h"fgetgeg"

*−4."2+" -" h"etgeg"

*2."5+" −" h"fgetgeg"

*5."∞+" -" h"etgeg"

z"="−4"oîpkoq"tgncvkxq"
z"="2"oâzkoq"tgncvkxq"
z"="5"oîpkoq"tgncvkxq"

"
d+"C"rctvkt"fgn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"gu"rqukdng"cpcnk|ct"nc"eqpecxkfcf"fg"

wpc"itâhkec0"Nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"gxcnwcfc"gp"z"="z2"gu"nc"rgpfkgpvg"fg"nc"tgevc"

vcpigpvg"gp"gug"rwpvq"fg"nc"itâhkec"fg"h")*z+0"
Nc"itâhkec"fg"h")"vkgpg"vcpigpvg"jqtk|qpvcn"gp"z"="−3"{"gp"z"="40""
Guvq"ukipkhkec"swg"h"))*−3+"="2"{"h"))*4+"="20""""
Gp" ecfc" rwpvq" fg" nqu" kpvgtxcnqu" *−∞." −3+" {" *4."∞+" " nc" rgpfkgpvg" fg" nc" tgevc"
vcpigpvg"c"h")"gu"rqukvkxc."gu"fgekt."h"))*z+"@"2."nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc"
gp"guqu"kpvgtxcnqu0"
"
"
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Gp"ecfc"rwpvq"fgn"kpvgtxcnq"*−3."4+"nc"rgpfkgpvg"fg"nc"tgevc"vcpigpvg"gu"pgicvkxc."
gu"fgekt."h""))*z+">"2."nwgiq"nc"itâhkec"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq0""
Nc"itâhkec"ecodkc"fg"eôpecxc"jcekc"cttkdc"c"eôpecxc"jcekc"cdclq"gp"z"="−3"{"gp"
guvg" rwpvq" nc" fgtkxcfc" ugiwpfc" gu" egtq0" Rqt" nq" vcpvq" z" =" −3" gu" rwpvq" fg"
kphngzkôp0"
Nc"itâhkec"ecodkc"fg"eôpecxc"jcekc"cdclq"c"eôpecxc"jcekc"cttkdc"gp"z"="4"{"gp"
guvg"rwpvq"nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"gu"egtq0"Rqt"nq"vcpvq"z"="4"gu"rwpvq"fg"kphngzkôp0"""
"""

Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h"))" Eqpecxkfcf" "

*−∞.−3+" -" jcekc"cttkdc"

*−3."4+" −" jcekc"cdclq"

*4."∞+" -" jcekc"cttkdc"

z"="−3"rwpvq"fg"kphngzkôp"
z"="4"rwpvq"fg"kphngzkôp"

"
e+" Vgpkgpfq" gp" ewgpvc" nq" tgncvkxq" cn" etgekokgpvq." fgetgekokgpvq" {" rwpvqu"
gzvtgoqu." eqpecxkfcf" {" rwpvqu" fg" kphngzkôp" rqfgoqu" fkdwlct" wpc" itâhkec"
crtqzkocfc"fg"nc"hwpekôp"h*z+0"
"

 

 

Rtqdngoc"
C"rctvkt"fg" nc"itâhkec"swg"owguvtc"
nc" xgnqekfcf"gp" mo1j"fg"wp"cxkôp"
fwtcpvg" uwu" rtkogtqu" 52" okpwvqu"
fg" xwgnq." cpcnkeg" gn" eqorqtvc/
okgpvq" fg" nc" hwpekôp" swg" fc" nc"
fkuvcpekc"tgeqttkfc"rqt"gn"cxkôp"gp"
52"okpwvqu0"Gudqeg"nc"itâhkec0"
"
"
"

" "
"
Nncocoqu"x*v+"c"nc"hwpekôp"xgnqekfcf"{"f*v+"c"nc"hwpekôp"swg"fguetkdg"nc"fkuvcpekc"
tgeqttkfc0"

Eqoq"x*v+"="f)*v+"gu"rqukvkxc"gp"vqfq"uw"fqokpkq."f*v+"gu"wpc"hwpekôp"etgekgpvg0"
Nc"fkuvcpekc"tgeqttkfc"etgeg"c"ogfkfc"swg"vtcpuewttg"gn"vkgorq0"
"
"

El Cálculo Diferencial



Para todo valor del dominio de v(t), la 

pendiente de la recta tangente a la 

gráfica de v(t) es positiva, es decir,  

v' (t) = d'' (t)  > 0.   

La gráfica de d(t) es cóncava hacia arriba 

para todo valor de t.  

 

 
 

 
EJERCICIO 
 

Dadas las gráficas de f '(x). 

a) Determine los intervalos donde la función es creciente y decreciente. 

Indique, si existen, los extremos relativos. 

b) Encuentre los intervalos donde la función es cóncava hacia arriba y 

cóncava hacia abajo y los puntos de inflexión.  
c) Bosqueje una posible gráfica de f(x). 

i)          ii)      

 

 

RESPUESTAS  

a)i) Es creciente en (0, ∞) y decreciente en (−∞, 0), tiene un mínimo  relativo  en 

x = 0. 

ii)  Es creciente en  (0, 4) y decreciente en (−∞, 0) ∪ (4, ∞); la función tiene un 

mínimo relativo en x = 0 y un máximo relativo en x = 4. 

b)i) Como la pendiente de la recta tangente en cada punto es constante ( igual a 

la pendiente positiva de la recta),  f ''(x) es positiva, por lo tanto, f(x) es cóncava 

hacia arriba en todo su dominio: (−∞, ∞). Como no hay cambios en la 

concavidad la función no tiene puntos de inflexión. 

ii) En cada punto del intervalo (−∞, 2) la pendiente de la recta tangente a la 

gráfica de f '(x) es positiva, es decir,  f ''(x) > 0, entonces en (−∞, 2) la función es  
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eôpecxc"jcekc"cttkdc0"Gp"ecfc"rwpvq"fgn"kpvgtxcnq"*4."∞+"nc"rgpfkgpvg"fg"nc"tgevc"

vcpigpvg" gu" pgicvkxc." gu" fgekt." h" ''*z+" >" 2." gpvqpegu" gp" *4." ∞+" nc" hwpekôp" gu"
eôpecxc"jcekc"cdclq0"Gp"eqpugewgpekc."gp"z"="4"jc{"wp"rwpvq"fg"kphngzkôp0"
e+k+" " " " " " " kk+         

" "
"
"

807"Etkvgtkq"fg" nc" ugiwpfc"fgtkxcfc"rctc" nc"fgvgtokpcekôp"fg"
gzvtgoqu"tgncvkxqu""""""""""
Nqu" oâzkoqu" tgncvkxqu" fg" wpc" hwpekôp" rgtvgpgegp" c" wp" kpvgtxcnq" fgn" fqokpkq"
fqpfg"nc"eqpecxkfcf"fg" nc"hwpekôp"gu"jcekc"cdclq"{" nqu"oîpkoqu"tgncvkxqu"c"wp"
kpvgtxcnq"fqpfg"nc"eqpecxkfcf"gu"jcekc"cttkdc0"

 

"

h")*e+"=""2"
h" ))*z+">"2."rctc"vqfq"z"swg"rgtvgpgeg"c"wp"
kpvgtxcnq"swg"eqpvkgpg"c"e0"
h*z+"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq0"
""""""""""""""
Gp"z"="e"gzkuvg"wp"oâzkoq"tgncvkxq.        "

 

h")*e+"=""2"
h" ))*z+"@"2."rctc"vqfq"z"swg"rgtvgpgeg"c"wp"
kpvgtxcnq"swg"eqpvkgpg"c"e0"
h*z+"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc0"
"
Gp"z"="e"gzkuvg"wp"oîpkoq"tgncvkxq0     

"
Qdugtxcpfq"gn"ukipq"fg"nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"ug"qdvkgpg"wp"etkvgtkq"ow{"ukorng"
rctc"gpeqpvtct"oâzkoqu"q"oîpkoqu"tgncvkxqu0"
"

Uk"h")*e+"="2"{"gzkuvg"wp"kpvgtxcnq"cdkgtvq"swg"eqpvkgpg"c""z"="e."gp"gn"swg"nc"itâhkec"
fg"h"gu"eôpecxc"jcekc"cttkdc."gpvqpegu"h*e+"gu"wp"oîpkoq"tgncvkxq"fg"h0""
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Cpânqicogpvg."uk"wpc"hwpekôp"h"gu"vcn"swg"h")*e+"="2"{"gzkuvg"wp"kpvgtxcnq"cdkgtvq"
swg"eqpvkgpg"c"z"="e."gp"gn"swg"nc"itâhkec"fg"h"gu"eôpecxc"jcekc"cdclq."gpvqpegu"
h*e+"gu"wp"oâzkoq"tgncvkxq"fg"h0"
 

Ugc"h"wpc"hwpekôp"swg"xgtkhkec"swg"h" )*e+"="2"{"vcn"swg"nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"fg"h"
gzkuvg"gp"wp"kpvgtxcnq"cdkgtvq"swg"eqpvkgpg"c"e<"

c+"Uk"h"))*e+">"2"⇒"gp"z"="e"jc{"wp"oâzkoq"tgncvkxq0"
d+"Uk"h"))*e+"@"2"⇒"gp"z"="e"jc{"wp"oîpkoq"tgncvkxq0"
"
Guvg" etkvgtkq" gu" eqpxgpkgpvg" uk" nc" fgtkxcfc" ugiwpfc" gu" hâekn" fg" ecnewnct" rwgu"
eqoq"ug"jc"fkejq."uônq"gzkig"eqpqegt"gn"ukipq"gp"wp"rwpvq0"Pq"rwgfg"wuctug"uk"
nc"fgtkxcfc"ugiwpfc"gu"fkhîekn"fg"jcnnct"q"uk"nc"hwpekôp"gngikfc"pq"vkgpg"fgtkxcfc"
gp" gn" rwpvq0" Vcorqeq" rtqrqtekqpc" kphqtocekôp" uk" nc" fgtkxcfc" ugiwpfc" gzkuvg"
rgtq"gu"pwnc"{"vcorqeq"tgurgevq"c"nqu"rwpvqu"fqpfg"h"pq"gzkuvg0"
"

ETKVGTKQ"FG"NC"UGIWPFC"FGTKXCFC"

Xcnqt"
etîvkeq"

Ukipq"fg"nc"h"))*z+"
gp"gn"xcnqt"etîvkeq"

Eqpenwukôp"

e" -"

"
*e."h*e++"gu"wp"oîpkoq"tgncvkxq"

e" −"

"
*e."h*e++"gu"wp"oâzkoq"tgncvkxq"

e" 2"
"

Pq"jc{"eqpenwukôp"
"

"
Glgornq0"Gpewgpvtg."uk"gzkuvgp."nqu"gzvtgoqu"tgncvkxqu"fg"nc"hwpekôp"fghkpkfc"rqt<"

h*z+"="z5"⁄"4z4"-"z"wucpfq"gn"etkvgtkq"fg"nc"fgtkxcfc"ugiwpfc0"
"
"
"
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Rctc"fgvgtokpct" nqu"gzvtgoqu"fg" nc" hwpekôp"wvknk|cpfq"gn"etkvgtkq"fg" nc"fgtkxcfc"
ugiwpfc."fgdgoqu"ecnewnct"nc"rtkogtc"{"nc"ugiwpfc"fgtkxcfc0"

h")*z+"="5z4"⁄"6z"-"3""{"" h"))*z+""="8z"⁄"6"
Dwuecoqu"nqu"xcnqtgu"fg"z"rctc"nqu"ewcngu"h")*z+"="2"{"cpcnk|coqu"gn"ukipq"fg"nc"
fgtkxcfc"ugiwpfc"gp"guqu"xcnqtgu0"

h")*z+"="2"⇔"5z4"⁄"6z"-"3"="2"⇔"z"="3"="
5

3
z = 0"

h"))*3+"@"2"⇒"gp"z"="3"gzkuvg"wp"oîpkoq"tgncvkxq<"*3."2+0"

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
5

3
"h )) " ">"2"⇒"gp""

5

3
z = "gzkuvg"wp"oâzkoq"tgncvkxq0""

Gn"xcnqt"oâzkoq"rctc"
5

3
z = "tguwnvc"{"="

49

6
"0"

"

Rtqdngoc"

Nc" hwpekôp"e*z+"=" ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
54

z

z

422
036 fguetkdg"gn"equvq"fg"eqodwuvkdng"fg"wp"
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•" Guvwfkq"fg"nqu"kpvgtxcnqu"fg"etgekokgpvq"{"fgetgekokgpvq"{"fgvgtokpcekôp"fg"
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f+"Rwpvqu"fg"fkueqpvkpwkfcf"
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47z
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4
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47z
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−∞=
+
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47z
nîo
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"{" +∞=
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47z
nîo
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nîo

z
z

47z

nîo
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fg"nc"fgtkxcfc"rtkogtc0"

Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h") Eqorqtvcokgpvq"fg"nc"hwpekôp"
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*−7."2+" −" h"fgetgeg"

*2."7+" −" h"fgetgeg"

*7."∞+" -" h"etgeg"
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rwpvqu"fg"kphngzkôp."uk"nqu"jc{0"
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z
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z
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=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
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0"Guvc"gzrtgukôp"pq"ug"cpwnc"gp"pkpiûp"rwpvq"

{"pq"gzkuvg"gp"z"="2."rqt"nq"vcpvq"hqtocoqu"nqu"kpvgtxcnqu"eqp"guvg"ûpkeq"xcnqt0"
Kpvgtxcnq" Ukipq"fg"h")) Itâhkec"

*−∞."2+" −" eôpecxc"jcekc"cdclq"

*2."∞+" -" eôpecxc"jcekc"cttkdc"

Uk"dkgp"nc"itâhkec"ecodkc"fg"eqpecxkfcf"gp"z = 2."pq"gzkuvg"rwpvq"fg"kphngzkôp"{c"
swg"gn"okuoq"pq"rgtvgpgeg"cn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp0"
j+"Itâhkec"
Vgpkgpfq"gp"ewgpvc"vqfq"nq"cpcnk|cfq"ug"tgcnk|c"nc"itâhkec"fg"nc"hwpekôp0"
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  "
Rtqdngoc"

Ncu" hwpekqpgu" swg" fguetkdgp" ncu" tgncekqpgu" gpvtg" ecpvkfcfgu" fg" fqu"
ctvîewnqu" swg" rwgfgp" ugt" rtqfwekfqu" rqt" nc" okuoc" oâswkpc" q" hâdtkec"
tgekdgp"gn"pqodtg"fg"hwpekqpgu"fg"rtqfwevq/kpvgtecodkq0"
Wpc" tghkpgtîc" fg" rgvtôngq" rwgfg" rtqfwekt" icuqnkpc." cegkvg" q" wpc"
eqodkpcekôp" fg" nqu" fqu0" Nc" hwpekôp" fg" rtqfwevq/kpvgtecodkq" rctc"

icuqnkpc"z"{"cegkvg"{."gp"ekgpvqu"fg"nkvtqu"rqt"fîc"gu<"
z4347

z47222"347
{
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−

= 0"

c+"Itchkswg"nc"hwpekôp."tgcnk|cpfq"rtgxkcogpvg"gn"guvwfkq"fg"nc"okuoc0"
d+" Guvkog" ncu" ecpvkfcfgu" oâzkocu" fg" ecfc" rtqfwevq" swg" rwgfgp" ugt"
rtqfwekfcu0"
"

c+"Cpcnk|coqu"gn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp0"
Fcfq" swg" z" g" {" tgrtgugpvcp" ekgpvqu" fg" nkvtqu" fg" icuqnkpc" {" cegkvg."
tgurgevkxcogpvg."pkpiwpc"fg"ncu"fqu"xctkcdngu"rwgfg"vqoct"xcnqtgu"pgicvkxqu0"
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z4347

z47222"347
≥

+
−

"

Rctc" tguqnxgt" guvc" kpgewcekôp" ug" fgvgtokpcp" nqu" egtqu" fgn" pwogtcfqt" {" fgn"
fgpqokpcfqt"{" ug"guvwfkcp" nqu"ukipqu"fgn" eqekgpvg"gp" nqu" kpvgtxcnqu"swg"guqu"
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Gn"ûnvkoq"xcnqt"pq"nq"vgpgoqu"gp"ewgpvc"rqtswg"z"fgdg"ugt"oc{qt"q"kiwcn"c"egtq0"

" *2."7222+" *7222."∞+"
347"222"−"47z" -" −"
347"-"4z" -" -"

z4347

z47222"347

+
−

" -" −"

"
Tguwnvc"{"@"2"gp"*2."7222+0"Gn"fqokpkq"fg"nc"hwpekôp"gu"gn"eqplwpvq"fg"pûogtqu"
tgcngu"vcngu"swg""2"≤"z"≤"72220"
"
"
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Kpvgtugeekqpgu"eqp"nqu"glgu"eqqtfgpcfqu0"

Rctc"jcnnct"nc"kpvgtugeekôp"eqp"gn"glg"z"jcegoqu"{"="2."qdvgpkgpfq"z"="72220"
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rgtvgpgeg"cn"fqokpkq."rqt"nq"vcpvq"pq"jc{"cuîpvqvcu"xgtvkecngu0"
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z4347

z47222"347
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( )6z4347

40z4347040347"475
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+
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( )5z4347

722"234"3

+
."gzrtgukôp"swg"pq"ug"cpwnc"{"swg"

guvâ"fghkpkfc"rctc" vqfqu" nqu"xcnqtgu"fgn"fqokpkq0"Cpcnk|cpfq"gn"ukipq"fg"{))*z+."
gu" rqukvkxc" gp" gn" kpvgtxcnq" *2." 7222+." rqt" nq" vcpvq" nc" itâhkec" gu" eôpecxc" jcekc"
cttkdc"gp"gn"fqokpkq"fgn"rtqdngoc0"
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d+"Gn"xcnqt"oâzkoq"fg"z"qewttg"ewcpfq"{"="2."rqt"nq"swg"nc"ecpvkfcf"oâzkoc"fg"
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kpitguq"octikpcn"gu"kiwcn"cn"equvq"octikpcn0"Gu"fgekt"
fz

fe

fz

ft
= "q"t")*z+"="e")*z+0"""

Uwrqpicoqu"swg"t*z+"{"e*z+"uqp"fgtkxcdngu"rctc"vqfc"z"@"20"Uk"r*z+"="t*z+"−"e*z+"
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e+"Dquswglg"uwu"itâhkecu"gp"wp"okuoq"ukuvgoc"ectvgukcpq0"
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Si r '(x) = 0 entonces x = 0 y x = 
3

8
. Formamos los intervalos considerando x > 0 

pues representa cantidad de unidades. 

Intervalo Signo r '(x) Crecimiento de r(x) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3

8
  ,0  positivo crece 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞ ,
3

8
 negativo decrece 

Analizamos la concavidad estudiando el signo de la derivada segunda. 

r ''(x) =
3

4
x +− . Entonces r ''(x) = 0  si  x = 

3

4
. 

Intervalo Signo r ''(x) Concavidad 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
3

4
 ,0  positivo 

cóncava hacia 
arriba 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∞ ,
3

4
 negativo cóncava hacia abajo 

Concluimos que x = 
3

4
 es la abscisa de un punto de inflexión de la gráfica de 

r(x). Consideremos ahora la función costo c(x) = xx
3

1
x

27

1 23 +− . 

c '(x) = 1x
3

2
x

9

1 2 +− . 

Si c '(x) = 0 entonces x = 3 (raíz doble). Formamos los intervalos considerando 

este punto crítico y teniendo en cuenta que x > 0 pues representa cantidad de 

unidades. 

Intervalo Signo c '(x) Crecimiento de c(x) 

(0, 3) positivo crece 

(3, ∞) positivo crece 

La función no tiene extremos relativos. 

Analizamos la concavidad estudiando el signo de la derivada segunda. 

c ''(x) = 
3

2
x

9

2
− . Si c '' (x) = 0 entonces x = 3. 

Intervalo Signo c ''(x) Concavidad 

(0, 3) negativo cóncava hacia abajo 

(3, ∞) positivo cóncava hacia arriba 

Luego, x = 3 es un punto de inflexión. 

b) El teorema enunciado anteriormente asegura que el beneficio máximo (si lo 

hay) se obtiene en un nivel de producción tal que el ingreso marginal es igual al 

costo marginal. Es decir r '(x) = c '(x). 
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"
"
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2) Dada la ley f(x) = 2x(x2 − 12): 

 a) Indique el dominio para que sea función. 

 b) Halle las intersecciones con el ejes coordenados. 

 c) Halle las ecuaciones de las asíntotas. 

 d) Analice el crecimiento y los extremos relativos. 

 e) Analice concavidad y puntos de inflexión. 

 f) Grafique. 

3) Encuentre los extremos absolutos de la función f(x) = −x2 + 3x en [0, 3]. 

4) Defina gráficamente una función que cumpla las siguientes condiciones:  

Df = [−3, 4], posea un mínimo absoluto en x = −3 y un máximo absoluto en x = 1;  

f '(x) > 0, ∀ x ∈ (−3, 1) ∪ (3,4);  f '(x) < 0,  ∀  x ∈ (1, 3); f ''(x) < 0,  ∀ x ∈ (−3, 2)  y  f 

''(x) > 0, ∀ x ∈ (2, 4). 

5) Encuentre las asíntotas a la función: f : R − {−1} → R / f(x) = 
1x

5x52

+
++x2

. 

6) Dada la gráfica de la 

función y = f(x), determine los 

valores de x para los cuales:  

a) f(x) crece;   

b) f(x) decrece; 

c) f(x) alcanza un máximo 

relativo; 

d) f(x) alcanza un mínimo 

relativo; 

e) la derivada es nula;  

f) la derivada no existe. 

 
7) Sea la función g(x) = ax3 + 2bx2 + 6x − 4. Sabiendo que en x = 1 y x = 3 tiene 

extremos relativos, determine los valores de a y b. ¿Qué tipos de extremos son? 

 de f '(x). A partir de las mismas esboce la 

 a)    b)       c) 

Justifique. 

8) Las siguientes corresponden a gráficas

gráfica de f(x) (la respuesta no es única). 

9) Analice las siguientes gráficas y determine: 

a) dominio y conjunto de imágenes de cada función; 

) las intersecciones con los ejes, si existen; 

 

b
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rctvîewnc"R"gp"ewcnswkgt"kpuvcpvg"v0"
""""" d+"ÀFôpfg"guvâ"nc"rctvîewnc"ewcpfq"v"="2A"
""""" e+"ÀEwâpfq"ecodkc"uw"fktgeekôp"nc"rctvîewncA"
""""" f+"ÀEwâpfq"etgeg"{"ewâpfq"fgetgeg"nc"xgnqekfcf"fg"RA"
5+"Wpc"rncpvc"fg"vtcvcokgpvq"fg"ciwcu"ugtxkfcu"fgttcoô"ceekfgpvcnogpvg"ciwcu"
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( )432v
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32v

32
3+v*h

+
+

+
−= 0"
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"
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4) La población de una cierta especie está dada por: N(t) = (2t + 40).(200 – t), 

con 0 ≤ t ≤ 200, donde N(t) es el número de organismos después de t días. 

 a) Encuentre la velocidad instantánea de cambio de la población, a los 20 

días. 

 b) ¿Cuándo la velocidad instantánea de cambio de la población será de 

200 organismos por día? 

 c) ¿Cuándo la población dejará de crecer? 

5) Un proyectil lanzado hacia arriba se mueve según la ley: y = 100 t – 5 t
2
  

donde y es la altura en metros sobre el punto de partida y t es el tiempo 

transcurrido en segundos después del lanzamiento. Halle la velocidad del 

proyectil a los 2 segundos. En ese instante, ¿está todavía subiendo o bajando? 

¿Durante cuántos segundos continuará subiendo? ¿A qué altura llegará? 

6) La inyección de x gramos de cierta droga produce cambios en la presión 

sanguínea dada por  p(x) = 1,5 x
2
 – 0,2 x

3
  donde p se mide en mm de mercurio. 

¿Qué dosis producirá la máxima sensibilidad? (Nota: sensibilidad es la razón de 

cambio de la presión arterial con respecto a la dosis suministrada) 

7) Un rumor se propaga en una población de 1000 personas a una razón que es 

proporcional al producto del número de los que lo conocen por el número de los 

que no lo conocen. Si x es el número de enterados y R es la razón a la que se 

propaga el rumor entonces:  R = k.x.(1000 – x), siendo k > 0. Verifique que el 

rumor se propaga más rápido en el instante en que 500 personas lo conocen. 

8) La ecuación de demanda para el producto de un fabricante es 
4

q80
p

−
=  

donde q es el número de unidades y p es el precio por unidad. ¿Para qué valor 

de q habrá un ingreso máximo? ¿Cuál es el ingreso mínimo? Indique para qué 

valores de q se obtiene ese ingreso mínimo. 

9) Después de una campaña publicitaria, las ventas de un producto 

generalmente aumentan y luego comienzan a disminuir. A los t días de 

finalizada la publicidad, las ventas diarias están dadas por la función f(t) = –3t
2
 + 

36t + 102 unidades. 

a) ¿A razón de cuántas unidades por día cambian las ventas a los 2 días 

de haber finalizado la campaña? 

b) ¿Cuándo están variando las ventas a razón de 12 unidades por día? 

c) ¿Cuántos días después de haber finalizado la campaña se vende la 

máxima cantidad de unidades?, ¿cuál es esa cantidad máxima? 

d) ¿Cuántas unidades se venden en el momento en que finaliza la 

campaña publicitaria? 

10) Un grupo de biólogos estudió los ingresos nutritivos que se observaron en 

ratas a las que se alimentó de acuerdo a una dieta que contenía un 10 % de 

proteína. La proteína estaba formada por yema de huevo y harina de semillas 

de algodón. Variando el porcentaje p de yema en la mezcla de proteínas el 

grupo descubrió que el aumento de peso promedio (en gramos) de una rata en 

un período era:  
10p

900
p160)p(f

+
−−=     0 ≤ p ≤ 100. Calcule:  
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⎠
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⎠

⎞
⎜
⎝
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4
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" e+"Fgvgtokpg"gn"xcnqt"fg"nc"icpcpekc"oâzkoc0"
36+" Cn" fgrqukvctug" gp" wp" nciq" nqu" fgurgtfkekqu" qtiâpkequ." gn" eqpvgpkfq" fg"
qzîigpq"gp"gn"ciwc"fkuokpw{g0"Ukgpfq"v"gn"vkgorq"*gp"fîcu"rquvgtkqtgu"cn"swg"ug"
fgrqukvcp" nqu"fgurgtfkekqu+."ug"fgvgtokpc"gzrgtkogpvcnogpvg"swg"gn"eqpvgpkfq"
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fg"cncodtg" vglkfq0"Jcnng" ncu"fkogpukqpgu"fgn"eqttcn"rctc"swg"gn"âtgc"cdctecfc"
ugc"oâzkoc0"
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18) Si una planta recibe una luz de intensidad x, la razón de fotosíntesis y(x) 

medida en unidades adecuadas, está dada por y(x) = 150x − 25x
2
 para 1 ≤ x ≤ 

5. Encuentre los valores máximos y mínimos de la razón de fotosíntesis. 

19) Para grupos de 80 o más personas una compañía de remises calcula el 

precio por persona mediante la ley  p(n) = 8 − 0,05.(n − 80)  donde n es el 

número de pasajeros. ¿Qué cantidad de personas dará a la compañía ingresos 

máximos? 

20) Un granjero desea cercar un terreno rectangular de 900 m
2
 de superficie. La 

cerca tiene un costo de $15 el metro. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del 

terreno de manera tal que se minimice el costo del cerco?. Calcule dicho costo 

mínimo. 

21) La función f(t) = at
2
 + bt + 4 describe la altura (en metros) de una pelota en 

el tiempo t (en seg.). Halle los valores de a y b sabiendo que la pelota alcanza 

una altura máxima de 40m a los 
2

3
 segundos de haber sido lanzada. 

22) La reacción de dos drogas como función del tiempo (en horas)  está dada 

por:  r1(t) = t.e
− t

  y   r2(t) = t. . ¿Qué droga tiene reacción máxima mayor? 
2t2e−

23) En cierto instante dos móviles cuyas trayectorias siguen, respectivamente, 

las ecuaciones s(t) = t
3
 – 45t + 100   y   e(t) = 3t

2
 + 60t – 439  tienen la misma 

velocidad. Halle cuál es ese instante y los valores de la velocidad y de la 

aceleración en ese instante para cada uno de ellos. 

24) La función g(x) = −x
2
 + 100x − 1600 describe la ganancia (en pesos) que se 

obtiene al fabricar x artículos. 

 a) ¿Cuántos artículos hay que fabricar para que la ganancia sea una 

función creciente? 

 b) ¿Cuántos artículos se tendrían que fabricar para que la ganancia sea 

máxima y calcule a cuánto ascendería la misma? 
25) Una compañía forestal planea desmontar cierta área de pinos después de 

cierta cantidad de años. El número promedio de pies que se obtienen por árbol 

en un cierto período de tiempo es igual a p(x) = 50 − 0,5x, donde x es el número 

de árboles por hectárea, con 35 ≤ x ≤ 80 ¿Qué densidad de árboles debe 

concentrarse con el objeto de maximizar la cantidad de madera por hectárea? 

26) La función que describe, en cientos de dólares, el ingreso total por la venta 

de un producto es i(x) = –3x
2
 + 200x, donde x es el número de unidades 

vendidas (en cientos). Se sabe además que el costo total de producir x 

unidades es c(x) = 2x
2
 – 150x + 5000,  en cientos de dólares. 

 a) Determine la expresión que describe la función ganancia g(x). 

  b) ¿Cuántas unidades deberán producirse y venderse con el objeto de 

maximizar la ganancia total? 

 c) ¿Cuál es la ganancia máxima? 

27) Una sustancia se distribuye en forma continua en el intervalo [0, 5] del eje x, 

medido en cm. La concentración está dada por la función c(x) = 3x − x
3
 , medida  
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Al realizar el estudio de una función, buscamos representarla o tener una idea 

bastante aproximada de su aspecto a partir de la correspondiente expresión 

algebraica y de cierta información adicional sobre las características de la 

gráfica.  

En estas actividades proponemos otro procedimiento. A partir de la gráfica de la 

función, se analizarán cada una de las características de la función dada.   

Podrá controlar las respuestas utilizando comandos propios del programa que 

se encuentran en la ventana del gráfico, en el menú que se despliega al 

presionar en la barra superior 1fu. Los mismos se indican en letra cursiva para 

aquellos ítems en los que es posible. Algunos de ellos ya fueron analizados y 

descriptos en la guía de estudio del capítulo 3. 

 

Actividad 1. Represente gráficamente f(x) = ( )23 x3x
2
1 +  considerando en la 

pantalla que corresponde a la entrada de datos, para ambos ejes:  Origen –5 y 

Final 5. 

Observando la gráfica de la función, determine: 

a) Dominio: .................................. Conjunto imagen: ........................................ 

b) Intersecciones con el eje x (ceros): .............................................................. 

c) Intersección con el eje y (ordenada al origen): ............................................. 

d) Analice el comportamiento de la función: 

     cuando x → +∞ ..........................................    

     cuando x → −∞ ..........................................  

e) Indique, si presenta, los puntos de discontinuidad .................................. 

        Si existen puntos de discontinuidad, analice el comportamiento de la 

función cuando x se aproxima a esos puntos:  

    por izquierda ……… ……….………  

    por derecha ………. .…..……..…… 

f) Determine (en caso de existir): 

   Asíntotas verticales: ……………    Asíntotas horizontales: ……………..  

g) Calcule f '(x) = …………………….. 

h) Analice el signo de la derivada primera en todo el dominio de la función  

Seleccione Derivada en un punto… y en el cuadro de diálogo correspondiente 

a x introduzca el valor de la abscisa del punto de la gráfica en el que desea 

calcular la derivada. Utilizando los botones <−i o d−> puede obtener la derivada 

en puntos próximos al anterior. Para cada punto considerado se visualiza en 

color rojo la recta tangente a la gráfica en dicho punto.  

i) Indique los valores de x que anulan la derivada primera o donde no 

existe.………………………………………………………………………..………… 

Los valores del dominio de una función donde la primera derivada se hace cero 

o no existe, son los  puntos críticos de la función dada.  

j) Grafique la función derivada.  

Seleccione Función derivada y obtendrá una gráfica en color verde 

superpuesta a la anterior.  
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c) Intersección con el eje y (ordenada al origen): ............................................. 

d) Analice el comportamiento de la función: 

     cuando x → +∞ ..........................................    

     cuando x → −∞ ..........................................  

e) Indique, si presenta, los puntos de discontinuidad .................................. 

        Si existen puntos de discontinuidad, analice el comportamiento de la 

función cuando x se aproxima a esos puntos:  

     por izquierda ……….……….………  

     por derecha ………...…..……..…… 

Seleccione la opción Discontinuidades aisladas. ¿Qué obtiene?  

    ¿Cómo interpreta el mensaje que aparece?   

    ¿A qué corresponden las rectas de color rojo que quedan dibujadas?  

f) Determine (en caso de existir): 

   Asíntotas verticales: ……………....     Asíntotas horizontales: ….………..  

g) Calcule f '(x) = …………………….. 

h) Analice el signo de la derivada primera en todo el dominio de la función.  

i) Indique los valores de x que anulan la derivada primera o donde no existe. 

………………………………………………………………………………. 

j) Grafique la función derivada.  

       Complete: Dominio de f '(x) = …………………….. 

La función derivada se hace cero en x = ………………………… y no existe en 

x = ……………………  

   k) Compare las dos gráficas. Considerando los intervalos que determinan los 

puntos críticos y los valores de x que no pertenecen al dominio, complete el 

siguiente cuadro: 

Intervalo 
Signo de f '(x)  
(gráfica verde) 

Comportamiento de f(x) 
(gráfica azul) 

( ……, …...)   

( ……, …...)   

( ……, …...)   

( ……, …...)   

l) Determine los máximos y/o mínimos relativos.  

Mínimo: y = ………...  en x = ………… 

Máximo: y = ………..  en x = ………… 

m) Calcule f ''(x) = …………………….. 

n) Grafique la segunda derivada de la función.  

         Complete:  Dominio de f ''(x) = …………………….. 

La segunda derivada se hace cero en x = …………………….……… y no 

existe en x = ………… 

o) Compare las dos gráficas. Considerando los intervalos que determinan los 

posibles puntos de inflexión, complete el siguiente cuadro indicando el signo 

de la derivada segunda y si en cada intervalo la gráfica de la función es 

cóncava hacia arriba o hacia abajo: 
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 d) f(x) = 
x

1
x +  e) f(x) = 4x

3
 − 3x

4
    f) f(x) = 

6xx

4x4xx
2

23

−+

+−−
 

2) Halle las ecuaciones de las asíntotas de las funciones: 

 a) f(x) = 
6xx

4x4xx
2

23

−+

+−−
 b) f(x) = 

1x

x2
2 −

   

c) f(x) = 
3x

8x2

−
−

   d) f(x) = 
x

1
x +     

e) f(x) = 
2x

2x

−
+

  

3) Para cada una de las siguientes funciones, determine puntos críticos, 

intervalos de crecimiento y extremos relativos. 

 a) f(x) = 3x
2
 − 2x

3
   b) f(x) = x

3
 − 6x

2 
+ 9   c) f(x) = x

3
 − 3x                       

 d) f(x) = 4x
3
 − 3x

4
  e) f(x) = x

x
+ 1

   f) f(x) = 
2x

2x

−
+

  

4) Analice la concavidad de las gráficas de las siguientes funciones y calcule los 

puntos de inflexión:    

 a) f(x) = x
3
 − 6x

2
 + 12x + 4    b) f(x) = 4x

3
 − 3x

4   

 c) f(x) = 
x

1
x +      d) f(x) = 

2x

2x

−
+

  

5) Realice el estudio completo de las siguientes funciones y obtenga su gráfica: 

 a) f(x) = 
x

1
x +      b) f(x) = 4x

3
 − 3x

4
 

6) En los siguientes gráficos correspondientes a y = f(x), indique: 
 a) intervalos en los cuales la función es creciente, 

 b) intervalos en los cuales la función es decreciente, 

 c) valores del dominio donde la primera derivada es nula, 

 d) valores del dominio donde la primera derivada no existe, 

 e) valores del dominio que corresponden a extremos de la función. 

  i) 
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 ii)  iii) 

 

7) Trace la gráfica de una función f(x) para la cual f(x), f
 ' (x) y f

 '' (x) existan y 

sean positivas para todo x. 

8) Trace la gráfica de una función f : R → R  que cumpla con las condiciones 

dadas en cada caso: 

 a) f  '(x) > 0 si x > x0; f
  '(x) < 0 si x < x0; f 

 ''(x) < 0  ∀ x ∈ R; 

 b) f
  '(x) < 0  ∧ f

  ''(x) > 0 si x < x0; f
  '(x)  > 0 y f

  ''(x)  < 0 si x > x0;   

 c) f
  ''(x0) = 0; f

  ''(x) < 0 si x < x0;  f
  ''(x) > 0 si x > x0;  

 d) f '(x0)  no existe; f
  ''(x) > 0 si x < x0 ;  f

 '' (x) > 0 si x > x0; 

9) Observando la gráfica de f '(x), 

a) Determine los intervalos donde la función 

es creciente y decreciente. Encuentre, si 

existen, los extremos relativos. 

b) Encuentre los intervalos donde la gráfica 

de la función es cóncava hacia arriba, 

cóncava hacia abajo y los puntos de inflexión.  
c) Dibuje una posible gráfica de f(x). 

 

10) Aplicando el criterio de la derivada segunda, calcule los extremos relativos 

de las funciones: 

a) f(x) = x
4
 − 4x

3
 + 100           b) f(x) = 2x

2

1
x

24 −−  

c) f(x) = 4x
3
 − x

2
 − 2x + 1     d) f(x) = x

3
 + 6x

2
 + 12x − 5 

11) Halle los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones en los 

intervalos indicados:    

a) f(x) = 2x
3
 − 3x

2
 − 12x + 1   en  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

2

5
  ,2  

b) f(x) = x
4
 − 2x

2
 + 1   en  [0, 2] 

c) f(x) = x
2
 + 2x − 4     en  [−4, 3] 
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En capítulos anteriores nos ocupamos  de desarrollar el concepto de derivada, 
su interpretación como razón de cambio instantánea y habilidades operativas 
para poder calcular de manera eficiente derivadas de funciones . Analizamos el 
contenido geométrico de la derivada de una función como herramienta para 
realizar el estudio completo de diferentes funciones. Estudiamos además uno de 
los aspectos más importantes de nuestra vida cotidiana: la optimización. En este 
capítulo vamos a profundizar en el uso de la información geométrica que 
proporciona la derivada con el objeto de resolver algunos problemas 
interesantes. Analizaremos además algunos resultados generales sobre 
funciones derivables y sus implicaciones.  
Con el desarrollo de los diferentes contenidos nos proponemos cumplir con los 

siguientes objetivos: 

• Conocer los teoremas de las funciones derivables.  

• Analizar la interpretación geométrica de los teoremas. 

• Aplicar los teoremas en la resolución de ejercicios y problemas. 

• Calcular límites aplicando la regla de L’Hopital.  

• Definir diferencial de una función. 

• Analizar la interpretación geométrica del diferencial de una función. 

• Aplicar la aproximación lineal en la resolución de ejercicios. 

• Comprender las aproximaciones polinomiales. 

• Realizar aproximaciones de funciones aplicando la fórmula de Mac 

Laurin o de Taylor.  

 

7.1 Teoremas del valor intermedio                       
Los teoremas del valor intermedio son importantes para demostrar otros 

teoremas del Cálculo. Se refieren a determinadas propiedades de las funciones 

continuas en un intervalo cerrado. Son teoremas existenciales dado que afirman 

la existencia de un punto intermedio, aunque no expresen donde está dicho 

punto. Veremos solamente los enunciados sin demostración. 

 

Teorema de Rolle 
Sea f(x) continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que f(a) = f(b). Entonces 

existe por lo menos un valor x0 tal que  a <  x0 < b  y  f '(x0) = 0.  

Si bien no estudiaremos la demostración de este teorema, podemos realizar su 

interpretación geométrica. Este teorema establece que si la gráfica de la función 

es de un solo trazo continuo en [a, b], si existe la recta tangente en todo punto 

de (a, b) y si f(a) = f(b), entonces en algún  x0 ∈ (a, b) la recta tangente a la 

gráfica de la función es horizontal. 

La existencia de ese punto x0 no implica la unicidad, pueden existir otros puntos 

donde la derivada sea nula. 

Los siguientes gráficos ayudan a interpretar el teorema. 
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d) m(x) = senx en [0, 2π] 

La función es continua en el intervalo [0, 2π] y derivable en (0, 2π).  

Además m(0) = m(2π), por lo tanto se verifican las hipótesis. Es decir que existe 

por lo menos un punto del intervalo (0, 2π) en el cual m '(x) = 0. 

En efecto m '(x) = cosx que, en el 

intervalo dado, se anula en x = π
2

 y en 

x = π
2

3
. 

 

 
 
Teorema del valor intermedio de Lagrange  

 
Si f(x) continua en [a, b] y derivable en (a, b), existe al menos un valor 

intermedio x0 en (a, b) tal que  f '(x0) =  
ab

)a(f)b(f

−
−

. 

Puede observarse que las hipótesis son idénticas a las del teorema de Rolle, 

excepto la que se refiere al valor de la función en los extremos del intervalo. En 

el caso especial en que f(a) = f(b), se obtiene la conclusión de dicho teorema 

según el cual f '(x0) = 0.  

 

En términos geométricos, este teorema establece que existe al menos un punto 

de la gráfica de abscisa x0 ∈ (a, b) para el que la recta tangente a la misma es 

paralela a la recta que une los puntos de la gráfica de abscisas x = a  y  x = b. 
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Uk"guc"hwpekôp"H"gzkuvg."ug"nncoc"cpvkfgtkxcfc"fg"h0"
"
Fghkpkekôp0" Wpc" hwpekôp" H" tgekdg" gn" pqodtg" fg" cpvkfgtkxcfc" fg" h" uqdtg" wp"

kpvgtxcnq"K"uk"H")*z+"="h*z+"rctc"vqfc"z"gp"K0"
Wvknk|cpfq"ncu"tgincu"fg"fgtkxcekôp"gu"rqukdng"jcnnct"cpvkfgtkxcfcu"fg"wpc"hwpekôp"
fcfc0"
"

Glgornq0" Fcfc" nc" hwpekôp" h*z+" =" z5." gu" ugpeknnq" fgfwekt." wvknk|cpfq" nc" tginc" fg"

fgtkxcfc"fg"nc"rqvgpekc."swg"H*z+"=" 6z
6

3
"gu"wpc"cpvkfgtkxcfc"fg"h*z+."fcfq"swg"""

"
"
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"H")*z+"=" +z*hzz60
6

3 55 == 0"

Vcodkêp"nc"hwpekôp"I*z+"= 7z
6

3 6 + "gu"wpc"cpvkfgtkxcfc"{c"swg"I")*z+"="z5"="h*z+0"

Ewcnswkgt"hwpekôp"fg"nc"hqtoc"J*z+"= ez
6

3 6 + ."fqpfg"e"gu"wpc"eqpuvcpvg."gu"wpc"

cpvkfgtkxcfc"fg"h*z+0"
"
Vgqtgoc0" Gzkuvgp" kphkpkvcu" cpvkfgtkxcfcu" fg" wpc" hwpekôp" fcfc" {" " fqu""
ewcnguswkgtc""fg""gnncu""fkhkgtgp""gp""wpc"eqpuvcpvg0"
"
Fgoquvtcekôp0" Uwtig" gp" hqtoc" kpogfkcvc" fgn" eqtqnctkq" 4" fgn" " vgqtgoc" fg"
Ncitcpig0""

Uk"H*z+"{"I*z+"uqp"fqu"cpvkfgtkxcfcu"fg"h*z+"fgdg"ugt""H)*z+"="h*z+=""I")"*z+"="h*z+"
Gpvqpegu" rqt" vgpgt" kiwcn" fgtkxcfc." codcu" " hwpekqpgu" " fkhkgtgp" " gp" " wpc"
eqpuvcpvg."gu"fgekt<"I*z+"="H*z+"-"e0"
"
Vcdnc"fg"hôtowncu"fg"cpvkfgtkxcekôp"

Hwpekôp" Cpvkfgtkxcfc"
eh*z+" eH*z+"-"e"

h*z+-i*z+" H*z+"-"I*z+"-"e"

z
p
"*p"≠"−3+" e

3p

z 3p

+
+

+

"

z
3 " np"|z|"-"e"

g
z
" gz"-"e"

c
z
" e

cnp

cz
+ "

equ"z" ugp"z"-"e"
ugp"z" −equ"z"-"e"

uge
4
z" viz"-"e"

"
Glgornq0"Gpewgpvtg"vqfcu"ncu"hwpekqpgu"h*z+"rctc"ncu"ewcngu"uw"fgtkxcfc"tguwnvc"

nc"hwpekôp""h")*z+"="4z6"-5 z ⁄"7equz0""
"

Fgdgoqu"gpeqpvtct"wpc"cpvkfgtkxcfc"fg" h" )*z+"="4z6"-5 z ⁄"7equz0"Wvknk|cpfq"
ncu"hôtowncu"{"gn"vgqtgoc"fcfq"tguwnvc<"

h*z+"="" eugpz7

4

5
z

5
7

z
4

4

5
7

+−+ .""q"ugc"h*z+"="" eugpz7z4z
7

4 4

5
7 +−+ 0"
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Glgornq0" Nc" ugiwpfc" fgtkxcfc" fg" nc" hwpekôp" h*z+" gu" h" ))*z+" =" 8z" ⁄" 30" Jcnng" nc"
hwpekôp"ucdkgpfq"swg"uw"itâhkec"rcuc"rqt"gn"rwpvq"R*4."3+"{"swg"gp"gug"rwpvq"nc"
tgevc"vcpigpvg"gu"6z"⁄"{"⁄"3"="20"
"

C"rctvkt"fg"h"))*z+"="8z"⁄"3."ug"qdvkgpg"h")*z+"="5z4"⁄"z"-"e0"
"

Gp"z"="4."nc"tgevc"vcpigpvg"gu"{"="6z"⁄"3."q"ugc"h")*4+"="60"Tggornc|cpfq"gp"nc"
gzrtgukôp"fg"h" )*z+"ug"qdvkgpg"h" )*4+"="5044"⁄"4"-"e"="6"⇒""32"-"e"="6"⇒"e"="⁄80"
Nwgiq"h")*z+"="5z4"⁄"z"⁄"80"
"

Tgcnk|cpfq" gn" okuoq" rtqegfkokgpvq" c" rctvkt" fg" h" )*z+" ug" qdvkgpg" swg" wpc"

cpvkfgtkxcfc"gu""h*z+"=" ez8z
4

3
z 45 +−− 0""

"
Fcfq" swg" nc" itâhkec" fg" h*z+" rcuc" rqt" gn" rwpvq" R*4." 3+." tggornc|cpfq" gp" nc"

gzrtgukôp"fg"h*z+"ug"qdvkgpg"h*4+"=" 3e4084
4

3
4 45 =+−− ⇒" 3e8 =+− ⇒"e"="90"

"

Nc"gzrtgukôp"tguwnvc"h*z+"=" 9z8z
4

3
z 45 +−− 0"

"
"
GLGTEKEKQU"
 

3+"Fgvgtokpg"nc"hwpekôp"h*z+"vcn"swg<"

c+"h")*z+"="
54 z

7

z

3

z

5
+− " """""""d+"h")*z+"="9"⁄"z"" e+"h")*z+"="7z"⁄"gz"-"z⁄4"

4+" Nc" xgnqekfcf" fg" wpc" rctvîewnc" swg" ug" owgxg" gp" nîpgc" tgevc" ug" gzrtguc"

ogfkcpvg"nc"ng{"x*v+"="4gv"-"4v0"Gpewgpvtg"nc"gzrtgukôp"swg"fguetkdg"nc"rqukekôp"u"
gp"gn"kpuvcpvg"v"ucdkgpfq"swg"gp"v"="2."u"="40"
"
TGURWGUVCU"

3+"c+"h*z+"="5np"|z|"-"z"−3"⁄" 4z
4

7 − "-"e"""

d+"h*z+"="9z"⁄" 4z
4

3
"-"e""" " " e+"h*z+"=" 3z

z
zg

7np

7 −−− "-"e"

"4+"u*v+"="4gv"-"v4"
"
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906"Crtqzkocekqpgu""
Gp"cniwpcu"qecukqpgu"gu" rqukdng" crtqzkoct" hwpekqpgu" eqp"qvtcu"oâu"ukorngu."
eqp" ncu"swg"rwgfg"qdvgpgtug."rctc"ekgtvcu"crnkecekqpgu." nc"rtgekukôp"tgswgtkfc0""
Ewcpfq" ug" tgcnk|c" wpc" gzrgtkgpekc." gp" igpgtcn" ug" tgncekqpcp" fqu" q" oâu"
xctkcdngu0""
 

Eqpukfgtgoqu" nc"itâhkec"fg" nc" hwpekôp"

{"="z4"{" nc"fg"uw"tgevc" vcpigpvg"gp"gn"
rwpvq"fg"cduekuc"z"="30"
Rwgfg"qdugtxctug"swg"rctc"xcnqtgu"fg"
z" egtecpqu" cn" rwpvq" fg" vcpigpekc." nc"
itâhkec"fg"nc"hwpekôp"guvâ"ow{"rtôzkoc"
c" nc" fg" nc" tgevc0" Uk" ug" tgcnk|c" wp"
cegtecokgpvq" fg" nc" itâhkec" gp" fkejq"
rwpvq." nc" fkhgtgpekc" gpvtg" codcu" gu"
ecuk" korgtegrvkdng" {" nc" itâhkec" fg" nc"
hwpekôp" ug" rctgeg" ecfc" xg|"oâu" c" nc"
fg"nc"tgevc"vcpigpvg0"""""
" "

"
"
Vgpkgpfq" gp" ewgpvc" guvq." rwgfg" rgpuctug" swg" rctc" xcnqtgu" fg" z" nq"
uwhkekgpvgogpvg" rtôzkoqu" c" 3." nc" eqttgurqpfkgpvg" kocigp" swg" ug" qdvgpic" cn"
tggornc|ct" gp" nc" tgevc" vcpigpvg" rwgfg" wvknk|ctug" rctc" crtqzkoct" gn" xgtfcfgtq"
xcnqt"fg"nc"hwpekôp0""
"
Eqpukfgtgoqu" nc"itâhkec"fg"wpc" hwpekôp"fkhgtgpekcdng"{"=" h*z+" {" nc"fg"uw" tgevc"
vcpigpvg"gp"gn"rwpvq"fg"eqqtfgpcfcu"*z2."h*z2++0"Guvc"tgevc"vkgpg"rgpfkgpvg"h")*z2+"
fg"ocpgtc"vcn"swg"nc"gewcekôp"fg"nc"okuoc"gu<""""{"="h*z2+"-"h")*z2+0"*z"−"z2+"""
Uk"c"z2"ug"ng"fc"wp"ekgtvq"kpetgogpvq"Δz"="j"{"rqt"nq"vcpvq"z"xctîc"fgufg"z2"jcuvc"

z2"-"j."uw"eqttgurqpfkgpvg" kocigp" h*z2"-"j+"rwgfg"crtqzkoctug"c" vtcxêu"fg" nc"
kocigp"fg"guvg"rwpvq"gp"nc"tgevc."ukgortg"swg"j"ugc"rgswgòq0"
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"
"

Vcodkêp"rwgfg"qdugtxctug"swg"nc"xctkcekôp"fg"nc"hwpekôp"Δ{"=" h*z2"-"j+"−"h*z2+"

rwgfg" crtqzkoctug" rqt" nc" gzrtgukôp" h" '*z2+0j0" Rctc" xcnqtgu" rgswgòqu" fg" j"

tguwnvc"h*z2"-j+"−"h*z2+"≈"h '*z2+0j""
""

Ncu"ecpvkfcfgu"" h*z2"-"j+"−" h*z2+" " "{" " " h" '*z2+0j"" "ug"fgpqokpcp"tgurgevkxcogpvg"
kpetgogpvq"{"fkhgtgpekcn"fg"nc"hwpekôp"fcfc"{"="h*z+"{"ug"fgukipcp"fg"nc"ukiwkgpvg"

ocpgtc<""Δ{"="h*z2"-"j+"−"h*z2+"""{""f{"="h"'*z2+0j""""
"
Fkhgtgpekcngu"
 

Fghkpkekôp0"Ugc"{"="h*z+"wpc"hwpekôp"fgtkxcdng."gpvqpegu"gn"fkhgtgpekcn"fg"z."swg"
ug"ukodqnk|c"fz."guvâ"fcfq"rqt"fz"="Δz"="j."fqpfg"z"gu"wp"pûogtq"fgn"fqokpkq"
fg"h")"{"j"gu"wp"kpetgogpvq"ctdkvtctkq"fg"z0"
"

Gn"fkhgtgpekcn"fg"{."swg"ug"ukodqnk|c"f{."ug"fghkpg"rqt"f{"="h")*z+"0"fz0"

Uk"ug"fc"c"fz"wp"xcnqt"gurgeîhkeq"{"c"z"wp"xcnqt"fgvgtokpcfq"fgn"fqokpkq"fg"h."rqt"

glgornq"z2."gpvqpegu"gn"xcnqt"fg"f{"swgfc"fgvgtokpcfq0"Cuî."gn"fkhgtgpekcn"fg"nc"

hwpekôp"h"gp"z2."swg"ug"kpfkec"fh*z2+""gu"h")*z2+0fz"

Igqoêvtkecogpvg."gn"fkhgtgpekcn"fg"h*z+"gp"gn"rwpvq"z2"gu"kiwcn"cn"kpetgogpvq"fg"

nc"qtfgpcfc"gp"nc"tgevc"vcpigpvg"c"nc"ewtxc"gp"z2"eqttgurqpfkgpvg"cn"kpetgogpvq"

Δz0"
"

Nc"gzrtgukôp"h")*z+"?
fz

f{
"owguvtc."jcuvc"guvg"oqogpvq."fqu"ocpgtcu"fkuvkpvcu"fg"

guetkdkt"nq"okuoq<"nc"fgtkxcfc"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+0""
"
"
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Cn"fkxkfkt"codqu"okgodtqu"fg"nc"gewcekôp"f{"="h")*z+0fz""rqt"fz."ug"qdvkgpg""

( )
fz
fz0z"h

fz

f{ )= ."uk"fz"≠"20"

Fg"cswî<"h")*z+"?
fz

f{
0""

Guvc"gewcekôp"fkeg"swg"ewcpfq"fz"≠"2." nc"fgtkxcfc"ug"rwgfg"eqpukfgtct"eqoq"
wp"eqekgpvg"fg"fkhgtgpekcngu0""""
"

Cn" fghkpkt" gn" fkhgtgpekcn" fg" wpc" hwpekôp." nc" pqvcekôp" fg" Ngkdpk|."
fz

f{
." pq" uônq"

rctgeg"wpc"htceekôp."ukpq"swg"gu"wpc"htceekôp<
"zfg"nfkhgtgpekc

"{fg"nfkhgtgpekc

fz

f{
= """

"
Nc"pqvcekôp"fg"Ngkdpk|"rctc"ncu"fgtkxcfcu"rgtokvg"nngict"hâeknogpvg"c"nc"hôtownc"
fg"fkhgtgpekcn."rctvkgpfq"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+0"
Ug"owguvtc"rctc" nc" hwpekôp" {"=" h*z+" gp"igpgtcn" {"rctc" nc" hwpekôp"{"=" z5" eqoq"
glgornq0"

Fcfc"nc"hwpekôp<" "{"="h*z+" "{"="z5"

Fgtkxcoqu"codqu"okgodtqu"
fz

f{
?"h")*z+"

fz

f{
?"5z

4
"

Ownvkrnkecoqu"codqu"okgodtqu"rqt"fz"≠"20" f{"="h")*z+0fz""" "f{"="5z4"fz"""
"

Glgornq0"Fcfc"nc"hwpekôp"h"<"T
-
"→"T"1"z"→"

z
3 0"Gpewgpvtg"Δ{"{"f{"uk"Δz"="2.7"{"gn"

xcnqt"gngikfq"rctc"z"gu"30"Vtceg"nc"itâhkec"{"gp"gnnc"kpfkswg"Δ{"{"f{0"
"

Gn"kpetgogpvq"fg"{"gu""Δ{"="h*z2"-"Δz+"−"h*z2+0"Rctc"z2"="3"{"Δz"="2.7"tguwnvc<"

h*3.7+"−"h*3+"="
5

3

3

3

7.3

3
−=− "

Gn"fkhgtgpekcn"fg"{"gp"z2"gu"f{"="h")*z2+0fz0""
"

Eqoq"h")*z+"="
4
z

3− ."ug"qdvkgpg""

f{"=" 7.20
3"

3
4

−
="−"2.70"

Rctc" wpc" xctkcekôp" fg" z" fg" 2.7."
fgufg"3"c"3.7."gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"

fkuokpw{g"
5

3
." okgpvtcu" swg" nc"

qtfgpcfc" fg" nc" tgevc" vcpigpvg"
fkuokpw{g"2.7"wpkfcfgu0" "
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"
Tgincu"fg"fkhgtgpekcekôp"
Ecfc"wpc"fg"ncu"tgincu"fg"fgtkxcekôp"rwgfg"guetkdktug"gp"hqtoc"fkhgtgpekcn0"
Uk""w"="w*z+""{""x"="x*z+"uqp"hwpekqpgu"fgtkxcdngu"fg"z."c"rctvkt"fg"nc"fghkpkekôp"fg"
fkhgtgpekcn"ug"qdvkgpg<"

fw"="w")0fz"""{""fx"="x")0fz""""
"
Fg"guvc"ocpgtc"ug"rwgfgp"qdvgpgt"ncu"fkuvkpvcu"tgincu0"
"
Fkhgtgpekcn"fg"wpc"uwoc"cnigdtckec"fg"hwpekqpgu""

f*w"±"x+"="*w"±"x+")0fz"="*w)"±"x)+0fz"="w)"fz"±"x)"fz"="fw"±"fx"
"

Fkhgtgpekcn"fg"wp"rtqfwevq"fg"hwpekqpgu"

f*w0x+"="*w0x+)0fz"="*w)0x"-"x)0w+0fz"="x0w)0fz"-"w0x)0fz"="x0fw"-"w0fx"
"

Fkhgtgpekcn"fg"wp"eqekgpvg"fg"hwpekqpgu"

"
x

fx0wfw0xfz0
x

w0x"w0xfz0
x
w

x
w"f

44
))) −−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ === "

"

Fkhgtgpekcn"fg"nc"hwpekôp"nqictîvokec"

f"*np"z+"="*np"z+)0fz"=" "
z
fzfz0

z
3 = "

"
Glgornq0"Jcnng"gn"fkhgtgpekcn"fg"nc"hwpekôp"fcfc<"

c+"{"="z4"-"6z" " d+"{"="z0"gz" " e+"{"="
z5
4z −
"

"

c+"Ucdgoqu"swg"f{"="h")*z+0fz."rqt"nq"vcpvq"ukgpfq"{"="z4"-"6z.""f{"="*4z"-"6+"0"fz"
d+""f{"="h")*z+"0"fz"""⇒"""f{"="*30"gz"-"z0"gz+0fz""⇒"""f{"="gz"*"z"-"3+"fz"

e+"f{"="h")*z+"0"fz""""⇒""""f{"=" fz
z5

4
fz

z;

8
fz

z;

+4z*5z5
444

==
−−

"

"
Rtqdngoc"

Nqu" geqpqokuvcu" fghkpgp" dgpghkekq" octikpcn." kpitguq" octikpcn" {" equvq"
octikpcn"eqoq"ncu"tc|qpgu"fg"ecodkq"fgn"dgpghkekq."fg"nqu"kpitguqu"{"fgn"
equvq"eqp"tgurgevq"cn"pûogtq"fg"wpkfcfgu"rtqfwekfcu"q"xgpfkfcu0"
Nqu" octikpcngu" rwgfgp" wuctug" rctc" crtqzkoct" gn" kpitguq." equvq" q"
dgpghkekq" gzvtc" cuqekcfq" eqp" nc" rtqfweekôp" q" xgpvc" fg" wpc" wpkfcf"
cfkekqpcn0"
Uk"z"gu"gn"pûogtq"fg"wpkfcfgu"rtqfwekfcu"q"xgpfkfcu"{"D"gu"gn"dgpghkekq"

rqt" nc" xgpvc" fg" z" wpkfcfgu."
fz
fD " gu" gn" dgpghkekq" octikpcn" {" gu"

crtqzkocfcogpvg" kiwcn" cn" dgpghkekq" gzvtc" rqt" nc" xgpvc" fg" wpc" wpkfcf"
cfkekqpcn0"
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Ugc" rqt" glgornq" D*z+" =" 322z52z
5
3 4

−+− " " nc" hwpekôp" swg" fguetkdg" gn"

dgpghkekq"qdvgpkfq"rqt"nc"xgpvc"fg"z"wpkfcfgu"fg"fgvgtokpcfq"rtqfwevq0"
Nc"ewtxc"D*z+"guvâ"fghkpkfc"rctc"xcnqtgu"fg"z"gpvgtqu."{"rqt"guvg"oqvkxq"
pq" gu" eqpvkpwc" pk" fgtkxcdng0" Ukp" godctiq." c" nqu" ghgevqu" fg" guvwfkctnc.""
rqfgoqu"tggornc|ctnc"rqt"wpc"ewtxc"uwcxg"fg"crtqzkocekôp0"
c+"Jcnng"gn"dgpghkekq"octikpcn"rctc"wpc"rtqfweekôp"fg"52"wpkfcfgu0"
d+" Gpewgpvtg" gn" cwogpvq" tgcn" fg" dgpghkekq" qdvgpkfq" cn" kpetgogpvct" nc"
rtqfweekôp"fg"52"c"53"wpkfcfgu0"
e+"Itchkswg"nc"ukvwcekôp0"

"

c+"Gn"dgpghkekq"octikpcn"guvâ"fcfq"rqt"
fz
fD "swg"gp"guvg"ecuq"gu" 52z

5
4 +− 0"

Ewcpfq"z"="52."gn"dgpghkekq"octikpcn"gu" ( ) 3252520
5
452

fz
fD =+−= 0"

Rqt"nq"vcpvq"gn"dgpghkekq"octikpcn"gu"&"320"
"
d+"Rctc"z"="52"{"z"="53"gn"dgpghkekq"tgcn"gu"<"""D*52+"="722"" D*53+"="72;.89"
D*53+"⁄"D*52+"="72;.89"⁄"722"=";.890"
"
Gn" dgpghkekq" cfkekqpcn" nqitcfq" cn" cwogpvct" gn" pkxgn" fg" rtqfweekôp" fg" 52" c" 53"
wpkfcfgu"gu"&";.890"
e+""

"
"
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Crtqzkocekqpgu"nkpgcngu"
Nc"korqtvcpekc"fgn"eqpegrvq"fg"fkhgtgpekcn"guvâ"gp"gn"jgejq"fg"swg"nc"itâhkec"fg"
nc" tgevc" vcpigpvg" ug" crtqzkoc" c" nc" itâhkec" fg" nc" hwpekôp" {" =" h*z+" gp" cswgnnqu"
rwpvqu"rtôzkoqu"cn"rwpvq"fg"vcpigpekc0"

Gp" owejqu" rtqdngocu" gp"
nqu"swg"eqpqegoqu"gn"xcnqt"
fg"wpc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq"
fcfq." kpvgtguc" eqpqegt" gn"
xcnqt"gp"wp"rwpvq"rtôzkoq0""
Eqp" gn" qdlgvq" fg" tguqnxgt"
guvg" vkrq" fg" rtqdngocu"
wucoqu" gn" eqpegrvq" fg"
fkhgtgpekcn0"

"
Uk" ug" eqpqeg" gn" xcnqt" fg" wpc" hwpekôp" gp" z" =" z2" {" fg" uw" fgtkxcfc" h" )*z2+." " gu"
rqukdng" crtqzkoct" gn" xcnqt" fg" {" =" h*z+" rctc" xcnqtgu" fg" z" rtôzkoqu" c" z2." rqt"
glgornq."c"j"wpkfcfgu"fg"fkuvcpekc0"
" "
Ewcpfq"ug"fc"c"z"wp"kpetgogpvq"
j" ="Δz." gn" xcnqt" fg" {" tgekdg" wp"
kpetgogpvq"Δ{"="h*z"-"j+"−"h*z+0""
Uk" j" gu" rgswgòq." f{" gu" wpc"
dwgpc"crtqzkocekôp"fg"Δ{0"
Gu"fgekt."Δ{""≈"f{0"
h*z2"-"j+"−"h*z2+"≈"f{"
Fg"cswî<"h*z2"-"j+""≈""h*z2+"-"f{""
Eqoq"f{"=" h" )*z2+" 0"j."rqfgoqu"
guetkdkt<"

h*z2"-"j+"≈""h*z2+"-"h")*z2+"0"j""
*hôtownc"fg"crtqzkocekôp"nkpgcn+"

"

"

Glgornq0"Gpewgpvtg"gn"tguwnvcfq"crtqzkocfq"fg"5.24
4
0"

"

Rctc" wvknk|ct" nc" hôtownc" fg" crtqzkocekôp" nkpgcn." h*z2" -" j+" ≅" h*z2+" -" h" )*z2+0" j."
fgdgoqu" gngikt" wpc" hwpekôp" cfgewcfc." wp" xcnqt" fg" z" fgn" fqokpkq" fqpfg" gn"
eânewnq"fg"nc"kocigp"ugc"ugpeknnq"{"fgvgtokpct"j"c"rctvkt"fg"gug"xcnqt0""

Rctc" gn" glgornq" wvknk|coqu" nc" hwpekôp" h*z+" =" z4."

eqpukfgtcoqu"z2"="5"{"Δz"="2.240"
Ecnewncoqu"nc"fgtkxcfc"fg"nc"hwpekôp"{"nc"gxcnwcoqu"gp"

z2"="50"
"

"
"
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h")*z+"="4z"{"h")*5+"="80"
Tggornc|cpfq"gp"nc"hôtownc"fg"crtqzkocekôp"qdvgpgoqu<"

h*5.24+"≈"h*5+"-"2.240h"fl*5+""

5.24
4
"≈"54"-"2.24"0"8" ⇒" 5.24

4
"≈";"-"2.34""" ⇒" 5.24

4
"≈";.34"

Gn"xcnqt"crtqzkocfq"fg"""5.24
4
"gu";.340  

"
"
GLGTEKEKQU"
"

3+"Jcnng."ukp"ecnewncfqtc."*7.2223+
5
0" " "

4+"Gpewgpvtg"gn"xcnqt"crtqzkocfq"fg" 24.6 0"

5+"Ecnewng"gn"xcnqt"crtqzkocfq"fg<"

" c+"h*z+"="z6"−"5"gp"gn"rwpvq"3.230"

" d+"h*z+"=" 4z − "gp"gn"rwpvq"39.;:0"

6+" Fcfc" nc" hwpekôp" {" =" z4" −" 5." fgvgtokpg" Δ{" {" f{" gp" z" =" 3" rctc" Δz" =" 2.70"
Tgrtgugpvg"itâhkecogpvg"nc"hwpekôp"{"nqu"ugiogpvqu"fg"tgevc"ew{c"nqpikvwf"uqp"
Δ{"{"f{0"
"
TGURWGUVCU"
3+"347.2297"" " " 4+"4.227" " " 5+c+"−3.;8" d+"5.;;97"

6+"Δ{"="
6
7 ."f{"= 3"

"
 

"
Crtqzkocekqpgu"rqnkpqokcngu"
 

Ncu"hwpekqpgu"rqnkpqokcngu"uqp"cfgewcfcu"rctc"vtcdclct"gp"eânewnqu"pwoêtkequ"
{c"swg"uwu"xcnqtgu"rwgfgp"qdvgpgtug"ogfkcpvg"wp"pûogtq"hkpkvq"fg"cfkekqpgu"{"
ownvkrnkecekqpgu"swg"fgufg"gn"rwpvq"fg"xkuvc"eqorwvcekqpcn"gu"ow{"korqtvcpvg0"
Vcodkêp."gn"guvwfkq"fg"uw"xctkcekôp"*fgtkxcfc+"gu"ow{"ugpeknnq0""
"
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Qvtcu" hwpekqpgu" vcngu" eqoq" ncu" gzrqpgpekcngu." nqictîvokecu" q" vtkiqpqoêvtkecu."
pq" rwgfgp" gxcnwctug" vcp" hâeknogpvg" rgtq" rwgfgp" crtqzkoctug" ogfkcpvg"
hwpekqpgu" rqnkpqokcngu" swg." gp" nwict" fg" nc" hwpekôp" qtkikpcn." rwgfgp" wvknk|ctug"
rctc"tgcnk|ct"eânewnqu"ewcpfq"nc"fkhgtgpekc"gpvtg"gn"xgtfcfgtq"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"
{"gn"fg"nc"crtqzkocekôp"rqnkpqokcn"gu"rgswgòc0""
"
Hôtownc"fg"Oce"Ncwtkp"
Ug"fgugc"crtqzkoct"wpc"hwpekôp"{"="h*z+"rqt"ogfkq"fg"wp"rqnkpqokq"fg"itcfq"p"
fgn"vkrq"r*z+"="c2"-"c3z"-"c4z

4
"-"0000"-"cpz

p
""gp"wp"kpvgtxcnq"fg"cornkvwf"rgswgòc"

ew{q" egpvtq" ugc" z" =" 20" Fcfq" swg" r*z+" vkgpg" p" -" 3" eqghkekgpvgu." gu" rqukdng"
korqpgt""p"-"3"eqpfkekqpgu"c"fkejq"rqnkpqokq0"
Ug"uwrqpg"swg"ncu"p"rtkogtcu"fgtkxcfcu"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"gzkuvgp"gp"z"="2"{"
ug"gngiktâp"ncu"p"-"3"eqpfkekqpgu"fg"nc"ukiwkgpvg"ocpgtc<"""

h*2+"="r*2+.""h")*2+"="r)*2+.""h"))*2+"="r))*2+."00000".""h"*p+*2+"="r*p+*2+"""
Guvcu"eqpfkekqpgu" korwguvcu" tgswkgtgp"swg"gn" xcnqt"fgn"rqnkpqokq"r*z+"{"gn"fg"
uwu"p"rtkogtcu"fgtkxcfcu"ugcp"tgurgevkxcogpvg"kiwcngu"cn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"{"
cn"fg"uwu"p"rtkogtcu"fgtkxcfcu"gp"z"="20"Fg"guvc"ocpgtc."gn"rqnkpqokq"r*z+"ugtâ"
rtôzkoq"c"nc"hwpekôp"h*z+"gp"cniûp"kpvgtxcnq"eqp"egpvtq"gp"z"="20"
Rctc"qdvgpgt"nqu"eqghkekgpvgu"fgn"rqnkpqokq"ug"rtqegfg"fg"nc"ukiwkgpvg"ocpgtc<"

r*z+"="c2"-"c3z"-"c4z
4
"-"c5z

5
"-"00000"-"cpz

p
"

r)"*z+"="c3"-"4c4z"-"5c5z
4
"-00000"-"pcpz

p⁄3""

r))"*z+"="4c4"-"50"4c5z"-00000"-"p*p"⁄"3+cpz
p⁄4""

r)))"*z+"="50"4c5"-00000"-"p*p"⁄"3+*p"⁄"4+cpz
p⁄5""

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000"

r
*p+
*z+"="p*p"⁄"3+*p"⁄"4+"00000"30cp"

"
Tggornc|cpfq"z"rqt"egtq."ug"qdvkgpg<"

r*2+"="c2"" r")*2+"="c3"" r"))*2+"="4c4"= 4#"c4"" r")))*2+"="50"4c5"="5#"c5"
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000"

r"
*p+
*2+"="p*p"⁄"3+*p"⁄"4+"00000"30cp"="p#"cp"

"
Vgpkgpfq"gp"ewgpvc"ncu"p"-"3"eqpfkekqpgu"korwguvcu"cn"rqnkpqokq."tguwnvc<"

h*2+"="c2"" " " " " c2"="h*2+"

h")*2+"="c3"" " " " " c3"="h")*2+"

h"))*2+"="4#"c4"" " " " c4"="
4#

*2+))"h
"

h")))*2+"="5#"c5"" " " " c5"="
5#

*2+)))"h
"

00000000000000000000000"" " " " 00000000000000000000"

h"
*p+
*2+"="p#"cp"" " " " cp"=" p#

*2+h *p+
"

"
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Uwuvkvw{gpfq"guvqu" xcnqtgu"gp"gn"rqnkpqokq"r*z+" eqpukfgtcfq"qtkikpcnogpvg." ug"
qdvkgpg"gn"rqnkpqokq"fg"Oce"Ncwtkp"fg"itcfq"p"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+0"""

rp*z+"=" "z
p#

*2+
*p+
"h
""0"0"0"0"z

5#

*2+)))"h
"z"

4#

*2+))"h
""z"*2+")"h""h*2+ p54 +++++ ""q"dkgp"""

rp*z+"="∑
=

p

2k

k
+k*

z
#k

+2*h
"

"
Guvg"rqnkpqokq"fg"itcfq"p"vkgpg"nc"rtqrkgfcf"fg"swg"uw"xcnqt"gp"gn"rwpvq"z"="2"
gu" kiwcn" cn" fg" nc" hwpekôp" {" =" h*z+" gp" gn" okuoq" rwpvq." {" nqu" xcnqtgu" fg" uwu"
fgtkxcfcu"jcuvc"nc"fg"qtfgp"p"gp"gn"rwpvq"z"="2."uqp"kiwcngu"c"nqu"xcnqtgu"fg"ncu""
fgtkxcfcu"eqttgurqpfkgpvgu"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+""gp"fkejq"rwpvq0""
Nc" fkhgtgpekc" gpvtg" nqu" xcnqtgu" fg" nc" hwpekôp" fcfc" {"= h*z+" {" nqu" fgn" rqnkpqokq"
ecnewncfq" rp*z+" ug" fgukipc" tp*z+" {" tgrtgugpvc" gn" gttqt" swg" ug" eqogvg" cn"
tggornc|ct"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"gp"ewcnswkgt"rwpvq"fgn"fqokpkq"rqt"gn"xcnqt."gp"
gn"okuoq"rwpvq."fgn"rqnkpqokq"ugngeekqpcfq0"

Rqt"nq"vcpvq."tp*z+"="h*z+"⁄"rp*z+."fg"fqpfg"ug"qdvkgpg"h*z+"="rp*z+"-"tp*z+"swg"gp"
uw"hqtoc"fgucttqnncfc"tguwnvc<"

h*z+"=" p54
z

p#

*2+
*p+
"h
""0"0"0"0"z

5#

*2+)))"h
"z"

4#

*2+))"h
""z"*2+")"h""h*2+ +++++ -"tp*z+""" "

Gn" vêtokpq" tp*z+" tgekdg" gn" pqodtg" fg" vêtokpq" eqorngogpvctkq0" Rctc" cswgnnqu"
xcnqtgu" fg" z" gp" nqu" swg" gn" vêtokpq" eqorngogpvctkq" gu" rgswgòq." gn" rqnkpqokq"

rp*z+" fc" wp" xcnqt" crtqzkocfq" fg" nc" hwpekôp" h*z+" gp" wp" kpvgtxcnq" fg" cornkvwf"

rgswgòc"egpvtcfq"gp"z"="20"Rqt"guvg"oqvkxq."rwgfg"guetkdktug<"
h*z+"≈"rp*z+."gu"fgekt<"""""

h*z+"≈" "z
p#

*2+
*p+
"h
""0"0"0"0"z

5#

*2+)))"h
"z"

4#

*2+))"h
""z"*2+")"h""h*2+

p54 +++++ "

"

Glgornq0"Gpewgpvtg"nqu"rqnkpqokqu"fg"Oce"Ncwtkp"r3*z+."r4*z+."r5*z+"{"rp*z+"fg"nc"

hwpekôp"h*z+"="g4z0"""
"
Ug"fgdgp"ecnewnct"rtkogtq"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"{"gn"fg"uwu"uwegukxcu"fgtkxcfcu"
gp"z"= 2."
h*z+"="g4z"" " " " h*2+"="3"

h")*z+"="4g4z" " " " h")*2+"="4""
h"))*z+"="6g4z"" " """ h"))*2+"="6""
h")))*z+"=":g4z"" " """" h")))*2+"=":""
000000000000000000000" " " 0000000000000000"

h"
p
*z+"="4pg4z" " " h"

*p+
*2+"="4p""""

"
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Rctc"qdvgpgt"ecfc"wpq"fg"nqu"rqnkpqokqu."tggornc|coqu"nqu"xcnqtgu"qdvgpkfqu"

gp<"rp*z+"=" "z
p#

*2+
*p+
"h
""0"0"0""z

5#

*2+)))"h
"z"

4#

*2+))"h
""z"*2+)"h""h*2+

p54 +++++ "

"

Rqt"nq"vcpvq<"r3*z+"= "z"*2+"h""h*2+ )+ = 3"-"4z"

"

Guvg"rqnkpqokq"fg"rtkogt"itcfq."r3*z+"= 3"-"4z."gu" vcn"swg"uw"xcnqt"{"gn"fg"uw"

rtkogtc"fgtkxcfc"eqkpekfgp"gp"z"="2"eqp"nqu"fg"nc"hwpekôp"h*z+"="g4z0""
"

Igqoêvtkecogpvg."guvq"ukipkhkec"swg" nc"itâhkec"fg"r3*z+"gu" nc" tgevc" vcpigpvg"c""
h*z+"gp"gn"rwpvq"fg"eqqtfgpcfcu"*2."3+0""

"
Rwgfg"qdugtxctug"swg"rctc"xcnqtgu"fg"z"rtôzkoqu"c"egtq."nc"itâhkec"fg"r3*z+"gu"
rctgekfc"c" nc"fg" h*z+."okgpvtcu"swg"rctc"xcnqtgu"oâu"fkuvcpvgu." ncu"itâhkecu"ug"
ugrctcp"{"nc"crtqzkocekôp"{c"pq"gu"dwgpc0""
Gn"rqnkpqokq"fg"itcfq"4"swg"crtqzkoc"c"nc"hwpekôp"gu<""

r4*z+"= 4z"
4#

*2+))"h
""z"*2+)"h""h*2+ ++ = 3"-"4z"-"4z40""Itâhkecogpvg<"
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Cn" crtqzkoct" nc" hwpekôp" ogfkcpvg" wp" rqnkpqokq" fg" ugiwpfq" itcfq" r4*z+." swg"

eqkpekfg"eqp"h*z+"{"uwu"fqu"rtkogtcu"fgtkxcfcu"gp"z"="2."ug"qdvkgpg"wpc"oglqt"
crtqzkocekôp"swg"eqp"r3*z+"gp"ncu"rtqzkokfcfgu"fg"fkejq"rwpvq0"
"
Gn"rqnkpqokq"fg"itcfq"5"swg"crtqzkoc"c"nc"hwpekôp"gp"z"="2"gu<""

r5*z+"= 54
z

5#

*2+)))"h
"z"

4#

*2+))"h
""z"*2+")"h""h*2+ +++ = 54 z

5

6
z4z43 +++ "

 

"
Gp"ncu"rtqzkokfcfgu"fg"z"="2."gn"rqnkpqokq"fg"itcfq"5"crtqzkoc"oglqt"cûp"c"nc"
hwpekôp"h*z+"="g4z0""
Gp"nc"ogfkfc"swg"gn"itcfq"fgn"rqnkpqokq"ugc"oc{qt."oglqt"ugtâ"nc"crtqzkocekôp"
fg"nc"hwpekôp"ogfkcpvg"fkejq"rqnkpqokq"gp"z"="20"
"

Gp"igpgtcn."gn"rqnkpqokq"fg"itcfq"p"fg"nc"hwpekôp"h*z+"="g4z"gu"fg"nc"hqtoc<""

rp*z+"= 3"-"4z"-"
#4

6
z
4
"-"

#5

:
z
5
"-"”0"-" p

p
z

#p

4
"

"

Ewcnswkgtc"fg"guvqu"rqnkpqokqu."rqt"glgornq"r5*z+."rwgfg"wvknk|ctug"rctc"ecnewnct"
gn" xcnqt" fg" nc" hwpekôp" gp" wp" rwpvq" rtôzkoq" c" egtq" {c" swg" gp" wp" kpvgtxcnq"
egpvtcfq" gp" egtq." nc" fkhgtgpekc" gpvtg" gn" xgtfcfgtq" xcnqt" fg" nc" hwpekôp" {" nc"

crtqzkocekôp"rqnkpqokcn"gu"rgswgòc0"Gu"fgekt."h*z+"≈"r5*z+0""

Fg"guvc"ocpgtc."rctc"crtqzkoct"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"h*z+"="g4z"gp"z"="2.47."ug"

tggornc|c"fkejq"xcnqt"gp"r5*z+"=
54 z

5

6
z4z43 +++ 0"Rqt"nq"vcpvq<"

h*2.47+"≈ 54 +47.2*
5

6
+47.2*"447.2043 +++ ""⇒""h*2.47+"≈ 53.867:

)

0"

"
"
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Glgornq0" "Fgvgtokpg" nqu" rqnkpqokqu"fg"Oce"Ncwtkp"jcuvc"gn" fg"itcfq"9." fg" nc"
hwpekôp"h*z+"="ugp"z0"
"
Ug"ecnewncp"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"{"gn"fg"uwu"uwegukxcu"fgtkxcfcu"gp"z"="20"
h*z+"="ugp"z" " " " h*2+"="2"
h")*z+"="equ"z"" " " h")*2+"="3"
h"))*z+"="−ugp"z" " " h"))*2+"="2"
h")))*z+"="−equ"z" " " h")))*2+"="−3"
h"
*kx+
*z+"="ugp"z" " " h"

*kx+
*2+"="2"

h"
*x+
*z+"="equ"z" " " h"

*x+
*2+"="3"

Rwgfg"qdugtxctug"swg"gu"rqukdng"ugiwkt"fgtkxcpfq"kphkpkvcogpvg0"
Crnkecpfq"nq"xkuvq"cpvgtkqtogpvg"ug"qdvkgpgp"nqu"ukiwkgpvgu"rqnkpqokqu<""

r3*z+"="2"-"3z"="z""

"
"

r5*z+"="
54 z

#5

3
z
#4

2
z32 −++ ."gu"fgekt."r5*z+ =

5z
#5

3
z − 0""

 

"
Eqpukfgtcpfq"oâu"vêtokpqu"fgn"rqnkpqokq."tguwnvc<""

r7*z+"=
7654 z

#7

3
z
#6

2
z
#5

3
z
#4

2
z32 ++−++ "⇒""r7*z+"=

75 z
#7

3
z
#5

3
z +− "
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"
"
Rctc"gn"rqnkpqokq"fg"itcfq"9<"

r9*z+"="
987654
z
#9

3
z
#8

2
z
#7

3
z
#6

2
z
#5

3
z
#4

2
z32 −+++−++ "

r9*z+"="
975
z
#9

3
z
#7

3
z
#5

3
z −+− "

"
"
Hôtownc"fg"Vc{nqt""""""""""""""""""""""""""""
Gp" ncu" hôtowncu"fg"Oce"Ncwtkp"fgucttqnncfcu." ncu"crtqzkocekqpgu"rqnkpqokcngu"
guvâp" egpvtcfcu" gp" z" =" 20" Vcodkêp" rwgfgp" eqpukfgtctug" hôtowncu" cpânqicu"
egpvtcfcu" gp" rwpvq" z" =" c" ewcnswkgtc." vgpkgpfq" gp" ewgpvc" ncu" eqpfkekqpgu"
eqpukfgtcfcu"cpvgtkqtogpvg0"Gu"fgekt."swg"gn"xcnqt"fgn"rqnkpqokq"r*z+"{"gn"fg"uwu"
p"rtkogtcu"fgtkxcfcu"ugcp"tgurgevkxcogpvg"kiwcngu"cn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"
{"cn"fg"uwu"p"rtkogtcu"fgtkxcfcu"gp"z"="c0"Eqp"guvg"qdlgvkxq."eqpxkgpg"guetkdkt"gn"
rqnkpqokq"fg"crtqzkocekôp"fg"itcfq"p"fg"nc"hqtoc<"""

rp*z+"="c2"-"c3*z"⁄"c+"-"c4*z"⁄"c+
4
"-"c5*z"⁄"c+

5
"-"0000"-"cp*z"⁄"c+

p
"""

Fg"guvc"ocpgtc."ncu"fgtkxcu"uwegukxcu"tguwnvcp<"

r")*z+"="c3"-"4c4*z"⁄"c+"-"5c5*z"⁄"c+
4
"-00000"-"pcp*z"⁄"c+

p⁄3""

r"))*z+"="4c4"-"50"4c5*z"⁄"c+"-00000"-"p*p"⁄"3+cp*z"⁄"c+
p⁄4""

r")))*z+"="50"4c5"-00000"-"p*p"⁄"3+*p"⁄"4+cp*z"⁄"c+
p⁄5""

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000"

r
*p+
*z+"="p*p"⁄"3+*p"⁄"4+"00000"30cp"

"
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Tggornc|cpfq"z"rqt"c."ug"qdvkgpg<"

r*c+"="c2="""r")*c+"="c3="""r"))*c+"="4c4="""r)))*c+"="5#c5="00000"="""r"
*p+
*c+"="p#"

Fcfq"swg"gn" xcnqt" fg" nc" hwpekôp" h*z+" {" nqu"fg"uwu"p"rtkogtcu"fgtkxcfcu"fgdgp"

eqkpekfkt"eqp"nqu"fg"rp*z+"gp"z"="c."ug"fgfweg"swg<""

c2"="h*c+="""c3"="h")*c+="""c4"=" 4#
+"h c*))
=""""c5"=" 5#

*c+h )))"
="00000"="cp"=" p#

*c+h *p+
"

"
Uwuvkvw{gpfq" guvqu" xcnqtgu" gp" gn" rqnkpqokq" r*z+" eqpukfgtcfq." ug" qdvkgpg" gn"
rqnkpqokq"fg"Vc{nqt"fg"itcfq"p"fg"nc"hwpekôp"{"="h*z+"egpvtcfq"gp"z"= c0"""
Rqt"nq"vcpvq<"""

rp*z+"="
( )

"
p

c+"*z"
p#

*c+
p
h
""0"00"5c+"*z"

5#

*c+"h
"4c+"*z""

4#

*c+"h
""c+"*z""*c+""h""h*c+

)))))) −++−+−+−+ "

Guvg"rqnkpqokq"gu"rtôzkoq"c"nc"hwpekôp"h*z+"rctc"xcnqtgu"fg"z"egtecpqu"cn"rwpvq"
c0"

Eqoq" h*z+" =" rp*z+" -" tp*z+." rctc" cswgnnqu" xcnqtgu" fg" z" gp" nqu" swg" gn" vêtokpq"

eqorngogpvctkq"tp*z+"gu"rgswgòq."gn"rqnkpqokq"rp*z+"fc"wp"xcnqt"crtqzkocfq"fg"

nc"hwpekôp"h*z+"gp"wp"kpvgtxcnq"fg"cornkvwf"rgswgòc"egpvtcfq"gp"z"="c0"Gu"fgekt."
h*z+"≈"rp*z+0""
Rqt"nq"vcpvq<""

h*z+"≈" "pc+"*z"
p#

*c++p*h
""0"0"0"0"5c+"*z"

5#

*c+)))"h
"4c+"*z""

4#

*c+))"h
""c+"*z""*c+")"h""h*c+ −++−+−+−+ "

q"dkgp"h*z+"≈"∑
=

−
p

2k

k
+k*

+cz*
#k

+c*h
"

"

Glgornq0"Jcnng"nqu"rqnkpqokqu"fg"Vc{nqt"r3*z+."r4*z+."r5*z+"{"r6*z+"rctc"nc"hwpekôp"

h*z+"="np"z"egpvtcfqu"gp"z"="30""""
"
Fgucttqnncpfq"tgurgevq"c"c"="3."ug"qdvkgpg<"
h*z+"="np"z" " " " h*3+"="2"

h")*z+"="
z

3
" " " " h")*3+"="3"

h"))*z+"="
4z

3−
" " " " h"))*3+"="−3"

h")))*z+"="
5z

4
"" " " h")))*3+"="4"

h"
*kx+
*z+"=

6z

8−
"" " " h"

*kx+
*3+"="−8"

"
Nqu"rqnkpqokqu"fg"Vc{nqt"rgfkfqu"uqp<"
"
"
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r3*z+"=" 3+"*z""*3+""h""h*3+ ) −+ """⇒"""r3*z+"="*z"⁄"3+"

r4*z+"="
43+"*z""

4#

*3+))"h
""3+"*z""*3+")"h""h*3+ −+−+ ""⇒"""r4*z+"="

4+3z*
4

3
3+z* """" −−− "

r5*z+"="r4*z+"
5c+"*z"

5#

*c+)))"h
" −+ ""⇒"""r5*z+"="

54 +3z*
5

3
+3z*

4

3
3+z* """" −+−−− "

r6*z+"="r5*z+"
6

3+"*z"
6#

*3+
*kx+
"h
" −+ """"

r6*z+"="
654 +3z*

6

3
+3z*

5

3
+3z*

4

3
3+z* """"" −−−+−−− "

"
Itâhkecogpvg<"

 

Rwgfg" qdugtxctug" swg" gp" ncu" rtqzkokfcfgu" fg" z" =" 3." ncu" itâhkecu" uqp"
rtâevkecogpvg" kpfkuvkpiwkdngu" {"c"ogfkfc"swg"gn"itcfq"fgn"rqnkpqokq"cwogpvc."
oglqt"gu"nc"crtqzkocekôp"fg"nc"hwpekôp"ogfkcpvg"fkejq"rqnkpqokq"gp"gug"rwpvq0"
"
Rctc"ecnewnct"gn"xcnqt"fg"nc"hwpekôp"gp"wp"rwpvq"rtôzkoq"c"wpq."rwgfg"wvknk|ctug"

ewcnswkgtc"fg"nqu"rqnkpqokqu"qdvgpkfqu"{c"swg"h*z+"≈"rp*z+0"
"
Rqt"glgornq."rctc"crtqzkoct"gn" xcnqt"fg" nc" hwpekôp" h*z+ =" npz"gp"z"="3.3"rwgfg"
wvknk|ctug"gn"rqnkpqokq""

r5*z+" =" 54 +3z*
5

3
+3z*

4

3
3+z* """" −+−−− " {c" swg" cn" ugt" 3.3" rtôzkoq" c" z" = 3." ug"

xgtkhkec"swg"h*3.3+"≈"r5*3.3+0""

r5*3.3+"="
54
+33.3*

5

3
+33.3*

4

3
3+3.3* """" −+−−− = 52.2;7

)

"

Rqt"nq"vcpvq."h*3.3+"≈" 52.2;7
)

"

"
"
"

El Cálculo Diferencial



 558"

Glgornq0"Gpewgpvtg"gn"rqnkpqokq"fg"Vc{nqt"fg"itcfq"5"fg"h*z+"="4z"−"gz"egpvtcfq"
gp"z"="30"

Gn"fgucttqnnq"fg"Vc{nqt"rctc"h*z+"gp"vqtpq"c"z"="3"gu"""""∑
=

−
p

2k

k
+k*

+3z*
#k

+3*h
"

h*z+"="4z"−"gz"""" h*3+"="4"−"g"

h")*z+"="4"−"gz""""" h")*3+"="4"−"g"
h"))*z+"="−"gz"""" h"))*3+"="−"g"
h")))*z+"="−"gz"""" h")))*3+"="−"g"
"
Gpvqpegu"tguwnvc<" " "

h*z+"≈""*4"−"g+"-"
#3

+g4* −
*z"−"3+"-"

#4

g−
*z"−"3+4"-"

#5

g−
*z"−"3+5"

"

h*z+"≈"*4"−"g+"-"*4"−"g+"*z"−3+"−"
4

g
"*z"−"3+4"−"

8

g
*z"−"3+5"

"

"
GLGTEKEKQU"
"

3+"Gpewgpvtg"gn"rqnkpqokq"fg"Vc{nqt"fg"itcfq"5"eqttgurqpfkgpvg"c"h*z+"="
z

3
"gp"

c"="30"
4+"Ecnewng"nqu"ewcvtq"rtkogtqu"vêtokpqu"fgn"fgucttqnnq"fg"Vc{nqt"fg"h*z+"="np*5−z+"
gp"vqtpq"c"z"="40"
5+"Jcnng"nqu"ewcvtq"rtkogtqu"vêtokpqu"fgn"fgucttqnnq"fg"Oce"Ncwtkp"fg"nc"hwpekôp"

h*z+"="
z4

3

−
0"

6+"Fgvgtokpg" nqu" ewcvtq" rtkogtqu" vêtokpqu" fgn" fgucttqnnq" fg"Oce"Ncwtkp" fg" nc"

hwpekôp"h*z+"="4z4"−"5gz0"
"
TGURWGUVCU"

3+"h*z+"≈" 54 +3z*
38

7
+3z*

:

5
+3z*

4

3
3 −−−+−− "

4+"h*z+"≈" ( ) ( ) ( ) ( )654 4z
6

3
4z

5

3
4z

4

3
4z −−−−−−−− ""

5+"h*z+"≈" 54 z
38

3
z

:

3
z

6

3

4

3
+++ " "

6+"h*z+"≈"−5"−"5z"-" 3
4
z
4
"−"
4

3
z
5"

"

"
"
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GLGTEKEKQU"KPVGITCFQTGU"906"CRTQZKOCEKQPGU"
"
3+"Wucpfq"eânewnq"fkhgtgpekcn"jcnng"gn"xcnqt"crtqzkocfq"fg<""

" c+" 637 " " d+" 5 4: "

4+"Ecnewng"gn"xcnqt"crtqzkocfq"fg"h*z+"="z5"−"4""gp""z"="3.230"
5+"Fgvgtokpg"nc"fkhgtgpekcn"fg"ncu"hwpekqpgu"fcfcu<"

" c+"{"="z5"−"6g4z"-"8"" d+"{"="
z7

g

3z5 + " " e+"{"="np"*4z-3+"

6+"Fcfc"nc"ukiwkgpvg"itâhkec"qdvgpic"gn"xcnqt"fg"f{"g""Δ{"rctc"z"="3"{""Δz"="2.70"

"
7+"Gpewgpvtg"nqu"ewcvtq"rtkogtqu"vêtokpqu"fgn"fgucttqnnq"fg"Vc{nqt"fg"nc"hwpekôp""
h*z+"="np*z"−3+"gp"vqtpq"c"z"="40"

8+"Qdvgpic" nqu"ewcvtq"rtkogtqu"vêtokpqu"fgn"fgucttqnnq"fg"Vc{nqt"fg"{"="
4z

3

−
"

gp"rqvgpekcu"fg"*z"− 5+0"
9+"Jcnng"nqu"ekpeq"rtkogtqu"vêtokpqu"fgn"fgucttqnnq"fg"Oce"Ncwtkp"fg"{"="g4z0"
"
"
RTWGDC"FG"QREKłP"OðNVKRNG"
"

3+"Uk"h*z+"="5"-"4z"−"z4."gn"xcnqt"fg"e"gp"*−4."6+"rctc"gn"swg"ug"xgtkhkec"gn"vgqtgoc"
fg"Tqnng"gu<""

c+"2" " " d+"−3" " " e+"3""" " " f+"4"

4+"Ugc"h*z+"= 3z − "fghkpkfc"gp"]3."5_0"Gn"xcnqt"fg"e"fg"fkejq"kpvgtxcnq"rctc"gn"swg"
ug"xgtkhkec"gn"vgqtgoc"fgn"xcnqt"kpvgtogfkq"fg"Ncitcpig"gu<""

c+"
4

3
" " " d+"

4

5
" " " e+" 4 "" " f+" 34 + "

5+"Nc"cduekuc"fgn"rwpvq"fg"nc"itâhkec"fg""{"?"npz""gp"gn"swg"nc"tgevc"vcpigpvg"gu"
rctcngnc"c"nc"ewgtfc"swg"wpg"nqu"rwpvqu"C*3."2+"{"D*g."3+"gu<""

c+"
3g

3

−
" " d+"g" " " e+"g"-"3" " f+"g"−"3"
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4) El valor de x0 que verifica el teorema del valor medio de Cauchy para la 

función f(x) = 9x
2 +   y g(x) = x

2
 + 1 en el intervalo [0, 4] es:  

a) 7   b) 2   c) 3     d) 2,5 

5) Resolviendo el  
3

x

xsenx

0x
lím

−
→

, se obtiene:  

a) 0   b) 
6

1
−   c) 

6

1
    d) −6 

6) El resultado de  
2x

e

x
lím
x ∞→

  es:  

a) 0   b) 
2

1
   c) −

2

1
  d) ∞ 

7) Calculando el 
xsenx

cosx1

0x
lím

−
−

+→
, resulta:  

a) 1   b) 0   c) −∞   d) +∞ 

8) Resolviendo el ( ) x
2

1x
x
lím +

∞→
, se obtiene:  

a) 2   b) 0   c) ∞   d) 1 

9) En el desarrollo de Mac Laurin de la función f(x) = , el término de grado 

cuatro es:  

2xe

a) 12x
4
  b) 2x

4
  c) 

2

x
4

  d) 
24

x
4

 

10) El término de grado tres en el desarrollo de Taylor alrededor de x = 3 para la 

función f(x) = 1x + , es:  

a) 3
3)(x

256

3
−  b) 3

3)(x
512

1
−  c) 3

3)(x
16

3
−  d) − 3

3)(x
256

3
−  

 

 

AUTOEVALUACIÓN  

1) Determine si la función f(x) = 
1x

1
2 −

 en [0, 2] satisface las hipótesis del valor 

intermedio de Lagrange en el intervalo indicado. En caso afirmativo halle él o los 

valores de c que tal teorema asegura que existen.  

2) Indique si la función f(x) = x
2
 + 2x en [−3, 1] satisface las hipótesis del 

teorema de Rolle en el intervalo indicado. En caso afirmativo halle él o los 

valores de x0 que tal teorema asegura que existe.  

3) Calcule los siguientes límites: 
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" c+
z

4g4
nîo

z7

2z

−
→

"" " d+ +z4np*0znîo
2z +→

" " e+" z

2z

+ugpz*nîo
→

" "

6+"Jcnng"nqu"ekpeq"rtkogtqu"vêtokpqu"fgn"fgucttqnnq"fg"Oce"Ncwtkp"fg"i*z+"="g
5z
0"

7+"Gpewgpvtg"gn"xcnqt"crtqzkocfq"fg"h*z+"="z
4
"−"7"gp"gn"rwpvq"5.2230""

8+"Fgvgtokpg"wpc"hwpekôp"h*z+"vcn"swg"h")"*z+"=" zg5z
z

4
+− 0"

"
"
GLGTEKEKQU"FG"TGRCUQ""
"

3+" Ugc" nc" hwpekôp" h*z+" =" z4" -" 4z0" Eqortwgdg" swg" ucvkuhceg" ncu" jkrôvguku" fgn"
vgqtgoc"fgn" xcnqt" kpvgtogfkq"fg"Ncitcpig"gp"gn" kpvgtxcnq" ]3."4_" {"fgvgtokpg"gn"

xcnqt"fg"z2"gp"fkejq"kpvgtxcnq0"

4+"ÀRctc"swê"xcnqtgu"fg"c."d"{"e"nc"hwpekôp"h*z+"="
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤+
−+

=

6"z5""uk"""""""""""":ze

5>z>3""uk""""3dz4cz

3""""""zuk""""""""""""""""""4

"

ucvkuhceg"ncu"jkrôvguku"fgn"vgqtgoc"fgn"xcnqt"kpvgtogfkq"gp"gn"kpvgtxcnq"]3."6_A"

5+"Tguwgnxc"nqu"ukiwkgpvgu"nîokvgu"crnkecpfq"nc"tginc"fg"N‚Jqrkvcn<"

" c+""
z

ugpz
nîo
2z→

" " d+ 
ππ −→ z

ugpz
nîo
z

" " e+ 
znp5z

znp4z7
nîo
z +

+
+∞→

""""""

" f+ znp0znîo 4

2z +→
" " g+"

z4

zequ
nîo

4
z −ππ

→
" " h+"

4z

5z

z z4g6

z5g
nîo

+

+
+∞→

""

" i+"
+z4*ugpz

+z4*ugpz
nîo
2z −

+
→

" j+"
+3g*z

gz3
nîo

z

z

2z −

−+
→

"" " k+
( )
z

3cc
nîo

zz

2z

+−
→

""

" l+" ( )z
4

z

z
zgnîo +

+∞→
  m+"

8zz

7

5z

3
nîo

45z −−
−

−→
""n+"

z

znp
nîo
z +∞→

"

" o+" z

3

z
znîo

+∞→
" " p+"

znp

7
nîo

z

z +∞→
" " q+"

4

z

2z z

3g
nîo

−
→

" "

" r+"
z4

5

z g

z
nîo

+∞→
" " s+ 

3g

zz
nîo

z

46

z +

+
+∞→

  t+"
6z z

znp
nîo

+∞→
"" "

" u+" znp0znîo
2z +→

"" " v+ 
z

3

z z

3
nîo ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→
" " w+

znp

3

4z4

3
nîo
3z

−
−→

"

" x+""
3g

3

z

3
nîo

z2z −
−

→
"" y+ znp

c

2z
znîo

+→
" " z+" ( )z

3

2z
z3nîo −

→
"

6+"c+"Qdvgpic"gn"fgucttqnnq"fg"Vc{nqt"fg"h*z+"="equz"ugiûp"rqvgpekcu"fg"*z"−"
4

π
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" d+"Jcnng"gn"fgucttqnnq"fg"h*z+"="ugpz"gp"rqvgpekcu"fg"*z"−"
6

π
+0"

7+"Gpewgpvtg"gn"fgucttqnnq"fg"Oce"Ncwtkp"fg<"

" c+"h*z+"="gz""""""""" d+"h*z+"="ugp"z" " """"""" e+"h*z+"="np*3"-"z+"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
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Respuestas a: 
Ejercicios Integradores 

Problemas de Aplicación 
Pruebas de Opción Múltiple 

Autoevaluaciones 
Ejercicios de Repaso 

 
CAPÍTULO 1: NÚMEROS REALES Y LA RECTA REAL 
 
EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 Números reales y la recta real (página 
33) 
 
1)a) x 3 b) x 2  

c) x 4 2  

d)x + 43 e)x 5 8  

f)x 11 5 

2)a) Intervalo: 





2

5
 ,

2

5
,  

 
b) Notación conjuntista:  

 1x2/x   

 
c) Notación conjuntista:  

Intervalo: 







2

5
 ,

2

3
,  

 
d) Notación conjuntista: 

  2x3/x  ,  

Intervalo: [3, 2),  

3)a)(1,4)  

b)      4,2 ,  

4) 
2

3
m          5) a  2 

 

PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE (página 34) 
1) c; 2) b; 3) b; 4) a; 5) b; 6) c; 7) c; 8) b; 9) b; 10) d; 11) a; 12) b; 13) c; 14) c; 

15) b; 16) a 

 
AUTOEVALUACIÓN (página 35) 
1)a) (1, 5) b) 5, 3  
c) (1, 2)(2, 5)   d) (, 3)(5, ) 

e) (, 3)(1, ) f) 3, 1 
2) k  2 

3) m  1 

4)a) x + 2  3    

c) A  x / x  5  x 1 

A   (, 51, ) 

5)a) Todos los números reales que 

distan menos de 5 unidades del 4 

en la recta numérica. 

b) A  x / 1 < x < 9   (1, 9) 

 

EJERCICIOS DE REPASO (página 35) 

1)a) {x/ 3   x  4}   

 

b) {x/ 1  x  
2
7 } 

 
c) {x/ 4  x  1}  

 
d) {x/ x   2}   
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e) {x/ x  4} 

 
2)a) [2, 4]; b) (1,3]; c) [7, 2) 

d) (1,3); e) (3, 1)  (1,1)  

f) (3, 1); g) (3, 7); h) [5,1]    

i) (2, 3)(3,4); j) (6, 4)(4,2)  

k) (0, 4); l) (, 0)  (4, )  

3) S  (0, 3)  (3, 6)  

4) 












  0,

2
1

2
1,1S  

5) k  2 

6)a) Intervalo: [1, 4) 

Gráfica:  

 

b) Notación conjuntista:  

{x/ 5 < x  9} 

Gráfica:  

 

c) Intervalo: 







2
5,

2
3  

Gráfica: 

 
d) Notación conjuntista:  

{x/ 0 x 1 3} 

Gráfica: 

 
e) Notación conjuntista:  

{x/ 0 x + 2 3} 

Intervalo: (5,2)  (2,1) 

 
 
CAPÍTULO 2: LÍMITE DE FUNCIONES 
 
EJERCICIOS INTEGRADORES 2.1 Noción intuitiva de límite – 2.2 Definición 
de límite de una función y propiedades (página 55) 

1)a) 7; b)   
3

1
 

2)a) No existe porque los límites 

laterales son distintos (por izquierda 

es 1 y por derecha, 3).; b) 1 ya 

que los dos límites laterales son 

iguales a ese valor.; c) No existe 

porque los límites laterales son 

distintos (por izquierda es 2 y por 

derecha, 1).; d) 1 ya que los dos 

límites laterales son iguales a ese 

valor. 

 

 
a) 1; b) 1; c) 1; d) 2; e) 7 

f) No existe.  

EJERCICIOS INTEGRADORES  2.3 Límites infinitos y límites en el infinito – 
2.4 Límites indeterminados (página 79) 

2)a) 32 ; b) 
2
3

; c) 0; d) 1; e) 5;  

f) 
8
1

; g) +; h) + ; i) 0;  

3) a  2,  b  10 

 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN (página 79) 
1) 0    
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2)a) 0,4 millones  400 000 

bacterias; 

b) se estabiliza en 2 millones de 

bacterias.  

3)a) N(5)  166 ciervos; N(10)  250 

ciervos; b) 750 ciervos. 

4) a) 1,07g; b) 1,25 g 

5)a) Aproximadamente 60 palabras/ 

minuto; b) 157 palabras/ minuto  

6)a) 40 unidades, 60 unidades;  

b) 120 unidades. 

7)a) 27,54 %; 44,25 %; b) 70 %. 

8)a) 14,51 %; 32 %; b) 90 %. 

9)a) +; b) b 

 

PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE (página 81) 
1) c;  2) a;  3) b;  4) a;  5) b;  6) d;  7) c;  8) b; 9) b;  10) d;  11) a; 12) b; 13) a; 14) 
d; 15) b; 16) c; 17) d; 18) d; 19) b; 20) a; 21) c; 22) a; 23) b;  24) a 

 
AUTOEVALUACIÓN (página 85) 
1)  

 

a) 4 b) 4 c) 4 d) 2 

2)a) ,  b) ,  c) no existe, d) 3,  
e) 1, f) no existe,  g) 3,  h) 3,  i) 3,  

j) 0,  k) no existe, l) 3, m) 4 

3)a) 
26

1
,    b) 

4

3
 , c) 0, d) 0 

4) a  
2
1 , a  

2

1
  

5)a) 30 mm, b) 300 mm 

 
EJERCICIOS DE REPASO (página 86) 
1)a) Falso. La existencia de límite 

cuando x tiende a x0 no asegura la 

existencia de la imagen en ese 

punto.; b) Verdadero. 

c) Falso. Si los límites laterales en 

un punto son distintos el límite en 

ese punto no existe. 

d) Falso. La no existencia de la 

imagen en x  x0 no asegura la no 

existencia de límite en dicho valor. 

e) Verdadero. 

2)a) 2; b) 
5

2
; c) 4; d) 22 ; e) 

7

10
  

f) 0; g) 4a
3
; h) 

22

1
; i) 

2

1
; j)

a2

1
 

k) 9; l) +; m) 0; n) 2; ñ) 1; o) 8 

p) 2; q) 
7

2
; r) 

2

2
 ; s) 4; t) 1  

u) 
4

1
; v) 1; w) 1; x) 2; y) 0 

3)a) 2x; b) 4x + 5  

4)a) 1; b) 2; c) 2x; d) 2x + 1 
5)a) +; b) 6; c) 0; d) +; e) 0; f) 0 

6)a) 3; b) 2; c) No existe; d)   

e) +; f) +; g) +; h) 0; i) 1; j) 1 

k)1  
7)a) 2; b) 3; c) 0; d) 0; e) 2; f) 2 
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g) +; h) ; i) No existe; j) 
2

1
  

k) 
2

1
 ; l) 

2

1
     

9)i) 

 
ii)a) 0; b) 0; c) 0; d) 0; e) 1; f) 2  

g) No existe; h) 2 

10)a) k  6; b) k  2 

 
 
CAPÍTULO 3: FUNCIÓN CONTINUA   
 
EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 Continuidad de una función en un punto 
– 3.2 Función continua en un intervalo (página 108) 
1)a) 2; b) 2; c) 3; d) no existe; e) 
2; f) 1; g)1; h) 1  

La función es continua en todo 

punto excepto en x  4 donde 

presenta una discontinuidad de 

salto y en x  2 donde presenta una 

discontinuidad evitable. 
2) Función continua en todo punto 

excepto en x  1 donde presenta 

una discontinuidad evitable. 

En x  0 donde presenta una 

discontinuidad infinita y en x  3 una 

discontinuidad de salto.   

3)a)   
2
1k    b) k  3 

4)  

 
Continua en todo punto excepto en 

x  1 donde presenta una 

discontinuidad de salto.  

5) En [3, 1 es continua excepto en 

x  2, donde presenta una 

discontinuidad infinita y en [ 0, 3 es 

continua. 

 

 

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.3 Teoremas de las funciones continuas 
(página 114) 
2) Ninguna raíz. 

3) No se puede asegurar que 

presente una raíz real en el 

intervalo [0, 4 pues no es continua 

en dicho intervalo (teorema de 

Bolzano). 

4) Dos raíces como mínimo. 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN (página 115) 

1)a) c : R
+
  R /  

x  













400     xsi1,25x   

400x150    si1,5x     

150x0     si2x       

 

b)  

 

c) El costo de transportar una casa 

móvil 130 km es de $ 260. El costo 

de transportar una casa móvil 400 

km es de $ 600. 

d) Presenta discontinuidades de 

salto en x  150 y en x  400. 

2)a) A los tres minutos de ser 

introducida la bacteria habrá 16 000 

bacterias. 

b) A los ocho minutos habrá 8 000 

bacterias. 

c) La colonia morirá a los nueve 

minutos. 

d)  

 

e) Es continua en todo su dominio. 

3)a) Al comienzo de la experiencia 

la temperatura es de 25ºC. Indica la 

ordenada al origen, es decir, la 

intersección con el eje de 

ordenadas pues es la imagen del 

cero. 

b) Después de 5 minutos, la 

temperatura será de 100 ºC. 

c)  

 

Es continua en todo su dominio. 

4)a)  

 

Presenta discontinuidades de salto 

en x  5 y en x  10. 

b) f(2)  40.  

En el instante 2 el inventario de la 

compañía es de 40 000 unidades. 

f(10)  60.  

En el instante 10 el inventario de la 

compañía es de 60 000 unidades.
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PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE (página 116) 
1) c;   2) a;  3) c;  4) b;  5) a  ;  6) b;  7) c;  8) c; 9) b; 10) c; 11) a; 12) a 

 
AUTOEVALUACIÓN (página 117) 
1)  

 
a) 2,   b) 1,   c) 1,   d) 1 Tiene una 

discontinuidad evitable en x  0. Es 

continua en R 0. 
2) b  3 

 
3) Existe )x(flím

ax
 ya que los límites 

laterales son iguales.  

La función será continua en x  a 

sólo si L1  L2  b 

4) Dos raíces. 

5) Ninguna raíz. 

 

EJERCICIOS DE REPASO (página 121) 
1)a) Falso. Si los límites laterales en  

x  x0 son iguales entre sí pueden o 

no coincidir con la imagen en dicho 

punto.  b) Falso. Una función puede 

ser continua en (a, b) pero 

)a(f)x(flím
ax




 o )b(f)x(flím
bx




, 

es decir, no sería continua en [a, b]. 

c) Verdadero. ;d) Falso. Si g es 

continua en [a, b], 
g

1
 es continua 

sólo si g(x)  0, x[a, b]. 
2)a)  Discontinuidad   evitable   en  

x  3. 

m(x)  







3   xsi   5

3   xsi  f(x)
 

b) Discontinuidad de salto en x  0. 

c) Discontinuidad infinita en x  0. 

d) Discontinuidad de salto en x  1. 

e) Continua en todo punto. 

f) Discontinuidad infinita en x  0. 

g) Discontinuidad de salto en u  1. 

h) Continua en todo punto. 

i) Discontinuidad de salto en x  2. 

j) Discontinuidad evitable en x  3. 

m(x)  










3  xsi    
6

1
3  xsi  f(x)

 

Discontinuidad infinita en x  3. 

3) a) Discontinuidad de salto en      

x  0. 

 

 
b) Continua en todo punto. 
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c) Continua en todo punto. 

 
d) Discontinuidad de salto en x  2. 

 
4)a) k  5; b) k  5; c) k   3;  

d) k  
5

1
   

5)a) a  1,   b  1; b) a  3,  b  4  

c) a  
3

1
,  b 

3

2
 

6)a) Discontinuidad de salto en       

x  3. Discontinuidad evitable en   

x  0. 

b) Discontinuidad infinita en x  2. 

Discontinuidad de salto en x  1. 

Discontinuidad evitable en x  3. 

11) El mínimo número de raíces es 

2. 

12) El mínimo número de raíces es 

4.

 

 

CAPÍTULO 4: EL CONCEPTO DE DERIVADA 

 

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 Razones de cambio  4.2 El problema de 
la recta tangente a una curva  4.3 Relación entre razón de cambio 
promedio, razón de cambio instantánea, recta secante y recta tangente 
(página 152)  
 
1)a)  La razón de cambio promedio 
de la función cuando x  cambia de 

x0  1 a  x1  2 es 3. La ecuación 

de la recta secante es y  3x + 5. 
La razón de cambio promedio 
coincide con la pendiente de la 
recta secante que une los puntos 

abscisa x0  1 y x1  2. 
b) La ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto 

de abscisa x0  1 es  y  2x + 4. 
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2)a)  La razón de cambio promedio 
de la función cuando x  cambia de 

x0  3 a x1  2 es 19, que 
coincide con la pendiente de la 
recta secante que une los puntos 

abscisa x0  3 y x1  2.  
La ecuación de la recta secante es 
y  19x + 30. 
b) La ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto  

x0  2 es y  12x + 16.  
c) 

 
3) a) La razón de cambio media es 

2, la razón de cambio instantánea 

en x  x0 es 2 y la razón de 

cambio instantánea en x  x1 es 2. 
b) La razón de cambio media es 1, 
la razón de cambio instantánea en  

x  x0 es  y la razón de cambio 

instantánea en x  x1 es 2. 
4)a) Las ecuaciones de la recta 
secante y de las rectas tangentes 
coinciden con la de la función 
debido a que se trata de una 
función de primer grado y por lo 
tanto su gráfica es una recta.  

b) rs : y  t  1 ; en x  0,  

r t : y  1; en x  1, r t : y  2x  2

 
EJERCICIOS INTEGRADORES 4.4 Concepto de derivada  4.5 Función 
derivada  4.6 Derivadas laterales  4.7 Derivabilidad y continuidad  4.8 
Derivabilidad de una función en un intervalo (página 172) 

1)a)  y'  2x  2 ; b) y'  5 

2) f ' (x) > 0 si x  (, b)  (c, );  

f ' (x) < 0 si x  (b, c); f ' (x)  0 en  

x  b y en x  c.  
3)a) Existen las derivadas primeras 

a la derecha y a la izquierda de x  
1, pero son distintas. Por lo tanto no 

existe la derivada en x  1. Lo 
mismo ocurre en x  6.  
b) En x  1 la función no es 
continua y por lo tanto no es 

derivable en x  1.  

4) La función es derivable en x  0. 

En x  2 no es continua y por lo 
tanto no es derivable en x  2.  
5) En x  2 la función no es 
continua y por lo tanto no es 
derivable.   
6)a) la velocidad en cada instante 

del movimiento es v(t)  2t  4;  
b) El móvil retrocede si 0 < t < 2 y 
avanza cuando 2 < t < 4. 
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c) s(0)  4m, s(1)  1m, s(2)  0m; 
d) 8m. 

 
 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN (página 173) 

1)a) d  48 pies; vp  48 pies/s;  

b) d  20 pies; vp  40 pies/s;  

c) d  3,36 pies; vp  33,6 pies/s;  

d  0,3216 pies; vp  32,16 pies/s;  

d  0,032 pies; vp  32,01 pies/s;  

d) vi   32 pies/s 

2)a) vm  10 m/s;  

b) vm  8,002 m/s;  

c) vm  (8 + 2h) m/s;  

d) vi  8 m/s 
3) a) 125 habitantes por año;  
b) 150 habitantes por año.  

4)a) 5000 dólares; b) 4500 
dólares/año; c) 4000 dólares/año. 
5)a) 12 personas;  
b) 124 personas por año;  
c) 125 personas por año 
6)a) 4000 l/m; b) 3500 l/m 

7)a) 64 pies; vm  32 pies/s;  

b) vm  48 pies/s;  

c) 8 s; v  128 pies/s 
8) 4,5 millones/año; 
4,4 millones/año; 5,2 millones/año 
9)a) 310 000 pies;  

vm  77 500 pies/s;  

b) v  187 500 pies/s. 
 
 
PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE  (página 175) 
1) b; 2) a;  3) b; 4) a; 5) b; 6) b 
 
AUTOEVALUACIÓN (página 176) 

1) 



t

C
1,2. La concentración del 

fármaco en el torrente sanguíneo 

disminuye a razón de 1,2
3

cm

mg
 por 

minuto. 
2)a) 2 392 000 personas    

b) 142 000 personas por día    

c) 561 500 personas por día. 

3)a) Es continua en x  1 pues 

2)1(f)x(flím
1x




 

b) No es derivable en x  1 pues 

las derivadas laterales existen pero 

son distintas. 

4) a  2, b  1. 

5) y  2x  1 

6) y  
2

7
x

2

1
  

7)a) 38 
h

km
,   b) 118 

h

km
,    

c) 138
h

km
. 

8) 1,78 minutos 

9)a) A las 5 horas de iniciado el 

experimento hay 960 bacterias. 

b) En t  5 horas la cantidad de 

bacterias está aumentando a razón 

de 665 bacterias por hora. 
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EJERCICIOS DE REPASO (página 177)   
1)a) La razón de cambio media es 

1; b) rs: y  x + 2; c) En x  1, la 
razón de cambio instantánea es 0;  

d) rt: y  1.  

2) rt: y  2x + 11; rs: y  1x
2
1   

3) En x  0 la función no es 
continua y por lo tanto no es 
derivable. En cualquier otro punto 
del intervalo la función dada es 
derivable.  
4)a) Falso, pues dos funciones que 
tienen la misma derivada pueden 
ser iguales o diferir en una 
constante.;   
b) Verdadero, pues derivabilidad 
implica continuidad. 

5)a) h' (x)  2x + 4 ;  

b) f '(x)  3x
2

   4x 

c) r'(x) 
 23x

2


 ; d) g'(x) 


 24x2

16


 

6)a) f '(0)  3; b) f '(2)  12 ;   

c) f '(1)  2 
7)i) Existen las derivadas primeras 
de f(x) a la derecha y a izquierda de 

x0 pero son distintas, por lo tanto no 

existe la derivada en x0.   

Df  (a, b), Df '  (a, x0)  (x0, b).  

f '(x)  0 en (a, x0),  

f '(x)  0 en (x0, b) 
ii) Existen las derivadas primeras 
de f(x) a la derecha y a la izquierda 
de x0 y son iguales, por lo tanto 

existe la derivada en x0.  

Df  (a, b)  Df '.   
La función f ' (x)  0 en (a, b) 

iii) No es continua en x0, por lo 
tanto no es derivable en x0. 

Df  (a, b), Df '  (a, x0)  (x0, b).  

 f '(x)  0 en (a, x0), f '(x)  0 en  

(x0, b) 

iv) Es derivable en x0.     

Df  [a, b)  Df' ;  f '(x)  0 en [a, b)  

 

 

CAPÍTULO 5: CÁLCULO DE DERIVADAS 
 

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.1 Reglas de derivación - 5.2 Derivación 
implícita - 5.3 Razones de cambio relacionadas (página 205) 

1)a) y'  2x  15x
2
  

b) y' 
x2

1
x
2x2

3
    

c) y'  xsec2
x2

3e
2x

   

d) y'  
x

x1 2
   

e) y'  xcossenx2 e34
x4    

f) y'  
x

x2

e

1e 
 

g) y'  (tgx)
x
    



 

xcos.senx
xtgxln    

 

h)  

y'     xtgxxcosln2xcosx5
2

x5   

i) y'  x
2x 

[2(1+lnx)cosx  senx]  

j) y' 
1e5

e5
x

x


 

2)a) 14; b) 105  

3)a) u' (1)  0; b) v' (5)  
3
2 ;  

c) no existe u'(2) 

4) m  2, n  1       5)  b  8;   

6) los puntos (0, 1)  y 






3
7 ,2    
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7) los puntos son: (2, 4) y  









27
122,

3
4  

8) el punto es 






2
9,

2
1

; la recta 

tangente es y  
2
9 .  

9) los puntos son (1, 2) y (1, 2).  

Las rectas: y  2, y  2. 

 

10)a) 
yx

xy1

dx

dy
2

2


  ; b) 
y
x

dx

dy
  

11)a) 4
dt

dy
 ; b) 

2

53

dt
dx   

 
 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN (página 211) 
1)a) 239 200 personas; 1 916 800 
personas;  
b) 14 200 personas por día;           
c) 56 150 personas por día. 
2)a) 46 piezas;  b) 23 piezas por 
hora; c) 24 piezas por hora a las 11 
de la mañana y 19 piezas por hora 
a las 12. 
3) 20 mm mercurio/g    

4)a) N0; b) 62 bacterias/hora 

5) T ' (t)  16k e
kt

 
6) 0,9 parasitados/habitantes 
7) 31,5 grados/minuto.   
8)  

T'(t)

 71t

 13t
2

t   1212t6t 
5

2



 












 

9) 160 
s

cm
 

10)a) 1 segundo;  

b) v(1)  2
s

cm
; s(1)  2,5 cm  

11) v(1)  11
s

cm
 , v(4)  16

s

cm
 

12)a) 




  t

6
ens 

3
4)t(v ;  

b) t  6 , t  12 décimas de 
segundos. 

13)a) v0  160 pies/s;   

b) v(2)  96 pies/s; 

c) a(3)  32 pies/s
2
;    

d) t  10 s; e) v  160 pies/s 

14)a) 
4
3t  ; b) v   

2
1  

15) El precio de la canasta de 
naranjas disminuye a una tasa de $ 
0,05 por día cuando la oferta diaria 
es de 5 000 canastas. 
16) El costo aumenta a una tasa de 
$ 1020 por semana cuando la oferta 
es de 50 unidades. 
17) La oferta crece a razón de 875 
unidades por mes. 
18) El área de la quemadura 

decrece a razón de 0,1 cm
2
 por 

día. 
19) La sombra aumenta a razón de 

0,47 
.seg

m
. Su sombra mide 3,79 

metros. 
20) El volumen aumenta a razón de 

240 
s

3
cm

. 

 
 
PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE (página 214) 
1) a; 2) a; 3) c;  4) c; 5) a; 6) b; 7) c; 8) c; 9) a 
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AUTOEVALUACIÓN (página 214)   

1)a) f ' (x)  
x22

e4x
2

9
   

b) f ' (x)    1x2
x3.

x

1x2
)x3ln(2


 








  

c) f ' (x)  24e
3x

  
3

x

2x 
 

2) m ' (2)  
2

11
  

3) y  x + 
4

11
 

4) a  3, b  7 

5)a) 
5

12
, b) 1  

6)a) f '' (x)  4e
2x

  

b) g ''' (x)  6  8cos(2x)  

c) f
(v)

 (x)  0 

7) 6,25 
.seg

m
 

 
EJERCICIOS DE REPASO (página 215)   

1)a) y'  4x
3

  + 6x  ;  

b) y'  15x
2

  + 2 2 x  25 

c) y'  12x
3

  + 18x
2
 + 10x + 4 

d) y'  (15x
2
 20x).(x

3  2x
2
)
4
   

e) y'  

25x4

x4

2


 ;  

f) y'  

2
33

x

2

x

1   

g) y'  
x2

21
 ;  h) y'  

3x

x
2


;  

i) y'  






 

2
x1x

2   

j) y'  




 

 2x
xln

x
2.e  

k) y'  (6x  4).cos(3x
2
  4x + 5)  

l)  y'  
x2cos1

2


 ; m) y'  6cotg3x 

n) y'  3.ln2.2
tg3x

.sec
2
(3x);  

o) y'  3ln.3.x2
2

x
  

p) y'  x.sen3x ;  q) y'  2x
lnx  1

.lnx 

r) y'  3x
3x

.(1+ lnx) ;  

s) y'  (4 + 3lnx).e
x
.x

3x
   

t) y'  x 
2x+1

. 




 

x
1x2xln2 ;  

2)a) 
3
1  ;  b) 86   

3)a) 2 ; b) 4 

4) f1 y g5;   f2 y g3;   f3 y g1;  f4 y g4;   

f5 y g2; f6 y g6 

5)a) Falso ; b) Verdadero ;  
c) Verdadero 
6)a) t : y  12x + 16,   

n : y  
6
49 x

12
1    

b) t: y  13x  2, n: y  
13

144 x
13
1   

c) t : y  
9
4 x

9
1  , n : y  

3
56 x9   

d) t : y  4x + 2, n : y  2x
4
1   

t : y  4x  14, n : y  3x
4
1   

7)a) 






4
7,

2
1V ;  b) V(1, 1) 

8)a) m  y' 




 

2
1  3 ;  

b) m  y' (2)  2  

c) P(1, 0) ;  d) Q 







4
1,

2

3    

9) f(2)  3, f ' (2)  1;   

10) a  1, b  0,  c  4 

11)a) 




 

3
13,2   

b) 




 

3
2,1 ;(3, 8) 
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12)a) 
4

3x2
dx

dy  ; b) 
y3
x

dx

dy
  13)a) 

3
1

dt

dy
  ;  b) 3

dt
dx   

 
 
CAPÍTULO 6: ESTUDIO DE FUNCIONES 
 

EJERCICIOS INTEGRADORES 6.7 Estudio de funciones  (página 281) 
 
1) a) D   R  {1} ; b) la función es 

creciente en todo su dominio, no 

posee extremos relativos;  

c) no existen puntos de inflexión, es 

cóncava hacia arriba en (, 1)  y  

cóncava hacia abajo en (1, );  

d) x  1 asíntota vertical; y  1 

asíntota horizontal;  no existe 

asíntota oblicua. 
2) a) D  R ; b) Intersecciones con 

los ejes: P1(0, 0), P2  0 ,12  y 

 P3  0 ,12   ; c) No tiene asíntotas 

pues es una función polinomial. 

d) En (, 2)  y  (2, ) la función 

crece; en (2, 2) la función decrece; 

(2, 32) máximo relativo; (2, 32) 

mínimo relativo; e) En (, 0) es 

cóncava hacia abajo; en (0, ) es 

cóncava hacia arriba; (0, 0) punto 

de inflexión. 

f) 

 
3) mínimos absolutos (0, 0)  y   

(3, 0); máximo relativo y absoluto 









4

9
,

2

3
. 

 

4) 

 

(la respuesta no es única) 
5) x  1 asíntota vertical, y  2x + 3 

asíntota oblicua. 

6)a) crece (, 2)  (1, 5)  (8, ) 

b) decrece (2, 1)  (5, 8)  

d) máximo relativo en x  2 y x   5 

d) mínimo relativo en x  1 

e) f '(x)  0 en x  2, x  1 y x  5 

f) f '(x) no existe en x  8 

7) a  
3

2
, b  2; 






 

3

4
,1  máximo 

relativo; (3, 4) mínimo relativo. 

8)a)    
  

 
b)  
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c)              

 
9)i)a) D R{1},  

CI (, 4][0, ) 

b) (0, 0); c) Asíntota vertical x  1, 

asíntota oblicua  y  x1;  

d) La función es creciente en  

(, 2)  (0,  ) y decreciente en  

(2, 1)  (1, 0); el punto (2, 4) 

es máximo relativo y el punto (0, 0) 

es mínimo relativo;  

e) La función es cóncava hacia 

abajo en el intervalo (, 1) y 

cóncava hacia arriba en el intervalo 

(1, ). La función no tiene puntos 

de inflexión. 

ii)a) D  R {1, 1}, CI  R; b) (0, 0);  

c) Asíntotas verticales x  1 y        

x  1, asíntota horizontal y  0; d) 
La función es decreciente en todo 

su dominio, no tiene por lo tanto 

extremos relativos;  

e) La función es cóncava hacia 

abajo en (, 1)(0, 1) y cóncava 

hacia arriba en el intervalo          

(1, 0) (1, ).  El punto (0, 0) es 

punto de inflexión. 

 

PROBLEMAS DE APLICACIÓN (página 283) 

1)a) v(3)   ;
s

m
4  v(8)   

s

m
6  ;   

b) a los 3 segundos está subiendo y 

a los 8 segundos está bajando;  

c) comienza a descender a los 5 

segundos. Se encuentra a 25 m 

2)a) velocidad: f '(t)  3t
2
 – 12t + 9; 

Aceleración: f '' (t)  6t – 12;  

b) cuando t  0 la partícula está a 

5m; c) La dirección de la partícula 

cambia al segundo y a los tres 

segundos;  

d) La velocidad crece a partir de los 

dos segundos y entre 0 y 2 

segundos decrece 

3) a) f ' (5)  –0,0148 unidades por 

día; f ' (15)  0,0032 unidades por 

día  b) está creciendo 

4)a) v(20)  280 organismos/día;  

b) t  40 días; c) t  90 días 

5) v(2)  80 m/s; Está subiendo y 

continuará subiendo 8 segundos 

más. Llegará a 500 metros 

6) 2,5 gramos  

8) Ingreso máximo para q  40; 

Ingreso mínimo para q  0 o q  80 

9)a) 24 unidades/día; b) 4 días;  

c) a los 6 días, 210 unidades;  

d) 102 unidades 

10)a) 110 g para 20 % de yema; 

b) 51,81 g para p  100 % de yema    

11) Para t  12 el valor máximo es 

N  105 

12) Dimensiones: 2 m x 4 m (uno de 

los lados mayores contra la pared) 

13)a) g(x)  – 0,75 x
2 + 15x – 25;  

b) x  10 unidades; c) g(10)  $ 50 

14) El valor máximo de oxígeno se 

alcanza a los 32 días y es 8048. El 

valor mínimo es 2000 y se alcanza 

a los 20 días.  
15) 16 artículos; ganancia máxima  

$ 2048  

16)a) 4 millones de dólares;           

b) Utilidad máxima $ 108,3 millones  

17) cuadrado de lado l  15m 

18) valor máximo 225 (se alcanza 

para x 3); valor mínimo 125 (se 

alcanza para x 1 y x 5) 
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19) 120  personas  

20) cuadrado de lado l  30 m; 

costo mínimo: $ 1 800.  

21) a  16; b  48 

22) la máxima reacción es de la 

droga r1.             

23) a los 7 segundos tienen la 

misma velocidad (102
s

m
). En la 

primera trayectoria la aceleración es  

42 
2

s

m
 y en la segunda, 6

2
s

m
. 

24)a) se deben fabricar menos de 

50 artículos;  

b) la ganancia máxima es de $ 900 

fabricando 50 artículos. 

25) deberán concentrarse 50 

árboles por hectárea. 

26)a) g(x)  –5x
2
 + 350x – 5000;  

b) deberán producirse y venderse 

35 cientos de unidades es decir 

3500 unidades; c) la ganancia 

máxima será 1125 cientos de 

dólares, es decir,  112 500 dólares. 

27) en x  1cm donde la 

concentración es de 2 
cm

mg
. 

28) base cuadrada de lado 4 m y 

altura 2m.     

29) ambos números son 32.       

30) los números son 10 y 10. 

31)a) 4,4 
s

cm
  b) la altura máxima 

es 0,987 cm en 0,45 segundos. 

32) 12
2

s

m
     

33)a) 4
s

m
; –10

2
s

m
 

b) 2,4 s; c) 34,8m 

34)a) 35 s  b) 2275 pies      

35) 
2

s

m
 

3

2
 

36) a) 100 peces 

b)   

 

 

PRUEBA DE OPCIÓN MÚLTIPLE (página 288) 
1) b;  2) d;  3) a;  4) b;  5) d;  6) b;  7) b;  8) d; 9) b;  10) c. 

 
AUTOEVALUACIÓN (página 290) 

1) f'(x) > 0 en (,4) U (2, 1) U 

(1, +); f'(x) < 0 en (4,2)  

f '' (x) > 0 en (1, +),  

f '' (x) < 0 en (,2) U (2, 1) 

Creciente en (,4) U (2, +) 

Decreciente en (4,2) 

Cóncava hacia arriba en (1, +) 

Cóncava hacia abajo en         

(,2) U (2, 1) 

Asíntota vertical en x  2 

Extremo Mr (4, 2) Punto de 

inflexión ( 1, 3) 

2)a) a  3. Mínimo relativo en (0, 0); 

máximo relativo en (2, 4); punto de 

inflexión en (1, 2). 
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3) x  0 asíntota vertical; y  x
2

1
 

asíntota oblicua. No posee asíntota 

horizontal. 

 

4) A los dos días se produjo el 

mayor número de contagios y fue 

de 52 personas. 

5) Al cabo de dos horas la moto es 

más veloz. 

 
EJERCICIOS DE REPASO (página 296) 
1)a) D  [4, ) ; b) D  R  {0};  

c) D  (2, 2); d) D  R  {0};  

e) D  R ;  f) D  R  {3, 2} 
2)a) Asíntota vertical: x  3. 

  Asíntota horizontal: no tiene.  

Asíntota oblicua: y  x 2 

b) Asíntotas verticales: x 1, x  1.  

Asíntota horizontal: y  0. No posee 

asíntotas oblicuas. 

c) Asíntota vertical:  x  3. Asíntota 

oblicua: y  x + 3. No posee 

asíntotas horizontales. 

d) Asíntota vertical: x  0. Asíntota 

oblicua: y  x.  

No posee asíntotas horizontales. 

e) Asíntota vertical: x  2.   

Asíntota horizontal: y  1.  

No posee asíntotas oblicuas. 

3)a) Puntos críticos: 0 y 1.  

En (, 0)  (1, ) decrece y crece 

en (0, 1). Mínimo  relativo (0, 0). 

Máximo relativo (1, 1). 

b) Puntos críticos: 0 y 4.  

En (, 0)  (4, ) crece y en (0, 4) 

decrece. Máximo relativo (0, 9) y  

mínimo relativo (4, 23). 

c) Puntos críticos: 1 y 1.  

En (, 1)  (1, ) crece y 

decrece en (1, 1).  Máximo relativo 

(1, 2) y mínimo relativo (1, 2). 

d) Puntos críticos: 0 y 1. En (, 1) 
crece y en (1, ) decrece. Máximo 

relativo (1, 1). 

e) Puntos críticos: 1, 0 y 1.  

En (, 1) (1, ) crece y decrece 

en (1, 0)  (0, 1).  Máximo relativo 

(1, 2) y mínimo relativo (1, 2). 

f) Punto crítico: 2. No posee 

extremos relativos. Es decreciente 

en todo su dominio. 
4)a) En (, 2) es cóncava hacia 

abajo y en  (2, ) es cóncava hacia 

arriba. (2, 12) es el punto de 

inflexión. b) En (, 0) 






   ,
3

2
es 

cóncava hacia abajo y en 







3

2
  ,0 es 

cóncava hacia arriba; (0, 0) y 









27

16
  ,

3

2
son los puntos de 

inflexión. 

c) En (, 0) es cóncava hacia 

abajo y en (0, ) es cóncava hacia 

arriba. No posee puntos de 

inflexión. 
d) No posee puntos de inflexión. En 

(, 2) es cóncava hacia abajo y en 

(2, ) es cóncava hacia arriba. 
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5)a) 

 

b)  

 
6) i) a) (2,5; 0)  (2, 4);  

b) (; 2,5)  (0, 2)  (4, ); 

c) x  0 y x  2; d) x  2,5; x  1 y 

x  4; e) Máximo relativo en x  0 y 

mínimo relativo en x  2,5 y en      

x  2.  

ii)a) [1; 1)  (2; 3);  

b) (1; 2)  (3; 3,5]; 

c) x  2 y x  3; d) x  1; e) máximo 

relativo en x  1; mínimo relativo en 

x  2; máximo relativo y absoluto en 

x  3, mínimo absoluto en x  1.  

iii)a) (0, 2); b) (2, 0)  (2, 5);  

c) x  1; d) x  0 y x  2;  

e) mínimo relativo en x  0; mínimo 

absoluto en x  5; máximo relativo y 

absoluto en x  2. 
9) La función es creciente en todo 

su dominio, (, ); por lo tanto no 

tiene extremos. En cada punto del 

intervalo (, 0) la pendiente   de la 

recta tangente es negativa, es decir,  

f '' (x) < 0, entonces en (, 0) la 

función es cóncava hacia abajo. En 

cada punto del intervalo (0, ) la 

pendiente de la recta tangente es 

positiva, es decir, f '' (x) > 0, 

entonces en (0, ) la función es 

cóncava hacia arriba. Como existe 

un cambio de concavidad en x  0, 

es un punto de inflexión. 

 
10)a) (3, 73) mínimo relativo    

b) (0, 2) máximo relativo; 






 
16

33
 ,

2

1
 

y 






 
16

33
 ,

2

1
mínimos relativos. 

c) 







4

1
 ,

2

1
mínimo relativo y 

 







27

38
 ,

3

1
máximo relativo. 

d) No posee extremos relativos. 

11)a) (2, 19) mínimo relativo y 

absoluto; (1, 8) máximo relativo y 

absoluto. 

b) (2, 9) máximo absoluto;             

(1, 0) mínimo relativo y absoluto. 

c) (1, 5) mínimo relativo y 

absoluto; (3, 11) máximo absoluto. 
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CAPÍTULO 7: APLICACIONES DE LA DERIVADA 
 

EJERCICIOS INTEGRADORES 7.1 Teoremas del valor intermedio            

7.2 Límites indeterminados y la regla de L’Hopital (página 318) 
1)a)

seg

m
3

03

09

03

)0(s)3(s
vm 








   

b) s(t) es una función continua en  

[0, 3] y derivable en (0, 3), por lo 

tanto existe, por el teorema del 

valor intermedio, un punto en el 

intervalo (0, 3) en el que la 

velocidad instantánea es igual a la 

velocidad media.  La velocidad 

instantánea en un instante es la 

derivada de la función s(t) evaluada 

en dicho instante. 

s '(x0)    0x6t2   2x0 + 6 

Como s '(x0)  3  2x0 + 6  3  

x0  
2

3
. La velocidad instantánea 

es igual a la velocidad media a los 

1,5 segundos. 

 

2) No existe un número en el 

intervalo (1, 4) perteneciente a los 

números reales que verifique la 

ecuación f '(c) 
   

14

1f4f




. No 

contradice el teorema del valor 

intermedio ya que la función no es 

continua ni derivable en  x  3 

perteneciente al intervalo [1, 4], por 

lo tanto no se cumplen las hipótesis 

del teorema. 

3) c  2 

4)a) ln
3

5
; b) 3; c) 0; d)

2

1
; e) e; f) 0 

EJERCICIOS INTEGRADORES 7.4 Aproximaciones (página 337) 

1)a) 4 15  1,96875;   

b) 3 28   3,03704 

2) 0,97 

3)a) dy  (3x
2
  8e

2x
) dx 

b) dy  dx
e

x152
x5


;   

c) dy  dx
1x2

2


 

4) dy  1,   y  1,25 

5) ln(x1)  

       42x
4

13
2x

3

12
2x

2

1
2x 

6) 
2x

1


 1  (x3) + (x3)

2 (x3)
3
 

7)  e
2x

  1 + 2x +2x
2
 + 

3

4
x

3
 + 

3

2
x

4

 
PRUEBAS DE OPCIÓN MÚLTIPLE (página 337) 
1) c;  2) b;  3) d; 4) a; 5) b; 6) a; 7) c ; 8) d; 9) c; 10) b. 
 

AUTOEVALUACIÓN (página  338) 
1) f(x) no satisface las hipótesis del 

teorema del valor intermedio de 

Lagrange  pues no es continua en 

el intervalo. 

2) Satisface las condiciones del 

teorema de Rolle y x0  1. 

3)a) 10  b) 0  c) 1 
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4) g(x)   

1 + 3x + 
432

x
8

27
x

2

9
x

2

9
  

5) 4,006 

6) f(x)  2lnx  
2

x
2

 + 3e
x
 + c

 

 
EJERCICIOS DE REPASO (página 339) 
1) La función es continua en [1, 2] y 

derivable en (1, 2). 
2

3
x0   

2) a  –1, b  4 y c  –2     

3)a)1;b) 0; c) 5; d) 0; e) 
2

1
; f) 

4

1
;  

g) 3; h) 
2

1
; i) ln

a
a  1

; j) e
2
;  

k) 
5

1
; l) 0; m) 1; n) ; o) ; p) 0;  

q) 0; r) 0; s) 0; t) 1; u) ; v) 
1
2

; 

 w) e
a
; x) e

1
 

 
 

4)a)  
5

2
x

120

1
3

2
x

6

1

2
x 






















 







  

b) 
32

4
x

12

2

4
x

4

2

4
x

2

2

2

2






 






 






  

 

5)a) e
x
  1 + x +  

2

1
x

2
 +  

6

1
x

3
 

b) sen x   x  
6

1
x

3
 + 

120

1
 x

5
    

c)  ln(1+x)  x  
2

1
 x

2
 + 

3

1
x

3
  

4

1
x

4 
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