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RESUMEN

El objetivo de esta tesis es obtener herramientas estadisticas para el andlisis de datos infinito
dimensionales. En particular, estamos interesados en estudiar resultados de consistencia para
estimadores de la funciéon de densidad marginal y de la funcién de regresién para datos que son

curvas o superficies.

En el contexto de datos funcionales, mas precisamente para un camino muestral observado
continuamente sobre [0, 7},], [Labrador, 2008] defini6 un estimador no paramétrico de la densi-
dad marginal como una extensiéon del estimador de k-vecinos més cercanos al contexto continuo.
En esta direccién y basados en el trabajo antes citado, el primer problema que abordamos en
esta tesis es estimar de manera no paramétrica, la densidad marginal de un proceso estocéastico
estacionario a partir de una muestra i.i.d. observada sobre un intervalo fijo [0, 7] con valores en

R. En este caso, probamos la consistencia del estimador, encontramos velocidades de conver-

gencia puntual de orden n~% para o < 1/2, velocidades de convergencia uniforme de orden 1’(’);;
—1/2 Luego extendemos

para a < 1/2 y probamos su distribucién normal asintética de orden n
la definicién del estimador a una clase particular de procesos no estacionarios obteniendo en este
caso velocidades de convergencia de orden n~% para a < 1/4. Finalmente, como una aplicacién

de este método de estimacién presentamos una nueva regla de clasificacién funcional.

El segundo problema que abordamos en esta tesis es la extension del estimador obtenido en
la primera parte a campos aleatorios, es decir, a procesos definidos sobre espacios de mayores
dimensiones con valores en R. Mas precisamente, a partir de una coleccién dependiente de
procesos estocasticos definidos en un subconjunto de R% con valores en R, definimos un estimador
de la densidad marginal y encontramos velocidades de convergencia de orden n~® para a < 1/4.
Para campos aleatorios no estacionarios, extendemos la definicién dada para el caso estacionario

obteniendo nuevamente velocidades de convergencia de orden n~%, para o < 1/4.
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Para estimadores de regresién, [Stone, 1977] probé un importante resultado de consistencia
universal para datos d-dimensionales y lo us6 para probar la consistencia del estimador de k-
vecinos mdés cercanos. Basados en este trabajo, probamos un resultado de consistencia para
estimadores de regresién en el contexto infinito dimensional el cual se adapta a una amplia
familia de estimadores. Utilizando este resultado, probamos la consistencia de estimadores de
regresion ya conocidos como el estimador de k-vecinos més cercanos y el estimador de niicleo

en un espacio métrico separable.



INTRODUCCION

Si bien el estudio de herramientas estadisticas para analizar elementos aleatorios infini-
to dimensionales ha comenzado hace ya varias décadas, podria decirse que la mayoria de los
resultados estadisticos existentes en el drea son producto de las ultimas dos décadas de inves-
tigacién. Este actual estallido tiene que ver con el gran avance de la tecnologia computacional
y los nuevos sistemas informéaticos que nos permiten recolectar y analizar datos que pueden ser

curvas, superficies o imégenes (y por lo tanto viven en dimensién infinita).

Es cierto que en la préactica los datos no vienen dados por curvas infinito dimensionales sino
por vectores que, aunque pueden llegar a tener dimension de cientos de miles, todavia pueden
ser tratados como tales. Sin embargo, pensarlos y analizarlos como curvas permite explotar la
naturaleza infinito dimensional de dichas observaciones para inferir la estructura de los datos y

asi, obtener mas informacién y como consecuencia, mejores resultados.

El conjunto de herramientas utilizados para analizar este tipo de datos es conocido co-
mo Anélisis de Datos Funcionales (FDA, [Ramsay and Dalzell, 1991]). Si bien la expresién
datos funcionales puede utilizarse para cualquier elemento infinito dimensional, en esta tesis la
utilizaremos para referirnos a curvas mientras que, para referirnos a superficies, utilizaremos la
expresion campos aleatorios. Dentro de este contexto, estaremos interesados en realizar inferen-
cias no paramétricas sobre los datos, es decir, realizar inferencias sin hacer suposiciones sobre

la distribucién subyacente de los mismos ni sobre la estructura de un modelo a priori.

En una primera etapa de esta tesis y basados en el trabajo de [Labrador, 2008] quien
define un estimador de la densidad marginal para un proceso estocastico en el contexto depen-
diente, estudiamos la extensién de este estimador al contexto independiente, es decir, cuando
n trayectorias i.i.d. de un proceso estocastico son observadas sobre un intervalo de tiempo fini-

to. Dentro de este marco, consideramos el caso en el cual el proceso es estacionario y el caso
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en el que no lo es. Para el primer caso, definimos el estimador y presentamos resultados de
consistencia, velocidades de convergencia puntual y uniforme y distribucién asintética. Para el
caso no estacionario, definimos la familia de estimadores indexada en el tiempo y presentamos
un resultado de consistencia y velocidades de convergencia. Estos resultados fueron publicados
por el Journal of Multivariate Analysis ([Llop et al., 2011]) y pueden encontrarse online en:

http://dx.doi.org/10.1016/j.jmva.2010.08.002.

En una segunda etapa de la tesis extendemos el estimador obtenido en la primera parte
a campos aleatorios. Aqui un campo aleatorio serd una hipersuperficie aleatoria y el esti-
mador serd calculado a partir de datos espacio-temporales, es decir, a partir de una hiper-
superficie aleatoria que evoluciona en el tiempo. Teniendo en cuenta la evolucién temporal
de este tipo de datos, definimos una nueva nocién de dependencia, llamada (o, ¢)-débil, la
cual probamos que es més débil que las condiciones de dependencia mixing (definida por
[Rosenblatt, 1956]) y que es una clase particular de dependencia («,G,1)-débil (definida
por [Doukhan and Louhichi, 1999]). Adem4s mostramos que sucesiones de campos aleato-
rios («, ¢)-débilmente dependientes generan sucesiones de variables aleatorias («, G, )-débil-
mente dependientes y es por ello que desigualdades de tipo Bernstein para este ultimo tipo
de dependencia seran utilizadas para obtener velocidades de convergencia tanto para campos

estacionarios como para no estacionarios.

Finalmente, basados en el resultado de consistencia universal para estimadores de regresién
en R? presentado por [Stone, 1977], probamos un resultado de consistencia similar en el contex-
to infinito dimensional y lo utilizamos para probar la consistencia de estimadores ya conocidos
como son el estimador de k-vecinos més cercanos y el estimador de nicleo. Si bien en el contexto
infinito dimensional existen resultados individuales de consistencia para estos estimadores, las
pruebas presentadas aqui mediante la aplicacién del resultado general son considerablemente

mas sencillas que las ya existentes.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. El Capitulo 1 estd dedicado a introducir
métodos de estimacién de densidades, estimacién de regresién y clasificacion existentes en el con-
texto finito dimensional. Al final de este capitulo introducimos brevemente el contexto infinito

dimensional, que es en el cual trabajaremos a lo largo de toda la tesis.



XI

En el Capitulo 2 definimos un estimador de la densidad marginal para una muestra i.i.d. de
procesos estocasticos estacionarios y no estacionarios y presentamos resultados de consistencia
para dicho estimador. Ademads, aplicamos nuestros resultados para obtener una nueva regla de
clasificacién funcional. Finalmente, presentamos ejemplos numéricos que muestran el desempeno

del estimador y de la correspondiente regla de clasificacién.

En el Capitulo 3 extendemos los resultados obtenidos en el Capitulo 2 a campos aleatorios y
damos resultados de consistencia y velocidades de convergencia para la extension del estimador.
Ademsds, extendemos la definicion y los resultados para campos no estacionarios y presenta-
mos ejemplos numéricos que muestran el desempeno del estimador. Aqui las estimaciones son

realizadas utilizando sucesiones de campos que satisfacen una nueva nocién de dependencia.

El Capitulo 4 esta dedicado al problema de estimar el operador de regresiéon en modelos
donde la covariable es funcional y la respuesta real. En este contexto, extendemos al contexto
infinito dimensional un importante resultado general de consistencia para cierta clase de esti-

madores de regresién y lo utilizamos para probar la consistencia de estimadores ya conocidos.

Finalmente, en el Apéndice A introducimos conceptos bésicos y resultados clasicos previos

necesarios para la comprension de la tesis.






CAPITULO 1

EL MUNDO NO PARAMETRICO PARA DATOS FINITO
DIMENSIONALES

En contraste con el andlisis paramétrico, en el cual se supone que la distribucién subyacente
sigue un cierto modelo y por lo tanto, el problema consiste en estimar un nimero finito de
parametros que lo describen, el andlisis no paramétrico se basa en la idea de no hacer suposi-
ciones sobre la distribucién subyacente de los datos ni sobre la estructura de un modelo a priori.
Esto hace que los métodos no paramétricos sean aplicables a un ntimero mucho mayor de proble-
mas que los paramétricos aunque, en general, los primeros producen resultados estadisticamente
menos eficientes que los segundos ya que usan la misma informacién para estimar objetos en
dimensién infinita.

Dentro del andlisis no paramétrico, el problema de estimar funcionales de la distribucién
tales como la funcién de densidad f y la funcién de regresién es un tema que ha cobrado mucha
importancia e interés por parte de los investigadores en los 1ltimos anos. Ambos problemas
tienen un doble objetivo: por un lado, encontrar un método que estime la cantidad deseada
lo mejor posible y por otro lado, obtener un estimador tan simple como sea posible, facil de
entender e implementar numéricamente.

En este capitulo damos una breve introduccién a la estimacién no paramétrica en el con-
texto finito dimensional (en el sentido que la estimacién se realiza en base a una muestra de
datos finito dimensionales) presentando conceptos y resultados que nos ayudaran a comprender
los préximos capitulos. Ademés, damos una breve introduccién al contexto infinito dimensional

que es el contexto en el cual trabajaremos a lo largo de la tesis.
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1.1. Estimadores de la funciéon de densidad

Sea {X1,..., X, } unamuestra aleatoria distribuida como la variable aleatoria absolutamente
continua X € R con funcién de densidad f. Supongamos que f es desconocida y queremos

estimarla de manera no paramétrica. Dado que X es absolutamente contina podemos escribir

Fa) = [ fwau

por lo que, para estimar f podriamos pensar en estimar F'y luego derivar. Un estimador natural

de la funcién de distribucién F(z) es la funcién de distribucién muestral o empirica

n

la cual, como es bien sabido, no es una funcién diferenciable en todo punto por lo que debemos
pensar en otra alternativa para estimar la densidad f. Como una opcién, en lugar de considerar

directamente la derivada de F},, es decir, en lugar de considerar el limite

lim F.(x+h) — F,(x — h)
h—0 2h

que, como dijimos puede no existir, consideremos el cociente incremental

F,(x+h) — F,(x —h)
2h

como un posible estimador de f al que llamaremos f,, con h = h, un nimero positivo con-
venientemente elegido al que llamaremos ventana o banda. Este parametro juega un papel
muy importante en la construccion del estimador y discutiremos su eleccién unas secciones mas

adelante. Por ahora, lo inico que pedimos es que lim,_,~ h, = 0. Luego,

fu(w) =
2nh,,

CH# X —hy <Xy < x4 by}
N 2nh,
CH#{Xi X € (2 — hp,z + hyl}
N 2nh,,

1 n
=5 > ot ot (X0) (1.1)

™ i=1

1 & x—Xi
:2nhnzﬂ(1’1]< B, >
i=1
1o~ 1 z—X;
==Y K
n;h" ( B >’
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con K(z) = %H(—Ll} (). Por lo tanto, hemos escrito a ﬁl(:c) como un promedio pesado de una
funcién K de los datos muestrales. Si en lugar de usar la funcién K como en (1.1) elegimos

cualquier otra funcién medible de integral 1, tendremos diferentes estimadores de f,

Fulz) = %Zn;K ("’U ZHX> (1.2)

1.1.1. Histograma

El ejemplo mas simple y antiguo de estimacién no paramétrica de la densidad es el his-
tograma. Para la representacién y exploracion de datos, el histograma es muy ttil a la hora
de obtener informaciéon acerca de la forma que tiene la distribucién subyacente en los datos.
Por ejemplo, es una manera rapida de saber si la distribucién es sesgada o no, si es unimodal,
multimodal, etc.

Para dar una definicion formal del histograma supongamos que particionamos el subconjunto
[-M, M] C R en N subintervalos B; disjuntos de ancho fijo h,. Denotamos por n; a la cantidad

de observaciones X; que caen en Bj, ¢t = 1,...,n. Luego,

n n
n; :ZHBj(XZ-) y n:an.
i=1 j=1

Para x € B; definimos el histograma como
n 1
) J
== NI (X
o) = o = oy 218 (X0,
la cual es una expresién similar a la dada en (1.2) para K (x) = I, (). Para z € R el histograma

se define como

N n
Fule) = 5= 373 1, (X0l (). (13)

j=1i=1

Aunque el histograma es facil de implementar, como estimador de densidad presenta muchas
desventajas ya que no es continuo, su forma es extremadamente sensible a la eleccién del origen
y al ancho de la banda, se necesitan muchos datos muestrales si se quiere identificar la forma de
la distribucién subycente, etc. Es posible observar este comportamiento en la Figura 1 donde
hemos graficado tres histogramas correspondientes a la misma muestra aleatoria { X1, ..., X100},
con X; ~ N (0,1) para tres situaciones diferentes: la Figura 1 (a) corresponde al histograma
con 20 bandas de ancho 0.2558, en la Figura 1 (b) hemos graficado el mismo histograma, con la
misma cantidad de bandas pero con el punto inicial xy corrido en 0.05 con respecto al anterior

y finalmente, en la Figura 1 (¢) hemos graficado el histograma con 15 bandas de ancho 0.3411.
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(a) 20 bandas y xg = —2.3289 (b) 20 bandas y o = —2.2789 (c¢) 15 bandas y o = —2.3289

o

F1GURA 1. Histogramas correspondientes a { X1, ..., X100}, con X; ~ N (0, 1).

1.1.2. Estimador de nicleo

Los estimadores de niicleo o estimadores de Akaike-Rosenblatt-Parzen son tal vez
los mas utilizados en la estadistica no paramétrica ya que evitan la mayoria de los problemas
que presenta el histograma. Las ventajas principales de este estimador ante el histograma son

su continuidad y suavidad.
Para definir un estimador de nicleo, en (1.2) tomamos como K (z) a cualquier funcién

ntcleo, es decir, cualquier funcién K : R — R{ tal que [K(u)du =1y [uK(u)du =0y

Fo) = oK (F50).
" i=1

donde h,, es la banda (o ventana). En general, no existen restricciones sobre la eleccién de la

definimos

funcién nucleo aunque los mas utilizados son los simétricos, como por ejemplo:

Nicleo uniforme: K(z) = %H[—l,l] (). (presentado en (1.1))

Niicleo triangular: K(x) = (z + 1)Ij_1 g)(z) + (1 — 2)Tjg 17 ().

Niicleo cuadrdtico (de Epanechnikov): K (z) = 3(1 — ) 1) ().

Nicleo gaussiano: K(x) = \/% exp { —32%}.

(a) Nucleo uniforme (b) Ntcleo triangular (¢) Niicleo cuadratico (d) Ntcleo gaussiano
F1GURA 2. Diferentes funciones niicleo.

La Figura 3 muestra cémo varia el estimador con la elecciéon del ntcleo.
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(a) Nucleo uniforme (b) Nicleo triangular (c¢) Nucleo cuadrético (d) Nicleo gaussiano

FiGgUrRA 3. Estimadores de la densidad de {X3,..., X100}, con X; ~ N (0,1), para

diferentes elecciones del ntcleo.

Esta definicién se puede extender a R% donde, para cada z el estimador queda definido como
—~ 1 LS T — XZ'
= — K

donde K : R? — Rg es la funcién nicleo y h,, es el radio de la bola d-dimensional. Observemos

que K puede ser definido por ejemplo, combinando una funcién niicleo en R y una norma ||-||

en R? como sigue

K(z) = K(||z]|), para todox € R

(ver [Hardle and Miiller, 1997] para una lectura mas rigurosa sobre este tema).

Los primeros trabajos sobre estimaciéon de densidades en R con nticleos aparecieron recién
en los anos 50, con los trabajos de [Akaike, 1954] y [Rosenblatt, 1956], [Parzen, 1962] y
[Cacoullos, 1966]. El caso multivariado fue estudiado originalmente por [Cacoullos, 1966|
y [Epanechnikov, 1969|. Entre las referencias méds recientes sobre estimacién de den-
sidades con nicleo podemos destacar a [Marron and Nolan, 1988|, [Vieu, 1993],
[Giné and Guillou, 2002], [Dabo-Niang, 2004], [Dony and Einmahl, 2006] y
[Mynbaev and Martins-Filho, 2010].

1.1.3. Estimador de k-vecinos mas cercanos (k-NN)

Recordemos que para construir el histograma y el estimador de nticleo en un punto z,
fijaAbamos el ancho de banda y tenfamos en cuenta las observaciones que cafan dentro de esa
banda elegida previamente. Pensemos en hacer este proceso de manera inversa, es decir, en vez
de fijar el ancho de banda de antemano y tener en cuenta la cantidad de observaciones cercanas
a x, fijemos la cantidad de observaciones que queremos tener en cuenta a la hora de calcular el
estimador en x y luego calculemos el ancho de banda. Més precisamente, supongamos que para

estimar la densidad en x queremos tomar las k observaciones mas préximas a x. Dado que k
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dependera del tamano de la muestra lo llamaremos k,,. El siguiente paso entonces es encontrar
el ancho de banda h,, el cual no sélo dependera de la muestra sino también del punto x por lo
que lo denotaremos h,(x). Por lo tanto para cada z, la cantidad de observaciones que caen en
[x — hyp(x), 2 + hy(x)] es ky, por lo que en (1.1) tendremos que

=~ o Fyx+ha(z) = Fo(z —ho(x)  ky
fulz) = 2hn(2) = 2nhna(z)

Este estimador de la densidad se conoce como estimador de k-vecinos mas cercanos o k-
NN. Un aspecto muy importante a tener cuenta en este tipo de estimadores es que la banda ya
no es fija sino aleatoria. Ademads, ya no es el ancho de banda quien juega el papel de pardmetro
de suavizacién sino la cantidad de vecinos que tomemos para realizar la estimacion.

La extensién de este problema a mas dimensiones es casi inmediata, en este caso k, es la
cantidad de elementos en R% que viven en la bola B (z, h,(z)) de centro z y radio h,(x) y

—~ kn
fnlz) = nAa(B (z, hn(1)))’

donde \g(B (z,h,(z))) denota la medida de Lebesgue en R? de la bola B (z, h,(z)).

El problema de estimar la densidad usando k-NN ha sido considerado por varios autores en
diferentes contextos. En el caso independiente, [Moore and Henrichon, 1969] demostraron
la convergencia uniforme en probabilidad en R. Para vectores aleatorios p-dimensionales
[Loftsgaarden and Quesenberry, 1965] fueron los primeros en probar su consistencia,
[Wagner, 1973] probé la convergencia puntual completa, [Moore and Yackel, 1977] pro-
baron la convergencia puntual casi segura de un estimador de k-vecinos mas cercanos mas
general y [Boente and Fraiman, 1988| probaron la consistencia uniforme en el caso depen-

diente.

1.2. Estimadores de la funcion de regresién

Sean {(X;,Y;)};—, elementos i.i.d. con la misma distribucién que la del par (X,Y). Supong-

amos que los datos verifican el modelo
Y =n(X) +e,

donde 17 : R — R es la funcién de regresiéon desconocida y e es el error con E (e|X) = 0. De esta

dltima igualdad se sigue que

n(X) =Ey (Y[X). (1.4)
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Supongamos que queremos estimar de manera no paramétrica la funcion de regresion 7.
Para ello, sean fxy(z,y) la densidad conjunta de (X,Y) y fy|x(y|z) la densidad de Y|X

(desconocidas). Por definicién de esperanza condicional resulta

Ey (Y|X =z) = /nyX y|z)dy —/ fXY )dy,

por lo tanto, podriamos definir

A) = By (v)x) = [yLrny)y, (15)
fx(z)

Recordemos de (1.1) que un estimador de la densidad fx(x) es dado por
~ 1 n T — X;
=Yk
fX(x) nhy i1 ( hy, > 7

con K(x) = %H(—Ll} (z). De la misma manera podemos deducir que un estimador para la densi-

y—Yi
K
=)l
con K como antes. Reemplanzando estos estimadores en (1.5) resulta
=X —Y;
sy [, a e K () K ()
n(x) = /y P— — dy
i 2oie1 K ( For >
—X; —Y;
K () A Sk () dy
S K () |

y y teniendo en cuenta que

dad conjunta fxy(z,y) es dado por

Fxy(@,y) = Z (

=1

Ahora, haciendo el cambio de variable z =

1t 1t
/K(z)dz:—/ dz=1 'y /zK(z)dz:—/ zdz =0
2 ), 2/,

hin /yK (y ;:) dy = /(hnz + YK (2)dz

= hn / 2K (2)dz +Y; / K(z)dz

:.5/7;.

tenemos que

Finalmente, reemplazando esta igualdad en (1.6) tenemos que

Z;L: K z—X; Y; n
() = —— C5) =3 W)V, (L.7)

—X;
Z?:lK <mh ) 1=1

n
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z—X;

. . " Lr._ . .
con K(z) = 3L _qqy(x) y Wai(z) = Z’?_f}((”gxi) - ?il(%ﬁ(’ljl(i;(m) denominados pesos. Si en

lugar de usar la funcién K como en (1.7) elegimos cualquier otra funcién medible de integral 1,

tendremos diferentes estimadores de 7,

in(2) = Z Whi(2)Y; (1.8)

K<17X1>

. hn

con an(ﬁ) = o Ta=x\
Y K (ﬁ‘)

que resta de esta seccién.

. Este tipo de estimadores generales es el que estudiaremos en lo

1.2.1. Regresograma

El estimador de regresién no paramétrico mas simple es el regresorama. Este, es una
funcién escalonada que asigna a cada intervalo el valor medio de los valores que caen en él y su
nombre se debe a su analogia con el histograma.

El regresograma es muy util a la hora de obtener informacion acerca de la forma que tiene
la funcién de regresion y su definicién es la siguiente. Supongamos que particionamos el sub-
conjunto [—M, M] C R en N intervalos B; de ancho fijo h,. Denotamos por n; a la cantidad
de observaciones X; que caen en Bj, i = 1,...,n y por YJ- al promedio de las respuestas
correspondientes a dichas observaciones. Mas precisamente,

n N o 1 N
nj=> TIp(X:), n=>m; Y;= — > Yilp, (X)),
i=1 j=1 7 =1

Para x € B; definimos el regresorama como

_ 1 S7, Vi, (X))
() =Y, =— Yip (X;) = == . 1.9
in() =¥y = - Z; s, (X3) = S o (1.9)
s Ip;(Xi)
la cual es una expresién como la dada en (1.8) con K (v) = I, (z) y Wyi(z) = s T (x) Para

x € R el regresorama se define como

- Ny n

() = ; o <; Yilg, (X,)) I, (x). (1.10)
Este estimador presenta las mismas desventajas que el histograma, no es continuo, su forma es
extremadamente sensible a la eleccién del ancho de banda, se necesitan muchos datos muestrales
si se quiere identificar la funcién de regresion subycente, etc. Es posible observar este compor-
tamiento en la Figura 4 donde hemos graficado los regresogramas correspondientes al didmetro
versus la altura de 115 arboles del bosque experimental de la Universidad de Idaho medidos a

137 centimetros del suelo (ver [Weisberg, 2005] pag 112).
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(a) 5 bandas (b) 10 bandas (c) 15 bandas

FIGURA 4. Regresogramas correspondientes a una muestra del didmetro de 115 drboles.

1.2.2. Estimador de nicleo

Este tipo de estimador es uno de los mas utilizados en regresion y es conocido como
el estimador de regresién de Nadaraya-Watson debido a sus creadores [Nadaraya, 1964,
Nadaraya, 1965| y [Watson, 1964].

Para definir un estimador de nicleo en (1.8) tomamos como K (x) a cualquier funcién
ntcleo, es decir, cualquier funcién K : R — R tal que [K(u)du =1y [uK(u)du =0y

definimos

—X;
S Vik (55
_ -
ZZY’LZIK <$hn )

donde h,, es la banda (o ventana). En general, no existen restricciones sobre la eleccién del

M ()

ntcleo aunque los mas utilizados son los que fueron dados en la Seccién 1.1.2.

La consistencia universal débil de este estimador, bajo ciertas condiciones sobre K y
hy, ha sido demostrada entre otros por [Devroye, 1978|, [Devroye and Wagner, 1980] y
[Spiegelman and Sacks, 1980].

Para extender este estimador a R? es necesario considerar un ntcleo multivariado
K :R? 5 R, que puede ser definido por ejemplo (ver [Hardle and Miiller, 1997]) combi-

nando una funcién niicleo en R y una norma |-|| en R? como sigue
K(z) = K(||z]|), para todox € R

1.2.3. Estimador de k-vecinos mas cercanos (k-NN)

La primera nocién de vecinos méas cercanos fue introducida por [Fix and Hodges, 1951]
para el problema de clasificacién (en la Seccién 1.4 veremos este tema mas en detalle). La regla
de clasificacion de k-vecinos mas cercanos sirve para predecir la naturaleza de una observacién

contando la mayoria de votos entre las k observaciones que estan mas préximas al punto.
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En este contexto, [Cover and Hart, 1967] probaron la consistencia para k = 1 en espacios
métricos separables cuando X es absolutamente continua y 7 es continua en casi todo punto.
[Devroye, 1981b] probé este resultado en R?, sin hacer suposiciones sobre la distribucién de los
datos. Luego este mismo autor ([Devroye, 1981a]) extendié el resultado anterior al contexto
de regresion y probd la consistencia en media p del estimador sin hacer suposiciones sobre la
distribuciéon de X pero suponiendo acotaciéon de la respuesta Y y convergencia a cero de la
media del error absoluto condicionada a la muestra. En ese entonces, [Stone, 1977] ya habia
probado un importante resultado de consistencia universal para estimadores de regresién en R¢
(Teorema 1.4) y en particular, lo habia usado para probar la consistencia del estimador k-NN
(Teorema 1.2).

Para definir los vecinos més cercanos a « en R con la métrica usual, seguimos los siguientes

pasos:

= calculamos las distancias de cada punto observacional a x,
di = —X4|, i=1,...,n;
= calculamos los estadisticos de orden para esas distancias,

= las observaciones correspondientes a esos estadisticos de orden seran los vecinos mas

cercanos a r,

X(l),X(Q),... 7X(k)7--- 7X(n)

Asi, X(1) es el 1-vecino mds cercano de x, X(g) es el 2-vecino mas cercano de z y X, es el
k-vecino més cercano de x. Si hay empates, es decir si para i # j, d;) = dy;), eligiremos al
azar entre X(; y X(;) con una distribucién uniforme discreta. Sin embargo, por simplicidad de
notacién, supondremos que no hay empates, es decir, supondremos que para i # j, d;) # d;)
con probabilidad uno.

Al igual que ocurria para el estimador de la funcién de densidad, k£ dependera del tamano
de la muestra por lo que lo llamaremos k,, aunque seguiremos utilizando la notacién k-NN para
referirnos a este tipo de estimadores en lugar de k,-NN. Definimos el estimador de k-vecinos

MAas cercanos como

=1
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donde los pesos son de la forma

1 .

— sijlz—X;| <|x—X ,
W) =4 = | < |2 = X

0

en otro caso.

Observemos que si definimos hy,(z) = |3: — X(kn){ podemos escribir

n n T — X;
k,, = Zl[m,hn(x),whn(x)] (Xi) = ZHH’” (W)

i=1 i=1

H $—Xi
1 (=11 \ hn (o)
Wm(x) = _H[x—hn(m),x-l—hn(m)} (XZ) = < ) N
Fn iz I (—i (X)>

por lo que el estimador de k-vecinos mas cercanos queda expresado como
- X -
S by (55 v
~X; :
2ica -1 (lmzn(x))

Notemos que este es un estimador de la forma (1.8) con la diferencia principal que aqui el ancho

ﬁn(X) =

de banda no es fijo, sino que varia de acuerdo al punto donde se quiera realizar la estimacién.

Observacion 1.1. Es importante notar que si bien hemos definido los vecinos més cercanos y

el estimador de este tipo en R, la extensién a RY es inmediata reemplazando || por ||-|.

El siguiente resultado es uno de los resultados de consistencia mas importantes para el
estimador k-NN y fue probado por [Stone, 1977|. Para una demostracién en un contexto mas

simple de este resultado nos referimos a [Devroye et al., 1996], Teorema 6.4, pag 101.

Teorema 1.2. Si k, — o0 y k,/n — 0 entonces,

lim E ((n(X) - 5,(X))?) = 0.

n— o0

Un punto interesante de observar dentro de la demostracion de este resultado es que el

k-vecino mas cercano de X converge a X con probabilidad uno. Més precisamente,

Lema 1.3. Siz € sop(u) y kn/n — 0, entonces |3: — X(kn){ 2250. Si X es independiente de

los datos y tiene medida de probabilidad ., entonces ‘X — X(kn)‘ 2250 siempre que kn/n — 0.

Este resultado fue probado primeramente por [Cover and Hart, 1967]| quienes probaron
que, en espacios métricos separables, el primer vecino mas cercano de X converge a ¢él con
probabilidad uno. Luego, [Stone, 1977] Corolario 3, pag 600 probé este resultado para k-

vecinos més cercanos en RY. Nosotros nos referimos a [Devroye et al., 1996] Lema 5.1, pag
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63 para la demostracién de este lema que, si bien estd dada en RY con su norma usual, puede

ser extendida a cualquier espacio métrico separable.

1.2.4. Un resultado de consistencia universal

Para estimadores de la forma (1.8) [Stone, 1977] Corolario 1, pag 598 probé el siguiente

resultado de consistencia universal.

Teorema 1.4. Sea {(X;,Y;)}; | una muestra aleatoria independiente e idénticamente distribui-
da como el par (X,Y) € R? x R que satisface el modelo (1.4) y supongamos que los pesos del

estimador general (1.8) satisfacen las siguientes tres condiciones:

(i) ewmiste ¢ > 0 tal que, para toda f, E (f(X)) < oo,

E (Z Wm'(X)f(Xz')> < cE (f(X)):
i=1
(ii) para todo a >0,
nh_{goE <Z Wni(X)H{|m—Xi>a}> =0;
i=1

(iii)

Entonces,

lim E ((n(X) — 7(X))?) = 0.

n— o0

Para una demostracién en un contexto mdas simple de este resultado nos referimos a

[Devroye et al., 1996] Teorema 6.3, pag 98.

1.3. Eligiendo el parametro de suavizacién 6ptimo

Ya hemos visto en las secciones anteriores que cuando deseamos estimar una funcién de den-
sidad o de regresién de manera no paramétrica, ya sea utilizando un histograma/regresograma,
un estimador de nticleo o un estimador de k-vecinos mas cercanos, un problema basico es la elec-
ci6n de la cantidad de suavizacién que se requiere. En el caso de los histogramas/regresogramas
y estimadores de nucleo, esto esta controlado por el ancho de banda h,, y en el caso de esti-
madores de k-NN esto estd controlado por la cantidad de vecinos maés cercanos que se tomen
para realizar la estimacion. Estos parametros son llamados parametro de suavizacion y su

eleccion es fundamental para obtener buenas estimaciones.
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Para entender cuan importante es elegir un buen parametro de suavizacién, veamos por
ejemplo el problema de estimar la densidad mediante el histograma. Como lo hemos dicho
anteriormente, el ancho de banda (pardmetro de suavizacién) que se tome es muy importante
ya que la forma del histograma es muy sensible a la cantidad de bandas consideradas (y por lo

tanto a su ancho).

(a) 100 bandas, h = 0.0512 (b) 25 bandas, h = 0.2047 (c) 10 bandas, h = 0.5116

F1GURA 5. Histogramas correspondientes a { X7, ..., X100}, con X; ~ N (0, 1).

La Figura 5 muestra tres histogramas basados en el mismo conjunto de datos realizados
con tres anchos de banda diferentes. Observemos como una banda ancha produce un estimador
sobresuavizado y una banda estrecha produce un estimador poco suavizado. Lamentablemente

este problema no se evita usando estimadores de nicleo como se muestra en la Figura 6.

(a) h=10.05 (b) h=0.2 (¢) h=0.5

F1GURA 6. Estimadores de nticleo correspondientes a { X1, ..., X100}, con X; ~ N (0, 1).

Este fenémeno también puede observarse al tratar de estimar la funcién de regresién usando
regresogramas (ver Figura 4) o estimadores de Nadaraya-Watson (ver Figura 7). En este caso,
un ancho de banda pequeno produce esencialmente una interpolacién de los datos mientras que
un ancho de banda mayor produce un estimador sobresuavizado.

Para poder elegir el mejor pardmetro de suavizacion existen métodos llamados méto-
dos automaticos de seleccion de parametros. Tal vez uno de los mas utilizados es el méto-

do de validacién cruzada por minimos cuadrados, introducido por [Rudemo, 1982] y
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(a) h = 0.05 (b) h=0.2 (¢) h=05
FicurA 7. Estimadores de Nadaraya-Watson correspondientes a { X7, ..., X100}, con
X;~N(0,1).

[Bowman, 1984]. Este método se basa en encontrar el parametro éptimo minimizando el er-
ror cuadratico integrado ECI(h,) = [ (gn(z) — g(x))? dz. Més precisamente, supongamos
que queremos estimar g : 7 — R con pardmetro éptimo h; entonces, éste sera el que mininice

el error cuadratico integrado

ECI(h) = [ (Gulx) - g())* do

/
/

Observemos que [ g*(z) dxr no depende de h, y puede ser ignorado en el problema de mini-

B@)ds -2 [ Gulalga)do+ [ $a)da. (1.11)

mizacién. Luego, en lugar de minimizar EC1(h,) minimizaremos

LS(h) = [ G2 (w)do ~2 [ Gulwg(o) o (1.12)

Dado que el primer término puede ser calculado de los datos muestrales, sélo resta calcular el

segundo término. Para ello observemos que

/ Gn(2)g(z) dz = By (52)

pero como g es desconocida, no podemos calcular esta esperanza por lo que la estimamos

mediante
— 1 <&
Eg (/gn) = E Z/g\n,—i(Xi)a
i=1

donde g, —i(z) es el estimador denominado leave-one-out de g el cual es calculado con todos

los elementos de la muestra excepto X;. Luego reemplazamos (1.12) por

— . 2 2 N
L80(h) = [ G do = 23" G i(X0)
=1
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y por lo tanto, el ancho de banda 6ptimo sera aquel que minimice la expresion anterior, esto

es,
hy, = r%in I//B'n(hn)

Otros métodos de seleccién de pardametros son aquellos que consisten en minimizar por ejemplo,
el error cuadratico medio ECM (z) = E <(§n(x) - g(x))2> o el error cuadrdtico medio
integrado ECMI(h,) = [ ECM(z)dz = [E <(§n(x) - g(;c))2) dz.

Supongamos por ejemplo que en lugar de minimizar el error cuadratico integrado (1.11)
queremos minimizar el error cuadratico medio ECM (z) = E ((ﬁn(x) — g(x))Q) Para ello, si

9gn = E (g,,) podemos escribir

(Gn(2) — 9(2))* = ((Ga(2) = gn(2)) + (gn(@) — g(2)))

= (Gn(2) = 9n(2))? +2(Gu(2) = gn(@))(gn (@) — 9(2)) + (gn(2) — 9(x))*.

Por la definicién de gy, E (g, (x) — gn(x)) = 0 por lo que,

BCM(z) = E ((Ga(2) — g(x))?)
= E ((Gn(@) = 9a(2))*) +E ((9a(x) — 9(x))?)

= var (gn(x)) + sesgo? (gn(2)) -

Luego, para que g, sea consistente en media cuadratica, es decir, para que EC M (x) — 0,
es necesario encontrar un equilibrio entre var (g, (z)) y sesgo? (gn()). Recordemos de la Seccién
1.3 que pardmetros muy grandes producian estimadores sobresuavizados, con poca varianza
pero mucho sesgo y que pardmetros muy chicos producian estimadores poco suaves, con poco
sesgo pero con mucha varianza. Este desafio de obtener un balance entre la varianza y el sesgo
de un estimador se conoce como el problema de compensacién entre el sesgo y la varianza,

mas conocido como trade-off entre el sesgo y la varianza.

1.4. Clasificacién supervisada (Discriminacién)

Clasificaciéon supervisada o discriminacién es una técnica utilizada para predecir o
conjeturar la naturaleza no conocida Y de una observacién X que toma valores en un espacio
F.Y es comunmente llamada clase y toma valores en un conjunto finito G = {1,...,G}. Para
ello, creamos una funcién g : F — G llamada clasificador, la cual representa la conjetura de Y

dado X. Un clasificador se equivoca si g(X) # Y, por lo que la probabilidad de error para
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un clasificador es

L(g) = P(9(X) #Y).
El mejor clasificador posible ¢g* serd aquel que minimiza la probabilidad de error
P(g(X) #Y). Es decir,

g =arg min P(g(X) #Y).
g F—G

(ver [Devroye et al., 1996] Teorema 2.1 pag 10). El problema de encontrar g* se conoce
como problema de Bayes y g* se denomina clasificador o regla de Bayes. La minima
probabilidad de error es llamada error de Bayes y se denota por L* = L(g*).

Un problema equivalente a minimizar la probabilidad de error es el de maximizar la proba-
bilidad a posteriori P(g(X) =Y). Es decir, la regla de Bayes g* también esta dada por

g* = arg max P(g(X)=Y).
g:F—=G

Observemos que g* depende de la distribucién de (X,Y’) por lo que para poder calcularla dicha
distribucién debe ser conocida. Como este no es tipicamente el caso, calculamos un clasificador

en base a una muestra aleatoria i.i.d. {(X;,Y;)" ,} de (X,Y),
gn( 5 X1, Y1, X, Vo) s F X (FxA{L,...,m})" = {1,...,m},
con probabilidad de error dada por la probabilidad condicional
Ly(gn) = P(gn( - X1, Y1,..., X0, Vo) ZY X1, Y1, ..., X, V).

El proceso de construir g, se llama aprendizaje supervisado y una sucesién de clasificadores
{gn;n > 1} es llamada regla de clasificacién.

Diremos que una regla es (débilmente) consistente si

lim E (L) = L*

n—oo
y (fuertemente) consistente si

L, =25 L*.

Si una regla es consistente para todas las distribuciones de (X,Y) se dice que es univer-
salmente consistente.

En el caso finito dimensional, existen varias reglas universalmente consistentes. En par-
ticular, la regla mas popular es la de k-vecinos mads cercanos, la cual asigna a un nue-
vo elemento la clase por mayoria de votos (es decir, la mdas frecuente) entre sus k-vecinos

mas cercanos. Esta regla es universalmente consistente siempre que k, — ooy k,/n — 0



1.5 Datos funcionales 17

(ver [Devroye et al., 1996] Teorema 6.4 pdg 101). Los libros de [Devroye et al., 1996],
[Duda and Stork, 2000] y [Hastie et al., 2001] ofrecen una amplia cobertura de estos
temas para F = R?. Sin embargo, las definiciones son esencialmente las mismas para cualquier

espacio F.

1.5. Datos funcionales

En los ultimos afos, el gran avance en la tecnologia computacional (desempeno de los
procesadores y la capacidad de almacenamiento) nos permite cada vez mas recolectar y analizar
datos continuamente en el tiempo. Esta clase de datos provienen de diversas areas como la la
salud (electrocardiogramas, imégenes de resonancias magnéticas), biomecédnica (anélisis de los
movimientos del cuerpo humano), quimica (curvas de espectrometria), econometria (indices
bursétiles), genética (micro-arreglos), geofisica (imagenes satelitales, series de tiempo espa-
ciales), meteorologia (mapa de temperaturas, precipitaciones, etc.), geologia (mapas geotécni-
cos), entre otros.

Cuando los datos son grabados densamente sobre un periodo de tiempo/espacio, estadisti-
camente son pensados y analizados como curvas/superficies. En este contexto, cada cur-
va/superficie observada corresponde a un individuo diferente en la muestra y cada punto de
ella corresponde a una misma variable, medida a lo largo del tiempo.

En la préctica, en general, los datos no provienen de forma continua sino de manera dis-
cretizada, es decir, las mediciones estdn dadas por vectores/matrices finito dimensionales los
cuales pueden llegar a tener dimensiones del orden de cientos de miles. Sin embargo, pode-
mos trasladar este problema al contexto de datos funcionales suponiendo que existe una cur-
va/superficie subyacente la cual es observada sélo en instantes discretos de tiempo. Asi podemos
explotar la naturaleza infinito dimensional de dichas observaciones para inferir la estructura de
los datos y obtener mas informacién y como consecuencia, mejores resultados.

El conjunto de herramientas usadas para analizar esta clase de datos es llamado Anali-
sis de Datos Funcionales (FDA, [Ramsay and Dalzell, 1991]) y los autores que de al-
guna manera popularizaron este area dentro de la estadistica son Ramsay, Silverman, Fer-
raty y Vieu cuyos libros [Ramsay and Silverman, 2002], [Ramsay and Silverman, 2005],
[Ferraty and Vieu, 2006] y [Ferraty and Romain, 2010] presentan importantes resulta-
dos tedricos y précticos, lo que los convierte en los libros més utilizados en este area (ver

[Gonzdlez Manteiga and Vieu, 2007]).
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Si bien la expresion datos funcionales se refiere tanto a curvas como a superficies, en el
transcurso de esta tesis, utilizaremos la expresion datos funcionales para referirnos a curvas
mientras que, para referirnos a superficies de mayores dimensiones, utilizaremos la expresion
campos aleatorios.

En los préximos capitulos extenderemos los conceptos de las Secciones 1.1-1.4 al contexto
infinito dimensional. Estudiaremos propiedades asintéticas de estimadores de la funcién de den-
sidad para datos funcionales y para campos aleatorios y de la funcién de regresion para datos
funcionales. Ademas, aplicaremos los resultados obtenidos al problema de clasificacién funcional

y presentaremos ejemplos que muestren el desempeno de los métodos presentados.



CAPITULO 2

ESTIMACION DE DENSIDADES PARA DATOS
FUNCIONALES

La estimacién de la funcién de densidad marginal de un proceso estocastico a partir
de una trayectoria muestral X'(t) observada en el intervalo [0,7,], es un tema que ha si-
do estudiado en el marco de la estadistica de procesos estocéasticos desde finales de los anos
70. Algunas referencias al respecto son los trabajos de [Banon, 1978], [Nguyen, 1979] y
[Banon and Nguyen, 1981] para procesos de difusién (aquellos que son soluciones de ecua-
ciones diferenciales estocdsticas) estacionarios, donde la teoria asintética se estudia cuando la
longitud T,, del intervalo de observacién tiende a infinito.

Para procesos irregulares estacionarios, una referencia clave para el problema de estimar la
densidad marginal es la de [Castellana and Leadbetter, 1986] quienes sostienen que para
procesos estacionarios Gaussianos, la irreqularidad de las trayectorias corresponde a una menor
correlacion entre X (t) y X (t+s) y por lo tanto, las trayectorias contienen mds informacion que
permite obtener mejores velocidades de convergencia de la varianza a cero. Estos autores encon-
traron, bajo ciertas condiciones llamadas CL, tasas de convergencia paramétricas 1/}, para esti-
madores de densidad de tipo § (estimadores basados en nicleos). Este fenémeno motivé un gran
numero de trabajos, algunos de los cuales estdn resumidos en [Bosq, 1998] para estimadores
de nicleo y en [Kutoyants, 2004| para el caso particular de procesos de difusiéon. Més pre-
cisamente, la convergencia casi segura del estimador de ntcleo fue estudiado por [Bosq, 1997]
bajo las condiciones CL para procesos a tiempo continuo y por [Kutoyants, 1997 para el caso
particular de procesos de difusién ergédicos. Por otro lado, [Blanke and Bosq, 1997] especifi-
caron condiciones suficientes y necesarias para obtener velocidades de convergencia paramétrica

para estimadores de nicleo, [Blanke, 2004] obtuvo diferentes velocidades de convergencia (casi
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segura, puntual y uniforme) segun la regularidad del proceso y [Bosq and Davydov, 1999]
estudiaron estimadores de densidad basados en tiempos locales.
El primer autor en definir y estudiar el estimador k-NN cuando un camino muestral simple

es observado sobre [0, T),] via la medida de ocupacién fue [Labrador, 2006, Labrador, 2008],

Ty
log T},

quién definié un estimador -consistente como

_bkr, (2.1)

fr,(z) = 3T 7.

donde k7, € (0,7),) representa la cantidad de tiempo que el proceso X (t) pasa en el intervalo
I(z,65,) de centro z y de radio aleatorio o7, » = 0,

El objetivo de este capitulo es, a partir de n trayectorias independientes de un proceso

estocdstico X’ definido en un intervalo fijo [0,7] = T que verifica el modelo
X(t) = p(t) +e(t), tel, (2.2)

estimar la densidad marginal de X mediante la extension del estimador definido por Labrador
al contexto independiente. Aqui, u(t) es la funcién media, e(t) es un proceso estocéstico esta-
cionario de primer orden con media nula. Si la media u(t) es constante, entonces estaremos en
un contexto similar al de Labrador pero ahora con n trayectorias observadas en el intervalo fijo
T y la teorfa asintética serd para n — oo. Si u(t) no es constante, entonces el proceso observado
X (t) no serd estacionario por lo que, para obtener resultados teéricos, serd necesario utilizar
herramientas diferentes a las utilizadas para el caso estacionario.

Es intuitivamente claro que la informacién provista por n muestras independientes de un
proceso estacionario observado en el intervalo fijo T' debe tener al menos la misma informacién
(en general més ain) que una sola trayectoria observada en el intervalo creciente [0,7),] por lo
que, para el caso estacionario, deberia ser posible extender los resultados anteriores y obtener
ademas de resultados de velocidades de convergencia, la distribucion limite del estimador. Por
otro lado, y a diferencia del caso en que observamos una sola trayectoria en un intervalo creciente,
podremos abordar el caso no estacionario dado por el modelo (2.2) a partir de la estimacién de
la media pu(t).

Al igual que Castellana y Leadbetter, estamos interesados en procesos irregulares ya
que ellos nos permitiran obtener mejores resultados. Por lo tanto, contrariamente a lo que
ocurre en general en el andlisis de datos funcionales, ningin procedimiento de reqularizacion

([Hastie et al., 1995]) o método de filtrado sera utilizado para suavizar los datos.



2.1 Estimando la densidad de un proceso estacionario 21

Este capitulo estd organizado como sigue. En la Seccién 2.1 definimos un estimador para la
densidad marginal de un proceso estocdstico estacionario el cual probamos que es /n-consistente
ya que obtenemos normalidad asintética de orden n=/2 y en la Seccién 2.2 extendemos la defini-

1/4_consistente. Fi-

cién anterior a procesos no estacionarios y probamos que este estimador es n
nalmente, en las Secciones 2.3-2.5 aplicamos nuestros resultados para definir una nueva regla de
clasificacién funcional y mediante estudios de simulacién y ejemplos con datos reales, mostramos

el desempeno de nuestros métodos.

2.1. Estimando la densidad de un proceso estacionario

En esta seccién definimos el estimador de la densidad marginal desconocida de un proceso
estocastico estacionario de primer orden. Para ello supondremos que en el modelo (2.2) la funcién

media p(t) es constante con respecto al tiempo, es decir,
X(t)=p+e(t), teTl,

donde e(t) es un proceso estocéstico estacionario de primer orden con media nula. Para este
estimador presentamos resultados de consistencia puntual, velocidades de convergencia puntual

y uniforme y distribucion asintética.

2.1.1. Preliminaries y definicion del estimador

Sea T' C R un intervalo finito de longitud |T'| y {X(t,w) : t € T, w € Q} un proceso
estocdstico a valores reales, estacionario de primer orden definido en un espacio de probabilidad
(Q, A, P). Supongamos ademds que la densidad marginal no conocida de X (t,w) es fx y que
X (t,w) admite un tiempo local Ip(-, X'). Esto es, si la medida de ocupacién v asociada con el

proceso X (t,w)
MAX%{/MMW#MM®7 AeB(R), wen
T

es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue A, entonces el tiempo local
es definido como una versién regular de la derivada de Radon—Nikodym dv/d\ para casi todo
w. Més precisamente, el tiempo local es la tnica funcién I7(-, X) € [0,00) (Teorema de Radon-

Nikodym) tal que

MAM=AMWWWM@=AWWMMM-
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Notacién 2.1. En lo que resta del capitulo, omitiremos la variable w en la expresién X (t,w)

sin olvidar que implicitamente esta en la misma.

Sea {X;(t)};_, una muestra aleatoria de X(t) y sea I, ,) = [xr — 7,2 + 7] el intervalo de
centro z y radio r. Para {k,}, k,/n < |T|, una sucesién de nimeros reales positivos que tiende
a infinito, definimos la variable aleatoria hy' = h;' (z) de manera tal que {X;(t)}!_, pasen en el

intervalo I(, px (), kn del tiempo. Esto es,

h — 2 /T I, (D) (2.3)

Definimos el estimador para la densidad fy como

~ ) kn,

f)((.%') = W (2.4)

2.1.2. Hipodtesis generales

Consideraremos las siguientes hipotesis:

H1 X(t) es un proceso estocastico estacionario de primer orden con funcién de densidad
desconocida fy el cual admite un tiempo local I7(-, X);

H2 la densidad fy es una funcién Lipschitz con constante K;

H3 {X;(t),t € T}, es una sucesién i.i.d. con la misma distribucién que {X(t),t € T'};

H4 {k,} es una sucesién de nimeros reales positivos que tiende a infinito tal que k,, /n = o(1)
y >onryexp (—aky) < oo para cada a > 0;

H5 para cada C > 0,

-2
(Ccn) \/T /T /x:u—a}|§C’cn} /{J::|U—J:|§C’cn} (fSt(u’ U) B fX (U)fX (U)) dudv dsdt

— (fst(x,2) — f/%(x))ds dt = Cg(x) >0,
TXT

donde C puede depender de z, ¢, = %" y fst es la densidad conjunta de (X(s), X (t)).

Observacién 2.2. Una condicién suficiente para que H5 se cumpla es que exista una funcién
integrable 9 (-) tal que

[ft(u,v) = fa(u) fx(v)] < o(t —s). (2.5)
Miés precisamente, el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue junto con el Teorema

de diferenciacién de Lebesgue implican que de (2.5) se sigue H5.
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Observacion 2.3. (Algunos comentarios sobre las hipdtesis)

= En la hipdtesis H1, la existencia del tiempo local es necesaria para garantizar la ex-
istencia y unicidad de h;f y en este caso, fy estd bien definido. M&s precisamente,
consideremos la funcién

n

G(r) == Z/f@ . I7(u, X;)du

i
para n y x fijos. Dado que lp es una funcién positiva, tenemos que G(r) es una fun-
cién creciente de 7 con G(0) = 0. Més atn, dado que los procesos {X;(t)};; admiten
un tiempo local entonces, A {t: X/(t) es finita} = 0 para casi todo ¢ € T para todo i
(ver [Geman and Horowitz, 1980] Ejemplo 1, pdg. 3) luego, G es una funcién estric-
tamente creciente de r. Es decir, las trayectorias X;(t) son suficientemente irregulares

como para asegurar el crecimiento estricto de G. Por otro lado, debido a la existencia

del tiempo local podemos escribir

1< RS
G('r) = E Z/I lT(u, Xl)du = E Z\/THI(I’T)(Xi(taw))dt
i=1""(zr) 1=1

luego, G(r) — |T'| cuando r — oo y por lo tanto, dado cualquier a € R con a < |T|
existe un unico (la unicidad estd asegurada ya que G es estrictamente creciente) r € R
tal que G(r) = a. En nuestro caso, para z fijo, dado k,, k,/n < |T|, existe h:¥ (x) tal

que

k.

n
n

1 n
= GUF @) =3 /T Ly (it )t
=1

o equivalentemente,

ken = Z; /T I1, e, (Rt w))dt.

= Las condiciones en H4 son exactamente las mismas que debe cumplir el pardmetro
k, el marco clasico finito dimensional para estimadores de densidad de k-vecinos mas
cercanos. H2 es también una condicién usual para el caso finito dimensional y sirve para
controlar el término del sesgo.

= Finalmente, la hipdtesis H5 esta relacionada a la irregularidad del proceso. Méas precisa-
mente, como se sefiala en [Castellana and Leadbetter, 1986], la condicién (2.5) es
una limitacion fuerte de dependencia entre X(s) y X(t), cuando t —s — 0, una carac-

teristica que no tiene una analogia en tiempo discreto. En particular, ellos demostraron
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que para procesos Gaussianos estacionarios con media cero y funcién de covarianza

cov (X(s),X(t)) =1—-Clt—s|“+o(|t —s|¥), C >0,

cuando 0 < o < 2 la condicién (2.5) se verifica con (t —s) =1+ K |t — s|7o‘/2 en un

entornode t —s =0y ¥(t—s) = K' |t — s| fuera del entorno de t — s = 0 si la covarianza
es acotada lejos de 1 e integrable. Aqui, K y K’ son constantes. Es bien sabido que
procesos Gaussianos con a < 2 tienen trayectorias irregulares en contraste con el caso
més regular o = 2. Mas precisamente, si un proceso Gaussiano centrado tiene funcion

de covarianza dada por

cov (X (s),X(t) =1— %C|t —s2+0 < (t — 5)?

_ C>0 3
|1og|t—s||a>’ Thazs

existe una versién del proceso con trayectorias C''. Ver por ejemplo, el Ejemplo 1.2 y la

Proposicién 1.11 en [Azais and Wchebor, 2009] pég 28.

2.1.3. Resultados asintdticos

Teorema 2.4. Consistencia. Supongamos que H1, H3 y H4 se cumplen. Entonces, para todo

x € R punto de Lebesgue de fx,
lim f;((x) = fx(z) a.co.
n—o0

Observacion 2.5. Si fy es Lipschitz, todo punto en R es punto de Lebesgue de fy lo que

implica que el Teorema anterior vale para todo = € R.

Antes de la demostraciéon del teorema, probaremos un lema que serd necesario no sélo en

este capitulo sino también el préximo.

Lema 2.6. Dado un proceso estocdstico estacionario X(t), consideremos la variable aleato-
ria Y¢ = [, Ly, ., (X(t))dt y la variable aleatoria centrada Y =Y —E (Y donde ¢ puede

depender de x. Para t fijo, sea p. la medida de probabilidad de X (t), es decir,

Entonces,

E (YY) =|Tlp., |Y|<2T| y var(Y°) = var(Y®) < |Tp..
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Demostracion.

E(YY) =E </ HI(I’C)(X(t))dt>
T
= / E <]I1(x’c)(X(t))) dt (Teorema de Tonelli)
T
= / P(X(t) S I(x,c)) dt
T
= |T|pe. (e es estacionario)
Usando la igualdad anterior, tenemos que
V[ < IV +[E (V)
=| [ 3 a +
< [ [pa o] a1 (Ipel < 1)
< 2|T|.
Ademas, dado que

var (Y°) < E ((Y)?)

_E (( / nf(z,cmt))dtf)

=|T|E </T (Hl(x,c)(x(t))>2 dt) (Cauchy-Schwartz)
y /T E (I, (X(0) di (Teorema de Tonelli)
= |T| /TP(X(t) € I(ye) dt
= |T*p. (e es estacionario)
entonces
var (?c) = var (Y°) < |T|*p..
U

Demostracion del Teorema 2.4: Sea x € R fijo un punto de Lebesgue de fy. Por

definicién de convergencia casi completa necesitamos probar que para todo ¢ > 0,

iqué’f(x) —fx(x)‘ > e) < 00.
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Sea
C = Cp(2) = {‘fx(:v) - fx(a:)‘ > e} .

Escribimos, C,, = A,, U B,, con

— x) =< h¥(x o
Ap = An(x) {M ) < znyT\(fX@cHe)}

0 si fx(z) <e.
Ya que P(C,) < P(A,,) + P(By,) sera suficiente probar que

o0
S P <o v Sorm,
Para ello definimos

kn
2n|T|(fx(x) + €

kn
2n|T|(fx(x) —€)

an = ap(z) = ;oY by = bn(z) =
luego, podemos escribir

={h¥ <a,} vy B C{hY >by, fx(z) >e}.

Observemos que

hX<an<:>Z/HI(Mn) Ndt >k, vy h¥>b, ‘:’Z/HI(M) ) dt < kn

~yan b
_Yi _Yz n

n

n
donde {Y,""}" |y {Ylb"} son variables aleatorias independientes pues los procesos {X;(t)};",
= i=1
lo son y ademaés,

P(A,) = P(hy <ay) =P (i Y > kn> (2.6)

i=1

P(B,) < P(hf > by, fr(x) > e) =P <i Yib” < kp, fx(x) > e) ) (2.7)

i=1

Comencemos probando que Y .°7 , P(A,) < oo. El Lema 2.6 con ¢ = a, implica que

n=1

E (Y"") = |T'|pq, - Luego, en (2.6) tenemos
n n
P(An) = P(hy <an) =P (Z v > k) =P <Z R an\pan> Sy
i=1 i=1

La hipétesis H3 implica que

kn, _ 1 k?_n n—00

20[T|(fx(2) +¢)  2[T|(fx(2) +¢) n

0

Ay —
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y dado que x es un punto de Lebesgue de fy,

Pa 1 n—00
no_ _ - d
2ay, 2an, {wlu—z|<an} Jx ( ) ! fX( )

Es decir, existe N1 = Ny () tal que si n > Ny,

Pan _ fr(a)

o <e/2 (2.9)

o equivalentemente, usando la definicién de a,

o < 2o 1t0) /2 =2 (et ) e e = 2o (FEH5E )
Luego
< (BE2E2)

Con esta desigualdad en (2.8) tenemos que

)
— P (izn;??” > kn (W)) (2.10)
:p<§n:??“>n<k"fl>> <C’1:C'1(a:):W;)+E)>O>

<2exp | —

201 2pa, (1+ 3 L)

n

En la tultima desigualdad hemos usado la desigualdad de Bernstein (Corolario A.32) con

M =2|T|, 0% = |T|*pa, v € = % > 0. Trabajando el exponente de esta ultima expresién
resulta,
2012
Ealin k202
2T 2T
220, (14 B2 L > 20/ pa, (1+ 22 L)
_ FaCt
- 2n|T *pa, + 4knC1|T|
k2C?
> n_1 de (2.9), < 2a x)+e
47’L|T|2an(f;\{($)—|—6) +4|T|kn01 ( ( ) Pan, n(fX( ) ))

K202
= - — 9a,n|T
STk + AT knCh (kn = 2ann|T|(fx(z) + €))

C
= ]{)nCQ <CQ CQ(I' 6) m)
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Luego, en (2.10) para n > Nj tenemos que
P(An) < 2exp (_Can) :

Finalmente, la hipdtesis H4 implica que
0o Ni(z)—1 0 19
STPA)= Y PA)+ Y P(A)<Ni(@)+2 Y exp(—Chky) <oo. (2.11)
n=1 n=1 n=Ni(z) n=Ni(z)

Continuemos probando que Y >, P(B,) < oco. El Lema 2.6, ahora con ¢ = b, implica que

E <Yibn> = |T'|ps,, luego, en (2.7) tenemos que

< P(hy > by, fx(z) > ¢)

<i Vi <k, fa(z) > e> (2.12)

T

P<ZY < ko = 0| T|pp, f (@) >

S
\_/

De la hipétesis H4 y dado que fx(z) > ¢,

" mT(fa(a) —€)  2T|(fx(z) —€) n ’
por lo tanto, dado que x es un punto de Lebesgue de fy,
Pv 1 n—o0
= = — du ———
2~ Ty S iy fx(u) fx ().
Es decir, existe My = M;j(x) tal que si n > Mj,
p”” — frl@)| < €e/2 (2.13)

0, usando la definicién de b,

P = Bonlfa) = ef2) =2 <2nIT|(fljcn(:c) = e)> (fxta) = e/2) =2 |;| (fX(<:)n>_—_€ /2> |

Luego

n|T|py, > kn (M) .

fx(x) —
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Con esta desigualdad en (2.12) tenemos

fr(x)—€/2
e (7 <r -k (B - o
— 3 yon ¢ 2> e
‘P@YZ <& (g =a) 4> )

| /\

k2 D?
2 n
i3

knDy 2T '
2(T s, (1+ 222 )

<2exp | —

con D = Dy(x,¢e) = m > 0. En la dltima desigualdad hemos usado la desigualdad de
Bernstein (Corolario A.32) con M = 2|T|, 0% = |T|?py, v € = % > 0. rabajando el exponente,

D2k2
n2 ny D2 k‘2

2|T 2|T
2/, (1 \T||2plm) 20l Py, (1-+ b )

_ Diky
— 2n|T?py, + 4D 1k, |T|
Dtk
An|T)%by, (fx(z) + €) + 4D1 ky | T

Vv

(de (2.13),pp, < 2bp(fx(z) +€))

B D3k?2 <b _ kn >
2T g (fx(@) + €) + 4Dk, [T " m|T|(fa(x) —€)
D
1 (2(f) +am)

= Dan,

Di

e

con Dy = Dy(x,€) =

) > 0. Luego en (2.14) para todo n > M; tenemos que
P(Bn) < 2exp (_D2kn) .

La hipétesis H4 implica que

0o Mi(z)—1 19
> P(By)= > PB,)+ Y P(By) <M +2Zexp —Daky) . (2.15)
n=1 n=1 n:Ml(;p)

Finalmente, de (2.11) y (2.15) tenemos el resultado.
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El Teorema 2.4 asegura la consistencia de nuestro estimador, es decir, que converge a la fun-
cion de densidad marginal cuando el tamano de la muestra aumenta. Lo que nos gustaria saber

es cuan rapido lo hace, es por ello que en el teorema siguiente, hallamos tasas de convergencia

de f;\g.

Teorema 2.7. Velocidades de Convergencia. Supongamos que HI1-HS3 se cumplen. Eli-
jamos dos sucesiones {kn} y {vn} de nimeros reales positivos que tienden a infinito tales que
(kn/n)vn =0(1) y > 02 exp(—a(ky/vy)) < 00 para cada a > 0. Para ese ky, supongamos que
H5 se verifica y ademds que fx es estrictamente positiva. Entonces, para todo x € R,

lim v, (fr(z) — fx(z) =0  a.co.

n—oo

Observacion 2.8. Nuestras hipétesis implican que podemos elegir k,, tal que v,, = n” para
cualquier v < %, este es el tipo de resultados que se obtienen en el marco paramétrico. Mas
precisamente, si k, = n’ y v, = n7, v < 1 para que las condiciones (k,/n)v, = o(1) y
kn/v, — oo se cumplan, es suficiente que § — 1+ < 0y 8 —v > 0 o equivalentemente,

B < 1=~y B >~.Luego, dado v < % podemos elegir 8 de manera que las hipdtesis se cumplen

(ver Figura 1).

FI1cURrRA 1. El drea sombreada muestra la interseccién de las regiones f <1 —~y 8> 7.

Antes de probar el resultado necesitamos probar el siguiente lema.

Lema 2.9. Dado un proceso estocdastico estacionario X(t), consideremos la variable aleato-
ria, Y¢ = [ 1p, (X(t))dt y la variable aleatoria centrada Y =Y°—E (Y donde ¢ puede

depender de x. Entonces,

var (Y°) = var (V) = /} /T / s /{U:MSC} (Far(,0) — Fro(w) fo(v)) dudv dt ds.



2.1 Estimando la densidad de un proceso estacionario

31
Demostraciéon. Dado que
E(Y°=E I X(t))d
o) = [ 1y, () )
= / E (]Il(x’c)(X(t))) dt . (Teorema de Tonelli)
T
=/Pwmemmd
/ / u) dudt
x:|lu— m|<c}
y
2
E((r)?) =E ((/ e <>>dt) )
_E (/ / Iy, (X)L (X (s))dtds)
/ / L, o (X1, )(X(s))) dtds (Teorema de Tonelli)
/ / G I(:v ) X(S) S I(x,c)) dtds
N ~/T /T /u:|um|§c} /{v:|vx§c} fSt(U7 U) dudv dt s
entonces,
var (70) = var (Y°) ((Yc)2 E (Y°)?
/// fst(u,v) dudv dt ds
ulu—z|<c} J{v:|lv—z|<c}
///u |u— m|<c}/{ Jo— m|<c} fX( )dUdvdtdS
/ / / / (fst(u,v) — fr(u)fr(v)) dudvdtds.
u:lu—z|<c} HJo—z|<c}
O

Demostraciéon del Teorema 2.7: Por definicion de convergencia casi completa necesita-

mos probar que

fx(az) - f/y(:v)‘ > 6) < o0.

o0
Ve>0, ZP(vn
n=1

€
Sean €, = =y

Cp =Ch(x) = {vn

fa(z) - fx(x)‘ } = {‘fx fa(z )‘ > en}.

Andlogamente a lo hecho en la demostracién del Teorema 2.4, podemos escribir

C,=A4A,UB,



32 Estimacién de densidades para datos funcionales

con
k
A, =< h¥ n
n {hn (-%') < Qn‘T’(f/y(x) + fn) }

y

B, = {hff(””) ~ W} si fa(2) > en

0 si fx(z) < ep.

Definiendo
n = an(x) = k" y bn = bn(CU) = kn

2n|T|(fx(x) + €n) 2n|T|(fx () — €n)

tenemos que

A, = {hff < an} y B,C {hff > by, fr(x) > en}.

Ademas,
hX<an<:>Z/]I[(m) dt>kn y Y >0, ‘:’Z/MU dt<kn,
:Yi‘ln Ylbn
de donde se sigue que
P(A,)=P(hy <a,)=P (Z Y > k:n) (2.16)
i=1

P(By) < P(h¥ > b,) (ZY”" <k, fa(x) > en>,

=1

n

con {Y "} |y {Yb”}‘ variables aleatorias independientes pues los procesos {X;(t)};; lo

son. Por lo tanto, dado que P(C,,) < P(A,) + P(B,), sera suficiente probar que

iP = i (Z Y > k:n) < 00 (2.17)

=1

\E

ZP(B,J:ZP(

n=1

Vi <k, fx(z) > en> < 0. (2.18)
=1

La demostracién de (2.18) es andloga a la de (2.17) y por lo tanto serd omitida. Para probar
(2.17), en el Lema 2.6 tomamos ¢ = a,, de donde resulta que E (Y;"") = |T'|p,, . Luego, en (2.16)
tenemos que

P(A,)=P <Zn: Y > kn> =P <Zn:?§” > ky — n\T]pan> . (2.19)

i=1 i=1
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El Teorema del valor medio y la hipétesis H2 nos aseguran la existencia de x;, € I(;4,) para el

cual

Pa, _ 1 B
2an N 2an {wlu—z|<an} fX(U) = fX(xn)

Usando nuevamente la hipdtesis H2 junto con la igualdad anterior tenemos que

To — fa@)| = [fa(en) = fr(@)| < K |2n — 2| < Ka,
Luego, 52 — fx(x) < Kay, lo que implica que
Pan < 200 (fx(z) + Kay). (2.20)
Observemos que
Ka, =K <2n!T\ ( fﬁ’(bx) - En)> (definicién de ay,)
- (gmmwar) () @21)
- () (6= = (7))

k

Dado que por hipétesis v, (%”) — 0, Ve > 0 existe Ny tal que si n > Ny, vy, (7”) < ﬁ Por lo

tanto, en (2.21) para todo n > Ny tenemos que

Ka, < C, (k ) <= (2.22)
n

v,

Reemplazando (2.22) y la definicién de a,, en (2.20) tenemos

o2 (050 ) = S (i )

Sustituyendo esta desigualdad en (3.2.3) resulta
P(Z Y™ > ky — n\T]pan>
B fx(:v)+en/2>
P<ZY b (F )
=P Y kp | =—— .
(Z g < 2(fx e >+en>>>

IN
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Dado que €, — 0 pues v, — 00, existe Ny = Nj(x) tal que si n > Ny, €, < fx(z)/2. Luego,

P(4,) :Pé;??" ~ (WD

2w (@) + fx(@)/2) >>

Con el fin de aplicar la desigualdad de Bernstein, necesitamos acotar var (7?”) Del Lema 2.9

con ¢ = a, resulta que

var (Y;") = /T/T/u:u—a:|§an} /{v:|v—x§an} (fst(u,v) — fa(u)fx(v)) dudvdtds.

Para poder aplicar la hipétesis H5 escribimos

Loar (7%) = L _
gvar (V") = o) /T/T/u;um|§an} /{v;vxgan} (fst(u,v) — fr(u)fr(v)) dudvdtds. (2.24)

Notemos que
- s - ()
2|T|(fx(z) +en) "\ 1

Qn

dado que €, — 0,

= () — () =00 -6 >0

Es decir, existe No = Ny(z) tal que si n > Ny, Cy < r, < (5 para algunas constantes Cy y Cs.

Luego,

kn, k,

C4— S Ay, S C5—. (2.25)

n n
Por lo tanto en (2.24) tenemos que
g (7)< s [ ] ] / (o) — Flu) (v) dudvdd
—var (Y,;") < st(u,v) — fa(u)fr(v)) dudvdtds
CL% (04%)2 TJT u:|u7$\§05k7" {v:|vfm|§C5k7”

- <%>2@/T/T/u:|u—xsc5%ﬂ} /{v:|v—xsc5%n} (fat(u0) = far(w) f(v)) dudvdids
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y
1 —an 1
avar (Y = M /T /T /u:|ux§C4an Av:|vx§04k7n} (fSt(u’ U) - fX(U)fX(U)) dudvdids

(G -
a <C5> (04%)2 /T/T/u:|u:v§04kg Av:|vx§6‘4kg (fSt(u’v) fX(U)fX(v)) dudvdids

De estas dos desigualdades y de la hipdtesis H5 para C = Cy y C = Cs se sigue que existe
N3 = N3(x) tal que si n > Nj,

Ce = (g:Cb) < %Var (7?") <g5 Cb) = (Y,
0 equivalentemente,

CGCL < var (Y ) < C7a
Luego, aplicando la desigualdad de Bernstein (A.32) en (2.23) con € = CnQTli" >0, M =2|T|y
0? < Cra?, paran > Ny = méx { Ny, N1, N2, N3}, tenemos que

C2k2

nn
y< P Y;" < ) n| <2exp{ — niv : (2.26)
ver(E7 () 20t 1+ e )
Reescribiendo el exponente,
C2k2
FEm AL B C3k;
2C+a2 (1 + C;Lgvlcn 02\7? ) 2nv2 Cra2 + 4Csky, | T vy,
- C3k,,
2402 Cral + 4Co| Ty,
2kn k
> 52 (de (2.25),a, < C5—”>
22}20702 B 4C5|T vy, n
C2k, . kn, €
> > N, < —
= 2%070%% +4Cs|T vy, (Sl n = Ng,Up ( ) 20, )
k C3
= (2. Cs=C 2
S ( s = Ci(z) = 2070255 +402|T|>

Reemplazando esta desigualdad en (2.26) resulta que

P(A,) <2exp {—C’gﬁ} .

Un

Finalmente, usando que por hipétesis 7 | exp { — a—} < oo para todo a > 0, concluimos que

0o Ny(z)—1 o 19

kn
S PA)= > PA)+ > P(A) <Nyx)+2 Y exp{—Cga}<oo.
n=1 n=1 n=Ny(z) n=N4(z)



36 Estimacién de densidades para datos funcionales

Observacion 2.10 . Supongamos que existen constantes Fj} y Fy positivas tales que

Fy < fx(x) < F, para todo z. En este caso Ci(z) = K<m> < K<2‘T—1|F1),

1 1
CQ(.%') = 3f;( y > 3F2 y 2|T\F < Cs(x) = M (@) < TR Y POr lo tanto Cy, Cs, Cq, C7, y
Cs no dependen de z. De esto se sigue que Ny, Na (y por lo tanto N3 y Ny) tampoco dependen

de z.

Teorema 2.11. Normalidad Asintotica. Supongamos que H1 y H3 se wverifican y que la
densidad fy es estrictamente positiva y tiene dos derivadas acotadas. Elijamos una sucesion k,
de miimeros reales positivos tal que \/n/k, = o(1) y kn/n3/* = o(1). Para ese k,, supongamos

también que H5 se cumple. Entonces, para todo x € R,

V(@) — (@) = N (o, (&) ) .

Demostracién. Por definicion de convergencia en distribucion tenemos que demostrar que

Va >0,
~ 2|7
P(\/ﬁ (f;((x) - fX(x)> < a) — @ a5
0
donde @ es la Funcién de Distribucién Acumulada Normal Standard. Sea

2T (fae) + &)

Dado que
Vit (@) = fx(@) <0 & VA (gt — (@) <a
& i ~ @) < F
& W < fx(o) + =
X kn

& ) 2 e )
& h¥(z) > an,

entonces

P (Vi (Fxl@) = fx(@)) < a) = P(h(2) = a,)
Pero

X
h>%@2/h“) ) dt < kn

_Ya"
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con {Y;"}" | variables aleatorias independientes pues los procesos {X;(t)};_; lo son. Por lo

tanto

- <i Yy < k‘n> (2.27)
= P(Sn < kn) <Sn = Zn:}/;an>

=1
_ P<S” —E(Sy) _ kn —E(Sn)>

Vvar (S,) — /var (S,)

donde
~E (ZY) SR,
i=1 i=1

y dado que las Y;*" son independientes,
n n
s2 = var (S,,) = var <Z Yf”) = Zvar (Y;"m).
i=1

i=1

Del Lema 2.9 con ¢ = a,, tenemos que
n
= var (V")
i=1

= n/T/T/u:W—xSan} /{U:U%IS%} (fst(u,v) — fr(u)fx(v)) dudvdtds (2.28)

1
2y 1 -
- (nan)a2 /T/T/WU—JCK‘M} /{v:|v—x<an} (fse(u,v) = fx(u) fx(v)) dudvdtds
/{:2
2
n a2 / / /u lu—z|<an} /{U |lv—z|<an} (fSt(u ’U) f‘X( )fX( )) dudv dtds.

donde C; = Cy(z) = Ahora, de la hipétesis H5 con C = C tenemos

1
2T|(fx(2)+e)

nh—>HC}O a2 / / /a: lu—z|<an} x/{az [v— x\<an}(f8t(u U) fX( )fX( )) dudv ds dt = CO =0

2
ademas, por hipdtesis %" — 00, luego en (2.28) tenemos que s2 — oo y por lo tanto la condicién

de Lindeberg (A.5) se cumple luego la Observacién (A.27) implica que

S — B (5n) ;aiE(;iT;) 2y N(0,1). (2.29)
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kn—E(Sy) _ < L) .
Resta ver que ocurre con WA Dado que k, 2a,n|T| ( fr(z)+ N IR ademas

2an fx(x) = ffj;: fx(z)du entonces,

kn —-E (Sn) o kn - n‘T’pan

var (Sp) Sn
B 2a,n|T|(fx(z) + ﬁ) —n|T| f{x:\u—a}|§an} fa(u)du
= .
n|T| [FHon " fx(x)du + 2a,n|T|= — n|T| vhan " fa(u)du
_ TV Joa vn Jaza (2.30)
Sn

2a,n|T|a

Sp/n
an\/n

n

r+an
= satlt] [ (o) — Feluda+

x+an
— s n/T| / (Fr(@) — fr(u))du + 2T]a

Por el teorema de Taylor, existe un nimero z* entre u y x tal que

fr(@) = falu) = = fho(@)(u - 2) = S fr(a")(u — "),

por lo que,

g1 1 [rten #\2
n TS v(@")(u —2%)" du

|T|/ Hu—x !du

T+an
satnft] [ (o) — felu) du

T T+an
< ;1n| |201/ (u — z*)? du (| f2(x)| < Cy, Vo)
T|Cy [*+on
< sglnHTl/ (2a,)% du (x* € (x,u))
= 4Cy s, 'nad.

Luego en (2.30) tenemos que

—F "
kn ZE(Sn) _ (a2s;,"n|T)) + 2T}y

var (Sp) Sn

2
<40 Fn i oy < <L> (2.31)

= TR 5n "= T ()

4 k:% an\/ﬁ
= — 2 T .
|T| n3/2 +2(Ta S,
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Finalmente, de (2.28) resulta que

; Spn L
nh—>n;o na% - n1—>n<;lo a2 / / /u lu—z|<an} x/{v lv—z|<an} (fSt(u v) fX( )fX( )) dudvt ds

\/_

2
de donde se sigue que 2= Co‘ Ademés por hipdtesis % — 0, en (2.31) tenemos que

.,k —E(S,) 2Tl
lim = .
n—oo | /var (Sy,) Co

Usando esta ultima expresién junto con (2.27) y (2.29) resulta

vn (fx(ﬂf) - fx(@) 2N (0, <%€|>2> :

O

Teorema 2.12. Velocidades de convergencia uniforme. Sea M compacto. Supongamos

que H1-H3 se cumplen. Elijamos dos sucesiones {kn} y {v,} de nimeros reales positivos que

tienden a infinito tales que k, = n®, B <1, v, (%”) =o(l) y vnlfggn — o0. Para ese ky

supongamos que H5 se verifica y que ademds fx es estrictamente positiva. Entonces,

a.co. O

Fa(z) = fa(2)

sup vy,
zeM

Observacion 2.13 . Nuestras hipdtesis implican que k, puede elegirse de manera que

Up = kfgn con v < 1/2. Més precisamente, sean k, = n” y v, = %, v < 1/2. Para que
v+B8-1 B _ .
Up, (%") = nlogn —+0y o logn = ""’nlogn =nf7 = oo se verifiquen, debe ser y+ 5 —-1<0y

logn

8 — v > 0 o equivalentemente, 5 < 1 —~ y £ > ~. Por lo tanto, dado v < % siempre podemos

elegir 5 de manera que verifique estas hipétesis (ver Figura 2).

F1GURA 2. El drea sombreada muestra la interseccién de las regiones 8 <1 —~y 8 > .

Antes de comenzar con la demostracién necesitamos el siguiente lema.
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Lema 2.14. Para cada x, y, para cada n se tiene que
iy (@) = by ()] < o =y
Demostracién. Sean ,y, y t fijos. Observemos que si |X;(t) — x| < h;¥ (z) entonces
[Xi(t) =yl < |Xi(t) — 2l + |z —yl < B () + |z —yl.

Es decir,
{t:1Xi(t) — | < hy (2)} € {t:|2(t) —y| < by () + |z —yl}

de donde se sigue que

i = Z AH{tZ|Xi(t)$|§h§(x)} (Xi(t)) dt < Z/Tﬂ{ti/"-’i(t)ylﬁhﬁ(:v)Jr:vy} (Xi(t)) dt.  (2.32)
i=1 =1

Por otro lado, por definicién de k,,,

Fin = Zn: /Tﬂ{tzxia)—mghmy)} (Xi(t)) dt. (2.33)
i=1
Luego, de (2.32) y (2.33) resulta que
hiy (y) < hiy (2) + o =y (2:34)
Andlogamente podemos probar que
hiy (x) < hiy (y) + ly — a (2.35)
por lo que, de (2.34) y (2.35) tenemos el resultado. O

Demostraciéon del Teorema 2.12: Por definicién de convergencia casi completa necesi-

tamos probar que si

C, = {sup Up,
zeM

Fule) - fe(o)] > e}
entonces para todo € >0, >, P(C},) < cc.

Sea € > 0, dado que M es compacto podemos considerar una coleccion finita de intervalos
que lo cubren. Es decir, sea {[j}j‘v:p I; = I(zj,by)) de centro x; y radios by, con b, = (%")2,
tales que M C U;VZI I(x;,by). Luego, N = O(b,1).

Para cada x € M, existe un j tal que x € I(x;,b,) para algin j. Luego, para ese j podemos
escribir

~ ~

F@) = Fae@p)| + vn |[Taay) = fawy)| + v f(ay) = f@)]

(2.36)

o | fr(z) — fX(ﬂU)‘ <,
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Dado que f es Lipschitz y que x € I(x;,by),
kn '\
Un | fx(z5) — fx(z)| < Kvy, |zj — 2| < Kvpb, = Koy, o)

Ahora, dado que =* — 0 existe Ny tal que si n > Ny - < 1. Ademds, dado que v, (7) — 0
existe N7 tal que si n > Ny, v, (%”) < 3%. Por lo tanto, si n > méx {Ny, N1} entonces,

2 .
Un (%”) < 3% de donde se sigue que

vn | fa(z) = fa ()] < €/3.

Con esta desigualdad en (2.36) y tomando supremo obtenemos

o~

sup vy, | fx(z) — fa(z)| < méx sup vy, [fx(z) — fa(z;)| + méx vy |fx(z;) — fa(z;)] +€/3.

~ ~ ~ ‘

zeM - 1<GEN gely 1<j<N
Luego, para probar que » -7, P(C,) < oo, es suficiente probar que > 2, P(4,) < ooy
Yl P(By) < oo donde
A, ={ ma Felz) — Folz; ( 3
n {@%XNEEE on [fx(x) = fx(x;)| > €/ }
y
B, = {1%@%\/?}” f)((.%’j) — f)((m'j)‘ > 6/3} .
Comencemos probando que Y > | P(B,) < co. Dado que
P(Ba) < N mix P(vn|fx(a;) = fa(e;)| > e/3), (2.37)
1<G<N

deberiamos usar el Teorema 2.7 para encontrar una cota de P <vn

Felws) = fx(xj)‘ > 6/3>
que no dependa de x;. Para ello primero observemos que dado que por H2 fx es Lipschitz, es
uniformemente continua y dado que K es compacto, entonces fy es acotada en K. Es decir,
existen constantes Fy y Fj positivas (pues por hipétesis fy es estrictamente positiva) tales que
0 < F1 < fx(z) < Fy para todo x;. Por lo tanto, del Teorema 2.7 y de la Observacién 2.10,

para todo n > Ny tenemos que,

P (vn

Frelaj) - fx(mj)( > 6/3) < 2exp (—Cj—”) T (2.38)

n

con C1 y Na que no dependen de z;. Ademéds, dado que NV = O(b; 1), existen Cy y N3 tales que

para todo n > Nj,

—2
N < Cob,t = Cy (k—"> . (2.39)

n
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Luego, con (2.38) y (2.39) en (2.37), para todo n > Ny = max { N3, N3} tenemos

k -2 kn
P(By) < Cy <—n> on~Ctontoen
n

k
= 205k, 2n* Crontogn

— 20,n —28+2-C1 o Tozn <kn — n575 < 1>

Sea ('3 una constante tal que Cs3 > 26+3

> 0. Como por hipdtesis vnlfggn — 00, existe N5 tal

que si n > Ns, m > (3. Luego, para todo n > N,
P(By,) < Cyn 2215,

Como hemos elegido C3 de manera que C3 >

726/?3 entonces, —23+2— (C1C5 < —1. En efecto,

—28+3

C
3> C,

= (103> -26+3=—-1>-26+2—CCs.

Por lo tanto, si Ng = méx { N4, N5},

o o0
Z P(B,) < (s Z n 20 oo,
n=~Ng n=~Ng
Finalmente,
o
Z ) < Ng + 2C5 Z n P00 oo, (2.40)

n=~Ng

Resta probar entonces que Y 2, P(A4,) < oco. Dado que C,, = A, UB, = (A, NBS)UB, y
> o2 P(B,) < 00, es suficiente probar que > >, P(A, N B) < co. En B escribimos

4 7 N < { r ) ) 4 )

nax ‘fx(%)‘ < max (fx(%) fx(xy)| + nax | fx ()]
< 3 : .
<e€/3+ nax | fx(z))] (2.41)

§6/3—|—F:C4
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Luego en A,,
mMAax sup vy, f;((x) - f;((x)‘ = ‘f xj max sup vy, ,\X(x) -1
1<G<N ger, J 12N ) I<GSNger; | fa(x;)
hiy ()
= )| g s iy 1 242
W ()
< nAJ_ ,
Cy 11522}3\[ 22}) Un () 1 (de (2.41))
|z — ;]
< .
Cy 1r<r;aXN :161}) Un W () (Lema 2.14)
bn
< Cy 1H;a}§\/2g) Unr— @) (x € Iy)
2 2
n 1 ky,
= Cyvy, k— max sup P b, = | —
n 1<_]<Nx€[ h¥ () n
Ahora,
Bt (x) > hi¥ (z;) — v — ] (Lema 2.14)
> bt (z5) — by, (xelj=|r—xj| <by)
ke \? k)
X n n
frg — —_ bn fry —_
2
. (k—"> (Def. de fX>
20|T|fx () A7
o kn 2 de (2.41), ya uef(x)< max ‘f ﬂ:)‘
2n|T|Cy n ya que Jxits AN
_ky 1k
n \2/T|Cy n
kn
> _057
n

donde en la tltima desigualdad hemos usado que, como %” — 0 existe N7 tal que para todo

, 1
n> Ny, b < 2‘T|C Aqui Cy es una constante menor que ATIC: Luego

1 ke \
<ot (=)
B R < ( " >
Con esta desigualdad en (2.42) resulta

~

—~ kn,
mx sup o, (o) - Fata)| < €xC o (22) < o3

1<j<N Z‘EI
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donde en la tltima desigualdad hemos usado que, como v, (%") — 0 existe Ng tal que para todo

n > Ng, v, (k—”) <

o . Luego, para todo n > Ng tenemos que

€
3C.C5 "

°) < { fe(x) — Frl(z; — 0.
P(Antn)—P<1%a§}§nggvn fa(z) fx(%)(>6/3> 0

Lo que implica que

00 Ng—1
Y P(A,NB;) =Y P(A4,NB;) < Ng< oo (2.43)
n=1 n=1

Finalmente, de (2.40) y (2.43) tenemos el resultado.

2.2. Estimando la densidad de un proceso no estacionario

En esta Seccién extendemos el estimador dado en la Seccién 2.1 a una familia particular
de procesos estocdsticos no estacionarios y estudiamos sus propiedades asintéticas. Para ello,
supongamos que en el modelo (2.2) la funcién media p(t) es no constante con respecto al tiempo,

es decir, supongamos que X (t) es dado por

X(t) = p(t) +e(t),

donde p(t) es una la funcién media (deterministica) y e(t) es un proceso estocastico estacionario
de primer orden, con media cero y funcién de densidad no conocida f.. La funcién de densidad

de X(t) sera denotada por fy) = fa,.

2.2.1. Extension del estimador

Sean {X1(t),...,X,(t)} trayectorias independientes con la misma distribucién que X(¢).

Definimos el estimador de la funcién de densidad fy, como sigue

fro (@) = fulz = Xa(t)), (2.44)
donde
) * g
con u = {Up1, ... ,Uny} dado por
Upi(t) = Xi(t) — X (t) = ei(t) — en(t). (2.45)

Aqui {e1(t),...,en(t)} es una muestra aleatoria de e(t), €,(t) = L Y1  e;(t) y h¥ es definida

T n

como en (2.3) reemplazando {e;(t)}_, por u.
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Para todo t fijo, las variables aleatorias {Uy1(%),...,Un,(t)} son identicamente distribuidas
con E (Uy;(t)) = 0 pero no necesariamente independientes. Por lo tanto, no podemos usar direc-
tamente los resultados de la seccién 2.1. Sin embargo, todavia podemos probar la convergencia

completa del estimador de fx, y obtener velocidades de convergencia.

2.2.2. Resultados asintdticos

Teorema 2.15. Velocidades de convergencia. Para t fijo, supongamos que HI1, H2
y Hj se wverifican para e(t) y que f. es estrictamente positiva. Elijamos dos sucesiones
{kn} y {vn} de mimeros reales positivos que tienden a infinito tales que (k,/n)v, = o(1l),
Yool exp(—a(kp/vy)) < 0o para cada a > 0 y vy (n/ky)len(t)] — 0 a.co. Supongamos que la

sucesion ky verifica H5. Entonces, para todo x € R,

nlgr;()% <fxt($) — f)(t(.%')> =0 a.co.

Observacion 2.16. En este caso, nuestras hipotesis implican que podemos elegir k, tal que
vy, = n” para todo vy < i. Mis precisamente, sean k, = n®, v, = n7 y t fijo. Si var (e(t)) < oo,

del Teorema central del limite sabemos que €, () = o(n™) con a < 1/2. Para que las condiciones

kn
n

vpt — 0, 5—: — 00 yvnﬁ\én(t)\ — 0 se cumplan, es suficiente que y+8—-1 < 0y y+1—-—a <0
con o < 1/2, o equivalentemente < 1—~yy 8>+ % y asi, dado v < i siempre podemos

elegir 5 de manera que las hipdtesis se cumplen (ver Figura 3).

0 .
0 0.25 1

v
FIGURA 3. El drea sombreada muestra la interseccién de las regiones S <1—7v y

B>~+ 1

La demostracion de este teorema serd consecuencia inmediata del Teorema 2.7 y del siguiente

lema:
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Lema 2.17. Supongamos que H1-H3 se verifican para e(t) y que vy(n/ky)|en(t)| = o(1) a.co.
para todo t fijo. Entonces, para todo x € R,

n—oo

lim v, (ﬁ(:ﬂ — X,(t)) — fe(:v - ,u(t))) =0, a.co.

donde f. es el estimador de fe.
Para probar este lema necesitamos un resultado auxiliar.

Lema 2.18. Para t fijo, sean h y €,(t) como en (2.45) donde u = {Uni,...,Upn} con
Upi(t) = Xi(t) — X (t) = e;(t) — en(t) y hE como definida en (2.3) para e(t). Entonces, para

cada n y x se tiene que,
|l (2 = X (8) — hiy (2 — pu(t))] < 2len(t)]-

Demostracién del Lema 2.18: Es consecuencia inmediata de las siguientes desigualdades:
(i) [P (@ = Xa(t)) = hyp(z — p(t)] < [En(t)];

| (2 = pu(t)) — hiy (2 — pu(8))] < len(t)].
(i) Sean z y t fijos. Tomando e = u, ¥ = ¥ — X, (t) e y = x — u(t) en el Lema 2.14 la parte

(i) queda demostrada ya que
[ — a(8)) = B — ()] < [(& = Bul0)) — (& — ()] = | Bu(t) = ()] = len()]
(i5) Sean  y ¢ fijos. Observemos que si |[Upi(t) — (z — u(t))| < h¥(z — p(t)) entonces
es(t) = (@ — (1)) = | Uni() + a(t)) — (& — u(1))] (de (2.45))
< Whui(t) — (& — u(8))] + [en )
< Wi — plt) + len(t)]
Por lo tanto,
{t Wni(t) — (@ — p(O)] < B — p(0)} € {t: lealt) — (2 — p(0))] < Wi — ple)) + lenlt)]}

de donde se sigue que

ko= /TH{Um(t)(ru(t))ﬁh%(:vu(t))}(t) dt < /TH{Iei(t)(:vu(t))lﬁh%(:vu(t))+en(t)}(t) dt.
i=1 i=1

Por otro lado, por definicién de k,,,

kn=3 /Tﬂﬂext)(mu(t))gh%(w(t»}(t) dt
=1
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luego,

> /Tﬂ{lext)(mu(t))gh%(a:u(t»}(t) <y /T Ljes()—(—n(e)) | <his o) +en (o)1} (1) A1
i=1 1=1

de donde se sigue que
ho(x = p(t)) < hy (2 — p(t) + [en(t)]- (2.46)
Similarmente, observemos que si |e;(t) — (z — 1u(t))| < hS(x — () entonces
[Uni(t) — (2 — p(t)] = [(ei(t) — en(t)) — (z — p(t))| (de (2.45))
< lei(t) — (z — p(t)] + |en(t)|

< hy (@ — p(t)) + [en(t)]
de manera que
{t:lei(t) — (z — pu(t)| < hy(z — p(t)} CH{E: [ Uni(t) — (2 — p(t)] < hy (@ — p(@) + len(t)]},

por lo tanto

kn=) /T Tt (8) (o pu(e)) | <y (r—p(e} (B) dE <Y /T Lt (8)— (2= u(t)) | < (w—pu(t))+en (1)} (E)
i=1 =1

Pero por definicion de ky,

kn:Z/TH{Um(t)—(m—u(t))ghrul(x_u(t))}(t) dt
i=1

luego

> /TH{Ium(t)—(x—u(t))lSh%(w—u(t))}(t) dt <y /TH{ttlum(t)—(x—u(t))lSh%(w—u(t))JrIEn(t)l}(t) dt
=1 =1

de donde se sigue que
hy(z = p(t)) < hy(z — u(t) + |en(t)] - (2.47)

Finalmente, de (2.46) y (2.47) tenemos el resultado.

]
Demostracion del Lema 2.17: Sea € > 0 y sean x, t fijos.
o [T = o) ~ Tt~ o] = e Lt~ HCD e~ Fl0) (2.49
R 1 ()] -
S Wb L) )
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Aplicando el Teorema 2.4 a e(t) tenemos que existe Ny = Nj(x) tal que si n > Ny,
f;(:c — u(t)) < fe(x — u(t)) + e. Para este Ny escribimos

e o _ kﬁn 1 k_n: . k_n
h, (x — p(t)) T\ — 0] > ACEOECE: Ci(2) =" (2.49)

Por otro lado, del Lema 2.18 tenemos que hS(x — u(t)) < ht(z — X, () + 2]e,(t)], luego

W = Ra(0)) 2020 (0)] > B o — (1) > G2

o equivalentemente,

(= (1)) > O 2 e ()] (2.50)

Ahora, dado que vy, 7= [, ()] 2240 y v, — 0o entonces, 7 len(?)] 225 0. Por lo tanto, existe

Ny tal que si n > No,

o len(0)] < 40
Con esta desigualdad en (2.50) resulta
h“(x—/l_’(t))>0k—n—2]é (t)y>1(}@ (2.51)
n n ! n n =9 1 n .

Finalmente, con (2.49) y (2.51) en (2.48), para n > N3 = max { N1, N2} tenemos que,

~ - ~ 1 kpu,  |en(t)]
- X _ _ <
Un fu(.%' n(t)) fE(x M(t)) = ’T‘ n %Clkﬁlclkﬁl

= Tt o)

= CM% 12n(1)] . (cz - ﬁ)
Luego
5P (o ot = ) — ol — ()] 2 ) = 32 P (|l = ) - oo — )] 2 )
n=1 n=1

£ 3 P (o |fole = Hale) — Fole - ule))] = <)
n=N3
< Ns —i—nzj:vs <02Un len(t)] > 6)

<N3+ZP<vnk \en<)\z§2> < o0

a.co.

pues por hipétesis, vy - len(t)] — 0.
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Demostracién del Teorema 2.15: Dado que X(t) satisface el modelo (2.2),
fx(x) = fe(x — p(t)). Ademds, de la definicién (2.44), fxt(:ﬂ) = ﬁ(az — X,(t)). Luego, para

probar el teorema es suficiente probar que

lim v, <ﬁ(:ﬂ — X (b)) — folz — ,u(t))) =0, a.co.

n—oo

Para ello sean € > 0, z,t fijos. Dado que,

i P <vn
n=1

Fue = Bu(0) — fulo = n(0)] > ) < 3 P (un |fae = £0) — Fotw — u(®)] > e/2)

o0
+ Z P <vn
n=1

Jolw = u0) = ol — n()] > ¢/2)

del Lema 2.17 y del Teorema 2.7 aplicado a e(t) se sigue que

i P <vn
n=1

ﬁ(x — Xo(t)) = felz — ,u(t))‘ > e) < 0.

2.3. Una nueva regla de clasificaciéon para datos funcionales

Sea {(X;(t),Y:)}i_, una muestra aleatoria de (X(¢),Y) € F x G = {1,...,G}. El objetivo
de esta seccién es, dada una nueva curva X (t) € F, asignarle una clase g de G. Para ello,

supondremos que para cada clase g el modelo (2.2) se cumple. Esto es,

X9(t) = p(t) +e(t), ge€G,
donde p9(t) es la funcién media de la clase g y €9(t) es un proceso estocéstico estacionario con
funcién de densidad desconocida f7.
Recordemos que la Regla de Bayes elige como clase aquella para la cual la probabilidad a
posteriori es maxima. Por lo tanto, para cada t fijo, la Regla de Bayes asignard a X la clase

go siy sélo si A%(X(t)) = arg max f)g(t(X(t)). Esto nos motiva a definir la siguiente regla de

geG
clasificacion: clasificaremos a X (t) en la clase gy (y definiremos Y = gg) si y sélo si

A{t: Fe@) > F@@)}) > A ({t: @) < B@@)}), Voto (252

donde, ]/”\fft es el estimador de f)g(t.
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2.4. Estudios de simulacién

En esta seccién presentamos algunos estudios de simulacién que muestran el desempeno de
nuestros métodos de estimacién de densidad marginal y discriminacién no paramétrica para
datos funcionales. Para ello, del conjunto original de datos construimos dos muestras, una
muestra de entrenamiento (X;(t),Y;)ice v una muestra de prueba (X;(t),Y;)jep. Con la mues-
tra de entrenamiento calcularemos el estimador de la densidad para cada grupo (f;l, e ]?EG)
(6 (f}(t, . ,f/%)) usando el pardmetro k%, g = 1,...,G obtenido por validacién cruzada.

Para medir el desempeno de nuestro método de clasificacion, evaluamos los estimadores
obtenidos con la muestra de entrenamiento en la muestra de prueba y clasificamos de acuerdo a
la regla dada en (2.52), es decir, para cada j elegimos }7] correspondiente a X;(t). Finalmente,

calculamos el error de clasificacion como sigue
Misclas = L I
sclas — ﬁpz {YJ#YJ}
JEP

Ejemplo 2.19. Sea T = (0, 1]. Consideremos el proceso estocastico estacionario X (t) definido
por
X(t)=p+oe(t), te(0,1] (2.53)
donde
e(t) = —=, con w(t) el movimiento Browniano.
En una primera etapa consideramos = 0y o = 1 de manera que X(t) = e(t) es estacionario
y para cada t, X(t) ~ N(0,1). En la Figura 4 (a) hemos graficado 20 curvas de una muestra

de tamano 200 de X'(t) medidas en 100 puntos igualmente epaciados en (0,1] y la Figura 4

(b) muestra la funcién de densidad teérica de X (t) y su estimador calculado con esa misma

AL
e

\
)

(a) (b)
Ficura 4. (a) 20 curvas de la muestra de tamano 200 de X'(¢). (b) Funcién de densidad

estimada (linea de puntos) y teérica (linea sélida) de X (t) para k,, = 43.196.
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FI1GURA 5. Boxplot de los errores de clasificacién para 50 réplicas.

muestra. Como podemos ver en la Figura 4 (b), el estimador ajusta muy bien a la verdadera
funcion de densidad excepto en las colas donde, debido a la naturaleza de los procesos, no
tenemos suficiente informacién para realizar una buena estimacion.

Para evaluar el desempeno de nuestro método de clasificacion, en una segunda etapa con-
sideramos dos clases bajo el modelo (2.53), ambas con o = 1 pero una de ellas con p constante
e igual a 0, y la otra con media u # 0. En particular, consideraremos las clases con medias
uw = 0.5,1.5,2.5,3.5. Generamos una muestra de entrenamiento de tamano 200 (100 de cada
clase) medidas en 150 instantes de tiempo en el intervalo (0,1] y una muestra de prueba del
mismo tamano. Con la muestra de entrenamiento calculamos los estimadores para cada clase
que luego evaluamos en la muestra de prueba para obtener el error de clasificacion.

Repetimos este procedimiento 50 veces para obtener 50 errores de clasificacién para cada
clase los cuales se muestran en la Figura 5. Notemos como el error de clasificacién decrece
cuando las medias se alejan; esto es debido a que cuando clasificamos dos poblaciones que son
muy cercanas en media sus densidades presentan una cantidad considerable de solapamiento,

haciendo que sea dificil distinguir entre grupos (ver la Figura 6).

Ejemplo 2.20. En este ejemplo mostramos el desempeno de nuestro método cuando los datos
no son estacionarios. Recientemente, [Shin, 2008| propuso una extensién del andlisis discrimi-
nante para procesos estocésticos (InfFLD). En particular, él publicé los resultados de un estudio
de simulaciéon donde se compara el método InfFLD con el andlisis discriminante clasico multi-
variado (FLD), andlisis discriminante penalizado (PDA) usando ambos: el penalizante “ridge”
(PDA/Ridge) y una matriz penalizante para splines cibicos suavizados (PDA/Spline), y con
dos métodos de discriminacién no paramétricos propuestos por [Ferraty and Vieu, 2003|:
andlisis componentes principales (NPCD/PCA) y regresién de minimos cuadrados parciales

multivariada (NPCD/MPLSR).
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F1GURA 6. (a) Estimador de la densidad para una A(0,1) (linea de puntos) y para
una N(0.5,1) (linea sdlida). (b) Estimador de la densidad para una N(0,1) (linea de
puntos) y para una A (3.5,1) (linea sélida).

En esas simulaciones, las poblaciones fueron generadas mediante los siguientes modelos
Xy (t) = 3V2cos(mt) + V2cos(2nt) + e(t) v Aa(t) = V2cos(2mt) + e(t)

con
30
e(t) = Z i~Y2U;7/2 cos(imt),
i=1
donde U; son variables aleatorias iid normales standard. Para cada clase, él genera una muestra
de entrenamiento de tamano 100 (50 para cada clase) medidas en 100 instantes de tiempo en
el intervalo (0, 1] y una muestra de prueba de tamano 500. La Figura 7 muestra 10 curvas para

cada una de las dos clases y sus respectivas funciones media.
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FicuraA 7. (a) 10 curvas correspondientes a una muestra de tamatio 50 de X (t). (b)

10 curvas correspondientes a una muestra de tamaio 50 de X5(%).
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-16 -29

FicurA 8. Funcién de densidad estimada (linea de puntos) y tedrica (linea sélida) de

X (t) para t = 0.013,0.180,0.347,0.513, 0.680, 0.847.

Para nuestro propdsito, corrimos el mismo experimento con los mismos tamano de muestra.
Las Figuras 8 y 9 muestran el estimador de la densidad y la densidad tedrica de X (t) y Xa(t),
respectivamente, para algunos instantes de tiempo. Las lineas de puntos corresponden a los
estimadores mientras que las lineas sélidas corresponden a las densidades teéricas. Como en
el caso estacionario (Ejemplo 2.19) el estimador de la densidad ajusta muy bien a la densidad
tedrica excepto en las colas donde no tenemos suficiente informacién para realizar la estimacién.

Finalmente, evaluamos los estimadores en la muestra de prueba para calcular el error de
clasificacién. Este procedimiento fue repetido 49 veces mas construyendo aleatoriamente 49

muestras de entrenamiento y 49 muestras de prueba obteniendo asi 50 errores de clasificacién.

FicurA 9. Funcién de densidad estimada (linea de puntos) y tedrica (linea sélida) de

X5 (t) para t = 0.013,0.180,0.347,0.513, 0.680, 0.847.
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Método Media Mediana Desv. Standard
InfFLD 0.0832  0.082 0.0109
FLD 0.2086 0.2 0.0418
PDA/Ridge 0.0889  0.086 0.0181
PDA /Spline 0.0891  0.087 0.0163
NPCD/PCA 0.0906  0.086 0.0152
NPCD/MPLSR 0.0992  0.089 0.0323
NPDE 0.0889  0.0890 0.0096

CUADRO 1. Media, mediana y desviacién standard del error de clasificacién para el
algoritmo basado en RKHS (InfFLD), método de Fisher cldsico (FLD), método discrim-
inante penalizado (PDA), método de discriminacién no paramétrica de curvas (MPLSR)

y método de estimacién de densidad no paramétrica (NPDE).

En la Tabla 1 reproducimos los resultados dados en [Shin, 2008] y agregamos los resultados
obtenidos con nuestro método al que llamamos NPDE. Como podemos ver, el método NPDE
no se comporta tan bien como InfFLD pero se comporta mejor que todos los deméas métodos.

Observemos que para todo t

30
e(t) ~ N <O, 2 Z COSQ(Wti)/i> :
i=1

Es decir, e(t) no es estacionario ya que su varianza (y por lo tanto su distribucién) depende del

tiempo. Esto demuestra que nuestro método es robusto con respecto a la no estacionaridad.

2.5. Aplicacion a datos reales

En esta seccién aplicaremos nuestros resultados a un conjunto de datos reales no estacionar-
ios. Dicho conjunto de datos corresponde a una parte del original que puede ser encontrado
en (http://www-stat.stanford.edu/ElemStatLearn) y consiste en 400 fragmentos correspondi-
entes a b fonemas medidos en 150 instantes de tiempo. La Figura 10 muestra 10 curvas de
log-periodogramas para cada una de las clases.

Més precisamente, tenemos 2000 pares (X;(t),Y;) donde las X; corresponden a log-

periodogramas discretizados en 150 instantes de tiempo mientras que las Y; indican una de
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F1GURA 10. Muestra de 10 Log-Periodogramas para cada una de las 5 clases de fonemas.

-10 0 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30

-10 0 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30
Ficura 11. Funcién de densidad estimada de las 2 clases (“sh” y “dcl”) para

t=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.

las 5 clases a la cual la curva X;(t) pertenece:

1 < “sh”
2 & “y”
Y €{1,2,3,4,5} con ¢ 3 <« “dcl”
4 < “aa”
5 ¢ “ao”

Para comenzar, del conjunto total de datos consideramos solo las clases “sh” y “dcl” y
con ellas construimos dos muestras de tamano 100 (50 observaciones por clase), una muestra

de entrenamiento (X;(t),Y;)ice y una muestra de prueba (X;(t),Y;)jep. Con la muestra de



56 Estimacién de densidades para datos funcionales

entrenamiento calculamos el estimador de la densidad para cada grupo (f}(t,fg(t) usando el
parametro 6ptimo l%z, para g = 1,2 obtenido por validacién cruzada y luego, evaluamos los
estimadores obtenidos con la muestra de entrenamiento en la muestra de prueba y clasificamos

de acuerdo a la regla dada en (2.52). Finalmente, calculamos el error de clasificacion como sigue

. 1
Misclas = 100 ZH{{%AYJ’}'
JEP

La Figura 11 muestra el estimador de la densidad para cada clase para algunos instantes de
tiempo, mientras que la Figura 12 muestra la distribucién de los errores de clasificacién.

Para continuar con este ejemplo, consideramos las cinco clases y como antes, construimos
dos muestras ahora de tamano 250 (50 observaciones por clase), una muestra de entrenamiento
(Xi(t),Y3)ice y una muestra de prueba (X;(t),Yj)jep. Nuevamente con la muestra de entre-
namiento calculamos el estimador de la densidad para cada grupo (]?}t, . ,J/”E,t) usando el
parametro 6ptimo kg, con g =1,...,5 obtenido por validacién cruzada y luego evaluamos los

estimadores obtenidos en la muestra de prueba para calcular el error de clasificacion

) 1
Misclas = 250 Z]I{?ﬁéyj}.
JEP

La Figura 13 muestra, el estimador de la densidad para cada clase para algunos instantes de
tiempo mientras que la Figura 14 muestra la distribucion de los errores de clasificacién.
Notemos que en este ejemplo, cuando clasificamos sélo las clases “sh” y “dcl” el método
funciona muy bien mientras que cuando clasificamos las cinco clases no lo hace tan bien. Esta
diferencia en el comportamiento del método se debe a que en el primer caso, para la mayoria
de instantes de tiempo las densidades no presentan demasiado solapamiento lo que le permite
al método distinguir bien entre las dos clases (ver Figura 11). Sin embargo, cuando consider-

amos las cinco clases nuestro método no produce una buena clasificacién debido a que para
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FIGURA 12. Distribucion de los errores de clasificacion para las clases “sh” y “dcl” .
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-10 0 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30

-10 0 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30 -10 O 10 20 30
Ficura  13. Funcién de densidad estimada de las 5 clases para

¢t =0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.

muchos instantes de tiempo las densidades estimadas presentan una cantidad considerable de
solapamiento como se puede apreciar en la Figura 13, dificultando la distincion entre clases.
Todo el analisis computacional de las Secciones 2.4 y 2.5 fue realizado usando el lenguaje

de computacién técnica Matlab (ver [MatLab, 2009]).

o
w

e
N

Missclassifiaction Rates

j

F1icaura 14. Distribucién de los errores de clasificacién para 5 clases.






CAPITULO 3

ESTIMACION DE DENSIDADES PARA CAMPOS
ALEATORIOS

En el Capitulo 2 hemos definido y estudiado estimadores de la densidad para procesos
estocasticos definidos en R con valores en R. En este capitulo extenderemos esa definicién a
procesos estocasticos R valuados pero definidos en espacios de mayores dimensiones, digamos
R?. Tales procesos seran llamados campos aleatorios y en este contexto, el modelo bajo el
cual trabajaremos serd llamado modelo espacio-temporal. Mas precisamente, desde nuestro
punto de vista no paramétrico, un campo aleatorio serd una superficie (hipersuperficie) aleatoria
X(s) : R = R y un modelo espacio-temporal serd una superficie (hipersuperficie) aleatoria que
evoluciona en el tiempo {X;(s),t > 1}.

Si bien en la tltima década ha habido un gran crecimiento en la investigacién de modelos
espacio-temporales en el contexto paramétrico (ver [Tang et al., 2008]) y a pesar del gran
desarrollo de métodos de estimacién no paramétrica de la densidad para datos funcionales (ver
Capitulo 2) poco se ha hecho hasta el momento para aplicar tales métodos de estimacién a
campos aleatorios. En este contexto, la mayoria de trabajos se refieren a estimar la densidad
marginal de campos aleatorios estrictamente estacionarios definidos en Z? (el lattice entero
d-dimensional) y con valores en RY. Por ejemplo, [Tran and Yakowitz, 1993] probaron la
normalidad asintética del estimador de k-vecinos més cercanos bajo condiciones de dependen-
cia temporal. Para estimadores de nicleo, [Tran, 1990] probé la normalidad asintética bajo
condiciones de dependencia y aplicé sus resultados a varios modelos espacio-temporales. La con-
vergencia en L; de este tipo de estimadores ha sido estudiada por [Carbon et al., 1996 y luego
por [Hallin et al., 2004] quienes consideraron procesos espacio-temporales con estructura lin-

eal y no lineal y dieron condiciones suficientes para su convergencia. [Hallin et al., 2001], sin
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suponer dependencia pero suponiendo linealidad, probaron la normalidad asintética multivari-
ada del estimador de nucleo para cada t-upla en la grilla del espacio y calcularon su matriz de
covarianza limite. La consistencia uniforme bajo dependencia de este estimador fue probada por
[Carbon et al., 1997].

El objetivo de este capitulo serda estimar la densidad marginal de un campo aleatorio

X(s) : R? — R que verifica el modelo

X(s) = pu(s) +e(s), s€ScCR? (3.1)

donde, S es un subconjunto acotado de R?, 1u(s) es la media poblacional y e(s) es un campo
aleatorio estacionario con media cero. En este contexto consideraremos como en el caso funcional
dos casos: pu(s) constante con respecto al espacio, esto es, u(s) = p y p(s) no constante. En el
primer caso, X'(s) serd un campo aleatorio estacionario con media p y funcién de densidad no
conocida fy y en el segundo, X (s) ya no serd estacionario y en este caso, su funcién de densidad
no conocida de X'(s) serd denotada por fx(s) = fag-

Este capitulo estéd organizado de la siguiente manera. Dado que los datos ahora tendran una
dependencia en el tiempo, en la Seccion 3.1 definimos dos condiciones de dependencia e intro-
ducimos una nueva nociéon que serd utilizada en este capitulo. En la Seccion 3.2 extendemos el
estimador definido en el Capitulo 2 a campos estacionarios centrados, probamos su consistencia
y encontramos velocidades de convergencia. En la Seccién 3.3, extendemos la definicién dada en
3.2 a campos no estacionarios, probamos su consistencia y encontramos velocidades de conver-
gencia. Finalmente, en la Seccién 3.4 mediante estudios de simulacién, mostramos el desempeno
de nuestro método de estimacién para d = 2 tanto para el caso estacionario como para el no

estacionario. En el Apéndice 3.5 probamos algunos resultados utilizados en el capitulo.

3.1. Nociones de dependencia

Durante mucho tiempo las condiciones tipo mixing han sido el tipo de condiciones mas uti-
lizadas al momento de imponer restricciones de dependencia en sucesiones de variables aleato-
rias. La primera nocién de dependencia mixing fue introducida por [Rosenblatt, 1956] y su

definicién es la siguiente.

Definicién 3.1. Diremos que una sucesién de variables aleatorias {X,}, .y es a-mixing si

. ., . A oy T—00
existe una sucesiéon no creciente de nimeros positivos {«(r),r € N} con a(r) —— 0 tal que
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para todo entero r

[P(ANB) = P(A) P(B)| < a(r),

donde, paral <ni < ... <ny<ng+r=m1 <...<my §oo,AEMZ’1‘yB€Mm’; con./\/lZ
la o-dlgebra generada por las variables {Xn}z: o Sl ademds existen 0 < p < 1y a > 0 tales que

a(r) < ap” entonces, diremos que la sucesién {X,}, .y es a-mixing geométrica.

Aunque esta nocién es una de las condiciones més débiles de dependencia mixing (ver
[Doukhan, 1994]), [Doukhan and Louhichi, 1999] observaron que ciertos procesos que son
de interés en la estadistica no son a-mixing aunque presenten una sucesiva diminucién de la
influencia del pasado. Tal es el caso del proceso autorregresivo de orden uno (o AR(1)) dado
por X, = 0X,_1 + €,,n € Z, donde ¢, son independientes y P(e, =1) = P(e, = —1) = %,
0<|6] <3

Inspirados por este problema, estos autores introdujeron una nociéon de dependencia a la
que llamaron dependencia débil (Def. 3.2) y utilizando el proceso AR(1) probaron que esta

definicién es ain més débil que la dependencia a-mixing (Lemas 3.3 y 3.4).

Definicién 3.2. ([Doukhan and Louhichi, 1999]) Diremos que una sucesién de variables
aleatorias {X,},cy es (G, a, 1¥)-débilmente dependiente si existe una clase de funciones a
valores reales G, una sucesién no creciente de nimeros positivos {«(r),r € N} con a(r) 20
y una funcién 9 : G2 x N? tales que para toda u—upla (ni,...,n,) y para cada v—upla

(my,...,my)con1<mny <...<my <ny,+r=m; <...<m, < oo se tiene que
lcov (f (Xnys oy Xno ) 9( Xy s X)) S (S, 9,0, 0) o)
para cualquier par de funciones f,g € G definidas en R* y RY respectivamente.
Lema 3.3. ([Doukhan and Louhichi, 1999]) Consideremos el proceso AR(1) dado por
Xy =0X, 1 +en=000X, o+en1)+en=0*X, o+0ep 1+e,=...=Fley_s,5E€7)
donde F' es una funcion medible definida en Z y sea

O =supE (|F(ep—s,s € Z) — Fep—s,s € Z,—k < s < k)|),
nez

con O, LN Entonces, X, es (G,a,)-débilmente dependiente con G el conjunto de las

funciones Lipschitz acotadas, a(r) = 6,2 y

(f9,u,0) = 2 (ullgllo Lip (f) + v | fllo Lip (9)) -
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Si bien la definicién de dependencia débil fue dada en el ano 1999, [Rosenblatt, 1956] ya habia
probado el siguiente lema, el cual hace explicita la estructura de dependencia débil de procesos

a-mixing.

Lema 3.4. ([Rosenblatt, 1956]) Si la sucesion {X,}, cy es a-mizing entonces, es (o, L, 1))-

débilmente dependiente con Y¥(f, g,u,v) =4 || fllo 19/l

Por lo tanto, del ejemplo del proceso AR(1) y del Lema 3.4 vemos que la dependencia

a-mixing es més fuerte que la dependencia (G, a, ¢)-débil.

Observemos que, si en la definicién de dependencia (G, a,)-débil tomamos como
G={lg:E €A} la clase de las funciones indicatrices sobre conjuntos medibles y como
zn

U(f,g,u,v) = ¢(u,v) con ¢ : N x N — RT una funcién mayor o igual a uno, para A € M y

B € M7v tendremos que
P(AN B) — P(4)P(B)| = [E (Laly) — E (La) E (Ip)| = |cov (L, Ip)]| < a(r)(u,v).

Una sucesién de variables aleatorias {X,}, .y para la cual la desigualdad anterior se verifica
diremos que es una sucesién (o, ¢)-débilmente dependiente. En lo que sigue, daremos la
definicién explicita de esta nueva nocién de dependencia pues los procesos que utilizaremos en

este capitulos seran («, ¢)-débilmente dependientes.

Definicién 3.5. Diremos que una sucesién de variables aleatorias {X,}, oy s (o, ¢)-débil-
mente dependiente si existe una sucesién no creciente de nimeros positivos {«(r),r € N} con

a(r) %% 0y una funcién ¢ : N x N — R* con o(u,v) > 1,
|[P(ANB) — P(A) P(B)| < a(r)é(u,v) (3.2)

donde,paral <ni <...<ny<ng+r=m1 <...<my, < o0, AEM"’;yBGM%’; con./\/lb
la o-algebra generada por las variables {Xn}zz . Sl ademds existen constantes Li, Ly < 00y

1 >0 tales que

S7G+ Dral) < LiLE(k)E,  VE >0, (3.3)
7=0

entonces, diremos que la sucesiéon de variables aleatorias {X,}, .y es geométricamente

(a, ¢)-débilmente dependiente.

Los siguientes dos lemas muestran que la dependencia a-mixing (a-mixing geométrica) es

mas fuerte que la dependencia (o, ¢)-débil ((a, ¢)-débil geométrica).
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Lema 3.6. Si la sucesion { Xy}, es a-mizing entonces es (o, ¢)-débilmente dependiente.

La demostracién de este lema es inmediata ya que como ¢(u,v) > 1, para todo par (u,v),

|P(AN B) — P(A)P(B)| < a(r) < a(r)o(u,v).

Lema 3.7. Sia(r) <ap", 0<p<1ya>0 entonces, 3 ;°(j+ DFa(j) < LiLE(RY*, Yk > 0,

conlerp,ngrlpy,uzl.

La demostracién de este lema puede encontrarse en el Apéndice 3.5.

Por lo tanto, como consecuencia de los Lemas 3.6 y 3.7 tenemos que si una sucesién { X, }, oy

es a-mixing geométrica entonces es (o, ¢)-débilmente dependiente geométrica para cualquier
1

(bZlconLl:l%p,LQ:lTp,,uzl.

3.2. Estimando la funcion de densidad de un campo estacionario

En esta seccién extendemos la definicion estimador dado en el Capitulo 2 a un campo
aleatorio estacionario de primer orden X'(s) cuya funcién de densidad marginal es desconocida
y queremos estimar. Para ello supondremos que en el modelo (3.1) la funcién media p(s) es

constante con respecto al tiempo, es decir,
X(s)=p+e(s), se8s,

donde e(s) es un campo aleatorio estacionario de primer orden con media nula. Para este

estimador presentamos resultados de consistencia y obtenemos velocidades de convergencia.

3.2.1. Preliminares y definicion del estimador

Sean 51,55, ...,S; C R intervalos finitos y sea S = S X Sy X ... x S; € R? un recténgulo
de medida |S|. Consideremos el campo aleatorio {X(s,w) € R : s € S, w € Q} definido en
un espacio de probabilidad (€,.4, P) el cual es estacionario de primer orden con funcién de
densidad marginal no conocida fy. Supongamos ademds que X(s) admite un tiempo local (ver

Capitulo 2, Seccién 2.1.1).

Notacién 3.8. En lo que sigue omitiremos la variable w en la expresién X (s,w) y utilizaremos

la expresién [ - ds para denotar la integracién sobre el rectdngulo S. Mds precisamente, si
S
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s =1(81,82,...,84) €S con s1 € S1,82 € So,...,584 € Sq entonces,
/-dsi//.../-dsldSQ...dsd. (3.4)
S S1 S2 Sa

Ademds, para denotar u integrales d-dimensionales, utilizaremos la siguiente notacién.

/dsui/.../dsl...dsu.
S S

Su

donde, para cada i = 1,...,u, [ ds; es como en (3.4) para s; = (i1, Si2- . ., Sid) € S.
S

Sea {Xt(s)}thl una sucesiéon de campos aleatorios con la misma distribuciéon que X'(s),
Iz )y =[x — 7,2 + 7] el intervalo de centro z y radio r y {kr}, kr/T < [S|, una sucesién de
numeros reales positivos que tiende a infinito.

Al igual que en el caso funcional, la variable aleatoria hi: = hi (z) es elegida de manera tal

que
T
oy = ; / i (005)) ds, (3.5)
=S

y el estimador de la funcién de densidad fxy estd dado por

~ . kr

fr(x) = m (3.6)

Observacion 3.9. Si el proceso X (s) admite un tiempo local (ver Seccién 2.1.1), entonces Fr

estd bien definida ya que h;‘f existe y es unico (ver Observacién 2.3).

Observacién 3.10. Si {X;(s)}_, fuera una muestra ii.d. de X(s), una extensién directa de
los resultados del Capitulo 2 a R? nos permitirfa obtener la consistencia del estimador (3.6).
Sin embargo, en este capitulo no supondremos independencia de los datos sino que los procesos
serdn («, ¢)-débilmente dependientes y por lo tanto necesitaremos utilizar otras desigualdades

exponenciales para obtener velocidades de convergencia.

3.2.2. Hipdtesis generales

Consideraremos entonces las siguientes hipétesis generales:

H1 X(s) es un campo estacionario de primer orden con funcién de densidad estrictamente
positiva desconocida fy el cual admite un tiempo local;

H2 la densidad fy es una funcién Lipschitz con constante K;
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H3 {X(s),s € S}tT:1 es una sucesiéon de campos aleatorios con la misma distribuciéon que
X(s) tal que, para cada s fijo, la sucesién de variables aleatorias {X;(s)}/_, es (a, ¢)-
débilmente dependiente geométrica con ¢ alguna de las siguientes funciones:

e ¢(u,v) =2v,
o (u,v) =u+w,
¢(u, v) =
o(u,v) = p(u +v) + (1 — p)uv, para algin p € (0,1);

H4 {kr} y {vr} son sucesiones de enteros positivos que tienden a infinito tales que

k 00 ark2.
vr (TT) =o(1) y Y7, exp L | < o0, para cada aj,az > 0
alvTT-l—agvT( ;)

y p=0.

3.2.3. Resultados asintéticos

Teorema 3.11. Velocidades de convergencia. Supongamos que H1 - Hj se cumplen. En-

tonces, para todo x € R,

lim vp <f;\{($) - fX(x)> =0 a.co.

T—o00
Observacion 3.12. Nuestras hipétesis implican que podemos elegir kp tal que vp = T7
para cualquier v < i. Més precisamente, si kr = TP y vp = T7, para que las condiciones
(kr/T)vr =o0(1) y arky = a1 —— — 0o se cumplan es sufi-

( )(2u+3)/(u+2)

alvTT-‘,-agvT +2 k“+2

clente que § —1+vy <0y g —~— 5 > 0 o equivalentemente, 5 <1 —vyy 8 >v+ % Luego,

al UTTk: +a2 vT

dado v < i es posible elegir 5 de manera que las hipétesis se verifiquen (ver Figura 1).

1 .
.

.
.

ot \ﬁ=y+ 1/2

.

v
FIGURA 1. El drea sombreada muestra la interseccién de las regiones S <1—7v y

1

Observacién 3.13. Aunque la dependencia a-mixing geométrica es més fuerte que la depen-
dencia («, ¢)-débil geométrica (Lema 3.7), utilizando la desigualdad de Bernstein (Teorema
A.34) puede verse que las velocidades de convergencia obtenidas en el caso a-mixing geométrico

son las mismas que en este caso.
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Demostraciéon del Teorema 3.11: Por definicién de convergencia casi completa necesi-

tamos probar que para todo ¢ > 0,
[e.e]
Z P(?}T ‘f;((x) - fX(x)‘ > 6) < o0.
T=1

Sean e = ﬁ y

Cr=Crp(z)= {vT ‘fx(:ﬂ) - fX(x)‘ > e} = {‘fx(az) - f/y(ﬁﬂ)‘ > ET}.

Escribimos,
CT = AT @] BT,
con
k
— - X T
Ar =i = {hT ) < o8] el + 6T>}
Yy
k .
BT _ BT(Q;) - {h%(x) > WTM} S1 fX(x) > e
0 si fx(z) <er.
Definiendo
. k ‘ e
o =ar(o) R — '

~ 27(S|(fa(x) + er) 278 (fx(z) — er)

tenemos que

Ar={hf <ar} v BrC{hi >br, fx(z)>er}.

Ademas,

T T
hg <ar ey /S Ty oy (Xe(8))ds > kr y  hf >br ey /S Iy, (Xe(s)) ds < kr,
t=1 t=1

- OT b
:Yt :Yt T

de donde se sigue que,

P(Ap) =P <Z YT > kT> (3.7)

T
P(BT) <P (Z Y;bT < k‘T,f/y(:C) > ET> .

=1
Por lo tanto, dado que P(Cr) < P(Ar) + P(Br) seré suficiente probar que

00 00 T
Y P(Ar)=>_P (Z YT > k:T> < o0 (3.8)

T=1 T=1 t=1

t=1

> P(Br)<> P (Z YT < kr, fr(z) > €T> < o0. (3.9)
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La demostracién de (3.9) es anédloga a la de (3.8) y por lo tanto serd omitida. Para probar (3.8)
definimos Y*" = Y% —F (Y7). Reemplazando n por T, ¢t por s y T por S en el Lema 2.6 para
¢ = ap tenemos que E (Y*") = |S|pa, luego, en (3.7) resulta,

T T
P(AT) =P (Z YtaT > /{?T> =P (Z??T > kp — T’S‘paT> .

=1 t=1
Anélogamente a lo hecho en la demostracién del Teorema 2.7 podemos obtener la ecuacién
andloga a (2.23) para campos aleatorios. M&s precisamente, para todo T' > T para algin
T} = Ti(x) y una constante C; = C(x) tenemos que
d k
P(Ar) <P (Z Y > Oy (—T>> : (3.10)
=1 vr

Por lo tanto, serd suficiente probar que

Zp<zy >01< T)) <.

Con el fin de aplicar la desigualdad de Bernstein para variables aleatorias (G, «v, 1)-débilmente
dependientes (Teorema A.33), necesitamos el siguiente lema el cudl serd demostrado en el

Apéndice 3.5.

Lema 3.14. Supongamos que la hipotesis H3 se verifica. Consideremos las variables aleatorias
Ve = [l ., (Xi(s))ds y las variables aleatorias centradas Y, =Y —E (YY) donde ¢ puede
depender de x. Entonces,

(i) para cada u—upla (t1,...,t,) y para cada v—upla (I1,...,0,), 1 < t; < ... < t, <

ty+r=101 <...<l, <T se tiene que

leov (Y, ... Yy, Y .Y )| < 218D ¢(u,v)alr), (3.11)

r—r00

donde 2|8| es tal que |?§| < 2|8| para todo t, a(r) —— 0 con ¢ cualquiera de las
funciones dadas en HS;
(ii) para alguna constante C se tiene que,

T
var <Z 7?) < (CT.

t=1

En virtud de la parte (i) del Lema anterior con ¢ = ap, la sucesién {??T}thl resulta ser
(G, o, 1)-débilmente dependiente con {a(r),r € N} dadaen (3.2), f :R* > Ry g:R" - R
dadas por f(??lT, e ,7?3) = ??IT . ??uT yg(?flT, e ,VZT) = YlalT . .VZJT yib: GEZxN? = R
definida por ¥(f,g,u,v) = (2|S])“"?é(u,v) con ¢ cualquiera de las 4 funciones dadas en H3.
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Luego, estamos bajo las condiciones del Teorema A.33 con K = (2|S|)? y M = 2|S| por lo que
en (3.10) tenemos que

P(Ar)< P (i Y;" > (k—T>>

v
i—1 T

2
krC
()
@ur8)/(r2) |
ET+A1T/(M+2) (chl) H K’

T

< exp

(3.12)

donde 7 puede ser elegido como cualquier niimero mayor o igual a O'% = var (Zthl 7? T) y

24tHT 12
Ap =2(1V2|S|)Ly <<T1> vV 1> .
T

Del Lema 3.14 (ii) para ¢ = ar tenemos que a% < (57T para alguna constante Cy luego, tomando

Y = C9T tenemos que Xp > O'% y

241y,
Ap =2(1V 2|S|)Ly <<71> v 1>
X7

21T L
=2(1V2|S|)L —_— 1
v ((Fgpt) vi)

= 2(1V 2[S|)Ly ((242?1) v 1>

= (4.

Por lo tanto, en el argumento de la exponencial de (3.12) tenenos que

Gy ()

) (2u+3)/(u+2) > (2p+3)/(u+2)

-+ AY0) (b6 TC, +Cy/ ¥+ (k2
K2.Cy

VBT Cy + v3Cs (AL

) (p+3)/(p42)

Aqui, Cy = C3/2y Cs5 = Cé/“+20§2“+3)/(“+2). Luego, para todo 7" > Tj(x) en (3.12) resulta

k2.0

P(Ar) <exp | —
(2p+3)/(p+2)
’U%’l 02 + ’U%ng (—5;) g !

Finalmente, de esta desigualdad y de la hipdtesis H4 tenemos que

00 T1—1 00
> P(Ar)= > P(Ar)+ > P(Ar)
T=1 T=1 T=T
s k20,4
STt ) e |- @) | S
T=T U%TCQ + U%C5 (ﬁ)
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3.3. Estimando de funciéon de densidad de un campo no estacionario

En esta Seccién extendemos el estimador dado en la Seccién 3.2 a una familia particular
de campos no estacionarios. Para ello, supongamos que en el modelo (3.1) la funcién media
deterministica ,u(s) no es constante con respecto al espacio, esto es, supongamos que X(s) es

dado por
X(s) = pu(s) +e(s), se8S

donde p(s) es la funcién media y e(s) es un campo aleatorio estacionario de primer orden con

media cero y funcién de densidad no conocida fe. La funcién de densidad de X (s) serd denotada

por fx(s) = fxg-

3.3.1. Extensién del estimador

Sea {X;(s)}L_; una sucesiéon de campos aleatorios con la misma distribucién que X(s). Igual

que en el caso de datos funcionales, el estimador de la funcién de densidad fxg es dado por

Fag(@) = Julz — Xr(s)), (3.13)

con f, definida como

TN kr

P s )
conu = {Ur1, ..., Urr} dado por Ury(s) = X;(s)—Xr(s) = ei(s)—er(s). Aqui {ei(s),...,er(s)}
es una sucesién con la misma distribucién que e(s), ér(s) = + Z et(s) y hYf. es definida como

en (3.5) reemplazando {e;(s)}7_; por w.

Para todo s fijo, las variables aleatorias {Ur1(s), ... ,Urr(s)} con E (Ur(s)) = 0 son iden-
ticamente distribuidas pero no necesariamente («, ¢)-débilmente dependiente. Por lo tanto, no
podemos usar directamente los resultados de la Seccion 3.2. Sin embargo, todavia podemos

probar la convergencia completa del estimador de fxg y obtener velocidades de convergencia.

3.3.2. Resultados asintdéticos

Teorema 3.15. Velocidades de convergencia. Para s fijo, supongamos que H1-HJ se ver-

ifican para e(s). Elijamos dos sucesiones {kr} y {vr} de nimeros reales positivos que tienden
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a infinito tales que vy (T/kr)|ér(s)| =22 0. Para esas sucesiones {kr} y {vr} supongamos que

H5 se verifica. Entonces, para todo x € R,
Tll_r)réo ur <fXS(x) — fxs(x)> =0 a.co.

Observacién 3.16. Si para s fijo la sucesién {e;(s)}/_, es a-mixing geométrica con |e(s)| < M

para alguna constante M > 0, dado que en este caso ér(s) = o(T~%) con a < 1/2 entonces

podemos elegir kp tal que vp = T7 para cualquier v < i. Maés precisamente, sean kp =
2
T8 y vp = T7. Para que las condiciones (kr/T)vr = o(1) y alkkT @it/ (i +2)
aﬂ)%T—l—agv%(%)
4 — oo se cumplan es suficiente que 5 <1 —~vy >~ + % Ademas, para

al U%Tk;Q-‘raquﬂhLQ k:,‘f+

que vp(T/kr)|er(s)] — 0 a.co. se verifique, dado que ér(s) = o(T~%) con a < 1/2 debe ser
B>+ % Por lo tanto, dado v < i podemos elegir 3 tal que las condiciones se cumplan (ver

Figura 1).

La demostraciéon del Teorema 3.15 serd consecuencia inmediata del Teorema 3.11 y del

siguiente lema:

Lema 3.17. Supongamos que HI1-Hj se verifican para e(s). Elijamos dos sucesiones {kr} y
{vr} de mimeros reales positivos que tienden a infinito tales que vr(T/kr)ler(s)] — 0 a.co.
Para esas sucesiones {kr} y {vr} supongamos que H5 se verifica. Entonces, para todo x € R,

tenemos que

lim vp <.]/C;(.%' — Xp(s)) — folz — ,u(s))) =0, a.co.

n— o0

donde fe es el estimador de f.

La demostracion de este lema es idéntica a la del Lema 2.17 en la cual no hemos usado la

independencia de los datos, por lo tanto aqui serd omitida.

3.4. Estudios de simulacion

En esta seccién presentamos algunos estudios de simulacién que muestran el desempeno de
nuestros métodos de estimacién de la densidad marginal para campos aleatorios definidos en

R2. Més precisamente, consideremos el campo aleatorio X(s) : R? — R definido por
X(s) = pu(s) +e(s), seS=(01]x(0,1], (3.14)

donde e(s) es un campo aleatorio estacionario Gaussiano con E (e(s)) = 0, var (e(s)) = 1y

cov (e(s),e(r)) = exp{—d(s,r) /0.25} donde d (s,r) es la distancia del punto s al punto r.
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Ejemplo 3.18. En este primer ejemplo consideraremos el caso estacionario. Para ello en
el modelo (3.14) consideramos p(s) = 0 de manera que X(s) = e(s) es estacionario y
para cada s fijo, X(s) ~ N(0,1). En este caso tomamos una muestra de n = 100 campos
aleatorios medido en una grilla de 100 x 100 puntos igualmente epaciados en el rectangu-
lo (0,1] x (0,1]. Dichos procesos fueron generados en el lenguaje de programacién R (ver
[R Development Core Team, 2006]) por el paquete para el anélisis de datos geoestadisti-
cos GeoR (ver [Ribeiro Jr. and Diggle, 2001]) y luego, todo el anélisis fue realizado usando
Matlab (ver [MatLab, 2009]).

En la Figura 2 (a) hemos graficado un elemento de una muestra de 100 campos con la misma
distribucién que X'(s) y en la Figura 2 (b) hemos graficado la funcién de densidad tedrica de
X (s) y su estimador calculado con esa muestra. Como podemos observar, al igual que ocurria
para datos funcionales, el estimador ajusta muy bien a la verdadera funcién de densidad excepto
en las colas donde, debido a la naturaleza de los procesos, no tenemos suficiente informacion

para realizar la estimacién.

Ejemplo 3.19. En este ejemplo mostramos el desempeno de nuestro método cuando los
datos no son estacionarios. Para ello, en el modelo (3.14) consideramos como funcién media
a i (s) = pu(s1,s2) = s1 + s2. El buen comportamiento de nuestro estimador puede observarse
en la Figura 3 donde hemos graficado para algunos puntos del (0, 1] x (0, 1], el estimador de la

densidad (linea de puntos) y la densidad teérica (linea sélida) de X(s).

FIGURA 2. (a) 1 elemento de la muestra de tamano 100 de X(s). (b) Funcién de

densidad estimada (linea de puntos) y tedrica (linea sélida) de X(s) para k, = 10.
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s, =0.01 sz=0.01 51=O.01 Sz=0'5 s, =0.01 52=1
- > -~
0.51
s, =05 52=0.01 s =0.5 52=0.5
- - \ N -~ - - - N -~
0.51 1
s, =1 s,=0.01

FicurA 3. Funcién de densidad estimada (linea de puntos) y tedrica (linea sélida) de

X (s) para p(s1,82) =81+ 82y ky = 15.

3.5. Apéndice

Demostracién del Lema 3.7: Supongamos que a(r) < ap” para algunos 0 < p < 1y

a>0ysi f* indica derivada k-ésima de f entonces,

D G +Dral) <a) G+
7=0

<a) (GHRG+HE=1)..(+1)p (para k > 1)

. (k)
> (3.15)

Ahora, dado que

k (7) k! » 1 © 4!
£ O g o ()
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resulta,

I
S
(11~
VY
. .
N———— N————
==
RS
—
|
< =
<
+
—

k! P k
<— + 1) (Teo. del Binomio)

k
e (L)
1—p\1l—0p

Con esta igualdad en (3.15) tenemos que

00 a 1 k
i+ DEay) < <—> k!
:O( ) alj) =, 12,

<.

_a_

y por tanto, tomando L1 = 1=,

Ly = 1%/) vy 1 = 1 tenemos el resultado.

Demostracién del Lema 3.14: Para 1 <t; < ... <t, <t,+r=04 <...<I[, <T, con-
sideremos la u—upla (¢1,...,t,) y lav—upla ({1,...,l,). Dado que por el Lema 2.6 E (Y¢) = p|S|
entonces,

u u

u k
[17i = TT0% —nds) = 3 () sy T v,
k=1 i=1

k=1 k=0

Por lo tanto,

u v
cov (V5 ... Y5 Ve . VE) = cov (H Vi I1 712)

u k v m
U u—k c % v—m c
—eov [ 3 (1) s TTvie S (1) mtsi T v
k=1 =1 m=1 j=1
" u v v k m
=3 (1) 32 (1) s eon T I v
k=1 m=1 1=1 Jj=1

Tomando valor absoluto y teniendo en cuenta que |p.| < 1 tenemos que

U v k m
SO () (f i

k=1 m=1 i=1 j=1

lcov (V5,75 V5 ... Y0

(3.16)
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donde

k m k m k m
o ([ f1) - o (el ) o (fD) e (fe) e
=1 =1 =1 =1 i=1 j=1

En lo que sigue consideraremos los siguientes eventos,

S(s) ={weQ: X, (s,w) €lo}, i=1,...,u

y
S (I'):{WGQ le(r,w)el(mc)}, j=1 , U
Luego
m k m
o (0D ) =2 (11 fo v 11 o o]
j = =1 S J=1 S
k m
=E ( H]:[I(ac,c)( 1;(s)) dsu) (/ H ]:[I(ac,c)(le (r)) drv))
qu i=1 gvJ=l1
k m
—E [ [ [Tty @) [ L (A, (s)) ds drv)
qu v i=1 j=1
k m
= //E HHI(W)(XH(S)) HHI(%C)(/Y[].(S)) ds" dr". (Teo. de Tonelli)
Qugy i=1 j=1
Dado que,
k m
E H Hf(x o) (th (s)) H ]II(ac e) (le (s)) | =
i=1 j=1
= B (L1 (X (3)) - T (Rig (5D, (6, (5)) -+ T, (X, (5)) )
= P (X, (s) € Iy N Xy, (8) € L(ze) N XL (S) € Iz ) A&, (8) € L(z0))
k m
=P (ﬂ Si(s)n () Slj(s))
i=1 j=1
entonces,

k m
. (l_llytcl—[lylj) :// (HHR“) (A, (s HHR“) A, ( ) ds” dr”
1= j=

S“sv

/u/ (ﬂ Si.(s ﬁ ) ds® dr”. (3.18)
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Por otro lado,

i=1 j=1 i=1 j=1
k m
- ( 11, C)(th(s))dsu) E (/HHI(Z C)(Xl](r))dr”) (3.19)
qu i=1 qv J=1

k m
— / E (HHI(Z C)(th(s))> E (H I, C)(le(r))) ds*dr” (Tonelli)
Susv i=1 j=1
k m
= //P (ﬂ Sti(s)> P (ﬂ Slj(r)> ds" dr”.
Qugy i=1 j=1

Por lo tanto, con (3.18) y (3.19) en (3.17) tenemos que

(
E (ﬁYﬁYl) ~E (ﬁY> E (ﬁn)

k m k m
= //P (ﬂ St (s) N ﬂ Slj(r)) ds" dr’ — //P <ﬂ St,(s)> P ﬂ Sy (r)) ds" dr’
Su QY i=1 j=1 qugv i=1 j=1
k m k m
< // P (ﬂ Su(s)n () S, (r)) - P (ﬂ Stl(s)> P (ﬂ Slj(r)> ds® dr?
Quigv i=1 j=1 i=1 j=1

Observemos que para cada s fijo, dado que k <uy m < v,

k m
() Si(s) € My y S, (x) € My,
i=1 j=1

con 1<t <...<ty<ty+r=1I0<...<l, <T. Luego, de la hipétesis H4 se tiene que

k m k m k m
cov (H ve I1 Ylj) < / P (ﬂ SAORIRE" (r)) - P (ﬂ Sti(s)> P (ﬂ Sy, (r)) ds® dr?
=1 7j=1 gugY i=1 7j=1 i=1 7j=1
< //oz(r)qb(u,v) ds" dr” (3.20)
S“SsvY

= [S[" ™ a(r)p(u,v).

Luego, con esta desigualdad en (3.16) resulta

k m . )
(i) -0 2

k=1 m=1

k m
cor T2 T
=1 j=1
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< :1 () 2_3 ()81 st — o) (e (320)

LAY (Z) () o)

<y (Z) ( JatIotus) (<t ti—ti>ryaN0)
:\S\“+“(2“— 1)(2Y — Da(r)é(u,v) (Cor. A.13)
< [S|"Tv2"2%a(r)¢(u, v)
= (2IS)"™ a(r)é(u, v).

Probemos ahora la segunda parte del Lema.

T
ar <Z?§> <Zvar (YY) —|—2Z Z {cov Y, Y, {
t=1

t=1 [=t+1

<Z!S\ pc+23z Z IS]2a(l — t)o(1,1) (Lema 2.6 y (3.11))

t=1 l=t+1

= T|S|’p. + 2°|S|? Z Z (I —t)p(1,1) (3.21)

t=1 l=t+1

S TISP + ISP )Y 3 alt 1) (e < 1)

t=1 I=t+1

Analicemos la ultima suma. Llamando s = [ — t tenemos que

T—-1T—t

ZZ (l—1) ZZ(X(S)

t=1 I=t+1 t=1 s=1

:ZZQ(S) (s<T—-t=t<T-—5)
<> a(s)(T-1) (1<s<T—-1=1<T—-5<T-1)
gTZa(s) (a>0)

<TL;. (de (3.3) para k = 0)

Con esta desigualdad en (3.21) tenemos que

T
ar Y, | <T|SI>+2%S|%¢(1,1) (1—1)
(z ) SE PP S S a
t=1

t=1 |=t+1
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i

< TISP* +23IS12p(1,1)T L,

=TC.

(C =[S (1+2°(1,1)L))






CAPITULO 4

REGRESION PARA DATOS FUNCIONALES

En el contexto de datos funcionales, el problema de estimar la funciéon de regresion de
manera paramétrica usando modelos lineales, ha sido de cierta manera popularizado por
Ramsay y Silverman ([Ramsay and Silverman, 1997]). Desde entonces, muchos autores
han trabajado en este tema, entre ellos podemos mencionar a aquellos que han obtenido resul-
tados mds recientes como por ejemplo, [Cuevas et al., 2002|, [Cardot et al., 2003],
[Cardot et al., 2004], [Hall and Horowitz, 2007], [Preda and Saporta, 2005a],
[Preda and Saporta, 2005b], [Baillo and Grané, 2009] y [Preda et al., 2007].

Dentro del marco no paramétrico, existen varios resultados sobre consistencia de estimadores
de la funcién de regresién aunque la mayoria son para estimadores concretos (estimador de k-
vecinos mas cercanos y estimador de nicleo) y en algunos casos sélo para el problema de clasifi-
cacion. Para el estimador de nicleo, en el clasico libro Nonparametric functional data analysis,
sus autores [Ferraty and Vieu, 2006] obtienen resultados de consistencia casi completa ba-
jo hipdtesis de continuidad de la funcién de regresion 7, sobre la distribucién subyacente de
los procesos (small ball probability), regularidad del nicleo y acotacién de los momentos de la
respuesta. Ademads, si la funcién de regresién es Lipchitz, obtienen velocidades de convergencia.

Para estimadores de k-vecinos més cercanos, [Biau et al., 2005] probaron la consistencia
débil de la respectiva regla de clasificacion en espacios de Hilbert separables cuando la respuesta
es binaria (7 acotada). Para ello, utilizaron el método de filtrado para reducir la dimensién del
espacio a R?, y asi poder utilizar el cldsico Teorema de consistencia de Stone finito dimension-
al (ver [Stone, 1977]). Aunque ellos afirman que han extendido este importante teorema al
contexto infinito dimensional, sélo han utilizado su versién original en R%. Por otro lado, para

espacios métricos separables, [Cérou and Guyader, 2006] probaron la consistencia débil de
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esa regla de clasificacion bajo cierta condicién de regularidad de la funcién de regresién 7 con
respecto a p, la medida de probabilidad de X, conocida como la condicion de Besicovitch: para

todo € > 0,

1im (X cF: m /B o 1) 0@ ) > ) 0.

[Abraham et al., 2006] mostraron que el estimador de ventana mévil (suma de indicado-
ras sobre bandas que varfan con n) no es universalmente fuertemente consistente para espacios
métricos en general y dieron condiciones suficientes sobre el espacio y la funcién de regresion
para asegurar la consistencia fuerte del estimador.

Recientemente, [Biau et al., 2010] presentaron contraejemplos que muestran que el esti-
mador k-NN no es consistente para espacios generales F. Sin embargo, demostraron su consisten-
cia en media cuadratica y encontraron tasas de convergencia en espacios de Banach separables,
usando la compleja teoria de inclusiones compactas.

En este capitulo presentamos un resultado de consistencia para una familia muy general de
estimadores de regresién que incluye al estimador de k-vecinos maés cercanos y al de ntcleo.
Luego, suponiendo la separabilidad del espacio, utilizamos el resultado para probar la consis-

tencia en media cuadratica de estos estimadores.

4.1. Preliminares

Sea (F,d) un espacio métrico. Consideremos el par (X,Y) € F xR (con X un proceso

estocdstico) que verifica el siguiente modelo de regresién,

Y =n(X)+e, (4.1)

2 < 00. En estas condiciones,

donde el error es independiente de X', E(e) =0y E (62) =0
n(X) =E (Y|X): F — R es el operador de regresién.
Dada una sucesién de pares aleatorios {(&;,Y;)};; i.i.d. con la misma distribucién que la

del par (X,Y"), estimaremos el operador de regresiéon n mediante
n
) =D VilWui(X) (4.2)
i=1

donde, para cada i los pesos W, (X) = Wy, (X, X1, ..., A,) son no negativos y > | Wpi(X) = 1.
Una sucesién de pesos W, = {Wp,;};-; cuyos miembros satisfagan esta tltima condicién serd lla-

mada sucesién de pesos normales. Ademds, una sucesiéon de pesos no negativos y normales,
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serd llamada sucesién de pesos de probabilidad (estas definiciones fueron introducidas por

[Stone, 1977)).

Notacién 4.1.

» Por simplicidad de notacién llamaremos ©,, a la sucesién {7, ..., X, }.

= Los simbolos E, var o P sin subindice, indicardn que estamos calculando la esperanza,
varianza o probabilidad sobre X', X7, ..., X,. En caso contrario el subindice indicara con
respecto a que elemento aleatorio estamos calculando dichas medidas.

» Utilizaremos la notacién simplificada p,(X') para referirnos a la medida de probabilidad
de la bola B(X,r). Esto es, p,(X) = (B (X,r)) donde u es la medida de probabilidad
de X.

4.2. Extension del Teorema de Stone
En esta seccién extenderemos el resultado de [Stone, 1977] al contexto infinito dimensional.

Teorema 4.2. Sea (F,d) un espacio métrico. Sea {(X;,Y;)}i—, una muestra aleatoria indepen-
diente e idénticamente distribuida como el par (X,Y) € F x R que satisface el modelo (4.1) y
supongamos que Wy (X) = {Wyi(X)}i, es una sucesion de pesos de probabilidad que satisface

las siguientes hipotesis:

(i) para todo a >0,

lim E <Z Wni(X)H{d(X,Xi)>a}> = 0;

=1
(i)
lim E <méx Wm(X)> =0;
n—00 1<i<n

(iii) existe una constante ¢ > 0 tal que, para toda funcion medible no negativa f que satisface

E (f(X)) < oo se tiene que

E (Z Wm(X)f(Xi)> < cEx (f(X)).
i=1

Si ademds la funcion de regresion n satisface la siguiente hipotesis:
(iv) 1 puede aprozimarse en L*(u1) por funciones uniformemente continuas y acotadas.

Entonces, el estimador dado en (4.2) es consistente en media cuadrdtica. Es decir,

lim E ((7(X) — n(X))?) = 0.

n—oo
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Corolario 4.3. Sean W, una sucesion de pesos de probabilidad que satisface las hipdtesis

(i)-(iii) del Teorema 4.2 y n una funcion de regresion que verifica la hipdtesis (iv) del mismo

teorema. Si U, es una sucesion de pesos normales tal que, para cada n > 1, |U,| < MW, para

alguna constante M > 1. Entonces, el estimador definido por

() = 3 Villi(X)
=1

es consistente en media cuadrdtica.

Aqui, |U,| < MW, significa que, para cada n > 1, |Uy;| < MW,,; para todoi=1,...,n.

Observacion 4.4. (Algunos comentarios sobre las hipétesis)

La condicién (i) requiere que el peso total fuera de toda “bola” centrada en X y de
radio fijo tienda a cero. En otras palabras, requiere que la influencia en el estimador de
los elementos X; que estan muy alejados de X sea pequena.

La condicién (ii) requiere que ningin elemento X; tenga demasiada contribucién en el
estimador.

Observemos que las hipétesis (i)-(iii) son las mismas que las del Teorema 1.4
([Stone, 1977]).

La hipétesis (ii) puede debilitarse pidiendo que

; 2 .
Iim E (Zl Wm()()> =0.

Observemos que si bien las condiciones (i)-(iii) son muy generales, no pedimos condi-
ciones sobre la distribucién de X (por ejemplo, del tipo small ball probability). La condi-
cién (iv) requiere simplemente cierta regularidad de la funcién de regresion 7.

Si p es una medida de Borel y el espacio F es localmente compacto, la hipétesis (iv) es

siempre cierta.

Demostracién. Consideremos la funcién auxiliar 7, (z) = > 7(X;)Whi(x). En base a la

desigualdad (a + b)? < 2(a? + b?) tenemos que

E (((X) - 1(2))?) = E ((7(2) ~ 1a(2) + 1a(2) - (2))?)
< 2E (n(X) — 7 (X))?) + 2E ((n(X) — 7(X))?)

=I+1I.
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Por lo tanto, serd suficiente probar que I y I tienden a cero. Comencemos con [, para ello
escribimos

n n

N(X) = 1 (X) = (X)) =3 (&) Wi (X) = > Wi(X) (n(X) — n(X;)).
i=1 i=1

Dado que los pesos son no negativos y ¢(x) = 2 es convexa, de la desigualdad de Jensen

tenemos que

(1(X) = 1(X))? = (i Wi (X) (n(X) — n(Xz))) 2 < En: Wi (X) ((X) = 1(;))*
de donde se sigue que,
I=E ((n(X) = na(X))?) <E <i1 Wi (X) (n(X) — n(Xz-))Q) : (4.3)
Por la hipétesis (iv), para todo € > 0 existe 7* uniformemente continua y acotada tal que

/(n(w) =" (2))? dp(z) = E ((n(X) = n*(X))?) <e. (4.4)

Para esta elecciéon de n* y usando la desigualdad (a + b+ ¢)? < 3(a? + b? + ¢?) podemos escribir

~
I

E ((n(X) = nu(X))?)

i=

<3 (Z Wi () (n(X) - 77*(?())2>
=1

1=

+ 3E Wii(X) (" (X) - 77*(9@'))2> (4.5)
=1

1 3E (Z Wi (X) (0" () — n(Xi))2>

=1

< 3e+3E (i Wi (X) (" (X) — n*(xl-)f) + 3ce, (de (4.4))

i=1
donde, en el primer término hemos usado (4.4) y en el tercer término hemos usado la hipétesis

iil) v nuevamente (4.4). Resta ver que ocurre con el segundo término. Dado que n* es uniforme-
(i) y q g que 7

mente continua para todo € > 0 existe a > 0 tal que si d (X, &;) < a,

(" (X) =" (X3))* < e
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para todo X, X;. Para cse a escribimos,
E @ W) () — n*()fi))?) -
=K (i Wi (X) (77 (X) — 0" (X;))* H{d(/’\.’,/’\g)>a}>
+E <i Wi (X) (" (X) — " (X)) H{d(X,Xi)ga}> (4.6)
=1

< 2C°E <Z Wni(X)H{d(X,X¢)>a}> +e (Z Whi(X) =1y n" < C)

i=1 i=1

< (202 4 1)e,
donde, en la ultima desigualdad hemos usado que por la hip6tesis (i) existe N; tal que sin > Ny,

E (Z Wni(X)H{d(X,Xi)>a}> < €.
=1

Reemplazando la desigualdad (4.6) en (4.5) resulta
I <3¢+ 3(2C% 4 1)e + 3ce.

Continuemos con I1. Para ello escribimos,

11 =E ((1:(X) - 7(X))?)

- ; ;E (Wi (X)W (X)ese;) (X)) =Y =¢)

= Zn;iﬂ*l (Wi (X)W (X)) E (eie;) (por hipdtesis e I X)
i1

:éE(Wé(X))E(e?) (ei Lej,¥i#j y E(e;) = 0,Vi)

<o’E (ggjégxn Wi (X) Zn; Whi(X ))

= o°E (1%%1 an(X)> (i Wi (X) = 1)
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En la ultima desigualdad hemos usado que por la hipdtesis (ii), para todo € > 0 existe Ny tal

que si n > No,

E (méx an()()> <e.

1<j<n

Por lo tanto, tomando n > méx { N1, Na} el teorema queda demostrado. O

El siguiente resultado es una nueva versién del Teorema 4.2 donde hemos eliminado la
hipéteis (iii) y hemos reemplazado la hipétesis (iv) por una condicién mds fuerte sobre la

funcion de regresiéon 7.

Teorema 4.5. Sea (F,d) un espacio métrico. Sea {(X;,Y;)}| una muestra aleatoria indepen-
diente e idénticamente distribuida como el par (X,Y) € F x R que satisface el modelo (4.1) y
supongamos que Wy (X) = {Wp; (X))}, es una sucesion de pesos de probabilidad que satisface

las siguientes hipotesis:
(i) Para todo a > 0,

lim E <Z Wni(X)H{d(X,Xi)>a}> = 0;

i=1

lim E Ax Whi(X) ) = 0;

i (max i >> ’
(iii") la funcion n es uniformemente continua y acotada.

Entonces, el estimador dado en (4.2) es consistente en media cuadrdtica. Es decir,

lim E ((7(X) —n(X))?) = 0.

n— o0

Corolario 4.6. Sea W,, una sucesion de pesos de probabilidad que satisface las hipdtesis (i) y (ii)
del Teorema 4.5 y sea n una funcion de regresion que verifica la hipdtesis (iii’) del mismo
teorema. Si Uy, es una sucesion de pesos normales tal que, para cada n > 1, |Uy,| < MW, para

alguna constante M > 1. Entonces, el estimador definido por
n
M) = YiUn(X)
i=1
es consistente en media cuadrdtica.

Aqui nuevamente |U,| < MW, significa que para cada n > 1, |Uy;| < MW,; para todo

1=1,...,n.
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Demostracion. La demostracion es idéntica a la del Teorema 4.2 con la diferencia que, en
(4.5) en lugar de usar (iii) y (iv) debemos usar (iii’). Luego, por esta hipdtesis tenemos que para

todo € > 0 existe a > 0 tal que si d (X, ;) < a,

(n(X) = n(X))* < e.

Para ese a, usando que 7 es acotada y haciendo el mismo razonamiento que en (4.6) para 7 en

lugar de n*, en (4.5) tenemos que, para todo € > 0 existe N7 tal que si n > Ny,
I<2C%* +e.

El resto de la prueba es idéntica por lo que el teorema queda demostrado. O

4.3. Consistencia del estimador de k-vecinos mas cercanos (k-NN)

En esta seccion, utilizaremos el Teorema 4.2 para probar la consistencia en media cuadratica
del estimador de k-vecinos més cercanos para datos funcionales. Para modelos donde la covari-
able es una curva, la definicién del k-vecino més cercano de X (y por lo tanto el respectivo
estimador), son una extensién directa de las definiciones dadas en la Seccién 1.1.3. En efecto,

para calcular el k-vecino més cercano de X seguimos los siguientes pasos:

= calculamos las distancias de cada X; a X,
Di :d(X,XZ), 1= 1,...,n;
= calculamos los estadisticos de orden para esas distancias,

= las observaciones correspondientes a esos estadisticos de orden son los vecinos mas

cercanos de X,

X(l),X(Q), e ,X(k),. .. ,X(n).

Asi por ejemplo, X(;) es el 1-vecino mds cercano de X, X(y) es el 2-vecino mds cercano de X
y X es el k-vecino mds cercano de X. Dado que k dependerd del tamano de la muestra lo
llamaremos k,, aunque seguiremos utilizando la notacién k-vecinos mas cercanos (k-NN) en
lugar de k,-vecinos més cercanos (k,-NN). En caso de haber empates, es decir, en caso de que
Dy = D;) parai # j, el orden de X(;) y X|;) se asigna al azar entre ellos, como en el caso finito
dimensional. En lo que sigue, por simplicidad de notaciéon supondremos que no hay empates

con probabilidad 1.
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Definimos el estimador de k-vecinos mas cercanos como
n
An(X) =) Wu(X)Y;, (4.7)
i=1

donde los pesos estan definidos como W,,; = 1% si X; esta entre los k-vecinos mas cercanos a X
n

entre X7,...,X,, y Wy, = 0 sino. Mas precisamente,

Losid(X,x) <d(X,,X),
W) = | T LA <d (Y V) (4.8)

0 en otro caso.

Teorema 4.7. Supongamos que (F,d) es un espacio métrico separable y que la funcion de re-
gresion n es uniformemente continua y acotada. Sea k, una sucesion de numeros reales positivos
que tiende a infinito tal que k,/n = o(1). Entonces, el estimador de k-vecinos mds cercanos

(4.7) con pesos dados por (4.8) satisface

lim E ((n(X) — 7.(X))2) = 0.

n—oo

Demostracién. Probaremos que los pesos (4.8) satisfacen las hipétesis (i) y (ii) del Teo-
rema 4.5. La hip6tesis (ii) se verifica de manera inmediata ya que por hipétesis k, — oo y por

lo tanto,

1 1
lim E (méx Wm(/l’)> = lim E <max —> = lim — =0.

n—00 1<i<n n—00 1<i<n kn

Para probar la hip6tesis (i) consideremos a > 0 arbitrario y escribimos

n n 1
E <Z Wni(X)H{d(Xin)M}) =E (Z Eﬂ{d(Xin)>G}H{d(X,Xi)§d(X,X(kn))})
i=1 1=1

kn
1
< — .
=F (k EH{WW}) (49)
1=
= P(d (X, Xy,)) > a).
El siguiente lema serd demostrado en el Apéndice 4.5.

Lema 4.8. Sea {Xy,...,X,} una muestra aleatoria de X. Supongamos que el espacio (F,d) es
separable y que X es independiente de los datos. Entonces Va > 0, P(d (X,X(kn)) > a) — 0

siempre que ky/n — 0.
Luego, aplicando este lema en (4.9) tenemos que

por lo que la parte (i) queda demostrada. O
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4.4. Consistencia del estimador de ntucleos

En el contexto infinito dimensional, este estimador se define de la misma manera que el
estimador de Nadaraya-Watson finito-dimensional presentado en la Seccién 1.2.2 con la tnica
diferencia que la norma euclidea utilizada en R o R? es reemplazada por la métrica d definida

en F. Mds precisamente, definimos el estimador de nicleos para datos funcionales como
n
ﬁn(X) = Z Wnl(X)Y; (4.10)
i=1

donde los pesos son de la forma

i AxX)
Wi(X) = Zfl(f((};()szl)) R (d(i—f)) 70

: (4.11)
0 si S K (452 —o,

con h, una sucesién que tiende a cero y K una funcion nicleo regular lo que significa que

existen constantes 0 < ¢; < cp < 00 tales que el 3j(u) < K(u) < calljg 17 (u).

En lo que sigue, probaremos la convergencia en media cuadratica del estimador de ntcleos

con ventana variable Ay, (x).

Teorema 4.9. Supongamos que (F,d) es un espacio métrico separable y que la funcion de

regresion 1 es uniformemente continua y acotada. Para cada x € sop(u) fijo, supongamos que

Phy (X)

existe una sucesion de mimeros reales positivos h, = hp(x) — 0 tal que =72 o

— 00 Y sea
K un nicleo regular. Entonces, el estimador de nicleos (4.10) con pesos dados por (4.11) es
consistente en media cuadrdtica. Es decir,

Iim E ((n(X) = 7.(X))*) = 0.

n— oo

Observacion 4.10. Si la medida p es tal que la medida de la frontera de las bolas es cero,
es decir, p (0B (x,d)) = 0 para todo x € sop(p) y para todo d > 0, la sucesién h,, = hy(x) del

Teorema 4.9 existe. Esto serd demostrado en el Lema 4.12 del Apéndice 4.5.

Demostracién. Sea Z, (X, X,...,X,) = Z,(X) = Z;‘L:1 Iiacx,x;)<h,}- Consideremos los

pesos Upy; definidos por

. ] 0 si Zp(X)=0
Uni(X)XIa e )Xn) = UnZ(X) =
0

Z- e xy<nay 8t Zn(X) #

)
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Dado que K es regular existen constantes 0 < ¢; < ¢o < 0o tales que, para cada i,

d(X, X
cllfgr,xy<n,y < K (%) < callgq(x, xy)<hn)-

De esta desigualdad se sigue que Z,,(X) # 0 siy sélosi » " | K (d(Xh—nXl)) # 0 y en este caso

e (120

¢ Nawaxy<ny o 1

Whi(X) = amﬂ{d(x,&)ghn}

S K (20) T e S g oz

de donde se sigue que
C2
c1

Por el Corolario 4.6 sera suficiente probar que estos pesos satisfacen las hipétesis (i) y (ii) del

Teorema 4.5. Comencemos verificando la hipétesis (ii), para ello sea

. oo si Zp(X) =0
Z5(X, Xy, X)) = Z5(X) =
0

m si Zn(X) #

)

Dado que maxj<j<p Uni(X) < Z}(X) tenemos que

E <méx Um-(/’\,’)> <E(Z}(X)) =E (%H{Zn(xﬁo}) . (4.12)

1<i<n

Luego sera suficiente probar que

, 1
B (mﬂ{zn(X)aéO}) =0
Dado que (F,d) es separable, el Lema A.18 nos asegura que P (X € sop (u)) = 1 luego,

1
=zl -

—& (- (il | €50p 1)) PY € 50 (1)

Zn(X)
+E gyl €500 () P ¢ s0p (1) (Cor. A21)
. (%H{Zn(wo}(x & sop (,0) (4.13)
=E (H{Xesopm)}%ﬂ{zn(»«)#m) (Obs. A.19)

1
=Ex (me <H{X€sop(u)}ml{zn(?()7é0}‘X € sop (M))) . (Prop. A.23)

Sea x € sop (p) fijo. Escribimos

1 1/npp, (x)

Zn_(x) H{Zn(x)io} - ml{zn(x)io} (414)



90 Regresion para datos funcionales

El siguiente lema que serd demostrado en el Apéndice 4.5, nos asegura que el denominador de

esta expresion tiende a uno.

Lema 4.11. Para cada x € sop (p) fijo, si Zn(x) # 0 entonces

Zn (X) a.co.
npp,, (x)

npp,, (x)

logn

1 stempre que — 0.

Por el Lema 4.11, para todo € > 0 existe C'; > 0 tal que si nphi"r(lx) > (1,

log
Z,
n() — 1‘ <€
nph,, (x)
Para ese C1, existe N7 = Ny(x) tal que si n > Ny,
Lphn (X) > (.
logn

Entonces, en (4.14) tenemos que Ve > 0 existe N3 = Ny (x) tal que si n > Ny,

1 1
- < - -
Zn(x) liznoozoy < Ci(1—¢€)logn

para alguna constante positiva C;. Por lo tanto,

(0)20y =0

n—o00 (x)

Ademss,

1
Iy xesop(u)} 7737 Zn(X) L1z, (x)20y < Lixesop(u)}

con [ I xesop(u)ydp = fsop 1dp = 1 por lo que podemos aplicar el Teorema de la convergencia

dominada y concluir que

1
lim Ey <E@n <H{X€sop(p)}ﬁﬂ{2n(/\’)7ﬁ0}‘X € sop (M))) =0. (4.15)

n—oo

Luego, de (4.12), (4.13) y (4.15) tenemos que

lim E <max Um()()> = 0.

n—00 1<i<n
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Para probar que los pesos U,; = mﬂ{d(;\g,&)ghn}ﬂ{zn(;\g#o} satisfacen la hipdtesis (i) consid-

eremos a > 0 arbitrario y escribimos,

(Z Um ]I{d X, X )>a}>
- (Z 7, Haexy<malizo oo a, X)>a}> (4.16)
1
=E Z Z;H{a<d(X7Xi)§hn}H{Zn(X#O}

1 n
=Ex (Egnx (H{Xesop(u)}z_ ZH{a<d(é\f,/’\fi)ghn}H{Zn(X);ﬁo}‘X € sop (M))) . (Prop. A.23)
" i=1

Sea x € sop (i) fijo. Dado que h,, — 0, para todo a > 0 existe No = Na(a,x) tal que si n > Np

entonces h,, < a. Es decir, para todo n > N,

ZH{a<d(Xi,x)§hn} =0
=1

luego,
i Tpvesop(u)} 5 D La<d(@, )<} Lz, (2)20) = 0.
™i=1

n—o0

Ademds, dado que Z,(X) =>"" Liacx,x)<hn}s

1 n
7 Zﬂ{a<d(x,xnghn} <1
" o=1

de donde se sigue que,

Txesop(uy 7~ > Tacae.x<indliza)20) < Ixesop()
=1

con [ T xesop(u)ydp = fs op(s 1du =1 luego, del Teorema de la convergencia dominada tenemos

que

1 n
Jim Ey <E© X (H{XESop(u Nz Zl]I{a<d(X,Xi)ghn}H{Zn(X)yéO}‘X € sop (M))) =0.

Finalmente, con esta igualdad en (4.16) tenemos que
n
i B <Z; Uni(X )H{d<x,xz~>>a}> = 0.
1=
Por lo tanto, el estimador de nicleo (4.10) con pesos dados por (4.11) es consistente en media

cuadratica siempre que la funcién 7 sea uniformemente continua y acotada. O



92 Regresion para datos funcionales

4.5. Apéndice

Demostracién del Lema 4.8: Fijemos x € sop (). Probaremos que d (x, X(kn)(x)) 250,

Por la proposicién (A.25), esto es equivalente a probar que para todo a > 0,

) Mzee, (4.17)

Py, (d (x, X,y (x)) < a,¥n > N(x)

Sea a > 0, por definicién de soporte tenemos que pg(x) = p(B(x,a)) > 0. Observemos que

d (x, X(kn)(x)) < asiy sélo si

R ko,
- ;H{XiinGB(x,a)} > o (4.18)
1=
Luego, (4.17) es equivalente a probar
1 n k‘n N—oo
Po, | > Tavesa) > V> N(x) | —=1. (4.19)
i=1

Observemos que el lado derecho de (4.18) tiende a 0 por hipétesis, por lo que existe Np tal que

sin > Ny,

(4.20)

Por la Ley fuerte de los grandes nimeros, el lado izquierdo de la ecuacién (4.18) converge casi

seguramente a
Es, (Iix;:xieB(xa)t) = Po, (X € B(x,a)) = pa(x) >0

Es decir, para todo § > 0

o, (
a(X)

: _p
En particular, para § = =5

o, (

de donde se sigue que

1 " P (X) N—
P@n (E ;H{Xi:XiEB(X,a)} > a2 7vn Z N —OO> 1.
1=

1 n
n Z L x,:xeB(x,a)y — Pal(x)

n
i=1

<6,Vn2N> Noeo .

se tiene que

1 n
E Z H{Xii/\/¢€8(x,a)} — pa(x)
=1

< p“(x),VnzN> Nooo, g

Por otro lado, de (4.20) tenemos que

1 n Palx 1 n kn
{E ;H{X“Xieg(x’“’} g #’V” = N} < {; ;H{Xi:xiezs<x,a>} > 2 Y0 > N}

n

de donde se sigue (4.19).
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Consideremos ahora X aleatorio. Dado que F es separable, el Lema A.18 nos asegura que
P(X €sop(n)) = 1. Luego,
P(d (X, X)) > a) =
= P(d (X, X,)) > a|X € sop (,u)) P(X € sop (1))

+P <d (X, X)) > a‘X ¢ sop (,u)) P (X ¢ sop (u))Leo. de la prob. total)

(d (X, X)) > a|X € sop (,u))
(

d (X, X)) > a, X €sop (p)) P(X € sop(n)) (Def. Prob. Cond.)

=E <H{d(X,X(kn))>a}H{X€SOP(M)}>

Ex (I xesop(u)}Eo, v <H{d(X,X(;m))>a} X € sop (,u))) (Prop. A.23)

=Ex <H{X€sop(u)}P’Dn\X <d (X, X(kn)) > Q‘X € sop (:U’))) :
Por el caso no aleatorio resulta que para X € sop(u), P(d (X,X(kn)) > a) —- 0
en probabilidad y ademads Ijxesop(u)}Po., (d (X,X(k")) > a‘X € sop (,u)) < Ifxesop(n)) con

f]I{XESOp(M)}du = fsop(u) 1dp = p(sop (u)) = 1 luego, podemos aplicar el Teorema de la con-

vergencia dominada y concluir que

P(d (X, X)) > ) = Bx (Tvesop(o) Poj (4 (X, Xig,)) > a) | X € sop (1) = 0.
0

Demostracién del Lema 4.11: Sea x € sop (u) fijo tal que Z,(x) # 0. Debemos ver que

para todo € > 0,

9] Z,
Zpgn< () 4 >e><oo.
— np,, (x)
Para ello observemos que
Zn(x)
Py, | |——= —1| > €| = Po, (|Zn(x) — npp, (x)| > enpp,, (x)) . (4.21)
nph,, (x)

Dado que Z,(x) = > 1" Iia(x, x)<h,} si definimos las variables aleatorias Yy;(x) = Tga(x, x)<hn}

las cuales son i.i.d. con esperanza dada por

Eo, (Yni(x)) = Eo, (Ijgx,x)<hny) = # (B (x, hn)) = ph, (x)

tenemos que Z,(x) = > | Ypi(x) y ademds,

Eo, (Zn(x)) = Esp, <Z Ym(x)> = Eo, (Yni(x)) = npp, (x).
=1 =1
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Luego, en (4.21) tenemos que

Po,, (|Zn(x) = npn,, (x)| > enpp, (x)) = Po, ( Y Yailx) = Ea, (Yai(x)))| > epn, (x)n>
i=1
= Py, ( > Yoilx)| > epn, (x)n> : (4.22)
=1

con Y,;(x) = Ypi(x) — Ep, (Ypi(x)). Con el fin de aplicar la desigualdad de Bernstein (A.32)

observemos que |?m(x)‘ < 2. Ademéds, por la definicién de Y;;(x),
Es, (Y(x)) = Eo, (Yai(x) = ph, (x)
entonces,
varg, (Yni(x)) = varp, (Yni(x)) = ph,(x) — pj, (x) = pa, (x) (1 = pp, (x)) -

Por lo tanto, aplicando el Teorema (A.32) en (4.22) con € = epy,, (x), 0% = pp,, (x) (1 — pp,, (x)) ¥

M = 2 resulta,
S5 ol = e (n ] < 200 (epna(x))*n
P@n < Zzlynz()() > Phn(X) ) <2 p { Qphn()() (1 —phn()()) + 46phn(x)}
B B erhn(x)n
=20 { g e (“23)
2
< 2exp {~Cipn, (x)n} <c1 S +4€>

Por lo tanto, de (4.21), (4.22) y (4.23) tenemos que

o Z (X) o0 o0
Z Py, ( - - 1' > e) < Zexp {-=Cipp, (x)n} = anclphn(x)”/log". (4.24)
n=1 "Phy, (X) n=1 n=1
Dado que por hipdtesis % — 00, existe N3 = N3(x) tal que si n > N3,
P, () 2
logn — C}

Luego, en (4.24) tenemos que

i

n=1

7 00
n(X) . 1‘ > 6) < N3+ Z nfclphn()()n/logn < o0,
nph,, (%) )

y por lo tanto, el lema queda demostrado.
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Lema 4.12. Si p es tal que p (0B (x,d)) = 0 para todo x € sop(u) y para todo d > 0 entonces,

existe una sucesion de nimeros reales positivos hy, = hy(x) — 0 tal que

MWPhy (¥)
logn

Demostracién del Lema 4.12: Sean x € sop(u) fijo. Consideremos la funcién

M :(0,1) = (0,pi1(x)) definida por

M(h) = pn(x) = p (B (x,h)) .

Probaremos que M es continua. En efecto, sea B (x,h) la bola cerrada de centro x y radio
h, dado que por hipétesis 1 (OB (x,h)) = 0 entonces 11 (B (x,h)) = p (B (x,h)). Sea d > 0, tal
que d — 0T, luego por la continuidad de la medida tenemos que p (E (x,h + d)) N (E (x, h))

de donde se sigue que

lim (M(h+d) — M(h)) = I B(x,h+d)) —pu(B(x,h))) = 0.
Jm (M(h+d) = M(h)) = M (4 (B (x,h+d)) = (B(x,h))
Anélogamente, si d < 0 con d — 0~ entonces, u (B (x,h —d)) / (B (x,h)) de donde se sigue

que

lm (M(h—d) — M(h)) = m (u(B(x,h —d)) — p(B(x,h))) = 0.

d—0— d—0+t

Para probar el lema debemos encontrar una sucesién hy, = h,(x) — 0 tal que

nM (hy,)
—= — 00,
logn

Por definicién de M tenemos que si hy < hg entonces, M(hy) < M/(hg). Supongamos
primero que M es estrictamente creciente y sea ¢, una sucesién que tiende a infinito, tal que

C”I% 2729 0. Definiendo h, = M ! (@) tenemos que, M (h,) = 6”1% lo que implica

ﬁ
o 20 _
Si para algin n, C"I% = M ([an,bn]), con a, < b,, tomando como h,, = a, tenemos que
_ . M n—o00
hy, = a, = M1 <c"1%) de donde se sigue nuevamente que an(i;n) =¢, — 00






APENDICE A

RESULTADOS Y HERRAMIENTAS UTILES

En este capitulo introduciremos conceptos, definiciones y resultados que seran uti-
lizados a lo largo de toda la tesis. Estos resultados fueron extraidos principalmente de
los siguientes libros [Taylor, 1973], [Wheeden and Zygmund, 1977], [Ferguson, 1996],
[Folland, 1999], [Athreya and Lahiri, 2006| y [Ferraty and Vieu, 2006].

A.1. Espacios métricos

Definicién A.1. Dado un conjunto F, una métrica (o distancia) sobre F es una funcién no
negativa d : F X F — Rar tal que,

1. d(z,y) =0siysélosiz=uy;

2. d(x,y) =d(y,z), para todo z,y € F;

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), para todo z,y,z € F;

Diremos que el par (F,d) es un espacio métrico si d es una métrica sobre el conjunto F.

Dado un espacio métrico (F,d), si z € F y r > 0, entonces
B(x,r)={yeF:d(zx,y) <r}, (A1)

denotard la bola (abierta) de centro x y radio r. Un subconjunto D de F es abierto si para
todo x € D existe r > 0 tal que B(z,r) € D y es cerrado si su complemento D¢ = F — D
es abierto. Un conjunto V es llamado entorno de un punto x € F es cualquier subconjunto
abierto de F que contiene a x (en particular la bola abierta de centro x y radio 7 es un entorno
de x). La unién de todos los subconjuntos abiertos de D es llamado el interior D. Denotaremos
al interior de D por D°. Llamaremos clausura de D, y denotaremos D, a la interseccién de

todos los conjuntos cerrados que contienen a D. La frontera 9D de un conjunto D se define
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como D = D — D°. Diremos que D es denso en F si D = F. Mas precisamente, diremos
que D es denso si para cada x € F existe y € D tal que d(z,y) < €, para todo ¢ > 0. Un
conjunto K C F es compacto si todo cubrimiento por abiertos de K tiene un subcubrimiento
numerable. Diremos que el espacio métrico (F,d) es separable si contiene un conjunto denso
numerable y que es localmente compacto si todo punto de F tiene un entorno cuya clausura

es compacta.

Si (Fi,dq) (Fa,d2) son dos espacios métricos, una funcién f : F; — F, es continua en
un punto z € Fj si, para todo € > 0 existe § = §(z,¢e) > 0 tal que si dj(x,y) < J entonces,
da(f(z), f(y)) < €. Diremos que f es continua si es continua en cada x € F; y que es uni-
formemente continua si § no depende de x. Ademads, diremos que f es Lipschitz continua
si existe una constante K, llamada constante Lipschitz, tal que do(f(z), f(y)) < Kdy(z,y).

Toda funcion Lipschitz es uniformemente continua.

Definicién A.2. Sea F = R% Una norma en R? es una funcién ||-|| : R — Ry tal que,
1. ||lz]| >0y [Jz]| =0 siy s6lo x = 0;
2. ||ax| = |af||z| para todo « € R;

3. |lz +yll < llzll + llyll, para todo z,y, z € F;

Una norma en R nos permite definir una distancia como d (x,y) = ||z — y||.

A.2. Teoria de la medida

Definicion A.3. Sea 2 un conjunto no vacio. Una o-algebra de conjuntos de €2 es una colecciéon
no vacia A de subconjuntos de € tal que,

1. 0 e A;

2. si A € A, entonces A° € A;

3. si {A;};2, € A, entonces J;2; 4; € A.

Las condiciones 1. y 2. implican que Q € A, 2. y 3. implican que, si {4;};, € A, entonces
Niz, Ai € A. Ademds, es facil ver que la interseccién de toda o-dlgebra es también una o-algebra

yque P(Q)={F:ECQ}y{0,Q} son o-dlgebras.

Si © es un conjunto y A es una o-algebra de subconjuntos de €2, entonces el par (€,.A4)

es llamado espacio medible. Dada una familia £ de subconjuntos de €, existe una minima
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o-algebra sobre () que contiene a &, llamada o-algebra generada por £. Existe al menos una
o-dlgebra sobre {2 que contiene a & el conjunto de partes de Q, P(Q2). La o-algebra generada
por los subconjuntos abiertos de 2 es llamada o-dlgebra de Borel en 2 y es denotada por

B(2). Todo B € B(N2) es llamado Boreliano o conjunto de Borel.

Sean )y y 2o dos conjuntos no vacios. Sea A; la o-dlgebra sobre €;, i=1,2, en-
tonces, la o-algebra producto sobre (27 x (s es la o-dlgebra generada por los rectangu-
los {A; x Ay : Ay € Ay, As € Ao} y se denota por A; ® As. Esta definicién se extiende a una

cantidad numerable de conjuntos y o-algebras.

Sea (€, A) un espacio medible y (F,d) un espacio métrico. Consideremos la funcién

f:Q — F. Diremos que f es una funcién medible si, para todo B € B(F),

fY(B)={weQ: f(w)eB}ec A

Definiciéon A.4. Sea (£,.A) un espacio medible. Una medida v en A es una funcién
v:A—[0,00) tal que,
1. v(0) =0;
2. v es o-aditiva, esto es, si {4;};°; € A es una coleccién numerable de conjuntos tales
que A;NA; =0, i+# j, entonces

i=1 1=1

De 2. se sigue que v es monénotana creciente, es decir, si A; C Ag entonces, v (A1) < v (As).
Dada una medida v, diremos que es de Borel si su dominio es la o-dlgebra de Borel, es decir, si
A =B(Q) y diremos que es finita si v (2) < co. Ademds, si existe una coleccién de conjuntos
{A;};2, € A con v(A;) < oo para todo i, tal que Q = [J72; A; entonces diremos que v es
o-finita. Si (£2,.A) es un espacio medible y v es una medida en A, la terna (€2, A, v) es llamada
espacio de medida y un conjunto A € A es llamado conjunto v-medible o simplemente

conjunto medible. Si v es o-finita, diremos que el espacio de medida es o-finito.

El soporte de la medida v se define como el conjunto {z € Q: v(B(z,¢)) > 0,Ve > 0)}.

Denotaremos a este conjunto por sop (v).
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Si 11 y v son medidas sobre (£2,.A4), decimos que vy es absolutamente continua con

respecto a vy, y escribimos vo < 11, si v9(A) = 0 para todo conjunto A € A tal que v1(A) = 0.

Sean (21, A1,11) y (22, A2, v9) dos espacios de medida y sea A; ® Ay la o-dlgebra producto
sobre 1 x Q9. Definimos la medida producto vy X v5 como la inica medida en (21 x Q9, A; ®

Aj) tal que para todo A; € A1y Ay € Ay,

V1 X V2(A1 X Az) = I/1(A1)I/2(A2).

A.3. Integracion

La integral de una funcién f con respecto a una medida v sobre el espacio de medida

(Q, A, v) se define mediante los pasos usuales (ver [Wheeden and Zygmund, 1977]).

Una funcién simple f : 0 — R es una funcién de la forma

k
f(l') = ZaiHAW
=1

donde, ay,...,ar son nimeros reales y Ay, ..., A son conjuntos disjuntos v-medibles. Definimos

la integral de una funcién simple f : {2 — R con respecto a v como

k k k
/fd]/:/<izlaiHAi> duzizlai/]IAidV:izlaiu(Ai).

La integral de una funciéon medible no negativa se define como

/fdl/:sup{/gdu:gsimpleyogggf}.
E E

Observemos que la integral de una funcién no negativa es siempre no negativa pero puede ser
infinita. Finalmente, para calcular la integral de una funciéon medible arbitraria f, debemos
descomponerla en su parte positiva f*(z) = max{f(z),0} y en su parte negativa de

f~(z) = méx {—f(x),0}. Luego, f = f* — f~ y la integral de f es definida por

/f(a:)du(a:) :/fdu:/f+du—/f_du,

siempre que [ ftdv y [ f~dv no sean simultdneamente infinitas. Diremos que una funcién f
es v-integrable (o simplemente integrable) si [|f|dv = [ ftdv + [ f~dv < oo. Denotare-

mos al espacio de todas las funciones integrables como L'(£2, A, v) o simplemente L'(v). Més
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precisamente,

L'(v) = {f:Q—)R:fes medible y /|f|di/<oo}. (A.2)

Valen los siguientes teoremas de convergencia y diferenciacion.

Teorema A.5. (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgque) Sean (Q, A,v) un espacio
de medida y {f,} una sucesion de funciones en L'(v) tal que,
1. fn— f en c.tp.

2. existe una funcion g € L'(v) tal que |fn| < g, en c.t.p. para todo n.
Entonces, f € L*(v) y
lim [ fudv = /fdy.
n=500
Teorema A.6. (Tonelli) Sean (1, A1,v1) y (Q2, Az, 12) dos espacios de medida o-finitos y f

una funcion medible no negativa sobre Qy x Qa. Entonces, las funciones g(z) = [ f(x,y)dva(y)

y h(y) = [ f(z,y)di(x) son funciones medibles en Q1 y Qo respectivamente, y

[ it sm) = [ ( | () ) dn(o) = | 2 ( | e (o)) doa()

Teorema A.7. (Desigualdad de Jensen) Sea (2, A,v) un espacio de medida con v () = 1.

Sean f una funcion integrable y ¢ : Q@ — R una funcion convexa. Entonces,

o([rav)< [our i

Teorema A.8. (Teorema de Radon-Nikodym) Sean vy y ve dos medidas o-finitas sobre el

espacio medible (2, A) tal que v1 < vo. Entonces, existe una tnica funcion f € L' (o) tal que
Vl(E) = / fdl/g, VE e A (A3)
E

Por otro lado, si 5 es una medida y f € L!(15) entonces la medida vy definida por (A.3) es
absolutamente continua con respecto a vy y es finita si y sélo si f € L!(v2). Cuando la medida
vy estd definida de esta forma, llamamos a f densidad de vy con respecto a vy y escribimos

dl/1 = fdl/2.

En lo que sigue consideremos (2, 4,v) = (R, B(R), A) con A la medida de Lebesgue en R.

Teorema A.9. (Teorema de Diferenciacion de Lebesque) Sea f € L'(R). Entonces, para casi

todo x € R,

1

A(B(E%)\mm /B (mf(y) dy = f(x). (A.4)
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Un punto x en el cual (A.4) se verifica se denomina punto de Lebesgue de f. Si f es

Lipschitz entonces todo « € R es punto de Lebesgue.

Teorema A.10. (Teorema del valor medio integral) Sea [a,b] C R. Si f es continua en [a,b] y

diferenciable en (a,b), existe ¢ € [a,b] tal que
b
[ t@)de= 1@ - a)

Teorema A.11. (Teorema de Taylor) Sea n € Za’ y f una funcion n veces continuamente
diferenciable en el intervalo cerrado [a,z] y n 4+ 1 veces diferenciable en el intervalo abierto

(a,x). Entonces

f™(a)

n!

f(x):f(a)+¥(ﬂc—a)+%(x—a)2+...+

(x —a)" + Ry (z),
donde el resto R,(x) es la diferencia entre el polinomio de Taylor de grado n y la funcion

original.

Teorema A.12. (Teorema del Binomio) Para todo n > 0,

(z+y) = Zn: (?) a'y"

1=0

donde (7) = Z,(s—ll), es el coeficiente binomial.

Corolario A.13. Siz =y =1, dado que ({) =1 entonces Y1, () =2" — 1.

n!
= 0l(n—0)
A.4. Los espacios [*

Sea (2, A, v) un espacio de medida. Si f es una funcién medible en Q y 1 < p < oo definimos

al espacio LP como
LP(Q, A v) =LP(v) = {f :Q — R: f es medible y /|f|pdu < oo} .
Observemos que si p = 1 recuperamos el espacio L! definido en (A.2). Para p = oo definimos,
LA v)=L"w)={f: Q2= R: fesmedibley inf{a>0:v({z:|f(x)| >a}) =0} <oo}.
Valen las siguientes desigualdades.

Teorema A.14. (Desigualdad de Hélder) Sea (Q, A,v) un espacio de medida. Sean 1 < p < oo,

feLP(v)yge LP(v) donde q = I%. Entonces,

Jisalav=( | Iflpdv>1/p (f1orav) "
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Corolario A.15. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Si f,g € L?(v) entonces,

/!fg!dvé </\f\2du>1/2 (/ ngdy>1/2.

A.5. Probabilidad

Un espacio de medida (2, A, P) es llamado espacio de probabilidad si P(2) = 1. En este
caso, la medida P : A — [0, 1] se denomina probabilidad, el conjunto {2 espacio muestral y

los elementos de A eventos.

Definicién A.16. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y (F,d) un espacio métrico.
Una funcién X : Q@ — F es un elemento aleatorio en F si es una funcién medible. Mas
precisamente, si para todo B € B(F), X }B)={weQ: X(w) € B} € A (o simplemente
X—1(B) C A).

Notemos que si X es un elemento aleatorio, para cualquier coleccion B, € 8B se tiene que,

(X Y(Ba) =X"1(By), [X '(Ba)=X"" (ﬂ Ba> ;o Ux By =x! (U Ba> ,

luego, X ~1(B) es una o-algebra llamada la o-algebra generada por el elemento aleatorio

X y es la menor g-algebra G tal que X es medible.

Una variable aleatoria es un elemento aleatorio en 7 = R y un vector aleatorio es un

elemento aleatorio para en F = R%.

Asociado a un elemento aleatorio podemos definir un nuevo espacio de probabilidad

(F,B(F), 1) con u definida como
n(B)=P(X'(B))=P({weQ: X(w)€B})=P(X€B), VBEB(F)

Es decir, el elemento aleatorio X induce la medida p en la o-algebra de Borel de F. La medida
de probabilidad p es llamada distribucién del elemento aleatorio X. Dada una muestra
X1,Xs,...,X, de X, definimos la medida de probabilidad empirica p, en B € B(F)

Ccomo

pn(B) = = 3T (X0).
i=1
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Teorema A.17. (Continuidad de la medida de probabilidad)

1. Sea {Ai};~, una sucesion de conjuntos abiertos tales que Ay C Ay C ... entonces,
i A;
H (4 <U )

2. Sea {B;},~, una sucesion de conjuntos cerrados tales que B1 D By O ... entonces,

H (4 (ﬂA>
Lema A.18. Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad y (F,d) un espacio métrico separable.

Entonces,

p (sop () = P(X € sop(p)) = 1.
Demostracién. Sea A = sop (u). Por definicién de soporte resulta que,
={X e F:uB(X,rx)) =0, para algin rx > 0)}.

Dado que F es separable, existe un conjunto denso y numerable D para el cual se tiene
que, para todo X € A€ existe Y € D tal que d(X,Y) < rx/3. Esto implica que,
X eB(Y,rx/2) C B(X,rx) pero como X € A°, u(B(X,rx)) = 0 entonces, u (B(Y,rx/2)) =
0. Luego,

A°c | B(Yrx/2).
XeAc
El lado derecho de esta inclusién es una unién es numerable de conjuntos de medida nula, por

lo tanto,

m“w<UBYmm) S u(B(Yrx/2) =

XeAe XeAc
de donde se sigue que p(A) = 1. O

Si X es un elemento aleatorio definido en un espacio de probabilidad (2,.4, P) con valores
en un espacio métrico (F,d) y g : F — R es una funcién medible entonces Y = ¢g(X) también
es un elemento aleatorio definido en el espacio de probabilidad (£2,.4, P) con valores en R. En
efecto, dado que g es medible, para cada B € B(F), g(B) = B € B(R) luego, dado que X es
un elemento aleatorio, para todo B € B(F), X }(B) = {w € Q: X(w) € B} € A luego, para
todo B € B(R),

Y~LB) = x~! <g—1(B)) =X (B) € A.
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Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad y p la medida de probabilidad de X. Definimos

Su esperanza como

E(X) = /Q XdP = /f wdu().

Cuando E (X) < oo diremos que X es integrable. Para cualquier entero positivo p, definimos
el p-ésimo momento del elemento aleatorio X como E (|X|P). Luego, la esperanza de X es
su primer momento. Si X tiene segundo momento finito, esto es, si £ (]X \2) < 00, definimos la
varianza de X como E ((X — E (X))?) = E (X?) — E* (X). Dado que E (| X|P) = [ |X[P dP =
[ |z|P du(x), tenemos que LP(p) = {X : @ — F : E (|X|P) < oo} por lo que podemos utilizar las

desigualdades dadas en la Seccién A 4.

En lo que sigue F = R y d(z,y) = |z —y| serd la métrica usual en R por lo que X
serd una variable aleatoria. En este caso, la funcién de distribucion de X, representada por F'x
(o simplemente F) y la funcién de distribucién empirica de X, representada por F),, se definen
respectivamente por

Fa)=P(X<a) vy B .

Diremos que una variable aleatoria es discreta si toma un numero finito de valores y
diremos que es (absolutamente) continua si existe una funcién fx > 0, llamada funcién de

densidad tal que para todo = € R,

Pa) = [ fx(win

En este caso, la esperanza de X estd dada por E (X) = [xfx(z)dz. La funcién de dis-
tribucién conjunta Fyy del par (X,Y) donde X e Y son variables aleatorias, se define por
Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y) para todo (z,y) € R x R. La funcién de densidad conjunta
de (X,Y) es la funcién fxy > 0 tal que

Ty
Fxy(z,y) = / / fxy (u,v)dudv.

Diremos que las variables aleatorias son independientes si

n
FX17...7Fn(.%'1,...,1'n) :HFXZ(-%'Z) y lim FX,(w) =1.
i=1

n—o0

La distribucién marginal y la densidad marginal de X se definen respectivamente por

Fx(z) = Umy_,oo Fxy(z,y) vy fx(z) = | fxy(z,y)dy. La densidad condicional de Y dado
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X representada por fy|x(y|z), se define por

Frixlon) = 22D

la esperanza condicional por

By (VX = 2) = / ufypx (ule)dy

y la esperanza condicional de X dado el evento B por

E(X|B) = fBP(LBd)P

Observacién A.19. Dado que [ XdP = [,IpXdP =E (IzX) tenemos que

E (IzX)

E(X|B) = 55

Teorema A.20. (Teorema de la probabilidad total) Sea X una variable aleatoria. Si Ay, ..., A,

es una particion del espacio muestral ) tal que P(X € A;) > 0 para todo i = 1,...,n. Entonces,
n
P(X)=) P(X|X€A)P(X 4.
i=1

Corolario A.21. Sea X wuna variable aleatoria integrable. Si Ay, ..., A, es una particion del

espacio muestral Q tal que P(X € A;) > 0 para todo i = 1,...,n. Entonces,
n
E(X)=) E(X|X € A)P(X € A).
i=1

Proposiciéon A.22. (Ley de la esperanza iterada) Si X es una variable aleatoria integrable
e Y es otra variable aleatoria definida en el mismo espacio de probablidad no necesariamente

integrable entonces,

Ex (X) =Ey (Exy (X]Y)).

Proposiciéon A.23. Sean X,Y wvariables aleatorias definidos en (22, A, P) con funcion de den-

sidad conjunta fxy y sean ¥ :R - R y ¢ : R x R — R funciones medibles. Entonces,

Exy ($(X)¢(X,Y) = E (V(X)Ey|x (6(X,V)]X)) .
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Demostracion.

Exy ((X)6(X,Y)) = / / $()p(e, ) fry (. y)dady

:/ v </ (b(w’y)fxy(w,y)dy) dx

= [ st ([ ot frixtulorty) do
— [ fx@@)Erx (6. Y)1X) do

=E (¢(X)Ey|x (6(X,Y)[X)).

A.6. Convergencias estocasticas
Dadas las variables aleatorias {X,}, .y ¥y X en (€, A, P), diremos que:
» {X,},cny converge casi completamente a X (Xn 2, X) siy solo si

Y P(IX,— X|>e€) <00, Ve>0.
neN

{Xn},en converge casi seguramente a X <Xn &2, X) si y solo si

P<h’m Xn:X) —1.
n—oo

{Xn},cn converge en r-media a X <Xn RN X) si y solo si

lim E (| X, — X|") = 0.

n—o0

{Xu},cn converge en probabilidad a X, <Xn £, X) si y solo si

lim P(|X, —X|>e)=0, Ve>0.

n— o0

{Xu},en converge en distribucién a X <Xn 2, X) si y solo si

lim F,(z) = F(x),

n— o0

para todo z punto de continuidad de F. En este caso decimos que decimos que F,

converge débilmente a F.

Proposicion A.24. Valen las siguientes implicaciones:
(i) X, 292 X = X, 2% X = X, 25 X = X, D X,

(v) Si X, 2 X y | X,|" < Z, para alguna Z con B (Z) < oo entonces, X, — X.
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(vi) i X, 25 X, X,, >0y E(X,,) = E(X) < 0o entonces, X,, — X conr = 1.

Para la demostracién de esta proposiciéon ver [Ferraty and Vieu, 2006] pig 229 y

[Ferguson, 1996] pag 6 y 9.

Proposicién A.25. X,, 2% X siy sélo siVe > 0,

n— o0

P(| Xy —X|<eVk>n) —— 1.

Para la demostracién de esta proposicién ver [Ferguson, 1996] pag 5.

. ., a.co. . . .
Diremos que la sucesién X,, — X con orden wu, si y solo si existe ¢y > 0 tal que

Yon P Xy — X| > eouy) < o0o.

A.7. Teoremas limites

Teorema A.26. (Teorema central del limite de Lindeberg) Sean X1, Xo, ... variables aleatorias
independientes tales que E (X;) = p; y var (X;) = 02 < 0o, donde o? y por lo menos una o2 > 0.
Sea Sy =Y 1 X; y sp = \/var (Sn) = \/> i, 02. Entones, para que

Sp —E (Sp) 2)

Sn

N(0,1)
es suficiente que se satisfaga la condicion de Lindeberg

1
Ve>0, lim —2/ (z — pp)? dFx, (x) = 0. (A.5)
{lz—prl>esn}

n—00 S5

Observacién A.27. Si s, — oo entonces la condicién de Lindeberg (A.5) se satisface y por lo

tanto vale el Teorema A.26.

Teorema A.28. (Teorema central del limite para variables aleatorias i.i.d.) Sean Xi, X, ...
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con media comun p y varianza

comiin 0% < 00. Sea Sy, =S 1 X; y sp = Jvar (Sy) = />, 0% = \/no. Entonces,

Sp—E(S,) Sp,—nu p
= 1).
Sn \/ﬁO’ — N(O’ )

Teorema A.29. (Ley de los grandes nimeros) Sean X1, Xs, ... variables aleatorias integrables

en el espacio de probabilidad (Q, A, P) y sea Sy, = Y iy X;. Diremos que

» X1, Xo,... satisfacen la ley débil de los grandes nimeros si

n
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s X1, Xo, ... satisfacen la ley fuerte de los grandes numeros si
Sp—E(Sn) as. 0
- .

A.8. Desigualdades exponenciales

A.8.1. De Bernstein

Teorema A.30. [Ferraty and Vieu, 2006] Sean X1, Xs,..., X, variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas tales que E (X;) = 0 para todo i. Supongamos que

VYm > 2, [E(X1™)| < 2a;)?™ 2, donde be R y A,2 =Y 1 (a;). Entonces,

E2

2(1+§—i)

Corolario A.31. Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

>

i=1

Ve >0, P<

> eAn> <2exp{ —

tribuidas tales que E (X;) = 0 para todo i. St ¥Ym > 2, E (| X7"]) < mT!aQ(m_l), entonces,

n 2
n
Ve>0, P E X;| > <2 —— 5.
o < i—1 Z en) = { 2a2 (1 +¢) }
Corolario A.32. Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas tales que E (X;) = 0 para todo i. Supongamos que existe M < oo tal que, | X1| < M,
y denotemos con 0> =F (XIQ), entonces,

>

i=1

Ye>0, P(

van) <2 e ()
€n ex g~ ( — 4¢€X T 5 A s (-
=T T (1+€ed3) Pl 20 1 2eM

A.8.2. Para variables aleatorias débilmente dependientes

Teorema A.33. [Doukhan and Neumann, 2006] Sean X1, Xs,...,X,, variables aleatorias
definidas en un espacio de probabilidad (2, A, P) con E (X;) =0y P(|X;| < M) =1, para todo
i =1,...,n y alguna constante M < oco. Sean S, =Y " 1 X; y ¢ : N? — R* alguna de las

siguientes funciones:

. o(u,v) = 20,

v P(u,v) = u+ v;

w O(u,v) = uw;

w p(u,v) = p(u+v)+ (1= p)uv, para algin p € (0,1).
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Supongamos que existen constantes K, Ly, Lo < co, i > 0, y una sucesion no creciente de coefi-
cientes reales {a(n)}, <, tales que, para toda u-uplas (i1, ..., i,) y para toda v-upla (ji,...,jv)

conl<.. . iy <j1+r=71 <...<jy <n se cumple la siguiente desigualdad

leov (Xiy - Xy, Xy - Xj,)| < K2M“ P20 (u, v)a(r),

Ty

donde
o0
S"G + Dra) < LiLs(k)H, V>0,
7=0

Entonces,

P(Sy, >1t) <exp <— t/2 ) :

2, + X B2 p(2u43) ) (u+2)

donde ¥, puede ser elegido mayor o igual a 02 = var (S,) y

ot K2
X, = 2(K V M)Ls (<$) v 1>
n

A.8.3. Para variables aleatorias a-mixing geométricas

Teorema A.34 . [Doukhan et al., 1984] Sea {Xi,...,X,} una sucesion de wvariables

aleatorias geométricamente a-mizing tales que E(X;) = 0, |X;] < 1. Sea v = 1729 y
o= sup {E (\Xily)l/y}. Entonces, existen constantes C1 y Co las cuales dependen sélo de
i=1,....,n

los coeficientes “mizing”, tales que, para 0 < 0 < 1,
02,n€1/2
v€>0 P(ZX >E> <2019 exp{ W N
i=1

donde Ca,, = Cy si nt20 <1 y Coy = Cont/Aat/2 sint20 > 1.

A.9. Procesos estocasticos y campos aleatorios

Dado un espacio de probabilidad (£2,.4, P), un proceso estocdstico es una coleccién
parametrizada de variables aleatorias {X,(w),a € A,w € Q} definidas en el mismo espacio
(©, A, P) con A un conjunto no vacio. Cada una de las variables aleatorias del proceso tiene su

propia funcién de distribucion de probabilidad y entre ellas pueden estar correlacionadas o no.

Cuando el conjunto A sea un subconjunto de los ntimeros reales, digamos 7', diremos que
la coleccién {X(t,w),t € T,w € Q} es un proceso estocastico. Cuando el conjunto A sea un
subconjunto de R%, digamos S, diremos que la coleccién {X(s,w),s € S,w € Q} es un campo

aleatorio.
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Si bien las definiciones que damos a continuacién estdn dadas para procesos estocdsticos, lo

mismo valen para campos aleatorios reemplazando T por S y ¢ por s.

Un proceso estocdstico es una funcién Xy (w) = X (t,w) : T x Q — F tal que:

» Fijado un cierto ty € Q, X (t,wp) : T — F es funcién de ¢, lo que hemos definido como
una realizacién del proceso (el uso que hacemos aqui de la letra ¢ no es casual ya que
en la mayoria de las aplicaciones esta variable suele representar el tiempo).

» Fijado tg € T, X(tg,w) : 2 — R es una variable aleatoria, cuyo valor dependerd de w.

Para simplificar la notacién llamaremos a X(w,t) simplemente X'(¢) sin olvidar que w

esta implicitamente en la expresién anterior.

Las posibles elecciones de los conjuntos 7'y F nos llevan a definir distintos tipos de procesos:

= Hablaremos de procesos en tiempo discreto cuando el espacio origen 1" sea discreto,
generalmente Z 6 N. Las realizaciones serdn ahora sucesiones {X,,} que varfan con el
tiempo.

= Hablaremos de procesos en tiempo continuo cuando el espacio origen 7" sea R o un
subconjunto de R, por ejemplo, un intervalo [a, b], la semirecta [0, 00), etc. En este caso
las realizaciones seran funciones usuales del tipo X (t),t € T.

= Hablaremos de procesos discretos cuando el espacio de llegada F sea discreto, gen-
eralmente Z 6 N.

= Hablaremos de procesos continuos cuando cuando el espacio de llegada F sea R.

Para {t1,...,tx} € T y A € A, la distribucién (marginal) finito di-
mensional del proceso se define como gy, 4 (A) = P((X(h),...,X(t)) € A) =
PweQ: (X(t,w),...,X(tg,w)) € A). Por lo tanto, conocer la distribucién de un proceso
aleatorio, supone conocer la distribucién de todo vector de la forma (X (¢1),...,X(t;)) siendo

{t1,...,tr} cualquier coleccién finita de instantes.

Sobre un proceso estocéstico también podemos definir distintas medidas (que serdn general-

mente funciones de t) que resumen parte de la informacién contenida en su distribucién.
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= Valor medio en el instante ¢:

= Correlacién entre los instantes ¢1 y to:
Rx(t1,t2) = E (X (t1)X (t2)) -
= Covarianza entre los instantes ¢ y to:

Cx(t1,t2) = Ra(t1,t2) — pa(ty)px(te) = E (X (t1) — pa(t1)) (X (t2) — pa(t2))) -

» Varianza en el instante ¢:
o3(t) = Cx(t,1).
s Coeficiente de correlacion entre los instantes t1 y to:

Cx(t1,t2)

U?{(tl)Ugf(b).

px(ti,ta) =

Cuando necesitemos probar si estas propiedades estadisticas se cumplen para todo el proceso,
no sélo para un instante ¢, necesitaremos el concepto de proceso estacionario. Diremos que
un proceso estocastico X (t) es estacionario de primer orden si su funcién de densidad
permanece invariante con respecto a todo desplazamiento en el tiempo. Mas precisamente, si

ft+, representa la densidad de X'(¢) al tiempo t; entonces,

Tt (:C) = ft1+7—($),

para todo desplazamiento 7. La caracteristica principal que identifica a todo proceso estacionario
de primer orden, es el hecho que su media es una constante independiente de todo desplazamiento

en el tiempo.

Diremos que un proceso X; tiene incrementos independientes si para toda coleccién de
instantes t1,...,t, con k > 3 los incrementos X (t3) — X (t1), ..., X (tx) — X (tx—1) son indepen-
dientes. Diremos que X} tiene incrementos estacionarios si para todo par de instantes t1 < g
la distribucién de X (t3) — X' (t1) es independiente de t; y to (aunque si puede depender de la

diferencia ty — t1).

En lo que sigue, presentamos algunos procesos que son de interés en estadistica.
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Ejemplo A.35. (Proceso Gausiano) Un proceso estocastico {X(t) : ¢ > 0} se llama proceso

Gausiano si para cualquier conjunto finito de indices {t1,...,tx} y cualquier conjunto fini-
to de ndimeros reales {a,...,a;} la variable aleatoria Zle a; Xy, tiene distribucién normal
univariada.

Ejemplo A.36. (Proceso de Markov) Un proceso estocéstico {X'(t) : ¢ > 0} se llama proceso

de Markov o Markoviano si para cualquier sucesion finita de estados {t1,...,tg, tg+1}
P (th-u ’Xtu K 7th) = P(th-H ’th) .

Es decir, la distribucion de probabilidad condicional del proceso al tiempo ¢4 dada la historia
entera del proceso hasta el tiempo t;, depende solamente del estado del proceso en el tiempo

te.

Ejemplo A.37 . (El movimiento Browniano) Un proceso estocdstico a valores reales
{W(t) : t > 0} se llama movimiento Browniano si satisface las siguientes tres condiciones:

- (i) W(0) = 0:

» (ii) para cada t > 0, W(t) ~ N (0,¢);

» (iii) W(t) tiene incrementos estacionarios independientes.
Entonces, {W(t) : t > 0} es un proceso Gausiano con media py(t) = 0 y funcién de autoco-
varianza Cyy(t1,t2) = min {t1,t2}. También puede demostrarse que las trayectorias de ¥V son
continuas con probabilidad uno. Por lo tanto, un movimiento Browniano es un proceso Gau-
siano, tiene trayectorias continuas e incrementos estacionarios independientes lo que implica

que es Markoviano.






CONCLUSIONES GENERALES

Para un proceso estocastico estacionario a tiempo continuo, hemos definido un estimador
de la densidad marginal de tipo k-NN a partir de una muestra i.i.d. utilizando la nocién de
medida de ocupacién y hemos obtenido tasas paramétricas (de orden n=1/ 2) de convergencia.
Hemos extendido la definicion del estimador al caso no estacionario y si bien en este caso hemos
obtenido menores tasas de convergencia (de orden n—1/ 4), teniendo en cuenta que en dimensién
finita la velocidad de convergencia depende de la dimensién d del espacio (decreciendo con d)
y que nuestro contexto es infinito dimensional, podemos considerar que dichas tasas son muy
buenas. Cabe destacar que la irregularidad de las trayectorias es un aspecto clave para obtener

estas velocidades de convergencia tanto en el caso estacionario como el no estacionario.

A partir una sucesiéon dependiente de campos aleatorios d-dimensionales, hemos encontrado
velocidades de convergencia de orden n™% con a < 1/4 de un estimador de la densidad calculado
como una extensién del estimador anterior. La dependencia que presenta la sucesion de campos
es una nueva nocién, llamada («, ¢)-débil, la cual probamos que es méas débil que las condiciones
de dependencia mixing existentes y que es una clase particular de dependencia (a, G, )-débil.
Ademads probamos que sucesiones de campos aleatorios («, ¢)-débilmente dependientes generan
sucesiones de variables aleatorias («, G, )-débilmente dependientes y es por ello que desigual-
dades de tipo Bernstein para este tultimo tipo de dependencia son utilizadas para obtener dichas
velocidades de convergencia. En este caso, las desigualdades exponenciales que disponemos no

nos han permitido obtener tasas paramétricas de convergencia.

Finalmente, basados en el resultado de consistencia universal para estimadores de regresién
en R? presentado por [Stone, 1977], probamos un resultado de consistencia similar en el contex-
to infinito dimensional y lo utilizamos para probar la consistencia de estimadores ya conocidos
como son el estimador de k-vecinos més cercanos y el estimador de nicleo. Si bien en el contexto

infinito dimensional existen resultados individuales de consistencia para estos estimadores, las
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pruebas presentadas aqui mediante la aplicacion del resultado general son considerablemente

mas sencillas que las ya existentes.
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