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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo el desarrollo teérico y la implementaciéon com-
putacional de un conjunto de herramientas que permitan la mejora de soluciones numéricas
de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales elipticas sin elevar en forma apreciable
el costo computacional. El desarrollo se plantea enfocado hacia la elaboracion de codigos
que validen la técnica de Malla Compuesta para una posterior generalizaciéon mediante
una version algebraica de la misma denominada Malla Compuesta Algebraica.

A continuacion se listan los distintos desarrollos que constituyen las contribuciones de
la presente tesis:

= El analisis computacional de la técnica de Malla Compuesta para problemas elipticos
y su generalizacion a mallas no estructuradas y dominios tridimensionales.

= El estudio de la aplicabilidad de la técnica a problemas en dominios complejos,
problemas de difusién-adveccidén-reaccion estacionarios, problemas con coeficientes
variables y otras aplicaciones.

= Una propuesta para la integracion de los métodos de Malla Compuesta y Multigrilla,
obteniéndose una nueva version del método.

= La presentacion de una nueva técnica de Malla Compuesta Algebraica.
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Abstract

The main objective of this thesis consists in the theoretical development and implemen-
tation of a set of computational tools allowing to obtain improved numerical solutions for
elliptic partial differential equations without incrementing considerably the computation-
al cost. The development is based on codes which validate the technique of Composite
Mesh with the objective of generalize it through an algebraic version called Algebraic
Composite Mesh.

Below are listed the main contributions of this thesis:

= The computational analysis of the Composite Mesh technique for elliptic problems
and its the generalization for unstructured meshes and three dimensional domains.

= The study of the applicability of the technique to problems in complex domains,
steady problems of diffusion-advection-reaction type, problems with variable coeffi-
cients and other applications.

= A proposal for the integration of the Multigrid method with the Composite Mesh
strategy with the objective to obtain a new technique.

= The presentation of a new technique called Algebraic Composite Mesh.
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Capitulo 1

Introduccion

El constante incremento en la capacidad de calculo en conjunto con el desarrollo de
nuevos modelos matematicos y métodos numéricos, permite afrontar la resolucién de
problemas de importancia tanto cientifica como ingenieril cada vez mas demandantes de
recursos. Los métodos numeéricos usuales (tales como los métodos de Elementos Finitos,
Diferencias Finitas, Volimenes Finitos, etc.) proporcionan herramientas de analisis, si-
mulaciéon y diseno en problemas de ingenieria y ciencias bésicas. Los mismos permiten
el tratamiento practico de grandes problemas y requieren para su procesamiento com-
putacional una elevada cantidad de recursos. Una disyuntiva habitual del usuario es la de
encontrar un punto de compromiso entre el costo computacional, esto es, la cantidad de
operaciones necesarias para la resolucion, y los recursos exigidos (almacenamiento, etc.)
junto con la requerida precision de los resultados.

Con la intencién de estimar errores de discretizacion e incluso obtener una solucion
mejorada sin elevar el costo computacional, surgi6 la técnica conocida como Malla Com-
puesta [2]. Dado que originalmente la misma fue enmarcada en un entorno geométrico,
luego de un analisis computacional de su potencial surgen: la propuesta de generalizarla
a la version algebraica utilizando herramientas provenientes del método Multigrilla Al-
gebraico [6] y su implementacion en problemas de interés en dos y tres dimensiones, 2D
y 3D respectivamente. El hecho de obtener una version algebraica del método presenta
la ventaja de calcular el sistema de ecuaciones para la malla mas gruesa sin la necesi-
dad de utilizar su geometria o una rediscretizacion en dicha malla. Luego, resolviendo
con esta estrategia se evitaria la necesidad de generacion y almacenamiento de grillas.
Esta ventaja es de especial importancia cuando se trabaja con mallas no estructuradas
sobre dominios 3D complejos. La estrategia de Malla Compuesta Algebraica (ACM, por
Algebraic Composite Mesh) puede verse como la implementacion préactica de la técnica
de Malla Compuesta.

La técnica denominada Malla Compuesta |35, 2| se basa en la construccion de mallas
dobles o superpuestas de elementos finitos. La estrategia permite, utilizando mallas de dis-
tinta aproximacion, obtener estimadores del error de discretizacion. Més atn, efectuando
una extrapolacion de las propiedades de cada malla componente se obtienen soluciones
mejoradas en problemas elipticos regulares, y también incluso en algunos que presentan
singularidades. La formulacion original del método fue realizada y probada sobre mallas
estructuradas. Dicho método propone resolver, sobre una malla dada, un sistema lineal
cuyo operador resulta de una combinacion lineal de operadores definidos en mallas con
distintos grados de refinamiento (una malla surge del refinamiento de la otra) y definidos



sobre la malla mas fina de manera adecuada. Las distintas mallas deben poseer nodos
en comun que vinculen sus respectivos operadores. De acuerdo con Bergallo et al. [2], los
coeficientes de la referida combinacion lineal dependen de la regularidad de la solucion
exacta del problema considerado.

En lo que respecta a la resolucion de grandes sistemas de ecuaciones resultantes de
la discretizacion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDPs) especialmente
las del tipo eliptico mediante algiin método numérico, una de las técnicas més utilizadas
actualmente es el método Multigrilla. Existen numerosos trabajos realizados en este con-
texto (e.g., Brandt [5], Briggs (8], Hackbusch y Trottenberg [15], etc.), los cuales hacen
referencia al caso geométrico. Para el caso algebraico pueden citarse también los siguien-
tes trabajos: Brandt et al. [6], Mc Cormick et al. [27], Wesseling [41], Okusanya [29],
Koobus et al. [23], Brezina et al. [7], Mavriplis [26], Jones y Vassilevski [21]|. Se encuen-
tran disponibles codigos open source, como por ejemplo hypre [19], el cual posee una
libreria que contiene una version algebraica del método Multigrilla para resolver grandes
sistemas de ecuaciones con matrices ralas en forma distribuida.

Para problemas de valores de borde que involucran ecuaciones diferenciales de tipo
eliptico, existen en la actualidad algoritmos de Multigrilla que proveen marcos adecua-
dos para resolverlos, pero que individualmente no abarcan todos los casos posibles. Es
necesario entonces ajustar, para cada caso, las distintas componentes del algoritmo que
forman parte del entorno para resolver cada problema particular. Por ejemplo, se deben
especificar los operadores de restriccion y prolongacion, la cantidad de niveles, la opcion
de un ciclo o dos, entre otros parametros.

En la presente tesis se propone entonces el andlisis y generalizacion de la estrategia
de Malla Compuesta. Con este objetivo, se citan los principales aportes de la misma: el
analisis exhaustivo de la estrategia, una integracion de la misma con el método Multigrilla
y la generalizacion de la técnica al caso algebraico mediante la utilizacion de herramientas
provistas por el método Multigrilla Algebraico.

Objetivos de la tesis

Dado que uno de los objetivos principales de esta tesis consiste en el analisis de la
técnica de Malla Compuesta (CM, por Composite Mesh), en el capitulo 2 se presenta la
estrategia en su formulacion original. En la introduccién a la misma, se comentan las mo-
tivaciones y a continuacion se realiza el desarrollo que deriva en la eleccion de los factores
de participaciéon. Se presentan ejemplos basicos con el objetivo de determinar numérica-
mente los factores de participacion correspondientes a los diferentes tipos de problemas.
Dichos factores dependen de la regularidad de la solucién del problema considerado, el
cuéal debe conocerse a priori. Por esta razon, para corroborar dicha informacion se procede
a la estimacion numérica de los mismos, eligiéndolos con el objetivo de minimizar el error
nodal calculado entre la solucién exacta y la aproximada obtenida con la estrategia CM.
Una vez finalizada la estimacion de los factores de participacion, se analizan los resultados
analiticos disponibles para el error, de manera tal de justificar la elecciéon de las normas
para medir el error a lo largo de la tesis. Finalmente, se presentan ejemplos con distintos
grados de dificultad resueltos mediante la técnica de CM, incluso los primeros pasos en la
resolucion de problemas 3D.

En el capitulo 3 se presenta la integracion de la técnica CM con el método Multigrilla,



la cual representa uno de los dos aportes principales de la tesis. La motivacion para dicha
integracion se baso en el hecho de que tanto en el método Multigrilla como en la técni-
ca CM se trabaja con mallas relacionadas entre si por un refinamiento de las mismas,
es decir, una es un refinamiento de la otra. Cada una de estas mallas provienen de la
discretizacion del problema a resolver mediante el método de Elementos Finitos. Encon-
trando este punto en comin entre ambos métodos, se propone una posible integraciéon
entre las técnicas Multigrilla y Malla Compuesta, con el objetivo de obtener no sélo las
ventajas del método Multigrilla sino también las de la estrategia CM. En la primera parte
del capitulo se presenta el método Multigrilla con sus componentes bésicas para la re-
solucién de ecuaciones diferenciales parciales elipticas. Ademas, se hace un repaso de los
métodos iterativos usuales con un anélisis de Fourier de los mismos. A continuacién, se
presenta la integracion de las dos estrategias y se finaliza el capitulo con una serie de
ejemplos de aplicacion de la misma.

En el capitulo final de esta tesis, el capitulo 4, se presenta un segundo aporte. Este
consiste en la propuesta de una nueva version de la técnica CM totalmente algebraica. La
diferencia entre las versiones algebraica y la original radica principalmente en la forma
en que se relacionan las mallas involucradas en la mezcla. La motivacion surge de las dos
versiones basicas més conocidas disponibles del método Multigrilla: la version geométri-
ca y la algebraica [9]. Actualmente se dispone de la mayoria de las herramientas de la
estrategia propuesta, pero ha quedado como trabajo a futuro, allende esta tesis, el de-
sarrollo de las aquellas atin necesarias para el completo funcionamiento de la misma. En
la primera parte del capitulo se presentan las herramientas del método Multigrilla Alge-
braico que favorecieron la generacion de la estrategia CM en esta version. A continuacion
se presenta el algoritmo de aglomeracion de los elementos de la malla fina para dar lugar
a la definicion de la malla gruesa, dado que existen distintas formas para llevar a cabo
este paso fundamental del proceso. Luego se discuten los algoritmos para el calculo de los
operadores de transferencia. Finalmente, se presentan ejemplos de la técnica presentada.



Capitulo 2

Estrategia de Malla Compuesta

2.1. Introduccién

En este capitulo se presenta la estrategia de Malla Compuesta de Geométrica (GCM,
por Geometric Composite Mesh) en su version original especializada en elementos fini-
tos [2]|. Si bien en la mayoria de los trabajos publicados sobre esta estrategia se presenta
como una técnica para estimar errores de discretizacion, en la presente tesis se analiza
numéricamente la capacidad de la misma para mejorar la soluciéon obtenida por el Método
de Elementos Finitos. Se discute la eleccion en los factores de participacion en la mezcla
de las mallas y se analiza una forma adecuada para medir el error. Se presentan ademés
varios ejemplos numéricos con soluciéon analitica, los cuales resultan de utilidad para eval-
uar la aplicabilidad de la técnica GCM a cada tipo de problema, analizar la sensibilidad
del factor de participacion y determinar el comportamiento del error a medida que la mal-
la se refina. En [14| puede encontrarse una breve descripcion acerca de las regularidades
para las soluciones de problemas elipticos en los dominios considerados.

2.2. Técnica de Malla Compuesta

El método de Malla Compuesta esta inspirado en de la teoria de mezclas para ma-
teriales compuestos de distintas fases. En una mezcla, varias fases comparten el mismo
volumen de material, donde cada una de ellas posee su factor de participacién propio. Un
ejemplo fisico de esta teoria podria ser el caso de medios porosos tales como los suelos
arenosos, donde la porosidad seré el factor de participacion para el agua y el complemen-
to para la unidad el correspondiente a la parte solida. Las propiedades fisicas (densidad,
constantes elasticas, etc.) de cada componente participan en la formulacion multiplicadas
por el factor de participacion.

La propuesta surgioé entonces de hacer uso de mezclas de mallas de elementos finitos
donde cada fase, en lugar de tener un significado fisico, representa la precision de diferentes
mallas. Se puede pensar en dos mallas de elementos finitos, cada una de ellas de diferente
grado de aproximacion, unidas entre si y participando en la mezcla en alguna proporcion
adecuada. Es de esperar que los resultados obtenidos con la malla mezcla o composicion,
sean intermedios en algtin sentido con respecto a los analisis llevados a cabo para cada
malla individualmente [36].

Una Malla Compuesta de elementos finitos aplicada a la resoluciéon de un problema
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eliptico puede utilizarse para mejorar una solucién numérica sin elevar en forma apreciable
el costo computacional y, ademas, estimar el error de discretizacion [2]. El método consiste
en sustituir el operador discreto asociado a una malla dada de tamano h (obtenido me-
diante la aplicacion del Método de Elementos Finitos para la discretizacion de la ecuacion
diferencial considerada) por una combinacion lineal del mismo operador y el correspon-
diente a una malla extendida al mismo dominio pero con un tamano de elemento mayor
H. En este caso los polinomios interpolantes conservan el mismo grado en ambas mallas.
Luego, suponiendo que la malla fina se obtiene a partir de un refinamiento homogéneo de
otra malla mas gruesa, la conexién entre ambas se fuerza en los nodos compartidos. El
factor de participacion de cada malla en el modelo compuesto, es decir, el coeficiente en
la combinacion lineal entre las mallas, se introduce de forma tal de minimizar el error de
discretizacion y se denota por «. Dicho factor depende de la regularidad de la solucion
exacta al problema considerado y deberé tenerse en cuenta para utilizar la técnica como
se vera en los ejemplos que se presentan al final del presente capitulo.

Dado un problema modelo definido sobre en dominio €2, se denomina como Q7 a una
malla de elementos finitos extendida a dicho dominio y a Q" como la malla proveniente
de un refinamiento uniforme de la primera. Luego de discretizar el problema mediante
el Método de Elementos Finitos (FEM, por Finite Element Method) utilizando dichas
mallas se obtienen los sistemas lineales Aguy = fy v Apu, = f),, respectivamente. Se
define ahora Apg;, como la matriz extendida a las dimensiones de Aj, y con los elemen-
tos de Ay correspondientes a los nodos comunes a ambas mallas y ceros en los lugares
correspondientes a los nodos no comunes.

Anélogamente se define el vector términos independientes fy;,. La solucion aproximada
por el método de Malla Compuesta ucys se obtiene del siguiente sistema [35]

ACMuCM = [OéAh + (1 — Oé)AHh]U.CM = Oéfh + (1 — Oé)th (21)

donde la eleccion de factor o depende de la regularidad del problema considerado. Si Ay,
y Ay son simétricas y definidas positivas, la matriz Acys propuesta para la composicion
de mallas resulta simétrica y definida positiva (véase A.2).

2.3. Analisis de la técnica de Malla Compuesta

En la presente secciéon se analizan las normas adecuadas que se utilizan para evaluar
el error de discretizacion de la técnica GCM. La mejora que promete el método respecto
de la solucion FEM puede presentarse en ciertas normas, pero no en otras. Esto se debe
a que la mejora es en un sentido nodal, por lo tanto la misma se evaltia en un sentido
discreto. De hecho, la solucion FEM es la mejor aproximacion a la soluciéon exacta dentro
del espacio discreto asociado a una malla cuando el error se mide en la norma-a o energia
(véase [20]).

Sean Vj, y Vi los espacios que corresponden a las mallas de elementos finitos Q" y
O respectivamente. Sea u la solucién exacta de un problema a resolver y sean uy y
uy las soluciones del Método de Elementos Finitos en los espacios discretos Vi, v Vy,
respectivamente. Se definen ademaés las siguientes aproximaciones de u en Vj,

= up,, como la proyeccion de u sobre Vj, segiin la norma Lo(€2), i.e.

(Ung,,v) = (uw,v) YveV,
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donde (+,-) es el producto interno en Ly(€2).
= ucy como la solucion de la técnica de Malla Compuesta en el espacio V.

Por la definicion de up,, se tiene que
lw —ung, 2.0 < nf [u — vl L) (2.2)

de donde se concluye que, si el error es medido en norma Lo (£2), up,, es la ‘mejor’ apro-
ximaciéon de u que puede hallarse en Vj,.
Una cota del error [|u — up,, [|1,(0) estd dada por (véase, por ejemplo, [20]):

||u — UhL2 ||L2(Q) S OhT+1‘u|H'r+l(Q) (23)

donde C' es una constante independiente de h y r es el grado de los polinomios de inter-
polaciéon dentro de cada elemento de la triangulaciéon y siempre que u sea suficientemente
regular, es decir v € H™1(Q). Esta misma cota superior se puede obtener para el error

lu = unll o) < CH™ ful i o (2.4)

siendo uy, la solucion por FEM en Vj, y C una constante independiente de h como puede
verse en [20].

Comparando las estimaciones de los errores (2.3) y (2.4), se observa que ambas son
del mismo orden y no es de esperar una disminuciéon sensible del error medido en norma
Ly(€2) de alguna otra funcion v € Vj, respecto del error de uy,. En particular, esto se verifica
para ucy € Vi mediante experiencias numéricas. Se concluye entonces que no es posible
obtener una mejora apreciable en el error medido en norma Ly(€2) cuando se aplica la
técnica de Malla Compuesta y, por lo tanto, esta medida del error no es de utilidad para
evaluar las soluciones obtenidas con la mezcla de mallas. Méas atin, lo concluido acerca
de la norma Ls(2) podria generalizarse a otras normas continuas, tales como la norma
energia entre otras.

Segun lo expuesto, debemos considerar normas discretas para evaluar la mejora que
introduce el uso de la Malla Compuesta a nivel nodal. Es decir, el método realiza mejores
aproximaciones a los valores nodales de la soluciéon exacta, constituyéndose entonces en
una mejor aproximacion al interpolante de u en el espacio discreto de Vj. Esto sera
verificado en los problemas resueltos al final del presente capitulo. Si bien la mejora de
la soluciéon introducida por la técnica de GCM sera analizada mediante normas discretas,
deben monitorearse las normas continuas para verificar que la solucién ‘mejorada’ no
incremente el error en tales normas. Por ejemplo, un incremento del error medido en
norma H'(2) indicaria un aumento en el error de aproximacion a las derivadas de w.

Estimacion del error en norma euclidea

Supongamos que el error de la solucion FEM en norma Ly (€2) satisface la propiedad

lell o) = llu — unllry@) < CRP (2.5)
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donde a partir de (2.4) se puede ver que p depende del grado de los polinomios utilizados
en Vj, y de la regularidad de u. Luego, se tiene que

wm@:/ém
Q
~ KZ@?h”d
= Kh”dZe?

= Kh™e]3

(2.6)

donde e es el vector de los errores nodales, siendo e; su i—ésima componente, h es un
tamano representativo de la discretizacion del dominio, ng es el nimero de dimensiones
espaciales del problema, K es una constante que proviene del método de integracion
numérica y || - |2 representa la norma euclidea o ly. Combinando las ecuaciones (2.5)
y (2.6), se obtiene

el @ = K lel}3 < 0% (27)

de donde puede concluirse que
lefl> < ChPe? (2.8)

2.4. Elecciéon de los factores de participaciéon

Sean H y h respectivamente (H > h) los tamafios de elementos de las mallas Q y Q.
Suponiendo que se esta resolviendo un problema a valores de borde, la técnica GCM se
basa en las ideas principales de la extrapolacion de Richardson. Dada una cantidad y una
aproximacion de cierto orden p de la misma, este método provee de otra aproximacion
de mayor orden que la dada ¢ > p partiendo del desarrollo asintotico del error asociado
a la aproximacion. Sean u la soluciéon al problema de valores de borde considerado, ug
vy up las aproximaciones asociadas a cada malla respectivamente, se supone que se puede
escribir

u=uyg+ CH? +O(H?)
u = uy + Ch? + O(h?)

donde p es el orden del método, ¢ > p y donde se asume una misma constante C. Elimi-
nando dicha constante entre ambas ecuaciones, se obtiene para la solucién u

(2.9)

H? /h? 1
u = up —
(HP/h?» — 1) (HP/hP — 1)
Si, por ejemplo, las mallas poseen tamanos relacionados por H = 2h, a partir de (2.10)
se obtiene

wy + O({méx{H, h}}7) (2.10)

2P 1 Up — Uy
UHhr = up, — Ug = U _ 2.11
e = oy T o T T (2.11)
la cual aproxima a u con un orden mayor ¢ sobre la malla Q7. A partir de (2.11) se puede
ver que ugp, queda expresada como una version mejorada de uy,, corregida por el término

(up, —ug)/ (2P — 1) en los nodos comunes a ambas mallas. En los nodos de la grilla fina
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se utiliza la solucion uy, y en los nodos de la grilla gruesa se utiliza la extrapolacion u g,
propiamente dicha.

Mediante un procedimiento analogo se obtiene que

Up — Uy hP — HP

Uy — Up h? — hPp

(2.12)

donde u; representa a una aproximacion de u en una tercer malla de tamano hcon h > h.
Si, en particular, se tiene H = 2h = 4h, la expresion (2.12) se reduce a

Un ZUH _ o9p (2.13)
Ujﬁ — Up,

la cual permite determinar el orden numérico aproximado del método para estimar asi
los coeficientes de la combinacién lineal de la extrapolacion.

Este procedimiento de extrapolacion de dos mallas con nodos comunes, relacionadas
entre si mediante el refinamiento de una de ellas, permite obtener una solucién con
una mejor aproximacion en los nodos comunes a ambas mallas contenidos en la malla
gruesa. Es decir, el procedimiento mantiene el subespacio de funciones en la dimension
determinada por los nodos de la malla mas fina pero incorpora las ventajas de la
extrapolacion usando una malla mas gruesa.

Para el computo de la soluciéon por el método de Malla Compuesta, en lugar de obtener
soluciones respectivas a cada malla, se considera que el dominio estda formado por la
superposicion de las dos mallas. Luego, cada una de ellas participa en la mezcla, en
analogia con la extrapolacion de Richardson, con un factor que corresponde a

P

o= -1 (2.14)

para la malla Q" y de 1 — a para Qf, para el caso de mallas de tamafos h y H, con
H = 2h. En la ecuacién anterior el valor de p corresponde al desarrollo asintético de
la expresion (2.9). Si dicho desarrollo asintotico correspondiera a cantidades medidas en
normas H'(Q) el valor p coincidirfa con el orden de regularidad de la solucion, si se usaran
elementos lineales.

La ventaja que presenta la técnica de GCM sobre la extrapolacion de Richardson es
que en esta ultima se deben resolver dos sistemas de ecuaciones globales mientras que
en GCM se resuelve s6lo uno y, aunque se tienen que llevar a cabo operaciones previas
adicionales, se ahorra en tiempo de calculo. Otra ventaja consiste en que el mejoramiento
de los resultados en la extrapolacion de Richardson se realiza s6lo en los nodos coincidentes
de los elementos que forman la mezcla mientras que en GCM se obtiene una mejora en
todos los nodos, aunque en los nodos sin coincidencia ésta es menor [39].

2.5. Problemas basicos

En la presente seccion se presentaréan ejemplos en donde se aplica la estrategia GCM,
utilizando funciones de interpolacion lineales. En la mayoria de ellos se estima el orden
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del método con el objetivo de poder seleccionar apropiadamente los factores de partici-
pacion (2.14) adecuados a cada problema. Para cada caso, se llevo a cabo un estudio de
la sensibilidad de dicha eleccién con el fin de encontrar un intervalo en el cual se pueda
garantizar la reduccion del error. Es decir, dado un ntumero ¢ € (0, 1) se pretende hallar
un intervalo Is tal que para todo « € I5 se obtenga

lecn||2 <4 (2.15)

lereal|2
para todo a € I5, manteniendo fija la malla inicial.
Practicamente en todos los casos resueltos el valor de a numérico coincide con el valor
teorico [14]. Solo en los primeros ejemplos se presenta entonces este anélisis, dado que en
muchos de los problemas presentados el factor de participacion es el mismo.

2.5.1. Problema de Poisson clasico

El siguiente ejemplo corresponde a un problema de Poisson escalar sobre el cuadrado
unitario.

{ —Au(z,y) = f(z,y), en Q=(0,1)x (0,1) (2.16)

u(z,y) =0, sobre 0f

donde f es el polinomio

f(z,y) = (—25002% 4+ 405022 — 1905z + 237)y(250y* — 525y + 340y — 69y + 4

)
+(2502* — 6752% + 63527 — 237z + 27)2(—2500y> + 3150y* — 1020y + 69)
(2.17)

con solucién exacta dada por:

3 1 9 4 1 1

u(r,y) = 31250z (r — 1)(z — )@= 5)(1’ ~ 10V - 1y — 5)(y -3 (2.18)

La grafica de la solucién a este problema se representa en la figura 2.1

Sensibilidad del parametro o

En las figuras 2.2 y 2.3 se observan los errores en normas euclidea e infinito respecti-

vamente, para distintos valores del parametro . Con 6 = 1/3 en la condicion (2.15) se
selecciona el subintervalo de valores validos (en el sentido elegido) para « con el objetivo de
estimar la sensibilidad de este parametro. Este subintervalo esta dado por I5 = [1.25, 1.4].
El valor que minimiza el error sera entonces el valor 6ptimo del parametro o para este
problema. Se observa que dicho valor es a ~ 1.33.
Las tablas 2.1 y 2.2 presentan normas discretas y continuas para los errores nodales para
FEM y el método GCM, ambas para varios niveles de discretizacion del dominio. De una
de las tablas se puede calcular que el error promedio en norma [, disminuye con una tasa
aproximada de h%% para FEM, mientras que la estrategia GCM presenta un error con
orden aproximado de h?87. Las graficas de los errores para cada estrategia se presentan
en las figuras 2.4 y 2.5. Pueden observarse en la tabla 2.3, los 6rdenes promedios de los
errores en todas las normas utilizadas.
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Figura 2.1: Grafica de la solucion para el problema (2.16).

I
125 13 1.35 14
alpha

Figura 2.2: Error en norma euclidea en
funcién del parametro « para el proble-
ma (2.16).

|| CM [|.nfinito

=
OI

4 Il Il
125 13 1.35 14
alpha

Figura 2.3: Error en norma infinito en
funcién del parametro « para el proble-
ma (2.16).

Errores en funcion del nivel de refinamiento

Se observo el comportamiento de la técnica para distintos niveles de refinamiento de
la malla para el valor de a 6ptimo. La informacion correspondiente a las normas euclidea
y Lo(£2) se presentan en las graficas 2.6 y 2.7, respectivamente. El rotulo ‘PL2’ en la
figura 2.7 hace referencia a la proyeccion L, sobre el espacio discreto correspondiente
(uhLQ). Graficando las tres opciones juntas se pretende justificar la decision de medir los
errores con normas discretas en lugar de las normas continuas, dado que es claro que la
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Problema de Poisson clasico

h

FEM

Norma [,

Norma Il

GCM

Norma I,

‘ Norma [l

5.000 x 1072

6.1965 x 1071

9.5314 x 1072

1.0777 x 107!

3.3159 x 1072

2.5000 x 1072

3.1562 x 107!

2.4558 x 1072

1.6223 x 102

3.0009 x 1073

1.6666 x 1072

2.1113 x 1071

1.0941 x 102

5.0645 x 1073

7.3602 x 1074

1.2500 x 1072

1.5853 x 10+

6.1703 x 1073

2.1878 x 1073

2.7355 x 1074

1.000 x 1072

1.2689 x 107!

3.9496 x 1073

1.1351 x 107

1.2340 x 1074

Tabla 2.1: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas discretas para el
problema (2.16).

|

Problema de Poisson clasico

FEM GCM
h Norma Ly(€2) | Norma H'(©2) | Norma Ly(2) | Norma H'(2)
5.000 x 1072 | 4.4998 x 102 1.6731 2.7125 x 1072 1.6720
2.500 x 1072 | 1.1701 x 1072 | 8.4708 x 107! | 6.5114 x 1073 | 8.4675 x 107!
1.6666 x 10~* | 5.2398 x 10 | 5.6601 x 10" | 2.8705 x 107 | 5.6588 x 10~
1.2500 x 1072 | 2.9551 x 1073 | 4.2484 x 107! | 1.6102 x 1073 | 4.2478 x 107+
1.000 x 1072 | 1.8936 x 1072 | 3.4000 x 10~! | 1.0292 x 1072 | 3.3997 x 10!

Tabla 2.2: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el
problema (2.16).

mejora de la estrategia de Malla Compuesta es nodal.
Finalmente, se presenta en la tabla (2.5.1) los resultados para los tiempos promedios
calculados para distintas mallas.

Orden del error para el Problema de Poisson
‘ Norma [y ‘ Norma [ ‘ Norma Lo ‘ Norma H*

MEF
CM

O(hOA9896)
O(h2‘8653)

O(h1A9852)
O(h3‘4850)

O(hlA9775)
O(hZOQSS)

O(hOAQQSO)
O(h0A9927)

Tabla 2.3: Ordenes promedio del error en distinas normas.



2.5 Problemas basicos 12

-
x 10

Figura 2.4: Error en valor absoluto de la Figura 2.5: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.16). solucion GCM para el problema (2.16).

10" 10°

——FEM : : ——FEM
—cM —cM

PL2

h h

Figura 2.6: Error en norma euclidea en Figura 2.7: Error en norma Ly(2) en fun-
funcion de h para el problema (2.16). cion de h para el problema (2.16).
Tiempos para el Problema de Poisson
nivel | # nodos | f elementos Nomedio tiempo MEF, [s] | tiempo GCM, |[s]

3 2705 5248 1.5489 x 1072 7.7074 x1072 9.6953 x 1072

4 10657 20992 7.7445 x1073 4.2262 x10~1 5.6930 x10~!

5 42305 83968 3.8722 x1073 2.6322 x10° 3.5824 x10°

6 168577 335872 1.9361 x1073 1.7167 x10* 2.4976 x 101

Tabla 2.4: Tiempos del Problema de Poisson para para distintos niveles de malla
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2.5.2. Problema de Poisson con fuente exponencial

El siguiente ejemplo corresponde a un problema de Poisson escalar sobre el dominio
cuadrado € = (0,1) x (0,1)

( —Au= -2 en
u(0,y) =e?, 0<y<l1
u(l,y)=e 0, 0<y<1 (2.19)
u(z,0)=e" 0<az<1

L u(z,1) =e ) 0<2 <1

La solucion exacta del problema esta dada por:

u(z,y) = e~ @t (2.20)

Sensibilidad del parametro «

Para este ejemplo se obtuvo o &~ 1.33 como valor 6ptimo del factor de participacion.
Calculando la condiciéon (2.15) entre la norma euclidea de los errores nodales para FEM
y GCM, se grafica el intervalo de o que garantiza la reduccion de los errores en un factor
de 6 = 1/3 (véase figura 2.8).

0

10 . :
. : alpha vs cociente

||e||CMvs||e||FEM—eucI|dea

1.25 1.3 1.35 14
alpha

Figura 2.8: Relacion (2.15) en funcion de a para el problema (2.19) en norma euclidea.

En las tablas 2.5 y 2.6 se presentan errores en normas discretas y continuas para distintos
niveles de refinamiento. Puede calcularse, a partir de la primera, la tasa aproximada de
disminucioén del error medido en norma euclidea. Se obtiene A% para FEM, mientras que
la estrategia GCM presenta un error con orden aproximado de h?%. Las graficas de los
errores se presentan en las figuras 2.9 y 2.10.
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Problema de Poisson con fuente exponencial

FEM GCM
h Norma [y ‘ Norma [ Norma [, ‘ Norma [
5.000 x 1072 | 2.6759 x 10~* | 2.4206 x 107 | 6.8371 x 107¢ | 9.1036 x 10~°
2.500 x 1072 | 1.3402 x 10~ | 6.0863 x 107% | 8.7567 x 1077 | 6.2588 x 10°
1.6666 x 1072 | 8.9375 x 107° | 2.7046 x 107° | 2.6131 x 10~7 | 1.2762 x 1078
1.250 x 1072 | 6.7038 x 107" | 1.5222 x 107° | 1.1061 x 10~7 | 4.1027 x 10~*
1.000 x 1072 | 5.3633 x 107 | 9.7410 x 1077 | 5.6743 x 107° | 1.6966 x 10~

Tabla 2.5: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas discretas para el

problema (2.19).

|

Problema de Poisson con fuente exponencial

FEM GCM
h Norma Ly(€2) | Norma H'(©2) | Norma Ly(2) | Norma H'(2)
5.000 x 1072 | 2.8637 x 107* | 1.9731 x 1072 | 2.9583 x 10~* | 1.9731 x 1072
2.500 x 1072 | 7.1585 x 107° | 9.8664 x 1073 | 7.3989 x 107° | 9.8664 x 1073
1.6666 x 1072 | 3.1815 x 107° | 6.5776 x 1073 | 3.2886 x 107° | 6.5776 x 1073
1.25 x 1072 | 1.7895 x 107° | 4.9332 x 1073 | 1.8499 x 107° | 4.9332 x 1073
1.000 x 1072 | 1.1453 x 107" | 3.9466 x 10~ | 1.1839 x 107" | 3.9466 x 10~*

Tabla 2.6: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en

normas continuas para el
problema (2.19).

{
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Figura 2.9: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.19).

Figura 2.10: Error en valor absoluto de la
solucion GCM para el problema (2.19).

Errores en funcién del nivel de refinamiento

Se observo el comportamiento de la técnica para distintos niveles de refinamiento de
la malla para el valor de a 6ptimo. La informacion correspondiente a las normas euclidea
y Lo(€) se presentan en las graficas 2.11 y 2.12 respectivamente. Como puede observarse,
al graficarse el error de las estrategias con respecto al paso h la forma en que los mismos
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se miden indican conclusiones diferentes. Si se observa la figura donde el error se mide
con norma euclidea, es decir, se mide en un sentido discreto, es claro que la pendiente
para el caso GCM es mas pronunciada con respecto a la asociada a FEM, lo cual puede
interpretarse como la mejora a la que se hace referencia. En cambio, cuando se miden estos
errores con una norma continua, como por ejemplo la norma L(£2) de la gréafica 2.12, las
rectas que corresponden a las dos estrategias, FEM y GCM, practicamente coinciden por
lo cual no puede concluirse mejora alguna de una técnica con respecto a la otra.

10° 1072

107°E - ; 4

10°E

10°F

107E

107 . 10° .
10 10 10 10
h h

Figura 2.11: Error en funcién de h en nor- Figura 2.12: Error en funcién de h en nor-
ma euclidea para el problema (2.19). ma Ly(2) para el problema (2.19).

2.5.3. Problema de Poisson con condiciéon de contorno Neumann

El siguiente ejemplo corresponde a un problema de Poisson escalar sobre un dominio
rectangular con una condicién de borde tipo Neumann.

(—Au(z,y) = f(z,y), en Q= (1,2)x (0,3)
u(xz,0) =0, paral <z <2
u(z,3) =0, paral <z <2 (2.21)
u(l,y) = —sinmy, para0<y<3

| w(2,9) =0, para0<y<3

donde f es la funcién
f(z,y) = 27? cos wx sin Ty (2.22)

con la soluciéon exacta dada por:
u(z,y) = cos (mx) sin (wy) (2.23)

Sensibilidad del parametro o

Se realizo el mismo analisis que para el ejemplo anterior, obteniéndose practicamente
el mismo comportamiento con la eleccion § = 1/3 al calcular la relacion (2.15), con I
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idéntico a los casos previos. El valor estimado entonces para el factor de participacion

o6ptimo es a ~ 1.33.
En la figura 2.13 se observa la citada relacién de errores en norma euclidea para
distintos valores del parametro «, ya en un entorno de su valor 6ptimo.

10°

alpha vs cociente

||e||CMvs||e||FEM—eucI|dea

1.35 14

1.25 13

alpha

Figura 2.13: Relacion (2.15) en funcion de a para el problema (2.21) en norma euclidea.

Los resultados de resolver el problema con las dos estrategias se presentan en las tablas 2.7
y 2.8 para distintos niveles de refinamiento, donde el error se mide en normas discretas y
continuas. En una de ellas puede calcularse la tasa promedio aproximada de disminucion
del error medido en norma euclidea. Se obtiene h'°! para FEM, mientras que la estrategia
GCM presenta un error con orden aproximado de h*®'. Las graficas de los errores se
presentan en las figuras 2.14 y 2.15.

’ Problema de Poisson con condicién de contorno Neuman ‘

FEM GCM
h Norma [y ‘ Norma [ Norma [, ‘ Norma [
5.000 x 1072 | 1.0036 x 10! | 1.2578 x 1072 | 1.6286 x 102 | 3.7876 x 1073
2.500 x 1072 | 4.9345 x 1072 | 3.2386 x 1072 | 2.6396 x 1073 | 5.0940 x 10~*
1.6666 x 1072 | 3.2694 x 1072 | 1.4418 x 1073 | 9.1135 x 10~* | 1.5341 x 10~*
1.2500 x 1072 | 2.4442 x 1072 | 8.1104 x 10™* | 4.3082 x 10~* | 6.5658 x 107>
1.000 x 1072 | 1.9515 x 1072 | 5.1977 x 10~* | 2.4176 x 10~* | 3.3800 x 10~

Tabla 2.7: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas discretas para el

problema (2.21).
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Problema de Poisson con condicién de contorno Neuman

FEM GCM
h Norma Ly(€2) | Norma H'(2) | Norma Ly(2) | Norma H'((2)
5.000 x 1072 | 2.6666 x 1072 | 6.7176 x 107! | 2.0329 x 1072 | 6.7304 x 107!
2.500 x 1072 | 6.7441 x 1073 | 3.3736 x 107! | 5.0868 x 1073 | 3.3750 x 107!
1.6666 x 1072 | 3.0038 x 1073 | 2.2509 x 107! | 2.2617 x 1073 | 2.2513 x 107!
1.2500 x 1072 | 1.6909 x 1073 | 1.6886 x 10~! | 1.2724 x 1072 | 1.6888 x 10~}
1.000 x 1072 | 1.0825 x 1072 | 1.3511 x 10! | 8.1446 x 10~* | 1.3512 x 10~*

Tabla 2.8: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el
problema (2.21).

Figura 2.15: Error en valor absoluto de la
solucion GCM para el problema (2.21).

Figura 2.14: Error en valor absoluto de la
soluciéon FEM para el problema (2.21).

Errores en funcién del nivel de refinamiento

Se observd el comportamiento de la técnica para distintos niveles de refinamiento de
la malla para el valor de a 6ptimo. La informacion correspondiente a las normas euclidea
y L2(€2) se presentan en las graficas 2.16 y 2.17, respectivamente.

Si a partir de la figura 2.16 se calculan las pendientes correspondientes a cada técnica
se puede constatar que la correspondiente a la estrategia GCM es mayor que la asociada
al método FEM, esto ejemplifica el sentido en que se produce la mejora de GCM.

Analisis de la invariancia del valor «

Para este problema, se analiz6 la invariancia del parametro « en funciéon de la norma
con la cual se mide el error. Es decir, se busco el valor de a que minimiza el error medido
en las normas discretas lo y o, y en las continuas Ly(Q2) y H'(€2). Pueden observarse en
la tabla 2.9 y en la figura 2.18 los resultados obtenidos.

En la tabla 2.10 y en la figura 2.19 se presenta la relacion de los errores en norma eu-
clidea para distintos niveles de refinamiento en funcién del valor . Como puede concluirse
de las mismas, dicho valor no se modifica conforme se refina la malla.
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10° 10°
FEM
Cc™M

10 10

Figura 2.16: Error en funcién de h en nor- Figura 2.17: Error en funcién de h en nor-
ma euclidea para el problema (2.21). ma Ly(2) para el problema (2.21).

10°

H
O‘

_normaLz(Q)
1 = 912 elementos
norma H (5_)) = 3952 elementos
norma euclidea ~——— 15000 elementos
norma infinito
0.9 i l.‘l l.‘2 l.‘3 l.‘4 l.‘5 l.‘G l.‘7 l.‘S 1.9 107;.9 :‘l l.‘l l.‘2 l.‘3 l.‘4 l.‘5 l.‘G l.‘7 l.‘ﬂ 1.9
o a
Figura 2.18: Relaciéon entre los errores Figura 2.19: Relacion de errores en norma
para distintas normas en funcién de a. l> para distintos niveles de refinamiento.

Valor de o 6ptimo para cada norma
Norma [y ‘ Norma [ ‘ Norma, L, ‘ Norma H'

| 133 [ 133 [ 18 | 100 |

Tabla 2.9: Estimaciéon del valor o 6ptimo en distinas normas.

Valor de « 6ptimo para cada malla
f elementos | 912 | 3952 | 15000
« 1.33 | 1.33 1.33

Tabla 2.10: Estimacion del valor a para distintos refinamientos.
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2.5.4. Problema de Poisson con dominio perforado

El siguiente ejemplo corresponde a un problema de Poisson escalar sobre el dominio que
se muestra en la figura 2.20, donde I' es la frontera interior de forma eliptica.

([ —Au=-10, en
u(z,y) =4, sobrel’
,—2) =16+ 22, para —3<z <3
) ule=2) vy pee et (2.24)
u(z,2) =16 +2°, para —3<x <3
u(—3,y) =9+ 4y?, para —2 <y <2
| u(3,y) =9+4y®, para—2<y<2
2
15
1
05
0
-05
-1
-15
-2
-3 -2 -1 0 1 2 3
Figura 2.20: Malla més gruesa para el problema (2.24).
La solucién exacta del problema esta dada por:
u(z,y) = 2% + 4y (2.25)

Sensibilidad del parametro o

Al igual que en los problemas anteriores se realizo el anéalisis para la eleccion del factor
de participacion «a. Los resultados nuevamente arrojaron que el valor que minimiza el
error es aproximadamente a ~ 1.33. La estrategia estudiada, conforme se refina la malla,
presenté comportamientos similares para los dos problemas de Poisson considerados (2.16)
y (2.21) y, por este motivo, no se incluyen con el mismo formato. La tabla 2.11 permite
comparar los errores para las dos técnicas consideradas, calculados sobre la malla de la
figura 2.20. Las gréficas de los errores se presentan en las figuras 2.21 y 2.22.
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Problema de Poisson con dominio perforado
Errores Normas Discretas \ FEM Malla Fina \ Malla Compuesta
Norma Infinito 1.2953 x1072 3.5080 x10~*
Norma Euclidea 8.4471 x10~2 1.0314 x1073
Errores Normas Continuas | FEM Malla Fina | Malla Compuesta
Norma H'((2) 1.0611 1.0633
Norma L (12) 5.0374 x107* 4.9282 x 1072
| Tiempo de célculo [s] | 0.0157 \ 0.0094 |

Tabla 2.11: Comportamiento de la técnica segiin las normas utilizadas para el proble-
ma (2.24).

Figura 2.22: Error en valor absoluto de la
solucion GCM para el problema (2.24).

Figura 2.21: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.24).

2.5.5. Problema difusivo puro con difusividad variable y fuente

nula
El siguiente ejemplo corresponde a un problema difusivo puro escalar sobre el dominio

cuadrado © = (0, 1) x (0, 1), donde la matriz de difusividad es dependiente de las coorde-
nadas del dominio.

-V (k(z,y)Vu) =0, en
u(ly)=1-9% 0<y<l1 (2.26)
u(z,0) =2?, 0<z<1
\ u(z,1)=2*-1, 0<x<1
y ademas
lxy O
K'/(l',y) - |i 0 xy 1
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La solucion exacta del problema esta dada por:

u(z,y) = 2° —y° (2.27)

Sensibilidad del parametro o

Como se explicé anteriormente, se llevo a cabo el calculo del factor de participacion

Optimo, obteniéndose « &~ 1.33. El valor elegido para § es 1/3 y el intervalo I5 asociado
es similar al obtenido en la figura 2.8.
La tabla 2.12 presenta las normas /5 e infinito para FEM y GCM, ambas para varios niveles
de discretizacion del dominio. La tabla 2.13 muestra los errores mencionados medidos en
las normas Ly(Q2) y H'(Q). De la primera tabla se puede calcular mediante un postproceso
de los datos que el error en norma I, disminuye con una tasa aproximada de h%® para
FEM, mientras que la estrategia GCM presenta un error con orden aproximado de h!-6.
Las graficas de los errores para cada estrategia se presentan en las figuras 2.23 y 2.24.

] Problema difusivo puro con difusividad variable y fuente nula ‘

FEM GCM
h Norma [y ‘ Norma [ Norma [y ‘ Norma [
5.000 x 1072 | 1.1210 x 1072 | 1.3693 x 1070 | 1.1832 x 10719 | 5.1622 x 10~
2.500 x 1072 | 6.4196 x 10717 | 4.2391 x 107! | 3.3855 x 107! | 1.2989 x 10~!!
1.6666 x 1072 | 4.5512 x 1071% | 2.0935 x 10~ | 1.7276 x 10~ | 5.7830 x 10~
1.2500 x 1072 | 3.5437 x 10719 | 1.2625 x 10711 | 9.4100 x 10712 | 3.2554 x 10712
1.000 x 1072 | 2.9114 x 1071 | 8.5008 x 107'2 | 6.2307 x 10712 | 2.0843 x 102

Tabla 2.12: Comportamiento de la técnica en funcion de h en normas discretas para el
problema (2.26).

’ Problema difusivo puro con difusividad variable y fuente nula ‘

FEM GCM
h Norma Ly(2) | Norma H'(2) | Norma Ly(2) | Norma H'((2)
5.000 x 1072 | 2.6352 x 10~ | 4.0825 x 1072 | 2.6352 x 10~* | 4.0825 x 1072
2.500 x 1072 | 6.5880 x 1075 | 2.0412 x 1072 | 6.5880 x 107° | 2.0412 x 1072
1.6666 x 1072 | 2.9280 x 107° | 1.3608 x 1072 | 2.9280 x 107° | 1.3608 x 1072
1.2500 x 1072 | 1.6470 x 107° | 1.0206 x 1072 | 1.6470 x 107> | 1.0206 x 102
1.000 x 1072 | 1.0540 x 10~ | 8.1649 x 10~3 | 1.0540 x 10=° | 8.1649 x 103

Tabla 2.13: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el
problema (2.26).

Errores en funcién del nivel de refinamiento

Se observo el comportamiento de la técnica para distintos niveles de refinamiento de
la malla para el valor de o 6ptimo. La informacioén correspondiente a las normas euclidea
y Lo(£2) se presenta en las graficas 2.25 y 2.26 respectivamente.
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Figura 2.23: Error en valor absoluto de la Figura 2.24: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.26). solucion GCM para el problema (2.26).

10" 107

—— FEM
= CM
PL2

10° |

10°F

lell,

0L

107 Pt 4

s

107 . 10°% ”
10 10 10 10
h h

Figura 2.25: Error en funcién de h en nor- Figura 2.26: Error en funcién de h en nor-
ma euclidea para el problema (2.26). ma Ly(Q2) para el problema (2.26).

Como puede observarse en las figuras, la pendiente de la curva del error para GCM es
méas pronunciada que para FEM cuando se miden los errores en norma euclidea. Luego,
puede concluirse la mejora nodal que propone el método. En el caso de la medida en
norma continua Lo(€2), las tres graficas estan practicamente superpuestas, por lo tanto
no se observa una mejora apreciable de la estrategia GCM frente a FEM.

2.5.6. Problema difusivo puro con difusividad variable y fuente
no nula

El siguiente ejemplo corresponde a un problema difusivo puro escalar sobre el dominio
cuadrado Q = (0,1) x (0,1), en el cual nuevamente la matriz de difusividad es variable
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en el dominio pero ahora con una fuente no nula.

(

—V - (k(x,y)Vu) = 6(y* — 2%), en Q
u(0,y) = —y*, 0<y<1
u(l,y) =1—9% 0<y<1 (2.28)
u(z,0) = 2, 0<zr<1
\ u(z,1)=2*-1, 0<x<1
donde
"L(Ly)—{l_l_zz ’ 2}
0 1+y
La soluciéon exacta del problema esta dada por:
u(z,y) = 2° —y° (2.29)

Sensibilidad del parametro «

Cuando se realizo el anélisis correspondiente a este ejemplo se obtuvo el parametro
a =~ 1.33, el cuél coincide con el valor teorico esperado. Se determina 6 = 1/3 para
armar el intervalo I; obteniéndose un comportamiento como el que se muestra en la
figura 2.8. Nuevamente se evalud la evolucion de la estrategia conforme se refina la malla
y se obtuvieron comportamientos similares a los presentados en los problemas anteriores.
En las tablas 2.14 y 2.15 se presentan los resultados medidos en normas discretas y
continuas para distintos niveles de refinamiento. Se puede calcular particularmente para
la norma euclidea un decrecimiento del orden del error de aproximadamente h%? para
FEM y h''!! para GCM. Las graficas para los errores con las dos estrategias se presentan
en las figuras 2.27 y 2.28. De las tablas mencionadas se observa que el error de la soluciéon
aproximada estd muy cercano a la precision de céalculo del software utilizado. Luego, la
mejora de GCM no puede apreciarse en los 6rdenes calculados ya que la solucion por FEM
aproxima también con errores muy pequenos a la soluciéon exacta.

’ Problema difusivo puro con difusividad variable y fuente no nula ‘

FEM GCM
h Norma [o ‘ Norma [ Norma [y ‘ Norma [
5.000 x 1072 | 1.9293 x 1071% | 1.7665 x 10711 | 4.7486 x 10712 | 4.1726 x 10712
2.500 x 1072 | 9.6597 x 10711 | 4.4220 x 107 | 5.9928 x 10713 | 2.6195 x 10~
1.6666 x 1072 | 6.4762 x 10711 | 1.9665 x 10712 | 6.5258 x 10712 | 1.0887 x 10712
1.2500 x 1072 | 4.8345 x 10711 | 1.1067 x 10712 | 1.6225 x 10~1% | 7.6605 x 10~1°
1.000 x 1072 | 3.8956 x 10~ | 7.1259 x 10713 | 5.5293 x 10~"% | 1.6597 x 10~

Tabla 2.14: Comportamiento de la técnica en funcién de h en normas discretas para el

problema (2.28).
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’ Problema difusivo puro con difusividad variable y fuente no nula ‘

FEM GCM
h Norma Ly(€2) | Norma H'(2) | Norma Ly(2) | Norma H'((2)
5.000 x 1072 | 2.6352 x 10~* | 4.0825 x 1072 | 2.6352 x 10~* | 4.0825 x 102
2.500 x 1072 | 6.5880 x 107° | 2.0412 x 1072 | 6.5880 x 10~° | 2.0412 x 1072
1.6666 x 1072 | 2.9280 x 107° | 1.3608 x 1072 | 2.9280 x 10~ | 1.3608 x 102
1.25 x 1072 | 1.6470 x 107° | 1.0206 x 1072 | 1.6470 x 10~° | 1.0206 x 102
1.0000 x 1072 | 1.0540 x 107° | 8.1649 x 1073 | 1.0540 x 10~° | 8.1649 x 103

Tabla 2.15: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el

problema (2.28).

Figura 2.27: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.28).
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Figura 2.28: Error en valor absoluto de la
solucion GCM para el problema (2.28).

Problema difusivo puro con coeficiente difusivo variable

El siguiente ejemplo corresponde a un problema puramente difusivo con difusividad varia-

ble sobre el dominio ) de frontera

donde

y ademas

I'=T,Ul';UTI'sUTI'y que se muestra en la figura 2.29.

V- (k(z,y)Vu) = 2[3(2* + ) + 2(1 + zy” + 2°y)], en Q
,y) =1, sobrel
) . (2.30)
u(xvy) =14z s sobre FQ U F4
u(z,y) = 1+15y*, sobre I's
[ ={(z,y) eR?: 22 +¢* =1, 2 <0},
Fy={(z,y) eR*: y=10<z <1} (2.31)
Iy={(z,y) eR?: z=1,-1<y<1}, :
Ty={(z,y) eR?: y=-1,0<z<1}
way) = | 13T TV

5172y2 1 + y2
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Figura 2.29: Malla mas gruesa para el problema (2.30).

La solucion exacta del problema esta dada por:

u(z,y) = 2>+ y°

Sensibilidad del parametro «

(2.32)

Al efectuarse el analisis correspondiente para este ejemplo se obtuvieron nuevamente
los valores esperados para este tipo de problemas, el cual sigue siendo o ~ 1.33 y comparte
la relacion (2.15) con 6 = 1/3. Por lo tanto, no se presentan las graficas correspondientes.
Los resultados de las estrategias se presentan en la tabla 2.16. Las graficas para los errores

se muestran en las figuras 2.30 y 2.31.

Problema difusivo puro con difusividad variable

Errores Normas Discretas \ FEM Malla Fina \ Malla Compuesta

Norma Infinito 6.5061 x10~4 8.6920 x10~°
Norma Euclidea 5.4514 x10~3 5.6982 x10~*
Errores Normas Continuas | FEM Malla Fina | Malla Compuesta
Norma H'(Q) 4.9153 x10~2 4.9302 x10~2
Norma Ly(92) 1.0250 x1073 1.0021 x1073
| Tiempo de célculo [s] | 0.0379 \ 0.0297 |

Tabla 2.16: Comportamiento de la técnica en distintas normas para el problema (2.30).
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Figura 2.30: Error en valor absoluto de la Figura 2.31: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.30). solucion GCM para el problema (2.30).

2.5.8. Problema de Poisson tridimensional

El siguiente ejemplo corresponde a un problema de Poisson sobre el cubo unitario €2 =
(0,1) x (0,1) x (0,1).

—Nu(z,y,2) = f(r,y,2), (r,y,2) €
{ w(z,y,2) =0, (x,y,2) € N (2.33)
donde la fuente es
f(z,y,2) = sin (372)[F(x,y) + 97°G(z,y)] (2.34)

para F'(x,y) correspondiente a la ecuacion (2.17) y G(z,y) a (2.18). La solucion exacta
del problema esta dada por

u(z,y) = sin(372)G(x,y) (2.35)

Los resultados obtenidos para FEM y GCM se presentan en la tabla 2.17. Puede obser-
varse como la estrategia sigue siendo efectiva en problemas 3D basicos como el presentado
a medida que se refina el dominio ya que en este caso, dada la oscilacion de la solucion,
no se tiene una buena aproximacion a la misma en las mallas més gruesas. Se trabajo con
el pardmetro a =~ 1.33, correspondiente a problemas de estas caracteristicas.
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’ Problema, de Poisson tridimensional ‘
Malla: 10 x 10 x 10 | Norma I, | Norma [l
FEM Malla Fina 0.8145 0.1029
Malla Compuesta 0.9570 0.2461
Malla: 20 x 20 x 20 | Norma [, | Norma [,
FEM Malla Fina 0.5895 0.0273
Malla Compuesta 0.2537 0.0286
Malla: 30 x 30 x 30 | Norma [, | Norma [,
FEM Malla Fina 0.4834 0.0123
Malla Compuesta 0.0975 0.0058

Tabla 2.17: Comportamiento de la técnica en funcién de h en normas discretas para el
problema (2.33).

2.6. Problemas de mayor complejidad

2.6.1. Problema de transporte difusivo puro con término reactivo

El siguiente ejemplo corresponde a un problema escalar de transporte puramente difusivo
con un término reactivo sobre el dominio cuadrado 2 = (0,1) x (0,1).

(—Au+u=(1—-22—9%)e®, en

u(0,y)=1, 0<y<1

u(l,y)=¢’, 0<y<1 (2.36)
w(z,0) =1, 0<z<1

u(z,1)=¢€¢*, 0<ax<1

\

La solucién exacta del problema esta dada por:
u(z,y) = e (2.37)

Sensibilidad del parametro «

Se estimd numéricamente el valor 6ptimo para el factor de participaciéon de la composi-

cion de mallas, obteniéndose o & 1.33, con § = 1/3. Para este valor se estimo el intervalo
de sensibilidad con la estrategia propuesta en los ejemplos anteriores. En la figura 2.32 se
observar el intervalo obtenido.
En las tablas 2.18 y 2.19 pueden observarse los resultados para ambas técnicas con dis-
tintos niveles de refinamiento de la malla, donde el error se mide en normas discretas y
continuas. Como puede calcularse en particular para la norma euclidea, el orden prome-
dio aproximado de decrecimiento del error para FEM es h''% y para GCM es h%97. Las
graficas correspondientes a los errores se presentan en las figuras 2.33 y 2.34.

Errores en funcién del nivel de refinamiento

Con el objetivo de evaluar el comportamiento de la estrategia GCM conforme se refina
la malla para el valor de o 6ptimo, se presentan las figuras 2.35 y 2.36, las cuales corres-
ponden a la mediciéon de los errores con las normas euclidea y Lo(£2), respectivamente.
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Figura 2.32: Relacion (2.15) en funcion de a para el problema (2.36) en norma euclidea.

Problema de transporte difusivo puro con término reactivo

FEM GCM
h Norma [ ‘ Norma Il Norma Iy ‘ Norma I
5.000 x 1072 | 2.3060 x 1073 | 2.1438 x 10~* | 7.0498 x 10~ | 1.3688 x 107>
2.500 x 1072 | 1.1545 x 1073 | 5.3854 x 107> | 9.1374 x 107° | 1.0157 x 107°
1.6666 x 1072 | 7.6992 x 10~* | 2.3938 x 107> | 2.7365 x 1070 | 2.1284 x 107°
1.2500 x 1072 | 5.7749 x 10~* | 1.3468 x 107° | 1.1603 x 107% | 6.9385 x 10~®
1.000 x 1072 | 4.6201 x 10~* | 8.6203 x 107° | 5.9582 x 10~" | 2.8937 x 10®

Tabla 2.18: Comportamiento de la técnica en funcién de h en normas discretas para el
problema (2.36).

|

Problema de transporte difusivo puro con término reactivo

FEM GCM
h Norma Ly(€2) | Norma H'(2) | Norma Ly(2) | Norma H'(1)
5.000 x 1072 | 6.9424 x 10~* | 6.4706 x 1072 | 7.6307 x 10~* | 6.4708 x 1072
2.500 x 1072 | 1.7346 x 1071 | 3.2359 x 1072 | 1.9100 x 10~* | 3.2359 x 1072
1.6666 x 1072 | 7.7084 x 107° | 2.1573 x 1072 | 8.4911 x 107° | 2.1573 x 1072
1.2500 x 107% | 4.3358 x 107° | 1.6180 x 1072 | 4.7766 x 107° | 1.6180 x 102
1.000 x 1072 | 2.7749 x 107 | 1.2944 x 1072 | 3.0571 x 107° | 1.2944 x 1072

Tabla 2.19: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el
problema (2.36).
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Figura 2.33: Error en valor absoluto de la Figura 2.34: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.36). solucion GCM para el problema (2.36).

lell,

Figura 2.35: Error en funcién de h en nor- Figura 2.36: Error en funcién de h en nor-
ma euclidea para el problema (2.36). ma Ly(Q2) para el problema (2.36).

2.6.2. Problema advectivo-difusivo

El siguiente ejemplo corresponde a un problema escalar advectivo-difusivo sobre el dominio
cuadrado 2 = (0,1) x (0,1).

— o
<
~—
I
9]
\.Ed
e}
N
<
N
—_

=e Ve, 0<y<l1 (2.38)
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- [3]

La solucién exacta del problema esta dada por:

donde

u(z,y) = e @Y (2.39)

Sensibilidad del parametro «

Se lleva a cabo el analisis numérico correspondiente para hallar el factor de participa-
cion para este problema, obteniéndose o &~ 1.33, con § = 1/3. En este problema se utilizo
la estrategia de FEM presentada en el apéndice B.

En la figura 2.37 se observa la relacion (2.15) de errores en norma euclidea para distintos
valores del parametro «, ya en un entorno Is de su valor 6ptimo.

10°

alpha vs cociente

||e||CMvs||e||FEM—eucI|dea
=
o
L

1
1.25 1.3 1.35 14
alpha

Figura 2.37: Relacion (2.15) en funcion de a para el problema (2.38) en norma euclidea.

Los resultados correspondientes a este ejemplo se presentan en las tablas 2.20 y 2.21,
medidos en normas discretas y continuas. Puede apreciarse después de un postproceso
de los datos de la primer tabla, un decrecimiento aproximado del orden del error para la
norma euclidea de h%? para FEM y de h34* para GCM. Las graficas de los errores para
las estrategias FEM y GCM se presentan en las figuras 2.38 y 2.39, respectivamente.
Como puede observarse en la tabla, los resultados obtenidos al evaluar los errores con
normas continuas no presentan la mejora que si se muestra con las normas discretas, dado
que dicha mejora es en un sentido nodal.

Errores en funciéon del nivel de refinamiento

Se observd el comportamiento de la técnica para distintos niveles de refinamiento de
la malla, utilizando el valor de a 6ptimo para este problema en la estrategia GCM. La
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Tabla 2.20: Comportamiento de la técnica en funcién de h en normas discretas para el

Problema advectivo-difusivo

FEM GCM
h Norma [y Norma [ Norma [, ‘ Norma [
5.000 x 1072 | 5.5633 x 1073 | 5.1249 x 10~* | 2.8178 x 1073 | 2.6131 x 10~*
2.500 x 1072 | 2.8991 x 1073 | 1.3347 x 10~* | 7.3103 x 107> | 7.1544 x 10~°
1.6666 x 1072 | 1.9455 x 1073 | 5.9689 x 107° | 2.3732 x 107> | 1.4136 x 107°
1.2500 x 1072 | 1.4623 x 1073 | 3.3644 x 107> | 1.0492 x 107° | 4.4715 x 10~*
1.000 x 1072 | 1.1710 x 1073 | 2.1551 x 107° | 5.5082 x 107° | 1.8295 x 10~'

problema (2.38).

|

Problema advectivo-difusivo

FEM

GCM

h Norma Ly(€2) | Norma H'(©2) | Norma Ly(2) | Norma H'(2)
5.000 x 1072 | 2.5372 x 107% | 1.9818 x 1072 | 2.3749 x 10~* | 1.9759 x 102
2.500 x 1072 | 6.5150 x 107° | 9.8839 x 1073 | 7.3908 x 107° | 9.8676 x 1073
1.6666 x 1072 | 2.9096 x 107° | 6.5835 x 1073 | 3.2817 x 107° | 6.5778 x 1073
1.2500 x 1072 | 1.6394 x 107° | 4.9358 x 1073 | 1.8470 x 107° | 4.9333 x 1073
1.000 x 1072 | 1.0500 x 107" | 3.9479 x 10~ | 1.1826 x 10" | 3.9466 x 10~*

Tabla 2.21: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el

problema (2.38).

Figura 2.38: Error en valor absoluto de la
soluciéon FEM para el problema (2.38).

informacion correspondiente a las normas euclidea y Lo(£2) se presentan en las graficas 2.40

y 2.41, respectivamente.

Figura 2.39: Error en valor absoluto de la
solucion GCM para el problema (2.38).
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Figura 2.40: Error en funcién de h en nor- Figura 2.41: Error en funcién de h en nor-
ma euclidea para el problema (2.38). ma Ly(2) para el problema (2.38).

2.6.3. Problema advectivo-difusivo con capa limite

El siguiente ejemplo corresponde a un problema escalar advectivo-difusivo con adveccion
dominante. El dominio consiste en el cuadrado 2 = (0,1) x (0,1).

—Au+b-Vu=0, en{
50y _ 50
u(0,9) = 4 0sy=sl
u(l,y) =0, 0<y<1 (2.40)
50z _ 50
\ u(z,1) =0, 0<z<1
donde
50
bl

La solucién exacta del problema esta dada por:

B0z _ 50 B0y _ 550
U(Z‘7y) = ( 1 _ 650 ) ( 1 o 650 ) (241)

En este problema se utiliz6 la formulacion FEM presentada en el apéndice B. La malla
para este problema se presenta en la figura 2.42, en la cual se refina hacia los bordes del
dominio en el cual se encuentra la capa limite. Este refinamiento se lleva a cabo con el
objetivo de obtener una buena aproximacion de la region donde se presentan los gradientes
mas elevados.

Sensibilidad del parametro o

El valor que minimiza el error sera entonces el valor 6ptimo de « para este problema.
Se observa en la figura 2.43 que dicho valor es a ~ 1.215.
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Figura 2.42: Malla mas gruesa para el problema (2.40).

Para este problema el valor para la condicién propuesta para el intervalo de sensibi-
lidad es modificado con respecto a los problemas anteriores, adoptandose 6 = 3/5 en la
ecuacion (2.15). Esto se debe a que no se puede encontrar un valor de « que verifique la
relacion con § = 1/3 para este ejemplo.

T T
alpha vs cociente

llellcvsllell-g,,—euclidea
=
o

1 1 1 1 1 1 1
1.15 1.16 117 1.18 1.19 1.2 1.21 1.22 1.23 1.24 1.25
alpha

Figura 2.43: Relacion (2.15) en funciéon de « para el problema (2.40) en norma euclidea.

En las tablas 2.22 y 2.23 se presentan los errores para distintos niveles de refinamiento,
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medidos en normas discretas y continuas. Mediante el calculo del decrecimiento promedio
del error para la norma euclidea se obtiene %! para FEM y h''1? para GCM. Las gréficas

de los errores para cada técnica se presentan en las figuras 2.44 y 2.45.

|

Problema advectivo-difusivo con adveccién dominante

FEM GCM
h Norma [y ‘ Norma [ Norma [5 Norma [
5.000 x 1072 | 1.9025 x 107! | 2.9683 x 1072 | 9.8820 x 1072 | 1.9196 x 10~
2.500 x 1072 ] 9.3098 x 1072 | 7.5353 x 1072 | 3.8801 x 1072 | 3.4711 x 1073
1.6666 x 1072 | 6.1770 x 1072 | 3.3547 x 1072 | 2.4722 x 1072 | 1.3567 x 10~*
1.2500 x 1072 | 4.6247 x 1072 | 1.8880 x 1072 | 1.8366 x 1072 | 7.6009 x 10~*
1.000 x 1072 | 3.6968 x 1072 | 1.2086 x 1073 | 1.4670 x 102 | 4.8562 x 10~*

Tabla 2.22: Comportamiento de la técnica en funcién de h en normas discretas para el

problema (2.40).

Problema advectivo-difusivo con adveccion dominante

FEM GCM
h Norma Ly(€2) | Norma H'(Q2) | Norma Ly(2) | Norma H'(2)
5.000 x 1072 | 1.0351 x 1072 1.3941 7.8137 x 1073 1.3906
2.500 x 1072 | 2.6136 x 1073 | 7.0093 x 1071 | 1.9486 x 1073 | 6.9998 x 101
1.6666 x 1072 | 1.1641 x 1073 | 4.6770 x 107! | 8.6786 x 10~* | 4.6737 x 10~}
1.2500 x 1072 | 6.5533 x 10~* | 3.5088 x 10~ | 4.8906 x 10~* | 3.5073 x 10!
1.000 x 1072 | 4.1957 x 10™* | 2.8074 x 107! | 3.1340 x 10~* | 2.8066 x 10~*

Tabla 2.23: Comportamiento de la técnica en funciéon de h en normas continuas para el

problema (2.40).

Figura 2.44: Error en valor absoluto de la
solucion FEM para el problema (2.40).

Figura 2.45: Error en valor absoluto de la
solucion GCM para problema (2.40).
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Errores en funcién del nivel de refinamiento

Se observd el comportamiento de la técnica para distintos niveles de refinamiento de
la malla para el valor de a 6ptimo. La informacion correspondiente a las normas euclidea
y L2(92) se presenta en las graficas 2.46 y 2.47, respectivamente.
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Figura 2.46: Error en funcién de h en nor- Figura 2.47: Error en funcién de h en nor-
ma euclidea para el problema (2.40). ma Ly (€2) para el problema (2.40).

2.6.4. Problemas de Laplace en dominios con angulo entrante

Se considera una familia de problemas de Laplace con condiciones de borde Dirichlet
sobre dominios de angulo entrante, con vértice (0.5,0.5). La soluciéon exacta para cada
caso se presenta a continuaciéon en funcion del angulo de apertura 23

u(r,0) = r™“ cos (g@) (2.42)

donde w =27 — 20 y

1/2

1\? 1\?
[
(2.43)
(y—3)
(2 =3)

En la figura 2.48 se presenta el dominio general para la familia de problemas propuesta,
el cual consiste en un cuadrado unitario con un dngulo entrante 2 que se analizara en un
rango de valores entre 7/180 y (361/360)7. La apertura en el dominio genera un vértice
que constituye un punto singular en la frontera del mismo |3, 14]. La mayor regularidad
de la solucion analitica al presente problema es H'*™/“ y. por lo tanto, se tiene la siguiente
estimacion para la norma Ly(2) del error de la solucion por elementos finitos [20]

= w1y < CR™ ] i (2.44)

f = arctan

donde C es una constante.
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Figura 2.48: Dominio para el problema 2.6.4.

Sensibilidad del parametro o

Para varios valores del angulo (3 en el intervalo analizado se determiné la norma eu-
clidea del error nodal en funcion del factor de participacion con el objetivo de obtener el
valor 6ptimo para cada caso.

En la figura 2.49 se presenta la relaciéon de las normas I, del error nodal para la
técnica GCM y FEM en funcién de a. Como se observa, en todos los casos analizados
existe un valor de @ que minimiza la norma del error nodal. No obstante, existe una gran
variacion entre estos valores y en la reducciéon del error que se obtiene en cada caso. En la
figura 2.50 se puede observar como varia este 6ptimo con el angulo 3. En el mismo grafico
se representd la estimacion de este valor que surge de la ecuacion (2.14), dado por

oltm/w
6= (2.45)

Se observa un acuerdo aceptable para angulos mayores a 7/4, alejandose la estimacion
respecto del valor hallado experimentalmente a medida que 3 — 0. Este resultado no se
contradice con la teorfa, dado que el @ aumenta cuando disminuye la regularidad, y dicho
valor a se calcul6 con la maxima regularidad posible.

La variedad de ejemplos presentada hasta el momento ha dejado en claro que la mejora
que podria obtenerse de la aplicacion de la estrategia de malla compuesta se produce en
los nodos de la malla. De especial interés es el comportamiento de la norma euclidea del
error nodal, dado que la misma evaliia el error extendido a todos los nodos de la malla.
Asumiendo que la norma [y de este error nodal varia como h”, donde h es el tamano de la
malla, se evalué numéricamente como varia el exponente v en funciéon del angulo (§ para
FEM y el método GCM. Para mallas con tamafios de elemento h; y he, se tendran errores
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Figura 2.51: Estimacion del orden empirico del error para el problema 2.6.4.

nodales e; y es, respectivamente. El exponente v se estima entonces como

_ log(flez|l2) —log([lex]l2)
log(hs) — log(h1)

Este exponente, promediando los valores del mismo entre las distintas mallas utilizadas,
fue representado en funciéon del angulo 3 en la figura 2.51, tanto para FEM como para el
método GCM. En la misma figura puede apreciarse la estimacion del orden del error en
norma Iy que surge de la expresion (2.8), donde p =1+ 7/w y ng =2

(2.46)

.7
lel]a o BT/ = = " (2.47)

Analisis de la variacion del valor a

Valor de o 6ptimo para cada norma
Norma I, \ Norma I, \ Norma Lo \ Norma H'!

| 167 [ 169 [ 164 | 100 |

Tabla 2.24: Estimacion del valor a 6ptimo en distinas normas.

Se considera el caso menos regular del conjunto de problemas presentados en este
ejemplo, es decir 23 — 0. Se analiz6 la variacion del pardmetro « en funcién de la norma
con la cual se mide el error. Es decir, se busco el valor de o que minimiza el error medido
en las normas discretas ly y o y en las continuas Ly(Q2) y H'(Q). Pueden observarse en
la tabla 2.24 y en la figura 2.52 los resultados obtenidos.
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Valor de a 6ptimo para cada malla
f elementos | 2400 | 9600 | 38400
« 1.72 | 1.67 1.68

Tabla 2.25: Estimacion del valor a para distintos refinamientos.

. [
el 1 el
~ o
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T 10-03 |
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;‘ 10741 i
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10°°H 4
. NOrma Lz(Q)
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a a
Figura 2.52: Relaciéon entre los errores Figura 2.53: Relacion de errores en norma
para distintas normas en funcién de «. Iy para distintos niveles de refinamiento.

En la tabla 2.25 y en la figura 2.53 se presenta la relacion de los errores en norma eu-
clidea para distintos niveles de refinamiento en funcién del valor a. Como puede concluirse
de las mismas, en este caso dicho valor se ve modificado conforme se refina la malla.

2.6.5. Problema difusivo con coeficiente discontinuo

El presente caso consiste en un problema de difusivo extendido al dominio cuadrado
Q= (-1,1) x (—=1,1) el cual, dado un angulo ¢, esta dividido en dos subdominios

Qo ={(z,y) €Q:0<0(x,y) <}, Q& =2\ (2.48)

donde (r,6) son las coordenadas polares respecto al origen y ¢ es el angulo de interface
entre ambos subdominios. La figura 2.54 presenta el caso particular analizado, donde

o =m/2.
El coeficiente de difusion es constante a trozos y estéd dado por

)1 si(my) ey
K(z,y) = {52 S (2.y) € O (2.49)

donde k5 es un parametro que, en el ejemplo particular resuelto, es igual a 100 .
La solucion exacta al presente problema es la siguiente [16]

U(T 9) = { ﬂCOS[)\(W o ‘9 o (70/2’)] en

cos|\(0 — ¢/2)] en () (2.50)
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Figura 2.54: Dominio para el problema 2.6.5.

donde

4 | 3+ Ko sin (A7 /4)
A = —arct = —Ko—— % 2.51
7 orean ( 1+ 3@)7 b " (3Am/4) (2.51)

Las soluciones a este problema son funciones singulares de regularidad H'™*(Q), para
cierto 0 < s < 1 (37, 16, 30, 31]. Para el caso analizado k3 > 1 y A < 1; por lo tanto
u € H'Y™(Q), con s < \. Luego, se verifica la siguiente estimacién para el error de
aproximacion de la solucion FEM

|u—u"|| Ly < CR' P |ulges, con s < A (2.52)

Para una malla con un tamaiio promedio de elemento A = 1.37 x 1072 se buscé el
factor de participacion 6ptimo para este problema. En la figura 2.55 se representan los
resultados obtenidos, en la cual puede observarse la relacion entre la norma euclidea del
error nodal de la técnica GCM y la correspondinte norma [l del error nodal para FEM en
funcion de « (relacion (2.15)). En este caso, a &~ 1.475 es el valor que verifica la mayor
reduccion del error. Utilizando el resultado (2.52) y la ecuacion (2.14) se obtiene un factor
de participacion estimado

21+
Puede observarse entonces que, para el presente problema, el valor estimado del factor «
6ptimo se encuentra muy cercano al calculado numéricamente.

La tabla 2.26 presenta las normas euclidea e infinito de los errores nodales para FEM y
el método GCM, ambas para varios niveles de discretizacion del dominio. De esta tabla se
puede obtener después de un postproceso de los datos que el error en norma [y disminuye
con una tasa aproximada de h%? para FEM, mientras que la estrategia GCM presenta
un error con orden aproximado de h%67.
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Figura 2.55: Relacion (2.15) en funciéon de « para el problema 2.6.5 en norma euclidea.

Problema difusivo con coeficiente discontinuo

FEM GCM
h Norma [ ‘ Norma Il Norma Iy ‘ Norma [l
2.7441 x 1072 | 3.1357 x 107" | 9.7493 x 1072 | 8.9429 x 1072 | 6.6139 x 102
1.3720 x 1072 | 2.2945 x 107! | 6.1348 x 1072 | 5.5116 x 102 | 3.8750 x 1072
6.8602 x 1073 | 1.7280 x 10~" | 3.8587 x 1072 | 3.4837 x 102 | 2.4386 x 102

Tabla 2.26: Comportamiento de la técnica en funcién de h para el problema 2.6.5.

2.6.6.

Problema difusivo con singularidad en dominio con forma
de L

El presente problema es similar al anterior, pero con una solucién con menor regu-
laridad. Se trata de un problema de Laplace extendido al dominio en forma de L que se
esquematiza en la figura 2.56. El coeficiente difusivo también es discontinuo y esta dado

por

K(T,y) 2{1

25.27414236908819

stzy <0
si xzy >0

(2.54)
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La solucion al problema se escribe en coordenadas polares como

( 9 1 T T
— — — — 10< < —
cos (167r> COoS [4 (9 4)] sio<o< 5

— l/4 T 1 _ E . T <
u(r,0) =r cos <16> cos {4 (9 " si 5 < 0 <m (2.55)

coS —l (:os1 9—§ si <9<§
\ 16" 4 1" TS U=aT

Y

-1

Figura 2.56: Dominio en forma de L para el problema 2.6.6.

Del mismo modo que en los problemas anteriores, se obtuvo el valor éptimo del factor
de participaciéon en forma experimental. En la figura 2.57 se representa la variacion de la
relacion (2.15) entre la norma euclidea del error nodal para la estrategia GCM y FEM
en funcion de «, en este caso, con una malla que posee un tamano de elemento promedio
h = 1.2258 x 1072. Como puede observarse, con a ~ 1.74 se tiene la méaxima reduccién
del error. Empleando la regularidad de la solucién exacta y la ecuacion (2.14) se tiene un
valor 6ptimo estimado & ~ 1.73.

La tabla 2.27 contiene las normas euclidea e infinito del error nodal para las técnicas
GCM y FEM, con diferentes discretizaciones del dominio. De esta tabla se calcula que el
orden del error en norma Iy es h%1%32 para FEM y h%#?2® para el método GCM.

2.7. Conclusiones

En los diversos ejemplos presentados en este capitulo se resolvieron las ecuaciones
planteadas con el método de Elementos Finitos clasico y con la estrategia de Malla Com-
puesta. Para cada caso se estimo el factor de participacion « de la mezcla numéricamente
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Figura 2.57: Relacion (2.15) en funciéon de « para el problema 2.6.6 en norma euclidea.

] Problema difusivo con singularidad en un dominio con forma de L ‘

FEM GCM
h Norma [ ‘ Norma Il Norma Iy ‘ Norma [l
2.4517 x 1072 | 2.4067 x 1072 | 8.5394 x 1073 | 1.0769 x 1072 | 5.9436 x 103
1.2258 x 1072 | 2.2649 x 1072 | 7.2576 x 1072 | 8.9631 x 10~2 | 5.1155 x 1073
6.1291 x 1073 | 2.0859 x 1072 | 6.1146 x 1073 | 7.5224 x 103 | 4.2909 x 10~

Tabla 2.27: Comportamiento de la técnica en funcién de h para el problema 2.6.6.

con el objetivo de compararlo con el valor tedrico esperado, el cual esté relacionado con la
regularidad de la solucion de cada problema considerado [14]. En la mayoria de los proble-
mas regulares presentados ambos valores coinciden, con excepcion de aquellos en los cuales
la adveccion es dominante. Para cada ejemplo presentado se determiné un intervalo 5 de
variacion del factor de participacion « que asegura la reducciéon de la norma euclidea del
error en un factor § < 1 cuando se aplica la técnica GCM (véase la ecuacion (2.15)). En
el caso de los problemas elipticos regulares, si bien la existencia del intervalo I5 asegura la
reduccion del error de la solucion GCM por un factor constante, el aspecto mas relevante
es alcanzar una tasa de reduccién de la norma [, del error nodal en funciéon del tamano
de la malla mayor que el obtenible por el método de Elementos Finitos. Para los proble-
mas elipticos regulares, pareciera existir un tnico valor 6ptimo del factor de participacion
(v = 4/3), en cuyo caso no es posible considerar ninguna variacion de « respecto de su
valor 6ptimo a fin de alcanzar las méximas tasas de reduccion en el error. Esto no ocurre,
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sin embargo, en los problemas con singularidades y en los que presentan advecciéon domi-
nante. En estos casos, es posible encontrar un entorno alrededor del a 6ptimo donde la
reduccion del error no se degrada de manera apreciable.

Las normas de los errores para la técnica GCM medidos en normas discretas siempre
arrojaron mejores resultados que los obtenidos con las normas continuas debido a que la
mejora propuesta por dicha estrategia es en sentido nodal. En los anélisis presentados
para el valor a en funciéon del nivel de refinamiento, las pendientes en las figuras son
concluyentes a la hora de comparar FEM con GCM. Claramente las pendientes para CM
son més pronunciadas, evidenciando la mejora nodal esperada. Para reflejar este hecho, se
calcularon las pendientes promedio para FEM y GCM medidas en norma euclidea, como
puede observarse en la mayoria de los ejemplos presentados.

Para los problemas con singularidades también se evidencia la mejora de la estrategia
GCM frente a FEM, pero en menor medida con respecto a los problemas sin singularidad.
Esta mejora es més sustancial conforme el parametro « se acerca al 6ptimo, por ejemplo,
como puede observarse en la figura 2.51 para el problema 2.6.4. Se presentaron problemas
con distintos tipos de singularidades con el objetivo de analizar el potencial de la estrate-
gia. Es notable como, en estos problemas con singularidades, la tasa de decrecimiento del
error para la técnica GCM se aproxima al valor ‘6ptimo’ asociado de la regularidad de la
solucién exacta.



Capitulo 3

Estrategia Multigrilla con Malla
Compuesta

3.1. Introducciéon

En este capitulo se presenta la integracion de la técnica de Malla Compuesta con la
estrategia Multigrilla (MGCM). Como se present6 en el capitulo 2, cada componente de la
mezcla en el método CM estéa asociada a una malla con distinto error de aproximacion; por
lo tanto, una combinacion lineal apropiada entre los operadores discretos asociados a cada
malla daré una soluciéon nodalmente mejorada en comparaciéon con la obtenida con cada
malla individualmente, sin incrementar en forma considerable el costo computacional [2].
El sistema lineal resultante obtenido con la técnica CM puede resolverse mediante un
método directo o bien aplicando un método iterativo. Estos ultimos, ademas de ser faciles
de implementar, poseen la propiedad de suavizado, que permite eliminar las componentes
de alta frecuencia del error en las primeras iteraciones dejando las menos oscilatorias prac-
ticamente inalteradas. Con el objetivo de modificar los métodos de suavizado para reducir
simultaneamente todas las componentes del error, es necesario una adecuada aproxima-
cion inicial a la solucion del sistema. Esta aproximacion podria obtenerse llevando a cabo
algunas iteraciones de un método de relajaciéon sobre una malla mas gruesa debido a que
tal proceso tendria menos variables a ser actualizadas y, mas atin, tendra una tasa de
convergencia marginalmente mejorada [9].

Asumiendo que se aplica un esquema de relajaciéon hasta que permanecen so6lo las
componentes de baja frecuencia del error, se observa como lucen estas componentes en
una malla aiin més gruesa que la primera. Dado que estas componentes son menos suaves
en una grilla méas gruesa, sera necesario llevar a cabo una nueva relajaciéon con el objetivo
de reducirlas. Con el interrogante de como moverse de una malla a otra y relajar, surgio
la técnica Multigrilla [1, 9, 22, 32, 41, 42, 12, 24, 25, 33, 13]. La misma presenta la ventaja
de reducir simultaneamente todas las componentes del error en las sucesivas iteraciones.

La propuesta de este capitulo esta basada en la modificacion de los operadores discretos
de algunos de los niveles dentro del algoritmo Multigrilla con el objetivo de obtener no sélo
la reduccién simultanea de todas las componentes del error sino también la mejora nodal
de la solucion por medio del método de Malla Compuesta. En una primera instancia se
presentara una descripcion del método Multigrilla, y luego se exhibirdn algunos ejemplos
de problemas elipticos con soluciéon conocida con el fin de analizar las tasas de convergencia
y la disminuciéon en los errores de discretizacion.

45
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3.2. Problema unidimensional

Los métodos Multigrilla fueron originalmente aplicados a problemas de valores de
borde que surgen de diversas aplicaciones fisicas [27].

Se considera el siguiente problema a valores de contorno que describe, por ejemplo, la
distribucién de temperatura en estado estacionario a lo largo de una barra uniforme

—u () + ru(x) = f(x), O<x<l £>0 (3.1)
u(0) =u(l) = 0. (3.2)

El dominio del problema se particiona en n subintervalos de igual longitud, h = 1/n,
introduciendo los puntos de grilla z; = jh, con j = 0,1,2,...,n. Se denomina Q" ala
grilla asi formada.

En cada uno de los n — 1 puntos interiores de la malla, la ecuacion diferencial (3.1)
se reemplaza por una aproximacion en diferencias finitas centradas de segundo orden. De
esta manera, la solucion de esta ecuacion en diferencias resultante, representada mediante

un vector v = (vy,...,v, 1) cuyas componentes satisfacen las siguientes n— 1 ecuaciones
lineales
! h; = kv = flry), 1<j<n-1 (3.3)
v=v, = 0

Se define el vector lado derecho f = (f(x1), f(22),..., f(@p1))T = (f1, f2,. -, fu_1)? v se

reescribe el sistema de ecuaciones en forma matricial como Av = f| es decir

[ 2+/€h2 -1 U1 fl
—1 2+ rh? —1

. -1 . .
-1 2+ ’{hQ | Un—1 fn—l

donde la matriz A es de orden (n—1) x (n—1), simétrica, tridiagonal y definida positiva [9].
De la misma manera se puede formular la versiéon bidimensional del problema. Se
considera la ecuacion en derivadas parciales

— Uy — Uyy + ku = f(z,y), 0<z<l1l,0<y<l1l k>0 (3.4)

Con k = 0 se tiene la ecuacion de Poisson y con x # 0 la ecuaciéon de Helmholtz. Se
considera esta ecuacion sujeta a la condicion u = 0 en la frontera del cuadrado unitario.

Los puntos de la grilla son (z;,y;) = (ihy, jhy), coni=0,1,....my j=0,1,...,n
donde h, = 1/m y h, = 1/n. Si se considera el caso h = h, = h, y m = n la malla
se denomina Q". Reemplazando las derivadas de la ecuacion (3.4) por diferencias finitas
centradas de segundo orden, se obtiene el sistema de ecuaciones

—Vi—1,; + 205 — Uity | Ui+ 205 — Ui
2 2
h2 hZ
viozvin:UOj:Umj207 1§2§m—1 1§j§n—1

+ RV = fi]’, (35)
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Como antes, v;; es una aproximacion a la solucién exacta u en los puntos (z;,y;) y fi; =
f(x;,y;). Se tienen ahora (m—1)(n—1) puntos interiores y el mismo ntimero de incognitas.
Si se trabaja en orden lexicografico por renglones para ¢ constante, se obtiene que las
incognitas en la i-ésima fila se encuentran en el vector v; = (v;1, . .. ,vm_l)T paral <i <
m — 1. Similarmente, simbolizando f; = (fi1,..., fin_1)7, el sistema de ecuaciones (3.5)
puede escribirse en bloques de la siguiente manera

B —al Vi fl
—al B —al

. —al
—al B Vim—1 fm—l

donde cada bloque diagonal B tiene dimension (n—1) x (n—1) y es una matriz tridiagonal
similar al problema unidimensional. Este sistema es, por lo tanto, simétrico, ralo y diagonal
por bloques. Cada bloque al que no pertenece a la diagonal es un mutiplo a = 1/h2 de la
matriz identidad I de (n — 1) x (n — 1).

3.3. Meétodos iterativos basicos

Se entiende por sistema ralo a aquel sistema de ecuaciones que posee una cantidad
importante de coeficientes nulos. Los métodos usuales para resolver esta clase de problemas
se dividen en dos categorias: los métodos directos y los métodos iterativos (o de relajacion).

Los métodos directos, como el de eliminaciéon Gaussiana, determinan una solucién
exacta (salvo errores de redondeo y precision de méaquina) en un ntimero finito de pasos
aritméticos.

Los métodos de relajacion, tales como las iteraciones de Jacobi y Gauss Seidel, necesi-
tan una aproximacion inicial a la solucion. El objetivo es mejorar la aproximacion actual
mediante una sucesiéon de pasos o iteraciones de actualizacion. La sucesion de aproxima-
ciones que se genera converge bajo ciertas condiciones a la solucién exacta del sistema
lineal. Los métodos clésicos de relajacion son faciles de implementar y pueden aplicarse
satisfactoriamente a una amplia variedad de problemas.

Dado que, en general, los esquemas de relajacion tienen ciertas limitaciones, los méto-
dos Multigrilla surgieron dentro de este tipo de métodos, con el objetivo de superarlas.
Luego, en un esquema Multigrilla, los métodos de relajaciéon se tornan competitivos con
los métodos directos mas rapidos y pueden aplicarse a problemas de mayor generalidad.

3.3.1. Meétodos de relajaciéon

Se simboliza con Au = f al sistema correspondiente a los problemas (3.3) o (3.5). Se
denotara con u a la solucion exacta de tal sistema y con v a la solucién aproximada y, en
aquellos casos en que se especifique la malla ", tales soluciones se denotaran por uy, y
Vv, respectivamente.

Dado que el sistema Au = f tiene solucién tnica, se tienen dos medidas del error que
se comete al aproximar u con v:

= Error o Error Algebraico: se define como e = u — v y no puede calcularse sin la
solucién u.
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s Residuo: se define comor =f — Av.

Por la unicidad de la soluciéon, r = 0 si y sélo si e = 0. Pero no siempre es cierto que si r
es pequeno en norma, también lo sea e.

La ecuacién que relaciona ambas medidas se denomina ecuacion residual: Ae = r.
Luego, el error satisface el mismo sistema de ecuaciones que la soluciéon u cuando el lado
derecho es r.

Dada la aproximacion v obtenida por algiin método, se puede calcular el residuo. Con
el objetivo de mejorar v, se resuelve la ecuacion residual para e y se calcula la nueva
aproximacion utilizando la definicién del error u = v 4 e. Este procedimiento se conoce
como correccion residual.

3.3.2. Método de Jacobi

Si se tiene el problema (3.3) con k = 0 y se multiplica la ecuacion por h?, el problema
discreto que se obtiene es

U1+ 2u —up = Rf(zy),  1<j<n-—1 (3.6)

U =u, = 0

El esquema de Jacobi o de desplazamiento simultaneo, se lleva a cabo resolviendo la j-
ésima ecuacion de (3.6) para la j-ésima incognita utilizando la aproximacion actual para
las incognitas (5 — 1) y (j + 1). Aplicado al vector de aproximaciones actuales v(?, el
esquema iterativo en componentes queda expresado

U](-l) = %(vﬁ)l + vj(i)l + Rh%f;), 1<j<n-1 (3.7)
Una vez que se calcularon todas las componentes de vV, se repite el proceso con v(?) en
el lugar de v(¥ y se contintia hasta obtener la convergencia a la solucion.

En forma matricial, este esquema se escribe primero expresando A = D — L — U,
donde D es la diagonal de A, —L y —U son las partes triangulares inferior y superior
estrictas de A, respectivamente. Luego, incluyendo h? en el término f, el sistema Au = f
se transforma en (D — L — U)u = f, para luego obtener la matriz de iteracion de Jacobi
T; =D (L + U) y reescribir la iteraciéon del método como

vie = yED LD k=12,

Método de Jacobi amortiguado

Si se calcula la iteracion de Jacobi (3.7) como un valor intermedio v7, la iteracion del
método de Jacobi amortiguado se define como

o = (1 =Wl +wvy = o 4wy — o),  1<j<n-1

donde w € R es un factor de peso que debe elegirse. El caso w = 1 recupera el método
de Jacobi original. La forma matricial asociada a este método tiene la matriz de iteracion
T, =(1—-w)I+wT;y el método puede expresarse como

v — T v 4D, k=12, (3.8)
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El método de Jacobi amortiguado se puede reescribir del siguiente modo
v =y wD_lr(k_l), k=1,2,...

donde la nueva aproximacion se obtiene de la actual adiciondndole una correccién que
depende del residuo.

3.3.3. Iteraciones lineales estacionarias

El método de Jacobi es un claro ejemplo de una iteracion lineal estacionaria, ya que la
regla de actualizacion es lineal en la incognita v y no cambia de una iteraciéon a la otra.
Dado que e = u — v y Ae = r, resulta que u — v = A~!r. Luego una iteracién se puede
formar haciendo

v(H) = vk Brlk-l) (3.9)

donde B es una aproximacion a A~!. Si se examina esta ecuaciéon con mas detalle se tiene
que

v = yt=D L Brtt-D = yE=D L B(f — AvETD)
= (I-BAvV* Y L Bf
Tv-Y + Bf

siendo T =1 — BA.. Puede probarse que,
v = 7y 4 Off) (3.10)

donde C(f) representa una serie de operaciones sobre f. Esta formula se analizard méas
adelante.

3.3.4. Método de Gauss-Seidel

Dado que el método de Jacobi amortiguado calcula todas las componentes de la nueva
aproximacion antes de usar alguna de ellas, esto requiere guardar 2n componentes. El
método de Gauss-Seidel utiliza las nuevas componentes del vector de aproximaciéon ni
bien son calculadas, reduciendo el requerimiento de almacenamiento a n. Este método es
también equivalente a definir sucesivamente cada componente del vector residual a cero
y resolver para la componente correspondiente de la solucion.

Cuando se aplica al problema modelo (3.1), el método puede expresarse en compo-
nentes como

1
o = S o H ), 1<i<n- (3.11)

En forma matricial nuevamente si A = D — L — U, se puede escribir el sistema original
como
(D-Lu=Uu+f o u=(D-L)'Vu+(D-L)"'f
donde esta representacion corresponde a resolver la j-ésima ecuacién para la incognita u;
usando las nuevas aproximaciones de las componentes 1,2,...,7 — 1. Luego, la matriz de
iteracion de Gauss-Seidel es
Ts=(D-L)"'U

y el método puede expresarse como

VvV = Tgv + (D - L)_lf
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3.4. Analisis de Fourier

Con el objetivo de estudiar el comportamiento de las iteraciones lineales estacionarias,
se trabaja con el sistema homogéneo Au = 0 y con aproximaciones iniciales arbitrarias
para el esquema de relajacion, dado que la solucion exacta es conocida (u = 0) y el error
en la aproximacion v es simplemente —v. Si se retoma el problema unidimensional con
f = 0 se tiene que

— w1 +2u; —uj; = 0, 1<j<n-1 (3.12)

0
U =u, = 0

3.4.1. Pruebas numéricas

Se obtendran importantes conclusiones del anélisis de los métodos iterativos sobre este
sistema de ecuaciones cuando la aproximacion inicial corresponde a los modos de Fourier

v;w-:sin(jk%) 0<j<n, 1<k<n-1 (3.13)
donde v; denota una componente (o el punto de grilla asociado) del vector vy. El entero
k se denomina numero de onda o frecuencia e indica la cantidad de mitades de onda seno
que constituyen el vector v sobre el dominio del problema. El vector v, representa el
modo de Fourier con niimero de onda k, como se presenta en la figura 3.1, en la que se ve
que para pequenos valores de k estos son ondas suaves. Para ver como afecta la iteracion

1

0.5

-0.5

-1 N
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Figura 3.1: Los modos de Fourier para k = 1, 3 y 6. El k-ésimo modo corresponde a k/2
ondas seno completas.

a los modos de Fourier, se trabajo con el método de Jacobi amortiguado para w = 2/3
en el problema (3.12) sobre una grilla de n = 64 puntos. Se muestra en la figura 3.2
el comportamiento del error para las primeras 100 iteraciones para las aproximaciones
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Figura 3.2: Grafica del error maximo en funciéon del nimero de iteraciones para las apro-
ximaciones iniciales vi, v3 y vg con el método de Jacobi amortiguado con w = 2/3.

iniciales vy, v3 y vg. Se observa como dicho error en norma decrece con cada paso de
relajacion y la tasa de decrecimiento es mayor para los niimeros de onda mas grandes.

1
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Norma del error
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0
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Figura 3.3: Grafica del error maximo en funcién del nimero de iteraciones para las apro-
ximaciones iniciales vi, vs y vg con el método de Gauss-Seidel.

De igual manera, se presentan en la figura 3.3 las gréaficas anadlogas para la iteracion de
Gauss-Seidel, donde se observa la misma relacion entre la norma del error, las iteraciones y
el niimero de onda. Si se grafica la norma de este error en escala logaritmica, se observara
claramente el decrecimiento lineal del logaritmo del error, indicando un decrecimiento
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Figura 3.4: Gréfica del error méximo en funciéon del niimero de iteraciones para la apro-
ximacion inicial (3.14).

geométrico del error en cada iteracion.

Dado que en general las aproximaciones iniciales no dependen de un tinico modo, una
aproximacion mas realista serfa considerar una combinaciéon lineal de un modo de baja
frecuencia (k = 1), un modo de frecuencia media (k = 6) y un modo de alta frecuencia
(k = 32), para obtener un vector inicial cuyas componentes estan dadas por la siguiente
expresion con 1 < j<n—1

! | . .
y=1 {Sm (J_ﬂ) +sin (ﬁ) +sin (ﬂ)} (3.14)
n n n

En la figura 3.4 se presenta la norma del méximo para el error en funciéon del nimero
de iteraciones para esta aproximacion inicial, donde se observa céomo el error decrece
rapidamente dentro de las primeras cinco iteraciones. Luego de éstas su decrecimiento se
torna mucho més lento. El decrecimiento inicial se debe a la rapida eliminacién de los
modos de alta frecuencia del error.

En los métodos de relajacion cléasicos, la convergencia rapida se obtiene mientras el
error tenga componentes de alta frecuencia. Sin embargo, la lenta eliminaciéon de las
componentes de baja frecuencia degrada la efectividad de los mismos.

3.4.2. Deducciones analiticas

Dado que ya se ha conseguido informacioén experimental, se procede a continuaciéon
analiticamente. Los métodos iterativos considerados hasta aqui son de la forma

v — Ty 4 g

En cada caso el sistema Au = f se puede escribir también bajo la forma de punto fijo

u=Tu+g
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Es decir, los métodos considerados son iteraciones de punto fijo. Restando las dos ecua-

ciones se tiene que
e — Te®

donde luego de m pasos iterativos, el error en la m-ésima aproximacion esta dado por

e™ = Tme®,

Si se eligen una norma vectorial y su norma matricial asociada, es posible acotar el error

luego de m iteraciones por
le™ || < (1T (||

lo que permite concluir que si | T|| < 1, entonces el error tiende a cero a medida que el
proceso avanza. Més aun, se sabe que la iteracion converge si y solo si el radio espectral
p(T) < 1. Dicho radio p(T) recibe el nombre de factor de convergencia asintdtica y
tiene varias interpretaciones. Una de ellas afirma que es el peor factor por el cual el
error es reducido con cada iteracion. Ademas, permite indicar aproximadamente cuéntas
iteraciones son necesarias para reducir el error por un factor de 10~%: En efecto, sea m el
menor entero que satisface

le™ 1 _ . -
<1079,
le]] ~

Esta condicion se verificara aproximadamente si
[p(T)]™ <1077

Resolviendo para m, se tiene
d

% logyolp(T)

donde la cantidad — log,,[p(T)] se denomina tasa de convergencia asintdtica y su reciproco
es el nimero aproximado de iteraciones requeridas para reducir el error en un digito
decimal. Para valores de p(T) cercanos a 1 la tasa de convergencia decrece y para valores
de p(T) pequetios (positivos y cercanos a cero) se obtiene una tasa de convergencia alta.

Considérese la matriz de iteracion de Jacobi amortiguado aplicado al problema unidi-
mensional (3.12). Dado que T, = (1 — w)I + T}, se tiene que

H
€

I

-
|
| &

Luego, los autovalores de T, y A se relacionan por la féormula
A(T,) =1- g)\(A)
siendo los autovalores de A

Ak(A):4sin2<§l>, 1<k<n-1

n
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Si se denota como wy; a la j-ésima componente del autovector wy, asociado al autovalor
Ak, las mismas estan dadas por

jka

wk,j:sin(J—), 1<k<n—-—1,0<j53<n
n

donde los autovectores de A son los modos de Fourier discutidos anteriormente.
Luego los autovalores de T, son

k
Me(T,) = 1 — 2wsin? (2—”) 1<k<n-—1
n

y los autovectores asociados son los mismos que los de A. Es importante notar que si
0 < w <1, entonces |A\,(T,)| < 1y laiteracion de Jacobi amortiguado converge.

Debido a que los autovectores de A se corresponden con las autofunciones del proble-
ma continuo, se tendréan en cuenta en las siguientes deducciones. Dado que bajo deter-
minadas condiciones se puede expandir una funciéon arbitraria mediante el conjunto de
autofunciones, es posible también expandir vectores arbitrarios en funcién del conjunto
de autovectores.

Sea e(® el error inicial para el método de Jacobi amortiguado. Luego, es posible re-
presentar dicho error mediante los autovectores de A

n—1

e(o) = Z CrLWL (315)

k=1

donde los coeficientes ¢, € R dan el aporte de cada modo al error. Luego de m pasos de
la iteracion, el error esta dado por

elm — T;"e(o),

y, si se utiliza la expansion (3.15), se obtiene

n—1 n—1
k=1 k=1

dado que los autovectores de A y de T, son los mismos.

Esta expansion para e(™ muestra que luego de m iteraciones, el k-ésimo modo del
error inicial se ha reducido por un factor de A\J*(T,). También se observa que el método
de Jacobi amortiguado no mezcla modos, es decir, cuando se aplica a un modo simple,
la iteracion puede cambiar su amplitud pero no puede convertirlo en otro modo. En
otras palabras, los modos de Fourier son también autovectores de la matriz de iteracion,
propiedad que no es compartida por todos los métodos estacionarios.

3.4.3. Modos de Fourier

Si se observan los modos de Fourier sobre una grilla de n = 12 puntos (véanse las
figuras 3.5 y 3.6), el k-ésimo modo contiene k/2 ondas senoidales completas y tiene una
longitud de onda | = 24h/k = 2/k, siendo el intervalo total de longitud 1. El modo
correspondiente a k = n/2 tiene longitud de onda [ = 4h y el correspondiente a k =n — 1
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Figura 3.5: Gréfica de los modos de Fourier de A con nimero de onda k =1, 2, 3y 4
sobre una grilla de n = 12 puntos, de arriba hacia abajo respectivamente.

tiene longitud de onda [ = 2h aproximadamente. Luego, los modos wy con k mayores que
n no pueden representarse en la malla. Ademaés, por el efecto de aliasing, una onda con
longitud de onda menor que 2h en realidad aparece en la grilla presentada por otra de
mayor longitud de onda.

Los modos en la mitad inferior del espectro, con niimero de onda en el rango 1 < k <
n/2, se denominan modos de baja frecuencia o modos suaves. Asimismo, los modos en la
mitad superior del espectro, con n/2 < k < n — 1, se denominan modos de alta frecuencia
o modos oscilantes.

3.4.4. Analisis del método Jacobi amortiguado

Retomando el analisis del método de Jacobi amortiguado, dado que los autovalores de
la matriz de iteracion estan dados por

k
Mo(T,) = 1 — 2wsin® (2—”) 1<k<n—1
n

con el objetivo de hallar el valor éptimo para w se observa que, cuando 0 < w < 1, se
tiene que |[\¢(T,)| < 1, y se pretende entonces hallar el valor w que asegure que |Ax(Ty)|
resulta tan pequeno como sea posible para todo 1 < k < n — 1. La figura 3.7 muestra la
grafica de los autovalores A\, para distintos valores de w. Se observa que para los valores
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Figura 3.6: Grafica de los modos de Fourier de A con ntimero de onda k& = 6, 8 y 9 sobre
una grilla de n = 12 puntos, de arriba hacia abajo respectivamente.

que satisfacen 0 < w < 1, se tiene

h 2p2?
A1=1—2wsin2(i>:1—2wsin2 ™ %1—w7r
2n 2 2

lo cual implica que Aq, el autovalor asociado con el modo més suave, sera siempre cercano
a 1 para valores pequenos de h y por lo tanto, no habra valor de w que pueda reducir las
componentes suaves del error efectivamente. Més aiin, a menor paso h, més cerca estara
A1 de 1, es decir, cualquier intento de mejorar la aproximacion a la solucion (disminuyendo
el paso de la grilla) sélo empeoraré la convergencia de las componentes suaves del error.
Esta propiedad es compartida por muchos esquemas iterativos.

Dado que no pueden reducirse las componentes de baja frecuencia del error, se estu-
diara qué ocurre con los modos de alta frecuencia (n/2 < k < n — 1). Se busca el valor
Optimo de w, el cual se obtiene imponiendo la condicion [9]

)\n/Z(TUJ) = _)‘n(Tw)

Resolviendo, se encuentra w = 2/3. Puede notarse que para este valor de w, |A\x| < 1/3
para todo n/2 < k < n — 1, lo cudl significa que las componentes de alta frecuencia se
reducen por un factor de tres como minimo en cada relajacion.

Este factor de amortiguacion para los modos oscilantes es una propiedad comin a
todos los métodos de relajacion y se denomina factor de suavizado del esquema, el cual
no so6lo es pequeno sino también independiente del tamano de malla h.

Se aplica el método de Jacobi amortiguado al sistema Au = 0 asociado al problema
unidimensional sobre una grilla de n = 64 puntos. Se utiliza como aproximacion inicial
los modos de Fourier con nimero de onda 1 < k£ < n — 1 (que también representan los
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1 i j j i |
Figura 3.7: Autovalores de la matriz de iteracion T, para w = 1/3, 1/2, 2/3, 1.
errores iniciales). En las figuras 3.8 y 3.9 se muestra el ntimero de onda del error inicial

en comparacion con el nimero de iteraciones necesarias para reducir la norma del error
inicial por un factor de 100, para w =1y w = 2/3.
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Figura 3.8: Cantidad de iteraciones del método (3.8) con w = 1 para el problema unidi-
mensional (3.12) con n = 64 puntos.

» Para w = 1 tanto las componentes suaves del error como las de alta frecuencia son
amortiguadas muy lentamente, mientras que las componentes con ntimeros de onda
cercanos a n/2 son amortiguadas rapidamente.
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Figura 3.9: Cantidad de iteraciones del método (3.8) con w = 2/3 para el problema
unidimensional (3.12) con n = 64 puntos.

» Para w = 2/3, dado que fue elegido de manera tal de dar prioridad a la reduccion de
las componentes de alta frecuencia del error, las componentes de baja frecuencia son
reducidas lentamente, mientras que las componentes con niimeros de onda mayores
a n/2 muestran convergencia rapida.

05 fo L — — S
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1 i i
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Figura 3.10: Solucién en las iteraciones 1 y 10 para el problema unidimensional (3.12)
mediante (3.8) con w = 2/3 para n = 64 y aproximacion inicial ws.
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Figura 3.11: Solucién en las iteraciones 1 y 10 para el problema unidimensional (3.12)
mediante (3.8) con w = 2/3 para n = 64 y aproximacion inicial wye.
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Figura 3.12: Solucién en las iteraciones 1 y 10 para el problema unidimensional (3.12)
mediante (3.8) con w = 2/3 para n = 64 y una combinacion lineal de wy y wig como
aproximacion inicial.

En las graficas 3.10, 3.11 y 3.12 se observa otra perspectiva sobre las propiedades de
convergencia. Se graficaron las aproximaciones actuales sobre la misma grilla, mostrandose
en la figura 3.10 el error con k£ = 3 luego de un paso de relajaciéon y después de 10
iteraciones. Se puede apreciar alli que las componentes suaves se redujeron lentamente.
En el caso de la figura 3.11 se muestra un error mas oscilante (k = 16) luego de una y
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después de 10 iteraciones, donde se verifica una reducciéon importante del error.

En las graficas se aprecia claramente que el método de Jacobi amortiguado preserva
los modos, es decir, el valor de k no se modifica con las sucesivas iteraciones.

En el caso de la figura 3.12, se observa la selectividad de la propiedad de amortiguacion.
Se presenta una aproximacion inicial que consiste en la superposicion de dos modos con
k =2y k = 16. Luego de 10 iteraciones del método, practicamente se han eliminado
las modulaciones de alta frecuencia de la onda, pero ain persisten las componentes mas
suaves.

3.4.5. Analisis del método de Gauss-Seidel

Para analizar el método de Gauss-Seidel, se tiene en cuenta que la matriz asociada al
mismo (3.12) posee autovalores [9]

k
Me(Tg) = cos® (%), 1<k<n-1

A (Tg )

n/2 n
k

Figura 3.13: Gréfica continua de los autovalores de la matriz de iteracion del método de
Gauss-Seidel.

En la figura 3.13 se graficaron dichos autovalores, donde puede observarse que para
valores de k proximos a 1 o n, los autovalores correspondientes son cercanos a 1 y la
convergencia seré lenta. Los autovectores de T estdn dados por

o= oo ()] o (5)

con 0 < j7<nyl<k<n-—1. Estos autovectores no coinciden con los de A. Luego
Mk (T¢) proporciona la tasa de convergencia del k-ésimo autovector de T, no del k-ésimo
modo de A.
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Figura 3.14: Cantidad de iteraciones en funciéon del nimero de onda k para el problema
unidimensional (3.12) con n = 64 puntos para el método 3.11 con aproximacion inicial
los autovectores de la matriz de iteracion.
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Figura 3.15: Cantidad de iteraciones en funcién del nimero de onda k para el problema
unidimensional (3.12) con n = 64 puntos para el método 3.11 con aproximacion inicial
los autovectores de la matriz A.

En las figuras 3.14 y 3.15 se presenta la cantidad de iteraciones necesaria para reducir
la norma del error inicial por un factor de 100 en funcién del nimero de onda k£ mediante
el método de Gauss-Seidel. En la grafica 3.14 la aproximacion y error iniciales son los
autovectores de T con nimeros de onda 1 < k < 63, la cual luce similar a la figura 3.8.
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En cambio, en la grafica 3.15 la aproximacion inicial consiste en los autovectores de la
matriz A. Se observa que cuando la convergencia del método se analiza en términos de
los modos de A, nuevamente los modos suaves se amortiguan lentamente, mientras que
los modos oscilantes disminuyen més rapidamente.

Si bien en ambos esquemas las reducciones son significativas en las primeras iteraciones,
llegan a un punto en el cual el esquema completo pareceria estancarse. La explicacion a esta
situacion se debe a que el rapido decrecimiento del error durante las primeras iteraciones
es provocado por la eficiente eliminacion de los modos oscilantes del error. Pero la iteracion
es mucho menos efectiva para reducir las componentes suaves. A continuacién se justifica
la resistencia de los modos suaves del error a la relajacion. Si se escribe la iteracién como

y se sustrae esta ecuaciéon miembro a miembro de la soluciéon exacta u, el error en el

siguiente paso sera
e — o _ By

De esta manera, si el residuo es pequeno con respecto al error, las perturbaciones del error
seran correspondientemente pequenas, siempre que la matriz B esté bien condicionada.
Luego, los modos més suaves del error tienen residuos relativamente pequenos y el error
decrece lentamente. En cambio, los errores oscilantes suelen tener residuos relativamente
grandes y las correcciones al error de un solo paso son significativas. Esta propiedad se
conoce con el nombre de suavizado, y la poseen muchos de los esquemas de relajacion,
constituyendo en algtn sentido una limitaciéon de los mismos, en el sentido de la cantidad
de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia. Con el objetivo de superar dicha
limitacion, entre otros objetivos, se desarrollaron los primeros esquemas de Multigrilla.

3.5. [Elementos de Multigrilla

Dado que los métodos de relajacion en general poseen la propiedad de suavizado y,
por lo tanto, s6lo reducen réapidamente las componentes de alta frecuencia del mismo, es
preciso observar si pueden modificarse para que sean efectivos sobre todas las componentes
del error.

Como primer paso hacia el objetivo, se propone una adecuada eleccién de la aproxi-
macion inicial. Una técnica conocida consiste en llevar a cabo algunas iteraciones sobre
una grilla més gruesa. La misma es menos costosa que en la grilla fina debido a que se
tienen menos incognitas involucradas y, ademas, dado que el factor de convergencia es
1 — O(h?)!, la grilla gruesa tendra una tasa de convergencia mejorada con respecto a la
malla fina.

Debido a que los esquemas de relajaciéon no reducen rapidamente las componentes
suaves del error, si se asume que se ha aplicado un esquema hasta que s6lo se observen las
componentes de baja frecuencia del error, se trasladan entonces las mismas a una malla
mas gruesa para observar como se comportan alli. En las figuras 3.16 y 3.17 se presenta,
respectivamente, una onda suave con k = 4 sobre una grilla Q" con n = 12 puntos y

!Sea {x,,} una sucesién de ntimeros reales con limite L. Se dice que la convergencia tiene orden de

. . o L . o zpe1—L
convergencia p si p es el mayor valor tal que el siguiente limite existe y es finito limy_, o w = f,

En este caso, se dice que 3 es la tasa o factor de convergencia.
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Figura 3.17: Onda con k = 4 proyectada sobre Q.

la misma onda proyectada sobre la grilla QF con n = 6 puntos, donde H = 2h. Atun
con el mismo valor k£ = 4, la onda luce diferente segtin la malla, es decir, se observa que
una onda suave en 2" luce mucho mas oscilante en 27, donde los nodos de la grilla Q
corresponden a los nodos pares de la grilla fina Q".

Si se considera el k-ésimo modo sobre la grilla fina considerando las componentes que
corresponden a los nodos pares de la misma para 1 < k < n/2, éstas pueden escribirse

como 0 .

h . JRT . [ JRT H

Weo:; =sin| —— ) =sin|— ) =w,. 1<k<n/2

w2 ( n > (n/2) S /
donde los supraindices indican la malla donde se definen. Se observa de la ecuacién anterior
que las componentes del k-ésimo modo sobre Q" se convierte en las componentes del k-
ésimo modo sobre Q. Esto se aprecia notando que se tiene la mitad de modos en Q7 de
los que hay en Q". La principal consecuencia de este hecho es que pasando de una grilla
fina a una méas gruesa, un modo se hace mas oscilatorio, lo cual es cierto para 1 < k < n/2.
Pero el modo con k = n/2 sobre " se convierte en el vector nulo sobre Q.

Para el caso de los modos de la grilla fina con k > n/2, debido al fenémeno de aliasing,
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el modo k-ésimo sobre Q" se convierte en el modo (n — k)-ésimo sobre Q| es decir, los
modos oscilatorios de Q2" son redefinidos como modos relativamente suaves en Q.

3.5.1. Relaciones entre la grilla fina y la grilla gruesa

Debido a que los modos suaves sobre una grilla fina lucen mas oscilantes sobre una
grilla mas gruesa, surge el interrogante de como proyectar los modos del error desde una
grilla a la otra.

Dada la ecuacion residual, si v es una aproximacion a la solucién exacta u, entonces
el error e = u — v satisface

Ae=r=f— Av

lo cual asegura que puede relajarse directamente sobre el error utilizando la ecuacion
residual [9]. Otro argumento alternativo que garantiza la utilizacién de dicha ecuacion
es el siguiente: relajar en la ecuacion original Au = f con una aproximacion inicial v es
equivalente a relajar en la ecuacion residual Ae = r con la aproximacion inicial e = 0. Se
han propuesto dos estrategias:

= Estrategia 1 - Iteracion anidada: Uso de grillas més gruesas con el objetivo de
obtener mejores aproximaciones iniciales.

e Relajar (en el sentido de llevar a cabo unas pocas iteraciones de algin método
de relajacion) Au = f sobre la grilla més gruesa considerada para obtener una
aproximacion inicial para la siguiente grilla mas fina.

Relajar Au = f sobre Q?/ para obtener una aproximacion inicial para Q.

Relajar Au = f sobre Qf para obtener una aproximacién inicial para Q".

Relajar Au = f sobre Q" para obtener una aproximacién final a la solucién.

Observaciones a la FEstrategia 1: Si bien el procedimiento es atractivo, no estaria
claro qué significa relajar Au = f sobre Q. Ademés, atin falta analizar qué ocu-
rrirfa si una vez alcanzada la grilla mas fina las componentes suaves del error atin
permaneciesen presentes.

» Estrategia 2 - Esquema Correctivo: Uso de la ecuacion residual para relajar el error.

Relajar Au = f sobre Q" para obtener una aproximacion vy,.

Calcular el residuo r = f — Avy,.

Relajar la ecuacion residual Ae = r sobre Qf para obtener una aproximacién
al error ey.

Corregir la aproximacion sobre Q" con la estimacién del error obtenida sobre
O vy, — vy, + P]}{eH.

Observaciones a la Estrategia 2: En esta estrategia, habiendo relajado en la grilla
fina hasta que se deteriora la convergencia del método de suavizado, se relaja en-
tonces la ecuacion residual en una grilla mas gruesa obteniendo una aproximacion
al error para luego regresar a la grilla fina inicial y corregir la primer aproximacion



3.5 Elementos de Multigrilla 65

obtenida. Nuevamente, no queda claro lo que significa relajar Ae = r sobre Q
dado que para responder a dicho interrogante se necesita saber cémo calcular el
residuo sobre Q" y transferirlo a Q. Ademas, se necesita saber como relajar sobre
O qué aproximacion inicial utilizar y como transferir informacion desde Q7 a Q".
Soluciones a dichos interrogantes se proponen en las siguientes secciones.

3.5.2. Transferencia de informacion entre las grillas

Con la intencion de hallar mecanismos de transferencia de informacion entre las grillas
gruesas y finas, se considera en una primera instancia el caso en el cual la grilla gruesa
tiene como tamano el doble de la grilla fina consecutiva. En el marco del esquema de
correccion, el proceso de transferir la aproximacion del error ey desde la grilla gruesa Qf
a la grilla fina Q" se denomina interpolacion o prolongacion y se analiza a continuacion.

Interpolaciéon Lineal

Si bien existen distintos métodos de interpolacion, el mas simple de ellos es suficiente
para los propositos de Multigrilla.

El operador de interpolacion lineal o prolongacion se denotard por P, el cual lleva
vectores desde la malla gruesa a la malla fina de acuerdo a la regla P¥ vy = vy, donde

h H
h H H .
U2j+1 - 2(1)] Uj+1)7 0 <— J <— g 17

y siendo P% la matriz asociada a PP.

En la figura 3.18 se muestra la accién de PJ. Como puede observarse, en los puntos
pares de la grilla fina, los valores del vector se transfieren directamente desde QF a Q". En
los puntos impares de la grilla fina, el valor de v, es el promedio de los valores adyacentes
de la grilla gruesa.

El operador P}, es un operador lineal de R™/2~! a R"!, el cual tiene rango completo
y espacio nulo trivial "= {0}. Para el caso n = 8, este operador tiene la forma

[ 1 U1
2 Vo
1 11 U1 V3

PZVH = — 2 (%) = V4 =V
2 11 U3 Vs

2 Vg
1 ] L U7 1

En primer lugar se supone que el error real (el cual no puede conocerse exactamente) es un
vector suave, es decir, un vector de baja frecuencia sobre la grilla fina. Ademas se asume
que se ha determinado una aproximacion al error sobre la malla gruesa Q7 que es exacta
sobre los puntos de la grilla gruesa. Asi, cuando esta aproximacion en la grilla gruesa se
interpola a la fina, como el interpolador también es suave, se espera una aproximacion
relativamente buena al error en la malla fina, como se observa en la figura 3.19. Sin
embargo, si el error real es oscilatorio, atin una buena aproximaciéon en la malla gruesa
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05 i i X | |
0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.18: Interpolacién de un vector de la malla gruesa Q a la grilla fina Q".

producira un interpolante inadecuado, como se observa en la figura 3.20. Mas claramente,
si el error exacto sobre " es suave, un interpolante del error en la malla gruesa ey dara
una buena representacion del error exacto como se percibe en la figura 3.19. En cambio,
para el caso de la grafica 3.20, si el error exacto sobre Q" es oscilante, una interpolante
del error en la malla gruesa ey dara una pobre representacion del error exacto

1

0.54

-0.5

. | ; | | ;

Figura 3.19: Grafica del error en la malla fina (o y A) y del interpolante del error en la
malla gruesa (A), para un error suave.
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Figura 3.20: Grafica del error en la malla fina (o y A) y del interpolante del error en la
malla gruesa (A), para un error oscilatorio.

De esta manera, se concluye que la interpolacion es mas efectiva cuando el error es
suave y se necesita tanto para el proceso de iteracion anidada como para el esquema de
correccion. A continuacion se vera que este proceso es un complemento para los esquemas
de relajacion, los cuales son mas eficientes con errores oscilantes.

Para el caso bidimensional el operador de interpolacion se define de manera similar:
Sea P vy = v}, entonces las componentes de v, estan dadas por

Ugi,2j = Uzh;
U3i+1,2j = %(Ug + Uﬁ—l,j)
ng’,zjﬂ = %(vfi + viI:IjJrl)
ng‘+1,2j+1 = i(v’flj + Uﬁl,j + Ufjﬂ + Uﬁl,jntl)v 0<dij=<g—-1

Operadores de Restriccion

Los operadores que trasladan informacion desde la grilla fina hacia la gruesa se de-
nominan operadores de restriccion y se denotan por R . Se presentardn dos operadores
de este tipo: inyeccion y ponderacion completa [27].

= [nyeccion: Este operarador de restriccion es el mas simple y estd definido por
RAv;, = vy, mediante
H h

Uy = Uy

vy R es la matriz asociada al mismo. Es decir, para el caso unidimensional, el
vector de la grilla gruesa simplemente toma sus valores directamente en los puntos
correspondientes a la grilla fina.

» Ponderacion completa: Este operador esta definido por RY v, = v, mediante

1
H h ho .k :
v = 2 (v + 20y Fvg5,), 1<)<

-1
4

N3
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En la figura 3.21 puede observarse como los valores del vector en la malla gruesa
son promedios ponderados de los valores en puntos vecinos de la malla fina.

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2 | | |

1.2

10 12

0.6

4

0.4

0.2 | | |

o8f SUUBPUI S A— SU— S— .

0 1 2 3

Figura 3.21: Restriccion mediante ponderacion completa de un vector de la grilla fina

(figura superior) a la grilla gruesa.

El operador de ponderaciéon completa es lineal de R*~! a R™2~1, tiene un rango de
n/2—1y un espacio nulo de dimensiéon n/2, con n par. Luego, para el caso n = 8 se tiene

que

1
R{jvh:Z 1 21

U1
V2
U3
Uy
Us
Vg
Chrd

h

(%1
(%) =VHy
U3

Una razén importante por la cual se elige el operador de la estrategia con ponderacion

completa es que verifica la relacion

Ph =c®RHT, ceR

la cual se denomina propiedad variacional |9)].
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La version en dos dimensiones del operador de restriccién para ponderaciéon completa
es la siguiente: debido a que es un promedio entre los valores de los vecinos mas cercanos
de la grilla fina, resulta

1
oH [h h

_ h h h
W =g Vgi 195 1 Vi 19501 T Vair10j 1 T Vaiy1oje1 T 2(Vaia 1

h h h h o m
+ Vg 95401 F Voi_10j T Vsip105) 40505, 1<, 5 <5 —1

Hasta aqui se presento la estrategia de como transferir vectores entre las grillas finas
y gruesas. Luego, se puede reescribir el esquema correctivo de manera mas precisa, como
se vera a continuacion.

3.5.3. Esquemas para el método Multigrilla
Esquema de correccién de dos grillas

Para el algoritmo de correccion de dos grillas los datos de entrada son la aproximacion
inicial a la soluciéon del sistema a resolver v; y el vector de términos independientes fj,.
El algoritmo devuelve la soluciéon v actualizada, por lo tanto se presenta a continuaciéon
el esquema correspondiente:

Vp < MG(Vh, fh)

» Relajar v; veces Apvy, = £, sobre Q" con aproximacion inicial v, obteniéndose una
nueva aproximacion vy,.

= Calcular el residuo en la grilla fina r, = f, — A,vy, v restringirlo sobre la grilla
gruesa mediante la operacion ry = R ry,.

» Resolver Ayey = ry sobre Q7 con un método directo.

= Interpolar el error de la grilla gruesa en la grilla fina mediante e;, = P ey y corregir
la aproximacion en la grilla fina por v, «— vy + ey

= Relajar v, veces A,vy, = fj, sobre " con aproximacién inicial v.

Este procedimiento es simplemente el esquema de correcciéon original, redefinido
mediante el uso de los operadores de transferencia. Se relaja en la grilla fina donde en la
practica 11 es 1, 2 6 3. El residuo de la aproximacion actual se calcula sobre Q" y luego
se transfiere mediante el operador de restriccion a la malla gruesa. Alli el procedimiento
busca la solucién a la ecuacion residual en QF que, una vez conseguida, se interpola a la
grilla fina donde se la utiliza para corregir la aproximaciéon a la solucién del problema.
Luego se aplican v, relajaciones opcionales.

Observaciones:

= Notar que los superindices h o H son esenciales para indicar la malla en la cual un
vector o matriz estan definidos.
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= Todas las cantidades estan bien definidas hasta ahora, excepto A . Por el momento,
se definird Ay como el resultado de discretizar el problema sobre Q%

= Los nimeros enteros vy y v son parametros del esquema que controlan el ntimero
de relajaciones sobre la grilla fina antes y después de pasar por la gruesa. En ge-
neral se definen al principio basandose en resultados teéricos previos o en pruebas
experimentales.

En conclusion al proceso descripto, la relajacion en la grilla fina elimina las com-
ponentes oscilantes del error, dejando un error relativamente suave. Asumiendo que la
ecuacion residual puede resolverse exactamente sobre 27, es atin importante transferir
el error adecuadamente a la grilla fina. Dado que el error es suave, la interpolacion y la
correccion de la grilla fina serédn efectivas.

Esquema del ciclo V

Para facilitar la descripcion de los procedimientos en cada esquema, se denomina con
fy al vector lado derecho de la ecuacion para el residuo en vez de ry debido a que también
es un vector lado derecho y con el mismo razonamiento, se utiliza vy en lugar de e. Como
aproximacion inicial se utiliza vy = 0 con el objetivo de simplificar y debido a que no hay
informacion disponible sobre la solucion ug. Al igual que en el esquema para dos grillas,
los datos de entrada son la aproximaciéon inicial a la solucién del sistema y el vector de
términos independientes. La salida del algoritmo corresponde a la soluciéon actualizada.
El esquema para el ciclo V' se presenta a continuacion:

VvV — Vh<Vh, fh)

= Relajar 14 veces A,vy, = fj, con aproximacién inicial v, y calcular el residuo ry,
actualizando vy,.

» Calcular fg = Ri'r,.
e Relajar vy veces Ayvy = fy con aproximacion inicial vy = 0 y calcular el
residuo rg.
e Calcular f5 = R¥ry.

o Relajar vy veces Aoy voy = fo con aproximacion inicial vo = 0 y calcular
el residuo ryp.
o Calcular f4H = R%grgH.
<> PR
¢ Resolver ALHVLH = fLH-
<> PO
o Corregir voz « voir + Py
o Relajar v, veces Asgvey = fo con aproximacion inicial vog.
o Corregir vy « vy + Pt v,y

e Relajar v, veces Agvy = fi con aproximacion inicial vy.

» Corregir vy, «— vy, + Phvy.
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= Relajar vy veces A,vy, = ), con aproximacion inicial vy,.
En la grafica 3.22 se observa el comportamiento del algoritmo.

h

2H
4H

8H

Figura 3.22: Esquema de grillas para el ciclo V.

2H

4H

Figura 3.23: Esquema de grillas para el ciclo W.

Esquema del ciclo V recursivo

Como puede observarse el algoritmo para el ciclo V' puede definirse en forma compacta
mediante una version recursiva del mismo, la cudl se presenta a continuacion

vy — Vi"(vi, f1)

Si Q" es la grilla mas gruesa, entonces resolver el sistema

Ath = fh

en caso contrario, realizar los siguientes pasos
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= Relajar vq veces A,vy, = f), con aproximacion inicial vy.

s Hacer

fH — RhH(fh—Ath),
0,

Vg V}?(VH,fH)

|

Vg

» Corregir vy, «— vy, + Phvy.

= Relajar vy veces sobre Ap,v, = f), con aproximacién inicial vy,.

Esquema del ciclo u recursivo

El ciclo V es sblo un integrante de la familia de ciclos de Multigrilla, donde tal familia
se denomina ciclo p y se define recursivamente de la siguiente manera

Vp — Muh(vh, fh)

Si Q" es la grilla mas gruesa, entonces resolver

Ath = fh

en cualquier otro caso, llevar a cabo los siguientes pasos
= Relajar vq veces A,vy, = f), con aproximacion inicial vy.
= Hacer

fn RhH(fh_Ath):
VH 07

vy — Mp"(vy, fg), p veces.

» Corregir vy, «— vy, + Phvy.
= Relajar vy veces A,vy, = f), con aproximacion inicial vy,.

En la practica, solo se utiliza g = 1 (correspondiente al ciclo V) y u = 2 (correspon-
diente al ciclo W, véase figura 3.23). Con la notacion V' (v, 1) se refiere a un ciclo V' con
vy pasos de relajacion anteriores a la correccion y v pasos de relajacion posteriores a la
correccion, y se utiliza una notaciéon similar para los ciclos W.

Hasta ahora, s6lo se ha explorado el esquema correctivo pero no atn la iteracion
anidada, la cual utiliza grillas més gruesas para obtener mejores aproximaciones iniciales
para los problemas en las grillas finas. Si se observa el ciclo V', se necesita seleccionar una
aproximacion inicial v;, a la solucion. La estrategia de iteraciéon anidada sugiere resolver un
problema en Q¥ pero para hallar la aproximacién inicial sobre Q¥ este método propone
resolver un problema en Q2 y claramente este camino recursivo finaliza en la grilla més
gruesa.
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Ciclo V con ponderaciéon completa

El algoritmo que une el ciclo V' con la estrategia de iteracion anidada se denomina ciclo
V' de ponderacion completa (FMG, por Full Multi-Grid), el cual se presenta a continuacion

Vp FMGh(fh)
Inicializar fg «— Rthh, forr — R?LIHfH7 e

Resolver o relajar Apyvypy = fr g sobre la grilla més gruesa.
O PR
2H
Vo «— VH (vaop, forr), vy veces.
H
v «— Pygvon.
vy — VH(vy, fg), v veces.
Ph

vy, «— Vi(vy, £h), 1 veces.

El parametro de ciclo 1y determina el nimero de ciclos V' a realizarse en cada nivel,
utilizandose en general vy = 1. Obsérvese que los niimeros del algoritmo se corresponden
con los de la figura 3.24. Cada ciclo es precedido por un ciclo V' en la malla gruesa disenado
con el objetivo de proveer la mejor aproximacion inicial posible.

Ciclo V para ponderacién completa recursivo

Recursivamente el algoritmo anterior se escribe de la siguiente manera:

vy — FMGh(f,)

1. Si Q" es la grilla més gruesa de todas, inicializar v;, < 0 y pasar al punto 3. En
caso contrario

fH < ]R,thh7
2. Corregir vj, — Plvy.

3. v, — V(vy, ), 1o veces.

3.5.4. Implementaciéon y complejidad

Para introducir brevemente el concepto de costo al utilizar el algoritmo Multigrilla,
hay que pensar en los requerimientos de almacenamiento y de calculo respectivamente.
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Figura 3.24: Esquema de grillas para FMG.

Almacenamiento

Se considera un dominio cuadrado con una grilla de dimensién d con n? puntos (en
realidad, para condiciones de borde Dirichlet habria (n — 1)? puntos interiores y para
condiciones Neumann habria (n+1)? incognitas). Por simplicidad, supéngase n como una
potencia de 2. Dado que sélo se requieren dos arreglos para almacenarse en cada nivel,
la grilla mas fina Q", requiere 2n? lugares de almacenamiento; Q, requiere 27¢ veces
la cantidad necesaria para Q"; en general P, requiere p~¢ veces la cantidad necesaria
para 2. Sumando estos términos y utilizando la suma de la serie geométrica como cota
superior se tiene

o2nd
1—2-d

Almacenamiento = 2n%(1 4274 + 272 1 4 27) <

En particular, para un problema unidimensional (d = 1), el almacenamiento requerido es
menos del doble que el requerido por el problema sélo en la malla fina. Para problemas en
dos o tres dimensiones, el requerimiento es menor que 4/3 del problema sé6lo en la malla
fina. Luego, los costos de almacenamiento de los algoritmos Multigrilla decrecen a medida
que la dimension del problema aumenta.

Calculo

Para simplificar, los costos se miden en términos de unidades de trabajo (work unit
(WU)), las cuales representan el costo de llevar a cabo un paso de relajaciéon en la grilla
mas fina. Es aconsejable descartar el costo de las operaciones entre los operadores de
grillas, los cuales representan alrededor del 10 — 20 % del costo total del ciclo.

En primer lugar, se considera un ciclo V' con un paso de relajaciéon en cada nivel
(11 = v, = 1). Cada ciclo es visitado dos veces y la malla QP requiere p~¢ WU. Sumando
estos costos y utilizando la serie geométrica para una cota superior se obtiene

Costo computacional del ciclo V =2(1 4279 + 272 1 4 27) < PDE
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Un ciclo V' simple tiene un costo de alrededor de 4 WUs para un problema unidimensional
(d=1), 8/3 WUs para d = 2 y aproximadamente 16/7 WUs para d = 3.

El costo para un ciclo de FMG puede obtenerse mediante una pequena modificacion
a los calculos anteriores. Si se asume nuevamente que solo se lleva a cabo en paso de
relajacion en cada nivel (v; = v, = 1), un ciclo V' completo comenzando en la grilla Q"
tiene costo 2(1 —274)~* WUs. Un ciclo V' comenzando desde la grilla Q%" tiene costo 27¢
del ciclo V' completo que comienza en Q". En general, un ciclo V comenzando desde la
grilla QP" tiene costo p~9 del ciclo V' full que comienza en Q. Sumando los costos se tiene

2
Costo computacional del ciclo V' full = (W) (142744272 4 427

2

Un ciclo FMG tiene entonces un costo de 8 WUs para un problema unidimensional,
alrededor de 7/2 WUs para d =2 y 5/2 WUs para d = 3.

Como era de previsible, un ciclo simple de FMG tiene mayor costo que un ciclo V/
simple, aunque la discrepancia disminuye a medida que aumenta la dimensiéon espacial
del problema.

3.5.5. Propiedades variacionales

Cuando se expreso el problema a resolver en la malla gruesa, se trabajoé con la ecuacion
Apuy = fy y se pens6é a Ay como la version del operador discreto Ay en Q7. A conti-
nuacion se definird adecuadamente el operador A g.

Suponiendo que se trabaja con el problema —u”(z) = f(z) y el operador discreto
correspondiente Aj, se adoptara la notacion Q" para la malla mas fina y Q¥ para las
grillas restantes que representaran no sélo la malla con tamano pH sino también el espacio
de vectores definidos sobre la misma. Sea v; una aproximacion a la solucién exacta del
sistema lineal u;,. Ademas, se asume que el error en esta aproximacion, e, = u, — vy,
pertenece al rango de interpolacién denotado por R(P%). Esto significa que existe un
vector wy € Q| tal que e, = P%wpy, es decir, no hay componentes de la malla fina que
aporten al error. Por lo tanto, la ecuacion residual puede escribirse como

Aheh = AhPI;IWH =TIy = fh - Ath (316)

En esta ecuacion, A actiia sobre un vector que yace completamente en el rango de
interpolacion.
En la figura 3.25 se observa que A,P%up es cero en los nodos impares no comunes
de Q". El efecto es andlogo a tomar derivadas segundas en una funcién lineal a trozos.
Dado que las filas pares de la ecuacion (3.16) corresponden a los puntos de la grilla
gruesa Q. se puede hallar una versién para la malla gruesa de la ecuacién residual
eliminando las filas impares de (3.16). Luego, la ecuacion residual se transforma en

RIA,P" uy =Ry,
N———
Apg

donde esta observacion da una buena definicién para el operador de la malla gruesa:
Ay = RIA,PY. Sise aplica término a término RZ A, P% al j-ésimo vector unitario €
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Figura 3.25: La accion de Ay, sobre el rango de interpolacion R(P%).

sobre Qf | se establece que la j-ésima columna de A g, y en este caso por simetria también
la j-ésima fila de Ay, estan dadas por

1

EE(_12 -1).

Se obtendria el mismo resultado de haber discretizado el problema sobre Q¥ mediante
diferencias finitas de segundo orden. De esta manera, Ay es realmente la version de Ay,
sobre Q.

En general, el error no pertenece completamente al rango de interpolaciéon dado que
de ser ese el caso, resolviendo la ecuacion residual exactamente en Q2 y llevando a cabo
la correccion de dos grillas, se obtendra la solucién exacta. Sin embargo, el argumento
permite obtener una definicion para Apy. Ademaés, define dos propiedades variacionales,
las cuales estan dadas por

Ay = RIA,PY, Condicion de Galerkin
R = ¢(P")T cecR
donde la condicion de Galerkin (GCA, por Galerkin Coarse grid Approzimation), es la

definicion del operador de la malla gruesa y la segunda propiedad es la relacion que
satisfacen el operador de interpolacion y el operador de ponderacion completa [9].

3.5.6. Desarrollo por Elementos Finitos de la estrategia Multigri-
lla

A continuacion se desarrolla el esquema de Multigrilla para Elementos Finitos en forma
abstracta. Sea € un dominio acotado adecuado en R? con frontera 9 y d = 1,2, 3 las
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dimensiones espaciales. Considérese el siguiente problema de valores de borde

Llu]=f en
{ u=0 sobre d) (3.17)

donde L es un operador eliptico lineal en u y f es una funciéon dada.

Sea af(-, ) la forma bilineal asociada al operador £, y supéngase que a(-,-) es continua?
y coerciva® en H{(2) C Ly(92), donde el subespacio H}(€2) contiene funciones suaves que
se anulan en la frontera de €. Con estas propiedades, resolver en forma débil la ecuacion
diferencial (3.17) resulta formalmente equivalente a minimizar el funcional cuadratico

F(u) = za(u,u) — (f,u), ue Hj(Q) (3.18)

El problema puede reescribirse en forma compacta como

u = argmin F'(v) (3.19)
veEHE (D)

Es decir, el objetivo es hallar el argumento que minimiza a F' sobre todas las funciones
de H} ().

Dada una triangulacién Q" de € con tamaifio h, sea H el subespacio de HZ () de
dimensién finita que consiste en las funciones v" que se anulan en la frontera del dominio,
son continuas en {2 y polinomiales dentro de cada elemento de Q. El problema discreto
se escribe del siguiente modo

u" = argmin F(v") (3.20)

vheH1h
Dado que la forma bilineal a(-,-) es continua y coerciva, los problemas que consisten
en determinar la funcion v € H}(€) de manera que satisfaga (3.19) y a(u,v) = (f,v)
para todo v € H} (), son equivalentes. Luego, resolver (3.20) es equivalente a encontrar
u" € H'™ de manera que

a(u,v") = (f,v") para todo v" € H" (3.21)

Para resolver el problema (3.21), se consideran las funciones de base ! para el espacio
H'™ de manera que ¢!(N;) = &;;, donde N; son los nodos de Q" y 4;; es el tensor delta
de Kronecker. Estas funciones de base se eligen como las funciones de prueba v". Luego,
después de ensamblar todas las filas de la matriz y sus lados derechos correspondientes,
se obtiene el sistema Aju;, = f},.

Dadas dos mallas, donde la primera es un refinamiento uniforme de la segunda, la
iteracion de dos grillas es la base para la construccion del método Multigrilla. Resumiendo,
la iteracion estd compuesta por los siguientes pasos:

= Paso de pre-suavizado: Se aplican al sistema Aj,u;, = f, unas pocas iteraciones
de algiin método iterativo como Gauss-Seidel o Jacobi amortiguado de manera tal

2a(-,-) es continua si existe una constante v > 0 tal que |a(v,w)| < [Jv|| g1 (@) ||w|| g1 (@) para todo
v, w € HY(Q).

3la forma bilineal a(-,-) es coerciva si existe una constante 3 > 0 tal que a(v,v) > ﬁHUH%Il(Q) para
todo v € HY(Q).
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de suavizar el residuo r;, = f;, — A,u,, donde 1, es una aproximacion a la soluciéon
del sistema considerado. Este paso reducira las componentes de alta frecuencia del
error pero no reducird completamente las de baja frecuencia. La reduccion de los
errores oscilatorios pueden llevarse a cabo mediante cambios locales de la siguiente
manera: para cada i = 1,2, ... calcular u; < uj — sigozh, donde s; € R es un tamano
de paso adecuado. El término s; se elige de manera tal de minimizar el funcional
sobre todas las elecciones posibles, es decir
s; = argmin F (1, — tol') (3.22)
teR

= Correcion de la malla gruesa: El residuo se proyecta sobre la malla gruesa, donde
se resuelve la ecuacion del error que minimiza las componentes de baja frecuencia.
La formulacion abstracta para este proceso es la siguiente: Sea H' C H' el espacio
asociado a la malla gruesa, es decir, el conjunto de funciones polinémicas a trozos
asociadas con la malla gruesa estandar Q. El objetivo es corregir la aproximacion
i, con una funcién ey € H' que aproximara al nuevo error suave. La correcciéon
es up < up + eg. La eleccion de ey se hace con el objetivo de obtener la mejor
correccion sobre la malla gruesa en el sentido de minimizacién del funcional, es
decir,

ey = argmin F'(u, + wpy) (3.23)
wHeHH

= Paso de prolongaciéon: La solucion sobre la malla gruesa se transfiere a la fina,

sobre la que se utiliza para mejorar la aproximacion del primer paso.

= Paso de post-suavizado: Finalmente, la aproximacion calculada en el dltimo paso
se suaviza para eliminar cualquier componente de alta frecuencia remanente del
error.

En el proceso de sumar una funcion vy € H' a otra v, € H'"™ se pueden encontrar
coeficientes adecuados que permitan escribir a ¥ como una funciéon de H'", ya que en
general H'H C H'". Esto es, se define un operador de interpolaciéon P% como v, = P vy
(véase [27]), donde vy, y v son vectores con los valores nodales de v, y v respectivamente.

Para determinar la version en la malla gruesa del operador Ay, denominado Apy, es
necesario trabajar con los vectores nodales y transferir el principio de minimizacion a
términos matriciales. Luego, resolver el sistema Aju;, = f;, es equivalente a encontrar la
solucién al problema de minimizacion

w;, = argmin F"(v,) (3.24)
v, ERM
donde F(v;) =< Apvy, v, > /2— < £, vy, >, siendo < -, > el producto interno de
vectores usual, y M es el nimero de nodos de Q. De igual manera, el problema de la
correccion en la malla gruesa es equivalente al principio de minimizaciéon matricial
1_1H = argmin Fh(l_lh + P}IL{WH) (325)
wg ERM
donde M es el nimero de nodos de la malla gruesa Q7. Resulta entonces que minimizar
Fh(tiy, + Plwp) es equivalente a minimizar F¥(wy) sobre los vectores wy € RM| dado
que F"(uy, + Phwy) = F'"(u,,) + F%(wg). Luego, llevando a cabo los célculos corres-
pondientes, se obtiene la versién de A en la malla gruesa: Ay = RZA,P% (véase la
seccion §3.5.5).
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3.6. Integraciéon con la técnica de Malla Compuesta

Se propone la utilizacion de la técnica CM junto con una estrategia Multigrilla. Re-
solviendo con la técnica CM un problema sobre dos mallas de Elementos Finitos con nodos
en comin, donde cada una posee diferente orden del error de aproximaciéon, adjudicando
a cada malla una parte de las propiedades fisicas o geométricas correspondientes al factor
de participacion elegido, se obtiene un resultado global extrapolado entre los resultados
que se obtendrian con cada malla individualmente. Una de las ventajas de la composicion
de mallas radica en que puede tenerse una soluciéon aproximada mejorada con respecto
a la soluciéon obtenida a partir del comportamiento individual de cada componente. La
idea de esta integracion es encontrar, dentro del esquema Multigrilla, donde convendria
utilizar la estrategia CM de manera tal de obtener una técnica que tenga las ventajas de
cada método, es decir, una nueva estrategia Multigrilla que obtenga soluciones mejoradas
en un sentido nodal.

3.6.1. Esquema de Multigrilla con Malla Compuesta

Como se coment6 anteriormente, el principal objetivo es la integracion de ambas es-
trategias para resolver problemas elipticos. Se supone que hay n niveles en cada iteracion
MG y que la malla correspondiente al nivel j-ésimo se obtiene del (j—1)-ésimo refinamien-
to uniforme de una malla inicial dada (la malla més gruesa de todas correspondiente al
nivel 1). Luego, se introducen m niveles de mezcla, 1 < m < n, en los cuales los operado-
res lineales estdndares del método MG se reemplazan por la combinacion lineal propuesta
en la estrategia CM. En el k-ésimo nivel de mezcla, 1 < k < m, las mallas de los niveles
n —k+ 1y n— k toman parte de la composicion. En otras palabras, para el nivel k,
A, =A, ki1,donde A, i es la matriz correspondiente al nivel n —k+1, y Ay, se ob-
tiene utilizando el operador de inyeccion, o simplemente completando con ceros la matriz
A, apropiadamente para alcanzar la dimension de A,, ;.1 (véase la ecuacion (2.1)). En
la figura 3.26 se presenta un esquema de la estrategia, en donde cada punto representa
que se reemplazé la matriz correspondiente al nivel por la matriz que surge del método
de Malla Compuesta, calculada entre el operador de dicho nivel y del nivel anterior.

Con el mismo conjunto de parametros (método de relajacion, nimero de pasos de pre
y post suavizado, etc.) se incrementa el costo computacional si se introduce la mezcla de
mallas en la resolucién de todos los niveles. Esto se debe a que la mezcla hace crecer el
ancho de banda de la matriz del nivel dado. Por lo tanto, el niimero de niveles de mezcla m
debe mantenerse al minimo posible mientras se obtenga la tasa de decrecimiento del error
de la técnica de CM comparada con la resolucion de CM mediante un método directo.
Como se observara en los ejemplos numéricos, cuanto menor sea el tamano de la malla
més fina de todas, menor seré el error nodal producido por la estrategia CM con respecto
a FEM. Si los niveles de grillas se incrementan, es esperable que los niveles de mezcla
necesarios se incrementen debido a que las soluciones nodales de CM y FEM difieren
cuando el tamano de discretizacion decrece. Se denomina la estrategia propuesta como
MGCM, por Multigrilla con Malla Compuesta.
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Figura 3.26: Multigrilla para Malla Compuesta (ciclo V).

3.6.2. Ejemplos

Con el objetivo de mostrar la efectividad de la estrategia MGCM propuesta, se con-
sideraran cuatro casos 2D con soluciéon conocida. En las graficas correspondientes a cada
caso, se denotara con FEM a la estrategia MG estandar (sin CM).

Problema de Poisson con coeficientes constantes

El primer caso resuelto consiste en el problema de Poisson clasico presentado en la
seccion §2.5.3.

En este caso, el dominio se discretizd mediante una grilla no estructurada con 82
elementos triangulares y 52 nodos. La grilla es la malla gruesa del problema y la secuen-
cia de mallas se obtiene mediante un refinamiento is6tropo homogéneo de la misma. Los
parametros seleccionados para este problema consisten en tres pasos de pre (1) y post (2)
suavizado de Jacobi amortiguado con pardmetro de relajacion w = 0.7. La tolerancia apli-
cada para la convergencia del residuo del sistema lineal es 1075, El factor de participacion
para la composicion de mallas es « = 4/3, valor 6ptimo hallado en la seccion §2.5.3.

Los resultados del error en normas [, y euclidea se presentan en la tabla 3.1 para el
ciclo V y en la tabla 3.2 para el ciclo W. En cada tabla se muestra el niimero de iteraciones
para alcanzar la convergencia, el ntimero de niveles de las grillas y una medida del tiempo
de célculo. En el caso del método MGCM también se presenta el nimero de niveles de
mezcla. Las tablas muestran céomo el error decrece con la composiciéon en ambas normas.
El incremento del tiempo computacional de la estrategia MGCM se debe al hecho de
que la matriz es menos rala que para MG estandar. Es decir, la matriz para MGCM es
aproximadamente un 21 % maés densa que la correspondiente a MG. Se concluye entonces
que la técnica MGCM preserva las caracteristicas del método Multigrilla original. Esta
afirmacion se basa en el hecho de que el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la
convergencia en ambos casos, con y sin mezcla, permanecen constantes. En la figura 3.27
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se presenta la norma del residuo en funciéon del nimero de iteraciones en el caso de 5
niveles de grilla para los ciclos V' y W. Como puede observarse, las curvas para MG y
MGCM parecen superpuestas, con una pequena diferencia en el ciclo W. Esto muestra que
con la estrategia CM incorporada al método MG no se pierde la convergencia del método
MG original, inclusive desde el punto de vista de los residuos los cuales son importantes
cuando no se conocen la soluciéon exacta.

MG para el Problema de Poisson - Ciclo V'
n | iter. llel]oo llel|2 tyve [ m | tairecto 5]
3| 7 13.3960x1073 | 5.1424x1072 | 1.0800x 10~ | - | 7.7074x 1072
4 7 9.5195x107% | 2.5609x1072 | 4.0960x107" | - | 4.2262x10~*
5 7 2.8171x107% | 1.2796x1072 | 1.6520x10° | - | 2.6322x10°
6 7 8.1310x107° | 6.4094x1073 | 7.1720x10° | - 1.7167x 10"
MGCM para el Problema de Poisson - Ciclo V'
n | iter. llel]oo llel|2 tvcen [s) | m | tairecto [S]
3 7 1.1824% 1073 | 4.9490x1073 | 1.1260x10~* | 1 | 9.6953x1072
4 7 1.6160x107* | 8.7621x107* | 4.2900x10~! | 1 | 5.6930x107!
5) 7 2.1730x107° | 1.5758x10~* | 1.7460x10° | 1 | 3.5824x10°
6 7 2.7157x107% | 5.1402x107° | 7.6020x10° | 1 | 2.4976x10*
6 8 2.8270x107% | 2.8249x107° | 7.7300x10" | 2 | 2.4976x10!

Tabla 3.1: Resultados para el ciclo V' para el problema 2.5.3.

MG para el Problema de Poisson - Ciclo W
n | iter. €]l lell2 tug [s] | m
3| 6 |3.3959x1073 | 5.1423x1072 | 1.26x107! | -
4| 5 |95185x107* | 2.5605x1072 | 3.06x107! | -
5|1 5 |28159%x107* | 1.2787x1072 | 1.29%x10° | -
6| 5 |81190x107° | 6.3915x1073 | 6.08x10° | -
MGCM para el Problema de Poisson - Ciclo W
n | iter. llel] oo lle]|2 tvgen [s] | m
3| 6 | 1.1824x1073 | 4.9485x1073 | 1.26x107 | 1
4 6 |1.6181x107* | 8.7539x107* | 3.47x107' | 1
5| 5 |21912x107° | 1.5506x10~* | 1.52x10° | 1
6| 5 |2.8553x107% | 2.7476x107° | 5.23x10° | 1

Tabla 3.2: Resultados para el ciclo W para el problema 2.5.3.

Para el caso del ciclo V' con seis niveles de grilla, se utilizan dos niveles de mezcla con
el objetivo de alcanzar la reduccion total del error que se deberia obtener con la técnica
CM. Sin embargo, para el ciclo W fue suficiente s6lo un nivel de mezcla en todos los casos
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resueltos. En las figuras 3.29 y 3.28 se presenta el error nodal como funcién del tamano
de la discretizacion (h) para ambas normas. Notese como se mantiene la significativa
reduccion de la tasa del error nodal con la estrategia CM con respecto a FEM.

0.14C

0.01 |
0.001 |

0.0001

residual norm

1e-05 |

1e-06 |

1e-07 L i i i i i
1
iteration number

Figura 3.27: Norma del residuo como funcién del niimero de iteraciones para el proble-
ma 2.5.3 con cinco niveles de malla.

Problema difusivo con coeficientes variables y fuente

En el segundo caso, se considera un problema difusivo puro con coeficientes variables
en el cuadrado unitario

Vu) =f(z,y), en (0,1)x(0,1)

)=0, 0<y<1
) =sin (brx), 0<z <1 (3.26)
)=—sin(brx), 0<z<1

Ly)=0, 0<y<1

\
donde k(z,y) = 1+ 2y y u(z,y) = sin (57z) cos (37y). La malla y el conjunto de para-
metros son los mismos que en el ejemplo previo.

En las tablas 3.3 y 3.4 se presentan los resultados obtenidos para ambos ciclos, V' y
W respectivamente. En las mismas puede observarse como el error nodal decrece con la
mezcla en las normas euclidea e infinito.

En este caso las tasas de convergencia para los residuos obtenidas para la estrategia
MGCM y el método MG estandar son similares, en particular cuando se aplica s6lo un
nivel de mezcla (véase la figura 3.30).

Las figuras 3.31 y 3.32 muestran las normas euclidea e infinito del error nodal en
funcién del tamano de la discretizacion. En este caso, es necesario el uso de dos niveles de
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Figura 3.28: Norma infinito del error nodal como funcién de h para el problema 2.5.3.
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Figura 3.29: Norma euclidea del error nodal como funciéon de h para el problema 2.5.3.
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MG para el Problema difusivo con coeficientes variables - Ciclo V'

n | iter. llel] oo lle]|2 tva [ m
31 7 19.5902x1073 | 1.3441x107! | 7.52x 1072 -
4| 6 |24065x1073 | 6.6750x1072 | 2.03x10~! -
5/ 6 |6.0359%107* | 3.3383x1072 | 9.09x10~! -
6| 6 |1.5232x107* | 1.6833x1072 | 3.93x10° -
MGCM para el Problema difusivo con coeficientes variables - Ciclo V'
n | iter. le]]oo e[l tmcom [s] m
3| 7 |1.6852x1073 | 1.1015x1072 | 7.66x1072 1
41 6 |1.9785x107* | 1.7776x1072 | 2.09x10~* 1
5| 6 |24413x107° | 3.3890x107% | 9.66x 107! 1
6| 6 |4.9948x107% | 3.5801x107* | 4.06x10° 1
6| 8 |3.0296x107% | 5.2584x107° 5.96 2

Tabla 3.3: Resultados para el ciclo V' en el problema (3.26).

MG para el Problema difusivo con coeficientes variables - Ciclo W

n | iter. llelloo lle]|2 tyve (9] m
3 6 9.5901x 1073 | 1.3441x107% | 9.47x 1072 -
4 5} 2.4048x1073 | 6.6705x1072 | 2.68x 107! -
) ) 6.0180x10~* | 3.3285x10~2 1.13 -
6| 5 |1.5048x107* | 1.6634x102 4.67 -
MGCM para el Problema difusivo con coeficientes variables - Ciclo W
n | iter. l|leloo lle]|2 tveowm [S] m
3 6 1.6852x 1073 | 1.1015x1072 | 9.54x 1072 1
4 6 1.9806x107% | 1.7835x1073 | 3.23x107! 1
5| 5 |24445x107° | 3.0136x10~* 1.14 1
6| 5 |3.0380x107% | 54106x107° 4.28 1

Tabla 3.4: Resultados para el ciclo W en el problema (3.26).

mezcla para el ciclo V' con seis niveles de malla para poder alcanzar la tasa de reduccion
del error de la técnica CM.

Problema de Laplace en un dominio en forma de L

Se considera el problema de Laplace en un dominio en forma de L: Q = (—1,0) x
(—1,1)U(0,1) x (0,1) donde la solucién exacta estd dada en coordenadas polares por

u(r, @) = r*3sin (2¢>

3
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Figura 3.30: Norma del residuo como funcién del niimero de iteraciones para el proble-
ma (3.26) con cinco niveles de grilla.
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Figura 3.31: Norma euclidea para el error nodal como funcion de h para el problema (3.26).
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Figura 3.32: Norma infinito para el error nodal como funcion de h para el problema (3.26).

La malla del primer nivel es una grilla no estructurada con 82 elementos triangulares y
52 nodos. Nuevamente, se utilizan tres pasos de pre y post suavizado de Jacobi amortigua-
do y una tolerancia para la convergencia del residuo de 107%. El factor de participacion
utilizado para la composicion fue o = 1.4598 (véase la seccion §2.6.4).

Se presentan en las tablas 3.5 y 3.6 las normas [, y euclidea del error para los ciclos
V' y W respectivamente. Nuevamente, la reduccion de la norma del error puede obtenerse
cuando se aplica la técnica MGCM. Sin embargo, hay un decrecimiento en la tasa de
convergencia del método MGCM comparado con MG, excepto en el ciclo V' con seis niveles
de malla, debido a que se necesita una iteracion adicional para alcanzar la convergencia. La
reduccion relativa entre los errores obtenidos con los métodos MG y MGCM son menores
que en los ejemplos previos debido a la baja regularidad de la solucion de este problema.

Problema de Poisson en dominio perforado

El siguiente ejemplo fue resuelto en la secciéon §2.5.4 mediante la técnica CM.

En las tablas 3.7 y 3.8 se presentan los resultados obtenidos para ambos ciclos, V' y
W, respectivamente. En las mismas puede observarse como las normas euclidea e infinito
del error nodal decrecen cuando se aplica la mezcla de mallas. En este caso las tasas de
convergencia de las estrategias MG y MGCM son similares, aunque puede apreciarse una
leve degradacion de la convergencia en el caso de la resolucién aplicando la estrategia de
malla compuesta original (véase la figura 3.35).

Las figuras 3.36 y 3.37 muestran las normas euclidea e infinito del error nodal en
funcion del tamano de la discretizacion. Para el presente problema y con los tamanos de
malla utilizados, fue suficiente la utilizaciéon de un tinico nivel de mezcla para alcanzar las
tasas de reduccion obtenidas en la seccion §2.5.4 (|le|ls O(h??) v |||l O(h?)).
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Figura 3.33: Norma euclidea del error nodal como funcién de h para el problema de

Laplace.
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Figura 3.34: Norma infinito del error nodal como funcién de h para el problema de Laplace.
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MG para el Problema de Laplace - Ciclo V'
n | iter. lell lell2 tug [s] | m
3| 7 |4.8705x1073 | 2.8198x1072 | 1.79x1071 | -
41 7 ]3.0792x1073 | 2.2843x1072 | 7.93x107! | -
5| 7 |1.9430x1073 | 1.8408%x1072 | 2.87x10° | -
6| 7 |1.2253x107° | 1.4858x1072 | 1.20x10" | -
MGCM para el Problema de Laplace - Ciclo V'
n | iter. llel]oo lle]|2 tvaen [s] | m
3| 8 |3.3756x1073 | 8.9248x1073 | 2.16x107! | 1
41 8 ]21293x107°* | 6.6774x107* | 9.39x107! | 1
5| 8 |1.3423x1073 | 5.0972x1073 | 3.43x10° | 1
6| 7 |84760x107* | 4.1603x1073 | 1.28x10' | 1

Tabla 3.5: Resultados para el ciclo V' en el problema de Laplace.

MG para el Problema de Laplace - Ciclo W
n | iter. llel] oo lle]|2 tue [s] | m
3| 7 |4.8699%x1073 | 2.8189x1072 | 2.58x107! | -
4| 6 |3.0783x1073 | 2.2813x1072 | 1.00x10° | -
5| 6 |1.9418x1073 | 1.8324x1072 | 3.53x10° | -
6| 6 |1.2239x1073 | 1.4652x1072 | 1.46x10! | -
MGCM para el Problema de Laplace - Ciclo W
n | iter. llel] oo lle]|2 tvcen [s] | m
3| 8 |3.3754x1073 | 8.9220x1073 | 2.99x107! | 1
4| 7 |21290x1073 | 6.6688x1073 | 1.17x10° | 1
5| 7 |1.3418x1073 | 5.0748x1073 | 4.29x10° | 1
6| 7 |84546x107% | 3.9145x1073 | 1.78x10! | 1

Tabla 3.6: Resultados para el ciclo W en el problema de Laplace.

3.7.

Conclusiones

En este capitulo se presentd la estrategia de Multigrilla con Malla Compuesta
(MGCM). La misma propuso la integracion de las dos estrategias con el objetivo de
obtener las ventajas de cada una de ellas en un mismo esquema. Se resolvieron algunos
problemas elipticos con solucién exacta con el objetivo de mostrar la potencialidad de la
técnica. Para los distintos casos se estim6 numéricamente el valor del parametro a para
la mezcla, el cual esta relacionado con la regularidad del problema considerado. Para el
problema con singularidad se estim¢ el valor «a correspondiente y se obtuvieron mejoras
menos sustanciales que en los demas casos.

Para todos los ejemplos presentados, se trabajoé con el operador de ponderacién com-
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MG para el Problema de Poisson en dominio perforado - Ciclo V'

n | iter. | llelloo \ lle]|2 | tue [s] | m
3| 11 |6.6746x1073 | 4.2314x1072 | 3.32x 107! -
4 12 |1.9914x1073 | 2.0854x1072 1.34 -
5| 11 | 5.7851x107* | 1.0379x1072 5.09 -
6| 12 | 1.6479x10* | 5.1826x10% | 2.35x10" -
MGCM para el Problema de Poisson en dominio perforado - Ciclo V'
n | iter. | || ‘ lle]|2 | tue [s] | m
3| 12 | 2.0134x107* | 6.5459x10~% | 3.75x 10~} 1
4 12 |2.5032x107° | 1.1156x1074 1.41 1
5| 12 |3.0586x107° | 1.9121x107° 5.56 1
6| 12 | 3.7443x1077 | 3.4291x107° | 2.45%10! 1

Tabla 3.7: Resultados para el ciclo V' en el problema 2.5.4.

MG para el Problema de Poisson en dominio perforado - Ciclo W

n | iter. | llelloo \ lel|2 | tue [s] | m
3] 11 |6.6746x107% | 4.2314x1072 | 4.96x 107" -
41 11 |1.9914x1073 | 2.0854x 102 1.87 -
5| 10 | 5.7851x10~* | 1.0379x 1072 6.65 -
6| 11 | 1.6479x107* | 5.1826x107% | 3.12x10* -
MGCM para el Problema de Poisson en dominio perforado - Ciclo W
n | iter. | llelloo \ lel|2 | tue[s] | m
31 11 |2.0134x107* | 6.5459x10~* | 5.08x10~! 1
41 11 |25032x107° | 1.1156x10~* 1.92 1
51 11 |3.0591x107° | 1.9114x10~° 7.50 1
6 | 12 | 3.7425x1077 | 3.4126x107% | 3.37x 10" 1

Tabla 3.8: Resultados para el ciclo W en el problema 2.5.4.

pleta para relacionar las mallas. Se graficaron las normas de los errores con el objetivo
de mostrar como se comporta la estrategia comparada con el método MG clasico. De las
figuras puede notarse la necesidad de incrementar el valor del parametro m, correspon-
diente a la cantidad de niveles de mezcla dentro del algoritmo Multigrilla a medida que
disminuye el tamano de la malla (i.e., a medida que se incrementa el ntimero de niveles
de grillas). Ese valor es necesario para alcanzar la tasa de reduccion del error que se ob-
tendria si el sistema lineal que surge de la técnica de Malla Compuesta fuera resuelto con
un método directo.

Por otro lado, el objetivo de presentar las graficas de la convergencia del residuo fue
el de evaluar dichas tasas para mostrar como la incorporacion de la estregia CM a MG
no degrada los residuos de la técnica MG original. Luego, se puede concluir que se tiene
la potencialidad del método Multigrilla y ademés se obtienen soluciones mejoradas sin
incrementar en forma considerable el costo computacional.
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Figura 3.35: Norma del residuo como funcién del nimero de iteraciones para el proble-

ma 2.5.4 con cinco niveles de grilla.
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Figura 3.36: Norma euclidea para el error nodal como funcién de h para el problema 2.5.4.
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Figura 3.37: Norma infinito para el error nodal como funcién de h para el problema 2.5.4.



Capitulo 4

Método Algebraico de Malla
Compuesta

4.1. Introducciéon

El método de Malla Compuesta es ttil para estimar el error de discretizacion [2] vy,
ademés, para mejorar la solucion sin incrementar significativamente el costo computa-
cional, como se present6 en el capitulo 3. La técnica consiste en redefinir sobre una malla
dada el operador lineal que proviene de la discretizaciéon de una ecuacién en derivadas
parciales. Este operador se modifica de acuerdo a una combinacién lineal apropiada entre
los operadores de la malla dada y de una malla mas gruesa que debe ser un desrefi-
namiento de la primera. En este capitulo se propone una técnica de Malla Compuesta
Algebraica, que combina la estrategia CM con algunas de las herramientas del método
Multigrilla Algebraico (AMG, por Algebraic Multigrid) |4, 11, 38| para la definicion de la
malla gruesa y del espacio discreto asociado a la misma. El desrefinamiento de la malla
se basa en la fusion de elementos en macroelementos®, con una nueva definiciéon de la
topologia de la malla y de las funciones de base. La aglomeracion de los elementos se lleva
a cabo con el objetivo de reducir la anisotropia de la malla, lo cual es importante en la
discretizacion de problemas de conveccion-difusion-reac