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Resumen

En este trabajo de investigacion se estudian y desarrollan formulaciones de elemen-
tos finitos para la simulacion numérica del fenémeno de localizacion de deformaciones
inducido por el comportamiento constitutivo. Se analizan y plantean estrategias capaces
de capturar las caracteristicas mas importantes del problema, incluyendo en este mo-
delado el desarrollo de discontinuidades en el sélido (fisuras, fracturas, bandas de corte
o de deslizamiento, segtn el contexto) las cuales se propagan en un medio inicialmente
continuo, como consecuencia ultima del proceso macroscopico de degradacion material.

Los conceptos teodricos aqui desarrollados se fundamentan en las siguientes hipotesis
bésicas: i) régimen quasi estatico isotérmico, i) pequenias deformaciones, desplazamien-
tos y rotaciones, #4) material homogéneo e is6tropo dotado de ecuaciones constitutivas
susceptibles de presentar inestabilidad material por la presencia de ablandamiento por
deformacion.

El problema de falla se encara desde diferentes puntos de vista. En primera instancia, se
estudian estrategias no locales formuladas, alternativamente, en términos de un modelo de
gradientes implicito (anexo [A]). Luego de reconocer algunas limitaciones en estos esquemas
de regularizacion, al menos desde el punto de vista practico ingenieril, en el contenido de
la tesis se introduce la aproximacién al problema mediante los denominados modelos
cohesivos basados en elementos finitos con discontinuidades embebidas. En particular
adoptamos como estrategia principal en este trabajo la aproximacion por discontinuidades
fuertes del continuo (Continuum Strong Discontinuity Approach CSDA), ver capitulo B

Se presenta ademaés, un extenso y comparativo analisis sobre las dos familias de ele-
mentos finitos con discontinuidades fuertes embebidas potencialmente mas eficaces para
simular fractura fragil, tomando como base un modelo de dano isétropo. Tras realizar
una eficiente implementacion de ambas tecnologias de elementos, a partir de este estudio
(capitulo [l]) se obtienen conclusiones rigurosas con respecto a topicos de fundamental im-
portancia en el andlisis de falla y que en la actualidad no estan suficientemente claras, a
saber: robustez, velocidad de convergencia, exactitud y costo computacional.

Otro aporte novedoso, en el contexto tedrico de la CSDA, es la formulacién matemati-
ca e implementaciéon de un nuevo elemento finito para el modelado de bandas de corte
en plasticidad isocorica (materiales gobernados por una ley de plasticidad de Von Mis-
es), véase capitulo [ El elemento propuesto se basa en acoplar consistentemente una
formulacion mixta estabilizada de base (para evitar el bloqueo volumétrico en la etapa
pre-bifurcacion, tipico en modelos Js) con la regularizacion constitutiva y enriquecimiento
cinematico que aporta la aproximacion por discontinuidades fuertes utilizada.

Previamente, en el capitulo [, se realiza un riguroso estudio sobre el desempeno numéri-
co del esquema de estabilizacion utilizado, aqui denominado PGP, especialmente direc-
cionado a evaluar su desempeno para la simulacion del fenémeno de localizaciéon de de-
formaciones. El mismo esta formulado bajo el concepto de sub-escalas ortogonales, véase
apéndice Bl Como aporte adicional, en el apéndice [J, mostramos ademas la performance
numérica de su implementacién en un entorno de célculo distribuido.

Finalmente, y a manera de validacion, se muestran diversos ejemplos numéricos que
representan verdaderos desafios desde el punto de vista de la simulaciéon computacional,
incluyendo casos 3D, mostrando la performance de las estrategias utilizadas y desarrolla-
das en esta tesis.






Abstract

In this research work, finite element formulations for the numerical simulation of strain
localization phenomenon induced by the constitutive behavior are studied and developed.
Some efficient strategies devised to capture the main features of the problem are ana-
lyzed and formulated. In addition, this modelling considers the possibility of reproducing
discontinuities in the body (like fractures, shear or slip bands, according to the context)
which propagate throughout an initially continuum medium as the ultimate consequence
of macroscopic material degradation process.

The theoretical concepts here developed are based on the following hypothesis: )
isothermal quasi static regime, i) small deformations, displacements and rotations, i)
isotropic homogeneous material model equipped with constitutive equations which can
present material instability due to the presence of strain softening.

First, the strain localization problem is approached by means of nonlocal strategies
formulated, alternatively, in terms of an implicit gradient model (see appendix [A]). After
recognizing some limitations in these regularization schemes, at least from the practical
engineering point of view, the approach to the problem by means of the so called cohesive
models based on finite elements with embedded discontinuities is introduced in the thesis.
Particularly, the Continuum Strong Discontinuity Approach (CSDA) has been adopted as
the main strategy of this thesis, see chapter §.

Taking into account isotropic continuum damage models to simulate fragile fracture, an
extensive and comparative analysis referred to the two potentially more effective families
of finite elements with embedded strong discontinuities (at the present time), is presented
in chapter f]. After making an efficient implementation of both technologies of elements,
rigorous conclusions with respect to fundamental topics in failure analysis are obtained
from this study, such as: robustness, convergence rates, precision of the response and
computational cost.

In this theoretical context (CSDA), the mathematical formulation and numerical im-
plementation of a new finite element to capture shear bands in isochoric plasticity (materi-
al that can be modeled by Von Mises criterion) is presented (see chapter ff). The proposed
element is based on a consistent coupling of a mixed stabilized formulation (to avoid the
volumetric locking in the pre-bifurcation stage, typical in J2 model) jointly with the con-
stitutive regularization and kinematical enrichment provided by the strong discontinuity
approach (CSDA), used in this work.

Previously, a rigorous study about the numerical behavior of the adopted stabilization
scheme, which is based on the orthogonal sub-grid-scale concept (here referenced as PGP),
is performed in chapter f]. As an additional contribution, the numerical performance of
its parallel implementation is also reported in Appendix [C

In order to demonstrate the performance of the strategies used and developed in this
thesis, several numerical examples which represent true challenges from the computational
point of view are reported, including three dimensional cases and problems involving the
propagation of multiple cracks.
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Capitulo 1

Introducciéon

Se entiende por Mecdnica de Falla Material (MFM)J| al modelado de materiales que
pueden experimentar procesos inelasticos irreversibles de plasticidad y/o dano, modos
de intensa deformacion en zonas de reducidas dimensiones y como consecuencia final el
desarrollo gradual de fisuras, fracturas o bandas de deslizamiento libres de tensiéon. Desde
el punto de vista de la Mecdnica del Continuo la falla estd asociada al fenémeno de
Localizacion de Deformaciones inducido por inestabilidades a nivel material.

La descripcion de este complejo mecanismo de degradacion no es para nada una tarea
trivial e involucra desde una correcta concepcion fisica del fenomeno hasta la formu-
lacion de modelos tedricos y numéricos rigurosos. Entre los factores mas influyentes que
intervienen en tal mecanismo pueden mencionarse: caracterizacion constitutiva del mate-
rial, planteo de estrategias generales y robustas de solucién, consistencia termodinamica,
acoplamiento de problemas de distinta escala (degradacion a nivel micro estructural «
descripcion macroscopica), etc. Ademaés, la naturaleza intrinseca del fen6meno induce (en
estado limite) discontinuidades en las variables de estado y severas complicaciones desde
el punto de vista matematico en los modelos resultantes, los cuales predicen soluciones
singulares. Por estas razones, se torna evidente que un estudio serio y profundo del proble-
ma solo puede abordarse a través de aproximaciones numéricas adecuadas, representando
uno de los desafios actuales en el contexto de la mecénica computacional.

Durante las ultimas décadas, debido al avance en tecnologia de procesadores y al
desarrollo de paradigmas robustos de programacion, se ha trabajado intensamente en la
obtencién de esquemas numéricos capaces de simular el proceso de falla, como queda
demostrado a partir de la gran cantidad de publicaciones cientificas especializadas. Los
avances en este sentido son muy alentadores. Sin embargo, atin en la actualidad, existen
limitaciones importantes en los modelos propuestos que motivan el constante planteo
de nuevas lineas de investigacion, con el objeto de capturar en detalle los aspectos mas
relevantes del problema.

El presente trabajo de investigacion tiene como objetivo primordial la obtencion de
herramientas eficientes de simulacion en esta rama especifica de la ingenieria de materiales,
utilizando para ello la aproximacion por el método de los elementos finitos.

'En el contexto del analisis mecanico de soélidos existe otro posible escenario de colapso. El mismo
resulta compatible con la existencia de configuraciones geométricas que reducen significativamente la
capacidad portante de la estructura. A este tipo particular de situacion se la denomina cominmente
Falla Geométrica. El alcance de este trabajo se restringe sélo a la falla de caracter material.



2 Capitulo 1. Introduccién

El resto de este capitulo se organiza como sigue: en la seccion [[[1] se hace una rapi-
da referencia a los motivos y aplicaciones practicas que han impulsado este estudio, en
la seccion [[.F se introduce una descripcion fenomenologica simplificada del proceso de
degradacion y generacion de fallas en un medio continuo. Una revision de las estrategias
actuales de anélisis se presenta en la seccion [[.3; los objetivos e hipotesis principales de
este trabajo se resumen en los apartados [[.4 y [.J respectivamente. Finalmente, en la
seccion [[.4 se menciona la estructura global y organizacién basica de esta tesis.

1.1. Motivacion

El analisis del estado mecénico de los materiales deformables hasta el completo ago-
tamiento de su capacidad resistente es un tema de reconocida importancia en ciencias,
tecnologia e ingenieria. Los desarrollos y resultados obtenidos en este area poseen apli-
cacion directa a problemas précticos reales brindando un conocimiento més preciso de
la resistencia limite de las estructuras, hecho que se traduce en disefios més confiables y
econdémicos.

En el contexto de las estructuras civiles, su estudio permite predecir los posibles modos
de falla, estimar la carga ultima asociada a dicho mecanismo, evaluar el grado de seguridad
real como asi también la reserva de resistencia y /o ductilidad en régimen post-critico de los
sistemas estructurales, factores de suma importancia en la etapa de célculo y verificacion.

Las estructuras de hormigén, extensamente utilizadas desde hace ya varios anos, son
particularmente susceptibles a experimentar colapso fragil y fisuracion, ver algunos ejem-
plos en la figura [[.]. Esta situacion no solo se presenta bajo cargas externas de servi-
cio, sino también en edades tempranas durante el proceso de endurecimiento debido al
fenémeno de pérdida de humedad por difusiéon y reacciéon con el cemento. Los cambios
volumétricos debido a efectos térmicos (agentes climaticos, calor de hidratacion liberado
por fragiie) representan también un posible motivo de micro fracturas que requieren un
control adecuado, principalmente en estructuras de hormigén de gran volumen.

La mecanica de falla permite también abordar el estudio de problemas geotécnicos
complejos en los cuales, bajo ciertas condiciones criticas, pueden originarse verdaderas
superficies de colapso o deslizamiento con consecuencias, muchas veces, de tipo catastro-
ficas. El analisis de la estabilidad de taludes y terraplenes artificiales construidos en base
a materiales sueltos (suelos y rocas), deslizamientos en laderas naturales, aludes de tierra
o nieve, representan casos tipicos de este tipo de problemas, ver figura [[.2

Otra aplicaciéon interesante de la mecéanica de falla material, en el contexto de los
materiales cohesivos-friccionales, es la determinaciéon de la capacidad de carga tultima de
un estrato de suelo sometido a la carga de una estructura de fundaciéon. En este sentido,
la estrategia mas reconocida y utilizada en la mecéanica de suelos moderna para lograr
estimaciones satisfactorias, se basa en la obtenciéon del mecanismo de colapso probable, el
cual estd estrechamente relacionado con las caracteristicas geométricas, fisico-mecénicas
y de carga del sistema suelo-estructura. La carga limite asociada a dicho mecanismo de
falla, afectada por un adecuado coeficiente de seguridad, permite al ingeniero el diseno y
adopcion de las dimensiones definitivas de las obras de fundacion. En la literatura clésica
[TPMOI4| existen soluciones semi-analiticas solo para problemas ideales obtenidas asu-
miendo hipotesis simplificadas y que muchas veces no se amoldan a situaciones practicas
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Figura 1.1: Fisuras y grietas en elementos de hormigén.

Figura 1.2: Falla debido a inestabilidad en taludes o terraplenes.
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reales, evidenciando de esta forma la necesidad de modelos méas elaborados capaces de
describir adecuadamente el fenémeno.

Existen ademés innumerables aplicaciones préacticas a nivel industrial en donde la
mecanica de fractura adquiere un caracter especialmente importante. Varias tecnologias
actuales de fabricaciéon involucran el moldeo o manipulacion de materiales los cuales
pueden, en alguna etapa, estar sometidos a condiciones criticas proximas a su limite de
resistencia. Con el tnico propoésito de nombrar solo algunas de ellas, se pueden mencionar:
conformado, embutido, estampado, colada continua, tratamientos térmicos, forjado, sol-
daduras, etc. La posibilidad de contar con modelos capaces de evaluar la degradacion
macroscopica que sufre el material y al mismo tiempo la susceptibilidad a fisuracion
frente a variaciones en los parametros que controlan el proceso, permite introducir reduc-
ciones en los costos de produccion y paralelamente mejoras sustanciales en la calidad del
producto final.

El estudio de la mecanica de falla presenta a su vez importantes desafios conceptuales
desde el punto de vista fisico, matematico y computacional. En general se requiere el
planteo de elaboradas formulaciones tedricas a nivel de las ecuaciones del continuo para
salvar las falencias propias de los modelos clasicos, como asi también esquemas numéricos
robustos y consistentes. Estas condiciones son indispensables para obtener algoritmos
convergentes y de razonable relacion precision-costo de céalculo, frente al comportamiento
altamente no lineal que reviste el problema.

Las consideraciones hechas en los parrafos anteriores surgen como una motivacion para
abordar el estudio tedrico-computacional de falla en materiales que aqui se presenta.

1.2. Descripciéon fenomenolégica

Experimentalmente se ha observado que el mecanismo de colapso en materiales de
uso tecnolodgico tales como hormigones, suelos, metales, cerdmicos, polimeros, etc, esta
precedido por un proceso disipativo no lineal caracterizado por la concentracién de defor-
maciones en bandas de espesor muy pequeno en comparacion con las dimensiones globales
de la estructura. En ellas se concentran procesos irreversibles de degradacion y disipacion
de energia (dano, plasticidad) mientras que el resto del solido experimenta descarga elas-
tica.

La apariciéon de este mecanismo de localizacion de deformaciones implica directa o
indirectamente el inicio del proceso de falla material, de alli la importancia de disponer
de modelos numéricos capaces de simular eficientemente el fenémeno.

Las bandas con deformaciones altamente localizadas pueden manifestarse bajo diver-
sas formas. Como ejemplos clasicos podemos mencionar las bandas de corte en metales
ductiles (estacionarias), superficies de deslizamiento en problemas geotécnicos, fisuracion
en estructuras construidas a base de morteros cementicios o en problemas de mecéanica
de rocas, entre otros. Si bien la naturaleza es diferente para cada situacion en particular,
todos ellos pueden conceptualmente clasificarse como problemas de localizacion de defor-
maciones, v en este contexto general debera entenderse el fenémeno de falla a los fines
del presente estudio.

El proceso de localizacion produce o activa defectos potenciales en la estructura a
nivel micro mecanico que, dependiendo del tipo de material, se manifiestan de manera

4



1.3. Metodologias actuales de analisis 5

distinta. En metales por ejemplo es tipica la formacion de micro poros o vacios (voids)
que reducen el volumen efectivo del medio. Por el contrario en materiales cuasi fragiles
el dano y el desarrollo de micro fisuras es el proceso dominante. La coalescencia o inter-
conexion de tales defectos en el seno del continuo originan mecanismos macroscopicos de
degradacion. Desde el punto de vista de la modelacion constitutiva, estos fenémenos de
deterioro pueden capturarse incorporando la nocién de ablandamiento por deformacion en
las ecuaciones de evolucion. Materiales que exhiben este comportamiento se denominan
localmente inestables (Hill [HiIGg]).

La idea de asociar la localizacion de deformaciones al comportamiento constitutivo
se fundamenta en que la misma se manifiesta stibitamente y puede tener lugar aun para
estados homogéneos de tension, con lo cual su existencia dependerd de la presencia de
inestabilidades a nivel de las leyes de evolucién material.

En la figura se esquematiza el proceso idealizado de formacion de discontinuidad.
Conforme evoluciona el estado de solicitacion mecanico, se hace evidente el mecanismo
tipico precursor de la falla material, el cual se caracteriza por una reduccion gradual del
ancho de banda de localizaciéon b,, hasta que la misma colapsa en una superficie de falla
S, modificaAndose sustancialmente la cinematica del problema.

En vista de la descripciéon anterior pueden reconocerse dos mecanismos bien diferen-
ciados. El primero de ellos corresponde al proceso ineléstico responsable del inicio de la
degradacion en una porcion reducida pero finita del dominio de analisis (figura [[.3-(b)-(c)-
(d)) para el cual la mecénica del continuo, a través de modelos constitutivos regularizados,
logra aproximaciones relativamente satisfactorias. El cambio brusco en la cinematica re-
presenta el otro proceso fundamental, gobernado por la generacion de verdaderos planos
de discontinuidad (libres de tensién) que en rigor debieran considerarse como una nue-
va frontera del problema (ver figura [.3-(e)-(f)). Para capturar eficientemente este tltimo
fenémeno, siempre dentro del contexto del método de elementos finitos, se requieren sofisti-
cadas técnicas de remallado o bien tecnologias de elementos que incorporen explicitamente
la discontinuidad real que se produce en el sélido.

1.3. Metodologias actuales de analisis

La mecanica de medios continuos clasica (local) describe el proceso de localizacion
como la acumulacion de mecanismos disipativos entre dos superficies proximas, entre las
cuales se verifica una discontinuidad en el campo de deformaciones (discontinuidad débil)

[RR75, RicTq|

Definicién 1 en el contexto del presente trabajo se entiende por “Discontinuidad Débil”
una descripcion cinemdtica compatible con la existencia de discontinuidades en alguna
componente del campo de deformaciones a partir de un instante de tiempo especifico (tg);
matemdticamentd]: 3 [e(x,t)];; # 0 para t > tp. El campo de desplazamiento permanece
continuo, es decir [u(x,t)] =0V t € [0,T].

2Sea (2 el dominio de analisis y S una interfaz (S C £2) que divide a 2 en dos subconjuntos 27 y
2~ El operador salto a través de S se define mediante: [(o)] = (®)|(zco+) — (®)|(zco-), entendiendo a
x € 7 como un punto infinitamente préximo a S (igual razonamiento se aplica para x € £27)
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Figura 1.3: Esquema de formacion de fisura en un medio inicialmente continuo: (a) Proceso
elastico reversible. (b)-(c¢)-(d) Mecanismos disipativos y proceso de localizacion. (e)-(f)
Desarrollo de una superficie de falla, discontinuidad o fisura.
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Este modo de bifurcacion (aqui denominado bifurcacion discontinua) es compatible
con la singularidad del tensor actistico y como consecuencia se produce un cambio en el
caracter matemaético de la ecuaciéon diferencial de equilibrio incremental. En problemas
estacionarios se pierde la elipticidad del sistema de ecuaciones que gobierna el proble-
ma para transformarse en un sistema hiperboélico. Bajo condiciones de carga dindmica
sucede lo inverso. En estas circunstancias, el problema matematico queda mal plantea-
do y propiedades altamente favorables tales como estabilidad, existencia y unicidad de
solucion no quedan garantizadas. En el contexto de materiales con leyes de evolucion
independientes de la velocidad de deformacion (inviscidos), esta situacion critica puede
presentarse en modelos constitutivos bajo régimen de ablandamiento o reglas de flujo no
asociativas [Hil58, RR7H, Ric70, ORIT].

Como no existe restriccion interna alguna (en el caso de teorias materiales locales) que
limite el ancho de banda de localizacién, la soluciéon termodindmicamente méas estable
corresponde a aquella que muestra un espesor nulo (superficie de fractura) [Baz7(|. La
localizacion se produce entonces en un volumen infinitamente pequeno y, por ende, la falla
material se lleva a cabo sin disipacién de energia. Esta inconsistencia, subyacente en el
modelo continuo estandar, se traduce al espacio discreto de aproximacién por elementos
finitos. En este caso, la simulacion muestra una energfa de fractura finitaf] pero decreciente
a medida que se refina la malla, dado que el espesor de la banda de localizacién coincide
con el tamano del elemento finito h., véase figura [.4]
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Mecanismo disipativo Deplazamiento u
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Figura 1.4: Falta de objetividad en la respuesta estructural para modelos no regularizados:
(a) Niveles de discretizacion en funcion del tamano caracteristico del elemento h.. (b)
Curvas carga-desplazamiento evidenciando energia de fractura decreciente.

En el limite, cuando el tamano del elemento tiende a cero, la soluciéon numérica predice
una zona de localizacién que colapsa en una superficie y energia de fractura nula. La
aproximacion continua y discreta son consistentes pero ambas carecen de significado fisi-

3El concepto de energia de fractura, aqui utilizado, se corresponde con la definicién clasica dada en la
mecanica de fractura.
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co. El modelo numérico ademés tiene implicita una restriccion cinemética dependiente
del tipo de interpolacion utilizada. Por lo general, y para la forma mas elemental de
aproximacion basada en desplazamiento lineal por tramos, discontinuidades en el campo
de deformaciones s6lo son posibles a través de las interfaz de los elementos con lo cual se
obtiene una fuerte dependencia en relacion a tamano y orientaciéon de malla.

En el presente, las estrategias utilizadas para el modelado de falla pueden clasificarse
desde diferentes puntos de vista, teniendo en cuenta para tal efecto la descripciéon cinemé-
tica (regularidad del campo de desplazamientos), el comportamiento constitutivo o bien la
implementacion numérica del modelo. Como puede evidenciarse, cada uno de estos topi-
cos estan intimamente relacionados y la formulaciéon de un esquema de calculo robusto
deberé combinarlos en forma consistente. A continuacién se propone una posible clasifi-
cacion generalizada de los modelos de falla material que contempla en forma conjunta los
aspectos mencionados anteriormente:

Mecdnica de fractura cldsica.

Modelos del continuo cldsico.

Modelos del continuo enriquecido.

Modelos con discontinuidades embebidas.

Una completa y minuciosa descripcién de cada modelo de aproximacion escapa a los
objetivos de este trabajo. Sin embargo, a manera de introduccién, se presenta una breve
discusion sobre los mismos. Debe tenerse en cuenta ademas que para ciertas situaciones
particulares los limites entre cada formulacion no quedan bien definidos, consecuente-
mente, en la literatura especifica, pueden encontrarse formas alternativas de clasificacion.

1.3.1. Mecanica de fractura clasica.

Las primeras aproximaciones al problema de fractura en materiales se han formulado
como una extension natural de la teoria clésica de elasticidad. En esta linea, Inglis [[ng13|
estudio la concentracion de tensiones en una placa infinita con un orificio de tipo eliptico
simulando la presencia de una discontinuidad en el medio. Desde el punto de vista cine-
maético, esta estrategia considera discontinuidades en el campo de desplazamiento libres
de tension lo cual induce, necesariamente, una singularidad del campo tensional en la
punta de la fisura. Por este motivo, con el paso del tiempo se han propuesto conceptos
mas elaborados basados en magnitudes integrales (integral-J o integral de Rice) como
criterio para predecir las condiciones criticas en la cuales se produce la falla material por
desarrollo de fisuras.

Este tipo de aproximacion, también conocida como Mecdnica de Fractura Lineal Elds-
tica (Linear Elastic Fracture Mechanics LEFM), es aplicable a situaciones en las cuales la
Zona de Proceso de Fractura (FPZ |BP9§|) es despreciable con respecto a las dimensiones
caracteristicas del problema en estudio. En general, exceptuando casos de grandes estruc-
turas de materiales cuasi fragiles, se hace necesario considerar en el anélisis, el tamano
finito de la zona de proceso de fractura, al menos en la direcciéon de la discontinuidad,

8



1.3. Metodologias actuales de analisis 9

dado que gran parte de la energia se disipa de manera irreversible en dicha region, pre-
viamente al desarrollo de la discontinuidad o fisura. Este hecho pone en evidencia una
desventaja intrinseca asociada a esta metodologia de calculo.

Posteriormente se generalizaron las ideas subyacentes de la LEFM para abordar el
analisis de materiales que muestran una falla de tipo ductil, a través de lo que se denominé
la Mecdnica de Fractura No Lineal (Non-Linear Fracture Mechanics NLFM) [KP83).

Un concepto importante para rescatar en el contexto de la Mecanica de Fractura
Clasica, es la llamada Energia de Fractura (Gy), que representa la cantidad de energia
necesaria para generar una superficie de discontinuidad de area unitaria. Irwin [[rw57,
[rw5g| expresa este valor en términos de los Factores de Intensidad de Tension y propone
para el estudio de propagacion los conocidos Modos de Fractura. En particular para el
Modo I (modo exclusivo de apertura), se considera la energia de fractura especifica G =
Grrodor como una propiedad material, resultando ademés un parametro extensamente
utilizado para caracterizar el comportamiento constitutivo post-critico en otros tipos de
aproximaciones.

1.3.2. Modelos del continuo clasico.

Los modelos basados en la mecénica de dano continuo [Kac5§, Kac8f| marcaron una
nueva plataforma conceptual para el estudio de la falla en materiales. Mediante la in-
troduccion de ablandamiento por deformacion en las leyes constitutivas, se hizo posible
modelar procesos de degradacion y falla sin abandonar el marco formal matematico de
la Mecdnica de Medios Continuos Cldsica. Inicialmente, esta estrategia de aproximacion
resulté particularmente atractiva para formulaciones numéricas, ya que tales modelos
pueden implementarse en programas existentes de elementos finitos sin mayores incon-
venientes, tomando ventaja de todos los desarrollos y algoritmos ya disponibles en estos
codigos. Ademés posee la caracteristica fundamental de considerar los dos comportamien-
tos mecénicos, el continuo y la fractura, en un tnico formalismo teorico.

Desde un punto de vista fisico, estos modelos consideran a los procesos disipativos
responsables de la degradacion como la acumulaciéon de micro defectos o fisuras uni-
formemente distribuidas en una banda de tamano finito, que en el contexto numérico del
MEFT| corresponde al tamarno caracteristico del elemento h.. Esta idealizacion del feno-
meno induce una descripcién cinematica caracterizada por una banda de localizacion en la
cual ciertas componentes del campo de deformaciones pueden presentar discontinuidades
[e] # 0 (discontinuidad débil). Por hipotesis el campo de desplazamientos permanece
continuo ([u] = 0).

Con el paso del tiempo (y como se mencioné al inicio de la seccion [LJ), estudios
de estabilidad y bifurcacion del campo tensional [Hil623, RR75, Ric7d| demostraron que
dichos modelos, tal y como originalmente fueron concebidos, estaban dotados de problemas
subyacentes a nivel de las ecuaciones del continuo y, consecuentemente, presentan falta
de objetividad en la respuesta con respecto a la discretizacion espacial a nivel numérico.

Para salvar estas deficiencias se han propuesto diversas estrategias. La aproximacion
de Fisura Distribuida o Difusa (Smeared Crack Approach) |[Ras6g| y el modelo de Banda
de Fisura (Crack Band model) [BO83, RPKB8H| pueden mencionarse entre éstas.

4+ MEF: Método de Elementos Finitos.
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En este contexto de analisis, la filosofia consiste en regularizar el comportamiento bajo
régimen de ablandamiento, utilizando para ello el concepto de Energia de Fractura (G)
como un parametro intrinseco del material. El ancho de la banda de localizaciéon b,, puede
entonces estimarse de manera tal que la energia disipada en el proceso de falla sea la
correcta. Una posibilidad, explorada por Bazant [Baz7(], consiste en predefinir el tamano
de la malla de elementos finitos en correspondencia con dicho valor estimado de la banda
de localizacionf] Como en general la trayectoria de la fisura es desconocida a priori, se
hace necesario generar una malla de elementos que posea densidad constante en todo el
dominio de anéalisis. Evidentemente, esta situaciéon impone severas restricciones al modelo
discreto que se traducen en un costo computacional elevado e innecesario. Una soluciéon
parcial frente a este inconveniente la aportan los modelos con bandas de ablandamiento
embebidas (Embedded Softening Band Models) |[BFESY, Flud7).

Otra estrategia de regularizacion, muy utilizada en la préctica, se basa en ajustar el
modulo de ablandamiento H en funcion del tamafio caracteristico (h.) solo para aquellos
elementos en estado post-critico [PM81], BO83|. La idea consiste en modificar parcialmente
la relacion tensién-deformacion para reproducir en forma correcta la energia de fractura
del material, independientemente de la densidad de discretizacion. En este sentido el
espesor de la banda de localizacion deja de tener el significado conceptual de propiedad
matertal para pasar a ser un parametro dependiente del modelo numérico. Tras realizar
esta modificaciéon a nivel constitutivo, la disipaciéon energética total converge hacia un
valor limite fisicamente admisiblef], a medida que se refina la malla.

Actualmente, para el modelado de materiales fragiles, se reconocen dos tipos de aproxi-
maciones basadas en el concepto de Fisura Distribuida, a saber: Fisura Fija (Fized-Crack-
Model) y Fisura Rotante (Rotating-Crack-Model).

El modelo de Fisura Fija [Ras6§| supone que la discontinuidad se desarrolla en forma
perpendicular a la direcciéon principal de traccién una vez superado su valor limite[] y
que la orientacion de la fisura se mantiene invariable a lo largo del analisis. Se introduce
ademas el denominado Fuactor de Retencion para el tratamiento de las tensiones de corte
a través de la linea de falla [ES7J|. R. de Borst et al. propusieron una generalizacion de
este modelo original a multiples fisuras no ortogonales [ABN8j|.

Los modelos de Fisura Rotante [Cm, [GAS4|, como su nombre lo indica, consi-
deran que la direccion de fisura puede variar en el tiempo de acuerdo a las direcciones
principales de deformacién, conforme evoluciona el estado de carga. El fundamento de
esta estrategia es principalmente de indole numérico para mejorar el desempeno de los
elementos.

Durante los tltimos anos, los modelos de Fisura Distribuida han sido ampliamente
utilizados para modelar la falla en materiales fragiles. Sin embargo, como ha sido obser-
vado por Rots [Rot8§ y varios otros investigadores, este tipo de formulacion posee una
desventaja intrinseca cominmente denominada como bloqueo tensional (stress locking).

SEste hecho se basa en que la simulacién numérica de materiales con ablandamiento demuestra que la
banda de deformacion tipicamente localiza en una unica franja de elementos.

6Para el caso més simple de traccién uniaxial este valor limite admisible se corresponde con la solucién
obtenida mediante un modelo de fisura discreta con la misma energfa de fractura G

"Esta situaciéon asume una superficie de falla de tipo Rankine como criterio para detectar el inicio y
direcciéon de propagacion de la fisura. Evidentemente pueden formularse criterios alternativos dependiendo
del tipo de material.

10
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Este efecto se manifiesta por una transferencia espirea de tensiones a través de una fisura
completamente desarrollada. En los esquemas de Fisura Fija el bloqueo se debe funda-
mentalmente a tensiones de corte inducidas por una rotaciéon de los ejes principales de
deformacion una vez generada la discontinuidadf]. No obstante, también se han reporta-
do soluciones esptuireas en lo que respecta al estado tensional aun cuando las direcciones
principales de deformacion y tension permanecen alineadas [JZ984] (como ocurre en los
modelos de Fisura Rotante). En este caso, el mal desempenio numérico esta asociado a
una pobre descripcion cinemética del campo de desplazamiento alrededor de la fisura. La
combinacion de una formulacion de Fisura Rotante juntamente con un modelo de dano es-
calar, puede resultar efectiva para reducir el mencionado efecto de bloqueo |JZ97, [Z98H].

Otro inconveniente generalmente vinculado a los modelos de dano distribuido es su
sensibilidad patolégica frente a la orientaciéon de la malla de elementos finitos, que se
traduce en el desarrollo de bandas preferenciales de localizacion (pathological mesh-induced
directional bias).

1.3.3. Modelos del continuo enriquecido

Dado que el problema de inestabilidad material se presenta ya a nivel del continuo,
la forma mas natural y conceptualmente simple de soluciéon podria consistir en modificar
o redefinir el modelo evitando el cambio de caracter en las ecuaciones diferenciales de
gobiernof]. La idea bésica es enriquecer el continuo para capturar (a nivel macroscopico)
los cambios micro estructurales que se suceden en el material al estar sometido a estados
criticos de tension y lo tornan inestable. Se ha demostrado que una completa regularizacion
del problema de localizacion de deformaciones puede lograrse dotando a la teoria de Medios
Continuos de base de una adecuada generalizacion.

La mayoria de estos métodos estan basados en la inclusion explicita de un parametro
de longitud interna [, que toma en consideracion el tamano y separaciéon de las hetero-
geneidades que controlan el ancho de localizacion b,,, es decir se considera ahora la confi-
guracion micro estructural material. Estas estrategias introducen términos de interaccion
espacial en las ecuaciones con el objeto de reqularizar el comportamiento constitutivo
limitando la localizacion de deformaciones a un volumen de tamaiio finito [IBSMP93] v,
como consecuencia directa, que la energia disipada durante el proceso de carga adquiera
un valor no nulo. Los esquemas No Locales, de Gradientes de Deformacion, el Modelo
Continuo Micropolar de Cosserat y aquellas formulaciones que consideran efectos de vis-
cosidad pueden mencionarse como las més destacadas.

En los modelos No Locales [BBC84, BPC8Y, (N7 se asume que la ecuacion constitu-
tiva no lineal en un punto queda expresada en funcion de la deformacion media en la vecin-
dad del puntof9. Este valor medio se calcula a través de integrales ponderadas restringidas
a un volumen fijo. Varios investigadores han propuesto como alternativa que la no loca-

8En otras palabras se sobreestima la rigidez al corte, no permitiendo una completa relajacién de
tensiones en el sélido cuando la fisura se encuentra completamente desarrollada.

9En este sentido se pretende regularizar el problema matematico de manera de conservar la elipticidad
local, para casos cuasi estéticos.

103 relacion tension deformaciéon no satisface el principio de accion local, de alli el nombre de modelos
No Locales.

11
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lidad quede reducida simplemente a la evolucion de variables internas [PCB87, BL3§].
La porcién del dominio adecuada en la cual se extiende la integral se hace depender
explicitamente del parametro de longitud interna [.. Tienen la desventaja que para su
implementaciéon se necesita modificar la estructura basica de los codigos existentes, ya
que debe conocerse informaciéon del entorno de un punto para evaluar una variable no
local en dicho punto.

Las formulaciones de gradientes [[Aif84H, Aif844], LB8Y, ABM93, (BPPS95, PdABBAVIq|

incorporan al modelo constitutivo términos de gradientes espaciales de alto orden de va-
riables cineméticas o internas, dependientes del parametro de longitud intrinseca material.
Este enriquecimiento tiene como finalidad suavizar y regularizar la evolucion de los me-
canismos inelésticos responsables de la degradacion. Se ha verificado una analogia directa
entre las formulaciones No Locales y los modelos de Gradientes Implicitos |[PGdBBOT],
PdBBGOZ|, para determinadas funciones de peso. De esta forma, utilizando tales esque-
mas implicitos se asegura el caracter no local del problema con una ventaja adicional:
desde el punto de vista computacional poseen la estructura tipica de modelos locales. En
estas formulaciones de alto orden generalmente se requiere la resolucién de una ecuaciéon
adicional a la de equilibrio estandar, la cual puede discretizarse utilizando también inter-
polacion por elementos finitos.

No es necesario recurrir a la mecanica del continuo completamente no local para ob-
tener modelos regularizados. En general s6lo es suficiente considerar expansiones en tér-
minos de orden superior (en teoria de gradientes) o no localidad (en teorias integrales)
para aquellas variables responsables de la evolucion del ablandamiento, mientras que las
restantes conservan su caracter local. Este tipo particular de formulacion conserva con-
sistencia termodindmica |[PBF97| v es una de las mas utilizadas en la actualidad.

El Modelo Continuo Micropolar de Cosserat fue desarrollado a principios de 1900, para
problemas de elasticidad. Esta formulacion, a diferencia del Modelo Continuo Cldsico, in-
corpora rotaciones locales como parametros independientes adicionales. Una consecuencia
directa de esta hipotesis es la pérdida de la estructura simétrica del tensor de tensiones. En
los trabajos de Miihlhaus et al.|[MV87]|, Steinmmann et al. [SW9]]|, de Borst [dB91], dB9J],
Etse et al se han propuesto generalizaciones y extensiones de esta teorfa al con-
texto de elasto-plasticidad aplicada al analisis de localizaciéon de deformaciones.

El uso de modelos dependientes de la velocidad de deformacion ( Visco-darno, Visco-
plasticidad [Nee8§, LPI0, EABM93|), tiene como finalidad la obtenciéon de soluciones re-
gularizadas. Si bien estos esquemas no representan formalmente un enriquecimiento del
continuo clasico, se los incluye en esta clasificacion general por compartir algunas de sus
caracteristicas. En la formulacion de estos modelos puede reconocerse la introduccion de
un parametro de longitud interna (o longitud caracteristica) garantizando que el proble-
ma matematico permanezca bien planteado, aun bajo régimen de ablandamiento y en
presencia del fenémeno de localizaciéon de deformaciones.

Las estrategias de regularizacion incluidas en esta seccién poseen solidos fundamentos
tedricos y originan soluciones rigurosas, representan verdaderos esquemas Limitadores de
Localizacion y aseguran convergencia a una solucion fisicamente factible conforme se refina
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1.3. Metodologias actuales de analisis 13

la malla. Sin embargo como contrapartida no son capaces de representar explicitamente
discontinuidades en el campo de desplazamientos. Por lo general, se necesita alta densidad
de elementos en la zona de localizacion (que no se conoce a priori) para capturar los
elevados gradientes de deformaciéon. Tipicamente el tamano de los elementos debe ser
inferior al ancho de banda de localizacion b, que en la practica es muy pequenio. A modo
de ejemplo, las bandas de corte en suelos granulares tienen un tamano de 10 a 20 veces la
dimension del grano, para metales ductiles la superficie de deslizamiento tiene un espesor
medido en micrones y las macro fisuras en hormigones son del orden del méximo tamano
del agregado inerte. La cantidad de elementos y el coste computacional luego se torna
prohibitivo, aun cuando se utilicen técnicas de remallado [ABS9g.

1.3.4. Modelos con discontinuidades embebidas

En vista de las limitaciones que presentan los esquemas regularizados presentados
anteriormente, se han propuesto otras alternativas basadas en aspectos mas practicos
desde el punto de vista ingenieril. Bajo esta categoria se engloban un conjunto numeroso
de metodologias cuya caracteristica principal consiste en que se realiza un tratamiento
diferenciado en la zona donde progresa y propaga la fractura (Fracture Process Zone) con
respecto al resto del solido.

El fenémeno de localizacion de deformaciones se modela ahora explicitamente co-
mo una interfaz de discontinuidad en el campo de desplazamiento o deformaciones cuya
evolucion depende de una ecuacion constitutiva discreta con ablandamiento en términos
del salto relativo entre los labios de la fisura y el vector tracciéon 7 normal a la misma
[Dug6q, BarG3]. Hillerborg y otros investigadores propusieron que esta ley discreta no
lineal con degradacion se relacione con el concepto de energia de fractura, y por lo tanto
considerarla como una propiedad intrinseca del material [HMP7d, PE97|, dando origen de
esta forma a un gran nimero de ecuaciones de tipo traccién-salto. Usualmente, la parte
continua, o estable del material, se modela mediante ecuaciones constitutivas clésicas,
siendo muy comin el uso de elasticidad lineal para materiales fragiles. Dentro de esta
categoria pueden mencionarse los denominados modelos cohesivos.

Definiciéon 2 se entiende por modelo discreto cohesivo al conjunto de ecuaciones que
permiten definir univocamente el comportamiento constitutivo en la interfaz o zona de
localizacion, tales como: (i) criterio para detectar el instante de activacion de la discon-
tinuidad, (i) direccion de propagacion en el sdlido, (i) regla de evolucion de las fuerzas
cohesivas una vez desarrollada la fisura y (iv) restricciones de equilibrio entre el medio
continuo y la interfaz.

Esta metodologia ha sido aplicada para simular fractura en materiales cuasi fragiles
[EGGP0Y| como asi también en falla duactil [THIJ).

La simulacién numérica de los modelos discretos puede abordarse desde diferentes
aproximaciones: método de elementos finitos (MEF'), formulaciones de elementos de con-
torno (BEM: Boundary Element Method) [YRC9Y]|, integrales de contorno [Pet81] y méto-
dos sin malla (Element Free Galerkin) para casos dindmicos, entre otras.

En el contexto del MEF que nos ocupa, el estudio de fractura mediante modelos
cohesivos ha seguido basicamente dos estrategias principales.

13



14 Capitulo 1. Introduccién

La primera de ellas se fundamenta en que la fisura se modela a través de la interfaz
entre elementos, considerando la discontinuidad como un contorno adicional del medio.
Como en general la trayectoria o camino de fisura no es conocido a priori, se requiere una
redefinicién de la malla en cada paso de andlisis para alinear, precisamente, la interfaz
con la direccion correcta de propagacion [Car89, BCVI]]. El continuo cambio en la confi-
guraciéon topolégica del dominio trae aparejado una serie de inconvenientes que afectan la
eficiencia computacional, a saber: la generacion de malla requiere de costosas técnicas de
suavizado para eliminar elementos mal condicionados, la estructura de memoria para el
almacenamiento de matrices y vectores globales se modifica para cada malla, la ubicacion
de los puntos de integracion varia y en consecuencia las variables internas del paso previo
deben proyectarse (mapearse) en la nueva configuracion, etc. Sin embargo debe decirse
que existen problemas particulares en donde la posicion de la discontinuidad no es una
incognita del problema y esta estrategia de analisis puede ser de gran utilidad.

La otra alternativa mencionada consiste en enriquecer la cinematica del elemento man-
teniendo la discretizacion invariable. El uso de elementos con modos discontinuos embe-
bidos ha representado un gran avance en el modelado de fractura, permitiendo capturar el
fenémeno de localizacion de deformaciones de manera eficiente y a un costo computacional
razonable [DnG9(0, [DA9], LS95, KRS9I]I]|. La orientacion espacial de la discontinuidad se
determina en funcién del propio estado local de tension con lo cual se obtiene completa
independencia con respecto a la configuracion de la malla. Las estrategias basadas en esta
idea se han presentado bajo diversos nombres pero todas ellas estan basadas en el mismo
concepto: la explicita incorporaciéon de una discontinuidad en el campo de desplazamientos
(discontinuidad fuerte) [DnG90, [KRS91), FOA93, [S93, AG9d, LRIG, Dli6al, OLi6H, fVS01]
o en el campo de deformaciones (discontinuidad débil) [OLNST, BFESY, FBIg], en el seno
del elemento finito. En Jirdsek [JirO0] puede encontrarse una discusion detallada y un
estudio comparativo de distintas formulaciones.

Definiciéon 3 se entiende por “Discontinuidad Fuerte” una descripcion cinemdtica com-
patible con la existencia de discontinuidades en alguna componente del campo de despla-
zamientos a través de una superficie (superficie de falla S) y a partir de un instante de
tiempo especifico (tsp); matematicamente: 3 [u(x,t)]; # 0 parat > tsp. Luego, el campo
de deformaciones consistente adquiere un cardcter distribucional sobre S.

Actualmente, siguiendo la aproximaciéon por discontinuidades fuertes, pueden recono-
cerse dos familias o grupos bien diferenciados de elementos finitos. En orden cronolégico
primeramente se han desarrollado elementos enriquecidos con modos discontinuos (Em-
bedded Elements aqui denominados E-FEM) [DnG90, DA91], LS9, Oli5a, OlisH, AGG
OIh6H, OCMI7, OTi9§, RBIY| formulados en el contexto del método de las deformaciones
mejoradas (Enhanced Assumed Strains EAS)) [ER90], donde el salto en desplazamientos
se introduce como un modo incompatible de deformacion. El enriquecimiento cineméti-
co se representa mediante grados de libertad internos que pueden condensarse estatica-
mente, con lo cual el sistema final de ecuaciones discretas no se ve afectado. Otro mo-
delo recientemente introducido, denominado X-FEM (eXtended Finite Element Method)
[BMUPO1, WS01, MB0Z|, se basa en la utilizacion de funciones de interpolaciéon formu-
ladas bajo el concepto de particion de la unidad. En este esquema, la magnitud del salto
queda representada por grados de libertad adicionales en nodos existentes de la malla.
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1.4. Objetivos 15

Modelo de discontinuidades fuertes del continuo

La aproximacion por discontinuidades fuertes del continuo (Continuum Strong Dis-
continuity Approach CSDA) [EO94, puede considerarse como una sub categoria
de los modelos con discontinuidades embebidas. Esta formulacion alternativa permite es-
tablecer un vinculo estrecho entre: (i) la mecanica de medios continuos clasica (seccion
[33) y (i) las estrategias que incorporan discontinuidades embebidas (como se detallo
anteriormente). Si bien desde sus comienzos estas dos metodologias evolucionaron en for-
ma disjunta, mediante la incorporacion de unos pocos ingredientes conceptuales, la CSDA
hace viable el planteamiento del problema de fractura material en un marco teérico unifi-
cado tal que, partiendo de la descripcion estandar regular se llega (consistentemente) a
modelar una interfaz de discontinuidad y mecanismos de degradacion y falla.

En este contexto de analisis, se postula que tanto la relacién deformaciéon desplaza-
miento como las ecuaciones constitutivas son las mismas que para los modelos continuos.
Luego, dado que se asume posible la presencia de discontinuidades en el campo de despla-
zamiento, se debe generalizar el espacio cineméatico admisible para considerar magnitudes
singulares en el tensor de deformacién compatible.

Otro aspecto relevante de la formulacion, y que merece especial atencion, es la regula-
rizacion subyacente en el modelo constitutivo, condicién necesaria para mantener acotado
el estado tensional aun para medidas no acotadas de la deformacién en la interfaz. Esto
altimo se logra reinterpretando el moédulo de ablandamiento H en un sentido distribu-
cional.

Teniendo en cuenta la generalidad y buenos resultados ya documentados en relacion
a la resolucion de problemas en mecéanica de falla mediante la CSDA, se ha adoptado tal
estrategia numeérica como marco tedrico para el estudio y formulacion de modelos en una
parte importante de esta tesis (véase en particular el capitulo [f]).

1.4. Objetivos

A lo largo del presente trabajo de investigacién se pretende encarar un estudio general
del problema de falla en materiales, abarcando principalmente los aspectos tedricos y
computacionales mas relevantes. Por esta razon, en el contenido del mismo se discuten
distintas estrategias numéricas de aproximacion como asi también la prestacion de diversas
formulaciones de elementos finitos. El estudio no se restringe a un tnico tipo de material,
sino por el contrario se estudian los dos comportamientos constitutivos tipicos a través de
las leyes maés sencillas: plasticidad y dano isétropo.

Basandose en esta filosofia, el listado siguiente puede considerarse como representativo
de los objetivos globales de la tesis:

= Obtener un conocimiento teoérico generalizado sobre las diferentes estrategias de
analisis aplicables a la mecanica de falla en materiales, reconocer ventajas y limita-
ciones de cada una de ellas.

= Estudio critico de las formulaciones méas reconocidas en la bibliografia con especial
énfasis en aspectos algoritmicos para su implementacion computacional.

15



16 Capitulo 1. Introduccién

= Estudio del problema de inestabilidad material y bifurcaciéon discontinua causado
por leyes de evolucion dotadas de ablandamiento por deformacion.

= Obtenciéon de herramientas numéricas eficientes para la simulacién computacional
del proceso completo de degradacion material, incluyendo en esta descripcion feno-
menos de localizaciéon de deformaciones, generaciéon de mecanismos de colapso y
computo de la carga limite asociada.

En particular, se plantean una serie de fines especificos, tendientes a la obtencion de
resultados y conclusiones originales a partir de estrategias existentes como asi también
el desarrollo, planteo matematico e implementacion de nuevas estrategias numéricas. En

este sentido, la linea de investigacion que se presenta puede bifurcarse en dos caminos
bien definidos:

(i) aplicaciones a modelos de dano para simular la degradacion y propagacion de fisuras
en materiales cuasi-frdgiles

(i1) aplicaciones a problemas de plasticidad para el modelado de bandas de deslizamiento
en materiales de comportamiento dictil.

Los objetivos asociados al primer item (dano) son los siguientes:

= Desarrollo e implementacion de familias de modelos de dano basados en una formu-
lacion implicita de gradientes, para la simulacion de fractura en hormigones.

= Implementacion de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas de so-
porte elemental (E-FEM) en el contexto de la CSDA.

» Implementacion de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas de so-
porte nodal (X-FEM) en el contexto de la CSDA.

= Aplicaciéon de estos elementos a la resolucion de casos 3D y a problemas de propa-
gacion de fisuras multiples.

» Estudio critico comparativo de las dos tecnologias cinematicas E-FEM y X-FEM,
abordando aspectos cruciales en la simulacién computacional de falla.

Los objetivos vinculados al segundo punto (plasticidad) se presentan a continuacion:

= Estudio de problemas de bloqueo por incompresibilidad en plasticidad isocérica bajo
régimen de ablandamiento por deformacion.

» Estudio e implementacion de un esquema de estabilizacién para aliviar el bloqueo
volumétrico en la etapa previa a la bifurcacion material.

= Desarrollo, formulacion e implementacion de un nuevo elemento finito estabilizado y
cineméticamente mejorado basado en la aproximacion por discontinuidades fuertes
del continuo, para el modelado de bandas de deslizamiento.
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1.5. Hipoétesis 17

1.5. Hipobtesis

Los conceptos, desarrollos y modelos discutidos en esta tesis se fundamentan en el
contexto tedrico de la Mecdnica de Medios Continuos. La aplicacion de los mismos queda
restringida a situaciones en las cuales se verifiquen las siguientes hipotesis bésicas:

= Régimen cuasi estatico e isotérmico.

Pequenos desplazamientos, deformaciones y rotaciones.

Material continuo, homogéneo e isétropo.

Comportamiento material gobernado por modelos inviscidos de plasticidad y dano.

Material susceptible de presentar inestabilidad a nivel constitutivo inducida por
leyes de evolucion con ablandamiento por deformacion.

1.6. Contenidos

Esta tesis se ha organizado en siete capitulos méas cuatro anexos. La disposicion de
capitulos intenta establecer la linea principal de investigacion en un desarrollo 16gico. Los
apéndices incluyen aportes adicionales a la estructura basica del trabajo, por ende se con-
sidera de importancia el contenido de los mismos.

En un principio, el problema de falla material se aborda haciendo uso de esquemas de
Gradientes de alto orden de Deformacion. En este contexto se ha propuesto el desarrollo
e implementacion de una familia de leyes constitutivas de dano isétropo con teoria de
gradientes y en particular se considera una formulacion implicita, debido a su especial
atractivo desde el punto de vista computacional, ver apéndice [A] A partir de dicho anali-
sis (|[ESHOJ|) surgen algunas desventajas propias de este tipo de metodologias, también
reportadas por numerosos investigadores en publicaciones recientes.

El paso siguiente ha sido investigar estrategias alternativas al problema. Con esta idea
en mente se encara el estudio de modelos discretos cohesivos, dotados ademas de una
cinemética enriquecida capaz de simular, en forma objetiva y viable computacionalmente,
la falla material mediante la introducciéon de discontinuidades en el campo de desplaza-
miento. Este tipo de formulaciéon, denominada tradicionalmente como Aproximacion por
Discontinuidades Fuertes, se ha adoptado como metodologia principal frente al fenémeno
de localizacion y fallo, tanto para materiales fragiles como ductiles, y por tal motivo el
cuerpo de la tesis se dedica a su estudio.

Con el objeto de establecer una plataforma teérica basica, en el capitulo siguiente
presentamos el problema de localizacion de deformaciones, planteado en el contexto clasico
de la mecanica de medios continuos para leyes constitutivas locales y con ablandamiento
por deformacién. Se pretenden abordar aquellos aspectos vinculados con la existencia de
bifurcaciéon en la solucién a nivel de las ecuaciones diferenciales de gobierno. Se detallan
ademas las expresiones constitutivas para los modelos de plasticidad y dano utilizados en
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18 Capitulo 1. Introduccién

el resto de la tesis, aplicando sobre los mismos el correspondiente anélisis de bifurcaciéon
discontinua.

El capitulo [ esta dedicado a introducir los conceptos e ingredientes en los cuales se
fundamenta la Aprozimacion por Discontinuidades Fuertes del Continuo (CSDA ), adop-
tada en este trabajo como metodologia particular para simular el proceso completo de
degradacion material. Se describe el modelo conceptual y algunos detalles de importan-
cia relacionados con la implementacion numeérica del mismo. A partir de este punto, el
contenido de la tesis se direcciona especificamente a estudiar aplicaciones y nuevos desar-
rollos en el contexto de la CSDA. Siguiendo esta filosofia, se ha trabajado paralelamente
sobre los dos comportamientos materiales tipicos: (i) modelado de fractura fragil y (i)
simulacion de problemas de falla ductil.

La implementacion de elementos finitos para leyes de dano (fractura fragil) se tra-
ta extensamente en el capitulo fl. Presentamos ademés un exhaustivo y original estudio
comparativo (|[OHY, FOHS0H|) entre las dos formulaciones con modos discontinuos en-
riquecidos, aqui denominadas F-FEM y X-FEM, que representan las tecnologias actuales
potencialmente mas eficaces para problemas de falla cuasi-fragil. Este anélisis intenta
cubrir los topicos més relevantes en mecénica de fractura computacional, entre los cuales
se mencionan: precision en la respuesta, exactitud, robustez, convergencia, velocidad de
convergencia y costo computacional. Actualmente, existe una marcada falencia en cuanto
a la cuantificacion de estas medidas que gobiernan la performance algoritmica, y por este
motivo se dedica un capitulo completo para tal fin. En este mismo apartado, se discuten
también las estrategias numéricas adicionales en la cual se sustenta la implementacion
computacional de la CSDA, como ser: algoritmo de integraciéon temporal, trazado geo-
métrico de discontinuidades en la malla, reglas de integracion, etc. El resultado es un
esquema global muy robusto.

Esto tltimo (robustez del algoritmo global) queda incluso mas en evidencia a partir
de los resultados reportados en el apéndice [0. Allf se extiende la aplicacion de la CSDA
realizando un analisis paramétrico de probabilidad de falla. Este trabajo forma parte de
un proyecto interdiciplinario mas ambicioso ([PPLT05|), atin en desarrollo, y representa,
una de las primeras aplicaciones de la mecénica de fractura material mediante modelos
discretos cohesivos, tendiente a la estimacion precisa de vulnerabilidad y determinacion
de indices de integridad en estructuras complejas.

En el contexto del modelado de falla ductil por discontinuidades fuertes, el desarrollo
alcanzado por la tecnologia de elementos es ciertamente limitado. Especialmente en lo
concerniente a elementos simplices de bajo orden, ttiles para la simulaciéon en gran escala
(como por ejemplo casos de fisuracion multiple en 3D). Por este motivo, en los capitulos
B v [ se avanza en esta linea de investigacion. De este modo, abordamos el modelado
numérico de mecanismos de falla inducidos por el desarrollo de bandas corte para leyes
constitutivas elasto-plasticas de tipo Js.

En esta clase de problemas es conocida la falta de precision que posee la formulacion
irreducible en desplazamientos, en la etapa previa a la inestabilidad material, y ante la
situaciéon de cuasi incompresibilidad generada por el predominio de deformaciones plasti-
cas desviadoras. Por ello, primeramente en el capitulo fj, se introduce un esquema mixto
y estabilizado (PGP) como alternativa para el tratamiento de la incompresibilidad. En
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particular el estudio se direcciona a evaluar la performance de esta metodologia para cap-
turar bandas de localizacion de deformaciones en régimen post-critico de ablandamiento,
[SSHO04H, BHS04]. De este capitulo surgen dos anexos: (i) el apéndice J dedicado a brindar
una justificacion conceptual de la técnica de estabilizacion adoptada en el marco tedri-
co de multi-escalas (sub-escalas ortogonales) y (ii) el anexo [J en donde se describe la
implementacion de la estrategia mixta estabilizada en un entorno de célculo distribuido,
[SSHO4H, FHS04].

Tras reconocer algunas limitaciones en la formulacion PGP para modelar modos de
colapso de manera objetiva en relacion a la direccionalidad de la malla, en el capitulo [f de-
sarrollamos una nueva familia de elementos finitos (denominada PGPSD) que se basa en
acoplar consistentemente dicho esquema de estabilizacién con una cinematica de discon-
tinuidades fuertes embebidas de soporte local, [SSHO06, FSHO044]|. Se presentan ejemplos
de aplicacién que muestran un desempeno satisfactorio del modelo propuesto en cuan-
to a la respuesta cualitativa. A su vez, desde el punto de vista cuantitativo y a manera
de validacion, el comportamiento numérico de la estrategia desarrollada se compara con
soluciones analiticas y numéricas de referencia.

Finalmente, en el apartado [f], se resumen las conclusiones, se destacan los aportes
originales y las propuestas de investigacion a futuro que vislumbramos a partir del presente
trabajo.
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Capitulo 2

Localizacion de deformaciones

2.1. Introduccion

Como se mencioné en el capitulo precedente, el proceso acumulativo de deformaciones
en bandas de espesor reducido, fenémeno aqui denominado Localizacion de Deformaciones
(Strain Localization), es considerado como el factor responsable (detonante) a partir del
cual se llega a la falla estructural por degradacion material y agotamiento de su resistencia.

La existencia de un modo o patrén localizado de deformacion esté directamente asocia-
do a caracteristicas intrinsecas de las ecuaciones de gobierno del continuo y en particular
a inestabilidades a nivel constitutivo [RR7Y|. Para poner en evidencia el caracter material
de este tipo de inestabilidad debe considerarse que, aun para un estado homogéneo de
tension (y bajo ciertas circunstancias que se discutiran a lo largo de este capitulo), pueden
coexistir dos soluciones posibles, ambas compatibles con las ecuaciones que gobiernan el
problema y las condiciones de contorno, a saber: (i) la solucion cuasi homogénea en defor-
maciones que representa un mapeo directo entre los espacios duales tension-deformacion;
(i1) la solucion localizada, que se caracteriza por la presencia de una region sometida a
deformacion homogénea asociada a estados tensionales de descarga elastica y otra porcion
del dominio con deformaciones altamente localizadas y evolucién de mecanismos inelés-
ticos. Se concluye de esta forma que existe una bifurcacion en la solucion causada por
la descripciéon macroscopica constitutiva del material. En especial, los modelos locales
con ablandamiento por deformacién o bien con potenciales no asociativos, son particular-
mente susceptibles de presentar este tipo de inestabilidad [[OR9I]. El instante de tiempo
para el cual la solucién puede no ser tnica se denominara de aqui en adelante tiempo de
bifurcacion tg € [0, 7]

Algunas aproximaciones del problema de falla redefinen (enriquecen o generalizan) el
modelo continuo estandar para evitar bifurcaciones de la respuesta independientemente
del comportamiento constitutivo supuesto, (véase seccion [[.3.3); de esta forma el problema
matematico permanece siempre bien formulado (en cuanto a unicidad de soluciéon) y las
bandas de localizacién propagan naturalmente a partir de la evolucion de ciertas variables
regularizadas definidas para ese modelo. En el apéndice [A] se ha avanzado en esta linea
de analisis. Alli se presenta la formulaciéon matematica, implementacién computacional y
validacion numérica de un modelo de dano formulado segin la teoria de Gradientes de
Deformacion.

Por el contrario, en aquellos modelos basados en la Mecdnica Local de Medios Con-
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22 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

tinuos, el andlisis de bifurcacion material representa uno de los criterios mas utilizados
para detectar el instante de inicio y direcciéon de propagacion de discontinuidades en el
solido, de alli la importancia de su estudio.

En este capitulo, se presenta como objetivo general el planteo formal matematico del
problema de localizacion de deformaciones a través del analisis clasico de Bifurcacion
Discontinua. El estudio se restringe a deformaciones infinitesimales, para modelos lo-
cales, independientes de la velocidad de deformacion y en régimen cuasi estatico de carga
[ROPIT], RR8(]. En particular se obtendran las condiciones criticas bajo las cuales las
leyes de evolucion constitutivas predicen la pérdida de elipticidad y por ende falta de
unicidad de la solucién a nivel del modelo continuo.

Inicialmente, seccion B.9, se define parte de la nomenclatura bésica que se utilizara en
el resto de la tesis. En la seccion se introducen los conceptos clasicos de bifurcacion
material, detallando su anélisis. Seguidamente, apartados R.4, P.5 y R.6, se discuten las
ecuaciones béasicas de tres modelos constitutivos: plasticidad .J,, dano escalar estandar, y
dano soélo traccion, que sirven como fundamento para desarrollos posteriores. Por tltimo,
en la seccion P.7, mencionamos una estrategia que permite obtener soluciones simples al
problema de bifurcacién material para una amplia gama de leyes constitutivas, el mismo
se basa en una interpretacion geométrica del estado tensional en el momento incipiente a
la singularidad del tensor de localizacion.

2.2. Nomenclatura basica

Considérese la existencia una configuracion de referencia (2 asociada al solido en es-
tudio. Mas especificamente, 2 C R"™ es un conjunto abierto y acotado con frontera,
suave [, siendo ndim la dimension del espacio. Dado que el presente estudio se restringe
al contexto de geometrfa lineal, es valida la siguiente aproximacion: {2 ~ {2, donde (2
es la configuracion deformada al instante t. Por este motivo y apelando a cuestiones de
simplicidad en la escritura, soélo se utilizara la simbologia {2 en todos los desarrollos si-
guientes. La posicion de un punto arbitrario  (z € §2) queda representado por el vectorf]
x € R™™ véase Figura B, para el cual se pueden definir funciones o campos tensoriales
que brindan informaciéon referente al estado mecanico del material. Considérese ademas
un intervalo de tiempof] [0, 7] € R .

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, la funcién campo de desplazamientos
(u(x,t)) y campo de velocidadesf] (v(x,t) = u(x,t)), para un punto & € 2 y al tiempo
t € [0, 7], pueden conceptualmente pensarse de la forma:

u(zx,t) : 2 x[0,T] — R"™ (2.1)

INoétese que utiliza la misma simbologia para denotar un punto material & en la configuracién de
referencia (xz € 2) y su vector posicion x en el espacio euclideo R"¥™ (x € R"4™) Se adopta este
criterio debido a la dualidad que existe entre el punto material y su vector posicién, con la intencion de
simplificar la notacion.

2Dado que el estudio se restringe a modelos quasi estéticos inviscidos, la variable tiempo “#’ debers
considerarse s6lo como un parametro auxiliar para el planteo tradicional “en tasas” de las ecuaciones
constitutivas.

3Se considera (o)(x,t) = %u:de, donde (e)(x,t) representa cualquier campo tensorial.
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2.2. Nomenclatura basica 23

u(x,t) ; u(x,t)
e(xt) 5 €(xt)
G (xt) ; 6 (xt)

xX=x,et+tx,e*x;e,

Figura 2.1: Configuraciéon de referencia. Conjunto de variables mecéanicas y cinemaéticas
asociadas a un punto material .

w(x,t) : 2 x [0,T] — R (2.2)

El tensor de deformaciones infinitesimales (y su tasa), compatible con el campo de
desplazamientos (P.1]), se escribe entonces:

e(x,t) : 2 x [0,T] — T@sym (2.3)
e(x,t) = (Vu)¥" = %[Vu + (Vu)'] = %[u @V +V®uj (2.4)
é(x, 1) = (Vi)™ — %[vu +(Va)T] = %[u OV +V o (2.5)

donde ® simboliza un producto tensorial (externo), T(?) y T@sym (T@sym c T2)) rep-
resentan el espacio de tensores de segundo orden y tensores simétricos de segundo orden
respectivamente, los cuales estan dotados de producto internoff:

£:6=¢;& ; vEeT? (2.6)

£:£>0 ; VEFO
E:£=0 ; ©£=0

y norma euclidea asociada:

Il =ve:€ ; vEeT? (2.8)

ademés en R.4-P.5 se ha considerado que el operador (e)*¥™ implica parte simétrica del
argumento (o), y ()7 transpuesta de (o), ambos definidos sobre T(?).

4En aquellas expresiones tensoriales con subindices i,j,..., si no se especifica lo contrario, se asume
notacién indicial o de Einstein.
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24 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

El tensor de tensiones de Cauchy:

o(x,t): 2 x [0,T] — T@svm (2.9)

para el caso de leyes constitutivas locales e independientes de la velocidad de deformacion,
puede obtenerse a partir de la relaciéon incremental:

o(x,t) =R(e, a,€)
=C(g,a): (x,t) (2.10)
= Cijri€r (€; @ €;)
relativo a una base ortonormal {e;} de R"¥™ donde C' es el tensor constitutivo tangente
de cuarto orden (C € T®) también denominado operador tangente incremental, en ge-
neral no simétrico y, para nuestro proposito, independiente de €, como se deduce de B.10.

A su vez, €(x,t) y o(x,t) representan la tasa del tensor de deformaciones y tensiones
respectivamente:

o(x,t): 2 x[0,T] — TEsvm (2.11)

é(x,t) : 2 x [0,T] — T@sym (2.12)

mientras que los parametros « representan un conjunto de variables internas dependiente
del tipo de modelo constitutivo.

2.3. Bifurcacién material

2.3.1. Ecuaciones de compatibilidad cineméatica

Sea un campo vectorial arbitrario a(x,t) continuo sobre el dominio {2, pero cuyas
derivadas primeras pueden presentar discontinuidades a través de una superficie S (a(x, t)
posee continuidad C° Vx € S) que divide a 2 en dos conjuntos disjuntos 27 y 2~
(RtCc R, 2 CcRtalque 2 =02TUN"USy 2\S=0TULN7), ver figura R.2.

Figura 2.2: Dominio material (2 subdividido por la superficie S a través de la cual un
campo arbitrario puede presentar discontinuidades en sus derivadas.
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2.3. Bifurcacion material 25

Sobre cada punto * € S se considera un sistema cartesiano ortonormal con base
{7,€&,n} de R™™ véase figura .3, En particular, n es ortogonal a S en @ mientras que
T y &€ estan contenidos en un plano imaginario tangente a S en x. Notese que la definicion
de 27 esta asociada a la direccion positiva del versor n.

Debido a la continuidad del campo a(x,t) en {2, su derivada direccional respecto a los
vectores T y & debera ser uniforme, en consecuencia se puede escribir:

[0ra] =[Va-1] =[(a®V)-7]=[a®@V]-7 =0

2.13
[ocal = [Va-&] =[@@V)-€]=[aV] & =0 219

en donde se ha definido el operador salto o discontinuidad de la siguiente forma:
[(®)] = (®)|(zeo+) — (®)|(zen) (2.14)

siendo O-(e) (6 J¢(e)) la derivada direccional de () en direccion 7 (6 §), y en general:

Op(e) =V(e)-p ; VpecR™™ (2.15)

Observacion 1 con la simbologia x € 27 hacemos referencia a un punto material x
perteneciente al dominio 27 infinitamente proximo a S. Igqual razonamiento se aplica a
la nomenclatura x € 2.

De B.13 se desprende que el salto del gradiente de a(x, t) sélo podra tener componentes
en la direccién normal al plano de discontinuidad:

[Va]=a®@V] - T+ [a® V] - £+ [a® V] -n (2.16)

[Val=a®@V]=[a®V] - n=83n (2.17)
donde B es un vector definiendo la direccion y magnitud del salto del gradiente.
Considerando ahora que el campo funcional arbitrario supuesto a(x,t) representa
el desplazamiento del punto = (a(x,t) = u(x,t)), el salto en tasa de deformaciones
compatible, de acuerdo a R.5, podré expresarse:

[¢] = [Vl = Bon)™ = L[(Ben) + (ne ) (218)

la cual se conoce clasicamente como ecuacién de compatibilidad o restriccion cinemética
de Mazwell.
En términos de la expresion B.14, otra forma de interpretar es la siguiente:

[e]= Ear - Eo (2.19)
flaent) Elwen)

con €n+ v €g- representando la tasa de deformacion a un lado y otro de la interfaz
de discontinuidad respectivamente, luego de y se deduce que el tensor tasa de
deformacion medido muy proximo a S se expresa:

Eor = Eo +(BRn)Y™ (2.20)
v M—/
(vu)sym ﬂvuﬂsym
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26 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

2.3.2. Condiciones de bifurcacion

Se pretende en esta seccion investigar las razones especificas por la cual la descripcion
constitutiva macroscopica induce una bifurcacion en la respuesta material. Este estudio
corresponde a la teoria general de localizacion de deformaciones tratada extensamente por
numerosos investigadores en los altimos anos [RR75, Ric76, DRIT].

El problema en cuestién puede plantearse de la siguiente forma: dado un material suje-
to a un estado (tasa) de tension homogéneo en (2 para el instante de tiempo ¢, encontrar las
condiciones criticas necesarias para que la tasa de deformacion €, en un principio también
homogénea, se torne repentinamente no uniforme a través de una superficie S, mientras
que en el resto del solido (2\S) permanece uniforme, véase figura .2, Esta es precisa-
mente la hipotesis introducida en [RR75, donde es admisible una discontinuidad en
€ mientras que el campo de velocidad @ conserva su regularidad (discontinuidad débil).

Para formular mateméticamente el problema se deben considerar las condiciones de
compatibilidad cinematica discutidas en la seccion previa juntamente con la ecuacion de
equilibrio a través de la banda de localizacion que establece la continuidad de (la tasa de)
tracciones en el instante inminente de la bifurcacion tg. En consecuencia, la inestabilidad
material tendra lugar en un punto x € S parat =tg € [0, 7] si existe algun vector ,B #0
tal que se verifique simultdneamente:

[€] = (B®n)®™™ — restriccion cinematica (2.21)

[7]=[6] -m =0 — restriccion de equilibrio (2.22)

donde se ha definido ademas el vector tasa de tracciones 7 mediante:

Tor = (6o+)-n 2.23)
y por extension directa:
[[T]] = Trﬁ - Tnf = (d'rz+ — d’nf) 'n (2.25)
—_——

[e]

Si se asume un comportamiento incrementalmente lineal del material (excluyendo la
dependencia temporal o viscosidad), la tasa de tension puede expresarse en términos de la
tasa de deformacion a través de una relacion constitutiva como aquella dada en la ecuaciéon
R.10. La restriccion de equilibrio R.29, se puede entonces reescribir convenientemente de
la forma:

-

& ot &
A partir de la ecuacién anterior surgen dos situaciones factibles, dependiendo del

comportamiento constitutivo a cada lado de la interfaz S. En Rice et al. [RR80] se propone
una distincién entre bifurcacion continua y discontinua de acuerdo al siguiente criterio:
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2.3. Bifurcacion material 27

» Bifurcacion continua: Comportamiento inelastico de carga tanto en 27 como en
(27, esto implica: Co+ = Co,p-

» Bifurcacion discontinua: Comportamiento inelastico de carga en (por ejemplo) 27 y
comportamiento elastico de descarga (o carga neutra) en 27, es decir: Cp+ # Co,-
Bifurcacién continua

Esta situacion particular representa el primer modo probable de bifurcaciéon donde se
asume que todo punto material permanece en régimen de carga ineléstica, verificandose

en consecuencia Co+ = Cy- = C\s, luego se puede expresar:
[6] =00+ —0o- =Cas: (Eq+ —En-) (2.27)
—_——

€]

Dado que [¢] € T®¥™ y [¢] € T@*¥™ luego Cpns posee al menos simetria menorf]

en el espacio de tensores de cuarto orden T, es decir:
Ciing = Clis
Ikl Jlk (228)
Cijri = Cim

Introduciendo B.27 en la ecuacion de equilibrio de tracciones .26, teniendo en cuenta
v B.28, surge naturalmente la igualdad siguiente:

(n-Cps-m)-B=0 (2.29)

o bien:

Qos(n)-B=0 (2.30)
donde Q\s(n) € T® es el tensor de localizacion valuado en un punto = € £2\S infinita-
mente proximo a S, y se define como:

Para que existan soluciones no triviales (8 # 0) del sistema de ecuaciones P30}, se
requiere que el tensor de localizacion resulte singular:

det(Qos(n)) = det(n - Cops-n) =0 (2.32)

para al menos una direccién no trivial n, es decir la condicién de bifurcacion esta asociada
con las propiedades espectrales de Q(n).

La ecuacion debe interpretarse como condicién necesaria para que en un punto
material € 2\S (que tiende a S) el campo tasa de deformacion pueda resultar discon-
tinuo ([€] # 0 lo que implica B+ 0) a través de la superficie S cuya normal es n. Debe
destacarse sin embargo que la singularidad de Q(n) no representa una condicion suficiente
para que se desarrolle un modo global de bifurcacion material, ya que las condiciones de
sustentacion o de borde pueden evitar este fenémeno.

5La simetria mayor de un tensor constitutivo C' definida mediante: Cijri = Cluj esté directamente
relacionada con la asociatividad del potencial inelastico.
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28 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

Bifurcacion discontinua

Otro posible modo de bifurcacién se corresponde con un comportamiento diferente del
material a ambos lados de S. Esta pérdida de continuidad en la respuesta constitutiva se
debe a que, por ejemplo, el material en {2~ no permanece en régimen de carga inelastica,
de hecho se asume que descarga en forma eléstica (o carga neutra). La bifurcacion dis-
continua se caracteriza entonces mediante una desigualdad de la forma C+ # Cp-, en
consecuencia puede escribirse:

[6] =00+ — 6o =Co+ : (59— + [[5]]) —Cp- : -
=Co+: (- + (BON)Y™) — Co- : éq- (2.33)
donde ademés Cy,- = C¥,_, siendo C¥F,_ el tensor constitutivo elastico valuado en x € 2.

Introduciendo en la condicion de equilibrio de tracciones B.2§ se tiene:

(nCQ+7’L),6+7’L(CQ+—C(37)€Q—:O
Qo+ -B+n-[C]:én- =0 (2.34)

y luego:

B=-Qu - {n-[C]:én} (2.35)

para lo cual se ha definido [C] = Cg+ — C- como el salto de cada componente del
tensor constitutivo a ambos lados de la discontinuidad.

Las condiciones necesarias para la aparicion un modo de bifurcacion discontinuo han
sido extensamente investigadas en los ultimos anos, véase por ejemplo los trabajos publi-
cados de Rice & Rudnicki 1980 [RR8(] y Ottosen & Runesson 1991 [DRI]], entre otros. A
partir de estos estudios se extraen conclusiones importantes. Tal vez la mas trascendente
es que el modo continuo puede considerarse como una situacion limite (y de hecho la méas
desfavorable) de bifurcacion discontinua. En vista de este resultado la bifurcacion en régi-
men de carga pléstica-carga plastica ocurre antes que la situacion carga plastica-descarga
elastica, luego la singularidad del tensor Q(n) (ecuacion R.39), también conocida como
condicién de localizacion o criterio de localizacion de Rice, seréd finalmente la condiciéon
critica a verificar para detectar bifurcaciones en la respuesta material.

Como referencia a futuro, a continuaciéon se introducen las ecuaciones béasicas de los
modelos constitutivos que se utilizaran en los capitulos mas avanzados: (i) plasticidad Jo
estandar, (i) dano escalar isotropo y (i) una version particular de la ley de dano tal que
la degradacion se produce sélo bajo tensiones de traccion. Luego se presenta la estrategia
numérica que utilizamos en este trabajo para el correspondiente estudio de localizacion
de deformaciones formulada en el contexto clasico del analisis de Bifurcacion Material.
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2.4. Modelo de plasticidad Ja 29

2.4. Modelo de plasticidad J;

En esta seccion, se resumen las ecuaciones que conforman el modelo constitutivo
isotropo de plasticidad de Von Mises (.J2) independiente de la velocidad de deformacion
y con especial énfasis en su formato asociativo, véase Simo & Hughes [SH9g|, Runesson
[Run9y|. Los fundamentos fisicos, conceptuales y termodinamicos del presente modelo

pueden consultarse en la bibliografia clasica [Hil50, Lub90, LCI0] donde se trata el tema
en mayor profundidad.

2.4.1. Ecuaciones basicas

En primera instancia, se asume como es comun en el contexto de pequenas deforma-
ciones, la descomposicion aditiva del tensor de deformaciones totales:

e(x,t) =e(x,t) + el(x,t) (2.36)

el cual estd compuesto por una parte elastica ¢ (reversible) y una pléstica e” (no re-
versible).

La respuesta elastica del modelo puede obtenerse a partir de la definiciéon de un po-
tencial de densidad de energia libre 1), también conocido como potencial de Helmholtz:

Y(x, e ) = Y (x,e%) + YP(a) = %(E6 :C°:ef) + % aHao (2.37)

donde ¢ representa la componente reversible de la energia total expresada como una
funcién cuadratica de las deformaciones elasticasf] y 17 aquella fraccion irreversible de-
pendiente de variables internas «, definidas para el modelo.

El tensor de tensiones puede considerarse como una variable termodindmicamente
conjugada a la deformacion elastica a través del potencial ¢, con lo cual queda establecida
una relacion constitutiva (y su forma incremental) valida durante el régimen elastico del
material:

_ 9
-~ Oec

o =C°:e°=C°: (e —€P) (2.38)
oc=C°: (¢ —er) (2.39)

donde C* representa el tensor eléstico isétropo de cuarto orden:

Ce =A@ T+ 2ul (2.40)

definido en términos de las constantes de Lamé, A y pu, del tensor identidad de segundo
orden I = §;; (e; ® e;) y del tensor identidad simétrico de cuarto orden I = % [0k 01 +
dudik] (e;®e;@e,®e;). Notese que 0;; simboliza el operador de Kronecker tal que: 6;; = 1
sii =7, 0; =0sii# j. Como se deduce de R.40, C* es definido positivo y presenta
simetria mayor y menor.

6Esta forma cuadrética del potencial ¢, el cual puede entenderse como la energia de deformacién
almacenada en el seno del material, responde al contexto teérico de los modelos Hipereldsticos.
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30 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

Para el caso del modelo isétropo en estudio, la funciéon escalar de fluencia ¢, formulada
en el espacio de tensiones, se expresa como funciéon del propio estado tensional o y de
una Unica variable interna escalar tipo tension ¢:

¢(0,q) = Jo(o) = (0 —¢) <0 (2.41)

siendo J, = /3 (S : S) una medida del tensor desviador de tensiones S (= dev(o)) y o,

la tension umbral de fluencia del material que restringe el espacio admisible de variaciéon
de ¢ de acuerdo a:

q € (—o0,0,] (2.42)

La introduccién de variables internas en el modelo implica la necesidad de regular
su evoluciéon conforme algtn criterio especifico dependiente del tipo de material. En este
sentido se plantea:

Gg=—H(a)& — Ley de endurecimiento/ablandamiento (2.43)
el =yM — Regla de flujo (2.44)
& =N (2.45)

teniendo en cuenta las siguientes definiciones: v es el multiplicador plastico que define
la magnitud de €” y M es un tensor gobernando su direccién de evolucion, a simboliza
una variable interna tipo deformacion que representa la deformacion plastica equivalente
acumulada, N > 0 es simplemente un factor de proporcionalidad entre & y =, por ultimo
H(a) es el modulo de endurecimiento/ablandamiento del material.

En el caso particular de plasticidad asociativa que nos ocupa, M y N pueden escribirse
de la forma:

M(o,q) = W = \/gﬁ (2.46)

N(o,q) = 9¢(e,q) =1 (2.47)
dq

La ecuacion B.4§ indica que la direccion de evolucion de la deformacion pléastica €P es
normal a la superficie de fluencia en el espacio de tensiones.

La particularidad esencial que caracteriza el proceso disipativo de flujo plastico es
la irreversibilidad del mismo. Esta nocion se traduce a nivel matematico mediante las
condiciones de carga y descarga. De esta manera, y para que el modelo constitutivo quede
completamente definido, se introducen a continuacién las condiciones complementarias y
la restriccion de consistencia o persistencia plastica:

Po,q) <0 5 >0 ; ~¢(o,9)=0 (2.48)
vé(o,q) =0 (249)
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2.5. Modelo de dano escalar 31

En el caso de carga pléstica, el valor numérico del multiplicador v > 0 puede obtenerse
a partir de la ecuacion de consistencia .49 (¢ = 0):
B M:C°: ¢
- M :C¢:M+NHN

ol (2.50)

2.4.2. Tensor Constitutivo Incremental

Sustituyendo P.50 en la relacion elastica incremental P.39] teniendo en cuenta ademas la
definicion de regla de flujo R.44), se obtiene la expresion del tensor elasto-pléastico tangente
C* de la forma:

oc=C°: (e — &P
. C° - MM:C* .
=(C°— D€
M :Ce: M+NHN

(2.51)

donde:

C° MM :C°
Ccr—C - = (2.52)
M:C¢:M+NHN
Para el caso de descarga elastica o carga neutra (y = 0), la ley constitutiva incremental
se expresa directamente como:

c=C°:¢€ (2.53)

Luego, considerando entonces las dos posibilidades mencionadas, puede escribirse una
relaciéon incremental general del tipo:

ce si yv= 0 (descarga elastica o carga neutra)

oc=C:¢ ; C:{ (2.54)

C?? si y> 0 (carga plastica)

2.5. Modelo de dano escalar

Se introducen a continuacion las ecuaciones basicas que definen la ley de dano con-
tinuo utilizada en este trabajo. La misma pertenece a una familia de modelos simples de
degradacion isotropa como el presentado por Simo et al. [SJ87] y Oliver et al. [OCOL].
Aspectos fisicos y termodinamicos de estos modelos pueden consultarse en Lemaitre &

Chaboche [LCI7].

2.5.1. Ecuaciones basicas

La degradacion elastica isotropa puede formularse mediante la introduccion de una
tnica variable escalar, también denominada variable de dano d € [0, 1] [Kac8§|. En este
contexto, d = 0 implica que las propiedades elasticas no han sufrido degradacion alguna
(material indemne), mientras que d = 1 caracteriza la pérdida completa de integridad
material.
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32 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

Una opcién posible para definir la funcién densidad de energia libre de Helmholtz,
contemplando la posibilidad de degradacion isétropa, es la siguiente:

L CAD)

1 ‘
bl@ed)=(1-d) ;(:C:e) ; delo] (2.55)

donde )¢ representa la energia de deformacion elastica almacenada en el material no
degradado.

La variable de dano puede a su vez definirse en términos de una variable interna tipo
deformacion 7:

dir)y=1- @ (2.56)

siendo ¢ una variable tipo tension termodindmicamente conjugada a r. Se asume que antes
de la aplicacion de las cargas el material esta intacto, es decir no degradado, cumpliéndose
necesariamente d = 0. Luego, segtin la definicion previa (R.56]), los valores iniciales de
To = T|t=0) ¥ ¢0 = q|pu=0) deben ser coincidentes. Considérese ademas que dicho valor
inicial es una propiedad intrinseca del material:

g = 2L
0 \/E

dependiente de la tension tltima uniaxial o, y el modulo de elasticidad longitudinal F.
La expresion permite derivar una relacion tension deformacion (y su variante
incremental) de la forma:

(2.57)

Ty =

o= g—f —(1—d(r)C°:e (2.58)
6=1—d(r)C:é—d(r)C°:¢ (2.59)

Otra alternativa para escribir la relacion constitutiva P.58 es introduciendo el concepto
de tension efectiva o

c=(1-do ; #=C°:¢ (2.60)

donde se advierte que la variable de dano d, relaciona el estado tensional real del solido
o con un estado de tension ficticio asociado al material no degradado & .

La ley de evolucion para la variable interna tipo deformacion r simplemente puede
plantearse:

=y (2.61)

con r € [rg,00) y donde 7y representa, en este contexto, el multiplicador o parametro de
consistencia de dano.
La funcion criterio de degradacion ¢(o, q) se plantea de la forma:

Qb(o', Q> =To — (¢ <0 (262)
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2.5. Modelo de dano escalar 33

donde 7, representa cierta medida del tensor de tensiones (7o > 0 A 7, = 0 < o = 0),
que, en nuestro caso particular, se define en términos de una métrica asociada al tensor
de elasticidad inverso:

To = |o]|lge-1 = Vo :C' i o (2.63)

notando ademés que:

fo=(1—d) [Tl =(1-d)VE:C o=(1—d) s (2.64)
(1—d)ellcc=(1—d)Ve:Core=(1—d)r (2.65)

En otras palabras, este modelo permite establecer un criterio de degradacion que puede
formularse indistintamente en el espacio de tensiones o deformaciones [BJ87:

0,9) =Te —q<0 & o¢e,r)=7—7<0 (2.66)

La evolucion de la variable interna tipo tension ¢(r), desde su valor inicial o = ro =
%, queda regulada mediante la ley:

g=H(r)r 5 q€l0,q] (2.67)
siendo H(r) el moédulo de endurecimiento/ablandamiento del continuo, que representa la
pendiente de la curva en coordenadas r — ¢(r), es decir, H(r) = q(r) = dg—(:).

En este sentido, definimos dos familias de leyes de ablandamiento por deformacion que
se utilizaran a lo largo de esta tesis (véase figura P.3):

q(r) q(r)

4 4 4
H,<0
H

o =H,=cte<0

H, <0

(1)

(@) (b)

Figura 2.3: Leyes de ablandamiento para el modelo de dano escalar representadas en el
espacio de variables internas (r - ¢): (a) Lineal. (b) Exponencial.

d
H(r) = qu(r) = H, = cte <0  — Ley de ablandamiento lineal (2.68)
r
d Ho(r=rg)
H(r) = Zl(:) —Hye © <0 — Ley de ablandamiento exponencial — (2.69)

donde Hy = H|,—,.
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34 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

Para completar la formulaciéon del modelo es necesario introducir las restricciones
unilaterales compatibles con las relaciones de carga-descarga:

Po.q) <0 5 ¥=>0 ;3 7¢(o,q9) =0 (2.70)
garantizando la condicién de consistencia o persistencia de dano:

Yo(o,q) =0 (2.71)
Una de las caracteristicas mas interesantes de esta formulacion es que la ley de evolu-
cion de r, ecuacion P.61|, puede integrarse en forma cerrada. Considérese para ello el caso
de carga ineléstica, es decir 77 = v > 0. Luego, por las condiciones complementarias (R.70])
se debe satisfacer ¢ = 0y de acuerdo a P.6{ se tiene r = 7. = Ve : C¢ : €. Ademas dado
el caracter irreversible del proceso, véase ecuaciones y BT, r crece en magnitud
durante carga ineléstica y no cambia en régimen elastico o de descarga. De esta forma es
posible escribir:

r =71l = max{ro, 7e(x)} (2.72)
X€10,t]

la cual representa una forma cerrada para evaluar r en términos de las propiedades del
material (o,, E) y del estado de deformacion actual € a través de la norma ||e||ce = ..

Si se considera ademas que la regla de ablandamiento es conocida, luego todas las
ecuaciones del modelo pueden evaluarse.

2.5.2. Tensor Constitutivo Incremental

n este apartado, se pretende encontrar la expresion de un operador constitutivo
En est tado, tend trar 1 d d titut
tangente C' tal que la relacion tension deformacion (en tasas) pueda expresarse como:

c=(1—-d(r)C:e—d(r)C°:e=C:¢€ (2.73)
En el caso de descarga elastica (o carga neutra), no hay evolucién de la variable de
dano, con lo cual d = 0, obteniéndose en consecuencia:

&= (1—d(r)Ce:é (2.74)

C=(1-dr))cCe (2.75)
Cuando se activan los mecanismos disipativos, las variables internas del modelo evolu-

cionan (7 = v > 0 = d # 0) y, como se demostré en la seccién previa, esto implica
r = T, luego podemos escribir:

. 0 ol C:e . ©

r=T.=—Ve:C° e = ———=€=—

ot Ve:Ce:e Te

Teniendo en cuenta la definicion de la variable de dano en términos de 7 y ¢(r),
ecuacion .50, es facil demostrar que:

i-? [1 ) @} o [qmr - q(rw] _ lqm - HW] ;e

€ (2.76)
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Reemplazando B.76) y P71 en B.73 y operando algebraicamente se tiene:

7q—H@w}a:éfiﬁ

d:u—d@»cvé—{“ Cee

= {(1 —d(r)) C*¢ — [Ml E@E} L€ (2.78)

r3

r2 Te

de donde deducimos que el tensor constitutivo incremental para dafio y en régimen de
carga inelastica viene dado por:

r3

C?=(1—d(r))Cc — [—qm — Hlr) T] FRT (2.79)

La expresion general del operador tangente, considerando los dos comportamientos
mecanicos posibles, puede formularse de la siguiente manera:

1-d)C° si = 0 (descarga elastica o carga neutra
é; C:{( ) ! (descarg i ! (250)

C? si v> 0 (carga inelastica)

2.6. Modelo de dano sb6lo traccidon

Muchos materiales de importancia tecnolégica, tales como hormigones y morteros
cementicios en general, tienen un comportamiento bien diferenciado ante esfuerzos de
compresion o traccion. Se introduce ahora una ley fenomenolégica de dano continuo,
basado en el modelo descrito anteriormente, donde la evolucién de mecanismos disipativos
(7 > 0) se permite solo para tensiones de traccion [OCOI]. Esto se logra definiendo la
contraparte positiva o® del tensor de tensiones mediante una simple modificacién en la
descomposicion espectral del mismo:

o% = Z (0:) Pi @ Dy (2.81)

=1

en donde o; y p; representan los valores propios y autovectores del tensor o respectiva-
mente. El simbolo (e) es conocido como operador de Macaulay:

(o) = W (2.82)

Podemos entonces definir una funcién de dano alternativa de la forma:
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36 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

$(0®.q)" =72 —q<0
Voo . C o —q<0
—(1-dVe®:C 5 —q<0
—VE®.Cc e —r<0
— 1%y <0 (2.83)

Notese, una vez mas, que el criterio de degradacion puede formularse en tensiones
totales o efectivas. Razonando de igual forma que en los apartados anteriores, en régimen
inelastico de carga se debe verificar r = 72, ademés considerando que C* ' : & = € es
posible escribir:

or® 5o
Tz%?z%:ézj—@:é (2.84)

Observacion 2 para deducir la ecuacion previa se toma en cuenta que < (g) es una
funcion homogénea de grado uno (esto implica que x&a®(€) = a%(x€); Vx > 0) con lo
cual, sequn el teorema de FEuler, se puede expresar:
oo
()
— 2.85
e (2.85)

Reemplazando y en la forma incremental obtenemos:

) =¢:

o(r) — H(r) r] Calt &

Ts

= {(1 —d(r)) C*® — {M] 7Y ® E} D€ (2.86)

r3

d:(l—d(r))Cezé—{

72

luego el operador tangente para el modelo de dano sélo traccion y para d # 0 se define
mediante:

r)—H(r)r

C? = (1—d(r))C° — [q( } ey (2.87)

r3
Como antes, la situacion general considerando carga ineléstica o descarga elastica se
expresa como sigue:

(1-d)C® si 7= 0 (descarga elastica o carga neutra) (2.88)

c=C:¢; C= P ‘ .
C? si v> 0 (carga ineléstica)

Observacion 3 a diferencia del modelo de plasticidad Jo y de la ley de dano escalar
1sotropa de las secciones y 2.3 respectivamente, en este caso particular el tensor con-
stitutivo tangente resulta no simétrico.
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2.7. Analisis de bifurcaciéon discontinua 37

2.7. Andalisis de bifurcacion discontinua

El estudio de bifurcacion discontinua (seccion P.3)) busca las restricciones en el estado
local de tension compatibles con la presencia de saltos en el campo (tasa) de deformaciones,
resultando una estrategia rigurosa para detectar el inicio y direccion de propagacion de
discontinuidades en el solido. En el contexto de los modelos discretos cohesivos, este
analisis puede considerarse como un criterio viable para introducir en forma consistente
una cinematica con modos mejorados de deformacion. Seguidamente, particularizamos el
problema para los modelos constitutivos presentados en las secciones P.4-2.4.

A partir de la ecuaciéon se habia establecido que una condicién necesaria para
la aparicion de bifurcacion en un punto material x € 2\S, muy proximo a S, es la
singularidad del tensor de localizacion @, considerado como una funcion del vector unitario
n normal a la superficie de discontinuidad y el moédulo de ablandamiento H:

det(Q(n, H)) = det(n - Cops(H) - 1) =0 (2.89)

Observacion 4 ndtese que el planteo se realiza sin especificar en que parte del dominio
\S se formulan las ecuaciones (27 6 27 ). La situacion critica corresponde al caso
carga inelastica-carga inelastica a ambos lados de S, luego se tiene: Co+ = Co- = Cops,
véase seccion B.3.

Para operar sobre 2.89, consideremos una expresion generalizada del operador consti-
tutivo incremental, como por ejemplo:

1
Cos(H)=9C°———PQ®R 2.90
() 0 (290
que, como es sencillo de demostrar, incluye las leyes materiales de plasticidad y dano
discutidas si se definen en forma adecuada los pardmetros escalares ¥ y £(H) y los tensores

P y R, véase la parte superior del cuadro R.1].
En vista de la ecuacion .90 el tensor Q puede escribirse:

Q(naH):nCQ\Sn

. 1
=dn-C -n—@n-(P(X)R)ﬂn

S B,
=9Q" — gy (e T) (2.91)

en donde se han definido los vectores p,, = n- P, r,, = R-n y Q° como el tensor
de localizacion elastico. Dado que Q¢ es simétrico e invertible, la expresion P.91] puede
reformularse de una manera més conveniente:

Q=9Q [I—&(H) " (pn- Q) @y (2.92)

Aplicando el operador determinante a e igualando a cero, llegamos a la siguiente
condicion:
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38 Capitulo 2. Localizacién de deformaciones

det(Q) = 9™ det(Q°) det(T— E(H) ' pn-Q° @7y) =0 (2.93)

>0 >0

La tnica posibilidad para que se satisfaga es que:

det@M—EH) ' pr-Q°  @7p)=1—E6H) 'pp-Q° -7 =0 (2.94)

donde debe notarse que por propiedad de la funcion det(e) se tiene: det(I — a ® b) =
l—a-b; VaAbeR"™ Deducimos entonces que el coeficiente £(H) debe ser igual a:

EH)=pn-Q° Tn (2.95)

permitiéndonos obtener una expresion analitica de la funcién H (n), representando los
valores admisibles del médulo de ablandamiento H que hacen singular el tensor de local-
izacion Q:

= para plasticidad:

EH)=M:C°: M+ H (véase cuadro 2])) (2.96)
Hn)=pn-Q°  1n—M:C°: M (2.97)
= para dano:
3 ) q
E(H) = I (véase cuadro R.1)) (2.98)
2
Hn)=1{1- i (2.99)

r Dy - Qe_l “Tn
2.7.1. Moédulo de ablandamiento critico y angulo de bifurcaciéon

Asumamos que H(n) (ver ecuaciones 297 6 2-99) representa el conjunto de todas las
posibles magnitudes del moédulo de ablandamiento que satisfacen la singularidad de Q o
equivalentemente la nulidad de la expresion P.94], para direcciones unitarias 7o normales a
S. El problema que se plantea entonces es encontrar un valor particular de H (), denom-
inado He" | definido como el maximo de H () respecto a variaciones en su argumento 7.
De esta forma se asegura que para H > H el material permanece en régimen estable (sin
bifurcacion). En consecuencia, el modulo critico de ablandamiento por deformacion para
un instante dado ¢ € [0,7] y un punto arbitrario & surge de un proceso de maximizacion,
que matematicamente se plantea de la forma:

H " — méx{H(n)} sujetoa [nl =1 (2.100)
HeJg
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2.7. Analisis de bifurcaciéon discontinua 39

siendo 7 el conjunto de valores admisibles para H(7):

J = {H(n) € R; H(n) satisface la ecuacion P97 6 99 A ||n| = 1} (2.101)

La orientacioén de la trayectoria de discontinuidad n ¥, compatible con H%, viene
dada por la expresion:

ncnt = argHﬁuzl {méX{ﬁ(ﬁ)}} (2102)
HeJg

es decir: n" = n tal que Ifl('fz) = H y ||n|| =1

Definiciéon 4 el instante de tiempo en el cual se verifica por primera vez la condicion H =
He para un punto material arbitrario x, se denomina tiempo de bifurcacion tg € [0,T)].
A partir de dicho instante, el campo tasa de deformaciones puede resultar discontinuo en
x; matemdticamente: [€](a,1>t5) 7 0.

En la descripcion del fendomeno de falla mediante la aproximacion por discontinuidades
fuertes embebidas que se postula en esta tesis, el hecho de evaluar las condiciones de bifur-
cacion material representa un ingrediente clave de la formulaciéon dado que, como se vera
en el capitulo B, al verificarse la condicién ¢ > ¢ se incorpora una cinematica con saltos
en desplazamientos y, por ende, el modelo constitutivo debe regularizarse de tal manera
que el estado tensional resulte acotado aun para medidas singulares de deformacion. Por
este motivo debemos ser capaces de resolver correctamente R.100.

Este problema de maximizacion con restricciones (B-I00) fue extensamente estudiado
en los ultimos anos y puede ser resuelto por distintos procedimientos clasicos [WS87].
En Ottosen & Runesson [DRI]], por ejemplo, se proponen soluciones analiticas para 3D
utilizando multiplicadores de Lagrange. En Ortiz et al. [OLN87], se postula una estrategia
numérica de maximizacion local. No obstante, en problemas grandes, y especialmente en
casos 3D, estos métodos pueden resultar costosos desde el punto de vista computacional.

Por tal motivo, adoptamos una forma alternativa equivalente de soluciéon basada en una
interpretacion grafica de las condiciones de bifurcacion material. Esta estrategia representa
una generalizacion del trabajo de William [Wil0(], permitiendo la obtencién de férmulas
cerradas y simples de evaluar para una amplia gama de modelos constitutivos, véase
[OHO4]. Nos limitamos aqui a reescribir las expresiones finales que se obtienen tras aplicar
dicho procedimiento, sin pretender el desarrollo del mismo. Para mayor detalle en cuanto
a sus fundamentos teoricos se recomienda consultar [OHO04] y [[Cha03|. Como se vera
maéas adelante estos resultados son de utilidad para el planteamiento de los algoritmos de
trazado de discontinuidades en el modelo discretizado por elementos finitos.

En este contexto de anélisis, la direccion critica n puede evaluarse en términos del
angulo 0 de la forma:

n" = cos (") X, + sin (0“") X3 (2.103)

Definicién 5 entendemos por dngulo critico de bifurcacion 0% a aquel que forma la
normal n con la primer direccion principal X, de X, véase cuadro [2.1.

En el cuadro siguiente, se resumen las expresiones que permiten determinar H< y
0" para los modelos constitutivos en estudio.
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Plasticidad J,

| Dano estandar | Dano sélo tracciéon

9 1 (1-4d)
3
£(H) M:C°:M+H {q’"m}
P Ce: M v [
R M : C¢ o
X signo(C¢: M)\/C¢: M - M : C¢ | signo(a)Vo - | signo(@®)Ve® &
X; {X1 > X5 > X3}
autovalores de X
X, {X1; Xo; X3}
~——_— ———
autovectores de X
Hcrit Zcrit + % (Xl +X2 +X3)2* (]_ - d) Z:if“
—Hr(X?+ X2+ X3)
Zerit HTV[(l—V) (X1 +X3)2— (11_+dl)/E [(1_V) (X1+X3)2_
-2 X, X3] -2 X, X3]
2(perit _Xs=[v/(A=n)] Xy
tan?(6°t) 0= — X

Cuadro 2.1: Expresiones analiticas cerradas para determinar el moédulo de ablandamiento
critico (H“™) y el angulo de bifurcacion (") en los modelos de plasticidad y daro
utilizados.
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Capitulo 3

Aproximaciéon por discontinuidades
fuertes del continuo

Es un hecho bien aceptado que la falla en materiales se describe como la acumulacion
gradual de procesos disipativos en zonas localizadas los cuales pueden, eventualmente,
generar mecanismos macroscopicos observables en forma de superficies de discontinuidad
en el medio [BP9§|. Dependiendo del contexto, esta interfaz recibe diversos nombres:
fisuras, fracturas, bandas de corte o de deslizamiento. Teniendo en cuenta tal evidencia
fisica, la formulacion de modelos que consideren discontinuidades en el campo de despla-
zamiento parece una elecciéon natural.

Por otro lado, y desde el punto de vista de la mecénica de medios continuos locales,
se ha visto que el fenémeno de localizacion se asocia con la existencia de una regién en
donde el campo tasa de deformaciones se torna discontinuo (discontinuidad débil). De-
bido a la ausencia de una longitud interna caracteristica, y como caso limite, la banda
de localizacion colapsa en una superficie originando un salto en desplazamientos. Nueva-
mente, aproximaciones que introduzcan discontinuidades fuertes surgen como adecuadas
para representar este fenémeno singular.

3.1. Introduccion

En el trabajo de Simo et al. [SOA93] se mostr6 que bajo ciertas circunstancias, un
modelo discreto cohesivo puede interpretarse como la situacién limite de un modelo con-
tinuo, al considerar la localizacion de deformaciones mediante la incorporacion de dis-
continuidades fuertes. En ese tltimo caso, para que las ecuaciones de gobierno conserven
consistencia fisica y matematica, el inverso del moédulo de ablandamiento debe consi-
derarse en un sentido distribucional. Una consecuencia de esta aproximacion es que la
disipaciéon mecanica, que en los modelos clésicos de continuo es proporcional al volumen,
no es nula aun cuando se desarrolla en una zona de medida nula (superficie de falla).
El proceso disipativo que tiene lugar en la interfaz puede caracterizarse en términos de
propiedades del material, como por ejemplo la energia de fractura G.

Siguiendo tal filosofia, en Oliver [DIi00| se demostré ademas que, en régimen de dis-
continuidad fuerte, la ecuacion constitutiva del continuo (tension-deformacion) origina,
natural y consistentemente, una ley discreta (traccion-salto) proyectada en la interfaz.
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42 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

Estas ideas marcaron un enfoque alternativo y viable para resolver el problema de falla,
postulando que es posible obtener una ecuaciéon que gobierne la evolucion en la zona de
progreso de fractura combinando una cinemética singular con un modelo constitutivo del
continuo. De esta forma se evita tener que seleccionar una ley cohesiva independiente del
material no degradado, y por ende algo arbitraria si se quiere, para controlar la apertura
de la discontinuidad.

La metodologia descrita anteriormente representa el modelo conceptual que hemos
adoptado en parte importante de la presente disertacion, y se la denomina Aproximacion
por Discontinuidades Fuertes del Continuo (Continuum Strong Discontinuity Approach
CSDA), dado que puede formularse integramente en formato clasico de medios continuos,
tanto desde el punto de vista de la descripciéon cinemética como del comportamiento
constitutivo material.

El objetivo que se busca en este apartado es discutir los aspectos mas importantes
en los que se basa la CSDA. No se pretende un desarrollo meticuloso de cada tépico
particular, sino simplemente disponer de un fundamento conceptual para la correcta in-
terpretacion de los resultados finales. De otra forma la redaccion del capitulo se extenderia
innecesariamente en detalles que ya son bien conocidos y aceptados en el contexto de la
mecanica de falla, y que ademas pueden consultarse en las referencias propuestas.

El contenido del capitulo se organiza como sigue: en la seccién B.9 se discute el modelo
conceptual de CSDA (cinematica, ecuaciones de gobierno y regularizacion constitutiva),
enfatizando las principales diferencias con los esquemas discretos clasicos. Aspectos pun-
tuales de implementacion se tratan en la seccion B.3, donde se presenta ademés una
interpretacion del modelo numérico. Finalmente en el apartado B.4] investigamos las res-
tricciones que se deben satisfacer tras incorporar una descripcion cinemética basada en
modos mejorados de deformacion en el formato clasico de modelos constitutivos del con-
tinuo. Dicho estudio se denomina analisis de discontinuidad fuerte, y esta especialmente
direccionado a leyes de dano escalar.

3.2. Modelo conceptual de la CSDA

La idea basica subyacente en el modelo conceptual de la CSDA postula que en to-
do punto x del solido en estudio, incluyendo aquellos ubicados sobre una superficie S
en la cual se verifican discontinuidades en desplazamientos, es posible medir variables
cinematicas y establecer el comportamiento constitutivo en términos de una ley de tipo
tension-deformacion clésica. Para dar formalismo a esta vision particular del problema
se requiere la incorporacion de ciertas hipotesis e ingredientes basicos, a saber: (i) adop-
cion de la mecanica de medios continuos como contexto teorico de base, (ii) descripcion
cinematica consistente con la presencia discontinuidades fuertes, dotada ademas de una
generalizacion para contemplar magnitudes singulares en el campo de deformaciones, (7ii)
re-definicion del médulo de ablandamiento como una funcién generalizada, ésta es precisa-
mente la regularizacion a nivel constitutivo introducida en la formulacién y que garantiza
magnitudes acotadas de tension en S (os) aun para medidas singulares de deformacion,
manteniendo de esa forma la buena postura matematica del problema. En esta seccion
detallamos estos topicos distintivos de la formulacion.
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3.2. Modelo conceptual de la CSDA 43

3.2.1. Descripcién cinematica con discontinuidades fuertes

La CSDA hace uso de una cinemética discontinua con saltos en desplazamientos defini-
da en el formato estandar de medios continuos, considerando que el tensor de deforma-
ciones (infinitesimal) se computa como el gradiente simétrico generalizado (en el sentido
de derivada generalizada) del campo de desplazamientos. Esto implica que el espacio
admisible de las deformaciones debe incorporar funciones de distribucion.

Figura 3.1: Definicién del problema mecénico exhibiendo discontinuidades fuertes.

Considérese para ello un problema mecéanico (cuasi estatico), el cual puede describirse
utilizando la siguiente nomenclatura (ver figura B.): {2 es la (ya definida) configuracion
de referencia, S C {2 es una superficie material (superficie de discontinuidad) con normal
n a través de la cual pueden presentarse saltos en el campo de velocidades [u] (para ser
consistentes con la nomenclatura introducida en el capitulo f| denotamos [u] = 3), I"es la
frontera de {2 que se divide en dos conjuntos I, v I', donde se prescriben las condiciones
de contorno esenciales y naturales tal que: I,Ul, =1y I',NI, = ©, siendo v el vector
unitario (exterior) normal a I'. Ademés se definen los subdominios 27 y 27 como las
regiones de 2\S apuntadas por los versores n y —n respectivamente.

Las ecuaciones (en tasas) consistentes con una cineméatica discontinua en desplaza-
mientos, a través de la linea material S, pueden plantearse como sigue, véase también

figura B.2:

w(x,t) = u(x,t) + Hs(x) Bz, t) (3.1)
ti disconti
é(z,t) = (Vu)¥™ = (Vi)™ + Hs(VB)™" +s(B@n)™" (3.2)
& r;;ular Es: S;r:gular

donde Hs(x) y ds(zx) son las funciones escalon y Delta de Dirac colocadas en S respecti-
vamente, tal que:

0 Vxc 2

VI A VHs(x) =ds(x)n (3.3)

H3<33) = {
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44 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

ademas los campos tasa de desplazamiento regular w(x, t) v salto B(z, t):

w2 x[0,T] — Rdm (3.4)
B: 02 x [0, T] — R dm

se asumen continuos (al menos funciones del tipo C°) sobre {2, en consecuencia €, en la
ecuacion B.2, a lo sumo puede presentar discontinuidades acotadas. Por otro lado, una vez
activa la discontinuidad fuerte, la componente no acotada de la deformacion (e5) adquiere
un caracter distribucional (singular).

ulx, ttAt)

Figura 3.2: Descripcion cinematica compatible con discontinuidades en el campo de des-
plazamientos al tiempo ¢t + At. Configuracion inicial y final.

3.2.2. Ecuaciones de gobierno

La forma fuerte del problema de valores de contorno (en tasas) para modelos cohesivos
con saltos en desplazamientos, y en el contexto de la CSDA, puede formularse como sigue:

V-6+pb=0 Ve € \S (ecuacion de equilibrio) (3.6)
uw=1u" Ve € I,  (condicion de contorno cinemética) (3.7)
oc-v=t" Ve € I,  (condicion de contorno mecanica) (3.8)
oc=REr) Vrel (relacion constitutiva) (3.9)

e = (Vu)™¥" Vxe (compatibilidad cinematica) (3.10)

oo+ m=0g--n Yer — S (continuidad externa de tracciones) (3.11)
T=6s5n=06psn YVreS (continuidad interna de tracciones) (3.12)

donde el vector b representa un campo de fuerzas por unidad de masa, p es la densidad
material, i simboliza alguna ley constitutiva que define el estado tensional & en funcién
del campo tasa de deformaciéon € y variables internas . Considérese ademéas a 7 como
el vector de tracciones en la interfaz, es decir: T = Ts = T|(zes). Recordamos que
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3.2. Modelo conceptual de la CSDA 45

(®)o+, (8)o- v (®)ms, son magnitudes evaluadas en 2%, 27 y 2\S respectivamente,
infinitamente préximas a S.

A partir del conjunto de ecuaciones B.6HB.13, se extraen algunas observaciones impor-
tantes:

» la expresion de equilibrio estandar (B.6]) esta formulada solo en el dominio regular

(\S del material.

» el equilibrio a través de S, regulado por la ecuaciéon B.11], se conoce también como
restriccion de continuidad externa de tracciones.

= como caracteristica principal de la aproximaciéon por discontinuidades fuertes uti-
lizada, debe destacarse que tanto la funcion constitutiva (&, 7) (formula B.9) como
la ecuacion de compatibilidad cinematica (B-I0), son validas en todo el dominio de
anélisis (2, incluyendo por ende la superficie de discontinuidad S.

= el hecho de adoptar un modelo cohesivo implica la existencia de fuerzas de interaccion
en la interfaz. Surge la necesidad entonces de formular una ecuacion que asegure el
equilibrio entre las tracciones en la discontinuidad y su entorno, ver expresion B.13.
Esta restriccion de equilibrio se la reconoce con el nombre de ecuacion de continuidad
interna de tracciones. A diferencia de los modelos discretos clésicos, la CSDA asume
ademas que que tales fuerzas cohesivas se evaltian a partir de ogs.

La ecuacion B.19 es de especial importancia en la formulacion del modelo en estudio.
La misma asegura el caracter acotado del tensor (tasa) de tension en la superficie de
fallo (6s), pudiéndose deducir luego las condiciones matemaéticas que hacen compatible
un modelo constitutivo de continuo con la inclusion de discontinuidades fuertes. Para
demostrar que ogs es acotado se sigue el siguiente razonamiento. En primer lugar debe
notarse que, como la tasa de deformacion en el dominio regular & = En\s es acotada,
véase ecuacion B.7, el modelo constitutivo B.9 necesariamente retornara tensiones oo\ s
acotadas. Segin B2, el vector tasa de traccion en la discontinuidad 7 también debe ser
acotado. Utilizando el concepto de descomposicion espectral, os puede plantearse:

i=3
Gs=> 0si(pi®p;) (3.13)
i=1

donde ¢g; son los autovalores de os y p; los correspondientes vectores propios. A partir

de y se tiene ademas:

s m=T =065 n=20bs1(p1-n)P1+ s2(P2-n) Py + Gs3(P3 - M) Py (3.14)
A’—/

acotado

La direccion de falla n es dependiente del modelo constitutivo utilizado. La ecuacion
3.14] sin embargo es vélida para cualquier ley material ya que representa una condiciéon
de equilibrio entre puntos ubicados en & y su proximidad. El analisis ha plantearse en-
tonces como si n fuese arbitrario (p; - n # 0). Luego, para que B.14] conserve consistencia
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46 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

matemaética, cada valor propio ds; debe permanecer acotado, asi como &g, en vista de
B.13.

Por extension directa o s y las variables internas como tension valuadas en S (¢s, gs),
conservan este caracter regular.

3.2.3. Regularizaciéon del modelo constitutivo

Se ha demostrado que, por condiciones de equilibrio, todas las magnitudes de tipo
tension necesariamente deben ser acotadas. El problema se focaliza ahora en establecer
una adecuada regularizacion del modelo constitutivo para satisfacer esta tiltima condicion
y que al mismo tiempo resulte compatible con la descripcion cinemética (B.1-B.9), admi-
tiendo deformaciones singulares en la discontinuidad. Considérese para ello una ecuaciéon
general de evolucion para las variables internas de un modelo arbitrario, como por ejemplo:

gs = H(r)is Vxz €S (3.15)

donde ¢ y r representan magnitudes de tipo tension y deformacion respectivamente, siendo
H el moédulo de ablandamiento material. La ecuacién B.I7 caracteriza una gran variedad
de leyes constitutivas, entre éstas los tres modelos discutidos en el capitulo P], ver secciones
P.4DP.6. En un estado de carga inelastica, podemos pensar que tales variables internas se
evaluan de la forma:

s ~ ||les|| — regular (3.16)
rs = ||€s|| — singular (segun B.2) (3.17)

Luego, para que B.I§ conserve consistencia matemética, el moédulo de ablandamiento
H debe poseer una estructura particular, tal que 1/H resulte una funcion generalizada
sobre S, es decir:

H(r) = (3.18)
=5 H (3.19)

donde H < 0 (acotado) es el denominado mddulo de ablandamiento discreto o intrinseco, el
cual puede considerarse como una propiedad material (H = f(FE,o,,G)). La estimacién
de este nuevo pardmetro se fundamenta en garantizar que la energia disipada durante el
proceso de degradacion y falla (Gf) sea aquella correspondiente al material en estudio
Qi)

A manera de resumen, en el cuadro B.] se esquematiza el modelo conceptual de CSDA
presentado en esta seccidon. Se incluye ademés un diagrama similar correspondiente a un
modelo cohesivo discreto clasico (cuadro B.2), con el fin de enfatizar las diferencias.
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3.2. Modelo conceptual de la CSDA 47

Hipétesis 1:
Mecanica del Continuo estandar como marco teérico subyacente
para todo el dominio de analisis {2, incluyendo la interfaz de discontinuidad S.

Hipétesis 2:
Adopcién de una cinematica con discontinuidades fuertes:

w(x,t) = u(x,t) + Hs(z) Bx, 1)
—_——  N— —

continuo discontinuo

sym

E(x,t) = (V)™ = (V)™ + Hs (VB)™" +ds(B @ n)

&: regular €s: singular

Descripcion de la ecuacion de equilibrio en S:
Condicion de continuidad de tracciones en la interfaz S planteada en términos del
tensor de tensiones valuado en S (6s):

T= 65 n= oo\s ‘M = 0s debe ser una magnitud acotada
~~ ~——

d’|(m65) acotada

Consecuencia 1:
Regularizacion Constitutiva:

Para que &s = R(g,€5,7) sea una aplicacién que retorne tensiones &g regulares,
es necesario reinterpretar el médulo de ablandamiento en el siguiente sentido distribucional:

regular singular
= =
gs =H 7rs
—— ——
~|osll ~|lesll
15
H=03'H

Consecuencia 2:
Ley discreta inducida:

El analisis de admisibilidad del estado de tension-deformacion en S
y el de un punto vecino en 2\S, determina una ley discreta proyectada de tipo:

T=6s-n=23(80d

compatible con el comportamiento constitutivo del continuo.
(ver anélisis de discontinuidad, mas adelante, seccion B.4.9)

Cuadro 3.1: Modelo conceptual de la Aproximacion mediante Discontinuidades Fuertes

del Continuo (CSDA).
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48 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

Hipétesis 1:
Mecénica del Continuo estandar como marco teérico subyacente
so6lo para el dominio regular de andlisis £2\S.

Hipétesis 2:
Adopcién de una cinematica con discontinuidades fuertes:

a(x,t) = u(x,t) + Hs(x) B(x, t)

continuo discontinuo
é(x,t) = (V)™ = (Vi)™ + Hs(VB)™" + ds(B@n)™"
&: regular €5: no se considera

Descripciéon de la ecuacion de equilibrio en S:
Condicion de continuidad de tracciones en la interfaz S planteada de la forma:

T=6psn

Consecuencia 1:

Para evaluar el vector de traccién en S (7'), se debe adicionar una ecuacién cohesiva
discreta del tipo: 7 = R(3, ), independiente del comportamiento constitutivo
del continuo.

Cuadro 3.2: Modelo conceptual de la Aproximacion mediante un Modelo Discreto Cohe-
sivo Estandar.
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3.3. Aspectos de implementacién de la CSDA 49

A partir de lo expuesto, surgen algunos comentarios relevantes:

s la CSDA utiliza el contexto formal de la mecanica del continuo, para la descripcion
cinematica y constitutiva en todo el dominio de analisis {2, incluido S.

= la ecuacion de continuidad de tracciones se plantea en forma diferenciada. En un
modelo cohesivo estandar la fuerza en la interfaz surge de una ley constitutiva adi-
cional del tipo T = ¥ (B, 7), mientras que en la CSDA dicha ley discreta se proyecta
naturalmente sobre § al verificarse un régimen de discontinuidad fuerte y a partir del
modelo continuo (ver seccién B.4.9), con lo cual las fuerzas de interaccion cohesivas
en S derivan de un campo tensional os.

= en ambos modelos la disipacion de energia en la interfaz de discontinuidad resulta
una magnitud objetiva con respecto a la direccionalidad y tamano de los elementos.

= en la CSDA se introduce el concepto de reqularizacion constitutiva. Esto conlleva a
una reinterpretacion del moédulo de ablandamiento en un sentido distribucional. De
esta forma se garantiza la compatibilidad entre el modelo continuo y la cinematica
singular.

3.3. Aspectos de implementacion de la CSDA

3.3.1. Cinemaética regularizada

La aparicion de términos singulares en la cinemaética discutida en la seccion B.2.1],
puede adaptarse convenientemente para que su tratamiento algoritmico resulte posible.
En este sentido se incorpora a la formulacion un factor de penalidad h(t) [DCM97], el
cual permite definir una version regularizada de la distribuciéon Delta en términos de la
funcion de colocacion ps(x):

1 VeeSh

3.20
0 Vae 2\S" (3.20)

1 .
ds(x) ~ }1112% 0} ps(x) ; siendo pis () = {

donde 8" O S representa una banda en la cual pueden originarse discontinuidades en el
campo de deformaciones (discontinuidad débil), de espesor aparente h(t), limitada por las
curvas ST y 8~ proximas a S (ver figura B.3).

Teniendo en cuenta (B.20), las expresiones (B.11B.2) pueden ahora rescribirse de la

siguiente forma:

u(x,t) = u(x,t) + Hs(x) Bz, t) (3.21)
—— N——
continuo discontinuo
. SN\ Sym 1 . sym
é(w,t) = (Va)™ + Hs(VB)™ +M5m(5 ®@n)™ (3.22)
& r;grular S g -

€s: singular si h—0

Observacion 5 para h(t) — 0 las ecuaciones colapsan en B.H3.3, recuperdn-
dose la cinemdtica estandar singular de discontinuidades fuertes.
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50 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

Figura 3.3: Descripcion de la cinematica de discontinuidades fuertes regularizada.

3.3.2. Interpretaciéon de la cinematica suavizada

La cinematica descrita por las ecuaciones (B.21}B.22), regularizada mediante el para-
metro de penalidad h(t) # 0, incorpora en la formulacion el concepto de una aparente
discontinuidad débil (|OIi9§, OCM99]). El salto 3 puede interpretarse entonces como la
diferencia entre en el campo (tasa) de desplazamiento entre STy S~ (figura B.J). En estas
circunstancias la velocidad de deformacion €(x, t) es discontinua pero permanece acotada.

Notese que, si bien numéricamente asumimos que h(t) puede ser no nulo, este coefi-
ciente se introduce solo a efectos algoritmicos y no se refiere a una longitud caracteristica
introducida en el modelo conceptual de la CSDA. En rigor, no existe espesor de banda de
localizacion, ya que la misma se modela mediante la introduccion de una interfaz de falla
S, por tal motivo la utilizacion del término aparente discontinuidad débil. Esta aproxi-
macion es licita siempre y cuando h resulte suficientemente pequenio comparado con las
dimensiones globales de la estructura (S" despreciable frente a £2), lo cual generalmente
se satisface.

En este contexto, el modelo numérico propuesto permite introducir una interpretacion
algoritmica del mecanismo completo de generacion de fisuras en un medio inicialmente
continuo. Para ello analizamos la evolucion temporal del estado de tensiéon en un punto
material P (figura B-4-(e)). Una primera etapa (fase I) corresponde, como es usual, a un
comportamiento elastico valido en el intervalo ¢t < ty, definiendo ¢ty como el tiempo en
el cual se sobrepasa el limite elastico material (ver también figura B4(a)). A medida
que progresa el estado de carga, se desarrollan procesos inelésticos irreversibles (dafio,
plasticidad) pero estables desde el punto de vista constitutivo (fase II en la figura B-4-
(e), ty < t < tp), con lo cual las variables cineméticas atn conservan su suavidad;
esta situacion se corresponde también con la figura B.4-(b). Inmediatamente superado el
instante de bifurcacion (tp < t) el campo (tasa) de deformacion se torna discontinuo,
luego la cinemaética alternativa propuesta en la ecuacion B.29 con h(t) # 0 A B # 0,
resulta adecuada para representar el inicio de una (pseudo) discontinuidad débil en la
historia de respuesta (fase III y figura B.4-(c)). Conforme avanza el estado de solicitacion,
h(t) decrece gobernada por alguna ley de evolucion como lo muestra la figura B-4-(f), hasta
alcanzar un valor nulo (por razones computacionales un valor muy pequeno h = k — 0)
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3.3. Aspectos de implementacién de la CSDA 51

al alcanzar el tiempo tgp caracterizando el inicio de una cinemaética de discontinuidades

fuertes (fase IV, figura B.4-(d)).

t<t, F L<t<ty

(a) F (b) F

o - tp,<t F
\V4 \V4
|
A B c
L P
T o
Zona proceso de fractura
Py 4 Py |
(© F (d) F
°lri, 1 v h
B
Y hy -} B
SD
SD
K Y
S(t) ty tsp t
(e ®

A: régimen inelastico irreversible estable
B: régimen de bifurcacion discontinua (discontinuidad débil), h >0
C: régimen de discontinuidad fuerte, h=1x — 0

Figura 3.4: Mecanismo de fallo inducido por la cinemética de discontinuidades fuertes
regularizada: (a)-(d) Proceso de formacion de fractura. (e) Curva tension deformacion del
punto P. (f) Variacion del factor de penalidad h(t) en funciéon del tiempo.

Observacion 6 adviértase que la cinemdtica enriquecida se incorpora al tiempo tg (bi-
furcacion material) con un factor h # 0 para imponer una discontinuidad acotada en el
campo de deformaciones. Luego el mecanismo de transicion del pardmetro de penalidad se
torna un ingrediente importante para poder alcanzar el régimen de discontinuidad fuerte
en forma consistente, dado que generalmente tg < tgp.
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52 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

3.4. Analisis de discontinuidad fuerte

Denominamos Andlisis de Discontinuidad Fuerte al estudio de las condiciones que
hacen compatible la introduccién de una cinematica con discontinuidades en el campo de
desplazamientos (8 # 0) en un modelo constitutivo de continuo (o vs. €). Para cada ley
material, estas expresiones de consistencia son diferentes.

3.4.1. Condicién de discontinuidad fuerte en dano

En este apartado investigamos las restricciones que se inducen en la relaciéon tension-
deformacion cuando la ley de dafio continuo discutida en la seccion B (y resumida por
practicidad en el cuadro B.3), se particulariza para un punto ubicado sobre la superficie
de interfaz S cuya cinematica contiene modos singulares de deformacion, véase Oliver

Densidad de energia libre

W) a2 tope:e)  (323)

(1-d)(e:C°:¢)=

DO =
N —

90(57 T) =
Relacion tension-deformacion

o= 20 a0 e (1 gy

. C° = M@+ 2, (3.24)

dy r
T=C°:¢ (3.25)
o= (1—-d(r)Ce:é—d(r)(C:e) (3.26)
Criterio de degradaciéon
¢(0,q) =T —q=<0 (3.27)
Te=yVo:(C¢)t:o=(1-d(r) Vo:C": 7 (3.28)

Ley de endurecimiento/ablandamiento

=5 i 1r0="rli=0 = Tu (3.29)

VE

g=H(r)r ;3 qo=4gl=0o=r0 (3.30)
Condiciones complementarias de carga-descarga

Ho,q) <0 3 >0 ; ~9¢(o,9) =0 (3.31)

Cuadro 3.3: Ecuaciones béasicas del modelo de dano escalar.
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3.4. Analisis de discontinuidad fuerte 53

De acuerdo a la relacion elastica B.24), para un punto & € S es posible escribir:

es= = C o (3.32)
ds
~—

1/(1—d)

Si se considera y la cinemaética (regularizada) B.29, surge entonces una ecuacion
de consistencia que se traduce en la siguiente igualdad:

» 1
Sce' o=+ (Bon)¥ VYreS (3.33)
qs h

Premultiplicando por h ambos miembros en B.33, y asumiendo que se desarrolla un
régimen de discontinuidad fuerte (h — 0, t > tgp), se tiene:

1 -1
s - e ' . _ 17 —= s sym __ sym
}lllil(l) hrs s ce 0'3} ;lg%he—i_;llli%(ﬂ@n) (Ben) (3.34)
N~~~ acotado \\6_/
acotado =

Dado que os y gs deben ser términos acotados, para que la expresién B.39 tenga
sentido cuando 3 # 0, se ha de verificar:

lllir%hrg #0 VB#0 (3.35)

Recordando que rs = ves : C¢ : €5 (seccion R.3), luego resulta:

}llﬁr(l)hr‘g:}llfi)r(l)h\/[g—l—%(,@@n)sym} :Ce {g—l—%(ﬁ@n)sym
_ /B G B-oa (336

donde A@ simboliza una variable interna discreta (acotada), cuya regla de evolucion es:

a=hrs Vt>tg (3.37)
0y = Qlp=y =0 (3.38)

Segin la ecuacion B.34, la igualdad B.34 se rescribe convenientemente:

Ao,
2o ias = (Bon)™ Yo €S, t>tsp, h— 0 (3.39)
4s
Ag
q_a el = (Bon)vm VeeS,t>tsp, h—0 (3.40)
S
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54 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

donde e = C*"' : o = (1 — d) € es la deformacion efectiva.

El sistema B.39 (6 B.40) se interpreta conceptualmente como una restriccion que debe
satisfacer el campo tensional os (0 bien el de deformaciones efectivas sgf ) para que el
modelo continuo resulte compatible con una descripcién cinematica caracterizada por la
presencia de saltos en desplazamientos, y por este motivo se lo conoce con el nombre de
Ecuaciones de Discontinuidad Fuerte. El instante en el cual se verifica dicha condicion se
denomina tgp.

Observacion 7 en este estado de avance, podemos remarcar un punto importante. Notese
que, sequn la redefinicion del modulo de ablandamiento H = 551 H y la incorporacion (solo
por cuestiones numéricas) de la secuencia reqularizada és = limy,_ %, se puede escribir:

H =1lim h H (3.41)
h—0

Reemplazando B.41 en la ley de evolucion para las variables internas, ecuacion .30,
y considerando la igualdad [3.30, llegamos a formular:

Gs = lim his H=H A& (3.42)
h—0 N——
reqular

A@ : regular

Este hecho le da consistencia a la version algoritmica del modelo de CSDA[], en el
sentido que la magnitud ¢s nuevamente resulta acotada.

3.4.2. Modelo constitutivo discreto (traccién-salto) inducido

Estamos interesados en descubrir la estructura que posee la relacion constitutiva de
continuo, una vez activos los modos discontinuos en un punto material sobre la superficie
de falla, [OIi00, OHO04]. El estado tensional s compatible con este mecanismo cinemético
singular se obtiene de considerar el caso limite cuando i — 0. En vista de B.39 se puede
plantear:

o5 = X—Sa C: (B®n)vm (3.43)
y por lo tanto:
T=n- 05
= X—San-C’e S (BRn)m
:%(n.ce.n)ﬁ
= % Q- (3.44)

'La consistencia del modelo conceptual de CSDA se ha demostrado en la seccién
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3.4. Analisis de discontinuidad fuerte 55

Por simplicidad, introducimos una nueva magnitud w € (—oo, 1], denominada variable
discreta de dano, w = 1 — 4y la expresion se escribe:

T=(1-w)Q° B (3.45)

Adviértase que la ecuacion B.49 representa una ley constitutiva discreta relacionando
el vector salto de desplazamientos con la fuerza cohesiva en la interfaz (7 = X(8,w)).
También debe notarse que 8 # 0 induce necesariamente un valor no nulo y acotado de
7T, dado que: (i) gs y A@ como ya se menciond, son magnitudes regulares y no nulas
para t > tgp, (ii) el tensor de localizacion elastico Q€ es, por definicion, no singular y en
consecuencia Q° - 3 # 0, a menos que 3 = 0.

En funcion de v B.44, 1a norma de tensiones dada por la ecuacién B.25, se expresa

ahora mediante:

Ty=Vos:C o5 ; VreS

- {[%rw@n)sym .Cr w@n)wm}

G B-NT QT (3.40)

1/2

con lo cual el criterio de dano puede rescribirse en la interfaz S:

¢s(T,qs) =711 —qs <0 (3.47)

Finalmente, al considerar B.37), definimos el parametro de consistencia de dano 7s:

S

(3.48)

> o

haciendo posible formular las condiciones de carga-descarga en su version discreta:

¢s(T,qs) <0 ; 720 ; 7F¢s(T,qs) =0 (3.49)

En sintesis, se ha demostrado que el modelo de dafio continuo (cuadro B.3) induce
consistentemente sobre la discontinuidad, y en régimen de discontinuidad fuerte, uno de
tipo discreto cohesivo, ver cuadro B.4.
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56 Capitulo 3. Aproximacién por discontinuidades fuertes del continuo

Relacion traccidon-salto

T=L Qg B=(1-w)Q° B (3.50)
Ao

Criterio de degradacion discreto

¢s(T,qs) =71 — as (3.51)
T=VT (@) T (3.52)

Ley de endurecimiento/ablandamiento discreta
G=7% ; @y=2a|i—, =0 (3.53)
Gs=Ha ; o= 4li=t, (3.54)

Condiciones complementarias de carga-descarga, en formato discreto

¢s(T,qs) <0 5 720 ; 7¢s(T,qs)=0 (3.55)

Cuadro 3.4: Ecuaciones bésicas del modelo de dano proyectado sobre la interfaz S.
Al momento de la implementacion numérica surgen dos opciones posibles:

» una implementacion continua de B-50-B.5] (o vs. €). Este es el procedimiento que
sigue la aproximacion Continua de Discontinuidades Fuertes (CSDA) [DHPCOZ.
La ley discreta cohesiva se impone implicitamente a medida que el factor de pena-
lidad h decrece (h — 0, h — k ~ 0 para propositos de simulacion) y las medidas
de deformacion se tornan singulares. En consecuencia, no es necesario deducir el
modelo proyectado, el cual dependiendo del caso pudiera resultar dificil de obtener.
Simplemente basta con utilizar la ley constitutiva de continuo que gobierna el com-
portamiento del material estable, ya que la misma degenera en forma natural a una
de tipo traccion-salto (7 vs. B) sobre S. El tinico requerimiento es el uso de una cine-
matica suavizada adecuada, como por ejemplo la descrita en B.21}.22] e introducir
el concepto de regularizacion del modulo de ablandamiento (H = limy, o h H)

» una implementacién discreta, basada en la sustituciéon del modelo (T vs.
(), o bien otro independiente (con ello nos referimos a que no necesariamente sea
inducido por el modelo continuo), en el término os de la ecuacion de continuidad
interna de tracciones B.13. Esta es la metodologia seguida por la aproximacion Dis-
creta Clasica de Discontinuidades Fuertes.

Observacion 8 el correspondiente andlisis de discontinuidad fuerte en el contexto de
modelos constitutivos de plasticidad se trata en el capitulo [g.
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Capitulo 4

Elementos con enriquecimiento nodal y
elemental para fractura fragil.

A continuacion presentamos aspectos relacionados con la formulaciéon e implementacion
computacional de elementos finitos con discontinuidades fuertes embebidas para la simu-
lacion de fractura en materiales cuasi-fragiles, utilizando para ello la aproximaciéon por
discontinuidades fuertes del continuo (CSDA) y los modelos de darnio escalar discutidos
anteriormente. Este estudio se direcciona principalmente a realizar un analisis critico
comparativo sobre dos tecnologias de elementos finitos, que segiin nuestro conocimiento,
representan las herramientas numéricas mas eficaces en la actualidad para capturar el

fenémeno de falla, véase también [OHY, FOHS0F|.

4.1. Motivacion

Desde hace ya varios anos, los elementos finitos con discontinuidades embebidas han
ganado un creciente interés en la comunidad cientifica, particularmente en el contexto
del modelado de falla material, debido a la capacidad especifica que poseen, a diferencia
de los elementos estandar, para capturar la cinemética asociada con la existencia de dis-
continuidades fuertes. Esencialmente estas tecnologias consisten en enriquecer los modos
continuos de desplazamiento de las formulaciones clasicas aportando modos adicionales
discontinuos, ideados para modelar en forma realista singularidades fisicamente observa-
bles a nivel macroscopico tales como fracturas, fisuras, bandas de deslizamiento, etc. Este
enriquecimiento se logra incorporando nuevos grados de libertad al modelo numérico. La
trayectoria de discontinuidad se introduce en el interior de los elementos independien-
temente del tamano y orientaciéon de los mismos. Luego, las conocidas limitaciones en
aquellas estrategias formuladas con elementos estdndar para el modelado de fallo, como
ser la dependencia esptirea con respecto a la direccionalidad y densidad de discretizacion,
pueden eliminarse en forma eficiente. Otro aspecto favorable es que el refinamiento de
malla ya no representa un aspecto estrictamente necesario para capturar tales discon-
tinuidades, con lo cual el modelo discreto puede generarse con un tamano caracteristico
de elemento relativamente grande. El uso de esta metodologia, juntamente con algunos
ingredientes adicionales, permite actualmente la simulaciéon de problemas que involucran
la propagacion de multiples fisuras en solidos tridimensionales, en un ordenador personal
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58 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

y a un costo computacional razonable.

Teniendo en cuenta la técnica de enriquecimiento utilizada, pueden distinguirse dos
familias de elementos en funcion del soporte que poseen los modos mejorados discontinuos
en desplazamientos, definiendo de esta forma el caracter local o global de los grados de
libertad adicionales:

» Enriquecimiento elemental |DnG90, ATT03, AGI4, [GHIY, GHO3, Jir00, MMO03|, MMO04],
[OTi6H, [0H04, BROJ, SS0]]: el soporte de cada modo incompatible es un tnico ele-
mento finito, ver figura [l.T}(a). Tradicionalmente, esta metodologia numeérica se ha
enmarcado en los llamados métodos de deformaciones mejoradas EAS (Enhanced
Assumed Strain) [SRI(|. En especial, dentro de esta categoria, adoptamos una ver-
sion simétrica y cineméticamente 6ptima de la formulacion (KOS [Jir00]). Con el
objeto de identificar esta clase particular de modelo, en el resto del presente trabajo
se utilizara la denominacion E-FEM (Embedded Finite Element Method).

» Enriquecimiento nodal [BCXZ03, BMUPO01, MP03, MSMT00, Bim04, fWS0T]: el
soporte de cada modo discontinuo es aquel dado por la funcién de forma nodal, es
decir aquellos elementos en el entorno de un nodo especifico, véase figura [L.1-(b). La
mayoria de estas formulaciones han sido desarrolladas en el contexto de los métodos
de particion de la unidad, y bajo la sigla X-FEM (eXtended Finite Element Method)

nodos +

e grado de libertad enriquecido

soporte del modo de deformacion mejorado

(a) (b)

Figura 4.1: Enriquecimiento nodal y elemental. Soporte de los modos discontinuos: (a)
Formulacion E-FEM. (b) Formulacion X-FEM.

Si bien en la literatura especializada existe una gran cantidad de trabajos que presen-
tan validaciones y el desempeno numérico individual de cada formulacion respectivamente,
pensamos que un estudio serio y riguroso sobre estas familias de elementos, ideado para
medir la performance relativa, es un topico que todavia no se ha tratado en profundi-
dad. So6lo pueden encontrarse algunas nociones, algo especulativas si se quiere, acerca de
aspectos comparativos entre estos modelos basdndose en la experiencia particular de ca-
da autor; sin embargo, aspectos cuantitativos tales como errores relativos, velocidad de

58



4.2. Formulacién del problema 59

convergencia con refinamiento de malla y costo computacional, son caracteristicas fun-
damentales de los elementos y que no estan suficientemente claras en la actualidad. Este
es precisamente el objetivo bésico de este capitulo: estimar la performance relativa de
ambos tipos de enriquecimientos en términos de aquellos items que pueden ser cuantifi-
cados a través de ejemplos numéricos y simulaciones, cubriendo un amplio espectro de
situaciones, a saber: casos bidimensionales y tridimensionales, propagacién de una sola o
multiples fisuras en el medio.

Para realizar esta comparacion tan objetiva como sea posible, se ha intentado la imple-
mentacion mas eficiente para cada caso en el mismo codigo de elementos finitos. En este
sentido, se utiliza un nuevo y robusto algoritmo denominado esquema implicito-explicito
[OHBLO0], [OHPT04H, DHP7044| para integrar en el tiempo el modelo constitutivo. En
esta novedosa estrategia la matriz de rigidez asociada a la aproximaciéon de primer orden
del problema resulta definida positiva y constante (por paso de tiempo) aun en presen-
cia de ablandamiento por deformaciéon. La convergencia del problema no lineal se logra
siempre en una sola iteracién por paso de tiempo, en consecuencia, el proceso de avance
temporal es completamente robusto garantizando la misma cantidad de iteraciones para
cada implementacion, si imponemos idéntico niimero de intervalos de tiempo, con lo cual
las medidas de costo computacional son absolutamente representativas.

El analisis se plantea en términos de un conjunto de ejemplos numéricos. Los respec-
tivos resultados se obtienen utilizando igual tipologia de elementos (tridngulos o tetrae-
dros lineales) y la misma estructura de datos: malla de elementos finitos, propiedades
del material, parametros del algoritmo de avance temporal, nimero de pasos de tiempo,
procedimiento de linealizacion, etc. Finalmente, a partir de este estudio, trazamos cur-
vas representativas de respuesta que permiten estimar medidas de error y precision como
asi también cuadros comparativos del costo computacional insumido por cada estrategia
numeérica.

La estructura general del capitulo es la siguiente: en la seccion se presentan los fun-
damentos tedricos de la cineméatica con modos embebidos mediante enriquecimiento nodal
(X-FEM) y elemental (E-FEM), en la seccion [.d brindamos detalles especificos asociados
al contexto de comparaciéon en términos del modelo constitutivo y aspectos relevantes de
implementacion computacional. Seguidamente, apartado [I.4, los resultados cuantitativos
obtenidos utilizando ambas tecnologias, se comparan en funcién de la precisiéon, conver-
gencia, tasa de convergencia y costo de la simulacion, para un niimero representativo de
casos de interés. Por tltimo, en la seccion [LJ presentamos algunos comentarios que se
extraen de los temas discutidos en este capitulo.

4.2. Formulacion del problema

Consideremos un problema tipico de falla material en mecanica de solidos exhibiendo
discontinuidades en forma de fisuras o fracturas en el dominio espacial {2, ver figura .3,
el cual como se vio en el capitulo fJ, puede describirse mediante la cinematica siguiente
para un instante arbitrario ¢ € [0, 7] de la historia de carga:

1 Vet

u(z) = u(x) + Hs(x) B(x); Hs(x) = 0 Vo e O

(4.1)

29



60 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

donde u(x) y B(x) representan la componente regular y el salto del campo de desplaza-
miento total u(x), respectivamente.

u(T(x),0) u

e(l'(x),H)
+0 | §5(Bp@n)™™

Figura 4.2: Descripciéon cinemética de discontinuidades fuertes.

Para el caso de geometria lineal e introduciendo el espacio de funciones generalizadas,
el campo de deformaciones compatible viene dado por:

e(x) = (Vu)™" = (Vu(x))" + Hs(x) (VB(x))¥" + s [n @ B(x)]*™ (4.2)

siendo n un vector unitario y normal a § y ds la funcién de distribucién de Dirac. Para
el dominio discretizado 2", las ecuaciones variacionales de gobierno, en forma estandar y
en ausencia de fuerzas de cuerpo (por simplicidad), se expresan:

/Q(th)sym cody = w' -t dn, ; Yw' eV (4.3)

I's

donde I, es la frontera con tracciones impuestas t* y V2 es el espacio admisible para las
variaciones en desplazamiento w”, el cual debe ser definido en forma adecuada. Tanto
el campo de desplazamiento (ecuacion [IL]), como el espacio de aproximacién V!, vienen
representados de manera diferente dependiendo del tipo de enriquecimiento por discon-
tinuidades fuertes propuesto (nodal o elemental).

4.2.1. Enriquecimiento de tipo X-FEM

En este caso los espacios funcionales para el desplazamiento discontinuo u” y su per-
turbacion admisible w” se definen mediante:

Yh (X—FEM) _ {uh( R Uz + Hs Ni(x )ﬁl)} (4.4)

=1
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4.2. Formulacién del problema 61

Vb X-FEM) _ {wh(m) " () = "Z"d" (Ni(a) W, + Hs Ni(x) 58;)

=1

6Bi|r, =0 A wy|p, = 0} (4.5)

en términos de las funciones de forma estandar de elementos finitos N; (para nuestro es-
tudio asumimos polinomios lineales), el vector de desplazamiento regular w; en el nodo
(1) y el vector de saltos nodales 3;. Consideramos ademas que u* son desplazamientos
impuestos sobre I, ¥ N,od0 €8 la cantidad total de nodos en la malla. El campo de defor-
macion cinematicamente consistente se escribe entonces como:

Nnodo
(@) = (Vu")" = Y [(VN; @)™ + Hs (VN; ® B;)™"+
i=1

+0s (n @ N; 3;)*™] (4.6)

Observacién 9 ndtese que ambas componentes del campo u” satisfacen la siquiente condi-

cion: (N;(x) ;) C H(léﬁfim) y (Ni(z) B;) C H(lrg:f;lim), siendo H(lf%hm) el espacio de fun-

ctones con deriwadas primeras cuadrado integrables de dimension ndim, en consecuencia
la discontinuidad se introduce debido a la presencia de la funcion escalon Hs actuando

solo sobre el dominio 2%, ver ecuacion [[.1 y figura [[-3.

Si tomamos variaciones respecto a los parametros independientes (w;, 3;) en la expre-
sion .3, se llega al siguiente conjunto de ecuaciones de equilibrio:

U(VNi-a) dQ—/ (Nit*)dpa] w; =0 Vw; i=1,..,Nnede ()
° v (4.7)
|:/ (HSVNl . 0') d() + /(Nz gs - n) d5‘| . (Sﬁl =0 V(S,@l, 7 = 1, <oy Mnodo (b)
(9] S

donde recordamos que os - = 7 puede interpretarse como una tracciéon cohesiva ac-
tuando sobre la superficie de discontinuidad y, por ende, la ecuacion [L.7(b) representa
un equilibrio ponderado en S.

4.2.2. Enriquecimiento de tipo E-FEM

Para esta metodologia, el campo de desplazamiento discreto w”, y su variaciéon com-
patible w", se interpolan utilizando los espacios de aproximacién dados a continuacién:

v L) @) = Y N@w s Y Mo )
i=1 e=1
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62 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

Nnodo Nelem
1 Za {wh(:c) |w"(@) = Y Ni(@)w; + > M§38°; wilr, = 0} (4.9)
e=1

i=1

siendo 7em €l nimero de elementos de la discretizacion y M%(x) la denominada funcion

salto unitario [[OHS0J], cuyo soporte es un dominio arbitrario {2, que incluye a S (S C
2,):
MG(x) = Hs(x) — ¢°(x) (4.10)

y donde ¢¢(x) representa una funcion continua en {2 que satisface:

(@) = {o Vo € (2\02,) N 2~

1 Vo e (2\2,)N 2+ (4.11)

Observacion 10 tipicamente en el contexto del MEF, {2, estard formado por el conjunto
de elementos finitos atravesados por la interfaz de discontinuidad S.

En particular, si adoptamos la siguiente definicién para la funcion ¢¢(x):

MNnodo+

() = Z Ni () (4.12)

M5 queda definida en forma compacta asociada a un tnico elemento 2¢ (de alli el
supraindice e) luego, el modo enriquecido (M 3°) posee soporte local quedando de-
sacoplado del resto de los modos discontinuos activos, con lo cual es factible realizar
una condensacion estatica del mismo a nivel elemental. En se considera ademés que
Nnodot Tepresenta la cantidad de nodos del elemento en estudio ubicados sobre la porcion
del dominio 2F.

Las funciones Hs (), Ol ¥ MG (x), para el caso particular de elementos triangulares
e interpolacion lineal, pueden observarse en la figura [L.3.

El tensor de deformacion se expresa ahora mediante:

e'(x) = (Vu)v™m = HZM(VM- ® ;)Y —
=1
_ Z [(Vg&e ® ﬂe)sym o 68 (’I’L ® ﬂe>sym} (4.13)

e=1

Observacion 11 en vista de [[.§ se establece que: (N;(x)u;) C Hgéf;hm) y B¢ C Lén(%;n))

donde L;"(%Z;) es el espacio de funciones cuadrado integrables de dimension ndim.

)

Observacion 12 en la formulacion E-FEM y para una aprozimacion lineal por tramos
del desplazamiento reqular @, a partir de [[.13 se deduce que el tensor de deformaciones,
una vez activa la cinemdtica singular, es el mismo a ambos lados de la discontinuidad
(€q- = €q+ ). Por el contrario, en el modelo X-FEM, éste es distinto (€g- # €q+) debido
al término Hs (VN; @ 3;)%™ en [[-4.
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4.2. Formulacién del problema 63

i St o\ | |
(b) /
k k
e Hs(x) AN
Q S Q N e
\\ i \\ MS (X)
N N
BYION
i S nQe+ 1 i ]\SC n\\l \\\
J J
(©) (d)

Figura 4.3: Interpolaciéon del campo de desplazamientos para la formulacion E-FFEM. Caso
particular de tridngulo con interpolacion lineal: (a) Grados de libertad del elemento. (b)
Funcion ¢¢(x). (c) Funcion escalon Hg(x). (d) Funcion salto unitario Mg(x).
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64 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

Al igual que en el caso previo, tomando variaciones con respecto a los parametros
linealmente independientes que gobiernan el modelo (w;, 3¢), obtenemos las ecuaciones
equilibrio que definen una formulacion E-FEM cinemdticamente consistente (variacional-

mente consistente) [Jir00, LRO93):

U(vzvi-a)dg—/ (Nl-t*)dpa} w; =0 Y, i=1,.., N (a)
“ - (4.14)

[/ (Vgoe-a)dg—i-/ (Ug'n)d5:| 0B =0 YoB.; e=1,...ncem (b)

El problema se focaliza entonces en resolver [.7 y .14 de manera eficiente y evaluar
la performance relativa de cada implementacion. Este es el objetivo que nos planteamos
en adelante.

4.3. Escenario de comparacion

Para realizar una estudio comparativo riguroso entre las dos descripciones cineméticas
discutidas, se debe definir un escenario comun y consistente que quedaré definido en
términos del modelo constitutivo, los algoritmos numeéricos utilizados y la implementacion
de los elementos finitos. Estos aspectos se describen en las secciones siguientes.

4.3.1. Modelo constitutivo: ley cohesiva traccién-salto proyectada

El comportamiento material se idealiza mediante un modelo constitutivo de dano
continuo isétropo, equipado con una ley de evolucién con ablandamiento por deformacion.
En particular, y como es comun en el modelado de fractura fragil, asumimos que la
degradacion se produce solo para tensiones de traccion. En el capitulo B se describi6 una
ley adecuada para representar este fenémeno (alli denominada dano sdlo traccion), y es
la que utilizamos en este analisis.

En la seccion del capitulo previo se demostré ademas que, en el contexto de la
aproximacion por discontinuidades fuertes del continuo (CSDA), el modelo constitutivo
del continuo, tras la activaciéon de la cinematica de discontinuidad fuerte .3, induce
automaticamente una ley discreta cohesiva de tipo traccion-salto (7 vs. 8) en la interfaz S
[O1i0d, OHO04|. Este concepto de proyeccion o degeneracion del modelo continuo a discreto
es independiente de la formulacion a nivel de tipologia de elemento, y por ende se mantiene
para ambos enriquecimientos.

4.3.2. Implementaciéon por elementos finitos

Como tecnologia subyacente de elementos finitos hemos adoptado tridangulos y tetrae-
dros lineales, con ello nos referimos al grado de la funcién polinomial en la interpolacion
del desplazamiento regular w. Dado que uno de los topicos mas relevantes a comparar
es la eficiencia computacional, se ha dedicado mucho esfuerzo en intentar un algoritmo
numérico suficientemente optimizado para ambos modelos mateméticos.
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4.3. Escenario de comparacién 65

En este sentido, los grados de libertad asociados al enriquecimiento de tipo E-FEM
(locales) se condensan en forma estética y a nivel de cada elemento. Para el caso de la
metodologia X-FEM esta estrategia no es posible dado el caracter global de los mismos,
en consecuencia la optimizacion se realiza considerando que los grados de libertad nodales,
responsables de introducir modos enriquecidos de deformacion, se activan exclusivamente
para aquellos nodos pertenecientes a elementos de la malla que estan intersecados por la
superficie de discontinuidad y solo después que se detecta en ellos el criterio de falla (aqui
asumido como el de bifurcacion discontinua t = t5). Ademaés, las ecuaciones adicionales
a incorporar al sistema global, conforme se agregan modos enriquecidos, se enumeran
de forma tal que su impacto sobre la estructura banda de la matriz de rigidez se mini-
mice. El resto de los elementos se computan siguiendo una implementacion clasica sin
enriquecimiento alguno.

Las reglas de integracion utilizadas también merecen un tratamiento distintivo en
cada formulacion, véase figura [[.4l Para tridangulos lineales y enriquecimiento E-FEM se
consideran dos puntos de integracion PGR1 y PGS1, correspondiente al dominio regular
\S°y ala parte singular §¢, respectivamente. Por el contrario el modelo X-FEM requiere
de cuatro puntos de Gauss, dos regulares (PGR1 y PGR2) y dos singulares (PGS1 y
PGS2), cuyos pesos Wpg se muestran en la misma figura.

Para los tetraedros lineales se han adoptado dos puntos de muestreo (uno regular
PGR1 y otro singular PGS1) en el modelo E-FEM, mientras que al menos se hace nece-
sario contar con cinco puntos de integracion para la formulacion X-FEM (dos regulares
y tres singulares). La precision de esta regla de tres puntos en S¢ para los tetraedros X-
FEM, en el caso particular que el dominio singular es un cuadrangulo, se ha comparado
con la regla teéricamente exacta de cuatro puntos, sin encontrar diferencias sustanciales
en los resultados cualitativos y cuantitativos. Por este motivo y apelando a razones de
simplicidad de programaciéon y tiempo de calculo, en este analisis se ha considerado la uti-
lizacion de tres puntos de Gauss para todos los casos independientemente de la topologia
de la superficie de discontinuidad, en la estrategia X-FFEM.

Asi mismo, y con el fin de minimizar el costo computacional extra que introduce el uso
de esquemas de integracion numeérica de alto orden en ambos modelos, estas cuadraturas
especificas se activan solo para los elementos atravesados por la superficie de falla. El
resto de los elementos, es decir aquellos que permanecen en régimen estable material, se
integran de forma usual utilizando un tinico punto de Gauss.

El valor k en la figura .4, tan pequenio como lo permita la precision del ordenador
[OHO4|, es un parametro que se utiliza en la CSDA para regularizar la funcion delta de
Dirac (ds =~ limj,_o % , V& € §), en donde se asume que: h — k ~ 0. Definimos ademas ¢°
y A® como una magnitud de longitud (2D) y area (3D) de la discontinuidad en el interior
del elemento finito, respectivamente.

Teniendo en cuenta el conjunto de especificaciones mencionadas en los parrafos an-
teriores, ambas formas de enriquecimiento, E-FEM y X-FEM, se han implementado en
el mismo coédigo de analisis mecanico no lineal por elementos finitos. En consecuencia,
aquellos ingredientes bésicos del proceso de célculo no asociados especificamente a la des-
cripcion cinemaética, tales como esquemas de avance temporal, algoritmos de trazado de
discontinuidad, métodos de continuacion, solver no-lineal, etc., son comunes para los dos
modelos y no tendran efecto alguno sobre las medidas de performance relativa que se
pretenden cuantificar.
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66 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

E-FEM X-FEM

(2) (b)

Figura 4.4: Definicion de cuadraturas de integracion: (a) Reglas para triangulos y tetrae-
dros lineales correspondientes a la formulacion E-FEM. (b) Reglas para triangulos y tetrae-
dros lineales correspondientes a la formulacion X-FEM.

4.3.3. Propagacion de discontinuidades en el medio

Un aspecto importante en la simulacién numérica de problemas de propagacion de
fisuras mediante discontinuidades fuertes, es la prediccion correcta de la trayectoria de
discontinuidad y por lo tanto la determinacion de los elementos que deben enriquecerse
con modos singulares de deformacion. Para este proposito existen varias estrategias posi-
bles, denominadas metodologias de trazado de discontinuidad ([BMUPO0I], FH04, MMO03,
OHO4]). En este trabajo, se adopta un algoritmo global de trazado de discontinuidad
[OHO04], basado en los ingredientes siguientes:

= el instante de tiempo inicial (tg), donde la cinematica admite discontinuidades, y
el vector normal a la orientacion de propagacion n(x) se determinan mediante un
estudio de bifurcacion discontinua [WS87] (basado en las caracteristicas espectrales
del tensor de localizacion @), en cada punto de integracion. Para tal fin utilizamos
la metodologfa presentada en el capitulo P (seccion R.7.1]), que permite la obtencion
de formulas cerradas para el computo de la direccion critica de bifurcacion 6%
determinando la direccién n(x) para cada paso de tiempo. Una vez que en un ele-
mento finito, el modelo constitutivo pierde el caracter eliptico (¢ > tp), permitiendo
bifurcaciones locales en el campo tasa de deformacion, el versor n(x) se mantiene
fijo para todo el analisis posterior. Debe notarse entonces que el calculo de 6™ tiene
sentido solo hasta que se alcanza la condicion de singularidad de Q (det(Q) = 0,
t= tB)

» para cada paso de tiempo se construye una familia F = {C;} de superficies envol-
ventes al campo vectorial T', ortogonal a n(x). Dado que por hipdtesis se conoce
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en cada punto el vector n normal a la discontinuidad S, es factible asumir tam-
bién la existencia de un nuevo campo vectorial T', denominado vector de direccion
de propagacion, tal que éste satisfaga: T -mn = 0 A ||T|| = 1. Por ejemplo para
un caso 2D, en la figura [L. se observa la familia F compuesta por el conjunto de
curvas C;. Luego, las envolventes a T' representan posibles trayectorias de falla, las
cuales pueden ser descritas en términos de una funcion escalar £(x), si asumimos
que cada C; representa una curva de nivel (&) = cte. Con esta idea en mente se
demuestra que, desde el punto de vista matematico, la discusion previa adquiere un
formato muy similar a la resolucion de un problema escalar de conduccion de calor
estacionario adiabético, siendo () la funcion temperaturaf]. Debido a tal analogia,
esta estrategia se la conoce también como algoritmo pseudo-térmico [OHO04]. Luego
aquellos elementos intersecados por el mismo miembro (la misma curva o superficie
envolvente C;) de la familia F y que satisfacen la condicion de localizacion (t > tp),
se enriquecen con modos discontinuos mediante la incorporacién de la cinematica
g 6 [£.13, de acuerdo al tipo de aproximacion E-FEM 6 X-FEM adoptada. Para
tal fin, téngase en cuenta un algoritmo como el que indica a continuacion:

e determinacion del primer elemento raiz y la primer fisura activa: el primer
elemento que bifurca se lo etiqueta como r; (raiz 1). La isoterma C; evaluada
en el centroide del mismo se considera representativa de la primer trayectoria
probable de falla y por ende todos los elementos que comparten esta curva de
nivel pertenecen a la misma discontinuidad potencial. Denominamos primer
fisura activa a la poligonal &7 C C; compuesta por aquellos segmentos de recta
de C; y que ademas intersecan elementos donde se ha verificado el criterio de
falla, véase figura [L.5-(a).

e identificacién de nuevas superficies de discontinuidad S;: en cada paso de tiem-
po se verifica si algiin nuevo elemento satisface por primera vez la condicion
de bifurcacion. Si asi sucede y el mismo no esté en el camino probable C;
de una fisura activa, razonando de igual forma que en el punto anterior se lo
etiqueta como r; (raiz i) originando una nueva trayectoria de discontinuidad
S; v su correspondiente curva de nivel C;, ver por ejemplo la representacion
esquematica en la figura [.5-(b).

IEste problema pseudo-térmico se resuelve a cada paso de analisis mediante MEF, obteniendo los
valores de temperaturas nodales £(x). En resumen, se tiene un esquema global de tipo mecanico-térmico
desacoplado.
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68 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

F={C}

(@ (b)

I Conjunto de elementos finitos en estado post-bifurcacion, enriquecidos con modos discontinuos.
Conjunto de elementos finitos en estado pre-bifurcacion, en un camino probable de falla, no enriquecidos.
— — — Trayectoria C; envolvente al campo de direccion de propagacion. Probable trayectoria de falla.

Trayectoria S, de fisura consolidada.
[} Nodo con temperatura restringida para mantener invariable S;.

Figura 4.5: Representacion esquematica del algoritmo global de trazado de discontinuidad:
(a) Primer elemento raiz r; y primera fisura activa S;. (b) Desarrollo de una nueva fisura
activa Ss.

Observacion 13 comparando las figuras [[.3-(a) y [L.3-(b) se advierte que la trayectoria
admisible de falla C; puede variar conforme avanza el tiempo, véase en particular la isoter-
ma Cy. No obstante una vez que se consolida la fisura, es decir se satisface algin criterio
especifico de falla, S; permanece invariable en el andlisis.

Consideremos que, mediante el procedimiento descrito anteriormente, hemos detectado
al paso de tiempo actual (¢) que en el elemento en estudio, denominado por comodidad
&;, debe incluirse un modo mejorado de deformaciéon. El problema se focaliza ahora en
disponer de una logica adecuada que nos permita establecer qué nodo 7;, perteneciente a
&;, debe activar sus grados de libertad adicionales de saltos en desplazamientos.

Para la formulacion E-FEM, este procedimiento resulta trivial, debido al soporte in-
terno del enriquecimiento discontinuo a introducir (72; es un nodo interno). En la figura
.6 se puede observar este proceso, conforma avanza el tiempo, en un parche arbitrario
de elementos finitos atravesado por una linea de falla.

En el caso del modelo X-FEM, debemos garantizar la continuidad del campo salto
de desplazamientos 3 entre la interfaz de los elementos, y por tal razén se necesita una
estrategia algo mas elaborada que determine el nodo (7; € &;) a enriquecer. Esta es una
caracteristica fundamental de la aproximaciéon. El hecho de contar con las familias de
curvas (o superficies) probables de discontinuidad (C;), resultado del esquema pseudo-
térmico, facilita en gran medida el planteamiento algoritmico de este problema. La figura
7] muestra, para una porcion de la malla, la secuencia correcta de activacion de nodos a
medida que los elementos en la trayectoria de fisura alcanzan la condiciéon de localizacion.
Alli también se observa el soporte espacial de cada modo adicional y la componente
realmente significativa que aporta enriquecimiento cinematico actuando sobre 27.
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~— Camino probable de fisura: C

Nodo interno enriquecido: #;

=== Fisura consolidada: S BN Soporte del modo enriquecido actual sobre Q
O  Nodo estandar EE  Soporte del modo enriquecido actual sobre o)

Soporte modos enriquecidos previamente

Figura 4.6: Secuencia de activacion de los nodos asociados a los grados de libertad de
saltos en desplazamientos 3 para la formulacion E-FEM.
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—  Camino probable de fisura: C ® Nodo enriquecido: 7;

=== Fisura consolidada: S BN Soporte del modo enriquecido actual sobre Q-
o Nodo estandar (no enriquecido) NI Soporte del modo enriquecido actual sobre Q'
®  Nodo candidato (no enriquecido) Soporte modos enriquecidos previamente

Figura 4.7: Secuencia de activacion de los nodos asociados a los grados de libertad de
saltos en desplazamientos 3 para la formulacion X-FEM.
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4.3.4. Robustez. Esquema de integracién implicito-explicito

La falta de robustez de los esquemas numéricos al simular problemas que involucran
el fenémeno de localizacion de deformaciones, inducido por leyes evolutivas con ablan-
damiento, es un hecho bien conocido y reportado en publicaciones, congresos y seminarios
de mecénica de fractura. Aun cuando el problema de valores de contorno esté bien for-
mulado desde el punto de vista matematico, la pérdida del caracter definido positivo del
operador tangente constitutivo, deteriora progresivamente la matriz de rigidez algoritmi-
ca del modelo a medida que la falla material propaga a través de la malla de elementos
finitos. Como consecuencia directa, se afecta significativamente la robustez del procedi-
miento utilizado para resolver el problema no lineal, entendida como la facilidad para
converger a la soluciéon que predice la estrategia numérica. En la mayoria de los casos esta
convergencia solo puede lograrse mediante el uso de sofisticadas técnicas de control au-
tomatico del paso de tiempo lo cual, muchas veces, se traduce en un costo computacional
excesivo. Para sortear este importante inconveniente, en este estudio se ha adoptado un
método denominado esquema implicito-explicito ([OHBLOY, DHPT04H]|) para integrar en
el tiempo el modelo constitutivo. Dos son las principales ventajas de este procedimiento,
a saber:

= el tensor constitutivo tangente algoritmico resultante es siempre definido positivo,
aun en presencia de ablandamiento por deformacion, evitando de esta forma la
razéon fundamental de la pérdida de robustez. Esto ultimo se logra a expensas de
introducir un error adicional en el esquema de integraciéon si lo comparamos con los
métodos implicitos estdndar. Como consecuencia siempre se obtiene un resultado,
independientemente de la longitud del paso de tiempo. La precision de esta técnica
puede incrementarse, y lo que es mas importante puede controlarse, acortando el
intervalo de tiempo.

= ¢l tensor constitutivo tangente algoritmico resultante es constante, por cada paso,
para el formato en pequenas deformaciones adoptado. Luego, la convergencia en el
proceso no lineal para equilibrar las fuerzas internas y externas, se logra en sdlo una
unica iteracion por paso de tiempo.

Los efectos favorables que introduce el uso de esta técnica numérica en el problemas
con ablandamiento son realmente significativos, tanto en robustez como en costo computa-
cional, cuando se los compara con resultados obtenidos utilizando estrategias implicitas
[OHBLO0]|. Este es el motivo de haber seleccionado el esquema implicito-explicito (a nues-
tro criterio el algoritmo disponible maés eficiente) para ambas formulaciones de elementos,
E-FEM y X-FEM. Ademas, dado que la robustez estda garantizada, podemos asegurar,
en cada tecnologia cinematica, la misma cantidad de iteraciones requeridas para trazar la
respuesta de un problema arbitrario con sélo imponer idéntico niimero de pasos de tiempo.
En estas circunstancias la comparacion se torna completamente objetiva en términos de
precision y costo computacional.
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4.4. Ejemplos numeéricos

El desempeno numérico de cada modelo particular de discontinuidades fuertes, como
asi también las validaciones frente a informes experimentales, puede consultarse a través de
una gran cantidad de trabajos documentados en los tltimos anos, y por ello no es nuestra
meta repetir aqui un estudio similar. Por el contrario, estamos especialmente interesados
en una comparacion de la performance relativa entre las formulaciones E-FEM y X-FEM,
teniendo en cuenta para ello el escenario numérico discutido previamente (apartado [[.3).
Con este propoésito en mente, se propone la resoluciéon de un conjunto representativo de
problemas de mecanica de fractura que incluyen casos bidimensionales, tridimensionales,
considerando la propagaciéon de una o multiples fisuras.

A través de este analisis intentamos obtener conclusiones rigurosas en aspectos de
singular importancia en lo que concierne al modelado de falla material, como ser: (i)
saber si para un mismo problema, las estrategias F-FEM y X-FEM brindan los mismos
resultados cualitativos y cuantitativos; (4i) comparacion de tales resultados en términos
de precision en la respuesta; (iii) tasa de convergencia a medida que se refina la malla de
elementos finitos; (iv) costo computacional relativo.

Todos los ejemplos desarrollados seguidamente, se computaron en un ordenador per-
sonal equipado con un procesador Pentium [V-3,0 Ghz, 512 Mb Ram. Para interpretar
los reportes comparativos de eficiencia computacional debe considerarse la nomenclatura
detallada en el cuadro [L1].

| Nomenclatura | Significado |

Ntep Numero de pasos de tiempo utilizados para el anéalisis completo.
Ng; Numero de ecuaciones iniciales

(al inicio del anélisis, sin ningtin grado de libertad enriquecido).
Ny Numero de ecuaciones finales

(al final del anélisis, incluyendo los grados de libertad enriquecidos).
RN, Relacion entre el ntimero de ecuaciones: Ney/Ne;.
buwi Semi ancho de banda promedio inicial de la matriz de rigidez.
bwf Semi ancho de banda promedio final de la matriz de rigidez.
Rby, Relacion entre el semi ancho de banda promedio: by, /buwi-
T, Tiempo absoluto de CPU para cada formulacion (en segundos).
RCC Costo computacional relativo: (To (x—rem)/Ta(B—FEM))-

Cuadro 4.1: Nomenclatura y definiciones a considerar para el anéalisis de eficiencia com-
putacional.

4.4.1. Viga doble cantilever. Test con cargas diagonales.

Este ensayo representa un ejemplo clasico en fractura de hormigén. Consiste en una
placa cuadrada con una tnica entalla profunda sometida a un sistema de fuerzas auto equi-
libradas que inducen cierta inclinaciéon en la trayectoria de propagacion de fisura y, en
consecuencia, un modo mixto de apertura. Experimentalmente el problema fue estudiado
por Kobayashi et al. [KHBL8F|. En Rots [Rot8§] y Oliver et al. [OHPC02| pueden encon-
trase ademas aproximaciones numéricas para el caso 2D. En esta seccién reproducimos el
test haciendo uso de modelos bidimensionales y tridimensionales.
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4.4. Ejemplos numeéricos 73

La figura [I.§ muestra las relaciones geométricas, la distribucion espacial y variacion
temporal de cargas. La fuerza de compresion diagonal (F,) se materializa mediante un
esquema de control de carga mientras que la de apertura (F}) con control de desplaza-
miento en su punto de aplicacion. Se diferencian claramente dos intervalos. El primero
caracterizado por un incremento monétono de ambas fuerzas mientras que, en el segundo,
la componente diagonal permanece invariable en el tiempo cuando alcanza el valor umbral
3,78 [KN]| (véase en particular la figura [ (b)). Los parametros mecanicos adoptados
para la simulacién numeérica son los siguientes: £ = 30500 [M Pa] (médulo de Young),
v = 0,2 (relacién de Poisson), Gy = 100 [N/m| (energia de fractura), o, = 3[M Pa]
(tension ultima uniaxial). El espesor de la estructura es: e = 0,0508[m]. La ley cons-
titutiva utilizada se corresponde con un modelo constitutivo de dano sélo traccién con
ablandamiento exponencial, ver capitulo B (seccion P.G).

Zona de fractura
Lineal elastico T
Vi

Ny
— |
: oY >
1oL,
— N
E g F,(®)
T a a/b~0.6
S
- E@] ] EO a
o > 378 / RO
0~
F,(t) /’ 5% Pseudo tiempo
457 [mm]
(a) (b) (c)

Figura 4.8: Viga doble cantilever. Test con cargas diagonales: (a) Geometria y condiciones
de contorno. (b) Historia de carga. (c¢) Configuracion deformada.

El motivo de elegir este test para propoésitos de comparacion se fundamenta en las
razones dadas a continuacion:

= la evidencia experimental revela que el camino de fisura sigue una superficie plana
inclinada aproximadamente 71° con respecto al eje horizontal. En consecuencia la
simulacion puede realizarse independientemente del procedimiento de trazado de
discontinuidad, si simplemente imponemos esa direcciéon especifica de propagacion.
Esta hipotesis se ha adoptado para el modelado 2D y 3D s6lo de este problema en
especial. En el resto de los ejemplos, la trayectoria de falla S se determina mediante
el algoritmo de trazado global de discontinuidad, discutido oportunamente en la

seccion f.3.3

= para el analisis 2D es muy sencillo construir mallas estructuradas de tal forma que la
superficie de fallo corte a los elementos en direccion arbitraria. Tales configuraciones
de malla representan un desafio para la formulacion E-FEM, la cual se sabe que
funciona particularmente bien cuando la orientacion de la fisura es paralela a algin
lado del elemento finito [Jir0Q].
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Modelado 2D.

En esta situacion asumimos condicién de tension plana. La convergencia, conforme se
refina la discretizacion, ha sido analizada utilizando una secuencia decreciente de mallas

M = {M, My, M3, My} en la zona proxima a la falla, con un tamano caracteristico de
elemento h, = 32,16,8 y 4 [mm], ver figura 9.

Observacion 14 adviértase que para obtener conclusiones rigurosas, se consideran 4 con-
figuraciones uniformes, y en este caso particular ademds estructuradas, donde el tamano
de los elementos en la zona de fractura se reduce en proporcion geométrica sucesivamente
a la mitad, aun en las cercanias de la entalla.

M;: 286 elementos, h ~ 32 [mm] M,: 855 elementos, h ~ 16 [mm]
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M,: 2824 elementos, h ~ 8 [mm] M,: 9867 elementos, h ~ 4 [mm]

Figura 4.9: Viga doble cantilever, caso 2D. Test con cargas diagonales. Secuencia de mallas
de elementos finitos M = {M;, My, M3, M,}.

La figura [L.§-(c) muestra la geometria en la configuracion deformada para un estado
avanzado del proceso de falla. El mecanismo dominante de deformacion se concentra en
una banda de elementos mientras que en el resto del cuerpo puede asumirse un movimiento
como solido rigido. Este mismo modo de colapso se ha obtenido para todas las mallas y
para ambas formulaciones de elementos finitos.
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Sea Sefem _ {Sffem S;fem ngem Szfem} y Smfem _ {Sicfem S;;fem S?:ffem Sffem} la
) ) ) ) ) )
secuencia de las curvas solucion obtenidas numéricamente (fuerza Fy vs. C MODf) para
la formulacion E-FEM y X-FEM respectivamente, las cuales se han graficado en la figura
K.10-(a) y E.10-(b) para cada modelo. En ambos casos, se observa una clara convergencia
cualitativa en términos del refinamiento de malla.

10000 , , , ; 10000
_____ Sefem S><fem
1 1
f i
8000| -85 8000/ i =S
— - Sefem . ¥ l Sxfem
Z l 3 Z as 3
= L " fem || _ L3 fem |
< 6000 CMOD —s5em T 60004 : CMOD —s,"
© " ©
5 5
S 4000 5 4000}
2000/ e ] 2000/ s T
0 L L 0 L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
CMOD [mm] CMOD [mm]
(a) (b)

Figura 4.10: Viga doble cantilever, caso 2D. Test con cargas diagonales. Curvas de equi-
librio (fuerza Fy vs. CMOD): (a) Formulacion E-FEM. (b) Formulacion X-FEM.

En la figura se comparan por separado cada par de curvas S vs. ST (j =

1,...,4) obtenidas mediante el procedimiento E-FEM yv X-FEM respectivamente. Notese
) )

que las soluciones provistas por ambos métodos convergen una hacia otra, si refinamos
suficientemente la malla.

Para transformar estas observaciones cualitativas, en magnitudes numéricas suscepti-
bles de cuantificaciéon y analisis, a continuacién se computan medidas de error valuadas
en términos de una norma L?, mediante la formula siguiente:

1S5 = Soeslle VJE(Si = Sue)2de
Srefllz2 o
H f||L fOC(Sref)2 d¢

. i=1,2,3 (4.15)

H‘BCMODiHLQ

donde ||ecarop|| 2 representa el error relativo de la respuesta S;, en norma L?, con respecto
a la solucion ezxacta S.,. Dado que no conocemos S.,, aquella obtenida con la configuracion
de malla mas refinada se toma como solucién de referencia S, ~ S,y = S4. El parametro
de integracion ¢ debe entenderse como el maximo valor del desplazamiento en modo
apertura (¢ = max(CMOD)), que es el mismo para todos los casos.

En la figura .13 (a) se ha graficado un clasico diagrama logaritmico de analisis de
convergencia, mostrando el error relativo obtenido tras aplicar la ecuacion .15 en términos
del tamano caracteristico del elemento finito, h.. Alli se observa una mayor precision del
esquema E-FEM, y que ambos métodos exhiben una tasa de convergencia super-lineal, en

el sentido que la pendiente de la recta de regresion lineal esta comprendida en el intervalo
[1,2].

2Con la sigla CMOD hacemos referencia al modo exclusivo de apertura (Crack Mouth Opening Dis-
placement).

75



76 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.
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Figura 4.11: Viga doble cantilever, caso 2D. Test con cargas diagonales. Fuerza F; vs.
CMOD. Comparaciéon de soluciones E-FEM y X-FEM para cada malla de la secuencia:
(a) Malla M;. (b) Malla M,. (¢) Malla Ms. (d) Malla M.

w w -0.5 w w w w
At ]

1571 F \ Fit) il
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efem-xfem
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3t q ]

1 1.5 2 25 3 3.5

Figura 4.12: Viga doble cantilever, caso 2D. Test con cargas diagonales. Diagramas de
convergencia en escala logaritmica: (a) Error relativo ||ecpop||z2 vs. tamanio caracteristico
del elemento h,. (b) Error relativo ||e¢/®m=%/em|| > de la diferencia entre las soluciones E-
FEM y X-FEM vs. tamano caracteristico del elemento h..
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Dado que el error se ha evaluado en funcién de la solucién mas refinada para cada
formulacion de elementos individualmente, la figura f.123-(a) s6lo demuestra convergencia
de ambas sucesiones en forma independiente. Como paso siguiente se estudia si las mismas
conducen a un unico resultado. El error relativo entre las diferencias de las dos secuencias
Sefem = [gefem gelem gefem gglemy v Gufem — {gpfem gufem gufem g@femy en norma
L?, se obtiene como:

_IsE = sEem
5577 2
IS sy
Ji(szTm ac

1

Jegfem=siem|

L i=1,2,3,4 (4.16)

donde ahora [|e/“" "/“™|| > es una medida de la diferencia de soluciones entre E-FEM
y X-FEM para la misma discretizacion M;. La figura f.12-(b) muestra el diagrama de
convergencia logaritmico para este caso y su correspondiente recta de regresion lineal. La
evidente reduccion en la magnitud del error, a medida que se refina el tamano de elemento,
prueba la convergencia de ambas formulaciones a la misma solucion: limheqo(Sffem —
Sy ! ") = 0. Este tipo de anélisis se repite en los ejemplos siguientes.

En el cuadro mostramos informacion referente al estudio de la eficiencia computa-
cional relativa de cada procedimiento, para resolver el problema. Recordamos que en la
ultima columna, la sigla RCC' se refiere al cociente entre el tiempo (absoluto) en segun-
dos de CPU del modelo X-FEM y E-FEM. Como era de esperarse, la estrategia X-FEM
es, en todos los casos, mds costosa que E-FEM, aunque el costo relativo decrece con el
refinamiento. Esta es la tendencia general observada en todos los ejemplos numéricos

presentados en este capitulo.

Malla Nstep | Método | N Ney RN, buwi | bug Rb,, T, [seg] | RCC

(1) @] 6 | @] 6 |6=F06 | 0=H] a |a

M, 1415 | E-FEM 343 343 1.00 22 22 1.00 26.2 1.24
(286 elem.) X-FEM 343 387 1.13 22 26 1.18 32.6

My 1610 | E-FEM 935 935 1.00 42 42 1.00 93.1 1.21
(855 elem.) X-FEM 935 1027 1.10 42 47 1.12 113

M3 1610 | E-FEM | 2949 2949 1.00 59 59 1.00 344 1.15
(2824 elem.) X-FEM | 2949 3127 1.06 59 63 1.07 396

My 1610 | E-FEM | 10073 | 10073 1.00 108 | 108 1.00 1675 1.12
(9867 elem.) X-FEM | 10073 | 10431 1.03 108 | 112 1.04 1882

Cuadro 4.2: Viga doble cantilever, caso 2D. Test con cargas diagonales. Costo computa-
cional relativo (RCC: X-FEM | E-FEM).

Modelado 3D.

Asumiendo ahora un comportamiento mecanico tridimensional, en este apartado se
realiza un estudio totalmente analogo al ejemplo previo. La finalidad de ese test es re-
cuperar los resultados obtenidos para el estado plano, principalmente aquellos asociados

7



78 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

a convergencia de la solucion. Las caracteristicas geométricas, condiciones de contorno
y propiedades del material son idénticas al caso ya estudiado. Cuatro niveles de dis-
cretizacion (ver figura [L.13), con un tamano promedio de elemento en la zona de falla

de h, = 32,20,16 y 8 [mm], se han utilizado para definir una secuencia de mallas no
estructuradas M = {M,, My, M3, M, }f}

Observacion 15 por razones de disponibilidad de recursos computacionales, se han con-
siderado solo tres de las progresiones anteriores incorporando un nivel intermedio de dis-
cretizacion para obtener resultados confiables y tendencias correctas de convergencia.

M;: 763 elementos, h ~ 32 [mm M,: 2200 elementos, h ~ 20 [mm]
M;: 3820 elementos, h ~ 16 [mm] M,: 25137 elementos, h ~ 8 [mm]

Figura 4.13: Viga doble cantilever, caso 3D. Test con cargas diagonales. Secuencia de
mallas de elementos finitos M = {M;, My, M3, M,}.

La geometria del modelo en la configuracion deformada pone en evidencia el mecanis-
mo tipico de falla (figura [[.14-(a)) el cual es totalmente consistente con aquel ya discutido
en el problema bidimensional. Para un estado avanzado del proceso de localizacion, co-
rrespondiente a la apertura maxima, en la figura [[.14-(b) se observa el grupo de elementos

3En este caso se han considerado mallas uniformes no estructuradas, con un refinamiento localizado
en la region donde se espera propague la discontinuidad, sin inducir ningin tipo de direccionamiento
preferencial.
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4.4. Ejemplos numeéricos 79

atravesados por la superficie de discontinuidad. Notese ademés el caracter irregular de la
distribucion de tetraedros en el espesor de la estructura.

Elementos
enriquecidos

(a) (b)

Figura 4.14: Viga doble cantilever, caso 3D. Test con cargas diagonales: (a) Configuracion
deformada. (b) Elementos atravesados por la trayectoria de discontinuidad.

Las trayectorias de equilibrio, representadas en funcién de curvas carga-desplazamiento
(Fy vs. CMOD promedio), obtenidas con la formulacion E-FEM y X-FEM se pueden

observar en la figura [LI5(a) v [EI3-(b) respectivamente, para la secuencia de mallas
adoptada.

8000 w w : : w 8000 T T T w w
. |..... Sxfem
7000t P 1 7000F TN
e e ngem
6000+ ; ] 6000 ; : g ___gxfem|]

z 3 z J \ I 3

— 5000¢ —5000¢ N __gxfem|]

w i CMOD 4

g 4000+ ] g 4000r ]

g g .

L 3000+ ] L 3000+ NG » ]
2000r ] 2000r - ]
1000 ] 1000 ]

0 L L L L L 0 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
CMODpromedio [mm] CMOD promedio [mm]

Figura 4.15: Viga doble cantilever, caso 3D. Test con cargas diagonales. Curvas de equilib-
rio (fuerza Fy vs. CMOD promedio): (a) Formulacion E-FEM. (b) Formulacion X-FEM.

En la figura se comparan, una a una, las curvas de respuesta que predicen ambas
formulaciones y para cada discretizacion M;.

El estudio de errores relativos, basado en la aplicacion de las formulas [LIGHEIG y en
términos de normas L?, se muestra en en el grafico [.17. Una vez més observamos tasa de
convergencia similar entre los dos modelos numéricos conforme decrece h,, y la tendencia
hacia una tnica solucién.
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Figura 4.16: Viga doble cantilever, caso 3D. Test con cargas diagonales. Fuerza F; vs
CMOD promedio. Comparacion de soluciones F-FEM y X-FEM para cada malla de la
secuencia: (a) Malla M. (b) Malla M,. (c) Malla M. (d) Malla M.
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Figura 4.17: Viga doble cantilever, caso 3D. Test con cargas diagonales. Diagramas de
convergencia en escala logaritmica: (a) Error relativo ||ecyopl|r2 vs. tamano caracteristico
del elemento h,. (b) Error relativo ||e¢/em™=%/em|| > de la diferencia entre las soluciones E-
FEM y X-FEM vs. tamano caracteristico del elemento h..
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4.4. Ejemplos numeéricos 81

Finalmente, en el cuadro [l.3 se reporta una comparacion en funcioén del costo com-
putacional relativo. Debe notarse que para este caso 3D, se acenttian las diferencias en lo
que respecta a eficiencia algoritmica a favor de la estrategia F-FEM, dado que la relacion
RCC, en la tltima columna crece considerablemente.

Malla Ngtep | Método | Ne; Ney RN, bwi | bws Rb,, T, [seg] | RCC

(1) @] & | @] 6 |60l o= | 0 |qay

M, 1200 | E-FEM 797 797 1.00 62 62 1.00 136 2.55
(763 elem.) X-FEM 797 977 1.23 62 78 1.26 347

M> 1200 | E-FEM 1760 1760 1.00 114 | 114 1.00 450 2.43
(2200 elem.) X-FEM | 1760 2165 1.23 114 | 146 1.28 1094

M3 1200 | E-FEM | 2787 2787 1.00 149 | 149 1.00 867 2.17
(3820 elem.) X-FEM | 2787 3357 1.20 149 | 184 1.23 1882

My 1200 | E-FEM | 14958 | 14958 1.00 448 | 448 1.00 16628 1.50
(25137 elem.) X-FEM | 14958 | 17266 1.15 448 | 511 1.14 25055

Cuadro 4.3: Viga doble cantilever, caso 3D. Test con cargas diagonales. Costo computa-
cional relativo (RCC: X-FEM /| E-FEM).

4.4.2. Viga de cuatro puntos en modo flexién.

Con la intencion de extender nuestro estudio a problemas que involucran trayectorias
curvas de discontinuidad, consideramos a continuacién el clasico problema de flexion de
viga entallada con cargas en cuatro puntos, reportado por Arrea & Ingraffea |[AI8Z] y Rots
[RPKBB8Y], entre otros investigadores. La descripcion geométrica y condiciones de contorno
pueden observarse en la figura .I§ Para no introducir estados tensionales singulares,
tanto el apoyo como la aplicacion de la carga en la proximidad de la entalla, se materializan
mediante un bloque rigido incluido en el modelo.

L13P Barra rigida

Acero
Hormigén
E =24000.[MPa]
’ v=0,18
224 Zona de fractura |, G¢= 100 [N/m]
€ ou = 2,8 [MPa]
82 Espesor = 0,156 [m]
= CMSD
203 397 61,61 397 | 203
! T y

Figura 4.18: Viga de cuatro puntos con simple entalla. Geometria y condiciones de con-
torno (dimensiones en milimetros).

Las simulaciones numéricas (en 2D y 3D) se realizaron, esta vez, sin imponer a priori
el camino de fisura, el cual se obtiene utilizando la metodologia discutida en la seccion

133
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82 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

Modelado 2D.

Para el anélisis numérico de este ejemplo utilizamos la secuencia de mallas no es-
tructuradas { My, My, M3, My} que se muestra en la figura [f.19. El tamarnio caracteristico
promedio de elemento, en la zona proxima al desarrollo de fractura, es h, = 32,16,8 y 4
[mm], respectivamente. En el mismo grafico se observa ademas la trayectoria de discon-
tinuidad obtenida utilizando los dos esquemas, E-FEM y X-FEM, para cada una de las
discretizaciones. Debiera notarse que la linea de falla capturada por simulacién tiende a
ser la misma a medida que se refina la malla.

e

RIS
s

g« /

M;: 417 elementos, M,: 1125 elementos, M;: 4474 elementos, M,: 14903 elementos,
h~32 [mm] h~16 [mm] h~8 [mm] h~4 [mm]

Figura 4.19: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 2D. Secuencia de mallas de
elementos finitos M = { My, My, M3, My} y trayectoria de discontinuidad obtenida con la
formulacion E-FEM y X-FEM.

La respuesta estructural descrita mediante las curvas de equilibrio (fuerza P vs.
CMSD) Sefem = {S5fem, Sgiem, sefem gefemy o gofem — (gufem gufem gafem gefemy,
puede observarse en la figura .20 (para cada metodologia, en la secuencia completa de
refinamiento) y en la figura [[.21 (para ambos enriquecimientos y en la misma configuracion
de malla M;).

Los diagramas de error relativo y error entre las diferencias de las dos formulaciones,
se muestran en el grafico logaritmico .22 (a) y (.22 (b), respectivamente.

Como tultimo item, en el cuadro .4 mostramos el analisis del costo computacional
relativo para resolver los diferentes casos propuestos.

4Con la sigla. CMSD hacemos referencia al modo exclusivo de deslizamiento (Crack Mouth Sliding
Displacement).
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Figura 4.20: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 2D. Curvas de equilibrio
(fuerza P vs. CMSD): (a) Formulacion E-FEM. (b) Formulacion X-FEM.
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Figura 4.21: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 2D. Fuerza P vs. CMSD.
Comparacion de soluciones E-FEM y X-FEM para cada malla de la secuencia: (a) Malla
M. (b) Malla Ms. (c) Malla M. (d) Malla M.
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84 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

In ( |eefem—xfem| )

—efem||
----xfem

2 2.5 3 3.5 1 15 2 25 3 35
In (he|) In (1hgl)

(@) (b)

Figura 4.22: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 2D. Diagramas de convergencia
en escala logaritmica: (a) Error relativo ||ecyspl/z vs. tamano caracteristico del elemento
he. (b) Error relativo ||e¢/¢m=2fem|| ., de la diferencia entre las soluciones E-FEM y X-FEM

vs. tamano caracteristico del elemento h..

Malla Ngtep | Método | Ne; Ney RN, bwi | bwf Rb,, T, [seg] | RCC

(1) @] & | @] 6 |[6=3 06|05 a | qay

My 500 E-FEM 509 509 1.00 23 23 1.00 13.1 1.21
(417 elem.) X-FEM 509 559 1.10 23 26 1.13 15.9

M, 500 E-FEM | 1235 1235 1.00 39 39 1.00 37.0 1.15
(1125 elem.) X-FEM 1235 1311 1.06 39 42 1.08 42.7

M3 500 E-FEM | 4683 4683 1.00 74 74 1.00 190 1.12
(3922 elem.) X-FEM | 4683 4841 1.03 74 78 1.05 212

My 500 E-FEM | 15161 | 15161 1.00 138 | 138 1.00 1021 1.11
(14900 elem.) X-FEM | 15161 | 15507 1.02 138 | 143 1.04 1135

Cuadro 4.4: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 2D. Costo computacional
relativo (RCC: X-FEM /| E-FEM).
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4.4. Ejemplos numeéricos 85

Modelado 3D.

A continuacion, presentamos el problema de la viga con simple entalla estudiado ahora
mediante un modelo mecénico discreto 3D. La geometria de la estructura, diagrama de
cargas externas, condiciones de contorno y parametros del material, son analogos al pro-
blema previo y pueden observarse en la figura [f.1§. Se considera un conjunto de cuatro
mallas no estructuradas de tetraedros con refinamiento localizado en la zona donde se

espera propague la fisura, sin inducir ningin tipo de direccionamiento preferencial (ver
grafico [£.23), definiendo de esta forma la secuencia M = { My, My, M3, M,}.

M,: 5383 elementos, h ~ 25 [mm] M,: 9528 elementos, h ~ 20 [mm]

M;: 17291 elementos, h ~ 16 [mm] M,: 32213 elementos, h ~ 13 [mm]

Figura 4.23: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 3D. Secuencia de mallas de
elementos finitos M = {M;, My, M3, My4}.

Algunos resultados cualitativos de interés pueden observarse en la figura [[.24], como por
ejemplo aquellos elementos atravesados por la superficie de fallo cuya cinemética incluye
la activacion de saltos en desplazamientos (figura [.24-(a)) y la configuracion geométrica
deformada, indicando el modo tipico de colapso, véase figura [£.24-(b).
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Figura 4.24: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 3D. Modo de falla: (a) Ele-
mentos atravesados por la trayectoria de discontinuidad. (b) Configuracion deformada.

Al igual que en los ejemplos previos, en la figura [L.25 mostramos la respuesta de la
estructura en términos de trayectorias de equilibrio (P vs. CMSD) para la secuencia
completa de mallas, obtenida con el modelo E-FEM y X-FEM. La abscisa CMSD se
computa como el valor promedio CMSD en el espesor de la viga.

Una comparacion entre cada par de curvas S y S puede visualizarse en la
figura (.26,

El correspondiente anédlisis de error y estudio de convergencia, a medida que se reduce

el tamano caracteristico del elemento h., se presenta en el diagrama logaritmico [.27
Finalmente, el cuadro .7 define la performance relativa medida en tiempos de proce-

columna del cuadro [L.4)).

4
samiento. Una vez més debe notarse el incremento sustancial en la relacién de costo
relativo RC'C' si lo comparamos con el mismo problema formulado en 2D (véase la tltima
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Figura 4.25: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 3D. Curvas de equilibrio
(fuerza P vs. CMSD promedio): (a) Formulacion E-FEM. (b) Formulacion X-FEM.
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Figura 4.26: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 3D. Fuerza P vs. CMSD
promedio. Comparacion de soluciones E-FEM y X-FEM para cada malla de la secuencia:
(a) Malla M;. (b) Malla Ms. (¢) Malla Mj. (d) Malla Mjy.
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Figura 4.27: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 3D. Diagramas de convergencia
en escala logaritmica: (a) Error relativo ||ecyspl/z vs. tamano caracteristico del elemento
he. (b) Error relativo ||e¢/¢m=2fem|| ., de la diferencia entre las soluciones E-FEM y X-FEM
vs. tamano caracteristico del elemento h..

Malla Ngtep | Método | Ne; Ney RN, bwi | bwf Rb,, T, [seg] | RCC

(1) @] & | @] 6 |[6=3 06|05 a | qay

My 400 E-FEM | 3768 3768 1.00 237 | 237 1.00 635 2.00
(5383 elem.) X-FEM | 3768 4389 1.16 237 | 290 1.22 1271

M, 400 E-FEM | 6096 6096 1.00 431 | 431 1.00 2431 1.96
(9528 elem.) X-FEM | 6096 7089 1.16 431 | 566 1.31 4757

M3 400 E-FEM | 10401 | 10401 1.00 524 | 524 1.00 5400 1.56
(17291 elem.) X-FEM | 10401 | 11967 1.15 524 | 628 1.20 8398

My 178 E-FEM | 18479 | 18479 1.00 833 | 833 1.00 8818 1.38
(32213 elem.) X-FEM | 18479 | 20903 1.13 833 | 963 1.16 12135

Cuadro 4.5: Viga de cuatro puntos con simple entalla, caso 3D. Costo computacional
relativo (RCC: X-FEM /| E-FEM).
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4.4. Ejemplos numeéricos 89

4.4.3. Problema de maultiples fisuras. Material compuesto.

Los problemas que involucran el desarrollo de una tnica fisura en el medio, son casos
muy especificos en el contexto del modelado de falla, restringidos a s6lidos homogéneos
en estados cuasi estaticos de carga. Cuando el material es no homogéneo, como sucede en
muchas situaciones de interés, tal es el caso de materiales compuestos, multiples fisuras
pueden permanecer activas simultaneamente durante gran parte del analisis. El propoésito
de este test es estudiar la performance relativa de la estrategia E-FEM y X-FEM en
este caso particular. Dado que, segtin se vio en los ejemplos previos, el grado de precision
y la velocidad de convergencia no varia sustancialmente entre ambas formulaciones, la
comparacion actual se presenta soélo en términos del esfuerzo computacional.

En este sentido, se estudia un test tridimensional que involucra el desarrollo de fisuras
multiples. El problema propuesto es muy simple. Consiste en un modelo teérico de material
compuesto, formado por una matriz de hormigén reforzada con barras elésticas de acero
distribuidas en la altura de la probeta, véase figura [£.28 (a). La placa estd sometida a un
modo de estiramiento dominante desde su extremo derecho, originando de esta forma la
aparicion de numerosas fisuras verticales. La separacion, y en consecuencia el nimero de
éstas, depende de la cantidad de cuantia de acero y de su adherencia relativa [BC8(0, [LRO0].

Por simplicidad en la simulaciéon, asumimos adherencia perfecta entre hormigon-acero,
e imponemos artificialmente la cantidad de fisuras perturbando (debilitando) la tension
iltima del hormigén en un ntimero apropiado de planos verticales. El objetivo fundamental
de este ejemplo es estimar la tasa de crecimiento del costo computacional (para ambas
formulaciones) a medida que aumenta la proporcion de elementos en régimen de post-
bifurcacioén.

Franja de hormigén

perturbada
Hormigon Refuerzo
0.10 [m] |~
[ 1
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el SR
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~ =
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Figura 4.28: Placa de hormigén reforzado. Problema de propagacion multiple de fisuras.
Nuamero total de elementos 23245, h, ~ 26 [mm]: (a) Geometria y condiciones de con-
torno del modelo idealizado. (b) Conjunto variable de elementos que capturan las fisuras
verticales.

Las propiedades mecanicas adoptadas para la matriz de concreto son las siguientes:
E = 27350 [MPa] (médulo de Young), v = 0 (coeficiente de Poisson), Gy = 100 [N/m]
(energia de fractura), o, = 3,19 [M Pa| (tension ultima). Las laminas de refuerzos estan
formadas por hormigén y acero, para su modelado se adopta un material elastico rigidizado
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90 Capitulo 4. Elementos con enriquecimiento nodal y elemental para fractura fragil.

en funcion de la cuantia de acero supuesta, caracterizado por los parametros siguientes:
E = 113420 [M Pa], v = 0. Debido a condiciones de simetria se modela la mitad inferior
de la placa. En la figura [I.28-(b), puede observarse la geometria en la posicion deformada,
para uno de los casos analizados correspondiente al desarrollo de 4 fisuras, destacandose
ademas los elementos atravesados por la discontinuidad.

El test descrito anteriormente se ha analizado sistematicamente teniendo en cuenta la
generacion de 2, 4, 6 y 8 superficies de falla, utilizando el procedimiento E-FEM y X-FEM.
En la figura se muestra como evoluciona el tiempo de procesamiento (segundos de
CPU) en funciéon del nimero de fisuras activas, tanto para el proceso de calculo completo
como para cada una de sus componentes principales (fuerzas residuales, matriz de rigidez
y esquema de solucion del sistema lineal).
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Figura 4.29: Placa de hormigén reforzado. Problema de propagacion miltiple de fisuras.
Tiempos, medido en segundos de CPU, para distintas partes del proceso de célculo: (a)
Computo y ensamble del residuo. (b) Coémputo y ensamble de la matriz de rigidez. (c)
Resolucion del sistema de ecuaciones. (d) Tiempo Total.

A partir del grafico queda en evidencia lo siguiente:

= el costo computacional de la formulacion E-FEM se mantiene practicamente cons-
tante, independientemente del nimero de fisuras. Esto se debe a que los grados de
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libertad adicionales, correspondientes a la activacion de los saltos en desplazamien-
tos, se condensan estiticamente a nivel de cada elemento finito y, en consecuencia,
no contribuyen al sistema final de ecuaciones a resolver.

= ¢l costo computacional de la estrategia X-FEM es siempre superior en relacion al
método E-FEM, y crece linealmente con el numero de fisuras modeladas. Las partes
més afectadas del algoritmo global son: (i) la construccion de la matriz de rigidez,
y (i) la solucién del sistema lineal. En el primer caso asociamos el costo extra
a la necesidad de utilizar reglas de integraciéon de alto orden en aquellos elementos
enriquecidos cineméticamente, véase seccion [1.3.2 Para el segundo punto, el soporte
global de los grados de libertad enriquecidos no hace posible la condensacion, luego
el sistema global aumenta en cantidad de ecuaciones y por ende el tiempo de CPU
necesario para resolverlo.

4.5. Discusion

A manera de resumen, segun el estudio comparativo realizado en este capitulo, basado
en una formulacion estdndar de los dos modelos, F-FEM y X-FEM, y en una imple-
mentaciéon computacional optimizada para ambos, las principales diferencias entre ellos
son las siguientes: (i) un costo computacional mas elevado de la estrategia X-FEM asocia-
do a la utilizacion de cuadraturas de mas alto orden y al nimero variable (en aumento) de
ecuaciones a resolver a medida que se incorporan elementos discontinuos, (ii) este efecto
se acenttia en problemas gobernados por la generacion multiple de fisuras, (iii) el cos-
to computacional relativo (RCC') disminuye con el refinamiento de la malla, (7v) mayor
precision en la formulacion E-FEM, principalmente para mallas groseras.

No obstante, debemos dejar en claro que ambas estrategias resultan particularmente
adecuadas para su aplicacién a problemas de mecéanica de fractura, ademés cada una de
ellas puede ser susceptible de mejoras conceptuales o computacionales. Esto tiltimo define
nuevos escenarios de comparacion, en los cuales debieran plantearse los correspondientes
estudios comparativos.

91






Capitulo 5

Estabilizacion en plasticidad Jy con
ablandamiento.

Uno de los principales desafios de este trabajo de investigacion consiste en formular
estrategias numéricas eficientes para el modelado de falla material en plasticidad. Enten-
demos que este es un problema aun no resuelto, especialmente en el contexto de elementos
triangulares y tetraédricos de bajo orden. Es bien sabido que esta tipologia de elemen-
tos facilita en gran medida la generacion de mallas al momento de resolver problemas
practicos reales. En el capitulo presente y en el siguiente se avanza hacia este objetivo
especifico. Se pretende desarrollar una formulaciéon de elementos finitos simplices con la
habilidad de capturar mecanismos de colapso inducidos por la progresiva acumulacion de
deformaciones plasticas.

Al encarar la simulacién numérica del fenémeno de localizaciéon de deformaciones en
forma de bandas de corte (shear bands), y en especial para aquellos problemas gobernados
por modelos constitutivos del tipo Js, es necesario disponer de tecnologias de elemen-
tos finitos estables ante la restricciéon de incompresibilidad inducida por el predominio
de deformaciones plasticas isocoricas. Este hecho nos impulsa a buscar estrategias ade-
cuadas tendientes a aliviar este inconveniente presente a nivel numérico. En este sentido,
este capitulo estd dedicado completamente al andlisis de un esquema estabilizado mixto
(desplazamiento-presion) aqui denominado formulacion PGP (Pressure Gradient Projec-
tion, Codina et al. [[CBO(]) basado en el concepto de sub-escalas ortogonales [Cod004|.

Como primer paso hacia la obtenciéon de un modelo més completo, se realiza un es-
tudio riguroso de la performance numérica del esquema de estabilizacion PGP cuando
se utilizan polinomios de igual orden de interpolaciéon para las variables primales, re-
solviendo para ello problemas tipicos donde la restricciéon por incompresibilidad juega un
papel determinante en la respuesta, como ser: computo de la carga dltima estructural y
el modelado de bandas de localizaciéon de deformaciones plasticas.

El objetivo final que se persigue consiste en acoplar esta tecnologia estabilizada de
base con una formulacién regularizada y cinematicamente enriquecida de elementos finitos
(incorporando discontinuidades en desplazamientos) capaz de capturar bandas de desliza-
miento en forma eficiente y para aquellos materiales equipados con leyes de ablandamiento
por deformacion. El desarrollo formal y el planteo mateméatico de este modelo acoplado
es el objetivo del capitulo siguiente.
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5.1. Introduccion

Los elementos finitos de bajo orden, formulados en desplazamientos, presentan im-
portantes ventajas al momento de resolver problemas practicos en mecanica de solidos, e
inclusive se amplifican cuando consideramos el problema del modelado de localizacion de
deformaciones. Entre las méas destacadas se pueden nombrar: robustez, facilidad para la
generacion automatica de mallas, reducido nimero de grados de libertad y minimo ancho
de banda del sistema final de ecuaciones, etc. Estas caracteristicas implican en forma
directa una mayor eficiencia desde el punto de vista computacional.

Sin embargo, como contrapartida, es un hecho bien conocido que la respuesta numérica
de los elementos finitos estandar de Galerkin, en problemas gobernados por campos de
deformaciones isocoricas, difiere considerablemente de las soluciones analiticas o experi-
mentales de referencia.

Para salvar estas limitaciones subyacentes en los modelos clasicos, se han desarrolla-
do diversas estrategias de anélisis. A modo de ejemplo se pueden citar las técnicas de
integracion reducida Belytschko et al. [BOLK84], la utilizacion de elementos finitos de
alto orden Sloan and Randolph [ER82] o métodos que enriquecen en forma adecuada el
campo de deformaciones EAS (Enhanced Assumed Strains) Simo & Rifai [ER9(], Dvorkin
& Assanelli [DAO(]]. Una detallada descripcion del estado del arte y resena de las diversas
alternativas mencionadas puede encontrarse en Valverde [Val0Z].

Los esquemas de elementos finitos mixtos estabilizados representan una promisoria
linea de investigacion, ampliamente reconocida en la actualidad a través de la gran canti-
dad de trabajos publicados en el drea. Una caracteristica distintiva de estas formulaciones
es que, en general, estan especialmente direccionadas a la obtencion de elementos fini-
tos simplices y lineales, originando de esta manera aproximaciones robustas, eficientes y
de aplicabilidad generalizada. En un principio, estas metodologias fueron utilizadas en el
contexto de la Mecdnica de Fluidos Computacional (CFD) (Brooks et al. [BH8Z], Johnson
et al. [INP84|, Hughes [HEB8Y]). Las estrategias de estabilizacion consisten basicamente
en agregar a las formulaciones estdndar, términos dependientes del tamano de malla, y en
funcion del residuo obtenido a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estos términos,
evaluados a nivel de cada elemento, aseguran consistencia e incorporan estabilidad. En el
ambito de la Mecdnica de Sdlidos, para elasticidad y plasticidad incompresible, también
se han aplicado conceptos similares, véase por ejemplo Hughes et al. [HESS|, Franca et al.

[FH8Y|, Lyly et al. [LS94], Wall et al. [WBR9Y|, Klaas et al. [KMS99].

Este capitulo se focaliza en la evaluacion numérica de un elemento finito mixto estabi-

lizado recientemente introducido (Chiumenti et al. [[CVASC024, [CVASC02H|, Cervera et al.
[CCVAS03|, Valverde [Val02]) para problemas de elasticidad incompresible y plasticidad
isocorica de Von Mises. Especialmente se pretende medir su performance para el analisis
del fenomeno de localizacion de deformaciones inducido por inestabilidades a nivel mate-
rial, ver también [SSHOZH, BHS04|. La formulacién mixta propone interpolaciones lineales
por tramos tanto para el campo de desplazamientos como para el de presiones. Los requi-
sitos de compatibilidad entre los campos discretos involucrados se salvan utilizando una
técnica de estabilizacion basada en el método de las sub-escalas ortogonales (Orthogonal
Sub-grid Scale method 0SS, Codina [Cod004)|).

Como primer objetivo se propone discutir aspectos particulares del desempeno numéri-
co que complementan las conclusiones expuestas en las citadas referencias, y mas impor-
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tante aun, aportar detalles adicionales en cuanto a su comportamiento en lo que se refiere
a: (i) comparacion con otro método alternativo de estabilizacion; (i) estudio paramétrico
del coeficiente de estabilizacion el cual es un ingrediente fundamental en este modelo; (i)
anéalisis de convergencia en tensiones y desplazamientos; (iv) dependencia de los resultados
con la orientaciéon de malla, particularmente cuando se modela plasticidad bajo régimen
de ablandamiento. Este tltimo punto es un aspecto clave cuando se pretende modelar,
via MEF, procesos de acumulacion de deformaciones y falla material.

El resto de este apartado se organiza como sigue: en la proxima seccion (p.9) se plantean
las formulaciones débiles, continuas y discretas, de los esquemas mixtos estabilizados.
En particular se introducen elementos finitos con funciones de interpolaciéon de igual
orden (tridngulos y tetraedros lineales). Aquellos aspectos vinculados a la implementacion
numérica computacional del esquema se exponen en la seccion [.3 La seccion .4 esté
dedicada a mostrar ejemplos numéricos bidimensionales y tridimensionales, con especial
énfasis en la utilizacion de modelos de plasticidad. Por altimo, en la seccion b.5 se discuten
algunas observaciones y comentarios importantes de este estudio.

Observacion 16 como objetivo secundario, se analiza ademds la performance de la pre-
sente formulacion mizta estabilizada en un entorno de cdlculo distribuido ([SSHO04Y/). Sin
embargo, para evitar desviarse del fin principal del capitulo, este aporte adicional se pre-
senta como un apéndice (véase apéndice [(), donde se trata en forma detallada este aspecto
particular del modelo.

5.2. Formulacion mixta estabilizada en mecanica de soli-
dos

5.2.1. El problema numeérico de la incompresibilidad

Para situaciones cercanas a la incompresibilidad material, la simulacién numérica con
elementos finitos estandar resulta poco confiable en términos de la precision en la res-
puesta. Esto se debe a que la formulaciéon irreducible en desplazamientos impone esta
restriccion cinematica de forma fuerte. El espacio discreto de aproximacion del MEF
resulta sobre restringido y no es posible representar en forma adecuada el campo de des-
plazamientos real que se observa en el continuo [ZT00, Hug87|.

La verificaciéon explicita de la condiciéon de incompresibilidad puede evitarse intro-
duciendo campos adicionales de interpolaciéon, mejorando en consecuencia el tratamiento
de las restricciones internas del problema. Desde este punto de vista, las formulaciones
mixtas desplazamiento-presion ofrecen una alternativa factible para imponer la incompre-
sibilidad en forma débil. Sin embargo, en este tipo particular de aproximacion es necesario
verificar ciertas condiciones de compatibilidad entre las funciones de interpolacion de los
campos discretizados para asegurar convergencia y estabilidad de los elementos. Tales cri-
terios se reconocen en la literatura como Condiciones de Ladiyzhenskaya-Babusca-Brezzi
o simplemente LBB, véase Babuska [Bab71||, Brezzi |Bre74|, Brezzi & Fortin [BF91]|.

Lamentablemente, las interpolaciones en desplazamientos y presiones de igual orden,
relevantes desde el punto de vista algoritmico, no satisfacen dicha condiciéon. Ante este
inconveniente, una opcion posible es utilizar los denominados esquemas de estabilizacion
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que permiten eliminar las inestabilidades numéricas en formulaciones mixtas que no veri-
fican LBB. Actualmente, el desarrollo alcanzado por estos métodos permite su aplicacién
en una gran variedad de problemas en la mecénica del continuo.

5.2.2. Formulacion variacional

Considérese un problema de mecénica de sélidos en donde se asume la hipétesis de
geometria lineal. Respetando la nomenclatura introducida en los capitulos previos, las
condiciones de contorno cineméaticas y mecéanicas pueden escribirse de la forma (véase

figura p.1)):
u=u" Ve e I, (a)

5.1
oc-v=t" Ve € I'y (b) (5.1)

t*

xX=Xx,e tx,e,

€

Figura 5.1: Nomenclatura bésica para la definicién del problema mecanico.

La forma desacoplada del tensor de tensiones o, en su componente esféricaf] (o, =
str(o)) y desviadoraf] (S = dev(o)):
oc=0,1+8 (5.2)

nos permite escribir las ecuaciones de movimiento de Cauchy, despreciando efectos iner-
ciales, como sigue:

Vo, +V-84+pb=0 Vxel (5.3)

donde la variable b representa un campo de fuerzas distribuidas por unidad de masa y p
la densidad del material.

Introduciendo las ecuaciones del modelo constitutivo, la dependencia del tensor de
tensiones con el campo (gradiente) de desplazamientos u puede expresarse:

oc=0(u)=056,(V-u) 1+ S(u) (5.4)

Om

|

!Definiendo el tensor de proyeccion esférico Py = (I 1), se obtiene: 0y, 1= Pg : 0 = $tr(o)1l
2Definiendo el tensor de proyeccioén desviador Pp = I — Pg, se obtiene: S = Pp : o = dev(o).
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asumiendo que en el primer término la tensiéon media, o,,, sélo depende de la traza del
tensor de deformaciones (V - u = tr(e)) a través de la funcion 6,,.

Una aproximacion variacional clasica y ampliamente utilizada para el problema cuasi
estético p.3, p.4 con condiciones de borde p.]] se basa en adoptar como variables primales
el campo de desplazamientos u(x) y la presion hidrostatica p(x) (definida también como
tension media negativa: p(x) = —o,,). En este tipo particular de formulacion, el campo
de tensiones se reconstruye simplemente evaluando:

o(u,p) =—pl+ S(u) (5.5)

donde p(x) y u(x) deben satisfacer ademaés:

p(x) = —0,(V-u) (5.6)

la cual puede considerarse como una restriccion adicional a nivel del continuo entre los
dos campos primarios (u, p).

De aqui en adelante asumimos una ley material cuya tension media se describe en
términos de una relacion lineal de tr(g), tal como:

Gn(V-u) =KV -u ; v-u:@;(—p):—g (5.7)

siendo x el modulo de compresibilidad volumétrico (— oo si el material es incompresible).

Observacion 17 en particular estudiaremos modelos constitutivos de plasticidad tipo Js,
discutidos oportunamente en el capitulo 3, seccion B4 En este tipo de ley constitutiva
es sencillo deducir las ecuaciones p.7]. Considérese para ello la cldsica relacion tension
deformacion para plasticidad:

c=C°:(e—¢€") ; C°=X1Ax10)+2ul

en consecuencia se tiene:

oc=NA®1)+2u0]: (e —eP)

y utilizando la identidad A = Kk — %,u, la expresion anterior se escribe:

o=r(l:e)l+ 2u dev(e — €?)
=k (V-u) I+ 2u dev(e — €P)
5/—/ A

-~

Om S(’LL)
=—pl+ S(u)

Teniendo en cuenta las ideas previas, las ecuaciones variacionales del problema mecéni-
co B.3, b3, b.6 junto con las condiciones de contorno p.I-(a) pueden expresarse de la
siguiente manera:

» dadob: 2x[0,T] — R™m y ¢*: [, x[0,T] — R™™ _fuerzas prescritas por unidad
de volumen y superficie respectivamente
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= encontrar el campo vectorial u : 2 x [0,T] — R"™™ y el campo escalar p : 2 x

[0,T] — R; (u,p) € (Hig x Liy), tal que se verifique:

L(lp, ulilg, w]) = =(p; V- w) + (S(u); (Vw)™™) — (pb; w)—

—/(t*-w)dp,Jr(q;(%JrV-u»:O (5.8)

o

donde w € Hé(ﬂ) y q € L%Q) representan variaciones admisibles del campo de despla-
zamientos y presiones respectivamente. Debe notarse que se ha generalizado la notacion
(a;b) = f o @b dg para todos los productos duales que intervienen en .8 De acuerdo

con la nomenclatura estandar, L%Q) incluye el conjunto de funciones cuadrado integrables

en 2y H(lm aquellas funciones cuya primer derivada pertenece a L?Q). Ademaés H(}(Q)

es un subespacio de H, (10) tales que sus elementos se anulan sobre [, es decir sobre la
frontera Dirichlet de (2.

Considérese que (u”,p"), con u" € V" c H},,, v p" € Q" C L%m), representan
las aproximaciones por elementos finitos del campo de desplazamientos y presiones res-
pectivamente, siendo V" la aproximacioén a H(lm) (V' =~ H(lm) = Vb~ Hé(m)) y Q"
la aproximacion de L?Qh). El hecho de adoptar funciones de interpolaciéon de igual orden
para dichos espacios, implica necesariamente la introduccién de términos de estabilizacion

St La forma discreta del principio variacional p.§ puede formularse entonces como:
= conocido los valores prescritos de b : 2 x [0,T] — R™™ y ¢*: [, x [0,T] — Rndim

» encontrar los campos u” : 2 x [0,T] — R™m y ph - Q2 x [0,T] — R; (uh,p") €
(V" x QM), tal que se satisfaga:

L([p",u"); [¢" w"]) = =" V - w") + (S(u"); (Vw")¥™) — (pb; w")—
—/ t* - w")dp, + (¢"; (p +V-u")+  (5.9)

K
o

+Sa(p" u; [¢" w") =0  vw'eV] A V" eQ"

En el contexto de CFD (Computational Fluid Dynamics) se han propuesto diferentes
alternativas para evaluar los términos estabilizantes S,;. Por ejemplo, la estrategia de-
nominada GLS (Galerking/Least Square Hughes et al. [HEB8Y|) es probablemente la mas
reconocida. Esta misma técnica ha sido extendida a aplicaciones en Mecdnica de Sdolidos
por Klass et al. [KMS99], quien utiliz6 interpolacion lineal de igual orden en elasticidad
finita incompresible obteniendo resultados satisfactorios.

A continuacion se introduce en forma resumida: (i) el esquema PSPG (Pressure Sta-
bilizing Petrov-Galerkin), el cual puede ser considerado como como un caso particular del
método GLS, (ii) la estrategia PGP (orthogonal sub-grid Pressure Gradient Projection)
[Cod004], CB0Q|. El ultimo de estos esquemas fue recientemente extendido al contexto de
elasticidad por Chiumenti et al. [CVdSC024]| y utilizado en plasticidad por Chiumenti
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et al. [[CVASCO2H, [CCVAS03| (véase también Valverde [Val02]). Estos estudios han de-
mostrado la capacidad de esta aproximacién para resolver problemas donde esquemas
alternativos dificilmente funcionan satisfactoriamente y por tal motivo se la ha adoptado
como técnica de estabilizaciéon a lo largo de este trabajo.

Las dos metodologia mencionadas (PSPG y PGP) consideran el término Sy propor-
cional a un factor de estabilizacion 7 dependiente de propiedades elasticas del material y
del tamano del elemento finito, por lo tanto su valor cambia de un elemento a otro.

5.2.3. Esquema de estabilizacion PSPG

En esta estrategia el término Sy en la ecuacion (B.9) se define mediante:

SSP;SPG - _ <th;7_PSPG \(v . 0,<ph’,u/h) + Pb)J > vqh c Qh (510)
r:residuo de l;rec. de Cauchy ne
donde el factor 779PC es:
h2
FPSPG _ oMo (5.11)
2

siendo o un parametro de estabilidad positivo, h. el tamano caracteristico del elemento
finito y p el modulo de corte para el problema elastico.

Observacion 18 Tezduyar et al. [TMRS93] han incluido un término adicional para el
tratamiento de la restriccion de incompresibilidad en (p.9).

Observacion 19 en Klass et al. [KMS99/ se ha considerado un término de estabilizacion
similar sin incluir las fuerzas de cuerpo (pb) en el término r de la ecuacion p.10.

5.2.4. Esquema de estabilizacion PGP

El término de estabilizacion Sy; se define ahora como sigue:

SEEP = (vt PP (vph — IT)) vg" e Q" (5.12)

e

donde IT"(€ V") es la proyeccion L? del gradiente de presion Vp" sobre el espacio discreto
de aproximacién por elementos finitos V" (ver figura [.2):

(Vp"—II");n")y=0  vn"e)V’ (5.13)

siendo n" variaciones admisibles del campo gradiente de presion proyectado IT" (n"

SIT").

Recuérdese que las funciones en V" no toman valores nulos sobre la frontera I,
de esta forma IT" es un campo vectorial de IR™™ que pertenece al mismo espacio de
aproximacion que los desplazamientos u". La ecuacion .13, la cual determina el campo
IT", debe agregarse como una restriccion adicional a la forma mixta variacional .9,
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Figura 5.2: Representacion grafica de la proyeccion L? del gradiente de presion discretizado
Vp" sobre el espacio de aproximacion por Elementos Finitos.

El coeficiente de estabilizacion 77°¢F puede computarse a nivel da cada elemento finito

como funcién de su tamano caracteristico y médulo de corte:

h2
TPeP = ¢ (5.14)
2u*
donde ¢ ~ O(1) es un coeficiente escalar adimensional constante (Codina [[Cod004] utiliz6
un valor ¢ = 4 en aplicaciones de mecéanica de fluidos). Siguiendo a Chiumenti et al.
[CVdSC02H|, se adopta un moédulo de corte secante p* para la evaluacion final de 7767
en problemas de plasticidad J5.

Observacion 20 se recomienda consultar el anexo [B, donde se ha desarrollado una in-
terpretacion conceptual de la estabilizacion mediante sub escalas, en el contexto de sub
escalas ortogonales, con el objeto de justificar la aparicion del término adicional (estabi-
lizante) 779" en las ecuaciones cldsicas de balance.

5.3. Implementacién numeérica del esquema estabiliza-
do PGP

En esta seccion, se describe la implementacion numérica utilizando el término de esta-
bilizacion correspondiente al esquema PGP. Para ello se introducen las aproximaciones de
los campos discretos en la formulacion variacional .9, incorporando ademaés la ecuacion
de proyeccion como una restriccion adicional a satisfacer.

5.3.1. Definicién de los campos discretos

Consideremos que los espacios ) y V pueden aproximarse con funciones de inter-
polacién de igual orden (en particular aproximacion lineal por tramos del tipo CY). El
problema mecanico (5.3, b.5, b.6, b-1-(a)) se describe entonces en términos de una formu-
lacion variacional de tres campos, de la siguiente manera:

» asumiendo que se conoce b : 2 x [0,T] — R™™ y t*: [, x [0,T] — Rndim

» determinar w : 2 x [0,7] — R™™ p: Q2 x[0,T] — Ry IT : 2 x [0,T] — R"¥™;
(u,p,IT) € (V x Q x V), tal que se verifique simultaneamente:
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5.3. Implementacién numérica del esquema estabilizado PGP 101

—(p;V~w>—|—<S(u);(Vw)sym>—<,0b;'w>:/ (& w)dr, YweVy (5.15)

o

Nelem

(@ (= +V-w)+ Y (Var P (Vp— 1)), =0 VgeQ  (5.16)

e=1

(Vp—H);n)=0 YneVv (517

Observacion 21 por cuestiones de claridad de lectura, se ha suprimido el supraindice h
que hacta referencia a campos discretos, ya que de aqui en adelante no hay posibilidad de
confusion.

Observacion 22 debe notarse que la aproximacion discreta del campo IT utiliza el mismo
espacio de interpolacion que .

Introduciendo notacién matricial de uso comun en el contexto del MEF, los campos
interpolados se expresan como:

“(x,t) = No(x)u(t) ; w(x)=Ng(x)w (5.18)
p(x,t) = Nj(@)p“(t) 5 ¢(x) = Ny(x)q° (5.19)
II*(2,t) = Ng(a) (1) ; nf(z) = Ng(z)n* (5.20)

donde Ny, y N, representan los arreglos de funciones de interpolacion para los grados
de libertad de desplazamiento y presion definidos a nivel del elemento respectivamente,
(®) se refiere a los valores nodales de la variable () y el supraindice e hace referencia al
elemento finito en estudio. Teniendo en cuenta y se tiene:

(V)™ = B* (5.21)

V-N&=1"B° (5.22)

VN, = D* (5.23)

en donde B¢ simboliza el clasico operador deformacién-desplazamiento e I es la repre-
sentacion, en formato matricial, del tensor identidad de segundo orden (I = [1, 1, 0]7
para 2D, T = [1,1, 1,0, 0, 0]7 para 3D, asumiendo que en la notacién vectorial de

tensores las componentes de la deformacion se escriben: € = {c,4, €4y, 5xy}T en 2D y
_ T
€ = {€uz, Eyys €22, Eays Eaz, Eyz) €0 3D).
La version algoritmica del sistema de ecuaciones (p.15)-(B.17) puede escribirse conve-
nientemente:

( Melem
\ BeTse(ﬁ/e) dQe:| . GOf) — Fﬁezt)
e= 0e

1 . 5.24
—GOT'&,—{—MerL]ﬁJrHTH:O (5:24)
K

Hp— M,II =0
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102 Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J> con ablandamiento.

siendo A el operador de ensamble estandar de elementos finitos. Para poner en evidencia
el caracter simétrico del sistema, se ha cambiado el signo de la ecuacion p.24-(b) y la

expresion [.24-(c) se ha escalado por 77¢F. A partir de [.24-(a) surge la definicion del

vector de fuerzas Fo°*Y.

Nelem

Fleat) — /A} [ / pNETb dge + / Nt dp;} (5.25)
e= e ng

ademas las matrices Gy, M,, M,, L y H se computan mediante:

Nelem

Gy = /A} BTIN¢ dge (5.26)
e= ne ]
Nelem .
M, = é { . N;'N{ dge (5.27)
Nelem
M, = A1 / NeTrPeP Ne dm} (5.28)
e= e
Nelem
L= A { / D" rPF p° dm} (5.29)
Nelem
H= "\ { / NETrPEP pe dgel (5.30)

donde el supraindice 0, en p.20, considera la condicion de borde Dirichlet homogénea
sobre el espacio de variaciones admisibles de desplazamiento V. Debe notarse que, en la
presente formulacion, aun al considerar interpolaciones de igual orden, existen diferencias
entre el espacio de variaciones admisibles de w y IT debido al la falta de condiciones de
borde sobre este tltimo campo (w € Vy; n € V).

5.3.2. Evaluacion del residuo

El sistema no lineal de ecuaciones algebraicas p.24, el cual depende del (pseudo) tiem-
po t € [0,T], puede resolverse para cada paso de andlisis mediante un procedimiento
iterativo de Newton-Raphson. En este caso, el alto coste computacional que representa la
introduccién del nuevo campo vectorial IT, hace que tal esquema no sea competitivo si lo
comparamos con estrategias alternativas de estabilizacion. Por este motivo, siguiendo los
trabajos de Codina [[Cod004]| y Chiumenti et al. [CVdSCO02a], se plantea un tratamiento
simplificado para lograr una mayor eficiencia numérica. Considérese para ello que el cam-
po gradiente de presion proyectado IT no varia significativamente entre el paso (i) y el
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5.3. Implementacién numérica del esquema estabilizado PGP 103

paso (i + 1), luego es posible resolver un sistema de ecuaciones alternativo de la forma:

Nelem

A / BeT§e+D) dge] _ Goﬁ(i—i-l) _ Fzgea:t)(i—f—l) (a)

(5.31)

. 1 )
—GT 4+ — [—Mp + L} p ) =—HT T ()
K

donde IT® se evalia considerando F.24-(c) una vez que el procedimiento de Newton-
Raphson no lineal ha convergido para las variables de desplazamiento y presion en el paso
de carga (7). A nivel global es posible expresar:

o9 = p;t HO pt) (5.32)

En estas circunstancias, el término derecho en la expresion p.31+(b) puede considerarse
como un vector de cargas conocido para esta ecuacion, mientras que la evaluacion de IT @
a partir de p.33 al final de cada paso (i), requiere un costo computacional despreciable
(similar a una estrategia estandar de suavizado de variables), principalmente si la matriz
de masa M,,, como es usual, se construye en forma aglutinada (lumped o diagonal).

El sistema de ecuaciones puede reescribirse de una forma méas compacta:

Fn) (g, p) = Flert) (5.33)

en términos del vector de fuerza interna generalizada F) (u,p):

Nelem

F(mt) A T . s
) u . BeTSe (i+1) doel — G (i+1)
F(mt) (u,p) — — e=1 [fQ « ] op (534)

(int)
F, —GT ) — [LM, + L)pe+D

y del vector fuerza externa generalizada F(¢*!):

Fé’ezt) F’l("e:ct)
Flert) — = (5.35)
) ~HTII®

Finalmente, teniendo en cuenta las definiciones y el residuo R(u,p) del

modelo numérico mixto-estabilizado se evaltia mediante:

R(u,p) = F'")(u,p) — F (5.36)

5.3.3. Tensor constitutivo tangente consistente

La utilizaciéon de un esquema iterativo implicito del tipo Newton-Raphson completo,
el cual asegura velocidad de convergencia cuadratica para la resoluciéon de p.33] requiere
el continuo computo de la matriz tangente. Considérese para ello la siguiente definicion
del vector de variables independientes generalizadas:

X = [u, p|* (5.37)
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En este contexto de anélisis, el Jacobiano J (X)) del sistema puede evaluarse a partir
de la variacion de primer orden del residuo con respecto al conjunto de variables indepen-
dientes X = [u, p|T:

_OR(X) o OF(X)

X)="" 6X="—1"" 56X =6F")(X .
IR(X) X X o o (X) (5.38)
N—— N—_— —
J(X) J(X)
o bien en forma extendida:
SF™ Ky Ku, | [ 04
(int) | = { P } l X } (5.39)
6F, Ky, K, || 0p
SF(nt) (X)) J= 3F(28n;() (X) 6X
definiendo cada submatriz K;; en (p.39) de la forma:
Nelem
Koy = é / B*"dev(C) B¢ dge} (5.40)
K., =K., =-G (5.41)
1
K, =— [EM” + L} (5.42)

donde dev(C) es la componente desviadora del tensor constitutivo tangente algoritmicolf
evaluado en el elemento finito a partir del modelo Js.

5.4. Ejemplos de aplicacion

A continuacion se evalta la performance numérica del modelo mixto estabilizado PGP,
resolviendo casos bidimensionales y tridimensionales. Estos resultados se comparan con
soluciones obtenidas con elementos finitos estandar de Galerkin (aqui denominados STD)
y con una formulacion mixta sin estabilizacion (MSTD).

En el primer test se presenta una estimacion de la tasa de convergencia en los campos
u v p del esquema PGP a medida que se refina la malla, comparandola con distintas
formulaciones de elementos, en régimen compresible e incompresible.

En el segundo ejemplo numérico (elasticidad incompresible) se realiza un estudio
paramétrico en términos del coeficiente de estabilizacion “c” y se demuestra una analogia
entre el modelo PGP y una estrategia de estabilizacion del tipo PSPG. Este ejemplo in-
volucra una gran cantidad de grados de libertad. Por este motivo el mismo se ha resuelto
en un entorno paralelo de calculo utilizando diferentes estrategias iterativas de soluciéon y
distintos precondicionadores para resolver el sistema final de ecuaciones. La descripcion
de este aspecto distintivo del ejemplo no se incluye en esta seccién sino que se detalla en
el apéndice [J.

3Entendemos por componente desviadora de un tensor de cuarto orden a la siguiente proyeccion:
dev(C) = Pp : C donde, como ya se definio, se tiene Pp =1 — % (Iem.
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5.4. Ejemplos de aplicacion 105

Las subsecciones b.4.3, p.4.4, 5.4 estan dedicadas a la soluciéon de problemas en
plasticidad. En particular, estamos especialmente interesados en evaluar la capacidad que
posee del modelo mixto estabilizado PGP para capturar la carga limite, el mecanismo de
falla en forma de bandas de corte y la sensibilidad u objetividad en malla (independencia
de orientacion) en la respuesta post-critica del material. Esta ultima propiedad es una
de las caracteristicas mas importantes que se espera de un elemento finito pensado para
obtener una correcta representacion del fenémeno de localizaciéon de deformaciones y
prediccién satisfactoria de los modos de falla.

5.4.1. Analisis de convergencia

Se analizan en este apartado las propiedades de convergencia del triangulo estabilizado
PGP en régimen de elasticidad compresible e incompresible. Para este fin, consideramos un
problema que posee soluciéon analitica, el cual consiste en una viga en voladizo sometida
a un modo de deformacion por flexién. La solucién exacta para el caso de tension o
deformacion plana puede encontrarse en cualquier libro clasico de teoria de elasticidad.
En particular, hemos tomado este ejemplo de Belytschko et al. [BB9I]| donde también se
utiliza este test para validar modelos numéricos ante restricciones de incompresibilidad.

En la figurap.3-(a) se observa el modelo fisico y la geometria del problema. La solucion
analitica, en términos del campo de desplazamientos u = [u,, u,], viene expresada de la
forma:

wal,y) = ~2[(6L - 30)e + (2 4+ 7)(y* — ~D?)]

6BL X 4 (5.43)
uy(x,y) = T [30y* (L — ) + 1(4 +57) D%z + (3L — x)2?]

donde F' es la carga resultante tangencial por unidad de longitud e I = D3/12 es una
medida de la rigidez flexional. Considerando el caso de deformacién plana se tiene que: E =
T3, V= 1, siendo E'y v el modulo de Young y la relacion de Poisson respectivamente.

La condicién de borde en tracciones a imponer en los extremos de la viga debe ser
compatible con la solucién analitica del campo tensional derivado a partir del campo de
desplazamientos p.43. En x = 0, se tendra:

7ul0.9) = -1 (@ -
5.44
Tuy(y) = g EDQ - yQ} (b)

mientras que en x = L, 0, = 0, = 0 y las tensiones de corte 7,,, como no dependen de la
posicion z, estan dadas nuevamente por la ecuacion p.44-(b).

Las condiciones de borde cinematicas y mecénicas pueden observarse en la figura
B.3-(b) para la malla mas gruesa utilizada. Si se imponen las restricciones adecuadas de
manera de conservar la simetria que presenta el problema, s6lo es necesario modelar la
mitad (superior) de la viga.

El anélisis de convergencia aqui presentado se realiza en términos de medidas del error
en desplazamientos y presiones (precisamente las variables independientes del modelo
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Ay
| ‘ T(y)
| !
- D=12 s
‘ |
‘ |
| 1L=48 |
\ \
(a)
Ny h
O (x,y) T(y) T (y)
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(b)

Figura 5.3: Analisis de convergencia del esquema PGP. Test en modo flexion de viga
en cantilever: (a) Modelo fisico y geometria de la estructura. (b) Modelo numérico y
condiciones de contorno.

mixto). Tales magnitudes se evalian segin normas definidas en el espacio de funciones
cuadrado integrables L2, de la forma:

2

leullr: = [[(uEx) — wper) e = /Q(WEX) - u(PGP))QdQ] (5.45)

2

lesllze = [l(pex) — prep)llze = / (P(ex) —pusop))erz] (5.46)
(0]

donde (®)gx) ¥ (®)(pcp) representan la solucion exacta y numérica obtenida mediante el
modelo mixto estabilizado, respectivamente.

En particular, se estudian dos situaciones dependientes del valor numérico del coefi-
ciente de Poisson (caso compresible v = 0,25 y caso incompresible v = 0,49999). En la
figura p.4 y b.9 se observan las curvas de convergencia de los triangulos: estandar (STD),
mixto sin estabilizacion (MSTD) y mixto estabilizado (PGP, ¢ = 1) como funciéon del
tamano caracteristico del elemento h,.

Como era previsible, debe notarse que en la situacién compresible las tres formu-
laciones de elementos finitos muestran velocidad de convergencia similar, tanto para el
campo de desplazamiento como para el de presiones. En este caso, el esquema mixto y
en particular el mixto estabilizado, presentan claras desventajas desde el punto de vista
del coste computacional. Sin embargo, si analizamos ahora el desempeno del elemento
PGP en régimen incompresible, se obtiene una clara ventaja en relaciéon a otros mode-
los. La tasa de convergencia resultante es de aproximadamente 1,7 (en desplazamientos
y presiones), similar al caso compresible. Esto implica que la restriccion cinematica de
incompresibilidad no afecta sustancialmente la velocidad de convergencia en el modelo
mixto-estabilizado, como si sucede para las restantes formulaciones de elementos.
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Figura 5.4: Analisis de convergencia del esquema PGP. Caso de elasticidad compresible
v = 0,25: (a) Convergencia en desplazamientos. (b) Convergencia en presiones.
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log
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Figura 5.5: Analisis de convergencia del esquema PGP. Caso de elasticidad incompresible
v = 0,49999: (a) Convergencia en desplazamientos. (b) Convergencia en presiones.
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108 Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J> con ablandamiento.

5.4.2. Elasticidad incompresible

En este ejemplo se evalta la respuesta ante régimen de cuasi incompresibilidad eléstica
en un test de compresion dominante. El problema propuesto consiste en un bloque ctibico
de 140 x 140 x 100 (unidades de longitud expresadas en milimetros, ver figura p.g) el cual
se encuentra sometido a las siguientes condiciones de contorno: en la superficie inferior
estan restringidos todos los desplazamientos, la cara superior se asume vinculada a una
placa suficientemente rigida capaz de imponer un desplazamiento vertical uniforme (dy =
7[mm]) mientras que el movimiento horizontal se encuentra impedido, los nodos ubicados
sobre las caras laterales pueden desplazarse libremente. En la simulacién numeérica se ha
utilizado un modulo de Young E = 2999800 [M Pa] y un coeficiente de Poisson v = 0,4999,
para inducir comportamiento de material incompresible.

En la figura p.g se muestran dos mallas no estructuradas de aproximadamente 56000
(figura B.G-(a)) y 90000 (figura p.6-(b)) elementos tetraédricos.

100

N
h
y
2
%
%
k
4
2
Y
2
5
4
k
4
a
)

Figura 5.6: Test de incompresibilidad en un bloque elastico. Niveles de discretizacion del
modelo numérico: (a) 56000 tetraedros (b) 90000 tetraedros.

Al intentar resolver el problema asumiendo un nivel de estabilizacion despreciable (¢ ~
0, ver ecuacion f.14) se obtienen severos efectos de bloqueo volumétrico que se evidencian
al observar los mapas de tensiéon media de la figura p.7, para ambas configuraciones de
mallas. Recordamos que esta situaciéon representa la respuesta mecénica de un modelo
mixto inestable, aqui denominado (MSTD)

El comportamiento oscilante de la componente esférica de la tension disminuye dras-
ticamente cuando se activan los términos de estabilizacion SEYF. De esta forma, con-
siderando un coeficiente ¢ = 1, en la figura f.§ puede observarse que el modelo PGP
captura en forma correcta la distribuciéon de tension hidrostatica.

La transicion desde una solucién inestable hacia una soluciéon estable, en un rango de
valores del coeficiente de estabilizacion ¢, queda en evidencia en la figura p.9. Alli se ha
graficado la variaciéon de la tension media a lo largo del segmento de linea interno al cubo
AB, demostrandose ademés cémo los modos espiireos de oscilacion de la presién pueden
evitarse adoptando un adecuado nivel de estabilizacion.

Dado que no solamente estamos interesados en un anélisis cualitativo de los resultados,
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Figura 5.7: Test de incompresibilidad en un bloque elastico. Mapas de tensién media o,
para la formulacién mixta sin estabilizacion MSTD: (a) Modelo con 56000 elementos. (b)
Modelo con 90000 elementos.

.—0.25
I—13.O
alores x 1.0e5 [MPa]
(b)

. v
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Figura 5.8: Test de incompresibilidad en un bloque elastico. Mapas de tensién media o,
para la formulacion mixta estabilizada PGP: (a) Modelo con 56000 elementos. (b) Modelo
con 90000 elementos.

109



110

Capitulo 5.

Estabilizacién en plasticidad J2 con ablandamiento.

[MPa]

Tensidén media

([T |
R ooOo

QOQQQQ

I
100 150 200

Distancia [mm]

Figura 5.9: Test de incompresibilidad en un bloque elastico. Curvas de variaciéon de la
tension media o, en el segmento de linea interno AB. Formulacion PGP con diferentes
valores del coeficiente de estabilizacion c.

[MPa]

Tensidén media

150 200
Distancia [mm]

Figura 5.10: Test de incompresibilidad en un bloque elastico. Curvas de variacion de la
tension media o, en el segmento de linea interno AB. Comparaciéon numérica de dos
procedimientos de estabilizacion: PSPG vs PGP
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a continuacién se presenta una comparaciéon numérica en términos de la tension media
om, entre el modelo presente y una técnica de estabilizacion bien conocida, verificada y
extensamente utilizada en el contexto de CFD, nos referimos en particular al esquema
PSPG (Pressure Stabilizing Petrov-Galerkin).

De acuerdo con las expresiones p.11] y p.14], se han utilizado los siguientes factores de
estabilizacion en la simulacion:

7_PSPG — h_z : 7_PG’P — th (547)
12p
La figura muestra la comparacion entre las curvas de tension media a lo largo del
segmento de linea interno AB para el esquema PSPG y PGP. Debe notarse que ambas
soluciones resultan practicamente idénticas.

5.4.3. Ejemplo bidimensional de Prandtl

El objetivo basico de esta aplicacion numérica, que corresponde a la version bidimen-
sional del test de Prandtl en deformacion plana, es evaluar la sensibilidad u objetividad de
la solucion con respecto a la orientacion de la malla de elementos finitos, particularmente
en lo referente a la determinacién de la maxima carga y obtenciéon del mecanismo de co-
lapso. El problema se describe como un semi espacio material cargado verticalmente por
medio de una placa suficientemente rigida. Por cuestiones de practicidad, en la simulacién
numeérica se ha limitado el dominio de estudio a un modelo discreto rectangular como se
observa en la figura p.1]] (dimensiones en milimetros).

JP

AVARRVARVAERVAEVS
NN A A A

Figura 5.11: Test bidimensional de Prandtl en deformacion plana. Geometria y condiciones
de contorno (unidad de longitud: milimetros).

El mecanismo de falla y la correspondiente carga limite estructural, considerando un
modelo material elasto-pléstico perfecto J; ha sido determinado analiticamente (véase por
ejemplo Kachanov [Kac71l|, pag. 219). En este sentido, la solucién en carga pico es:

ON 2 —+ 7

= (5.48)
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112 Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J> con ablandamiento.

donde oy es la tension neta bajo la zona de transferencia de carga y o, la tensiéon de
fluencia del material. En el caso presente, se ha impuesto como restriccién cinemética
adicional que la placa rigida se desplace verticalmente sin rotacion, con lo cual la unicidad
en la determinacion del mecanismo de falla queda garantizada.

La figura muestra dos modelos discretos. La malla no estructurada p.12+(a) se ha
generado intencionalmente para obtener una distribuciéon simétrica de nodos y elementos.
La configuracion estructurada p.123+(b), revela direcciones predominantes d, en particular
dy coincide con una de las bandas de deslizamiento del mecanismo de falla predicho por la
solucién analitica. Ambas mallas poseen aproximadamente 1800 elementos triangulares.
La simulacién numérica se ha realizado teniendo en cuenta un material que responde a
un modelo constitutivo elastico-perfectamente plastico de Von Mises caracterizado por
las propiedades mecanicas que se detallan a continuaciéon: modulo de elasticidad E =
1,0 [M Pa], relacion de Poisson v = 0,499 (notese que se considera una situacion de cuasi
incompresibilidad desde el régimen eléstico), tension de fluencia o, = 0,01 [M Pal.

(a) (b)

Figura 5.12: Test bidimensional de Prandtl en deformacion plana. Configuraciones de
malla: (a) Malla no estructurada. (b) Malla estructurada.

La malla no estructurada se ha resuelto utilizando el triangulo mixto estabilizado con
el procedimiento PGP (¢ = 1) y también con un elemento triangular mixto sin estabi-
lizacion MSTD (c ~ 0). En la figura .13 se observan mapas de tension media, al momento
de alcanzar el maximo desplazamiento impuesto (9, = 0,10 [mm]). Nuevamente la formu-
lacién mixta estandar muestra una pobre performance evidenciando severas oscilaciones
en la componente volumétrica del campo tensional, mientras que la formulacion PGP, en
cambio, origina soluciones suaves.

A continuacion, analizamos la capacidad del modelo PGP para capturar el mecanismo
de colapso estructural, estudiando ademés céomo influye la orientacion geométrica de los
elementos en la respuesta final. La figura muestra mapas de deformacion plastica
equivalente una vez que el flujo inelastico se ha desarrollado completamente. Puede ob-
servarse claramente que la malla no estructurada de tridangulos PGP predice un patron
simétrico de bandas de deslizamiento, en total correspondencia con la solucién analitica del
problema, ver figura p.14+(a). Sin embargo, en el caso de malla estructurada (no simétri-
ca) la respuesta en términos del campo de deformaciones plasticas no parece conservar
estrictamente dicha simetria, véase figura p.14-(b). Esta situacion es mucho més critica
aun para los elementos estandar STD (formulacion irreducible en desplazamientos), donde
el bloqueo cinemético por incompresibilidad resulta notorio, como queda evidenciado a

partir de la figura p.14-(c).
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Figura 5.13: Test bidimensional de Prandtl en deformacion plana. Mapas de tensiéon media:
(a) Formulacion MSTD. (b) Formulacion PGP.
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Figura 5.14: Test bidimensional de Prandtl en deformacién plana. Mapa de deformacion
plastica equivalente: (a) Formulacion PGP, malla no estructurada (simétrica). (b) Formu-
lacion PGP, malla estructurada (no simétrica). (¢) Formulacion STD, malla estructurada
(no simétrica).

El mismo comportamiento en relacion a la carencia de simetria en los resultados puede
observarse analizando el campo primario w. La figura .15 muestra curvas de igual des-
plazamiento para el esquema PGP obtenidas con la malla estructurada (no simétrica).
Durante el régimen eléstico, ver figura p.15-(a), aun considerando incompresibilidad elas-
tica, el campo de desplazamientos resultante es aproximadamente simétrico. No obstante,
adviértase que una vez iniciado el proceso de concentracion de deformaciones plasticas,
nuevamente se pierde esta caracteristica en la respuesta, ver figura p.19-(b). Un estudio
similar en el elemento STD demuestra que esta pérdida de simetria se produce siempre
que se intente modelar problemas con deformaciones isécoras predominantes, indepen-
dientemente si existe o no flujo plastico. Podemos concluir entonces que este fenémeno de
indole numérico, es causado por la limitaciéon bien conocida que presentan los elementos
finitos simplices de bajo orden para capturar algunos tipos particulares de restricciones
cineméticas, tales como: (1) incompresibilidad y (i) localizacion de deformaciones. El
elemento STD falla en ambas situaciones. Como se deduce de este ejemplo, la estrategia
PGP logra salvar eficientemente la primera de ellas, sin embargo, atin se observa un com-
portamiento patolégico dependiente de la orientacion de malla para modelar problemas
con deformaciones plasticas altamente localizadas.

En la figura p.1q se comparan las curvas carga total sobre la placa versus descenso de
la misma, para las dos mallas en estudio y considerando diferentes alternativas: triangu-
lo estandar STD, formulacion mixta MSTD y esquema mixto estabilizado PGP. Como
se esperaba, el elemento clasico de Galerkin muestra una respuesta estructural sin carga
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114 Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J> con ablandamiento.

(a) (b)

Figura 5.15: Test bidimensional de Prandtl en deformacion plana. Contornos de igual
desplazamiento: (a) Formulacion PGP en régimen elastico, malla estructurada. (b) For-
mulacién PGP en régimen plastico, malla estructurada.

pico, consecuencia directa del bloqueo cinematico. Por el contrario, para las otras dos
formulaciones MSTD y PGP, se obtiene una carga limite bien definida. En este problema
en particular, la prediccion de la carga limite no parece estar influenciada por al direc-
cionalidad de la malla, sin embargo esta conclusiéon no puede generalizarse. Se observa
también una razonable concordancia con la solucién analitica. Aunque no se muestra en
este ejemplo, se ha verificado que para un mayor ajuste entre las soluciones numéricas y la
solucién analitica, se requiere refinar la malla y ampliar el dominio de analisis, imponiendo
las condiciones de contorno del problema tedrico en forma més realista.

5
| | | |
4.5 «———~— |—m m o P o=
| | | |
/) S F o Lo L]
| | | |
I I I I
3.5 T T T T T T T T T T T T T
3* I I —— e e e
>
© Soludcién analitita = (2+7‘l:)/3‘l/2 I
| | | |
< 25 o C T [ T
bz | | | |
2 i e m === e P
I I I I
1. s5H]-- - -~ o o R
| | | |
| | | |
N T —— PGP (malla no estructurada) ||
‘ —8— PGP (malla estructurada)
0.50F ————~ == —+—MSTD (malla no estructurada) [|
i —<—STD (malla no estructurada)
O I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Desplazamiento vertical [mm]

Figura 5.16: Test bidimensional de Prandtl en deformacién plana. Curva carga desplaza-
miento.

Finalmente queremos hacer notar un aspecto referente a la eficiencia numeérica. El
computo del campo vectorial IT, cuando se utiliza el procedimiento descrito en y
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b.37, revela un costo computacional despreciable en comparaciéon con otras partes del
algoritmo (< 5% que el tiempo requerido por el solver del sistema de ecuaciones).

5.4.4. Cilindro 3D con entalla

Este ejemplo numérico esta dedicado al estudio del elemento tetraédrico estabilizado
PGP en régimen avanzado de deformaciones pléasticas. El test consiste en un cilindro
con entalla sometido a un estado de traccion axial producto de la aplicacion de despla-
zamientos incrementales. Las proporciones geométricas y el modelo discreto (compuesto
de aproximadamente 7800 elementos) utilizado en la simulacién pueden observarse en la
figura p.17. Debido a condiciones de simetria so6lo se modela 1/8 de la barra. El mate-
rial responde a una ley constitutiva de plasticidad perfecta, descrito en términos de los
siguientes parametros mecénicos: modulo de Young E = 3 x 103 [M Pa], coeficiente de
Poisson v = 0,3 y tension de fluencia o, = 50 [M Pal].

W
W/B=
- /B=10
H/W=3
11l W=100 [mm]
B

TTTITIv Y/

(a) (b)
Figura 5.17: Cilindro 3D con entalla: (a) Geometria del problema. (b) Modelo discreto.

En la figura p.I§ se observa la curva tension neta normalizada (oy/oy,) versus el des-
plazamiento impuesto normalizado (Ed,/(Wa,)) para dos esquemas de elementos finitos.
Nuevamente la formulacion estandar irreducible en desplazamientos (STD) falla en el
intento de capturar la carga limite. La estrategia PGP, en cambio, exhibe una resisten-
cia ultima estructural bien definida. La determinacién de la carga pico en este ejemplo es
equivalente al test de punzonamiento, si embargo el autor desconoce una soluciéon analitica
cuando se tiene simetria de revolucion juntamente con un modelo de tipo Von Mises.

El campo de tension media en la zona proxima a la entalla y en correspondencia con el
méximo desplazamiento impuesto, puede verse en la figura f.19. En este caso se consideran
dos situaciones en funciéon del pardmetro c. Adoptando ¢ =~ 0,04 el efecto estabilizante
resulta practicamente despreciable induciendo modos espiireos oscilantes en la respuesta,
mientras que un factor ¢ & O(1), en particular ¢ = 4, impone un nivel de estabilizacion
satisfactorio.
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116 Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J2 con ablandamiento.

Figura 5.18: Cilindro 3D con entalla. Curva carga desplazamiento.

[MPa]

I -35

(a) (b)

Figura 5.19: Cilindro 3D con entalla. Mapas de tension media para la formulacion PGP:
(a) Factor de estabilizacion ¢ = 0,04. (b) Factor de estabilizacion ¢ = 4.
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5.4. Ejemplos de aplicacion 117

5.4.5. Problema de localizaciéon de deformaciones

En esta seccion analizamos un prisma de seccién cuadrangular sometido a un estado de
compresion predominante, asumiendo ademas restriccion de deformacion plana. Se adopta
un modelo elasto plastico J; equipado con una ley de ablandamiento por deformacion de
caracter isotropo y lineal. Bajo estas condiciones, y después de alcanzar la condicion critica
de inestabilidad material, la evidencia experimental indica el desarrollo de una zona con
acumulacion de deformaciones irreversibles, ver figura p.20F(a) (inclinacion aproximada
de 45°). El test propuesto persigue como objetivo fundamental estudiar la capacidad del
elemento triangular PGP para capturar este modo tipico de falla.

Este ejemplo numérico también ha sido usado previamente por varios investigadores
a principios de la década del 90, para probar sus formulaciones de elementos finitos en el
contexto de localizaciéon por ablandamiento material.

Iz Igy +

. Localizacién . ‘ >
e ————— 772 T
| 32 | | 16 |
[ | l [
(a) (b)

Figura 5.20: Problema de localizacion de deformaciones (dimensiones en milimetros): (a)
Modelo fisico. (b) Modelo numérico.

Debe aclararse que el modelo constitutivo no se encuentra regularizado en cuanto a la
dependencia con el tamaiio de los elementosf], en consecuencia, la energfa de fractura bajo
la curva carga-desplazamiento cambiard a medida que se refine la malla. Sin embargo,
nuestro interés en este apartado es analizar si existe objetividad de la respuesta numérica
con la direccionalidad de los elementos mas que con su tamano caracteristico. Se espera
que, usando diferentes mallas de elementos de similar medida, los resultados obtenidos
sean comparables aun si varia su orientacion relativa. Este hecho marcaria un buen indicio
en relacion al comportamiento cineméatico del modelo.

La figura p.20(a) muestra la geometria del problema (dimensiones en milimetros). Im-
poniendo las condiciones de contorno adecuadas, la simulacién numérica puede restringirse
a s6lo un cuarto del bloque, véase figura p-20(b).

4La regularizacion constitutiva se abordara en el capitulo proximo.
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118 Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J> con ablandamiento.

Los parametros mecénicos adoptados para el modelado son los siguientes: modulo de
Young E = 3% 10* [M Pal, relacion de Poisson v = 0,3, tension de fluencia o, = 36 [M Pal,
modulo de ablandamiento material H = —1,8 x 10% [M Pa]. Dado que el problema es
inicialmente homogéneo, debe introducirse una pequena perturbaciéon para materializar
el punto de inicio de localizacion.
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Figura 5.21: Problema de localizacion de deformaciones. Mallas utilizadas en la simulacion:
(a) 375 elementos. (b) 128 elementos. (c) 128 elementos.

Hemos de considerar tres mallas de tridngulos mixtos estabilizados PGP (¢ = 4). La
primera de ellas, Malla (a), corresponde a una distribucion arbitraria de 375 elementos.
Las dos restantes son arreglos estructurados de tridngulos siguiendo la direcciéon de falla
(Malla (b)), o bien ortogonal a la misma (Malla (c)), ambas contienen 128 elementos, ver
figura p.21].

La performance numérica del elemento PGP para este test en particular, puede eva-
luarse comparando los mapas de deformacion plastica equivalente (ver figura p.29) y la
curva de respuesta carga total versus desplazamiento vertical (0,) (véase figura p.23) para
las Mallas (b) y (c).

0.016

(a) (b) (c)

Figura 5.22: Problema de localizaciéon de deformaciones. Mapas de deformacion plastica
equivalente para las distintas mallas de la figura p.2]|
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Figura 5.23: Problema de localizacién de deformaciones. Curva carga total versus descenso
prescrito d,.

Observacion 23 la solucion para la Malla (a) no es relevante en términos de la grifica
carga-desplazamiento debido a que el tamano caracteristico del elemento finito es sensi-
blemente distinto.

Se puede observar que ambas respuestas (Malla (b) y (c)) son claramente diferentes.
Este ejemplo muestra un comportamiento similar a aquel observado la seccion p.4.3,
aunque mucho mas notorio ahora debido a la presencia de ablandamiento. Si bien es
cierto que estas dos situaciones representan condiciones extremas, ya que en general para
mallas de direccionalidad arbitraria se deberd esperar un comportamiento como el que
se muestra en la figura p.22}(a), es evidente que existe una falta de objetividad en la
presente formulaciéon fundamentalmente cuando se pretenden modelar modos de falla del
tipo bandas de corte.

5.5. Comentarios

A través del estudio numérico del esquema mixto estabilizado PGP abordado, se
pueden extraer algunas observaciones importantes:

= una de las principales ventajas de la metodologia es que permite formular elementos
finitos simplices de bajo orden.

= el costo computacional se corresponde al de un esquema mixto estandar, dado que
es posible desacoplar eficientemente el campo vectorial del gradiente de presion
proyectado IT, sin que ello implique un deterioro significativo de precisiéon en los
resultados.
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Capitulo 5. Estabilizacién en plasticidad J> con ablandamiento.

el modelo presenta un notable comportamiento cualitativo en situaciéon de incom-
presibilidad elastica, observindose ademas una tasa de convergencia aceptable a
medida que se refina la malla.

el régimen de cuasi incompresibilidad inducido por predominio de deformaciones
pléasticas isocoricas también se resuelve en forma satisfactoria.

el buen desempeno en tales situaciones que presenta el tridngulo estabilizado PGP,
y principalmente el tetraedro, hace aceptable su utilizacion para resolver problemas
practicos, a pesar del costo computacional extra que se asume al utilizar formula-
ciones mixtas.

con respecto a la simulacion del fenomeno de localizacion de deformaciones, que
es nuestro especial interés, debe decirse que, si bien se obtiene un comportamiento
mejorado con respecto al elemento clasico, se observa cierta direccionalidad en la
respuesta inducida por la orientacion de la malla. Este hecho atenta desfavorable-
mente al momento de intentar modelar mecanismos de colapso tipo bandas de corte
en situaciones generales. En el problema de localizacion de deformaciones, véase
seccion p.4.7, queda en evidencia que el elemento PGP para ciertas orientaciones,
conserva excesiva rigidez fomentando disipaciéon de la deformacion pléstica en lu-
gar de concentracion. Este motivo fundamenta la formulaciéon de un modelo més
completo, el cual se presenta y desarrolla en el capitulo siguiente.
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Capitulo 6

Elemento finito para modelar bandas
de corte en plasticidad isocoérica

A partir del analisis realizado en el capitulo precedente, se concluye que para el mo-
delado de superficies de fallo en plasticidad, es necesario contar con una tecnologia de
elementos libre del bloqueo volumétrico espureo inducido por el creciente desarrollo de
flujo plastico. En ese sentido se analizé exhaustivamente un esquema particular mixto
estabilizado, formulado en términos de elementos simplices lineales. También se demostro
que solo la utilizacion de esta estrategia no basta, ya que no se logra aportar la compleja
cinemética que demanda el problema para capturar mecanismos de intensa deformacion
en forma objetiva respecto a la direccionalidad de la malla. Este hecho motiva el desarrollo
de un modelo mas completo que se fundamenta, precisamente, en incorporar ese modo
cinematico faltante.

Siguiendo esta idea, proponemos formular una familia de elementos mixtos estabi-
lizados y enriquecidos con discontinuidades fuertes embebidas. Con ello buscamos poder
modelar mecanismos de colapso en materiales elasto-plasticos bajo régimen de ablan-
damiento por deformaciéon. Para este fin se utiliza la Aprozimacion por Discontinuidades
Fuertes del Continuo (CSDA), como marco tedrico conceptual, la cual ha demostrado ser
una metodologia robusta y suficientemente precisa desde el punto de vista computacional
([OCTMIY]). De esta forma, al elemento PGP de base se suman ahora dos ingredientes fun-
damentales: (i) una cinemética mejorada que incorpora modos adicionales de deformacion
especialmente ideados para simular el proceso de localizacion y (i) una regularizacion
constitutiva consistente, para que el problema quede bien planteado aun en presencia
de ablandamiento. En pocas palabras se fusionan aqui los conceptos presentados en el
capitulo B y en el capitulo [, para complementar las caracteristicas de cada estrategia
respectivamente, ver [ESHOO0G, ESHO4a].

El objetivo final de este estudio es desarrollar elementos de fécil generaciéon para pro-
blemas reales y que presenten un comportamiento satisfactorio en la fase previa a la
inestabilidad material, en la etapa post-bifurcacion, en el modelado de mecanismos de
colapso y en la estimacion precisa de la carga limite estructural. La aplicacion natural de
esta metodologia es la prediccion de falla en metales, o bien para cualquier material que
pueda ser formulado en términos de modelos de plasticidad tipo .Js.

En este apartado, se introduce el modelo teérico matemaético, las hipotesis consideradas
para su desarrollo, los aspectos relevantes de la implementacion y casos de aplicacion para
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122 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

mostrar su validaciéon y desempeno. Los ejemplos numéricos que se presentan, muestran
un incremento de la precision en la respuesta, al comparar la estrategia aqui introducida
con formulaciones alternativas.

6.1. Introducciéon

Las bandas de corte (shear bands) en materiales plasticos surgen como un modo tipico
de deformacion como consecuencia del fenémeno de localizacion. Este proceso tiene lugar
durante el régimen ineléstico una vez que el material se torna constitutivamente inestable.
Varios investigadores han propuesto que tales bandas de deslizamiento (lineas en 2D o
superficies en 3D) puedan simularse numéricamente utilizando campos de velocidades
discontinuos (discontinuidades fuertes), véase por ejemplo Armero et al. [AGI6], Regueiro
et al. [RB99], Samaniego et al. [EB0Y|, entre otros.

En muchos problemas reales, un proceso relativamente importante de flujo pléstico
irreversible y materialmente estable, precede el desarrollo o aparicion de modos locali-
zados de deformacion. En tales casos, y desde el punto de vista computacional, debe
considerarse la deficiente respuesta que brindan los elementos estandar bajo restriccion
de cuasi incompresibilidad.

A lo largo de este capitulo, se presenta la formulaciéon matematica de una estrate-
gia numérica que acopla consistentemente el esquema mixto estabilizado PGP, con una
aproximacion por discontinuidades fuertes embebidas de soporte elementalf], como aquella
propuesta en Oliver [Oli6a, DIi6H|, que nos permita capturar el mecanismo caracteristico
de banda de corte.

El funcionamiento conceptual del modelo que se propone es simple y se describe a con-
tinuacion. Desde el momento en que un punto material comienza a disipar inelasticamente
hasta que alcanza la condicion de bifurcacion (¢t < tg), que como se mencioné para mode-
los plasticos puede ser un periodo importante, se utiliza una estrategia numérica (esquema
PGP) para controlar el comportamiento esférico de la tension y evitar de esta forma un
bloqueo cinematico que comprometa el posterior desarrollo del proceso de localizacion.
Una vez que el estado tensional predice la bifurcacion discontinua (¢t > tg), se activa una
cinemética enriquecida y, si bien el material sigue disipando energia (en forma regulariza-
da), ahora solo lo hace a través de la interfaz de fallo mientras que su entorno descarga
elasticamente. Para simular este tltimo mecanismo introducimos consistentemente una
aproximacion particular de discontinuidades fuertes (CSDA).

La idea de utilizar elementos de buen comportamiento numérico en plasticidad junta-
mente con un aporte cinematico extra no es nueva en el contexto del modelado de falla.
En Armero et al. [AG9(| se han usado elementos triangulares tipo MINI y en Regueiro et
al. [RB9Y] el clasico cuadrilatero BBAR, ambos modelos enriquecidos con desplazamien-
tos discontinuos. Sin embargo, el problema atin permanece abierto ya que, segtin nuestro
criterio, el tridngulo lineal (y por extension directa el tetraedro lineal) posee un conjunto
de ventajas que lo hace particularmente adecuado para mejorarlo con discontinuidades
embebidas.

'Basado en el riguroso estudio presentado en el capitulo E, por cuestiones de simplicidad de imple-
mentacion, precision y costo computacional, utilizamos una cinemética enriquecida con grados de libertad
adicionales interiores al elemento.
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6.2. Ecuaciones de gobierno para sélidos con bandas de corte 123

La aproximacion por discontinuidades fuertes del continuo adoptada, determina la ley
constitutiva incremental en el interior de la banda de corte. Una caracteristica de esta
estrategia es que el modelo discreto resultante, aquel que gobierna la evolucion de las
tracciones cohesivas en la discontinuidad, se obtiene a partir de una proyeccién sobre
la superficie de deslizamiento de la ecuacién constitutiva del continuo. Asumimos que el
material no localizado (no bifurcado) responde a un modelo de plasticidad Js.

En el pasado, se han propuesto numerosas estrategias alternativas para simular ban-
das de corte. Recientemente, Cervera et al. [MMdSC04| han presentado un modelo que
utiliza el mismo esquema de estabilizacion que el adoptado en esta tesis, pero sin intro-
ducir discontinuidades embebidas en el interior del elemento. Creemos sin embargo que las
caracteristicas aportadas por CSDA, deben considerarse al momento de modelar eficiente-
mente mecanismos de falla (en el sentido clésico de objetividad frente a la direccionalidad
de la malla) y por lo tanto merecen un estudio detallado, como el que aqui se presenta.

Este capitulo se estructura como sigue: la seccion p.9 esta dedicada a resumir las ecua-
ciones de gobierno en medios susceptibles de presentar bandas de deslizamiento. El analisis
de discontinuidad fuerte, que conduce a la obtencién de la ley cohesiva proyectada sobre
la interfaz, se desarrolla en el apartado .3 En la seccion se introduce la formulacion
matematica del modelo de elementos finitos que se propone y a continuaciéon los topicos
relevantes de su implementacion numérica. Finalmente, en la seccion [.0 se presentan
dos ejemplos bidimensionales de validacién en donde se compara el comportamiento del
esquema introducido con soluciones numéricas y analiticas de referencia.

6.2. Ecuaciones de gobierno para s6lidos con bandas de
corte

Adoptando una descripcion cinemética con discontinuidades fuertes, el problema (cuasi
estético) de valores de contorno en tasas para un material elasto-plastico que experimenta
un modo de fallo de tipo banda de corte (ver figura [.I]), segin lo visto en el capitulo [,
puede formularse como sigue: encontrar el campo (tasa) de desplazamiento regular 2 y el
salto 3 tal que se verifique el siguiente conjunto de ecuaciones:

V-6+pb=0 Vo € 2\S (ecuacion de equilibrio) (6.1)

u="1u" Ve € I,  (condicién de contorno cinemética) (6.2)

o-v=t Ve € I,  (condicién de contorno mecanica) (6.3)

oc=RE,r) Vxel (relacion constitutiva) (6.4)

6o+ nm=0gp--n VYr — S (continuidad externa de tracciones) (6.5)

T=6s5-n= oons'n Vres (continuidad interna de tracciones) (6.6)
sujeto ademés a una cinematica discontinua del tipo:

u(x,t) = u(x,t) + Hs(x) Bz, t) Ve € (2 (6.7)
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124 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

é(z,t) = V¥V = V¥ + Hs (V" B) +6s(Ben)™ vVze  (6.8)

&: regular €s: singular

Figura 6.1: Definicion de un problema mecénico exhibiendo un modo de falla caracterizado
por la presencia de bandas de corte.

6.3. Analisis de discontinuidad fuerte

A continuacién se aborda un estudio similar a aquel presentado en el capitulo f (sec-
cion B.4), en este caso particularizado para el modelo constitutivo de plasticidad que nos
interesa.

6.3.1. Condicién de discontinuidad fuerte

Para la porcion regular del dominio de analisis (£2\S), es decir en aquella zona donde
no se presenta localizacion de deformaciones inelasticas, se asume un comportamiento
constitutivo elasto-pléstico inviscido de tipo Js con ablandamiento por deformacion de
carécter is6tropo y lineal, como el descrito en el capitulo P} Las ecuaciones basicas de dicho
modelo, por practicidad, se presentan resumidas en el cuadro f.1]. Alli se ha definido como
M la direccion de la tasa del flujo plastico (tr(M) = 0). En este contexto de analisis,
se prestard especial atencion al modulo de ablandamiento H (H < 0) que desarrolla un
papel fundamental en la condicién de localizacion.

Teniendo en cuenta la relacion elastica incremental en tasas p.11], es posible expresar
el estado de tension para un punto arbitrario sobre la interfaz (x € S) como sigue:

Gs=C°: (s — &%) =C°: [Es + “—;@ ®n)v" — ¢b] (6.9)

en donde se advierte que, como antes, para el tratamiento numérico de la distribuciéon de

Dirac, se utiliza la secuencia regularizada: ds ~ limy_. “75
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6.3. Analisis de discontinuidad fuerte 125

Relacion tension-deformacion

oc=C°:(e—¢€P) ; C°=N\Ixl+2ul (6.10)
o=C°:(é—egp) (6.11)

Funcién de fluencia
¢(0,q) = Jo(0) = (0y —¢) <0 (6.12)

Jo(o) = \/3/2(8 : S) (6.13)

Regla de flujo y ley de endurecimiento/ablandamiento

EP =70pp=7M =v+/3 ||S|| (6.14)
G=—H(a)d (6.15)
=709 =7N=1r (6.16)

Condiciones complementarias de carga-descarga

$le,q) <0 3 v>20 5 v¢(o,q)=0 (6.17)

Cuadro 6.1: Ecuaciones bésicas para el modelo de plasticidad J5.

Mediante simple manipulaciéon algebraica, y teniendo en cuenta la ecuacion que go-
bierna la evolucién de deformaciones plasticas (f-I4), p.9 se rescribe de la forma:

e—l . - sym .
C O0s+YvMg= _€ (,6@ )y =E€g3 (618)
acotado acotado _/_/

no acotado si h—0

El problema se focaliza ahora en identificar las condiciones necesarias para que
conserve consistencia fisica y mateméatica en presencia de una cinematica singular (h — 0),
es decir las restricciones que hacen compatible un modelo constitutivo de continuo con
una descripcion de discontinuidades fuertes.

Notese que, debido a la ecuacion interna de tracciones (6-9), la tasa de tensiones s es
una magnitud acotada y por lo tanto lo es ce’ 1 0s, en b.1§. Ademas por definicion, la
tasa de deformacion regular & = V"% 4+ Hs V*¥™3 también resulta acotada. En régimen
de discontinuidad fuerte, el término no acotado de la ecuacion .18 debe corresponderse
con la existencia de otro de caracter similar en la parte izquierda de la ecuacion. La tnica
posibilidad es que lo sea el término (yMs). Dado que Mg ~ dev(os), el razonamiento
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126 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

previo nos induce a considerar al multiplicador pléstico en un sentido distribucional:

v7=0 Ve € (\S

, 1— (6.19)
vs =limy o357 Ve eS

v =057 = lim L7 = {
h—0 h
estableciendo de esta forma que en la zona regular (£2\S) existe un comportamiento
elastico del material (o de carga neutra) mientras que la carga pléastica y disipacion se
localiza en S.
A partir de las ecuaciones f.153-p.10 y en vista de p.19 es posible también reinterpretar
el inverso del médulo de ablandamiento, evaluado en la superficie de discontinuidad, como
una funcién generalizada:

Hs=-3 -5 _ _Yimny = tmhyH vzes (6.20)
as Ys h—0 Y h—0
Hs''=o6sH ' Vo eS (6.21)

donde H es el modulo de ablandamiento discreto o intrinseco el cual puede relacionarse
con propiedades del material como por ejemplo la energia de fractura Gy, la tension
ultima uniaxial o, y el médulo de elasticidad longitudinal £. Tipicamente si asumimos
un comportamiento post-pico gobernado por una ley de ablandamiento is6tropa y lineal,
se tiene:

— 1 UZ
= 3EG, (6.22)
La expresion se conoce con el nombre de condiciéon de regularizacion del médulo
de ablandamiento y es precisamente la que garantiza compatibilidad entre el modelo
continuo p.I0Hp.17 y la cinemaética [p.§, en el sentido de inducir un tensor de tensiones ogs
que se mantiene acotado aun para una medida singular de la deformaciéon en la interfaz.
De .27 se observa que el modelo de constitutivo en el interior de la banda de cortante,
se corresponde con un material (casi) perfectamente plastico. La ecuacion se deduce
asumiendo que la energia disipada en la superficie de corte es G. A su vez, considerando
.20, ¢s se transforma también en un término acotado:

gs = —7H (6.23)

Observacion 24 ndtese la completa analogia, en los conceptos hasta aqui discutidos, con
el andlisis de discontinuidad fuerte presentado en el capitulo [3.

Si premultiplicamos la ecuacion por el factor de penalidad h y tomando limite
para h — 0 (asumiendo ademéas 3 # 0), se tendra:

lim [1(C* : &s)] + lim | has Ms] = lim [nE] + lim [ (B ® n)™"] (6.24)
) Bt ’ T %

de donde surge la denominada condicion de discontinuidad fuerte:
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6.3. Analisis de discontinuidad fuerte 127

el =0s(Bon)V" VYreS (6.25)
TMs = (B@n)¥™ VYxeS (6.26)

A partir de .20, queda establecido un criterio para determinar la evolucién del cam-
po (tasa de) salto en desplazamientos B, es decir una ecuaciéon que brinda informacion
acerca del modo de fallo inducido por la descripcién cinemaética, una vez que se alcanza
la condicion de discontinuidad fuerte.

Seguidamente, se particulariza esta expresion para el modelo J; en anélisis. Considérese
para ello un sistema cartesiano ortonormal ubicado sobre la interfaz de discontinuidad con
base {n,T,£&}. En dicha base podemos expresar:

B=0un+ 0,7+ € YreS (6.27)

donde (3, es la componente normal del salto mientras que 3; y (3¢ las proyecciones tan-
genciales.

Dada la estructura particular del término (,6 ®@ 1), la ecuacion .24 en el sistema
de referencia local definido, se puede expandir como:

10, 0 0 | =7 | My M., Mg (6.28)
Lsp 0 0 | Men Mer Mg | g
(Bem)svm Ms=/3/275%;

Luego, para satisfacer .28 se deduce trivialmente que la restriccion de discontinuidad
fuerte tiene la forma:

M, = Mge = Mye = Mg, = 0 (6.29)

Considerando ademés que M es un tensor desviador (¢r(Ms) = Myp+M.-+Mee = 0)
y teniendo en cuenta la expresion previa ((.29), se obtiene también:

Mpp = 53, =0 (6.30)

con lo cual el campo tasa de desplazamiento discontinuo no tiene componente en el modo
de apertura y solo es consistente con un deslizamiento puro (8- n = 0).

Observacion 25 como era de esperarse el modo de falla que induce el modelo constitutivo
del continuo proyectado en la superficie de discontinuidad y bajo régimen de discontinuidad
fuerte, es del tipo banda de corte, esto es una consecuencia directa del cardcter desviador
del tensor tasa de deformaciones pldsticas.
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128 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

6.3.2. Ley discreta cohesiva inducida

La CSDA, asume como hipdtesis fundamental que el tensor os queda determinado
mediante la version regularizada del modelo constitutivo mostrado en el cuadro f.1]. Este
estado tensional, define una ley discreta cohesiva que gobierna el comportamiento en la
interfaz S§. En este apartado, pretendemos deducir tal formato discreto del modelo.

En la seccién anterior, llegamos a la conclusion que en régimen de discontinuidad
fuerte, el tensor Mg tiene una estructura muy particular dada por la cinematica impuesta.
Si ademas recordamos que la ley Jo postula que €?, y en particular €%, evoluciona en la
direccion de un tensor desviador (ver ecuacion p.14)), se puede expresar:

Ss
|Ssl

de donde se desprende que el tensor desviador de tensiones, Ss = dev(os), evaluado en
la superficie de discontinuidad, hereda dicha estructura caracteristica:

€2 = 65 (BRN)Y™ = s Ms = 75 1/3/2 (6.31)

=0

=
Ss 1 ~ 1 Bo 1B, 18
= V23 (Bon)vm=—\/2/3| 1 20 2k (6.32)
[Ssf ~F VAP EEMTEIVER G S Y
% Be 0 0
El tensor de tensiones o, se reconstruye entonces mediante:
Om 0 0 0 S nr S n& Onn Onr Ong
os=| 0 o, O + 1S, 0 0 = | 0 0. O (6.33)
0 0 Om s Sﬁn 0 0 s O¢n 0 O¢e s

siendo 0, (= 0,,) la tension media. A partir de es evidente que o5 puede caracteri-
zarse sOlo en términos de las componentes del vector 7 que actiia sobre S, véase figura

D.2:

7, Onn
T=0osn= |7 |=| S ;. T eR? (6.34)
,]é Sn§ S

Este resultado nos permite escribir todo el modelo constitutivo, evaluado sobre la
interfaz, como una funcion del vector de tracciones y los saltos en velocidad (7 vs. 3).
En este sentido definimos:

/];Ldev 0
Tdev _ SS ‘n = Z-dev — STLT ; Tdev c R3 (635)
Tdev S
£ nt ls

(6.36)

y la representacion en formato vectorial del tensor que regula la direccionalidad de la
deformacion plastica:
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6.3. Analisis de discontinuidad fuerte 129

zona cohesiva

Figura 6.2: Estructura del tensor de tensiones o s sobre la superficie de deslizamiento S,
una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuerte.

\/3 Tdev

= ;. mgcR? (6.37)
[T ||

mgs

Luego, el criterio de fluencia dado por la ecuaciéon .19 para cualquier punto material
x € S, puede ahora escribirse como:

bs(0s, qs) =/3/2(Ss: 8s) — (o0y —qs) <0
= V3T = (0, — as) <0

= W —(0y —qs) <0 (6.38)

¢s(T4ev, qs)

y por lo tanto su tasa de variaciéon temporal, considerando la expresion (.23, se computa
mediante:

L (9¢5 ~dev % .
bs = g T+ G s (6.39)

—mg-T* —FH (6.40)

Observacion 26 7% es cominmente conocido como vector de tensiones de corte de
Schmidt para el plano de deslizamiento S, véase por ejemplo [Asa8d).

Adviértase ademds que para el caso de un estado de carga plastica en S, es decir
cuando se verifica ¢ = 0 A 7 > 0, segin el multiplicador plastico regularizado 7
toma el valor dado por la siguiente ecuacion:

mg - 7%

= (6.41)

7:
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130 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

Estamos ahora en condiciones de obtener la ley que gobierna la evolucion del salto
en velocidades 3. Considérese para ello la condicion de discontinuidad fuerte (.26 Si
premultiplicamos a ambos miembros de [.26] por (n - C¢), y tomando ventaja de las
simetrias del tensor C*°, se llega a:

(n-C°): (ﬂ@n)sym =7 (n-C°: Mg)

=7
(n-C°-n)-B=7(n-C°: Ms) (6.42)
—_——

Qe
en donde Q¢ representa el tensor de localizacion elastico. Luego, de acuerdo con y
dado que Q° es no singular, se obtiene finalmente:

- mg - Tdev o1

La ecuacion .43, que regula la velocidad del salto en la discontinuidad, es consistente
con una hipotesis constitutiva clasica en el estudio fenomenologico de plasticidad a nivel
de cristales: la magnitud de la velocidad de corte (¢ = ||3||), en un sistema de tipo

deslizamiento, es dependiente del estado tensional s6lo a través del vector de tensiones de
Schmidt 7%v.

(n-C°: Ms) (6.43)

Observacion 27 teniendo en cuenta la definicion del operador eldstico C¢, se pueden
deducir dos aspectos importantes, a saber:

» el producto doble contraccion (C¢: Ms) es un tensor de sequndo orden que, expre-
sado en la base {m,T,£&}, conserva la misma estructura particular de Ms:

C°: Ms =A@ 1+ 2uT) : Ms

0 Mm— Mn£
— Me, 00

= el tensor de localizacion eldstico se diagonaliza en la base local elegida, es decir
{n,T,&} es una terna coazxial con los vectores propios de Q°:

Q =n - ANel+2ud) n

A+2u 0 0
=A(n®n)+pmen)+ul= 0 p 0 (6.45)
0 It

En wvista de estas dos condiciones, se concluye que @ es compatible con un modo
cinemdtico de tipo banda de corte o de deslizamiento (3-m = 0) , tal como se habia
establecido anteriormente, ya que:

. .Tdev 4
5-n:m"”T(z-(ce:Ms)-Qe =0 (6.46)

=0
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Las ecuaciones bésicas del modelo cohesivo degenerado (proyectado), o ley traccion-
separacion 7 — 3, derivado a partir del modelo continuo e inducido por una cinemética
de discontinuidades fuertes, se resumen en el cuadro p.3.

Ecuacion evolutiva del salto
/B — r_}/Qefl . (n . Ce : MS) (647)

Funcion de fluencia

¢s = V3Tdev . Tdev — (5 — qs) (6.48)

Regla de flujo y ley de endurecimiento/ablandamiento
éh = 7M3 \ﬁ ||§Z| (6.49)
4s = —vH (6.50)

Condiciones complementarias de carga-descarga

¢s(T%,qs) <0 5 7>0 ; F6s(T%,qs)=0  (6.51)

Cuadro 6.2: Ley cohesiva discreta proyectada.

6.4. Formulaciéon variacional mixta estabilizada incor-
porando discontinuidades fuertes embebidas.

La aproximacion por discontinuidades fuertes discutida en las secciones previas resulta
una estrategia confiable para capturar bandas de localizaciéon inducidas por el compor-
tamiento constitutivo. De hecho, en el capitulo [l y apéndice D], se ha mostrado un notable
desempeno en el modelado de materiales cuasi fragiles, al simular con eficiencia problemas
de propagacion de fractura en casos 3D. No obstante, existen atin muchos aspectos parti-
culares de la formulacion que merecen un estudio detallado. En la actualidad, por ejemplo,
no se disponen de elementos finitos simplices de buen desempeno en plasticidad J5. Uno
de los mayores inconvenientes que se presenta esta directamente vinculado al bloqueo es-
pureo por incompresibilidad que presenta la formulacion irreducible en desplazamientos
bajo régimen de deformaciones pléasticas predominantes. En el contexto del modelado de
falla, este fendmeno adquiere mayor importancia en la etapa previa a la inestabilidad
material.

Para mejorar el comportamiento oscilatorio de la presion en este capitulo se propone
acoplar a la aproximacion por discontinuidades fuertes un esquema mixto estabilizado el
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132 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

cual tiene influencia solo en el dominio regular 2\S donde precisamente el bloqueo por
restriccion volumétrica es evidente.

6.4.1. Problema mixto discontinuo

Expresar el conjunto de ecuaciones [b.146.§ en términos de una formulaciéon mixta del
tipo desplazamiento-presion (u, p), implica introducir la clasica descomposicion del tensor
(tasa) de tensiones en su componente esférica y desviadora:

o(u,p) = —pl+S(u) Verec\S (6.52)

donde se advierte que en este contexto de analisis, y a diferencia de lo plateado en el
capitulo previo, p.59 tiene solo validez en el dominio con deformaciones continuas (£2\S).
Una vez que se alcanza la condicion de bifurcacion material (t = tg), el tensor de tensiones
en 2\S sigue gobernado por la expresion .53, no obstante en la discontinuidad, s queda
definido por el modelo constitutivo del continuo mediante la estrategia de proyeccion
discutida en la seccion anterior, es decir dependera de 3. Este hecho representa una
hipétesis fundamental del esquema numérico que aqui se propone.

Restringiéndonos a modelos de plasticidad Js, existe una relaciéon constitutiva simple
entre el campo de presiones y el de desplazamientos, p = —x V - w. Luego, el problema
de valores de contorno puede formularse en un contexto variacional mixto como sigue:
encontrar u € V y p € Q tal que se satisfaga:

L([w, p|; [w, q]) = (Vw)*™ ;'S>n —(V-w; p)o— (pb; w)o—
_/(i*'w)dpa+<q;(§+V'ﬂ)>Q Yw € Vy A Vg€ Q (6.53)

o

donde el espacio de variacion para las perturbaciones en el campo de presiones (¢ = dp)
es Q = L%Q\ S)- Ademaés se propone un espacio de funciones admisibles para velocidades V
asumiendo la existencia de una componente no continua que introduce saltos en la zona
de localizaciéon S. Estos términos se incluyen mediante una técnica de discontinuidades
fuertes embebidas de soporte elemental (ver capitulo f):

V= {u(z) =u(x) + Ms(z)B3 ; uecV} (6.54)

donde B € R™™ eg un vector asociado, como ya se mencioné, a la componente discontinua
de la velocidad y Ms(x) = Hs — ¢(x) la funcion salto unitario [OLiGH] (véase seccion
12.0).

Observacion 28 la expresion [6.04 representa una cinemdtica equivalente a la descripcion
dada por (6.7, pero mds relevante desde el punto de vista numérico.

En forma analoga, el espacio de las variaciones virtuales y admisibles de velocidad
tiene la forma:

Vo = {w(z) = w(x) + Ms(x)dB ; |, € Vo (w|p, =0)} (6.55)
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6.4. Formulacién variacional mixta estabilizada incorporando discontinuidades fuertes embebidas. 133

Las funciones @ y w representan campos suaves, al menos con continuidad de tipo C°,
por lo tanto se tiene V C H(lg\s) y Vo C Hé(ﬂ 5

Como se observa en la forma variacional , operadores diferenciales aplican sobre
campos que ahora resultan discontinuos, tipicamente: (Vw)®™, V -w y V - u. Para
continuar con el tratamiento formal del modelo en estudio, a continuacién presentamos el
desarrollo de tales expresiones particulares y que seran de utilidad posterior:

VMs
(V)™ = (Vo)™ + [V(Ms 6 B)I*™ = (V)™ + [(0s n — V) @ 681" (6.56)

Vow=tr(Vw)*" =V -w+1:[(dsn — V) ® 0]
=V -w+ (dsn—Vy)- -3 (6.57)

Vi =tr(Vi)¥™ =V i+ 1: [(dsn — V) @ ]

=V -u+(0sn—Vy)-B (6.58)

Observacion 29 en las expresiones anteriores se ha despreciado el término VB (yV3),
esto es licito solo si 63 (y B) resulta un campo constante, o constante a trozos, como se
asume en esta aprorimacion.

Incorporando los espacios y en la ecuacion p.53, considerando ademas
6.58, las ecuaciones de gobierno del problema mixto con discontinuidades embebidas
pueden formularse alternativamente como sigue: conociendo los campos de fuerzas ex-
ternas aplicadas b y t* encontrar (u, 8, p) € (V x R » Q) tal que:

(S = pl); (VW)™ s = P¥™ v e V), (a)
<QQ%+V'ﬁ_vS@'B>Q\S:0 VgeQ (b) (6.59)
(6 (VMs®0B)"™) g =0 VB e R"™™  (c)

donde Pg‘rt) es la potencia de las fuerzas de volumen y cargas externas, definida como:

PL = (pbs Dhons + [ (&)l (6.60)
Deberia observarse en que la topologia particular de S, permite formular las
integrales con ntcleo o integrando acotado en el dominio regular del material 2\S. Para
aquellos términos con caracter distribucional, tal simplificacién no es posible.
Considerando que VMg = (6sn— V), luego la ecuacion p.59-(c) puede interpretarse
como una condiciéon débil de continuidad de tracciones en la superficie de discontinuidad,
que se escribe de la forma:

(6s;m)s—((S—pT); Vo)os = /Q G%6 d2 =0 (6.61)
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134 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

en donde hemos asociado la matriz G con el operador diferencial V.M que aplica sobre
las tensiones. Este tipo particular de aproximaciéon se la denomina formulacién simétrica
(por esta razon el supraindice S) cinematicamente 6ptima (Kinematically Optimal Sym-
metric formulation KOS, Jirasek [Jir0(]). Este elemento surge en forma natural del prin-
cipio variacional, es decir es variacionalmente consistente, y fue el utilizado en el capitulo
para modelos de dafio.

En este contexto de andlisis introducimos ademas una formulacion no simétrica (y por
ende variacionalmente inconsistente) Oliver [OliGH|, ampliamente utilizada y conocida en
el ambito de la mecanica de fractura como SKON (Static and Kinematically Optimal
Non symmetric formulation, Jirasek [Jir0(]). La misma se basa en redefinir la ecuacion de
equilibrio intercambiando V¢ por n en el segundo término de la izquierda, de esta
manera se computan los valores medios de la continuidad de tracciones a nivel de cada

elemento [OHSO03:

l%(o—s; n)se — é((s P s = | GVed2 =0 (6.62)
S Qe

donde [§ es la longitud de la discontinuidad S intersecando el elemento finito y 2¢ repre-
senta una medida caracteristica de area del mismo, véase figura [£.3.

En la seccion de ejemplos numéricos, presentamos soluciones considerando ambos
procedimientos. Utilizaremos el término formulaciéon simétrica cuando se implemente la
ecuacion y formulacién no simétrica si la condicion p.63 gobierna la continuidad de
tracciones. Las dos estrategias numéricas pertenecen a la clase de elementos finitos con dis-
continuidades embebidas de soporte elemental, es decir, el modo adicional de deformacién
queda representado por un nodo interno al elemento, con lo cual es factible condensarlo
estaticamente de tal forma que el sistema final de ecuaciones quede s6lo formulado en
términos de desplazamientos regulares, y en el caso particular que nos ocupa también en
presiones.

6.4.2. Discretizacion y estabilizacion

. —~h . . . .
Sean p" y w las aproximaciones por elementos finitos de la tasa de presion y de
. . . —h —h
desplazamiento regular respectivamente tal que: p* € Q" C L%Q\ syu €V C H (19\ sy
donde el supraindice “h” hace referencia a campos discretos. En particular proponemos

funciones lineales por tramos de continuidad C° para ambos espacios discretos Q" y Vh.
Es bien sabido que esta forma mixta sufre de problemas numéricos de estabilidad debido
a que la condicién de Babuska-Brezzi [BF91]| no se satisface. Un remedio para este efecto
no deseado es la introduccion de términos de estabilizacion Sy en el principio variacional
6.59. La version discreta del sistema de ecuaciones ((.59) puede entonces plantearse:

(8" (V") s — (3" V- W) rs = P2 v eV,  (a)
.h .
<qh ; % +V- a — V- ,Bh>g\3 + SZ =0 th c Qh (b) (6.63)
(6" (VMs®B")"™) g =0 V68" € R™™  (¢)

El esquema de estabilizacion que incorporamos a la formulaciéon es aquel presentado y
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6.4. Formulacién variacional mixta estabilizada incorporando discontinuidades fuertes embebidas. 135

estudiado en el capitulo [, y que denominamos estrategia PGP. En este sentido el término
estabilizante a introducir, se define a nivel de cada elemento como sigue:

Sk = (Vq"; 7(Vp" — ") o\ se (6.64)

donde como se vio, IT"(€ Vh) es la proyeccion L? del gradiente de presiones discreto

: L . =h
(Vp") sobre el espacio de aproximacién por elementos finitos V' :

(Vp'—II");n") s =0 ; V"€ V" (6.65)

siendo m" las variaciones admisibles de IT" y 7 un factor de estabilizacién computado
2

h - o .
COmO T = €35, con h. el tamano caracteristico del elemento finito.

Observacion 30 ndtese que tanto 8" ([6.64) como la expresion de proyeccion estdan
formuladas en el dominio reqular 2\S.

La ecuacion p.67 representa una restriccion méas que el modelo numérico debera satis-
facer y por lo tanto debe incorporarse al sistema. En consecuencia el problema mixto esta-
bilizado en su forma discreta puede describirse en términos de un principio variacional de
cuatro campos, como sigue: encontrar los campos (ﬁh, B,p", ") e (Vh x R™m 5 Qh xvh)
que verifiquen en forma simultanea las ecuaciones constitutivas dadas en el cuadro .1y
para 2\S y S respectivamente, las condiciones de contorno esenciales .9, la compa-

tibilidad cinematica . y:

(8" (V@) vmyory — (s V)l = Fp eVt vt e A (a)
po D h By (i+1)

(q"; ;+V~H —Ve- 0 >Q\S+

+ AT (T - ) =0 vte @ @)

! (6.66)

(oh: (n@ophy s -

(8" = p"1); (Ve 68" ™)l = 0 v6g" € R™™ (c)

i —h
(Vp" —IT"); ")l =0 V' €V (d)

\

en donde ademés se ha introducido un clasico esquema de integracion temporal, permi-
tiendo escribir el conjunto de ecuaciones en tensiones y desplazamientos totales para
el paso de tiempo (i + 1).

Observacion 31 en este estado de avance de la formulacion puede realizarse una inter-
pretacion alternativa del modelo propuesto. En el capitulo fl, y aun mds en detalle en el
anezo [B, se ha demostrado que el término de estabilizacion S del esquema PGP surge de
la adicion de una sub escala al campo de desplazamientos estandar, en este caso particular
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136 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

definida en forma ortogonal al espacio de elementos finitos. Por tal motivo a esta técnica
se la denomind estabilizacion mediante sub escalas ortogonales, y fue desarrollada para
aliviar restricciones volumétricas inducidas en modelos isocoricos.

Por otro lado, en el contexto presente y en vista de las definiciones anteriores, es
posible plantear:

V=VaV (6.67)
Vo=V @V (6.68)

con lo cual el enriquecimiento que aporta el modo discontinuo en velocidades a través del
espacio V también puede interpretarse como la introduccion de una nueva escala al pro-
blema (una sub escala que complementa la cinemdtica dada por V), especialmente ideada
para capturar aquellos modos de deformacion que no contiene la descripcion estdndar vy
que se presentan durante el fenomeno de localizacion y falla.

En sintesis, el modelo que se plantea en esta tesis puede verse como un esquema de
multi escalas, en el sentido que se incorporan dos nuevas escalas a la descripcion estandar:

= una de ellas se manifiesta por la aparicion de términos estabilizantes en las expre-
siones de equilibrio y una ecuacion adicional [6-60-(d) que nos define el cardcter
del aporte cinemdtico introducido. Dado que esta nueva ecuacion de proyeccion es-
ta definida en forma global no es posible condensarla a nivel elemental, pero si es
wiable realizar un tratamiento simplificado de tipo fraccional, es decir resolverla en
forma desacoplada del resto de las ecuaciones, al final de cada paso de andlisis. Es
necesario recalcar que esta metodologia tiene sentido solo en el dominio reqular del
sélido 2\S, como queda en evidencia a partir de la formulacion aqui discutida.

s [a sub escala restante se introduce en términos de discontinuidades en el campo
de desplazamientos (o velocidades) induciendo modos incompatibles de deformacion
una vez que el modelo constitutivo del material predice la bifurcacion y por lo tanto
la compatibilidad con estados discontinuos en la cinemdtica. También esta técni-
ca introduce una nueva ecuacion que se interpreta como condiciones de equilibrio
adicionales en la interfaz de discontinuidad, véase B.66-(c). Este enriquecimiento
puede definirse a nivel global o elemental (en este sentido nos referimos a las dos
tecnologias de EF vistas en el capitulo [}: B-FEM y X-FEM). El esquema presente
postula la utilizacion de grados de libertad interiores al elemento, con lo cual la
ecuacion de equilibrio de tracciones [0.00-(c) puede condensarse estdticamente.

Por lo descrito, el modelo de multi escalas propuesto queda planteado simplemente en
el contexto de una formulacion mizta en desplazamientos y presiones.
6.5. Implementacién numérica

En esta seccion se aborda la formulacion por elementos finitos del problema (f.66) al

incorporar las aproximaciones utilizadas para las variables y sus respectivas variaciones
compatibles. Consideramos 2 € R? y elementos triangulares lineales a trozos para las
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6.5. Implementacién numérica 137

presiones, el desplazamiento regular y el campo de gradiente de presion proyectado. De
aqui en adelante, por legibilidad, se suprime el supraindice h que hace referencia a campos
discretos. Se introduce ademés una nomenclatura matricial para facilitar la notacién.

6.5.1. Aproximaciéon del campo de desplazamientos y deforma-
ciones

La parte continua del desplazamiento w = {u, ,Ey}T se interpola en forma estandar
mediante funciones de forma con polinomios lineales N(x) (el supraindice (®)° se refiere
al elemento e). La funcion salto unitario:

nodo+
M(@) = Hs(x) — Y (Ng)""* () (6.69)
1
como se discutié en la secciéon [.2.9, se construye utilizando la sumatoria de funciones
(Ng)medot correspondientes a aquellos nodos que pertenecen a la regién 2¢F, ver figura
1.3. El soporte de M$%(x) es, en consecuencia, un elemento finito. De esta forma es posible
expresar:

u(x,t) = Ne(x)u (t) + MG(z) B5(t) ; V€ 2° (6.70)

y ademaés:

wé(x) = Ni(x)W + M%(x)oB° ; Vae 0F (6.71)

donde (@) implica valores nodales.

e

T
e
o 8xy} , puede

El tensor de deformaciones, en un formato vectorial ¢ = {ng, €
escribirse como:

e(x,t) = B(x)u (t) + G°(x) B°(t) ; Vae° (6.72)

siendo B¢(x) el operador deformacion-desplazamiento regular cléasico, que para un ele-
mento triangular se escribe:

ON; 0 | ONy 0 | ON3 0

Bia)= (YNgw = | 0 oM | G 2w | G oM 673
ON1 9Ny | ONa 0Ny | ON3 N3
oy ox Oy ox Oy ox

y G¢(x) es la matriz dada por la siguiente expresion:

ne 0 B, (N&)rodo+ 0
G°(x)=96s| 0 n, | — 0 0, (INg)nodot (6.74)
wone ] Lo oGy

que representa al operador diferencial VM$(x).
En el caso de la formulacion simétrica, cinemética y variacionalmente consistente se

tendra G¢ = G, véase ecuacion [(.61.
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138 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

El campo salto en desplazamientos es homogéneo en el dominio del elemento, es decir
se asume constante a trozos:

B¢(x,t) = @ﬁe(t) =pt) ; Vxen° (6.75)

cte=1

donde ¥ (x) = 1Vx € 2° si el elemento ha bifurcado (es decir si t > tp), y ¢(x) = 0 en
caso contrario.

6.5.2. Interpolacién para la presiéon y gradiente de presiéon proyec-
tado
El esquema mixto estabilizado que se adopta permite introducir una aproximacion

lineal para la presion p®(x,t) y su variacion admisible ¢¢(x), véalida en la parte regular del
elemento:

p(x,t) = Ny(x)p°(t) ; Vo€ 2\S° (6.76)
¢‘(x) = N (x) ¢° ;. Vo e O\S° (6.77)

donde N es el arreglo de funciones de forma para interpolar un campo escalar.
En la zona singular, la presiéon viene dada directamente por el modelo constitutivo
proyectado sobre la discontinuidad y la descripcion cinematica, ver figura [.3:

ps(e,t) =k V- -uf(x,t)|s = —r{V u + [ln — V¢°] -,36}8 ; YeeS® (6.78)

h
Ps
Pas/ , l\( g

Cos=Pas 1 + Sy ,’/ B
Oy=-ps1+8S; - >

o

J Ps= K (V. 1) J
Pas=N P
(a) (b)

Figura 6.3: Aspectos de implementacion: (a) Esquema alternativo de integraciéon numérica.
(b) Aproximacion del campo de presiones p© en la zona regular (£2\S) y singular (S) del
elemento finito.

Observacion 32 de lo anterior se deduce que el campo de presiones es lineal por tramos
en Q2\S pudiendo presentar una discontinuidad a través de la interfaz S. Ndtese sin
embargo que el vector de tracciones, T = os-n = (—ps 1+ Ss), por condicion de equilibrio,
es necesariamente continuo.
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6.5. Implementacién numérica 139

La proyeccion L? del gradiente de presion discreto IT¢, (definido s6lo sobre $2\S), se
aproxima utilizando funciones de forma idénticas a aquellas elegidas para los desplaza-
mientos regulares:

() II°(t) ; Vo e 2\S° (6.79)
< (x)n° . Ve 2\S° (6.80)

6.5.3. Ecuaciones discretas finales. Calculo del residuo

Una vez definidos los espacios discretos de interpolacion a utilizar, la version discreta
algoritmica del principio variacional (6.66)), puede formularse como sigue: hallar el con-
. - (i+1 ; NZ . . .
junto de parédmetros u(wr )7 Bt v plith) 4] instante de tiempo actual (1 + 1) tal que
verifiquen las condiciones de borde esenciales, ecuaciones constitutivas, compatibilidad
cinemética y el siguiente sistema:

wnt ex
Riupn = Flapy, — F =0 (6.81)
el cual se expresa en funcion del residuo de la formulaciéon R gy obtenido a partir de

los vectores de fuerza interna F(%”;)p) generalizada:

r Telem 7
_ Fg(m) T é [fg\se BT §eli+1) dn\se} — Gy 2§(z'+1)
F(%?é),p) _ Fp(mt) =| -Ggr ﬁ(”” B [%Mp + L} pli+h — QB+ (6.82)
Fﬁ(lnt) Nelem
i i _ é [fg geTa.e(iH)dQe] _
y fuerza externa F(¢*):
B Nelem 7
B (ext) ] )
F; é [f_(ze pN%T pli+1) doe + ffg N%T ¢+ (i+1) dlﬂ;}
F(ext) — Fp(eit) = _HTﬁ(Z) (683)
(ext)
| B 0

Las matrices Go, M,,, M, L, H y Q, en las formulas f.82-p.83, se evalian como
sigue:

Nelem
Gy = A B INS doyse (6.84)

=l [Ja\se
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140 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

Nelem
_ el e
M, = é { /Q . N'N¢ dQ\Se} (6.85)
Nelem
My = A N%TTN%dQ\Se:| (6.86)
=l [ Jase
Nelem
L= A / (VNS 7 (VNY) dQ\Se] (6.87)
e=1 [ Jo\se
Nelem
H = { Ng'r (VNY) dQ\Se} (6.88)
=l | Jo\se
Nelem
Q= { / N1 Ge dmse} (6.89)
=1 LJo\se

Observacion 33 se observa que los arreglos [6.84-0.88 son andlogos a los presentadas en
el capitulo previo (seccion [p.3.1), la inica diferencia es que ahora se computan por medio
de integrales restringidas al dominio regular del sélido 2\S.

Dado que los grados de libertad de saltos en desplazamientos poseen soporte elemental,
la expresion que gobierna el equilibrio en & puede condensarse estaticamente a nivel de
cada elemento finito, eliminando de esta forma una variable independiente del problema.
Aunque por simplicidad de notacion se seguira escribiendo dicha ecuacién de balance en
la fisura, téngase en cuenta que tales grados de libertad (3) no aportan al sistema final.

Siguiendo un razonamiento similar al planteado en el capitulo precedente, la forma
compacta considera una estrategia simplificada consistente en desacoplar el campo
IT y evaluarlo en términos del valor convergido de la presion al paso (i):

% = p;t HO po (6.90)

con el objeto de obtener un esquema numérico mas eficiente desde el punto de vista
computacional.

El algoritmo utilizado para la resolucion del sistema [5.8]] se basa en la incorporacion
de puntos de integracion adicionales a los del elemento estandar y una reformulaciéon com-
patible de la cuadratura [OLGH| (ver figura f-3F(a)). En este sentido, los términos Fﬂ(mt)
y Fp(mt), al estar definidos sobre la zona regular del elemento 2\S¢, se calculan en forma
tradicional, es decir en puntos de Gauss regulares (PGR). Por otro lado, la evaluacion de
ant) requiere el computo de tensiones no solo en 2\S¢ sino también en la discontinuidad,
esto ultimo se realiza a nivel de los puntos de gauss singulares (PGS).
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6.5. Implementacién numérica 141

A manera de resumen, los conceptos discutidos introducen un modelo numérico que
presenta las siguientes caracteristicas basicas:

(i) mantiene estable la evolucion de la parte esférica de la tension en régimen eldstico y
pldstico durante la etapa pre-bifurcacion, en cuanto a la restriccion de incompresibilidad.
(ii) la tension en la zona reqular (o o\s) se reconstruye teniendo en cuenta la incorporacion
de la presion como variable independiente del problema, véase figura B.3-(b) y ecuacion
7).

(711) la tension en el dominio singular (os) no considera el grado de libertad adicional de
presion sino que se obtiene directamente del modelo constitutivo y en forma compatible
con la cinemdtica de discontinuidades fuertes, ver figura [6.3-(b) y ecuacion (6.78).

(iv) se verifica que, en régimen de discontinuidad fuerte, el modo de colapso inducido se
corresponde con un modo de deslizamiento puro (banda de corte), lo cual es totalmente
consistente con el modelo constitutivo utilizado.

6.5.4. Forma lineal. Matriz tangente consistente

El uso de un esquema de Newton-Raphson para resolver requiere la evaluacion
del jacobiano J asociado al sistema de ecuaciones. Considerando que X = [ﬁ, p, B]7 es
nuestro vector de variables independientes, la matriz tangente puede ser evaluada como
sigue:

OR(X) OF"™)(X)

J = B 6.91

0X 0X (6.91)
5Fﬁ(mt) Kuu Kﬁp KTL,B 5,&/
(int) . X

(SFP — Kpﬁ Kpp : Kpﬁ 5p (692)
5F(mt) ................ ........ 5ﬁ

%.1_/ R Kﬂﬁ K,@p . Kﬂ,a J
o0 e *
- o0X

donde cada submatriz K;; resulta:

Nelem
Ky = A / (B dev(C) B) dse (6.93)
=1 [Jo\se
T
Kz, = K = —Gy (6.94)
2\8¢
Nelem
Kyp = /A} / (BT dev(C) G°) do\se (6.95)
e= 2\S¢
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142 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

K, =— EMP + L] (6.96)
R e
2\S¢
K=& (6.97)
2\Se

Klgﬁ = /Al |:/ (GVGT dev(C’) Be) dQ\Se:| + [/ (éeTC Be) dge:| (698)

€= 2\Se - e
Kpgp = — é [/ (GT N;) dQ\Se} (6.99)

= 2\8e

Kpp = (G dev(C) G°) danse | + A (GTC G°) ds (6.100)

e=1 0\8¢ e=1 Se

Dependiendo del tipo de aproximacién utilizada para la matriz Ge es posible desarrollar
distintas tipologias de elementos finitos. En particular en este trabajo presentamos una
formulacién simétrica (G°®) y una no simétrica (G) como se describié oportunamente.

6.6. Verificaciéon numérica del modelo

Se analiza a continuacién el comportamiento numérico del elemento propuesto, aqui
denominado PGPSD, mediante la simulacién computacional de dos problemas bidimen-
sionales. Particularmente, estamos interesados en determinar la habilidad del modelo para
capturar modos de localizacion de deformaciones que conducen al mecanismo de colapso
y la carga limite estructural. Ademés se analizan otros aspectos fundamentales en el con-
texto de la mecénica de falla bajo régimen de ablandamiento, tal como la objetividad de
los resultados numéricos con independencia del tamano y orientaciéon de la malla.

La validacion matemética y consistencia de la estrategia numérica desarrollada se
estudia comparandola con formulaciones alternativas de elementos finitos, las cuales se
introducen utilizando la nomenclatura mostrada en la tabla p.3] Como puede observarse
alli, el conjunto de elementos usados para esta comparacion pertenecen tanto a formula-
ciones generalizadas en desplazamientos (el triangulo de deformaciéon constante STDSD
y el elemento cuadrilatero BBARSD tomado de Simo et al. [SH9Y|), como a estrategias
mixtas (velocidad-presion) incluyendo el esquema de estabilizacion PGP. Algunas de ellas
enriquecidas con una cinemética de discontinuidades fuertes embebida de soporte local.

En la formulacion PGPSD, la condicién de continuidad de tracciones se ha implemen-
tado considerando dos procedimientos: el elemento simétrico PGPSD-S de acuerdo a la
ecuacion y el no simétrico PGPSD-N gobernado por la ecuacion .62
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6.6. Verificacién numérica del modelo 143

Nomenclatura | Topologia Cinematica | Tratamiento de la | Tipo de
incompresibilidad | elemento
PGP Triangulo Estandar Esquema PGP
STDSD-N Triangulo Disc. Fuertes | Ninguno No-Simétrico
STDSD-S Triangulo Disc. Fuertes | Ninguno Simétrico
PGPSD-N Tridngulo Disc. Fuertes | Esquema PGP No-Simétrico
PGPSD-S Triangulo Disc. Fuertes | Esquema PGP Simétrico
BBARSD-N Cuadrangulo | Disc. Fuertes | Formulacion BBAR | No-Simétrico
BBARSD-S Cuadrangulo | Disc. Fuertes | Formulacion BBAR | Simétrico

Cuadro 6.3: Formulaciones de elementos finitos para modelar bandas de deslizamiento.

Las soluciones para la estrategia PGP sin discontinuidades fuertes (denotada como
cinematica estandar en la tabla [.3) se obtuvieron a partir de una regularizacion clasica
del modulo de ablandamiento H, redefiniéndolo para aquellos elementos en régimen post-
bifurcacién, de acuerdo a: H™ = h.H, donde h, es el tamafio caracteristico del elemento
finito y H el médulo de ablandamiento intrinseco, computado mediante la féormula (.22

También se reporta un estudio asociado al costo computacional relativo entre los ele-
mentos PGPSD y BBARSD.

El coeficiente de estabilidad “c” adoptado es del orden de la unidad.

6.6.1. Problema de estabilidad de talud

Cuando se establecen condiciones de carga no drenadas, el comportamiento constitu-
tivo de un suelo cohesivo saturado puede ser aproximadamente modelado mediante una
ley de plasticidad asociada y desviatorica. En este contexto, utilizamos un modelo J5 para
simular un problema tipico de estabilidad de talud en estado plano de deformaciéon y su
correspondiente modo de fallo de tipo banda de deslizamiento. Un ejemplo similar fue
presentado en Regueiro et al. [RB9Y] y en Oliver et al. [DHBLOY| utilizando un elemento
de tipo BBAR con discontinuidades fuertes embebidas. Debido a la falta, al menos en
lo que concierne al conocimiento del autor, de una soluciéon exacta o analitica para este
problema, la estrategia antes mencionada (denotada como BBARSD-N en la tabla y
ampliamente reconocida en la comunidad cientifica), se utiliza como solucion de referencia
para comparar nuestros resultados cualitativos y cuantitativos.

El énfasis del analisis estara puesto en incluir o no los efectos del modo discontinuo de
deformacion. Ademas, la influencia que aporta la estabilizacion sobre la solucién numérica
se estudia contrastando el modelo propuesto con formulaciones similares que no utilizan
tratamiento alguno para la incompresibilidad.

En la figura .4 se observa la geometria de la estructura y las condiciones de borde del
modelo fisico. El test consiste en aplicar (incrementalmente) un desplazamiento vertical
prescrito du en el punto medio de la zapata rigida ubicada por sobre la cima del talud
(punto A). Esta situacion origina un problema de inestabilidad y el desarrollo de una
banda de corte que propaga a través del interior del terraplén en forma de una superficie de
fallo. Se asume un modelo constitutivo de plasticidad .J, con ablandamiento isétropo lineal
caracterizado por los siguientes parametros mecéanicos: £ = 1,0e7 [Pa] (m6dulo de Young),
v = 0,45 (coeficiente de Poisson), o, = 1,0e5 [Pa] (tension de fluencia), H = —2,0e5 [Pa]
(modulo de ablandamiento), Gy = 8e3 [N/m] (energia de fractura).
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144 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

Fundacion rigida

Superficie de falla tipica

y Suelo

cohesivo saturado
10 [m] 4

AN A A A A

\ 10 [m] \ 10 [m] \

Figura 6.4: Problema de estabilidad de talud. Geometria y condiciones de contorno.

Para realizar los test numéricos se utilizaron tres mallas de elementos triangulares:
M1, M2 y M3, véase figura [.5, con un tamano caracteristico aproximado de h, = 1,0 [m],
he = 0,50 [m] y he = 0,25 [m] respectivamente. Notese que intencionalmente la orientacion
de la malla se ha generado de forma tal que ésta resulte opuesta al camino que toma la
banda de corte y por lo tanto es la configuracion topologica més desfavorable. Tal situacion
representa un verdadero desafio para la cinemética lineal de los elementos triangulares.

Este ejemplo esté especialmente disenado para evaluar si la formulacion PGPSD pre-
senta objetividad con respecto a la direccionalidad de la malla y por supuesto también en
relacion a la densidad de la misma.

Para obtener la solucion de referencia utilizando la formulaciéon BBARSD-N, se utiliza
una malla de cuadrangulos M4, ver figura .4, con un tamano de elemento similar a la
malla M3.

Desde el punto de vista fenomenolégico, la localizacion se inicia en los elementos
ubicados por debajo de la zapata, cuando el estado tensional satisface la condicion de
bifurcaciéon discontinua. En estas circunstancias la descripciéon cinemética se enriquece
incorporando modos de deformaciéon mejorados. La figura .1 muestra, para la formulacion
PGPSD-N y la malla M3, la evolucién temporal de aquellos elementos en los cuales
sucesivamente se activan los grados de libertad de saltos 3°. En estado limite y para
los estados méas avanzados de anélisis puede observarse claramente la generaciéon de una
superficie de fallo completamente desarrollada, formada por el conjunto de elementos
atravesados por la componente discontinua del desplazamiento.

En la figura p.§ se observa también el conjunto de elementos en régimen post-bifurcacion
para las tres mallas de triangulos (M1, M2, M3) utilizando la aproximaciéon PGPSD-N
y en correspondencia con el maximo desplazamiento impuesto (du = 0,20 [m]). Podemos
notar que las tres configuraciones de malla muestran una concordancia cualitativa con
respecto a la trayectoria de la banda de corte inducida, con una notable tendencia para
converger hacia una curva bien definida de fallo que, por otro lado, compara satisfactori-
amente con aquella reportada por Regueiro. et al. [RB99.

La capacidad del modelo para capturar el fenémeno de localizacion de deformaciones
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(c) M3: 3541 elementos triangulares

Figura 6.5: Problema de estabilidad de talud. Secuencia de mallas de elementos triangu-
lares: (a) Malla M1: 285 elementos, h, = 1 [m]. (b) Malla M2: 969 elementos, h. ~ 0,50 [m].
(c) Malla M3: 3541 elementos, h. =~ 0,25 [m].
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146 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

M4: 1865 elementos cuadrilateros

Figura 6.6: Problema de estabilidad de talud. Malla M4, de cuadrilateros: 1865 elementos,
he =~ 0,25 [m)].

queda atn méas en evidencia si observamos la figura p.9. Alli se muestran los elementos
PGPSD-N que alcanzan la condicién de carga plastica para seis estados diferentes en el
analisis. Inicialmente el comportamiento inelastico toma lugar desde los extremos de la
placa rigida y evoluciona hacia el interior del terraplén. A medida que progresa el grado de
solicitacion mecanico y a partir de la secuencia cronologica que se presenta en este grafico,
resulta claro notar como la geometria y condiciones de contorno del problema, inducen
un modo asimétrico de falla. Este mecanismo se caracteriza por el desarrollo de una
superficie de corte o deslizamiento en correspondencia con una delgada banda de elementos
que contintan disipando energia de forma irreversible mientras que el resto del sélido
experimenta descarga elastica. Este mecanismo de degradacion es, de hecho, el proceso
previo al colapso en materiales gobernados por leyes con ablandamiento por deformacion.
El esquema numérico propuesto parece tener suficiente habilidad para reproducir este
comportamiento fisicamente esperable del ejemplo en estudio.

La falla estructural puede también observarse en la figura [.10, donde mostramos la
respuesta del modelo PGPSD-N en términos de tres representaciones graficas alternativas
para el campo de desplazamientos y en el estado tltimo de carga: (i) norma L?, (i) curvas
de nivel y (4ii) campo de vectores.

La figura B.17}-(a)-(b) muestra la geometria de EF' en la configuracion deformada
comparando las soluciones que se obtienen al utilizar dos formulaciones estabilizadas, una
de ellas con una cinemaética regular estandar (PGP) y la otra incorporando la compo-
nente singular mediante la introduccion de discontinuidades embebidas (PGPSD-N). En
el primer caso, debe notarse que la zona con deformaciones localizadas tiene una pronunci-
ada tendencia a seguir la alineacion de los elementos (direcciones preferenciales). Ademaés,
el triangulo PGP presenta un modo de fallo bastante més difuso si lo comparamos con
el elemento PGPSD el cual permite capturar bandas con deformaciones altamente lo-
calizadas. Ambos efectos, determinan una notable diferencia en la respuesta estructural
medida a través de la curva carga desplazamiento (véase figura p.11}(c)), principalmente
en la prediccion de la carga limite y en la cantidad de energia disipada en el proceso
completo de degradacion.
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Fncanavnn
etan

- Elemento en el camino probable de fisura (régimen pre-bifurcacion)

- Fisura consolidada, elemento en régimen post-bifurcacion

Figura 6.7: Problema de estabilidad de talud. Secuencia de elementos atravesados por la

superficie de fallo conforme avanza el proceso de localizaciéon. Formulacion PGPSD-N,
Malla M3.
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Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

148

A o A 4
FEE EREA

Figura 6.8: Problema de estabilidad de talud. Elementos atravesados por la superficie de
fallo para el méximo desplazamiento impuesto (du = 0,20 [m]). Formulacion PGPSD-N

(a) Malla M1. (b) Malla M2. (c¢) Malla M3.
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Figura 6.9: Problema de estabilidad de talud. Secuencia de elementos con comportamiento

disipativo plastico conforme avanza el proceso de localizacién. Formulacion PGPSD-N,
Malla M3.
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Figura 6.10: Problema de estabilidad de talud. Respuesta en desplazamientos para el
modelo PGPSD-N, Malla M3: (a) Mapa de la medida L? de u. (b) Curvas de nivel. (c)
Campo de vectores.

150



6.6. Verificacion numérica del modelo 151
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Figura 6.11: Problema de estabilidad de talud. Comparacion entre la estrategia PGP y
PGPSD-N: (a) Formulacion PGP, geometria deformada a nivel del punto C en la curva
de respuesta. (b) Formulacion PGPSD-N, geometria deformada a nivel del punto C en la

curva de respuesta. (¢) Curva de equilibrio carga vs. desplazamiento del punto A, para
ambos esquemas numeéricos.
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152 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

Hasta el momento solo se ha analizado el modelo en funcién de caracteristicas o
propiedades cualitativas de la soluciéon. A continuacién, reportamos importantes resul-
tados cuantitativos, estudiando la respuesta estructural en términos de la curva carga
versus desplazamiento vertical du en la cima de la zapata (punto A).

La figura .13 (a) muestra trayectorias de equilibrio para la formulacion PGPSD-N y
para las diferentes mallas propuestas. La solucion correspondiente a la configuracion M3
compara satisfactoriamente con aquella obtenida utilizando la estrategia BBARSD-N en
todo el rango de analisis incluyendo el comportamiento post-critico de ablandamiento. En
la figura B.13-(b) se observan, para la malla M3, los mismos resultados pero utilizando
ahora distintas formulaciones de elementos. Las respuestas reportadas con el elemento
STDSD revelan un bloqueo cinemético espireo producto de la restriccion inducida por
deformaciones isocéricas, como consecuencia se sobreestima la carga pico y la energia de
fractura. La formulacion PGPSD-S presenta un comportamiento intermedio no del todo
satisfactorio, sin embargo debe aclararse que, en este caso, las diferencias con la soluciéon
correcta no estan asociadas a un bloqueo de tipo volumétrico. Es un hecho bien conocido
que el esquema simétrico resulta menos preciso que el no simétrico, debido a la forma en
que se impone el equilibrio a través de la discontinuidad. No se descarta la posibilidad
de utilizar la forma simétrica del modelo PGPSD, en especial para la extension de la
formulacién al caso tridimensional, como linea de trabajo futuro.

Notese ademas que la estrategia PGPSD-N no soélo tiene una adecuada convergencia
en la prediccion de la carga limite P, (con respecto a la solucién de referencia) sino
también en términos de la energia disipada en el proceso de localizacion. De hecho esta
importante caracteristica del modelo, facilmente observable en la figura f.12}(a), puede ser
cuantificada matemaéaticamente mediante un adecuado analisis de convergencia en malla.
Con este objetivo en mente, definimos:

GPGPSD-N _{S(P]V%PSD N SPGPSD N SPGPSD N (6.101)
GSTDSD-N _ {S(SA:%:)SD N SES”J\C;QDSD N S(é’]\:;sDSD Ny (6.102)

como la secuencia de las trayectorias de equilibrio obtenidas con la formulacion PGPSD-N
y STDSD-N respectivamente, utilizando las tres discretizaciones de elementos finitos (M1,
M2 y M3). La primer secuencia, ecuacion [.101], es precisamente aquella que se observa
en la figura 6.13-(a).

El error relativo ||e||z2 de cada solucién Sy, donde Syy; es la curva carga vs. despla-
zamiento para la Malla Mi (i=1, 2, 3), se computa en términos de una norma L? en el
espacio de funciones cuadrado integrables como sigue:

1S(iy — S(REF)HL2 \/ " Stariy = S(rer))?dT
|Sellze \/fo “(S(rerR))*dT

lellr2 = . i=1,2,3  (6.103)

donde el pardametro de integracion 7 corresponde al desplazamiento vertical (0u), Tpar =
max(du) = 0,20 [m] es el mismo para todos los casos y Sger = Spa’ o2~ es la solucion
de referencia.
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Figura 6.12: Problema de estabilidad de talud. Curva de equilibrio carga versus desplaza-
miento del punto A: (a) Convergencia en malla del modelo PGPSD-N. (b) Comparacion

de varias formulaciones de elementos, Malla M3.
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154 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica

-0.5
m—  PGPSD-N

1o | -=:= STDSD-N ||
. -1.5 E
(q\l
A
2
=

20t ]

A
25 ¢ B
<
-3,0
-1.5 -1,0 -0.5 0,0 0.5 1,0
In (|||
(a)
-1,0
—  PGPSD-N

s | -=-= STDSD-N

20 | ]
=
-~
T
=

25 1

A
3,0 ,
-3.5
-1.5 -1,0 -0.5 0,0 0.5 1,0
In (||hJ
(b)

Figura 6.13: Problema de estabilidad de talud. Tasa de convergencia de la formulacion
PGPSD-N comparada con el elemento STDSD-N: (a) Medida L? de la energia disipada.
(b) Carga limite estructural.
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En la figura p.13-(a) mostramos la norma del error en energia disipada (||e||z2) como
funcién del tamano caracteristico de la malla h. en un clésico diagrama logaritmico de
regresion lineal.

De forma anéloga, es posible realizar el mismo estudio asociado a la carga limite
estructural, véase figura f.13(b). En este tltimo caso el error relativo ||e|| p, se evalia
simplemente como:

||6||pu=H (Mi) (rp)|| 123 (6.104)

| Purer) ||

donde Pu(yr) es el maximo valor de la reacciéon vertical de la placa de fundacién y

BBARSD—-N
Pu(REF) = PU(MQ,)

A partir de la figura .13} se observa claramente una mayor precision en los resultados
y una velocidad de convergencia més alta si se compara el modelo presente con el elemento
triangular con discontinuidades fuertes STDSD-N (sin tratamiento para incompresibili-
dad).

Como tultimo item, se analiza el costo computacional que introduce la estrategia PG-
PSD con respecto a la otra alternativa que muestra buen comportamiento numérico, la
formulacion BBARSD-N. En la tabla p.4] se visualiza el incremento relativo en tiempo

de CPU, tp = ~EGPSD)  hara diferentes partes del proceso de cilculo. En este sentido
{(BBARSD)

debe considerarse que la simulaciéon numeérica se llevé cabo en un ordenador personal con
procesador Pentium 4 - 3,0 Ghz, 512 Mb de memoria RAM. Cada malla M1, M2 y M3
de tridngulos es comparada con mallas de cuadrilateros de idéntico nimero de nodos y
tamano de elemento.

Malla | Computo del residuo | Computo de la matriz | Resoluciéon | Tiempo
y ensamble de rigidez y ensamble | del sistema total
M1 1.44 1.16 2.10 1.37
M2 1.44 1.12 1.25 1.30
M3 1.48 1.06 1.33 1.31

Cuadro 6.4: Problema de estabilidad de talud. Costo computacional relativo entre la
formulacion PGPSD y la estrategia BBARSD.

6.6.2. Panel bidimensional con entalla

Como segundo ejemplo de validacion se propone resolver un problema clasico en el con-
texto de la mecanica de fractura. El mismo consiste en una placa cuadrada (20 x 20 [cm]?)
con una perturbacion central materializada mediante una entalla de espesor despreciable,
véase figura f.14+(a). Esta configuracion geométrica induce un modo especifico de colapso
y su correspondiente carga tltima asociada. El objetivo que nos planteamos es inten-
tar reproducir las caracteristicas més importantes del proceso de degradaciéon material
utilizando para ello la formulacién numérica introducida en este capitulo (PGPSD). Se
asume un modelo constitutivo de Von Mises dotado de una ley lineal de ablandamiento
por deformacion. Sus pardmetros mecénicos se detallan a continuacion: F = 1,0e7 [Pal,
v = 0,499, o, = 1,0e5 [Pa], H = —2,0e5[Pal, G§ = 4e3 [N/m]. Obsérvese que el régimen
de incompresibilidad esta presente desde el inicio del periodo elastico.
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Figura 6.14: Problema de placa con entalla. Geometria y condiciones de borde: (a) Modelo
fisico. (b) Modelo numérico.
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Figura 6.15: Problema de placa con entalla. Discretizaciones de elementos finitos utilizadas
en la simulacion: (a) Malla M1: h, &~ 4 [mm], 1300 elementos. (b) Malla M2: h, = 2 [mm],
5252 elementos.
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A diferencia del ensayo numérico previo, adoptamos ahora una distribucién arbitraria
de elementos triangulares en cuanto a direccionalidad u orientacién, como puede obser-
varse en la figura [p.17, para las dos configuraciones de mallas M1 y M2 a utilizar.

En el caso particular de elasto plasticidad perfecta (H = 0) y condicion de estado
plano de deformacion, la teoria de andlisis limite plastico (Limit Analysis Theory - LAT)
brinda una solucién analitica del problema en términos de la carga maxima [KP8F|:

4
LAT
P 7 boy, (6.105)

Este valor sera considerado como un limite superior de referencia dado que en nuestro
modelo de EF' se impone un comportamiento de ablandamiento por deformacion (H < 0),
con lo cual la carga pico obtenida por simulacién debe ser necesariamente inferior.

Tomando ventaja de las condiciones de simetria que presenta el modelo fisico solo se
modela un cuarto del panel, imponiendo las condiciones de borde necesarias para preservar
el caracter simétrico en la respuesta mecanica, ver figura p.14-(b).

Al aplicar en forma incremental el desplazamiento prescrito du en la parte superi-
or del modelo, se inicia un proceso irreversible de micro deslizamientos y dislocaciones
plasticas en el seno del material. Este mecanismo disipativo induce finalmente, a nivel
macroscopico, el desarrollo de una banda de corte y la falla de la probeta. La figura
muestra como el modelo PGPSD-N (Malla M2) reproduce este fenomeno al introducir
en forma gradual una trayectoria de discontinuidad que propaga desde la zona préxima
a la entalla hasta el borde opuesto, generando un modo completo de colapso. Conforme
avanza el estado mecanico de solicitacion, alli se visualiza el conjunto de elementos que
han alcanzado el régimen de post-bifurcacion y su cinematica se enriquece para capturar
tales discontinuidades en el campo de desplazamientos.

La superficie de falla también puede observarse en términos de la geometria deformada
del modelo para instantes iniciales, intermedios y finales del proceso de carga, véase figura
b.17. Notese como la ley cohesiva discreta actuando sobre la interfaz, genera un modo de
deslizamiento puro, una vez alcanzado el régimen de discontinuidad fuerte.

La secuencia de elementos en carga plastica para la estrategia PGPSD-N se muestra
en la figura p.I§ En ella se observa que inicialmente existen dos direcciones probables
de localizaciéon d; y ds, sin embargo, las restricciones cineméaticas de contorno sélo ha-
cen posible el desarrollo de una de éstas (d;) y que se corresponde, precisamente, con el
mecanismo de colapso fisicamente observable.

En la figura (.19 se presentan las curvas de equilibrio (desplazamiento vertical versus
fuerza resultante P) obtenidas utilizando el modelo no simétrico propuesto (para ambas
mallas M1 y M2) y también el esquema PGP sin modos discontinuos mejorados. En el
primer caso, puede notarse una convergencia adecuada hacia la curva de respuesta de
referencia (BBARSD-N) como asi también un grado de precision razonable con respecto
a la carga limite analitica PL4T (del orden de 95,5%). Debe aclararse que en este caso
particular, el triangulo estandar STDSD, falla dramaticamente al intentar simular este
test en donde la incompresibilidad predomina aun en régimen elastico.
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Secuencia de configuraciones deformadas.
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160 Capitulo 6. Elemento finito para modelar bandas de corte en plasticidad isocérica
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Figura 6.18: Problema de placa con entalla. Secuencia de elementos con comportamiento
disipativo plastico conforme avanza el proceso de localizacion. Formulacion PGPSD-N,
Malla M2.
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6.6. Verificacion numeérica del modelo 161
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Figura 6.19: Problema de placa con entalla. Curvas de equilibrio carga versus desplaza-
miento para diversas formulaciones de elementos

A partir de los resultados reportados en este test numérico, nuevamente puede con-
cluirse que, desde el punto de vista cualitativo y cuantitativo, el modelo PGPSD-N logra

capturar los ingredientes fundamentales del proceso de falla, resultando una estrategia

como restriccion material.

confiable para estimar carga limite en sistemas estructurales y modos de fallo en pleno
régimen de cuasi incompresibilidad, ya sea inducido por deformaciones is6coras o impuesto
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Resumen y discusion

A lo largo del presente trabajo de investigacion, se ha estudiado el problema de falla
en aquellos materiales que pueden caracterizarse mediante leyes constitutivas con ablan-
damiento por deformacion. Para tal fin, se han propuesto distintas metodologias numéri-
cas y, en particular, puede notarse una clara tendencia hacia el anélisis y desarrollo de
tecnologias de elementos finitos. Estas herramientas de simulacion se han aplicado a pro-
blemas tipicos 2D y 3D, en el contexto de fractura cuasi-fragil y falla dactil. Seguidamente
enunciamos algunas observaciones y comentarios importantes que surgen de dicho estudio.

Simulaciéon de fractura fragil con modelos de gradientes

El modelo de dafnio con teoria de gradientes (implicito) de deformacion, discutido en el
apéndice [A] resulta ser una estrategia relativamente sencilla de programar en un cédigo
estandar de elementos finitos dado que, al momento de su implementacién y desde un
punto de vista algoritmico, puede considerarse como un modelo local. En estos esquemas,
se introduce consistentemente una longitud caracteristica (I.) dependiente de la micro
estructura material, que es necesario caracterizar adecuadamente. La dependencia del
estado tensional en un punto, como funciéon de gradientes de segundo orden en deforma-
ciones (de alto orden en general), hace que las ecuaciones de gobierno permanezcan bien
formuladas aun en presencia de ablandamiento, en el sentido de garantizar la elipticidad
del modelo constitutivo (si nos referimos a un problema mecanico cuasi-estatico). Esta
estrategia postula la introduccién de una nueva variable, que hemos denominado defor-
macién equivalente no local 7., cuya evolucién viene dada por una ecuacion diferencial
adicional, la cual puede ser resuelta en forma acoplada con el campo de desplazamiento,
via MEF. En particular, el formato implicito del modelo resulta adecuado para propositos
numéricos dado que la interpolacién de 7. requiere sélo continuidad de tipo C° en las
funciones de forma.

Desde el punto de vista cualitativo y cuantitativo, los resultados obtenidos muestran
un desempeno comparable con otros tipos de aproximaciones y se ajustan razonablemente
bien con informacién experimental, fundamentalmente en la etapa donde el mecanismo
inelastico dominante es la degradacion material y micro fisuraciéon. A nivel de la imple-
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164 Capitulo 7. Conclusiones

mentacion por elementos finitos, no es necesario conocer a priori la direccion de falla, dado
que la misma surge a partir de la evolucién de las variables regularizadas definidas en el
modelo.

Debemos, no obstante, remarcar ciertas limitaciones en la estrategia de gradientes
estudiada, al menos en la presente implementacion. La primera de ellas es la necesidad
de una excesiva densidad de elementos en la zona de falla para obtener una respuesta
estructural objetiva. En general el tamano de los elementos debe ser inferior a la longitud
caracteristica material. Esto tiltimo representa un inconveniente importante si pretende-
mos modelar situaciones generales en donde no es factible estimar previamente el dominio
probable de fractura. Se ha notado ademés que para estados avanzados de degradacion,
se produce un fenémeno esptureo (fisicamente no admisible) de difusion de dano fuera
de la zona de localizacion. Dicho mecanismo, de indole numérico, estéd asociado a una
descripcion cinemaética limitada cuando el proceso dominante es la coalescencia de mi-
cro defectos y desarrollo de macro fisuras. Motivados por este inconveniente, algunos
investigadores han propuesto soluciones de compromiso, como por ejemplo la introduc-
cion de un enriquecimiento adicional, basado en la incorporaciéon de discontinuidades en
desplazamientos cuando se satisface algtin criterio motivado por la fisica del problema
[CMP04, ES04|. Sin embargo, nuestra linea de trabajo no ha explorado esta ultima alter-
nativa.

Simulacién de fractura mediante CSDA

Mediante el uso de los denominados esquemas discretos cohesivos se ha podido modelar
una gran variedad de casos de propagacion de fisuras. En particular hemos de enfatizar
algunas ventajas propias de la aproximaciéon por discontinuidades fuertes del continuo
(CSDA) utilizada: (i) un tinico marco tedrico subyacente (cinematico y constitutivo) para
describir el comportamiento del continuo, para deducir las condiciones de bifurcaciéon y
para capturar los procesos de degradacion y falla material cuando la misma esté gobernada
por la generacion de discontinuidades en el medio, (%) una cinematica compatible con
saltos en el campo de desplazamiento, permitiendo simular modos de intensa deformaciéon
en forma objetiva y eficiente, (iii) la adopcion de un tnico modelo constitutivo el cual
tiene implicancia en la zona regular del s6lido y que ademas, segtin el mecanismo explicado
en el capitulo ], se proyecta consistentemente en la interfaz de discontinuidad en forma de
una ley cohesiva discreta, funciéon de la apertura de la misma. Asi mismo debe remarcarse
la robustez del algoritmo global utilizado para simular el mecanismo completo de falla, con
ello nos referimos a las estrategias de trazado de discontinuidad, esquemas de integracion,
formulacién optimizada de elementos finitos con modos embebidos, etc.

Basandonos en esta plataforma conceptual (CSDA), se ha trabajado especialmente en
la aplicacién a leyes constitutivas de dano is6tropo y plasticidad clasica.

Simulaciéon de fractura fragil mediante CSDA

En el contexto de la simulaciéon computacional de fractura fragil se ha abordado un
estudio original comparativo sobre dos tecnologias de elementos finitos con modos embe-
bidos de deformacion, aqui denominados E-FEM y X-FEM, ver capitulo f]. Este trabajo
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se fundamenta en una implementacion optimizada de ambos modelos de enriquecimiento,
en el mismo codigo de EF, considerando elementos triangulares y tetraedros con interpo-
lacion lineal del desplazamiento regular. Las principales conclusiones de este anélisis se
describen a continuacion:

= ambas formulaciones convergen a la misma (inica) solucion, tanto en resultados
cualitativos como cuantitativos.

» considerando medidas de error relativo en términos de normas L? para curvas de
respuesta carga-desplazamiento, la velocidad de convergencia de ambos enriquec-
imientos es similar y en general algo superior a la lineal.

= en contraposiciéon con algunos comentarios encontrados en la literatura, nuestra
observacion es que las diferencias entre los dos tipos de interpolaciones para el campo
salto de desplazamiento, que postula cada esquema (lineal para X-FEM constante
por elemento para el modelo E-FEM), no afectan sustancialmente la precision en
la representacion de la superficie de discontinuidad ni las tasas de convergencia.
El hecho que la formulacion X-FEM, a diferencia del elemento E-FEM, permite
deformaciones regulares discontinuas a través de la interfaz S, tampoco afecta en
forma apreciable los resultados, ni las magnitudes de error y convergencia. Estas
medidas parecen ser dependientes del grado de interpolacion de los modos continuos
de desplazamiento del elemento base seleccionado (lineal en este caso).

= se ha observado que, para mallas gruesas, la precision y la suavidad en la respues-
ta es mayor en la estrategia E-FFEM. Méas especificamente, las curvas de equilibrio
correspondientes al modelo X-FEM exhiben saltos mas abruptos, hecho que puede
estar asociado al retraso relativo en la activacion de los grados de libertad de los
modos enriquecidos, cuando un nuevo elemento es atravesado por por la trayecto-
ria de falla. Este efecto, que también puede observarse (aunque en menor grado)
en la metodologia E-FEM, disminuye con el refinamiento de malla y ha sido doc-
umentado por otros autores que utilizan el elemento X-FEM en sus simulaciones
[GHOT, Bin04]. En este sentido se ha reportado la incorporacion de nuevos modos
enriquecidos en la punta de la fisura que podrian, al menos parcialmente,
corregir esta tendencia. Sin embargo este tipo de técnicas, ain en vias de desa-
rrollo [LPRS05|, pertenecen a un escalén més alto de sofisticaciéon que no hemos
considerado en el presente analisis comparativo, para ninguno de los dos modelos.

» el costo computacional relativo es, en todos los casos, favorable al enriquecimiento
E-FEM. Para el modelado de problemas que involucran una tnica fisura, X-FEM
es 1,10-1,20 (en 2D) y 1,30-2,50 (en 3D) veces més costoso que E-FEM. El factor
relativo mas bajo se corresponde a las mallas refinadas. Las razones de esta pérdida
de eficiencia en el modelo X-FEM estan asociadas a: (i) la activacion de grados
de libertad adicionales (no condensables) que se traducen en un incremento de la
cantidad de ecuaciones por resolver y (ii) la necesidad de utilizar cuadraturas de alto
orden. Estos valores, no obstante, deben tomarse como una tendencia ya que pueden
ser modificados por implementaciones alternativas. Los mismos corresponden a la
implementaciéon mas eficiente, a conocimiento del autor, tras un esfuerzo importante
de programacion, en un cédigo de elementos finitos razonablemente bien validado.
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= cuando se aborda la simulaciéon de multiples superficies de falla, el costo computa-
ctonal asoctado a la tecnologia E-FEM permanece prdacticamente constante aun para
un numero creciente de fisuras activas. Por el contrario, para el elemento X-FEM,
el tiempo de CPU se incrementa linealmente conforme se introducen nuevas discon-
tinutdades en el andlisis. En el caso 3D considerado, se ha estimado un aumento de
aproximadamente 20 %, respecto al costo total, por cada fisura adicional.

» hemos de dejar en claro que, en un futuro, ambos modelos podrian (potencialmente)
reformularse y/o mejorarse, tanto desde el punto de vista conceptual como algorit-
mico. En ese caso deberd proponerse un estudio similar al reportado en esta tesis,
que contemple tales escenarios alternativos de comparacion.

Una mencion especial merece el esquema de integracion constitutiva utilizado en la
resolucion de estos problemas, aqui denominado método implicito-explicito [[DHBLOY,
OHPT04H]. Este procedimiento, como se menciond, asegura que la matriz de rigidez consis-
tente se mantenga siempre definida positiva, incluso en presencia de ablandamiento, hecho
que se torna de crucial importancia para evitar inconvenientes de mal condicionamien-
to del sistema. Ademas, el jacobiano es constante con lo cual, la convergencia se logra
en una Unica iteracion por paso de tiempo. Debe notarse que en todas las simulaciones
se ha podido sobrepasar la carga critica hasta alcanzar una completa degradaciéon de la
capacidad portante estructural. La utilizacion de este método significo6 un gran avance,
fundamentalmente en la simulaciéon numérica de problemas 3D, tanto desde el punto de
vista de la robustez como del costo computacional. El error extra que se introduce puede
minimizarse acortando suficientemente el paso de tiempo. Para tal fin, es posible ademas
plantear estrategias automaticas de control las cuales siguen dos caminos: (i) en el paso
actual mediante algoritmos adecuados de tipo arc-length y (7i) una estimacion a priori del
error de tal manera que el mismo se mantenga acotado en el paso siguiente, proponiendo
para ello un escalamiento consistente de la longitud del paso.

Segin nuestra experiencia y en lo concerniente al modelado de problemas de fractura
cuasi-fragil, una adecuada conjunciéon de tecnologias eficientes de elementos finitos (como
por ejemplo E-FEM), juntamente con algoritmos robustos de integracion constitutiva, y
estrategias confiables de trazado de discontinuidad, permite en la actualidad abordar el
computo de problemas tridimensionales dominados por el desarrollo de numerosas fisuras,
en un ordenador personal y a costo de procesamiento razonable, los cuales hasta hace muy
poco tiempo eran impensables. Més aun, ya es posible encarar los primeros estudios de
sensibilidad paramétrica que nos brinden estimaciones precisas de la probabilidad de falla
en estructuras complejas, véase apéndice D]

Simulacién de falla duactil mediante CSDA

La mecanica de falla ductil fue otro de los topicos al cual se le ha dedicado especial
esfuerzo y atencion en esta tesis, abordando su estudio (una vez mas) mediante la aproxi-
macion por discontinuidades fuertes de continuo. En este sentido hemos desarrollado una
nueva tecnologia de elementos finitos, denominada PGPSD. Como particular atractivo,
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este modelo esta orientado a la obtencion de triangulos y tetraedros de bajo orden (lin-
eales). Este hecho no sélo representa una ventaja importante desde el punto de vista de
generacion de mallas sino también desde la robustez que aportan los elementos simplices,
condicion esta ultima, altamente apreciable en problemas de localizacion y falla.

La estrategia numérica propuesta postula la utilizacién de un esquema mixto esta-
bilizado (denominado por practicidad PGP) ideado para aliviar restricciones de incom-
presibilidad material inducidas por leyes de tipo .J5, el cual se formula en marco tebrico
subyacente de la CSDA.

El desarrollo de este modelo contempla en un principio la evaluaciéon rigurosa de la
técnica de estabilizacion en si misma, para situaciones donde la condiciéon de conservacion
volumétrica se torna critica, tal es el caso de problemas de localizacion de deformaciones
y desarrollo de mecanismos de falla en régimen de ablandamiento, véase capitulo f. Las
observaciones asociadas el desempeno del esquema PGP, se mencionan seguidamente:

= tomando en consideracion ciertas hipotesis simplificativas en el planteamiento teori-
co, la introduccién del término estabilizante 77¢" en las ecuaciones de equilibrio
puede deducirse a partir de una formulaciéon variacional basada en el concepto de
sub-escalas (en particular sub-escalas ortogonales), véase anexo B.

= posee buen desempeno numérico en problemas gobernados por campos de defor-
maciones isocoricas dominantes (elasticidad incompresible y/o plasticidad de Von
Mises).

» la velocidad de convergencia en las variables primales (desplazamiento-presion) no
se ve sustancialmente afectada por el régimen cuasi-incompresible presente, como si
sucede en los esquemas mixtos de bajo orden sin estabilizacion.

= el comportamiento cuantitativo es comparable con otro esquema alternativo de esta-
bilizacion (PSPG) reconocido y ampliamente utilizado por la comunidad cientifica.

» la forma simplificada (desacoplada) para resolver el campo de gradiente de presion
proyectado (IT), resulta una estrategia eficiente, conservando calidad en los resul-
tados.

= en el modelado de problemas que involucran localizacion de deformaciones, especial-
mente cuando ésta es inducida por ablandamiento material, se ha observado cierta
dependencia con la orientacion de la malla, hecho que atenta desfavorablemente al
momento de simular mecanismos de falla en forma objetiva.

Haciendo uso de la estrategia PGP, es posible lograr una mejora importante en el
comportamiento de los elementos. Sin embargo ésta es sélo parcial dado que, para nue-
stros propoésitos, existen aun limitaciones cineméticas que inducen falta de objetividad
en la respuesta. Con la intencién de soslayar esta falencia, hemos desarrollado la formu-
lacion PGPSD. El capitulo p| estd integramente dedicado a tal fin. Alli presentamos el
modelo matematico, las hipotesis introducidas, el correspondiente analisis en régimen de
discontinuidad fuerte y los topicos relacionados con su implementacién computacional.
Ademas se ha deducido la forma lineal exacta que toma la matriz de rigidez del problema
mecanico no lineal, para la solucién via un procedimiento clasico Newton-Raphson. Un
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aspecto interesante, también introducido, es la interpretaciéon del modelo en un contexto
de multi-escalas.

Este nuevo elemento goza de ciertas caracteristicas favorables, las cuales se detallan a
continuacion:

= posee buen comportamiento en la fase pre-bifurcacion dado que la estrategia de
estabilizacion mantiene estable la evolucion de la presion.

= posee buen comportamiento en la fase post-bifurcacion dado que se activa una cine-
matica enriquecida con modos discontinuos embebidos, permitiendo una descripcion
realista del mecanismo de falla tipico de banda de corte.

= los dos puntos anteriores hacen que el elemento tenga la habilidad de representar
en forma adecuada el fenémeno de localizacion de deformaciones, propagacion de
discontinuidades en el medio y posterior modo de colapso estructural.

= en régimen de discontinuidad fuerte, la ley cohesiva proyectada sobre la interfaz de
falla se corresponde a un modo de deslizamiento puro.

= la precision del esquema PGPSD resulta comparable con otra estrategia de uso
aceptado, basada en una tecnologia de cuadrangulos de tipo BBAR, tanto en la
prediccién de la carga tltima como en el comportamiento post-critico. No obstante,
debe mencionarse la ventaja adicional de trabajar con elementos simplices de bajo
orden.

= también se ha reportado buena concordancia en relaciéon a una soluciéon analitica en
carga limite.

» mediante un analisis de convergencia en normas L? se ha demostrado que: (i) el
elemento PGPSD posee mayor precision y velocidad de convergencia que el triangulo
estandar con discontinuidades fuertes embebidas y (ii) la solucion predicha mediante
la formulaciéon propuesta, tanto en carga tltima como en trayectorias de equilibrio
(carga-desplazamiento), converge hacia la obtenida con la estrategia BBAR.

Como contrapartida, el esfuerzo computacional relativo para los problemas bidimen-
sionales estudiados, es (en promedio) aproximadamente un 35 % més costoso con respecto
al cuadrangulo BBAR. No obstante, consideramos esta relacion aceptable en funcion de
las demés ventajas que introduce el modelo.

7.2. Aportes originales

Considerando lo expuesto anteriormente, las contribuciones originales de esta tesis
pueden resumirse en la siguiente lista:

» formulacién e implementacion de una familia de modelos de dano escalar con teoria

de gradientes (implicito) de deformacion, [SSHOJ].
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= desarrollo de algoritmos e implementacion computacional optimizada de la tec-
nologia X-FEM en el contexto de la aproximacion por discontinuidades fuertes del
continuo.

= estudio comparativo profundo entre los dos tipos de enriquecimiento cinematico con
discontinuidades fuertes de vanguardia (E-FEM y X-FEM) tendiente a cuantificar
la performance relativa de ambas formulaciones. Este analisis brinda informacién
valiosa en cuanto a topicos de especial importancia en la mecanica de falla, co-
mo ser: robustez, precision, medidas de error relativo, convergencia, velocidad de

convergencia, costo computacional, [DHS, FEOHS05|.

= aplicaciones a problemas 3D y de multi fisuracion en fractura cuasi fragil. En especial
se destacan las primeras aportaciones relativas al estudio de sensibilidad paramétri-
ca material en estructuras complejas, para la posterior estimacion precisa de la

probabilidad de falla, [PPLT0].

» estudio critico del desempefnio numérico de un esquema mixto estabilizado (PGP)
direccionado para medir su comportamiento en problemas de localizacion de defor-
maciones en plasticidad. Dentro de este punto debe mencionarse ademas como as-
pecto novedoso, la implementacion y evaluacion de dicha metodologia en un entorno
de calculo paralelo. Asi mismo, otro aporte original es la aplicaciéon de un nuevo pre-
condicionador (ISP), al momento de resolver (iterativamente) el sistema lineal me-
diante descomposicion de dominios, en la estrategia estabilizada, [FSH04D, FHS04].

= planteamiento tedrico, desarrollo matematico, implementacion y validaciéon de una
nueva familia de elementos finitos, denominada (PGPSD), para el modelado de

mecanismos de tipo banda de corte en plasticidad, [SSHOO6, FSHO44]|.

7.3. Posibles lineas de investigaciéon a futuro

No existe en la actualidad un criterio racional que permita decidir cual es la estrategia
que marcara el rumbo definitivo en la mecénica computacional de falla. Por ello estamos
convencidos que aun existe un extenso camino por recorrer. Sin embargo, a partir de
la experiencia obtenida durante el desarrollo de esta tesis, podemos vislumbrar algunas
posibles alternativas de trabajo futuro basadas en las metodologias aqui discutidas. En
lineas generales se puede plantear:

= aplicaciéon de la CSDA a modelos constitutivos de continuo més elaborados, analizan-
do su correspondiente proyeccion sobre la interfaz de discontinuidad, para capturar
con mayor nivel de aproximacion la degradacion y el modo de falla en materiales de
comportamiento complejo, materiales compuestos, etc.

= extension de las estrategias discutidas al contexto de la Dindmica de Fractura. En los

altimos anos, se ha notado un creciente interés hacia el desarrollo de esta promisoria
linea de trabajo, fundado probablemente en su potencial aplicacién industrial.
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= anélisis de las propiedades de estabilidad y nuevos desarrollos en relacion al méto-
do de integracion implicito-explicito. Resulta de especial interés proseguir con la
formulacion de algoritmos de control automéatico del error.

Asi mismo, debemos enfatizar y reconocer que, a diferencia de los modelos para frac-
tura fragil, ain existen limitaciones en cuanto al desarrollo de estrategias eficientes para
simular falla ductil y por lo tanto, se estima una mayor dedicaciéon en el futuro préximo
hacia este objetivo puntual. Posibles aspectos a tener en cuenta son:

= extension del modelo PGPSD en el contexto general de grandes deformaciones plas-
ticas.

= extension del modelo PGPSD a tres dimensiones. A pesar de haber considerado solo
problemas planos, el presente trabajo contiene el fundamento conceptual y numérico
para su aplicaciéon a problemas 3D.

= generalizacion de la aproximacion PGPSD para ecuaciones constitutivas capaces de
incorporar modos mixtos de falla y no sélo de tipo deslizamiento, como se postula
en esta tesis.

= extension del método de integracion implicito-explicito en mecanica de falla ductil.

= es nuestro criterio que el modelado de ciertos fenémenos tipicos de fractura ductil
no pueden ser alcanzados solo con la utilizacion de modelos macroscopicos de fisura
discreta cohesiva. Una opcion viable es el planteamiento en multi-escalas, en el sigu-
iente sentido: (i) las propiedades mecanicas de la ley cohesiva se derivan a partir de
una meso-escala, considerando los mecanismos de deslizamiento en diferentes planos
cristalinos y dislocaciones para caracterizar la plasticidad a ese nivel, en conjunciéon
con (i) un andlisis estructural a nivel macro-escala, como por ejemplo el presenta-
do en esta tesis, caracterizado por ecuaciones constitutivas fenomenologicas clésicas,
tecnologias de elementos finitos enriquecidos, etc. Esta metodologia representa un
verdadero desafio en el contexto de la simulacién computacional de falla.
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Apéndice A

Modelo de dano con teoria de
gradientes implicito

Se estudia en este anexo una clase particular de modelos constitutivos de dano con
teoria de gradientes y su aplicacion al modelado de materiales cuasi fragiles, [SSHO3|. En
este sentido, seguimos una formulacion implicita de gradientes, la cual conserva en forma
estricta la no localidad del problema [PGdBBOI]|. Se analiza ademés el desempeno de
tal estrategia en dos ejemplos clasicos. Presentamos resultados en forma de curvas carga-
desplazamiento y mapas de evolucion de dano, comparando los mismos con soluciones
numeéricas alternativas y experimentales.

A.1. Introduccion

La mecéanica del continuo clasica o local introduce un conjunto de variables de estado
capaces de describir explicitamente los procesos inelasticos responsables de la degradacion.
En este contexto, el modelado de la fractura material utiliza la mecanica de dano contin-
uo como teoria subyacente, en la cual se introduce una variable auxiliar en la ecuacion
constitutiva, el dano, para representar el deterioro local de resistencia. Desde este punto
de vista, la iniciacién, crecimiento y propagaciéon de una fisura surge entonces como un
proceso natural a partir de la evolucion de tal variable de dano hasta que su valor se torna
critico, donde se asume que el material es incapaz de soportar cualquier incremento de
tension.

No obstante, diversos estudios de estabilidad y bifurcacion, muestran que la estrategia
de dano local presenta severas inconsistencias para modelos con ablandamiento. Como
se menciond en el capitulo [, una opcién viable para mantener la buena postura del
problema matematico es recurrir a generalizaciones de la mecanica del continuo estén-
dar. Existen numerosas formulaciones que siguen esta filosofia. Los esquemas no locales
pueden mencionarse como uno de los més populares [PCB87, BPCSg, BL8g. En ellos
deja de considerarse el principio de accion local, en consecuencia las variables en un punto
material  dependen de valores en un entorno del mismo. Para poder cuantificar tales
variables (mecanicas o cinematicas) se apela a integrales ponderadas dependientes de un
parametro de longitud interna [.. En general, en la estimacion de [., se consideran factores
dependientes de heterogeneidades a nivel micro estructural.
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172 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Los esquemas de gradientes [AI84H, PdBBdV96, ABM9J|, que en particular nos in-
teresan, se basan en una idea similar, pero el argumento para introducir una longitud
caracteristica es distinto. En estos modelos, se utilizan gradientes de alto orden de las va-
riables para reproducir la dependencia espacial (no localidad) y regularizar de esta forma
la evoluciéon de los mecanismos irreversibles.

Desde un punto de vista conceptual, la relaciéon constitutiva para cada tipo de formu-
lacion, puede interpretarse mediante las expresiones siguientes:

o =R(e(x),r(x)) (modelo local estéandar) (A.1)
o =REe(x, &), 7(x,§)) (modelo no local) (A.2)
o =R(e(x), Ve(zx),r(x), Vr(x)) (modelo de gradientes) (A.3)

en funcion del tensor de deformacion () y variables internas (r), ademéas hemos consider-
ado que (@) implica caracter no local en una variable arbitraria (e) y £ es cierto dominio
alrededor del punto material & en donde es posible ponderar las variables para incorporar

la no localidad (ver figura [A.T]).

(d=0)
(0<d<1)
(d=1)

t*

xX=x,e tx,e,

Figura A.1: Idealizacion del proceso de degradacion material en términos de la variable
de dano: d € [0, 1]. Dominio de promediacion & para incorporar no localidad

El objetivo de este anexo es caracterizar el comportamiento constitutivo de materi-
ales fragiles con ablandamiento, considerando procesos de degradacién por dano hasta
alcanzar la fractura, haciendo uso de un modelo de continuo enriquecido. En esta linea
de trabajo se ha implementado una formulaciéon implicita de gradientes para modelos
de dano con ablandamiento lineal y exponencial, siguiendo los trabajos de Borst et al.
[ABMO93|, Peerlings et al. [PdABBAV94, PGdBBO1], PABBG0Z|. El esquema propuesto se
valida numéricamente para dos problemas tipicos. El primero de ellos corresponde al test
de estiramiento uniaxial de una barra en estado plano de deformacion, el segundo repre-
senta el problema de flexién de una viga apoyada en tres puntos bajo hipotesis de tension
plana.
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A.2. Modelo de dano regularizado 173

A.2. Modelo de dano regularizado

Para no agregar complejidad, se utiliza la ley de dano escalar descrita en el capitulo
(seccion B.H) como marco de referencia tedrico para los desarrollos siguientes. Su aplicacion
queda restringida entonces a problemas en los cuales pueden asumirse las siguientes hipote-
sis bésicas: (i) las deformaciones plésticas son despreciables (comportamiento fragil), (i)
la evolucién del danio es el mecanismo disipativo dominante, (i) no se induce anisotropia
material, (7v) deformaciones infinitesimales hasta alcanzar la fractura. Segin este modelo,
una tnica variable escalar d € [0; 1] es suficiente para describir completamente el proceso
de degradacion: d = 0 representa propiedades del sélido en estado virgen, d = 1 carac-
teriza la pérdida completa de integridad material, véase figura [A 1. Recordamos que la
funcion de degradacion (¢) viene dada en términos de una medida de deformacion local,
la cual hemos denominado deformacion equivalente (7.), y su valor se computa mediante:

Te=Ve:C¢: € (A.4)

La idea que incorporamos a continuacién es una simple modificaciéon a dicho criterio de
dano, al postular que el mismo depende ahora de una variable interna con implicancia no
local, T., atun por definir. Esta hipotesis es precisamente la regularizacion que se introduce
a nivel constitutivo para evitar que la localizacion de deformaciones y disipacion de energia
se produzca en un dominio de medida cero, como si sucede en los modelos locales clasicos
bajo régimen de ablandamiento.

Considerando las ecuaciones de equilibrio de Cauchy, el problema regularizado, en
su forma fuerte, puede plantearse como sigue: dado t* : I, — R"™™ y o* : [}, — Rndim
(fuerzas prescritas por unidad de superficie y desplazamientos impuestos respectivamente)
encontrar el campo vectorial w : 2 — R™™ tal] que se verifique simultdneamente:

V.-o=0 Vo € 2 (a)
u=u" Ve e I, (b)

o-v=t Ve e I, () (A.5)
e = (Vu)™™" Vxel? (d)
oc=%NEeT) Vrxe (e)

Observacion 34 se han despreciado las fuerzas de volumen en el planteo de las ecua-
ctones de balance.

Las expresiones que definen la ley constitutiva de dano regularizado [A.5-(e) se han
resumido, por practicidad, en el cuadro [A]].

Alli puede observarse que la variable interna r estda gobernada por la deformacién
equivalente no local 7.. Mientras ¢(7¢,7) = 7 — r < 0 el material se comporta eléstica-
mente y no hay evolucion de los procesos disipativos. La condicion ¢(7e,r) = 7. — 7 =0
determina trivialmente el valor de la variable r = 7., cuando el estado tensional ha super-
ado el umbral de dano. Teniendo en cuenta el valor inicial 7o = 7|0 = o = ¢|i=0 = \‘;1@
se tiene:
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174 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Relacion tension-deformacion
U:MCeZEZ(l—d(T))E ;i o=C%:¢ (A.6)
Criterio de degradacion

qb(a:eﬂd) =T.—1r<0 (A.7)

Ley de endurecimiento/ablandamiento

Oy

’f.' =7 ; To = ’I"|t:0 = ﬁ (AS)

g=H(r)r ; qo=4gl=0o=r0 (A.9)
Condiciones complementarias de carga-descarga

¢(Te,r) <0 5 v20 ;5 vé(Te,r) =0 (A.10)

Cuadro A.1: Ecuaciones basicas del modelo de dafio escalar regularizado en términos una
medida de deformacion equivalente no local 7.

r = max{7e, 1o} (A.11)

Si se incorpora una definiciéon adecuada para 7. y se adopta ademés un mecanismo de
ablandamiento dependiente del tipo de material (ecuacion A.9), pueden evaluarse todas
las variables del modelo con lo cual el sistema de ecuaciones [A.§ queda integramente
formulado.

A.3. Formulacién del modelo con teoria de gradientes
implicito

Las formulaciones de gradientes pueden deducirse a partir de teorias no locales. Para
demostrar esto asumimos, como se discutié antes, que la evolucion del dano en un punto x
esté gobernada la medida 7. de la deformacion, aqui denominada deformacion equivalente
no local. En este trabajo hemos considerado que 7. se define como el promedio ponderado
de la deformacion equivalente local, 7o, en un entorno de dicho punto:

7. €) = / 9(@.€) 7ol + £) de (A.12)

( )

/ de =1 (A.13)
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A.3. Formulaciéon del modelo con teoria de gradientes implicito 175

donde & es un vector con origen en el punto & que denota una bola alrededor del mismo,
ver figura A1l g(x, &) es una funcion de peso adecuada asociada a la longitud interna
micro estructural [, y ¥(2) una magnitud necesaria para propositos de normalizacion.

Si se desarrolla la deformacion equivalente local, 7¢(x + &), en serie de Taylor y en un
entorno de x:

(@ +8) = @) + [Vr(@) £+ 5 [VVn(@)]: €26 +OEY) (A1)

y se reemplaza esta tltima ecuacion en la expresion integral [A. 19, asumiendo condiciones
de isotropia y despreciando términos de orden superior (O(£?)), se llega a la clasica
formulacion explicita de gradientes:

Te() = 7e(x) + ¢ V?7(z) VI € 0 (A.15)

Puede observarse que el pardmetro de longitud interna material [., presente en el
modelo no local, se preserva en el esquema de gradientes a través del coeficiente ¢, el cual
posee en este caso, unidades de longitud al cuadrado. Tal coeficiente queda determinado
por el promedio de las funciones de ponderacion g(x, €) en el volumen que genera &.

Los modelos de gradientes asumen que 7. puede considerarse como una variable inde-
pendiente adicional a resolver junto con el campo de desplazamientos. En este contexto,
el tipo de aproximacién que sugiere la ecuacion para el computo de 7. resulta, sin
embargo, inadecuada para implementaciones numéricas via MFEF' ya que la presencia del
operador laplaciano sobre la deformacion equivalente local requiere funciones de inter-
polacién con continuidad C! para el campo de desplazamiento. Esta desventaja puede
salvarse mediante simples manipulaciones matemaéticas, para finalmente obtener la forma

implicita del modelo de gradientes [PdBBdVIq:

Te(x) — cV7e(x) = 7e(x) Vx € 12 (A.16)

Considerando 7.(2) como una variable nodal independiente, que debe satisfacer la
ecuacion [A.14, solo se necesita continuidad C° para su aproximacion. Desde el punto de
vista matematico la ecuacion diferencial extra de segundo orden, presente en el modelo
de gradientes implicito, requiere la definiciéon de condiciones de contorno sobre la variable
Te(x) o su derivada normal, para obtener unicidad de solucion. Siguiendo los trabajos
de Belytschko [LB8Y|, Miihlhaus y Aifantis [MA9]], se adopta una condicion de borde
natural del tipo:

VTe(x) - v=0 Vel (A.17)

Cabe mencionar que atn no se dispone de una justificaciéon tedrica estricta ni una
correcta interpretacion fisica sobre tales condiciones de contorno adicionales.

En vista de los conceptos discutidos, la forma fuerte del problema de dano con teoria
de gradientes implicito se describe como: conocido t* : I, — R ™ v u* : [, — Rdim
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176 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

encontrar el campo vectorial u(x) : 2 — R"™™ y el campo escalar 7.(z) : 2 — R
compatibles con el siguiente conjunto de ecuaciones:

V.-o=0 Ve € {2 (a)
u=u" Ve e I, (b)
o-v=t' Ve e [y (c)
e = (Vu)™™ Ve € (2 (d) (A.18)
o =R(e, 7e) Ve € (2 (e)
Te=Ve:C¢:e Vel (f)
Te(x) — c V7o () = 72 Vo € 2 (9)
VTe(x) - v=0 Ve eI (h)

A.4. Implementacién numeérica

A.4.1. Discretizaciéon espacial

Siguiendo la metodologia estandar del MFEF, la forma variacional (débil) y discreta
del modelo puede entonces expresarse: dado t* : I, — R ™ vy u* : [, — R"™ hallar
el campo u”" € V' (que satisfaga las condiciones de contorno cineméaticas [A18 (b)) y el
campo T2 € O, tal que:

/ (V)™ - o dgy — / (w" - £ dp, = 0 V' e VP (A19)
(9]

o

/ (' 7)o + / (V" - V) dg = / ('m)de V€O (A20)
17 2 2

donde VI C H&(Q), oh c Hé(ﬂ)’ ademés w" y n son variaciones en el campo de despla-
zamiento y deformacion equivalente no local respectivamente.

Observacion 35 el sequndo término integral del lado izquierdo en la ecuacion [A.20 surge
de debilitar (—cV?7.) y considerar la condicion de borde natural supuesta sobre T, (ex-

presion [A.18§-(h))

Si se utiliza nomenclatura matricial y se integra el modelo constitutivo mediante un
esquema implicito, haciendo uso de un procedimiento de ensamble a nivel elemental, se
obtiene la version algoritmica de las ecuaciones para el paso de tiempo actual (i + 1):

Nelem Nelem

/A} / (BT o)) d e — /A} / (NT¢ ) dpe =0 (A.21)
e= e e= [‘g

Nelem Nelem
~(i+1 .
A /E(NfT N¢ + BT ¢ BS) dge Ti+ ) A /E(N;zTTs(Hl))dQe =0 (A.22)
M+ D-
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A .4. Implementacién numérica 177

siendo N, y INS los arreglos de funciones de forma para interpolar w y 7. respectiva-
mente; el simbolo (;) representa valores nodales de una variable, en este caso ';N'iZJrl) es
el vector de parametros nodales de la deformacion equivalente no local, el supraindice e
hace referencia a un elemento finito en particular. En [A.2THA .29 definimos también los

siguientes operadores: B, = (VINS)*™ y BS = (VN¥).

Observacion 36 por claridad en la lectura, se ha quitado el supraindice h que hace ref-
erencia a campos discretos.

En forma compacta, el residuo REZF;E)) del sistema de ecuaciones A.21HA.23 puede
expresarse:

u,Te ) (u,Te)

., . . int
en funcion del vector de fuerzas internas generalizada F(Zn;)):
sl €

Nelem
| F'z(jm) A [fge (BZT o,(i—i—l)) dQE:|
F2) = = (A.24)

e F(’Lnt) Nelem

| (Mz+D7)7. — é [ Joe (NET85D) dge] |

y el de fuerzas externas F(¢*9):
Nelem
F(ext) A T enli
u . Ne t*(z—l—l) dre
fal 0

A.4.2. Retorno a la superficie de dano

La actualizacion del tensor de tensiones y el calculo del operador tangente consistente
se realiza siguiendo un esquema de Euler retrasado. En este contexto, el algoritmo de
retorno a la superficie de dano puede formularse segiin el procedimiento que se resume en

el cuadro A2

A.4.3. Mobdulo tangente algoritmico

Para la implementacion del modelo en un esquema iterativo de Newton-Raphson, es
necesario calcular la linealizacién exacta del esquema constitutivo. En este sentido la
primera variacion de la expresion de equilibrio y de la ecuacion adicional de gradientes se
plantea:

A (i+1)

6Fu(mt) (i+1) _ K. Sa+D + K> 57”12 (A.26)
o , A (i+1
5F?mt) D) — g 600 4 Ko 57N-i+ ) (A.27)
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178 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Proyeccion elastica: Estado Trial

R o SR (BT
St = 7o D
it = ge ;. i+ . Téi+1) _Je O e
si Eﬁf;} < 0 (paso elastico)

P+ = (@) Gl+D) — () gl+) = g . gt — g

(7+1) . (s
ﬁ2 (z+1) ; 0-("“1’1) = /32 U(l_‘—l)
si S"—zi—all) > 0 (paso con evolucién de daflo)
i 1)=F (D) i1
T'(1+1) Te ; ;L ) =1
Ablandamiento Lineal Ablandamiento exponencial
) = ¢ + HAr ¢t =gpe™ @
i+1 (i+1) . (s (i+1 gl tD . s
éz ) _ z(iJrl) : o.(erl) — 62 O,(H-l) ﬁ2t ) _ r(z+1) : 0.(1+1) — ﬁ2 a.(z+1)
(i+1) _ Hor(tH —q0+D (i+1) _ ¢tV HorGHD | 4
3 - [rG+D]2 3 G [* @ + ]

Cuadro A.2: Algoritmo de retorno a la superficie de dano para la formulacién con gradi-
entes implicito.
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en donde se define:

Ky = A [ / B:T gt ¢ B, dm} (A.28)
e= Qe
Nelem
Ku? _ A |: BZT ﬁ§i+1) §i+1) E(H—l) N;; d96:| (AQQ)
e= e
Nelem 1
K-y = /A} =y { / Nl gD T ge dm} (A.30)
e= 7—5 e
Nelem
K:: = Al / (BT e BE + NET NY) dge} = D: + M; (A.31)

La forma explicita del tensor constitutivo algoritmico resulta en consecuencia:

Kuu Ku?
o= Ko K] am

A.5. Resultados numéricos

Para los dos ejemplos reportados, se consideran elementos triangulares y cuadrangu-
lares con interpolacion cuadratica en desplazamientos y lineal en deformacion equivalente
no local.

A.5.1. Ejemplo de traccion

El problema consiste en estirar uniaxialmente una barra, bajo hipotesis de estado
plano de deformacion, hasta que el proceso de degradaciéon por dano produzca la falla
material. Los pardmetros geométricos y mecénicos utilizados para la simulacién numérica
son (ver figura [A.9): longitud de la barra L = 100 [mm], area A = 10 [mm?] (por unidad
de longitud), tension dltima o, = 2 [N/mm?], modulo de Young E = 20000 [N/mm?], ab-
landamiento lineal caracterizado por un moédulo Hy = —0,008 = cte (disipacion mecanica
méxima Dmech = 0,0125 [N/mm?]).

Para activar el mecanismo de localizacion se perturba la region central de la barra en
una longitud [, = 10 [mm] en donde la tension tltima se reduce un 10 %. El parametro
longitud intrinseca micro estructural /. esta representado por un coeficiente ¢ = 1 [mm?].
Por condiciones de simetria s6lo se modela la mitad de la barra. En la figura [A.3 se
han dibujado curvas carga desplazamiento para distintos niveles de discretizacion (160,
320, 640 elementos cuadrangulares). Estos resultados concuerdan con los obtenidos por
Peerlings et al. [PdBBdV96| y claramente muestran convergencia a una solucién con
energia de fractura finita, conforme se refina la malla.
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180 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Perturbacion

Su 10 [mm]

ANAAA

WL
(2]
=

+—+
Ip =10 [mm]

L=100 [mm]

Figura A.2: Test de tracciéon uniaxial. Geometria del modelo.

20 ‘
A - -- 160 elementos
-=-= 320 elementos
—— 640 elementos
15
z
R1o0f
(0]
=}
L
5 L
0 i i o L 4 |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Desplazamiento du [mm]

Figura A.3: Test de traccion uniaxial. Ley de ablandamiento lineal. Curva carga despla-
zamiento para distintas mallas.
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A.5. Resultados numéricos 181

La evolucion de la variable interna de danio (d) y la deformacion equivalente no local
(7e), sobre distintos puntos en la curva de equilibrio, puede observarse en la figura [A.4],
en la semi longitud de la barra (test de 640 elementos).

1
Punto A Punto A
= Punto B _ = Punto B
— Punto C || §08 — Punto C ||
= Punto D o = Punto D
= Punto E g - Punto E
<
1 20.6 1
®
=
>
o
@
] §04 ]
[S]
®©
£
S
B 0.2 1
=)
0 L I it "
0 5 10 15 20 00 10 15 20
Distancia [mm] Distancia [mm]

Figura A.4: Test de traccion uniaxial. Ley de ablandamiento lineal. Curvas de evolucion:
(a) Variable de dano d. (b) Deformacion equivalente no local 7¢

Para este problema particular, la formulacién de gradientes tiene la capacidad de cap-
turar adecuadamente el proceso de incremento de deformacion en la zona de localizacion
y descarga elastica fuera de la misma.

A continuacion asumimos la misma barra con idénticas caracteristicas geométricas
pero en este caso con un mecanismo de ablandamiento de tipo exponencial con un médulo
inicial Hy = —0,016. La curva de respuesta fuerza desplazamiento es significativamente
diferente (ver figura [A.5-(a)) respondiendo al tipo de ley impuesta.

20 w
AR B | = 640 elementos | Punto A
= Punto B
= Punto C ||
] Punto D
15 = Punto E

Fuerza [N]
)

L O 0 L i L
0 0.05 0.1 0.15 0 5 10 15 20
Desplazamiento [mm] Distancia [mm]

Figura A.5: Test de traccion uniaxial. Ley de ablandamiento exponencial: (a) Curva de
respuesta carga desplazamiento. (b) Curva de evolucion de la variable de dano.

La figura A3-(b) revela una falencia propia de la formulacion. Como se observa, la
curva de dano correspondiente al punto C' ha alcanzado su valor maximo, sin embargo
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182 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

a partir de ese momento incrementos de deformaciéon producen un fenémeno de difusion
del dano desde el centro hacia los extremos de la barra. Este mecanismo, fisicamente
inadmisible, es consecuencia de una pobre descripciéon cinematica incapaz de capturar
macro fisuras cuando la degradaciéon material es completa. En estas circunstancias, la
inclusion de una discontinuidad en desplazamientos parece ser una estrategia adecuada

capaz de incorporar una condicién de borde libre de tensiones y evitar el proceso de
difusion esptreo del dano [EWS0J].

A.5.2. Viga de tres puntos

Este ejemplo representa un test clasico de flexién en una viga sometida a fuerzas en
tres puntos. El ensayo esta especialmente disenado para fomentar el modo I de fractura.
El mismo consiste en una pieza de hormigén simplemente apoyada a la cual se le impone
un desplazamiento vertical mondtonamente creciente (du) en correspondencia con una
entalla practicada en la seccion central de la viga, induciendo la iniciacién del proceso
de degradacion y posterior desarrollo de fisura. Las proporciones geométricas del modelo
pueden observarse en la figura [A.§. Los parametros mecénicos utilizados para el analisis
son los siguientes: E = 300000 [kg/cm?]|, v = 0,20, 0, = 33 [kg/cm?], e = 5 [em] (espesor
de la viga). Desde el punto de vista constitutivo, el material se caracteriz6 teniendo en
cuenta varios aspectos: un coeficiente ¢ = 0,01 [em?] (de acuerdo con los trabajos de
M.G.D. Geers et al. [[GIBP00]), un modelo de dafio exponencial modificado para que la
degradacién se produzca solo en traccion (ver capitulo B, seccion P.6]), y un modulo de
ablandamiento por deformacion Hy = —0,026, estimado de forma tal que se verifique la
energfa de fractura correspondiente al material en estudio (aproximadamente Gy = 0,120

[kg/cm]).

| 100 [cm] | 100 [cm] |
| | |

Figura A.6: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Geometria y condiciones
de contorno del modelo.

La curva de respuesta obtenida, en términos de la carga P y desplazamiento de aper-
tura CMOD (Crack Mouth Opening Displacement), se ajusta bastante bien a resultados
experimentales y es comparable con otro tipo de aproximaciéon basada en un modelo de
discontinuidades fuertes como el discutido en el cuerpo de esta tesis (ver figura [A.7]).

En la figura puede observase un detalle de la discretizacion en la zona proxima a
la entalla y la posicion deformada para el méaximo desplazamiento impuesto. Un total de
2770 elementos triangulares se han utilizado para la simulacién numérica.
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Carga P [KN]
o
o
T
Cd

o
~
T
’
|

02 [
-=-= Discontinuidades fuertes
— Formulacion con gradientes
Resultados experimentales
O | | I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Desplazamiento CMOD [cm]

Figura A.7: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Carga P vs. Despla-

zamiento CMOD. Comparacion de respuesta entre dos formulaciones alternativas y una
envolvente experimental.

Figura A.8: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Malla de elementos
finitos utilizada en la configuracion deformada (= 2770 elementos).
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184 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

La figura [A. pone de manifiesto la capacidad de la formulacion para predecir modos
de propagacion de fisura en funcién de la evolucion de la variable interna de dano.

1.00
I 0,80

10,60
1 0,40

I 0,20

0,00
Figura A.9: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Mapa de la variable de
dano d para un estado avanzado de degradacion.

A.6. Discusion

En este anexo se ha estudiado e implementado un modelo constitutivo de dano isétropo
con ablandamiento lineal y exponencial enriquecido con una formulaciéon de gradientes
implicita para simular numéricamente el comportamiento de materiales fragiles.

En vista de los resultados obtenidos puede decirse que el esquema resulta adecuado
como limitador de localizacion, evita la pérdida de elipticidad en la ecuacion de equilibrio
incremental, predice modos de iniciacién y propagacion de fisura fisicamente correctos;
ademés, para un adecuado nivel de discretizacion (en general muy elevado), se obtiene
objetividad en la respuesta. El valor de la carga limite y el comportamiento post-pico
pueden ajustarse bastante bien a resultados experimentales en funciéon de los parametros
que gobiernan el modelo.

Un aspecto importante a destacar es que la direcciéon de propagacion de fisura surge en
forma natural, a partir de la evolucion de la variable de dano. Este hecho representa una
ventaja frente a las clasicas formulaciones cohesivas discretas basadas en elementos con
modos embebidos, en las cuales es necesario estimar a priori tal trayectoria de propagacion.

Debe mencionarse la necesidad de una densidad de elementos importante para capturar
en forma objetiva los gradientes de deformacion durante el proceso de falla, hecho que
se traduce en un costo computacional excesivo. En este aspecto debemos dejar en claro
que desde el punto de vista de la eficiencia computacional y a partir del presente estudio,
nuestra conclusion es que el modelo de gradientes desarrollado no puede competir con
formulaciones de tipo discontinuidades fuertes, a igual nivel de precisiéon en resultados.
Ademas, en problemas generales, dado que la trayectoria de discontinuidad no se conoce
a priori, si se pretende ganar performance numérica se debe contemplar la posibilidad de
acoplar algin esquema de remallado adaptativo.

Cuando la variable de degradacion alcanza el valor unitario en algtin punto del sélido,
hemos notado un fenémeno de difusiéon espurea del dano, evidenciada principalmente por
el modelo con ablandamiento exponencial. Este fenémeno (ya reportado por otros inves-
tigadores) no tiene justificacion fisica y, como consecuencia secundaria, restringe sever-
amente la posibilidad avanzar sobre la curva de equilibrio, condicién indispensable para
modelar estructuras reales, en donde es comiin que durante la generacion del mecanismo
de falla, una porcién del dominio se encuentre completamente sin resistencia.
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A.6. Discusion 185

En sintesis del presente anélisis concluimos que la mecénica del continuo enriqueci-
da con formulaciones de gradientes representa una estrategia adecuada para simular los
procesos inelasticos en donde el mecanismo predominante es la degradaciéon material y la
micro fisuraciéon asociada. Cuando tales micro-fisuras coalescen y originan macro fisuras
la cinematica subyacente del continuo resulta demasiado limitada para capturar la reali-
dad fisica. Este inconveniente sugiere la necesidad de introducir de forma explicita en el
modelo numérico una discontinuidad. Algunos investigadores ya han insinuado la incor-
poracion de una cinemética discontinua en medios regularizados [SWS03, S04, CMP04],
resultando en una linea de investigacion factible.
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Apéndice B

Estabilizacion mediante sub-escalas
ortogonales

En este apartado se pretende deducir el término de estabilizaciéon del esquema PGP
(SEEP) en el contexto tedrico del método de las sub escalas o multi escalas (sub-grid scales)
brindando una justificaciéon conceptual y variacionalmente consistente de la técnica de
estabilizacion introducida. La idea original de esta estrategia fue inicialmente propuesta
por Hughes [Hug9%| para resolver ecuaciones escalares del tipo conveccion-difusion.

B.1. Meétodo de sub escalas

Resolver un problema por el método de elementos finitos consiste en encontrar den-
tro de un espacio de dimension finita V" C H(lg) la mejor aproximacién a la solucion
matematica del modelo continuo. Dicho espacio discreto V* queda definido en términos
de la cantidad de grados de libertad adoptado y del orden de interpolacion de los ele-
mentos. Esto implica que, una vez seleccionados estos dos ingredientes bésicos del MEF
(discretizacion y tipo de funcion de interpolacion), queda definido un nivel de aproxima-
cién o escala, que se denominara de aqui en adelante la escala de elementos finitos E”,
capaz de capturar una parte de la solucién real. En muchos problemas practicos, la es-
cala E" dispone suficiente cantidad de informacion de tal forma que el modelo formulado
s6lo en términos de ésta brinda resultados satisfactorios. Por el contrario, en otras situa-
ciones E" resulta sobre restringida, ante ciertas caracteristicas particulares cinematicas
del continuo, siendo imposible representar el comportamiento fisicamente observable del
material.

En este sentido, la idea subyacente que introduce el método de las sub escalas consiste
en incorporar explicitamente una nueva escala al problema E® (sub escala) para aproximar
aquella fraccion de la soluciéon que no pertenece a E* y por ende no se puede capturar por
un modelo simple de elementos finitos. En otras palabras, se asume la existencia de una
componente no resuelta y por ello se enriquece el espacio discreto de aproximacion para al
menos lograr capturar los efectos de [E® sobre la escala que si se resuelve numéricamente.
Esta metodologia es absolutamente general y de hecho se la ha utilizado en diferentes
contextos en la mecanica del continuo (problemas de restriccion por incompresibilidad,
localizacion de deformaciones, etc).
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188 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

Para nuestro caso en particular, es bien sabido que al utilizar formulaciones mixtas con
igual orden de interpolacion en las variables primales (u,p), el espacio de aproximacion
del campo de desplazamientos resulta demasiado limitado comparado con el de presiones,
obteniéndose como consecuencia final resultados numéricos oscilatorios. Una alternativa
logica podria ser la introduccién de una sub escala adicional en el campo u(x). Se asume
entonces que el campo de desplazamientos del continuo tiene dos componentes, una aso-
ciada a la escala discreta E" (gruesa) y la otra vinculada a la sub escala E* (fina). Luego
para que la estrategia numérica capture en forma adecuada el comportamiento real, se
hace necesario aproximar consistentemente E" y E*. La escala gruesa E" puede resolverse
mediante interpolacion estandar de elementos finitos, sin embargo no resulta tan evidente
como aproximar E®. De hecho en la practica nos conformamos con proponer un espacio
para E° (aqui referenciado como V*) que al menos incluya localmente (a nivel de cada
elemento finito) los efectos de la escala fina en la soluciéon. En este apartado se introducen
las hipodtesis y simplificaciones bésicas adoptadas para tal fin.

A partir de estas ideas surge que el espacio en donde ha de buscarse la solucion al
problema tiene la forma:

Va VeV (B.1)

teniendo en cuenta que la sub escala no aporta enriquecimiento en la frontera I', de alli
la simbologia V. En la expresiéon anterior se ha considerado:

V' C H, (19) ; V" espacio discreto estandar de EF (B.2)
Vi C ¥ ; V; : espacio discreto de la sub escala (B.3)

donde ¥f] es un espacio, atin por definir, pensado para incorporar la fraccion de la solucion
que no estd incluida en H (19).
El campo de desplazamientos se aproxima entonces considerando dos componentes:

u=u"+u (B.4)
definiendo:
u €V ; u:campo de desplazamiento discreto total (B.5)
u" € V" ; u": componente asociada a la escala gruesa E" (B.6)
u® €V ; u’: componente asociada a la escala fina E*, u*|zcr) =0 (B.7)

Con el mismo razonamiento, se construyen las variaciones admisibles de u de la forma:

w = w" + w’ (B.8)
w € V) ; w : variacién admisible de desplazamiento (B.9)
w" € VI'; w" : variacion admisible en E", w"|ze ) = 0 (B.10)

)

(B.11)

w® € Vj ; v’ : variacion admisible en E*, w|(ge ) =

LComo se demuestra en este anexo, la eleccién de ¥ sera consistente con el criterio siguiente: ¥ 1 H (19)
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B.1. Método de sub escalas 189

donde como es natural se tiene ademas:

Vor V)@V (B.12)

Los conceptos discutidos hasta el momento se representan graficamente en la figura

B.1. Alli se observa la curva de respuesta del modelo parametrizada en funcién del tiempo

t € [0,7], y en particular el vector solucién w(t) en un instante dado de la historia de
carga, en el espacio ampliado V = V" @ V.

V,c ¥

SOW=T

S i
3 !
3 uit)e (Vov)
<
(/:J i
tzo_df Escala de EF h
u Ve Hyg

Figura B.1: Representacion esquematica del método de sub escalas en el espacio V" — V3

Observacion 37 se puede advertir que, en este contexto de andlisis, no se considera
enriquecimiento alguno para el campo de presiones, pero en teoria podria también incor-
porarse.

La version integral del problema mecénico mixto .8, considerando la introduccion de
la sub escala E® puede plantearse en un formato variacional clasico como sigue: encontrar
los campos discretos u” € V', u® € V5 y p"* € Q" tal que se satisfaga:

(w"; V- [-p" T+ S(u" + u®)]) + (w"; ) =0 Vw" € V! (B.13)

(w*; V- [-p" T+ S(u" +u)]) + (w*; b) =0 Yw® €V (B.14)
h

(" %+v-(uh+u8)> —0 Vg e (B.15)

observandose que las ecuaciones B.1J y B.15 estan definidas en el espacio de elementos
finitos, mientras que en el de la sub escala.

Una primera hipoétesis a introducir es que el tensor desviador de tensiones puede
escribirse como la suma de dos componentes: una inducida sélo por la escala E" y la otra
s6lo inducida por la sub escala [E®, estando ambas desacopladas:

S(u" 4 u®) ~ §"(u") + §*(u®) (B.16)
S (uh) = 2p dev](Vu)v™ — '] (B.17)
S*(u?) = 2u dev[(Vu®)*¥™] (B.18)
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190 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

Observacion 38 la propuesta [B-1§ es licita en régimen eldstico. Como es sabido, en
plasticidad la funcion tensorial S no es lineal en w con lo cual la expresion anterior
deja de ser estrictamente cierta. No obstante, si consideramos a u® como una pequena
perturbacion del campo u", es decir ||u®|| < ||u”|| (el efecto de la sub escala es de orden
u® ~ O(h?) Codina [Cod00Y/), es razonable admitir que la sub escala de desplazamiento
no genera deformaciones pldsticas, o bien que las mismas son despreciables frente a las
inducidas por u”, con lo cual la aprozimacion [BIq conserva sentido aun en el campo
ineldstico. Una justificacion alternativa puede encontrarse en [CCVdS03).

Observacion 39 una importante consecuencia de la simplificacion introducida es que
S"(u") puede evaluarse mediante un algoritmo estdndar de retorno a la superficie de
fluencia, ya que sélo depende del campo de desplazamiento asociado a la escala E".

Teniendo en cuenta B.16, las ecuaciones B.13 (previa integracion por partes), y
B:13 pueden escribirse como:

(V) 8" () + (V)" §°(w) -

1
Sst

—<V-wh;ph>—(wh;b)—/ (w"-t)dl[, =0 Yw" V! (B.19)

(w*; V- 8" (u")) + (w*; V - 8(u*)) — (w*; Vp") + (w®;b) =0 Vw® cV; (B.20)
h
(q"; (% +V-u")) " V-u)) =0 VYihe Q" (B.21)
S%

Salvo por la presencia de los dos términos adicionales S, y 8%, las formas integrales
y corresponden a la aproximacién usual de elementos finitos para un problema
mixto (nétese que estan definidas sobre los espacios V" y Q"). Estos son precisamente
términos de estabilizacion, responsables de incluir el efecto de la sub escala sobre la
solucion discreta estandar del MEF. Por otro lado, la ecuacion [B.2( asociada a E°, se
utiliza como restricciéon adicional para aproximar w®, con lo cual el problema completo
queda definido, al menos desde un punto de vista conceptual.

Para llegar a las expresiones finales del esquema PGP, discutidas en el capitulo fj
seccion p.3.1], atn se hace necesario introducir algunas hipétesis simplificativas y operar
mateméaticamente sobre el sistema B.IFB.21. Debe enfatizarse que el objeto fundamental
de estas aproximaciones es obtener una estimacion computacionalmente factible de los
efectos que introduce la sub escala en la formulacion, sin que ello implique la necesidad
de calcular exactamente w®. Las consideraciones que se detallan a continuacion, y hasta
el final del apéndice, siguen esta filosofia.

El término S, teniendo en cuenta [B.I8, se puede escribir:

Sk = (Vahyr™ s 24 dev[(Va) ™) (B.22)

= —(V - {2udev[(Vw")™¥ ™} ; u) + /F[us - (Vaw™)¥™ . p]dr (B.23)
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B.1. Método de sub escalas 191

luego si se utiliza interpolacion lineal por tramos para u" (y en consecuencia para w™),
como el caso presente, y recordando que u®|zcry = 0, se concluye trivialmente que Sk
no tiene influencia en la formulacion, con lo cual la expresion B.19 representa el balance
de momento lineal estandar. Dicho de otra forma, en este contexto de anélisis no existe
estabilizacion en la ecuacion de equilibrio clasica.

Observacion 40 el término Sk, no se anula al utilizar espacios discretos de mayor orden,
en tales situaciones es necesaria su correcta evaluacion.

Un punto clave en el planteamiento formal de esta metodologia es conservar el caracter
fuerte (en el sentido de no aplicar integracion por partes) en la ecuacion B:20. Este hecho
aporta varias consecuencias favorables, a saber:

» permite escribir B.2( de una forma alternativa:

(w*; V- 8 (u®)) = —(w®;[V-S"(u") — Vp" +b]) VYw® cV; (B.24)
L(u) ) M ”

donde se observa claramente que V - S*(u®) (y por lo tanto u®) depende en cierta
medida de la proyeccion del residuo obtenido a partir de la escala de elementos
finitos ", sobre el espacio de la sub escala V.

= permite, basdndose en la misma justificacién expuesta anteriormente, anular el tér-
h

mino (w*;V - S"(u")), al utilizar interpolacion lineal para u”.

= dado que el campo u® estd afectado por una doble diferenciaciéon espacial, aqui
representada por la aplicacion L(u®), es posible introducir localmente (a nivel de
cada elemento finito) una aproximacion de la forma:

L.(u®) ~ -7 u? (B.25)

€ €

donde T, es una matriz de estabilizacion, que segin el razonamiento siguiente (véase
B.26), dependera en forma proporcional a h?, siendo h, una medida caracteristica

de cada elemento:

IV - Sl = IV - 2uden (V)| = === [l (B.26)

Un formato muy utilizado para el operador 7. y que ha generado resultados satis-
factorios es simplemente:

7. = diag(Te, ..., Te) (B.27)
definiendo 7, como sigue:
h2
Te = C—= (B.28)
2u*



192 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

donde ¢ =~ O(1) es un coeficiente de estabilidad y p* el moédulo de corte secante.
Debe aclararse que desde el punto de vista computacional 7, es un pardmetro ro-
busto, en el sentido que variaciones del coeficiente ¢ (dentro del orden establecido
O(1)), no tienen un impacto significativo en la respuesta. En Codina [Cod00H| puede
encontrarse un estudio basado en analisis de Fourier para deducir valores admisibles
del parametro 7.

B.2. Meétodo de sub escalas ortogonales

Hasta el momento, nada se ha dicho con relacién a qué criterio debe adoptarse para
estimar el campo u® y dar un formato definitivo al segundo término de estabilizacion
S2 en B2]]. Si bien existen diversas alternativas, una eleccion natural para generar el
espacio complementario Vj, de la sub escala E°, es proponer que éste resulte ortogonal
al espacio de elementos finitos V*. De este modo surge el procedimiento de estabilizacién
denominado Método de Sub Escalas Ortogonales (Orthogonal Sub Scales (0SS)) [Cod00g].

En esta metodologia se considera entonces que:

Vi LV (B.29)
Ve~ Vit (B.30)

donde Vj es el espacio complementario ortogonal al de elementos finitos. La sub escala u*
y su variaciéon admisible w?® quedan definidas mediante:

u® € Vit (B.31)
w* e VIt (B.32)

Por practicidad se introducen los operadores de proyeccion sobre V" y V*+ de la forma:

Pu} =u" e V" (B.33)
P {u} =u® e VI (B.34)
P"{(e)} = (o) — P"{(e)} (B.35)

Si ademas se asume, como es usual, que el campo de fuerzas de volumen b puede ser
descrito completamente en el espacio V'

P"{b} =0 (B.36)
la ecuacion [B.20], considerando el conjunto de hipotesis enunciadas e introduciendo un

proceso de ensamble de términos integrales evaluados a nivel de cada elemento finito, se
puede expresar como:
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B.2. Método de sub escalas ortogonales 193

Nelem Nelem
A (wsir ) = A (wyirh) Vu® € Vit (B.37)
Nelem Nelem
A weirtug) = A ws -l vw® € Vi (B.38)
Nelem Nelem
A (weirtug) = A s PPV v € Vit (B.39)

de donde surge trivialmente que la definiciéon del campo de desplazamiento asociado a la
sub escala responde a la forma:

u =1 P"{=Vpp} = —7(Vpl — PM{Vp/}) € i+ (B-40)

Observacién 41 de acuerdo con[B.37, u® es la proyeccion del residuo " sobre el espacio
ortogonal a EF, a menos de un factor de escala. Segin las consideraciones introducidas,
inicamente la componente Vp" interviene en tal proyeccion, véase [B.33.

Observacion 42 la componente u® no necesariamente es continua a través de los con-
tornos elementales. Para obtener las ecuaciones finales [B.3HB.39 debe considerarse sdlo
la contribucion de la sub escala en el interior de los elementos, despreciando las integrales
entre la interfaz de los mismos.

El campo de gradiente de presiéon proyectado sobre el espacio de elementos finitos,
PM{Vp"}, se incorpora como una nueva variable independiente, referenciada por simpli-
cidad como:

" = ph{vp"y ; m"ev" (B.41)

la cual también se aproxima por interpolacion lineal a trozos.
Reemplazando la ecuacion [B.4(Q en y debilitando el término 8% se obtiene:

h Nelem

(@5 V-u) g Dy A (Ve (V- TT) =0 v e @ (B.42)

K e=1 €

g

~~
PGP
Sst

Finalmente, la formulaciéon mixta estabilizada puede describirse en los siguientes tér-
minos: encontrar (u”, p, IT") € (V" x Q" x V") tal que se satisfaga:

((th)sym;sh(uh»—(V-wh;ph>—('wh;pb>:/ (w" -t dl, Yw" eVl (B.43)

o

h Nelem
(q"; % +V-u") + Al (V" m(Vp" —II").) =0
(" (Vp" —II")) =0

Vg e Q" (B.44)
vn" e V' (B.45)
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194 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

donde n" es el campo de variaciones admisibles del gradiente de presion proyectado (n" =
6IT). Obsérvese ademés que la ecuacion [B.45 es la que permite computar IT" en forma
consistente con el espacio complementario de la sub escala adoptado.

El sistema [B.43{B.45 es precisamente aquel presentado y evaluado numéricamente en
el capitulo B.

De los aspectos discutidos en este apéndice se pueden enumerar algunas observaciones
finales:

= el campo de la sub escala efectivamente tiene orden O(h?), con lo cual su aporte
cinemético decrece al refinar la malla.

= u° es lineal por tramos y discontinuo entre elementos.
= a pesar que u’ se evalta a nivel elemental no es posible condensarlo en forma estética.

= segin las consideraciones hechas, solo se incorpora estabilizacion en la ecuacion de
restriccion volumétrica, mientras que el balance de cantidad de movimiento lineal
se resuelve en forma estandar.

= si bien durante el procedimiento descrito pueden observarse ciertas hipotesis carentes
de una justificaciéon completamente consistente, debe considerarse también que al
densificar la malla su “posible” influencia sobre la respuesta disminuye rapidamente.
El fin que tienen tales simplificaciones es aproximar en forma eficiente el efecto de
la sub escala para aliviar una restriccion presente en la escala de EF (E"), sin que
ello implique su evaluaciéon exacta.
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Apéndice C

Esquema PGP. Implementaciéon en un
entorno paralelo.

Para poder abordar eficazmente la simulaciéon computacional de grandes problemas
estructurales, es necesario utilizar estrategias numéricas de alta performance (HPC: High
Performance Computing). Si bien el estudio de estas técnicas avanzadas no esta es-
trechamente vinculado a la linea general seguida en la presente disertacion, la tendencia
actual seguida por la comunidad cientifica mundial durante los tultimos anos hacia este
tipo de desarrollos, hace més que razonable su estudio. Se pretende con ello disponer de un
fundamento conceptual introductorio para posibles desarrollos futuros en esta promisoria
rama de la mecénica computacional.

Siguiendo tal filosofia, en este apartado se introducen los aspectos béasicos de imple-
mentacion del esquema mixto estabilizado PGP (discutido oportunamente en el capitulo
f) en un entorno de calculo distribuido, [FSHO4H, FHS04]. Como objetivo mas ambicioso,
y por ende fuera del alcance de este trabajo, se pretende formular todo un conjunto de
algoritmos y estrategias numéricas para el modelado de fractura en materiales, haciendo
uso de metodologias en paralelo.

C.1. Topicos de implementaciéon en paralelo

La plataforma de trabajo utilizada es un c6digo general de elementos finitos en paralelo
de proposito multiple PETSc-FEM (Storti et al. [END||). Este es un software abierto que se
encuentra en constante desarrollo en el Centro Internacional de Métodos Computacionales
en Ingenieria (CIMEC).

PETSc-FEM corre en un cluster tipo Beowulf, haciendo uso de las librerias PETSc
[BBGT01, BBGT09, BGMS97| para resolver operaciones de algebra lineal, MPI [[GLS97|
como herramienta de comunicaciéon entre procesadores y esta basado en un paradigma de
programacion orientado a objetos. De hecho PETSc-FEM es una libreria formada por un
conjunto de aplicaciones desarrolladas para simular problemas de multi-fisica, como por
ejemplo:

= ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes

= ecuaciones compresibles de Euler
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196 Capitulo C. Esquema PGP. Implementacién en un entorno paralelo.

» modelo de aguas poco profundas (shallow water)
= sistemas advectivos-difusivos generales

= ecuaciones de Laplace

s clasticidad

= vy como aporte adicional, en el marco de esta tesis, se han agregado modelos de
plasticidad junto con una formulaciéon mixta estabilizada para resolver casos de
incompresibilidad en mecanica de sélidos.

Cada una de estas aplicaciones puede dividirse conceptualmente en dos médulos: ruti-
nas a nivel de los elementos y algoritmo principal.

En el primero de ellos se computan los vectores de estado, el residuo de las ecuaciones
discretas y el jacobiano o matriz de rigidez consistente con la formulacién. En este punto,
la algoritmia a utilizar no logra diferenciarse en absoluto de un c6digo secuencial.

En el segundo moédulo, el algoritmo principal, se especifican caracteristicas globales del
problema a resolver (definiendo por ejemplo si es un caso lineal o no-lineal, estacionario
o transitorio, etc), también a este nivel se ejecutan rutinas para lectura de malla, se en-
samblan vectores y matrices globales de tipo PETSc, se verifica la convergencia, etc. En
este sentido, la libreria PETSc permite al usuario manipular estructuras de datos com-
plejas, alocar informacién en cada nodo del cluster, como asi también realizar llamadas
a subrutinas de algebra matricial (incluyendo solvers de sistemas de ecuaciones lineales),
todo ello en un entorno de memoria distribuida y con la ventaja adicional de no tener que
programar explicitamente en paralelo.

Basicamente, el flujo de calculo se distribuye entre varios procesadores (se paraleliza)
en dos puntos bien definidos dentro de la estrategia numérica global.

Como es sabido, en el contexto del MEF estandar, el computo de las variables en el
interior de cada elemento estd completamente desacoplado de los restantes, induciendo
naturalmente un primer nivel de bifurcacion en el calculo. Para ello se hace necesario
fraccionar la malla de manera tal que cada nodo contenga un patch (o grafo) de elementos
y realice cuentas sobre ellos. En PETSc-FEM, esta subdivision de la malla se realiza
utilizando un particionador de grafos no estructurado (METIS [KK97]).

El otro punto clave de paralelizacion es al momento de factorizar el sistema de ecua-
ciones. En general para tal proposito se utilizan estrategias iterativas ya que los métodos
directos de solucion resultan extremadamente acoplados, con lo cual la excesiva comuni-
cacion entre procesadores hace disminuir drasticamente la eficiencia computacional, véase

figura [C.1.

Observacion 43 la introduccion de una formulacion mixta estabilizada, como el caso
presente, incrementa el numero de incignitas a resolver, pero no varia la estructura bdsica
del algoritmo paralelo descrito.
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C.2. Solucioén del sistema de ecuaciones

Nuestro estudio se restringe a analizar las propiedades de convergencia de métodos
iterativos y costo computacional en paralelo para resolver el sistema de ecuaciones resul-
tante del esquema mixto estabilizado PGP. Debe aclararse que dicha formulaciéon resulta
simétrica pero no necesariamente definida positiva. Los resultados mostrados en este anexo
se corresponden a la solucion del sistema monolitico p.24), que por comodidad se rescribe
a continuacion:
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es decir sin desacoplar el campo II , lo cual representa un desafié incluso mayor para el
solver lineal. El hecho de evaluar monoliticamente [C.1 nos ha permitido ademaés verificar
satisfactoriamente la metodologia simplificada descrita en el capitulo i (seccion B.3.9) en
términos cualitativos y cuantitativos.

En particular se analizan dos estrategias iterativas para resolver [C.]:

» Estrategia E-1: procedimiento iterativo global, aqui referenciado como GGMRES,
resolviendo el sistema completo de ecuaciones en paralelo utilizando GMRES (Gen-
eralized Minimal Residual Method).

» Estrategia £-2: método de Descomposicion de Dominio (DDM). Se ha encontrado
que, en cuanto a eficiencia computacional, las metodologias del tipo DDM son mas
adecuadas frente a los esquemas iterativos globales, especialmente para problemas
grandes y mal condicionados. Esta técnica se basa en particionar el dominio com-
pleto en subdominios y distribuirlos entre los diferentes nodos, de tal forma que el
procedimiento completo de calculo pueda dividirse en dos fases: resolver las incogni-
tas internas en cada subdominio y resolver las incégnitas globales en la interfaz de
los mismos. El sistema de incognitas internas se resuelve localmente en cada proce-
sador utilizando métodos directos (tipicamente descomposicion LU). Los grados de
libertad en la interfaz forman parte de un sistema global, el cual se resuelve iter-
ativamente utilizando nuevamente un esquema de tipo GMRES. Por lo expuesto,
esta procedimiento de calculo se referencia de aqui en adelante como esquema II1SD
(Interfaz-Iterativo/Subdominio-Directo).

Observacion 44 debe agregarse que, siguiendo la misma filosofia descrita anterior-
mente, a su vez cada subdominio en cada nodo del cluster puede resolverse utilizando
nuevamente un Método de Descomposicion de Dominios (DDM).

El requerimiento de memoria para el procedimiento iterativo global (GGMRES) y
para Descomposicion de Dominios (DDM) crece a medida que disminuye la tolerancia del
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198 Capitulo C. Esquema PGP. Implementacién en un entorno paralelo.

error admisible en la solucion. DDM necesita mayores recursos de memoria (y tiempo de
CPU) que GGMRES para tolerancias groseras. Sin embargo la tasa de crecimiento del
consumo de memoria RAM (y del tiempo de CPU), al disminuir la tolerancia, es mayor
para GGMRES comparado con DDM, como se muestra en la figura [C.1. Luego, DDM
resulta mas eficiente cuando se requieren tolerancias més ajustadas, como suele suceder
en aplicaciones practicas, para mayor detalle véase ademés [EDPT03|.

A N A
S &
= >
3 =
S | Directo | Directo
a _____________________ .g ______________________
-log(tolerancia) i -log(tolerancia)
(a) (b)

Figura C.1: Performance en paralelo para solvers directos e iterativos: (a) Tiempo de
CPU para distintas estrategias de solucion. (b) Consumo de memoria RAM para distintas
estrategias de solucion.

Como se menciond, el hecho de fraccionar el dominio completo en subdominios no
solapados origina un problema de interfaz cuya matriz representativa se denomina Matriz
de Complemento de Schur (MCS). El tamanio del sistema de interfaz es mucho menor que
el sistema global y por lo tanto se encuentra mejor condicionado. Aun asi, para mejorar la
performance computacional, el problema de interfaz puede precondicionarse con lo cual el
ntmero de condiciéon de la MCS disminuye. En este sentido, aqui utilizamos un precondi-
cionador denominado ISP (Interface Strip Preconditioner) recientemente desarrollado por
Storti et al. [SDP704|, disefiado para métodos de descomposicién de dominios. Este esta
basado en resolver un problema sobre una delgada tira de nodos alrededor de la interfaz
de los subdominios, de forma tal que las altas frecuencias del operador de Steklovf] puedan
capturarse correctamente. El precondicionador ISP requiere menos memoria y costo com-
putacional que el clasico precondicionador Neumann-Neumann y sus variantes. Ademas el
ancho de la tira de nodos puede utilizarse como un parametro para decidir qué cantidad
de memoria asignar para propoésitos de precondicionamiento.

En este trabajo se ha extendido la aplicacion de las estrategias IISD/ISP al contex-
to de la mecénica de sélidos, comparando ademas su performance con otros esquemas
alternativos de solucién y precondicionamiento.

! Asumiendo que £ es el operador que gobierna el problema a nivel del continuo, el operador de Steklov
es aquel que proyecta a L sobre el espacio de la interfaz. La Matriz de Complemento de Schur representa
la versién discreta tal proyeccion.
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C.3. Ejemplo de elasticidad incompresible

El problema de elasticidad incompresible en 3D presentado en el capitulo [, se estudia
ahora desde el punto de vista de la eficiencia computacional en paralelo (para mayores
detalles en cuanto a la descripcion del ejemplo véase en particular la seccion p.4.2). Para
su resolucion se ha utilizado un conjunto de 9 procesadores P4 2,4 [GHz|, 1 Gb-RAM
DDR 333 [MHz.

En la figura [C.3 se observan los dos modelos discretos de elementos finitos utilizados
en el presente test, cada uno compuesto de aproximadamente 56000 y 90000 tetraedros
lineales en u, p y II (desplazamiento, presion y gradiente de presion proyectado) respec-
tivamente.
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Figura C.2: Modelo PGP, performance en paralelo. Ejemplo de bloque eléstico incompre-
sible. Mallas de elementos finitos: (a) 56000 elementos tetraédricos (b) 90000 elementos
tetraédricos.

El anélisis comparativo del costo computacional para resolver el sistema monolitico
[CJ], considera las dos estrategias ya mencionadas en la seccion anterior. En el primer
caso (E-1: GGMRES) se utiliza un precondicionador estandar Jacobi, mientras que en el
segundo (E-2: IISD) se analiza la performance relativa del precondicionador ISP con el
de Jacobr.

En las figuras y [C.4], se muestra el nimero de iteraciones requeridas por el solver
lineal al reducir 10 6rdenes de magnitud la norma relativa del residuo, para las dos mallas
respectivamente. Las diferencias entre IISD y GGMRES son mas que evidentes, véase
también tabla [C.]y C2.

Notese que en el contexto de la estrategia IISD, el precondicionador ISP requiere
menos iteraciones que el precondicionador estdndar Jacobi en una relacion practicamente
de 1/2 para ambas mallas, consecuentemente, el consumo de memoria para almacenar el
espacio de Krylov generado disminuye. Este hecho por si solo no implica necesariamente
una mejor performance del algoritmo. Sin embargo cuando comparamos tiempos totales de
CPU, en las tablas y [C.2, se observa una mejora de aproximadamente 12 % entre ISP
y Jacobi. Si bien actualmente todavia se esta trabajando para lograr una implementacion

2En este ejemplo adoptamos para el precondicionador ISP un ancho de banda de nodos unitario
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Figura C.3: Modelo PGP, performance en paralelo. Ejemplo de bloque eléstico incompre-
sible. Convergencia del solver lineal, test con 56000 elementos.
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Figura C.4: Modelo PGP, performance en paralelo. Ejemplo de bloque eléstico incompre-
sible. Convergencia del solver lineal, test con 90000 elementos.
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mas eficiente del precondicionador ISP, los resultados mostrados en este apéndice son
alentadores.

| Estrategia de soluciéon | Precondicionador | Tiempos Absolutos | Tiempos Relativos |

GGMRES Jacobi 64,85 [seg] 3,33
IISD Jacobi 19,47 [seg] 1,00
1ISD ISP 16,93 [seg] 0,87

Cuadro C.1: Modelo PGP, performance en paralelo. Tiempos medidos en segundos de
CPU, referidos a la estrategia ISSD-Jacobi. Test con 56000 elementos

‘ Estrategia de soluciéon | Precondicionador | Tiempos Absolutos | Tiempos Relativos ’

GGMRES Jacobi 197,02 [seg] 3,83
IISD Jacobi 51,49 [seg] 1,00
1ISD ISP 45,99 [seg] 0,89

Cuadro C.2: Modelo PGP, performance en paralelo. Tiempos medidos en segundos de
CPU, referidos a la estrategia ISSD-Jacobi. Test con 90000 elementos
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Apéndice D

Aplicacion de la CSDA al analisis de
vulnerabilidad estructural.

En este anexo se reportan resultados parciales de una linea de investigacion atin en
desarrollo, cuyo objetivo fundamental es la cuantificaciéon precisa de la probabilidad de
falla en estructuras de importancia, [PPLT0Y]. El trabajo completo se ha enmarcado en
un proyecto europeo de investigacion denominado NW-IALAD: Network on the Integrity
Assessment of Large Concrete Dams. El mismo contempla la utilizacion de un codigo de
Redes Neuronales (Neuronal Network: NN) basado en un procedimiento de tipo Monte
Carlo (MC) para el analisis de vulnerabilidad estructuralf] de grandes diques en conjuncion
con una secuencia de analisis no lineal por elementos finitos hasta la fallafj. Nuestro aporte
radica en la obtencion de una gran cantidad de soluciones numeéricas (deterministicas) para
una misma estructura utilizando la CSDA, en términos de carga limite y mecanismos de
colapso.

Este apéndice se ha incluido con la tnica finalidad de enfatizar la capacidad (robustez)
del algoritmo numérico global utilizado para simular fractura fragil, descrito en el capitulo
B v @, en un problema 3D complejo dominado por el desarrollo de multiples fisuras. Con
esta idea en mente, no pretendemos discutir aquellos aspectos ajenos al analisis mecénico
de falla, y que complementan el desarrollo del proyecto.

D.1. Introduccién

Durante los dltimos anos, las teorias y procedimientos para confiabilidad estructural
han alcanzado un importante desarrollo. Entre éstos puede mencionarse la incorporacion
del tratamiento probabilistico de las incertezas en los estados de cargas, resistencias del
material, etc. La vulnerabilidad, entendida como la probabilidad de falla frente a diversos
escenarios de carga, es un aspecto de suma importancia en el diseno, construccion, moni-
toreo y mantenimiento de obras civiles de alta prioridad como por ejemplo las presas. Este
analisis intenta cuantificar la probabilidad que tiene la estructura para satisfacer comple-

nstitute of Structural Analysis and Seismic Research, National Technical University of Athens
(NTUA), Athens 15780, Greece.

2Technical University of Catalonia (UPC), Campus Nord, Edifici C-1, C/Jordi Girona 1-3, 08034
Barcelona, Spain.
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tamente los requerimientos de servicio y diseno con un nivel aceptable de seguridad ante
el colapso.

Encarar este complejo problema no es una tarea sencilla. Esta contribuciéon forma
parte de un proyecto interdiciplinario que avanza hacia este objetivo involucrando recur-
sos de varios institutos y/o universidades europeas (NTUA, UPC). Como una primera
aproximacion, este estudio supone considerar que las incertidumbres estan asociadas s6lo
a la caracterizacion del comportamiento material, mientras que los demés factores como
estados de cargas, condiciones de contorno, condiciones de construcciéon, etc, no se con-
sideran entre estas incertezas. Siguiendo esta idea, la lista global de tareas a desarrollar
puede resumirse en:

= identificacion y definicion de las propiedades materiales que pueden sufrir variaciones
importantes (parametros inciertos) a utilizar en el modelo mecanico de falla. Para
el hormigoén, se adopta:

e Modulo de Young (E)
e Relacion de Poisson (v)
e Tension tltima uniaxial (o)

e Energia de fractura especifica (Gy)

= estimacion o caracterizacion estadistica de tales pardmetros inciertos. Esto tltimo
puede asumirse en funcion de estudios previos o bien obtenerse mediante ensayos
experimentales.

» generacion de un nimero definido (nr) de combinaciones, cada una estara asociada a
un conjunto de cuatro parametros materiales {E,v,0,,Gs}; @ = l...ny, obtenidos
siguiendo una funcion de densidad de probabilidad pre-especificada (en general una
distribucion normal) a partir de los valores medios del material.

» seleccion de un caso de prueba (benchmark) para realizar la cantidad pre-establecida
(nr) de anélisis limite estructural y consecuente céomputo de capacidad de carga
ultima (trabajo presente).

» célculo de la confiabilidad (probabilidad de falla) utilizando un entorno de Redes
Neuronales entrenado en forma apropiada.

Este apéndice se limita s6lo a presentar algunos resultados correspondientes al cuarto
punto de la lista previa, y puede interpretarse como un estudio de sensibilidad paramétri-
co asumiendo que las propiedades del material pueden modificarse dentro de un rango
fisicamente admisible de variacion.

D.2. Ejemplos numéricos

Se desarrollan a continuacion dos ejemplos. Para la resolucion de ambos se adopta
la CSDA, involucrando las estrategias numéricas discutidas en esta tesis (en particu-
lar aquellas presentadas en el capitulo f]) como por ejemplo: algoritmo de integracion
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implicito-explicito, metodologia global de trazado de discontinuidad y elementos con mo-
dos enriquecidos de deformacién. Con respecto a este tltimo punto se utiliza la tecnologia
E-FEM, por cuestiones de precision y costo computacional.

D.2.1. Viga de 4 puntos. Caso 2D

En esta seccion reproducimos un test experimental clasico, ampliamente utilizado en
mecénica de fractura para validaciones numéricas. El mismo corresponde al caso de una
viga apoyada en 4 puntos sometida a un modo predominante de flexion, véase figura [D.]].
Recordamos que este ejemplo ha sido presentado en el capitulo [, pero en esta ocasion el
objetivo es distinto. Se pretende ahora resolver este problema de propagacion de fractura
una gran cantidad de veces (1000 para ser mas especificos) variando la caracterizacion del
material.

11.1313
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l 82.
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Figura D.1: Viga de 4 puntos: (a) Descripcion geométrica del modelo. (b) Trayectoria de
fisura obtenida experimentalmente.

En el cuadro [D.] se muestra el valor promedio de los pardmetros mecanicos, en concor-
dancia con el ensayo experimental reportado por Arrea & Ingrafea [AI82], y los maximos
y minimos adoptados para cada propiedad material.

FE v Oy Gf
[M Pa] [MPa] | [N/m]
Valor méximo 37081 | 0.331 | 4.904 | 158.941
Valor promedio | 24800 | 0.18 2.80 100.0
Valor minimo 13471 | 0.017 | 0.670 | 43.054

Cuadro D.1: Viga de cuatro puntos. Valores promedio y rango admisible de variacién para
los parametros del material.

Considerando tales valores y postulando que la aleatoriedad sigue una funcién densidad
de probabilidad Gaussiana, se generan 1000 test, uno por cada combinacién de cuatro
parametros y se efectiian los correspondientes anélisis de falla utilizando la aproximacion
por discontinuidades fuertes del continuo.

En la figura D.2-(a) puede observarse la respuesta en términos de la curva carga P
versus el desplazamiento en modo deslizamiento (CMSD) obtenida numéricamente para
los valores medios del material y la envolvente experimental documentada por Arrea &
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Ingrafea, acorde a la misma caracterizacion constitutiva (mismos parametros). Se advierte
una adecuada correspondencia entre las dos soluciones.

200 T T T T
Envolvente experimental
[ == Soluciéon numérica usando los valores experimentales

160 de los parametros materiales
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0.02 0.04 0.06 008 0.1
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Figura D.2: Viga de 4 puntos. Curvas de respuesta carga P vs. desplazamiento CMSD:
(a) Comparacion entre la solucion numérica via CSDA y la envolvente experimental. (b)
Curvas de equilibrio para todos los casos analizados.

Las trayectorias de equilibrio (P-CMSD) para la totalidad de los ejemplos estudiados
se muestran en la figura D.2-(b). A partir de la figura D.3}(a) y D.3F(b) queda en evidencia
la variacion en la carga pico y del desplazamiento CMSD, segiin el problema considerado.
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Figura D.3: Viga de 4 puntos. Resultados para los 1000 casos analizados: (a) Variacion de
la carga limite segtn el problema considerado. (b) Variacion del desplazamiento CMSD,
en correspondencia con la carga limite, segtin el problema considerado.

Finalmente, a modo ilustrativo, en el cuadro se transcriben 10 de los casos anal-

izados.
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Nombre del problema E v oy Gy Carga ultima | CMSD
[M Pa] [MPa] | [N/m)] [kN] [mm]
v4p-0015 27699 | 0,2197 | 2,4831 | 60,6210 117,6618 0,0405
v4p-0020 24982 | 0,1824 | 2,1489 | 62,6940 108,8068 0,0442
v4p-0150 23036 | 0,1558 | 2,8217 | 81,3010 127,6422 0,0493
v4p-0225 23953 | 0,1684 | 2,5206 | 86,3941 125,1792 0,0543
v4p-0458 19840 | 0,1121 | 4,1581 | 98,0562 140,7802 0,0615
v4p-0550 23406 | 0,1610 | 2,9645 | 102,2470 140,3054 0,0550
v4p-0700 22288 | 0,1455 | 2,8721 | 109,4215 136,1133 0,0592
v4p-0745 27161 | 0,2123 | 1,7504 | 111,8349 115,6962 0,0512
v4p-0840 23285 | 0,1592 | 2,3254 | 117,8936 129,2772 0,0623
v4p-0970 25829 | 0,1941 | 2,6397 | 133,6778 148,5738 0,0633

Cuadro D.2: Viga de cuatro puntos. Conjunto de datos y resultados obtenidos para 10
combinaciones, tomadas arbitrariamente, de parametros del material.

Observacion 45 debe enfatizarse que la resolucion de cada problema hasta alcanzar el
mdximo valor de CMSD (falla completa), compuesto por aproximadamente 2000 elementos
(1000 nodos) y considerando 400 pasos de tiempo (400 iteraciones), insume (en promedio)
solo 1,4-1,5 mainutos en un ordenador personal estdndar.

D.2.2. Presa de Scalere

El problema propuesto corresponde a la presa de arco de Scaleref]. Esta represa fue
construida entre 1910 — 1911 y se encuentra ubicada en region centro-norte de Italia. La
cota maxima de la cresta es 830,5 [metros| a.s.l., la altura méaxima del dique es de 34
[metros] y la longitud de la cresta 158 [metros].

Para el analisis sistemaético de falla se consideran fijos todos los parametros que definen
la estrategia numérica, permitiendo solamente variaciones en la descripciéon material. En
consecuencia, los resultados estarédn asociados a tales perturbaciones fisicas.

Geometria

La geometria del dique de hormigon se ha tomado de [NW|. Solo se modela una
pequena parte de la fundacion debido a que el anélisis esté especialmente direccionado al
colapso de la presa propiamente dicha. Sin embargo, para recuperar el comportamiento
mecénico real, se deben aplicar las condiciones de borde apropiadas al modelo numérico.

En la figura D.4 y [D.J puede observarse la malla de elementos finitos desde distintas
perspectivas. La discretizaciéon esta compuesta por aproximadamente 13580 elementos
tetraédricos y 3047 nodos.

Condiciones de contorno

Las restricciones cineméticas a considerar son muy simples, a saber: las dos superficies
laterales y la cara inferior se asumen empotradas (A, B y C en la figura D.4-(b)), mientras
que las restantes estan libres.

3Este ejemplo se ha tomado como benchmark en Wp3Tg4 [GMMF03] (7" International Benchmark
Workshop 2003, Bucharest, Romania), véase también http://nwialad.uibk.ac.at/Wp2/Tg3/Se5/Ss9/Sss1.
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Figura D.4: Presa de Scalere. Geometria del modelo numérico: (a) Vista superior. (b)
Perspectiva inferior
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Figura D.5: Presa de Scalere. Geometria del modelo numérico: (a) Perspectiva aguas
arriba. (b) Perspectiva aguas abajo.
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El estado de cargas externas comprende el peso propio de la estructura (constante) y
la, presion hidrostatica (variable). Se asume que el reservorio se llena con agua hasta la
cresta de la presa, ver figura [D.G. La evolucion, en el pseudo-tiempo, del factor de carga
debe entenderse como un factor de proporcionalidad aplicado a la densidad del agua, de
tal forma que en un principio la densidad es cero, incrementandose posteriormente hasta
que se alcanza la carga ultima de la presa. Este no es el escenario comin adoptado en el
diseno de diques, sin embargo, consideramos que este criterio es més aceptable desde el
punto de vista de la falla estructural y ademas simplifica en gran medida la aplicacion
del empuje hidrostatico. El valor méaximo del factor de carga obtenido, determina el coe-
ficiente de seguridad.

Diagrama de presion hidrostéatica

Figura D.6: Presa de Scalere. Esquema simplificado para la aplicaciéon de la presion
hidrostatica. Evoluciéon del factor de carga.

Propiedades del material

La estructura en estudio esta formada por dos materiales: la roca de fundaciéon y
el hormigén que conforma la presa. Para ambos se asume un modelo de dano continuo
is6tropo con diferente resistencia a compresion y traccion. Como simplificaciéon adicional
se consideran incertezas solo en la caracterizacion del hormigon (cuadro [D.3) mientras
que el comportamiento mecanico de la roca se postula como deterministico (cuadro D.4)).
En consecuencia, el analisis presente esta dirigido a evaluar la probabilidad de falla de la
estructura mas que la probabilidad de falla del sistema estructura-fundacion.

Observacion 46 ndtese, en el cuadro [D.3, que ni la tension dltima a compresion (ag(/_) )
ni la densidad material (p) se consideran como variables aleatorias.

Como en el ejemplo previo, a partir de los valores medios del hormigén y adoptando una
distribucion de probabilidad, se genera una cantidad establecida (nr) de combinaciones de
parametros ({£, v, 0,,Gy}), v se realiza un analisis hasta la falla de cada una de ellas. En
este caso particular hemos adoptado ny = 100, y por ende se computaron 100 magnitudes
distintas de carga ultima.
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Hormigon
E v o) oy Gy p
Compresion | Traccion Densidad
[M Pa] [M Pa] [M Pa] [N/m] [kg/m?]
Valores maximos | 22297 | 0.235 10.0 1.399 113.988 2300
Valores promedio | 20000 | 0.20 10.0 1.0 100.0 2300
Valores minimos 17690 | 0.172 10.0 0.614 88.907 2300

Cuadro D.3: Presa de Scalere. Valores promedio y rango admisible de variaciéon para los
parametros del hormigon.

Roca de Fundacion
E v crg(,_) Oy Gy
Compresion | Traccion
[M Pa] [M Pa] [M Pa] [N/m]
| 20000 | 0.20 | 10.0 | 1.0 | 100 |

Cuadro D.4: Presa de Scalere. Pardmetros materiales para la roca de fundacion.

Resumen de las hipétesis introducidas

A continuacion remarcamos las principales hipotesis hechas para la resolucion de todos
los casos:

= s6lo dos materiales se modelizan: hormigén y roca.
= no hemos considerado elementos de interfaz entre la roca de fundaciéon y la presa.
= la roca se asume como deterministica.

= los cuatro parametros materiales del hormigén tomados como variables aleatorias
son: modulo de Young, relacion de Poisson, tension ultima uniaxial y energia de frac-
tura, los cuales estédn definidos via una funcién densidad de probabilidad establecida
a partir de valores medios.

» se adopta un tunico escenario numérico. Solamente las propiedades del hormigoén
pueden modificarse.

= incremento mondtono de la densidad del agua como principal estado de carga, se
considera ademaés el peso propio de la estructura.

Resultados numeéricos

El cuadro [D.§ muestra resultados para 10 conjuntos de parametros, en términos del
factor de carga (columna 6).

En la figura D.7 se observa, para uno de los casos estudiados, la curva de evolucion
del factor de carga como funcion del desplazamiento horizontal (direccion x) del punto P
en la cresta de la presa (véase figura D.4-(a) y D-5(a)).

Los mapas de igual desplazamiento (figuras D.8(a) y D.8-(b)) y la geometria del
modelo discreto en la configuracion deformada (ver figuras D.9(a) y D9 (b)) ponen en
evidencia el mecanismo de colapso de la presa. Este esta formado por la conjunciéon de
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Nombre del problema E v oy Gy Factor de Carga
[M Pa] [M Pa] [N/m]
dam-004 20343 | 0,2046 | 1,0587 | 91,8538 7,23
dam-018 20106 | 0,2017 | 1,0223 | 95,9953 7,56
dam-027 21124 | 0,2152 | 1,2043 | 97,3479 7,74
dam-040 20650 | 0,2092 | 1,1226 | 99,0081 8,29
dam-042 19284 | 0,1901 | 0,8708 | 99,2920 7,98
dam-064 19425 | 0,1924 | 0,8954 | 101,9026 7,32
dam-077 17690 | 0,1717 | 0,6140 | 103,9041 5,17
dam-084 19980 | 0,1995 | 0,9968 | 105,3341 8,88
dam-089 20051 | 0,2006 | 1,0104 | 106,6047 8,78
dam-098 18884 | 0,1897 | 0,7947 | 100,5677 7,30

Cuadro D.5: Presa de Scalere. Conjunto de datos y resultados obtenidos para 10 combi-
naciones, tomadas arbitrariamente, de parametros del material.

Factor de Carga
(&)}

-0.805 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
Desplazamiento horizontal (direccion x) Nodo P

Figura D.7: Presa de Scalere. Curva de equilibrio: Factor de Carga vs. Desplazamiento
horizontal del nodo P.
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2 macro fisuras primarias que propagan a través del cuerpo del dique, como se puede

observar en las figuras D.10-(a), D.10-(b), D.11-(a) y D.11}(b). Sin embargo, debe hacerse
notar que el proceso disipativo completo también involucra un ntmero importante de
fisuras secundarias que se desarrollan tanto en el dominio de la presa como en la roca de
fundacion.

(@ (b)

Figura D.8: Presa de Scalere. Contornos de igual desplazamiento.

SO S
e
R A DO

(a) (b)

Figura D.9: Presa de Scalere. Geometria en la configuraciéon deformada.

212



D.2. Ejemplos numéricos

213

Am‘wﬂ.am-"

L

| 1

ATAVAYAY,
SAL
'ﬁﬁ&‘l

e i AV o
RO

B
2 R SN
R s

(@)

=
AT
Pt
Py, v AV
&lﬁ%‘%\@‘%

b A‘gﬂh

Ay
e Ay s
Sa

(b)
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Figura D.11: Presa de Scalere. Trayectorias de fisuras primarias.

213



214 Capitulo D. Aplicacién de la CSDA al analisis de vulnerabilidad estructural.

Observacion 47 enfatizamos que para resolver cada presa hasta el colapso, en un orde-
nador personal, el tiempo de cdlculo promedio ha sido de 2 : 15 horas.

Observacion 48 la idea que se pretende transmatir, mediante los resultados mostrados
en este anexo, es la capacidad que posee el modelo de falla utilizado y la potencialidad del
mismo (bajo costo computacional) para encarar los primeros estudios de vulnerabilidad y
confiabilidad estructural aplicando conceptos de mecanica de fractura mediante aproxima-
ciones por discontinuidades fuertes. Esta aplicacion prdctica, de gran interés ingenieril,
se considera un aporte novedoso en el contexto de la presente investigacion.
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