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Resumen

En esta tesis se aborda el estudio de dos métodos de regularizacién para problemas inversos
mal condicionados que utilizan descomposicién wavelet. El primero de ellos (regularizacién
wavelet-espectral) utiliza descomposicién wavelet seguida de un proceso de umbralado (wavelet
thresholding), para reducir la influencia de las componentes de alta frecuencia presentes en los
datos, provenientes del ruido, previo a la aplicacién de un método de regularizacién espectral. El
segundo método (regularizacién wavelet-vaguelet) utiliza también descomposicién wavelet, pero
ahora incorporando simultdneamente una representacion del operador asociado al problema,
basada en su descomposicién en valores singulares, SVD.

El fundamento principal para la incorporacion de wavelets en el tratamiento de problemas
inversos mal condicionados, en los que los datos estdn contaminados con algin tipo de ruido,
radica en la capacidad de filtrado de la descomposicién y umbralado wavelet. En un contexto
general aplicado a senales o imagenes, una base multiresolucién wavelet nos permite diferenciar
y agrupar los rasgos méas importantes que determinan “la identidad” de una senal a través de las
componentes de baja y alta frecuencia. Utilizando esta ventaja, el método propone realizar una
descomposicién wavelet del dato seguida de umbralado para eliminar o atenuar las componentes
de alta frecuencia, especialmente asociadas al ruido, con el objetivo de que este filtrado previo
provea a los métodos espectrales tradicionales datos considerablemente mas cercanos a los datos
exactos, libres de ruido. Esto permite obtener regularizaciones construidas con pardmetros de
regularizacién significativamente mas pequenos, obteniendo asi soluciones mads cercanas a la
solucion exacta. En este contexto, se realiza un andlisis detallado de la convergencia para los
errores de proyeccién, umbralado y regularizacion del método wavelet-espectral para los métodos
de Landweber y TSVD. Posteriormente, se prueba el teorema fundamental de convergencia de
6rden casi-6ptimo para el método combinado wavelet-Landweber, en el Teorema 3.16. Ademas,
se generalizan estos resultados de convergencia para el caso de métodos wavelet-espectrales en
los que la familia espectral posee ciertas propiedades asociadas a su calificacion clasica. En
particular, en el Teorema 3.22 se prueba que, bajo ciertas condiciones, el método de dos pasos

converge de forma casi-6ptima.



8 Resumen

En los primeros capitulos de esta tesis se utilizan dos tipos de bases ortogonales para la
representacion de funciones en el caso de problemas inversos mal condicionados. El primer tipo,
SVD, representa eficientemente al operador del problema Tx = y. El segundo tipo, las bases
wavelets ortonormales, se utilizan para representar de manera eficiente a ciertos espacios de
funciones que poseen algin tipo de regularidad y, por tal motivo, se las utiliza para codificar
adecuadamente informacion previa disponible sobre la solucién exacta del problema. Con el
objetivo de disponer de una descomposicion que permita incorporar simultdneamente tanto las
ventajas de SVD como las de la descomposicién wavelet se introduce el concepto de vaguelets en
la resolucion de problemas inversos mal condicionados en el desarrollo del método de regulari-
zacién wavelet-vaguelet (RWV) en el Capitulo 4. Previo a la presentacién del método se definen
dos tipos de operadores especiales, operadores débilmente invertibles y operadores homogéneos
y se prueban algunos resultados importantes relacionados a tales operadores, los que resultan de
particular interés en varias de las demostraciones posteriores relacionadas con la convergencia
del método propuesto. Luego, se presenta el concepto de vaguelet y se prueban una serie de pro-
piedades de tales funciones. Posteriormente se realiza un analisis detallado de la convergencia
del error correspondiente al método propuesto considerando dos versiones del mismo: con y sin
umbralado wavelet fuerte. En particular se prueba que, bajo ciertas condiciones, el método de
regularizacién wavelet-vaguelet y el método wavelet-vaguelet con umbralado wavelet convergen
de manera 6ptima. Por tltimo, en lo que respecta al método RWV, se presenta y analiza una
aplicacién concreta del método para el caso de operadores integrales que poseen descomposicion
wavelet vaguelet.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan varias aplicaciones a problemas inversos mal con-
dicionados en restauracion de senales e imédgenes, cuyas implementaciones numéricas permiten
una mejor visualizacion de los resultados tedricos obtenidos en esta tesis, y muestran clara-
mente la potencialidad de los métodos desarrollados. Estos resultados prueban que los métodos
desarrollados mejoran, en algunos casos significativamente, el desempeiio de los métodos de

regularizacién tradicionales.



Introduccién

En las tdltimas tres décadas el estudio de problemas inversos ha sido sin lugar a dudas
una de las dreas de mayor y mas rapido crecimiento dentro de la Matematica Aplicada. Una
de las principales causas de ello ha sido el creciente niimero de aplicaciones de las técnicas
de regularizacién a una amplia variedad de problemas provenientes de otras ciencias y de la
industria.

En un contexto general, un problema inverso (lineal) puede formularse como la necesidad

de determinar x en la ecuacién de la forma
Tr =y, (1)

donde T es un operador lineal acotado de un espacio normado X en un espacio normado Y.
El problema de determinar x en (1), se dice que es mal condicionado cuando no satisface al
menos uno de los tres postulados de Hadamard ([17]). Sin embargo, la principal causa de mal
condicionamiento es la violacién del tercer postulado (falta de dependencia continua) que se
manifiesta en el hecho que T, la inversa generalizada de Moore-Penrose de T, no es acotada.
Esto se traduce en que todos los métodos numéricos tradicionales para aproximar la solucion
exacta se vuelven inestables y, en tal caso, pequenos errores en el dato y pueden resultar en
errores arbitrariamente grandes en x ([41]).

Como ya mencionamos, problemas mal condicionados se presentan en una amplia variedad
de areas y aplicaciones. Por ejemplo, la determinaciéon de la distribucién de la densidad en un
cuerpo mediante la emisién de rayos X, que constituye la base de la Tomograffa Computada
([35]), se realiza mediante la inversién de la transformada de Radén o, en el caso de densidades
radiales, de la ecuacion integral de Abel. Este problema es siempre mal condicionado y la
aproximacion de las soluciones requiere la aplicacion de métodos de regularizacién. La ecuacion
integral de Abel aparece también en Fisica del Plasma. Una gran cantidad de problemas en Fisica
originan también problemas inversos mal condicionados. Entre ellos mencionamos: problemas
de fluorescencia ([29]), Reologia ([22]), superconductividad ([11]), problemas de potenciales
inversos en Geofisica ([33], [18]) y una gran variedad de problemas provenientes de diversas

ramas de la Medicina ([40], [39]).
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El tratamiento de senales e imagenes es una fuente inagotable de problemas inversos mal
condicionados. Dentro de esta area merecen citarse todos los problemas relacionados con las
imagenes obtenidas tanto por telescopios terrestres como por telescopios orbitales, imagenes
en medicina generadas por emisién de rayos X, senales de EEG, etc. ([36], [37]). En estos
problemas, un modelo matemético ampliamente utilizado da lugar a una integral de convolucién
con un nucleo que se conoce como “funcién de dispersion puntual”. Estas ecuaciones integrales
de Fredholm de primera clase, salvo en casos excepcionales de nicleos degenerados, resultan
en problemas mal condicionados ([17]). Una aplicacién muy interesante de los métodos de
regularizacién en la reconstruccién de imégenes distorsionadas, se presenta en el articulo [28],
donde se detalla como se estudiaron y reconstruyeron las imagenes enviadas durante los primeros
tres anos (entre 1990 y 1993) por el telescopio espacial Hubble (el que fue puesto en érbita con
un espejo con fallas de manufactura). Esta reconstruccion fue posible gracias a la utilizacién de
métodos de regularizacién que permitieron resolver un problema inverso mal condicionado con
cerca de 800 mil variables.

Todo lo anterior revela la importancia que tiene el desarrollo de herramientas matematicas
apropiadas para resolver problemas inversos mal condicionados. Esto es asi puesto que, sin regu-
larizacién, los métodos numéricos tradicionales se vuelven inestables haciéndose imprescindible
la implementacién de estrategias, métodos o algoritmos matematicos que permitan recuperar
la mayor cantidad de informacion posible sobre la solucién exacta del problema, manteniendo
la estabilidad del mismo. Se trata entonces de un tema muy importante tanto desde la perspec-
tiva puramente matematica como por sus potenciales aplicaciones en una inmensa variedad de
problemas concretos e interesantes.

En este trabajo presentamos dos métodos de regularizaciéon que utilizan descomposicion
wavelet. El primero de ellos (regularizacién wavelet-espectral) utiliza descomposicién wavelet
seguida de un proceso de umbralado (wavelet thresholding), para reducir la influencia de las com-
ponentes de alta frecuencia presentes en el dato, provenientes del ruido, previo a la aplicacién
de un método de regularizacién espectral. El segundo método de regularizacién (regularizacién
wavelet-vaguelet) utiliza también descomposicién wavelet, pero ahora incorporando simultdnea-
mente una representacion del operador asociado al problema, basada en su descomposicién en
valores singulares, SVD.

Esta tesis consta de cinco capitulos. El primer capitulo contiene conceptos preliminares y
varias herramientas que son fundamentales para el estudio de problemas inversos mal condicio-

nados. Alli, presentamos en primer lugar el concepto de inversa generalizada de Moore-Penrose,
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las principales definiciones relacionadas con la teoria de operadores compactos y sus expansiones
en valores singulares. El capitulo contintia con una breve introduccion a la teoria espectral, a la
teoria de wavelets y al andlisis multiresolucién. Posteriormente, en la Seccién 1.5 realizamos un
breve repaso de espacios de Sobolev y de Besov, los que seran necesarios en muchos de los re-
sultados analiticos que presentamos en los Capitulos 3 y 4. Finalmente, en la 1ltima seccién del
Capitulo 1 realizamos un breve repaso de algunos conceptos basicos sobre procesos estocasticos
y ruido blanco.

En el Capitulo 2 presentamos una introduccién al mundo de los problemas inversos mal
condicionados y a los métodos de regularizacion. En la primera seccién formalizamos el concep-
to de mal condicionamiento en el sentido de Hadamard presentando un ejemplo simple con el
operador derivada. En la seccién siguiente introducimos el concepto de método de regularizacién
y enunciamos algunas de sus propiedades. En particular, estudiamos los métodos de regulariza-
cién espectrales, de Tikhonov generalizados y repasamos algunos de los métodos tradicionales
mas frecuentemente utilizados. En la Seccién 2.3 definimos los diferentes tipos de errores ge-
nerados al regularizar un problema e introducimos la nocién de optimalidad. A continuacién,
se presentan 6rdenes de convergencia y cotas para los distintos tipos de errores y se introduce
el concepto de calificaciéon. En la Seccién 2.5 se introduce el concepto de regla de eleccion de
parametros, definiendo los conceptos de reglas a-priori y a-posteriori. Finalmente, en la ultima
seccion se retoman algunos ejemplos de métodos de regularizaciéon espectrales relacionandolos
con conceptos ya desarrollados tales como descomposicién en valores singulares y calificacion.

En el Capitulo 3 presentamos el primero de los métodos de regularizacion desarrollados en
esta tesis: el método de regularizacién wavelet-espectral. El fundamento principal para la in-
corporacién de wavelets en el tratamiento de este tipo de problemas, en los que los datos estan
contaminados con algun tipo de ruido, radica en la capacidad de filtrado de la descomposicion y
umbralado wavelet. En un contexto general aplicado a sefiales o imagenes, una base multireso-
lucién wavelet nos permite diferenciar y agrupar los rasgos mas importantes que determinan “la
identidad” de una senal a través de las componentes de baja y alta frecuencia. Utilizando esta
ventaja, el método propone realizar una descomposicién wavelet del dato seguida de umbralado
para atenuar o eliminar las componentes de alta frecuencia, especialmente asociadas al ruido,
con el objetivo de que este filtrado previo provea a los métodos espectrales tradicionales de
datos considerablemente més cercanos a los datos exactos, libres de ruido. Esto permite obtener
regularizaciones construidas con parametros de regularizacién significativamente mas pequenos,

obteniendo asi soluciones més cercanas a la solucién exacta.
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Asi, el Capitulo 3 comienza con una seccién de preliminares donde presentamos el problema,
a abordar, las principales hipétesis sobre el operador y los espacios funcionales con los que
trabajaremos. En la segunda seccién hacemos un analisis detallado de la convergencia para los
errores de proyeccion, umbralado y regularizacion, lo que nos permitird posteriormente probar el
teorema fundamental de convergencia de orden casi-Optimo para el método combinado wavelet-
Landweber, en el Teorema 3.16. Por ltimo, en la Seccién 3.3 generalizamos esos resultados de
convergencia para el caso de métodos wavelet-espectrales en los que la familia espectral posee
ciertas propiedades asociadas a su calificacién cldsica (ver [?], [17], [43]). En particular, en el
Teorema 3.22 probamos que, bajo ciertas condiciones, el método de dos pasos converge de forma
casi-6ptima.

En el Capitulo 3 se utilizan dos tipos de bases ortogonales para la representacién de funcio-
nes en problemas inversos mal condicionados. El primer tipo, SVD, representa eficientemente
al operador del problema Tx = y. El segundo tipo, las bases wavelets ortonormales, se utili-
zan para representar de manera eficiente ciertos espacios de funciones que poseen algin tipo
de regularidad y por tal motivo se las utiliza para codificar adecuadamente informacién previa
disponible sobre la solucién exacta del problema. A la hora de resolver problemas inversos, seria
deseable disponer de una descomposicion que permita incorporar simultdneamente tanto las
ventajas de SVD como las de la descomposicién wavelet. Esto nos permtiria contar con una
representacién que incorpore de manera eficiente tanto informacién relevante sobre el operador
asociado al problema como sobre los supuestos de regularidad de la solucién exacta del mismo.
Con este objetivo en mente introducimos el concepto de “vaguelets” en la resolucion de proble-
mas inversos mal condicionados en el desarrollo del método de regularizaciéon wavelet-vaguelet
(RWYV) que presentamos en el Capitulo 4.

Asi, en la primera seccién del Capitulo 4 describimos brevemente la motivacién que origina el
surgimiento del método y presentamos ademés un resumen de los elementos que intervienen en su
construccion. En las Secciones 4.2 y 4.3 definimos dos tipos de operadores especiales, operadores
débilmente invertibles y operadores homogéneos y probamos algunos resultados importantes
relacionados a tales operadores, los que resultaran de interés en demostraciones posteriores
relacionadas con la convergencia del método propuesto. En la seccién siguiente presentamos
el método de regularizacién wavelet-vaguelet. Para ello definimos previamente el concepto de
vaguelet y probamos una serie de propiedades de las mismas. En la Seccién 4.5 realizamos un
analisis detallado de la convergencia del error correspondiente al método propuesto considerando

dos versiones del mismo: con y sin umbralado wavelet fuerte. En particular probamos que, bajo
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ciertas condiciones, el método de regularizacién wavelet-vaguelet y el método wavelet-vaguelet
con umbralado wavelet convergen de manera 6ptima. Por ltimo, en la Seccién 4.6 presentamos
y analizamos una aplicacion concreta del método para el caso de operadores integrales que
poseen descomposicion wavelet vaguelet.

Finalmente, en el Capitulo 5, implementamos y evaluamos en problemas concretos los méto-
dos y resultados desarrollados en los Capitulos 3 y 4. Se presentan varias aplicaciones a proble-
mas inversos mal condicionados en restauracién de senales e imdgenes, cuyas implementaciones
numéricas permiten una mejor visualizaciéon de los resultados tedricos obtenidos y muestran
claramente la potencialidad de los métodos desarrollados. Estos resultados prueban que dichos
métodos mejoran, en algunos casos significativamente, el desempernio de los métodos de regula-

rizacion tradicionales.






CAPITULO 1

Preliminares

A lo largo de este capitulo definiremos los conceptos basicos requeridos para la comprensién
de esta tesis y enunciaremos varios resultados previos y cldsicos que se utilizaran en el desarrollo
de la misma. En particular, recordaremos los conceptos de inversa generalizada de Moore-
Penrose, ruido blanco, espacios de Sobolev y espacios de Besov. A su vez, haremos una breve
introduccién a los conceptos basicos de la teoria espectral e introduciremos varios espacios y

operadores asociados a la teoria de wavelets.

1.1. Inversa generalizada de Moore-Penrose

En esta seccién proporcionamos la teoria basica para definir las mejores soluciones aproxi-
madas de ecuaciones con operadores lineales y la inversa generalizada de Moore-Penrose para
operadores lineales en espacios de Hilbert.

Consideremos la ecuacién

Tz =y (1.1)

donde T : X — Y es un operador lineal acotado entre dos espacios de Hilbert. Un elemento

xo € X se denomina solucion de minimos cuadrados (s.m.c.) de (1.1) si
Txy—y| = inf ||Tz—y|.
[T, — )l = inf |7~ ]
Si ademas x, satisface
|zo|| = nf{]|z] : 2z es s.m.c de Tx = y},

entonces x, recibe el nombre de mejor solucién aproximada de Tx = y. Asi, la mejor solucién
aproximada de (1.1) es la solucién de minimos cuadrados de minima norma.
Para definir la inversa generalizada de Moore-Penrose del operador T, comenzamos defi-

niendo el operador T' como

T=T| yeyr: N(T)" — R(T),
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donde N (-) denota el niicleo de un operador, R(-) denota el rango y “1” denota complemento
ortogonal. Claramente T' es un operador biyectivo. La inversa generalizada de Moore-Penrose

se define entonces de la siguiente manera.

Definicién 1.1. La inversa generalizada de Moore-Penrose TT de T se define como la tnica

extensién lineal de T~ al dominio D(T) = R(T) & R(T)* que satisface N'(T1) = R(T)*.

A continuacién enunciamos algunas propiedades importantes de la inversa generalizada de
Moore-Penrose que utilizaremos mas adelante. Debido a que estos resultados son relativamente
bien conocidos, no incluimos aqui las correspondientes demostraciones. El lector interesado

puede ver por ejemplo las citas [17] y [25].

Proposicién 1.2. Sean P y Q las proyecciones ortogonales de X sobre N(T) y de Y sobre
R(T), respectivamente. Entonces R(T') = N(T)* y se satisfacen las siguientes cuatro identi-

dades, denominadas ecuaciones de Moore-Penrose:

TT'T =T, (1.2)
TITTT =TT, (1.3)
T'T=1-P, (1.4)
TT' = Qlpr). (1.5)

Resulta evidente que las ecuaciones (1.4) y (1.5) implican (1.2) y (1.3). Mds atn, se puede

probar que las ecuaciones de Moore-Penrose caracterizan univocamente al operador 7.

Proposicién 1.3. El operador T es cerrado. Ademds, T es acotado si y solo si R(T) es

cerrado.

El siguiente teorema es un resultado muy importante que relaciona las soluciones de minimos

cuadrados de (1.1) con la inversa generalizada de Moore-Penrose de T'.

Teorema 1.4. Siy € D(TT), entonces (1.1) tiene una inica mejor solucién aprorimada dada
por xt = T'ty. El conjunto S de todas las soluciones de minimos cuadrados de (1.1) estd dado

por S =zt + N(T).

Para finalizar esta seccién presentamos un teorema que caracteriza las soluciones de minimos
cuadrados de (1.1) mediante una ecuacién a la que haremos referencia con frecuencia més

adelante.
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Teorema 1.5. Siy € D(T"), entonces z € X es una solucion de minimos cuadrados de Tz =y

si y solo si satisface la “ecuacion normal”
T"Tz =T"y, (1.6)
donde T™ es el operador adjunto de T .

A partir de este resultado obtenemos que Ty es también la mejor solucién aproximada del

problema T*T'z = T*y, es decir
Th = (T*T)'T™*.

Se puede probar ademés que si y ¢ D(TT), entonces no existen soluciones de minimos cuadrados
de Tz = y. Trabajar con la ecuacién normal (1.6) en lugar de (1.1), suele tener varias ventajas,
especialmente cuando 1" no es autoadjunto, pues 77T si lo es. Ademads, en su versién discretizada,
la ecuacién (1.6) resulta en una matriz cuadrada.

En la siguiente secciéon presentaremos una herramienta que nos permitird estudiar varias
propiedades de la inversa generalizada de Moore-Penrose en el caso de operadores compactos:

la expansién en valores singulares.

1.2. Expansién en valores singulares de operadores compactos
y autoadjuntos

Sea K un operador lineal sobre un espacio de Hilbert X, compacto y autoadjunto. Entonces
existe un autosistema {(\p; un) bnen asociado a K, donde A, son los autovalores no nulos de K
(los autovalores son reales por ser K autoadjunto) y w, sus correspondientes autovectores. Por
medio de este autosistema, el operador K se puede “diagonalizar” de la siguiente manera:

[o¢]
K:L‘:Z)\n (x,up) up, VaelX. (1.7)

n=1
Si el operador K no es autoadjunto, entonces podria no tener autovalores y por lo tanto,
podria no existir un autosistema asociado a K. En tal caso, un proceso de diagonalizacién
andlogo a (1.6) puede hacerse utilizando el concepto de “sistema singular”, que definimos a

continuacién.

Definicién 1.6. Sea K : X — Y un operador lineal compacto (no necesariamente autoadjunto).
Un sistema singular asociado a K es una familia de la forma {(oy; un; vp) fnen donde:
» {02},cn son los autovalores no nulos de K*K (y de K K*), escritos en orden decreciente

con su multiplicidad,
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» {up}neny C X es un sistema ortonormal completo de autovectores de K* K (que expande

R(K*) = R(K*K) ) y

s {vp}neny C Y es un sistema ortonormal completo de autovectores de K K* (que expande

R(K) =R(KK*) ). Puede probarse que

Ku,
Up = )
b K|

Observemos que K*K es no negativo, pues (K*Kx,z) = ||Km||2 > 0 para todo z y por ello,
sus autovalores son no negativos. Ademas, como K es compacto, el operador K* K también lo es
y por lo tanto tiene a lo sumo una cantidad numerable de autovalores que se pueden acumular
unicamente en cero (ver [50], Teorema 6.7).

Si {(0n; Un;Vn) tnen es el sistema singular para K, se puede probar que se satisfacen las

siguientes igualdades:

Ku, =o,v, VneN, (1.8)
K*'v, =o,u, VneN, (1.9)
oo

Kac:zgn (x,up) vy, VrelX, (1.10)

n=1

[o.¢]
K*y:ZJn (Y, on) up, Vyevy, (1.11)

n=1

donde, en el caso de infinitos valores singulares, las series convergen en las normas de los espacios
de Hilbert X e Y, segin corresponda. Las expresiones (1.10) y (1.11) se denominan “expansiones
en valores singulares” (de K y K*, respectivamente) y son las anédlogas, en dimensién infinita,

a la bien conocida descomposicién en valores singulares (SVD) de una matriz.

Utilizando el sistema singular asociado a un operador compacto K podemos obtener una
representacién en serie de su inversa generalizada de Moore-Penrose. En efecto, se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 1.7. Sean K : X — Y un operador lineal compacto con sistema singular {(on; tn; vpn) fren,

ey €Y. Entonces,

00 2
ye(h e Y ml o (1.12)
o
n=1 n
Ademds, para y € D(KT)’
y= 3o, (113)
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La condicién (1.12) es conocida como Criterio de Picard y provee una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de una mejor solucién aproximada para y € Y. Si existe, entonces

esa mejor solucién aproximada tiene la representaciéon dada por (1.13).

1.3. Teoria espectral

Como veremos en el resto de la tesis, la teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert
y el calculo funcional proveen un sélido andamiaje matematico para el desarrollo de la teoria de
regularizacién de problemas inversos mal condicionados. En esta seccién presentaremos algunos
conceptos y resultados bésicos cuyas demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [3],
21] y [17).

Un concepto central en esta teoria es el de funcion de un operador autoadjunto, el cual
definiremos en primer lugar para el caso de operadores lineales compactos autoadjuntos y luego
estudiaremos el caso de operadores lineales autoadjuntos en general.

Sea {(0,; Upn; V,) bnen €l sistema singular asociado al operador lineal compacto K : X — Y.
Como {(02;u,)}.en €s un autosistema para el operador compacto autoadjunto K* K, se sigue
de (1.7) que

0o
K'Kx = ZJi(m,un)un, VzelX.

n=1

Definimos ahora el concepto de familia espectral para operadores compactos.

Definicién 1.8. Sea K : X — Y un operador lineal, continuo y compacto, y {(0,, U, V,) }nen

el sistema singular asociado a K. Para A € Ry z € X, definimos

Z (x,u,)u, si A<0

. o2
Bz = n: o5 <A

Z (x,up)u, + Pr si A >0

n: o<\

donde P es la proyeccién ortogonal de X sobre N (K*K). El operador ortogonal E, es la pro-

yeccién ortogonal sobre X, = span{u, : n € N,02 < A} y la coleccién de proyecciones {Ey}rcr

se denomina familia espectral de (o asociada a) K*K.

La proyeccion P se agrega en la definicién de E, solo para A > 0 para considerar el caso en

que 0 es autovalor de K*K. Caso contrario, N(K*K) = {0} y P es el operador nulo.

A continuacion definiremos familias espectrales generales en espacios de Hilbert y, pos-

teriormente, veremos que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de familias
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espectrales en un espacio de Hilbert X y el conjunto de operadores lineales autoadjuntos so-

bre X.

Definicién 1.9. Una familia {E, },cx de proyecciones ortogonales sobre X se denomina familia

espectral o resolucion de la identidad si satisface las siguientes condiciones:

1) E)\Eu = Lmin{\u}, Para A p € R;
2) F_oo =0, By =1, donde Eioox = lim E)x, para todo z € X;
A—+oo

3) Ey\- = E), donde E\-x = 61_1’}1(155r Fy_.x, para todo x € X.

La siguiente proposicién muestra que es posible definir una integral con respecto a una

familia espectral arbitraria {E)}cr-

Proposicién 1.10. Sean {E,}xcr una familia espectral sobre X, f : R — R una funcion
b
continua y x € X. Entonces para cualesquiera a,b € R, a < b, existe la integral / f(A) dE\x
a
n
definida como el limite de las sumas de Riemann Z f(&)(Ex, —Ey,_,)z, donde a = Xg < ... <
i=1
A=0, & € ()\1;1, )\i], para méx |)\z — )\1;1’ — 0.
1<i<n

Las correspondientes integrales impropias, si existen, se definen a partir de estas integrales

en la forma usual, tomando limites.

Definicién 1.11. Sean {F) } cr una familia espectral sobre X, f : R — R una funcién continua
—+00

b
y ¢ € X. La integral / f(A) dEyz se define como el limite en X, si existe, de / f(A) dE\x

—0o0

cuando a — —oo y b — 4o00.

Puesto que la condicién 1) de la Definicién 1.9 implica que (Exz,z) < (E,z,z) para A < u
y para todo 2 € X, se sigue entonces que la funcién A — (Eyz,z) = ||Exz|? (para z € X
fijo) es mondtona no decreciente. Ademas la condicién 3) implica que dicha funcién es continua
por izquierda. Luego, esta funcién define una medida sobre R que denotamos con d ||Exz|* y
a la que nos referiremos como “medida generada por la familia espectral Ey para x € X”7. A
continuacién presentamos una condicién necesaria y suficiente que garantiza la existencia de la

integral / f(\) dExz en términos de una integral con respecto a la medida d || Eyz||?.

Proposiciéon 1.12. Sean {E\}xcr una familia espectral sobre X, f : R — R wuna funcion

continua y x € X. Entonces

/ " F0) By

—0o0

existe st y solo st

/m 2N d|| Exz]? < . (1.14)
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Notar que el lado izquierdo en (1.14) es una integral impropia de Riemann-Stieltjes de f*(\)
con respecto a la funcién (real) F(\) = || E\z||?.

La proposiciéon a continuacion exhibe la conexién que existe entre familias espectrales y
operadores lineales autoadjuntos definidos sobre espacios de Hilbert. Si A es un operador lineal
autodjunto sobre X, entonces existe una unica familia espectral con respecto a la cual A se
representa mediante la funcién identidad f(A) = A. Mds precisamente, se tiene el siguiente

resultado:

Proposicion 1.13. Sea A un operador lineal autoadjunto sobre un espacio de Hilbert X. En-

tonces existe una unica familia espectral {Ef}/\eR sobre X tal que

+oo
D(A) = {x €X: / N d||Ede| < oo}

Yy
+oo
Az = / XN dE{z, Yz eDA). (1.15)
Simbolicamente escribimos
—+o00
A—/ A dEX. (1.16)

La familia espectral de la proposicién anterior se denomina familia espectral de A y nos
referiremos a (1.15) 6 (1.16) como la descomposicion o representacion espectral de A.
En virtud de dicha proposiciéon podemos ahora definir funciones de un operador autoadjunto

las cuales también pueden representarse mediante integrales espectrales.

Definiciéon 1.14. Sea A un operador autoadjunto en X con familia espectral {E;\“} reRr ¥ deno-
temos con M, al conjunto de funciones medibles con respecto a la medida d HEj\“:J:H2 para todo
x € X. Para f € M,, se define el operador f(A) mediante
+o0
f(A)z = f(\) dE{z  para x € D(f(A)),

—00

donde
+o0
D(f(A)) = {m €X: /_ £ d|| B < oo}.

Observar que M, contiene, en particular, a todas las funciones continuas por tramos. Esta
observacién sera de particular interés cuando utilicemos funciones de operadores autoadjuntos
para construir métodos de regularizacién como aproximaciones a la inversa generalizada del

operador asociado al problema en cuestion.
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A continuacién presentamos algunas propiedades de las funciones de operadores autoad-
juntos. Las mismas seran utilizadas en los capitulos siguientes principalmente para el caso de

operadores compactos.

= Si A es un operador autoadjunto estrictamente positivo, es decir si existe v > 0 tal que
(Az,z) > ~||z||* para todo 2 € D(A),
con familia espectral {E{} <, entonces para toda funcién f € M, se tiene que

/ :C FON) dEAz = / " HO) dEAs,

En tal caso, es suficiente con que la funcién f esté definida solo en el intervalo [y, +00).
» SiT: X — Y esun operador lineal acotado y A = T*T con familia espectral { ET 7} \cg,

entonces para toda f € M,y Vx € X, se tiene que

too ) T2+ . 1711+ .
/ FO\) dET Tz = / F() dEL Tz = lim FO\) dET Tz
—oo 0 =% Jo

Luego, la funcién f se puede restringir al intervalo [0, ||7'||> 4 &] para cualquier & > 0.
Ma3és aun, bajo las mismas hipdtesis sobre el operador T, se puede probar que valen las

siguientes identidades, V x € X:

| £ T = / 200 d| BT (117)

F(T*T)T* = T* f(TT*), (1.18)

para toda funcién f continua por tramos.

1.4. Analisis multiresolucion y representacion wavelet

En esta seccién presentaremos el concepto de andlisis multiresolucién a partir de bases
ortonormales wavelet y definiremos algunos operadores relacionados con las descomposiciones
en bases wavelet. En los capitulos siguientes, estos conceptos se incorporaran al tratamiento de
problemas inversos mal condicionados, donde los datos estdn contaminados con algin nivel de
ruido. Probaremos, en el Capitulo 3, que aplicar umbralado wavelet a los datos, previo al proceso
de regularizacion, constituye una herramienta eficaz para mejorar el desempeno de todos los
métodos de regularizacién espectrales.

En 1988 Stéphane Mallat desarrollé una teoria que permite descomponer una funcién me-
diante otras funciones, denominadas de aproximacion y detalle, utilizando bases ortonormales

wavelet en L?(R%) (ver § 2.12 [10], [30]). En un contexto general aplicado a sefiales o imégenes,
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los rasgos maés importantes que determinan la identidad de una senal se sitian en las bajas
frecuencias, mientras que las altas frecuencias estan generalmente asociadas con el ruido y con
caracteristicas correspondientes a ciertos detalles mas finos. Por este motivo, en el andlisis multi-
resolucion se habla de aproximacién y detalle para referirse a las componentes de baja frecuencia

y a las de altas frecuencias, respectivamente.

1.4.1. Analisis multiresolucion

Por simplicidad introducimos la nocién de andlisis multiresolucién en L*(R) propuesta por

Mallat en [30], para luego realizar la extensién correspondiente a dominios en R“.

Definicién 1.15. Un andlisis multiresolucion en L?(R) es una sucesién de subespacios cerrados

{V;};ez, tales que se satisfacen las siguientes propiedades:

= La sucesion es creciente, es decir, para todo j € Z vale que V, C V,,3;

» UjeaV; = L*(R) y M2V = {0}

= Los espacios V; son autosimilares, es decir, f(:) € V; & f(2/:) € V};

» Existe una funcién 6 tal que {0(- — k) },cz es una base de Riesz de V;. Es decir, existen

constantes 0 < C; < (s tales que

C1 Y lar® < ||D anb(- — k)

keZ keZ

2
<Cy > agl

keZ

para toda sucesién {ay }ren € £2.

Teorema 1.16. Si {V,},c; es un andlisis multiresolucion en L*(R) y ¢ es una funcion, deno-

minada de escala, cuya transformada de Fourier es

entonces el conjunto {¢; (") = 272¢(27 - —k)}rez es una base ortonormal del espacio vectorial

V; para todo j € Z.

Demostracion. La demostracion de este teorema de puede encontrar, por ejemplo, en el

Apéndice B de [30]. [

Por otro lado, se puede probar que si {V;},c; es un andlisis multiresolucién, entonces existe

una base ortonormal wavelet

{050 () = 272927 —k)} ez (1.19)
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de L?(R) tal que para cada j fijo {1, ; }rcz €s una base ortonormal del complemento ortogonal de
V; en V;,,, al que denotamos con W;. En efecto, para cada j € Z se verifica que V,,, = W, @ V.
De esta forma podemos descomponer el espacio L*(R) en subespacios mutuamente ortogonales:

L*(R) = @ W,. Luego, podemos expresar cualquier funcién f € L*(R) como

JEZL

f(z) = Z<f7 V) ().

J,k€Z
Por otro lado, dado jy € Z fijo, la descomposicién L*(R) =V, & @ W; nos permite obtener la

Ji=Jjo
denominada “representacion multiescala”

fl@) = Z<fa¢30k Gjo.k(T +ZZf¢3k¢]k ),
kez i>jg k€L
donde para cada k € Z, (f,¢,, ) es el coeficiente de aproximaciéon de f en la escala 2770 y
(f,,x) para j > j, son los coeficientes de detalle.
Dado que en la préactica se trabaja siempre con un numero finito de detalles, resulta per-
tinente definir el operador proyeccién ortogonal P; : L*(R) N V;, el cual se define de manera

natural como

Pif(x) =Y (f 6005 (@),

keZ

o utilizando la representacién multiescala, donde j, < j, como

P

F(@) = (i brgu)brou(x +szm o ().

kEZL i=jg kE€Z

Por simplicidad en la notacién, en general consideraremos j, = 0.

En esta tesis estamos particularmente interesados en funciones definidas en dominios aco-
tados contenidos en R%, por lo cual definimos la versién multivariable para las funciones ¢ y 1
que nos permitirdn obtener bases ortonormales para los correspondientes espacios V; y W;.

Para Q un dominio acotado en R?, definimos a la funcién de escala multivariada como

d

o(x) = Hqﬁ(azl) para todo x = (zy,...,12,) € Q.
i=1

Para j € Z, el espacio V; correspondiente serd entonces el generado por las funciones
b(x) =25 p(2x — k), VkeZ!, VxeQ,

y el operador proyeccién ortogonal P; : La(£2) =+ V; queda entonces definido por

Pif(x) = {f. 60 ¢(x).

kezd
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j—1

Luego, para todo jo < j y para toda f € V; se verifica que P;f = P, f + Zgz donde
Jo<t

ge = Poyi f — Pof. Ademss, tomando limite para j — oo obtenemos que para toda f € L?(£2) se

7j—1
cumple que f = lim |Pj f+ Z ge| (ver Observacion 2.6.2 en [10]).
e jo<t
Para el caso de la funcidn 1, la extension a R? resulta un poco mds compleja pues necesitamos

de 2% — 1 funciones “wavelets madre” para representar cada W;. En este contexto denotamos a

cada una de estas funciones por

d
PpO(x) = [[oi(x), e=(e,...,eq) €T ={0,1}" — {0},
i=1

donde ¥°(z) = ¢(z) y ¥'(x) = ¢(z). Notemos que se excluye el caso en el que € es el vector
nulo pues tendriamos °(x) = ¢(x).
Utilizando esta notacién, la versién multivariable para la representacién multiescala de una
funcién f € L*(Q2) viene dada por
F) =Y (f Gigaddiou) + DD 0 Y (Ffi)di(). (1.20)
Kezd i>jo €€l kezd
Observemos que definiendo I = T'U {0} = {0, 1}* y 9?, = ¢, « es posible escribir la expresién
anterior de manera mas simple como una tnica sumatoria, en la forma:
FoO =300 (i), (1.21)
3230 eeT? kezd
Para un desarrollo mas extenso sobre la version mutivariable de bases wavelet ver, por
ejemplo, [10] § 2.12.
Por simplicidad de aqui en adelante utilizaremos la notacién x = ¢ y k = k, entendiendo
que en todos los casos donde se utilice esta notacidon quedara explicito si se trata de dominios
en R? para d > 2 6 d = 1. Ademas, escribiremos la representacién multiescala (1.21) en la forma

mas simple:

f(z) = Z (fs o)), (1.22)

AEA (o)
donde X\ = (j, k,€) vy Agjoy = {(J,k,€) € Z XL xT° : j > jo A sop(¢n) C Q} para j, € Z
fijo. Dado que j, serd prefijado al definir la descomposicién wavelet a utilizar (en la mayoria
de los casos consideramos j, = 0), a los efectos de simplificar atin mas la notacién, obviaremos

especificar tal dependencia denotando A ;) simplemente con A.

Por dltimo introduciremos algunos conceptos que serdn necesarios mas adelante: el grado

de un polinomio y el grado de reproduccién polinomial u orden de exactitud polinomial de la
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funcién de escala ¢. En R? decimos que un polinomio tiene grado m cuando es combinacién
lineal de las funciones base 3! ... x,* para k, +--- +k, < m y al menos uno de los coeficientes
asociados a un factor :c]ff . .xlfl para el cual kf + --- + kX = m, es distinto de cero. A su
vez, cuando hacemos referencia al grado de reproduccién polinomial decimos que, en términos
generales, una funcién ¢ tiene grado de reproduccién polinomial m si todos los polinomios de

grado menor o igual a m pertenecen al espacio V, correspondiente a ¢. Mas precisamente:

Definicién 1.17. Sea ¢ € L'(R) una funcién de soporte compacto tal que @[ 1) = 1.
Decimos que ¢ tiene grado de reproduccion polinomial m si para todo ¢ =0,1,...,m podemos
expresar el monomio 9 como
= Z[k‘? + po1(K)]o(z — k),
keZ

donde p,_; es un polinomio de grado ¢ — 1.

1.4.2. Umbralado wavelet

Como mencionamos al comienzo de esta seccién, el procedimiento conocido como umbralado
wavelet es comunmente utilizado en la reconstruccién de funciones afectadas por algun tipo de
perturbacién o ruido. Consiste en la modificacion de los coeficientes wavelet de la funcién cuyos
valores absolutos son cercanos a cero. Estos coeficientes se corresponden con las componentes
de alta frecuencia, cominmente asociadas al ruido. La ventaja de este procedimiento respecto
de un filtrado por bandas de frecuencia reside en que se obtiene una funcién casi libre de ruido,
modificando minimamente las caracteristicas de la funcién original. Resulta ser una herramienta
mas potente que los métodos tradicionales de suavizado, que solo consiguen eliminar el ruido a
costa de suavizar también la funcién original.

En la literatura son bien conocidas dos clases de umbralado wavelet:

» El umbralado suave (o débil), el cual descarta (hace cero) los coeficientes wavelet cu-
yos valores absolutos son menores o iguales que el umbral y sustrae el umbral de los
coeficientes cuyo valor absoluto es mayor.

» El umbralado fuerte, en cambio, simplemente descarta (hace cero) los coeficientes me-
nores que el umbral, en la expansién en base wavelet en términos de los elementos de
Vj.

Con el umbralado suave, todas las componentes de la sefial sufren atenuacion, independiente-

mente del valor del umbral. Por lo tanto, este criterio parece menos 1til que el de umbralado
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fuerte cuando el objetivo es solo eliminar ruido de alta frecuencia. A lo largo de este trabajo
utilizaremos entonces umbralado fuerte.
Dado un umbral v € R* denotamos con S, : V; — V; al operador de umbralado wavelet

fuerte definido para cada nivel j mediante

S, f(x) = Z 5j,kX{|5j,k|2ﬂ(5j,k)¢j,k(95)a (1.23)

kezd
donde 8;, = (f,¢,x) y X denota la funcién caracteristica o indicatriz.
El desempenio de este proceso de filtrado depende, como es l6gico, de la eleccion del umbral.
El mismo debe elegirse para cada nivel de resolucién y en su eleccion deben tenerse en cuenta
tanto las caracteristicas de la representaciéon wavelet de la funcién, como el nivel de ruido que

esta posee.

1.5. Espacios de Sobolev y de Besov

Como es usual en problemas inversos mal condicionados, para estudiar la convergencia de
los métodos de regularizacién que propondremos en los siguientes capitulos, es necesario hacer
ciertos supuestos de suavidad con respecto a la solucién exacta de los mismos. En este contexto, y
para los métodos que desarrollaremos en los Capitulos 3 y 4, resultan apropiados dos subespacios
vectoriales de L?(R%): los espacios de Sobolev y de Besov que presentaremos a continuacién.

Existe una gran variedad de formas diferentes de medir la suavidad de una funcién f. La
mas natural es, quizds, el orden de diferenciabilidad, es decir, el mayor indice m € N para el
cual la derivada f™ es continua, o con mds generalidad 9°f con |a| = a1 + -+ ag < m
para una funcién multivariable definida en R%. Esta medida particular de suavidad se asocia a
la clase de espacios funcionales denotados con C™(R?), el espacio de funciones continuas que
tienen derivadas parciales 0 f acotadas y continuas, para |a| < m. Otra manera de cuantificar
las propiedades de suavidad de una funcién (en un sentido menos estricto), es a través de los
espacios de Sobolev, los cuales introducimos a continuacion.

En términos generales un espacio de Sobolev W™?(Q), para Q C R? es el subespacio de
L»(Q), formado por todas las funciones tales que sus derivadas de hasta orden m pertenecen

también a L?(Q).

Definicién 1.18. Sean Q@ C R?, 1 < p < ooy m € N. El espacio de Sobolev W™*(Q2) se define

como el conjunto de todas las funciones f € L?(Q) tales que

I fllwme) = 1l ze) + | flwmr) < oo,
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donde | flyrmao(q) = > 10l 1o(q)-

jl=m

Para el caso particular en el que p = 2, los espacios de Sobolev se dotan de manera natural
de la estructura de espacio de Hilbert al igual que el espacio L? y es comin en la literatura
utilizar la notacién H™(2) = W™?(Q).

Asi como los espacios de Sobolev permiten de alguna forma cuantificar ciertas propiedades de
suavidad de una funcién, existe una gran variedad de espacios més generales que incluyen otros
parametros a tener en cuenta. A lo largo de este trabajo nos interesara considerar espacios que se
originan mediante “técnicas de interpolacion” generales entre espacios funcionales de suavidad
entera, espacios que pueden ser caracterizados exactamente por la tasa de error de aproximacion
multiresolucién, asi como por propiedades de tamano de los coeficientes wavelet. Los espacios
que utilizaremos, que poseen estas propiedades, son los espacios de Besov B;  que utilizan
un parametro extra g y se pueden definir a través de diferencias finitas. En efecto, el espacio
de Besov B; (), o equivalentemente B(L”(f2)), es un espacio quasi-normado completo que
resulta ser un espacio de Banach en 2 cuando 0 < p, ¢ < co. Generalizan espacios de funciones
mas elementales como los espacios de Sobolev y resultan ser més efectivos para cuantificar
propiedades de regularidad de las funciones. Para definir estos espacios necesitaremos introducir
previamente cierta notacién y algunas definiciones, las que presentamos a continuacion.

Sean f € L*(Q) y r € N. Denotemos con w,(f,t), al r-ésimo médulo de continuidad de f

definido como

Wr(fa t)p = OJT(f,t,Q)p = sup HAZ(fa '7Q)||LP(Q)a t>0,

[h|<t

donde A} (f,-,€) es la r-ésima diferencia positiva de f relativa a 2, definida por

A (f,x) siz,x+h,...,x+rheQ,
AL (f, 2, Q) =

0 en otro caso,

donde A (f,z) = i(_nrf(;)f(x +0h).

=0
Consideremos ahora s > 0, r = [s+ 1| (la parte entera de s+ 1) y 0 < p, g < co. Definimos
la siguiente seminorma
1
e q
|flBs,0) = (Z[kawr(fﬂ’“»ﬂ)p]q) :

k=1

con las correspondiente modificaciones para el caso ¢ = 0o, es decir, | f] B3 (Q) = Sup 2w, (f,27%,9Q),.
e keN

Utilizando esta notacién y definiciones estamos ahora en condiciones de definir los espacios de

Besov.
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Definicién 1.19. Sean s > 0,7 = [s+1] y 0 < p,q < co. El espacio de Besov B; (£2) se define

como el conjunto de todas las funciones f € L?(2) para las cuales la siguiente norma es finita

185 ) = If L) + 1 flBs,@)-

Es oportuno e importante resaltar la relacién entre los espacios que acabamos de definir. Si
bien en este caso definimos los espacios de Sobolev solo para m € N, existe una generalizacién
We?(Q2) para m < s < m + 1, a partir de la cual se puede probar que W*?(Q2) = B: (Q)
cuando s no es un entero (ver, por ejemplo, [10], § 3.2). En el caso particular con el que
trabajaremos mas adelante, en el que s es entero, esta igualdad se da solo para el caso p = 2
(B;,(Q) = W=2(Q2) = H*(£2)). Mds atin se puede probar que los espacios de Sobolev W*?(Q)

no son espacios de Besov para valores de s enteros si p # 2 (ver [46]).

1.5.1. Analisis multiresolucion y los espacios de Besov débiles

En las ultimas dos décadas, autores como DeVore ([12]), Donoho y Johnstone ([16]) y
Cohen et. al. ([9]) encontraron relaciones entre los espacios ¢* débiles, denotados por wf?, y la
sucesién de subespacios cerrados de un anélisis multiresolucién en L2. Particularmente, Cohen
y otros autores ([9]) vincularon el enfoque de la aproximacién no lineal no solo a los espacios
débiles ¢? sino también a los espacios débiles de Besov que pueden ser vistos como espacios
débiles ponderados ¢ (ver [8]). Mas aun, mostraron que los espacios débiles de Besov aparecen
en la caracterizaciéon de la aproximacion del umbral wavelet, en el proceso de umbralado que
describimos en la seccién anterior. Siguiendo esta linea, en el analisis multiresolucién y en el
estudio de 6rdenes de convergencia para aproximaciones realizadas mediante umbralado wavelet
trabajaremos con espacios de Besov débiles. Por esta razon, es necesario introducir los siguientes
conceptos y resultados bésicos sobre el tema.

Supongamos que tenemos una base ortogonal generada por las funciones wavelet ¢ y de
escala ¢, como en la seccion anterior, de manera que podemos expresar cualquier funcién f €

L?*(Q) como

f(z) = ZBAQ;Z)A('I)a (1.24)

AEA
donde By = (f, ), A = A(j, k,e) y A ={(j,k,e) € ZXxZ* xT° : j > jo y sup(¢y) C Q} para
algan j, fijo.
El siguiente lema es un resultado importante que caracteriza a los espacios de Besov en

términos de propiedades de sus coeficientes wavelet.
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Lema 1.20. Dados 0 < p,g < 0o y 0 < s < o0, si ¢ € L' () para algin r € [1,00] tal
que 0 < p < r entonces la funcion f (como en (1.24)) pertenece a B; () si, y solo si, los

coeficientes { By} verifican

hSTS)

f: 21(+5-5) [ 37 |8 < o0, (1.25)

Jo<j AEA;
con las obvias modificaciones para p = 0o y ¢ = 0.

Demostracién. Ver Teorema 30.7 en [7]. [ |

Para simplificar la notacién, de aqui en mas denotaremos con ©° = ©: (C) (para C una

constante positiva dada) al conjunto:

SIS

0;,(C) = {m:fp”(”%*%) S| <oy (1.26)

jo<i XEA;
Definicién 1.21. Sean 0 < s,p,q < co. Decimos que f (como en (1.24)) pertenece al espacio
de Besov débil W B, () si el siguiente supremo es finito
; d_d q
sup |o? Z 274 (s+2 p)N(j,o)Z ,

>0 . .
’ Jj=Jjo

donde N(j,0) = #{B} Vk € Z*, Ve eI : |B] > o}.

Se puede probar ficilmente, utilizando la desigualdad de Markov (ver [23] pdg. 123) y la
caracterizacién de espacios de Besov (dada por (1.25)), que el espacio de Besov esta contenido

en el correspondiente espacio débil de Besov, es decir B, ,(2) C WB; ().

1.6. Ruido blanco

En esta seccién presentamos brevemente el andamiaje tedrico necesario para definir el pro-
ceso estocastico denominado ruido blanco. Este concepto sera fundamental a la hora de estudiar
el modelo estocastico que supondremos para los datos observados en los problemas inversos mal
condicionados que consideramos en esta tesis. En primer lugar, recordamos algunos conceptos
bésicos relacionados con espacios de probabilidad y variables aleatorias. Posteriormente, ana-
lizamos conceptos asociados a distribuciones condicionales, especificando en particular que se
entiende por esperanza y varianza condicionales. Finalizamos la seccién introduciendo los con-
ceptos basicos relacionados a un proceso estocastico y, en particular, el proceso de movimiento

browniano y su relaciéon con el ruido blanco.
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1.6.1. Definiciones basicas

Comenzamos la seccién definiendo los conceptos de o-dlgebra y medida de probabilidad
que nos permitirdn posteriormente presentar el concepto de variable aleatoria en un espacio de

probabilidad.

Definicién 1.22. Dado un conjunto no vacio €2, decimos que una familia A de subconjuntos

de € es una o-dlgebra sobre 2 si satisface las siguiente condiciones:

1. Qe A
2. Si A € A entonces A° € A;
3.S1A, € Aparan=1,2,3,... entonces U A, €A

n=1

En el caso que A sea una o-dlgebra sobre 2, llamaremos al par (2,.4) espacio de medida.

Definicion 1.23. Sea ) un conjunto no vacio y A una g-algebra sobre €. Decimos que una fun-
cién P : A — [0,1] es una medida de probabilidad en o sobre A (o simplemente una probabilidad

en A) si satisface las siguientes condiciones, llamadas axiomas de Kolmogorov:

1. P(A) >0,V A € A (no negatividad);

2. P(Q2) =1 (homogeneidad);
oo (o)

3. S81A4,,A,,--- € Ason disjuntos de a pares, entonces P (U Ak> = ZP(Ak)
k=1

k=1
(o-aditividad).

Definicién 1.24. Un espacio de probabilidad es una terna (£2,.4, P) donde

* {2 es un conjunto no vacio,
* A es una o-dlgebra de subconjuntos de €, y

* P es una medida de probabilidad sobre A.

La o-dlgebra A suele referirse como “la o-algebra de eventos aleatorios”.

Estamos ahora en condiciones de definir el concepto de variable aleatoria.

Definicién 1.25. Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (2,.4, P) es una
funcién real definida sobre Q tal que Vz € R [X < z] = {w € Q : X(w) < x} es un evento
aleatorio para todo x € R. Es decir, X : 2 — R es una variable aleatoria si [X < z] € A para

todo x € R.

Los siguientes conceptos nos permitiran caracterizar y estudiar algunas propiedades de va-

riables aleatorias que utilizaremos mas adelante.
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Definicion 1.26. La funcion de distribucion acumulada o acumulativa de una variable aleatoria

X, Fx : R — [0,1], se define por Fx(z) = P([X <z])=P(X <z), z€R.

Definicion 1.27. Sea X una variable aleatoria cualquiera y Fx su funcién de distribucién
acumulativa. La esperanza de X se define

B(X) = /_Z:UdFX(x),

siempre que esta integral esté bien definida. En el caso que esta integral sea finita decimos que

X es integrable.

Sean X una variable aleatoria, b € Ry kK € N . El valor E[(X — b)k}, si existe, se llama

k-ésimo momento de X alrededor de b. Si X es integrable entonces el k-ésimo momento de
X alrededor de la media, F [(X - E(X ))k], se denomina k-ésimo momento central de X. El

segundo momento central de X se denomina varianza de X:
Var(X) = E[(X - E(X))z} — E(X?) - [B(X)]".

Para k > 0, E(|X|*) es el k-ésimo momento absoluto de X.

A continuacién recordamos algunos conceptos relacionados con distribuciones condicionales.

Definicién 1.28. Sean X e Y variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad
(Q,A,P). Una funcién P(X € B|Y = y), definida para B boreliano e y € R se llamard

distribucion condicional (regular) de X dada Y si:

* para todo y € R fijo, P(X € B|Y = y) define una probabilidad en B, la o-dlgebra de
Borel en la recta, y

* para todo B € B fijo, P(X € B|Y = y) es una funcién medible de y y

/y P(X < alY = t)dFy () = P(X <2]Y <y) ¥ (2,y) € R~

—o0
Definicién 1.29. Sean X e Y variables aleatorias en (12, A, P). La esperanza condicional de X
dado Y =y, es la esperanza de la distribucién condicional de X dado Y = y, si esta esperanza

existe. Es decir,
EX|)Y =y) = /a:dFX(:L'|Y =y).

La varianza condicional es el momento de segundo orden condicional centrado en la media

condicional, es decir:

Var(X|Y) = E((X - E(X|Y))2|Y) — E(X?Y) — (E(X|Y))".
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1.6.2. Procesos estocasticos

En esta seccién definiremos el concepto de proceso estocdstico y dos casos particulares que
nos resultaran de utilidad en adelante (Capitulos 3 y 4): el movimiento browniano y el ruido

blanco.

Definicién 1.30. Sean D C R y (2, A, P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico
sobre D en (2, A, P) es una funcién X : D x Q@ — R tal que para todo ¢t € D la funcién
X(t,-) : Q@ — R es una variable aleatoria sobre (92, A, P).

Un caso particular de proceso estocastico es el llamado movimiento Browniano. Si bien
existen varias definiciones e interpretaciones fisicas del movimiento browniano, a lo largo de

este trabajo utilizaremos la siguiente definicién formal:

Definicién 1.31. Dado un espacio de probabilidad (£2,.4, P), un proceso estocéstico W :
[0,00) x © — R se denomina movimiento browniano estindar si satisface las siguientes condi-
ciones:

L. P(W(0,-) =0) =1;

2. W(-,w) tiene incrementos independientes. Es decir, para todos 0 < t, <t, <t, <...<

t,, las siguientes variables aleatorias son independientes:
W(tly ) - W(tm ’)7 W(t27 ) - W(th ')7 SRR W<tm ) - W(tn—b '>; (127)

3. Para cualesquiera 0 < s < t la variable aleatoria W (t,-) — W(s,-) tiene distribucién

normal. Més atin
W(t7') _W(Sa') NN(Oat_S); (128)
4. Dado w € Q fijo P({w : la funcién ¢t — W (t,w) es continua}) = 1.

A continuacién introducimos el concepto de ruido blanco.

Definiciéon 1.32. Un proceso de ruido blanco X es la “derivada formal” de un movimiento
browniano W, donde X = %—I@/ debe ser considerado como un funcional que actua sobre funciones

continuamente diferenciables como sigue:

b b b b
/f(t)X(tw)dtZ/ f(t)dW(t)Zf(t)W(tw)}a—/ W(t,-)df(t). (1.29)

El lector interesado puede ver detalles formales por ejemplo en las referencias [24] y [27].
A continuacioén, probamos un lema que nos permitird en el Capitulo 4 estudiar los efectos

del agregado de ruido blanco a los datos observados de problemas inversos mal condicionados.
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Lema 1.33. Dados g € L*(Q) y dW ruido blanco, entonces W, = (g,dW) es una variable

aleatoria normal con media nula.

Demostraciéon. La prueba de que W, tiene distribucién normal se sigue esencialmente de
la hipétesis de incrementos independientes del movimiento browniano (ver, por ejemplo, [14]).

Para probar que W, tiene media nula notemos en primer lugar que

W, = / £) dW (t,w) dt
—goW(te)| - [ Wit da
— /OOO W (t,w)dg(t). (1.30)

Luego, de (1.30) y dado que el movimiento browniano tiene media nula, tenemos que

/ / t)dW (t,w) dt dw
:/ / W (1) dg 1)) de
/ /thwdwdg()



CAPITULO 2

Introduccién a los problemas inversos y métodos de

regularizacion

A lo largo de este capitulo presentaremos definiciones y resultados basicos que nos permi-
tirdn introducirnos al mundo de los problemas inversos mal condicionados y los métodos de
regularizacién. En la Seccién 2.1 recordaremos el concepto de mal condicionamiento en el senti-
do de Hadamard y desarrollaremos brevemente un ejemplo correspondiente a la diferenciacion.
En la secciéon siguiente presentamos el concepto de regularizacién y enunciamos algunas de sus
propiedades. En particular, estudiaremos los métodos de regularizacién espectrales, de Tikho-
nov generalizados y mencionamos algunos ejemplos tradicionales en la literatura. En la Seccién
2.3 definiremos algunos tipos de errores que surgen al regularizar un problema e introducimos
la nocién de optimalidad. En la Seccion 2.4 presentaremos érdenes de convergencia y cotas para
los distintos tipos de errores e introduciremos el concepto clasico de calificaciéon necesario para
la correcta interpretaciéon de hipétesis y resultados en los préximos capitulos. En la Seccién
2.5 presentaremos los conceptos de reglas de eleccion de parametros a priori y a posteriori,
analizando en particular el principio de discrepancia de Morozov, que utilizaremos en repetidas
oportunidades a lo largo de esta tesis. Finalmente, en la 1iltima seccién se retoman algunos ejem-
plos de métodos de regularizacion espectrales relacionandolos con conceptos ya desarrollados

tales como descomposicion en valores singulares y calificacion.

2.1. Problemas inversos mal condicionados

En un contexto bastante general, se puede presentar un problema inverso como la necesidad

de determinar x en una ecuacién de la forma
Tz =y, (2.1)

donde T es un operador lineal y acotado entre dos espacios de Hilbert X e Y, e y es el dato
conocido. Por simplicidad, aqui consideraremos solo problemas lineales, aunque muchas de las
definiciones, conceptos y resultados que se presentan a continuacién siguen siendo vélidos o

tienen un correspondiente correlato en el caso de problemas no lineales de la forma Fz = y, en
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lugar de (2.1). Con respecto al buen o mal condicionamiento de un problema, esto hace referencia
al cumplimiento de los tres postulados de Hadamard de buen condicionamiento (well-posedness)

que enunciamos a continuacion:

* Existencia: Para todo dato admisible, existe una solucién.
* Unicidad: Para todo dato admisible, la solucién es tnica.

* Dependencia continua: La solucién depende continuamente de los datos.

Cualquier problema matemaético que viole al menos uno de estos postulados se dice “mal con-
dicionado” (ill-posed). Es importante senalar que los problemas inversos, especialmente en di-
mensién infinita, frecuentemente no satisfacen al menos uno de tales postulados.

En el contexto del problema (2.1) se dice que el dato y es alcanzable si y € R(T"). Luego,
el primer postulado es equivalente a que todo y € Y sea alcanzable o, equivalentemente, que
R(T) = Y. El segundo postulado, en cambio, se satisface si y solo si N(T') = {0}. De la
definicién del operador inversa generalizada de Moore-Penrose dada en el capitulo anterior, es
evidente que el incumplimiento de cualquiera de los dos primeros postulados puede solucionarse,
en algin sentido, obteniendo una solucion generalizada a través de este operador.

En la préactica, y por las razones antes mencionadas, la principal causa del mal condiciona-
miento de un problema inverso, es la violacién del tercer postulado. Este incumplimiento del
supuesto de dependencia continua de los datos se pone de manifiesto en la no acotacién de la
inversa generalizada de Moore-Penrose y se traduce en inestabilidad cuando se emplean métodos
numéricos tradicionales para aproximar las soluciones. Para restablecer la estabilidad es necesa-
ria la aplicacién de métodos de reqularizacion, los cuales consisten, esencialmente, en aproximar
el problema mal condicionado por una familia convenientemente construida de problemas bien
condicionados. Sin embargo, se debe tener siempre presente que ningun truco matematico puede
hacer estable un problema que es intrinseca e inherentemente inestable. Todo lo que un método
de regularizacién puede hacer es recuperar informacién parcial acerca de la solucién, de mo-
do tan estable como sea posible. Ciertamente el “arte” de aplicar métodos de regularizacién

consiste en hallar el compromiso justo entre exactitud (confiabilidad) y estabilidad ([17]).

2.1.1. Ejemplo: la diferenciacién como problema inverso

Integracién y derivacion son probablemente dos de los operadores, considerados inversos,
mas conocidos por su simplicidad y la gran variedad de aplicaciones al estudio de funciones.

En principio, no es claro cudl de estos operadores corresponde al problema directo y cudl al
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inverso. Sin embargo, como veremos en el siguiente ejemplo, es el operador diferenciacién el que
no satisface el supuesto de dependencia continua de los datos. En efecto, sean y € C*([0,1]),

5 €(0,1) y n € N tal que n > 2. Definimos

Yo (t) = y(t) + & sen (i;t) , te]0,1]. (2.2)
Luego,
(1) (t) =/ (t) + n cos (?) , telo,1]. (2.3)

Claramente, ||y — 9’ |lcc = ¢ pero ||y — (¥°)'||lcc = 1. Puesto que 6 y n son arbitrarios, suponiendo
que y e y° representan el dato exacto y el dato con ruido, respectivamente, se tiene que, para
un nivel de error arbitrariamente pequeno () en los datos, es posible obtener errores arbitra-
riamente grandes en las derivadas. A partir de este ejemplo se puede observar claramente cémo
el operador derivada no depende continuamente de los datos con respecto a la norma infinito.
En relacion a la formulacion de los problemas directos e inversos, asociados a la ecuacién

Tz = y, notemos que en este caso, y’ resuelve la cldsica ecuacién integral

(Ta)(t) = /0 2(s)ds = y(t) - y(0),

en C[0, 1] siempre que y € C*[0,1]. El problema directo correspondiente consiste entonces en
encontrar y a partir del dato x, es decir, integrando. Este resulta ser un proceso estable en
C0,1]. Notemos que la integracién es un proceso de suavizado, donde los errores altamente
oscilatorios en y (como, por ejemplo, errores de la forma n cos (%t) como el definido en (2.3)) son
fuertemente atenuados (obteniendo § sen (%t)) y tienen un efecto despreciable en los datos a los
efectos del problema inverso. Este efecto de “suavizado” es el principal responsable de que errores
de pequena amplitud, pero de alta frecuencia en los datos, generen grandes oscilaciones en la
solucion del problema inverso. Es importante destacar que este tipo de errores de reconstruccion
no se limitan a esta aplicacién concreta: cada vez que un problema directo tiene propiedades
de suavizado, se espera la aparicién de oscilaciones provenientes de pequefias perturbaciones de

los datos (de alta frecuencia) en la solucién del problema inverso. Este efecto serd més evidente

cuanto mas fuerte sea el efecto de suavizado del operador asociado al problema directo.

2.2. Meétodos de regularizacion

En términos generales, como mencionamos en la primera seccién de este capitulo, regula-

rizar un problema mal condicionado significa esencialmente aproximarlo por una sucesiéon de
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problemas bien condicionados. En esta seccién introduciremos rigurosamente el concepto de
reqularizacion y presentaremos algunas de sus propiedades bésicas.

A partir del problema T'r = y nos proponemos aproximar la mejor solucién aproximada o
solucion exacta x¥ = Ty para un dato especifico y. Para aplicaciones concretas, en general, el
dato no se conoce de manera exacta puesto que proviene de mediciones. En cambio, se conoce
solo un dato aprozimado o dato con ruido, al que denotaremos con y°, y supondremos que
satisface Hy — y‘SH < d, donde ¢ es el nivel de ruido asociado a los errores de medicién. De la
Seccién 2.1 se tiene que, en el caso de un problema mal condicionado, la existencia de TTy%, no
implica que TTy® sea una buena aproximacién a TTy puesto que el operador T no es acotado.
Buscamos entonces una aproximacién x‘; de z' que tenga dependencia continua del dato y°
para obtener convergencia a la solucién exacta z! cuando el nivel de ruido § tienda a cero y el
parametro de regularizacién « se elija de manera adecuada. Intuitivamente, una regularizacién
de TT consiste en aproximar el operador no acotado 7 por una familia uniparamétrica de
operadores continuos { R, }, con « en cierto conjunto de indices que precisaremos luego. De esta
manera, para R, y y°, una aproximacién de z' viene dada por zg = R,1°. Un requerimiento

para el pardmetro de regularizacion « radica en que si el nivel de ruido tiende a cero entonces

la solucion reqularizada xg debe converger a zf.

Definicién 2.1. Sean a € (0, ay) con o, € (0,00] y Ry : Y — X un operador continuo. Decimos
que la familia {Ra}ae(o,ao) es una familia de operadores de reqularizacion para T si, para todo

y € D(T1), existe una regla de eleccion de pardmetro o = a(6,%°) tal que

, b
51561+ ng HRO‘(‘;’yé)y _TTyH =0. (24)
y
[[4°—v|| <8

La regla de eleccién de pardmetro « es una funcién o : RT x Y — (0, ay) tal que

1 8,49%) = 0. 2.5
M, s a(6,y°) (2.5)
v —sll<s

Dado y € D(TT), si se satisfacen (2.4) y (2.5), entonces el par ({Ra},a(d,°)) se denomina

método de regularizacion (convergente) para resolver el problema Tz = y.

De esta forma, un método de regularizacién consiste esencialmente en una familia de ope-
radores de regularizacién {R,} y una regla de eleccién de pardmetro «(d,7°). Es convergente
en el sentido que, si el pardmetro de regularizacion se elige de acuerdo a esa regla, entonces las

soluciones regularizadas convergen a la solucién exacta ! a medida que el nivel de ruido tiende
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a cero. Notar que no requerimos que la familia de operadores de regularizacién sea una familia
de operadores lineales.

Es oportuno mencionar aqui que existen dos tipos de reglas de eleccién de parametro a:

* a priori: a sélo depende del nivel de ruido 4, es decir aw = a(9);

* a posteriori: a depende tanto del nivel de ruido 6 como del dato %, es decir: o = (8, 7).

La siguiente proposicién permite afirmar que se pueden construir operadores de regulariza-

cién como aproximaciones puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose de T'.

Proposicién 2.2. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y Ry un operador continuo para
todo a > 0. Si Ryy — Tty para todo y € D(TT) cuando a — 0*, entonces {Ry} es una familia
de operadores de regularizacion para T'. En este caso, para cada y € D(T') existe una regla
de eleccion de pardmetro a-priori, «(0), tal que ({Ra},a(0)) es un método de regularizacion

convergente para resolver Tx = y.

Demostracién. Ver [17], Proposicién 3.4. |

2.2.1. Meétodos de regularizacién espectrales

En esta seccién se presentan brevemente algunos resultados conocidos acerca de los métodos
de regularizacién espectrales (cuyas demostraciones pueden encontrarse por ejemplo en [17]),
los cuales seran de gran utilidad para probar algunos de los resultados de convergencia, en los
Capitulos 3 y 4 de esta tesis.

Dados X, Y espacios de Hilbert y T € £(X,Y), TT la inversa generalizada de Moore-Penrose
de T, puede expresarse en términos de una integral con respecto a la familia espectral {ETT} AR
asociada al operador autoadjunto T*T (ver Proposicién 1.13). Recordemos que denotamos con
M, al conjunto de funciones medibles con respecto a la medida d HETTQUHQ para todo = € X.
Utilizando argumentos bésicos de teoria espectral se puede probar que para todo y € D(TT) se

tiene que z! satisface la ecuacién normal (1.6) y z' se puede representar entonces como
1 .
ot =Ty = (T*T) 1%y = / 3 dET TT*y. (2.6)

Con el objetivo de hallar una aproximacién estable de la soluciéon del problema inverso mal
condicionado (2.1), la propuesta consiste en reemplazar el integrando no acotado % en (2.6) por

una familia de funciones {g,(\)} continuas a trozos en [0, ||T'|] y tal que para todo A € (0, ||T|?]
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se tenga que lim g, (\) = % Luego, definimos R, como
a—0t

T2+ .
Ry = / 9a(N) dEL T = go(T*T)T*. (2.7)
0

Por construccién, el operador R, resulta continuo y, por lo tanto, la solucién regularizada a

partir de un dato con ruido y°, se puede calcular ahora de manera estable mediante

6 - o - HTH2+ T*T %, §
o = Roy :/ ga(N) dEY TT™y°.
0

Este operador R, tiene su correlato en el contexto de operadores compactos, donde es posible
expresar la integral en (2.7) en términos de sumas utilizando el sistema singular {(oy; un;vn)}

de T (Ver (1.10) en la Seccién 1.2). En tal caso se tiene

[e.9]
xi = Roy’ = Zga(ai)an(yé, Un)Un. (2.8)
n=1

Las siguientes condiciones sobre {g,} aseguran que la familia de operadores { R, } dada por

(2.7) es una familia de operadores de regularizacién para T'1 (ver Teorema 2.5).

Definicién 2.3. Sean ap > 0¥ {ga }ae(0,a0) Una familia paramétrica de funciones gq : (0, ap) —
R. Diremos que {ga }ac(0,a0) € un método de regularizacion espectral (MRE), si satisface las
siguientes condiciones:

(H1) Para todo a € (0, ), ga(A) es continua por tramos para A € [0,00) y continua por
derecha en los puntos de discontinuidad;

(H2) Existe una constante C' > 0 (independiente de «) tal que |Aga(A)| < C para todo
A € [0,00), para todo a € (0, av);

1

(H3) Para todo A € (0,00), lim go(A) = —.
a—0t A

Observacion 2.4. Dado un operador T lineal y acotado, es suficiente con que g, () esté definida
y satisfaga (H1)-(H3) en [0, | T||] o, con més generalidad, en cualquier intervalo que contenga

al espectro de T*T'.

El siguiente teorema afirma que si {g,} es un MRE entonces R, definido como en (2.7) es
una regularizacién para T't. Bajo estas condiciones diremos que la familia {Rs} es una familia
de regularizacién espectral para T, puesto que los operadores R, se definen en términos de una

integral con respecto a la familia espectral {E{ "} cr asociada al operador T*T.

Teorema 2.5. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {ga} un MRE. Entonces, para
todo y € D(T?) se tiene que
lim g, (T*T)T*y = T'y.

a—0t
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Siy ¢ D(TY), entonces lm || go(T*T)T*y| = occ.
a—07t

A continuacién enunciamos un teorema que proporciona una estimacién para el error de

regularizacién en términos de una acotacién para la funcién r, definida por
Ta(A) =1 = Aga(N), (2.9)
bajo una cierta condicién fuente.

Teorema 2.6. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga} un MRE y r, definida por
(2.9). Sial € Xo, ={z € X : 2= (T"T) w, |w| < p} para p*,p >0 y w, : (0,0,) = RT es

una funcion que satisface, para = p* y pu = p* + %’

M lra(W)] < wa(a) Ya € (0,a0), YA >0, (2.10)
entonces
’xa—xTH < wr(a)p (2.11)
y
HT% - TxTH <w,e 1 (@)p. (2.12)

En el siguiente teorema se proporcionan cotas (en X y en Y') para el error asociado al ruido

cuando se utiliza un MRE. Para a > 0 definimos

Goa = sup |ga(N)], (2.13)
AE[0,[T?)

donde {g,} es un MRE.

Teorema 2.7. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga} un MRE y G, como en

(2.13). Siy,y° €Y son tales que Hy‘S — yH <4, entonces

HTa?a — Ta:i‘ <C$§

Jon - 2] < 53/

donde C' es la constante de la hipdtesis (H2) en la Definicion 2.3, x4 = Ray y 22, = Ray°.

En la dltima seccién de este capitulo presentaremos algunos de los métodos de regularizacion
espectral méas conocidos y utilizados en las aplicaciones. Alli se retomardn conceptos que seran
desarrollados en las siguientes secciones, tales como el concepto de “calificacion clasica” de un

método de regularizacién. A continuacién presentamos brevemente el método de regularizacién



42 Introduccion a los problemas inversos y métodos de regularizacion

espectral de Tikhonov-Phillps, a los efectos de presentar su versién generalizada en la seccién
siguiente.

El método de Tikhonov-Phillips

En el método de regularizacion de Tikhonov-Phillips ([38], [45], [44]), quizéds el método de

regularizacién mas popular entre los espectrales, la familia de funciones {g,} estd dada por

1
ga(N) = para a € (0,a9), A€ [0, T (2.14)

T A+a
Se puede ver inmediatamente que {g,} es efectivamente un MRE y que satisface (H2) con
C = 1. Con este método, la solucién regularizada a partir del dato con ruido y° viene entonces

dada por

22 = go (T*T)T*y° = (T*T + od) "1 T%y°, (2.15)

«

es decir, 20 estd definida mediante la ecuacién lineal T*Tz® + axd = T*y°.
La regularizacién de Tikhonov- Phillips puede formularse ademas como un problema de

optimizacion, como lo enuncia el siguiente teorema.

0

Teorema 2.8. Sea 29, definida como en (2.15). Entonces x°,

es el unico minimizante global del

funcional de Tikhonov-Phillips J, dado por
Jo(x) = | T —y|” + oz (2.16)
Demostracién. Ver [17], Teorema 5.1. [ |

En (2.16) el término ||z]|* se denomina penalizante o término de penalizacién del funcional
Jo. El Teorema anterior permite asegurar que para cada pardametro « fijo, la solucién regula-
rizada obtenida con el método de Tikhonov-Phillips calculada con la familia de operadores de
regularizaciéon {R,} (asociada a la familia {g,} dada por (2.14)) coincide con el tinico minimo

global del funcional J,,.

2.2.2. Meétodos de Tikhonov generalizados

Los métodos de regularizacién espectral para problemas inversos mal condicionados, intro-
ducidos en la seccién anterior, poseen la restricciéon de no admitir soluciones discontinuas o no
regulares en general. En algunos problemas, como por ejemplo en ciertas aplicaciones en pro-
cesamiento y restauracion de imagenes, esta restriccion suele ser muy fuerte o indeseable y la
aplicacién de dichos métodos resulta en aproximaciones pobres o de baja calidad, especialmente

cerca de puntos o regiones en los que la solucién exacta no es regular. En ciertas situaciones,
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puede ser deseable el diseno de métodos de regularizacion que permitan soluciones “no regula-
res”, por ejemplo imponiendo que s6lo sean de variacién acotada en lugar de suaves ([1], [48]).
Asi expresado, este pareceria ser un objetivo contradictorio pues “regularizar” en el contexto
de problemas inversos implica precisamente “suavizar” (de alli surge precisamente el nombre
“métodos de regularizacién”). Sin embargo es importante senalar aqui que el objetivo primordial

“regularizar” el

de un método para resolver un problema inverso mal condicionado no es el de
problema sino el de inducir estabilidad en el cdlculo de las aproximaciones a su solucién. Sucede
que, como es bien sabido, los métodos tradicionales (tales como Tikhonov-Phillips, Expansién
en valores singulares truncada, etc.) consiguen tal propdsito filtrando o atenuando de diferentes
maneras las componentes de alta frecuencia, de las cuales se sirven los errores (en los datos y
de discretizacién) para originar la inestabilidad que, como vimos, es propia en los problemas
mal condicionados. El resultado es el de aproximaciones “suaves” o “regularizadas”. Por esta
razom, en el area de problemas inversos es usual hablar de “métodos de regularizacién”, ain
cuando seria mas adecuado hablar de métodos de estabilizacion. Esta observacién sugiere que
en los casos en los que no es razonable esperar soluciones exactas regulares, podria resultar
ventajoso e interesante el diseno de estrategias que induzcan estabilidad sin “regularizar”. La
utilizacién de penalizantes basados en este tipo de estrategias da lugar a los llamados métodos
de Tikhonov-Phillips generalizados ([17]).

La modelizacién de un gran ntmero de problemas en Fisica, Mecanica o procesamiento
de imégenes, por ejemplo, requiere la introduccién de un penalizante que permita soluciones
discontinuas. Es por ello que, con el objetivo de comparar el desempeno de los distintos méto-
dos que se presentaran a lo largo de esta tesis, introducimos el método de regularizacion de

penalizacién por variacién total ([1], [4] , [49] y [48]).

El método de penalizacién por variacién total
En lo que resta de esta seccién supondremos que 2 una regién convexa y acotada en R<,

d=1,2 o0 3 con frontera 92 Lipschitz continua.

Definicién 2.9. La variacion total de una funcién u € L'(Q2), denotada por Jy(u), se define

como

Jo(u) = sup/ udivdde,
vey JQ

donde V, denominado el espacio de funciones de prueba, estd dado por V = {v € C}(Q,R?) :

|U(z)] <1V e Q}.
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La siguiente proposicién nos brinda una expresion simplificada para la variacion total de

una funcién u € C*(Q).
Proposicién 2.10. Siu € C*(Q2), entonces Jy(u) = / |Vu| dx.

Demostracién. Sean u € C*'(2) y v € Cj (2, R?) entonces,

/ udividr =
Q
d
_ Z " ov; i
=17/ O
d
= Z / —v,; dx +/ uv;v' dS
=1 a$ o0
d
ou
= Z / S vidr (pues v; es de soporte compacto)
i=1 Q 81‘2
d
_ / SO e
o i 0%
=— [ Vu vdx
Q
Luego,

Jo(u) = sup/ udivv'dr = sup (—/ Vu - 17d:5>
eV JQ veY Q

zsup/ Vu-ffda::/suqu-z_fdx
Q

veY vey

:/\Vu|d:1:. [ |

Estamos ahora en condiciones de definir el funcional de variacién acotada.

Definicién 2.11. Para u € L'(2) se define el funcional o norma de variacion total
ullvre = HUHLl(Q) + Jo(u). (2.17)

El espacio de funciones de variacién total acotada sobre €2, denotado por VT'(f2), se define
entonces por el conjunto de todas las funciones u € L'(£2) tales que ||u|vre) < 00. Se puede
probar, que este funcional recién definido es una norma sobre VT'(€2) y, con esta norma, V1'(2)
es un espacio de Banach. El funcional variacién total .J,(-) es una seminorma sobre este mismo
espacio.

A partir de las definiciones anteriores estamos en condiciones de definir lo que se entiende

por regularizacion por variacion total. La solucion regularizada por variacion total del problema
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Tx = y se define como

Vv

Lo

T - z _ 2
=arg min |Tu—y|* + alullvro,

2.3. Convergencia y optimalidad

Al hacer referencia a la tasa de convergencia de un método de regularizacién ({R,}, a), se

piensa en la tasa con la cual tiende a cero el error de regularizacion o error de aproximacion
| (o =T = llza — 27, (2.18)

cuando a — 07, 0 en la tasa con la cual tiende a cero el error total (que surge de comparar la

solucién regularizada con la solucién exacta)

: (2.19)

HRa(c‘iy‘s)y(S - TTyH - Hxi(&y‘S) —af

cuando § — 0T (donde Hy5 — yH < 0). La tasa de convergencia a cero de (2.18) depende del
operador de regularizacién R, y del dato exacto y, pues el error de regularizacién es indepen-
diente del ruido. Por otro lado la tasa de convergencia a cero del error total (2.19) depende de la

regla de eleccién del parametro de regularizacién. Sin embargo, ambos errores estén relacionados

1)
.1'&(54/6) o xa(&y‘s)

puesto que

xi(&?ﬁ) o xTH < ‘ La(s,ys) — xTH + ‘ La(b,y5) — -Ti((gyyé) . (2.20)

El término ‘ = HRO((&ys)(y — y‘S)H es el error asociado al ruido y corres-
ponde a la propagacién del error en los datos. Notar que este término es cero si § = 0.

Si R, convergiese a T uniformemente, i.e. en la norma de los operadores (ya sabemos que
esto no es posible), entonces como Hxa - xTH < HRa - TTH llyl|, se podria encontrar una tasa
uniforme en y para la convergencia a cero del error de regularizacién (2.18). Sin embargo, vere-
mos mas adelante que para problemas mal condicionados nunca es posible obtener una tasa de
convergencia uniforme. Las tasas de convergencia 6ptimas para métodos de regularizacién bajo

supuestos sobre la solucién (o equivalentemente sobre el dato exacto) estdn muy relacionados

con el médulo de continuidad de T sobre ciertos subconjuntos definidos por supuestos a priori.
Definicién 2.12. Para M C X y 6 > 0, se define el mddulo de continuidad de TT
Qr(0, M) = sup{||z|| : x € M, ||Tx| < d}. (2.21)

En general, Qp(0, M) serd infinito; este es el caso, por ejemplo, cuando M NN (T) # {0} y
M es un subespacio de X. Més atin, si M NN(T) = {0}, entonces Qr(d, M) es finito si y s6lo
si T es continuo sobre T'(M).
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M4s adelante veremos que Q7(d, M) esta fuertemente relacionado con la tasa de convergen-
cia éptima que puede alcanzar un método de regularizacién para Tz = y, bajo la hipdtesis de
que x € M.

Una solucién regularizada del problema T'x = y tiene la forma x = Ry, donde R: Y — X
es un operador continuo no necesariamente lineal (R pertenece a alguna familia de operadores
de regularizacién {R,}). Si en lugar del dato exacto y se conoce un dato con ruido y°, entonces
el peor error posible que se puede cometer usando el operador R, bajo la informacién de que
Hy - y‘SH < ¢ y bajo el supuesto a priori de que 2 € M, estd dado por

A(6,M,R) =  sup HRy5 — acH . (2.22)

TEM,yScYy
| To—y5| <5

En el siguiente resultado veremos que la precisiéon de cualquier regularizacién no puede ser

mejor que Q7 (5, M).
Proposicién 2.13. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), MCX,6>0yR:Y —- X
un operador continuo, no necesariamente lineal, con R(0) = 0. Entonces

A(8, M, R) > Qr(5, M). (2.23)

Demostracién. Sean § > 0y z € M tales que ||Tz|| < §. Si y® = 0 entonces se sigue de
(2.22) que A(0, M, R) > ||R(0) — z|| = ||z||, pues por hipétesis R(0) = 0. Tomando supremo

sobre todos los x € X tales que ||[Tz|| <, resulta que
A(6, M, R) > sup{||z| : 2 € M, ||Tz|| < 8} = Qp(6, M). |

Por otro lado, si R(T') no es cerrado, no puede existir una tasa de convergencia uniforme
para un método de regularizacion, es decir, la convergencia puede ser arbitrariamente lenta.

Maés precisamente, se tiene el siguiente resultado fundamental:

Proposicién 2.14. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) con R(T') no cerrado, {Rq}
una familia de operadores de regularizacion para TT con Ra(0) = 0 para todo o y sea (5, %)
una regla de eleccion de pardmetro. Entonces, no ewiste ninguna funcién f : Rt — RT con

I 0) =0 tal
L, £(6) al que

HRa(&y‘s)yé - TTyH < f(9)
para todo y € D(TT) con |ly|| <1y &> 0.

Demostracién. Ver [17], Proposicién 3.11. [
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Asi, sélo se pueden obtener tasas uniformes de convergencia sobre subespacios o subcon-
juntos propios de D(TT). Estos subconjuntos se construyen usualmente a partir de supuestos a
priori sobre el dato exacto o sobre la solucién exacta. Para formular tales supuestos acerca de

la solucién exacta consideraremos subconjuntos de X de la forma
{r € X : 2 = Buw, ||w|| < p}, (2.24)

donde B es un operador lineal acotado definido sobre X y p > 0. Cuando B = (T*T)" para

algin p > 0, denotamos el conjunto en (2.24) con

Xyp={re X :z=(T"T) w, ||w| < p} (2.25)
y definimos
X = X p = R(T*T)™. (2.26)
p>0

Estos conjuntos clasicos son denominados conjuntos fuente y una condicién de la forma z € X, ,
se denomina condicion fuente o representacion fuente y cuantifica el grado de regularidad de la
solucién medida con respecto a la que induce el operador T'. En efecto, si x € X, ,, entonces
existe w € X con ||w|| < p tal que x = (T*T)*w. Luego, el problema T'z = y se puede plantear
como T(T*T)*w = y. Si bien bajo este supuesto ambos problemas son equivalentes, tienen
distinto grado de mal condicionamiento pues T'(T*T)* “suaviza” mds que T. En consecuencia,
como problema inverso, el segundo es peor condicionado que el primero.

Para el caso de operadores compactos, el conjunto X, se puede caracterizar en forma precisa

utilizando los valores singulares del operador. En efecto, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.15. Sean X, Y espacios de Hilbert y K : X — Y un operador lineal compacto

con sistema singular {(op; un;vn)}. Entonces, para todo p > 0,

7Un

i (2.27)

K'y e R(K*K) @»Z’y

Demostracién. Para p > 0y y € D(KT), la mejor solucién aproximada KTy € R((K*K)*)

si y sélo si existe w € X tal que
K'y=(K'K “w—ZJ (w, up) (2.28)

Comparando (2.28) con la expansién en valores singulares de la inversa generalizada de Moore-

Penrose dada en (1.13) resulta que

(Y, vn)

= 02" (w,u,) VneEN.
On
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Ahora bien, w € X siy sélo si {{w,u,)} € £2, es decir,
| <y7 Un> |2
—y <0
2+4 )
con lo cual queda demostrada la proposicién. |

Observacién 2.16. Notar que para u = 0, (2.27) se reduce al criterio de Picard (1.12). Es
importante observar que la condicién (2.27) es més restrictiva cuanto peor condicionado sea el
problema, es decir, cuanto mas rapido tiendan a cero los valores singulares o,. Esta condicién

también se hace mas restrictiva a medida que crece p.

En los dos resultados siguientes veremos que la cota a priori para la precisién de cualquier

regularizacién, Qr (5, M) dada en (2.23), cuando M es el conjunto fuente X, no puede ser
2

mejor que O <5 2ﬂ1) y que este orden de convergencia es 6ptimo en el sentido que lo haremos

preciso en la Proposicion 2.18.

Proposicién 2.17. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y u,p > 0. Entonces para

cualquier 6 > 0,

2u 1

Q7 (6, X, ) < 631 p2it | (2.29)

Demostracién. Sea x € X, ,. Entonces existe w € X con |w|| < p tal que z = (T*T)*w.
Sea {E\} la familia espectral asociada al operador autoadjunto T*7T. Entonces, del hecho que
x = (T*T)*w y de la desigualdad de interpolacién (ver Proposicién 2.17 en [17] con r = p y

q = p+1/2) se sigue que

_2p 1

lall = @ Ty wll < || Ty S| ol 75
I 1 T B
= | @ )i ™ ol = T )

_2p 1
< |21 pmst,

2 1
puesto que ||w| < p. Luego, si |Tz|| < 4, entonces ||z| < (5%%[)%. Tomando supremo sobre
2 1
los z € X, , tales que ||Tz| <, en virtud de (2.21) se sigue que Q7(6, X, ,) < 6ﬁpm, lo

cual concluye la demostracién. |

El resultado anterior nos dice entonces que Q7(d, X, ,) tiende a cero al menos tan rapido

2p . .y .
como O (5 2#+1> cuando & — 0T. De la siguiente proposicién se sigue que, cuando el operador es
compacto con rango no cerrado, esta estimacién es éptima, al menos asintéticamente; es decir,

en (2.29) vale la igualdad para una sucesién {0 }rcz que converge a cero.
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Proposicion 2.18. Sean X, Y espacios de Hilbert y K : X — Y un operador lineal compacto
con rango no cerrado. Entonces, para cualesquiera p,p > 0, existe una sucesion {0 }res que
converge a cero cuando k — oo tal que
2
QK((Sk»Xu,p) = 51:M+1pm-

Demostracién. Ver [17], Proposicién 3.15. [ |

Observacion 2.19. Si el operador T es acotado pero no es necesariamente compacto y tiene
rango no cerrado, el resultado anterior permanece esencialmente valido en el sentido que se puede
encontrar una sucesion {0 }rez que converge a cero, cuando k — oo, tal que Qp(d, X, ,) =

2p 2p 2p
O <5,§“+1> pero no es o <5,§“+1>, es decir, no tiende a cero més rapido que §;**".

De las Proposiciones 2.13 y 2.17 y de la Observacién 2.19 se deduce que, si R(T') no es

cerrado, entonces ningin método de regularizacién puede ser tal que el error total converja a

. 2“‘ 1 . . .
cero més rapido que 62+ p2iF1 cuando 6 — 01, bajo el supuesto a priori de que zf € Xy, ps

2
o0 maés rapido que O <5Ti1) bajo el supuesto de que zf € X, Esto significa que de todas las

2p

tasas de la forma ¢°, el valor s = 5
pt1

produce la mejor tasa posible a la que se puede aspirar
bajo estos supuestos a priori. Esta observacién induce la nocién de optimalidad de un método

de regularizacién sobre los conjuntos fuente X, ,.

Definicién 2.20. Sean X, Y espacios de Hilbert, T' € L(X,Y’) con R(T) no cerrado, { R, } una
familia de operadores de regularizacién para TT y o* una regla de eleccién de pardmetro.

i) Se dice que ({Ra},@*) es (un método de regularizacion) dptimo en X, , si
2w _ 1
A6, Xy, ps Rax) = 020+ p2uf1 - ¥V § > 0.

ii) Se dice que ({Ra},*) es (un método de regularizacién) de orden dptimo en X, , si

existe una constante C' > 1 tal que
2u 1
A, Xy, ps Rox) < C 6T p2ti ¥ § > 0.

Notar que los conjuntos fuente crecen a medida que p tiende a cero y la convergencia 6ptima
se vuelve mas lenta.

En lo que sigue enunciamos un teorema que nos provee un orden de convergencia 6ptimo
para un método de regularizacién en el cual los errores en el dato 3° se suponen modelados por
un proceso estocastico con distribucién normal. Dicho teorema sera de utilidad a la hora de

comparar algunos resultados que analizaremos en los Capitulos 3 y 4.
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Teorema 2.21. Sean s > 0, x € H%(R%) y y° modelado a partir de un proceso estocdstico con
distribucion normal y nivel de error § > 0 para ruido aditivo. Sea, ademds, T : L*(R*) — L*(R?)
un operador acotado con R(T') no cerrado, que satisface una propiedad de “suavizado” de orden
t sobre los espacios de Sobolev, es decir, si x € H*(R?) entonces Tz € H5TH{(R?).

Dada una familia de operadores de regularizacion ({Rs},a) para TT y o una regla de
eleccion de pardmetros, decimos que el método de reqularizacion tiene orden dptimo si alcanza

el siguiente orden de convergencia
E(|Ryey’ — 2l|) = O(7F5a72), (2.30)

Demostracién. Ver [31], Lemma 3.2. [

2.4. Calificacion

En esta seccién introducimos un concepto fuertemente vinculado a ciertos 6rdenes éptimos
de convergencia que pueden alcanzarse mediante la aplicacién de métodos de regularizacién,
bajo ciertos supuestos a priori: el concepto de “calificaciéon” de un método de regularizacion.

En muchos casos la funcién w, en (2.10) se elige en términos de potencias de o como
wy(a) = cat, (2.31)

donde ¢ es una constante positiva independiente de «a. En tal caso, en virtud del Teorema 2.6,
la hipétesis “zf € X , resultard en un mejor orden de convergencia del error de regularizacién
cuanto mayor sea 4 (esto es, cuanto mas fuerte sea la hipdtesis sobre el grado de regularidad
de 2T). El mayor valor de p para el cual se cumple (2.10) est4 relacionado con el concepto de

calificacion cldasica de un MRE.
Definicién 2.22. Sea {ga }ae(0,ao) Ut MRE. Denotemos con Z(g,) al conjunto
Z(go) ={pp>0: YA€ [0,00),Tk > 0 tal que \|ro(N)| < ko’ ,Va e (0,a0)}

ysea g = sup p. Si0< py < oo, decimos que {go} posee calificacion cldsica de orden pqg.
HEL(ga)

Es oportuno sefialar que Z(g,) es siempre no vacio puesto que 0 € Z(g,) en virtud de (H2).
Si un MRE posee calificacién clasica, se tiene el siguiente resultado con respecto al error de

regularizacién:

Corolario 2.23. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {ga} un MRE con calificacion
clisica de orden p. Si xt € X, entonces Hxa — ZL‘TH = O(a*) cuando o — 0%, donde zt = T'y,

o = Ray y X, es como en (2.26).
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Demostracién. Es una consecuencia inmediata de la Definicion 2.22 y del Teorema 2.6. H

Notar que si {go} es un MRE para el cual pug = oo, donde pg estd dado por la Definicién
2.22, entonces la condicién (2.10) con w,, dado por (2.31) se satisface para todo p > 0. De esta
forma, se deduce del Teorema 2.6 que, para cualquier x > 0, la hipétesis “zf € X , implica
que la tasa de convergencia a cero del error de regularizacién es O(a*). En este caso, cuanto
mayor regularidad tenga z', mejor serd el orden de convergencia del error de regularizacién.
Sin embargo, no ocurre lo mismo cuando {g, } tiene calificacién clésica de orden pp (i.e. cuando
0 < pp < o0), pues la mejor tasa de convergencia que se puede obtener para el error de
regularizaciéon es O(a#?), la cual se obtiene bajo el supuesto a priori de que e X - O se
agregan hipétesis adicionales de regularidad sobre z! (por ejemplo, zf € X we con pf > o), la
tasa de convergencia del error de regularizacién no se puede mejorar, i.e., sigue siendo O(at0).

Mathé y Pereverzev, en el ano 2003 ([32]), introdujeron por primera vez la siguiente defi-
nicién de calificaciéon de un MRE, con lo cual formalizaron y extendieron la nocién clasica de

este concepto.

Definicién 2.24. Sean a > 0y p : (0,a] — (0,00) una funcién creciente. Se dice que el MRE

{ga} pOsee calificacion p si existe una constante v € (0,00) tal que

sup [ra(A)|p(A) <vp(a) Vo€ (0,d, (2.32)
A€(0,a]

donde 74 (A) =1 — Aga(N).

Observacion 2.25. Es importante notar que, segin esta definicién, la calificacion de un MRE
es una funcién (de «) y no un nimero como ocurre con la calificacién clésica (el orden pg). Por
otra parte, se puede ver inmediatamente que si un MRE tiene calificacién clasica de orden pyg,
entonces la funcién p(a) = o es calificacion segin la Definicién 2.24 para todo p € (0, o).
Incluso se puede probar que si w,(a), dada por (2.31), satisface (2.10) para algin p*, entonces
también satisface

sup |1 —ogq(o)|d” = o(at),
0<o<oo

para todo p € [0, pu*).

En 2009, Spies y Temperini ([42]) generalizaron los conceptos de calificacién clésica y cali-
ficacién segin Mathé, para métodos de regularizacion arbitrarios introduciendo tres niveles de
calificacién: débil, fuerte y éptima. Alli mostraron que la calificacién débil extiende la calificacién
de Mathé y Perverzev. También mostraron que algunos métodos tradicionales de regularizacion

que no poseen calificacién clésica (tales como los métodos de Landweber, Showalter y TSVD



52 Introduccién a los problemas inversos y métodos de regularizacion

que se detallan en la préxima seccién) si tienen calificacién generalizada, lo que lleva a érdenes

de convergencia 6ptimos para el error de regularizacion.

2.5. Reglas de elecciéon de parametro

En esta seccién introduciremos reglas de eleccién de pardametro que forman parte de méto-
dos de regularizacién de orden 6ptimo sobre conjuntos fuente del tipo X, o X, ,, p, p > 0.
Presentaremos, en primer lugar, reglas de eleccion de parametro a priori, que dependen soélo del
nivel de ruido § y por ello, pueden definirse “antes” de la obtencién del dato y°. En segundo
lugar, presentaremos una de las reglas de eleccién de pardmetro a posteriori mas frecuentemente

utilizada, conocida como el “principio de discrepancia de Morozov”.

2.5.1. Reglas de eleccion de parametro a priori

Las reglas de eleccién de pardametro a priori dependen sélo del nivel de ruido § y no del
dato y°. Una forma sencilla en que se suelen definir este tipo de reglas es como potencias de 6,

es decir,
a(d) =po®, (2.33)

donde p y s son constantes positivas.
Sean «(§) una regla de eleccién de pardmetro a priori y h : Rt — RT. Si existen constantes

positivas ¢; y co tales que

c1h(9) < a(d) < exh(9),

para ¢ en un intervalo a la derecha de 0, entonces diremos que « es del orden de h(d) (o que «
y h tienen el mismo orden) para § — 0 y lo denotaremos con o ~ h(d) para 6 — 0.
Recordemos que una regla de eleccién de pardametro, a diferencia de una familia de ope-
radores de regularizacién, se define para un dato y fijo. En algunos casos, como veremos a
continuacién, cuando se tiene algun tipo de informacién a priori acerca de la solucién exacta
zf = Ty, por ejemplo cuando se conocen los valores exactos de u y p en la condicién fuente
feX 1,p> €8 posible definir reglas de eleccién de pardmetros como en (2.33), donde las constan-
tes p y s se determinan a partir de u y p, de tal manera que, si el MRE satisface determinadas
condiciones, dichas reglas forman parte de un método de regularizacién de orden 6ptimo en

X,.,p- En efecto:
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Proposicién 2.26. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga} un MRE tal que G,
definida como en (2.13), satisface

1
Go=0 <a> cuando o — 07 (2.34)

Sean p, p > 0. Supongamos que existe una constante ¢ > 0 independiente de o tal que w,, :

(0,a0) — RT definida como en (2.81) satisface (2.10). Si a*(8) es una regla de eleccion de

_2
a* ~ <i> - (2.35)

entonces el método de regularizacion ({Ra},*(8)) es de orden dptimo en X, ,, donde {Rq} es

pardmetro a-priori que satisface

la familia de operadores definidos por (2.7).

Demostracién. Sean zf = Tty ¢ X ps y® € Y tal que Hy‘s—yH <9, 20 = Roy y

2, = Ray°. De los Teoremas 2.6 y 2.7 (recordar que por hipétesis w,(a) = ca® satisface (2.10))

< ca*tp+ kb, g*, (2.36)
a

donde k es una constante positiva independiente de o y C' es la constante de la hipétesis (H2).

y de la condicién (2.34) sobre G, se sigue que

ot =<1 <)

a* T

To* — azTH + Hxa* — azi*

Utilizando (2.35) es facil probar que el lado derecho de la dltima desigualdad en (2.36) se puede
2 1

acotar por Tt p2++1, donde ¢ es una constante positiva independiente de ¢§. Luego, (ver

Definicién 2.20) el método de regularizacion ({Rq}, @*(d)) es de orden éptimo en X, ,, como

queriamos probar. ]

Observacion 2.27. A menudo sucede que no se conoce el valor de p. En tal caso, si conside-
ramos una regla de eleccién de parametro o ~ (5%%, se obtiene una cota para el error total
que es al menos 6ptima con respecto a la potencia de 4, es decir, de orden 6ptimo en X:
Hxi —zf H =0 (5 23%) Si también p es desconocido, entonces en tal caso no es apropiado usar
una regla de eleccién de pardmetro a priori y se deberd considerar alguna regla a posterior:

como las que veremos en la siguiente seccién.

2.5.2. Reglas de eleccién de parametro a posteriori: el principio
de discrepancia de Morozov

En esta seccién presentamos una regla de eleccién de pardmetro a posteriori muy utilizada
en aplicaciones y problemas concretos, conocida como el principio de discrepancia de Morozov

([34]). Como senialamos en la Observacién 2.27, este tipo de reglas de eleccién de pardmetro
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es particularmente apropiada en los casos en los que no se dispone de ninguna informacién a
priori acerca de la regularidad de la solucién exacta, en particular, cuando no se conoce ningin
valor de p > 0 tal que z' € X,

Dado un MRE {g,}, el principio de discrepancia de Morozov consiste esencialmente en
elegir el pardmetro de regularizacién mediante una comparacién entre la “discrepancia” (de alli
el nombre) HT 0 —y° H = H(TRa —1I )y‘SH y una cota asociada con el nivel de ruido §, donde R,
estd dado por (2.7). Més precisamente, supongamos que queremos resolver el problema Tz = y,
pero en lugar del dato exacto y sélo se conoce un dato con ruido y? tal que Hy — y5H < 4. En este
caso, claramente no tiene sentido tratar de encontrar una solucién aproximada & que produzca
una discrepancia HT% —qf H que sea estrictamente menor que 6. Lo mejor que podriamos obtener
es una discrepancia de orden §. Por otra parte, para un nivel de ruido fijo § > 0, el error total
aumenta a medida que el parametro de regularizacion « tiende a cero, con lo cual la estabilidad
disminuye. Este simple razonamiento nos permite concluir que lo mejor que podemos hacer es
elegir el mayor parametro de regularizacion posible que resulte en una discrepancia “de orden
0”. Es precisamente la formalizacion de este razonamiento lo que constituye el principio de
discrepancia de Morozov. Sea T una constante positiva tal que

T> sup lra( M),
>0, A€[0,]|T %]
donde 74(A) es como en (2.9). Notar que 7 > 1 pues 7,(0) = 1. El parametro de regularizacién

definido mediante el principio de discrepancia esta dado por
aq(8,y°) = sup {a >0: HTa:g - yéH < 7'(5}. (2.37)

Es fécil probar que, si para cada A > 0, el mapeo o — g,(A) es continuo por izquierda,
entonces el funcional o — HTa:g — y‘sH también es continuo por izquierda. Luego, se alcanza el

supremo en (2.37) y asi,

0 0
HTxad((;’yg) - y H S 7—5.

2.6. Meétodos de regularizacién espectrales

En esta seccién presentamos algunos de los métodos de regularizacion espectrales mas uti-
lizados en aplicaciones y problemas concretos muy conocidos en la literatura. En cada caso
definiremos la correspondiente familia de funciones {g,}, la representacién para la solucién
regularizada en el caso de operadores compactos y analizaremos si dichos métodos poseen cali-

ficacion clésica.
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2.6.1. El método de descomposiciéon en valores singulares trun-

cada (TSVD)

El método de descomposicion en valores singulares truncada o TSVD se obtiene anulando
los valores del espectro de T*T que se encuentran por debajo de un cierto umbral dado por el
parametro de regularizacién a. En este caso entonces, para « € (0, «q) la familia {g,} se define
por

si A € [a, 00),

1
ga(N) =4 * (2.38)
0 siAe0,aq)

Es facil ver que {go} es un MRE y que la hipétesis (H2) se verifica con C' = 1. La condicién
(2.10) se satisface con wy () = o para todo p > 0, de lo cual se sigue que pg = 00, con fig
como en la Definicion 2.22. Luego, este método no posee calificacién clasica.

La solucién regularizada a partir del dato con ruido y° estd dada por
20 = go (T )Ty = / 3 dE\T* . (2.39)
o

)

Observar que en el caso en que 1" es compacto, con sistema singular {(oy,; un;vy)}, entonces x2,

se puede calcular usando (2.8) y (1.8) en la siguiente forma:

1 1 1
xi: Z 07<T*y67un>un: Z 0_7721<y67Tun>un: Z 0'7n< 6,vn>un,

) n .52 .02
nioi>o nioi>o nioi>a

la cual puede verse como una versiéon “truncada”’ de la descomposicién en valores singulares de

Tty dada en (1.13). Esto justifica el nombre del método.

2.6.2. El método de Tikhonov-Phillips

Como vimos en la Seccidn 2.2 el método de reqularizacion de Tikhonov-Phillips se define a
partir de la famila de funciones {g,} dada por

1

- 2. 2.4
Nto P a € (0,a0), A€ [0,T]] (2.40)

ga(N)

Para determinar si este método espectral posee calificacion clasica, y en caso afirmativo
hallar su orden, se debe encontrar una funcién w,(a) del tipo dado en (2.31), i.e. w,(a) = cat,

de tal manera que sea cota superior de la funcién

a
a4+ N\

Ba(N) = N [ra(A)] = A"
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o
Observar que para pu < 1, se tiene que h,(\) alcanza su méaximo en A\ = 1M7 y entonces
.

hu(A) < pH(1—p)t=Far < at. Para p > 1, h,()) es estrictamente creciente y alcanza su mayor

valor en ||T||?. Entonces, definimos Wy COMO

at, para pu <1

IT|1** 2, para p > 1.
Luego, se deduce que {g,} tiene calificacién clasica de orden pg = 1, pues (2.10) se satisface
con wy(a) = ot para todo p € [0,1].

Finalmente, es importante observar que para un operador compacto 1" con sistema singular
{(on; un;vpn)}, la ecuacién (2.15) tiene la forma
= o
zl = ,; a%ﬁ <y5,vn> Up-

Una comparacién con la ecuacién que define a la inversa generalizada de Moore-Penrose (1.13)
permite ver claramente cémo Tikhonov-Phillips estabiliza las aproximaciones: los errores en
(y°,v,) ya no son amplificados por los factores 1/, sino por los factores o, /(02 + a), los

cuales permanecen acotados cuando n — oo y, mas aun, tienden a 0.

2.6.3. El método de Showalter o de regularizacion asintoética

El método de reqularizacion asintotica o método de Showalter se construye a partir de la

soluciéon ug : ]Rar — X del problema de valores iniciales

uh(t) + T*Tus(t) = T*y°, t>0,

5(t) (t) Y (2.41)
us(0) =0,

definiendo a:g = us (é) Si se reemplaza y° por y en (2.41), entonces escribimos u y z,, en lugar

de us y azg. Veamos que

v(t) i/(l_)(f_M)dEAT* S t>0
es solucién de (2.41), donde {E)} es la familia espectral asociada a T*T. Como

V(L) = /e_’\t dEy T*y°
(esta derivacién puede justificarse rigurosamente mediante el Teorema de la Convergencia Do-

minada), se tiene que

1— ef)\t
T*Tw(t) = /A <A> dEy Ty’ = Ty — v/ (1),
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lo cual junto al hecho obvio de que v(0) = 0, permite afirmar que v(t) es efectivamente solucién

del problema de valores iniciales (2.41). Luego,

A

1 l—e @
1) *, 0
= = | ————dFE, T"y°.

Como la funcién
1

ga(A) = (1_;_&) = /0 " e ds (2.42)

es continua para todo A > 0, resulta que g, pertenece a My, el conjunto de funciones medibles
con respecto a la medida d||E\x|?, y asi, 2 = go(T*T)T*y°. Se puede ver ficilmente que g,
satisface las hipdtesis (H1)-(H3) de la Definicién 2.3 y por lo tanto es un MRE. La hipdtesis
(H2) se verifica con C' = 1.

Este método suele llamarse también de regularizacion asintdtica porque en (2.42) no se inte-
gra hasta oo, sino sélo hasta 1/, donde a actia como pardmetro de regularizacién. Cuando o —
07, este extremo superior de integracién se hace més grande y asf, la exactitud Hxa —af H mejora
(el error de regularizacién tiende a 0), pero eventualmente el error asociado al ruido Hxi — Zq H
empeora (recordar que se sigue del Teorema 2.7 que Hxi - maH <6/CG, = 5\/% ).

Analicemos ahora si este MRE posee calificacion clésica. La funcion

A

hu(X) = M ra(A)| = Me™a,

alcanza su maximo en A = ayu y entonces h,(\) < o ute ™ para todo p > 0. Asi, la condicién
(2.10) se satisface con wy(a) = atpte™ para todo p > 0, de lo cual se deduce que py = oo.
Luego, este método no posee calificacién clasica.

Del Teorema 2.5 y del hecho que z, = u(t) para t = 1/a se sigue que si y € D(TT), entonces

, Y _ it
tlggou(t) O}i%l+x°‘ Ty, (2.43)
mientras que si y ¢ D(TT) entonces th'm lu(t)]| = oo.
—00

Resulta interesante observar que, puesto que v'(t) = 0y x4 — 2’ cuando t — oo, la
solucién exacta z' se puede interpretar como el estado estacionario de la solucién del problema
de valores iniciales (2.41). Asimismo, es importante observar que la ecuacién diferencial en (2.41)

se convierte en la ecuacién normal T*Tz! = T*y para “t = o0”.

2.6.4. El método de Landweber

El método de Landweber es, en principio, un método iterativo que consiste esencialmente en

calcular la sucesién de aproximaciones {x?},.y de forma recursiva, a partir de un valor inicial
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x* = ), mediante
CCi = .%'271 + T*(y6 - Txi&)‘
Notar que en este caso la regla de elecciéon de parametro «, caracteristica de los métodos
espectrales se ve reemplazada por el criterio de parada en las iteraciones.
Por otro lado, es importante observar y se puede probar ficilmente que este método de

regularizacién iterativo es también un método espectral asociado a la familia espectral discreta
k—1

ge() =D (1 =2 con0< A <2,
j=0
Luego, el método iterativo de Landweber puede expresarse de forma no recursiva como

k—1
Ry = Z Z (1- ai)jan<y,vn>un. (2.44)

§=0 0,>0

Con respecto a la calificacion de este MRE, observar que en este caso se tiene que

k+1)~# ara u <1,
B = Xy < 4 B para 4
(W (b+ 1)+, parap> 1.

Luego, la condicién (2.10) se satisface con

) k) parap <,
wu(a) =
(WH(k+1)7", parap>1,
de lo cual se sigue que g = oco. Concluimos entonces que este método tampoco posee calificacién

clasica.



CAPITULO 3

Regularizacion wavelet-espectral

En este capitulo presentaremos un método de regularizacién wavelet-espectral para resolver
problemas inversos lineales mal condicionados. El fundamento principal para la incorporacién
de wavelets en el tratamiento de este tipo de problemas en los que los datos estan contaminados
con algun nivel de ruido, radica en lo ya expuesto en el Capitulo 1. Principalmente destacamos
que aplicar umbralado wavelet a estos datos constituye una herramienta eficaz para reconstruir
un dato casi libre de ruido sin modificar demasiado las caracteristicas principales del dato origi-
nal, comparando con métodos tradicionales de filtrado por bandas de frecuencia. En un contexto
general aplicado a senales o imagenes, una base multiresolucién wavelet nos permite diferenciar
y agrupar los rasgos mas importantes que determinan “la identidad” de una senal través de las
componentes de alta y baja frecuencia. Utilizando esta ventaja proponemos realizar un umbra-
lado wavelet para atenuar o eliminar componentes de alta frecuencia especialmente asociadas al
ruido con el objetivo de que este filtrado previo provea a los métodos espectrales tradicionales
datos considerablemente mas cercanos a los datos exactos. Esto nos deberia permitir obtener
regularizaciones con parametros de regularizacién significativamente mas pequeiios, obteniendo
asi soluciones mas cercanas a la solucién exacta.

El método wavelet-espectral que presentaremos consta de dos pasos. Una expansion wavelet
seguida del umbralado fuerte constituyen el primero de ellos, mientras que el segundo consiste
en la aplicacion de un método de regularizacién espectral clasico, con ciertas propiedades que
pueden expresarse en términos de su calificacién clésica (ver [17],[43]). El principal objetivo de
este capitulo es estudiar su convergencia y orden de convergencia. Ademads de presentar el méto-
do detalladamente, en particular, probaremos que bajo determinadas condiciones, el método es
6ptimo segin (2.30) (o més precisamente casi-6ptimo en un sentido que detallaremos riguro-
samente cuando sea necesario). La utilizacién de wavelets en métodos de regularizacién remite
primariamente a un trabajo de Klann, Maass y Ramlau ([26]) donde los autores proponen un
método combinado wavelet-Tikhonov y prueban algunos resultados de convergencia en términos

del nivel de ruido.



60 Regularizacién wavelet-espectral

Comenzamos este capitulo con una seccién de preliminares donde presentaremos el problema
a abordar, las principales hipétesis sobre el operador y los espacios funcionales con los que
trabajamos. En la Seccién 3.2 haremos un analisis detallado de la convergencia para los errores de
proyeccién, umbralado y regularizacién, lo que nos permitira probar un teorema fundamental de
convergencia de orden casi-optimo para el método combinado wavelet-Landweber. Por 1ltimo, en
la Seccién 3.3 generalizaremos esos resultados de convergencia para el caso de métodos wavelet-
espectrales en los que la familia espectral posee ciertas propiedades asociadas a su calificacién
clésica (ver [17], [43]). En particular probaremos que bajo ciertas condiciones, el método de dos

pasos converge de forma Optima.

3.1. Preliminares

Consideraremos problemas inversos de la forma

Tf=g (3.1)

donde T es un operador lineal y de rango no cerrado entre dos espacios de Hilbert X e YV y
g es el dato que se supone conocido, quizas con un cierto grado de error. En lo que sigue, y
por razones de simplicidad supondremos ademaés que T' es compacto, sin embargo, todos los
resultados siguen siendo validos para el caso de operadores no compactos.

A lo largo de las siguientes secciones 2 denotara un dominio acotado contenido en R?, 1 <
d < oo. En ciertas ocasiones, por simplicidad utilizaremos 2 = @, el cubo unitario @ = [0, 1]d,
no obstante todos los resultados pueden extenderse a dominios acotados €2 generales.

A continuacién describiremos las hipétesis que impondremos sobre el operador 7', sobre la
solucién exacta de nuestro problema y también sobre el error de observacion. En relacion al
operador T : L?(Q2) — L?(Q) supondremos que satisface una propiedad a la que llamaremos de
t-suavizado sobre espacios de Sobolev. Dicha propiedad consiste en la existencia de una constante
t = t(T) > 0 tal que Ran(T) C H'(2), donde H'(2) es, como definimos en la Seccién 1.1, el
espacio de Sobolev usual de orden ¢t. Como es usual en problemas inversos mal condicionados,
con respecto a la solucion exacta supondremos que esta satisface una condicion fuente del tipo
f € Ran ((T*T)”/ 2), para algin v > 0. Se puede probar que, bajo la condicién de t-suavizado
del operador T, esta condicién es equivalente a f € H'(Q). Con més generalidad, se puede

probar que V s € R,

f € Ran ((T*T)S/2t> & f e H(Q). (3.2)
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Por ultimo, para el error de observacién supondremos un modelo estocastico . Mdas precisamente,
nuestra observacién estara dada por ¢° = g + §dW = T'f + 6dW, donde dW es ruido blanco y
0 > 0 es el nivel de error.

De aqui en més, si T posee la propiedad de t-suavizado, en virtud de (3.2) identificaremos
[ € H*(Q) con el elemento z¢ de L*() tal que f = (T*T )% xy y utilizaremos la equivalencia
de las normas || f||gs) v |l (T*T)fi fll. Observar que si {(oy;un;vy,)} es un sistema singular
para el operador T, esta equivalencia se traduce en el hecho que V s > 0

1 ey = S o © 1F un) 2 (3.3)
on>0

A menudo y por razones de simplicidad notacional, utilizaremos (3.3) como una igualdad.

Como en la Seccién 1.4 denotaremos con ¥ y ¢ a la funcion wavelet y su funcion de escala
asociada, respectivamente, ambas en L?(2). Con P; : Lo(2) — V; denotaremos a la proyeccién
ortogonal sobre V; y, para v > 0, S, : V; — V; denotard al operador de umbralado wavelet.

A continuacién procederemos a formalizar nuestro método de regularizacién wavelet-espectral.
En un primer paso, aplicaremos el operador proyeccion P; seguido del operador de umbralado
S, con el objetivo de atenuar la influencia de las componentes de alta frecuencia del ruido y
recuperar ciertas condiciones de suavidad del dato. En el segundo paso aplicaremos el operador
de regularizacion espectral, al que denotamos con R,. Asi, la solucién regularizada del problema

(3.1) con la utilizacién de este método estarda dada por

é
freg RQS»YPjg .

3.2. Analisis de convergencia

En esta seccion estudiaremos la convergencia y 6rdenes de convergencia del método de
dos pasos descripto anteriormente. Para ello comenzaremos realizando estimaciones para cada
uno de los errores de proyeccién, umbralado y regularizacién, individualmente. Finalmente,
utilizando todas estas estimaciones en la tltima seccion de este capitulo, presentaremos un
teorema en el que probaremos que el método combinado converge y veremos ademas que el

orden de convergencia para el error total es casi-6ptimo.

3.2.1. Estimacién del error de proyeccion wavelet

En esta seccion analizaremos la convergencia de las proyecciones sobre los espacios wavelets,

bajo ciertas condiciones sobre el dato y la funcién de escala.



62 Regularizacién wavelet-espectral

Para probar el resultado principal de esta seccién (Teorema 3.5) necesitaremos previamente
de una serie de lemas y teoremas auxiliares que presentamos a continuaciéon. Dado un dominio
D € R% de aqui en més denotaremos con II,, (D) al conjunto de todos los polinomios de
grado menor o igual que m, definidos sobre D. Tal como vimos en el capitulo 1, con polinomio
de grado m hacemos referencia a la combinacién lineal de las funciones base zi!...z5 para

k1+"'+kd§m-

Lema 3.1. Sean 1 < p < 400, £ € Ny, j € Z y V; como antes. Entonces si ¢ € WHP(Q) ewiste

una constante C' independiente de j tal que para toda f € V; se satisface

£ llweny < C 20 fllre)-
Demostracién. Ver Teorema 3.4.1 en [10]. [

Lema 3.2. Sean 1 < p < 400, m € N y Q un dominio acotado. Entonces existe una constante

C que depende de d, m, p y Q, tal que para toda f € W™TLP(Q) se verifica

inf — <C m-+1,p .
gerlliln(ﬂ)ﬂf dllze) < Clflwm+irq)

Demostracién. Ver Teorema 3.2.1 en [10]. [ |

El resultado del Lema 3.2 tiene una consecuencia directa sobre el error de aproximacién

polinomial local para funciones en W™ *1P(Q). En efecto

Corolario 3.3. Sean 1 < p < co, m € N, f € W™tLP(Q), I}, C Q, donde I}, es un cubo en
R? de lados de longitud h y paralelos a los ejes coordenados. Entonces existe una constante C

independiente de h y de f, tal que

/. f _ < hm+1 m . .4
geit I =l < CR™ T flwnera,) (3-4)

Demostracién. Consideremos en primer lugar el caso 1 < p < co. Sean h € (0,1], a € R?
y Ty : R — R? la transformacién affn definida por T,z = hx + a tal que Ty(Q) = I,,. Sea
f € WmthP(Q). Veremos que la estimacién (3.4) se sigue de aplicar el Lema 3.2 a f, = f o T},.

En efecto, notemos en primer lugar que

1/p
TR o (/Q \33f(hw+a)lpdw>

|a|l=m+1

_ m+1 g(a) P e
> |Wm L () (hg 4 @) [Pda
Q

|a]=m+1
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1/p
=pmtt N ( \f<a>(z)yph—ddz>
Ip,

|a|=m~+1

mi1—d
= p" 2| flwm+io(r,)- (3.5)

De manera exactamente andloga, se prueba que para todo g € I1,,(Q)

1 = glleory = B2 fn = 9° Thllzoge)- (3.6)
Luego, se sigue que
geﬁ’ﬁf(fh) If = 9llorr,) < gerf[?nf(Q) If = 9glle ) (pues I, (Q) C L, (11,))
— by geé?nf(@ Ifn— g0 Thllr Q) (en virtud de (3.6))
— h geéﬁf(lh) [ frn = dllr (@) (g =g0Th)
<hi_inf i~ gl (por (@) C Mo (1y))  (3.7)

Por otro lado, puesto que f € W™1P(Q) del Lema 3.2 se tiene que

/f _ <C m+1, . 38
= @) < C lfalwmsno) (3.8)

Finalmente (3.4) se sigue concatenando las estimaciones (3.7), (3.8) y (3.5).
Supongamos ahora que p = oo y sea f € W™HL°(Q). Queremos probar que existe C
independiente de h y de f tal que

inf su z) — g(x)] < C ™! sup |05 f ()] 3.9
el s 1 (2) —g()] < |a|§7+1weﬁ’ f(@)] (3.9)

Las ecuaciones (3.5) y (3.6) tienen su correlato en el caso p = co. En efecto, siguiendo pasos
analogos se prueba facilmente que

filwnoe = S supld2 (@) = ™1 S sup [£2(2)] = B oy
|a|=m+1 T€Q |a|=m-+1 z€ln

(3.10)
y también la identidad andloga a (3.6) para el caso p = 0o, es decir
If = alloo(r,) = sup | f(2) — g(2)| = sup [fr(z) — g o Th(x)| = [|fn — g0 Thllpe(q)-  (3.11)
z€I}, TEQ
Tomando ahora infimo para g € I1,,,(I1,) en (3.11) y siguiendo pasos andlogos a los que condu-
jeron a (3.7), obtenemos

inf su z)—g(z)| < inf su ) — a(x)]. 319
genm(Ih)zEIIsz( ) ~9(z) _genm(Q)mg'fh( ) = 9(x)| (3.12)
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Por otro lado, del Lema 3.2 con p = oo se sigue que existe una constante C' tal que

inf Sug!fh(ﬁﬂ)—g(iﬂ)\éc Y. sup|9® ful)]. (3.13)

9€llm(Q) ze la|=m-+1 T€Q

Finalmente, la desigualdad (3.9) se sigue inmediatamente concatenando (3.12), (3.13) y (3.10).
|

El corolario anterior nos permitira demostrar el teorema que presentamos a continuacién, el
cual puede verse como una versién generalizada del Teorema 3.2.2 en [10]. Este teorema permite
obtener una cota para el error de proyecciéon wavelet sobre V; en términos de seminormas en
los espacios de Sobolev H!(2), para t < n + 1, donde n es el grado de reproduccién polinomial

en Vj.

Teorema 3.4. Sean ¢ € L*(Q), Vj como antes, n el grado de reproduccion polinomial en V; y
t € N tal que t < n+ 1. Entonces existe una constante C independiente de j tal que para toda

f e H(Q) se verifica que ||f — Pifll2) < C 27| f|avq)-

Demostracién. Por simplicidad haremos la demostracion solo para el caso 2 = Q = [0, 1]¢.
El caso general se sigue de considerar un cubo Q que contenga al dominio © y utilizar una
transformacion afin T' tal que T(Q) = Q.

Sea j € N fijo. Para k € Z% definimos los cubos diddicos Iy =279(k+ Q) y el conjunto

Kcz?: U I, = Q. Por definicién de infimo, existe un polinomio p; € II;—1(f; ) tal que
ke

7’ 7t.
1f = pjkllzea; ) < 2p€Ht1E11f(Ij’k) I =pllrza; ) < Cr277 flaea, ). (3.14)

con (' independiente de f, j y k, donde la ultima desigualdad se sigue del Corolario 3.3.
Luego
1f = Piflleza, ) < W = piwlleza, ) + pjk — Pifllza; )
= If = piwlleza, ) + 185 Wik — f) L2, 0 (t—1<n-1)
<2/lf = pikllze;
<200 279 fla, - (por 3.14)

Finalmente, el teorema se sigue de la desigualdad anterior sumando sobre todos los indices

ke k. |

A continuacién demostramos el teorema principal de esta seccién, el que serd de suma

importancia para varios de los resultados que presentaremos més adelante.
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Teorema 3.5 (Orden de convergencia del error de proyeccién). Sean t,s € Ny con
0<s<t, ¢ H(Q) yneN tal quet <n donde n—1 es el grado de reproduccion polinomial
en V;. Entonces existe una constante C independiente de j, tal que para toda f € H'(Q) se

verifica
1f = Pifllmse) < C277 | £l ey

Demostracién. El caso s = t se sigue trivialmente, supongamos entonces que s < t. Tal
como vimos en el Capitulo 1, utilizando la descomposicion multiescala de f podemos expresar

el error de proyeccién sobre V; de la siguiente manera
o o0
f=Pif=> g=> Puif-Pf.
=j =j
Tomando norma en H*(£2) en ambos miembros de la igualdad y aplicando desigualdad triangular

en el lado derecho obtenemos

If = Pifllms) < D> I1Pecaf = Pef o) (3.15)
=j
Por otro lado
1Pesrf = Pof sy < C12°|Posr f — Pof |l 120 (en virtud del Lema 3.1)

< C 2% (|| Pesr f = fllzzey + I1f = Pefllze ()

< CLCy2% (Q_Zt‘f|Ht(Q) + 2_(€+1)t’f‘Ht(9)> (por Teorema 3.4)
< O Co2%27 Y fl ey (14 279)

<207 Cp 27 | fl (@)

Finalmente, reemplazando esta desigualdad en (3.15) y considerando C35 = 2 Cy Cs obtene-

mos la tesis

1 = Piflls) < C3 Y _ 27| fl ey

=5

o s\
= Cslfluroy ) <2t3)
=0

1\’ 1
=C ¢
3’f‘H(Q) <2t—s) (1_27:15>

< 205279 f| e (- n
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3.2.2. Estimacion del error de umbralado wavelet

En esta seccién estudiaremos la convergencia para el error de umbralado wavelet. Enun-
ciamos a continuacién el teorema principal que nos proporciona condiciones suficientes que

garantizan un orden de convergencia “apropiado” para la esperanza del error de umbralado.

Teorema 3.6 (Orden de convergencia del error de umbralado). Sean 6,7 € N tales que
0 <n <6, sean ademds g € L*(Q) y ¢° = g+ §dW, donde dW es ruido blanco. Supongamos
que la funcion de escala ¢ satisface ¢ € H"(Q2) y sean, a su vez, P; el correspondiente operador

proyeccion sobre V; y Sy el operador de umbralado. Entonces, eligiendo v = Cd+/|logd| (C una

. log (62| log 6])
log 2

4(0-n)
E(HS’YPng - Png?—Iﬂ(Q)) =0 ((5 |log5)(2€+d)) .

constante positiva y arbitraria pero fija) y j < jo = | |, se tiene que

Para demostrar este teorema serdn necesarios algunos resultados previos que también enun-

ciamos a continuacion.

Lema 3.7. Sean 6,1 € N tales que 0 < n <6, ¢ =2(2n+d)/(20 + d) y supongamos que la
funcion de escala ¢ € Bg’Q(Q), Entonces, para cada j € N, V; = P; (LQ(Q)) C ng(Q).

Demostracién. Sean j € Ny g € L?(Q). Dado que Q es un dominio acotado, el espacio
Vi = span{ojr : k € Zd} es finito dimensional. Por lo tanto, la proyeccién de g sobre Vj, dada
por Pjg =, Bjr®jk, donde B;r = (g, ¢;k), tiene un nimero finito de coeficientes no nulos y
en consecuencia {3; i }reza € 9.

Por otro lado, puesto que ¢ € B;Q(Q) y g < 2 el espacio de funciones cuyos coeficientes

wavelets {3k }reze € ¢4 coincide con el espacio de Besov B (€2) donde s estd definido por

5= 2(2;7;@ — % (ver [8], § 3). Ahora, para ¢ = 2(2n+d)/(20 4+ d) < 2 se tiene que s = 6, y por
lo tanto Pjg € BY (). [ |

Corolario 3.8. Bajo las condiciones del lema anterior se tiene que si g € L?(2) entonces

Pjg € WBfiq para todo j € N.

Demostracién. Como vimos en la Seccién 1.5.1, este corolario se sigue inmediatamente

del hecho que ng(Q) C WBqu(Q). [ |

Teorema 3.9. Sean 0 < p < oo, a € (0,1) y ¢ = (1 — a)p. Supongamos que ¢ € H"(Q)
para algin 0 < n y sean P; el operador proyeccion sobre V; y S, el operador de umbralado.

Entonces eligiendo v = (0) = Cp d+/|logd| (Co una constante positiva y arbitraria pero fija) y

2
jo = L—%J, se tiene que para todo j < jo el espacio de las funciones g € B} () tales
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que
E(|SyPig = gllhy o)) =0 ((6/Tloga))) (3.16)

coincide con el espacio débil W B; (Q) con s = 19(2;77;51) - %.

Demostracién. Utilizaremos el Teorema 2 en [8] con n = o, § ~ ﬁ, v = () = ¢(n),
Yo = 0, pj = 20Hd/2=d/p) - N = Ag = {j € N : 20(r+d/2=d/p) < =21

Para ello deberemos probar que se satisfacen las siguientes condiciones:

: c(n)
i) lim ¢(n) =0y limsup ———— < oo.
) Jim_c(n) =0y lim sup 1)
ii) Existe 7 > —1 tal que para todo 7 > 0 se satisface #{j € N : 20(1+d/2=d/p) <} < Cp7,
donde C' es una constante positiva independiente de r y 7.
iii) Existe una constante C' > 0 tal que para todo j € As se verifica que E (Wik — Bj,k\2p> <
C~?P, donde 5}% = (¢°,0jk) ¥ Bjx = (9,0jx) son los coeficientes wavelet de ¢°y g
respectivamente.

iv) Existen constantes positivas k, C'y v > ap, tales que P (|B;.§’,g — Bkl > ”CQJ) < Cv7 para

todo j € As y para todo 0 < v < e~ *

Observar que las condiciones ii)-iv) corresponden, respectivamente, a las hipétesis (30), (a) y
(b) en [8].

La condicién i) se sigue inmediatamente de la definicién de ¢(n).

Veremos ahora que ii) se satisface para todo 7 > 1, en particular para 7 = 1y C
[(log2)(n + d/2 — d/p)]~*. En efecto, Si j € N es tal que 2/(1+4/2=4/P) < p_ entonces j
1 - oj(ntd/2—d
g2 a2 < TogBrraya=ayp)- or lo tanto {5 : P/ra/2=dlo) < r} <
Cr.

IN

Moz D0rtd/2=dp) =

Para probar iii) observemos en primer lugar que puesto que para cada j € Ny k € Z¢
ﬂ?,k — B = 6(dW, ¢ 1), se sigue que 5}5,;@ — Bk ~ N(0,62) y por lo tanto X = 5_1(6?,/1{3 —Bjk) ~
N(0,1). Por lo tanto,

262P 22
E(82), — BiulP) = B(|6XP) = 67 E(|X|*) = 5= ) T e S 4
- e[ Ho+3) =1t gy — 2T(p+5) 5P

v N

2P’
Epf+ (64/|log 6])* (para todo 0 < § < e ).

Luego E (!ﬁ?,k - 5j,k|2p> < O~% donde C = 721)”5;1/2).
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Finalmente para probar iv) utilizaremos un resultado cldsico de probabilidad (ver Apéndice

A, proposicién 5.1), que asegura que si Z ~ N(0, 1), entonces para todo w > 0 se verifica que

2

P(|Z| >w) <3e 7. (3.17)

Elijamos k cualquier contante tal que x > 2 = 2ap y seay =

y 0 < § < e ! se tiene que

k+/|logd
P(’@ik Bikl 2 7) (\X\ > 5) =P (\X\ > |2 ) (por (3.17))
H2 O, IQ2 O
<3 TR =3 =36
3(5y/logo|)” = 37 (’y € (0,71 = 4 € (0, 6—1])
Luego se verifica iv) con k y 7 como antes y C' = 3. |

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema principal de esta secccién.

Demostracién del Teorema 1.6. La demostracion se sigue ahora inmediatamente del

Corolario 3.8 y del Teorema 3.9. En efecto, dados ¢ = 2(22977;7), ¢ € BJ,(Q) ygce L3() por

el corolario podemos afirmar que Pjg € Wng(Q). Luego, eligiendo o = 2(6—n) yp=2enel

20+d
Teorema 3.9 obtenemos que s = 22ntd) g = 0. Finalmente, se sigue del Teorema 3.9 que

2q
P]g S 33,2(9) ¥ de (316)7 que

B(19:P30" = Pl o) = O ((6Towd) 57 ). .

3.2.3. Estimacion del error de regularizacion

En esta seccién estudiaremos la convergencia de los errores de regularizacion para dos méto-
dos de regularizacién espectral. En particular, nos proponemos probar resultados sobre la con-
vergencia de errores al utilizar el método iterativo de Landweber y el método TSVD. Estos
resultados permitiran probar que los respectivos métodos en dos pasos alcanzan un orden de
convergencia casi-optimo, en el sentido ya descripto.

Para ambos métodos de regularizacién probaremos dos lemas relacionados a la convergencia
y los correspondiente érdenes de convergencia de los errores generados por la restauracién obte-
nida por dichos métodos. En primer lugar encontraremos una cota para la norma del operador
de regularizacién R, visto como un operador en L£(H"(Q); L2(£2)). Luego, estimaremos una cota

para el error de regularizaciéon concreto generado por el método elegido.

Cotas para el método iterativo de Landweber
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Como vimos en la Seccién 2.6 se puede probar que el método de regularizacién iterativo

de Landweber es también un método espectral asociado a la familia espectral discreta gi(\) =
k—1

Z(l — ), con 0 <\ <2.
=0
En este caso, supondremos sin pérdida de generalidad que ||T'|| < 1. Si ese no fuera el caso

podemos redefinir al operador dividiéndolo por su norma. A continuacién, probaremos un lema

que nos provee una cota para la norma del operador de regularizacién.

Lema 3.10. Sean n € N y t € R tales que 0 < 1 < t. Sean, ademds, T : L*(Q) — L*(Q)
un operador lineal, acotado con ||T|| < 1, compacto, con la propiedad de t-suavizado y Ry =
g (T*T)T™* el operador correspondiente a la k-ésima iteracion de Landweber. Entonces existe

una constante C, independiente de k, que verifica

t—
| Ri; | ey o)< C k2

Demostracién. Sea {(on; un;vy)} el sistema singular asociado al operador 7. Como vimos
en el Capitulo 2, en la ecuacién (2.44), el operador de regularizacién asociado al método iterativo

de Landweber puede expresarse de forma no recursiva como

k—1
Ry = Z Z (1-— Ui)jan@,vn)un.

7=00,>0

Luego, para todo y € H"(2) se sigue que

k—1 2
R 2 _ 1— 2\7 2 QTn %
| Riy 7,00 = D (L=opn)on | [y, vn)|"on om
on>0 \ j=0
2
k—1 A ) oy
< sup (1=o? o1 >0t [(y, o)
O<e<l\ j=o >0
k-1 , 2
= sup (1—co | |y H%M(Q) (en virtud de (3.3))
0<o<1 =0
k—1 e\ 2
< 2Jt J t+77 2t || ”2 2 t+77
ara 0°- = —/——
“\ & \gjt+ien) \gjt+i+y Yl (P 29t +t+n
2
S SEEETER LR
&\ 2t +t+n Yl
7=0
t+n k—1 t+n
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t t+n 2

t+n k
t+n t 9 1Y\ 2¢
")y e > (3)
]:

t+n\ © o u ?
< (B 1 B ([ o)
0
C

tin 2
t+ny ¢ 2 t—n ton
) B (5)#

t+n

donde C? = tm) e 2\
t t—n)

Se sigue entonces que || R || £(rn(Q):n.0)< C ko [ |

Demostraremos ahora un lema que nos provee una cota para el error de regularizacion

utilizando este método iterativo de Landweber.

Lema 3.11. Sean t > 0, T : L*(Q) — L*(Q) y Ry como en el lema anterior. Entonces para

todo s € [0,t] existe una constante C, que depende de s, tal que
| RiT = I || g(as@sna(oy < C k2. (3.18)

Demostracién. Sean f € H5(Q), g = Tf y {(on;un;v,)} el sistema singular asociado al
operador T'. Entonces por definicion del operador Ry, asociado al método iterativo de Landweber

se tiene que

Reg—f=I =TT f =" (1—02)"f tn)un.

on>0

Luego, se sigue que

—2s

2s s
I Rig — f 13,0 = > (1= 02)*|(fun) ot o

on>0
< sup (1= || f 30 (por (3.3))
0<o<1
2kt \* s i 9 9 s
B <2kt+s> <2kt+s> Is ”HS(Q) (dondea B th—i—s)
< C(1/k)7. (para €2 = 57 | f 320y
Esto implica que || Rgg — f ||, < C k=2, de donde se sigue la acotacién (3.18). |

Cotas para el método de descomposicion en valores singulares truncada
A continuacién probaremos dos resultados homoélogos a los Lemas 3.10 y 3.11, pero ahora

con el método de descomposicién en valores singulares truncada.
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Lema 3.12. Sean n € N y t € R* tales que 0 < n < t. Sean ademds T : L*(2) — L*(Q)
un operador lineal, acotado, compacto y con la propiedad de t-suavizado y para o > 0, Ry el

operador correspondiente al método TSVD (ver (239)) Entonces

—t
| Ra |l c(an(@)za@)< @7 -

Demostracién. Dado {(oy,; un;v,)} el sistema singular asociado al operador T, como vimos
en el Capitulo 2, el operador correspondiente al método TSVD para a > 0 puede expresarse

como

nio2>a
Luego, para todo y € H"(Q) se tiene que
1 2 =2 a =29
| Rat 0@y = D —5lw.wn)lPon oa® < sup o072 3 0 on® |y, vm)?
2(9) o2
nol>a " o2va nio2>a
2 _ n—t
<y ey 5P 02 <y [y 07
o>/
De donde se sigue que || Ra ||z(mn7(Q);L.(0) < a'm [ ]

A continuacién probamos un lema que nos provee una cota para el error de regularizacién

generado utilizando el método TSVD.

Lema 3.13. Sean t > 0, T : L*(Q) — L%*(Q) y R, como en el lema anterior. Entonces para

todo s € [0, t]se verifica que
| RaT =T || (aas(@sLa() < (3.19)

Demostracién. Sean f € H%(Q), g = Tf y {(on;un;v,)} el sistema singular asociado al

operador T'. Entonces por definicién del operador R, asociado al método TSVD se tiene

Rag: Z O_i<g’vn>un: Z ! <T*g’un>un

o2
on>va " on>va n
Lo
= Z §<T Tf,un)up = Z (f, un)un.
Un>\/a n O'n>\/a

Luego,

2s  —=2s 2s s
| Rag = fl7,@= D>, WhwdPoro® < sup ot || £ [Feoy=Il f @) o
0<on<ya 0<o<va

Lo cual implica que || RTf — f |1, )< a2, de donde se sigue (3.19). [
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3.2.4. Convergencia del método wavelet-Landweber

En esta seccion probaremos uno de los teoremas principales de este capitulo. El resultado
muestra que el método de regularizacion wavelet-Landweber converge con orden casi-optimo,
en el sentido de (2.30). Este teorema constituye el punto de partida para la generalizacién que
presentaremos en la siguiente seccién a otros métodos espectrales.

Realizamos la demostracion utilizando el método de regularizacion de Landweber, puesto
que nos parece interesante exponer los resultados para un método iterativo que no depende de un
parametro de regularizaciéon continuo «, como los demas métodos espectrales. La demostracién
para el método TSVD se sigue de manera andloga en virtud de los resultados con 6rdenes de
convergencia equivalentes, obtenidos en la subseccién precedente.

Como vimos en la Seccién 2.3, al hacer referencia a la tasa de convergencia de un método
de regularizaciéon (R,,a) nos referimos a la velocidad con la cual tiende a cero el error de
aproximacion ||R,g — f|| cuando o — 07, 0 a la velocidad con la cual tiende a cero el error total
|Rag® — f|| cuando § — 0T. En dicha seccién hemos definido también el error asociado al ruido

|IR.g° — R.g|| y vimos que estos tres errores estdn relacionados por la desigualdad

|Rag’ — fIl < [|Ralg’ — 9)|| + | Rag — fII-

Sin embargo, en el método de dos pasos wavelet-Landweber la solucion regularizada implica un
paso mas, debido al umbralado wavelet. Recordemos que la aproximacién del método estd dada

por ffeg = RS, P; ¢°. En este caso, para el error total se prueba ficilmente que
I RS, Pig’ — £ II<Il Ru(S+Pig’ — Pig) | + || Bi(Pig —g) | + || Rrg — £ || - (3.20)

Nos referiremos a los tres errores en el lado derecho de (3.20) como errores de umbralado, de
proyeccién y de regularizacion, respectivamente. Para llegar al teorema principal de esta seccién,
acotaremos previamente cada uno de estos errores.

Los siguientes dos lemas nos brindan cotas para los errores de proyeccién y umbralado,

respectivamente.

Lema 3.14. Sean s > 0 y t > 0, tales que s +t € N. Sean, ademds, T un operador con las
mismas hipdtesis que en el Lema 3.10, g € H*Y(Q), n € Ny tal que n < t y ¢ € H"'(Q).
Entonces, para Ry, el k-ésimo operador de Landweber, existe una constante C, independiente de

k, tal que se tiene la siguiente cota para el error de proyeccion:

| Ri(Pig — g) |13 0y < Che v 272(Fm),
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Demostracion. El resultado se sigue del Lema 3.10 y el Teorema 3.5. En efecto

I Ri(Pig = 9) 17,0 <II B | Z(m@yonll Pig — 9 I
<l Ri |2y a0l Pig = 9 ooy
<CLET | Pig =g 3o (por el Lema 3.10)
<Cok' T 2_2j(5+t_’7)||g||§15+t(m (por el Teorema 3.5)

<C kt%”2—2j(s+t—n)’
donde C es independiente de k. |

Lema 3.15. Sean n € Ng, s > 0yt > 0 tales quen <t y s+t € N. Sean, ademds, el
operador T como en los lemas anteriores y Ry el k-ésimo operador de Landweber. Supongamos
que g € L*(Q), ¢ € H'(Q), ¢° = g+ §dW y denotemos con Pj al correspondiente operador

proyeccion sobre V; y S, el operador de umbralado wavelet. Entonces, eligiendo v = K&/ |log |

_ log (52| log §1)

(K una constante positiva y arbitraria pero fija) y j < jo = | Tog2

|, existe una constante

C independiente de k y § tal que

t—n 4(s+t—n)
E(| Ri(S5P;9° — P;g) |I7,) < Ck 7 (6y/]1og d]) 272

Demostracion. El lema es consecuencia directa del Lema 3.10 y el Teorema 3.6 con 6 =

s +t. En efecto

E(| Re(S+Pi9° = Pig) II2,0)) <Il Be I Z2(anyizay B S2Fi9° = Pig |70

<| R H%(HU(Q);LQ(Q)) E(]| S’YPjg(; — Pjg H?{H(Q))

t—
<Cik 7 E(| S,Pjg° — Pjg H%{n(g)) (por el Lema 3.10)
— 4(s+t—mn)
<C ktTn((S\/ | log d]) 2eiarta , (por el Teorema 3.6)
donde C' es una constante independiente de k y de 6. [ |

Estamos finalmente en condiciones de demostrar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 3.16 (Orden de convergencia para el error del método wavelet-Landweber).
Sean n € Ng, s > 0yt > 0 tales que 0 < n <t ys+t e N. Sean ademds f € H*(Q),
@ =Tf+6dW yT: L?(Q) — L*(Q) un operador lineal, acotado con ||T|| < 1, compacto y con
la propiedad de t-suavizado. Sean ademds

i) » € H"(Q) la funcion de escala correspondiente a una wavelet con grado de reproduccion

polinomial m en V; tal que m +1 > t,
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ii) Sy el operador de umbralado wavelet con v = C §+/|logd| y

iii) Ry el k-ésimo operador iterativo de Landweber.

Si el nivel de resolucion wavelet j satisface 277 < (61/|log 6])Y/ (1+d/2) 4

k ~ (5\/]log5\)2s;;f+d sin<t,y
k ~ (5+/|logd])~2 sin=t,

entonces
E(H RkSWPj f HL2(Q ( (5\/ ‘ log 25+2t+d> .

Demostracién. Notemos en primer lugar que

| RiS,Pig° — f 2 <l Re(SyPig® — Pig) 12 + || Ri(Pig — 9) 2 + | Rig — f 220y -

Luego,

| RSy Pig’ = f 1720y < 3( || Ri(SyPig’ = Pjg) 720y + || Bi(Pig—9) 720y + | Beg—1 I72(q) )-

Tomando esperanza se sigue entonces que

E( || RSy Pig’ = f 320 ) < 3E( || Ri(S4Pig° = Pig) 1320 )
+3 || Ri(Pig = 9) 7200y +3 | Reg — f 720

= 3(FU? + EP? + ER?). (3.21)

Esta desigualdad nos permite entonces dividir el error total del método de dos pasos en lo que
denominaremos los errores de umbralado (EU), de proyeccién (EP) y de regularizacién (ER).
Caso I: Supongamos en primer lugar que n < t. Entonces una cota para el primer término

en (3.21) correspondiente a EU?, se sigue de la aplicacién directa del Lema 3.15. En efecto

t—n 4(s+t—n)
EU® = E(| Ri(S,Pi9° = Pig) Il ) < CLk 7 (6y/]log d]) 2274,

para todo
log (52 log &)

ez ) (3.22)

J<Jjo=|—
Por otro lado, una cota para el segundo término en (3.21) correspondiente a EP2, se sigue

del Lema 3.14, de donde obtenemos

P2 =|| Ri(Pig = g) |}y < Cok #2724,



3.2 Analisis de convergencia 75

Igualando los érdenes obtenidos para EU? y EP? (sin considerar las constantes) obtenemos una

estimacion para el nivel de proyeccién wavelet. En efecto, de

ktT2 2j(s+t—n) 5\/ | log ¢ 2S+2t+d

de donde se sigue que 277 ~ (§1/[log 6])?/(2s+2t+4d) (consideramos una aproximacién pues j € N).
Suponiendo que d+/|logd| < 1, resulta claro que se verifica la condicién (3.22) y que ademas

la eleccion propuesta del nivel de resolucién wavelet j es menor que la estimacién obtenida

27 < (5/Tlogd]) 77 < (5y/Tlogd]) =3,

Si bien esta cota para j nos permite realizar el umbralado wavelet con un nivel de menor

resolucién que el propuesto en la hipdtesis de este teorema, utilizaremos 277 ~ (§ \/W w7 2,

De este modo priorizamos realizar una eleccién de parametros en la que el nivel de resolucién

sea independiente del nivel de suavidad de la solucién y de la propiedad de t-suavizado del

operador. Reemplazando ahora el nivel de proyeccién en la cota para EP? obtenemos
EU*+EP? = E(| Ri(S,Pig” = Pig) 7,0+ | Bi(Pig = 9) I7,0)

(Cl + CQ k T (5\/ ]10g 25+2t+d

Resta considerar la cota para el error de regularizacién ER?. Del Lema 3.11, se tiene que

R? = Rig — f [I7,0)< Csk™ 1.

Ahora igualando los 6rdenes de convergencia de las estimaciones obtenidas para los errores de

umbralado y regularizacién EU? y ER2, podemos estimar el niimero de iteraciones k. En efecto:
¢ 4(s+t—n) s
k=% (6+/]log d|) 2=2rid = k¢,
—4
de donde se tiene que k ~ (§+/|logd|) 25+2tt+d, (k € N).

Utilizando las estimaciones obtenidas para los pardmetros j y k se tiene finalmente la aco-

tacion buscada
E( || RkSyPig’ — f I7,) ) < 3(BEU? + EP? + ER?) < 3(Cy 4 Cy + C3)(5+/| log 3|) zira.

Caso II: Supongamos ahora 1 = t. Notemos en primer lugar que,
2

k-1
| Rey ||%2(Q) = Z Z (1 =on)on | [y, vn)lPoro,”
on>0 \ j=0
k—1 ' 2
< sup (L=a®Vo® | > ou Iy, vn)l?
0<osl 7=0 n:on>0
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= sup o’ (1-02)7 ] |y ||12qt(9) (por (3.3) puesto que n = t)
0<o<1

e
—

<.
Il
o

1 2
< su 0'4 5% 2
< (=) It

< sup ||y 3
0<o<1
=1y (0 -

Se sigue entonces que
| Ri | ca@ia) < 1. (3.23)

Luego,

E(|| Ri(S,Pig’ = Pig) |1 1,0)) <l B |12 (yai)) Bl SPig° = Pig |17,0))

< E(| S4P;g° — Pig H%Q(Q)) (por (3.23))
< (3+/Tlog a]) 757,
donde la tltima desigualdad se sigue del Teorema 3.6 con § = s +t. |

3.3. Generalizacion a otros métodos espectrales

En esta seccion nos proponemos generalizar algunos de los resultados de la seccién anterior
en la cual demostramos convergencia y se obtuvieron ordenes de convergencia para el método en
dos pasos wavelet-Landweber. Nuestro objetivo es generalizar esos resultados a otros métodos
espectrales buscando condiciones que garanticen la optimalidad de los 6rdenes de convergencia.
Para ello presentaremos condiciones suficientes sobre una familia espectral {ga}ae(ﬂ,ao)7 para que
el correspondiente método de dos pasos wavelet-espectral asociado a esa familia posea un orden
de convergencia casi-Optimo. A tal efecto probaremos en primer lugar, resultados anédlogos a los
Lemas 3.10 y 3.11 para familias espectrales generales. Una vez probados estos dos resultados,
procederemos a demostrar acotaciones equivalentes a las obtenidas en los Lemas 3.14 y 3.15
para finalmente proceder a enunciar y demostrar el teorema principal de este capitulo.

Consideremos entonces una familia espectral {ga}ae(o,ao) que satisface las siguientes dos
condiciones:

(CE1) Existen constantes positivas Cj y D independientes de « tal que para todo o € (0, D] y
para todo a € (0, ap)

sup \U%ga(aﬂ <Ciaz. (3.24)
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(CE2) Existe una constante Co > 0 tal que para todo « € (0, o) se satisface

sup |1 —oga(o)lo < Cra. (3.25)
0<o<co

En relacién a la condicién (CEl) es oportuno sefialar que la mayoria de los métodos es-
pectrales clasicos las satisfacen. En efecto, para los métodos TSVD, Tikhonov y Landweber, se
puede probar facilmente que la acotacién (3.24) se satisface con valores de Cy = 1 para los pri-
meros dos y C7 = 2 para Landweber. La segunda condicién (CE2) estd intimamente vinculada
con el concepto de calificacién clasica de un método espectral que definimos en la Seccién 2.4.
En efecto, utilizando la definiciéon de calificacion cldsica se puede probar ficilmente que todo

método espectral que posea calificacién clasica p* > 1 satisface la condicién (CE2).

A continuacién, probaremos que la condicién (CE1) implica una acotacién similar para
exponentes de la forma 251 para todo a € [0, 1]. Observar que la condicién (3.24) corresponde

al caso a = 0.

Lema 3.17. Sea {ga}ac(0,09) Una familia espectral que satisface (CE1). Entonces para todo
o € (0,D] y para todo a € [0, 1] se verifica que

sup |0'1+Taga(0')| < Claagl.
0<o<D

(3.26)

Demostracion. Consideraremos dos casos posibles:

Caso I: Supongamos en primer lugar que ¢ > 1. Entonces para todo a € [0, 1] se tiene que
l—a

1-a 1
(2) 2 < (2)2 y por lo tanto, para todo o € (0, D] se verifica
1—a

l-a 1lta a\ 3
o710 ga(0) = (2) 7 logalo)

1
a\ s 1,1
< (2) " logalo)| < atlorga(o)| < O,
donde la tltima desigualdad se sigue en virtud de (CE1).

a—1

La estimacién (3.26) se sigue finalmente multiplicando la desigualdad anterior por a 2z y
tomando supremo.
Caso II: Supongamos ahora que ¢ < 1y sea a € [0,1] como en el enunciado. Puesto que
l—a
oy ze

1_?“ > 0 se sigue que (;) 2 < 1. Luego, al igual que en el caso anterior, para todo o € (0, D]

se satisface que

l1—a

l—a l+a [0
o0 ga(0) = (2) 7 109a(0)] < logalo)| < C1,

donde la 1ltima desigualdad se sigue del hecho que {ga}ac(0,a0) €8 una familia espectral y por
definicién satisface |o0gq(0)| < C. Nuevamente, multiplicando por o7 y tomando supremo se

obtiene la estimacion (3.26). |
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En relacién a la condicién (CE2) notar que si la familia espectral {ga }ae(0,q0) Satisface (3.25)
entonces satisface

sup |1 —ogq(o)|ot = Crak, (3.27)
0<o<o0

para todo p € [0,1], lo cual se sigue inmediatamente de la Observacién 2.25.
A continuacién, probaremos un resultado analogo al obtenido en el Lema 3.10 para opera-

dores de regularizacién asociados a familias espectrales que satisfacen la condicién (CE1).

Lema 3.18. Sean n € N yt € RT tales que 0 < n < t. Sean, ademds, T : L*(Q) — L*(Q) un
operador lineal, acotado, compacto que satisface con la propiedad de t-suavizado, {ga }ac(0,a0)
una familia espectral que satisface (CE1) y Ry = go(T*T)T™* el correspondiente operador de

reqularizacion asociado. Entonces existe una constante C' > 0 tal que se verifica

n—t
| Ra Il (@);a) < Ca2t .
Demostracién. Sea {(on; un;vy)} el sistema singular asociado al operador 7. Como vimos
en el Capitulo 2 el operador de regularizacién asociado a {ga }ae(0,a0) S€ define por

Ryy = Z 0nga (@) (y, va)un, 1y € LA(Q).

on>0

Puesto que {ga }ae(0,a,) Satisface (3.24) entonces, en virtud del Lema 3.17 se tiene que también

satisface (3.26). Luego, para todo y € H"(Q2) se verifica que

2n =27
| By 2,0 = 3 (0nga(02)2 1y, on) ot o
on>0
piin 2 —2n
< sup (a0 ) D ont [y o)
0<o<||T|2 on>0
n—t
<Ca7 |y ||%{n(9) . (por (3.26))
Se sigue entonces que || Ra || £(mm(Q);12(0) < Ca’st donde C es la constante en (3.24). [ |

En el siguiente lema probamos una cota para el error de regularizaciéon que se obtiene utili-
zando un operador R, asociado a una familia espectral {ga}ae(0,00) que satisface la condicién
(CE2). Notar que este resultado es analogo al Lema 3.11 donde se lo probé para el caso del

operador de regularizacién asociado al método de Landweber.

Lema 3.19. Seant > 0 y {ga}ac(0,00) una familia espectral que satisface (CE1) y (CE2). Sean,
ademds, T : L*(Q) — L*(Q) y Ro = go(T*T)T* como en el Lema 3.18. Entonces para todo

s € [0,t] existe una constante K, que depende de s, tal que

| RaT = I || care (o < K a2t (3.28)
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Demostracién. Sean f € H%(Q), g = Tf y {(on;un;v,)} el sistema singular asociado al
operador 7. Entonces por definicién de R,, se tiene que

R.g = Z Unga g,vn>un = Z Unga( )<Tf7 Un>un = Z Ugga(Ui) <f’ un>un7

on>0 on>0 on>0

y por lo tanto, Rog — f = Z (1 — 07 ga(o )><f, Un ) Un.-

on>0
Por otro lado, puesto que {ga }ae(0,a0) Satisface (3.25) sabemos de la Observacién 2.25 que

se verifica (3.27). Luego, para todo f € H*(f2) se sigue que

2s  —2s
| Rag = £ 12,0 = 3 11 = 020a(02)P|(f. wn)Pon o'

on>0
< s (1-0%a(@)lof) | £ I
0<o<||T|2
< Kai || f |30y, (por (3.27))
de donde se sigue la acotacién (3.28). [ |

En lo que sigue utilizaremos el mismo razonamiento que el utilizado en la seccién anterior,
considerando la desigualdad que nos permitié acotar el error de regularizacién del método

wavelet-espectral, es decir:

I RaSyPig° = f ll2@) < || Ra(S5P59° = Fig) I 2(0) + | Ra(Pjg —9) ll2(@) + | Rag = f ll2(e) -

En el Lema 3.19 obtuvimos una cota para el error de estimacién del tercer término. Resta
probar entonces el correlato de los Lemas 3.14 y 3.15 para una familia espectral {ga}ac(0,a0)

que satisface las condiciones (CE1) y (CE2).

Lema 3.20. Sean s > 0 y t > 0 tales que s +t € N. Sean ademds, g € H**'(Q) yn € N tal
que n <ty ¢ € H'Q). Entonces, para R, el operador correspondiente a la familia espectral

{9atac(0,a0) que satisface (8.24), existe una constante C independiente de o y de j tal que
| Ra(Pig = g) I3, @< Ca't  o—2j(s+t—1)

Demostracién. El resultado de sigue de la aplicacién del Lema 3.18 y el Teorema 3.5. En

efecto

I Ra(Pig = 9) 1,0 <l Ra Z(m0:Lo | Pig — 9 1700
<[l Ra H%(Hn(ﬂ);LQ(Q))H Pijg—g H%{n(ﬂ)

—t
<Cia't | Pig—g H%Inm) (por Lema 3.18)
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< Cya't 2_2j(s+t_’7)||g||%ls+t(m, (por Teorema 3.5)

<C a"%tz—%(é‘-i-t—n)?
donde C' es independiente de o y de j. |

Lema 3.21. Sean n € Ny, s > 0 yt > 0 tales que n <t y s+t € N. Sean ademds, el opera-
dor T como en los lemas anteriores y R, el operador correspondiente a una familia espectral
{9a}ae(0,00) que satisface la condicion (CE2) dada por (3.25). Supongamos que g € L3(9),
¢ € H'(Q), g° = g+8dW y denotemos con P;j al correspondiente operador proyeccion sobre V;
y Sy al operador de umbralado wavelet. Entonces, para toda eleccion de v = K(S\/m (K una

log (62| log §1) . . .
—TJ existe una constante C, independiente

constante positiva arbitraria) y j < jo = |
de o y de 6§, tal que se tiene la siguiente cota para el error de umbralado wavelet:

4(s+t—mn)

—t
E(|| Ra(SyP;g° = P;9) I7,(0)) < Ca’t (3+/]log d]) 2727

Demostracion. El resultado es consecuencia del Lema 3.18 y del Teorema 3.6. En efecto,

notar que

E(|| Ra(5,P;9° = Pig) I7,()) <Il Ba | Zsm@:Loi)) Bl SPig° = Pig |I7,0))
<|l Ra H%(Hn(ﬂ);Lg(Q)) E(]| S“ijgfS — Pjg H?{n(@)
< Cra" T E(| $,Pg° = Pig [3n(ay) (por Lema 3.18)

_ 4(s+t—n)
< CoznTt((F\/ |log d]) 2et277a ,  (por Teorema 3.6 con 0 = s + 1)
con C una constante independiente de  y a. |

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el teorema principal del capitulo. Este
resultado nos provee condiciones suficientes sobre una familia espectral {ga}ae(o,ao), para que
el correspondiente método de dos pasos wavelet-espectral asociado a esa familia posea un orden

de convergencia casi-6ptimo.

Teorema 3.22 (Orden de convergencia para el error total del método wavelet-es-
pectral). Sean n € Ny, s > 0 yt > 0 tales que n < t y s+t € N. Supongamos que
T : L*(Q) — L?(2) es un operador lineal, acotado, compacto y con la propiedad de t-suavizado,
feH(Q), g=Tf, 06>0yg°=g+6dW. Sean ademds
i) ¢ € H"(Q) la funcion de escala correspondiente a una wavelet con grado de reproduccion
polinomial m en Vj, tal que m +1 > t,

ii) S, el operador de umbralado wavelet con v = Cd+/|logd| y
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iii) R, el operador asociado a la familia de reqularizacion espectral {ga}ae(07a0) que satisface

las condiciones (CE1) y (CE2) dadas por (3.24) y (3.25).

Si el nivel de resolucidn wavelet j satisface 277 < (64/|log 6])Y/ (1+d/2) 4

a (5\/|10g5|)2s+gt+d sin<t,y
a =~ (§+/]log §)? sin=t,

entonces el error total de reqularizacion del método wavelet-espectral es cast optimo en el sentido

que satisface
4s
B(| RaS,Pi9° = [ |2:0) = O ((6\/Tloga]) 7555 ).

Demostracién. Observemos en primer lugar que, siguiendo acotaciones analogas a las

utilizadas en la demostracion del Teorema 3.16, se tiene que
1 1
E( || RaSyPig" — f H%?(Q) ) < 3E( || Ra(S,Pi9° — Pig) H%Q(Q) )
+3 || Ra(Pig = 9) I72(0) +3 | Rag = f 720y
=3(EU? + EP? + ER?),
donde, como antes, EU, EP y ER denotan los errores de umbralado, proyeccién y regularizacion,
respectivamente.

Caso I: Consideremos en primer lugar el caso n < t. Una cota para el primer término

correspondiente a EU? se sigue del Lema (3.21). En efecto

n—t 4(s+t—mn)
EU% = E(|| RQ(S,YPjgé — Pjg) ||%2(Q)) <Cra’i (6+/]log d|) 2s+2t+d | (3.29)

log(62|log <5|)J
log 2 '
Por otro lado, una cota para el error de proyeccién EP? se obtiene del Lema 3.20:

para todo j < jo = |[—

EP? =[| Ra(Pjg — g) ||%2(Q)§ Cs OZWT%Q_QJ‘(S—H_W)- (3.30)

Igualando los 6rdenes obtenidos para EU? y EP? en (3.29) y (3.30), respectivamente, podemos

estimar el nivel de proyeccién wavelet. En efecto, de
an%t2_2j(s+t_’7) = an%t(é\/ | log 5\)%,
se sigue que 277 ~ (§+/]log 6])%/(25+2144) (consideramos una aproximacién pues j € N).

Suponiendo d+/|logd| < 1 se observa que la eleccién propuesta del nivel de resolucién j es

menor a la estimacion obtenida

277 < ((5\/\log6])’7+1d/2 < (5\/|log5\)25+3t+d.
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Para una eleccién de parametros en la que el nivel de resolucion sea independiente del nivel

de suavidad de la solucién y de la propiedad de t-suavizado del operador, como en el Teorema
. 1

3.16, proponemos utilizar 277 ~ (d4/|log d|) "+4/2. Reemplazando el nivel de resolucién wavelet

estimado en la cota para EP? obtenemos

EU? + EP? = E(|| Ra(S,Pig’ = Pjg) 7,0+ | Ra(Pig = 9) II7,(0)

4(s+t—n)

< (Cy + Cy) T (5+/]log o] ) 224 .

Por ltimo, resta estimar una cota para el error de regularizacién. Del Lema (3.19) se tiene
directamente

ER® =|| Rag — f I, < Cs at.

Igualando ahora los 6rdenes de convergencia correspondientes a los errores EU? y ER?, es posible

estimar el parametro de regularizacién a. En efecto, de
n—t Asttom)
a t (04/|logd|)zst2tid = at,
4t
se obtiene la estimacién a = (0+/|log d|)2s+2t+d.

Finalmente, utilizando las estimaciones obtenidas para los pardmetros j y « se sigue la

acotacién del error total correspondiente al método de dos pasos:
E(| RS, Pig® — f |)? < 3(EU? + EP? + ER?) < 3(Cy + Cy + C3)(5+/[log 6]) 573774
Caso II: Consideremos ahora el caso n = t. Notemos en primer lugar que

| Ray 17,0 = D onlgalon) Py, vn) oy, %00

on>0
< sup oga(0®)? D 02y, o)
0<o<||T2 on>0
2
= sup (U2|ga(a2)|) ||y”Ht(Q) (por (3.3), puesto que n = t)
0<o<|IT?
= C1 |yl gt (0)- (por Lema 3.17 con a = 1)

Se sigue entonces que
| R l2a(9);La(0)) < Ch,s (3.31)
donde C' es una constante independiente de a.
Luego,
E(|| Ra(S,P;g° = Pig) 17,) <Il Ba |2 a0y E (Il S3Pi9° = Pig 17, )

< CRE(1| S,Pig” — Pig |30 ) (por (3.31))
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< C(0\/Tlog o)),
donde la dltima desigualdad se sigue del Teorema 3.6 con 0 = s+ t.
Esto concluye la demostracién del teorema. [ ]






CAPITULO 4

Regularizacion wavelet-vaguelet

En este capitulo presentamos un método de regularizacion wavelet-vaguelet para resolver
problemas inversos lineales mal condicionados. Comenzamos con una seccién introductoria don-
de describimos la motivacion que origina el surgimiento del método y presentamos ademés un
breve resumen de los elementos que intervienen en su construccién. En las Secciones 4.2 y 4.3
definimos dos tipos de operadores especiales, operadores débilmente invertibles y operadores ho-
mogéneos y probamos algunos resultados importantes relacionados a tales operadores, los que
resultaran de interés en demostraciones posteriores relacionadas con la convergencia del método
propuesto. En la seccién siguiente presentamos el método de regularizacién wavelet-vaguelet.
Para ello definimos previamente el concepto de vaguelet y probamos una serie de propiedades.
En la Seccién 4.5 realizamos un analisis detallado de la convergencia del error correspondiente
al método propuesto considerando dos versiones del mismo: con y sin umbralado wavelet. Por
dltimo, en la Seccién 4.6 presentamos y analizamos una aplicacién concreta del método para el

caso de operadores integrales que poseen descomposicién wavelet vaguelet.

4.1. Introduccion

En esta seccién repasamos brevemente los métodos de representacion de funciones analizados
en los Capitulos 1 y 3 (a saber SVD y wavelets), resaltamos sus limitaciones y a partir de ellas
fundamentamos la necesidad de introducir una nueva descomposicién que resulte mas eficiente

a la hora de resolver problemas inversos mal condicionados.

4.1.1. Descomposicién en valores singulares (SVD)

Como vimos en la Seccién 1.2 la descomposicién en valores singulares es una herramienta
adecuada para el estudio de ciertas propiedades de la inversa generalizada de Moore-Penrose en
el caso de operadores compactos. En particular de la Definiciéon 1.6 tenemos que dados X, Y
espacios de Hilbert y T': X — Y un operador lineal y compacto, un sistema singular asociado

a T es una familia {(oy,; up, vn) }nen donde:
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» {02},en son los autovalores no nulos de T*T (y de TT*), considerados en orden decre-
ciente, con su multiplicidad,

s {up}tnen es el correspondiente sistema ortonormal completo de autovectores de T*T

(que expande R(T*) = R(T*T) ) v,

» {v, }nen es el correspondiente sistema ortonormal completo de autovectores de TT* (que
T
expande R(T) = R(TT*) ); se tiene que v, = I

[Tunl

Utilizando este sistema singular asociado a 1" se puede obtener una representacién en serie de

la inversa generalizada de Moore-Penrose de dicho operador:

TT?/:i W), con DT = {yey:iw <oo}, (4.1)
n=1

o o2
n=1 n n

Como vimos anteriormente en la Seccién 1.2, el principal problema de esta representacion, en
el caso de problemas mal condicionados, radica en el hecho que los autovalores tienden a cero y
por lo tanto es necesario algin tipo de regularizacién.

Tal como vimos en el Capitulo 2, una regularizacién de T consiste esencialmente en aproxi-
mar adecuadamente el operador no acotado 77 por una familia paramétrica {R,} de operadores
lineales y continuos. De esta manera, dados {R,} v v° con ||y — »°||y < 6, una aproximacién

de la solucién de minimos cuadrados de minima norma del problema Tz = y esta dada por
é

Lo

= R,y°. Algunos métodos de regularizacién particularmente relacionados a SVD son los

métodos de filtro estudiados en la Seccién 2.2.

4.1.2. Representacion mediante wavelets

En los tltimos anos se ha despertado mucho interés en el uso de bases ortonormales wavelets
para representar funciones y se han descubierto muchas ventajas en la utilizacién de tales bases,
en particular en relacién a la representacién rala (sparse) de ciertas funciones. Asi, por ejemplo,
existe evidencia empirica de que transformaciones wavelets pueden proveer representaciones
ralas robustas de imagenes reales. En efecto, como puede verse en los trabajos de DeVore y
Frazier (ver [13] y [19]), en algunos casos de procesamiento de imagenes es posible obtener una
reconstruccién razonablemente buena de la imagen con tan solo un muy pequeno porcentaje de
los coeficientes en la transformada wavelet discreta (1 o 2%).

Como vimos en la Seccién 1.4 dada una wavelet ¢ € L*(R%) y su funcién de escala asociada

¢ € L*(R?) definimos para todo x € R? las transformaciones diddicas:

Dx) =250 (2x —K) ¥ Gu(x) = 2% H(2x — k) VkeZ', Vee T ={0,1}* - {0},
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y los respectivos espacios generados para un nivel de resolucién j:
W, =span{y|) : k € Z* A e €T}y V; =span{e;, : k € Z'}.

Como vimos anteriormente (Seccién 1.4), para todo jo € Z fijo se tiene que L*(R) =V, @ W;
JiZjo
y para toda f € L*(R?) se tiene la siguiente representacién multiescala

FX) = (e broudDioncx) + DD D (fpi i (x).

kezd iZjo €€T kezd

Definiendo I'® = {0, 1}4, ¥°, = ¢, 1cs A= (4, k,€) y A ={(j, k,€) € ZxXZ* xT°: j > j,} se tiene

Js

la representacién wavelet en su version simplificada que ya hemos utilizado en los Capitulos 1
y 3
flz)= Z(fa ) a ().

AEA

Recordar que A depende de j, pero, dado que j, serd prefijado en un comienzo, a los efectos de

simplificar la notacién obviaremos especificar tal dependencia.

4.1.3. Descomposicién wavelet-vaguelet (DWYV)

Hasta aqui hemos visto dos tipos de bases ortogonales para la representacién de funciones en
el caso de problemas inversos mal condicionados. El primer tipo, SVD, representa eficientemente
al operador del problema T'x = y. El segundo tipo, las bases wavelets ortonormales, se utilizan
para representar de manera eficiente ciertos espacios de funciones que poseen algin tipo de
regularidad, y por tal motivo se las utiliza para codificar adecuadamente informacién previa
disponible sobre la solucién exacta del problema. A la hora de resolver problemas inversos,
seria muy deseable disponer de una descomposicion que permita incorporar simultaneamente
tanto las ventajas de SVD como de la descomposicion wavelet, con el objeto de disponer de una
representacién que incorpore de manera eficiente tanto informacién relevante sobre el operador
asociado al problema como asi también sobre los supuestos de regularidad de la solucién exacta
del mismo. Desafortunadamente esto es, en muchos casos, imposible, aunque existe un caso
particular de problemas inversos donde pueden representarse de manera adecuada, en algin
sentido, tanto el operador y como los espacios de funciones asociados a las condiciones fuente.
No obstante los detalles sobre este tipo de problemas y la correspondiente descomposicién se
analizardan en profundidad en las Seccién 4.4.2, presentamos brevemente a continuacién un
bosquejo de los elementos subyacentes en la idea que da origen a este novedoso enfoque.

Sean X, Y espacios de Hilbert y T : X — Y un operador lineal. La descomposicién wavelet-

vaguelet utiliza tres conjuntos de funciones {1, }rca, {Usr}rea ¥ {Vr}rea tales que:
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a) {1 }rea una base ortonormal de X (ver Seccién 1.4),
b) {ux}rea ¥ {vs}rea son conjuntos casi-ortogonales en Y, es decir, para toda sucesién
{ay}sea € £? se verifica que

[ ZGAUAHY = [laallz) v ZGAUAHY = [laxllez )

AEA AEA

donde a = b significa que existen constantes C,C, > 0 tales que Cb < a < ()b,
c) existen valores casi-singulares k; que dependen solo del nivel de resolucién wavelet j y
satisfacen

wa\ — ]Cj’UA y T*'U/)\ — k]wA V)\ S A, y

d) {us}ren ¥ {vr}rca verifican la relacién de bi-ortonormalidad
(s, Uu> =0y, YA peA

En el contexto de la aplicacion de la descomposicién wavelet-vaguelet a la construccién de méto-
dos de regularizacién para problemas inversos mal condicionados sera de particular importancia
el hecho que, bajo ciertas hipdtesis generales sobre el operador T' y la funcién f, ésta ultima
puede representarse en la forma

F= kT fua)h

AEA

4.2. Operadores lineales débilmente invertibles

En esta seccién definimos el concepto de operadores débilmente invertibles y probamos
algunos resultados que necesitaremos méas adelante al estudiar condiciones suficientes para que

un operador admita descomposicion wavelet-vaguelet.

Definicién 4.1. Sean X, Y espacios de Hilbert, T': D(T) C X — Y un operador lineal y sea
{w,}¢en una base ortonormal en X. Decimos que T es débilmente invertible con respecto a la

base {w,},en si para todo £ € N existe ¢, € Y* tal que

c(Tf)=(fw) ¥V [feD).
Observacién 4.2. Si un operador 1" definido entre espacios de Hilbert es débilmente invertible
con respecto a una base ortonormal {w,},cy entonces es inyectivo. En efecto, supongamos que
existen fi, fo € D(T), tales que T'f, = T'f,. Como T es débilmente invertible con respecto a la
base {w,},cn entonces para todo ¢ € N existe ¢, € Y* tal que ¢,(Tf,) = (f,,w,). Luego

o= fnwdwe =Y el Tfwe =Y clTh)w, = (fo,we)w, = fo.

£eN £eN £eN £eN
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En el contexto del problema inverso asociado a la ecuacion T'f = g, si T es débilmente
invertible con respecto a una cierta base, es posible encontrar una representaciéon de la funcién
f en términos del dato g y de esa base, que resulta apropiada para la implementacion de métodos
de regularizacién. En efecto, dado un operador T débilmente invertible con respecto a una base
ortonormal {w,},cy, a partir de los funcionales {¢,},cy se tiene que si T'f = g entonces

f= Z(fa We) wy = ZCZ(Tﬁ Wy = ZCZ(Q) w,=T"g. (4.2)

teN teN eeN
Lema 4.3. Sea T : X — Y un operador lineal con X, Y Hilbert y sea {w,},cn una base
ortonormal de X. Si D(T)es denso en X, entonces T es débilmente invertible con respecto a

{w,}oen sty solo si {w,}en C R(T*).

Demostracion. Por un lado, observar que si T' es débilmente invertible con respecto a la
base {w;}sen, se sigue inmediatamente de la definicién de operador adjunto que los funcionales
¢, de la Definicién 4.1 satisfacen ¢, € D(T*) V ¢ € N y, més aun, T"¢, = w, V £ € N.

Reciprocamente, si {w, },en C R(T™*) entonces existe {c¢, },en C D(T™) tal que T*c, = w, V £ €

N y por lo tanto se tiene que V f € D(T')
(fywe) = (f, T c.) = (Tf,ce) = c(Tf) VLEN,

Luego, T es débilmente invertible con respecto a la base {w,}cy. [ |

Observacion 4.4. Sea T' un operador lineal, acotado, inyectivo, con D(T) = X. Si R(T*) es
cerrado entonces el operador T es débilmente invertible con respecto a cualquier base orto-
normal. Este resultado se sigue directamente del lema anterior considerando que al ser 1" un
operador acotado e inyectivo, R(T™*) es denso en X. En efecto, dado que T es acotado tenemos
que D(T*) =Y y por lo tanto existe T** y T** = T. Luego, N (T) = N(T**) = R(T*)* y por
lo tanto {0} = V(T)* = R(T*).

El siguiente lema permite deducir la invertibilidad débil de un operador T a partir de la

analoga propiedad del operador autoadjunto 77T

Lema 4.5. Sea T : X — Y wun operador lineal y acotado, con D(T) = X y sea ademds {w;} e
una base ortonormal de X. Si T*T es débilmente invertible con respecto a {w,},cy entonces T

también lo es con respecto a la misma base.

Demostraciéon. Como el operador T es acotado, tenemos que D(T*T) = D(T) = X. Por

otro lado, dado que T*T es débilmente invertible, para todo £ € N existe s, € X* tal que
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s$(T*T f) = (f,w,) para toda f € D(T*T). Luego, en virtud del Teorema de Riesz, V ¢ € N

existe s, € X tal que
<f7 ’LU@) - SZ(T*Tf) - <T*Tf7 3€> - <Tf7 T54>'

Definiendo ¢, = T's, tenemos entonces que ¢,(T'f) = (f,w,) para todo ¢ € N, para toda f € X

y, por lo tanto, T" es débilmente invertible con respecto a la base {w,}cy. |

Presentamos a continuaciéon un ejemplo de operador integral débilmente invertible. Otros
ejemplos de este tipo seran desarrollados con mayor detalle en la Seccién 4.6 para ntcleos de

cuadrado integrable o débilmente singulares.

Ejemplo 4.6. Consideremos el operador integral 7" : L*(R) — L?*(R) definido por
t
74) = [ s (4.3

con D(T) ={f € L*(R) : % € L*(R)}. Se puede probar facilmente que R(T) = {f € L*(R) :
wlf(w) € L*(R)} y T* = —T.

En el analisis de este ejemplo nos proponemos utilizar el andamiaje metodolégico desarrolla-
do hasta el momento para obtener una representacién adecuada de la inversa del operador T en
términos del dato g, utilizando los funcionales lineales asociados a la condicién de invertibilidad
débil del operador. A tales efectos consideremos una base wavelet {1, } \ca asociada a una madre
wavelet ¢ € R(T™). Se tiene entonces que {9, }rea C R(T™*) y, por lo tanto, {1, }rea € R(T),
puesto que T* = —T. Asi, del Lema 4.3 se sigue que el operador T' definido por (4.3) es débilmen-
te invertible con respecto a la base {1, }xea. Y puesto que D(T') es denso en L?(R) los funcionales
{¢:}rea de la Definicién 4.1 satisfacen T*c, = 1),. Se sigue entonces que ¢, = =T '1h, = —.

De esta forma, dada la representacién wavelet diddica ¥, (t) = v, ,(t) = Q%w@jt —k)VieA

se puede obtener una expresién formal para la familia {c,}reca. A saber,

3j . .
ex(t) = c,ult) = =0, (t) = =229/ (27t — k) y [leall 2y = 274 | pom) ¥ A € A

De este modo para toda f € D(T') tenemos que
F=Y (Fo0tn =Y a(Tfos =D (Tf.ea)thn (4.4)
AEA AEA AEA
Esta es la correspondiente representacion asociada a (4.2), la cual serd de suma importancia
en el desarrollo del método de regularizacion que definiremos mas adelante. Observar que en

este caso particular T no es acotado y tampoco lo es su inversa generalizada. En la Seccién 4.6
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analizaremos otros ejemplos en un contexto mas general de operadores integrales con ntcleos

de cuadrado integrable y débilmente singulares.

4.3. Operadores homogéneos

En esta seccién definimos los conceptos de funciones y operadores homogéneos y probamos
algunos resultados que necesitaremos mas adelante al analizar condiciones necesarias y suficien-
tes sobre el niicleo de un operador de convolucién para que este admita una descomposicion
wavelet-vaguelet. Estos resultados estan relacionados a los correspondientes operadores duales
e inversos y a la transformada de Fourier de una funcién homogénea.

Iniciamos esta seccién introduciendo el concepto de operador dilatacion y, a partir del mismo,

definimos luego el concepto de operador homogéneo.

Definicién 4.7. Dados d € N y a > 0 definimos el operador dilatacion D, : L*(R*) — L*(R%)
como D, f(t) = f(at).

Definicién 4.8. Decimos que un operador 7' : D(T') C L*(R*) — L*(R?) es homogéneo con
grado de homogeneidad [ si para todo a > 0 se verifica que D,D(T) C D(T) (es decir, D,f €
DT)Y feD(T) yVa>0,osea D(T) es cerrado por dilataciones) y

TD, = a " D,T. (4.5)

Los siguientes dos lemas relacionan el grado de homogeneidad de un operador con el de su

inverso y el de su adjunto.

Lema 4.9. Sea T : D(T) C L*(R?) — L*(R?) un operador inyectivo. Si T tiene grado de

homogeneidad B entonces el operador T~ es también homogéneo de grado —f.

Demostracién. Dado que el operador T' es homogéneo de grado 5 tenemos, por definicién,
que para todo a > 0 se verifica TD, = a ?*D,T. Por otro lado, al ser T inyectivo existe

T7':R(T) C L*(R*) — L*(R?%). Luego, sobre R(T") se tiene que
DT = T'TD,T" =T " (a*D,T)T" = a*T'D,

y, por lo tanto, T~'D, = a~"4D,T~*, lo que nos dice que T~' es homogéneo de grado —3. W

Lema 4.10. Sea T : D(T) C L*(R*) — L*(R?) con D(T) denso. Si T es homogéneo, entonces

el operador adjunto T es también homogéneo y tiene el mismo grado de homogeneidad.
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Demostracién. Supongamos que T es homogéneo de grado 3, entonces D(T') es cerrado
por dilataciones. Probaremos en primer lugar que D(7™) es también cerrado por dilataciones.

En efecto, observar en primer lugar que V f, g € L*(R%) y V a > 0 se tiene que

(Do f9) = (f,a~D1 g). (4.6)

Sean g € D(T™) y a > 0. Queremos probar que D, g € D(T*). Como g € D(T™) entonces existe

una constante K,, con 0 < K, < oo, tal que

(Tf,9)| < Kgllfll2gay ¥ f € D(T). (4.7)
Luego,
(Tf, Dag)| = a (D1 Tf,g)] (por (4.6))
=a ""VNTD. f,9)| (pues T es homogéneo de grado 3)
< a"VKGDy fll 2 rey (por (4.7))
= o K| 7] 12(a)- (pues 1D, fl 2 gy = % 11l ee )

Esto implica que el funcional f — (T'f, D,g) es continuo sobre D(T") y por lo tanto D, g € D(T™).
Para probar que T™ es homogéneo de grado 3 tenemos que verificar la identidad T*D, =
a ?¢D,T* ¥V a > 0. Para ello probaremos primero que se satisfacen cada una de las siguientes

identidades para todos f € D(T'), g € D(T*) y a > 0:
i) (TDaf,9) = (f.a™*D1T*g),
ii) (f,a”*T*D1g) = (f,a™*D, T"g) y
iii) (a="'D,Tf,g) = (f, a‘ﬁd‘dT*Dég>.
La identidad i) se sigue del hecho que para f € D(T'), g € D(T*) y a > 0 se tiene que

(TDaf,9) = (Daf, T"g) (por definicién de T™)

= (f,a"'D,T"). (por (4.6))

Asimismo, para ii) observar que para f € D(T), g € D(T*) y a >0

(f,a P *T*D1g) = (Tf,a """ *Dig) (por definicién de T™)
= (a™""D.Tf,g) (por (4.6))
= (T'D.f,g) (pues T' es homogéneo de grado )

= (D.f,T"g) (por definicién de T™)
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= (f,a™ D, T"g). (por (4.6))
La identidad iii) se sigue del hecho que
(a*DyTf,g) = a "(Tf,a”"Dy1g) (por (4.6))
=a "f, a_dT*D%g> (pues D,g € D(T™))
= (f, a_ﬂd‘dT*D%g)

Finalmente, de las identidades i), ii) y iii) se sigue que (f,a_dD%T*g) = (f,a™P*"T*D1g)
para todas f € D(T), g € D(T*). Puesto que D(T') es denso en L*(R?) se sigue entonces que
a ‘D1 T*g = a P *T*D1g para toda g € D(T*). Con b = é se obtiene finalmente que

T*Dy = b_BdDbT* Vb>0.
Luego, T* es homogéneo de grado f. ]

Finalizamos esta seccion introduciendo el concepto de funcién homogénea y probamos un

lema sobre la transformada de Fourier de funciones homogéneas.
Definicién 4.11. Decimos que f : R* — R es homogénea de grado 3 si Va > 0 se verifica
flax) = a "' f(z), Vo € R
Recordar que para f € L'(R?) su transformada de Fourier fe L'(R?) se define por
flw) = /Rd e " f(t) dt, w e R%

Lema 4.12. Sea f € L*(R% R) homogénea de grado . Entonces su transformada de Fourier f

es también homogénea con grado de homogeneidad 1 — (.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del hecho que para todo a > 0y w € R? se
verifica

f(aw) = /Rd e " f(t) dt = /Rd e e f (g) i—z = %a_lﬁd /Rd e f(r)dr = a” P (w).
|

4.4. Regularizacién wavelet-vaguelet

En esta seccién presentaremos un método de regularizacién wavelet-vaguelet para resolver
problemas inversos lineales mal condicionados. Para ello introducimos en primer lugar los ele-
mentos fundamentales del problema y esbozamos un bosquejo del método en funcion de las

herramientas y resultados estudiados en las secciones anteriores. Posteriormente, definimos el
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concepto de vaguelet y analizamos algunas de sus propiedades fundamentales para finalmente

presentar el método de regularizacién wavelet-vaguelet a través de la descomposiciéon homoéloga.

4.4.1. Introduccion

En esta seccién y las que restan de este capitulo, consideramos nuevamente problemas

inversos de la forma
Tf=g, (4.8)
donde T : X — Y es un operador lineal, acotado, de rango no cerrado y X, Y son espa-

cios de Hilbert. En general, supondremos que el dato g no se conoce de manera exacta. Mas

precisamente, consideraremos un modelo de observacién con ruido aditivo de la forma
g’ =g+ ddw, (4.9)

donde dW es ruido blanco y § > 0 una constante que cuantifica el nivel de error. En lo que resta
de este capitulo, a menos que lo especifiquemos de otro modo, trabajaremos exclusivamente con
los espacios X =Y = L*(Q2), donde Q C R? es un cierto dominio acotado.

Al igual que en la Seccién 1.4 denotamos con ¥ y ¢ a la funcién wavelet y su funcién de
escala asociada, respectivamente, ambas en L*(2). Sean ademads j,, I'° y la base wavelet {1, }aea
como en (1.20). Dado v = {7, },ez, cony; > 0V j € Z (de ahora en més nos referiremos a una tal
sucesion v como un “umbral”), definimos el operador umbralado wavelet fuerte S, : L*(Q2) —

L?(Q) asociado al umbral v y a la base wavelet {1, }1ca, como sigue. Dada f € L*(Q2), escribimos

f(z) = Zax¢x($)a donde a, = (f,\) y A ={(j,k,e) €ZXZ* xT° : j > j, A sop(eh) C Q}.

AEA
El operador umbralado wavelet fuerte S, se define entonces como

[Svf()](x> = Z aAXﬂa)“ZW}(OQ)T%(l')- (4.10)

AEA

El método de regularizacién que propondremos en este capitulo consiste, esencialmente, en
elegir adecuadamente una base wavelet {1, },ca con respecto a la cual el operador 7" asociado
al problema (4.8) sea débilmente invertible. En tal caso, imponiendo condiciones que garanticen
la inyectividad del operador adjunto, se sigue inmediatamente, en virtud del Lema 4.3, que los
funcionales ¢, de la Definicién 4.1, estan en este caso dados por ¢, = (T*) '), V XA € A. Veremos
que si el operador T es, ademds, homogéneo, la coleccién de funcionales {c, } <4 satisface ciertas
propiedades que la transforman en una familia a la que denominaremos de “vaguelets”. En la
siguiente seccién introduciremos formalmente el concepto de vaguelet y probaremos algunos de

los resultados principales asociados a las mismas. Como veremos mas adelante (Secciones 4.4.3
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y 4.6 ), el uso de vaguelets en problemas del tipo (4.8), serd particularmente apropiado en los
casos en que el operador T™ posea un comportamiento més estable que el operador T en el
sentido del mal condicionamiento asociado al problema inverso.

Recordemos nuevamente que en el modelo (4.8), suponemos que g es desconocido y solo se
dispone de una versién ¢° contaminada por ruido, dada por (4.9). La invertibilidad débil de T" con
respecto a la base wavelet {1, },ca, junto con la representaciéon (4.2) nos lleva inmediatamente

a definir nuestra primera aproximacién, en términos de ¢°, de la solucién exacta del problema

(4.8):
@) = el @), e (111)

AEA

El subindice “c” en f? en (4.11) hace referencia a la familia de funcionales {c,} e asociada a
la invertibilidad débil de T' con respecto a la base wavelet {1, },ca. Una segunda aproximacién
se obtiene a partir de (4.11) mediante la aplicacién del operador umbralado wavelet fuerte S,

definido en (4.10) (con un umbral v convenientemente elegido):
fo(x) =8, f(x), veq. (4.12)

En la siguiente seccién introduciremos el concepto de vaguelets y estudiaremos algunas de sus
principales propiedades, las que seran de fundamental importancia para el posterior desarrollo
de la descomposicion wavelet-vaguelet y el correspondiente método de regularizacion asociado,

para el problema (4.8).

4.4.2. Vaguelets

Esta seccién tiene como objetivo introducir formalmente el concepto de vaguelet. La incor-
poraciéon de vaguelets en el contexto de problemas inversos lineales mal condicionados a través
de la llamada descomposicién wavelet-vaguelet (DWV), que estudiaremos en la Seccién 4.4.3,
da origen a un método de regularizacion que en algunos casos resulta ser muy eficiente. Esto
es fundamentalmente consecuencia del hecho que como veremos las vaguelets resultan ser una
herramienta eficaz para representar de manera adecuada tanto al operador asociado al problema,
como a ciertos espacios funcionales asociados a condiciones fuente de la solucién exacta. Comen-
zaremos definiendo el concepto de vaguelet y, posteriormente, probaremos algunos resultados

que permiten demostrar la propiedad de casi-ortogonalidad de las mismas.

Definicién 4.13. Una coleccién de funciones {v; .}, C C(R% R) con j € Z, k € Z% se dice que

constituye una familia de vaguelets si existen constantes positivas C, a y 3, con § < a < 1,
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tales que V j € Z y V k € Z se verifican las siguientes condiciones:

v, (z)] < C27 (1 + |2z — k)™, ¥z eR, (4.13)
/ v(z)de =0y (4.14)

Rd
[v; 1 (2") — v 0(x)| < C’Qj(%+6)|x' —x|?, Va2’ e R (4.15)

Notar que (4.13) implica que cada una de las funciones v;,(x) concentra su energfa en un

entorno de x = 277k, mientras que (4.15) es una condicién Holder de orden .

Lema 4.14 (Lema de Schur). Sean M = {m,;}, jen una matriz infinita y {w, },cy una sucesion

de numeros positivos. Si Vi e N

Z\mi,jij < w;,

JEN

y, simétricamente, para todo j € N

Z‘mi,ﬂwi < wj,

i€N

(4.16)

(4.17)

entonces M : £*(N) — (2(N) es un operador acotado y su norma es menor o igual que 1.

Demostracién. Sean a = {a,};cn € *(N) y b = Ma, es decir b, = Zmi,jaj. Escribiendo

JEN

11
lma ;| la;| = |miﬁj|% w?w, jlm”ﬁ la;| v aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

que

b, < <Z |mi,j|wj> (Z [m |w; a; |

JjEN

jEN

< w; <Z |mi,j|wj_1|aj|2> .

JEN

Luego, sumando para todo i € N, se sigue que

||MaHj2(N) =

<

<

S Ibf

i€N

Zwi <Z ’mi,j|wj1’aj’2>

ieN jEN

Z w; ' a,|? Z Im | w

jEN €N

Zw;1|aj|2wj

JEN

Z |a,|*

JEN

H%HZ%N)-

(por (4.16))

(por (4.17))
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Asi, finalmente obtenemos || M|z 2y < 1. [
El siguiente teorema constituye un resultado importante sobre propiedades de las vaguelets.

Teorema 4.15. Sea {v,,},, una familia de vaguelets con las correspondientes constantes aso-
ciadas o, B y C,. Dada una sucesion a = {a;,},;x € (*(Z x Z*) se define

ZZQJWM ), © € R%

JEL kezd
Entonces QQ mapea (*(Z x Z*) en L*(R?) y, mds ain, ezxiste una constante C = C(a, 8,C) tal
que

1Q(a) 120 < Cllall 2z, ¥ a € £(Z x Z7), (4.18)

es decir, la transformacion Q : 0*(Z x Z*) — L*(R?) es continua.

Demostracién. Para probar (4.18) debemos estimar la siguiente norma

2

Qe = [ | T wwn@ ] o= XY uan [ ou@ao

jez,kezd j€z,kez® j' ez, k' ezl

(4.19)
El primer paso de esta demostracién consistird entonces en buscar cotas para los términos
s i) = | foa Vi ()0, 40 () dm}. Claramente, utilizando un argumento de simetria es posible

reducir el caso general al caso j < 5. Bajo tal supuesto se tiene que

o] < [ lora@)loy.0@)] do
R

. 2j/d
< 022(1—1 )g/ : d 413
- ra (14 |20z — k|)d+e(1 + |27z — K/|)d+e v (por (4.13))
R 1 )
- Cle(r] '8 / 2 1oyt ; du.(con u=2"x — k’)
rRd (1+ 27’23' (2-9k — 29 k!) — u|) e (1 + |ul)+e

(4.20)

Definiendo b = 227], y 2z =2"|k277 — k'277| se tiene que la integral en (4.20) puede escribirse

como

1 1
: du:/ du
/Rd (14 27|27/ (277k — 275'K!) — wl) e (1 + u] )4+ re (1+ 0|z =)o (1 4 |ul)*+e
= (fox f)(2), (4.21)

donde f,(x) = x € R4 Puesto que j' > j se tiene que 0 < b < 1y, por lo tanto,

1
(14 bla[)ote” o
el Lema 5.3 (ver Apéndice) implica entonces que existe una constante C' = C(d, «) tal que

(fox f1)(2) < C’fb(z)
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1

=C , :
(1+ 29|27k — 2-7k|)é+

(4.22)

- - /2
Mas precisamente, la constante C' estd dada por C = m (242 1),

al'(d/2)
con (4.21) y (4.22) en (4.20) se sigue que existe una constante C; = C,(d, a) = CC? para la

cual se verifica que

1
(1 +2i]2-9"k! — 2-ik]|)d+e

d+a
— 6127\3‘7]"\% 277 +27
9 127 + (1+2-7)27 k' — 2-7K]

. . d+a
~ . 277 =+ 277
< C,27-"% : i . 4.23
- 2-3 4 2-i" 4 |2-3'k! — 2-ik| (423)

Por otro lado, utilizando las tres condiciones que definen a una familia de vaguelets, con « y

~ . d
(L] < CL270771%

f como en (4.13) y (4.15), respectivamente, obtenemos una segunda estimacion para |1, , ;7 x|,

como sigue:

Lijp5 | = /d (@) — Uj,k(Qij/k/))Uj’,k’ (z) dx ( por (4.14))
R
<) [ o2 WPl (o) do (por (4.15))
R
2798|120y — K'|°
dL
<C,C\2 97(4+2)9 /Rd 12z — k| dz ( por (4.13))
< 0122j(51+6)2dj2/2j/6/ 7 ! dx
rd (14 |27z — K/|)d+e—p
_02222 2(J i 2_—jdd (h iend — 9 —k’)
A a)e u aciendo u x
d ors
< (9 \(6+§)W (por Proposicién (5.5))
_ 612 2—\j—j/\(ﬁ+%)7 (424)
d
con C, = Cy(d, o, B) = CQ%.
Finalmente, definiendo § = %, escribiendo |I| = [I['°[I|° y utilizando (4.23) para

acotar el primer factor y (4.24) para acotar el segundo obtenemos la siguiente estimacién

it ay) = Mg ™ Mg wn |

el (d+a)(1-0)
<6, (2—|.7'—j’|%>1*9 277 +27 (27\3‘71”\(&%))9
- 27 + 277" + |k'2-3" — k29|

o _ d-+
GGty (202 T
279 4277 + |k'2-7 — k2|
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=Mk (4.25)
dondevzﬂ@iﬂiayé:é(daC 5)iC~'1’QC~"’.
Oé—f-ﬁ—f—d 3 3\My My 1
Para simplificar la notacién escribiremos | Zaéw , donde ¢ = (j,k) y L =

LeEL

{(j, k) € Z x Z*}, con lo que (4.25) toma la forma |I, 4| < m, . Luego, con (4.25) en (4.19)
tenemos entonces que

1Q(a) 32 gy < SN |l (por (4.19))

LeL fer

< Z Qg Z QMg ! (por (4.25))

LeL er

= <CL7 MCL>£2(L)

< ||aH182(L)”MaH£2(L)7 (4.26)

donde M es la matriz infinita M = {m, s}, yc;.

Observando (4.26) vemos que seria suficiente con probar que el operador M : ¢*(L) —
0*(L) es acotado, para lo cual utilizaremos el Lema de Schur. Para ello serd suficiente con
probar que {m, },c, verifica las condiciones (4.16) y (4.17) para alguna sucesién {w,},c; de
nimeros positivos. Veremos que ambas condiciones se cumplen para w, = 277 g, Separaremos la
demostracién en dos casos.

Caso 1: 7' > j. Definimos n = j' — j y obtenemos la siguiente estimacién

d =~ g ,,‘( +d) 2—]’ + 2—j’ d+~
o —j'a —li=3'1(v+%
55 e = 30 X e 0 (o 2

i'>j K ezd i'>j K ezd

< é 2 j/d27 (wrd) 2 "
—J 29" 2 - - @
= 32 Z <1+’k—2—nk/’)

i'>j K ezl

-ty
< (219" i4 ZQ i'$9i¢o9n(1+9) Z <1+21—”\k’\>

i'>5 K ezd

- . 1 -
<A Y e 3 (gt )

n20 K ezd

< C, 2172778 Z 27m2TM(1 22"y (por el Lema 5.4)

n>0

<Cy(1+2971)202798 Y "o

n>0

- C’427j%

= C4w]-,k.
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9-i 1 5 S
m > B y Cy = 04(037d77)'

Caso 2: j > j'. Aqui definimos n = j — 7’ y obtenemos

donde la primer desigualdad se sigue el hecho que

d =~ 1 "I( +d) 2—j + 2—]" d+~
_ —3 —li=3"(r+5
Z Z Wy Mg 8 = Z Z 277202 i (zj + 277 4 |k'2-7" — k2j|>

i'<i k' ez i'>5 k' ez
5 . 2 d+y
<G, 28y o) (S
= 32 Z 1+ 27k — K|
i'<i K ezl
~ 7 d d 1 d+y
<C 9-7'§9-n(7+8)gd+
<G, 2\
i'<i K ez
< C~f5 Z 2—j/%2*(j*j')(’y+%)
i'<i
=C278) 2™
n>0
< (2%
= Cyw, . (4.27)

Luego, con ¢ = [max{C,, Cs}]~" se tiene que los elementos de la matriz infinito dimensional ¢cM
satisfacen (4.16). La desigualdad (4.17) se prueba de manera analoga, por simetria. Se sigue del

Lema de Schur que c¢M : ¢*(L) — ¢*(L) es acotado y por lo tanto M también lo es. [ |

Estamos ahora en condiciones de demostrar la propiedad de casi-ortogonalidad de dos con-

juntos de vaguelets.

Lema 4.16. Sean {v,.};r y {u;.};x dos conjuntos bi-ortonormales de vaguelets. Entonces

V{artn € C(Z x Z%)

Z K Uj,k EHaj,kHKQ(Zde) Y Z Aj,kVj, EHaj,k”ﬁ(Zde):

i .c7d . d
JEL,LEL L2rd) JEL,kKEL L2@®d)

es decir, existen constantes positivas My, my, M, y m, tales que

My ||aj,k||22(ZXZd) < Z 6 Uj,k < M, ||aj,kH42(Z><Zd) Y (4.28)
jez,kezd £2@®d)

my ”aj,kHe?(Zde) < Z Qj,kVj,k <M, Haj,kHﬂ(zde) : (4'29)
jez,kez? £2®d)
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Demostracién. Puesto que {u;,},, es una familia de vaguelets, el Teorema 4.15 implica

que existe una constante M, > 0 tal que V¥ {a;,};, C £3(Z x Z%) se verifica que

Z A,k Wj k < M, Haj,kH/ﬂ(szd) :

. d
JET,kEL L2(rd)

Por otro lado,

jez,kezd j'ezk’ ezd

) . .
||aj,k”£2(ZXZd) = < Z @k Vj ks Z aj/,k/uj/,k/> (por la bi-ortogonalidad )
L2(R)

IN

Z a; kU5 k Z ;x5 . (por desigualdad de Schwartz)

. d . d
JEZkET L2(rd) ||i€ZkeZ L2ad)

(4.30)

Ahora, puesto que {v;;};, es una familia de vaguelets, el Teorema 4.15 implica que existe

una constante positiva C' tal que

Z @;kVjk < C”aj,kHe?(zde)' (4'31)
jez,kez? £2(rd)
De (4.30) y (4.31), con m, = C~" se sigue que myl|a; il 2,4, < Z @ ;g , lo cual
jez,kezd £2®d)
concluye la demostraciéon de (4.28). La prueba de (4.29) se sigue de manera anéloga. [ |

4.4.3. Descomposicion y regularizacion wavelet-vaguelet

El objetivo de esta seccién radica, principalmente, en desarrollar la teoria necesaria para la
utilizacion de descomposiciones wavelet-vaguelet de un operador en el contexto de problemas
inversos. A lo largo de esta seccién definimos el concepto de descomposicion wavelet-vaguelet
de un operador con respecto a una base ortonormal wavelet. Posteriormente, demostramos un
teorema que nos brinda condiciones suficientes sobre el operador y la madre wavelet generadora
de la base, para que dicho operador posea una DWYV. Finalmente, realizamos una serie de
observaciones sobre la aplicacion de esta descomposicién en el caso de los problemas inversos
y sobre la implicancia de cada una de las condiciones impuestas en el teorema mencionado.
Haremos hincapié principalmente en que todas ellas se satisfacen para operadores integrales,
bajo ciertas condiciones no demasiado restrictivas que especificamos en la Seccién 4.6.

Al igual que en la descomposicién wavelet, en la descomposicién wavelet-vaguelet partimos

de una funcién desconocida representada en términos de una expansién wavelet (ver (1.22)).
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Dados Q C R?, j, € Z fijo, A\ = (j,k,€), A ={(j,k,€) € ZXZ* xT°: 5 > j, A sup(1),) C Q}

y una base ortonormal wavelet {1, } ca en L?(Q) V x € D(T) se tiene la siguiente representacion

T = Z<ZL',¢>\>1JJ)\. (4.32)

AEA

El punto crucial de la descomposicién wavelet-vaguelet reside en que para algunos operadores
existe una sucesién de constantes que permiten encontrar dos familias de vaguelets asociadas

por dualidad.

Definicién 4.17. Sea  C R?. Decimos que un operador T : L*(Q2) — L*(Q2) lineal, inyectivo,
cerrado, densamente definido, con R(7") denso en L*(2), posee una descomposicion wavelet-
vaguelet con respecto a una base wavelet {1, }rca C D(T) NR(T™), si existe una sucesién de
constantes {ky}rea C €*(A) tal que las sucesiones {uy}ica ¥ {va}rca definidas por w,(t) =
Fa(T7 1) 1, (t) y va(t) = k5T, (t) son vaguelets.

En tal caso nos referiremos a {(k, u,v5)}rea como una descomposicién wavelet-vaguelet de T'
con respecto a la base wavelet {1, }.ca v @ {K1}rea como los valores casi-singulares de dicha

descomposicién.

Observacion 4.18. Notar que si {(ky, 4y, v5)}rea €8 una descomposiciéon wavelet-vaguelet del
operador T' con respecto a la base wavelet {1, }rca entonces todo y € R(T') puede escribirse de
la forma
y= Z(% Uy ) Vs (4.33)
AEA

En efecto, si y € R(T) entonces Tz = y para algin x € D(T'). Luego,

Y= Z@, (CVRUN (por (4.32) y T cerrado)

AEA

= Z@a “A@Z)A>’f;1T7/)A

AEA

= Z<T_lya "JAT/)Q”;lTT/)A

AEA

= Z<y7 Ra(T71) pa) k3 Ty

AEA

= Z<y7u>\>v>\‘

AEA

Observacion 4.19. Si {(k,, ux, vs)}rea €s una descomposiciéon wavelet-vaguelet del operador

T con respecto a la base wavelet {1, } ¢ entonces T' es débilmente invertible con respecto a esa



4.4 Regularizacion wavelet-vaguelet 103

base. En efecto, de la observacién anterior se tiene que V z € D(T))

Tx = Z(T:z:,uA>/i;1T¢A.

AEA

Y por lo tanto,

T = Tx,u\) Ky )y pues T " es cerrado
A
AEA
= Z(Tx,cQwA (donde ¢, = K} uy).
AEA

Luego, (T'x,c,) = (x,1,) y por lo tanto T" es débilmente invertible con respecto a la base {1, }xca

(ver Definicién 4.1).

Introducimos ahora el concepto de operador traslacién con el objetivo de simplificar la

notacién en lo que resta de esta seccion.

Definicién 4.20. Dados d € Ny a € R? definimos el operador traslacion E, : L*(R?) — L*(R?)
como E,f(t) = f(t — a).

Notemos que los operadores dilatacién y traslacién no conmutan, més atin, una sencilla
cuenta prueba que dados b > 0y a € R? se verifica que E,Dy = DyEyp.

A continuacién enunciamos y demostramos un teorema que provee condiciones suficientes
para que un operador posea una descomposicion wavelet vaguelet con respecto a una base
wavelet dada. Como consecuencia y en funcién de la observacién 4.19, estas condiciones implican
ademas la invertibilidad débil de T" con respecto a dicha base y la existencia de la correspondiente

sucesion de funcionales {c, }rea-

Teorema 4.21 (Descomposicién wavelet-vaguelet de un operador). Sea T : L*(R?) —
L*(R%) un operador lineal, inyectivo, cerrado, densamente definido, homogéneo de grado «, con
R(T) denso en L*(R%). Sea, ademds, 1 una madre wavelet con promedio nulo, y supongamos
que se satisfacen las siguientes hipotesis:

H1) v € D(T)NR(T*);

H2) T conmuta con traslaciones, es decir, Va € R* se verifica que TE, = E,T;

H3) Existen constantes by, b, > 0 y vy, v, > 0, tales que V € R?

by 1y b, )
W Y “(T ) w()] (517)‘ < Wa

Hj) T y (T~')" 4 son Hélder continuas, es decir, existen constantes bs,b, >0 y 31,3, € R

| [T9()] (2)] <

con 0 < B, <v, y0< B, <, tales que Vx, 2’ € R?

[T ()] (@) = [TP()] ()| < bslo — 2’|ty
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< bylz — 2'|%2;

[ 00)] @) = (07 9 ()] @)

H5) T y (T')" 4 tienen promedio nulo.

Entonces la familia { (27792, 2779 (T~ 1)*y), , deaTi/}A)}keA es una descomposicion wavelet-vaguelet
del operador T' con respecto a la base ortonormal wavelet {1, }rea y {277}, €s la correspon-

diente sucesion de valores casi-singulares de dicha descomposicion.

Demostracién. En primer lugar observar que puesto que 1" es homogénea y satisface H2, la
hipétesis H1 implica que ¥, € D(T)NR(T*) para todo A € A. En efecto, como T' es homogéneo,
D(T) es cerrado por dilataciones y una cuenta sencilla (ver Apéndice, Proposicién 5.6) prueba
que en tal caso R(1™) también lo es. Por otro lado, si D(T) es cerrado por traslaciones y T'
conmuta con ellas, es decir, satisface la hipétesis H2, entonces otra sencilla cuenta (ver Apéndice,
Proposicién 5.7) prueba que D(T™*) también es cerrado por traslaciones y T conmuta con ellas.
Luego, para todo A € A estdn bien definidas u, = 2774 (T~")*, y vy = 27%T),.

Debemos probar que u, y v, satisfacen las tres condiciones de la Definicién 4.13, V A € A.
En lo que sigue, realizaremos la prueba de (4.13), (4.14) y (4.15) para demostrar que {v,}ea
es una familia de vaguelets. La demostracién correspondiente a {u,},cx se puede obtener de
manera analoga (ver Observacién 4.22).

Notemos en primer lugar que V A € A se tiene que

va (@) = 27 [TY, ()] (2)
— 249 [Top(27 - —k)] (z)
= 212 [T Dy (- — k27)] (x)
—9o% Dy [T(- — k277)] (z) (pues T' es homogéneo de grado «)
=29 Dy, [TEpp-30(")] (2)
=29 Dy By [T()] (2) (por H2)

d&i

=27 [Ty()] (2x — k). (4.34)

De (4.34) se sigue entonces que

dj bl
(14|22 — k|)d+n

(por H3 )

Luego, v, satisface la condicién (4.13) para todo A € A.
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Probaremos a continuacién que {v, }aea satisface (4.15). Para ello notar que para todo A € A

yVax,2/ € R?

0a(@) = oa (o) = 2% |[TY )] @' — ) — [P0 @'~ k)] (por (434))
< b32%|2jaj—2jw'|ﬂ1 (por H%)

— b32j(%+ﬁ1)|$ _ 33,|B1~
Finalmente, (4.14) se sigue trivialmente de la condicién H5. En efecto, para todo A € A

/Rdvkd:x:2%/ﬂ%d [T+ (ij—k:)dng—%/ﬂ%d[pp] () du = 0. n

Observacion 4.22. La condicién H2 pide que el operador T conmute con traslaciones. Supues-

* conmuta

tas las condiciones H1 y H2 se sigue que R(T) es cerrado por traslaciones y (T1)
con ellas (ver Apéndice, Proposicién 5.7 y Lema 5.8). Algunos operadores que satisfacen esta
condicién son, por ejemplo, los operadores diferenciales y operadores de convolucién. En efecto,

si T es un operador de convolucién con nicleo k(-), entonces

[TEay] (x) = [Ty(- — a)] (x)

= k(z —t)Y(t —a)dt

R4
= /Rd E((x —a) —u)p(u) du (haciendo u =t — a)
= [Ty()] (z —a)
= E, [TY] (z).

Observacion 4.23. La hipotesis H3 claramente impone condiciones de acotacién e integrabi-

lidad de Ty (T~*)* 1.

Observacion 4.24. La condicion Hj impone que las imégenes de la madre wavelet 1 por
los operadores T'y (T~')* sean Holder continuas. En el caso en el que el operador T sea un
operador de convolucién con nicleo k € L*(R%), una condicién suficiente que garantiza H4 es
que k sea Holder continuo. Para el caso de operadores integrales de tipo convolucién con ntcleo
k: R* x R* — R una sencilla cuenta (ver apéndice, Proposicién 5.9) permite probar que, si k
es Holder continuo (de orden v) con respecto a la primera variable, es decir, existe ¢ : R* — R
tal que |k(z,t) — k(2/,t)| < c(t)|z — 2'|”, y si ademds ¢(-) es tal que cyp € L*'(R?), entonces T

también es Holder continua de orden v.
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Observacién 4.25. La condicién H5 implica que los operadores Ty (7')* mantienen el
promedio nulo de la madre wavelet. Esta hipétesis en particular es satisfecha por los operadores

integrales de convolucién con nicleo k € L'(R?). En efecto,

/Rd [T] (z) dz = /Rd /Rd k(z — t)y(t) dt dz

:/Rdz/;(t)/de(m—t)dxdt
_C /R ey dr = [ k)ds)
=0

Rd

4.5. Analisis de convergencia

En esta seccién estudiaremos la convergencia de los métodos de regularizacién propuestos
en la Seccién 4.4.1: el método de regularizacién wavelet-vaguelet (RWV) y el método de regula-
rizaciéon wavelet-vaguelet con umbralado (RWVU). Para ello, luego de recordar brevemente en
que consiste cada método, definiremos varias medidas de error entre las que se destacan en par-
ticular las de tipo minimax. Posteriormente, enunciaremos y demostraremos varios resultados
que nos permitiran, al finalizar la seccién, encontrar cotas para los ordenes de convergencia de

los métodos RWV y RWVU.

4.5.1. Los métodos RWV y RWVU

Como expresamos anteriormente, en este capitulo consideramos el problema inverso de apro-

ximar f en
Tf=g. (4.35)

donde T : L?(2) — L?*(Q) es un operador lineal, inyectivo, cerrado, densamente definido, con
R(T) denso en L*(2), 2 C R Suponemos ademds un modelo de observacién con ruido aditivo
de la forma g° = g+ddW, donde dW es ruido blanco y § > 0. En la seccién anterior propusimos el
método RWV para encontrar una aproximacion a la solucién exacta del problema (4.35). Como
vimos, este método consiste en elegir adecuadamente una base wavelet {1, }xca C D(T)NR(T™)
con respecto a la cual el operador T posea una DWV {(ky, uy, v5)}rea (vVer Definicién 4.17). De
la Observacién 4.19 se sigue entones que 1" es débilmente invertible con respecto a dicha base.

Luego, el método RWV consiste en proponer una solucién aproximada para el problema (4.35)
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de la forma:

F2(2) =) eld)n(@) =D g’ una(x), © e (4.36)

AEA AEA

Por otro lado, dado un umbral v > 0 convenientemente elegido, el método RWVU consiste
en aplicar el operador de umbralado wavelet fuerte S, (ver definicién (4.10)) a la aproximacién
propuesta por el método RWV. Asi, la solucién aproximada para el problema (4.35) propuesta

por el método RWVU queda definida por

(@) = S, (), we . (4.37)

4.5.2. FErrores

A los efectos de evaluar la performance de los métodos RWV y RWVU, en esta seccién
definiremos una serie de conceptos que nos permitiran luego cuantificar los diferentes errores
involucrados. En primer lugar, consideraremos el caso ya definido y desarrollado, donde los
datos provienen de un modelo continuo. A los efectos de tener en cuenta este tipo de problemas
inversos con un enfoque que destaque el interés practico, continuaremos analizando el caso del
correspondiente modelo discreto. Culminaremos la seccién incluyendo un enfoque bayesiano que
nos permitird adoptar una visién estocastica en los modelos propuestos.

Modelo continuo

A continuacién definimos una medida de error de tipo minimax, la cual resultard funda-
mental para encontrar cotas para los 6rdenes de convergencia de los métodos RWV y RWVU.
A lo largo de esta seccién F C L*(R?) denotard un conjunto fuente para f y M un conjunto de

funciones admisibles para las aproximaciones obtenidas con el método utilizado.

Definicién 4.26 (Riesgo minimax cuadréatico). Sea T : L*(R%) — L?*(R?) el operador aso-
ciado al problema de aproximar f en (4.35). Suponemos que f € F y que el modelo observacional
es estocdstico con ruido aditivo: ¢° = Tf + 6dW, donde § > 0. Para este problema, el riesgo
minimaz cuadrdtico (RMC) asociado al conjunto fuente F y al conjunto admisible M se define
como

R(.F. M) = inf sup Il = £ 0. (4.38)

fPem feF

Con el objetivo de simplificar la notacién, en el caso en que M sea el conjunto de aproxi-
maciones obtenidas utilizando el método de RWV, denotaremos a tal conjunto mediante M,
y, en el caso en que M sea el conjunto de aproximaciones obtenidas utilizando el método de
RWVU, lo denotaremos con M. .. Adicionalmente, nos referiremos al riesgo minimax cuadrati-

co asociado a dichos métodos, es decir a R(4, F,M.) y R(6,F, M.,), como riesgo minimax
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cuadrético wavelet-vaguelet (RMC-WV) y riesgo minimax cuadrético wavelet-vaguelet con um-
bralado (RMC-WVU), respectivamente.

Para el caso en que las soluciones aproximadas del problema (4.35) sean las correspondientes
a los métodos RWV y RWVU, nos resultara util considerar a sus respectivos riesgos minimax
cuadraticos en términos de los coeficientes wavelet de las funciones involucradas. Para ello, notar
que, en este caso, los coeficientes wavelet de la solucién aproximada f°, a los que denotamos
con o = ¢,(¢°), pueden escribirse en términos de los coeficientes o, = (f,1,) de la solucién

exacta f y de la DWV. En efecto,
ex(g’) = (Tf 4+ 5dW,c,) = (T'f,c.) + 6{(dW, cy) = a, + dk; (dW, u,). (4.39)
Obtenemos asi una relacién entre los coeficientes de las descomposiciones wavelet de fy f°:
al =, + 0o\ W, V€A, (4.40)

donde o, = k' y W, = (dW, u,) es una variable aleatoria normal con media cero (ver Seccién
1.6).
Estamos interesados, en particular, en el caso en que F es el espacio de Besov B; (R?)
(s >0,0 < p,g < o0) (ver Seccién 1.5). Como vimos en el Lema 1.20, si ¢p € L"(R?) para
algtin r > max{1, p}, entonces f € B; (R?) siy solo si sus correspondientes coeficientes wavelet
a, satisfacen {ay}iea € O3, (ver (1.26)). A partir de esta caracterizacién, podemos derivar
la siguiente expresién para el RMC-WV asociado a un nivel de ruido § y la condicién fuente
B: (R%):
R, B: M. = inf sup E|f° - fI’

p,q’ c s L2(Q)
S
f°eMc  feBp 4

= finof sup  Ellag — ayll,,,- (4.41)
a‘;:f‘SeMc {a)\}e@iq by 22(A)

M.) o R(5,05 ., M.)

De aqui en més, en virtud de (4.41) utilizaremos indistintamente R(d, B? oM

P,q’?

para denotar al RMC-WV asociado a § y B; . Idéntica notacién adoptaremos para el RWC-WVU.

Modelo discreto

Hasta aqui, el modelo asociado a RMC-WV y RMC-WVU se corresponde con un modelo
continuo. Sin embargo, como anticipamos, este no es el unico modelo que consideraremos. Nos
interesa particularmente diferenciar los RMC asociados al problema cuando el dato se obtiene
de un modelo continuo y cuando se obtiene a partir de un modelo discreto. Una discretizacién

estdndar (cualquiera) del espacio L*(2), sumado al hecho de que T es un operador lineal y
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{ux}rea es una familia de vaguelets, originan un modelo discreto analogo a (4.40):
ol =ay + 00, W, V€A, (4.42)

donde W, son realizaciones de ruido blanco discreto (V.A. i.i.d. ~ N(0,1)). En el caso de este
nuevo modelo discretizado, denotaremos con Ry(d,0: , M.) y Rp(4,0; , M.,) a los errores

RMC-WV y RMC-WVU, respectivamente, asociados a d y ©; .

Enfoque bayesiano

Este enfoque parte de suponer que el objeto de interés no es una funcién f € L*(R?) sino
mas bien una funcién aleatoria F' (con valores en L*(R?)), de la cual f puede considerarse como
una realizacion. En este caso, claramente no tiene sentido imponer la condicién fuente de la
pertenencia de F' en el espacio de Besov B; (R?). No obstante ello, si es posible concebir que F
puede expandirse (de manera andloga a su contraparte deterministica) en términos de la base
wavelet {1, } e en la forma

F(z) =Y Au(z), z € R, (4.43)
AEA

donde las A, son variables aleatorias (sobre L*(R%)) con una cierta distribucién. En esta formu-
lacién, la equivalencia f € B (R?) <= {a.}iea € O], tiene un claro e inmediato correlato en
funcidn de los coeficientes aleatorios A, de la expansién de F en (4.43). En efecto, reemplazando
los|P por E(|A4|?), la correspondiente condicién resulta de imponer a la distribucién conjunta

IT, de la sucesién de variables aleatorias {A,},ca la siguiente condicién sobre sus p-momentos

absolutos:
1
{ (E(14)] p} cor,. (4.44)
AEA
En lo que sigue denotaremos con =  al conjunto de variables aleatorias (o equivalentemente al
de sus correspondientes distribuciones conjuntas) que satisfacen (4.44). Es decir
1
2, = ¢{X,} : X, variable aleatoriaV j A { [EX(\X]-]”)} : } SECM
J

Es conveniente concebir a =2 = como la versién bayesiana de ©; .

Bajo estos supuestos, y con un modelo observacional con ruido aditivo gaussiano, la relacion
(4.40) del caso deterministico que relaciona los coeficientes a, y o5 de la solucién exacta f y de

la solucién aproximada f° obtenida mediante el método RWV, respectivamente, resultan ahora

en una idéntica relacién sobre sus contrapartes estocésticas A, y A3:
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Notar que los métodos RWV y RWVU siguen siendo aplicables en este contexto bayesiano.
Mas atn, a los efectos de mantener la notacién lo méas simple posible, seguiremos denotando
con M,y M., al conjunto de aproximaciones obtenidas mediante estos dos métodos, respecti-
vamente.

Con el objeto de analizar la performance de los métodos RWV y RWVU en este contexto

bayesiano sera necesario definir varias medidas de error.

Definicién 4.27 (Riesgo de Bayes). Dados § > 0, una sucesién {A, },ca de variables aleato-
rias con distribucién conjunta IT,, y el modelo estocastico A = A,+dZ,, con Z, i.i.d. ~ N(0,1)

V' A € A, definimos el riesgo de Bayes (asociado a II, y §) como

B(IL,,8) =Y En, [(E(AA\{A‘;}UEA) . AA)ﬂ . (4.46)

AEA

Tal como en el caso deterministico, en este enfoque bayesiano también se diferencian los
modelos continuos y discretos. Por este motivo denotaremos con B al riesgo de Bayes asociado
al modelo discreto.

A continuacién introduciremos ademas el concepto de riesgo de Bayes maximal. Para ello
necesitaremos definir previamente el concepto de “distribucién menos favorable”. Comenzamos
denotando con D al conjunto de las distribuciones de probabilidad de vectores aleatorios oo-
dimensionales. Dados § > 0 y II;, II, en D, decimos que II; es menos favorable que II, a nivel

d (o que II, precede a II; a nivel d) si
B(I1,.0) > B(IL,.5). (4.47)

Notar que (4.47) introduce un orden total en D.
Dados p > 0 y una sucesién de nimeros reales positivos {7;};ca, denotamos con V(p, {7;})
al conjunto de las distribuciones en D tales que su j-ésimo p-momento absoluto estd acotado

por 7;, V j, es decir:
V(p,{m}) = {Hx eD: By, (1X,]) < ij}‘

A los efectos de mantener la notacién lo mas simple posible, denotaremos con V(p, O ) al

conjunto
V(pa @;,q) = {HX €D: {EHX (‘X]’p) }j € G)Z»KI}'

Estamos ahora en condiciones de definir el riesgo de Bayes maximal.
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Definicién 4.28 (Riesgo de Bayes maximal). Dados s € N, 0 < p,q < ooy d > 0, decimos

que IT* = 1I*(p, ¢, s, ) es una distribucion de riego de Bayes mazximal, para tales pardmetros, si

IT* € argmax B(II,0) = argmax B(ILJ). (4.48)
nev(p,{r;}) neV(p,0} )
{7j}€05.4

El concepto de RMC (4.38), y en particular los de RMC-WV (4.41) y RMC-WVU, tienen
también su correlato en este contexto bayesiano. Definimos a continuacién la version bayesiana

del RMC-WV.

Definicién 4.29 (Riesgo minimax cuadratico bayesiano wavelet-vaguelet). Sea T :
L*(R%) — L*(R?) el operador asociado al problema de aproximar f en (4.35). Suponemos que
el modelo observacional es una realizacién (¢°) de una variable aleatoria estocéstica con ruido
aditivo G° = G 4+ 6dW = TF + §dW con § > 0 y que los coeficientes wavelet {A,}.cx de
la solucién exacta F' son variables aleatorias que satisfacen {A,},ca € = .- El riesgo minimaz
cuadrdtico bayesiano wavelet-vaguelet (RMCB-WV) asociado a = 'y al conjunto admisible M.
se define como

BO.Z M= il s (1145 = Aula,,)) (4.49)

donde F? denota la solucién aproximada del problema TF = G obtenida a partir del método

RWV.

Tal como en el caso deterministico, en este enfoque bayesiano también se diferencian los
modelos continuos y discretos. Por este motivo denotaremos a los riesgos RMCB-WV y RMCB-
WVU asociados al modelo discreto con Bp(4,Z; , M.) v Bp(4,E; , M.,), respectivamente.

=
p,q’

Notemos que, por definicion de RMC-WV y RMCB-WYV, se sigue inmediatamente que

R(6,0; ,,M.) <B(4,=; , M.). (4.50)
De igual modo
R(6,0; ,,M.,) <B(,Z ,M.,). (4.51)

Finalizamos esta seccion introduciendo un concepto que resultarda muy tutil en el caso que la
distribucién conjunta IT, sea tal que haga que las variables aleatorias A, sean independientes.
Para ello, dados 0 < p < oo y 7 > 0 denotamos con U(p, ) al conjunto de variables aleatorias

con p—momento absoluto acotado por 7, es decir:

U(p, ) = {Y variable aleatoria : Ey ([Y|?) < 77}.
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Definicién 4.30 (Riesgo escalar de Bayes ). Sean 7,0 € R*, p € N, X una variable aleatoria

y X°=X+46Z con Z ~ N(0,1). Se define el riesgo escalar de Bayes , asociado a p, Ty 4, como

p(p,7,0) = sup ExVar(X|X°). (4.52)
XelU(p,T)

4.5.3. Lemas previos

En esta seccién enunciamos y demostramos una serie de resultados que seran fundamentales
a la hora de probar la existencia de cotas para los érdenes de convergencia de los métodos RWV

vy RWVU. Demostramos en primer lugar una propiedad vinculada al riesgo scalar de Bayes e.

Lema 4.31. Dados 7,6 € Rt y p € N, el riesgo escalar de Bayes p satisface:
p(p,7,0) = a*p(p,ar,ad), Va > 0. (4.53)

Demostracién. Para demostrar este lema utilizaremos la siguiente propiedad (bastante in-
tuitiva) de la esperanza condicional (ver Apéndice, Lema 5.10). Dadas X e Y variables aleatorias
y a # 0 se tiene que

E(Xl|aY) = E(X|Y). (4.54)

En primer lugar notar que por definicién de p (4.52),

p(p,ar,ad) = sup ExVar(X|X*)= sup FExVar(X|X +adZ).
XeU(p,ar) XeU(p,ar)

Luego, para probar (4.53), bastarfa con probar que ¥ a > 0y V X € U(p, 7) existe X € U(p, ar)
que verifica ExVar(X|X 4+ 6Z) = a2ExVar(X|X + adZ). Veamos que para X = aX se
satisfacen ambas condiciones. En primer lugar, notar que:
ExVar(X|X +62) = Ex (E(X2|X +62) - [B(X|X + 52)]2>
_ By (a*2E(a2X2|a(X +62)) - [a7"E(aX|a(X + 62))] 2) (por (4.54))
— a2Ex (E(X2|X +adZ) — [BE(X|X + a5Z)]2> (X = aX)
= a *ExVar(X|X +adZ).
Por otro lado, dado que X € U(p,7) tenemos que Ex(|X|?) < 77 lo cual implica Ex(|X[?) =

Ex(laX|?) < a?7? y por lo tanto X € U(p,ar).

A continuacién, demostramos una importante propiedad del riesgo de Bayes relacionada a
la independencia de las distribuciones involucradas. Para ello denotamos con A; al subconjunto

de indices de A correspondientes a j fijo, es decir A; = {(j,k,e) € A: k€ ZNe e {0,1}'}.
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Lema 4.32. Dada una sucesion de variables aleatorias {Ay}rea con distribucion conjunta p

existe una sucesion de variables aleatorias {Ay}rca con distribucion conjunta [ tal que:

1. i1 es menos favorable que p a nivel §, ¥V 6 > 0, y
2. Las variables aleatorias {A,}sca son independientes (6 equivalentemente fi factoriza) y
ademds, para cada j fijo, j > jo, las variables aleatorias {Ax}xe\j estdn idénticamente

distribuidas.

Demostracién. Dada la distribucién conjunta p de la sucesion de variables aleatorias
{A,}rea, para A € A, denotaremos con pu, a la correspondiente distribucién A-marginal de
. Asimismo, para A = (j, k, €) € A denotaremos con j(A) a j(A) =1I;(\) = j donde I, : A — Z

es la proyeccién sobre la primer componente. A continuacién para cada A € A definimos

oe; i\ # I
Notar que si A, A, € Ay I (\) = IL(\) entonces fi, = [ir,. Por lo tanto, puesto que

(observar que puesto que € es acotado, #Aj,, < oo para todo A € A).

IT, (A;) = j, se tiene que fi, es la misma distribucién V A € A;. Denotaremos a esta distribucién
comun con [i,;. Finalmente definimos i = ® ji» v denotaremos con A, a una variable alea-
toria con distribucién p,. Se sigue inmediatg;Alente de lo anterior que las variables aleatorias
{A,} e son independientes y que para todo j fijo, j > jo, las variables aleatorias {AA}AGA].
estan idénticamente distribuidas.
Resta probar que i es menos favorable que g a nivel §, V 6 > 0. Para ello comenzamos

definiendo, para A € A, bs;(py) = E,,, [(E(AA\A‘;) - AA)Q}. Observar entonces que:

= > B[ (BA{Al}oen) — A7)

AEA

= Z E;, [ (A,|A43) — AA)Z] (las A, son indep. = las A3 son indep.)
AEA

= Zba(ﬂx)
= Z Z bs(f1x)

J>jo AEA;

= #A;bs(finy)- (pues fiy = fiay) Y A € ;) (4.55)

Ji>jo
Por otro lado, observemos que puesto que el error cuadratico de la estimacion de la variable
aleatoria A, dada la sucesién {A°},c, es menor o igual que el mismo cuando solo se conoce A3,

se sigue que VA € A,V > 0:

Eu[(B(A{42)0e0) — A))7] < B[ (B(AL143) - 4
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= B | (B(4,143) - 4,)°]
- b&(lu'k)v

lo cual implica que

6) = D B | (BIAN{A ) en) = A1) < D bis). (4.56)

AEA AEA

Por otro lado, puesto que V § > 0 la funcién bs es cédncava, para cada j fijo, j > jo, se tiene

que
b
S < [0 ) < i) (4.57)
AEA; J AEA, J
Finalmente,
5) <3 bulin) (por (4.56))
AEA
=2 2 bslm)
J>jo AEA;
= #A, Z (#A; < 00)
7o AEA;
< D #;bs(n) (por (4.57))
i>jo
— B(@,9), (por (4.55))
de lo cual se sigue que i es menos favorable que p a nivel §, como queriamos probar. |

En los siguientes dos lemas, demostraremos propiedades relacionadas a una variable aleato-
ria definida por el producto interno entre ruido blanco y una funcién en L*(2). Estos resultados
seran de utilidad a la hora de estudiar la convergencia de los métodos de regularizacion pro-

puestos en la seccién anterior (ver definicién de W, en (4.40)).

Lema 4.33. Sean (S, A, P) un espacio de probabilidad y Q@ C R? acotado. Sean ademds f €
L*(Q) ydW : SxQ — R ruido blanco gaussiano (ver Definicion 1.32). Entonces Var({(dW, f)) =

T

Demostracion. Por simplicidad realizaremos la prueba solo para el caso d = 1. El caso
general, para d € N, se sigue de manera similar. Supondremos entonces que {2 es un intervalo

I = [a,b] C R. Consideramos primero el caso en que f es una funcién simple en L*(Q), es decir

f es combinacién lineal de funciones caracteristicas. Sea entonces f(x E Xz . )
7+1
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donde A, = {a = x,,x,,...,x, = b} es una particién de I y «y,...,q, son coeficientes reales.

Entonces, V s € S
{dW, f) (s /f )dW (z, s)
N /]Zl aix[zszl)(l’)dW(l” 5) dx
n Ti41
= Zai/ dW (z,s) dx
i=1 i

— Z Lit15,8) — W(xhs))'

Tomando varianza en la identidad anterior y utilizando propiedades basicas del movimiento

browniano, obtenemos:

Var((dW, f)(s)) = Var (Z o, (W (241, 8) — W(z,, s)))

i=1
= Z o Var(W (2,1, 8) — Wz, s)) (por (1.27))
i=1
= Za?’wi-&-l — 7] (por (1.28))
i=1
HfHLQ(Q)

La demostracién para el caso general de f € L*(Q2), se puede realizar utilizando un ar-
gumento de densidad de la funciones simples en L?(€2) y usando la hipdtesis de incrementos
independientes del movimiento browniano, lo cual permite justificar rigurosamente cada una de

las siguientes igualdades:

e = [ Pwver (M08 ae= [ var (50050 o
(

) v (/Q f(x)dvvd% dz) = Var((f,dW)).

En particular, senalamos que la igualdad (x) es consecuencia de la hipétesis de incrementos

independientes del movimiento browniano. |

Definicién 4.34. Dado A un conjunto numerable, diremos que una sucesién {W,},cn de va-

riables aleatorias de media cero es (6 constituye) ruido casi-independiente (RCI) si existen
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constantes positivas m y M tales que, para todo i € A,
m < EVar(W,{W,}z) < Var(W,) < M. (4.58)

Observacion 4.35. En el caso particular en que las W, tengan distribucién normal, nos refe-
riremos a {W,}ica como ruido gaussiano casi-independiente (RGCI). Notar que si las w, son
independientes e idénticamente distribuidas con varianza comuin o2, entonces (4.58) vale con

igualdades y m = M = o?.

El siguiente teorema provee condiciones suficientes para que una sucesion de variables alea-
torias normales, generadas a partir del producto interno de ruido blanco con una familia de

funciones en L?*(2), constituya RGCI.

Teorema 4.36. Sean A un conjunto numerable y {W,}.ca una sucesion de variables aleatorias
definidas por W; = (u;,dW) para todo i € A, donde {u;},cn €s una sucesion de funciones en
L*(Q) y dW es ruido blanco. Supongamos que existen constantes positivas Cy y C, tales que

E a;U;

1EA

Cillall 2wy < < Collaill 2y Vd{ai} € £(A). (4.59)

L%(@)

Entonces {W,}ica es RGCI, mds precisamente

C; (é) E Var(W|{W,}xx) (ISD Var(W,) (Ié]) C:? VieA. (4.60)
Demostracién. Para probar (4.60) demostraremos cada una de las desigualdades (I), (II) y
(I1I) individualmente. Notemos en primer lugar que la desigualdad (II), o sea E Var(W,|(W,,)s)
< Var(W,), resulta trivial por definicién de varianzas condicionales.
Para la desigualdad (III) notemos que dada u; en L*(2), aplicando el Lema 4.33 se tiene
que

Var(W;) = Var({u;,dW)) = ||u| (4.61)

2
L2

Por otro lado, para cada j € A, observemos que eligiendo a; = d;; Vi € A en (4.59), se obtiene
C, < HujHLQ(Q) < C,. (4.62)

Luego, de (4.61) y (4.62) se sigue entonces que Var(W,) < CZ, Vi€ A.

Por ultimo, la desigualdad (I) se prueba utilizando la siguiente propiedad de varianzas

condicionales para variables aleatorias normales de media nula (ver apéndice, Lema 5.11)

EVar(W,{W,} ,z) = Inf V W, — Wel. 4.63
ar(W;l{ k}k;«é) ak.lgR'*‘ ar ;ak k ( )
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En efecto,

EVar(W,{W,}iz) = inf {Var (Z aka> ta; = 1} (por (4.63))

ap€ERT

keA

2
= inf QU ca; =1 4.61
FER bor or 451

keA LQ(Q)
> fof <C?Y a}ia =1 (por (4.59))
arERT keA

=C?. [ |

A continuacién enunciamos dos proposiciones que seran necesarias para la demostracién del

Teorema 4.39, que relaciona los RMC-B continuo y discreto, By By (ver Definicién 4.29).

Proposicién 4.37. Dada una sucesion de variables aleatorias {Ay}rea con distribucion con-
gunta I1, existe una sucesion de variables aleatorias independientes {A\}rea con distribucion

conjunta II tal que

1. 11 posee las mismas distribuciones marginales que 11, y

2. I es menos favorable que I1 a nivel §, ¥ § > 0.

Demostracion. La demostracién se obtiene esencialmente siguiendo los mismos pasos que

en la demostracién del Lema 4.32, por lo que omitimos detalles de la misma. |

Proposicién 4.38. Sean 0 < p,q < oo, s € N y T : L*(R*) — L*(R?) el operador asociado al
problema de aproximar f en T f = g. Supongamos que el modelo observacional es una realizacion
(9°) de una variable aleatoria estocdstica con ruido aditivo, G° = G + 6dW = TF + §dW con
d > 0 y que los coeficientes wavelet {A,}rca de la solucion exacta F' son variables aleatorias

con distribucion conjunta 11, que satisfacen {A\}ien € Z5 . Entonces,

B(G,Z,,, M) = sup  B(IL), y (4.64a)
{A)\}EE;,Q

Bp(6,E; ,,M.)= sup Bp(IL9), (4.64Db)
{A)\}EEIS,,Q

donde B y By (ver Definicion 4.27) son los correspondientes riesgos de Bayes asociados a los

modelos continuo y discreto, respectivamente.

Demostracion. La demostracion utiliza el Teorema Minimax de la Teoria de Decisiéon
Estadistica, detalles de la misma pueden encontrarse, por ejemplo, en [6], Teorema 1, Capitulo 2.
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Estamos ahora en condiciones de presentar el siguiente teorema, que provee condiciones
suficientes bajo las cuales los RMC-B continuo y discreto (B y Bp) poseen el mismo orden de

convergencia.

Teorema 4.39. Sean Q0 C R? acotado, {1s}rea C L*(Q) una base wavelet y T : L*(Q) —
L?(QY) un operador homogéneo de grado o, que posee una descomposicion wavelet vaguelet
{(Kx,ur, Us) brea con respecto a la base {1)}rca, con valores casi-singulares iy = 279NV j(X\) >
Jo y supongamos que f € B () para algin s € N y 0 < p,q < 0o. Sea ademds W, = (uy,dW),
donde dW es ruido blanco. Si {Wiy}.ea es RGCI entonces, ¥ § > 0, los RMC-B continuo y

discreto B y Bp, asociados a g =Tf y ¢° = g+ 0 dW satisfacen

Byp(vmd, =5, M.) < B(6,Z: ., M,) < Bp(VM§,E; , M.), (4.65)

—p,q? c
donde m y M son las constantes correspondientes al RGCI en (4.58).

Demostracion. La demostracién rigurosa de este teorema se sustenta en varios resultados
previos y es sumamente técnica y extensa, razén por la cual nos limitaremos a esbozar los pasos
principales que conducen a la misma. Si bien algunos de estos resultados previos son bastante
conocidos, todos ellos son referenciados apropiadamente.

En primer lugar, se puede probar que las hipotesis del teorema implican la siguiente cadena

de desigualdades:
_ @ (ID) _
B, (1T, /md) < B(I,6) < B, (H, \/Ma). (4.66)

En el caso la desigualdad (IT), por un lado, el Lema 9 en [14] afirma que para toda cadena de
Markov (Y, Y:,Y5) se verifica que E Var(Y,]Y;) < EVar(Y,|Y;). Por otro lado, dado (Y5, Y3, Ys)
un vector de procesos estocdsticos con incrementos independientes, el Lema 10 en [14] provee
hipétesis bajo las cuales el vector (Y;,Y;,Y;) es una cadena de Markov. La desigualdad (II) se
sigue entonces definiendo Y, = A,, Y; = A y Y, = A}, donde {AS},c. es la sucesién asociada a
la distribucién conjunta fi, obtenida a partir de la distribucién conjunta p de la sucesién {43},
como en la Proposicién 4.37.

La desigualdad (I) se puede probar utilizando la Proposicién 4.37 y un resultado (ver Lema
11 en [14]) que afirma que dada una sucesién {Z, } <, de variables aleatorias normales con media
cero, para todo A € A existe una variable aleatoria X, normal e independiente de {ZJ}U;A y tal

que

Z)\ == E(Z)\|{Zo—}o7ﬁ)\) + X/\.
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Ademés, Z, = E(Zy|{Z,}o4)) s también una variable aleatoria normal que puede escribirse
como una combinacién lineal de {Z5},2). La desigualdad (I) se sigue entonces definiendo Y, =
ALY, = A, + 00, X,y Yo =A = A, +00,Z, = A\ + 50]»(ZA + X,) y utilizando nuevamente
los Lemas 9 y 10 en [14].

El resto de la demostracién consiste en probar que (4.66) implica (4.65). Para ello observemos

por un lado que

B(6,=: ,M,) = sup B(II,9) (por (4.64a))

Y —p,q’ c
{A)\}G :‘g,q

> sup  B(IL,0)

{Ax}e 55,

> sup  Bp(l,vmo) (por (1))
{ANte 55,

= BD(mé) E;q7 Mc)7 (pOr (464b))

donde la primera desigualdad se sigue trivialmente del hecho que el conjunto de las distribuciones
conjuntas asociadas a una sucesién de variables aleatorias independientes estd contenido en el
conjunto de distribuciones conjuntas sin esta restriccion. Esto prueba la primera desigualdad
en (4.65).

Para la segunda desigualdad en (4.65), notar que

B,z ,M.)= sup B(LY9) (por (4.64a))
{Ax}e Els,yq
< sup Bp(II,VMY) (por (II))
{A,\}E Els,yq
= Bp(VM,=; , M.). (por (4.64b))
Esto concluye la demostracién del teorema. ]

A los efectos de poder finalmente abordar la demostracién del resultado principal de este
capitulo introduciremos previamente tres definiciones y enunciaremos y demostraremos dos
lemas que simplificardn el desarrollo de la demostracién de ese teorema principal (Teorema

4.45).

Definicion 4.40. Dadas constantes a € R, p,q,0 y C € RT y s € N, definimos

P,g.a(0,C) = sup Z 214 p(p, 7;,2%96), y (4.67)
{55 P9CTDTI<OT 5
Qpgsa(0,C) = sup Z 21 p(p, 1;,2%6), (4.68)

{3t ez 2jq<s+d/2)T;1§cq jez
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donde p(-, -, ) es el riesgo escalar de Bayes (ver Definicién 4.30) y {7;}* denota una sucesién de

numeros reales no negativos.

Definiciéon 4.41. Sean p,q,s,a, 6 y p como en la Definiciéon 4.40. Definimos dos funcionales

sobre 0?, J, 05 ¥ G4, de la siguiente manera

Dl }) = 8 3 20050 (5, 1),

JEZ

s - a {.CE Z 21q(8+d/2+a)xq
JEZ

Definicién 4.42. Dados a € R* y h € Z definimos el operador U, ,, : £> — ¢* como U, ,({z,}) =
{az;_n}.
Las siguientes identidades se siguen a partir de las Definiciones 4.40, 4.41 y 4.42:
ID1) oo (Ua,h({ﬂ%})) = 522h(d+2a)=]p,a,1({$j})7
ID2) G,y (Usn({z;})) = 5720 CH2HOG, L ({a)}),

ID3) @y4.00(0,C) = sup Tps({0:}):
{vj}T: Gs,q,0({vj})<C

Las demostraciones de estas identidades son inmediatas. En particular ID3) se sigue defi-
T.
niendo v; = 2]—; Vjez.

El siguiente lema establece el orden de @, ,...(0,C) para 6 — 0*.

Lema 4.43. Sean «,p,q,s,6 como antes y C > 0. Entonces
Qpas.0(0,C) = T para § — 0. (4.69)

Demostracién. Observar que

Qp,q,s,a(& C) = sup Jp,aﬁ({uj}) (pOI" ID3))

{uj}t: Go,q,a({u;})<Ce

= sup Tp.as(Us n({v;}1))
Us,n({vj}1): Gs,q,0Us,n({v;1))<C9

= sup g22Mdt20) 1 ({v;})  (ID1) e ID2))
{vj}: Gs,q,a({v;H< (05 12- h(s+d/2+a))

= 52220 Q, (1,07, (por (4.68))

(4.70)

donde C* = Q12 hlstd/2+a)
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En particular para 6 = §, = 27"+4/2+) con h € Z, se tiene que C* =C'y
4s 4s
Qpasa(04,C) =672 Q, . ..(1,C) =0 (5,3”““) para d, — 0. (4.71)
Ahora, para todo § > 0 existe h € Z tal que d,,, < § < 4, y por lo tanto, de (4.70) se sigue que

Qp,q,s,a(6h+17 C) S Qp,q,s,&(57 C) S Qp,q,s,a((sl'm C) (472)
Finalmente, (4.69) se sigue inmediatamente de (4.71) y (4.72). [

Finalizamos esta seccién enunciando y demostrando un resultado que sera fundamental para
encontrar érdenes de convergencia para los métodos RWV y RWVU. Este resultado prueba que

P, ,:a(6,C) y de Q,,:4(0,C) tienen el mismo orden para 6 — 0%.

Lema 4.44. Sean p,q,s,a,C y & como en la Definicion 4.40. Entonces

P, .0(0,C)=Q,4.0(0,C) para § — 0%,

+

Demostracién. En primer lugar observemos que para toda sucesién {T; } I>jo Que satisface

Z labra/2 < (1) existe otra sucesion {7;}/.,, donde 7; = T; X j=joy (4) la cual satisface
Jo<j
Z a7 < 1y claramente
jez
> Pp(p,7;,296) <Y 2p(p, 75, 2°0).
J>jo JEL

Tomando supremo se sigue entonces que
Py 5a(8,C) < Qpg6a(6,0). (4.73)

Para la desigualdad opuesta, supongamos que {7;}7., satisface Z 2744404 < . Definiendo
JEZ
7; = 7, para j > j, se tiene entonces que Z 206+4/D7a < 0. Por otro lado, de la definicién
J>Jo
del riesgo escalar de Bayes (Definicién 4.30) se sigue inmediatamente que p(p, 7;, 27%5) < (27%4)?

para todo j € Z. Entonces
Z 2jdp(p’ T, 2jo¢5) < 52 Z 9ild+2a) _ Cj052,
J<Jjo J<jo
donde C}j, es una constante finita que depende de j,, a y d.
Luego, V {7, } /., tal que Z 221 < O se tiene que

JEZ.

Z 2de(P7 Tj, 2ja5) S Z 2jdp<p7 Tj) 2ja6) + Cj052'
JEZ i>Jjo
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Tomando supremo se sigue finalmente que
Qpeia(5.C) < Pyyea8,0) + Gy, 2. (4.74)
De (4.69) y (4.74) concluimos entonces que existe una constante C’ tal que
P,yea(0,C) > C'Q,q.0(6,C) para § — 0. (4.75)

El resultado del lema se sigue finalmente de (4.73) y (4.75). [ |

4.5.4. Convergencia del método RWV

Probaremos aqui uno de los resultados principales de este capitulo, segtin el cuél el método
de regularizacion wavelet-vaguelet propuesto en la Seccién 4.4.3 provee un orden de convergencia

6ptimo (ver Teorema 2.21) para el error de estimacién total.

Teorema 4.45. Sean 2 C R? acotado, {1s}rex C L*(Q) una base wavelet y T : L*(Q) —
L?(QY) un operador homogéneo de grado o, que posee una descomposicion wavelet vaguelet
{(Kx,uy, Us) rea con respecto a la base {1),}rca, con valores casi-singulares iy = 279NV j(\) >
Jo y supongamos que f € B () para algin s € N y 0 < p,q < oco. Entonces, para todo § > 0,
el riesgo minimax cuadrdtico asociado a g =Tf y g° = g+ 6 dW satisface

R(5,B:,, M,) =0 (572s+422+d) para § — 0*. (4.76)

»

Demostracién. Por simplicidad supondremos que © = [0, 1]%. El caso general para 2 aco-
tado se sigue cubriendo €2 con un hipercubo y teniendo en cuenta la correspondiente modificacién
en el valor de #A;. Sean {(27*/™ uy,v,)}rea la descomposicién wavelet-vaguelet del operador
T con respecto a la base wavelet {1, }\ca v dW ruido blanco. Puesto que {u, }1ca es una sucesién
de vaguelets, el Teorema 4.36 asegura que la sucesién {W,},ca, donde W, = (u,, dW), es ruido
gaussiano casi-independiente (RGCI, ver Definicién 4.34 y Observacion 4.35). Del Teorema 4.39

se sigue entonces que existen constantes positivas C; y C, tales que

By(Cy6,2: . M,) < B(6,2% ., M,) < Bp(Cy6,Z: .. M.,). (4.77)

—'p,q’ —p,q’ —p,q’

Probaremos ahora que

By(3,5:,, M.) = O(57=+77%) para 6 — 0*.

’='p,q?

Recordemos en primer lugar que, por (4.64b) se tiene que

Bp(6,2; ,M.)= sup Bp(IL0)
{Ar}E B,
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—  sup ZEH[ (A{A%Y, ) — Aﬂ, (por Def. 4.27)  (4.78)

{ANIE S xen
donde IT es la distribucién conjunta de las variables aleatorias { A, }ea-

Ahora, en virtud del Lema 4.32, podemos restringir el supremo en (4.78) a sucesiones de
variables aleatorias {A4,},ca que sean independientes e idénticamente distribuidas para cada
nivel j. Luego,

sup ZEH[ (AN{A2}oen) — AA)ﬂ = sup ZEHVar (A, A2). (4.79)
{ANIE ER g sen {ANIEER g xen

e (4.78) y (4.79) se tiene entonces que

By (6, =2

P,q’

M) = sup Y E Var(A,\|4). (4.80)

{AxleE =P AeA
Por otro lado, notar que dados {A,}xea € Z; , ¥ el modelo estocastico A} = A, +24™ 6 Z,,

V' A € A, descripto en (4.45), se tiene obviamente que

EnVar(A,|A3) < sup EuVar(B,|B;), V€A,
B E(|BAP)< E(|AxIP)
donde B = B, +2*™ § Z,, V XA € A. Se sigue entonces que
ZEHVW(AA]A‘;) < sup EnVar(B,|By).
AEA AEA BA:E(|B>\|7’)§E(‘A>\|P)

Luego, tomando supremo obtenemos que

sup ZEHVaT(Ain) < sup sup EqVar(B,|B))
{ANYEE5 ¢ xea {ANYE B 4 Nea BaE(IBAP)S E(|AAIP)
= sup Z sup EqVar(B,|By),  (4.81)
{n}tee;,: xea BaE(|By|P)< 7Y

TA; =TAg SLj(A1)=i(N2)
donde la tltima igualdad se obtiene definiendo 7, = [E (|A,[*) ] VP ¢ X\ € A, y recordando que,

puesto que las variables aleatorias A, son i.i.d. para cada nivel j, se tiene que 7,, = 7,, si

J(A1) = j(A2).

Por lo tanto,

Bo(5,2;,, M) = sup > EqVar(A,|4) (por (4.80)
{ANPE Ef g xen
< sup Z sup EnVar(B,|By) (por (4.81)
{mttee;,: xea ByE(|BA|P)<TY
TA; =TAg SLj(A1)=7(X2)
- sup > plp, 7, 270), (4.82)
{mtee;,: AEA

TA; =TAg SLj(A1)=7(X2)
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donde la dltima igualdad se sigue de la definicién del riesgo escalar de Bayes (Definicién 4.30)
y del hecho que B, = B, + 2™ § Z,, V X € A.

Ahora, por definicién de ©: , {T.}iea € ©; siy solo si
q
o p
S ool 85) [ S | <o

Jj=jo AEA;

Pero como 7y, =7, V j(A1) = j(A2) ¥V j > jo, se tiene que Z ¢ = #A;-77, y como Q = [0, 1],

XEAJ‘
#A; = 2% para todo j > j,. Luego
sup ZP(% T>\72aj()\)5)
{n}rees,: AEA
TA; =TAg 81 5(A1)=5(X2)
= sup Z #A] p(p7 T 20(]5)

) q —
{Tj}+;zj2j0 gjq(s+d/2—d/p)(#/\j)pT]Figcq 7>jo

= sup 2709p(p, Tio> 20906) + Z 2 p(p, 7;,2°75)
{55 200/ DTi<C0 3>jo
< sup OIS 4N 2 (p,7;, 296)
{55, Pl Dri<C0 7>jo
= lo(d+2) 52 sup Z 214 p(p, 7;,2%7 8)
{Tj}+;2j>],0 2jq(s+d/2)TJ€?§cq >0
— Qjo(d+2a) §2 + Pp,q,s,a(57 C)
< 2002082 4 Qs a(6,0). (por (4.73) ) (4.83)
De (4.82) y (4.83) obtenemos entonces que
BD(57 E;»‘I’ MC) S 2j0(d+2a)52 + QP#LS,O‘ (57 C)
=0 (6S+d2/3+ﬂ) , para 6 — 0%, (4.84)
donde la tultima igualdad es consecuencia inmediata del Lema 4.43.
Finalmente,
R(4, B} ,, M.) < B(3,E; ,, M.) (por (4.50))
< Bp(Ced, 28, M.) (por (4.77))
=0 (5S+a2id/2> , para § — 0%, (por (4.84))

Esto concluye la demostracién de este teorema. |
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Observacion 4.46. Notar que el orden de convergencia mejora con la suavidad del dato sy,
en efecto, tiende a O(§) para s — co. Del mismo modo, el orden empeora con la dimensién d y

con el grado de homogeneidad « del operador T'.

4.5.5. Convergencia del método RWVU

En esta seccién nos proponemos demostrar un resultado analogo al obtenido en el Teorema
4.45 pero ahora para el método de regularizacién wavelet-vaguelet con umbralado wavelet fuerte.
En particular probaremos que el método RWVU resulta también en un orden de convergencia
optimo para el error total.

Como vimos en la Seccién 1.4.2, el procedimiento conocido como umbralado wavelet fuer-
te consiste, esencialmente, en anular los coeficientes cuyos valores son menores a un umbral
prefijado. A menudo este procedimiento resulta mas adecuado que muchos otros métodos tra-
dicionales de suavizado o de eliminacién de ruido, que sélo consiguen reducir ruido a costa de
suavizar también la funcién original. Recordemos que dado v € R* (el umbral) denotamos con

S, : V; = Vj al operador de umbralado sobre el espacio de nivel j definido por

S,F(@) = D BiuX s, piom Bin)tin(@),  FEV

kez?
dénde B, = (f, ;x)-

En este caso, a diferencia del umbralado utilizado en el capitulo anterior, suponemos f €
L*(R) y utilizamos la descomposiciéon L*(R) = V; @ @Wj. Consideraremos que el umbral
~ depende de cada nivel j y por lo tanto, ocasionalmjslige lo denotaremos con v = ~(j(A)) o
simplemente v = y(1). Como vimos en las secciones 4.4 y 4.5, las soluciones aproximadas por el

método RWVU, se obtienen a partir del siguiente modelo estocastico que surge de utilizar un

enfoque bayesiano:

AP = 8500 AL = Sy (Ax +00,2,). (4.85)

Para probar el resultado fundamental sobre la convergencia del método RWVU, necesitare-
mos introducir previamente el concepto de riesgo escalar de umbralado de Bayes y dos resulta-
dos previos (Teorema 4.48 y Teorema 4.49) que facilitardn el desarrollo de la demostracién del

resultado principal (Teorema 4.51).

Definicién 4.47 (Riesgo escalar de umbralado de Bayes). Sean 7,6,7 € R*, p € N, X
una variable aleatoriay X*7 =S X° = 5,(X+6Z), con Z ~ N(0,1). Se define el riesgo escalar
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de umbralado de Bayes, asociado a p, v, T y J, como

pu(p,7,6) = inf sup Ex((X°7 - X)?). (4.86)
’Y>0X€M(p,7')

El siguiente teorema relaciona el riesgo escalar de umbralado de Bayes que acabamos de

definir con el riesgo escalar de Bayes asociado al método RWV (ver Definicién 4.30).

Teorema 4.48. Sean 7,6,7 € RT, p € N y los riesgos escalares de Bayes p y py definidos por

(4.52) y (4.86), respectivamente. Entonces, existe una constante C' = C(p), tal que
pu(p,7,0) < C(p)p(p,7,0) YT>0y Vé>0. (4.87)

Demostracién. Utilizando un razonamiento anédlogo al del Lema 4.31 se puede probar

inmediatamente que la identidad (4.53) vale también para py, es decir
pu(p,7,0) =a*py(p,ar,ad), Va> 0. (4.88)

Luego, de (4.53) y (4.88) se sigue que

pu(p,7,6) pu(p,7/0,1)
sup ———> = sup ————=
7>0,0>0 P(P; T, 5) 7>0,5>0 P(Z% 7'/57 1)
— pU (pa v, 1)
v>0 p(p7 v, 1)
= sup hp(u). (489)
v>0

En virtud de (4.89), resulta que para probar (4.87) es suficiente con probar que 3 C = C(p)
tal que sup h,(rv) < C. A partir de las definiciones de p y py se puede probar, sin mayores
diﬁcultaézg, que ambas son continuas como funcién de v, para v en (0,00), y en consecuencia
también lo es h,. Por lo tanto serd suficiente con probar que la funcién h,(r) se mantiene acotada
tanto para v — 0" como para v — 0.

Notar que para v — oo la condicién X € U(p,v) que aparece en ambas definiciones de p y
pu se desvanece, al igual que, se desvanece la condicién sobre el umbral v, para v — 0*. Por lo
tanto py(p,v,1) < p(p,v,1) para v — oco. Asi, limsup h,(rv) < 1. Més ain, con un argumento
similar se puede probar que existe VILIEO h,(v) = 1”.ﬁoo

La demostracién de que h,(r) se mantiene acotada para v — 07 es significativamente
mas engorrosa, por lo cual omitiremos aqui mayores detalles limitandonos, a continuacién,

a bosquejar los pasos fundamentales que conducen a la misma. En primer lugar, definiendo

v =) = (2log v" + alog(2log V’P))l/z, para v < 1, con a > p — 1, se puede probar que
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existe una constante positiva C tal que

sup By ((X*7" - X)?) < Cv”(y(w))* ™" para v — 07,
XeU(p,T)
y por lo tanto
pu(p,v,1) =inf sup Ex((X* —X)*) < C v (y())** para v — 0. (4.90)
>0 xeu(p,r)
Por otro lado, se puede probar que para v — 0t
V2 sip>2
p(p,v,1) = . , (4.91)
vP(2logr?)2" si0<p<?2
donde f = g significa que existen constante C, y C, positivas tales que C,g < f < C,g (ver,
por ejemplo, Proposicién 18 en [15]).
Luego, de (4.90) y (4.91), para p > 2 existe una constante positiva C tal que

R P v 2—p “ p—2 A
pu(p,v,1) < VP (y(v)) 0 <V> <0 para v — 07, (4.92)

pues v(v) — oo para v — 0F.
De igual modo y también como consecuencia de (4.90) y (4.91), para 0 < p < 2 existe otra
constante positiva C tal que

2—p 2—p
1 _ )2 2 - log(2logv~? ~
m@(?(ﬁfg)ﬁ) :C<1+Mg<ogﬂ>? <20, parav— 0*)
(4.93)

donde la tltima desigualdad se sigue del hecho que 2 — p > 0y logr=" — oo para v — 0%.
Finalmente, de (4.92) y (4.93) se sigue que limsup h,(v) < oo para todo p > 0. Esto completa

v—0Tt
la demostracién del teorema. [ |

El siguiente teorema es en principio un resultado técnico que esencialmente nos dice que,
bajo ciertas condiciones, un infimo y un supremo pueden ser intercambiados. El mismo, sera
de suma importancia en la demostracién del teorema principal. Para simplificar la notacion,
denotaremos con V al conjunto de distribuciones de variables aleatorias con p momentos en

©: , es decir V(p,q,s) = {HA €D :{(E|A\")"*}en € @Z,q}-

p,q?

Teorema 4.49. Sean p,q,s € N y § € Rf. Entonces

in£ sup Z E (AT —A)* = sup 1'nf> B, (AT — A,)2, (4.94)
Y2044 eV (p,g,5) Soa pa€V(p,g.s) YN0

donde {A,}rea denota una sucesion de variables aleatorias con distribucion conjunta pia y

{AY MY ea es la sucesion de variables aleatorias definida como en (4.85).
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Demostracién. Sea p, € V(p,q,s) la distribucién asociada a la sucesién de variables
aleatorias {A, }rea. Para cada A € A definimos h, : R x V(p,q,s) = Rl y g, : V(p,q,8) = R

como

ha(Y), pa) = B, <(A§ﬂ(/\) - AA)2> y 9r(pa) = ,Y(mgo ha (Y, tha)- (4.95)

Luego, el lado derecho de (4.94) se puede escribir como

inf hi( = sup mf hy (YO, pa)
MAEV(pqs)’Y(A)>OZ A MAEV(ZMLS)ZPY( N>0 A

= sup Zg*(uf‘)’ (4.96)
/’LAEV(pquS) AEA

donde la primera igualdad se sigue del hecho que #A; < oo y los términos de la suma estan
desacoplados en {y(\) }rea para todo A\, y A, tal que j(A\;) # j(\;). La segunda igualdad se sigue
de (4.95).

Usando un argumento de compacidad se puede probar que el supremo en (4.96) se alcanza
para alguna p* € V(p,q, s), la que, por lo tanto, es una medida menos favorable con respecto
al error de umbralado en el sentido de (4.47). De igual modo, se puede probar que para cada

A € A existe v = 4*(x, 1) > 0 tal que

g (1) = ha ("), 1), Y€ V(p,g,s). (4.97)

A continuacién definimos H : ;. x V(p,q,5) = Ry vy G : V(p,q,s) — R{ como

W=D )y G =D aw)

AEA AEA
Luego,
H(y* (2 p1%), p1*) = G(p™) (por def. de ~¥)
= sup Z mf Ay (YO, fa)- (por def. de ™)

1AEV (p.a,5) yen YVZ0
Probaremos ahora que el par ({v*(x, u*)}, #*) es un punto silla para la funcién H, lo que
claramente implica (4.94). Para ello, dados p € V(p,q,s) y t € [0,1] definimos u, € V(p,q,s)
como g, = (1 —t)pu* + tu. Notar que cualquiera sea pu € V(p,q, s), po = p*. De la definicién de
u* se sigue que

Y W)=Y g\w) VueVipas).

A€EA AEA
Por lo tanto V u € V(p, q, s) se tiene que

% Z gA(:ut)]

AEA

t=0



4.5 Analisis de convergencia 129

(por def. de g,)

} (pues fe|_g = 0¥y por)
=0 def. de v*(, u*)

[ (ogm) )] | 2 0 pres ¥ u € V(p.g.9)

t=0 hk(’y*(MM*)’M*) § hA(’Y*(/\,M)aM*)

+ [gthx(’v*(&u*),ut)}

t=0

=3 (a7 Ou )y 1) = Ba (Y (3 1), 1)) (4.98)

La tultima igualdad se sigue inmediatamente de la definicién de p,, puesto que hy(y(\), ;) =
(1= t)ha(y), 1)) + tha(y), ).

Luego, > ha(y*(, 1*), 1%) < > ha(v*(x, 1), ) para todo p € V(p, g, s) y por lo tanto yu*
AEA AEA
es un méaximo para G(v*(u), u). Se sigue entonces que ({v*(x, p*)}, #*) es un punto silla para

la funciéon H, lo que completa la demostracion. |

Observacion 4.50. Con el objetivo de simplificar la demostraciéon del teorema precedente,
hemos intencionalmente omitido justificar la t-diferenciabilidad de todas las funciones que apa-
recen en (4.98). Si bien tal justificacién puede hacerse de manera rigurosa, consideramos que
la misma es irrelevante para los objetivos de la demostracién del teorema, él que, como ya

mencionamos, es en si mismo de naturaleza sumamente técnica.

Estamos finalmente en condiciones de probar el resultado principal de este capitulo, segin
el cudl, el método de regularizacién wavelet-vaguelet con umbralado propuesto en la Seccién

4.4.3, provee un orden de convergencia éptimo para el error de estimacion total.

Teorema 4.51. Sean Q@ C R? acotado, {1,}rea C L*(Q) una base wavelet y T : L*(Q) —
L?(QY) un operador homogéneo de grado o, que posee una descomposicion wavelet vaguelet
{(Kx,uy, Ux) }rea con respecto a la base {1y }rca, con valores casi-singulares ry = 279V j(\) >
Jo y supongamos que f € B; (2) para algin s € N y 0 <p < q < oco.

Entonces, para todo 6 > 0, el riesgo minimaz cuadrdtico wavelet-vaguelet con umbralado

(RMC-WVU) asociado a g =Tf y g° =g+ §dW satisface

R(,B; ,M..,)=0 ((5S+ﬂzjd/2> , para § — 0.

p,q’

Demostracién. Notemos que de la definiciéon del RMC-WVU y RMCB-WVU (ver Defini-

ci6én 4.26 y Definicién 4.29) se tiene que

R(6,B: ,M..,) <B(6,= ,M..,) (por (4.51))

P,q” e —'p,q’



130 Regularizacién wavelet-vaguelet

s E(lA5 _ AL |2 4.49
e iy, PO = A (por (1490
— fof  sup ZE((A‘;”—AAY). (4.99)

(O {Az}eEs, dea
Por otro lado, utilizando un argumento andlogo a la demostracién de (4.81) en la prueba
del Teorema 4.45 obtenemos
sup Z E((Ai’” - AA)2> < sup Z sup E((Ai’” — AA)2>,

{ANYEES 4 NeA {m}teo;,: rea AxiE(|Ax|P) <7
TA; =Thg Sl 5(A1)=5(X2)

(4.100)
para 7, = [E (\Ak\p)]l/p VAeA.
Luego,

R, B ,M.,) < inf sup E( (A2 — A,)? por (4.99
6B M) < s S E((A7 - 4)) (por (4.99))
< finf sup sup E( AT — A 2) de (4.100)
{roort {m}te (Sl ; A>\:E(|A,\\P)§T§ ( * )\) ( )

AL =Thg SLi(A1)=3(A2)
< sup inf sup E((A‘i’7 — AA)Q) (por Teor. 4.49)
(mytees,: 1O T AGE(ANP) <P

Tap =Txg Sl i(A1)=i(X2)

Y =v(GW)

= sup inf sup E((A‘;’7 — AA)2> y #A; < o0
{n}tep,:  Saa YW AvE(ANP)<T
TA; =T 81 1(A1)=7(A2) Yi>7
Z - por Definicién 4.47 y
= sup Pu(ps Tr, 270) ,
{(}te®5,:  Sea AT =8, (Ay +299062,)
AL =Txg S1Jj(A1)=3(A2)
<C'(p) sup Zp(p, Ty, 2990§). (por Teor. 4.48) (4.101)
{mtee;,: AEA

Tap =Txg Sl i(A1)=5(X2)
Finalmente, puesto que las variables aleatorias A, se pueden suponer i.i.d. para cada nivel

j, vale la desigualdad (4.83) de la demostracién del Teorema 4.45 y, por lo tanto, se tiene que

R(6,B; ,,M.,) <C'(p) sup Zp(p, Ty, 2090§) (por (4.101))
{n}te (Sl NeA
TAp =Txg S1Jj(A1)=3(X2)
< C'(p) (20126 4 Q,.00(0,C) ) (por (4.83))
=0 <6S+d2/52+a> , para § — 0%, (por Lema 4.43)

Esto concluye la demostracién del teorema. |
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Al igual que para el método RWV, notar que aqui también el orden de convergencia mejora
con la suavidad del dato s y tiende a O(§) para s — oo. Del mismo modo, el orden empeora

con la dimensién d y con el grado de homogeneidad « del operador T.

4.6. Operadores integrales

En esta seccion presentamos un tipo particular de operadores que satisfacen las condiciones
necesarias para tener una descomposicién wavelet-vaguelet. Este caso particular serda retomado
en la seccién de aplicaciones numéricas, como ejemplos de aplicacién a senales e imagenes. Co-
menzamos la seccién definiendo operadores de tipo convolucién. Luego, enunciamos y demostra-
mos una serie de proposiciones y lemas, los que son necesarios para construir la descomposicion
wavelet-vaguelet. Cerramos la seccién y el capitulo con la formalizacién de la descomposicién

wavelet-vaguelet para el caso de operadores integrales de convolucién.

Definicién 4.52. Decimos que T : L*(R%4R) — L*(R%R) es un operador integral de tipo

convolucion asociado al nicleo k : RY x RY — R si

T = [ FOkGs.0

Un caso especial de operadores integrales, con los que trabajaremos a lo largo de este
capitulo, lo constituyen los operadores de convolucién, en los que el nicleo k(s,t) depende

de s y t solo a través de la diferencia, s — t.

Definicién 4.53. Denotamos por 7}, : L*(R%R) — L?*(R% R) al operador de convolucién aso-

ciado al ntcleo k : R — R dado por
(L)) = | FO)k(s—tydt, para f € L*(RSR).
Rd

La siguiente proposicion es un resultado clasico sobre condiciones suficientes para que un

operador integral de tipo convolucién sea compacto.

Teorema 4.54. Sean Q C R* compacto y k : Q x Q — R una funcién que satisface al menos
una de las sigutentes condiciones:

» ke (x4 R), 0

» k es débilmente singular, es decir, k es continua sobre {(s,t) € Qx Q: s #t} y existen

e>0y M >0 tal que, para todo s # t € Q se verifica

kis,t)| < ————.
K(5,1)| < e

Entonces el operador de tipo convolucion T : L*(;R) — L*(;R), con nicleo k, es compacto.
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Demostracién. La prueba de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en el capitulo

2 (§2)en [17]. [ |

Proposicién 4.55. Sea T, : L*(R%;R) — L*(R%R) un operador de convolucion con nicleo
k : RY — R, entonces su adjunto estd dado por T* = T,, donde k., : R* — R estd dado por
ki(z) = k(—x) Vo € D(T}).

Demostraciéon. La prueba se sigue trivialmente verificando que (g, T, f) = (T..g, f) Vf, g €
D(T,). n

Observacion 4.56. De la proposicién anterior se sigue que un operador de convolucién es
autoadjunto si y solo si su ntcleo es par. Un ejemplo de operador que satisface esta condicién

y sera utilizado en la seccidn siguiente es el operador convolucién con nicleo gaussiano.
Lema 4.57. Sea T}, : L*(R* R) — L*(R* R) un operador de convolucion con nicleo k : R* — R,
entonces:

a) T, es inyectivo si y solo si k %0 ctp. y

b) si k # 0 c.t.p. el operador inverso puede escribirse formalmente en términos de k como

—1 _ -1 g(w) _ 1 eiwtg(w) 0
(T, 'gw) (H) = F {k(w)}(t)— ) /Rd ]%<w)d : (4.102)

Demostracién. a) =) Sea f € L*(R%R) tal que T,f = 0 en c.t.p., esto implica que
F{T,.f} =0 c.t.p. y por definicién del operador esto implica F{f*k} = 0 c.t.p.. Luego,
fl% = 0 c.t.p. y como por hipdtesis k # 0 c.t.p. entonces debe ser f =0 c.t.p. y por lo
tanto f = 0. Luego el operador es inyectivo.
<) Supongamos por el absurdo que l%(w) = 0 para todo w € A, donde A es un conjunto
de medida positiva, y definamos f(w) = X ,(w) donde X, es la funcién caracteristica
sobre el conjunto A. Bajo estas condiciones tenemos que 0 = f(w).k(w) = (T,.f)(w) Vw.
Luego, T, f(t) = 0 para f no nula y por lo tanto el operador no es inyectivo.

b) Del inciso anterior tenemos que si k = 0 c.t.p. el operador es inyectivo y por lo tanto

podemos definir su inversa T, ' : R(T,,) — D(T). En tal caso, la identidad (4.102), es
obvia. |

Observar que la condicién k # 0 c.t.p. en el lema anterior en principio es una condicién
técnica y estrictamente necesaria, y no es claro que condiciones implican sobre k. Sin embargo,
un teorema de Wiener del afio 1932 provee una condiciéon necesaria y suficiente para que la

transformada de Fourier de una funcién sea distinta de cero en casi todo punto. En efecto,



4.6 Operadores integrales 133

Teorema 4.58. Sea f € L?*(R), entonces f % 0 c.t.p. si y solo si el conjunto de todas las

traslaciones de f es denso en L*(R).
Demostracién. Ver [51], Capitulo 1, Seccién 1. [

Finalizamos este capitulo con un teorema que provee condiciones suficientes para que un
operador de convoluciéon posea una descomposiciéon wavelet-vaguelet con respecto a una base

wavelet dada.

Teorema 4.59. Sea T, : L*(R?) — L*(R*) un operador de convolucién homogéneo de grado
o con niicleo k, tal que k € L'(RY) N L*(R?) es Holder continuo y k # 0 c.t.p.. Sea ademds,
P € L*(R*) una wavelet con promedio nulo que verifica 1» € D(T,) N R(T)) y supongamos que
existen constantes by, by >0 y vy, v, > 0, tales que Vx € R?

b,

0Tl < 5 W Jae

y [Ty )] @) <

R
Entonces la familia {(2799%, 2779 (T;71)*ep,, 204 qu/b‘)})\eA es una descomposicion wavelet va-
guelet del operador T, con respecto a la base ortonormal wavelet {i\}rea y {277%} 5,5, €5 la

correspondiente sucesion de valores casi-singulares de dicha descomposicion.

Demostracion. La prueba de este teorema consiste esencialmente en verificar que el ope-
rador T}, y la wavelet v satisfacen las hipotesis del Teorema 4.21. Notemos en primer lugar que
puesto que k # 0 c.t.p., por el Lema 4.57 se sigue que T}, es inyectivo.

De la Observacién 4.22 se tiene que T}, conmuta con traslaciones, es decir, Va € R¢ se verifica
que Ty E, = E,T,, y por lo tanto se verifica la hipdtesis H2) del Teorema 4.21.

Por otro lado, dado que el nucleo k es Holder continuo, de la Observacién 4.24 se sigue que
se satisface la hipétesis HY), es decir, Tip y (T, ')™ ¢ son Holder continuas.

Finalmente, puesto que v tiene promedio nulo y k£ € L'(R) de la Observacién 4.25 se tiene
que T, y (T, ') 9 tienen promedio nulo. Luego, se satisface la hipétesis H5) y esto concluye

la demostracion. [ |






CAPITULO 5

Aplicaciones y resultados numéricos

Los resultados presentados en esta tesis han sido hasta aqui predominantemente tedricos.
Sin embargo, consideramos importante implementar y evaluar, en aplicaciones concretas, los
diferentes métodos de regularizacién estudiados en este trabajo. Este capitulo se centra en los
resultados de las implementaciones numéricas obtenidas a partir de la resolucién de problemas
inversos particulares. A lo largo del capitulo utilizaremos tanto el método de regularizacion
wavelet-espectral, desarrollado en el Capitulo 3, como el método de regularizacién wavelet-
vaguelet, desarrollado en el Capitulo 4, para aproximar soluciones a problemas de deconvolucién.
En la Seccién 5.1 se utiliza el método wavelet-espectral para resolver problemas de deconvolucién
en una dimension, para restauracion de sefiales, y en dos dimensiones, para restauracién de
iméagenes. Por otro lado, la Seccién 5.2 estd dedicada a la implementaciéon del método wavelet-
vaguelet, estudiado en el Capitulo 4, nuevamente para el caso de problemas de deconvolucién

en restauracién de senales.

5.1. Aplicaciones del método de regularizacién
wavelet-espectral

En el Capitulo 3 presentamos el método de regularizaciéon wavelet-espectral para problemas
inversos mal condicionados. Dicho método, involucra esencialmente dos pasos. Un primer paso
de descomposicién y umbralado wavelet y un segundo paso de regularizacién espectral. Con el
objetivo de mostrar y cuantificar las ventajas del método propuesto, en las siguientes secciones
presentaremos ejemplos numéricos utilizando este método, para problemas inversos de la forma
Tf = g, donde el operador T es un operador integral de convolucién.

Recordemos que un operador de convolucién 7, : L*(R*R) — L*(R%R) asociado a un

nucleo k : R* — R estd dado por

(Tof)(s) = /Rd F(Ok(s —t) dt. (5.1)

Nos proponemos encontrar una solucion aproximada a la solucién exacta f en

g(s) = y f)k(s —t) dt = (T, f(-))(s)-



136 Aplicaciones y resultados numéricos

Por simplicidad supondremos que sop(f) es compacto y k es un niicleo gaussiano. Supondremos,
que el dato g no se conoce de manera exacta. Mdas precisamente, y continuando con los linea-
mientos de los capitulos anteriores, consideraremos un modelo de observacién con ruido aditivo
de la forma ¢° = g + 6dW, donde dW es ruido blanco y 6 > 0 una constante que cuantifica el

nivel de error.

5.1.1. Deconvolucion 1D: restauracion de senales

En muchas ocasiones las perturbaciones en ciertas senales pueden modelarse satisfactoria-
mente a través de un proceso de convolucién. En tales casos, mediante una correcta “deconvolu-
cién”, seria posible entonces reconstruir la senal original afectada por este proceso. El problema
de deconvolucién fue estudiado por primera vez como una herramienta para el andlisis de medi-
das sismicas (ver, por ejemplo [33], [18]). En la actualidad el uso de técnicas de deconvolucién
se ha extendido a una amplia gama de aplicaciones, tales como control automético y filtrado
digital de sistemas, entre otros.

Dados el nicleo k y la funcién real f con soporte contenido en un intervalo I (supondremos

I = [0,1] por simplicidad) la convolucién de f con k define nuestro dato (limpio) g:

1
g(s) = /0 F(Ok(s — ) dt. (5.2)

El problema inverso (deconvolucién) consiste en determinar f dados el niicleo k y la observacién
g. Por lo general el nicleo k es conocido, como lo serd en todos los ejemplos numéricos que
abordaremos a continuacién. Sin embargo es oportuno mencionar que en ocasiones también el
ntcleo es desconocido. Estos problemas son llamados de “deconvolucién ciega” y su tratamiento
es considerablemente mas complejo. Como caso emblematico de uno de estos, citamos uno
relacionado a la restauracién de las imagenes enviadas por el Telescopio espacial Hubble durante
sus primeros tres afios en 6rbita (1990-1993). Debido a problemas con el diseno de uno de
sus espejos, las imagenes iniciales enviadas por el telescopio estaban distorsionadas en grado
extremo. Afortunadamente, al detectar el problema, los cientificos pudieron resolverlo (hasta el
cambio de ese espejo en el ano 1993 durante una de las misiones del transbordador espacial)
a través de un problema de deconvolucién ciega con casi 800.000 variables. Detalles de este
interesante problema y su solucién pueden encontrarse en el articulo [2]. Por otro lado, el dato
g suele estar disponible solo a través de mediciones con ruido, usualmente sobre un conjunto
finito de puntos s, S, ..., Syu:

9129(81)+617 i:17"'7m7
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donde e; denota el ruido de medicién asociado a la i-ésima observacién. El ruido generalmente
se supone con una cierta distribucion estadistica, que puede ser conocida o desconocida. En
nuestro caso supondremos ruido blanco gaussiano con varianza §2.

La implementacion numérica de este problema de deconvoluciéon requiere obviamente de
un proceso previo de discretizacion. Existe una gran variedad de métodos disponibles para
la discretizacién de ecuaciones integrales, los cuales permiten obtener, a partir de la ecuacion
integral, un sistema de ecuaciones lineales que, en principio, se pueden “resolver” numéricamente
para proporcionar una solucién discreta aproximada. En este trabajo utilizaremos una regla de
cuadratura, mediante la cual es posible aproximar la integral en (5.2) para el caso unidimensional
que nos proponemos trabajar, mediante una suma finita de términos. De esta manera, la integral

de convolucién puede tratarse como una suma finita de convolucion entre el nicleo & y la funcién

- J=1/2

f. A partir de una discretizacién del dominio de integracion, definida por t; -

para

7 =1,...,n, se tiene entonces la siguiente estimacién

o9) = [ k=050 d= Y k= )f(). (3

En este capitulo nos concentramos en analizar aplicaciones a problemas inversos mal condi-
cionados donde el nicleo k es gaussiano. Como veremos en la siguiente seccién, los problemas
de deconvolucién con este nicleo son muy utilizados en procesamiento de imdgenes ([47], [5]).
En particular, estos nticleos modelan satisfactoriamente la distorsién en las imagenes captadas
por telescopios terrestres debido a las diferentes densidades de las capas de la atmésfera. Se lo

conoce como “turbulencia atmosférica”. Suponemos entonces k : R — R definido por

1 _(s=w)?

U\/ﬂe 202 (5.4)

donde p € R?* y o > 0. En cada uno de los ejemplos siguientes supondremos p = 0 y expresare-

k(s) =

mos la desviacién estandar o en términos de un porcentaje ¢ de la norma || f|| ., es decir

l
oc=— o 9.5
|l (5.5)
A partir de esta eleccién del nicleo, de las ecuaciones (5.3) y (5.4) se tiene que la discre-
tizacion para el problema de deconvolucién con nicleo gaussiano en los puntos de colocacién

81,89, ..., S, €std dada por
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Notemos aqui que m no necesariamente debe ser igual a n. Sin embargo a lo largo de este
trabajo, por simplicidad supondremos m = ny s, = t; Vi. El problema (5.6) puede escribirse

en notacién matricial como

Az =y, (5.7)

donde A es una matriz de n x n y z,y € R™ definidos por

1 (si—t)?
a,; = ———e 202 ;= g(s; x. = f(t,),
5] no—m 9 y g( ) y J f( J)

parai=1,...,n, 5 =1,...,n. En todos los ejemplos siguientes consideraremos n = 100.

Como vimos en la Seccion 4.6, los operadores de convolucién asociados a ntcleos que sa-
tisfacen las hipétesis del Teorema 4.54 (e.g. nicleos gaussianos) son compactos. Por lo tanto,
el correspondiente problema inverso asociado es mal condicionado en el sentido descripto en
la Seccién 2.1. Si bien desde un punto de vista matematico riguroso el mal condicionamiento
de un problema inverso no puede ocurrir nunca en dimensién finita, la discretizaciéon de un
problema mal condicionado resulta en un problema de la forma (5.7) en el que la matriz A
posee un numero de condicién muy grande, lo que torna inestable el proceso de inversién y hace
estrictamente necesaria la utilizaciéon de algin tipo de regularizacion.

A continuacién presentaremos una serie de resultados numéricos que tienen como objetivo
mostrar el desempenio del método de regularizacion wavelet-espectral descripto en el Capitulo 3,
para diferentes tipos de soluciones exactas, con diferentes grados de regularidad, para diferentes

grados de mal condicionamiento y distintos niveles de ruido.

Nos proponemos analizar el desempeno del método wavelet-espectral en el problema T f =
¢°, donde T}, es el operador de convolucién dado en (5.1), discretizado como en (5.6), y resultante
en (5.7). Utilizaremos las funciones f,, fo y f; que se ilustran en la Figura 5.1 consistentes en
funciones suave, constante a trozos y mixta, respectivamente. Asimismo, utilizaremos operadores
con distintos grados de mal condicionamiento. En nuestro caso, para operadores de convolucién
con nucleos gaussianos, el grado de mal condicionamiento estd determinado por la desviacién
estdndar del nicleo correspondiente. Por tal motivo consideraremos 4 valores de o, (i = 1,2,3,4)
para la desviacién estandar, correspondientes a 4 valores de ¢ como en (5.5) dados por ¢, = 1,
by=2,0;=3yl,=4.

En las Figuras 5.2 (a), (b), (c) y (d) se muestran las graficas de f; y T, f; para estos
4 valores de ¢. Por otro lado, en la Figura 5.2 (e) se muestran los autovalores de la matriz
A correspondientes a las discretizaciones de T}, para los 4 valores de o. Notar que, como es

de esperar para valores de £ grandes los autovalores decaen rdpidamente a cero indicando un
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(a) fi (d) fo (c) f3
1 1 1
0.5 0.5 05
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
1 -1 1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

FiguraA 5.1. Soluciones exactas suave, constante a trozos y “mixta”.

fuerte grado de mal condicionamiento. En todos los ejemplos siguientes consideramos un ntcleo
gaussiano con desviacién estandar igual al 3% de || f]|~, es decir £ = 3.

Puesto que el método wavelet-espectral propuesto en el Capitulo 3 permite utilizar distintos
métodos espectrales, en esta seccién compararemos los métodos wavelet-espectrales obtenidos
con Tikhonov Phillips (TP) y Landweber (L) y, ademds, implementaremos un método de Tik-
honov generalizado: el método de penalizacién por Variacién Total (VT). Denotaremos los
respectivos métodos de dos pasos con W-TP, W-L y W-VT| respectivamente.

En todos los ejemplos de este capitulo utilizaremos como regla de eleccién de parametro
el Principio de Discrepancia de Morozov descrito en la Seccién 2.5.2, con 7 = 1.1. En todos
los casos presentaremos las graficas de las reconstrucciones obtenidas con cada método junto
con la solucién exacta. Ademads, a los efectos de cuantificar rigurosamente el desempefio de
cada uno de ellos, presentaremos el indice ISNR (Improvement in Signal-to-Noise Ratio) pro-
medio correspondiente a 100 repeticiones del método (asociado a 100 realizaciones diferentes
del correspondiente vector de ruido blanco aditivo).

El paso de umbralado wavelet en el método wavelet-espectral introduce nuevos parametros,
que deben ser fijados, previo a la implementacién de los mismos. En primer lugar, se debe definir
la wavelet a utilizar y el nivel del umbral A el que, tal como vimos en el Capitulo 3, depende
del nivel de ruido. Por otro lado, luego de realizar el paso de umbralado wavelet es necesario re-
estimar el nivel de error ¢ del nuevo dato umbralado. En nuestro caso y a menos que se especifique
otra cosa utilizamos la Wavelet Daubechies con cuatro momentos nulos. Los pardmetros A y d
se eligieron de forma empirica comparando distintos valores posibles del umbral y promediando
el nuevo nivel de error ||g— S, ¢°|| < dx. Si bien resulta evidente que estos pardmetros dependen
no solo del nivel de ruido inicial, sino también de las caracteristicas de la funcién solucion y del

operador, para los ejemplos propuestos, utilizamos A =2.5§ y §, = 0.56. Esta eleccion de tales
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parametros ha resultado en reconstrucciones muy satisfactorias, no es claro como elegirlas de

manera 6ptima. Claramente mas investigacion es necesaria en esta direccién.

1~ co

At -

(e) Autovalores de A

+ h=1— =l =2 U3=38 —-mnly =4

0.5 -

0 20 40 60 80 100

FIGURA 5.2. Gréficas de f; y g = T fs para desviaciones estandar del 1% (a),
2% (b), 3% (¢) y 4% (d) de || f|| v autovalores de la matriz A (e).

A continuacién presentamos una serie de ejemplos de restauracién de las senales f1, fo v fs,
previamente descriptas, bajo diferentes condiciones (nivel de ruido, grado de mal condiciona-
miento, nivel de umbralado, etc.). Para cada una de estas condiciones presentaremos un caso,
donde mostraremos varios ejemplos utilizando diferentes funciones solucién y modificando los
valores de ciertos parametros. El objetivo de mostrar los resultados de cada uno de estos ca-
sos serd analizar el desempeno del método wavelet-espectral en comparacién con otros métodos

clasicos de regularizacion identificando la influencia de cada uno de los pardmetros involucrados.
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CASO I:

En este caso nos proponemos analizar el desempeno de los métodos de dos pasos con um-
bralado wavelet para funciones con diferentes grados de regularidad. Para ello presentamos tres
ejemplos utilizando las funciones f,, f, y f; presentadas anteriormente.

Ejemplo I.1. En este ejemplo hemos aplicado el operador T}, (o = 0.03 || f|loc) & la funcién
f1, utilizando un nivel de ruido del 5%, es decir § = 0.05 ||g|| co-

En la Figura 5.3 (a) y (b) se muestran las graficas de ¢° = T}, fy + ddW y S,g°, respectiva-
mente. Observar como el paso de umbralado wavelet reduce significativamente las componentes
de alta frecuencia originadas por el ruido.

La Figura 5.4 (a) - (f) muestra las restauraciones obtenidas con los métodos L, W-L, TP,
W-TP, VT, W-VT, respectivamente, como asi también la solucién exacta a restaurar, f;. El

andlisis visual de estas restauraciones permite derivar las siguientes conclusiones:

(i) El paso previo de descomposicién wavelet y umbralado, previo a la regularizacién, en
todos los casos mejora significativamente el desempeno del método.

(ii) La mejora senalada en el item anterior es mucho més notoria para los métodos L y TP
los que, como es bien sabido, tienen buen desempeno para el caso de soluciones suaves,
como lo es f;.

(iii) El paso de umbralado wavelet previo a la aplicacién de la regularizacién por VT, si bien
mejora el desempeno del método, sigue produciendo restauraciones constantes a trozos,

caracteristica de dicho método (el llamado “efecto escalera”).

Todas las observaciones precedentes se reflejan claramente en los indices ISNR promedio, cal-
culados para 100 realizaciones (del ruido blanco aditivo) con cada uno de los métodos. Estos se

muestran en la Tabla 1.

(a) Dato con ruido (b) Dato Umbralado

0.2

0.2

FIGURA 5.3. Dato ¢° (a) y dato umbralado S,g° (b).
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(a) Landweber

[\VA A
ISNR= 8.8436
0 0.5 1

(c) Tikhonov

4

1 _ ISNR=18.5878 1

0 0.5 1

(e) Variacién Total

-I.\-
I\, [
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At v ISNR= 5.6981 1
0 0.5 1

(b) Wavelet - Landweber

At _ ISNR= 26.2543 1
0 05 1

(d) Wavelet - Tikhonov

-1 _ ISNR=22.2185 1
0 0.5 1

(f) Wavelet - Variacién Total

05 | [

-0.5

Vo
v I v
-1 v ISNR= 6.4449 -
0 0.5 1

F1auRA 5.4. Restauraciones de f, con § = 0.05 ||g]|s utilizando los métodos L

(a), W-L (b), TP (c), W-TP (d), VT (¢) y W-VT (f).

METODO ISNR || Wavelet-METODO | ISNR

Landweber 9.7554 || Wavelet-Landweber 25.6914
Tikhonov 16.1468 || Wavelet-Tikhonov 22.5496
Variaciéon Total 4.9697 || Wavelet-Variacion Total | 6.8548

TABLA 1. Indices ISNR promedio correspondientes a 100 restauraciones de cada

uno de los métodos del Ejemplo I.1.
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Ejemplo I.2. En este ejemplo repetimos el experimento realizado en el Ejemplo 1.1 pero
ahora utilizando la funcién constante a trozos f,.

En la Figura 5.5 se muestran el dato ¢° y su descomposicién wavelet umbralada S,g°. Ob-
servar nuevamente como este paso reduce significativamente la influencia de las componentes
de alta frecuencia provenientes del ruido aditivo. En la Figura 5.6 se muestran las restauracio-
nes obtenidas con los seis métodos L, W-L, TP, W-TP, VT, W-VT. El andlisis visual de las

restauraciones nos permite derivar las siguientes conclusiones:

(i) En todos los casos, el paso de descomposicién wavelet seguido de umbralado mejora el
desempeno del método de regularizaciéon aplicado en el segundo paso.

(ii) La mejora en el desempeno senalado en el item anterior es ahora significativamente més
notoria para el método de VT ((e) y (f)). Esto es consistente con el hecho que, como es
bien sabido, este método muestra un muy buen desempeno para el caso de soluciones
exactas que son constantes a trozos, como es el caso de la funcion f,.

(iii) Para el caso de los métodos de L'y TP ((a), (b), (c) y (d)) el paso wavelet-umbralado, si
bien introduce una leve mejora en el desempenio del método, las restauraciones obtenidas
siguen siendo relativamente pobres principalmente cerca de los puntos de discontinui-
dad. Esto se debe a que ambos métodos regularizan el proceso de inversion atenuando
significativamente las componentes de alta frecuencia de la solucién exacta, las que,
como es bien sabido, son estrictamente necesarias para capturar razonablemente dis-

continuidades.

Todas las observaciones precedentes realizadas mediante el andlisis visual de las restauraciones
estan apoyadas, ademads, por los indices ISNR promedio correspondientes a 100 restauraciones de
cada uno de los seis métodos (correspondientes a 100 realizaciones del ruido aditivo) presentados

en la Tabla 2.

(a) Dato con ruido (b) Dato Umbralado

FIGURA 5.5. Dato ¢° (a) y dato umbralado S,g° (b).
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(a) Landweber

ISNR= 1.

7136 1

0.5

(c) Tikhonov

1

ISNR= 3.

1657 1

0.5

(e) Variacién Total

1

ISNR= 3.

0711 1

0.5

1

(b) Wavelet - Landweber

-1t . ISNR= 2.8877 1
0 0.5 1

(d) Wavelet - Tikhonov

-1t . ISNR= 3.7568 1
0 0.5 1

(f) Wavelet - Variacién Total

-1t ) ISNR= 6.6733 -
0 0.5 1

F1GURA 5.6. Restauraciones de f, con § = 0.05 ||g||s utilizando los métodos L

(a), W-L (b), TP (c), W-TP (d), VT (¢) y W-VT (£).

METODO ISNR | Wavelet-METODO | ISNR

Landweber 1.8568 || Wavelet-Landweber 3.0465
Tikhonov 2.9611 || Wavelet-Tikhonov 3.8357
Variacion Total 3.4614 || Wavelet-Variacién Total || 6.2795

TABLA 2. Indices ISNR promedio correspondientes a 100 restauraciones de cada

uno de los métodos del Ejemplo I.2.
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Ejemplo 1.3. En este ejemplo repetimos los experimentos realizados en los Ejemplos 1.1 e
1.2 utilizando ahora la solucién exacta f;, la cual es suave en un intervalo y constante a trozos
en su complemento.

En la Figura 5.7 se muestran el dato ¢° y su correspondiente descomposicién wavelet um-
bralada S,¢°. En la Figura 5.8 se presentan las restauraciones de f; obtenidas con los métodos
L, W-L, TP, W-TP, VT y W-VT. Nuevamente el andlisis visual de las seis restauraciones nos

permite concluir que:

(i) Al igual que en los ejemplos precedentes la aplicacién del paso wavelet seguido de um-
bralado previo a la regularizacion, siempre mejora el desempeno del método.

(ii) Como puede observarse, la mejora introducida por la descomposicién wavelet mas um-
bralado es significativamente notoria para los métodos L y TP, en la region donde f; es
suave.

(iii) Para el método VT la mejora que introduce este paso previo, como es de esperar, es
particularmente significativa en la regién en la que f; es constante a trozos. No obstante

ello también se observa un mejor desempeno del método en la regién donde f; es suave.

Todas las observaciones anteriores estidn apoyadas por los indices ISNR promedio correspon-
dientes a 100 restauraciones utilizando de cada uno de los seis métodos (correspondientes a 100

realizaciones del ruido aditivo) presentados en la Tabla 3.

(a) Dato con ruido (b) Dato Umbralado

0.8

FIGURA 5.7. Dato ¢° (a) y dato umbralado S,g° (b).
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(a) Landweber

ISNR= 4.

0064 1

0 0.5

1

(c) Tikhonov

ISNR= 5.

8763 1

0 0.5

(e) Variacién Total

1

ISNR= 2.

1276 1

0 0.5

F1aurA 5.8. Restauraciones de f; con § = 0.05 ||g]|s utilizando los métodos L

1

(b) Wavelet - Landweber

ISNR= 5.4936 1

0 0.5

1

1t ' . ISNR=6.7317 1

(d) Wavelet - Tikhonov

0 0.5

(f) Wavelet - Variacién Total

1

ISNR= 3.7779 -

0 0.5

(a), W-L (b), TP (c), W-TP (d), VT (¢) y W-VT (£).

1

METODO ISNR | Wavelet-METODO | ISNR

Landweber 3.9756 || Wavelet-Landweber 5.7425
Tikhonov 5.4711 || Wavelet-Tikhonov 6.3784
Variacion Total 2.3563 || Wavelet-Variacién Total || 3.5712

TABLA 3. Indices ISNR promedio correspondientes a 100 restauraciones de cada

uno de los métodos del Ejemplo I.3.
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CASO II:

Nos proponemos ahora analizar la influencia del nivel de ruido en el desempeno del método
de dos pasos. Para ello consideraremos dos ejemplos en los que presentamos las restauraciones
del problema T}, f = ¢° para 0 = 0.03|| f||.. con niveles de ruido § del 1, 5, 10 y 20% de ||g||co-

Ejemplo II.1. En este ejemplo hemos aplicado el operador T, (con o = 0.03|/f]|~) a la
funcion f;. Con el objetivo de comparar el efecto de los diferentes niveles de ruido utilizamos
solamente el método TP, el que, como es bien sabido, tiene un buen desempeno para el caso de
funciones suaves como lo es f,. La Figura 5.9 muestra el dato g° para estos cuatro niveles de
ruido y la Figura 5.10 presenta las restauraciones obtenidas con los métodos TP y W-TP para

cada nivel de ruido. El analisis visual de las ocho restauraciones nos permite concluir que:

(i) La aplicacién del paso wavelet seguido de umbralado previo a la regularizacién siempre

mejora el desempeno del método espectral, para todos los niveles de error considerados.

(ii) En particular, la mejora introducida por la descomposicién wavelet-umbralado es més

notoria para niveles altos de ruido. Observar que, por ejemplo, para un nivel de ruido

del 1% esta mejora es solo del 1.19 %, mientras que para un nivel de ruido del 20 %
supera el 38 %.

(iii) Es importante notar que el desempeno del método de dos pasos, para un nivel de ruido

del 20 % es comparable (y atin mejor) con el que se obtiene sin aplicar el paso previo

wavelet-umbralado para un nivel de ruido del 10% ((e) y (h)).

(a) Dato con ruido 1% (b) Dato con ruido 5%
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0
-0.1 -0.1
-0.2 -0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(c) Dato con ruido 10% (d) Dato con ruido 20%
0.2 T T T T 0.2 T T T T
0.1
0
-0.1
-0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

—_

0 0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURA 5.9. Dato ¢° para los cuatro niveles de ruido del Ejemplo II.1.
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(a) TP (ruido 1%) (b) W-TP (ruido 1%)

10 . . . ISNR=,30.9339 1t ) ) . ISNR=31.3032
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(c) TP (ruido 5%) (d) W-TP (ruido 5%)

£S

At ‘ % ISNR=.17.4507 At ‘ ‘ _ISNR=,22.5489)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(e) TP (ruido 10%) (f) W-TP (ruido 10%)

/
At ‘ Y ISNR=12.1373 At ‘ Y ISNR=185175
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(g) TP (ruido 20%) (h) W-TP (ruido 20%)

1t ) N __ISNR=9.9792) -1t

‘ . ISNR=,13.7701]
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

F1GURA 5.10. Restauracién de f;, utilizando los métodos TP y W-TP con ni-

veles de ruido del 1,5,10 y 20 % de |9 co-
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Ejemplo I1.2. En este ejemplo repetimos el experimento realizado en el ejemplo anterior
pero ahora para la funcién f,. En este caso, dado que f, es una funcién constante a trozos
realizamos las restauraciones con el método de regularizacién VT.

En la Figura 5.11 se presentan los correspondientes datos ¢° mientras que en la Figura 5.12
se muestran las restauraciones obtenidas con los métodos VT y W-VT para cada uno de los
cuatro niveles de ruido. Nuevamente el andlisis visual nos permite confirmar que la aplicacion
del paso previo wavelet-umbralado mejora el desempeinio del método, en todos los casos. Por
otro lado, esta mejora es significativamente notoria para niveles de ruido altos. Observar en
particular que la aplicacién, para un nivel de ruido dado, del paso wavelet-umbralado permite
obtener desempenos similares a los que se obtendrian sin la aplicacién de dicho paso, con la

mitad de ese ruido (comparar las graficas (c) y (f), (e) y (h) de la Figura 5.12).

(a) Dato con ruido 1% (b) Dato con ruido 5%

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(c) Dato con ruido 10% (d) Dato con ruido 20%

FIGURA 5.11. Dato ¢° para los cuatro niveles de ruido del Ejemplo II.2.
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05t

(a) VT (ruido 1%)

ISNR= 3.6987

0.2

0.4 0.6 0.8 1
(¢) VT (ruido 5%)

ISNR= 2.3824

0.2

0.4 0.6 0.8 1
(e) VT (ruido 10%)

ISNR= 1.7485

0.4 0.6 0.8 1
(g) VT (ruido 20%)

ISNR=0.5115

0.2

0.4 0.6 0.8 1

veles de ruido del 1,5,10 y 20 % de |9 co-

(b) W-VT (ruido 1%)

ISNR= 5.3452

02 04 06 08 1
(d) W-VT (ruido 5%)

ISNR= 3.1784

0.2

0 04 06 08 1
(f) W-VT (ruido 10%)
1 ' '
)
05f |!
I =
i
o4
0.5
At ‘ ‘ ISNR= 2.7024]
0 02 04 06 08 1

(h) W-VT (ruido 20%)

ISNR= 2.2056]

0.2

0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.12. Restauracion de f,, utilizando los métodos TP y W-TP con ni-
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(a) TP (o = 0.01|f]|x0) (b) W-TP (o = 0.01|f|c)
] 1
0.5
0
0.5
~ £4
At ¥ ISNR=10.1451 1 -1 _ISNR=10.4478 1
0 05 1 0 05 1
(c) TP (o = 0.03][fl0) (d) W-TP (o = 0.03|[|oc)
] 1
0.5
0
0.5
At v ISNR=17.7169 1 -1 _ISNR=23.7403 1
0 05 1 0 05 1

() TP (o = 0.05]|f1l) (f) W-TP (o = 0.05fl)

At v ISNR=3.2122 At ~  ISNR=3.8356 |

0 05 1 0 05 1
F1cUrA 5.13. Restauracion de f;, utilizando los métodos de TP y W-TP con

nivel de ruido d = 0.05||¢||cc y o del 1,3 y 5% de || f||co-

CASO III:

En este caso nos proponemos analizar el desempeno del método de dos pasos con umbra-
lado wavelet para problemas inversos con distintos grados de mal condicionamiento. Para ello
presentamos dos ejemplos, correspondientes a restauraciones de las funciones f, y f,, utilizando
diferentes valores de o (1, 3 y 5% de || f||~) para el operador T}, con nivel de ruido fijo del 5 %.

Ejemplo III.1 En este ejemplo hemos aplicado el operador T}, a la funciéon f,. Dadas las
caracteristicas de la solucién exacta, nuevamente realizamos las restauraciones utilizando el
método TP.

La Figura 5.13 muestra las restauraciones obtenidas con los métodos TP y W-TP para cada
valor de o considerado. Analizando esta figura podemos ver que, al igual que en todos los ejem-

plos anteriores, la aplicaciéon del paso previo wavelet-umbralado siempre resulta en una mejora
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en el desempeno del método espectral aplicado a continuacién. Si bien seria necesario un anali-
sis mas profundo y detallado, parece razonable conjeturar que tal mejora es significativamente
superior para valores intermedios de o correspondientes a operadores con grado de mal condicio-
namiento intermedio. Notar que mientras que para o = 0.01||f||oc y 0 = 0.05] f]|co las mejoras
en el ISNR son del 3.9% y 19,3 %, respectivamente, para o = 0.03|| f||o la correspondiente
mejora es del 34 %.

Ejemplo ITI.2 Aqui repetimos el experimento del ejemplo anterior pero ahora para la so-
lucién exacta f, y el método VT. La Figura 5.14 muestra las restauraciones obtenidas con los
métodos VT y W-VT para cada valor de ¢ utilizado. Aqui, nuevamente valen todas las obser-
vaciones realizadas en el ejemplo anterior. En particular la mejora resultante de la aplicacién

del paso wavelet-umbralado refuerza también la conjetura que realizamos en el Ejemplo III.1.

(@) VT (o = 0.01]f]) (b) W-VT (o = 0.01]|f])
1 ——— 1 1 [ e
05 05
0 0
-0.5 -0.5
1t . ISNR=6.7921 1 At . ISNR=7.4718 1
0 05 1 0 05 1

(¢) VT (o = 0.03][fl) (d) W-VT (o = 0.03] f|)

-1r ISNR=2.4017 A -1r ISNR= 3.4607 A
0 0.5 1 0 0.5 1
(e) VT (o = 0.05 f) (£) W-VT (o= 0.05 f].)

-1 ISNR= 3.7274 1 ISNR= 4.5105 4
0 0.5 1 0 0.5 1

Ficura 5.14. Restauracion de f,, utilizando los métodos de VT y W-VT con
nivel de ruido d = 0.05||¢|/cc y o del 1,3 y 5% de || f]|co-
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CASO 1V:

En este ultimo caso, nos proponemos analizar el efecto que tiene, en el desempeno del método
de dos pasos, el valor del umbral \. Para ello hemos aplicado al dato ¢°, obtenido a partir del
operador T}, con 0 = 0.03 || f||cc ¥ 0 = 0.05||g||cc, €l paso wavelet-umbralado con tres niveles de
umbral diferentes (A =9, A =255y A =59).

Ejemplo IV.1. En este ejemplo consideramos la restauracion de la funcién f, y el método
de regularizacién TP.

En la Figura 5.15 (a) y (b) se muestran las graficas del dato exacto g y el dato con ruido ¢°,
respectivamente. Las gréaficas restantes en dicha figura presentan, de a pares, el dato umbralado
y la correspondiente restauracién con el método W-TP para cada uno de los valores de A.

Ejemplo IV.2. En este tdltimo ejemplo de la seccién repetimos el experimento realizado
en el Ejemplo IV.1, ahora considerando como solucién exacta a la funcién f, y el método de
regularizaciéon VT.

En la Figura 5.16 (a) y (b) se presentan las gréficas del dato exacto g y el dato con ruido
g°, respectivamente. Las graficas restantes, dispuestas en pares, muestran el dato umbralado y

la restauraciéon con el método W-V'T correspondiente para cada valor de .

Analizando los dos ejemplos anteriores observamos que la mejora resultante de la aplicacién
del paso previo wavelet-umbralado, es mas notoria para valores intermedios del umbral. Eso es
bastante razonable puesto que, como puede observarse en las graficas correspondientes, valores
de X pequenos dejan pasar componentes de alta frecuencia en el dato g° provenientes del ruido
(Figuras 5.15 (c) y 5.16 (c)), mientras que valores de A altos tienden a despreciar informacién

importante del dato exacto g (Figuras 5.15 (g) y 5.16 (g))
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(a) Dato exacto (b) Dato con ruido

0.2

0.2

-0.2 - -
0 0.5 1 0 0.5 1

02 (c) Dato Umbralado (A = §) (d) W-TP (A=)

A ISNR= 21.6605 |
0 0.5 1 0 0.5 1
(e) Dato Umbralado (A = 2.50) (f) W-TP (A =2.50)

A ISNR= 25.7283 |
0 0.5 1 0 0.5 1
(g) Dato Umbralado (A = 54) (h) W-TP (A =59)

-0.2

0.2

ISNR= 20.7959 |

-0.2 .
0 0.5 1 0 0.5 1

Ficura 5.15. Dato exacto g (a), dato con ruido ¢° (b) y datos umbralados con
la respectiva restauracién de f; utilizando el método de W-TP para los umbrales

A=8,A=250y \=56.
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(a) Dato exacto

0.6

047

0.2

-04 1

-0.6 - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8
(c) Dato Umbralado (A = §)

0 0.2 0.4 0.6 0.8
(e) Dato Umbralado (A = 2.50)

0 0.5
(g) Dato Umbralado (A =546)

0 0.5

F1curA 5.16. Dato exacto g (a), dato con ruido ¢° (b) y datos umbralados con

la respectiva restauracién de f, utilizando el método de W-VT para los umbrales

A=8,A=250y A=56.

(b) Dato con ruido

0.2

04 06 08 1
(d) W-VT (A = 4)

ISNR= 2.2426)

0.2

04 06 08 1
(f) W-VT (A = 2.56)

ISNR= 3.0456 |

05 1
(h) W-VT (A = 50)

ISNR=2.3271 |

0.5 1
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5.1.2. Deconvolucién 2D: restauracion de imagenes

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos de problemas inversos mal condicionados
en restauracién de iméagenes digitales. A partir de los mismos, estudiaremos el desempeno del
método de dos pasos wavelet-espectral desarrollado en el Capitulo 3, para el caso de problemas
2D.

La restauracién de imagenes es un proceso que estudia diversos métodos que permiten
recuperar una imagen original a partir de observaciones degradadas de la misma. Se diferencia
de las técnicas de mejoramiento de imagenes en que estas iltimas buscan manipular una imagen
con el tnico objetivo de producir resultados “méas agradables” para el observador y no suponen
la existencia de una imagen original o fuente. Tal como mencionamos en la seccién anterior, el
problema originado con el Telescopio Espacial Hubble ([2]) es quizds el caso més conocido de un
ejemplo concreto que senala la necesidad de restaurar imagenes a partir de versiones degradadas
de las mismas.

El proceso de degradacién (blurring) de una imagen puede modelarse satisfactoriamente a

través de una ecuacion integral de Fredholm de primera clase del tipo

1 1
ka(w,y)i/ / k(z,y, o',y ) f(«' 9 )da'dy’ = g(x,y), (5.8)

donde f y ¢ son las imagenes original y degradada, respectivamente, y el nucleo k recibe el
nombre de funcién de dispersién puntual (point spread function, PSF). Si bien existen varios
problemas inversos asociados a la ecuacién (5.8), el mas comun consiste en reconstruir o aproxi-
mar la funcién f a partir del conocimiento de la PSF y de la funcién g. Es importante senalar,
sin embargo, que en la mayoria de los problemas concretos la funciéon g se conoce solo parcial-
mente, en algin conjunto discreto de puntos y/o contaminada por ruido proveniente de diversas
fuentes. Como lo senalamos en la Seccién 5.1.1 en algunos problemas més complejos la PSF es
también desconocida o solo conocida parcialmente, en cuyo caso los problemas asociados reci-
ben el nombre de problemas de deconvolucién ciega. Por el Teorema 4.54, sabemos que, bajo
condiciones bastante generales sobre la PSF, el operador integral del lado izquierdo de (5.8) es
compacto y por lo tanto reconstruir f es, en efecto, un problema mal condicionado.

En el problema que abordaremos a continuacion, a los efectos de evaluar el desempeno del
método de dos pasos wavelet-espectral desarrollado en el Capitulo 3, nos restringiremos al caso

en que la PSF es conocida. Méas precisamente, consideraremos el caso en que el nucleo k es
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“separable” y de tipo convolucion, es decir,
k(xuyuxluyl) = KJ(JZ’ - $/) W(y - y/)7

donde k y w son funciones reales. Esto significa que todos los puntos de la imagen poseen la
misma degradacion y que dicha degradaciéon puede “separarse” en componentes vertical y ho-
rizontal. Existen muchas situaciones en las cuales un sistema de captacién de iméagenes puede
favorecer la degradacién de la calidad de las imagenes adquiridas. En general estas situaciones
son el resultado de fuentes externas o internas de perturbacién en el sistema de captacién, enfo-
que defectuoso o degradaciones introducidas por el mismo medio de captacién. A continuacién
se introducen algunos de los modelos méas simples de degradacion con sus correspondientes PSF

asociadas [28]:

* Degradacion por movimiento: se genera cuando la cdmara se mueve en el momento
de captar la imagen o cuando se mueve el objeto mientras que la cdmara estd fija. Si el
tiempo en que transcurre el movimiento es pequeno, se puede considerar que el mismo
es lineal. Cuando el movimiento es horizontal, entonces la PSF asociada a este modelo
viene dada por

. , (2L)7', si|lz—2'| <L
k(x7y7x7y):hL(x_x):

0, en otro caso
donde L es un parametro que cuantifica la degradacién de la imagen. De manera similar,
si el movimiento es vertical la PSF esta dada por
(L)™', sily—y|<L
k(xvyaxlay,):hL(yiy/) = .
0, en otro caso
* Degradacion por desenfoque uniforme o fuera de foco: esta degradacion se genera
cuando la lente de la caAmara estd fuera de foco. Si la apertura de la cdAmara es circular,
la imagen generada por cualquier fuente puntual serd un pequeno disco llamado “circulo

de desenfoque”. En este caso, un modelo razonable para la PSF es el siguiente

oyt ) | T SVE G <R
0, en otro caso

donde R es el radio del circulo de desenfoque. Es importante notar que esta funcién no

es separable en las variables v — 2’ e y — /.
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* Degradacion de tipo turbulencia atmosférica: se genera, por ejemplo, en astro-
nomia debido al cambio en las condiciones de refraccién de las diferentes capas de la
atmosfera terrestre. La captacion de iméagenes realizadas por todos los telescopios te-
rrestres son generalmente modeladas con ecuaciones de la forma (5.8) con PSFs de
tipo turbulencia atmosférica. Un modelo comunmente utilizado para la PSF en este
caso consiste en una funcién de densidad de probabilidad gaussiana bidimensional de la

forma

;o 1 ,l<w;z')2,;<yfy’>2
k(z,y,2',y) = s——e >\ on /2L 0w ] (5.9)
2no,0,
donde las desviaciones estandar o, y o, caracterizan las degradaciones en las direcciones

horizontal y vertical, respectivamente. Observar que la PSF de turbulencia atmosférica

es separable.

El proceso de discretizacién del modelo continuo (5.8) consiste esencialmente en pixelar la
funcién bidimensional f y a partir de ello discretizar el operador 7. La imagen se discretiza
de manera usual definiendo adecuadamente los pixeles, lo que transforma la imagen (continua)
f en una matriz I de orden n x m donde m y n son la cantidad de pixeles en los sentidos
vertical y horizontal, respectivamente. En todos los ejemplos que se presentan en esta seccién,
utilizaremos n = m.

En el caso en el que estamos interesados, en los que el operador T posee nicleo separable,
en la discretizacién se utiliza esta propiedad dividiendo el proceso en dos pasos. En primer
lugar, se utiliza un nucleo unidimensional para convolucionar la imagen solo en la direccién
horizontal o vertical y, en un segundo paso, el nicleo unidimensional restante se usa para
realizar la convolucién en la otra direccién. El efecto resultante es el mismo que convolucionar
con el nicleo bidimensional en un solo paso, aunque requiere menos esfuerzo computacional.
Para el modelo discretizado, este proceso resulta en una matriz A = A, ® A,, que discretiza al
operador T), donde A, y A, son las matrices resultantes de las discretizaciones correspondientes
a la convolucién con cada uno de los niicleos unidimensionales en las que se separa el nucleo de
convolucién k y “®@” es el producto de Kroenecker. De esta forma el modelo continuo (5.8) se

puede representar en dimension finita como
Al=(A,®A,)I =B, (5.10)

donde I y B son las discretizaciones de f y g, respectivamente. Para més detalle ver [20].
En los ejemplos que siguen utilizaremos degradacion por turbulencia atmosférica dada en

la ecuacién (5.9) con 0, = 0, = 0.
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En la Figura 5.17 se muestran una imagen original (35 x35 pixeles) (a) e imagenes degradadas

de la misma para diferentes valores de o, 0 = 0.02||I||., (b), 0 = 0.04||I|| (c) y o = 0.06||I||
(d).

a) Imagen original ) Dato (o1 = 0.02||I|])
) Dato (o9 = 0.04|/1]]) ) Dato (o3 = 0.06||1||)

FIGURA 5.17. Imégenes original (a) y degradadas, para desviaciones estandar

del 2 (b), 4 (¢) y 6% (d) de ||||-

A continuacién presentamos algunos ejemplos de restauracion de imégenes, utilizando el
método de dos pasos desarrollado en el Capitulo 3, para diferentes grados de mal condiciona-
miento y niveles de ruido aditivo. Utilizaremos dos imagenes con distinto grado de suavidad y
distinta resolucién. El objetivo de mostrar los resultados de cada uno de estos ejemplos, dividi-
dos en dos casos, sera estudiar el desempeno del método wavelet-espectral en comparacién con
otros métodos clédsicos de regularizacién analizando la influencia de cada uno de los parametros

considerados.

CASO I:

En este caso nos proponemos analizar el efecto que tiene el nivel de ruido en el desempeno
del método de dos pasos con umbralado wavelet para el problema inverso de deblurring. La
imagen original I serd la presentada en la Figura 5.17 (a) y definimos o = 0.04|]|| .

Ejemplo I.1. En este ejemplo hemos agregado al dato B = AI, obtenido con o = 0.04||1||.,
ruido blanco aditivo de nivel § = 0.02 || B||co-
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(b) AI + ruido = B + ruido (c) S\ (B + ruido)

(d) A~' (B + ruido) (e) A'B

F1GURA 5.18. Imagen original (a), dato con ruido (b), dato con ruido + umbra-
lado wavelet (c), imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) e imagen

obtenida por inversién del dato limpio B (e).

En la Figura 5.18 se muestran la imagen original I (a), el dato con ruido (b), el dato con
ruido seguido de umbralado (c), la imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) y
la imagen obtenida por inversién del dato limpio B (e). El anélisis visual de dicha figura nos

permite concluir que:

(i) El proceso de umbralado sobre el dato con ruido claramente elimina componentes de
alta frecuencia en la imagen, lo que se manifiesta en bordes méas suaves y difuminados

(Figura 5.18 (c)).
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(ii) La aplicacién directa del proceso de inversién sobre el dato (con ruido), negligiendo
regularizacién, no puede reproducir absolutamente ningiin detalle de la imagen original
(ver Figura 5.18 (d)).

(iii) Esimportante sefialar ademads que, en contra de lo que se cree usualmente, la incapacidad
de reconstruir la imagen original por inversién directa que sefialamos en el item anterior
no es consecuencia del ruido sino pura y exclusivamente del mal condicionamiento del
operador involucrado. Esto puede verse claramente en la Figura 5.18 (e), en la que se

presenta la imagen obtenida al aplicar A~ al dato limpio (sin ruido) B.

Todo lo anterior, una vez mas seniala claramente la necesidad de introducir regularizacién

(a) L (b) W-L
(c) VT (d) W-VT

en el proceso de inversién en este tipo de problemas.

FIGURA 5.19. Restauraciones de I utilizando los métodos L (a), W-L (b), VT
(¢) y W-VT (d) para un dato con ruido del 2 %.

Las restauraciones obtenidas con los métodos L, W-L, VT y W-VT se presentan en la
Figura 5.19. Notemos en primer lugar que, para los dos métodos de regularizacion utilizados,
el paso wavelet seguido de umbralado mejora el desempeno de ambos. Por otro lado, dadas las
caracteristicas de la imagen (constante por regiones) no es sorprendente que el método W-VT
produzca la mejor restauracion.

Todas las observaciones realizadas para este ejemplo son consistentes con los respectivos

ISNRs que presentamos en la Tabla 4.
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METODO ISNR | Wavelet-METODO | ISNR
Landweber 1.2332 || Wavelet-Landweber 1.8860
Variacién Total 2.6548 || Wavelet-Variacién Total || 3.1805

TABLA 4. Indices ISNR correspondientes a las restauraciones de la Figura 5.19.

(b) AI + ruido = B + ruido (c) S\ (B + ruido)

(d) A~' (B + ruido) (e) A'B

F1GURA 5.20. Imagen original (a), dato con ruido (b), dato con ruido + umbra-
lado wavelet (c), imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) e imagen

obtenida por inversién del dato limpio B (e).

Ejemplo I.2. En este ejemplo repetimos el experimento realizado en el ejemplo anterior

pero ahora para un nivel de ruido del 4 %.
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En la Figura 5.20 se presentan la imagen original I (a), el dato con ruido (b), el dato con
ruido seguido de umbralado (c), la imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) y la
imagen obtenida por inversién del dato limpio B (e).

Los resultados de restauraciéon se muestran en la Figura 5.21 y en la Tabla 5. En este
caso valen las mismas observaciones realizadas en el Ejemplo 1.1 con el agregado de que la
mejora introducida por la aplicacién del paso previo wavelet-umbralado es ahora mejor para
ambos métodos (L y VT). En efecto, mientras que estas mejoras eran de 52% y 20% en el
ejemplo anterior, ahora son del 130 % y 28 %, respectivamente. Esto pone de manifiesto una
vez mas que en algunos casos la eliminacién de componentes de alta frecuencia introducida por
el ruido, previo a la aplicacién de un método de regularizacion, puede resultar en desempenos

significativamente superiores.

(a) L

(c) VT (d) W-VT

F1auraA 5.21. Restauraciones de I utilizando los métodos L (a), W-L (b), VT
(c) y W-VT (d) para un dato con ruido del 4 %.

METODO ISNR | Wavelet-METODO | ISNR
Landweber 0.6827 || Wavelet-Landweber 1.5721
Variacién Total 1.4909 || Wavelet-Variacion Total || 1.9130

TABLA 5. Indices ISNR correspondientes a las restauraciones de la Figura 5.21.
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CASQO 1I: En este caso nos proponemos analizar el desempenio del método de dos pasos
con umbralado wavelet para el problema inverso de deblurring utilizando una imagen original
de mayor resolucién (107 x 107) que la imagen del caso anterior y de diferente naturaleza, con
bordes pronunciados pero también con regiones suaves (ver Figura 5.22 (a)). Para los ejemplos

de este caso tomamos o = 0.01|/]| .

(c) Sy (B + ruido)

d) ’ (B + ruid (e) A'B

FIGURA 5.22. Imagen original (a), dato con ruido (b), dato con ruido umbralado
(¢), imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) e imagen obtenida por

inversién del dato limpio B (e).
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Ejemplo II.1. En este experimento presentamos el problema inverso de aproximar una
imagen original I, a partir de un dato B obtenido utilizando o = 0.01|/I||, y un nivel de ruido
aditivo del 1 %.

En la Figura 5.22 se presentan las graficas de la imagen original I (a), el dato con ruido (b),
el dato con ruido umbralado (c), la imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) y la
imagen obtenida por inversién del dato limpio B (e).

Las restauraciones y sus correspondientes ISNRs obtenidos con los métodos L, W-L, VT y

W-VT se presentan en la Figura 5.23 y la Tabla 6.

F1auraA 5.23. Restauraciones de I utilizando los métodos L (a), W-L (b), VT
(c) y W-VT (d) para un dato con ruido del 1 %.

METODO ISNR | Wavelet-METODO | ISNR
Landweber 2.6622 || Wavelet-Landweber 3.0261
Variacién Total 2.4041 || Wavelet-Variacién Total | 2.8967

TABLA 6. Indices ISNR correspondientes a las restauraciones de la Figura 5.22.
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Ejemplo I1.2. En este ejemplo repetimos el experimento realizado en el ejemplo anterior,
ahora con un nivel de ruido del 2 %.

En la Figura 5.24 se muestran las graficas de la imagen original I (a), el dato con ruido (b),
el dato con ruido umbralado (c), la imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) y la
imagen obtenida por inversién del dato limpio B (e).

Ademas, se presentan en la Figura 5.25 y la Tabla 7 las restauraciones y sus correspondientes

ISNRs obtenidos con los métodos L, W-L, VT y W-VT.

(c) Sy (B + ruido)

(d) A7! (B + ruido) i (e) A™'B

FIGURA 5.24. Imagen original (a), dato con ruido (b), dato con ruido umbralado
(c), imagen obtenida por inversién del dato con ruido (d) y imagen obtenida por

inversién del dato limpio B (e).
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FIGURA 5.25. Restauraciones de I utilizando los métodos L (a), W-L (b), VT

(c) y W-VT (d) para un dato con ruido del 2 %.

METODO ISNR || Wavelet-METODO || ISNR
Landweber 1.2228 || Wavelet-Landweber 2.1130
Variacién Total 0.9777 || Wavelet-Variaciéon Total 1.4810

TABLA 7. Indices ISNR correspondientes a las restauraciones de la Figura 5.25.

Los dos ejemplos que acabamos de presentar (Ejemplo II.1 y II.2) ponen nuevamente de
manifiesto que la aplicacion del paso wavelet-umbralado resulta en mejoras significativas en el
desempeiio del método de regularizacién que se aplica a posteriori. Valen, aqui también, todas

las observaciones que presentamos para los Ejemplos 1.1 y 1.2 de esta subseccién.
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5.2. Aplicaciones del método RWV

En el Capitulo 4 presentamos los métodos de regularizaciéon wavelet-vaguelet con y sin
umbralado wavelet para problemas inversos mal condicionados. Como vimos, estos métodos,
generan una representacién que incorpora de manera eficiente informaciéon relevante tanto del
operador asociado al problema como de los supuestos de regularidad de la solucion exacta del
mismo.

En esta seccion nos proponemos analizar el desempeno del método wavelet-vaguelet con
umbralado (RWVU), propuesto en la Seccién 4.4.1, en el problema T, f = ¢° donde T}, es el
operador de convolucién dado en (5.1), discretizado como en (5.6) y resultante en el sistema
(5.7). Utilizaremos nuevamente las funciones f,, f, v fs que mostramos en la Figura 5.1 y, en
todos los casos, presentaremos las graficas de las reconstrucciones obtenidas con cada método
junto con el correspondiente indice ISNR y la solucién exacta.

Es importante resaltar que en la implementaciéon del método RWVU el proceso de “regulari-
zacién” del problema no se realiza a partir del dato g°, sino que, como vimos en la Seccién 4.4, se
realiza la regularizacién para cada elemento de la base wavelet elegida. Més precisamente, dado
el operador T}, y la base wavelet {1, } ea €elegida, se debe aproximar (T} ')*1),, para todo A € A,
utilizando un método de regularizacién apropiado. De esta forma se obtiene una aproximacién

de la solucién exacta f a partir de la identidad (ver (4.36))
Zfi (g° un)br(z), con uy =k, (T7") ey, (5.11)

AEA
Esta metodologia requiere, por lo tanto, un proceso de regularizacion para cada uno de

los elementos de la base {¢,}rea. Esto, en principio, implica un aumento considerable en el
tiempo de computo. Sin embargo, el método posee la ventaja de que este proceso se realiza
solo una vez para cada operador y para cada base wavelet. Asi, luego de este paso, es posible
resolver cualquier problema inverso asociado al operador T}, y a la base {1, }ca. Esto resulta
particularmente ventajoso en el caso en que una misma ecuacién deba ser resuelta para varios
datos disponibles, en cuyo caso el tiempo total de cémputo puede reducirse significativamente.

En esta seccion, a menos que se especifique otra eleccién, utilizaremos la wavelet de Daube-
chies (‘db4’) y regularizaremos (T}, ')*1, utilizando el método de Tikhonov-Phillips (TP) con
n = 85. Ademas, para la implementacién del umbralado posterior a la regularizacién propuesta
por el método, se utilizard el mismo nivel de umbral que en la seccién anterior A = 2.54.

Con el objetivo de mostrar y cuantificar las ventajas del método propuesto, en esta seccién
presentaremos algunos casos similares a los desarrollados en la Seccion 5.1.1, para problemas

inversos de la forma T}, f = g, con T}, el operador integral de convolucién con ntcleo gaussiano.
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CASO I:

En este caso nos proponemos analizar el desempeno del método RWVU para funciones con

diferentes grados de regularidad. Para ello presentamos tres ejemplos utilizando las funciones

fi, f2y f3 con o =0.04 Hf”oo y 6 =0.05 Hg”oo

(a) fi (b) Dato con ruido (g°)
— , 0.06 , : : ,
0.04
0.02 r
0
0.02
0.04
- - - - -0.06 - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
«10° (c) Inversa directa (d) Tikhonov (TP)
0
\J
5 ‘ ‘ ‘ ‘ At ‘ - _ ISNR=.14.0376/
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(e) Wavelet-Tikhonov (W-TP) (f) RWVU

7
At - . ISNR=,15.7875 At - . ISNR=,16.1827

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
FIGURA 5.26. Solucién exacta f, (a), dato con ruido ¢° (b), inversa del dato con

ruido (c) y restauraciones de f; con & = 0.05 ||g|/~ utilizando los métodos TP

(d), W-TP (e) y RWVU (f).

Ejemplo I.1. En este ejemplo hemos aplicado el operador T}, a la funcién f,. Dadas las
caracteristicas de la funcién, comparamos el método RWVU con los métodos TP y W-TP, ya
utilizados en la seccién anterior.

En la Figura 5.26 se muestran las graficas de f; (a), ¢° (b), la sefial obtenida al aplicar

la inversa del operador discretizado directamente al dato con ruido ¢° (c) y las restauraciones
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obtenidas con los métodos TP (d), W-TP (e) y RWVU (f). En las Figuras 5.26 (d), (e) y (f) la

grafica en linea discontinua representa la solucién exacta f;.

Ejemplo 1.2. En este ejemplo repetimos el experimento realizado en el ejemplo anterior
pero ahora para la funcién f,.

La Figura 5.27 presenta las graficas de f, (a), ¢° (b), la sefial obtenida al aplicar la inversa
del operador discretizado directamente al dato con ruido ¢° (c) y las restauraciones obtenidas

con los métodos VT (d), W-VT (e) y RWVU (f).

(a) fo (b) Dato con ruido (g°)

0.2

0.5

il

-0.5 * * * . . : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
«1010 (c) Inversa directa (d) VT
2 k
1 k
0 k
a4t
ot
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(e) W-VT
0.4 1 0.4
0.2t 02f
0 0
0.2 0.27
-0.4 7 1 -0.4 1
ISNR= 3.4817| ISNR= 4.5362,
06 ‘ ‘ ‘ : 06 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURA 5.27. Dato ¢° (a), dato umbralado S,¢° (b), inversa del dato con ruido
(c) y restauraciones de f, con § = 0.07||g||c utilizando los métodos VT (d),
W-VT (e), RWVU (£).
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Ejemplo 1.3. En este ejemplo repetimos los experimentos realizados en los Ejemplos 1.1 e
1.2, ahora para la solucién exacta f;.

La Figura 5.28 presenta las graficas de f5 (a), ¢° (b), la sefial obtenida al aplicar la inversa

del operador discretizado directamente al dato con ruido ¢° (c) y las restauraciones obtenidas

con los métodos TP (d), W-TP (e) y RWVU (f).
' (a) f5 ' ' ' (b) Dat'o con ru'ido (g% '

: : : : 0.4 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
5 X 1010 (c) Inversa directa (¢) Tikhonov (TP)
0 k
5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1t Y __ISNR=6.2931]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(e) Wavelet-Tikhonov (W-TP)

\
A L . ISNR= 6.8269) At L7 __ISNR=8.3019)
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

F1GUrA 5.28. Dato ¢° (a), dato umbralado S,¢° (b), inversa del dato con ruido
(c) y restauraciones de f; con & = 0.05||g||c utilizando los métodos TP (d),
W-TP (e), RWVU (f).
En los tres ejemplos anteriores (I.1, 1.2 e 1.3) podemos observar como el método de regu-
larizacién wavelet-vaguelet con umbralado (RWVU) no solamente mejora significativamente el
desempeno del correspondiente método tradicional (TP o VT) sino que ademés mejora el desem-

peno de su correspondiente versién wavelet-umbralada (W-TP o W-VT). Esta tltima mejora,
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como lo mencionamos al inicio del Capitulo 4, se debe a que el método RWVU incorpora adi-
cionalmente las ventajas de la descomposicién en valores singulares del operador.

CASO II:

Nos proponemos ahora analizar el desempeno del método RWVU utilizando dos wavelets
de naturaleza muy diferente: Daubechies y Haar. En principio, pareceria razonable esperar que
la utilizacién de las wavelets de Haar mejoren el desempeno del método RWVU, especialmente
en la reconstruccién de funciones contantes a trozos o con discontinuidades. Para dicho analisis
consideramos dos ejemplos en los que presentamos las restauraciones de f, y f; comparando
el desempetnio del método RWVU al utilizar ambas wavelets, con los métodos de dos pasos
utilizados en la seccién anterior. Para realizar los experimentos definimos o = 0.06||f||.. v
§ = 0.05)|g|| y denotamos con z, a la regularizacién de (7} ')*1, obtenida con el método de
TP.

Ejemplo II.1. En este ejemplo hemos aplicado el operador T}, a la funcién f,.

En la Figura 5.29 se presentan las restauraciones obtenidas con los métodos RWVU (Dau-
bechies) (a), RWVU (Haar) (b), W-TP (c) y W-VT (d). Las imagenes muestran también los

respectivos ISNR como cuantificadores del desempernio de cada método.

(a) RWVU (Daubechies) (b) RWVU (Haar)

0.4

0.4

-0.4 -

‘ _ ISNR=5.0462 |
0 0.5 1 0 05 1
(d) W-V'T

0.4

0.4

-0.4 —

-04 o

 ISNR=2.8737 | _ ISNR=4.8804 |
0 05 1 0 05 1

FIGURA 5.29. Restauracién de f, utilizando los métodos de RWVU (Daube-
chies) (a), RWVU (Haar) (b), W-TP (¢) y W-VT (d).
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Ejemplo II.2. En este ejemplo repetimos el experimento realizado en el ejemplo anterior,
ahora para la funcién f;. En la Figura 5.30 se presentan las restauraciones obtenidas con los
métodos RWVU (Daubechies) (a), RWVU (Haar) (b), W-TP (c) y W-VT (d) junto con los

respectivos ISNR.

(a) W-V (Daubechies) (b) W-V (Haar)

Al - _ ISNR=7.5283 1 At i _ ISNR=6.5723 1
0 0.5 1 0 0.5 1
(c) W-TP (d) W-VT

ISNR= 4.4561 1
0 0.5 1 0 0.5 1

At N/ _ ISNR=5.5009 | At

Fiaura 5.30. Restauracién de f; utilizando los métodos de RWVU (Daube-
chies) (a), RWVU (Haar) (b), W-TP (c) y W-VT (d).

Un analisis de los resultados obtenidos en los dltimos dos ejemplos muestra que la utilizacién
de las wavelets de Haar en el método RWVU, si bien mejora significativamente el desempenio
de los dos métodos con el paso previo wavelet-umbralado W-TP y W-VT, en ningin caso
mejora el desempeno del correspondiente método RWVU utilizando wavelets de Daubechies,
contrariamente a lo que mencionamos al principio y podriamos haber esperado. Un analisis
cuidadoso de la ecuacién (5.11) que resume el método RWVU revela inmediatamente la causa
de esto. En efecto, observar que en (5.11) la utilizacién de las wavelets estd asociada a un
proceso de regularizacién con el operador T* (el que, como es bien sabido imprime las mismas
condiciones de suavidad que T'), en el problema de aproximar z, en la ecuacién Tz, = 1,, o
sea zy = (T;¥)'¢,. Es precisamente por esta razén (las caracteristicas de suavidad que induce
la aplicacién de T*) que la ecuacién T*z, = 1, puede resolverse mejor para wavelets suaves que

para wavelets de tipo Haar. Las Figuras 5.31 y 5.32 muestran cuatro de estas aproximaciones
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(para cuatro valores de \) para las wavelets de Daubechies y Haar, respectivamente. Alli se
observa claramente que, en todos los casos, las aproximaciones para el caso de las wavelets
de Daubechies son significativamente mejores que las respectivas obtenidas con las wavelets de

Haar.
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0.2

0.1
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0.2

0.1

-0.1

-0.2

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

F1GurA 5.31. Wavelet Daubechies y T}z, para A = (1,1) (a) y (b), A = (2,1)

(a) 11,1 Daubechies

0.5
(¢) 12,1 Daubechies

e

0.5
(e) 13,1 Daubechies

—_

0.5

(g) 141 Daubechies

0

0.5

0.2

-0.2

0.2

0.2

0.1

0

-0.1 1

0.2 1

-0.3

(b) T;: 21,1

0.5 1
(d) T} 221

(f) T} 231

0.5 1

0
(h) T} za
0 0.5 1

€y (), A=@1)(e)y )y A=(41) (g)y

(h), respectivamente.
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0.2

(a) 911 Haar

0.1

-01

-0.2

0.5
(c) ¢»,1 Haar

0.2

0.1

-0.1 1

-0.2

0.5

0.2

0.1

-0.1 t

(e) 131 Haar

-0.2

0.5
(g) 41 Haar

0.2

0.1

0 b

-0.1 1

02 t

-0.3

0

0.5

(b) Ty 211

0.2

-0.2

(d) T} 224

0.2

0.1

-01 t

-0.2

() Ty 2.

0.2 r

0.1

-0.1 1

-0.2

(h) T} 244

0.2 r

0.1

O b

-0.1 +

-0.2

-0.3 -
0 0.5 1

F1GURA 5.32. Wavelet Haar y 77z, para A = (1,1) (a) y (b), A =(2,1) (¢) ¥

(A, A =GB )y yr=(41)(g)y

(h), respectivamente.



Conclusiones y trabajos futuros

En los dos primeros capitulos de esta tesis se presentaron los principales resultados sobre
el estado del arte sobre el tema incluyendo varias herramientas matematicas necesarias que nos
permitieron abordar adecuadamente los problemas que se trataron en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 3 se presenté el método de regularizacién wavelet-espectral. Se realizé un
andlisis detallado de la convergencia para los errores de proyeccién, umbralado y regularizacion
del método wavelet-Landweber que concluyd en tres resultados que brindan cotas para cada
cada uno de estos errores (ver Teoremas 3.5, 3.6 y Lema 3.11). Posteriormente, se probé el
teorema fundamental de convergencia de orden casi-Optimo para el método combinado wavelet-
Landweber, en el Teorema 3.16. Luego, se generalizaron estos resultados de convergencia para
el caso de métodos wavelet-espectrales en los que la familia espectral posee ciertas propiedades
asociadas a su calificacién clésica (ver Lemas 3.17 y 3.18). En particular, en el Teorema 3.22 se
probé que, bajo ciertas condiciones, el método de dos pasos converge de forma casi-6ptima.

En el Capitulo 4 se presenté el método de regularizacion wavelet-vaguelet. En primer lugar
se definieron dos tipos de operadores especiales, operadores débilmente invertibles y operadores
homogéneos y se probaron algunos resultados importantes relacionados a tales operadores, los
que resultaron de utilidad en demostraciones posteriores relacionadas con la convergencia del
método propuesto. Luego, se introdujo el concepto de vaguelet y se demostraron varias propie-
dades fundamentales de estas funciones. Ademas, se definieron una serie de errores y riesgos
correspondientes al desempeno de los métodos RWV y RWVU vinculados a los modelos conti-
nuo y discreto, y los enfoques deterministico y bayesiano. A continuacién se realizé un anélisis
detallado de la convergencia del error correspondiente al método propuesto considerando dos
versiones del mismo: con y sin umbralado wavelet fuerte. En particular, en los Teoremas 4.45 y
4.51, se probd que, bajo ciertas condiciones, el método de regularizacion wavelet-vaguelet y el
método wavelet-vaguelet con umbralado wavelet convergen de manera 6ptima. Por ultimo, en
lo que respecta al método RWV, se presentd y analizé una aplicacion concreta del método para

el caso de operadores integrales que poseen descomposicién wavelet vaguelet.
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Finalmente, se presentaron varias aplicaciones a problemas inversos mal condicionados en
restauracién de senales e imagenes, cuyas implementaciones numéricas permitieron una mejor
visualizacién de los resultados tedricos obtenidos y mostraron claramente la potencialidad de
los métodos desarrollados. Estos resultados probaron que los métodos desarrollados mejoran, en

algunos casos significativamente, el desempeno de los métodos de regularizacién tradicionales.

Trabajos futuros
Para dar continuidad al trabajo desarrollado en esta tesis, nos proponemos avanzar en los

siguientes problemas, los que, como vimos a lo largo del desarrollo de esta tesis, requieren de

mas investigacién.

a) Generalizacién de los resultados de convergencia correspondientes al método wavelet-espectral
para el caso de operadores no compactos;

b) Estimaciéon 6ptima de los pardmetros A y 6§, correspondientes al umbralado previo a la
aplicacién del método de regularizacion wavelet-espectral;

c¢) Estudio de condiciones suficientes que aseguren convergencia y estimacién de érdenes de
convergencia para el método de dos pasos, con el paso wavelet-umbralado previo a métodos
de regularizacién no espectrales, tales como el método de regularizacién por variacién total
VT,

d) Estudio del desempenio del método RWVU para otro tipo de wavelets teniendo en cuenta el
grado de regularidad de la solucion exacta del problema;

e) Estimacién éptima del pardmetro A correspondiente al umbralado posterior a la aplicacién

del método de regularizacion wavelet-vaguelet.



Anexos

En este anexo incluimos una serie de resultados que se utilizan a lo largo de los Capitulos
3 y 4. Se trata de resultados importantes, pero que consideramos de tipo auxiliar, tangenciales
al desarrollo de esta tesis. En el Anexo A se encuentran resultados utilizados en el Capitulo 3

y en el Anexo B resultados utilizados durante el desarrollo del Capitulo 4.

Anexo A

Proposicién 5.1. Sea Z una variable aleatoria con distribucion N(0,1). Entonces para todo
w > 0 se sigue que

2

P(|Z| >w) <3e 'z,

Demostracion. Dividiremos la prueba en dos casos.

El caso w > ﬁ se sigue inmediatamente de observar que
2 dt
P(X|>w)=2 e 2 ——
(11> w) v

2
/ \/ﬂm (donde u = 5)

2

Elcaso 0 w < \ﬁ en cambio, lo trabajamos como suma de dos integrales. Escribimos

,tQ

P(]X]>w):\/227r/me2dt+ e dt = (1) + (2).

Para acotar (1) utilizamos que e 2 <1 y podemos acotar la integral con el area del

. 1 ,
rectangulo de altura 1 y lado s Asi pues
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Para acotar (2) calculamos la integral utilizando un razonamiento similar al empleado en

1 . .
el caso w > —. ASI se tiene que
= V2 a

2/00 -2 dt 2/00 —u du /OO e_ud <2/OO —u g 9 ,L<2 —w?
e 2 — = e —— = ——du e u=2¢e 4r e 2 .
L V2T = V21 2u = \/TTU - L -

Nz
De esta forma, hemos demostrado el caso 0 < w < \/% pues

2

—w? —w? —w
PlX|>w)=(1)+(2)<e 2 +2e2 =3e 2. [ |

Anexo B

Lema 5.2. Sean X, Y espacios de Hilbert y K : X — Y wun operador lineal, invertible con
dominio D(K) denso en X. Entonces son equivalentes
1) we R(K™);
2) existe un funcional lineal y acotado ¢(-) : Y — R que satisface ¢(K f) = (w, f) para todo
f €D(K);
3) la desigualdad |(w, f)| < C||K flly, donde C' es una constante, vale para toda f € D(K).

Demostracién. La demostracion de este lema es relativamente sencilla. Se sigue de la
definicién de operador adjunto y del teorema de representacién de Riesz.

Consideramos las siguiente implicaciones que prueban la equivalencia de los enunciados.

1)<2) Se sigue de la definicién de operador adjunto; es posible definir este operador puesto
que D(K) es denso.

1)=3) Si w € R(K™), entonces por el Teorema de representaciéon de Riesz, 3 ¢ € Y tal que
(w, f) = (K~¢, f) = [e, Kf] < lclly [ K f]y-

3)=2) Consideremos el funcional ¢(-) : R(K) C Y — R dado por ¢(Kf) = (w, f). Este
funcional estd bien definido puesto que el operador K es invertible y es claramente

lineal. Luego de la desigualdad |(w, f)| < C||K f||y para toda f € D(K) se sigue que el

funcional es lineal y acotado para todo f € D(K). [ |
. 1
Lema 5.3. Sean b € (0,1], a >0, d e N y fy(z) = W’ Ve € Re.
Entonces Vz € R? se satisface
27.[.d/2
(frxfo)(z) <C(d,a)fo(2) donde C(d, o) = ol (d)2) (27 4+ 1),

o
y donde I es la funcion Gamma definida por T'(z) = / t*~le~tdt.
0
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Demostracion. Con el objetivo de acotar la integral correspondiente a la convolucién
descompondremos la integral en otras dos, de la siguiente manera:

(o ) = |

ly—=|=]]

A ) folz —y) dy + / AWz —y)dy = I + L

ly—2|<|z|
Para realizar la acotacién de I, utilizamos que f3(z) > fo(z — y) para |y — z| > |z|. Asi,

L - /| IRCICRETE A0 / £1(y) dy

ly—2]=|z|

1 274/
< 1) [ e = e
Para acotar I, necesitaremos de algunos pasos previos. En primer lugar, notemos que |y—z| < |z|
implica que 0 < |y| < |2z|. Luego,
2|2

I, < f1(y) fo(z — y) dy. (5.12)

0
Supongamos, sin pérdida de generalidad que z > 0 (una demostracién andloga vale para

z < 0). Entonces

2z 2z dy
j fiw) fo(z —y) dy = /Z (1 + y)dte (1 + b|Z — yl)dte

2z
d+a / 1+b’2_y’>d+a

pues el integrando es
14 z)d+e /0 1+ b|z —y[)*re simétrico alrededor de y = z
< / i ay
~Jo (L+y)*e(l+blz —y|)+
- /0 Wiz - ) dy. (5.13)

e (5.12) y (5.13) se sigue que

/f1 ) folz —y) dy
L4 bs dta
= 2fb()/0 [(1+y)(1+b|z—y\)] 24
b i s . b dta
= 200 (s) ) [ el
. 1 1 d+a
be(z)/o [1—|—y+1+|z—yd w

22 Z/2 1 1 d+a d
= +
fb(z)/o [1+y 1+|z—y|] Y

I,

IN

IN
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2/2 2 d+a
< 2 _—
< 2o [ ] w
2/2 1 d+a
< Qdtta z/ [] d
fo(2) A e y
27rd/2
< 2d+2+a .
< 7ar(d/2)fb(z)

Finalmente, de las acotaciones anteriores obtenemos

L+1 <Ld/2(2d+2+“+1)f() m
PR =T (d)2) [

Lema 5.4. Dados b >0, v >0 y d € N se tiene que

1 d+y
_ G e
E:@+mm> =T

kezd

Demostracién. Por simplicidad lo probaremos para k € Z, el caso k € Z¢ se demuestra de
forma similar.

En primer lugar notemos que
1 1+ 1 14~
—— =2 -1
> () 22 ()
keNy

kEZ
1 14+~
2 _ d 1
(meﬂ v
1

I

Ry
2 d 1. .14
/Rar (1+bx> v (5.14)

IN

Por otro lado,

1 14+~ 1 [e’e) 1 1+
== — d =1+b
/RS’ <1—|—b:v) dx b/1 <u> u (para u + bx)

1 oo
=)
by )
——iu+mrfm
=
0
= (vb)L. (5.15)
Luego, de (5.14) y (5.15) se obtiene la desigualdad buscada para el caso d = 1. [ |

Proposicion 5.5. Sean a € R*, j, k € Z. Entonces

27d dp < 272
Adu+pm—kww =0T d)2)
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Demostracion. La prueba se sigue trivialmente con un cambio de variables utilizando

coordenadas polares. En efecto,

294 1 |
/]R:d (1 + ‘2]33 _ k|)d+a T Ad (1 4 |U|)d+o‘ U ( aclendo u T )
oo ,r,d—l
= T are do d d d 1
/0 (1 + T)d+a [g’d—l o ar (usan O coordenas po ares)

QW% /oo pd—1
= dr
(d/2) Jo (1+7r)*e
—1

B 22 /oo rd 1 g
TTAR2) o i A

ord [ 1
= F(d/2)/0 A e &
Coord (14r)e|T
_I‘(d/2) —«

LI .
- T(d)2) o’

Proposicién 5.6. Si T : L*(R*) — L?*(R%) es un operador homogéneo densamente definido,

entonces R(T™*) es cerrado por traslaciones.

Demostracién. Dada f € R(T%), existe g € D(T™*) tal que f = T*g. Probaremos esta
proposicién demostrando que dado a > 0 existe g, € D(T™) tal que Do f = T*g,.

Supongamos que 7' es homogéneo de grado . Entonces

(a"Dog, Tf) = (9,0 a4 D1 Tf)

= (g,a” 9T Dy f) (T es homogéneo de grado f3)
— o !(I*g, D, f) (9 € D(ITY))
= <DaT*gv f>

De lo anterior se sigue que a’*D,g € D(T) y ademés T*aP?D,g = D,T*g = D,f. Definiendo

go = d??D,g, se completa la demostracion. [ ]

Proposicién 5.7. Si T : L*(R*) — L*(R?) es un operador densamente definido que conmuta

con traslaciones, entonces D(T™*) es cerrado por traslaciones y también T conmuta con ellas.

Demostracién. Sea f € R? Entonces existe g € D(T™) tal que f = T*g. Sea a € R.

Queremos ver que E,f(-) = f(- —a) € R(T™). Para ello, debemos ver que existe g, € D(T™) tal
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que E,f =T*g,. Para ello, notar que

(Dag, Tf) = (9, D-aTf)
= (9, TD_.f) (puesto que T conmuta con traslaciones)
=(T"9,D_af)

= (DT, f)

Por lo tanto, D,g € D(T) y ademés T*D,g = D,T*g = D, f. Esto completa la prueba definiendo
9a = aBdDag n

Lema 5.8. 5 T : L*(R*) — L*(R?) es un operador inyectivo que conmuta con traslaciones,

entonces R(T) es cerrado por traslaciones y también T—' conmuta con ellas.

Demostracion. Dado que el operador T' conmuta con traslaciones tenemos que Va € R
se satisface que TE, = E,T. Por otro lado, al ser T inyectivo existe 7' : R(T) C L*(R?) —
L?(R%). Luego, sobre R(T') se tiene que

ET'=T'TET'=T Y E,T)T'=T"D,
y, por lo tanto, T~ conmuta con traslaciones. |

Proposicién 5.9. Sea T : L*(R*) — L*(R?) un operador integral con nicleo k : R* x R —

R, Hélder continuo en la primera variable. Es decir, existen v > 0 y ¢ : R — R™ tal que
|k(x,t) — k(2 t)] < e(t)|x —2'|*. Sip € L*(R?) satisface que c|ip| € L'(R?) entonces T es

Holder continua con el mismo orden.

Demostracion. La prueba se sigue trivialmente de la definiciéon del operador T y de la

condicion Holder que satisface el niicleo. En efecto,

| [T9] (z) = [Ty] ()] =

/Rd(k:(a:,t) — k(2 t)y(t) dt’ (por T lineal)
< [ WkGe.0) = bl ) o)
<|z—2" /]Rd c(t)](t)] dt (puesto que k es Holder de orden v)
< Clo— )", (para C= /Rd (D) (1) dt) n
Lema 5.10. Dados a # 0, X e Y wvariables aleatorias se verifica que

E(X|aY) = E(X|Y). (5.16)
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Demostracién. Supondremos sin pérdida de generalidad que X e Y son variables aleatorias
continuas. Una demostraciéon andloga sirve para los casos en que alguna de las dos variables
aleatorias sea discreta. Supongamos primero que a > 0 y sea Z = aY . Entonces por definicién

de funcién de distribuciéon acumulativa conjunta se tiene que V z,z € R

= P(X <z,aY < 2)

:P(ng,yg 2) (5.17)

Entonces

0*F , 0°F , 2 1
sl )= P < TERE) < L ()

De igual modo, se puede probar que f,(z) = —fy (E) Luego, para z = ay
a a

Ix, z(
fz(z

1 z x
,) 2) _ ey (2, 2) _ Ixv(Z,y) = Fav (zly),

Fxizlzlz) = 17, (%) ()

y, por lo tanto

E(X|aY)=E(X|2) = /R:UdF)qZ(:dz) = /R:UdFX|Y(:U|y) = BE(X]Y).

El caso a < 0 se obtiene de manera similar teniendo en cuenta el cambio en las desigualdades

n (5.17). m

Lema 5.11. Sea D un conjunto discreto y { X, },cp una familia de variables aleatorias normales

con media cero. Entonces ¥V n € D

EVar(X,|(X,)rep) = inf Var|X,-> aX,

k +
#n ar€R beD

k#n
Demostracién. Probaremos este resultado para el caso #D = 2. Una demostracién analo-

ga se sigue para el caso general de D numerable arbitrario teniendo en cuenta que:

1) Var X,, = E Var(X,|(Xy) i) + Var E(X,|(Xy)kzen), ¥
11) dado que {X,},cp es una familia de variables aleatorias normales, existe una sucesién

{ar}rep tal que E(X,[(Xy)ren) Z 0, X,.
k#n
Sean X e Y variables aleatorias normales con media cero, denotaremos a Var(X) = o% y

_ Cov(X)Y)

Pxy = gy on—- Por definicién de varianza condicional sabemos que Var(X[Y) = 0% (1 — piy).
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Por otro lado,
Var(X —aY) = 0% + a’o; —2aCov(X,Y)
=05 +a’0l —2apxyox0oy
= 0% +a°0y —2apxy0ox0y + 0XpYy — OxPXy
= 0% — OxPxy + (a0y — oxpxy)’. (5.18)

Luego, de (5.18) y de la definicién de varianza condicional tenemos que

1'anr Var(X —aY) = 0% — 0% psy = 0x(1 — p%y) = Var(X|]Y). [ |
a€R
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