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Resumen

Estudiamos la dimensionalidad de conjuntos de Cantor asociados a sucesiones
numéricas. Dada una sucesion no creciente, positiva y sumable a tenemos asociado
un conjunto de Cantor C,, que se construye quitando sucesivamente del intervalo
[0, i>1 a;], intervalos abiertos de longitud a;, como se hace en la contruccién del
conjunto ternario cldsico. Cada C, tiene asociada una funcién de dimensién h, tal
que la medida h,-Hausdorff de C, es finita y positiva ((CMMSO04]). Uno de los
principales resultados obtenidos, esencialmente dual al obtenido por Besicovitch y
Taylor en [BT54], consiste en estimar la premedida packing de tales conjuntos a
través del decaimiento de la sucesion asociada. Esto nos permite comprender las
funciones de dimensién encontradas en [CMMS04]. Como consecuencia se obtienen
resultados sobre C,, el conjunto asociado a la sucesién {1/nP}, p > 1; este conjunto
fue definido en [CMPSO05], donde se probé que es un 2'/P_conjunto. Un corolario
inmediato es Pol/p(Cp) < +oo0.

En la segunda parte estudiamos aspectos dindmicos de los conjuntos de Cantor
considerados al comienzo. Un sistema iterado de funciones (SIF) es una familia
de contracciones {fo,...,fm} tal que f; : D — D, i = 0,...,m, donde D es
un subconjunto cerrado de R. Un SIF tiene un tunico atractor compacto K, que
satisface K = J—, fi(K) (cf. [Hut81]). Ademés, si P = {po,...,pm} son pesos
(ntimeros reales y positivos que suman 1), existe una tnica medida de probabilidad
soportada en K que cumple

(R.1) pP(A) = Zpiup(fi_l(/l)), para todo A boreliano.
i=0

Mostramos que el conjunto de Cantor C), es atractor de un sistema iterado hiperboli-
co {fp.0, fp.1} ([Fal97] y [PT93]); también estudiamos la posibilidad de tener este
tipo de resultados para otras sucesiones. Ademads, la estructura dindmica sobre los
conjuntos C}, nos permite utilizar resultados de Sullivan [Sul88] para relacionarlos
con conjuntos auto-similares. Mas precisamente, sea A, el conjunto de Cantor auto-
similar atractor del sistema {g, 0, g1}, donde g¢,; : [0,1] — [0,1], gro(z) = ra y
gr1 () = re+1—r. Se obtiene que {f,.0, fp,1} es C'+1/P-conjugado a {ga-» 0, g2-» .1 }
esto es, existe un difeomorfismo h,, : [0,1] — I, con derivada }%-Hélder continua,
tal que f,;0hy = hy 0 ga—»,;, parai = 0,1 (I es el menor intervalo que contiene
a Cp). Luego, si u, denota la medida como en (R.1) asociada a {gr0,9-1} y vp la
medida asociada a {fp0, fp1}, ambas con pesos P = {1/2,1/2}, entonces se tiene
la relacién v, = pip—» 0 byt

Motivados por Fan, Lau y Ngai [FLIN0OO] y Hu y Lau [HLO1], que estudiaron
la estructura multifractal de la m-ésima medida convolucién p = puy /3% ... % j11/3, ¥
por la tltima igualdad establecida en el parrafo precedente, estudiamos en el dltimo
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VIII RESUMEN

capitulo la convolucién de las medidas v,. Las medidas que satisfacen (R.1) son de
tipo puro, i.e., o bien singulares o bien absolutamente continuas con respecto a la
medida de Lebesgue. En general no se sabe si esta propiedad es preservada por
la convolucién de medidas de este tipo. En el caso auto-similar, si las similitudes
asociadas a los sistemas tienen la misma razén de contraccién, entonces puede
garantizarse que la convolucién también es auto-similar y por lo tanto de tipo puro.
Tal es el caso de la medida p que estudiaron Lau et al. Adaptamos resultados de
[PS98] para mostrar que, fijado ¢ > 1, la medida v, * v, es absolutamente continua
con densidad en L*(R) p.c.t. p € (1,¢/(¢ — 1)). Ademds adaptamos los resultados
de este articulo correspondientes a la dimensién de C), + Cj,.



Introduccién

Los objetos de estudio de este trabajo son los conjuntos de Cantor, que son
subconjuntos compactos, perfectos y totalmente disconexos en R con la topologia
usual. Este tipo de conjuntos surgen en diversas areas de las matemaéticas. Por
ejemplo, en andlisis de Fourier en relacién con los conjuntos de unicidad para las
series trigonométricas; en sistemas dindmicos como conjuntos invariantes de estos;
en teoria de numeros en conexién con aproximaciones diofanticas. Ademd&s son
interesantes por si mismos como ejemplos tedricos.

El ejemplo clasico es el conjunto de Cantor ternario se construye como sigue.
Sean Ejy el intervalo cerrado [0,1] y Ep el conjunto obtenido de quitar el tercio
central de Ey, de modo que E; consiste de los dos intervalos cerrados [0, 3] v [2, 1].
Quitando de cada uno de estos intervalos el tercio central se obtiene Fs; asi, Fo
consiste de los cuatro intervalos cerrados [0, ], [2, 1], [2, 2] y [2,1]. Continuando
de esta forma, se tiene que Ej consiste de 2* intervalos cerrados de longitud 3=%
obtenidos de quitar los tercios centrales de los intervalos de Ex_1. El conjunto de
Cantor ternario A 1 consiste de los niimeros que estan en Ej para todo k, esto es,
A% = mkzo Ej.

Una forma de construir conjuntos de Cantor es por medio de sucesiones. Dada
una sucesién positiva y sumable a = {a;}, sea I, un intervalo cerrado de longitud
>_; a;j. Siguiendo [CMPS05], el conjunto de Cantor C, asociado a la sucesién a
se define por etapas de la siguiente manera: en la primer etapa, quitamos de I,
un intervalo abierto L; de longitud a;, resultando dos intervalos cerrados I{ y
1}, y la laguna L, entre ellos. Habiendo completado la etapa k-ésima, tenemos los
intervalos cerrados Igf, ey Ié“,_l contenidos en I,. La etapa k+1 consiste en remover
del intervalo I} un intervalo abierto Lo ; de tamafio agr;. Tenemos entonces dos

k+1
12l+1

k _ rk+1 k+1
Iy =1y UL2’“+IU121+1-

La posicién de las lagunas removidas en cada etapa queda definida de forma tnica
por la construccién. Luego, el conjunto de Cantor asociado a la sucesion a se define
como

intervalos cerrados I§l+1 y contenidos en [ l’“ que satisfacen

oo 2F—1
Co=( U If =1\ Ly
k=1 1=0 7>0

Es claro que este conjunto tiene medida de Lebesgue nula.

La construcciéon dada arriba es general, en el sentido de que a cada conjunto
de Cantor C' en R de medida de Lebesgue nula se le puede asignar una sucesion a
de forma tal que C = C,.
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En esta tesis solo consideraremos conjuntos de Cantor de medida de Lebesgue
nula y asociados a una sucesion no creciente.

Ejemplo. El conjunto ternario de Cantor clasico A 1es el asociado a la sucesion
111 1 1 1 1
{5’ 979> 27727227277 *° }
En general, el conjunto r-ddico A,, 0 < r < 1/2, es el conjunto de Cantor en
[0, 1] tal que los intervalos de la k-ésima etapa tienen longitud r*.

Este ejemplo es un caso particular de conjuntos de Cantor centrales, que son
aquéllos tales que las lagunas que se remueven en cada etapa tienen todas la misma
longitud.

Es sabido (ver Seccién 2.2, Proposicién 2.14) que cualesquiera dos conjuntos
de Cantor son homeomorfos, o sea, desde el punto de vista topolégico son indis-
tinguibles. Una de las formas cldsicas de comprenderlos en forma cuantitativa es
por medio de la medida y dimensiéon de Hausdorff. Para poder introducir estos
conceptos, son necesarias algunas definiciones previas.

Una funcién b : (0, A\y] — (0, 00], donde A\, > 0, es una funcidn de dimension si
es continua, no decreciente y h(z) — 0 cuando  — 0. Denotamos con Z al conjunto
de las funciones de dimensién. Un §-cubrimiento de E es una familia numerable de
subconjuntos de R que cubren a E y que tienen didmetros menores o iguales que
0. Definimos la h-medida de Hausdorff de £ como

HM(E) = ;ii%inf{ZhﬂUiD Ec|JUiy Uil < 5} :
=1 [

Decimos que E es un h-conjunto si 0 < H"(E) < 4o0.

Cuando gs(z) = z°, para s > 0, denotamos H9 como H?® (H° es la medida
cuenta puntos). En este caso, existe un tnico valor ¢ para el cual H*(E) =0sis >t
y H*(E) = 400 si s < t (ver Proposicién 2.19).

Definicion. La dimension de Hausdorff del conjunto E se define como

dimy E = inf{s: H*(E) = 0} = sup{s : H*(E) = 4o0}.

Esta propiedad permite hacer una clasificacion intuitiva sobre cudn flaco es un

subconjunto de R de medida de Lebesgue nula. En el caso del conjunto ternario
log 2
es sabido que H%(A 1) = 1 (ver el libro de Falconer [Fal86]). En particular,

: _ log2
dlmHA% = Toe3-

Ejemplo. Sea C, el conjunto de Cantor asociado a la sucesién {1/n?}. En
[CMPSO05] se muestra que dimg C), = ]l) Miés atin, 0 < H%(Cp) < 4o00.

Si E es un conjunto y ¢t = dimy F, entonces puede ocurrir que H!(E) = 0, en
cuyo caso E es ‘despreciado’ por esta medida. Por otro lado, si H!(E) = +o0, ésta
no es una buena medida para E pues en general no resulta o-finita. Diremos que un
conjunto E es dimensional si existe al menos una h € Z que hace a E un h-conjunto.
No todo conjunto es dimensional (damos un ejemplo debido a Best [Bes39] en la
Seccién 2.3 del Capitulo 2); por ejemplo, Elekes y Keleti en [EKO06]| probaron que
el conjunto de los nimeros de Liouville, que tiene dimensién de Hausdorff nula,
no es dimensional. No obstante, Cabrelli et al. [CMMS04] probaron el siguiente
resultado para un conjunto de Cantor asociado a una sucesién no creciente a:

1) C, es dimensional; esto es, existe h, € Z que hace de C, un h,-conjunto.
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1) Sicin~ Y < a, < cn~/* VYn para constantes ¢; y co, finitas y positivas,
entonces h, = x*® (ver la definicién en el Capitulo 2, Seccién 2.3) y por lo tanto
C, es un s-conjunto.

Pero en otros casos, donde no se cumple la condicién de 11), el comportamiento de
estas funciones no es tan claro. Por ejemplo, existe una sucesién a para la cual Cy
es un s-conjunto pero h; #Z z* ((CHMO3]). En consecuencia, la funcién dada en 1)
podria ser demasiado general para proveer una idea satisfactoria sobre el tamano
del conjunto.

Para entender esta situacion, en el Capitulo 2 estudiamos la premedida packing
de estos conjuntos, que se define como sigue. Un §-packing de un conjunto dado F
es una familia disjunta de bolas abiertas, centradas en F y con didmetros menores
o iguales a . La h-premedida packing de E se define como

oo
PME) = gl'i%sup {Z h(|U;]) : {B;}i es d-packing de E} .
i=1
En [BT54], Besicovitch y Taylor relacionaron H*(C,) con el decaimiento de la
sucesién a. Esto es valido para cualquier funcién h € 2 (ver Proposicién 2.29). En
la Seccién 2.5 del Capitulo 2 damos en el Teorema 2.31 el resultado dual para el caso
packing. Como consecuencia de éste, podemos caracterizar completamente cudndo
una funcién de dimensién es equivalente a una funcién potencia (Teorema 2.33).
Esto es, dadas una sucesion no creciente a y una funcién h € 2 obtenemos que

h=z° <= 0<H*(C,) < P;(C,) < 00

(notamos que siempre H® < Fg). Por consiguiente, para tener z° = h,, no sélo es
necesario que C, sea un s-conjunto sino ademés que P§(C,) < +o0.

Ademés, como consecuencia del Teorema 2.31 obtenemos que PO1 /p (Cp) < +o0,
lo que hace a éste un conjunto de Cantor ‘no lineal’ sumamente interesante.

El siguiente objetivo de la tesis es estudiar desde el punto de vista dindmico a
los conjuntos de Cantor considerados al comienzo. Por tal motivo, en el Capitulo 3
damos una introducion de la teoria de sistemas iterados que nos serd 1til para los
capitulos siguientes.

Un sistema iterado de funciones (que denotamos SIF) es una familia de con-
tracciones { fo, ..., fm} de forma tal que f; : D — D, i=0,...,m, donde D es un
subconjunto cerrado de R. Un resultado clasico de Hutchinson (cf [Hut81]) afirma
que un SIF determina un tnico compacto no vacio K, el atractor del sistema, que
satisface

(11) K = f(K).
=0

Para obtener informacién topoldgica y dimensional del atractor de un SIF,
deben imponerse condiciones sobre éste para restringir el conjunto de los compactos
atractores. Cuando las contracciones son similitudes con razones r;, i.e.,

[fi(x) = fi(y)| = rilx —yl, para todox,y € D,

el sistema se llama auto-similar y el atractor recibe el nombre de conjunto auto-
similar. En este caso, el nico real positivo s que satisface

(1.2) o+ .+, =1
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provee una cota superior para la dimensiéon de Hausdorff del atractor K. M&s atn,
si en (I.1) la unién es disjunta, entonces 0 < H*(K) < P§(K) < +oo. El ejemplo
mds sencillo de estos es el sistema {g, 0, gr1}, definido en I = [0, 1] por

(1.3) gro@)=rz y goalx)=rz+1-r,

donde 0 <7 < % El atractor resulta el conjunto de Cantor r-adico A,.

Se pueden considerar sistemas con funciones més generales que similitudes. Un
sistema es regular si las funciones son continuamente diferenciables y las derivadas
cumplen

» O0<a<|fl(z)]<pB <1, paratodoz € D,
= propiedad de distorsion acotada;

esta tltima condicién dice que las derivadas de las composiciones finitas f,, 0...of,,,
donde w; = 0,...,m, se comportan esencialmente como si fueran derivadas de
funciones lineales. Si las funciones tienen derivadas n-Hoélder continuas, n > 0, o
satisfacen la condicion de Dini, entonces tienen esta propiedad. Este tipo de sistemas
tienen asociada una funcién T : R — R que posee un tnico cero. Este valor da
una cota superior para la dimensién del atractor, y la ecuacién Y(s) = 0 (conocida
como la ecuacién de Bowen) generaliza (I1.2). Nuevamente, si en (I.1) la unién es
disjunta, entonces 0 < H*(K) < P5(K) < +oo, por lo que los atractores de estos
sistemas resultan ‘buenos’ para las medidas Hausdorff y packing.

Una clase particular de sistemas regulares son los conocidos como cookie-cutter
en el contexto fractal o como hiperbdlicos en dindmica hiperbdlica (cf. [Fal97] y
[PT93]). En este caso D es un intervalo cerrado, f;(D) N f;(D) = 0 sii # jy
las derivadas satisfacen una propiedad de distorsién més fuerte que la distorsion
acotada, pero que también la cumplen las funciones con derivadas Holder o Dini.
Generalmente (ver [Fal97], [PT93]) a estos sistemas directamente se los asume
con derivadas Holder continuas, pero para esta tesis es necesario considerarlos con
esta condicién mas general. Los atractores de estos sistemas resultan conjuntos de
Cantor de medida de Lebesgue nula.

En el Capitulo 4 (Teorema 4.1) probamos que el conjunto de Cantor C), conside-
rado en [CMPSO05] es atractor de un sistema hiperbélico {f, 0, fp,1} con derivadas
1/p-Hoélder continuas, siendo 1/p el mayor indice de suavidad que puede tener un
sistema que tenga como atractor a Cj.

En la Seccién 4.2 del mismo capitulo consideramos conjuntos de Cantor cen-
trales. Estudiamos cémo depende de la sucesién que los define que resulten hiperbdli-
cos, y si esto sucede, cémo depende de la sucesion la suavidad de la derivada. Re-
sultados en esta direccién fueron obtenidos previamente por R. Bamoén et al en
[BMPV97].

En la tdltima seccién introducimos la funcién escala de Sullivan, que es una
funcién que tiene asociado todo sistema hiperbdlico y ‘guarda’ la geometria del
atractor en escalas pequenas. La estructura dindmica sobre los conjuntos C), nos
permite utilizar un resultado de Sullivan [Sul88] para relacionarlos con los conjun-
tos auto-similares A,.. Mds precisamente, obtenemos que (Cp, { fo, f1}) es conjugado
a (Ay/20,{92-7,0,92-71}) con una conjugacién perteneciente al espacio C1H1/P; esto
es, existe un difeomorfismo h, : [0,1] — I, que preserva el orden, con derivada
1/p-Holder continua, tal que fF o hy, = hyo g? " parai=0,1 (I, es el menor in-
tervalo que contiene a Cp). Este resultado es consecuencia de que ambos conjuntos
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tienen la misma funcién escala y ésta es un invariante completo, i.e., dos conjuntos
hiperbélicos son C! conjugados si y sélo si tienen la misma funcién escala.

El problema central del dltimo capitulo es el estudio de la medida convolucién
Hr Lo, «Ha lc,- Como el soporte de la convolucién estd contenido en la suma de
los soportes, este problema esta ligado al del estudio de la morfologia del conjunto
Cp + C4. La motivacién de nuestro problema se debe a los trabajos de Fan, Lau y
Ngai [FLNOO] y de Hu y Lau [HLO1], que estudiaron la estructura multifractal de

10g2 S
logs ¥ H LA% es la

la m-ésima convolucién de la medida p;/3 = H*[4, , donde s =
3

restriccién de la medida de Hausdorff s-dimensional al conjunto A 1

Sea {fo,..., fm} un SIF. En [Hut81] se prueba que si P = {po,...,pm} son
pesos (ntimeros reales y positivos que suman 1), entonces existe una tnica medida
de probabilidad soportada en el atractor K que cumple

(L.4) pf(A) = mep(ffl(A)), para todo A boreliano.
i=1

Cuando el sistema es auto-similar, ésta se denomina medida auto-similar. Es cono-
cido que esta medida es de tipo puro, es decir, o bien absolutamente continua o
bien singular con respecto a la medida de Lebesgue (cf. [PSS00a]). Para tener una
idea méds precisa de la medida, en el primer caso interesa saber a qué espacio fun-
cional pertenecen las derivadas, o sea, dar una idea de su ‘suavidad’. En el segundo,
estimar la dimensién de esta medida, lo que da una idea del grado de singularidad.
El anéalisis multifractal provee una nociéon de cémo varia localmente la estructura
‘fractal’ de estas medidas.

Un caso particular es la medida auto-similar u, asociada al sistema {g,.0, gr 1}
definido como en (L.3) y con pesos {1, 1}. Esta medida recibe el nombre de con-
volucidn de Bernoulli y su soporte es el conjunto de Cantor A,.. M4s atn, se tiene
que p. = H*"|4,, donde s, = j‘{fgr. Trivialmente esta medida es singular, ya que
el soporte tiene medida de Lebesgue nula.

Consideremos la convolucién p,. * ui,.. Esta medida también resulta auto-similar,
pues las funciones g, ; tienen la misma razén de contraccién. Por lo tanto es de tipo
puro. Pero si el conjunto A, + A, contiene un intervalo, no resulta trivial decidir
si es singular o absolutamente continua. Cuando r = %, esta medida es singular
aunque su soporte es A 1+ A 1= [0,2]. Esto se debe a que su transformada de
Fourier no tiende a 0 en el infinito, pues como consecuencia de un resultado de
Erdos (ver [Erd39]) que presentaremos en la introduccién de este tltimo capitulo,

la transformada de Fourier de 1 no tiende a 0.

Por los resultados del Capitulo 4, C, tiene asociado el sistema {fy, 0, fp.1}-
Luego, para los pesos {%7 %} tenemos una medida v, soportada en C), que satisface
1.4). Ademaés, como este sistema es conjugado a {g,.0, gr.1 odemos concluir que
( ; jug 9r,0,9r1} P q
Up = pg-p o hy, 1. donde h,, es la conjugacién entre los sistema. De aqui se sigue que

H ch es equivalente a v, y por consiguiente, nos interesa estudiar la convolucién
de estas medidas. Uno de los principales inconvenientes es que no se puede garan-
tizar de antemano que v, * v, sea de tipo puro, pues no sabemos siquiera si esta
medida satisface una identidad como en (I1.4).
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Estudiamos entonces cudndo la medida Lebesgue de C}, + Cy, que contiene al
soporte de v, * vy, es positiva (ver Teorema 5.15), ya que cuando esta medida es
nula, la medida v, * v, trivialmente es singular.

Adaptando los resultados de Peres y Solomyak ([PS98]) para las convoluciones
de Bernoulli, mostramos (ver Corolario 5.21) que, fijado ¢ > 1, la medida v, * v,
es absolutamente continua con densidad en L?(R) para casi todo p € (1,q/(q—1)).
Ademds pueden adaptarse los resultados de este articulo para obtener (ver Coro-
lario 5.18) los resultados correspondientes a la dimensién de C, + C,. Destacamos
que estas adaptaciones se hacen del contexto lineal de sistemas auto-similares, a
uno no lineal, que es el del conjunto C),.



CAPiTULO 1

Preliminares de teoria de la medida

En este capitulo damos un resumen de conceptos y resultados clésicos de teoria
de la medida que usaremos en la tesis.

Sea X un espacio métrico. Denotamos con B,(x) la bola abierta de radio r
centradaen z € X i.e.,

B.(x) = {y € X :d(z,y) < r}.

Medidas

Definicion 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una medida en X es una funcion
de conjuntos p : Z(X) — [0,4+00], donde Z(X) son las partes del conjunto X,
que verifica:
o pu(0) = 0;
e (monotonia) Si A C B entonces u(A4) < u(B);
o (o-subaditividad) p(U;o, Ai) < > ooy (A;), para Ay, As,...C X.

En el contexto de la teoria de la medida, una funcién de conjuntos como en la
definicién es conocida como medida exterior, resevandose el término medida para
una funcién no negativa u definida en una o-dlgebra &/ C (X)) de conjuntos,
que se anula en el conjunto vacio y es o-aditiva, i.e., si {A;} C & es una familia
numerable y disjunta, entonces

N(U Ai) = (A,

No obstante, considerar medidas en el sentido de la Definicién 1.1 es una convenien-

cia mas que una restriccion. En efecto, si v es una funciéon de conjuntos no negativa

que es o-aditiva y estd definida en una o-dlgebra A de subconjuntos de X, entonces

puede extenderse a una medida (en el sentido de la Definicién 1.1) por medio de
v*(A) = inf{l/(B) tACBe A}

(ver el Capitulo 1 del libro de Mattila [Mat95]). Por otro lado, una medida u
provee una funcién de conjuntos o-aditiva cuando se restringe a la o-dlgebra de
conjuntos p-medibles.

Definicién 1.2. Un conjunto A C X es pu-medible si
w(E)=p(ENA)+ u(E\ A) para todo E C X.

Recordemos que la familia de conjuntos de Borel en X es la menor o-algebra
que contiene a los subconjuntos abiertos de X.

Definicion 1.3. Sea p una medida en X.
1. pes finita si pu(X) < +o0.
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2. p es localmente finita si para cada z € X existe r > 0 tal que
H(B,(x)) < +oc.

1 es una medida de Borel si todos los conjuntos borelianos son u-medibles.
4. u es Borel reqular si para cada A C X existe un conjunto de Borel B C X
tal que A C By u(A) = u(B).
5. p es una medida de Radon si es una medida de Borel y ademas
1) u(K) < 400 para cada K C X compacto,
1) u(V) = sup{u(K) : K C V,K es compacto} para cada V C X
abierto,
1) p(A) =inf{p(V): ACV,V abierto} para A C X.

Ejemplos 1.4.

@

1. La medida de Lebesgue £ en R es una medida de Radon.
2. La medida de Dirac §, en un punto a € X se define por 6,(A4) = 1, si
a€ A, 6,(A)=0,sia¢ A Estaes una medida de Radon en X.
3. La restriccién de una medida p a un conjunto A C X se define como
ula(B) =u(ANB), para B C X.

1] 4 resulta una medida. Adem4s, si p es Borel regular y A es p-medible
con p(A) < +oo entonces p| 4 también es Borel regular.

Recordamos que si p es una medida de Borel en un espacio métrico separable
X, el soporte de p, sop p, se define como el menor conjunto cerrado F' tal que
(X \ F) =0.

Para una medida u, sea ||| = u(X). Dado A € X, definimos

M(A) := {M : 1 es una medida de Radon con soporte compacto,

sopu CAy0<|pl < +oo}.
Vimos que la restriccién de una medida a un subconjunto provee una nueva

medida. Otra forma de obtener medidas a partir de una dada es la siguiente.

Definicion 1.5. Sea p una medidaen X y f: X — Y una funcién. La imagen
de la medida i por f se define como

po f7H(A) == pu(f~'(A)), para ACY.
Se tiene que po f~! es una medida en Y. Ademds, si u es de Borel y f es una

funcién de Borel entonces po f~! también resulta de Borel.

Teorema 1.6. Sean X e Y espacios métricos separables. Si f : X — Y es
continua y i es una medida de Radon en X con soporte compacto entonces po f~1
es de Radon. Ademds, sop (o f=1) = f(sop p).

Denotamos con Co(X) al conjunto de las funciones reales con soporte compacto
en X.

Definicion 1.7. Sean p, i1, pi2, . . . medidas en M(X). Decimos que la sucesién
{p;} converge débilmente a u,
i & i,
si
lim [ ¢ du; = /ap dp para toda ¢ € Co(X).
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Diferenciacién de medidas

Damos ahora los conceptos y resultados que usaremos sobre diferenciaciéon de
medidas. Para las pruebas ver [Mat95], Capitulo 2.

Definicion 1.8. Sean p una medida de Borel localmente finita en R. La
derivadas inferior y superior de p con respecto a la medida de Lebesgue se de-

finen como B
D(p, ) = lim M7
r10 2r

o) 7 M(Br(2))
D(p,x) = 171&)1 —_,

En los puntos x donde el limite existe, definimos la derivada de p como

D(p,x) = D(p, x) = D(p, ).
Proposicion 1.9. Si u es una medida de Radon en R, entonces la derivada
D(u,x) existe y es finita para L-casi todo x € R.

Definicion 1.10. Sean p y n medidas en M(X). Decimos que u es absoluta-
mente continua con respecto a m, denotado p < 1, si para cada A C X tal que
1(A) = 0 se tiene que u(A) = 0. Decimos que p y 1 son mutuamente singulares si
existe A C X boreliano tal que n(A4) = u(X \ A) = 0.

El siguiente resultado es una combinacién del Teorema de Radon-Nikodym y
la descomposiciéon de Lebesgue.

Teorema 1.11. Sea p una medida de Radon finita en R y sea f(x) = D(u,x).
Entonces existe una una medida de Radon v tal que L y v son mutuamente singu-
lares y

w(B) = / fdL+v(B), para todo boreliano B C R.
B
Mads, ain, p < L siy solo siv=0.

La descomposiciéon de g como suma de una medida absolutamente continua y
otra singular con respecto a la medida de Lebesgue se denomina descomposicion
de Lebesque de p. Ademés, la derivada f = D(u,.) también es conocida como la
densidad de p con respecto a L.

A continuacién, resumimos los resultados que usaremos sobre la derivada infe-
rior en el Capitulo 5.

Proposicion 1.12. Sea p una medida de Radon en R. Luego p << L si y sélo
si D(p,x) < 400 para p-casi todo x € R. Mds ain, si [ D(p,x) du(z) < +oo,
entonces la densidad de p pertenece al espacio L*(R).

Andlisis de Fourier de medidas en R

Definicion 1.13. La convolucion de las medidas n y u, denotada n * u, se
define como

0 u(E) == / X + ) dn(@)du(y).

Sin,u € M(R) entonces 1 * € M(R).
Para relacionar el soporte de la convolucion con el de las medidas, necesitamos
la siguiente definicién.
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Definicion 1.14. Dados E, F C R, definimos la suma aritmética de estos
conjuntos, denotada F + F, como

E+F:={a+y:zcBycF}
Proposicion 1.15. El soporte de la convolucion estd contenido en la suma de
los soportes, i.e., sop (n* ) C sop N+ sop .

Definicion 1.16. La transformada de Fourier de una medida u € M(R) se
define como

(€)= [ ¢ dpto).

La transformada de Fourier se comporta con respecto al producto convolucién
de la siguiente manera.

Proposicién 1.17. Dadas 1,1 € M(R) se tiene que 1% j = 1 - fi.

La prueba de la siguiente proposicién puede encontrarse en el libro de Folland
[Fol99] (ver el comentario posterior a la Proposicién 8.50 de aquel libro)

Proposicion 1.18. Supongamos que pi1,o,... y pu pertenecen a M(R). Si
pr — oy |lpsll — |lpl| entonces fi, — fi puntualmente.

El siguiente resultado se conoce como el Lema de Riemann-Lebesgue.

Proposicién 1.19. Dada f € L'(R), entonces
lm [ %% f(z) do = 0.
[§]—o0 JR
En particular, si i(§) - 0 cuando & — oo entonces p no es absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue.

Definicion 1.20. Las medidas py v C M(R) son equivalentes, y lo denotamos
1~ v, si existen contantes 0 < ¢1,co < +00 tales que

c1p(A) <v(A) < cov(A), para todo A boreliano.
Directamente de las Definiciones 1.20, 1.13 y 1.8 tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.21. Sean u; y v;, i = 1,2, medidas tales que p; =~ v;. Entonces
1 % o = vy x vo. Ademds, si pg x po < L con una densidad en LQ(R) entonces
vy * vy también tienen una densidad en L*(R).



CAPiTULO 2

Funciones de dimension de Conjuntos de Cantor

Introduccion

Un conjunto de Cantor es un subconjunto de la recta que es compacto, perfecto
y totalmente disconexo con la topologia usual. Consideramos tinicamente conjuntos
de Cantor de medida de Lebesgue nula. Distintas clases de estos conjuntos aparecen
en diversas areas de la matematica, por ejemplo en teoria de nimeros, en sistemas
dindmicos y también son interesantes por si mismos como ejemplos tedricos.

El ejemplo clasico es el conjunto de Cantor ternario, que se construye como
sigue. Sean Ej el intervalo cerrado [0,1] y Ej el conjunto obtenido de quitar el
tercio central de Ey, de modo que E; consiste de los dos intervalos cerrados [0, %] y
[2,1]. Quitando de cada uno de estos intervalos el tercio central se obtiene Ej; asf,

E consiste de los cuatro intervalos cerrados [0, §], [2, 3], [2, I] v [3, 1]. Continuando

309
de esta forma, se tiene que F), consiste de 2 intervalos cerrados de longitud 3=%
obtenidos de quitar los tercios centrales de los intervalos de Fy_1. El conjunto de
Cantor ternario A% consiste de los niimeros que estdn en Ej para todo k, esto es,
A% = meO Ek.

Es sabido (ver Seccién 2.2, Proposicién 2.14) que desde el punto de vista
topolégico cualesquiera dos conjuntos de Cantor no se pueden distinguir, o sea,
son homeomorfos.

Medidas de Hausdorff. Una de las formas clasicas de comprender a los
conjuntos de Cantor desde un enfoque cuantitativo es por medio de la medida
de Hausdorff. La idea de la construccién de esta medida se debe a Carathéodory
[Cal4], quien estaba interesado en la siguiente pregunta:

¢ Cudl es la ‘longitud’ natural de un conjunto E de R%?

Entonces introdujo la siguiente medida. Sea s > 0. Dado £ C R? denotamos con
|E| al didmetro del conjunto F, medido con la distancia euclidea. Un d-cubrimiento
de E es una familia numerable de subconjuntos de R¢ que cubren a E y que tienen
didmetros menores o iguales que ¢. Definimos

o0

(2.1) H§(E):inf{Z|Ui|s:ECUUiy|U¢S5}.

i=1
Este infimo crece cuando ¢ decrece, por lo que el limite define una medida:

H(E) = lim H3(E).

Observacion 2.1. En rigor, la construccién dada por Carathéodory es para
valores s € N, pero Hausdorff (cf. [Haul8]) fue quien comprendié que ésta tiene
sentido y es 1til ain cuando el parametro entero es reemplazado por cualquier

5
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ndimero real positivo. Por esta razon H® se conoce como la medida de Hausdorff
s-dimensional.

Las medidas de Hausdorff generalizan la medida de Lebesgue: si s = d = 1,
entonces H® coincide con L, la medida de Lebesgue unidimensional; en general,
cuando s = d, H® es un miltiplo de la medida de Lebesgue d-dimensional (ver el
Teorema 1.12 del libro de Falconer [Fal86]). La ventaja de esta familia de medidas
puede entenderse de la siguiente manera. Cuando consideramos una curva ‘suave’
en el espacio, la medida de Lebesgue tridimensional toma a este objeto como un
conjunto de medida nula, lo desprecia. Pero uno tiene la intuicién de que este objeto,
aunque es parte de un espacio tridimensional, tiene dimensién 1, por lo que no es
conveniente medirlo con la misma ‘regla’ que se mide a un conjunto tridimensional.
La medida de Hausdorff unidimensional H! es una medida en R® que distingue
justamente a este tipo de conjuntos.

La observacién de Hausdorff se basa en que esta misma idea es igualmente apli-
cable a exponentes dimensionales no enteros, por lo que estas medidas generalizan
la idea de longitud, area, etc: la propiedad fundamental de estas medidas es que
cada conjunto £ C R? tiene asociado un tnico valor, dimg E, en el pardmetro s,
para el cual H*(FE) salta de infinito a cero, i.e.

s [ 400 paras <dimpg E
H (E)i{ 0 para dimyg E <s

(ver Proposicién 2.19). El valor dimg E es conocido como la dimensién de Haus-
dorff del conjunto E, que resulta siempre 0 < dimy E < d (ver [Fal86], pig. 8).
Esta propiedad permite hacer una clasificacién intuitiva sobre cuan flaco es un
subconjunto de R de medida de Lebesgue nula, que es el caso en el que estamos
interesados en esta tesis.

Como ejemplo, Hausdorff probé en su articulo que el conjunto ternario A 1 tiene
dimensién de Hausdorff log 2/ log 3; més atin, puede probarse (ver [Fal86], Teorema
1.14) que para t = log 2/ log 3 se tiene que Ht(A%) =1.

Un conjunto acotado E C R? que verifica 0 < H*(E) < +o0o se denomina
s-conjunto. Es claro que la dimension de Hausdorff de un s-conjunto es s.

Por otro lado, aunque todo conjunto acotado E C R? tiene asociada su dimen-
sién de Hausdorfl (que da una idea de su tamano), puede ocurrir que la medida de
Hausdorff en el exponente s = dimy F sea nula o infinito, i.e., que F no sea un
s-conjunto (ejemplos se veran més adelante), en cuyo caso la medida de Hausdorff
s-dimensional puede no resultar una buena medida para el conjunto: si la medida
es nula estd despreciando al conjunto; si es infinita puede no ser o-finita. Por esta
razén es necesario introducir una nocién més fina de medidas de Hausdorff (que es
en realidad la definicién que dio Hausdorff).

Una funcién h : (0, A,] — (0,00], donde A, > 0, es una funcidn de dimension
si es continua, no decreciente y h(x) — 0 cuando & — 0. Por no decreciente en-
tendemos mondtona no decreciente. Denotamos con & al conjunto de las funciones
de dimensién. Definimos la h-medida de Hausdorff de un conjunto £ C R? de la
misma forma que lo hicimos con las potencias, esto es,

h — lim 1 1Y - . | <
H"(E) glir(l)mf{ZhOUzD.ECUUZy|Uz|5}.

i=1 %
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Notar que cuando consideramos las funciones x°, para s > 0, obtenemos la
medida de Hausdorfl s-dimensional H*®.

Observacion 2.2. Frecuentemente resulta conveniente, en lugar de considerar
cubrimientos con conjuntos arbitrarios, tomarlos con conjuntos abiertos o alternati-
vamente cerrados. Aunque en estos casos pueden obtenerse distintos valores de Hg,
el valor del limite H" es el mismo (ver el Teorema 28 del libro de Rogers [Rog98]).

Esta generalizacién de la medida permite tener una clase mas grande de conjun-
tos donde la medida de Hausdorff resulta una ‘buena’ medida. Segin la definicién
dada por Hausdorff en [Haul8], un conjunto acotado E tiene dimensién h € 2 si
se cumple que 0 < Hh(E) < 400, i.e., si E es un h-conjunto. Esto generaliza la
idea del tamano de un conjunto: de un nimero pasa a ser una funcién en .

Un conjunto F es dimensional si existe al menos una h € 2 que hace a E un h-
conjunto. Pese a esta forma general de las medidas de Hausdorff, no todo conjunto
es dimensional. Por ejemplo, recientemente Elekes y Keleti [EKO06] probaron que
el conjunto de los nimeros de Liouville, que tiene dimensién de Hausdorff nula, no
es dimensional. Damos un ejemplo de un conjunto de Cantor no dimensional en el
Ejemplo 2.17, que se debe a Best [Bes39)].

Sobre el problema principal de este capitulo. En el articulo [CMMSO04],
Cabrelli et al., basados en el trabajo de Besicovitch y Taylor [BT54], probaron
el siguiente resultado para un conjunto de Cantor C, asociado a una sucesién
mondétona no creciente a (que definiremos en la Seccién 2.2):

1) C, es dimensional; esto es, existe h, € Z que hace de C, un h,-conjunto.
11) Si la sucesién verifica

—1/s 1/s

cn <a, <cn~ para todo n,

donde ¢y y c¢o son constantes finitas y positivas, entonces h, = xz°

Definicién 2.18 en la Seccién 2.3) y por lo tanto, C, es un s-conjunto.

(ver la

Luego, bajo la hip6tesis de 11), la definicién general de dimensién dada por Hausdorff
(por medio de funciones en 2) es consistente para C,, ya que las funciones h, y
x® son ‘equivalentes’. Pero en otros casos, donde no se cumple esta hipdtesis, el
comportamiento de las funciones de dimensiéon h, no es tan claro. Por ejemplo,
existe una sucesién & para la cual Cy es un s-conjunto pero h; # z° ((CHMO3)).
Esto muestra que la definicién de dimension generalizada puede resultar ambigiia,
es decir, las funciones de dimensiéon h, pueden llegar a ser demasiado ‘generales’
para proveer una idea satisfactoria sobre el tamafnio del conjunto C,.

Para entender esta situacién, estudiamos la premedida packing de estos conjun-
tos, que se define como sigue. Un §-packing de un conjunto dado E es una familia
disjunta de bolas abiertas, centradas en E y con didmetros menores o iguales a J.
La premedida packing se define en forma dual a como se construye la medida de
Hausdorfl; en lugar de minimizar cubrimientos se maximizan packings: dada h € 9
sea

PI(E) = sup {Z h(|B;|) : {B;} es d-packing de E} .

Este supremo decrece cuando ¢ decrece. La h-premedida packing de E es

PL(E) = lim P}(E).
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En [BT54] se relaciona H*(C,) con el decaimiento de la sucesién a. Esto es
vélido para cualquier funcién h € & (ver Teorema 2.29). En la Seccién 2.5 damos
en el Teorema 2.31 el resultado dual para el caso packing. Como consecuencia de
éste, podemos caracterizar completamente cuando una funcién de dimension es
equivalente a una funcién potencia (Teorema 2.33). Esto es, dadas una sucesién no
creciente a y una funcién h € 2 obtenemos que

h=2° < 0<H(C,) < P5(C,) < +00.

Por consiguiente, para tener x° = h,, no sélo es necesario que C, sea un s-conjunto
sino ademds que Pj(C,) < +00.

Estos resultados forman parte del trabajo en colaboraciéon con Molter y Scotto
[GMSO07].

El resto del capitulo se organiza como sigue. En la siguiente seccién definimos
la medida y dimensién packing y ademaés las dimensiones box, que sirven como
parametros para describir la irregularidad de conjuntos que no son ‘suaves’. Damos
estas definiciones pues en la Seccién 2.4 estudiaremos los conjuntos denominados
cut-out (una traduccién al castellano serfa “recortados”), que son subconjuntos
compactos de R asociados a una sucesion sumable y mondtona no creciente.

En la Seccién 2.2 definimos el conjunto de Cantor asociado a una sucesién. En
la Seccién 2.3 damos una extensiéon de la nocién de dimension.

2.1. Medida y dimensién packing

Por la definicién de P[, es claro que es monétona, Pi() = 0y Pi({z}) = 0.
Ademss es finitamente subaditiva, pero no necesariamente es o-subaditiva. Para
ver esto basta con considerar la funcién h = z®, s > 0, y un conjunto denso y
numerable, por ejemplo en R el conjunto E = [0,1] N Q, los racionales de [0, 1].

Luego, para obtener una medida es necesario realizar un paso mas. La h-medida
packing P" se define usando un método estdndar para la construcciéon de medidas
a partir de una premedida (ver por ejemplo [Rog98]|, Capitulo 1):

PME) = inf{iP(?(Ei) E = G E}

Esta medida fue introducida por Tricot en [Tri82], Taylor y Tricot en [TT85],
e independientemente por Sullivan en [Sul84]. La importancia de la misma es
que en muchas situaciones actia en forma dual a la medida de Hausdorff. Por
ejemplo, generalmente es mucho mas trabajoso dar cotas por debajo de la medida
de Hausdorff de un conjunto que por arriba, mientras que en el caso packing las
complicaciones son opuestas. Muchas veces también es de esperar que un resultado
valido para la medida de Hausdorff tenga su contraparte en el caso packing, como
ocurre con los resultados que obtenemos en la Seccién 2.5.

Es inmediata de la definicién la desigualdad P"(E) < PJ!(E) para todo subcon-
junto E. Para dar una relaciéon con la medida de Hausdorff es necesario restringir
el conjunto Z.

Una funcién h € 2 es duplicante si existe una constante ¢, > 0 tal que

(2.2) h(2t) < crh(t), ¥t e (0,An/2].

Por ejemplo, las funciones potencia g, son duplicantes.
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Bajo la hipotesis de que h € Z sea duplicante, se tiene que
(2.3) H"(E) < PM(E).

La demostracién se puede encontrar en el Lema 5.11 de [TT85] o en el Teorema 5.12
del libro de Mattila [Mat95] para las funciones potencia, cuya prueba es la misma
que para el caso general.

Observacion 2.3. En la desigualdad (2.3) puede pasar incluso que H"(E) =0
y P"(E) = +o00. De hecho, frecuentemente se tiene que H"(E) < P"(E), salvo
cuando ambas son 0 o +oo. La condicién 0 < H"(E) = P"(E) < +oo es una
condicién de regularidad muy fuerte; por ejemplo, cuando h = 2°, con 0 < s < d,
esta igualdad se tiene siy sélo si s es un entero y P°| g es una medida s-rectificable
(ver Teorema 17.11 de [Mat95]). Notamos ademds que esto iltimo dice que para
conjuntos ‘suaves’ de dimensién entera las medidas H® y P* coinciden, por lo que
Pl P2,... también generalizan los conceptos de longitud, 4rea, ..., etc.

Observacion 2.4. La medida H" es Borel-regular siempre que h € 2 sea
continua a derecha [Rog98]. Por otro lado, P" y Pé‘ son Borel-regulares para h € &
continua por izquierda ([TT85], Lema 3.2). Como en esta tesis estamos interesados
en ambas medidas, pedimos en la definicién que las funciones de dimensién sean
continuas.

Al igual que con las medidas de Hausdorff, dado un conjunto E existe un tinico
valor critico dimp F, la dimension packing de E, tal que P*(E) =0si s > dimp E
y P*(E) = 400 si s < dimp E (ver Proposicién 2.19), esto es

dimp E = inf{s > 0: P*(E) =0} = sup{s > 0: P*(E) = +oo}.

Anslogamente para la familia de premedidas packing {P;} denotamos con AE su
valor critico. De (2.3), se tiene la siguiente relacién:

dimH E S dimpE S AE,
y todas las desigualdades pueden ser estrictas.

Propiedades basicas de las dimensiones. Las dimensiones de Hausdorff
y packing satisfacen las siguientes propiedades, que esencialmente son las que se
espera que cumpla cualquier definicién razonable de dimensién. Aqui, dim denota
dimpg o dimp.

-Congjuntos abiertos. Si E C R? es abierto entonces dim E = d, pues E contiene
una bola con volumen d-dimensional positivo.

-Conjuntos suaves. Si E es una subvariedad suave m-dimensional de R? entonces
dim E = m.

-Monotonia. Si E1 C F5 entonces dim F; < dim Fs. Esto se sigue de la monotonia
de la medida.

-o-estabilidad. dim(US2, E;) = sup; «,;<., dim E;, que es consecuencia de la o-sub-
aditividad de la medida y la monotonfa.

-Conguntos numerables. Si E es numerable entonces dim E' = 0, ya que los conjuntos
puntuales tienen dimension 0 y dim es o-estable.

Definicion 2.5. Una funcién ¢ : E — R es Lipschitz con constante c si para
todo z,y € FE se tiene que |¢p(x) — ¢(y)| < ¢|x — y|. Una funcidén es bi-Lipschitz si
es Lipschitz e inversible con inversa Lipschitz.
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Un caso particular de funciones Lipschitz es cuando ¢ es una similitud con
razon de contraccion T, esto es,

[6(x) = ¢(y)| = rlz —yl,  para todo z,y € E.

Como consecuencia del teorema del valor medio, toda funcién con derivada
continua y acotada es Lipschitz. El siguiente es un resultado clésico (ver [Fal86],
Lema 1.8).

Proposicion 2.6. Sea ¢ una funcion Lipschitz con constante ¢ definida en
E C R. Entonces H*(¢(E)) < ¢*H*(E).

Este resultado sigue valiendo si reemplazamos H?® por P?, asi como el siguiente,
que generaliza la propiedad de escalamiento de la longitud, area, volumen, etc.

Proposicion 2.7. Si ¢ es una similitud entonces H*(¢(E)) = r*H*(E).

-Invariancia Lipschitz. Si ¢ : E — R? es Lipschitz entonces dim(¢(E)) < dim E.
-Invariancia bi-Lipschitz. Si ¢ : E — ¢(E) es bi-Lipschitz entonces dim(¢(F)) =
dim F.

-Invariancia geométrica. dim preserva movimientos rigidos. Esto es consecuencia
de la propiedad anterior.

Por otro lado, A conserva todas estas propiedades salvo que sélo es finitamente
estable, o sea, A(Uf=1 E;) = méxi<i<k AE;. Esto se sigue de la subaditividad finita
de la premedida packing.

Dimensiones box. La dimensién de Hausdorff no es practica, en el sentido
que suele ser dificil de calcular ain en ejemplos elementales. Esto se debe a como
nos acercamos al conjunto, o sea, dado E C R?, para cada § > 0 buscamos

H3(E) = inf{z |U;|* : {U;} es d-cubrimiento de E}

Dar una buena aproximacion de este infimo puede ser un problema completamente
no trivial.

Esta definicién puede simplificarse si a los elementos del cubrimiento los toma-
mos con el mismo didmetro: dado E C R? acotado, sea N(E,§) el minimo ntimero
de conjuntos de didmetro § necesarios para cubrir E, i.e.,

k
N(E,8) = ml’n{k . EC | B(x:,6), conz; € Rd}.
=1

Luego, N(E,0)6° juega el papel de H3(E). Uno estd tentado entonces a introducir
la cantidad
v(FE) = lim N(FE,§)d°,
6—0
pero ésta no da una medida. No obstante se puede definir un indice dimensional.
Las dimensiones box inferior y superior de E se definen como

TmpE = inf{s : Tim N(E, 0)5° = o}

dimpFE = inf{s s lim N(FE,§)6° = O}
6—0
respectivamente. Cuando los limites inferior y superior coinciden, el valor comuin

es la dimension box de E y lo denotamos dimp F.
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La definiciéon de la dimensién box data de los anos 30 y ha sido denominada
de varias formas debido a sus diversas apariciones en la matematica: dimension de
Minkowski, densidad logaritmica, dimension de entropia, dimensién métrica.

Definiciones equivalentes se obtienen si reemplazamos N(E, ) por cualquiera
de las siguientes cantidades (ver Sec. 3.1 de [Fal90]):

-el menor niumero de bolas abiertas de radio § que cubren F,

-el menor niumero de bolas cerradas de radio 0 que cubren E,

-el mayor numero de bola disjuntas centradas en F,

-el menor niumero de cubos de lado § que cubren E,

-la cantidad de cubos de una 0-malla que intersecan a E (un cubo de una §-malla
es de la forma [mlé, (my + 1)5) X oee X [mdé, (mg + 1)5), donde mq,...,mq son
enteros), de aqui el nombre de box (caja en inglés).

Adems3s, estas dimensiones pueden expresarse como los siguientes limites:
log N(E, ) — log N(E,9)

dimgF = li dimgFE = i
s (gljné log1/6 Y s Fiy log1/6

Las dimensiones box se relacionan con la de Hausdorff de la siguiente manera:
dimyg F <dimpF < dimpFE < dj;

nuevamente, todas estas desigualdades pueden ser estrictas (ver [Mat95], Sec. 5.3).
En [Tri82] se prueba que AFE coincide con la dimensién box superior de E. En

particular, dimp conserva las propiedades de A dadas en la subseccién anterior.
Observamos que la dimensién box inferior es monétona y Lipschitz invariante

pero no es finitamente estable.

2.2. Conjunto de Cantor asociado a una sucesién

Sea a = {a;} una sucesién positiva, monétona no creciente y sumable. Sea
I, un intervalo cerrado de longitud }_; a;. Siguiendo [CMPSO05], a continuacién
definimos por etapas el conjunto de Cantor C, asociado a la sucesion a, que tiene
de medida de Lebesgue nula (ver Figura 2.1). En la primera etapa, quitamos de I,
un intervalo abierto L; de longitud a;, resultando dos intervalos cerrados I y I3,
y una laguna de longitud a; entre ellos; el intervalo L1, como mostraremos luego,
queda determinado de forma unica por la sucesién. Habiendo completado la etapa
k-ésima, tenemos los intervalos cerrados If, ... >I§k—1 contenidos en [,. La etapa
k+1 consiste en remover del intervalo 1, lk un intervalo abierto Lok ; de tamano agry;
nuevamente, la posicion de esta laguna queda univocamente determinada. Tenemos

entonces dos intervalos cerrados I§l+1 y Iglill contenidos en [ lk que satisfacen

(2.4) If = IZ“ U Lar 4y U 151111-

Como se observo, para que esta construccion sea posible, la posicién de las lagunas
removidas en cada etapa no es arbitraria, pues la longitud de cada intervalo cerrado
de la etapa k es la suma de las longitudes de todas las lagunas que se quitan de él
en en las siguientes etapas. Para precisar esto, notemos que iterando en cada uno
de los intervalos cerrados del lado derecho de la igualdad (2.4) se deduce que

(I+1)2" %1

(2.5) =y U Lo

n>k j=[2n—Fk
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donde = significa que la igualdad valida salvo un conjunto de medida nula. Luego

0o (I+1)2" k1
k

(2.6) 1] = Qgn i j.

n=k j=ion—k
En particular, cuando hacemos k = | = 0, tenemos el extremo derecho de L;.
Una vez definida esta laguna, inductivamente obtenemos las posiciones de todas la
lagunas.

Denotamos con FEj a la unién de los intervalos cerrados de la k-ésima etapa,

2k_q 2k_1
(2.7) E, = U IF=1,\ U L;.
=0 =1

Por (2.4) tenemos que las etapas estdn anidadas, i.e., Exy1 C Ej. Definimos en-
tonces

Oa = ﬁ Ek == Ia\ fj Ll',
k=1 i=1

que resulta un conjunto de Cantor:
e Compacto: Es la interseccion de compactos anidados.
e Perfecto: Si x € C, entonces x € IJ’-C para cada k > 1. Estos intervalos estan
anidados, decrecen a x y sus extremos pertenecen a Cj,.
e Totalmente disconexo: Esto es cierto pues la longitud de los intervalos I l”“ decrece
a 0 cuando k — oo (ver Observacién 2.9).

Ademds, como |I,| = .2, |Li|, se sigue que C, tiene medida de Lebesgue nula.

Definicion 2.8. C, es el conjunto de Cantor asociado a la sucesion a.

I 1

E=1
a
I Ty I3 I

E=2 L

as az

TE R 13 n T e
k=3 Ta T TasT TagT Tar
FIGURrA 2.1

Observacion 2.9. Por la definicién de Ej, tenemos que |IF| < 2 j>or+1 @5 para
0 <1< 2k, esto es, los didmetros |If| decrecen uniformemente a 0 cuando k crece.

Notamos que todo conjunto de Cantor C' en R de medida de Lebesgue nula
puede construirse de esta forma; o sea, existe una sucesién sumable y positiva a tal
que C, = C. En efecto, sea I el menor intervalo que contiene a C'. Por compacidad,
el complemento de C' en I es la unién disjunta de la familia de intervalos abiertos
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{U;}. Para construir la sucesién a, tomamos de esta familia un intervalo de longitud
méaxima U;, y definimos a; = |Uy, |. Por ser C' perfecto, tenemos a izquierda y a
derecha de U;, infinitos intervalos. Sean U, y U;, intervalos de longitud méxima
a izquierda y a derecha de U;, respectivamente. Definimos ay = |U,| y a3 = |U,|.
Continuando de esta forma obtenemos una sucesién a = {a;} que cumple C, = C.

Observamos que el argumento dado arriba sirve también para mostrar que
todo conjunto de Cantor C, no necesariamente de medida de Lebesgue nula, puede
expresarse como C' = (.~ Ej, i.e., la interseccién de etapas anidadas compuestas

por 2* intervalos cerrados y disjuntos cuyos extremos pertenecen a C.
Ejemplo 2.10. El conjunto ternario de Cantor clasico A 1es el asociado a la

sucesién {g, $:9 31 35 37135 - - }

En general, el conjunto r-ddico A,, 0 < r < 1/2, es el conjunto de Can-
tor en [0,1] cuyas lagunas que se remueven en la k-ésima etapa tienen todas
longitud 7*71¢, donde ¢ = 1 — 2r. Este conjunto es el asociado a la sucesién
{f, ré, ré, v, r€, r2€, ¢, } Notamos que los intervalos cerrados de la

k-ésima etapa tienen longitud r*.

. log 2
Puede probarse que A, es un s,-conjunto, con s, = —3&

—logr”
prueba, que puede encontrarse en [Mat95], Seccién 4.10. El agrgumento para ver
esto es que uno espera que los intervalos de la etapa k den una buena aproximacion
de la medida de Hausdorff a medida que k crece. Tenemos entonces 2* intervalos
de longitud r* que cubren al conjunto, y ya que r** = 1/2, el tamafio de este
cubrimiento es igual a 1. Esto da una cota superior de la medida.

Mids atin, H°"(A,) = 1 (ver el comentario posterior al Teorema 1.14 de [Fal86]).

No daremos la

Ejemplo 2.11. El conjunto de Cantor C, es el asociado a la sucesién {1/nP}.
En [CMPSO05] se prueba que es un 1/p-conjunto; en particular, dimy C), = 1/p.
Consideraremos nuevamente este conjunto al final del capitulo.

Los conjuntos del Ejemplo 2.10 son un caso particular de conjuntos de Cantor
centrales, que son esenciales para las pruebas de la Seccion 2.5.

Definicién 2.12. Decimos que un conjunto de Cantor es central si para cada
k > 1, los intervalos cerrados que constituyen la etapa k-ésima tienen todos la
misma longitud.

Observacion 2.13. Claramente esta definicién equivale a que todas las lagunas
que se remueven de la etapa k tengan la misma longitud. Luego, si C; es un conjunto
de Cantor central entonces la sucesion a tiene la forma

(2.8) agei; =X,  0<j<2" k>0

El espacio simbdlico. En esta subsecciéon damos el resultado que afirma que,
desde el punto de vista topoldgico, los conjuntos de Cantor no se pueden distinguir.
Este es un resultado conocido y para su prueba necesitamos introducir el espacio
simbélico.

Dado n > 1, Q,, denota el conjunto de sucesiones de n términos formadas por
ceros y unos, esto es,

Qp ={wi...wp + w; =0,1} ={0,1}";

Qo denota la sucesion vacfa. Sea Q* = |J;— €2, el conjunto de todas las sucesiones

finitas. Notamos que * son todos los niimeros binarios. Dada w € €,,, denotamos
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con {(w) su representacién decimal, i.e.,

Uw) =) w2n .
j=1

Definamos
QF ={wwe... : wj=0,1} ={0,1}",

que son las sucesiones infinitas de ceros y unos. Los elementos de QT U Q* se
llaman palabras. Dada una palabra w, denotamos con w; su j-ésima componente;
la cantidad de componentes de una palabra finita w se denomina su longitud, y se
denota |wl; las palabras de Q% tienen longitud infinita. La n-truncacién de w €
OQF es w" = w;...w,. Si T es una palabra finita, entonces 7w denota la palabra
T1 .- TpW .. ..

El m-cilindro correspondiente a w € Q% es el conjunto

emw) i ={re Q" 1w =7,1<i<m}.
Definimos una métrica d : QT x Q7 — R como

2-IWATL i £ 7
d(w’T){ 0 siwir’

donde |wAT| = min{k : wy # 7 }. El espacio (QF,d) es el espacio simbdlico, y sirve
como modelo topoldgico para todos los conjuntos de Cantor.
Notamos que con esta métrica, ¢,,(w) es la bola centrada en w de radio 27™.
La prueba de la siguiente proposicién la tomamos de una dada por Bedford en
[Bed91] para un caso particular de conjuntos de Cantor.

Proposicion 2.14. Cualesquiera dos conjuntos de Cantor son homeomorfos.

DEMOSTRACION: Sea C' = (1,5, UlzL;Ol I un conjunto de Cantor. Mostraremos
que C es homeomorfo a Q. La pro_posicién se sigue pues la composicién de homeo-
morfismos es transitiva.

Dada w € QF, pongamos

Iﬁ = Ig(wk)v para todo k.

Debido a que
2 k - —
() = { 4(}?’ ) sl Wk =0
2§6(w")4+1 si wgpr =1
se sigue de (2.4) que I**1 C I* porlo que {I*} es una familia encajada de intervalos
cerrados. Definimos entonces 7 : Q@ — C como
mw) =) 15
E>1
El mapeo 7 es un biyeccién. En efecto, dados w # 7, sea n tal que w,, # 7p,-
Entonces I" NI = (), y por estar los intervalos encajados tenemos que 7(w) # 7(7).
Ademas, dado = € C, podemos construir su preimagen como sigue:
oy — { 0 si zel}
P71 osizel]

y recursivamente,

. k+1
0 si xzel
warl — { wl...ka

. L+1
1 si ze€ le...wkl
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Para mostrar que 7 es continua notemos que cualquier sucesién en QT que
converja a w estd contenida finalmente en el conjunto ¢,,(w) para cada m > 1.
Como

(2.9) m(em(w)) =10 NC,

entonces 7 es continua si [I™| — 0 cuando m — oo para todo w € QT. Si esto
ultimo no es cierto, entonces por estar los intervalos encajados, existen € > 0y
w tales que |I'| > e para todo m. Luego, la interseccién de estos intervalos, que
estd contenida en C, contiene un intervalo, lo que contradice que el conjunto sea
totalmente disconexo.

El argumento para ver la continuidad de 7~! es andlogo: aplicamos 7~ en la
igualdad (2.9) y notamos que ¢, (w) — 0 cuando m — oc. O

Observacion 2.15. Como consecuencia de la prueba de esta proposicion, el
espacio simbdlico resulta compacto, perfecto y totalmente disconexo, pues es ho-
meomorfo a cualquier conjunto de Cantor.

2.3. Sobre la dimensionalidad de conjuntos

Dijimos que un conjunto E es dimensional si existe una funcién h € 2 tal que
0 < H"(E) < 4+00. Comenzamos mostrando que esto no siempre es posible dando
dos ejemplos de conjuntos no dimensionales.

Ejemplos de conjuntos no dimensionales.

Ejemplo 2.16. Sea E = {1/n} U {0}. Para cada h € 2, puesto que h(z) — 0
cuando x — 0 tenemos que H"({z}) = 0 para cada 2y € R, lo que expresa que
H" es una medida que no tiene dtomos. Se sigue de la sigma aditividad que

H'(E) =H"(0)+ > H'({1/n}) =0,
n>1
por lo que E es un compacto no dimensional.

Si a Z le agregamos la funcién hg := 1, que puede pensarse como el caso limite
de las funciones potencia g, = x°, s > 0, entonces H"° resulta la medida cuenta
puntos. Es inmediato entonces, por tener E infinitos elementos, que H" (F) = +oo0,
lo que igual no lo convierte en un conjunto dimensional.

Este es un ejemplo trivial de conjunto no dimensional. Obviamente si conside-
ramos una medida sin 4&tomos entonces todo conjunto numerable tiene medida nula.
El siguiente ejemplo, debido a Best ([Bes39]), muestra la existencia de conjuntos
de Cantor no dimensionales. Sélo damos un bosquejo de la prueba.

Ejemplo 2.17. Sea A, el conjunto de Cantor r-adico, que es un s,-conjunto,

donde s, = _k;(g)g?T.

Sea I, = [1/(n +1),1/n], de modo que se tiene la unién disjunta

0,1 = | 1. | J{0}.

n>1

Sea E,, la contraccién affn de razén (n(n + 1))~ de A, al intervalo I,,. Luego, por
la Proposicién 2.7, H*(E,) = n(n + 1)""H?*(A,). Definimos

E =] E.|J{0}.

n>1
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Claramente E es compacto, perfecto y totalmente disconexo, i.e., un conjunto de
Cantor. Como las transformaciones afines preservan la dimensién, se sigue de la
o-estabilidad de la dimensién que dimyg E = s,.. Ademds, como

log 2

1 Togr
Ho(E) =Y () )
; n(n+1)
y H*(A,) > 0, si elegimos r < 1/4 tenemos que H*"(E) = +o00.
Para mostrar que para E no existe h € 2 tal que 0 < H"(E) < +oo se
consideran dos casos:
(1) lim, o h(z)/z5" = 0: en este caso se tiene que H"(E) = 0, pero no daremos
aqui la prueba.
(1) im, ,oh(x)/z° =k, con 0 < k < 4o00: usando un argumento como en la
prueba de la Proposicién 2.19 es sencillo mostrar que H"(E) = +oc.

Nocién de dimensién. La definiciéon de conjunto dimensional no es precisa
ya que sélo involucra una funcién de dimensién, o sea, que h sea la dimensién de F
dice inicamente que hay una medida de Hausdorff que mide bien al conjunto, pero
no se tiene una idea de qué ocurre con otras funciones de dimension en relacion con
h. Introducimos entonces un orden parcial en 2 (ver [Rog98]), que serd nuestra
forma de comparar sus elementos.

Definicién 2.18. Sean f y h en 2.

e f es menor que h, y lo denotamos f < h, si
lim h(z)/f(z) =0
z—0

e [ es equivalente a h, y lo denotamos f = h, si

0<c = lim—= < lim—=% = ¢ < +00.

a0 f(x) T a0 f(2)

Ponemos f < g cuando f < g o f =g. Decimos que fy g no se pueden comparar
cuando no es posible ninguna de las relaciones f < g, g < fy f =g.

Notar que esta definicién es consistente con la ley usual de las funciones poten-
cia: 2° < ot sii s < .

Proposicion 2.19. Siv9 es cualquiera de las medidas H9, Py o P9, entonces
se tiene:
1) Si f < h entonces: v (E) < +00 = v'(E) =0.
11) Si f = h entonces:
a) v/ (E) < +oo <= V'(E) < +o0.
b) 0 < v (E) <= 0<v"(E).
¢) En particular, E es un f-conjunto si y sdlo si E es un h-conjunto.

DEMOSTRACION. 1) Dado € > 0, sea dp > 0 tal que 0 < = < &y implique
h(x)/f(x) < e. Luego, para cualquier -cubrimiento {U;}52; de E, con 0 < § < do,

(17;1)
> h(Us)) = wa||m e f(U;D),

j>1 j>1 j>1

de donde se sigue que H"(E) < eH/(E). La demostracién para la premedida pack-
ing es andloga cambiando §- cubrimiento por §-packing. Finalmente, si P/(E) <
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+00, hay un cubrimiento {E;}; de E tal que Y., P/(E;) < 400, y por el caso
anterior, ., P"(E;) = 0, de donde P"(E) = 0.

11) Por definicién de lim y lim, existe dy y constantes finitas y positivas & y ¢
tales que ¢ < h(z)/f(x) < é cuando 0 < z < dy. Usando esto obtenemos

1 Zf(|Uz|) < Zh(|UzD < éo Zf(|U¢D7

donde {U;} puede ser un d-cubrimiento o un §-packing de E, 0 < 6 < dp. Entonces,
av! (BE) < vME) < &/ (B),
de donde se sigue el resultado. [

Luego, si dos funciones de dimensién se pueden comparar entonces las medidas
de Hausdorff (y packing) correspondientes estédn relacionadas. Esto nos conduce
a una nocién de dimensién de los subconjuntos de R?: supongamos que .% es un
subconjunto no vacio de %, linealmente ordenado por <, que tiene minimo h,,
maximo h* (si originalmente .# no tiene minimo, definimos h, := 1), y que ademads
es orden-completo, esto es, cada una de sus partes no vacias que tiene cota superior
tiene supremo. Bajo estas hipdtesis sobre %, podemos definir una generalizacién
de dimy, o sea, una funcién dimg : 2(R?) — .Z tal que si f y g € .% satisfacen
f < dimg E y dimg E < g, entonces Hf (E) = 400 y HI(E) = 0. Para esto
definimos

dimg F = sup{h €7 :H"E) < +oo}7

donde por convencién, sup{(} = h..

Poniendo .#; = {2°}s>0, como tenemos que z* < z' si y s6lo si s < ¢, podemos
hacer la identificacién dimg, = dimg.

Observamos que dim g conserva las propiedades bésicas de dimensién dadas en
la Seccién 2.1, esto es:

o-estabilidad: Si C = {C;}52, C R* entonces
dimg(U Cj) = sup{dimg Cj}.

§>1 jz1
En efecto, sea h = sup;>;{dimz C;}. Si h < f, entonces, para cada j > 1,
dimg C; < f, y por definicién de dimensién y o-subaditividad de la medida,
Hf (UJ‘21 Cj) = 0. Por otro lado, si g < h, por definicién de supremo, existe
Jjo tal que g < dim# Cj,, y por la monotonia de la medida se sigue que

1o (U &) = +oo.

i>1

Conguntos numerables: Se tiene que dimg{z} = h,, pues para cada f € Z, su
medida es H/ ({z}) = 0. Luego, por la o-estabilidad, si E es un conjunto numerable
entonces dimg (F) = h,.

Monotonia: Si A C B entonces dimg B < dimg A. Esto es consecuencia de la
o-estabilidad.

Invariancia por funciones de tipo Lipschitz: Para esta propiedad necesitamos que
las funciones de % satisfagan la propiedad de duplicacién (2.2).
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e Sit:C — 9(C) es Lipschitz (con constante ¢) entonces
dimg ¢ (C) < dimg C.

En efecto, si {U;} es un ¢-cubrimiento de C, se tiene que ¥(U; N C) es un cd-
cubrimiento de v¥(C), por lo que, si k es un entero tal que ¢c27% < 1 y usando que
h es no decreciente y satisface (2.2), se tiene que

S h(U(U; N C)) < 3 hiell; N CY) < e 37 R(U; 1O,

J

y entonces
(2.10) H"(¥(C)) < chH"(O).

Pongamos f = dimg ¢(C) y g = dimg C. Si g < f, por la definicién de dimg se
tiene que H/(C) = 0, y por (2.10), H/ ((C)) = 0; ademds, H9(¥(C)) = oo. Luego,
por la definicién de f, existe h € F que satisface g < h y h < f; pero entonces
H"(C) = 0 por la definicién de g, y por (2.10) se sigue que H"(¢(C)) = 0, lo que
contradice la definicién de f. Como .%# es linealmente ordenado, concluimos que
f = g, que es lo que queriamos demostrar.

e Sip:C — ¢(C) tiene inversa Lipschitz (|Jz—y| < k [p(z) —p(y)|, Yo,y € RY,
para algin k > 0), entonces dimg C = dimg ¢(C). Este resultado se obtiene
siguiendo un razonamiento analogo al anterior.

Notamos que dimg ¥(C) = dimg C cuando v es bi-Lipschitz. En particular,
dim g preserva movimientos rigidos.

Obviamente una buena generalizacién de dimpy en este sentido debe contener
a la familia {2°},>0. Al final del capitulo exhibimos un ejemplo de una familia de
funciones de dimensién que dan una generalizaciéon natural de dimy.

2.4. Anadlisis de conjuntos cut-out

En esta seccién estudiamos las dimensiones fractales usuales de la siguiente
familia de conjuntos.

Definicion 2.20. Sea a = {ay} una sucesién positiva, monétona no creciente
y sumable. Sea I, un intervalo cerrado de longitud Zzozl ap. Definimos %, como
la familia de todos los conjuntos cerrados E que estdn contenidos en I, y son
de la forma E = I, \ U5, U;, donde {U;} es una familia disjunta de intervalos
abiertos contenidos en I, tales que |Ug| = ay, Vk. Los elementos de €, se denominan
conjuntos cut-out asociados a la sucesion a.

Notamos que todo miembro de %, tiene medida de Lebesgue nula. Mas atn,
todo compacto de medida nula de R, salvo traslaciones, pertenece a 6, para alguna
sucesion a.

Observacion 2.21. El conjunto de Cantor asociado a la sucesién a pertenece
a C,. En este caso, ya que a es no creciente, la sucesion {|IJk|}(k )’ conl<j<2k
J
y k > 1, es (lexicogréficamente) no creciente.

Analizamos el comportamiento de las dimensiones fractales Hausdorff y box de
los elementos de %, por medio de la sucesién a que los define.
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Besicovitch y Taylor en [BT54] relacionaron la medida y dimensién de Haus-
dorff H®* de F € €, con el decaimiento de la sucesién a. Para motivar esta relacién,

sea
Tn = Z Q.
jzn
de modo que 7, decrece a 0 y pongamos b, = r,/n. Consideremos el conjunto de
Cantor C, = () Ex. Es de esperar que los cubrimientos formados por los intervalos
de la k-ésima etapa Ej, a medida que k crece, den una buena aproximacion de
H*(C,). Si ponemos como en la ecuacién (2.7)

2k_1 2k_1
&;:UJ?:@\LJ@,
1=0 =1

con |L;| = a;, entonces notamos que la longitud promedio de estos intervalos cerra-

dos es
2k_1 |

Ilk| Tok

E T = 3 = bzk.
2k 2k

=0

Luego, reemplazando la longitud de cada intervalo por su longitud promedio es ra-
zonable pensar que la sucesion ka;k da asintéticamente informacién sobre H*(C,,).
El articulo [BT54] muestra que esta intuicién es correcta.

Damos a continuacién el Lema 1 de [BT54] con su corolario. La demostracién
es la formalizacion del argumento dado arriba.

Lema 2.22. Sea a una sucesion positiva, mondtona no creciente y sumable y
sea E € 6,. Luego, para 0 < s <1 se tiene que
H*(F) < lim nb;.

n—oo

DEMOSTRACION: Supongamos que lim nbS < +oo pues si no es trivial. De-
n—oo

notemos con {U;} a los intervalos complementarios de E en I, con |U;| = a; (como
en la Definicién 2.20). Para cada n > 2, sea

n—1
Fo=1,\JU;

j=1
de modo que E, consiste de n intervalos cerrados {J'}?_; (un punto aislado se
considera un intervalo degenerado) cuya longitud total es r,. Ademds F C F,.

Sean € > 0 y § > 0. Por definicién de limite inferior y ya que r,, decrece a 0,
existe m tal que
Tm <0 y mb;, < lim nb; + ¢,

n—oo
por lo que F, resulta un d-cubrimiento de E. Para estimar el tamafio de este
cubrimiento, puesto que la potencia z° es concava, podemos usar la desigualdad de
Jensen para obtener

m
T s .
Z\Jim\sgm(—m) < lim nb;, +¢.
i=1 m n—oee
Como ¢ es arbitrario se tiene que

HY(F) < lim nb] + ¢,

n—oo
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de donde se sigue el resultado pues € también es arbitrario. O

Si definimos el ntimero

ala) = lim a,, donde nby™ =1 V¥n,

n—oo

entonces se tiene el siguiente corolario.
Corolario 2.23. Para E € €, se tiene que 0 < dimy E < a(a).

DEMOSTRACION: Si a(a) = 1 no hay nada que probar. Si a(a) < 1y s cumple
ala) < s < 1 entonces se tiene que lim nb? = 0. Luego H*(E) = 0 por el

—n—00

Lema 2.22, de donde dimgy E < a(a). O

Ademss, es inmediato del Lema 2.22 que para todo E € %, se tiene que
dimyg E < inf{s > 0 : limnb; < +oo}.
De hecho, no es complicado ver que a(a) = inf{s > 0 : limnb? < 400} (ver la

Proposicién 4 de [CMMSO04]). Ademds, como consecuencia de otro resultado de
[BT54] (ver Proposicién 2.29 en la siguiente seccién), se deduce que

(2.11) dimy C, = inf{s > 0 : limnb;, < 400},
por lo que dimg C;, = «(a). En la siguiente seccién (Teorema 2.31) obtenemos el
resultado simétrico para el caso packing:
(2.12) AC, = inf{s >0 : limnb?, < +o0}.
Por otro lado, para estudiar las dimensiones box, notamos primero (ver [Fal97],

pag. 52) que todo E € %, tiene la misma dimensién box superior y la misma
dimensién box inferior. Estas se relacionan con las constantes

. logl/k — logl/k
2.1 =1 =1 :
(2.13) V(o) = lm Sy Bla) = i

En efecto, dado E € %, las Proposiciones 3.6 y 3.7 de [Fal97] dicen respectivamente
que

(2.14) v(a) < dimgE < dimpE < B(a)
Yy
(2.15) 1 —dimgzE 1 1 1

— = < — < ——— .

dimz E(1 — dimpFE) (@) = Ba) = dimpE
Como consecuencia de estos resultados, la dimensién box de E € %, existe si y sélo
si v(a) = B(a), en cuyo caso

log1/k
dimp E = lim 1281/K,
k—oo logay
Ademss, de las desigualdades es inmediato que dimpFE = 3(a). Usando esto, por
la primera desigualdad de (2.15) se obtiene la siguiente cota para la dimensién box
inferior: (@
. yla
dimpgF < ———————.
P T 1-8(a) +9(a)
Este resultado mejora el obtenido en [CMMSO04], ya que en la Proposicién 4 de
ese trabajo se prueba que

v(a

| )
S e EEIO)
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Por otro lado Tricot en [Tri95] prueba que
lim a, = 3(a) = dimgFE.

A continuacién probamos un resultado simétrico para dim g, es decir, probamos que
log1/k
log ay
de Tricot dice que limdy = lim a. Sin embargo no vale lo mismo para el limite

inferior, ya que (como senalamos) lim,_, o, = dimpFE y en [CMMSO04] se prueba

que v(a) = lim dy, puede ser estrictamente menor que dimgF.
Asociamos a la sucesion a las sucesiones sumables ¢ y @ definidas como

(Proposicién 2.25) lim, . «a,, = dimgFE. Si denotamos dj, =

, el resultado

a, =agr+1_1 Y Gn = agr,
con 2" < n < 2" luego a, < a, < a, Vn.

Observamos que los conjuntos C, y Cz son conjuntos centrales. El siguiente
resultado es la Proposicién 3.1 de [CHM97].

Proposicion 2.24. Si C' es un conjunto de Cantor central entonces
dimy C = dimzC.
Probamos ahora el resultado prometido.
Proposicion 2.25. Para toda sucesion a no creciente tenemos que
dimpC, = dimy C, = a(a).
Observacion 2.26. Esta proposicién en particular dice que para estos conjun-
tos Cy, la dimensién de Hausdorff y la box inferior coinciden.
DEMOSTRACION. Mostramos primero que
limnb? < limnb, < 8limnb’.
La primera desigualdad es inmediata pues b, < b,. Para la otra, sea {n;} una
subsucesién de los naturales. Entonces existe una sucesién {l;} que verifica 2t =1 <
n; < 2t de donde 2% b%,, < 2n;by, v por consiguiente
lim 2705, <2 lim nb.

k—o0 n— o0

Ahora para 2in < n < 2intL,

oo
Tn < Y@= 2" Fagi,

k>2in k=0

o
<2 § 2 TR ik = 2 Toino1 < 2 Toin-1;
k=0

ngi <4lm; ij;j <8lim,,_,  nb;.

Luego, por (2.11) se sigue que dimy C, = dimpy Cg, y por la Proposicién 2.24
tenemos que

se sigue que lim

n—00

dimy C, = dimC3.
Por otro lado, con la notacién usada en la definicién de la dimensién box, tenemos
que N(C,,d) < N(Cg,6) (se hacen corresponder los puntos de C, y Cg con una
biyeccion que preserva el orden; luego, si dos puntos de Cg estdn contenidos en un
abierto U, los puntos correspondientes de C, van a estar contenidos en un abierto
del mismo didmetro que U), por lo que dim;C, < dimzCj. (]
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Por esta proposicion tenemos en particular que
dimpE = inf{s > 0 : limnb; < 4oo}

para cualquier £ € %,. Por otro lado, ya que el exponente critico asociado a la
premedida packing de un conjunto dado es la dimensién box superior ([Tri82]), es
claro que dimpE = inf{s > 0 : limnb? < +o0}.

2.5. Caracterizacion de la dimensién de C,

El siguiente teorema generaliza a cualquier funcién h € 2 el resultado estable-
cido en el Lema 6 de [BT54] para las funciones z° (c.f. [CHMO3]). Muestra que
H"(C,) se comporta como nh(b,) cuando n — oco. Para la prueba, que es una leve
modificacién de la dada en [BT54], necesitamos los siguientes lemas.

Lema 2.27. Sea Cz un conjunto de Cantor central asociado a la sucesion a =
{an}. Entonces |Ilk\ = bor, con 0 <1 < 2F.

DEMOSTRACION: Recordemos que por (2.8), la sucesién tiene la forma agny; =
An, con 0 < j < 2™ n > 0. Entonces, por (2.6) se tiene que

on—k_q
B=X Y - X,
n>k j=0 n>k
1 1
T IO ILIEE S PN
n>k j=0 m>2k
y como |IF| = |IF|, el lema queda demostrado. O

k
Lema 2.28. Sea C =), Ul2:81 IF un conjunto de Cantor. Si un intervalo J

contiene 2! — 1 intervalos de la etapa N, entonces contiene al menos un intervalo
de etapa de la etapa N — 1+ 1.

DEMOSTRACION: Cada intervalo de la etapa N — 1+ 1 contiene 2!~ intervalos
de la etapa N. Sean IJN, ey Iﬁ2,_2 los intervalos de la etapa N contenidos en .J.
Sabemos que [ JN estd contenido en algun intervalo I’ de la etapa N — [ + 1. En
el peor de los casos posibles, I JJ\L , tiene el mismo extremo izquierdo que I’. Pero
entonces, los 2= intervalos Ijj\in,lfl, ceey I‘]Z\j»2l72 estan contenidos en un intervalo

de la etapa N — 1+ 1. ([

Teorema 2.29. Sea C, un conjunto de Cantor asociado a una sucesion mond-
tona no creciente. Para h € 9, tenemos que

1
= lim nh(b,) < H"(C,) <4 lim nh(by,).
DEMOSTRACION. Mostramos primero que H"(C,) < 4limnh(b,). Notemos
que
I = 2'agess =bye  para 0<j <2 k>0
i=0
Luego, por las identidades

|Ig| = Aok + (Cb2k+1 + a2k+1+1) + (a2k+2 + Qok+241 + Qok+249 + a2k+2+3) +...,
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L5 ™" = age_1 + (age+1_1 + agrer_q)+
+ (a2k+2_1 + Qgk+2_1 + Qok+2_1 + a2k+2_1) +...,
la Observacién 2.21 y el Lema 2.27, tenemos la siguiente estimacion

(2.16) 5] < 18] < 1L = byr < by,

v de aquf Y25 h(|IF]) < 2h(bos ).

Dado § > 0 existe ks tal que |I¥| < & para k > ks, esto es, para k > ks,
los intervalos cerrados de la k-ésima etapa forman un d-cubrimiento de Cy, lo que
implica que

HM(C.) < 2 lim 2%h(bor),
k—o0
y por esto H"(C,) < 4limnh(by,).

Resta probar la primera desigualdad. Supongamos que 0 < lim, _ __ nh(b,)
pues si no es trivial. Més atn, supongamos que lim, , _ nh(b,) < 4+00; una sencilla
modificacién del argumento que daremos sirve para el caso lim,, _ __ nh(b,) = +o0.

Dado € > 0, existe Ny tal que
(2.17) 28h(byr) > (1 —¢) lim nh(b,) para k> Np.

Sea § cualquier nimero que cumple
(2.18) 0 <9 < agng.

Sea {U,} un é-cubrimiento con intervalos abiertos de C,. Existe un natural N

tal que
E;, C UUj para todo k£ > N,
J

ya que si no tendriamos una sucesion decreciente de compactos no vacios con inter-
seccién Cy \ U r U; = 0. Por compacidad podemos suponer que contiene un nimero
finito de intervalos. Ademds podemos asumir que los intervalos {U;} son disjuntos,
pues si no los podemos achicar de forma tal que sigan cubriendo al conjunto. Reem-
placemos ahora a cada U; por el menor intervalo cerrado V; tal que V; D U; N Ey.
De esta forma, obtenemos un cubrimiento de C, que consiste de un nimero finito
de intervalos cerrados.

Si V; contiene n; intervalos cerrados de Ey, entonces

(2.19) > ny =2V,
J

ya que cada intervalo de Ey esta contenido exactamente en un intervalo de {V;}.
Sea [; el tnico entero tal que

(2.20) 2li <y < 20T,

Por el Lema 2.28 se sigue que V; contiene un intervalo IiN_l”'Jrl de la etapa N —1;+1.
Usando la Observacion 2.21 obtenemos que

(2.21) Vil = 1L = 1 > by e
Luego, por (2.18) tenemos que byn—1,+2 < agng, y entonces N — 142 > Ny. Asimis-
mo, como h es no decreciente tenemos que

RV;1) = h(bys1,+2)-
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En consecuencia, de (2.17) se sigue que

h([Vil) > (1 —¢) lim nh(b,)/2V 752,

n—oo

y por lo tanto, de (2.19) y (2.20), tenemos la cota

ST ]) > 51 —2) lim nh(b)

n—oo

Como {U;} es un é-cubrimiento arbitrario tenemos que

i > Koot i

n—oo

y el resultado se sigue haciendo € — 0. O

Observacion 2.30. Como consecuencia de este resultado, cualquier h € Z que
verifique h(b,) = 1/n hace a C, un h-conjunto. Esta es la condicién que satisface
la funcién h, € 2 encontrada en [CMMSO04], que ademds se construye de forma
tal que resulte concava. En ese articulo, la concavidad se usa para probar que
Hha (C,) < 400 (ver [CMMS04], prueba del Teorema 3). Notamos que usando el
Teorema 2.29 no es necesario pedir esta propiedad a la funcién de dimensién.

Una de las formas posibles de construir una funcién h € 2 que haga que
C, sea un h-conjunto es interpolando linealmente los puntos (by+1,1/(n + 1)) y
(bn,1/n), Vn > 0, y poniendo h(0) = 0. Esta funcién resulta céncava, lo que se
ve sencillamente mostrando que la pendiente en el intervalo (b,11,b,) es mayor o
igual que la pendiente en (b, b,_1). Esto equivale a que a,, > ay41.

Probamos ahora el siguiente teorema, que es en cierto sentido dual al resultado
anterior.

Teorema 2.31. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 2.29, tenemos que,

D im nh(b,) < PH(C,) < 8 Tim nh(b,).

n—oo n—oo
DEMOSTRACION. Para la primera desigualdad, supongamos que

im nh(b,) > d.

n—oo

Para probar que PP(C,) > d/8 basta con encontrar, para cada § > 0, un §-packing
{B;}; de C, con ), h(|B;|) > d/8. Notemos que como {a,} es mondtona no cre-
ciente, tenemos que

2k_1

(2.22) o) = b5 3 1181) < BT,
=0

Por hipétesis existe una subsucesion {n;};>1 tal que n;h(b,;) > d. Para cada j,
sea k; el entero que cumple 2ki < nj < 2Fi+1: entonces, por ser {b,} decreciente,
se sigue de (2.22) que

(2.23) d < nh(by,) < 25 (b, ) < 28 R(|157)).

Tomemos j suficientemente grande de forma tal que \Igj | < 4. El didmetro de este
intervalo es menor que el de todo intervalo de la etapa k; —1, por lo que la familia de
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intervalos {B - , donde B; esta centrado en el extremo derecho del intervalo
Ik‘_1 |B;| = |I 1, resulta un ¢-packing de C,, y por (2.23),

S h(B) = 257 2h(|157]) > dfs.

Para la segunda desigualdad, dado {B;}X, un §-packing de C,, definimos
k; = min{k : I]k C B; para algin 0 < j < 2F}.
Por la definicién de k;, B; estd centrada en un intervalo de la etapa k; — 1 pero no

lo contiene, por lo que |B;| < |IJ’?72|, donde Ijlffz es el intervalo de la etapa k; — 2
que contiene al centro de B;. Luego, por la monotonia de h y (2.16),

N N N
(2.24) STR(B) < SR ) < 3 hbys, ).
=1 =1 =1

Podemos suponer ademds que |B;| > ... > |By|, de donde k; > ... > ky. Denote-
mos l; > ... > Il alos k; que no se repiten. Sea 6,, la cantidad de veces que se
repite lm, o sea, 0, cuenta cudntas de las bolas {B;}X; contienen un intervalo de
la etapa l,,, pero no de la anterior. Puesto que {B;}Y; es una familia disjunta, 6;
no puede exceder la cantidad de intervalos que hay en la etapa l;, que es 2"1; cada
bola del packing asociada a [; contiene 227!t intervalos de la etapa lo, por lo que
0y < 22 — 6,22~ Continuando de esta forma obtenemos que

M—-1

QZM—ZGQW L — glu (1—25)

i=1

y entonces Zi:l 0;/2 < 1.
Elegimos ¢ suficientemente chico de forma tal que 211=3 > ng, donde

sup nh(b,) < lim nh(b,) + ¢.

n>ngo
Luego,
) < lj—3 _5) < 8( Iim
Z (|Bi]) Z 22253 by, ) 8(nh_)rr;onh(bn)+5) 7
de donde se sigue el teorema. a

Por el Teorema 2.31 obtenemos que Pé’“ (Ca) < 400,y por lo tanto los conjuntos
de Cantor asociados a sucesiones no crecientes no sélo son dimensionales sino que
ademds tienen una funcién de dimensién que simultdneamente equipara los procesos
de cubrimiento y empaquetamiento.

Ahora estamos en condiciones de completar la caracterizacién prometida en la
introduccién del capitulo. Para esto necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.32. Sean h,g € 9. Asumamos que 0 < H"(C,) y P}(C,) < +oo.
Luego
a) h=g < 0<lim, . ng(b,) <lim, . ng(b,) < +00;
b) g =h <<= lim, o ng(by) = +o0;
c) h<g <= lim,_ng(b,) =0.
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DEMOSTRACION. Por los Teoremas 2.29 y 2.31, como H"*(C,) > 0y P}(C,) <
400, existen constantes 0 < ¢ y Cp < 400 tales que
epl/n < h(b,) < Cpl/n,

de donde se siguen las tres condiciones necesarias. Por otro lado, si {y;} es una
sucesién que decrece a 0, entonces existe una subsucesién {n;} tal que

bnj+1 < Y < an

Por esto,
g(yj) g(bnr-) -1
< — < 2¢; nig(bn,
M) = Bl ) = o 900
' (y;)
9\y; > (20 -1 .
= h n; +1 g bnj )
ho = (2007 (g + Dglon, )
de aqui se siguen las condiciones suficientes. O

Tenemos ahora el principal resultado de esta parte.

Teorema 2.33. Sea a una sucesion mondtona no creciente, y sea h € 2 tal
que 0 < H"(C,) y P}(C,) < +o00. Entonces, para g € 9 tenemos:
a) h=g <= 0<HI(C,)y P§(Ca) < +00;
b) g<=h = HI(C,) = +o0;
¢) h<g <= PJ(C,) =0.
En particular, h serd equivalente a x° si y sélo si 0 < H*(Cy) < P5(Cy) < +00.

DEMOSTRACION. La prueba es inmediata por los Teoremas 2.29 y 2.31 y por
el Lema 2.32. (]

Corolario 2.34. Sea o = dimyg C, y 8 = AC,. Sea hy una funcion de dimen-

sion de C.

a) Si s<a y B<t entonces x° <hg y hg <z'. St H*(C,) =400 entonces
% < ha, y st HY(C,) < +o00 entonces x“ £ hy. Si P(')@(Ca =0 entonces
he < 2P, y si Pf(Ca) >0 entonces hy 4 zP.

b) En el caso a < 3, h, # x° para ningin s > 0. Ademds, si o <t < [ entonces
ha no es comparable con zt. En los casos limite, si HY(C,) < 4+o00 entonces
hq no es comparable con x%, y si Poﬁ(C'a) > 0, entonces hy, no es comparable
con zP.

DEMOSTRACION. En el caso H*(C,) < +oo, si z® satisficiera % < h,, la
Proposicién 2.19 implicarfa que H"e(C,) = 0, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto % £ h,. Andlogamente, POB(CQ) > 0 implica que h, # 2°, pues si no
P} (C,) = 400, contradiciendo el Teorema 2.31. El resto de las afirmaciones del
item a) son inmediatas por el Teorema 2.33.

Para mostrar b), si h, = 2* para algtin s > 0 entonces 0 < H*(C,,) < P§(C,) <
400, de donde o = 5. Ademas, por la Proposicién 2.19, se sigue que z® 4 h cuando
s > dimCy, y también h, A x°si 0 < s < (. O

Notamos que por las igualdades a = dimzC, v f = dimpC,, la parte b) de este
corolario enfatiza que para tener h, = z° es necesario que dimzC, = dimpC,. Pero
esta tltima condicién y el hecho de que C, es un a-conjunto no son suficientes para
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asegurar la equivalencia, y asf la hipGtesis del Teorema 2.33 a) no puede debilitarse
pidiendo sdlo la existencia de la dimension box y que C, sea un a-conjunto.

Teorema 2.35. Para cada 0 < s < 1, hay un conjunto de Cantor C, asociado a
UNG SUCESION a = {aj} mondctona no creciente que cumple dimyg C, = dimgC, = s
y 0 < H*(Cy) < 400, pero P§(C,) = +00.

k
DEMOSTRACION: Para construir esta sucesién ponemos \;, = (%) **°k donde
Ek:{ %, M < k< 2mtl =k — 2™ m par

0, en caso contrario

Definamos a; = A\j para 2k=1 < j < 2 y k > 1. El conjunto de Cantor central
C, nos provee el ejemplo. De hecho, es sencillo verificar que a es sumable, decre-
ciente y, usando (2.13), que dim C, = dimgC, = s. A continuacién verificamos las
afirmaciones sobre las medidas:

e 0<lim,_,  nb;: Ya que
i 1)* :
bgk = 22 >\k+1+i y )\j > 5 VJ,
i>0
tenemos que
k+1+1 . s 1 . s
1\ = ¢ 1 1)\ (717
kps k _ _
222 32 (3) 32 (3) = >0
>0 >0

: s : kps
y recordemos que lim,_,  nb; ~ lim;_ _ 2705,.

o lim, .. nbS = +00: Sea nj = 22’=1j impar. Luego

bnj = Z 2i)\2j+i > )\2]‘;
>0

por consiguiente
9i_1 27 (j—1)log2
1S —1yS 9% (-Dlos2
n]bnj >2 A3 = 224G -1 log2

que crece a infinito con j.

o lim,  _nb; < +4oo: Ahora ponemos n; = 2%’ para j impar y observamos que
S . S
21 . . 1
_ ] _ 201427 (=2) -1
(2.25)  n;by =n; E 2'Xpip1gi | = E E 2 ™ i
i>0 i>j I=1

Cada suma en [ estd acotada por un término geométrico; mas precisamente, si j es
suficientemente grande existe una constante Cs que depende sélo de s tal que

2 - 1\ I
7 ¥i —s

222 +1427 (15 ))\2i+l§03 (5) ,

=1

o equivalentemente,

1—

2 =) Fi—g

1 20429 (
(2.26) > 2N <C (§>
=1
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Esto no es dificil de ver cuando i es impar. Para i par obtenemos

2 2t
. 1\ s+
Z 2 )\Qi_;’_l < CS (5)

=1
para € chico. Luego (2.26) serd cierta si
11— /1
(2.27) 9 (ﬂ> > 9 <J> i
s+e¢ S

Pero la desigualdad (2.27) se tiene para todo i > j eligiendo ¢ chico y j grande
tales que €95 < €. O

Observacion 2.36. La hipdtesis de monotonia no creciente de la sucesion a
en los Teoremas 2.29 y 2.31 no se puede remover, como lo muestran los siguientes
argumentos.

Si a es una sucesién no creciente y a es cualquier reordenacién de a entonces
r¢ < 7. Luego, por (2.11) y como C; € %,, tenemos que

inf{s >0:limn(b?)* < +oo} > dim C, > dim Cj.

Observamos ademds que cada sucesién positiva y sumable a tiene una reordenacion
z para la cual dim C, = 0 (ver [CMPS05]). Esto muestra el contraejemplo para la
Proposiciéon 2.29.

Para el caso del Teorema 2.31 veamos que (2.12) no necesariamente es cierta
para una sucesiéon general. Sea @ un reordenamiento de a. Sea

n(a) := inf{s >0: limn(b)* < —|—oo}

y consideremos (@) como se definié en la Seccién 2.4. Notar que sit > n(a) entonces
a, < Cn*~Yt ¥n, y de aqui B(a) < L, lo que implica que B(a) < 12(:()&) Por
I f(ﬁa()&) < n(a). Luego, para mostrar que este teorema no es cierto en
general, exhibimos una sucesién no creciente a y un reordenamiento a de ésta para
el cual

consiguiente

B(a)
(2.28) B(a) < 950

y asi AC; = AC, = f(a) < n(a), donde A es el exponente critico para P, la

premedida packing. Para a,, = nl—p, pongamos

[ as, n = [log3*], n # 3/ Vj
ap = Qllog3k], N = Skv n # [10g3j1 Vj 5
A, en otro caso

donde [s] denota el menor entero mayor que s. Notar que este es un reordenamiento

de a ya que la sucesion {ﬂog 3’“1} es estrictamente creciente y [log 331] +# 3) para

cada | y cada j. Es sencillo verificar que 8(a) = 1/p y que gB(a) = 10%3. Por lo tanto

(2.28) vale para p > 101;)%31'

No obstante, los Teoremas 2.29 y 2.31 siguen siendo validos cuando C, es central
y de medida de Lebesgue nula, sin pedir ninguna condicién sobre el decrecimiento
de a. En efecto, donde se necesita la hipdtesis de decaimiento en el primer teorema
es en la desigualdad (2.21), mientras que en el segundo es en las desigualdades
(2.23) y (2.24); todas éstas siguen valiendo para conjuntos de Cantor centrales.
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Ademas, a cada conjunto de Cantor asociado a una sucesiéon mondtona no creciente
le corresponde un conjunto de Cantor central con h-medida de Hausdorff y h-
premedida packing equivalentes, por lo que los resultados para conjuntos asociados
a sucesiones no crecientes pueden ser deducidos de los resultados para conjuntos
centrales.

Una generalizaciéon de dimyg. A continuacién damos una aplicacién de los
resultados de esta seccién.

Sean p > 1y g € R. Consideremos la sucesién a definida por a,, = (logn)?/n?,
V' n > 1. Denotamos C,, 4 al conjunto de Cantor asociado a la sucesién a y definimos
la funcién de dimensién hy, ,(z) = m%/ (—logz)¥. Observamos que ésta es una
funcién duplicante.

Ya que v(a) = B(a) = 1/p, tenemos que dimy Cp 4 = dimp Cp , = 1/p para
cualquier ¢. Ademas, si ¢ = 0, C}, := Cp 0, que como ya dijimos en el Ejemplo 2.11,
es un 1/p-conjunto. Mds atin, ya que en este caso 7, ~ 1/nP~! el Teorema 2.31

1

implica que PO5 (Cp) < +o0. El siguiente corolario extiende estos resultados.
Corolario 2.37. Con la notacion de arriba,
0 < H'"™a(Cpq) < Pi79(Cpq) < +00.
En particular, Cp 4 es un hy q-conjunto.

DEMOSTRACION. Mostramos que ,, ~ (logn)?/n?~!, de donde es facil ver que
hp.q(bn) ~ 1/n. Supongamos primero que ¢ > 0. En este caso tenemos

r, > (logn)q Z kP> 1M

1
np
k>n

< (logt)?
TnS/ (log 1) dt,

o tp

que integrando por partes resulta

_ q oo q 1
r < 1 ((log(n 1)) / logt dt)

“p—1\ (n—-1)p—
1 q-1
_, lognyt +O((logn) )
np—1
(logn)?
SCQW’

donde ¢1 y ¢y son constantes que sélo dependen de p y gq.
Supongamos ahora que ¢ < 0. En este caso es facil ver que

rn < cs3(log n)q/npfl.

Por otro lado, integrando por partes dos veces y ya que g(¢ — 1) > 0 obtenemos

1 1 1 1 a-1 —1) [ (logt)i—2
> (ogn)? =~ g (logn)*™"  qlg—1) (logt)"™= .,
p—1\ nr-1 p—1 nrt p—1 J, tp—1

1 (logn)d ( q —1)
1 1 ;
“p—1 nr1 +p—1(0gn) 7

tomando n suficientemente grande se tiene que 7, > c4(logn)?/nP~1. O
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Notamos que hp 4 = hsy siy sélo si (1/p,q) <i (1/s,t) (aqui <; denota el

orden lexicografico en (0,1) x R). Definamos Hpl = H"».a, de modo que se tiene
1 1

que H#»"® = H». Como consecuencia del corolario anterior, concluimos lo siguiente.

Si g < 0, entonces (1/p,q) <; (1/p,0), de donde se sigue que H%(C’p,q) =0, ya
que H?”9(Cp4) < +o00. Por otro lado, si ¢ > 0, entonces (1/p,0) <; (1/p,q) ¥

HP9(C, 4) > 0 implican que H%(qu) = +400. Luego, la familia

Fa = {hpgtp>1,4er U{z} U{1},
provee una clasificacién mds precisa que la usual, dimg, = {z°}o<s<1; 0 sea, puede
distinguir mas conjuntos. Adem4s, la dimensién inducida por esta familia, denotada
dim g,, puede pensarse como el conjunto ((0,1) x R)J{(0,0)} J{(1,0)} ordenado

con <;, y la funcién de conjuntos dimpy resulta la restriccién de este orden al
conjunto (0,1) x {0}.



CAPiTULO 3

Sistemas iterados de funciones

Introduccion

Hacemos aqui una recopilacién de la teoria de sistemas iterados que nos seré 1til
en el resto de la tesis.

La definicién de un conjunto necesita de una regla o especificacion de los ele-
mentos que pertenecen al mismo. Por ejemplo, en el capitulo anterior, para definir
un conjunto de Cantor asociado a una sucesion, necesitamos indicar en cada etapa
cudl es el intervalo abierto que debe removerse. Frecuentemente, esta especificacién
viene dada por medio de una funcién, como por ejemplo, ‘ser el conjunto de pun-
tos que anulan la funcién’. Desde este punto de vista también se pueden definir
conjuntos de Cantor. Este es el enfoque que nos interesa presentar en este capitu-
lo: ver conjuntos de Cantor definidos por medio de sistemas iterados de funciones.
Bajo ciertas hipdtesis sobre estos sistemas se puede obtener informacién sobre la
dimension del conjunto.

3.1. Definicién de sistemas iterados

Trabajamos en R con la métrica dada por el valor absoluto.
Un sistema iterado de funciones (que denotamos SIF) es una familia de con-

tracciones {fo,..., fm} en D, donde D es un subconjunto cerrado no vacio de R.
Esto es, para cadai=1,...,m tenemos que f; : D — Dy
(3.1) |fi' (@) = [ )] < rile —yl,

para todo z,y € D y todo n > ng, con r; < 1. Cuando ng = 1, f; son contracciones
estrictas.

La propiedad fundamental de un sistema iterado es que determina un tnico
atractor. Mas precisamente, sea S la familia de todos los subconjuntos compactos
no vacios de D, i.e,

S={ACD:A=#0{es compacto}.
En S definimos una métrica dy de la siguiente manera:
dg(A,B)=inf{e >0: ACB. y BCA.}
donde A. es el e-entorno de A definido como
Ac.={z € D:|x—al <e, para algin a € A};

esta métrica de conjuntos es conocida como la métrica de Hausdorff. El siguiente
resultado es cldsico y puede encontrarse por ejemplo en [Fal90], Teorema 9.1 para
el caso de contracciones estrictas.

31
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Teorema 3.1. Sean {fo,..., fm} como en (3.1). Entonces existe un inico com-
pacto no vacio K que es invariante por f;, esto es,

(3.2) K = fi(K).
i=0
Mas ain, si definimos f:S — S por
F(E) = f:(B)
i=0

y llamamos f* a la k-ésima iteracion de f, definida inductivamente por fO(E) = E
y fE(E) = f(f*1(E)), entonces para cualquier A € S se tiene que

(3.3) ™A — K,
donde la convergencia es en la métrica de Hausdorff. Ademds, si f;(A) C A entonces

K= () f*(A).

n>1

Definicion 3.2. En vista de (3.3), el tinico compacto invariante recibe el nom-
bre de atractor del sistema iterado (ver [Hut81], [Fal86]).

Como K = |J;~, fi(K) se puede pensar que K es un conjunto en algin sentido
auto-similar, ya que se escribe como unién de “copias”de si mismo. En este trabajo
sin embargo reservaremos este término para un caso particular de estos atractores
(ver definicién 3.10).

Observacion 3.3. En lugar de D C R podriamos haber considerado cualquier
espacio métrico completo, pero para nuestros propdsitos no es necesario. Mds aun,
en los capitulos siguientes trabajaremos inicamente con el caso particular de SIF
formados por dos funciones.

Ejemplo 3.4. Consideremos el conjunto ternario A L. Notemos que A 1N [0, %}
y A% N [%7 1] son similares a A% pero escalados por un factor de % Luego, A% resulta
el atractor del sistema dado por las funciones gg,¢1 : [0,1] — [0,1] definidas por
go(x) = g2y g1(2) = g2 + 3.

En muchos casos los atractores tienen propiedades fractales: poseer una estruc-
tura geométrica fina, es decir, a medida que las escalas disminuyen el conjunto
conserva sus detalles; tener las dimensiones fractales menores que la dimensién
topoldgica del espacio ambiente. Pero, en general, no puede decirse mucho sobre la
estructura del atractor sin imponer més condiciones sobre las contracciones, como
lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.5. Sea {fo, f1} el SIF en R definido por fo(z) =0y fi(z) = 1.
Claramente el atractor es K = {0, 1}.

Ejemplo 3.6. Para 0 < r < 1, consideremos el SIF {g,0,¢,1} definido en
I =10,1] por
gro(x) =712, ¥y gra(x)=r24+1-"

Notamos primero que si r > 1/2 entonces

gT,O([Oa 1]) = [Ovﬂ ) [Oa 1/2} y gr,l([oa 1]) = [1 - 1] o [1/271]a
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por lo que I = g, () Ugr1(I), i.e., en este caso I es el atractor.

Por otro lado, si r < 1/2, el atractor es el conjunto r-adico A,, pues es sencillo
verificar que para cada k, los intervalos cerrados de la etapa k tienen longitud 7%,
mientras que las lagunas, longitud r*~1(1 — 2r).

Otra representacién de A, es la siguiente. Recordemos que €2 son las sucesiones
de 0y 1. Sea

K, := {(1 - T)ZWjJrl/rj twE Q+}7
j=0
el conjunto de las expansiones r-ddicas con coeficientes 0 y 1—r. Este es un conjunto

compacto. Ademds, dado w € 7T, por la linealidad de las similitudes y como tienen
razon de contraccién r, tenemos que

(1—r)2wj+1rj I, (1—T)ij+1rj+1+i(1—r).
720 i>0
Por esto dltimo se deduce facilmete que K, es invariante para el sistema {g, 0, gr,1}.

Entonces, por unicidad del atractor, se tiene que A, = K.

Un SIF {fo,..., fm} provee una codificacién natural al conjunto atractor. Para
ver esto, necesitamos el espacio simbdlico introducido en la Seccién 2.2, salvo que
ahora

Q,:={0,....,m}" y QF:={0,...,m}".
En Q% tenemos la topologia inducida por la métrica d : QF x QT — [0, +00) que
se define como antes:
2-IWATl £
d(w’T)_{ 0 siw=r71"
donde |w A 7| = min{k : wy, # 71}

Definimos ademds la aplicacién shift o : QT — QF por o(w) = wows .. ..
También consideramos este mapeo restringido a €,, esto es 0 : Q,, — Q,_1 se
define como o(w) :=wa...wp,.

Para abreviar la notacion, dados w € Q,, y X C D definimos

fw:fwlo-~-ofwn y Xw:fw(X>-

Supongamos que A € S es tal que
(3.4) filA)Cc A, i=0,...m.

Luego f(A) C A, de donde f"*1(A) C f*(A) para cada n > 1. Entonces {f™(A)}
es una sucesién decreciente, que por (3.3) converge al atractor K. Puesto que

FA) = | foren (A,

WwEN,

K = rw LJ j@y”wn@4)

n>1we,

se sigue que

Notese la analogia con la construccién de conjuntos de Cantor dada en el Capitulo 1;
K es la interseccién de etapas f*(A) que estdn ‘anidadas’. Ademés, para w € QT
se tiene que  fu, . w,. (A) C fur.w, (A)y

(3.5) [fuwrw, (A)] — 0 cuando n — oo,
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esto ltimo pues
| frroown (A)] ST"A],

donde 7 = méx{ry, ..., }. Existe entonces una correspondencia w4 : Q@ — K que
se define por
(3.6) maA(w) € () fur.wn(A),

n>1

i.e., ma(w) es el unico punto de la intersecién de arriba. Observamos que siempre
puede construirse esta correspondencia ya que puede elegirse A = K o A= D.

Proposicion 3.7. Sea {fo,...,fm} un SIF y sea A € S un conjunto que
cumple (3.4). Entonces 14 = wg := m, por lo que no depende de A. El mapeo 7 es
sobreyectivo.

Si las funciones f; son inyectivas y A cumple ademds que
(3.7) [itA)Nfi(A) =0, coni#j, 0<4i,j<m,
entonces ™ es un homeomorfismo, por lo que K resulta un conjunto de Cantor.

DEMOSTRACION: Daremos la prueba de la inyectividad de 7, que se prueba con
los mismos argumentos usados en la prueba de la Proposicién 2.14. El rol de I en
aquella prueba ahora lo cumple f,, ., (K). La sobreyectividad y la bicontinuidad
(con las hip6tesis correspondientes) se siguen también como en aquella proposicién.
Notamos que para la bicontinuidad se usa (3.5).

Sean w # 7 € QF. Existe n tal que w; = 7; para 1 <i < ny w, # 7,. Por ser
inyectivas las funciones del sistema, tenemos por (3.7) que

Awn N ATTL = fwlu,wn,l(fwn (A) n an (A)) = @

Por lo tanto w4 (w) # ma (7).
Finalmente, veamos que m4 = 7, lo que implica que 7 no depende del conjunto
A que cumpla (3.4). Debido a que K C A, tenemos que

fwl...wk (K) C fwl...wk (A)a
y como estos dos conjuntos decrecen a un punto, se sigue que i (w) = T4(w). O

Definicion 3.8. Dado un SIF {fo,..., fm}, el mapeo 7 definido en (3.6) es la
proyeccion de QF en el atractor K.

Para el conjunto A, tenemos una féormula explicita para la proyeccion.
Proposicién 3.9. La proyeccion I, : QY — A, estd dada por
I (w)y=(1-7) ij+1rj.
j=0

DEMOSTRACION: Denotemos g; = gri, donde g, ; es como en el Ejemplo 3.6.
Dado w € @, sea I' = gu,,...w, ([0,1]), de modo que II.(w) = (1,5, 12
Por la linealidad de las funciones g; tenemos la identidad

n—1

G, ...wn ((E) =r"x+ (1 — 7") Z ijrlTj,
=0

de donde

n—1 n—1
I = [(1 —r) ij+1rj, "+ (1—7) ij+1rj].
j=0 3=0
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Si ponemos p(w) := (1 —7)3 .5, wj+17?, entonces para todo n tenemos que
p(w) € I,n, por lo que IL.(w) = p(w), que es lo querfamos demostrar. O

Cuando las funciones de un SIF cumplen que f;(K) N f;(K) = 0, para i # j,
0 <i,j < m, se dice que el sistema satisface la condicion de separacion fuerte.
Como muestra la Proposicién 3.7, imponiendo esta condicién de separacién en el
SIF conocemos propiedades topoldgicas del atractor. Una condicién de separacion
mas débil sobre el SIF, clasica en el estudio de la geometria fractal, permite dar
informacion precisa sobre la dimensién del atractor de ciertas clases de SIF. Decimos
que un SIF satisface la condicion de conjunto abierto si existe un abierto no vacio
y acotado V' C D tal que

U sy cv,
i=0
y la unién es disjunta.

Definicion 3.10. Un SIF se llama auto-similar si las contracciones son simi-
litudes. En este caso el atractor se denomina conjunto auto-similar.

Sean {fo,..., fm} similitudes con razén de contraccién r;. Sea s el dinico real
positivo que satisface
(3.8) ro+ ...+, =1

(la funcién p(t) = r{ +...+rk, es decreciente, continua, f(0) = m y tiende a 0 en el
infinito). Este ntdmero es conocido como la dimensidn de similitud de K, y provee
una cota superior para la dimensién de Hausdorff de K, como se ve en la siguiente
proposicién.

Proposicion 3.11. Si s es la dimension de similitud de un atractor auto-
similar K, entonces
HI(K) <|K|® < +oo.
En particular, dim K < s.

DEMOSTRACION: Elevando a la k-ésima potencia la ecuacién (3.8), se tiene que
(3.9) > (1o o)t =1
weN

Por ser las contracciones similitudes, tenemos que | K;| = r;|K|. Ademds, iterando k
veces (3.2), resulta que K = Uweﬂk K,,. Luego, fijado § > 0, para k suficientemente
grande, {K, }weq, €s un d-cubrimiento de K, por lo que

Hy(K) < Y |Ko|* = K"
wEN

El resultado se sigue haciendo § — 0. (]

En realidad, se tiene el mismo resultado pero cambiando H® por P§ (damos
la prueba para un caso méas general en la Proposicién 3.22). Luego, ya que dimp
coincide con el exponente dimensional critico para la premedida packing, se sigue
que dimp K < s. Esta desigualdad puede ser estricta. Por ejemplo, si consideramos
el sistema del Ejemplo 3.6 para r = 3/4, entonces

s =log2/log(4/3) > 1= dimpKs.
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Por otro lado, Hutchinson ([Hut81]), inspirado en el trabajo de Moran [Mor46],
probé bajo la hipétesis de la condicién de conjunto abierto, que 0 < H*(K) (ver el
Teorema 3.23), por lo que en este caso

dim K = dimp K = dimgK = s.

Falconer en [Fal89] obtuvo que dim K = dimpK para cualquier conjunto auto-
similar (no solamente los que satisfacen la condicién de conjunto abierto).

Usando un resultado de Bandt y Graf [BG92], Schief [Sch94] probd que en
realidad la condicién de conjunto abierto equivale a que 0 < H*(K). Pero esto no es
vélido en el caso packing, pues Peres et. al. en [PSS00b] mostraron la existencia de
una familia de conjuntos auto-similares en la recta que cumplen que en su dimensién
tienen medida de Hausdorff nula pero medida packing finita y positiva.

3.2. Sistemas regulares

Queremos considerar funciones méas generales que similitudes. Por ejemplo, las
funciones fy, f1: [0,1] — [0, 1] definidas por
1 1 1 2 1
folz) = gz + Ex2v file) = qo+ 5 — o

dan un atractor K que es una ‘perturbacién no lineal’ del conjunto ternario A 1.

Definicion 3.12. Decimos que {f; : I — I}i—,...m, donde I es un intervalo
cerrado, es un sistema iterado reqular si f; es continuamente diferenciable y satisface
las siguientes propiedades:

Contractividad: Existen 0 < o, 8 < 1 y ¢ > 0 tales que para todo n € N y toda
w € Qp,

(3.10) a" < |fl(x)] < ¢f™ paratodo z € I.

Distorsion acotada: Existe b > 1 tal que para todo n € Ny toda w € Q,,
1 (@)

(3.11) b < =22 <b paratodo x,y € I.

ERrAO1

Por la segunda desigualdad de la condicién (3.10), las funciones de este tipo
de sistemas iterados no necesariamente tienen que ser contracciones estrictas, pero
si tienen que serlo todas las posibles combinaciones de n iteraciones para todo n
suficientemente grande. Esto nos asegura que las sucesivas imagenes de I decrecen
geométricamente, como vemos en la parte del siguiente lema.

Lema 3.13. Sea {fo,..., fm} un sistema reqular. Se tiene que:
(1) Dado w € £,
o] < ¢f" 1.
(11) Si A C I entonces
- | Au|
|Ap~! < < blA| para todo x € I.
£ ()]

(111) Ademds, para todo T € €
DAL AL < [Aur||A] < blAL[I AL

En particular
ab™Ay| < |Awil < |Au|eBb.
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DEMOSTRACION. (1) Sea I = [a,b]. Por (3.10), f, es mondtona en I, de donde
se sigue por el teorema del valor medio que

Lol = |fu(D)] = [fu(a) = fu(®)] = £,
con £ € I. Luego, para cada w € §2,, tenemos que
o] < ¢f" 1.

(11) Por la igualdad |A| = | A|, podemos suponer que A es cerrado. Sean y,z € A
tales que |Ay| = |fu(y) — fu(2)|. Entonces

[Aul = [£o Oy — 2] < bl fo,(2)]|A],
donde £ es un punto de la cdpsula convexa de A. Por otro lado, si g, Z € A son tales
que |A] = |§ — Z| entonces
[Aul 2 1fo(@) = fu(D)] = 7 ()] Al
(111) Como A, = fu(A;), existen x,y € A, tales que

[Aur| = Ifu(@) = fo)] = 1Lz =yl < LA

Por otro lado, si #,§ € A, cumplen que |A,| = | — |, entonces

[Aur| 2 1fu(®) = (@) = 1L (E)]A].

Luego, (111) se obtiene de (I1).
La ultima afirmacién es valida pues a]A| < |A;] < B|A|. O

La propiedad de distorsién acotada tiene consecuencias geométricas que per-
miten dar informacién sobre las dimensiones fractales del atractor. Notemos que si
J y J son intervalos y w € €2,,, entonces por el Lema 3.13 (111)

=l 2ﬂ7
I el
por lo que para cada w € ,, f, preserva, salvo una constante fija, las razones
entre las longitudes de las imagenes de intervalos.
A veces resulta conveniente expresar la condicién (3.11) de la siguiente manera:

|log | fZ, ()| —log | f4,(y)]| < logb.
Antes de ver las consecuencias de la distorsién acotada, veamos qué clase de fun-

ciones tienen esta propiedad.

Definiciones 3.14. Una funcién g : D — R es n-Hélder continua con cons-
tante ¢ y exponente n > 0si |g(x) —g(y)| < élz—y|" para todo x,y € D. Denotamos
con C"(I) a la clase de estas funciones.

El modulo de continuidad de la funcién g se define como

mg(t) = zsggl{lg(fc) =g |z —yl <t}

Decimos que g satisface la condicion de Dini si

(3.12) A my (1) % < 40,

Denotamos con CP™(I) al conjunto de todas las funciones definidas en I que satis-
facen la condicién de Dini.
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Proposicion 3.15. Toda funcion n-Hélder continua satisface la condicion de
Dini.

DEMOSTRACION: Es inmediata la cota my(t) < ¢t", por lo que (3.12) resulta
finita. (I

Si C°(I) denota las funciones continuas en I y C'(I) las funciones con derivada
continua, entonces si a < 7 tenemos las contenciones

cH(I) ccn(I) ccoI) ceP™M(I) c cor),

por lo que estos espacios funcionales dan escalas intermedias entre la continuidad
y la suavidad.
El siguiente es un resultado conocido (ver [FJ99)).

Teorema 3.16. Supongamos que el sistema { fo, ..., fm} satisface la propiedad
de contractividad (3.10). Si las derivadas cumplen la condicion de Dini, entonces
el sistema tiene la propiedad de distorsion acotada. Mds ain, si J es un intervalo
con |J| <8 yx,y € J, tenemos la cota

(3.13) |log | £, ()| —log | f.,(y)I| < Ds,
donde
1 n—1 )
Ds = o Zo(mfé + ... +mf7/n)(cﬂ]5) 5—>
i=

con o, y ¢ como en la Definicion 3.12.
Para la prueba del teorema necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.17. Sea {a,} una sucesion decreciente tal que “*—>"=2 > ¢ >0 para
todo n. Entonces Zn>1 mg(ay) < 400 si g satisface la condzczon Ding.

DEMOSTRACION: Usando que el médulo de continuidad es mondtono no decre-
ciente, tenemos que

1 dt %n dt
> — = t)—
400 A mg(t) ; n>1/a myg(t)

nt1 t

Qp — 1
> Z e mg(ang1)
n>1

>c Z my (1),

n>1

que es lo que afirma el lema. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.16: Por la definicién de médulo de conti-
nuidad, si z,y € I, con |z — y| < p, entonces

@) = 1H W] < 1fi(x) = Fi )] < my(p).

Por contractividad tenemos que o < | f/(y)|, de donde se sigue que

@l e (mf("’)) ,

= e a

o equivalentemente

(3.14) log |()] ~ los | F{ ()| < ~my; (o)
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Sean x,y € J. Notemos que por la regla de la cadena,
(3.15) fo@) = £, (fanown (@) £, (foswn () - £, ().

Recordemos que 0(w) = ws . ..wy, por lo que 09 (w) = wj4q . ..wy. Luego

|log | £, ()| —log | £, (y Z|10g|wa (foi () (@))] = Log | £, (foi ) ()]

Jj=1

Como [y (w) (), foi(w)(¥) € Joi(w), s tiene por el Lema 3.13 (1) que

|fo’j(w)(x) - fcj(w)(y” < Cﬂn7j57
y entonces por (3.14),

|10g|fb/dj(f0j( (z))| — log|f,, (faﬂ(u)( ))|| < ;mfi/(cﬂ”*jé).

Finalmente, reordenando la suma obtenemos

1 n
(3.16) [log|fL(x)| = log [fL ()] < =D myp(cB"775)
Jj=1

Q

n—1
(mfé (e8)+...+my (cﬂjé)) < 400,
j=0

<

Q\»—‘

donde la 1iltima desigualdad se tiene por el Lema 3.17.
Para ver que Ds — 0, sea [ el mayor entero tal que § < 3. Notamos que [ crece
a oo cuando & decrece a 0. Entonces, por la monotonia del médulo de continuidad,

n—1

(mfg(c/Bjé)Jr...+mf;n(cﬂj§)) < Z(mf{)(cﬂjH)+...+mf;n(05j+l))
§=0
n—1+1

= > (mp(eB) +...+myp (cB)),

|
—

n

<.
Il
=)

y esta tltima expresién tiende a 0 cuando [ crece, pues a; = ¢3? cumple la hipdtesis
del Lema 3.17. (]

Corolario 3.18. Si el sistema {fo, ..., fm} satisface (3.10) y las derivadas son
n-Holder continuas, entonces

(3.17) |log | fL, ()| = log | fL()|| < C&"
donde x,y € J y |J] < 4.

DEMOSTRACION: Como my/(t) < ¢;t", se sigue de las desigualdades (3.16) que

n—1
log [ £, ()] = log |fL ()] <D (co+ -+ cm)(cB76)"
j=0

cn
<(co+...+ cm)maﬂ7

que es lo que afirmamos. [
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Un caso particular de sistemas regulares son aquellos donde las transforma-
ciones son similitudes. Como ya mencionamos, en este caso el sistema tiene asociada
la dimensién de similitud, que es la unica solucién de la ecuacién (3.8), y que da
una cota para las dimensiones del atractor.

Para los sistemas regulares en general también podremos relacionar la dimen-
sion de atractor con la solucién de una ecuacién asociada al sistema. Veremos a
continuacién esta ecuacion y su buena definicion.

Teorema 3.19. Sea {fo,..., fm} un SIF regular. Para todo s € R, el limite

(31) T(s) = Jim +log Y 7))

weQy,
eziste y su valor es independiente de x € I. Ademds se tiene la cota
(3.19) bt exp(KY(s)) < D [fL(2)]° < bexp(kT(s))
weNy,
Para la prueba es necesario el siguiente resultado (ver [Fal97], Corolario 1.2).
Lema 3.20. Sea ¢ € R tal que la sucesion {ay} satisface
Ak4m Z ap +am +

para todo k,m € N. Entonces a := limy_. ax/k existe (puede ser —oco). Ademds,

ar > ka — ¢ para todo k.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.19: Sea sy = 3 .o [f5(2)]°. La idea es
mostrar que la sucesién {s;} es sub-multiplicativa: sgym < bsgpSm, donde b es la
cota de la distorsién. Entonces la convergencia se seguird del Corolario 3.20.

Tenemos que
skim = Y L@ =YY @)

WENk4m KEQL Qim

Por la regla de la cadena, si ponemos y = f,(x), entonces

fir(@) = (fuo f2)(2) = fily) - f1(2).
Luego,
R A S ATI
€L, REQ,
Usando la distorsién acotada (3.11), se sigue que
(3.20) LY I@P < Y AW <0 Y £ @)
REQ REQy REQ
en consecuencia
b lsps, < Sktm < DSkSm-
Poniendo aj = log s; tenemos que

ar + ap —logb < agym < ag + ay, + logb,

y por el Corolario 3.20, el limite (3.18) existe para « € I. Ademds, si en (3.20)
tomamos logaritmos y dividimos por k, vemos que el limite no depende del punto
x € I elegido.

Finalmente, aplicando el Corolario 3.20 a las sucesiones {ay} y {—ax} obtene-
mos que

kY (s) —logh < ar < kY(s) + logb,
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de donde
bl exp(kY(s)) < s, < bexp(kY(s)),

lo que concluye la prueba del teorema. [
El siguiente es el Lema 5.2 de [Fal97].
Lema 3.21. Y(s) es continua y estrictamente decreciente, con
Sl}’r_noo'f(s) =400 y SEIEOOT(S) = —00.
En particular, T tiene un unico cero.

Observamos que en el caso en que las funciones f; del sistema son similitudes
con razon de contraccién r;, tenemos que

1 s
T(s) = k11—>120 Elog Z (Fay + e -Twy, )"
weN

Luego, si s4 es la dimensién de similitud, se sigue de la igualdad (3.9) que YT (s4) = 0.

Veamos ahora de qué forma se relaciona el cero de T con la dimension del
atractor de un SIF regular. El siguiente resultado, aunque es conocido, no aparece
demostrado en la literatura clésica.

Proposicion 3.22. Sea K el atractor de un SIF regular y sea s tal que Y(s) =
0. Entonces P§(K) < +o0.

DEMOSTRACION: Por la igualdad Y (s) = 0, se sigue de (3.19) que
b Y @) <b
weN,
para todo n > 0. Luego, por las desigualdades (11) del Lema 3.13,
(3.21) bK< Y KL < VK.
(SIS 97%

Dado 0 < § < |K|, sea B la bola centrada en x € K de radio ¢. Como |K,,| < ¢f"|K]|
para todo w € €, sea k el primer natural tal que K, C B para algin w € (.
Luego, por el Lema 3.13,

1Bl < 2| K, | < 20/afKyl.

Consideremos ahora un d-packing {B;})_; de K. A cada B; le corresponde un
natural n; y una palabra w/ en 2y, tal que K,; C B;. Entonces

N N
DBl < (20/a)" Y (Kol
j=1 j=1

Sea n* = madx{ni,...,ny}. La idea es acotar el tamano del packing dado por
el tamano del cubrimiento {K, }weq, . -
Por el Lema 3.13 (111) y por la primera desigualdad de (3.21) se tiene que

Yo Kui P = 0K [T K Y K
TEQp* _p . TEQn*,n.A

J J
> b 278K, |5



42 3. SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES

Ademés, puesto que K N K ;s = 0, los conjuntos del nivel k
{Koirtreu_,, v {Ku T}reﬂn*_nj,

son disjuntos. Por consiguiente,

N

> IBjI* < (2b/a)? Z|Kw]

Jj=1
S(Z/a)562<”5)2 > Kl

J=1TE€Qps
< (2/a)* P N K[
WE, *

< (2/0) POHIK,
donde la tltima desigualdad es consecuencia de (3.21). Se sigue que
P(K) < (2/a)" BPCHIK | < oo,
lo que concluye la prueba. O

Bajo la hipdtesis de la condicién de conjunto abierto, el cero de T es la dimen-
sién del atractor. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado. La demostracion
es andloga a la dada, para el caso auto-similar, en el Teorema 8.6 de [Fal86] (ver
también [Fal97], Teorema 5.3).

Teorema 3.23. Si un SIF regular satisface la condicion de conjunto abierto,
entonces 0 < H*(K), donde s es tal que Y(s) = 0. En particular s = dim K =
dimBK.

La funcién T fue originalmente introducida por Bowen en el contexto de es-
tablecer la dimensién de Hausdorff de algunos conjuntos especiales (ver [Bow79]).

3.3. Sistemas conjugados

Hemos analizado hasta aqui conceptos relacionados con la dimensién de los
atractores de los sistemas regulares. Introducimos ahora la nocién de conjugacién
entre dos SIF y mostramos que bajo ciertas hipdtesis las dimensiones de los atrac-
tores estan relacionadas.

Definicion 3.24. Los sistemas iterados {f; : I — I}i=o,...m ¥ {fz I —
I}i=o,....m son conjugados si existe un homeomorfismo h : I — I tal que

(3.22) ho f; = fioh.

La funcion h es la conjugacion entre los sistemas.
Si la conjugacién es un difeomorfismo C!, entonces los sistemas se dicen C*-
conjugados. De la misma forma se definen las conjugaciones CF+7, Ck+DPIN y coo,

Los atractores de sistemas conjugados estan relacionados de la siguiente mane-
ra.
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Proposicién 3.25. Sean {fo,..., fm} ¥ {fo,. ... fm} dos sistemas conjugados
con atractores C y C respectivamente. FEntonces, si h es la conjugacion, se tiene
que

C = h(C).

DEMOSTRACION: Se sigue de (3.22) que
U fia(@)) = ko £i(C) = h(O).
i=0 i=0

Por la unicidad del atractor se sigue el resultado. (I

Por esta proposicién, los atractores de sistemas conjugados tienen las mismas
propiedades topolégicas. La siguiente es una consecuencia inmediata de la Proposi-
cién 2.6.

Proposicion 3.26. Sean C y C los atractores de dos sistemas bi-Lipschitz-

conjugados. Luego, 0 < H*(C) (H*(C) < +00) si y sdlo si 0 < HS(G) (’Hs(a) <
+00). Lo mismo vale para P* y Ps. En particular, las C*-conjugaciones preservan
las dimensiones fractales.

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicion 3.27. Sea (C,{f; : I — I}i=o,....m) un sistema regular. Luego, un
Ct-difeomorfismo h : I — I induce el sistema C'-conjugado (h(C),{go,---,9m}),
donde g; = ho fio h™'. Este sistema resulta reqular.

DEMOSTRACION: Notamos primero que para w € €, se tiene que

9(@) =K' (fo o W7 (@) (W (@) (W71 (2).
Sean My = mzl’n|h’(ac)| y My = mfmx|h’(x)|. Luego

M1 _ Ml
2 / < 2 h 1 < o lpgn
(3.23) |90 (2)] < M0|f“( (z))] < ST
Y M, My \"
o B (3

o)l = 3" > ()
por lo que {go, g1} satisface la contractividad. La distorsién acotada se verifica de
la misma forma. U

Observacion 3.28. Puede ocurrir que las funciones f; de la proposicién sean
contracciones estrictas, i.e., que |f;(x) — fi(y)| < riJx — y|, con r; < 1, pero que sin
embargo las funciones del sistema inducido no lo sean, como se ve en (3.23).

3.4. Conjuntos de tipo Cookie-cutter

Antes de introducir los sistemas iterados con los que trabajaremos, necesitamos
pedir una condicién de distorsién mas fuerte.

Definicion 3.29. Un sistema regular { fo, f1} satisface la propiedad de distor-
sion acotada fuerte (DAF) si existe una sucesién {B;} tal que para todo z,y € J,
con |J| < ¢f, y toda w € €, se tiene que

[fo(@)] _ con BN 1.

(3.24) A0 >l
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Observacion 3.30. Es claro que DAF implica distorsién acotada. Sin embargo
no tenemos ejemplos que nieguen el reciproco.

Observacion 3.31. Por el Teorema 3.16 y el Corolario 3.18, los sistemas regu-
lares cuyas derivadas son Dini o n-Ho6lder continuas satisfacen esta propiedad. Para
este ulitmo caso podemos elegir B; = 66‘“, con ¢ independiente de .

Definicion 3.32. Un sistema iterado { fo, f1}, con f; : [0,1] — [0, 1], es de tipo
cookie-cutter o hiperbdlico si es regular, satisface la propiedad DAF y ademds se
cumple la siguiente condicién de separacion:

(3.25) 0= fQ(O) < f()(l) < f1(0) < fl(l) =1.

Al atractor de este sistema se lo denomina conjunto cookie-cutter o hiperbélico. Si
las derivadas son estrictamente menores que 1, entonces el conjunto es estrictamente
hiperbdlico. Cuando las derivadas de f; son a-Hdélder continuas, el conjunto se dice
que es C' T hiperbélico, y andlogamente cuando las derivadas son Dini, se dird que

es CP™I(T).

Observacion 3.33. En la definicién puede tomarse cualquier intervalo cerrado
I en lugar de [0, 1].

Notamos ademds que la condicién (3.25) implica que las derivadas de las fun-
ciones del sistemas son positivas en todo punto de su dominio.

Los sistemas hiperbdlicos satisfacen la propiedad de separacion fuerte. Esto nos
dice que en particular también cumplen la condicién de conjunto abierto. Por la
Proposicion 3.7 y el Teorema 3.23 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.34. Sea C' un conjunto hiperbdlico. Entonces C es un conjunto de
Cantor y ademds verifica

0<H*(C) < P3(C) < +o0,
donde s es tal que Y(s) = 0.

Notamos que por este teorema, la dimension de Hausdorff de los conjuntos
cookie-cutter es positiva, ya que T es una funcién decreciente que verifica Y(0) =
log 2. En la siguiente proposicién, siguiendo [Bed91], mostramos a que los conjun-
tos hiperbdlicos tienen medida de Lebesgue nula. Esta medida coincide con la de
Hausdorff 1-dimensional, lo que implica, por el teorema anterior, que la dimensién
de los conjuntos hiperbdlicos es estrictamente menor que 1.

Haremos uso del siguiente lema.

Lema 3.35. Eziste una constante ¢ > 0 tal que para todon >0 yw € Q,,
|Lo| > |l

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.13 (11) (eligiendo el mismo x € I en ambos

casos) tenemos que
(Lol o oLl
> -

1Ll — 1P

Denotamos con £ a la medida de Lebesgue.

Proposicion 3.36. Si C es de tipo cookie-cutter, entonces L(C) = 0.
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DEMOSTRACION: Para cada n > 1 tenemos que
Cc U I,.
weN,

Por ser I, la unién disjunta

I, = wOULwUlea

se sigue del Lema 3.35 que
E(Iw) = ,C(Iw()) + E(Lw) + C(le)
> £(Iw0) + CE(IUJ) + E(le)
Luego
(1 - C)[’(Iw) > E(IwO) + ['(le)7

lo que implica que

(meanzc<LJL>zzwy

weN,

Haciendo n — oo se tiene el resultado. O

Observacion 3.37. Si sélo se pide que las derivadas sean C' (sin ninguna
condicién de distorsién) no se puede garantizar que el atractor tenga medida de
Lebesgue nula. Un ejemplo de esto puede encontrarse en la pdg. 81 de [PT93].
Ademas, sin pedir ninguna condicién de distorsién, si el atractor tiene medida de
Lebesgue nula tampoco puede garantizarse que la medida de Hausdorff sea finita y
positiva en su dimensién. Veremos un ejemplo en la Proposicién 4.35 de la Seccién
4.3, donde mostramos que el conjunto Cp, 1, asociado a la sucesion l‘fp" }, es atractor
de un sistema cuyas funciones tienen derivada continua. Sin embargo, dimg Cp 1 =

1/py Hr (Cp,1) = 400, como vimos al final del Capitulo 2.

Otra consecuencia de la separacién fuerte es que los atractores hiperbdlicos
tienen una buena codificacién.
Para cada w € €, si ponemos J7 := f,, o...0 f,, (I), entonces el atractor
hiperbdlico tiene la forma
J— n
c=n Uz

n>1we,

Consideremos en Q7 el orden lexicogréfico, que denotamos con <. Vimos en la
Proposicién 3.7 que la proyeccién 7 : QF — C definida por

m(w)e ()2
n>1

es un homeomorfismo. En este caso podemos decir algo maés.

Proposicién 3.38. Dado un conjunto cookie-cutter C, la proyeccion w : QF —
C preserva el orden.

DEMOSTRACION: Supongamos que w < 7. Entonces existe un entero n tal que
w; =T, con 1 <i < n pero w, =0y 7, = 1. Por definicién, 7(w) C JJ, . 0V
(1) C JJ,. w1, de donde 7(w) < 7(7), ya que por la condicién de separacién

(3.25), cualquier punto de J7, ., o es menor que cualquiera de JJ ., ;. O
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Por esta proposicién, identificaremos al conjunto C' con el conjunto simboli-
co Q1 permitiéndonos el siguiente abuso de notacién: el punto w € QF se iden-
tificaréa directamente, sin hacer explicito el homeomorfismo, con el dnico punto
de C que pertenece a cada intervalo J7', n > 1, denotando esto con la igualdad

w

w = (),,>1 J2, que es abusiva también pues el lado izquierdo es el tinico elemento
del conjt_mto del lado derecho. También por esta razén, pensaremos a Q1 inmerso
en la recta pues su orden (lexicogrifico) es consistente con el usual de lo reales.
Terminamos esta seccién dando una representacién para los intervalos (y lagu-
nas) que forman a C'y que nos serd ttil en el préximo capitulo. Denotemos con L

a la laguna inicial del conjunto cookie-cutter C| i.e., L = (fo(l), fl(())).

Proposicion 3.39. Para w € §y, tenemos que

Jk = [wa, oﬁ] y Ly, = (wOT,wlﬁ).

w

DEMOSTRACION: La funcién f; es estrictamente creciente ya que es un difeo-
morfismo que satisface (3.25), por lo que, si J = [a, b] es un intervalo entonces

fi(J) = [fi(a), fi(D)].

Luego, para cada w € i, la composicion f,, también tiene esta propiedad, de donde

J£ = fw([oﬂ 1]) = [fw(0)7fw(1)]'
Ademds, como fp(0) =0y f1(1) = 1, tenemos que

OzﬂJéL::a y 1:ﬂJ{L::T.

n>1 n>0
Entonces
o) = £ () 2) = ) fu(2) = N J4" =,
n>1 n>1 n>1

donde la segunda igualdad es vélida pues f,, es 1-1. De la misma forma obtenemos
que el extremo derecho de J* es wl.

Por ultimo observamos que el extremo izquierdo (derecho) de L, es el derecho
de J* (izquierdo de J* ). O

3.5. Medidas asociadas a un SIF

Ademis de tener un tinico compacto no vacio como atractor, un sistema iterado
de funciones permite definir medidas invariantes soportadas en este conjunto y que
resultan la forma natural de medir en el atractor. Para aclarar esto, sea {fo, ..., fm}
un SIF en D C R y consideremos pesos P = {pg,...,pm}, e, 0 < p; <1y
po + ...+ p1 = 1. Supongamos que se satisface la condicién de separacién fuerte
y que las funciones del sistema son inyectivas. Luego, para cada k > 1y w € Q,
los conjuntos K, - ., Kum son disjuntos. Entonces, una medida natural p de K,
relativa a los pesos P, deberia satisfacer que la proporcién de masa que aporta K;
al conjunto K, es p;, i.e.,

(Kwi) = pip(Ky).

Esto lleva a que p cumpla

(3.26) (K y) = PurDus - - - P para todow € Q, k> 1.
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En este caso de separacién fuerte, puede definirse una medida de Borel sopor-
tada en K imponiendo (3.26) y extendiéndola a todo A C R como

M(A):fnf{Zu(‘/j):AﬂKCUVj, Vje/c},

donde K es la familia de todos los conjuntos K, con w € Q* (ver [Fal97|, Sec-
cién 1.3). Para sistemas iterados en general, la existencia de este tipo de medidas
fue probada por Hutchinson ([Hut81]), y la enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 3.40. Sea {fo,..., fm} un SIF en D C R con pesos asociados P =
{po,...,pm}. Existe una tinica medida de probabilidad p* € M(K) tal que

m
(3.27) pP(A) = P (71(A)
i=0
para todo A boreliano. Ademds, si se cumple la condicion de separacion fuerte,

entonces ut verifica (3.26).

DEMOSTRACION. Ver [Fal97] pdg. 37. De la prueba de este teorema sélo di-

remos que la existencia y unicidad de la medida son consecuencia del teorema del
punto fijo de Banach. En efecto, sea MY (D) := {u € M(D) : (D) = 1}. En
ML(D) se define una métrica d como

(3.28) d(v1, ) = sup {‘ / g dvy — / g dvs

donde g : D — Ry Lip g = sup,,{lg(z) — g(y)|/|z — yl}. Luego, (M*(D),d) es
un espacio métrico completo, y la aplicacién ¢ : M*(D) — M1 (D), definida por

:Lipggl}

@)(A) = pv(f(A),
=0

resulta una contraccién, por lo que tiene un tinico punto fijo u”. ([l

Observacion 3.41. Para que este resultado valga en un espacio métrico gene-
ral, la prueba en [Hut81] funciona para el caso en que el espacio es compacto. No
queda claro que sea vélida en general para espacios métricos completos.

Observacion 3.42. La convergencia débil en M*'(D) es equivalente a la con-

vergencia dada por la métrica (3.28), lo que puede verse en el la Seccién 1.3 de
[Fal97].

Definicidn 3.43. Lamedida p es la medida invariante con respecto al sistema
{fo, f1} y con pesos P.

Para el caso particular en que {fo,..., fm} es un sistema de similitudes con
razones 7;, las medidas dadas en este teorema reciben el nombre de medidas auto-
similares. La medida auto-similar se llama natural si p; = r;, donde s es la dimen-
sién de similitud del atractor auto-similar.

Proposicion 3.44. Sea {fo,..., fm} un sistema auto-similar con atractor K.
Si 0 < H*(K) < 400, entonces H*|x es un maltiplo de la medida auto-similar
natural. Lo mismo vale para P?®.
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DEMOSTRACION: Notamos que la por ser el conjunto auto-similar K un s-
conjunto, se tiene que s es la dimension de similitud de K. Como el atractor satisface
K= UZO K, tenemos por la subaditividad y la Proposicién 2.7 que

HYK) <Y H(K;) =HY(K) Y 1) =H(K).
=0 =0

Luego, la desigualdad de arriba es una igualdad, por lo que H(Ky N K;) = 0.
Entonces, para cualquier boreliano A C K tenemos que

HE(A) = iHS(A nK;)

=0

=Y H(fi(fi AN K))
1=0

= 3 H (T (A) N K.
1=0

Se sigue H* |k satisface la ecuacién que define a la medida auto-similar natural,
por lo que es un multiplo de ésta. O

En el Capitulo 5 necesitaremos de la siguiente propiedad de las medidas auto-
similares.

Proposicion 3.45. Sea K un conjunto auto-similar cuyo sistema satisface la
condicion de separacion fuerte y sea i la medida auto-similar natural correspondien-
te. Entonces existe una constante ¢ > 1 tal que para todo x € K y 0 <r < r~ K|
tenemos que

¢ r* < p(Br(x)) < er®,
donde By(x) = (x —r,x + 1), s es la dimensidn de similitud del atractor y r es la
menor de las razones de contraccion.

DEMOSTRACION: Por simplicidad supongamos que el sistema tiene dos simil-
itudes { fo, f1} definidas en I = [0, 1], de modo que |K| = 1. Notemos que por la
separacién fuerte, tenemos que § := dist (I¢,I}) > 0 y ademds, por la Proposi-
cién 3.40, que (K, ) = r2 para toda palabra finita 7.

Sean z € Ky w € QF tal que m(w) = x, donde 7 es la proyeccién. Existe
entonces un natural n tal que

(3.29) Ton <7 <177 rpnot.
Sea A = dr. Si mostramos que

(3.30) By (z) N K C K» C B(x),
entonces

y, poniendo t = Ar,

lo que prueba la proposicién.
Mostremos (3.30). La segunda contencién se sigue de la primera desigualdad
en (3.29). Por otro lado, para cada & € Q,,, con © # w™, tenemos que

dist(I]n, I2) > 6ryn-1.

wn
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Luego, por la segunda desigualdad en (3.29), obtenemos que By,(z) N IZ = ), de
donde se sigue la contencién restante. ([

Una propiedad importante de las medidas auto-similares es la siguiente.

Proposicion 3.46. Toda medida auto-similar es de tipo puro, i.e., es o bien
absolutamente continua o bien singular con respecto a la medida de Lebesgue.

No daremos la prueba aqui. Observamos que toda medida auto-similar, cuyas
similitudes tengan la misma razén de contraccién, es una convolucién infinita de
medidas discretas (con la convergencia débil), y estas medidas son de tipo puro,
como mostraron Jessen y Wintner en [JW35]. Otra forma de demostrar la Proposi-
cién 3.46, es aplicar la descomposicién de Lebesgue a la medida auto-similar y
verificar que tanto la parte singular como la absolutamente continua satisfacen la
identidad (3.27), y por unicidad una de las dos debe ser cero (ver [PSS00a]).

Volvemos ahora a las medidas invariantes de un SIF en general. Damos a con-
tinuaciéon una representacién alternativa de estas medidas que nos sera tutil. Para
hacer esto, necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 3.47. La medida de Bernoulli en Q% con pesos P = {po,...,pm}
se define como el producto infinito

o= ®(p050 + ... +pm6m)a
n=0
donde recordemos que §; es la medida probabilistica de Dirac en {0,...,m}, que

estd determinada por la igualdad §;({i}) = 1.

Recordemos que la aplicacién o : @t — Q% se define como o(w) = wows .. ..
Denotemos con 6; la i-ésima inversa de o, esto es, 0;(w) = iw.
Usaremos el siguiente lema.

Lema 3.48. UF es invariante con respecto a {6o,...,0m}, las inversas de la
aplicacion shift, esto es

m
\I/P:Zpi\llpoei_l.
i=0

La prueba del lema es sencilla. S6lo hay que verificar que las dos medidas
coinciden en el dlgebra de los cilindros Cy(w) = {7 € Q" : 7, = w;,1 < i < k},
w € Q, k > 1. La igualdad de las medidas se sigue por un conocido teorema de
extensién de medidas (ver [Fol99], Seccién 1.4).

Proposicion 3.49. Sean {fo,..., fm} un SIF con cada f; es inyectiva, y sea
u? la medida asociada que satisface (3.27) con pesos P. Se tiene que

pf =wfon=t
donde 7 es la proyeccion de QF en el atractor K dada en la Definicién 3.8.

DEMOSTRACION: Por el lema anterior, ¥ es invariante por {6p, ..., 0,,}. Ade-
mas, w o §; = f; ow. En efecto,

m(0:w)) € () Kiiwy = () Fillun—s) = £ Ke),

n>1 n>1 n>1

por lo que (0 (w)) = fi(m(w)).
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Se tiene entonces que

P or1(4) = ZPi‘I’P 06 ' (x~'(A))
i=0

m
=Y pi(¥om Yo f71(A).
i=0
Por unicidad de la medida invariante se sigue la proposicién. ([

Las medidas invariantes de sistemas conjugados se relacionan de la siguiente
manera.

Proposicién 3.50. Sean {fo, 1} y {fo, i}, con fi: T — Ty fi: T — I, dos
sistemas con medidas invariantes ut y it respectivamente, donde P = {po,p1}
son pesos. Si los sistemas son conjugados con una conjugacion h : I — I, entonces

pt =p"oh
DEMOSTRACION: Por la ecuacién de conjugacion (3.22) se sigue que
filtoh=hof '
Luego, dado A C I, tenemos por (3.27) que
A o h(A) = pofi” (7 o h(A)) + pifi” (7 o h(A))
= poii” (ho f5 ' (A)) + pria” (ho f ' (A)).

Por unicidad de la medida invariante se sigue que u” = i’ o h. O

Convoluciones de Bernoulli. Consideremos la medida auto-similar p, aso-
ciada al sistema {rz,rz + (1 — )}, que consideramos en el Ejemplo 3.6, con pe-
sos (1/2,1/2). Esta medida estd soportada en el conjunto de Cantor A, cuando
0<r<1/2ycuando 1/2 <r < 1 el soporte es el intervalo [0, 1].

Notamos que por la prueba del Teorema 3.40, para cualquier v € M(]0, 1]), las
iteraciones de 1/* (/) convergen débilmente a j,.. Si elegimos la medida &y, entonces,
las sucesivas iteraciones quedan:

V(60) = 560+ 1),

1
V2 (80) = 1(50 +0(1—ryr + 01— + 01—r)(r+1));

y en general

(331) 60 Qk Z 61 r)t(w)s

weN

k—
donde t(w) = Z] o ijrJ es la representacién en base r de w.
Por otro lado, es sencillo verificar que dq * dp = 0q+p. Ademds, el producto
convolucién es distributivo con respecto a la suma. Luego, de forma inductiva se
deduce que

(00 + 01—ryrs) »

l\J\»—t

(3.32) R(5y) = 1:[
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donde [] * denota el producto convolucién. Cuando k — oo, obtenemos la identidad

oo

(3.33) Hr = H *% (50 + 5(17r)r1') :

Jj=0

donde la convergencia es la débil. Entonces p, es la distribucién de la serie aleatoria
o0
Y,=(1-r) anr”,
n=0

donde los coeficientes €,, valen 0 o 1, y son elegidos independientemente con proba-
bilidad 1/2. Por esta razén, u, se conoce también como convolucidn de Bernoulli.

Observamos que la linealidad del sistema nos permitié obtener la expresion
(3.33), de donde puede verse facilmente la siguiente propiedad fundamental de estas
medidas.

Proposicion 3.51. La transformada de Fourier de la convolucion de Bernoulli
estd dada por

Lie T 1
3.34 i, (€) = 2 cos | =&(1—r)r™ | .
(3.34) i) = 4 ] ] cos (6110

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 1.17 y puesto que &I(f) = €%?, tenemos
por (3.32) que la transformada de Fourier de ¥**1(&) es

G ok . .
(T4 o)) =I5 00 e0)

n=0 n=0

()

_ ﬁ eéiﬁ(l—r)r"% (e—%if(l—r)rn + e%i&(l—r)r")
n=0

k
, : 1
= e2#(1=r""h) I I cos <§€(1 — T)T") .

n=0
Luego, por la Proposicién 1.18, tomando limite cuando k — oo obtenemos (3.34).
O

Retornaremos a las convoluciones de Bernoulli en el Capitulo 5.






CAPiTULO 4

Conjuntos de Cantor definidos dinamicamente

Introduccion

El objetivo de este capitulo es relacionar los conjuntos de Cantor asociados a
sucesiones con los conjuntos dindmicamente definidos, o sea, los que son atractores
de un sistema iterado { fo, f1 }. Como vimos en el capitulo anterior, los atractores de
sistemas hiperbdlicos, que son conjuntos de Cantor, tienen la propiedad de que en su
dimension tienen medida de Hausdorff positiva y packing finita. Nuestro propdsito
es estudiar el problema inverso: cudles son los conjuntos de Cantor asociados a una
sucesion que son atractores de un SIF hiperbdlico.

Consideremos el conjunto Cp, definido en el Capitulo 2 como el conjunto de
Cantor asociado a la sucesién {1/n?}. Por la Proposicién 2.37, sabemos que

0 < HYP(C,) < PYP(C,) < +o0,

por lo que es posible que C), sea un atractor hiperbdélico. Esto es cierto, pues tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 4.1. El conjunto de Cantor Cp = (V50 Uyeq, Ié“(w) asociado a la

sucesion {1/nP} es estrictamente C'*/P-hiperbolico. Ademds, éste es el mayor
indice de suavidad que puede tener cualquier otro sistema hiperbdlico { fo, f1} que
tenga como atractor a C), y que verifique f,(I) = Ié“(w), para todo w € Qp, k> 1.

En la Seccién 4.1 damos una demostracion detallada del Teorema 4.1. Motiva-
dos por este resultado, en la Seccién 4.2 consideramos conjuntos de Cantor centrales.
Dado un conjunto C, central, como vimos anteriormente, la sucesién a = {ay} tiene
al forma agn4; = Ay, con 0 < j < 2" y n > 0. Damos entonces condiciones sobre la
sucesién {\,} para que C, resulte atractor de sistema {fo, f1} con derivadas con-
tinuas (ver Teorema 4.17). La suavidad de estas derivadas estd relacionada con el
comportamiento asintético del cociente A, 41/, (Teoremas 4.17, 4.18, 4.20 y 4.22).
Gustavo Moreira nos informé que una caracterizacién de los conjuntos centrales que
son atractores de sistemas con derivadas Holder continuas ya habia sido dada por
Bamoén et al en [BMPV97] (ver Observacién 4.25).

En la ultima seccién de este capitulo, nos ocupamos de las conjugaciones de
sistemas hiperbdlicos. Sullivan en [Sul88] introdujo la funcién escala y probé que
es un Cl-invariante para estos sistemas (Teorema 4.32). Usamos este resultado para
mostrar que Cp, es conjugado al conjunto de Cantor clasico Ay—». Para la completi-
tud de la tesis, al final de la seccién damos una prueba del resultado de Sullivan
que tomamos del articulo de Bedford y Fisher [BF97].

4.1. Prueba del Teorema 3.1
La prueba estda motivada por la siguiente observacién.

53
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Proposicion 4.2. Supongamos que C' = (150U, cq, JE es un conjunto de
Cantor de tipo cookie-cutter, o sea, es el atractor de un SIF { fo, f1} continuamente
diferenciable. Entonces las derivadas quedan determinadas de manera unica en todo
w € C por el siquiente limite:

77
4.1 (w) = lim —%
(4.1) filw) = Jim Frte

DEMOSTRACION: Sea w € . Usando la definicién de ijl y el teorema del

valor medio, obtenemos que

(4.2) [T = 1AD] = fiEn)IE,

donde &, € JE. Cuando k tiende a infinito, & tiende al inico punto de la interseccién
Np>1 JF. que es w € C. Luego, si las derivadas son continuas, quedan definidas de
manera tinica en todo C por la expresion (4.1). O

O — k : et e
Sea C' = (50U, eq, 11wy un conjunto de Cantor asociado a una sucesion,

donde recordemos que £(w) = 2521 w;2%=7 es la representacién decimal de w € €.

Luego, para probar que C' de tipo cookie-cutter con derivadas continuas y positivas,
analizamos para cada w € Q7 la sucesién de cocientes

(4.3) (o N}, -

Si converge para cada w € 7, entonces provee los valores de la derivada en todo
C de un sistema iterado continuamente diferenciable que cumpla con la condicién

(4.4) JE =TI}, para k>1y we Q.

Notese que si el sistema satisface esta condicién, entonces tiene a C como su atrac-
tor. Por consiguiente, una vez verificada la existencia del limite, para que el conjunto
resulte de tipo cookie-cutter bastard con extender las derivadas a todo I de forma
tal que el sistema cumpla (4.4).

Dividimos entonces la prueba del Teorema 4.1 en dos partes. Primero mos-
tramos que si C), es atractor de un sistema suave, entonces las derivadas quedan
definidas de forma tnica en todo C),. Teniendo esta definicién, en la segunda parte
extendemos adecuadamente las derivadas a todo el intervalo I de forma que C,
resulte un atractor hiperbdlico.

Definicién de las derivadas en C), y propiedades. Denotemos

C=1 U i
k>0 we,

Observamos que sélo es necesario calcular el limite de la sucesién (4.3) para cada
punto w que sea extremo de un intervalo de la construccién de C,,. Esto se debe a
que los extremos forman un subconjunto denso de C), y a que la extensién de las
derivadas resultara continua. O sea, por el Lema 3.39, consideraremos los puntos
de la forma wu, donde u = 0o u =1y w € Q, k > 1. En realidad podriamos
tomar solo los extremos izquierdos (o los derechos) porque también son densos en
Cp, pero considerar ambos casos nos provee, por ejemplo, el Lema 4.5.

Usamos la siguiente estimacién, que es el Lema 3.2 de [CMPSO05]:

1 po9p P 1 \?
4.5 <I’“<7(7) i
(4.5) <2k+z+1) 2p72—|l|—2p72 2k 1
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Observacion 4.3. Sabemos que los intervalos de las etapas en la construc-
cién de C), son estrictamente decrecientes, hecho que inmediatamente hace imposi-
ble que el conjunto sea auto-similar. No obstante, la desigualdad (4.5) muestra lo
paulatino de este decrecimiento, lo que hace pensar en la posibilidad de una casi
auto-similitud.

Sea w € Q con k > 1. Por (4.5) se sigue que

n+1
L(i(wu)™)

( 2" +f((wﬂ)")+ 1)” <

2" 4 L((wu)"™) +1\”
2n L £(i(wu)n) = < > '

9n+1 1 (i(wa)")

n -~
£((wu)m)
De las igualdades

k
(@)™ =Y w2 2 F = 1) = 2" (Uw) + u(l - 1/277F))
j=1
y
L(i(wu)™) = 2™ + £((wu)™),
tenemos que
i k k kN P
tiway | (27 lw) +u(l—1/27"F) +1/2"~
IZ(( - =\ 2R 42k 4 f(w) +u(l —1/2nk) )

con una cota similar por debajo. Como ¢(w) no depende de n, vemos entonces
que para el caso de Cp, el limite de la sucesién (4.3) existe. Tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 4.4. Si C), es atractor de un sistema iterado de funciones { fo, f1}
definidas en I, continuamente diferenciables y que satisface (4.4), entonces las
derivadas quedan determinadas de manera tinica en todo Cp. La definicion en los
extremos de las etapas estd dada por la formula

~ 2F + f(w) +u b
(4.6) G;(wu) = <2k+1+i2’“+€(w)+u> ,  w€E Q.

Sean Fy y F} las derivadas de las funciones de un sistema como en la proposicién
anterior. Tenemos el siguiente lema.

Lema 4.5. F; tiene las siguientes propiedades.

(a) F; coincide en los extremos de cada laguna; mds precisamente, en los extremos
de Lok () se tiene que Fl-(wOT) = Fi(wla), w € Q, k>0.

(b) F; es creciente en Cp.

(c) Para todo w € Q, (%)p < Fy(w) < (%)p Y (%)p < Fi(w) < (%)p_

DEMOSTRACION: (a) Se obtiene inmediatamente de la definicién, debido a que
f(wl) = £(w0) + 1.

(b) Por la parte (a) de este lema y por continuidad de F;, basta con mostrar que
F; es creciente en los extremos izquierdos. Sean w € Q;_1, v € Q;_;1 y supongamos
que w10 < v10. Por (4.6) debemos ver que

2k 4 f(wl) P _ 2L+ 4(v1) b
2k+1 442k 4+ f(wl) 21 42t + 4(vl) )
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Sacando la potencia, pasando términos y simplificando, esta desigualdad es equiva-
lente a

2L(wl) < 2%0(v1).
Sea h < min(k — 1,1 — 1) el primer entero tal que wy, # vy, por lo que w; = v; para
j < h,wp, =0y v, =1. Definamos w; = v; = 1. Entonces tenemos que

h—1 k
U(wl) =2 ) w;2F T 42t Y wok
j=1

j=h+1
h—1
< Z wj2k+l—j + 21(2k—h —1)
j=1
h—1
< Z Uj2k+l—j 4 kti=h
j=1

-1
<283 "w;2t = 2R(v1).
j=1
(c) es consecuencia de (b) y de evaluar las funciones en los extremos de I. O

El item (c) enfatiza que las derivadas son estrictamente menores que 1 en todo
Cp.

La siguiente proposicién muestra que la mayor suavidad que se puede esperar
de un sistema iterado que tenga como atractor a C, y que satisfaga las hipétesis
del Teorema 4.1 es que sus derivadas sean Holder continuas con exponente 1/p.

Proposicion 4.6. F; € %%(CP) pero F; ¢ €"(Cyp) para ningin n > 1/p.

DEMOSTRACION: Queremos mostrar que existe una constante C' tal que para
cualesquiera z, z € C, se cumple que |F;(z) — F;(2)] < Clz — z\% Separamos la
prueba en tres casos, donde siempre suponemos x < z.

Caso (i): x y z son extremos de un mismo intervalo de la etapa m. Por la Obser-
vacion 3.39, existe w € €, tal que x = w0 v 2= w1. Usando la férmula (4.6), escri-
bamos F(w0) = (%)p y Fi(wl) = (%)p, cona = 2F4+4(w) y b =21 1i2k 1 f(w).
Sacando denominador comin y usando el teorema del valor medio (donde a < £ < b)
tenemos que

FT) - F(uD) PO 70— a)  plat /bRy
b+ 1)) bb+1)P

pues b — a = 2F(1 + ). De las definiciones puede verificarse sencillamente que

a+&/b 2F(1 +1)
b+1 7 b

1/5 < <1

Por (4.5),

a”P < |JF < a”P.

9p
2r+l — 4 —2r—2
Entonces existen constantes finitas y positivas ¢; y co que sélo dependen de p tales
que

(4.7) e JE|F < Fi(wl) — Fy(w0) < cof JE|.
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La ultima desigualdad dice que F; es Holder continua con exponente 1/p en los
extremos de cada intervalo de cualquier etapa en la construccién de C). Por otro
lado, la primera desigualdad muestra que el exponente 1/p no puede mejorarse. De
hecho, la existencia de un € > 0 tal que Fy(wl) — F;(w0) < c|Jf|%+5, implicarfa
que 0 < ¢yt < |JE|¢ para todo k, lo que es imposible pues los didmetros de estos
intervalos decrecen a 0 con k. Por lo tanto, la segunda afirmacién de la proposicién
también queda demostrada.

Caso (ii): x y z son extremos arbitrarios de intervalos en la construccion de C,.
Necesitaremos el siguiente resultado de [CMPS05] (Lema 3.5):

Sea J un intervalo abierto y k € N . Entonces Z |Ilk|% < 4\J|%.
l:]lkCJ

Dado € > 0, sea L. = (x — ¢,y + ¢). Por construccién, z y z son extremos
de intervalos de una misma etapa k. Sean r = zg < ... < xy = z son todos los
extremos de la etapa k que estdn entre z y z entonces; por el Lema 4.5 (a) se tiene
que Fi(zp41) — Fi(z,) = 0 si (2, T,41) es una laguna. Por consiguiente, haciendo
una suma telescépica sobre las imdgenes de los extremos de la etapa k, usando (4.7)
y el lema citado obtenemos que

N—-1
|Fi(z) = Fi(2)| = | > Fi(ax) = Fiwx)| € Y [Fi(wl) = Fi(w0)]
k=0 w:JECL,

kL 1
<y Z |J2|7 < deo|Le|?.
wiJECL,

Caso (#i1): x y z son puntos arbitrarios de C,. Sea € > 0. Los extremos de todas
las etapas forman un subconjunto denso de C),. La continuidad de F; nos permite
elegir uno de estos extremos z. suficientemente cercano a x de forma tal que

|Fi(x) — Fizo)| <e,

y andlogamente podemos elegir un extremo z. para z. Por el caso anterior se tiene
que

|Fi(z) — Fy(2)| < |Fi(ze) — Fy(22)| + 26 < clz — 2|7 + 2e,
y el resultado se tiene haciendo € — 0. O

Extension de las derivadas. Recordemos que si las derivadas son positivas,
entonces f; preserva el orden, por lo que fo(0) =0y f1(|I|) = |I|]. Con estos valores,
una vez construidas las derivadas Fy y F}, definimos

(4.8) fo(fE):AmFo y f1($):AxF1+C,

con ¢ = |I}]| + 1, pues 1 es la longitud de la primer laguna.

Por la Proposicién 4.4, sabemos cuanto tiene que valer F; en los extremos de
Cp. Para extenderla a todo el intervalo I, es conveniente, en lugar de trabajar con
los intervalos cerrados que constituyen las etapas, trabajar con las lagunas, pues se
simplifican tanto los célculos como la notacién. La condicién (4.4) equivale a que
lagunas que forman la etapa n sean enviadas por f; a lagunas correspondientes de
la etapa n+1. Pero como muestra el siguiente lema, podemos trabajar directamente
con la longitud de las lagunas.
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Lema 4.7. La condicion (4.4) es equivalente a que fo(0) =0, f1(|I|) = |I| y

(4.9) |L2"+1+£(iw)‘ = / F, wey,, n>0.
Lon g

DEMOSTRACION: Comencemos suponiendo que (4.9) es cierta. Notemos prime-
ro que por la igualdad Iy, = Ursn Usea,_ ., Lok twa) se sigue que

IED D 2N

k>n AEQ_n

(4.10) = > /L F,,

k>n AEQ_y, 2k—=140(oN)

= [ P = T
()
Usando esta igualdad para n = 1 tenemos que |J}| = |I}|. Cuando i = 0 (i =
1) ambos intervalos tienen el mismo extremo izquierdo (derecho) pues fo(0) = 0
(f1(JI]) = |I]). Por consiguiente, ya que los intervalos tienen igual longitud y un
extremo en comun, tenemos que J} = I}. Inductivamente, supongamos que para

n > 1 se cumple que J = Izl(w) para todo w € €,,. Entonces

5 = e (T3] = 15

donde en la tultima igualdad usamos la hipdtesis inductiva y (4.10). Entonces cada
intervalo de la etapa n + 1 en la construccién dindmica tiene igual longitud que su
correspondiente en la construccion asociada a la sucesion. Ademés, por construccién
sabemos que

n _ n+l n+1
(411) Ié(w) - Iél(uO) U L2"+Z("-’) U Iél(ul)’

y por otro lado, la hipétesis inductiva garantiza que
n _ -1\ _ n—1
Iy = fou (J571) = fuu (T2}
= fun (Ien(@o) U Lon—114) U I?(M))

(4.12) = J! U Jon (L2n*1+e(a)) U T

Luego, ya que f,,, es creciente, el extremo izquierdo de J;’J ! es el extremo izquierdo

de Igl(w), que por (4.11) es el mismo que el izquierdo de I?(Ié). Entonces JZ}Jl =
Igl(:é), vy analogamente se obtiene que Jgfl = IZI}). Por lo tanto J = I?(w) para,
todow € Q,, n>1.

Por otro lado, si vale (4.4) ya observamos que f3(0) =0y f1(]1]) = |I|; ademas,
por (4.11) y (4.12) tenemos que f,, (L2n—1+[(@,)) = Lan14(), de donde se sigue la

igualdad (4.9). O

Por lo tanto, C)p serd CH‘%—hiperbélico si podemos extender las funciones F;
a todo el intervalo I de forma que se mantenga la continuidad Hoélder y que se
satisfaga la ecuacién (4.9). Notamos aqui que para una laguna fija dada siempre es
posible definir una funcién C' que satisfaga esta ecuacién y en los extremos cumpla
con (4.6), pero para nuestro propdsito esto no alcanza, pues es necesario tener un
control uniforme sobre las constantes Holder de todas las lagunas.
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Recordemos que por el Lema 4.5 (a), F; toma los mismos valores en los extremos
de cada laguna. Si definimos F; en Lan () constantemente igual a F;(w10), que
es el valor en los extremos de esta laguna, entonces

/ Fy = Fy(w10)| Lyr s 40|
Lan o)
- 2ntl 4 f(wl) P ( 1 >P
S\ 272 4 42n L 4 g(w]) 2n 4+ f(w)/)
Como f(wl) = 20(w) + 1 y L(iw) = i2™ + {(w), es sencillo verificar que

|L2n+1+f(iw)‘ < / F;.

Lonjpw)

Luego, F; no puede extenderse de esta manera pues tiene demasiada area en la
laguna. Para restar drea y obtener la que necesitamos, definimos a F; de modo
que su grafica coincida con los lados iguales de un tridngulo isésceles, como se
muestra en la Figura 4.1. Esta construccion sera posible siempre que el tridngulo
quede por encima del eje xz, ya que necesitamos que la derivada sea positiva. Esto
ocurre para toda laguna cuyo indice es lo suficientemente grande (dependiendo de
p). En efecto, sea R el drea del rectdngulo con base Lan () v altura F; (wlﬁ) (el
rectangulo punteado en la figura); notar que el drea bajo el tridngulo (rayada en la
figura) decrece continuamente a medida que el vértice se aproxima al eje z, siendo
ésta igual a 1/2R cuando lo toca. Luego, por la condicién (4.9), hay que verificar
que 1/2R < |Lont144(iw)| para todo n grande. Denotemos con h’é"+€(w) a la altura
de este tridngulo.

Lonyp(w)

FiGura 4.1

Lema 4.8. Existe un entero ny, tal que en toda laguna Lan (), con w € Oy, y
n > n,, se puede extender a las funciones F; como se indico arriba. Mds ain, para
estas lagunas se tiene que th"—i—l(w) < 2%.
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DEMOSTRACION: Sea | = £(w), de modo que £(wl) = 20 + 1 y £(iw) = 12" + .
Como ya observamos, para la primera afirmacion hay que verificar que

1( 1 )P 2ntl 421+ 1 p<( 1 )P
2\27 +1 2n+2 4 g2ntl 421 +1) ontl pgon 1)

Para simplificar la notaciéon ponemos a = 2™ 4. Entonces esta desigualdad equivale

' ) P
(35) (et ) o

y como cada factor del producto del lado derecho tiende a 1, se sigue que la de-
sigualdad es valida para todo n > n,, donde n, es un entero que depende de p.

Para n > n, conocemos el drea del tridngulo, por lo que podemos estimar su
altura como sigue:

Rénﬂ B ‘Léw'+1+i2"+l|
| Lon 41

.y 2" 421+ 1 P( 2" +1 )P
N 2n+2 42t 491 + 1 antl pqon 1) |7

Con a como antes, usando el teorema del valor medio (donde 0 < & < 1/2), obte-
nemos

i _
on ) = 2

hin g = 2 [(aunﬁrjg“ﬂ)p_ <a+2na(1+z')>p]

., ( a+¢ )P—l 2" (1 + 1) 1
~ P e er2n(1+i) (a+2(1+i)+ )22
p
< on”
lo que concluye la prueba del lema. ([

A continuacién definimos F;, que sera el limite de una sucesién de funciones
{F}. Sea G; la funcién definida en los extremos de C}, mediante la férmula (4.6),
ie.,

_ 2k 4+ 0(w) +u P
Gl(wu) = <2k+1 + i2k(+)£(w) + u) , we Qk-

Cada F* interpola de forma adecuada los valores de G; en los extremos de los
intervalos cerrados que forman la n-ésima etapa. Para comenzar, en cada laguna
Ly, 1 <k <2 — 1, definimos Fi”” interpolando los valores de G; en el extremo
de esa laguna de manera que resulte €' y que el 4rea en la laguna sea la indicada
en la igualdad (4.9). En el resto del intervalo I, o sea, en los intervalos cerrados
que constituyen la etapa n,, la definimos interpolando linealmente, de manera que
E" resulte continua. Cuando n > n,, definimos {F/*} en forma inductiva: En la
laguna Ly, con 1 < k < 2"~ F" coincide con Fi"_l. En las lagunas restantes que
forman la etapa n, o sea en Ly, con 2”71 < k' < 27, definimos la gréfica de F*
como los lados del tridngulo isésceles antes mencionado. En el resto del intervalo 1
interpolamos linealmente, de forma que F}* sea continua.

La sucesion {FF} tiene la siguiente propiedad.

Lema 4.9. {FF}y es una sucesion de Cauchy uniforme.
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§"+E(w)
—_— —_—
k+1 k+1
IZ(IO) Ié(zl)

FIGURA 4.2. FF en gris y Ff“ en megro.

DEMOSTRACION: Dados m < n podemos escribir
n—1
n m k+1 k
Fi _Fi _ZFz _Fi?
k=m

por lo que para mostrar que la sucesién es de Cauchy uniforme basta con ver que
|FFH — FFlle =0 (2%) para todo k > np.

Para esto, notamos que FF y Ff“ coinciden en las lagunas complementarias
de la etapa k, por lo que tenemos que estimar su diferencia para valores en los
intervalos cerrados de dicha etapa. Sea = € If(w) = [wa, wT], con w € Q. Debido a
que las funciones son crecientes en Cp, tenemos que (ver Figura 4.2)

Gi(w0) < G (z) < Gi(w)

y

Gi(w0) = By gy < GIFH () < Gy(w).
Luego
(4.13) G (@) — G (2)] < Gi(wl) — Gi(wD) + hbi 4 o(w)-

Por la estimacién del Lema 4.8 y de la desigualdad (4.7) en la demostracién de la
Proposicién 4.6, como |1 [f“( w)| < C27%P_ el lema queda demostrado. O

Por el lema anterior, tenemos entonces que la sucesién de funciones continuas
{Fik}k converge uniformemente a una funcién F;, que entonces resulta continua.
Teniendo las derivadas F;, integramos como en (4.8) para obtener un sistema
{fp.0, fp,1} que tiene como atractor a C.

Observacion 4.10. Este sistema no es tnico, lo que es claro por la libertad
que se tiene al extender las derivadas en las lagunas.

Debido a que las derivadas de las funciones del sistema {f, 0, fp,1} son con-
tinuas, se tiene por la Proposicién 4.6 que son 1/p-Hélder continuas en todo Cp.
Finalizamos la prueba del Teorema 4.1 mostrando que tienen esta suavidad en todo
el intervalo I. Para esto haremos uso del siguiente lema.
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Lema 4.11. Sea f : (a,b) — R y sea a < ¢ < b tal que la restriccion de
f al intervalo (a,c] es a-Hélder continua con constante Cy y f en [c,b) es a-
Hélder continua con constante Cy. Luego f es a-Hélder continua en todo (a,b) con
constante C' = 2méx{Cy,Ca}.

DEMOSTRACION: Sean z € (a,c) e y € (¢,b). Luego

[f(y) = f(2)] < Caly — ) + Ci(c —x)"
< 2méx{Cs(y — )%, C1(c — z)*}
<Cmiéx{(y—c+ec—a)% (c—z4+y—0c)*}=Cy — x)°,

de donde se sigue el lema. (I

FIN DE LA PRUEBA DEL TEOREMA 4.1: Veamos primero que F; es 1/p-Holder
continua en cada laguna Lok, con constante C independiente de [ y k.

En efecto, si k < n,, entonces F; es diferenciable pues coincide con FZ-”P en esta
laguna. Luego, y por ser p > 1 y la laguna acotada, se tiene que es 1/p-Holder
continua alli. Como que hay un ntimero finito de tales lagunas, la constante Holder
puede elegirse como el maximo de las constantes en cada laguna.

En el caso en que k > n,,, por definicién de F; sabemos que en esta laguna su
grafica estd dada por un triangulo. Denotemos con s al punto medio de la laguna.
Sean x y z en Lox ;. Supongamos primero que s < z, 2. Entonces

) , 1 1
|Fi(2) = Fi(2)| = my o — 2| = miyle — 277 |z — 2|7

donde mék 4, es lapendiente del lado del tridngulo. Si hék 4, es laaltura del tridngulo,
usando la estimacién en la demostracion del Lema 4.9 se tiene que

e <C@k+z+np

m2k+l = <
31 Lok 2 ’

y por la desigualdad |z — 2| < 1/2|Lak ], se sigue que

2k +1+1)P

1 1
syl <Ol

[Fi(z) — Fi(y)| < C

Para x,z < s, el caso es simétrico al anterior. Finalmente, cuando = < s < z se
deduce del Lema 4.11. .

Sea C' el maximo entre C' y la constante dada por la Proposicién 4.6. Tomemos
xy zen I con x < z. Si estos puntos estdn en dos lagunas distintas, sean e,
v e, los extremos derecho e izquierdo de las lagunas a la que pertenecen x y z
respectivamente. Entonces

|[Fi(2) = Fi(2)| < [Fi(2) = Fileo)| + [Filex) — Fi(ez)| + [Fiez) — Fi(2)]
<C (|o: - e$|% +les — 62|% +le, — z\%)
< 3C|z — 2|7

Los restantes casos posibles, por ejemplo que x pertenezca a C), y 2 esté en alguna
laguna, se deducen de igual manera. (I
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4.2. Conjuntos de Cantor centrales definidos dindAmicamente

En esta seccién analizamos el siguiente problema. Sea C, un conjunto de Cantor
central. ;Qué condiciones debe cumplir la sucesién a para que C, sea un atractor
hiperbdlico? Obtenemos una condicién suficiente sobre la sucesién para que esto
sea posible. Ademas, cuando se cumple esta condicién, analizamos la relacién entre
el decaimiento de la sucesion y la suavidad de las funciones del sistema.

Observacion 4.12. Sabemos que dim Cp, = 1/p y ademds que 1/p es el mayor
exponente de suavidad Holder que puede tener un sistema que tenga como atractor
a este conjunto. Queremos enfatizar que no necesariamente tiene que existir una
relacion directa entre la suavidad del sistema y la dimensién de su atractor. Por
ejemplo, el conjunto de Cantor clasico A 1es C°°-hiperbdlico, pues las funciones del
sistema del Ejemplo 3.6 son lineales; sin embargo, dimg A% = log 2/ log 3.

Consideraciones preliminares. Sea C, un conjunto de Cantor central. Re-
cordemos que por definicién, para cada k > 1, los intervalos cerrados que forman la
k-ésima etapa de C, tienen todos la misma longitud, o equivalentemente, que las
lagunas que se remueven en la etapa k-ésima tienen todas igual longitud. Por esto
ultimo, la sucesién a = {ay} tiene la forma

(L2n+j:)\n 0§]<2",n20

Por el Teorema 3.34 del Capitulo 3, si C, es un atractor hiperbdlico entonces

verifica
0 <H(C,) < PJ(C,) < +00,
lo que equivale, por los Teoremas 2.29 y 2.31 del Capitulo 2, a que la sucesién
cumpla las desigualdades
(4.14) 0 < lim nb% < lim nb¥ < +oo,
n— o0 n—00

donde b,, = r,,/n = %ZjZn aj.

En general, esta ultima condicién no es suficiente para que el conjunto resulte
atractor de un sistema iterado con derivadas continuas (ver Proposicién 4.15). Pe-
dimos entonces una hipotesis mas fuerte a la sucesion; a saber, que satisfaga

(4.15) Jim 2Fp5, = A con 0 < A < +o0.
— 00
La necesidad de esta condicién aparece en la prueba de la siguiente proposicion.

Proposicion 4.13. Sea Cq =[5, Uweﬂk If(w) un conjunto de Cantor central

cuya sucesion satisface (4.15) y supongamos ademds que C, es el atractor de un
sistema continuamente diferenciable {fo, f1} que verifica
(4.16) JE=Ty, k=1, wey,

donde JE := f,,(I). Entonces

1
(4.17) 1) = 5172

para todo w € QT = C,.

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 4.2, tenemos que verificar que
|Jl_7i)+1 B 1
n—oo |Jn|  21/s

para todo w € Q.
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Por hipétesis, existe una sucesién {4, } que tiende a A tal que byn = A,, /27/5.
Ademds, [T )| = ban ya que Cy es central (ver Lema 2.27). Luego

n+1 n/s
(4.18) L] Ania 27 1
. i £(wm) A, 204D)/s 21/s7
que es lo que queriamos probar. O

Observacion 4.14. (4.15) = (4.14), y por consiguiente
0 < H*(C,) < P5(C,) < +o0.
De hecho, dada {n;} una subsucesién de los naturales, sea [; € N tal que
25 <ny < 2B
Usando que {b,} es decreciente es sencillo verificar que

lim 2kb§k ~ lim nb] vy hm oF b3k ~ lim nbs.
t—o0 n—oo n—oo

En general, no puede esperarse que si se debilita la condicién (4.15) se obtenga
que el conjunto C, resulte hiperbolico, como mostramos a continuacién.

Proposicion 4.15. Eziste un conjunto de Cantor central C, tal que la sucesion

verifica o
lim 2"b5, =A y lim 2"b5, =B
n—o00 n— oo

con 0 < A < B < 400, pero que no puede ser atractor de un sistema diferenciable
que cumpla la condicion (4.16).

DEMOSTRACION: Daremos un ejemplo de un conjunto de Cantor
k
C= U L
k>0 weQ
para el cual el limite
| n+1
lfm £(iw)
n— oo | Z(w)l
no existe para ningiin w € €. Esto, por la Proposicién 4.2, implica el resultado.
Elijamos A y B que cumplan
A) Vs oy
<|= <257
(5

Pongamos A’ = A'/* y B = B'/5. Sean
ci=A —2'"Y*B' >0 y d:=B —27Y54 >0,

ol

21-

y definamos

C
N\ — /s n par
n — d . .
on/s n 1mpar

Primero supongamos que n es par. Entonces
. c d
b = 2Py = 3 (2 iy + 2 i)
>0 >0~ 27 27
(C+d/21/3_1) 1
1/s—1)235
on/s = 2(1/s—1)2j5
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(C+d/21/s—1) 22(1/3—1) - Al/s
on/s 22(1/s—-1)—1 - on/s’

Anélogamente, para n impar se tiene que bon = ]231—// Por consiguiente,
273, = { A mpar
B n impar
Finalmente, por la igualdad |I}'| = |I§| = ban, es claro que el limite (4.1) no puede
existir. ]

En la Observaciéon 2.36 del Capitulo 1 dijimos que para conjuntos centrales no
es necesario asumir que la sucesiéon sea mondtona no creciente para que valgan los
Teoremas 2.29 y 2.31. No obstante, si la sucesién satisface (4.15) entonces resulta
monotona no creciente a partir de k suficientemente grande.

Proposicion 4.16. Ezisten constantes 0 < cg < ¢1 < 400 tales que

(4.19) <M<

DEMOSTRACION: Por la igualdad
1151 = 105 4 A+ 1 = 25+ A
y si Ag es como en la prueba de la Proposicién 4.13, tenemos que
(4.20) A = |15 2|15
A Ak
ok/s o(k+1)/s

_ 1 Apg1
= ok/s <A"~‘ - 21/5—1> ’

lo que demuestra (4.19). O

= ka — 2b2k+1 =

Resultados de esta seccién. A continuaciéon mostramos que los conjuntos
centrales que cumplen la ecuacién (4.15) son atractores de sistemas con derivadas
continuas (Teorema 4.17). A pesar de las desigualdades (4.19), que dan el compor-
tamiento asintético de la sucesién {A;}, estos sistemas no tienen todos el mismo
grado de suavidad. Resultados en esta direccién se dan en los Teoremas 4.18, 4.20 y
4.22. Al final de la seccién damos ejemplos de sistemas cuyas derivadas no satisfacen
la condicién de Dini.

Nuestro primer resultado es el siguiente teorema.

Teorema 4.17. Todo conjunto de Cantor central asociado a una sucesion que
satisface (4.15) es atractor de un sistema iterado de funciones {fo, f1} continua-
mente diferenciables cuyas derivadas cumplen 0 < fl(z) <1 en todo su dominio.

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 4.13, sabemos que si existe un sistema
como en el enunciado entonces f/(z) = 1/2'/% para todo = € C,. Entonces tenemos
que extender las derivadas a todo I. Por el Lema 4.7 de la seccion anterior, la
extension tiene que cumplir

(4.21) / fi =1
Lonyj
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-— -

Lok

FIGURA 4.3. El drea rayada es \py1.

para 0 <7 < 2" n >0,t=0,1. Esta igualdad sdlo depende de n, en particular no
depende de i, por lo que podemos construir el sistema de forma tal que f§ = f1 =: f/,
o sea que fy es una traslacion de f;. Esto refleja la simetria de C,.

Notamos que si se tiene la igualdad

1

entonces se puede definir a f’ constantemente igual a 1/2'/% en cada laguna Lonj,
0 < j < 2™ ya que en sus extremos toma este valor. En caso contrario, f’ debe
definirse de forma de sumar o restar drea sobre la laguna segun la desigualdad.
Si tenemos A1 > 21—1/5)\,“ entonces hay que sumar area. Para hacerlo con un
tridngulo de altura h (ver Figura 4.3) debe cumplirse que

1

de forma que la derivada sea menor que 1. Como
1 1

ﬁ)\n + §>\nh == )\n+1,

entonces, despejando h y usando (4.23), es preciso que

A 11 1
(4.24) <3 (1-5ﬂ;>.

Por otro lado, si tenemos A, 11 < #/\m entonces para restar area con un tridngu-
lo, debe cumplirse que el vértice de éste quede por encima del eje = (como hicimos
en la discusién previa al Lema 4.8 en la seccién anterior), ya que necesitamos que
las derivadas sean positivas. Para esto tiene que cumplirse que
11
5 21T}\n < )\n+1,

o equivalentemente que

11 Auyr 1

(4.25) “335 < h i
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Pero para todo n suficientemente grande valen (4.25) y (4.24). En efecto, se
sigue de (4.20) y (4.18) que

A _BI=ABY e,
115 1157
por lo que
/\n+1 _ /\n+1 ‘Ig+2| |I(§L+1| 1
Moo LTI A 21/s’
o equivalentemente,
An 1
(4.26) ‘ )\:1 ~ G| 0

Luego, elegimos ng tal que para todo n > ng se cumplan (4.25) y (4.24).

A continuacién construimos f’, que serd el limite uniforme una sucesién de
funciones {F™}, que estédn definidas en I de forma andloga a como lo hicimos en el
caso de C)p.

Definimos F™ igual a 2% en los intervalos de la etapa ng, y en cada laguna
complementaria (de longitud A,, con n < ng) interpolamos en los extremos con
funciones C*, de forma que se cumpla (4.21). Definida F™, con n > ng, entonces
definimos F™*! de forma tal que coincide con F" en las lagunas complementarias
a la etapa n y en los intervalos de la etapa n + 1 (en este caso vale 21—1/), mientras
que en las lagunas que forman la etapa n + 1, la definimos de forma que su gréfica
coincida con los lados del tridngulo de forma que se cumpla (4.21).

La sucesién de funciones {F™} es de Cauchy uniforme. En efecto, si hy denota
la altura de los tridngulos correspondientes a las lagunas Loy« y,;, entonces para ng <
m < n tenemos que
(4.27) |F™ (x) — F"(x)| < sup hyg.

k>m

Pero si Apy1 > #)\k (el caso en que hay que sumar drea), entonces

1 1
iAkhk + mAk = Akt 1,

y sl Agg1 < 21%)\;@, entonces

1
Aky1 + §>\khk = 21?)\19
En cualquier caso tenemos que
Ak41 1
4.28 hi =2 _
( ) k ‘ )\k 21/5 ’

de donde se sigue por (4.26) que el supremo en (4.27) tiende a 0 cuando m — oo,
y por lo tanto, { "} es una sucesién de Cauchy uniforme.

Definimos entonces f’ := lim, .. F™, que resulta una funcién continua y
ademds 0 < f'(x) < 1 para todo z € I. Luego,

folw) = [ “Fwyd oy fia) = / ") d T+ N

son las funciones de un sistema que tiene como atractor a C,,. (]
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En la Seccién 3.2 dijimos que, como consecuencia de la propiedad de distorsién
acotada, las medidas de Hausdorff y packing resultan adecuadas para el atractor
de un sistema regular que cumple la separacion fuerte. Un caso particular de sis-
temas que tienen esta propiedad de distorsién son aquellos cuyas funciones tienen
derivadas que satisfacen la condiciéon de Dini o de continuidad Holder.

Ahora estamos en una situacién inversa: tenemos conjuntos de Cantor cuyas
medidas de Hausdorff y packing son finitas y positivas en su dimensién, y que
ademads son atractores de sistemas continuamente diferenciables. Entonces, analiza-
mos a continuaciéon cémo estan relacionadas las derivadas de las funciones de estos
sistemas con la sucesién que define a su atractor.

Consideremos la sucesién {uy} definida como

Mepr 1
Uk ‘= )\k _21/5'

Notamos que la condicién (4.15) nos permiti6é mostrar en la prueba del Teorema 4.17
que uy — 0,y esto asegurar que existen sistemas con derivadas continuas que tienen
como atractor a C,. Resulta que la velocidad de convergencia a 0 de esta sucesién
provee informacién sobre la ‘suavidad’ de las funciones del sistema, como vemos en
el siguiente teorema.

Teorema 4.18. Sea {fo, f1} el sistema que tiene como atractor a C, dado por
el Teorema 4.17. Si {uy} € 1, entonces el sistema tiene la propiedad de distorsion
acotada (8.11).

DEMOSTRACION: Por la definicién de distorsién acotada, debemos mostrar que
existe b > 1tal quesin > 1y w € Q,, se tiene que

1 (@)
(4.29) pl< Lw <b paratodo z,y € I.
£ ()l

Notamos primero que si z € L,, con 7 € Qi y k > ng, donde ny es como en la
prueba del Teorema 4.17, entonces por la igualdad (4.28) tenemos que

1 , 1
31/ —2ug| < fi(z) < 21

+2|u;€\.

Definamos entonces la sucesién {ay} como @y := ug si k > ng y para 1 < k < ny,
1y, verifica
1 - , 1
0< 37 —2la| < fi(2) < o1/
para todo z € L., 7 € Q.
Recordemos que por la regla de la cadena,

@) =] fo (fori @)

+ 2|,

Si z,y € C, entonces f,¢(,)(x) € C4. Se sigue de la Proposicién 4.13 que

f1(z) = 5=, por lo que el cociente en (4.29) es igual a 1.

= =,
Consideremos entonces x,y ¢ C,. Supongamos que € L, e y € L./, con
7€ Qyy 7 € Q. Como foi () (x) pertenece a una laguna de la etapa m+n—t+1,
tenemos que
1 . , 1 -
W - 2|um+n—t+1| S fwt (fo‘(w)(x)) S ﬁ + 2|um+n—t+1|-
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Por consiguiente

+ 2|um+n t+1|

l
1/ 2|um/+n—t+1|
1/ + 2‘am+r|
1/» — 2|t 4r|

<1 + 2|tm+r| + 2|ﬂm’+rl>
21% - 2|"NLWL'+T|

I
—- ﬁ’:h ms

r=1

Este producto estéd uniformemente acotado si y sélo si

> 2| 2T
5 Al Aol

r=1 2171“ - 2|’am’+r|

Esto es cierto porque 21/5 — 2|ty 4| > ¢ > 0y por la hipdtesis de sumabilidad de
absoluta de {ug}, ya que @ = ug para k > ng.
La primera desigualdad de (4.29) se obtiene de la misma manera. g

Observacion 4.19. No sabemos si el sistema del teorema anterior satisface la
propiedad DAF.

Para dar un reciproco de este teorema tenemos que poner una hipdtesis mas
restrictiva.

Teorema 4.20. Sea {fo, f1} un sistema continuamente diferenciable cuyo atrac-
tor es Cy. Si las derivadas cumplen la condicion de Dini, entonces {uy} € ¢*.

Para la prueba necesitamos la siguiente estimacion.
Lema 4.21. Se tiene que |ugy1| < myg(Ax) para todo k > 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que primero que Agi; < 2117/)% Guidndonos
con la Figura 4.4, el rectangulo rayado tiene area Apy1, por lo que su altura es
T = Mgt1/Mi. Denotemos Lor = (a,b). Sabemos que f! es continua, que el drea
bajo su grafica en Lox es Ay 11y ademds que f!(a) = 1/2'/5. Por consiguiente, existe
x € Lo tal que f/(x) =T = )\k+1/)\k- Entonces

Ak41
fun] = |25 = | = 1) = £l @)] < mp )
El caso restante se deduce de la misma forma. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.20: Usando la monotonia no decreciente de
my, tenemos que

>\0

t
oo > =S /
0 k>0 Akt

Ak — Ak
> Z T—Hmfi’(/\k-s—l)
k>0

> Z ( )\k+1> o).

k>0
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T
_1
2175 1
21/s
T
LQk L2k
Caso A\p+1 < 2%/\k Caso A\py1 > #/\k

FiGura 4.4
Se sigue que {u} € ¢! pues por (4.26), 1— k§:1 > ¢ > 0 para todo k suficientemente
grande. O

Observamos que si C, es atractor de un sistema con derivadas n-Holder conti-
nuas, entonces la estimacién del Lema 4.21 nos dice que |uy| < ¢A], ya que en este
caso m/ (t) < ct". Esta condicién de decaimiento caracteriza completamente a este
tipo de sistemas.

Teorema 4.22. Sea a una sucesion que cumple la condicidn (4.15). Luego, el
conjunto de Cantor central C, es estrictamente € +"-hiperbdlico si y sélo si

A1 1
Ak 21/s

n

(4.30) <L

DEMOSTRACION: Por el comentario previo al enunciado, sélo resta ver que el
sistema del Teorema 4.17 tiene derivadas n-Holder continuas si se cumple (4.30).
Por ser las derivadas continuas y por el Lema 4.11 de la seccién anterior, basta con
probar que f! es n-Holder en cada laguna con constante uniformemente acotada.

En las primeras lagunas, f/ se definié6 C*°, por lo que se puede elegir una
constante uniforme en éstas. Si en Lok ; la derivada f; esta definida por un tridgulo,
entonces la longitud de su base es A, y la de su altura es hy = 2|ui|. Entonces la
pendiente my, del lado cumple [my| = 4|ug|/A, por lo que, si z,y € Lox ;, se tiene
que

fi(x) = fi()] < [myllz -yl
4uk _
:Tk$*y|1 M —y|"
4
< ﬂki_"\x—yw
Ak
S C|x—y|77,

donde, por hipétesis, C' es una contante independiente de k. Esto da una cota
uniforme de la constante Holder en las lagunas definidas con tridngulos. (I
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Ejemplos. Finalizamos esta secciéon dando un par de ejemplos de conjuntos
centrales que tienen sistemas como los que consideramos hasta aqui. Observamos
que no pudimos encontrar contraejemplos a los reciprocos de los Teoremas 4.18 y
4.20, i.e., ejemplos donde los sistemas tengan la propiedad de distorsién acotada
pero {uy} ¢ ¢ o sistemas tales que {ux} € ¢! pero que sus derivadas no sean de
tipo Dini.

La forma general de los ejemplos es la siguiente. Dada una sucesién {uy},
definimos la sucesién {\;} como sigue: \g = 1y para k > 0,

Ay 1
N st e
Entonces
1k
M= s [[0+ ).
j=1

Para verificar que se cumple (4.15), y en particular que la sucesién a = {a,},
definida por agri; = Ag, 0 < j < 2", es sumable, notamos que

S

25b5, =28 | Y 2n R,

n>k
1 n—k N )
=% Z(W) [ +u)
n>k Jj=1

Luego, si el producto H?:1(1 + uj) converge cuando n — oo a un limite 0 <
L < 400, entonces la sucesién a es sumable y ademds vale (4.15). Cuando la
sucesién {ug} es positiva, la convergencia del producto de arriba es equivalente a
la sumabilidad de esta sucesion.

Recordemos que por la Proposicién 4.16, la condicién (4.15) implica que la
sucesién {A;} se comporta como

1
(4.31) 2200 <A<

1
9ok/s ok/s”

con 0 < ¢, c1 < 400.

Ejemplo 4.23. Si definimos uy := k=%, con t > 1, k > 1, entonces tenemos
que {ur} € ¢'. Por el Teorema 4.18, obtenemos un ejemplo de un conjunto de
Cantor central C; que es atractor de un sistema con derivadas continuas que tienen
la propiedad de distorsién acotada. En particular, 0 < H*(Cy) < P5(C,) < +o0.
Observamos que las derivadas de este sistema no pueden ser n-Holder continuas
para ninguin 7 > 0, pues

11
- 21/suk - 21/5@

A1 1
py 21/s

y por (4.31), no se cumple la desigualdad (4.30) del Teorema 4.22.
No pudimos verificar si las derivadas son de tipo Dini, pero creemos que muy
probablemente lo sean.
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Ejemplo 4.24. Sea uy, := (—1)*"'1_En este caso

n

o 1, n par
1_[1(1+uj) o { 14+ %, n impar,
j=

por lo que vale (4.15). Luego, por el Teorema 4.20, un sistema que tenga como
atractor a Cy; no puede tener derivadas que cumplan la condicién de Dini ya que
{ur} & 0.

No sabemos si en este ejemplo, el sistema dado por el Teorema 4.17 no cumple
la propiedad de distorsién acotada.

Observacion 4.25. En [ BMPV97] se dan condiciones necesarias y suficientes
en la sucesién para que el conjunto de Cantor central resulte C", con r € [1, +00].
De hecho, la condicién 4.30 es la misma que el item (i') del Teorema A de ese
articulo. Mas atun, alli se da una clasificacién de conjuntos de Cantor centrales
salvo C"-difeomorfismos locales.

4.3. Conjugacion. Funcién escala

En la Seccién 3.3 mostramos que una C!'-conjugacién entre sistemas hiperbéli-
cos preserva las dimensiones fractales de sus atractores. Definimos aqui la funcién
escala R : {0, 1}25 — R3, que es otro invariante para este tipo de conjuntos y
fue introducida por Sullivan en [Sul88] para conjuntos C'*7-hiperbdlicos. En ese
articulo se muestra que R es n-Holder continua (con respecto a la S-métrica en
{0,1}% | que es andloga a la que usamos en Q1 y que definiremos en la siguiente
subseccién) y ademds, que es un invariante completo para esta clase de conjuntos,
i.e., dos conjuntos C'"-hiperbélicos son C'*"-conjugados si y sélo si tienen la mis-
ma funcién escala. Incluimos al final de esta seccién una prueba de este hecho (en el
articulo [Sul88] se dan sélo esquemas de las demostraciones). Seguimos el articulo
de Bedford y Fisher [BF97] pero con leves modificaciones para trabajar con con-
juntos hiperbdlicos. Bajo esta hipétesis sélo podemos garantizar la continuidad de
la funcién escala.

Usando esta funcién como herramienta, obtenemos que C;, es C 1+1/P_conjugado
a Ag—p (ver Teorema 4.33). Ademas, en relacién con una afirmacién hecha en [BF97]
(ver Ovservacién 4.36), mostramos que la funcién escala no determina la suavidad
de las derivadas de las funciones del sistema. Por ejemplo, un conjunto hiperbdlico
puede no satisfacer la condicién Dini aunque su funcién escala sea n-Hélder continua
para algin n > 0. Los conjuntos centrales estudiados en la seccién anterior nos
sirven para ejemplificar esta situacién. Més atn, en la Proposicion 4.35 mostramos
que existen atractores C! que no cumplen la propiedad de distorsién acotada (3.11)
pero que sin embargo tienen funcién escala n-Holder continua.

Preliminares. Por simplicidad supongamos que I = [0, 1].
Sea A es el simplex unitario de R?, i.e.,

A ={(a,b,c):a+b+c=1,a,b,c>0}.

Denotamos con int(A) al interior de A.
Sea Q™ := {0,1}%0 , el conjunto de las sucesiones de 0 y 1 con coordenadas no
positivas, i.e.,
Q" = { L2010 L Oy = O, 1}



4.3. CONJUGACION. FUNCION ESCALA 73

Para a € Q7 yn >0, sea o = a(,_1) ... g la n- truncacién de a por izquierda.
Ademss, si w € Q, la concatenacién en 2~ se define como el elemento aw € Q~
dado por ...a_jagw (la coordenada 0 de aw es wy).

Dado 5 € (0,1), la S-métrica en Q~ se define como dg(a, 7) = ", donde n es
el mayor entero no negativo tal que a_; = 7_; para todo 0 < j < n. La topologia
inducida por esta métrica coincide con la topologia producto en 2.

Observacion 4.26. Para 3, B e (0, 1), se tiene la siguiente relacién entre métri-
cas
log B/1
dﬁ = (dg) og B/ ogf

por lo que si una funcién es n-Hoélder continua con respecto a la métrica dg, entonces
resulta 7 - (log 3/ log 3)-Holder continua con respecto a dj.

Sea R : 1~ — int(A) una funcién continua. Denotemos sus componentes como
R = (R', RI,R"). Por definicién, la suma de estas tres componente es 1 y cada una
es estrictamente positiva.

Por medio de la funcién R podemos asociar a cada o € 2~ un conjunto de
Cantor C?, el conjunto de Cantor razdn (ratio Cantor set), como sigue: la razén
del intervalo correspondiente a w € €, de la etapa n y sus subintervalos de la etapa
n + 1 estd dada por los valores de R(aw). Definimos primero I§ = [O,Rl(a)] y
I = [1 — R"(«), 1]. El intervalo izquierdo I§ tiene subintervalos I, y I§;, cuyas
longitudes estdn definidas por los cocientes

250
15|

161
5]

:.Rl(...Oéflck()O)7 :RT(...a,laol)

y el extremo izquierdo de I§; y el derecho de I§; coinciden con el izquierdo y el
derecho de I, respectivamente. Inductivamente, para w € Q,, n > 1, I, o es
un subintervalo de I cuya longitud cumple

|Igl...wn0|

4.32 Zerwn0l  pliggy
(4.82) o, ] - e

CWn

y su extremo izquierdo coincide con el de I . Definimos I , ; de forma
analoga.
Por ser continua, R toma valores en un compacto del interior de A, por lo que
sus coordenadas estan uniformemente acotadas por encima de 0 y por debajo de 1.
Esto nos permite garantizar que la familia de intervalos {I%},eq, es disjunta.
Finalmente, el conjunto inducido por R y « se define como

(4.33) cr=N U 1o
n>0we,

Por lo observado en el ultimo parrafo, C* es un conjunto de Cantor. Tenemos
entonces la siguiente proposicién.

Proposicion 4.27. Sea R : Q= — int(A) una funcion continua. Entonces R
asocia a cada o € Q™ el conjunto de Cantor C* definido en (4.33).

Nuestro siguiente objetivo es presentar la funcién escala introducida por Sulli-
van.
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La funcién escala. Cuando consideramos la imagen difeomorfa de un conjun-
to hiperbdlico, la estructura local de éste no puede cambiar de forma significativa,
i.e., asintoticamente, los cocientes entre los intervalos que decrecen a un punto del
conjunto y los correspondientes de las imédgenes por el difeomorfismo deben coin-
cidir.

Definicion 4.28. La razon geométrica de C es la funciéon R, ., : N x Q — A
definida por

Rn,w = (|Iw"0‘7 ‘Lwnlv |Iw”1‘)/|lw”|~

Conociendo la razén geométrica podemos reconstruir C' definiendo sus etapas
inductivamente. Por otra parte, para reconstruir C' salvo una conjugacién C1, i.e.,
el conjunto reconstruido es C!'-conjugado a C, sélo basta con conocer el compor-
tamiento asintético de la razén geométrica cuando n — oo. En efecto, si ¢ es un
difeomorfismo C! de I entonces

[0(mo)| _ [9(E)] [Lurmol
|¢(Iw’”) |¢/(§)‘ |Iw"‘

donde ¢'(£)/¢'(€) — 1 cuando n — oo por la continuidad de ¢. O sea, el compor-
tamiento asintético de la razén geométrica es un C'-invariante.

Pero dada w € Q7, no necesariamente puede definirse una razén geométrica
asintética en n; esto es, no puede garantizarse la existencia de lim, .., R, .. Para
ver esto, tomamos el siguiente argumento de Bedford en [Bed91].

Supongamos que C' es atractor del sistema cookie-cutter { fo, f1}. Fijemos w €
Q7F. En el nivel n, los intervalos I,n, I,ng, I,»1 son las imagenes por la composicién
fwy ©...0 f,, de los intervalos iniciales I, Iy, I; respectivamente. La funcién f,,,
es la que aporta mayor distorsion no lineal a la razén geométrica, pues es la que
primero se aplica. Por otro lado, f,,, produce poco efecto ya que se aplica al intervalo
Ly, .. w,, que tiene didmetro chico. Entonces, a medida que n crece, f,, cambia y
no podemos dar un control de la distorsion.

Para ser més explicitos, notemos que

Iyng = fw"O(fU_,_nlﬂo(Iw"“O)))

)

(4.34)

por lo que

o 0 f211) (€] [ Lunsro]

[ Tm | B [(furn Of;n1+l)/(§~)| Lt ]

paraé € I nt1gy é € I, n+1. El cociente de las derivadas es el término de distorsion.
Si ponemos x = f;nlﬂ & ey= f;nlﬂ (&), entonces sélo podemos decir que z,y € I.
Luego, usando la regla de la cadena y la propiedad DAF (3.24), la distorsién queda

acotada por

Tomo

! !

-1p-1 < | form ()] |fwn+1(§)| < bB

n — / / N —

I NG]
que no puede asegurarse que converja a 1 cuando n crece.
Si componemos las funciones en la direccién opuesta entonces se puede asegurar
convergencia asintdtica, pero esta sucesion de razones geométricas no corresponde a
untos de Q7 sino a elementos del espacio simbdlico 2=, que Sullivan denominé con-
)
junto de Cantor dual. Entonces, para cada o € Q= definimos
9

Rn(a) = (|Ia—(n71)"*a00|7 |L(¥7(n71)---060|’ |Ia7('n,71)“*a01|> /|Ia7(n71)---0¢0|’

b

n
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osea R, : Q™ — R3.

Teorema 4.29. Dado un conjunto cookie-cutter, la sucesion {R,(a)} converge

para cada o € Q. Su limite R es una funcidn continua (con cualquier S-métrica).

DEMOSTRACION: Denotemos las coordenadas de R,, por R, = (R!, R%, R").
Veremos que para cada o € 27, {R! ()} es una sucesién de Cauchy. Para la tercera
coordenada la prueba es igual, mientras para la restante notamos que

Rj(e) =1 - R;,(a) - Ry ().
Usando el teorema del valor medio tenemos que
et
- |f04,(,m+",1) Oy (&) ‘ |IOZ"

con & € I4n. Luego, por la propiedad DAF obtenemos

| Lo
<B .
o] = Haemim| = 7" Han]

i

|Ia”+m | = |f(¥,(m+n,1) Oy, (Ia")

amni alm+n)g
Tori] _ [Tamin

B*l‘

Como |Lon| = |Ian| = ([Tano| + |Lan1]), se sigue que
By R (@) < Riy(@) < BuBRy (@),

n+m n+m

de donde
(4.35) R

m-+n

(a)(By ' =1) < Ry(a) - R,

n+m

(@) < (B — DR, ().
Entonces {R! (a)} es de Cauchy, pues recordemos que B, \, 1. Denotemos con
R = (R',RY,R") a su limite.

Para ver la continuidad, sean «, 7 € 2~ tales que o™ = 7", i.e., coinciden en las
coordenadas —(n —1),...,—1,0. Por definicién, R, (a) = R, (7). Luego, haciendo
m — oo en (4.35) obtenemos

R'(a)(B,' = 1) < Ry (1) = R'(a) < (B, — 1)R'(a),

de donde
(4.36) R'(a)(B,;' —1) < R'(7) — R a) < (B, — 1)R'(a),
pues B, \, 1. Por lo tanto R es continua. ]

Notamos que por ser continua y con dominio compacto, la imagen de R esté es-
trictamente contenida en el interior de A.

Definicion 4.30. La funcién R: Q- — int(A) definida por
R(a) = lim R,(«)
es la funcion escala asociada al conjunto hiperbolico C.

Usando la notacién del Capitulo 3, recordemos que para un sistema {fo, f1}
con la propiedad de contractividad, el ntimero § € (0,1) denota la cota superior de
las derivadas, i.e., para w € Q,, |fL(x)] < ¢f™.

Proposicién 4.31. Si C es C't7"-hiperbdlico, entonces la funcion escala es
n-Hoélder continua con respecto a la B-métrica.
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DEMOSTRACION: Sea «, 7 € Q~ tales que o™ = 7" pero a_,, # T_,, de modo
que dg(o, 7) = B™. De las desigualdades (4.36), se sigue que

RY(1)
B 1< < B,.
" = Ria) — "
Notamos que en este caso, como las derivadas de las funciones del sistema son

n-Holder continuas, tenemos por la Observacién 3.31 que B,, = é”" ", con ¢ inde-
pendiente de n. Tomando logaritmos, tenemos que

|log R'(1) — log R'()| < ¢'dg(a, 7).

Entonces log R es Holder continua con exponente 7, por lo que R también lo es. [

Como mencionamos anteriormente, la importancia de la funcién escala es que
resulta un Cl-invariante completo para conjuntos cookie-cutter.

Teorema 4.32 (Sullivan). Dos conjuntos C*+"-hiperbélicos son C1T"-conjuga-
dos si y solo si tienen la misma funcion escala.

Notamos que el argumento para mostrar que dos conjuntos C!-conjugados
tienen la misma funcién escala es idéntico al que se utiliz6 en la discusién pre-
via a la ecuacién (4.34). Para la completitud del trabajo, al final de esta seccién
damos la prueba de la implicacién opuesta, aunque respecto a la conjugacién sélo
mostraremos que es C'.

Como consecuencia del Teorema de Sullivan, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.33. El sistema (Cp, {fp.0, pr}) es €' v -conjugado al sistema
auto-similar (A2_p, {27Pz, 27 Pz 4 (1 — 2*17)}).
DEMOSTRACION: Por el Teorema 4.32, s6lo debemos verificar que las funciones

escala de los conjuntos coinciden. Como A,-» tiene razén de contraccién 277 es
inmediato que su funcién escala es

Rla) = (

Veamos que esta es también la funcién escala de C. Recordemos que, para oo € Q7

(sraas1) 73 <Ml <53 (rra)
2+ l(a)+1/) 22 —2 = T =0 o \on 4 y(a))

") = 2¢(a™) + i para i = 0, 1, tenemos que

|Ia"'i (2" + E(an) + 1)1)
o 27+ 1 f(a)

1 22-2 1
07 20 2P

Luego, como #(«

< 1 (1 + 1 )p 1
LN TS S L
= o 2n + ((am) 20
I\ Lon

La misma cota se obtiene por debajo, con lo que |[Iyn; — 1/2P. Ademss,

como Lon = Lgn_Hg(an) tenemos que
| Lon 21&2( 1 >P 20 — 2
< 1+ — ,

[Ton] 2 27 4+ U(am) 2p

por lo que las funciones escala coinciden. [
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Este resultado dice que desde el punto de vista dindmico, los sistemas

(CP7{fp,07fp,1}) y (AQ—P7{2_p$,2_p$+ (1 —2_p)})

son dindmicamente equivalentes.
Veamos ahora que no existe relacién entre la suavidad de la funcién escala y la
suavidad de las derivadas de las funciones del sistema.
Sea Cs un conjunto central s-dimensional tal que su sucesién verifica
lim 2" o =A con 0 <A< +oo.
k—o0
Por el Teorema 4.17 de la seccién anterior, 53 es atractor de un sistema C'; ademés
vimos ejemplos de esta clase de atractores donde su sistema no es C!*7 para ningtin
17 > 0 (Ejemplo 4.23), y més ain, donde las derivadas no cumplen la condicién
de Dini (Ejemplo 4.24). Mostramos a continuacién que la funcién escala de C,
es constante, lo que implica que no puede haber relacién entre la suavidad de la
funcién escala y la suavidad de las derivadas.

Proposicion 4.34. La funcion escala R de 63 es constante y estd dada por

1 252 1
Rle) = <21/21/2/>

En particular es n-Hélder continua para cualquier nn > 0.

DEMOSTRACION: Para cada n > 1, los intervalos de la n-ésima etapa de C,

-~

tienen la misma longitud, lo que implica que R,(«) = R(0), para todo a € Q7
donde 0 € Q™ tiene todas coordenadas 0. Luego,

~

R'(a) = lim R,(a)= lim R,(0)

R
(4.37) =TT T
donde (4.37) es cierta por la igualdad (4.18) de la seccién anterior. Esto concluye
la prueba. ([l

La siguiente proposicién muestra que la continuidad Holder de la funcién escala
del atractor de un sistema ni siquiera asegura que éste cumpla la propiedad de
distorsién acotada (3.11).

Proposicion 4.35. Sea Cp 1 el conjunto de Cantor asociado a la sucesion
{(logn)/nP}. Este conjunto es atractor de un sistema iterado {fo, f1}, con f; € C .
Las derivadas no tienen la propiedad de distorsion acotada (3.11). Sin embargo,
el atractor tiene funcion escala constante, y por lo tanto n-Hélder continua, para
cualquier n > 0.

DEMOSTRACION. Recordemos que dimy C) 1 = 1/p y ademés que
Hl/p(cp,l) = +00

(ver la discusién siguiente al Corolario 2.37 al final del Capitulo 2), por lo que no
puede ser atractor de un sistema que tenga la propiedad de distorsién acotada.
Dejamos para el final la prueba de que es atractor de un sistema con derivadas
continuas, aunque sélo daremos un esquema de ésta, pues sigue los mismos pasos
(v las cuentas son muy similares) que la prueba del Teorema 4.1 para el caso de Cp,.
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Mostramos a continuaciéon que la funcién escala R para este conjunto existe y

estd dada por R(a) = (2%, 21;;2, 2%,), para todo a € Q2.

Comenzamos estimando el tamafo del intervalo I, lk, 0<1<2k k> 1. Tenemos
que

(14+1)2"F —

"o 2"+ 3
-y Y SR

n>k j=i2n—Fk

log(2™ + (1 + 1)27F
< 3 resloBZ £ L 1
= (27 + )
1 log(27(2% +1+1))
B (2F + )P Z 2(p—1)j ’
j=>0

y por otro lado que

_ log(2" +12n7F)
IF) >y ok
17 nz;k (27 + (I + 1)2n—F)p
1 log(27 (2% +1))
2k +1+1)P 2 20-1)5

J=0

. _ 1 ~ log 27 . -y
Si ponemos ¢, = }= .~ 5-17 ¥ & = 250 5oy » entonces tenemos la estimacién

(4.38) (& +cplog(2" +1)) < |If| < (& +cplog(2° +1+1))

1
(2F + 1+ 1) 2k +0)p

Luego, para a € )7, tenemos que
o] _ (2" +£(a™) + 1)” &+ cplog(2nt 4 £(am) + 1) L
[Ton| = \ 27r+L 4 f(amd) ép + cplog(2n + £(a™)) op’
yva que el segundo factor en el producto tiende a 1. La cota por debajo se obtiene

de la misma manera.
Por lo tanto, C, 1 tiene funcién escala R(a) = (

2p 2P 2P
Veamos ahora que Cp 1 es atractor de un sistema {fo, f1} con derivadas con-
tinuas que cumple f,,(I) = é“(w) para todo w € Q, k > 1. Dado w € Q, usando la

1 2P—2 1)

estimacién (4.38) obtenemos para u = 0,1 que

n+1
. et < 2k 4 0(w) +u )p
lim = - .
mo k41 442k + f(w) +u
£((wu)m)
Por la Proposicion 4.2, este limite da los valores de las derivadas en los extremos
de los intervalos. Notamos que son los mismos valores que se obtuvieron en el caso
de (), por lo que en los extremos de cada laguna estos valores coinciden.

Las derivadas en cada laguna no se pueden extender de forma constante, y en
este caso también tenemos que restar area, lo que puede hacerse con tridngulos,
pues para las alturas de éstos se obtienen las mismas cotas que en el Lema 4.8. [

n—oo

Observacion 4.36. En el item (3) de la introduccién del articulo [BF97]
(pag. 534) se afirma que si un conjunto de Cantor C' tiene una funcién escala que
es Holder continua y acotada, entonces C' es C'*"-hiperbélico para algtin n > 0.
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Por las proposiciones anteriores tenemos contraejemplos que muestran que esta
afirmacién no es cierta. Con respecto a esto, queremos aclarar que el problema es
como debe interpretarse el concepto de continuidad Holder de la funcién escala.
Sullivan llamé continuidad Hoélder ([Sul88], comentario previo al Teorema 5) a
la determinacion exponencialmente rdpida de las coordenadas de R; es decir, por
ejemplo para la primera coordenada, como

In
Ri(a) = tim Lol
n—oo |Ian
entonces, si C), es tal que
I n
Rl(a) _ ¢, Lol
[Ion

la definicién de Sullivan pide que log C,, decrezca exponencialmente a 0. Bajo esta
hipétesis, las derivadas del sistema son Holder ([Sul88|, Teorema 5). Reciproca-
mente, cuando las derivadas son Holder, los cocientes de los intervalos convergen
exponencialmente (i.e., la funcién escala es Holder con la definicién de Sullivan),
como se ve en la prueba de la Proposicion 4.31. Por otro lado, si se considera la
definicién de continuidad Holder de la funcién escala en el sentido clédsico (como en
Bedford y Fisher), entonces se estd perdiendo informacién de cémo es la conver-
gencia de los cocientes y no se puede asegurar la suavidad Holder de las derivadas
de las funciones del sistema.

Prueba del Teorema 4.32. Antes de comenzar con la prueba, damos un
esquema de ésta. Seguimos el argumento dado en [BF97]. Sean (C,{fo, f1}) ¥
(5, {fo, f1}) dos sistemas con la misma funcién escala R. Por el Teorema 4.29,
R: Q™ — int(A) es continua, y por consiguiente, asocia a cada o € 2~ un conjunto
de Cantor C, como vimos en la Proposicion 4.27. Esta familia de conjuntos recibe
el nombre de conjuntos limite. Cada conjunto limite C* es C'-conjugado a C' y
a C (Teorema 4.39) por conjugaciones ®< y ol respectivamente, que se cons-
truyen a continuacién (ver Teorema 4.37). Estos dos sistemas en C* son conjugados
(Lema 4.40), de donde se sigue finalmente que C'y C son C! conjugados.

Comenzamos con la prueba del Teorema 4.32. Para cada o € 27, damos ahora
la construccién de un difeomorfismo % que conjuga C' con su conjunto limite C“.

Sea (C,{®0,p1}) un sistema hiperbélico (que preserva el orden). Dada una
palabra w € Q,,, sea A, la transformacién afin del intervalo I, a I, i.e.,

A, (x) = 95—;0:(0)

Para o€ Q7 ,sea AY = A ..ap de modo que

X (n—1)-

A1,

\_(n—1)---Q0 — 1
es una expansiéon afin. Ademas, si k > n, denotemos con Ckn I — Iaf(kfl).v.a_n
al difeomorfismo
¢g7n = Pa_(h—1)-an>

y pongamos ¢y = ¢ o. Luego, para k > n, definimos el difeomorfismo @, : [ — I
como

o= AR opR, 0 (A7)
Las siguientes son consecuencias inmediatas de la definicién:
1) param >k >n, o7 = &7 ; o P

m,n ,n?
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2) @, 0=A% 0l
La norma C' de una funcién f € C'(I) se define como || f|lcr = || flloo + ||//]l0o-
Resulta que la sucesién {®%} es convergente con esta norma.

Teorema 4.37. Sea (C,{vo,p1}) un sistema hiperbdlico (que preserva el or-
den). Para cada o € Q~, el limite

% = lim o
n—oo

existe y es un difeomorfismo de I en I que preserva el orden. La convergencia es
de orden O(log B,,) en la norma C!.

DEMOSTRACION: Usando la propiedad DAF, mostramos que para n grande y
k > n arbitrario, ®f  estd cerca de la identidad (en norma C D). La convergencia se
seguird pues
(4.39) ¢ = ap, 000
Dado z € I tenemos que

(Pfn) () = (AR 0 R 0 (A7) 1) (@)

|Ia*(n—1)~-ao| ,
- ﬁ Pa_(k_1y.an (y)a
QA (k—1)---Q0
donde y = (A3) 71 () € In_,_,...a0- Ya que
|I(x7(k71)...ao| = |90a,(k,1)...a,n (Ia,("71)~--(¥0)|

= |¢;,(k,1)...a_n(§)||Ia—(n—l)~~-a0|’ £e Ia,(n,l)...ao,
se tiene por la propiedad DAF que
(4.40) B, < (®},) (x) < By

para todo k > n, a € Q7 y z € I. Fijado n, esto implica que la sucesion {(® )" }x
es de Cauchy uniforme. En efecto, si m > k > n,

(@50 ()" = (B ()| = (P75, 1, 0 (2) — (R, ()]
= [(25, ()" (@5, (2}, (2)) = 1),

por lo que
(4.41) BN (B 1) < (97,,(2) — (BF o (2))" < Bu(By, - 1),

que tiende a 0 cuando k — oco. Notamos que esto vale para todo n > 0.

En consecuencia, existe el limite g5, ,, := im0 ( gn)’ y es una funcién con-
tinua. Ademas, (I)g,n(()) = 0 para todo k. Luego, por el teorema fundamental del
célculo, el limite

a2, = lim o,
existe y (9, ,,)" = limg oo (@3 ,,)"- Tomando n = 0, tenemos que * = limy_. o P}
existe, es una funcién continuamente diferenciable y la derivada estd acotada por
debajo y por arriba por B L por lo que ®* es un difeomorfismo de I en I que
preserva el orden.

Para ver el orden de convergencia en la norma C!, observamos que si f : I — I
es C' y £(0) = 0 entonces, como consecuencia del teorema del valor medio, || flc1 <
2||f'|lco- Notamos también que tomando limite en (4.39) tenemos para cada n que

P = DL, 0 Y.
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Entonces, por (4.40),
[@% = @3 ller < 2[[(D 0 D7) — (D5)[|oo-
< 2Bo[(2%,n)" = Uloo-

Ahora bien, [[(®%,) — e <méx(B, —1,1- B, ') =B, -1y
t—1< Bplogt paral<t< By.
Se sigue entonces que
|0 — @2|er < 2B3 log By,
que es lo que querfamos probar. O

Observacion 4.38. Cuando el sistema es C't"-hiperbdélico, puede probarse que
la sucesién {®2},, es precompacta en C17(I), por lo que en este caso &~ € C17(I)
(ver [BF97], Teorema 6.1).

Por el teorema anterior, dado a € Q7 el sistema {¢g, p1} induce el sistema
C'-conjugado
{@a 0 (g o (@a)fl, ®% o0 (@0{)71}7
que por la Proposicién 3.27, su atractor es ®(C).

Teorema 4.39. Usando la misma notacion que en el Teorema 4.37, para cada
a € Q7, ¥(C) es el conjunto limite inducido por la funcién escala de C, i.e.,
®¥(C) = C%. Por lo tanto, C es C'-conjugado a C* para todo o € ™.

DEMOSTRACION: Sea C(a) := ®*(C) y para cada n, sea Cp(a) := ®%(O).
Probaremos que IS = La), para todo w € €, donde estos son los intervalos de la
k-ésima de C* y C(«) respectivamente.

Por estar inducido por el difeomorfismo @2, los intervalos de C'(«) cumplen
If,a) = ®%(1,), para todo w € Q. Andlogamente, los intervalos de C,(a) son
LE,Q)’" = ®%(1,,). Luego, como consecuencia de la convergencia uniforme, tenemos

que |Iu(fl)\ = lim,— 0o |Iu(fl)’n|. Ademsds, de la igualdad

|IO£, n—1)---Q w|
L] = AL 0 92(L)| = |AS(Ia_ 1y .aquw)| = om0
|Ia—(n,—1)~~~040|
se sigue que
|I£)(j)’n| — |Ia7(n,1)‘..aowi|
|I£’Oé)7n| |Ia—(n—1)~-aow‘

El lado derecho de esta igualdad converge a una coordenada de R(aw) (la primera
si i =0 o la tercera si i = 1). Entonces, por la definicién de IS (ver 4.32),

(o) a
i | _ HSil
(4.42) Wi — ¥ para todo w € Q.
) g
Como I* = I®) = I, tenemos por esta tltima igualdad que |I§| = |I(§a)\. Luego,

por ser 0 el extremo izquierdo de los intervalos I§ y Iéa)7 obtenemos que I§ = I(ga).

Andlogamente I{* = I fa). Finalmente, por la construccién de los conjuntos y usando
(4.42), es sencillo verificar inductivamente que todos los intervalos correspondientes
coinciden. (]
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El siguiente es el Lema 7.3 de [BF97].

Lema 4.40. Sea (C,{fo, f1}) un sistema C*t"-hiperbdlico y sea {fo, f1} otro
sistema C1T"-hiperbdlico definido en el mismo intervalo I. Si f.,(I) = f,(I) para
toda palabra finita w, entonces los sistemas son C11"-conjugados.

DEMOSTRACION: Buscamos un C!-difeomorfismo ® : I — I que cumpla
fio®=2dof;
que por induccion equivale a
(4.43) foo®=2%0f,

para todo w € Q,,, n > 1.

Por hipétesis, f; = ﬁ en todos los extremos de los intervalos que forman las
etapas de C, y por continuidad, coinciden en todo C. Luego ® es la identidad en
C. Definimos ® en la laguna inicial L también como la identidad. En las restantes
lagunas, la ecuacién de conjugacién (4.43) determina a ® de forma tnica. Para
ver esto, dada w € Q,, consideremos la laguna L, = f,(L). Si x € L, como
fo : L — L, es una biyeccién, entonces f!(z) € L. Luego, por (4.43) y por ser ®
la identidad en L, tenemos que

fw od®o fujl(m) = fw © le(LT),
por lo que definimos )
O(x) := foo f ' (2)
para x € L,. Observamos que ¢ manda a la L, en si misma.
Para verificar que ® es una conjugacién, si x € L,,con w € Q,, (sizx € CJL
es trivial) entonces f;(z) € Ly, por lo que

®o fi(@) = fiwo [ (fil@) = fio (fuo £57) (x) = fio ®(a).

Una forma de probar que ® es un C!-difeomorfismo, es definiendo una sucesién
de funciones ®,, : I — I como sigue. @ es la identidad; ®; = Py en L y es igual
a fz o fi_1 en I;. Inductivamente, ®,, coincide con ®,_; en I\ UweQn I,;en I, se
define como f,, o f;1. Notamos que ®,, es la identidad en C'|J L, pues f, o ' es
la identidad en C.

La sucesién {®,} converge uniformemente a ®. Ademds, para w € Q,, ®,
restringida a C'( I, es la identidad en C'[)I,. Como C es denso en s{ mismo, se
sigue que ®/ = 1 en aquel conjunto. Por consiguiente, cuando ®,, se pega con
®,,_1 en un extremo p del intervalo I, las dos funciones y sus derivadas coinciden
en p. Asimismo, la derivada de ®,, es n-Holder continua en cada I, w € €, con
constante independiente de n. Por lo tanto, ® existe y es n-Holder continua, como
queriamos demostrar. (I

Con estas resultados estamos en condiciones de concluir la prueba del Teorema
de Sullivan.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.32: Sean (C,{fo, 1})y (C,{fo, f1}) dos sis-
temas con la misma funcién escala R. Fijado o € 7, el conjunto limite C* es
Cl-conjugado a C' y a C por los difeomorfismos @ y <AI;”‘, respectivamente. Estos
difeomorfismos son los dados por el Teorema 4.37. Sean

gi =0 fi0 (@) y  §i=d"0 fio (@)
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las funciones de los sistemas inducidos correspondientes, i = 0, 1.

Notamos que g; = g; en C*. Para ver esto, por la continuidad de las funciones,
basta con mostrar que coinciden en los extremos de los intervalos de la etapa k,
para todo k > 1. Dado w € ), denotemos con IZ al intervalo cerrado de la etapa k
de C'* correspondiente a w. Sean [, e I, los intervalos de C y 5, respectivamente.
Por la prueba del Teorema 4.39 tenemos que ®°(I,) = I = ®*(I,,). Entonces

9i(13) = gi(2* (L)) = ®*(fi(lw)) = 1§,
y de igual manera obtenemos §;(I5) = IZ,. Debido a que todos los difeomorfismos
preservan el orden, se sigue que g; = g; en los extremos de [, para todo w € ,
k>1.
Luego, los sistemas {go, 91} v {d0, 91} cumplen las hipétesis del Lema 4.40, por
lo estén Cl-conjugados por una conjugacién ®. Por lo tanto, la composicién
hi=(®)"'o®od”

es una conjugacion C! entre los sistemas {fo, f1} y {fo, fl} O






CAPiTULO 5

Suma de conjuntos de Cantor

Introduccion

La ultima parte de este trabajo estd dedicada al estudio de la dimensién de
Hausdorff de la suma aritmética de dos conjuntos de Cantor en la familia {Cp} y
al de la convolucién de medidas soportadas en estos conjuntos.

La estructura topoldgica de la suma de

Motivacién. Recordemos que por la Proposicion 3.46 del Capitulo 3 la con-
volucién de Bernoulli p, = H;io *% ((50 + 5(1_T)T_j) es de tipo puro: o bien singular
o bien absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Cuando
0 < r < 1/2, su soporte es el conjunto de Cantor r-ddico A, por lo que en este
caso trivialmente es singular con respecto a la medida de Lebesgue. Para r = 1/2,
se verifica facilmente usando (3.27) que g5 es la medida de Lebesgue en [0, 1].
Por otro lado, para 1/2 < r < 1, aunque el soporte de p, sea el intervalo [0, 1],
no necesariamente se tiene continuidad absoluta, como se lo muestra el siguiente
resultado debido a Erdés ([Erd39]). Daremos antes algunas definiciones.

Un entero algebraico es una raiz de un polinomio ménico con coeficientes en-
teros. El polinomio minimal de un entero algebraico € es el polinomio ménico con
coeficientes enteros de menor grado que tiene como raiz a 6.

Definicién 5.1. Un entero algebraico # > 1 es un ndmero de Pisot si todas
las conjugadas de Galois de 6 (i.e. las otras raices del polinomio minimal) tienen
modulo menor que 1.

Teorema 5.2 (Erdos 1939). Sir # 1/2 y 1/r es un ndmero de Pisot, entonces
Wy es singular. Mds ain, la transformada de Fourier [i,.(§) no tiende a 0 cuando
& — oo.

La propiedad fundamental de un nimero de Pisot 0, es que dist(0™,Z) tiende
a 0 de forma geométrica. De hecho, sean 0, ..., 0 las conjugadas de Galois de 6.
Entonces 0™ + Z_];:Q 07 es un entero para todo n € N, pues es una funcién simétrica
de las raices del polinomio minimo de 6. Por hipdtesis, méxao< <k |6;| =: p € (0, 1),
por lo que

(5.1) dist(0",Z) < (k—1)p", neN.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.2: Sea § = 1/r. Tomando mdédulo en la
identidad (3.34), si N > 1, tenemos para ¢ = 2/(1 — r) que

| i (WCGN) | = | cos(mf™) cos(wON 1) - ... - cos(wh)| - | cos(m) cos(mr) cos(mr?) ... |
N
(5.2) = T 1 cos(ro™) - s (el

85



86 5. SUMA DE CONJUNTOS DE CANTOR

Como 0 # 2 es un nimero de Pisot, entonces 0™ # 2 y ademds 0™ # h+ %, donde h
es un entero (ver pdg. 41 del libro de Salem [Sal63]). Luego |i, (wc6™) | # 0. Por
(5.1) y (5.2) tenemos que

iy (c0™) | = T I cos(m(k = 1)p™)] - |fin(cm)| := 6 > 0,

n=1

para todo N > 1. Por lo tanto, f{i.(§) - 0 cuando { — oo. Por la Proposicién 1.19
(Riemann-Lebesgue), 1, no es absolutamente continua, por lo que resulta singular
debido al Teorema 3.46. O

Claramente los niimeros enteros son de Pisot. Un ejemplo de niimero de Pisot
menor que 2 es el nimuro de oro ¢ = 1+T\/g Por el Teorema 5.2, p, es una me-

dida singular cuyo soporte es el intervalo [0,1]. Esta medida ha sido estudiada en
profundidad (ver por ejemplo [Lau93], [Hu97], [LN98] y [LIN99]).

Observacion 5.3. Sea S| el conjunto de pardmetros r € (1/2,1) tales que p,
es singular. Un problema que contintia abierto es determinar si S| contiene algin
elemento que no sea reciproco de un ntmero de Pisot. Salem [Sal44] prob6 que
fr(§) — 0 cuando £ — oo si r no es reciproco de un nimero de Pisot, por lo que
la prueba del Teorema 5.2 no puede extenderse para encontrar otros valores de
singularidad.

Por otro lado, el primer resultado importante con respecto a la continuidad
absoluta de las convoluciones de Bernoulli también fue dado por Erdos ([Erd40]),
quien probé que existe a < 1 (muy cercano a 1) tal que S| N (a,1) tiene medida
de Lebesgue nula, y ademds, que existe una sucesién ax T 1 tal que u,. tiene una
densidad C*(R) para Lebesgue-casi todo r € (ay, 1). Més recientemente, en [Sol95],
Solomyak probé6 que p, es absolutamente continua para casi todo r € (1/2,1) con
respecto a la medida de Lebesgue. M4s atin, Peres y Schlag ([PS00]) demostraron
que la dimensién de Hausdorff de S; N (b, 1) es menor que 1 para cualquier b > 1/2.
No obstante, poco se sabe sobre valores particulares del parametro r para los cuales
1 €s absolutamente continua. El conjunto explicito més grande que se conoce hasta
el momento fue dado por Garsia en [Gar62], y consiste de un subconjunto de
reciprocos de enteros algebraicos, por lo que el conjunto es numerable.

Volvamos ahora a nuestra motivacién. Consideremos la medida convolucién
oy * 11y Recordemos que el sistema de similitudes correspondiente a p,. es {rz,rz+
(1 —r)}. Como la razén de similitud es la misma para las dos funciones, es sen-
cillo verificar que la medida convolucién también resulta auto-similar con pesos
{1/4,1/2,1/4}, siendo su sistema

{re,re + (1 —7r),ra +2(1 —r)}.

Por consiguiente, ., * u, es una medida de tipo puro cuyo soporte estd contenido
en el conjunto A, + A, por lo que es importante conocer la estructura de éste.
Cuando A, + A, contiene un intervalo abierto, no es trivial decidir si la con-
volucién es singular o absolutamente continua. Como Ji, * (i = fiy - fir, Si 7 es el
reciproco de un nimero de Pisot, se sigue por el Teorema 5.2 que la convoluciéon es
1

singular. Un caso particular es cuando consideramos r = 3. La medida p 1k es

singular aunque su soporte es A% + A% =10,2].
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La estructura multifractal de la m-ésima convolucién de [11, que es una forma
de medir la singularidad de una medida, fue estudiada por Fan, Lau y Ngai en
[FLINOO] y por Hu y Lau en [HLO1].

Algunos resultados conocidos sobre la suma A, + A4 son:

- Como consecuencia del Lema de Newhouse, que usa el concepto de espesura (ver
Ejemplo 5.10)

T s
1—2r 1-2s
Ademds, en el Corolario 4.5 de [CHMO2] se prueba que el reciproco es cierto
cuando }gg: es irracional.

- Notamos que la desigualdad dimpg (A, + As) < dimg A, + dimg Ag siempre es
cierta por un resultado general sobre la suma algebraica de conjuntos (ver Proposi-
cién 5.4). Mds aun, para L-casi todo r € (0,1/2),

>1 = A.+A,=10,2].

(53) dimpg Ar + dimpg AS <l = dll’IlH(Ar + AS) = dimg Ar + dlmH AS,
(54) dimyg A, +dimg Ay >1 = E(Ar +Aé) > 0.

Estos resultados son un caso particular de los obtenidos por Peres y Solomyak
en [PS98] para familias de conjuntos de Cantor auto-similares homogéneos (que
definimos en la Observacién 5.22).

- Recientemente, Peres y Schmerkin en [PSchm07] mostraron que si
cional, se tiene la férmula

log s
logr

es irra-

dimpg (A, + As) = min{dimpg A, + dimg Ag, 1}.

Ademds es conocido que dimg (A, + Ay) < dimg A, + dimgy A; cuando igg ® es

racional (una prueba de esto puede encontrarse también en [PSchmO7]). Notar
que estos resultados mejoran (5.3) ya que dicen explicitamente para qué valores del
parametro vale la férmula.

Por otro lado, la estructura de la suma aritmética de conjuntos de Cantor es
relevante en problemas relacionados con aproximaciones diofdnticas y, en dinami-
ca suave, estd fuertemente conectada con el estudio de tangencias homoclinicas
(ver [PT93]). En este contexto Palis conjeturd que la suma de dos conjuntos C!7¢
hiperbdlicos o bien tiene medida de Lebesgue nula, o si no contiene un intervalo
abierto. Esto no siempre es cierto, como mostré Sannami ([San92]). Pero su ejem-
plo es rigido, por lo que se continué conjeturando que genéricamente el resultado
es valido.

Moreira [M96] introdujo el concepto de interseccién estable de conjuntos de
Cantor hiperbdlicos para obtener resultados sobre bifurcaciones homoclinicas de
forma mas sencilla a como se obtienen con sumas de conjuntos de Cantor. Infor-
malmente los conjuntos hiperbdlicos C; y C5 tienen interseccién estable si hay un
entorno del par (C, Cy) (con la topologfa C17¢) tal que para cualquier par (Cy, Co)
en ese entorno se tiene que 51 N 52 # () (aqui por hiperbdlico entendemos que las
derivadas son al menos n-Hélder continuas para algin n > 0).

El estudio de intersecciones estables estd relacionado con la suma aritmética,
pues si Cy y —C5 tienen interseccion estable entonces C + Cs contiene un intervalo.
Maés generalmente, si existe t € R tal que Cy y —C5 + ¢ se intersecan establemente
entonces ¢t € int(Cy + C2). Ademds la interseccién estable es mds general que el
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hecho de que el producto de las espesuras de los conjuntos sea mayor que 1, que
también garantiza que la suma contenga un intervalo (ver Proposicién 5.9).

Moreira y Yoccoz [M'Y01] probaron que hay un subconjunto residual (abierto
y denso) U del conjunto

0= {(Cl, C5) son conjuntos de Cantor hiperbdlicos con dimy Cy +dimpy Co > 1}

tal que si (C1, C2) € U entonces existe t € Cy + Co (de hecho un abierto y denso en
este conjunto) tal que Cy y —C5 + t se intersecan establemente, y por consiguiente
C1+C5 contiene un intervalo abierto. Esto prueba que la conjetura de Palis es cierta
genéricamente (vale en un conjunto residual) en la topologia C'¢, pues cuando
dimpy Cy + dimpy Cy < 1 es facil ver que dimy(C; + C3) < 1 (ver Proposicién 5.4).

Todavia no se sabe si esta conjetura es cierta en la topologia C! o en el caso de
conjuntos auto-similares. En particular, no se sabe atin si A, + Ay tiene interior no
vacio cuando 1 < dimg A, + dimy Ay < 14§ y 0 es suficientemente chico.

Sobre los problemas de este capitulo. Los resultados de este capitulo
tuvieron como origen el estudio de la medida convolucién H lc, «H lc,- Como el
soporte de la convolucién estd contenido en la suma de los soportes, este problema
estd ligado al del estudio de la morfologia del conjunto C), + C.

Por los resultados del Capitulo 4, el conjunto C), tiene asociado el sistema
{fp.0, fp,1}- Luego, para los pesos {%, %} tenemos la medida invariante v, soportada
en C, que satisface

1 1
(5.5) vp(A) = §Up(f(;; (A) + §Up(ff7; (A)) para todo A boreliano.

Por ser los sistemas correspondientes conjugados, se sigue de la Proposicién 3.50
que vy, = fig-p 0 h,; !, donde h, es la conjugacién entre los sistema. De aqui se

deduce que H> Lo, es equivalente a v, (ver la demostracion del Corolario 5.21), y
por consiguiente, nos interesa estudiar la convolucién de estas medidas.

Uno de los principales inconvenientes es que no se puede garantizar de antemano
que v, * Uy sea de tipo puro, pues no sabemos siquiera si esta medida satisface una
identidad como en (5.5).

Estudiamos entonces cuando la medida Lebesgue de C}, + C,, que contiene al
soporte de v, * vy, es positiva (ver Teorema 5.15), ya que cuando esta medida es
nula, la medida v, * v, trivialmente es singular.

En la Seccién 5.1, utilizamos los conceptos de espesura y espesura local para
dar condiciones suficientes para que C, + C,; contenga un intervalo abierto.

Luego, adaptando resultados de [PS98] (los Teoremas 1.1y 2.1 de ese articulo),
mostramos (ver Corolario 5.21) que, fijado ¢ > 1, la medida v, * v, es absoluta-
mente continua con densidad en L?(R) para casi todo p € (1,q/(q — 1)). Ademas
pueden adaptarse los resultados de este articulo para obtener (ver Corolario 5.18)
los resultados correspondientes a la dimensién de C, + C,. Esto se contrapone con
el hecho de que nos resulté imposible establecer un resultado andlogo si fijamos
ambos valores, p y gq.

En sintesis, los resultados obtenidos en este capitulo sobre la suma C}, + C, son
los siguientes:
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- Seccién 5.1. Usando espesuras obtenemos que
1 1
2r(2p — 2) 24(29 — 2)

1 1
> = 4 =
>1 = G+Cy=o, np+nq].
n>1
Esta cota puede mejorarse considerando espesuras locales, pero no puede concluirse
que la suma sea un intervalo:

1 1
mm >1 = Op + Cq contiene un intervalo abierto.
- Secciones 5.2 y 5.3. Por la adaptacién de los resultados de [PS98], para L-casi
todo p > 1 se tiene que

dimyg Cp +dimyg C; <1 = dimy(C, + Cy) = dimy C), + dimy Cy,
dimyg Cp +dimy Cy, >1 = L(C,+C,) > 0.
En particular, para £-casi todo p > 1 tenemos la férmula
dimg (Cp + Cy) = min{dimy C), + dimy Cy, 1}.

Al final del capitulo hacemos algunos comentarios sobre estos resultados y
planteamos problemas abiertos.

5.1. Espesuras

La suma de dos conjuntos de Cantor es siempre un conjunto compacto y per-
fecto. Cuando este conjunto tiene interior vacio resulta nuevamente un conjunto
de Cantor. Una condicion suficiente para que esto ocurra estd dada en la siguiente
proposicién, que es un resultado general sobre la dimensién de Hausdorff de la suma
de conjuntos.

Proposicién 5.4. Sean E,F C R tales que dimy F = dimgF. Entonces

DEMOSTRACION: Sea f : R? — R la funcién Lipschitz definida por f(z,y) =
x +y. Por la Proposicién 2.6 tenemos que

dimy (E + F) = dimg (f(E x F)) < dimg (E x F).

Por la hipétesis sobre la dimensién de F, vale la férmula del producto (ver pag. 94
de [Fal90])
dimy(FE x F) < dimg E + dimg F,

de donde se sigue el resultado. (Il
En consecuencia, como dimy C; = dimpC, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.5. Si1/p+1/q < 1 entonces L(Cp + Cy) = 0; por consiguiente
Cp + Cy es un conjunto de Cantor.

En la siguiente seccién enunciamos un resultado que provee informacién mas
precisa que la dada en este corolario (ver Corolario 5.18 (a)).

Por otra parte, para determinar si la suma tiene interior no vacio, Newhouse
introdujo el concepto de espesura de un conjunto de Cantor. A continuacion, si-
guiendo el Capitulo 4 del libro de Palis y Takens [PT93], definimos este concepto
(v el de espesura local) y damos un lema cldsico de Newhouse. Como consecuencia
de éste, obtenemos en la Proposicién 5.11 y el Teorema 5.15 condiciones suficientes
para que la suma Cj, + C, contenga (sea) un intervalo con interior no vacio.
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Definicion 5.6. Sea C' un conjunto de Cantor en la recta. Dada una laguna L
de C, un puente B de L es un intervalo maximal que tiene un extremo comin con
L y no interseca ninguna laguna cuya longitud sea al menos la de L. Decimos que
(B, L) es un par puente/laguna de C. La espesura de C' se define como

1Bl

7(C) = inf {m : (B, L) es un par puente/laguna} .

Observacion 5.7. Es inmediato de la definicion que
T(C+t)=7(C) y 7(sC)=7(C)
para todo t € Ry todo s € R\ {0}, donde
sC:={sx:xz € C}.
En particular, 7(—C +t) = 7(C).
El siguiente es un resultado clasico.

Lema 5.8 (Newhouse). Sean Cy y Cy conjuntos de Cantor en la recta con
espesuras T1 Y To. Si 11 - T2 > 1 entonces ocurre una de las siguientes alternativas:

= (' estd contenido en una laguna de Ca;
= (5 estd contenido en una laguna de Cq;

s C1NCy #0.

DEMOSTRACION: Asumamos que ninguno de los conjuntos estd contenido en
una laguna del otro y ademds que C; N Cy = (). Mostraremos que esto conduce a
una contradiccion.

Si Ly, Ly son lagunas acotadas de C1, Ca, decimos que (L1, Ly) es un par ligado
si L; contiene exactamente un extremo de Lo (y viceversa). Veamos primero que
hay al menos uno de estos pares. En efecto, que no se cumplan las dos primeras
condiciones significa que los intervalos iniciales de los conjuntos se intersecan, i.e.,
I, N1, # B; esta interseccidn tiene interior no vacio pues los conjuntos son disjuntos.
Sean L; una laguna de C contenida en esta interseccién y sea Lo una laguna de Cy
que interseca a Lj. Si no estdn ligadas, entonces una esta contenida en el interior
de la otra. Supongamos que L1 C Lo (el otro caso es similar). Luego, uno de los
extremos de Lo, al que llamamos u, pertenece a I; N I, por lo que u € I \ Cy, de
donde se sigue que u estd en una laguna [~/1 de C; que no interseca al otro extremo
de Lo, y por consiguiente (il, Ls) es un par ligado.

Dado un par ligado (L1, La), mostraremos a continuacién que entonces existe
- o un par ligado (Ly, Ly) con |Li| < |L[;

- o un par ligado (L1, Ly) con |Ly| < |La|.
En efecto, supongamos que la interseccién de las lagunas es como en la Figura 5.1.
Sea Bé el puente de L; correspondiente a su extremo izquierdo j = 1,2, y sea B}
el correspondiente al extremo derecho. Como 7y - 75 > 1, entonces

B B,

[La|  |Lo| —
Luego, |BY| > |Ls| o |BL| > |Li|, o ambos. Entonces, el extremo derecho de Ly
estd en BT o el extremo izquierdo de L estd en B, o ambos. Asumamos lo primero
y llamemos u al extremo izquierdo de Lo. Luego u € Cy, por lo que u ¢ Cp, de
donde u pertenece a una laguna L de Oy con |f)1| < |L1], esto dltimo por ser BY
un puente de L;. Por lo tanto, (fq, L) es el par requerido.
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L4 By
L \ !
\ T T
1 A A}
T 1 LY U
By Ly
FiGura 5.1

Para terminar la prueba, notamos que la afirmacién del parrafo anterior con-
tradice que C7 N Cy = (), ya que obtenemos una sucesién de pares ligados (L}, L%)
tales que |L¢| o |L%| decrece a cero, pues la suma de las longitudes de las lagunas
acotadas es finita. Si |L}| tiende a cero, tomando ¢; € L}, entonces cualquier punto
de acumulacién de {g;} pertenece a C; N Cs. ]

Como consecuencia de este lema se obtienen condiciones suficientes para que
la suma de dos conjuntos de Cantor contenga un intervalo abierto. Para ver esto,
notemos que si F, FF C R entonces el conjunto suma E + F' puede expresarse de la
siguiente manera:

E+F={teR:EN(-F+t)#0}.

Llamamos intervalo inicial de un conjunto de Cantor C' al menor intervalo cerrado
que lo contiene. Sean I e I los intervalos iniciales de C; C I; y Co C I5. Tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 5.9. Sean Cy, Cy conjuntos de Cantor con espesuras 71 Y To
respectivamente. Si 1, - 7o > 1 entonces Cy + Cy es una union finita de intervalos
cerrados; en particular contiene un intervalo abierto. Ademds, si ninguna traslacion
de cualquiera de los conjuntos estd contenida en una laguna acotada del otro, en-
tonces Cq + Ca es un intervalo.

DEMOSTRACION: Comencemos con la segunda afirmacién. Si t € I; + I en-
tonces I; N(—Iz+t) # 0, por lo que Cy no estéd contenido en una laguna no acotada
de —C5 + t; ademds, por hipdtesis tampoco estd contenido en una laguna acotada
de éste (y viceversa). Por el Lema de Newhouse C; N (—Cs + t) # 0, de donde se
tiene que I; + I C C7 + Cs. La contencién opuesta es trivial.

Para la primera parte, sean a; > ag > - - - las longitudes de todas las lagunas
acotadas de C; y analogamente, 31 > (B2 > --- las de C3. Supongamos sin pérdida
de generalidad que |I1] < |I2|. Si By41 < |[1| < BN para algin N, entonces hay
traslaciones de C; contenidas en lagunas acotadas de C. Descomponemos entonces
a Cy como la unién disjunta

Cy=Cy - o

resultante de remover de I5 las lagunas de longitudes 31, ..., 8y y hacer la intersec-
cién con Cy. Luego ninguna traslacién de C; esta contenida en una laguna acotada
de Cg, 1 <j < N+ 1. Ademas, por mover las lagunas de mayor tamano, todo par
puente/laguna de C} es uno de Cy, de donde se sigue que 7(C3) > 7(Cs). Para
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terminar la prueba resta ver que ninguna traslacion de C’g estd contenida en una
laguna acotada de C7, 1 < j < N + 1. Sea Ig el intervalo inicial de Cg. De éstos,
puede verse facilmente por inducciéon que hay uno de longitud minima que es un
puente de Cp; llamémoslo I, y sea B, 1 < k < N, la longitud de la laguna co-
rrespondiente a este puente. Luego, si una traslacién de CJ estd contenida en una
laguna acotada de C1, entonces oy > |I§| > |I.|, por lo que

LI (ILIIBY G

aq Br | B1] ’
donde Bj es el puente de la laguna de longitud «;. Esto es imposible por la hipétesis
sobre el producto de las espesuras y porque |B1| < |I1| < G- O

Ejemplo 5.10. Para 0 < r < 1/2, el conjunto de Cantor r-ddico tiene espesura
T(A) = r/(1—2r) como se ve facilmente por tener razén de contraccién constante.
Por la Proposicién 5.9, si

.
T =520

esto es, si r > 1/3, entonces A, + A, = [0,2].

b

Por este ejemplo, es de esperar que tengamos la misma cota para la suma de
Cp, o sea, ya que este conjunto es ‘parecido’ a Ay—p, deberfamos tener que C, + C)
es un intervalo cuando

27P 1

= > 1.

1—-2-27p 2P —2
La siguiente proposicién sin embargo muestra que usando espesuras, no podemos
deducir esto.

(5.6)

Proposicion 5.11. Para el conjunto C), se tiene la cota

1 1 2\? 1
. 11 o= (2) 5
(5.7) w2 =T ={3) 33
En consecuencia, Cp + Cy = [O, Zn21 1/nP + 1/nq] cuando
1 1

>1
2P(2p —2)29(29 — 2)
En particular, Cp + Cp = [0, 2> 51 1/np] st
1 1
— >
2p 20 —2 —
DEMOSTRACION: Para la laguna Lk ; del conjunto Cp, con 0 < j < 2k k>0,

como los intervalos de las etapas de este conjunto son decrecientes, el puente de

esta laguna que hace minimo el cociente (de la definicién de espesura) es el que

estd a la derecha de la laguna, que es el intervalo Ié“jt_ll de la etapa k + 1. Entonces,

(5.8)

por las desigualdades (4.5) de la Seccién 4.1 del capitulo anterior,

. P k+1 . P
2P < 2k 4 4 ) < |I2j+1|< 2P < 2F +j >’

20 — 2 \ 2k+1 4 25 4+ 2 _|L2k+j\_2p—2 2k+1 425 +1

o equivalentemente,
(5.9) Lo 20y VI 2+ Y
' 20 —2 \ 2k 4+ 4 +1 _|L2k+j|_2p—2 2k +4+1/2 '
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Luego, las cotas para los cocientes puente/laguna crecen a 1/(2P — 2) cuando j y k
crecen. Por esta razén, si k = j = 0, por la primera desigualdad de (5.9) obtenemos
una cota por debajo para todos los cocientes de pares puente/laguna y por lo tanto
una cota por debajo para la espesura de C),, que es la primera desigualdad en (5.7);
ademds, cuando k = j = 0, obtenemos la menor cota superior, que es la segunda
desigualdad de (5.7). O

Observamos que, por (5.6) y la segunda desigualdad de (5.7), hay un intervalo
abierto J en el conjunto de pardmetros tal que si p € J, entonces Ag—» + Ag—» €s
un intervalo pero no sabemos qué ocurre con Cp + Cjp.

Notamos ademds que para estimar la espesura, en la prueba de la Proposi-
cién 5.11 sélo precisamos intervalos de la primera etapa de la construccién de C,
(cuando tomamos k = j = 0), lo que refleja el cardcter global de la definicién de
espesura. Se pueden obtener cotas més precisas para la suma de C), si consideramos
espesuras locales.

Sea C' = U;>1 N,eq, If(w) un conjunto de Cantor. Dado z € C, sea w € Q7T la
unica palabra tal que m(w) = z. Luego, el conjunto de Cantor

Cy = C N I
decrece a {z} cuando k — oo.

Definicion 5.12. Con la notacién dada en el parrafo precedente, definimos la
espesura local de C' en x como

Tloc(Cvir) = m T(C:’IDC)

k—oo

Para espesuras locales tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 5.13. Sean Cy, Csy conjuntos de Cantor. Si existen x1 € Ch,
x9 € Co tales que Tie(Cl, 1) « Tioe(Ca,x2) > 1, entonces C1 + Cy contiene un
intervalo abierto. Ademds, si

inf oc C ) " Tloc C ) 1
bl it )

entonces la suma es una union finita de intervalos cerrados.

DEMOSTRACION: Sea T; = Tio.(Cy, ;). Elijamos § > 0 tal que
(7'1 — 5)(7’2 — (5) > 1.
Por definicién de limite superior, existe k; > 0 tal que
Ti—0< T(C’i)

Aplicando la Proposicién 5.9 a los conjuntos de Cantor C’i se tiene la primera
afirmacién. :

Para la segunda, cada (z,y) € C1 xC5 tiene asociado un par V, , = (C’f’;, C;’;J)
tal que

k
Toc (ij;) * TMoc (CQ,yy) > 1.
Estos pares forman un cubrimiento abierto del compacto C x Cy, por lo que existen
(z4,y;) € C1 x Co, 1 < i < N, tales que
N k k
Ci+Ce= (1% + Gy, ).

i=1
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El resultado se sigue de la Proposicion 5.9. O

Observacién 5.14. En la prueba de la proposiciéon precedente necesitamos
pedir que el producto de las espesuras sea estrictamente mayor que 1. Ademds, no
podemos asegurar en este caso que la suma de los conjuntos sea un intervalo, ya que
estamos aplicando la Proposicién 5.9 a subconjuntos de Cantor de los conjuntos C;.

En general, los conjuntos hiperbdlicos tienen espesura local constante, i.e., inde-
pendiente del punto z € C' (ver [PT93], pag. 83). No haremos uso de este resultado,
pues para el conjunto C), como vemos a continuacién, esto es sencillo de verificar.

Proposicion 5.15. La espesura local de C, es constante. Su valor es

1

Tloc<Cp) = m

DEMOSTRACION: Notamos que todo par puente/laguna de C}’;J es un par de
Cp. Entonces, por las desigualdades (5.9), tenemos que

1 2k \? 1 ok P
— (=) <7(CF )< )
2p—2<%+¢> —T(%J—2P—2<%+1ﬂ>

Haciendo k£ — oo obtenemos el resultado. O

Como consecuencia de las Proposiciones 5.13 y 5.15 tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 5.16. Sean p,q > 1 tales que
1 1

w2 202
Entonces Cp,+Cy es una union finita de intervalos. En particular, Cp+C), contiene

un intervalo abierto cuando ﬁ > 1.

>1

El resultado de este teorema es similar al que vimos en el Ejemplo 5.10 para la
suma A, + A,. Sin embargo, en nuestro caso no podemos garantizar que la suma
sea un intervalo.

5.2. Enunciado de los resultados globales

A continuacién enunciamos los resultados sobre la familia {C},} que son andlo-
gos a los obtenidos en [PS98] para familias de conjuntos de Cantor homogéneos,
que son un caso especial de conjuntos auto-similares. Comentaremos sobre este tipo
de familias en la Observacion 5.22 al final de esta seccion.

Las demostraciones se dan en la seccién siguiente y en general siguen la misma
metodologia que en [PS98]. Sin embargo, para la demostraciones de los Teore-
mas 5.17 y 5.20 se requieren algunos lemas que tienen un tratamiento diferente.
Recordemos que £ denota la medida de Lebesgue en R.

Teorema 5.17. Sea K un compacto de R. Entonces
(a) para L-casi todo p > 1 tal que dimy K + dimpy C), < 1, tenemos que
dimy (K + Cp) = dimy K + dimy Cp ;

(b) para L-casi todo p > 1 tal que dimpy K + dimy Cp > 1, el conjunto K + C,
tiene medida de Lebesgue positiva.
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Como dimgy C, = %, si definimos p, tal que dimy K + p% = 1, entonces la

conclusién de la parte (a) del teorema es vélida para casi todo punto del intervalo
(ps, +00), mientras que la de la parte (b) es en el intervalo (1, p,). De este teorema
es inmediato el siguiente resultado sobre la suma de conjuntos de Cantor.

Corolario 5.18. Sea ¢ > 1. Entonces
(a) para L-casi todo p tal que dimp Cp +dimpy Cy < 1 se tiene que
dimH(Cp + Oq) =dimpg Op + dimpg Oq;
(b) para L-casi todo p tal que dimpy Cp + dimpy Cy > 1, el conjunto Cy + C,, tiene

medida de Lebesgue positiva.

Para enunciar el siguiente teorema, que implica la parte (b) del Teorema 5.17,
necesitamos algunas definiciones.

Definicion 5.19. Una medida de Frostman con exponente 0 < a < 1 es una
medida de probabilidad n € M(R) que satisface la condicién (de Frostman): existe
una constante C' > 0 tal que

(5.10) n(By(x)) < Cr®, paratodox € Ry r >0,
donde B, (z) = (z —r,z+ 7).

Sea ', : QT — C), la proyeccién de QT en C), definida por

Fp(w) = m Ig,p’
n>1

n,p . J%P
con I[P = Ie(w

valos de la construccién de C),, ya que p no quedari fijo.
Consideremos una medida finita ¥ soportada en Q7 tal que para algtin s € (0, 1]
la medida producto ¥ x W satisfaga

) donde por conveniencia agregamos el supraindice p a los inter-

(5.11) (T x W) {(w,7): lwAT| =k} < C27,
donde |w A 7| = min{i : w; # 7}, y ademds
(5.12) (U x U){(w,w) :weQT} =0,

esto es, que la medida producto se anule en la diagonal. Denotemos con v, a la
medida imagen de ¥ por I',, i.e.,

(5.13) Vp :\I!ol“;l.
Notamos que por el Teorema 1.6 se tiene que sop(v,) = Cp, pues I',, es continua.

Teorema 5.20. Sea 1 una medida de Frostman y sea v, la medida definida en
(5.13), donde suponemos que se cumplen las condiciones (5.11) y (5.12). Entonces
la medida n * v, es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
con densidad en L*(R) para L-casi todo p > 1 que verifique

o+ s > 1.
p
Cuando U es la medida de Bernoulli con pesos (1/2,1/2) entonces s = 1.
Ademas, por la Proposicién 3.49, tenemos que la medida v, es la medida invariante
vp del sistema (Cp, { fp.0, fp,1}) construido en el capitulo anterior. Si elegimos 7 =
Vg, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 5.21. Para L-casi todo p tal que dimy Cp+dimy Cy > 1, la medida
Vg *Up €5 absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue con densidad

en L2(R). Lo mismo vale para la medida Hi le, wH v le, -

DEMOSTRACION: Mostraremos que v, ~ Hr lc, - Luego, la segunda afirmacién
es consecuencia de la primera y de la Proposicién 1.21, que relaciona la convolucion
de medidas equivalentes.

Veamos la equivalencia de las medidas. Por el Teorema 4.33, sea hy, : [0,1] — IP
una conjugacién C'+1/P entre los sistemas, de modo que hp(Ag-») = Cp. Para todo
A C R, se tiene por las Proposiciones 3.50 y 3.44 que

vp(A) = pa-»(hy, ' (A))
= H7 (hy Y (A) N Ags) = H7 (b, (AN Cy)).

Ademas, hy, es una funcién bi-Lipschitz, pues su derivada es continua y acotada, al
igual que la de su inversa. Entonces, por la Proposicién 2.6, existe una constante
¢ > 0 tal que

YHE(ANC,) < HF (h ' (ANG,)) < cHF (AN GCy).

Por lo tanto, v, ~ H¥ Lo, -

Resta mostrar la primera afirmacién del corolario. Observamos que en la prueba
del Teorema 5.20, la condicién de Frostman (5.10) en la medida 7 se usa solamente
para x € sop i) y para valores de r pequenos. Por consiguiente, basta con mostrar
que v, satisface (5.10) para todo z € C;; y todo r chico.

Sean x € Cq y 0 < r < 29||h; ||} Notamos que h,'(B,(x)) C Br(h,'(x)),
con 7 := r||h; ! ||oo. Luego, por la Proposicién 3.45, tenemos que

Vg(Br (@) = pa-a(hy (B (@) < pia-a(Br(hy ' (2))) < ert,

por lo que concluimos la prueba. ([l

Observacion 5.22. La familia de conjuntos de Cantor {C"},¢(0,1) que se con-
sidera en [PS98] estd definida por

Cr = {i zi(r)yrl : x(r) € D(r)}7 para r € (0,1),
7=0

donde D(r) = {do(r),...,dn(r)} es un conjunto de digitos que dependen de r, con
d(r) € C[0,1].

Notamos que en particular, cuando D(r) = {0,1 — r} se obtiene la familia de
conjuntos r-adicos {A, }.

El conjunto C™ es auto-similar ya que es el atractor del sistema de similitudes
{rez +do(r),...,re+ dn(r)}; se dice que es homogéneo pues todas las similitudes
tienen la misma razén de contraccién.

Como consecuencia de la homogeneidad, para estos conjuntos la proyeccién
I, : O — C", donde O+ = {0,...,m}", estd dada por

II,(w) = Z T (r)rd,
§=0

lo que puede verse de la misma forma que para A, (ver la Proposicién 3.9).
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Dados w y 7 € Q7 fijos, definamos para 0 < r < 1 la funcién

o0

Gur(r) =T (w) = TL(1) = Y (du,(r) = dr, ()17

j=|wAT|

Esta funcién resulta derivable en r, pues los coeficientes en la serie de potencia son
C'[0,1] por hipétesis.

Las pruebas de los resultados de [PS98] se basan fundamentalmente en que la
derivada de @, es distinta de cero para todo w # 7 tal que [wAT| es suficientemente
grande.

Para nuestra adaptacion, necesitamos estimar el crecimiento de la funcién %,, -,
que es la andloga a ¢, y la definimos, para p > 1, como

Yo, (p) == Tp(w) — Lp(7).

En este caso, no sabemos si la proyeccién '), : Q@ — (), tiene una representacién
como serie de potencias, por lo que no podemos asegurar a priori que ¥, .(-) sea
derivable. No obstante, obtenemos esto en el Lema 5.27 usando esencialmente la
derivabilidad en p de los términos de la sucesién {1/n”},, que define a C),.

5.3. Demostracién de los Teoremas 5.17 y 5.20

Preliminares. Damos aqui los conceptos y resultados (cldsicos) de teoria geo-
métrica de la medida que usaremos en las pruebas de los Teoremas 5.17 y 5.20.

Definicion 5.23. La [-energia de una medida p € M(R) se define como

Io(u) = / / ly— 2 du(y)du(z).

Para la prueba de los teoremas necesitamos la siguiente relacion entre la (-
energia de una medida y la dimensién de Hausdorff de su soporte (ver Corolario 6.6
de [Fal86]).

Proposicion 5.24. Sea E C R un conjunto boreliano. Si Is(p) < 400 para
alguna medida 1 € M(E), entonces s < dimpy E.

El siguiente resultado es conocido como el Lema de Frostman.

Proposicion 5.25. Sea E C R un conjunto boreliano. Entonces H*(E) > 0 si y
s6lo si existen una medida v € M(E) y una constante C tales que v(B(z,r)) < Cr?®
para todo x € R y r > 0.

Notamos que en particular, si s < dimg B, entonces por la Proposicién 5.25
siempre existe una medida de Frostman con exponente s.

Haremos uso ademas del siguiente lema, cuya prueba puede encontrarse en
[Mat95], pag. 109.

Lema 5.26. Sea n una medida de Frostman con exponente o > 0. §i0 < s < «
entonces Is(n) < +oo.
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Demostraciones. Para poder demostrar los teoremas de la seccién anterior,
antes debemos demostrar unos lemas previos.
Primero necesitamos estimar el crecimiento de la funcién

Vu,r(p) = Tp(w) = Tp(7)

para todo w, 7 € Q.

Decimos que w € Q7 es racional si hay una palabra finita v €  tal que
w = 76 ow = ’ﬁ; en este caso decimos que w es un racional con palabra inicial en
2. Luego, como vimos en las Proposiciones 3.38 y 3.39, la proyeccién I',, preserva
el orden, y manda a cada racional con una palabra inicial de longitud k, en un
extremo de un intervalo cerrado de la etapa k. Mas aun, por preservar el orden, si
lw A T| =k, con wy T no necesariamente racionales, se tiene que I'y(w) y I'p(7)
pertenecen al mismo intervalo de la etapa k.

Lema 5.27. Supongamos que |w A 7| =k con w y T racionales. Entonces ¢,
es diferenciable y |, . (p)| > klog?2 (zk%)p.

DEMOSTRACION: Para fijar ideas supongamos que 7 < w. El caso w < T es
similar. Dividimos la prueba en tres casos:
Caso (i): Tp(1) y Tp(w) son los extremos del intervalo cerrado Ilk’p de la etapa
k-ésima, con 0 <1 < 2k Entonces

2h—1 1 »
bae ) =11 = 3 (qemrrgres)
== 2 + 12+ 4
Luego
h
UARITED D) i (RS oy (RS
w,m\P) = = = 2k+h 4 [2h +3 ) 9k+h 4 [9h +j .

Como los sumandos son negativos, obtenemos:

2h 1

1 p .

WL =>> <m> log(2~" + 12" + j)
h>0 j—0

1

p
> oh <—) log(2k+h 4 127
- };} 9k+h + 12h + 2h Og( + )

><71 )pl (2k+1)2<—1 )h
% +i+1) 8 91

h>0
2P 1 P
= log(2¥ +1).
20— 2 (2k+l+1> 82+ 1)
Nétese que en este caso, cuando 7 < w, la derivada de v, , es siempre negativa.
Caso (ii): Tp(1) y T'p(w) son los extremos de la laguna LY, Se tiene que

2k41°
1 p
er) = (557)

por lo que
1 P
L) =108 1) (5 ) -
[V ()] = log(@ + 1) (5

En este caso la derivada también es negativa.
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Caso (i17): |w A 7| = k. Sabemos que I'y(7) y I'p(w) estdn contenidos en mismo
intervalo Ilk’p de la etapa k, y ademds, por ser 7 < w, I'y(7) estd a la izquierda

de la laguna L%, 4 mientras que I')(w) estd a su derecha. Por ser racionales, existe

ko > 0 tal que I'p(7) y I'p(w) son extremos de intervalos de la etapa k + ko. Sean
T=7%<...<YN =W

todos los racionales con palabras iniciales en 24, que “estdn entre” 7 y w. Mirando
las imégenes por I'y, estamos considerando de forma ordenada todos los extremos
de intervalos de la etapa k + ko que estan entre I')(7) y I'p(w). Luego

N
Yo, (p) = Z Vi yima (P)-
i=1

Cada uno de los sumandos es la longitud o de un intervalo de la etapa k + kg o de
alguna laguna. Por los casos anteriores tenemos que cada uno de los sumandos es
diferenciable y que la derivada es negativa. Mas atn, existe 0 < 5 < N para el cual
Vi1 = \L§k+l|. Luego 1, - es diferenciable y

N
[0 = D [ ()]
i=1

1 p
> 16, )] = Tog(2* +0) (5 )

y el lema queda demostrado. O

Podemos ahora establecer el siguiente lema, que es similar al Lema 2.3 de
[PS98].

Lema 5.28. Sea I = [po,p1] C (1,+00) un intervalo acotado y supongamos que
k = |w A T|. Entonces:

(a) FEziste una constante Cy tal que para todo y, z € R se tiene que
L{pel:|y—z+1u,(p) <r} < Cimin{p —po,r27r*+1},

(b) Eziste una constante Co tal que para |w A 7| =k se tiene que

Cy 1
[Yw +(p)] < 5 gpok PaTa todo p € 1.

(¢) Dado 0 < 3 < 1, existe una constante C3 = C5(3) tal que si |w A 7| = k se
tiene que
(k+1)8
-3 C32P1 para todo y, z
Yy—z+ 1o (p)|7" dp < { _ )
A or ) LOPly—2 0 sily—2| > Caghr.
DEMOSTRACION: (a) Supongamos primero que w y T son racionales. Sea

A={pel: ly—z+v,-(p)| <r}.
Por el Lema 5.27, la funcién ¢(p) = y — 2z + 1., - (p) es derivable y ademds |¢'(p)| >

klog2 (Tﬂl)p, por lo que es monotona en I. Luego

2r
L(A,) < “klog2
[CEDE

< 01T2p1(k+1).
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Consideremos ahora w y 7 arbitrarios. Recordemos que
< 5 ()
(5.14) < 52 ()
Puesto que py > 1, podemos elegir n suficientemente grande de forma tal que, para
todo p € I, los intervalos de la n-ésima etapa de (), sean arbitrariamente chicos.
Esto es, dado € > 0, sea n tal que |I;""| < ¢/2 para todo 0 <1 < 2" yp € I.
Consideremos los racionales

7157572 vy wljijQ

tales que [, (71), T, (72)] es el intervalo de la etapa n que contiene a I',(7) y andloga-
mente para w. Entonces tenemos la igualdad

d)w;r (p) = "/)w,wl (p) + "/)wl,fz (p) + w7'2,7'(p)7
de donde
[y — 2+ Yo @) > [y — 2+ Vo1 72(p)] = [Yw,1 (D) + Pz - ()]
> |y —z+ ¢w1,T2(p)| —¢&.

Luego, A, C{p € I : |y—z+1,1 ,2(p)| < r+e}; puesto que w' y 72 son racionales,
por el caso anterior tenemos que L£(A,) < Ci(r + £)2P**+1) v la acotacién se
obtiene haciendo tender € a 0.
b) Los puntos I',(w) y I',(7) estdan contenidos en un intervalo I FP de la etapa
P P !
k ya que |w A 7| = k. Luego, por (5.14), tenemos que

v ]
Yo r(p) <

op — 2 opk”
y el resultado se tiene pues py < p.
(c) Para el caso de la primera desigualdad usamos la funcién de distribucién:

ﬁly—zﬂwa,T(p)l‘B dp:A L{pel:|y—z+1ho ()" >r}dr
:/ Clpel:ly—z+tuw () <rH)dr
0

2171(1€+1)[3
A

Claramente Z; < £(I)2Pr(*+18  Ademds, por la parte (a) de este lema obtenemos:

+/ T 4+ T,
2

p1(k+1)3

I, < Cy /Oo pBop (kD) g — Cop1 (k15
2

p1(k+1)8

Por otro lado, si |y — z| > 0221,% entonces por la parte (b) tenemos que

Yy—z
=2+ )] 2 Iy — 21— )] 2 52

lo que concluye la prueba del lema. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.17: (a) Por la Proposicién 5.4 tenemos que
dimyg (K + Cp) < dimy K + dimy Cp ya que dimy C, = dimpC), por lo que resta
verificar la desigualdad opuesta. Para esto, dado € > 0, veremos que

(5.15) dimp (K + Cp) > dimpy K + dimp C, — ¢,
para casi todo p € (ps, +00).
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Si dimgy K = 0, el resultado es inmediato. Si no, sean a, = dimg K — ¢ y
a € (ay,dimy K). Dado p1 € (p«, +00) podemos encontrar p, < pg < p; de forma
tal que si B := a, + p% se tiene que

(5.16) Bp1 — apo < 1.
En efecto, la funcién

) i= (o + ) o1 = alor =1
es continua y h(0) < 1. Luego, existe to > 0 tal que h(tg) < 1y que px < p1 — to,
por lo que podemos definir py := py — to.

Notamos que se puede cubrir (p., +00) con una cantidad numerable de inter-
valos como los construidos arriba. Por ejemplo, si {p}},, son los niimeros racionales
contenidos en (p.,+00), entonces tenemos la sucesién correspondiente {pf}, tal
que p§ y pt cumplen (5.16) para todo n. Luego, la familia de intervalos {[p{,p}]},
nos sirve para hacer el cubrimiento. Por consiguiente, sélo es necesario probar (5.15)
en un intervalo I = [pg, p1].

Como a < dimgy K, hay una medida de Frostman 7 soportada en K y con
exponente «. Sea ¥ la medida de Bernoulli con pesos (%, %) y sea v, como en
(5.13), de modo que sop (v,) = C,. Luego, la convolucién 7 * v, esta soportada en
K + Cp. Por consiguiente, para mostrar esta parte del teorema basta con ver que

7= /Iﬁ(n*yp) dp < 400,
I

pues esto implica que Ig(n * vp,) < +oo para L-casi todo p € I, y entonces, para
estos valores de p, tendremos por la Proposicién 5.24 que

1
dimyg(K+Cp) > f=a, + p— > dimy K + dimy Cp — &,
0

que es lo que queremos probar.
Por la definicién de la convolucién, haciendo un cambio de variables y finalmente
aplicando el teorema de Fubini obtenemos:

1= ﬁﬂ(/c A/C [ +y') = (z+ )77 dvy(y)dn(y)dup(2')dn(=)dp
B /1 /K Aw A KH [y + Tp(w)) = (2 4+ Tp(r)|™7 T (w)dn(y)d¥ (r)dn(=)dp

[ ] [V =2+t 0 dp avaveinint)

donde (27)2 = QF x Q.
Descomponemos (27)? de la siguiente manera: sea

Q2 = {(w,7) : JwAT| =E}.

Entonces, si D = {(w,w) : w € QF}, tenemos que (27)? = J,5,Q22UD, con
todas las uniones disjuntas. Como ¥ es Bernoulli con pesos (%, %), tenemos que

U x U(QF) = 5. Ademds, por ser ¥ una medida de probabilidad, se sigue que
U x U((QF)%) = 1. Luego ¥ x ¥(D) = 0.
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Usando esta descomposicién de (27)? y el Lema 5.28 (c) obtenemos:

7= [[.3 [, 162+ el o dew e st

k>0

1 1
1kgB -8
< CM(2 E 2pr o + E ly — 2| o dn(y)dn(z)

kily—z|< -2 kily—z]> -2

2P0k 2P0k
=C(T1 + Iv).

Para acotar 77 usamos la condicién de Frostman:
1 - —k—poka
7, = szkﬂfk(xp x W){(y,2) : [y — 2| < C27P0F} < 0 " omhi-hopoker
k>0 k>0
Por (5.16) esta serie es finita. Por otro lado, si definimos
K(y, z) = log(Cy 'y — 2[)/ log(277°),

tenemos que

_ 1
L<C [[ v g dwn:)
=0 [[ ==y = 21 dnwpant:)
=’ /A@ ly — 2|~ dn(y)dn(z) < +o0.

La tultima desigualdad se sigue del Lema 5.26 pues a, < a y 1 es una medida de
Frostman.

Para demostrar la parte (b) del teorema, elegimos ¥ la medida de Bernoulli
con pesos (%, %), de modo que s = 1. Si H4™# K(K) > 0, entonces por la Proposi-
cién 5.25 existe una medida de Frostman n en K con exponente dimy K. Luego,
por el Teorema 5.20, la medida 1 * v, es absolutamente continua para casi todo
p > 1 tal que dimy K 4 dimy C, > 1. Por consiguiente, para estos valores de p,
como sop (n *vp) C K + C), tenemos que L(K + C,) > 0, de donde se sigue el
resultado.

En el caso en que HYm# K(K) = 0, podemos elegir un valor o arbitrariamente
menor a dimy, K, tomar una medida de Frostman para ese a, aplicar el Teorema 5.20

y finalmente hacer tender o a dimpy K. (]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.20: Tenemos una medida finita 5 que satis-
face la condicién de Frostman (5.10). La medida ¥ en Q1 cumple (5.11) y ademds

v, =Vo F;l.
Sea p; > 1 tal que
(5.17) at 2>
1

DP1—
Po
en L% para casi todo p € I = [pg,p1]. El teorema se sigue pues estos intervalos

cubren al conjunto {p >1:a+ 2> 1}.

Elijamos 1 < py < p; tal que ® < «. Probaremos que 7 * v, tiene una densidad
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Consideremos la derivada inferior de n*v,, con respecto a la medida de Lebesgue,

D(n* vp, ) = lim (2r) 7" (n * vp) [Br(2)].
rl0

Si pudiésemos ver que
Tyi= [ D) dinsv)(a@) <+
R

entonces D(n * vy, x) es finita para (1 * v,)-casi todo x, y por la Proposicién 1.12,
se sigue que 7 * v, < L y la densidad es una funcién de L?*(R). Por consiguiente,
para probar el teorema basta con mostrar que

T::/Jp dp < +o0.
I
Por el Lema de Fatou,

7 <7 :=lim (2r)” // N * vp)[ By (z)] d(n*vy)(z)dp.
r]l0

Usando la definicién de convolucién y haciendo un cambio de variables, obtenemos

(5.18) T, —lfm (2r)" //12+ 0% ) By + Tp())] 40 (w)dn(y)dp.

rl0

Si denotamos con X4 a la funcién caracteristica del conjunto A, entonces

(7% 1) [Be(y + Tp(w / X, (it o)) A0 * 1) (@)

:A o Xy (2,7):24T, (1) EB, (y+T, (w))} AY(T)dn(2).

Sustituyendo esto en (5.18) y aplicando el teorema de Fubini se obtiene

19) T =tim 0 [[ [ 04 0.m) A W, 7) dorxn)0,2),
donde
Arly50,7) = {p € T |(y + Tp(w) = (= + Ty(r)| < 7}
={pel:ly—z+vur-(p|<r}

Separemos la integral en (5.19) en dos regiones:

[ ] 0057
- //{|y—z|<zr} //(Q+)2 Jr//{z—yIZZr} //(m)2 =T+ T

Para ver que 7; < +oo basta entonces con mostrar que Z; < Cr e Zo < Cr. Descom-
poniendo (27)2 como en la prueba del Teorema 5.17 (a), usando el Lema 5.28 (a)
y las condiciones sobre las medidas, tenemos que

I, < C2r)” Z min{p;, r2p1(k+1)}2_ks.
E>0



104 5. SUMA DE CONJUNTOS DE CANTOR

log(p1/7)

pilos? 1. Entonces obtenemos

Sea k, tal que p; = r2pr(brtl) e k. =

T, < C(2r)” Z pop1(ktl)g—ks 4 Z pi127ks
k<K, k>k,

rg(m—S)(kTH) +p127$2—(k,\+1)s)
25 — 1

2pP1
2p1—s — 1
S C//ra27(k,.+1)s'

< C'(2r)” <

Puesto que oo — %ggfs(kr +1l)=a+ =+ kljogg% > 1, esto ultimo por la condicién

5.17, tenemos para 7 < 1 que r*2~F++tDs < porlo que Z; < Cr.
Resta mostrar la cota para Zs. Notemos que si 0221,% < |y — z|, con Cy como
en el Lema 5.28 (b), entonces |1, -(p)| < |y — #|/2, de donde

ly =2+ Yo ()] > |y — 2[/2.
Luego, cuando |y — z| > 2r, el conjunto A, (y,z,w, ) es vacio. Si ponemos

log(Cy My — z|)
/ﬁ?(y,Z) - 10g(2_p0) bl

entonces por el Lema 5.28 (a) y la condicién (5.11) tenemos que

I, < C// > 2T dn(y)dn(2)
RQ

k<r(y,z)

< [[ 209 dygpan:)
RQ
(p1—s)
o [[ 2R anwin).
RQ

Como % < a, por el Lema 5.26 y usando que 7 es una medida finita, tenemos que
Zs < C'r. Por consiguiente 7; < +00, lo que concluye la prueba del teorema. ([l

5.4. Comentarios y algunos problemas abiertos

1. (i) Destacamos que los resultados sobre C, + C, correspondientes a los de
[PS98], muestran que el método usado en ese articulo puede ser adaptado a fa-
milias paramétricas de conjuntos no necesariamente lineales. Mas atin, observamos
que para obtener nuestros resultados, en ningin momento fue necesario usar que
C) es atractor de un SIF.

(#4) Otra adaptacién de ese articulo podria ser a la familia bi-paramétrica de con-
juntos {Cp 4}p>1,qer definida al final del Capitulo 2, donde C), , es el conjunto
de Cantor asociado a la sucesién {(logn)?/nP},>2. Recordemos que este conjunto

tiene asociada la funcién de dimensién hy, ; = xv /(—log x)% y que la familia

Tz = {hp,q}p,q U {z} U {1},
cuyo orden es equivalente al lexicografico, define la dimensién dim #,, que generaliza
a dlmH
Haciendo una analogia directa con los resultados para {A,} y {C,}, conjetu-
ramos que, para cada ¢ € R fijo, para L-casi todo p > 1 (o para L£2?-casi todo
(p,q) € (1,+00) x R) se tiene que

dimg, (Cp.q + Cp ) = min{hy g - by g, 2},
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donde recordamos que la funcién x corresponde a los conjuntos de dimensiéon de
Hausdorff usual igual a 1.

En este caso, deberian adaptarse también:

- el concepto de [(-energia de una medida, para obtener informacién sobre la
dimensién bi-paramétrica dim g, del soporte;

- la condicién de Frostman (5.10) con exponente «, para considerarse ahora con
dos exponentes, (p,q): para todo z € R y todo r > 0,

#(Br(x)) < Chyo(r).
Ademas, deberia ser cierto el Lema de Frostman para esta dimensién.

2. El estudio de la convoluciéon de medidas invariantes de sistemas regulares no
lineales es escaso o nulo. No hemos encontrado en la literatura ninguna referencia.
Asi como tampoco sobre la transformada de Fourier de este tipo de medidas.

Si bien obtuvimos resultados sobre la convolucién de las medidas invariantes v,
nos resulté imposible hacer alguna afirmacion o conjetura sobre el comportamiento
de 0p(§) cuando & — oo, cualquiera sea el valor de p > 1.

La dificultad se debe a la no linealidad del problema. De hecho, aunque tenga-
mos la igualdad v, = py-» o hy, 1 la no linealidad del difeomorfismo h,, hace perder
la simetria que tiene la convolucién de Bernoulli p9-», que fue esencial para obtener
una expresion de fio—» como producto de cosenos.






Conclusiones

En [BT54], Besicovitch y Taylor relacionaron H*(C,) con el decaimiento de la
sucesion a. Esto es valido para cualquier funcién A € 2. En el Capitulo 2 dimos un
teorema 2.31 dual al resultado de [BT54] para el caso packing. Como consecuencia
de éste, pudimos caracterizar completamente cudndo una funcién de dimensién es
equivalente a una funcién potencia (Teorema 2.33). Esto es, dadas una sucesién no
creciente a y h € & obtuvimos que

h=2® <= 0<H(C,) < Pj(C,) < +o0.

Por consiguiente, para tener x® = h,, no sélo es necesario que C, sea un a-conjunto
sino ademds que P§(Cy,) < +o0.

Ademds, como consecuencia del Teorema 2.31 obtuvimos que Py(C,) < +0o0,
lo que hace a éste un conjunto de Cantor no lineal sumamente interesante.

Probamos que el conjunto de Cantor C), considerado en [CMPSO05] es atractor
de un sistema hiperbdélico { f;, o, fp,1} con derivadas 1/p-Hdlder continuas, siendo 1/p
el mayor indice de suavidad que puede tener un sistema que tenga como atractor a
Cp.

Adaptando los resultados de [PS98] para las convoluciones de Bernoulli, mos-
tramos que fijado ¢ > 1, la medida v, * 4 es absolutamente continua con densidad
en L? para casi todo p € (1,q/(q — 1)). Ademds adaptamos los resultados de este
articulo para obtener (ver Corolario 5.18) los resultados correspondientes a la di-
mensién de C, + Cj,.
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