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Resumen

En este trabajo estudiamos la liberacion de droga desde un dispositivo polimérico que
contiene un solo tipo de droga, en forma disuelta y dispersa, dando lugar a fenémenos
de difusion y disolucién de manera simultanea. El modelo considera que la droga sélida
se encuentra en microesferas, de igual densidad, que pueden diferir en masa y volumen
pero tan pequenas que no afectan la difusién de droga disuelta. Ademds suponemos que
las particulas de droga sélida mantienen su forma esférica al disolverse y que la matriz
polimérica que contiene la droga es inerte.

Matematicamente, el dispositivo, que representaremos con {2, es un conjunto acotado,
abierto y conexo con frontera Lipschitz contenido en R¢, donde d = 1,2 6 3. Como es
habitual, en el caso d = 1, estamos suponiendo que el fenémeno es independiente de las
otras dos variables espaciales y en el caso d = 2, s6lo estamos considerando dos variables
espaciales de las 3. La frontera del dispositivo serda denotada por 02 =T'g U’y y en ella
tenemos dos tipos de condiciones de borde: en I'g una condicién de borde de tipo Robin,
que es la zona de la frontera por la cual el dispositivo libera droga al medio y en I'y una
condicion de borde aislado de tipo Neuman.

Consideramos el siguiente modelo:

(

Cy — DAC = 5,(Cs — C)a, en Q x [0,T],
a, = —B(Cs — C)V'N,/az, en Q x [0, 7],
C(-,0) = C°) en Q,

a(+,0) = a’(:) en ,

DVC -n=0enTI'y x[0,T],

DVC -n=kg(Cp—C)enTpx|0,T].

\

donde C' denota la concentracién de la droga disuelta; a el drea de las esferas de droga

sélida (por unidad de volumen); D el coeficiente de difusividad de la droga disuelta; fy,
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(o son constantes que dependen del tipo de droga y del polimero que forma la matriz; C,
es la concentracién de saturacion de la droga en el polimero, C'g es la concentracién de
droga en el medio donde se encuentra el dispositivo y N es la densidad de microesferas
por unidad de volumen.

En esta tesis presentamos una deduccion del modelo, demostramos la existencia de
soluciones débiles bajo hipdtesis generales sobre los datos del problema, y la unicidad y
regularidad bajo hipdtesis un poco mas restrictivas. Mostramos la existencia de multiples
soluciones en algunos casos. Proponemos un método numérico para la aproximacién de
las soluciones y obtenemos estimaciones a priori para el error de discretizacién. Final-
mente utilizamos el método numérico desarrollado para obtener informacion cualitativa
y cuantitativa acerca de las soluciones de este sistema de ecuaciones.

El resto de la tesis se organiza de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1 presentamos el problema y deducimos el modelo matematico para

el mismo, planteando una formulacién débil.

= En el Capitulo 2 demostramos la existencia de soluciones débiles y estudiamos la

unicidad o la falta de unicidad en diferentes situaciones.

= En el Capitulo 3 demostramos resultados de regularidad de las soluciones bajo

distintas condiciones iniciales.

= En el Capitulo 4 desarrollamos un método numérico basado en elementos finitos
para la resolucién de las ecuaciones en estudio y obtenemos estimaciones de error

a priori.

= El Capitulo 5 consta de dos partes. En la primera parte verificamos experimental-
mente los érdenes de convergencia de los errores con una solucion exacta, verificando
el alcance de los resultados tedricos. En segundo lugar mostramos el comportamien-
to cualitativo y cuantitativo de las soluciones, con geometrias y parametros de un

dispositivo comercial utilizado en ganaderia.

= En el Apéndice presentamos un resumen de resultados de Analisis Funcional, rela-
cionados a espacios de Banach y Hilbert con dominio en espacio-tiempo, que son

necesarios para todo el desarrollo de esta tesis.
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CapiTULO 1

Introduccion

En las dos tultimas décadas, los sistemas que liberan droga de forma controlada y
sostenida en el tiempo han adquirido una creciente importancia en el adrea médica y
farmacéutica [ECDD]. Esto es debido a que los sistemas de liberacién controlada de
drogas (LCD) permiten obtener: i) cinéticas de liberacién predecibles y reproducibles
por un periodo de tiempo prolongado, ii) niveles plasmaticos sostenidos del farmaco
con fluctuaciones minimas, iii) disminucién de efectos téxicos secundarios, de pérdida de
droga y del nimero de dosificaciones, iv) proteccién de compuestos bioactivos sensibles a
ataques enzimaticos o degradacién acida debido al pH local, y v) solucién de problemas

de estabilidad de drogas de vida media corta [BSBK].

Los sistemas para la LCD requieren el uso de materiales que posean una alta biocom-
patibilidad, generalmente polimeros naturales o sintéticos, que logren una dosificacion del
farmaco dentro de su ventana terapéutica [RB, RVP]. Una de las dreas de mayor interés
en esta tecnologia es el desarrollo de sistemas de polimeros biodegradables, que permiten
la administracion sistémica o sitio-especifica de agentes farmacéuticos sin la necesidad de

extraer posteriormente el sistema de liberacion [L].

Desde el trabajo pionero de Higuchi realizado a principios de década de 1960, exis-
te una gran cantidad de trabajos de modelado de liberaciéon de drogas desde matrices
poliméricas permanentes y biodegradables, insaturadas y sobresaturadas liberadas en
diversos medios bajo diferentes condiciones. Dependiendo del caso, soluciones rigurosas,
aproximadas y numéricas han sido reportadas, en general, para geometrias simples: plana,
cilindrica y esférica [CG, CLG, HILCG]|. Al presente, todos los estudios sobre la perfor-
mance de sistemas similares al de interés estdn basados en experimentacion de laboratorio
con una pobre asistencia de modelos matematicos més generales para interpretar, mu-

cho menos predecir, tanto el patréon de degradacién de la plataforma polimérica como de



liberacion de la droga.

El objetivo de este trabajo es estudiar propiedades cualitativas de un modelo de
difusién y disolucién de droga en dispositivos poliméricos no- biodegradables.

Hasta el momento, el tinico analisis matematico realizado sobre las ecuaciones de di-
fusion y disoluciéon consistio en hallar soluciones exactas en geometrias muy simples, bajo
supuestos que permiten simplificarlas a problemas de una dimensién espacial. Mas atn,
bajo la hipétesis de casi-estacionariedad (difusiéon mucho maés répida que la disolucion)
las ecuaciones suelen transformarse en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con
dos o tres incognitas.

En este trabajo realizamos un analisis matematico general de un modelo que involucra
la interaccién de los fenémenos fisicos de difusion y disolucion, obteniendo resultados que
son validos en una gran familia de geometrias de cualquier dimension espacial, y que no
dependen de la relacion entre las velocidades de difusién y de la disolucion.

Concretamente, estudiamos la liberacién de droga desde un dispositivo polimérico
permanente que contiene un solo tipo de droga, en forma disuelta y dispersa, dando lugar
a fenémenos de difusion y disolucién de manera simultanea. El modelo considera que la
droga so6lida se encuentra en microesferas, de igual densidad, que pueden diferir en masa
y volumen pero tan pequenas que no afectan la difusién de droga disuelta. Ademas se
supone que las microesferas mantienen su forma al disolverse y que la matriz polimérica
que contiene la droga es inerte.

En la seccion siguiente deduciremos las ecuaciones a partir de principios fisico-quimicos
elementales y terminaremos este capitulo presentando una formulacién débil del sistema

de ecuaciones.

1.1. Deduccion de las ecuaciones

Llamaremos m = m(x,t) [g] a la masa de droga en estado sélido (en microparticulas
esféricas) por unidad de volumen a tiempo t. Es decir, [, m(z,t)dz es la cantidad de
droga que hay en la regién R en el instante ¢. La variable C' = C(x,t) [g/m?®] denotard
la concentracién de droga disuelta, es decir, la masa de droga disuelta por unidad de

volumen, a tiempo t. Asi [ rC(7,t)dr es la cantidad de droga disuelta que hay en la
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region R en el instante t.
Planteamos el balance de droga disuelta de la siguiente manera, en una regién arbi-

traria R del dominio €2:

cantidad de droga disuelta

cantidad de droga que di- tasa de cambio de la
que ingresa en R a través
+ suelven las microesferas = cantidad de droga di-
de R por unidad de tiem-
por unidad de tiempo en R suelta en R

po

Si denotamos con V el flujo de masa de droga disuelta, obtenemos, en términos ma-

tematicos la siguiente expresion equivalente:

—/ V-nds—i/mdx:i/Cdx,

donde n denota la normal exterior a R en OR. Segtn la ley de Fick: 7 = —DVC(C, con
D el coeficiente de difusividad de la droga disuelta en la matriz, y por el teorema de la

divergencia, obtenemos

d d
DAC’da:——/mdx:—/C'da:. 1.1
/R dt Jr dt Jr (1)

Como esta relacién se cumple para toda region (suave) R dentro del dominio € resulta

que C' cumple la siguiente ecuacion, en €2:

om 0C
DAC — — = —.
¢ ot ot

A continuacién, hallaremos una expresién para %—T. Esquematicamente, un corte trans-

versal de nuestro dispositivo seria:



donde R, son regiones del dominio que contienen una sola particula en el instante inicial,

disjuntas dos a dos y cubren todo el dominio.

Denotaremos con m, la masa de una particula p, con r, su radio, con a, su area y con
x, su posicién. En [CLG] se propone la siguiente ecuacién para la velocidad de disolucién

de una particula:
dmy,(t)
dt

— —kpay(t)(Cy — C(zp, 1)), (1.2)

donde kplecms™!] es el coeficiente de disolucién constante de una particula de droga
solida. Esta ecuacion nos dice, esencialmente, que la velocidad de disoluciéon o de pérdida
de masa de la particula de droga sélida es proporcional al area y a la diferencia entre la

concentracion de saturacion C y la concentracion alrededor de la particula.

Cuand dismi disolucién a tasa ™z ta a la regié
uando m, disminuye por disolucion a tasa —*, suponemos que aporta a la region

R, d;”—t” g/s de droga de manera uniforme en la regiéon R,, es decir, aporta dd%ﬁ g/s
por unidad de volumen.
Luego podemos extender (1.2) para un = € R, como
om dm, 1 a
—(x,t) = —— = —kp(Cy — C(x,t)) .
Definimos la variable a(z,t) = %, area por unidad de volumen de droga sélida, y

obtenemos una expresién para la derivada temporal de m en todo el dominio:

om(z,t)

o = —kpa(z,1)(C. = C(a,1)). (1.3)

Como (1.1) se cumple para toda regién suave R contenida en 2 y para todo t € (0,7)

llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

Cy — DAC = kp(Cs — C)a, en Q x (0,7,
my = —kp(Cs — C)a, en Q x (0,7).

Es decir, tenemos tres incognitas, C', m y a con dos ecuaciones. Nuestro siguiente paso

0

serd eliminar m. Para ello denotemos con m,,

0 0 . Ve . o .
T, ¥ a, la masa, radio y area iniciales de

4



una particula p. En consecuencia
a )\ m )\ ° my\?

p_ (Tp v _ (Tp _ 0 P

- =1 y == - y luego a, = a, 5 )

r m T m

P P

Derivando esta iltima ecuacion respecto del tiempo y usando las relaciones anteriores,
llegamos a

da, _ 2a; /@ dm,
At~ 3m /@, dt’

Reemplazando en (1.2)

da —2/@@03/2
dtp = 3mgp \/a_P(CS - C(IIH t))

Por otro lado, si ps es la densidad de la droga en estado sélido, y por ende de las micro-

0

. m.
esferas, es decir, p, = Ty Y recordamos que a) = 47 (r))?, obtenemos:
p

3

da dkp/T
w2 A2VT (- o),

y haciendo consideraciones andlogas a las hechas para la obtencién de (1.3), llegamos a

da(z,t)  4kpy7
ot pyRy|V? Va(z,t)(C, — C(a,1)).

Finalmente, si llamamos N (z) a la densidad de particulas por unidad de volumen, obte-

nemos:
da Akp\/TN ()12

Resumiendo: hemos obtenido la siguiente ecuacién para la cantidad de droga disuelta,

%—f _ DAC = kpa(Cy — C),

donde
da Ak N(z)'/?




1.2. Condiciones iniciales y de borde

Supondremos que a(z,0) = a’(z) y C(z,0) = C°(x), con a®,C° > 0 funciones dadas.
Las suponemos no-negativas por lo que representan fisicamente, area de particulas por
unidad de volumen y concentracién, respectivamente.

La frontera del dispositivo serd denotada por 02 = I'g U 'y y en ella tenemos dos
tipos de condiciones de borde: en I'g una condicién de borde de tipo Robin, que es la
zona de la frontera por la cual el dispositivo libera droga al medio y en I'y una condicion

de borde aislado de tipo Neumann.

Resumiendo, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(

Cy — DAC = 51(Cs — C)a, en Q x (0,7,
a; = —B2(Cy — C)VNy/a, en Q x (0,T),
C(-,0) =C:) en Q,

a(-,0) =a’() en Q,
DVC-n=0en Ty x (0,7),

DVC -n=kg(Cg—C)enl'px (0,7),

(1.4)

donde C denota la concentracién de la droga disuelta; a el drea (por unidad de volumen)
de las esferas de droga sélida; 1 = kp, B2 = %} son constantes que dependen del tipo
de droga y del polimero usado para la matriz inerte; C; es la concentracion de saturacion
de la droga en el polimero, C'p es la concentraciéon de droga en el medio donde se encuentra
el dispositivo y N es la cantidad de microesferas por unidad de volumen. Observemos
en la ecuacién para a, que si C' < C, el signo de la derivada temporal de a es negativo,
luego las dreas son decrecientes y esto se corresponde con el hecho que las microesferas

se estan disolviendo.

Es interesante notar que la ecuacién para la variable a(x,t) no tiene derivadas espa-
ciales, y que por lo tanto no se le imponen condiciones de borde. Esto implicara ademas
que no habra regularizacién del dato inicial. Veremos también que la regularidad puede
incluso deteriorarse, debido a la raiz cuadrada que aparece en la expresion de a;, que
implicard, en algunas situaciones, que a(x,t) serd cero para t finito, y en otras, la falta

de unicidad de solucién.



1.3. Formulacion débil

Siguiendo el procedimiento estandar para hallar formulaciones débiles de problemas

parabdlicos, arribamos a la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Sea Q C R? un dominio acotado con frontera Lipschitz 00 =Ty UTp,
y sean [y, P2, kg y Cp constantes positivas, N € L*(Q), N > 0,0 < Cp < Cs,
y C°a® € L>=(Q), C°a® > 0. Diremos que el par (C,a) con C € L*(0,T; H'(Q)),
C,e L*(0,T; H Q) ya e H(0,T; L*(Q2)), a > 0, es solucién débil del problema (1.4),

st cumple:
.

(Cryv) + BIC,v] = i [ a(Cs — C)v+kpCh [1 v,
foaw = Ba [,(C — Co)VN/aw,

C(0) = C°,

| a(0) = a’,

(1.5)

para toda v € HY(Q), w € L*(Q) y c.t. t € [0,T]; donde (Cy,v) denota la aplicacion del
funcional C; € HY(Q) av e HY(Q) en un t fijoy

B|C, ] ::D/VC'VU—H’{:B Cv.
Q

I'p

Vale la pena observar que pedimos que la solucion satisfaga a > 0, en principio,
porque representa un area por unidad de volumen, pero ademds porque aparece y/a en las
ecuaciones. En el préximo capitulo veremos que si a® > 0 en €2, entonces automéaticamente
se satisfard a > 0 en Q x [0, 7.

De igual manera, veremos que si C° > 0 en (2, entonces autométicamente se satisfaré

C >0enQx|0,7T],y ademas, si C° < C;, en Q, también se satisfara C' < Cy en Q x [0, T.






CAPITULO 2

Existencia y unicidad de solucion

débil

En este capitulo demostraremos, en primer lugar, la existencia de soluciones débiles del
problema (1.4) bajo hip6tesis generales sobre los datos iniciales. Las dificultades esenciales
para demostrar dicho resultado de existencia radican en la no-linealidad que aparece
en el segundo término de la primera ecuaciéon, donde se multiplican las dos variables
del problema, y en la segunda ecuacién, donde aparece, ademas, la raiz cuadrada de la
variable a. Para demostrar el resultado de existencia, consideraremos aproximaciones de
Galerkin, como se hace en [E, Cap. 7| para la ecuacién del calor, salvo que utilizaremos,
como espacios aproximantes, espacios de elementos finitos de orden uno y cero para C'y
a, respectivamente, en lugar de los generados por las autofunciones del Laplaciano. Como
no se pueden demostrar principios del maximo para estas soluciones discretas, y a fin
de acotar de manera sencilla la variable a, modificamos primero el problema, cambiando
C por ml’n{C, C’O} y va por \Jay = /méx{a,0} en la ecuacién que involucra a a,
donde Cy = méx {||C°| (), Cs}. Utilizando argumentos de compacidad probaremos
que hay subsucesiones que convergen a un par solucién (C,a) del problema modificado,

y finalmente veremos que las mismas son también soluciones del problema original.

Es interesante notar que nuestra teoria permite considerar situaciones interesantes
como la de sobresaturacion, donde se supone que la concentracién de droga disuelta puede
ser mayor que la concentracion de saturacion. Si bien esto es inestable en la préctica, es
posible, como la situacién en que se tiene agua en estado liquido a temperatura menor
que la de fusién. No habra unicidad de soluciones cuando haya alguna regién donde a = 0
y C > C,, debido a que en ese caso puede haber bifurcaciones por estar en el punto donde

v/a no es Lipschitz y el factor que multiplica a \/a es positivo.

9



0 se anule en alguna regién. Si a°

Si C° < 4 en , entonces habra unicidad aunque a
fuera nula, entonces la funcién C' seria solucién de un problema clasico de difusién lineal.
A lo largo de este capitulo, C denotard una constante que puede ser diferente en
diferentes apariciones, cuya dependencia se escribird entre paréntesis cuando no quede

clara del contexto. Diremos que depende de los pardmetros del problema cuando dependa

de algunos de los pardmetros D, 1, (2, Cs, kg, Cg, |I'sl|, || Nz

2.1. Planteo del problema

Como ya mencionamos, vamos a estudiar la existencia de soluciéon débil del proble-

ma (1.4) planteado en el capitulo anterior, que transcribimos aqui:

Cy — DAC = 5,(Cs — C)a, en Q x (0,7,
a; = Bo(C — C)VNy/a, en Q x (0,T),
C(-,0) =C:) en Q,

a(-,0) =a’(-) en Q,
DVC-n=0enly x (0,7,

DVC -n=kg(Cg—C)enl'px (0,T).

(2.1)

Como dijimos méas arriba demostraremos primero la existencia de solucién débil del

siguiente problema auxiliar:

(

Ci — DAC = B,(Cs — C)a, en Q2 x (0,7,

a; = [ (ml’n{C’, C_'o} — CS) \/N\/ﬁ, en 2 x (0,7),
C(-,0) = C°:) en Q,

a(-,0) =a’(:) en Q,

DVC -n=0enTy x (0,7),

DVC - -n=kg(Cg—C)enTpx (0,7T),

(2.2)

\

donde Cy = méx {||C°|| 1, Cs} v ay = méx{a, 0}. Sélo hemos reemplazado, en la ecuacién
original, \/a por \/a; y (C' — C;) por (min{C,Co} — C,).

Luego de demostrar la existencia de solucion débil de este problema auxiliar, veremos
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que CO(x,t) < Cy y a(z,t) > 0 en ct. (z,t). Por lo tanto tendremos que Cy — C' =

Cs — ml’n{C, C’O} y a; = a, y habremos demostrado la existencia de solucién débil

de (2.1) con condicién inicial C°(x). Esto se discute en la Seccién 2.3.4.

Definicién 2.1. Definimos la forma bilineal % : H(2) x H(2) — R como

B|C ] = D/ VCVuv+ kg Cv, VC,ve H'(Q).
Q

I'p

Lema 2.2. La forma bilineal # es acotada y coerciva en H'(Q), es decir, existen cons-

tantes positivas C, y Cq, independientes de C' y v, tales que:

BIC)| < CallClln ol ¥C,v € H'(Q),

CIICl e < BIC.C). YO € H'(9).

Luego,
C1||C||12'—11(Q) < ABC,C] < CZHCH%-P(Q)v VC e H'(Q).

Demostracion. Veamos la validez de (2.3). Aplicando Hélder tenemos que:
|B1C, ]| < DIVCl2@IVollr2@) + ksl Cllzws 0]l 2 s,

y por el Teorema de Trazas 6.1, tenemos que:

|B1C,v]| < DVC|l2)l|VVllr20) + kChazal Cllm@ vl a1 e).

traza

Luego,
|B[C, ]| < (D + kpC2 o ICllm vl -

traza

Veamos la validez de (2.4). Recordando la desigualdad de Friedrich (6.4), tenemos

que:
min{Z, kp}

. [ D
& O < win {3k b (I9C ) + 1)
F

11



y entonces,

) min{%, kg} D
min { ——=2—=
Cz% 2

,—,kB} ICN5n () < 2IC.C).
Luego (2.5) es inmediata. O
Utilizando la forma bilineal #[-, -] definimos solucién débil del problema auxiliar (2.2).

Definicién 2.3. Sea Q C R? un dominio acotado con frontera Lipschitz, y sean B1, Ba,
kz y Cp constantes positivas, N € L=(Q), N >0, C° € L=(Q2), Cp < C%x) < Cy, ¥
a® € L=(Q), a®(x) > 0 c.t.x € Q. Diremos que el par (C,a) con C € L*(0,T; H'(Q)),
C, € L*0,T; H Q) ya € H(0,T; L*(Q)) es solucién débil del problema (2.2), si

cumple:

p

(Cryv) + BIC,v] = i [ a(Cs — C)v + kpCh [1 v,
[ aw = Ba [ (min{C, Co} — Co)V N /azw,
C(0) =C",

| a(0) = a",

(2.6)

para toda v € HY(Q), w € L*(Q) y c.t. t € [0,T]; donde (Cy,v) denota la aplicacion del
funcional Cy € H(Q) av € H'(Q) en unt fijo y Co = méx{||C°|| 1=, Cs}.

2.2. Aproximaciones de Galerkin

2.2.1. Existencia local de aproximaciones de Galerkin

Para demostrar la existencia de una solucién débil aplicamos el método de Galerkin.
Queremos construir soluciones del problema (2.6) en espacios finito dimensionales para
luego pasar al limite y tener la existencia de una solucién débil de (2.2).

Para ello, consideramos una sucesién {7,} de particiones conformes y regulares del
dominio €2, que puede tener elementos curvos en el borde de €2, de manera que J, oy, T =
Q, y tales que h, := maxper, hy — 0 cuando n — oo, donde hy es el didmetro de T'.

Definimos los siguientes espacios de dimension finita:

Vi ={ve H(Q) :v|p € 2, VT € T,}, (2.7)
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W, ={w e L*(Q) : w|lp € Py, VT € Ty, }, (2.8)

donde &, denota el espacio de polinomios de grado total menor o igual a £. Supone-
mos ademas que las triangulaciones estan anidadas, de modo que valen las siguientes

propiedades:

1

(1) Vn €N, Vi C Viyt y U, Vi = HY(Q).
() V€N, W, C Wyt y U, W, = LX(Q).

Paran € N fijo definimos las aproximaciones de Galerkin como sigue: C,, : [0, T] — V,,,

ay, : [0,T] — W, soluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

.
(Cn,h U) + %[Cnv U] = 61 fQ an(Cs - Cn)v + kBCB fI‘B v,
fQ Ap W = [y fQ(min{C’n, Co} — C’s)\/NCI)n(an)w,

Cn<0) = Cga

an(o) = ag + %7

(2.9)

\

para toda v € V,,, w € W, y c.t. t € [0,T]; donde (-,-) denota el producto L*($2), C°
y a2 denotan las proyecciones L*(Q2) de C° y a® en V,, y W,,, respectivamente. Ademés,
para evitar la no-lipschitzidad de la funcién raiz cuadrada, la hemos reemplazado por la

funcién ®,,, definida por

1 - 1
Vva— -, sia> 3,

0, Siaﬁ#.

El término % que esta sumado a la condicién inicial sirve para asegurarse de que la

solucion hallada utiliza la primera parte de la definicién de ®,, y tendremos una férmula
analitica para la solucién a, sobre cada elemento de la triangulaciéon. Esto permitird
demostrar la existencia de dos soluciones cuando a” = 0 (ver Seccién 2.4.2).

Para analizar la existencia de soluciones de este problema discretizado, sea, para n
fijo, {vk}]kvfl la base canonica de V,, y {w,}ﬁ% la base canonica de W,,, con N{; = cantidad
de vértices de la particién 7T, y con Njj, = cantidad de elementos de la particion 7,,. Mas
precisamente, v, € V,, v vi(z;) = d; con {xj}f\ﬁ}l los vértices de T, y w; = Xxr» con

{TZ”}ZA;% los elementos de 7,.
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Luego nuestras soluciones discretas serdan de la forma:

Colz,t) =Y ch(thor(z) vy an(a,t) = Z o () w;(z). (2.10)

El sistema se escribe, de manera equivalente, como sigue:

)
Jo, Cnyv 4+ B[Cyy, 0] + B [ anCrv = B1C5 [ anv + kpCp fFB v, Yv €V,
On(o) = 027

. (2.11)
a = &, (af ()P fpn (min {C,, Co} — C5) VN da, VI € T,
| o (0) = )" + 3,
donde
1
(CY—C%0))=0, 1<j<N} y o)t = W(QO,XT?), 1<i<NE. (212

En primer lugar demostramos la existencia local de solucién de (2.11)-(2.12) que a su vez

implica existencia local de solucién de (2.9).

Proposicién 2.4 (Existencia de soluciones discretas locales). Dado n € N, existe T,, €
RY, C, € L*(0,T,;V,), con Cyy € L*0,T0;Vy) y a, € L*(0,T,;W,), con an; €
L2(0,T,; W,) que son solucién del problema anterior, (2.11) con condiciones iniciales

dadas en (2.12).

Demostracion. Para ver la existencia de soluciones analicemos la primera ecuacién de

(2.11) tomando v = v; con j tal que 1 < j < Nj}. Usando (2.10) :

Ny Ny
/ Z(CZ)'(t)vk v; dx+D/V (), | Vu;de
@\ k=1 @ k=1

Ny Ny
—l—ﬁl/an (g | vj dx—i—/{:B/ ZcZ(t)vk vjds
Q I'p
= ﬁlcs/ AnVj dm"‘kBCB/ Vj ds.
Q I'p
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Reacomodando tenemos:

N N
Z(CZ)/(t) / vpv; do + D Z cr(t / Vo, Vo; de
k=1 Q
Ny
+ b1 Z cr(t) / anvrvjde + kp Z cr(t) / v ds
k=1 Q k=1 I'p
= 5105/ a,v; dxr + kBCB/ v; ds.
Q I'p
Reemplazando a, por su expresion de (2.10):
N N
Z(cZ)’(t) / vv;de = — D Z cZ(t)/ VoV, dz (2.13)
k=1 @ k=1 @
Ny, Ny
-5 Z Z cr(t)al(t) / w;vv; da
i=1 k=1 @
Np

- k;BZcZ(t)/ vV, ds
k=1 s
Ny,
+ ﬁleZa?(t) / wvjdr + kBC'B/ v; ds.
i=1 Q

I'p

Llamemos f;(Cy, a,) al lado derecho de la ecuacién anterior, donde C,, := (¢})1<k< N

Y @y = (0] )1<i<nn, - Es decir, f; RN x RVw — R,

Nn n
[i(Cp,ap) = —Dch/Vkadex—ﬁlchka / vpv; da

=1 k=1

_k;BZcZ/F vkvjds+61052a?/ vjdx+kBCB/ v ds,
k=1 B i=1 i

I'p

y claramente f; resulta continua.

Desplegando todas las ecuaciones del tipo (2.13):

c’l(t)/vlvl d:c—irc’z(t)/val dx+~~—|—c’N‘7}(t)/vN‘v;v1 dzr = f1(Ch,an),
Q Q Q

c’l(t)/ v1vy d + cg(t)/ VU A + - - + C/N(; (t)/ vnpvy dr = fo(Chr,ay),
Q Q 0
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Cll(t) / Ul’UN(} dr + CIQ(t) / /UQ'UN(} de +---+ ClN‘r/L(t)/ UN(/LUN‘?} dx = fN{}(Cn, CLn).
Q Q Q

Definimos M;; := fQ vjv; dz, y M resulta invertible por ser simétrica definida positiva,

pues los v; conforman una base. Luego
ch(t) f1(Chr, an)
. _ M_1 .

S (1) Fxe(Coy @)

Reescribiendo las condiciones iniciales para C, dadas en (2.12) en términos de M, se

sigue:

=M! : . (2.14)

Por otro lado, para 1 <17 < NNy}, también tenemos la ecuacién que involucra la derivada

temporal de o,

al = 52@n(a?(t))][ (min {C,,Co} — Cs) VN da, (2.15)

T
con condicién inicial dada en (2.12) por

. 1 2

Definamos ¢;(Ch,, ay) := 2P, (a2 (t)) fT." (min {Cn, C’o} — Cs) V/N dz, y observemos que

gi : R x RM» — R es continua en (Cy, a,,) para todo 1 <i < N7

Acoplando lo que ya teniamos para C,, nos queda el siguiente sistema de N{; + Nyj,

ecuaciones diferenciales ordinarias con N{} + Njj, condiciones iniciales dadas por (2.14),
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(2.16),

cll(t) fl(Cna an)
. M_l .
”,t n Cna n
' ® | _ fp(Cman) ) | 0
O/ll (t> gl(Cna an)
@%gv/(t) gy, (Cn, an)
X (2.17)
61(0) (CO’ Ul)
. M—l :
enp(0) | (C% vny)
H() mr(a® wy) + o
ki, (0) (0 wng ) + o

Como f : R™ x RMv — RM x RMv es continua, el Teorema de existencia de Cauchy-
Peano [CL, pdg. 6], nos permite concluir que existen T, € RT, ¢, o € C'[0,T,,) con

1<k <NJyl<i< Ny que satisfacen el sistema anterior. O

Observacion 2.5. Vale la pena observar que por la continuidad de f el vector de coefi-

cientes (c1, ..., cng, af, ..., afm )T es una solucién clasica C*(0,T') de (2.17).

Observacidn 2.6. Observemos que si tuvieramos CY € H'(Q), en la Proposicién 2.4 tam-
bién podriamos definir C,(0) como la proyeccién H! de C° en V;, o como la proyeccién

de Ritz R,,C(0) de C'(0), definida por
R,C(0) € V,, : Z[R,C(0),v] = B[C(0),v], Vv e V,.

En ambos casos tenemos que el problema asi planteado también tiene solucién, a la que

llamaremos (a,, Cy,).
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2.2.2. Estabilidad y existencia global de las aproximaciones de

Galerkin

En esta seccién estudiamos la estabilidad de las soluciones en el espacio discreto,
encontrando cotas independientes de n. Estas cotas nos permitiran concluir en primer
lugar la existencia global de las soluciones discretas, y en segundo lugar la existencia de

una solucién de (2.6), utilizando argumentos de compacidad.

Sean n € N fijo y (C,,a,) un par solucién de (2.11) en [0,7), para algin T >

0. Recordemos que a° € L>®(Q), a® > 0 ct.x € Q, CY € L*(Q), y C°, a, son las

n?

proyecciones L*(Q2) de C°, a° + % en V,,, W, respectivamente. Por (2.15), tenemos que

A (1) = Badr(a(1)) ][ (min {C,., Go} — C,) VN da, t € [0,T).

Como min{C,,Cy} < Cyy Cs < Cp := méx{||C°|| =), Cs}, resulta min{C,, Cy} —
C, < Cy— C,. Aplicando Cauchy-Schwarz a la ecuacién anterior, obtenemos, usando que

0 < ¢gn(a) < Va,

o (t) < al'(t) + ﬁz (Co—C H\/_H
e (a]'(t) — al() < e (62 (Co */_H >
%(6 ‘aj(t)) <e <52 (G- G |VN ;m))’

Integrando entre 0 y ¢t vemos que

2

VN Lw(m) (ef = 1), Vtelo,T).

9 _
Oé?(t) < (O&?’n + ﬁ) €t + <6§ (C(] - CS)Q
Puesto que ®,(a) = 0 para o < 1/n? tenemos que

1
Ql(t) = = 20, Vtel0,T).

)

En efecto, si existiera ¢t > 0 tal que a*(t) < 1/n?, por el teorema del valor medio deberia

existir ¢; > 0 tal que af(t;) < 1/n*y £a2(t;) < 0, lo que contradice (2.15). Por lo tanto,
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como ay(z,t) = o' (t) six € T},

lanC Dl ey < ([l gy + 2v/190) €
@ (% G- )’

2

VN M)) (e = 1),

2

VN Lw(m) (" —1).

Jaalioaimon < (|6 ey +2) € + (5 (Co - ©)°

Esto a su vez implica que

sup a1z < ([0 gy + 2v/190) €

0<t<T
5] (53 (Co-

T 2
lanll 22000200 < /0 2 (HGOHLQ(Q) + 2y \QD e
Vol

L)€,

(2.18)

20 (53 (Co— 1) ) 12

L>(Q)
Hasta aqui hemos probado una cota para a,, independientemente de lo que ocurre para
C,. Esto se logré gracias a la modificacion hecha a la segunda ecuacién diferencial del

problema, donde cambiamos C' por min{C, Cy}.

Observemos ahora que tomando v = C,, en (2.11),

/cntc +%[cn,01+ﬁl/an — 8.C, /anc +chB/ C.
I'p

es decir,

3 5 1Culltey + BICo, Gl + 81 | 0

Q

Cn = ﬁlcs/ anCn + kBCB/ Cn7
Q I'p

luego aplicando e-desigualdad de Cauchy (6.2) al primer término de la suma de la derecha

y la desigualdad de Cauchy (6.1) al segundo término de la misma suma, tenemos:
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1d
5%”6171”%2((2)—'_1)/ |V0n|2+51/an02+k3 Cr
0 Q

I's
2
Sﬂlcs/ a—n—FﬁlCSE/CQ—Fk’B—H—‘Bl—F—/ Og
Q 46 (9] 2 FB

Ya que a,, > 0, podemos ignorar el término 3; fQ a,C? para obtener:

1d ) , ks 2 _ BCs / /
- ) D " - k —F
th”CnHL @ + /Q|VC’| +5 /FBC"_ ol + €6, C, + kp—2|Tp|,

luego,

D kg
Coll?2i0y + = /VC 2+mln{—,—}(/ VC’n2+/ CZ)
thH [ | | 7 5 Q\ | .

C, C?
< Bl—/ai+eﬁlcs/02+kB—B|FBl,
4e Q Q 2

y por la desigualdad de Friedrich (6.4),

1d D mln D, Liz3
5

B C?
<L / + kg B|FB|
46 Q

D kB min —=*
Tomando € = %%’;}, de tal manera que C3 := % — ¢4:C, > 0 obtenemos
FP1Ls F
CipiC?
Gy + 2 /|vc |2+c3/o2 < CebC [ e Ch |rB|
2dt He 2min %, %’3 Q

2 R2,12
Definiendo C,4 := min{%, Csty Cs = %, la desigualdad anterior nos queda:
ming 5,5

1d

C%
3 371Culse) + CalCalliny < €5 [ a2 + ku 2Tl
Q

Integrando ambos miembros de la desigualdad anterior respecto de ¢, obtenemos, para

tel0,7):
SICu e+ Co [ 1Culey <5 [ [ a0l + 1CAO0
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Recordando (2.18) y que C,(0) es la proyeccién L? de C° en V,,, hemos demostrado la

siguiente proposicion:

Proposicién 2.7. Si (C,,,a,) es un par solucién de (2.11) en [0,T'), entonces valen las

siguientes acotaciones con constantes Cy, Cs independientes de n:

||C7LH%°°(O,T;L2(Q)) + 2C4HCNH%2(O,T;H1(Q))
< 2C5||an||2L2(o,T;L2(Q)) + kpCRITp|T + HOOH%Q(Q)a (2.19)

lan|lze< 07,1 (@)

< (@ +2) € + (82 (Co = C)* IVN iy ) (€7 = 1), (2:20)

2
H%“%z(o,T;Lz(Q)) < <||a0”L2(Q) + 24 /|Q|) (2 — 1)
=~ 2
#1901 (3 (Co— 0 IVFI~i@) (7 - 1)

Como consecuencia de la proposicién anterior podemos afirmar que C, y a,, son solu-

(2.21)

ciones globales:
Proposicién 2.8. El par solucion (C,,a,) de (2.11) existe en [0,00), para cada n € N.

Demostracion. Sea (C,,a,) un par solucién de (2.11) en [0,7), afirmamos que dichas
funciones existen en [0, 7'+€). En efecto, observando que f, definida en (2.17), es continua
y por lo tanto acotada en conjuntos acotados, podemos aplicar el Teorema 4.1 de [CL, pég.
15] y afirmar que existe el lim, - (Cp(t), an(t)). Utilizando la equivalencia de normas

vectoriales en un espacio de dimension finita y la Proposicién 2.7 podemos afirmar que:

sup |Cn(t)|eo + sup |an(t)|ew < o0, (2.22)
0<t<T 0<t<T

y concluir que dicho limite es finito. Nuevamente por el Teorema 4.1 de [CL, péag. 15],
podemos afirmar que C,, y a,, pueden continuarse a [0, T + €) para algin € > 0.

Veamos que las soluciones existen en [0, 00). Para ello, definimos

t* :=sup{t : la solucién existe en [0,¢)}. (2.23)
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Si t* < o0, entonces la solucién existe en [0,¢*). Luego por el razonamiento anterior la

solucién puede continuarse a [0,t* 4 ¢). Esto contradice (2.23) y por lo tanto t* = co. [

Observacién 2.9. Para C,, definida como en la Observacién 2.6, se obtiene la siguiente

acotacién andloga a (2.19):
Hén”%OO(O,T;LQ(Q))+2@4||CH‘|%2(0,T;H1(Q)) < 2Cs||C_Ln||%Z(O,T;LQ(Q))TWLk?BCJ%’|FB|T+||COH%H(Q)7

y siguen valiendo (2.20) y (2.21) para a,.
Ademads, como nuestra prueba de la existencia global de la solucién (C,,, a,) depende
de las estimaciones de energfa (2.19) y valen las andlogas para (C,,, @, ), entonces tenemos

que éstas dltimas también existen en [0, 00).

2.3. Existencia de solucion débil

A lo largo de esta seccion, consideramos 7' > 0 arbitrario y fijo. Por la Proposicion 2.8
todos los pares solucién (C,a,) existen en [0,7] y estdan acotados uniformemente. La
demostracion de existencia de solucién del problema de dimensién infinita se basa en
demostrar que se puede extraer una subsucesion convergente. La dificultad principal ra-
dica en el término no-lineal que acopla las variables, al multiplicar a por C' y en la raiz
cuadrada que aparece en la ecuacién para a;. En la demostracion para la ecuacion clasica
lineal del calor dada en [E] se utilizan acotaciones como (2.19) para probar la existencia
de subsucesiones de {C},} débilmente convergentes. Ahora bien, la convergencia débil de
C, a Cydea, aano implica que C,a, tienda a C'a y por eso la demostraciéon es un poco
més complicada. Usaremos ideas de [T] para la ecuacién de Navier-Stokes donde aparece
un término que involucra el producto entre u y Vu donde u es la variable velocidad en
el contexto de flujos incompresibles.

Vale la pena aclarar que, por un lado, algunas demostraciones serian mas simples si
hubiéramos elegido V,, como el espacio generado por las primeras n autofunciones del
Laplaciano, como se hace en [E]. Por otro lado, el uso de funciones de elementos finitos,
especialmente de las funciones constantes a trozos para la aproximacién de a, permitio

demostrar las acotaciones (2.20) y (2.21) de manera casi inmediata. Saber que a,, esta
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acotado en L>(0,7T; L>°(Q2)) es muy util para tratar el término no-lineal de la ecuacién

para C,, ;.

2.3.1. Existencia de limite de C,

Por la Proposicién 2.7 tenemos que {C,,} es una sucesién acotada en L(0,T; H'()),
que es un espacio de Banach reflexivo, y por lo tanto existe una subsucesion, a la que
seguiremos llamando {C,,}, débilmente convergente en dicho espacio, es decir, existe C' €
L*(0,T; H(Q)) tal que

C, — Cen L*(0,T; H'(Q)). (2.24)

Maés atin, dicha subsucesion puede elegirse de manera que sea fuertemente convergente
en L*(0,T; L*(2)). Para ello, procederemos de manera similar a como se hace en [T] para
las ecuaciones de Navier-Stokes, aplicando el Teorema 6.43 del Apéndice. Denotemos por
C,, la funcién que va de R al espacio H'(Q) definida por C,, = C,, en [0,T] y C,, = 0 en

el complemento de ese intervalo.

Lema 2.10. Si C,, denota la transformada de Fourier de C, (acorde a la Definicion

6.42), existe v > 0 tal que

/ 72| Co(7) |22y < C. (2.25)

[e.e]

Demostracion. Observemos que la primera ecuacién en (2.11), con v = v;, puede escri-

birse como:

%(Cn(t),vj) = (fa(t), v;) + (Cu(0),0;)80 — (Cu(T), v;)dr, (2.26)
donde

fn(t) = fu(t), Yt €10, T] vy fn(t) = 0 fuera del [0, T,

fa(t)(v) = =B[Cpr, v] — B1(a,Cn,v) + B1Cs(an, v) + kB(CB,U)B(FB)-
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Veamos que [, € H~1(Q) para cada t € [0,T]. En efecto,

() ()] < Col|[Crllm@llvll @) + Billanl =@l Cull 2 V] 20)
+ B1Csllanl 2@ [Vl 2) + kBCBI[V|| 120 p)
C(|Cn(®) a1 () + kBCB + B1Cs) ||V m1(0)

y luego
(v
Wl = sup —22O < (el + kaCa + AiCL).
veHY(Q) ||U||H1(Q)
v#£0

Por lo tanto,

| full Lromsmr-1() < CTV2(|Cll 20,000 + T(kBC + 1))

| frll oo (—ooro0sr-1()) < | fallt (—ocooszr-1()) = I fullrom—1(0)- (2.27)

La desigualdad anterior nos permite aplicar transformada de Fourier a ambos miembros

de la ecuacién (2.26) y obtener:
217‘(‘7’( vj) = (fn,vj) (Cn(0),v;) — (Cn(T), v;) exp(—2inT'T). (2.28)

Multiplicamos la ecuacién anterior por ¢;(7) (= transformada de Fourier de ¢;) y sumamos

el resultado para j = 1,..., N{;, obteniendo
27| Coll} 20y = (fnr C) + (Ci(0), Cr) — (Cu(T), Cry) exp(—2inT7), 7 €R.
Luego, para cada 7 € R,

277)|Call2 (@) < Ialla-2 @l Call @) + 10w (0) | 2@ 1Cnll 20

+11Co(T) |22 | Cull 20y | exp(—2in TT).
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Usando (2.19) y (2.27), obtenemos
27| Cu(T) 220y < CrllCal(m)llmn @) + CrlCa() 22,

que a su vez implica
ITIC (I 2) < CHCR (Tl (2.29)

Para v fijo, 0 < 7 < 1/4, observamos que existe C, tal que

1+ |7|

VW’ VT c R

[ <C

Asi

+oo N +oo 1 + |7_| .
| rPie@pe <c, [ SR

o 1+ |72
= Gl = lICu I
S el N e

luego por (2.29) tenemos que:

- o 2 Gl e
[P e <6, [ 10 r +c, [ 1D,

o L

Recordemos que necesitamos lograr una acotacion de estas integrales independiente de n.
La primera de las integrales estd acotada por la igualdad de Parseval y (2.19), nos falta
ver la acotacién de la segunda. Observamos que aplicando Cauchy-Schwarz (6.1) y por la

igualdad de Parseval, obtenemos:

+o00 ||én(7)||H1(Q) +o00 1 1/2 T ) 1/2
_— < -
/_oo 1+ |r]t=2 = (/_oo (1+ ]ﬂl2v)2d7> (/0 1G5 @) dt) )

donde la primera de las integrales es finita pues 7 < 1/4 y la segunda es finita y acotada

independientemente de n por (2.19). ]

A partir de la cota (2.25), aplicando el Teorema 6.43 con Xy = H'(Q) y X = X; =

L?(2) podemos afirmar que existe una subsucesién de {C,, }, a la que seguiremos llamando
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{C,}, con limite fuerte C' en L?(0,T; L*()), es decir,
C, — C en L*(0,T; L*(Q)). (2.30)

Ya que L2(0,T; L*())" € L*(0,T; H(R2))", podemos concluir que C' = C, donde C' es el
limite débil de (2.24).

2.3.2. Existencia de limite de q,

Observemos que (2.18), implica que {a,} tiene, a su vez, una subsucesion {a,, } débil-
mente convergente en L?(0,T; L*(Q)). Mds precisamente, existe a € L*(0,T; L*(Q2)) tal
que

an, — a, en L*(0,T; L*(Q)). (2.31)

Observacion 2.11. Es importante notar que en general la convergencia débil de una suce-
sién a, a a no implica la convergencia de /a,, a \/a, ni tampoco vale la reciproca. Basta

como ejemplo considerar las funciones a,(z) = (10+sennz)?, para x € [0, 1]. Claramente,
JVa, =~ a=10,y

1 2
a, = 100 + sen® nz + 20sennz = 100 + 5—0082 ne

1
+ 20sennx — 100 + 3 £ a’.

Utilizando més informacion sobre la sucesién a,, que hemos construido podemos de-

mostrar un resultado méas fuerte, que enunciamos a continuacion:

Teorema 2.12. {a,} tiene una subsucesion {a,,} que satisface:

Van, = Va, en L*(0,T; L*(2)), (2.32)

an, — a, en L*(0,T; L*(Q)). (2.33)

Para demostrar este teorema procederemos en varios pasos, que se establecen en las
proposiciones y lemas que presentamos a continuacién. La idea principal consiste en ver
que la sucesion {a, } converge puntualmente a a y utilizando el teorema de la convergencia
dominada y las acotaciones ya demostradas, tendremos probados los limites enunciados

en 2.32 y 2.33.
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Recordemos que la ecuacion para a, es

Z o XT”

para cualquier (z,t) €  x [0, 7], donde los coeficientes en ¢t cumplen:

con
1 : 1
\/5—;, Sl > -5,

0, sia < #,
y [1t) = Ba frm (ml’n {Cn, C_’o} — CS) VN dy, para 1 <i < Nj,.

Primero vemos que la raiz cuadrada del dato inicial discreto converge a la raiz cua-

drada de a°.

Proposiciéon 2.13. \/a? — va® en L*(Q) cuando n — cc.

Demostracion. Para ver dicha convergencia observemos que:

Ny
/(@_m)zdx: / (Vai —~Va?)
@ i=1 7T
NZ, ) 2
> agu—f@) 0
=1 r n

VAN
gs
—

IN

W 2 2
= / <a?’" +— —2 a?’" + —2\/@ + a0> dx
- "N n n

W 2
29
/ \ oy — ao) dz + ‘2‘
T’Vl n

=1 K3
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Si definimos a2 :

la desigualdad anterior puede ser expresada como
2 - 2|Q|
(v@{—@) dz < (\/ag—\/@) do + —
Q Q
y probaremos que 1/a% — v/a® en L?(Q). En efecto,
2 iy 2
/ (Va~Vab) dx = Z/ (Va -~ Vab) ax
Q ~ n
—Z/ a’ —a® da:—l-ZZ/ \/— va >

por la definicién (2.12) de o™, Zf\ﬁ S (@) — a®) dz = 0y se tiene que:

N7L

/<\/_ \/_ :L'—2Z/ \/_)

Para continuar con la acotacion, observemos que

1/2
/0 < |7—;n|1/2 (/ CLO> ’
™ m

y luego

1/2
/G _ 0
\T" - ’Tn 1/2 (/ a ) |Tn‘ I V.

Por lo tanto,

[ v (v ) dxg/Tin\/_<\/_— e \/_> o

Usando las desigualdades de Holder y Cauchy-Schwartz,

[ arca(f)" (3 [ (- ok | o) o

1/2
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1/2

1/2 Ny 1 2
=2 /ao) /(\/E— /\/a_odyx_nx) dx
( 0 0 ; 77| T T (z)

‘/]}n| Jn Va® dy x1n () 1a proyeccion

L2(Q) de Va0 en W,,. O

co . Ny
De aqui se sigue la convergencia en L*(Q) por ser ..

En la siguiente proposicién damos una férmula implicita para o (¢), que nos servird

para hallar una férmula explicita del limite /a(x,t).

Proposicién 2.14. Sean n € N y 1 < i < Nj},. Entonces para todo t > 0, al'(t) es

solucion de la siguiente ecuacion (algebraica)

Var(t) = vai(0) - %m (—V“(”‘l ) + % /0 ), (2.34)

Vr(0) — 1

Demostracion. Resolvamos la ecuacién diferencial Lot = fI'(t)®,(a?(t)). Como @, es
Lipschitz continua el problema tiene solucién tnica, que resulta C'(R), y como a?(0) >
% > n%, dicha solucién satisface o'(t) > # para todo ¢ > 0. En efecto, si existiera t* > 0
tal que a7 (t*) = 1/n?, deberfa ser o' = 1/n? por la unicidad de soluciones.

Luego, @, (a?(t)) = y/a"(t) — L y por lo tanto

d 1 alM(7) /
—a) = fI'(t an(t) ——|, ————dr = (7)) dr.
gr=ro(vem-1). v [ oS- [re)
Haciendo la sustitucién u = \/a?'(1) — +, du = 5 1n( )a?’(T) dr, se obtiene
/ 1
I = 1
Lﬂld722/u—”du:2 (u+—ln(u)+@) ;
Vvai(r) — 5 n
que inmediatamente implica la afirmacion. O

Definimos ahora ¥ = (J,cy Urer, 9T, el conjunto de todos los lados de todos los
elementos de las triangulaciones consideradas, que por ser unién numerable de conjuntos
de medida cero, tiene medida cero. Por lo tanto, dadon € Ny z € Q\ X, existe un tnico
i =1i(z,n), 1 <i< Ny, tal que z € T*. En lo que sigue omitiremos el subindice 4, pero

estaremos considerando, dado = € Q\X fijo, los elementos T" tales que = € T}". Es decir,
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a"(0) denota aj, . (0) donde i(n, ) es el indice i tal que x € T}". Observemos que por

r icién 2. a iene una subsucesién que converge en casi un
la Proposicién 2.13, 9 tiene una subsucesio e converge en casi todo to a
neN

Vad, y por lo tanto { an (O)} es una sucesion convergente.
neN
Si, dado ¢ fijo, llamamos z,, := /a™(t) y £, = /a™(0) + %fg f™(7)dr, entonces,

por (2.34) resulta que z,, es solucién de la siguiente ecuacién algebraica:

1 T, —
Tp+—In| ———22— 1| =4,.
no\ Var(0) - 1

El siguiente lema asegura la existencia y unicidad de solucion de esta ecuacién para cada

S |-

n y ademéds afirma la convergencia de dichas soluciones cuando £,, — £y a"(0) — a®.

Lema 2.15. Sean {(,},{a™(0)} C R dos sucesiones tales que €, —  y \/a™(0) — va©,

1

n’

1 Ty — %
T, + - In (—1> ={,, (2.35)

con v/a"(0) > L. Entonces, para cada n, existe un tinico , € ( oo) que satisface
n

y ademas
l, sil >0,

0, sil<0.

xn—>€+:

cuando n — oo.

Demostracién. Para demostrar la existencia de 2,, > + que cumple la ecuacién (2.35) sélo
_1
basta observar que la funcién g, : (£, 00) — R definida por g,(z) = z+ < In (ﬁ)
a'ﬂ — =

tiene rango en los reales. Para ver que dicha solucion es unica observemos que g, es una
f P ti / -1 1V an(o),% 0 tod 1
uncién inyectiva pues g () =1+ ;*—71—" > 0 para todo = € (£, 00).

Para demostrar la convergencia de x,, a ¢, consideramos tres casos: £ < 0, £ > 0y

¢ =0.

(1) Si ¢ < 0, entonces existe Ny tal que £, < %, para n > Ny. Luego

1 Ty, — & ¢ 1 ¢
“In| ——— =, -z, < = — — < -, > N,.
- n< a"(O)—%) x 5 n <3 para n 0
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Por lo tanto,

1
In (—x 1 ) <n-, — I,——< ( an(0) — —) e"g,
an(0) — & 2 n n

y finalmente % <@y, < %—f- (\/oz (0) — 1> e"s — 0 cuando n — 00, pues £ < 0.

n

1) Si ¢ > 0, entonces existe Ny tal que + < £ < ¢, < 2 ¥n > N,. Consideramos
n 2 2

ahora, para cada n > Ny los siguientes casos:

a) Sit, =+/a™(0), entonces x, = \/a™(0) =/{, y \/‘T:_T;IL_I = 1.

b) Si £ <, < \/a*(0), por ser g, una funcién mondtona creciente, existe g, y

también es creciente. Luego

it (5) < ' (0) = < 0" (V) = Vo)

Se tiene entonces que z,, < 1/a™(0), y debido a (2.35) se tiene que ¢/2 < £, <

Z,. Luego,
¢ 1 1
Cp< 2 n <« _Tn"hn oy
SC Vet
donde C;, C, son independientes de n.
¢) Si 4, > /a™(0), entonces z, = g, '(¢,) > g,;* ( a"(O)) = /an(0) y por
(2.35), £, > x,. Luego,
Ty — 1 gn _ 1 % _ 1
1< n < n <Z_t<am
2

Resumiendo, hemos demostrado que para todo n > Ny resulta

x — l
Cy < ———="— <dln,
a"(0) - 5

n
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lo que a su vez implica que

&
3
Il
N
3
|
| —
E
7N
8
3
|
S|

) — ¢, cuando n — oc.

Q
3
—~
(e
=
|
3=

(1m1) Si ¢ = 0, probamos que z,, — 0 por contradiccién. Supongamos que z,, no tiende
a cero. En ese caso, existe una subsucesién {z,, } que estd acotada por debajo por

C3 > 0. Entonces, si C; denota, como antes, una cota superior para y/a”(0), resulta

C, < 37 e Tng = up
4 S <
C— an(0) — L
Luego,
1
1 Tny — - 1
0<z, =14, ——ln#<€nk——1n64,

k 1 =
n _
ng /o™ (0) o Nk
que tiende a cero cuando k£ — oco. Esto es una contradicciéon que provino de suponer

que x,, no tiende a cero.

]

Veamos que ¢ = /a®(x) + % fg (min {C, C’O} — Cs) V/N dr y que vale la convergencia

de ¢, — ¢ cuando n — oo en casi todo (z,t) € Q x (0,7).
Proposicién 2.16. Se tiene que cuando n — oo

Ny,

Z (\/@‘F % /Ot an (mfn{cn,éo} - CS) \/Ndyd7> XTjn(QZ’)
) +%/0 (min {C,Co} — C) VN dr.

en L?(Q2 x [0,T]) y para casi todo (x,t) € Q x [0,T].

Demostracion. Probaremos primero la convergencia en L*(Q x [0,T7).
: : Ny o 5 9
La convergencia del primer sumando » ;% \/a_nXT]n a Vad en L*(Q), y por lo tanto
en L*(Q2 x [0,T]) fue demostrada en la Proposicién 2.13.
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Para probar la convergencia del segundo sumando, veremos que

gn(x,t) = Z/o ][Tn ml’n{Cn(y,T),(jo} VN (y) dydrxrn ()
—>/0 min{C(m,T),Co} VN (z)dr =: g(z,t),

en L?(2 x [0,T7]). Observemos que para 0 <t < T

|gn (2, 1) — g(,1)]

= / ]é“n min {C,(y,7), Co} v/ N(y) dyxrs () — min {C(x,7),Co} /N(z)| dr.

0 |

Luego,

Hgn(>t) - g(at)HLQ(Q) S T1/2

X Z][Tn min {C,(y,7),Co} \/WdyXTi“(ZU) —min {C(z,7),Co} JN@)

L2(0,T;L2(Q))

Si definimos X,, = {v € L?(0,T; L*(Q)) : v(-,t) € W,}, resulta que U2, X,, es denso en
L2(0,T; L*(Q)). Si denotamos con &2, a la proyecciéon L?(Qx (0,T)) en X,,, la desigualdad

anterior resulta,

”gn(?t) - g(at)HL2(Q) S T1/2

P, (min {C’n, C’o} \/N) — min {C’, C’o} VN

L2(2x(0,T))

< 72|22, [min {Co, Co} VN = min {C,Co} VN

L2(Qx(0,T))

7, (min {C,Co} VN) = min {C, Co} VN

+ T2

L2(Qx(0,T))

Como C,, — C en L*(0,T; L*(Q)) resulta que min {C,,Co} v'N — min {C,Co} VN en
L3(2 x [0,T7). Ademés, como N € L®(Q), || Z,|| = 1 resulta que

gn (-, t) = g(-, )|l 12@) = 0, para n — oo. (2.36)
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Por otro lado, usando (2.19) y la convergencia de (2.30), tenemos que ||C||L2(0.7;12(0)) <

cte y recordando la definicién de g, podemos escribir:

lg(x, )|l 2 H/ min {C(z,7),Co} VN (z)dr

< HN”LOO(Q)1/2/ [min {C(@,7), Co}| 2 gy dr < ce.
0

L2(Q)

Para |/g,(z,t)||12(q), hacemos como sigue:

N‘C‘L/ "
90, Dll 2y Z( | f mfn{cn,co}mdyd7> i (@)
i=1 \70 JTI}

L2(9)
Ny, t
= Z | (/ ][ min {C,, Co} \/Ndyd7> xrr ()
i=t [ A0 T @)

n|1/2
177

Ny | pt
= 5 / ][ mfn{Cn,C'o}deydT
i=1 |70 JT}

T 1/2
< T2 (/ /(min{C’n, Co})N dy dT) < cte,
0o Ja

en virtud de (2.19).

Utilizando las tltimas cotas encontradas para || g, (-, )| 2@ ¥ ||9(-, )|l 2(0), podemos
concluir que la funcién ¢ — ||gn(-,t) — g(-,t)|/22(q) estd uniformemente acotada. Usando
(2.36) y el teorema de la convergencia dominada, tenemos que g, — g en L*(0,T; L?(2)).
En particular, existe una subsucesién {g,,} tal que g,, — ¢ en casi todo punto de §2 x
0, 7).

0

Demostracion del Teorema 2.12. Tomemos un (z,t) € Q x (0,7) tal que vale la conver-

gencia puntual mostrada en la Proposicién 2.16. Para dicho (z,t), vale ¢, — ¢ cuan-

do n — oo y por el Lema 2.15 tenemos que z, = y/a,(z,t) Zl Vo (t)xrn(r) —
< a®(z) + % fg (min {C,Co} — C5) \/NdT) . Por (2.20) y el teorema de la convergen-
+

cia dominada, tenemos que

a, — (\/M+ % /Ot (min {C,Co} — C,) \/NdT) =: b, (2.37)

+
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con convergencia en L%(0,T; L?(Q2)). Adem4s, como
0<an < (" =1)I (8 (Co— C)* IV i) + € lla 10,
resulta
b0 a0 < (7 = 1)1 (83 (Co = C)* IVN [Ewqey) + Ny (2:38)

Utilizando (2.38),

T T T
/ /\ank—b2|2dx—/ /|\/ﬁ—b|2]w/_ank+b]2dx§4(C/ /]«/_ank—b|2dx,
0 Q 0 Q 0 Q

y por (2.37), obtenemos la convergencia fuerte en L(0,T; L*(Q2)) de una subsucesién de

{a,} a b?, luego por unicidad del limite débil y (2.31), tenemos que b* = a y
- 2
lallze oz () < (¢ = 1)|Q (53 (Co = Cs) II\/NII%oom)) +el o). (2:39)

]

Observacion 2.17. Es importante notar que la funciéon a obtenida en este proceso de limite
es no-negativa en casi todo punto. Una vez establecida la existencia de solucion débil,

veremos, en la Proposicion 2.23 que a es positiva a partir de la ecuacion diferencial.

2.3.3. Existencia de soluciéon débil del problema auxiliar

Resumimos los resultados obtenidos en las secciones anteriores respecto a las conver-

gencias en el siguiente teorema:

Teorema 2.18. Dada la sucesion de pares (Cp,a,), n € N, soluciones de (2.9), existen
C € L*(0,T; H(Q)), a € L*(0,T; L*())) y una sucesidn creciente de nimeros naturales

{n¢}een tal que, para £ — oo,

Cn, = C  en L*(0,T; L*(Q)),
Cn, = C en L*0,T; H(Q)),
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v Ay, — \/a en L2(O7Ta L2(Q>))
an, = a en L*(0,T; L*(Q)).

Ademds, se tiene una formula para a, para casi todo (z,t) € Q x [0,T7]:

2

a(z,t) = <M+ %/Ot (min{C, Co} — C) \/Ndr)

+

(2.40)

El objetivo de esta seccién es demostrar que el par (C, a) dado por este teorema resulta

ser un par solucién del sistema (2.6).

Sea 1 € C*°([0,T]) tal que ¥(T) =0y v € U2V, es decir, v € V,,, para algin n.

Sea (, suficientemente grande tal que V,, C VW0 C Vy, si ng > ny,. Utilizando integracién

por partes, tenemos que:

/0 (Cl (6),0) ey (t) dt = — / (Cong (06 (1), 1) 220 At — (Cin (0), 1) 220y 6(0).

donde, como antes, (-,-) denota el producto escalar de L?*(€2). Denotando con ((-,-)) el

producto escalar en L?*(T'g), usando que C,,, cumple (2.11), tenemos que

_ /OT(CW (1Y (t),v) dt — (Cy,(0),v)2(0)
~-D /0 T(vcw,ww(t) dt — kg /0 T((anv))w(ﬂ d
4 /0 (an, o 0)6(8) dt + B1C /0 an,0) di
ks [ (oot

_p / (VCo, Vo)0(t) dt — ks / (Copr0)ie(t)dt

L8 / ((Cs = Cn)atng, 0)(8) A + ki / (C0)o(t) dt.
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Tomando limite cuando ¢ — oo obtenemos

- [ Ctw i = (€ 0w
__D /0 VO Vo) d — /0 (Co)t) i (2.42)

+[31/0 (Cs — C)a, v)u(t) dt+k3/0 (Cp,v)(t)dt.

Estudiemos la convergencia de cada término:

limy, 00 fo fQ ne (D)0 da ¢ (2 fo fﬂ t)odz'(t) dt

Como C,, — C en L*(0,T; L*(Q)), esta igualdad es cierta porque v € L*(Q) y ¢ €
C*([0,T]) implican que T,(g) = D fOT Jogvdz 1 dt es un funcional lineal y acotado en
L*(0,T; L*(Q)).

(2] limp, 00 fo Cn, (0)v dazp(0) = [, COvdz)(0).
Por ser C,,,(0) la proyecciéon L*(Q) de C° en V,,,, y por las propiedades de densidad y
anidamiento de la sucesién {V, }, tenemos que ||C,,(0) — C°||12(q) — 0 cuando n, — oo,

y como v € L*(Q) se tiene la convergencia deseada por la desigualdad de Hélder.

Observacién 2.19. Observemos que si C,(0) fuera la proyeccién H' de C° en V,,, entonces
Cn(0) = C° en H'(Q) y por lo tanto también se da la convergencia en L?(£2) obteniendo

la misma afirmacién del paso [2] .

im0 D fy fo Vo, Vv dapdt —kp [y [, Coodatrdt =D [ [, VCVvday dt —
kg [y [p, Cvdaydt.

Justificamos el limite anterior observando que dado v € H*(Q2) y v € C>([0,T1]),
T,(g) = D fOT Jo VgVudazy dt — kg fOT fFB gvdxtp dt, es un funcional lineal y acotado en
L*(0,T; H(Q2)) por el teorema de trazas. Luego, de la convergencia débil de {C,,} a C

en L*(0,T; H'(Q)) enunciada en (2.24) se sigue la convergencia deseada.

[4] limy,, oo fo fQ (Cs — Cy,)an,vdz(t) fo fQ (Cs — Clavdzy(t)dt
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Para ver que el limite anterior es valido observemos lo siguiente:

‘ /OT /Q(Cs — Cp,)an,vdz(t)dt — /OT /Q(OS — Cavdz(t) dt‘
= ‘ /OT /Q((Cs —C) = (Cs = C,))an,v du(2) dt‘

+ /OT/Q((JS — O (an, — a)vdaib(t) dt’,

y por la desigualdad de Holder,

<N Cry = Cllr20,ms 200 lan, || 20,72 ) |00 || oo (0,120 ()

+1Cs = Cllrzrc2@) lan, — allizoriez@) 10¥ |z 0,7;2(9))-

Por la convergencia fuerte en L?(0,T; L?(Q2)) de C,,, a C'y de a,, a a se obtiene el limite

buscado.

kg fOT fFB Cpvdz(t)dt es un término constante respecto de ny.

Ya que cada término de (2.42) depende linealmente y continuamente de v, para la
norma H'(), dicha ecuacién sigue siendo vélida para cualquier v € H*(§2), pues U2, V,,

es densa en H'(Q).

Escribiendo (2.42) para ¢ € C°(0,T), obtenemos la siguiente igualdad, valida en el
sentido de las distribuciones en (0,T), para toda v € H'(Q):

d
E(C’ v) = =D(VC,Vv) = B1(aC,v) — kg(C,v) 20, + 1Cs(a,v) + kp(Cr,v)r2r,,)-

Luego, por ser H'(Q) reflexivo, aplicando el Lema 6.26 con X = H () y la Defini-
cién 6.23, tenemos que Cy € L?(0,T; H~1(Q)) y vale la ecuacién para C en (2.6), es decir,
para todo v € H'(Q2) y casi todo t € [0,T7:

<C’t,v>+D/VCVU+51/aC’U+kB C’v:ﬁl/aCsv—l—k:BC’B/ v.
Q Q I's Q r

B

Falta ver que se cumple la condicién inicial. Para ello, tomando v € H'(Q) fijo, multipli-

camos la ecuacién anterior por ¢ € C*(0,7) y tal que ¥(7T) = 0 e integramos respecto

38



de t ambos miembros de la ecuacién:

/0T<Ct,v)wdt: —D/OT/QVCVvdJMﬁdt—ﬁl/OT/Qandxwdt—kB/oT/FBCdet

T T
+61/ /aCSde¢dt+kBCB/ / vdxdt.
0o Jo o Jrp

Utilizando la identidad (6.9) y la afirmacién (i) del Lema 6.26, se tiene que:
T T T
—/ (C,v) " dt — (C(0),v)y(0) = —D/ / VCVudzydt — 51/ / aCvdz i dt
0 0o Jo o Ja

T T T
—k;B/ C’vdxwdt—FﬁI/ /aC’Svdxwdt—i—kBC’B/ / vdxdt.
0 I'p 0 Q 0 I's

Comparando la ecuacién anterior con (2.42), concluimos que: (C(0) — C° v)y(0) =0, y

asi llegamos a que

(C(0) = C"v) =0, Yove HY(Q).
Luego por el Teorema 6.39, C coincide con una funcién continua de [0,7] en L*(Q) y
C(0) =C".
Veamos ahora la ecuacién para a. Por (2.40) se tiene que

2

0 - <W+ %/O (min {C, Gy} — C.) de>

+

Luego,

a; = 2@% (ml'n {C’, C’o} — CS) V'N.

Como (min {C,Cy} — C) Jaz VN € L2(0,T; L*(1)), se tiene que a;, € L*(0,T; L*(Q2))
y para cada w € L*(Q) y casi todo ¢ € [0,T],

(ar,w) = (B (min {C, Co} ~ C) Var VN, w). (2.43)

Veamos que vale la condicién inicial para a. Hemos observado anteriormente que a, a; €
L*(0,T; L*(92)). Luego por el Lema 6.26 se tiene que a coincide en casi todo punto con una
funcién en C([0,T]; L*(Q2)). Luego, reemplazando en su ecuacién se tiene que a(0) = a°

en L?(Q).
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Hemos demostrado entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.20. El par (C,a) del Teorema 2.18 es solucion del problema auziliar (2.6).

2.3.4. Equivalencia entre el problema auxiliar y el original

Para demostrar la existencia de soluciones del problema original (1.5) veremos que en
realidad éste es equivalente al problema auxiliar (2.6).

Notemos que hay sélo dos diferencias entre el problema (2.6) y el problema (1.5). Estas
se encuentran en la segunda ecuacién, donde aparece (/ay en lugar de y/a y min {C, C’o}
en lugar de C, con Cy = méx {||C°| (), Cs}. Habremos probado que toda solucién
de (2.6) es solucién de (1.5) cuando demostremos que a > 0y que C' < Cp. Lo haremos

a través de dos proposiciones.

Proposicién 2.21. Si el par (C,a) es solucion del problema auziliar (2.6) ¢ de (1.5),

entonces C' < Cj.

Demostracion. Sea (C,a) un par solucién de (2.6). Tomando v = (C' — 00)+ en (2.6) o
en (1.5), teniendo en cuenta que Cy = max {||C°|| L (q), Cs} es una constante, obtenemos

la siguiente igualdad:

/Q(C—C*o)t(C—CO)++D/Q)V(C—C*O)+‘2+/%B/F (C—C) (C—Co).,

B

_ /Qﬁla(C’s —O) (-G,

o lo que es lo mismo

;(9) D HV (€~ CO)+H;(Q) - kB/ (€= Cp) (C =G,

I'p

_ /Qﬁla(C’S —O)(C =Gy,

1d

2 €=,

Ahora, como Cg < Cy < Cy, si (C — C’o)+ = 0 resulta (C’ — Co)+ > 0 y entonces
» C > Cy > Cp, que implica (C' — Cp) (C’ — C’o)+ > 0;
» C > Cy > Cy, que implica (C, — C) (C’ — C_’O)+ <0.

40



Resumiendo,

ole-a) ], <o

2 dt Villpz =

Por lo tanto,

0<H0t—é ‘ <HCO—C’ ‘ :HOO—O ‘ —0, V>0
< W = o). ||, < (OO = o) |y, = | O . g

Por lo tanto, Cy — C' > 0 para todo € Q y todo t > 0. n

De manera ansloga, puede demostrarse que si C° > Cp, entonces la solucién se

mantiene siempre por encima de C'g. Mas precisamente:

Proposicién 2.22. Sea (C,a) un par solucion de (2.6) o de (1.5), y supongamos que
Cp < C, y C%x) > Cp, para casi todo xz € §). Entonces C(x,t) > Cp para casi todo
(x,t) € Q2 x[0,T].

Demostracion. La demostracion es analoga a la de la proposicion anterior, tomando como

funcién de prueba v = (Cp — C) O

4
Observar que la primera ecuacién de ambos sistemas coincide y es la que interviene en

la prueba de la Proposicion 2.21. Luego en ambos sistemas se cumple que min {C’O, C } =

C'. Luego podemos escribir la segunda ecuacién del problema auxiliar (2.6) como

/Qatw = BQ/Q(C’ — CS)\/ﬁ\/Nw, VYw € L*(Q) y c.t.t € [0, 7).

Proposicion 2.23. Sia € L*(0,T;L*(Q)), a; € L*(0,T; L*(Q)) y C € L*(0,T; H'(Q)),
Cy € L*(0,T; H () conforman un par solucién del problema (2.6), entonces a = ay y

luego a satisface

/Qatw = ﬁg/Q(C' — C)VavNw, Ywe L}Q) y c.tt €[0,T).

Demostracion. En

/ﬂatw _ 62/9 (C - Cy)yarVNw,
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tomamos w = a_ y recordando que a = ay —a_ donde ay y a_ tienen dominios disjuntos,

nos queda: [, (a; —a_),a_ = 0 entonces % ||a_(t)]|ig(m = 0 luego ||a_(t)||i2(g) =

2
||a—(0)||L2(Q) = ||CLQHL2(Q) = 0, porque a’ > 0. ]
Como consecuencia de estas proposiciones, concluimos que vale el siguiente teorema:

Teorema 2.24. El par (C,a) es solucion del problema (1.5) si y sélo si es solucion del

problema (2.6).
Resumimos los resultados de esta seccion en el siguiente teorema:

Teorema 2.25 (Existencia de solucién). Sea Q C RY un dominio acotado con frontera
Lipschitz 00 = T'yUDg, y sean By, B2, kg y Cp constantes positivas, N € L>(2), N > 0,
0<Cp <Cy, yCa® e L®(Q), a C° >0, Co = méx{||C° 1=), Cs}. Entonces existe

un par solucion (C,a) del problema (1.5), es decir, un par (C,a) que cumple:

(

(Cryv) + BIC,v] = i [oa(Cs — C)v+kpChp [ v, Yo € H(Q) y c.t. t €[0,T],
foamw = Bs [(C — COVNaw, Yw € L2(Q) y c.t.t € [0,T],
C(0) = C°,

| a(0) =",

con a € HY(0,T;L*(Q)), a > 0y C € L*(0,T; H(Q)), C; € L*(0,T; H1(Q)); donde
(Cy,v) denota la aplicacién del funcional Cy € H™1(Q) av € HY(Q) en un t fijo y

B|C,v] = D/ VC’Vv—l—kB/ Cv.
Q s

Ademds, valen las siguientes acotaciones:

Cp<C<Cy 0<a, en casi todo (x,t) € Q x [0,T]. (2.44)
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2.4. Unicidad de solucion

En esta seccion estudiaremos la unicidad de soluciones del problema (1.5). Conside-
raremos dos situaciones. Un primer caso en el que la condicién inicial C° < Oy en Q y

otro en el cual puede ocurrir que C° > Cy en alguna regién del dominio.

2.4.1. Concentracion inicial por debajo de la de saturacion

En esta seccién suponemos que C%(z) < C, para casi todo x € €, y por lo tanto,
Co = méx{||C°|| (e, Cs} = Cs, que implica que para todo par solucién (C,a) de (1.5)
se tiene que C' < C, para casi todo (z,t) € Q x [0,T].

Para demostrar la unicidad supongamos que (C1, a1) y (Ca, az2) son soluciones de (1.5).

Escribiendo las ecuaciones correspondientes para a; y as y restandolas obtenemos:

/Q(Ch — az)w = 52/((01 — C)ar — (Cy — Cy)/az)VNw.

Q

Sumando y restando s fQ Cs+/a1vV Nw obtenemos la siguiente ecuacion:

/(a1 — ap)ywdz = 52/(01 — Cy)y/aVNwdz + 52/(05 — Cy)(Vaz — /a1)VNwdz,
Q Q Q

para w € L*(Q).
Tomando w = a; — as obtenemos:

1d
gl = aallee = B2 [ VA V(G - G er - a2

2dt (2.45)
6, / VN(C, — ) (v — v/a) (ar — as).

Ahora bien, como C° < C en c.t.p. de €, resulta que C° = C; y entonces C;,Cy < C,

en Q x [0,T] y Cy — Cy > 0. Ademds, por la monotonia de la funcién raiz cuadrada,

(Vaz = var)(ar = a3) = =(var = v/ag) (a1 — az) <0,
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y la segunda integral de (2.45) resulta menor o igual que cero. Por lo tanto

1d
—AM—M@MS@/wp@wm—@¢m@;

2dt
2 o0 N oo
< —622 /(01 — Co)* 4 lox e 2|| Iz /(a1 — ay)”.

(2.46)

Tomemos ahora la ecuacién para C; y Cy de la formulacién débil (1.5) del problema

(2.1) y las restamos:

<(Cl — Cg)t,U> + D/{;V(Ol — Cg) - Vo + kB/I: (Cl — CQ)U

B

- 61 /g; Cs(al - CLQ)’U + 61 /{;(CQCLQ — Cla1>’U.

Sumando y restando ; fQ Csaqv al lado derecho de la ecuacién anterior obtenemos

<(Ol — Cg)t,’U> + D/QV(Cl — OQ)VU + k’B/F (Cl — OQ)U

B

=5 /Q(Cs — Cy)(a — az)v — 4 /Q(Cl — Cy)aqv.

Tomando v = € — (5 y aplicando el Teorema 6.39 obtenemos:

1d

3 351G = Gl <1 [ (C. = Ca)an - ax)(Cr - Ca).
Q

Como Cy < (4, se tiene que 0 < Cy — Cy < (5 por lo que

1d

1 1
5 dt||()1 — Col|720y < 5&%03 /(01 — )%+ 3 /(a1 — ay)?. (2.47)

Sumando (2.46) y (2.47) obtenemos

d
= [lar = azllZage) + 101 = CallEacey|

< mix {1+ o | Vllaoe, B2C2 + 53} [lon = azlley + 1C1 = Collface)|

Aplicando la forma diferencial de la Desigualdad de Gronwall (6.6), tenemos que para

44



todo t € [0, 7] vale:

(a1 — a2)(t)][32() + (C1 — Co) () |32y <
emi ol oo S0y — 0) (0) 3200 + 1(Ch = C2)(0) 320 -

y teniendo en cuenta que las condiciones iniciales para (a;,Ci) y (a2,C3y) coinciden,

tenemos que:

(a1 = a2) () Z2() + 1(C1 = Co)(B)[Z20) <O,

luego, a;(t) = ax(t) y C1(t) = Cy(t) en sentido L?*(2) para todo t € [0,T].

Hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 2.26 (Unicidad de solucién). El problema (1.5) con la hipdtesis adicional de

CY < Oy tiene solucidén unica.

Observacién 2.27. Como H'(2) C L?(f2), las Observaciones 2.6, 2.9, 2.19 y la unicidad
de la solucién del problema acoplado (2.6) para Cy = Cs, tenemos que {C,} definida
en la Proposicién 2.4 y {C,,} definida en el Comentario 2.6, nos conducen al mismo par

solucién (C, a).

2.4.2. Concentracion inicial mayor que la de saturacion

En esta seccién veremos que si permitimos que C° > C, en alguna regién del dominio,
existe una situacién de no-unicidad de soluciones del problema (1.5). Concretamente, el
caso mas sencillo de no unicidad de soluciones se da cuando existe un conjunto de medida
positiva Qg C Q donde C° > C, +¢ > C,, para algtin € > 0, y a° = 0 en Q. En ese
caso, la construccion de las secciones anteriores da un par solucién (Cy,a;) de (1.5) que

satisfara lo siguiente:

= Dado un conjunto de medida positiva 2; CC €y, existe t; > 0 tal que

Ol(fﬁ,t)>CS, lL‘te, 0<t<t.
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» Para casi todox € Q, vyt >0

2

ai(z,t) = (@/Otwl—cs)\/ﬁch) ,

2 +
por lo que ay(z,t) > 0 para casi todo x € Q; y 0 <t < t;.

El primer item es consecuencia de la continuidad de [0, T] — L*(Q2) de C'y el segundo se
debe a la féormula (2.40).
Por otro lado, definamos a; = 0 y sea Cy la solucion débil de la siguiente ecuacién

(lineal) de difusién, que se obtiene tomando a = 0 en (2.1):

p

Cy — DAC =0, en Q x [0,T],

C(0) = C%en Q,

DVC-n=0enTy x[0,7T],

DVC -n=kg(Cp—C)enTpx|0,T].

(2.48)

\

Entonces el par (Cy, az) también es solucién de (1.5).
Claramente estos pares son diferentes, y por lo tanto existen dos soluciones diferentes

del mismo problema (1.5).

Observacion 2.28. Es necesario que C° > C; en alguna regién del dominio, ademds de
que @’ = 0 para tener multiples soluciones. En la seccién anterior se consideré el caso
O < (4, y se vio que la solucién es tinica, sin importar cudl es la condicién inicial para
a; s6lo suponiendo a® > 0. Si C° < O, y a® = 0, el tinico par solucién de (2.1) se obtiene

tomando a = 0 y C' la unica solucién débil de (2.48).

Conjeturamos que puede haber miltiples soluciones cuando C° > Cy en un conjunto
de medida positiva, aunque a’ > 0 en casi todo punto de €2, en una situacién como la
siguiente: Si a® es pequeiio donde C° << C, entonces a decrecerd en esa regiéon y puede
llegar a cero. Luego, por difusion, la concentracion puede aumentar en esa regién y en un
tiempo ¢ > 0 se puede tener que en una regién de medida positiva de 2, sea a(-,t) =0y

C(-,t) > Cs. Esto sera tema de investigaciones futuras y escapa al alcance de esta tesis.
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CAPITULO 3

Regularidad

En este capitulo estudiaremos la regularidad del par solucién (C, a) del problema (1.5),
bajo las hipétesis que garantizan solucién tnica, es decir, C° < C;. Bajo estas hipdtesis
tenemos también que del par solucién (C,a), la variable a(x,t) estd dada por la férmu-

la (2.40)

2

a(z,t) = <\/M+% /Ot\/ﬁ(min{C’, Co} — Cs) dr) ,

n
y recordando la definicién de Cy = max{||C°||1(q), Cs}, tenemos que Cy = C;. Luego
en la desigualdad (2.44) del Teorema 2.25, se tiene que Cp < C < Cs en casi todo
(x,t) € Q x [0,T] y entonces min{C,C;} — Cs = C' — Cs. Asi, en la ecuacién para a,
el término 2 f(f VN (C, — C) dr es no negativo y podemos concluir que a < a° en casi
todo (z,t) € Q x [0,T].

Veamos que algo similar sucede para las aproximaciones de Galerkin a,,. Nuevamente
min{C,,Cs} — Cs = —(Cs — C,,)+. Luego, de la ecuacién de la derivada temporal para

a, (2.15), podemos concluir que en este caso,

@l oo 0,710 () < @] ooy + 2, (3.1)

y en particular, dicha acotacion, también vale para ||ay|| Lo 0,7;20(02))-

Para los siguientes resultados se suponen las hipotesis del Teorema de Unicidad de
solucion 2.26. En cada proposicion sélo se enuncian las hipdtesis adicionales.

Es interesante notar que los resultados de regularidad tienen una limitacion, debida
a la aparicién de /a en las ecuaciones. Este término implica que a se anula en regiones
de medida positiva a tiempo finito, y ocurre que a(-,t) no pertenece a H*(Q) aunque a

sea C'°(Q2) o incluso constante.
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Proposicién 3.1. Eziste la derivada temporal de la raiz de a y (y/a); € L*(0,T; L*(Q))

con

(Va) = ~2VN(C, ~ O ooy

Ademds (v/a), € L=(0,T; L>(R2)).
Demostracién. Recordemos que para y/a tenemos la ecuacion:

Va = (@—%/gt\/ﬁ(cs—c*)dr)

+

Por el Corolario 6.18, si v/ N (Cy—C') es integrable, la derivada débil temporal de f[f VN (Cy—
C) es VN(C, — ). Luego podemos aplicar la Proposicién 6.6 y como va° es indepen-

diente de la variable temporal, obtenemos:

Vay = -2y, - ¢ _ DN, -c

( a)t - _E ( E )X{\/E—’%Qfg \/N(C,S—C)d7'>0} - _E ( E )X{\/a>0}'
Ademaés, tomando t fijo donde vale la igualdad anterior, tenemos que:

b
I(Va)ill (o) < fll\/ﬁllm(mll(@ — Oz,
y por el Teorema 2.25, podemos concluir que
b
1(Va)|l =) < fcslﬂlmll\/ﬁllm(m-

Luego (v/a); € L>®(0,T; L>(Q)). O
Proposicién 3.2. Si Va0, N € L®(Q) N HY(Q), entonces \/a, a € L*(0,T; H'(Q)).

Demostracién. Recordemos que para y/a tenemos la ecuacién:

Va— (@—%/@t\/ﬁ(cs—cm) |

+

luego por la Proposicién 6.34, como N (Cy — C) € L*(0,T; H'(€2)), se tiene que [, v/N(C,—
C) € L*™(0,T; H'(Q)) y que % fot VN(C,—C) = fot %\/N(CS—C). Tomando ¢ € [0, 7],
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fijo y aplicando la Proposicién 6.6, tenemos que

0
(%:i

Va= (8 Vad(z) 8 VN(C, — O)(x, 5) d5> X{va>0}>

y que v/a € L*(0,T; H'(Q2)). Para a tenemos la ecuacién:
5B [T ;

a:( aO—EQ/ N(C’S—C)) :(\/5)2.
0 +

Como +/a(t) € L>(Q2) N H'(Q) para t fijo, aplicamos la Proposicién 6.5 y tenemos que:

0 a(z,t) =2 (W— %/Ot VN(C, — C)(z, s) ds)

82&;

X ( ai,. a®(x) — % /0 t 8(; VN(C, - C)(; s) ds) .

Veamos que dicha derivada parcial estd en L?():

2

(9xi +

X (&W 20:51/ VN(C, — O)(x, s)d>2

<38 (ao(x) + % (/ VN(C, = C)(x,5) ds>2>

x(a a(z) — = /\/_c C)(x,s)d >2,

ox; 2 ox;

( 0 a(x,t))2:4(¢m_@/t\/ﬁ(os—cxx,s)ds)

como 0 < C,

(aia(x,t)>2 <8 (ao(az) +%§C§t2N(:c)) (aiiW— ?axz/ VN(C, = O)(w,5)ds >2'

Luego,

/OT/de; (aiia(’”’”)z drdi < 8/T/ (a“(x) + %%CSQtQN(a:))
. Z (5’@ V() - 7@:@/ VN(C, = O)(z, s)ds)2 dz dt,
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T ) T /82
| [ Ve azar<s | (naonmm+—20§t2||N||Loo<m)
2
0 _ =
/Z(ﬁxl 5 3:1:1/ VN(C, — C)(x, s)ds) dz dt,
g p
/ /|V$a(x,t)|2 dxdt§8(||a0||Loo(Q)+—QC’§T2)
0 Q
2
0 _ =
/ /Z(a% 5 axl/ VN(Cy — C)(x, s)ds) dz dt,

y como vVa® € H'(Q) y fo N(Cy — C)(z,s)ds € L>(0,T; H'(Q)) se concluye que
a € L*0,T; HY(Q)). O

Teorema 3.3. 5i C° € H'(Q)), entonces
CeL™(0,T;H'(Q)), C,eL*0,T;L*Q)),
y vale la siguiente estimacion:

Cysupesyir ||C(t)||§{1 + ||Ct||%2 0,T;L2())
< B (o +2)* 0177+
k 1
0 B 2 0|2 2
282 (lell~@ +2)° 3 CHITRIT + - |l + C2100T )

+2C[|ClI31 0y + (2C2 + C1)C31Q.
Demostracion. Por la Observacién 2.6 tenemos que C,, cumple la siguiente ecuacién:

(Cn—CB)v:BI/dn (Co—Cv, VeV,

Q

(Cry,v) + D/ VC, Vv + kB/
0

I'p

luego, como C'g es constante respecto de «x,
(Cov) + B [(Co — C) 0] = 51/ an (Co— Co) v, Vo€ Vi
Q

En la ecuacién anterior tomemos v = v, una funcién de la base nodal de V,,, y multipli-

quemos la ecuacion por ¢ (t) para 1 < k < N{}. Sumando en k y como Cg es constante
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respecto de t, obtenemos:

- 1d _ _ .

HCn,tHQ + éag [Cn - CB) Cn - CB} = 61/ anp (Cs - Cn) Cn,t
Q

< Billanl|7oe 0.7 ) 1 Cs = Cull2@|Cnell 2@

B . 1, -
< 71||GN||%°°(O,T;L°°(Q))HCS — Cull2(q) + §||Cn,t||%2(g)a
e integrando de 0 a t, con t < T,

t
/0 |G l? dt + B [C — C, Cry — O] (t) < 28 a7 (0 7.0 () | Cr 720,102 (52))
+ 287 (|G| 700 (0,71 (2 Co 2

+B[C, — Cp,C, — Cp] (0),

y recordando la coercitividad y acotacién de la forma bilineal, (2.4) y (2.3), y la acotacién

(3.1), resulta

t
— — 2 —
/ 1Cnill72() + CillCa(t) = Crllin ) < 267 (la° =) +2) " 1Callt2 (020
0
2
+ 267 (la’|| L) +2)” C2|Qt

+ C2Hén(0) - CBH?#(Q)'

Ademas (C,,(0) — Co,vj)Hl(Q) = 0, por la Observacién 2.9 y usando 3a*> — b* < |a — b|?,

se tiene que:

t
_ C,
| 1l + SOy — C:CEIY

2 C5 2 k?B 1
< 26 ([la® () +2) (C—4 (a2 +2) wwﬁc%wﬂEucouzl(m)

+ 287 (la°ll (@) +2)° CZIQIT + 2G5 | C° 3 gy + 2C2CHI9Y,
luego hemos obtenido:

‘|C'n,t||%2(o,T;L2(Q))+Cl sup eSo< < ||Cn(t) ||§{1(Q)
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2 Cs
< 267 (16°[| L= () +2) C_4||an||%2(O,T;L2(Q))T+

2 0 2 ( kg 1 0112 2
282 (10 imio) +2)° (- CHIHIT + 5 ICOl + C2I0IT)

+2C[|C%1 31 gy + (2C2 + C1)CHQ.
Finalmente, por los Lemas 6.38 y 6.37 y la Observacién 2.27, tenemos que vale:

||Ct||%2(O,T;L2(Q)) + Cy sup esycy<p ||C(t)||§11(9)

C 4
< 2612@% (la®|l ey +2)" 1QIT*+

2C,
+2C2)|CO2 ) + (2C2 + C1)CHQ.

2 k 1
+ 25 (1o + ) (S CHIAIT + 31 CPlfo) + CEIT

Observemos que el teorema anterior también podria ser un teorema de existencia de
solucién de nuestro problema donde tomamos C° € H'(Q) y que para dicha demostracién

no se necesita el Lema 2.10.

Lema 3.4. Supongamos que el dato inicial C'(0) € H?(Q) y cumple las condiciones de
borde DB%C' =0enTyuy DB%C' = kp(Cp — C) en I'p. Si C,, se define como en la
Observacion 2.6 con C,(0) = R,C(0), entonces

1C(0)[| L2 < C

donde C es una constante que depende de ||C(0)| a2, |[a(0)||ze@), T y los pardmetros

del problema.

Demostracion. Por la Observacién 2.6 tenemos que C),, cumple la siguiente ecuacion:

(Cosvv) +D / VG, Vot kp / (G — Cs)v=5 / an (Co— C)v, Yo eV, (3.2)
Q r

B Q

Observemos que C'g es una constante y definamos f, := pia, (C’S — C_’n). Escribamos la
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ecuacién anterior en términos de & y evaluemos dicha ecuacion en t = 0:
(Cnt(0),v) + B[Cn(0) — Cp, 0] = (fu(0),v), Yv eV,

Como C,,(0) es la proyeccién de Ritz de C'(0) en V,, tenemos que

(Crt(0),v) = (f(0),v) — B[C(0) — Cp,v], Yv eV,
Luego, como C(0) € H?(f2) tenemos que:

B(C(0) — Cp,v) = D / V(C(0) — Cp)Vo + kg / (C - Cp),

B

integrando por partes y usando que C'(0) cumple las condiciones de borde

_D /Q AC(O) + /F B (D%C(O) + k(O — cB)) .

-D / AC(0)0 < DIIC(O0)] oy 0] 120

Entonces

[#(C(0) = Cp,v)| < D[[CO)|m2@lv]| 22 (3:3)
Nos falta acotar f,(0) en norma L?. Recordando la Observacién 2.9, tenemos que
1£2(0) 120y < Billan(0)llze @ ICs = Co(O)]l (@) < C.
O

Proposicién 3.5. Si C° € H?(Q), DZC° =0 en Ty, DZC° = kg(Cp — C°) en T,
entonces Cy € L>(0,T; L*()) N L*(0,T; HY(Q)) y Cyy € L*(0,T; H1(Q)) .

Demostracion. Nuevamente por la Observacién 2.6 tenemos que C,, cumple la siguiente
ecuacion:

(Coer0) + B[Cy — Cy0] = B / an (Co— C)v, YueV,. (3.4)
Q
Derivando la expresién anterior respecto de t y denotando con C~’n = C_'n’t Y Gp = Gp t, vale
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la siguiente ecuacion:

@mm+%@w:m/

an(Cy — Co)v — By / a,Cov, Vv e V,. (3.5)
Q

Q

En la ecuacién anterior tomamos v = v, una funcién de la base nodal de V,,, y multipli-

camos la ecuacién por ¢,(0) para 1 < k < N{¥. Sumando en k
(Cos, Co) + BIC, O] = By / in(Cy — C)C — By / 3, C2.
Q Q

Luego, usando la coercitividad de la forma bilineal £ y que a,, > 0,

1d, -~ . ) )
H%WHM%%WS&/%@—@MP
Q

2dt
Integrando la desigualdad anterior respecto del tiempo y utilizando la desigualdad de

Holder,

Lo~ e L 2 ! 2 A \2 V2 ~2 R N
Gl € [l <o [ ([ac-cr) ([a) +5]a0
2 0 0 Q Q 2

2
2

Usando la desigualdad de Cauchy con € = 2%1 en el primer término de la derecha
1 - C4 t 52 t B 1 5 2
o [ToN LRy BT < 2(Cy - G ) + 5 | G0 -
S1C1+ 5 [ Gl < 32 [ ([ -] +5 e

A partir de la definicién de a, dada en la Observacién 2.6 y teniendo en cuenta que

ap = Qpy, puede demostrarse facilmente que

t 2
N B _
| [ @~ e < ZIVRE@llanlieIC. ~ Culla

Usando que H'(Q) C L) y las cotas de la Proposicién 2.7 y la Observacién 2.9,

obtenemos que
2

t
ICul? + €1 [ 1Cullney < €|

C.(0)

2’
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Y utilizando el Lema 3.4, obtenemos que

ICll 7o 0.7 2202y + Call Cullzz 0,111 () < C-

Luego {C,} es una sucesién de funciones en L*(0,T; H'(€)), que es un espacio reflexivo,
por lo que {C,} tiene una subsucesién débilmente convergente. Teniendo en cuenta la
Observacién 2.27, los Lemas 6.37 y 6.38 podemos afirmar que C; € L>(0,T; L*(Q2)) N
L*(0,T; HY(Q)).

Para demostrar que Cy; € L*(0,T; H'(Q)), observamos que

(Cy,v) + B|C,v] = By / a;(Cs — Cv — By / aCy, Yve HY(Q).
0 0

Esto se demuestra siguiendo los pasos [1] , y de la Seccién 2.3, para (3.5), que
siguen siendo véalidos para las sucesiones intervinientes, y observando que en el analogo
al paso [4] basta con tener convergencia débil de las nuevas sucesiones {a,} v {C,} v que
se usa la convergencia @, — a en L2(0,T; L*(2)), C,, — C en L*(0,T; L?(f2)) y el hecho
que a, C' € L*>(0,T; L>(2)). O

Teorema 3.6. Sea C° € H*(Q), tal que DZC° =0 en Ty, DEZC® = kg(Cp — C°) en
I'z. Si ademds 2 es un subconjunto de R? con frontera T € C*' y tal que I =Tz Uy
y dist{T', T} > 0, entonces C' € L>(0,T; H*(Q)).

Demostracidén. Por el Teorema 3.3 sabemos que C' € L>(0,T; H'(Q)), C; € L*(0,T; L*(2))
v que para casi todo ¢ € [0,T], y toda v € H'(Q) vale:

<Ct, U> + %’[C’, U] + 51 fQ aCv = Bl fQ &CSU + kIBCB fFB v,
C(z,0) = C%x), Vo € Q,

con a € L*(0,T; L*(9)). Es decir,

BCv] = [, fvde + kpCp [ v, Yv € HY(Q) y ct. t €[0,T],
C(z,0) = C%x), Vx € Q,

con f = 1Csa — C; — (1aC. Es decir, en casi todo t € [0,T], C es solucién débil del
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siguiente problema:

—DAC = |,

0, Ty

80 o ) )
Doy =

—kp(C —Cpg), TIp.

Por las caracteristicas de €, existe # € C*(R?) tal que 6 |r,= 1y 6 |r,= 0. Definamos

g := —kp(C — Cp)0. Luego aplicando la Proposicién 6.5 tenemos que g(t) € H'(Q) para

todo t € [0, T] porque C(t) € L>=(2) N HY(Q) para todo t € [0,T] y 0 € C=(R?).
Ademas ||g]|m@) < Ci||Cllur@) + C; donde €y, C; dependen de 0, Cp y kp. Por

construccion, g [r,= —kp(C — Cg) vy g |[ry= 0, y luego C es solucién débil de

—DAC+C = f+C,

D% =g.
Finalmente por el Teorema 6.7, tenemos que C' € H*(Q) y

1C]| a2y < C (||f + Cllr2e0) + HQHHl(Q))
< C (1 flle2) + 1CN 2@) + CLllCll 1 () + C2)

donde C depende de €2 y D. Por la Proposicién 3.5 y el Teorema 3.3, tenemos que
HCHLO@(O’T;HQ(Q)) es finita. ]

Observar que en la expresion obtenida para (y/a), interviene xy /-0 lo que motiva la
siguiente definicion:

t* =inf{t € [0,T] : v/a(-,t) = 0 en un subconjunto de medida positiva de Q}.  (3.6)

Proposicién 3.7. Si T < t*, VN € L®(Q) N H* (), entonces (v/a), € L*(0,T; H'(Q)).
Demostracién. En la Proposicién 3.1 encontramos la siguiente expresion para (y/a);:
Vay=-2VNe, -
(Va)e = ) (Cs — )X{ﬁ>o}-

Sea t < T fijo, teniendo en cuenta que C' € L2(0,T; H'(Q))NL>®(R) y que VN € L=(Q)N
H'(Q), podemos aplicar la Proposicién 6.5 obteniendo que (v/a); € L*(0,T; H'(Q)) y la
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L .. P} .
siguiente expresién para z-(v/a):

0 B0

VN(Cs = OX{ yaso} ~ %\/Na%cxmm}-
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CApPiTULO 4

Discretizaciéon y Analisis del error

En este capitulo proponemos un método para la resolucién numérica y la simulacién
computacional del fenémeno de difusion-disolucién que se estudia en esta tesis. El método
numérico consiste en utilizar elementos finitos para la discretizacion espacial, tal como se
hizo para la demostracién de existencia de soluciones y en una discretizacion temporal
por diferencias finitas. En la primera seccién precisamos los detalles de la discretizacion
y en las siguientes establecemos estimaciones a priori del error, primero de una semi-
discretizacion espacial y luego de una discretizacién completa. Esta ultima establece el

error que se comete entre la solucién exacta y la obtenida computacionalmente.

4.1. Discretizacion

Consideramos una triangulacién conforme y regular 7 = 7, del dominio €2, que puede
tener elementos curvos en el borde de €2, de manera que Uper, T = Q. Denotamos con
h := maxryer, hr, con hy el didmetro del elemento 7' de 7, y consideraremos los mismos

espacios utilizados en el Capitulo 2, es decir

Vi = {U S Hl(Q) : U|T c 1@1, VT € 771},
Wy, = {w e L*(Q) : w|p € Py, VT € Ty}

La solucién que llamamos semidiscreta espacial es la solucién (Cp,ap) del siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: Hallar C}, : [0, T] — Vi, y ap : [0,T] — W},
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tales que

)
Jo Criv + B(Ch,v) + B o anChv = BiCs [ anv +kpChp [i. v, Yv € Vi,
fQ apw = — [ fQ \/N(Cs — Ch) answ, Yw € Wy,

Cu(0) = C7,

an(0) = ay,

(4.1)

\

donde A(C,v) =D [,VC -Vv +kp fFB Cvy CP €V, a) € W, son aproximaciones de
Co = C(0), ag = a(0), respectivamente!'. Notar que a, > 0y por lo tanto (az)y = ap; en
lo que sigue, introduciremos la variable r, que representa el radio de las microesferas, y
al estudiar 7, es conveniente tener explicita la expresion (ay)..

La existencia de (Cy, ap,) que satisface (4.1) puede demostrarse en forma andloga a lo
hecho en el Capitulo 2 para el estudio de la existencia de las aproximaciones de Galerkin
que cumplen (2.9). Observar que a diferencia del problema (2.9), en (4.1), el lado derecho
de la ecuacion para la derivada temporal del area de las microesferas no es Lipschitz por
la presencia de la raiz cuadrada. Sin embargo, igualmente puede asegurarse la existencia
y unicidad del par (Cy, ap), razonando como en la Seccién 2.4.1, dado que el factor que
multiplica dicha rafz cuadrada es menor o igual que cero. Ademds, en (2.9) CY y a) son
las proyecciones L? de Cy y ag en Vj, y W), respectivamente, a diferencia de (4.1), donde
C? y a2 no son proyecciones especificas de Cy y ag.

En la Seccién 4.2 estudiamos el error, en términos de h, entre (C,a) y (Cp,ap). Si
bien este problema no puede resolverse exactamente, el estudio de la semidiscretizacion
espacial siempre es 1til para determinar las dificultades y prever como puede ser el error
del problema completamente discreto, que si puede implementarse y resolverse en la

computadora.

El problema que efectivamente puede resolverse en la computadora, y que implemen-
tamos para obtener las simulaciones numéricas del Capitulo 5 se obtiene de la siguiente
manera: Discretizamos la variable concentracién de manera implicita para ganar estabi-

lidad y definimos la variable r de manera que a = 47r?. Es decir, r denota el radio de

LEn este capitulo denotamos con C, ag los datos iniciales del problema (1.4), denotados con C?, a® en
los capitulos anteriores. El cambio se debe a que para la discretizacién completa, C™, a™, n =0,1,2,...
denotardn las aproximaciones de C(t,,), a(t,), respectivamente.
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las particulas cuya area por unidad de volumen es a. A partir de la ecuacién para a,

obtenemos que

B
VG

y observamos que el lado derecho es independiente de r. La discretizaciéon implicita de

\/N<Cs - C)»

Tt =

este término es entonces inmediata, y el sistema completamente discreto luce asi: Dado un
pardametro de discretizacién temporal At, hallar C,, € Vj,, r,, € Wy, n=0,1,...,[T/At]

tales que

(

2t Jo O+ B(CM,0) + Ay fo (PO
= 27 Jo C" o+ 4nBiCs [, (r" )20 + kpCl frB v, Yv € Vj,

r" = max{0, " — At%\/ﬁ(cg -C".}, (4.2)
0=y,
r0 =)

. ., 0
donde, como antes, C? € Vj, es una aproximacién de Cy y ) € W), una de 70 := /%
) » ~h h 47
VN y C, son las proyecciones L*(Q) de v/ N, C,, en W), respectivamente.
Como ya dijimos, en la siguiente seccién estudiamos el error en la semidiscretizacién

espacial, i.e. el error entre (C,a) y (Ch,ap). En la seccién 4.3 estudiaremos el error entre

(C(tn), altn)) y (C";a").

4.2. Estimacion del error en la Semidiscretizacion es-
pacial

En esta seccién suponemos que Cp < C < Cy, va € HY0,T; H'(Q)) (Va); €
L=(0,T;L=(Q2)) y C € H'(0,T; HY()).

Definimos P, : L*(Q) — W)}, como la proyeccién L? en W, Es decir,
Pyue W, : (Pou,w) = (u,w), Yw € Wy,

que equivale a decir que (Pyu, x7») = (u, X7»), para todo T}* € T,. Una propiedad de P,

que utilizaremos es que dicha proyecciéon conmuta con la derivacion temporal, es decir,
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(Phu)t = Ph(ut).
Proposicion 4.1. Siu, u; € L*(0,T; L*(Q)), entonces By(uy) = (Pyu);.

Demostracion. Por la definicién tenemos que (Pyug, w) = (ug, w), Yw = xpn. Ademas,

dada ¢ € C°(0,T), por definicién de derivada temporal débil, tenemos que

T T d T d
/O(Utaw)ﬁb:—/o <u’w)E¢’:_/o (Phuaw)EQS'

Luego, P, (u:) = (Pyu),. O
El siguiente resultado es conocido y su demostracién puede verse en [LT]:

Proposicién 4.2. Siu € H*(Q)
[Pru = ull 2y < Chlull (),

donde C* es una constante que depende solo de la dimension del espacio.

La proyeccién L? sobre W}, Py, se usard principalmente para /a, mientras que para C
vamos a utilizar la proyeccién ortogonal sobre V}, con respecto al producto interno dado

por la forma bilineal %(-,-) en H'(Q), Ry, : H' — V}, y se define para C € H' como:
R,C eV @(RhC—O,v) =0, YvelV,.

Es decir, R,C' es la proyeccion de Ritz de C' en Vj,.
Andlogamente a la Proposicion 4.1 se tiene el siguiente resultado para la proyeccién

de Ritz:

Proposiciéon 4.3. Si u € L*(0,T; H'(Q)) y uy € L*(0,T; H'(Q)), entonces Rp(u;) =
(Rhu)t.

La teorfa estandar de interpolacion y de estimacion del error de elementos finitos para

problemas estacionarios nos dice que [B, BS, Cil:

Proposicién 4.4. Si Q) tiene borde C*' y dist(T'g, ') > 0, entonces

||Rh’U — U||L2(Q) S ChHUHHl(Q)a Yv € HI(Q)7 (43)

62



|Rwv — ol < Chllollmy, Yo € HX(Q), (44)

con C, C dependientes de la reqularidad de la malla.

Observacion 4.5. Las hipotesis sobre €2 y la distancia entre las fronteras de distinto tipo
garantizan que el problema eliptico tiene regularidad H?, es decir, para término fuente
en L?(Q) la solucién estd en H?*(Q). La demostracién de (4.3) se conoce como truco
de Aubin-Nitsche. La acotacion (4.4) es consecuencia del Lema de Cea y estimaciones

estandar de interpolacién.

Para encontrar la estimacién del error en norma L?(f2) en todo tiempo t € [0,7] de

nuestra solucion semidiscreta para a, escribimos
an —a = (ap — (Po/a)?) + ((PiWa)? — a) := b, + pa,
y utilizamos la siguiente desigualdad?:
lan — all < llan — (Puv/a)*[| + [[(Pav/a)* — all = 118l + llall. (4.5)
Por un lado, usando la Proposicion 4.2,
lpall = (Piv/a)? —all < |Ia+Puvall el Va— Puall < 2VAC bl Vall iy, (46)

para casi todo ¢ € [0,T7], si AY = ||ag||z=(n). Por otro lado, para acotar ||0,] = ||ar —

(Py+/a)?||, observamos primero lo siguiente:

/ ap W = —52/ \/N(C’s — Ch)apw, Yw e W,
Q Q

/Qatw = — B /Q VN(C, = C)svaw, Vw € L*(Q).

Restando ambas ecuaciones, para w € W), vemos que

[=arw =g { [ VFC.- 0ua- v+ [ (€.~ 0L - (€. GrVEVa ).

%A partir de ahora || - || denotard || - || 12(n). Todas las otras normas serdn claramente explicitadas.
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Sumando y restando términos apropiados:

[ == [ VEC.- LA P+ [ VR L v
+ [e-on -~ Ch>+)ﬁ¢a_hw}-

Tomando w = (Py+/a)? — ay, de manera que (Py/a — y/a)w > 0, tenemos:

[ @ = (P - a) < BQ{ [ VR~ 0)a- Pva (B - @)

+ /Q(<Cs —CO)y — (Cs = Ch)+)\/N\/a_h((Ph\/a)2 - ah)}'

Adems3s

/Q<<Phﬁ>2—ah>t<(Ph¢a>2—ah> _ /

Q

(@) (P =an)~ [ (a=(Puv/a (P -an),

y como C' > Cg > 0 en casi todo punto, obtenemos:

s B2
th H Puva)® —ay||” < 7203||NHL°°(Q)H\/_— Pyv/al?
1 2|la oo || N || 700
N _+52|| nllze || Nz I(Pu/a)? — an
2 261

+ €1||Oh — RhC||2 + 61||Rhc — CH2

43 @ = v + 3 [[(Pava)? = ol

Como 0, = ap, — (Py\/a)?, y pa = (Pyy/a)? — a, la desigualdad anterior puede reescribirse

de la siguiente manera:

6 6 a oo || N|| 100
Sl < 2N va - Pl + (5 + 2Ll g, e

+ el + ellpc|)?

1 2 1 2
o a a ea )
+ 5 loadl + 5 160

donde hemos denotado 0 = (C, — R,C) v pc = (R,C — C).
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Luego usando las Proposiciones 4.2 y 4.4 y el Lema 4.10,

1d

ﬁQ *
335 16l < ZCHIN 1w €722 Va3

2 00 N|| 100
+ (1 + BZHQhHL (Q)H HL ) ||6a||2
261

(4.7)
+ e |l0c|? + e C*R2|| C|)50

+2C*(IVall2Z PP IV (Va)el* + (| Pu(va)l 2 2%V val ).

Analogamente a lo hecho para a, para la estimacion del error de nuestra solucion

discreta C), en norma L? escribimos C}, — C' como:
Cy,—C = (Ch — Rh(]) + (RhC’— C) =0c + pc.

Luego,
|Ch = Cll < |Ch = RuCl + [[BaC = C| = 10c]l + llpcll, (4.8)

y por la Proposicién 4.4,
lpcll < Chl[Clla @ (4.9)

para casi todo t.

Para acotar ||0¢|| = ||Cr, — R,C/|| escribimos la ecuacién para C}, en términos de A:

/ Ch,tU + %’[Ch,v] = ﬁl/(C’S — C’h)ahv + kBCB/ v, Yv € V.
Q Q T

B

Por ser R,C' la proyeccién de Ritz de C' en V},, se tiene:

/ Cy + BIR,C,v] = By /(Cs — Cav + kBCB/ v, YveV,.
Q Q r

B

Luego, para toda v € V},,

/(C’h — O+ B[CL — RyCov) = 54 / (Cs — Ch)apv — By /(C’s — C)av.
Q Q Q

Como C; € H'(Q) para casi todo ¢, luego sumando y restando 3 [,(Cs — C)apv y
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Jo(RLC)sv, obtenemos:

/Q(Ch — RhC)tU + %[Ch — RhC, U] :Bl /Q((CS — Ch) — (Cs — C’))ahv

-H%LKL—Cﬂ%—aW+A¥C—R¢mU
(4.10)

Tomamos v = Cy — R,C = ¢, y resulta

357161 + lbcbc] = 61 [ (€ = Cuan(Cr— RiC)
Q

+&L@b%M%—@%+AW—mﬂwa

Sumando y restando [ fQ(C' — Ch)a,C' y observando que [ fQ(C’ —Ch)an(Cp—C) <0,

3 g Iocl + Bloc,bc] < 31 [ (€= Cjan(C = RiO)
C, — C)(ap — a)f C — RyC),0
+61/Q( )(an a)C‘*‘/Q( 2C)ibc

:51/Pcahl)c+/6’cahpo
Q Q

+ 51 /Q(Cs —CO)(ap —a)fc — /Qpc,t@c-

Usando la desigualdad de Cauchy con € y nuevamente que C' > Cg > 0, resulta

1d

B
5 7 10cll” + Cles, e, €0)Bl0c, 6c] < Bullanlli=llpell® + 5 ||ah||L°°||pC||2

pice
+ = U%WHMW+2HWW-
€3 €4

Como C; € H'(Q), la Proposicién 4.4 y (4.6) implican

1d
2 dt

202
D106l + Clea, €5, 1) Bl ] < T8 apl| (1+ﬁ> 102+ 21

202
+ 4A°<C*2h2|!f||m+ o CzthCtllip-
4

L I
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Sumando la expresién obtenida para la derivada temporal de ||6,]|* en (4.7) obtenemos:

1d
10 + 5 110> + Clez, e, €4) Bloc bc]
02

~s 2 2 2_B12 0 2 2
<57 (B + 20 IVl b

2 oo || N || poo 202
+ (1 + B2||ah||L || ||L + 61 s) HeaHQ
261 €3

1d
2 dt

2

p
+€ (e + illanll + Sl ) 11 2

+2C*(IVall2 [V (Va)e | + [ Pov/a |2V vVal|*) 2

1
+ellbcl® + Q—QCQIICtIIfm h*.

L ligiendo ¢; — Lmifn { ™58} D | = 1.2.3.4. es decir ¢, = LC
uego, eligiendo ¢; = gmin ) —2==, 3, kp para i = 1,2,3,4, es decir ¢; = 3Cy,

tenemos que:

d d 103?

_0a2+_0 2<C2C*2(2+ 1A0) a21h2

167 + Glcl? < cier (84 A ) vl

5ﬁ22HahHL°°HN”L°° + 25%C§ ||9 ||2
2C, C, ¢

+2 (1 +
1 537

+2C (SCu+ Allanllm + el ) ICIE 12

A (VAL V(@A + | Bal LI ValR) B

5
+ EC2||Ct||§{1 h?.

Aplicando la desigualdad de Gronwall en forma diferencial (6.6),

563 lagllpoo INl oo | 58202

1+ 5 +oE )2t
17 + o < o : ) ><{[Heam)uuueo(ow?}

+ K% x

i} t 10 2
o [ (5 + S ma+ Val ) C2IVal
0
! 2 56% 2 2 2
+ [ (e + 2illanllm + Hh el ) €T
0 1

I / A(WalR [V (/an]? + | Puv/an 29 val?)
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t5 2 2
+ [ CCillmn
| e

}.

Luego usando (4.6) y (4.9) hemos probado el siguiente teorema, que es uno de los resul-

tados principales de la seccién:

Teorema 4.6. Si Cp < Cy < Cy, a € H (0,T; H(Q)), (va); € L*0,T; L>()),
C € HY(0,T; H'(Q)), entonces existe una constante Cr, que depende de C, C*, A°, By,

B2, Cs, [N L=, H\/EHHl(QT;Hl(Q)); H(\/a)t”LZ(o,T;Loo(Q)); HCHHl(O,T;Hl(Q)); y del tiempo

final T pero es independiente del pardmetro de discretizacion h tal que
1Ch(t) = CON =+ llan(t) — a(®)]] < Cr [[|lan(0) = a(0)[| + [|Cr(0) = C(0)[] + Crh,
para todo t € [0,T].

Utilizando los resultados del Capitulo 3 que implican las regularidades necesarias en

el teorema anterior, concluimos el siguiente corolario.

Corolario 4.7. Supongamos que Q tiene frontera de clase C*' y dist{T'5, T} # 0. Si
ag, /@Gy € H'(Q) N L>®(Q), Cp < Cy < Cs y Cy € H*(Q) tal que DLCy = 0 en Ty
y DECy = kp(Cp — Co) enTp y T < t*, con t* definido en (3.6). Entonces existe
una constante Cr, que depende del tiempo final T', de |laol| a1, [[v/@oll a1 @) laolle ),
|Colla2@), de dist{I's, I'n} y de los pardametros By, B2, Cs, || N| r~) del problema (1.4)

tal que

|Ch — Ol 052202 + llan — allze ;2 (0))

< Crh+ Cr ([lan(0) — a(0)[| + [[Ch(0) = C(0)]]) -
A continuacién establecemos una cota para ||Cy — C|| poo 0,711 ())-

Teorema 4.8. Si Cp < Cy < Cy, a € HY(0,T; H(Q)), (Va), € L*0,T; L>(Q)),
C € HY0,T; HY(Q)), entonces eriste una constante Cr, que depende de C, C*, A%, 3y,

P2, Cs, ||N||L°°(Q); H\/aHHl(O,T;Hl(Q)): H(\/a)t”LQ(O,T;LOO(Q)); ||C||H1(0,T;H1(Q)); y del tiempo
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final T pero independiente del pardmetro de discretizacion h tal que

ICK (B =RrC )]l (@) < Cr[[[Cw(0)=RaC(0) |12y ]| Cr(0)—=C(0) || +]|an(0) —a(0)[|] + Crh.

Demostracion. Recordemos que 0 = C}, — R, C. Luego en la ecuacién (4.10)

Bloc,v] = B /Q (C, = C) — (Cy — O))anw + B /Q (C, — C)(an — a)v

+/(C—Rh0)tv— /GC,tU.

Allf tomamos v = (C, — RyC'); = ¢, y obtenemos

1d

10c.ll* + QE%}[GC’ Oc| = b /(C — Ch)apbcr + b1 / (Cs — C)(ap, — a)bcy
Q Q

+/(C - RhC)tecﬂf.
Q

Tomando € = 1 en la desigualdad de Cauchy con € (6.2),

1d 1
10c,l* + 5 — Bloc, 0c] < BEII(C = Ch)anl* + S 10c.®
2 dt 4
1
+ 811Gy = O) an = )P + Zl1bc.’

1
+ (C = BuCl* + 16

Luego, usando que C' > Cg > 0,

1 1d
ocillP+5 5 2l0e, 6c] < Billailli=C = Cull* + +8iCcllan — al* + [[(C = RuC)el*.

Integrando ambos miembros respecto de ¢,
t
B0c(2).0(2)] < B100(0),00(0)) + 282k~ [ € - Cul?
0
t t
+25§C§/ |an — all? +2/ C2h?||Cy[3:.-
0 0

y recordando la equivalencia demostrada en el Lema 2.2 entre la norma generada por A
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y la norma H?!,

t
CallOc (®)Il10) < C2llfc (05 () + ZBfHaiHLoo/o IC = Cl?

t t
+28C [ w42 [ CHICI.
0 0

Aplicando el resultado del Teorema 4.6, se concluye la acotacion buscada. O

Corolario 4.9. Supongamos que §) tiene frontera de clase C'' y dist{T's,T'x} # 0. Si
ao, /ag € H(Q) N L>*(Q), Cp < Cy < Cs y Cy € H*(Q) tal que D%C’o =0enlyuy
Da%C’O =kp(Cp — Cy) en g y T < t*. Entonces existe una constante Cr, que depende

del tiempo final T', de |[ao| @), |v/aollri(), [laollz=(@), |Collr2@), de dist{TI's,I'n} y de
los pardmetros B, Ba, Cs, || N||Le(q) del problema (1.4) tal que

ICh = Cll=(or:m1 @) < Cr (IIC4(0) = C0)ll () + [lan(0) — a(0) || + h) .

Finalizamos esta seccién estableciendo una acotacién para ||((Pyv/a)?); — ay||12(0) que

fue usada en (4.7).

Lema 4.10. Si v/a € H(0,T; H'(2)), (va); € L>(0,T; L=()), luego
1(Pav/a)?)e = adl| 1200 < 2VallC IV (Va)|| + 2] (Puv/a):[|C 1|V Val|

Demostracidn. Para estimar ||((Pyy/a)? — a)¢||?, utilizamos las Proposiciones 3.1 y 6.5 y

calculamos las derivadas temporales involucradas:

((Prv/a)*)e = 2(Puv/a)(Prv/a):,
ar = (\/az)t = 2\/a<\/a)t-

Restando ambas expresiones:

(Pav/a)?); — ar = 2(Puv/a) (Pi/a), — 2v/a(va),
2(Puv/a)(Puva); — 2v/a(Puv/a); + 2V a(Puv/a); — 2/a(va),
= 2(Pu/a)(Puva — Va) +2Va(Puva): — (Va)).
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Usando la Proposicién 4.1y v/a, = 2(C—C,) entonces ||(Prv/a)¢|| e <

X{(vao+22 [LC-Co))4 )
%Cs y finalmente

1((Pav/@)*)e = ]| < 2|[(Puv/a)(Puv/a = Va) || + 2[[Va((Puv/a). — (Va),)|
< 2/[(Pava)lll Prv/a — Vall + 2|Vl | (Pav/a), = (Va)|
< 2/[(Pav/a)e]|C Rl VVa] + 2[[Val|Chl[V (vVa).ll,

que es lo que se queria demostrar. O

4.3. Discretizacion total

En esta seccién establecemos cotas para el error cometido por la discretizacion com-
pleta del problema. La solucién de esta discretizacion es la que efectivamente calculamos
en la computadora, por lo que estas estimaciones nos daran una cota para el error real

entre la aproximacion calculada y la solucién exacta.

Existencia

El problema completamente discreto (4.2) se puede escribir, de manera equivalente,
como sigue: Sea At el paso de tiempo y sean C" € V,, y a™ € W), las aproximaciones
de C(t,) y a(t,) en t, = nAt, respectivamente, que se obtienen al resolver la siguiente

sucesion de sistemas:

f —

(0,C™,v) + B(C™,v) = B ((Cs — C™)a" ", v) + kp(Cp,v)ry,, Yv € Vi, n > 1,
Var = (VarT = % " VN(C, - C*n)+)+, n>1,
0=,

0_ 0
a’ = ay,

\

2.0 =g 0 = S o) y o = S afwi(a), donde {uii v {w}
con o™ =" = 2k=1 CkUR\T) Yy @7 = 2 ;=1 Q; Wi(T), AONAC \Vk jp—y Y 1Wifi=]
son base de los espacios V;, y W), respectivamente y ¢, a? € R y C" es la proyeccién

L?(Q2) de C™ en W,,. Las condiciones iniciales discretas Cy € Vj, y af) € W), deben elegirse
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de manera que
IC° — Collm(o) + la® — aollr2@) < Ch, y lapll () < llaol| (o) =t A"

con una constante C independiente de la malla, que dependera en general de la regularidad
de los datos iniciales ag € H'(Q2), Cy € H?*(2). Esto se logra, tomando, por ejemplo, C°
la interpolada de Lagrange de Cy y a® la proyeccion L%(2) de ag en Wy,

El sistema a resolver en cada paso de tiempo puede escribirse equivalentemente de la

siguiente manera:

(C™,v) + AtB(C™,v) + At (CMa™ 1 v)
= Atp,Cy(a™, U) + Atkp(Cp,v)r, + (C" 1 v), Vv € Vi, (4.11)
n — n— 1 B2 n
Var = (Va7 = 2 " VN(C,-C"), )+

Para el estudio de la existencia de C™ y a™ que cumplen (4.11), observamos primero
que en la ecuacion de C™ utilizamos el valor de a™ en un paso anterior, luego, el sistema
se desacoplo.

Definimos C" := (02)21}1, M;; = [vjvi, Bij == B(vj,v;), le;_l = [qua" M,
b= fFB vy AT = Jo, @" 'v;. Luego el sistema anterior puede ser escrito en forma

matricial como

MC™ + AtBC™ + AtBiM*" ' C" = AtBC,AY ™ + AtkpCgb, + MC™ !,
Var = (Va7 = 2 [ VN(C, - c‘*n)+)+

Es decir, C" es solucién de
(M + AtB + AtB M™ C™ = At C A" + AtkpCrb, + MC™

y podemos asegurar que existe tal C™ pues M + AtB + AtS; M es simétrica definida
positiva, y por lo tanto invertible.
Veamos la existencia de a™. Observemos que como C™ no depende del tiempo, la ecua-

cién para a”™ puede escribirse también como: /a" = (\/ an—1t — At%\/ﬁ (Cs — C”)+>
Luego /« ”—max{() Va At’B? VN(Cs —C™)4 } i=1,---,Nh.

_l’_
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Estabilidad

En primer lugar analizaremos la estabilidad del método, un ingrediente fundamental
a la hora de acotar el error de métodos con discretizacion temporal.

Para ver la estabilidad de a”, sélo observamos que a" < a"', luego [|a"||p =) <
la°]| o< 0y < A°[Q|'/2, donde A° = [ag|| L= (o)-

Para ver la estabilidad de C™, en (4.11), tomamos v = C™ y tenemos que:

(O™, C™) + AtB(C™,C™) + AtB, (C™a™", C™)
= Atp1Cy(a™ ", C") + Atkp(Cp, C™)ry, + (C"1,C™)
< AtBCy[laHIICM | + AtksCr|Ts| 2IC [0, + [C*HIIC™-

Luego utilizando la desigualdad de Cauchy con € = D/2,

At

(cm,C") + - B(C",C")
At At 1 1
< 22| ,n—1]2 2 - n—1/2 - n 2' ]
< S B P + S ksG] + S I + IO (412)

Entonces,
n|l2 n n At 22 ,n—1)2 2 n—11|2
17"+ AtB(C", ") < - BiCclla™ ™ |” + AtkpCp|Us| + |C*,
que podemos escribir mas brevemente como
IC™[I* = IC™H1* + AtCL | C™ |3 () < At (Cafla™|* + C5) < CiAL

Sumando para n de 1 a M = [T/At] obtenemos:

M
méx [|[C* + C1AL Y [IC™ 10y < IC°)1% + CuT. (4.13)
- n=1

Estimacion de errores

En esta seccién suponemos que el par solucién (C, a) tiene las siguientes regularidades:

a€ H'(0,T; LX), C € H'(0,T; H'(Q)) y Cy € L2(0, T; H-()).

73



Queremos estimar ||/a(t,) —+/a"||, para ello recordamos la férmula para a” en (4.11):
var = (Ve - 2" vwe.- c").)
tn—1 +

Para a(t,), tenemos
V) = (Vatuo - % [ vaie.- o)
n— -

Restando ambas ecuaciones y usando que el mapeo x — (x), es Lipschitz con constante 1,

tenemos

Va — Valt,)| < [Var T - alt |+ 2 / " VN|Cn - (o) dt
< Wa T - V(o)
. Ba

tn
5/ VN|C™ = C" + C" — RyC(tn) + RuC(t,) — C(t,)] dt
tn—1

+% "IN (O — C(0)| dt

tn—1

< Va1 = \/a(t n1|+At 2V/N|C" — C"|+At 2 V/N|6%|
+At—\/_!pc|+62\/_/ —C(t)|dt,

donde 0}, = C™ — R,C(t,) y pi = RpC(t,) — C(t,), por lo que
C" —C(t,) = C" — R,C(t,) + RpC(t,) — C(t,,) = 02 + p¢.

Luego

< H\/a”—l — \/a (tn_1)

e HfH (IC™ = Cml -+ 62 + ot 1)

/ IC(t) — C(1)]| dt.
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Usando que (o + $)? < (14 At)a? + (14 3;) 62 obtenemos

|Var ~ vate)|

< (1+ A0 VarT - Vate )| i
+ 0?2 (145 ) VAL (e = oni+ el + e
2

(1 + E) % Vi (/tt 1C(t) — O] dt) |

Llamando C5; = ﬁ2||\/_HLOo Y N = tn C(t,) — C(t)]| dt arribamos a

2

|var - Vai|

(14 At) H\/a” 1 \/a n-1)

+ C5AH1 + At) ([[C™ = C™1> + (|62 + o) (4.14)
1 2
+ (C5 (1 + E) Ny

Var —/a(t,)

con el error para C en el paso n. A continuacién estudiamos el error para C. Sabemos

Vemos que en esta tultima acotacion para el error aparecen términos

que C™ cumple la siguiente ecuacién

B(C" ) :51/(05—0”)a”_1v+k3(]3/ v—/acnv,
Q I'p Q

para todo v € V}, y que para R,C(t,) vale

BRyC(1),0) = By /ﬂ (C. = Clt))alt,)v + kpCh /F v /Q Culta)o.

Si restamos las dos ecuaciones anteriores, obtenemos

B — RyC(t).0) = b / (ComC™am 0y / (ComC(t))alta)o+ / (Ci(t)—B,C™o.
\_;:_./ Q Q

Elegimos v = C"— R, C(t,) = 67, sumando y restando 3, [, RyC(t,)a" ' (C" — R,C(t,))

0
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y B [ Ctn)a™ ! (C™ — R,C(ty)), resulta

n
HC

BOL,0%) < By /Q (Cs — C(t)) (@™ — a(ty))0% — B /Q (RiC(t,) — Ct,)) a0

-~

P&
+ / (Ci(tn) — :C(tn) + 0:C(t,) — O RiC(t,) + O, RuC (L) — 0,C™ ) 6.
Q N ~~ - - >

v~

Oipl —00%

Entonces

9 gn gn n an n— n— n L= n n
[ aoeo o <5 (Gl - attdl + e bl + 51t )
0 = o3
ar (0808-0¢"08)

+ |Ce(t) — O:C ()| -1 (0 02 11 ()

que a su vez implica

n 1 mn n n— n
011 + S Arep (e, 02) < 1057 102
1
rark (ﬁlcsna"-l — alta )] + B altas) — alty)]

2
T Bl el + Hatpzu)

1 _
+ AtE”Ct(tn) — 0,C(tn)[|7r-10

Luego,

At

2
2

+ Aty (5105”\/@"_1 +Valtat) = Var= = Va(t,-1)]|

tn
/ ai(s)ds
tn—1

1 —

10217 +=-2(0¢. 08) < ll6e [+

2
e T Bl oolloll + uatpzu)
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Como 0 < a" Y a(t,_1) < A,

At 2
5B, 02) < 197 | + At (ﬁ1052\/A0H\/a"1 — Valt)|l

161 +

. B 2
| [ atsas +/31A0||pz||+||atpz||)

tn—1

~

]_ _

FAELICH1) ~ DO o
&2

y finalmente,

n At n an n— n I .n
||9c||2+7<@( ¢ 0¢) < 116¢ 1||2+<CGN(II\/CL”‘l—\/a(tn—l)||2+%21+||pc||2+||(‘9ztp(,~||2+§§)>
(4.15)

1621% < 116211 + CaAt(ll\/Ct"‘1 = Valta-)I* + 72 + 1o ]1” + 19021 + &3). (4.16)

Insertando (4.16) en el lado derecho de (4.14) obtenemos

IVa™ = Va(t)|* < (1+ Af)|[Var= = Va(t,-1)

FCat(1+ A1) |67 = P+ P + o)
+ €t (VT = Va4 92 + bl + 1Bl +2)|
+ Cs (1 + L) .
At
= (1 4+ At + C5CeAL? 4+ C;Ce A |[Var—t — v a(tn_1)]?
£ (CoAL+ CoAR) G52 + CoAt(1 + A (C — O + [l )

. 1
- CyCeAL(1 + At) [vz +oBI + 1Dep 12 +55] o (1 " E) o

Sumando esta desigualdad con (4.16), y llamando C; = méx{Cs + 1, C5Cg, C5 + Cg}

resulta

IVam = Valta) |2 + 16217 < (1+ Cr(At + A2 + AF) [|[Var=T — alta DI + 11057 12]
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+ Cr(AL+ AL + AP [[C™ = C™2 492 + |91 + 1Bupll + €2]
+ Cs (1 + Ait) n2.
Por induccién en n, usando que (1 + C7(At + At? + At?)) > 1, obtenemos
IVar — /a(ta) > + 104> < (1 + C(At + A + A))"
x {[|W— Valto)I? + 1021°]

W HINEUNEUNGDY [HOJ _ |

Jj=1

2 + oI + 1Bl + €8]
+C (1 + —) Zn]}

Definiendo Cg = C7(1 + T + T?), tenemos

wa_n—¢a<tn>u2+uegu2s<1+csAt{[HW Valto) | + 16%12]

FCALS (107 = OO 42 4 P + [P + €]

Como (1 + CgAt)" < eCstn < 5T =: Cy, resulta,

IVar = Valt) | + 1951 < Cr [ |Va® — /a(to) | + 1% ]?]
F ALY (160 = GO 2 4 bl + 1Bl + €

Jj=1

(4.17)

A continuacion estimaremos cada suma del segundo miembro de la 1ltima desigual-

dad. En primer lugar, siendo CV = P,C7, por la Proposicién 4.2 resulta ||C7 — C7| <
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C*h||C?|| g1y y por lo tanto

D OICT — P < CPR ) I g < Csh?, (4.18)
— ‘=
donde hemos usado la estabilidad (4.13). Como 73 = || ft s)ds||* < ft " la(s)]1ds)?,

resulta

n T
<ot awlFa (4.19)
j=1 0

y como pl, = R,C(t;) — C(t;) resulta que por la Proposicién 4.4, || pL|| < Ch||C ()]

por lo que
. Ch tj 2
ol < 55 | [ 160) = C@lmads+ [ ICElne ds] ,
-1 ti-1
y entonces,
C2h2 t 2 t; 2
I < S | 10 = Colmds )+ ([ 166 e ds
t]'_l tj—l
Ahora bien,
t; )
/ 1C(t5) = C(3)[[3a (0 ds = / / Cy(u du ds
ti—1 I{1 Q)
<at [ 10 ds
ti—1
Por lo tanto
2 o C2h2 2 2
ZII el < i [IIC(S)IIH1(9)+IICt(S)Ilm(Q)] ds. (4.20)

Para estimar ||0,0%| = [0, RrC(t;) — 0,C(t;)||, recordamos la Proposicién 4.3 y hace-

1mos

— —_ t 1 tj
at,ojo = 8tRhO(tJ) — 8t0(t]> = —(Rh — I)/ Ct dS = — / (Rh — I)Ct dS,
At ) At ),

j—1
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luego

s L[ Coow T
> Bt <) | crctem ) <5 [ 100w @

7j=1

Para estimar & = ||Cy(t;) — 0,C(t;) |3, (o) observamos que

_ 1 2
Ot(tj) - atC(tj) = E [ (S — tj_l)C’tt(s) dS.

Asi,

t; 2 tn
Zf _At22</tj 5= tj-1] 1Cua(s) - md) <At IGO0 ds

(4.22)
2
Finalmente, n; (¢ (ft IO (t)||dt> y resulta
tj
/ IC(t) = C(s)| ds | < At/ / Cuw dul| s
ti—1
< 2At3/ 1Ca(s)]12 ds.
tj—1
Sumando para j de 1 a n obtenemos

n T
S <28 / G ()12 . (4.23)
=1 0

A partir de (4.17), las estimaciones (4.18)—(4.23) implican el siguiente teorema.

Teorema 4.11. Si el par solucion (C,a) satisface que a € H'(0,T; L*(Q?), C € H'(0,T; H*(Q))
y Cy € L*(0,T; HY(Q)) entonces

max [|C" = C(ta)| + [IVa — Va(t)|

1<n<T/At
< fc;[noo = CO)|| + [Va® = \/a(O)|| + Cy(h + At),

donde CF. depende de ||a|| g o,r;20)), |Cllar om0 ) Y |CrtllL20.0:5-1(02)) ¥ de los pardme-
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tros del problema, pero es independiente de los parametros de discretizacion h y At.

Utilizando los resultados de regularidad obtenidos en el Capitulo 3 concluimos el

siguiente corolario.

Corolario 4.12. 8i C° € H*(Q), DZC® =0 en I'y, DZC° = kp(Cp — C°) en 'y
entonces existe una constante Ci,, que depende del tiempo final T, de ||ao|| @), [|Coll m2(0)
y de los parametros i, P2, Cs, |N| pe(q) del problema (1.4), pero es independiente de

los pardmetros de discretizacion h y At, tal que

mix  (IC" = O] + Vo™~ Valt.]])

1<n<T/At
< Ci[IC° = COI + Va0 ~ Va(O)l]] + Ci(h + Av).

A continuacién suponemos ademas que C' € L>(0,T; H?*(f2)) y encontramos una cota

Ny ' 1/2
para el error (ijl At||C7 — C@j)”?{l(m)
Retomando (4.15),

162112~ 16z" 1 2 %(%79]) <<C6At<|lva9 Ly Jalti-) 1P+ o+ 10 | +§)

y sumando de 1 a M = [T/At], como se hizo en la demostracién de la estabilidad para

|C™||, obtenemos

At X o M . . o
!\9%\!2+7Z%(93,%) < 102 [1P+CeAt ) (HV af1—\/a(tj1)H2+’Y?+HpjcH2+H@tp]cHQ+£?>.
j=1 j=1

Recordando la coercitividad de la forma bilineal enunciada en (2.4),

QNZ 16215 ) < 10217 + CoM At mix [Vai T — \fa(t; )|
N - .
+Cat 3 (224 lP + Bl +2).
j=1
y usando la estimacién encontrada en el Teorema 4.11 y las estimaciones (4.19)-(4.22),
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llegamos a

1/2
(Atz 16217 m) <62 + CH{IC° = CO)]| + [[Va® = /a(0)|[] + C5(h + Ab).

Luego hemos demostrado el siguiente Corolario:

Corolario 4.13. Supongamos que § tiene frontera de clase CY' y dist{T's,T'n} # 0.
Si Cy € H*(Q) tal que D@CO =0enlyy DQCO = kp(Cp — Cy) en I'p, entonces
existe una constante C, que depende del tiempo final T, de ||ao| (), 1Collm2() ¥ de

los parametros del problema, pero es independiente de los parametros de discretizacion h

y At,

(ZNIICJ ()@ ) G0 = OO0l o) + 1Va® — v/a(0)]]] + Ch(h + At).

Observacion 4.14. Comparando los resultados obtenidos para la semidiscretizacién espa-
cial y la discretizacion completa, pareceria que el analisis de la semidiscretizacion espacial
podria hacerse de otra manera y obtener resultados mejores, con hipdtesis més débiles,
analogos a los obtenidos para la discretizaciéon completa. Destacamos que en la semi-
discretizacion, la acotacion de los errores se obtiene usando la ecuacién diferencial que
cumple a a diferencia de la discretizacién completa, donde usamos la formula obtenida

para a en (2.40).
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CAPITULO 5

Experimentos Numeéricos

En este capitulo utilizamos el método numérico desarrollado para estudiar propie-
dades cualitativas y cuantitativas de las soluciones del problema (1.4). El cdédigo fue
desarrollado en MATLAB y por ahora sélo disponemos de una version para dominios bi-
dimensionales. Hemos utilizado ideas de [FPW, RV] que permiten un ensamblado rapido
de las matrices, aprovechando la vectorizacion de operaciones de MATLAB. Actualmente

estamos trabajando en un cédigo para dominios tridimensionales.

En la primera seccién resolvemos con diferentes mallas y diferentes pasos de tiempo
At a fin de verificar los 6rdenes de convergencia en comparaciéon con las estimaciones
obtenidas en el capitulo anterior. Este paso es también de suma importancia para verificar

que no haya errores de programaciéon en el codigo.

En la segunda seccion utilizamos el codigo para resolver un problema con coeficientes
y geometria de un dispositivo intrauterino comercial actualmente utilizado en ganaderia
para el control de la ovulacién de ganado bovino. Presentamos perfiles de concentracién de
droga disuelta y de area/radio de microesferas de droga sélida. Finalmente presentamos
comparacion de la droga liberada a lo largo del tiempo con mediciones experimentales

sobre un experimento in vitro.

5.1. Validacién del cédigo

Con el objetivo de verificar los resultados tedricos obtenidos en el capitulo anterior

consideramos un problema como (1.4) agregando un término fuente f(z,t) a la ecuacién
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de la droga disuelta C(x,t) para tener una solucién exacta. Precisamente, consideramos

(

C,— DAC =p1(Cs —Cla+ f, en Qx(0,7),
a; = —Po(Cy — C)y/N(x)yv/a, enQx(0,T),
C(x,0) =C%z) en Q,

a(z,0) =a’(z) en Q,

DVC-n=0 enlyx(0,T),

DVC - -n=kg(Cp—C) enlpx(0,7T),

\

con Q = (0,1)%, Tp = {1} x[0,1] y Ty = 9Q\'p. Elegimos el término fuente f = f(x,t),
y los valores iniciales C° = C%(z) y a® de manera que

)= (32) . st = (8 - 2w o (32) 1)

1+t 1+t +’

constituya el par solucion. Resolvimos el sistema totalmente discreto con el cédigo que
hemos escrito para MATLAB, fijando los valores de los pardametros del problema como

se indica en el Cuadro 5.1, con un tiempo final T' = 4.

Cc° 1 [Kg/m3]

mop 1 [Ky¢]
ao,p 1 [m?]
D 1 [m2/s]
N 1

kp 1 [m/s]
kg T m/s]
Cs 1 [Kg/m3]
V;fot 1 [m3]
ps 4w [Kg/m3]
Cp 0

Cuadro 5.1: Pardmetros del problema (1.4) para el ejemplo con solucién exacta.

En el Cuadro 5.2 mostramos los errores ||[C™ — C/||poo(z2) := max, ||C™ — C(t,)] 120,

1/2
IV(C™ = C)lia) = (2, AUIV(C™ = Cltn)Bagqy) ¥ I = rllzqay i= mix |1
7(tn)|l22(0), para diferentes mallas uniformes y diferentes valores At¢. Observamos que
el primer error decrece como O(h + At)?, como corresponde al error de aproximacién

|RLC(tn) — C(tn) |l 0,7:22(2))- Este comportamiento es mejor que el previsto por nuestra,
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teorfa, que solo asegura O(h + At), debido al acoplamiento con el error de a y de \/a que
no puede ser de orden superior a uno, por estar aproximados con constantes a trozos. El
error ||[V(C™ — O)|lr2z2) y €l |7 — 7| (12) decrecen con orden O(h + At) tal como lo

prevén nuestras estimaciones de la Seccion 4.3.

h At IC™ = Clipeorzy | IVC" = CO)llzzrzy | lIr™ —rllpee(r2)

error OEC error OEC error OEC
0,050000 | 0,10000 | 4,00 x 1074 | - | 1,01 x107%2| - 1,50 x 1073 | -
0,025000 | 0,05000 | 1,06 x 107% | 1,91 | 5,1 x 1073 | 1,00 | 7,66 x 10~* | 0,97
0,012500 | 0,02500 | 2,73 x 107° | 1,96 | 2,5 x 10~ | 1,00 | 3,87 x 10~* | 0,99
0,006250 | 0,01250 | 6,94 x 1076 | 1,98 | 1,3 x 1073 | 1,00 | 1,95 x 10~% | 0,99
0,003125 | 0,00625 | 1,75 x 1076 | 2,00 | 6,35 x 10~ | 1,00 | 9,76 x 10~° | 1,00

Cuadro 5.2: Errores en el ejemplo con solucién exacta para diferentes mallas y valores de At.
Se muestra el error para una sucesién de mallas y At de manera que cada fila corresponde a h
y At la mitad de los de la fila anterior. El orden experimental de convergencia (OEC) se calcula

€Irory
errory, /2

como log, ( ) Los érdenes observados estan de acuerdo con los errores esperables segiin

la teoria de interpolacién, aunque algunos son mejores que lo previsto por nuestra teoria.

En el cuadro 5.3 mostramos el comportamiento del error ||V(C" — C)| poor2y =
méx, [|[V(C" — C(tn)||2(). Aunque no obtuvimos una cota para este error, si hemos
demostrado que el error andlogo de la semi-discretizacién espacial ||V (Cj,—C)|| oo (0,7:2(02))
tiende a cero como O(h). El mismo orden se observa para el error andlogo max,, |V (C™ —
C(ty)] L2y de la formulacién completamente discreta, indicando que seria posible obtener

una estimacion teérica.

h At | V(C™ = O)l| oz |
error OEC

0,050000 | 0,10000 | 8,05 x 103 -
0,025000 | 0,05000 | 4,03 x 1073 | 1,00
0,012500 | 0,02500 | 2,01 x 1073 1,00
0,006250 | 0,01250 | 1,01 x 1073 | 1,00
0,003125 | 0,00625 | 5,04 x 10~* | 1,00

Cuadro 5.3: Errores en el ejemplo con solucién exacta para diferentes mallas y valores de At.
Se muestra el error para una sucesién de mallas y At de manera que cada fila corresponde a h
y At la mitad de los de la fila anterior. El orden experimental de convergencia (OEC) se calcula

errory

arrory /3 ) Los 6rdenes observados estan de acuerdo con los errores esperables segun

como log, (
la teoria de la Seccién 4.2.

Vale la pena observar que en el ejemplo considerado, la medida del conjunto donde
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a(-,t) se anula es positiva para t > t* ~ 2,98; ver definicién de t* en (3.6). Nuestros
experimentos numéricos fueron efectuados hasta T = 4 >> t* y atin asi se observan
ordenes de convergencia Optimos. Nuestra teoria sélo garantiza convergencia para los
errores medidos sobre [0, 7] para T' < t*. Sin embargo, a pesar que no fue demostrada la
validez de nuestros resultados tedricos una vez superado el t*, hemos obtenido el orden
predicho en las estimaciones de error encontradas en el Capitulo 4. Lo observado puede
deberse a que el ejemplo considerado es muy suave y no tan malo como puede ser en general, o
a una deficiencia en nuestros resultados de regularidad, que no predicen suficiente regularidad

mas alld de t*. Esto serd tema de investigacién en el futuro préximo.

5.2. Aplicacién a un dispositivo comercial

En esta seccién presentamos los resultados obtenidos para la liberaciéon de droga desde
un dispositivo CIDR, (InterAg Manufacturing, New Zealand) de 1.9 g de P4 como el que

se muestra en la Figura 5.1.

Esquemaéticamente el dispositivo de la figura 5.1 puede verse en la Figura 5.2. All{
observamos la estructura interior a través de dos cortes transversales del dispositivo que

en la figura se denotan como A-A’ y B-B’.

Los valores de los parametros que hemos utilizado en la simulacion fueron extraidos
de [DMNG] y se presentan en el Cuadro 5.4. Alli, C° es la condicién inicial para la
concentracion, myg, ¥ ao, son la masa y area inicial de una particula, respectivamente,
Dapso v Dapeo son los coeficientes de difusion para medios de liberacién con 40 % y 60 %
de etanol respectivamente, Num es el nimero total de particulas en el dispositivo, kp es
la tasa de disolucién de las particulas de droga sélida, kg es el coeficiente de transferencia
de masa, Cs es la concentracion de saturacién, V' es el volumen del dispositivo, ps es la
densidad intrinseca de las particulas de droga y Cp la concentracion de la droga en el

medio de liberacidn.

Es decir, las condiciones iniciales son constantes, tanto para el area por unidad de
volumen como para la concentracién y suponemos que la concentracion inicial es igual a

la concentracién de saturacion, es decir estamos en un caso de unicidad de solucion.
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Figura 5.1: Fotografia del dispositivo CIDR (InterAg Manufacturing, New Zealand) de 1.9 g
de P4.

1.0550e-12 [Kg]

1.670e-10 [m2/s]

4*4.4791813886256e+8

kp le-3 [m/s]

1% 4%4.76875¢-6 [m?]

Cp 0

Cuadro 5.4: Condiciones iniciales y constantes del modelo para el dispositivo CIDR.
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Figura 5.2: Esquema del dispositivo CIDR.
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5.2.1. Solucién del problema con seccion transversal A-A’

Si bien el dispositivo es tridimensional y su geometria no parece indicar que una re-
duccién dimensional es conveniente, realizamos en primer lugar unos cdlculos suponiendo
que el volumen total se obtiene con un dispositivo de seccion transversal como el corte
A-A’. Es decir, consideramos un dispositivo con las caracteristicas materiales especifica-
das arriba, pero de seccién constante, y longitud L = V/A, donde V es el volumen del
dispositivo CIDR y A es el area de la seccién transversal dada por el corte A-A’.

Generamos una malla de la seccién transversal, utilizando el software Gmsh version
2.5.1 con h = 0,2170e — 07. Obtuvimos una malla con 22.847 vértices distribuidos en

44.392 elementos, que puede verse en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Malla de 22.847 vértices y 44.392 elementos, correspondiente a un corte transversal
A-A’ del dispositivo CIDR.

Resolvimos el problema utilizando el método completamente discreto presentado y
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analizado en la Seccién 4.3.
En la Figura 5.4 podemos observar la distribucién de droga disuelta y del area por

unidad de volumen de las particulas de droga sélida, para diferentes instantes de tiempo.

area microesferasent = 3hs 00'

Concentracion droga disuelta ent = 3hs 00'

-0.061

0.012 0.01 0.008 0.008 0.004 0.002 0

0.012 0.01 0.008 0.006 0.004 0.002

o

Concentracion droga disuelta ent = 8dhs 00' area microesferas ent = 84hs 00'

-0.058

0.061

-0.062

0012 0.01 0.008 0.008 0.004 0.002 [ 0012 0.01 0.008 0.008 0.004 0.002 0

Concentracion droga disuelta en t = 168hs 00' area microesferas en t = 168hs 00'

0.012 0.01 0.008 0.008 0.004 0.002 0 0.012 0.01 0.008 0.008 0.004 0.002 0

Figura 5.4: Perfil de concentraciéon de droga disuelta (izquierda) y de drea de microparticulas
de droga sélida por unidad de volumen (derecha) para ¢t = 3hs, 84hs y 168hs.

Puede observarse que la funcion C' es mas suave que a, debido al efecto regularizante
del término DAC' en la ecuacién diferencial, y también que hay un frente que separa la

regién donde a(-,t) = 0 de la regién donde a(-,¢) > 0. La funcién C' es més suave, y de
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manera aproximada satisface una ecuacion de difusion en la regiéon donde a se anula, con
condicion de borde Robin en la frontera exterior del dispositivo y condicién de Dirichlet
C = (s en la interfase donde a pasa de ser cero a ser positiva.

Para observar mejor estas caracteristicas, en la Figura 5.5 mostramos el perfil de
concentracion de droga disuelta y el area de microesferas de droga sélida con graficos en
perspectiva, para t = 84hs y t = 168hs. Alli puede verse que C' =~ C; en la regién donde

a > 0y que C parece ser solucion de una ecuacion de difusion en la region donde a = 0

Concentracion droga disuelta ent = S4hs 00' area microesferas en t= 84hs 00

0 -0.062 0 -0.062

Concentracion droga disuelta en t = 16hs 00° area microesferas en t = 168hs 1.000000e+00

at S

0 -0.062

Figura 5.5: Perfil tridimensional de la concentracién de droga disuelta (izquierda) y &rea por
unidad de volumen de droga en microesferas (derecha), a tiempo ¢ = 84hs (arriba) y ¢t = 168hs
(abajo). Se observa que C' =~ Cj en la regién donde a > 0 y que C parece ser solucién de una
ecuacion de difusion en la regién donde a = 0, con condicién de borde de tipo Robin en la
frontera exterior.

También puede percibirse la pérdida de regularidad de la funcién a(z,t), en compa-
racién con la regularidad de C(x,t), mantenida por el término de difusién.
Finalizamos esta secciéon mostrando la concentracién de droga disuelta y el area de las

microparticulas de droga sélida para tiempos mayores a siete dias. Si bien el dispositivo
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se coloca y mantiene dentro del utero de los animales por siete dias, es de interés saber

cudnta droga queda y en qué parte del dispositivo, a fin de optimizar su forma.

Caoncentracion droga disuelta en t = 259hs 00° area microesteras en t= 259hs 00

-0.056 -0.056
-0.057 -0.057
-0.058 | -0.058
-0.059 -0.059

-0.06 -0.06
-0.061 -0.081
-0.062 -0.062

001z 0ot 0.008 0.006 0.004 0.002 1} 0oz 0.01 [IEIIJB 0.006 0.004 o.ooz 1}

Concentracion droga disuelta en t = 284hs 00° area microesteras ent = 284hs 00

-0.056 -0.056

-0.057 -0.057
-0.058 -0.058
-0.053 -0.033
-0.06 -0.06

-0.061 -0.061

-0.062 -0.062

oo1z 0.m 0.00d 0.006 0.004 n.onz il ooz 0.1 0.00& 0.006 0.004 0.0z i]

Concentracion droga disuelta en t = 336hs 00° area microesferas en t = 336hs 00°

-0.056 -0.056

-0.057 -0.057
-0.058 -0.058
-0.053 -0.053
-0.06 -0.06
-0.061 -0.061
-0.062 -0.062

noiz 0.m 0.008 0.006 0.004 0.002 a 0oz o001 0.008 0.006 0.004 n.0oz 0

Figura 5.6: Perfil de concentracién de droga disuelta (izquierda) y de drea de microparticulas
de droga sélida por unidad de volumen (derecha) para 259hs, 294hs y 336hs.

5.2.2. Comparacién con datos experimentales

En esta secciéon comparamos datos obtenidos a partir de la solucién numérica con

mediciones experimentales. En el Grupo de Quimica Fina del Instituto de Desarrollo
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Tecnoldgico para la Industria Quimica (INTEC-CONICET-UNL) obtuvieron mediciones
de la droga liberada in vitro de dispositivos CIDR como el que estamos considerando. Se
sumergieron los dispositivos en sendos recipientes conteniendo una solucién con un 40 y
un 60 por ciento de etanol en agua. Manteniendo los recipientes bien agitados, se midi6
la droga liberada hacia el medio hidroalcohdlico después de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 24 horas,

y a partir de ese momento, una vez cada 24 horas, hasta un periodo total de siete dias.

Nosotros calculamos el total de droga liberada en el instante t a partir de la siguiente
formula:

Q(t) = total de droga inicial — total de droga en el tiempo ¢,

que utilizando los parametros del problema puede escribirse como:

Q(t) = Num xm —%71' L/(rn)g—L C
0,p 3 Ps 0 \/N 0 )

~ Num X mg, — %ﬂ'pSLZ |T|<7«n— |£)3,
TeT N
donde N es la densidad de cristales por unidad de volumen y L es la longitud del dis-
positivo. En la ultima férmula hemos descartado el término L fQ C pues siempre es un
numero entre 0 y Cs x V a 0,001 gramos, mientras que el total de droga inicial en los

cristales es 1,890 gramos, asi que para el calculo de droga contenida en el dispositivo, la

droga disuelta es despreciable.

En la Figura 5.7 mostramos la liberacion calculada por nuestro método versus la
medida experimentalmente. Los circulitos denotan las mediciones y las curvas continuas

los valores calculados de droga liberada a tiempo ¢.

Observamos que lo calculado es aproximadamente un 15 % menor que lo medido en
el experimento de laboratorio. Esto puede deberse a que hemos simplificado demasiado
el problema al considerar que el dispositivo es una barra de longitud Ly = V/|Q)|, donde
Q) es el dominio bidimensional que estamos utilizando para resolver. Utilizar dominios
bidimensionales para el calculo acelera considerablemente los calculos, pues podemos
resolver con muchos menos grados de libertad, sin embargo estos resultados no resultan

satisfactorios.

Antes de abandonar la idea de resolver sobre dominios bidimensionales, intentamos
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Figura 5.7: Droga liberada segiin la ecuacién resuelta, versus medicién experimental, en una
solucién con 40 % de etanol (izquierda) y 60 % (derecha) para para un dispositivo de seccién
transversal constante como la del corte B-B’. El método predice aproximadamente un 15 %
menos de liberacién que las mediciones experimentales.

realizar lo mismo, pero suponiendo que todo el dispositivo tiene una secciéon transversal

como la del corte B-B’.

5.2.3. Solucién del problema con seccion transversal B-B’

Consideramos ahora un dispositivo con las caracteristicas materiales especificadas
arriba, pero de seccién constante, y longitud L = V/B, donde V es el volumen del

dispositivo CIDR y B es el area de la seccion transversal dada por el corte B-B’.

Generamos una malla de la seccién transversal, utilizando el software Gmsh version
2.5.1 con h = 1,3209e¢ — 04. Obtuvimos una malla con 16.184 vértices distribuidos en

30.888 elementos, que puede verse en la Figura 5.8.
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Figura 5.8: Malla de 16.184 vértices y 30.888 elementos, correspondiente a un corte transversal
B-B’ del dispositivo CIDR.

Resolvimos el problema utilizando el método completamente discreto presentado y

analizado en la Seccién 4.3.

En la Figura 5.9 podemos observar la distribucién de droga disuelta y del area por

unidad de volumen de las particulas de droga sélida, para diferentes instantes de tiempo.
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Figura 5.9: Perfil de concentracién de droga disuelta (izquierda) y de area de microparticulas
de droga sélida por unidad de volumen (derecha) para t = 3hs, 84hs y 168hs.

5.2.4. Comparacion con datos experimentales

En la Figura 5.10 mostramos la liberacion calculada por nuestro método versus la me-
dida experimentalmente, cuando ahora consideramos que el dispositivo tiene una seccién

transversal constante como la del corte B-B’.

Observamos que lo calculado es aproximadamente un 15% menor que lo medido en
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el experimento de laboratorio. Esto puede deberse a que hemos simplificado demasiado
el problema al considerar que el dispositivo es una barra de longitud Ly = V/|Q)|, donde
) es el dominio bidimensional que estamos utilizando para resolver. Utilizar dominios
bidimensionales para el calculo acelera considerablemente los calculos, pues podemos
resolver con muchos menos grados de libertad, sin embargo estos resultados no resultan

satisfactorios.
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Figura 5.10: Droga liberada segin la ecuacion resuelta, versus medicién experimental, en una
solucién con 40 % de etanol (izquierda) y 60 % (derecha) para un dispositivo de seccién trans-
versal constante como la del corte B-B’. El método predice aproximadamente un 25 % maés de
liberacion que las mediciones experimentales.

Vemos que las distintas partes del dispositivo liberan a diferente velocidad, y que
podria obtenerse un modelo satisfactorio suponiendo que el dispositivo esta compuesto
de dos piezas desconectadas, ambas de seccion transversal constante, una con la forma

del corte A-A’ y la otra con la del corte B-B’.

5.2.5. Combinacion con diferentes secciones transversales

Haciendo unas pruebas visuales, encontramos que tomando la longitud de la pieza
de seccion A-A’ igual a 19cm y la de seccion B-B’ de 10,37cm se obtienen resultados
altamente satisfactorios.

Mas precisamente, tomando §2; con la forma del corte A-A’ y longitud L; = 19cm, y
2y con la forma del corte B-B’ y longitud Ly = 10, 37cm, resulta que V' = L[|+ La|€2s],
y la suma de la liberacion de las dos piezas puede observarse en la Figura 5.11, versus las

mediciones experimentales.
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Figura 5.11: Droga liberada segin la ecuacion resuelta, versus medicién experimental, en una
solucién con 40 % de etanol (izquierda) y 60% (derecha) para un dispositivo que consta de
dos partes: una de seccién transversal constante como la del corte A-A’ y longitud 19cm y
otra de seccién transversal constante como la del corte B-B’ y longitud 10,37cm. El método
predice muy bien la liberacion en comparaciéon con las mediciones experimentales, tan bien
como la simulacién realizada en tres dimensiones usando mallas de méas de tres millones de
elementos [DMNG].

Observamos que lo calculado de esta manera ajusta muy bien los datos medidos expe-
rimentalmente. Ademads, a simple vista, las curvas obtenidas lucen iguales a las obtenidas
en [DMNG], donde se resuelve un problema tridimensional, sobre una malla con 3.816.762
elementos. Es interesante notar que nuestras mallas tienen entre las dos, 75.280 elemen-
tos y 39.031 vértices. El costo computacional de nuestra propuesta es significativamente

menor.
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CAPITULO 6

Apéndice

En este capitulo resumimos algunos resultados ya conocidos del Anélisis y del Analisis
funcional, poniendo especial énfasis en los resultados que involucran espacios de Hilbert

y Banach espacio-temporales.

6.1. Desigualdades

a) Desigualdad de Cauchy. ) )

ab< "+~ (a,beR). (6.1)
2 2
b) Desigualdad de Cauchy con epsilon.
b2
ab§ea2—|—4— (a, b>0,€>0). (6.2)
€

¢) Desigualdad de Friedrich. Si Q es un dominio de R? con frontera 92 Lipschitz, entonces
[0l z2@) < Co(IVoll7ai) + 0117200 % Vo € CHQ), (6.3)

donde Cr es una constante que depende de €2, pero es independiente de la funcién
v considerada. Por densidad, la cota (6.3) vale para toda v € H'(€). Més atn, si
I'p es una porcion de 9€2 con medida d — 1 dimensional positiva, entonces existe una

constante, que seguimos llamando Cr y depende de Q2 y I'g tal que

lollz20) < Cr(IVullZag) + lvllfar,) 2 Yo e CHA), (6.4)

d) Desigualdad general de Holder. Sean 1 < py,...,p, < 00, con pil + p% + -4 z% =1,
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y supongamos que uy € LP*(Q) para k = 1,...,m. Luego
/ ur | A < T T ekl 2o - (6.5)
L k=1

Desigualdad de Gronwall (forma diferencial). Sea 7(-) una funcién no negativa, absolu-

tamente continua en [0, 7], que satisface en casi todo punto ¢ la desigualdad diferencial

' (t) < o(t)n(t) + (1),

donde ¢(t) y ¥(t) son funciones no negativas, integrables en [0, 7']. Luego

it < i o) + (s) ). (6.6)

para todo 0 <t <T.

En particular, si " < ¢n en [0,T] y n(0) = 0, entonces n = 0 en [0, T.

Desigualdad de Gronwall (forma integral). Sea n(t) no negativa, definida e integrable

en [0,7] que satisface la siguiente desigualdad integral en casi todo t de [0, 7T:

t
n(t) S (Cl/ T](S) ds + (CQ,
0

para C;, C5 > 0. Luego
n(t) < Cy(1 + Cite™?), (6.7)

para casi todo t tal que 0 <t < T

6.2. Algunos resultados sobre Espacios de Sobolev

Teorema 6.1 (Trazas). [Gr, pdg. 38] Sea 2 un subconjunto acotado y abierto de R?

con frontera Lipschitz. Entonces, el mapeo u — yu que estd definido para u € C%'(Q)!

poT YU = Ujpq, tiene una Unica extension continua como un operador de WhP(Q) en

Ly € C™PB(Q) denota una funcién u, m veces continuamente diferenciable en € con sus derivadas de

orden m Lipschitz de orden f.

100



W=1/pP(9Q), es decir,
H’yu”wlfl/p,p(aﬂ) S Cm«aza”unwl,p(ﬂ), Yu € Wl,p(Q).

Ademds este operador tiene una inversa a derecha continua independiente de p.

Teorema 6.2. [Gr, pdg. 24] Si ) es un subconjunto de R? con frontera Lipschitz, entonces

C>(Q) es denso en W*P(Q) para todo s > 0.

Teorema 6.3 (Desigualdades generales de Sobolev). [GT, pdg. 171] Sea Q C RY un

dominio C%1. Entonces,

(1) Sikp < d, el espacio W"P(Q) estd continuamente inmerso en LP" (), p* = dp/(d—

kp), y compactamente contenido en L1(2) para cualquier ¢ < p*;

(i) SimeZy0<m< k—g < m+1, el espacio WFP(Q) estd continuamente inmerso
en C™(Q), a = k—d/p—m, y compactamente inmerso en C"™P(Q) para cualquier

B < a.

Teorema 6.4. [Ga, pdg. 40] Sea u € WEP(Q) y ¢ € C*(Q), luego (u € W*P(Q) y para

la] < k wale

« o a!
D*(Cu) =) DP¢D* P dond =
(Cu) 2\ 5 S , onae 3 Bl — B)!

Proposicién 6.5 (Regla del producto para derivadas débiles). f, g € L>=(Q) N H'(Q),

entonces f-g € HY(Q) y vale:

0
8@

0 0
(f-9) =gaxlf+faxig~

Demostracion. Dada g € H'(€2), por el Teorema 6.2, tenemos que existe {g,} C C=(Q)

tal que g, — g en H'(2). Por el Teorema 6.4, tenemos que

/Q 3(3“1 (fgn) @ = /Q <£‘z f) 9n® + /Q d (aiign> ”
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luego

_/nggn%gb_/gz(aif) gnqur/Qf(%gn) o

y usando la convergencia de g, — g en H'(Q) concluimos la igualdad del enunciado.

Para ver que ;2 (f - g) € L*(Q), hacemos

(aiug)) z(gﬁiiﬁfaiig) §292(aif) Lop (aiig) ,

luego integrando la tltima desigualdad respecto de x y usando que f,g € L>(9Q),

% , % g € L*(2), llegamos a la conclusién de la proposicion. ]

Proposicién 6.6. [E, pdg. 292] Sea 1 < p < oo y Q acotado. Entonces si u € WHP(Q),
entonces uy yu_ € W?(Q) y

(

Du, c.t.p. en {u >0}
DU,+ =
\O, c.t.p. en {u <0},
(
Du, c.t.p. en {u < 0}
Du_ =
0, c.t.p.en {u>0}.

Teorema 6.7 (Regularidad del problema de Neumann). [Gr, pdg. 92] Sea Q C R¢ un
dominio con frontera O) de clase CY'. Entonces, para f € L*(Q) y g € H'(Q) el problema

—DAu+u = f,
Dg—Z:g.

tiene una tnica solucidn débil que pertenece a H*(Y) y cumple
[ull @) < CULfllz2@) + lglla @),

con C dependiendo de D y ().
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6.3. Sobre funciones a valores vectoriales

Sea (F, /) un espacio medible, sea (X, || - ||) un espacio de Banach, y sea #(X) la o-
algebra de Borel de subconjuntos de X (es decir, la o-algebra generada por los abiertos

de X).

Definicién 6.8. Una funcion f : E — X es Borel medible si es medible con respecto
a oy B(X), es decir, seqin [F, pdg 43/, la preimagen de todo conjunto medible en X
pertenece a <7 . Se dice que f es fuertemente medible, si es Borel medible y tiene rango
separable (aqui por rango entendemos el subconjunto f(E) de X ). Finalmente, se dice
que una funcion f es simple si toma un nidmero finito de valores, i.e., si f(E) es un

congunto finito.

Observemos que una funcién simple es fuertemente medible si y sélo si es Borel me-

dible, y que si X es separable, toda funcién Borel medible es fuertemente medible.

6.3.1. Integral de Bochner

A continuacién enunciaremos algunos resultados, las demostraciones faltantes o de-

mostraciones alternativas a las aqui expuestas pueden verse en el Apéndice E de [Co].
Proposicién 6.9. Sea (E, o) un espacio medible y X un espacio de Banach. Luego:

1) el conjunto de las funciones Borel medibles de E en X es cerrado bajo limites pun-

tuales;

11) el conjunto de las funciones fuertemente medibles de E en X es cerrado bajo limites

puntuales.

es decir, si{f,} es una sucesion de funciones Borel medibles (resp. fuertemente medibles),
y f(t) = limy, 00 fu(t), para cada t € E, entonces [ es Borel medible (resp. fuertemente
medible).

Proposicién 6.10. Sea (E, /) un espacio medible, X un espacio de Banach, y f :
E — X fuertemente medible. Entonces existe una sucesion {f,} de funciones simples
fuertemente medibles tales que f(t) = lim, o fn(t) y [/ < IO, n = 1,2,...,

para cada t € E.
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Corolario 6.11. Sea (F, /) un espacio medible y X un espacio de Banach. Entonces el

conjunto de todas las funciones fuertemente medibles de ' en X es un espacio vectorial.

Definicién 6.12. Sea (E, </, ) un espacio de medida y sea X un espacio de Banach.
Una funcion f: E — X es integrable (o fuertemente integrable, o Bochner integrable)

si es fuertemente medible y la funcion t — ||f(t)|| es integrable.

Observemos que dada f : £ — X Borel medible, el mapeo t — || f(t)|| de E en R es
o/ medible, por ser composicién de funciones medibles,; ya que el mapeo t — ||t|| de E
en R es Borel medible por ser continuo.

La integral de las funciones integrables se define como sigue. Primero supongamos
que f : E — X es simple e integrable. Sean aq,as,...,a, los valores no nulos de f,
y supongamos que estos valores son alcanzados en los conjuntos Aq, A, ..., A,. Por la
desigualdad de Chebyshev, sabemos que dado (E, .o, i) un espacio de medida, y dada

g : E — [0,00] una funcién «/- medible sobre E, vale la siguiente desigualdad:

1 1
uite Bty zap < g <~ [ g
O J{teBg(t)>a} a

para a > 0.
Luego como f es integrable, tenemos que la desigualdad anterior vale para || f]| v
esto implica que cada A; tiene medida finita bajo p. Asi la expresion > | a;u(A;) tiene

sentido; y definimos la integral de f, y escribimos [ fdu, como esa suma. Es fécil ver que:

LS fdpl < [lIfldp,
. [(af +bg)dp=a [ fdu+0b [ gdp,

para f, g funciones simples e integrables y a, b € C.

La integral de una funcién f fuertemente medible puede definirse como [ fdu =
limy, oo [ fndp, donde f, es una sucesién de funciones simples medibles, que existe por
la Proposicion 6.10. Puede verse que la definicién anterior no depende de la sucesion de
funciones simples, es decir, que esta bien definida.

La integral asi definida cumple con las siguientes propiedades, demostradas en [Co].

104



Proposicién 6.13. Sea (E, .o/, 1) un espacio de medida y X un espacio de Banach. Su-
pongamos que f,g: E — X son integrables y que a y b son nimeros reales (o complejos).

Entonces af + bg es integrable, y [(af 4+ bg)du =a [ fdu+b [ gdu.

Como consecuencia de la Proposicion anterior tenemos que el conjunto de las funciones

de E en X integrables es en realidad un espacio vectorial y lo denotaremos por L*(E; X).

Proposicién 6.14. Sea (E, o/, 1) un espacio de medida y X un espacio de Banach. Si
f: E — X es integrable, entonces ||f fdp|| < [11fldp.

El siguiente resultado es el andlogo al Teorema de Convergencia Dominada.

Teorema 6.15. Sea (E, o/, 1) un espacio de medida, X un espacio de Banach y g : E —
[0, 0] integrable en E. Supongamos que f y fi, fa,... son funciones fuertemente medibles

X-valuadas en E y que cumplen las relaciones siguientes:

fO) =l fo(t) p—ctp gy |fa@®l<9®), n=12,... p—ctp.

Luego
f v fi,fa,... son integrables y /fd,u = lim/fnd,u.

Un resultado de gran utilidad es el siguiente, cuya demostracién estd en [Co, Appen-

dix EJ.

Proposicién 6.16. Sea (E, <7, ) un espacio de medida, X un espacio de Banach, y
f+ E — X integrable. Luego

/¢Ofdu=¢(/fdu), V6 e X"

Corolario 6.17. Bajo las hipdtesis de la proposicién anterior con E = [a,b] y p la medida

de Lebesque, si & € X y [ : [a,b] — R integrable, luego fab(f(t)ﬁ) dt = fabf(t) dté.

Demostracion. Sea ¢ € X*. Por la Proposicion 6.16:

¢( / bf(t)fdt) -/ b¢<f(t) 6) i | fe(e) at,
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s)Lbf<t>dt=¢(/abf<t>dt5).
¢></abf(t)£dt> - cb(/abf(t) dtf), V6 € X

que implica la afirmacion del teorema. O

Luego

Corolario 6.18. Sea ¢ € C°(0,T) y g : [0,T] — X integrable, entonces

/OT (/Otg(S) ds) ¢(t)dt = — /OT g()o(t) dt.

Demostracion. Sea n € X*, luego por la Proposicion 6.16, tenemos:

o [ ([ sras)sra) = [af [ o >ds)¢’<t>dt,
[ [

Por la definicién de funcién integrable, sabemos que fOT lg(s)|| ds < oo, luego

[ ntots)

y por lo tanto n(g(s)) € L1(0 T).

T
wo [ sl ds < o
0

Definamos G(t fo )) ds. Por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue en R,

. G(t+h)
tenemos que hmh (”L—

Como (fo )) dso(t )) n(g(t))e(t) + fo s))ds¢’(t) en casi todo t € [0,T],

integrando ambos miembros en (0,7 ), tenemos

/OT ( /0 tn(g(s))dscb(t))/dt: /OTn(g(t))¢(t) dt + /OT ( /Otn@(s))dS) ¢'(t)dt, (6.8)
luego
g n(/ng(t)¢(t) dt+/UT (/Otg(s) ds>¢’(t) dt) =0,

porque ¢ tiene soporte compacto en (0, 7). Como 7 es arbitrario, se sigue lo que queriamos

=n(g(t )) en casi todo t € [0, T7.

probar. O
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Observacion 6.19. Observemos que si tomamos una ¢ € C'*(0,7") tal que ¢(T") = 0, todo
lo hecho en la demostracién anterior sigue siendo valido hasta la ecuacién (6.8). Alli, con

las nuevas hipdtesis sobre ¢, sigue siendo vélido

/OT g(t)o(t) dt + /OT (/Otg<s) ds) ¢'(t)dt = 0. (6.9)

6.3.2. Definiciones y resultados utiles

En lo que sigue consideramos (X, || - ||) un espacio de Banach, 0 y T' € R y la medida
de Lebesgue en [0,7]. Recordemos que habfamos definido L'(0,7T; X), como el espacio
vectorial de las funciones f : [0,7] — X que son integrables. Andlogamente a lo que
usualmente se hace en funciones a valores reales, diremos que h : [0,7] — X es una
funcion nula si fOT |h]| = 0, es decir, si h es fuertemente medible y h(t) = 0 (en X),
en casi todo t. Pueden definirse clases de equivalencia a través de la siguiente relacion:
diremos que f y g son equivalentes cada vez que [ ||f — g|| = 0. Observar que no se ha
pedido que f y g sean integrables, si su diferencia, pero puede verse que si ademés g es
integrable, luego f también lo sera. Luego trabajaremos con estas clases de equivalencia.

Asi, diremos que f,, converge a f en L'(0,T;X), si [ ||f. — f|| = 0 cuando n — oo.

Notar entonces que el limite en norma queda definido salvo funciones equivalentes.

Definicién 6.20. Una funcion f :[0,7] — X es débilmente medible si para cada u* €

X*, el mapeo t — (u*, f(t)) es Lebesgue medible.

Definicién 6.21. Decimos que f : [0,T7] — X es de rango casi separable si ezxiste un
subcongunto N C [0,T], con |N| = 0, tal que el conjunto {f(t) : t € [0,T] — N} es

separable.

Teorema 6.22 (Pettis). [E, pdg. 650] El mapeo f :[0,T] — X es fuertemente medible

sty solo si f es débilmente medible y de rango casi separable.

Definicién 6.23. Sea u € L'(0,T; X). Decimos que v € L'(0,T; X) es la derivada débil

de u y escribimos



St

para toda funcion ¢ € C°(0,T) a valores reales.

Lema 6.24. Si v : [0,T] — X integrable y fOTv(t)z//(t) =0, Vip € C(0,T), entonces
eziste £ € X tal que v(t) = £ en casi todo t € [0,T].

Demostracion. Sea ¢ € C°(0,T), se puede escribir como ¢ = A¢p+1)' con A = fOT o(t)dt
y ¢o € C2°(0,T) tal que fOT ¢o(t)dt = 1.
Luego fOT v(t)p(t)dt = A fOT v(t)po(t) dt + fOT v(t)y'(t) dt, pero el dltimo término vale

0 por hipétesis. Entonces
T
0

/OTv(t)cb(t) dt:/OTgb(t) dt/ v(t)o(t) dt.

Resumiendo, existe 5( = fOT v(t)po(t) dt) € X tal que

/0 (0(t) — E)p(t) dt = 0, Yo € C=(0,T).

Por lo tanto v = £ en casi todo t € [0, T].

En efecto, para todo n € X*,

o([ w0 -gs0at) = [ ot - geimar—o voeczo.),
luego
n(v(t) —&) =0, en casi todo t € [0,T] Vne X*,

como el rango de v es separable, se tiene que v(t) = £ en casi todo t € [0, 7.

]

Definicién 6.25. Llamamos C([0,T]; X) al espacio que comprende todas las funciones

continuas u : [0,T] = X con

[ulleqorx) = Doax, Ju(t)|| < oo.
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El siguiente lema establece un resultado fundamental para la definicién de derivada

en espacios de Banach. Una demostracién alternativa se encuentra en [T].

Lema 6.26. Sea X un espacio de Banach con dual X* y sean u y g funciones pertene-

cientes a L*(0,T; X). Luego, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) u es igual a una primitiva de la funcion g en casi todo punto, es decir, existe £ € X
tal que

¢
u(t) =¢ +/ g(s)ds, para casi todo t € [0,T];
0

11) Para cada funcion test ¢ € C°(0,T),

/OT u(t)e'(t) dt = — /OT g(t)e(t) dt <¢f — %);

) Para cadan € X*,

En(u(t)) = n(o(1),

en el sentido de las distribuciones en (0,T), es decir fOT n(u(t))d'(t)dt = — fOT n(g(t))e(t)dt,

Vo € C(0,T).

Si (i)-(i1i) son satisfechas por u, entonces u es igual en casi todo punto a una funcion

continua de [0, T] en X.

Observacion 6.27. El elemento £ € X es el valor en t = 0 de la funcién continua que es

igual a u en casi todo ¢t € [0.7]. Con un pequeno abuso de notacién escribimos u(0) = .

Demostracion. Veamos primero que (i) implica (ii). Sea ¢ € C°(0,T). Luego

/OTu(t)¢/(t) dt = /OT&?/(t) dt + /OT (/Otg(s) ds) ¢ (t) dt.

Luego aplicando el Corolario 6.17 y el hecho que fOT ¢'(t) dt = 0, obtenemos:

/ " a0yt = / ' ( / 0(s) ds) o

y aplicando el Corolario 6.18, obtenemos (ii).
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La implicacién (i) = (iii), es consecuencia inmediata del Corolario 6.18.
Veamos que (iii) implica (ii). Si se satisface (iii), tenemos que para ¢ € C*(0,7),

tenemos:
T T
| ntweyswae=— [ oo a
0 0
o lo que es lo mismo,

n(/OTu(t) ¢ (t) dt + /OTg(t)gb(t) dt) =0,Vne X",

de donde se sigue (ii).

Probemos ahora que (ii) implica (i). Sabemos que vale (ii),

/0 ")yt = / g0yt dr (¢' = %)

Por el Corolario 6.18, sabemos que la igualdad anterior también puede escribirse asi:

/OT u(t)g'(t) dt = /OT (/Otg(s) ds) ¢'(t) dt,
/OT (u(t) - (/Otg(s) ds)) ¢'(t)dt =0,

luego por el Lema 6.24, tenemos que

luego

t
3¢ € X tal que u(t) — / g(s)ds =&, en casi todo t € [0,T].
0
]

Definicién 6.28. Liamamos LP(0,T; X), al espacio que consiste de todas las funciones

w:[0,T] = X fuertemente medibles tales que

T 1/p
lll oy :=( / Hu(t)llpdt) <,
0

para 1 < p < oo,y

||| oo (0,7:x) 7= sup esg<per [Ju(t) < oo.
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Definicién 6.29. Sea X un espacio vectorial y {x,} una sucesion en X, diremos que
la serie Y " x, es convergente a x si » , &, — x cuando N — oo y diremos que es

absolutamente convergente si Y 1 ||| < o.

El siguiente es un resultado muy tutil para estudiar la completitud de un espacio

vectorial, que se encuentra en [F].

Teorema 6.30. Un espacio vectorial normado X es completo sii toda serie absolutamente

convergente en X converge.
Proposicién 6.31. LP(0,7; X) es un espacio de Banach para 1 < p < oc.

Demostracion. La demostracién es andloga a la que aparece en [F, pdgina 183] para

X = R basandose en el Teorema 6.30 y la omitimos. O]
Proposicién 6.32. L*(0,T; L*(Q)) = L*([0,T] x Q).

Demostracidn. Veamos primero que vale L([0,T] x Q) C L*(0,T; L*(2)) . Para ello, uti-
lizaremos el Teorema 6.22. Sea v € L%([0, T] x ), por Tonelli- Fubini, sabemos que v(t, -)
y v*(t,-) son medibles e integrables sobre Q para casi todo t. Ademas t — [, v*(t,z)dx
es medible e integrable sobre [0,T] y fOT Jov¥(x,t)dedt = f[o,T]xQ v*(u) du < oo.

Por lo antedicho v(t,-) € L?(2) para casi todo . Para ver que v € L*(0,T; L*(Q)),
faltarfa ver que v es fuertemente medible. Dado que L*(§2) es separable y queremos usar
6.22, faltarfa ver que v es débilmente medible. Sea ¢ € L*(Q), nuevamente por Tonelli-
Fubini, t — [, v(t,2)¢(x) dz es medible Lebesgue en [0, T]. Luego por el Teorema 6.22,
se tiene que v es fuertemente medible como funcién de [0, 7] — L*(Q).

Para ver la otra contencién, tomamos una funcién simple ¢ € L?(0,T; L*(9)), es
decir, ¢(t) = Z?f:l Xk, (t)f;, donde Ej; son conjuntos medibles y disjuntos en [0,7] y
f; son funciones en L?*(2). Por definicién, tenemos que para cada ¢t € [0,T], ¢(t) es
una funcién en L?(2). Llamamos ¢(x,t) = ¢(t)(z) y observamos que ¢ es medible en
L2([0,T] x Q) ya que {(z,t) : ¢(x,t) > a} = U;(E; x {x € Q: f; > a}) es medible.

Sea v € L*(0,T; L*(€)), usando la Proposicién 6.10, tenemos que existe {¢;} una su-
cesién de funciones simples en L2(0,T; L?(Q2)), tal que ¢ ()] < [|v(t)]] v limpg oo dr(t) =
v(t) para cada t € [0, T)]. Esto es, para cada t € [0, T, limy_, ||r(t) —v(t)|| = 0. Ademas

como ||gr(t)|| < ||v(t)|l, podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada para
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funciones a valores reales y asi podemos asegurar que limy_, fOT | ox(t) — v(®)]|*dt = 0.
Luego {¢x} es una sucesién de Cauchy en L?(0,7; L*(2)). Usando el hecho que {¢x} C
L%([0,T] x Q) tenemos que {¢,} es una sucesiéon de Cauchy en L?([0, 7] x €2), luego exis-
te u en ese espacio tal que limy_,o ¢y (2,t) = u(x,t) y dicha funcién estd en la misma
clase de L?(0,T;L*(Q)) que v. En este sentido es que decimos que L*(0,T; L*(Q)) C
L2([0,T] x ). O

Teorema 6.33. St X es un espacio de Banach reflexivo y 1 < p < 00, entonces

LP(0,T; X) es reflexivo.
Demostracion. La demostracion es consecuencia del Teorema |1 |de [DU, pagina 100]. O

Proposiciéon 6.34. Para v € L*(0,T; Hl(Q)) deﬁm’mos w:[0,T] — HY(Q) por u(t) =
[5 v(x, s)ds. Luego u € L=(0,T; H'()) y = [l 2 7.-0(7,5)ds.

Demostracion. Sea ¢ € C2°(Q2), por definicién de derivada débil se tiene que:

// x,s dsaxZ // v(x, ) 8% x)dxds,
/ /8331 z)dzds,
_ /Q ( O g;(LS) ds) é(z) dz.

luego 2 e = [l 2 5. 0(x,5) ds. Para t fijo,
’ du " ow v

Lema 6.35. Sean Xy, X y X, tres espacios de Banach tales que

XQCXCXl,

la inyeccion de X en X es continua, y la inyeccion de Xo en X es compacta.

Luego para cada n > 0, existe una constante ¢, dependiendo de n (y de los espacios
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Xo, X y X1) tales que:

[vllx < llvlixe +epllvlx, Yo e Xo. (6.10)

Demostracion. La prueba es por contradiccion. Decir que (6.10) no es cierta es decir que

existe n > 0 tal que para cada c € R, existe v € X tal que

[ollx = nllollx, + cllvllx,,

Tomando ¢ = m, obtenemos una sucesion de elementos v,, € X, tal que

[omllx = nllomllxo + mllvm]lx,-

Consideramos la sucesiéon normalizada

/Um
Wm = 77 s
[[0ml|xq

que satisface

[wmllx =1+ mllwn|x,, Vm. (6.11)
Ya que ||wn|lx, = 1 v Xo estd compactamente contenido en X, la sucesién w,, estd
acotada en X y (6.11) muestra que

|wm|lx, = 0, cuando m — oc. (6.12)

Ademas, también usando la inclusién compacta de Xy en X, tenemos que w,, es re-
lativamente compacta en X, luego podemos extraer una subsucesién w, fuertemente
convergente en X . Por la inyeccién continua de X en X; y por (6.12), tenemos que el

limite de w,, debe ser 0, pero esto contradice (6.11), que implica

lwullx =1, VY.
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Corolario 6.36. Sean Xq, X y X tres espacios de Banach tales que
Xg C X C Xy,

donde las inclusiones son continuas y la inyeccion de Xy en X es compacta.
Entonces para cadan > 0, eziste una constante ¢, dependiendo den (y de los espacios

Xo, X y X1) tales que:
[v][ oo o,7:) < mllvllzeorx0) + pllvllzoorixy), Yo € L% y V1 < ap <oco.  (6.13)

Demostracion. Veamos que vale (6.13). Queremos aplicar el Lema 6.35. Por hipétesis
tenemos que Xy — X — X, luego, expresado en las normas de cada uno de estos
espacios, tenemos que:

[v]lx, < erllvllx < eoflvllx,

luego,

L(0,T; Xo) C L*(0,T; X) C L*(0,T; X), (6.14)

y por la desigualdad triangular aplicada a la norma L*(0,7;R)
T T o T o
el = ([ 1o%) < ([ o)™+ ([ enelz )™
= nllvllzeo0r:x0) + nllvllzeoomx1), Yo € L*(0, T; Xo).

]

Los espacios de Sobolev de funciones a valores vectoriales se definen de manera analoga

al caso de funciones a valores reales.
Lema 6.37. Sea {u;}52, C H(0,T; L*(Q)) tal que

up — u en L*(0,T; L*(Q))
uf, — v en L*(0,T; L*(Q))

Luego v = /.

114



Demostracion. Sea ¢ € C°(0,T), por definicién de derivada débil 6.23 para ug, tenemos

que:

T T
/ u¢dt = / @ dt.
0 0

Sea w € L*(Q), por la Proposicién 6.16 y por ser L?(2) reflexivo, tenemos que vale:

T T
/ (i, dw) dt = / (e $'w) .
0 0

Aplicamos limite en ambos lados de la igualdad y obtenemos:

/0 "0, dw) di = /0 (o) dt.

Luego, aplicando nuevamente la Proposicion 6.16 y la definicion de derivada débil 6.23,

se tiene que v = u’. O

Lema 6.38. [E, pdg. 425] Sea H un espacio de Hilbert separable y

u, —u € L*(0,T; H).

Suponga ademads que se tiene la cota uniforme

sup eso<y<r lus()| < C (k=1,...),

para alguna constante C. Luego,

sup esg<,<r [[u(t)| < C.

Demostracion. Seav € Hy 0 < a < b <T. Sabemos que F(g) = f:(v,g) dt define un

funcional lineal y acotado en L*(a,b; H). Luego F(uy) — F(u).

C.

Ademés, por hipétesis se tiene que ff(v, ux(t)) dt < C||v|||b—al, luego ﬁ ff(ﬁ, u(t)) dt <

Tomando limite para b — a, se tiene que

<ﬁ,u(a)> <C, ctael0,T]. (6.15)
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y COmo
v
lu(@)]| = sup es, .y (m,uw)) |

vale lo que queremos probar. O

Teorema 6.39. Sean V C H C V* tres espacios de Hilbert, siendo V* el dual de V. St
una funcién u € L*(0,T;V) y su derivada v € L*(0,T;V*), luego u es igual, salvo un
conjunto de medida nula, a una funcion continua del [0,T] en H y tenemos la siguiente

igualdad, que vale en el sentido de las distribuciones en (0,T):

i|u|2 = 2(u, u). (6.16)

Demostracion. La demostracién de este teorema puede verse en [T] pdg. 261. O

Teoremas de compacidad en espacios de Banach

Sean X, X y X; tres espacios de Banach tales que
XoCX CXy,

donde las inclusiones son continuas, X;, ¢ = 0, 1 son reflexivos y la inyeccion de Xy en X
es compacta.

Sea T" > 0 un numero finito fijo, y sean «g, oy, dos nimeros finitos tales que a; > 1,
i=0,1.

Consideramos el siguiente espacio
W =%(0,T; ap, a1; Xo, X1).
&Y = {U € L*(0,T; Xy),v" € L*(0,T; Xl)},
donde v’ es la derivada débil definida en 6.23. En el espacio % se define la norma:
[0l = llvllzeoo,75x0) + 1Vl 21 0,73x1) -

Veamos que con esta norma, % es un espacio de Banach.
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Proposicién 6.40. % es un espacio de Banach reflexivo y % — €(0,T; X;) .

Demostracion. % es un espacio de Banach. Sea v,, una sucesion de Cauchy en %.
Ya que L*(0,T; Xo) y L*(0,7T; X;) son espacios de Banach, tenemos que existen v y w
tales que

v, = ven L(0,T; Xo) y v, = wen L*(0,T; X7).

Nos faltaria comprobar que w es la derivada débil de v. Para ello tomamos una ¢ en

C>(0,T). Luego

T T T T
/ ve dt = lim v,¢' dt = lim (—1)/ vl odt = (—1)/ we dt.
0 0 0

n—oo 0 n—oo

La primera igualdad es consecuencia de

T T
/ v dt — / v dt
0 0

Xo

T T
[ e-visa < [ o wlslola
0 Xo 0

T L T L
) , a
s(/‘m—wm%%) (/|¢w)”,
0 0

y de la inyeccién continua de Xy en X, tenemos que el limite anterior vale para || - || x,. De

forma andaloga se demuestra la validez de la ultima igualdad de la cadena de igualdades
arriba mostrada.
% es reflexivo.

Sea v,, una sucesién acotada en %. Luego por la definicién de este espacio, v, es una
sucesién acotada en L*(0,7; Xy) y v/, es una sucesién acotada en L*(0,7"; X;). Por ser
estos espacios reflexivos por Teorema 6.33, tenemos que existe una subsucesion v, tal
que

v, — v débilmente en L*(0,7"; X),

v, — w débilmente en L* (0, T; X).

Para que quede probado que % es reflexivo deberiamos mostrar que w = v’. Para ello
usamos la tercera equivalencia del Lema(6.26), que dice que mostrar que w = v’ es

equivalente a mostrar 4n(v) = n(w), Vn € X; en el sentido de las distribuciones.
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Tomamos un n € X7, ¢ € C>(0,7T) y definimos ¢ : L*(0,T; Xy) — R por £(v) =
Jo n(v)@' dt. Claramente £ € L*(0,T; X,)", pues
¢'|)%> |

T T T % T
/d /d C a0
\ | oty t]s [ Wl ol < ( / Hvuxo) ( I

Analogamente definimos é(w) = fOT n(v)¢pdt para w € L*(0,7T;X;) y resulta /€
L0, T X))

O\"‘

X7 Xg

Por lo tanto

T

T T
/ n(v)¢' dt = L(v) = lim ¢(v,) = lim n(v)¢' dt,= lim (—1)/ n(v,)pdt
0 pro0 0

U—>00 p—oo fq

HU—>00

= lim (1)) = (=Diw). = (=1) [ n(wodr

luego w = v'.

% — €(0,T; X;). Esta inclusion se obtiene de aplicar el teorema 2 de [pagina 286, [E]],
tomando p = min{ay, a1 }, tenemos que dado v € ¥, v € LP(0,T, Xo) y v' € LP(0,T, X)
y de las inclusiones continuas de Xj en X, tenemos que v € WP(0,T; X;). Aplicando

el mencionado teorema obtenemos la inclusiéon continua deseada. OJ

Observamos que % C L*(0,T; X,) por definicién, y por la inclusién compacta de X,
en X, tenemos que % C L*(0,7; X). En el teorema a continuaciéon veremos que esta

inclusion en realidad es compacta.

Teorema 6.41. Bajo las hipdtesis anteriores, la inclusion de % en L*°(0,T; X) es com-

pacta.

Demostracion. Sea u,, una sucesion acotada en . Debemos probar que esta sucesion

contiene una subsucesién u, que converge fuertemente en L*°(0,7; X).

Por ser # reflexivo, tenemos que existe una subsucesién u, con

u,, — u débilmente en %, cuando p — oo,
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esto quiere decir que

u, — u débilmente en L*°(0, T X),

), — u' débilmente en L™ (0, T; X, ).

El teorema quedara probado si mostramos que v, = u,—u converge a 0 en L*(0,T; X)
fuertemente. Para ello, bastara mostrar que v, converge a 0 en L*°(0, T’; X;) fuertemente.

En efecto, como consecuencia del colorario del Lema 6.35, dado n > 0, 3¢, > 0 tal que

||Vu||Lao(0,T;X) < 77||Vu||Lao(0,T;Xo) + CnHVuHLao(o,T;Xm

y ya que la sucesién v, es acotada en % C L*(0,T; Xy):

||Vu||La0(0,T;X) <cn+ CWHV;LHL% (0,T;X1)>

y luego

lim sup ||, || Lo (0,1:x) < c1).
[L—00

Puesto que 1 > 0 es arbitrario, este limite superior es en realidad 0 y la suficiencia esta

probada.

Para ver que v, converge a 0 en L*(0,7;X;) fuertemente observamos que de la

Proposicién 6.40 se sigue que:
lva(8)llx, < e, vt € 0,71, Yy

De acuerdo al teorema de la convergencia dominada, tenemos que v, converge a 0 en

L*(0,T; X;) fuertemente si probamos que, para casi todo ¢ € [0, 7],

v,(t) — 0 fuertemente en Xy, cuando p — oo. (6.17)

Mostraremos esta afirmacion para t = 0, la prueba sera similar para otro ¢. Escribimos



y promediando
Aqui
con

Observemos que

luego,

1 S 1 S S
Il < / s =7l Wl < 118 / WL()llxdr < / 1) xadr

Aplicando Hélder a la ultima integral encontrada, vemos que:

s s 1/a1 s 1/04
s, < [ W < ([ wioigar) - ([ar)

/ .7z -, .
Luego, como ||V}, ||re10,r,x,) < M, pues v, es una sucesion acotada en % por hipdtesis,

tenemos que dado un € > 0, existe s, tal que
[bullx, < M sV <e/2, Vp.

Para este s fijo, observamos que, a, — 0 débilmente en X, cuando p — oo. En efecto, si

e X,

o) = [ tw®)dt = [ xaa®eiw,0)dt = i),

S

con f(v) = fOT X0, () L(v(t)) dt. Como (€ L*(0,T; Xy)*, tenemos que £(a,) — 0. Como

Xo CC X, a, que converge fuertemente en X y por X — X, converge fuertemente a 0
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en X;. Asi, para u lo suficientemente grande

lallx, < €/2.

Hemos probado (6.17) para t = 0, el caso arbitrario es analogo. O]

A continuacién presentamos un teorema de compacidad que involucra derivadas frac-
cionarias.
Sean Xy, X y X; espacios de Hilbert con Xy — X <— X; y la primera inclusién

compacta.

Definicién 6.42. Sea v : R — Xy, denotamos por v : R — X; su transformada de
Fourier, definida por

o(r) = / e dt, VT € R,

—00

La derivada en t de orden -y de v es la transformada de Fourier inversa de (27it)Y0 o

5;%(7') = (2miT)"0(T).

o0
[0(7)[|x, S/ e [lu(t)llx, dt,

—00

[o(m)llx < vl @x), V7.

Para v > 0, definimos el espacio
H'(R; Xy, X1) = {v € L*(R; Xy), Djv € L*(R; X1)}.
Esto es un espacio de Hilbert para la norma
ol i x0,x0) = L0l 2ixg) + 17170l 2 172

Asociamos con cualquier conjunto K C R, el subespacio H}. de H? definido como el

conjunto de funciones u en H” con soporte contenido en K:

H}. = {u e H'(R; Xy, X;), soporte de u C K}.
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Teorema 6.43. Sean Xy, X, X1 espacios de Hilbert con Xo CC X <— X; Luego pa-
ra cualquier conjunto acotado K y cualquier v > 0, la inclusion de H}-(R; Xo, X1) en

L*(R; X) es compacta.

Demostracion. Sean v y K fijos, y sea {u,,} una sucesién acotada en H}.(R; Xy, X1).
Debemos mostrar que u,, contiene una subsucesién fuertemente convergente en L*(R; X).

Ya que H”(R; X, X;) es un espacio de Hilbert, la sucesién u,, contiene una subsucesién
débilmente convergente en este espacio a algin elemento u. Es claro que u € H?7, por lo
que,

Uy = Uy — U

La sucesién v, es acotada en H}(R; Xy, X1) y converge débilmente a 0 en H7,
v, — 0 en L*(R; Xy), (6.18)

1779, — 0 en L*(R; X}).

El teorema quedard probado si mostramos que u,, converge fuertemente a u en L*(R; X),

es decir,

v, — 0, en L*(R; X). (6.19)
El segundo punto del teorema es ver que (6.19) estard probado si probamos que

v, — 0 en L*(R; X1). (6.20)

Por el Lema 6.35,

lvullzz@x) < nllvallzz@xo) + enllvallze@xy)

y ya que v, es acotada en L*(R; Xj),

[oull 2@y < en+ epllvull 2 @ixy)- (6.21)

Si suponemos (6.20), haciendo p — oo en (6.21), obtenemos

m sup [, 2(r;x) < en-
n—oo
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Ya que 7 es arbitrario, este limite superior debe ser cero y se sigue (6.19).

Veamos finalmente que vale (6.20). Por la inclusién continua de X, en X y de acuerdo

al teorema de Parseval,

h=/H%w&ﬁ=/IMMﬁm: (6.22)

—00 —00

donde 0, denota la transformada de Fourier de v,,.

Debemos mostrar que

I,, = 0 cuando p — oo. (6.23)

Para ello, hacemos

(LI, - ) / A ,
! :/ o ey a7l d7 + 0, (1) |5, dT
B e ’T‘QT)” w(T1%, |T|§M” w(T)Ix,

C
< — + 0, (7) || %, d,
S TER LGS

donde C' existe por ser [, [[0.(7)[I%,d7 < S Mo (M) dr = [72 v ()%, dt, v, es

acotada en H7 y la inclusion continua de Xy en X;.

Para un € > 0 dado, elijo M tal que 14—% <3.

Luego
€

L[ o+
ITI<M

y (6.23) estard probado si, para este M fijo, mostramos que
J, = / l6,(7) 1% dr — 0 cuando  — oo. (6.24)
|T|I<M

Para probar ésta ultima afirmacion utilizaremos el teorema de la convergencia dominada

6.15.

Si x denota la funcién caracteristica de K, luego v, x = vy:

mm:/femwww@w
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que a su vez implica

10,(7)]|x, < H/ e Ty (t)v,(t) dt
o .

< / 127 ()] o (0], dt

< e Xl 2@ lva ()l 2@ x1)s

y finalmente

10, () ||, < cte. (6.25)

Observar que también puede obtenerse la siguiente desigualdad en forma analoga a lo
hecho para la norma en X;:

16,(7) ||y < cte

Por otro lado, para cada o en X, y cada 7 fijo,

(00, = [ (ult) > x (),

o0

donde e ?™Tiy (t)o € (L*(R; Xo))*.

Luego por (6.18), tenemos que ((0,(7),0))x, — 0, Vo € Xp. Luego la sucesién v,(7)
converge a cero débilmente en X, y por lo tanto fuertemente en X y en Xj.

Con esta tltima observacién y (6.25), el teorema de convergencia dominada implica

6.15 que J, — 0 cuando p — oo. O]
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