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Resumen

La tesis tiene por objeto central el andlisis de difusiones no locales en espacios
métricos de medida, que incluyen el contexto euclideo clésico, variedades, frac-
tales, conjuntos discretos y otras estructuras generales. Las estructuras métricas
y de medida estan relacionadas de modos cuantitativos que en general producen
espacios de tipo homogéneo. En particular espacios normales y Ahlfors regulares.

En este trabajo estudiamos difusiones fraccionarias a través del operador
laplaciano fraccionario (fA)S/ 2y de generalizaciones del mismo a espacios métri-
cos de medida.

Resolvemos un problema de dato inicial para una difusién vinculada a un op-
erador de derivacién fraccionaria diddico en RT. Obtenemos un andlisis espectral
del operador en términos del sistema de Haar y probamos una acotacién puntual
del operador maximal de la difusién por el operador maximal diddico de Hardy-
Littlewood. Como consecuencia de esto obtenemos la convergencia puntual al
dato inicial en los espacios de Lebesgue clésicos.

También extendemos a espacios de tipo homogéneo el operador de derivacién
fraccionaria diddico. Probamos que este operador tiene por autofunciones al sis-
tema de Haar, los correspondientes autovalores tienen las propiedades de escala
adecuadas aunque se manifiestan perturbaciones que son inherentes al contexto
general. Extendemos los resultados de existencia de soluciones para los problemas
difusivos asociados al operador de derivacién fraccionaria diddico.

Ademas, en el contexto diddico se estudian también problemas de tipo Schro-
dinger no locales y bajo adecuadas condiciones de regularidad en el dato inicial
se prueba la convergencia puntual en el caso abstracto.

Posteriormente probamos, mediante técnicas de punto fijo, existencia y uni-
cidad para problemas de evoluciéon no locales de Cauchy definidos a partir de
operadores de ntcleo integrable en espacios de medida. Ademas formulamos al-

gunos principios de comparacién y propiedades de dichas soluciones.
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VI Resumen

Por ultimo, construimos una familia adecuada de problemas con operadores
de ntcleos integrables indexados por un parametro de reescalamiento. Probamos
que las soluciones de dichos problemas convergen a la solucién, cuando exista,
del problema de difusién fraccionaria en espacios métricos de medida. Puede
esperarse que, ain cuando en un contexto abstracto no haya una prueba anterior
de existencia de solucién, la convergencia de las soluciones de los problemas
reescalados de nicleo integrable hacia una funcién u(z,t) den a ésta un caracter
de solucién generalizada del problema difusivo para la derivacion fraccionaria
espacial en un espacio de tipo homogéneo.

Hacemos notar que en este trabajo sélo nos hemos dedicado a problemas
de Cauchy de dato inicial. Los métodos y resultados de esta tesis sugieren que
la teoria de wavelets podria ser una herramienta que sustituya adecuadamente
a las series y transformadas de Fourier de los contextos clasicos a los espacios

abstractos, permitiendo asi el abordaje futuro de problemas méas complejos.
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Introduccién

Motivacién y objetivos

En espacios de tipo homogéneo se han desarrollado muchos resultados clasicos
del andlisis arménico como la teorfa de Calderén-Zygmund, espacios de Hardy
e inclusive espacios de Sobolev. No obstante, los avances en temas que puedan
asimilarse a problemas de ecuaciones diferenciales en contextos tan desprovistos
de estructura estan en sus comienzos

Las primeras ideas en esta direccién fueron abordadas desde la teoria de la
probabilidad mediante procesos estocésticos (ver [11]). Més tarde, J. Kigami en
[37], desarrollé mediante técnicas del anélisis el concepto de funciones armdénicas
en fractales. Asi, desde un enfoque analitico, logré darle solucién a la ecuacién de
Laplace en estos ambientes. Desde entonces, el interés en desarrollar este campo
ha ido creciendo, como puede observarse en trabajos como [43] (problemas de
contorno), [46] (propiedades de valor medio), entre otros.

El objetivo general de este trabajo sera estudiar difusiones en espacios equipa-
dos sélo con una medida y una métrica. La falta de una estructura diferencial en
estos contextos deja de alguna manera sélo espacio para un andlisis de orden cero
o fraccionario. Esto induce a considerar mas naturalmente problemas asociados
a operadores no locales. Por ejemplo, en [26], P. Fife presenta modelos de di-
fusién asociados a operadores no locales de nicleo integrable. Mediante técnicas
de punto fijo, C. Cortazar, M. Elgueta, J. Rossi y N. Wolanski en [21], lograron
darle soluciéon a dichos problemas. Estos modelos y técnicas se adeciian a nuestro
contexto, permitiéndonos extender aqui alguno de los resultados.

Si hablamos de difusiones, no podemos dejar de mencionar el problema de
Cauchy para la ecuacién del calor en R™, es decir, %7; = Au en R’ffl, con
u(xz,0) = ug en R™. El problema anterior admite de alguna manera una general-
izacién inmediata al caso de difusiones no locales. En este caso, el laplaciano en

las variables espaciales es sustituido por el operador laplaciano fraccionario de
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orden s, con 0 < s < 2, que viene dado por

Q ~ (-8 f(0) = o [ HEZ LD g,

y es una representacién del operador Dirichlet to Neumann generalizado (ver
[14]). Esta formulacién de convolucién un con nicleo distribucional dada por (*)
permite extender a (—A)*/? en forma natural a espacios métricos de medida.

Recientes estudios (ver [36] y [12]) utilizan operadores como el laplaciano
fraccionario para modelar procesos de transporte anémalos que resultan en ecua-
ciones del tipo u; = —(—A)s/ 2u. Dichos problemas se resuelven utilizando la
transformada de Fourier, herramienta de la cual carecemos en nuestro contexto
general. Mds aun, dado que los ntcleos de estos operadores de derivacion frac-
cionarios no son integrables, tampoco pueden ser abarcados dentro de la teoria
extendida a partir de [21] antes mencionada.

En esta tesis abordaremos los problemas analogos en espacios métricos desde
dos técnicas a las que llamaremos «Analisis de Fourier Generalizado» y «Teoria de
Punto Fijo». Estas dos estrategias determinan la divisién de la tesis en dos partes.
En la primera de ellas, constituida por los Capitulos 2 al 6, abordaremos con los
métodos de Fourier-Wavelets tanto las difusiones como las ondas de Schrodinger.
Consideramos el problema con valor inicial y los modos de convergencia al mismo
de la solucién. En particular nos interesa, desde el andlisis armdnico estudiar la
convergencia puntual. Naturalmente surgen las clases de Lebesgue LP como las
adecuadas para la convergencia puntual al dato inicial en las difusiones y cier-
tos espacios de Besov en los problemas de tipo Schrodinger. La transicién entre
la perspectiva frecuencial que brindan los métodos de Fourier y la perspectiva
de representacion a través de un nucleo distribucional, estda hecha en el Capitu-
lo 3. De la mirada de la derivacién fraccionaria a través de un ntcleo, surge la
generalizacién a espacios métricos. En los siguientes capitulos de la Parte I se
explota otra relacién intrinseca entre un anélisis de Fourier rudimentario —el
de Haar— y un ntcleo de derivacién fraccionaria construido sobre la distancia
diddica en R. La construccién de M. Christ de los cubos diddicos en espacios
de tipo homogéneo instala las dos teorias, difusién y ondas de Schrodinger en
espacios de tipo homogéneo. Esto permite obtener formas explicitas basadas en
el andlisis espectral de estas derivaciones cuyas autofunciones son precisamente

las funciones de Haar.
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Organizacién de los capitulos XIII

En la Parte II se retoma la mirada de las derivaciones fraccionarias como
limites de reescalamientos de operadores inducidos por nicleos integrables para
los que la teoria clasica de C. Cortazar, M. Elgueta, J. Rossi y N. Wolanski —
ver [21], [22] y [20]— basada en el Teorema de Punto Fijo de Banach, puede

extenderse de una manera natural.

Organizacion de los capitulos

En el primer capitulo definiremos los conceptos bésicos que se utilizaran en
el desarrollo de la tesis. En primer lugar expondremos teorias clsicas de espacios
de medida y espacios euclideos. Luego, presentaremos resultados recientes en el
contexto de los espacios de tipo homogéneo.

Comenzaremos el Capitulo 2 estudiando una generalizacién fraccionaria de la
ecuacion del calor en R™ a través del operador laplaciano fraccionario (—A)s/ 2y
analizaremos diferentes formas de definir dicho operador. Encontraremos contex-
tos adecuados para la condicion inicial para garantizar la existencia de soluciones

/2, en R™ x R*, con u(x,0) = ug en R™.

al problema u; = (—A)

Esta generalizacion fraccionaria de la ecuacion del calor serd extendida a
espacios métricos de medida en el Capitulo 3. Para esto, primero presentaremos
una formulacion del operador laplaciano fraccionario como convolucién con un
nticleo distribucional adecuado. Esta nos permitird conseguir una versién integro-
diferencial del problema, la cual serd apropiada para extender el mismo a este
ambito.

En el Capitulo 4 resolveremos un problema de dato inicial para una difusién
vinculada a un operador de derivacién fraccionaria diddico en RY, el cual fue
introducido en [4]. En primer lugar, obtendremos un andlisis espectral del oper-
ador en términos del sistema de Haar. Luego, probaremos una acotacién puntual
del operador maximal de la difusién por el operador maximal diddico de Hardy-
Littlewood. Como consecuencia de esto obtendremos la convergencia puntual al
dato inicial en los espacios de Lebesgue clasicos.

En el capitulo 5 extenderemos a espacios de tipo homogéneo el operador
de derivacién fraccionaria diddico. Probaremos que este operador sigue teniendo
por autofunciones a la base de Haar. Por 1ltimo, extenderemos los resultados de
existencia y unicidad de soluciones obtenidos en el caso unidimensional. Para el

caso de medida finita demostraremos la convergencia al dato inicial.
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Luego, en el capitulo 6 abordaremos con el mismo tipo de técnicas el anali-
sis de convergencia puntual al dato inicial para soluciones de problemas de
Schrodinger no locales. Se probard bajo adecuadas condiciones de regularidad
en el dato inicial la convergencia puntual en el caso abstracto. Esta regularidad
se mide en términos de normas de Besov-Sobolev. Y es precisamente la caracter-
izacién de esta regularidad en términos de los coeficientes relativos al sistema de
Haar lo que insume una parte considerable del capitulo.

El estudio de operadores no locales de ntcleo integrable en espacios de me-
dida sera introducido en el Capitulo 7. Motivaremos dichos operadores a partir
de derivadas variacionales de ciertos funcionales de energia relacionados con la
potencia en redes eléctricas. Probaremos asimismo algunas propiedades bésicas
de estos operadores.

A lo largo del Capitulo 8 estudiaremos problemas de evolucién no locales
definidos a partir de operadores de ntcleo integrable. Extenderemos a espacios
de medida modelos de difusién no local y, siguiendo las ideas desarrolladas en
[21], [22], [20], [45] y [10], probaremos mediante técnicas de punto fijo existencia
y unicidad para dichos problemas. Por dltimo, tomando las ideas presentadas en
[20], construiremos en espacios Ahlfors regulares compactos una familia de prob-
lemas indexados por un parametro de reescalamiento cuyas soluciones converg-

eran a la solucién del problema asociado al operador de derivacién fraccionario.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo definiremos los conceptos basicos requeridos para la com-
prensién de esta tesis, y enunciaremos los resultados previos y clasicos que se
utilizaran en el desarrollo de la misma. Si bien no incluiremos aqui las demostra-
ciones de los resultados que mencionaremos, citaremos fuentes bibliograficas
donde las mismas pueden encontrarse. Ademas , introduciremos algunos ejemplos
que, esperamos, sirvan para aclarar o ilustrar diversas situaciones y resultados a
lo largo de la tesis.

El propésito de las Secciones 1.1 a 1.5 es recordar algunos conceptos rela-
cionados con la teoria de la medida e integracién y la teoria de distribuciones.
En la Seccién 1.6 introduciremos los espacios de Banach y repasaremos algunos
resultados vinculados a la integral de Bochner. Los temas de esas secciones son
cldsicos y tienen como propésito convenir notacion, en tanto que las secciones que
siguen contiene resultados mas modernos de lo rudimentos de andlisis en espa-
cios de tipo homogéneo. En las Secciones 1.7 a 1.12 introduciremos los espacios
casi-métricos, las particiones diddicas de Christ, sistemas de Haar, operadores

maximales de Hardy-Littlewood y espacios funcionales de regularidad.

1.1. Medida e integracién

En esta seccién introduciremos algunos conceptos y resultados sobre teoria
de la medida e integracién en espacios de medida. Los temas tratados pueden
encontrarse en [27] o [54], entre otros.

Sea X un conjunto no vacio. Una o-algebra de conjuntos de X es una colec-

cién no vacia ¥ de subconjuntos de X que satisface las siguientes propiedades:

1. si F € ¥, entonces su complemento £ € ¥;
2. si {E£;}52, C %, entonces J;2, F; € %
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Si £ es cualquier subconjunto de P(X) existe una tnica menor o-dlgebra
Y(€) que contiene a £ (que es la interseccién de todas las o-dlgebras que in-
cluyen a &). Llamamos a X(€) la o-algebra generada por £. Si X es cualquier
espacio métrico (ver Seccién 1.7), la o-dlgebra generada por la familia de los
conjuntos abiertos de X es llamada o-algebra de Borel en X, y es denotada

por $Bx. Sus miembros son llamados borelianos o conjuntos de Borel.

Sea X un conjunto equipado con una o-dlgebra . Una medida sobre (X, X))
es una funcién p : ¥ — [0, 00] tal que
L pu(@) =0,
2. Si{E; };";1 es una sucesién de conjuntos disjuntos en 3, entonces se tiene

que

oo

| UE :Zu(Ej)-

j=1
Si p es una medida sobre (X, ) decimos que (X, X, u) es un espacio de medida,
y los conjuntos en ¥ son llamados conjuntos medibles (o pu-medibles).
Diremos que p es una medida de Borel cuando su dominio sea la o-alge-
bra de Borel en X, es decir, cuando ¥ = Zx. Si u(X) < oo decimos que p es
finita, y si u(E) < oo para todo conjunto acotado F, entonces p es llamada
localmente finita. Si X = U;’il E;, donde E; € ¥ y u(E;) < oo para todo
j, entonces decimos que u es o-finita, o que el conjunto X es o-finito. Una

medida p sobre X tal que p(X) = 1 es llamada medida de probabilidad.

Sea 1 una medida de Borel sobre X y sea E un subconjunto de Borel de X.

Decimos que p es regular por fuera sobre E si
w(E) =inf{u(U): E CU, U abierto},
vy que es regular por dentro sobre E si
w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto}.

Si p es regular por dentro y por fuera sobre todos los conjuntos de Borel, en-
tonces p es llamada regular. Una medida de Radon sobre X es una medida de
Borel que es finita sobre compactos, regular por fuera sobre todos los conjuntos

de Borel, y regular por dentro sobre todos los conjuntos abiertos.
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Un conjunto E € ¥ tal que u(E) = 0 es llamado conjunto nulo. Si una
propiedad acerca de puntos x € X es cierta excepto quizds para x en algtin con-
junto nulo, se dice que vale para casi todo punto, o para casi todo z, y lo

denotaremos con p-c.t.p. en X.

La integracién de una funcién f con respecto a una medida p sobre el espacio
de medida (X, i) se define mediante los pasos usuales, los que pueden encontrarse

en detalle en [27]. Una funcién simple f: X — R es una funcién de la forma

k
f(x) = ZaiXEi (Z‘),

donde a1, ..., a, son numeros reales positivos, F1, ..., F) son conjuntos p-medi-
bles, y X denota la funcion caracteristica del conjunto E. Definimos la integral

de una funcién simple f con respecto a y como

k
/fdu = Z%M(ﬂ‘)

La integracién de funciones méds generales se define mediante la aproximacion
por funciones simples. Decimos que f : X — R es una funcién medible si
para todo ¢ € R se tiene que el conjunto {x € X : f(z) < ¢} es un conjunto
medible. Denotaremos al conjunto de las funciones medibles con .#. Notar que,
en particular, si p es una medida de Borel entonces todas las funciones continuas

son medibles. Definimos la integral de una funcién medible no negativa como

/fdusup{/gdp:gessimpleyogggf}.

El valor anterior puede ser infinito. Finalmente, para una funcién medible f :
X — R, definimos su parte positiva f*(z) = méx{f(z),0}}, y su parte neg-
ativa f~(x) = méx{—f(x),0}}. Luego la integral de f se define como

/fdu:/ﬁduf/f*du,

siempre que ambos valores [ fTdup y [ f~ du no sean simultdneamente infini-
to. Decimos que una funcién f es p-integrable (o simplemente integrable) si
[Ifldu = [ fTdu+ [ f~du < oo, y denotamos el espacio de tales funciones
como L'(X,u) (o L' cuando el espacio y la medida se sobrentiendan). Si E

es un subconjunto medible de X, definimos la integral de f sobre E como



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

4 Preliminares

Ji fdp = [ fXgdp. Decimos que una funcién medible f : X — R es local-
mente integrable con respecto a una medida de Borel p si fK |f|dp < oo para
todo compacto K C X. Denotamos el espacio de tales funciones como L}OC(X TR

o simplemente L} . Notar que si u es localmente finita entonces las funciones

loc*

constantes estdn en L}, ..

A continuacién enunciaremos algunos teoremas clasicos de teoria de la me-
dida.

Teorema 1.1.1 (Lema de Fatou). Si {f,} es una sucesidn de funciones medibles

no negativas, entonces

/(lim inf f,) dp < lim inf/fn du.

Teorema 1.1.2 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {f,}
es una sucesion de funciones en L' tal que f, — f en c.t.p. Supongamos que

existe una funcion no negativa g € L* tal que |fn| < g en c.t.p. para todo n € N.

Entonces f € L' y
/fdu: lim /fndu.
n—oo

Teorema 1.1.3 (Fubini-Tonelli). Sean (X, #,pn) e (Y, A ,v) dos espacios de

medida o-finitos. Entonces

1. (ToneLLI) Si f es una funcién medible no negativa sobre X XY, en-
tonces las funciones g(x) = [ f(x,y)dv(y) y h(z) = [ f(z,y)du(z) son
funciones medibles en X e Y respectivamente, y

(1.1.1)

1= [ syt - ] s

2. (FusiNl) Si f € LY(u x v), entonces f(z,-) € L*'(v) para c.t.p. x €
X, f(,y) € LY () para c.t.p. y € Y, las funciones definidas en c.t.p.
z) = [ fl@,y)dv(y) y h(y) = [ f(z,y) dp(z) estan en L' (n) y L*(v)

respectivamente, y valen las igualdades de (1.1.1).
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1.2. Espacios de Lebesgue

Sea (X, #,u) un espacio de medida. Dada f una funcién medible en X y

1 < p < oo, consideremos la funcién

1/p
£l = (/‘fwdu) ,

A partir de esta podemos definir los espacios funcionales
LP(X, M, 1) ={f: X - R: fesmedibley ||f|, < oo}

Abreviaremos LP(X, #, ), mediante LP(X, ), o simplemente LP cuando no

haya posibilidad de confusién. Para el caso p = oo definimos
1flloe = inf{a>0: p({z: | f(@)] > a}) = O},
con la convencién que inf () = co. Luego, definimos
LY =L%(X, #,p)={f: X =2 R: f esmedible y || f|lcc < 00}

Consideramos que dos funciones definen el mismo elemento en LP si son iguales
en casi todo punto. El préximo teorema nos permite probar que || - ||, es una

norma en LP cuando 1 < p < oo.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Minkowski). Si 1 < p < oo y f,g € LP,

entonces

1 +gllo <11 fllp + llgllp-

Mas atn, puede verse que en tal caso LP es un espacio completo respecto a
la métrica inducida por || - ||,. Por lo tanto, L resulta ser un espacio de Banach
(ver Seccién 1.6).

L=1,es

Dado 1 < p < 0o, el niimero q = p/(p— 1), el cual satisface p~! +q~
llamado exponente conjugado de Holder de p. Si p = 1 su exponente conjugado

q se define como ¢ = oo, y viceversa.

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de Holder). Si 1 < p < 0o y q es su exponente

conjugado, entonces
1fgllx < [1f1lpllgllq,

para toda f y g funciones medibles sobre X .
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Teorema 1.2.3 (Desigualdad de Chebyshev). Si f € LP, 1 < p < 0o, entonces

para cada o > 0 se tiene que

e (@) > apy < (L)

Si f es una funcién medible sobre (X, .#, 1), definimos la funcién de dis-

tribucién Ay : (0,00) — [0, 00] como

Ap(a) = p({z : [f(2)| > a}).

Una variante de los espacios LP es la siguiente. Si f es una funcién medible en

X y 1< p< o0, definimos

[ﬂp=<wpwﬂﬂ®)ui

a>0
y llamamos espacio LP débil al conjunto formado por todas las funciones f que

satisfacen [f], < co. Puede verse que [-], no es una norma, ya que la desigualdad

triangular falla. La relacién entre LP y LP débil es la siguiente:

LPcdébil 7y [flp < Il

1.3. Funciones de Schwartz y la transformada de Fourier

En esta seccién y la siguiente presentaremos notaciones, conceptos y resulta-
dos clésicos sobre distribuciones temperadas, espacios de funciones test y compor-
tamientos de los mismos respecto a operaciones como la derivacién, la convolu-
cion, la transformada de Fourier, etc. Las definiciones y resultados compendiados
en esta seccién y la 1.4 pueden encontrarse en [9], [31] y [51]. Comencemos con
algo de notacion.

Sea a = (aq,...,0,) € N" denotaremos con |a] a a3 + -+ + a, y con

ol a ajlag! - a,. Dado 8 € N”, diremos que a > f si «; > f3;, para todo

j € {1,...,n}. Tomando z € R™, denotaremos con z* a x7'x5*...z2". Por
s I8l
dltimo, llamaremos D? a 31‘97

ozt 0xyp™

El espacio de Schwartz S(R"), o simplemente S, es el espacio de funciones
C>°(R™) —funciones cuyas derivadas parciales de cualquier orden existen y son
continuas— que satisfacen que para cada «, 8 € N"| existe C' = C(«, 8) tal que

sup |z*DPp(z)| < C.
TER™
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Llamaremos a las funciones de S(R™) funciones test o funciones de decrec-
imiento rapido en el infinito. Diremos que una sucesién {¢,} converge a ¢ en
S si para cada a, 5 € N”, la sucesién ;v"Dchpj converge a £ D, uniformemente
en R™.

Dada ¢ € S denotaremos con ¢ a la transformada de Fourier de ¢ la

cual viene dada por

(1.3.1)

)

© = [ el

Por razones de notacién en algunos casos utilizaremos F{p} para referirnos a
. La transformada de Fourier es un operador lineal, es decir, dados ¢ € S 'y

b € C tenemos que
ety =0+1 y bp=>bp

Dados y € R" y € > 0 definamos la traslacién y la dilatacién de ¢ como

Tye(y) =l —y) v depy) = pley),

respectivamente. Es sencillo ver que se satisface que

TP(6) = e PVEG(E)  y  Fle T ()} (E) = ,8(6),
y ademas

(e =006 = 5,0 £)).

en €

Asi también, dado « € N™ se puede probar que

(13.2)  Dop(e) = 2mi€)°3(€) v D@(€) = F{(—2miz)*p(x)} ().

Esto permite mostrar que si ¢ € S entonces @ también pertenece a S. Por otro

lado, dadas dos funciones ¢ y ¥ denotaremos con ¢ *1 su convolucién, es decir

(o %)) = / oy — o) (y)dy = / ()b (y — 2)dy.

n n

Dadas dos funciones test ¢, € S su convolucién ¢ * 1 también pertenece a S.
Mas ain, @ x 1) = @1Z
Definamos ahora la transformada de Fourier inversa de una funcién

@ € S como

fﬁl{‘ﬁ}(@") = @v(x) = p(—x) = /n 4,0(5)62”””'5(15,
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Es inmediato ver que la transformada de Fourier inversa comparte las mismas

propiedades que la transforma de Fourier. Ademaés, se satisface que

p=F{F e} = F H{F{e}},

es decir, una es la operacion inversa de la otra; y

lellze = 1@llze = lle¥llz2,

en otras palabras, ambas son isometrias respecto a la norma L?(R"). Estas igual-
dades son conocidas como el teorema de inversiéon de Fourier y la identidad
de Plancherel.

Una vez definida la transformada de Fourier en S(R™), podemos extenderla
a los espacios LP(R™), con 1 < p < 2. Primero notemos que la definicién dada
por (1.3.1) tiene sentido para cualquier funcién f € L'(R™). Atin mas F es un
transformacion lineal y acotada de L'(R™) en L>(R"™), de hecho ||,ﬂ|oo < I fll1-
Mas atn, fes uniformemente continua. A pesar de no existir ninguna condicién
simple y satisfactoria que caracterice la transformada de Fourier de una funcién

de L*(R™), el préximo resultado brinda una condicién necesaria.

Teorema 1.3.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R"), entonces

o~

[f(&)| =0 cuando |&| — oo.

Por otro lado, la identidad de Plancherel y la densidad de S en L? permite
definir la transformada de Fourier para toda g € L?(R™) tal que ||g|l2 = [|9]|2-
Més atin, la definicién de f dada en L! coincide con la dada en L2 siempre que
feL'nL?.

Ahora, para f € LP(R"), con 1 < p < 2, definamos f = ]?1 + f% donde
freL' €I’y f = fi+ fa por ejemplo podemos tomar fy = fx|fs1 v
J2 = fXx|f/<1- Es sencillo ver que esta definicién es independiente de la eleccién
de f1 v fo. En el siguiente resultado veremos que la transformada de Fourier es

un operador acotado de LP en LP" con norma a lo sumo 1 cuando 1 <p<2

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Hausdorff-Young). Para toda funcion f en

LP(R™) tenemos que
1l e < I f 1L

stempre que 1 < p < 2.
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1.4. Distribuciones de Schwartz

Diremos que un funcional lineal T': § — C es una distribucién temperada
si T es continuo en el sentido usual, es decir, (T, ¢;) — 0 cuando ¢; — 0 en S. Al
espacio vectorial de todas las distribuciones temperadas lo denotaremos con S’.
Algunas funciones pueden ser entendidas como distribuciones temperadas via la

identificacién g — T}, donde Ty es el funcional

(Ty, p) = /n g(z)p(x) dz.

Por ejemplo las funciones de LP, con 1 < p < oo, son distribuciones temperadas.
Asi también, cualquier medida de Borel finita u es una distribucién temperada
via la identificacion

Tivp) = [ ola) du(a).

SiT eS8 ypeS8 suconvoluciéon T * ¢ es un funcional definido por

(Tx o, ) = (T, @ x 1),

donde ¢(z) := p(—x). Se puede probar que T * ¢ es en efecto una funcién
dada por f(z) = (T, 7.9), donde 7, denota al operador traslacién por x. Més
aun, f pertenece a la clase C* y ella, y todas sus derivadas, son lentamente
crecientes, es decir, existe k € Ny C'= C(k) un constante positiva tal que

f(z)

A+ e | = ©

sup
z€R™

La transformada de Fourier F y su inversa ! son isomorfismos continuos
de S en si mismo. Esto nos permite definir la transformada de Fourier de
una distribucion temperada como el funcional lineal y continuo cuyos valores

para cada ¢ € S vienen dados por

CT7¢>:::CT7$)

Es inmediato ver a partir de esta definicién que los operadores F y F ! también

son isomorfismos continuos de &’ en si mismo.

Denotemos con P al conjunto de todos los polinomios de n variables reales
con coeficientes complejos. Definamos la relacién de equivalencia ~ en S’ medi-
ante

Ty ~Ty <= T, — Ty € P.
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Llamaremos a todas las clases de equivalencias resultantes, el espacio de las dis-
tribuciones temperadas médulo polinomios, y lo denotaremos con §’/P.

Sea S, el espacio de todas la funciones de Schwartz ¢ tales que

/ xTp(x)de =0,

para todo v € N™. Luego, S, es un subespacio cerrado de S que hereda la misma

topologia que S y cuyo dual es §'/P, es decir,
(Seo(R™)) = S'/P.

Utilizando la propiedad (1.3.2) de la transformada de Fourier podemos ver que

/n 2V p(x)dr = (27;,)7 D7p(0).

Luego podemos escribir que

So(R™) ={p e S(R"): D'$(0) =0, para todo v € N*}.

La imagen de S, a través de la transformada de Fourier lo denotaremos con Sy,

es decir,
So(R™) = {p € S(R™) : D?p(0) =0, para todo vy € N"}.

En el Capitulo 2 nos interesaremos en estas dos subclases particulares del espacio
de Schwartz.

A partir de la propiedad (1.3.2) de la transformada de Fourier es fdcil ver que
F y F~1 son isomorfismos continuos de Soo(R™) en So(R™) y viceversa. Dado
que Sy también es un subespacio cerrado de S, esto nos permite definir su espacio
dual, al que denotaremos con (Sp)’ . Extendiendo a estos espacios la definicién
de la transformada de Fourier dada en &', es sencillo corroborar que F y F~!

son isomorfismos continuos de (S )’ en (Sp)’ y viceversa.

1.5. Funciones homogéneas

Un conjunto C' € R™ es un cono de R”™ si para todo x € C' y para todo
A € RT se tiene que Az € C. Dada una funcién f : C — R y £ € R, diremos que

f es homogénea de grado £ si
fOz) = Xf(z), paratodoz e Cytodo\eRT.

El conjunto de funciones homogéneas de un mismo grado sobre un mismo cono

forman un subespacio vectorial (de dimensién infinita), es decir, si f y g dos
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funciones homogéneas de grado ¢ con igual dominio, entonces dados a,b € R,
tenemos que af + bg también es una funcién homogénea de grado ¢. Més atn,
si h es una funcién homogénea de grado s con igual dominio que f, luego fh es
una funcién homogénea de grado £+ s. En caso que h no se anule en su dominio,
h~! resulta homogénea de grado —s y por lo tanto fh~! es homogénea de grado
¢ — s. Por tltimo, la composiciéon f o h es una funcién homogénea de grado s

siempre que la imagen de h este contenida en el dominio de f.

Una caracterizacién de las funciones homogéneas que nos serd ttil en el

Capitulo 2 viene dada por la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.1. Sea f : R"™\{0} = R una funcidn homogénea de grado ¢,
continua y positiva sobre la cdscara unitaria S"~1. Luego, f(x) =~ |z|*, es decir,

existen dos constantes C1 y Cy tales que
Cilz|* < f(z) < Colz|’,  para todo x € R™.

La principal caracterizacion de las funciones homogéneas fue dada por L.
Euler. Aunque no utilizaremos el resultado directamente, lo enunciaremos por

ser una herramienta fundamental en la prueba de la Proposicién 1.5.3.

Teorema 1.5.2 (Teorema de Euler). Sea f : D C R" — R tal que f € C1(D)
y cuyo dominio D es un cono abierto. Luego, f es una funcion homogénea de

grado £ si y solo si se verifica que
Lf(x) =V f(x) -z, para cada x € D.

Como consecuencia de este teorema se puede probar que las derivadas par-
ciales de primer orden % resultan homogéneas de grado ¢ — 1. Generalizando

este resultado obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.3. Sea f : R"\{0} — R una funcidn homogénea de grado ¢,

entonces DY f es una funcidon homogénea de grado ¢ — ||, para todo v € N™.

1.6. Espacios de Banach y la integral de Bochner

En esta seccién vamos a estudiar la integral de Bochner, que es la extensién
de la integral de Lebesgue al caso de funciones que toman valores en un espacio
de Banach, a las cuales llamaremos funciones vectoriales. Para un abordaje

més detallado del tema se puede consultar [25], [42], [18], entre otros.
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Sea X es un espacio vectorial sobre un subcuerpo K de C. Una norma sobre

X es una funcién || - ||x no negativa definida sobre X x X que satisface

1. |lz]lx = 0 entonces x = 0;
2. [lz 4+ yllx < llzllx + llyllx para todo 2,y € X;
3. ||ax|x = || ||z|lx para todo z € Xy o € K.

Decimos que || - ||x es una seminorma si no satisface la propiedad 1. Si || - |x
es una norma sobre X diremos que el par (X, - ||x) es un espacio normado.
Toda norma induce una métrica (ver Seccién 1.7) sobre X mediante la férmula
d(z,y) = ||z — y|lx- El espacio normado (X, || - ||x) es un espacio de Banach si
(X, d) resulta ser un espacio métrico completo.

Una base de Schauder es una sucesién {b,} de elementos de X tales que
para todo elemento z € X existe una tinica sucesién de escalares {a,, } en K tales

que

oo
x = E Qnbn,
n=0

donde la convergencia es entendida con respecto a la norma, es decir,
n
xr — E akbk
k=0

Cuando la convergencia es independiente de cualquier reordenamiento de la base,

=0.
X

lim
n—o0

decimos que la base es incondicional.

Sean X e Y dos espacios de Banach. Dada una funcién f : X — Y diremos
que es diferenciable Fréchet en x € X si existe un operador lineal y acotado
A, X =Y tal que

o 1F@+1) = Fl@) = A:w)lly

=0.
y—0 1ylls

Llamaremos a A, la derivada Fréchet de f en = y la denotaremos con D f(x).
Si una funciéon diferenciable Fréchet es tal que D f es continua en todo punto de
X entonces diremos que f € C1(X;Y).

Antes de introducir el concepto de integracion en espacios de Banach, comence-
mos definiendo la medibilidad de una funcién.

Sea (2,%,v) un espacio de medida finita y completa (esto significa que
si B € ¥y v(E) =0, entonces todo subconjunto de E pertenece a ¥), y sea
(X, ]l - llx) un espacio de Banach real (es decir, K = R). Una funcién s : @ — X
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es llamada simple si es de la forma

k
(@) = Y il (2),

donde z1,...,x2, € Xy Ey,...,E, € X. Se dice que una funcién f : Q — X es

v-medible si existe una sucesion (s,,), de funciones simples de 2 en X tal que
lim [|s, — fllx =0 para v-c.t.p. en Q.
n— oo

Diremos que f es débilmente v-medible si para cada x* € X* se tiene que la
funcién x*(f) es medible. Aqui X* denota el espacio dual o dual topolégico
de X, es decir, el conjunto de todas las aplicaciones lineales y continuas de X en
R. Los elementos z* € X* son llamados funcionales lineales en X.

Es facil ver que la medibilidad se mantiene bajo sumas, multiplicacién por
escalares y limites puntuales en casi todo punto. Aun maés, reemplazando valor
absoluto por normas a través de la prueba usual del teorema de Egoroff, se puede
generalizar el resultado al caso vectorial, y asi poder demostrar un resultado

bésico y central en el estudio de funciones medibles.

Teorema 1.6.1 (Egoroff). Sea f, : @ — X,n € N, una sucesion de funciones
v-medibles, y sea f: Q — X una funcién tal que (fn)n converge hacia f v-c.t.p.
Entonces, para cada € > 0, existe E C Q con v(E) < € y tal que (fn)n converge

hacia f uniformemente en Q\E.

Teorema 1.6.2 (Teorema de medibilidad de Pettis). Una funcion f: Q — X es

v-medible si y solo si

1. existe E € ¥ con v(E) =0 tal que f(Q\E) es separable, y

2. f es débilmente v-medible.

Para introducir el concepto de la integral de Bochner comencemos por las
funciones simples. Si s : 2 — X es la funcién simple s(z) = Zle x;Xg, (), su

integral de Bochner se define como

k
/ sdv = szV(Ez N E)7
E

i=1
para cada E € 3. Puede verse que esta definicién es independiente de la rep-
resentacion elegida para s y que la integral resulta lineal en el espacio de las

funciones simples.
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Diremos que una funcién v-medible f : 2 — X es integrable Bochner si

existe una sucesién (s, ), de funciones simples de Q en X tal que

l{im / |8n — fllxdv =0.
Q

n—oo

En tal caso, para cada E € ¥ se tiene que la sucesion (fE Sn dy)n es de Cauchy

en X, asi que podemos definir

/ fdv:= lim Sp d.
E

n—oQ E

Al vector [ g [dv se lo llama integral de Bochner de f sobre E, y puede
verse que su valor es independiente de la sucesién de funciones simples elegida
que aproximan a f. Ademds, el conjunto de las funciones f : Q — X integrables
Bochner es un espacio vectorial.

La integral de Bochner se puede caracterizar por medio de la integral de

Lebesgue, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 1.6.3. Sea f : Q — X una funcion v-medible. Entonces son equiva-

lentes:

1. f es integrable Bochner;

2. |Ifllx es integrable Lebesgue.
El siguiente resultado nos sera de gran utilidad.

Teorema 1.6.4. Sea f: Q — X una funcion integrable Bochner.

1. Si Y es otro espacio de Banach y T : X — Y es lineal y continua,

entonces T(f) también es integrable Bochner y

T(/Efdu> :/ET(]‘)dy7 para cada E € ¥.

2. Para cada x* € X* la funcién z*(f) € L'(v) y

xz* (/Efdu> :/Ea:*(f)dy, para cada B € X.

Este 1iltimo teorema nos permite demostrar de una forma sencilla muchos

resultados ya conocidos en el caso escalar. Enunciaremos algunos de ellos.

Proposicion 1.6.5. Sean f y g son dos funciones integrables Bochner.
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/Efduz/;;gdy,

entonces f = g para casi todo punto en Q.

1. Si para todo E € ¥,

2. Para cada E € ¥ se tiene que

H/Efdv < e

3. Si(Ey), es una sucesion en ¥ disjunta dos a dos, y E = |J Ey,, entonces

/Efdy—ni;/&fdu,

donde la suma es absolutamente convergente.

/ fdv — 0 cuando v(E) — 0.
E

Un caso de particular importancia es cuando §2 es un intervalo de R. Sean a, b
dos niimeros reales extendidos, —oo < a < b < co. Dado un p tal que 1 < p < oo,
denotamos con LP([a, b]; X) al espacio de las funciones LP-integrables Bochner de

[a,b] en X. Este es un espacio de Banach con la norma

b 1/p
[ / If(t)||§dt] -

Llamaremos L*°([a, b]; X) al espacio de las funciones esencialmente acotadas de
[a,b] en X. Este también resulta ser un espacio de Banach con la norma

supees || f()||x
t€(a,b]

Por tltimo, denotaremos con C([a, b]; X) al espacio de las funciones continuas de
[a,b] en X. En este caso es necesario que —oo < a < b < 0o para que resulte un
espacio de Banach con la norma
Sup 1 ()],
en donde el supremo es en efecto un méaximo debido a la continuidad.
El teorema de medibilidad de Pettis (Teorema 1.6.2) permite demostrar para
f € L'(Ja,b];X) un equivalente al teorema de diferenciacién de Lebesgue para la

integral de Bochner.
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Teorema 1.6.6. Sea f € L'([a,b];X). Entonces, para casi todo punto t € [a,b]

se tiene que

t+h
lim — / If(s) — f(t)|lxds = 0.

h—0 h

En consecuencia, para casi todo punto t € [a,b] se satisface que

Jim / — f(0).

Adn mds, si f € C([a,b];X) entonces las igualdades anteriores valen para todo

punto t € [a,b].

Notemos que si consideramos la funcién F : [a,b] — X definida como F(t) =
f; f(s)ds y tomamos su derivada Fréchet en X en un punto ¢t € (a,b), obtenemos

las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.6.7. Sean f € C([a,b];X) y

0= 16
Entonces f(t) = DF(t), donde DF es la derivada Fréchet de F'.

Proposicién 1.6.8. Sea f € C'([a,b];X). Entonces

t2
Df(s)ds = f(t1) — f(t2).
t1
Aunque existen versiones del teorema de Fubini validos para funciones inte-

grables Bochner, este ultimo resultado que a continuacién esbozaremos sera su-

ficiente para nuestros propositos.

Proposicién 1.6.9. Sea f € C([a,b]; L1 (X, p1)). Entonces para todo t € [a,b] se

satisface que
//fa:sdsdu //fa:sd,u,

DEMOSTRACION. Sea z* : L'(X, ;1) — R tal que 2*(f) = [ f du. Es sencillo
ver que z* € (LY(X,u))*. Luego, aplicando la parte 2 del Teorema 1.6.4 para
E = [a, t] obtenemos la igualdad pretendida. O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la parte 2 del Teo-

rema 1.6.5.
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Corolario 1.6.10. Sea f € C([a,b]; L*(X,p)), donde (X, .# 1) es un espacio

de medida. Entonces, vale que
e //|fxs\du 2) ds

//f“ds

pensando que para un s fijo f(-,s) € LY(X, u).

1.7. Espacios casi-métricos

Una casi-métrica sobre un conjunto X es una funcién simétrica y no nega-
tiva p definida sobre X x X tal que p(z,y) = 0 si y s6lo si z = y; y tal que existe

una constante K > 1 tal que

p(z,y) < K (p(x,2) + p(2,y))

para todo x,y, z € X. Decimos que el par (X, p) es un espacio casi-métrico si p
es una casi-métrica sobre X. Llamaremos a K la constante triangular para p.

Cuando K = 1, p es una métrica sobre X y el par (X, p) es un espacio métrico.

Dado un espacio casi-métrico (X, p), si z € X y r > 0, la bola de centro z

y radio r con respecto a la casi-métrica p es

By(z,r) ={y € X : p(x,y) <r}.

Cuando no haya posibilidad de confusién sobre la casi-métrica que estamos
utilizando para definir la bola, escribiremos simplemente B(z,r). Definimos el

didametro de un subconjunto E de X como
diamFE = sup{p(z,y) : x,y € E}.

Decimos que E es acotado si diamFE < oo. Es sencillo ver que los conjuntos

acotados son los que estdn contenidos en alguna bola.

Sean (X, d) e (Y, d’) dos espacios métricos, decimos que una funcién f : X —
Y es una aplicacién contractiva si existe un nimero positivo C < 1 tal que
d(f(x), f(y)) < Cd(x,y) para todo z,y € X. El siguiente teorema nos serd de

importancia en el Capitulo 8.

Teorema 1.7.1 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X,p) un espacio
métrico completo. Si f : X — X es una aplicacion contractiva, entonces f tiene

un dnico punto fijo en X, es decir, existe un unico punto T € X tal que f(T) = Z.
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A pesar de no incluir la demostracién de este teorema, es importante men-
cionar que la prueba es de caracter constructivo, es decir, se exhibe la forma
de hallar el punto fijo Z. Para hacerlo se fija un punto zy en X arbitrario y se
construye la sucesién x,, = f(zp—1) = f™(xo) para n > 1. Luego, se prueba que
T es el limite de esta sucesién. Puede también estimarse el error de aproximacion
de T por la sucesién x,. En efecto, d(z,,z) < C™d(xg,Z), donde C es la razén

de contraccion de f.

Dadas dos casi-métricas p y p’ definidas sobre un espacio X decimos que son

equivalentes si existen constantes positivas ¢; y ¢ tales que

cip(z,y) < p'(x,y) < copl(z,y),

para todo z,y € X. Es fécil verificar que métricas equivalentes definen los mismos
conjuntos abiertos, cerrados y compactos, que si una sucesion es convergente o de
Cauchy con respecto a una de las métricas, entonces lo es con respecto a la otra,
y que las funciones continuas y uniformemente continuas son las mismas. Luego,
muchos resultados relacionados con espacios métricos no dependen de la métrica
en particular sino de la clase de equivalencia a la cual pertenece. El siguiente
teorema (ver [41]) establece que toda casi-métrica es equivalente a una potencia

de una métrica.

Teorema 1.7.2 (Teorema de Macias-Segovia). Sea p una casi-métrica sobre un
conjunto X. Entonces existen una métrica d sobre X y constantes 8 > 1, ¢1 y

co tales que las desigualdades
(1.7.1) cip(z,y) < d°(z,y) < cap(z,y)
valen para todo z,y € X.

Este ltimo teorema nos permite definir el «orden» de un espacio casi-métri-

co. Diremos que (X, p) es un espacio casi-métrico de orden = si
v~ =mf{3: existe d tal que (1.7.1) se satisface}.

Notar que v es tal que 0 < v < 1 y sélo se tiene la igualdad v = 1 cuando (X, p)

es métrico.

Dado (X, p) un espacio casi-métrico y € > 0, decimos que un subconjunto £

de X es e-denso en un conjunto A C X si para cada = € A existe y € F tal que
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plx,y) < e, y decimos que E es e-disperso si p(x,y) > € para todo z,y € F
con x # y. Una e-red en X es un conjunto e-disperso y e-denso. Diremos que
un espacio casi-métrico (X, p) tiene la propiedad de homogeneidad débil
(PHD) si existe un ndmero natural N tal que cada bola B(z,2r) contiene a
lo sumo N puntos de cualquier conjunto r-disperso en X. Puede probarse (ver
[1]) que si un espacio métrico (X, p) tiene la PHD y es completo, entonces vale
la propiedad de Heine-Borel: un subconjunto E de X es compacto si y sélo si es

cerrado y acotado. Asi también, puede demostrarse la siguiente proposicion.

Proposicién 1.7.3. Sea (X,d, 1) es un espacio métrico completo con i una
medida de Borel. Si (X,d) tiene la PHD, entonces la medida pn es de Radon.
En consecuencia, las funciones continuas de soporte compacto son densas en
LP(X,p), con1l <p < oo.

1.8. Espacios de tipo homogéneo y Ahlfors regulares

Sea X un conjunto no vacio, p una casi-métrica sobre X, y pu una medida
de Borel sobre X. Decimos que p satisface la propiedad de duplicacién con
respecto a p si las p-bolas son conjuntos medibles y existe una constante A > 1

tal que valen las siguientes desigualdades
0 < j(B,(2,2r)) < Au(B,(z,1)) < o0,

para todo x € X y r > 0. Llamaremos a la constante A la constante de dupli-
cacién . Puede probarse que si p duplica sobre X entonces (X, p) tiene la PHD
(ver [19]). M4s atin, la constante N para la PHD sélo depende de las constantes
geométricas del espacio (X, p, i), es decir, de la constante K correspondiente
a la desigualdad triangular para p, y de la constante de duplicacién A. Diremos
que (X, p, ;1) es un espacio de tipo homogéneo (abreviado e.t.h.) si p es una
medida que satisface la propiedad de duplicacién sobre X. Llamemos A al con-
junto de dtomos de X, es decir A := {x € X : p({z}) > 0}. En [41], R. Macias
y C. Segovia, prueban que si X es un espacio de tipo homogéneo entonces A es
numerable. Mds aun, para cada © € A existe r > 0 tal que B(z,r) = {z}, es
decir que los elementos de A son aislados. Ademads todos los puntos aislados son
atomos. Cabe destacar que bajo la hipétesis de la duplicacion es equivalente que

el espacio sea de medida finita o sea acotado.
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Diremos que un espacio casi-métrico de medida (X, p, 1) es normal si existen

dos constantes positivas y finitas, satisfaciendo
(1.8.1) ar < u(B(z,r)) < car,

para todo z € X y todo r tal que u({z}) < r < pu(X). No es dificil ver que
un espacio casi-métrico (X, p) dotado de una medida p que satisfaga (1.8.1) es
un espacio de tipo homogéneo. Sin embargo, no todo espacio de tipo homogéneo
es un espacio normal. No obstante, en [41] R. Macfas y C. Segovia prueban el

siguiente resultado en esta direccion.

Teorema 1.8.1. Se (X, p, u) un espacio de tipo homogéneo con la propiedad que

las bolas sean abiertas. Luego, la funcién d(x,y) definida como
d(z,y) = inf{u(B) : B es una bola que contiene a x e y}

stz #yyd(z,y) =0 six =y, es una casi-métrica en X. Mds ain, (X,d, u) es

un espacio normal y las topologias inducidas en X por p y d coinciden.

En otras palabras, en todo e.t.h. existe una casi-métrica que «normaliza» el
espacio. Generalizando la propiedad (1.8.1), diremos que un espacio casi-métrico
de medida (X,d, ) es Ahlfors a-regular, si existen constantes ¢; y ¢ tales

que
(1.8.2) cr® < u(B(z,r)) < cor®,

para todo x € X y para todo 0 < r < diam(X). Notar que los espacios Ahlfors
1-regulares y los espacios normales no son exactamente los mismos, ya que la
condicién (1.8.2) se satisface para todos los radios positivos y no sélo para aque-
llos mayores que u({z}). Este hecho implica que los espacios Ahlfors resulten no
atémicos, es decir no tienen atomos.

La propiedad (1.8.2) es una extension de la relacién que mantiene la medida

de Lebesgue, la distancia euclidea y la dimensién n, en el caso de R™. Es decir,
m(B(z,r)) =m({y € R" : |z —y| <r}) =Cr™.

Esta relacién es la que permite probar que para todo x € R™ y para todo R, ¢

positivos se satisface que

1 1
7dy+/ ————dy < C(e,R,n).
/Ixy<R |z —y|n—e lo—y|>R T —y["Te

Una propiedad equivalente puede ser demostrada en los contextos Ahlfors.
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Proposicién 1.8.2. Sea (X, d,u) un espacio Ahlfors a-regular, luego para todo
e >0y R >0 se satisface que

/ d(z,y) " du(y) +/ d(z,y)”* " “du(y) < C(e, R, ).
(z,R) B(z,R)

DEMOSTRACION. Tomemos € > 0 fijo, luego

/ d(z,y) " dp(y Z / d(z,y) """ du(y)
B(z,R) 2= U+ R<d(z,y)<2~ IR

Sf’:(z—(mm)‘a*s /2 | dp(y)

=0 —G+D R<d(z,y)<2-i R

X —a—+e
(2_(J+1)R> /B( - du(y)
x,27J

(271 R) " w(B(x, 277 R)).

M

<.
I
o

M

<.
I
=)

Por lo tanto, haciendo uso de la cota superior de (1.8.2) resulta que

e . —a+te .
d(z,y) " * " du(y) = 2-U+DR c2(277R)”
[ e duty) = 3 (27 0R) " 2Ry

=0

o
= 2" °R7Y 27
=0

R0
25 1

En forma andloga se puede probar la otra estimacion. O
Como corolario inmediato obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.8.3. Sea (X,d, ) un espacio Ahlfors a-regular, luego para toda

bola B se tiene que

//dxy )= dpu()dp(y / [ dw) " dp(w)dnty) < COfe.0.5).

Serd conveniente tener presentes, en varios puntos de este trabajo, algunos
espacios de tipo homogéneo tipicos que, aunque todavia lejos de la generali-

dad del contexto, reflejen las diferencias entre las estructuras y ejemplifiquen
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los resultados en su diversidad y alcances. Comencemos con algunos ejemplos

«continuos»:

Ejemplo 1.8.1. R™ con la distancia usual |z — y| y la medida de Lebesgue, es

un espacio métrico Ahlfors n-regular.

Ejemplo 1.8.2. X el toro bidimensonal con la distancia geodésica o la que
hereda de R? y la medida de superficie, es un espacio métrico compacto Ahlfors

2-regular.

Ejemplo 1.8.3. R"™ con la distancia |z — y|™ y m la medida de Lebesgue, es un

espacio casi-métrico Ahlfors 1-regular, para todo n > 1.

Ejemplo 1.8.4. Sea w(z) = |z|~1/?

. Dado que w es un peso de la clase Ay
de Muckenhoupt, entonces (R", |z — y|, ) con du = w(z)dr es un espacio de
tipo homogéneo. Sin embargo, no es Ahlfors a-regular, para ningin « > 0. En
general, para todo w € A, se tiene que (R, |z — y|, 1) con dy = w(z)dx es un

espacio de tipo homogéneo.
Un caso discreto tipico estd contenido en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.8.5. (Z", |l77 E|, #) con n € Ny # la medida que cuenta la cantidad

de elementos del conjunto, es un espacio normal pero no Ahlfors 1-regular.

Los conjuntos autosimilares (fractales) proveen una familia particular y muy

rica de ejemplos:

Ejemplo 1.8.6. El conjunto de Cantor con la distancia usual que hereda de R
v la medida de Hausdorff o = logs 2 dimensional, es un espacio métrico Ahlfors

a-regular.

Ejemplo 1.8.7. El tridngulo de Sierpinski con la distancia que hereda de R? y
la medida de Hausdorff § = logs 4 dimensional, es un espacio métrico Ahlfors

a-regular.

Hay espacios de tipo homogéneo mucho mas «heterogéneos» que los anteri-
ores, como es el caso del siguiente ejemplo donde «conviven» partes de diferentes

dimensiones:

Ejemplo 1.8.8. Sean B = {(z,y) € R?: 22 +y?2 <1}, S={(z,y) e R? : y =
0y2<x2<3}yP=1{(22)} Luego, X = BUSU P con la distancia usual que



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

1.1.9 Familias diddicas en espacios de tipo homogéneo 23

hereda de R? y la medida u(E) = |[EN Bla + |[ENS|; + #(E N P), donde | - |2
y |- |1 son la medida de Lebesgue de R? y R! respectivamente, es un espacio de

tipo homogéneo pero no es Ahlfors a-regular, para ningin « > 0.

La separacién entre las componentes de dimensiones distintas del ejemplo
anterior no es una condicién estrictamente necesaria para que la duplicacién se

satisfaga. Veamos, por ultimo, un ejemplo de ello:

Ejemplo 1.8.9. Sean B = {(z,y) € R?: 22 + 32 <1} y S = {(z,y)R? : y =
0y 1< <2} Luego, X = BUS con la distancia usual que hereda de R? y la
medida u(F) = |ENB|a + fEmS z — 1dx, es un espacio de tipo homogéneo pero

no es Ahlfors a-regular, para ningin « > 0.

1.9. Familias diadicas en espacios de tipo homogéneo

En esta secciéon veremos una nueva versién de los conjuntos de tipo diddico
construidos por M. Christ en [17] y G. David en [23], sobre un espacio casi-
métrico con la PHD. Estas recientes construcciones (ver [3], [8] y [35]) requieren
hipétesis mas restrictivas sobre el espacio ambiente, sin embargo esto le brinda
a estos conjuntos importantes propiedades que seran utilizadas a lo largo de este
trabajo.

Sea (X, p, ) un espacio de tipo homogéneo con constante triangular K y
constante de duplicacién A. Para comenzar con la construccién de estos conjun-
tos, fijemos 6 € (0,1) y dos constantes ¢y y Cy. Construyamos para cada j € Z
un conjunto cpf’-disperso en X y Cy#’-denso en X, el cual denotaremos con
{:z:fC : k€ K;}, donde K; denota un subconjunto de N, el cual podria ser todo N.
A partir de estos conjuntos de puntos se pueden construir familias de conjuntos

i, Qi y Q,i —Illamadas cubos diddicos, cubos diadicos abiertos y cubos

diadicos cerrados, respectivamente— tales que:

(1.9.1) QL C QL S Qs

(1.9.2) Qi y Q,i son el interior y la clausura de Q,i,
(1.9.3) si £ > j, entonces Q) C Qi o bien Q¢ N Q{f =
(1.9.4) X = U Qi, para todo j € Z (unién disjunta);

ke,



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

24 Preliminares

(1.9.5) B(x],c167) C QL C B(x],, C16%),
donde ¢; := (3K?) "¢y y Cy := 2K Cy;

(1.9.6) w(X\U{Q : k € K;}) =0, para todo j € Z;

(1.9.7) X es acotado si y sélo si existen j € Z, k € K; tales que X = Qf;.

Para cada j € Z denotaremos con 27 a la coleccién de todos estos «cubos

diddicos», es decir,
77 ={Ql,: ke K;}.

Denotaremos con 2 a la coleccién de todas las familias 27, a la cual llamaremos
familia de cubos diadicos. Diremos que un cubo @) € 2 pertenece al nivel o
generacioén j si Q € 27. Para cada QQ € 27 llamaremos hijo de Q a todo cubo
de la generacion j + 1 contenidos en ). Se puede probar que todo cubo diadico
tiene una cantidad de hijos acotada uniformemente en Z. Mas atn, definiendo

los conjuntos de indices

L@ =Li={0e k@ Qi
existe una constante positiva N = N (A4, 0) tal que
(1.9.8) =@ty 1<#h <,

teL]

para todo j € Z y todo k € K;. Por otro lado, diremos que J € Z es un ancestro
de QsiQ C J.Dados Q y Q en 2, diremos que J € Z es el primer ancestro
comun de Q y Q' si J es un ancestro de ambos Q y Q’, y J C J’ para todo
ancestro comtn de Q y Q.

El siguiente teorema retne los resultados mencionados a lo largo de esta

seccion.

Teorema 1.9.1. Sea (X, p, 1) un espacio de tipo homogéneo con constante trian-
gular K y constante de duplicacidn A. Dados 6 € (0,1) y ¢y y Co dos constantes
satisfaciendo que 12K3Co8 < cg, podemos construir familias de conjuntos Qi, ch

Yy Qi que satisfagan las propiedades (1.9.2)—(1.9.8).

Por dltimo, sea () un cubo diddico fijo en 2. Denominemos cuadrante de

X que contiene a @ al conjunto

c@ = J{Qez:@20q}
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La familia de cuadrantes asociadas a una familia diddica de Christ & satisfacen

las siguientes propiedades:

1. para cada cuadrante C tenemos que (C,p, ) es un espacio de tipo ho-
mogéneo;
2. si dos cuadrantes se intersecan entonces coinciden;

3. existe un constante geométrica M tal que

con C; cuadrantes de X;
4. si u(X) < oo, existe un unico cuadrante que coincide con un Q € 'y
con X;

5. si u(X) = oo, para todo cuadrante C también se tiene que p(C) = oo.

1.10. Bases de Haar

El propésito de esta seccion es construir en un espacio de tipo homogéneo una
sucesién de espacios funcionales {V7 : j € Z} vinculados a una familia diddica,
con propiedades similares a las estructuras AMR (andlisis de multiresolucién)
en espacios euclideos. Luego, introducir a partir de estos espacios {V7 : j € Z}
un sistema de Haar asociado, el cual resultara ser una base incondicional para
los espacios de Lebesgue clasicos. Para un estudio exhaustivo del tema puede
consultarse bibliografia como [7], [2], [8], entre otros.

Sea (X, p, ) un espacios de tipo homogéneo y 2 una familia diddica dada
por el Teorema 1.9.1. Para cada j € Z definamos V7 como el subespacio cerrado
de L?(X, p) dado por

VI:={f € L*(X,p) : f es constante en casi todo punto sobre cada Qf; c P}

La sucesién {V7 : j € Z} satisface las siguientes propiedades:

1. para cada j € Z, VI C Vitl,

2. Ujez Vi = L2

3. NjezV? = {0} si p(X) = oo.

4. ﬂjGZVj es el espacio unidimensional de todas las funciones constantes

sobre X si pu(X) < oo.
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Con P; denotaremos el proyector ortogonal de L? sobre V7, es decir

(1.10.1) Pif = (f,xo) 2,
Q%j (@)

donde la igualdad es en el sentido de L?. Notar que para f € LP , con 1 < p < oo,
los coeficientes (f, xq) estdn bien definidos ya que cada x¢g pertenece a L y

tiene soporte acotado. Més ain, P; f es una funcién de LP y || Pjfll, < || fllp-

Teorema 1.10.1. Sea f € L?, con 1 < p < oo. Entonces P;f — f cuando

j — o0 en LP y en casi todo punto.

Teorema 1.10.2. Para cada f € LP se satisface que
1. si p(X) = 00 y 1 < p < oo, entonces Pjf — 0 cuando j — —oo
puntualmente;
2. sip(X)=00 yl<p<oo, entonces Pjf — 0 cuando j — —oo en LP;
3. st u(X) < ooyl < p < oo, entonces existe jo € Z tal que Pjf =
ﬁfxfdu para todo j < jo.

Observemos que en el caso p(X) = oo la convergencia en L' de P; a cero

cuando j — —oo se satisface sélo cuando [ fdu = 0, ya que para todo j € Z se
tiene que [ Pjfdu= [ fdp.

Por otra parte, consideremos un par fijo (j, k) € A = Ujez({j} x K;). Por
(1.9.8) existe E{c C Kj4+1 tal que
. .
i;: U Q%+ )
teL]
conl < #Ei < N. Asumamos que #Li > 1y tomemos A(Qi) = Ai = Ei—{ﬁo},
donde ¢y es el primer elemento de Cf;. El espacio vectorial ij *1 de todas las
funciones soportadas en ch que son constantes en cada hijo de Qi, es decir,
Q) con ¢ € £]; tiene a la familia {XQ?;} U {XQZJrl : ¢ € L]} como una base.
Aplicando el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt obtenemos una base

ortonormal de ij *1 dada por
B = { (@) xg Ui £e ALY

Por otro lado, si #,Ci = 1, tenemos que la dimensién de ij+1 es uno y por
lo tanto BJ*" = {M(Q{C)*l/szi} es la base ortonormal de V/™'. Para j € Z
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definimos

; - — L2
S gen{hﬁJC ckeljcon#L], >1yleA]} .

y como W7 := {0} si #/.Zi = 1 para todo k € K;. Denotando con L? (para
p > 1) al espacio LP cuando u(X) = ooy L ={f € L? : [ fdu = 0} cuando
w(X) < oo, podemos ver que

Vit —vig Wi y @Wj:]LQ_
JjeEZ

Si definimos A = {(j, k) € A : #ﬁf; > 1}, entonces diremos que la coleccién
A= {hs, (j.k) e Ay L e A}

es el sistema de Haar inducido en (X, p, ) por la familia diddica 2. Asf con-

struidas, para cada (j, k) € Ay cada £ € Ai se satisface para cada hfyk € H

que

(1.10.2) QM C{zeX:hl, £0}CQl
(1.10.3) h?yk es constante sobre cada hijo Q%‘H de Qi;
(1.10.4) /X R o dp = 0.

A partir de estas propiedades puede probarse que # es una base ortonormal de

L2, y por lo tanto se satisface que

(1.10.5) FES vy IfE= 3 1R

hest hest

M4s atin, en [8] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.10.3. Sean (X, p,p) un espacio de tipo homogéneo, 1 < p < oo
y J un sistema de Haar inducido por una familia diddica 9 definida en la

Seccion 1.9. Luego,
(1.10.6) H es una base incondicional para LP

y existen constantes C1 y Cy tales que para toda f € LP se cumple que

1/2
(1.10.7) Cillfllp < <Z I(f, h>|2|h|2> < Collfllp-

hest
p
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Por dltimo, observemos que los operadores de proyeccién P; dados en (1.10.1)

pueden reescribirse en términos del sistema de Haar de la siguiente forma,
Pif=3. 2. > (Fhoho,
1<j QEPDLEA(Q)

para toda f € LP. Esta notacion serd la que adoptaremos a lo largo de esta tesis.

1.11. Operadores maximales de Hardy-Littlewood

Sean (X, ) e (Y,v) dos espacios de medida. Denotemos con M y A a los
espacios de las funciones medibles de (X, u) e (Y,v), respectivamente. Diremos

que T : M — N es un operador sublineal si
T(f+ 9 <ITf+|Tgl y [T(ch)<|el[T]l,

para toda f,g € M y para todo ¢ € R. Un operador sublineal 7" es de tipo
fuerte (p, q), para 1 < p,q < oo, si T es acotado de LP(X,u) en LI(Y,v), es

decir, existe una constante positiva C tal que
ITfllg <Cllfll, paratoda f € LP(X,p).

Diremos que T es de tipo débil (p,q), paral <p<ooy 1< g < o0,si T es
acotado de LP(Xpu) en LY(X,v) débil, es decir, existe una constante C' > 0 tal

que

[Tflg <Clifll, paratoda fe LP(u).

En otras palabras,

C||f||p>q

(1111) ey (s> a) < (U

para todo o > 0. Para el caso ¢ = oo, decimos que T es de tipo débil (p, co) si
es de tipo fuerte (p,00). Del Teorema 1.2.3 es inmediato que el tipo fuerte de un

operador implica el tipo débil del mismo.

Sea (X, p) un espacio casi-métrico, y fijemos d una distancia y £ un niimero
real positivo tales que p es equivalente a p’ = d¢ (ver Teorema 1.7.2). Sea ¥ una
o-algebra sobre X que contiene a las d-bolas, y sea p una medida sobre ¥ tal que
cada d-bola tiene medida positiva y finita. Dada una funcién f que sea integrable

sobre cada d-bola, presentaremos diferentes versiones de la funcién maximal de
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Hardy-Littlewood de f. La funcién maximal de Hardy-Littlewood no cen-

trada de una tal funciéon f se define como

Mf(a) = sup ﬁ /B F@)]dn(y).

donde el supremo se toma sobre la familia de todas las d-bolas en X que contienen
a x. Si las p-bolas pertenecen a ¥, obtenemos una versién similar M* de este
operador tomando p-bolas en lugar de d-bolas. En este contexto, en [1], se prueba

el siguiente resultado.

Teorema 1.11.1. Sea (X, p, ) es un espacio de tipo homogéneo, luego se sat-
isface que
1. Mf(x) es medible para cada f localmente integrable.

2. MP? es equivalente a M.
Mds aun, si las p-bolas son conjuntos abiertos, entonces

3. MP* es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p), para 1 < p < oo.

Siguiendo en el contexto de espacios de tipo homogéneo podemos definir,
a partir de una familia diddica 2 (ver Seccién 1.9), la funcién maximal de
Hardy-Littlewood diadica de una funcién f como
Maf () = sup o | ) duty).
donde el supremo se toma sobre la familia de todos los cubos Q € 2. Es inmediato
observar que Mg, f < CMf. Por lo tanto, por el Teorema 1.11.1 tenemos que
Mg, es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p), para 1 < p < co. Més atn, si

X tiene un unico cuadrante entonces Mg, es equivalente a M.

1.12. Espacios Lipschitz y Besov en espacios de tipo homogéneo

Sea (X, d, pt) un espacio de tipo homogéneo de orden v. Una funcién f : X —
R es Lipschitz continua de orden r, si dado 0 < r < 7 existe una constante

positiva C' tal que para todo z,y € X tenemos que

(1.12.1) |f(z) = f(y)] < Cd(z,y)".

El problema de la existencia de funciones Lipschitz r, para algin r > 0 en espacios
de tipo homogéneo, es no trivial. La razén para ello es que las casi-métricas al
no satisfacer la desigualdad triangular tampoco producen la funcién Lipschitz

bésica de los espacios métricos, es decir, ¢(x) = d(z, ) para o € X fijo. El
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Teorema 1.7.2 es la prueba de existencia de funciones Lipschitz r no triviales
para r suficientemente pequeno.
Denotaremos al espacio de todas las funciones f : X — R que satisfacen (1.12.1)
con AT(X7 d) y lo llamaremos el espacio Lipschitz homogéneo de orden r.
En este caso equiparemos al espacio con la seminorma
= swp_sup MO =10

T zeX yex\{z} (z,y)"
Observar que [f] 4, coincide con el infimo de todas las constantes C' que satis-
facen (1.12.1). Por otro lado, llamaremos espacio Lipschitz inhomogéneo de
orden 7 al espacio de todas las funciones f € L>(X, i) tales que [f]; < oo,y

lo denotaremos con A,.(X,d, u). Dado que la cantidad

1A, = [1flloe + [F14,

es una norma y A.(X,d,p) es un subespacio cerrado de L>(X,u), entonces

A (X, d, p) resulta completo y por lo tanto de Banach.

Supongamos adicionalmente que (X,d, ;) es un espacio Ahlfors a-regular.
Para0 <r <1y 1l <p< oo, definamos el espacio de Besov inhomogéneo
BP(X,d, ) como el conjunto de aquellas funciones f € LP(X,u) tales que la

seminorma

(1.12.2) [flpp = (/X/XWdu(x)du(y)f

resulta finita. Equipando a BP(X,d, 1) con la norma

15z == lIfllp + [ 52,

resulta ser un espacio de Banach. En caso que el espacio no necesariamente sea

Ahlfors regular, podemos reemplazar la seminorma dada por (1.12.2) por

o F() — F)P Ly
sy = (/X/X n(Bla,d(r.p)))d(z. gy )d“(y)) |

Existen numerosas definiciones y caracterizaciones para los espacios de Besov

en espacios de tipo homogéneo (ver por ejemplo [33] y [30]). En particular, si
nuestro contexto se reduce a R, existe una caracterizacién via la transformada
de Fourier que nos serd de utilidad en el Capitulo 2. La misma puede encontrase
en [44] y brevemente la esquematizaremos a continuacion.

Sea {¢,}52 _ . una sucesién de funciones test de S(R™) tales que
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1. ¢, (&) #0siysdlosi € € R, = {€ e R": 2v~1 < |¢] < 2v+1},

2 [6u(6)] 2 C. > 0si € Ry = {g e R s (2-0) 712 <[] < 2 9)2%),
3. ‘Dﬂ@(g)( < 052781 para todo 8 € N, y

4. 5% $,(€) =1, para todo ¢ € R™.

Sea ¢ una funcién test de S(R™) tal que
1. (E(ﬁ)#OSinélosigeK;:{geRn;|§|§1}7y
2. ‘@(6)‘ >C.>0siéc Ko :={¢cR": (] <1—¢}

Luego, para r > 0, 1 < p < o0, el espacio BE(R™) coincide con el conjunto de
todas las f € §'(R™) tales que

16+ fllr + ( > (2”7'||¢u*f||m)p> < 0o.

v=—00

Maés atn,

S

/]

By = ||o* fllze + < Y @7y x fIILp)p>

v=—00

En [28] puede encontrarse la descripcién de las familias de espacios fun-
cionales de Triebel-Lizorkin y de Besov en términos de wavelets. Este enfoque
permite ver facilmente que cuando p es 2 las escalas se intersecan y los espacios
de Besov pueden verse como espacios de Sobolev. En este trabajo consideraremos
el caso p = 2 en los Capitulos 2 y 6. Llamaremos espacios de Besov a los espacios
involucrados, en lugar de Sobolev, por el tipo de representacién de la norma que

haremos.
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Parte 1

Métodos de Fourier
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Capitulo 2

Difusiones inducidas por laplacianos

fraccionarios en el espacio euclideo

En este capitulo estudiaremos una generalizacion fraccionaria de la ecuacién
del calor en R™ a través del operador laplaciano fraccionario (—A)S/ 2. Primero
repasaremos diferentes formas de definir dicho operador cada una de las cuales
pondré en evidencia diferentes aspectos del mismo. Luego, estudiaremos el prob-
lema u; = —(—A)*/?u en R® xR*, con u(z,0) = ug en R™, usando la transforma-
da de Fourier en adecuados espacios de funciones de prueba y en los correspon-
dientes espacios de distribuciones. Encontraremos contextos adecuados para la
condicién inicial ug para garantizar la existencia de soluciones a dicho problema.
Aunque la mayoria de los resultados de este capitulo son conocidos, la disper-
sion bibliografica en algunos casos y la claridad expositiva en otro, nos lleva a

formularlos de un modo unificado en este capitulo.

2.1. Introduccién

En los ultimos anos ha ido creciendo el interés por el estudio de problemas que
involucran potencias fraccionarias del operador de Laplace, incluyendo procesos
de transporte anémalos [36], problema del obstdculo [50, 49], regularidad de
soluciones y desigualdades de Harnack [14, 52], entre otros. En todos estos
trabajos pueden encontrarse diferentes formas de definir a este mismo operador.
Es por esto que comenzaremos reuniendo aqui distintos caminos que arriban de
manera natural a una definicién de (—A)/2.

Comencemos recordando céomo se puede determinar la raiz cuadrada del

1/2 como un operador del tipo Dirichlet-to-Neumann, es decir,

laplaciano (—A)
como un operador que mapea un condicién de borde del tipo Dirichlet a una
condicién del tipo Neumann via un método de extensién.

Sea f € S(R™). Pensemos a f como la condicién Dirichlet de un problema

para la ecuacién de Laplace en el semiespacio superior R?fl = {(x,y) e R**1:
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x € R", y > 0}, es decir,
Au =0, en R:‘_H,
(2.1.1)
u(z,0) = f(x), enR™.

Si definimos el nicleo de Poisson y sus reescalamientos como

r(3)

donde ¢,, es una constante tal que 13(5) = ¢ ¢l entonces la solucién a (2.1.1)

Cn 1
y Pylz)= —

Plx) = ——
W e y

viene dada por
u(@,y) = (Py * f) (x).

Ya calculada su extension armonica al semiespacio superior podemos utilizar la

derivada normal de u para definir un operador T" sobre S(R™) como

ou

Tf(z) = =5, @0)

Colocando en (2.1.1) como condicién de Dirichlet a —%(x,0) en lugar de f, es
y

sencillo comprobar que la solucién obtenida es —g—;(x, y) en lugar de u. Por lo

tanto,
ou 0 ou 0%u
T(T(f) =T —= == (== =~ (z,0).
@) =7 (-5 0) =5 (<@ @0 = S5 @0)
Como Au = 0, entonces 2277; = —A,u. Luego, de la condicién de Dirichlet
en (2.1.1) obtenemos que
0%u
TA(f) = 5 @0) = ~uu(@,0) = ~Af(a).

Como T resulta ser un operador positivo, podemos concluir que T = (—A)1/2,

Més atn, en [14], L. Caffarelli y L. Silvestre prueban que toda potencia
fraccionaria del operador laplaciano —entre 0 y 2— puede ser determinada como
un operador del tipo Dirichlet-to-Neumann. Otra manera, tal vez la méas directa,
de abordar el problema de las potencias fraccionarias de —A, es a través de la

transformada de Fourier. Recordando que

F(=AF)(©) = [€12F(©),
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parece razonable intentar obtener una expresién similar para T'. Para esto, pro-
cedamos formalmente en el calculo de la transformada de Fourier de dicho oper-

ador. Notemos en primer lugar que si u(z,y) = (P, * f)(z), entonces

~ ~

U, y) = P (&) F(€) = Py&) (&) = e ¥El f(e).

Por lo tanto,

o~

TIO = -5 60 = ~5 €| =l ¥Re)| _ = 1elfo).

y=0 Y
Extrapolando esta misma idea a otras potencias fraccionarias del operador

Laplaciano, es decir, para f € S(R") y 0 < s < 2,
(2.1.2) F((=A)? 1)) = €1 F(©).

Esta ultima definicién sera la que tomaremos durante el resto del capitulo. No
obstante, en el siguiente capitulo obtendremos otra perspectiva para dicho oper-
ador que pondra en evidencia su caricter no local. Probaremos que viene dada
por

(213) (_A)S/Qf(x) = Cn,s lim Mdy,

=0 Jiyjse |z —y|mts

donde C}, s es una constante positiva. La representacién integro-diferencial dada

en (2.1.3) nos permitira extender al operador (—A)*/?

a contextos mas generales
como los espacios métricos de medida, donde careceremos de herramientas como
la transformada de Fourier.

Ahora si estamos en condiciones de formular el problema en el que nos cen-
traremos durante el resto del capitulo. Este serd una modificacién al problema
del calor clésico, con dato inicial.

Dado un s € R, tal que 0 < s < 2, buscaremos soluciones al problema

(2.1.4) Fula,t) = =(=2)"u(1)(z), en R x (0,00),

u(z,0) = ug(z), en R™.

Por medio de la ecuacién (2.1.2) podemos reformular el problema anterior
como
Da(e,t) = —lgl*u(e.t), enR" x (0,00)

(2.1.5)
(g, 0) = uo(8), en R™.



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

38 Una generalizaciéon fraccionaria de la ecuacién del calor

Esta ultima formulacién nos brinda el beneficio de conocer una solucién explicita.

La misma viene dada por
(2.1.6) e, 1) = e g (¢,

Si el lado derecho de la igualdad anterior perteneciese a algun espacio de fun-
ciones o distribuciones en los que la transformada de Fourier actiie naturalmente,

podriamos obtener una solucién al problema original (2.1.4) mediante
(2.1.7) w(z,t) = F! (e—lﬁlstfo(g)) (2).

La tnica libertad sobre el lado derecho de (2.1.6) es la eleccién del espacio al que
up pertenezca. A priori los espacios naturales para esto serfan L%(R?), S(R")
y §'(R™). Sin embargo, en ninguno de estos dos tltimos casos la solucién dada
por (2.1.7) estard siempre bien definida. En efecto, si uy pertenece a S(R™), no
podemos garantizar que e~ €145 lo haga, ya que e~ l¢/"* claramente no es difer-
enciable en el origen. Por otro lado, si ug € &’'(R™), @y también. Aqui también,
en general, e~ €5 no estard bien definida como un distribucién de S'(R™),

puesto que para ¢ € S(R™) arbitraria se tiene que
(2.1.8) <6*'5'Stﬂ3,<p> = <ﬁ3,e*‘£‘st¢>7

y al igual que antes, no podemos asegurar que e~ ¢I"t¢ pertenezca a S(R™), por
lo que (2.1.8) no estard bien definida. Esto nos motiva a encontrar espacios ade-
cuados para la condicién inicial ug de tal forma que la solucién dada por (2.1.7)
también pertenezca a dicho espacio. Este sera el tema a desarrollar en las proxi-
mas secciones.

Por tltimo, a pesar de que si uy € L*(R") la solucién u dada por (2.1.7)
sf pertenece a L?(R"), la funcién |£]*U(€,t) no necesariamente. Por lo tanto,
(=A)*?u = F~1(|¢]*a(€, ) podria no estar bien definido. Para esto tendremos
que mostrar que si el dato pertenece a L?(R™) entonces u pertenecera a un espacio

de regularidad (Besov) en el cual el laplaciano fraccionario esté bien definido.

2.2. Solucién en el espacio S,
Empecemos recordando (ver Seccién 1.4 del Capitulo 1) los espacios
So(R™) ={p e S(R™) : D'@(0) =0, para todo v € N*}, y

So(R™) ={p € S(R™) : DY¢(0) =0, para todo v € N"},
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los cuales son subespacios cerrados de S(R™). Recordemos también que la trans-
formada de Fourier y su inversa son isomorfismos continuos de Soo (R™) en Sp(R™)
y viceversa. El proximo teorema nos muestra que es suficiente tomar la condicién

inicial en Sy, para poder dar una solucién al problema (2.1.4).
Teorema 2.2.1. Sea 0 < s < 2 y ug € Seo(R™). Luego, la funcion u definida en
R™ x RT por

u(e,t) = F1 (e 05(9)) (),

pertenece a Soo(R™) como funcion de x € R™ para cada t > 0; y ademds resuelve

el problema
uy(z,t) = —(=A)*?u(z,t), enR™ x (0,00),
u(z,0) = uo(), en R",

donde las igualdades se satisfacen en S(R™).

Antes de ver la demostracién este teorema presentaremos algunas defini-

ciones y resultados auxiliares que facilitaran la lectura de la misma.

Definicién 2.2.2. Diremos que v pertenece al espacio C5°(R™\{0}) si ¢ €
C*(R™\{0}) y para todo v € N™ se tiene que

(i) |DY(x)| < Cylx| =%, para todo x € B(0,1)\{0},
(ii) |DY(z)| < Colz|*2, para todo x € B(0,1)°,

donde Cy,Cy, k1, ks son constantes positivas que pueden depender de 7.

De la definicién de C§* es inmediato ver que dadas dos funciones ;1 y 12 de
este espacio, su suma ¥y + 19, su producto ¥, v sus derivadas de cualquier
orden D%; con B8 € N”, también pertenecen a dicho espacio. Esta propiedad
también se satisface en el caso de funciones de Sp. La siguiente proposicién

muestra que C7° es inocuo cuando se enfrenta a Sp.

Proposicién 2.2.3. Sea ¢ € C7° y ¢ € So(R™). Luego

¢($) _ { 90’(/}7 six 7é Oa

0, st x =0,

también pertenece a Sg.
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DEMOSTRACION. Procedamos por induccién. Sea v € N™, con |y| = 1, es

decir Y = ¢€j, para algin j =1,...,n. Luego,
(9¢ qb(he ) - (f)(()) , (p’(/J(he )
221 D = — = J =] 7/
( ) ¢(0) ()ilfj <O) h—)n}J h hl—>H%) h

Dado que ¢ € Sy, entonces para cualquier [ € N podemos escribir a ¢(h€;) como

a(p hlfl alflgp hl 81(;0
he:) = d(0) +h——(0) 4+ 4+ ——Z T\ 4+ —Z (22
oy,
= ﬂ&ixé('zej)’
donde 0 < z < h. Por las hipdtesis en ¢ si tomamos h < 1 resulta que
. . . ntoly o
o (héj)| = le(hej)| [ (héj)| < |77 57 (26)| calhéj] "
: J
Pero dado que ¢ € S, entonces
- ! RN I—k
lpyp(hes)| < 5 sup | (z€5)| ™" < C(y)h ™"
! 0<2<1 8.%‘]-

Por lo tanto, si elegimos [ de tal forma que [ > ki + 2, obtenemos que

’W(:ej) < O~ < C(y)h.
De lo anterior y (2.2.1) tenemos que,
oy e PYRE)
D7¢(0) }1112% W 0.

Ahora, supongamos que para v tal que |y| = k tenemos que D7¢(0) = 0.

Tomemos entonces 7 = 7 + €5, es decir que 7| = k + 1. Luego,

D7(0) = f%m(o) - i DOV~ D0

Por hipétesis inductiva D7(¢1)(0) = 0, entonces

5 DY (1) (hej) D1=P oDl (hé;)
g — K i) _ { J
D7(0) = Jlim == D can lim ———
B<y
Pero observando que una derivada de cualquier orden tanto para ¢ como
para 1) tienen las mismas propiedades que ellas, podriamos repetir el mismo

razonamiento hecho en el caso con |y| =1 y asi tener que

=8 B z.
lim 2 D70E)
h—0 h
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para todo 3 < «. Por lo tanto, D7¢(0) = 0.

Acabamos de probar que ¢ tiene derivada nula de todos los ordenes en el
origen, lo que nos dice inmediatamente que ¢ € C*°(R"™). Sélo restaria probar
que las seminormas
(2.2.2) sup |27 D7(x)| < Ca, ),

zER™
para todo «,y € N". Dado que las derivadas de cualquier orden de ¢ son con-
tinuas, entonces
sup [z*D7¢(z)| < sup |D7¢(x)| < C(v).
z€B(0,1) z€B(0,1)
Ahora, para acotar el supremo fuera de la bola unitaria, recordemos que
DY =D"(¢py) = Y cpr D" oD,
B<y
Luego, para todo x € B¢(0,1) resulta que
2 DYg(@)] < Y cpqla|l O DTl |a| D Dy
B<y
< gy ]l Dy (8)
B<y

Llamando K (7) = supg<., k2(3) tenemos que

sup |xO‘D7¢(x)|§Zéﬁﬁ sup |a|l@HEO | DY=By

z€B¢(0,1) sy z€B<(0,1)
< Z Eﬁ,’y C(a7 ﬂ7 ’Y)
B<y
=C(a,").
As{ queda probado (2.2.2), y por lo tanto, ¢ € Sp. O

Lema 2.2.4. Sea f € C°(R™\{0}) una funcién homogénea de cualquier grado,

continua y positiva sobre la cdscara unitaria S"~1. Luego, f € C°.

DEMOSTRACION. Supongamos que f sea una funcién homogénea de grado
¢, siendo ¢ arbitrario. Por la Proposicién 1.5.1, f a |z|°. Luego f satisface las
condiciones (i) y (i) de la Definicién 2.2.2 para v = 0. Dado un v € N™ arbitrario
sabemos por la Proposicién 1.5.3 que D” f es una funcién homogénea de grado
¢ — |7y|. Aplicando nuevamente la Proposicién 1.5.1 tenemos que D7 f ~ |z|*~ 1],
Por lo tanto, f € C7°. O
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Por ultimo, previo a la demostracion del Teorema 2.2.1, nos serd impor-
tante poder encontrar alguna estructura a la derivada DPe~1€I"" con g € N”,
en términos de funciones homogéneas. Comencemos suponiendo que |3 = 1,

entonces § = ¢€;. Luego,

_I€I5h o _—|&I°h —&I°h 1%}
DPe I = 0 oIl e I () 2 e,

i

Ahora bien, si || = 2 tenemos que

DBe—lE°h — 0 e~ lElPh — aigjeims}t(_h)@iﬁimﬁ

0&;08;
_ o —I€|°h D —1¢l*h 52
= _haigje Il T&|£|S — he ¢l D€, OE; |£|S
—|€1°h_D o —€l*h __8*
(2.2.3) = h?e” ¢l 375J|€|83751|§|S — he™ Kl DE; OE; |§|S

Esta ultima expresién nos motiva su generalizacion, la cual sintetizamos en la

siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.5. Para cada f € N" tal que |3| > 2 se tiene que

151
DR = [N Rk | e el R D),
k=2

donde f; representa una funcidn homogénea de grado £ tal que f, € C(R™\{0}).

DEMOSTRACION. Procedamos por induccién sobre el médulo de 3. El caso
inicial, |B| = 2, se desprende inmediatamente de la ecuacién 2.2.3. Supongamos
que la ecuacién es vélida para todo 3 tal que |3| = m. Sea 3 tal que |3| = m+1,
entonces notemos que 3 puede escribirse como €; + B donde |3 = m. Asi resulta

que

DPyy,

9 DB

a6, D ¥n
18]

0 thf e lEh _ pe=lElh

BE; ks—|B| s—|B|
k=2

18] 18]
= th%fks—|ﬁ| e llh thfks—lﬁl 67‘5"h(*h)%|5|5
k=2 k=2

— he™ M (—h) G |€° D |a]* — he™ I 52 DP ]

18l 181

= thfks—|5|—l eI th+1fks—\ﬁ\+s—1 e lerh
k=2 k=2
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+ 12 fojprsmre” ST — he TS D)

18] 1Al
k —€|°h k —€|°h
= [ D1 feamgy | € | DB ey | 7
k=2 k=3

+ h2f2s_|5|e_|§|3h — he & DB |z|®
|B] _

— thfks—IBI e l€Ph _ pe—lél hDB|z|®.
k=2

O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.1. En primer lugar veamos que para
cada t € R fijo, u(x,t) € Ss. Notemos que por la Proposicién 2.2.5 tenemos
que DPe~l¢I"t no es més que ella misma multiplicada por una suma de funciones
homogéneas. Como |e‘|§|st| < 1 entonces es facil ver que e~ 1€1°t también satisface
las hipétesis de la Proposicién 2.2.3. Luego, como U € Sy resulta que e €15, €
So, v por lo tanto u(z,t) = F~ (e 1" Tg) (2) € Suo-

En segundo lugar veamos que para cada t € Rt fijo, (—A)*/%u(z,t) € Suo.
Esto es equivalente a probar que F((—A)%/?u(x,t)) € Sy. Por definicién sabe-
mos que F((—A)*?u(z,t)) = [£]*u(£,t), por lo tanto serd suficiente ver que
|€|Pu(g, t) € Sp. Dado que |£]* es una funcién homogénea de grado s, entonces por
el Lema 2.2.4, |£|° satisface las hipdtesis de la Proposicién 2.2.3. Por otro lado,
dado que ya hemos probado que u(z,t) € Sw, ¥ en consecuencia u(&,t) € Sp,
podemos aplicar la proposicién antes mencionada y concluir que |£|°u(&,t) € Sp,
como queriamos ver.

Continuemos ahora con la prueba de la primer igualdad de (2.1.5), la cual
es interpretada como una derivada Fréchet, es decir

u(,t+ h) —u(&,t)
h
cuando h tiende a 0. De la definicién de u tenemos que esto es equivalente a

a(gv t)ei‘gllQh 7 a(gv t)
h

— [—lelPace, o) s o,

— [—lelPace, ) s o,

o bien,
—I€l"h _
. e
t

cuando h tiende a 0. Llamemos ¢, (§) a la funcién entre corchetes. Recordemos

1
+lelf| o,

que hemos probado que © € Sy, y dado que las funciones que intervienen dentro
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de 1y, satisfacen las hipotesis de la Proposicion 2.2.3, entonces podemos asegurar
que para cada h fijo el producto pertenece a Sy. Por lo tanto, uty, y todas sus
derivadas son nulas en el origen. Asi, sélo resta probar que para todo a 'y 7y en
N’!L,

(2.2.4) sup  [£¥D7(u(€, t)vn(§))] — 0,
EeR™\{0}

cuando h tiende a 0.

Por la férmula de Leibniz DY (uty) es igual a 3 S5 ¢y DY 7PUDPYy,. Anal-
icemos con mayor profundidad D?1);,. Aplicando la Proposicién 2.2.5 tenemos
que

—lel*h _ 1
e
Dy (&) = D [h + 5@
L s —leh | pBles

18]
D 0 fraipy | €S —he KT DPIg | 4 D)
k=2

1
h
18]
= | Y h T frmyg | e — e TSR DB el 4 D)0
(Z L T R
0

2,8
h

1, s P .
Llamemos 1, A y a estos dos tltimos términos, es decir

1811
W= D0 B fensoip | ey = (1 _eimh) Fs-181-1-
k=1

Luego, podemos decir que

sup [§D7(u(€, t)Yn(§))] < CZ sup
ceRr™\{0} 5§75€R”\{0}

& D7l g )|

(2.2.5) +C sup
;qgeﬂ%“\{t)}

£ D7 (e, 007 (©)|

Notemos que para probar (2.2.4) bastaria con ver que los dos términos del la-

do derecho de (2.2.5) convergen a 0 cuando h tiende a 0. Comencemos observando



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

2.2.2 Solucidén en el espacio S, 45

que para h tal que |h| < 1 se tiene que

18] -1
D70y ()] < €D I | | 0 B Fraysoga | e
k=1
18l-1
<

B> 16 Frnys—i D72 1)
k=1

Ya vimos que una derivada de cualquier orden de una funcién de Sy se
mantiene en esa clase, por lo tanto D77 %u € Sy. Ademéds, como Y fkt1)s—18|

cumple con las hipétesis del Lema 2.2.3 entonces tenemos que
£ frinys— 15 D7 P € So.

Por lo tanto,

Z sup

5, €ern\ {0}

D7 ale, vy (©)|

1Bl—1

<Ih[> > sup }!f“wa)sfm.D”—f’a(at>\

<y k=1 LERMO

1Bl-1

<A D D Clasy, Bik)

B<y k=1

< Cla,v)|h).

Esto prueba que el primer término del lado derecho de (2.2.5) converge a 0 cuando

h tiende a 0. Por ltimo, de forma analoga vemos que
& D7 Palg O (©)] < [ DT ) (1- M) £

< ‘1 - e_|5|5h’ €2 fomip1-1 DY P(E, 1)) -

Igual que antes tenemos que £ f,_ 51 DV Pu(€,t) € So. Tomemos & > 0 arbi-
trario. Sabemos que existe R > 0 tal que para todo £ € R"\B(0, R),

€% fomip-1 D7 PU(E )| < e,
para todo 8 < . Luego,

sup  |£*D7Pa(E 1) i’ﬁ(ﬁ)‘ < sup
£€B(0,R)e £€B(0,R)e

i | S AP B (0]

= sup € fe 51 D7PUE D)
£eB(0,R)°
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<e.

Por otro lado, existe ¢ tal que ’1 — e‘RSh’ < &, para todo h tal que |h| < .

En consecuencia,

sup €2 D7 (e, (@) < sup |1 e € e r g DY (e 1)
£€B(0,R) £€€B(0,R)

< s [i-e o

£€B(0,R)
= 1=, 8)
S EC(O{, % 6)7

para todo h tal que |h| < §. De este modo, para todo h tal que |h| < ¢ resulta

que
OZD’Y—/B’\ ,t 2,8 S aD’Y—ﬂ’\ 7t 2,8
3 g Dt v ©) > [e ot o] (©)|

oY
B<ry £€B(0,R)°

< Ze—i— ZEC(Q,%B)
B<y B<y

< eC(a, 7).

£ DVl (©)|

Dada la arbitrariedad de &, hemos probado que el segundo término del lado
derecho de (2.2.5) converge a 0 cuando h tiende a 0. Por consiguiente, queda
demostrado (2.2.4) y con ella la primera igualdad de (2.1.5).

Para concluir la demostracién del teorema sélo resta probar la convergencia
al dato inicial en S(R™). Al igual que antes, es sencillo corroborar que esto es
equivalente a ver que
(2.2.6) sup ‘gam (ao() [1- e—‘flﬂ)‘ 0,

§ER™\{0}
cuando t tiende a 0. Omitiremos aquf la prueba de (2.2.6), ya que el procedimiento

sigue las mismas técnicas utilizadas en la demostracién de (2.2.4). O

2.3. Solucidn en el espacio dual (S.,)’

En la seccién anterior logramos probar existencia para el problema (2.1.5).
Sin embargo, la condicion inicial debia pertenecer a un espacio muy restrictivo

como 1o es Soo (R™). Con la intencién de agrandar esta clase podemos dualizar el
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problema y as{ pensar en una condicién inicial ug € (Soo(R™))" (ver Preliminares,
Seccién 1.4). Esta es la clase mds amplia que desarrollaremos en la que podemos
tomar la condicion inicial. No obstante, el sentido en el que se satisfaran las

igualdades y la convergencia al dato inicial seran el méas débil.

Teorema 2.3.1. Sea 0 < s < 2 y ug € (So(R™))". Luego, la funcidn definida

en RT a valores distribucion por
u(t)=F! (e‘lglst%) ,

pertenece a (Soo(R™)) para cada t > 0; y ademds resuelve el problema
(2.3.1)
%(ﬂ(t),gp) = (—|¢]*u(t), ), para toda ¢ € Sy y todo t € (0,00),

(u(t), ) — (ug, ), cuando t — 0, para toda ¢ € Sp.

DEMOSTRACION. Para probar la primera igualdad debemos ver que para

toda ¢ € Sy y todo t positivo vale que

(u(t + h), ) — (u(t), ¢)

(2.3.2) -

 (—lePac), @>‘ 0. cuando b 0,

Para esto notemos que

(u(t +h), ) = (u(t), 9) N
: — (~leran), )

_ s h)—~ _ Sp o~

S T RS G T —<—»s|se—lél”aa,so>‘
o e8P t+h) LY (s e 18It s

_ (ug, e @fi (ug, e ©) _ @B’_mse—\ﬁ\ t@‘
__ [elElPtrh) _ o—lElt Cers

(6 [ ] )

—lglth 1 .
[

Recordemos que en la prueba del Teorema 2.2.1 probamos que para cualquier
v € Sp v h positivo se tiene que
—l&l*h _ 1 ,
e gl

Maés aun, vimos que tiende a la funcién nula en S, cuando A — 0. Por lo tanto,

dado que ug € (Sp)’ es inmediata la validez de (2.3.2).
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Resta probar la convergencia al dato inicial. Esto también serd una conse-
cuencia inmediata de la convergencia probada en el Teorema 2.2.1. Ahi vimos
que para cualquier p € Sy resulta que e~ 61"ty € Sy y ademds converge en S a ¢

cuando t tiende a 0. Por lo tanto,

o~

<a(t)’g0> = <67|§|Stﬂaa (p> = <%a67|§|3t@> — <U/0,g0>7
cuando t tiende a 0. O

2.4. Solucion en espacios de Besov

Como vimos en la Seccion 1.12 de los Preliminares, dadosr €e Ry 1 < p < o0,

podemos definir los espacios de Besov como

oo 1/p
BY(R") = { f € S'(R"): |¢*f||Lv+(Z(Q”Tllcbu*fll’ip)p) <oo
v=0
donde ¢ y ¢, son funciones test. Mdas atn,
) 1/p
1l = ll¢ * fllze + (Z (2"l * f||fzp)”> :
v=0
En esta secciéon nos situaremos en el caso p = 2 y bajo este contexto de-

mostraremos la siguiente versién del problema (2.1.4).

Teorema 2.4.1. Sean 0 < 5 < 2 y ug € L2(R™). Luego, la funcién u definida
en R™ x RT por

u(e,t) = F1 (e905(9)) (),
pertenece a B2(R™) como funcién de x € R" para cada t > 0; y ademds resuelve

el problema
ug(z,t) = —(=A)*?u(z,t), enR™ x (0,00),
u(z,0) = ug(z), en R™,

donde las igualdades se satisfacen en L?(R™).

Antes de demostrar este teorema probaremos algunos lemas preliminares.

Lema 2.4.2. Sean 0 < s < 2, r > 0 y ug € L*(R"), entonces la funcidn
u: [0,00) — L*(R™) dada por

ue,t) = F7 (155 (9)) (),
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pertenece a B2(R™) como funcién de x € R™ para cada t fijo. Mds ain,
[u(-, 1)l By < C(t,7)lluol L2,
donde C' es una constante que tiende a infinito cuando t — 0 o cuando r — co.

DEMOSTRACION. Dado r > 0 es ficil comprobar que la funcién z"e %"t

;. /s . r/s
alcanza su maximo en x = (é) y es igual a (é) . Luego, obtenemos que

o __|I2
o ulDliFe = || G

. T
= [1erretereiel o)
L2

2 2
o],

r 2r/s L
(&) e

ste

< e

2
Lz’

Puesto que (;/5; tiene soporte en R, entonces |£|7" < 2-7(=1)_Por lo tanto,

9s 2r/s
o, a0l < (57) 2
ste

— 2
OSETh H .
L2

Nuevamente, escribiendo @ﬂa como F (¢, *ug) y aplicando el teorema de Plancher-

el llegamos a que

s 2r/s
ot 2 < 2°r / 2727"1/ 2
Il Dl < (5 I % woll3s.

Finalmente,

0o 1/2
[uC OBy S ¢+ ul- D)Lz + <Z 227 |y * U('vt)HQL?)

v=0
1/2
— 2 /
U
v 0HL2

) 1/2
L2

IA

e 25, 2r/s
221/r = 2—2ru
||¢*U0||L2+<Vz_;) (ste)
s r/s oo
2%y
1+ (=1 : (
(5 ] I+ ol +<ZO

s r/s
2%r

[1 + ( ) ‘| ||U()HL2.
ste

IA

00|

A
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Lema 2.4.3. Sean 0 < s <2 yr > s, entonces (—A)*/? es un operador lineal y

continuo de B%(R™) en B2_,(R™). En particular, cuando r = s se tiene que
(=A)*/%: B2(R") — L*(R™).

DEMOSTRACION. Sea f € B2(R"), luego

M

IfllB2 2 Ml¢* fllz= + (Z 22" |6y *fllm)

v=0

=

= Ha)\fHLz + <Z 22V(Ts)22us||g):ﬂ|L2>

v=0

Usando el soporte de cada a: y a tenemos que

Nl

/]

2 2 ||1€ fllzz + (Z 22"<”>|55Z|£|SﬂL2)

v=0

= |6 % (=A% f| 2 + (Z 2296, * <—A>S/2f||m>

v=0

2 1(=2)*"2 fl| p2

Asi queda probado la primera parte del lema. El caso r = s se prueba siguiendo

las mismas lineas. O
Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema 2.4.1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4.1. Por el Lema 2.4.2 tenemos que para
cada t > 0 la funcién u(-,t) € BZ2(R") , luego por el Lema 2.4.3 (—A)*/?u(-,t) €
L?(R"™) para cada t > 0.

Para demostrar la primera igualdad del problema (2.1.4), comencemos de-

notando
u(z,t+h) —u(z,t)

h
Queremos probar que |G (-, t)||r2 — 0 cuando h — 0. En primer lugar recorde-

Gp(z,t) = + (=A)* 2u(z, t).

mos que en la prueba del Teorema 2.2.1 vimos que

h

7‘£‘St eilglhf 1+|§|Sh

é;(f,t) = h

+ [¢*u(¢, t) = uge

Tomando el desarrollo de Taylor de e €I en funcién de ¢ alrededor del origen,

podemos asegurar que existe 0 < #(h) < h tal que

e~ l€lh — 1 _ €1k + |€|2$6—‘f‘59h2.
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Asi, resulta que
e lEh — 1 4 |¢°h
h

— [¢[>*e 1€,
y por lo tanto,
é\h(gat) = ﬂae_|€|st|§|2se_|€|seh.

Notemos que ||e*|5|59hHLoo = hy e €12 € L2(R™). Luego, se tiene que

1Gh(- D)z <

eﬂsﬁf)hH Heﬂsmgps
(o]

Lo lwollze < hees fluollpe

donde ¢; s = He*m%
0, cuando h — 0. De este modo, queda demostrado que u satisface la primera
igualdad de (2.1.4) en L?(R™).

Resta probar la convergencia al dato inicial. Para esto tomemos un € > 0

£)2s ||L2. En consecuencia hemos probado que |Gy (-, t)||z2 —

arbitrario. Dado que ug € L?, denotando con B, a B(0,v), podemos elegir un

vy > 0 lo suficientemente grande tal que

(2.4.1) HEBXB% L <e
Si elegimos ty = —v *log(1 — €), podemos comprobar que para todo { € B, se

tiene que 0 < 1 — e €'t < ¢, para todo t < to. Es decir que

(2.4.2) gmgx le”lEI"t — 1| <&, para todo t € [0, o).
E v

Luego, dado un t < tj se tiene que

(-, ) = ol 2 = [le™ ™ — o] 2

< (e — )xB,, o[z + [(e™ 181" — D)x g, toll 2

Aplicando (2.4.1) y (2.4.2), llegamos a que

u(-t) —uollr> < elluollre + lluoxse, Il

<elluollrz +¢
Como ¢ es arbitrario, esto prueba que

|lu(-,t) — ugllrz — 0,  cuando t — ot.
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Notemos que el Lema 2.4.2 prueba que la solucién dada por el Teorema 2.4.1
tiene tanta regularidad Besov como se quiera. Repasando la prueba de dicho
teorema puede verse que la derivada Fréchet del problema (2.1.4) se satisface no
s6lo en L? sino también en cualquier espacio de Besov B2(R™), con r > 0. M4s
ann, si el dato inicial uy perteneciese a un espacio de Besov B?(R™), para algin
[ > 0, entonces puede probarse que la convergencia al dato inicial se satisface en

ese mismo espacio.
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Capitulo 3

El laplaciano fraccionario en espacios de tipo

homogéneo

En este capitulo extenderemos a espacios métricos de medida la general-
izacién fraccionaria de la ecuacion del calor presentada en el capitulo anterior.
Para esto, en primer lugar, encontraremos una formulacién del operador lapla-
ciano fraccionario en R™ como un operador de convolucién con una distribucién
radial y homogénea. Mostraremos la equivalencia de dicha definicién a la dada en
el Capitulo 2 via la transformada de Fourier. De esta forma, conseguiremos una
versién distribucional del problema (2.1.4) que sera la apropiada para extender el
mismo a estos contextos. Introduciremos una teoria de distribuciones de Schwartz
en espacios de tipo homogéneo apta para el calculo de orden fraccionario. Con
esta teoria podemos definir derivadas fraccionarias débiles de distribuciones y

espacios de Sobolev adecuados.

3.1. El Laplaciano fraccionario como operador de convolucién

En trabajos recientes —como [14] y [52], entre otros— podemos encontrar
una definicién alternativa del operador laplaciano fraccionario a la presentada en
el capitulo anterior dada por

(*A)S/2f(x) =Cps lim M dy,

0% o ypse Jo -y

donde C,, s es una constante de normalizacién y 0 < s < 2. Esta definicién nos
permitird en la siguiente seccién extender el problema (2.1.4) a espacios métricos
de medida. En primer lugar veamos que esta nueva formulacién es consistente

con aquella presentada en el capitulo anterior via la transformada de Fourier.
Proposicién 3.1.1. Para 0 < s < 2 sea Ty el funcional dado por

(3.1.1) (T, ) = lim $ly) = #(0) dy.

=0t Jly>e [yl
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Luego,

(A) Ts estd bien definido para toda ¢ € S(R™) y genera una distribucion de
S’ (R™).

(B) i = —cpns|€]°, donde ¢, s es una constante positiva que sdlo depende de
nys.

(C) para toda ¢ € Soo(R™) tenemos que

5/2 ) o(y) — o(x)
—(=4) / ¢(x) = Cn s(Ts x ¢)(x) = Ch s 81_1>%1+ e yloe W dy,

donde Cy, s = 1/cyy 5.

DEMOSTRACION DE (A). Dada ¢ € S(R™), veamos que (T, ) estd bien

definido. Para ¢ > 0, llamemos

_ ely) = »(0)
IE(QO) - /y|2€ |y‘n+s dy

Veamos que I.(¢) es finito para cada ¢ > 0 y para cada ¢ € S. Dado que
© € S(R™) entonces ¢ € L (R™), luego |p(y) — ¢(0)] < 2[|¢|lo0- Asi,

(o) < /| i o) = (0 4,

|y|ts

dy
< 2l /
ly|>e ly"te]

1
(3.1.2) = Co l¢lloe-

Esto prueba que I (¢) es finito para todo € > 0 y para toda ¢ € S. Resta ver
lim, o+ I (p) existe. Pero esto es equivalente a tomar 0 < € < 1 y comprobar

que |I.(p) — I,)(¢)| = 0, cuando &,n — 0. Observemos que

— (0
[ eoeo,
n>|yl>e |yl
Por el teorema de Taylor resulta que

/ Ve(0) -y +O(yl) ,
n+s Y
n>y|>e |yl

() — In(p)| =

(= (p) = In(p)| =

Observando que el término V¢ (0)-y tiene integral nula sobre la coronan > |y| > ¢

O 2
[ o)
n>ly|>e [y

obtenemos que

[(p) — In(p)| =




Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

3.3.1 El Laplaciano fraccionario como operador de convolucién

55

Recordemos que el teorema de Taylor nos permite asegurar que

O(ly*) D%
<C
Rt ey
Luego,
O(lyl*) 1
A O | =
) ! n>ly|>e [yl |y|n—2+s
02 1
(3.1.3) < C'sup ‘ / Cr———dy,
i 11020z || o Jesiyizg  |y["T2Te

que tiende a 0, cuando ,7 — 07 . Por lo tanto, queda probada la buena definicién

de T,

Para concluir la prueba de (A) debemos ver que Ty es una distribucién

de S'(R™). Es inmediato de su definicién que el operador resulta lineal. Aho-

ra, supongamos que ¢ < 1. Como |I(¢)| < |I.(¢) — I1(¥)| + |11(¢)|, entonces

por (3.1.2) y (3.1.3) vemos que

¢
83518307
0%p
Bxiaxj

(1= ()| < Csup

i,J

‘ 2

1
/1>|y>5 CWC@ + Cllellso
(o) =

+ Cllelloo

o0

< C sup
@]

En consecuencia,

lim I (¢)| < C’sup

e—0t i.j

+ Cllelloo-

[e.9]

| (Ts, ) | =

&
8:10,»633]»

De este modo, si ¢, — 0 en S(R™), es inmediato que | (Ts, )| — 0, por lo

tanto T es continuo.

DEMOSTRACION DE (B). Sea ¢ € S(R™), entonces

¢ly) = 2(0)

T..¢) = (T,,) = lim
< =0 Jpye [yt

e—0t

— lfm ‘y|—n—s (/n (e—Qﬂiy-f _ 1) (p(f)d§> dy

ly|>e

Cambiando el orden de integraciéon obtenemos que

/y>6 ly| 7" (/R (e-2mive _ 1) (p(g)%) dy
) /” 7 </Iy> O |y"5dy> d¢
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- /R #(8) (/:O /Sn_l (prlglyl{/ - 1) P”SP”IdU(y’)dp> d,

donde en la tltima igualdad hemos hecho un cambio a coordenadas polares con

|y| = p. Si aplicamos un nuevo cambio de variables dado por z = p|| resulta que

/y|>s ™ </n (6727@{ ; 1) <p(§)d§> W
~ [ v ( [ (e ) (é)_s_ldaw’)@ d
= /}Rn €1°e(€) (/5:; /5%1 (6’2“”9/'5' - 1) zSIdo(y')dZ> dg

(3.1.4) =/ I€[*0(§)1(e, €)dE,
Rn
donde definimos

I(s,€) :=/ / (6_2’”“/'5/—1) 2 o (y)de.
cle| Jsn

Si pudiésemos probar que |I(g,€)| < C independiente de € y &, entonces
|€1%)0(€)I(g,€)| resultaria menor que C|&|°|p(§)| que claramente pertenece a
LY (R™). Si ademds, probasemos que lim,_,g+ I(,£) = I1(0,€) = —¢,, s, luego, por

el teorema de la convergencia dominada, tendrfamos que para toda ¢ € S(R™)

(Tow) = lim [ Jel"o(&)1(=, €)dg

e—=0t Jrn

- / €1°0(€) tm I(e,€)de
R™ e—0+t

= [ —cndlePitee
= <_Cn,5‘£|sv 90>

Lo cual concluiria la prueba de la parte (B).

Empecemos demostrando que |I(g, §)| < C. Dados ¢, € fijos, supongamos que

el¢| > 1. Luego,
o0 . ’ ’
/ / (6_27”Zy R 1) 2 o (y')dz
elgl JSn—1

o0
</ /.
1 Jent

(e, 8)] =

em2mizy’ e 1‘ 2 o (y')dz.
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. ’ ’ .
Notemos que |e27%#¥ ¢ — 1| < 2, en consecuencia

|I(e, &) S/l /Snil 2do(y)z*"tdz

2mn/2 /°°
<2— 2757 1dz
I(n/2) Jy
4xn/2 1

(3.1.5) = T3 s

Supongamos que €[£| < 1, entonces
1 . ’ !
I(€,§) _ / / (6—271-1221 £ 1) Z_S_ldd(y/)dz
clgl Jsn1

(e ]
+/ / (6_2”“3’/'5/ — 1) 2 Y do(y')dz
1 Jsn-t

=1 + L.

Al igual que la estimacién hecha en (3.1.5) tenemos que

47'("/2 1

Bl < moay s

Por otro lado, por el teorema de Taylor resulta que

1
L = / / (—2mizy’ - & +O(2%)) do(y')z~ ' *dz
elg| J st

1 1
—27m'/ (/ y' - f’do(y’)) 2 %dz —|—/ / O(2%)do(y')z""*dz.
elél \Jsnr clel J 5

Notemos que, para un £ fijo, la funcién 3 - £’ es una funcién impar sobre la

cascara S™~!, por lo tanto su integral es nula. Por lo tanto,

1
|1 | g/ / |0(2%)| do(y)z"""*dz
elg] S5t

1
< 2772/ / do(y')z' ~*dz
elél J 50

27.(.71/2 1
272 / 2%dz
- D(n/2) Jo

4ﬂ_n/2+2 1
S T2 2-s

De este modo hemos probado que en el caso en que €|¢| < 1 también I(e,§)

estd acotado por constantes independientes de € y £. Por consiguiente, sélo resta
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ver que I(0,§) = —c¢p 5. Para £ fijo, es claro que

10.0= /ooo /s {[cos(2mizy - €') — 1] + isin(2mizy - €)} do(y')z* " d.

Notemos que la integral sobre S”~! es independiente de la direccién ¢’ fija. Por
lo tanto, podemos escoger ¢ como e; = (1,0,---,0). Luego, llamando y; a la

primer coordenada de y’ resulta que

1(0,6) = /OOO _/Sn_1 {[cos(2mizyy) — 1] + isin(2mizyy)} do(y')z~ 5 1dz.

Esto demuestra que (0,&) es una constante respecto a la variable £. Por otro
lado, observemos que la funcién sin(2mizy;) es impar sobre S"~1, por lo tanto

su integral resulta nula. De aqui que

1(0.§) = /OOO /S [cos(2mizy1) — 1] do(y' )z dz.

Como cos(2mizy;) — 1 < 0 salvo un conjunto de medida nula y z=*~!

todo z € R, es inmediato que 1(0,&) < 0.

> 0 para

DEMOSTRACION DE (C). Si convolucionamos 7' con una ¢ € S(R™) tenemos,

por definicién, que
(T * ¢)(x) = (T, 12p) ,
donde T, es una el operador traslacién y ¢ es el operador conjugacion. Asi, se

sigue que
(T * ¢)(x) = (T, 7@) = (T, (- —x)) = (T, p(x —)).
Luego, de la definicién de T, resulta que

(T, p(z —)) = lim el —y) —olx) dy.

e=0F Jjy>e ly[+e
Haciendo la sustitucién z = x — y llegamos a
(T % ¢)(z) = lim ple) = o) )
e N R

Asf queda probada la segunda igualdad de (C).
Para probar la primera, como F (T x ¢)(§) = g/b\(ﬁ)f, por lo probado en (B),

sabemos que T = —c¢,, 5|€|®. Por lo tanto, tenemos que

F (T 9) (€) = —cnsl€ld(€) = —cn s F((—A)*20)(€).
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En consecuencia, ambos operadores coinciden en espacios para los cuales ambos
operadores estén simultdneamente bien definidos, como S, (R™) y se satisface

que
—(=A)"¢(x) = Cn s (T % ¢) (2),

como queriamos probar. O

3.2. Extensién del laplaciano fraccionario a espacios Ahlfors

Antes de comenzar la extension del operador laplaciano fraccionario notemos
que si 0 < s < 1y f es de la clase Lipschitz uno y acotada, entonces no es
necesaria la forma de valor principal en la definicién de (—A)*/2, en efecto la
integral

1) = ) |

2. —A)*/? = Chs
(3.2.1) (~8) () = . | TEL

)

es absolutamente convergente. Esto se desprende inmediatamente del hecho que
el integrando en (3.2.1) estd acotado por |z — y|* (1=%), el cual es en efecto
integrable en el origen uniformemente para todo x € R™. En el infinito, en
cambio, como f es acotada el niicleo se hace cargo de la convergencia.

Una de las formas de regularidades en espacios métricos —ver Preliminares,
Seccién 1.12— vienen dadas por los espacios Lipschitz A,, cuyo parametro de
regularidad siempre es menor o igual que 1. Asi, la definicién dada en (3.2.1)
serd la apropiada para nuestro objetivo. Por ultimo, destaquemos el importante
rol que el pardmetro de dimensién n desempenia en la definicién de (fA)S/ 2,
siendo éste la bisagra entre la singularidad y la integrabilidad local del niicleo.
Esta propiedad, en el caso de R™, estd fundamentada en la relacién que mantiene
la medida de Lebesgue, la distancia euclidea y la dimension n, que viene dada

por
m(B(z,r)) =m{y € R" : |x —y| <r})=Cr".

Esta propiedad, que requeriremos en el contexto de los espacios métricos de

medida, es conocida como Ahlfors n-regular (ver Capitulo 1, Seccién 1.8).

Recordemos que un espacio métrico de medida (X, d, 1) es Ahlfors a-regular,

si existen constantes c¢; y co tales que

(3.2.2) ar® < p(B(z,r)) < cor®,
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para todo x € X y para todo r < diam(X). La Proposicién 1.8.2 pone de
manifiesto la similitud entre « y n, dejando en evidencia como el parametro «
representa la potencia de quiebre entre la singularidad y la integrabilidad local de
la funcién d(x,y). Para tener en mente un contexto no estdndar con todas estas
propiedades y « no entero, pensemos en el tridngulo de Sierpinski (Ejemplo 1.8.7)
o, si se quiere en su construccién no acotada en la que (3.2.2) vale para todo r > 0.
Asi, resulta inmediato y natural la siguiente extensién del operador laplaciano

fraccionario. Dado s € R tal que 0 < s < 1, definamos el operador
fx) = fy)
D?f(x) := / d .
f(z) A 1(y)

Este operador estd bien definido para toda funcién f en la clase A,.(X, d, ) para
todo r € R tal que s < r < 1. En efecto, si llamamos B := B(z, 1) luego usando

la regularidad Lipschitz de f obtenemos que

/B f;(ﬂ;)’ ;)ﬁ?i) duly) < [f]Ar/Bd<x’y)—a+(r—s) du(y).

Luego, por la Proposicién 1.8.2 tenemos que

(3.2.3) /B W du(y) < Clfl4, -

Para estimar la integral en B¢ utilizaremos el hecho que f € L°°. Nuevamente

por la Proposicién 1.8.2,

24 [ DT <o [ dte) o dut) < Ul

Por lo tanto, de (3.2.3) y (3.2.4) resulta que

(3.2.5) |D*f(x)| < C| f|

A

es decir que D* f(z) resulta finito para todo z € X.

Ya extendido (—A)%/2, reformulemos el problema (2.1.4) que nos autoriza la
buisqueda de difusiones en el espacio de tipo homogéneo (X, d, u),es decir

Su(z,t) = —D%u(-t)(z), en X x (0,00),
(3.2.6)
u(z,0) = up(z), en X.

En los proximos capitulos veremos que en contextos particulares el camino

apropiado para obtener una solucién de (3.2.6) vuelve a ser el de Fourier, enten-

diéndolo en un sentido amplio y generalizado (wavelets).
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La estructura de espacio Ahlfors a-regular es en cierto sentido muy particu-
lar, ya que ella autométicamente implica una (casi) autosimilaridad dimensional
del espacio, puesto que obliga a que todo los abiertos tengan dimensién de Haus-
dorff «. Para la definicién de D? f(x) para una funcién Lipschitz r y acotada en
un espacio de tipo homogéneo se podria tomar | W du(y), para algin e
muy pequeno. Sin embargo, la heterogeneidad dimensional de un espacio general
de «tipo homogéneo» nos induciria a una diferenciacién de diversos 6rdenes —
inclusive «integraciones»— en diferentes regiones del espacio. El Ejemplo 1.8.9
cone=1ys= % produce un operador de diferenciacién en el segmento S, pero
es una integral fraccionaria en la bola B.

Aunque no lo abordaremos en este trabajo, la mirada general puede ser mas
fructifera si tomamos como punto de partida el proceso de normalizacién de R.
Macias y C. Segovia —ver Teorema 1.8.1— y la «Ahlforizacién» por eliminacién
de dtomos de H. Aimar, M. Carena y M. Toschi hecha en [6]. Sin embargo, el
proceso de normalizacién del espacio diluye la propiedad métrica de la distan-
cia convirtiendo métricas en casi-métricas, como es el caso de la relacién entre
los Ejemplos 1.8.1 y 1.8.3. Esto podria presentar un obstaculo si los resultados
dependen de dicha estructura métrica. No obstante, en el siguiente capitulo desar-
rollaremos un contexto de normalizacién «diddico» que nos permitird conservar
una estructura métrica aunque los conjuntos diddicos provengan de casi-métricas

generales.

3.3. Distribuciones y distribuciones de Schwartz en espacios de tipo

homogéneo. Espacios de Sobolev

Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo de orden ~ tal que las funciones
continuas de soporte compacto son densas en L'(X, ).

Procedemos ahora a introducir una teoria de distribuciones con pruebas de
soporte acotado en espacios de tipo homogéneo siguiendo y detallando en algunos
aspectos la idea expuesta por R. Macfas y C. Segovia en [40].

En primer lugar necesitamos definir el espacio de las funciones de prueba e
introducir en él una topologia de tipo limite inductivo que registre convergencia
uniforme de la funcién y, en algtin sentido, de las derivadas hasta el orden ~ del
espacio controlando al mismo tiempo la estabilidad de los soportes. Sea D(X, d, u)

el espacio de todas las funciones (test) de soporte acotado que pertenecen a A,
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para todo r < y. Para darle una topologia limite inductivo a D fijamos zg € X y
consideramos para cada n € N el subespacio D,, de D de aquellas funciones cuyo
soporte estd contenido en la clausura de la bola B(zg,n). En D,, consideramos
la topologfa 7, inducida por | - [ y la familia de seminormas {[-]; : con 0 <
r < ~v}. Esta sucesién de subespacios y topologias tiene la siguiente propiedad
de estabilidad: 7,41 restringida a D, coincide con 7,. Finalmente la familia
{(Dn,7,) : n € N} genera en D la topologia 7, limite inductivo estricto. La
propiedad fundamental de esta topologia en el espacio D de las funciones test
es que sin ser, en general, metrizable, las sucesiones bastan para establecer la

continuidad de los funcionales.

Lema 3.3.1. Sea T : D — C un funcional lineal. Entonces T es continuo si
y sélo si para toda sucesion {¢r} en D tal que los soportes de las ¢y estin
uniformemente acotados y ||¢rlla, — 0 cuando k — oo para todo r < =, se tiene

que la sucesion numérica

(T, o) =T (¢x) — 0,
cuando k — 00.

El espacio dual D'(X,d, 1) de D se llama espacio de las distribuciones en
(X,d, ). El lema precedente prueba que el cardcter distribucional de un funcional
queda determinado por su continuidad secuencial en ¢ = 0.

Los resultados clasicos de la teoria de distribuciones, ver [47, Cap. 6], induce
analogos ttiles en la generalizacién que estamos considerando. En particular ten-
emos que la convergencia en la topologia de D’ de una sucesién de distribuciones
{Tk : k € N} a una distribucién T estd dada naturalmente en forma débil por la
convergencia de (Ty, ¢) a (T, ¢) para toda ¢ en D.

Ejemplos de distribuciones (de orden cero) son las funciones localmente inte-
grables (integrables sobre bolas) y las medidas localmente finitas, como la delta
de Dirac localizada en algin punto del espacio.

A continuacién introduciremos distribuciones de orden «superior», que son
la razén principal para el grado de abstraccién que hemos asumido.

Sea zy € X fijo. Denotemos con A al espacio de todas las funciones que
pertenecen a A, para todo r < 7. Introduzcamos dos clases de seminormas en

A. Una que mida el orden de decaimiento en el infinito de las funciones ¢ € A,
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es decir, para 8 > 0 definamos
(615 = sup (1 + d(x, 20))" |6 ()],

y otra que mida el decaimiento en el infinito de las funciones

) 102 = 00|
yeB(z,1)  A@,y)"
es decir, para 8 > 0y 0 < r <« definamos
6(z) — o)
Olsr = gt wdemol)” e iy
Estéas tultimas son las andlogas a las seminormas de las derivadas de ¢ en estos
contextos.

Es sencillo ver que la finitud de estas seminormas no depende del «origen» xg

elegido (aunque si, en general, su valor). Definamos asi el espacio de Schwartz

S(X,d,p)={peAN:[dlg <0y [dlgr <00, VB>0,V0<r <~}

Observemos que las seminormas [-]g son mondtonas respecto al pardmetro 3, es
decir, si 8 < B’ entonces [¢]g < [@]g. A su vez, las funciones dadas por (3.3.1)

también satisfacen que

9@ =0 /
yeB(z1)  d@,y)" yeB(z1)  d(@,y)"

si 7 < 7', por lo cual las seminormas [-] 3, resultan mondtonas respecto a sus dos
pardmetros. En consecuencia, podemos sustituir en la definicién de S(X,d, u)
los intervalos (0,00) y (0,7) para 8 y r, respectivamente, por valores discretos
y numerables. De hecho, tomemos 3, = my r, = v — %, con m,n € Ny
n > f%] Asi, obtenemos una familia numerable de seminormas en S(X,d, 1) y
por lo tanto podemos asignarle la métrica asociada

— i P-4l
p(6:9) .—%2 P

donde [-]; es un nueva indexacién de las seminormas [-|,. v [-]3,.,r., con m,n € N
yn> fﬂ Por lo tanto, dado que S(X,d, i) es metrizable podemos definir su
dual topoldgico, al cual denotaremos con S'(X,d, u).

Observar que en caso que (X, d) sea acotado, S(X,d, i) coincide con el es-
pacio de funciones test D de Macias-Segovia. De hecho, todas las funciones Lip-

schitz son acotadas sobre bolas y las funciones |1+ d(z, 7¢)|? estdn acotadas por
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(1 + diam(X))?, por lo tanto las seminormas [-]5 son finitas para toda ¢ € A.
A su vez, las constantes Lipschitz locales estdan uniformemente acotadas por la
constante Lipschitz global, luego las seminormas ||, también son finitas para
toda ¢ € A. Esto quiere decir que A = D = S en el caso que el espacio sea
acotado.

Nos interesa estudiar el decaimiento de D*¢ cuando ¢ pertenece a S(X, d, u).
Para esto precisamos establecer previamente una extension de la desigualdad de

Peetre a espacios casi-métricos.

Lema 3.3.2 (Desigualdad de Peetre). Sean a,b,t € R. Luego,

1+a2\’

Como consecuencia inmediata de este lema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.3. Sea (X,d) un espacio casi-métrico y sea K la constante tri-

angular para d. Tomemos zo,x ey en X yt € RT. Luego,

1+ d?(z, 7o)

[t]
200011 4 (2 )
) < R+ o)

(3.3.2) (

DEMOSTRACION. Notemos primero que
(1+d2(x,:1:0)> 5 (1+[K‘1d(337x0)]2)
——— | <K .
1 +d2(y,1170) 1 +d2(yax0)
Luego, por la desigualdad triangular tenemos que
(1+d2($,$0)> <K2 <1+[d(1’,y)+d(y,x0)]2)
L+ d*(y,z0) ) — 1+ d?(y, zo) '

Elevando ambos miembros a la |t|, escogiendo en el lado derecho a = d(x,y) +

d(y, o), b = d(y,zo) y aplicando la desigualdad de Peetre, tenemos la desigual-
dad (3.3.2). O

Dado que nuestra definicién de D*® fue dada en espacios Ahlfors regulares,

supondremos de aqui en adelante que (X, d, 1) es un espacio Ahlfors a-regular.

Teorema 3.3.4. Sea 0 < s < 7. Luego son vdlidas las siguientes afirmaciones:

(A) Si¢ € S(X,d, ) entonces D*¢ decae en el infinito con orden « + s, es

decir

[Dsqs]a-&-s < 003
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(B) mds atin, si {¢r} — 0 en S(X,d,u) cuando k — oo entonces
[D°Pklats — 0,  cuando k — oo,

es decir, D® es un operador lineal y continuo de S(X,d, ) en el espacio

de las funciones cuya seminorma [|o+s €s finita.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.3.4. Sean 0 < s < vy ¢ € S(X,d, u).
Comencemos descomponiendo D?¢ de la siguiente forma

s -~ P(y) — ¢() B(y)
Diole) = ~/B(z,1) d(x,y)>ts dﬂ(y) - /J;C(m,l) d(x,y)*+s ()
du(y)

- ) /Bc(m,l) d(z,y)ots

Asi, resulta que

1+ dle o))" Do) < (1 + ) [ A= g

Bz1) d(@,y)Ts

+ (L dl,z0)™ /Bc( ) o g 0

du(y)

a+s (o o \ats
—+ (1 + d(% 550)) |¢(I)‘ Be(z,1) d(x’ y)OH_S

dp(y)
(3.3.3) =:I(z) + II(z)+ I1I(x).

Para estimar el término ITI(z) utilicemos la Proposicién 1.8.2, obteniendo asf
(3.34) ITI(z) < C(1+ d(w,20))*"*|6(7)| = C[Blarts:

Por otro lado, reescribamos I1(x) de la siguiente forma,

a+s
(3.3.5) I1(z) /Bc@;,l) (W) (o) dp(y).

Dado que la integral es sobre B¢(z, 1), entonces d(z,y) > 1. Luego, es sencillo

corroborar que

Por lo tanto, por la desigualdad (3.3.2) para t =

IN

a+s
& 1+d*(z,m0)\ °
L+ d*(z,y)

a+s
5, tenemos que

a+s
<W> < C(1+ d*(y,20)) "% < C(1 + d(y, 20))*+.
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Por consiguiente, retomando (3.3.5), resulta que

I(z) < C / (1+ d(y, 20))°**|6(v)] duly)

Be(z,1)
(1 +d(y, z0))***7|¢(y)|

Bea) (L+d(y,zo))ot0—9 1(y)
' du(y)
< Cldloa
= [QS]Q +v /BC(ZI/’,I) (1 + d(y7 1‘0))0“*‘(’7—8)

Nuevamente la Proposicién 1.8.2 nos permite obtener que
(3.3.6) I1(z) < ClPlaatr-

Por dltimo, tomemos r arbitrario tal que s < r < . Luego,

1w = [ ) G )

= .1 a+s |¢(y) B ¢(.’E)| d,u(y)
_ /B B o =

dp(y)
< a-+s,r T N ()
< [Bla+ /B’(;c,l) d(x,y)o—(r=2)

Una vez més, de la Proposicién 1.8.2 se desprende que

(3.3.7) 1(z) < Cldlass.
Reuniendo lo obtenido en (3.3.3), (3.3.4), (3.3.6) y (3.3.7) llegamos a que

[Dsd’]o&s < C([Qﬁ]a-&-s + [¢]2a+’y + [¢]a+s,r)-

Esta tltima desigualdad demuestra que [D®@],+s resulta finita para toda ¢ €
S(X,d, ). Més atin, prueba la continuidad del mismo de S(X, d, i) en el espacio
de las funciones cuya seminorma [-]o+s es finita. Dado que linealidad del operador

de D?® es inmediata, queda asi probado el teorema. O

Este ultimo resultado nos permite dar una definicién en sentido débil de
la derivada fraccionaria para una clase particular de funciones localmente inte-
grables. Sea f € L} (X, u) tal que

loc

|f(z)]
/X (1 +d(z,zg))>ts du(z) < oo.
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Notar que la finitud de la integral es independiente del zq elegido. Luego, dada
una funcién g tal que []o4s es finita, tenemos entonces que f « Jgdu es absolu-

tamente convergente. En efecto,

f(@)
[ @Ils@)dn(@) < o | i s ) < Clalo,

Luego, dada ¢ € S(X,d, u) podemos definir

(D°f. ) == (f, D*¢) = /X D% dp.

Por lo tanto, por el Teorema 3.3.4 podemos asegurar no sélo que D? f estd bien
definida, sino también que define un funcional lineal y continuo en S(X,d, u), es
decir, D*f € §'(X,d, u). Este resultado va en concordancia con lo expuesto en
el caso euclideo por L. Silvestre en [50], donde considera a
— 1 , /()|
Ls = {f S LZOC(RTL) : /]Rn de < o0

como el espacio natural para (—A)%/2.

Notemos que si f € LP(X, ), con 1 < p < 00,

[\ Tl gy ) < ( / |f($)|”du(x));

X 5
. (/X A+ d(w,a0)) @ d”(x))
< Ol flr,

y por lo tanto D*f € 8'(X,d, ). Observar que la misma cota se satisface para
el caso p =1y p = co. De esta manera, podemos dar una definicién de espacios
de Sobolev en estos contextos. Diremos que una funcién f € LP(X, pu), con 1 <
p < 00, estd en el espacio de Sobolev LP(X,d, p) si la derivada débil D* f
es una funcién de LP(X, u), es decir, si existe g € LP(X, u) tal que para toda
¢ € S(X,d, ) se tiene que

°£.0)= [ god
X
Dotaremos al espacio con la norma

/]

Hay otros modos de definir espacios de Sobolev en espacios de tipo ho-

vz = I fllee + 1D° fll Lo

mogéneo —ver, por ejemplo, [39], [32], [16] y [48]. El precedente estd ddndole
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a los operadores de derivacién fraccionaria el rol que le cabe al gradiente en los
casos cléasicos y, naturalmente, nos devuelve una propiedad trivial pero basica:
Ds: LP(X,d,u) — LP(X, p) continuamente. No exploramos aqui la relacién de
nuestra definicién con las de aquellas referencias. Mencionaremos que el estudio
de este operador actuando entre espacio de Besov y de Triebel-Lizorkin ha sido
considerado en [34].

En los préximos capitulos, para casos particulares de espacios Ahlfors 1-
regular, obtendremos caracterizaciones de Fourier (generalizadas) de una familia
de estos espacios funcionales. Observamos finalmente que la mirada distribucional
que hemos introducido permite plantear el problema en contextos méas amplios
y resolver problemas de difusién en forma débil, con datos iniciales que no sean

funciones.
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Capitulo 4

Difusiones asociadas a diferenciaciones

fraccionarias diadicas: el caso unidimensional

En este capitulo resolveremos un problema de dato inicial para una difusién
vinculada a un operador de derivacién fraccionaria diddico en RT. En primer
lugar, obtendremos un analisis espectral del operador en términos del sistema
de Haar. Luego, probaremos una acotacién puntual del operador maximal de la
difusién por el operador maximal diddico de Hardy-Littlewood. Como consecuen-
cia de esto obtendremos la convergencia puntual al dato inicial en los espacios
de Lebesgue clésicos. Si bien el conjunto subyacente es RT, la estructura métrica
en el espacio no es la usual. En algiin sentido este capitulo tiene un propdsito in-
troductorio y expositivo, ya que la mayoria de los resultados que aqui probamos

son un corolario de los del Capitulo 5.

4.1. Introduccién

Comencemos particularizando al caso de RT las construcciones hechas en las
Secciones 1.9 y 1.10 de los Preliminares.

Sea I = UjeZ 97 la familia diddica de intervalos en RT. Si I pertenece a
PDI, luego I = I} = [(k —1)277,k279) para algtin k € Z* y |I| = 277, donde las
barras verticales denotan la medida de Lebesgue en R. Para cada I € 27 existen
dos intervalos disjuntos I~ e IT en Di*!, ambos contenidos en I, los cuales son
precisamente las mitades izquierda y derecha de I, respectivamente.

La distancia diddica §(x,y) de = a y, ambos en R*, se define como cero
cuando z = y y como la medida del menor intervalo diddico J € Z que contiene
a ambos z e y. Notemos que para cualesquiera dos puntos z e y en R*, §(z,y)
estd bien definida ya que para |j| lo suficientemente grande y j negativo, el
intervalo [0,277) es diddico y contiene a z e y. Con esta métrica y la medida
de Lebesgue, RT es un espacio Ahlfors 1-regular de medida infinita. En efecto,

Bs(z, ) es el mayor intervalo diddico I tal que contiene a = con medida menor
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que 7. Por consiguiente, |Bs(z,7)| = |I| < r. Pero como I es el mayor intervalo
diddico conteniendo a z con |I| < r, entonces esto significa que |I| > 7, donde
I es el padre de I. Por lo tanto, |Bs(z,r)| = |I| = %m > ir. En resumen,
%7“ < |Bs(z,7)| < r, para todo * € RT y todo r > 0, es decir, (RT,4,]-]) es
Ahlfors 1-regular.

Por otro lado, notemos que a pesar de que |z —y| < d(z,y), la funcién m
es aun singular, en el sentido que fR+ % = 400 incluso cuando [ ©0.1) 5(%2%
y f(l,w) 5(12% son ambas finitas para todo & > 0 (ver Lema 4.2.2).

Para I € 2 denotaremos con hy a la funcién de Haar soportada en I. En otras
palabras h; = |I|72 (x;- — x1+), donde xz denota la funcién caracterfstica del
conjunto E. El sistema {hy : I € 2}, conocido como el sistema de Haar, es una
base ortogonal del LP(R") y una base incondicional para LP(RT),1 < p < oo
(ver Teorema 1.10.3). Con (f, hs) denotaremos el producto interno [p, fhrdx
siempre que esté bien definido.

Tomando (R, §, |-|) como nuestro espacios ambiente, la derivada fraccionaria

de orden s, con 0 < s < 1, vendra dada por

@ -0,

R+ 6('1:7 y)1+s

D f(x) =

siempre que la integral sea absolutamente convergente. Notemos que este es el
caso de las funciones acotadas y Lipschitz en el sentido cldsico, dado que |z —
y| < 0(z,y). En este contexto llamaremos a D?® el operador de derivacién
fraccionaria diadico.

El propésito de este capitulo es estudiar el problema de difusién (3.2.6)
presentado en el capitulo anterior, pero asociado en este caso al operador de

derivacién fraccionaria diddico, es decir

Ou :/ —“(y’”_ﬁ””’t) dy, xR+ t>0,
(4.1.1) ot gt O(z,y)'ts

u(z,0) = up(x), r e RT.

En la Seccién 4.4 veremos que la condicién inicial se satisface puntualmente
siempre que ug pertenezca a algin LP(RT), para 1 < p < oco. La herramienta
analitica principal involucrada en la demostracion sera, al igual que en el caso
euclideo con la ecuacién del calor, la prueba de la acotacién del sup, |u(z,t)]

por la funcién maximal de Hardy-Littlewood (diddica en nuestro caso).
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4.2. El operador de diferenciaciéon fraccionaria didadico

La funcién caracteristica de un intervalo diadico I € Z es una funcién Lips-

6%"‘1’) . Asi, para

chitz con respecto a la distancia §. De hecho, |xr(z) — x7(y)| <
0 < s < 1, la integral

/ xi(z) — Xf(y)dy
R+

6w, y)t+e
es absolutamente convergente.

Dado que las combinaciones lineales finitas S(7¢) del sistema de Haar J#
estan contenidas en las combinaciones lineales finitas de las funciones carac-
teristicas de intervalos diddicos, estamos en posicién de definir, para 0 < s < 1,
el operador D* sobre S(.5°) como
@) = [) ;.

R+ 5(1"7 y)l-‘,-s

En [4] los autores prueban que las funciones de Haar son las autofunciones de

D f =

D?. Sin embargo, daremos aqui una prueba alternativa méas simple que serd facil-

mente generalizable al caso de espacios de tipo homogéneo.

Teorema 4.2.1. Sea 0 < s < 1. Luego, para cada hy € € resulta que
(4.2.1) DPhy(z) = bs|I|"*hi(2),

conbs;=14+Cs yCs = #ﬁ

Antes de comenzar la demostracion de este teorema probemos el siguiente

resultado auxiliar.

Lema 4.2.2. Sea 0 < e < 1, y sea I un intervalo diddico en RY. Entonces, para

x € I, tenemos que

dy dy -
— e |If _ YW e
fi= e v [ T

ge+1

1
dOndecgzﬁyCE:W

_1
21"

DEMOSTRACION. Observemos que la bola Bs(z,r) es el mayor intervalo
diddico I conteniendo z con longitud menor que r. Luego, para I € 27 y xz € I

tenemos que

fiai=  Jon s T
1 0@y szt Oz y)t e
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N / dy
W5 <oy <ary 0@ y)
= > Hy: d(z,y) =275 12 HED
k=j—1
&0 2€+1
=2 g~(kthe — = |1},
k=j—1
En forma anéloga se prueba la segunda identidad. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2.1. Comencemos notando que para par

de intervalos I,I' € 2, con INI' =, tenemos que
(4.2.2) §(x,y) =|J|, paratodoxelytodoyel,

donde J es el primer ancestro comun entre de I e I'.
Tomemos hy € 5. Supongamos que = ¢ I. Dado que h; estd soportada en
I, luego hyr(z) = 0. Asi,

[ty | e [0
o(z,y)tts B 0(z,y) 1t Oz, y)tts
La primera integral del lado derecho es cero dado que h;(y) = 0 para todo

y € RT\I. Para la segunda integral, como = ¢ I e y € I, podemos aplicar (4.2.2)

haly) L s _
/zé(x,y)1+sdy ¢ /Ihf(y)dy 0.

Por lo tanto, hemos probado (4.2.1) para x ¢ I.

para obtener

Supongamos ahora que x € I. Denotemos con I* al hijo de I que contiene a

z. Luego,

/ hi(r) — hl(y)d _ / hi(w) — hr(y) / hr(z) — hr(y)
T Nigs W= — Y —dy + ———dy.
I * I\I*

Oz, y)tts Oz, y)tts d(x,y)tts

Como hy es constante en cada hijo de I, entonces la integral sobre I* es nula.

Observemos que d(z,y) = |I| en la integral sobre I\I*, luego

hi(z)=hr(y) ., 1 g 2) —
/I\I* 5(z, y)+s dy = |1 /I\I* hr(z) — hi(y)dy
:m**ﬂmw—m@@
ﬂﬁ“{jmw@—ﬁm@@}
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= 1|7 hy () 1|
(4.2.3) = |I|"%hs(x).

Finalmente, aplicando el Lema 4.2.2, obtenemos que

hi() = haly) o)1
/ﬂw 3,y dy"””/w‘“ )Ty

(4.2.4) = hr(x)C,|I]7%,

donde Cy = 54+ 515 Por lo tanto, de (4.2.3) y (4.2.4) resulta que
hi(x) = hi(y) / hi(z) — hi(y)
Déhr = | —F———dy+ —
= | wer oy Y
= [I"hi(x) + Cs [ hi ()
= (1+Cy)|I|"*hr(x).

Asi, hemos probado (4.2.1) para x € I, y la prueba estd completa. O

La ecuacién (4.2.1) nos permite establecer en el siguiente teorema una defini-
cién alternativa de D*® cuando actia sobre funciones de LP(R™, 4, ]| |). Méas atin,
brinda una caracterizacién del espacio de Sobolev L? en funcién del sistema de

Haar.

Teorema 4.2.3. Sea f € LE(R',4,|- ), entonces

(4.2.5) DA f(x) = bolI|™* (f-hr) ().

I1€2

Luego, el espacio LP(RY,4,] - |) coincide con el conjunto de todas las funciones
de LP(R™) tales que
1

<ZI_25|<f,hz>l2lhzl2> € LP(R™).

I€e2

Mas ain,
1

[fllze + (Z |I|_28<f,hz>|2|h1|2>

Iez e

es equivalente a || f|lLe.
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DEMOSTRACION. Recordemos que toda h; € # es Lipschitz 1 respecto a
§ y tiene soporte acotado. Por lo tanto, hy € S(R™,d,]|-|). Luego, si f € LP

entonces
(D*f,hr) = (f,D°hy).
Por el Teorema 4.2.1 sabemos que D*h; = bs|I|~*hy, en consecuencia
(4.2.6) (D*f,hr) = bs|I|7*(f, hr).
Supongamos que f € LE(RT,4,]|-|), entonces D*f € LP(RT). Como J# es una
base incondicional de LP(R™) tenemos que

Dif(x) =Y (D*f.hy) hi(x)

1€2

D bl (fohr) (),

1€2

lo cual prueba (4.2.5). Por otro lado, el Teorema 1.10.3 nos asegura que

ID* fllL» = (Z (D*f, h,>|2|h,|2>

1€ Lo

Por lo obtenido en (4.2.6) resulta que

1

2
ID*fllr = (Z 1117214, h1>|2|h1|2>
Ieo o

lo cual termina por probar el teorema. O

4.3. Estimaciones para la funcién maximal de la solucién

Los resultados de la seccion anterior sugieren —al menos formalmente— que
la funcion
(4.3.1) u(a,t) =Y e P g, hy)h ().

Ie®

resuelve el problema (4.1.1). Para comenzar con el andlisis de la forma en que la
condicion inicial se satisface, en esta seccién obtendremos cotas para el operador
maximal asociado a u(z,t).

Reescribiendo el producto interno en (4.3.1) como una integral y cambiando

el orden de integracién obtenemos que

u(z, t) = / [Z e~ M hy (y)hr (@) | uo(y)dy.

Ie®
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Llamemos k;(x,y) al nicleo de la ecuacién anterior, es decir,

(4.3.2) ki(z,y) =Y e W hy(y)hy ().

Ie®

Luego, si denotamos con K; al operador con nicleo k;, podemos escribir

) = [l p)uo(u)dy = Kiuola).
El objetivo de esta seccién es probar que para toda ug € LP(R™) se satisface que
(4.3.3) K ug(x) := igg | Kyuo ()] < CMgyuo(x),

donde My, es el operador maximal de Hardy-Littlewood diddico, el cual viene

dado por
Mdyf( = Sup |I|/‘f |dy7

zele
para toda funcién f definida sobre R*, localmente integrable. Para lograr esto

construiremos una funcién decreciente ¢ : RT — R* tal que ¢ € L*(0,00) y
1 (6(xy)
o] < 1o (2.

Comencemos notando que para x e ¥ fijos en RT, sélo quedan aquellos térmi-

nos de (4.3.2) en los cuales I contiene a e y. Llamemos con IV al primer ancestro
comtn entre x e y, y sea £ tal que I° € 2*. También denotemos con I7 el intervalo
diddico en 277 que contiene a I°. Entonces,
ki(z,y) = Z e P s (y) s ()
Jj=0
b 10—
=e bl (y)ho(z)
+ ) e ()b ().
j>1
Observemos que, para todo j > 1, 2 e y pertenecen al mismo hijo de I7, en
consecuencia hr;(y) = hyi(x). Més aun,
1
hyi (y)hpi (x }IJ| .
Por consiguiente,
7b ‘I]I ?

0|—s
kt(fﬂ,y) = efbs‘l ‘ th]O h,](l Z |I]

7>1
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Ahora, notemos que §(x,y) = |[I°| y que |[I7| = 27|I°|. Ademds, como z e
y pertenecen cada uno a un hijo diferente de I°, resulta que hjo(y)ho(z) =

—[1°71. De aquf que

bs3() "t 5 Z e~bo (20D
ku(w,y) = —e 0w Ty
= 216(x,y)

1 o—bsd(zy) 7t —bs (296 st

_ _ zy) Tt 9= Jebs(270(2y))”
o(z,y) ;1
Por lo tanto, definiendo ¢ : Rt — R como
1 - , e

N N 9=J —bs(27r)

o) = L |- e

Jjz1

1 o(z,y
kt(x7y) = t1/580< (tl/s)> .

Notemos que ¢ es una funcién continua para todo r positivo y que para r mayores

podemos asegurar que

que una constante positiva rg, ¢(r) es positiva. Para estos valores de r, dado que

Y5127 =1y le™®| <1 parax € RT, también tenemos que
0 < p(r Zgj{l_e Sr*s}.
j>1
Asi, utilizando el teorema de Taylor para la funcién exponencial llegamos a que

s bs
0<g0 22J|:T§:|_7"1+s.

]>1

Para 0 < r < 1, fijemos 0 < € < 1 y definamos n(r) := [—elog, ], donde [-]
denota la funcién techo. Luego podemos partir ¢ de la siguiente forma

—b57 g

4.3.4 9= Jg=bs(2'r) 9=de=bs (1) 77
(434) ()= ———+ - Z AU S

i>n(r)
El valor absoluto del primer término del lado derecho de (4.3.4) esté claramente
acotado. El segundo término también estd acotado dado que para j < n(r)

—(1—e)s

tenemos que e~ <(2’7)7" < Cembsm . Luego,

n(r) —p o (1—e)s

n(r)
122_]'6_175(2]'7.)75 < g —bgr—(1me)e 22—3 < Ce
r

j=1
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Por dltimo, para el tercer término podemos ver que

C

pl—e’

1 3 2mdeh @ < 1 S 2i< clon < ole _
B -oor -

r r
g>n(r) j>n(r)

De este modo, resulta que |o(r)| < 9(r) para todo r € Rt donde

ri=e, si0<r<l1,

r)y=C
Vi) { rits sir>1,

1 0
< [ e (B52) i ay

E §(z,y)
(0 ( ug(y)|dy
tl/':‘ /y t1/52i <§(z,y)<tl/s2i+1} tl/s | O( )|

j=—00
S o) / o (4) dy.
iS5 t1/520%+L [, (o 41709041

Dado |Bs(x,r)| < ry cada Bs es un intervalo diddico, tenemos que

1
KUO 2J+1 (2J —_— Uo(y dy
K j_z_:oo )|Bé($ t1/s2+1)] Bg(m,t1/52j+1)‘ )
Z 2714 (27) Mayuo (x)
Jj=—00
= 4Md uo / (2J)d
Y Z {y:29-1<y<2i}

j=—o00

< AM gyuo(z) o Y(y) dy,

< 4|l r Mayuo ().
Tomando supremo en ¢t obtenemos que

sup [ Kyuo ()] < 4f|¢]| Ly Mayuo(x),
>

lo que completa la prueba de (4.3.3).
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4.4. Solucién por el método de Fourier-wavelets y convergencia

puntual al dato inicial

En esta seccién enunciaremos y probaremos el teorema central de este capitu-
lo. Valiéndonos de los resultados obtenidos en las secciones anteriores probaremos

el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sean 0 < s< 1,1 <p < oo yug € LP(RT) dados. Luego,
(A) la funcién u definida en RT x R* por
u(z,t) = Z e U  ug Y hy ()
1€9
pertenece a LP(RY,4, |- |) como funcién de x € RT para cada t > 0;

(B) la funcion u resuelve el problema

8 :
G =—D%u, zeRT,t>0,

u(x,0) =up(xz), xeRT,

(4.4.1)

donde la derivada con respecto a t es una derivada Fréchet de la fun-
cién definida en (0,00) con valores en LP(R™Y) y la condicion inicial se
satisface en LP(RT), es decir |u(-,t) — ug||z» — 0, cuando t — 0;
(C) ewiste una constante C' > 0 tal que
u*(z) = sup |u(z, t)] < CMgyuo(x);
>0

(D) lmy o+ u(a,t) = up(z) para casi todo x € R*.

DEMOSTRACION DE (A). Comencemos notando que |e~20s117"

< 1, en-

tonces por el Teorema 1.10.3 sabemos que

(Z a1, h1>|2h1|2> (Z -l

Ieo I1€9

1
2

(uo, h1>2h1|2>

Lp Lr

< (Z |<onh1>|2hl|2>

1€e2

Lp
< Clluollpp < oo

Nuevamente por el Teorema 1.10.3, u(-, t) pertenece a LP y [[u(-, t)||» < C|luo|Lr,

para todo t > 0. Por otro lado, es sencillo ver que

(4.4.2) 0 < [I|725e 201177 < (ebyt) ™2,
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Luego, para cada t > 0 fijo

(Z |I|28|<u<-,t>,hz>|2|hﬁ>

Ie v

— (Z |I|—256—2b5\1|75t

Ieo

1

2

(uo, h1>|2|h1|2>

Lp

<C (Z |<U07h1>|2|h1|2>
1€ .

(4.4.3) < Clluol L < oo

Por lo tanto, por el Teorema 4.2.3, u(-,t) € LP(R™,4,| - |) para cada t > 0.

DEMOSTRACION DE (B). Para probar que la ecuacién diferencial en (4.4.1) se

satisface, comencemos mostrando que para cada t > 0 fijo

—bs|[I|7%(t+h) _ ,—bs|I|™°¢ .
(4.4.4) sup ¢ ¢ + bg|T|~Se b It

— 0,
I1€2 h

cuando h — 0. Esto es equivalente a que

o—bsl 175t
sup — 0,

I1c2

el 1 b 1))

cuando h — 0. Usando el teorema de Taylor para la funcién exponencial obten-

€mos que

o—bsl 1175t .
S T ]

e blfer 2 —b|I|=¢
< - Z ) I —S —0s S
< | [ [ ]
2
2
< | ragre 1 )

Entonces, para conseguir (4.4.4) es suficiente ver que

rea | |72
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Como

—bst|I|™° < 4(7f6)_2,

o
|I|725
la primera ecuacién de (4.4.1) vale.
Ahora, para probar la convergencia al dato inicial en L?, i.e.
P
(4.4.5) u(z,t) RN uo(x), cuando ¢ — 0,
necesitamos proceder de una forma diferente dado que para cada ¢t > 0
sup |e:l17"t — 1’ — 1.
sz
Sin embargo, usaremos el hecho de que para cada f € L? el operador proyeccién
Pif=> > (fh)hs
Jj<i I€9i
converge a f en LP cuando ¢ tiende a infinito, o equivalentemente,
LP
SN T (fhnh =0,
j>i 1€ DI
cuando ¢ tiende a infinito.
Dado € > 0, escojamos ¢ lo suficientemente grande tal que

2

(4.4.6) > Kuo, ) PR <e.

> IeDi
e
Observemos que para cada I € 27 con j < £ tenemos que |I| > 27¢ entonces
podemos elegir t( lo suficientemente pequeiio tal que

(4.4.7) I T T S L

para cada t < tg. Ahora, notemos que

lu — | s 3 (Z |e=bel I — 1|<u0,h,>2|h,|2>

Ic2

N

Lp

Nl

<[ S ST ge b 1 g, ) 2R 2
i<l IcPi o
1
2
F S ST e — 1 (ug, )2 Bl
J>L 1€

Lp
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Por lo tanto, de (4.4.6) y (4.4.7) llegamos a que

lu—wuollze Ze |1 DD [uo, hr)|hs]?

Ji<lIePi
Lr

+2011 D0 [uo, k) Plha?

>0 I€EDI

N

Lp

Zelluollre + 2,

Luego, (4.4.5) se cumple y asi completamos la prueba de (B).

DEMOSTRACION DE (C). Esta parte del teorema ya ha sido probada en la sec-

ci6én 4.3 en la demostracién de la estimacién (4.3.3).

DEMOSTRACION DE (D). La convergencia puntual al dato inicial, como es usual,
es una consecuencia inmediata de la acotacién en LP del operador maximal u*
y la convergencia puntual en un subconjunto denso de LP. Esquematicemos una
pequena prueba en aras de completitud.

Dado que sabemos que K;f — f en LP cuando t — 07, a fin de probar la

convergencia puntual, definamos
E= {f eLP: Hm+ K, f existe para casi todo x € R"‘} .
t—0

Notemos que S(¢) C E C LP. Como S(.5¢) es denso en LP, entonces sélo nece-
sitamos probar que F es un subconjunto cerrado de LP. Sea {f,} una sucesién
contenida en F tal que f, converge en LP a una funciéon f. Para constatar que

f € E es suficiente probar que para todo € > 0 se tiene que

(4.4.8) |E.| := Hm : imsup K, f(x) — h’m(i)1+1f K f(x) > 5}‘ =0.
t—

t—0+

Para cada n escribamos

|E:| < Hx : limsup Ky fi, () — liminf Ky f, () > 6}’
t—0t 3

t—0+
3 }

+ Hx lim inf K,(f, — f)(z) > EH
t—0+ 3

+ Hx :limsup Ky (fn, — f)(z) >

t—0t

Wl
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El primer término es cero dado que f,, € E. Para acotar los otros dos térmi-
nos usaremos la acotacién en LP del operador maximal K* la cual se sigue del

item (C). Observemos que para cada funcién g resulta que

limsup Kig(x)| < K*g(x).

t—0+

Luego, como K* esta acotado en LP y por lo tanto débilmente acotado en LP,
podemos asegurar que
, € 1
x: lmsup Ky (fr — f)(z) > = jprfnffHLp.
t—0+ 3 €
Anélogamente podemos ver que
€

Hm: lim inf K (fn — f)(2) > 3

b= Gl = Al

En consecuencia,
1
B2l 3 S5l = Sl

Asi, cuando n tiende a infinito tenemos (4.4.8). Entonces F es cerrado y por lo

tanto F = LP. Esto significa que para cada ug € LP se tiene que

lim w(z,t) = lim Kyup existe.
t—0t t—0t

Como ya sabemos que u(z,t) — ug(x) cuando t — 01 en LP, entonces (D) es

inmediato, lo que completa la prueba. O

Por tdltimo, notemos que atin cuando en el Teorema (4.4.1) demostramos que
la solucién u pertenece a LE(R™,4,|-|) como funcién de z € R para cada t < 0,
puede demostrarse que para todo ¢ > 0 la solucién u pertenece a LP(R™T,4,|-|)
como funcién de 2z € R para todo r > s. En efecto, la acotacién hecha en (4.4.2)
puede generalizarse de la siguiente manera,

0 < |17 2re 201" < (682 t)
S

ol

Luego, la estimacién hecha en (4.4.3) resulta

(Zm—”<u<-,t>7h1>|2|h12> = <Cluolly <.
1€2 o

Por lo tanto, siguiendo las constantes podemos probar que

_ c
fute 0l <€ (14 57 ) ol
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De igual modo, se puede comprobar que la ecuacion u; = —D?®u se satisface en

LP__, para todo r > s.
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Capitulo 5

Difusiones asociadas a diferenciaciones
fraccionarias diadicas en espacios de tipo

homogéneo

En este capitulo extenderemos a espacios de tipo homogéneo al operador de
derivacién fraccionaria diddico construido en el capitulo anterior. Probaremos
que cada funcién de la base de Haar es autofuncion de dicho operador, como en
el caso euclideo. Luego, extenderemos los resultados de existencia y unicidad de
soluciones para los problemas difusivos asociados a dicho operador. Por 1ltimo,
para el caso de medida finita demostraremos nuevamente la convergencia al dato

inicial.

5.1. Introduccién

Sea (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo no atémico. Denotemos con 2 =
Ujez2? a la familia de cubos diadicos de Christ, y supongamos que X consta de
un tdnico cuadrante (ver Preliminares, Seccién 1.9).

Definamos, al igual que en el caso euclideo, la distancia diddica § entre puntos

como
O(w,y) = mf{pu(Q): 2,y QyQec P}

Si z = y definimos §(z, x) := 0. Aqui también es facil ver que § es una métrica,

m&s aun es es una ultra-métrica, es decir que satisface una desigualdad del tipo
§(z,y) < méx{d(z, 2),d(z,v)}

Anélogamente al caso real, se prueba que (X, §, 1) es un espacio Ahlfors 1-regular,
ya que sigue valiendo la propiedad que para todo Q) € Z se satisface que u(Q) >
Cu(@), donde @ es el padre de @ y C' una constante positiva independiente de
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Q@. Luego, el operador D® también viene dado por

fy)

(5.1.1) Dsfz/Xfé(éj);)du(y),

Y
Ts
siempre que la integral sea absolutamente convergente. Observemos que en el
caso de R" la métrica ¢ acota superiormente a la n-ésima potencia de la distancia
euclidea, es decir |z — y|™ < Cd(z,y). Pero ciertamente una desigualdad en el
sentido contrario es imposible. En particular, las funciones Lipschitz r usuales
de R™ son de clase Lipschitz - con respecto a .

Es preciso recordar que la estructura de espacio de tipo homogéneo general
tolera notables heterogeneidades dimensionales y de distribucién de masa con
respecto a la métrica. Pueden existir atomos, que serdan aislados y coexistir con
otras estructuras continuas del espacio. Asi que cuando observamos que Z7+!
es un refinamiento de 27, a diferencia del caso euclideo, podria ocurrir que
23t = 9 o que P N DI £ (. Incluso que 271710 N @I £ (). Sin embargo,
si Q pertenece a dicha interseccién puede ocurrir que () ya no pertenezca a
23+ porque después de esa «espera de escala» @ tiene que dividirse porque
su didmetro es demasiado grande comparado con #71'!. Si en cambio Q sigue
estando en todos los 271¢ para todos los £ > 1 es porque el «centro» xfc de esos
cubos diddicos es un atomo y todos los cubos de cada escala mayor que j que
contienen a xfﬁ se reducen a ese punto. Luego, no hay wavelets de Haar soportada
en esos cubos singulares.

En los ejemplos presentados al final de la Seccion 1.8 de los Preliminares
encontramos arquetipos de este comportamiento. Los Ejemplos 1.8.1, 1.8.2y 1.8.4
son modelos estandares, donde la proliferacién de los cubos es uniforme tanto en
el espacio como en todos los niveles. Por otra parte, los Ejemplos 1.8.8 y 1.8.9
representan casos de subdivision dispar, donde la fragmentacion de los cubos se
da en mayor o menor medida dependiendo de la dimensién de la componente en
la que nos encontramos. Distinto es el caso de los Ejemplos 1.8.6 y 1.8.7, donde
encontramos cubos que no se dividen en un nivel y si lo hacen en el siguiente. Sin
embargo, la «espera de escala» sigue un patron a través de todos los niveles. Aun
asi, no es dificil imaginar ejemplos donde no haya ningin tipo de regularidad en
la particién ni a lo «ancho» del espacio ni a lo «largo» de las escalas.

En general partiremos de .77, el sistema de Haar asociado a Z introducido en

la Seccién 1.10 de los Preliminares. Para cada h € . consideremos @ = Q(h) su
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soporte didadico. Como en @ hay wavelet, @ no es un atomo y por lo tanto tarde o
temprano se divide. Algunas veces diremos que Q € 27 y que sus hijos pertenecen

a 2711, Es claro que para esos Q(h) siempre hay un j en esas condiciones.

5.2. El operador de diferenciacion fraccionaria diadico en espacios

de tipo homogéneo

La funcién caracteristica de un cubo diddico @ € Z es una funcién Lipschitz
con respecto a la distancia . Asi, para 0 < s < 1, la integral

xQ () — xq(v)
/X TP du(y)

es absolutamente convergente. Dado que las combinaciones lineales finitas S(¢)
del sistema de Haar estan contenidas en las combinaciones lineales finitas de las
funciones caracteristicas de intervalos diddicos, para cada f € S(H#)y0 < s < 1,
el operador D? viene dado por (5.1.1).

Mostraremos a continuaciéon que las funciones del sistema de Haar son aut-

ofunciones del operador D?, extendiendo asi el Teorema 4.2.1.
Teorema 5.2.1. Sea 0 < s < 1. Para cada hé € H tenemos que
(5.2.1) DRl () = mou(Q) ™"y (x),

donde {mq}tqeca € £>°. Mds ain,

(5.2.2) 0<em <mg <Cy <00, paratodo Q € 2.

DEMOSTRACION. Dados j,k,i,f € Z tales que Qi N Q= 0, es inmediato

que
(5.2.3) 0(z,y) =C(j,k,i,¢), paratodo x € Qi y todo y € Q5.

M4s atin, la constante C'(j, k, i, () = ,u(@), donde @ es el primer ancestro comin
entre Q) y Q.

Fijemos h’é € . Veamos que (5.2.1) se satisface. Para esto comencemos
suponiendo que z ¢ Q. Dado que heQ tiene soporte en ) entonces h% (z) = 0.
Luego, para verificar (5.2.1) bastaria ver que Dshf2 (z) = 0. Observemos que en

este caso podemos escribir

~hg(y) —h(y)
sl Q Q
(5:24) Drhqlw) = /x\@ 6(z, y)tts 4uly) /Q 6(w,y)tts duly)
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Dado que hé(y) = 0 para todo y € X\@, el primer término del lado derecho de
(5.2.4) es nulo. En el segundo término, como z ¢ Q e y € Q por (5.2.3) tenemos

que 0(z,y) = C, luego

—h"
/. S ) = - | Howants) =0

Por lo tanto, queda probado (5.2.1) para x ¢ Q.

Supongamos ahora que =z € Q. Aqui también dividamos

hé (x) — hs(y) hS (z) — RS (y)
spl Q Q Q Q
(5.2.5)  Dhg(x) = /Q 5z ) du(y) + /X\Q ) du(y).

Para estimar la primer integral de (5.2.5), llamemos Q* al cubo hijo de @ al que

x pertenece. Luego, escribamos

ho(z) — hg(y) [ hG() - hh(y)
/csz“(y) B / gt W)

ho () — ho(y)
+/Q\Q* 6(w,y)tte dply).

Como h% es constante sobre cada hijo de @, asi la integral sobre @Q* es nula.

Ademéds, para todo y € Q\Q* tenemos que §(z,y) = pu(Q), por lo tanto

(@) —h(y) hg () — hg(y)
/Q To g Y= /Q\Q* R
= pu(@) ' /Q\Q* ho(x) = hg(y)du(y)
Q) /Q hy () — by (y)dpy)

(5.2.6) =

Resta ver que ocurre con

ho (@) — hi(y)
/);\Q 6($,y)1+s d:u(y)

Dado que hg(y) =0 siy € X\Q entonces

B (2) — W () o
(5.2.7) o g ) = Hote) /. 2@ )
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Por lo tanto, de (5.2.5), (5.2.6) y (5.2.7) resulta que
oy :/ hg () —hé(y)dﬂ(yH/ h () —hé(y)du(y)
o Oz,y)t*s x\o Oz, y)tts

= 1@ (@) + ho(x) / 5(z,y) " du(y)

X\Q

5(x,y)15du(y)l w(Q)"*he(x)

1+ u(Q)S/

X\@
(5.2.8) = m(2)p(Q) " hg (@)

En principio, m definido en (5.2.8) depende de z. Sin embargo, probaremos
que m es constante sobre ). A su vez, mostraremos que dichas constantes, las
cuales denotaremos con mg, estdn acotadas por arriba y por abajo uniforme-
mente en Q.

Comencemos estimando la integral

/ §(z,y) " du(y).
x\Q

Fijado Q € 27 nombremos Q*), para cada k € N, al tinico cubo digdico del

nivel j — k que contiene a Q. Utilizando (5.2.3) es ficil ver que

/X\Q5(x y) "1 du(y Z/(k)\Q(k 1)53; ) d(y)
[,u (Q(k)) .y (Q(k—l))} p (Q(k))—l—s

(k=1) —s
P @)

Esto prueba que m es independiente de x en cada cubo, es decir m(z) = mq,

(]2 EM%%

(5.2.9)

e
Il

1

para todo x € Q. Luego, regresando a (5.2.8) queda probado (5.2.1) para x € Q,
finalizando la primera parte de la prueba.

Para concluir la demostracién sélo queda probar (5.2.2). El Teorema 1.9.1
de los Preliminares nos permite inferir que dados dos cubos, padre e hijo, sus
medidas resultan proporcionales independientemente del nivel y el lugar en el

espacio en que se encuentren. Esto nos permite concluir que

p Q)

0<Ci < M(Q(k))

< (Cy <1,
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donde C; y C5 son constantes independientes de k y Q). Generalizando la expre-

sién anterior por induccién, deducimos que

1 (Q)

(5.2.10) cr < £ (@)

< Ck.

Por lo tanto,

00 (k—1) —s e —s
) Y It e
k=1

(5.2.11) — Q) e

De forma andloga podemos obtener que

- p(Q%Y) - s 1-C
(5.2.12) kZ:l [1 - M(Q(k))] p (Q<k>) > u(Q) 0;7_21

Asi, de (5.2.9), (5.2.11) y (5.2.12) tenemos que

1—-0Cs / - 1-C
— < s o(z, °d <
o1 wQ) o (z,9) 1(y) o1
y por lo tanto,
1—0Cs 1-Cy
0<l+—<mp<l4+ — < o0,
crr—1 ¢ Cy -1
lo cual concluye la prueba. O

La ecuacion (5.2.1) nos permite establecer en el siguiente teorema una defini-
cién alternativa de D*® cuando actia sobre funciones de LP(X, 4, u). Més atin,
brinda una caracterizacién del espacio de Sobolev L? en funcién del sistema de

Haar.
Teorema 5.2.2. Si f € L(X,0, 1), entonces
(5.2.13) =3 > mou(Q) 7 (fhh) h(x).

Qe LeA(Q)

Luego, el espacio LP(X, 0, u) coincide con el conjunto de todas las funciones de
LP(X, u) tales que

SO w@7TENL PRSP € LP(X, p).

QED 1eA(Q)
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Mads ain,

N

e+ { D2 D0 w@7F1f k)P IhG

QED LeA(Q) L

es equivalente a || f|lLe.

DEMOSTRACION. Recordemos que toda hg € 7 es Lipschitz 1 respecto a §
y tiene soporte acotado. Por lo tanto, hg € S(X, 6, ). Luego, si f € LP entonces

(D*f,hg) = (f, D°hg).
Por el Teorema 5.2.1 sabemos que D*h = mgu(Q)~*h, en consecuencia

(5.2.14) (D", hly) = man(Q) (£, ).
Supongamos que f € L2(X,0,u), entonces D°f € LP(X,u). Como S es una
base incondicional de LP(X, 1) tenemos que

=3 X (D) (@)

QEP teA(Q)
=30 Y mou@) T (£hh) h (@),
QED 1eA(Q)

lo cual prueba (5.2.13). Por otro lado, el Teorema 1.10.3 nos asegura que

2

1D fllze = ||| D2 Y- KD fho) P g

QED 1eA(Q)

Lr
Incorporando lo obtenido en (5.2.14) resulta que
1
2
1D fllze = |[[ D0 D wl@7>Kf ) Plhgl? ;
QED LeA(Q)
Ly
lo cual termina de probar el teorema. O

5.3. Solucién de Fourier-wavelets

En esta seccién enunciaremos y probaremos el teorema central de este capitu-
lo. El mismo es una generalizacién del Teorema 4.4.1 a espacios de tipo ho-
mogéneo. La demostracién sigue las mismas lineas que las del teorema men-

cionado, aunque con algunas diferencias.
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Por otra parte, observemos que en la Secciéon 1.10 de los Preliminares hemos
notado que cuando el espacio es de medida finita el sistema de Haar no alcanza
a ser una base de L?. Sin embargo, con el agregado de las funciones constantes,

/2] se obtiene una base ortonormal de L?(X, p).

digamos de la funcién u(X)~
Para evitar bifurcaciones discursivas un poco irrelevantes, cuando (X)) sea finita

supondremos que la integral del dato inicial ug es nula.

Teorema 5.3.1. Sean 0 < s< 1, 1 <p < oo yug € LP(X, ) dados. Luego,
(A) la funcién u definida en X x RT por
=Y D O g, hg)h(a),

QED LeA(Q)
pertenece a L2 (X, 0, 1) como funcion de x € X para cada t > 0;

a funcion u resuelve el problema
B) la f y lve el probl
(5.3.1) ut(x,t) = —Du(x,t), re X, t>0,
- u(z,0) =wuo(z), zeX,

donde la derivada con respecto a t es una deriwada Fréchet de la fun-
cion definida en (0,00) con valores en LP(X, ) y la condicidn inicial se

satisface en LP(X, ), es decir ||u(-,t) — uo||Lr — 0, cuando t — 0.

DEMOSTRACION DE (A). Dado que |[e"™@H(@) "] < 1 por ser mou(Q) 5t
positivo, entonces por el Teorema 1.10.3 resulta que ||u(-,¢)||z» < |luollL» para

todo t > 0. Por otro lado, recordando que 0 < ¢,,, < mgq, resulta que
(632)  0<p(Q) 2 e 2mar @7t < Q) 2 e 2n M DT < (ect) 2.

Luego, para cada t > 0 fijo

Yo > wl@ 7l 1), hg) Phg|

W=

QED LeA(Q) I
%
=113 3 @) e e @ fug, ny) 2 hf 2
QED LeA(Q) .
1
2
<c|[™ Z (o, s 2| 2
QEJEEA I
P

(5.3.3) < Cllug| » < 0.
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Por lo tanto, por el Teorema 5.2.2, u(-,t) € LE(X,d, u) para cada t > 0.

DEMOSTRACION DE (B). Para verificar la primera igualdad de (5.3.1) notemos

que basta chequear que para cada t fijo

(5.3.4)
—mou(Q) T (t+h) _ p—mau(Q)t s
sup | c + mou(Q) " femmen @ ),
ez h
cuando h — 0. Esto es equivalente a mostrar que
—mqu(Q)”°t .
sup . [e‘mQ“(Q) 14 mQu(Q)_sh} — 0,
Qez h

cuando h — 0. Por el teorema de Taylor, resulta que

e_mQ,U‘(Q)ist

[e—mw(cz)”h 1 mQM(Q)_Sh}

h
e_leL(Q)ist 9 9 s
< |l { —5)2,—mqu(Q)°¢
< A [h Orélggh‘(mw(@) )%e ]
m2
= ( ?2 eiinu‘(Q)isth
ILL S
C’rQn —c -
= g "h'

IN

20\
(22) 1,
cmte
lo cual prueba (5.3.4) y asi queda corroborada la primera igualdad de (5.3.1).

Para concluir la demostracién de (B) debemos probar la convergencia al dato

inicial en LP, es decir
(5.3.5) |lu(-,t) — ugll» —> 0,  cuando t — 0.

Tomemos ¢ > 0 arbitrario. Comencemos realizando un reordenamiento de la
familia diddica Z segin la medida de los cubos. Definamos para cada j € Z las
familias de cubos 7 = {Q € Z : 277 < p(Q) < 277t} Notemos que las
familias _@i son disjuntas dos a dos y ademads satisfacen que 2 = UjGZ@Z. Dado

que por el Teorema 1.10.3 sabemos que . es una base incondicional para LP,
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podemos escoger i € Z suficientemente grande para que

2

(5.3.6) > Z [(uo, k) [*|hE |2 <e.

>i I LeEN(Q
J QED], e

Observemos que si @ € @ﬁ, con j < i tenemos que u(Q) > 27% De este

modo, podemos elegir ¢y suficientemente pequeno tal que
(5.3.7) oM@ _ | =1 — emman(@ 7 <] _ omCOm27 <
para cada t < tg, para todo @ € 9&, con j < i. Notemos que

[[ul-t) = woll L»

[N

S DS Dol 1l uo, hgy) Plhg |

QED LeA(Q) L

N|=

IN

Z Z Z —mQH(Q)iat 1||<U07he>| |h |2

ISt Qe teM@)

Lp

HIDS S S femem @7 1 (ug, hy) P

>1 JLeEN
J>1 Qe teA(Q) o

Por consiguiente, de (5.3.6) y (5.3.7), podemos asegurar que para todo t < to se

satisface que

Nl

JuC,6) —uollr 2| [ 20 32 [tuo, )21

j<i J LA
ISt Qe g}, teM(@Q) o

+20(>3 Y Z (w0, R) 2|1 |2

J>i 7 LeEN(Q
Qe e

2 elluol| e + 2e.
De este modo queda demostrado (5.3.5) y asi completamos la prueba de (B). O

Por tltimo, notemos que al igual que en el caso de RT ain cuando el Teo-
rema (5.3.1) demuestra que la solucién u pertenece a LP(X,d, u) como funcién

de x € X para cada t < 0, puede probarse que para todo ¢ > 0 la solucién u
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pertenece a LP(X,d, u) como funcién de z € X para todo r > s. En efecto, la

acotacion hecha en (5.3.2) puede generalizarse de la siguiente manera,

27

0 < p(Q)-2re-2man(@ "t < < r > o

escmt

Luego, la estimacién hecha en (5.3.3) resulta

> Z Q)2 (ul-, 1), ) [* < C luoll» -

QED LeA(Q
Lr

Por lo tanto, siguiendo las constantes podemos probar que

~ c
fute 0l <€ (14 37 ) ol

Aqui también se puede comprobar que la ecuacion u; = —D%u se satisface en

LP__, para todo r > s.

5.4. Convergencia puntual al dato inicial

En esta secciéon queremos probar que u converge puntualmente al dato ug
para casi todo punto de X. En general el procedimiento es similar al presentado
en la Seccién 4.3 del capitulo anterior. Sin embargo, sélo probaremos el resultado

en el caso que u(X) < oco.

Teorema 5.4.1. Sea (X, 4, 1) un espacio de medida finita, ug € LP(X, ), con
1 < p < oo yu definida por
(5.4.1) u(zx,t) := Z Z e_mQ“(Q)73t<u0,hg>h6(x).

QED LeA(Q)

Luego, lim;_,o+ u(z,t) = uo(x), para casi todo x € X con respecto a fu.

DEMOSTRACION. Escribamos el producto interno del lado derecho de (5.4.1)
como una integral e intercambiemos el orden de la misma con la serie. Asi obten-

€1mos que

/X 3 Z e=man(@ "t ()b () | wo(y)duly).

QED LeN(Q
Si denotamos con ki (x,y) al nicleo de la expresién anterior, es decir

(5.4.2) =30 N emenl @G (y)hfy (),

QED LeA(Q)
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entonces llamando con K; al operador que tiene por nicleo a k; tenemos que

ula, 1) = /X ez, y)uo(y)du(y) = Kyuo(x).

Para estimar k:(z,y) fijemos primero los puntos x e y en X. Observemos
que en (5.4.2) sélo sobreviven aquellos términos en los que @ contenga tanto a
2 como a . Por lo tanto, denotemos con Q¥ al menor cubo diddico que contiene
a x ey. Sea J el nivel al que pertenece dicho cubo y sea Q7 el ancestro del nivel
J — j de Q. Luego,

=D > 7mQjN(Qj)‘Sthéj(y)hef(x)

7=02eA(Q7)

Dado que hZQj (y)hgj (ac)‘ <Cu (Qj)ﬂ, entonces

|k (z,y)| < CZ Z e~main(@) 7', (@)~

J>04eA(QF)
Es facil comprobar que existe una constante A > 1 tal que para todo @ € Z se
tiene que Ap(Q) < u(J), donde J es el padre de Q. De este modo, en nuestro
caso, ATp(Q%) < p(Q?). Recordemos que myg; esté acotado inferiormente por
una constate positiva ¢,,. En consecuencia, e~ "ei#(@) T < o—em AT u(Q%) 77t
Por lo tanto,
_ —Js 0y—s s —1
B <OT T e (@)
7=0£LeA(QF)

Dado que la cantidad de hijos de cada cubo estd acotada uniformemente, es decir
#A(Q) < N para todo Q € 2, entonces

ZA Je—emATITu(@Q%)

7>0

LACKI S

(QO)
Como Q° es el menor cubo diddico que contiene a = e y sabemos que §(x,y) =
1(Q"), Tuego

C o iestanyes
|ki(z,y)| < Y AdememAT @)
0w, y) =5

Por lo tanto, definiendo ¢ : Rt — R como

— EZA_je_Cm(Ajr)is
r ;

Jj=0
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podemos asegurar que

C o(x,y
o)l < 7z (2.

Observemos que 6(x,y) < p(X) para todo x e y en X. En consecuencia, serd sufi-
ciente comprobar que ¢ es integrable en el intervalo (0, u(X)). Para esto comence-
mos tomando 0 < r < 1. Fijemos 0 < € < 1 y definamos n(r) := [—elog, r].
Luego podemos partir ¢ de la siguiente forma

n(r)
s 1 ) j
5.4.3 E A~ Jo—em(ATr)” _ § A7 —cms(A7r)
( ) € /,1 e

F>n(r)
Dado que para j < n(r) tenemos que e—em (A1) < Ce—emr” (o Luego,

'n(r) n(r) . —(1—¢)s

—CmT
7ZA ]6_07” AJT) ° C e~ CemT -0 E)SZA J < — Ce C

Por ultlmo, para el segundo término del lado derecho de (5.4.3) podemos ver que

1 . s 1 C
- A Te—em(AIT)7°  — AT < A n(r) —
E e " E C’ C’ re

r - TI—E'

g>n(r) i>n(r)

(0,1). Como p(r) < ¢

De este modo, resulta que p(r) < =

podemos asegurar que ¢(r) < C’ para todo r > 1. Por consiguiente, ¢ resulta
integrable en el intervalo (0, u(X)). Procediendo de aquf en adelante como en la

pagina 77 obtenemos que
sulg | Kup ()] < CMayuo(x),
>

y por lo tanto K* es un operador acotado en LP.
La convergencia puntual al dato inicial es, al igual que en el caso euclideo,
una consecuencia inmediata de la acotacién en LP del operador maximal K* y

la convergencia puntual en un subconjunto denso de LP. O
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Capitulo 6

Ecuaciones de tipo Schrodinger no locales

En este capitulo estudiaremos en el contexto diddico problemas asociados
a operadores no locales del tipo Schrodinger. El objetivo central serd extender
los resultados presentados en [4] al contexto mds general de espacios de tipo
homogéneo. Caracterizaremos las funciones pertenecientes a espacios de Besov
diddicos a través de sus coeficientes de Haar. Esto nos permitira probar, ba-
jo adecuadas condiciones de regularidad Besov en el dato inicial, existencia de
soluciones para el problema. Por ultimo, obtendremos la convergencia puntual al
dato inicial realizando estimaciones que involucran operadores maximales sharp

de tipo Calderén.

6.1. Introduccién

Es conocido que el problema de la convergencia puntual al dato inicial para
soluciones de la ecuacién de Schrodinger i% = Au requiere de algin tipo de
regularidad en el dato —ver por ejemplo [15]. En [4], se muestra que este también
es el caso en problemas asociados a operadores no locales del tipo Schrédinger.
Por ejemplo, consideran el problema

i% =D%u, xcRT,t>0,
(6.1.1)
u(z,0) =up(x), ze€RT,
donde el operador D? es el presentado en el Capitulo 4. En este trabajo prueban
que la convergencia puntual al dato inicial requiere de algin tipo de regularidad
Besov en la condicién inicial wuyg.

Como vimos en el Capitulo 5, las particiones diddicas introducidas por
Michael Christ en [17] en espacios de tipo homogéneo, junto con la general-
izacién de las bases de Haar construida en [2] a partir de estas familias diddicas,
permiten extender el operador D? y su respectivo andlisis espectral al contex-

to de espacios de tipo homogéneo no atémicos. De esta forma, contamos con
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los ingredientes necesarios para poder generalizar el problema (6.1.1) a nuestro
escenario.

El ambiente natural para nuestro dato inicial serd el espacio de Besov diadi-
co B2(X,8,u) —ver Preliminares, Seccién 1.12—, el cual es el espacio de las
funciones de cuadrado integrable que satisfacen que

2
[ [ SRR auwnt) < .

Dado que nuestro operador D® puede ser descompuesto en términos de la

base de Haar, nuestro primer objetivo serd conseguir una caracterizaciéon de los

espacios de Besov diddicos a partir de 7.

6.2. Caracterizacién de los espacios de Besov diddicos

Dado r € (0,1) y una funcién f € B?(X,d, ) su norma de Besov diadica

viene dada por

_ @) = Fw)P?
1 = 1112+ [ [ LT au@auty)

El siguiente teorema da una caracterizacién del espacio de Besov en funcién de

los coeficientes de Haar de una funcién.

Teorema 6.2.1. El espacio B2(X,d, 1) coincide con el conjunto de todas las

funciones de L?(X, 1) tales que

[(F,h)
>y e

QED LeA(Q)

Mads atin,
f, h‘f |2
1B ~ 1F1172 + D Z

QeED LeN(Q

Antes de demostrar este teorema probaremos algunos resultados auxiliares.

Lema 6.2.2. Sean Q,J € 2 tales que Q # J. Luego, para todo ¢ € A(Q) y todo
v € A(J) tenemos que

[hé) (@ ¥ (x) — b
(6.2.1) / / (x )gjgm(f) 7W) dp(z)du(y) = 0.

Ademds, para todo v € A(Q) tal que £ # v resulta que

e ho (@) — by
(6.2.2) // (z)@]/[)lﬂ(r) 1) dp(x)dp(y) = 0.
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DEMOSTRACION. Antes de demostrar (6.2.1), para facilitar la notacién de-

finamos
Hy(w,y) = (@) — how)] v HSY = HYHY.

En el caso que los parametros £ y v no jueguen ningun rol, omitiremos su notaciéon
tanto en las funciones h como en H.

Comencemos considerando tres posibles casos:

(A) @nJ=0.

B)QcJ.

€) JSQ.
Caso (A). Observemos que si z,y € X\Q entonces Hy = 0y si z,y € X\J
entonces H; = 0. Luego, como ) y J son disjuntos, tenemos que Hg ; # 0 si 'y
slosizeQeyeJ, oxeJeyec Q). Mas aun,

ho(@)hs(y), sizeQeye
hi(x)hg(y), sizedJeyeq.

Consideremos por simetria sélo el caso z € Q ey € J. Luego,

// fﬁ; rrar 4 // 595 ) m, ) dp(a)inty)
st (J,rotorasto ([ o)

donde 6(Q, J) es el valor de la constante que toma la funcién § segin la ecuacién (5.2.3).

HQ’J(*% y) = {

Dado que toda h € 5 tiene promedio nulo, obtenemos (6.2.1) para el Caso (A).

Caso (B). Notemos que si z,y € X\Q entonces Hg = 0. Asi también, recordemos
que toda h € S es constante sobre cada cubo contenido estrictamente en su
soporte. Luego, si ambos, = e y, pertenecen a @ entonces H; = 0. Por lo tanto,
uno y sé6lo uno de ellos debe estar en ). Bastara por simetria suponer que = € @
ey € X\Q. En este caso, hy(z) = Cy d(z,y) = §(Q,y), para todo x € Q. Luego,

Joso fy T i) = A\QW( |, rote) o)) dut).

Una vez mas, el promedio nulo de hg prueba (6.2.1) para el Caso (B).
Caso (C). Es anélogo al Caso (B).

Por dltimo, resta probar (6.2.2). Primero observemos que si ambos z e y

pertenecen a X \Q entonces Hg = 0 y por lo tanto Hg ¢ también. De aqui en
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adelante serd de importancia el hecho de que ¢ # v. Siz € Q e y € X\Q,
entonces HgUQ(x,y) = hé(a:)h%(x) Luego, tenemos que

Hgig(a.1) Y N (o) dus
/X\Q/ 5z, y)i+er dp(z)dp(y) _/X\Q 5(Q, y)2 du(y)/QhQ( ) (@) dp(z).

Como hQ y h¢ son ortogonales entre si, la integral es nula.
De esta forma, sélo queda ver que ocurre cuando = e y pertenecen a ambos

a Q. Denotemos con Q' < Q si Q' es hijo de Q). Luego, podemos escribir

HZV Héu
d d .
/ 6a:y1+2r ) Q<QQ”<Q// //6xy1+2’“ uw)dp(y)

Notemos que si ambos pertenecen al mismo hijo de @ entonces hg(x) = hg(y) vy
por tanto Hg o = 0. En consecuencia, los términos con Q' = Q" en la sumatoria

son nulos. Como ademés d(x,y) = p(Q), para todo Q' y Q" hijos de Q distintos,

entonces
T,y)
/ / ﬁjlwr (@)dn(y)
1 L,v
:W Z Z / ”ch,Q(xay)dﬂ(fU)dﬂ(y)
a Q'<Q Q"<Q Q
Q"#Q’

(623 =@ |, [ o dute)int)

Por consiguiente, para probar (6.2.2) basta ver que

(624 | | Hoote v dntint) o
Notemos que

HG () = ()i () — By (a)hiy (4) — Wy ()i () + Wy () (v)-
Dado que hé y hg son ortogonales entre si, lo términos hé (@)hg(z) y h% (Y)ho(y)
tienen integral nula. Los dos términos restantes son funciones de variables sepa-

radas donde cada una de ellas tiene promedio nulo. Asi obtenemos (6.2.4) como

queriamos. O

Lema 6.2.3. Sean Q € 9 y L € A(Q). Luego

hf 2
cQr = / / Ew) 1+2(, 2 dp(z)du(y)

—2r

es una constante independiente de £ y ademds cg.,» ~ u(Q)
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DEMOSTRACION. Debemos probar que

//f:]y 1+2r dp(z)du(y) ~ p(Q) 2"

Supongamos que z,y € X \Q. entonces como H, ng = 0 resulta que

HKZ
6.2.5 / / ) due)dun(y) = 0.
(6.2.5) o o 5.9) 1+2r p(z)du(y)

Por otro lado, si z € Q e y € X\@ tenemos que ¢ no depende de z y por lo tanto

Q Q (z,9) B 1 )
/X\Q/ 5o,z @) AR) —/X\Q(Wdu(y)/cz[h’é(w)] dp(x)

1
oo T )

En la prueba del Teorema 5.2.1 hemos demostrado que para todo s > 0 vale que
1
———du(y) = u(Q)~°  para todo x € Q.
/X\Q Sz, y)tts

En consecuencia,

Hé 14
6.2.6 d a2 -2
(6.2:6) [g@féxylﬂr ul@)du(y) ~ 1(Q)
En forma andloga, se prueba que

H@/
(6.2.7) / @@ xylﬂrdwmmwzu@rw.

Cuando z e y pertenecen ambos a @, podemos ver al igual que en la ecuacién (6.2.3)

que
HY (x,y)
/. 5§jlﬁr p(x)d(y)

(6.2.8) = 1+2r// (@, y) dp(z)dp(y).

Notemos que

H5 S (2,y) = [ (@) — 205 (@)l (y) + (1 ()]

Dado que por un lado tenemos que

Lé%@P //M (2)du(y) = w(Q),
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y por otro

ho(@)hy (y) dp(z)duly ho () dp(x) | h(y) dpy) =0,
o/ )= [, ot o) 1t

resulta que
/ / HYL (2, y) da()dpy) = 20(Q).

Luego, por la ecuacién (6.2.8) concluimos que

HS'(
/ 5(z,y) 1+2r dp(x)dp(y) = 20(Q) ™"

Por lo tanto, adicionando esta tltima ecuacién y las ecuaciones (6.2.5), (6.2.6) y

(6.2.7), obtenemos la prueba de este lema. O

Lema 6.2.4. Sea 0 <r < 1. Para toda ¢, € S(J€) se satisface que

[ [ ER= ) = quwyint) = S canlontig) vty

QED 1eA(Q)

En particular, si ¢ = resulta que

[o(@) — ()] so, hQ
|| S ~Y Y o

QEZD LeA(Q)

DEMOSTRACION. Dadas ¢, 1 € S(J#) notemos que

[p(z) — o)l (2) [Z Z (g, hg)lho(x ()]] x

QED LeA(Q

[Z S (b)Y (@) h;@)}] .

JED veA(J)

Dado que cada suma es finita, tenemos que
[o(z) — e[ (x) = P(y)]

=3 D > Y (e ho) W kg (x) — kg )[R () — k5 (y)].

QED LeA(Q) JED veA(T)

Por lo tanto,

LU y)1+2r

=2 D D D (k) hy)x

QED LeA(Q) JED veA(T)
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[hg(x) = ho ()[R (x) — h(y)]
|/ i du(x)du(y).
Por el Lema 6.2.2 resulta que
Y(x) —dly
[ [ R = uwanty)
hg(y))?
- Z Z ® hé ¢’he / / yitar dp(z)du(y)
6(z,y)
QED LeA(Q
=Y Z cq.r{e, hg) (¥, hG),
QeZ LeA(Q

lo cual prueba la primera de las igualdades a demostrar. Por ultimo, por el

Lema 6.2.3 obtenemos que

[p(x) = p(y)]
/A 5.Ty1+2r d,u d/J“ Z Z CQT §D7hQ|

QED LeA(Q)
%he [{e, h) |

ZZ

QED LeA(Q

lo cual concluye la demostracion. 0

Lema 6.2.5. Si € S(), entonces existe € > 0 tal que la funcion ¥ (x) —p(y)
es nula en un d-entorno de la diagonal A, = {(x,y) € X x X : §(z,y) < e}.

DEMOSTRACION. Sea h% € J, entonces hé (x)— hfg (y) es nula salvo cuando
x e y pertenecen a distintos hijos de @) o alguno de ellos no pertenece a @ y el otro
si. En ambos casos §(z,y) > u(Q). Luego, h%(m) - h’é(y) es nula en el conjunto

{(z,y) € X x X 2 d(x,y) < u(Q)}
Dada ¢ € S() tenemos que

= Z ahh,

heF

con % un subconjunto finito de 7. Entonces

b(x) = P(y) = Y anlh(z) = h(y)].

heZF

Tomando ¢ := min{u(Q) : hf;) € Z} tenemos la tesis.
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En los siguientes lemas se pone de manifiesto que, siendo no homogéneos
los espacios de Besov que estamos considerando, es decir que son subespacios
de espacios de Lebesgue, la descripcién de la regularidad en términos de § sélo
serd relevante en d-entornos de la diagonal. Es importante notar que cuando el es-
pacio original (X, d, 1) no es Ahlfors regular los §-entornos de la diagonal pueden
ser muy distintas de los d-entornos de la diagonal. El Ejemplo 1.8.4 muestra que
los d-entornos son bien diferentes a los d-entornos, dado que conjuntos con el
mismo didmetro tienen medida cada vez mas pequena cuando se alejan del ori-
gen. En otros términos la propiedad de la duplicacién no garantiza uniformidad

de la medida para objetos en la misma escala a menos que estos sean «vecinos».

Lema 6.2.6. Sean 2 := {Q € 2 : u(Q) < 1} y Q' € 21 fijo. Sean f €
L2(Q',p) y o € S(Hy), donde H#y = {h% €A : QCQ'}. Entonces,

// xﬂ;ﬁiﬁiw( Lin@ianty = 3 Y cartshlw.nty)

QED LeA(Q)

DEMOSTRACION. Sean f € L*(Q', 1) ¥ fn = Ypesz, (fh)h, con Z, un
subconjunto finito de J¢ tal que %, ' % . De este modo, cada f,, pertenece
a S(Hy ) y ademés f,, converge a f en L?, cuando n — oo.

Dada ¢ € S(#) fija, sea F el subconjunto finito de todas las h que

construyen a . Aplicando el Lema 6.2.4 para cada f,, obtenemos que

(6.2.9)
// / [falz n’ﬂ)[ﬁ(j—z/’(yﬂ dp(@)dp(y) = S chrlfur D)W, 1),

heF,

Dado que 1) estd fija, el lado derecho de (6.2.9) es constante para n lo suficien-
temente grande como para que .%, contenga a .%. Mds ain, para tales n se

satisface que

(6.210) > cnplfa W)W, h) =Y enr{fa B R) = D cnp(fh) (1, R).
heF, heF hes#

Por otro lado, por el Lema 6.2.5 la funcién 1 (x) — ¥(y) tiene soporte en un

conjunto de la forma {(z,y) € X x X : é(x,y) > €}, para algin ¢ > 0. Luego, se

tiene que

<2717y o

’w(w) —¥(v)
§(z,y)+2r
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Como f, () = fn(y) convergen a f(z)— f(y) en L*(Q' x Q',px ) y Q' x Q' tiene
medida finita, entonces también lo hacen en L'(Q' x @', u x ). Por lo tanto, el

miembro izquierdo de (6 2. 9) satisface que

(6.2.11) / , / , 5z y[;fﬁii%ﬂ du(z)duly).

Reuniendo lo obtenido en (6.2.9), (6.2.10) y (6.2.11) queda probado el lema. O

Lema 6.2.7. Sean 77 :={Q € 71 : Q € J, para cada J € 2y distinto de Q} y
f € L*(X, u). Entonces se satisface que
(A) A = U Q x @, donde la unidn es disjunta.
Qeoy
|f(z) = f(y)I?
) // : W du(z)dp(y) < C| fllr2-

2

© ¥ Z |_Hf||L2

QED\ D1 LeA(Q
DEMOSTRACION. De la definicién de A; sabemos (z,y) € Aj siy sélo si
0(x,y) < 1, es decir que existe @ € Z tal que z,y € Q y (@) < 1. Equivalente-
mente podemos decir que (z,y) € Q x @, con Q € %;. Dado que todo Q € %,
estd contenido en algin Q' € 25 vy 97 C %, la parte (A) queda probada.

Por otra parte, notemos que

) — 2
// ) W dp(x)dp(y)
=2 [/Ac 5(z,y) 1+2T /Ar 5(z,y) 1+2’r‘ d/‘@)dﬂ(y)]

<4 [ 1@ /{ IR ’"du(y)] dn(a).

Recordemos que (X, §, 1) es un espacio Ahlfors 1-regular. Luego, como el conjunto

{y: d(x,y) > 1} es igual a Bs(x, 1)¢, por la Proposicién 1.8.2 sabemos que

/ Sz, y) T duly)
{y:6(z,y)>1}

estéd uniformemente acotada para todo x € X. Por lo tanto,

//c W dp(x)duy) < C|f] 12
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lo cual prueba la parte (B).
Por ultimo, notemos que si @ € 2\ %; entonces u(Q) > 1, por lo tanto

7h 2
DS f Q' < Y R < e

QED\ D1 LeA(Q) QED\ 21 LeA(Q)

De este modo queda probado (C), lo cual concluye la demostracion. ]

Lema 6.2.8. Sea f € L*(X, ). Si para todo Q' € 9{‘ se satisface que

,hé 2 2
(6.2.12) >y f | // (@ 5.0) 1+2r‘ du(z)du(y),

QEDgr LeA(Q)
donde D¢ :={Q € 7 : Q C Q'}, entonces

G ~ 1122+ >0 D

QED LeA(Q)

f, hé |2

DEMOSTRACION. Dado que (6.2.12) se satisface para todo Q' € 25 entonces

f,h \2 2
>y oy e Y [ T i)

Q€D QeEDg LeN(Q) Q' e;
Dado que 21 ={Q € 2 : Q C Q' para algin Q' € 25}, luego por el {tem (A)

del Lema 6.2.7 esto es equivalente a que

’hf 2 2
(6.2.13) >y f ‘ //A 1#@) = f@) my1+2’ du(z)du(y).

QEZ1 LeA(Q)

Por los items (B) y (C) del Lema 6.2.7 tenemos por un lado que

7h£ 2
e Y 3 X Q) Sl Y Y Aok

QED LeA(Q) Qe b QP
1 LeEA(Q)

y por otro lado que

x) — 2 2
I+ [ O TOE du@rauto) ~ 111 +// T duwinty).

Por lo tanto, de (6.2.13) podemos concluir que

e+ S 3 B2 g+ [ [ HDTOE 0y,

QED LeA(Q)

y asi finaliza la demostracion. O

Establecidos estos lemas, contamos con las herramientas necesarias para de-

mostrar el Teorema 6.2.1.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2.1. Comencemos observando que el Lema 6.2.8

asegura que es suficiente probar que para todo Q' € @i" se satisface que
>y W[ D SOR )
, , l‘ y 1+2r
QEPqr teA(Q)
Sean Q' € 75 fijoy f € L*(X, ). tales que
> oy Ml
QED g LEA(Q) )

Sea .#,, una sucesion creciente de subfamilias finitas de 2 tales que %, /* Z¢.

=2 Z (f,hg)ha,

Qeyn ZGA

Luego, definiendo

tenemos que {f,} converge converge a f tanto puntualmente como en L?(Q’, ).

Luego, por el lema de Fatou —Teorema 1.1.1— tenemos que

// |f<5(2,;){£gz|2 //Q n%mwdu(w)du(y)

’ f’ﬂ n
< nh_?éo///, | o) HQT)‘ dp(@)dp(y).

Por el Lema 6.2.4 sabemos que

|fu(@) = fu(y)]? [{fn> ho)
//// :C y 1+2T d ( Z Z Q
QEF, LeA(Q)
(£, ho)I?
SO 2 2 T
QEDyr LeA(Q
Por lo tanto,
fJLZ |2

f(x)— f(y)P?
///, | é(;’y)l-&(-gy dp(z)dp(y) < C Z Z

QG@ 1 LeN(Q)

Probemos la desigualdad opuesta en el caso que

) — 2
///,Wdﬂ(x)du(ykoo.

Sea B el conjunto de todas la sucesiones de niimeros reales {bé) T QEeYy yle

A(Q)} tales que bg # 0slysélosi Q €.F C Yy finito, y ademas

> 2 [P

QEPqr LeA(Q)
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Dada {b,} € B, definamos
W)=Y Y bolegr) 2ho(),

QED LeA(Q)
donde cq - son las constantes dadas en el Lema 6.2.3. Como bg pertenece a B,
es inmediato que ¢ € S(H#%), ya que

_1

(1, h) = b (eq.r) ™%,

Ademis, por el Lema 6.2.4 resulta que

e (0, 1)
/,/,W@(I)du(y)g() IINDY M(T)QQT

QEPq LeA(Q)

=C > >

ez q ten() “QH Q)

Por lo tanto, del Lema 6.2.3 se tiene que

(6.2.14) ////nymr|2 p@)duy) <C Y- > po* < C.

QEZQ LeA(Q)

Observemos que

Z Z bQ cQT%f,he Z Z cQ,r f,hQ w,h[>

QED LeA(Q) QED LeN(Q

Luego, por el Lema 6.2.6, podemos asegurar que

> X theontnyc [ [ TEZIOE = R0 i)

Qe LeA(Q)
o/ [ [é((x; ;)ﬁzi)] [w;(x; ;)f’ﬁf” Do),

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la ecuacién (6.2.14) llegamos a

que
(6.2.15)
1/2
1 ~ [f(z) — f)I?
Z Z bQCQr2fahé>§C{////Wdﬂ(x)dﬂ(y) :
Q€D LeA(Q ’
Para concluir la demostracién basta observar que por dualidad y por el Lema 6.2.3

tenemos que

2 1/2 1/2
[Z > f,h)l} [Z ZCQ”fth]

QEDqr LEA(Q QEZqr LeA(Q
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(6.2.16) :s%p Z Z bg(cQﬂ.)%(f,hg)

QEDor LeA(Q)

Por lo tanto la desigualdad pretendida es consecuencia inmediata de las ecua-

ciones (6.2.15) y (6.2.16), lo cual termina la prueba. O

Observemos que la caracterizacion de los espacios de Sobolev dada por el
Teorema 6.2.1 del capitulo anterior coincide cuando p = 2 con la caracterizacion
de los espacios de Besov dada por el Teorema 5.2.2. Luego, se sigue en forma

inmediata el siguiente resultado:
Corolario 6.2.9. Sea 0 < r < 1. Luego, B*(X,8,n) = L2(X, 6, j1).

Como ya hemos mencionado en la Seccién 1.12, a pesar de este tltimo re-
sultado preferiremos la nomenclatura de la escala Besov en vez de la de Triebel-
Lizorkin. Esto se debe a que la definicién de B2(X, 4§, i) se adectia mejor a los

métodos de acotacién por maximales de Calderén que usaremos a continuacion.

6.3. Existencia y convergencia al dato inicial

Antes de enunciar el teorema central de este capitulo presentemos el operador
proyeccién sobre 25 el cual viene definido para toda f € L?(X, u) por
L\t
Prf(a)= Y > (fho)hH(x),
QED\21 LeA(Q)

es decir, P* f es una funcién constante sobre cada cubo de Z;.

Teorema 6.3.1. Sean 0 < s < r < 1 yuy € B3(X,d,u) tal que P*ug = 0.
Luego,
(A) la funcidn u definida por
u(x, t) := Z Z eiith“(Qrs(uo,hé)hé(w),

QED LeA(Q)
pertenece a B2(X,d, 1) como funcién de x € X para cada t > 0;

(B) la funcion u resuelve el problema

(6.3.1) { ug(z,t) = —iD%u(z,t), z€X,t>0,

u(x70) ZUO(m)a .TEX,
donde la derivada con respecto at es una derivada Fréchet de la funcion
definida en (0,00) con valores en B2_ (X, 6, 1) y la condicion inicial se

satisface en B2(X, 8, ), es decir ||u(-,t) — ug|l gz — 0, cuando t — 0;
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(C) lmy_g+ u(z,t) — ug(x) para casi todo x € X con respecto a .

Previo a demostrar este teorema introduzcamos el operador maximal

sharp de Calderén diadico de orden r definido por

M2 f(r) = ng# _ / F() — F(@)] duly).

Para el caso p = 2 el siguiente lema puede verse como una extensién del
resultado dado por R. DeVore y R. Sharpley en [24, Corolario 11.6].

L = fls:.

DEMOSTRACION. Sea Q € 2 y = € Q. Usando la desigualdad de Schwarz y

Lema 6.3.2. Si f € B2(X,4,11) entonces H o dy

recordando que para y € @ tenemos que §(z,y) < u(Q), luego

1+r/ 1f(y )| duly) < (Ql)l-i-r </Q|f(y) — @) du(y))l/zu(Q)Uz
1 1/2
B (,W/Qlf(y) _f($>|2d,u(y)>

f(y) - f@)? i
(- )

Tomando supremo sobre todos los cubos @ € 2, elevando al cuadrado e inte-

IN

grando sobre X obtenemos la tesis. O

Ademsis de Mﬁ dy

de la serie que define u. Para t > 0 definimos

Y e (g atnt,

QED1 LeA(Q)

usaremos otros dos operadores asociados a la sumabilidad

y su operador maximal asociado
*
K* f := sup|K.f|.
>0

Lema 6.3.3. i f € B3(X,0,u) con 0 <r <1, entonces || K*fl|;. <

DEMOSTRACION. Para f € B2(X,d, 1) y hg € # observemos que

7 halho@)] = | | fhot) du(y)‘ ho)

‘/ z))hq(y) duly ’hQ
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(6.3.2) / |f(y )| du(y)-

Dado z € X fijo, denotemos con Qg al tnico cubo diddico de Zf que contiene a
Ty jo al nivel al que pertenece Q¥. Llamemos @Q’, al tinico cubo diddico de 2,

de nivel jg + j que contiene a x. Luego,

—itm_; u(Q3)™*
K@= (5 X e (it

J=0reA(QY)
2353 (£, ey ()]
=0 ten(Q%)

De la acotacién hecha en (6.3.2) se tiene que

Kf@) <0y Y Ql)+ |, 11 = s dny

I=0en(Q)

<CM}, f(= Z Yoo

7=0 ren(@i)
Sabemos que existe una constante A > 1 tal que para todo @ € Z se tiene que
Ap(Q) < pu(J), donde J es el padre de Q. Ademds como la cantidad de hijos de
cada cubo estd acotada uniformemente, es decir, #£(Q) < N para todo Q € 2,

entonces en nuestro caso resulta que u(Q%) < A= u(Q2). De este modo,

o0

r ,dy 1’) Z[A_J

Jj=0

= Cu(Q) M: ,, f ZA”

Ko f(2))] < CM,

Dado que la constante A= < 1y que u(Q%) < 1 por pertenecer Q% a %,

entonces

Ko f (x)] < OM , f(@).
Como el lado derecho no depende de ¢, tomando supremo en ¢ > 0 obtenemos
que

K*f(x) < M}, f ().

El Lema 6.3.2 permite obtener la acotacién pretendida, es decir,

K" fllL> < [If]lB2-



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

114 Ecuaciones de tipo Schréodinger no locales

O

Establecidos los lemas previos estamos en condiciones de demostrar el teo-

rema principal.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.3.1. Como P*uqy = 0 entonces
= > D e tmer O g, hig) g ().
QED1 LeA(Q)
Luego, por la caracterizacién hecha en el Teorema 6.2.1 basta ver que u €

L*(X,p) y que

e~ 4mar@ " | (ug, h)

(6.3.3) >y 0P < 0.

QEZ1 LeA(Q)

Observemos que la condicién dada en (6.3.3) implica la pertenencia de u a L?,
ya que 1(Q) < 1 para todo Q € 2,. Dado que |[e~#"er(@Q) ™| < 1y que up € B2,
entonces (6.3.3) se satisface. Por lo tanto, queda probado (A).

DEMOSTRACION DE (B). Notemos que como u € B2(X, 6, 1) entonces pertenece
a B2(X, 4, u). Por el Corolario 6.2.9 tenemos que u € L2(X,d, 1), es decir que
D#u(-,t) pertenece a L?. Mas atin, podemos asegurar que
Diu(x,t) Z Z mou(Q ge_“mQ“(Q)wwo,hé>hé(x).
QED LeA(Q
El hecho de que
) s 2
\mQu(Q)*Se*”mQ”@) <uo,hé>\ = g Mo n)
u(Q)2r=) R T1(9) R

implica en forma inmediata que D*u(-,t) € B2_(X,§,u). Para ver que u; =

—iD*u debemos probar que

u('vt + h) — U(-,t)

(6.3.4) -

+iD%u(-,t) — 0,

B2

r—s

cuando h — 0. Observemos que

e—itHh)mQu(Q) ™ _ o—itmou(Q)
h

* (o, B)?
1(Q)*r=2)

. —s 2
o—ihmau(@ " _ 1 | [{uo, hy)|?

+imou(Q) Seman(@

< (mQ)2|efitmw(Q)’s

hmou(Q)=* w(@Q)*r
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2
—ihmou(Q)™" _q ug, h6) 2
S Q(Cm)2 € — %
hmou(@)~ nQ)

Por lo tanto, por la caracterizacién del Teorema 6.2.1 resulta que

u(-,t+h) —u(-,t)

+iDu(-t
A iD%u(-,t) e
2
e~ thmou(Q)™" _ 1 ug, h)|?
(6.3.5) <oy ¥ @ i OQ‘§2|
Gcon teniey | meu(@) 1(Q)

h@
Por pertenecer ug a B2 sabemos que los términos [{u ((] Q)zzl son sumables. Luego,

para intercambiar el limite 7 — 0 con la serie del lado derecho de (6.3.5) basta

ver, por el Teorema 1.1.2, que

( ) e—'ithu(Q)7S -1 o
6.3.6 +i| <C.
hmqu(Q)~*
Dado que las funciones 22 y €052=1 son funciones acotadas, la ecuacién (6.3.6)

se satisface y por lo tanto queda probado (6.3.4).
Para concluir la prueba de (B) resta ver que la condicién inicial se satisface

en B2, es decir
(6.3.7) [u(-st) = uo ()] g2 — O,

cuando t — 0. Notemos que ’e‘ith“(Q)ﬁ — 1‘ < 2, luego como ug € B2 pode-

mos intercambiar el limite ¢ — 0 con la serie

— ’2 [{uo, h) |?

O

QEZ1 LeA(Q)

Dado que ‘e*“mQ”(Q)_S - 1’ — 0, cuando ¢t — 0, tenemos (6.3.7).

DEMOSTRACION DE (C). La convergencia puntual al dato inicial, como es usual,
es una consecuencia inmediata de la acotacién en L? del operador maximal K*
y la convergencia puntual en un subconjunto denso de L?.

En (6.3.7) hemos probado que para toda f € B? se tiene que K;f — f en

B? cuando t — 07T, a fin de probar la convergencia puntual, definamos

= {f € B?: lim K,f existe para casi todo x € X} .
t—0t
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Notemos que S(5#) C E C B2. Como S(4#) es denso en B2, entonces sélo nece-
sitamos probar que E es un subconjunto cerrado de B2. Sea {f,} una sucesién
contenida en E tal que f, converge en B2 a una funcién f. Para constatar que

f € E es suficiente probar que para todo € > 0 se tiene que

(6.3.8) |E.| = Hx € X : limsup K; f(z) — liméHfth(x) > 5}’ =0.
t—

J

+ Hx limsup K;(fn, — f)(x) > ;H

t—0t

Para cada n escribamos

|Ee| <

{x : limsup Ky fi, () — liminf K, f, (x) >

t—0+ t—0+

w| ™

+ Hx : h}ﬂéﬁfKt(f” - )z) > ;}’ .
El primer término es cero dado que f,, € E. Para acotar los otros dos térmi-
nos usaremos la acotacién en L? del operador maximal K* la cual se sigue del
Lema 6.3.3. Observemos que para cada funcién g resulta que

lim sup K;g(x)

t—0+

< K'g(x).

Luego, como K*(f, — f) € L? podemos por el Teorema 1.2.3 asegurar que
, € cC. . C
€T hmsupKt(fn_f)(m)>* Sj”K (fn_f)”L?S*Q”fn_fHBﬁ
t—0+ 3 € 3

Anélogamente podemos ver que

C
Hx €X: 121339fm(fn — )z) > ;H < 6—2||fn — fllB2-

En consecuencia,

c
€
Asi, cuando n tiende a infinito tenemos (6.3.8). Entonces E es cerrado y por lo

tanto E = B2. Esto significa que para cada ug € B2 se tiene que

lim wu(z,t) = lim Kiup existe.
t—0+ t—0+

Como ya sabemos que u(z,t) — ug(x) cuando t — 07 en B2, entonces (C) es

inmediato, lo que completa la prueba. O
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Métodos de punto fijo en e.t.h.
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Capitulo 7

Energia y operadores no locales

Este capitulo es una introduccién al estudio de operadores no locales en
espacios de medida. Motivaremos a dichos operadores a partir de derivadas
variacionales de ciertos funcionales de energia. Probaremos asi mismo algunas

propiedades bésicas de estos operadores.

7.1. Introduccién

Comenzaremos motivando el modelo matematico desde una situacién conc-
reta: energfa en redes eléctricas (potencia).

Las tres variables bésicas en los circuitos eléctricos elementales son la in-
tensidad de la corriente, el potencial V, o mas concretamente las diferencias
de potencial Vo — V; en dos puntos distintos del circuito y la resistencia R. La
relacién fundamental entre estas magnitudes estd dada por la ley de Ohm que
puede enunciarse asi: si Vo — V7 es la diferencia de potencial entre los puntos Py
vy P5 de un circuito conectados por un conductor con resistencia Ri2, entonces la
intensidad de la corriente de P; hacia P», la cual denotamos con I 2, satisface
que

R12I12 = ‘/2 - Vl-

Si C12 es la conductividad del conductor entonces Cio = %12, es decir, la conduc-
tividad es el reciproco de la resistencia. Si denotamos con J(1,2) a C15 entonces

la ley de Ohm se reescribe en términos de la conductividad como
Lo =J(1,2)(Va = V1) = J(2,1)(V2 = V1),

puesto que la resistencia y por lo tanto la conductividad son magnitudes adirec-
cionales.
Por otra parte la potencia eléctrica es el producto de la intensidad por la

diferencia de potencial, esto es

Eiy = Lia(Va — V7).
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Usando la ley de Ohm tenemos que
Eip = J(2,1)(Va — V1)2

Consideremos ahora una red eléctrica con M nodos todos interconectados.
Pensaremos que la resistencia R;; es infinita si queremos que la conexién entre
los nodos i y j desaparezca. El nodo i estd a un potencial V; y J(i,5) deno-
tard la conductividad del segmento de cable que une el nodo i con el nodo
j. El circuito estd caracterizado por los nodos y por la matriz J(i,j). El vec-
tor u = (V1,...,Var) de los potenciales en cada nodo es nuestra funcién vari-
able. Podemos ver a ese vector como la lista de la capacidad de cada nodo para

producir-consumir energia eléctrica. La energia total dado u sera entonces

Eu) =D J(i ) (Vi = Vi)®
=222 I D) — u(),

con u(i) = V;.

Consideremos que la red incluye plantas (hidroeléctricas, atémicas, termoeléctri-
cas, solares, edlicas, etc.) generadoras y usuarios (ciudades, industrias, etc.), y
que se pretende optimizar la produccién de aquéllas para satisfacer requerimien-
tos de éstas. Asi se prescriben valores de u en los nodos % = {i : i es un usuario}
y se intenta buscar u en los nodos & = {i : i es una planta generadora} de mo-
do que se minimice £(u), puesto que se supone también que la minimizacién de
&(u) representard una minimizacién de los recursos (naturales) puestos en juego
en la produccién de cada u(4) en los nodos 2.

Supongamos que queremos poner a todos los nodos de % a un nivel prescrip-
to de necesidad ¢(¢) de u. Es decir, u(i) = ¢(i) para todo i € % . El conjunto de
funciones admisibles A = {u : u(i) = g(¢), para todo i € %} es un subconjunto
convexo de RM. Si J es definida positiva (eliptica), entonces £(u) es una norma

asociada al producto interno
Blu.v) = Y0 3 @) [uld) — u(@)e(d) - o)

Por consiguiente, existe un unico @ € A tal que d;(@,0) = d;j(A,0) y es la
proyeccién ortogonal del origen sobre A, con el producto escalar B(u,v) (ver

[38]). Por otra parte si @ minimiza dj(u,0) = £(u), esto significa que si ¢, (t) =
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E(a + tv) con v|g = 0, entonces ¢, (0) = 0. En otro términos, para toda v tal

que v|g = 0, se satisface que
0= 76 1)lal) - a(i)]p() - v()
= Z Z J (i, 3)[a(@) — u()v (i) — Z > I )a) - ali)v()

= 33 Il — @@l + Y 3 G a6) - ai))

=2> > JGij)ali) - (i),
De otro modo, si Lu(i) == ., J (i, j)[u(i) — u(j)] tenemos que
Z Lu(i)v(i) = 0,

para toda v tal que v(i) = 0 si ¢ € %. Tomando para cada i € &

0 sil+#i,

W= B

1 sil=1,
resulta que Lu(i) = 0, para toda i € &. Podriamos decir que @ es «armdnica» en

Z. La anulacién de Lu en un nodo es la anulacién de las corrientes que llegan a él.

Pensando desde el punto de vista general de espacios métrico de medida que

adoptamos en esta tesis, la energia total de la red eléctrica de M nodos

M M
E(u) =" I, 5)[u(i) — u(i)]?,

i=1 j=1
puede escribirse como una integral en el espacio discreto X de los M nodos, es

decir

(7.1.1) £ =1 /X /X T () [uly) — (@) Pdu(y)dp(),

donde i es la medida que «cuenta». Por ejemplo, la resistencia entre los puntos
(nodos) = e y dada por la funcién J(z,y) puede pensarse como la reciproca de
una métrica. Asi, los nodos estaran distantes si la resistencia entre ellos es alta.

En este caso la energia vendria dada por
2

_1 [u(@) —uly)®
5(u)—4/X/X Sag)p  l@dny),

para algun 8 > 0.
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La energfa dada por (7.1.1) puede pensarse en espacios de medida (X, u)
no necesariamente discretos. Supongamos que p es una medida o-finita y J :
X x X — R es una funcién simétrica y positiva. La simetria de J permite probar
que la ecuacién de Euler-Lagrange para la integral variacional dada por (7.1.1)

viene dada por el operador lineal

Luz) = /X J (@, y)u(y) — u(z)]du(y).

En los procesos evolutivos asociados a este funcional de energia, el estado u del
sistema cambia con el tiempo y se tiene una funcién u : X x [0,00) — R. El

balance energético instantdneo para u plantea entonces la ecuacién de difusién
u(z,t) = —&'[u] = Lu(z,t),

donde &’ es la derivada variacional de £. El primer problema asociado a este

modelo es encontrar u(z,t) tal que
(7.1.2) up="Lu, 'y w=o=Ff

sea un dato del estado inicial del sistema. La existencia y unicidad de soluciones
para dicho problema sera el tema central del préximo capitulo.

En el caso discreto de las redes eléctricas, problemas como (7.1.2) pueden
verse como la evolucion de un sistema de oferta y demanda de energia que a partir
de una condicién inicial f busca su estado estacionario. El problema (7.1.2) luce

en este caso de la siguiente forma,

(7.1.3) { 2u(j,6)= X2, (i )[uli, 1) — u(ji, 1),
u(i’ 0) = f(l)

Obsérvese que problemas como éste son sistemas auténomos de EDOs que pueden
resolverse explicitamente en términos de J y f. Los resultados en [5] permiten
escribir a los espacios de tipo homogéneo compactos como limites de espacios
discretos. Asi, débilmente, la solucién de (7.1.2) sobre espacios generales puede
pensarse como el limite de las soluciones de (7.1.3) asociadas a redes eléctricas.
De modo que, no sélo que el caso discreto es bastante ilustrativo de la situacion
general, sino que podria dar un «método numérico» para aproximar soluciones
en el espacio «abstracto». Estas ideas van en concordancia con las técnicas de-

sarrolladas por J. Kigami en [37] y més tarde por R. Strichartz en [53].
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7.2. Consideraciones acerca de £ y J

Sea (X, ¥, 1) un espacio de medida o-finita. Sea . el espacio de las funciones
a valores escalares en X que son medibles. Consideremos en .# la topologia de
la convergencia en medida. Sean £ el funcional de energia dado por (7.1.1) y
J : X x X — R una funcién estrictamente positiva para casi todo punto de

X x X, simétrica y medible. Definimos
(7.2.1) A=A(J):={fe#: E(f) <o}

Observemos que A(J) es un espacio vectorial que contiene a las funciones con-
stantes. Ademds, notemos que como J(x,y) > 0 para casi todo punto de X x X
entonces se tiene que £(u) = 0 si y sélo si u es constante para casi todo punto
de X.

El funcional de energia £ induce una seminorma sobre A. De hecho, si defin-

imos [Jul|e := {€(u)}1/2, para todo u € A, resulta que

(A) u =0 entonces |lu|l¢ =0.
(B) ||Aulle = |M|||ulle, para todo A € R y toda u € A.
(C) Jlu+vlle < |lulle + ||v|le, para toda u,v € A.

Las primeras dos propiedades son inmediatas. Para probar la tercera definamos

el funcional bilineal B : A x A — R dado por

Bluo) = [ [ T — uwlio) - o) dua)auty).

Observemos que por definicién B resulta simétrico y positivo. Ademas —por la
desigualdad de Schwarz— tenemos que |B(u,v)| < ||ul/¢||v]le. Ahora bien, dado
que B(u,u) = E(u) = ||ul|%, luego
lu+ vl = B(u+v,u+wv)
= B(u,u) + 2B(u,v) + B(v,v)
< lullz +2[lullellvlle + [l
2
= (l[ulle +Ilvlle)”,
lo cual prueba la propiedad (C). Dado que si u es constante en casi todo punto

|lulle = 0, el reciproco de la propiedad (A) no se satisface. Es por esto que no

podemos asegurar que || - ||¢ sea una norma en A(J).
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Observemos también que € es un funcional convexo, de hecho, dados ¢ € (0,1)

v u,v € A tenemos que
Eltu+ (1 —t)v] = Btu+ (1 — t)v,tu+ (1 — t)v)
= t?B(u, u) + 2t(1 — t)B(u,v)
= t?B(u, u) + 2t(1 — t)B(u,v)
+tB(u,u) + (1 — t)B(v,v) — tB(u,u) — (1 — t)B(v, v)
(

Dado que ¢(1 —t)B(u —v,u —v) > 0, para todo t € (0,1) y toda u,v € A, luego
E(tu+ (1 —t)v) < tB(u,u) + (1 —t)B(v,v)
=t&(u) + (1 —t)E(v).
Asi también podemos deducir la derivada variacional de £, al menos en un sentido

débil. Para esto comencemos observando que £ es diferenciable (Gateaux) en toda

u € Ay en toda direccién v € A. En efecto,
E(u+tv) — E(u) = B(u+ tv,u + tv) — B(u, u)
= 2tB(u,v) + t>B(v,v).
Luego, es inmediato ver que

0 (u,v) == lim Eluttv) = E(w)
t—0 t

2
— Ym 2tB(u,v) + t*B(v,v)
t—0 t
= 2B(u,v).

Ademas, dado que J es simétrico podemos escribir que
5Eu,v] = 2B(u,v) = %/X /X J(z, y)[ulz) — uy)] () — v(y)] dp(z)du(y)
- % /X /X J(z, y)[u(x) — u(y)]v(e) du(z)dp(y)
_ %/X /X J(z,y)[u(z) — u(y)]v(y) du(x)du(y)
= %/X /X J(z,y)[u(z) — u(y)]v(z) dp(z)du(y)
" % /X /X J(y, ) [uly) — u(@)]o(y) du(z)du(y)
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- / / J (@, y) () — u(y)]o() du(z)du(y)
XJX
(7.2.2) :/X[—Lu(x)]v(x) du(x).

Por lo tanto, dado que v era una direccién arbitraria, podemos interpretar —en

un sentido débil— al operador —L como la derivada variacional de £.

7.3. Consideraciones acerca de Ay L

Observemos que la cadena de igualdades dadas en (7.2.2) toman por supuesto

que el operador
Lu(o) = [ Taluty) = ) duty),

estd bien definido para toda u € A, como asi también que

(—Lu,v) = /X - Lu(@)o(z) dy(z)

es finito para toda u,v € A. A pesar de no poder asegurar esto en general, en
estos tltimos capitulos nos interesaremos en dos clases particulares de ntcleos
J para los cuales podemos encontrar subespacios adecuados de A(J) tales que
se satisfagan ambas propiedades. La primera de ellas la denotaremos con J; y
constard de todos los nucleos J positivos, simétricos e integrables en cada una

de sus variables tales que

(7.3.1) / J(x,y) du(z) < C,

donde C' es una constante positiva independiente de y. Notemos que por ser J
simétrico, la propiedad (7.3.1) también se satisface si integramos en la variable
y. La segunda clase de ntcleos requerira de una estructura adicional en nuestro
espacio de medida: una métrica. Sean (X, d, 1) un espacio métrico a-regular (ver
Preliminares, Seccién 1.8) y s € (0, 1). Llamaremos Js al conjunto de funciones

J positivas y simétricas tales que
(7.3.2) J(x,y) < Cd(z,y)~*~°.

Hacemos notar que una clase similar ha sido considerada por L. Caffarelli, C.
Chan y A. Vasseur en [13], donde se estudian las desigualdades de Harnack y la

regularidad Holder de las soluciones.

Proposicién 7.3.1. Sea A; = L*(X,u) N L3(X, u). Luego, se satisface que
(A) dados J € J1, entonces Ay C A(J);
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(B) Lu € LY(X,u), para toda u € A;.
(C) (Lu,v) es finito para toda u,v € Aj.

DEMOSTRACION. Sea J € J1 y u € Aj, luego

/ / J(z,y)[u ()] d(x)dp(y)
_E/X/X (z,y)[u? (z) + u?(y) — 2u(z)u(y)] du(z)du(y).

Dado que

[ [ s@w@ i = [ ([ s@nam) e )
sc/Xu2<x>du< )

= Cllull3,

y ademas

/] J(x,y>u<x>u<y>du(x)du(y)]

- / / (e, ) ()| T (2 9) 2uly) | dp)dpa(y)

i)
o)

= Cllul3-

Luego E(u) < C|lul|}3 < oo. Por consiguiente, A; C A(J) y asi queda proba-

do (A). Por otro lado, observemos que

/\Lu ) du(a /\/ )| o)) duly )‘du(w)

< / / (2, ) ()| + J (2, ) (@) dpu(y)dp()
XJX
= 20Juls,

lo cual prueba (B). Por tltimo, dadas u,v € A; tenemos que

(L, v) = /X /X T () [u(e)o(@) — uly)o(@)] du(z)duy).
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Observemos que
\ /] J(w)u(x)v(x)du(x)dmw\s /. ( [ S auto) ) 1) o) )

<c /X () [o(@)] da()
= Cllullaljo]z:

como asi también

’/X /X J(z, y)u(z)v(y) dﬂ(l‘)dp,(y)’
- /X /X 1T (@, ) (@)1 (2, 9) " 20(y)| da(w)dpa(y)

< (/X/XJ(:E,y)uQ(x) dﬂ(ﬂf)du(y)>l/2

) </X /X Ty (w) du(x)du(y)) "

= Cllull2(lv]l2.
En consecuencia,
(Lu,v) < 2C||u||2]jv]l2 < oo.

Por lo tanto, se satisface (C), lo cual concluye la demostracion. 0

Proposicién 7.3.2. Para cada r € (0,1) sea A, = AS(X,d, p) el espacio de las
funciones Lipschitz de regularidad v con soporte compacto. Luego, se satisface
que

(A) dados s € (0,1) y J € Js, entonces A, C A(J), para todo r € (s,1);

(B) Lu € LY(X, u), para toda u € A,;

(C) (Lu,v) es finito para toda u,v € A,.

DEMOSTRACION. SeaJ € J,yu € A,,con0 < s < r < 1. Denotemos con K
al sop(u), entonces la funcién [u(y)—u(x)] tiene soporte igual a K x XUX x K. Sea
B una bola tal que K C B. Usando la simetria de las funciones J y [u(z) —u(y)]?

tenemos que

IN

ey [ [ Tl - uw)P due)dnt)

<3| [ [ i) - P au)dut)
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[ [ Il - u)? du@au)]|

Dado que u € A¢ entonces por la propiedad (7.3.2) y la Proposicién 1.8.3 tenemos

q
[ [ 1 iute) = ) auta) i, [ [ dten) =t duayauty)

< [u]ATC(a 2r — s, B),

y asi también

/ / J () [u(z) — u()]? du(@)du(y) < 2ul% / / d(, )~ dyu()dpu(y)
BJBe B JBe
< 2Hu||<2,oC(a, s, B).

Por lo tanto, £(u) < C||ul|3 . En consecuencia A, € A(J) y queda probado (A).

Anélogamente, podemos ver que
[ @itz < Cluln,.
X
lo cual prueba la parte (B). Ahora bien, dadas u,v € A, es inmediato que
(Lu,v) < [Jvlool|Lully < Cllvlloclulla, -
De este modo queda probado (C). O

A continuacién mostraremos algunas propiedades bésicas del operador L. En
el contexto euclideo bidimensional el analogo a la siguiente proposicion puede

encontrarse en [29],

Proposicion 7.3.3. El operador L satisface las siguientes propiedades:

(A) Siu(zg) > u(x), para casi todo x € X, luego Lu(xg) < 0. Andlogamente,
st u(zy) < wu(zx), para casi todo x € X, luego Lu(zy) > 0.

(B) —L es un operador semidefinido positivo, es decir, (—Lu,u) > 0.

(C) u es constante si y sélo si Lu = 0.

(D) L tiene promedio nulo, es decir, [ Lu(x)du(x) = 0.

DEMOSTRACION. Dado que J es positivo, la propiedad (A) es inmediata.

Para comprobar (B) utilizaremos que J es simétrico, en efecto,

L) / / (2,9)u(x) — u(y)u(e) du(y)du(x)
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1
3 | [ o) - ulute) dut)duto

+ [ [ I )~ u@)luts) dut)in(e)
=5 [ [ I — ) dut)in(o)

(w)

=2&(u) > 0.

Por otro lado, si u es constante es inmediato que Lu = 0. En cambio, si
Lu = 0 entonces por la parte (B) sabemos que 0 = (—Lu,u) = 2E(u). De este
modo, como &(u) = 0 sabemos que u es constante.

Por ltimo, es sencillo probar la propiedad (D) observando que
1
[ s =3 | [ [ st - sl dutiu)
+ [ ] Ia)lu@) — uw) dntw)auta)| = o
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Capitulo 8

Difusiones no locales asociadas a operadores con
nucleos integrables y aproximacion de soluciones

por reescalamientos de nucleos

En este capitulo estudiaremos problemas de evolucién no locales definidos a
partir de operadores de nicleos integrables presentados en el capitulo anterior.
Siguiendo las ideas desarrolladas en [21], [22], [20], [45] y [10], probaremos
mediante técnicas de punto fijo existencia y unicidad para dichos problemas.
Luego, formularemos propiedades de dichas soluciones y estableceremos algunos
principios de comparacién. Por ultimo, construiremos una familia de problemas
de este tipo cuyas soluciones convergeran a la soluciéon del problema de difusion

asociado al operador de diferenciacion fraccionaria presentado en el Capitulo 3.

8.1. Introduccién

El campo de aplicacién de los problemas de evolucién no locales definidos a
partir de operadores de nucleos integrables no se limita al expuesto en el capitulo
anterior. Como puede observarse en [26] el interés por este tipo de problemas en
diversas dreas del conocimiento ha crecido en los 1iltimos afios. A modo de ejemp-
lo, siguiendo las ideas alli presentadas, motivaremos nuestro problema de interés
extendiendo un modelo de dindmica poblacional distinto al enfoque energético
propuesto con anterioridad.

Sea (X, p) un espacio de medida. Sea J : X x X — R una funcién pos-
itiva, simétrica con fX x,y) du(y fX x,y)du(x) = 1. Supongamos que
tenemos una poblacién de un organismo sobre la regiéon X y sea u: X x RT — R
una funcién tal que u(x,t) represente la densidad de dicha poblacién en cada
posicién z a un tiempo t. Pensando a J(z,y) como la distribucién de proba-
bilidad de que un individuo salte de una posicién x a una posicién y, entonces

IxJ y,t) du(y) es la tasa a la cual los individuos llegan a la posicién z
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desde cualquier posicién y. Del mismo modo, [ J(z,y)u(x,t) du(y) representa
la tasa con la que abandonan la posicién x. Por lo tanto, utilizando la simetria
de J podemos asegurar que la tasa neta de incremento de organismos en una

posicién x a un tiempo t viene dada por

/ J (@) [y, 1) — u(e, £) du(y).
X

Asi, bajo la ausencia de fuentes internas o externas, la dindmica de la poblacién

del organismo se puede modelizar por la ecuacién

w(z, t) = /X J () [y, 1) — ule, )] du(y).

Notar que la hipdtesis de simetria sobre J nos proporciona en forma inmediata

un principio de conservacion de la poblacién total ya que

/ / J () [y 1) — (e, )] du(y)d(z) = 0.
X JX

El problema natural del contexto es, entonces, encontrar la densidad u(z,t) en
cada instante ¢ a partir de la densidad inicial u(x,0). Esto motiva formular un

problema de condicién inicial del tipo

wi () = / J () [uly, ) — u(z, )] du(y),  en X x (0,00),
(8.1.1) P

u(z,0) = up(z), en X.

En el caso euclideo, uno de los métodos clasicos de la prueba de existencia de
soluciones para problemas como éste es la teoria del punto fijo de Banach en ade-
cuados espacios funcionales (ver [21]). Aqui probaremos que la teorfa se extiende

a espacios de medida.

8.2. Existencia y unicidad de soluciones

Para los resultados de esta seccién no serd necesaria la hipétesis de simetria

sobre J, mas aun, sélo se requerird que exista una constante C' > 0 tal que

(8:2.1) [ ewaw=c v [ sepdu<c

Comencemos llamando X, al espacio de la funciones continuas del [0, %] al
LY(X, 1), es decir

Xto = C([Oa to]; Ll (X7 M))
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Recordemos que (ver pag. 15) X, es un espacio de Banach con la norma

loll = i 6]

Dado wo € L'(X, ut) definamos el operador T : Xy, — X;, como

(8:22) Ty (w)(a,t) = / [ T~ wle.s) duly) ds.

Veamos que, en efecto, T mapea Xy, en Xy, .

Sea w € Xy, y sean t1,ty € R tales que 0 < t; < t2 < to. Luego, por el
Corolario 1.6.10 tenemos que

[Ty (w) (- 11) = T (w) (5 £2) [ 21

< [ (o) = wo(e)| duta)

[ / /X I )y, ) — w(e. )] du(y) ds| du(z)
< [ [ it - wle 9 dut) duto) s
<[] [ st dut s

" / [ [ et duty) duta) ds
<20 [ [ ol duty) o

< 20(t — ta) [[Jwlll -

Por otra parte, si 0 < ¢ < ¢y entonces

[T (w) (1) = wol[1 = J(, y)w(y, s) — w(z, s)] duly) ds| du(z)

_ / /X /X Iz, ) w(y, s) — w(z, )| duly) du(z) ds

< 2Ct|[|wlll -

Asi claramente T, (w) € Xy, .
Lema 8.2.1. Sean wq, 20 € L*(X,pn) y w,2z € Xy,. Entonces

1w, (w) = Tz (2l < llwo = 20l L2 + 2Cto [lw — 2|l -
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DEMOSTRACION. Sea t € R, fijo y tal que 0 < t < tg, luego
1Ty ()1 £) = T (2) (- D)l
< /X lwo(z) — z0(x)]| ds(x)
+ /X / /X J (@) [w(y, s) — w(z, 8) — (4, 5) + 2(z, 5)] dyu(y) ds| dp(z)

< lwo — 20| L1

+/0 /X/X J(z,y)|w(y, s) —w(x,s) — 2(y,s) + z(z, )| du(y) du(z) ds
<ozl + [ [ [ T, (0.9 dute) du(y) ds
i /0 /x /X J(@,y)w(z, s) — z(z, 5)| dp(y) du(z) ds

t
< Jlewo — 20|21 +2C / / o (y, 5) — =(y, )| dyu(y) ds
0 X
< flwo — 2ol +2Ct Jlw - 2]].

Tomando supremo en ¢ miembro a miembro obtenemos la desigualdad pretendi-
da. O

Teorema 8.2.2. Dada ug € L'(X, u) y J satisfaciendo (8.2.1) existe una tinica
solucion u € C1((0,00); LY (X, 1)) N C([0,00); LY (X, i) del problema

wlot) = [ Ja)u.0) - o] dalw). en X x (0,50),
(8.2.3) x
u(z,0) = up(x), en X.

Cabe destacar que las igualdades de (8.2.3) las entendemos como igualdades
en LY(X, i), es decir, la derivada temporal de la primer igualdad es una derivada
Fréchet en L'(X, u) (ver Seccién 1.6).

DEMOSTRACION. Elijamos t; de tal forma que 2Ct; < 1. Ahora tomemos
zo = wo = up en el Lema 8.2.1 y asi obtenemos que T}, es una contraccién
en X¢,. Luego, por el teorema de punto fijo de Banach sabemos que existe una
tinica w? € Xy, tal que T, (w") = w®. Tomemos u(z,t) := w®(z,t). Dado que

Ty, (u) = u, es decir

(8.2.4) u(z,t) = ug(x) —|—/O /X J(x,y)[u(y, s) — u(z, s)] du(y) ds,
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para todo t € [0,%]. Es inmediato ver que u resuelve el problema (8.2.3) para
todo ¢ en [0,tp]. En efecto, gracias a la Proposicién 1.6.7 obtenemos la primera
igualdad con sélo derivar (8.2.4) respecto a t. La condicién inicial se satisface
como consecuencia del hecho que u € X;,, tomando limite para t — 0" en
(8.2.4).

Para poder extender a u al0, 00) debemos tomar a uy (z) := u(z, tp) como un
nuevo dato inicial. Asi, repitiendo el mismo razonamiento antes hecho, obtenemos

una nueva solucién w? tal que T, (w!) = w'. Tomando
u(z,t) ;== wh(zx,t —ty), paratodo t € [tg,2to],

logramos extender w al intervalo [tg,2tg] de tal forma que también satisfaga
(8.2.4) para todo t € (to, 2to]. De hecho,

u(z,t) = wh(z, t — to)

= w(z, to) / / (2, ) (9 5) — w' (x, )] du(y) ds

// (2, ) [ (y, 5) — w0 (z, 5)] dya(y) ds

+ / ° / J (@) (4, 8) — w' (2, 5)) du(y) ds

// 2,9)[uly, 5) — u(z, )] dpy) ds

+ / / (@) [uly, s + to) —w (.5 + o)) du(y) ds
/”/me (4, 5) — ulz, 5)] dyu(y) ds

+ / /X J(@,y)[uly, ) — w'(z, 5)] du(y) ds
+ / /X J (@) luly, 5) — ulz, s)] duy) ds.

Dado que se satisface (8.2.4) para todo t € [0, 2¢], entonces u resuelve (8.2.3)
para todo t en [0,2tg]. Iterando este proceso para cada j € N, donde en cada
paso definimos u;(x) := u(z, jto), encontramos w? tal que Ty, (w’) = w’. Asi,
definiendo u(z,t) := w’(x,t — jtg), para todo t € [jto, (j + 1)t], conseguimos
una solucién de (8.2.3) en todo el intervalo [0,00), lo cual completa nuestra

demostracion. O



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

136 Difusiones no locales en espacios de medida

Observemos que anadiendo la hipdtesis de que J sea simétrico, entonces

podemos probar que la masa total en X se conserva, es decir

[ty dutn) = [ o) dnto.

De hecho, integrando en x la ecuacién (8.2.4) resulta que

[ wtet)du(w) = [ ol
+/X/Ot/XJ(JUay)[U(Z/7S) —u(z,s)] du(y)ds du(z).

Aplicando el teorema de Fubini-Tonelli para el caso de integrales de Bochner

(Proposicién 1.6.9) obtenemos que

/Xu(a:,t)du(a:) / /// (2. y)uly. s) du(y) dys(x) ds
///Jy (2, 5) du(w) du(y) ds
- /X uo (@) dp(z).

Por lo tanto, la masa total en X se mantiene constante para todo tiempo t.

A pesar de haber probado la existencia de soluciones para el problema (8.2.3),
no hemos logrado brindar expresiones de la misma. Sin embargo, en la siguiente
proposicién proporcionaremos una férmula autorreferente para u, que aunque no

explicita, permite lograr mejoras de regularidad en ella.

Proposicién 8.2.3. Supongamos que u es una solucién de (8.2.3). Entonces u

satisface la siguiente igualdad:

(8.2.5)  wu(xw,t) = up(x)e At 4 / / A=) 7 (2, y)u(y, s)du(y)ds,
donde A(z) = [y J(z,y)du(y).
DEMOSTRACION. Recordemos que u satisface

2 (e, 1) = /X T () [uly, ) — u(e, 1) du(y).

A(x)t

Multiplicando ambos miembros por e obtenemos que

AWD (g f) = AN /X J(z, y)u(y, t) du(y) — eA @t A(z)u(z, t),



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

8.8.3 Principio de comparacién y regularidad de soluciones 137

o equivalentemente

A A(z)u(z, t) + e Dz, t) = / A I (2, y)uly, t) duly).
X

Notemos que el lado izquierdo de la igualdad no es méas que el desarrollo de una

derivada de un producto, luego podemos escribirla como

G (Mrutet) = [ Aty duty).

Dada la continuidad en la variable temporal podemos integrar ambos miembro

entre 0 y t, obteniendo

t t
[ & () as= [ [ A0ty dutas.
En consecuencia,
t
A u(at) (e, 0) = [ [ Ao puly. ) duty)ds,
0 Jx
Por lo tanto, despejando en forma adecuada obtenemos (8.2.5). O

La siguiente proposicién muestra que la solucién del problema (8.2.3) es

estable respecto a la condicién inicial.
Proposicién 8.2.4. Sean ug,vo € L*(X, 1) y e > 0 tales que
[lug — vollpr < e.

Siu y v son las soluciones de (8.2.3) con condicidn inicial uy y vy respectiva-

mente, entonces dado 0 < tg < % se satisface que

€
) — (-t < -
[u(t) —o(,t)[[zr < (1 —2Cto)*’
para todo t € ((k — 1)to, kto] y para todo k € N.
DEMOSTRACION. Inmediata del Lema 8.2.1 y el Teorema 8.2.2. O

8.3. Principio de comparacién y regularidad de soluciones

Dado que en esta secciéon presentaremos resultados que involucran concep-
tos como compacidad y continuidad, requeriremos que nuestro espacio ambiente
esté dotado de una métrica. Sea (X, d, ) un espacio métrico compacto de medi-
da. Denotaremos con C(X) al espacio de las funciones continuas de X en R.

Comencemos observando que la solucion del Teorema 8.2.2 resulté al menos

tan buena como la condicién inicial en términos de integrabilidad. El préximo
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lema muestra que si nuestra condicion inicial es continua, entonces la soluciéon

hereda dicha regularidad.

Lema 8.3.1. Seanug € C(X) y J tal que [y J(x,y)du(y) sea continua para toda
x € X. Entonces existe una tnica solucion u de (8.2.3) tal que u € C1((0,00);

C(X)) N ([0, 00); C(X)).

DEMOSTRACION. Repitamos los pasos de la prueba del Lema 8.2.1. Defi-
namos un nuevo espacio de Banach dado por X;, = C([0,t0]; C(X)) equipado

con la norma

[lw|| = méx méx|w(z,)].
te[0,t0] TEX

Dada wy € C(X), la continuidad de [ J(x,y)du(y) permite mostrar que el
operador definido en (8.2.2) resulta ser un operador de X;, en X;. Ademas,

tomando wy, 2o € Co(X) y w, z € Xy,, se satisface que
(8.3.1) 7o (w) = T ()| < méx |wo (2) — z0(x)| + 2Ct0 [[Jw — 2| -
En efecto,

[Ty (w) (1) = Tz (2) (2, 1)] =

/ J(@,y)(w — 2)(,8) — (w — 2)(z, s)]du(y)ds

= |wo(z) — z0(x)| +

< fwo(z) — zo()| + J (@, y)(w — 2)(y, s)du(y)ds

/Ot [/X J(, y)du(y)} (w — 2)(z, s)ds

< fwo(z) — z0(x)] +t [ / J(x,wdu(y)} mix méx [(w — 2)(y, 5)

s€[0,t] yeX

+

st [ ndutn)] ms w20
be s€[0,t]
Por lo tanto, tomando maximo tanto en ¢ como en x tenemos (8.3.1).
Procediendo desde aqui en adelante como en el Teorema 8.2.2, obtenemos la
solucién u € C1((0,00); C(X)) N C([0,); C(X)) que buscdbamos. O
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Veamos ahora un principio de comparacién. Diremos que v € C([0,T];

C(X)) es una supersolucién de (8.2.3) si

w( ) > / J(@,y)[u(y.t) — u(e, ] du(y), en X x [0,T],
X
u(xz,0) > up(z), en X.

Lema 8.3.2. Sean up € C(X), up >0 yu € C([0,T]; C(X)) una supersolucion
de (8.2.3). Entonces u > 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que u es negativa en algin punto. Definamos
v(z,t) = u(z,t)+et, con € lo suficientemente pequenio para que v sea negativa en
algiin punto. Luego, si (zg,%o) es un punto donde v alcanza su minimo, entonces
to > 0 (pues v(z,0) = u(x,0) > 0) y ademds

v(zo,t0) = u(xo,t0) +€ > /X J (w0, y)[u(y, to) — u(wo, to)ldu(y)

- /X T (0, 9)[o(y: to) — w0, to))du(y) > 0.

Por lo tanto, v(zg,tp) > 0 lo cual contradice el hecho de que (zo,%p) sea un

punto donde v alcanza el minimo. Luego, u > 0. 0

8.4. Aproximacién de D° por reescalamientos de nticleos del L!

En estas ultimas dos secciones trabajaremos con el operador de derivacién

fraccionaria D® y el problema de difusién asociado
Lu(z,t) = Dou(-,t)(z), en X x (0,00),
(8.4.1)
u(z,0) = up(z), en X.

presentados ambos en la Seccién 3.2. Es por esto que requeriremos que (X, d, p1)
sea ademaés de compacto un espacio Ahlfors a-regular de orden ~. Esta situacion,
aunque restrictiva, es natural en contextos geométricos clésicos como variedades
compactas (Ejemplo 1.8.2) y fractales provenientes de sistemas iterados de fun-
ciones (Ejemplos 1.8.6 y 1.8.7).

Observemos que si llamamos kg al nicleo del operador D?, es decir kq(z,y) =

d(x,y)~ "%, entonces

D f(z) = /X k() [ () — F(@)] duly).
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Esta estructura se asemeja a los operadores no locales tratados en las secciones
anteriores. Sin embargo, ks no es integrable en ninguna de sus dos variables, por
lo tanto (8.4.1) no es un problema comprendido en esta teoria. No obstante, en-
contraremos un camino alternativo al dado en el Capitulo 5 para el caso diddico,
para la biisqueda de una solucién de (8.4.1). La estrategia es encontrar una fa-
milia de nicleos integrables que aproximen débilmente a k,. Para esto en primer
lugar construiremos ntcleos que trunquen la singularidad en el origen de k.

Tomemos £ > s. Sea ¢ : RT — Ry tal que

(1) = th, sit<1,
4 1, sit>1.

t
Definamos ¢ = ;’i&_i . Notemos que dependiendo de la relacion que exista entre £

y a+s podemos tener diferentes tipos de comportamiento para ¥ (t). Sin embargo,

en cualquiera de los casos se tiene que 9 es integrable en el (0, 00).
Definamos para cada 0 < € < 1 un nucleo J. : X x X — R como
1 (dz,y)
Je(z,y) = Ej¢ (5 -
Observemos que cada J. es simétrico y positivo, propiedades que hereda de la

funcién ¢ y la funcién distancia d(z,y). Pero ain més, podemos ver que

6572
 sid(my) <e
d x, a—(L—s)’ ’ ’
Je(z,y) = ( i)
W, si d(l’,y) Z E.

De este modo, gracias a la Proposicién 1.8.2, podemos asegurar que cada J.
resulta integrable en cada una de sus variables. Ademads, la continuidad de d y
1) garantizan la continuidad de J en cada una de sus variables y por lo tanto la
continuidad de [ J(z,y)du(y) para cada x en X.

A partir de cada uno de estos nicleos definamos los operadores

Lf@) = % [ T@)lr) = F@) duty).

Veamos que los operadores L. construidos tienden débilmente al operador D?

cuando € — 07,
Lema 8.4.1. Sea f € C([0,T]; Ar(X,d, ) luego

sup sup |L5f($,t) - Dsf(l',t)| = O(sris)v
te[0, T z€X
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donde los operadores L. y D* estdn actuando en la primer variable.

DEMOSTRACION. Dado que f(-,t) € A.(X,d, ) para cada t € [0,7T] luego

D#f(-,t) esta bien definido. Luego, reescribamos J. como

()

Je(z,y) =€ d(w,g)ots

Asi, podemos observar que

Lefte.0) - D*flo0)| = | [ LD o (B2 ] auiy)
|f(y7t) — f(xvt”

d

= /B(ac,s) d(l’, y)a+8

<oAf(0)l; /B ) ),

w(y)

Entonces por el Lema 1.8.2 resulta que

atlre(. .
|Lef(z,t) — D*f(x,t)| < wéris.

Dado que f € L*=((0,7); A(X,d, ) la conclusién es inmediata. O

8.5. Aproximacion de la solucién del problema de difusién asociado

al operador D?

En el préximo teorema mostraremos que una familia de soluciones de prob-
lemas del tipo (8.2.3) asociados a los operadores L. convergen a la solucién de
(8.4.1).

Teorema 8.5.1. Sea (X, d, u) un espacio compacto Ahlfors a-regular de orden .
Sean 0 < s <r <yyv(z,t) € C([0,T]; Ar(X,d, 1)) tal que %v(x,t) = D3v(x,t).
Luego, para cada 0 < € <1 las soluciones u® de los problemas

ug(x,t) = Lo f(x,t), en X x[0,T],

(8.5.1)
u(z,0) = v(z,0), en X.

satisfacen que

sup sup |v(z,t) —uf(x,t)| < C(T)e"~%.
te[0,T) zeX
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DEMOSTRACION. Dado que cada J. satisfice las hipétesis del Lema 8.3.1,
entonces para cada 0 < € < 1 el problema (8.5.1) tiene una unica solucién en
C([0,T];C(X)). Llamémosla u® a cada una de estas.

Sea w® = v — uf. Observemos que

wé (z,t) = Low®(x,t) + Fe(x,t), en X x [0,T],
we(z,0) =0, en X,
donde Fy(z,t) = D%v(x,t) — Lov(z,t).
Definamos w = ke" %t + ey Z = w — w®, donde k es una constante que

elegiremos mas adelante. Veamos que Z es una supersolucién del problema (8.5.1),

en efecto
Z =Wy —wi = ke"* — (L.w® + F.).
Pero dado que w no depende de z, entonces L.w = 0. Luego,

Zi=ke" * —F.,+L.w— L.w® =ke"°—F.+ L.Z.

Por el Lema 8.4.1 sabemos que F.(z,t) = O(¢"*). Escojamos k lo suficiente-

mente grande para que ke"~® — F. > 0. Por lo tanto,
Ze > L Z.
Por otro lado,
Z(x,0) = w(z,0) —w(z,0) =e —0=¢ > 0.

Asi, Z es una supersolucién de (8.5.1). Entonces por el Lema 8.3.2 tenemos que
Z > 0, para casi todo z € X. En consecuencia, w > w®, para casi todo = € X.

Andlogamente, si definimos w = —w y 2z = w® — w, repitiendo lo hecho
para Zz, resulta que z es también una supersolucién de (8.5.1). Esto implica que
w® > w, para casi todo x € X. Por consiguiente, —w < w® < w, para casi todo
x € X. De este modo,

v —u®| = |w®| < ke"t4+e < (kt+1)e" 7,
dado que r — s > 1. Por lo tanto, es inmediato que

sup sup |v(-,t) —u(-, )] < (KT +1)e" %,
te(0,T] z€X

como queriamos demostrar. O
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Las hipdtesis del Teorema 8.5.1 son ciertamente restrictivas pero hay buenos
ejemplos de su ocurrencia. Mencionamos dos. Si bien los resultados del Capitu-
lo 2 valen en el contexto euclideo no compacto, no es dificil ver que en el toro,
el andlisis de Fourier cldsico (series) permite obtener teoremas de regularidad
similares a los alli probados. En particular y por poner un caso extremo, si es-
tamos en el toro unidimensional S! y v(#,0) es un polinomio trigonométrico
v(0,0) = > k<N cret*? entonces v(z,t) = Do ikl<N cpe ke

su grado es independiente de t.

9 también lo es y

El segundo ejemplo es el provisto por los Capitulos 4 y 5. Puesto que cada
h € S es una funcién de clase Lipschitz 1 con respecto a la métrica § tenemos
que si v(z,0) =37, c 4 cxh(z) con Ky C A finito, entonces
v(z,t) = Z cre Mm@ by )
het
es solucién de vy = D®u con D? la derivacion considerada en el Capitulo 5 y es

de clase Lipschitz 1 con respecto a 4.
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Conclusiones generales

La generalizacién de la ecuacion del calor en R™ a través del operador
laplaciano fraccionario (—A)S/ 2 puede ampliarse a espacios Ahlfors reg-

ulares.

El operador de derivacién fraccionaria diddico D® tiene por autofun-

ciones al sistema de Haar.

El problema de dato inicial para la difusién vinculada al operador diadi-
co D? tiene solucién tanto en RT como en espacios de tipo homogéneo

generales.

En R* el operador maximal de la difusién asociado al operador diidi-
co D? estd acotado puntualmente por el operador maximal diddico de
Hardy-Littlewood. La solucién del problema de difusién asociado a D?
converge puntualmente al dato inicial. El mismo resultado es vélido en

espacios métricos de medida finita.

El operador maximal de las soluciones de ecuaciones de Schrodinger no
local en espacios métricos se acota por operadores maximales «sharp» de
Calderdn diadicos. La convergencia puntual al dato inicial ocurre para

datos de tipo Besov-Sobolev como en el caso clasico.

Los problemas de evolucién no locales definidos a partir de operadores

de ntcleos integrables en espacios de medida tienen solucién tnica.

Existe una familia de problemas indexados por un parametro de reescalamien-
to cuyas soluciones convergen a la solucién del problema antes menciona-

do cuando el espacio subyacente es Ahlfors regular y compacto.



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -



10.

11.

12.

Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

Bibliografia

. Hugo Aimar, Distance and measure in analysis and PDE, Birkhduser Basel, Submitted

for publication.
, Construction of haar type bases on quasi-metric spaces with finite assouad di-
mension, Anal. Acad. Nac. Cs. Ex., F. y Nat., Buenos Aires 54 (2002).

. Hugo Aimar, Ana Bernardis, and Bibiana laffei, Comparison of Hardy-Littlewood and

dyadic mazimal functions on spaces of homogeneous type, J. Math. Anal. Appl. 312 (2005),
no. 1, 105-120. MR MR2175208 (2006e:42023)

. Hugo Aimar, Bruno Bongioanni, and Ivana Gémez, On dyadic nonlocal Schridinger equa-

tions with Besov initial data, J. Math. Anal. Appl. 407 (2013), no. 1, 23-34. MR 3063102

. Hugo Aimar, Marilina Carena, and Bibiana Iaffei, Discrete approximation of spaces of

homogeneous type, J. Geom. Anal. 19 (2009), no. 1, 1-18. MR 2465294 (2010a:28002)

. Hugo Aimar, Marilina Carena, and Marisa Toschi, Muckenhoupt weights with singularities

on closed lower dimensional sets in spaces of homogeneous type, J. Math. Anal. Appl. (to

appear).

. Hugo Aimar and Osvaldo Gorosito, Unconditional haar bases for lebesgue spaces on spaces

of homogeneous type, Wavelet Applications in Signal and Image Processing VIII, SPIE, San
Diego (2000).

. Hugo A. Aimar, Ana Bernardis, and Bibiana Iaffei, Multiresolution approximations and

unconditional bases on weigthed Lebesgue spaces on spaces of homogeneous type, Journal
of Approximation Theory 148 (2007), 12-34.

. Josefina Alvarez Alonso, Distribution theory and fourier transform: (a user’s manual),

second ed., Cuadernos de Matemédtica y Mecanica. Serie Cursos y Seminarios, CIMEC -
IMAL, 2005.

Fuensanta Andreu-Vaillo, José M. Mazén, Julio D. Rossi, and J. Julidn Toledo-Melero,
Nonlocal diffusion problems, Mathematical Surveys and Monographs, vol. 165, American
Mathematical Society, Providence, RI, 2010. MR 2722295 (2011i:35002)

Martin T. Barlow, Diffusions on fractals, Lectures on probability theory and statistics
(Saint-Flour, 1995), Lecture Notes in Math., vol. 1690, Springer, Berlin, 1998, pp. 1-121.
MR 1668115 (2000a:60148)

Daniel ben Avraham and Shlomo Havlin, Diffusion and reactions in fractals and disordered

systems, Cambridge University Press, Cambridge, 2000. MR 1881970 (2003h:82001)



148

Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

Bibliografia

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Luis Caffarelli, Chi Hin Chan, and Alexis Vasseur, Regularity theory for parabolic mnon-
linear integral operators, J. Amer. Math. Soc. 24 (2011), no. 3, 849-869. MR 2784330
(2012¢:45024)

Luis Caffarelli and Luis Silvestre, An extension problem related to the fractional Lapla-
cian, Comm. Partial Differential Equations 32 (2007), no. 7-9, 1245-1260. MR 2354493
(2009k:35096)

Lennart Carleson, Some analytic problems related to statistical mechanics, Euclidean har-
monic analysis (Proc. Sem., Univ. Maryland, College Park, Md., 1979), Lecture Notes in
Math., vol. 779, Springer, Berlin, 1980, pp. 5-45. MR 576038 (82j:82005)

J. Cheeger, Differentiability of Lipschitz functions on metric measure spaces, Geom. Funct.
Anal. 9 (1999), no. 3, 428-517. MR 1708448 (2000g:53043)

Michael Christ, A T'(b) theorem with remarks on analytic capacity and the Cauchy integral,
Collog. Math. 60/61 (1990), no. 2, 601-628. MR MR1096400 (92k:42020)

Donald L. Cohn, Measure theory, second ed., Birkhduser Advanced Texts: Basler
Lehrbiicher. [Birkhduser Advanced Texts: Basel Textbooks|, Birkhduser/Springer, New
York, 2013. MR 3098996

Ronald R. Coifman and Guido Weiss, Analyse harmonique non-commutative sur certains
espaces homogénes, Springer-Verlag, Berlin, 1971, Etude de certaines intégrales singuliéres,
Lecture Notes in Mathematics, Vol. 242. MR MR0499948 (58 #17690)

Carmen Cortazar, Manuel Elgueta, and Julio D. Rossi, Nonlocal diffusion problems that
approximate the heat equation with Dirichlet boundary conditions, Israel J. Math. 170
(2009), 53-60. MR 2506317 (2010e:35197)

Carmen Cortazar, Manuel Elgueta, Julio D. Rossi, and Noemi Wolanski, Boundary fluzes
for nonlocal diffusion, J. Differential Equations 234 (2007), no. 2, 360-390. MR 2300660
(2008c:35141)

, How to approxzimate the heat equation with Neumann boundary conditions by
nonlocal diffusion problems, Arch. Ration. Mech. Anal. 187 (2008), no. 1, 137-156.
MR 2358337 (2008k:35261)

Guy David, Morceaux de graphes lipschitziens et intégrales singuliéres sur une surface,
Rev. Mat. Iberoamericana 4 (1988), no. 1, 73-114. MR MR1009120 (90h:42026)

Ronald A. DeVore and Robert C. Sharpley, Mazimal functions measuring smoothness,
Mem. Amer. Math. Soc. 47 (1984), no. 293, viii+115. MR 727820 (85g:46039)

J. Diestel and J. J. Uhl, Jr., Vector measures, American Mathematical Society, Providence,
R.I., 1977, With a foreword by B. J. Pettis, Mathematical Surveys, No. 15. MR 0453964
(56 #12216)

Paul Fife, Some nonclassical trends in parabolic and parabolic-like evolutions, Trends in
nonlinear analysis, Springer, Berlin, 2003, pp. 153-191. MR 1999098 (2004h:35100)
Gerald B. Folland, Real analysis, Pure and Applied Mathematics (New York), John Wiley
& Sons Inc., New York, 1999. MR MR1681462 (2000c:00001)

Michael Frazier, Bjorn Jawerth, and Guido Weiss, Littlewood-Paley theory and the study of

function spaces, CBMS Regional Conference Series in Mathematics, vol. 79, Published for



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

149

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

the Conference Board of the Mathematical Sciences, Washington, DC, 1991. MR 1107300
(92m:42021)

Guy Gilboa and Stanley Osher, Nonlocal linear image regularization and supervised seg-
mentation, Multiscale Model. Simul. 6 (2007), no. 2, 595-630. MR 2338496 (2008m:68215)
Amiran Gogatishvili, Pekka Koskela, and Nageswari Shanmugalingam, Interpolation prop-
erties of Besov spaces defined on metric spaces, Math. Nachr. 283 (2010), no. 2, 215-231.
MR 2604119 (2011j:46053)

Loukas Grafakos, Classical and modern Fourier analysis, Pearson Education, Inc., Upper
Saddle River, NJ, 2004. MR 2449250

Piotr Hajtasz, Sobolev spaces on an arbitrary metric space, Potential Anal. 5 (1996), no. 4,
403-415. MR 1401074 (97£:46050)

Y. S. Han and E. T. Sawyer, Littlewood-Paley theory on spaces of homogeneous type
and the classical function spaces, Mem. Amer. Math. Soc. 110 (1994), no. 530, vi+126.
MR 1214968 (96a:42016)

Silvia I. Hartzstein and Beatriz E. Viviani, Homeomorphisms acting on Besov and Triebel-
Lizorkin spaces of local regularity 1(t), Collect. Math. 56 (2005), no. 1, 27-45. MR 2131131
(2005m:46054)

Tuomas Hytonen and Anna Kairema, Systems of dyadic cubes in a doubling metric space,
Collog. Math. 126 (2012), no. 1, 1-33. MR 2901199

Sune Jespersen, Ralf Metzler, and Hans C. Fogedby, Lévy flights in external force fields:
Langevin and fractional fokker-planck equations and their solutions, Phys. Rev. E 59
(1999), 2736—2745.

Jun Kigami, Analysis on fractals, Cambridge Tracts in Mathematics, vol. 143, Cambridge
University Press, Cambridge, 2001. MR 1840042 (2002¢:28015)

David Kinderlehrer and Guido Stampacchia, An introduction to variational inequalities
and their applications, Classics in Applied Mathematics, vol. 31, Society for Industrial
and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA, 2000, Reprint of the 1980 original.
MR 1786735 (2002d:49001)

Nicholas J. Korevaar and Richard M. Schoen, Sobolev spaces and harmonic maps for metric
space targets, Comm. Anal. Geom. 1 (1993), no. 3-4, 561-659. MR 1266480 (95b:58043)
Roberto A. Macias and Carlos Segovia, A decomposition into atoms of distributions on
spaces of homogeneous type, Adv. in Math. 33 (1979), no. 3, 271-309. MR 546296
(81¢:32017b)

, Lipschitz functions on spaces of homogeneous type, Adv. in Math. 33 (1979), no. 3,
257-270. MR MR546295 (81¢:32017a)

Jan Mikusinski, The Bochner integral, Birkhduser Verlag, Basel, 1978, Lehrbiicher und
Monographien aus dem Gebiete der exakten Wissenschaften, Mathematische Reihe, Band
55. MR 0492147 (58 #11296)

Justin Owen and Robert S. Strichartz, Boundary value problems for harmonic functions
on a domain in the Sierpinski gasket, Indiana Univ. Math. J. 61 (2012), no. 1, 319-335.
MR 3029400



150

Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

Bibliografia

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

Jaak Peetre, New thoughts on Besov spaces, Mathematics Department, Duke University,
Durham, N.C., 1976, Duke University Mathematics Series, No. 1. MR 0461123 (57 #1108)
Mayte Pérez-Llanos and Julio D. Rossi, Blow-up for a non-local diffusion problem with
Neumann boundary conditions and a reaction term, Nonlinear Anal. 70 (2009), no. 4,
1629-1640. MR 2483584 (2010b:35052)

Hua Qiu and Robert S. Strichartz, Mean Value Properties of Harmonic Functions on Sier-
pinski Gasket Type Fractals, J. Fourier Anal. Appl. 19 (2013), no. 5, 943-966. MR 3110587
Walter Rudin, Functional analysis, second ed., International Series in Pure and Applied
Mathematics, McGraw-Hill Inc., New York, 1991. MR 1157815 (92k:46001)

Nageswari Shanmugalingam, Newtonian spaces: an extension of Sobolev spaces to met-
ric measure spaces, Rev. Mat. Iberoamericana 16 (2000), no. 2, 243-279. MR 1809341
(2002b:46059)

Luis Silvestre, Regularity of the obstacle problem for a fractional power of the Laplace
operator, Comm. Pure Appl. Math. 60 (2007), no. 1, 67-112. MR 2270163 (2008a:35041)
Luis Enrique Silvestre, Regularity of the obstacle problem for a fractional power of the
Laplace operator, ProQuest LLC, Ann Arbor, MI, 2005, Thesis (Ph.D.)-The University of
Texas at Austin. MR 2707618

Elias M. Stein and Guido Weiss, Introduction to Fourier analysis on Euclidean spaces,
Princeton University Press, Princeton, N.J., 1971, Princeton Mathematical Series, No. 32.
MR 0304972 (46 #4102)

Pablo Radl Stinga and José Luis Torrea, Extension problem and Harnack’s inequality for
some fractional operators, Comm. Partial Differential Equations 35 (2010), no. 11, 2092—
2122. MR 2754080 (2012¢:35456)

Robert S. Strichartz, Differential equations on fractals, Princeton University Press, Prince-
ton, NJ, 2006, A tutorial. MR 2246975 (2007£:35003)

Richard L. Wheeden and Antoni Zygmund, Measure and integral, Marcel Dekker Inc.,
New York, 1977, An introduction to real analysis, Pure and Applied Mathematics, Vol. 43.
MR 0492146 (58 #11295)



aplicacién contractiva, 17

4dtomos, 19

base
de Schauder, 12
incondicional, 12
bola, 17

borelianos, 2

casi todo punto, 3
casi-métrica, 17

equivalentes, 18

conjunto
acotado, 17
de Borel, 2

didmetro de un, 17
e-denso, 18
e-disperso, 19
medible, 2
nulo, 3
o-finito, 2

cono, 10

constante
de duplicacién, 19
geométricas, 19
triangular, 17

convolucién

de distribucién temperada con funcién

test, 9
de funciones, 7

cuadrante, 24

Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

Indice alfabético

cubos diddicos, 23
ancestros de, 24
familia de, 24
generacion de, 24
hijo de, 24
nivel de, 24

primer ancestro comun de, 24

derivada Fréchet, 12
desigualdad

de Chebyshev, 6

de Holder, 5

de Minkowski, 5
distribucién temperada, 9

médulo polinomios, 10

e.t.h., 19
e-red, 19
espacio
casi-métrico, 17
de orden v, 18
de Banach, 12
de Besov inhomogéneo, 30
de Schwartz, 6
en métricos, 63
de Sobolev
en métricos, 67
de tipo homogéneo, 19
dual, 13

Lipschitz homogéneo de orden r, 30

Lipschitz inhomogéneo de orden r, 30



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

152

Indice alfabético

métrico, 17

Ahlfors regular, 20
no atémico, 20
normado, 12
normal, 20

exponente conjugado, 5

funcién

de decrecimiento rapido en el infinito, 7

débilmente v-medible, 13
de distribucién, 6
diferenciable Fréchet, 12
homogénea, 10
integrable, 3
integrable Bochner, 14
lentamente creciente, 9
Lipschitz continua, 29
localmente integrable, 4
maximal de Hardy-Littlewood
diadica, 29
no centrada, 29
medible, 3, 13
parte negativa de una, 3
parte positiva de una, 3
simple, 3, 13
test, 7
vectorial, 11

funcional lineal, 13

integral
de una funcién simple, 3
de Bochner, 13
de una funcién medible, 3

sobre un conjunto, 3

L', 3
L1

loc?

4
Lema

de Fatou, 4
LP, 5
LP débil, 6
LE(X,d,p), 67

métrica, 17
medida, 2
completa, 12
de Borel, 2
de probabilidad, 2
de Radon, 2
espacio de, 2
finita, 2
localmente finita, 2
regular, 2
por dentro, 2
por fuera, 2

o-finita, 2

norma, 12

operador

maximal sharp de Calderén diddico, 112

de derivacién fraccionaria diddico, 70

de tipo débil (p, q), 28
de tipo fuerte (p, q), 28
lineal, 7

sublineal, 28

PHD, 19
propiedad
de duplicacién, 19
de homogeneidad débil, 19

S(R™), 6
So(R™), 10
(So(R™))’, 10
S(X,d, ), 63
seminorma, 12
o-algebra, 1
de Borel, 2
generada, 2
Soo (R™), 10
(Soo (R™))', 10
sistema de Haar, 27
S'(R™), 9
S'(X,d,p), 63



Actis, Marcelo Jesus - 2014 -

153

supersolucién, 139

Teorema
de Euler, 11
de Fubini-Tonelli, 4
de inversién de Fourier, 8
de la convergencia dominada, 4
de Macias-Segovia, 18
de Plancherel, 8
del punto fijo, 17
transformada de Fourier
de distribuciones temperadas, 9
de funciones, 7

inversa, 7



	Agradecimientos
	Resumen
	Introducción
	Motivación y objetivos
	Organización de los capítulos

	Capítulo 1. Preliminares
	1.1. Medida e integración
	1.2. Espacios de Lebesgue
	1.3. Funciones de Schwartz y la transformada de Fourier
	1.4. Distribuciones de Schwartz
	1.5. Funciones homogéneas
	1.6. Espacios de Banach y la integral de Bochner
	1.7. Espacios casi-métricos
	1.8. Espacios de tipo homogéneo y Ahlfors regulares
	1.9. Familias diádicas en espacios de tipo homogéneo
	1.10. Bases de Haar
	1.11. Operadores maximales de Hardy-Littlewood
	1.12. Espacios Lipschitz y Besov en espacios de tipo homogéneo

	Parte I.  Métodos de Fourier
	Capítulo 2. Difusiones inducidas por laplacianos fraccionarios en el espacio euclídeo
	2.1. Introducción
	2.2. Solución en el espacio S
	2.3. Solución en el espacio dual (S) '
	2.4. Solución en espacios de Besov

	Capítulo 3. El laplaciano fraccionario en espacios de tipo homogéneo
	3.1. El Laplaciano fraccionario como operador de convolución
	3.2. Extensión del laplaciano fraccionario a espacios Ahlfors
	3.3. Distribuciones y distribuciones de Schwartz en espacios de tipo homogéneo. Espacios de Sobolev

	Capítulo 4. Difusiones asociadas a diferenciaciones fraccionarias diádicas: el caso unidimensional
	4.1. Introducción
	4.2. El operador de diferenciación fraccionaria diádico
	4.3. Estimaciones para la función maximal de la solución
	4.4. Solución por el método de Fourier-wavelets y convergencia puntual al dato inicial

	Capítulo 5. Difusiones asociadas a diferenciaciones fraccionarias diádicas en espacios de tipo homogéneo
	5.1. Introducción
	5.2. El operador de diferenciación fraccionaria diádico en espacios de tipo homogéneo
	5.3. Solución de Fourier-wavelets
	5.4. Convergencia puntual al dato inicial

	Capítulo 6. Ecuaciones de tipo Schrödinger no locales
	6.1. Introducción
	6.2. Caracterización de los espacios de Besov diádicos
	6.3. Existencia y convergencia al dato inicial


	Parte II.  Métodos de punto fijo en e.t.h.
	Capítulo 7. Energía y operadores no locales
	7.1. Introducción
	7.2. Consideraciones acerca de E y J
	7.3. Consideraciones acerca de A y L

	Capítulo 8. Difusiones no locales asociadas a operadores con núcleos integrables y aproximación de soluciones por reescalamientos de núcleos
	8.1. Introducción
	8.2. Existencia y unicidad de soluciones
	8.3. Principio de comparación y regularidad de soluciones
	8.4. Aproximación de Ds por reescalamientos de núcleos del L1
	8.5. Aproximación de la solución del problema de difusión asociado al operador Ds

	Conclusiones generales
	Bibliografía
	Índice alfabético




