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Prologo

En las actividades humanas, en gran nimero de ocasiones, se necesita
disponer de una representacion del terreno, con mayor a menor grado de
minuciosidad y detalle, de las méas diversas extensiones que oscilan desde
una simple parcela a una provincia, un pais, un continente o bien a toda
la superficie terrestre.

Esta representaciéon del terreno, con todos los detalles que interesan, se
deber4 realizar en un plano (papel, cartén, pizarrén, ...), y en dimensiones
reducidas respecto de las medidas originales, de modo tal que la misma
sea una imagen que se aproxime lo mejor posible a la realidad. Dicha
representacién se denomina plano, carta o mapa, segin la magnitud de
la superficie representada.

La Cartografia tiene por finalidad la realizacién del estudio, proyecto y
confeccion de la representacion grafica, sobre un plano, de parte o de la
totalidad de la superficie terrestre, de modo que entre el objeto a represen-
tar (superficie terrestre) y su imagen sobre un plano (plano, carta, mapa),
exista la mayor afinidad posible, ya que la fidelidad total no es posible
debido a que la superficie terrestre de referencia (considerada esférica o
elipséidica), no es desarrollable sobre un plano.

En el proceso de confecciéon de una carta o mapa se distinguen tres
etapas: a) la medicién, es decir el conocimiento de la forma y dimensio-
nes de la Tierra; b) un trazado geométrico; y c) contenido y forma de

representarlo.
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El destino principal que tiene este libro es el de brindar a los estudiantes
universitarios el tratamiento de las principales proyecciones cartograficas
y, por lo tanto, la capacidad para sus aplicaciones en el trazado y uso de
cartas y mapas.

Asimismo, en vista de la creciente importancia de las cartas y mapas
en el mundo moderno, y la necesidad de su correcta interpretacion, se
espera que este trabajo resulte también de interés para un publico méas
amplio. Para ello, se ha procurado que pueda también ser interpretado
por aquellas personas que no poseen una avanzada formacion matemati-
ca; presupone un conocimiento de trigonometria esférica elemental y el
empleo de calculo diferencial e integral clasico.

Dada la variedad de las necesidades de los distintos perfiles de estudian-
tes, cada proyeccion ha sido estudiada separadamente y el libro ha sido
dividido en capitulos, pero la unidad esencial del tema ha sido mantenida
en todo el desarrollo.

Debido a que ciertos mapas, si se representan regiones que no abarcan
gran extension, son muy parecidos entre si, lo que hace dificil diferenciar-
los, se han considerado extensiones mayores que las que normalmente son
usadas, facilitando la tarea de su identificacién. En este libro, las pro-
yecciones conicas han sido desarrolladas para un hemisferio completo en
lugar de, como es habitual, representar s6lo un continente o un pafs.

Siendo la finalidad principal de las Proyecciones Cartograficas la de re-
presentar la superficie terrestre, es necesario previamente el conocimiento
de la misma. Para ello, el primer capitulo estda dedicado a la revisién de
las nociones fundamentales de Geodesia Geométrica.

En el desarrollo de los capitulos siguientes se siguid, para el estudio de
las proyecciones cartogréficas, el orden establecido por la clasificacién de
acuerdo con la superficie auxiliar de proyeccién.

En el estudio de cada proyeccién se siguié la siguiente metodologia:

» Explicacién del dibujo de la proyeccién empleando métodos gréfico

y analitico.
» Estudio del canevas (proyecciones de paralelos y meridianos). Tipos

de lineas que representan cada uno. Propiedades de los mismos, en

particular el analisis de las deformaciones.
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= Empleo de la proyeccién en cartas y mapas en atlas, mapas murales,
etc. con las aplicaciones correspondientes, ya sea para usuarios espe-
cializados (navegacién maritima y aérea, Catastro, Estadistica, vias
de comunicacioén, Geografia, etc.) como para estudiantes, o lectores

interesados.

Romeo E. Miretti
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Capitulo 1
Forma y dimensiones de la Tierra

1.1 Forma y dimensiones de la Tierra

Siendo el objeto a representar en Cartografia la superficie terrestre,
es necesario conocer en primer lugar su forma y dimensiones. Aqui es
donde la Cartografia, la Geodesia y la Topografia forman tres ciencias
tan intimamente relacionadas que cualquiera de ellas no puede prescindir
de las otras.

Si se desea representar en un plano la correcta localizacion de puntos de
la superficie terrestre, légicamente se deberia conocer con anterioridad la
posicién de dichos puntos sobre la Tierra. Entonces el planteo del proble-
ma comienza con el conocimiento de la forma y dimensiones de la Tierra.
Una vez determinadas éstas, se planteara un sistema de localizacién que
permita ubicar puntos sobre la Tierra (Coordenadas Geograficas), y por
dltimo se podran materializar sobre la superficie terrestre una serie de
puntos de los cuales se conoce su posicion respecto del sistema de locali-
zacion planteado.

La forma de la superficie fisica de la Tierra (la separacién entre la
superficie del terreno y el aire que lo rodea y entre la superficie del fondo
de los océanos y el agua) es demasiado irregular para ser usada como
superficie de referencia. La distribucién de sus elementos constitutivos

no es homogénea. En la superficie se presentan océanos y continentes;
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su forma exterior es completamente irregular y variable con el tiempo
por la accién de agentes naturales y artificiales. Ademaés esta sujeta a las
acciones de la Luna, el Sol y los planetas.

Una vez determinada la forma y dimensiones de la superficie de refe-
rencia, la Geodesia y la Topografia permiten relacionar la misma con la

superficie fisica.

1.2 Definiciones

1.2.1 La esfera terrestre

Se puede considerar entonces a la Tierra, en una primera aproximacion,
como una superficie esférica de radio R = 6 370 km. Esta longitud del
radio de la esfera terrestre es aproximada y se ha redondeado para faci-
litar los calculos. Se usan también las longitudes de radios de la Tierra
que difieren algunos kilémetros, pero dadas las escalas pequenas de los
mapas, no resultan diferencias apreciables en el dibujo. Por otra parte, la
superficie esférica se considera desprovista de desniveles, como una super-
ficie de referencia (Figura 1.1). Al adoptar la superficie esférica como una
aproximacién de la forma de superficie terrestre de referencia, en lugar del
elipsoide, se comete un error que, para el caso de la confeccién de mapas

(cuyas escalas son pequenas), resulta ser despreciable (Escala menor de

1:1 000 000).
PM

Fa

Figura 1.1: La esfera terrestre

1.2.2 Elipsoide de revolucién

Para el dibujo de cartas, por ser sus escalas mayores, el error citado
en el parrafo anterior, no se puede despreciar. En este caso se recurre
a otra aproximacion, que es el elipsoide de revolucion. Se define como

elipsoide de revolucion a la superficie engendrada por la rotacién de una
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elipse alrededor de su eje menor que en el caso de la Tierra es su eje de
rotacion. Los semiejes de la elipse son los pardmetros fundamentales del
elipsoide (Figura 1.2). Las dimensiones del elipsoide terrestre han sido
calculadas muchas veces, dependiendo de la informacién de resultados
de mediciones de arcos de meridianos terrestres, dando lugar a varios
elipsoides. Debido al inconveniente que ocasionaba el uso de distintos
elipsoides, en el Congreso de Geodestas reunidos en Madrid en 1924, se
decidié adoptar como Elipsoide Internacional de Referencia el calculado

por Haygord, cuyas dimensiones son: a = 6 378 388m; b =6 356 912m y
a— 1

a= =597 ; a se denomina el aplastamiento del elipsoide.
a

a=semieje mayor

b=Semieje menor

a=Aplastamiento o achatamiento = aT_b

Figura 1.2: El elipsoide de revolucion

1.2.3 Geoide

Es aceptado universalmente que la mejor aproximacion de la forma
de la Tierra como superficie de referencia es la superficie equipotencial
del nivel medio del mar, llamada geoide. Esta superficie es ondulada,
suave y continua, y estd definida como aquella que adoptan los océanos
en equilibrio, supuestos prolongados a través de los continentes. Cumple
la condiciéon que en cada punto es perpendicular a la vertical del lugar
(Figura 1.4). La variacién o separacién de la superficie del geoide con
respecto a la superficie del elipsoide se denomina ondulacién del geoide.
Esas ondulaciones se producen a causa de la composicion heterogénea de
los materiales de la Tierra (diferencia de densidad). En la Figura 1.3 se
han superpuesto las tres aproximaciones de la forma de la Tierra (esfera,

elipsoide de revolucién y geoide).

17



deswiacion de lavertical

i
i
Pl Epe S J/P
genide -~ WS R
i ! b
P T
i Eje mayor ( ffP'f 7 !
A = f
5 /
insoide ™ £ -
elipsnidg - 2

|
1

esfera

Figura 1.3: Aproximaciones de la forma de la tierra

Nota: La Figura 1.4 no esté en escala, presentando muy exageradas las

diferencias entre las superficies.

vertical geodésica

Figura 1.4: Comparacion del geoide y el elipsoide

1.3 Elipsoide de revolucion
El elipsoide de revolucién es el cuerpo geométrico que “mejor” se apro-
xima al Geoide. El Elipsoide estd engendrado por la rotacién de la elipse

alrededor de su eje menor (Figura 1.5).

Aplastamiento: o =

a
(a2 —b%)3

a

Primera excentricidad: e =
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Segunda excentricidad: e’ =

A : longitud

PS

ro:meridiano de origen B o latitud geodésica

Figura 1.5: Elipsoide de revolucién

El elipsoide de revolucién proporciona una superficie matemaética defi-
nida que permite calcular distancias geodésicas, acimutes y coordenadas.
El semieje mayor (de longitud a) y el menor (de longitud b) se usan para
determinar las dimensiones del elipsoide.

Las dimensiones del elipsoide terrestre han sido calculadas por distin-
tos matematicos a través del tiempo, utilizando la informacién disponible

en cada época. En el cuadro siguiente se consignan algunos de esos valores.

Nombre Afio Semieje mayor Semieje menor Aplastamiento Usos actuales
a (en m) b (en m)

Everest 1830 6 377 276 6 356 075 1:300,8 India

Bessel 1841 6 377 397 6 356 079 1:299,15 Alemania, Holanda,
Indonesia

Airy 1858 6 377 563 6 356 257 1:299,33 Gran Bretana

Clarke 1858 6 378 204 6 356 619 T:204,3

Clarke 1866 6 378 206 6 356 584 1:295,0 Estados Unidos
de América

Clarke 1880 6 378 249 6 356 515 1:2035 Africa del Sur

Hayford 1909 6 378 388 6 356 912 1:297,0 Adoptado
internacionalmente
Rusia,

Krassovsky 1948 6 378 245 6 356 863 1:298,3 P .
Paises orientales

IUGG T 1967 6 378 160 6 356 775 1: 208,25

GRS 2 1980 6 378 137 6 356 752 1: 208,257 Estados Unidos
de América

Was 3 1984 6 378 137 6 356 752 1: 298,257 Adoptado
internacionalmente

1 International Union of Geodesy.
2 Geodetic Reference System.
3 World Geodetic System.
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1.3.1 Sistemas de referencia regionales y geocéntricos

La Geodesia cldsica no puede definir un sistema de referencia tinico para
relacionar la superficie terrestre de todo el planeta. Es asi que existen mul-
tiples sistemas de referencia geodésicos locales (o regionales) en los que
se procura el ajuste (la mayor aproximacién entre el elipsoide y el geoi-
de) vélido para cierta extension (paifs, continente), mediante un elipsoide
cuyo centro, en general, se encuentra desplazado del centro de la Tierra.
Estos sistemas de referencia son los que figuran en la tabla anterior, en
la columna “ Usos Actuales”. El sistema de referencia serd entonces vali-
do, a nivel regional. Este sistema pasa por un punto determinado de la
superficie terrestre, adoptado como origen y que se denomina datum.

Por ejemplo, en EE.UU. se us6 como sistema de referencia el NAD 1927
(North America Datum afio 1927) adoptando el Elipsoide de Clarke 1866.
El origen de este datum es un punto de la superficie terrestre llamado
“Meades Ranch” en Kansas (EE.UU.). El centro del elipsoide de referencia
estd desplazado con respecto al centro de la Tierra (Figura 1.6).

En la Reptblica Argentina, hasta mayo de 1997, el datum oficial fue
el denominado Campo Inchauspe (Provincia de Buenos Aires) 69 (CAI
69), determinado como origen. El elipsoide tomado como superficie de
referencia es el de Hayford, cuyo centro esta desplazado con respecto al
centro de la Tierra.

El método explicado se fundamenta en el hecho de que los sistemas loca-
les se adaptan en forma mas precisa a una regién limitada cuya superficie
puede corresponder a un pais o a un continente determinado.

Pero esta situacién impide la vinculaciéon entre las distintas regiones,
ya que cada una cuenta con un datum diferente. Por ello es que en la
actualidad, con el aporte de las distintas técnicas de medicion espacial
(satélites, efecto Doppler, etc.), ha sido posible definir y materializar sobre
la superficie terrestre sistemas de referencia geométricos en los cuales el
ajuste entre elipsoide y geoide se efecttia a nivel de toda la superficie
terrestre.

De acuerdo con esto, para nuestro pais se decidi6 adoptar como nuevo

datum a partir del 9 de mayo de 1997 el sistema de referencia WGS
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Sistema Coordenado
Geografico Local

Sistema Coordenado
Geografico Centrado

— — — Superficie Terrestre
Elipsoide C do (datum WGS84)
****** Elipsoide Local (datum NAD27)

Figura 1.6: Sistemas de referencia regionales

84 (World Geodetic System) de origen satelital. Para materializarlo se
desarroll el proyecto POSGAR (Posiciones Geodésicas Argentinas). Se
trata de una red de puntos distribuidos en el pais y materializados en
el terreno, algunos de los cuales son coincidentes con la red del sistema
Campo Inchauspe 69, lo que permitié disenar parametros de conversién
de un sistema a otro.

ElI POSGAR 94 es del tipo general concéntrico y utiliza, como ya se dijo,
como elipsoide de referencia al Elipsoide Global WGS 84 (con centro en
el centro de la Tierra), el que fue adoptado como sistema de referencia
del Sistema de Posicionamiento Global conocido por la sigla GPS. Es un

sistema satelital para determinaciones terrestres, maritimas y aéreas.

1.3.2 Elementos del elipsoide
En la Figura 1.5 el radio de curvatura del meridiano en el punto A se
simboliza p y tiene direccién perpendicular al meridiano en ese punto. Se

demuestra (ver Anexo A) que:

B a(l—e?)
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El radio de curvatura de la seccién normal al meridiano en el punto A
se denomina gran normal, N, y se verifica que es igual al segmento AB,

siendo (ver Anexo A):

a
Ne—— (1.2)
(1—e2sen? go)%

Por lo tanto, el radio de un paralelo cualquiera de latitud ¢ sera:
rg = Ncosp (1.3)

Supéngase un punto P donde se intersecan las tres aproximaciones de
la superficie terrestre (Figura 1.3). El plano tangente en P al geoide se
denomina horizonte verdadero o astrondmico. La perpendicular en ese
punto al horizonte verdadero o astrondomico se denomina vertical verda-
dera o astronémica. Es la linea recta que contiene al hilo de la plomada
en equilibrio en ese punto. El dngulo ¢ que forma la vertical verdadera
con el plano del Ecuador se denomina latitud verdadera o astronémica,
también geografica.

El plano tangente en P al elipsoide de revolucién se denomina horizonte
geodésico y la recta normal, vertical geodésica. El dngulo ¢’ que forma la
vertical geodésica con el plano del Ecuador se denomina latitud geodésica.
El d4ngulo que forma la vertical geodésica con la verdadera se denomina
desviacion de la vertical. Este d&ngulo es muy pequeno y no llega a superar
los 30”. En el caso de cartas, la diferencia entre geoide y elipsoide es
despreciable, por lo cual se adopta la superficie elipséidica.

El plano tangente en P a la superficie esférica se llama horizonte geocén-
trico. La normal se denomina vertical geocéntrica y el angulo que forma
esta vertical con el plano del Ecuador se llama latitud geocénitrica (¢').

En el caso de mapas, la diferencia entre las tres aproximaciones de la
superficie terrestre es despreciable, por lo cual se adopta la superficie
esférica, que es la forma mas simple. Por ejemplo: supéngase una repre-
sentacion grafica de una region comprendida entre los -30° hasta los -34°
de latitud. En la esfera de radio R = 6 370km, un arco de meridiano de
4° tiene una longitud de:

wR4°
180°

=444 709,88m
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En mapas, la escala es menor de 1 : 1 000 000, por lo cual adoptar la
forma esférica en lugar de la elipsbidica ocasiona un error que, dividido
por un valor mayor que 1 000 000, resulta despreciable.

En el Elipsoide Internacional de Referencia (Hayford), se calcula la
longitud de un arco meridiano (Ver Anexo A) entre los -30° y los -34° de
latitud de la siguiente manera:

El arco de meridiano desde el Polo Sur hasta ¢ = -30° es 6 682 126,599m.
El arco de meridiano desde el Polo Sur hasta ¢ = -34° es 6 238 568,433m.
El arco de meridiano desde -30° hasta -34° es

6 682 126,599m - 6 238 568,433m = 443 558,166 m.

La diferencia entre esfera y elipsoide

AS = 444 709,88m - 443 558,166m = 1 151,714m.

Iial éilife%rleilcia entre esfera y elipsoide AS en escala 1 000 000 es:
Wboom = 0,00115m = 1,15mm.

Teniendo en cuenta que, en general, los mapas a escalas inferiores a
1:1 000 000 son descriptivos, no siendo la precisién métrica una carac-
teristica de principal importancia, este error de 1,15mm resulta insignifi-
cante.

Como se verd mds adelante (suponiendo una diferencia de longitud
AN =6°), para ¢ = 32° se tiene que:

Longitud del arco de paralelo ¢ = 32° sobre la esfera:

TAARcosp 7w 6° 6370 000m cos 32°
1800 180°

=565 703,06m

Longitud del arco de paralelo 8 = 32° sobre la elipsoide:

TAANcosp  m6°6 384 416m cos32°
180° 180°
Diferencia entre esfera y elipsoide
AL =565 703,06m — 566 983,3m| = 1 280,24m
Diferencia entre esfera y elipsoide

1 280,24m
AL I la 1 =
en la escala 1 000 000 1000000

En el proceso de confeccién de mapas -la representacién de la superficie

=566 983,3m

= 0,00128m = 1,28mm
terrestre sobre un plano- se comete el error de considerar dicha superficie

de referencia como esférica en lugar de elipséidica; pero si este error es

considerado en la escala del dibujo se obtendra un valor pequeno que, si
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es menor a 0,2mm, no podra ser apreciado por la visual normal debido
al limite del poder separativo de la vista. Por ejemplo, para el caso de un

mapa en escala 1 : 6 000 000 resulta:
1151,714m

6 000 000
Para mapas de regiones extensas, de hemisferios o planisferios de uso

error maximo en el mapa = = 0,19mm < 0,2mm
frecuente en atlas, o a escalas muy pequenias, el Elipsoide es reemplazado
por la superficie esférica de un radio apropiado.

Cuando, aun entre los mapas, ya sea por su extension y/o por su escala,
se excede el valor del error admisible, se adopta una superficie esférica
tangente a la superficie elipséidica en el punto central P de la regién a
representar (Figura 1.7), cuyo radio es una funcién de los pardmetros del
elipsoide y de la latitud de dicho punto (Ry = v/poNo), llamada esfera
promedio. Cuanto mas extensa es la region, mayor es la diferencia entre

las superficies.

PN
Tangente

Esfera /

Elipsoide
Ro P

Figura 1.7: La esfera promedio y la elipsoide

1.4 Coordenadas geograficas

1.4.1 Coordenadas geograficas en la esfera

La latitud geogrdfica de un lugar es el arco de meridiano comprendido
entre el Ecuador y dicho lugar. Se mide a partir del Ecuador en el sistema
sexagesimal, de 0° a +90°, considerandose positiva en el hemisferio norte
y negativa en el hemisferio sur (Figura 1.7). Por ejemplo, ¢ = +61°21°31”
o bien ¢ = 61°21°31” N.
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PH

Meridiano de origen

Figura 1.8: Coordenadas geograficas en la esfera

También puede definirse la latitud de un lugar como el angulo que
forma la vertical en dicho lugar con el plano del Ecuador. Se sabe que el
angulo que forma una recta con un plano es el formado por la recta con
su proyeccion sobre el plano.

La longitud geogrdifica de un lugar es la medida angular del arco de pa-
ralelo comprendido entre un meridiano de origen (se adopta al meridiano
de Greenwich) y dicho lugar. Se mide a partir del meridiano de origen en
el sistema sexagesimal de 0° a £ 180°, siendo positivo al este y negativo
al oeste (Figura 1.8).

Por ejemplo, A = +46°31°12” o bien A = 46°31’12” E.

También puede definirse la longitud de un lugar como la medida del
angulo diedro cuya arista es el eje de rotacién de la Tierra y sus caras
son los semiplanos que contienen al meridiano de origen y el meridiano

del lugar.

1.4.2 Coordenadas geograficas en el elipsoide

Del mismo modo que se definié para la esfera, se puede concebir un
sistema de coordenadas elipsdidicas, referidas el eje de rotacién de la
Tierra y al Ecuador (Figura 1.9).

Cortando al elipsoide con planos cualesquiera, las secciones que se obtie-
nen son elipses, con excepcion del caso de los planos paralelos al Ecuador,
es decir normales al eje de rotacion, en donde las secciones son circunfe-

rencias de radio variable, llamadas paralelos elipséidicos.

25



Figura 1.9: Coordenadas geogréficas en el elipsoide

Dado un punto L cualquiera sobre el elipsoide, es posible trazar un
plano tangente a la superficie que contiene a L. La recta que pasa por L
y es perpendicular al plano tangente se denomina normal del elipsoide o
vertical elipsdidica.

La latitud elipsoidica o geodésica oy, del punto L se define como el
angulo entre la normal en L y el plano del Ecuador. Se mide a partir
del Ecuador de 0° a + 90°, siendo positiva al norte y negativa al sur del
Ecuador. No se puede, como en el caso de la esfera, igualar al arco de
meridiano entre el Ecuador y el punto, pues este arco es elipsbidico y no
circular y entonces, no es igual al angulo entre la normal y el plano del
Ecuador.

La longitud geodésica A;, de L es la medida del dngulo diedro entre el
semiplano del meridiano que pasa por L y otro adoptado como origen.
Se mide a partir del meridiano de origen de 0° a + 180°, siendo positivo
hacia el este y negativo hacia el oeste. También la longitud geodésica de
un lugar (L) es la medida angular del arco del paralelo geodésico de ese

lugar, comprendido entre el meridiano de origen y dicho lugar.

1.5 Secciones normales a una superficie

1.5.1 Seccién normal a una superficie en un punto
Es la interseccién de una superficie con un plano que contiene a la

perpendicular a la superficie en ese punto.
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Secciones normales en un plano

P

Figura 1.10: Seccién normal a una superficie plana en un punto

Sean un plano 7 y un punto A del mismo. La recta perpendicular al
plano m en A (p4) contiene infinitos planos perpendiculares a 7 (Figura
1.10) originando infinitas secciones normales (rectas).

Si se toman dos puntos A y B se tiene un solo plano perpendicular al
plano 7, cuya interseccién con el mismo se llama seccion normal de A que
pasa por B y que contiene a ppg; reciprocamente, partiendo desde B, se
llama seccién normal en B que pasa por A y que contiene a p4. Es decir,
ambas secciones normales son coincidentes.

Secciones normales en la esfera

P

P35

Figura 1.11: Secciones normales de la esfera
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Tomando dos puntos A y B (Figura 1.11) y siendo p4 la perpendicular
que pasa por A, todas las secciones normales son circunferencias maximas.
Lo mismo ocurre con ppg, la perpendicular que pasa por B.

Entonces, la secciéon normal en A que pasa por B y que contiene a ppg
es coplanar con la secciéon normal en B que pasa por A y que contiene
a pa. Es decir, la primera contiene al punto B y a pp mientras que la
segunda contiene al punto Ay a pa.

Secciones normales en el elipsoide

Dado un punto P (Figura 1.12) sobre el elipsoide, existen infinitos pla-
nos que contienen a la normal al elipsoide en P. Dichos planos son llama-
dos planos normales y determinan con la superficie del elipsoide curvas
que se llaman secciones normales; todas ellas son elipses. La secciéon que
contiene a los polos y cuyo acimut es 0° se denomina seccion meridiana;

aquella cuyo acimut es 90° se denomina seccion normal al meridiano.

Figura 1.12: Secciones normales del elipsoide

Se llama acimut de una seccion normal a la medida del angulo diedro
cuyas caras son los semiplanos que contienen a la seccién meridiana y a
la secciéon normal citada, siendo la arista la vertical del elipsoide en ese
lugar. En la Figura 1.12, corresponde al angulo 6, o sea 6 es el acimut de
una seccién normal.

Sean p4 v pp las normales al elipsoide en los puntos A y B, respectiva-

mente (Figura 1.13). Por la normal p4 pasan infinitos planos que cortan
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al elipsoide segtn elipses llamadas secciones normales. Una de éstas pasa
por el punto B(sAB). El plano que origina sAB contiene la normal p4 y
el punto B pero no a la normal en B(pg), salvo que A y B estuviesen en
el Ecuador o en un mismo meridiano. Reciprocamente, por la normal pg
pasan infinitos planos que determinan secciones normales. Una de éstas
pase )

tant

PS

Figura 1.13: Normales al elipsoide.

1.5.2 Radios de curvatura
El radio de curvatura (Figura 1.14) en un punto de una curva dada es
el radio de la circunferencia que tiene un arco infinitesimal ds comiin con

la curva en dicho punto.

Figura 1.14

ds = pda
_ds
P= do

donde da estéd expresado en radianes.
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De los infinitos radios de curvatura de las secciones normales en un
punto del elipsoide, habra uno de valor méximo y otro de valor minimo.

Se llaman radios principales de curvatura (Figura 1.15), y son:

M

B

P

Figura 1.15: Radios principales de curvatura.

p: radio de curvatura del meridiano o seccién meridiana en un punto L;

corresponde al acimut 0° y es el radio menor (p = LA).

N: radio de curvatura de la seccién normal al meridiano; corresponde al

acimut de 90°, y es el radio mayor. Estd comprendido entre el lugar y la

intersecci6én con el eje de rotacién. Se denomina gran normal (N = LB).
Estos radios de curvatura tienen un papel importante en Cartografia,

en las formulas de la proyeccién Gauss-Kruger, UTM, etcétera.

Como ya se ha dicho:

a(l—e? a
pP= ( ) 3 N= 1
(1—e?sen?¢)2 (1—e?sen2¢p)2
azZ—b2 a2 _ b2
€= 2 ¢V e

donde:
a: semieje mayor del elipsoide de Hayford (6 378 388m)
b: semieje menor del elipsoide de Hayford (6 356 912m)
e: primera excentricidad
e?: cuadrado de la primera excentricidad (0,00672265)
e’: segunda excentricidad
e’?: cuadrado de la segunda excentricidad (0,0067...)

Algunos casos particulares que resultan de interés son:
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PS

Figura 1.16: La linea de trazos representa los puntos extremos de p(evoluta)

= en el Ecuador, con ¢ = (0°, resulta:

212 2
p=a(1—62):a{1—aa2b} b

2

= en el Polo, con ¢ = 90°: p:ﬁ:% y
2
N = ﬁ = %; evidentemente p = N

Adoptando las dimensiones del elipsoide de Hayford, se calcula:

b2
= en el Ecuador, con ¢ =0°, p=—= 6 335 508m y
a

N =a =6 378 388m

a2

= en el Polo, con ¢ =90°, p=N = e 6 399 936m.

1.6 Lineas ortodrémicas y loxodromicas en la esfera.

1.6.1 Linea ortodrémica.

La linea ortodrémica (Figura 1.17) entre dos puntos de la superficie
terrestre es la distancia mas corta entre los mismos, medida sobre dicha
superficie, verificAndose que es el arco de circunferencia méxima que pasa
por esos dos puntos. La linea corta a los meridianos con distintos dngulos,
por lo tanto esa linea tiene diferentes acimutes (61, 62, 03 y 04 en la
Figura 1.17). En el caso del Ecuador, los acimutes son constantes en cada
interseccién con los meridianos debido a que ésta se produce en forma

normal.
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P3

Figura 1.17: Linea ortodréomica.

El Ecuador es una linea ortodrémica por definicién de circunferencia
méaxima. Es una linea loxodrémica debido a que forma angulos constan-
tes en la interseccién con los meridianos (todos de 90°). Un meridiano
cualquiera también es una linea ortodrémica (pues es un arco de circun-
ferencia méxima). Un arco de paralelo no es una linea ortodrémica pues

no es un arco de circunferencia maxima.

1.6.2 Linea loxodréomica

La linea loxodrémica (Figura 1.18) entre dos puntos de la superficie
terrestre es aquella que partiendo de uno de ellos se dirige hacia el otro
intersecando a los meridianos siempre con el mismo angulo, es decir tiene
el mismo acimut # en todas las intersecciones con las meridianos. La linea
loxodrémica no es plana sino alabeada. Se demuestra que es una linea
espiral, que si se prolongara llegaria a coincidir casi con el Polo. Es decir,
es una linea asintética con el Polo. Si tenemos en cuenta la navegacion,
la linea loxodrémica tiene como desventaja que su recorrido es mayor que

la ortodrémica, pero tiene la ventaja de mantener constante el acimut.
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=

Ps

Figura 1.18: Linea loxodrémica.

Para recorridos cortos se utiliza la linea loxodrémica, ya que el acimut
del recorrido de la nave cambia sblo por efecto de perturbaciones climéati-
cas (vientos, oleajes, etc.) y el camino recorrido es muy poco mayor que
la ortodrémica.

En recorridos largos, la diferencia entre ambas lineas es muy grande;

para proyectar el recorrido de la nave se hace una combinacién de las dos.

Observaciones:

1. Si los dos puntos pertenecen a un mismo paralelo, el arco GH (ver
Figura 1.17) del mismo comprendido entre los dos puntos no serd
la linea ortodrémica, pues el paralelo es una circunferencia menor
(es una linea loxodrémica), siendo el acimut en todos sus puntos de

90°.

2. Si los dos puntos no pertenecen al mismo paralelo ni al mismo me-
ridiano (puntos A y B de la Figura 1.17), la linea ortodrémica serd

el arco de circunferencia maxima que pasa por esos dos puntos.
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3. En la proyeccién gnomoénica las lineas ortodrémicas se proyectan
segln rectas y las loxodrémicas son curvas (Capitulo 3). En la pro-
yeccion Mercator las lineas loxodrémicas se proyectan segtin rectas

y las ortodrémicas son curvas (Capitulo 4).

1.6.3 Calculo de la longitud de una linea ortodrémica cualquiera en
la esfera y de su acimut en un punto
La longitud de una linea ortodrémica se obtiene aplicando el primer

caso del teorema del coseno (Figura 1.19). Se deduce que:

Mlzﬁ:p

Figura 1.19: Longitud de la linea ortodrémica de A a B.

cosAB =senpasengp +cospa cosppcos(Ag —Aa) (1.4)

Esta formula es completamente general, es decir valida para cualquier
lugar siempre que se respete la convencién de signos para la latitud (¢) y
la longitud (A\) de los puntos extremos de la linea ortodrémica. AB es la

medida angular del arco (en sistema sexagesimal), de donde resulta que:

15— ABTR
180°
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donde AB es la medida lineal del arco expresada en la misma unidad que
R (kilémetros o metros).

El acimut 6 de un arco cualquiera P(@) sobre una superficie en un punto
(por ejemplo P) es el dngulo que forma en P la direccién norte con la

linea citada, medido en el sentido de las agujas del reloj (Figura 1.20).

PN

PS

Figura 1.20: Acimut de PQ en P.

Para el calculo del acimut de arranque, o sea el acimut de AB en el
punto A, la deduccién de la férmula se realiza mediante el teorema de la

cotangente (Figura 1.19), llegdndose a que:

sen 4 cos(Ap —Aa)+sen(Ap — Aa)cotg by
cosp A
De aqui se despeja cotgfy, obteniéndose la amplitud del angulo buscado:

tgpp =

tgppcosp —sengqcos(Ap —Aa)
sen(Agp —\4)

También puede calcularse la medida de #; utilizando el teorema del

cotgh, =

(1.5)

seno:
sen 0 _sen(Ap—A4)

sen(90° —pp) sen AB

de donde se obtiene que:

cosppsen(Ap —A4)

senfy = wen AD (1.6)
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Por medio de la férmula (1.5) se calcula 67 en funcién de los datos
originales, siendo preferible por ello. En cambio, a través de la férmula
(1.6) se calcula 0; en funcién de la amplitud del arco AB, calculado
previamente en (1.4) y, por lo tanto, cualquier error en ese cdlculo se

propaga al de 6.

PSS

Figura 1.21: Acimut de PQ en P.
Ejemplo: Sean los puntos A(pa4=15° A4=20°) y B(pp=45°, A\p=T70°):

cosAB = senypasenpp+cospgcosppcos(Ap—Aa)

= sen15°sen45° 4 cos15° cos45° cos(70° — 20°)
cos AB = 0,622044803 y de aqui AB = 51°32’4"”. Entonces:

___ ABrR  51°32'4" x 7 x 6 370km
v _ — 5729,461km.
1800 180° 5729,461km

El acimut se calcula a través de la formula (1.5):

tgppcosps —senggcos(Ap —A4)
sen(Ap —A4)

tg45° cos 15° —sen 15° cos(70° — 20°)
sen(70° —20°)

1,043751649

cotgl; =

y de alli: §; = 43°46’25".
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1.6.4 Calculo de la longitud y del acimut de una linea loxodrémica

cualquiera en la esfera

Saliendo desde A con un acimut 6, éste debe conservarse en todos sus
puntos. Es decir, debe cortar a los distintos meridianos que interseca
manteniendo el valor de . Por lo tanto, no tiene sentido hablar de acimut
de salida e intermedios.

Para calcular el valor de 6 se debe conocer la ubicacién de puntos A y
B por sus coordenadas geograficas, como se deduce a continuacién.

Considerando un arco infinitesimal ds de la linea loxodréomica AB y
siendo @ el acimut de la linea loxodrémica, en el tridngulo CDE en la

Figura 1.22 se tiene:

arcos de paralelos

Figura 1.22: Linea loxodrémica AB.

_ RcospdA

tgf
& Rdyp

d
de donde d\ =tg 922 Integrando entre A y B:
cos

AB YB
/ d)\:tgﬁ/ 1
A a4 COSEP

Resolviendo la integral:
©B

ARE = tgb [lntg (45%%)]“

g — A4 =tgh [lntg (45°+ @TB) —Intg (45°+ ‘%A)}
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Por lo tanto:

B AB —AA
~ Intg (450 + ‘pTB) —Intg (450 + %‘)
De aqui se obtiene el valor de 6, el acimut de la linea loxodrémica. En

tg6 (1.7)

el tridangulo elemental de la Figura 1.22 se ve que:

_ Rdy

d
y cosf

B R YB
Integrando entre A y B esta expresion: / ds = / dyp, resulta:
A cost J, ,

Elo:c = (‘PB _QDA) (18)

donde ABj,, es la longitud de la linea loxodrémica. Algunos casos parti-

cost

culares de la loxodrémica son:

» Si 94 =B, en la férmula (1.7) resulta tgf — oo y, por lo tanto,
6 =90° (AB es un arco de paralelo).

= SiAa=Apg,enlaférmula (1.7) resulta tgf =0y, por lo tanto, § = 0°
(AB es un arco de meridiano).
Ejemplo: Sean los puntos A(p 4=15°, A 4=20°) y B(¢p=45°, Ap=T70°):
(70° — 20°) 250
Intg (450 + ?) —Intg (450 + %)
De aqui se obtiene 6 = 54°45'33" .

tgh =

Entonces:
B 6 370km(45° — 15°) -

AB T80 _
AB= cos 5404533 =5780,297km

Se verifica que la longitud de linea ortodrémica de A a B es menor que

la longitud de linea loxodrémica de A a B:

5729,461km < 5780,297km.

1.7 Lineas geodésicas y loxodromicas en el elipsoide

1.7.1 Lineas geodésicas
En el elipsoide, las lineas de menor longitud entre dos puntos dados se
llaman geodésicas y son curvas alabeadas (o sea que no estdn contenidas

en un plano).
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En un punto A se tiene la normal p 4, por la cual pasan infinitos planos
que originan sobre el elipsoide secciones normales, una de las cuales pasa
por el punto B, pero no contiene a la normal pg que pasa por B (Figura
1.23). En el punto B se tiene la normal pp, por la cual pasan infinitos
planos que originan sobre el elipsoide secciones normales, una de las cuales
pasa por el punto A, pero no contiene a p4. En el primer caso, la seccion
normal (a) estd determinada por el plano que contiene a pa y al eje
terrestre, que se cortan en Oj. En el segundo caso, la seccién normal (b)
estd determinada por el plano que contiene a pp y al eje terrestre, que se

cortan en Og. Estas dos secciones, A a By B a A, reciben el nombre de

17 ,

Figura 1.23: Linea geodésica.

Si se hace estacién en el punto A y se coloca el teodolito de forma que
su eje principal coincida con la normal al elipsoide (0 normal geodésica),
esta normal y el punto B definirdan un plano, normal en A al elipsoide

y que corta a esta superficie segtin la curva « (Figura 1.24).

4 En rigor, el eje principal del teodolito, luego del calaje con el nivel de burbuja,

coincide con la normal al geoide pero se la considera coincidente con la normal al
elipsoide con un error despreciable (desviacién de la vertical) para fines cartogra-

ficos.

39



Ty
/
/
¢ !
A~ _ 7
— —— a

Figura 1.24: Curvas determinadas por las secciones normales.

Luego, cuando se observa A desde B, el plano de la seccién normal en
B que pasa por A(BBA) no coincidird con el de la seccién en A(AaB).
Este plano, normal en B al elipsoide y que pasa por A, corta al elipsoide
segun la linea (3, que no coincide con la .

Si se marca un punto 1 sobre la linea «, el plano determinado por la
normal al elipsoide en A y el punto 1 corta al elipsoide segtn la curva
Ca1 (Figura 1.25).

Figura 1.25: Determinacién de la linea geodésica (a).

Haciendo estacion con el teodolito en el punto 1, se dirige la visual al
punto A, girando a continuacién el aparato alrededor del eje secundario
se visa al punto 2. El plano descrito por el eje de colimacion del anteojo
contiene la normal en 1; no es otra cosa que el plano normal al elipsoide

que corta a esta superficie en la linea C12 (Figura 1.26).

B

Figura 1.26: Determinacién de la linea geodésica (b).

Poniendo el teodolito en 2, se dirige el anteojo hacia 1 y, en forma

andloga a la realizada antes, se observa un nuevo punto, 3 (Figura 1.27).
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Figura 1.27: Determinacién de la linea geodésica (c).

Supoéngase que se repite este proceso hasta llegar a B y obsérvese que
las secciones normales reciprocas Ca1 v Cia, Ci2 v Ca1, etc., que unen
dos puntos consecutivos no coinciden.

Si el nimero de puntos que se considera aumenta indefinidamente de
manera tal que dos puntos consecutivos tiendan a confundirse, las dos
secciones normales reciprocas entre dos puntos consecutivos tenderdn a
confundirse también y, en el limite, coincidirdn. La linea que queda asi
definida es la geodésica.

En la Figura 1.23, la geodésica estd representada por la curva AcB.
En un plano, la distancia mas corta entre dos puntos es la recta; en una
esfera, es un arco de circunferencia maxima (linea ortodrémica) y en el
elipsoide es, en general, una linea (geodésica) de doble curvatura, es decir,
alabeada.

Este detalle, junto con la diferencia de longitud de las secciones normales
que pertenecen a los dos puntos A y B, comienza a considerarse cuando
la longitud supera los 1 000km. Por lo tanto, en los problemas corrientes
de la Geodesia estos detalles no se consideran y se supone que ambas
secciones normales son iguales entre si y con la geodésica correspondiente.
El 4ngulo que forman ambas secciones normales (Figura 1.23) no se toma
en cuenta dentro del orden de los 100km, ya que se considera que es muy
pequeno. Para tener una idea de su magnitud digamos que para 300km es
de 0,5” y para 600km es de 2”. Igual criterio se adopta para la diferencia
de longitud entre ambas secciones normales. Por lo tanto, en la practica se
supone que ambas secciones normales coinciden entre si y con la geodésica
entre esos dos puntos.

Si los puntos A y B estdn en el mismo meridiano (Figura 1.28), las
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Figura 1.28: Puntos sobre un mismo meridiano.

normales en A y en B seran coplanares y, por lo tanto, la seccién normal
que pasa por B coincidird con la secciéon normal en B que pasa por A
(arco de meridiano que pasa por A y por B, que es la linea geodésica).
Por lo tanto, un arco de meridiano es una linea geodésica.

Si los puntos A y B estan en un mismo paralelo, las normales en ambos
se cortardn en un mismo punto del eje de rotacién de la Tierra (Figura
1.29); por lo tanto, las secciones normales coincidirdn pues ambas nor-
males son coplanares. Pero la seccién normal AB no coincide con el arco
de paralelo AB, puesto que el paralelo estd determinado por un plano
normal al eje de rotacién, mientras que la seccién normal AB se produce
por el plano determinado por p4 y pp, que no coincide con el plano del

paralelo.

1.7.2 Longitud de la linea geodésica entre dos puntos P;(p1,A1) y
Py(p2,X2) del elipsoide

Se demuestra que P P es:

a/“” (1—e? (A2 —A1)*(1—e?sen® p) " dp
o L(1—e?sen?)? * [(1—e?)(tgp2 —tgp1 —e?(p2 —p1))]*cos?p

1

Esta ecuacion es completamente general, pero el cdlculo de la integral
es de tal complejidad que la misma debe integrarse numéricamente.

Por esta razén se calcula la longitud de la linea geodésica considerando

una esfera ideal tangente al elipsoide en el punto central de la extension
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Figura 1.29: Puntos sobre un mismo paralelo.

en que se encuentra dicha linea geodésica. Para ello, el radio de la esfera

se calcula mediante la féormulas:

Ry =+/poNo

1.7.3 Linea loxodromica entre dos puntos sobre el elipsoide

P2

Figura 1.30: Linea loxodrémica entre dos puntos sobre el elipsoide.

La linea loxodrémica es una curva (linea P;P») que interseca a los
meridianos con el mismo acimut (Figura 1.30). Observando la Figura
1.31 se ve que:
dp  NcospdA

tga = ——
s dm pdy
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Figura 1.31: Detalle de la figura anterior.

De aqui se obtiene que:

pdp
N cosyp

dA=tga

donde p es el radio de curvatura del meridiano en el punto P; y N es la

gran normal. Reemplazindolos por las expresiones dadas en las formulas
(1.1) y (1.2):

a(1—e?)
2sen2 )3 1—e2)d
dA=tga a Zsen 2k dp=tga (2 62) L
T COS (1—e?sen?p)cosp

(1—e2sen? )2
Resolviendo la ecuacién diferencial:

Py Py _ 2
/ d)\:tga/ (1—e)dyp

Py p, (I—eZsen?p)cosyp

Calculando ahora las integrales resulta:
1—esen 5%
Ao — A =tgaln |tg (45°+ f) i
2 1—ecosp
pudiendo despejar de alli el valor de tga, que permite obtener el valor de

a, el acimut de la linea loxodrémica:

Ao — A1
€7 %2

tga =
1— 2
v 150+ 5) (1222 |

®1

d
Por otra parte, en la Figura 1.31 se observa que cosa = pd—(p, de donde
S

pdyp
cosa

se obtiene que ds =
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Resolviendo esta ecuacion diferencial se obtiene la longitud de la linea

loxodrémica entre Py y Ps:

Py 1 P2 1 P2 1—¢2
/ ds — / pdp = / a(l—e?) do
3
P cosa J, cosa Jo (1—e2sen2 )2

Entonces la longitud de la linea loxodrémica entre P; y P> es:

longitud arco de meridiano (entrep;yp2)

sppy, =
152 cosa

1.8 Longitud del Ecuador, de paralelos y de meridianos en la esfera

1.8.1 Longitud del Ecuador

El Ecuador es una circunferencia méaxima de la esfera terrestre cuya
longitud estard dada por:

Longitud Ecuador = 27 R = 27 x 6 370km = 40 023,890km

2rR 7 x6370km
360 180
2rR 7 x6370km
360 x60 180 x 60
7 x 6 370km
180 x 60 x 60

Longitud 1° Ecuador = =111,177km

Longitud 1’ Ecuador = =1,853km

Longitud 1" Ecuador = =0,031km
1.8.2 Longitud de un paralelo

La longitud de cada paralelo estd determinada por su latitud (Figura
1.32):

Longitud paralelo = 277, siendo r, = Rcos; por lo tanto:

Longitud paralelo = 2w Rcos .

También puede decirse que es igual al producto de la longitud del Ecua-
dor por el coseno de la latitud.

2nRcosp  mx6370kmcosy

Longitud 1° paralelo =

360 180
mRcosp
Longitud 1/ lelo= ——
ongitu paralelo = 70—
Rcosyp
Longitud 1” paralelo = —— % _
ongitu paralelo = 72— o0

1.8.3 Longitud de un meridiano
Longitud meridiano = 7R =7 x 6 370km = 20 011,945km
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Figura 1.32: Longitudes sobre la esfera.

7R 7w x6370km
L i 1° idi = —=—=111,1
ongitud meridiano 130 130 ,177km

TR X 6 370km
180x 60 180 x 60
TR 7T X 6 370km

Longitud 1” idi = = = 25k
ongitu meridiano 130 % 60 < 60 — 180 x 60 < 60 0,0308825km

= 1,85296km

Longitud 1’ meridiano =

1.9 Longitud del Ecuador, de los paralelos y de los meridianos en el
elipsoide
1.9.1 Longitud del Ecuador
El Ecuador es una circunferencia cuyo radio es el semieje mayor del
elipsoide. Su longitud se obtiene a través de la siguiente férmula:
Longitud Ecuador = 27a
Longitud Ecuador = 2 x 7 x 6 378,388km
Longitud Ecuador = 40 076,593km (Elipsoide de Hayford)

2ra  ma
Longitud 1° Ecuador = — = —
ongitu cuador = 20 = o0
6 378,388k
Longitud 1° Ecuador = T 186 m_ 111,323km
2
Longitud 1’ Ecuador = —— % _ —1,855km

360 x 60

46



SAB=SB-SA

Figura 1.33: Longitud sobre el elipsoide.

2ma
Longi 1" E = ——— =0,031%
ongitud cuador 360 < 60 < 60 , m

Longitud de un arco de Ecuador: EF = aAAgp = a(Ap — Ag), donde

AXgr es la medida del arco de Ecuador entre E y F (medida en radianes).

1.9.2 Longitud de un paralelo

La longitud de cada paralelo estd dada de acuerdo con la latitud del
mismo (Figura 1.33).

Longitud paralelo = 271, = 27N cos¢ ya que 7, = N cos

2nNcosp N cosy
360 180
2rNcosp  wNcosp
360 x 60 180 x 60

Longitud 1° paralelo =

Longitud 1’paralelo =

Longitud de un arco de paralelo: CD = r,Alcp = ro(Ap — Ac) =
Ncosp(Ap — A¢)

1.9.3 Longitud de un arco de meridiano a partir del Ecuador
Hay que tener en cuenta la variacion de los radios de curvatura; por
medio de célculo integral se deduce que la longitud del mismo responde

a la siguiente férmula:

S = ap+ Bsen2p +vysendp + Jsen by + esen 8p
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1.9.4 Longitud de un arco de meridiano a partir del Polo Sur
En este caso, se deduce (Ver Anexo A) que la longitud puede calcularse

usando la férmula:
S = a(90° + ) + Bsen2¢p + ysen 4 + d sen 6 + esen 8

En ambas férmulas ¢ se expresa en grados sexagesimales y, para los
pardmetros del Elipsoide Internacional de Hayford (a =6 378,388km; b=

6 356,912km), los coeficientes resultan iguales a:

111,136536655km, /©
—16,107034679km
0,016976211km
—0,000022266km
0,000000032km
a = 06378,388km

= 6356,912km

SEEEE -

™

Ejemplos:

1. Dado un punto P en el paralelo ¢ = 37°N sobre el elipsoide, se
calculardn la gran normal (N), el radio de curvatura del meridiano

(p) y el radio del paralelo (ry).

N a _ 6 378,388km _ 6386, 167km

(1—e2senZg)2  (1—0,00672265sen2370)2

1—¢2 6 378,388km(1 — 0,00672265
a(l=¢’) _ ,388km(1 -0, ) _ 6358, 717km

C (1—e?sen¢)?  (1—0,00672265sen237°)3

rp = Ncosp = 6 386,167km cos37° = 5 100,220km

2. Se calculard la longitud de un arco del paralelo p =43°, de AXA=10°,

sobre el elipsoide.

acosy 6 378, 388km cos43°
ro = Ncosp= T = T
(1—e2sen?p)2  (1—0,00672265sen243°)2
= 4672,168km
77
d = rpAXN=4672, 168k‘m10°@ = 815,447km
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3. En el elipsoide se desea calcular la longitud del arco de meridiano
comprendido entre ¢; = 23° y g = 47°. Para ello se calcula la
longitud del arco de meridiano desde el Ecuador al punto de latitud

w2 v se resta la distancia del Ecuador al punto de latitud ¢;.
Sy = a2 + Bsen 22 4 ysendps + dsen b + . ..

Syro = 111,1365366555 x 47° — 16,107034679km x sen(2 x 47°)+
0,016976211km x sen(4 x 47°) —0,000022266km x sen(6 x 47°) =
5207,352km
Saz0 =111, 1365366551“77" x 23° —16,107034679km x sen(2 x 23°)+
0,016976211km x sen(4 x 23°) —0,000022266km x sen(6 x 23°) =
2544,571km
Sy70 — Syz0 = 2 662,781124km

4. Dados los puntos Pj (p1=20°N;A\1=160°W) y P3(2=47°N;2=0°)

sobre el elipsoide, se desea hallar la longitud de la linea geodésica
P Ps.

Se aproximard la longitud de dicha linea por la longitud de la li-
nea ortodrémica entre los puntos P; y P> considerados sobre una

esfera de radio Ry = v/pgNg. Se considerard el punto Py de latitud
©0=34°N (un punto intermedio entre P; y P).

6 378,388k
Ny = L - e —6385,103km
(1—e2sen2¢p)2  (1—0,00672265sen234°)2
1—e? 6 378,388km (1 —0,00672265
P a(l—e%) - = ,388km(1 —0, g):6355,538km
(1—e2sen2¢)?2 (1—0,00672265sen2 34°)2
Entonces:

Ro = \/poNo = /6 355, 538km x 6 385, 103km = 6 370, 303km

Se calculard ahora la longitud de la linea ortodrémica entre los

puntos P; y Ps:

cosP1 Py = senpjsenps+ cospi cospacos(Az — A1)
= sen20°sen47° + cos20° cos47° cos(0° — (—160°))
= —0,352082009
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PP, =110°36'53" y

PiPymx Ry 110°36'53" x 7 x 6 370,303km

PPy =—15% 1800

=12298,449km

. Se calcularad el valor del acimut de la linea loxodrémica entre los

puntos P (¢1 =20°N;\1 = 160°W) y Pa(pa =47°N; A2 =0°) sobre

el elipsoide.

A2 — A1
tga = 1) #2
l—esen
{in s+ g) (2222) " [}
1
(0°+160°) 25

i1 (150 + ) (tezatie) | -n os (150 + 22 (1cimss

4,87666484

Se obtiene de aqui el valor o = 78°24/42".

Nota: el valor del acimut de la linea loxodrémica entre P; y Ps

sobre la esfera se calcula a través de la férmula:

tga = A2 =M
& In [tg(450+%)] —In [tg(45°+%)]
160° 1550

In [tg (450 + 422 ] —In [tg (45°+ 222
4,854431475

resultando o = 78°21/36".

. Se hallara ahora la longitud de la linea loxodrémica entre los pun-

tos Pl(gol = QOON;)\l = IGOOW) y PQ(QOQ = 470N;)\2 = 00) sobre el

elipsoide.

Long. loxodrémicap, p, = % [apa + Bsen2pg +ysendpa + .. .]}sz
1 k
Long. lOXOdrémiCapl Py = m { |:111, 137?7’”/ X 4707

16,107km x sen(2 x 47°) +0,016976km x
sen(4 x 47°%)] — [111, 137]%m x 20°
—16,107km x sen(1 x 20°) +0,016976km
x sen(4 X 200)] }

= 14 909,342km
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Capitulo 2
Cartografia

2.1 Principios generales

La Cartografia es la ciencia que estudia la representacion de la tota-
lidad o parte de la superficie terrestre sobre un plano, de modo tal que
exista la mayor afinidad “posible” entre el objeto a representar (superficie
terrestre) y su imagen (carta, mapa, etc.).

La forma de la superficie terrestre, ya estudiada en el capitulo anterior,
se considera esférica o elipsdidica, de acuerdo con la precisiéon que exigen
los mapas y cartas. Para los primeros, que abarcan la superficie terrestre
integra (planisferios y mapamundi) o una gran extensién como paises,
continentes, etc., se considera la forma esférica para que la escala del
mapa haga insignificante el error. Pero en el caso de las cartas, debe
considerarse como superficie de referencia el elipsoide y, por lo tanto, se
deberan tener en cuenta las leyes que rigen la variacion de las magnitudes
de los arcos de meridianos y de paralelos, vistas anteriormente.

La confeccion de cartas y mapas comprende tres series de operaciones

bien distintas (ver Figura 2.1):

1) La determinacién de un cierto nimero de puntos de referencia:
planimétricos (puntos astronémicos y puntos geodésicos) y altimé-

tricos (referencias de nivelacién) que constituyen los elementos en
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que estan basados los puntos de referencia para los levantamientos

topograficos. Estas operaciones son resorte de la Geodesia.

2) La ubicacién de los objetos (o detalles) que se encuentran sobre
la superficie del terreno y la representacién del modelado terres-
tre, apoyada sobre los puntos determinados precedentemente. Estas

operaciones son ejecutadas por la Topografia y la Fotogrametria.

3) La realizacién bajo una forma definitiva de cartas y mapas cuyos

destinos son diversos; esto es tarea de la Cartografia.

Geodesia

|

Topografia
Fotogrametria

|

Cartografia
Matematica

Cartas

Mapas Topograficas

Cartografia
Tematica

Informacién

Figura 2.1: Operaciones para la confeccién de cartas y mapas.



2.2 El problema a resolver en cartografia

Dados puntos sobre la superficie de la Tierra, se desea que
queden representados en el plano.

En la superficie terrestre, un punto queda localizado por sus coorde-
nadas geogréficas latitud y longitud. En un plano, un punto se sitiia por

medio de sus coordenadas planas:
» Coordenadas Polares (p y w): médulo y argumento.
» Coordenadas Cartesianas (X, Y): abscisa y ordenada.

Por lo tanto, dado un punto sobre la superficie terrestre, se quiere hallar

otro punto “imagen” u homélogo del primero sobre un plano.

Figura 2.2: Proyeccién Cartogréfica.

Considérese la Tierra esférica o elipsdidica (como superficie de refe-
rencia, es decir, prescindiendo del relieve del terreno). Se debe tener en
cuenta que, partiendo de una superficie esférica o elipséidica, se pretende
llegar a una plana (mapa, carta). Debido a que ni la superficie esférica ni
la superficie elips6idica son desarrollables en un plano, en esa transforma-
cién habrd inevitablemente deformaciones de las medidas originales de la

esfera o del elipsoide.
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La Cartografia estudia los diferentes métodos o sistemas que permiten
representar en un plano parte o la totalidad de la superficie de referencia
terrestre. Estos métodos son numerosos, pero todos ellos se basan en
transformar las coordenadas geograficas en coordenadas planas, de modo
tal que la imagen plana de la Tierra (carta, mapa) se asemeje lo mejor
posible a la original (elipsoide, geoide), ya que la fidelidad rigurosa es
imposible.

Estos sistemas se denominan Proyecciones cartograficas o Repre-
sentaciones cartograficas; cada una de ellas es una ley o transforma-
cién analitica que indica como debe ubicarse cada punto de la Tierra con
un tnico punto imagen en el plano.

El problema cartogréafico consiste en representar sobre una hoja plana
y con una prefijada “escala” una extensién de la superficie de referencia
terrestre (o la totalidad de ella en el caso de los planisferios).

Sobre un plano se elige un sistema de ejes cartesiano ortogonal O, X, Y
(Figura 2.2), de tal modo que cada punto estard individualizado mediante
las coordenadas cartesianas X e Y, o bien, més raramente, mediante las
coordenadas polares p = OP’, w = 4dngulo que la direccién OP’ forma con
el semieje positivo Y o con el semieje positivo X.

Si P es un punto de la superficie terrestre de referencia, de coordenadas
© v A, le corresponde un punto P’ del plano, de coordenadas p y w o
bien X e Y. La Cartografia establece las funciones segin las cuales las

coordenadas del punto P’ dependen de las de P, por funciones del tipo:
X = fi(p;A)

Y = fa(psA)

que se llaman ecuaciones de la carta; por supuesto que, para el dibujo,

debe multiplicarse por la escala.
X (dibujo) = Ef1(g;\)
Y (dibujo) = E fo(; A)

1
iendo E 1 la: B= —.
siendo E la escala i

En lo que sigue, este factor (E) se supondré sobreentendido.
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A los efectos de las representaciones cartogrdficas o proyecciones car-
togrificas, se imagina la superficie terrestre atravesada por una red de
meridianos y paralelos que tendrd una imagen en el plano, de acuerdo
con las ecuaciones de representacién o bien mediante construcciones gra-
ficas o semigraficas, que seran lineas curvas o rectas, red que se denomina
canevas del mapa o carta. La representacion de esta red es lo que se llama
trazado geométrico de la carta o mapa.

Dados los vértices geodésicos, con sus coordenadas geograficas, es posi-
ble hallar sus coordenadas planas por las ecuaciones de la carta (X e Y);
ellos constituiran el esqueleto de la representacion de detalles del terreno

en los cuales se apoyaran la Topografia y la Cartografia.

2.3 Proyecciones cartograficas

Se llama proyeccién cartografica al sistema grafico y/o analitico que
permite elaborar la representacién plana de la superficie terrestre (cartas,
mapas, etc.).

Como se explico anteriormente, las proyecciones cartogréaficas son trans-
formaciones o representaciones que establecen una expresién matemaética
mediante la cual parte o la totalidad de la superficie terrestre de referencia
puede ser representada en un plano.

El término “proyeccion” tiene comtinmente un sentido geométrico que
evoca la idea de perspectiva y que se aplica perfectamente a un cierto ni-
mero de sistemas, pero que no se extiende a la totalidad de los sistemas
posibles. En un sentido més general, un sistema de proyeccion cartografico
es un medio de correspondencia analitica entre los puntos de la superfi-
cie a representar (esfera o elipsoide terrestre) y los puntos homologos del
plano (mapa, carta) tal que esta correspondencia sea continua y biunivo-
ca. Por ello es que algunos autores prefieren utilizar la denominacién de
“representaciones cartograficas” en lugar de “proyecciones cartograficas”.
Pero esta tan difundido el uso de la ltima que es el que se usard, en
general, en lo que sigue.

Como la superficie terrestre, considerada en primera aproximacién como
una esfera o -con fidelidad mayor- como un elipsoide, no es desarrollable

en un plano, las figuras en la carta o mapa serdn siempre imagenes defor-
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madas de las figuras correspondientes del terreno.

Las magnitudes de la superficie terrestre que se deforman al desarro-
llar sobre el plano son los dngulos, las areas y las distancias. Es posible
eliminar una clase de deformaciones pero no conjuntamente con las otras
dos. Precisamente, al eliminar una de ellas las otras clases de deformacio-
nes aumentan. Respecto de las inevitables deformaciones, los sistemas de
proyeccién (proyecciones cartograficas) se comportan de diversas maneras
y dependiendo del destino de la carta, se preferird que se conserven los
angulos, las areas o las distancias, o bien que haya un equilibrio entre las
deformaciones y, otras veces, que satisfagan condiciones especiales.

En la Figura 2.3 se muestra esquematicamente el proceso de confeccién

de cartas y mapas.

Superficie fisica
terrestre

sfera

Elipsoide de

\ eleccion de la superficie revolucion
\ de referencia

aplicacion de

la escala ﬁ

mapa, carta

Figura 2.3: Proceso de confeccién de cartas y mapas.

2.4 Clasificaciones y propiedades de las proyecciones cartograficas
Las proyecciones cartograficas se clasifican desde distintos puntos de

vista.

1) Clasificacién segin la clase de deformacién
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= Proyecciones iségonas (o conformes).

Proyecciones equivalentes (o equidreas).

Proyecciones equidistantes.

Proyecciones afilacticas.

Una proyeccion es iségona o conforme cuando se conservan los
angulos formados por direcciones cualesquiera y, por lo tanto, a
una figura elemental del terreno le corresponde una figura elemen-
tal semejante en la carta o mapa. Logicamente, en este tipo de
proyecciones los meridianos y paralelos se cortan entre si en angulo
recto. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que no todas las pro-
yecciones en que los meridianos y los paralelos se cortan a 90° son
isogonas. Esta propiedad es 1til donde sea conveniente la conser-
vacion de angulos y direcciones, por ejemplo en la navegacién, en
donde la mayor parte de las operaciones son mediciones de dngulos.
Como ya se dijo anteriormente, la isogonia trae consigo un aumento

en la deformacién de las superficies y distancias.

Una proyeccion es equivalente o equiarea cuando las areas de las
figuras terrestres (sobre la esfera o elipsoide) son iguales a las dreas
de las figuras correspondientes sobre la carta o mapa, légicamente
teniendo en cuenta la escala. Esta propiedad es valiosa en las activi-
dades que requieren la representacion correcta del drea, como es el
caso de mapas y cartas estadisticas realizadas con fines catastrales,
etc., pero se consigue a expensas de un aumento en los otros tipos

de deformaciones (dngulos y distancias).

Una proyecciéon es equidistante cuando se conservan correctas las
longitudes (teniendo en cuenta la escala) en ciertas direcciones privi-
legiadas, por ejemplo segiin los meridianos o paralelos. La diferencia
con las citadas anteriormente es que en las proyecciones iségonas y
equivalentes ambas propiedades son validas para toda la extension
del mapa o carta, o toda la extensién de la proyeccion; en cambio, en
las equidistantes se puede conservar esta propiedad sélo en forma

parcial, es decir, segiin una direccién o direcciones de preferencia
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elegida de antemano, por ejemplo en un sentido radial a partir del

centro de la carta o mapa, en el sentido de los meridianos, etcétera.

Una proyeccién es afildctica cuando, sin conservar correctos los
angulos, areas ni distancias, existe un cierto equilibrio entre esos
tipos de deformaciones que constituye una soluciéon de compromiso,
compensando convenientemente y parcialmente las diversas altera-
ciones. En conjunto, presentan una menor distorsién general. Es por
ello que son preferidas para mapas y cartas de usos no especializa-

dos, es decir, donde no haya que efectuar mediciones precisas.

Clasificacién segun la superficie auxiliar de proyeccién

Un criterio de clasificacién de las proyecciones cartograficas resulta
de considerar si la transformacién se ha hecho directamente sobre
el plano o bien sobre superficies auxiliares que luego se desarrollan

en el plano.

De este modo se clasifican en:

= Proyecciones acimutales.

= Proyecciones por desarrollo: cilindricas o cénicas.

Las proyecciones acimutales son las obtenidas directamente sobre
un plano tangente a la superficie terrestre en un punto, que es el

centro de la zona a representar (centro de la proyeccion).

Las proyecciones cilindricas son aquellas en que los puntos de la
superficie terrestre se consideran proyectados sobre una superficie

cilindrica que luego se desarrolla sobre un plano.

En las proyecciones cénicas los puntos se representan sobre una

superficie cénica que luego se desarrolla sobre un plano.

Por ello es que tanto las proyecciones cilindricas como las cénicas
se suelen llamar representaciones por desarrollo.

Clasificacién segtin el contacto entre la Tierra y la superfi-
cie auxiliar

Segun este criterio pueden ser:



= Proyecciones Tangentes: la superficie auxiliar es tangente a
la superficie terrestre.

= Proyecciones Secantes: la superficie auxiliar es secante a la

superficie terrestre.

4) Clasificacién segun la posicién de la superficie auxiliar con

respecto al eje de rotaciéon de la Tierra

Se tienen los siguientes casos:

a) En las proyecciones acimutales:

= Polar: el plano de proyeccién es tangente a la superficie
terrestre en un Polo y, por lo tanto, es perpendicular al eje
terrestre (Figura 2.4).

= Ecuatorial: el plano de proyeccién es tangente en un pun-
to del Ecuador y, por consiguiente, es paralelo al eje te-

rrestre (Figura 2.5).

Palo Palo

Palo Folo Palo

Figura 2.4: Proyeccién acimutal caso polar. Figura 2.5: Rroyeccion acimutal caso ecuatorial.

= Oblicua: el plano de proyeccién es tangente en un punto
cualquiera, salvo los polos y el Ecuador, siendo oblicuo al

eje terrestre (Figura 2.6).

b) En las proyecciones cilindricas y cénicas:

» Normal: la superficie auxiliar (cilindrica o cénica) tiene
su eje colineal con el eje terrestre (Figuras 2.7, 2.8, 2.9 y

2.10).
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Palo

Figura 2.6: Proyeccién acimutal caso oblicuo.

" Polo

Figura 2.7: Proyeccién cilindrica normal tan- Figura 2.8: Proyeccién cilindrica normal secan-
gente. te.

= Transversa: la superficie auxiliar tiene el eje perpendicu-
lar al eje terrestre (Figuras 2.11 y 2.12).
= Oblicua: la superficie auxiliar tiene su eje oblicuo al eje

terrestre (Figura 2.13).
5) Clasificacién segiin la forma de obtencién:

= Proyecciones Perspectivas

= Proyecciones No perspectivas

Son perspectivas aquellas que resultan de un proceso riguroso de
las leyes y principios de perspectivas, proyecciones, etc. Por lo tan-
to, serian las tnicas que se llamarian con propiedad “proyecciones

cartograficas”.

Se denominan no perspectivas (o convencionales) las que resultan
de condiciones establecidas intencionalmente por su creador, para
conseguir las propiedades que se desean. Requieren una elaboracion

matematica previa para el cdlculo de los elementos necesarios para
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Folo

Figura 2.11: Proyeccién cilindrica transversa Figura 2.12: Proyeccién cilindrica transversa
tangente. secante.

el dibujo y no obedecen a las reglas rigurosas de la perspectiva,
proyeccion, etc. Por lo tanto, rigurosamente no deberian llamarse
“proyecciones cartograficas” sino “representaciones cartograficas”,
pero estd muy difundido el uso del primer término, por lo que se

usard la denominacién comin de “proyecciones cartograficas”.

2.5 Deformaciones en cartas y mapas

2.5.1 Conceptos fundamentales

La superficie terrestre de referencia, ya sea considerada como una esfera
o como un elipsoide, no es desarrollable sobre un plano. Si se pretende
hacerlo, inevitablemente se produciran deformaciones. Por lo tanto, es
necesario conocer estas deformaciones que presentan las cartas y los ma-
pas, y saber la intensidad de las distorsiones, el tipo de deformacién, su
ubicacién, etcétera.

Estas distorsiones se producen en distancias, &ngulos y areas e implican

deformaciones en los documentos cartograficos citados anteriormente, lo
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Figura 2.13: Proyeccién cilindrica oblicua tangente.

cual, teniendo en cuenta el uso que se hara de los mismos, permite el
enunciado de las siguientes propiedades:

Isogonia: permite conservar correctos los angulos.

Equidistancia: permite conservar correctas las distancias en ciertas
direcciones.

Equivalencia: permite conservar correctas las areas.

Observacién: cuando no poseen ninguna de las tres propiedades, se

las denomina proyecciones afilacticas.

PN

Figura 2.14: Circulo infinitesimal sobre la esfera.
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Considérese la esfera terrestre (Figura 2.14), es decir, en el dominio
de los mapas. Témese un punto P por el cual pasan sus correspondientes
paralelo y meridiano, y sea dicho punto el centro de un circulo infinitesimal
dibujado arbitrariamente mas grande para permitir su estudio; como es
muy pequeno, se lo puede considerar plano. Témese un punto ) sobre la
circunferencia; queda determinado asi el segmento PQ = ds (diferencial
de s) que es un radio cualquiera del circulo. En la proyeccién (Figura 2.15)
se tendra que un punto Q se proyectara segtin Q’, dm segin dm’, dp segin
dp’ y cuando se proyecte ds se tendria ds’. Los puntos correspondientes en
la proyeccién, a raiz de las deformaciones, no guardaran la misma relacion
y estardn ubicados en una elipse, salvo en las proyecciones isdégonas en
que se proyectaran segun otro circulo de mayor o menor tamano.

Entonces PQ = ds serd P'Q’ = ds’ (semididmetro de la elipse), siendo
variables su longitud y su direcciéon. Los semiejes de la elipse se llamaran
da y db.

Figura 2.15: Elipse infinitesimal en la proyeccién.

2.5.2 Madulo de alteracion lineal en un punto de una proyeccion
Es el cociente entre la medida o distancia en la proyeccién y su corres-
!

s
pondiente en la esfera: 7= T siendo ds’ la distancia en la proyeccién y
s

ds la distancia en la esfera.
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El valor de 7 es finito por ser cociente de dos infinitésimos del mismo

orden (distancias infinitesimales).

ds’
Si se dibuja una elipse cuyos semididmetros no sean ds’ sino 7 = R
S

serd de tamafio finito pero semejante a la primera.

N1=tmax =dal/ds
= dp'lds

N2=Tmin =db/ds

h=dm'/ds
Figura 2.16: Elipse Indicatriz de Tissot.

Este concepto nos da la elipse indicatriz de Tissot; se puede obtener un
valor de semididmetro méaximo y un valor minimo cuando coincida con el

eje mayor y menor de la elipse, respectivamente:

da

Tmaz:za—Nl

Tmin = % = No

Nota: si el radio del circulo (ds) se divide por ds, se obtendra un circulo
de radio unitario, pues % =1.

El médulo de altera/cién lineal en un punto del meridiano esta dado
por la férmula h = d—n;, siendo dm’ la longitud de una distancia sobre el
meridiano en la proyeccién y ds la longitud de la distancia correspondiente
en la esfera.

El médulo de/ alteracién lineal en un punto del paralelo estd dado por la
férmula k = d—i, siendo dp’ la longitud de una distancia sobre el paralelo
en la proyeccién y ds la longitud de la distancia correspondiente en la

esfera.
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s . ,
El valor de 7 = — puede ser mayor, igual o menor que uno, segin
ds ) )

la proyeccién y también, en la misma proyeccion, segin la ubicacién del
punto P y ademas segtn la direccion de 7 para un mismo punto P. Es
decir 7 = f(p, A\, ).

Las lineas del plano de la proyeccién para las cuales se tiene un valor

constante de 7 se denominan lineas isométricas.

2.5.3 Madulo de alteracion superficial o areolar
Es el cociente entre el area medida en la proyeccién y su correspondiente,

medida en la esfera (de la misma zona).

_ mxdaxdb area de la elipse

w= = ,
TXdsxds area del circulo

Dado que % =Ny % = Ns, reemplazando en la expresién anterior se
obtiene: ;= N1 N2, que puede ser mayor, igual o menor que 1. Es decir que
el médulo de alteracién areolar es igual al producto de 10S Timar ¥ Tmin-
En el caso de proyecciones equivalentes la condicién es que N1 No = 1.

Cuando las proyecciones de un paralelo y un meridiano se cortan a 90°
en un punto, Ni y N2 coinciden con los médulos k y h; entonces, si la
proyeccion es equivalente, se cumple que hk = 1.

Cuando p’ y m’ no son perpendiculares, para que la proyeccion sea equi-
valente debe cumplirse que hkcose = 1, o bien que hksena’ = 1, siendo
o’ el d4ngulo que forman las proyecciones del paralelo y del meridiano en
ese punto y € su complemento a 90° (Figura 2.16).

En algunas proyecciones equivalentes los meridianos son perpendicu-

lares a los paralelos. En este caso h y k son los semiejes de la Elipse

Indicatriz de Tissot (N1 y Na); por lo tanto Ny No = hk = 1.

2.5.4 Mddulo de alteracién angular
Es el cociente entre el incremento de un angulo medido en la proyeccién

y el respectivo incremento medido en la esfera:

_aw
T da

pudiendo el cociente ser mayor, igual o menor que 1.
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Hay que tener en cuenta que los dngulos varian punto a punto y se
considera un incremento infinitesimal en «, serd da; en la proyeccién
dicho incremento serd da’. Ademés, varian segtn la direccién de 7 , es
decir, 6 = f(p, A\, ).

!

Si se tratara de una proyeccién isdgona, 6 = % =1 y por lo tanto
do’ = da.

Resolviendo la ecuacién diferencial se tiene que: [do’ = [ da por lo que
o =a.

Como E =0 -V, donde E es el error absoluto, O es el valor observado y
V es el valor verdadero, se puede decir que el error angular que se comete
es: e =o' —a = 0°, deduciéndose que los dngulos son iguales.

Si la proyeccion no es iségona a # o y, por lo tanto, da # da’. Se incurre
N1 — No

N1+ Ny’
N,

N
Si la proyeccion es iségona, € = (0° = 2arcsen ———. Esto implica

y que N1 = N». Por lo tanto, en toda proyeccion iségona,

en un error (¢) que se demuestra es igual a €,,4, = 2arcsen

N1 — Ny
N1+ N>
la Elipse Indicatriz de Tissot se convierte en un circulo méas grande, mas

que 0=

pequeno o igual que el correspondiente en la esfera.

Observacién:

En una proyeccién iségona o conforme, todas las figuras pequenias o
elementales que se dibujan o se encuentran en la superficie de la Tierra
conservan sus formas originales en la proyeccién. Para cualquier punto
dado o localidad limitada, la relaciéon del largo de un elemento lineal y el
largo que le corresponde en el mapa es constante para todas las direcciones
o acimutes en que se tome el elemento.

Si en cualquier punto de la proyeccion, la deformacion a lo largo del
paralelo y meridiano es igual, y los paralelos y meridianos en la proyeccion
estdn en angulos rectos unos con otros, la forma de cualquier superficie
muy pequena serd igual en el mapa a la correspondiente regién pequena
sobre la Tierra.

Se deduce de esta propiedad que esas proyecciones conservan riguro-
samente las formas de figuras infinitamente pequenas y, con un error
despreciable, las formas de extensiones lo suficientemente pequenas en

relacién con la esfera. Para dar una idea, se verifica que para una superfi-
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cie en donde la mayor dimensién es de 2 000km, la deformacién para los
usos més exigentes de Cartografia es despreciable. Es decir que un circulo
pequeno en la esfera tiene por proyeccién practicamente un circulo; pero
para regiones mas extensas, la proyeccion del circulo se convierte en una

elipse cada vez mas acentuada.

2.6 Analisis de las deformaciones de las proyecciones cartograficas

Se representa una superficie cualquiera S sobre otra (imagen) S’ cuan-
do se establece entre ellas una correspondencia tal que a un punto de una
corresponde un punto tnico y determinado de la otra (correspondencia
biunivoca). La correspondencia debe ser bicontinua, vale decir que a un
arco infinitamente pequefio de la primera superficie (Figura 2.17) corres-
ponde un arco infinitamente pequeno de la superficie imagen. La primera
superficie en este andlisis es el elipsoide (cartas) o la esfera terrestre (ma-
pas) v la segunda es un plano (proyeccién) (Figura 2.18); en él se adopta
un sistema de ejes ortogonales, siendo generalmente el eje de las ordena-
das (Y") el que contiene a la proyeccién del meridiano central de la regién
a representar.

Las relaciones analiticas que senalan la correspondencia entre puntos de
ambas superficies son llamadas ecuaciones de representacion o ecuaciones
de la carta.

Las ecuaciones de la representacién, definidas por coordenadas carte-

sianas ortogonales, estan dadas por expresiones del tipo:
X = f1(¢,\) o bien X = X (p,\)

Y = fa(p,A) o bien Y =Y (p,\),

en donde X e Y son las coordenadas de los puntos en el sistema or-
togonal adoptado: f1(p,A), fa(p,A). Las caracteristicas de las funciones
dependeran del tipo de representacion elegido.

Dada la continuidad de la representacién (bicontinuidad), a incrementos
diferenciales dp y dA de las coordenadas geograficas corresponderan los

incrementos diferenciales dX y dY, definidos por las ecuaciones:

0X 0X Y Y
X =— —_— Y=— —_— 2.1
d 8g0d<p+ 8)\d/\ d 8god(p+8)\d/\ (2.1)
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Supénganse, en la Figura 2.17, los puntos A y B sobre el elipsoide,
distanciados del arco diferencial ds (medido sobre la geodésica AB) y, en
la Figura 2.18, los correspondientes puntos en la proyeccion referidos al
sistema, ortogonal X, Y, donde ds’ simboliza a la distancia plana A’B’.

En la Figura 2.17 se han trazado los meridianos y paralelos de los pun-
tos A y B y se indican los arcos diferenciales dm y dp de meridianos y
paralelos; en la Figura 2.18 aparecen las correspondientes proyecciones

dm’ y dp' y los elementos diferenciales dX, dY.

A A+dA

PS

Figura 2.17: Arcos diferenciales de paralelos y meridianos en el elipsoide.

Figura 2.18: Arcos diferenciales de paralelos y meridianos en la proyeccién.

68



2.6.1 Médulo de alteracion lineal 7
Se definié anteriormente el médulo de alteracion lineal como la relacién
entre la magnitud lineal ds’ y ds (este ultimo en el elipsoide):
s
ds
De las Figuras 2.17 y 2.18 se deduce que:

ds® = dm? + dp® = (pd)? + (rd))?
ds'’? = dX? +dY? (2.2)

siendo p el radio de curvatura de la elipse meridiana en el punto A de
latitud ¢ y r el radio del paralelo de latitud ¢ (en A).
Reemplazando en la expresién del modulo de alteracion lineal:

Cds? dX?+dy?
T T s T p?dp? +r2d\?

2 2
(§Edo+%Kar) + (FLdo+ xar)
p2dp? 4 12d\2

Efectuando las operaciones indicadas y llamando, para abreviar:

g (OXN (YN p_0X0X ovoy . (0X\® [0V’
-\ 0y dp 00 ON  Op ON O\ oA

2= (2.3)

(2.4)
resulta:
o Edp?+2Fdpd\+ Gd\?
T = ST 5 5D (2.5)
pAdp? +r2dX
d, d\
Segun la Figura 2.17, tga = @& _ r—, donde « es el acimut de AB.
dm  pdy
Por lo tanto resulta:
1
do = rd\— 2.6
pdip =rdA (2.6)
y
rd\ = pdptga (2.7)
Reemplazando 2.6 en 2.5:
2 Edg? + 2Fld<pd>\ + Gd)? _ Edp? + 2ngfd)\ +Gd)?
7"2d>\2tg7a + T‘2d)\2 Tzd}\2(tg7a + 1)
B Edp? +2Fdpd\+ Gd\?
B r2d\2 L

sen2 «
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9 Edg?sen®a  2Fdpd\sen® o n GdN\?sen? a
 r24d\? r2d\2 r2d\2

y reemplazando segin 2.7:

Ecos?a  2Fsenacosa Gsen?a
2= — + +— (2.8)
p pr r

Nota: teniendo en cuenta que F, F'y G dependen de la latitud ¢ y de

la longitud A, se deduce que el médulo de alteracion lineal 7 es funcién de
©, Ay a, vale decir que varia no solamente de lugar a lugar sino también
segun sea la direcciéon « del elemento lineal ds.

Si en lugar del elipsoide se considera una esfera de radio R, la ecuacién

2.8 se transformaré en:

5 FEcos’a  2Fsenacosa  Gsen’a

T R? + R2cosyp +R20082<p

(2.9)

Valores particulares del médulo 7

Para lineas geodésicas contenidas en el meridiano °) segln 2.8,

(=0
VE

E
resulta en el elipsoide: 72 = h? = — - Entonces h =

p
Segun la ecuacién 2.9, en la esfera es:
vVE
h=— 2.10
i (210)
Para lineas geodésicas definidas por dos puntos del paralelo (o = 90°)
G
resulta en el elipsoide: 72 = k? = o) de donde k = . yen la esfera
_ Ve (2.11)
Rcosyp

Los arcos de paralelos no son geodésicas, pero para arcos pequeios pue-
de aproximarse el arco de paralelo a una linea geodésica (dp = geodésica)
y, por lo tanto, o =2 90°.

Nota: para el calculo de 7, h y k es suficiente considerar la Tierra como

esférica. De acuerdo con las expresiones 2.10 y 2.11:

h(esfera)  p  k(esfera)  Ncosp N

h(elipsoide) R’ k(elipsoide)  Rcosey R

Por propiedad de las proporciones:

h(esfera) — h(elipsoide) p—R
h(elipsoide) R

= error relativo de h
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- R
Entonces: e, h = pT

k(esfera) - k(o.ehpsmde) _N-R _ error relativo de &
k(elipsoide) R

N-R

Entonces: e,k =
Dentro de los limites de la Republica Argentina (excluidas las regiones

antdrticas) p y N tienen los valores:
©=21% pojo =6343,7km; Najo =6381,1km

¢ =56% psgo = 6379, 7km; Nyjo = 6393,2km

Puede adoptarse para la esfera el radio medio R, = 6 371km para el
calculo de las distancias entre puntos terrestres.
Los méaximos errores relativos e.h y e.k se producirdn en h para la
latitud de 21° y para k en ¢ = 56°. En efecto, siendo:
at+a+b
Ry, =——-

Rg=radio de la esfera cuya superficie es igual a la del elipsoide=6 371 227, 7m

(media aritmética de los tres ejes) = 6 371 229, 3m

R,=radio de la esfera cuyo volumen es igual al del elipsoide=6 371 221,3m

o Puo—R _6343Tkm—637L0km _ 1 _ .

TR 6 371,0km T o233
Nigo — 2%km — 6 371 1

oo Nago =R _ 6379, 2km—637 ,Okm_7:3,5%0

R 6 371,0km 287
Aplicando el error relativo del 4%o a las cifras h y k en las proyeccio-
nes, notamos que son despreciables para, por ejemplo, el ambito de la
Repiblica Argentina.
Ejemplo: Proyecciones acimutales polares (considerando la Tierra es-

férica, Figura 2.19)
To=fi(p) =46

son las coordenadas polares de la proyecciéon de un punto.

Las coordenadas ortogonales X e Y estan definidas por:

X = rysen

Y = r,cosA
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P (proy. polo)

Figura 2.19: Proyeccién acimutal polar.

Eligiendo el sistema X Y con centro en el polo terrestre, siendo Y en
direccién del meridiano central y X de modo tal que A =90°, se tendr4,
segun 2.4:
0X\?> [(av\® [0 e A
E==—| +(=]) = &sen/\ + ﬂcos/\ —(Ze
dp dp I O I
_OXOX VOV _on,
O ON Op ON Oy

oxX\? [ov\? 5 .
G(@A) +(8/\> = (rpcosA)” + (—rpsen)” =71y

sen Ary, cos A + % cos Ary(—sen)) =0
14

En resumen, se tiene:

po (2 oo gy
- acp ) - —

Los médulos h y k toman los siguientes valores, segtin 2.10 y 2.11:

\/E_lﬁrcp i VG Te

hzi_—i = =
R R Oy Rcosyp  Rcosgp

Si se considera la proyeccién ortografica polar: r, = Rcos.
1 O0Rcosp  0Ocosp  Osend

=cosd = senp

R 0y do 06
(siendo 6 = 90° — ¢ la colatitud)
Rcosp 1

- Rcosp
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2.6.2 Mddulos de alteracion lineal de dos direcciones perpendicula-
res (en la esfera).
Llamando 71 y 72 a los médulos de alteracién lineales segiin los acimutes

a1y ag = a1 £90°, segin la férmula 2.9 se tendra, para la esfera:

s E 4 L 2F +Gsen2a1
T{ = — cos” « sena cosay + ————

1™ R? ' R2cosp ! ' R2cosZyp

E G'sen?(a; £90°)

7'22 = Ecos2(a1 i90°)+msen(a1 :t90°)cos(oz1 ﬁ:90°)+w
5 FE 9 2F cosagsena;  Geos?ag
TS = —ssenaq —

27 R? ! R2cosp R2cos2p

Sumando miembro a miembro las expresiones correspondientes a 7'12 y
aTe
E G

2, 2_ & G
T = R? +R2c032<p

PS
Figura 2.20: Circulo infinitesimal en la esfera.
Segun 2.10 y 2.11:
2472 =h?+k? (2.12)
La ecuacion 2.12 sefiala que la suma de los cuadrados de los médulos
de alteracién lineal segiin dos direcciones perpendiculares entre si en la

esfera es constante. Esta propiedad se cumple en la elipse conforme a los

siguientes teoremas de Apolonio:
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1) La suma de los cuadrados de dos semididmetros conjugados es siem-

pre igual a la suma de los cuadrados de los semiejes.

En la Figura 2.22: N12 —|—N22 =h2+k% Porlo tanto 1y = N1 y 70 =
No.

2) El drea del tridngulo construido sobre dos didmetros conjugados es

siempre igual al drea del tridngulo construido sobre los semiejes.

1 1
En la Figura 2.22: ihk sena’ = §N1N2, es decir: hksena’ = N1 Ny, don-
de o es el 4ngulo que forman en un punto las proyecciones del meridiano

y del paralelo.

2.6.3 Angulos entre meridianos y paralelos en la proyeccién
Supéngase trazado en la esfera (Figura 2.20) un circulo de centro O y
radio infinitesimal ds. Por lo dicho anteriormente, en la proyeccién carto-
grafica se tendrd generalmente una elipse de semididmetro ds’ con centro
O’ (Figura 2.21). En la misma estdn representados los semididmetros se-
gtin el paralelo (dp’) y segtin el meridiano (dm’), asi como sus proyecciones

segin los ejes X e Y . También aparecen los semiejes de la elipse da y db.

Figura 2.21: Proyeccién del circulo infinitesimal en la esfera.

El dngulo que se forma en la interseccion de la proyeccién de un paralelo

con la proyeccién de un meridiano es o , que es el mismo angulo que

74



forman las proyecciones de paralelo y meridiano en la elipse de Tissot
(Figura 2.22). Por lo tanto, los dngulos 6., y 6, que se determinan en la
elipse de semididmetro ds’ (Figura 2.21) son los mismos de la elipse de
Tissot (de semididmetro 7)(Figura 2.22).

En la Figura 2.21 estd representada la elipse de semididmetro ds’ con
centro en Oy con el semididmetro segin el meridiano (dm') y con el se-
mididmetro segtn el paralelo (dp’), como también sus proyecciones sobre
los ejes X e Y .

En las férmulas 2.1:

0X 0X oY )4
dX = —dp+ ——d\ dY = —dp+ ——d\
IR Y
se tendra que para puntos de un paralelo dp =0 y que para puntos de un
meridiano dA =0 . Por lo tanto:

00X oYy

dXp = —dX\ dYy = -dA
P oA oA
Y
O &’
\0/
< -
a |< B
//// K
e 4. X
e T 2
/§
5§
/
/

Figura 2.22: Elipse indicatriz de Tissot.

0X oY
dX,y = —=—dp dY, = —d
Como (dp’)? = (dX,/)*+ (dY,/)?, entonces:

= (o) () =[5 (5

d)\2 = Gd)\?
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Anélogamente (dm’)? = (dX,,,/)? + (dY,)? y

X  \* oy  \? aX\? [av\?
dm’)? = d do) == do? = Edp?
() <3<P w) +<3<p w) l(aw) +(390> i 7
Ademaés, se tiene que:
Y
cosbp, = Yo = %dw zali
X
y senf :%:dezagi
Lt VB~ 00 VE
e donde:
sen 6, %% , .
tgln, = 0 = 5y de aqui se obtiene O
U ox
dY, $=d\ 9Y 1 dX,, SXd\ 90X 1
cosfl, = I; =92 :——ysenﬁpzif S =——
dp \ggd)\ X VG dp'  Gdx O VG
9 oA
tglp = izrslei = gj));? de aqui se obtiene 0,

En estas identidades 6, y 0, son los dngulos que forma el eje Y con
las proyecciones del meridiano y del paralelo, respectivamente. El eje Y
tiene direccion paralela a la proyeccién del meridiano central.

En la esfera, el angulo que forman meridianos y paralelos es 90°; en la

proyeccion cartografica, el angulo correspondiente estd dado por:

o' =0, — 0, (2.13)

Por lo tanto:
sena’ = sen (0, — 0,,) = sen ), cos b, — cos O, sen by,

cosa = cos(0p — 0,,) = cos ), cosb,, +sen by, senb,y,

y, teniendo en cuenta las expresiones anteriores:

sena/ — |OXOY oV oX| 1 o |9YOY O0XoX| 1
“|loxap  axop | VEG Y “|oxap " oN 0y | VEG

En esta tltima férmula, el término entre corchetes es igual a F'. Final-

mente se tiene la expresiéon que permite obtener el valor de o/:
/
cosa = —— (2.14
VvEG )
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Ejemplo: considérese el punto de coordenadas (¢ = 40°N; A =60°F)

en la proyeccién sinusoidal, cuyas coordenadas cartesianas son:

X = RAcosy

Y = Ryp
0X 0X )¢ )¢
% = —Rsenga)\, ﬁ = RCOS(,D, % = R, a =0

Entonces:
E=XZ+Y[?=R’sen® oA’ + R* = R*(1 +sen” p\?)
G=XR24+Y{?=R%cos’p
F= X;Xﬁ\ +YJ,Y>( = (~RAseny)Rcosp = —R*\sen pcos

cosel — —R?\senpcos - —R%\senpcos
VER2(1+M\2sen2 p)R2cos2p  R2cospy/1+ A2sen2 ¢
—Asen

1+ A2sen?p

Reemplazando por los valores de las coordenadas geograficas del punto:

cose! — _80°mggosend0®  —gsend0®  —0,673125611
\/1+ )2 sen? 400 \/1+ T)2sen2400 V10, 453098009
o = 123°56'44"

Se obtiene el mismo resultado calculando 60,, y 0, y restando 0, —0,,.

En efecto:
cosf = a—Xi = R L
" dp VE R\/l +A2sen2¢p \/1 +( Z)T 2 5en2 400
= 0,829569037.
o0X
senf,, 5, —RAcosp
Como tg@m = m = gj = T = —)\COSSO < O7

©
entonces: 0,, = -33°56’44".

Por otra parte:
Yy 1

50, = ——==0
cost) We
sen %))f _ Rcos<p
cosb, 3Y 0
Entonces: o/ = 90° + 33056 44” = 123°56’44”.

— 00. Por lo tanto: 8, = 90°.

Ademés tgd, =
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2.6.4 Valores de los semiejes de la elipse de Tissot (maxima y mi-

nima deformacion lineal). Tangentes principales

En la esfera (y también en el elipsoide), en cada punto el meridiano
y el paralelo forman un angulo de 90°, mientras que en la proyecciéon
forman un 4ngulo o dado por las férmulas del parrafo anterior; salvo en
las proyecciones iségonas, el mismo tiene un valor o’ = 90° & Aa cuando
F' es distinto de cero, siendo semididmetros conjugados de la Elipse de
Tissot. Las direcciones en que se encuentran los ejes de la Elipse de Tissot
se denominan “direcciones principales” y, por consiguiente, forman entre
sf un dngulo o’ = 90°.

En la Figura 2.23 estan dibujados en la esfera el meridiano m y el
paralelo p; formando los 4ngulos 1 = 2 = 90°.

En la Figura 2.24 estan trazadas las proyecciones m’ y p) de los paralelos
citados, tales que los angulos 1 =90° — Aa y 2 =90° + A

Si las lineas p; y m de la esfera pasan a la posicién m y pa, respec-
tivamente, en la proyeccién las correspondientes lineas iniciales p} y m/
habran girado hasta coincidir con m’ y pf formando entonces el dngulo
2/ =90° + Aa.

Puede suponerse entonces que las lineas p; y m de la esfera, formando
siempre un angulo de 90°, giran alrededor de su vértice hasta que sus
correspondientes en la proyeccién pj y m’ pasan de 90° — Aa por un
valor de 90° antes de formar un dngulo de 90° + A«a. Puede imaginarse
que ello ocurrird cuando las lineas en la esfera ocupen las posiciones t,
y en la proyeccién las posiciones ¢'. Tanto en la esfera como en el plano
dichas lineas formaran un dngulo de 90°, llaméndose entonces tangentes
principales en la esfera y direcciones principales en la proyeccion.

Esta conclusién se enuncia en el siguiente principio, debido a Tissot:

“Existen en cada punto de la esfera dos tangentes perpendiculares entre
si, tales que sus proyecciones respectivas se cortan también en angulo rec-
to (ejes de la Elipse de Tissot) y no hay més que dos direcciones que gocen
de esta propiedad, salvo que la proyeccién sea iségona (o conforme)”. A
las tangentes que satisfagan esta condicion se las llama tangentes prin-

cipales (¢ de la Figura 2.23). Los acimutes de estas tangentes principales
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p1

p'

~p2

meridiano

Figura 2.23: Esfera. Figura 2.24: Proyeccién.

(en la esfera) son A; y A1 +90° (Figura 2.23).
El valor de los moédulos de alteracion lineal de las direcciones desde un

punto O de la esfera estd dado por la formula 2.9 ya deducida:

Fsen2A sen? 4 1
7'2:<Ecos2A—|— sen Gsen )

cos cos2¢ ) R2

En esta expresion el médulo de alteracién lineal en un punto O queda
expresado en funcién del acimut (A) del elemento de arco en la esfera. Si
existen dos direcciones en la proyecciéon de maxima y minima deformacién
(a1 y ag de la Figura 2.24), correspondientes a los ejes mayor y menor de
la elipse indicatriz (que es semejante a la elipse de la Figura 2.24), éstas
se manifestaran sobre los acimutes A1 y As, que hacen maximo y minimo
el médulo de deformacién lineal en la expresiéon anterior.

Para hallar estos dos acimutes se debe derivar dicha expresién respecto

del acimut (A) e igualar la derivada a cero.

dr? 1 2sen Acos A 2cos24
— = — | —F2cosAsen A+ G F =0
dA  R? ( cos Asen A+ cos? N cosp )
2A 2F 52
—sen24 (B——G ) = 924 oa il
cosZ p cos cosp Ecos?p—G
2F cosp
tg2A= ——— 2.15
& Ecos?2p—G (2.15)

De aqui se obtienen los valores de Ay y de Ay = A +90°.
Con esta expresiéon es posible encontrar, para cada proyeccion, los valo-

res de los acimutes A; y Ag de las direcciones (en la esfera) de méxima y
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minima deformacién (en la proyeccién). Para determinar cuindo es mé-

ximo o minimo se halla la derivada segunda de 7 respecto de la variable

. T (o . T .
A. Si TAZ < 0 corresponde al valor maximo y si —= >0, a un minimo.

A2 dA
dr? 1 2F
Az = = (—Esen2A—|— cosZ sen2A — cosp c052A>
dr? 1 G 4F
9T _ 2 |9c0s24 _E)- sen 24 2.16
dA?  R2 { cos2A+ (cos2<p > cos sen ] (2.16)

Luego, utilizando la férmula 2.9 se hallan los valores de N1 y Na.
Ejemplo: en la proyeccién sinusoidal (X = RAcosp, Y = Ryp) ya se ha
calculado que:
E = R%(1+ A?sen? )
G =R?%cos’¢
F = —RAsenpRcosp = —R?\sen pcos o
Entonces, en el punto ¢ =30° y A =15° es:

tg24; — 2F cosp _ —2R?\sen pcos? ¢ _
Ecos?o—G  R2(1+4 M2sen2p)cos? p — R2cos?
B —2)\seny =2
 (14+A%senZ2p)—1  Aseny
-2

- 15,27887454
15° 560 sen 30° 5,2788745

obteniéndose los valores:

A1 = —43°07'40"
Ay = 46°52'20"
En la férmula 2.16:
dr?  2cos2A [ R%cos? 4(—R?\sen pcosp)
—= —R%2(14+ M\ sen?y) | —
dA? R2 cos2 p (1+ A sen”) cos °

se reemplaza o = 30°, A =15° y A =43°07"40" y se tiene:

2c0s[2(—43°0740")][1 — 1 — A%sen? ] + 4Asen psen[2(—43°07'40")] =

= —0,00223801 — 0,5224809 < 0. Se trata entonces de un maximo.
Para A = 46°52/20" es:

2¢0s[2(46°52'20")][1 — 1 — A2 sen? 30°] + 4\ sen 30° sen[2(46°52/20")] =

=0,0223840,5224809 > 0. Se tiene entonces un minimo.
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Nota 1: estos acimutes son de las tangentes principales sobre la es-
fera. Los correspondientes en la proyeccion, oy y s, seran calculados

luego.
Nota 2: reemplazando los valores de Ay y Ag en la expresion 2.9, se

calculan los valores de N1 y Na.

E 2 Fsen2A; Gsen? A;
N = —cos’A
! Rz A + R2cosp  R2cos?¢p
R? 2 9 9 R?Xsen ©pCcosp R? cos? © 9
= ﬁ(1+A sen QD)COS A] — WSEH2A]+WSEH A1

= (1+ A2 sen? ®) cos? Aj — Asenpsen2A; +sen? Aq
= cos? A+ A\Zsen® <,0cos2 A1 — Asenpsen2A; + sen” A;
= 1+A%sen? (pCOS2 A1 —Asenpsen2A;
= 1+ Asengp(Asenpcos® A —sen24;)
15°7 15°7

= 1+Wsen300 WsenSOOCOSQ(—43OO7/4OH)—sen2(—43007/40”)

N2 =1,139747126 y Ny = 1,067589399

N3 = 14 Asenp(Asenpcos? Ay —sen24s)
= 1+0,1308996(0,1308996 x 0,68362768 — 0,99786526)

0,877387604 y No =0,936689705

Se verifica que N1 Ng = 1.
Nota 3: para calcular los valores de N1 y Na se pueden seguir distintos
caminos a partir de las dos ecuaciones con dos incégnitas que se obtienen

de los Teoremas de Apolonio.
N} + N3 =k +h*

NiNsy = hksena/

F L, _VE VG
vEG' R Y " Rcosy

siendo cosa’ =

Ejemplo: analizando nuevamente el caso de la Proyeccién Sinusoidal
en el punto de coordenadas ¢ = 30°N, A = 15°F, se vera que se obtienen
los mismos valores para N1 y Na.

F —R%\senpcosy —R%\senpcosyp
VEG B VR2(1+ M\2sen? p) R2 cos? ¢ TR cospy/ (14 A2sen? )

cosa’ =
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—15° ﬁ sen 30°

cosa = = —0,129792437, obteniéndose el valor de

1800
o =97°27'27".
En esta proyeccion:
:£:R2(1+)\2senzap) 12— G :R2cosz<p:
R2 R? R2cos?2¢p  RZcos?¢p

\/1 + (7152)25en? 300

1

h2

Como:
NE+NZ=k>+h?

2N1N2 = 2khseno/ =2

Sumando miembro a miembro las dos tltimas expresiones:
(N1+N2)? = (k+h)*+2
Ni+No=vVh2+k2+2=+vh2+3
Restando miembro a miembro las mismas expresiones que antes:
(Ny —No)?=k%2+h2-2=vhZ-1

Entonces:

Vh2+E24+2+Vh2 +k2 -2
2
V1+A2senZo+14+24+/1+A2sen2p+1—2
2

Ny =

N VA+A2sen2 o +/AZsen2 ¢
1 =
2

) ?
_ V4+0 017134723—1-0 130899693 — 1.067589378

T+ \2senZ o+ 3 — /14 A2senZp— 1
N, - V1fXslot 2\/+ O — 0,936689706

2.6.5 Direccion de los ejes de la elipse de Tissot
Para hallar las direcciones de los ejes de la Elipse de Tissot respecto del

eje de las ordenadas (V') en el plano de proyeccion, se tiene (Figura 2.25):

ef="0y

siendo ox ox
ay — 9y Y :
dy %dga—i— ﬁd)\
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Y
m /l'
/v
\t 13 t}qy‘
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N\ £ ax | X
%
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Q / A AN
2
4 5%
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Figura 2.25: Elipse infinitesimal en la proyeccion.

Ademés, en la esfera (Figura 2.26):

A*@* Rcospd\
~dm  Rdp -

_ tgAdyp
~ cosp

tg LdA

(2.18)

Figura 2.26: Circulo infinitesimal en la esfera.

Reemplazando 2.18 en 2.17:

ax X X | 8X tgA
dX _ GodPtadA 5ot B oy
oY oY oYy Y tgA
dy Bapdgo—’_ oA dX %+Wcoscp

y multiplicando por cos numerador y denominador del segundo miem-

bro:

0X 0X
o= 05 _ B Bhusa
ay %cosw—i—%tgfl

(2.19)
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0 es el dangulo que forma el eje de las ordenadas, que es paralelo a la
proyeccion del meridiano central, con la direccién de los semiejes de la
Elipse de Tissot en la proyeccion que, en la esfera, corresponden al acimut
A de la férmula 2.18.

Por lo tanto, si se reemplaza A en la expresién 2.19 se obtendran los

valores de 6 correspondientes a los semiejes N1 y Na de la Elipse de Tissot.

Y

AP X

Figura 2.27: Elipse de Tissot para la proyeccién sinusoidal.

Ejemplo: ya se calcularon en la proyeccién sinusoidal, para el punto
(p =30°;A=15°), los valores de A: A; = —43°07'40" y Ay = 46°52/20".

Entonces:

—RA\ R tg A
tghy = Senpeospt+ foospie s = —Asenp+tgd;
Rcosyp
tghy = —15° sen 30° + tg(—43°07'40")

180°
tgf = —1,067592413

Entonces 61 = —46°52'21" y 62 = 43°07'39".

2.6.6 Madulo de alteracion superficial

Se llama maédulo de alteracién superficial o areal a la relacion entre las
areas diferenciales en la proyeccion y en la esfera.

_dA
H=raa

Si se considera un triangulo diferencial limitado por arcos de meridiano
y arcos de paralelos en la esfera y en el plano, segiin las Figuras 2.28 y
2.29, se tiene:
_dA" Sdp'dm/sena’  dp’ dm/

=== sena’ = khsena’

dA idpdm dp dm

I
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PN

Q+do

dp
m
2 A+dA X

Figura 2.28: Tridangulo diferencial en la esfera. Figura 2.29: Proyeccién del tridngulo diferencial.

pues, por la definicion de moédulo de alteracién lineal en el sentido de

paralelos y meridianos:

@ _,dw

dp Y dm h

Se sabe, por la segunda parte del teorema de Apolonio aplicado a la
Elipse de Tissot, que el producto de dos semidiametros conjugados por el
seno del dngulo entre los mismos es igual al producto de los semiejes de
la elipse: khsena/ = N1 Ns.

Por lo tanto, el médulo de alteracién superficial es igual al producto de

los semiejes de la Elipse de la Tissot

i =khsena' = N1 N, (2.20)

2.6.7 Deformacion angular

Para facilitar el estudio analitico de las deformaciones angulares, con-
viene referir las coordenadas de los puntos de la proyeccion al sistema
coordenado ortogonal, coincidente con las direcciones que corresponden
a las de maxima y minima deformacién en la proyeccién, y en el plano
adoptar los ejes de la Elipse Indicatriz como ejes de coordenadas. Sobre
la superficie de la esfera, a partir de P se tiene el sistema ortogonal Pxy,
y sobre la proyeccion, el sistema P’XY. Se imaginan los dos sistemas
coincidentes, el eje de las X segun el eje mayor de la elipse y el de las Y

segun el eje menor.
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El origen de este sistema es el punto P coincidente con P’ (Figura 2.30),
siendo P el centro del circulo elemental, tangente a la esfera de radio ds,
y P’ es el centro de la elipse que resulta de la proyeccion del citado circulo
y cuyos semiejes son da y db. En virtud de la propiedad de la elipse (ver

Y' da

Capitulo 1) Si u es el dngulo que forma PQ con el eje X y u’

Y=
el que forma PQ’ con el eje X:
tgu Y Y _da
tgw’ X Y db

y dividiendo en el segundo miembro numerador y denominador por ds:

tgu_%_Nl

tgu’_%_ﬁg

(2.21)

tgu—tgu’ Ny —No
tgu+tgu’  No+ No

!
senu _ senu
cosu cosu/

senu 4 senw’  cogy'senu+cosusenu’  sen(u+u')  No+ Na

cosu cosu
N1 — Ny
sen(u—u') = ———=sen u—|—u'
( ) Ny T N, ( )

u—u’ es la diferencia entre una direccién en la esfera y la correspon-

cosu’senu —cosusenu’  sen(u—u’) N7 — N

diente direccién en la proyeccion, es decir, la deformacién angular en esa
direccién en la proyeccién con respecto a la esfera.
La diferencia maxima en la direccién se obtiene haciendo u+u' = 90°.

N1 — Ny

! —
[sen(u—u")]max = Ny T N,

Al [sen(u — )] max le corresponde (v —u')max, por lo tanto
1— N2

——~ y llamando u —u' = §:
N1+ No Y

(u—u')max = arcsen

Ni— N

) = arcsen ———

Esta es la deformacién maxima angular en una direccion.

En el caso de un angulo, por ejemplo, el QPM de la Figura 2.30:
§=081+62 = (u—u')+ (ug —u})

se deben sumar los errores maximos en las direcciones de cada lado del

angulo (d1max ¥ 92max)-
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Figura 2.30: Deformacién méaxima angular.

6max - 51max + 52max - (U - u/)max + (ul - ull)max
N1 — Ny
N1+ Ny

es la deformacién maxima en un angulo.

Omax = 2arcsen

(2.22)

Proyecciones conformes (o iségonas)

Para que una proyeccién sea conforme debe ser v = u’. Por lo tanto, en

fgu _ M _ oy ol
= — =1, lo que implica que

e — N, que implica g

la férmula 2.21, tgu = tgu’ y entonces
N1 = Na.

Es decir, que para que la proyeccién sea conforme (o iségona) la elipse
indicatriz de Tissot debe transformarse en una circunferencia, por cuyo
motivo también N1 = No = h =k.

La otra posibilidad es que N1 # Na. Esto implica que sen2u =0 y, por
lo tanto:

u=0°=u =0°

uw=90° = v =90°

Condiciones de conformidad de las proyecciones cartograficas:
Ecuaciones de Cauchy-Riemann

La obtencién de estas ecuaciones se basa en el hecho de que en las
proyecciones conformes debe verificarse que los semiejes de la Elipse de

Tissot sean iguales.
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Ya se ha visto que el médulo de alteracién superficial es igual al pro-

ducto de los semiejes de la elipse de Tissot (férmula 2.20):

= N1Ny

Ademaés se dedujo que:

NE+NZ=k*+1h?

Multiplicando por 2 la primera identidad, resulta:

2N1N2 = QM

Restando miembro a miembro las dos dltimas expresiones se obtiene:

NZ 4+ N2 —2N Ny =k*>+n%—2pu

Entonces:

(N1 —N3)=k?+h%—2u

También se demostré que:

1= khsena’
donde sena’ = OX 0Y OV 0X Lh—@ k—@
“lonae oxop | vEG T p YT o
ntonces - L L [XOVOVOX]
noncesu—pr— W ERINE , siendo p el radio de curvatura

de la elipse meridiana en A (de latitud ¢) y r el radio del paralelo de
latitud .
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Por lo tanto:

e

ey
72 O\ 15D
1 [0X0Y 0Y 0X
_m’[az\&o_fﬂaw]

Ly | L (9K L (YT 1 ox oY
(N1 = N)™ = p2<8cp +r2 o\ +2pr dp O\
L (YN (0x\' 1 fox oy

P2 \dp /) 2\ O\ pr \ O\ Op

10X 10Y\? /10y 10X\
Ni—No)Y=(2Z2 422 - -
(N = Ha) (p&PJFTa/\) (p&p Ta/\)




Como se dijo antes, debe ser N3 = N3 y, por lo tanto, de la ultima

igualdad resulta:
10X 19Y 10y 10X
———+ -7 =0y (-5———%+ ) =0
pOp 1 O\ pOp T OA
Entonces, en el elipsoide:
L(oX\__1(o¥
p\0p ) 1\ O\
oYy _1(oX
p\0¢ ) 7\ O
En la esfera: r = Rcosp y p = R; por lo tanto, las ecuaciones anteriores
ox _ 1 (¥
dp  cosp \ O\

oy _ 1 (ox
Jp  cosp \ OA

Estas son las ecuaciones de conformidad de Cauchy-Riemann.

se enuncian como:

¢ =40°
Y

X A =100° X

Figura 2.31: Proyeccién sinusoidal.

Ejemplo: se analizara si la proyeccién sinusoidal verifica las ecuaciones

de Cauchy-Riemann. Las ecuaciones de la carta son:

X = RAcosy
Y =Ry
Por lo tanto:
0X 0X
% = —RsenpA s Rcosyp
Y oY
—=R =0
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10X\ —msengh 1 (0¥,
R\0yp /) R " Rcosp \ O]

L(OY\_R_ 1 (0X\_ Resp |
R\9dp) R 7 Rcosp\O\/) Rcosp

Evidentemente no se verifican las condiciones de conformidad de Cauchy-

Riemann. Esto ocurre porque la proyeccién no es conforme.

Y
A
ly
X

X

\

o/ |

\

PN ‘ PLANO DE
\ ! PROYECCION

Figura 2.32: Proyeccién acimutal estereografica polar.

Ejemplo: se verd ahora si la proyeccién acimutal estereografica polar

verifica las condiciones de conformidad. Sus ecuaciones son:
X =rysen)

Y =r,cos A

Estas ecuaciones pueden escribirse también en funcién de las coordena-

das geograficas de un punto:

X =2Rtg(90° — ¢) sen A\
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O también:

siendo § = 90° — .

Y =2Rtg(90° — ) cos A

X =2Rtgdsen\

Y =2RtgdcosA

0X 501
5?7)5( = 2Rsec(S iisen)\
== _9 2 ens
o
Z7 272
3}5/ 2R sec 5 %clos)\
2 — _9Rsec?-Zg
B Rsec 55 sen A\
R s
1 oY 1 0 cos g OO0 send
—_— = (—2)Rtg —sen\ = =
Rsend O\ Rsend 2 R2sengcosg COSzg
190Y 1 1 10X 1 1)
R95 ERsec2 5005)\ R 05 ERsec2 isen)\
1 87Y B 2Rtggcos)\ _cosA
Rsend OX  R2 Sengcosg COSQ%
Reemplazando d por 90° — ¢, resulta:
1 oY sen A 10X 51
- ——— = —(90° — A

Rcosgp 8)\ COSQ %(900 _ ()0) R 8()0 sec 2( SD) Sen

190Y 51 1 00X cos A

— — =sec” —(90° — A —_— =

R 8%0 sec 2( 80) COS RCOS(P a)\ COS2 %(900 _ SO)

Como se ve, se verifican las condiciones de conformidad de Cauchy-

Riemann.

2.7 Escalas numéricas

y graficas

2.7.1 Escalas numéricas

En Cartografia se defi
E =

ne la escala como:

distancia medida en el dibujo (carta, mapa) de la proyeccién cartogrifica

es decir:

distancia correspondiente medida sobre la superficie terrestre (esfera, elipsoide)

o

=55 (2.23)
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Se sabe que este cociente es una cantidad variable, pues dp se encuentra
en un plano (hoja de dibujo) y DE es una distancia de una superficie
que no es desarrollable sobre un plano, produciéndose inevitablemente
deformaciones.

Llamando Dp a la distancia correspondiente en la proyeccién cartogra-

fica (tamafio natural) y multiplicando numerador y denominador por Dp,

p_ A _dpxDp _(dp\ (Dp
" DE DExDp \Dp DE

d
El factor D—p es el cociente entre una distancia (dp) medida en el dibujo

se tiene que:

(carta, mapa) y la correspondiente distancia en la proyeccién (Dp), me-
dida sobre la proyeccién representada en tamaifio natural (sin alterar sus
dimensiones obtenidas por la construccién de la proyecciéon cartografica
sobre un plano). Por lo tanto, % es la escala con la cual se representa
graficamente la proyeccion sobre un plano; tiene un valor constante. Esta
representacién es fiel (de plano a plano). Se denomina escala nominal
y es la que aparece consignada en los mapas y cartas. Algunos autores la
denominan escala principal.

El factor % es el cociente entre una distancia medida en la proyeccién
(Dp) y la correspondiente distancia sobre la superficie terrestre (DE),
va sea esfera o elipsoide. Por lo tanto, este cociente es el ya definido
moédulo de alteracién lineal (1) que, salvo sobre algunas lineas, es un
valor variable, mayor o menor que la unidad. Por lo tanto, la escala (E)

en general también tendra un valor variable; se denomina escala real.

dp
E - —— U
(Dp> %

Por esto es que en la bibliografia (sobre todo de origen inglés) se deno-
mina a 7 factor de escala o escala local.

En algunas proyecciones, como las equidistantes, las direcciones a partir
de uno o dos puntos tienen longitudes correctas (sin deformacién); por
lo tanto, 7 = 1. Sobre estas lineas la escala real (F) es igual a la escala

L dp

nominal —.
Dp

En otras proyecciones, sélo sobre muy pocas lineas no existe deforma-

cién. Por ejemplo, en las proyecciones cilindricas normales tangentes, sélo
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el Ecuador y —inicamente sobre éste— la escala real es igual a la nominal
(r=1).

En otras proyecciones no existen lineas o distancias que tengan longi-
tudes sin deformacién (7 siempre es distinto de 1) y en ese caso la escala
real es distinta de la escala nominal en toda la carta o mapa. Esto ocurre
en la proyeccién gnomonica.

Fundamentalmente, se presentan tres clases de problemas a resolver en

escalas:

a) A partir del conocimiento de la dimensién en la proyeccién car-
tografica (Dp, en la figura 2.3, 3er esquema), hallar la dimensién
correspondiente en el mapa o carta topografica (dp, en la figura 2.3,
4to esquema). Es el problema que tiene que resolver continuamen-
te el dibujante del mapa o carta. Se resuelve utilizando la escala

nominal (—):
()
Distancia en el dibujo = distancia en la proyecciéon X escala nominal

1
dp = Dpx —
P=EPX 37

b) Conociendo una distancia en el mapa o carta (dp) y la escala no-
1
minal del mismo (M)’ hallar la distancia correspondiente en la

proyeccion (Dp):

. . L, distancia en el mapa o carta  dp
Distancia en la proyeccién = - =
escala nominal ir

Este problema se le presenta al usuario del mapa o de la carta.

¢) Conociendo la distancia en el mapa (dp) y la correspondiente en la

proyeccién (Dp), hallar la escala nominal.

Para averiguar la escala en que estd confeccionado un mapa o una carta
(escala nominal), y que no aparece en las referencias, se debe proceder
como se describe a continuacion.

En primer lugar debe identificarse la proyeccién utilizada, con lo cual
se sabré sobre qué lineas existe o no deformacién. Pueden presentarse los

casos siguientes:
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a) FEn la proyeccién existen una o varias lineas sin deformacion

(t =1). En ese caso, como:
= (%), (Pr
Dp DE

D
y el factor D—g =7 =1 sobre la linea sin deformacioén, entonces:

_Dp

pod 1 Dy
Dp M dp

siendo M el mdédulo o denominador de la escala.

Por ejemplo, el mapa de la Figura 2.33 esta dibujado en proyecciéon
acimutal equidistante polar (Ver Capitulo 3) y se sabe que en esa
proyeccion todas las distancias, a partir del centro de la misma,
son correctas (o sea, no presentan deformacién). La distancia del
centro (Polo) al Ecuador en la esfera terrestre es de 10 000km (Dp =
10 000km) y si en el dibujo estuviera representada por un segmento
de 6, 6em (dp = 6,6cm), serfa:

~ 10000km _ 1000 000 000cm

6,6cm 6,6cm

=151 500 000

La escala nominal seria entonces £ = 1 : 151 500 000.

b) En la proyeccion no existe ninguna linea (en ninguna direccion) de
longitud correcta (todo estd deformado). En este caso debe hallar-
se la distancia entre dos puntos cuya longitud en la proyeccién en
tamafio natural se conoce (Dp). Se mide la correspondiente en el

dibujo (dp) y se calcula el médulo de la escala nominal:

dp 1

Enominal = Fp = M
es decir:
_Dp
=i
Por ejemplo, el mapa de la Figura 2.34 esta dibujado en la proyeccion
gnomonica ecuatorial, siendo el centro de la proyeccién el punto O (in-
terseccion de la proyeccién del Ecuador con la proyeccion del meridiano

central).
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Figura 2.33: Proyeccién acimutal equidistante polar.

Se sabe que en la proyeccién en tamano natural, la distancia del punto O
a cualquier meridiano es Dp = Rtg(A— Ao), siendo A la longitud geogréfica
del meridiano considerado y Ag la longitud del meridiano central.

Para el ejemplo de la Figura 2.34, A\g = 80°W y se desea conocer la
distancia al meridiano de A =40°W.

OA = Dp =6 370kmtan[—40° — (—80°)] = 6 370km tan40° = 5,345km.

Si en el mapa dp = 4,4cm, seria:
_ Dp _ 5345km _ 534 500 000cm
Cdp 4,4em 4,4cm
nominal (la que figura en el mapa) serfa £ = 1 : 121 500 000.

=121 500 000. Entonces la escala

Escala real = Escala nominal x7.

2.7.2 Escalas graficas

Para comodidad del uso, y sobre todo para evitar cdlculos, en cartas y
mapas se acompana a la escala numérica de la escala grafica. Esta es un
segmento de recta simple o doble, dividido en partes iguales, cada una de
las cuales representa en el terreno una distancia elegida, distancia que se
consigna a partir del cero, de izquierda a derecha. A la izquierda del cero,
una divisién llamada talén estd subdividida en cierto niimero de partes

iguales, siendo generalmente diez (escala decimal), o bien en cinco partes;
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Figura 2.34: Proyeccién acimutal gnémica ecuatorial.

sobre el talén se consignan las distancias a partir del cero de derecha a
izquierda.
Por ejemplo, en la Figura 2.35 se tiene la escala gréafica correspondiente
a la escala numérica 1:25 000 de tal modo que cada divisién representa
en el terreno 500m = 0,5 km.
500 m . 0 0.5 1 2 ki
T o M ———— 4

Figura 2.35: Escala 1 : 25 000.

1

a2
Dp M
Dp  500m _ 50000cm

Ent tdp=— = —
HONees: @0 = "3 = 55000 25 000

El talén estd dividido en cinco partes iguales, cada una de las cuales

™ 100m.

Escala nominal =

mide en el terreno

Otro ejemplo estd dado en la Figura 2.36.

1000 m 0 0.5 1 2 3 4 5 km

Figura 2.36: Escala 1 : 50 000.

Cuando la proyeccion tiene una serie de distancias que estan deformadas
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en forma constante en cada una de ellas, se dibuja un abaco que consta
de varias escalas graficas paralelas y se afecta a cada una de ellas por el

modulo de alteracién lineal correspondiente (Figura 2.37).

km 500 400 300 200
-

0 100 g Ecuador 500 kin

Figura 2.37: Escala para la proyecciéon Mercator.

Por ejemplo, se sabe que en la proyeccién Mercator (cilindrica tangente
iségona o conforme) posee sus paralelos (lineas rectas) con una defor-
macion 7 = secp. Entonces para cada paralelo se aplica la escala grafica
correspondiente a su latitud multiplicada por el factor sece (Figura 2.37).

Escala en el Ecuador: 1: 10 000 000 (Escala nominal = escala real)

Escala en latitud 24°: 1: (10 000 000 cos 24° = 1: 9 135 454

Escala en latitud 48°: 1: (10 000 000 cos 48° = 1: 6 691 335

2.8 Eleccién de la escala conveniente

En los mapas, la eleccién de la escala depende esencialmente de las di-
mensiones del territorio a representar y de las medidas de la hoja de papel
u otro material en que se desea dibujar. Por ejemplo, en una hoja de 21cm
por 29,7cm la escala més grande para un mapa de Argentina continental
(dimensién méxima norte-sur: 3 694 km y distancia méxima este-oeste:
1423 km) se calcula de la siguiente manera:

4k 4
Moédulo escala norte - sur = 3694km _ 369 400 000cm

= =124 1
29,7cm 29,7cm 37710

= Escala norte-sur = 1 : 12437710.

Moédulo escala este - oeste = 1 423km _ 142 300 000cm =6776 190

21lem 21em
= Escala este-oeste = 1 : 6776190.

Se adopta la escala menor (redondeada) F : 1 : 13 000 000.
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2.9 Error grafico

Es el error que se comete cuando, deseando colocar la punta de un
instrumento de dibujo o el trazado en un punto dado, en realidad se
ubica ligeramente a un costado; en las mejores condiciones, utilizando un
instrumento bien aguzado, este error puede ser estimado en %mm.

Teniendo en cuenta las operaciones de reproduccién y de impresion, el
error medio resultante puede ser evaluado en Emm.

El error grafico también es el que comete un usuario experto en el
manejo de la carta o mapa cuando efectia una medicién, por ejemplo, de
la distancia entre dos puntos. Este error se traduce en la correspondiente
distancia en el terreno y es tanto més grande cuanto més pequena es la
escala.

Cuando se trata de cartas topograficas, las de escala mas grande deben
ser elegidas de modo que el error grafico en las mismas se traduzca en
el terreno al error propio del levantamiento geodésico o topogréfico. Por

ejemplo, supéngase que éste sea 20 metros. Se tendra:
0,2mm x modulo de la escala = 20m

el médulo de la escala es:

20m _ 20 000mm

= = =100 000
0,2mm 0,2mm

1

100 000°
Como el usuario medio no tiene siempre necesidad de la maxima pre-

resultando la escala: FF =

cision, por las condiciones del costo y por la rapidez de la ejecucion,
frecuentemente se adopta una escala mas pequena, dejando la posibilidad
a los usuarios mas exigentes de agrandar la carta sin pérdida de precisién;
por ejemplo, una carta escala 1 : 25 000 que admita un agrandamiento a

1 : 10 000 sin pérdida de precisién.

2.10 Mediciones sobre cartas y mapas
Se han definido anteriormente las necesidades de los usuarios en lo que
concierne a las mediciones sobre las cartas —necesidades que tienen in-

fluencia sobre la eleccion del sistema de proyeccién— y se han mostrado
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las relaciones reciprocas de la precision de los levantamientos y la elec-
cién de la escala, por una parte, la escala adoptada y la precisién de las
mediciones, por otra parte. Sin embargo, esos parametros no son los tni-
cos a tener en cuenta en el estudio de las limitaciones y posibilidades de
mediciones sobre la carta en su forma definitiva, es decir, sobre la hoja
editada.

El problema es complejo, pues —independientemente de los criterios que
son propios a la carta y que no dependen en definitiva més que de los
medios utilizados para su realizacién— las informaciones numéricas que se
pueden extraer son funciones igualmente de instrumentos y de métodos
de mediciéon, de la ecuacién del operador, y de la naturaleza misma de
los elementos medidos, coordenadas horizontales o altitud de un detalle
puntual, longitud o pendiente de un elemento linea, area de un elemento
zonal, recuento de fenémenos, entre otros.

Luego, esas mediciones constituyen la operacion de base, al menos en el
estado actual de la cartografia, para la constitucién de los bancos de datos
que toman una importancia sin cesar creciente en las diversas ramas de la
geografia y que se traducen por el pasaje de ciertos conceptos a términos
numéricos o en diagramas.

El problema de la precisién de mediciones es, por lo tanto, importante,
aunque no hayan suscitado hasta el presente estudios profundos y comple-
tos y aunque las nociones de precisién sean a menudo eludidas, empiricas
vy mal definidas. El presente titulo podria pues, él solo, justificar un tra-
tado de Cartometria; se limitard al enunciado voluntariamente sumario

de algunos principios de base.

2.11 Equivocaciones, faltas, errores y alteraciones

Por definicién, la carta es una imagen convencional que no es, y no
puede ser, rigurosamente semejante al terreno representado. Cualquiera
que sea la densidad de los fenémenos representados, la posibilidad de
medicién estd condicionada, sea por una exactitud posicional (ubicacién
rigurosa en relacién con la red de referencia), sea por una exactitud de
relaciones (disposicién relativa de los fenémenos uno en relacién con el

otro). Esas dos cualidades de la carta no coexisten mas que sobre los
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planos o sobre las cartas a gran escala donde la parte de convencién es
reducida; en el caso general, se realiza un compromiso y la exactitud de
relaciones se vuelve predominante a medida que la escala decrece.

Las desviaciones en la ubicacion absoluta o relativa de detalles car-
tograficos son imputables a equivocaciones, errores y alteraciones. Una
equivocacién es una desviacién en principio evitable, debida a la pues-
ta en obra defectuosa, por consiguiente de torpeza, descuido u olvido de
parte de un operador. Un error es una desviacién inevitable debido a las
multiples imperfecciones inherentes a la puesta en obra correcta de un
desarrollo o proceso; el error puede ser accidental, por ejemplo el error
de datos proveniente de la imprecision de los levantamientos, error grafico
de redaccién definido por la desviacién entre posicién tedrica de un ele-
mento grafico y su trazado; el error puede ser sistematico cuando esta
inseparablemente ligado a la naturaleza misma del proceso, cualquiera
que sea el operador.

Se llama alteracién, por ejemplo, a la alteraciéon lineal o a la altera-
cién angular de la proyeccién, a la alteracion semigrafica resultante del
simbolismo cartografico, a la alteracion dimensional proveniente de la
inestabilidad de un soporte.

La Figura 2.38 ilustra esas nociones: en (a) se ha representado con sus
posiciones verdaderas y sus dimensiones reales a escala 1:5 000 un canal
(trazo de la derecha), una ruta de 5 m de ancho (trazo del medio) y una
linea de ferrocarril (trazo de la izquierda), la cual estd bordeada por dos
bosquecillos y una capilla; en (b) se notan dos equivocaciones relativas a
la precision de la capilla (ordenada falsa o inexacta defecto, equivocacion)
y a las formas de identificacién de los bosques (mala identificacién de sus
limites); sobre (c¢) se constatan dos equivocaciones menores —debidas a
la torpeza del operador— concernientes a los mismos detalles asi como al
trazado del canal; sin embargo, si las desviaciones que son claramente per-
ceptibles estan en el orden de la magnitud del error grafico, por lo tanto
inevitables, se tratard de errores accidentales. Por tltimo, sobre (d), que
representa los detalles precedentes dibujados con los signos convencionales
de 1:25 000 agrandados a 1:5 000, se constatan alteraciones semigraficas;

la exactitud de relaciones es respetada pero se ha aplicado un decalaje
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planimétrico inevitable tal que un solo elemento (el canal) estd rigurosa-
mente en lugar en relacién con la cuadricula; si se hace lo mismo para la
capilla (punto geodésico, por ejemplo), la disposicién general de detalles

serd errénea.

Pkl

7

a b c d

Figura 2.38: Equivocaciones, faltas, errores y alteraciones.

2.12 Origen de los errores y de las alteraciones. Canevas geodésico

o astronémico

La exactitud posicional del fondo de carta depende en primer lugar de
la precisién del canevas de base. Con técnicas modernas se puede estimar
que el error medio planimétrico (o desviacion tipica) en la determinacién
de un punto geodésico es del orden de 0,10 m y que no pasa de 0,50 m
para los puntos complementarios que constituyen el canevas de colocacion
de pares fotograficos en los levantamientos fotogramétricos. Por lo tanto,
es del mismo orden o menor que el error grafico para los planos en 1 :

5 000 y perfectamente despreciable para las cartas topograficas.

En cambio, el error medio es de alrededor de 30 m en latitud y de
50 m en longitud en la determinacién de un punto astronémico por los
procedimientos de campana, en razén de las dificultades de definicién a
la hora de observaciéon y de desvio de la vertical; ese desvio superior al
error grafico para la carta a escala 1:250 000 implica la existencia de un
error de posiciéon no despreciable sobre las cartas de regiones desérticas
apoyadas sobre tal canevas. No obstante se conserva mejor la exactitud
de relaciones si se ha tomado la precaucién de espaciar suficientemente

los puntos del canevas para compensar la falta de homogeneidad.



2.13 Sistema de proyeccion

Como se ha senialado, los sistemas de proyeccion introducen alteraciones
que son facilmente calculables y que, por otra parte, estan limitadas por
diversos artificios (campo fraccionado, reduccién de escala), de tal modo
que su influencia sobre la validez de las mediciones efectuadas a partir
de cartas a gran y mediana escala es despreciable en relacién con otras
fuentes de errores. Asi, para una hoja de la carta de Francia a escala 1 :
50 000 situada en el borde de zona de Lambert, la alteracién lineal sobre
la diagonal de la hoja es del orden de 0,1 mm.

En cambio, las mediciones sobre cartas a pequena y muy pequena es-
cala implican la utilizacién de la carta confeccionada en escala que mejor
se adapta, por ejemplo en proyeccién equivalente para las mediciones de
superficies y, en el caso particular de medicién de distancias, la determina-
cién analitica de las longitudes de segmentos a partir de las coordenadas
de sus extremos (por ejemplo, por el teorema del coseno) es preferible a

la medicién directa.

2.14 Datos topograficos

La realizacién del levantamiento estd precedida por la construcciéon de
las cuadriculas y de la red geografica y por el posicionamiento en relacién
con la cuadricula de puntos del canevas. El error medio cometido seré del
orden del error grafico si esas operaciones son realizadas manualmente (a
la regla o al compés), pero con un coordinatégrafo mecénico o electrénico
la precision practica se estima en 0,05 mm.

Con los métodos fotogramétricos actuales, el error medio planimétrico
del levantamiento depende de la precision y de la densidad del canevas,
de la naturaleza del aparato de restitucion, de la escala y de la fineza de
las fotografias y de la complejidad del terreno; en las determinaciones al-
timétricas, es necesario distinguir los errores sobre la altitud de un punto
acotado, sobre la altitud y la posicién de una curva de nivel y sobre la
altitud de un punto cualquiera obtenido por la interpolacién entre dos
curvas de nivel; ademds de los factores precedentemente citados, inter-
viene la pendiente del terreno, la naturaleza y densidad de la cobertura

vegetal y de la equidistancia de las curvas.



En conclusién, la complejidad y la multiplicidad de los casos no per-
miten el enunciado simple de valores y férmulas universalmente validas;
cuanto mas, se puede afirmar que la exactitud en las relaciones es supe-
rior a la del levantamiento directo en razén de una mejor homogeneidad
y que la desviacion tipica en planimetria es del orden del error grafico en
las condiciones 6ptimas. En altimetria, teniendo en cuenta la desviacién
precedente que afecta la posicién de las curvas, se estima generalmente
que el error medio sobre la altitud de un punto cualquiera es alrededor

de un tercio de la equidistancia.

2.15 Redaccion cartografica

El dibujo cartografico introduce nuevos errores accidentales. A muy
gran escala, y en una medida menor, a grandes escalas, ciertos detalles
conservan a la vez su forma real y su lugar. En otras escalas sufren una
simbolizacién, pero sus ejes, sus centros o los puntos de localizacién ma-
terializan las posiciones que serviran de base a las mediciones.

Cuando el documento resultante de los levantamientos es vuelto a dibu-
jar en la escala original, el error medio sobre esas posiciones es evidente-
mente asimilable al error grafico en las mejores condiciones, pero cuando
hay reduccién y ensamblaje de documentos, puede alcanzar facilmente el
doble, o sea 0,2mm x 2.

El proceso de generalizacién implica alteraciones de naturaleza siste-
matica pero de magnitud variable; se constata que la aglomeracion de los
signos convencionales introduce decalajes planimétricos que sobrepasan
facilmente el milimetro en cuanto se produce una acumulacién de detalles.
Importa entonces saber cudles son aquellos detalles que por convencién
quedan en lugar y —de conocer la jerarquia atribuida a los fenémenos y
a su representacion— la posicién del signo méas importante, no decalado,
constituyendo la sola base precisa para las mediciones. La generalizacion
tiene una influencia muy importante sobre la magnitud de los detalles
lineales sinuosos; las marcas identificatorias de una linea de costa, de una
curva de nivel se atentian y desaparecen cuando la escala decrece; por
el contrario y excepcionalmente, ciertas sinuosidades estan amplificadas

para que aparezcan; ello da por resultado una reducciéon del tamanio muy
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sensible, que —por otra parte— ya existe en el pasaje de magnitudes del
terreno al dibujo del levantamiento. A titulo de ejemplo, la longitud o
tamafio de una costa rocosa muy recortada puede variar en la relacion 3

a 1 entre la carta a 1:25 000 y 1:250 000.

2.16 Reconstruccion e impresion

En las diferentes etapas de un proceso cartografico intervienen operacio-
nes fotomecédnicas; deben tomarse precauciones tanto en la puesta en obra
de los procedimientos como en la climatizacion de los talleres y la eleccién
de los soportes, para preservar al maximo las dimensiones del documento
original. Es raro que una carta no sea policroma, y, en esta materia, el
objetivo no es tanto la conservacién de una estabilidad dimensional abso-
luta que mantenga dimensiones idénticas para las planchas relativas a los
diferentes colores como para los elementos confeccionados separadamen-
te y reagrupados seguidamente sobre una misma plancha de impresion.
Practicamente, es interesante disponer de soportes donde se pueda ha-
cer variar ligeramente las dimensiones jugando sobre las condiciones de
climatizacién a fin de reducir eventualmente ciertas alteraciones.

En efecto, el papel sobre el cual se imprime la carta, en definitiva, no es
un soporte estable: es sensible a las variaciones higrométricas y, en menor
grado, a las presiones mecanicas sufridas durante la impresion; ademas,
las variaciones dimensionales no son ni isétropas ni totalmente reversibles,
es decir que la dilataciéon es més importante en el sentido perpendicular
a las fibras del papel que en el sentido paralelo a las fibras (sentido de
fabricacién) y, llevado a las condiciones iniciales, el papel no reencuentra
sus dimensiones primitivas méds que imperfecta y muy lentamente (Figura
2.39).

Asi, el papel cambia de dimensiones en el curso de una tirada por pre-
sion entre los cilindros y por humidificacién pasando de un cilindro al
otro sobre las maquinas que imprimen varios colores; en un taller mal
acondicionado, varia ademds segun las condiciones atmosféricas. Estas
alteraciones son, por lo tanto, sistematicas pero no idénticas de una edi-
cién a otra y, aun, de una hoja a otra en una misma edicién. Ademas,

ellas afectan la posicién relativa de detalles impresos de colores diferentes;
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Figura 2.39: Dilatacion del papel en funcién de la humedad relativa.

pueden alcanzar los 0,3mm.

Finalmente, la hoja impresa no es estable después del trabajo y continta
sufriendo los efectos de la variacion de la humedad relativa en el curso de
su estacionamiento y utilizacién. Esta alteracién, si bien es importante,
no es perjudicial pues puede ser compensada por la medicién y el calculo

de coeficientes correctivos de escala, segiin los dos sentidos del papel.

2.17 Tipos de mediciones
Clasificados por orden de precisiéon decreciente, se pueden distinguir
los siguientes métodos para los diferentes tipos de mediciones sobre las

cartas:

1) Coordenadas de un punto: estimacién a ojo, medida con doble
decimetro, con compéas de punta seca o a escuadra transportable
(Figura 2.40).

2) Distancia rectilinea: medida con una tira de papel, doble deci-
metro, compas de punta seca o calculo a partir de coordenadas de

los extremos de la linea.

3) Distancia sobre una linea sinuosa: método expeditivo de la
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Figura 2.40: Escuadra transportable.

cuerda, medida con compés a abertura constante, a compés de aber-

tura creciente y por alineamientos o con curvimetro (Figura 2.41).

4) Altitud de un punto: interpolacién lineal simple entre dos curvas

o interpolacién sobre un perfil del terreno (Figura 2.42).

5) Superficie: descomposicién en tridngulos donde los lados exteriores
se adaptan lo mejor posible al perimetro de la superficie a medir;
divisién de la superficie transportada sobre un soporte homogéneo y
pesado comparativo al de una muestra de superficie conocida; des-
composicion en cuadrados de superficie unitaria, contdndose prime-
ro los cuadrados enteros comprendidos en el interior del perimetro;

a partir de ello se puede elegir entre dos métodos:

a) contar y agregar a la cifra precedente todos los cuadrados en
donde mas de la mitad en cada uno estan incluidos en la su-

perficie;

b) contar y agregar la semisuma de los cuadrados atravesados por

la linea del contorno.

Descomposicion de la superficie en tiras o franjas de igual ancho y se

mide las longitudes, sumando la superficie de los rectdangulos; medida con
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Interpolacion lineal

T
35 30 25 a4

35

30
25
] 20
L=distiA-1) Interpolacion sohre el perfil
Distancia A8 =6L+d Altura de & 27m
Figura 2.41: Compas de punta seca. Figura 2.42: Interpolacién de altitud.

planimetro polar a disco.

Cualquiera que sea el método utilizado, la biisqueda de un resultado
preciso supone no solamente una reiteracion de las medidas, sino también
la eliminacién de las alteraciones que son perniciosas para su sistemati-
zacion.

Las medidas seran, por lo tanto, repetidas y, si es posible, en condiciones
diferentes; por ejemplo en el método de los cuadrados se operara segin
varias orientaciones del enrejado de referencia.

Se tendra en cuenta la alteracién de generalizacién no efectuando medi-
ciones mas que a partir de elementos no desplazados o, en el caso contra-
rio, se corregira la medicion del valor estimado de la alteracién. Se evitara
mientras sea posible medir distancias entre elementos que figuren en plan-
chas o ldminas diferentes; en caso contrario, se asegurard el examen de las
marcas de los dngulos de la amplitud del decalaje posible. En mediciones
de superficies sobre cartas a pequefia escala no equivalentes, se corregi-
ran los valores obtenidos de las alteraciones imputables a la proyeccion,
y si la regién planimetrada es extensa, se la fraccionarda eventualmente
para aplicar a cada zona el coeficiente correctivo adecuado. Finalmente,
se aplicard a todas las mediciones precitadas las correcciones relativas a

las deformaciones del papel como referencia dimensional la cuadricula en
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Figura 2.43: Medicién de supoerficies.

las dos direcciones perpendiculares, de preferencia a la escala grafica. El

factor de correccién en la direccion norte-sur es:

longitud tedrica sobre las lineas verticales de la cuadricula

~ longitud medida sobre las lineas verticales de la cuadricula’

C'H es el factor de correcciéon en la direccion este-oeste. Se multiplicaran
por esos factores las lecturas efectuadas respectivamente sobre las ordena-
das y las abscisas, en las mediciones de las coordenadas de un punto. En
la medicién de una superficie, se multiplicara el resultado obtenido por
el factor de correccion C = C'V x CH. En la medicién de una distancia
o linea sinuosa, se determinard groseramente las componentes en ordena-
das y sus abscisas de esta distancia, DH y DV ; el factor de correcciéon
correspondiente serd entonces:

CVxDV+CHxDH
DV +DH
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Capitulo 3

Proyecciones acimutales

3.1 Conceptos generales

Las proyecciones acimutales, llamadas también cenitales, son las obte-
nidas directamente sobre un plano tangente a la superficie terrestre en un
punto, que es el centro de la extensién a representar; o sea, es el centro
de la proyeccion.

Estas proyecciones se denominan acimutales pues en el punto de tan-
gencia de la superficie terrestre con el plano de proyeccién se encuentra
la proyeccién del Polo P (en el caso polar) o del seudo polo P’ (en los
casos ecuatorial y oblicuo); es en ese punto donde concurren los meridia-
nos (caso polar) (Figura 3.1 (a)) o los seudo meridianos (casos ecuatorial
y oblicuo), representados por rectas en la proyeccién (Figura 3.1 (b)).

El acimut de la recta que une el centro P de la proyeccién con el punto
A esta dado, en verdadera magnitud, por el dngulo AX que forman la
proyeccién del meridiano central (de longitud Ag) y la proyeccién del
meridiano que pasa por A (de longitud ) (Figura 3.1 (a)) o bien por el
angulo formado por los seudo meridianos respectivos (AAr) en el centro
P’ de la proyeccién con un punto A’.

Dado que el plano de proyeccién es tangente a la superficie de referencia

terrestre, no existe deformacién de ninguna clase en el punto de tangencia

109



(centro de la proyeccién). Ademads, todos los circulos maximos que pasan
por el punto de tangencia seran lineas rectas sobre el plano de proyeccién,
presentando acimutes correctos desde el centro a cualquier punto; de alli

el nombre de proyecciones acimutales.

proyeccion meridiano proyeccion meridiano

/ origen ( Ao) / origen ( Ao)
)

G
NSNS

proyecion (seudo polo) P!

meridiano ( A) /

A
plano de ‘ /\ A plané (b) /\ i

proyeccion meridiano (1) proyeccion seudo
(@ meridiano

Figura 3.1: Proyecciones acimutales.

3.2 Proyeccion acimutal ortografica polar

3.2.1 Dibujo de la proyeccion
1) Método grafico

Para la determinacién de la escala hay que tener en cuenta que los

radios de los paralelos son correctos (Figura 3.2).

El punto de tangencia de la esfera terrestre con el plano de proyec-
cién es el Polo; pueden presentarse dos casos: tangente en el Polo
Norte y tangente en el Polo Sur; es decir, que el Polo coincide con su
proyeccion. Para dibujar esta proyeccién, por ejemplo con paralelos
y meridianos cada 15°, se hace uso de una figura auxiliar en la que
se trazan los paralelos que luego se proyectan ortogonalmente sobre
el plano de proyeccién, debido a que los rayos de proyecciéon provie-
nen del infinito. En el caso de los meridianos y haciendo uso de un
transportador de dngulos, con vértice en el centro de la proyeccion
se trazan angulos de una magnitud igual a la diferencia de longitud

geografica solicitada (en la Figura 3.2 cada 22°30’).

2) Meétodo analitico

El dibujo se realiza utilizando las coordenadas polares. Se calculan
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los radios r, = Rcose con el intervalo elegido (en la Figura 3.2,
cada 15°) y se trazan las circunferencias correspondientes haciendo
centro en un punto que representa la proyeccién del Polo. Con esto
quedan trazados todos los paralelos. En cuanto a los meridianos,
se trazan rectas radiales con el intervalo de longitud elegido (en la

Figura 3.2, cada 22°30).

También pueden determinarse las intersecciones de paralelos y meridia-

nos calculando las coordenadas cartesianas de esos puntos:
X =rysen AN = Rcospsen AX

Y =7r,cos AN = Rcospcos AX

Debe tenerse en cuenta que el eje positivo de las ordenadas coincide con
la proyeccién del meridiano central y el eje de abscisas es perpendicular
a él.

Ejemplos

1) EnlaFigura 3.2, considérese el punto A(p = 30°; A =45°). Entonces,

sus coordenadas polares son:
AN =45°
Ty =6 370kmcos30° = 5 516,582km
Sus coordenadas cartesianas son:
X =5516,582kmsen45° = 3 900,812km

Y =5516,582kmcos45° = 3 900,812km

2) En el mapa del hemisferio Sur, en el cual el meridiano central es
Ao = 60°W (Figura 3.7), se desean hallar las coordenadas polares y
cartesianas del punto(p = 40°S,A = 10°W).

Las coordenadas polares son:

Ty =6 370km cos40° = 4 879,703km



Ao
\?’ |
Al | Y
PN X X
)

PROYECCION

Plano de Proyeccion

ESFERA

PS

Figura 3.3: Coordenadas planas.

AN =X — )X =—10°+60° = 50°

y las coordenadas cartesianas:
X =rysen AN =4879,703kmsen50° = 3 738,072km

Y =r,cos AN =4879,703km cos50° = 3 136,613km

3.2.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segtn circunferencias concéntricas con el cen-
tro de la proyeccion, que se van acercando acentuadamente entre si a me-
dida que se avanza del Polo al Ecuador y segiin sus magnitudes reales. En-

tonces, el médulo de alteracion lineal en el sentido de los paralelos, k, es:

_longitud del paralelo en la proyeccién 2w Rcosyp

longitud del paralelo en la esfera ~ 2mRcosg

Los meridianos se proyectan segtin rectas radiales concurrentes en el

centro de la proyeccién, formando entre si dngulos correctos. Sobre los
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meridianos las distancias son incorrectas, menores que las reales, y la
deformacion en cada punto se calcula con el médulo de alteracién lineal h.
Para calcular la deformacién se utiliza la relacién (Figura 3.4):

_dm’ _drs d(Rsend) Rcosddd

h= dm  RdS  RdS Rdé

= cosd = cos(90° — p) =seny

A

v

——
I

Por lo tanto h = sen .

7

Plano de proyeccion
r¢ = R send dm
8=90°-¢

5 A0
¢

T

Figura 3.4: Construccién auxiliar.

—

Como las proyecciones de paralelos y meridianos forman angulos de 90°,
se verifica que Ny =k =1y que No =h < 1 (Figura 3.2).
También es posible calcular h y k usando las férmulas (2.10), (2.11) y

siguientes:
VE . V@
R Rcosyp

>
|
=
|

Dado que:
X = Rcospsen A

Y = Rcospcos A
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X Y
a— = —Rsenpsen y 6— = —Rsenpcos A\
dp dp

Entonces:
X\ (oY \?

E= <88> + (g) = R%sen®sen? +R?sen? pcos? A = R?sen? ¢
2 ¥

_VE _ Rsenp _

h
R R

sen

X Y
Por otra parte: aa—)\ = Rcospcosy g—)\ = —Rcosypsen \. Entonces:

_ VG _ Rcosp 1
~ Rcosyp Rcosp

Esta proyeccién no es iségona pues h # k. El error méaximo angular que
se comete en un punto (¢, \) puede calcularse utilizando la férmula (2.22)
del Capitulo 2:

Ny —No
Omax = 2 arcsen ——

N1+ Na
La proyeccién no es equivalente pues hk # 1(N1No # 1).

éw

v Q
k = N1
Ao =60°W ‘& °@
O Y
A = 50° N
@=40°S
N
PS X

Figura 3.5: Ejemplo. Elipse indicatriz de Tissot.
Ejemplos

1) Se desean calcular los valores de k y h para el punto (¢ =40°S;\ =
10°W) del mapa del hemisferio sur, Ag = 0° (Figura 3.7) y dibujar

en escala la elipse indicatriz de Tissot.
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Dado que Ny =k =1, N2 =h=senp =cosd y como la colatitud es
6 = 90° —40° = 50°, entonces h = cos50° = 0,6427876.

Nota: Los semididmetros de la elipse de Tissot (7) son nimeros

sin unidad. Por lo tanto, la escala en que se dibujan los mismos es

E= M. Si en la Figura 3.5 fuera E = 1,21¢:m, entonces:
T
1,2ecm 1,2cm
= 42 =0, ) jen £ = — 1
h x0,6427876 =0, 77cm, o bien 0.8333 y, por lo tanto,
lem

) = ——— x 0,6427876 = 0,77

0,8333 fhem

2) Se calculard el valor de dpmax para el punto (¢ =40°5;\ = 10°W).

0 =2 arcsenu =2 arcsenw
max = N1+ Ny 1+0,6427876

=25°07"04"
3.2.3 Usos

Por las caracteristicas expuestas, se utiliza esta proyeccién para carto-
grafia politica o teméatica de las regiones polares. En la cartografia argen-
tina se la emplea para la representacion del sector antartico. Los ejemplos
siguientes (Figuras 3.6) se refieren a vistas ortograficas polares de la Tie-

rra, elaboradas para el seguimiento del agujero en la capa de ozono sobre
el Polo Sur.

BUV & TOMS TOTAL OZONE

520
Total Ozone (DU) NASA/GSFC

Figura 3.6: Seguimiento de la evolucién del agujero de ozono en el Polo Sur.
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3.2.4 Transformacién inversa de coordenadas

Un problema interesante consiste en hallar las expresiones que permiten
calcular las coordenadas geograficas de un punto a partir de sus coordena-
das cartesianas, medidas en un mapa o carta. Las coordenadas cartesianas
en funcién de las geograficas, siendo = e y medidas en un mapa o carta,

son:

r=X E=RcospsenAAE (3.1)
y=Y E = Rcospcos A\E (3.2)

donde F es la escala del mapa o carta.

Dividiendo miembro a miembro las expresiones (3.1) y (3.2):

L tg AN ... Al = arctg d
Y Y
Si AX = X — Ag, entonces A = AX+ \g. Reemplazando en la expresién

anterior:

)\:arctgg—l—/\o (3.3)

que permite expresar la longitud del punto en funcién de las coordenadas
cartesianas y de la longitud del meridiano central. Despejando sen A\ y
cos A\ de las expresiones (3.1) y (3.2), elevando al cuadrado y sumando

miembro a miembro las igualdades obtenidas, se llega a que:

2 Y2
TRt T PR eoZg
E“R%cos*p E“R%cos®p
2, .2 2, .2
De aqui #cgs%p =1, de donde se obtiene que % = cos? ©, 0,

v rZ 42
ER
funcién de las coordenadas cartesianas:

vty (3.4)

ER

lo que es equivalente: cosp = . Se puede calcular entonces ¢ en

@ = arccos

Ejemplo
Supdngase que en un mapa dibujado en proyeccién acimutal ortografica
polar; en escala 1 : 72 000 000 y con meridiano central Ag = 60°W | se mi-

dieron las coordenadas cartesianas de un punto A(x = 3,4cm;y = 5,85¢m).
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150°wW

Figura 3.7: Proyecccién acimutal ortogréfica polar Ao = 60°W.

Aplicando la férmula (3.4):

Sty 3,4cm)? + (5,85¢m)?
7o in;:y  arecos V> lem)” 1 (5,85em)% _ 4 joq 497
5505637 000 000

Los valores obtenidos de A y de ¢ estan afectados por los errores inevi-
tables en la medicién de los datos sobre el mapa (z e y) los que se miden,

en general, con una regla milimetrada (Ver Capitulo 2).

3.3 Proyeccién acimutal ortografica ecuatorial
3.3.1 Dibujo de la proyeccion
1) Método grafico (Ver Figura 3.8) El punto de tangencia de la esfera
terrestre con el plano de proyeccién es un punto del Ecuador; pueden

presentarse, por lo tanto, infinitos casos.

Se utiliza una figura auxiliar dibujada de tal manera que el eje
terrestre sea paralelo al plano de proyeccién y, como los rayos de
proyeccion provienen del infinito, dicho eje se proyecta en verdade-
ra magnitud. Para trazar los paralelos en la figura auxiliar se toma

un transportador y, haciendo centro en el punto que represente la
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proyeccion del eje terrestre, se trazan angulos consecutivos e igua-
les a la diferencia de longitud geografica convenida. A partir de la
interseccién de los lados de los angulos con el Ecuador, se trazan
normales hasta cortar a la horizontal que contiene el eje terrestre en
puntos que son las proyecciones de las intersecciones de los paralelos
con el meridiano extremo; quedan asi determinados los radios de los

paralelos en dicha figura (pues 7, = Rcosy).

En la proyeccién, esa interseccién indica el lugar donde el meridiano
corta al Ecuador; la intersecciéon del meridiano con el paralelo de
15° indica dénde corta en la proyeccién el meridiano a los paralelos

de 15°N y 15°8, y asi sucesivamente.

En la figura auxiliar de la Figura 3.8 no se ha trazado el paralelo
de 15°.

2) Meétodo analitico

El dibujo se realiza en base a las coordenadas planas de cada punto.
En primer lugar, se hallan los valores de las coordenadas ficticias
(caso polar transverso) (¢7; A1) del punto en la proyeccién ortogra-
fica polar, donde se supone que el polo ficticio estd en el centro de
la proyeccion (¢g = 0°;Ag). Se resuelve el tridngulo esférico y luego
se calculan las coordenadas planas (polares o cartesianas) del punto

en la proyeccién (Figura 3.9).

En el tridngulo esférico PN A PNy | de la Figura 3.9, por el teorema

del coseno es posible obtener el valor de o7 :

cos(90° — 1) = c0s(90° — ) cos90° +sen(90° — ¢) sen 90° cos A

cos(90° — ) = coscosAN= pr

Aplicando al mismo tridngulo el teorema del seno se obtiene el valor de
A)\T :

sen Ay sen A\
sen(90° — ) sen(90° — o)
cen A\ cos
sen Adp — SRAACOS®
cos
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Para determinar la escala, hay que tener presente
que el radio terrestre se proyecta en verdadera magnitud.

U LT

459
6 (o}

Proyeccion

PS

Plano de proyeccion

o

figura auxiliar-(esfera terrestre

PR AR

Figura 3.8: Proyeccién acimutal ortogrifica ecuatorial.
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Plano de
proyeccion

seudo paralelo

seudo meridiano AT

ESFERA PROYECCION

Figura 3.9: Calculo de coordenadas planas.

También se obtiene el valor de AAr al aplicar el teorema de la cotan-

gente:
cotg(90° — ) sen90° = cos90° cos AX 4 sen A cotg Adp.
Se tienen asi las coordenadas polares ficticias:
rop = Rcosor y Alp
y las coordenadas cartesianas:
X =rypsen Al = Reosprsen Ay

Y =7, cos At = Rcospr cos Adp

Ejemplo
En la Figura 3.8 considérese el punto de coordenadas (¢ = 30°; A = 30°).
Entonces:
c0s(90° — 1) = sen g = cospcos A\ = cos30° cos 30° = 7 = 48°32'25"
sen 30° cos 30°

_ — (e} !/ "
sen A\p = 0518935257 = Al =40°53'36

Este mismo valor se obtiene por el teorema de la cotangente:
tgp = sen Adcotg AAr = A\ = 40°53'36"

Entonces: ry, = 6 370kmcos48°35'25"” = 4 231,36km, con lo que se

completa el calculo de las coordenadas polares.



En cuanto a las coordenadas cartesianas se tiene:

X =rypsen Adp = 4 231,36kmsen40°53'36" = 2 758, 288km

Y =1y, cos ANy =4 231,36km cos40°53'36" = 3 185,001km

Nota: Igual resultado se tiene aplicando las férmulas que se deduciran
en la Proyeccién Acimutal Ortografica Oblicua (Férmulas 3.7 y 3.8), en
donde g = 0°:

X = Rcospsen A\ = 6 370km cos 30° =2 758, 288km
Y = Rseny = 6 370kmsen30° = 3 185km

3.3.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos y el Ecuador se proyectan segin rectas paralelas de longi-
tudes incorrectas menores que las reales. Los paralelos se van acercando
entre si desde el Ecuador a los Polos. La deformacién en cada paralelo
se calcula con el médulo de alteracion lineal k, que no coincide con Ny
ni con No, salvo en la intersecciéon con el meridiano central, en donde
k = Nj. Es decir, k es un poco mayor que N2 y un poco menor que Ny,
siendo sobre el Ecuador k = Na. Recuérdese que Ny se dirige hacia el
centro de la proyeccion y para obtener su valor se debe recurrir al calculo
infinitesimal, o bien calcular Ny = sen 7.

El meridiano central es el inico que se proyecta segtin una recta, de
longitud incorrecta menor que la real. Los meridianos cuya longitud geo-
grafica difieren 90° al este y al oeste del meridiano central se proyectan
segin dos semicircunferencias de longitudes correctas (N1 = 1). Los demés
meridianos se proyectan segiin semielipses que se van acercando acentua-
damente entre si al ir del meridiano central hacia el este o el oeste; se
calculan las deformaciones sobre los meridianos con el médulo de altera-
cién lineal h. Dicha deformacion se acrecienta al alejarse del centro de la
proyeccion.

Esta proyeccién no es isbgona porque Ny # No y tampoco es equiva-
lente pues hksena’ # 1 (siendo o’ el dngulo de interseccién de paralelo y

meridiano) (Figura 3.10).



3.3.3 Usos

Se la utiliza para la confeccién de mapas de la Luna ya que ésta ofre-
ce siempre la misma cara (la vista de un hemisferio con el Ecuador en
el centro). También puede aplicarse a mapas terrestres, siempre que se
represente una extension que no se aleje del centro de la proyeccién, por
ejemplo, a un mapa de un pais como Ecuador. Se usa solamente cuando

la superficie de referencia es esférica.

3.3.4 Mddulos de alteracion lineal

En la proyeccion ortografica ecuatorial, la elipse de Tissot tiene en cada
punto la misma orientacion de sus ejes y las mismas dimensiones que en el
caso polar para la misma ubicacién, pero referida a las seudo coordenadas

(o1, A1), que deben ser calculadas como se explic antes. Entonces:

Ni=kpr=1
drs d[Rsendyp]  Rcosdpddr
N = = T f— = = =
2 =Mt = pisr = T Rdor Rdop  cosor =senpr

Ejemplo: Se hallaran los valores de los semiejes N1 y Na, los médulos
h y k y el angulo entre paralelo y meridiano en la proyeccion. Ademas, se
calculardn los valores del médulo de alteracion superficial (i) y el error
méximo angular en el punto de coordenadas (30°, 30°), siendo A9 = 0°.
o7 se halla resolviendo el tridngulo esférico PN A PN de la Figura 3.9:

c08(90° — 1) = sen 1 = c0s(90° — ) cos 90° +sen (90° — ) sen 90° cos AX

senpr = 0,75 = @ = 48°35'25".
Ni=kp=1
Ny = hr =senpr = sen48°35'2" = 0,75
Como X = Rcospsen A\ e Y = Rsenp, entonces:
aa); = —Rsenpsen A\ y ?)Z; = Rcosyp

Por lo tanto:

2 2
EFE = 87X 4+ 8l
dp Op

= R?sen?psen® AN+ R?cos® ¢ = R?(sen? psen® A+ cos? ¢)
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@ B Ry/sen? psen2 A+ cos2 ¢
R R
= /sen2psen2 A+ cos2 ¢

= /sen230°sen230° + cos2 300 = 0,9013878

0X )4
Por otra parte: 5N ffcosgocosf)\ Y X = 0
Entonces: G = (8)\) +(8)\> = R"cos” pcos” A\
_ VG Reospeos AN NN — 08660254
Rcosp Rcosp

o es el angulo determinado por la proyeccién del paralelo y la proyeccién
del meridiano. Como hksena’ = N1 No

NN
;l p 2 = 0,96976892795 = o/ = 73°53/52 0 bien o/ =

entonces: sena’ =

106°06'08"

Otro camino para hallar o/ es a través de los d4ngulos que las proyeccio-

nes de paralelos y meridianos forman con el eje vertical.

X
90 —R AV
tglm = ng e e —tgpsen A\ = —tg30°sen 30°
) Rcosyp
=0 :8716006/08"
X
5 R AN
tg0, g; _ COS (P COS 9, = 90°
ax 0

Entonces: o = 6, — 0,,, = 106°06’08"

El médulo de alteracion superficial o areal p es:
p=hksena’ =0,901387818 x 0,8660254sen 106°06'08" = 0,75

o bien:

p=NiNy=1x0,75=0,75

El error maximo angular es:

Ny —N. 1-0,75
(Smax = 2arcsenﬁ — 2arcsen p :75 — 16025/35//
Dibujo de la ubicacién del punto y de la Elipse de Tissot. Ver

Figura 3.10.

3.3.5 Transformacion inversa de coordenadas
También en esta proyeccién es posible hallar las expresiones que per-

miten calcular las coordenadas geograficas de un punto a partir de las
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Figura 3.10: Elipse indicatriz de Tissot.

coordenadas cartesianas del mismo, medidas en un mapa o carta. Para

resolver este problema se pueden seguir dos caminos:

A
N LA )

i

NooAAgS S
oV

Figura 3.11: Proyeccién acimutal ortografica ecuatorial, A\g = 60°W .

1) Hallar las coordenadas geograficas consideradas como pertenecien-
tes al caso polar transverso (¢, A) -como se ha visto en el caso polar-
v luego hallar los valores de ¢ y A a partir de pr y Ar resolviendo

el tridngulo esférico correspondiente.
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2) Hallar las coordenadas geogrificas ¢ y A a partir de las férmulas de

las coordenadas cartesianas del caso ecuatorial.
En el caso (1), Figura 3.12:
= Recosprsen AT E

y = Rcosprcos AArE

siendo F la escala del mapa o carta. Dividiendo ambas expresiones, resulta:

z =tgAlp
Y

/ Plano de Proyeccion
PN

PNT

PS

Figura 3.12: Caso polar transverso.

Va2 +y?
ER
En la Figura 3.12 se observa que seny = cosprcos Alp, de donde es

x
Entonces AAp = arc tg— y pp = arc cos

posible obtener el valor de ¢, y que sen AAp = tg AAtger , de donde
sen A\

tgoT
De aqui se calcula el valor de AX y el de A= AX+ \g.

tg AN =

Ejemplo:
Se desean hallar las coordenadas geogréficas (¢ y A) de un punto en
un mapa en proyeccién acimutal ortografica ecuatorial. Los datos son:

Ap=60°y E=1:76000000 y se mide x = 3, 95cm, y = 2, 85cm.
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Entonces,

1) considerando el caso como polar transverso:

3,95cm

AX = t — 54°11/20"
T arc tg 2,85cm
= arc cos @
T ER
2 2 D)
Toarecos \/(379?%) T 285em)” 5 joggg
#5000 000037 000 000
seny = COSET COS A)\T = COS54028/10/I COS54011/2O”) = o I~ 200
A 4011/2 /!
tg AN = sen A\ _ senH 0 — A\ = 30°04'30"

tgor tg 5402810
entonces: A = AN+ Ag = 30°04’30” — 60° = —29°55'30" = —30°
2) utilizando las féormulas del caso ecuatorial:
x=FEX = FERcospsen A\

y=FY =FERsenyp

= arc sen EL = arc sen i 2,85¢m =19°52'44"
T 3,95cm

A)N=arc senﬁzarc sen T —
Cos #5000 000097 000 000cm cos 19052744

AN =30°04'30"

De la misma manera que antes, A = A\ + \g = —30°

3.4 Proyeccion acimutal ortografica oblicua

3.4.1 Dibujo de la proyeccion
1) Método grafico(Figura 3.13)

Se explicara el método a través de un ejemplo. Se dibuja el canevas
geografico con paralelos y meridianos cada 30°, adoptdndose como
centro de la proyeccién la interseccion del paralelo de 30°N y el

meridiano de Greenwich.

Los rayos de proyeccién provienen del infinito, por lo tanto, inciden
perpendicularmente sobre el plano de proyeccion, proyectandose so-

lo un hemisferio.
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90° W

600

w

" $ €

PUNTO DE TANGENCIA: Intersecci6n del

meridiano central con el paralelo de 30° N

90° E

PN

Proyeccién acimutal ortogréfica oblicua con centro en (30°,0°).

Figura 3.13
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En la figura auxiliar de la derecha de la Figura 3.13, se tiene el plano
de proyeccién tangente a la esfera terrestre en el punto de intersec-
cién citado (5=15"), con el eje de rotacién de la tierra inclinado 30°.

Al abatir el plano de proyeccion, el centro de la proyeccion sera 5”.

Para una mejor interpretacién, el hemisferio que se proyecta se ha
representado en lineas llenas, y el que no, se proyecta con lineas de
trazo. La circunferencia maxima que determina el limite entre los
hemisferios, como estd contenida en un plano paralelo al plano de

proyeccion, se proyecta en verdadera magnitud.

Como los paralelos estan ubicados en planos oblicuos con respecto al
plano de proyeccién, teniendo en cuenta la incidencia de los rayos de
proyeccion, se proyectan segun elipses o arcos de elipses. Para el caso
del paralelo de 60°N, el eje menor de la elipse queda determinado
por 1727 y el eje mayor por 3”4”(didmetro del paralelo de 60°). Los

demés paralelos se proyectan de manera anéloga.

Para proyectar los meridianos se utiliza la figura auxiliar de la parte
inferior, que representa el plano del Ecuador y, sobre el mismo,
el canevas de la Proyeccién Acimutal Ortografica Polar. Se hallan
entonces las proyecciones de las intersecciones de cada meridiano

con los distintos paralelos.

Puntos de la

Figura 3.14: Trazado de una elipse conociendo su eje mayor y su eje menor.

Para dibujar los paralelos, se hace centro en la interseccién de los
ejes de las elipses y, con radios iguales a la mitad de su magnitud,

se trazan dos circunferencias concéntricas. Se unen puntos de la
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circunferencia mayor con el centro (O), determindndose los puntos
1, 2, 3 y 4 (Figura 3.14). A partir de 1 y 2 se trazan paralelas al
eje a, a partir de 3 y 4 paralelas al eje b, la intersecciéon da puntos
pertenecientes a la elipse, y asi sucesivamente. Luego, haciendo uso

de un curvilineo se traza la elipse.

2) Método analitico (Figura 3.15)

130

a) Utilizando las coordenadas del caso polar transverso.

Consiste en calcular las coordenadas de los puntos de inter-
seccion de paralelos y meridianos con respecto a un sistema
de ejes coordenados rectangulares con origen en el centro de
la proyeccién (punto de tangencia del plano de proyeccién de

coordenadas g, Ag)-

Convergencia de
Meridianos Seudo

Meridiano
X (At)
X — Meridiano(})
Meridiano
Central(.0)
PROYECCION
Seudo
Ecuador
Plano
/;' de
Proyeccién
Seudo
Meridiano /P
o
T
/'// PS  ESFERA
Figura 3.15: Cdlculo de coordenadas planas.
sen T = sen sen Yo —+ cos p COS ( COS AN = eT
sen AAr  sen A\ cospsen A\
= = sen Ay = cospsenaA = AAr
CoS cos T cos T

También por el teorema de la cotangente es posible calcular el
valor de A\

cotg(90° — ) sen(90° — g ) = cos(90° — g ) cos AN +sen A cotg Adp



tgpcospo = sen g cos A\ +sen Al cotg Adp
Se tienen entonces las coordenadas polares transversas:
Top = Rcospr
Adr
y las coordenadas cartesianas:
X =reopsen Adr
Y =rypcos Ay
Utilizando coordenadas geograficas

En el tridngulo esférico PN A PNy (Figura 3.15) se ha visto

que:
sen AAy  sen A\
Cos Y cos o
De alli:
sen A cos o = sen A\ cos (3.5)

Aplicando el teorema del seno-coseno! al mismo tridngulo es-

férico, se tiene:
sen(90° — 1) cos Adp =
=s8en(90° — ¢g) cos(90° — ) — cos(90° — g ) sen(90° — ) cos AN

cos AN COS 1 = COS o Sen  — sen o €os p cos A (3.6)

Reemplazando las expresiones 3.5y 3.6 en X e Y:

X = RcospsenA\ (3.7)

Y = R(cosyppsenp —senpgcospcosAN) (3.8)

Ejemplo

Considérese el punto del hemisferio occidental de coordenadas (20°N,

20°W) en la proyeccién acimutal ortografica oblicua con centro en (30°S,

60°W). Se desean calcular las coordenadas planas del punto dado (Figura

3.16). AX = —20° +60°. Entonces:

1

Teorema del seno-coseno: el seno de un lado por el coseno de un dngulo

adyacente es igual al seno del otro lado de este dngulo por el coseno del tercer

lado menos el coseno del segundo lado por el seno del tercer lado por el coseno

del dngulo opuesto al primer lado.



Figura 3.16: Proyecccién acimutal ortografica oblicua (30°S,60°W).

sen 7 =sen 20° sen(—30°) +cos 20° cos(—30°) cos 40° = o = 26°53'51"
Tpp = 6 370km cos26°53'51"” = 5 680,878km

cos 20° sen40°
oS 26953517 = A)\p =42°37'59"

sen A\ =

También, por el teorema de la cotangente, es posible calcular A\ como:
tg20° —-30°) — -30° 40°

cotg Ay — (8207008(=30°) —cos(=30%) cosd0° -\ joogzrsgn

sen 40°

X =5680,878kmsen42°37'57" = 3 847,621km

Y =5 680,878kmsen42°37'57" = 4 179,496km

Por otra parte, si se calculan las coordenadas utilizando las férmulas
3.7y 3.8, se tiene:
X =6370km cos20°sen40° = 3 847,624km = 3 847,625km
Y =6370km(cos(—30°) sen 20° —sen(—30°) cos 20° cos40°) =4 179,492km

Los resultados, como se esperaba, coinciden con los obtenidos antes.



3.4.2 Caracteristicas y propiedades

Esta proyeccion se usa solamente cuando la superficie de referencia es la
esfera terrestre. En ella, los paralelos se proyectan segiin arcos de elipses
que presentan su concavidad hacia el Polo proyectado (en la Figura 3.13,
el Polo Norte) y se van acercando entre si al alejarse del centro de la
proyeccién, de longitudes incorrectas menores que las reales (k < 1).

El meridiano central es el tinico que se proyecta segin una recta, asi
como su opuesto; los demas meridianos se proyectan segtin arcos de elipse
que presentan su concavidad hacia el meridiano central, acercandose entre
si a medida que se avanza desde el meridiano central hacia el este o el
oeste. Las medidas tomadas sobre los meridianos son incorrectas, menores
que las reales.

Esta proyeccién no es iségona puesto que h # k, y tampoco es equiva-
lente puesto que N1 Ny # 1, es decir hksena’ # 1.

Los semiejes de la Elipse de Tissot pueden calcularse recurriendo a
la proyeccién polar ficticia y girando el eje terrestre un angulo igual a

90° — o (Figura 3.15).

Ny =kpr=1

Entonces:
NQ = hT = senpr

o7 se halla resolviendo el tridngulo esférico PN A PNy (Figura 3.15).
Si se considera, por ejemplo, el punto (20°N, 20°W) y el centro de la
proyeccién en (30°S, 60°W) se tiene que:

€0s(90° — 1) = c0s(90° — ¢) cos(90° — ) +sen(90° — ) sen(90° — g ) cos AN

senr = sensen g -+ coscosppcos A\

= sen20°sen(—30°) + cos20° cos(—30°) cos 40° = 0,4523958

Entonces, No = hr =senpr = 0,4523958.

Para hallar los valores de los médulos de alteracion lineal h y k& deben
caalcularse las derivadas parciales de X e Y :

X

oY
— = —Rsenpsen AN  —— = R(cos g cos p + sen pgsen @ cos A\)
dp dp
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X Y
oxX = Rcospcos A\ g—)\ = Rsen g cospsen A\

oA
2 2 2 2
Op de o\ o\

VE
=R

= /sen220°sen240° + (cos(—30°) cos 20° + sen(—30°) sen 20° cos 40°)2
= 0,717316717

VG

Rcosgp
= 7%51200 \/ €082 20° cos2 40° + sen2(—30°) cos? 20° sen? 40°

= 0,830733448

Como ya se ha visto en el Capitulo 2: hksena’ = Ny N», entonces: sena’ =

N1 N
;k 2 De aqui se obtiene que o/ =49°23'32" o bien que o’ = 130°36/28"".

Con los valores calculados puede realizarse el dibujo, en escala conve-

niente, de la Elipse de Tissot (Figura 3.17):

Figura 3.17: Elipse indicatriz de Tissot.

Nota
En la figura anterior, para dibujar los médulos h y k se deben calcular

las direcciones de los mismos.
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En el Capitulo 2 se ha visto que:

oX

]
tgOm —B;‘i
o

—Rseng@sen A\

R(cos pg cos ¢ + sen pg sen p cos AN)
sen 20° sen 40°

= = —0,32197932
cos(—30°) cos 20° + sen(—30°) sen 20° cos 40° ’
0, = —17°50'51" 6 6,,, = 162°09’09”
90X
Sy Rcospcos AN cos40°
tgt, = -2 = = = —2,38350718
&% 9Y. Rsengpgcospsen AN sen(—30°)send0° ’

0, = —67°1422" 6 0, = 112°45'38" . Entonces:
o =0, —0,, =—67°14'22" — (—17°50'51") = 112°45/38" — 162°09'09" =
—49°23’31" o bien
o = 112°45'38" +17°50'51
= 67°14'22" —162°09/09/
= —229°23/31” =2 130°36'29"

Debe tenerse en cuenta que cuando se calcula o’ a través de la expresién

sena’ = siempre resulta un valor positivo del angulo. El signo de
este dngulo no es significativo ya que el mismo muestra la posiciéon de las
rectas tangentes a las proyecciones del paralelo y del meridiano. Lo mismo
ocurre con los dos posibles valores de o', que no son otros que el par de
valores suplementarios de los dngulos que forman dos rectas secantes.

El médulo de alteracion lineal en el punto es: u= N1 No =0,4523958 y

el error maximo angular en dicho punto es:

N1 — Ny 1-0,4523958
dmax = 2arc sen ————— = 2arc s

2T hRI29900 _ 14018'01”.
N1+ No “M170,4523958

3.4.3 Usos

Para mapas de un hemisferio de la Luna y para representar regiones de

la superficie terrestre que no se alejen del centro de la proyeccion.
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Ejercicio

Supéngase que en la proyeccién acimutal ortogréfica (Figura 3.16) se
desean calcular las coordenadas del centro de la proyeccién (pg, Ag). Evi-
dentemente A\g = 60°W ya que corresponde al Unico meridiano que se
proyecta como una linea recta.

Las ecuaciones de la carta de esta proyeccién son las ecuaciones 3.7 y 3.8:

X = Rcospsen A\
Y

R(cos g sen @ — sen pg cosp cos AN)

Se elige un punto, por ejemplo sobre el meridiano central: A(20°N,60°TV).

Para él es, entonces, ¢ = 20°, A\ = (0°. Sus coordenadas cartesianas son:

X = 6370kmcos20°sen0° =0

Y = 6370km(cospgsen20° —sen pgcos20° cos0°)

Para elegir el lugar que se supone centro de la proyeccién (¢g,Ao), se
examina el meridiano central (linea recta) y se visualiza el punto a partir
del cual los paralelos se van acercando entre si, dirigiéndose al norte y
al sur. En el caso de la Figura 3.16, es la interseccién del meridiano
central (AX = 0°) con la proyeccién del paralelo p = 30°S5. Se supone
provisoriamente que el centro de la proyeccién es el punto de coordenadas
(o = —30°,\g = —60°). Entonces:

Y =6370km(cos(—30°) sen 20° —sen(—30°) cos 20° cos0°) =4 879, 70307km

Se mide en la proyeccién (mapa) el valor de Y ; luego, utilizando la
escala del mapa, se halla la dimensién de Y. Si coincide con el valor me-
dido en el mapa, se corroborara lo antes supuesto; en caso contrario, se
supondré que el centro de proyeccion estd ubicado mas al norte o més al

sur.

Nota
En caso de no figurar la escala en el mapa, se debe hallar la misma

haciendo uso del conocimiento de las propiedades de la proyeccién.
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3.4.4 Transformacion inversa de coordenadas

Como en las proyecciones acimutales ortograficas polar y ecuatorial, se
desean hallar las férmulas que permitan calcular las coordenadas geogra-
ficas de un punto (p, \) a partir de las coordenadas planas cartesianas del
mismo (X, Y) que se miden en un mapa o carta. Este problema puede

resolverse por dos caminos:

1) hallando las coordenadas geograficas consideradas como pertene-
cientes al caso polar transverso (¢7,Ar), como se ha visto en el
caso polar de esta misma proyeccién, y a continuacién hallando los
valores de ¢ y A en funcién de ¢ y Ap resolviendo el tridngulo

esférico apropiado;

2) hallando las coordenadas geogréficas (¢ y \) a partir de las férmulas

de las coordenadas cartesianas del caso oblicuo.
Procedimiento (a):
x=F X = R Ecosppsen A\p

y=FEY =R FcosppcosAlp

donde F es la escala del mapa o carta. Entonces \p = arc tgE +Xoy
Y

Va2 +y?
ER
De la Figura 3.18 se tiene que:

€0s(90° — ) = cos(90° — ) cos(90° — ) +sen(90° — g ) sen(90° — ) cos AAp

@1 = arc cos

sen (p = sen g sen 7 + oS Y cos 7 cos AAp
de donde es posible obtener el valor de o7 , y que

sen A\ ~senA)r
sen(90° — o) sen(90° — ¢)

sen AN — cos pp sen A\p
Cos

De aqui se calcula el valor de A\ y el de A= AX+ Ag.

Procedimiento (b): Utilizando las férmulas del caso oblicuo:

x = FEX=F Rcospsen A\

y = FEY =F R(cospgsenp—senpgcospcos AN)
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//// PS
Figura 3.18: Proyeccién acimutal ortogréafica oblicua: Coordenadas polares ficticias.

Resultan dos ecuaciones con dos incégnitas (¢ y AX) que se resuelven,

obteniendo ¢ y AM.

Ejemplo

Se desean hallar las coordenadas geogréficas (p y A) de un punto en
un mapa en proyeccién acimutal ortografica oblicua, que estd dibujado
en escala 1 : 75 800 000. El centro de la proyeccion es: g = 30°S y
Ao = 60°W. Se miden las coordenadas cartesianas del punto A : X =

6,1cm, Y = 4,95cm. Entonces, considerando el caso como polar transverso:

6,1cm

AMr = arc tg i tg = 50°56"29"
Y 4,95cm
212 6, 1cm)2 + (4,95¢m)2
pT = arc COS&:T_HJ =arc cos VA lcm) + (4,95cm) =20°48'18"
R e 222637 000 000

Resolviendo el triangulo esférico correspondiente:
c0s(90° — ) = c0s(90° — g) cos(90° — 1) +sen(90° — g ) sen(90° — ) cos A

sen ¢ = sen(—30°) sen(20°48'18") 4+ cos(—30°) cos(20°48'18") cos(50°56'29")
o = 19°25'18"
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AN = arc sen

Al =

cos o sen Alr co0s 20°48’18" sen 50°56'29"
—— = =—arc sen
cos cos 1902518

50°19'26"

Entonces: A = AX+ \g = 50°19/26" — 60° = —9°40/34" =~ —10°

3.5 Proyeccion acimutal estereografica polar

3.5.1 Dibujo de la proyeccion

1)

Método grafico (Figura 3.19)

El punto de vista se encuentra a una distancia igual a 2R del punto
de tangencia de la esfera terrestre con el plano de proyeccién, pu-
diendo presentarse dos casos: tangente en el Polo Norte y punto de
vista en el Polo Sur, y tangente en el Polo Sur y punto de vista en

el Polo Norte.

Se dibuja una figura auxiliar sobre un plano perpendicular al de pro-
yeccién con paralelos cada 15° (en el caso que se presenta en la Fi-
gura 3.19); desde el punto de vista se trazan los rayos de proyeccion
hasta interceptar el plano de proyeccién, quedando determinado el

radio ry, de cada paralelo.

Teniendo en cuenta al apartamiento se abate el plano de proyeccién.
Con centro en el centro de la proyeccién se dibujan los paralelos,
con radios r,. Para dibujar los meridianos se hace centro con un
transportador de angulos en el mismo punto y se trazan éstos cada
15° en forma consecutiva. En este caso para determinar la escala se

tuvo en cuenta el radio del Ecuador.

Método analitico (Figura 3.20)

Las coordenadas planas de un punto, conocidas sus coordenadas

geograficas (¢ y \), son:
rs = 2Rtg S o bien r, = 2Rtg(45° — £
Coordenadas polares: { A(S)\ &2 v & 2)

Se sabe que todo dngulo inscrito en una circunferencia es igual a la
mitad del angulo central correspondiente. Observando en la Figura

3.19 el tridngulo V. PN A’ (formado al tomar el paralelo de 45°) se
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deduce que:

90°—p 71y 90° — ¢ ©
g 2 2R TLP g g 2
O bien, expresandolo en funcién de la colatitud? (4):
b Ty )
_¢ -9 b
tg 5= 3R =Ty Rtg 5
) X =rssen A\
Coordenadas cartesianas:
Y =rscos A

ANY

PS=V

Figura 3.20: Proyeccién acimutal estereogréfica polar.

Ejemplo
Dado el punto A(p =60°,A =15°), se desean conocer sus coordenadas

planas.

(e}

30
rs =26 370kmtg = =3413,673km, A\ =15°

2 Se definird la colatitud como 90° — ¢ si el punto se ubica en el hemisferio norte y

90° + ¢ si lo hace en el hemisferio sur.
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X 3413,673kmsen 15° = 883,524km

Y = 3413,673kmcos15° = 3297,528km

3.5.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin circunferencias concéntricas que se van
separando entre si levemente al alejarse del centro de la proyeccién; dichas
circunferencias son de longitudes incorrectas, mayores que las reales. La
deformacion en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal
k, y como es la misma en todo el paralelo, para la deduccién de su férmula

se toma el paralelo completo.

_longitud del paralelo en la proyeccion  2wry, Ty

longitud del paralelo en la esfera ~ 2mRcosp  Rcosyp

Reemplazando por la expresion de 7:

) )
Ty 2Rtg 5 _ 2sen g _ 1
Rcosep  Rsend  2cos g sen g COS% cos? %

Los meridianos se proyectan segin rectas radiales de longitudes inco-
rrectas, mayores que las reales, formando entre si dngulos iguales a la
diferencia de su longitud geografica. La deformaciéon en cada punto del
meridiano se determina con el médulo de alteracién lineal h.

Considerando nuevamente la colatitud d, se calcula el médulo de alte-

racion lineal h:

/

1 1
! dry Magag®
~dm  RdS  RdS  cos?3

donde dm’ es el diferencial en la direccién de la proyeccién del meridiano
y dm es el diferencial en la direccién del meridiano.

Como, evidentemente, h = k la proyeccién es iségona o conforme, siendo
la elipse indicatriz de Tissot una circunferencia. Ademads, no es equivalen-
te pues hk # 1.

Ejemplos(Figura 3.21)

1) Considérese la ciudad de Santa Fe (Republica Argentina), cuya lati-

tud es ¢ = 31°38’S. Los médulos de alteracién lineal de la proyeccién
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Figura 3.21: Proyecccién acimutal estereogréfica polar. Meridiano central Ag = 60°W.

acimutal estereografica polar en ese punto son:

1
h=k= _—1,3119219
cos?(45° + 77312038 )

2) La deformacién en los puntos del hemisferio norte de latitud ¢ = 60°

es:
1

h=k=— — _ —1,0717967
cos2 (450 — 692

3.5.3 Usos

Dado su caracter de iségona se la utiliza para la navegacion aérea o
maritima, sobre todo para esta ultima. También para mapas de regiones
polares; actualmente se la utiliza como complemento de la proyeccién
UTM, desde 84°N y 80°S, hasta los polos respectivos (sobre el elipsoide,

es decir para cartas).
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3.6 Proyeccion acimutal estereografica ecuatorial

3.6.1 Dibujo de la proyeccién (Figura 3.22)
1) Método grafico

144

El plano de proyeccién es tangente a la esfera terrestre en un pun-
to del Ecuador O, dicho de otra forma, tangente en el punto de
interseccién del Ecuador con un meridiano. Pueden presentarse en-
tonces infinitos casos. En la Figura 3.22 se adopté como meridiano

de tangencia el de 0°.

El camino grafico exige utilizar compases de vara para el trazado de
paralelos y meridianos proximos al centro de la proyeccion, ya que
sus radios son muy grandes. Por lo tanto, es més frecuente utilizar el
camino analitico (ver inciso siguiente), en el que mediante el célculo
de las coordenadas (X, Y') de los puntos de interseccién de paralelos

y meridianos, es posible realizar el dibujo con curvilineo.

En la Figura 3.22, la figura auxiliar 1, con el eje terrestre paralelo
al plano de proyeccién y el punto de tangencia 0 = 0/, es utilizada
para dibujar los paralelos. Los rayos de proyeccién que pasan por
PN y PS determinan sobre el plano de proyeccién la medida de
los radios de los meridianos de 90°E y 90°W (O'PN’' o O'PS’) y
la ubicacién de los Polos. La proyeccion del meridiano de tangencia

(0°) es la recta que une las proyecciones de los Polos.

Para dibujar el paralelo de 60° se procede de la siguiente manera:
por el punto 1 (Figura 3.22, figura auxiliar 1) pasa un rayo de pro-
yeccion que intersecta al plano tangente a la esfera en 1’y por 2=3
pasan otros rayos de proyecciéon que intersectan al mismo plano en
2" =3’. Al abatir el plano de proyeccién se tienen los puntos 17, 2” y
3” pertenecientes a dicho paralelo en la proyeccién. A continuacién,
se halla la mediatriz del segmento 1”7 2” y donde ésta intersecta a
la, prolongacién del segmento PN" — PS" se apoya el compés de
manera tal que el arco de circunferencia contenga a los puntos 2”,
17 y 37, trazandose de esa forma el paralelo. Los restantes paralelos

se trazan de la misma manera.
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Para dibujar los meridianos se utiliza la figura auxiliar 2, de la
Figura 3.22, con el eje terrestre perpendicular al papel y paralelo al
plano de proyeccién, con los meridianos concurrentes en el centro de
la figura y cada 30° (en lineas de puntos). Desde el punto de vista V',
parten rayos de proyeccién que pasan por la interseccién del Ecuador
con los meridianos (13, 14, 15 y 16) y al abatir el plano determinan
(137,14, 15’y 16’) en la proyeccién. Se utiliza la misma metodologia
que para los paralelos; para dibujar, por ejemplo, el meridiano de
60°E se halla la mediatriz de PN"'13” y en la interseccién de ésta
con la prolongacién del Ecuador, se apoya el compés trazandose el
arco de circunferencia que contiene a los puntos PN, PS" vy 13",
que representa el meridiano. De la misma manera se procede con

los restantes.

El Ecuador y el meridiano central se dibujan segtin rectas, pues son

circulos de la esfera que pasan por el punto de vista.

2) Método analitico (Figura 3.23)

Seudo meridiano
_———— Seudo meridiano (A1)

o N
/ « ﬂﬂ
[ %yx X
)

PSt

‘ PN'

N 2 /\/

Seudo paralelo (¢T)

Seudo paralelo
Seudo Ecuador PS

Plano de Proyeccion

ESFERA PROYECCION

Figura 3.23: Cédlculo de coordenadas. Caso polar transverso.

Un punto de la proyeccién de coordenadas ¢ y A tendra el valor

correspondiente al mismo punto considerado en el caso polar trans-
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verso. Se calculan las coordenadas del punto en el caso polar trans-
verso (@1 y Ar) y luego las coordenadas planas r,,. y AAp(polares)
y X, Y(cartesianas).

En el tridngulo PN A PNy (Figura 3.23), aplicando el teorema del

coseno, se tiene:

cos(90° — ) = co0s(90° — ) cos90° + sen(90° — ) sen 90° cos AA

sengpr = cospcosA\

De esta expresion es posible obtener 7. Aplicando ahora el teorema

del seno en el mismo tridngulo:
sen Ady sen A\ N sen AAy  sen A\
sen(90° —¢)  sen(90° — o) cosp  cospp’

cospsen A\
cos YT

entonces sen A\ =
A)NT.

, de donde se obtiene el valor de

Las coordenadas planas son:

Coordenadas polares:

rop = 2Rtg(45°- %T)
AAr

Coordenadas cartesianas:
X = 2Rtg (450 — %) sen A\
Y = 2Rtg (450 — %) cos A

También es posible calcular estas coordenadas con las formulas del caso
ecuatorial, que se obtienen de las del caso oblicuo (ver en la préxima

seccién) haciendo g = 0°:

X 2Rcospsen A\
~ 14cospcos AN
v - 2Rsenyp

1+ cospcos AN
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Ejemplo:

Se calculardn las coordenadas planas del punto (¢ = 30°N,\ = 60°E),
considerando Ag = 0°. Para el calculo de las coordenadas polares trans-
versas es necesario determinar:
sen o = cospcos AX = cos30° cos 60° = 0,4330127.

Entonces: pr = 25°39'32"
cospsen AN cos30°sen60°

cospr  €0s25°39/32"
De aqui: Adp = 56°18'36"

Entonces, las coordenadas polares son:
Fop = 2Rtg (45° — &) = 2,6370kmtan (45° — 252332} — 8 013,665km
AXr = 56°18'36"
Las coordenadas cartesianas son:
X =7y sen Ay = 8 013,665km sen56°18'36" = 6 667,777km
Y =7y, cos Al =8013,665km cos56°18'36" = 4 445,174km

sen Al = = 0,8320503.

Si se calculan estas mismas coordenadas por las férmulas del caso ecua-

torial, resultara:
X 2Rcospsen AN 2 x 6 370km cos 30° sen 60°

~ 1+4cospcosAN 1+ cos30° cos60°
o
2Rsenyp ~ 2x6370kmsen 30 — 4445,180km

- 1+cospcos AN 14 cos30°cos60°

=6 667,771km

Los semiejes de la elipse de Tissot en ese punto son:

o
pp— 2Ter 2Rtg 5T 2t 1
21 Rcos o1 Rcospr sendr  cos2 ‘%T
2Rd5T
dm’ dT5T 2cos? JTT 1 1
hr = dm - - 57 = oo2(iro —@ry — kT
m RdéT Rd(;T cos2 TT COS (45 — 7)

1 1

cos?(45° — £L)  cos?(45° — 25039'327 )

Ni=Ny=hp=kp=

—1,396

3.6.2 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segin una recta de longitud incorrecta, mayor
que la real. Los demds paralelos se proyectan segtin arcos de circunferencia
de longitudes incorrectas, también mayores que las reales, que se van
alejando levemente desde el Ecuador hacia los polos. La deformacién en
cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal k que para el

punto de coordenadas (¢ = 30°,A = 60°) tiene un valor k = 1,396.
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El meridiano central es el inico que se proyecta segin una recta, de
longitud incorrecta mayor que la real (4R en la proyeccién y wR en la es-
fera). Los dos meridianos que difieren 90° del central se proyectan segin
dos semicircunferencias opuestas de longitudes incorrectas, el doble de la
magnitud real. Los demés meridianos se proyectan segtin arcos de circun-
ferencias que se alejan entre si a partir del meridiano central hacia el este
o el oeste, calculandose la deformacién en cada meridiano con el médu-
lo de alteracion lineal h, que tiene el mismo valor que en el caso polar

transverso para la misma ubicacién: h = 1,396 (ver ejercicio anterior).

Figura 3.24: Proyeccién acimutal estereografica ecuatorial. Meridiano central A\g = 60°W.

Como h = k la proyeccion es iségona, pero no es equivalente pues hk # 1.
El médulo de deformacién superficial en el punto considerado en el

ejemplo anterior es:

on = N1N2 = 1,948

lo que significa que la deformacién del drea en ese punto es de 94,8 %.
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3.6.3 Usos

Dado su caracter de iségona, se utiliza esta proyeccién para mapas

marinos y aeronduticos, y para cualquier uso, siempre que no sea una

zona muy alejada del centro de la proyeccion.

3.7 Proyeccion acimutal estereografica oblicua

3.7.1 Dibujo de la proyeccion

1) Método grafico (Ver Figura 3.25) La escala estd dada por la figura
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auxiliar de la derecha.

Se adoptd el plano de proyeccion tangente a la esfera terrestre en
un punto de latitud 30° y de 0° de longitud (meridiano central),
es decir, la figura auxiliar de la derecha de la Figura 3.25 tiene el
eje PN — PS inclinado 30° con respecto a la vertical. Se dibuja
en primera instancia la circunferencia limite del hemisferio que se
proyecta, haciendo pasar los rayos de proyecciéon por los puntos 1 y
2 de la figura auxiliar hasta interceptar al plano de proyecciéon en

1’y 2, extremos del didmetro de dicha circunferencia.

El segundo paso consiste en determinar la proyecciéon del Polo Norte,
haciendo pasar un rayo de proyeccién por PN que intercepte al
plano de proyeccién en PN’, siendo PN" su proyeccién (al abatir

el plano de proyeccién).

Para dibujar el paralelo de 60° se determinan, siguiendo la meto-
dologia anterior, los puntos 1, 3 y el centro (C' 60°), este ultimo
a través de una recta tangente que intercepta la prolongaciéon de
PN — PS, por donde pasa un rayo de proyeccién hasta interceptar
al plano de proyeccién en C’ 60°, con lo cual al abatir el plano que-
da determinado C” 60° en la proyeccién. El paralelo de la misma
latitud que el de tangencia, pero ubicado en el hemisferio sur, se

proyecta segiin una recta, puesto que pasa por el punto de vista.

Para dibujar los meridianos, se mide en cada caso un édngulo igual
a la mitad de la diferencia de longitud con el central y con vértice
comiin en PN y se trazan los correspondientes lados hasta inter-

ceptar el paralelo de 30° S. Se halla la mediatriz de dichos segmentos
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Figura 3.25: Proyeccién acimutal estereografica oblicua.



(PN 13, PN" 14, etc.); si se la prolonga deber4 interceptar a dicho
paralelo, quedando determinados los centros (C 30°E, C 30°W, C
60°E, etc.) que permiten el trazado de los meridianos. Uniendo con
una recta 1”7 y 2” se tiene la proyeccién del meridiano central y su

opuesto.

Método analitico

Se deducirdn las férmulas que permiten calcular los elementos ne-

cesarios para el dibujo de esta proyeccion.

Usando una esfera como superficie terrestre, el punto de vista (V') es-
t4 ubicado diametralmente opuesto al punto de tangencia del plano
de proyeccién O(pp,\p). La proyeccién de cada punto de la superfi-
cie terrestre (A) se obtiene con trazos que parten del punto de vista
(V), pasando por el punto A e interceptando al plano de proyeccién
en A’

De la Figura 3.26 se obtiene que: OA' = 2Rtg% .

Supdngase un sistema de ejes cartesianos rectangulares sobre el
plano de proyeccién, de modo que el eje Y sea tangente al meridiano
que pasa por O (punto de tangencia, centro de la proyeccion); el eje
X es perpendicular al eje Y, por lo tanto tangente a la semicircun-

ferencia maxima normal al meridiano central (Figuras 3.26 y 3.27).

CIRCUNFERENCIA MAXIMA
A

77777777777 AI
|
r |
® |
o K X
Figura 3.26 Figura 3.27
1) 2Rsend
X =OK = OA' cosw = 2Rtg — cosw = 2LLSCROT CosY (3.9)
2 1+ cosdpr



1] 2Rsend
Y = 0D = OA'senw = 2Rtg L senw = — LMY (3 )
2 1+ cosdr
En la Figura 3.28 se representa el triangulo esférico de vértices PN,

Oy A.

Figura 3.28: Tridngulo esférico PN O A.

En el mismo se observa que:

PNOA=90°—w, PNO=90°—¢o y que PNA=90°—¢

Aplicando el teorema del seno:

sendr  sen(90° —¢)  cosyp

sen AN sen(90° —w)  cosw
De aqui se deduce que
sen 7 cosw = cos psen A\ (3.11)
Aplicando ahora el teorema del coseno:
cos o7 = c08(90° — pg) cos(90° — ) +sen(90° — g ) sen(90° — ) cos AX

€os 7 = Sen g sen @ + cos o cos p cos A (3.12)

Aplicando el teorema del seno-coseno:
sendp cos(90° —w) =

=8en(90° — ¢g) cos(90° — ) — cos(90° — ¢p) sen(90° — ) cos AA

send senw = Cos (g Sen p — sen g cos p cos A\ (3.13)
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Reemplazando las expresiones 3.11, 3.12 y 3.13 en las 3.9 y 3.10, se

tiene:
_ 2Rsen pcos A\ (3.14)
1+ sen g sen @ + cos g cos p cos A
v 2R(cos pg sen @ — sen g cos p cos AN) (3.15)

1+ sen g sen ¢ + cos g cos pcos A

Las féormulas 3.14 y 3.15 permiten el calculo de las coordenadas
planas de la proyeccién de cualquier punto de la superficie terrestre

cuando se conocen las coordenadas geograficas del mismo.

3.7.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segtn circunferencias o arcos de circunferen-
cia que se van alejando entre si levemente al dirigirse del centro de la
proyeccion hacia el norte o hacia el sur.

El paralelo cuya latitud coincide con la del punto de tangencia en el
otro hemisferio es el Unico que se proyecta segtin una recta. Las medidas
tomadas sobre los paralelos son incorrectas, mayores que las reales y se
calcula la deformacién en cada paralelo con el médulo de alteracién lineal
k.

El meridiano central y la parte visible de su opuesto son los tnicos
que se proyectan segin una recta, los demas se proyectan segin arcos
de circunferencias que se van alejando entre si, levemente, a partir del
meridiano central hacia el este y el oeste. Las medidas tomadas sobre
los meridianos son incorrectas, mayores que las reales, y se calcula la
deformacién en cada meridiano con el médulo de alteracién lineal h.

Como h = k la proyeccion es iségona, pero no es equivalente pues hk # 1.

3.7.3 Mddulos de alteracion lineal y superficial

Los médulos de alteracion lineal méximo y minimo son:

Ny = Ny = hy = kr

El moédulo de alteracion superficial es: = Ny Ns.
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3.7.4 Usos

Sin limitacion de extension para la navegacion maritima o aérea dado
su caracter de iségona; también, para mapas celestes y para cualquier uso
siempre que se represente una regiéon muy reducida cercana al centro de

la proyeccién para que las deformaciones no sean muy grandes.

Nota

Una variante en el método analitico consiste en considerar una pro-
yeccion acimutal estereogréafica polar ficticia y calcular las coordenadas
geogrificas de cada punto (pr y Ar) en funcién de ¢ y A, y hallar las
coordenadas planas ry,,, y Ar (polares) y cartesianas (X e V).

En tridngulo esférico PN A PNr (Figura 3.29) y aplicando el teorema

del coseno:
€0s(90° — 1) = cos(90° — ) cos(90° — g ) +sen(90° — ¢) sen (90° — o) cos AA

Sen 7 = Sen Y sen g + Cos P cos o cos A

ESFERA PROYECCION
seudo
meridiano Y
| | PN
Al /
_seudo paralelo| VN
v % seudo
/ LA meridiano
«& \
PST=V qPNT - \
\ T x
N
PS
Paralelo I d iz
Seudo Ecuador plano de proyeccion

Figura 3.29: Proyeccién acimutal estereografica oblicua. Caso polar ficticio.

De aqui se obtiene ¢ . Ademads, por el teorema del seno:

sen AAp sen A\ cospsen A\
= =senA\p = —F————
sen(90° — ) sen(90° —¢7) cos T

de donde se conoce el valor de A\p.

Las coordenadas polares de A son:
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Top = 2Rtg(45° — &) o bien 75, = QRtg‘%T
ANT

Las coordenadas cartesianas de A son:

,entonces:

{ Top sen A7 o bien { Tspsen AAr

Y =rypcos Adp Y =rs,cosAdp

X =2Rtg (450 — %) sen AAp

Y =2Rtg (450 - ('O?T) cos Ay

Ejemplo
Sea el punto A(10°S,20°W), considérese la proyeccién cuyo centro es

wo =30°5 y o = 60°W (punto de tangencia del plano de proyeccién).

Figura 3.30: Proyeccién acimutal estereografica oblicua, centro de la proyeccién (30°S,60°W).

sen o = sen(—10°) sen(—30°) + cos(—10°) cos(—30°) cos(—20° 4 60°)
= op = 47044'42"

cos(—10°) sen40°

cosAToAN A" = Ay =T70°17'13"

sen Ad\p =
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47044742

Fop =2 % 6 370km tg (450 - ) = 4922,983km

2

X =2 x 6 370kmte (450 _ %T) sen70°17'13" = 4 634, 465km
A47°44/42"

Y =26 370kmtg ( 45° — ~——— ) cosT0°17'13" = 1660, 570km

Usando las formulas 3.14 y 3.15:

2Rcospsen AAp

X = =
14 sen g sen ¢ + cos g cos Y cos A\

2 % 6 370km cos(—10°) sen 40°

1 +sen(—30°)sen(—10°) + cos(—30°) cos(—10°) cos40°
4 634,463km

v - 2R(cos ppsen g —sen g cos pcos AN)
1+ sen g sen o + cos g cos Y cos A\
2 x 6 370km(cos(—30°) sen(—10°) —sen(—30°) cos(—10°) cos40°)
1+ sen(—30°) sen(—10°) + cos(—30°) cos(—10°) cos 40°
1660,584km

El médulo de alteracién lineal es:

1

(o} / "
cos? (450 — 470447427 43 42 )

Ny = No=kp =hyp = — 1,149

El médulo de alteracién superficial es: p = N3 Ny =1,320201

3.8 Proyeccion acimutal gnoménica polar
Esta proyeccion, en sus tres casos, se usa solamente cuando la superficie

de referencia es esférica.

3.8.1 Dibujo de la proyeccion
1) Método grafico (Ver Figura 3.31)

Se utiliza una figura auxiliar tangente al plano de proyecciéon en
un Polo (Norte o Sur) y desde el punto de vista, ubicado en el
centro de la esfera terrestre, parten los rayos de proyeccion hasta
interceptar dicho plano, proyectando sobre el mismo los paralelos y

los meridianos.

El radio de los paralelos queda determinado por el punto de tangen-

cia (el Polo) y los puntos de interseccién de los rayos de proyeccion
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que pasan por cada paralelo (¢) con el plano de proyeccién (ry, o
r5). Para dibujar los meridianos, se hace centro con el transporta-
dor en PN y se trazan angulos, de 15° de amplitud en este caso, en

forma radial.

2) Método analitico (Figura 3.32)

De la Figura 3.32 se deduce que: r, = Rcotgy o bien, expresdndolo
a través de la colatitud: rs = Rtgé.

Las coordenadas cartesianas son entonces:

X =rysen AX = Rceotgpsen AX
Y =r,cos AN = Rcotgpcos AX

que pueden expresarse a través de la colatitud como:

X = Rtgdsen A\
Y = Rtgdcos A\
en donde § = 90° — ¢ (hemisferio norte) o bien § = 90° + ¢ (hemis-

ferio sur).

Ejemplo
Sea Ag = 60°W y el punto de coordenadas (30°S, 30°W). Entonces, la

colatitud es:

5 = 90° + (—30°) = 60°
y AX=X— Xy =—30°—(—60°) = 30°. Sus coordenadas cartesianas son:

X = 6370kmtg60°sen30° =5516,582km.
Y = 6370kmtg60°cos30° =9 554,999km.

Si se desea determinar la escala en la que estd dibujado el mapa con
el que se estd trabajando, se considerard un punto sobre el meridiano
central de manera tal que A\ = 0°. Si es, por ejemplo, ¢ = 20°S5, sera
6 =90°—-20°=70° y r5 = 6 370kmtg70° = 17 501,431km. Se mide la
distancia desde el Polo hasta el punto y, homogeneizando unidades, se
divide la medida calculada por aquella obtenida directamente del mapa,

lo que proporcionara el modulo de la escala.
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Figura 3.31: Proyeccién acimutal gnoménica polar.
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Figura 3.32: Proyeccién acimutal gnoménica polar. Calculo de coordenadas.

3.8.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin circunferencias concéntricas en el Po-
lo Norte, que se van distanciando entre si en forma acentuada desde el
Polo al Ecuador. Las medidas tomadas sobre los paralelos son incorrec-
tas, mayores que las reales, y se calcula la deformacién con el médulo de

alteracién lineal k.

2nr,  Rcotgy  cosp

= = = cosecp =secd = N.
2mRcosp  Rcosyp  senpcosy v 2

Los meridianos son rectas radiales concurrentes en el Polo, y forman
entre si angulos iguales a la diferencia de su longitud geogréfica. La de-
formacién en cada punto de los meridianos se calcula con el médulo de
alteracion lineal h, tomando un punto de latitud .

_ _ 00326616 _ 1 _
dm  RdS  RdS =~ RdS = cos26

! R
b dm'  drs _ d[Rtgd] Ny
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Ejemplo
Para la ciudad de Santa Fe (Argentina), cuya latitud es ¢ = 31°38'S,

resulta:
Ny = k=sec(90°—31°38") = 1,906
N1 = h=3,635
Observaciones

En las proyecciones gnoménicas, el eje mayor de la elipse indicatriz de
Tissot se dirige hacia el centro de la proyeccién.

Es la tnica proyeccién que cumple la propiedad de que las lineas orto-
drémicas se proyectan segin rectas, puesto que toda circunferencia mé-
xima de la esfera tiene como centro el punto de vista (V).

Esta proyeccion no es isdégona pues h # k, y tampoco es equivalente

pues hk # 1.

Ejemplo

Considerando como en los ejemplos anteriores ¢ = 31°38’ | es:

N1N2 =1,906 x 3,635 = 6,92831

3.8.3 Usos

Por la propiedad especificada sobre la linea ortodrémica es muy utiliza-
da para navegacién (maritima y aérea), pues si en un mapa de proyeccién
gnomonica se unen dos puntos cualesquiera con una linea recta, esa recta
unird todos los puntos de la superficie terrestre que pertenecen al recorri-

do més corto entre los mismos.

Observacién
En un punto cualquiera de la proyeccién, la deformacién angular maxi-
ma se calcula con la expresién:

N1 — Ny

Omax = 2arc sen ———
* N1+ Na



Ejemplo
En el ejemplo antes visto de la ciudad de Santa Fe (Argentina), donde
o = 31°38'S, resulta:

3,633 — 1,906

o T o Shax = 36°20703"
3,633+1,906 ™M

Omax = 2arc sen

3.8.4 Transformacion inversa de coordenadas (de cartesianas a geo-
graficas)

Los datos son: A, la escala E = ﬁ (siendo M el médulo de la escala), x e
y las coordenadas de un punto, que se miden. Las coordenadas cartesianas
son: X =aM e Y =yM. Ya se ha deducido que en la transformacién

acimutal gnomonica polar:
X =rysen AN = Reotgpsen AN = Rtgdsen AX

Y =r,cos AN = Rcotgpcos AN = Rtgdcos AX

Dividiendo miembro a miembro estas expresiones, se obtiene:

X X
v =tgAX= Al =arc tg?

Como A\ = X\ — A, resulta que A = \g — AX. Ademés:
X2 = R?tg%5sen? AN
Y2 = R?tg?5cos? AN

X2 4+Y? = R%tg?6(sen? AN+ cos? AN)
X2+Y? VX2+Y?

Entonces: tg25 = — Rz =tgd = 7
VXTI V?

De aqui se obtiene ¢ = arc tg 7

Ejemplo
Supoéngase que en un mapa en proyecciéon acimutal gnoménica polar,
como el de la Figura 3.33, el extremo sur del continente africano tiene las
coordenadas x = 3,55¢m, y = 0,60cm; g = —90° (Polo Sur), A\g = 60°W,
escala 1 : 260 000 000.
M x

X
C — = =—=tgAA\
omoY oMy g AN,



Figura 3.33: Proyeccién acimutal gnoménica polar.

3,55cm 3,95cm

t =tg AN = A\ =arc t =81°11'36"
entonces ,60cm g arc tg 0,606m
A= AN+ )Xo =81°11'36" + (—60°) = 21°11'36"
254 800 000+/(3,55¢m)2 + (0,60cm)2
§ = arc tg V(3.550m)2 + (0,60em)% _ oy gqn

637 000 000cm

3.9 Proyeccion acimutal gnoménica ecuatorial

3.9.1 Dibujo de la proyeccion
1) Método grafico (Ver Figura 3.34)

Se considera el plano de proyeccién tangente a la esfera terrestre en
el punto de intersecciéon del Ecuador y el meridiano de Greenwich,
ubicandose el punto de vista en el centro de la esfera, de donde

parten los rayos de proyeccién.

Se utilizan dos figuras auxiliares dibujadas a escala, ubicadas una a
la izquierda de la Figura 3.34 y la otra en la parte inferior; la primera
contiene al plano del meridiano central, apareciendo los paralelos

proyectados sobre este plano como rectas paralelas, y la segunda
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contiene al plano del Ecuador con el punto de vista coincidente con
las proyecciones de los dos Polos y los meridianos proyectados segin

rectas radiales.
Proyeccion del Ecuador y del meridiano central

Utilizando la figura auxiliar de la izquierda de la Figura 3.34, en
donde la traza del plano de proyeccién coincide con la proyeccion
del meridiano central, la proyeccion del Ecuador serd una recta per-
pendicular a dicho meridiano; utilizando la figura auxiliar de la par-
te inferior de la Figura 3.34, como la traza del plano de proyeccion
coincide con la proyecciéon del Ecuador, la proyecciéon del meridiano
central serd una recta perpendicular al Ecuador. La interseccion de

las dos rectas determina el centro de la proyeccion.
Proyecciéon de los meridianos

Haciendo uso de la figura auxiliar de la parte inferior de la Figura
3.34, parten del punto de vista rayos de proyeccién que interceptan
la traza del plano de proyeccion; al abatir el mismo, las proyecciones
de los meridianos son rectas paralelas de longitudes infinitas que se
van separando acentuadamente entre si al alejarse del meridiano

central hacia el Este o el Oeste.
Proyecciéon de los paralelos

Se utiliza la figura auxiliar de la izquierda de la Figura 3.34; en ella
parten, desde el punto de vista, los rayos de proyecciéon que pasan
por la interseccién de cada paralelo con el meridiano central (puntos
1, 2, 3, ...), determinando sobre la traza del plano de proyeccién los
puntos 1’, 2.3, ... que resultan, al abatir el plano, los puntos 17,
2”7 3”7, ... en la proyeccion; quedan determinados asi los puntos de

interseccién de cada paralelo con el meridiano central.

Para encontrar las proyecciones de las intersecciones de cada para-
lelo con los demés meridianos se procede de la siguiente manera:
se utiliza la figura auxiliar de la parte inferior de la Figura 3.34
y se toma, por ejemplo, el meridiano de 15°E. Se abate el plano

que contiene a este meridiano alrededor de la proyeccion del mis-
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Figura 3.34: Proyeccién acimutal gnoménica ecuatorial.
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mo, y se obtiene la proyecciéon del meridiano abatido trazando la
perpendicular en el punto P, y en la interseccién con la prolonga-
cién de los radios cada 15° se obtendran los segmentos f, g, h, 7,
j, los que, transportados a la proyecciéon del respectivo meridiano,
permiten obtener las proyecciones de las intersecciones de los para-
lelos con el meridiano 15°E. Se procede andlogamente con los demas

meridianos.

Nota

En cada paralelo, los rayos de proyeccién que pasan por todos los
puntos del mismo engendran una superficie cénica cuyo eje es para-
lelo al plano de proyeccién. Por lo tanto, en la interseccién de dicha
superficie conica con el plano de proyeccién se tendra una linea que

es una rama de hipérbola.

2) Método Analitico (Figura 3.35)
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Figura 3.35: Proyeccién acimutal gnoménica ecuatorial. Célculo de coordenadas.

En la seccién siguiente, correspondiente a la Proyeccién Acimutal
Gnoménica Oblicua, se deducen las férmulas que permiten calcular

las coordenadas planas cartesianas (X e Y') de un punto cualquiera



de la proyeccion en funcién de sus coordenadas geograficas (¢ y \).

Rcospsen A\

eI g Sen p + cos Yo cos Y cos A\

v R[cos g sen  + sen g cos p cos A

Sen g sen @ + cos g cos p cos A

Para el caso ecuatorial pg = 0°, entonces:

¥ Rcospsen A\ — RtgAA
coscos A\
Rsenyp
Y=——"F=Rt AN 3.16
cospcos A spsee ( )

Ejemplo
Para el punto de coordenadas (¢ = 50°N; A = 20°W) y considerando el
meridiano central A\g = 60°W, resulta, A\ = —20° — (—60°) = 40°. Enton-

ces, las coordenadas cartesianas del punto son:

X 6 370kmtg40° = 5 345,064643km

Y

6 370kmtg50° sec40° =9 909,961km

Nota

Se pueden deducir las expresiones 3.16 en base a lo ya explicado en el
procedimiento grafico (Figura 3.35).

También pueden deducirse las formulas de las coordenadas planas con-
siderando una rotacién de 90° del eje terrestre, con lo cual pasard a una
posicion PNy — PSt contenido en el plano del Ecuador, considerando-
se un caso polar ficticio (elementos trazados con lineas de puntos en la
Figura 3.36).

El punto A tendrd entonces las coordenadas ficticias (o7 y A7 ) que se
pueden calcular en funcién de ¢ y A resolviendo el tridngulo esférico PN

A PNp . Aplicando el teorema del coseno a dicho tridngulo resulta:
c0s(90° — ) = cos(90° — ) cos 90° + sen(90° — ) sen 90° cos AA

sen @ = cospcos A\

De aqui se obtiene el valor de ¢ . Si se aplica ahora el teorema del
seno al mismo tridngulo:

sen Ay sen A\ - senAdp = cospsen A\

= = A\
sen(90° — )  sen(90° — 1) cos r
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ESFERA PROYECCION

Figura 3.36: Proyeccién acimutal gnoménica ecuatorial. Caso polar ficticio.

En el caso polar ficticio (Figura 3.36), A’ es la proyeccién de A y sus

coordenadas planas polares son 7y, y AAr.

Ejemplo

Sea el punto de coordenadas (¢ = 50°N; A =20°W) y el meridiano cen-
tral A\g = 60°W. Entonces:

sen 7 = cos50° cos(—20° +60°) = o7 = 29°29'55" .

Top = 6 370kmcotg 29°29'55" = 11 259,531km

Sus coordenadas cartesianas son: X =r,,sen AAp; Y =1, cos Adr

cosH0° sen 40°
Alp = 227 2207 0 474714242 = A)g = 28°20'27"
SO AT 05200207557 T
Entonces:
X = 11259,531kmsen28°20'27" = 5 345,075km
Y = 11259,531kmcos28°20'27" = 9909,955km

3.9.2 Mddulos de alteracion lineal
Se calculan los médulos de alteracion lineal maximo y minimo en las

direcciones de los meridianos y paralelos ficticios. Por lo tanto:

1 1
hr=—5—; kr=
sen2 pr sen @
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Para el ejemplo dado:

1
Ni=hpr=————  —4124
LT ™ sen229020/557
1
Ny = —2,031

T sen29029/55"
Para calcular los médulos de alteracién lineal h y k se utilizan las for-
mulas vistas en el Capitulo 2:

VE VG
R " Rcosy

X = RtgA)
Y = RtgpsecAA

se calculan:

2 2 2 2 2
X Y 1 A
E = ox —+ oy =0+ | RsecA\ :R sec” A
dp Op cos2 costp
X\ > oY \? 1 2 sen A\ \ 2
= — - = - - top—— _
¢ <8)\) Jr(a)\) (RCOSQA/\) +(R g(pCOS2A)\)
R? 2 2
Entonces:
ho— RsecAX  sec A\ = 1 V1+tg2psenZ AN B
~ Rcos?p  cos?yp VB CosZ AN Rcosyp N
V1+tg2 psenZ AX

cos2 AXcosp

Para el caso del ejemplo anterior (punto de coordenadas (¢ = 50°N; A =

20°W) y meridiano central Ao = 60°TV) es:

sec40° /14 tg250° sen2 40°

h=————=3,159y k=
cos2 500 ’ Y cos2 40° cos 50°

= 3,334

Es posible calcular también el angulo que forman las proyecciones de
meridianos y paralelos, o/, a través de diferentes caminos:

N1No
hk

1) a través de los médulos de alteracién lineal: sena’ =
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2) a través del célculo de los dngulos que forman las proyecciones del
paralelo y del meridiano en un punto, con el eje paralelo al meridiano

central (\g):

)
>

1
R0052 AN 1

e = % " Rtgp=2AX T tgosen AN’ tgm = gsz =0
Luego: o =0, —0p,
3) por medio de E, F y G: cosa’ = r = tgptgAcosh , ya que
VEG  /1+1tg”psen?)
00X 90X oY oY sec A\ 1 R?sen psen A\

== - = — ———Rtgptg AN =
Op OX Dp OA OJchochpR EPIE O s AN cos3 pcos3 AN

Al calcular o/ por los distintos caminos resulta:

4,124 % 2,031
1) sena = "2 o/ = 52°33/20"
) sendl = oo sl @

1
2) tgh,=——— =6, =>52°32'47":
) telp tg50° sen 40° P '

tglm = 0= 0, =0°00'00". o/ =6, —0,, =52°32'47"

3) Resulta también o/ =52°32'47"

3.9.3 Direccidn de los ejes de la elipse de Tissot

Se obtiene por dos caminos:

1) Por el calculo del acimut AAr del radio 75, de la proyeccién polar

transversa.

sen AAp = cospsen Adsec pr = Ap, siendo sen@p = cospcos A\

En el ejemplo antes considerado es:
sen 7 = cos50° cos 40° = o = 29°29'55"
sen A\ = cos50° sen 40° sec 29°29'55" = A = 28°20/27"

ay = 28°20'27" (acimut de la direccién de Ni)

ag = a1 +90° =118°20'27" (acimut de la direccién de N2)
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2) Por el calculo del d4ngulo de las direcciones Ny y Na.

X
%@ COS(p 5 X tg A
tga = ) )
B COSPGY Y tgA
donde A es el elemento de arco en la esfera que corresponde a los

valores méximo y minimo de 7 (N7 y Na).

De acuerdo con la férmula 2.15 del Capitulo 2, las direcciones de las

tangentes principales en la esfera estan dadas por:

2F cosp
Ecos?2p—G

R?sen @psen A\
cos3 0053 AX

(1+tg2psen2 A))

tg2A

cosp

R2 secZ A\

2.,
cost g 057

0054 A)\
2sen @ sen A\ cos p

cos3

cos AXcos o — S22 (1 + tg? psen? AN)

Continuando los calculos del ejemplo correspondiente al punto de coor-

denadas (¢ =50°N; A =20°W) y el meridiano central A\g = 60°W, resulta:

te2A 2sen 50° sen 40° cos 50°
g =
cos50° cos40° — C(;’Cf:foof (14 tg250°sen240°)

de donde se obtienen los valores: A1 = —42°23/39" v Ay = A1 +90° =
47°36/21" | los que, al ser reemplazados en la expresién de tg o, permiten
obtener:

ag = 28°20'25" y ag = 118°20/25"

3.9.4 Dibujo en escala de la elipse de Tissot

Se elige una escala apropiada, segiin el tamano que se desee para el
dibujo (Figura 3.37). Los elementos que aparecen en la misma son:

O: centro de la proyeccion;

Ao: longitud del meridiano central;

Top © distancia del centro de la proyeccién a la proyeccién del punto;

01 = AXp : dngulo de direccién del eje Ny de la elipse de Tissot con
respecto al meridiano central;

02 = 61 +90°: angulo de direccién del eje Ny de la elipse de Tissot con

respecto al meridiano central;
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Figura 3.37: Elipse indicatriz de Tissot.

0,: acimut de la proyeccién del paralelo en el punto;
0,,: acimut de la proyeccién del meridiano en el punto;

o' =0, —0,,: dngulo de interseccién de las proyecciones del paralelo y

el meridiano.

3.9.56 Maddulo de alteracién superficial

Se calculan Ny y N2 (a través del caso polar ficticio) y luego p = N1 Na.
Ejemplo

En el ejemplo del que se han calculado otros elementos es:
= N1No=4,124x 2,031 = 8,376

Para calcular el error que se comete se hace la diferencia entre el valor

observado y el verdadero:
€p=p—1=8,376—-1=7,376

lo que significa un error en las dreas de 738 %.

3.9.6 Maxima deformacion angular

Ny —No
dmax = 2arc t
& N1+ Ns
4,124 —-2,031
En el ejemplo: dmax = 2arc tgm =37°33'.



3.9.7 Caracteristicas y propiedades (Figura 3.38)

~_ 1 | | —

S —

Figura 3.38: Proyeccién acimutal gnoménica ecuatorial (Ao = 60°W ).

El Ecuador se proyecta segtin una recta de longitud infinita, los parale-
los segtin curvas que resultan ser ramas de hipérbolas con la concavidad
dirigida hacia el Polo respectivo, que se van distanciando acentuadamente
entre si yendo del Ecuador a los Polos (los polos se proyectan en el infinito
pues los rayos de proyeccién que pasan por los mismos son paralelos al
plano de proyeccién). La deformacién en cada punto de los paralelos se
calcula con el médulo de alteracién lineal k.

Los meridianos se proyectan segtin rectas paralelas perpendiculares al
Ecuador que se van distanciando entre si en forma acentuada desde el
meridiano central hacia el este o el oeste. Las medidas tomadas sobre
los meridianos son incorrectas, mayores que las reales, y se calcula la
deformacion en cada punto con el médulo de alteracién lineal h.

Esta proyeccién no es iségona ni equivalente; tiene la propiedad de que

las lineas ortodromicas se proyectan segun rectas.
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3.9.8 Usos

Muy utilizada para mapas de navegaciéon (maritima, aérea) en combi-

nacién con la proyeccién Mercator (Capitulo 4), por la propiedad citada

al final del parrafo anterior.

3.10 Proyeccion acimutal gnomonica oblicua

3.10.1 Dibujo de la proyeccion (Figura 3.39)
1) Método grafico
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Se adopta un plano de proyeccién tangente a la esfera terrestre en
el punto de intersecciéon de un paralelo, por ejemplo el paralelo de
45°N, y el meridiano de Greenwich, siendo -por lo tanto- ese punto

de tangencia congruente con el centro de la proyeccién (@g, Ag).

Se utilizan dos figuras auxiliares ubicadas una a la izquierda de la
Figura 3.39 y la otra en la parte inferior. La primera contiene el
plano del meridiano de Greenwich, estando el eje terrestre inclinado
45° y los paralelos proyectados segin rectas paralelas; la segunda
contiene el plano del Ecuador, con el punto de vista coincidiendo
con la proyeccién de los Polos. Los meridianos se proyectan segin
rectas radiales, y a una distancia a -que se obtiene de la figura au-

xiliar de la izquierda de la Figura 3.39- la proyeccién del Ecuador.

Proyecciéon del Polo Norte

Es lo primero que se proyecta a partir del punto de vista ubicado en
el centro de la esfera interceptando al plano de proyeccién en P'N.

Al abatir el plano de proyeccién se tiene el punto P N.

Proyecciéon del meridiano central y del Ecuador

En la figura auxiliar de la izquierda de la Figura 3.39, como la traza
del plano de proyeccién coincide con la proyecciéon del meridiano
central, la proyeccién de este meridiano resulta ser una semirrecta

de longitud infinita que parte desde el Polo Norte (en este caso).

Como los rayos de proyeccion contenidos en el plano del Ecuador
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interceptan al plano de proyecciéon determinando una recta perpen-
dicular al plano de la lamina, la parte del Ecuador que se proyecta

resultard una recta (e en la Figura 3.39).
Proyeccion de los meridianos

Utilizando la figura auxiliar de la parte inferior de la Figura 3.39,
desde el punto de vista V parten rayos de proyeccién contenidos en
los planos de los meridianos, que interceptan a la recta ubicada a
una distancia a+ R del punto de vista y que representa la proyeccion
del Ecuador (€', desplazado de su posicién real (e) para no interferir
en el dibujo), en los puntos A’, B’, C', D', E’, F’. Mediante lineas
de referencia se obtienen los puntos A”, B”, C”, D", E", F", que
son las intersecciones de cada meridiano con el Ecuador. Trazando
a partir de PN semirrectas que pasen por los puntos citados se

obtienen las proyecciones de los meridianos.

Los meridianos que difieren 90° hacia el este o el oeste del central
se proyectan como rectas paralelas a la proyeccion del Ecuador que
parten desde P’ N.

Proyecciéon de los paralelos

Utilizando la figura auxiliar de la izquierda de la Figura 3.39 se ve
que, desde el punto de vista, parten rayos de proyecciéon que pasan
por los puntos de interseccién de cada paralelo con el meridiano
central, interceptando a la traza del plano de proyeccién. Como la
traza del plano de proyeccién coincide con la proyeccion del meri-
diano central, al abatir dicho plano se obtienen las intersecciones de

cada paralelo con el meridiano de Greenwich.

Para determinar las proyecciones de los puntos de interseccién de
los paralelos con los demas meridianos se procede de la siguiente
manera: a partir del punto de vista de la figura auxiliar de la parte
inferior de la Figura 3.39 se toman los segmentos VB’, VC’', VD',
VE' VF' y se los transporta a las posiciones VB”, VC", VD",
VE" VF" (figura auxiliar de la izquierda, Figura 3.39). Uniendo
P'N con B',C',D',E’, F’ se obtienen las proyecciones de los meri-

dianos de 15°, 30°, 45°, 60°, 75° en la figura de la izquierda rebatidos



sobre el plano del meridiano de 0° (plano del dibujo). Uniendo P/ N
con B C", D", 6 E" se obtienen las longitudes de las proyeccio-
nes de los meridianos hasta el Ecuador PPNB”, PPNC", PPND",
etc., ubicados en el plano del dibujo (plano del meridiano central).
Tomando un paralelo cualquiera de la figura auxiliar izquierda (Fi-
gura 3.39), por ejemplo el de latitud 30°N, y trazando el rayo de
proyeccion V'3, éste cortara a las proyecciones de los meridianos en
los puntos 3/, 4’, 5, 6’, 7/, 8 v 9’. Uniendo cada uno de estos puntos
con P’N por medio de una recta, se obtienen las longitudes P’ N3’,
P'N4’, P N5, etc. Estos segmentos se transportan a partir de P’ N
sobre la proyeccién de cada meridiano, obteniendo los puntos 3", 4",
5", etc., los que unidos por una curva constituyen la proyeccién del

paralelo de ¢ = 30°.

Como los rayos de proyecciéon que parten del punto de vista V' ge-
neran una superficie cénica al pasar por todos los puntos de un
paralelo, segin cudl sea la posicion del mismo se presentan tres

Casos:

a) El paralelo proyectado tiene latitud (¢ = ¢g) igual a la del
punto de tangencia del plano de proyeccién. La proyeccion del

paralelo resulta una parabola.
b) El paralelo tiene latitud mayor que la del punto de tangencia
(¢ > o). La proyeccién del paralelo es una elipse.

¢) El paralelo tiene latitud menor que la del punto de tangencia

(l¢] < ¢o). La proyeccién del paralelo es una hipérbola.

Método analitico

Usando una esfera como superficie de referencia, el punto de vista
estd ubicado en el centro de la misma, y la proyecciéon de cada punto
de la superficie esférica se obtiene con un rayo que parte del punto de
vista, pasando por el punto e interceptando al plano de proyeccién

tangente a la superficie esférica.

En la Figura 3.40, A es un punto cualquiera de la superficie terrestre

de latitud ¢ y longitud A; V es el punto de vista y R es el radio
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PLANO DE
PROYECCION

PS

Figura 3.40: Proyeccién acimutal gnomdénica oblicua.

terrestre. El plano de proyeccién es tangente a la superficie esférica
en O, de coordenadas geogréficas g (latitud) y g (longitud). La
proyeccién de A es A" y A\ = X — \q.

Supdngase un sistema de ejes cartesianos rectangulares sobre el
plano de proyeccién, de modo tal que el eje Y sea tangente al me-
ridiano que pasa por O (centro de proyeccién) y el eje X sea per-
pendicular a Y, por lo tanto tangente a la circunferencia maxima

perpendicular al meridiano que pasa por O.

En la Figura 3.41 se ha representado la circunferencia maxima que
pasa por el punto de tangencia O del plano de proyeccién y por A.
Se tendra entonces:

p=Rtgo

donde p es la distancia del origen de coordenadas a la proyeccién
A’ del punto A y o es el 4ngulo que forman los radios terrestres que

pasan por O y por A.



<~ CIRCUNFERENCIA MAXIMA

Figura 3.41: Proyeccién acimutal gnoménica oblicua.

En la Figura 3.42 se ha representado el sistema de coordenadas XY .

De dicha figura se deduce que:

X:rcosw:Rtgacosw:Rsenacosw (3.17)
coso

Y =rsenw = Rtgosenw = RZ% senw (3.18)
coso

(o)

Figura 3.42: Proyeccién acimutal gnoménica oblicua. Coordenadas cartesianas.

En la Figura 3.43, a partir del tridngulo esférico PN O A, se tiene

que:

PNOA=90° —w, PNO=90°— gy PNA=90°—¢
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Figura 3.43: Tridangulo esférico PN O A.

Aplicando el teorema del seno:

seno  sen(90° —p)  cosg

cosAN  sen(90° —w)  cosw

De aqui se deduce que:

seno cosw = cossen A\ (3.19)

Aplicando el teorema del coseno se tiene que:

coso = cos(90° — ¢g) cos(90° — @) +sen(90° — ¢g) cos(90° — ) cos AX

de donde se deduce que:

€080 = Sen g Sen ¢ + €os g €os p cos A (3.20)

Aplicando el teorema del seno-coseno:
seno cos(90° —w) =sen(90° — pg) cos(90° — @) — cos(90° — ) sen(90° — ) cos AA
Sen o senw = COS Y Sen ¢ — sen g cos Y cos A\ (3.21)

Reemplazando las expresiones 3.19, 3.20 y 3.21 en 3.17 y 3.18, se

tiene:

¥ Rcospsen A\ (3.22)
Sen g Sen ¢ + cos g os p cos A

v R(cos pgsen p — sen g cos p cos AN) (3.23)
~ sengsen g + cos g cos @ cos A\ ’




Las féormulas 3.22 y 3.23 permiten el calculo de las coordenadas
planas de la proyeccién de cualquier punto de la superficie terrestre

cuando se conocen las coordenadas geograficas del mismo.

Se sabe, a priori, que los meridianos se proyectan como lineas rec-
tas (por ser semicircunferencias maximas); por lo tanto, para trazar
un meridiano en esta proyeccién se necesitan conocer sélo las coor-
denadas de dos puntos del mismo. Estas se deben calcular lo més
distantes posible: una cerca del borde superior del mapa y la otra
cerca del borde inferior. Una vez trazado el meridiano en la proyec-
cién, es suficiente calcular las coordenadas Y de las intersecciones

con los paralelos.

Si el mapa se extiende lo suficiente para comprender al Polo, éste debera
determinarse como un punto de concurrencia de todos los meridianos.
Como para este punto es ¢ = 90° y A\ = (0°, aplicando las férmulas 3.22
y 3.23, se tiene:

Rcos90°sen0°
X = cosTz =R —0 (3.24)
sen ¢g sen 90° + cos ¢g cos 90° cos 0°

v - R(cos g sen90° — sen ¢g cos 90° cos 0°) _ Reotge (3.25)
sen g sen 90° + cos g cos 90° cos 0°

Si este punto se sitia en la proyecciéon y se determina otro punto en
cada meridiano cerca del borde inferior del mapa, se podran dibujar los
meridianos de la proyeccién.

Si el mapa comprende al Ecuador, se podran calcular facilmente las
intersecciones de la recta que lo representa en la proyecciéon con los meri-
dianos. Para ello basta hacer en las férmulas 3.22 y 3.23, ¢ = 0°.

En efecto:

Rcos0°AM

* o= =R tg AN (3.26
sen o sen 0° +-cos g cos 0° cos A secpotg A (3.26)

v - R(cospgsen0° — sen g cos0° cos AN) — _Rtggy  (3.27)
sen g sen 0° 4 cos g cos 0° cos A\

Por lo tanto, segtin 3.27, una recta paralela al eje de las X, a una distan-
cia Y = —Rtg g, representa al Ecuador. La interseccién de un meridiano

de longitud A con esa recta se da en:

X = Rsecpgtg AN



Por lo tanto, cuando el Ecuador y el Polo Norte estdn ambos en el mapa,
los meridianos pueden determinarse en forma muy sencilla. Los paralelos
se determinan, entonces, calculando la coordenada Y de las diferentes
intersecciones con estos meridianos en linea recta.

También se pueden deducir las formulas de las coordenadas planas con-
siderando una rotacién del eje terrestre de modo que el Polo coincida con
el punto de tangencia del plano de proyeccién (g, Ag), para lo cual ten-
dré que girar un angulo 90° — ¢ pasando a la posicion PNy — PSt; se
considera como un caso polar ficticio (Figura 3.44, lineas de trazos). El
punto A tendra entonces las coordenadas ficticias (o7, A7) que se pueden
calcular en funcién de ¢ y A resolviendo el tridngulo esférico PN A PNyp:

Por el teorema del coseno:

c0s(90° — ) cos(90° — g) + sen(90° — ) sen(90° — o) cos AX

senr = Sen@senq + cospcosppcos Al

cos(90° — 1)

De esta expresion se obtiene el valor de ¢ . Por el teorema del seno:

sen AAp sen A\ cospsen A\
= SsenAlp = ————
sen(90° — )  sen(90° — @) cos T

de donde se obtiene A\p.

/!

En el caso polar ficticio (Figura 3.44), A’ es la proyeccién de A y sus

coordenadas planas polares son 7., y Alp, siendo r,, = Rcotgor y
cospsen A\

cosQT

AN = arc sen

Ejemplo

Sea el punto de coordenadas (p = 60°N;\ = 75°F); el punto de tan-
gencia de la esfera terrestre con el plano de proyeccion es el punto (pg =
45°; Mg = 0°). Se desean calcular las coordenadas del punto dado.

sen 1 = sen 60° sen 45° + cos 60° cos 45° cos 75° = 7 = 44°44’20" .

Top = Reotgpr = 6 370km cotg44°44'20” = 6 428,326km
cos60°sen 75° — 49050'15"

cos44044’'44"
Sus coordenadas cartesianas son:

X =rypsen Ay = 6 428,326kmsen42°50'15” = 4 370, 756km
Y =71y, cos A\ = 6 428,326km cos42°50'15" =4 713,795km

AMN7 = arc sen



Proyeccion del Seudo Meridiano(kt)

<—— Proyeccién del Meridiano(})

Proyeccion del Seudo Paralelo (¢:)

Seudo Paralelo

Seudo Meridiano
PS?

ESFERA

PLANO DE
PROYECCION

Figura 3.44: Proyeccién acimutal gnoménica oblicua.

Si se calculan utilizando las férmulas 3.22 y 3.23 seré:

Rcospsen A\

sen g sen ¢ + cos pg cos p cos A

6 370km cos 60° sen 75°
= =4370,744k
sen 45° sen 60° + cos 45° cos 60° cos 75° ’ mn

R(cospgsen p — sen g cos pcos A)N)

Sen g sen @ + cos g cos p cos A

o o __ o o o
_ 6 370km(cos45° sen 60° — sen 45° cos 60° cos 75°) — 4713,762km
sen45° sen 60° 4- cos 45° cos 60° cos 75°
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3.10.2 Maddulos de alteracion lineal
Para calcular los médulos de alteracion lineal h y k deben utilizarse las

formulas del Capitulo 2:

VB _ G
R’ 7 Rcosy

Se deben calcular las derivadas parciales de X e Y, evaluarlas en el

punto elegido y luego proceder al calculo de E, G, h y k.
Para calcular los valores méaximo y minimo, N1 y Na, es posible recurrir

a las coordenadas polares transversas:
1 1

T — 2 ’ T —
sen< o sen
Para el ejemplo anterior:

1 1

Ni=hp=—— =2 018 Nog—kp = ———
V=0T = GenZ4d04400” ~ 00 2T M T Gen 440447207

=1,421.

Nota
Los valores de Ny y Na, as{ como la direccién del semieje mayor (A7),

permiten dibujar en escala la elipse de Tissot.

3.10.3 Maddulo de alteracién superficial
Se calcula con los valores de N1 y Na: = NjNa.
En el ejemplo: p = N1 No =2,018 x 1,421 = 2,868. Por lo tanto, la alte-

racién superficial en ese punto es 186, 8 %.

3.10.4 Maxima deformacion angular
Ny — Ny

Esta dada por la férmula: 6, = 2arc sen ———.
p max J\]-1 +N2

Ejemplo
En el punto que se ha considerado como ejemplo en esta proyeccion,
de coordenadas (¢ =60°N; A =T75°FE) y con el centro de la proyecciéon en
(po =45° 29 =0°):
2,018 —1,421

:1 o 1/ 2
5018+ 1,401 100139

Omax = 2arc sen

3.10.5 Caracteristicas y propiedades(Figura 3.45)
El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud infinita. Los meri-

dianos se proyectan como semirrectas concurrentes en el Polo Norte (en
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este caso), de longitud infinita, que se van alejando entre si al avanzar
del meridiano central hacia el este o el oeste. Las medidas tomadas sobre
los meridianos son incorrectas, mayores que las reales (ver Mddulos de

alteracion lineal).

Figura 3.45: Proyeccién acimutal gnoménica oblicua. Centro de proyeccién (60°S, 30°W).

Los valores de los semiejes de la Elipse de Tissot en cada uno de los
puntos de la proyeccién (p;\) se obtienen calculando los valores de los

mismos para el caso polar con las coordenadas transversas (@7, Ar):

Sen = sen wsen g + cos p cos o cos AX = o

AN
sen Adp = cospsenaa = AMr
cospr
Luego se calculan los semiejes de la elipse de Tissot:
1 1
hp = =

T senZor T sengr

Los paralelos cuya latitud es mayor que la latitud del punto de tangencia
se proyectan segtin arcos de elipses. El paralelo cuya latitud coincide con
la latitud del punto de tangencia se proyecta segiin una parabola. Los
paralelos cuya latitud es menor que la latitud del punto de tangencia se

proyectan segin ramas de hipérbolas.
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La deformacién en cada punto de los paralelos se analiza con el médulo
de alteracién lineal k, que resulta ser siempre k£ > 1. Esta proyeccién no es
iségona pues h # k y tampoco es equivalente, pues: hksenf # 1. Tiene la
importante propiedad de que las lineas ortodrémicas se proyectan segin

rectas.

3.10.6 Usos
Para la navegacion (marftima y aérea) junto con la proyecciéon Mercator

(ver Capitulo 4). También se usa para mapas celestes.

Ejercicio

Se desea hallar la escala en que esta dibujado el mapa anterior; su-
péngase que se desconoce la latitud del punto de tangencia del plano de
proyeccién (¢g). Se supondra que ¢y = —60°.

En la Figura 3.46:

EO'+0'P'S = Rtgpo + Rtg(90° — o) = R[tg o +t2(90° — p)]

AP" S = 6 370km][tg 60° + tg 30°] = 14 710, 885km

Ao

Y w»,
e ECUADOR /

— ___P"S]

Figura 3.46: Proyeccién acimutal gnémica oblicua.
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Si en el mapa se midiera 5, 5cm, el médulo de la escala seria entonces:

14
ar — LATL088500em o <00 000
5,5cm

y la escala seria 1 : 267 500 000, en el supuesto de que g = —60°.

Para verificar si es realmente la escala en que estd confeccionado el
mapa, debe verificarse su valor para las coordenadas de un punto cual-
quiera, por ejemplo para (¢ =0° A = 15°WW). Para dicho punto es A\ =

—15°+60° = 45°, y sus coordenadas cartesianas son:

_ RtgAX 6 370kmtg45°

X
Cos o cos(—60°)

=12 740km (en escalaX = 4,76cm).

R(—senpocosAX) 6 370km(—sen(—60°))

Y = =
cos g cos A\ cos(—60°)

=11033,163km

(en escala Y'=4,12cm). Si los valores de las coordenadas cartesianas coin-
ciden con los del mapa, el punto (pg = 60°5, g = 30°W) serd el centro
de la proyeccion y la escala del mapa serd 1 : 267 500 000, de lo contrario

debera formularse otra hipétesis y verificarse de manera similar.

3.11 Proyeccion acimutal equidistante polar

3.11.1 Dibujo de la proyeccién (Figura 3.47)

No resulta de proyectar desde un punto de vista los paralelos y meri-
dianos, sino que se impone la condicién de que, a partir del centro de la
proyeccion, todos las distancias son correctas en sentido radial, pudiendo
presentarse dos casos: tangente en el Polo Norte o tangente en el Polo
Sur.

Por lo tanto, para la determinaciéon de la escala en que se va a dibu-
jar la proyeccién, se deberan tener en cuenta las distancias reales de los

meridianos y el papel disponible para el dibujo.

1 d D
M_

E

‘M- DT d
donde E es la escala, M es el médulo de la escala, d es la longitud del

segmento que representa a un meridiano y D es la longitud de un meri-

diano. Si, por ejemplo, se representa un meridiano por un segmento de
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13,7cm, resultara:

2000 000 000cm

se redondea M =146 000 000 = E=1:146 000 000.
13,70cm

Se elige el centro de la proyeccién, como también la diferencia de longi-
tud y latitud para dibujar paralelos y meridianos. En la Figura 3.47, PN
es el centro de la proyeccién y la diferencia de longitud es de 15°.

Para dibujar los paralelos se hace centro con el compas en PN y se
trazan circunferencias concéntricas cuyos radios seran iguales a la distan-
cia sobre un meridiano desde el Polo Norte a cada uno de los paralelos
elegidos respectivamente (rs).

Para dibujar los meridianos, se coloca un transportador de dngulos con
su centro en PN, midiéndose angulos consecutivos en sentido radial cada
15°.

Las coordenadas planas de un punto cualquiera (¢, ) de la proyeccién

son:
ro=R(5—¢)=Ro .
Coordenadas polares , donde \g es la longitud
AX=)X— )
del meridiano central.
. X =rysen AN
Coordenadas cartesianas:
Y =r,cos AN

Ejemplo

En una proyeccién acimutal equidistante polar, cuyo meridiano central
es el de A\g = 0°, se considera el punto de coordenadas (¢ = 15°; A = 30°).
Se desean calcular sus coordenadas planas.

7o = 6 370km(90° — 15°) 1265 = 8 338,310km o bien

75 = 6 370km x 75° X 1550 = 8 338,310km

Al =30°—0° = 30°

X =8338,310kmsen30° =4 169, 155km

Y =8338,310kmcos30° = 7 221,188km

3.11.2 Caracteristicas y propiedades
Los paralelos se proyectan segun circunferencias concéntricas equiespa-

ciadas, de longitudes incorrectas mayores que las reales. Su deformacion
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se calcula con el médulo de alteracién lineal k; para su determinacién se
considera el paralelo completo, pues la deformacién es la misma en toda

su extension.

_ longitud del paralelo en la proyecciéon  27r, 7y
~ longitud del paralelo en la esfera ~ 2wmRcosp  Rcosy
90° — R
Como 1, = %, reemplazando en la expresion de k:

o (90° —p)mR  (90° —p)m

"~ Rcospl80° cos p180°

Si se utiliza la colatitud § serd r5 = RJ, entonces:

271’7“5 RS 1)

= = = ]_
2rRsend  Rsend sen5>

Los meridianos se proyectan segtn rectas radiales concurrentes en uno
de los Polos (Polo Norte en la Figura 3.47) formando entre si dngulos
iguales a la diferencia de su longitud geografica, y de longitudes correc-
tas debido a la condicién impuesta. Por lo tanto el valor del médulo de
alteracion lineal es h = 1.

Como h # k, esta proyeccién no es isbgona, pero tampoco es equivalente,
pues como h=1= Ny y k= Nj > 1, resulta hk # 1.

En un punto cualquiera de la proyeccién, la deformacién angular maxi-

ma se calcula con la expresién.

5 ) Ny — No ) Ny —1
— Zarcsen ——— — zarcsen
max Ny + N, Ny +1

Ejemplo

En la proyeccién acimutal equidistante polar, con meridiano central
en Ao = 0°, se considera la ciudad de Santa Fe (Argentina), de latitud
©=31°38'S. Alli:

58022 L

h=—"1800 — 1197 =N,h=Ny =1
sensgoay TN 2
B L197—1 o,
Omax = 2arcsen 119751 10°17°20

Obsérvese que la deformacion angular maxima resulta menor que en la

proyeccion acimutal gnomonica polar, en donde era de 36°20°03".
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3.11.3 Usos(Figura 3.48)

Se utiliza principalmente para mapas de regiones polares, puesto que
ademas de la ventaja de las distancias radiales correctas, las deformaciones
cerca del centro de la proyeccién son pequenas. También suele emplearse
para representar hemisferios para los atlas, ya que los mapas son a muy
pequena escala, apareciendo la deformacién dividida por el médulo de la
misma. Puede representarse mas de un hemisferio, hasta la totalidad de
la superficie terrestre, pero entonces las deformaciones son muy grandes,
salvo en sentido radial.

Pueden calcularse las férmulas sobre el elipsoide, que son tedricamente
exactas, para mapas y cartas de toda la superficie terrestre, pero es in-
necesario, pues la diferencia entre los errores para las superficies esférica
y elipsodidica es insignificante comparada con otros errores béasicos de la

proyeccion en el caso polar.

Figura 3.48: Proyeccién acimutal equidistante polar.



3.12 Proyeccién acimutal equidistante ecuatorial

3.12.1 Dibujo de la proyeccion

L P
&
o
90° - ® x
° e
c
c
S
[%]
(%)
(]
>
(<]
o
[}]
©
[]
c
S
o

Figura 3.49: Proyeccién acimutal equidistante ecuatorial.

Esta proyeccion cumple la condicién de que, a partir del centro de la
proyeccion, todas las medidas son correctas. Por lo tanto, tienen longitud
correcta tanto el Ecuador como el meridiano central, que se proyectan
segiin rectas perpendiculares entre si. Los otros paralelos son curvas tras-
cendentes y los otros meridianos son curvas trascendentes concurrentes
en los Polos. Los meridianos cuyas longitudes geograficas difieren 90° al
este y 90° al oeste del meridiano central aparecen segtin dos semicircun-
ferencias opuestas divididas en partes iguales por los paralelos (Figura

3.52).

P
A Y
I L X___A
|
90° - } Y
|
|
c X
Figura 3.50: Coordenadas polares. Figura 3.51: Coordenadas cartesianas.



En relacién con el centro de la proyeccién, las coordenadas polares de un
punto A de la proyeccién son r y 90° —w (Figura 3.50), cuyas férmulas
se deducen en funcién de las coordenadas geograficas (¢, ) del punto
del cual A es la proyecciéon. Sea C el punto de tangencia del plano de
proyeccion, o sea el punto de interseccién del Ecuador con el meridiano
que se adopta como origen (Figura 3.49). En el tridngulo esférico C AB,

rectangulo en B, se tiene:
sen(90° — o) = cospcos A
COST = COSYCOS A
donde o representa el arco de circulo méximo C'A. De alli se deduce que:
r=oR (3.28)
Ademas, sen A = tgptg(90° —w), de donde:
tg(90° —w) = sen Acotg (3.29)
También tg(90° —w) puede calcularse a través de:
sen = cos(90° —w) sen o
cos(90° —w) = sen pcoseco (3.30)

Calculando ahora las coordenadas cartesianas X e Y (Figura 3.51), se

tiene:

X =rsen(90° —w) = o Rsen(90° — w) (3.31)
Y =rcos(90° —w) = o0 Rcos(90° —w) (3.32)

Las formulas 3.31 y 3.32 permiten calcular las coordenadas cartesianas
de cualquier punto y dibujar el canevas con el intervalo que se desee.
Por ejemplo, considerando el meridiano central de 0° (Greenwich), para
A(p=30°N;\ =T75°FE), se tiene:

coso = cos30° cos 75° = 0,22414387
por lo que o = 77°02'51".

7 = 8565,946km
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tg(90° —w) = sen 75° cotg 30° = 1,6730326 = (90° —w) = 59°07'57".

Entonces:

X = 8 565,946kmsen59°07'57" = 7 352, 632km;
Y = 8 565,946km cos59°07'57" = 4 394, 796km.

Estos valores se llevaran a la escala de la figura. El contorno es una

circunferencia de radio r:

r =906 370km-—— = 10 006km.

7r
180°
En la Tabla de la Proyeccién Acimutal Equidistante Ecuatorial (Tabla
3.1), se consignan los valores de X e Y con un intervalo de 15° entre
meridianos y paralelos.
Calculando en una escala apropiada los valores, en centimetros, de X e

Y de la tabla anterior, se dibuja la Figura 3.52.

3.12.2 Caracteristicas y propiedades

Las distancias a partir del centro de la proyeccién son todas correctas
en sentido radial. Los ejes X e Y permiten acotar en escala los valores
de las coordenadas de cualquier punto en la proyeccién, dadas por las
férmulas 3.31 y 3.32.

La construccion analitica de la proyeccién se hace mediante las coorde-
nadas planas polares, o por medio de las coordenadas cartesianas, o bien
mediante las coordenadas planas del caso polar ficticio (7., ¥ AAr) y las
coordenadas cartesianas X e Y calculadas a través de ellas.

En el tridngulo esférico PN A PNy (Figura 3.53) se tiene:
€0s(90° — 1) = cos(90° — ) cos 90° 4 sen(90° — ¢) sen 90° cos A X

sen pp = cospcos AN,

De aqui se obtiene el valor de ¢r. Entonces:

™
ror= (5 —wr) R (3.33)
Si se aplica ahora el teorema del seno al mismo triangulo:
AN AN A
senAAp  sen csen A = SEPENAA A Ns (3.34)
sen(90° — )  sen(90° — o) cos
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A=0° A=15° A=30° A =45° A =60° A=T5° A=90°

p | X Y X Y X Y X Y X Y X Y X Y
0° |0 0 1668 0 3335 0 5003 0 6671 0 8338 0 10006 0
15° | 0 | 1668 | 1629 | 1687 | 3256 | 1745 | 4878 | 1849 | 6492 | 2008 | 8091 | 2245 | 9665 | 2589
30° 1 0 | 3335 | 1511 | 3371 | 3014 | 3480 | 4498 | 3674 | 5952 | 3968 | 7353 | 4395 | 8665 | 5003
45° 1 0 | 5003 | 1307 | 5050 | 2598 | 5195 | 3851 | 5446 | 5043 | 5823 | 6137 | 6353 | 7075 | 7075
60° | 0 | 6671 | 1005 | 6721 | 1984 | 6873 | 2912 | 7132 | 3755 | 7510 | 4471 | 8017 | 5003 | 8666
75° | 0 | 8338 | 589 | 8375 | 1138 | 8490 | 1646 | 8679 | 2075 | 8942 | 2400 | 9272 | 2590 | 9665
90° | 0 | 10006 0 10006 0 10006 0 10006 0 10006 0 10006 0 10006

Tabla 3.1: PROYECCION ACIMUTAL EQUIDISTANTE ECUATORIAL.
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Meridiano central (Ao )

Meridiano central (Ao)

Seudo meridiano Seudo meridiano ( A1)

~ /
T Ao eNTA T T N e
/ rectificado / \Ty
(rer)
/ 4,87
r ‘Y X
PNt [ \
PS '\ PN X )
Ecuador \
N 4&
\ -~ 1 —
¢r Seudo paralelo
Seudo Ecuador P
Seudo paralelo
ESFERA PROYECCION

Plano de proyeccion

Figura 3.53: Caso polar ficticio.

Las expresiones 3.33 y 3.34 son las coordenadas polares ficticias, en la
proyeccién, del punto de coordenadas (¢, \), mientras que las coordenadas

cartesianas son:

X =ryopsen Adr

Y =71, cos Adr
Se deduce también que:

sen

{ X = R—Y_senA\cos¢ (3.35)

Y = Rﬁ sen
siendo ¢ = arc cos[cospcos AN]
Ejemplo

Considerando el meridiano central \g = 0° y el punto de coordenadas

@ =45° A =60°, se desean conocer sus coordenadas planas.

sen 7 = cos pcos AN = cos45° cos 60° = o = 20°42/17".

cospsen AN cos45sen 60°

sen A = = = AXp =40°53'36".
SERAAT cos c0s20042/17" T
T
Top = R(9OO — (,DT)@ =7 704,074k‘m
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Entonces:

X =rypsen\p =7 704,074kmsen40°53'36"” = 5 043,494km
Y =r,cos A\ = 7704,074km cos 40°53'36" = 5 823,738km

Aplicando las férmulas 3.35 se obtiene: ¢ = arc cos[cos45° cos60°] =

69°17'43" y entonces:

69°17'43" I

X = 6 370km——— T son 60° cos 457 = 5 043, 49Tkm
69°17'43"

El meridiano central es el tinico que se proyecta segin una recta y, co-
mo tiene sentido radial, su longitud es correcta. Los dos meridianos cuyas
longitudes geograficas difieren 90° al este o al oeste del meridiano cen-
tral se proyectan segiin dos semicircunferencias opuestas de longitudes
incorrectas, mayores que las reales. Los demds meridianos se proyectan
segiin curvas trascendentes que cortan al Ecuador en partes iguales, ne-
cesitandose para dibujarlas determinar puntos sobre cada meridiano que
se ubican mediante las coordenadas X e Y.

La deformacién en cada punto de cada meridiano se calcula con el mé-
dulo de alteraciéon lineal h. Los médulos de alteracién lineal Ny y N2 se

deducen del caso polar ficticio. Para el punto del ejemplo anterior:

(90° — pp)m  (90° —20°42'17" )7
te 180°cos oy 180°c0s20042/177 93

No=hp = 1

El valor maximo del error angular en un punto esta dado por:

5 9 N1 —Np
« = 2arc sen ————
" Nl + N2
que, en el ejemplo antes considerado, es:
1,293 -1
Omax = 2arc sen W — 14°40'58"

El Ecuador se proyecta segtin una recta de longitud correcta pues tiene
sentido radial. Los paralelos son curvas trascendentes que cortan al me-
ridiano central en partes iguales. La deformacién en cada punto de cada

paralelo se calcula con el médulo de alteracion lineal k.
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En general, los médulos de alteracién lineal se calculan por las formulas:

vE e
h=—yk= , vy el dngulo o/, formado en un punto (p,A) de la
R Rcosyp
proyeccion por la proyeccién del paralelo y el meridiano, se calcula a través

de cualquiera de las siguientes formulas:

N1N2'o/=9 -0 'COSO/ZL
Wk’ D m; \/@

Esta proyeccién no es iségona, puesto que k # h y tampoco es equivalen-

sen Oél =

te ya que hksena’ # 1, siendo o el 4ngulo de interseccién entre paralelos

y meridianos.

Figura 3.54: Proyeccién acimutal equidistante ecuatorial, Ao = 60°W .

3.12.3 Usos

Para mapas de regiones que se encuentran no muy alejadas del cen-
tro de la proyeccién, para que las deformaciones no sean muy grandes.
También es utilizada para mapas de comunicaciones radiales, ubicando la
emisora en el centro de la proyeccion. Se la utiliza también para mapas

aeronauticos, ubicando la base aérea en el centro de la proyeccion. Suele
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encontrarse en atlas para mapas de hemisferios, tanto del oriental como
del occidental.
Existen férmulas aproximadas para el calculo de coordenadas sobre el

elipsoide (caso ecuatorial).

3.13 Proyeccion acimutal equidistante oblicua

3.13.1 Dibujo de la proyeccion(Figura 3.58)

En esta proyeccién solamente el meridiano central estd representado
por una linea recta. Los otros meridianos y los paralelos estan represen-
tados por curvas que no son arcos de circunferencias. El contorno, que
representa un circulo maximo, es una circunferencia de radio % cuando
se representa un hemisferio. Supéngase el plano de proyecciéon tangente
a la superficie terrestre en el punto de coordenadas O’(pg,\o) (Figura
3.55) y considérese A\g = 0° (meridiano de Greenwich). Las coordenadas
polares del punto A, de coordenadas geogréficas (y,\), en esta proyec-
ci6én son (r,90° —w) (Figura 3.57), siendo r igual a la longitud del arco

de circunferencia maxima entre O’ y A, o, o sea: r = o R.

PS

Figura 3.55: Proyeccién acimutal equidistante oblicua. Figura 3.56: Tridngulo esférico.

Considerando los tridangulos esféricos de las Figuras 3.55 y 3.56 y apli-

cando el teorema del coseno:
coso = c0s(90° — pp) cos(90° — @) +sen(90° — @) sen(90° — ) cos AX

COS 0 = Sen (g Sen ¢ + Cos (g oS  cos A (3.36)
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Aplicando ahora el teorema del seno:

sen (90° — sen A\
sen( w) _ sen c.sen(90° —w) = cospsen Adcoseco  (3.37)

sen(90° —p  senc

pudiendo obtener de las férmulas 3.36 y 3.37 las coordenadas polares de A.
Por el teorema del seno-coseno:
seno cos(90° —w) =

= c08(90° — ) sen(90° — ¢p) —sen(90° — ) cos(90° — ) cos AA
_ SEN (YOS P — COS PSEN P COS

Entonces cos(90° —w)
seno

Pueden calcularse ahora las coordenadas rectangulares X e Y (Figura 3.57):

g

X =rsen(90° —w) = Rcosecocospsen AN =R cospsen A\ (3.38)

seno

Y =rcos(90° —w) =R eo (senpcospg —cospsen pgcos AN (3.39)
seno

donde o se obtiene de la ecuacién 3.36.

Y

A

90°- ® Y

Figura 3.57: Coordenadas planas.

Se puede completar el canevas calculando las coordenadas X e Y de los
puntos donde los paralelos y meridianos cortan el contorno del hemisferio.
Para ello, en las ecuaciones anteriores se hace 0 =90° y después se realizan
transformaciones algebraicas y trigonométricas tendientes a eliminar ya

sea ¢ o bien A). Se tiene entonces, a partir de la ecuacion 3.36, que:
c0s90° = sen @ sen ¢q + cos g cos @ cos AA
Por lo tanto:

0 = sensen pg + cos pg cos Y cos A\



—Sen Y( SeN Y = COS ( COS Y coS AX
—tgpotgw = cosAA
tg? o tg? p = cos? AN =1—sen? A\

sen? AN =1—tg?potg?p

Por otra parte, si se considera la ecuacién 3.37, se tendra:

sen(90° —w) = cosysen AAcosec90°
sen(90° —w) = cospsen A\
. o_
senAN — sen(90° —w)
cos

Igualando ambas expresiones para sen® A\, resulta:

2 o
sen”(90° —w
sen” (90° ~w) 5 )=1—tg2<potg290
cos< ¢

sen?(90° — w) = cos? p — tg? g sen?

(3.40)

A partir de esta expresion, en la que sélo aparece ¢, y utilizando las

féormulas 3.38 y 3.39, se calculan las coordenadas de los puntos de inter-

seccion de los paralelos con la circunferencia del contorno.

Como ya se ha visto antes:

sen(90° —w) = cospsen A\

sen?(90° — w) = cos® psen? A\ (3.41)
Considerando nuevamente:
Sen (g Sen = cosY( Cos p cos A\
se tiene:

sen? ©o sen? p = cos? ©o cos? ® cos? A\
sen? wo(l— cos? p) = cos? 0o cos? © cos? A\
sen? o — sen? Yo cos? p = cos? Yo cos? ® cos? A\

sen? o = sen? Yo cos? p+ cos? Yo cos? <,0(:0s2 AN

sen? wo = cos? gp(sem2 wo + cos? ©o cos? ANX)



150 30°E

75°

15°E 0°



sen2 (%20s]

sen2 g + cos2 g cosZ A\
Reemplazando 3.42 en 3.41, se obtiene otra expresion para sen?(90° —w)

que s6lo depende de A:

sen? pgsen? A\

2 ()
90° —w) =
sen”( w) sen?2 g + cos? g cosZ A\

sen? A\
1+ cotg? g cos2 AN
Pueden calcularse entonces las coordenadas de los puntos de intersec-

sen?(90° —w) = (3.43)

ciéon de los meridianos con la circunferencia de contorno, utilizando las
féormulas 3.38 y 3.39.

En la Figura 3.58 se ha dibujado a escala el canevas de la proyeccion
acimutal equidistante de un hemisferio cuyo centro (punto de tangencia
del plano de proyeccién) es el punto de interseccién del meridiano de
Greenwich (A9 =0°) y el paralelo g = 45°.

Para el punto P(p = 30°N,A = 120°E), aplicando la férmula 3.36 se
tiene:

COST = sen g sen @ + cos @ cos Y cos A\ =

= sen45°sen 30° 4 cos45° cos 30° cos 120° = 0,04736717274,
por lo tanto: o = 87°1706" y r = % =904,131km.

Aplicando la férmula 3.37, se tiene: sen(90° —w) = cospsen A coseco =
c0s 30° sen 120° cosec87°17'06" = 0, 75084281325, entonces: (90° —w) = 48°39'48".

Utilizando las férmulas 3.38 y 3.39:

X 9704, 131kmsen 48°39'48" = 7 286, 265km.

Y

9704,131km cos48°39'48” = 6 409,407km.

En la Tabla 3.3 se consignan las coordenadas X e Y de los puntos de
intersecci6én de los paralelos con los meridianos, con intervalos de 15° (en
kilémetros).

Para hallar las coordenadas de los puntos de interseccién de los paralelos
con el contorno (perimetro del hemisferio), se utilizan las férmulas 3.40,
3.38 y 3.39. Por ejemplo, para el punto de intersecciéon del paralelo de

latitud ¢ = 30° con el contorno se calcula:

sen?(90° — w) = cos? 30° — tg? 45° sen? 30°
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por lo tanto: (90° —w) = 45°.

Entonces:
X = ool xXO3T0Rm 450 = 7075,291km
180°
k
y = gool X030k 450 —7075,201km.
180°

En la Tabla 3.2 se consignan los valores de las coordenadas X e Y de

los puntos de interseccién de los paralelos con el contorno, en kilémetros.

%) X Y
- 30° | 7075 | -7075
- 15° | 9312 | -3663
45° 0 10006
30° | 7075 | 7075
15° | 9312 | 3663

Tabla 3.2: PROYECCION ACIMUTAL EQUIDISTANTE OBLICUA.

Para hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de los meri-
dianos con el contorno se utilizan las férmulas 3.43, 3.38 y 3.39.
sen? A\ B sen? 75°
1+ cotg?@gcos2 AN 14 cotg?45° cos? 75°
(90° —w) = 69°14"47"

sen(90° —w) = =0,874436559

Entonces:
6 370k
X = 900 T sen69°14'47" = 9 35Tk
6 370k
Y= 900 T cosG9°L44T = 3 546km.

En la Tabla 3.4 se consignan los valores de las coordenadas X e Y de
los puntos de intersecciéon del contorno con los meridianos.

La construccion analitica de la proyeccion también puede hacerse me-
diante las coordenadas planas del caso polar ficticio (r,, y AAr ) 0o X e
Y.

En el tridngulo esférico PN A PNp (Figura 3.59) se observa que:

cos(90° — 1) = ¢os(90° — ) cos(90° — @) + sen(90° — ) sen(90° — ) cos AX

senr = sen@senyg -+ cospcosppcos A\
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© = —45° p =—30° = —15° ©=0°
1 X Y X Y X Y X Y X
0° 0 -10006 0 -8338 0 -6671 0 -5003
15° - - 1956 -8247 1945 -6558 1849 -4878 1682
30° - - 3904 -7969 3876 -6216 3673 -4499 3331
45° - - 5835 -7496 5774 -5631 5446 -3851 4911
60° | - - . N 7610 | -4778 | 7132 | -2912 | 6230
750 | - - . . - - 8679 | -1645 | 7661
90° | - - . . - - 10006 0 8679
105° | - - . . - - . - 9299
120° - - - - - - - -
135° | - - . - - - - -
150° | - - . . - - . -
165° | - - . . - - . -
180° | - - . . - - . -
© = 30° © = 45° = 60° © =T75° ©
1 X Y X Y X Y X Y X
0° 0 -1668 0 0 0 1668 0 3335 0
15° 1454 -1543 1172 106 837 1753 448 3384 0
30° 2870 -1172 2304 438 1637 2005 871 3530 0
45° 4204 -547 3350 982 2361 2421 1245 3765 0
60° 5406 340 4262 1740 2970 2988 1550 4079 0
75° 6409 1495 4983 2704 3421 3690 1753 4457 0
90° 7132 2912 5446 3851 3673 4499 1849 4878 0
105° 7468 4571 5579 5142 3686 5373 1819 5315 0
120° 7286 6409 5310 6504 3432 6255 1661 5739 0
135° - - 4584 7826 2900 7073 1378 6115 0
150° - - 3394 8957 2107 7742 986 6413 0
165° - - 1812 9730 1110 8184 515 6604 0
180° - - 0 10006 0 8338 0 6671 0

Tabla 3.3: PROYECCION ACIMUTAL EQUIDISTANTE OBLICUA.
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o) X Y
75° -3546
9357
105° 3546
60° -6328
7750
120° 6328

45°

5776 | 8170
135°
30°

3782 | 9264
150°
15°

1863 | 9831
165°

Tabla 3.4: PROYECCION ACIMUTAL EQUIDISTANTE OBLICUA.

De aqui se obtiene el valor de 7. Aplicando el teorema del seno al

mismo tridngulo:

sen AAp sen A\
sen(90° — ) sen(90° — o)
sen Ay sen A\ cospsen A\
= cosenANp = ——————
Cos cos cos o

De esta expresion se obtiene el valor de AAp. Es posible calcular en-

tonces las coordenadas polares ficticias:

o = A5-r)

y las coordenadas cartesianas:
T
= R (5 — gaT) sen A\

= R (g - goT) cos A\

Ejemplo(Ver Figura 3.58)

Sea el punto de coordenadas (p = 30°N;\ = 105°E), siendo el centro
de la proyeccién \g = 0°, pg = 45°N.

sen o7 = sen 30° sen 45° 4 cos 30° cos45° cos 105°) = o = 11°14'54"
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Figura 3.59: Proyeccién acimutal equidistante oblicua. Caso polar ficticio.

(o} o
sen Ay = €530 sen 00 — ANy =58°31/42".

Las coordenadas polares del punto son:
Tor =6 370km(90° — 11°14'54" ) 1365 = 8 755,411km
ANy = 58°31/42"

3.13.2 Caracteristicas y propiedades

El meridiano central y su opuesto son los inicos que se proyectan segin
una recta, de longitud correcta. Los demés meridianos se proyectan se-
gun curvas trascendentes, concurrentes en el polo Norte (en el caso de la
Figura 3.58) de longitudes incorrectas mayores que las reales; se calcula

la deformacién con el médulo de alteracién lineal h.

En general: h=—y k y el 4ngulo o, formado en un punto

R B Rcosyp
(¢, A) por la proyeccién del paralelo y la proyecciéon del meridiano, se

calcula a través de cualquiera de las siguientes férmulas:

N F
flLkQ o bien o/ =6, —6,,, o bien cosa’ = Nie

sena’ =
En la Elipse de Tissot se calculan los semiejes N1 y N2 (en la Figura

3.58 dibujados en el punto de coordenadas (¢ = 30°N;\ = 105°F) que no

coinciden en este caso con h ni con k). Para hallar los valores de N7 y Ny
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se puede recurrir también al caso polar ficticio (Figura 3.59):

2rrer R(90° —o7) 1550 (90° — 1) 1550

N - k' - = =
! T 2w Rcos Rcospr cospT
No=hr = 1
Ejemplo

Para el punto ¢ = 30°N,\ = 105°F, siendo el centro de la proyeccién
Yo = 450N, )\0 =0°:

(90° — 11°14/54") T
=1,401; No=hp =1
cos11014’54" 4015 Ny T

Ni=kpr=

Esta proyeccién no es iségona pues h # k, ni tampoco es equivalente,
pues hksena’ #1 (o bien Ny Ny #£1).
Existen formulas aproximadas para calcular las coordenadas en el elip-

soide (caso oblicuo).

3.14 Proyeccion acimutal equivalente polar

3.14.1 Dibujo

No resulta de la proyeccién, desde un punto de vista, de los paralelos y
meridianos, sino que se impone la condicién de que las dreas sean correc-
tas. Para dibujar esta proyeccién (Figura 3.61) es necesario calcular el
radio de los paralelos en la proyeccién mediante la férmula que se deduce
a continuacién (Figura 3.60).

El area del casquete esférico se calcula a través de la férmula:
Area casquete esférico = 2 Rh.

Pero: h=PNA=PNO - AO.
Entonces: h = R— Rsenyp = R(1—seny) y

Area casquete esférico = 2nRR(1—seny) = 2rR*(1—seng). (3.44)
En la proyeccion:

Area del creulo = (ry)? (3.45)
Por ser la proyeccién equivalente debe ser 3.44 = 3.45, es decir:

27 R%(1 —sengp) = m(ry)?,
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ESFERA

PS

Figura 3.60: Proyeccién acimutal equivalente polar. Célculo del radio de la proyeccién de un
paralelo.

de donde: 7, = R\/2(1 — seny), que puede expresarse también en funcién

de la colatitud 6 : (r5)? = 2R?(1 — cos?).

2 2 26

3 y cosd = cos 5 ~sen” o,

Como 1 =sen” -
omo sen 5 -+ cos 5

0
resulta: 1 — cosd = 2sen? 3

Reemplazando en la expresion de (rs)?%:

)
(r5)? = 2R*2sen? 3

o 0
rs =/ 4R? sen2§ = 2Rsen 3 (3.46)

ry = 2Rsen (450 — %) (3.47)

En funcién de ¢:

En la Tabla 3.5 aparecen los valores del radio de la proyeccién del
paralelo para valores de la latitud cada 15°. Para dibujar los paralelos se
hace centro en PN con el compés y tomando el radio 7, correspondiente a
cada paralelo, en escala, se trazan los mismos. Para dibujar los meridianos

se hace centro con el transportador de dngulos en PN y, en forma radial,
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se miden angulos iguales a la longitud geografica elegida (cada 15° en la
Figura 3.61).
Esta proyeccién presenta dos casos: el centro de la proyeccién en el Polo

Norte y el centro de la proyeccién en el Polo Sur.

¢ | relkm]
90° | 0,00
75° | 1.662,90
60° | 3.297,35
45° | 4.875,39
30° | 6.370,00
15° | 7.755,62
0° | 9.008,54

Tabla 3.5: PROYECCION ACIMUTAL EQUIVALENTE POLAR.

Nota

De la expresion 3.46, se sabe que: 15 = 2Rseng.

Se deduce del tridngulo PN A PS (Figura 3.62) que: PN A= 2Rseng
y, por lo tanto r§ = PN A.

Las coordenadas cartesianas son (Figura 3.63):

X = resenAX
Y = rycosAN
o bien
= rssenA\
Y = rscosA\

3.14.2 Caracteristicas y propiedades
Los paralelos se proyectan segiin circunferencias concéntricas que se van
acercando levemente entre si desde el Polo al Ecuador. La longitud de cada

paralelo es incorrecta, mayor que la real, calculdndose su deformacién con



Plano de proyeccién PN r3

ESFERA

Figura 3.62: En la esfera. Figura 3.63: En la proyeccién.

el modulo de alteracién lineal k.

_longitud del paralelo en la proyeccion  27rep Ty

longitud del paralelo en la esfera ~ 2mRcose  Rcosg

que, en funcién de la colatitud ¢, se expresa como:

2Rsen 3 2sen & )
= 2 — 5 2 5 =sec
Rsend  2sen$cos§ 2

o b— o_ g
o0 sea: k—sec(45 2).

Los meridianos se proyectan segun rectas radiales de longitudes inco-
rrectas menores que las reales; se calcula su deformacién con el médulo

de alteracion lineal h:

dm'’

:dm

h

siendo dm el arco infinitesimal de meridiano y dm’ la proyeccién de dm

(Figura 3.64).

dm = Rdy = Rd)

y
°— ) ]
dm' =dry,=d [QRsen %0 90} =d [2Rsen 2} = Rcos idd
Recos $d6 5
Entonces h = % =cosg = cos(90° — ).

Como k= N; y h= Nj, resulta N1 N2 =1, por lo que la proyeccién es

equivalente. Como N # N, esta proyeccién no es iségona.
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Figura 3.64: Cédlculo del médulo de alteracién lineal h.

En un punto cualquiera de la proyeccién, la deformacién angular maxi-
ma se calcula con la expresién :

N1 —No
N1+ No

Omax = 2arc sen

Ejemplo

Considérese la ciudad de Santa fe (Argentina), ubicada en la latitud

©=31°38'S.
o /
 2sen(45° + 3138 238 )

cos(—31°38)
—90° — (—31°38’)
2

1,145391465 — 0,873063952

Srnas = 2 15°30/28"
max = AL SO 5301465 + 0, 873063952

=2,0515564

h = cos =0,873,

3.14.3 Usos(Figura 3.65)
Como toda proyeccién equivalente, se presta para mapas politicos y con

fines estadisticos. Existen férmulas para el elipsoide (caso polar).

3.15 Proyeccion acimutal equivalente ecuatorial

3.15.1 Dibujo (Figura 3.70)

El dibujo se realiza mediante el calculo de los valores de las coordenadas
X eY , cuyas férmulas se deducen a continuacién.

En esta proyeccién la condiciéon de equivalencia se traduce en que el

area de un casquete esférico de base AjAs y altura h (Figura 3.66) es
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Figura 3.65: Proyeccion acimutal equivalente polar.

igual al drea de un circulo cuyo centro es el centro de la proyeccién (el
punto O’ de tangencia del plano de proyeccién es un punto del Ecuador)
(Figura 3.67).

En la Figura 3.66, el drea del casquete esférico es 2n Rh, y en la Figura

3.67, el area del circulo equivalente es WT%, por lo tanto:

74 = 2nRh
1% =2Rh
Ademas:
h=R—Rcoso = R(1—coso).
Entonces:

74 =2R%*(1 —cosa) .74 = R\/2(1 —cos o).
20

Por identidades trigonométricas se sabe que: 1 —coso = 2sen 5 por
lo tanto:

TA= 2Rsen% (3.48)
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Figura 3.66: En la esfera. Figura 3.67: En la proyeccion.

Sea A un punto de la base del casquete esférico, A(p,AN), donde A\ =
A—Xo. En la Figura 3.66:

coso = cos90° cos(90° — ) 4 sen 90° sen(90° — ) cos AX

coso = cos pcos A\ (3.49)

Conociendo el valor de o, se puede calcular r 4 a través de la féormula 3.48.

Figura 3.68: Tridngulo esférico PN O’ A. Figura 3.69: Calculo de coordenadas.

Para calcular el azimut 90° —w (Figura 3.68), se aplica la regla de Neper

para tridngulos esféricos rectdngulos en el tridngulo esférico O’ AB:
sen A\ = tgptg(90° —w),

de donde:
tg(90° —w) = cotg psen AN = (90° —w). (3.50)
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r4 y 90° —w son las coordenadas polares del punto A. Para hallar las
coordenadas rectangulares (Figura 3.69), se suponen los ejes X e Y en el

plano de proyeccién tangente en O’ (centro de la proyeccién). Como:

X = rasen(90°—w)
Y = rscos(90° —w),
resulta:
X = 2Rsen%sen(90°fw) (3.51)
Y = 2Rsen%cos(90° —w) (3.52)

Las férmulas 3.51 y 3.52 permiten calcular las coordenadas de cualquier
punto y dibujar el canevas con paralelos y meridianos, con el meridiano
central que se desee.

En la Tabla 3.6 (Tabla de la proyeccién acimutal equivalente ecuatorial)
se consignan los valores de X e Y con un intervalo de 15° entre paralelos
y entre meridianos. Por ejemplo, para el punto A’ (¢ =45° y A = 30°),

siendo \g = 0° (meridiano central) y aplicando la férmula 3.49, se tiene:

coso = cospcosA

cosog = cos45°cos30° =0,612372435.

Por lo tanto:
o =52°14"20".
Aplicando ahora la férmula 3.48, resulta:
ra4 =2 x6370kmsen26°07'10" = 5 608, 707km.
Por la férmula 3.50 puede calcularse:
tg(90° — w) = cotg psen A\ = cotg45°sen 30° =0, 5.

Entonces

(90° —w) = 26°33'54”".

También con las férmulas 3.51 y 3.52 pueden calcularse las coordenadas

rectangulares del punto:

X =2Rsen % sen(90° —w) =2 x 6 370kmsen 26°07'10” sen 26°33'54" = 2 508, 286km.
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A=0° A=15° A=30° A =45° A =60° A=T5° A=90°

v | X Y X Y X Y X Y X Y X Y X Y
0° |0 0 1663 0 3297 0 4876 0 6370 0 7755 0 9008 0
15° | 0 | 1663 | 1620 | 1677 | 3210 | 1721 | 4742 | 1797 | 6188 | 1915 | 7518 | 2086 | 8701 | 2331
30° | 0 | 3297 | 1490 | 3324 | 2949 | 3405 | 4344 | 3547 | 5643 | 3763 | 6811 | 4071 | 7801 | 4504
45° | 0 | 4876 | 1217 | 4910 | 2509 | 5016 | 3677 | 5201 | 4742 | 5475 | 5657 | 5857 | 6370 | 6370
60° | 0 | 6370 | 957 | 6406 | 1881 | 6517 | 2737 | 6706 | 3489 | 6978 | 4093 | 7341 | 4504 | 7801
75° | O | 7755 | 540 | 7783 | 1054 | 7864 | 1516 | 8000 | 1900 | 8187 | 2180 | 8424 | 2331 | 8701
90° | 0 | 9008 0 9008 0 9008 0 9008 0 9008 0 9008 0 9008

Tabla 3.6: PROYECCION ACIMUTAL EQUIVALENTE ECUATORIAL.
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Y =2Rsen % c08(90° —w) =2 x 6 370kmsen 26°07'10" c0s26°33'54"” = 5016, 583km.

El contorno es una circunferencia de radio Rv/2 = 9 008km, pues rlzq =
2R x R=2R?.

El dibujo de la proyeccién (Figura 3.70) se hace mediante las coorde-
nadas planas polares (r, y A) o cartesianas X e Y , como recién se ha
visto, o bien utilizando las coordenadas planas del caso polar ficticio (o
transverso) (ry, v A7) 0 (X e Y), como se describe a continuacion.

En el tridngulo esférico PN A PNp (Figura 3.71) se tiene que:
c0s(90° — 1) = c0s(90° — ¢) cos 90° + sen(90° — ) sen 90° cos AX

sen pp = cos@cos A\.

De esta expresion se obtiene el valor de @7 y, por lo tanto, de dr.

Ademés:

sen AAp sen A\ cospsen A\
= y senAlp = ———
sen(90° — )  sen(90° — ) cosQT

De aqui se obtiene AAp. Entonces:
rs, = 2Rsen ‘%T
Coordenadas polares
Adp

) X =rypsen Adp
Coordenadas cartesianas
X =7r4,pcosANT
Ejemplo
Sea el punto A(45°,30°). Se considera el Polo Norte ficticio en PNz (0°,0°).

Empleando las coordenadas transversas:
sen o7 = cos45° cos30° = @ = 37°45'40" = 67 = 52°14'20".

Si se utilizan las formulas para las coordenadas de la proyeccién acimu-
tal equivalente oblicua (Férmulas 3.58 y 3.59) al final de este capitulo,

para el caso ecuatorial, en el que g = 0°, se tiene:

sen A\

X = R\/Q(l—cosgocosA/\)sen{arc tgbetng(p }
AN

Y = R\/Q(l—coscpcosA)\)cos{arc tgsetr;so }
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Para el punto A(45°,30°):

sen 30°
X = 6370kmy/2(1 —cos45° cos30°)sen { arc tgth50 = 2508,284km
sen 30°
Y = 6370km+/2(1 —cos45° cos30°)cos § arc tgm =5016,569km
g
Y

Seudo meridiano
_—"T—— Seudo meridiano (AT)

P SN

PSt

L
PN /

Seudo paralelo (¢T)

Seudo paralelo
Seudo Ecuador PS

Plano de Proyeccion

ESFERA PROYECCION

Figura 3.71: Cdlculo de coordenadas planas. Caso polar ficticio.

3.15.2 Mddulos de alteracion lineal maximo y minimo

N i 27rs 2Rsen ‘%T 2sen (%T 1
1 frnd T frd frnd frnd —
2w Rsendr Rsendr 2sen %T cos %T cos ‘%T
or
Ny = hp =cos -

Para el punto A del ejemplo anterior:

1
52°14'20"
No = hp= COS# =0,89787822.

3.15.3 Maddulo de alteracién superficial o areal

/,LZNlNg:l



3.15.4 Error maximo angular

1) = 2arc sen u
Para el punto A(45°,30°):
1,114 — 0,898
Omax = 2 2 - —12°19/33".
ax = SR SN 141 0,898

3.15.5 Caracteristicas y propiedades(Figura 3.72)

Figura 3.72: Proyeccién acimutal equivalente ecuatorial.

El meridiano central es el tinico que se proyecta segin una recta. Su
longitud es incorrecta menor que la real (Ver Tabla 3.6).

Los dos meridianos cuyas longitudes geogréficas difieren en 90° al este
y oeste del meridiano central se proyectan segin dos semicircunferencias
opuestas de longitudes incorrectas mayores que las reales, calculdndose su

deformacién con el médulo de alteracién lineal h. Los demds meridianos



se proyectan segiin curvas trascendentes que se van acercando entre si al
ir del meridiano central hacia el este o el oeste.

El Ecuador se proyecta segtin una recta, y la deformacién en cada punto
estard dada por el médulo de alteracién lineal k& que coincide con No
(semieje menor de la elipse indicatriz de Tissot). Los demds paralelos son
curvas trascendentes que cortan al meridiano central en partes que se van
acortando levemente del Ecuador al Polo, calculdndose la deformacién
con el médulo de alteracién lineal k.

Esta proyeccién no es iségona pues, como se vera, h # k. Es equivalente

pues hksena’ =1 (o bien Ny Ny =1).

3.15.6 Mddulos de alteracion lineal h y k&
Un procedimiento para calcular los médulos de alteracion lineal se basa

en el teorema de Nicolosi, el que permite asegurar que

N2+ N2 = h24+k? (3.53)
N1Ny = hksend’ (3.54)

siendo o’ el 4ngulo de interseccién entre paralelos y meridianos en la
proyeccion. Este angulo se puede calcular por medio de alguna de las

expresiones siguientes:

F
/ : L
o' =0,—0p obien cosa’ = —=

VEG

Otro camino para calcular los médulos de alteracién lineal es utilizar

las expresiones:

vVE VG
h=—yvk=
R Rcosyp

Ejercicio
Calcular los médulos de alteracién lineal para el punto A(45°,30°),

considerando el Polo Norte ficticio en (0°, 0°).

3.15.7 Usos
Como toda proyeccién equivalente, se presta para mapas con fines es-
tadisticos, también para mapas politicos porque une a la ventaja de ser

equivalente el hecho de que deforma poco.
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3.16 Proyeccién acimutal equivalente oblicua

3.16.1 Dibujo (Ver Figura 3.77)

El dibujo se realiza mediante el cdlculo de las coordenadas X e Y , con
respecto a un sistema de ejes cuyo origen es el centro de la proyeccion,
coincidiendo el eje Y con el meridiano central.

En esta proyeccién la condiciéon de equivalencia se traduce en que el
area de un casquete esférico cualquiera es igual al area de un circulo cuyo

centro es el centro de la proyeccién (el punto de tangencia del plano de

proyeccion O’ (¢o; Ag), Figura 3.73).

Figura 3.73: En la esfera. Figura 3.74: En la proyeccién.

En la Figura 3.73, el drea del casquete esférico A1O’ Ay es 2nRh, y en

la Figura 3.74, el 4rea del circulo que es su proyeccién es mr42, por lo

tanto:
r4 = 2Rh.
Ademas:
h=R— Rcoso = R(1—coso).
Entonces:

4 =2R%*(1 —coso) .74 = R\/2(1 —coso)

o
Por identidades trigonométricas se sabe que: 1 —coso = 2sen? 7 por lo
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tanto:
A= 2Rsen% (3.55)

En la Figura 3.73:

COS 0 = Sen g Sen @ + cos o oS p cos A (3.56)

donde AX = XA — )y. Conociendo el valor de o, se puede calcular r4 a
través de la férmula 3.55.

Para calcular el azimut 90° —w (Figura 3.75):

Figura 3.75: Tridngulo esférico PN O’ A.

tg @ cospg = sen g cos AN+ sen A cotg(90° — w)

de donde:
sen A\

tg @ coswp — sen po cos A\

tg(90° —w) = (3.57)

Para pasar de las coordenadas polares (r4;90° —w) a las coordenadas
cartesianas (Figura 3.76), se considera un sistema de ejes X e Y en el

plano de proyeccién con origen en O’. Como:

X = rasen(90°—w)

Y = rscos(90°—w),

resulta:

sen A\

X= R\/2(1 — sen psen g — Cos p cos Yo cos AX) sen {arc tg

(3.58)
sen A\

COS o tgp —sen g cos A\

Y= R\/Q(l — sensen o — Cos @ cos o cos AX) cos {arc tg
(3.59)
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A
[}y
Y
9p-
Q
X
ol

Figura 3.76: Coordenadas planas.

Para cada par (p,A) se calculan las coordenadas polares; a partir de
ellas se pueden calcular las coordenadas cartesianas con las formulas 3.58
v 3.59 y asi dibujar el canevéas de la proyeccién.

Por ejemplo, para calcular las coordenadas X e Y del punto P(p =
60°, A = 45°):

COST = sen¢qseny + cospg cosycos A

cosoc = sen40°sen60° + cos40° cos60° cos45° = 0,827508009

Por lo tanto: o = 39°09'23,06".

Aplicando ahora la férmula 3.55, resulta:
4 =2x6370kmsen19°34'41,53" = 3 741,439km;

Por la férmula 3.57 puede calcularse:

AN
tg(90° —w) = >en
tgpcospg — sen g cos AN
sen45°
= =0,8106155644.
tg60° cos 40° — sen 40° cos 45° ’
Entonces

(90° —w) = 39°0144" .

Las coordenadas rectangulares del punto son:

X = rysen(90° —w) = 3 741,439kmsen 39°01'44” = 2 356,030km
Y = racos(90° —w) = 3 741,439km cos 39°01'44" = 2 906,457km
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En la Tabla 3.9, Tabla de coordenadas cartesianas para ¢g = 40°, se
consignan los valores, en kilémetros, de las coordenadas X e Y cada 15°.

El hemisferio, teniendo como centro el centro de la proyeccion, es-
t4 representado por una circunferencia de radio Rv/2 = 6 370km+v/2 =
9 008,54km. Este valor resulta de igualar el area de un hemisferio con el
area de un circulo: 2rR? = 7r2; de aqui se obtiene que r = Rv/2.

Para completar el canevas se pueden calcular las coordenadas de los
puntos donde los meridianos y los paralelos cortan a la circunferencia
de contorno. Para eso basta, en las férmulas que dan las coordenadas
polares ¢ y (90° —w), hacer o = g y eliminar alternativamente A\ y

. Se tendré asi:

= Para los puntos de intersecciéon de los paralelos con el contorno:

cos90° = senggsen—+ cosyppcospcos AX
—senppseny = COS(CosPCcos AN
—tgpotgey = cosAM
tg?potg?p = cos?AX=1—sen® A\
sen?AN = 1—tg2potg?e.
Ademas:
sen A\ cos ¢
sen (90° — = —
sen( w) sen 90°
sen?(90° —w) = sen®Alcos®p
sen?(90° —w) = cos? p — tg? posen? o (3.60)

Reemplazando luego en las ecuaciones 3.58 y 3.59, se obtienen los

valores de X e Y:

X = Rv2sen(90° —w)

Y = RvV2c0s(90° —w) (3.61)

En la Tabla 3.7, Tabla Interseccion de los paralelos con el
contorno, se consignan los valores, en kilémetros, de las coordena-

das X e Y con intervalos de 15°, de los puntos de interseccién.
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s Para los puntos de interseccién de los meridianos con la circunfe-

rencia de contorno:

1 = sengpgseny+ cosyycosypcos AN
senZppsenp = cos? g cos? pcos? AN
sen? pg(1—cos?p) = cos?pgcos? pcos? AN
sen?pg = cos?pqcos? pcos® AN +sen? pgcos? @
sen?py = cos’ <p((;052 ©ocos? AX+sen? @q)
2 sen? g
OFP T os? o cosZ A +sen2 g
Ademas:
sen(90° —w) = senAlcosy
sen?(90° —w) = sen?Alcos?y

7 X(km) | Y(km)
- 45° 3465 -8315
- 30° 6825 -5880
- 15° 8478 -3044
0° 9008 0
15° 8478 3044
30° 6825 5880
45° 3465 8315

Tabla 3.7: Tabla de interseccién de los paralelos con el contorno.

2o B sen? Adsen? ¢y _ sen? Adsen? ¢
sen®(90° —w) = 5 5 5 = 5 5
cos? pgcos? AX+sen? g cos? pgcos? AN+ 1 —cos? g

sen? AXsen? ¢q sen? A\sen? ¢q

2 o
3 90° — = =
sen”( w) 1—cos2pg(l—cos2 AN)  1—cos?pgsen? AX

sen? A\sen? ¢q

sen?(90° —w) = (3.62)

1 —cos? pgsen? AN
Utilizando luego las ecuaciones 3.61 se obtienen los valores de X y

deY.
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165°W__180° 4650
150°W 150°E
135°W 135°E
120°W 120°E
k
h
105°W A = 105°E
p=15°
6 N+

90°wW 5 90°E

75°W

60°W

30°W

15°W

00

15°E

75°E

45°E

30°E

Figura 3.77: Proyeccién acimutal equivalente oblicua.
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En la Tabla 3.8, Tabla de Interseccién de los meridianos con el
contorno, se consignan los valores en kilémetros de las coordenadas
X e Y con intervalos de 15°, de los puntos de interseccién. Por
ejemplo, para hallar las coordenadas del punto de interseccion del
paralelo ¢ = 15° con el contorno, se utiliza la ecuacién 3.60 para

calcular (90° —w).
sen?(90° —w) = cos®15° —tg?40°sen?15° = 0,885847736
(90° —w) = 70°15'12".
Luego, a partir de las férmulas 3.61:

X 6 370km~/2sen70°15'12" = 8 478km,

Y 6 370km~/2cos 70°15'12" = 3 044km.

Para hallar las coordenadas del punto de intersecciéon del meridiano
de longitud A = 135° con el contorno se utiliza la férmula 3.62 para

calcular (90° —w):

sen?135° sen? 40°

2 o
_ — =0,292374012
sen”(90% —w) 1 — cos? 40°sen2 135° 0,2923740
(90° —w) = 32043'57".
Luego:
X = 6370kmv2sen32°43'57" = 8 478km,
Y = 6370kmv2c0s32°43'57" = 3 044km.

El dibujo de la proyeccién se hace mediante las coordenadas planas
polares (1, y A), o cartesianas X e Y, o bien mediante las coorde-

nadas planas del caso polar ficticio (14, y Ar)(Figura 3.78).

En el tridngulo PN A PNy (Figura 3.78), por el teorema del coseno:

c0s(90° — 1) = c0s(90° — ) cos(90° — ) +sen(90° — ) sen(90° — o) cos AA

Sen (7 = Sen psen g + Cos Y Cos g cos A\



ESFERA PROYECCION

Seudo Y Seudo
meridiano meridiano(Ar)
Meridiano
central (Ao)
— 7
_— ~ A|
s
/ 42y \
« Y
& ‘
PNt ( X
\ PN+ X /
Ecuador \Weridiano i~
central (Lo) Seudo
paralelo((Pr)
Meridiano
Seudo Ecuador Seudo Plano de proyeccion
paralelo

Figura 3.78: Caso polar ficticio.

De esta ecuacién se obtienen los valores de ¢ y de d7. En el mismo
tridngulo, por el teorema del seno:

sen Ay sen A\
sen(90° — ) sen(90° — o)

cospsen A\

Por lo tanto sen Al = . De aqui se obtiene el valor de

cos T
AMr. En la proyeccién acimutal equivalente polar (caso transverso) es

Top = R\/2(1 —senpr)

or
o bien rs, = Rsen 5 pudiendo considerarse entonces las coordenadas

polares rs,, y AMr Se tiene entonces:

X = rspsenAly
Y = rspcosAlr

Ejemplo(utilizando las coordenadas del caso polar ficticio)
Considérese PNp el punto (40°N,0°) y A(45°N,75°F). Entonces:
sen 7 = sen45°sen40° + cos45° cos 40° cos 75°

= o = 36°20'32" y 57 = 53°30/28".



A | X(km) | Y(km)
15° 1529 8878
30° 3134 8445
45° 4871 7578
60° 6702 6020
75° 8315 3467
90° 9008 0

105° 8315 3467
120° 6702 6020
135° 4871 7578
150° 3134 8445
165° 1529 8878

Tabla 3.8: Tabla de interseccién de los meridianos con el contorno.

cos45° sen 75°

Ar = ———————— = \p = 58°09'59"
Ssen Ar COS36029/32// = T 58 09 59
1) 5 53030/28,,
Ta = 2Rsen - = 2x 6 370km———5—— = 5735,026km.
X = rsysenAp =5735,026kmsen 58°00'50" = 4 872, 383km
Y = 75, cosAp=5735,026kmcos 58°00'50" = 3 024,964k,

3.16.2 Caracteristicas y propiedades (Figuras 3.77 y 3.79)

El meridiano central, y parte de su opuesto, es el tinico que se proyecta
segin una recta de longitud incorrecta menor que la real. Los demaéas
meridianos se proyectan segin curvas trascendentes concurrentes en el
Polo, que se van acercando entre si en forma leve al alejarse del meridiano
central hacia el este o el oeste.

El Ecuador y los demas paralelos se proyectan segin curvas trascen-
dentes que cortan al meridiano central y se acercan entre si levemente al
alejarse del centro de la proyeccién hacia el norte o el sur. La deforma-
cién en los paralelos es variable en cada punto y su valor estd dado por el
modulo de alteracion lineal k£ que puede ser mayor, igual o menor que 1.

La deformacién en cada punto de los meridianos se calcula con el médulo



€€C

Tabla 3.9: PROYECCION ACIMUTAL EQUIVALENTE OBLICUA — TABLA DE COORDENADAS CARTESIANAS (en km) PARA o = 40°.

A=0° A=15° A= 30° A= 45° A= 60° =750 A =90°
o | X | Y X Y X % X Y X Y X Y X Y
-45° | 0 | -8607 | 1595 | -8546 | 3158 | -8364 | - - - - - - - -
2300 | 0 | -7307 | 1758 | -7221 | 3484 | -6962 | 5150 | -6531 | 6722 | -5928 | - - - -
-15° | 0 | -5883 | 1810 | -5578 | 3583 | -5460 | 5283 | -4929 | 6962 | -4177 | 8301 | -3195 | - -
0° | 0 | -4357 | 1768 | -4241 | 3493 | -3888 | 5130 | -3298 | 6634 | -2462 | 7949 | -1370 | 9008 | ©
15° | 0 | -2758 | 1642 | -2637 | 3237 | -2275 | 4734 | -1669 | 6080 | -815 | 7213 | 293 | 8057 | 1655
30° | 0 | -1110 | 1442 | -995 | 2833 | -648 | 4123 | -71 | 5255 | 734 | 6167 | 1762 | 6787 | 3002
40° | 0 0 1270 | 108 | 2489 | 429 | 3609 | 961 | 4575 | 1698 | 5329 | 2628 | 5805 | 3732
45° | 0 | 555 | 1172 | 657 | 2296 | 562 | 3323 | 1464 | 4200 | 2156 | 4872 | 3025 | 5282 | 4046
60° | 0 | 2212 | 840 | 2291 | 1639 | 2524 | 2356 | 2906 | 2051 | 3425 | 3381 | 4062 | 3611 | 4790
75° | 0 | 3831 | 448 | 3876 | 871 | 4009 | 1242 | 4225 | 1540 | 4511 | 1742 | 4855 | 1831 | 5236
90° | 0 | 5384 0 5284 0 5384 0 5384 0 5384 0 5384 0 | 5384
A= 105° A =120° A =135° A =150° A =165° A =180°
© X Y X % X Y X Y X vy | x| v
_45° - _ - _ - _ _ _ _ _ - -
_30° - _ - _ - _ _ _ _ _ - -
_15° - _ - _ - _ _ _ _ _ - -
0° - _ - _ - _ _ _ _ _ - -
150 - - - - - - - - - - - -
300 | 7028 | 4428 | - - - - - - - - - -
40° - - - - - - - - _ _ - -
45° | 5367 | 5181 | 5071 | 6367 | 4351 | 7511 | - - - - - -
60° | 3604 | 5571 | 3339 | 6353 | 2809 | 7075 | 2035 | 7665 | 1070 | 8054 | 0 | 8189
750 | 1798 | 5630 | 1637 | 6011 | 1355 | 6349 | 968 | 6615 | 505 | 6786 | 0 | 6845
90° 0 |5384| 0 [538| 0 |5384| 0 |[5384| 0 |[5384] 0 | 5384




Figura 3.79: Proyeccién acimutal equivalente oblicua, Ao = 30°W.

de alteracién lineal h cuyo valor se encuentra comprendido entre N1 y No.

3.16.3 Mddulos de alteracion lineal maximo y minimo N; y No

277y Tsp 2Rsen ’%T 1
Ny = ky= = = 5 5 5
2rRcospr  sendr  2Rsen “JcosL  cos4
]
Ny = hp=cos 7T

Evidentemente, N1 No = 1.
Si se calculan en el punto A(45°N,75°E) del ejemplo anterior, resultara:

1 or
2

Los médulos de alteracion lineal pueden calcularse a través de las fér-

vVE VG
mulas generales h=— y k= .
R Rcosyp

El 4ngulo o/ que forman en su interseccién las proyecciones de paralelos

y meridianos puede obtenerse a través de cualquiera de las siguientes
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expresiones:

Co ) r_
o =0p—0p; cosa = —

VEG

3.16.4 Error maximo angular
Ny — Ny

N1+ Ny’
Si se calcula en el punto A(45°N,75°F) sera:

Estd dado por la formula: dy,.x = 2arc sen

1,1198855 — 0,8929484

— 12°56'50".
111198855 1 0, 8929484

Omax = 2arc se

Esta proyeccion no es iségona pues h # k, verificandose que es equiva-

lente ya que hkseno’ = 1.

3.16.5 Usos
Como toda proyeccién equivalente, es apropiada para mapas con fines
estadisticos como también para mapas de regiones que no se alejen mucho

del centro de la proyeccion para que las deformaciones sean pequenas.
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Capitulo 4

Proyecciones cilindricas normales

4.1 Conceptos generales

En estas proyecciones la superficie de proyeccion es un cilindro tangente
a la superficie terrestre a lo largo del Ecuador o secante a la misma en
dos paralelos ubicados simétricamente al norte y al sur del Ecuador. En
ambos casos el eje de la superficie cilindrica contiene al eje de la Tierra y
los rayos de proyeccion parten desde el centro de la Tierra.

Una vez proyectada la superficie terrestre sobre la superficie cilindrica
se desarrolla esta ultima en un plano. Si bien algunas proyecciones no se
obtienen por métodos proyectivos, la idea es la misma. Ademads, podra
observarse que todas estas proyecciones tienen un aspecto similar: tanto
los meridianos como los paralelos son lineas rectas que, ademaés, se cor-
tan perpendicularmente. Més precisamente, los paralelos son lineas rectas
paralelas entre si dispuestas horizontalmente y los meridianos son lineas
rectas paralelas entre si dispuestas verticalmente.

Una de las proyecciones mas usadas para representar planisferios es la
proyeccion Mercator, que es una proyeccion cilindrica normal tangente
is6gona (Figura 4.11 y 4.13). Publicada en 1569 por el matematico, geé-
grafo y cartografo Gerhard Kremer, conocido como Gerardus Mercator.

Su uso muy difundido para la navegacion se debe a que en ella las lineas
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loxodrémicas (aquellas de acimut constante) se representan como rectas.

4.2 Proyeccion cilindrica normal tangente pura, central o perspectiva

Nota: También recibe el nombre de proyeccién cilindrica gnoménica.

4.2.1 Dibujo de la proyeccion
1) Método grafico (Figura 4.1)

En una primera etapa se considera una superficie cilindrica cuyo eje
contiene al eje terrestre, siendo la superficie cilindrica tangente a la
esfera terrestre a lo largo del Ecuador. Desde el centro de la superfi-
cie terrestre, donde estd ubicado el punto de vista, se proyectan los

paralelos y meridianos sobre dicha superficie cilindrica.

En una segunda etapa se supone cortada la superficie cilindrica a lo
largo de la generatriz opuesta al meridiano central, desarrollandola

sobre un plano.

2) Método analitico (Figura 4.2) Las coordenadas cartesianas de un
puntoson: X = RAeY = Rtgy, donde )\ estd expresado en radianes.
Estas ecuaciones corresponden al caso en el que el meridiano central

es A\g =0° . En el caso general, X = RAM\, siendo AX =X — ).

4.2.2 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud correcta; los demas
paralelos se proyectan segtin rectas paralelas al Ecuador, que se van dis-
tanciando acentuadamente entre si al ir del Ecuador hacia los Polos. La
proyeccion de los Polos estd a una distancia infinita.

Las medidas tomadas sobre los paralelos son incorrectas y mayores que
las reales; se calcula la deformacién en cada uno de ellos con el médulo

de alteracion lineal k.

_ longitud del paralelo en la proyeccion  27R

longitud del paralelo en la esfera ~ 2mRcosy - seew

Ejemplo
Sea ¢ = 60°S; por lo tanto k = sec(—60°) = 2. Ademds, se cumple que
k = N (eje menor de la Elipse de Tissot).
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Figura 4.1: Proyeccién cilindrica normal tangente pura, central o perspectiva.
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Los meridianos se proyectan segtn rectas paralelas, perpendiculares a
los paralelos y equiespaciados, de longitudes incorrectas e infinitas. La
deformaciéon en cada punto de meridiano se calcula con el moédulo de
alteracion lineal h. Como la deformacion varia en cada punto de un in-
tervalo, debe utilizarse un arco infinitesimal.

En la Figura 4.2, dm=arco diferencial de meridiano y dm’=proyeccién

de dm. Por lo tanto:

dm' dY  d[Rtgy] Bozpde 1

2
= = = = = = secC =N
dm  Rdy Rdyp Rdyp cos2 v
es el eje mayor de la Elipse de Tissot.
/\Q \
¢ +do
/
/
/ dm’ dY=dm'
on / [ h=Ni
/

T~ ® ®
g+de F— =3 am _/ k=N2\/
0N
/ /7 N Y

/ /\q(p/ \
/

/ / \
V% /\SD
0° X

R

\ /

\ /
N v
~N 7
~ - —
PS

Figura 4.2: Proyeccién cilindrica normal tangente pura: Célculo de coordenadas cartesianas y
mddulos de alteracién lineal.

Ejemplo

1 1 1
Sea ¢ = 60°S. Por lo tanto: h =

= = = 4
cos?2p  cos?(—60°) 0,25
Esta proyeccién no es iségona, pues h # k y tampoco es equivalente,

pues N1 Ng # 1.
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4.2.3 Deformacion angular
En un punto cualquiera de la proyeccién la deformacién angular maxima
se calcula con la expresién:

Ni— N

6, =2 — = —_—
max arc sen NN, 1T cosg

4.2.4 Modulo de alteracion superficial
En un punto cualquiera de la proyeccién el médulo de alteraciéon super-

ficial se calcula con la féormula:

1 1 1
p=NiNo=— =—
cos?pcosp  cos3p
Ejemplo
4,0015—2
Sea ¢ = 60°, dmax = 2arc Senm = 38°57'46" y u=N1Ny =

4,0015 x 2 = 8,003

Figura 4.3: Planisferio en proyeccién cilindrica normal tangente pura, Ao = 0°.

4.2.5 Usos
Es poco utilizada, s6lo para mapas de zonas ubicadas en estrechas fajas

a ambos lados del Ecuador, para que asi la deformacién no sea importante.

241



4.2.6 Transformacién inversa de la proyeccion

Consiste en determinar una expresién que permita calcular los valo-
res de las coordenadas geograficas de un punto, dadas las coordenadas
cartesianas del mismo en el mapa o carta, y la escala (E) en que se ha
dibujado.

Si X es la abscisa del punto medida en la carta o mapa (en centimetros),
Y es la ordenada del punto medida también en el mapa y E es la escala
del mapa o carta, de las ecuaciones de la carta se obtendran las siguientes
igualdades:

X = RAMNE

Y = RtgpE

siendo X e Y las coordenadas del punto medidas en el mapa o carta.

X
De la primera de ellas es posible obtener: A\ = ——. Como A\ =

RE
Y
A — g, entonces A = \g+ A\, De la segunda, = RE =~ tg; es decir:
=arct L
Y= SRE
Ejemplo

En un planisferio confeccionado en la proyeccién cilindrica normal tan-
gente pura, en escala 1 : 169 000 000, con meridiano central A\g =0° , se

obtienen las coordenadas X = —8,9¢cm e Y = —6,5¢cm.
X —8,9cm 180°
RE ~ 6370kmgyooo000 ™
—8,9cm x 169 000 000 180°

_ — _135°17'18"
637 000 000cm ™ SUITIS

AN =

¢ Y ¢ —6,5cm
@ = arc tg—— =arc tg T
RE 6 370k 155500 000
—6,5 169 000 000
—  arc tg—omX — _59°53/29"

637 000 000cm

4.3 Proyeccion cilindrica normal tangente equidistante (o cuadrada)

4.3.1 Dibujo de la proyecciéon (Figura 4.4)
Para dibujar esta proyeccién se impone la condicién de que las distancias
sobre los meridianos sean correctas. Por otra parte, tiene las caracteristi-

cas comunes a todas las proyecciones cilindricas tangentes.
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Figura 4.4: Proyecccion cilindrica tangente equidistante.
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Una vez determinada la escala de la proyeccion, teniendo en cuenta el
papel disponible para su dibujo, se traza el Ecuador y se lo divide en
partes iguales de acuerdo con la diferencia de longitud geogréfica de los
meridianos que se van a proyectar. Se divide a los meridianos de 180° en
partes iguales de acuerdo con la diferencia de latitud geografica en que
se proyectaran los paralelos, luego se unen con rectas dichos puntos, y se
trazan de esa manera los paralelos.

Las coordenadas cartesianas de un punto son: X = RA e Y = Ry, ex-

presando A y ¢ en radianes.

= ’\/\‘Mﬁ o
SN [ REE T
= NEIRRES%E o1
e ~ 5
\\\ \6 /C; '_\z,fj Cﬁ%ﬂ
U N A A
\L’M N 7]V Q)\/];; d
) ) f( ) ST AR
= L%\E/ /)b
W
1 | AT T
t<7 S 2\

Figura 4.5: Proyeccién cilindrica tangente equidistante; Ao = 0°.

4.3.2 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador es de longitud correcta; los paralelos se proyectan segin rec-
tas paralelas al Ecuador, equiespaciadas, de longitudes incorrectas mayo-
res que las reales. Su deformacion se calcula con el médulo de alteracién
lineal kK = N1 > 1. Recuérdese que N; es la longitud del semieje mayor de

la Elipse de Tissot.

_ longitud del paralelo en la proyeccion  27R

longitud del paralelo en la esfera ~ 2wRcosy = cos @ =secy
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Ejemplo

Si ¢ =60°N,k =sec60° = 2.

Si @ =45°N,k =secd5° =1,414213564.

La deformacion sobre los paralelos aumenta al ir del Ecuador hacia los
Polos, como lo muestran los ejemplos anteriores. Los Polos se proyectan
segun rectas de longitudes iguales al Ecuador (deformacién infinita).

Los meridianos se proyectan segiin rectas equiespaciadas de longitudes
iguales y correctas (segin la condicién impuesta). Por lo tanto, h =1= N»
(longitud del semieje menor de la Elipse de Tissot).

Se cumple siempre que k > h, pues k> 1y h=1y, por lo tanto, la Elipse
de Tissot tendra el eje mayor coincidente con la proyeccién del paralelo.
Esta proyeccién no es iségona, pues h # k y tampoco es equivalente, pues
hk # 1.

La deformacién angular méxima estd dada por la férmula:

1
N1 — Ny cosp
Omax = 2arc sen NN, 2arc sen ————
1+ V2 cos @

1—cosyp
14cosyp

= 2arc sen

Ejemplo
Reemplazando por los valores hallados para ¢ = 45°, resulta: dpax =
19°45'31".

4.3.3 Usos

Se utiliza para mapas de regiones ecuatoriales en una faja a ambos lados
del Ecuador que no se aleje mucho del mismo, para que las deformaciones
no sean excesivas. Deforma menos que la proyeccién cilindrica normal
tangente pura. Es usada para planisferios o regiones con pocos datos

geograficos. También para mapas indices.

4.4 Proyeccioén cilindrica normal tangente equivalente

Dibujo de la proyeccién (Figura 4.6)

Se calcula la distancia de cada paralelo al Ecuador de tal modo que el
area en la proyeccién sea la misma que la correspondiente en la esfera

terrestre, teniendo en cuenta la férmula que se deduce a continuacién:

Area zona esférica = 2w Rh (4.1)
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Figura 4.6: Proyeccién cilindrica tangente equivalente.



h = Rsengp

Reemplazando 4.2 en 4.1:
Area zona esférica = 2rR%sen ¢

Area del rectangulo en la proyeccién = 27 RY

Como es equivalente 4.3=4.4, entonces:
2nR?sen = 2 RY

Y = Rsenyp

R 2TTR

0° 0°

PS

Figura 4.7: Célculo de las coordenadas cartesianas.

(4.3)

(4.4)

(4.5)

De 4.2 y 4.5 se deduce que h =Y. Por lo tanto, la distancia en la

proyeccién desde el Ecuador a un paralelo (V) es igual a la distancia

entre los planos del Ecuador y del paralelo en la esfera terrestre (h).

Para dibujar los meridianos se trazan rectas paralelas equiespaciadas

perpendiculares al Ecuador, teniendo en cuenta la diferencia de longitud

geografica entre los mismos.

4.4.1 Coordenadas cartesianas de un punto de la proyeccion

Ubicando el eje X coincidente con el Ecuador y el eje Y con el meridiano

central que se desea (\g), se tienen las coordenadas:

X = RAMsiendo A\ = \— )y, expresado en radianes;

Y = Rsenyp
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Ejemplo
Supodngase que se tiene un mapa dibujado en la proyeccién cilindrica
tangente equivalente, en escala 1 : 127 420 000, meridiano central Ag= 0°.

Se desean conocer las coordenadas planas del punto (¢=75°N, A=60°W).

X =6 370km(—60°)187r$ = —6670,648km En escala X =5,2cm.
Y = 6370kmsen75° =6152,948km En escala Y =4,8cm.

Se analizara la resolucién del problema inverso (conociendo las coordena-

das planas hallar las coordenadas geogrificas) a través de un ejemplo.

90°

|
|
:

4
|

60

—

0= / \/\7

- NER
am

N - X

90° 75° 60° 45° 30° 15° op 15° 30° 45° 60° 75° 90°

Longitudes Oeste Longitudes Este

Figura 4.8: Representacién de un cuarto de planisferio.

Ejemplo
Supdngase que se tiene un mapa como el del ejemplo anterior en el que

se miden X =4,7cm e Y = 3cm. Entonces:

X 0,047m 127 420 000
A= R= : 6?70 000m =0,940147566 (en radianes) = 53°51'59"
Y 0,03m 127 420 000
=_=2 =0,6600941 = 36°52'36"
Y= R 6370 000m ! e

4.4.2 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud correcta y los demas
paralelos segiin rectas paralelas al Ecuador que se van acercando entre si
en forma acentuada al ir del Ecuador a los Polos (éstos se proyectan segin

rectas, por lo que la deformacién es infinita).
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Las medidas tomadas sobre los paralelos son incorrectas, mayores que
las reales y su deformacién se calcula segiin el médulo de alteracién lineal

k = N7 (semieje mayor de la Elipse de Tissot).

_ longitud del paralelo en la proyeccion  27R

longitud del paralelo en la esfera  2rRcosp  cosp - F

Los meridianos se proyectan segin rectas paralelas equiespaciadas, per-
pendiculares al Ecuador, de longitudes incorrectas menores que las reales,
calculdndose su deformacién (en cada punto del meridiano) con el médulo

de alteracién lineal h = Ny (semieje menor de la Elipse de Tissot).
PN Y

¢ +do

ZAN

dm
74 ‘ ’
"’ RN,

dm’| dY

PS

Figura 4.9: Cilculo de los médulos de alteracién lineal.

Si dm = diferencial de arco meridiano y dm’ = proyeccién de dm,
entonces dm = Rdp y dm = dY = d[Rsen | = Rcos pdyp, resultando:

dm’

_ Rcospdyp

h =
dm Rdyp

=cosyp

Esta proyeccién no es iségona, pues h # k, y se verifica que es equiva-
lente, pues hk = 1.
La deformacién angular méxima estd dada por la férmula:

1

N1 — N> COSW*COSQO 1—COS2(p
Omax = 2arc sen NN, = 2arc sen - = 2arc sen — 5
1+ V2 cosgp TCOS®P 1+4cos=p
Ejemplo
1

Sea p =60°S. Entonces: No =h =cos(—60°)=0,5y Ny =k = =
cos 60°
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2,0. Obsérvese que hk = 1. La deformacién angular maxima resulta: dyax =

2—-0,5
2 ’~ —=173°44"23" .
arc sen 2+0’5
4.4.3 Usos

Es muy utilizada para mapas de temas estadisticos (distribucién de
cultivos, suelos, etc.) sobre todo para regiones ecuatoriales, pues no hay
mucha deformacion, o sea sin limite de dreas; pero para otros usos sélo es
apropiada en una faja a ambos lados del Ecuador.

Observacion: La distancia de la proyecciéon de un paralelo a la pro-
yeccién del Ecuador es igual a la distancia del plano del paralelo al plano

del Ecuador en la esfera.

Figura 4.10: Proyeccién cilindrica tangente equivalente, g = 0°.

4.5 Proyeccion cilindrica normal tangente is6gona en la esfera: Pro-

yecciéon Mercator

Dibujo de la proyeccién (Figura 4.11)

El primer paso consiste en trazar el Ecuador teniendo en cuenta que el
mismo es de longitud correcta, lo que permite determinar la escala del
dibujo.

1 d D

M- D’V T4
Si, por ejemplo, se desea dibujar el Ecuador de 16, 80cm de longitud:

4002 389 040cm

= 238 237 442
16,500 38 237 442,857
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se redondearda a ' = 1 : 240 000 000.
Para dibujar los paralelos se debe determinar la distancia de los mismos

con respecto al Ecuador, a través de la formula
_ o, ¥
}h_Rm@(% +§)

que se deduce a continuacién, pasando luego los valores obtenidos a la
escala elegida.

En la Figura 4.12 se observa que, como la proyeccién es iségona, debe
verificarse que 1 = f’,ﬁ = é’,f’) =3 y, por lo tanto, los tridngulos PTQ y
P'T'Q" deben ser semejantes, siendo proporcionales sus lados homdlogos.

Se tiene entonces:
T/Q/ P/T/ P/Q/
TQ ~ PT _ PQ
siendo T'Q" =dY, TQ = Rdyp, P'T' =dX y PT = Rd\cosp. Reempla-

zando:

day — dX  Rd\
Rdp  Rdlcosp  RdAhcosyp
entonces:
dy — Rdyp
cos

Resolviendo la ecuacion diferencial:
/ dy — / Rdyp
cos

Y:R/(w
cosp

de donde, calculando la integral:

se tiene:

Y:Rm@@?+§)

Los meridianos se trazan perpendicularmente a los paralelos a una dis-
tancia entre ellos que depende de sus diferencias de longitud geografica.
Se divide el Ecuador en partes iguales.

De las identidades antes planteadas se tiene que: dX = Rd\. Integrando:
JdX = Rd\, resulta: X =R [d.

Entonces X = R\, estando A\ expresado en radianes y siempre que se
adopte como eje de ordenadas el meridiano de Greenwich. En caso con-
trario, X = R(A— \g), siendo A la longitud del meridiano que coincide

con el eje de ordenadas.



v A A+dh

Q ¢ +do
=
dv 7 3 ¢
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&, X =A% R
Qdor \A/« & o AL = Ap -A0
RdA
A +d

PS

Figura 4.12: Proyeccién Mercator. Cédlculo de coordenadas.

4.5.1 Transformacién inversa de las coordenadas de la proyeccion

Mercator sobre la esfera
En un mapa en proyeccién Mercator en escala E, se tienen las ecuaciones

de las coordenadas cartesianas

2= ERANy = ERIntg (450 + g)

De la primera de ellas se obtiene el valor de A\ en radianes: A\ = ELR
Como A = AX— ), entonces AA= A+ Xg y
x
A=—+A
ER

De la segunda ecuacién debe obtenerse el valor de ¢:

Y 14
by = (o)
R ntg | 45° + 9
et = tg(15°+ %)

% = arc tgeER —45°

@ = 2arc tgeﬁ —90°

Ejemplo
En un mapa en proyeccién Mercator en escala 1 : 160 000 000, cu-

yo meridiano central es 0°, se midieron las coordenadas de un punto A
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Figura 4.13: Proyeccién Mercator, Ao = 0°

obteniendo: x = 5,55¢m, y = 10,00cm. Se desean hallar las coordenadas
geograficas de ese punto.

5,55¢m 180°
160055095637 000 000cm

Como A\g = 0°, A = A\ = 79°52/20” . Por otra parte:

A= =179°52"20"

Yy 10cm x 160 000 000

= 2arc tgeFR —90° = 2arc tge~ 637000000cm  — 90° = 80°43'28"

4.5.2 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud correcta y los demas
paralelos lo hacen segtin rectas de longitudes incorrectas, mayores que las
reales, paralelas al Ecuador, que se van distanciando acentuadamente en-
tre si al alejarse del Ecuador hacia el norte o hacia el sur. La deformacion
en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal k. Los Polos
no se proyectan pues estan a una distancia infinita del Ecuador.

o

90
Ygoo = Rlntg <45O + 2) Ygoo — 0
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__longitud del paralelo en la proyeccion

longitud del paralelo en la esfera

o 2R 1
~ 27nRcosg  cosp

. k=secyp

Los meridianos se proyectan segiin rectas paralelas equiespaciadas de

longitudes infinitas. La deformacién en cada punto de los meridianos se
/

calcula con el modulo de alteracién lineal h = an donde:

dm’
1 1 1
dm’ = dY =d[Rlntg (45°+2)] = Zdo =
m [Rng(5 +2>] Rtg(45°+%)cos2(45°+%)2 v
Rdy Rdy

2sen (45° + £) cos (45°+ £)  sen2 (450 + 2)
y dm = Rdy. Entonces:

h— Rdyp B 1 1
 sen2(45°+ £)Rdp  sen(90°+¢)  cosgp

Es decir h = k. Ademés, como k = h = N1 = N, la Elipse de Tissot
resulta una circunferencia.

Ejemplo

Sea ¢ = 60° . Entonces: k =sec60° =2 = h.

Se verifica que esta proyeccion es iségona pues h = k, pero no es equi-

valente pues hk # 1(hk = sec? p).

4.5.3 Propiedad fundamental
Las lineas loxodrémicas se proyectan segiin rectas pues, como es iségona,

las direcciones de las loxodrémicas son correctas.

4.5.4 Usos

Para mapas de navegacion en combinacién con la gnomoénica y, en gene-
ral, para planisferios. Hasta el siglo XIX la mayor parte de los planisferios
se dibujaba en proyeccién Mercator.

Se emplea también para mapas de temas meteoroldgicos para las regio-
nes tropicales. En astronomia, se usa para planisferios celestes (faja del

Ecuador Celeste).
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4.6 Proyeccion Mercator en el elipsoide
4.6.1 Dibujo

Para su dibujo es necesario deducir las férmulas que permiten obtener
los valores de las coordenadas X e Y . Considérense para ello dos pun-
tos, por ejemplo P y @ infinitamente préximos, por los que pasan sus
correspondientes paralelos y meridianos (ver Figura 4.14).

Como la proyeccion es iségona, los dngulos respectivos son iguales. En-

tonces:

i=12=23=3
Por lo tanto los tridngulos PTQ y P'T'Q’ son semejantes, siendo pro-
porcionales sus lados homélogos. Se tiene entonces:
P/Tl T/Q/ P/Q/
PT  TQ _ PQ

siendo P'T" = ad\, PT = Ncospd\, T'Q' =dY y TQ = pdep.

Y A AtdA

o ¢ +do

PS

Figura 4.14: Proyeccién Mercator en el elipsoide. Célculo de coordenadas.

Y dA
Por lo tanto: — = ai; despejando:
pdp N cospdA
dy — 4rde
Ncosyp

Resolviendo la ecuacion diferencial:

apdp
Y =
/d Ncosp
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pde

Y =
“ N cosyp
Pero p = _al=¢®) yN=—a
R | (17(16286112@)7 (1—e2sen? )2
eemplazando:
1— 2
1 a(2 5 e2) %d@
Y — a4 (1—e abcn )
T COS P

(1—e2sen2 )2

/ a(l—e?)(1—e?sen? gp)%dgo
a
a(l— e?sen? <p)% cosp

_ / (1—e*)dy
- (1—e2sen2p)cosy

Calculando la integral: Y =a {lntg (45°+ %)+ £1n L__E%Eﬂ

Por otra parte,

dX = ad)\

A
/dX:a dA
Ao

Entonces X = aA) siendo AA=)\— g

4.6.2 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segin una recta de longitud correcta (27a). Los
paralelos se proyectan segtn rectas de longitudes incorrectas mayores que
las reales, que se van distanciando entre si al ir del Ecuador hacia los
Polos (éstos no se proyectan pues se encuentran a una distancia infinita).
La deformacién en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién
lineal k,

La distancia de cada paralelo al Ecuador se determina con la ordenada
Y cuya férmula se dedujo mas arriba.

Los meridianos se proyectan segtin rectas paralelas equiespaciadas per-
pendiculares al Ecuador y de longitudes infinitas; su deformacién en cada

punto se calcula con el médulo de alteracién h.

4.6.3 Modulo de alteracion lineal
Como la proyeccién es iségona h = k, entonces se deduce que:

2ma a a(1 —e?sen?

P)2 _ (1—e*sen®p)?

! 2 2nNcosy Ncosp acosy cosp
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(1—e%sen?

30)#1

Esta proyeccién no es equivalente pues: [Ny Ny = 5
cos? ¢

4.6.4 Usos

Para cartas topograficas, pues como se trabaja con escalas mayores, de-
be considerarse a la superficie terrestre como un elipsoide de revolucién.
Esto se debe a que la diferencia entre el elipsoide y la esfera tiene represen-
tacion en la escala, pues el error al confundir ambas superficies (elipsoide
y esfera) en las cartas resulta dividido por el médulo de la escala de la

carta que es menor que el médulo de la escala del mapa.

4.7 Proyeccion cilindrica normal secante pura, central o perspectiva

4.7.1 Dibujo

Se obtiene en dos etapas:

1) Se considera una superficie cilindrica que intercepta a la esfera te-
rrestre a lo largo de dos paralelos que en valor absoluto tienen la
misma latitud, el punto de vista esta en el centro de la Tierra, y los

paralelos y meridianos se proyectan sobre dicha superficie cilindrica.

2) Se supone cortada la superficie cilindrica a lo largo de una gene-
ratriz y desarrolldndose sobre un plano; los paralelos en donde se

intercepta con la superficie terrestre reciben el nombre de paralelos

base (¢o y —¢o0)-

4.7.2 Procedimiento analitico

Se supone el eje X coincidente con la proyeccién del Ecuador y el eje
Y con la del meridiano central.

La proyeccién del Ecuador es una recta de longitud igual a la de los dos
paralelos bases (2rRcos ). La distancia de la proyeccién del Ecuador a

la de un paralelo ¢ es (ver Figura 4.15):

Y = AC=VAtgy= Rcospotgy =cospoRtgy
Y = cospoRtgyp

Sen Yo

En el punto ¢ = ¢q,Y, = cospoR = Rsen

COS Qo
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La abscisa de un punto serd: X = (A — Xg)Rcos o, si los valores de las
™

longitudes (A y Ag) estdn expresados en radianes y X = (A—Ag) 180°

Rcospg
si dichas longitudes estan expresadas en grados.

Si se considera un eje X’ coincidente con la proyeccién del paralelo q:

Y = Y—Yg’,O = cospgRtgp — cospgRtg po = coswoR[tgp — tgwo]
T
! = — _—
X cospg(A— o) 180° R

Ejemplo

Considérese un planisferio dibujado en la proyeccién cilindrica secante
pura, en escala 1 : 370 000 000, con meridiano central \g = 0° y para-
lelos base en 30° y -30° . Se desean conocer las coordenadas del punto

A(p = 60°,A = 90°).

De acuerdo con las formulas recién halladas:

Y = co0s30°6 370km tg60° = 9 554,9999km

Y (en escala) = 2,58cm.

X = c0s30°(90° — 0°) 1550 6 370km = 8 665,4262km

X (en escala) = 3,05cm.

Si, en cambio, se considera un eje X’ coincidente con la proyeccién del
paralelo g = 30°,
Y’ = c0s30°6 370km[tg60° — tg30°] = 6 370,0011km.
Y’ (en escala) = 2,34cm

Sip=15°y A=90° , entonces:

Y’ = c0s30°6 370km|[tg 15° — tg30°] = —7 066,832km,

Y’ (en escala) = -1,89cm

4.7.3 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud incorrecta menor
que la real, igual a la de los paralelos bases (2 Rcosyp).

Los paralelos se proyectan segun rectas paralelas al Ecuador que se van
distanciando acentuadamente entre si al avanzar del Ecuador hacia los
Polos (éstos no se proyectan, pues estdn a una distancia infinita).

Los paralelos bases se proyectan segtin rectas de longitudes correctas

(k =1). Los paralelos que se encuentran entre los paralelos bases (de
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latitudes en valor absoluto menores que las de éstos a ambos lados del
Ecuador) se proyectan segtn rectas de dimensiones menores que las reales:
k < 1. Los ubicados entre los paralelos bases y los Polos se proyectan segtin

rectas de dimensiones mayores que las reales: k > 1.

dm' dY=dm'

0°

$

<

8
NI 1T
N ]

Figura 4.16: Proyeccién cilindrica normal secante pura: Mddulos de alteracién lineal.

La deformacién en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracion

lineal k:

_ longitud del paralelo en la proyecciéon  2wRcospg  cosgg

longitud del paralelo en la esfera ~~ 2wRcosep  cose

De esta expresién resulta evidente que
sip=po=k=1,sip<pg=k<1l,sip>py=k>1

Los meridianos se proyectan segin rectas equiespaciadas de longitud
infinita y perpendiculares a los paralelos. La deformacién en cada punto

de los meridianos se calcula con el médulo de alteracion lineal h:
/

d
h= %, donde dm’ = dY = d[Rcospgtgp] = Rcospp o2 (pdgo ydm=
Rdy . Entonces:
B Rcosg@oﬁdga ~ cos o

Rdyp ~ cos2p



1
Evidentemente h = ——k. De esta expresion se deduce que:
cosp

sie=@o=h>1(h>k), sip<po=h>k, sip>py=h>k.

1\

Si, en particular, o =0°,h < 1(h =k).

Figura 4.17: Proyeccién cilindrica secante pura.

Ejemplos
cos 30° cos 30°
1 = 15°; =30°k = =0,896575464 < 1;h = —— =
) ¥ 1#0 cos 15° ’ < b cos215°
0,9282 = h > k.
cos 30° cos 30°
2 = 60°N; =430k = =1,7320508 > 1;:h = =
) ¥ 1$0 cos 60° ’ > b cos2 60°
3,464 = h > k.
O
3) ©=30°N;k=1;h= 025’233000 —1,455 = h > k.

4) ©=0°k=h=cos30° = 0,8660254.

Como los valores de h y de k son, en general, diferentes, se deduce que

esta proyeccién no es iségona. Tampoco es equivalente, pues p = hk # 1.



4.7.4 Usos
Debido a las deformaciones esta proyeccion sélo es utilizada para mapas

en una franja angosta a ambos lados de los paralelos bases.

Observacién
En un punto cualquiera de la proyeccion, la deformacién angular maxi-
ma se calcula a través de la expresion:
Omax = 2 arcsen Ll — NV
N1+ No
Ejemplo:
La deformacién angular en los puntos en que ¢ = 60°N, siendo @y =
+30°, es:
3,46573 —1,73205

= 38°58'04"
3,46573 + 1,73205

Omax = 2 arcsen

4.8 Proyeccion cilindrica normal secante equidistante(equirrectangular)

4.8.1 Dibujo (Figura 4.18)

Se impone la condicién de que las distancias sobre los meridianos sean

correctas, asi también, por definicién, la longitud de los paralelos bases.

4.8.2 Caracteristicas y propiedades

Los meridianos tienen longitudes correctas; los paralelos se proyectan
segun rectas de longitudes incorrectas menores o mayores que las reales
segun se encuentren respectivamente entre los paralelos bases a ambos
lados del Ecuador o exteriormente a ellos.

La deformacién en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracion
lineal k, cuyo valor entre los paralelos bases es menor que 1 y fuera de los
paralelos bases es mayor que 1.

_longitud del paralelo en la proyeccién 2w Rcosypg  cosgp

longitud del paralelo en la esfera 2mRcosp cos

Los meridianos se proyectan seglin rectas equiespaciadas, perpendicu-
lares a los paralelos y de longitudes correctas, debido a la condicién im-
puesta. Es decir, en esta proyeccién las distancias en sentido norte-sur

son correctas. Resulta entonces h = 1.

263



90° N

75°N

60° N

45°N
30°N

15°N

00

N
N

15°S

30°S

45° S

60°S

M
\/

75°8S

90° S

180°

150°W 120°W  90°W

60° W

30°wW

00

30°E

60° E

90° E

120°E

150° E

180°

Figura 4.18: Proyeccién cilindrica normal secante equidistante.
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Resumiendo:

< po=k<1l=k<h;
po=k>1=k>h;

€ € € €
\Y

= 0°=k<l=k<h

Esta proyecciéon no es isdgona, pues h # k y tampoco es equivalente,
pues hk # 1.

Ejemplos
cos 30°
1 =15% ¢ =30°: k= ——— = 0,896575464
) @ 70 osl150
(0]
2) o= 60°Nipo = 30°: &k = <230 _ 1 7320508
cos 60°

4.8.3 Usos
Para mapas de regiones ubicadas en una franja angosta a ambos lados
de los paralelos bases pues, aunque no hay deformacion en el sentido

norte-sur, si la hay en el sentido este-oeste (Figura 4.19).

lls
sl

R

= |
e L Same
=

SR
ks

y
A

\
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.

e A1
K \\\(; % ‘ 3 I
s .
S R
gjy m E
N O P B e s s s e

Figura 4.19: Proyeccién cilindrica normal secante equidistante (po = 30°).
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4.9 Proyeccion cilindrica normal secante equivalente
4.9.1 Dibujo (Figura 4.20)

Se impone la condicién de que las areas en la proyeccién sean iguales
a sus correspondientes en la esfera. Para dibujar los meridianos se trazan
rectas paralelas y equiespaciadas, perpendiculares a los paralelos, teniendo
en cuenta la diferencia de longitud geografica entre ellos.

Para dibujar los paralelos se debe calcular la distancia de cada uno de
ellos desde el paralelo base o el Ecuador, segiin se desee, con las férmulas

que se deducen a continuacion.

4.9.2 Calculo del Y
Es la distancia a partir del paralelo base (Ver Figura 4.21).
En la esfera:
Area de la zona esférica (o — @) = 27 Rh,
siendo h = Rseny — Rsenpg = R(senp —senpq). Reemplazando:

Area de la zona esférica: (oo — o) = 2mR?(sen o — sen py) (4.6)
En la proyeccién:
Area del recténgulo = 27 RcospgY (4.7)

siendo Y medida desde el paralelo g hasta el paralelo .

Como la proyeccién es equivalente 4.6 = 4.7, entonces:
2w R? (sen —sen pg) = 2 Rcos oY’

R(senp —senpg) = cosgoY
de donde:
R(senp —senpq)
cos g

Y =

4.9.3 Calculo de Y’ (a partir del Ecuador) (Figura 4.22)

Area de la zona esférica (o — ) = 27 RH
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Figura 4.21: Proyeccion cilindrica normal secante equivalente. Célculo de coordenadas a partir
del paralelo base ¢q.

—

siendo h' = Rsen . Por lo tanto:
Area de la zona esférica (0° — @) = 2rR*sen ¢ (4.8)

Area del rectangulo = 2w RcosgoY’ (4.9)

Como la proyeccién es equivalente debe ser 4.8 = 4.9 entonces:

2rR%seny = 2mRcospgY’
Rsenyp = cospoY’
de donde:
v Rsenyp
Cos g

midiendo ¢ desde el paralelo al Ecuador.

v

TR, e,
Za

PS

Figura 4.22: Proyeccién cilindrica normal secante equivalente. Célculo de coordenadas a partir
del Ecuador.
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4.9.4 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segtin rectas paralelas al Ecuador, que se van
acercando acentuadamente entre si al ir del Ecuador hacia los Polos (los
Polos son rectas de longitudes iguales a las de los paralelos bases).

La deformacién en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracion
lineal k. Todos los paralelos tienen la misma longitud que los paralelos

bases. Como en las otras proyecciones cilindricas normales secantes:

_ longitud del paralelo en la proyeccion = 2wRcospg  cosg

longitud del paralelo en la esfera 27 Rcosy cos

Obsérvese que:
sip=0"=k<1;
si0°<p<pg=k<1,
sipo=¢g=k=1;
sip>@o=k>1.

Ejemplos
300

0 =15°N;pp = 30° : k = 222150 — 0,896575464, k < 1
300

©=60°N; 0o =30°: k= 222600 —1,7320508, k > 1

Como se ve en los ejemplos, las longitudes de los paralelos son incorrec-
tas, menores que las reales dentro de los paralelos bases a ambos lados
del Ecuador, y mayores que las reales fuera de los paralelos bases hacia
el Polo Norte o hacia el Polo Sur.

Los meridianos se proyectan segiin rectas paralelas equiespaciadas, per-
pendiculares a los paralelos y de longitud incorrecta. La deformacién en
cada punto de los meridianos se calcula con el médulo de alteracién

. dm’ . , , sen
lineal h: h= ——, siendo dm' =dY' =d |R
CoS Q

dm
d
dm = Rdyp. Entonces: h = ficospdp _ cosy .

R d
= COS
con g CO5FLP Y

Rdpcospg  cosq
Notese que este valor es reciproco del de k. Por lo tanto, hk = 1.

Obsérvese que:
sip=0°=h>1;

si 0° <@ <@g=h>1;
si p=@o=h=1;
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sip>pog=>h<l.

Ejemplos
15°
0 =15%po =30°N: h= C°S300 —1,11535507, h > 1.
60°
©=60°N:;00=30°N: h= 22" _0 57735027, h < 1
cos 30°

Como muestran los valores obtenidos en los ejemplos, las longitudes de
arcos de meridiano en la proyeccién considerados dentro de los paralelos
bases son mayores que las reales y fuera de los paralelos base dichas
longitudes son menores que las reales.

Se verifica que esta proyeccion no es isdégona pues h # k, pero si que es
equivalente, pues hk = 1.

La maxima deformacion angular se calcula con la expresion:

N1 — Ny

Omax = 2 —_—=
a arc sen N, TN,

Ejemplo
Para ¢ =60° y @9 = 30°N resulta

1,7320508 — 0,577214892

= 60°00"42"
1,7320508 +0, 577214892

Omax = 2arc sen

4.9.5 Usos
Como toda proyeccion equivalente, es utilizada para mapas con fines

estadisticos, politicos y catastrales.

— i

s T =
N e
X T
—— 7 ey R
\ — <\
s -
’gc/ >

Figura 4.23: Proyeccién cilindrica normal secante equivalente (po = £30°).
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4.10 Proyeccion cilindrica normal secante is6gona (Mercator secan-
te en la esfera)

4.10.1 Dibujo:(Figura 4.24)

Una vez determinada la escala, teniendo en cuenta que sobre los parale-
los bases las longitudes son correctas, se traza el Ecuador con la longitud
del paralelo base y se lo divide en partes iguales de acuerdo con la di-
ferencia de longitud geografica estipulada para dibujar los meridianos.
Se trazan estos ultimos perpendiculares al Ecuador y espaciados entre si
RcospoAX (expresando AX en radianes) o bien RcoscpgA)\lgﬁ (si se
expresa A\ en el sistema sexagesimal).

Como la proyeccién es iségona, los angulos respectivos son iguales. En
las Figuras 4.25 y 4.26 se observa que 1 = 1,2 =9 y 3= 3. Por lo

tanto, el tridngulo Py P> P3 es semejante al tridangulo P PPy, resultando
PPy _ PiPy
PPy PP

proporcionales sus lados homélogos. Entonces

/\<>

P
P
Figura 4.25: Proyeccién Mercator secante en la esfera. Calculo de coordenadas.

Reemplazando por sus valores:

dY — Rcosppd\
Rdp  Rcospd\

gy o~ s wodARdp
cos pdA



Integrando:

dp

/dY = Rcoscpo/ 1
cos

Y = Rcospplntg (450 + g)
Por otra parte:

dX = RcospodA

/dX = Rcosgao/d/\

X = RcospgA

Si el meridiano de origen no es el meridiano de 0° (Greenwich), sino el

de longitud Ag:
X = Rcospo(A— o)

Nota

Cuando se utiliza la proyecciéon Mercator secante para una region aleja-
da del Ecuador, éste no aparece en el mapa, por lo cual es necesario tener
una expresion que permita el calculo de las ordenadas (Y”) con respecto

al paralelo base (¢g) (Figura 4.26):

V=Y - Yy, = Rcospplntg (450 + %) — Rcosypglntg (45O + ('020)

Noétese que el segundo término del miembro de la derecha es una constante.

Ejemplo

En un mapa de la Peninsula Antartica en proyeccién Mercator secan-
te en la esfera, dibujado en escala 1 : 1 500 000, con paralelo base en
o = 67°15’S y meridiano central en \g = 64°W, se desean hallar las
coordenadas de un punto (p = 62°5, A = 52°W) con respecto al sistema

de ejes (po,\o) (Figura 4.27).

"= oy PN _ o, ¥o
Y" = Rcosyg [lntg(45 +2> lntg(45 + 5 )]

2° 015/
Y' = 528,543km
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4 A A+dL
I g+do
dy
1 3
TY. P" P ?
v T ‘p"
\
‘Y(pu
. X dX
> X

Figura 4.26: Proyeccién Mercator secante en la esfera. Coordenadas cartesianas.

En el mapa, en escala 1 : 1 500 000, es una longitud: Y’ = 35,24cm.

X = Reos pg(A—Ao) = 6 370km cos 67°15'[~52° — (—64%]@ =515,922km.

En el mapa, en escala 1 : 1 500 000, es una longitud: X = 34,39cm.

v
2
2 R
Q2 8 <
| 60°S
X
- —— T —{62°8
v
4 1] x
Q0=67°15'S
74°30'S

Figura 4.27: Célculo de coordenadas. Ejemplo.

4.10.2 Caracteristicas y propiedades
Los paralelos y el Ecuador se proyectan segtn rectas de longitudes in-

correctas a excepcion de los paralelos bases que son de longitudes reales.

274



Los paralelos se van alejando entre si al alejarse del Ecuador. La de-

formacion en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal

k.

_ longitud del paralelo en la proyecciéon — 2wRcospg  cosgg

longitud del paralelo en la esfera ~  2mRcosy CoS
Ejemplos
cos 30°

1 =15°N, siend =30°N: k= =0,896575464; k < 1

) @ siendo g s 150

cos 30°

2 = 60°N, siend =30°:k= =1,7320508; k> 1

) 4 , SIENAO Yo cos60° ) 9 >

Como se observa en los valores obtenidos en los ejemplos, las longitudes
de los paralelos entre los paralelos bases son menores que las reales, y
fuera de los paralelos bases, dirigiéndose hacia los Polos, mayores que las

reales. Es decir:
si @ > g = cosp < cospg =k > 1;

si p < g = cosp >cospy =k < 1.

Los meridianos se proyectan segin rectas paralelas equiespaciadas per-
pendiculares a los paralelos, de longitudes infinitas. La deformacién en

cada punto del meridiano se calcula con el médulo de alteracién lineal h,

d !
h= ﬂ, donde
dm
dm'=dYy = d [Rcosgoo Intg (450+ g)}
= Rcos 1 1
= @Otg (450_’_%) cos2 (450_’_%) 9
_ RCOSQDO
~ 2sen (450 4 %) oS (450 + %)
dep
= Rcospg————
70 en2 (450 + £)
_ Reospodp
- cosp
y dm = Rdy
de 1
Entonces h = 1205 P0d¥  cospp

cos¢ Rdp  cosg

Por lo tanto, h =k = el 4}
cosp
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Con los demads valores obtenidos se deduce que las longitudes tomadas
sobre los meridianos entre los paralelos bases son menores que las reales
y fuera de los paralelos bases son mayores que las reales. Ademads, se
observa que los valores de h y k son iguales en cada punto; por lo tanto,

la proyeccion es iségona. No es equivalente pues hk # 1.

4.10.3 Usos

Para mapas de navegacién.

4.11 Proyeccién cilindrica secante normal iségona o conforme (pro-

yeccion de Mercator secante en el elipsoide)
El Ecuador esta representado por una recta de longitud igual a la de
los paralelos base: 2w Ngcosyg. Los meridianos son rectas paralelas de

longitud infinita equiespaciadas perpendiculares al Ecuador y separadas
T

entre si una amplitud Ny cospgAX (en radianes), o bien Ny cospgAX 1300

(en grados sexagesimales).
Los paralelos estan a una distancia Y del Ecuador de acuerdo con la
condicion de isogonia o conformidad que se deduce a continuacién.
Como se observa en la Figura 4.28: 1 = f’,? = f’,g = 3. Por lo tanto,
los tridngulos Py PoPs y P{PjP; son semejantes y sus lados homélogos

son proporcionales:
P3Py PPy
PPy PiPs
Como PiPj =dY, P{P;=dX = Nycospod\, P3Py = pdp y P1P3 =

N cospd), entonces:

dl _ Nocospod\
pde N cospd\
v pdepNo cos o
N cosyp

1—e2)(1—e?senp)2d
/dY - Nocossﬁo/a( e - sen p)tde
(1—e2sen? )2 cosep

1—esenyp

Y = Nycospg [lntg (45°+£)+gln

2 1+esenyp

dX = NgcospodA

/dX = Nocos<po/d/\
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X = NycosgpA, si \p = 0° (meridiano de Greenwich) y
X = NycospgdAN, siendo AX = X — Ag, si el meridiano central es de
longitud Ag.

A A+dh

AP e+de

dy

T Y P's

| X dX

—
=
<

~_

Figura 4.28: Proyeccién de Mercator secante en el elipsoide. Célculo de coordenadas.

Nota

Cuando se aplica la proyeccién Mercator secante a una region lejana al
Ecuador, éste no aparece en la carta por lo que es necesario tener una
expresién que permita el cdlculo de las ordenadas (Y en la Figura 4.28),

con origen en el paralelo base (¢g).

%) e, l—esenyp
Y = Y-Y, =N Intg (45°+ 2 ) + -2 |
#0 0€O5¥0 {n & + 2 +2 nlJresengp
Yo e l—esenypg
—N, Int (45O —) —In———
0€05¥0 {n & * 2 +2 nl—l—esen(po}

Ejemplos
Se tiene una carta “Islas Malvinas”, en escala 1 : 500 000 en la lati-

tud media g = 52°5 en proyeccién Mercator, que comprende una ex-
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tension segun el croquis de la Figura 4.29. Se desean calcular las coor-
denadas del punto (¢ = 51°5;\ = 56°30'W), siendo el meridiano central
Ao = 59°30'W.

Y

2 2 s =

o (=] (= <

o % g

(3] [=2] © n

© 0 n o

50°10'S ‘ 50°10'S
T —151°8
Y
X' ‘ X
@0 =52°5'S
53°38'S 53°38'S
s
<
Figura 4.29: Proyeccion de Mercator secante en el elipsoide. Ejemplo.
a
X = —— " cosp(A—o)
(1—e2sen2pg)2
6 378,388k
X = m - cos(—52)(~56°30' +59°30") ——
(1—0,006722670022sen2(—520))2 180
= 206,032km.

En la escala de la carta resulta X = 41,2cm.

1—esenp
Y = Y-Y, =N Int (450 f) i Pt
#o OCOS@O[D & +2 +2 n1+esen<p

1—es
—Nocosio [Intg(450+“’° 1 ebewo]

e
2 )+§ nl—i—esengoo

51° e 1—esen(—51°)
Y’ = 6391,376k —52° Intg | 45° — — -In——=| —
,876km x cos( )Hng( 2 >+2 n1+esen(51°)}

590 e, 1—esen(—52°)
_N Intg | 45° — — S ————0
0 COS o [n g( 5 2 >+2 n1+esen(—52°)”

Y’ = 110,0396km. En la escala de la carta es Y’ = 22,01cm.
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4.12 Proyeccion de Gall
4.12.1 Dibujo de la proyeccion

Resulta de un proceso grafico basado en proyectar desde un punto del
Ecuador que se desplaza por el mismo, los puntos de la superficie de refe-
rencia esférica sobre la generatriz opuesta de una superficie cilindrica que
intercepta a la superficie terrestre a lo largo de los paralelos de 45°N y

45°S (ver Figuras 4.30 y 4.32).

Proceso analitico(ver Figura 4.31)

Y = (R—i—Rcosgoo)tgg:R(1+Cos<p0)tg§
X = RcosppA

N i |
7/
7/
7/
7/
PN c____ o+do
7 Gm B dm’ [ dY =dm’
s ———————
o VA /A R 45°N
45°N ~
. : Y
/
/ o+de |
+dp)/2 4
v Z @2 (@+de) e |A 0° Ecuador *
| R Rcosgo | X
| |
I I
| |
SN —— — — — — — — '8
PS

<>

Figura 4.31: Proyeccién de Gall. Célculo de coordenadas.
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4.12.2 Caracteristicas y propiedades
El Ecuador y los paralelos se proyectan segtn rectas paralelas de longi-
tudes iguales a la de los paralelos bases. La deformacion en cada paralelo

se calcula con el médulo de alteracion lineal k.

_ longitud del paralelo en la proyeccion = 2wRcospg  cosyg

longitud del paralelo en la esfera 2w R cos cos

siendo ¢g = £45°.

Ejemplos

1) =230°, siendo g = 45°N : k = ZZ:;ZZ — 0,8164965803.
2) »=60°N, siendo @o = 45° : k = % —1,41421356.
3) ©=90°N, siendo pg=45°:k = ZZ:;ZZ — 00

Como se observa en los valores obtenidos, la longitud de los paralelos
entre los paralelos bases es menor que la real y fuera de los paralelos
bases, mayor que la real.

Los meridianos se proyectan segtin rectas paralelas, equiespaciadas, per-
pendiculares a los paralelos, calculandose la deformacién en cada punto
de meridiano con el médulo de alteracion lineal h. Los meridianos son de
longitudes finitas e incorrectas mayores que las reales en los arcos com-
prendidos entre 45° y los Polos, y menores que las reales entre los paralelos

de 45° norte y sur.

dm’ dY  d[R(1+cosgpo)tg] (14cospo)ide (14 cosgp)

~dm Rdyp - Rdyp dpcos?£  2cos? ¥
Como 1 = sen? % + cos? % y cosp = cos? % —sen? %, sumando miembro

a miembro es: 1+ cosp = 2cos? g, de donde se obtiene que: (3052% =

1
¥ . Reemplazando esta expresién en h:

h— T+cospg  1+cospo
= 21+<:205<p - 1+COSg0




Figura 4.32: Proyeccién de Gall.

Ejemplos
1+ cos45°
1 = 30°, siend =45°: h=————=0,9148357.
) @ ) SIEHAO o 1+cos30°
1+ cos45°
2 = 60°, siend =45°: h=-————/—=1,1380711.
) @ ) SIEREO 0 1+cos60° 7’

4.12.3 Calculo de N; y N, (semiejes de la Elipse de Tissot)

Puesto que paralelos y meridianos se cortan a 90°, N1 y Na deben ser
iguales a h o a k. Se calculan entonces los valores de h y de k: el mayor
serd N7 y el menor serd Na.

En los ejemplos anteriores es:
para ¢ = 30°,k = 0,816496583 y h = 0,9149149; por lo tanto Ny =h y
Ny =k (Ver Figura 4.30);
para ¢ = 75° k = 4302,73205081 y h =1,35611769; por lo tanto N1 =k
y No = h (Ver Figura 4.30);
para ¢ = +45° k= h = N1y = N3 =1 (Ver Figura 4.30).
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Otras propiedades

No es isdgona pues N1 # No.
, . N1 — Ny
El médulo de alteracién angular es dpax = 2arc sen ———.

1+ Ny
0,9149149 —0,816496583

=11°17'46".
(1)7?1518149—’—0718%6496548122
1356 — 1
, 356 —1,138156 19095705

1,41421356 4 1,138156442

Para ¢ = 30°, §nax = 2arc sen

Para ¢ = 60°, 6.y = 2arc sen

Nota
Las lineas que unen puntos de igual deformaciéon angular son rectas
paralelas al Ecuador (Ver Figura 4.32). Las lineas de igual deformacién

angular aparecen en lineas de rayas.

4.12.4 Aplicaciones

La proyeccién de Gall se encuentra en algunos atlas. No es equivalente ni
iségona pero da una buena representacién del mundo: evita las excesivas
deformaciones de la proyeccién Mercator en las altas latitudes y disminuye

las deformaciones de las proyecciones equivalentes.
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Capitulo 5

Proyecciones cilindricas transversas

5.1 Conceptos generales

En estas proyecciones la superficie de proyeccion es un cilindro tangente
a la superficie terrestre a lo largo de dos meridianos terrestres opuestos
(el meridiano central y su opuesto), de modo que el eje de la superficie
cilindrica es normal al eje de la Tierra.

Para relacionar estas proyecciones cilindricas con las normales, se consi-
dera que en estas tltimas la superficie cilindrica gira 90°, con lo cual el eje
se dispone perpendicular al eje terrestre y contiene a los seudo Polos. La
circunferencia de tangencia serd el seudo Ecuador (Figura 5.1). Los seudo
meridianos son las semicircunferencias maximas que pasan por los seudo
Polos y los seudos paralelos seran las circunferencias menores paralelas al
seudo Ecuador.

Con las hipoétesis citadas se tendrd que las seudo coordenadas de un
punto son: la seudo latitud -latitud transversa (¢7)- y la seudo longi-
tud -longitud transversa (Ar)-. Es por esto que se deducirdn las mismas
féormulas antes obtenidas, con el reemplazo de ¢ por ¢ vy de A por Ap.

Una vez obtenidas las férmulas en funcién de o7 y Ap para cada tipo
de proyeccién, se referiran a los valores de ¢ y A, para lo cual se resuelve

el tridngulo esférico formado por el punto considerado (A) de la superficie
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terrestre, el Polo terrestre y el seudo Polo.

PN
P AN T V)
Pal%leloq) e ﬁé o
7 (er AN

- AL\
seudo == =
”% > %/ AN %)m)ﬂ

/ \ D

Iy 2N
f A \.
AN!
L \1‘

1/

_ . _(seudopolo) PST |7 Ecuador
| seudo meridiano |
\ central /

. \ /
meridiano central \ j /

) {

/
\\ / .—/Lseudo paralelo (¢r)
\\\ Y e
L |~~~ meridiano (1)
PS

seudo Ecuador

Figura 5.1: Proyecciones cilindricas transversas.

5.1.1 Relaciones entre las coordenadas geograficas (p y \) y las

seudo coordenadas

En la Figura 5.1, por el teorema del coseno, se tiene que:

c0s(90° — ) = cos90° cos(90° — 1) +sen 90° sen(90° — 1) cos(90° — AAr)

sen o = cos pr sen A\p (5.1)

Ademas:
c0s(90° — 1) = c0s(90° — ) cos90° + sen(90° — ) sen 90° cos(90° — AN)

sen @7 = cospsen A\ (5.2)

A partir de esta ecuacion es posible obtener @ = arcsen|cospsen A)].
Aplicando el teorema del seno al mismo tridngulo, se tiene:
sen(90° —¢)  sen(90° — o)
sen(90° — AMr)  sen(90° — AN)

cosp  cospr
cosANp  cosAN

Por lo tanto:

coscos A\ = cos pr cos AAp (5.3)

Dividiendo miembro a miembro las expresiones 5.1 y 5.3, se tiene:

tgpsec AN =tg Adp
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pudiendo obtenerse el valor de
A)lp = arc tgtgpsec AN (5.4)

Las proyecciones cilindricas transversas tangentes pueden clasificarse en

los siguientes tipos:
= Pura, central o perspectiva.
» Equidistante (de Cassini, de Soldner o de Hatt).
= Equivalente.

» Conforme (de Gauss), llamada también Mercator Transversa.

5.2 Proyeccion cilindrica transversa tangente pura, central o perspectiva

5.2.1 Dibujo de la proyeccion

Se supone la superficie terrestre con la superficie de proyeccién cilin-
drica tangente a lo largo de dos meridianos opuestos, siendo el eje de
la superficie cilindrica normal al eje terrestre. El centro de proyeccién, o
punto de vista, se encuentra en el centro de la esfera terrestre (Figura
5.2).

Para deducir las formulas de las coordenadas cartesianas de la proyec-
cién de un punto de la superficie terrestre en esta proyeccién, se hallan
las coordenadas de la proyeccién cilindrica normal tangente pura supues-
ta girada 90° la esfera terrestre, en funcién de las coordenadas geograficas
ficticias (@ y Ar) y resolviendo el tridngulo esférico mencionado en los
conceptos generales. De acuerdo con lo visto en la Proyeccion cilindrica
normal tangente pura (Capitulo 4), las coordenadas son:

{ X = RAMr

Y = Rtger
En el tridngulo esférico PN A PNy de la Figura 5.1, y segin la férmula

5.4:
A)lp = arc tgtgpsec AN

Por lo tanto:

X = RAMp = Rarc tg[tgpsecA)] (5.5)
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o\ A 0° 150 30° 45° 60° 75° 90°
o X | 0000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Y | 0,000 1706,836 | 3677,721 | 6370,000 | 11033,164 | 23773,164 00
1o | X | 1667662 | 1723,705 | 1911377 | 2307330 | 3133,736 | 5113332 | 10005973
Y | 0,000 1644,727 | 3513,397 | 5956,671 | 9724,767 | 16516,324 | 23773,164
g0 | X | 3335324 | 3431768 | 3745577 | 4361166 | 5450548 | 7321469 | 10005973
Y | 0,000 1465,074 | 3060,049 | 4934,181 | 7222,901 | 9724,767 | 11033,164
4o | X 5002986 | 5113383 | 545,548 | 6085366 | 70525537 | 8392,696 | 10005973
Y | 0,000 1185,819 | 2407,634 | 3677,712 | 4934,180 | 5956,671 | 6370,000
g0 | X | 6670648 | 6765432 | 7052587 | 7536982 | 8215780 | 9061,100 | 10005973
Y | 0,000 831,329 | 1644,727 | 2407,634 | 3060,049 | 3513,397 | 3677,721
o | X | 8338,310 | 8392,696 | 8553515 | 8813196 | 9157.606 | 9564,917 | 10005973
Y | 0,000 427,670 | 831,329 | 1185819 | 1465,074 | 1644,727 | 1706,836
oo | X | 10005973 | 10005973 | 10005973 | 10005,973 | 10005973 | 10005973 | 10005,973
Y | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Tabla 5.1: PROYECCION CILINDRICA TRANSVERSA TANGENTE PURA.
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Ademas, por la férmula 5.2 ¢ = arc sen[cospsen AN y, entonces:
Y = Rtglarc sen(cospsenAN)] (5.6)

Las expresiones 5.5 y 5.6 permiten calcular las coordenadas cartesianas
de un punto cualquiera de la proyeccién cilindrica transversa tangente
pura. En la Figura 5.2 se ha dibujado la proyeccién utilizando las coor-

denadas de los puntos que aparecen en la Tabla 5.1.

5.2.2 Caracteristicas y propiedades

El meridiano central se proyecta segiin un segmento de recta de longitud
correcta. El Ecuador lo hace en una recta normal al meridiano central,
de longitud infinita. Los meridianos, con excepciéon del central, se pro-
yectan seglin curvas trascendentes cuyas concavidades estan dirigidas al
meridiano central.

Las proyecciones de los paralelos son curvas trascendentes que presentan
sus concavidades hacia los Polos respectivos y cortan al meridiano central
en partes iguales.

En esta proyeccién un punto cualquiera presenta una deformacién en
sentido norte-sur que se puede calcular con el médulo de alteracion lineal
transverso de los paralelos de la proyeccién cilindrica normal tangente
pura (k7). En el Capitulo 4 se ha deducido que en la proyeccion cilindrica
normal tangente pura k = secyp; en la proyecciéon cilindrica transversa

tangente pura sera entonces:
kT =secpr
siendo pp = arc sen[cospsen AA]. Por lo tanto:
Ny = kp = sec[arc sen(cospsen A)N)] (5.7)
En un punto, la deformacién en el sentido este-oeste esta dada por:
N1 = hy = sec? pp = sec?[arc sen(cospsen AN)] (5.8)

De acuerdo con las expresiones 5.7 y 5.8, en un punto de esta proyeccion la

deformacion en el sentido este-oeste es mayor que en el sentido norte-sur.
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Esta proyeccién no es iségona pues No # Ni; tampoco es equivalente
pues N1 Na # 1.

Ejemplo:
En la Figura 5.2 se considera el punto A(p =30°N; A =60°E). Se desea:

a) hallar los valores de las coordenadas cartesianas;

b) hallar los valores de los médulos de alteracion lineal en el sentido

norte-sur (kr) y en el sentido este-oeste (hr);
c¢) dibujar la Elipse de Tissot en el punto (en escala).
d) Hallar el valor del error méximo angular.
a) X = Rarc tg(tgpsecA) =6370km arc tg(tg30°sec60°)=5459,548km
Y = Rtglarc sen(cospsen))] =
= 6 370kmtg[arc sen(cos30°sen60°)] =7222,901km
b) kp = Na = sec[arc sen(cospsen )] =
= seclarc sen(cos30°sen60°)] =1,51186
[

hp = Ny = sec®[arc sen(cospsen\)| =

= sec?[arc sen(cos30°sen60°)] = 2,285721

c¢) Ver figura 5.3.

2,285721—1,51186
n
2,285721+1,51186

Ni—No
Ni+No

d) dmax =2arc sen 2arc se =23°30"56"

5.2.3 Usos
Por presentar gran deformacién en sentido este-oeste se presta sélo para

ser usada para representar regiones poco extendidas a ambos lados del

meridiano central.

5.3 Proyeccion cilindrica transversa tangente equidistante (de Cassini,
de Soldner o de Hatt)
5.3.1 Dibujo de la proyeccién (Figura 5.4)

Se obtiene, a partir de las ecuaciones de representacion, relacionando

las coordenadas geogréficas ¢ y A y las seudo coordenadas, como se expli-



/ seudo paralelo (¢r)

. _a00
meridiano (A=60°) N paralelo (¢=30°)

N+

seudo meridiano (Ar)

l<—— meridiano central (o)
(seudo Ecuador)

Ecuador Y

Figura 5.3: Elipse indicatriz de Tissot.

cara en Conceptos generales al comienzo de este capitulo, a partir de la
proyeccion cilindrica normal tangente equidistante; en ella las ecuaciones

de las coordenadas cartesianas son:

X = RAX
Y = Ry

En la proyeccién transversa se considera girado 90° el eje de la superficie

cilindrica de proyeccion, con lo cual las coordenadas cartesianas resultan:

X

RAMNp
Y = Rer

Aplicando las relaciones entre las coordenadas (p y A) y las seudo coor-

denadas (pr y A1) se tiene:

senpr = cospsen A\

tgAdr = tgpsecAA

obteniéndose de estas ecuaciones @1 = arc sen(cospsenAN) y Alp =

arc tg(tgwsecAN). Entonces:

X = Rarc tg(tgpsecAN)

Y = Rarc sen(cospsenA\)



En la Figura 5.4 se ha dibujado la proyecciéon utilizando las coordenadas

de los puntos que aparecen en la Tabla 5.2.

5.3.2 Caracteristicas y propiedades

El meridiano central queda representado por un segmento de recta de
longitud correcta. Los demas meridianos son curvas trascendentes que
presentan su concavidad hacia el meridiano central y cortan al Ecuador
en partes iguales. La deformacién segtn las lineas rectas paralelas al me-
ridiano central (seudo paralelos) estd dada por el mddulo de alteracién

lineal ficticio kp:

1 1
kT =secpr = =

cospr /1 —sen? oT

donde sen @ = cospsen A\.

1
Por lo tanto: kp = . Por ejemplo, en el Ecuador,

V/1—cos? psen2 A\
@ =0°y cosp =1, entonces:

1 1
. COSAN = —

1
o — —
r V1—sen2 A\ cosAX’ kr

En el Ecuador: o = A\ = arc cos k;i’ y su ordenada es Y7 = Rpr.

El Ecuador esta representado por una recta de longitud correcta, cor-
tada en partes iguales por los meridianos. Todas las rectas paralelas al
Ecuador (seudo meridianos) son de longitud correcta (hp =1).

Por lo tanto, la elipse de Tissot en un punto tiene su eje mayor (N1 = k)
paralelo al meridiano central y el eje menor (N2 = hp) paralelo al Ecuador.

Los paralelos se representan segiin curvas trascendentes que tienen su
concavidad dirigida hacia el Polo respectivo. La Figura 5.4 muestra el
canevas con el meridiano central de 0° entre 90°E y 90°W con intervalos
de 15° entre meridianos y entre paralelos.

Esta proyeccién no es isoégona. El error maximo angular se calcula con:

N — Ny
N1+ N2

Omax = 2 arc sen
Tampoco es equivalente. El médulo de alteracién areal(o superficial) es:

w=N1Ng>1
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e\ A 0° 15° | 30° | 45° | 60° | 75° | 90°
4o | X | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
Y| o0 1668 | 3335 | 5003 | 6671 | 8338 | 10006
Lo | X | 1668 | 1724 | 1911 | 2307 | 3134 | 5113 | 10006
Y| o0 1610 | 3210 | 4789 | 6312 | 7661 | 8338
qoo | X | 335 | 3432 | 3746 | 4362 | 5460 | 7321 | 10006
Y| o0 1440 | 2853 | 4198 | 5402 | 6312 | 6671
4o | X 5008 | 5113 | 5460 | 6085 | 7053 | 8303 | 10006
Y| o0 1173 | 2302 | 3335 | 4198 | 4789 | 5003
g0 | X | 6671 | 6765 | 7053 | 7537 | 8216 | 9061 | 10006
Y | 0,000 | 834 | 1610 | 2302 | 2852 | 3211 | 3335
o | X | 8338 | 8393 | 8554 | 8813 | 9158 | 9565 | 10006
Y | 0,000 | 427 | 827 | 1172 | 1440 | 1610 | 1668
oo | X| 10006 | 10006 | 10006 | 10006 | 10006 | 10006 | 10006
Y | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000

Tabla 5.2: PROYECCION CILINDRICA TRANSVERSA TANGENTE EQUIDISTANTE.
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Figura 5.4: Proyeccién cilindrica transversa tangente equidistante.
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Ejemplo:
En la proyeccién cilindrica transversa tangente equidistante, con meri-
diano central Ao = 0°, y considerando el punto A(p = 30°N;\ = 60°FE),

se desean calcular los valores de:
a) las coordenadas cartesianas del punto A en la proyeccién;

b) los médulos de alteracion lineal en el punto A en el sentido norte-sur

(k1) y este-oeste (hp);
c) el error maximo angular y el médulo de alteracién areal.
d) También, dibujar en escala la Elipse de Tissot en A.
a)
X = R arctg(tgpsecAN)
= 6370km arc sen[cos30°sen60°] =5 402,155km

Y = R arcsen(cospsenA)
= 6370km arc tg[tg30°sec60°] = 5 459, 548km

b)
1 1
kp = —
\/1 —cos2psen2 AN /1 —cos?30°sen? 60°
= 1,51186 = N;
hr = 1=N,
c)
N1 — N 1,51186 — 1
Omax = 2arc senﬁ = 2arc Senm —923°30/57"
Iz N1N; =1,51186

d) Elipse de Tissot: Ver Figura 5.5.

5.4 Proyeccion cilindrica transversa tangente equivalente
Es el aspecto transverso de la proyeccién CILINDRICA NORMAL
EQUIVALENTE: se considera girada 90° la superficie cilindrica tangente,

con lo cual su eje se ubica perpendicular al eje terrestre.
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/ seudo paralelo (¢t)
meridiano (A=60°)

>§ , paralelo (9p=30°)
2

N2
N1

seudo meridiano (Ar)

meridiano central (o)
(seudo Ecuador)

Ecuador Y

Figura 5.5: Elipse de Tissot.

5.4.1 Dibujo de la proyeccién: (Figura 5.6)
En la proyeccién cilindrica normal tangente equivalente se dedujeron

las ecuaciones de las coordenadas cartesianas
X =RAXN Y = Rsenyp

Después del giro de 90° del eje de la superficie cilindrica de proyeccién,

las ecuaciones de las coordenadas cartesianas resultan:
X =RAMNr Y = Rsenpr

Se sabe, a partir de las relaciones entre las coordenadas geograficas (¢

y A) v las seudo coordenadas (o7 y Ar) que:

senpp = cospsen A\

tg A = tgpsecAN

obteniéndose ¢ = arc sen(cospsen AN) y Alp = arc tg(tgpsecAN).

Por lo tanto:

X = R arc tg(tgpsecAN)
Y = Rcospsen A\

297



0
-90

7%



Estas ecuaciones permiten calcular las coordenadas de los puntos que,
unidos convenientemente con lineas continuas, permiten construir por

puntos los meridanos y paralelos (Ver Tabla 5.3 y Figura 5.6).

5.4.2 Caracteristicas y propiedades

El meridiano central queda representado por un segmento de recta de
longitud correcta. Los meridianos cuyas longitudes geograficas difieren
90° con respecto al central se proyectan segin segmentos de rectas pa-
ralelas al Ecuador. Los demas meridianos se representan segin curvas
trascendentes. Las rectas paralelas al meridiano central (seudo paralelos)
tienen una deformacion lineal dada por el médulo de deformacion lineal
ficticio kp:

Nj = kp = 1 _ 1 _ 1
coser  \/T—sen2pp /1 —cos?psen AX

El Ecuador se proyecta segin una recta de longitud incorrecta. Los

paralelos se representan segin curvas trascendentes que presentan sus
concavidades hacia el Polo respectivo.

Las rectas paralelas al Ecuador representan a los seudo meridianos. En
cada uno de ellos la deformacién estd dada por el mdédulo de alteracién

lineal h = cos .

Ny = hp = cospp = /1 —sen? o = /1 — cos? psen2 AX

Esta proyeccion no es iségona. El error maximo angular se calcula con:
N1 — Ny
N1+ N2

Se trata de una proyeccién equivalente; el médulo de alteraciéon areal

Omax = 2arc sen

(o superficial) es:
= NiNy=hksena' =1

5.4.3 Usos

Para mapas que tratan temas estadisticos.

Ejemplo:

En la proyeccion cilindrica transversa tangente equivalente, con meri-
diano central Ay = 0°, y considerando el punto A(p = 30°N;\ = 60°E),

se desean calcular los valores de:
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e\ A 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°
0o X 0 0 0 0 0 0 0
Y 0 1649 | 3185 | 4504 | 5517 | 6153 | 6370
150 X | 1668 1724 | 1911 2307 | 3134 | 5113 | 10006
Y 0 1593 | 3076 | 4351 5329 | 5943 | 6152
300 X | 3335 | 3432 | 3746 | 4362 | 5460 | 7321 | 10006
Y 0 1428 | 2758 | 3901 | 4778 | 5328 | 5516
450 X | 5003 | 5113 | 5460 | 6085 | 7053 | 8393 | 10006
Y 0 1166 | 2252 | 3185 | 3901 | 4351 | 4504
60° X | 6671 | 6765 | 7053 | 7537 | 8216 | 9061 | 10006
Y 0 824 1593 | 2252 | 2758 | 3076 | 3185
750 X | 8338 | 8393 | 8554 | 8813 | 9158 | 9565 | 10006
Y 0 426 824 1166 1428 1593 | 1649
90° X | 10006 | 10006 | 10006 | 10006 | 10006 | 10006 | 10006
Y 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 5.3: PROYECCION CILINDRICA TRANSVERSA TANGENTE EQUIVALENTE.
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las coordenadas cartesianas del punto A en la proyeccién;

los médulos de alteracion lineal en el punto A en el sentido norte-sur

(k1) y este-oeste (hp);
el error maximo angular y el médulo de alteracién areal.

También, dibujar en escala la Elipse de Tissot en A.

X = Rarc tg(tgpsec AN) =6370km arc tg(tg30°sec60°) =5459,548km

Y = Rcospsen A\ = 6 370km cos 30° sen 60°

1 1
V1—cos?psen2 AN V1 —cos?30°sen? 60°

Ny =kp = =1,51186

Na=hp=1/1-cos?psen? A\ = V/1— cos2 300 sen2 60° = 0, 661437835

N1 — Ny _
N1+ Ny

1,51186 — 0,661437835
2arc se

: — 46°04'17"
N1, 51186+0,661437835

Omax = 2arc sen

/,LZNlNg:l

Elipse de Tissot (Figura 5.7)

/ seudo paralelo (¢r)

paralelo (¢=30°)

meridiano (A=60°)

N2

N1
seudo meridiano (ir)

meridiano central (Ao)
(seudo Ecuador)

Ecuador Y

Figura 5.7: Elipse de Tissot.



5.5 Proyeccion cilindrica transversa tangente iségona (también Pro-
yeccion cilindrica transversa de Lambert y Proyeccién cilindrica tans-
versa de Mercator)

5.5.1 Dibujo

Se considera girada la proyeccién Mercator en 90°, lo que implica que
el Ecuador se convierte en falso meridiano de origen (seudo meridiano)
y el meridiano de origen en falso Ecuador (seudo Ecuador). Trabajando
con los pseudo paralelos y pseudo meridianos (seudo latitudes y seudo
longitudes), se pueden deducir las férmulas de las coordenadas X e Y.
Como la proyeccién es iségona (Ver Figura 5.8) los tridngulos PWQ y
P'W'Q’ son semejantes.

Entonces W = W’ ; p=rp y Q = Q’ . Ademas sus lados homologos son

proporcionales:

W/Q/ W/P/
wWQ ~ WP

es decir:
dY dX

Rdor - RcosprdAr
Pero dX = RdA\r, entonces

Y — Rd)\TdQDT . Rd(pT
"~ cos ordAT "~ cos T

Resolviendo la ecuacion diferencial:
d
/ dy = / Rder
cos T
d
Y = R / T
cos
2

Y — Rlntg (45°+ 7)

A partir de la expresién dX = Rd\p:

/ dX / RdXr

X = R/d)\T
X = RAMN

El problema se produce en el pasaje de las féormulas que relacionn las

longitudes y latitudes falsas con las verdaderas, pues estas formulas su-
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ministran las coordenadas X e Y en funcién de las longitudes y latitudes

transversas.

5.5.2 Férmulas para el calculo de las coordenadas X e Y en funcién
de oy A
1
Dado que Y = Rlntg (450 + SOTT) = Rlntg [2 (90° +<pT)] , llamando
90° 4+ o1 = a, se tiene que:
o seng

to — =
g? cos §

@ @ ) 5
Para calcular sen§ y cos§ se parte de las expresiones: 1 = sen” — +

@ ! ! , . .
cos? 5 yoosa= cos? 7 sen? 7" Restédndolas miembro a miembro resulta:

1—
1—cosa:2sen2% :>sen% = W

Sumdndolas ahora miembro a miembro se tiene:

1+cosa

« «
1 =2cos? — = P el M
“+ cos« cos 5 cos2 5

@
Reemplazando estas expresiones en la de la tg 3

l—cosa
« 2 1—cosa
tg— = = —_—
2 1+cosa 1+cosa

2

Como a =90° + o,

1—cos(90°+
,/M e

«
to — = =
& 2 14-cos(90°+p 1) 1—sener
2
Entonces:
' }
Y - R (WW)
1—senpr
1
vy — I (W)
2 1 —senpr

Pero, resolviendo el tridngulo esférico PN P PNr (Figura 5.8), se tiene

sen @ = coswsen A\. Entonces:
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falso Ecuador A

de origen

seudo paralelo

PN

meridiano
Q' ArtdAr

|
|
|
|
x \E//l\ A+,
©
1 }\.T

seudo meridiano p'l’\
|

meridiano central

Ecuador Y

o

Figura 5.8: Proyeccion cilindrica transversa tangente iségona. Célculo de coordenadas.

R 1+ cospsen A\
Y = DpSmeRRes

2 1—cospsen A\
X = RAMN

Aplicando las leyes de Neper al tridngulo PN A P (Figura 5.8):
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sen(90° — AN) = tgertg(90° —Ap)

cosAN = tgpcotgAp
cosAN = tgp
tg A

tgAr = tgpsecA

Entonces X = R arctg(tgesecAN), donde el dngulo se expresa en ra-

dianes.

Ejemplo:
Para calcular las coordenadas del punto (p = 30°,\ = 60°), siendo el
meridiano central \g = 0°, se reemplazan estos valores en las férmulas
recién deducidas:
1+ cos 30°sen 60°
1 —cos30°sen60°

6 370km arctg(tg30° sec6o°)1é% — 5459, 548km

Y =6 370km% In =6197,724km

X

5.5.3 Calculo de los médulos de alteracion lineal h y k

Como la proyeccion es isdgona:

1 1
h=k=hpr=kr= =

cospr  \/1—sen2pp

pero sen 7 = cospsen \, entonces:

1

hp = ky =
1—cosZ psen? \

5.5.4 Caracteristicas y propiedades
El Ecuador se proyecta segun una recta de longitud infinita y la de-

formacién en cada punto se calcula con el médulo de alteracién lineal

k:
1 1

© V1—cos20°sen2 AN cosAN
Los demas paralelos se proyectan segiin curvas trascendentes que cortan

k

el meridiano central en partes iguales, estando sus concavidades dirigidas

hacia el polo respectivo, sus longitudes son incorrectas, mayores que las
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reales, y se verifica que la deformacién en cada paralelo, como en el Ecua-

dor, aumenta al alejarse del meridiano central.
1

/1 —cos? psenZ \

lo tanto cos?¢ es también constante. Por consiguiente, al aumentar A

En efecto, en la formula kp =

, ( es constante y por

aumenta sen? )\ y, en consecuencia, k7 aumenta.

Los meridianos cuyas longitudes geograficas difieren 90° con respecto
al meridiano central se proyectan segiin rectas de longitudes incorrectas
paralelas al Ecuador, calculandose la deformacion en cada punto con el

modulo de alteracion lineal h. En este caso A = 90°, entonces:

1 1

h= =
1—cosZpsen?)\ seny

Por lo tanto, sobre la proyeccién de estos meridianos, al aumentar la
latitud, disminuye la deformacién. Se cumple también que al alejarse del
meridiano central la deformacién aumenta (pues disminuye la latitud).

Los demas meridianos se proyectan segiin curvas trascendentes que pre-
sentan sus concavidades hacia el meridiano central, y se van alejando
acentuadamente entre si al alejarse del meridiano central. Los paralelos
y meridianos se cortan a 90°. La deformacién en cada punto de los meri-
dianos se calcula con el médulo de alteracién lineal h.

La proyeccion es iségona pues h = k, pero no es equivalente pues hk #£ 1.

5.5.5 Usos

Se presta para mapas de regiones que se extienden poco de este a oeste,
para que las deformaciones no sean importantes, no habiendo limites en
el sentido norte-sur. Por ejemplo, para Chile y Argentina.

Esta proyeccion pierde, para el navegante, la ventaja de la proyeccion
Mercator, ya que las lineas loxodromicas dejan de tener como imégenes

segmentos de rectas.
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5.5.6 Formula de la proyeccién cilindrica tangente transversa is6go-

na en funcion de la distancia de cada punto al meridiano central

En lo que sigue, las letras x e y representan las coordenadas esféricas
ortogonales! de un punto en la esfera, mientras que X e Y representan las
coordenadas del mismo punto en la proyeccién. Se tiene, por ser isdégona
la proyeccién, que los tridngulos PWQ y P'Q'W’ son semejantes (ver
Figura 5.8).

dX
Entonces: — 7

. Y .
= —, siendo = = en radianes
dy ~ dzcos siendo - = ¢ (en radianes)

Como dX = dz, y haciendo % = a(en radianes):

1 1
dY = 7dy = dy
cos % cosa

El desarrollo en serie del coseno de un angulo es:

- 1 0[2 0[4 056
CoOsa = —y—i—j_a"—
2 4
Y Y Y
LA DI SR A
‘SR 2R T 24Ri T

En esta expresion, el tltimo término se desprecia por el tamafo del

denominador. Reemplazando en dY:

1
dY = —dy
1 2
2R?
Y2
Multiplicando numerador y denominador por (1 + 2RQ>:
2
1+ L2
~Y R
T iRt
y' Y
Se desprecia 1RL resultando: dY = {1 + QRQ} dy.

Los ejes coordenados de este sistema son dos circunferencias maximas de la esfera
terrestre. En la Figura 5.8 se toma como eje de las abscisas el meridiano de origen
en O y sentido positivo hacia el Polo Norte y como eje de las ordenadas el Ecuador
con origen en O y sentido positivo hacia el este. Las coordenadas del punto P
quedan determinadas por la circunferencia maxima que pasa por P y es normal

a Oz, por los arcos de circunferencia maxima z = OA, y = AP.
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Figura 5.9: Mapa de un hemisferio en proyeccién cilindrica tangente transversa iségona.
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Resolviendo la ecuacién diferencial:

for = [lresm]w

12

1
V = [dy+-— [ yd
/ZH@R{/yy
1 3
Y = y+— 2L
2R2 3
3
~ Y
Yt R
y° y’
aumentando 62 al alejarse del meridiano central y desprecidndose 62

cerca del meridiano central.

5.5.7 Calculo aproximado de los médulos de alteracién lineal h y k.
Recuérdese que, por ser iségona la proyeccién (Figura 5.8), los tridngu-
los PWQ y P'Q'W’ son semejantes.

De alli:
vy  dX oy _
dy — dzcos Y RTAT
ay
¢y
dy
ix
dxcos %
1
cos %

Desarrollando en serie cos% y reemplazando:

2
1 1+ 55 2
h=k=—— =— 2R éh:k:l+%§
1-3% 1—{f (se desprecia)

Ejemplo:

Se desea hallar el error que se comete en la ubicacién de la localidad
de Bernardo de Yrigoyen (Misiones, Argentina) con respecto al meridiano
central 64°W = -64°, en un mapa de la Republica Argentina confeccio-
nado en escala £ = 1 : 2 500 000, en la proyeccién cilindrica transversa
tangente iségona. Ademds, hallar el valor de los médulos h y k en ese

mismo punto.
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a) Utilizar férmulas rigurosas

b) Utilizar férmulas aproximadas (y en funcién de las distancias al

meridiano central).

Datos: coordenadas geograficas de Bernardo de Yrigoyen: ¢ = —26°15'15",
A = —53°38'52"
a)
R 14cospsenA\
Y=—In—"——
2 1—cospsen A\
AN =)\ —(—64°) = —23°38'52" 4 64° = 10°21'08". Por lo tanto:
o 6370km | 14 cos(~26°15'15")sen(10°21'08")
2 1 —cos(—26°15'15") sen(10°21/08")

=1035,626km

Notese que este valor es el observado en la proyeccién. Por otra

parte:

senypr = cospsenA\.

Reemplazando: sen o7 = cos(—26°15"15")sen(10°21'08")
or = 09°16'27"

Entonces: y = Ror =1 031,078km (verdadero en la esfera). Por
otra parte, para determinar el error que se comete debe calcularse
la diferencia entre el valor observado y el valor verdadero:

¢ = 1035,626km — 1 031,078%km = 4,548km

En el mapa, teniendo en cuenta la escala, es e = 1,8mm.

Los médulos de alteracién lineal valen:
1
V/1—cos2 psen2 A\
1

/1 —cos?(—26°15/15") sen2(10°21/08")

h = k=

b) Se utilizardn aqui las férmulas del célculo aproximado.

3 3

y (1031,078%m)
Y =yt L =1031,078km+ oo O
yt ISR 6 6 370km)?

o =1035,581km

El error es: ¢ =1035,581km —1031,078km = 4,503km.

y? 1031,0782

TR 2(6 370km)?

=1,013
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Por lo tanto, por las férmulas rigurosas y aproximadas se obtuvieron va-
lores practicamente iguales para el error sobre el mapa y para los médulos
de alteracion lineal.

Observaciones

Utilizando las féormulas de las coordenadas de la proyeccion cilindri-
ca tangente transversa iségona se obtienen valores de las distancias que,
no alejandose mucho del meridiano central, resultan muy cercanas a las
distancias reales; por lo tanto, el error que se comete en mapas es despre-

ciable.

N

Figura 5.10: Proyeccién cilindrica transversa tangente iségona.




5.5.8 Desarrollo en serie de las ecuaciones cartesianas
Las ecuaciones cartesianas de la proyeccion cilindrica transversa tan-

gente is6gona, suponiendo la Tierra esférica, son:

X = R arctg(tgpsecAN)
R 1+cospsen A\
Y = —-In—F————
2 nl—cosgosenA/\
1
h =

k=
/1 —cos? psen2 A\

Para su posterior comparacién con las férmulas que expresan las coor-
denadas en la proyeccion de Gauss-Kriiger, que se trata mas adelante en
este mismo capitulo, se desarrollan en serie las funciones que aparecen en

las férmulas anteriores y se obtiene:
AN Rsen ¢ cos AN Rsen pcos? p(5 — t2

24
AN3Rcos? p(1 —12) N AN Rcos® p(5 —18t% +t4) n

Y = AMRcosp+ 120

2 2 4 4,05 p42
h:1+A>\ RQCOS ¢ AX Rcos2;p(5 4t4)

siendo t = tgy.

Ejemplo:

Hallar las coordenadas cartesianas y los médulos de alteracién lineal de
Bernardo de Irigoyen, en la proyeccion cilindrica transversa tangente isé-
gona, cuyo meridiano central es A\g = —64°. Las coordenadas geograficas
de Bernardo de Irigoyen son: ¢ = —26°15'15" y A = —53°38’52"; resulta
AN = X—)g = —53°38'52" +64° = 10°21/08".

Reemplazando estos valores en las férmulas recién obtenidas:

m
180°
N (10°21'08" 1755 )26 370kmsen(—26°15"15") cos(—26°15'15") N
24
(10°2108" -2 ) 46 370km sen(—26°15'15" ) cos?(—26°15'15")
+ 21 .
[5— tg?(—26°15'15")] = —2 960,551 km

X = 6370km(—26°15'15")

+
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Calculando el valor de X con la formula exacta se tiene: X = —2 960,554km.

Y = (10‘?1’08”%)6370kmcos(—26°15’15”)+

(10°21708" 1755 )36 370km cos®(—26°15'15" ) [1 — tg?(—26°15"15")]
+ 51 +
N (10°21'08" 1255 )°6 370km cos® (—26°15'15")
120 '
[5—18tg?(—26°15'15") + tg* (—26°15'15")] = 1 035,626km

Este mismo valor de Y se obtendr4 si se lo calcula con la férmula exacta.

10°21708" -85 )% cos? (—26°15'15"
ho— 14l 180")505( n
+(1O°21’08”1g{)0)4cos4(—26°15’15”)[5—4tg4(—26°15’15”)]

24
= 1,013242692

5.5.9 Funcién inversa: calculo de las coordenadas geograficas en

funcion de las coordenadas cartesianas
Las férmulas siguientes permiten calcular las coordenadas cartesianas
de un punto de la proyeccién cilindrica transversa tangente iségona en

funcién de las coordenadas geograficas transversas (¢ y Ar):

Y

Rlutg (%ﬁ%ﬁp) (5.9)

X = RAMp (5.10)

Para referirlas a las coordenadas geogréficas (¢ y A) deben efectuarse
artificios matematicos que permiten llegar a la expresién:

v — Elnl—i—sencp;p
2  1-—sener

Por lo tanto,
g:ml—l—sencpT N 2y l-+senpr

e?:

5.11
R 1—senpr 1—senpr ( )

Restando de 1 ambos miembros de la igualdad anterior, se tiene:

42

I+senpr 1—senpp—1—senpr —2senpr

l1—e =1

= 5.12
1—sener 1 —senpr 1—senepr ( )

Sumando 1 a ambos miembros de 5.11:

l+senppr 2

1+eT =1+ —
1—senpr 1—senpr

(5.13)
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Dividiendo miembro a miembro 5.12 y 5.13:

™

Y

1—e R’
oy — —Ssenpr
1+eR
Entonces:
2y 2y
l1—eR end l1—eR
(7 = arcsen | — oy | = arcsena, siendo a = ———
1+er 1+eR

X
De 5.10: A = 7

Figura 5.11: Cdlculo de las coordenadas geograficas en funcién de las cartesianas.
En el tridngulo esférico PN A PNy se verifica que:
c0s(90° — ) = c0s90° cos(90° — @) + sen 90° sen(90° — w7 ) cos(90° — A7)
Entonces seny = cosyprsen A, y por lo tanto:

= arcsen |cos(arcsena)sen 7
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Ademaés:

cos(90° —pr) = sen90°sen(90° — ) cos(90° — A)
senr = cosgsen
sen\ = secysenpr
sen\ = secpsen(arcsena) = asecey
A = arcsenf[asecy]
Ejemplo:

En un mapa confeccionado en la proyeccion cilindrica transversa tan-
gente is6gona, cuyo meridiano central es Ay = 0°, se tienen las coordenadas
cartesianas de un punto: Y =6 197,724km, X =5 459,548km. Se desean

conocer las coordenadas geograficas de dicho punto.

2y
l-e® 6
a = —7& = g = 0,75
14er
5 459,548km
= 0,75 —— | =30°
© arcsen |cos(arcsen0,75)sen 3Tk

= arcsen[sec30° x 0,75] = 60°

Por lo tanto, el punto es el de 30° de latitud norte y 60° de longitud este.

5.6 Proyeccion Gauss-Kriiger

Carl Friedrich Gauss, conocido como el "principe de las matematicas",
naci6 en Brunswic (hoy Alemania) en 1777 y murié en Gottingen (Ale-
mania) en 1855. Gauss trabaj6 en todas las ramas de la matemdtica pura
y aplicada de su época, llegando su legado hasta nuestros dias. Entre los
anos 1821 y 1848 fue consejero cientifico de los gobiernos de Hanover y
de Dinamarca y se le encargd hacer un reconocimiento geodésico extensi-
vo. Los problemas que se le presentaron en la determinacién de la forma
precisa de una porcién de la superficie terrestre le sugirieron estudios més
profundos y generales relativos a las superficies alabeadas, entre ellos la
medida de la curvatura de una superficie y la teoria de la representacion
conforme. A partir de ellos cre6 una transformacion de una superficie (el
elipsoide) en otra (un plano), utilizando variable compleja y representa-

cién conforme.
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La proyeccion de Gauss posee dos ejes coordenados, el meridiano cen-
tral (eje de las abscisas, vertical) y el Ecuador (eje de las ordenadas,

horizontal) de modo tal que las coordenadas Gauss de un punto son:

= la ordenada Gauss: distancia de la proyeccién del punto a la pro-
yeccién del meridiano central, siendo positivo al este y negativo al
oeste de dicho meridiano, midiéndose también en metros o kiléme-

tros.

= la abscisa Gauss: distancia de la proyeccién del punto a la proyec-
cién del Ecuador, que es positiva en el hemisferio norte y negativa

en el hemisferio sur, y se mide en metros o kilémetros;

Los valores sobre el eje de las abscisas son correctos, por lo tanto, al ser
el meridiano central la inica recta de longitud correcta, las deformaciones
aumentan al alejarse del mismo llegando a ser intolerables, no sélo para
cartas sino también para mapas.

Para solucionar este problema, en 1919 el geodesta L. Kriiger, del Insti-
tuto de Postdam, reformo la proyeccién de Gauss de la siguiente manera:
en lugar de un solo sistema de ejes coordenados introdujo 120, de modo
tal que los ejes de abscisas coincidieran con los meridianos centrales de
husos o fajas meridianas de tres grados de amplitud en el sentido esteo-
este y el eje de las ordenadas sea el Ecuador para los puntos ubicados en
el hemisferio norte.

Para los puntos ubicados en el hemisferio sur, los ejes de abscisas son
los mismos meridianos centrales (también 120 sistemas de coordenadas)
y los ejes de ordenadas son las rectas imaginarias que pasan por el Polo
Sur y son perpendiculares al meridiano central de cada faja. Ademds, hay
que tener en cuenta que para cartas topograficas, debido a la escala, tiene
importancia el error de confundir el elipsoide con la esfera. Por lo tanto,
para ellas Kriiger adapté las férmulas de sus coordenadas teniendo en
cuenta la forma del elipsoide en lugar de la de la esfera.

La deduccién de las formulas de las coordenadas Gauss-Kriiger para
aplicarlas a las cartas topograficas (trabajando con el elipsoide y no con
la esfera) exige la aplicacién de la teorfa de variable compleja y del cdlculo

infinitesimal.
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5.6.1 Definicion de las coordenadas Gauss-Kriiger (en la cartografia
argentina)

La ordenada Gauss-Kriiger de un punto de la proyeccién es la distancia
de la proyeccién del mismo hasta el meridiano central de la faja a que
pertenece. Es por esto que, para fines cartograficos, nuestro pais se ha
dividido en siete fajas Gauss-Kriiger numeradas del uno al siete; la de-
nominacién 1 (uno) coincide con la faja cuyo meridiano central es el de
72°W. Siendo Ag la longitud al meridiano central de la faja, la numeracion

de las fajas responde a la siguiente formula:

O+ A
Numero de faja = 57+
30
Si g =-—-T72°
0 _ 790
Ntmero de faja = % =1

Como la ordenada se mide positiva al este y negativa al oeste, para
evitar los valores negativos se atribuye la ordenada arbitraria de 500km
(500 000m) a los puntos del meridiano central de cada faja; y para indi-
vidualizar cada faja se suma una cantidad arbitraria de 1000km a cada
meridiano central a partir de la faja nimero 1. De este modo la ordenada
queda siempre positiva y, ademés, queda individualizada cada faja. Por lo
tanto, si i es el ntmero de la faja Gauss-Kriiger -que, por lo tanto, varia

de 1 a 7- la ordenada Gauss-Kriiger serd:
Yax = i10°km+500km +Y”

donde Y” es el valor de la ordenada Gauss-Kriiger a partir del meridiano

central de la faja y vale:

AXlcospN

/o

o= 1!
AX3cos® N
+T‘p(1—t2+n2)+
AN cos® oN
+¥(5—18t2+t4+

+14n2 — 58202 + 130 — 64t2n* +4n® — 244205 + ..

Para la precisién de calculos fundamentales se utilizan los tres primeros
términos, limitando en el tercero hasta 58t2n? inclusive:
AN cos® N
5!

v — AdcospN + A)\Scos3<pN(1_t2+n2) +

= =2 5 (5—18t2+t* +14n% —58t%n?)
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Para los calculos de agrimensura se consideran los dos primeros términos
de la férmula anterior (recuadrados). Para fines cartogréaficos sélo se usa
la parte recuadrada, tomando en el segundo término hasta ¢? inclusive
(ver Nota luego).

La férmula anterior da valores negativos de las Y’ para los puntos ubica-
dos al oeste del meridiano central de cada faja y positivos para los puntos

ubicados al este del mismo. En ella las letras representan:

t = tgyp
n? = €e?cos’p
a® —b?
e? = 7 la segunda excentricidad
N = %, la gran normal

(1—e?sen? )2

AXN = A—)g, siendo A\g la longitud geografica del meridiano central de la faja.

La ordenada Gauss-Kriiger resulta entonces:

AXcospN n AN3 cos® N

T 30 (1—t2+n?)

Yar = i103km+ 500km +
despreciandose el iltimo término para ciertas escalas.

La Abscisa Gauss-Kriiger de un punto de la proyeccion es la distancia
de la proyeccion del mismo al Ecuador si estd en el hemisferio norte y a
la recta que pasa por el Polo Sur perpendicular al meridiano central de
cada faja, si el punto estd en el hemisferio sur. Su férmula es:

AN?cos? Nt AX*cos* Nt
Xoxk = S+ o0 14 + 0 L

AN cosb Nt
BT

(5—t2+9n% +4nt) +

(61— 58t +t* + 27002 + 330n%t%) + ...
siendo S la longitud del arco de meridiano sobre el elipsoide desde el Polo
Sur hasta la latitud del punto considerado sobre el elipsoide (para los

puntos del hemisferio sur), es decir:

S'=a(90°+ ) + Bsen2¢p + ysendp + dsenbp + esen8p +. ..
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Alli:

= +111136,536655m,/°
—16 108,034678m
= +16,976211m

o 2 ™ L
Il

= —0,022266m

e
|

+0,000032m

Nota: Para fines cartograficos se desprecian los términos de los que
resultan distancias, en la carta (cuya escala se conoce), menores al poder
separativo de la vista (o limite del error grafico); el mismo se considera
igual a 0, 2mm.

Por ejemplo, para la confeccién de una carta en escala 1 : 500 000, la

abscisa y la ordenada se necesitan con una aproximacién de
0,2mm x 500 000 = 100m.

Se tendran en cuenta entonces los términos parciales sélo hasta la cen-

tena de metros.

5.6.2 Maddulos de alteracion lineal
Se deduce que

ANt cost o

h=k=1+AN cos? o(1+9%) + =~

(5—4t% + 147> — 28t%1°)

debiendo expresarse A\ en radianes.
Una férmula aproximada en funcién de la distancia y (en la esfera)

desde el punto al meridiano central es:

y? y*

h=k=1 —
T oR2 T uR]

siendo Rg = v/po Ny el radio de la “esfera local” (ver Capitulo 1), es decir
una esfera cuyo centro coincide con el centro del elipsoide y cuyo radio
es la media geométrica del radio de curvatura y de la gran normal de un

punto apropiado sobre el elipsoide.
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5.6.3 Convergencia de meridianos
El dngulo que forma la proyecciéon del meridiano (A) con la proyeccién
del meridiano central (A\g) en el punto (¢, ) es:

3

AN
v =Alsenp+ sencpcos2g0(1+3n2+2774)+---

Ejemplo:

Hallar las coordenadas Gauss-Kriiger de un punto cuyas coordenadas
geograficas son ¢ = 34°S, A =57°30'. La escala es F = 1 : 400 000. La
proyeccion del punto esta ubicada en la faja ndmero 6, cuyo meridiano

central es A\g = 57°.

AXlcospN

Yo =103 km + 500km + T

donde N=—— % ¢ 385,104km. Reemplazando:

(1 —e2sen? @)%

™

6 x 1 000k 500k 0°30’
X m+ m—+ 1800

cos(—34°00")6 385,104km

Yor

= 6453,806km
S AN cos? o Nt n AXtcost Nt

2! 4!
ANS cos® o Nt
+T

(5—t2+9n% +4an*) +

Xek
(61 — 58t% + 1+ 270n2 + 3301°t?)

Aplicando la férmula correspondiente y reemplazando los valores, re-

sulta que S = 6 238,426km. Ademas,

P o= e?cos?p

¢ = 0,0067681705 (teniendo en cuenta el elipsoide de Hayford)

n? = 0,046517855

t = tg(—34°)=-0,674508516
AN = —0°30) " — _ 266462
0°30 1300 0,008726646
Entonces: Xqx = 6238,313km
Los coeficientes de alteraciéon lineal para ¢ = —34°, son
A)\4 4
h=k = 1+ANcos>p(1+n2)+ o L5124 142 — 28%02) + ...

24

1,000060498
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Calculados por la férmula aproximada

2 4
Y Y
h=k=1+—"—"—
+ 2R? + 24 R4
a(l—e?)
donde p1 = ————— =6355,538km y R =+/p1 N1 =6 370,303km,
(1—e?sen?¢p)?
resultan:
h=k=1,00002617
Observacion

Por razones préacticas se extienden las coordenadas hasta dos grados
al este y al oeste del meridiano central, excediendo de esta manera 30
minutos (es decir, medio grado) de cada lado de la faja; asi los puntos
situados cerca de los bordes de la faja tienen sus coordenadas en los dos
sistemas vecinos y, por lo tanto, en los levantamientos topograficos que
exceden el borde de la faja se trabaja en un solo sistema.

En las cartas topograficas se ha trazado una cuadricula de coordenadas
Gauss-Kriiger en el borde de cada hoja; frente a las lineas del cuadriculado
se han impreso las coordenadas en kilémetros, lo que permite obtener
las coordenadas del punto que interese. Teniendo en cuenta la escala de
la carta, se deberd medir la distancia en X y en Y que separa al punto
considerado de un cruce de cuadricula préximo, y agregar esos valores a las
coordenadas del cruce elegido. Para la determinacién de la distancia debe
utilizarse la escala de coordenadas que figura en la informacién marginal

de la carta.

5.6.4 Calculo de las coordenadas geograficas (¢, \) en funcion de

las coordenadas Gauss-Kriiger (X, Y)

La operacién reciproca también es posible por medio de la cuadricula. Es
decir, es posible hallar las coordenadas geograficas en funcién de las coor-
denadas Gauss-Kriiger. Las formulas, cuya deduccién exige la aplicacion
de elementos de calculo en variable compleja y de calculo infinitesimal, y

que se expresan en radianes, son:

Y Y3
AN = - 1+2t2+n?
Nipcosp 6Nfcos<p1( 2+
Y2 Y2
= —— 1+ +—(5B+3t2
@ ©1 2N1( +n)+2Nl( +3t1)

321



donde ¢ es la latitud del punto del meridiano central que es pie de la
perpendicular trazada de la proyeccién del punto al meridiano central de
la carta.

Se calcula S y luego, mediante la féormula ¢ = g —90°, se calcula ¢

por sucesivas iteraciones.

5.6.5 Alteraciones lineales en el sistema Gauss-Kriiger en el ambito

de la Argentina
Teniendo en cuenta sélo los dos primeros términos de la expresién de

h, se tiene:

h=k=1+ANcos?p(1+7?)

Para el extremo norte del pais (¢ = —22°), en el borde de la faja (AX =

1,5°) se produce el mayor valor de h:

2
h=k=1+ (1,501;%) cos?(—22°)(1+0,005818392) = 1,000594273

ya que 7% = e’? cos?(—22°) = 0,005818392. Para una distancia de 10 000m,

el error asume un valor de:

10 005,94273m — 10 000m = 5,94273m.

Para una carta en escala 1 : 25 000, ese error es de % =
0,4mm. Para una carta en escala 1 : 50 000, el error es la mitad (0, 2mm).
Para propésitos cartograficos estas deformaciones son insignificantes, pero
para propositos topograficos, y con més razon en las operaciones de orden
geodésico, un error de, por ejemplo, 5, 94m en una distancia de 10 000
metros es muy importante, por lo cual se impone la necesidad de corregir
todas las distancias por el médulo de alteracién lineal.

Por lo tanto, en los trabajos topograficos, incluidos los de mensura, las
mediciones obtenidas en el terreno deben asociarse con el valor del médulo
h y sus resultados deben compararse con los obtenidos en funcién de las

coordenadas Gauss-Kriiger de los puntos trigonométricos o poligonales de

precision que sirvieron para apoyo geodésico o topografico.
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Figura 5.12: Proyeccién UTM.

5.7 Proyeccion UTM (Universal Transverse Mercator)

Esta proyeccién se aplica al elipsoide. La superficie terrestre entre las
latitudes 80°S y 84°N se considera dividida en 60 zonas con un ancho de
6° en sentido este-oeste. Estas zonas se numeran de 1 a 60, estando la 1
comprendida entre 180° y 174°W, con el meridiano central de longitud
177°W. El nimero de cada zona se obtiene de la expresion:
183° + Ao

60

siendo Ag la longitud del meridiano central, considerada con el signo co-

numero de zona =

rrespondiente. A su vez, cada zona se considera dividida en intervalos de
8° de latitud desde 80°S hasta 72°N y desde 72°N hasta 84°N denomi-
nados con letras desde la C a la X omitiéndose la I y la O, para evitar
confusiones. Cada una de estas divisiones de zonas se denomina cuadri-
ldtero; cada uno de ellos tiene superpuesta una cuadricula de 100 000m
(100km) de lado cuyas rectas verticales son paralelas al meridiano central
y permiten obtener rapidamente los valores de las coordenadas de cada
punto, denominadas Este y Norte. La coordenada Este mide la distancia
al meridiano central y, para evitar valores negativos de la misma, se le
asigna a dicho meridiano una coordenada de 500 000m (500km). La coor-
denada Norte da la distancia al Ecuador, en el hemisferio norte a partir del
Ecuador y en el hemisferio sur se asigna una coordenada de 10 000 000m
(10 000km) al Ecuador con lo cual se consiguen siempre valores positivos.

Como ya se ha mencionado, el sistema de proyeccion UTM utiliza como
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superficie de referencia el elipsoide de revoluciéon. En nuestro pais es el
Elipsoide de Hayford (Internacional) y, en Estados Unidos, el de Clarke
1866. Quizas sea el sistema més usado en el mundo: es el que adoptaron
EE. UU. y muchas naciones de Europa.

El meridiano central aparece reducido en la proyeccién respecto de sus
medidas reales. Si se consideran valores aproximados, por ejemplo sobre la

esfera, la longitud del mismo es igual a la de las circunferencias secantes:
2w Rcos T,

Por lo tanto, se reduce su longitud en un factor (mddulo de alteracién

lineal) kg tal que:

b — 2w Rcos o,
o= 2R
ko = cospr,

que depende de la posicién secante de la superficie cilindrica. Para expre-

sar ko en funcién de sus coordenadas geogréficas:

ko = /1 —sen2 o, = /1 —cos?psen2 A\

Haciendo ¢ = 0°, se tiene la longitud del punto en que la circunferencia

menor corta al Ecuador:

kg = +V1-—senZ2A)\g

ko = cosA)g
cospr, = cosA)g
Py, = A)\O

En la proyeccion UTM el médulo de alteracion lineal en el meridiano

central se establece como

1
kg = 1———
0 2500
ko = 0,9996

Es decir, los valores de las distancias sobre el meridiano central aparecen

reducidas segtn:

ko = cos Ao = 0,9996 = A)g = 1°37"14"
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En la Figura 5.13 se ilustra lo anterior. Existen dos zonas: de ampliacién

(1 y 3) y de reduccién (2).

(1) (2) (3)

1°37'14"

4) (5) (6) ) ®)

Figura 5.13: Zona de ampliacién y reduccién en una zona UTM.

En la Figura 5.13: (1)Ampliacién; (2)Reduccién; (3)Ampliacion;

(4) Meridiano extremos; k=1,001 E =166000m
(5) Linea de secancia; k=1 E=320000m
(6) Meridiano central; k=0,9996 E = 500 000m por convencién
(7) Linea de secancia; k=1 E =680000m

(8) Meridiano extremo; k=1,001 E =834000m

siendo F la coordenada este (distancia convencional en la proyeccién hacia
el este).

En el sistema UTM, como ya se ha mencionado, los husos son de 6° de
amplitud, 3° a cada lado del meridiano central. La ampliacién de la zona
meridiana, respecto de la de Gauss-Kriiger, se hace compatible con los
moédulos de alteracion lineal en los extremos, por haber introducido en el
meridiano central el factor hg = 0,9996.

Las lineas de secancia se encuentran situadas a unos 180 km a ambos
lados del meridiano central pues, aproximadamente:

10 /14//
1037/14”% =~180,169km; Y = Rcospglntg (450 + 37)

=180,121km
Los meridianos extremos estan, aproximadamente:
onn/nn TR ~ . _ o, 3 _

3°00°00 1800 — 333,532km; Y = Rcospglntg [ 45° + 5 )= 333,551km
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Las zonas de 6° de amplitud estan limitadas por los meridianos multi-
plos de 6°, coincidiendo con los husos de la carta mundial al millonésimo.

Cada sistema debe ser prolongado 30 minutos sobre los contiguos, es
decir, los puntos pertenecientes a cada zona tienen coordenadas en la
propia y en la contigua, creandose asi una zona de superposiciéon de 1° de
ancho.

No se usan las letras X e Y para designar las coordenadas sino N(norte)
y E (este).

El origen de las coordenadas planas, en cada zona, es el cruce del Ecua-
dor con el meridiano central. La coordenada N se mide a partir del Ecua-
dor (Om) para el hemisferio norte, pero para el hemisferio sur se asigna
en el Ecuador la coordenada N igual a 10 000 000m, evitando valores
negativos, es decir, se adopta un falso origen a 10 000 000m al sur del
Ecuador.

La coordenada E se mide a partir del meridiano central, positiva al
este y negativa al oeste. Para evitar los valores negativos se adjudica al
meridiano central la coordenada 500 000m (ver Figuras 5.14 y 5.15).

El ntimero de zona es el mismo que en la Carta Internacional al milloné-
simo, esto es, de 1 a 60, a contar del meridiano opuesto al de Greenwich.
El meridiano central de 177°W corresponde a la zona 1, el de 171°W la
zona 2, y asi cada 6° (ver Figura 5.16).

Como ya se ha dicho, en el sistema de cuadricula UTM la superficie
terrestre comprendida entre las latitudes 84°N y 80°S ha sido dividida
en husos de un ancho de 6° de longitud llamados zonas. Se numeran de
1 a 60 hacia el este, empezando en el meridiano de 180°. La zona 1 tiene
por meridiano central el de 177° de longitud oeste y sus bordes son los
meridianos de 180°W y 174°W. Cada zona es dividida en cuadrilateros
que tienen una altura de 8° de latitud. Cada “cuadrilatero” estd limitado
al este y al oeste por los arcos de meridianos con una diferencia de longitud
geografica de 3° al este y al oeste del meridiano central y al norte y al
sur por los arcos de paralelos cada 8°. Por ejemplo, en la Figura 5.15
se tiene el “cuadrilatero” limitado al sur por el Ecuador, al norte por el
arco del paralelo de 8° (Fila N) y por los meridianos de 3°E y 3°W . Las

filas de cuadrilateros tienen asignadas letras consecutivas de la C' a la X
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1) Casquete Norte
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180°

2) Casquete Sur

Figura 5.14: Zonas UTM.
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(omitiendo la I y la O para evitar confusiones), empezando en los 80° de
latitud sur (ver Figura 5.16). La fila X tiene 12° de latitud, extendiéndose
de los 72°N a los 84°N. Cada cuadrilatero es denominado por un nimero
y una letra y es dividido en cuadrados de 100 000m designados mediante
un sistema de combinacién de letras.

Dentro de cada zona, al meridiano central de la zona se le asigna un
valor de coordenada este de 500 000m.

El mo6dulo de alteracién lineal es:

T 1 B 1
cospT  (1—senZpp)2  /1—cos?psen? AX

Si ¢ =0°, cospp =1y por lo tanto:

1 1 1

h=k= (1—sen2 AN) - cos A - cos 3

=1,00097
(0]

5.7.1 Sistema UPS (Proyeccion Universal Estereografica)

En el sistema de cuadricula UPS, utilizado para las zonas polares en
lugar del sistema UTM, cada casquete polar circular estd dividido en dos
mitades por los meridianos de 0° y de 180°. En el casquete polar norte
la mitad oeste (longitud oeste) es designada zona de cuadricula YV, y la
mitad este, Z. En el casquete polar sur, la mitad de la longitud oeste se
designa como A y la mitad este como B.

En las areas polares se asignan arbitrariamente las abscisas y las orde-
nadas del sistema de cuadricula. En ambas zonas, la abscisa 2 000 000m
este coincide con la linea de meridiano 0° = 180°. La ordenada 2 000 000m
Norte coincide con la linea de meridiano 90°E - 90°W.

De acuerdo con lo expresado antes, la coordenada E para las lineas
de secancia son 680 000m y 320 000m al este y al oeste del meridiano,
respectivamente. Las coordenadas E de los meridianos de borde de faja
son 834 000m y 166 000m al este y al oeste.

La correspondencia entre los niimeros de zonas de las coordenadas UTM
y el nimero de fajas de la Proyecciéon Gauss-Kriiger para el territorio
continental de Argentina, de acuerdo con las convenciones adoptadas,

aparece en la tabla 5.4.
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Hemisferio Norte
E 700.000 m
N 1.000.000 m
/V‘A/ Ecuador

Hemisferio Sur /

E 500.000 m
N 10.000.000 m

Figura 5.15: Cuadricula superpuesta a una zona de la proyeccién UTM.
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Figura 5.16: Numeracién de las zonas UTM y las designaciones con letras de la cuadricula de
la zona de 6° por 8°.
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En el sistema UTM el nimero de la zona puede determinarse por medio
de la siguiente expresién:

183° + Ao
60

n® zona =

donde \g es la longitud del meridiano central y se debe introducir con su

signo.
Meridiano central | Zona UTM | Faja Gauss-Kriiger
-51° 22 -
-54° 7
-57° 21 6
-60° 5
-63° 20 4
-66° 3
-69° 19 2
-72° 1
-75° 18 -
Tabla 5.4

5.7.2 Férmulas de las coordenadas UTM
Se deduce que:
(AN)2cos? 9Nt (AN)*cos* 9N (5 — 12 +9n? +4nt)
+
2 24
(AN)S cos® Nt (61 — 582 + 4 427002 + 330n%t?) }
720

+

N = ko[B+

+

(AN cos® N (1 —12 +n?) n
6
(AN)® cos® Nt (5 — 1812 +t4 + 1472 — 1877%2)]
120

E = 500000m+ ko |:A)\COS§0N+

+

donde kg = 0,9996,

B es la longitud de arco de meridiano desde el Ecuador hasta el punto,

t=tgy

2

n? = e'? cos? p, donde €'? es la segunda excentricidad,



1
N =————— esla gran normal y

(1—e2sen2yp)2
AX = X— )¢ siendo Ag la longitud del meridiano central de la zona a la

que pertenece el punto, expresando A\ en radianes.
En el hemisferio sur se suma 10 000 000m a la coordenada N.

Se deduce ademas que los mddulos de alteracion lineal son:

2

A AN cos?
h=k=ko 1—}—7)\(;052<,0(1—i—772)—|—M

o0 (5—12 4 1472 — 28%1?)
y que la expresion de la convergencia de meridianos es:

AN3cos?
3

AN cos® ¢

tH2+n?
15 (2+n7)

v =Alsenp + t(1+3n2) +

Una forma abreviada de representar las ecuaciones de la proyeccién

UTM es la siguiente:

N = FN+0,9996X
E = FE+0,9996Y

en donde X e Y son las coordenadas bésicas de un punto como se calculan
a continuacién; FN y FE son los valores del falso norte y falso este,
respectivamente.

Las ecuaciones para las coordenadas a ser usadas en las ecuaciones

anteriores estan dadas, para el elipsoide, por:

AN? ANt cos? o Nt
X = S+TCOSQ¢Nt+%(5—t2+9n2)
A)\3 3
Yy = A)\COS(,ON-F%N(l—tQ'F?]Z)

en donde S es la distancia a lo largo del meridiano desde el Ecuador a la
latitud ¢ en el elipsoide y las restantes letras tienen igual significado que
en las formulas anteriores.

Para las ecuaciones de la proyeccién UPS (Universal Polar Estereogra-

fica) se tienen las expresiones siguientes:

N

2000000+ X

E 2000000+Y
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siendo X e Y las formulas de las coordenadas en la proyeccién acimutal

estereografica polar:

X
X
Y

= pcosAM (zona norte UPS)
= —pcosA\ (zona sur UPS)

= psenA)

En esta expresién p es la coordenada polar de una proyeccién estereo-

grafica secante basada en el elipsoide como superficie terrestre.

Ejemplo:

Considerar un punto sobre el elipsoide terrestre (Elipsoide Internacional
de Hayford, a = 6 378 388m, b = 6 356 912m) de coordenadas o =2°, A\ =
2° siendo A\g = 63°W. Se desean hallar las coordenadas UTM.

Zona: 20.

E = 500000m +0,9996Y

Y = AlcospN +
e? =0,006722653187
N = 6378 440,227m
t =tgp =0,0349207
n? = 0,006759909693
Y =222559,3169m

A/\S 3
cos gaN

3 (1—t*+7n?)

E =500 000m+0,9996Y = 722 470,2931m
N =0,9996X (la coordenada Norte).

2

AN
X:S+Tcos2<pNt+

AX*cost Nt

o0 (5—t2+91?)

> ap+ Bsen2p +ysendy + dsenbp + esen 8p
a=111,136336655km /°
8 =—16,107034679km

v =0,016976211km

0 = —0,000022266km

€ = 0,000000032km

S =221,1514613km = 221 151,4613m
X =221287,0683m = N =0,9996 X = 221 198,55m
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Capitulo 6

Proyecciones conicas

Las proyecciones cénicas se usan preferentemente para mostrar regiones
en las que la mayor extensién se encuentra en el sentido este-oeste, en
latitudes intermedias, es decir, en las zonas templadas.

El nombre de conicas se debe a que las proyecciones cénicas mas ele-
mentales, llamadas perspectivas, pueden ser obtenidas colocando una su-
perficie cénica sobre la esfera terrestre (o el elipsoide) con el eje de la
superficie conica colineal con el eje terrestre, siendo tangente a lo largo
de un determinado paralelo base cuya latitud es elegida por el cartégrafo
(cénicas tangentes), o secante a lo largo de dos paralelos bases. Después
de proyectar desde un punto de vista ubicado en el centro de la Tierra, los
paralelos y meridianos sobre esa superficie conica, se considera la misma
cortada segiin una generatriz y extendida sobre un plano; resultan asi las
proyecciones de los paralelos arcos de circunferencias concéntricos, y las
de los meridianos semirrectas concurrentes en un punto.

Las llamadas proyecciones cénicas no perspectivas tienen las caracteris-
ticas generales citadas en el parrafo anterior, pero no resultan de proyectar
desde un punto de vista determinado sobre la superficie conica, sino que
se imponen propiedades, como la isogonia, la equivalencia, etc., condi-

ciones que seran cumplidas mediante una determinada separacién de las
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proyecciones de los paralelos, en cada caso.

Finalmente, estan las proyecciones seudocénicas, que poseen algunas
caracteristicas de las cénicas citadas, por ejemplo, paralelos como arcos
de circunferencias y meridianos como lineas curvas; las mas conocidas son

la policénica y la de Bonne.

6.1 Proyeccion conica normal tangente pura, central o perspectiva
6.1.1 Dibujo de la proyeccion
Método gréfico

Se obtiene en dos etapas (ver Figura 6.1).

a) Se supone una superficie cénica cuyo eje contiene al eje terrestre,
siendo la superficie cénica tangente a la esfera terrestre a lo largo
de un paralelo que se denomina paralelo base, de tangencia o estan-
dar. Desde el centro de la Tierra, donde esta el punto de vista, se

proyectan paralelos y meridianos sobre dicha superficie cénica.

b) Se supone cortada la superficie conica a lo largo de una generatriz

y se desarrolla sobre un plano.

6.1.2 Calculo del angulo de amplitud «
El angulo de amplitud « es el que resulta al desarrollar la superficie

conica en el plano. En el tridngulo PN’AV (Figura 6.1) se tiene que

, B o PN'A ,
PN'A=rq. Ademés: tg(90° — pp) = g de donde PN’ A = Rtg(90° —
©0), obteniéndose que:
ro = Rcotgyg

Se sabe que : arco = radio X dngulo en radianes; entonces, como el pa-

ralelo base se proyecta en verdadera magnitud:

2mcos o R
Orad =
0
Reemplazando rg:
2mcospoR
Orad = /=
e Rcotgyg
COS 0
Pero cotgyg = Ld , entonces:
sen g
27 oS g Sen o
Qpad = ——————
coS g
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Qrad = 27 sen g

Si se desea expresar el dngulo en grados:

_ 2msenp360°
N 21

o

a® = 360° sen pg

Para la Figura 6.1, g = 45°, entonces o = 360° sen45° = 254°33'30".

6.1.3 Calculo del angulo ~

Este valor angular es determinado por dos meridianos cualesquiera en
la proyeccién, siendo menor que la diferencia de longitud geogréafica A\
entre los mismos.

Yrad = rg siendo a la longitud del arco del paralelo base entre dos me-

0
ridianos; ademds a = RcospgAN, si AX se expresa en radianes, entonces:

RcospgAdiag

Yrad = Rcotg oo

cos g sen Yo Adrad

cos
Pero cotgpg = ¥o , por lo tanto: v,,q = =sen poAlrad

sen g cos g
Si se expresa el angulo en grados sera:

~° = sen g AN°

Nota: El valor n =senpg se denomina constante del cono, y tiene la

misma expresion en todas las proyecciones cénicas tangentes.

Observacion:

Para diferenciar esta proyeccién en un mapa de una proyeccién acimutal
polar se procede de la siguiente manera: se coloca un triple decimetro o
escalimetro coincidiendo con un meridiano y se lo desliza en forma paralela
al mismo hasta intersectar otro meridiano (cualquiera), y se traza dicha
paralela. El dngulo forma la paralela con el meridiano se mide con un
transportador de dngulos (v en la Figura 6.2).

Si el valor angular es igual a la diferencia de longitud geografica entre
los meridianos, se tratard de una proyeccién acimutal polar; si es menor,
se tratard de una proyeccién cénica. Ademds, mediante esta técnica, es

posible determinar el paralelo base.
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Figura 6.2: Angulo que forman la proyeccién de dos meridianos.

Como se dedujo anteriormente: v° = sen pgAA°, por lo tanto:

de donde se obtiene que:

6.1.4 Método analitico

sen Yo =

po = arcsen

o

gl
AN°

o

ANO

Se considera un sistema de ejes coordenados, donde el eje X es tangente

a la proyeccién del paralelo base en el punto de interseccién con el meri-

diano central y el eje Y coincide con la proyeccién del meridiano central

(Mo)- Se calculan las coordenadas de cada punto y se unen con arcos de

circunferencias.

En la Figura 6.1 se ve que

gl

Ty

Alsen g
Rlcotg po

—tg(p —wo)],

mientras que en la Figura 6.3 se observa que las coordenadas cartesianas

son:
X =ryseny
Y =rg—r,cosy

Si, por ejemplo: g = 45°,0 = 75° y A = 60°, siendo Ag = 0°, resulta

AN =60° y

v = 60° sen45° = 42°25’35"
ry = 6 370km[cotg45° —tg(75° —45°)] = 2 692,2792km
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Figura 6.3: Proyeccién cénica tangente pura. Célculo de coordenadas.

rog = Rcotgpg = 6 370km.

Con estos valores las coordenadas cartesianas son:

X

2692, 2792km sen 42°25'35" = 1 816, 325km

Y 6 370km — 2 692, 2792km cos 42°25'35" = 4 382, 708km

6.1.5 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin arcos de circunferencias concéntricos
con la proyeccion del Polo, siendo el paralelo base el tinico de dimensién
correcta. Los demds paralelos tienen dimensiones mayores que las reales
y se van separando entre si acentuadamente al alejarse del paralelo base
hacia el norte o hacia el sur. La deformacién en cada paralelo se calcula

con el médulo de alteraciéon lineal k. El Polo se proyecta segtin un punto.
longitud del paralelo en la proyeccién En la Fi
. n la ri-

Recuérdese que k =

BB’

2mRcosp
emplazando: arco BB’ = 2msengqre,.

longitud del paralelo en la esfera
gura 6.4 k= , donde arco BB’ = ary, pero a = 2mseng. Re-
Ademés : r, =19 — R[tg(¢ —wo)] y ro = Rcotgpo.

Entonces:

T = Reotgyo — Rltg(y — ¢o)]

o = Rlcotg po — tg(¢ — ¢o)]

Ademés:
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Figura 6.4: Cilculo del médulo de alteracién lineal k.

BB’ = 27msen o R[cotg po — tg(v — o)),

entonces:
o 2msengoR[cotgpo —tg(p —po)] _ seniolcotgpo —tg(y — vo)]
2mRcosp cos
sen(p—¢o)
o _ €080 —senpo tg(w —o)  COSPo —SenYo COS(SD_<P(()))
Cos Cos
o CO8%0 cos(p — o) —senosen(w — o) cosp
B cospcos(p — o) ~ cos(p— o) cosp

k= —-—7—

cos( — o)
Ejemplo:

1

Sip=60°N y pg=45°N : k = —1,035276182.

cos(60° —45°)

PN
6 8
. O+dd
So /?\ Po
dé

o

PS

Figura 6.5: Cilculo del médulo de alteracién lineal h.
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Los meridianos se proyectan segtiin rectas concurrentes en el Polo, de
longitudes incorrectas mayores que las reales, formando entre si angulos
iguales pero de amplitudes menores que las reales. La deformacion en
cada punto de los/meridianos se calcula con el médulo de alteracién lineal
h, siendo h = Cjiﬂnz .

dm’ = dry, = d[Rcotgpo — Rtg(p — ¢o)] = dR}[cotg po — tg( — o)

Como §p =90° — g y 6 = 90° — p, entonces

dm’ = Rd[tgdo — tg(90° — 6 — 90° + dp)]

1
/!
= — — = - (-1
dm' = Rd[tgbo — (60— )] = R [0 oty )|
1
Entonces: dm’' = R——s———dJd ; ademés dm = Rd§, por lo tanto:
cos2(dp — )
. dm’ . RCOSQ(};()*S) dd . 1
dm Rdé ~ cos2(8g —6)
1 1 1

h = = =
cos?(6p—0)  cos2(90° — o —90°+¢)  cos?(p— o)
Por lo tanto, como N1 > No, N1 =h y Ny =k.

Ejemplos:

1

G0 =45°,6 =60° h=—
8) 9o = 45%,0 =60 cos?(45° — 60°)

=1,071797;

1

k= ————"""-==1,035276176.
cos(45° —60°)

sen45°[cotg45° — tg(0° — 45°)]

b) ¢ =0°,p0 = 45°; k=
) »=0%¢0 ; 00

=1,41421356;

1

he — —
cos2(45° —90°)

45°[cotg45° — tg(45° — 45°
0 s0:@0:450;]6:56115[0095 g(45 5)]:17
cos45°

1

h=————-—-=1
cos2(45° — 45°)

Como las proyecciones de meridianos y paralelos se cortan a 90°, h y k
son los semiejes de la Elipse de Tissot: N1 = h, No = k.
Esta proyeccién no es iségona, pues h # k y tampoco es equivalente,

pues hk # 1.

Observaciéon: En un punto cualquiera de la proyeccion, la deformacién
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angular maxima estd dada por la férmula:

Ni— N,
N1+ Na

Omax = 2arcsen

y la deformacién en el drea esta dada por el médulo de alteracién super-
ficial
= N1Na

Ejemplos:

1,071889442 —1,035276182
1,071889442 +1,035276182

a) ©=060°N;po=45°N;dnax = 2arcsen
1°59'28"

b) ¢ =60°;¢9 = 30°.

1

—h— 2 _ — . — . —

N]_ =h =sec (()0—()00) = m = 1,333,N2 =k= SeC(gp—
1

=———— =1,1547.

0) = osl600 —300) ~
1,333 —1,1547

Smax = 2arcsen ————— — = 8°12’;

1,333+1,1547
1= N1Ny=1,333 x 1,1547 = 1,539.

c) ¢ =15y = 30°.
1 1

——— = 1,0717T9"\No =k = ————— =
cos?(15° — 30°) ’ 2

Mi=h= cos(15° —30°)

1,035276.

1,071797 — 1,035276
N 1,071797 1 1,035276
= N1 Ny = 1,071797 x 1,035276 = 1,109605711.

=1°59'11";

Omax = 2arcs

6.1.6 Transformacion inversa de coordenadas (de coordenadas car-

tesianas a geograficas)

Las ecuaciones cartesianas de esta proyecciéon son:

X = Rjcotgypo—tg(p—po)]sen(Alsenpg) (6.1)
Y = Rcotgyo— R[cotgpo—tg(p —po)]cos(Adsengpg) (6.2)

De la ecuacién 6.2:

Y — Rcotgyo = —R[cotg vo — tg(¢ — ¢o)] cos(Alsen¢y) (6.3)
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Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro 6.1 y 6.3 para

despejar :

X24+Y2_2YRcotgpg+cotgpg = RZcotgwo —tg(e —vo)]%
[sen?(AXseng) + cos?(Alsen pg)]

1
[cotg o — tg(¢ —po)]? = ﬁ[XQ +Y? —2Y Reotg pp + R cotg? ¢
. . _ l 2 2 2 2 i
cotgwo —tg(p—po) = R[X +Y“ —2Y Rcotgpg + R* cotg” vo]2
. _ _l 2 2 2 2 1
tg(e—@o) = cotgpg R[X +Y* —2Y Rcotg o + R cotg” o) 2

1
p = o +arctg {cotgg@o — E[X2 +Y? —2Y Reotg @ + R? cotg? @0]%
(6.4)

Realizando ahora el cociente entre las expresiones 6.1 y 6.3 para despejar

A, resulta:
X
— = —tg(AX
Y Reotg g g(AXsengo)
Entonces:
AX=A—) L arct
= — = I
0 sen g chotgcpg—Y
A=+ ! arct (6.5)
= —arctg ———— .
0 sen g chotggog—Y
Nota:

En las expresiones 6.4 y 6.5:

X = oM
Y = yM

siendo z e y las coordenadas del punto medidas en el mapa o carta y M

el médulo de la escala.
Ejemplo

En un mapa en proyeccién cénica tangente pura se midieron las coor-

denadas cartesianas de un punto y se obtuvo z =4,8cm, y = 2,5cm.
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Se sabe que la escala del mapa es E =1 : 160 000 000 y que el centro es el
punto (pg =45°N, \g =0°). Se desean conocer las coordenadas geograficas

(o v A) del punto dado.

X xM =4,8cm x 1600 =7 680km

Y

yM = 2,5cm x 1600 = 4 000km.

Utilizando la férmula 6.4:

X = aM =4,8cm x1600="7680km
Y = yM=25cm x1600=4000km.
1
p =45° +arctg {cotg45° e [(7 680km)?

(4 000km)2 — 2 x 4 000km x 6370km cotg45° + (6;370km)? cotg? 45°] 3 }
o = 45° — 14°40/06" = 30°19/54"".
Con la expresién 6.5:

1 7680km
A= 6 —103°01'32"
send50 " "% 6 370km cotg45° — 4 000km

6.2 Proyeccion cénica normal tangente equidistante o cénica simple
6.2.1 Dibujo

Tiene el aspecto comin a todas las proyecciones normales tangentes,
imponiéndose aqui la condiciéon de que todos los meridianos tengan lon-
gitudes correctas (h=1).

El paralelo base es elegido por el cartégrafo, quien tiene en cuenta el
lugar que le interesa representar para que haya menor deformacién. Es
decir, conociendo el paralelo base (pg), se pueden calcular la amplitud

del dngulo « y el radio del paralelo base (rg):
a® =360sengg; 19 = Rcotgpg.

Calculo de r,
Cuando ¢g y ¢ estdn expresados en radianes, r, se calcula a través de

la expresion:

ro =10 — (¢ —¢0)R = Rcotgpo — R(¢ — ¢o) = R[cotg o — (¢ — ¢o)].
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Si las latitudes estan expresadas en grados sexagesimales:

TR TR

re = TO_(‘P_<P0)1800:RCOtg‘PO_(@_%"O)lgoo
Vs
= R[COtg%—(@—@o)lSOO

Por medio de esta férmula se calculan los radios de los paralelos, per-
mitiendo su dibujo.

Para dibujar los meridianos se hace uso de un transportador de angulos,
dividiéndose el valor de la amplitud de « por el nimero de meridianos
que se ha decidido dibujar. También aqui v = AAsen ¢g.

En la latitud ¢ = 90° resulta rggo = R[cotg g — (90° — )] # 0.

Por lo tanto, el Polo Norte y el Polo Sur se proyectan como arcos de

circunferencias.

6.2.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segun arcos de circunferencias concéntricas
en un punto que no es el Polo; dichos arcos estan equiespaciados. Las
dimensiones de los paralelos, salvo la del paralelo base, son incorrectas y
mayores que las reales. La deformacién en cada paralelo se calcula con el
modulo de alteracién lineal k que, como se ha expresado antes, se calcula

como:
longitud del paralelo en la proyeccién

longitud del paralelo en la esfera
Tl )

= d — o — (0 —

2rRcosp’ siendo 1y =10 = (= 0)

ro = Rcotgpp. Si ¢ v ¢ estan expresados en grados, entonces:

En este caso resulta k =

1800 ¥

™
r@f:-R[cotgw047(¢4*¢o)1800}

como « = 2msen g, resulta:

7T
roa=R [cotgapo —(p— @0)@} 27 sen .

Reemplazando en la expresién de k:

k= R [cotg o — (¢ — o) 1850 | 2msen g
B 2w Rcosp
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Entonces:
[cotg o — (¥ — o) Ta55 ] Sen o
cos
No=h=1.

lek:

Nota: Como los paralelos y los meridianos se cortan a 90°, N y No

coinciden con k y con h.

Ejemplos
a) Si p =60°N y ¢p =45°N, resulta Ny =k=1,044 y No=h=1.
b) Si ¢ =15°Ny pg=45°N,es Ny =k=1,115y No=h=1.

Los meridianos se proyectan segin rectas concurrentes en un punto que
no es el Polo, sino el vértice del angulo de amplitud « ; forman entre
si dngulos iguales e incorrectos, menores que los reales. La deformacion
sobre los meridianos es nula por la condicién impuesta. Recuérdese que
el angulo determinado por dos meridianos cualesquiera en la proyeccion
es 7= Alsenpy.

Esta proyeccién no es iségona, pues h # k y tampoco es equivalente,
pues hk # 1.

La deformacion angular maxima en un punto de la proyeccién esta dada
por la férmula:

N1 —No

Omax = 2arcsen —————
ma. N1+ No

Ejemplos:
1,044 -1

o 9008/01”
1,044 +1

a) ¢ =60°N;¢pg = 45°N; dmax = 2arcsen
b) ¢ =60°N;pe=30°N.

[cotg 30° — 30° 1755 | sen 30°

kL = 180°
cos60°
1,732051 — 0,5235987]0, 5
_ b ! 105 _ 1 0284523 > 1
0,5

k = N;=1,2084523

h=Ny=1
Ny — Ny 1,20844523 — 1
S = 2 A e R DR T 10°49/56";
max =SSO N TN, MO 90844523 11 ’
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6.2.3 Usos
Muy utilizada para mapas de atlas de paises que no se extienden mucho
en el sentido norte - sur, pues al alejarse del paralelo base aumentan las

deformaciones.

6.2.4 Coordenadas de un punto en la proyeccion

Las coordenadas cartesianas de un punto (p, ) son:

X = rpseny=[ro— R(p— o) seny

Y = ro—rycosy=rp— [0 — R(¢ —¢o)]cos,

siendo v = AXsengq,r, =ro— R(¢—¢q) yro = Rcotgyg y ro = Rcotgpg

6.3 Proyeccion conica normal tangente equivalente

6.3.1 Dibujo

Tiene el aspecto comun a todas las proyecciones cénicas tangentes, pero
se impone la condicién de que las areas sean correctas.

Se halla el radio de un paralelo cualquiera de la proyeccion. Se iguala el
area de la superficie terrestre comprendida entre el paralelo de tangencia
y el correspondiente al radio hallado (la zona esférica comprendida entre
el paralelo de latitud ¢ y el paralelo base de latitud ¢g) con el 4rea del
trapecio circular cuyas bases son las proyecciones de esos dos paralelos.

El area de la zona esférica (¢g, ) es (Figura 6.8):
Area zona esférica (¢o,¢) = 2 Rh,
pero h = Rsenp — Rsen g = R[sen p —sen pg]. Reemplazando:
Area zona esférica (g, ¢) = 2mR?[sen ¢ — sen g (6.6)

Por otra parte, el drea del trapecio circular es la diferencia de las areas

de los dos sectores circulares:

p 2w Rcos TLQr
Area trapecio circular(pg,p) = 5 20 o — QOQ =
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Figura 6.8: Cilculo del radio de un paralelo.

pero rg = Rcotgyg, entonces:

) 21R Rcot ar?
Area trapecio circular(pg,¢) = ees SD; or8¥o 7“0 (6.7)

Como la proyeccién es equivalente, 6.6 = 6.7 y, por lo tanto:

2
ar
21 R?[sen ¢ —sen o] = mR? cos @Ocos& -z (6.8)
senyo 2

resultando una ecuacién en rg.

Como ademds a = 2mwsen ¢,

2 2
9 COS“ 0 B 27 sen 9007’90
sen g 2

21 R?(sen —sen o) = TR

Multiplicando ambos miembros de esta tltima ecuacién por (-1) y re-

solviendo:
5 cos? g 5 2
R*——= — 27 R*(senp —sen o) = msen por,
sen g
2
TR? [M—ﬂsen@—sen(po)} 9 sen v —s
Tg20 = o =R? [cotg2 w0 — 2senp —sen o)
Tsen g sen g

2 — 2 —
Ty = \/RQ [coth 0o — (sempsempo)] = R\/cotgg 0o — 2(senp —sengpo)
sen g sen g

R
 sen g

Te V/1+sengo(sen pg — 2sen )
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Esta férmula permite hallar el radio de cualquier paralelo. Por ejemplo,

a una escala E = 1 : 100 000 000 y siendo ¢g = 45°, se tiene:

rgo = 11 033km; en escala: 11,00cm
r150 = 9 594km; en escala: 19,60cm
r3go = 8 023km; en escala: 8,00cm
r450 = 6 372km; en escala: 6,40cm
rgoo = 4 727km; en escala: 4,70cm
rrso = 3 298km; en escala: 3,30cm

rogo = 2 640km; en escala: 2,60cm

6.3.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segun arcos de circunferencias concéntricas
que se van acercando entre si al alejarse del paralelo base hacia el norte
o hacia el sur. Las dimensiones de los paralelos son incorrectas, mayores
que las reales, calculandose la deformacién en cada paralelo con el médulo

de alteracion lineal k (Figura 6.7).

_longitud del paralelo en la proyeccion

longitud del paralelo en la esfera

La longitud del paralelo en la proyeccién es x = 7,044, siendo:

) _
Ty = R\/Cotg2 wo — —(sencp sen po) y a=2mseny
Sen Yo

Entonces:

Ry/cotg? pg — 2Eene=seneo) o non

kj _ sen o
N 2w Rcosp
sen ©o \/cotg2 Yo — 72(Sensfn_zzn )

cosp

Ejemplo: Si p= 15°N y 0o = 45°N':
sen 45° \/cotg2 450 — 2(sen15°—sen459)
Nl =k= 5 sen45° _ 17 102447407,
COs
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Los meridianos se proyectan segin rectas concurrentes en un punto que
no es el Polo (es el vértice del dngulo de amplitud «) de longitudes in-
correctas, menores que las reales (debido a la condicién de equivalencia
impuesta, al ser la proyeccién de los paralelos de mayor longitud de los
reales, la proyeccién de los meridianos debera ser de longitud menor que
los reales). El Polo se proyecta segiin un arco de circunferencia. La de-
formacién/en los meridianos se calcula con el médulo de alteracion lineal

h,h = dﬂ, donde:
dm

2 —

sen g

[

) _ 3
= Rd {cotg2 ©wo — —(Sengo Sen SDO)]

sen o

[

_ gt {Coth 00— 2(SeHSDS€H900)] -

< 2cosp >
_ dp
sen ¢

2 sen g
B —Rcospdp
sen g \/ cotg? o — 72(5622?5? o)

En esta expresion el signo menos indica que cuando se incrementa
se produce un incremento en sentido contrario de 7, y puede suprimirse
para el cdlculo de h. Si se trabaja con las colatitudes (dp y d), no aparecerd
el signo menos, pues cuando se incrementa J se produce un incremento
en el mismo sentido de r;.

Como dm = Rdy:

cos

h=—
sen g \/ cotg? g — 72(50118‘?;;3“ o)

Esta expresiéon es reciproca de la de k y, por lo tanto, su producto es
1 (correspondiéndose con el hecho de que la proyeccién sea equivalente).
Esta proyeccién no es iségona pues h # k.
La deformacién angular maxima en un punto de la proyeccién estd dada
por la férmula:
N1 — Ny

Omax = 2 —_—
ma arcsen NN,

Ejemplo:
Retomando el ejemplo anterior: ¢ = 15°NN ¢ = 45°N.
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15
Ny=h=— o8 — —0,9070727 v

sen 45° \/cotg2 450 — %ﬁgn‘mo)
5max - 11009’48//. e

6.3.3 Usos
Como toda proyeccién equivalente, es utilizada para mapas con fines
estadisticos y politicos. También, para cartas catastrales cuando se toma

como superficie de referencia el elipsoide.

6.4 Proyeccién cénica tangente is6gona o conforme (sobre la esfe-
ra)
6.4.1 Dibujo

Tiene el aspecto comin a todas las proyecciones cénicas tangentes, pero
se impone la condicion de que todos los dngulos sean correctos. La férmula

que da el valor del radio de un paralelo cualquiera, es:

o . _Tsengg
%0 ‘P] (6.9)

ry = Rc [tg
cosdg
O bien r5 = Rc {tg 2] , siendo ¢ la colatitud. También:

cosdg o__ sen g
ecluf] ™ <cluer]

donde C' una constante, cuyo valor se obtiene por medio de una expresiéon
que se deduce a continuacién (Figuras 6.10 y 6.11).
E} modulo de alteracién lineal en el sentido de los meridianos es h =

d
dﬂ’ donde dm = Rd§ y dm' = drg. Por lo tanto :
m

_drs
~ RdS
Por otra parte, el modulo de alteracién lineal en el sentido de los pa-
d /
ralelos es k = ﬁ, donde dp = Rsendd) y dp’ = rgdy = rsd[Asenpp] =

dp
r5cosdodA. Por lo tanto:

_ 1r§cosdpdA
"~ Rsendd\
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Figura 6.10: Cédlculo de rs, en la esfera.

Por ser iségona la proyeccion:

h=k
drs _ rscosdp  drs _ cosdg
RdA5 ~ Rsend " rs  send
Resolviendo la ecuacion diferencial :

Inrs :coséo/sd—é = cosdy [lntgg—i—C]

dé

end
0
Inrs = cos&ﬂntgi + Ccosdg

1)
Inrs, = cosdglntg 50 + C'cosdy

Restando miembro a miembro estas dos tdltimas expresiones se tiene:

1 0
Inrs —Inrs, = cosdg <lntg2 —Intg 20>

¢ 5 ¢ 5 cosdg
Entonces: lnrécoscSOlnl 3 ] ln[ 3 ]

"5 tg %9 tg %
cos b
ry =TS ng
0 tg %0
Entonces:
rs 5 sen o 900_(,0 sen g
T§ = ——%enzg [tg } =C'|tg (6.10)
3o 2 2
12 %]
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Figura 6.11: Célculo de rs, en la proyeccién.

sen ¢
De aqui resulta que: rs, = C {tg 20} y por lo tanto:
rs Rtgdp
C= s Osen<po - 501581 P0 (611)
e (%)

Si ¢ =0°, entonces 0 = 90° y ro°® = C[tg45°]%"¥0 = C, entonces C es
igual al radio de la proyeccién del Ecuador. También a partir del radio

del paralelo base ry,, = Rcotgpg, se deduce que:
90° — sen o
Rcotgyg = Rc {tg 2(’00]

cotg o
= (6.12)
2]

)

90° — 7 sen o
w

Reemplazando el valor de c en (6.9), se calcula 7y, : 7, =C {tg

Rcot
siendo C' = OCO g@soen 5o Las coordenadas cartesianas resultan enton-
o]
ces:
00° — ] 50
X = reseny=C [tg 5 } sen(Asen pq)
90° — ) senyo
Y = Rcotgpg—C {tg ] cos(AXsen )
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Ejemplo:
Para pg =45°, ¢ =75°N, \g =0° y A =105°FE:
Rcotg45° 6 370km

. te 450}8611450 = 0, 4141350707067 — 11 879,620k
2

Este valor es el radio de la proyeccion del Ecuador.

o _7sengg
re 11 879,625km [tggo @]

=2832,3378km

90° — 750 sen 45°
2

11 879,625km [tg

Si se considera una escala de 1 : 100 000 000, 7, deberad dibujarse de
2,83cm.

También pueden calcularse sus coordenadas polares:

cos &g o1 cos45°
rs=C [tg 2} =11879,625km [tg 2] =2832,3378km

~v = AXsenpg = AXcosdg = 105° cos45° = 74°14'46,33"

Coordenadas cartesianas

Se dispone el eje Y colineal con la proyeccién del meridiano central y
el eje X en la interseccion de la proyeccion del meridiano central con la
proyeccién del paralelo base (¢g) (Figura 6.12).

{ X =rgsen~y siendo v = AXcosdg

Y =15, —rscosy

Ejemplos:
Para ¢g =45°, ¢ =75°N, A\g=0° y A=105°FE:
Se ha calculado r5 = 2 832,3378km.

57608 ) o7 cos45°
15y =C {tg 50 = 11 879,625km {tg 2} = 6 369,9998km
~ = 105° cos45° = 74°14'46,33"
Entonces:
X = 92832,3378kmsen74°14'46,33" — 2 725, 946km

Y 6 369,9998km — 2 832, 3378km cos 74°14'46, 33" = 5 601,004km.
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Y
5 S
—
Y
60 30 ¢
_ _X___—f—_ ..... —» X
X
Ao A

Figura 6.12: Coordenadas cartesianas.

6.4.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segun arcos de circunferencias concéntricos
en el Polo, que se van distanciando entre si en forma leve al ir del paralelo
base hacia el norte o hacia el sur.

El paralelo base es el tnico de longitud correcta; los demas paralelos
son de longitudes incorrectas mayores que las reales, calculandose la de-
formacion en cada paralelo con el médulo de alteracion lineal k. El Polo

se proyecta segin un punto pues rggo = 0.
longitud del paralelo en la proyeccién

Recuérdese que k = . Entonces:

longitud del paralelo en la esfera

_ TpQrad
2mRcosp
Reemplazando:

donde r, puede obtenerse de la expresién 6.9 y o = 2w sen ¢q.

o sen o o_ sen o
Rc [tg 902 “a} 2mwsenyg ¢ [tg 902 “0} senypy . [tg %}Cos‘so c0s 8o
k= = =
2w Rcosp cosy send
(6.13)

C
donde c = —.

R

Los meridianos se proyectan segiin rectas concurrentes en el Polo de
longitudes incorrectas mayores que las reales, calculdndose la deformacion

dm’
en cada punto con el médulo de alteracién lineal h,h = — , donde
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5 cosdp 5 cosdp—1 1 1
o _ 9 o o - -
dm’' = drs=d O(tg2> = C'cosdg (tg2> COSQde(;
S cosdg 1
= C(Ccosdy | tg= —————=dd
O(g2> 2tg S cos? §
5 cosdg 1
= C(Ccosdy (tg> ﬁd(;
2 23en§cos§
C0850 S cosdg
= tg — dd
Chené (gQ)
Por lo tanto : s
5o (t 5\ cosdo
h:ccos 0(g2) (6.14)

sen d

Nota
Las férmulas (6.13) y (6.14) coinciden, es decir h =k (y por lo tanto

verifican la condicién de isogonia). La proyeccién no es equivalente pues
hk # 1.

Ejemplo:
Para ¢ = 15° y ¢g = 45°, reemplazando estos valores en las férmulas

por las cuales se calculan k y h, se tiene k = h =1,1356117696.

6.4.3 Usos

Esta proyeccion, llamada también de Albers, es muy utilizada en mapas
y cartas de navegacion aérea, y para cualquier zona no muy alejada del
paralelo base.

Ejemplo:

Para g = 30°,A9 =0°,¢ =60°N, A =90°E,§y =60° y § = 30°:

¢ 6370kmg60°

o cos60°
(%)

Ecuador.

= 14 520,4598km es el radio de la proyeccion del
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Las coordenadas polares del punto (60°N, 90°E) son:

o\ cos60°

rggo = 14 520,4598km <tg 2> =17516,3413km
v = Alsen g = AXcosdg = 90° cos60° = 45°.

Sus coordenadas cartesianas son:

X =rgseny =7516,3413kmsen45° = 5 314,855km

Y =rs, —rscosy =Y = Rtgdg —rscosy =

=6 370kmtg60° — 7 516,3413km cos45° = 5 718,2808km

6.5 Proyeccion cénica normal tangente iségona (en el elipsoide)

6.5.1 Calculo de coordenadas

Figura 6.13: Proyeccién cénica normal tangente iségona en el elipsoide. Cédlculo de coordenadas.

Como la proyeccién es conforme, los tridngulos elementales A’B'C’ y
ABC (Figura 6.13) son semejantes, por lo que los dngulos correspondien-

tes son congruentes y los lados homoélogos son proporcionales:

" A A R A/B/ A/Cl
r=1,9=23=3 =
) ’ YAB T AC

En dichos tridngulos A’ B’ = drs; AB = pdd; A'C’ = rsdy; AC = Nsendd),

siendo § la colatitud. Reemplazando estas expresiones en las identidades

anteriores:
drs  rsdy
% ~ Nsendd\
Como v = AXcosdy = (A — Ag) cosdp,dy = dAcosdy, entonces:
drs  rsdcosdp

pdéS  Nsend



‘1(17*62)({5 S
drs _ pddcosdp _ (1- €2 cos? 6) 3 coso (1—e2)dé cosdy

rs  Nsend —% - send _(1fe2cos25)sen5

Resolviendo la ecuacién diferencial que queda planteada:
d
/ rs / 2)dd cosdg @5
1— 62 cos2 ) send
e cosdp

0 (1+4+ecosd 2 5 1+ecosd
Inrs =cosdpln |tg= [ ————— =In —_—
2 1—ecosé

2\ 1—ecosd
cosdg
Inr In |t 5—0 71—’_600850
%o = &5 1—ecosdg

Restando miembro a miembro las dos dltimas expresiones:

< cosdg
6 [ 1+ecosd
|:tg2 (l—ecosé) :|

rs
In—=1In cosdg
""d0 5o (14ecossy ) ?
e (k)
De alli:
cos dp
Notgdo 0 [(1+ecosd
o= g7 080 tg§ 1—ecosd
|:t 5o (1+ecos§0> 2:|
) 1—ecosdg
Las coordenadas cartesianas son:
X = rsseny
Y = rs —rscosy
donde v = AXcosdg
Ejemplos:
Sip=45° A="75%p9g=30°N y \p=0°
6 378,388k
Ny = a = OO0 6389,135km
(1—e€2c0s?60)2  (1—0,00672267 cos?45°)2
Notgd
C= 0%€% — 14 539,607km

cos60°

£
(o 600 (1-0.081991889 cos 60° ) 2
g 1—0,081991889 cos 600

14-0,081991889 cos45°
1—0,081991889 cos45°

45° 0,040995944 cos45°
re =14539,607km [tg < ) ]
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=7822,595km.

v = A)Xcosdy = 75°cos60° = 37°30’. Entonces:

X =9357,607kmsen37°30" = 5 696,550km;

Y =11 066,306km — 9 357,607km cos 37°30" = 3 642,417km.

6.5.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin arcos de circunferencias concéntricos
en la proyeccion del Polo, que se van distanciando levemente entre si a
partir del paralelo base (¢g). Este paralelo es el tnico de longitud co-
rrecta; los demés paralelos son de longitudes mayores que las reales. La
deformacion en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal
k que, como se sabe, se realiza a través del cociente entre la longitud del
paralelo en la proyeccién y la longitud del paralelo en el elipsoide.

. ars _ 2mcosdors _ rscosdp
"~ 2rNsend 2rNsend  Nsend

Nota:

Se puede observar que la deformacién en cada paralelo depende sola-
mente de la latitud ¢ (o de la colatitud §) y no de la longitud A, por lo cual
la proyeccién es adecuada para areas extendidas en direccién este-oeste.
Los meridianos se proyectan segiin rectas concurrentes en la proyeccién
del Polo de longitudes mayores que las reales, variando la deformacién en
cada meridiano a partir del paralelo base. La deformacién en la direccién
del meridiano en cada punto se halla con el médulo de alteracién lineal
h.

dm' drs rsdicosdy  rscosdp

T dm % ~ Nsendd\  Nsend
Por ser iségona, resulta h = k.

Ejemplo

Calcular las coordenadas polares y cartesianas de un punto (¢ =45°N, A\ =
75°F), siendo A\g = 0°, en una proyeccién cénica tangente isdégona en la
esfera, sabiendo que g = 30°N. Ademads, calcular las coordenadas del
mismo punto en la proyeccién citada en el elipsoide.

En la esfera:

X =rssenvy
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Y =rs, —rscosy

90° — senyo
siendo v = AAsen g = Alcosdy y 7, = Re (tg 5 > .
cotg o B cotg 30°

90° — g seneo o ano \ 5en30°
(th) (tggo 230 )

=2,2795

CcC=

~v = 75°sen 30° = 37°30’

00° — 45° sen 30°
450 =6 370km 2,2795 (tg 2) =6370km 2,2795(tg22°30")"5 =
9 345,256km
Ty =6 370kmﬂ(t 30°)%% = 11 033,164km
i (tg300)05 '8 - ’ '

X = 450 5en 37030/ = 9 345, 256km sen 37°30" = 5 689, 031km

Y = r3g0 — ry50 cos 37°30" = 11 033,164km — 9 345,256km cos37°30" =
3169,0734km.

En el elipsoide:

v = AXsen g = 37°30'
N 6 378,388km = 6 389,135km

(1—0,00672267 cos? 450)
o 6 389, 135km tg 60°

e cos 609
{ 1—cos60° |:1+6005600:| 2 }
14+cos60° | 1—ecos60°
1—cos45° | 1+ ecos4b° 3
14 cos45° | 1 —ecos4b°
rs, = Notg60° = 6 389,135kmtg60° = 11 066, 306km.
X =rsseny =9 396,012kmsen37°30" = 5 719,930km

Y =75, —7rscosy =11066,306km—9396,012km cos37°30" =3 611,949km
e ars  2mcosdors _ r5cosdp
~ 2rNsend 2wNsend  Nsend

— 14 564, 581km.

0,25

r450 = 14 564,581km =9396,012km.

9 396,012km cos60°
6 389, 135km sen 45°

=1,039887841

k=h=1,039887841.

En la esfera:
bk arg 2msendors  sengors 9 345,256kmsen30°

1,037377378.

T 2nRsend  2nRsend  Rsend 6 370kmsen45°
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6.6 Proyeccion conica secante pura, central o perspectiva

6.6.1 Dibujo

Se obtiene en dos etapas:

a) Se considera una superficie cénica cuyo eje contiene al eje terrestre
que intersecta a la esfera terrestre a lo largo de dos paralelos, lla-
mados paralelos bases. Desde el centro de la esfera terrestre, donde
esta el punto de vista, se proyectan paralelos y meridianos sobre la

superficie cénica.

b) Se supone cortada la superficie conica a lo largo de una generatriz

y se desarrolla sobre un plano.

Calculo de los radios de los paralelos bases (r; y r2) en la
proyeccién

En la Figura 6.15, en el tridngulo PN’ A’ A, se tiene que AA’ = PN’ Asen .
Por lo tanto:

AA = PN’Asenw (6.15)

P11 p2
ya que o = g

En el tridngulo V A’ A:

Vv ©1 Y @2 son las latitudes de los paralelos base.

AA’ = Rcospa (6.16)

Igualando (6.15) y (6.16), y siendo PN'A = rs:

1+ P2

T9 Sen —g = Rcos 2
Rcospa
Qo = ———"F" -
sen W

En el tridngulo PN'B’B : BB’ = PN'Bsen . Entonces:
BB’ = PN'Bsen % (6.17)
En el tridngulo VB'B es:

BB’ = Rcos (6.18)
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Figura 6.15: Célculo de los radios de los paralelos.

Igualando (6.18) y (6.19), y siendo PN'B =ry:

P1+ P2

71 sen — = Rcospy
Rcos g
"M =——1—
Sen%

Calculo del angulo de amplitud «
Se sabe que : arco = radio X dngulo en radianes; tomando uno cual-

quiera de los paralelos bases se tiene:

2T Rcos 2 = r20rqd

2m Rcos g2 ©1t+ P2
Arad = " Rcosps 0 sen Ty sen o, entonces:
sen Ll;“”
Qrad = 2T S€N g
27 sen (p360°
a0 = ZPNP0DT 3600 sen g
27
Nota
Y112 -

sen ———— se conoce como la constante del cono, para la proyeccion

central o pura.

Entonces v = Alsen g

367



6.6.2 Procedimiento analitico

a)

368

Coordenadas polares
Calculo de r,

Para su calculo se aplicarda el teorema del seno. En el tridngu-

PN'P’ PN'V
lo PN'VP: = . Ademés, PN'V = PN'A’ +
sen(90° —¢p)  senP’

PN'A AA
A'V. En el tridngulo PN'A’A =
sen(90° — o)  sen g
,sen(90° —

900). Pero AA" = Rcospa y sen(90° —q) =

Rcos pa cos pg

. Por lo que
PN'A' = AA
Sen Yo

cos . Entonces: PN’ A’ = = Rcos 3 cotg pg. Por otra

sen g
parte A’V = Rsen ps; reemplazando:

PN'V = Rcos s cotg o + Rsen s = R[cos 2 cotg g -+ sen o]
P =180° — [ipo + (90° — )]

P’ =90° — (¢ — ), entonces sen[90° — (o — )] = cos(po — @)

Haciendo PN'P' =r, , resulta:

RJcos 2 cotg pp + sen pa] cos ¢
cos(po —¢)
R[cos g2 cos g + sen pg sen pa] cos @
sen g cos(po — @)
Rcos(pg — p2) cosp
sen g cos(¢o — ¢)

Ty =

vy 1, son las coordenadas polares de un punto de la proyeccién

(¢, A) siendo el centro de la proyeccién el punto (@g,Ao).

Coordenadas cartesianas

Las coordenadas cartesianas de la proyeccién son:

X = ryseny
Y = ry, —rpcosy
p1+p2

siendo v = (A — A\p)sengp = Adsen , en un sistema de ejes
cartesianos en donde el eje Y coincide con la proyeccion del meri-

diano central y el eje X es tangente a la proyeccion del paralelo base



(1 en su interseccion con el eje Y . Si se considera el eje X la recta
tangente a la proyeccién del paralelo base 2 en su interseccién con

el eje Y, las coordenadas resultaran:

X = reseny

Y = rg, —rpcosy

6.6.3 Madulos de alteracion lineal
El médulo de alteracion lineal en la direccién de un paralelo es:

__longitud del paralelo en la proyeccién

longitud del paralelo en la esfera

Por otra parte, como: arco = radio x angulo en radianes
a=Typ0rad

R t
. [cos g2 cotg oo +sen 2] COS%P o rsen ©wo
cos(po — )
Rcos(p2 — o) cose
_ 2msen g
sen g cos(pg — @)

2w Rcos(p2 — o) cosp
cos(po — )

Como la longitud del paralelo en la esfera es 2w Rcos,

_ 2mRcos(p2 —po)cosp  cos(pa — o)

~ 2mRcosycos(po — ) cos(po —¢)

k = Ny , semieje menor de la Elipse de Tissot.

Moébdulo de alteraciom lineal en un meridiano
_dm!  dry,
~ dm  Rdy

cos
cos(po — )
—senpcos(po — ) — cosypsen(po — ¢)

dr, = R(cospacotgpg+senpa)d

= R(cospacotgpg +senys) cos?(¢o — ¢)

Por lo tanto:

(cos g cotg po +sen pa) [sen pcos(po — ¢) + cospsen(po — )]
cos2 (g — )
(cospacotgpo+senpa)seny  €OS P2 COSPQ +Sen Y2 sen Yo
cos? (o — @) cos?(po — )

h o= —
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Figura 6.16: Calculo de los médulos de alteracion lineal.

_ cos(p2 — o)
cos2(pg — )
h = N7 (semieje mayor de la Elipse de Tissot).

Nota:
El signo menos indica que cuando la variable ¢ se incrementa, la funcién

Ty, se reduce y por lo tanto dr, resulta negativo.
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Ejemplos:

a) @1 =30 @2 = 60°;¢p = 75°.
_cos(60° —45°) cos 15°

= = =1,115
cos(45° —75°)  cos(—30°)
b) 1 =30°;p2 = 60° ¢ = 15°.
0 _ YKo 515°
_ cos(60 5°) coslb 1115

 cos(45° —15°)  cos30°

Aplicando las férmulas deducidas anteriormente, se obtienen los siguien-
tes valores:

Ty, = 7801,63km,r,, = 4504,27km,

a = 254°33'30".

rgo = 12305,90km

r150 = 9705,35km

r450 = 6152,95km

r7s0 = 2600,27km

Tg9po = 0,0km

6.6.4 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin arcos de circunferencias concéntricos
en el Polo, siendo los paralelos bases de longitudes correctas; los deméas
paralelos son de longitudes incorrectas. Entre los paralelos bases, las lon-
gitudes son menores que las reales, y fuera de ellos, mayores que las reales.
Los paralelos se van distanciando entre si en forma acentuada al alejarse

de los paralelos bases en un sentido o en otro.

Ejemplos:

Aplicando la férmula deducida anteriormente para el cdlculo de k, en
el caso de los ejemplos anteriores se tiene que:

para ¢ =0°, k=1,366

para ¢ =15° k=1,115

para ¢ =30° k=1

para ¢ = 45°, k= 0,966

para ¢ =60°, k=1



para ¢ =75° k=1,115

para ¢ =90°, k =1,366.

En los paralelos bases k = 1, observandose que entre los paralelos bases
el valor de k es menor que 1, en los paralelos bases es igual a 1 y al Norte
y al Sur de ellos es mayor que 1.

Los meridianos se proyectan segtin rectas concurrentes en el Polo for-

mando angulos iguales e incorrectos, menores que los reales.

Calculo del angulo ~
Este valor angular es determinado por dos meridianos cualesquiera en
la proyeccién, siendo menor que la diferencia de longitud geogréafica A\

entre los mismos.

Yrad = AArqdsen oo;
~v° = AX®sen g

La deformacién en cada punto de un meridiano estd dada por la expre-

sion ya deducida:

cos®(po — )
Ejemplos:
Aplicando la férmula anterior para el cilculo de h y tomando valor
absoluto:
Para

©=0°h=1,932

¢ =15° h=1,288
¢ =30°,h =1,03528
¢ = 45°,h = 0,966

¢ = 60°,h = 1,03528
¢ =T5° h=1,2879
©=90°h=1,932

Nota
Debe tomarse el valor absoluto para h, pues el signo menos indica so-
lamente que cuando la variable ¢ se incrementa, la funcién r, se reduce

¥y, por lo tanto, dr, resulta negativo.
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Esta proyeccién no es iségona, pues h # k ni tampoco es equivalente,
pues hk # 1.

6.6.5 Usos
Como las deformaciones son muy grandes, se usa s6lo para mapas de

una estrecha franja a ambos lados de los paralelos bases.

6.7 Proyecccion cénica secante equidistante

6.7.1 Dibujo
Tiene el aspecto comin a todas las proyecciones conicas secantes, pero
se impone la condicién de que las distancias a lo largo de los meridianos
son correctas (h=1).
Calculo de los radios de los paralelos bases r; y r2(Figura 6.18)
1 2w R cos 1 1 Ccos Y1 3 .
=———"— " — = —". Por teoria de las proporciones, puede

ro  2mRcosps Ty COSpo
COS 1 — COS P2 T1— T2

afirmarse que: = y como 71 — 1o = (w2 — 1) R,
COS 2 r2
entonces:
COSp1 —COSpg (p2—p1)R = (p2 —p1)Rcospa
COS Y2 T2 2 COS (] — COS (P2
Ademas:

79 COS — Rcos
= 2 ®1 - (902 <P1) Y1

COS P2 COS (1 — COS Y3

En general (Figura 6.19):

Y2 — Y1) COS Y1
T<PT1(§0<P1)RR[( ) (wwl)}
COS 1 — COS P9

[ (p2—@1)cospr + 1 cospr — @1 cospr }
7"¢ = R — SD
I COS(P1 — COS P2
[ wacospr — @1 cospr + 1 cospr — i cospy }
ro =R —p
I COS (1 — COS P2
(P2 COS (P1 — (1 COS P2 }
Ty = R — @
COS (] — COS P2

Por otra parte:
2rRcosy1  2mRcospi(cosp] —cosps)
o=

8] R(p2 — 1) cosp
(cosp1 —cospa)

P2 —¥1
El factor que acompana a 27 en el calculo de « se denomina constante

a=27
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Figura 6.18: Calculo de los radios de los paralelos bases r1 y 2.

Ao A

Figura 6.19: Calculo de las coordenadas cartesianas de un punto.

del cono. Recordar que ¢ y @2 estan expresados en radianes.

(cosp1 —cospa)
Y2 —¥1

constante del cono =

Ejemplos:
Para el caso en que los paralelos bases son ¢; = 30°N y @2 = 60°N,

aplicando las férmulas deducidas anteriormente, se tiene que:
a = 251°39'38"

roo = 11226, 79km
150 = 9559, 13km
Tspo = 7891,46k:m
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r450 = 6223,80km
rgoo = 4556, 14km
ros0 = 2888, 48km
rogo = 1220,82km
La constante del cono es 0,69905702.

6.7.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin arcos de circunferencia concéntricos
en un punto que no es la proyeccion del Polo sino el vértice del angulo de
amplitud «, equiespaciados debido a que la longitud de los meridianos es
correcta. Los paralelos bases son de longitudes correctas, mientras que los
demés paralelos son de longitudes incorrectas, mayores que las reales fuera
de los paralelos bases y menores que las reales entre ellos. La deformacién

en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal k:

longitud del paralelo en la proyeccién

k .
longitud del paralelo en la esfera
$2005P1—P1C0S Py _ (| o (cos 1 —cos )
p o= _leQrad oS 1 —COS P Y2—p1

2mRcosp - 2mRcosp
| pacospr —p1cospa COS Y1 — COS P2
B { COSp1 — COS P2 } (2 —¢p1)cosgp
p o— (p2—p)cospr— (g1 —yp)cosp
(2 —p1)cosp

Si los angulos estan expresados en grados sexagesimales, se tendra la

. o2 . . ™
misma expresion, pues se simplifica el factor 1300 en numerador y deno-
minador.

Ejemplos:

Aplicando la férmula anterior se obtienen los siguientes valores para k:
para ¢ = 15°, Ny =k =1,086 > 1
para ¢ = 45°, No =k =0,966 < 1
para ¢ =75°, Ny =k=1,225>1

Los meridianos se proyectan segin rectas concurrentes en el vértice del

angulo de amplitud, de longitudes correctas por la condiciéon impuesta,
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h = 1; forman entre si angulos iguales e incorrectos, menores que la dife-

rencia de longitud geografica entre ellos. En efecto:
para ¢ =15° No=h =1
para ¢ =45° Ny =h =1
para ¢ =75°, No =h =1

El 4ngulo que forma un meridiano con el meridiano central esta dado por:

NEYN (cosp1 —cosp2)
(p2— 1)

siendo A\ = X\ — g y estando los dngulos expresados en radianes.

El angulo que forman entre si dos meridianos de longitudes A1 y Ao
COS 1 — COS
es v = A)\—( L #2) (

2
diferencia de longitud geografica entre ambos meridianos. Por ejemplo

— Figura 6.20). En esta expresion, A\ es la
(ver Figura 6.17), para AX = 15° y con paralelos bases ¢; = 30°N y
w2 =60°N, se tiene:

(cos30° — cos60°) 180°

— (¢} / " 1 O.
5 300 — =10°29'09" < 15

Ay =15°

6.7.3 Usos

En mapas de regiones no muy alejadas de los paralelos bases para evitar
las grandes deformaciones.

Observacion

En el dibujo de la proyeccion, se eligen los dos paralelos bases de modo
de que en la hoja del mapa, para repartir deformaciones, deben estar los
paralelos bases hasta 1/6 de los bordes (ver Figura 6.20).

Para averiguar si la proyeccién es conica tangente o cénica secante, se
mide el dngulo A~y con el transportador de dngulos, teniendo en cuenta
que Ay = Alsen g (si esto se cumple, es cénica tangente). Recordar que
AX= A1 — A2 y que g es la latitud del paralelo base.

Si no se cumple que Ay = Alsen g, la proyeccién serd cénica secante
y se calculard el valor de Ay como Ay = AXx constante del cono. Para
el caso de la proyeccién cénica secante equidistante es

(cosp1 — cospa)

Ay = A\
(p2—1)
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Figura 6.20: Ubicacién de los paralelos bases en el mapa y dngulo que forman la proyeccién de
dos meridianos.

6.7.4 Coordenadas cartesianas

Considérese el eje Y coincidente con la proyecciéon del meridiano central
y el eje X tangente a un paralelo base (¢1) en su interseccién con el eje
Y:

X =rgysenAy

Y =ry,, —rpcos Ay, siendo Ay el producto de AX por la constante del
cono.

Ejemplos:

Sean 1 = 30°,p9 = 60°,¢p =45° Ag =0° y A =75° en un mapa en la
proyeccion cénica secante equidistante en escala 1: 100 000 000. Tomando
el eje X tangente al paralelo ¢1:

Ay =T75° Cosigz = ;?;600 187?0 = 52°25'45"

X = rysenAy = 6 223,80kmsen52°25'45" = 4 932,985km; en escala
X =4,93cm.

Y =71, —rpcos Ay =T7891,80km —6223,80km cos52°25'45" =4 096, 549km;

en escala Y =4,096¢m.
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6.8 Proyeccion cénica secante equivalente (De Albers)

6.8.1 Dibujo

Tiene el aspecto comtn a todas las proyecciones conicas secantes, pero
se impone la condicién de que las areas sean correctas; basandose en ella
se deducen las formulas que permiten calcular los elementos necesarios
para el dibujo.

Calculo de los radios de los paralelos bases r; y 72

PS

Figura 6.21: Célculo de los radios de las proyecciones de los paralelos bases.

El area del trapecio circular cuyas bases son arcos de paralelos bases
limitados por los lados del d&ngulo « es:

Area del trapecio circular:

2mRcosp1 + 2w Rcos p2
2

(r1 —rq) = mR(cos 1 +cospa)(r1 —ra)

Por propiedad de las proporciones, se tiene que:

r1 _ 2mRcospr 11 cospy

ro  2wRcospy " Tre  cOSpa

COS 1 — COS P2 1T —7T9

COS (] — COS P2
Entonces yri—rg=——"—"——""79

COS 2 ) COS Y2
Reemplazando en la expresién original:

COS (1 — COS Y3
J— 2

Area del trapecio circular = mR(cos 1 + cos s
COS P2

(6.19)
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Por otra parte, el area de la zona esférica comprendida entre los para-

lelos de latitudes @1 y @2 es:
Area zona esférica = 2w Rh
siendo h = Rsen 2 — Rsenp; = R(senpg —sen 7). Entonces:
Area zona esférica = 2 R? (sen g —sen 1) (6.20)

Como la proyeccién es equivalente, deben ser iguales las expresiones
(6.19) y (6.20):

2w R? (sen o — sen 1) = mR(cos p1 4 cos o) wm
COS 2

cos? @1 — cos? o
,

2R(sen g —sen¢) = cos 0

2

2R(sen s —sengi)cosps  2R(senpa —sen 1) cos pa
2= 2 o1 — cos2 T _senZon — 2
COS“ (] — COS* P2 1 —senp1 —14sen® g

2R(sen pg — sen 1) cos pa _ 2Rcospa
(sen g —sen 1) (sen s +senpy)  sen s +sen @y

También por propiedad de las proporciones:

T1 COS Y1 T2 COS 1
i ri=

= ynmn
T2 COS Y2 COS Y2
entonces:

cosp1 2R(senpa —senyi)cospe  2R(senga —sen i) cospy
T = =
! COS P2 cos2 1 — cos? g 1—sen? @ —1+sen? gy

2R(sen g — sen 1) cos p1 _ 2Rcosyy
(sen g —sen 1) (sens +senyy)  sen g +senpp

Calculo del angulo de amplitud «
Se sabe que arco = radio x dngulo en radianes. Entonces: 2w Rcospa =
T2 X Qprad ¥

2mRcospy  2mR(sen s +sengi)cosps  2m(sen g +sen 1)

le% =
rad T9 2R cos s 2
Qrad = ZW—(SGH P2 +sen i)
2
siendo w la constante del cono.
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Célculo del radio de cualquier paralelo r,(Figura 6.23)

El area de la zona esférica comprendida entre los paralelos de latitudes
Py P2 es

Area zona esférica =27 Rh

siendo h = Rseny — Rsenpy = R(sen —sen ps). Entonces:

Area zona esférica (¢, ) = 2 R?(sen ¢ — sen g (6.21)

(0] h, O\

NS——
NT——
~.
~.

PS

Figura 6.23: Cailculo del radio de la proyeccién de un paralelo.

La correspondiente superficie en la proyeccién es el trapecio circular

comprendido entre las proyecciones del paralelo de latitud ¢ y de uno de
los paralelos base, por ejemplo el de latitud ¢s.

A 27 R cos ot r2a
Area trapecio circular (¢, p2) = £mIrCospars  Te™

5 ; (6.22)

Como la proyeccion es equivalente, deben ser iguales las expresiones

(6.21) v (6.22):

2R 2o
27rR2(seng0 —senys) = SmACOSpar2 T

2 2
A R (seng —sen py) = 2w R cos pary — rf,a
4w R%(sen @ — sen py) — 2w R cos oy = —7"3,04
7"?0 _ 2w R cos parg — 47752 (sen — seny)



\/27chos pare —4mR2(sen p —sen p9)
ro=
a

2w Rcos p2

Se ha observado antes que a,.qq = . Reemplazando en la ex-

T2
presion de 7’3,:

2 _ 27 R cos para — 41 R? (sen i — sen ¢3)

T T2

s 27 R cos o

Multiplicando en el numerador ambos términos por ry y distribuyendo
el denominador, se tiene:
o _ 2mRcospary  AmR*(senp—sengp)rs 5 2R(seng —sengpa)ra

"o = "9nRcos V2 27 R cos 2 — "2 COS P2

Entonces:

\/ 5 2R(seny —senpa)rs . \/ o 2R(seny—senepy)r;
To=14|T5— o bien ry, =4 /77 —
COS g cos 1

Si o1 =30°N y o =60°N, aplicando las formulas deducidas anterior-
mente se tiene que:

roo = 11164km

ri50 = 9690km

r3g0 = 8076km

r450 = 6374km

rgoo = 4663km

r750 = 3143km

rogo = 2 414km, siendo o = 245°53'04” .

6.8.2 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segun arcos de circunferencia concéntricos
en el vértice del angulo de amplitud «a, que se van acercando acentua-
damente entre si al alejarse de los paralelos bases hacia fuera; entre los
paralelos bases se van separando a los afectos de lograr el area correcta.
La deformacién en cada paralelo se calcula con el médulo de alteracion

lineal k:
__longitud del paralelo en la proyeccion

longitud del paralelo en la esfera
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k TpQrad
2mRcos

1
_ 3
{TQ _ 2R(seny —sen (pl)n} o (seno +sen 1) 1

1 cos 1 2 2w Rcosp

1
59 2R(senp—senp;) 12 (sengz+senepi)
ry— T
! cos 1 ! 2Rcos

(sen o +senpq)

k =
" 2Rcosy

(6.23)

Ejemplos:

Si w1 =30°N y @2 = 60°N, para ¢ = 15° k = 1,08 y para ¢ = 45°,
k =0,996.

El valor de k& es menor que 1 entre los paralelos bases, igual a 1 sobre
ellos y mayor que 1 por fuera de los mismos.

Los meridianos se proyectan segtin rectas concurrentes en el vértice del
angulo de amplitud, que no es la proyeccién del Polo (la misma es un
arco de circunferencia), calculdndose la deformacién con el médulo de

deformacién lineal h.

dm’  dry,

dm  Rdyp

1
2R — 2
ar, — d[r%— (ser;;os sengol)rl}
P1

_1
1 [7"2 2R(sengosengpl)rl} p (2R7’1 )dgp
cos 1

71COSQ

ho= -

cos 1 [T% _ 2R(Se£1£;slen501)rl} %
71 COS (P
_cosgolrsp
2R cos 1 cosp

(sengi +senpz)cospiry,

2R
h= bk (6.24)
(sengq +senpo)ry,
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Nota 1

El signo (-) de la expresién de dr, significa que cuando la variable inde-
pendiente ¢ se incrementa, la funcién r, decrece. Para h se toma el valor
absoluto, pues interesa la magnitud de la deformacién y no su sentido. En

cambio, si se trabaja con la colatitud ¢, en lugar de ¢, resultara h positivo.

Nota 2
1
De (6.23) y (6.24) se verifica que k = 7 por lo tanto hk =1, o sea:
NiNy=1.

Ejemplos:
Sean 1 =30°N y 302(: 60°N. ) ( )
sen o 4 sen 1 sen 30° + sen 60°
P =75%k=r,————— > =3143k =
ara e T S Reosp "5 % 6 370km cos 75°

1,4927; h = 0,6699. Por lo tant(o k=Nyyh= J;fz.
sen 30° 4 sen 60°
P = 15°,k = 6 960k = 1,0756; h = 0,9267.
ar @ ’ "9%6370kmcos15e 0 ’
También k= Ny y h = No.
Para ¢ =45° k =6 374km
este caso h= N1 y k= Ns.

(sen 30° 4 sen 60°)
2 x 6 370km cos45°

=0,9665; h=1,0347. En

Nota 3

En el intervalo de w2 a 90° y para ¢ < 1, la Elipse de Tissot tiene su
eje mayor en el sentido del paralelo y en el intervalo entre @1 y @2 , €l eje
mayor tiene la direccién del meridiano.

El valor de h es igual a 1 sobre los paralelos bases (en la interseccién
del meridiano con dichos paralelos), mayor que 1 entre los paralelos bases
y menor que 1 fuera de los paralelos bases.

Esta proyecciéon no es iségona pues h # k; como ya se vio antes, es

equivalente pues hk = 1.

6.8.3 Usos

Como toda proyeccién equivalente, es usada para mapas con fines esta-
disticos y cartas topograficas catastrales (en este ultimo caso deben usarse
féormulas deducidas sobre el elipsoide de revolucién).

En un mapa realizado en esta proyeccién, para determinar la ubicacién
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de los paralelos bases, se sigue el procedimiento citado para la proyeccién
sen yq +sen s

cénica secante equidistante, pero donde Ay = A\ 5

6.8.4 Coordenadas cartesianas

Cuando se representa una extension limitada, un pais o un continente,
los valores de r, superan los limites del dibujo; entonces, para el dibujo
se recurre a las coordenadas cartesianas de los puntos de interseccién de
las proyecciones de paralelos y meridianos. Para ello se considera el eje
Y coincidente con el meridiano central y el eje X tangente a un paralelo

base (¢1 0 p2). Supdngase que se adopta como centro (¢1,Ag)-

X =r,sen Ay siendo Ay = AAX constante del cono = A)\w_
Y =ri —rycosAy.

Ejemplos:

Si 1 =30°N, g3 = 60°N, Ao = 0° y A =105°:

Ay = pa)SnpLEsenes 1050M — 71°42'59"

X =rysenAy =3 143kmsen71°42'59” = 2 948km.
Y =71, —rpcos Ay =8076km —2984,32km cos 71°42'59" = 7139, 755km.

6.9 Proyeccion conica secante iségona (en la esfera)

6.9.1 Dibujo
En primer lugar deben calcularse los elementos necesarios para el dibujo,

cuyas férmulas se deducen a continuacién (Figura 6.25).

d
Por ser is6gona debe cumplirse que h = k, siendo h = % y k=

2mnrd nro
donde ¢ es la colatitud, n es la constante del cono, y

2w Rsend - Rsend
o = 2mn. Entonces:

dré  nrs

RdS ~ Rsend
dro  ndd
K " send

Resolviendo la ecuacién diferencial:
drd / do
b,
rs send

)
Inrs = nlntg§
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Esta expresion es aplicable a cualquier radio 75 y por lo tanto:

0
Inrs, = nlntg—1

)
Inrs, = nlntg—2

) 1)
Inrs, —Inrs, =n (lntg21 —Intg 22>

Aplicando propiedades de los logaritmos:

[
to 4L
1n& =nln & 62
T(SQ tg 72
C 2 Rsendy 2w Rsendy s,
omo 1§, = —F—— y 5, = —7——, entonces — =
2mn 2mn sy
TS _ In sen 01
LD sen52
De (6.27) y (6.28):
sendi tg 521
In—— =nln 3
sen do tg %2

0 0
Insend; —Insendy =n <lntg21 —Intg 22>

La constante del cono es

_ Insend; —Insends

Intg %1 —Intg 572
Por otra parte:

4]
Inrs = nlntg§
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Proyeccién

Figura 6.25: Célculo de los radios de los paralelos.

ya que rs, = R%nél. Entonces el radio de un paralelo cualquiera es:
51"
rs=m [tg 2}
Rsend Rsendq

siendo:m = = 0 bien m =

=
n[ie%] nte%]
6.9.2 Coordenadas cartesianas de un punto (p, )

El eje Y coincide con el meridiano central y el eje X es la recta perpen-
dicular al meridiano central en su interseccion con cualquiera de los dos

paralelos bases.
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Figura 6.26: Calculo de las coordenadas cartesianas.

Sea X en la interseccion con el paralelo base de colatitud §; y AX =
A— Ao, (Figura 6.26)
X =rssen~y, siendo v =nAX

Y =rs —rscosy

Ejemplos:

Se desea dibujar la proyeccién cénica secante iségona (de Lambert)
entre los paralelos de 25° y 50° de latitud norte y entre los meridianos
de 65° y 125° de longitud oeste para un mapa de EE.UU. en escala 1 :
18 600 000, siendo los paralelos bases: ¢1 =33° y o =45° (§1 =57y
do = 45°)(Figura 6.27).

La constante del cono es:

_ Insend; —Insendz  Insen57° —Insen45°

lntg%1 —lntg%2 B lntg% —lntg%
Los radios de los paralelos bases son:
Rsend; 6 370kmsenb7°
= = = 8473,466km.
"o n 0,630477689 ORI

En escala rs, = 45,54cm.

=0,630477689.
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Rsendy 6 370kmsen45®
2 n 0.630477680 | 14, 218km

En escala rs, = 38,40cm.

rs

El angulo entre dos meridianos consecutivos es:
Ay =nAX =5°x0,630477689 = 3°09'08, 6" .

El radio del paralelo de latitud ¢ = 50°(0 = 40°) vale:

J S ©
_— Rsend; 6 370kmsen57 — 12453,35143km

n 0,630477689
nltg%]  0,630477689 |tg %]
0,630477689
rs = 400 = 12 453,35143km [tg 2}

escala 1400 = 35,39cm.

= 6 584,883043km. En

Nota:

Se observa que las medidas de los radios de las proyecciones de los pa-
ralelos son incémodas para dibujar, pues requieren de un compas de vara.
Ademss, el dibujo excede el tamafio de la hoja. Por lo tanto, conviene
calcular las coordenadas cartesianas de los puntos de interseccién de los

paralelos y meridianos.

Ejemplos:

En el caso del ejemplo anterior, para el punto (¢ =50°N; A =70°W), o
sea (6 =40°;A = —70°) y meridiano central A\g = 95°W = —95°, tomando
como eje X la recta perpendicular al meridiano central en su interseccién

con el paralelo §; = 57°:

X = rgseny

Y = rs —rscosy

siendo 7 =nAX = 0,630477689(—70° +95°) = 15°45'43"".
X =6 584kmsen 15°45'43" =1 788,725km;
X (en escala) = 11,54cm.
Y = 8 473,466km — 6 584, 883km cos 15°45'43" = 2 136, 184km;
Y (en escala) = 13,78cm.



6.9.3 Moédulos de alteracién lineal k y h

b are 2mnry, __nrs _nm [tgg]n
2rRcose  2mRcosyp  Rsend Rsend

Continuando con el desarrollo:

_ nm [tg2]" _ Rsend; n [tg )" _send [tgg ]n

Rsend _n{tg%}n Rsend  send tg%l

Por otra parte:

dm/  dry,  drs d[m (tgg)n} ~md [tgg]n B

dm ~ Rdy Rds Rds " Rds
5 n—1 n
mn [tg 5} Cosl2 % %dé mn [tg %}
B Rdo  2RtgScos?d

mn [tg%}n _mn [tg%]n

N 2Rsengcosg Rsené

Se verifica que h = k, dada la isogonia de la proyeccién.

Ejemplo (Figura 6.24)

En una proyeccion conica secante iségona, de paralelos bases ¢; =
30°,6, = 600,%1 =30° y @2 = 60°,d5 = 300,%2 = 15°, calcular los radios
de los paralelos, cada 15° de latitud. Reemplazando estos valores en las

féormulas antes deducidas se tiene:

n=0,7155667
m = 11 421,576km
o = 257°36'15"

rgo = 11 421,576km
ri50 = 9449,784km
r3go = 7 709,388km
r450 = 6 078,892km
rggo = 4451,017km
r750 = 2 676,818km
rggo = 0,000km
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A Y =nA

0° 0° 00°00”

15° 10° 44°01”
30° 21° 28°01”
45° | 32° 12°02”
60° | 42° 56’02”
75° 53° 40°03”
90° | 64° 24°04”
105° | 75° 08°04”
120° | 85° 52°05”
135° | 96° 36°05”
150° | 107° 20°06”
165° | 118° 04°07”
180° | 128° 48°07”

Tabla 6.1

6.9.4 Caracteristicas y propiedades

Los paralelos se proyectan segin arcos de circunferencias concéntricos
de longitudes incorrectas que, fuera de los paralelos bases, se alejan entre
si levemente y son mayores que los reales; entre los paralelos bases se
acercan levemente y son menores que los reales. La deformacién en cada
paralelo se calcula con el médulo de alteracién lineal k, que sobre los
paralelos bases es igual a uno, fuera de los paralelos bases es mayor que
uno y entre los paralelos bases es menor que uno.

Los meridianos se proyectan segin rectas concurrentes en el Polo, for-
mando angulos incorrectos, menores que los reales. La deformaciéon en
cada punto de los meridianos se calcula con el médulo de alteracién lineal
h. El valor de h es igual a uno sobre los paralelos bases, menor que uno
entre los paralelos bases y mayor que uno fuera de ellos.

Esta proyeccién no es equivalente pues hk # 1. Es iségona, verificindose

que h =k.
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6.9.5 Usos

La mayoria de las cartas y mapas aeronauticos estan confeccionados en
esta proyeccién. Es adecuada para regiones extendidas de este a oeste,
principalmente.

Por ejemplo, en un mapa de los Estados Unidos, a escala 1 : 5 000 000,
con los paralelos bases 1 = 33°N y 2 = 45°N, el error maximo entre
30°30" N y 47°30' N es 0, 5 a 1%. El error maximo se produce al sur de
Florida.

! el
10050 0 500 1000 willas Estatuto

Figura 6.27: Proyeccién cénica secante conforme de Lambert; paralelos base @1 = 33°N y
@2 = 45°N. Milla (estatuto) = 1 609,31 m..

Observacién

Los angulos que forman los meridianos entre si son iguales a:

v = AMn (radianes)

Insend; — Insen do

lntg%1 —lntg%1

de longitud con respecto al meridiano central y la convergencia de meri-

siendo n la constante del cono: n = ,A\ la diferencia

dianos.
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Ejemplos:

Los elementos necesarios para el dibujo de la proyecciéon conica normal
secante isogona del hemisferio norte, con paralelos y meridianos cada 15°,
meridiano central A\g = 0° y paralelos bases ¢1 = 30°N y @2 =60°N, en
escala 1:160 000 000 se consignan en las tablas 6.1 y 6.2.

Las constantes son:
Insen60° — Insen 30°

n= =0,715566834
Intg @ —Intg %
Rsendy 6 370km sen 60°
M= = oSt = 11421,573km.
nlte%] o0,715566834 [tg9]

Si se calcula m utilizando el valor de d2, se obtendrd el mismo valor:

Rsené 6 370k 30°
= LSenda msen =11421,573km.

n [tg %2} "0, 715566834 {tg %} " 715566834

6.10 Proyeccion cénica secante is6gona (sobre el elipsoide). (Pro-

yeccion cénica conforme de Lambert)

6.10.1 Dibujo
Por ser una proyeccién iségona debe ser h = k, siendo
dm' drs dp ndrs nrs
=2 v 2 = = Fi 6.28 y 6.29); en-
dm  pdé Y dp  d\Nsendé Nsend (ver Figuras Y )i en
tonces: drs __nro De aqui:
pdS  Nsend’ au
drs _ npdd

rs  Nsend

Resolviendo la ecuacion diferencial:

a(1—e?)
3
drs (1—e2cos2§)2
i n

s —2  —send

(1—e2cos24)2

B n/ a(l—e?)ds
N (1 —e2cos?6)send

§ (1+ecosd) 2
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® d | rs=mitg g}”[k‘m] rs en escala [cm)]
90° | 00 0,000 0,00
750 | 150 2 678,818 1,78
60° | 30° 4 451,017 2,97
45° | 45° 6 078,892 4,05
30° | 60° 7 709,388 5,14
15° | 75° 9 449,784 6,30
0° | 90° 11 421,576 7,61
Tabla 6.2

La férmula (6.29) es general y puede aplicarse a cualquier paralelo :

5
Inrs, =nln tg;(

)
Inrs, =nln tg;2 (

Restando miembro a miembro las dos expresiones anteriores:

} s

Inrs, —Inrs, = n{ln [tg2

01 (1+ecos<51
1—ecosdy

1+ ecosdy

1—ecosdy

1+ ecosdo

1—ecosda

N

)

Inrs, —Inrs,

n=

)

)

3
D)

o l+ecosd 3
In |:tg21 (I—GCOS(Si) :| —In

Observar en la Figura 6.29 que:

02

27TN1 sen61 27TNQSGH52
Te = Y Ty =
« «
Entonces:
rs,  INisendi s, ! N1isendy
201 _ ZV15H0L L R P it
rs,  INasends 5, Ngsen do

Inrs, —Inrs, =InNysendy —In Nosendo
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At+dr

PS

Figura 6.28: Cdlculo de los radios de los para- Figura 6.29: Cédlculo de los radios de los paralelos
lelos bases. en la proyeccion.

Reemplazando (6.32) en (6.31):
ln(Nl sen 51) — 1H(N2 Sen52)

(= €
51 (14ecoséy \ 2| S [ 14+ecosds \ 2
In |:tg2 (1—6C0561) In tg? T—ecosda
Para hallar la expresion que permite calcular 75 se restan las expresiones

(6.29) v (6.30):
6 (1+ecosd 01 [ 1+ecosd 3

Inrs —1 =In|tg= | —— “In |t 2L ( =201
e = HTe n[g2< ) ] nng (1—600561> ]
% n
d (1 )
e (et

1—ecosé
_% S
L to 91 (1tecosdy 2
) l1—ecosdy
s,

% n
51 (14ecosdy \ 2 2\ 1—ecosd
tgi(i)

l—ecosd;

n =

(6.33)

Nl

2rNisend;  Njpsend;

En la Figura 6.29 se observa que: 75, = > = Reem-
n2m n
plazando esta expresién en (6.34) se tiene:
eqn
N 1) 0 (1 0\ 2
ry = 15101 — [tg2 <1+ecos6> . Es decir:
5 5 3 — €COS
n [tgzl (Freees) ]
§ [14ecosd)? "
=Cltg=- | —————
"o g2<1—ecos§) ]
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donde la constante C es:

Nisend o bien € — Ny sen do
eqn - e1n
1+ ) 14+ecosdy \ 2
ol (i)’ ol (i)’

La otra coordenada polar es: v =nAA

Coordenadas cartesianas (Figura 6.30)

Ao A

Figura 6.30: Coordenadas cartesianas.

Las coordenadas cartesianas son:
X =rssenvy

Y =175 —rscosy
siendo: v =nA\

Ejemplos:
Hallar las coordenadas cartesianas del punto (¢ = 75°,A = 45°) en una
proyeccion conica secante isbgona, sobre el elipsoide, con paralelos bases

1 =30°Ny cpg = 60° y meridiano central A = 0°.

8k
Ny = ___OST8388km ¢ ass 755km,
(1—e2cos?261)2 (1 —e2cos260°)2
k
Ny = a _ O5T836m 6394 520km,

(1—e2cos? 62)% (1—e2cos? 300)%
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1 3 °)—1 4,52 °
- n(6 383, 755kmsen60°) — In(6 394, 529km sen 30 2 0. 715671582.

- £ £
60° (14ecos60°\2| 30° [ 14ecos30° \ 2
In [tg 2 (176003600) } In [tg 2 (176005300

6 383, 755km sen 60°

C= s = 11417,707km.
60° (1 60°
0, 715671582 [tg2 === ]
6 383, 755km sen 60°
roy = o ORI 7 724,904km.

0,715671582

Las coordenadas polares son:
¢70,715671582

60° <1+ec0860°) 2

=11417,707k tg— | ————— =2687,830km.
" ’ m[g 1—ecos60° ,830km

2
v =n45° = 0,715671582 x 45° = 32°15'19".
Las coordenadas cartesianas son:
X =rsseny = 2 687,830kmsen 32°15'19” = 1 434,475km.
Y =rs, —rscosy =T7724,904km —2 687,830km cos32°15'19” = 5451,866km.

6.10.2 Caracteristicas y propiedades

Los meridianos se proyectan como lineas rectas que concurren en un
punto y forman entre si dngulos de magnitud Ay = nA\, siendo n la
constante del cono y A\ la diferencia entre las longitudes de ambos me-
ridianos. El 4ngulo que forma un meridiano (A) con el meridiano central
(Mo) esiry =n(A—Ao).

Los paralelos son arcos de circunferencia concéntricos cuyo centro es el
punto de intersecciéon de los meridianos. Los paralelos se van separando
levemente entre si en las latitudes mayores y menores de ambos paralelos
bases mientras que entre los mismos se acercan levemente entre si.

En general, para la distribucién igual de las deformaciones, los parale-
los bases se toman aproximadamente a un sexto de los bordes superior e
inferior del meridiano central del mapa (Figura 6.31). En algunos casos,
puede ser conveniente aproximar mas los paralelos bases para obtener ma-
yor exactitud en el centro del mapa, a expensas de los margenes superior
e inferior.

Los dos paralelos bases tienen longitudes correctas. Entre los paralelos
bases, tanto los arcos de paralelos como los segmentos de meridianos se
deforman por reduccién y fuera de ellos por aumento, de acuerdo con los

valores de los modulos de alteracion lineal en el sentido de los paralelos
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(k) y de los meridianos (h). Esta proyeccion es especialmente conveniente

para mapas en los que la dimensiéon que predomina es la de este a oeste.

Figura 6.31: Ubicacién de los paralelos bases.

Los valores de los médulos de alteracién lineal son:

2mnrs nrs _dm’  drs

- 2rNcosp 97Nsend’ = dm pdd

En esta proyeccion las lineas ortodrémicas (geodésicas), si bien no son
lineas rectas, son curvas que se apartan levemente de las mismas. Por
ejemplo, la distancia de la ciudad de Pittsburg (Estados Unidos) a Estam-
bul (Turquia) medida sobre la linea ortodrémica es de, aproximadamente,
5 277 millas terrestres (8 493 km). La distancia entre esos dos puntos me-
dida en el mapa (proyeccién cénica secante iségona) es de 5 258 millas
terrestres (8 462 km), lo que significa un error de:

84628493

100 = —0,4%.
8 493 4%

Los errores de impresion y de deformaciéon del papel exceden frecuen-
temente ese porcentaje de error.

Para la confeccién de cartas en la proyeccion de Lambert se adopta un
falso origen para las abscisas de los puntos del meridiano central (Figura
6.32) que coincide con el eje Y . Esto se hace para no tener valores nega-
tivos para X en la regién a representar. Las coordenadas cartesianas son
entonces:

X =rsgseny+C

Y =715 —rscosy.
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X

falso origen

Figura 6.32: Célculo de coordenadas cartesianas.

siendo rs5 y 7 las coordenadas polares. Confeccionado el canevas de la
region cartografiada (lineas de trazo continuo en la Figura 6.33), se su-
perpone una cuadricula (lineas de trazos interrumpidos en la Figura 6.33)

donde las rectas verticales son paralelas al meridiano central de la carta.

Figura 6.33: Proyeccién cénica conforme de Lambert en el elipsoide: Cuadricula superpuesta al
canevas.



6.10.3 Usos

Se usa principalmente para canevas de regiones que se extienden poco
en latitud, para que las deformaciones no sean excesivas. Por ejemplo,
en EE. UU. se confeccionan en esta proyeccion las cartas de los Estados

como el de Washington, de limitada extensién norte-sur.

6.11 Proyecciones pseudocodnicas

6.11.1 Proyeccion policénica (en la esfera)

Es una proyeccién pseudocénica porque sus paralelos son arcos de cir-
cunferencias como en las conicas, pero no son concéntricos. Sus meridianos
son curvas trascendentes, salvo el meridiano central que es una recta de

longitud correcta.

Dibujo de la proyeccion

Método grafico (Ver Figura 6.34)

En una primera etapa se considera una serie de superficies cénicas cuyo
eje comun contiene al eje terrestre, siendo las superficies conicas tangentes
a la esfera terrestre a lo largo de varios paralelos de latitudes que varian
de manera uniforme, incluso el Ecuador, puesto que las generatrices de
un cilindro se unen en el infinito. En el caso del Ecuador, la superficie
cénica se transforma en cilindrica.

En el caso de los polos, la superficie conica se convierte en un plano y
el Polo se proyecta entonces como un punto.

En una segunda etapa se suponen cortadas las superficies cénicas a lo
largo de una generatriz y se desarrollan sobre un plano. El Ecuador queda
representado por una recta de longitud correcta; el meridiano central
se proyecta seglin una recta de longitud correcta y normal al Ecuador,
quedando dividido en partes iguales por los paralelos.

Los paralelos resultan representados por arcos de circunferencias, de
longitudes correctas, no concéntricos, que pasan por las divisiones del
meridiano ya mencionadas; sus centros se obtienen por medio de la figura
auxiliar de la Figura 6.34, como el extremo del segmento de la generatriz

de la superficie conica respectiva, desde el vértice al punto de tangencia



sobre la esfera. Luego, cada paralelo se divide en arcos cuyo angulo central
es Ay = Alsen, siendo A\ la diferencia de longitud entre dos meridianos
sucesivos. Finalmente, uniendo cada punto de divisién de los paralelos se
obtienen los meridianos.

Método analitico

En la Figura 6.34 se tiene que:

= El Ecuador, representado por la recta AOB de longitud correcta,

se considera coincidente con el eje X.

s El meridiano central, representado por la recta PN O PS, de lon-
gitud correcta, coincide con el eje Y. Sobre el meridiano central,
para un paralelo de latitud ¢, se tiene OH = Ry , donde ¢ esta

expresado en radianes.

= Cualquier paralelo estd representado por un arco de radio CP =
CH =r, = Recotgyp y estd dividido en partes iguales por los meri-

dianos. Cada arco tiene una amplitud Ay = AAseny.

= Los meridianos, salvo el central, son curvas trascendentes que se
trazan uniendo punto por punto las divisiones de los paralelos. Un
punto P de latitud ¢ y de longitud A\ estard determinado por la
interseccién del paralelo definido anteriormente y un radio r, del

mismo que forma un dngulo v con el central, siendo:

HP
~ (en radianes) = —.

Tp
Sobre los paralelos las longitudes son correctas, por lo tanto:

HP = AMXRcosyp

siendo A\ = XA — )\g, medido en radianes.

_ AMXRcosy  Alcosy
= Rcotgyp  cotgyp

Por lo tanto X = r,senvy.

AMRcos

Como r, = Rseny

= Rcotgy,
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policénica.

Figura 6.34: Proyeccién
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-

Ao

PS+

Figura 6.35: Coordenadas cartesianas.

X = Rcotgpseny = Rcotgpsen[Alsen ¢

Y = Ro+r,—1r,cosy = Ry + Rcotgyp — Rcotgpcosy

Y = R(p+ cotgy — cotg pcosy) = R[p+ cotgp(l — cos~)]
Y = R{p+ cotgp[l — cos(Alseny)]}.

Ejemplos:

En un planisferio (Figura 6.36), confeccionado en la proyeccién polico-
nica, con meridiano central Ao = 0°, se desean conocer las coordenadas
cartesianas del punto (¢ = 45°N, A = 60°W).

v = —60°sen45° = —42°25'35"

X =6 370kmcotg45° sen(—42°25'35") = —4 297,420km
Y=R [cp 1;)0 +cotgp(l— cos'y)}

= 6 370km [4501;% +cotg45°(1 — cos(—42025’35”))] — 6671,00km
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Ejemplo (Figura 6.37)

En el mapa de parte del continente americano en la proyeccién po-
licénica, cuyo meridiano central es Ag = 100°W, se desean conocer las
coordenadas del punto (¢ =40°N, A = 70°W).

v = Alseng = (—70°+100°)sen40° = 19°17'01”

X = Rcotgpseny = 6 370kmcotg40°sen 19°17'01" = 2 507km
Y=R [gp 1;)0 + cotgp(l— cosv)] =
= 6 370km [40015% +cotg40°(1 — cos19°1701")| = 4 873km

Caracteristicas y propiedades(Figura 6.36, 6.34 y 6.37)

El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud correcta, los parale-
los segin arcos de circunferencias no concéntricos que cortan al meridiano
central en partes iguales y, como todos son paralelos bases, sus longitu-
des son correctas (k =1). Adem4s, son cortados en partes iguales por los
meridianos.

El meridiano central es el tinico que se proyecta segiin una recta de
longitud correcta, perpendicular al Ecuador en su punto medio. Los de-
mas meridianos se proyectan segin curvas trascendentes que presentan
su concavidad hacia el meridiano central, cortando a cada paralelo en
partes iguales; los meridianos son de longitudes incorrectas, mayores que

las reales.

Figura 6.36: Planisferio en proyeccién policénica Ao = 0°.
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La deformacion en cada punto de los meridianos se calcula con el mo-
dulo de alteracién lineal A, aumentando las deformaciones al alejarse del
meridiano central. Pero recién 900km al este o al oeste de dicho meridiano
las deformaciones alcanzan el 1%. El médulo de alteracion lineal es igual a
1 en el meridiano central. Se demuestra que h = (1+2cotg? psen? %) sece,

siendo ¢ el complemento a 90° del d4ngulo o’ de interseccién de paralelos
v —seny

sec2 ¢ —cosy

Los valores de los médulos de alteracién lineal maximo (1) y minimo

y meridianos. También se demuestra que |tge| =

(N2) (semiejes de la Elipse de Tissot) se hallan con las expresiones:
~ Lo o
Ny :1—1—5)\ cos“p, Ny =1

Como en la proyeccion los meridianos cortan a los paralelos en angulos
distintos de 90°, no es necesario calcular los médulos de alteracion lineal
h y k para determinar que no es iségona.

Se deduce graficamente que esta proyeccién no es equivalente, pues al
encerrar un area entre dos arcos de paralelos que tienen longitudes correc-
tas y dos arcos de meridianos que tienen longitudes incorrectas mayores
que las reales, aplicando la férmula de un trapecio circular, se obtendra
un valor de area mayor que el real.

La proyeccion no es conforme, ni equivalente ni equidistante pero pro-
porciona, sin embargo, una buena representaciéon de un huso entero de
longitud limitada siempre a algunas decenas de grados, segtin la precisién
que se desee tener (carta topogréfica o carta general). Es un muy buen
compromiso de deformaciones (afildctica).

El médulo de alteracién areal es:

1= hksena’ = hkcose

Ejemplos:

Para los datos del ejemplo anterior, se calculan las deformaciones:

e — y—seny  Alsenp—sen(Alsenyp)

sec2p—cosy  sec?p—cos(Alsen )

_ 19017/1,06"ﬁ —sen19°17'1,06" — 0.00839897765
o sec240° — cos19°17'1,06" - '
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Figura 6.37: Mapa de parte del Continente Americano en proyeccién policénica.

De aqui se obtiene que: € = 0°28’34". Entonces:

, 19°17'1,06"

h= (1+2cotg2 40° sen 3

) sec0°28'34” =1,079721391.

T
180°

Ademaés: p=1,079721391cos0°28'34"” = 1,079684119.

Usos

1 2
N1%1+§(30° ) cos240° = 1,88044; Ny —1.

Para mapas de paises que se extienden no maés alla de los 700 km al
este y al oeste del meridiano central, para que la deformacién no sea muy
grande.

Se usa también para cartas topograficas, mediante el procedimiento
de considerar “fajas” comprendidas entre meridianos, analogamente a la
proyeccion de Gauss-Kriiger. Cada faja es considerada con referencia a

un meridiano central (en el elipsoide).
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El Instituto Geografico Militar, para sus cartas topograficas, utilizaba
la proyeccién policénica, reemplazada posteriormente por la de Gauss-
Kruger (1927).

Todas las cartas oficiales para uso civil de los Estados Unidos, elabora-
das por el Coast and Geodetic Survey, sobre todo en las escalas 1: 62 500,
1:125000 y 1:250 000, estan en esta proyeccién. El territorio estd divi-
dido en 7 husos de 9° de amplitud con 1° de superposicién entre uno y
otro. Brasil la adopt6 para las cartas en escalas 1 : 300 000, 1: 500 000 y
otras del Servicio Geografico Militar. Argentina la emple6 para las cartas
anteriores a 1927 (en escalas 1: 25000, 1:50 000, 1:100 000, 1 : 500 000).
Numerosas cartas de colonias britdnicas estan también en proyeccién po-
licénica y aparece en cartas aeronauticas de Canada y EE.UU.

En algunos atlas se encuentran mapas en esta proyeccion.

6.11.2 Proyeccion policénica (en el elipsoide)

PS

Figura 6.38: En el elipsoide.

Conceptos generales
La ventaja principal de esta proyeccion es su facil construccion. El me-
ridiano central es una recta de longitud correcta (arco de meridiano del

elipsoide).
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\}/\\ meridiano en P
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Ecuador 6] X
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Figura 6.39: En la proyeccién.

Los paralelos se representan como arcos de circunferencias no concén-
tricas de radio r, = N cotgy, que cortan al meridiano central en partes
iguales!. El centro C' de cada paralelo de latitud ¢ se encuentra sobre
la prolongacién del meridiano central a una distancia Yo del Ecuador
(Figura 6.39):

Yo =S, + Ncotgy

siendo IV la gran normal para la latitud ¢ del paralelo y S, = OH la lon-
gitud del arco de meridiano desde el Ecuador hasta la latitud ¢ (Figuras
6.38 v 6.39). (Ver: Longitud de un arco de meridiano a partir del Ecuador
en el elipsoide. Capitulo 1)

Un punto P de latitud ¢ y longitud A estd determinado por la inter-
seccién del paralelo y un radio r, del mismo que forma un dngulo con el

central, siendo:
HP
v (en radianes) = —
Te
H P representa la longitud del arco HP.

Sobre los paralelos las longitudes son correctas, por lo tanto:

HP = AMXNcosp

AMN cosp _ Ahseny

Y(rad) = Ncotg o

Estrictamente hablando, no son partes iguales, pues en un meridiano en distintas

latitudes varia la dimensién lineal de los arcos.
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Las coordenadas cartesianas son:
X =ryseny = N cotg pseny (6.35)

Y =5,+4 Ncotgy— N cotgpcosy =S, + Ncotgyp(l—cosvy), (6.36)

d
siendo S, = a(1 —62)/—S03.
(1—e2sen?yp)2
Como:
gl 27
1 = 22 tcos? =
sen 2 + cos 5
cosy = cos’ g —sen? g
1—cosy = 2sen? %
La férmula 6.36 se puede expresar también:
Y =S, + 2N cotg psen? % (6.37)

Nota

Si en el mapa no aparece el Ecuador, conviene hacer un traslado del
eje paralelo al Ecuador de manera tal que pase por el paralelo de latitud
menor (¢g) (en valor absoluto). (Ver Figura 6.40.)

Entonces:

X = Ncotgpseny
Y = AS—}—QNcotg(psenQ%

siendo: AS =S, — S,

S, distancia del Ecuador al paralelo de latitud ¢ sobre el meridiano
central.

Sy distancia del Ecuador al paralelo de latitud g sobre el meridiano
central.

El aspecto de un canevas en proyeccién policonica es el que muestra la
Figura 6.34.

Moédulos de alteracion lineal

Dado que no hay deformacion en el sentido de los paralelos, en cada

punto k£ = 1. La deformaciéon en un punto en el sentido del meridiano se



N
-’é\ Convergencia de
C \ meridianos en P
PN,
N \\
Tangente al
’Q,\\E paralelo en P
P
Normal al
\ paralelo en P
N\ Tangente al
% meridiano en P
AS Po
X
Sqm X
S(po
______ Ecuador

Figura 6.40: Coordenadas cartesianas cuando el eje de abscisas es tangente al paralelo de latitud
®o-

calcula a través de la expresion:

conl 1
sen” 5y

2 2 2
1—e*+2(1—e“sen ) o

h =

(1—e2)cosD

Y —seny
sen? p—cosy—e? sen?
1—e2senZ ¢

siendo D = arctg

oY Ay = Alsengp

6.11.3 Proyeccion de Bonne

Es una proyeccién pseudocédnica porque sus paralelos son arcos de cir-
cunferencias concéntricas como en las proyecciones cénicas, pero sus me-
ridianos son curvas trascendentes, salvo el meridiano central que es una
recta de longitud correcta. Ademds, tiene un solo paralelo base (Figura
6.41).

Dibujo

(Figura 6.42)

El cartégrafo elige el paralelo base de latitud g y, como la longitud del
meridiano central es correcta, puede determinarse el radio de la proyeccién

del paralelo base.






El radio del paralelo base es:
Tpo = Rcotgpg

y el radio del Ecuador:

T
700 = T, +(P0WR

El correspondiente a los demas paralelos se halla de la siguiente manera:

TR
180°

™ Y
T =Tpo+ (00— ¢) =R [COtgtﬂo + (o — ) 1800} =R {COtgwo —(p—o0) 1800}

cuando las latitudes estdn expresadas en grados sexagesimales.
Para el célculo del d4ngulo de amplitud («) se tiene en cuenta que la
longitud de un arco es igual al producto de la longitud del radio por la

amplitud del angulo, expresada en radianes.

2mRcospg = 1y,

2T cos g

2w Rcospg = Rcotgpoa, entonces: av =
cotg o

cos
Pero cotgyg = ¥o , por lo que, para el paralelo base, a = 27 sen ¢,

cuando « se exprsees?fgn radianes y a = 360°sen g, si a se expresa en
grados.

Recuérdese que « es el angulo entre los meridianos extremos del paralelo
base. Para un AX = X\ — Ag le corresponde en la proyeccién un angulo
Ay = Alsenpyg.

Para dibujar los meridianos hay que tener en cuenta la diferencia de
longitud geografica entre los mismos, lo que permite obtener los puntos

de interseccion con los paralelos.

Sobre el Ecuador

TR
=AM\ .
ago 1300 (6.38)
Sobre un paralelo de latitud ¢

ap = ago COS P (6.39)

donde ¢ es la latitud correspondiente a a,.

1 o
o = %o 180 (6.40)

ro T
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o bien, expresandolo en radianes:

~(rad) = 22 (6.41)

Ty
donde, en 6.38, ago es un arco de Ecuador y A\ es la diferencia de longi-
tud entre dos meridianos; en 6.39 a,, es un arco de paralelo y en 6.40, v

es el dngulo de cada divisién de cada paralelo.

Ejemplo
Para g =45° y AX = 15°, se calculan los elementos necesarios para el

dibujo de la proyeccion.

@ | ry (km) | a, vy =nA

0° | 11373 | 1668 | 8° 24’117
15° | 9705 | 1611 | 9° 30°39”
30° | 8038 | 1444 | 10° 17’35”
45° | 6370 | 1179 | 10° 36’17”
60° 4702 834 | 10° 09’45”
75° 3035 432 8° 09’207
90° 1367 0 0° 00°00”

Tabla 6.3

Coordenadas cartesianas

Las coordenadas polares deducidas anteriormente (r, y A7) permiten
dibujar la proyeccién, pero puede ocurrir que esto sea incémodo cuando
el centro comin a todos los paralelos (O) esté muy alejado. Entonces
conviene utilizar las coordenadas cartesianas de cualquier punto A(p,\)
con respecto a un sistema de ejes. En dicho sistema X coincide con la
tangente al paralelo base en su interseccién con el meridiano central, e Y

coincide con el meridiano central.
X =rysenAy

Y =r,, —rpocos Ay
X =[rp, +R(po —p)]sen Ay

Y =740 — [reo + R(wo — )| cos Ay, siendo Ay = BcospAA

T
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Figura 6.42: Radios de paralelos y coordenadas cartesianas.

Ejemplos:
Sea la proyeccion de Bonne con paralelo base g = 45°, y sea el punto

(p =750 X\ =120°).
Avy— RcospAXN 6 370kmcos75°120°

Ty  3034,676km
Tpo = 6 370km cotg45° = 6 370km

7 =6 370km + 6 370km(45° — 75°) 1550 = 3 034,676km
X =3034,676kmsen65°11'37" = 2 554,669km
Y =6 370km — 3 034,676km cos65°11'37" = 5 096,792km

=65°11'37"

Caracteristicas y propiedades(Figura 6.41)

El Ecuador y los paralelos se proyectan segin arcos de circunferencias
concéntricas equiespaciados y de longitudes correctas (k= 1).

El centro comtn a todos los paralelos (O) no coincide con el Polo sino
con el centro del paralelo base. Cada uno de los paralelos es intersectado
o dividido por los meridianos en partes iguales.

El meridiano central es el tinico que se proyecta segin una recta de

longitud correcta; los deméas meridianos se proyectan segin curvas tras-
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cendentes de longitudes incorrectas mayores que las reales, presentando
la concavidad hacia el meridiano central y aumentando la deformacién al
alejarse de dicho meridiano.

La deformacién en cada punto de un meridiano esté dada por el médulo

de alteracion lineal h:

AXlcospR
h= \/1 + (AXsenp — Avy)? siendo Ay = SACORPR
T
©
El 4ngulo que forma cada paralelo con cada meridiano () se puede de-
terminar a partir de la expresién hksena’ = N1 Ng = 1, verificdindose esta
expresién por ser equivalente la proyeccién. Como ademds k = 1,sena’ =
1

— vy, por lo tanto, o = arcsen 7

h

Ejemplos:

Para A\ = 120°,¢p9 = 45° y ¢ = 75°, Ay = 120(;?;47’5622,3;%"1 1300 =
1,13784.

Ademés, Adsenp = 120°$ sen 75° = 2,02303.

Entonces: h = \/1 +(2,02303 —1,13784)2 = 1,3355

1
Como hksena/ =1, sena’ — Por lo tanto, el angulo

k%  h  1,3355
de interseccion del paralelo ¢ = 75° con el meridiano A = 120° es o’ =

48°29/06" .

Por otra parte,

N = Vh?+3+Vh?—1

1
2
_ Vh24+3-Vh2-1
- 2

=1,53616 y

No

=0,65097.

Verificacion: Debe cumplirse que Nl2 + N22 = h%2+4 k2. En efecto: N12 +
N3 =2,3597568 +0,42376696 = 2,78352 y h? +k? = 2,7835

Como los meridianos (salvo el meridiano central) cortan a los paralelos
formando dngulos distintos de 90°, es posible afirmar que la proyecciéon
no es iségona, sin necesidad de verificar las expresiones de h y k.

Graficamente podemos verificar que es equivalente, teniendo en cuenta
que los paralelos son de longitudes correctas y que la distancia entre los

mismos también es correcta.
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Usos

Como toda proyecciéon equivalente, se utiliza para mapas estadisticos
sin ninguna limitacién de superficie (todo un hemisferio), y para mapas
politicos siempre que se represente a un pais o un continente y no a toda
la superficie terrestre, por la magnitud de las deformaciones.

Esta proyeccion conviene para mapas de regiones comprendidas en una
cruz orientada segiin los puntos cardinales, para que las deformaciones no

sean muy intensas.

Observacién

Se puede confundir facilmente con la proyeccion acimutal equidistante
oblicua; para diferenciarlas se debe tener en cuenta que en la proyeccion
de Bonne los paralelos son equiespaciados, pues son circunferencias con-
céntricas. En la proyeccion equidistante oblicua los paralelos son curvas
trascendentes no paralelas entre si.

Para identificar en forma definitiva la proyeccion, se hallan las coor-
denadas cartesianas (X; Y') de un punto cualquiera de la proyeccién de
coordenadas geograficas (¢, AN).

Si se disponen los ejes coordenados de manera tal que el eje X sea
tangente a la proyeccion del paralelo de latitud g y el eje Y coincida con
el meridiano central, se tendra:

X =rysenAy
{ Y =r,—rycosAvy)

Ejemplos:

En una proyecciéon de Bonne, X coincide con la proyeccion del paralelo
@ =45°y \g =0°. Considérese el punto: ¢ = 45°; A = 60°W.

Ay = Alsenp = 60°sen45° = 42°25'35"

X = Rcotg45°sen42°25'35" = 4 297,4733km.

Y = Rcotg45°(1 — cos42°25'35") = 1 668,0195km

Otro ejemplo

Si Ag = T76° y el punto es ¢ = 20°;\ = 96°W.
A~y = Alsenp = 20°sen 20° = 6°50'25,45"

418



X = Rcotg20°sen6°50'25,45" = 2 201,0413km
Y = Rcotg20°(1 — cos6°50'25,45") = 124, 58km

Transformacién inversa (de coordenadas cartesianas a geogra-
ficas)

Supoéngase que, midiendo en el mapa, se han obtenido valores z e y de
la ubicacién de un punto en un sistema de ejes cartesianos. Para obtener
las coordenadas cartesianas del punto es necesario calcular X = xzM e

Y =yM, donde M es el modulo de la escala. Se ha visto antes que:

RcospA

X = rysen .
©

R A\
Y = Rcotgapo—WCOSﬂ
T

Entonces:
Rcos pAX
=sen ——

Ty Te
Rcotgpg—Y ~ cos RcospAX

(6.42)

A4
Ty Ty (6.43)

Elevando al cuadrado ambas expresiones y suméandolas, resulta:

2 2
X —
( ) n (Rcotggpo Y) _
T T

X2 4 (Reotgpy—Y)? = ri

ro= \/X2 + (Reotg g —Y)? (6.44)

tg AN X
Reotg pAA =arcsen— y A\ =
T T

De la expresién (6.42) se tiene que

T X
A—Xo= —2 —arcsen —. Por lo tanto:
Rcotgp Ty

r
A= \o+ ——L—arcsen —
0 Rcotgyp : nnp

De la expresién (6.44):Rcotgpg — R(p — o) = \/X2 + (Rcotgpy —Y)?

R[cotg o — (v — wo)] = \/X2 +(Reotgpo —Y)?

1
© = g+ cotg o — E\/X2+(Rcotgapo —Y)?

419



Ejemplos:

En un mapa en la proyecciéon de Bonne, en escala 1: 127 000 000, se
tiene un punto de coordenadas x = 5cm e y = 2,5cm con respecto a un par
de ejes cartesianos que pasan por el punto (g = 30°,Ag =0°). Se desean

conocer las coordenadas geograficas del punto.

Ty X
arc sen — y
Rcosyp Ty

1
@ = o +cotgyo— R\/XQ—F(Rcotggoo —Y)2

A=Xo+

X =2M = —5cm x 127 000 000 = —6 350km
Y =yM =2,5cm x 127 000 000 = 3 175km

=/X2+(Rcotgpy—Y)2 =
\/ —6 350km)? + (6 370km cotg 30° — 3 175km)? = 10 103,12996km

1
® =0 +cotg<p0 — —\/Xz + (Rcotgpo — Y)2
/(=6 350km)2 + (6 370km cotg 30° — 3 175km)2 =

1
_ ano
=30 1800 Heoted0” — e
=0,146002146 radianes.

O bien: ¢ = 38021’55,11”.

X
A=A+ arcsen — =
R CoS Y Ty
10 103, 12996km —6350km
—° OO 78046716, 48",
6 370km cos 3892155, 117 ™ 10103, 12996km ’
Ejercicio

En un mapa en escala 1: 126 600 000 en proyeccién de Bonne, con

meridiano central de \g = 0° y paralelo base g = 30°N, hallar:

a) Las coordenadas polares y cartesianas del punto (¢ = 45°N,\ =
150°F).

b) Los valores de los mddulos de alteracién lineal h y k en ese punto.
¢) La medida del d4ngulo (a’) que forman al cortarse el paralelo y el

meridiano en ese punto.
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d) Los valores de los semiejes de la Elipse de Tissot en el punto men-

cionado en (a).

e) Dibujar, en escala, la Elipse de Tissot en ese punto.

PN

S
\

Figura 6.43: Proyeccién de Bonne. Transformacién inversa de coordenadas.

)

a) Las coordenadas polares son:

71'
r = Rlcotgpo— (= po) | = 6 370km [cotg30° — (45° — 30°) 180°) —

9365,502km(en escala 7,4cm).
0 AXcospR AXcospR
- 1¢  Rleotgpo— (¢ —o)]
150° cos45°

 cotg30° — (45° — 30°) s

X =r,senf =9365,502kmsen 72°08'29” = 8914, 236km(en escala 7,04cm).

=72°08'29".

Y =ry, — 1, cos0 =6 370km cotg 30° — 9 365, 502km cos 72°08'29" =
8 161,054km(en escala 6,45cm).

b) h=1/I+ (Arsenp—0)2 = \/1 + (1500 sen 450 — 72008/29" -7 )2 =
1,1621438.

k=1.

¢) Ya se ha deducido que el dngulo que forman paralelos y meridianos

1 1
. . /
al intersectarse en un punto verifica que sena’ = — =

h 1,1621438°
por lo tanto o/ = 59°22/13"



d) Segun el Teorema de Apolonio, se cumple que:

N+ NZ =h?+k?
N1 Ny = hksena’ =1 (por ser la proyeccién equivalente)

Para obtener los valores de N7 y Na se eleva miembro a miembro
la primera igualdad al cuadrado y se multiplica por 2 la segunda.

Luego se suman las expresiones obtenidas:

(N1 +No)2 =h?+ k> +2.

Y
3 B
ke [ \\ _E D
T PN <
/6 ~~_lo N
- \ \ \
Ty 4
SN
A
Y
o
(p E— —_
S
o Mz
Ao=0° X X

Figura 6.44: Proyeccién de Bonne. Elipse de Tissot en un punto.

Entonces: N1 4+ Ny =vVh2+1+2=+vh2+3.

Si ahora se realizan las mismas operaciones antes descritas, pero se

restan las expresiones obtenidas, se tendra:

(Ny—No)?2 =h?+k*—2.

Entonces: Ny — No =vh2+1—-2=+vh2—1.

Sumando las expresiones para Nj + No y para N1 — Na, se obtiene



el valor de Ny, y restandolas el de Na:

VRZF 3+ VRZ =1
N, = +3; —1,33805 v

/213 —vVhZ—1
Ny = h+32 h =0, 74685

e) Dibujo de la Elipse de Tissot. Para dibujar la elipse de Tissot se

procede de la siguiente manera:

k se traza normal a 7, y h se traza formando un dngulo o con

k,
se gira h 90° alrededor de A (linea de puntos) llegando a B,

haciendo centro en la mitad de la distancia BD (punto E) se
traza un semicirculo (de puntos) de radio EA que corta a la
recta BD en F y G,

uniendo F' y G con A (centro de la elipse) se tienen las direc-

ciones de los ejes de la elipse,

las longitudes de los semiejes son Ny = FD y Ny = DG.

Figura 6.45: Proyeccién de Bonne.
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Capitulo 7

Proyecciones convencionales

Existen varias proyecciones, algunas de uso frecuente, que no estdn com-
prendidas entre los sistemas tratados en los capitulos anteriores. Han sido
agrupadas en este capitulo ya que se diferencian de las anteriores porque
no estan ideadas de modo que cumplan las leyes de la perspectiva o de
la proyectiva o una modificacién de las mismas, sino con el objeto de
preservar alguna cualidad especial que se considera importante para una
aplicacién particular. Algunas fueron concebidas para obtener una proyec-
cién simple desde el punto de vista matematico o grafico. Puesto que cada
autor de este tipo de proyecciones formula una convencién o condicién que
se aplica en las mismas, existe una extensa variedad de representaciones
cartograficas de esta clase.

A diferencia de las proyecciones analizadas en los capitulos previos, no
hay un principio bésico especifico a aplicar en todos los casos. Por lo
tanto, en las proyecciones tratadas en este capitulo es necesario aplicar

un procedimiento particular para cada caso.

7.1 Proyeccion sinusoidal (de Sanson o de Flansteed)
La proyeccién sinusoidal es el caso ecuatorial (o meridiano) de la pro-

yecciéon de Bonne en el que el paralelo base es el Ecuador (Ver Proyeccién
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de Bonne, Capitulo 6); por ello, algunos autores la denominan también
cilindrica o seudocilindrica.

En la proyecciéon de Bonne, adoptando g = 0° (Ecuador), r, se vuelve
infinito para todas las latitudes (r,, = Rcotgo); por lo tanto, los parale-
los estan representados por lineas rectas paralelas, de longitudes correctas,
cortando al meridiano central, que es una recta de longitud correcta en
partes iguales. Dividiendo cada paralelo en partes iguales (de magnitud
RAMXcosp) y uniendo los puntos de igual longitud (\), se obtienen los
meridianos que resultan sinusoides, de alli su nombre.

Las coordenadas de un punto (g, ) seran, por lo tanto (Figura 7.1):

Y

/ Ta™N

Figura 7.1: Proyeccion sinusoidal. Coordenadas cartesianas

X = RAcosy

Y =Ry

Si consideramos constante A, se tendra para el meridiano la ecuacion
de una sinusoide. Si consideramos fijo ¢, resultard para el paralelo la

ecuacién de una recta paralela al Ecuador.

7.1.1 Caracteristicas y propiedades de la proyeccion

El Ecuador es una recta de longitud correcta que esta dividida en par-
tes iguales de longitud RAM (expresando AX en radianes). El meridiano
central, de longitud correcta, es una recta perpendicular al Ecuador en su
punto medio y estd dividido en partes iguales de longitud RA¢ (estando

expresado Ay en radianes).
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Los paralelos aparecen como rectas paralelas al Ecuador de longitudes
correctas y estan, cada uno de ellos, divididos por los meridianos en partes
iguales a RcospAM. Resulta k= 1.

Los meridianos (salvo el central) se proyectan segiin curvas sinusoidales.
La deformacién en cada punto de un meridiano estd dada por el médulo

de alteracion lineal h:

dm/’

T dm

siendo dm’ un arco infinitesimal de meridiano en la proyeccién (Figura

7.1). Obsérvese que:

dm' = (dX)2+(dY)?

dX = d[RAcosp]=—RAsenpdp(A es constante en cada meridiano)
dY = d[Ry]=Rdy

dm' = \[R2sen? pA2(dp)? + R2(d)? = \/ R2(sen? 2 + 1) (dyp)?

= Rdpy/1+A2sen?p

dm es un arco infinitesimal de meridiano en la esfera terrestre, dm = Rdp.
Rdp+/1+ N2sen?¢

Rdy
Entonces, expresando A en radianes, h = y/1+ A2sen? ¢

El médulo de alteracién lineal en los paralelos es siempre k = 1, dado

Por lo tanto: h =

que tienen longitud correcta. Por ser un caso particular de la proyeccién
de Bonne, se trata de una proyeccion equivalente.

Aunque los semiejes de la elipse de Tissot, salvo en el Ecuador y en el
meridiano central, no coinciden con h y k (ver Figura 7.2), se deduce més

adelante que:

VhZ+34+vh?-1 v N Vh2+3—vVh? -1
- ) =
2 2

Ny

Ademas, por ser la proyeccién equivalente, N1 No = 1.

Ejemplos:
Para el punto ¢ = 60°N,\ = 120°F se tiene que k=1y

h= \/1 + (120"%)2 sen?60° = 2,071, entonces:
~V/2,07122+3+4/2,07122 — 1

2

Ny = 2,2566968 y
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V/2,07122 43 —/2,07122 — 1
Ny = 5

Se verifica que N1 No = 1.

=0,4431255

7.1.2 Deduccién de las formulas de N; y N, (semiejes de la Elipse

de Tissot)
Segun el teorema de Apolonio, en la elipse la suma de los cuadrados
de los semiejes (N7 y Na) es igual a la suma de los cuadrados de dos

semididmetros conjugados (h y k).
N+ N3 =k? +h? (7.1)
También, por ser la proyeccion equivalente, se cumple que:
NiNy; =1 (7.2)

(7.1) y (7.2) son dos ecuaciones con dos incégnitas (N1 y Na), pues hy k
se obtienen de expresiones ya deducidas. Multiplicando ambos miembros
de (7.2) por 2, se tiene:

2N1 Ny =2 (7.3)

Sumando miembro a miembro (7.1) y (7.3):
N2+ N2+2N Ny = k% +h?+2
Se sabe que en esta proyeccién k = 1, entonces:
N2+ N2+2N1Ny=h>+3
(N1 +N2)2=h%+3

N1+ Ny =+h2+3 (7.4)

Restando miembro a miembro (7.1) y (7.3) y operando en forma similar,

se tiene:
Ny —Ny=+h2-1 (7.5)

Sumando las expresiones (7.4) y (7.5):

oON; = Vh2+3+vVh2 -1
N Vh2+3+vVh?—1
1 =
2
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Restando ahora (7.4) y (7.5):

9Ny = Vh2+3-Vh2-1
N VRZ+3-VhZ—1
2 =
2

7.1.3 Angulo de interseccién entre paralelos y meridianos
Por tratarse de un caso particular de la proyeccién de Bonne, la pro-

yecciéon sinusoidal posee la propiedad de equivalencia, es decir:
hksenf =1

y ademas se cumple que k= 1. Entonces:

0 1 1 1
senf = —=-—=—1———
hk  h /14 X2sen? ¢
1
f = 2arcsen ———
V1+AZsen2p
Ejemplos:
Sea el punto de coordenadas ¢ =40°N, A =100°F, y siendo A\g = 0°:
1 1
0 = 2arcsenﬁ =
1+ (100° 35 sen? 40°
0 = 41°42'46"
Nota

Como puede notarse en la Figura 7.2, N1 y N (en la Elipse de Tissot)
no son colineales con h y k. Las direcciones de N; y N2 se determinan
luego.

En la Figura 7.3 se representa un planisferio en esta proyeccién con el
dibujo de la Elipse de Tissot en paralelos y meridianos cada 30°.

Esta proyeccién no es iségona (h # k) . El error maximo angular en un
punto (p,A) estd dado por:

Omax = 2arcsen H

Ejemplos:

Para el punto (¢ =40°N,\ =120°FE), y siendo \g = 0°, N1 = 2,2566968
y No = 0,4431255, entonces:

2,2566968 — 0,4431255

= 84°24'09"
2,2566968 + 0,4431255

Omax = 2arcsen
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Figura 7.3: Elipses de Tissot en la proyeccién sinusoidal.

7.1.4 Usos

Para mapas de temas estadisticos, dado que es equivalente; para cual-
quier uso siempre que no sea necesario alejarse mucho del meridiano cen-
tral, para evitar grandes deformaciones. En los planisferios, en los bordes
del mapa, los meridianos resultan muy oblicuos con respecto de los para-
lelos, y por lo tanto las formas estdn muy distorsionadas (ver en la Figura
7.3 las elipses de Tissot).

Es frecuentemente usada para mapas de Africa, Oceania, Sudamérica y

algunas veces para Australia.

7.1.5 Direcciones de N; y N, (Semiejes de la Elipse de Tissot)
Denominando con o y as los dngulos que forman Nj y N2 en un punto

(p,A) de la proyeccién con respecto al eje Y (ver Capitulo 2), se tiene que:

(g — %—ifcosgo—i— %—)/\(tgAl (g — %—icoscp—i—%—))ftg/lg
%cos@%—‘?d%\/tgAl g—gcos<p+%tg142

resultando as = a1 +90° y siendo A1 y Ao los acimutes de las direcciones

principales en el punto (p, ) correspondiente de la esfera.

Se demuestra que: tg2A = %

0X 0X OY dY ax\?> [ov\?
donde F==--"24 222 p= (22 =
onde =52 ax T ag an (w) +(8<p) y



axX\*> [oY\?
G=|—) +| =

oA o\
Ejemplos:

Para el punto considerado en el ejemplo anterior (¢ =40°N, A =120°F):
X = RAcosyp

Y =Ry
2 2

2 2
G= <88)§> + (g) = R?cos?
_0X0X 0Y oY
T 9 0x dp on
2F cos
Ecos?2p—G
—2\sen pcos pR? cos p
R2(1+ A2sen? p)cos? p — RZcos?
—2\senpcos? @
cos? p(14+ A2sen?p—1)
—2Asenp
A2sen? p
-2 -2

- = =-1,4 9
/\S€n<p 1200 187TOO sen 40° ’ 85606823

—RARsengpcosy

tg2A =

Entonces 24 = —56°03'16" y, por lo tanto:
A1 = —28°01'38" y Ay =61°5822".
%X
— ©
tgon = ‘?92; cosp+ 2 X Y tg A
—RAsengpcosp+ Rcosptg Ay
Rcosp+0
= —JAsenp+tgA,

sen40° + tg(—28°01'38")

cos<p—|— 8/\ X tg Ay

= —120°

m
180°
= —1,878570248

Por lo tanto oy = —61°58'22" y ap = 28°01/38".

Nota
Otro camino para hallar las dimensiones de Ni y Nz y sus direccio-

nes, cuando se conocen las dimensiones y direcciones de los modulos de



alteracion lineal h y k, es el siguiente procedimiento grafico.
En la Figura 7.5, sea O el centro de la Elipse de Tissot, k = OQ y
h=O0P. Si se gira OQ 90° alrededor del punto O se tendrd OQ’. Se unen

P y Q' por una recta y se halla su punto medio, M. Haciendo centro

con el compas en M, y con radio MO, se traza una semicircunferencia
hasta cortar la recta PQ" en H y K. Se demuestra (Pedro Puig Adam
(1961): Curso de Geometria Métrica (Tomo II), Leccién 34. Madrid. Nue-
vas Grificas.) que HQ' = N1 y que Q'K = Ny. Uniendo O con H y con

K se obtienen las direcciones de N1 y Na.

Figura 7.4: Proyeccién sinusoidal. Paralelos y meridianos cada 20°. Las lineas de trazos indican
igual deformacién angular maximas..

Figura 7.5: Elipse indicatriz de Tissot.

433



7.1.6 Transformacion inversa (de coordenadas cartesianas a geograficas)

Las coordenadas cartesianas son:
{ X = RAXcosp

Y =Ry
. . : Y :
De manera inmediata se obtiene que ¢ = I Por otra parte, de la pri-

X
Y
RCObﬁ

mera ecuacién: A = \g+

Ejemplos:

En un planisferio dibujado en proyeccién sinusoidal, con una escala de
1:160 000 000, se tiene un punto cuyas coordenadas cartesianas miden
x=—4,4cm e y = —3,85¢m. El meridiano central es A\g = 0°. Se desean
conocer las coordenadas geogréficas del punto.

X =aM = —4,4cm x 160 000 000 = —704 000 000cm = 7 040km

Y =yM = —3,85¢m x 160 000 000 = —616 000 000cm = —6 160km
~6160km
=~ — _55°94/95"
6 370km 180°

—7040km T
AN =0° =—111°31'58"
* 6 370km cos(—55°24/25"") 180°

7.2 Proyeccién homolografica (de Mollweide)

7.2.1 Dibujo
Es una proyeccion equivalente, por lo tanto las dreas deben ser correctas.
Para deducir los valores de los elementos que permiten el dibujo de esta

proyeccién (Figura 7.6), se considera un hemisferio cuya &rea es:

Area hemisfero = 27 R? (7.6)

Esta debe ser igual a la de un circulo de radio R; > R

Area Circulo = 7R} (7.7)
orR? = nR?

Ry = 2R?

Ry = RV2
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Figura 7.6: Proyeccion de Mollweide. Célculo de coordenadas

Por otra parte,
. 1 27 Rh
Area - zona esférica(0°,¢) = " Siendo h = Rsengp

. 1

Area = zona esférica(0°,¢) = TR%sen¢ (7.8)
Rl (XR1
2

{Rl cosaR;sena

Area en la proyeccion (

Area en la proyeccién (0°,¢) = R? cosasena + Ria

Area en la proyeccién (0°,¢) = R? B en 2a—|—a} pero Ry = RV/2,
R? =2R?
Area en la proyeccion (0°,¢) = 2R? [2 sen 2a+a] (7.9)
Como 7.8=7.9, resulta la siguiente ecuacion trigonométrica
(7.10)

Tsenp = sen2a+ 2«
Para resolverla se parte de un método grafico y, aplicando la formula

Y = Risena (7.11)
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se puede dibujar el canevas geografico calculando las distancias del Ecua-
dor a cada paralelo. El procedimiento es el que se describe a continuacién.

En la férmula 7.10 se dan valores a la variable « y se calculan los res-
pectivos valores para . Se confecciona un grafico cuyas abscisas son los
valores de «, y cuyas ordenadas, los valores de ¢. Dando a ¢ valores con
intervalos constantes, se calculan los valores respectivos de « (Figura 7.7)

y con la formula 7.11 se calculan las distancias de cada paralelo al Ecua-
dor.

Observaciones

Para hallar la distancia de cada paralelo el Ecuador, se iguala el area
de zona esférica comprendida entre el paralelo y el Ecuador, con el area
de ABCD (Figura 7.6). Luego se divide cada paralelo en partes iguales,
de acuerdo con el intervalo que se desea para los meridianos, y se dibujan
éstos uniendo con una curva suave los puntos de divisién (ver Figura 7.8).

Para obtener el planisferio se procede del siguiente modo:

= Se prolonga cada paralelo a ambos lados una longitud igual a la
mitad del paralelo y se divide en partes iguales de acuerdo con el

intervalo elegido para los meridianos.

= Se unen los puntos de divisién y se dibujan los meridianos (ver
Figura 7.8).

7.2.2 Calculo de las coordenadas de un punto (¢,)) (Figura 7.6)

X A A2Ricosa 2v2RMAcosa
Como —— = —, entonces: X = =
2Ricosa s T
Ademads, Y = Rysena = V2Rsena.
Ejemplos:

Calcular las coordenadas cartesianas para el punto (¢ = 60°N,\ =
120°F).
Para ¢ = 60°,a = 49°25’ (Ver Figura 7.7), entonces:

2v/2 6 370km120° I cos49°25'
x - 22 227 T8eo €° — 7813,973km

7r
Y = V/26370kmsen49°25’ =6 841,631km

436



80ty

30

20

T l’J
) 10 26 30 40 50 60 70 80 0

Figura 7.7: Proyeccién homologréfica. Cuadro para el método gréfico.

7.2.3 Caracteristicas y propiedades
El Ecuador se proyecta segin una recta de longitud incorrecta menor

que la real. En efecto:
Ecuador en la proyeccién =4R; = 4RvV2 =5,65R

Ecuador en la esfera =27 R =6,28R

Los paralelos se proyectan segin rectas paralelas al Ecuador, que se
van acercando entre si al ir desde el Ecuador hacia los Polos. E1 médulo
de alteracién lineal en un punto en la direccion del paralelo se calcula a

través de la expresion:

__longitud del paralelo en la proyeccion

longitud del paralelo en la esfera

4 4R+/2 2v/2
= 7R1 cosa’ pero R = R\/Z entonces k = Ry2cosa = v2cosa
2w Rcosp 2w Rcosp T COS (P
42 2v/2cos49°25’
Para ¢ = 60°, k = Vacosar _ 2v/2¢0s49°25' 1,17139632

2mcosp  mcos60°
Para ¢ =20°,k =0,922.
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Figura 7.8: Proyeccién homologréfica de Mollweide.
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Para a = p= Para p = a=
10° 12°43’ 10° 08°00’
20° 25°16° 20° 15°45
30° 37°31 30° 24°00°
40° 49°18’ 40° 32°00°
50° 60°22’ 50° 40°30°
60° 70°30° 60° 49°25°
70° 79°18’ 70° 59°30°
80° 86°18’ 80° 71°00°
90° 90°00’ 90° 90°00’

Tabla 7.1

Se demuestra que en las latitudes 40°44’12” norte y sur las dimensiones
de las proyecciones de los paralelos son correctas. Entre estas latitudes
y los Polos, las longitudes de los paralelos son mayores que las reales y
entre las mismas, los paralelos son menores que los reales.

El meridiano central es el inico que se proyecta segiin una recta. Los
dos meridianos cuya longitudes geograficas difieren en 90° con respecto
al central, se proyectan segiin dos semicircunferencias opuestas de longi-
tudes incorrectas. Los demas meridianos se proyectan segin semielipses,
calculdndose la deformacién en cada punto con el médulo de alteracién

lineal h.

_longitud del arco diferencial de meridiano en la proyeccion dm/’

longitud del arco diferencial de meridiano en la esfera ~ dm

El calculo de las longitudes involucradas requiere del célculo infinitesi-
1
mal, obteniéndose h = Toose donde ¢ es el complemento del angulo de
cose
interseccién de los paralelos con los meridianos (o).

2
Se verifica, ademés, que tge = —tga.A\. En efecto (ver Figura 7.9):
T

X
tgaz—l

Ricosa

t
ga I
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Dividiendo miembro a miembro ambas expresiones y despejando tge:

0
Z

PS

Figura 7.9: ¢, complemento del angulo de interseccién de un paralelo con un meridiano.

_ 2RjcosaA)
B T

X

Reemplazando en la expresién de tge:

tga2R1 cosaAA
tge=—"—""_—————
TR cosa
2ANtg
tge = ———
7r

Ejemplos:

a) Calcular el médulo de alteracion lineal h para el punto (¢ =60°,A =
30°).
T

180°
angulo de interseccién del paralelo con el meridiano). Reemplazando

2
tge=—30° tg49°25’ entonces € = 21°15’46" (complemento del
7
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en la férmula los valores obtenidos:

1

h =
1,171 cos21°15/46"

=0,916349614

b) Calcular el médulo de alteracién lineal h para el punto (¢ =20°, A =

30°).
tge = g30O T tg25°16’, entonces ¢ = 10°02/14".
m  180°
Reemplazando en la féormula los valores obtenidos:
1 1

kcose  0,922cos10°02/14" ’

En cada meridiano, el arco comprendido entre las latitudes 40°44'12"

norte y sur tiene una longitud mayor que la real, y los dos arcos com-

prendidos entre dichas latitudes y los Polos, dimensiones menores que las

reales.

Conocidos los valores de h y de k se pueden hallar N1 y N2 (los se-

miejes de la elipse de Tissot), como se hizo en la proyeccién sinusoidal,

obteniéndose:

1

= y V2

Vh2+k2+2+Vh2+k2 -2 Ny — Vh2+k2+2—Vh2+k2-2

2 2
Ejemplos:
Ya se ha calculado que cuando ¢ =60°,k=1,17139632 y h=0,916349614.
Entonces:
N1 =1,256286025 y No =0,795997073
Ejercicio:

a) Hallar los médulos de alteracion lineal h y k en el punto (¢ =

50°N, A =100°F) de la proyeccién de Mollweide, con meridiano cen-

tral A\g = 0°.

Para ello es necesario obtener el valor de « del grafico que aparece

en la Figura 7.7. El mismo es o = 40°37/30”. Entonces:

21/2 2v/2c0s40°37'30"
. fcosa: V2 cos =1,063060438
TCOS (P mcosH0°

1
Como h = ——, debe calcularse el valor de ¢, el que se obtiene de
kcose

., 2ANtg
la expresion tge = ————.
0
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9ANtga 2 x 100°—Z- tg 40°37/30"
- 8% _ 1800 '8 — 0,953178636. Enton-
T

1 1
kcose  1,063060438cos43°37/36"

tge

ces £ =43°37'36" y h=

b) Para el punto del inciso (a), hallar los valores de los semiejes de la
elipse de Tissot (N1 y Na).

Conociendo los valores de h y de k se calcula:

VR 2424+ VR k2 -2

Ny 5

=1,550078581

VR 2 42— VR k2 -2
B 2

No =0,465128583

Como control de los célculos realizados puede verificarse que N12 +
N3 =K% +h2

7.2.4 Usos

Esta proyeccién se utiliza fundamentalmente para planisferios.

7.2.5 Transformacion inversa (de coordenadas cartesianas a coorde-
nadas geograficas)

Ejemplo:

En un planisferio en escala 1 : 269 000 000 confeccionado en la proyec-
ciéon de Mollweide con meridiano central A\g = 0°, se tiene un punto del
que se miden las coordenadas cartesianas: x = 3,8cm, y = —1,55cm.

Se desean conocer sus coordenadas geograficas.

Se demostré que:

T seny = sen2a + 2a. (7.12)
Ademas:
2v/2RA
_ V2RAMcosa (7.13)
T
Y = +V2Rsena (7.14)

X =M = 3,8cm x 269 000 000 = 1 022 200 000cm = 10 222km.
Y =yM = —1,55¢m x 269 000 000 = —416 950 000cm = —4 169, 5km.
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sen 2o+ 2a
De la expresién 7.12: ¢ = arcsen7+. De la expresion 7.14 se
0

puede obtener la expresiéon para calcular a:

arcse arcse —4169,5km
o = arcsen —— = arcsen — —————
V2R V2 x 6 370km

Reemplazando los valores obtenidos en la expresién 7.13:

X7 10 222km x 7
A= =
2v2Rcosar  24/2 x 6 370km cos(—27°34'14")

= —27°34'14"

=115°12'24"

-l v

N
b / N A

[/
AV I 11/ ]])
LLLL 7S

\%\\\\\\\K\Y% I} ///L/— LI

Figura 7.10: Proyeccién de Mollweide de un hemisferio. Meridiano central de 60° E

Ejercicio: En un planisferio en proyeccién homologrifica (de Moll-
weide) cuyo meridiano central es \g = 0° se desean conocer, del punto

A(p =60°N,\=30°F), los siguientes elementos:
= las coordenadas cartesianas,
s los médulos de alteracion lineal h y k,

= el dngulo que forman en ese punto las proyecciones del meridiano y

del paralelo,
= los valores de los semiejes de la elipse de Tissot y sus orientaciones,

= el dibujo, en escala, de la elipse de Tissot.
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Figura 7.12: Planisferio en proyeccién de Mollweide dibujados: Meridiano central de 0°. Meri-

diano de 90° E y de 90°W. Meridianos de 180°.

= Del grafico de la Figura 7.7 se obtiene el valor de o = 49°25’.

2vV2RA\cos o _ 2v/2 x 6 370km cos49°25’ x 30° g5

=1953,512km

o ™ ™
Y = V2Rsena =2 x6370kmsend9°25’ = 6 841,631km.
2v2 2vV2 49°25/
. o ZV2e0sa | 2v2c0sd9°25" 1,171407554.
T COS P m cos 60°
= ———. Debe calcularse entonces el valor de e:
kcose
2ANt 2 % 30° L5 tg49°25/
tge = 8O _ 1800 6 — 0,389135702. Entonces

™
£ =21°15'46" y
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1 1
~ kcose  1,171407554cos21°15/46"

=0,916030804.

= Kl angulo que forman las proyecciones de paralelos y meridianos en

el punto es o/ = 90° — e = 68°44'14" .

= Conociendo los valores de h y de k se calculan:
VR R 24 VA2 k2 -2

M : —1,255915 v
(R By
Ny = YR 2\/ + — 0,796232229.

La orientacién de Ny y N2 se consigue con el método grafico deta-

llado en la Figura 7.5.

= Dibujo en escala de la elipse de Tissot: Figura 7.13

7.3 Proyecciones interrumpidas
Las mas conocidas son la Proyeccion Sinusoidal Interrumpida, la Pro-

yecciéon de Mollweide Interrumpida y la Proyeccién de Goode.

7.3.1 Proyeccion Sinusoidal Interrumpida y Proyecciéon de Mollweide

Interrumpida

Se basan en el siguiente principio: se supone cortada la superficie terres-
tre a lo largo de un meridiano o de un semimeridiano, de modo tal que el
corte origine la formacién de husos y semihusos sobre la superficie terres-
tre, cada uno con un meridiano o semimeridiano central. De esta manera
las deformaciones, que dependen de la distancia al meridiano central, se
acentian hacia los bordes de los husos. Segun la distancia al meridiano
central, serdn menores en los bordes de cada huso o semihuso que en el
mismo lugar en la proyeccién sin interrumpir (ver Figura 7.18).

Los cortes sobre los meridianos se realizan de acuerdo con la conve-
niencia segtin el tema a estudiar; por ejemplo, existen las proyecciones
interrumpidas de los continentes, que son aquellas en que los cortes se
hacen en los meridianos que atraviesan los océanos, quedando los con-
tinentes integramente comprendidos dentro de un huso o semihuso. En
otros casos interesa, para estudios oceanograficos, cortar sobre los meri-

dianos que atraviesan los continentes (ver Figuras 7.15, 7.16, 7.17).
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Figura 7.13: Elipse indicatriz de Tissot. Proyeccién de Mollweide.

7.3.2 Caracteristicas y propiedades
Son las mismas que las de las proyecciones sin interrumpir (ver Proyec-

cién Sinusoidal y Proyeccién de Mollweide, respectivamente).

7.3.3 Proyeccion Interrumpida de Goode (Ver Figura 7.19)

Se basa en el siguiente principio: se considera la superficie de la Proyec-
cién Sinusoidal Interrumpida entre los paralelos de latitudes 40°44’12"
norte y sur y se le adosa la Proyeccion Interrumpida de Mollweide entre
esas latitudes y los Polos.

Se tiene asi una proyeccién que presenta menos deformaciones que las

proyecciones Sinusoidal Interrumpida y de Mollweide Interrumpida, pues
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Figura 7.14: Proyeccién de Mollweide. Paralelos y meridianos cada 20°. Las lineas de trazos son
lineas de igual deformacién angular maxima.

Ps Ps Ps pd

Figura 7.15: Proyeccién sinusoidal interrumpida (de los continentes).

se utilizé6 de ambas la parte menos deformada: las latitudes menores de
40°44’12" norte y sur de la Proyeccién Sinusoidal Interrumpida y, entre

esas latitudes y los Polos, la de Mollweide Interrumpida.

7.4 Proyeccién de Ecker IV.

Se trata de una proyeccion equivalente.

7.4.1 Dibujo

En el planisferio los Polos estan representados por rectas paralelas al
Ecuador y de una longitud igual a la mitad del mismo y los meridianos
de los bordes este y oeste segiin dos semicircunferencias (Figura 7.20).

Para obtener la férmula que permite calcular la distancia de cualquier
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Figura 7.17: Proyeccién de Mollweide interrumpida (de los océanos).

paralelo al Ecuador deben igualarse las areas en la esfera y en la proyec-

cién.

Area superficie terrestre = 47 R> (7.15)
. » 7TR% .
Area proyeccion =2R12R; + 2T(F1gura 7.20)

Area proyeccion = R?(4+) (7.16)

Por la condicién de equivalencia antes mencionada, deben igualarse las
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Figura 7.18: EI continente americano representado en proyeccién sinusoidal y en proyeccion
sinusoidal interrumpida. Puede apreciarse la menor deformacién en el segundo caso.

expresiones 7.15 y 7.16:

4rR* = RI(4+nm)
47 R?
2
Ro= (44 )
A7 R?
R =
! (4+)
2 2
Ry = 2R —op T —2BT  endo R=6370km:
(4+m) w(4+m) T(4+n)
Ri = 8449,808km.

Tomando un paralelo cualquiera de latitud ¢ se tiene:

Area zona esférica (0°;p) = 27 Rh
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Figura 7.19: Proyeccién de Goode (homolosinusoidal).

Y
Ricosa
3
v\ &
(2]
R R X ® X
R1
Iy x

Figura 7.20: Célculo de coordenadas en la proyeccién de Ecker IV.

siendo h = Rsen, entonces

Area zona esférica(0%; ) = 2rR?*sen ¢ (7.17)

El 4rea en la proyeccién (ver Figura 7.20) entre el Ecuador y el paralelo

de latitud ¢ es:

] R R RiaR
Area en la proyeccion(0°;¢) =2 {RlRl sen« + 1sena2 Leosa 1; 1]

. R? R2
Area en la proyeccién(0°;¢) = 2 [R% sena + —= Sen2a cosa ;a}

Como senacosa = 5 sen 2a:

P 2
Area en la proyeccion(0°;¢) = 2R? [sena + ser; 4 %] (7.18)
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Como la proyeccién es equivalente:

2
21 R?sen p = 2R3 [Sena+ SeI; o N g]
™ 2 R27T
pero Ry =2R, /| ———, entonces Ry = . Reemplazando :
(4+m) 174
™ ™

7R?senp = AR%x sen o + sen2a + o
L 4 2

Por lo tanto: senp =

4 n sen 2« n «
sen o —
T 4 2
Entonces:

(4+7)seny = 4sen« +sen2a + 2« (7.19)

Esto permite calcular la distancia de cualquier paralelo al Ecuador a
través de la férmula
Y =R;sena (7.20)

El valor de a se obtiene del modo siguiente: en forma andloga a la ex-
plicada para la proyeccién de Mollweide, en la férmula 7.19 se dan valores
al angulo « en intervalos constantes, y se calculan los correspondientes
valores de ¢, con los cuales se confecciona un grafico cuyo eje de abscisas
corresponde a los valores de « y las ordenadas son los valores de ¢. Luego,
en el grafico, se seleccionan intervalos constantes de ¢ y se hallan los co-
rrespondientes valores de o . Con estos tltimos, aplicando la formula 7.20
se hallan las distancias de la proyeccién de cada paralelo a la proyeccién
del Ecuador. En la tabla 7.2 se consignan los valores de ¢ cada 5°, los

correspondientes valores de « y las distancias de un paralelo al Ecuador.

Ejemplo

Se desea dibujar un planisferio en Proyecciéon Eckert IV con paralelos
y meridianos cada 15°, con meridiano central A\g = 0°, siendo la escala
1:296 000 000.

Se dibuja en escala el Ecuador, cuya longitud es 4R = 33 799,232km
(en escala 11,42cm). Luego se traza el meridiano central perpendicular al
Ecuador en su punto medio, de longitud 2R; = 16 899,616km (en escala
5, Tlem).



%) « Y, = Rysena
0° | 0° 00’007 0, 000km
5% | 4°27'54” 657, 818km
10° | 8°56’12” | 1 312, 615km
15° | 13°25’12” | 1961, 094km
20° | 17°55’18” | 2600, 145km
25° | 22°27°30” | 3 227, 924km
30° | 27°01°42” | 3 839, 855km
35° | 31°38°30” | 4432, 813km
40° | 36°18°42” | 5003, 784km
45° | 41°02°42” | 5 548, 580km
50° | 45°51°30” | 6 063, 751km
55° | 50°45’54” | 6 544, 869km
60° | 55°46°54” | 6 987, 152km
65° | 60°56°00” | 7 385, 597km
70° | 66°14’42” | 7 733, 909km
75° | 71°45°12” | 8 024, 929km
80° | 77°30°06” | 8 249, 567km
85° | 83°33’18” | 8 396, 406km
90° | 90°00°00” | 8 449, 808km

Tabla 7.2

A continuacién se dibujan los Polos, que estan representados por dos
rectas perpendiculares al meridiano central en sus extremos y de longitu-
des iguales a la mitad del Ecuador (en escala 5, 71cm). Luego se divide
cada mitad del Ecuador en partes iguales y haciendo centro con el compas
en el punto medio, con un radio B; = 8 449,808km (en escala 2,85¢m),
se trazan dos semicircunferencias opuestas, quedando asi el perimetro del
planisferio.

Para trazar los paralelos, se dibujan rectas paralelas al Ecuador a una
distancia Y de éste (ver valores calculados en la Tabla 7.3). Dichos valores

deberan luego calcularse en la escala correspondiente.



Se divide ahora el Ecuador y cada paralelo en intervalos iguales de 15°

de diferencia de longitud geografica (en este caso, 24 partes iguales). Por

los puntos de divisién del Ecuador y los paralelos, se trazan las curvas

representativas de los meridianos.

P Y En escala
0° 0, 000km 0, 00cm
5° 657, 818km 0,22cm
10° | 1312, 615km | 0,44cm
15° | 1961, 094km | 0,66cm
20° | 2600, 145km | 0,88cm
25° | 3227, 924km | 1,09cm
30° | 3839, 855km | 1,30cm
35° | 4432, 813km 1,50cm
40° | 5003, 784km | 1,69cm
45° | 5548, 580km | 1,87cm
50° | 6 063, 751km | 2, 05cm
55° | 6 544, 869km | 2, 2lcm
60° | 6 987, 152km | 2, 36cm
65° | 7385, 597km | 2, 50cm
70° | 7733, 909km | 2, 6lcm
75° | 8024, 929km | 2, Tlcm
80° | 8249, 567km | 2, 79cm
85° | 8 396, 406km | 2, 84cm
90° | 8449, 808km | 2, 85cm
Tabla 7.3

7.4.2 Coordenadas cartesianas de un punto

Cada paralelo estd dividido en partes iguales. Por lo tanto, se puede

escribir la siguiente proporcién (Figura 7.20):

X

R+ Rjcosa

A

™

453



Por lo tanto:

P Ri(14cosa)A
0
en donde Ry = QRL
w(4+7)
Entonces: X — 2R(1+cosa)A o bien X — 2R(1+cosa) AN
(44 ) (44 )
, 2Rm
Ademés:Y = Rysena = ————sena.
w(4+)
Ejemplos:

Caélculo de las coordenadas cartesianas del punto (¢ =45°N,\ = 120°F)
en un planisferio dibujado en la proyecciéon de Eckert IV, con meridiano
central \g = 0°.

Para o = 45° se tiene o = 41°02/42" (ver Tabla 7.2).

2 x 6 370km (1 + cos41°02/42")120° &

Y - 180° _ 981, 735km.
m(4+)
2 k
Yy — msenlﬂo(ﬁ%?" = 5548,580km.
m(4+)
Nota

Para hallar la distancia, en la proyeccién, de los paralelos de longitud
correcta (¢ = £40°30") hasta el Ecuador, se igualan las longitudes de

dichos paralelos en la esfera y en la proyeccién:

21 Rcos40°30" = 2Ry + 2R cosa = 2Ry (1 +cosa).

2R
27 Rcos40°30" = 2771-(1 +cosa).
w4+
m(4+m)
5 .

\/7(4
cosa = cos40°30’M -1

2

1+ cosa = cos40°30/

De aqui se obtiene que o = 36°47'4,22" | lo que permite calcular

Y = Risena = 8 449,808km sen 36°47'4,22"” = 5 059,797km.
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Ejercicio
Calcular el error maximo angular (dpmax) en el punto (¢ =45°, A =120°)
de la proyeccién de Eckert IV, siendo el meridiano central A\g = 0°.

0 1,319635115 — 0, 757785228
1,319635115+0,757785228

N1 — No

— = =31°22/58".
N1+ Ny

Omax = 2arcsen 2arcse

7.4.3 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta segiin una recta de longitud incorrecta, menor
que la real, ya que en la proyeccion es 4R = 33 799, 232km, mientras que
en la esfera mide 2w R = 40 023,890km. Los paralelos se proyectan segin
rectas paralelas al Ecuador que se van acercando acentuadamente entre
si al ir del Ecuador hacia los Polos. Se demuestra que las dimensiones de
los paralelos de latitudes 40°30" norte y sur son correctas; los paralelos
de latitudes menores que las citadas se proyectan con longitudes menores
que las reales y los comprendidos entre las latitudes 40°30’ norte y sur y
los Polos tienen dimensiones mayores que en la esfera. Las deformaciones
en cada punto en la direccién del paralelo estan dadas por el médulo de

alteracién lineal k.

longitud del paralelo en la proyeccién

k =
longitud del paralelo en la esfera
_ 2R1+2Rjcosa 2Rq(1+cosa)
B 2rRcospy ~ 2mRcosyp
s . __2Rm
. 2R, /45 (1+cosa) B \/m(l—l-cosa) 2(1+cosa)

TRcosp mRcosp B Vr(d+7)cosp

Para la latitud ¢ = 40°30" (o = 36°47'4,22") el valor de k es:
~ 2(14cos36°47'4,22")

V(44 m) cos40°30/

Ejemplos:

Calcular el médulo de alteracién lineal k en cada caso para la latitud

que se indica.

= ©=230°N. En este caso o = 27°1742".

2(1 4 cos27°1/42"
o = 2Lt cos27 ) 0,9218660 = 0,022 < 1.

\/m(4+m)cos30°
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= © =60°N. En este caso a = 55°46'54" .

2(1+ cosb5°46'54")
(44 1) cos60°

k:

=1,319366 > 1.

El meridiano central es el inico que se proyecta segin una recta. Su
longitud es menor que la real: 2R; = 16 899,616km, siendo en la esfera de
20 011,945km. Los dos meridianos cuyas longitudes geogréficas difieren
180° al este y al oeste se proyectan segiin dos semicircunferencias de
longitudes incorrectas.

En cada meridiano, el arco comprendido entre las latitudes de 40°30’
norte y sur en esta proyeccion tiene una longitud mayor que la real y,
entre esas latitudes y los Polos, dimensiones menores que las reales. La
deformacion en cada punto de un meridiano estd dada por el médulo h.

La regién ecuatorial estd fuertemente alargada en el sentido norte-sur.
Esto da el aspecto caracteristico a esta proyecciéon que, por el contrario,
ofrece una representacién satisfactoria para las zonas templadas.

Esta proyeccién no es iségona ya que h # k, pero es equivalente, pues

hkcose = 1.

7.4.4 Calculo de los semiejes de la elipse de Tissot

Segun el Teorema de Nicolosi:
N1N2 = hkseno/

donde o’ es el dngulo que forman el paralelo y el meridiano en el punto.

Ademss, como la proyeccién es equivalente hksena’ = 1. Entonces:

1
h=——
ksena’
X Ri+R
Ademds (ver Figura 7.21): tge = - tga = M. Entonces:
tge X _ ARi(1+cosa) A

tgea  Ri(14+cosa) mRi(l+cosa) T

A
De aqui que tge = —tga, de donde es posible obtener el valor de ¢ y,
™

por lo tanto, el de o/ = 90° —«¢.
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Ao

Figura 7.21: Proyeccién de Eckert IV. Célculo de N1 y N2

Ya se ha deducido, para otras proyecciones equivalentes (ver Proyeccién

sinusoidal, seccién 7.1), que:

hZ 4 k2 42+ VhE+ k2 —2
N VPR 24 VR 4 ¢ N

Vh2 +k2+2-Vh2 + k% -2
1 2=
2

2

Ejercicio

En un planisferio dibujado en escala 1 : 127 420 000 en la proyeccién de
Eckert IV, con meridiano central \g = 0°, para el punto (¢ = 45°N, A =
120°E), calcular:

a) las coordenadas cartesianas del punto,

b) el dngulo de interseccién del paralelo y el meridiano en ese punto
(@),
¢) los valores de los médulos de alteracion lineal h y k,

d) los valores de los semiejes de la elipse de Tissot N7 y Na y su

direccién, y
e) dibujar la elipse de Tissot en escala conveniente.

Solucioén:
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Figura 7.22: Elipse indicatriz de Tissot

a) Para ¢ =45° se tiene a = 41°02'42" (ver Tabla 7.2).

2x6370km(1 41°02'42")120° -5
X = m(1+ cos 120° 555 _ gg81. 735km.
m(4+)
X (en escala) = 7,75cm.
_ 2x6370km x7

Vr(d+7)

Y (en escala) = 4,35cm.

sen41°02'42” = 5 548, 580km.

o

0
tg41°02/42" = 0, 580444381,
1800 © ’

Entonces € = 30°07'58” y o = 90° — 30°7'58" = 59°52/2".

c)

A
b) tge = —tga =
T

2(1+cosa) 2(1 4 cos41°02'42")

k= = =1,047490665
V(44 7)cosp /(44 7)cosd5
1 1
h =1,103829084.

~ ksena’  1,047490665sen 59952/2"

VR E2 24 VhE+ k2 -2

Ny 5

=1,319635115;
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Figura 7.24: Proyeccién de Eckert IV. Paralelos y meridianos cada 20°. Lineas de igual defor-
macién angular maxima

Ny — VA2 + k2 +2—Vh2+k? -2

2 5 =0,757785228.

e) Dibujo de la Elipse Indicatriz de Tissot: Figura 7.22.

Para dibujar la figura 7.22 se sigui6 el procedimiento grafico aplicado

en la Figura 7.5

7.4.5 Usos

Para mapas y planisferios estadisticos.
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7.5 Proyeccion globular (o de Nicolosi)

7.5.1 Calculo de coordenadas
Observar los tridngulos que se mencionan a continuaciéon en la Figura
7.25.

BP PAB
En el triangulo ABP: s 575 0 sea

AB sen(90° — 5)

BP senPAB
—_— = 7.21
AB cosd (7.21)
AB s
En el tridangulo P'AB: — = il B ; 0 sea
BP’"  sen(90° — PAB)
AB s
— (7.22)

BP' cos PAB

Multiplicando miembro a miembro las igualdades 7.21 y 7.22, resulta:

BP senPABsen? BP A K}
= 2 Por lo tanto, Bp = tg PABtg 3

BP'  cosPAB cos%

En el trigngulo PA’B, PAB = PAA’ + A/AB = g + g - 5;5
En el triangulo CAO, es
y=0d0+¢ (7.23)
Por lo tanto el 4ngulo PAB = % y
BP Y
=tg—tg— .24
op —85%5 (7.24)
Dado que el meridiano central es de longitud correcta:
BP R) )
= = 7.25
BP' R(r—¢) 7w—96 (7.25)
Como 7.24 = 7.25,
6 vy, 4 ¥ 1) § v
S U N0 2
— tg2tg2..tg2 7T75C0tg2:2 (7.26)
De723e=vy—-0
En el tridngulo COA, es
rp  send T send
— = crp=R— 7.27
R%  sene e 2 sene (7.27)
Y Y, (180° —~)
. sen — T sen-y
=—— " Y.=R-——— 7.28
OA sene ¢ 2 sene ( )
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En el triangulo POQ:

w  0Q RA 2
tgh =22 =22 20 g
2P0 R « &

w2\
5= (7.29)

Mientras que en el tridngulo C'OP,r,, = PO cosec
T
Tm = R§ cosec (7.30)
También en C'OP:
C'O=POcotgp.. Xy = chotgu (7.31)

En N el paralelo y el meridiano no se cortan a 90°, por no ser iségona

la proyeccion. El error angular

v=c'Nc-Z - oNc=Z+,
2 2
siendo C' NC el 4ngulo que forman las proyecciones del meridiano y el pa-
ralelo que pasan por N y, por lo tanto, el &ngulo que forman las tangentes
en N que, en la esfera, es de 90°.
En el tridngulo C’SN , debido a la propiedad de los 4ngulos interiores

de un triangulo:

C/SNZW—C/NCZT—(g+L> ZZ—L

2
A NS NS NS  NSsenp
. ! — — . — —
Por lo tanto: NC'S =1y sen.= ON- P o = g

Se demuestra que NNy = AA;. En efecto: CP x CP' = CA x CA; por-
que "Si desde un punto del plano de una circunferencia se trazan secantes
a la misma, el producto de las distancias de dicho punto a los puntos de
interseccion de cada secante, es una constante”

Esto es lo que se conoce como potencia de un punto respecto de una
circunferencia.

Aplicando el mismo razonamiento al arco PN N1 P/, se tiene que:
CPxCP' =CN xCN;

De lo anterior: CA x CA; = CN x CNy. Entonces: CA(CA+ AA;) =
CN(CN+NNjp). PeroCA=CN y ... AA; = NNj.



Figura 7.25: Proyeccién globular: Cdlculo de coordenadas.

NN AA
Como NS = ! y AS1 = ?1 , resulta NS = AS] = OAcos~y =
chosy.
Entonces " p
sent = m .Sent = cos-ysen ji (7.32)
5R
De 7.28 v 7.31 ,
tga = X (7.33)
ga = Y, .
de donde se obtiene a.
En el tridngulo C'NC:
sen(a+0)  sen(90°+4:) Ty, COS L
= o seetf)="Ga



X»  GRcotgpu SR

= y ’[“m = .
sen o« Lsen o sen (

5 Rcostsena

siendo CC' =

sen(a+6) = . Por lo tanto:

5 Rcotgpsen p

sen(a+0) = % (7.34)

En el tridngulo DN C se verifica que: 90° —w + 60 +90° + ¢ = 180°, o sea
—w+60+:=0. Por lo tanto:

w=0+1 (7.35)
Finalmente:
X =rpsend (7.36)
X =rysenw
Ejemplo 1:

En el mapa del continente americano (Figura 7.26), con meridiano cen-
tral Ag = 80°W | se desean conocer las coordenadas cartesianas del punto
(p =60°N, A =20°W).

De acuerdo con los datos AX =X — Xy = —20° — (—80°) =60° y § = 30°.

Reemplazando estos valores en las formulas antes deducidas:
Y 30° 30° Y o4/ 1" 09g/ "
En7.26tg—=-————cotg— = — =36°44'16,92 =73°2 =
n 7.26 85 = 1800 _300 8 5 :>2 36 6,92" =y =173°28'33,85
78°28'34" .

En 7.23 ¢ = v — 6 = 43°28'33,85" =2 43°28/34" .
T sen 30°

Aphcando 7.47 Tp =6 370]€m5m =7 271, 238km.

73028/34"
Segiin 7.28 Yo = 6 370km = v — 13 941,878km.

2 sen43°28'34"

200 T 28N
180° o114 000/ 1!
= = = =33°4124" = 1 =67°22"48".
180° 2 a

Por 7.30 7,,, =6 370kmg cosec67°22'48" =10 839,814km.

En 7.29 tgg -

De acuerdo con 7.31: X = g(i 370km cotg 67°22'48" = 4 169, 183km.

Por 7.32 sent = cos73°28'34" sen67°22'48" = 1 = 15°13'14".

4169,183km

m segin 7.33, de donde se obtiene que

Se calcula tga =

a=16°38'56".

463



5% \ o i 2 1
e \ //\\V,m%’%e \7/\\\‘\ / \ ; / o
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Figura 7.26: Proyeccién globular o de Nicolosi del continente americano, Ao = 80°W

15°13'14” 16°38'56"
También, por 7.34, sen(a+6) = €0 Sl , por lo que

cos67022/48"
a+60=45°57"14" y 6 = 29°18'18".
Por 7.35 w =29°18/18" +15°13'14" = 44°31'32".
De acuerdo con todo lo anterior se tiene que:
X =7271,238kmsen29°18'18" = 3 558,970km.
Y =10839,814kmsen44°31'32"” =7 601,174km.

Ejemplo 2:

En el mapa de un hemisferio terrestre en proyeccién globular (Figura
7.27), con meridiano central Ay = 0°, se desean conocer las coordenadas
cartesianas del punto (g(o) =60°N, A = T5°F).

8l 30 8l
En 7.26 tgi = mcotg 7 = 5 = 36044/17// = Y= 73028/34//.
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Entonces ¢ = v —§ = 43°28'34".

m  sen30°
En 7.27 Tp = 6 370km§m =7 271,238]{3771

. 7 sen 73°28'34"

A partir de 7.28: Yo =6 370/€m§m
2AMggo 24\
~ 1800

=13 941,878km.

En 7.29 tg% - = g = 39°48'20" = 1 = 79°36'40"".

Por 7.30 r,,, =6 370kmg cosec79°36/40" =10 172, 740km.
De acuerdo con 7.31: X = gﬁ 370km cotg 79°36'40" = 1 834,434km.

Por 7.32 sent = cos73°28'34" sen 79°36'40" = , = 16°14’44" .

1 834,434km

1 d .33 1 1 lculados: tga = ——————
Reemplazando en 7.33 los valores calculados: tga 13 941.878km’ o

que permite obtener el valor del 4ngulo o = 7°29'45" .

c0s16°14’44" sen 7°29’45"

c0s 79°36/40" , de don-
de se obtiene que a+ 60 = 43°59'26”. Por lo tanto § = 36°29'41".

Segtin la férmula 7.34, sen(a+6) =

Por 7.35 w = 36°29/41" +16°14'44" = 52°44/25" .

De todo lo antes calculado y a partir de las formulas 7.36, se obtienen
las coordenadas buscadas:

X =7271,238kmsen 36°29'41" = 4 324,560km.

Y =10172,740kmsen 52°44’25" = 8 096,476km..

7.5.2 Caracteristicas y propiedades(para un hemisferio)

El meridiano central es una recta de longitud correcta (7R) dividida
por los paralelos en partes iguales. Los demas meridianos son arcos de
circunferencia de longitudes mayores que en la esfera. Los meridianos de
diferencia de longitud 4+90° con el central se representan segin semi-
circunferencias opuestas de radio igual a ? Los meridianos dividen al

Ecuador en partes iguales. La deformacién en cada punto de un meridiano
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esta dada por:

TYccosp—r 0
h=(14222C°CY 7" 2% e,
R5senp—pR 2

Para el ejemplo 1 anterior se tiene:

213941,878km cos60° — 7 271,238km 29°18'18"
h = (1422 : . 2 15°13'14"
( 2 6 370kmE sen60° — 60° 1256 370km 2 )Sec
h = 1,280935

El Ecuador se representa segiin una recta de longitud correcta. Los pa-
ralelos son arcos de circunferencia que intersecan a los meridianos del
perimetro y al meridiano central en puntos que limitan arcos proporcio-
nales a los homodlogos de la esfera terrestre. En un paralelo, cada punto
presenta una deformacién dada por:

b rpsend 1
~ Rsen(90° — @) cost AX

En el ejemplo 1 anterior se tiene:

 7271,238kmsen29°18'18”  180°
~ Rsen(90° —60°) cos 15°13/14” 60°m

=0,552921978.
El &ngulo en la interseccién del paralelo y el meridiano en un punto es:
o' =90° — 1 = 74°46'46" .

Los semiejes de la Elipse de Tissot en un punto (empleando el teorema

de Nicolosi) son:

N VA2 +k2+2hksena + VA2 + k2 —2hkseno’
1:
2

B Vh2+k2+2hksena/ — VA2 + k2 —2hkseno’
N 2

los que, reemplazando por los valores obtenidos para el ejemplo 1, resul-
tan: Ny =1,29081 y N2 =0,52944

Esta proyeccion no es iségona pues N1 # No. El error maximo angular

Ny

en un punto estd dado por:

N1 —Na

Omax = 2 sen ——————
a arcsen NN,
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que, para el punto del ejemplo 1 antes considerado, vale:

1,29081 — 0, 52944

= 49°27'6"
1,29081 +0,52944

Omax = 2arcsen

Esta proyeccién tampoco es equivalente, pues N1 No = hksena’ # 1.

Para el caso del ejemplo 1 resulta:

N1Ny = 1,29081 x 0,52944 = 0, 683406446.

7.5.3 Dibujo de la Elipse de Tissot

En la Figura 7.25 el punto N se encuentra en la intersecciéon del paralelo
de colatitud ¢ (latitud ¢) y el meridiano de longitud A. Se han calculado
anteriormente los valores para el punto (¢ = 60° N, A\ = 20°TV) en un mapa
en el que \g = 80°W (Figura 7.26), obteniendo los siguientes valores:

X =3558,970km

Y =7601,174km

h =1,28094

k =0,55292

a = 74°46'46"

N; =1,29081

Ng =0,52944

6 =29°18'18".

Para este ejemplo se ha ubicado el punto y dibujado la elipse de Tissot

por el método grafico descripto en la seccién 7.1.5 (Figura 7.28)

7.6 Proyeccion aerea perspectiva

Con el uso de satélites y aviones adquiere importancia la elaboracién de
mapas para mostrar la superficie terrestre vista desde tales vehiculos (na-
ves). La proyeccion aérea perspectiva es una respuesta a esta necesidad.
Se deducird el caso general (caso oblicuo), cuando el centro de la pro-
yeccién —punto de tangencia del plano de proyeccion— tiene coordenadas
conocidas ¢g v Ag-

En la Figura 7.29 se representa la posiciéon del punto de vista V' cons-
tituido por el vehiculo espacial. El punto O, de coordenadas g y Ag, es

el punto nadir del vehiculo y punto de tangencia del plano de proyeccion.
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Figura 7.28: Proyeccién globular. Elipse Indicatriz de Tissot

La altura del vehiculo sobre la superficie terrestre es H. El punto A de la
Tierra tiene coordenadas geograficas ¢ y A. El punto A’ sobre el plano es
la interseccién del rayo de proyeccién VA con dicho plano.

En la Figura 7.29, con centro en O, se considera un par de ejes coorde-
nados, estando Y situado en direcciéon norte y X en direccién este. i es

el angulo que forman los radios CO y C' A. En dicha figura se tiene:

O'A = Rsen (7.37)

siendo O’ A la paralela a OA’ y perpendicular al radio CO. Ademés:

CO'" = Rcos (7.38)
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Figura 7.29: Proyeccién aérea perspectiva

00'=R—-C0O"=R— Rcost) = R(1—cos))

(7.39)

En el plano de la proyeccién, las coordenadas polares del punto A’ con

respecto a O y al eje OY son OA’ y el acimut 6.

En la Figura 7.29 se observa también que los tridngulos VOA’ y VO'A

son semejantes; por lo tanto:
oA O'A
H H+ 00!
de donde se obtiene que:
H
H+00"
Reemplazando 7.37 y 7.39 en 7.40 resulta:

H
H+R(1—cos?)’

OA'=0"A

OA’ = Rsen)

Las coordenadas cartesianas de A’ son:

X = OA'senf
Y = OA cosb
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H
sen

o sea:
R
sett H+ R(1—cos)
H
cosf

Y = R
sett H+ R(1—cos)
Resolviendo el tridngulo esférico O PN A (Figura 7.30), se obtienen las
expresiones de ¥ y 6 en funcién de ¢ y A. Por el teorema del coseno se

tiene que:
cos ) = cos(90° — ¢g) cos(90° — ) + sen(90° — ) sen(90° — @) cos AA
(7.41)

COS %) = sen p sen p + cos pg cos Y cos A\

O sea:

Figura 7.30: Tridngulo esférico

sen 0 _senA)\
~ senw

Por otra parte, aplicando el teorema del seno se tiene la siguiente pro-
sen(90° — )

porcién:
coswsen A\
senf = 1
sen

Por lo tanto:
Si ahora se aplica el teorema del seno-coseno a dicho tridngulo se tiene

la relacién:
sen) cosf = sen(90° — ¢g) cos(90° — ) — cos(90° — o) sen(90° — ) cos AN



0O, lo que es lo mismo:
sen ) cosf = cos g sen Y — sen g cos  cos A\
De alli es posible obtener la expresion de cosf en funcion de los datos

conocidos:
COS (P SEN Y — SN (P COS P oS A

cos =
sen

Se pueden calcular entonces las coordenadas cartesianas:

X=R
Y=R

H
57— | cospsen A\
H+R(1—cos) (742)

m (cos g sen p — sen g cos p cos AX)

Nota
Si H — oo, el factor entre corchetes de las expresiones 7.42 tenderd a 1

y se reducird al caso oblicuo de la proyeccién acimutal ortografica.

Ejemplos:

Hallar las coordenadas cartesianas de un punto (@, A\) de la proyeccién
aérea perspectiva.

Datos

H =7000km;pg = 45% X9 = 0% ¢ = 40°; A = 40°.

Aplicando la férmula 7.41: cos ) = sen45° sen 40° + cos 45° cos 40° cos40° =

0,869467032, es posible obtener ahora las coordenadas cartesianas:

7000km
X = 6370k 400 400
" [7 000k + 6 370km(1 —0,869467) ] cosElsen
— 2803, 588km
7000km
v = k
0370km [7 000km + 6 370km (1 -0, 869467)] 8

(cos45°sen40° —sen45° cos40° cos40°) = 225,311km

Ejercicio
Dibujo del canevas para los datos del ejemplo anterior
Dibujar en escala conveniente el canevas de la proyeccién aérea perspectiva

con los meridianos y paralelos cada 10°.



60°

-50°

-60°

Figura 7.31: Proyeccién aérea perspectiva

-40°

-30°

-20°

-10°
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ol Ao 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60°
30°X | 0,000 921,567 | 1772,268 | 2494,687 | 3053,252 | 3435,541 | 3647,957
Y | -1599,093 | -1529,058 | -1327,645 | -1018,452 | -633,780 | -207,516 | 230,391
40° X | 0,000 838,172 | 1615,344 | 2281,206 | 2803,588 | 3169,087 | 3380,960
Y | - 553,266 | - 497,315 | - 335,943 | - 86,869 | 225311 | 574,265 | 936,099
50° X | 0,000 704,149 | 1361,738 | 1933444 | 2392,164 | 2724,622 | 2929,919
Y | - 553,266 | 593,385 | 709,631 | 890,640 | 1120,267 | 1380,647 | 1654,860
60° X | 0,000 533,905 | 1037,056 | 1482,621 | 1850,599 | 2129,137 | 2314,246
Y | 1599,093 | 1624,577 | 1698,857 | 1815,832 | 1966,572 | 2140,757 | 2328,057

Tabla 7.4: PROYECCION AEREA PERSPECTIVA.

474



Considerar el centro de la proyeccién en el punto (pg = 45°; X g = 0°).
Dibujar los paralelos de latitudes desde 30°N a 60°N y los meridianos de
0° a 60° este y oeste.

Solucién: Empleando las férmulas 7.42 se confecciona la Tabla 7.4, en
la que se consignan, para cada latitud y longitud, los valores de X e Y

en kilémetros.

7.7 Proyeccion de Van Der Grinten

La proyeccién de Van der Grinten proporciona la representaciéon de la
totalidad de la superficie terrestre dentro de un circulo. Originalmente, su
empleo estuvo vinculado a la confeccién de un mapa base. Se comenzara
por el procedimiento geométrico que permite confeccionarlo y luego se

analizaran las ecuaciones de sus coordenadas cartesianas, sin deducirlas.

7.7.1 Dibujo de la proyeccion

En la Figura 7.32, el Ecuador estd dado por la recta EE’, de longitud
correcta (2rR). El meridiano central es la recta NS de longitud inco-
rrecta. Los otros meridianos son arcos de circunferencia que pasan por
los polos y dividen al Ecuador en partes iguales. Los paralelos son tam-
bién arcos circulares cuyo trazado estd determinado por el procedimiento

siguiente:
= Se unen con una recta los puntos E'y V.

s Se toma una latitud arbitraria A’ sobre ON; suponiendo que la

latitud varia linealmente a lo largo del meridiano central:

OA"

ON 3
Por lo tanto OA’ = QON%
» Se traza AA’ paralela al Ecuador, que intersecta a EN en B.
» Se une B con E’, cortando al meridiano central en C’.

s Se traza por C’ la recta CC’ paralela al Ecuador, obteniendo C”,
que es uno de los puntos de la proyeccion del paralelo, siendo el

simétrico C, otro punto del mismo.

475



Figura 7.32: Fm : centro del arco NQS. Fp : centro del arco CDC”

= Se une A con E’, obteniéndose D en la interseccién con el meridiano

central.

= Se halla el centro del arco de circunferencia que pasa por esos tres

puntos y se traza el arco CDC".

La proyeccién del paralelo de latitud ¢ es un arco de circunferencia que
pasa por C, Dy C".

Para el trazado de un meridiano de longitud A\, que es también un
arco de circunferencia, se tienen dos puntos N y S. Falta tnicamente un

tercer punto (Q) del Ecuador tal que:

0Q AX

OF'  «’

por la proporcionalidad entre longitudes A\ y distancias a partir de O.
AX

De aqui: OQ = OE’'—=. El meridiano es el arco de circunferencia que
7r

pasa por N, Qy S.
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7.7.2 Procedimiento analitico

Requiere de un proceso algo extenso y que escapa al propdsito de este
libro, por lo que se dard, de manera sucinta, un resumen de formulas. En
primer lugar es necesario definir dos dngulos auxiliares ¢ y 6, en funcién

de la latitud y de la longitud del punto (¢ y AMN).

1/ 7 AX 2¢p
¢—2(A>\—ﬂ_), G—arcsen?

Luego es necesario definir algunas expresiones auxiliares:

cosf
senf +cosf—1’ G(

2
2
-1); Q=v"+G
senf
Con la sustitucién de esas variables y expresiones auxiliares se obtienen
expresiones de las coordenadas cartesianas en un sistema de ejes en el

cual el eje X se toma colineal con la proyeccion del Ecuador y el eje YV

con la del meridiano central:

£nR { (G- P2)+[p2(G - P22 — (P2 +42)(G? - P)]3 |
P2 442
£rR{PQ—y[(v? + 1)(P*+4?) - Q%% }
P2 442

Y =

El signo elegido para la coordenada X depende del signo de A\. Esto
se cumple para —180° < A\ < 180°. El signo elegido para la ordenada Y
depende del signo de .

Casos particulares

Si p =0° (Ecuador) 6 AX = 0° (meridiano central), las ecuaciones de
X e Y se volveran indeterminadas. En esos dos casos son necesarias ecua-

ciones simplificadas. Si ¢ = 0° las coordenadas estan dadas por:

X = RAMX
Y =0

Si AX =0°, las coordenadas son:

X=0
Y =+tnRtg(%)

477



-

Figura 7.33: Proyeccién de Van der Griten (Ao = 0°) con paralelos y meridianos cada 10°. Lineas
de trazos: Lineas de igual deformacién angular maxima

7.7.3 Caracteristicas y propiedades

El Ecuador se proyecta en un segmento de recta de longitud correcta.
Los restantes paralelos son arcos de circunferencia de longitud incorrecta,
mayor que la real, aumentando del Ecuador hacia los polos. En estos
ultimos k — oo. La férmula del médulo de deformacién (k) tiene una
forma compleja y su valor, por ejemplo en el paralelo de 60° de latitud,
varia desde 1,708 en la intersecciéon con el meridiano central hasta 1,789
en su interseccién con el meridiano de A\ = 180°.

El meridiano central es una recta de deformacién variable desde el cen-
tro hasta los polos en que h — oo. Los demas meridianos son arcos de
circunferencia que cortan al Ecuador en partes iguales. En el Ecuador
tienen un médulo de deformacion lineal h =1 y en los polos h — co. En
su interseccién con el paralelo de 60°, h varia entre 1,537 para el meri-
diano central hasta 2,598 en los meridianos en que A\ = 180°. También

la férmula del médulo A tiene una expresion compleja.
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Esta proyeccién no es equivalente; presenta su minima distorsién de area
a lo largo del Ecuador y su maxima deformacién en el area en las regiones
polares. Tampoco es iségona (o conforme); presenta una distorsion de las

formas que se incrementa desde el Ecuador a los polos.

7.7.4 Usos
Es usada para planisferios. La extensién representada con menor defor-

macién estd entre los paralelos de latitudes 75° norte y sur.

Ejemplos:
En una proyeccién de Van Der Grinten, con meridiano central A\g = 10°,
hallar las coordenadas cartesianas del punto (¢ = 80°N,\ = 140°F).
(f ) (e e
AN T 130°7  w180°

T2

5 > =0,33120 radianes.

o
1800 — 62°44'2"

2¢
f = arcsen — = arcsen
™

Con estos valores, se obtiene:

cosf B cos62044'2"
senf+cosf—1  sen62044/2" + cos6204472!" — 1

2 2
" G<sene ‘1> =L (r162442_1) = 1,65024;

Q = ?+G=0,33120%2+1,32019 = 1,42988.

G:

=1,32019,

Las coordenadas cartesianas son:

£rR{ (G- P?)+[V3(G— P22~ (P2 +4?)(G? - P?)]}}

X = P2 42
wR{—O,46471 +[0,21595 +2’77743]%} 8 938,878km
2,83298 |
o ER{PO-vl? (P47 - @) )
P22
7R {2,35965 —0,34724
_rR{ 0 ) _ 14915,530km.

7.8 Proyeccion de Robinson
Desarrollada por A. H. Robinson en 1963, su objetivo principal fue

obtener una proyeccién para los planisferios que minimizara el aspecto de
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las deformaciones angular y superficial. Las dimensiones y coordenadas
fueron elegidas para dar un aspecto adecuado para un planisferio.

Es una proyeccion seudocilindrica, pues el Ecuador y todos los paralelos
son lineas rectas paralelas. Los paralelos de 38° de latitud norte y sur son
los tnicos que tienen longitudes correctas (k = 1) (ver Figuras 7.34 y
7.35). Los paralelos hasta las latitudes 38° norte y sur estdn igualmente
espaciados y, més alld de esos limites, decrece su separacién. Los polos
son rectas de longitud igual a 0,5322 veces la longitud del Ecuador; éste,
a su vez, posee una longitud de 0,8447 veces la longitud que posee en la
esfera terrestre.

El Ecuador y los paralelos estan divididos en partes iguales por los
meridianos. El meridiano central es una recta perpendicular al Ecuador de
una longitud igual a 0,5072 veces la longitud del Ecuador en la proyeccién.

Los demaés meridianos son curvas céncavas hacia el meridano central.

7.8.1 Dibujo de la proyeccion
El dibujo de esta proyeccién se realiza en base a los valores dados en

una tabla que consigna las distancias desde el Ecuador a los paralelos a
lo largo del meridiano central (£,,) v la longitud de los paralelos en cada
latitud desde el meridiano central (£,) —es decir, de la mitad del paralelo—
(ver Tabla 7.5). El valor de ¢,, consignado en dicha tabla corresponde a
un radio terrestre unitario (R =1). Por lo tanto:

Y, = R,

AO
e = Bhige

(porque los meridianos dividen en partes iguales a los paralelos).

Ejemplos:
Hallar las coordenadas de (p = 0°;A = 180°), adoptando R = 6 370km.

_ y ©° - 180° _
X, = R PIR00 6 370km x 2,628@ =16 740, 36km.
Nota
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En la esfera, la mitad del Ecuador es 20 000km, mientras que en esta

proyeccion es 0,8447 x 20 000km = 16 894km.

Ejemplos:

Hallar las coordenadas del punto (¢ = 42°30"; A = 50°), adoptando R =
6 378km. Emplear interpolacion lineal para valores intermedios de la Ta-
bla 7.5.

Dado que a ¢ = 40° le corresponde £,,, = 0,669 y a ¢ = 45° le corresponde
£ = 0,752, para o = 42°30" es £, = 0,7105. Entonces:

Y, = Rl,;, = 6 378km x 0,7105 = 4 531,569km.

Como a ¢ = 40° le corresponde £, = 2,422 y a ¢ = 45° le corresponde
¢, = 2,356, para ¢ =42°30" es £, = 2,389. Entonces:

A° 50°

X, = Répﬁ =6 378km x 2,389 1300

=4232,512km.

Ejercicio

Verificar la escala en la proyeccién de Robinson.

Por ejemplo, se sabe que en esta proyeccién el Ecuador esta representado
por una recta que mide 0,8447 veces la longitud del Ecuador en la esfera
terrestre:

Ecuador en la proyeccion = 0,8447 x2wx 6 370km = 33 808, 18022km.

Midiendo en el mapa la longitud del Ecuador, por ejemplo de 18,75cm,
resulta el médulo de la escala:

3380818 022cm

=1 1 ~1 .
18, 75cm 80 310 000 = 180 000 000

7.8.2 Caracteristicas y propiedades

Las formas presentan muy poca deformacién dentro de los 45° desde el
origen y a lo largo del Ecuador (ver Figura 7.34). Dentro de los 45° del
origen y a lo largo del Ecuador, la distorsion en las dreas es muy pequeia
(ver Figura 7.35).

No es iségona (Figura 7.34) ni es equivalente. La deformacién en las
areas es constante a lo largo de rectas paralelas al Ecuador (ver Figura
7.35).



%) L Ly

0° | 0,000 | 2,628
50 | 0,084 | 2,625
10° | 0, 167 | 2, 616
15° | 0,251 | 2, 602
20° | 0,334 | 2,582
25° | 0,418 | 2, 557
30° | 0,502 | 2,522
35° | 0, 586 | 2,478
40° | 0, 669 | 2, 422
45° 1 0, 756 | 2, 356
50° | 0, 833 | 2, 281
55° | 0,913 | 2, 195
60° | 0,991 | 2,099
65° | 1,066 | 1, 997
70° | 1,138 | 1, 889
75° | 1,206 | 1, 769
80° | 1,267 | 1,633
85° | 1,317 | 1, 504
90° | 1,349 | 1, 399

Tabla 7.5: PROYECCION DE ROBINSON.

7.8.3 Usos
Se usa para planisferios y mapas tematicos murales o mapas de pequena
escala en atlas. Esta proyeccién fue adoptada en 1988 por la National

Geografic Society (EE. UU.) para sus planisferios.









Anexo A

Calculo de las normales principales

Normal principal

N La gran normal o normal principal en un punto M del elipsoide es el
segmento comprendido entre el punto M considerado y la intersecciéon de
la normal en él con el eje menor de la elipse meridiana por M. Dicho eje
es el del elipsoide. Recuérdese que la normal a un plano en un punto se
obtiene considerando la perpendicular al plano tangente en dicho punto.

Dicho segmento, la gran normal, se representa con la letra N. Considére-
se para su cdlculo una seccién del elipsoide que contenga al eje PP’ (Figura
A.1); dicha seccién serd una elipse meridiana. Considérense también dos
circunferencias: una de radio a circunscrita a la elipse y otra de radio b
inscrita en ella(Figura A.2). Se analizard c6mo calcular la tangente en un
punto A y, a partir de alli, la normal.

Sea A el punto sobre la elipse cuyas coordenadas son (z,y) y considérese
el punto sobre la circunferencia de radio a de abscisa x. Este punto tiene

una ordenada y' tal que: 22 +52 = a?(1).
/
Por ser semejantes los tridngulos de la Figura A.2: v _ % Y=y
Y

e

Reemplazando esta igualdad en (1):

2 20 2
r+yYy’ - = a
7

202 +9%a® = a*b? Q)



A

Figura A.1: N, la gran normal en M.

Y

Figura A.2: Seccién del elipsoide.

Dividiendo miembro a miembro por a?b?:

se obtiene la ecuacién estandar de la elipse.

3 |

En esta elipse, otro elemento importante es ¢, la distancia del centro de

la elipse a cada uno de los focos: ¢? = a® —b?

El achatamiento de la elipse se describe a través de:

:a—bzl_é
a a

(07

486



Cuanto mas semejante a una circunferencia sea la elipse, mas proximo

estard el valor de a a cero.
Se define también la excentricidad o primera excentricidad como:

c a?—b?
ec=— = —_—
a a?
2 2_ 312 2
c a“—b b
De alli: e= — = 5— = 1——, de donde se obtiene que
a a

b

a
La segunda excentricidad es:

c a? — b2
== "—
b b2

También puede expresarse el achatamiento en funcién de la excentrici-

dad:

b b
a=1——. Entonces — = l—a(l—ez)%
a a

Osea:b=a(l—a)= a(lfeQ)%

Figura A.3: Semiejes y ubicacién de un foco en la elipse.

Se desea obtener una expresién para la abscisa del punto A que dependa
solo de las coordenadas geogréficas de dicho punto y de los pardmetros

de la elipse meridiana (o sea, del elipsoide). Para ello se reemplaza la
expresioén anterior (para b) en la ecuacién I:

22a®(1—-e?)+92%a® = a?a®(1—€?)
o bien: 22(1 —e?) +y% = a?(1—¢?)

487



Derivando (respecto de x):

d

22(1 —e?) +2yy’ =0, siendo 3y’ = d—y
x

2uy = —2z(1—€?) (IT)
Por definicién, la derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva

en un punto:
r_dy
v = de
Entonces, reemplazando en II:

—z(1—e?)  z(1—e?)

tg(90° — ) = —cotgyp

= = =z(1—e?)t
—cotgy cotgyp ( Jt8
y en I:
2202 +22(1-e?)%a%tg?e = ab?
22a?(1—e?)+22(1—e?)2a%tg’p = a?a®(1—¢€?)
221+ (1-e)tg?p] = d?
9 a? a? a’cos? ¢
l— = =
1+ (1—e?)tg?¢ 1+(1_e2)% cosZ p +sen2 p — e2sen?
cos?
9 a20052<p acos
r°=-——F——>%—yporlotanto v = —————
1—e2sen?p (1—e2sen2p)?

A

Y

Figura A.4: Célculo de la gran normal.

x
En la Figura A.4 se observa que: cosp = N entonces:

x acosp

~cosp cosgp(l—eQSen2<p)%
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a

N=e———
(1—e2sen2p)2
Ejemplo:
Para Santa Fe, ¢ = 31°38',¢2 = 0,00672375,a = 6 378, 388km.
6 378,388k
N =  OOORTTY = 6384,294km

(1—0,00672375sen? 31°38/)2
., Qué ocurre si se considera un punto del hemisferio norte de latitud opues-

ta a la de Santa Fe?

Ejercicio:

Calcular N para: a) el Polo Sur, b) un punto sobre el Ecuador.

Radio de curvatura p en un punto del meridiano

Sobre una elipse meridiana sean dos puntos proximos Ay By sea @ el
punto de interseccién de las normales a ambos cuando B se acerca a A.

Cuando el punto B tiende hacia A, o sea cuando el arco AB = ds tiende
a cero, el punto hacia el cual tiende @) es el centro de curvatura de la curva
en A.

Como ds = pdy, entonces p = —S, siendo dyp el dngulo que forman ambas

de

normales. p se llama radio de curvatura de la curva en A.

Al circulo de centro @ y radio p se lo llama circulo osculador a la curva
en Ay es una circunferencia que, localmente, se asemeja a la curva en A,
es decir, tiene la misma curvatura que la curva en A.

La curvatura de la curva en un punto es la inversa del radio de curvatura
de la curva en ese punto.

Para CaIC}llar p, obsérvese que, en la Figura A.2:

seny = % =9’ =asen

Ya se vio que, por semejanza de tridngulos, resulta:

Yy  a asen a

= = X entonces = —

b
Ademas, en la misma Figura A.2 se ve que:

{ T = acos (III)

y = bsen

d
Por definicién: p = i y ds= \/m
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De III:

Si dez = —asend

dy = bcosydy

Por lo tanto: ds = v/a2sen2 1+ b2 cos2 1hd

Se dedujo, al calcular N, que

acosy

1—e2sen2¢p

y
y=z(l-e)tgp (V)
Entonces:
2
acos asenp(l—e
y=————=(1-)tgp = #
1—e2sen2¢p 1—e2sen?¢p

Llamando w? = 1 —e?sen? ¢, para abreviar, resulta:

cosp

w
_ senp(1—e?) (V)
y=a——5

r=a

2 b? sen
Comoﬁzl—eQ:y:— d

1— 2
De y= u se tiene que:
cotgyp

w

1y 1 bsenyp 1 b

1—62$:1—62EC081¢71—626
2
a®b a
= —Ztoh=—t
2 B =7118

tgp =

donde ¢ es la latitud geodésica.

Derivando la expresiéon anterior:

do a dy b cos?
5, T he2 W=
cos?yp  bcos a cos? @
DeIll y V:
r = acosz/):acos —cos = ¥
w
b2 b
y = bsenw:—sen@:senw:fw
a w a w
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Entonces:

b2 sen? 2
ds = \/a22sen2“0+b2cosfd¢
a2 w w
b bcos?e b2 cosp dyp
= —— dsp =
wa cos2p aw w? cos2p
b2
= L
a3’

Volviendo al calculo de p:

ds_dego 1 _b2 1

S BT e a
a(l—e?)
P = Q05 3
(l—eQSenzap)%

Ejemplos:

a) En el Ecuador ¢ = 0°. Entonces

N =a=6378,388km
b2 v (6356,912km)?

— — 2 - g = ——— - —
p=a(l—e*) agz=- 6378, 388km 6 335,50831km

b) En Santa Fe ¢ = 31°38'S. Ya se ha calculado N y el radio de cur-

vatura es:

6 378, 388km(1 — 0,0067226458)
(1—0,0067226458 sen2 31°38/)

=6 353,123km

Resumiendo:

Tanto N como p, llamados radios de curvatura principales, dependen
unicamente de la latitud ¢ (aparte de los pardmetros a y e del elipsoide),
por lo que todos los puntos sobre un paralelo tendran los mismos radios de
curvatura principales. Recordar que el radio de un paralelo en un punto

es:
a) en la esfera: Rcosg =7,
b) en el elipsoide: N cosyp =1y,

Un elemento de un arco de paralelo vendra dado por: N cos@dA

Un arco infinitesimal de meridiano mide:



a) en la esfera: ds = Rdyp;
b) en el elipsoide: ds = pde.

Calculo de la longitud de un arco de meridiano en el elipsoide
Se sabe que la longitud del arco de elipse meridiana correspondiente a

una diferencia de latitudes dyp es:

s=[Cpao v

%0
. ds
ya que, siendo p = 70" entonces ds = pdp.

Para calcular la longitud de arco de elipse meridiana es necesario desa-

rrollar ¢ en serie.

El radio de curvatura p en serie.

Se ha visto en el apartado anterior que:
p=a(l—e?)(1—e?sen? 99)7%

donde a y e son constantes propias del elipsoide que se fije y ¢ es la latitud
del punto donde se calcula el radio de curvatura.
Haciendo a(1—e?) = Ry e?sen? p = x, resulta p(z) = R(1 — x)_%

Segun el desarrollo de Mc Laurin:

ple) = pl0)+ ot P’ + et +

p(0) = R

pa) = L=r(-3) -0ty =ria-
p0) = gR

g = h=r(-3) - by = Pra-n
o0 = R

@) = TR (3) -0 o) = ER0-o)
pr0) = %R



Entonces:
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