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INTRODUCCION

Los operadores de integracién fraccionaria de la teoria de potencial
clasica, son operadores de convolucién o invariantes por traslaciones que
actian mejorando tanto la regularidad local como la integrabilidad local
de las funciones de una manera precisamente determinada por el orden de
la integracién y por los indices de los dominios. Aunque en principio de
naturalezas diferentes, los conceptos de regularidad local e integrabilidad,
las dos acciones mencionadas para operadores invariantes por traslaciones,
estan intimamente ligadas.

Esta tesis se inserta en la investigacion de las propiedades de acotacion
entre espacios de funciones integrables de operadores invariantes por trasla-
ciones que son lineales y acotados entre espacios de funciones con regular-
idades locales. De los trabajos pioneros de Taibleson, Stein y Zygmund, se
reconocen dos etapas centrales en la resolucién de tales problemas:

1. detectar la estructura de convolucién con un ntcleo suave de los
operadores invariantes por traslaciones que preservan regularida-
des locales y

2. probar que operadores de convolucion con nicleos con determinada
suavidad preservan clases de Lebesgue de funciones integrables.

Ma3s precisamente, el propdsito global de este trabajo es extender el Teo-
rema S-Z (de Stein y Zygmund): Si T es un operador lineal invariante por
traslaciones que manda el espacio de las funciones Hélder(Lipschitz) con-
tinuas con exponente «, A, en el espacio Ag, para algin a y 3, f > «,
entonces T manda LP en LY donde 1/qg=1/p—(f—a)/n conl < p,q < oo,
a casos en que el control de la regularidad local se tiene a través de médulos
de continuidad maés generales que potencias y el de la integrabilidad ocurre a
la manera de los espacios de Orlicz que generalizan a los espacios LP clasicos
de Lebesgue.

Si bien este problema sirvié de guia, en el desarrollo de su investigacién
surgieron miltiples aspectos del Andlisis Real que abrieron nuevas lineas de
trabajo en las que se han logrado resultados interesantes por si mismos: ca-
racterizacion de funciones Lipschitz con moédulos de continuidad generales,
en términos de sus extensiones armdénicas; extension de las clases A(q; p, 00)
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INTRODUCCION

de Taibleson ( [Tai64] o también [Ste70]), anélisis de su estructura; genera-
lizacion de los potenciales de Bessel como isomorfismos entre estos espacios
de Lipschitz generalizados; estudio de los operadores de convolucién entre
estos espacios, de las propiedades de suavidad de sus nucleos y de su accién
sobre los espacios de Orlicz.

En el Capitulo 1 se introducen primero los espacios de Lipschitz pun-
tuales (L,) asociados a médulos de continuidad controlados por funciones 7
de crecimiento, se estudian sus propiedades basicas y se obtiene una carac-
terizacién en términos de extensiones arménicas, generalizando el resultado
clésico para A, con 0 < a < 1. Este punto de vista para los espacios L,
induce, como en el caso de A,, una definicién natural de las clases A(n; 00)
cuando el crecimiento de 1 es por lo menos lineal, en un sentido que se
precisa a través de los llamados tipos de 7. Se prueba una caracterizacion
puntual en términos de diferencias segundas cuando el crecimiento de la fun-
cién 7(t) no supera a t2. Se obtiene también una descripcién a la Sobolev de
estos espacios, en el sentido que la pertenencia de una f a A(n; 00) equivale
a la pertenencia de las derivadas de orden k de f a otro espacio de orden
menor, A(7; 00), con 7(t) = % Finalmente se introducen espacios analogos
para médulos de continuidad en LP (1 < p < oo) y se dan algunas de las
propiedades mas importantes para su uso posterior.

En el Capitulo 2 introducimos generalizaciones de los potenciales de
Bessel a operadores formalmente del tipo ¢[(I — A)~/?], donde ¢ incluye
el caso usual de las potencias. Esto se hace introduciendo un multiplicador
adecuado a nivel de la transformada de Fourier. Mientras que en el caso
clésico los potenciales de Bessel constituyen un semigrupo: Jie o Jis = Jyays,
la composicion de dos de los nuevos potenciales induce un producto que en
general es diferente del puntual, aunque equivalente, manteniendo en esta
clase nueva una estructura similar a la de semigrupo. Uno de los aspectos
mas importantes de los potenciales de Bessel es que, siendo isomorfismos
entre los espacios A(q;p,q), permiten reducir los problemas al caso en que
« estd entre cero y uno, donde la descripcion de los espacios es més sencilla.
El problema central del Capitulo 2 es buscar condiciones, lo mas generales
posibles, para que los potenciales de Bessel generalizados constituyan iso-
morfismos entre los espacios A(n; p). Si bien la continuidad y la inyectividad
se obtienen bajo condiciones bastante generales; la suryectividad, en cambio,
nos ha llevado a restringir los “6rdenes de suavidad” de estos potenciales a
clases que, sin embargo, resultan suficientemente amplias como para incluir,
ademas de las potencias, funciones tales como t*(1 + log™ %), que ya han
aparecido repetidas veces en otros contextos. Cabe mencionar que la prueba
aqui expuesta se aparta esencialmente de la clasica de las potencias y se
basa en un Lema de Wiener [K] del Analisis Funcional.

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 \Y%




INTRODUCCION

En el Capitulo 3 iniciamos el estudio de los operadores invariantes por
traslaciones actuando entre los espacios de Lipschitz generalizados obtenién-
dose en primer término una desigualdad de tipo Young para la convolucion,
para luego abocarnos al estudio de la extension del teorema de Taibleson
[T2] sobre la caracterizacién de los ntcleos de operadores invariantes por
traslaciones. El resultado del Capitulo 2 constituye la herramienta que per-
mite reducir el caso general al estudiado por Taibleson.

En otra direccién y teniendo como objetivo la segunda etapa mencionada
para la extensién del resultado de Stein y Zygmund [SZ67], cronolégicamente
la primera en resolverse, tratamos en el Capitulo 4 la continuidad en espa-
cios de Orlicz de operadores de convolucién cuyos ntcleos integrables tienen
médulos de continuidad en L' controlados por funciones de crecimiento que
generalizan a las potencias de exponente menor que uno. Como paso inter-
medio, se prueba que bajo estas condiciones el niicleo pertenece a una clase
de Orlicz débil que nos permite aplicar el resultado de O’Neil [O’N65] para
operadores de convolucién en espacios de Orlicz.

El Capitulo 5 a manera de epilogo, retine los resultados de los anteriores
para resolver el problema que hemos enunciado como objetivo de este trabajo
:La extension del Teorema S-Z a operadores invariantes por traslaciones
entre espacios Lipschitz generalizados.

Un ejemplo que a la vez sirve de modelo para la teoria clasica del tipo de
operadores que se estudian en este trabajo, es el de integracion fraccionaria
1., que en el caso periddico satisface las hipétesis del Teorema S-Z. Como
una generalizacién natural en los Capitulos 4 y 5, ilustraremos nuestros re-
sultados con el andlisis de operadores de tipo integral fraccionaria con un
“orden de suavidad” ma&s general que una potencia. Si bien el caso de es-
tos operadores actuando sobre R™ no encuadra adecuadamente, ya que los
nucleos no son integrables, el esquema se adapta uniformemente para las
truncaciones, obteniéndose estimaciones entre espacios de Orlicz con nor-
mas independientes de la truncacién, que coinciden con las que produce
directamente una aplicacién del Teorema de O’Neil.

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 VI



CAPITULO 1

LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

1.1. Las funciones de crecimiento y los espacios de Lipschitz
puntuales asociados.

Estamos interesados en estudiar espacios de funciones definidos en térmi-
nos de sus médulos de continuidad controlados por una funcién n que gene-
raliza a las potencias; produciendo de este modo extensiones de los espacios
Lipschitz-a usuales.

Comenzamos con el caso de 1 una funcién positiva definida sobre los
reales positivos, no decreciente y que ademds cumple }lll'r% . n(h) = 0.

=

Previamente haremos algunas definiciones acerca de condiciones de crec-
imiento mediante la nocién de tipo.

DEFINICION 1.1. Dos funciones positivas son equivalentes(~) si su co-
ciente estd acotado por arriba y por abajo.

DEFINICION 1.2. Una funcién positiva n sobre RT es de tipo inferior
p (tipo superior p), si n(st) < CsPn(t) para s < 1(s > 1).

La funcién 7n es de tipo inferior mayor que p si lo es de tipo inferior
po para algin p, > p, similarmente para tipo superior menor que p. Para
una funcién no decreciente el tipo inferior es 0. Los tipos inferiores forman
una semirrecta a izquierda y los superiores una semirrecta a derecha. Todo
tipo inferior es menor o igual que todo tipo superior y ademaés los tipos se
preservan para funciones equivalentes.

Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de tipo superior
finito es que la funcién satisfaga la propiedad Ag:

n(2t) < An(t)
para alguna constante A y todo t > 0. Si bien estas funciones pueden no
ser suaves es posible definir una equivalente que sea derivable y este pro-
ceso puede iterarse para obtener una equivalente con cualquier orden de
regularidad, como se muestra en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.3. Sin es no decreciente no negativa, de tipo superior
finito, entonces ne definida por

t
€ ns
nt = [ s

1




LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

siempre que 1 sea de tipo inferior mayor que €, es derivable y equivalente a
1. Para el caso que n tenga un tipo inferior mayor que 0, basta tomar € = 0,

en este caso ny(t) = g 17(55) ds, que denotaremos 1.

DEMOSTRACION. Usando el que 1 es de tipo inferior a mayor que e
tenemos

(t) —tﬁ/l () ——tdu < Ctn(t) /1 a1y — ¢ 10
Nell) = Onu (ut) T+ U < n Ouu U = .

a — €

La otra desigualdad la obtenemos usando el no decrecimiento de n y que es
de tipo superior finito

t t
e [ n(s) ; 1
2 2
O

En este trabajo supondremos que las funciones 7 satisfacen ademas la
propiedad Ag y las llamaremos funciones de crecimiento. Para una tal
funcién es posible asociarle dos niimeros, el supremo de los tipos inferiores y
el infimo de los tipos superiores llamados respectivamente indice inferior
(i) y superior(I)(de Orlicz Maligranda). Por lo anterior, el indice inferior es
menor o igual que el superior y pueden o no ser un tipo. Notemos que si una
funcién 7 tiene indices ¢ e I, las desigualdades de tipo se verifican para ¢ — €
e I + €. Sin embargo, condiciones definidas por desigualdades estrictas para
los indices son equivalentes a las andlogas para los tipos. Dado que nuestras
condiciones sobre las funciones 77 que usaremos a lo largo de este trabajo son
abiertas, seran expresadas en términos de los tipos inferiores y superiores.

Si m(t) = tP, entonces los tipos inferiores forman el intervalo (—oo, p]
y los superiores el intervalo [p,+00), en este caso los indices coinciden. Sin
embargo, hay funciones para las cuales los indices coinciden y no son equiv-
alentes a potencias como por ejemplo funciones como 7z (t) = t*(1 +log™ %)
cuyos indices coinciden con «, aunque es de tipo inferior o — € para to-
do € > 0 y de tipo superior a. Notemos que si tenemos funciones como
n3(t) = min(t®, %) o mu(t) = max(t*,t%) con a < B, ambas son de tipo
inferior v y superior 8 sin importar cual de ellos rige el comportamiento en
un entorno del origen. Dado que para nosotros las funciones 1 controlaran
moédulos de continuidad de funciones acotadas, sera solamente relevante el
comportamiento de n cerca del origen. Los ejemplos anteriores sugieren que
las nociones de tipos y de indices globales dadas anteriormente no resultan
adecuadas para describir los espacios de Lipschitz generalizados que vamos a
definir, por esta razén introducimos la nocién de tipos locales que reflejan
el comportamiento en el origen de estas funciones 7. Para ello observamos
que una forma equivalente de decir que 7 es de tipo inferior a y superior b
es la siguiente

Cis"n(t) < n(st) < casn(t)
Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 2




LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

para0 < s < 1y paratodot > 0. Cuando la segunda desigualdad se satisfaga
para t < 1 diremos que 7 es de tipo inferior local a, mientras que cuando
la primera se cumpla para t < 1 diremos que 7 es de tipo superior local b.
De manera natural quedan definidos los indices inferiores y superiores
locales(ij e I)). Notemos que para el caso de las funciones 73 y 14 los tipos
inferiores locales son ahora los tipos que corresponden a las potencias que
rigen el comportamiento en el origen, asi tenemos que 73 tiene indice local
inferior y superior igual a § y n4 igual a a. Finalmente observemos que la
semirrecta de los tipos inferiores locales contiene a la semirrecta de inferiores
globales y simétricamente la de los tipos superiores locales contiene a la de
los tipos superiores globales, de modo que se verifican las desigualdades

1 <4y <} <I.

Dado que la mayoria de las propiedades que probaremos sobre los es-
pacios de Lipschitz generalizados asociados a una funcién de crecimiento 7
requerirdn que la diferencia entre los indices sea menor que 1, elegiremos
entre las funciones 1 que definen el mismo espacio aquellas cuyos tipos su-
perior e inferior estén mas préximos. La dltima desigualdad muestra que es
menor la distancia entre los tipos locales que la que existe entre los tipos
globales, esta cuestion junto con lo antes senalado respecto de la relevancia
del comportamiento de la funcién 7 en el origen nos conducen a elegir dada
una funcién 7 otra 7 de modo que sus tipos globales sean los locales de 1 y
que como veremos luego ambas funciones producen el mismo espacio.

PROPOSICION 1.4. Sin es una funcién de crecimiento de tipos locales a
y b, existe una funcion 1 que coincide con n en [0,1] y 7 tiene tipos globales
tguales a los locales de n.

DEMOSTRACION. Si definimos 7 como sigue

~()_{ n(t), sit<1;

nit)=9 —L_ sit>1.
() 7T

solo debemos probar que si 7 tiene tipos locales a y b, 7 tiene tipos globales
a y b, pues la reciproca es inmediata por restriccion . Comenzamos con el
tipo inferior por lo que suponemos s < 1 y consideramos

- sit < 1 es inmediato que st < 1 por lo que resulta

M(st) = n(st) < casn(t) = cas®i(t),

- si en cambio es ¢ > 1 puede ser que st < 1 o bien st > 1, en el
primer caso usamos 7 (1) < ¢z (%)a n(1) obteniendo

1
n(7)

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 3
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LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

en el segundo caso utilizamos que 7 (%) =7 (sl) < 5% (%)

st
logrando

n(st) = % < Cgsa% < co5*7(t).
() (4)
Luego 7 es de tipo inferior a. Seguimos con el tipo superior por lo
que suponemos s > 1 y nuevamente consideramos
- si t < 1 puede ser que st < 1 o bien st > 1, en el primer caso
empleamos ¢q (%)bn(st) < n(t) = n(stl) obteniendo
1 4.

fi(st) = n(st) < Cllsbnos) =~

en el segundo caso usamos ¢ (é)b < n(1) (é) pues é <1lyla

misma desigualdad pero para la variable ¢ que es menor que 1, esto
nos permite lograr

i 1 1 1, 1
i(st) = < s < 5—=sn(t) = 55—
n(%) ~ an(l) cin*(1) cin?(1)

- 8i t > 1, es inmediato que st > 1, de modo que utilizando

() 1) <)

sVii(t),

tenemos
1 1 1 1
i(st) = — v < —s'—5 = —s"i(t).
() ~a n(z) a
Por consiguiente 77 es de tipo superior b. ([l

Luego de estas definiciones y proposiciones introducimos formalmente
los espacios Lipschitz-n puntuales (L,). Con ws(t) denotamos el médulo de
continuidad en L* de f: ||f(x +t) — f(2)||x, donde la norma infinito se
toma como es usual, en la variable z.( [Ste70])

DEFINICION 1.5. Dada una funcién 7 no negativa y tal que

lim (k) =0,
lim n(h)

sea

Ly={f:FeL®R") v weolt) =[lf(z+1) = f(2)]e < An([t])}.

La norma L, estd entonces dada por

_ 1f(z+1) — f@)llo
1fllz, = HfHoo+§|u>pO o) :

réximo resu muestra, qu i rmanecen invarian
El préximo resultado muestra, que estos espacios permanece ariantes
si 1 se sustituye por una funcién equivalente cerca del origen.

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 4




LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

PROPOSICION 1.6. Sin ~ 7 en [0,1], entonces L, = Lj y sus normas
son equivalentes.

DEMOSTRACION. Si f € L, y n ~ 1], sigue que

B If (@ + ) = f(@)]l
17025 = 17 oo + sup A([t])

, 21
< [l + e (el e, 210

([ 2l
< s, + s (500 ) e
<Clfls,

Observemos que la proposicion estd probada, pues los papeles de 7 y 77 son
intercambiables y las inclusiones siguen de las desigualdades en norma. [J

OBSERVACIONES 1.7. Realizamos algunas observaciones de utilidad en
lo que sigue.

- Sin es una funcion casi decreciente, es decir sin(t1) < Cn(tz) para
t1 < to, siempre es posible encontrar una funcion equivalente 71 no

decreciente, tomando por ejemplo 7 = sup n(s). Por la propiedad
0<s<t

anterior, cada vez que tengamos una funcion n de tipo superior fini-
to y casi creciente, podemos restringirnos a la clase de las funciones
de crecimiento.

- Sin pérdida de generalidad, podemos considerar los espacios Ly
asociados a funciones de crecimiento n que satisfagan n(t)n (%) =
1, en vista del resultado anterior y de la Proposicion 1.4.

- Como para estas funciones los tipos globales coinciden con los tipos
locales, mos referiremos a ellos simplemente como los tipos de las

mismas.

Nuestro préximo paso serd probar que las funciones de L, constituyen
un subespacio de las funciones continuas. Méas precisamente,

PROPOSICION 1.8. Toda f € L, coincide con una funcion continua salvo
un conjunto de medida cero.

DEMOSTRACION. Sea ¢ una funcién par de clase C*°(R) e integral 1 so-
portada en el intervalo [-1,1]. Paray > 0y f € L, consideramos la convolu-
cién de f con ¢, siendo ¢, (z) = yingb (%l), que produce la regularizacién de

f dada por v(z,y) = (¢y* f)(x). La funcién v esta definida en el semiespacio
R = {(z,y) : # € R,y > 0}. Entonces

v(z,y) — f(x) = - oy (V[ f(x —t) — f(z)]dt
Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 5




LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

y asi usando primero la estimacion por 1 del médulo de continuidad weso en
—t, luego escribiendo las integrales en coordenadas polares y considerando
el soporte del ntcleo ¢, tenemos

o) = F@loo < | 6yl

Yy
< Als™ | /0 by (Fn(r)rdr

Ahora hacemos el cambio de variables % =g, como s < 1y n una funcién

de crecimiento obtenemos

1
lo(z,y) — £(@) oo < AJS™Y /0 o(s)n(sy)s™ds

< CA|S™ Y </01 ¢(s)s”‘1d8> n(y)
< Cn(y).

Entonces para 31 e y2 positivos, tenemos que
lv(z,y1) — v(2,¥2) oo < |lv(x,91) — F(2) |0 + [[0(2,92) — f(2)]|0o
< C(ny1) +n(y2)) -

Por consiguiente, {v(z,y) : y > 0} es una familia de Cauchy de funciones
continuas de x en R™. Por completitud existe g € C(R") tal que ||v(z,y) —
9(2)|loc — 0, cuando y — 0. Finalmente,

lg(z) = (@)l < lo(2,y) = g(2)loc + Cn(y)
para todo y, por lo tanto usando la condicién h’m+ n(h) =0 se tiene f =g

h—0

en L°°. O

La continuidad de las funciones Lipschitz-n como acabamos de ver, se

obtiene de la condicién }lll’m+ n(h) = 0. Por otra parte, si 1}1;m0 @ =0el
—0 —

espacio es trivial, en el sentido que sus tnicos elementos son las constantes.

—'f(x+he,§)ff(x)‘ < %h), se tiene que cada aaTj =0y

En efecto, puesto que
por lo tanto f coincide en casi todo punto con una funcién constante. En
la siguiente proposicion se pone de manifiesto la relaciéon que existe entre el

comportamiento de 7 cerca del origen y los tipos de 7

PROPOSICION 1.9. Sin es una funcidn de tipos inferior a y superior b
se cumple que
n(h)

>y= lim —==0=0>1.
R e X 7

DEMOSTRACION. La primera implicacién es inmediata de la desigualdad
del tipo inferior, pues considerando que nos interesa h pequeno, tenemos

M) < onem)

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 6




LOS ESPACIOS LIPSCHITZ GENERALIZADOS

y el segundo miembro de la desigualdad tiende a cero con h si a —y > 0.
Para la segunda tenemos en cuenta que, para 0 < h < 1 vale

n(1l) = n(h%) < C(%)bn(h),

o de otro modo C’h® < n(h), que junto con la condicién del limite dice
que debe verificarse que C'h*~7 < €,Ve > 0 y por consiguiente, debe ser
b—~vy>0. O

Finalmente observemos que para el caso en que 1 es ademas una fun-
cién de tipo superior b menor que 1, L, es no trivial ya que las funciones
min(|z|*, 1) con b < o < 1 estdn en L,. Mas atin, podemos construir una
funcién f que en algin sentido es extremal dentro de una bola de Ly,.

Con el objeto de construir esta f perteneciente a L,, veremos antes
algunas propiedades de las funciones 7.

- Observamos en primer lugar que si el tipo superior de 1 es menor que uno,
n( )

entonces es casi decreciente. En efecto, para s; < so se tiene

n@ﬂ—n(sn<c(l>%@nsc(j)Ma»

S1

- Notemos ahora que toda funcion casi decreciente puede verse como equiv-
n( )

alente a una decreciente, en particular para casi decreciente definimos

(1) mu) sup 77(8)’
u u<s S
que resulta equivalente a ( ) pues
mw:uwpﬁﬁzuﬁﬂznw»
u<ls S U

para la otra desigualdad usamos el casi decrecimiento del cociente 7’( )

7(u) = usup M < usup CUSL) = On(u).

u<s U u<s
- Ahora bien toda funcién 1 tal que @ es decreciente, es subaditiva:
n(u+ s) < n(u) + n(s). Multiplicando ambos miembros de la desigualdad

ns +u) _ n(s)
s+u — s

por 6 = y ambos miembros de

n(s+w) _ n(w)
s+u T u

s
s+u

por 1 —6 y luego sumando miembro a miembro las dos desigualdades obten-
emos la desigualdad deseada.
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- Volvamos ahora a la construccién de la funciéon f. Las observaciones an-
teriores nos permiten afirmar que si 7 es de tipo superior menor que uno,
existe una equivalente subaditiva que llamaremos 7. Mas atin si tomamos
7(s) igual a min(7(s),7(1)), 7 resulta también subaditiva y ademés acotada.
De aqui, para f(z) = 7(|z|) tendremos que f € L, ya que es acotada y

[f (@ +1) = f@)] = (|l +t]) = (=) < C7(Jt]) < Cn(Jt]).

Para funciones n de tipo superior menor que 1 lo observado anteriormente
nos conduce a la proposicién reciproca de la 1.6.

PROPOSICION 1.10. Sin es de tipo superior menor que 1 y se tiene que
L, = Lj entonces, 1 y 1) son equivalentes en el intervalo [0,1].

DEMOSTRACION. Segtin las observaciones anteriores, usando la defini-
cién anterior de la funcién que estd en L, , el hecho que n(0) = 0 y que los
espacios L, y Lj coinciden, tenemos

n(lz) = |f(z) = £(0)] < Anj(|z|)

y puesto que los papeles de 1 y 7 son intercambiables la prueba estd con-
cluida. 0

1.2. Caracterizacién de las funciones de L, en términos de sus
integrales de Poisson

Como se ha visto en la secciéon anterior, si 7 es de tipo inferior mayor
que 1, el espacio L;, resulta trivial, igual que en el caso de las potencias de
exponente mayor que uno. A fin de poder extender esta familia de espacios
para funciones 1 mas generales, daremos una caracterizacién de las fun-
ciones de L, en términos de sus extensiones armonicas, esto es considerando
u(z,y) = (Py * f)(z), donde Py(t) = W es el nicleo de Poisson
en R"™. Consideraremos primero, algunas propiedades conocidas del ntcleo
de Poisson, relevantes para nuestros propdsitos.

(P.1) P(x,y) = Py(x) es una funcién arménica y homogénea de
grado —n como funcién de (x,y) perteneciente a R’}fl.

(P.2) Py=Py, «Py,, y=u+y.
(P.3) [ Py(x)dz=1 'y

(P4) [ S()dr =0, k>1

okp —n—
(P5) |Gl <Cy ™y
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oFp, —n—
(P6) %R < Cllaf k.
A alel
(P.7) | D*Pyll1 < o1 donde D% = 9T DaspyeniT CO

|Oé| :a1+"’+an+l y ($7y) = (xla"'axnvy) €R1+1

Mientras que (P.1) a (P.4) son bien conocidas (ver [Ste70], [Tai64]), las
propiedades (P.5), (P.6) y (P.7) son una consecuencia de la siguiente férmula
para las derivadas de una funcién homogénea de grado j en R™

o) () = Nz, ().
En efecto, derivando respecto de z; el primer miembro de la igualdad
¢(A\x) = N ()

resulta

0
oz, d(AT) = g, (AT)A,

haciendo lo mismo en el segundo miembro

0
S0 0) = Xjos, (@)

e igualando

inductivamente, probado para un orden de derivacién, supongamos que vale
para el orden k£ — 1 y probemos que vale para k; esto es

ok d [ oh—1

@d/\l‘) = oz 837’.“_”5()\@]

0 _ _
= 5 [qﬁgf U(Ax))\k 1}

8 y — — —
= —m[)\J (k Dgzbgj 1)(x))\k 1]

= o (@),

donde se ha usado la hipétesis inductiva; de un modo similar al caso inicial
podemos ver

k
L 60w) = o ()N,
€

finalmente igualando se tiene el resultado buscado.

Cabe observar que no presenta dificultad extender este calculo a cual-
quier orden de derivacién respecto de cualquier variable, para obtener

D¢p(Ax) = N ~leIDg().
Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 9
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Notemos que si ¢ es, ademds, de clase C*°(R™), entonces para todo mul-
tifndice o = (o, 2, . .., ) € NI, se tiene que

Do) = [ D% (jel )

]

— mj—lal

o)
C

< -
- |;UU0‘|_]'7

(2)

pues la funcién D¢ es acotado en el compacto S™ ! de R™.

Observemos que pueden aplicarse las propiedades anteriores al nicleo
de Poisson, pues es una funcién homogénea de de grado —n en R"*1. En
efecto,

1 Y

cn (Jz]2 + y2)(ntD)/2
1 y

o 2

oo
11 1

en Yo (2 4 1)e1)2

11 /|
SO
Cn Yn )

Las estimaciones (P.5) y (P.6) se obtienen directamente de (2) para el nticleo

P(xay) =

de Poisson con m =n+1, 5 = —ny a=(0,0,...,k), teniendo en cuenta
que |z| en (2) es ahora (|z|? 4 y%)'/2, que a la vez es mayor o igual a y y |z|
en R™.

Para obtener (P.7) hacemos ¢(z,y) = D*P(z,y) y debemos ver que

yﬂé|mawwx<A

con A constante uniforme en y. Haciendo u = %

ylo! /R o(uy, y)y"du

y usando la homogeneidad de ¢ tenemos

y“'/ y‘”"“'w(u,l)y”du=/ o(u, 1)du.

Para probar la finitud de esta iltima integral, notemos que la acotacién de ¢
en cualquier compacto garantiza la integrabilidad en la bola unitaria. Para
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estimar la integral en el complemento, usamos nuevamente la homogeneidad
que nos permite expresar

n— u 1
o(u,1) = u|™" ktp(m,m>, y con esto
1

/ o, 1)du = / | (1, Y du
ful>1 ul>1 |ul

como @ es O, estd acotada en cualquier compacto, en particular w(ﬁ—‘, ﬁ) ,
para u tal que |u| > 1y como |u| ™ *+7~1 resulta integrable en el infinito

se tiene el resultado deseado. A continuacién, caracterizamos los espacios

L, a través del comportamiento de su extensién armonica, generalizando
el resultado clasico de las funciones Lipschitz «, para « entre cero y uno
(ver [Ste70]).

PROPOSICION 1.11. Supongamos que f € L™ y que n es una funcidén
de crecimiento de tipo inferior positivo a y de tipo superior b menor que 1.
Entonces, f € L,(R") si y solo si

y

pica] s

Si Ay es la menor constante A para la cual (3) vale, entonces

[fllnico = [[flleo + A1y £z,

son mormas equivalentes.

DEMOSTRACION. La propiedad de cancelacién (P.4), nos permite es-
cribir

fj;@:, - [ ég;y(t)f(w ~ e~ | %?(t)[f(x ) fla)dr,
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y las estimaciones (P.5) y (P.6), nos proveen del resultado deseado, en efecto

ou OP,
s < Y
HayHoo < !f\Ln/ | =1 n(lt))dt

= [ fllz, U / /5n 1/ ] 8Py‘ " (r)drdf

y 0
< HfHLnC/ |S" 1 [y n—1 ”(T)dr +/ r”lrnln(r)dr]
0 y

1 0 1
i ynsnn(yS) ds + / 1 n(ys) ds]
] 1 Ys s

= || £llz,C'1S8"

O

n—1
1 o.9]
< Ifl1z,"18" ﬂy s+ [ n<y>sb—2ds}

_ ) on—1, 1) [
= Il L [
o)

Y

Las hipdétesis sobre los tipos de n aseguran la finitud de la expresién ence-
rrada entre corchetes.

Para probar la reciproca demostramos primeramente el siguiente
LEMA 1.12. Supongamos f € L (R"™) yn de tipo superior menor que 1.

Entonces la condicion (3) es equivalente con la validez simultdnea de las n
condiciones siguientes:

(4) ‘%WH VL
w] 00 Y

La menor A en (3) es comparable con la menor A’ en (4).

DEMOSTRACION. La propiedad de semigrupo (P.2) del nicleo de Poisson
nos permite escribir

u(z,y) = Py, * u(z,y2)
y por lo tanto con y; = ya = y/2 se tiene que

o%u _ 8Py/2 . <8u>
Qyoz; ox;j oy y/2.

Luego, (P.7) y la suposicién \|%||oo < AM implican que
8P

(5) ’ ’ || < 4,10

0yoz; || y/2 dy ||, y
Sin embargo,
9 op, »
- <
o M L J5z2], v <7t
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asf %u(x, y) — 0 cuando y — oo y por lo tanto,

0 B 9?2 o
%jU(x,y) = —/y MU(%ZJ )dy',

entonces (5) nos da
oe] /
y

SA{/ n@wds

52y

H Oxj || o

pues b < 1. Inversamente supongamos que (4) se satisface; razonando como
antes obtenemos que

&*u n(y)

< ARY iy 9 .
I slle < A5

Sin embargo, ya que u es armonica

9%u "L 5%

92 9r.2’
oy = Ox;

luego tenemos || 2% ay Hloo < A4% y un argumento similar de integracién
muestra que

|22 < a2
Ay y
lo que concluye la prueba de (4). O

Prueba de la reciproca en la Proposicién 1.11:

Supongamos que Ha%u(:n, Yoo < A%. Entonces el lema muestra que

] <2

[e o]

Escribimos f(z +t) — f(z) del siguiente modo

fule + 4, t) = ul@, 1)} + (@ + 1) — u(e + 6,11} — /() = ulz, 1)}
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Ahora [u(z +t,[t]) —u(z, |t])| < [, |[Vu(z +s,[t])|ds donde L es el segmento
rectilineo que une = con z + t de longitud |¢|. Luego

fu(z + 4, ]) — w|<m§]w% MHMSAw|ﬂ” Asn(lt).

También "
t

flx+t)—ulz+tt) = u(z + t,y)dy

Ay

[l ||
|f($+t)—u(x+t,|t|)]§/0 dygc/o w

Con un tratamiento similar para f(x) —u(z,y), la prueba de la proposicién
estd concluida puesto que

\tl
Fa+t) - <M<%mm+c/ ) gy < Agn(le)).

y asi

ou

O

Cabe observar que si las condiciones en los tipos no se satisfacen, es
todavia posible encontrar una estimacién del tamaﬁo de yHg—ZHOO, por una

funcién de crecimiento de la forma f dr+y f
no es comparable con 7.

En la proposicién 1.11, para que puedan caracterizarse los espacios Ly
en términos de sus integrales de Poisson, se hace uso de que el tipo superior
de 1 es menor que uno; luego, existen espacios que no caen bajo el alcance
de esta caracterizacién. Por lo que esta proposicion, nos induce a extender
la definicién de los espacios para una familia mas amplia de funciones 7. En
lo que sigue extendemos la definicién de los L, imponiendo condiciones de
tamano a derivadas de las integrales de Poisson, con un orden relacionado
con el tipo superior de 7.

1.3. A(n;00) para n de tipo inferior positivo.

Podemos ahora definir el espacio A(n;00) para n una funcién de creci-
miento . Supongamos que k es el menor entero mayor que el tipo superior b
de n. Hacemos

(6) A(n;o0) ={f: f e L=R"):

ak
W“(l‘,y)

< AL‘Z)}-
00 Y
Si Aj denota la menor de las constantes A que aparecen en la desigualdad
en (6), entonces podemos definir una norma en A(n; co) por

(7) | fllni00 = [ flloo + A
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De acuerdo con la proposicién 1.11, (6) es la caracterizacién de L, cuando
1 es de tipo inferior positivo y superior menor que 1, con equivalencia de
normas. Cabe observar la siguiente cuestion respecto de la condicién en (6).

La estimacion i

0 H n(y)
Trul,y <A—F
H oy* (z.9) yk

oo
es de interés sélo para y cerca de cero, ya que la desigualdad H %u(:ﬁ, Y) H <
oo

Ay~F (la cual es més fuerte lejos de cero) sigue directamente del hecho que
f € L*®, y de la estimacién (P.7) de las derivadas del ntcleo. Esto nos
dice que también a este nivel, la definiciéon de A(n;00) sélo depende del
comportamiento local de 1 en [0,1], obteniéndose un resultado similar al de
la Proposicién 1.6 y que por lo tanto, podemos suponer como antes, que 7
satisface la condicién de simetria de la funcién 7 de la Proposicion 1.4.

El lema siguiente muestra que también puede reemplazarse la estimacion
de %u(x,y) por la correspondiente para a—llu(x,y) donde [ es cualquier

Oy
entero mayor que el tipo superior b de 7.

LEMA 1.13. Supongamos que f € L, n de tipo superior b positivo. Sean
m y | dos enteros mayores que b. Entonces las dos condiciones

d n(y) o' n(y)
< — —_— < _—
8ymu($,y) < Anm aylu(:z,y) < A

m l
‘ oo 0 )

son equivalentes. Ademds las menores constantes A, y A; son comparables.
En particular, se obtiene que

ym am
so +sup | = |l o,
e+ 2 (565 o)

define en A(n;00) una norma equivalente a || f||;;00-

DEMOSTRACION. Supongamos m < [, donde m es por lo menos 1, y que

vale Hgy—mmu(:):, Yoo < Am% probemos que se cumple

o' 1y
[ <4t
al om al—m
y/2
por consiguiente

al om al—m
] < (o), Grerse)
o] Yy .

< AnCrmn(y)y~m.

En efecto,

1
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Ahora suponemos ||a lu( Yoo < AL ( ) v probamos

o n(y)
HayimU(x,y)Hoo < AmyT‘
Puesto que
an
ool = |2 e o< o] 11
< Cry "1 flloos
se tiene que
n
o u(z,y) - 0 cuando y — oo,
cualquiera sea n > 0. Por lo tanto, ya que [ > 1
al—l 00 al ,
ST, y) = —/ S ul(z,y)dy
ayl 1 v ay/l
Entonces, la hipétesis nos da
9! n(y)
Hayl_lu(l’ay)H < ACrm =~ =
oo
Iterando [ — m veces este procedimiento, obtenemos
o gl—(t=m) n(y)
— | < NACYS
o) = || < 4.2
o

O

Los lemas siguientes permiten intercalar a estos espacios Lipschitz-n en
la escala de los espacios A,,.

LEMA 1.14. Dada n de tipo superior b el espacio Ay estd continuamente
contenido en A(n;00).

DEMOSTRACION. El espacio A(n; oo) segiin hemos definido, es el espacio
de las funciones de L°° que satisfacen
o* n(y)
—u(x, < A—+
oYk ( y)H -y
donde k es el menor entero mayor que el tipo superior de 7. La norma de
f € A(n;00) estd definida como A; + ||f||co donde A; es la menor de las
constantes A que satisfacen la desigualdad anterior. La expresién

Pl 0Ru(x, y) H

Yy
n(y)
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estd acotada por un multiplo de || f||~, para y > 1 en virtud de lo observado
respecto de la definicién (6). Por consiguiente también estd acotada por un
multiplo de || f]|a,. Siy <1,

de lo que resulta
n(y) = Cy'n(1)

con lo que

y* O u(z,y)

n(y) oy*

Si f € A(b; ) tenemos la finitud de esta expresién asegurando la pertenen-
cia de f a A(n;00). Més atin, se tiene la siguiente desigualdad en norma que
asegura que la contencién es continua

Hf”n;oo < C”fHAb'

3ku($a Y) k—b
<
oy* H =

HOO

O

LEMA 1.15. Dada n de tipo inferior a el espacio A(n; 00) estd continua-
mente contenido en A,.

DEMOSTRACION. Para f € A(n;o00), buscamos acotar

O u(x,y)
oyk

k—a

HOO

donde k es cualquier entero mayor que a, en particular podemos elegir k
mayor que el tipo superior de 7. Si y > 1 la expresién anterior se encuentra

k|| 0% .
acotada por y By u(z,y) la cual esta acotada por una constante veces
o0

la norma infinito de f, en virtud de la observacién que sigue a la definicién
(6). Siy < 1, usando el tipo inferior de n tenemos

n(y) < Cy*n(1),

lo cual permite obtener

k—a

)

=5 oo |75

o0

expresion que se encuentra acotada pues f € A(n;o00) con 1 de tipo superior
menor que k. Igual que en el lema anterior se justifica la contencién continua
a partir de la siguiente desigualdad en norma

1 llaa < CllF llnsoo-
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Las definiciones (6) y (7) para A(n; o), cuando el tipo superior de 7 es
cualquiera, tienen una apariencia artificial comparada con la dada para el
caso del tipo superior menor que uno. Esto es subsanado con las dos proposi-
ciones siguientes que conjuntamente permiten dar una caracterizaciéon més
natural de los mismos.

PROPOSICION 1.16. Supongamos que el tipo superior de 1 es menor que
2. Entonces f € A(n;00) sty sélo si f € L¥R") y || f(z+1t)+ f(x —t) —
2f(2)|loo < An(Jt|). Mds atin la expresion
Jl@t+t)+ fle—t)—-2f(x
et sup L@+ + 7 =0 =2 @)
|t/>0 n(lt)

es equivalente con la norma A(n;c0).

, 2 . .
DEMOSTRACION. Dado que aa—szy(t) es una funcién par de la variable ¢
es claro que

0? 0?
87y2u(xa y) = - aTJQPy(t)f(m —t)dt
1 0? 1 9?

y usando el promedio cero de la derivada segunda del ntcleo de Poisson,
(P.4),
L D n 0l + 0 + a1~ 2f @)
2 Jgn Oy2 Y ’
Por consiguiente

Ac —n— —n—
<G [t [ e
[tI<y [t[>y

2o

o0

y oo
SA{y"2/0 n(r)rnldwr/ n(r)yr """ ldr}
)

[e.9]

1
= A{y "2 /0 n(sy)(sy)" 'yds + /1 n(sy)(sy) >yds}

1 (%)
< Ay " 2Cun(y)y™ /0 s 1ds + Cyn(y)y 2 /1 s"3ds}

n(y) gatn 1 gb—2 ‘oo
<A
=2 {a+n 0+b—2 1
:A277(529)'

Y

Para probar la reciproca escribimos
AF(x) = F(z +t) + F(z —t) — 2F(z)
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vy observamos que si F' tiene derivadas continuas, entonces

A?F(z) = F(z+t) — F(z) + F(x —t) — F(z)

4
I
el g

It g
—F t')d —F(x — st
/0 I (:L’+5)s+/ 7 (x — st')ds

0 S

0
d
F(z + st')ds — / —F(x + st')ds
|| ds

d / d /
[gF(x + st')ds — %F(x — st )] ds

:/Oﬂ{/ dd22F(x+t’ )ar }ds,

donde t' = t/|t|. Se sigue inmediatamente que

|azr|, < {z\

Ox;0x;

En efecto ya que,

ox; 01 - Ox; !

_ Z OF Oz; oF y

se tiene

AiF(x) = /0|t{/s dd:QF(w +t'r)dr yds
/|t / Zz'a% iHoo‘t;Ht;‘dT}ds

O2F \t| s
_ZZ‘ 00, || {/_SdT}ds
0*F \tl
= Z Z ' 90w | 2sds
O*F
(5) =P{S o =l

Si f € A(n; 00) sabemos que f € A, y éste estd siempre contenido en un A,
con 0 < o < 1 cumpliéndose entonces

[u(z,y) = f(@)lloc = 0 e ylluy(x,y)]lc =0 cuando y — 0.
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Estas dos convergencias nos permiten escribir
/ /
(z d
\Y) / 8y y))dy

:/y8/2

v / 62 / /
= [ ey + utay) - 1),
0 Y

Y0
5y

(z,9')dy’ +

de donde se concluye

Y 2 m
©) @) =u@0) = [ o g ey~ v @)+ uta)

Sin embargo, los argumentos de los lemas 1.12 y 1.13 muestran que la de-
sigualdad

0 n(y)
L e
implica las estimaciones
S VY (() | VY/1€")
Ox;0x; g2 dyOz;0x; - oy

Luego, usando (9)
52 2 2

y )
Flattrfa=0)=20w) = [ o/ zulort )+ mula—ty)=25 ula. iy -

L ulart, )+ Lt y) -2 e, )t y)tule—t, )~ 2u(, ),

dy oy y
de modo que, por (8)
/
82 < [ ar B ay +y |85 Al

y /
S 414/ (:y,)dyl+y3Al (3) +y2A/77(2)
o Y Yy Yy

Yy /
— 44 /0 n;y )dy’ + A'n(y) < A"n(y),

/

y ')
0

usando la equivalencia entre Y dy' y n(y), por ser n de tipo inferior
positivo. 0

PROPOSICION 1.17. Sea n de tipo inferior a > 1. Entonces f € A(n; 00)
siy solosi f € L™ y 5 8f e AN;00) j=1,...,n conq(h) = 77( ). La norma

5} .
£ llco 9 11 oo + 27521 HanjHﬁ;oo son equivalentes.
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DEMOSTRACION. Sean a el tipo inferior de 1 y b su tipo superior. Su-
pongamos primero que f € A(n; 00) y observemos que 887]; eL®j=1,..n;
esto se debe a la contencién continua de A(n;00) en A, y a lo que se sabe
para los espacios Ay, > 1. Més ain se tiene la siguiente desigualdad en
norma

(10)

0
Hf < 1 e

837]-

o0

Para asegurar que ngj € A(7; 00), resta ver que la integral de Poisson de

% satisface para todo j una adecuada desigualdad en norma infinito. Con-
J

sideremos primero el caso en que el tipo inferior de 7 esta entre 1 y 2; mas
precisamente 1 < a < 2 y que dista del tipo superior una distancia positiva
no mayor que uno. Esto dice que el tipo superior de 1 es menor que 3 por
lo que esta asegurada una desigualdad como la siguiente

< A1),

’ o0

33
|7

haciendo notar que 3 no es necesariamente el primer entero positivo mayor
que el tipo superior de 7, pero podemos usar las equivalencias dadas en el
Lema 1.13. Esta desigualdad implica, como sabemos

lo

n(y)
_g < AMY)
0y23l‘ju(x’y)H -y

oo

En efecto, puesto que

ok ok
ey 00 = (g, 1) 0

tenemos

3 3
” 5, 9, P,

A oo < || —— < -3 )
dpam, > Y)|| < Haywxj lloe = Cy™ Il
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Como esta expresion tiende a cero cuando y — oo, podemos escribir
83
hwwj “M’ dyPox;
/y

<6y’3 >y 2l
<)

°°77(uy)
B 1/1 (uy)4ydu

< Ay Pn(y) /1 u’ldu

_ A1)

3
yS

') 84

u(zx,y) u(z,y')dy’

Yy o]

dy’
1

Ha%

en la convergencia de la integral se ha usado que b es menor que 3. Puesto

que la derivada débil de f respecto de x;, esto es 887]; satisface que su integral

de Poisson es S+ - pues

<§£J * Py> (x) = / ;{](-T — t)Py(t)dt

que es absolutamente convergente, resultando igual a

0 0
5 | 1= R0 = 5 utwy).
Luego la desigualdad

w [

MU(&C, y)H < A1)

dice que 5% € A(n;00) con 7(h) = % pues el tipo superior de @ es
b—1<3—1=2. Ademds de (10) y (11) se tiene
|

955, < Cil I

y por consiguiente

£l

< Coll Fllseo-

]noo

Si el tipo inferior de 1 es mayor que 2, supongamos para mayor precisién
k<a<k+1, k> 2 de modo similar se prueba que

6k+2
HMU(% Y)
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donde 7j(y) = n(y)

la pertenencia de a A(7;

).

y 77 de tipo superior menor que k+ 1 de modo que se tiene

Respecto de la rec1pr0ca si a € A(7; 00) con tipo superior de 7] mayor
o igual que k£ y menor que k + 1, sabemos que
ok i(y) _ )
(12) |t < alB - aZ),
Oyk 19z . yht1 yht2
pero esta desigualdad implica la siguiente
okt n(y)
”aymuwy) S Aym
En efecto, usando (12) y (P.7) resulta
ok+3 77( )
WU(IE, y) < ClA k+3
o

k+1 s .
Observemos que %u(w, y) es armonica pues u lo es respecto de las n+ 1

variables; en efecto

8k+1 82 ak;—H 2 ak—f—l
AWU(% y) = WWU(QMD + @WU(wjy)
8k+1
a k+1 AarrAu=0.

Luego tenemos

82 8k+1 82 akJrl
ﬁﬁu(%y) == ﬁﬁu(%y)
dy? Oyk+ — O oy~+
y por lo tanto,
8k+3 77( )
WU(LE,Z]) <C A—2~ k‘+3’
condicién que por el Lema 1.13 es equivalente a
8k+2 77( )
WU‘('xa y) < C A=25 k+2’
pues b < k + 2. Por lo tanto f € A(n;00) y
of f
ey < €| | <0 | Wl + 30|55
I 11(7;00) (fj;00)

O

Cabe observar que, al menos en la demostracion precedente, ha sido
importante la condiciéon b — a < 1. Si, entonces consideramos sdélo la clase

de las funciones 1 con a > 0y b — a < 1, el estudio de los espacios A(n;

)
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se reduce al caso de b < 1. En este sentido es que el teorema precedente
provee una caracterizacién de tipo Sobolev para los espacios de Lipschitz
generalizados.

1.4. Los espacios A(7;p)

En el estudio de operadores actuando sobre los espacios A(n; o) apare-
cen nucleos que pertenecen a clases de Lipschitz més generales definidas en
términos de médulo de continuidad en LP para p > 1. En completa ana-
logia con nuestra definicién de A(n; c0) podemos definir los espacios A(n; p),
p > 1; reemplazando la norma oo por la norma p. Comenzamos con el caso
de una funcién 7 de tipo inferior positivo y superior menor que uno. Luego
A(n; p) consiste en todas las funciones de LP(R™) para las cuales la norma

p L@ +0) = £l
FEA R}

es finita. Las propiedades de los espacios A(n;oc0) valen con las modifica-
ciones obvias, de modo que tenemos la siguiente caracterizacién

(13) £l +

PROPOSICION 1.18. Supongamos f € LP, n de tipo inferior positivo y
superior menor que uno. Entonces f € A(n;p) si y sdlo si

(14) y>0 ( ” ) < 0.

La norma A(n;p) es equivalente con la norma
p)

Hfup+sup< 2| st

Procediendo como antes definimos A(n; p) para 7 de tipo inferior positivo
y superior cualquiera a distancia menor que uno de aquél. Sea k el menor
entero mayor que el tipo superior de 7. Hacemos

15 A = {7 € 2 s L i)

< oo}
P
Valen las caracterizaciones anédlogas a las dadas en las proposiciones 1.16 y
1.17. También vale la generalizacién de 1.13 para estos espacios, obteniendo
normas equivalentes, que para referencia posterior la enunciamos explicita-
mente en el siguiente
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LEMA 1.19. Supongamos que f € LP, n de tipo superior b positivo. Sean
m y | dos enteros mayores que b. Entonces las dos condiciones

m l
Hau(% Y) 0 < Azn(y)
aym p p

o, = A
son equivalentes. Ademds las menores constantes A, y A; son comparables.
En particular, se obtiene que
p)

yl om
111 +sup (2 2t
Pyso \n(y) [[oym
define en A(n;p) una norma equivalente a || f||;:p-

Es importante destacar, finalmente que, como en el caso de A(«; p, q) (ver
[Tai64]), los nuevos espacios A(7; p) son espacios de Banach que contienen a
las funciones de Schwartz.

< AmM

ym
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CAP{TULO 2

POTENCIALES DE BESSEL GENERALIZADOS

2.1. El nicleo G, de J,: sus propiedades fundamentales.

Introducimos operadores que generalizan los potenciales de Bessel en el
sentido que son operadores del tipo ¢[(I —A)~'/2] donde ¢ est4 en una clase
de funciones de una variable que engloba las potencias. En el caso clasico de

los Potenciales de Bessel J, el nicleo tiene la expresion
|=|? 5 .—nta dO
2 —.

Guo(z) = C/ e " e ard
0 )

Dada una funcién 7 creciente, con 1(0) = 0 y de tipo superior finito resulta,
entonces, natural introducir los nticleos

oo z2 n
Gp(z) = C’/ e*“%e*ﬁéffn(\/g)%é.
0

Como veremos poniendo condiciones sobre 7 el operador de convolucién con
G, que denotamos J,), a nivel de transformada de Fourier tendrd la expresién

(Jn(£) = p((1 +dn®[2*)71/2) f(a).

Es decir, en términos formales

To(f) = @l = 8)72)(f),
donde I es el operador identidad, A el Laplaciano y la funcién ¢ esté rela-
cionada con la funcién 7 por la siguiente igualdad en términos de la trans-

formada de Laplace £
(V%) 1
v ]<s>=c<n>¢( ).

(16) c =

DEFINICION 2.1. Diremos que una funcién 7 satisface la propiedad J o
que pertenece a J si es casi-creciente y no negativa de tipos inferior positivo
y superior finito.

De propiedades elementales de la transformada de Laplace resulta que si
n € J la expresion en (16) es finita para todo s > 0, decreciente y pertenece
a C*[(0, 00)], con todas sus derivadas acotadas uniformemente en cualquier
semirrecta hacia la derecha con el extremo izquierdo positivo.

Para las funciones de J se tiene la buena definicién del operador J,, ya
que la integral que define la Transformada de Laplace es convergente en los
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extremos. De hecho, el tipo inferior positivo rige el comportamiento en el
cero y en el infinito la condicién de tipo superior finito garantiza el dominio
del orden exponencial negativo asegurando la convergencia de la integral.
14+-472|z|?

Tomando s = ——;—~~, con x € R" en (16) se tiene
Vo) | (1 + 4r?|x)? _
an) o [T (TR — ol -+ anlof)

PROPOSICION 2.2. Sea 1 una funcién perteneciente a J, entonces
(G-1) G, € LY(R™),
(G-2) (Gy) (x) = @[(1 +4m?[z[*) /7],

(G-3) (G,)" € O, el espacio de las funciones infinitamente diferenciables
que tienen todas sus derivadas de crecimiento lento, y

(G-4) ﬁ €0.

DEMOSTRACION. Suponiendo que valen (G-1) y (G-2) para probar (G-
3) basta comprobar que [(1 + 472|z|?)"1/?] estd en O. Una funcién f es
de crecimiento lento si para algiin entero k se tiene que (1 + |z|?)~*/2f(x)
esta acotado. Ahora, dado que la transformada de Fourier de G, es la trans-
formada de Laplace de 77\/(5) /9 compuesta con % y ambas son C*.
En virtud de estimar el crecimiento de sus derivadas introducimos la funciéon

o0 22102
o) = [ s 1Y) gy
0

Ya que que las derivadas de & son una combinacién lineal de potencias en
x por funciones del mismo tipo que el miembro derecho, donde 7 aparece
ahora multiplicada por potencias de §, y por ser J una clase cerrada bajo
el producto puntual de funciones se concluye que las derivadas tienen a lo
sumo crecimiento polinomial.

Para probar (G-4) teniendo presente (G-3) y puesto que

() = Cn)pl(1 + 4n|af*) 71/

no se anula, sélo resta ver que las potencias negativas de ® se mantienen
acotadas superiormente por polinomios; en efecto, si hacemos u = 0(1 +
472|x|?) tenemos

1 b [ U
O(x) > C(1+4ﬂ_2$|2)2/0 e_“n(u\f)du

donde hemos considerado el tipo superior b de 7 pues, 1/ 1 + 47w2|z|? es mayor
que 1; asi, para algin entero m

®(x) > C(1 4 4|22 > C(1 + 4n®|z|>) ™.
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Las partes (G-1) y (G-2) de esta proposicién pueden obtenerse como un ca-
so particular del siguiente lema vélido atin para funciones no necesariamente
positivas.

LEMA 2.3. El operador que aplica la funcion h de variable real positiva

o en
c7j/ o "/2h42(5>d5

es acotado de L'(RT) con la medida e=* %“ en LY(R™) con la medida de
Lebesgue. En otros términos,

/y |m<c/ e du

Ademds, la transformada de Fourier H(&) de H(zx) viene dada por

D) (LR,

0
DEMOSTRACION. Probamos la primera parte notando que por el Teore-
ma de Tonelli

L

|=|? .
ya que fR” e~ ™% dx = 6"/? y haciendo V& = u, tenemos

2d
/y |m<c/ O
u

Esta desigualdad prueba a la vez que H(z) es finita para c.t.x. y que
pertenece a L'(R") con desigualdad en normas. La condicién de integra-
bilidad de h respecto de la medida e~ v’ d” puede expresarse en términos de

PO ()

la transformada de Laplace del siguiente modo L [lh 5 < o0 . Luego

se puede elegir la constante C' que aparece en la definicion de H igual al
M] (&) para tener [p, |H(z)|dx = 1.
Respecto de la prueba de la segunda parte usamos la férmula de multipli-

cacién para la transformada de Fourier que sabemos vale para funciones de
Ll

reciproco de £ {

f@)p(@)de = | f(z)p(w)dw
R R
A 2 n
En particular, si f(x) = e~ el f¢) = 67“‘%575 y considerando ¢ en S,
se tiene la siguiente igualdad

- m|x|26 _ 6 _ﬂﬁ _n
e ire o(x)dx = e are "5 0 2¢(x)dr,
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valida para todo § > 0. Integrando ambos miembros respecto de h(T‘/g)dd
variando 0 de 0 a co e intercambiando los érdenes de integracién, resulta

/ () / T ) M) g
n 0 )
igual a

/¢(fc)/ e‘ﬂe‘”ﬁé—’éh(f)dadx,
n 0

0, en otros términos

h(V3)
5

(1 + 47?|x|?

- ¢(z)L yp

) dx = ¢(z)CH (z)dz,
R”

1+ 4n2|¢)?
47 ’

puesto que H € L'. Lo que concluye la prueba del Lema 2.3. O

para toda ¢ en S. De aqui que

h(v/9)

(18) (Hy(© = £ |

Para terminar la demostracién de la Proposicién 2.2 resta sélo ver que
G, € L'(R™). Pero, precisamente el Lema 2.3 nos dice que una condicién
suficiente para esto, es que [ n(u)e_“%% sea finita. Nuevamente la inte-
grabilidad en cero estd garantizada por el tipo inferior positivo de i y en el
infinito el producto n(u)e™*" es todavia integrable, puesto que 7(u) siendo

de tipo superior finito, no crece mas que alguna potencia de u. O

Por (G-1) de la Proposicién 2.2, estamos ahora en condiciones de definir
el potencial de Bessel generalizado J,,.

DEFINICION 2.4. Paran en J y f € LP(R™) definimos
Jy(f) =Gy = f.

Puesto que G, € L'(R") la convolucién estd bien definida y ademés 7,
resulta un operador acotado en LP para 1 < p < o0;

1 Ta(P)llp < W fllps - 1 <p < oo

Trabajaremos de ahora en més con funciones de J a las que, eventual-
mente tendremos que agregar condiciones adicionales.

PROPOSICION 2.5. Sin es de tipo superior b < n, entonces el nicleo G,
satisface la siguiente desigualdad puntual

G(a)] < 1)

— e
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Las derivadas parciales satisfacen estimaciones similares,

n(|z|)
‘ C| |n+1

‘856]

DEMOSTRACION. Puesto que
Gola) = Cln) [~ % e 5 i(V8)
0

tenemos

— () [ / gl g Ia U’W“")du]

donde la pentltima acotacién se obtiene usando en la primer integral que n
es casi creciente, y en la segunda que 7 tiene tipo superior b, finalmente en
la dltima desigualdad se usa que b < n. De un modo analogo obtenemos las
estimaciones para las derivadas parciales de G, diferenciando la férmula de
G, obtenemos

oG,

8.1‘]'

= claj]

o0
< C|$j|/
0

0o
. d
=C|fﬁj|/ e T T 2n(Vala]) S
0 u

! o0 s —n—2 b

= clajlle| " *n(|xl) [/ e nuTT 1du+/ e wu 2 tady
0 1

< Cla| ™" n(lz)),

/°° o lal?/8 0/ am 5= 77(:5/5) &5
0

n-21(V9)
—5

en la prlmera integral usamos que 7 es casi creciente y en la segunda que
=2 1 b <0o0seaquen+2>b. O
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PROPOSICION 2.6. Sean en J de tipo superior b < 1, entonces la integral
de Poisson Gy(x,y) = Gy*xPy del nicleo Gy, satisface la siguiente desigualdad
en norma 1

(19) Haayan(x,y)ﬂl < A”(yy), y > 0.

DEMOSTRACION. Puesto que G, € L'(R"), la condicién (19) vale sii
Gy € A(n;1) por la Proposicién 1.18 del Capitulo 1. Por definicién este
espacio consiste en todas las funciones f de L!(R™) para las cuales

1f(z+1t) = f(z)lh

sup < o0
|t/>0 n(lt)

Probemos que esto se cumple para G, esto es debemos ver que

[ 1Gafa 1) = Gyfalde < Ane).

Escribimos

/ |Gy(x+t) — Gy(x)|de g/ de—i—/ |.|dz.
" |z|<2[t| |=[>2]¢|

La primer integral puede ser estimada por

/|xg2t|[|G"(I+t)’ + |Gy (z)|ldz = /|x§2|t| IGn(:ert)\der/ Gy (z)|de

|z <2]t]
= 2/ |Gy (z)|de.
| <3|t

Usando la Proposicién 2.5 vemos que

/ |G,y (z)|dz < C n(’mnDdx
|| <3]t] <3l |l

3]t
S\tl
C/ n(p

p

< An(|t]).

Para estimar la segunda integral, notemos primero que en virtud de la se-
gunda parte de la Proposicion 2.5 y del teorema del valor medio tenemos
que

|Gz + 1) = Gy()| < C"[tlly [T aly)),

donde y estd en el segmento de longitud |t| que une x + ¢ con z. Como
ly| > |z| se tiene también que

|Gy(z +t) — Gy(x)| < C"[t|]x| ™" (=),
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puesto que 7 tiene tipo superior b menor que uno

o(M) < e el

se tiene
n(ly)) Ly
gt = Ot o)
1 ‘y’nJrl
i Wwﬁ(m)
_ n(lz))
- ‘:L.’n—&—l’
donde se ha usado que % > 1y b < n. En consecuencia, si |z| > 2|t|
[ G+t =Gz =c [ el (el
|z|>2]¢| |z|>2]¢|

< C!S”1\/2| | it " n(p)dp
t

< C15m |t / p)
2(t|

. n(2lt].s
—cis" i [ 2,1'5,‘2

< C|S™ 1‘7 (2\t\)/ s2ds
< An(t]),
usando la hipdtesis que b < 1. O

2.2. Composicion de Potenciales Generalizados.

El propédsito de esta seccién es demostrar que la composicién de operado-
res .J, produce operadores de la misma clase. A diferencia de los potenciales
clasicos para los cuales se conoce que la composicién es igual a aplicar el
potencial que corresponde a la suma de los exponentes de las potencias aso-
ciadas a los potenciales que se componen; ahora es preciso detectar y estudiar
la operacién que al par de funciones de J dados, le haga corresponder la
funcién asociada al operador compuesto.

(Jm o an)(f) = Gy, * (an * f) = (Gm * an) * f

si al menos 1 0 w2 € O donde (Gy,) (z) = @i[(1 +4m2|z[2) "V i=1,2y
dadas las funciones n;, las funciones ¢; con ¢ = 1,2 son tales que verifican
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la siguiente igualdad

p [méﬂ)] (5 =%( LJ

Queremos caracterizar la composicién de dos de estos potenciales como
otro potencial del mismo tipo. Como las funciones G, son radiales también lo
es la convolucién Gy, Gy, y por consiguiente también lo es su Transformada
de Fourier, podemos entonces pensar a ésta como una funcién de la variable
|z|, asi por el teorema de la convolucién para la Transformada de Laplace,
escribiendo por simplicidad s = (1 + 472|z|?)~/2, se verifica que

(Gny * Gy) ([2]) = 1 <\/4%> 72 <\/4%>
771((;/5) (s)L [772((;/51 (s)
i / m(VE) m(VI—¢)
/o £ t—¢
. ’M] (5),

t

=L

Sy df} (s)

donde n(;/i) = (f n (g/E) ”Q(t”fg £) d¢, haciendo s = v/t resulta

_ 2 m(VE) ma(y/s2 =€)

) =2 [ RO e
s U s2 — y?

(20) — 25 /0 ’715 )”2(82 — ) du.

La funcién 7 estd definida como un producto especial entre 71 y 72 segin
la expresién (20), lo indicamos del siguiente modo

n(s) = (m @n2)(s)

PROPOSICION 2.7. Sim y n2 estdn en J, entonces n definida en (20)
estd en J y es equivalente al producto mino.

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 33




POTENCIALES DE BESSEL GENERALIZADOS

DEMOSTRACION. Haciendo u = st en la expresién de n dada por (20) se
tiene

dt

o= [ V=2

s2 — g2¢2

_ /1 m(st) m(svV1l—1)
0

t 1—1t2

§0m@mxwéﬁm4(¢r4%”2w

< Cm(s)n2(s),

en virtud que los tipos inferiores son positivos. Por otro lado

n(s) = /01 i) VL g

t 1—¢2
bo—2

zmmwm@éﬂm1@h_ﬁ) i

> cni(s)n2(s),

donde b; y b2 son los tipos superiores de n; vy 12 respectivamente, ambos
positivos por hipétesis. O

OBSERVACION 2.8. La demostracién anterior muestra que prescindiendo
de las condiciones sobre los tipos, implicitas en la definicién de la clase J;
la funcién 7 definida a través de (20) es equivalente a 7172 + 7271 donde

ﬁi — 05 771'5’”) dv

PROPOSICION 2.9. Sea 1 una funcidn tipo superior b e inferior a, tal
que b —a < 1 que se factoriza en la forma n = 11 @ t7 con m1 de tipo
inferior positivo y superior menor que 1 y 3 un numero positivo, entonces
Gp e A(n;1).

DEMOSTRACION. La factorizacién de 1 como t?®mn; nos permite expresar
Jy = JgoJy,,, esto es como la composicién entre un potencial de Bessel y un
potencial generalizado de estos que nos ocupan; por lo tanto G,, = Gg* G,
Consecuentemente Gy(.,y) = Gg(.,y1) * Gy, (., y2), pues Py, = P, * Py,
si ¥y = y1 + y2. Sea ahora [ un entero mayor que b+ 1, como | — 1 > J3, si
diferenciamos la relacion anterior [—1 veces respecto de y; y una vez respecto
de yo y haciendo y; = yo = y/2 aplicando la Proposicién 2.6 y la estimacién
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analoga para la integral de Poisson del nicleo Gg (ver [Ste70], [Tai64]), el
resultado es

0'Gy H n(y)
z,y)| <A—
‘ oy’ . 9) 1 Y
Esto implica que G, € A(n; 1) por la definicién (15) del Capitulo 1. O

2.3. Accién de J,, sobre los espacios A(y,p), 1 < p < oc.

Los operadores de convolucién con nicleos en L' preservan los espa-
cios Lipschitz. Si bien los operadores .J;, estdn asociados a ntcleos de L' la
estructura particular de los mismos permite obtener resultados mejores en
cuanto al incremento de suavidad.

DEFINICION 2.10. Diremos que una J-function n pertenece a J, si es
de tipo inferior positivo y superior menor que uno.

TEOREMA 2.11. Sea v € J y n € Jo, entonces J, aplica continua e
inyectivamente A(v;p) en A(mp;p) con 1 < p < oco.

DEMOSTRACION. Hacemos u = P, x f y U = P, * G, * f, por lo tanto
U(z,y) = Gyp(z,y) * f(z) donde G, (z,y) es la integral de Poisson de G (z).
Para m > 1 vale
oGy,

3y (z,y) 1

en virtud de la Proposicién 2.6 y del Lema 1.19 del Capitulo 1, paral =1
y p = 1. Sin embargo, sabemos que Py, y, = Py, * Py,, y1 > 0, y2 > 0;
consecuentemente

U(z,y1 + y2) = Pyryy, * Gy * [ = Py, x Gy x Py, x [ = Gp(z,y1) * u(z, y2).
Si k es el menor entero mayor que el tipo superior de v, y diferenciamos en
la expresion anterior [ veces respecto de y; y k veces respecto de yo. Resulta

8k+lU($, y) al 8k
W = afylGn(ﬁf,yl) * aTJkU(x;yQ)a Y=y +y.

< An(y)7

m

(21)

Luego en vista de (21), con y1 = yo = §, para [ > 1 y del hecho que
f € A(¢; p), obtenemos

U (z,y)
8yk+l

8k
8T/fu(x’ Y2)

l
< Aln(yl/2)A,¢(zle{2)
() (y)

(22) < C\|f||n7pw-

p
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Puesto que f € LP, J,(f) € LP? en virtud que |Gy * fl|, < [|Gyllll fllp <
Cl| fll:p < 00, como 1y es de tipo superior menor que k+[ se tiene entonces
que Jy(f) € A(m;p), la prueba anterior también muestra que

1 Tn(F)llpgsp < ClIf lips

que es la continuidad del mapeo. Probamos ahora que es inyectivo, mostran-
do que si J,,(g1) = Jy(g2) entonces g1 = go. Primero observemos que si ¢ € S
entonces Jy(¢) € S en virtud de (G-3) de la Proposicién 2.2 y por lo tanto
Jn(¢) € S. Por otra parte, si ¢ € S tenemos

/ Jy(g1) ()¢ (z)dx = / Gn(z — y)g1(y)dyd(z)dz
R~ " JR™
= [ 0w [ Goly—ao(a)dady
- [ @i

Repitiendo lo mismo para J;(g2) se tiene

/ . nle2)@)elz)de = / 52(y)1n(9) (v)dy,

de modo que

[ )@ = Ig@lete)ds = [ (o= ) w)I(6)0)dy

n

y usando la hipétesis

/n(gl - 3)W)Jy(9)(y)dy =0 Vo€ S.

Para concluir que g1 = g» basta ver que J;(¢) es cualquier funcién de S; en
efecto, supongamos v € S y por lo tanto, 7 € S entonces tomando

2N v(x)

)= o ey 77
se tiene usando (G-4) de la Proposicién 2.2 que b € S, entonces ¢ € Sy
ademas, (z) = d(z)p[(1 + 4n2[z|?)~/?], o bien

D(x) = §()(Gy) (2) = (Gy * 9) () = Jy(0).
Entonces v = Jy,(¢), con lo cual probamos que J;, es un mapeo de S sobre
s{ mismo y la prueba de la inyectividad estda completa. O

Si n = t?, se tienen los ya conocidos Potenciales de Bessel que como
se sabe son isomorfismos naturales entre espacios Lipschitz-a, més precisa-
mente Jg es un isomorfismo de A, en A,y para o y (3 reales. El teorema
siguiente muestra que este resultado puede extenderse al caso en que la
funcién que genera el espacio de partida no necesariamente es una potencia.
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TEOREMA 2.12. Para 3> 0y V¥ € J,, los potenciales de Bessel Jg son
isomorfismos entre los espacios A(v;p) y A(wt?;p).

DEMOSTRACION. Si 3 fuese menor que uno, la continuidad e inyectivi-
dad seria un caso particular del Teorema 2.11. Para cualquier 8 sabemos
que la integral de Poisson de los niicleos Gz de los potenciales de Bessel sat-
isface una desigualdad como la (21), con 7(y) = y°, esto es para m cualquier
entero mayor que [, se tiene

oG
|t

B
<ALl
Yy

1

asi andlogamente a lo hecho en (22) se tiene para U la integral de Poisson
de Gy * f, k el menor entero mayor que el tipo superior de ¢ y | > 3 que

U (2, y) 7 (y)
| St = o G

Puesto que para f € LP, Js(f) € LP y como 94 es de tipo superior menor
que k + [ se tiene entonces que J3(f) € A(tP4); p), también se obtiene que

1T esip < Cll fllgips

lo que muestra la continuidad del mapeo. La prueba que es inyectivo es
idéntica a la hecha en el Teorema 2.11. En consecuencia, Jg aplica continua-
mente e inyectivamente A(1;p) en A(t%1);p), resta ver que esta aplicacién
es sobre. Similarmente a lo que se hace para los espacios Lipchitz veamos
que Jo es sobre. Observamos que si f € A(t2;p) entonces f € A(¢; p) pues
si f € A(t?;p) entonces para k cualquier entero mayor que el tipo superior
de t? se tiene
ak
gt o), < 422

pero k es mayor que el tipo superior de v entonces la desigualdad anterior
junto con el hecho que f € LP dice que f € A(¢;p). Por otro lado, Af €

2 .
A(¢;p) ya que 587’; € A(Yt;p) y STjé € A(Y;p). Luego (I—A)f € A(;p). Sin
embargo, Jo[(I —A)f] = f. Para probar esta identidad es suficiente verificar
que para ¢ € S

[ttt a)pypda = [ oan
En efecto,
/H(JQ(I — A)f)pdx = /n(I — A)fJy(p)dz
= | fU—=A)Jz(p)dx
R'n

= feda.
R
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Con lo cual resulta
(I = A)Jap = Jop — Aoy
(I = A)Jag]” = [Jap — Adag]”
= (L+4n%l2’) ¢ + (4n’fe?) o)
¢ An?|z|? ,

T O+arzp) T axampt T

La prueba sigue igual al caso de los potenciales de Bessel actuando sobre
los espacios Lipchitz, (ver [Ste70]). O

COROLARIO 2.13. Sin = m @ tP donde m € J,, entonces Jy aplica
continua e inyectivamente A(;p) en A(ny;p)

DEMOSTRACION. La prueba sigue luego de observar que J; es composi-
cién de Jy, y Jg dos operadores inyectivos y continuos, en virtud de los
Teoremas 2.11 y 2.12 respectivamente. U

Nuestro propédsito es ahora extender el Teorema 2.12 a ciertos potenciales
Jp mas generales para ello comenzamos probando los siguientes lemas:

LEMA 2.14.
a) Una funcién K € L*(R™) define un operador de convolucién continuo en
A(;p), es decir

[ Fllp < Il llsp-

b) Si ademds K es de clase C™ se tiene que
(K« f)=K.f
en el sentido de S'.

DEMOSTRACION.
a) Para f € A(¢;p) se tiene que

[fllep = 1 £1lp + A

donde A es la menor constante Ay tal que

" Y(y)
\|@U($vy)\|p < Akyik

donde u es la integral de Poisson de la f y k es el menor entero mayor que el
tipo superior de . Ahora usando la desigualdad de Young puede escribirse

(23) K * fllp = K 1l s
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por otro lado, llamando U(z,y) = (Py * f) * K = (u* K)(z,y), se tiene

ok ok
50Dl < Igzute I
Y(y
< 1fllssp ; 1K,
de donde
yk 8k

Wa%?W%wMSWMMKM

y en consecuencia, K x f € A(v; p), ademds esta dltima desigualdad con (23)
permite concluir que

| K * f”d);p < f] Y

;pHKHI-

b) Puesto que K x f € A();p) se tiene que K x f € LP, y por consiguiente
define una distribucién de S’

<Ky =< Ko o= [0 PEREE
donde hemos usado la representacién integral de la distribucion K x f. Com-
probemos ahora que esta 1ltima expresion puede calcularse intercambiando
los 6rdenes de integracién; en efecto,

2| |p(6)|de < ||souoo/| (K £)(€)lde

= llelloo KT fllp < o0,

(€ —x)f(x)

pues K € L' y f € LP. Luego,

/g(/wK(f—x)f( > it = [ fa /K ~ )p(e)deds

El Teorema de Fubini asegura la integrabilidad respecto de x de esta ultima
expresion, y permite escribirla como

(24) lim /K ¢ —x)p(§)déd,

N—oo mKN

respecto de la integral en £ tenemos

/K —x) dgdx—/K —x)/t e 2o (t)dtdE.

Comprobemos que aqui también es posible intercambiar los 6rdenes de in-
tegracion,

/5 Ko | e—mso@)dt\d& < /E K€ =)l [lelpte)deds

= |S0||oo/§|K(£ — z)|d¢ < .
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Usamos esto en (24) y pasando la transformada de Fourier a K se tiene,

lfm ﬂ@l%ﬁ%ﬁﬁﬂ@%mzlml ﬂmékﬁk”%ﬁmwx

N—oo |z| <N N—oo lz|<N

— Jim 1%<£>¢<£>J/|<A7f<x>e—xfd§dx

N—oo ¢

= lim [ K(&)p(&)fn(€)d,

N—oo £

pero K(€)p(€) =1 € S pues como K € C® y ¢ € S, el producto esté en S.
Luego,

<(Exf)p>= lim < fy,Kp>=<Kf o>
—00

donde el limite se ha tomado en el sentido de S’ y se ha usado el producto
de una distribucién por una funciéon de C*°. U

El siguiente lema es el punto clave para encontrar condiciones sobre 7
bajo las cuales J, resulta un isomorfismo. La prueba de este hecho en el caso
de las potencias se basa como vimos en el Teorema 2.12 en usar que Jo es un
isomorfismo. En este lema mostramos que para una “perturbacion” adecua-
da de p(t) = 2, es decir n(t) = t2h(t) con h equivalente a una constante, .J,,
es también un isomorfismo. Sin embargo, para obtener este resultado nece-
sitamos agregar condiciones adicionales a la funcién h. La prueba se basa en
una aplicacion del Teorema de Wiener sobre algebra de funciones.

LEMA 2.15. Sea h(t) una funcién de clase C[(0, 0)] entre dos constantes
positivas tal que h'(t) es absolutamente integrable en un entorno del origen,
entonces n(t) = h(t)t> € J y Jy, es un isomorfismo de A(;p) en A(t?;p);
mds aun

Jn:JQOT

donde T es un operador de convolucion que es un isomorfismo en A(¢;p) y
es tal que su multiplicador tiene la forma m(x) = K + C(H) (z) donde K
y C son constantes y H es la funcion integrable que el Lema 2.3 le asocia a
la funcion h(t) = th'(t).

DEMOSTRACION. De la expresién n(t) = h(t)t> y del hecho que h se
encuentra entre dos constantes positivas surge que 7 es equivalente con 12
y si consideramos los operadores J, y J2, es simple ver que los respectivos

multiplicadores Gn y G4 también lo son ya que la transformada de Laplace
conserva equivalencias. Esto ultimo puede expresarse del siguiente modo

Gy = mC,
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con m una funcién de clase C°°(R"™) entre constantes positivas. Las condi-
ciones sobre h nos permiten estudiar la estructura de m.

A 47222
m(z) = (G") (z) = th(\/g)](H )

G (1 + 47m2|z|?)~ 1

2.2
14+47“|x|
i )9

ca+4ﬁujx/we* h(V/8)do

__c/ [ A drie) - W)}h(\/g)dd
_ ¢ “Mﬁwhvﬁw
[l

Como h' es integrable en un entorno a la derecha del origen, entonces existe
el limite de h(t) cuando ¢ — 0% que llamamos s, con £ > 0. Siendo h
absolutamente continua también lo es h(v/§), y como la exponencial es suave
y decae en el infinito, podemos integrar por partes para obtener

m(z) =C [/@—I—/O o~ )5h(\/5)%5

:c%+ﬁ@y

donde H es la funcién integrable que el Lema 2.3 le asocia a la funcién
h(t) = th'(t). Dado que H estd en L'y H es C*°, el Lema 2.14 nos permite
escribir en el sentido de &’

mf: le+CQHf =[(e10 + c2H) * ]
o equivalentemente
Tf = (c16+coH) * f.

La parte a) del mismo Lema prueba que T es un operador continuo en
A(;p). Como m no se anula y es C* resulta que T' también es inyectivo.
M4s todavia un resultado de Wiener ( [Kat76]), nos permite asegurar que
el inverso multiplicativo de m tiene la misma estructura esto es

1 .
— =c¢+k con KelL.
m

Por consiguiente, % induce un operador de convoluciéon que resulta ser el
operador inverso T~! sobre A(); p), que es continuo nuevamente por el Lema
2.14 Hemos probado por lo tanto que T es un isomorfismo de A(v;p) en
A(i;p) y por consiguiente J, es un isomorfismo de A(y;p) en A(t%y);p)
puesto que el Teorema 2.12 asegura que Jy es un isomorfismo de A(¢;p) en

A(t*;p). O
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Observemos ahora que dada 7 perteneciente a J, la funcién 9y = t® % ®n

es equivalente a ¢2. En el préximo resultado analizamos bajo qué condiciones
adicionales sobre 1 es posible aplicarle el lema anterior.

LEMA 2.16. Sea ) en J, sin € J,NC%((0,00)) y la derivada de Sgés) es
absolutamente integrable en un entorno del origen. Entonces para n1 igual

al producto t ® % ®n, el operador Jy, es un isomorfismo entre A(¢,p) y
A(t*;p) y mds atin Jy o Ji es un isomorfismo de A(y;p) en A(ty;p).
n

DEMOSTRACION. Mostraremos que 7); satisface las condiciones requeri-
das para 7 en el lema anterior. Comenzamos expresando n; = 12 ®  con 1

. 2 2 _ . .
equivalente a % o de otro modo 172 = % donde 7 es equivalente a n y satis-

_ 2 _ 2
facen:t—osean:téi
n

772 . Por otra parte, del hecho que 7; es el producto

entre 12 y 7, de (20) se tiene

t 2 — U2)
e (L) /T
m(t) /0 u 2 — u? b

de modo que podemos ver que 7 (t) = 2h(t)t?> donde

oy - [ PR T,

o 12 —u?

con h entre dos constantes positivas pues 7; resulta equivalente a t> por
Proposicion 2.7 ya que el tipo inferior de % es positivo pues el tipo superior
de 1 es menor que 1. Ademdas h € C!(0, 00) debido a que € C*(0, 00). Nos
queda por estudiar la absoluta integrabilidad de h'(t). Sustituyendo n, por

t2 ;
7 se tiene

) — /0 () nVE= )

U 12 — 2

/1 n(tv1 —v?) 0122 /t” Vittv? —u? du dv
= | v—5—"2t%
0 0 n(\/t21}2 — UQ) t202 — w21 — 02

292
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2/1v(t 1—@2)/1 L _du v
! o n(tov/1I—2) 1 — 21— 2
// ntvl—o?)  du  wvdv

tv\/l—u2) V1—u2l—0?

/ / du vdv
0 nt\/l—v2\/1—u2)\/l—u2\/1—v2

Finalmente, haciendo v =sen 6 y u = sen ¢ resulta

n(tsen 0)
———————dpdb.
/ / (tcos Ocos @) 4

n(tsen 0)
——————dfdp.
T dt / / (tcos Ocos ) 14

Analizamos la convergencia de la integral que resulta de derivar dentro del
signo integral, la derivada del integrando resulta

Asi

sen 61 (tsen 6)n; (tcos Ocos @) — cos Ocos pn(tsen O)n'(tcos Ocos )

n2(tcos fcos p)

Veamos que cada término estd acotado por una funcién integrable, respecto
del primero resulta igual a

sen 6n(tsen 6)
n(tcos Ocos @)’

usando los tipos de 7 resulta menor o igual que
sen f(sen )21/ (t)
(cos Ocos )bn(t)

pues,

b
n(t) < n(tcos feos ¢ ) <C [1} n(tcos Ocos ).

cos fcos ¢ cos fcos ¢
. (sen 9)‘1 NETEERT .
Respecto de 6 debemos integrar s de 0 a 7; dividiendo la integral

en dos partes resulta
/4 (sen 0) Q0+ /2 (sen ) 40
o (V1 —sen26)® z (\/1 - sen29)b

‘/5 a 1
< / sen 0 d9 / 2 Wl=w)™
0
< : sen + 2 u - au,
< 2b/2 0)de bd
0 0
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resultando integrables pues b < 1. Para estudiar la segunda integral respecto
de ¢ hacemos cosp = u

/72‘ dy B /1 du
0 (cos @)’ Jo V1—uZub
12 gy /1 du
B V1 —u2ub /2\/1—u2ub
L/d/zdu bjfl du
- f V1—u?

La segunda integral es finita mientras que la primera sélo exige b > 0. Ahora
comprobamos que las condiciones sobre 7 aseguran la integrabilidad en el
origen de h/(t) esto es la finitud de la siguiente expresion, en la que hemos

hecho, solamente a los efectos de simplificar notacién, A = sen 6, B =
n'(s)

(s resultando

cos pcost, o(s) =

tA) — o(tB

)dego‘dt
lo que resulta menor o igual que

e o0 - o8] | dvaa,

WA
o Jo Jo |n(tB)
observando que 7 es positiva y conservando el médulo en el resto, vale Tonelli
de modo que
2 2 [ ntA)|(tA) — o(tB
[ >‘¢< ) — o )‘dtded%
o Jo Jo n(tB) t

n(tA)
n(tB)’
1, si en caso contrario, esto es si A > B

Primero acotemos puesto que 1 es creciente si A < B se tiene

n(tA)  n(tB%) —

= <C(5)
n(tB)  n(tB) B

donde se ha usado el tipo superior b de n. Luego,

WA =)
1+
o Jo Jo cospcos 0
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Hagamos € = 1/10 e intercambiamos el orden de integracién entre t y s

(AAB) 1 (AAB)™ls dt (AVB) & & dt
/ L)l Las + / 1(5)] / % 4
0 10 ( t ( (

AVB) s AAB) & AvB)~ls t

S

(AAB) 1 s
= [ W los g —tor s

/(AVB)Il“| /()| log —= — log ———_]d
+ @ (s)|log — — log ———]ds
(AAB) L 10 (AV B)

(ANB)gg (AV B)
g 1 B ————
bl \¢(®\0g(AJ\B)d8

(AVB)L AV B
T / ° 10 () tog LAV B) g
(AAB) & 510

<tog (g )P olds

expresion que resulta finita pues ¢’ es absolutamente integrable en un en-
torno del origen. O

Las funciones del lema anterior desempenan un papel fundamental en la
prueba del teorema del isomorfismo entre espacios Lipschitz generalizados,
por esta razon damos una caracterizacién de esta clase de una manera que

facilita la construccion de ejemplos no triviales.

n1(s)
n1(s)

Puesto que denotamos ¢(s) a se tiene que

P — (togmi(s)
o bien .
ogm(V)+ [ Ear ~1og i (s),

que en términos de la funcién exponencial es

s (1)

m(1)edr "= dr = ni(s).

Todo esto da lugar a la siguiente definicion.

DEFINICION 2.17. Denotamos con M, la clase de funciones que pueden

escribirse en la forma
¢(T) dT

n(s) =n(Delt =
con ¢ que satisface
) 0<c <¢p<ec<1,
1) ¢ € CH((0,00)) y

111) ¢’ absolutamente integrable en un entorno del origen.

Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 45



POTENCIALES DE BESSEL GENERALIZADOS

La clase M, coincide salvo equivalencia con la clase de funciones del
lema anterior; para la prueba de esto es suficiente probar el mismo tipo de
equivalencia para las clases siguientes.

s (1)

A= {n/n(s) =n(l)e)r =

chon0<c§¢§C’<1}

B = {n/n es de tipo inferior positivo y superior menor que uno}

LEMA 2.18. A C B y para toda n de B existe una funcion equivalente a
n que estd en A.

DEMOSTRACION. Sea 7; en A para probar que 7; € B debemos ver que
71 es de tipo inferior positivo y superior menor que 1. En efecto, para s < 1

se tiene
st ¢(7) dr
T

Delt “Pdr+ [ “2ar

T

= m(t)s®,

lo que dice que 7; es de tipo inferior ¢ con constante 1, por lo tanto de
tipo inferior positivo, de igual modo puede verse que 7; es de tipo superior
C con constante 1 y por consiguiente de tipo superior menor que 1. Ahora
nos interesa ver que para toda 7, € B existe una funcién equivalente que
pertenece a A. Sea 11 tal que es de tipo inferior positivo a y tipo superior b
menor que 1, esta condicion sobre el tipo superior permite asegurar que 211(_82
es casi decreciente, esto hace aparecer una constante que no es 1. Por ello
antes de regularizar consideramos el procedimiento, ya usado en el Capitulo
1, que permite pasar de una funcion casi decreciente a una decreciente y mas
aun la funcién 7; definida por la propiedad que 211(_86) es decreciente resulta
equivalente con ;. Definimos

m(s) . m(t)

5176 t>s tlfe

le(_i) es decreciente, para ello suponemos u < s

() __om) __ mlt) _ i)
81—5 t>s tl—e — t>u tl—e€ ul—¢ :

Primero probamos que

Ahora comprobemos que 7; es equivalente con 7;

- m(t) —em(s)
in(s) =s' estgls)tﬁ > 5! EF = m(s)-
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Respecto de la otra desigualdad, para alguna eleccion de € tal que 0 < € < 1,
en virtud del tipo superior resulta.

t C
in(s) = s sup T < 1-equp M) _ gy,
t>s (2 t>s S €

donde hemos usado que es casi decreciente para € > 0. Dada n; de tipo

inferior positivo a y superior b < 1 y tal que le—(i) es decreciente, se tiene

que la funcién
a a B m (t)
ne(s) =s e dt

con «a < a, resulta equivalente con 77 y ademads verifica

o) < iy (s < (1 91

- S

En efecto,

s s
m(t) m(t)
77(11(3) = Sa/o tl+a dt = 304/(; tl—eteta dt

S gan(s) /5 di _ am(s) st
0 slme Jy tete sl=¢ 1 —e—a
__m(s)

l—e—a’

lo que da lugar a n1(s) < nf*(s)(1 — e — a). Por otra parte,

d O anl(s)
dS / 1+cx dt +s 51+a

ol 1 (s)
- dt

45’ / tHO‘ + s
i )

de donde junto con las cotas anteriores resulta

) (5) < Ty O
_ 77%8(8) (1-¢)

ni(s)

y de la definicién de nf* se tiene (n{)’(s) > « . De modo que

< ) (s)

= nf(s)

a < <1-—g

donde « se puede elegir tan préximo como se quiera al tipo inferior para
que resulte positivo y € > 0 tal que 1 — € < 1. Hemos probado entonces que
dada n; con tipos entre 0 y 1 es posible hallar una equivalente a ella para la
cual ¢ esta entre dos constantes proximas a los tipos de 7;. O
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Puesto que funciones 7 de tipo superior mayor o igual que uno e inferior
a distancia menor que uno de aquél, resultan equivalentes a funciones que
se obtienen como producto ® de potencias positivas de exponente mayor o
igual que 1 con funciones de tipo inferior positivo y superior menor que 1,
damos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.19. Denotamos con M la clase de funciones que se obtiene
como producto ® de las funciones de M, por t?, con § > 0. Esto es

M=P&eM,

donde P es el conjunto de las funciones potenciales con exponente positivo.

TEOREMA 2.20. Sean ¢ y ¥ dos funciones en J tales que % es equiva-
lente a n € M entonces J;, define un isomorfismo de espacios de Banach

entre A(p;p) y A(v; p)

DEMOSTRACION. Puesto que n € M puede factorizarse como 17 @ t°
y por consiguiente J, es la composicién de J;, o Jg, por el Teorema 2.12
sabemos que J3 es un isomorfismo entre A(p;p) y A(pt?;p), afirmamos que
Jy, es un isomorfismo de A(pt?;p) en A(pt?;p), luego debido a que ¢t’n; es
equivalente a 1 se tiene que los espacios A(ptn1;p) v A(1; p) son los mismos
la prueba estd completa. Probamos ahora nuestra afirmacién, en virtud del
Teorema 2.11 sabemos que J,, aplica continua e inyectivamente A(cptﬁ ;p) en

A(«ptﬁ 713 p); veamos que es sobre, para lo cual expresamos J,, = Jy, OJ( £ @)
n1

conn=mae n—tl ®t es decir, 12 es equivalente con t2, la pertenencia de 7,

a M, permite usar el Lema 2.16 y asegurar que .J;, es un isomorfismo de

A(ptP~2:p) en A(pt?;p), v puesto que J(tgy = J+ oJp aplica continua
1 [

e inyectivamente A(pt?~2;p) en A(cpf]—f;p) por ser composiciéon de dos op-
eradores de este tipo que satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.12; luego
necesariamente debe ser J;, sobre. Finalmente, utilizando el teorema de la
aplicacién abierta se concluye que J,, es un isomorfismo de A(pt?;p) en

A(ptPni;p). 0

De manera similar a la prueba del Lema 2.18 , se puede definir la clase
N de funciones que resultan equivalentes a las funciones de M.

DEFINICION 2.21. Decimos que una funcién 7 pertenece a la clase N si
se puede escribir en la forma

n(s) = np(1)elt “ar,

con ¢ que satisface
)0<c<¢p<ce<oocon0<cr—c <1,
1) ¢ € C1((0,00)) y

111) ¢' absolutamente integrable en un entorno del origen.
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Resulta inmediato el siguiente corolario del Teorema 2.20.

COROLARIO 2.22. Sean ¢ y v de clase C*((0,00)) tales que la funcion
n= % e N entonces el operador J, es un isomorfismo de espacios de Banach

entre A(p;p) y A(¢;p).

Concluimos el capitulo con algunas observaciones acerca de la clase N.

(NV-1) Veamos que las funciones ¢ que dan lugar a las de A son tales que
tienen un comportamiento local en el origen bien definido y que
puede expresarse como sigue: existe lim;_, ¢(t) y ademds “local-
mente en 0 7 los indices coinciden y son ¢(0); en efecto, puesto que
para s < t se tiene

rmw—¢@n§/ﬁw@wm

en virtud de la integrabilidad de ¢’ en el origen se deduce que
limy_,0 ¢(t) existe. Ademads, si suponemos s < 1 se tiene

mst) = m(yit 4 ar

5t 224 22

St 224" 22

't ¢$(0—e
(1) Jst D dr

En consecuencia, 11 (st) < n1(t)s?©) ¢ para s < 1y t < §(¢). Por
otro lado,

1 (st) > ny(1)e (@O +e)(logt—log(st))
— n1(1)€(¢(0)+e) log s

= m (1)s?OF,

para s < 1 y t < 0(e). Estas desigualdades pueden leerse conjunta-
mente, como condiciones de tipos locales

7)1(1)5¢(0)+e < mi(st) < m(l)sdxo)—e,

sis <1yt <d(e). Asi, “en el origen ” los indices inferior y superior
de nuestras funciones n de N coinciden entre si y con ¢(0).
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(WV-2)

(V-3)

(V-4)

Es claro que cuando la funcién ¢ es constante, digamos ¢(t) =
#(0) = a, n(t) es la funcién t* y el operador J,, es el clasico operador
Jo, de Bessel que, de acuerdo al Teorema (3.4), resulta isomorfismo
entre estos espacios Lipschitz generalizados.

Es igualmente claro de la definicién, que si 7 y 3 es positivo, en-
tonces t7n(t) € N, y si a es positivo y menor que el tipo inferior
de 7, también t~n(t) € N.

Mostraremos, finalmente, algunos ejemplos no triviales abarcados
por esta nueva clase de funciones construidos, como es usual en el
contexto de los espacios de Orlicz, produciendo modificaciones log-
aritmicas a las potencias, es preciso notar que para estas funciones
el imfimo de los tipos superiores coincide con el supremo de los
inferiores, de otro modo el indice inferior y superior coinciden. En
efecto, dado o > 0, las funciones que en un pequeno entorno del
origen tienen las formas

a) m(t) =t"logy,

b) m(t) =t

log 3’

c) m(t) = t*log(log ¢),

u otras similares pertenecen a la clase N, pues en todos los casos
se tiene que

o(t) =+ g(t)
donde g es una funcién monétona cuyo lia mite g(01) es igual a
cero y por consiguiente ¢ resulta absolutamente integrable en un
entorno del origen.
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CAPiTULO 3

OPERADORES INVARIANTES POR
TRASLACIONES EN ESPACIOS LIPSCHITZ
GENERALIZADOS

3.1. Desigualdad tipo Young.

TEOREMA 3.1. St f € A(n;p) yg € A(G;r) conl1 <pr;nyle Ty
=14 % — 1< 1, entonces fx g € A(n¢;u). Ademds,

1 _
u p
1 * gllncu < M| fllgpllglicir-

DEMOSTRACION. Si f € A(n;p) significa por un lado que f € LP y
por otro que %H%f(sc,y)”l, < A, y > 0; de igual modo del hecho que

0<

g € A((;r) se tiene que g € L" y que C(y)||aymg(av,y)HT < A,y >0,
donde | y m son cualquier nﬁmero entero mayor que el tipo superior de
n'y (, respectivamente. Si llamamos h a la convoluciéon de f con g, esto es
h = fxg se tiene por un lado, utilizando la desigualdad de Young en espacios
LP que

(25) 1Pl < W fllpllglle < 1 llnpllgl

por otro lado, si formamos la integral de Poisson de h y la derivamos k veces
respecto de y, donde k = [ + m se tiene la siguiente desigualdad en norma

Gr

12 )l < 12 1w/ 12 g, /2|
8yk $ay u = ayl xay P aymg xvy Ty

de donde
yk k yl o' ym o™
0w " U= () Z, a9\, r
T oy e e € g f w2l (s g mete /2]
(26)
< M”ﬂ n;pHgHC;r-

Luego de (25) y (26)
1Pllncu = ILf * gllncu < M f]

n;p”g”c;r'
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Asi, en particular, un niicleo k € A(n; 1) induce un operador acotado de
A(¥,00) en A(nV, c0).

3.2. Caracterizacion del nicleo de un operador invariante por
traslaciones.

A continuacién nos ocupamos del proceso inverso esto es caracterizar los
nucleos de operadores acotados, lineales e invariantes por traslaciones que
actian sobre los espacios Lipschitz-n. La caracterizacion que obtenemos es
una generalizacion de los resultados de Taibleson puesto que probamos que
los operadores lineales, continuos e invariantes por traslaciones que actian
sobre espacios Lipschtitz generalizados resultan ser de convolucién con un
nucleo en uno de estos espacios, dando una especie de reciproco del Teorema
3.1. Esta cuestién que constituye el objetivo central de este capitulo queda
expresada en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2. Sin y ¥ son dos funciones de la clase N y T es un ope-
rador lineal, continuo e invariante por traslaciones de A(n;p) en A(n¥;p),
p=1o0p=o00. Entonces, T coincide sobre S con un operador de convolucion
con un nicleo K € A(¥;1). En particular, si el tipo superior de U es menor
que uno, entonces K € L' y satisface

1) [ 1Kla =) - K@lds < vy

OBSERVACION 3.3. En todo lo que resta del capitulo las funciones ¥ y 7
serdn como en el enunciado del Teorema 3.2, de la clase . Una particulari-
dad de esta clase es la de ser cerrada para el producto y aun para cocientes
por potencias de 6rdenes adecuados de magnitud (ver observacién (N-3)
del Capitulo 2) y otra es la de ser una fuente de funciones para las cuales
el potencial generalizado asociado a ellas resulta un isomorfismo entre estos
espacios de Lipschitz generalizados de acuerdo al Corolario 2.22 del Capitulo
2. La condicién de suavidad exigida en ese resultado puede alcanzarse por
funciones equivalentes, de acuerdo a la Proposicién 1.3 del Capitulo 1, a las
que seguimos llamando n y ¥, sin modificar el dominio y la imagen del o-
perador T resultando ambos con normas equivalentes a las originales, segiin
lo observado después de (15) del Capitulo 1, lo que preserva la continuidad
de T.

Antes de demostrar el teorema enunciaremos y demostraremos algunos
resultados que usaremos en la prueba.

LEMA 3.4. Para f € S se tiene que J{l(f) € S mds aun J;l(f) = Dxf,

/ A 1
Des yD—(Gn)A.
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DEMOSTRACION. La prueba se basa esencialmente en el uso de las pro-
piedades de los nicleos dadas en la Proposicién 2.2 del Capitulo 2, asi por
(G-3) sabemos que (G)" € O lo que nos permite asegurar que (GU)A.f
estd en S y més todavia que el operador de multiplicacién por (Gy)" define
un operador continuo sobre S , de modo que el operador J, envia funciones
de § en S isomérficamente; y podriamos decir lo mismo para un operador
de convolucion cuya transformada de Fourier sea ﬁ f , pues por (G-4) de

la misma proposiciéon sabemos que ﬁ € 0. Es inmediato que la transfor-
n

mada de Fourier de la composicion de dos operadores tales da la identidad
y por ser ~ un isomorfismo en § hemos encontrado un operador inverso para
Jy, que denotamos ‘]77_ L el cual es la convolucién con una distribucién D
que estd en &', puesto que O C &' y ~ es también un isomorfismo en §’. [

Observamos que este lema muestra que los J; son isomorfismos sobre S,
aun para funciones n mas generales, basta que n pertenezca a la clase J, pues
sélo usamos la Proposicion 2.2; en contraste, con el problema més delicado
resuelto en el Capitulo 2, donde se probé que J;, es un isomorfismo entre los
espacios Lipschitz generalizados para una clase especial de funciones 7.

A continuacién vemos, como un corolario del siguiente Teoma de Taible-
son, que un operador que actia sobre espacios de Lipschitz generalizados
“queda caracterizado” por su accién sobre S en el sentido que su restriccion
a S determina un tnica distribucién en &’ aunque, como es claro, no ex-
iste un argumento de densidad que lo justifique. Mas adelante veremos que
esta distribucion es una funciéon de una clase de Lipschitz adecuada para
la aplicacion de la desigualdad de Young desarrollada en el comienzo del
capitulo.

TEOREMA 3.5 ( Teorema I de Taibleson I). ( [Tai65]) Si A es un
operador acotado, lineal, invariante por traslaciones de A(o;p,q; Ey) en
AN(B;p,q; En), o, reales, 1 < p,q,r,s < 0o entonces existe una unica dis-
tribucién temperada Ty € S’ tal que Ag = Ty * g, para toda g € S.

Como consecuencia obtenemos

TEOREMA 3.6. Si A es un operador lineal, acotado invariante por tras-
laciones de A(n;p) en A((;p) entonces existe un inica distribucion Ty € S’
tal gue Ag =T * g, para toda g € S.

DEMOSTRACION. Denotamos con a, y a¢ los tipos inferiores de 1y ¢
respectivamente y andlogamente con b, y b¢ los tipos superiores respectivos;
probamos en los Lemas 1.14) y 1.15 del Capitulo 1 las siguientes inclusiones
continuas

A(by; p) € A(m;p) C Alay;p)
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A(be;p) € MG p) C Alag;p)
Consideremos ahora la restriccién de T a A(by;p), que denotamos con T’y
que manda A(b,; p) en A(a¢;p), la linealidad y la invariancia por traslaciones
es obvio que se preservan; respecto de la continuidad, para f € A(by;p)
tenemos

HT(f)Hag;p < HT(f)HC;p - HT(JC)HC;p < CHan;p < CHben;p~

Este operador esta en las hipétesis del Teorema I de Taibleson, de modo
que existe una tnica distribucién temperada Az € S’ tal que T'g = Az x g,
Vg € S. Puesto que S C A(by; p), se tiene que los operadores T vy T sobre S
coinciden y la prueba esta completa. O

Finalmente, antes de proceder a la prueba del Teorema 3.2, enunciamos
los siguientes resultados de Taibleson que usaremos en la demostracion.

TEOREMA 3.7 (Teorema II de Taibleson). ( [Tai65]) Supongamos que
T es un operador lineal, acotado e invariante por traslaciones de A(a;p, 00)
en st mismo, para algin o yp =1 o p = 0o. Entonces existe k € A(0; 1, 00)
tal que Tf = k* f, para toda f perteneciente a S.

TEOREMA 3.8 (Teorema III de Taibleson). ( [Tai64]) Para o y (3
numeros reales, 1 < p,q < oo, Jg transforma A(a;p,q) isomorficamente

Al + B35 p,q).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2. Puesto que n y ¥ estdn en N, lo
observado en (N-4) del Capitulo 2, puede aplicarse para suponer en lo que
sigue, que n y ¥ son tales que su producto también pertenece a A/. Sean «
positivo y menor que el tipo inferior de 17 y 8 menor que el tipo inferior de
n més el tipo inferior de ¥, con 8 > «, que J; ;o es un isomorfismo entre
A(t%;p) y A(n; p) y que J,y 45 1o es entre A(t?;p) y A(n¥; p), de acuerdo a la
observacién hecha luego del enunciado del teorema. La idea de la prueba es
hacer intervenir potenciales generalizados apropiados, precisamente .J, jja y

Jyw 0, para factorizar el operador T en términos de ellos y sus inversos y de
un operador T lineal, continuo e invariante por traslaciones que actiia sobre
los espacios Lipschitz-« y que, utilizando los Teoremas II y III de Taibleson,
se puede expresar como la convolucién con un nicleo que pertenece a un es-
pacio A(6;1), para un § apropiado que revela el grado de suavidad alcanzado

por el operador. Con este propésito escribimos

Tf = [Jpwso © (Jpgye) 0T 0 Jy e o (Jypa)  1(f)
o bien

Tf = [Ty 0T o (Jypue) ()

donde T' = (an,/tﬁ)_l oT o Jya. O
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Graficamente la situacion para p = co es como sigue
T
A(n; 00) —— A(yh; 00)

Jn/t@ T ) i (Jn‘ll/tﬁ)

Aa<—A5

-1

Afirmacién: El operador T de A(t%;p) en A(t%;p), p =1 0 oo, es lineal, con-
tinuo e invariante por traslaciones y se puede expresar como la convolucién
con un nucleo k£ que pertenece al espacio A(d;1) siendo 6 = 3 —a > 0. En
particular, para f € S, se tiene que T'f € L™ NC.

En efecto, el operador T envia el espacio A(t%;p) en A(t%;p) ya que los poten-
ciales generalizados que intervienen estan bien definidos como isomorfismos
entre los espacios correspondientes, ademas es lineal, continuo e invariante
por traslaciones por ser composicion de operadores de este tipo. Componien-
do T con el potencial de Bessel J_5, 6 = 3 — a, nos da un operador en las
condiciones del Teorema II de Taibleson, luego recuperamos 1" componiendo
con Jg, el hecho que el nicleo de este potencial estd en O nos garantiza que la
convolucién es asociativa y debido a la accién de los potenciales de Bessel,
Teorema III de Taibleson, podemos concluir que el ntcleo de T estd en
A(0;1).

Para f € S, podemos expresar T'f como un operador de convolucién de
cuatro factores, més precisamente

[y 0 T o (Jypa) () = Ty s [T( n/ta) YO
( 77‘1’ * (k ( )))7

con D € & por el Lema 3.4, asi todos los factores, excepto posiblemente k,
son tales que su transformada de Fourier estd en O, esto permite conmutar
y asociar la convolucién de los factores obteniendo

[wyes © T o (Jype) ' 1(f) = (Gug + (D xk))* f

w8 (T e ) T (R)] = f
=K f.

Usando los resultados del Capitulo 2, puesto que k € A(J;1), se tiene que
(Jyjea) 1 (k) € A(t?/n;1) y también que

K = Jog s [(Jype) 7 (R)] € A(T5 1),

de modo que nuestro operador T' coincide sobre S con el operador T( f) =
K« f, K € A(¥;1), quedando demostrado el teorema.
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COROLARIO 3.9. Sean € N yT un operador lineal, acotado e invariante
por traslaciones de A(n;p) en A(n;p), p=10 p=oco. Entonces, T sobre S
coincide con un operador de convolucion con un nicleo k que pertenece al
espacio A(0,1,00) de Taibleson.

DEMOSTRACION. Sea o > 0, entonces el operador
T =JooT : A(n;p) — A(nt%; p)
es lineal, acotado e invariante y se satisfacen las hipotesis del Teorema 3.2.
Por lo tanto, T es la convolucién con un nicleo h € A(t*;1). Ademds como

T = J_ 4T, T es la convolucién con k = J_,(h), que por el Teorema III de
Taibleson estd en la clase A(0; 1, 00). O
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CAPITULO 4

OPERADORES DE CONVOLUCION ENTRE
ESPACIOS DE ORLICZ

4.1. Las funciones de Young y los espacios de Orlicz.

DEFINICION 4.1. Llamamos a A una funcién de Young, si es una
funcién no negativa, creciente, convexa en [0, 00] con A(0) =0, A(c0) = o0
y no idénticamente cero o infinito en (0,00). Puede tener un salto infinito
en algin punto x; > 0, pero debe ser lim - A(z) = oo y para = > z1,

A(z) = oo. Bajo estas condiciones la funcién inversa A~! estd bien definida
y es también creciente y continua.

DEFINICION 4.2. Para una funcién de Young A, definimos el espacio
de Orlicz L como el espacio lineal de todas las funciones medibles para
las cuales existe un niimero K positivo tal que

[ () e

Hemos escrito las condiciones para que una funcién A sea de Young
en forma mads general que la que usaremos, pues para nuestros propositos
serd suficiente considerar funciones a valores finitos.

Con fif(t) denotamos la funcién distribucién de la funcién |f|. La reor-
denada no creciente de |f| es la inversa de p¢(t), mas precisamente

F5(s) = inf{t : pug(t) < 5}
donde s > 0. Indicamos con f** el promedio integral

1T 0
R

DEFINICION 4.3. Para A una funcién de Young, siguiendo por ejemplo
a [O’N65], indicamos con M 4 al espacio lineal de todas las funciones f tales
que

o (2) < AA! <1> ,

X
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para A suficientemente grande y z positivo. Se define la norma || f||57, como
el infimo de aquellos A; esto es

B f(s)
1 fllary = i%’m :

El espacio M4 se conoce usualmente como el espacio de Orlicz débil
asociado a la funcién de Young A.

Para nosotros serd importante contar con otra versién de los espacios de
Orlicz débiles, que generaliza a los espacios L, para p > 1.

DEFINICION 4.4. Diremos que una funcién f pertenece My si A(t)uy(t)
es una funcién acotada de la variable positiva t.

En [Iaf96] se obtienen condiciones necesarias y suficientes en la funcién
A para la coincidencia de estas dos clases débiles.

4.2. Acotacion de operadores de convolucion entre espacios de
Orlicz.

En el articulo “Boundedness of translation invariant operators on Hoélder
spaces and LP spaces” Stein y Zygmund prueban que en el caso en que T es
un operador lineal invariante por traslaciones que manda el espacio de las

funciones Holder(Lipschitz) continuas con exponente a, A4, en el espacio Ag,
1_ (B=0)
pn
1 < p,q < oo. La prueba esencialmente se basa en que un operador invariante

por traslaciones que transforma un espacio Lipschitz en otro, es un operador
de convolucién tal que, si 6 = 0 — a que da el grado de suavidad logrado
por el operador y 0 < § < 1; su nucleo satisface las siguientes propiedades:

1) fR” |k(z)|dr < oo

2) Jpo k(@ —y) = k(@)|de < Aly|°
Estas propiedades del niicleo son precisamente, las que permiten obtener
estimaciones respecto de la funcion distribucion del nicleo, y a partir de ellas
lograr la acotacion buscada en los espacios LP. Si reemplazamos el segundo
miembro de la propiedad 2) por Ap(|y|), incluyendo al caso anterior cuando
o(t) = 9 con § menor que 1, obtenemos un operador de convolucién que
por el Teorema 3.1 del Capitulo 3 aplica el espacio A(¢;p) en el espacio
A(¥;p), con ¥ = p1h, dando entonces la funcién ¢ el “orden de suavidad”
que produce el operador. El objeto de este capitulo es probar que bajo estas
condiciones modificadas sobre el nucleo se obtiene acotacién del operador
asociado en espacios de Orlicz relacionados a través de la funcion . Este
resultado se enuncia en el siguiente teorema.

para apropiados 3 > «, entonces 7" manda L? en L? donde % = con
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TEOREMA 4.5. Sea Tf(x) = [z, k(x —y) f(y)dy, donde el nicleo k sat-
isface las dos condiciones siguientes:
1) fRn |k(z)|dz < o0,
2) Jgn lk(z —y) — k(z)ldz < Ap(ly|),
donde ¢ es una funcion positiva, no decreciente de tipo inferior positivo a y
de tipo superior b < 1. Entonces para toda funcion de Young ©, que verifica

rO(z) < z0'(z), r>1

dt < oo,

/1 p(t Mo~ (1)
0 t
se tiene que el operador T es un operador lineal y acotado de Lo en Lq

donde Y .
R
0

y se verifica
ITflle < Cliflle,
con C independiente de la norma L' de k.

Al Teorema 4.5, eje central de este capitulo, lo probaremos mostrando
primero que un nucleo con las propiedades antes mencionadas admite una
particién en dos funciones una de las cuales estd en L' y la otra en L. Es
esto, lo que permite estimar el tamano de la funcién distribucién del ntcleo,
para asegurar su pertenencia a un Orlicz débil determinado. Esta parte de la
demostracién la haremos en una situacién un poco mas general debilitando
la exigencia de tipo inferior positivo de la funcién ¢.

LEMA 4.6. Sea ¢ de crecimiento, tipo superior menor que 1 y tal que
fol @dt < 00. Supongamos que k satisface las condiciones 1) y 2) anteri-
ores, entonces dado cualquier o > 0, existe una particion k(z) = ki(x) +
koo(x) de modo que

a) |kso(z)| < « para todo ,

b) [ ki (z)| < C [P €8 g,

donde 1 es la inversa de n(t) = C ftoo ﬁfﬁ ds y la constante C no depende
de la norma L' de k.

DEMOSTRACION. Consideremos la integral de Poisson k(z,t) = Py(x) *
k(z) y mostremos cémo de las desigualdades 1) y 2) se deducen las siguien-
tes:

1) Jgo lk(z,t)]|de < oo
1) [ | Gkl t)|de < CZ0
con C' independiente de la norma uno de k. En efecto,
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1) Jgo k(@ t)lde = ||Px kll < [Pkl
Usando el hecho que el nucleo de Poisson tiene norma 1 igual a
1 y la hipétesis 1) se completa la prueba.

Aunque en el Capitulo 1 hemos enunciado un resultado, Pro-
posicién 1.18, en la que se afirma que 1) y 2) implican II), ahora
las condiciones en ¢ son més débiles ya que no se requiere el tipo
inferior positivo.

/n ]aatk(:c,t)\dx:/n
9 p(y) (k(x — y) — k(x))dy

_/Rn rn Ot

< [ [ |5m| ke - - kwlanas

1o}
< J—
= A/R” 8tPt(y)

Si escribimos esta integral en coodenadas polares y usamos las es-
timaciones (P.5) y (P.6) del Capitulo 1, para p < ty p > t,
respectivamente, obtenemos

dx

dzx

e(lyl)dy.

o

t
< AC’\S"II{/O tnlw(p)pnldwr/ pnlw(p)pnldp}
t

1 oo , n—1
= AC'|S" {/ u"”o(fu)dqu/ “ @(t“)},
0 1

untl ¢

el crecimiento de ¢ cuando u < 1 y su tipo superior b, cuando
u > 1, dan lugar a

1 oo
< AC'|S™Y g07(5t) {/ u" " du +/ u2ubdu}
0 1

< A|S™H @ {1 + / ub_Qdu}
t n 1

_ 4¥()

t Y
donde se ha usado b < 1.
Puesto que k(z,t) es la integral de Poisson de una funcién en L',

%1’1’1(1) k(z,t) = k(x) para c.t.p. x
y podemos escribir
to
k(1) — h(x) = /0 & (e, s)ds
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y de esto
to
/ |k(z,t) — k(x)|dx —/ a—k(:c s)ds|dx
(z,s)ds|dx
/ / )| dzds

g/cw d
0 S

La finitud de la tltima expresién es una consecuencia de la condicién

/Ol(p(s)ds<oo.

s
Ahora de
k(z,t) = Pi(x) * k(z)
se obtiene
sup k()| < sup Pia) [ [k(o)ldo < At

R

y debido a que la tdltima expresion tiende a cero cuando ¢ — oo podemos

escribir
- /OO gk(m s)ds
t 85 ’

Por otro lado, de la igualdad siguiente

0 0 t

ak(ﬂs,t) = P% * ak(:ﬁ7 5)
se tiene

0 0 t
sup Gtk(x’t)' < %(:n)‘ /n &k(flfa?) dz,

y de esto

sup aatk(a:,t)’ < Ct"it),
y asi

sup |k(z,t)| = sup
xT T

0
—/t %k(x,s)ds
ds

< —k
isup ’ as (x78)

T

0

oo
< sup | —
< [ w3

k(z,s)|ds

S

)
< C/; gntl ds
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En definitiva, hemos obtenido que

sup k(1) < n(t)

donde n(t) = C f Snﬂ y puesto que se trata de una funcién estrictamente
decre(:lente existe su inversa. Ahora escribimos

k(z) = [k(z) = k(z,1)] + k(z,t) = k1 (2) + koo (z)
y elegimos t de modo que
|kso(z)] < @ para todo x

esto es, t tal que a = n(t), tendremos asi que t = («) con ¥ la inversa de

ny "
P(a
/ |k1(z)|dx < C'/ Mds,
Rn 0 8

con lo cual el lema esta probado. O

TEOREMA 4.7. Sea ¢ una funcion de crecimiento con tipo superior
menor que 1 y tal que f )dt < 00. Si k es un nicleo que satisface las
propiedades 1) y 2), entonces k pertenece a un espacio de Orlicz débil aso-
ciado a la funcion de Young p (k € M) es decir,

pleym({z : [k(z)| > a}) < C
para alguna constante C que no depende de la norma L' de k y donde p es
equivalente a la funcion p definida por
plo) = —
’l/)(a) @ds

y ¢ es la funcion inversa de n(t Cfoo ﬁ(flds

DEMOSTRACION. Dado o > 0 aplicamos el lema anterior partiendo el
nucleo respecto de este a. Podemos escribir

miz : |k(z)| > 2a} <m{x: |ki(z)] > a} + m{z : |keo(z)| > a}.

En virtud de las acotaciones anteriores, la medida del segundo conjunto es
cero y respecto de la medida del primero tenemos

miz : ki (2)] > a} < ;/R ey ()| dx

<ol /w@ ols),,
oa )y s
Finalmente entonces,

1 (¥
miz: k(z)] > 20} < c/ ls)
& Jo
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Recordando que
Q

p0) =~
ow(a) @ds

el teorema estard probado si vemos que p es equivalente a una funcion p de
Young a valores finitos: p es convexa, no decreciente, no idénticamente nula
en [0,00) y p(0) = 0. Mostraremos que la p misma tiene estas propiedades,
excepto posiblemente la convexidad, pero luego, en los Lemas 4.8, 4.9 y 4.10
siguientes, veremos que hay una funcién p convexa equivalente a p. Como
todas las otras propiedades requeridas a p se preservan por equivalencia,
tendremos el resultado.

1) Probaremos que p(0) = 0 mostrando que

1 [¥(@)
lim — @ds = 0.
a—0 a J S

w(s)

Se deduce de ser b < 1 que es casi decreciente, en efecto, si
suponemos sin pérdida de generalidad que s > t resulta

— s — s

Ahora usando el hecho anterior podemos escribir

1 /dJ(Q) o(s) ds > Cl (p(l/}(a))w(a) _ C‘P(w(a))
0

els) _ () _ (5) el _ o(2) e

t t

o' s a Y(a) o
El segundo miembro en términos de ¢ = 9 (), resulta
t t
P o e
n(t) = ;i(—f)lds

Puesto que 7(t) — 0 cuando ¢t — oo bastara probar que

pt)
Y A

lo cual equivale a probar que
22l g

lim =0.
tmoo o(t)
Pero,
oo ‘P(s) d o0 1
Jin JE T g / elet) Ly
t=oo (1) t=oo i p(t) trHlsntl

1 o0
lim C— sPn=1gs

t—oo N 1

1 g8 b
= lim — lim [ ]
t—oo t" b—oo ,8 —n]q

IN

=0.
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11) La prueba de que p es no decreciente es inmediata y mas atin resul-
ta estrictamente creciente, en efecto; sean o, as tales que a < ag,
en este caso ¥(a1) > ¥(ag) (1 es la inversa de una funcién estric-
tamente decreciente)

(o) P(az)
]/ @(S)d5;> ][ @(S)ds
0 0

S S

entonces
plar) < p(az).

II1) p es una funcién a valores finitos pues ¥ («) es finita y

P(a)
0< / @ds < 00.
0 S

IV) p no es idénticamente nula en [0,00] en virtud de la finitud de
f0¢ (@) @ds y més aln es mayor que cero siempre.
O

Los tres lemas siguientes nos permiten probar que existe una funcién p
convexa equivalente a p, en las condiciones del teorema precedente

w(s)

LEMA 4.8. Sea w una funcién de tipo superior finito m tal que = es
no decreciente. Entonces valen las siguientes propiedades:
(28) m>1,
w(s) . .
(29) —,~ ©s casi creciente para  p >m,
S
Y
~ b w(s)
(30) (t) = / ds
0 S
es una funcion convexa equivalente a w.
DEMOSTRACION. Ya que @ es no decreciente y w(s) es de tipo superior
m, si suponemos s > 1 se cumple que:
w(s w(s,1 w(l _
w(l)g (): ( )SCsm ():Csm lw<1)
s s s

desigualdad que sélo se satisface si m —1 > 0y vale (28).
De la propiedad de tipo superior de w y de considerar s > t y p > m,

obtenemos
w(S) W (ft) < C(%)mw(t) _ Csmfp@ < C@

sP sp sP tm tm

y vale (29).
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La equivalencia en (30) se deduce de la Proposicién 1.3 del Capitulo 1

ya que si s < 1, por ser # no decreciente, w(st) < sw(t) y entonces w tiene

tipo inferior 1 y podemos tomar € igual a cero en aquella proposicién. [

Nos interesa comprobar que p satisface las hipdtesis del Lema 4.8. Como
trivialmente se cumple que @ es no decreciente, resta analizar la cuestién
de la finitud del tipo superior de p, para lo cual necesitamos probar una
propiedad del tipo Ay para las funciones decrecientes, ahora para la v que

es estrictamente decreciente.

LEMA 4.9. Si ¢ es una funcidn creciente que tiene un tipo superior b
menor que n y Y es la inversa de

wo=c [ E5

entonces ¥ satisface la siguiente desigualdad: existe una constante C tal que
para cada u > 1,

(31) Plua) > Cu~ 7 o9(a)

para todo .

DEMOSTRACION. Puesto que 1) es estrictamente decreciente y es la in-
versa de 7, bastara comprobar una desigualdad del tipo siguiente

(32) un(t) < n(At), con A= Cu~ 75
pues, aplicando ¢ obtenemos (31); en efecto,
P(un(t)) = Y(n(At)) = At,
puesto que si n(t) = a y t = () resultara
Y(ua) > AY(a).
Verifiquemos (32)

A [T e(w)
n(t) = C/t o] dw

= C/ Ld (321 lcls

a (5)"A
_oan [T H)
=0A /At gn+l1

1\® [ (s)

<oA=
=cd <A) /At sntl s
= C A" b (At)
= Cu~'n(At).

ds
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LEMA 4.10. La funcion p es de tipo superior finito y mayor que uno.

, . _1
DEMOSTRACION. Sean v > 1y a > 0, si A = Cu” »-? es como en el
Lema 4.9, tenemos que A < 1y, por consiguiente,

ux ux

pluc) = <
V@) oGl g~ AV € g

< uo < ux
- « As - « s
[P B g = o () 2] g

= %p(w-

1
Ya que A = Cu™ »-b, tenemos que
U

o)

Luego p tiene un tipo superior igual a ;™5 que es mayor que 1 si b es

positivo. O

b
= Cu1+m = Cunzb'

En consecuencia existe p dada por el Lema 4.8 que es equivalente a p y
tal que

L ey = 212,

de modo que p es convexa, quedando asi completa la prueba del Teorema
4.7.

Con estos resultados el Teorema 4.5 sera una consecuencia inmediata del
siguiente que aparece en el trabajo de Richard O’Neil, “Fractional Integra-
tion in Orlicz Spaces”, [O’N65].

TEOREMA 4.11 (FRACTIONAL INTEGRATION FOR ORLICZ SPACES.).
Si A,B son funciones de Young tales que

/1 AT () B~H(1)
0

2 dt < oo

pB(z) < xb(z), p>1
donde [} b(t)dt = B(z) y la funcién de Young C definida por
T AN )BT (¢
C_l(l') — ( ) ( )dt
0 £

y si ademds f € My, g € Lp y h = T(f,g) donde T es un operador de
convolucion, entonces h € Lo y

Ihlle < 49" fllazallgll -
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Por razones técnicas enunciaremos una leve modificaciéon a este teore-
ma, aparentemente mas fuerte, pero que en realidad puede obtenerse como
corolario.

TEOREMA 4.12. Si p es una funcién creciente tal que p~1(t)/t es no
creciente y si k**(z) < Cp~1(1/x). Entonces, para © funcién de Young que
satisface

qO(z) <20'(z), ¢>1
1 1 ~1
/ PO ®) gy o
0 t2
el operador T(g) = k * g es acotado de Lg en Lg donde Q2 es la funcion de
Young dada por

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.5. Dado que ¢ tiene tipo inferior pos-
itivo, ¢(t)/t es integrable en el origen y podemos aplicar el Teorema 4.7 para
obtener,

pla)m({|k(z)| > a}) < C.
Esta desigualdad en general no es equivalente a
K () < Cp~H (1),

que aparece en el Teorema de O’Neil 4.12 pero, como se prueba en [[af96],
una condicién necesaria y suficiente para la equivalencia es que, p sea de
tipo inferior mayor que 1. Sin embargo, bajo nuestras hipdtesis sobre ¢, se
puede demostrar que p satisface esta condicidon y que, més ain,

-1 -1
p () ~ bt ™).
En realidad que p tiene tipo inferior mayor que uno es consecuencia de esta

equivalencia. En efecto, basta probar que tgo(t_l/ ) tiene tipo superior menor
que uno: si s > 1 y a es el tipo inferior de ¢, se tiene

sto(st™1™) = stp(s™V/MTYT) < Ot (M.

Para probar la equivalencia comenzamos observando que la hipdtesis del
tipo superior menor que 1 de ¢ en la expresién de n dada por el Teorema
4.7, nos permite obtener

U(t):/ (p(s)ds—/ t plut) <Ct% ub=" .
¢ 1 1

gn+177 (ut)n+1 —=
Luego, como b < 1 < n, tenemos n(t) < Clﬁ. Por otro lado, si usamos que
¢ es creciente, resulta ¢(s) > ¢(t) para t < s, desigualdad que reemplazada
en la expresién de n da lugar a n(t) > 6’2%. En consecuencia,
o(t)
(33) n(t) ~ T
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Puesto que v es la inversa de n, si consideramos la composicién de p con 7
obtenemos las siguientes desigualdades, por un lado,

@) n(t) n(t) n(t)
p(n(t)) = [Tty < f; g, < SO(%)@ % < C3sp(t)

s

y por el otro,

R0 n(t) n(t)
pln() = fg 208 g - t 01 %du - o(t) fol ut=ldu’

S

ahora usamos la hipétesis del tipo inferior de ¢ positivo y obtenemos

n(t)
p(n(t)) = Ca——=.
(e = i
Considerando las desigualdades obtenidas vale la siguiente equivalencia
n(t)
n t R
(e ~ 203
ahora aplicamos (33), obteniendo
1
p(n(t)) ~ o,
expresién en la que hacemos s = 7(t)
1
P S) ~ —— )
T
o bien
m(8) ~
(p(s))H/n

Sustituyendo p(s) por u y usando que 7 tiene tipo inferior a — n, como se
deduce de (33), resulta

s =p " (u) ~n(ut")
usando nuevamente (33)

OBSERVACION 4.13. Con el objeto de aplicar el Teorema de O’Neil, en la
prueba del Teorema 4.5 hemos usado el tipo inferior positivo de la funcién ¢,
para obtener una desigualdad en tefminos de la funcién £**, cuando vale una
desigualdad del tipo débil como la del Teorema 4.7. En lo que sigue, veremos
que una condicién integral sobre ¢, mas débil que el tipo inferior positivo,
es todavia suficiente para tener resultados de acotacion entre espacios de
Orlicz, del operador de convolucién con el nicleo k.

En general, vale que si fol A~Y(1/t)dt < oo, entonces se tiene que

(34) MA C MA,
Tesis Doctoral - B. Iaffei - 1996 68




OPERADORES ENTRE ESPACIOS DE ORLICZ

donde

1/t
(35) AN =t / A-L(1/s)ds.
0
En efecto, supongamos que f € M4, que en otros términos significa que
F(s) <AATH(1/s).

Entonces,

P = 1/0 F(s)ds < )\1/0 AY(1/8)ds = AA-Y(1/).

En virtud del crecimiento de A, la funcién A~! resulta céncava, pues, su
derivada es la funcion
l/t 1
A7 (1/s)ds — —A7L(1),
0 t
cuyo decrecimiento sigue de observar que para t; < t9, integrando primero
por partes en el sentido de Riemann-Stieltjes, tenemos

1/t 1 1 1/t
/ A7Y(1/s)ds — — A7 () + —A7H(ty) = —/ s dA7(1/s)
1/ts 1 la 1/ts

y finalmente, el crecimiento de A asegura que el miembro derecho es no
negativo.

Dado que el Teorema 4.7 se probd con una hipétesis més general que el
tipo inferior positivo de ¢, la finitud de la integral entre cero y uno de @,
cabe preguntarse también si con una condiciéon mas débil que el tipo inferior
positivo de ¢, podria obtenerse la integrabilidad para p suficiente para la

inclusién de las clases débiles dada por (34). Con la hipdtesis

1
s
(36) / g 5| 2% s < oo,
0 S
que es mas débil que el tipo inferior positivo, pero que implica la integrabil-
idad en el origen de @, resulta que el nicleo k € M, donde p se define a

través de (35) con A igual a p. Ahora, si aplicamos el Teorema de O’Neil,
tenemos que el operador 1" es acotado de Lg en Lg, donde © satisface

qO(z) <20'(z), g¢>1

/1 ﬁ_l(t)@_l(t)dt < 0o
0 t2

y la inversa de 2 es

t2

Q—l(x) — /1 mdt_
0

Veamos que bajo la condicién (36) para ¢, obtenemos la integrabilidad en
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[0,1] de p~1(1/t), suficiente para la validez de (34). Expresamos fol p~t (1) dt,
usando la funcién distribucién de p~1(1/t) sobre el intervalo [0,1],

m({t € [0,1] : p7'(1/t) > a}) = m({t € [0,1] : t < 1/p(a)}),
que vale 1/p(c) si @ > p~1(1) y 1 si o < p~'(1). Entonces,

[ oama T [T Ly
p (1/t t:/ a+/ ——da
0 0 p~1(1) pa)

y asi, la finitud de fol p~1(1/t)dt equivale a la de fpofl(l) ﬁda. La definicién
de p dada en el Teorema 4.7 y el Teorema de Tonelli dan

o0 Y(p~ (1)) n(s)
/ LdOz = / #(s) / ldOz ds
p1(1) Pla) 0 s p1(1) O

/w(pl(l)) o(s)
0 S

7_758) ds.
p~t(1)
El hecho que 7n(s) < Cs™, en virtud que ¢ es de tipo superior menor que
1, y la condicién fol | log s\@ds < 00, aseguran la validez de (34) en este
caso.

log

Finalmente observamos que para una funcién ¢ que cerca del origen
se comporta como (log(1/t))~27¢ se satisface la condicién de integrabilidad
requerida, aunque no tiene tipo inferior positivo, pero siendo mondétona cre-
ciente es de tipo inferior cero. También puede verse que la funcién definida
como (log(1/t))~17¢ no satisface (36) pero, sf cumple la condicién de integra-
bilidad exigida en el Teorema 4.7. Es decir, (36) es una hipétesis intermedia

#(s)

entre el tipo inferior positivo y la integrabilidad en el origen de =;

4.3. Ilustracion.

A manera de ilustracién del resultado principal de este capitulo, el Teore-
ma 4.5, introducimos la siguiente generalizacién del operador de integracion
fraccionaria. Sea ¢ una funcién céncava de clase C*(RT), de tipo inferior
positivo a. Si bien la concavidad es suficiente para garantizar que su tipo
superior es menor o igual que uno, requeriremos ademads que ¢ sea de tipo
superior estrictamente menor que uno. Definimos

_ [ elz—yl)

que, cuando ¢(t) = t*, con 0 < a < 1 reproduce el operador de integracién
fraccionaria de orden «, I,. Si en lugar de considerar el operador I, definido
sobre R, pensamos el mismo en un contexto de medida finita, por ejemplo

sobre la circunferencia unitaria, entonces, la hipétesis 1) en el Teorema 4.5

_ el
]
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inferior positivo requerida a . No ocurre lo mismo en el contexto de medida
infinita; k, no es integrable sobre R. No obstante, el Teorema 4.5 asegura
que la norma del operador I, entre espacios de Orlicz no depende de la
norma L' del niicleo, sino sélo de la constante A en la hipétesis 2). La
hipétesis 1) se logra, naturalmente, truncando el nicleo sobre un intervalo.
El hecho destacable es que este procedimiento de truncacién produce nicleos
ko N = kyX[-n,N], que admiten una constante A en 2) que es uniforme en
N. En efecto, vamos a verificar primero que k,, satisface la propiedad 2) del
Teorema 4.5, es decir

/R g — 1) — ko) |dz < Ag(ly]).

Con el objeto de probar esto dividimos el dominio

[ Moy - ke@lde+ [ o= g) < k(@lds =1 + 11
|z[<2ly] |z[>2]y]

En I acotamos el integrando por la suma de los médulos de minuendo y sus-
traendo, luego de mayorar considerando el dominio de integracién, usamos
la condicién de tipo inferior positivo y la propiedad As.

fs/ m(x—y)w/ k()]
|| <2|y| || <2|y|

< / k(e — )] + / k()]
|z—y| <3|y || <3|y|

2/ <P(|Z!)dz
zl<3lyl |2l

3yl
= 4/ @dz
0 t

< Co(lyl).

En I usamos que ¢ es céncava de clase C', obteniendo

Il = €xr — — x|)|dx
/Wylw o) — o(lz)|

<yl /My| 18/(6)|de,

donde () = £y & estéi entre |z] y [r—y]. Por otra parte, ¢/(t) = 20,
de modo que, por la concavidad de ¢ que implica la desigualdad ¢'(t) < @,

tendremos |¢/(£)] < 2%. Puesto que |z| es comparable con |z —y|, también
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lo es con [£| y dado que ¢ satisface la propiedad Ag, tenemos

o t oo
IT <yl S0(‘362|)dac < Clyl/ ﬂﬁdt < Csﬂ(lyl)/ W2 dv.
el>2ly || oy 1t 1

Comprobemos ahora que también las truncaciones k, v del nicleo satisfacen
la propiedad 2), pero de manera uniforme en N.

/ kg (2 — y) — kg () |dz < / ko (@ — ) — ko) [y (2)
R R
4 /R k(@ — )X v @ — ¥) — X (@)

<Al + [ oo -yl
Any

donde Ay, = [-N, N]A[=N+y, N+y] , pues |x(—n,n) (T —y) = X[-n,n ()]

vale uno si y sélo si z estd en [-N,N] y no estd en [-N +y,N +y] o x

estd en [—-N+y, N+y] y no en [N, NJ|, cualesquiera sean N e y. Probemos,

finalmente que fANy |ky(x — y)|dx se puede también estimar por ¢(|y|).

Consideramos dos casos en la relacién entre N y |y|, si |y| > N/4, entonces
Any C[=N,N]JU[-N +y, N +y] y podemos acotar la integral por

/N elz=yl),, . /N*y oz —yl)

N |z—y Nty T =Y

5[yl
<4 [ 8 < opl),
0

donde nuevamente hemos usado la condicién de tipo inferior positivo y la
condicién As. Si ahora es |y| < N/4, en este caso es Ay, = [-N,N]U
[-N+y,N+y]siy >0 (siy <0 se trata de manera similar). Basta estimar

entonces,
—N+y _ N+y _
/ ellz—ul), / ez —yl)

_N |z — | N lz — ]
N+y t
:/ p(t) 4
N—y t

_ el

N—y 3

< oso<|y|>|y1|b{<zv+y>b — (N -y
< Cso<|y|>|y1,b{<<N — )+ 2 — (V- )

< cmy%l,b{(zv — )+ (20 - (V — )},
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pues b < 1. Asi, el Teorema 4.5 se aplica para obtener estimaciones sobre
espacios de Orlicz de I,. Cabe mencionar que también el Teorema de O’Neil
puede aplicarse para obtener el mismo resultado, ya que, como tampoco es
dificil verificar
pla)ym({k, > a}) < C,

y las propiedades de ¢ nos permiten usar el resultado en [ I | para obtener
la estimacion en términos de k7", que es la hipétesis del Teorema de O’Neil.

Por supuesto, con alguna complicacién geométrica mayor, pueden obten-
erse estas estimaciones para operadores similares definidos en R"™ por

_ [ ez —yl)
Low) = [ G )y

con ¢ en las mismas condiciones que en el caso unidimensional.
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CAPiTULO 5

ACOTACION EN ESPACIOS DE ORLICZ DE
OPERADORES INVARIANTES POR
TRASLACIONES ENTRE ESPACIOS DE
LIPSCHITZ GENERALIZADOS

Los resultados de los Capitulos 3 y 4 permiten probar el siguiente teo-
rema que resuelve el problema central de esta tesis.

TEOREMA 5.1. Si T es un operador lineal e invariante por traslaciones
que aplica A(n;p) continuamente en A(nW;p), p=10p =00 conn y ¥
en Ny el tipo superior de U es menor que n, entonces T también aplica el
espacio de Orlicz Lg en Lq; donde © es una funcion de Young que satisface
las dos condiciones siguientes

i)
i)

q0(z) < 20'(z), ¢>1,

dt < o0,

/1 (Mol
0 t
y la inversa de ) es

(37) 0 () = / "YEMOTHY 4
0

t

Ademas se tiene que
ITflla <Clflle-

A continuacién damos dos lemas que sirven de herramientas para la
prueba de este teorema.

LEMA 5.2. Sea 0 < § < 1, B no creciente y 3(s)s™° integrable en cero;
entonces, existe o < 1, dependiendo sélo de 8, tal que x~0 fox B(s)ds <

o fy B(s)s™%ds.

DEMOSTRACION. Si llamamos f(z) al primer miembro de la desigualdad
a probar y g(x) a la funcién del segundo miembro que se halla multiplicada
por «; la desigualdad es inmediata para o = 1 ya que, 0 < s < x implica
r7% < s7° que junto con la supuesta integrabilidad en cero de B(s)s™°
permiten concluir que f(0) es finito y més atin f(0) = 0 = g(0); esto tltimo
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muestra que probar la desigualdad equivale a probar que f—ag es decreciente
para algin « < 1, en otros términos

f'(@) — ag'(x) <0,
0, equivalentemente
00 [ p(s)ds + 270 3(a) ~ aBaa? <0,
0

que es lo mismo lograr la desigualdad

o) < 12 (5 [ e

para algin 0 < a < 1. Puesto que el 1iltimo factor es un promedio de 3 en
[0,2] y O es decreciente, basta elegir & = 1 — §, recordando que ¢ es menor
que uno. [l

La definicién que sigue tiene por objeto agilizar la notaciéon del préximo
lema.

DEFINICION 5.3. Si Ay B son funciones no negativas tales que satisfacen

1
(38) /0 A(tiQB(t)dt < 00

definimos la siguiente funcion asociada a este par

A, B(z) = /0 TAWBO) )

t2

Observamos que esta nueva funcién resulta creciente y preserva la no

Al B@)
t

negatividad de A y B, ademads si y =3 son no crecientes, entonces

[

A’B%](‘T) también lo es y mds atin [A, B] es céncava. Probamos a continuacién
algunas cuestiones generales sencillas que permiten deducir que las hipo6tesis
de no crecimiento de los cocientes de las funciones involucradas por la defini-
cién, se obtienen si se sabe que las mismas son concavas.

En primer lugar destacamos que si ¢ es tal que ¢(0) = 0 y es una funcién
céncava (esto es p((1 —t)z +ty) > (1 —t)p(z) + te(y), para todo =,y en el
dominio de ¢ y para todo t € (0, 1)), entonces para 0 < s; < s2 tenemos

S S
e(s1) = (1 — 22),0 + —*.52)
S92 59

> (1- 2)p(0) + 2p(s)
59 59

es decir 281 > #(s2)

Ahora observginos que si A y B son ademds céncavas crecientes en la
Definicion 5.3, por un lado se tiene asegurada su continuidad en un entorno
del origen y por otro, la condicién (38) afirma que el lim;_.o A(¢).B(t) = 0
lo cual implica A(0) = 0 o B(0) = 0. En realidad estas condiciones aseguran
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que Ay B valen 0 en 0; en efecto, si usamos el crecimiento de B y suponemos
A(t)

que A(0) = 0, con lo cual =~ es no creciente tenemos
1 1
A(t)B(t dt
0 t o t

luego de (38) sigue que B(0) debe ser 0, si A es no trivial.

LEMA 5.4. Si A y B son funciones no negativas tales que @ Y @

son no crecientes y para 0 < € < 1 satisfacen

(39) /0 YA pvar < oo

t2+e

Entonces,
[tlfe, [A, B]] ~ [At™€, B].

DEMOSTRACION. Llamamos C a [t17¢, [A, B]] y sustituimos [A, B] por
su expresion obteniendo

T tlfe 3 A(S)B(s)d
C(z) :/ (R
0

$2
_ /x A(s)B(s) [F t—l—ﬁdtds
0 52
— ¢ /0m A(Sif(s)[ —€ _ S_E]ds
T A(s)B(s T A(s)B(s
:6/0 7( 12 ( )Sed5—6$€A 7( ;2 ( )ds.

La primer integral es [At~¢, B](z) que podemos llamar C(z), como el término
que se resta es positivo es inmediato que C(z) es menor o igual que C(z).
La otra desigualdad que falta para la equivalencia, se obtiene si probamos
que el segundo término de la tltima expresiéon de C'(x) es menor o igual que
una fraccién del primero, pero observemos que esta desigualdad es la tesis
del Lema (1.3) para [§(s) = % y 0 = ¢, si se satisface que [ es no
creciente y 3(s)s™¢ es integrable en el origen, lo cual se cumple en virtud de
(1.7) de la hipédtesis. Con respecto a la primera condicién, como [3(s) puede

A(s) B(s)

expresarse como ———.~ resulta no creciente. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.1. Primer Caso: El tipo superior de ¥ es
menor que 1. Por el Teorema 3.2 del Capitulo 3 sabemos que si 7 y ¥ son

dos funciones de la clase Ny T es un operador lineal, continuo e invariante
por traslaciones de A(n;p) en A(n¥;p), p =1 0 p = oo; entonces, T' es un
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operador de convolucién con un nicleo K € A(V;1). En particular si el tipo
superior de ¥ es menor que uno entonces K € L! y satisface

[ 1K =) = K@)ldy < cw(ly)

En el Teorema 4.5 del Capitulo 4 se probd que un operador de convoluciéon
con un nucleo que satisface estas propiedades aplica el espacio Lg en Lq en
las condiciones aqui enunciadas, quedando demostrado el teorema en este
€aso.

Segundo Caso: El tipo superior de ¥ es mayor o igual que 1. La prueba de
este caso se obtiene a partir del resultado de la primera parte y factorizando
el operador con potenciales adecuados; mas precisamente, si indicamos con
a el tipo inferior positivo de W y b su tipo superior, elegimos k el primer
entero positivo tal que % < 1—(b—a) y un entero positivo r de manera que
r<a< %, luego escribimos

T = Jl/k ©) Jl/k 0...0 Jl/k O((Jr/k)il OT)

En virtud de lo estudiado respecto de los potenciales de Bessel sobre los espa-
cios Lipschitz generalizados, la expresién anterior dice que T' es un operador
que es composicién de operadores de convolucién cada uno con ”orden de
suavidad” menor que 1; en efecto, para los ultimos r operadores, el orden
de suavidad es de %, mientras que para el primero el “orden de suavidad”es

Ut/k que es de tipo inferior positivo y superior es menor que 1. La elec-
ciéon de r y k junto con las hipdtesis sobre T, nos aseguran que el operador
((Jy /)"t oT) manda A(7; p) en A(%;p) continuamente. Comprobemos que
este operador satisface las hipdtesis del teorema con un orden de suavidad
que esta comprendido en el primer caso. Puesto que ﬂ% pertenece a la clase
N en virtud que ¥ lo estd y que nuestra eleccién de r y k asegura que
a— 1 >0, segtin lo observado en (N-3) del Capitulo 2, se tiene que ﬂ% es
creciente pero con tipo superior menor que 1. Ademads, como esta funcién
evaluada en ¢t~/ es menor que ¥(t~'/") en el intervalo (0,1), cumple la
condicién ii) para las funciones © de la hipdtesis. Luego, por lo demostrado
en el primer caso, este operador manda Lg en Lq,, donde {2; es tal que

- ety artle—1(t
Qll(x):/o ( )tg © 4.

o bien de acuerdo con la Definicién 5.3,

O = [wE Myt o).

El operador J; /4, aplica el espacio A( g% ;p) en A(t(ﬁ%; p) como % €s menor
que 1 por eleccién, entonces por el primer caso de la prueba, J;/, también
aplica Lo, en Lg, donde €y viene dado por

Q5! (@) = [(t' %), 07" (),
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pues la condicién ii) implica la correspondiente en este caso:

141-2% —1/ny~=+1 o-1
e (Ut tEn T O t
(40) / R PET T 070 gy ¢
0 t
En efecto,
L=/t o1 Ly (4—1/ny9-1
[ e, [ e e,
0 t 0 t
pues como 7 — & > 0 vale la condicién (39) con A(t) = (=Yt

B(t)=071(t)ye= ﬁ que es menor que 1 en virtud que el tipo superior
de ¥ es menor que n ; entonces la prueba del Lema 5.4 asegura que

[ [ L e (1) < (e e e E e ()

con lo cual la expresién (40) es finita. Si repetimos r — 1 veces este proceso
de aplicar J; , tendremos que el espacio de Orlicz de llegada es 2,11 dado
por

Q1 (@) = [(¢7F), (@),
pues usando r veces la prueba del Lema (1.6) se puede ver igual que antes,
que la condicién ii) implica la correspondiente en este caso pues uno tiene

parat=1,2,...,7 que

L ()t me—1 Ly (4—1/myo—1
/ (DS (t)dtg/ e,
0 0

pues ﬁ—ﬁ >0e ﬁ < 1 por ser el tipo superior menor que n. Como en cada
iteracién la desigualdad anterior muestra que se satisfacen las condiciones
de las hipdtesis del Lema 5.4 se puede concluir que €2, il es equivalente con
[T (t~1/")t, 071 = Q71 cuya concavidad se deduce del hecho de ser ©~! la
inversa de una funcién de Young y del no crecimiento de ¥(¢~1/"). Como por
otra parte, funciones de Young equivalentes dan lugar a los mismos espacios
de Orlicz se tiene la tesis de este teorema. ([

Cabe observar que la hipétesis sobre el tipo superior de ¥ menor que n
también asegura que existen © que satisfacen las condiciones de la hipétesis,
en efecto basta tomar O(t) = t* con « tal que % <l

Mencionemos, finalmente, que para el caso del operador I, que sirvié de
ilustracion de los resultados del Capitulo 4, el mismo tipo de estimaciones
que las hechas alli permiten estudiar sin dificultad la continuidad de I, entre
espacios de Lipschitz generalizados. Si ademas, se observa que en el Teorema
5.1, la norma del operador entre los espacios de Orlicz no depende de la
parte L™ de las normas Lipschitz, se obtiene la acotacién del operador de
integracion fraccionaria generalizado entre espacios de Orlicz, para ¢ € N,
como corolario del Teorema 5.1. De todos modos, la importancia de este
teorema no reside en su aplicacién especifica a este operador particular, sino
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mas bien, en mostrar como bajo condiciones mucho mas generales, estos
operadores comparten con I, las mismas propiedades de acotacién entre
espacios de Orlicz.
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CAPiTULO 6

UN RESULTADO DE WIENER

TEOREMA 6.1. Sean ¢ € L'(R™) y X # 0 tales que ¢1(2)+1 no se anula,
entonces existe una funcion ¢ € LY (R™) tal que (¢1(x)+A) "L = ¢o(z)+1/A

DEMOSTRACION. Definimos como A la clase de las medidas de Borel
complejas p sobre R™ de la forma

pw=f+A

donde f € L'Y(R"), § es la medida de Dirac sobre R” y X es un escalar.
Probemos que A es un édlgebra con identidad para el producto de convolu-
cién. Observemos que A puede verse como L' @R. Es claro que A es cerrada
para la suma,

(Ml + ,UQ)(A) = /Afldl' + A15(A) + /A fodx + )\2(5(14)

_ /A(fl + fo)dz + (A1 + A2)5(A),

y puesto que L' es un espacio vectorial, f; + f2 es una funcién de L', lo que
da lugar a una medida del mismo tipo. Ahora comprobamos que es cerrada
para el producto,

pa x p2 = (f1 4+ A16) * (fa + A26) = fi* fa+ M0 * fo+ fi % A2d + M Aa2d % 0,

como 9§ es la unidad para el producto de convolucién y por Young la con-
volucién de dos funciones de L' estd en L', los tres primeros términos dan
una funcién de L'. Haciendo f = 0 y A = 1, es inmediato que § € A.
Sabemos que toda funcional lineal multiplicativa sobre L!(R™) tiene la for-
ma f — f(&) para algin & € R([K], p. 203); como un corolario de esto
podemos obtener que toda funcional multiplicativa sobre A es también una
evaluacion de la transformada de Fourier. En efecto, sea S una funcional no
trivial multiplicativa sobre A, si la restringimos a L', y llamamos 7" a esta
restriccién, suponiendo que sea no trivial, sabemos que T'(f) = f (&) para
algin &,. Ahora si y € A,

S(u) = S(f) +AS(8) = T(f) + AS(8) = f (&) + AS(6)-

Pero,
S(6) = S(6*0) = 5(0).5(0),

entonces S(6) = 1y luego S(u) = f(&) + A. Si la restriccién de S a L!
es trivial, entonces S(u) = A. De esta forma quedan identificadas todas las
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funcionales lineales multiplicativas no triviales sobre A, sea ahora u como
en la hipdtesis: = ¢y + Ad con ¢1 € L, A # 0y ¢1(€) + X # 0, para
todo &. Aplicando la caracterizacién de las funcionales multiplicativas sobre
A resulta que bajo estas condiciones S(u) # 0 para toda S; y esta es una
condicién necesaria y suficiente para que ¢; + \d sea invertible en A(ver
[Kat76], corolario en p.202). Luego existen ¢ € L' y un niimero c tales que

(P2 + d) * (d1 + N0) = 6.
Tomando transformada de Fourier
(¢2 +¢).(d1+A) =1,

haciendo tender ¢ a infinito se tiene que ¢ debe ser tomado igual a 1/, de

donde
1 1

(¢2+X): (le'i‘)\)‘
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