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Prélogo

La presente obra responde a la necesidad de contar con
un texto de geometria en tres dimensiones que pueda ser
utilizado en el nivel superiory particularmente con estudiantes
de profesorado en Matematica. Exponemos lo producido y
revisado desde nuestro rol como docentes del profesorado
en Matematica de la Universidad Nacional del Litoral (UNL)
por mas de una década. Por ello, en la presentacion del libro
encontraran un nivel de formalidad riguroso en la exposicion
de conceptos y propiedades.

Suponemos que los lectores de este libro cuentan con herra-
mientas particulares requeridas para el trabajo geométrico
como también con conocimientos de conceptos y propiedades
de geometria del plano.

La geometria es, fundamentalmente, una ciencia deductiva y
de alli que las demostraciones sean necesarias para que las
aseveraciones tengan un fundamento riguroso con el fin de ser
consideradas verdaderas. Una demostracion esta construida
correctamente si se apoya en axiomas y proposiciones demos-
tradas con anterioridad, no en lo que se presenta de manera
obvia. Los axiomas y definiciones pueden variar de un texto
a otro, pero una vez establecidos no deben quebrantarse. La
demostracion es necesaria para establecer la generalidad de
la proposicion tratada. El proceso de demostrar requiere del
establecimiento de hipotesis y de tesis de dicha propiedad
ya que es esencial para realizarla, puesto que se considera
equivalente al reconocimiento de datos e incognitas en un
problema a resolver. Por lo tanto, encontraran propiedades
demostradas mas las propuestas v, al final de cada capitulo,
mas problemas para resolver.



A los conceptos basicos como recta y plano, y a los concep-
tos de interrelacion entre ellos, como perpendicularidad y
paralelismo, los consideramos conocidos en el contexto de
la Geometria Plana. Su extension al espacio tridimensional
no cambia su significado basico, pero se amplia la variedad
de posibles relaciones entre ellos. Estas nuevas posibilidades
necesitan una capacidad de visualizacion que es a menudo
bastante limitada por estar acostumbrados a ver todo en un
plano. Incluso conociendo la existencia de diferentes planos
y direcciones, se tiende a ver solo un plano a la vez. Este tipo
de conflictos suele ser un terreno en el que podrian surgir
facilmente conceptos erroneos.

El libro esta organizado en seis capitulos. En el primero se ex-
ponen los fundamentos requeridos por la geometria euclidea,
su método deductivo, el valor de los axiomas y de la deduccion
de las propiedades. En el segundo capitulo presentamos los
axiomas sobre los que asentaremos nuestro trabajo y las
primeras definiciones de figuras tridimensionales. En el tercero
trabajamos con transformaciones geométricas y los conceptos
de paralelismo y perpendicularidad estableciendo nuevas
relaciones entre los elementos y propiedades particulares que
en el espacio de tres dimensiones generan dichas relaciones.
En el cuarto y quinto capitulo definimos figuras poliédricas
y no poliédricas y determinamos sus elementos. Dedicamos
un apartado especial a la geometria en la superficie esférica
solo con la intencion de mostrar que con otras definiciones y
elementos podria desarrollarse una geometria que no cumpla
los axiomas de la euclidea. La geometria, ademas de estudiar
los problemas afines de los objetos geométricos (inciden-
cia, interseccion y paralelismo, entre otros), se ocupa de los
problemas geométricos de medida tales como: el calculo de
longitudes, areas, volimenes y medicion de angulos. Este
estudio esta presente en el dltimo capitulo.

Esperamos que esta obra sea de utilidad tanto para profesores
como para estudiantes de nivel superior.

Anay Marcela



Capitulo 1

Fundamentos




Las matematicas enfrentaron crisis en casi todas las etapas, de-
bido a la forma en que fueron construidas. Su estructura podria
compararse a la de un rascacielos al que no se le cavaron bue-
nos cimientos cuando fue construido, mas bien se lo construyo
sobre la superficie del terreno, pues no se pensod en un edificio
tan alto como resultd. La construccion comenzo con nimeros y
figuras geomeétricas que parecian estar solidamente fundamen-
tadas en las experiencias cotidianas. A medida que comenzo a
elevarse el edificio se vio que se tambaleaba y que posteriores
avances podrian poner en riesgo el edificio entero. Fueron los
griegos, en el periodo del 600 al 300 antes de Cristo (a. C.) que
percibieron el peligro y proporcionaron los contrafuertes que
consideraron necesarios. Surgen asi dos medidas: por un lado,
seleccionar zonas firmes del terreno donde pudieran asentarse
los muros; estas zonas eran las verdades evidentes de la na-
turaleza. Por otro lado, colocar acero en la estructura que fue
la demostracion deductiva de cada adicion que se le hiciera a
la misma. La estructura matematica como fue trabajada por los
griegos, consistente principalmente en la geometria Euclidea,
resulto bastante estable. La geometria comenzo siendo un con-
junto de reglas y conocimientos empiricos, obtenidos por via
experimental y usados por los constructores y medidores de
terrenos de los antiguos pueblos orientales. Euclides (siglo IlI
a. C.) desarrolla y fundamenta la geometria en forma logica y
sistematica, en un conjunto de 132 definiciones, 5 postulados, 5
nociones comunes 0 axiomas y unas 465 proposiciones distri-
buidas en 13 libros denominados Elementos. Estos libros eran
fuente de autoridad y fijaron “una especie de estandar de exi-
gencia tanto en lo referente a la sistematizacion deductiva de
un cuerpo de conocimientos como en lo referente al rigor in-
formal de una prueba matematica” (Puertas Castanos, 1991:40).
Representan, ademas, una normalizacion de la exposicion de-
mostrativa de las proposiciones geométricas. Esta Geometria se
ocupa del espacio real del que nuestras mentes parecen poseer
conocimiento intuitivo. Asimismo, se declara que deducir o de-
mostrar una verdad es establecerla como consecuencia de ver-
dades anteriormente establecidas. Si se retrocede en esa cade-
na deductiva se llegara al punto de partida, formado por algu-
nas verdades imposibles de reducir a otras mas simples y cuya
certeza es forzoso admitir, ya sea por su evidencia inmediata o



por la validez de lo que de ella se deduce. A estas proposicio-
nes se las llama axiomas o postulados, para distinguirlas de las
proposiciones demostrables, llamadas teoremas: asi aparecen
clasificadas en los famosos Elementos de Euclides. De la misma
manera que hay proposiciones que se admiten sin demostra-
cion existen conceptos primarios que no es posible definir rigu-
rosamente, por la imposibilidad de referirlos a otros mas sim-
ples; en cambio, se establecen simples nociones de los elemen-
tos a considerar y se intenta dar una definicion descriptiva de
los objetos geomeétricos. Estos conceptos se caracterizan esta-
bleciendo sus propiedades mediante los axiomas o postulados.
Todos los teoremas se deducen de los axiomas mediante méto-
dos rigurosos. A pesar de su aparente solidez, los Elementos de
Euclides contienen algunas grietas que pasaron desapercibidas
durante siglos. A fines del siglo XIX y principios del XX, la mate-
matica sufrio una revision critica, abandonando los intentos de
definicion que Euclides pretendia dar de punto, recta, plano, ...,
como también adecuando a un lenguaje mas sencillo. La axio-
matizacion de la geometria euclidea llevada a cabo por Hilbert
en su libro Fundamentos de la geometria suele ser considera-
da una de sus contribuciones mas importantes a la matematica
moderna. En este célebre trabajo, publicado originalmente en
1899, Hilbert logro conformar una nueva lista de axiomas a par-
tir de los cuales era posible construir integramente la geometria
euclidea elemental y deducir de un modo riguroso, sin recurrir
a construcciones o a figuras geométricas, sus teoremas funda-
mentales. Se lo conoce como “método axiomatico formal”.

A partir de este método la geometria, que es lo que se trabaja
en este libro, se funda en las siguientes normas:

1. Enunciar, sin definicion, los conceptos primeros.

2. Admitir, sin demostracion, ciertas propiedades que rela-
cionan estos conceptos, enunciando los axiomas corres-
pondientes.

3. Deducir de manera logica las restantes propiedades o
teoremas.

El problema de determinar las propiedades que se aceptan sin
demostracion no es sencillo. Los gedometras han buscado el
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modo de reducir la lista de axiomas hasta el menor nimero
posible y obtener el resto de las propiedades por razonamiento
deductivo, considerando como punto de partida un nimero
pequefio de axiomas. Segin Fetisov (1973) las razones para
reducir el nimero de axiomas consisten en que cuando esto
sucede cada uno en particular adquiere mayor significado,
porque estos contienen en si mismos toda la geometria futura
que va a deducirse de ellos. Por lo tanto, mientras menor sea
el nimero de axiomas, mas importantes, profundas y de mayor
alcance seran las propiedades que revela cada uno. Otra razon
para esforzarse a limitar el nimero es que mientras menor
sea, mas facil es investigar la validez de cada uno y de todos
ellos. Los axiomas no pueden seleccionarse al azar, deben
tener relaciones entre si. No se pueden seleccionar en for-
ma aislada sino que deben ser un sistema completo de axiomas.

Las condiciones que debe cumplir este sistema son:

1. Los axiomas han de ser compatibles, es decir, ninguno de
ellos debe estar en contradiccion con los demas o sus con-
secuencias.

2. Los axiomas deber ser independientes, es decir, ninguno
de ellos o parte de ellos debe poder demostrarse como
consecuencia de los demas.

La primera es propiedad esencial para la validez del sistema. La
segunda es una condicion de elegancia (Puig Adam, 1980:2).

Los axiomas se clasificaron en cinco categorias:

I. Axiomas de incidencia (enlace).

Il. Axioma de paralelismo.

lll. Axiomas de ordenacion y division.
IV. Axioma de continuidad.

V. Axiomas de movimiento.

g



Se proponen estas categorias aun cuando los axiomas sobre los
que se fundamenta este texto no coincidan exactamente con los
de Hilbert. Seran entonces esos axiomas los que se tomen co-
mo punto de partida para el desarrollo del texto. La geometria
se considera fundamentalmente como una ciencia deductiva,
“una demostracion es una cadena de deducciones a través de
las cuales se deduce la veracidad de la proposicion que debe
probarse, a partir de axiomasy proposiciones previamente esta-
blecidas” (Fetisov, 1973:17). En cuanto a la distincidon entre axio-
ma y teorema, Rey Pastor y Puig Adam (1948) sostienen que no
es intrinseca, sino que depende de la ordenacion que se adopte
para la organizacion logica. Esta ordenacion se puede hacer de
diversidad de formas, pero una vez adoptado un ordenamien-
to debe respetarse insistiendo en que cada teorema debe solo
apoyarse en teoremas anteriores, advirtiendo que de lo contra-
rio, se establece un circulo vicioso.

La postura respecto a lo que es el “hacer matematico”, consiste
en que el “saber matematico” no es un saber plenamente cris-
talizado sino un saber vivo, en constante proceso. El “saber ma-
tematico” no es un saber acabado, sino en constante construc-
cion; hay problemas planteados en el siglo XIX que ha llevado
anos y discusiones entre matematicos encontrar la solucion y
hay otros que todavia no han sido resueltos. Al trabajar con un
libro de texto quizas lo que quede fosilizado sea lo que se plas-
me en dicho material . Itzcovich (2005) plantea que para que los
alumnos puedan involucrarse en el trabajo con demostraciones
no es suficiente con la presentacion de buenos problemas. Es
necesario que los estudiantes se vayan apropiando de ciertos
recursos y técnicas que son propias de los procesos de demos-
tracion en matematica. Seria simple si se pudiera aislar ese con-
junto de técnicas y ensenarlas de “una vez y para siempre” con
el objetivo de que los alumnos las apliquen. Lamentablemente
las cosas son mucho mas complejas: las técnicas van aparecien-
do en la medida en que constituyen recursos posibles para en-
frentar problemas, y son los problemas los que “reclaman” cier-
tas técnicas. Por otra parte, es de destacar que tanto el lenguaje

""Donde las definiciones se presentan con radical precision y como punto de
partida, las demostraciones se muestran ‘completas’y solo una por teorema, la
estructura del texto aparece cerrada y de tal forma que se llega a la conviccion
de que en la Matematica ya no queda nada por hacer"(de Lorenzo, 1998:16).



empleado como las demostraciones se presentan teniendo en
cuenta que los estudiantes de nivel superior, para quienes se
piensa el presente texto, requieren el uso de notacion formal.
Weber (2013) destaca que en distintos momentos de la carre-
ra académica de un estudiante se requieren diferentes tipos de
justificacion aunque esto rara vez se explicita. Senala que el es-
tudiante suele recibir mensajes mixtos, dado que en general los
libros de texto matematicos ofrecen en algunos casos una ex-
plicacion intuitiva, en otros un ejemplo y en otros casos una
prueba rigurosa para justificar una proposicion, aunque la tran-
sicion entre pensamiento intuitivo, empirico y riguroso no esta
explicitamente marcada. Esto puede llevar a los estudiantes a
adquirir creencias matematicas indeseables sobre el rigor, la ex-
plicacion y las pruebas, y puede explicar parcialmente por qué
los estudiantes presentan argumentos informales como prue-
bas en cursos avanzados.

Se dispone de un gran nimero de propiedades de la Geometria
Euclidea del plano. Dado que estas propiedades se han demos-
trado, en este libro las tomaremos como propiedades disponi-
bles y en algunos casos se hacen explicitas.

13



Capitulo 2

Axiomas, figuras
y sentido
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Se expresan los axiomas que se consideran en las diferentes ca-
tegorias enunciadas en el Capitulo 1: Fundamentos, a partir de
lo que se construira la geometria en el espacio de tres dimen-
siones.

21. AXIOMAS DE INCIDENCIA (ENLACE);
ORDENACION Y DIVISION (SEPARACION);
PARALELISMO Y CONTINUIDAD

214. AXIOMAS DE INCIDENCIA (ENLACE)

Ax 11- Existen infinitos entes llamados puntos, cuyo conjunto
se denomina espacio.

Ax 1.2- Los puntos del espacio se consideran agrupados en cier-
tos conjuntos parciales de infinitos puntos llamados pla-
nos y los de cada plano en otros conjuntos parciales de
infinitos puntos llamados rectas.

Ax 1.3- Dos puntos distintos determinan una recta y solo una.

AXx L4 Tres puntos no alineados determinan un plano y solo
uno.

Ax 1.5- Si dos puntos de una recta estan en un plano, todos los
demas puntos de la recta también lo estan.

24.2. AXIOMA DE PARALELISMO

Ax II- Por un punto exterior a una recta pasa una sola paralela
a ella.

En relacion con estos dos grupos de axiomas se consideran dis-
ponibles las siguientes propiedades:

a) Una recta y un punto exterior determinan un plano que
pasa por ellos.

15



b) Dos rectas secantes determinan un plano que las
contiene.

c) Dos rectas paralelas determinan un plano.

d) Dos rectas en el espacio, se cortan, o son paralelas o se
cruzan (cruzadas o alabeadas).

241.3. AXIOMAS DE ORDENACION Y DIVISION (SEPARACION)

Ax llla- La recta es un conjunto de puntos linealmente ordena-
do, abierto y denso.

Ax lll.2- Toda recta r establece una clasificacion de los puntos
del plano, no contenidos en ella, en dos (nicas clases o
regiones, tales que:

e Todo punto exterior a la recta pertenece a una u otra
region.

AC
e El segmento que une dos puntos AB de

la misma .. no corta
.. region alarectar.
distinta corta

Ax l1.3- Todo plano a establece una clasificacion de los puntos
del espacio, no contenidos en él, en dos inicas clases o
regiones, tales que:

e Todo punto exterior al plano pertenece a una u otra
region.

AC
e El segmento que une dos puntos AB de

la misma .. no corta
.. region al plano a.
distinta corta

16



Teorema 2.1:Si el segmento determinado por dos puntos
corta

A B
que no pertenecen al plano «a al plano,
AC no corta

distinta ..
los puntos pertenecen a . region.
la misma

Definicion 2.1: Semiespacio es el conjunto de puntos de cada re-
gion mas el conjunto de los puntos del plano llamado borde.

Teorema 2.2: Si dos puntos estan en el mismo semiespacio tam-
bién estan en éltodos los puntos del segmento que determinan.

Teorema 2.3: Si un plano a separa un par de puntos A, B de una
terna A, B, C de puntos no contenidos en él, separa también otro
par (por ejemplo B, C) pero no el tercero (A, C).

Teorema 2.4: Dos planos con un punto en comiin tienen una rec-
ta en comidn que pasa por dicho punto.

Hipotesis: Pca A Pep
. «—>
Tesis: a N =PQ

Demostracion: Bastara con probar que tienen otro punto co-
muin Q (Ax 1.5). Tracemos una recta r que pasa por P inclui-
daenp.Sirestaenaelteorema esta probado. Si r no esta
en a consideramos dos puntos Ay BtalqueAer,Bera
distinto lado de a y sea Cun puntotalque Ce AC¢r

a) Si C € a, el teorema esta probado.

b) SiC ¢ a, por el T. 21y Axioma de division del espacio, pode-
mos decir:
El segmento AC o el BC corta a a en un punto. Suponemos
que BC corta a .
SeaQeBCtalqueQep A Qea,dondeQ# PpuesCé¢r.

17



TenemosPeaAPef, QeaAQep

PearQea—® PQc

angea -t Mealgg o,
PepArQep—-D PQcCp

(1) Si una recta tiene dos puntos en el plano esta incluida en di-
cho plano por Ax I.5. De este teorema y del axioma de division
del espacio tenemos: dos planos secantes se dividen mutua-
mente en dos semiplanos contenidos en los respectivos semi-
espacios que cada plano determina.

24.4. AXIOMA DE CONTINUIDAD

Ax IV- Dada una clasificacion de los puntos de una recta en dos
clases C; y C, que cumplan las condiciones:

1. existen puntos de la recta en unay otra clase;
2. todo punto de la recta esta en una u otra clase;

3. todo punto de C; precede a todo punto de G,

18



Existe un punto, y solo uno, P, de la recta tal que todos los pun-
tos que le preceden pertenecen a la clase Cy, y todos los que le
siguen pertenecen a la clase C,.

2.2. FIGURAS EN EL ESPACIO

2.21. CONCEPTO DE DIEDRO

Definicion 2.2: Dados dos semiplanos a, g con un borde comin
r, pero situados en planos distintos, se llama diedro convexo al
conjunto de puntos comunes a los semiespacios limitados por
los planos @y B que contienen, respectivamente, los semiplanos
By a.Llarectares laarista del diedro y los semiplanos a 'y f se
llaman caras.

Todos los puntos del segmento que unen dos puntos de sus ca-
ras, no pertenecientes a las aristas, pertenecen al diedro. Tam-
bién todos los rayos de los angulos convexos definidos por dos

. . . — —
semirrectas a, b con origen comunV/Ver A VACa A VBCB.

Definicion 2.3: Dos diedros con una cara comin y las otras dos
en un mismo plano, se llaman adyacentes.

Definicion 2.4: Dos diedros cuyas caras son semiplanos respec-
tivamente opuestos se llaman opuestos por la arista.

Definicion 2.5: Un diedro convexo y sus dos adyacentes consti-
tuyen una region del espacio llamada diedro concavo.

Definicion 2.6: Dos diedros adyacentes llenan un semiespacio
que recibe el nombre de diedro llano.

Definicion 2.7: Dos planos secantes determinan cuatro diedros
convexos. Estos diedros llenan el espacio y lo llamaremos die-
dro completo.

Teorema 2.5: El semiplano determinado por la arista de un die-
dro y un punto interior tiene todos sus puntos pertenecientes
al diedro, y lo llamamos interno o interior al diedro.
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H) Diedro (ap), r arista, P interior al diedro (ap)
T) El semiplano (r, P) es interno al diedro (ap)

D) Consideremos el semiplano que determinanry Py en éluna
recta determinada por Py un punto A tal que A € r. La

semirrecta AP es interior al diedro por pertenecer los dos
puntos a los dos semiespacios que lo definen.

Como esto ocurre para todo punto A de r, todos los puntos
del semiplano son interiores al diedro.

Teorema 2.6: El segmento que une dos puntos respectivamente
situados en las caras de un diedro convexo corta a todo semi-
plano interior.

Teorema 2.7: Todo semiplano interior a un diedro convexo lo di-
vide en dos diedros situados en distinto semiespacio respecto
de dicho plano.

2.2.2. CONCEPTOS DE TRIEDRO Y ANGULO POLIEDRO

Definicion 2.8: Dadas tres semirrectas a, b, c no coplanares con
un origen comin V, se llama triedro al conjunto de puntos co-
munes a los semiespacios respectivamente limitados por los
planos ab,” bcy ca y que contienen la semirrecta restante. Las
tres semirrectas se llaman aristas. Cada uno de los angulos con-
vexos ab, bcy ca se llaman caras del triedro y vértice al punto
comin a las tres caras.

Definicion 2.9: Un triedro es isosceles si tiene dos caras iguales.

Definicion 2.10: Dadas en un orden varias semirrectas a, b, ¢, d, e,
f, de origen coman V; tales que el plano determinado por cada
dos consecutivas deja a las demas en un mismo semiespacio, el
conjunto de los puntos comunes a todos estos semiespacios se
(lama angulo poliedro convexo o anguloide convexo.

TEsta expresion refiere al plano que contiene al angulo que determinan las
semirrectasay b.
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Propiedades

a) En un angulo poliedro, el angulo convexo definido por una
arista r y una semirrecta cualquiera con origen en el vértice del
angulo poliedro incluida en una cara que no contiene a r, per-
tenece a él.

b) Tres planos concurrentes en un punto sin pasar los tres por
una misma recta, dividen al espacio en ocho triedros.

2.2.3. SUPERFICIE POLIEDRICA

Definicion 2.11: Una superficie poliédrica es un conjunto de un
ndmero finito de poligonos, llamados caras de la superficie, que
cumplan las siguientes condiciones:

1. Cada lado de una cara pertenece también a otra y solo
otra. Ambas caras se llaman contiguas.

2. Dos caras contiguas estan en distinto plano.

3. Dos caras no contiguas pueden unirse por una sucesion
de caras contiguas.

4. Dos caras no contiguas no pueden tener mas punto comdn
que un vértice y si lo tienen deben pertenecer ambas a un
mismo angulo poliedro.

A partir de esta definicion, se deduce que toda superficie polié-
drica divide al espacio en dos regiones conexas, una interior y
otra exterior.
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Definicion 2.12: La superficie poliédrica se llama convexa si ade-
mas de las condiciones de la definicion anterior se cumple que
el plano de cada cara deja en un mismo semiespacio a las de-
mas.

2.2.4. DESARROLLO PLANO O PATRON
DE UNA SUPERFICIE POLIEDRICA

Si bien lo que sigue no es un concepto geomeétrico puro, involu-
cra cuestiones que para la ensenanza de poliedros y especifica-
mente en lo concerniente a medidas es importante considerar.
El desarrollo plano o patrén de una superficie poliédrica es la
representacion de las caras de la superficie que se logra a partir
de un plano que contenga una de dichas caras y las restantes
colocadas sobre dicho plano, de modo que cada cara abatida o
volcada sobre ese plano, tenga al menos un lado en comdn con
otra.

En general, una superficie poliédrica tiene mas de un desarrollo
plano. Para realizarlo se debe considerar no solamente cuantos
y qué poligonos lo forman, sino también cuantos y qué poligo-
nos concurren en cada uno de sus vertices.

Por ejemplo, se consideran las siguientes representaciones for-
madas por seis cuadrados yuxtapuestos:
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Hexamino 1 Hexamino 2 Hexamino 3

Estas representaciones se denominan poliminos y son “for-
mas que se obtienen juntando cuadrados lado a lado” (Guillén,
1991:182). En este caso todos estan formados por seis cuadrados
y se denominan hexaminos. Se puede intuir que estos hexami-
nos corresponden a desarrollos planos de un cubo dado que es
un poliedro formado por seis caras cuadradas. Efectivamente,
para saber si corresponden al cubo debemos tener en cuenta
que: en cada vértice del cubo concurren tres caras, es un pris-
ma que tiene cuatro caras laterales y las dos bases cuadradas.
Teniendo en cuenta esto se puede afirmar que el Hexamino 1y
el Hexamino 2 son desarrollos planos del cubo en tanto que el
Hexamino 3 no lo es.

2.2.,5. POLIEDROS

Definicion 2.13: Un poliedro es el conjunto de los puntos de la
superficie poliédrica y los interiores a la misma. Los vértices y
lados de las caras se llaman vértices y aristas del poliedro.

Definicion 2.4: Si la superficie que determina al poliedro es con-
vexa el poliedro se llama convexo. De lo contrario se denomina
poliedro concavo.

PROPIEDAD DE LOS POLIEDROS CONVEXOS
De la definicion resulta:
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a) El segmento determinado por dos puntos del poliedro
convexo tiene todos sus puntos en él.

b) Las secciones planas de un poliedro convexo son poligo-
Nnos convexos.

Segiin lo enunciado se desprenden las siguientes propiedades
de los poliedros convexos:

I- Toda semirrecta r con origen en un punto O interior al po-
liedro convexo corta a la superficie en un punto.

II- Existen rectas cuyos puntos son todos exteriores a la su-
perficie.

IlI- Lo mismo el interior que el exterior son regiones conexas.

IV- Toda quebrada que une un punto interior con otro exterior
corta a la superficie.

Teorema 2.8: Teorema de Euler En todo poliedro convexo la su-
ma del nimero c de caras mas el nimero v de vértices excede
en dos unidades al nimero a de aristas.

c+v=a+2

Demostraciones del teorema de Euler

Se presentan dos demostraciones del teorema. Para la primera
se sigue la idea del libro de Sanchez Marmol y Pérez Beato
(1961).

Se necesita previamente definir lo siguiente:

Si en una superficie poliédrica (convexa o no) se suprime una
cara, o varias contiguas, se obtiene una superficie denominada
casquete poliédrico. Los lados de los poligonos que no son
ahora comunes a dos caras constituyen una linea poligonal
cerrada, plana o alabeada, que se llama orla del casquete
poliédrico.

Una superficie poliédrica puede tener una o varias orlas, segln
que las caras suprimidas sean o no contiguas.

En la figura ABCDEA es una orla alabeada.
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Retornando a la demostracion del teorema, si se separa en el
poliedro convexo una cara quedara un casquete poliédrico que
seguira teniendo v vértices, a aristas pero ¢ — 1 caras.
Demostrar en un poliedro la relacion de Euler c+v = a+2
equivale pues, a demostrar en el casquete resultante que c+v =
a+1.

Si se suprime en el casquete considerado, una cara marginal en
la que sea m el nimero de aristas de ella que constituian parte
de la orla del casquete, se obtendra un nuevo casquete con v;
veértices, ¢; carasy a; aristas, tales que:

vi=v-(m-1); ¢q=¢c-1, a=a-m

Luego:
Vi+Ci—ap=v+c—ax
La diferencia v + ¢ — a permanece constante al suprimir caras

marginales y al llegar a un Gltimo poligono plano de n lados,
se tendra:

Vee1 =N, C1=1,0c1=n

La diferencia (x) dav+c—a =1 por lo tanto la propiedad queda
demostrada.
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En la segunda demostracion se considera la idea de Cauchy pre-
sentada por Lakatos (1978).

Si se imagina que la superficie del poliedro es de caucho, se
saca una cara y se deforma la superficie restante hasta exten-
derla sobre el plano, las areas de las caras y las amplitudes de
sus angulos se alteraran, pero la red plana contendra el mismo
nimero de vértices y el mismo nimero de aristas que el polie-
dro original, pero el nimero de poligonos es uno menos que el
del primitivo. Se probara que en esta red plana se verifica

v—-a+c=1

teniendo en cuenta la cara suprimida, para el poliedro dado re-
sulta

c+v=a+2

Si se toma la red planay se la triangula de la siguiente mane-
ra: en cualquier poligono de la red que no sea triangulo se tra-
zan todas las diagonales a partir de un vértice cualquiera. Esto
incrementa los nimeros a y ¢ en 1 unidad por cada diagonal
trazada, de manera que el nimero v — a + ¢ se conserva.
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Asi, en la red triangulada el nimero de Euler se conserva con el
mismo valor que tenia antes de la triangulacion puesto que el
trazado de diagonales no lo ha alterado. Los triangulos pueden
tener dos lados en la frontera de la red plana, ninglin lado o solo
uno (por ejemplo el ABC en el grafico). Si se elije un triangulo
que tiene por lo menos uno de sus lados en la frontera y se
realiza el siguiente proceso:

- se quita el o los lados de la frontera,
- se quita el triangulo,

- se quitan los vértices que queden aislados (solo quedaran
en caso que el triangulo seleccionado tenga dos lados en
la frontera).

Al realizar este proceso, si se quita un triangulo con solo un
lado en la frontera, el niOmero de aristas ay el nimero de caras
¢ disminuye en 1 unidad, mientras que el nimero v de vértices
no cambia. En cambio, si se quita un triangulo con dos lados
en la frontera, los nimeros vy ¢ disminuyen en 1y el nimero a
disminuye en 2. En ambos casos el niimero v—a+c se conserva.
Mediante una adecuada eleccion de la sucesion de estas opera-
ciones se puede ir separando triangulos que tengan algiin lado
en la frontera hasta dejar un solo triangulo, con tres vértices,
tres lados y una cara. Paraestaredv—-a+c=3-3+1=1
y como el proceso no altera el valor de v — a + ¢, también
la red plana inicial v —a+c = 1y lo mismo para el poliedro
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del que se habia suprimido una cara. En conclusion:v—a+c = 2.
A

Una cara menos y una arista menos. El

mismo nimero de vértices.

Una cara menos y una arista menos. El
mismo nimero de veértices.

A

Una cara menos y una arista menos. El Una cara y un vértice menos. Dos aristas
mismo nimero de vértices. menos|

Teorema 2.9: (Corolario del Teorema de Euler) En todo poliedro
convexo existe por lo menos un triangulo, un cuadrilatero o un
pentagono.

SUPERFICIES POLIEDRICAS EULERIANAS

Muchas superficies no convexas cumplen con el teorema de
Euler.

Definicion 2.15: Dadas dos superficies poliédricas, son isomorfas
si entre sus caras respectivas se puede establecer una corres-
pondencia tal que:

1. A cada cara n-gonal de una de las superficie corresponde
una cara n-gonal en la otra.
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2. A cada vértice de una, corresponde un vértice y solo uno
en la otra.

3. Acaras contiguas de una corresponden caras contiguas en
la otra.

Estas superficies tienen el mismo nimero de caras, de vértices
y de aristas.

“Toda superficie isomorfa de una poliédrica convexa cumple el
Teorema de Euler”.

Las superficies isomorfas de las poliédricas convexas se llaman
eulerianas.

Definicion 2.16: Poliedros Regulares Convexos son aquellos cu-
yas caras son poligonos regulares iguales y en cuyos vértices
concurren el mismo nimero de ellas.

Teorema 2.10: (Corolario del Teorema de Euler) solo existen cin-
co poliedros regulares convexos.

Demostracion: Suponiendo que cada cara tiene p lados, que en
cada vértice concurren g aristas y utilizando propiedades de se-
ries de razones iguales:

Vv a ¢ v-a+c v-a+c 4pq
1 1 1 1_1,1 2p—pg+2q 2p — pqg +2qg
q 2 p q 2 p 2pq
- 4P _ _ 2pq _ _4q
de donde:v = 55 paiag @ = popgiag: € = 3ppgiag ¥ cOMoa, vy c

son positivos con p > 3y q > 3, entonces:

e Si las caras son triangulares, p = 3 entonces 6 — q > 0 de
donde g < 6. Esdecirqueparap=3,g=30g=40qg=>5.

e Silas caras son cuadrangulares, p = 4 entonces 8 —2q > 0
de donde g < 4. Es decir que parap =4, q = 3.

e Si las caras son pentagonales, p = 5 entonces 10 —3g > 0
de donde g < 13—0 Es decir que parap =5, g = 3.
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e Silas caras son exagonales, p = 6 entonces 12 —4q > 0 de
donde g < 3 contra lo supuesto. Se puede comprobar que
para caras con mayor namero de lados que 5 (como en
el caso de los exagonos), no existen poliedros regulares
convexos con esa forma de caras.

Ademas como a, v y ¢ son positivos, entonces 2p +2q — gp > 0
o (p—2)(q-2)<4yresumiendo:

20| 6 | 12
12 | 30 | 12 | 30
6 | 12| 8 | 20

<|lvw|n|O|T
MO~ lOWOWW
[o2]

corresponden a los cinco poliedros regulares. Obsérvese que
este resultado vale en el caso mas general en el que el niimero
de lados de cada cara y el de aristas que concurren en cada
vértice sean el mismo, aunque las caras no sean regulares.

2.3. SENTIDO EN EL ESPACIO

LOS DOS SENTIDOS EN UN HAZ DE SEMIPLANOS

Los semiplanos que se intersecan en una recta, constituyen un
haz de semiplanos.

Cada par de semiplanos no coplanares, definen un diedro con-
vexo y otro concavo.

En forma similar a lo trabajado en el plano, se afirma: Si en un
haz de semiplanos se supone suprimido uno de ellos, llamado
origen, los demas forman un conjunto ordenado, abierto y den-
so. Por lo tanto, es posible establecer una ordenacion entre los
semiplanos restantes, un criterio de precedencia tal que:

1. Dados dos semiplanos a y B 0 a precede a f o B
precede a a.
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2. Sia precedeapypay,aprecedeay

Dado un semiplano cualquiera existen otros que le preceden
y otros que le siguen. Entre dos semiplanos cualquiera existen
siempre otros intermedios.

Lo dicho antes permite considerar dos sentidos en un haz de
semiplanos lo mismo que en el haz de rayos, siendo necesario
para fijar uno de ellos ordenar tres semiplanos del haz. Un haz
de semiplanos se llamara orientado cuando se fija en él un sen-
tido.

Basta tomar un plano que corte a la arista del haz y considerar
el sentido con el haz de rayos determinado por la interseccion
del plano y el haz

INDIVIDUALIZACION DE LOS SENTIDOS

A la individualizacion de los sentidos en un haz no es posible
distinguirlas por via geométrica pura ya que es necesario acu-
dir a elementos ajenos a la geometria.

Para distinguir uno u otro se puede imaginar un observador co-
locado a lo largo de la arista del hazy llamar positivo, al sentido
en el que se ve ordenado los semiplanos de derecha aizquierda,
por ejemplo, y negativo el sentido contrario.

-

Esto supone la eleccion previa de un sentido de la arista para
orientar al observador ya que al invertir la orientacion de este
variara el criterio.
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Es decir, que se puede definir en un sentido positivo o negativo
del haz en relacion con un determinado sentido previamente
asignado a la arista.

LOS DOS SENTIDOS EN LA RADIACION

Radiacion de rayos es el conjunto de todas las semirrectas que
tienen un origen comdn en un punto V, llamado vértice de la
radiacion.

En toda radiacion existen dos sentidos opuestos. Fijado un sen-
tido en uno de los haces de semiplano queda fijado un sentido
igual en todos los demas de la radiacion. En ese caso se dice
que la radiacion esta orientada.

Observacion

De acuerdo con estos convenios, un haz de semiplanos orien-
tados en una radiacion tiene un sentido distinto con respecto a
cada una de las dos semirrectas que el vértice V de la radiacion
determina en la arista, o sea, para los dos observadores dirigi-
dos seglin estas semirrectas con los pies hacia el vértice V, los
sentidos del mismo haz son opuestos.

LOS SENTIDOS EN UN ANGULO POLIEDRO

Recorriendo las aristas de un angulo poliedro convexo, en el or-
den en que se han tomado para definirlo, se establece un sen-

32



tido en cada cara que nos permite ordenar sus rayos.

Es decir que el sentido de una radiacion se puede definir dan-
do las aristas de un angulo poliedro convexo y en particular un
triedro en un cierto ordena, by c.

SENTIDOS DE TRIEDROS Y ANGULOIDES OPUESTOS POR EL VERTICE

Las semirrectas opuestas a las que definen un triedro o un an-
gulo poliedro definen en el mismo orden, otro triedro o angulo
poliedro cuyas caras son angulos opuestos por el vértice de las
caras del primero y cuyos diedros son diedros opuestos por la
arista de los de este. Por esta razon se llama a este nuevo trie-
dro o angulo poliedro opuesto por el vértice al primero.

“Dos triedros y en general dos angulos poliedros opuestos por
el vértice son de sentidos opuestos en la radiacion a que per-
tenecen”.

LOS DOS SENTIDOS DEL ESPACIO

En el espacio se definen dos sentidos opuestos. Para determinar
uno de ellos basta fijar:
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a) unsentido en un haz de planos correspondiente a un sentido
en la arista (haz orientado) o bien

b) las aristas de un triedro en un orden (triedro orientado)

Cuando se ha fijado un sentido en el espacio se dice que este
esta orientado.

2.4. PARA PROFUNDIZAR

1. Determinar, si es posible, un poliedro que sea:

a) convexo y euleriano
b) convexo y no euleriano
) no convexo y euleriano

d) no convexo y no euleriano

2. Representar, a través de un modelo, un triedro cuyas caras
sean angulos rectos.

3. Determinar, si es posible, el nimero de caras y vértices de
un poliedro convexo con 7 aristas.

4. Un poliedro convexo tiene por caras 12 cuadrados, 8 he-
xagonos regulares y 6 octogonos regulares. En cada vér-
tice del poliedro concurren exactamente un cuadrado, un
hexagono y un octdgono. ;Cuantas diagonales tiene ese
poliedro, es decir, cuantos segmentos que unen pares de
vértices del poliedro no son aristas ni estan contenidos en
una cara?

5. Considerar la siguiente notacion. Cp: nimero total de caras
del poliedro con n aristas (ejemplo: C, indica el niGmero de
cuadrilateros que tiene el poliedro); V,: nimero total de
vértices del poliedro al que concurren n aristas (ejemplo:
Vs indica el nimero total de vértices que tiene el poliedro
en el que concurren tres aristas) Justificar las siguientes
formulas para poliedros convexos:
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a) 2A =Y._,iC;, t es el maximo nimero de lados de una
cara del poliedro.

b) 2A = Y.7_;iV;, r es el nimero maximo de aristas que
concurren en un veértice del poliedro

) 2V-4=Y! ,(i-2)0C.
d) 2C-4 =Y (i-2)V.
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Capitulo 3

Transformaciones 3D
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Las transformaciones puntuales del espacio son de sumo inte-
rés por las propiedades que de cada una de ellas se despren-
den, las condiciones que conservany las que no, los elementos
necesarios para definirlas, las propiedades que permiten enun-
ciary las relaciones que habilitan establecer entre rectas, entre
rectas y planosy entre planos. Es importante clasificarlas aten-
diendo a estas cuestiones mencionadas.

3.1. MOVIMIENTO Y CONGRUENCIA

Intuitivamente se puede decir que dos figuras del espacio son
congruentes si, moviendo una de ellas se la puede hacer coin-
cidir con la segunda de tal forma que ambas coincidan en todas
sus partes. A primera vista, esta definicion de la congruencia pa-
rece clara, pero si se la analiza cuidadosamente, resulta circular.
En efecto, para determinar la congruencia de las figuras, estas
deben coincidir y, para hacerlas coincidir, hay que mover una
de ellas con la condicion de que durante ese proceso, esta se
mantenga inalterada. ;Pero que significa que se mantenga inal-
terada? Significa que la figura siempre se mantiene congruente
a su forma original. Por tanto, se define “congruencia” del mo-
vimiento de una “figura inalterable” y se define una “figura inal-
terable” por medio del concepto de “congruencia”. Por lo tanto,
para evitar este problema, se define movimiento mediante un
grupo de axiomas, el quinto grupo de ellos.

AXIOMAS DE MOVIMIENTO

La experiencia o la intuicion nos dicen que el movimiento de
un solido queda perfectamente determinado en cuanto se de-
termina el movimiento de un plano rigidamente unido al mis-
mo. En consecuencia, los axiomas de movimiento que caracteri-
zan las propiedades del movimiento de un plano, pueden servir
para caracterizar las del movimiento del espacio, sin mas que
modificar sus términos para darles la nueva interpretacion tri-
dimensional.
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Ax.Va Los movimientos del espacio son transformaciones pun-
tuales biunivocas del mismo.

Ax.V.2 Todo movimiento del espacio conserva las relaciones de
incidencia, ordenacion y sentido.

Ax\V.3 (Axioma de rigidez) Ninglin movimiento puede transfor-
mar un segmento, angulo o diedro en parte del mismo.

AxV.4-5 Los movimientos del espacio forman grupo. (El produc-
to resultante de dos movimientos es otro movimiento, la
identidad es un caso particular de movimiento, por lo cual
es el neutro. se cumple la propiedad asociativa y la trans-
formacion reciproca de un movimiento es otro movimien-
to).

Ax\V.6 (Axioma de determinacion) Existe un movimiento y solo
uno que transforma una semirrecta en otray un semiplano
limitado por la recta primera en un semiplano limitado por
la segunda.

Definicion 3.1: Dos figuras Fy F’ son congruentes o iguales cuan-
do una de ellas puede obtenerse transformando la otra median-
te un movimiento.

Al conservarse los axiomas del movimiento del plano en el es-
pacio, se conservaran también sus consecuencias, en particular,
son validos en el espacio los criterios de igualdad de triangulos
estudiados en geometria plana, aun cuando las figuras compa-
radas no se hallen en un mismo plano.

La perpendicularidad entre rectas secantes se conserva en el
movimiento, por ser una relacion de igualdad entre angulos ad-
yacentes.

3.2. LA PERPENDICULARIDAD EN 3D

En el espacio tridimensional el concepto de perpendicularidad
no cambia su significado base, pero amplia los elementos que
relaciona, dado que no se establece solo entre rectas sino tam-
bién entre rectas y planos y entre planos.
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Teorema 3.1: El lugar geométrico® de los puntos equidistantes de
dosAyA’ esun plano que pasa por el punto medio{d_)elsegmento
AA’ y que contiene a todas las perpendiculares a AA’ que pasan
por M (mediatrices).

Definicion 3.2: Los puntos Ay A’ se dice que son simétricos res-
pecto del plano a, que se llama plano de simetria del segmento
AA’.

3.21. PLANO PERPENDICULAR A UNA RECTA Y RECTAS ORTOGONALES

Teorema 3.2: (Corolario del T.3.1) Todas las perpendiculares a
una recta r que pasan por un punto M de ella estan en un @nico
plano.

Demostracion: Sean en r dos puntos Ay A’ cuyo punto medio es
M, por el teorema anterior queda demostrada la propiedad.
Este plano no depende del segmento ya que cualquier par de
puntos By B’ cuyo punto medio también sea M tiene las media-
trices comunes con AA’.

Definicion 3.3: El plano que contiene atodas las perpendiculares
a una recta r por un punto M de ella se llama perpendicular a la
recta y la recta r se llama perpendicular al plano.

Teorema 3.3: (Corolario del T.3.1) Sean ay b rectas secantes en M.
Si r es perpendiculara aya b en M, entonces es perpendicular
al plano que determinan.

Teorema 3.4: Por un punto P pasa un plano y solo uno perpen-
dicular a unarectar.

1Cuando una figura contiene todos los puntos que cumplen una determinada
propiedad y, reciprocamente, solo contiene puntos que la cumplen, se dice que
es el lugar geométrico de dichos puntos (Puig Adam, 1980:37).
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H) P punto cualquiera, r recta
T) A'planoa/Peaya Lr

D) Si P € r la propiedad es consecuencia del T.3.2. y de la defi-
nicion 3.3.
Si P ¢ r, Py r determinan un plano B. Sea en B la Unica
perpendicular a r por Py R el pie de la perpendicular. El
T.3.2y la Def. 3.3 permiten afirmar que por R existe a/a L r
y P € a pues contiene a todas las rectas perpendiculares

. R
ar por R, en particular RP.

La prueba de la unicidad queda a cargo del lector.

Teorema 3.5: Dadas dos rectas cruzadas r y s, si por una de ellas
s se puede trazar un plano « perpendicular a la otra r, por esta
se puede trazar un plano g perpendicular as.
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H) ry s rectas cruzadas
scaadlr

T) A /pLsyrcp

D) Sea (R} =anr.Seapena/p LsARep.Sea{S}=pns.Sea
en s, a ambos lados de S, los puntos My M’ /|SM| = |SM’|.
Los segmentos RM’ y RM son perpendiculares a r pues es-

tan en el plano perpendicular a r por Ry ademas |[RM| =

- A A
|[RM’|, pues RSM y RSM’ son triangulos rectangulos con ca-
tetos iguales y por lo tanto congruentes.

A
Sea A e r/A # R. Los triangulos AI\A/IR y ARM’ son rectangu-
los con catetos iguales .. |AM| = |AM’|. Luego A equidista
de My M’ como Ry S. El plano B sera pues el determinado
por A, Ry S que es L a s (pues es plano de simetria de
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MM’ C s)y r c B puesto que tiene dos puntos en dicho
plano.

Definicion 3.4: Rectas ortogonales. Dos rectas son ortogonales si
ysolo si por una de ellas se puede trazar un plano perpendicular
a la otra.

Las rectas ortogonales pueden ser rectas que se cruzan o rectas
secantes. De aqui en adelante utilizaremos el simbolo L para
indicar que dos rectas son ortogonales.

Teorema 3.6: Si una recta es perpendicular a un plano, es orto-
gonal a toda recta de este.

Teorema 3.7: Si una recta r es ortogonal a dos rectas ay b se-
cantes entre si es perpendicular al plano que estas determinan.

H) r ortogonala a
r ortogonal a b
anb={M}
a plano determinado pora A b

Nria

D) El plano perpendicular a r por M es Gnico (T.3.4) y por lo tan-
to coincide con el plano perpendicular a r por ay con el
perpendicular a r por b que existen por definicion 3.4, o
sea que es a, donde «a es el plano determinado poray b.
Asir L a.
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Teorema 3.8: Por un punto P pasa una perpendicular, y solo una,
a un plano .

Definicion 3.5: Sea 7w un plano y Q un punto exterior. Sea P el pie
de la perpendicular a = por Q. La longitud del segmento PQ es
la distancia del punto Q al plano .

3.2.2. SECCION RECTA DE UN DIEDRO Y PLANOS PERPENDICULARES

Definicion 3.6: La seccion producida en un diedro por un plano
perpendicular a la arista, es decir, el conjunto de los puntos co-
munes a este planoy al diedro, es un angulo plano llamado sec-
cion recta del diedro. Sus lados son perpendiculares a la arista.

Teorema 3.9: Dos diedros af y a’f’ son iguales si y solo si sus
secciones rectas son iguales.
Se tiene que demostrar que:

a) Si dos diedros af y a’f’ son iguales = sus secciones rectas
son iguales.

b) Si las secciones rectas de dos diedros son iguales = los dos
diedros son iguales.

a) Demostracion: Si dos diedros son iguales, entonces uno de
ello puede obtenerse del otro mediante un movimiento
(Definicion 3.1). Como todo movimiento conserva la per-
pendicularidad entre rectas secantes, las secciones rectas
de diedros iguales son iguales.

b) Demostracion: Si las secciones rectas de dos diedros son
iguales, existe un movimiento que transforma una en otra
(Definicion 3.1). Dicho movimiento transformara la perpen-

dicular, inica al plano que contiene al angulo plano rAs por
el véertice O en la (nica perpendicular al plano que contie-

A
ne a r's’ por el vértice 0’ y debera coincidir el transfor-
mado del semiplano a con a’(donde a estd determinado
por la recta que contiene a uno de los lados del angulo
y la arista del diedro) y g con p’. Por lo tanto, existe un
movimiento que transforma ap en a’f’ y los diedros son
iguales.
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Teorema 3.10: (Corolario del T.3.9) Los diedros opuestos por la
arista son iguales.

Teorema 3.11: (Corolario del T.3.9) Las secciones rectas de un die-
dro son iguales.

Definicion 3.7: Los diedros son proporcionales a sus secciones
rectas. Adoptando como diedro unidad el que tiene seccion rec-
ta unidad, la medida de un diedro es igual a la de su seccion
recta.

Definicion 3.8: Si la seccion recta de un diedro es un angulo rec-
to, el diedro se llama recto y se dice que los planos son perpen-
diculares.

Teorema 3.12: Todo plano a que pasa por una perpendicular r a
un plano 7 es perpendicular a él.

H)rimrcae

Naln
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D) Searnm ={R}yseanNa = a/(sitienen un punto en comin
R, tienen una recta en comdan).
En 7, seas L aporR,entoncesr Lays L a.Esdecir que
la seccion recta del diedro determinado por a'y m, es un
angulo recto puesr Ls,porloquea L«

Teorema 3.13: Todo plano a perpendicular a « trazado por un
punto P contiene la perpendicular r por P a dicho plano .

H almPearlmPer.
T) rca.

D) Seas=anmyseaporPelplano L a la arista s del diedro.
Sean my n las intersecciones de dicho plano con las caras
del diedro. Puesto que o L 7, la seccion recta del diedro
es un angulo recto, entoncesm L nym L spuesses L al
plano que my n determinan.
Sirnoestaincluidaena,peroPeryr L nym._lm
(pues m es L a dos rectas de 7) y P € m por construccion,
entonces existen dos rectas L a  por P. Absurdo, por T.
3.8, que proviene de suponer que r ¢ a, luego r C a.

Teorema 3.4: Por un punto P pueden trazarse infinitos planos
perpendiculares a un plano dado m.

Teorema 3.15: Por una recta t no perpendicular a un plano = pasa
un plano perpendicular a 'y solo uno.

45



3.2.3. LAS SIMETRIAS EN 3D

LA SIMETRIA AXIAL

Definicion 3.9: Sea r una recta. Se llama simetria axial de eje r:
S, al movimiento del espacio tal que al punto A le hace corres-
ponder el punto:

-AsiAer
- A, siA¢rtal que:

- A’ pertenece al plano que Ay r determinan.

« Ay A’ estan en distinto semiplano respecto de r.
>

cAA" L.

< dA,r)=dA,r)

Propiedades

a) En la simetria axial si F tiene por simétrica F’, F’ tiene por
simétrica F.

b) Todo semiplano g de borde r se transforma en su opuesto.
Todo plano que pasa por el eje es doble.

c) ] Todo diedro cuya arista esta en el eje se transforma en
su opuesto, lo que prueba nuevamente la igualdad de los
diedros opuestos por la arista.

d) El eje de simetria es mediatriz de los segmentos que unen
puntos homologos. Toda recta perpendicular al eje es do-
ble. Todo plano perpendicular al eje es doble. Los puntos
homologos en estos planos dobles son simétricos en la
simetria plana central que tiene por centro el punto de
interseccion del eje con el plano.

e) Toda recta a ortogonal no secante al eje tiene por simé-
trica una recta paralela a ella.
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SIMETRIA CENTRAL

Definicion 3.10: La simetria central de centro O es la transfor-
macion puntual que se obtiene haciendo corresponder a cada
punto A su simétrico? A’ respecto del punto Oy a este el mismo.

Propiedades

a) La simetria central es una transformacion involutiva,
por corresponderse doblemente cada par de puntos
homologos.

b) Si dos rectas son secantes, sus homologas también.

c) La simetria central invierte el sentido, pues transforma un
triedro en su opuesto por el vértice.

d) Lasimetria central conserva las relaciones de incidenciay
orden.

e) Los segmentosy angulos planos simétricos son iguales. Al
ser los angulos iguales se conserva la perpendicularidad.
Los diedros simétricos son iguales.

f) Lasrectasy los planos que pasan por el centro son dobles.

g) Toda recta a que no pasa por el centro tiene por simétrica
otra paralela y todo plano « que no pase por el centro tie-
ne por simétrico otro a’ que no tiene con él punto comin.

SIMETRIA ESPECULAR

Definicion 3.41: Sea a un plano. Se llama simetria especular res-
pecto al plano a: S, a la transformacion del espacio tal que al
punto A le hace corresponder el punto:

-AsiAean

- A, siA ¢ atal que:

2Refiere a la definicion de simetria central en 2D.
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« A’ pertenece a la recta perpendicular a a por el punto
A.

- Ay A’ estan en distinto semiespacio respecto de a.
- dA,a)=dA,a)

Propiedades

a) Todos los puntos, rectas y figuras del plano de simetria
son dobles. Todas las rectas y los planos perpendiculares
al plano de simetria son dobles.

b) Si varios puntos ABC... estan alineados y ordenados, sus
simétricos A’B’C’... también lo estan. Los segmentos sime-
tricos AB 'y A’B’ son iguales.

c) 1Y delaigualdad de los segmentos simétricos se despren-
de, como en la simetria central, la igualdad de los triangu-
los, la conservacion de la perpendicularidad y la igualdad
de diedros.

d) La simetria especular invierte el sentido.

PSEUDOMOVIMIENTO Y PSEUDOIGUALDAD

El producto de un movimiento por una simetria central o es-
pecular es una transformacion puntual que tiene las siguientes
propiedades:

1. Ser biunivoca.
2. Conservar las relaciones de incidencia y orden.
3. Invertir el sentido.

4. Transformar los segmentos, angulos y diedros en otros
iguales a ellos.

Como estas propiedades son también las del movimiento, salvo
la inversion del sentido, a toda transformacion que las cumpla
se denomina pseudomovimiento, y dos figuras correspondien-
tes en un pseudomovimiento se llamaran pseudoiguales o
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pseudocongruentes.

El producto de dos pseudomovimientos es un movimiento. El
producto de un movimiento por un pseudomovimiento es un
pseudomovimiento. Por tanto, en analogia con el axioma deter-
minacion de movimiento se expresa el siguiente postulado.

Postulado: Existe un pseudomovimiento, y solo uno, que trans-
forma una semirrecta r en otra r’ y un semiplano a limitado por
la recta que contiene r en otro semiplano a’ limitado por la rec-
tar.

3.2.4. SEMIPLANO BISECTOR DE UN DIEDRO

Definicion 3.12: Se llama semiplano bisector de un diedro al se-
miplano determinado por la arista de un diedro y la bisectriz de
una de sus secciones rectas.

Teorema 3.16: El semiplano bisector de un diedro lo divide en
dos diedros iguales.

D) Puesto que la bisectriz de una seccion recta divide al angulo
plano en dos iguales, los diedros que tienen esas seccio-
nes rectas iguales son iguales (Teorema 3.9)

Teorema 3.17: El semiplano bisector de un diedro contiene las
bisectrices de todas las secciones rectas del diedro.

D) Por el teorema anterior, el diedro queda dividido por el se-
miplano bisector en dos iguales, asi cualquier seccion rec-
ta quedara dividida en dos angulos planos iguales, pues
a angulos diedros iguales corresponden secciones rectas
iguales. Se ha probado en geometria plana que la semi-
rrecta que divide a un angulo en dos iguales es la bisectriz
del mismo.

Teorema 3.18: Los semiplanos bisectores de los diedros forma-
dos por dos planos son dos a dos opuestos y estan en dos pla-
nos perpendiculares entre si.
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Teorema 3.19: El semiplano bisector de un diedro es el lugar geo-

métrico de los puntos interiores equidistantes de los planos de
Ssus caras.

Se debe probar que:

a) Si P esta en el semiplano bisector,entonces P equidista de
las caras.

H) «op diedro, y semiplano bisector,
Peap, Pey

T) d(P,a) = d(P,p)

D) Las perpendiculares desde P a los planos ay 8 son or-
togonales a la arista r del diedro por el T.3.6, es decir,
determinan el plano de la seccion recta por el T.37.
La distancia de P a cada cara es la distancia de P al
lado ayallado b de la seccion recta. En cada seccion
recta el lugar geométrico en cuestion es la bisectriz
y el lugar de todas ellas es el plano bisector.
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b) Todo punto P interior al diedro que equidista de sus caras
esta en el semiplano bisector.

H) diP,a) = d(P,B); P < ap;
T) P €y, y semiplano bisector

D) Sea la seccion recta del diedro ap que pasa por P. Sean
ab los lados de la seccion recta. P equidistade ay b.
Por lo tanto P esta en la bisectriz de la seccion recta.
Por lo tanto P esta en el semiplano bisector, por T.
347.

Teorema 3.20: (Corolario del T.3.19) El lugar geométrico de los
puntos equidistantes de dos planos secantes es el conjunto de
dos planos perpendiculares entre si llamados bisectores de los
diedros formado por aquellos.

Cada uno de estos planos es plano de simetria de los dos dados,
ya que forma angulos iguales con ellos.

Teorema 3.21: Si dos caras de un triedro son iguales, lo son tam-
bién los diedros opuestos.

Sugerencia: Probar que el triedro es simétrico respecto del se-
miplano bisector del diedro que forman las caras iguales.

3.3. EL PARALELISMO EN 3D

Como en la perpendicularidad se amplian los elementos que
relaciona, el paralelismo se establece entre rectas, entre rectas
y planos y entre planos. Esta relacion es considerada solo en el
caso que los elementos que se vinculan (rectas, planos, rectas
y planos) no tienen puntos en comun.

3.31. TRASLACION EN 3D

Definicion 3.13: Sea v un vector. Se llama traslacion de vector V:
T3 al movimiento del espacio tal que al punto A le hace corres-

- = . —_— .
ponder el punto A’ tal que AA’ = v, es decir, el vector AA’ tiene

igual direccion, sentido y médulo que el vector V. A la recta AR
se la llama guia de la traslacion.
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PROPIEDADES

a) Todos los planos que pasan por la guia son dobles.
b) Todas las traslaciones con una misma guia forman grupo.

c) Dos rectas ay b paralelas a una tercera r son paralelas o
coincidentes.

d) Dos rectas homologas py p’ en una traslacion son parale-
las o coincidentes.

e) El producto de dos traslaciones es una nueva traslacion
independiente del orden en que se efectiien las traslacio-
nes componentes.

3.3.2. PARALELISMO DE PLANOS Y DE RECTA Y PLANO

Definicion 3.14: Dos planos son paralelos si no tienen puntos en
comun.

Definicion 3.15: Una recta es paralela a un plano si no tiene pun-
tos en comdn con él

Teorema 3.22: Una recta a es paralela a un plano a, si y solo si
existe en a una recta a’ paralela a g, tal que la recta a no esté
incluida en a.

Teorema 3.23: El lugar geométrico de todas las paralelas a un
plano 7t por un punto exterior A’ es otro plano paralelo 7.

D) Trazar por A’ las paralelas a las rectas de un haz de vértice A

en .. La traslacién AA’ transforma el haz de vértice A en el
de sus paralelas por A’, es decir que todas ellas estan en
el plano transformado de 7 por dicha traslacion.

Como dos rectas paralelas son simétricas respecto del
punto medio O del segmento AA’, los dos planos son si-
métricos respecto de dicho punto y por lo tanto paralelos
entre si. (Con esto queda probado una de las condiciones
exigidas por la definicion de lugar geométrico. Queda al
lector identificar y probar la otra condicion).
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Teorema 3.24: (Corolario del T.3.23) Existen por un punto A’ ex-
terior a un plano infinitas paralelas al mismo.

Teorema 3.25: En toda traslacion los planos homologos, no do-
bles, son paralelos.

Teorema 3.26: Las intersecciones de dos planos paralelos con
un tercero son rectas paralelas.

H) al|gany=r,ynp=r
Tr|r

D) r Ar’ son coplanares por estar ambas en y y todo punto co-
min que tuvieran ry r’ seria comin a los dos planos, con-
tra lo supuesto. Por lo tanto rnr’ = 0. ry r’ son coplanares
y su interseccion es vacia, por tanto r || r’.

Teorema 3.27: Por un punto A exterior a un plano 7 existe un
Unico plano a paralelo a este.

H) 7 plano,A¢ nt
T) A planoa/Acaya//n

D) Si hubiera dos planos a y a’ por A, estos tendrian una recta
r comin, por tener un punto en comin A. Todo plano que
pase por Ay un punto B de 7 sin contener a r, cortaria al
plano 7z seglin una rectay a sus paralelos seglin dos rectas
paralelas a ellas por A (teorema anterior), en contra del
axioma de paralelismo (por un punto exterior a una recta
pasa una (nica paralela a ella). Por tanto a es (inico. Queda
probar al lector la existencia de dicho plano.

Teorema 3.28: Dos planos paralelos ty 7’ pueden transformarse
uno en otro mediante la traslacion definida por el vector AA’ que
une dos cualesquiera de sus puntos.

Teorema 3.29: Dos planos paralelos a un tercero son paralelos o
coincidentes.

Teorema 3.30: Si un plano « corta a otro plano «, corta a todo
paralelo 7’ a este.
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H ann=rn|n
Nann =r

D) R/A).Siann’ =0 — a| 7’y como 7 || 7’ por el teorema an-
terior a ||  es deciranm = @ contradice esto a la hipotesis
Lanm#ED

Teorema 3.31: Si una recta r corta a un plano = corta a todo pa-
ralelo 7.

H) ron={P}, | n
Tron #0

D) R/A.Sirnm = 0 es decir r | 7, r estaria contenida en el
plano 7 por T. 3.23. contra lo que supone la hipdtesis (Si
una recta corta a un plano es porque tiene solo un punto
en comun con él).

Teorema 3.32: Si un plano corta a una recta, corta a todas sus
paralelas.

H) inr={R},r|r
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T nnr 0

D) ry r’ determinan un plano @, a N = a que por cortarar lo
hara a su paralela r’, luego esta tiene un punto en comdn
A con el plano 7y no puede tener otro, porque coincidiria
con ay no seria paralela ar.

Teorema 3.33: Por un punto P exterior a una recta r pasan infi-

nitos planos paralelos a ella.

D) Todos los planos que pasan porr’ conr’ || ry P € r’ (excepto
el que ry r’ determinan) son paralelos a r por T. 3.22.

Teorema 3.34: Si una recta es paralela a dos planos secantes lo
es a su interseccion.

Teorema 3.35: Por una recta s que se cruza con otra r pasa un
plano paralelo a ella y solo uno.

D) El plano que determinan sy la paralela a r por un punto de s
es paralelo a r por T.3.22. La prueba de la unicidad queda
a cargo del lector.

3.4. PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO 3D

La traslacion, como todo movimiento, conserva la perpendicula-
ridad entre rectas secantesy por lo tanto entre rectay plano. Se
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introducen en esta seccion algunos conceptos como el de pro-
yeccion ortogonal en funcion de su empleo en demostraciones
que se realizan en este punto.

Teorema 3.36: Si una recta es perpendicular a un plano, lo es a
todos sus paralelos.

Teorema 3.37: Dos planos perpendiculares a una misma recta
son paralelos entre si.

H aLrgLranr={P,BNr={P}
T allp

D) Sea a unarectade a/P € a. Sea en el plano determinado por

ry a la traslacion de vector PP’ donde Tma=ad (a] a).
Comoa Lr(rLayacaT3.6)entoncesr L a pues
en el plano dos rectas perpendiculares a una tercera son
paralelas entre si. Si se aplica esta misma traslacion al haz
de rectas del plano « que pasan por P se obtiene un haz de
rectas que pasan por P’ tal que cada una de estas rectas es
paralelaa unade ay portanto paralela a a. Ademas, todas
estas rectas son perpendicularesar. Por T. 3.23 todas estas
rectas determinan un plano o’ paralelo a @ por P’y o’ es
perpendicular a r por T. 3.2. Por el T. 3.4 el plano &’ no es
otro que B pues por hipotesisg Lry P €p.
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Teorema 3.38: Si un plano es perpendicular a una recta lo es a
todas sus paralelas.

Teorema 3.39: Dos rectas perpendiculares a un plano son para-
lelas entre si.

HalLa bla

T) allb

D) ana={0} anb={0)
T—a = b por conservar los movimientos la perpendicula-
ridad .. a || b por corresponderse en una traslacion.

Teorema 3.40: Si una recta r es ortogonal a otra lo es a todas
sus paralelas.

Hyris;s| s
Tris

D)SirLs— Junplanon/scnyn L r.Sis|s — 3
unplano /s’ cWym || W — r L ©’ pues si una recta
es perpendicular a un plano, lo es a todos sus paralelos y
r L s’ dado que si una recta es perpendicular a un plano,
es ortogonal a toda recta de este.

Teorema 3.41: Los segmentos AA’, BB’ y CC'... de rectas paralelas
comprendidas entre planos paralelos son iguales.

Teorema 3.42: (Corolario del T. 3.41) Los segmentos de perpendi-
culares comunes a dos planos y comprendidos entre ellos son
iguales. También se expresa esta propiedad diciendo: Dos pla-
nos paralelos son equidistantes.
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ZONA DE ESPACIO

Definicion 3.16: El paralelismo de dos planos exige que cada uno
de ellos esté por completo en un semiespacio limitado por el
otro. El conjunto de los puntos comunes a ambos semiespacios
se llama zona de espacio.

Teorema 3.43: El plano paralelo a dos planos dados por el punto
medio del segmento de perpendicular a ambos, pasa también
por el punto medio de todo otro segmento de perpendicualar a
ambos. (Plano de simetria)

Definicion 3.47: El plano paralelo medio de dos planos dados es
su plano de simetria.

Teorema 3.44: El plano paralelo medio biseca a todo segmento
comprendido entre ambos planos.

3.41. ALGUNOS PRODUCTOS (COMPOSICIONES)
DE TRANSFORMACIONES

Teorema 3.45: El producto de dos simetrias de planos paralelos
es una traslacion de vector perpendicular a los planos y cuyo
modulo es el doble de la distancia entre los planos.
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H) oo/
T)S, 0S5, = 7;7 La'y[V]=2d(a,a)

D) La transformacion resultante es un movimiento pues el pro-
ducto de dos pseudomovimientos es un movimiento.
SeaAun punto cualquierayseaS,(A) = A’yS, (A’) = A”, es
decir, Sy 0S4 (A) = Sy (S4(A)) = A”. De la definicion de sime-

. . L “—>
tria especular se tiene que siAA'Na = {O}yA’A”" Na’ = {0’}
«—> —>

entonces AA” L a; A’A” L o; |AO| = |OA’| y |A’O’| = |O’A”|.
«—> —>

Como AA” L ay AA” 1L & Y a | & los puntos A, A’

y A” estan alineados pues si una recta es perpendicu-

lar a un plano lo es a todos sus paralelos y por un pun-

to A’ pasa una Unica perpendicular a un plano. De aqui

que |AA”| = |AA’| + |A’A”] = |AO| + |OA’| + |A’O’| + |O’A”| =

2|0A’| + 2|A’0’| = 2(|0A’| + |A’0’|) = 2|00’| = 2d(e, &) pues

|00’| es la distancia de a a «’.

De lo anterior T_==(A) = A”, por definicion de traslacion.

200’
Como A es un punto cualquiera:

S 0Su(A) = Ty55(A)

Sy o SL‘((B) = TZE&(B)
Sy o Sa(c) = T2W(C)
Y con estos tres puntos quedan determinados una recta

AB y un semiplano limitado por ella (el que contiene a C)

y por Axioma V.6 concluimos que Sy 0 Sy = T 55

Teorema 3.46: Toda traslacion se obtiene de infinidad de mane-
ras como producto de dos simetrias especulares.

Teorema 3.47: El producto de dos simetrias centrales respecto
de centros Oy O’ distintos es una traslacion.

H) So; Sor
T) So/ OSO = T

D) Dados A; B; C; D puntos no coplanares, vértices de un tetrae-
dro tales que A, By O no estén alineados. Aplicamos la Sp
y Sor
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Sor 0 Sp es un movimiento pues pseud x pseud es movi-
miento.
Sea

So(A) =A’; Sp(A’) = A”, es decir que Spr 0 Sp(A) = A”
So(B) =B’; So(B’) = B”, es decir que So: 0 So(B) = B”

De la definicion de simetria central:

e |AO| = |OA’| y |BO| = |OB’| — ABA’B’ es un paralelogra-
— —_—— >
mo, por lo tanto |AB| = |A’B’| y AB || A’B’.

o |B'0'| = |0'B"|y|A’0’| = |O'A”| - A’B'A”B" es un para-

—  —

lelogramo y por lo tanto |A’B’| = |A”B"”|y A’B’ || A”B”".

Como

& —> > — >
AB || AB' AA'B || A"B” = AB || A"B" y
AB| = |A'B'| A A'B| = |A”B"| = |AB| = |A”B"|
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Asi ABA”B” es un paralelogramo y por tanto |AA”"| = [BB”|y

— . .. -
AA” || BB” por tanto existe una traslacion (de vector AA”)
que transforma AB en A”B"’.

Del misr(rE> modo para un punto C ¢ 2B se tiene que |BC| =

|[B”C”|y BC || B”C” por lo que BCB”C” es un paralelogramo
— .

y por tanto |[BB”| = |CC"”|y BB” || CC"” y con lo anterior:

— > >
|AAN| — |BBII| — |Ccl/| y AAII || BB// || Ccl/

y por el axioma de determinacion del movimiento So o

So =Ty (existe un Gnico movimiento que transforma una

semirrecta AB en otra, un semiplano limitado por la rec-
ta primera —el semiplano de borde AB y que contiene a
C- en un semiplano determinado por la segunda). Res-
ta determinar el modulo del vector traslacion en funcion
de la distancia entre los centros de simetria. S0 = Oy
So0 = 0” por esto 00’ = 0'0” y ademas 0, 0’ y 0" estan
alineados por definicion de simetria central.

00” = 200’. Ademas 00” || BB”, porque BOO”B” es un
paralelogramo.

De lo anterior Sor 0Sp = T siendo v =200’ en el sentido
de0ao.

Teorema 3.48: Toda traslacion puede obtenerse como producto
de dos simetrias centrales.

3.4.2. PROYECCION PARALELA

Definicion 3.18: La proyeccion P’ de un punto P sobre un plano
7t en la direccion de una recta r no paralela a 7 es la intersec-
cion del plano w con r (si P € r) o a la interseccion del plano
7t con la paralela por P a r. La recta r o las paralelas se llaman
rayos proyectantes y el plano 7 plano de proyeccion. Si la di-
reccion dada es perpendicular al plano de proyeccion esta se
llama ortogonal, o simplemente proyeccion, cuando no da lugar
a confusiones. Si r no es perpenpicular al plano de proyeccion
la proyeccion se llama oblicua.
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Definicion 3.19: La proyeccion de una recta, de un segmentoy en
general de una figura sobre un plano es la figura que forman las
proyecciones de sus puntos.

La proyeccion de una recta a no paralela a la direccion de pro-
yeccion es otra recta a’, interseccion del plano 7 con el que for-
man las paralelas a r por los puntos de a, plano llamado pro-
yectante; de donde, la proyeccion de un segmento es otro seg-
mento comprendido en la faja de plano limitada por los rayos
proyectantes extremos. Si la recta proyectada es paralela a la
direccion de proyeccion, ella misma es la proyectante de todos
sus puntos y su proyeccion se reduce a su propia traza sobre el
plano.

Teorema 3.49: Si dos rectas son paralelas, sus proyecciones so-
bre el plano (en direccion no paralela a ella) son dos rectas pa-
ralelas entre si o coincidentes.
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H) al|b Proy,a=a Proy,b="b
Tal|boa="b

D) Los planos que determinan los rayos proyectantes de cada
punto de las rectas (planos proyectantes) son paralelos o
coincidentes (; Por qué?). Y si los planos son paralelos son
también paralelas sus trazas sobre « pues “las intersec-
ciones de dos planos paralelos con un tercero son rectas
paralelas”.

Teorema 3.50: Si dos rectas r y s son ortogonales, sin ser ningu-
na perpendicular al plano de proyeccion «, y una de ellas r es
paralela a &, las proyecciones ortogonales de dichas rectas son
perpendiculares entre si.

H rls rl|n sim Proy.,r=r Proy,s=s’
Tr.s

D) Puesto que Proy.r =r’"y como r || m entonces r' || r
El rayo proyectante m de un punto P de s es ortogonala r’,
por ser perpendicularam.s L r' porT.3.40yaques L r. El
plano proyectante de s sobre (el determinado porsys’)
es perpendiculara r’ porT. 3.7 ya que dicho plano contiene
a dos rectas s y m, secantes entre si y ambas ortogonales
ar ylatraza s’ de este plano es perpendicular a r’, dado
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que si una recta es perpendicular a un plano, es ortogonal
a toda recta de este, es decirr’ L s’.

Teorema 3.51: Si las proyecciones ortogonales de dos rectas ry
s sobre un plano 7 son perpendiculares entre siy una de ellas
r es paralela a «, o esta contenida en él, ambas rectas son or-
togonales entre si.

Teorema 3.52: Si 'y a son planos secantes enry s es una recta
perpendiculara @y s’ = proy,(s) entonces s’ L r.

3.4.3. DISTANCIA ENTRE RECTAS, ENTRE RECTA Y PLANO
Y ENTRE PLANOS

En la Definicion 3.5 se establece la distancia de un punto a un
plano. Se define en esta seccion distancia entre dos planos pa-
ralelos, entre plano y recta paralela y entre rectas cruzadas.
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Definicion 3.20: La distancia entre dos planos paralelos es la
distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro plano.
Esta distancia es independiente del punto elegido, por la igual-
dad de los segmentos de perpendiculares entre ambos planos.

Definicion 3.21: La distancia entre una recta y un plano paralelo
aella es la distancia de un punto cualquiera de la recta al plano.
Esta distancia es independiente del punto elegido.

Teorema 3.53: Dadas dos rectas cruzadas existe una y solo una
perpendicular a ambas. El segmento determinado por los pun-
tos de interseccion es menor que cualquier otro que une dos
puntos respectivamente situados en una y otra recta.

H) ry s rectas cruzadas

T) 3! recta m / m es perpendiculararys. Sirnm = {P}y
snm = {P}, PP’ < AB con cualesquiera Ay BconA cry
Bes.

D) SeanM € r, s’ || s por My « el plano determinado por ry
s’. Toda perpendicular a r y s debe ser ortogonalary s’
por T. 3.40 y por lo tanto es perpendicular al plano 7t por
T. 3.37. Ahora bien, todas las perpendiculares a 7 por los
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puntos de s cortan a 7 segln la proyeccion ortogonal s”
de s sobre m, que es paralelaas(s| m porT.3.37, 8" Cmy
sy s” son coplanares pues estan en el plano proyectante
de s sobre ) y no es paralela a r, por no serlo ry s entre
si. Asi ry s’ se cortan en un punto P’ que sera pie de una
perpendicular bajada desde un cierto punto P de s sobre
el plano . La recta PP’ es la recta buscada m. La recta m
esta incluida en el plano proyectante de s sobre m y en
el plano determinado por las perpendiculares al plano 7t
por los puntos de r. Asi m es (nica por ser la interseccion
de dichos planos. EL segmento PP’ es menor, por lo antes
demostrado, que cualquier otro segmento AB, oblicuo a T,
que une puntos de ry s distintos de Py P’.

Definicion 3.22: La longitud del segmento determinado por los
puntos de interseccion de la recta perpendicular a dos rectas
cruzadas se llama distancia entre dichas rectas.

Teorema 3.54: El lugar geométrico de los puntos de un plano «
equidistantes de un punto exterior P es una circunferencia cuyo
centro esta en el pie de la perpendicular desde P a a.

a) Si Ay B son puntos de a y pertenecen a la circunferencia
cuyo centro esta en el pie de la perpendicular desde Pa a
entonces equidistan de P.
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H) A€ a, B e a, Copn C a, O pie de la perpendicular a «
por P,conP ¢ «
Ae C(o,r), B e C(O,r)

T) [PA| = PB]

A A
D) Los triangulos rectangulos POA y POB son congruentes
dado que PO es comin y |OA| = |OB| por ser radios de
la circunferencia, de donde |PA| = |PB].

b) Si P, punto exterior de a, equidista de A y B, puntos de a,
entonces Ay B pertenecen a la circunferencia cuyo centro
O es el pie de la perpendicular a a por P.

H) |PA| = |PB,Aca,BeaconP ¢ayO pie de la perpen-
dicular a a por P.

T) AO = OB

A A
D) Los triangulos rectangulos POAy POB son congruentes
dado que PO es comiin y por hipbtesis |PA| = |PB], por
lo que |AO| = |0OB| por lo que Ay C pertenecen a la
circunferencia.

Teorema 3.55: (Corolario del T. 3.54) El lugar geométrico de los
puntos equidistantes de tres A, B, C no alineados es la perpen-
dicular al plano que A, By C determinan, por el circuncentro O

del triangulo AéC.

Por el teorema anterior, todo punto de esta perpendicular equi-
dista de A, By C y reciprocamente si PA = PB = PC,A, By C
equidistan del pie de la perpendicular, pero el Gnico punto del
plano ABC equidistantes de estos puntos es el circuncentro del

A
triangulo ABC.

3.4.4. ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO Y ENTRE RECTAS

Definicion 3.23: Si una recta es perpendicular a un plano forma
un angulo recto con él y si es paralela forma angulo nulo. Si
la recta no es paralela ni perpendicular (oblicua) al plano , el
angulo de la recta con el plano es el angulo agudo que forma la
recta con su proyeccion sobre el plano.
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Observacion: Se define asi por ser este angulo menor que cual-
quier otro de los angulos que forma dicha recta con las rectas
que pasan por el punto P interseccion de la recta con el plano.
La proyeccion de un punto A de la recta r sobre 7, es el punto
A’. Se considera el punto B de una recta b en 7, tal que PB = PA,
por definicion de distancia de un punto a un plano se afirma
que AA’ < ABYy, por tanto, en virtud del teorema de los triangu-
los incongruentes, es posible asegurar que APA’ < APB.

Definicion 3.24: El angulo entre dos rectas cruzadas no ortogo-
nales, es el angulo agudo que forman las paralelas o coinciden-
tes a cada una de ellas por un punto. Cualquiera sea el punto
elegido se obtienen angulos iguales.

Si las rectas son ortogonales se dice que su angulo es recto, por
ser también perpendiculares las rectas en cuestion.

INVARIANCIA DE LAS DISTANCIAS Y ANGULOS EN EL MOVIMIENTO

Las distancias o angulos antes definidos lo han sido mediante
relaciones de paralelismo y perpendicularidad, que se conser-
van en todo movimiento y en todo pseudomovimiento; por lo
tanto, el angulo o la distancia entre dos elementos (planos, rec-
tas, puntos) es igual al angulo o distancia entre los elementos
homoélogos en todo movimiento o pseudomovimiento.
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3.5. MOVIMIENTOS CON EJE

3.51. GIRO EN 3D

Definicion 3.25: Sea r una recta y a un angulo plano orientado.
Se llama giro de eje ry angulo a: G, al movimiento del espacio
tal que al punto A le hace corresponder el punto:

-AsiAer
- A, siA¢rtal que:

+ A’ pertenece al plano © perpendicular a r por A.

- el angulo AOA’ tiene igual amplitud y sentido que el
angulo &, donde O es el punto de interseccion de ©
conr.

- d(A,0) = d(&’,0)

Teorema 3.56: El producto de dos simetrias axiales de ejes se-
cantes es un giro de eje perpendicular al plano que los ejes de-
terminan por el punto de interseccion y angulo el doble del an-
gulo entre los ejes.

Teorema 3.57: Todo giro puede obtenerse de infinidad de mane-
ras como producto de dos simetrias axiales.
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Teorema 3.58: Todo movimiento del espacio con un punto fijo O
es un giro alrededor de un eje que pasa por O.

Teorema 3.59: El producto de una traslacion de vector v con un
giro de eje e perpendicular a las guias de la traslacion es un giro
alrededor de un eje ¢’ paralelo a e.

D) El producto de estos dos movimientos es un movimiento. To-
do plano perpendicular al eje de giro es doble en el giro
y en la traslacion. En dicho plano se verifican una trasla-
cion y un giro plano, cuyo producto es un giro alrededor
de cierto punto O (teorema en el plano), y el movimiento
del espacio sera un giro alrededor del eje perpendicular
al plano, es decir, paralelo al anterior por O.

3.5.2. MOVIMIENTO HELICOIDAL

Definicion 3.26: El producto de una traslacion por un giro alre-
dedor de una de sus guias se llama movimiento helicoidal.

El producto es independiente del orden en que se efectuan di-
chos movimientos.
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Teorema 3.60: Todo movimiento del espacio se puede reducir a
un movimiento helicoidal.

Teorema 3.61: El producto de dos simetrias especulares de pla-
nos secantes es un giro.

Teorema 3.62: Todo giro puede descomponerse de infinitas ma-
neras en producto de dos simetrias especulares.

REDUCCION DE UN MOVIMIENTO A PRODUCTO
DE SIMETRIAS ESPECULARES

Teorema 3.63: Todo movimiento del espacio se puede obtener
como producto de simetrias especulares.

D) Toda traslacion (T. 3.46) y todo giro (T. 3.62) pueden obtener-
se como producto de dos simetrias especulares. Asi todo
movimiento helicoidal (T. 3.60), y por lo tanto, todo movi-
miento en el espacio puede obtenerse como producto de
cuatro simetrias especulares.

Teorema 3.64: Todo movimiento del espacio puede reducirse a
un producto de dos simetrias axiales.
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3.6. CONGRUENCIA DE ANGULOS TRIEDROS
Y POLIEDROS

Definicion 3.27: Dos triedros abc y a’b’c’ son congruentes o
pseudocongruentes si tienen sus caras y diedros respectiva-
mente iguales.

Definicion 3.28: Si dos poliedros tienen sus aristas correspon-
dientes iguales, sus diedros correspondientes igualesy las caras
concurrentes en cada vértice respectivamente iguales, dichos
poliedros son congruentes.

Teorema 3.65: Si desde un punto P de la arista de un diedro con-
vexo af se trazan las semirrectas ay b perpendiculares a las ca-
ras del diedro y situadas respecto de cada cara en distinto se-

A
miespacio que el que contiene al diedro, el angulo ab formado
por estas semirrectas es suplementario del diedro ap (seccion
recta del diedro).

H) ap diedro de aristar,Per
aLlLaporP, b.LpporP.

A A
T) ab + af = 180°

D) a L rporquea L a
b L rporqueb LB

A
pl(ab) L r, pl(ab) Nnap = mn A mn seccion recta de ap.
A A A
mn+nb+ab+dm = 4 rectos ynb = ma = 1 recto de donde

A A
mn + ab = 2 rectos
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3.6.1. ANGULOIDES POLARES

El concepto de anguloides polares se utiliza para las demostra-
ciones de las propiedades que se estudian en esta seccion.

Definicion 3.29: Si desde el vértice de un anguloide convexo A
se trazan semirrectas perpendiculares a sus caras, situadas res-
pecto de cada una de ellas en distinto semiespacio que el que
contiene el anguloide, todos ellos definen un anguloide conve-
xo A’. El anguloide A’ se llama polar de A.

—
L -
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Teorema 3.66: Las caras del anguloide polar de un anguloide son
suplementarias con los diedros del mismo.

Para probar que las caras del anguloide polar son suplemen-
tarias con los diedros del anguloide, se aplica el T. 3. 65 a los
diedros del anguloide.

En el anguloide a’b’c’d’e’,a’ L ab, b’ L bc,c L cd,d” L dey
e’AJ_ ea.

a’b’ + diedro(abc) = 2R y de igual modo para cada cara del an-
guloide polar, lo que prueba el teorema.

3.6.2. CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE TRIEDROS

Para que dos triedros sean congruentes basta que se verifiquen
algunas de las condiciones exigidas por la definicion.

1. Si dos triedros tienen respectivamente iguales dos caras
y el diedro comprendido son iguales.

H) Triedrosabcy a’b’c’,ab =a’b’,ac=a'c’ ya = o’
T) Los triedros son congruentes.

D) Sean ambos triedros del mismo sentido. Se aplica al
triedro a’b’c’ el movimiento que hace coincidir ab
con a’b’ y los semiespacios en los que se sitlan ¢
yc.

Como a = «’ coinciden los semiplanos acy a’c’, coin-
cidiran cy ¢’ (a’c’ = ac por hipotesis) y por lo tanto
coincidiran los triedros.

Si los triedros no tienen el mismo sentido, se aplica
el razonamiento a uno de los triedros y al opuesto
por el vértice al otro, con lo cual los triedros dados
serian pseudocongruentes.

2. Si dos triedros tienen, respectivamente, iguales una cara
y los dos diedros contiguos, son iguales.

H) Triedros abcy a’b’c’,ab=a'b’, a=a/, p=p
T) Los triedros son congruentes
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D) Para demostrarlo se utilizan los triedros polares.

Sea a”b”c” el polar de abcy a’”’b”’c’” el polar de
ab’c.
Por hipotesis y por propiedad de triedros polares se
tiene:
ab=ab = a” =a"

a = a/ : CNb// - CN/bNI

‘B - ‘B/ i a//C// — a/llcl/l
Los triedros polares son iguales por cumplir lo de-
mostrado en el criterio anterior. Esto permite afirmar

que el triedro abc esigual al a’b’c’.

3. Dos triedros que tienen sus caras respectivamente iguales

son iguales.

4. Dos triedros que tienen los diedros respectivamente igua-

les, son iguales.

3.6.3. CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE TETRAEDROS

Para que dos tetraedros sean congruentes basta que se verifi-
quen algunas de las condiciones exigidas por la definicion (De-

finicion 3.28).

1. Dos tetraedros que tengan respectivamente iguales dos

caras y el diedro que forman, son iguales.

2. Dos tetraedros que tienen respectivamente iguales una

caray los tres diedros contiguos son iguales.

3. Dos tetraedros que tienen tres caras respectivamente

iguales son iguales.
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3.7. LA SEMEJANZA EN 3D

3.71. RECTAS CORTADAS POR PLANOS PARALELOS

Teorema 3.67: Los segmentos interceptados en dos rectas por
un sistema de planos paralelos secantes a ambas son propor-
cionales.

Demostracion:

Si las rectas son paralelas (ay b en la figura) los segmentos de
ellas AA’ y BB, A”A’ y BB, ... comprendidos entre planos para-
lelos son iguales por T. 3.41y por tanto proporcionales.

Si las rectas son secantes (cy b en la figura) el plano que deter-
minan es cortado por los planos del sistema segiin un sistema

«—> >
de rectas paralelas B'C’ y B”C”, ...y por tanto por el teorema de
Thales en el plano, los segmentos correspondientes BB’ y CC/,
BB’y CC’, ... son proporcionales.
Si las rectas son alabeadas (a y c en la figura) trazando por un
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punto Cde unade ellas una paralelaala otra_yaplicando los ca-
sos anteriores, se tiene que los segmentos CC’,C”’C’, ... son pro-
porcionales a BB, B”B, ... y por tanto a sus iguales AA’, A”A/,...

Teorema 3.68:(Corolario del T. 3.67) Si varios puntos
A’,B’,C’,D’,... son coplanarios, todo otro conjunto de puntos
A”,B”,C",D"”,.. respectivamente alineados con los anteriores
y con un punto fijo O, de tal modo que se verifican en valor y
signo las proporciones

OA’ OB’ oc oD’

OA” = OB = oc” = oD” -

estan también en un plano.

3.7.2. HOMOTECIA EN EL ESPACIO

Definicion 3.30: Dado un punto Oy un nimero real k # 0. Se lla-
ma homotecia de centro Oy razon k: H ) a la transformacion
que hace corresponder a todo punto A distinto de O otro punto
A e ((TL\, tal que % = ky al punto O él mismo. Las figuras ho-
motéticas son aquellas en que sus puntos se corresponden en
una homotecia.

Propiedades:
. — . . .
a) SiA” # 0, A_’_)e OAsi k> 0ysik<0esta en la semirrecta
opuesta a OA.

b) Si k = 1 la homotecia es la identidad y si kR = —1 es una
simetria central de centro O.

c) El centro O es el Gnico punto doble si k # 1.
d) Las rectas que pasan por el centro son dobles.

e) Los planos que pasan por el centro son doblesy los puntos
homologos en cada uno de estos planos lo son en una
homotecia en dicho plano de centro O y razon k.
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f) Alos puntos de una recta que no pasa por O le correspon-
den los de otra recta paralela si k # 1.

g) La homotecia conserva el orden de los puntos de una
recta.

h) La razon entre segmentos homologos es constante e igual
ak.

i) Alos puntos de un plano que no pasa por O corresponden
los puntos de un plano paralelo si kR # 1.

j) Atodo angulo plano le corresponde otro igual.

k) Los angulos diedros formados por semiplanos homélogos
son iguales.

l) Los triedros homologos son iguales.

Teorema 3.69: Dos triangulos sean o no coplanarios son homo-
téticos con razon k # 1 si y solo si tienen lados paralelos no
iguales.

3.7.3. SEMEJANZA EN EL ESPACIO

Definicion 3.31: La semejanza es el producto de una homotecia
por un movimiento o pseudomovimiento. Las figuras semejan-
tes son aquellas en que sus puntos se corresponden en una se-
mejanza.

Propiedades:

a) A puntos alineados le corresponden puntos alineados en
igual orden.

b) A puntos coplanarios corresponden puntos coplanarios.

c) Los segmentos homologos son proporcionales. La razon
de proporcionalidad se llama razon de semejanza.

d) Atodo angulo plano le corresponde otro igual.
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e) Los angulos diedros formados por semiplanos homoélogos
son iguales.

f) Los triedros homologos son iguales.

g) El sentido del espacio se conserva si los conservan o los
invierten los dos factores y se invierte si lo conserva solo
un factor.

3.7.4. SEMEJANZA DE TETRAEDROS Y POLIEDROS

Definicion 3.32: Dos poliedros son semejantes si sus caras ho-
mologas son semejantes, sus aristas homologas proporciona-
les, sus angulos diedros y anguloides homologos son iguales.

Para reconocer la semejanza de dos poliedros no es preciso
comprobar todas las condiciones, basta que se cumplan al-
gunas de ellas para que se cumplan las demas. Se presentan
condiciones de semejanza de tetraedros.

CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TETRAEDROS

Sean ABCD y A'B'C’'D’ dos tetraedros. Sea ademas AB > A'B' y
sobre AB sea un punto B” tal que AB” = A’B’. Por B” sea el plano
paralelo al que pasa por D, B, C. Sean C” y D” las intersecciones
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de este plano con AC y AD respectivamente. El tetraedro AB"C"D”
es homotético del ABCD y por tanto semejante. Todo criterio
que permita afirmar la igualdad de AB"C"D” con A'B'C’'D’ dara un
criterio de semejanza entre los tetraedros dados. Ellos son:

1. Dos tetraedros que tengan respectivamente semejantes
dos caras e igual el diedro que forman, son semejantes.

2. Dos tetraedros que tienen respectivamente semejantes
una cara y los tres diedros contiguos iguales, son seme-
jantes.

3. Dos tetraedros que tienen tres caras respectivamente se-
mejantes, son semejantes.

PRODUCTO DE DOS HOMOTECIAS

Teorema 3.70: El producto de dos homotecias del mismo centro
y de razones Ry y R, es otra homotecia del mismo centro y razon
Ry.k;.

Teorema 3.71: El producto de dos homotecias de centros 0; y O,
distintos y de razones no reciprocas k; y R, es otra homotecia
de razon ky.k, y cuyo centro O; esta alineado con O; y O,.

B
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Demostracion: Sea ABC un triangulo; A'B'C’ su homoblogo en la
homotecia Hg, r,) y A’B"C" el homologo de este en H(o, k,). ABCY
A"B"C" tienen sus lados homologos paralelos entre si por serlo a
los del triangulo A'B'C), luego por el T. 3.69 son homotéticos. Sea
03 el centro de la homotecia. Lo mismo se puede repetir para
otro triangulo ABD que con A"B”D"” resultaran homotéticos con

centro de homotecia en la interseccion de AA” y BB”, es decir,
en el mismo punto O3 y razon
B OSD// _ O3A/l _ AIIBN B AIIBN A/Bl _

ks 0:D  0A AB  AB AB =ik # 1

Asi, todos los pares de puntos homélogos Dy D” en el producto
estan alineados con O3 y su razon de distancias a O; es cons-
tante, es decir, las figuras primera y tercera son homotéticas.

. — .
Ademas, como la recta 0,0, es doble en las homotecias com-
ponentes, lo es en la homotecia producto y por eso pasa por Os.

Si R1.R, = 1 las figuras resultantes seran congruentes y sus rec-
tas homologas paralelas, es decir, estaran ligadas por una tras-
lacion.

3.8. CuADRO SINTESIS TRANSFORMACIONES

El siguiente cuadro sintetiza las transformaciones estudiadas en
este capitulo, a través de algunas de sus particularidades.
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Transf. Elementos| Conserva Conserva Conserva Puntos
que la angulos distancias sentido fijos
define

Simetria recta si si si los del
axial (eje) eje

Simetria punto si si no el centro

central (centro)

Simetria plano si si no los del
espe- plano
cular

Traslacion vector si si si no tiene

Giro recta si si si los del
(eje) y eje
angulo

Homotecia| punto si no no,sik<0 | elcentro

(centro) si,sik>0
y razon k
#0

Proyeccion| planoy no no - los del

direccion plano

3.9. PARA PROFUNDIZAR

1. Justificar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o

falsas.

a) Por un punto exterior a un plano, pasan infinitos pla-
nos paralelos a él.

b) Porun punto exterior a una recta, pasan infinitas per-
pendiculares a ella.

2. Sea AP un segmento perpendiculara un planoa conP € a
y de longitud h. Se traza en el plano a con centro en P una
circunferencia de radio r. Por un punto cualquiera M de
esta circunferencia, se traza en a una recta tangente MN.
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Sea la longitud de MN = g. Se une A con N. ;Qué longitud
tendra el segmento AN? Justificar tus razonamientos.

. Demostrar que todo plano g perpendicular a a es doble en
S, y que los puntos de g experimentan una simetria axial
en dicho plano.

. Demostrar que toda recta que no contiene al centro de
simetria, tiene como imagen una recta paralela a ella.

. ¢Qué transformacion se obtiene al componer una simetria
central de centro O con una simetria axial de eje e tal que
e pasa por O? Demostrar.

. Determinar la transformacion que se obtiene al compo-
ner una simetria central con centro en el punto de in-
terseccion de AG con FD; con una simetria axial de eje
EC en el ortoedro ABCDEFGH. Hallar los elementos de
la transformacion resultante, en funcion del ortoedro.

F

G

[
D

D

. Se considera un plano a y en él un trapecio ABCD con AB
paralelo a CD. Sean: V un punto tal que V ¢ a, M punto
(nEdio de VCy N punto medio de VD. Probar que la recta
MN es paralela al plano que determinan V, Ay B.

. Determinar como hallar una recta que pasa por un punto
Py sea secante a dos rectas cruzadas. Establecer distintos
Casos.

. Hallar el eje y angulo de giro de la rotacion que en el cubo
ABCDEFGH, transforma a la semirrecta EF en la opuesta a
GF y al semiplano de borde EF y que contiene a Aen el de
borde FG que contiene a B. Hallar la imagen del triangulo
HEA en dicha rotacion.
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10.

1.

12.

T
gy R
I

D C

Sea ABCDA;B1C:D; un cubo (ABCD es paralela a A1B;CiD; y
aristas AA;, BBy, CC; y DD;). Hallar la magnitud del angulo
entre las rectas: i) AA; y ByD, ii) AD; y D;C.

Demostrar que si dividimos en la misma razon los segmen-
tos trazados desde un punto a los vértices de una pirami-
de, los puntos de division pueden considerarse como los
vértices de una segunda piramide semejante a la primera.

Demostrar que el tetraedro cuyos vértices son los centros
de gravedad de las caras de un tetraedro regular dado es
semejante a este tetraedro. Hallar la razon de semejanza.

84



Capitulo 4

Figuras 3D: Poliedros
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Existen diferentes clasificaciones de poliedros las cuales surgen
de las caracteristicas de los mismos. Se expondra en este capi-
tulo la definicion y elementos de algunos poliedros particula-
res. Se mencionan, a modo de ejemplo, otros tipos de poliedros
no estudiados en profundidad en este apartado, como son los
deltaedros, las bipiramides, los antiprismas, los arquimedianos,
entre otros.

4. PRISMA

4aA. DEFINICION Y ELEMENTOS DE PRISMA

Definicion 4.1: Sean rt y i’ dos planos paralelos, m una recta se-
cante a y P un poligono convexo en 7. Por cada punto A del
poligono P se tiene a m o0 a una Unica recta paralela a m que
corta en A’ al plano 7. Se llama prisma al poliedro determina-
do por todos los puntos de los segmentos AA’, para todos los
puntos A de P. Al poligono Py al poligono determinado por la
interseccion de las rectas paralelas a m (o m) por los puntos de
P con 7’ se los llama bases del prisma.

|

F{risma oblicuo Prisma recto

A cualquier segmento de recta perpendicular a los planos que
contienen a las bases y cuyos extremos se encuentran en los
mismos, se lo llama altura del prisma.
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Si un prisma es tal que las aristas laterales (las que no son de
las bases) son perpendiculares a los planos de las bases, se de-
nomina recto y en caso que no sea recto se denomina oblicuo.
El prisma se llama triangular, cuadrangular, pentagonal,..., n-
gonal seglin que sus bases sean triangulos, cuadrilateros, pen-
tagonos,..., N-agonos.

Las caras laterales de un prisma son paralelogramos, en particu-
lar, si el prisma es recto dichos paralelogramos son rectangulos.

42.2. PARALELEPIPEDO

Definicion 4.2: Un prisma recto u oblicuo cuyas bases son para-
lelogramos se llama paralelepipedo.

Cada cara y la paralela se llaman opuestas. Se llaman vértices
opuestos los que no estan en la misma cara. Los segmentos de
rectas que unen los vértices opuestos se llaman diagonales. Es
decir, que el paralelepipedo tiene 4 diagonales.

41.3. ORTOEDRO

Definicion 4.3: Todo paralelepipedo recto de bases rectangula-
res se llama ortoedro. (Esta denominacion fue introducida por
Rey Pastor)
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Las seis caras del ortoedro son rectangulos, las caras opuestas
son iguales, las aristas concurrentes en un vértice definen dos a
dos dichos rectangulos y sus medidas son las tres dimensiones
del ortoedro.

Teorema 4.1: En todo ortoedro el cuadrado de una diagonal es
igual a la suma de los cuadrados de las aristas concurrentes en
un veértice.

Teniendo en cuenta la propiedad “Las diagonales del ortoedro
son iguales”, se puede decir que en el rectangulo ABCD, se verifi-

caque AC = AB +BC ,enel rectangulo ACC’A’, AC” =AC +CC
—2 —2 —2 —2
por lo que se puede afirmar que AC’ = AB" +BC +CC .

El ortoedro cuyas aristas son iguales se llama cubo.
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4.2. PIRAMIDE

4.21. DEFINICION Y ELEMENTOS DE PIRAMIDE

Definicion 4.4: Sean = un plano, P un poligono convexo en ity
V un punto exterior a 7. El conjunto de los puntos de todos los
segmentos AV para todos los puntos A de P se llama piramide”.
Al poligono P se le llama base de la piramide y al punto V se le
llama vértice, clspide o apice de la piramide.

A los triangulos determinados por la cispide V y un lado de la
base de la piramide se les llama caras laterales. Al segmento de
recta perpendicular al plano que contiene a la base por V, de-
terminado por Vy el pie de dicha perpendicular se llama altura
de la piramide.

La piramide se llama triangular, cuadrangular, pentagonal,...n-
gonal segin que la base sea un triangulo, cuadrilatero,
pentagono,...n-agono. La piramide triangular se llama tetraedro
por ser un poliedro de 4 caras.

4.2.2. PIRAMIDE REGULAR

Definicion 4.5: La piramide se llama regular cuando la base es un
poligono regular y la cispide esta en la perpendicular al plano
de la base por el centro de esta base, perpendicular llamada eje
de la piramide.

1Se puede definir también a la piramide como el conjunto de todos los pun-
tos de un anguloide situados en el semiespacio aV donde a es un plano que
corta a todas sus aristas sin contener a V, vértice del anguloide.
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Las caras laterales de una piramide regular son triangulos isos-
celes iguales.

4.2.3. TRONCO DE PIRAMIDE

Definicion 4.6: Si se interseca una piramide por un plano a pa-
ralelo al de la base, que separe esta del vértice V, la piramide
queda descompuesta en dos poliedros:

1. el situado en el semiespacio que contiene a V que es otra
piramide, llamada piramide deficiente y

2. el poliedro situado en el semiespacio opuesto, que se lla-
ma tronco de piramide.

Los poligonos de la base de la piramide y el obtenido de la in-
terseccion de dicha piramide con el plano a se llaman bases
del tronco. A cualquier segmento de perpendicular comprendi-
do entre los planos que contienen a dichas bases se lo deno-
mina altura del tronco de piramide.

SN ES.
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Definicion 4.7: Si la piramide de donde se obtiene el tronco es
regular, se lo denomina tronco de piramide regular.

Teorema 4.2: Las bases del tronco de piramide son poligonos
semejantes. La razon de semejanza es igual a la que existe entre
las alturas de la piramide total y la deficiente.

4.3. POLIEDROS QUASI-REGULARES CONVEXOS

Existen poliedros convexos que cumplen solo dos de las tres
condiciones exigidas por la definicion de poliedro regular con-
vexo. A estos poliedros se los denomina quasi-regulares.
Las condiciones de la definicion de poliedro regular, son:

X: Sus caras son poligonos regulares.
Y: Sus caras son poligonos iguales.

Z: En cada veértice concurren el mismo nimero de caras 2.

Denominacion condicion X | condicion Y | condicion Z
Quasi-regular Tipo 1 Sl NO Sl
Quasi-regular Tipo 2 Sl Sl NO
Quasi-regular Tipo 3 NO Sl Sl

Quasi-regular Tipo 1

Sus caras son poligonos regulares de dos o mas tipos y en
cada veértice concurren los mismos poligonos. Cumplen la
condicion exigida de tener caras regulares y de que en cada
vértice concurran los mismos poligonos, pero no la de que
todas sus caras sean iguales. Son ejemplos de éstos los prismas
con bases poligonos regulares y caras laterales cuadrados,
y también los antiprismas3 con bases poligonos regulares

2En los poliedros regulares convexos es equivalente esta condicion a consi-
derar la congruencia de sus angulos poliedros.

3Antiprismas: poliedros de bases poligonales iguales e incluidas en planos
paralelos y caras laterales triangulares. En los antiprismas el poligono de una
base esta girado respecto al poligono de la otra base. “En los poligonos regula-
res, los vértices de un poligono se corresponden con los puntos medios de los
lados del otro” (Guillén, 1991:17).
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y caras laterales triangulos equilateros. Ademas, se pueden
considerar en esta familia los poliedros que se obtienen por
truncamientos especificos de los poliedros regulares.

o

Quasi-regular Tipo 2

Poliedros cuyas caras son poligonos regulares iguales y en cada
vértice no concurren los mismos poligonos. Son ejemplos de
estos las bipiramides* de caras triangulos equilateros.

Bipiramide
riangular

Bipiramid - 
pentagonal

Quasi-regular Tipo 3

Poliedros cuyas caras son poligonos iguales no regulares y en
sus vértices concurren los mismos poligonos. Son ejemplos de
estos el octaedro, icosaedro, tetraedro con caras triangulos no
equilateros.

4Bipiramides: poliedros que “se obtienen cuando se juntan dos piramides
de bases iguales, de manera que se ajusten completamente sus bases” (Guillén,
1991:18).
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Betasdro tetraedro

icosaedro

4.5. POLIEDROS REGULARES CONVEXOS

EXISTENCIA DE LOS POLIEDROS REGULARES CONVEXOS

Se ha definido poliedro regular convexo, en el capitulo 2, co-
mo el poliedro cuyas caras son poligonos regulares igualesy en
cuyos vértices concurren el mismo nimero de ellas.

Como corolario del Teorema de Euler se puede afirmar que no
es posible que existan mas de 5 poliedros regulares convexos.
Se prueba en esta seccion la existencia de dichos poliedros.

Definicion 4.8: El poliedro conjugado P’ de un poliedro P es el
que tiene como vertices los centros de las caras® del poliedro P.

EXISTENCIA DEL TETRAEDRO REGULAR

A
Sea un triangulo equilatero ABCy por el centro O (circuncentro),

A
la perpendicular r al plano que contiene a ABC. Sea D un punto
de r tal que AD = AB (Queda a cargo del lector justificar la exis-
tencia de D). El punto D equidista de A, By C (T. 3. 55) por lo que

5De esta definicion se desprende que las caras del poliedro P tienen que
tener centro, es decir, un punto que equidiste de los vértices del poligono.
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A A A
los triangulos DAB, DBC y DAC son equilateros e iguales al trian-

A
gulo ABC. Se ha construido asi un TETRAEDRO regular, pues es
convexo y en cada vértice concurren tres triangulos equilateros.

Teorema 4.3: Los angulos poliedros del tetraedro regular son
iguales.

EXISTENCIA DEL HEXAEDRO REGULAR 0 CUBO

Para construir un cubo basta considerar un ortoedro cuyas tres
dimensiones sean iguales.

Teorema 4.4: Los angulos poliedros del cubo son iguales.

EXISTENCIA DEL OCTAEDRO REGULAR

Considerando el poliedro conjugado de un cubo, se obtiene un
octaedro regular.
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EXISTENCIA DEL DODECAEDRO REGULAR

Sea un pentagono regular ABCDE. Por simetrias del mismo,
respecto a las rectas que contienen a los lados AE y DE se
obtienen otros pentagonos regulares P; y P,.

Sean los giros de Py y P, respecto de las rectas que contienen a
los lados AE y DE respectivamente. Los veértices de dichos poli-
gonos excepto Ay Ede P, y Dy E de P, describen circunferencias

. >
que se encuentran en planos perpendiculares a AE y cuyo centro
se encuentra sobre dicha recta y circunferencias en planos per-

. < .
pendiculares a DE y cuyo centro se encuentra sobre dicha recta.

95



Sea M punto de interseccion de la circunferencia descripta por
F, vértice del pentagono P; consecutivo de E, con la circunferen-
cia descripta por el vértice G consecutivo de E en P, (Se deja a
cargo del lector la prueba de la existencia de M). El pentagono
obtenido por el giro de P; con eje AE yque llevaelpunto FaMy
el giro de P,, de eje ED que lleva G en M forman con el pentagono
ABCDE un angulo triedro de un dodecaedro regular. Realizando
un procedimiento similar en cada vértice del pentagono regular
ABCDE se obtiene un casquete poliédrico de seis pentagonos.

El borde libre del casquete es un decagono alabeado cuyo cen-
tro de simetria O se determina considerando un paralelogramo
formado por dos de sus lados opuestos (se deja a cargo del lec-
tor la existencia y unicidad de este punto). Por simetria central
respecto de O del casquete formado por los seis pentagonos
regulares queda construido otro casquete de seis pentagonos
regulares y por tanto determinado el dodecaedro regular.
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EXISTENCIA DEL ICOSAEDRO REGULAR

Considerando el poliedro conjugado de un dodecaedro regular,
se obtiene un icosaedro regular.

Teorema 4.5: Los diedrosy los anguloides de un poliedro regular
son iguales entre si.

Teorema 4.6: En todo poliedro regular existe un punto, llamado
centro, que equidista de sus caras y equidista de sus aristas.

4.5. PARA PROFUNDIZAR

1. Probar que las diagonales del ortoedro son iguales.
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10.

. Probar que los planos perpendiculares por los puntos me-

dios de las seis aristas de un tetraedro concurren en un
punto llamado circuncentro.

. Describiry justificar todos los planos de simetria del cubo

y del octaedro.

. Representar el poliedro que se obtiene tomando como

vértices los puntos que dividen a las aristas de un tetrae-
dro regular en tres partes iguales. Describirlo e indicar si
es regular. Realiza un desarrollo plano de ambos polie-
dros.

. Dada la siguiente proposicion: Las aristas opuestas de una

piramide triangular son ortogonales. Determinar si la mis-
ma es verdadera o falsa. En caso de ser verdadera, demos-
trarla. En caso de ser falsa, establecer en qué condiciones
es verdadera y demostrarla.

. ;Cuantos poliedros quasi-regulares de tipo 2 existen?

. La diagonal de un poliedro es el segmento que une vér-

tices del poliedro que no pertenecen a la misma cara.
;Cuantas diagonales tiene un prisma pentagonal? ;Las pi-
ramidesy bipiramides tienen diagonales? ;Cuantas diago-
nales tiene un icosaedro?

. ¢Qué poliedro se obtiene al truncar un cubo por planos

que pasen por los puntos medios de las aristas que con-
curren en un vértice? (Se realiza el truncamiento en cada
vértice) ;Qué relacion existe entre la arista del cubo y la
del poliedro obtenido por truncamiento? ; Podrias obtener
este poliedro partiendo de otro poliedro regular? ;Como
realizarias el truncamiento?

. Explorar con un software de geometria dinamica (SGD) el

teorema 4.5 y el teorema 4.6.

Realizar empleando un SGD la construccion del dodecae-
dro regular.
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Capitulo 5

Figuras 3D:
No Poliedros
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Algunos textos definen a las figuras que se establecen en este
capitulo como cuerpos redondos o cuerpos de revolucion. Se
prefiere denominarlas "figuras"para mantener la coherencia del
texto, en particular figuras no poliédricas. La denominacion de
cuerpos que ruedan, que se encuentra en diversos textos, no se
considera apropiada dado que el requisito que ruede, externo
a la geometria, no caracteriza a estas figuras. Por ejemplo, un
dodecaedro rueda si se lo arroja sobre una superficie adecuada
y con un impulso conveniente a pesar de ser poliedro.

Particularmente en este capitulo se focaliza en algunas figuras
no poliédricas: cilindro circular *, cono circular, tronco de cono
circular y esfera.

51. FIGURAS NO POLIEDRICAS
DESARROLLABLES

541. DEFINICION Y ELEMENTOS DE CILINDRO CIRCULAR

Definicion 5.: Cilindro circular

Sean nty 7’ dos planos paralelos, m una recta secanteawy Cun
circulo en . Por cada punto A de C se tiene a m 0 a una (nica
recta paralela a m que corta en A’ al plano 7’. Se llama cilindro
a la figura determinada por todos los puntos de los segmentos
AA’, para todos los puntos A de C.

Cilindro recto dilindro oblicuo

\

Se consideran solamente en este texto cilindros circulares, conos circulares
y troncos de conos circulares, es decir, figuras cuyas bases son circulos.
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e Alcirculo Cy al circulo determinado por la interseccion de
las rectas paralelas a m (o m) por los puntos de C con n’
se los llama bases del cilindro.

e Acualquier segmento de recta perpendicular a los planos
que contienen a las bases del cilindro y cuyos extremos
pertenecen a dichos planos, se lo llama altura del cilindro.

e A cualquier segmento de recta paralela a m (o m) deter-
minado por puntos de las circunferencias de las bases se
denomina generatriz del cilindro.

e El radio de los circulos bases se denomina radio del
cilindro.

e Todos los puntos de las generatrices del cilindro determi-
nan su superficie lateral.

Definicion 5.2: Se llama recto al cilindro si los planos de las ba-
ses son perpendiculares a la recta que contiene a una generatriz
del cilindro. La recta que pasa por los centros de las bases se
denomina eje del cilindro.

Definicion 5.3: El cilindro donde las rectas que contienen a las
generatrices no son perpendiculares a los planos de las bases
se llama cilindro circular oblicuo.

Planos secantes, tangentes y exteriores al cilindro circular rec-
to

Sea © un plano paralelo o que contiene al eje de un cilindro
circular recto. Dicho plano tiene en comin con la superficie la-
teral del cilindro dos generatrices, una o ninguna segin que la
distancia del plano al eje sea menor, igual o0 mayor a un radio,
respectivamente. A los planos que tienen dos generatrices en
comin se los llama secantes, a los que tienen una generatriz en
comin se los llama tangente y exterior a los que no tienen en
comin generatrices con el cilindro.
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Teorema 5.1: Por una recta paralela al eje y exterior a un cilindro
circular recto pasan dos planos tangentes al cilindro.

54.2. DEFINICION Y ELEMENTOS DEL CONO CIRCULAR

Definicion 5.4: Sean 7 un plano, C un circulo en 7y V un punto
exterior a 7t . El conjunto de los puntos de todos los segmentos
AV para todos los puntos A de C se llama cono circular.
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e Al punto V se lo denomina vértice del cono, apice o
cispide.

e Al circulo C se lo denomina base del cono y al radio de
este circulo, radio del cono.

e Al segmento de recta perpendicular al plano que contiene
a la base por V, cuyos extremos son V y el pie de dicha
perpendicular, se lo llama altura del cono.

e Atodo segmento de recta determinado por V y un punto
de la circunferencia de la base se denomina generatriz del
cono.

e Todos los puntos de las generatrices del cono determinan
su superficie lateral.

Definicion 5.5: Se llama recto al cono si el vértice V esta en la
perpendicular al plano que contiene a la base por el centro de
la base. La recta que pasa por el centro de la base del cono
recto y por el vértice V se la llama eje del cono y al angulo
plano formado por el eje y una de las generatrices se llama
semiabertura del cono.

Definicion 5.6: Se llama oblicuo al cono cuando no es recto.

Planos secantes, tangentes y exteriores al cono circular recto
Sea mr un plano que pasa por el vértice V de un cono circular rec-
to no paralelo al plano de la base y sea r la recta interseccion
entre este plano y el que contiene a la base del cono. La recta r
puede tener en comin con la circunferencia de la base, dos pun-
tos, un punto o ningln punto y por tanto el plano = tendra en
comin con la superficie lateral del cono dos generatrices, una
0 ninguna respectivamente, segin que el angulo que el plano
7t forme con el eje sea menor, igual o mayor a la semiabertura
del cono. A los planos que tienen dos generatrices en com(n
se los llama secantes, a los que tienen solo una generatriz en
comin se los llama tangentes y exteriores a los que no tienen
en comdn generatrices del cono.
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Teorema 5.2: La seccion producida en un cono circular por un
plano paralelo a la base es un circulo y la razon de semejanza
entre este circulo seccion y el de la base es igual a la razon de
distancias de V al plano secante y al plano de la base.

51.3. DEFINICION Y ELEMENTOS DEL TRONCO DE CONO CIRCULAR

Definicion 5.7: Dado un cono circular de vértice V y un plano g
paralelo al plano « que contiene a la base del cono, con g entre
ayV.SeaClabasedel conoyC' lainterseccion de g con el cono.
El cono queda dividido por 8 en dos figuras, una de ellas en el
semiespacio que contiene a V, que es otro cono circular de base
C’; y otra figura en el semiespacio opuesto al que contiene a V
que se llama tronco de cono circular.
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Tronco de cono recto 2
Tronco de cono oblicuo

e Alos circulos Cy C' se los llama bases del tronco de cono
y a los radios de estos circulos, radios del tronco.

e Acualquier segmento de recta perpendicular a los planos
que contienen a las bases del tronco y cuyos extremos
pertenecen a dichos planos, se lo llama altura del tron-
co de cono.

e Acualquier segmento de generatriz del cono con extremos
en las circunferencias de las bases del tronco se los llama
generatriz del tronco de cono.

e Todos los puntos de las generatrices del tronco determi-
nan su superficie lateral.

5.2. FIGURAS NO DESARROLLABLES

5.21. DEFINICION Y ELEMENTOS DE LA SUPERFICIE ESFERICA
Y DE LA ESFERA

Definicion 5.8: Superficie esférica es el lugar geométrico de los
puntos del espacio que estan a igual distancia de un punto fijo
O una distancia r (r > 0).
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Al punto O se lo llama centro de la superficie esféricay a
cualquier segmento determinado por O y un punto de la
superficie se lo llama radio. La longitud de dicho segmento
esr.

Toda rectay todo plano que pasan por el centro se llaman
diametrales.

La seccion producida por un plano diametral se llama cir-
cunferencia maxima.

La seccion producida por un plano cuya distancia al centro
es mayor que 0 pero menor que r, se llama circunferencia
menor.

Un plano que esta a una distancia r del centro se llama
plano tangente a la superficie esférica.

Definicion 5.9: Esfera es el lugar geométrico de los puntos del
espacio cuya distancia a O es menor o igual que r (r > 0).

e Al punto O se lo llama centro de la esfera y a cualquier
segmento determinado por O y un punto de la superficie
esférica determinada por esa esfera se lo llama radio. La
longitud de dicho segmento es r.

e Todo plano diametral divide a la esfera en dos partes lla-
mados hemisferios o semiesfera.

Teorema 5.3: Dos superficies esféricas (dos esferas) de igual ra-
dio son congruentes.

Teorema 5.4: Los hemisferios determinados por un plano dia-
metral son congruentes.
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5.2.2. DETERMINACION DE LA SUPERFICIE ESFERICA

Teorema 5.5: Por cuatro puntos no coplanares pasa unay solo
una superficie esférica.

Demostracion: Sean A, B, Cy D cuatro punto no coplanares. Sea
el plano perpendicular a AB por su punto medio M. Este plano
contiene a las mediatrices de AB en el plano determinado por
A, By C,yenelplano determinado por A, By D, y por tanto con-

A A
tiene a los circuncentros 0; y O, de los triangulos ABC y ABD
respectivamente. Dicho plano también contiene a la recta per-
pendicular al plano que pasa por A, By C por el circuncentro de

A
ABC, puesto que esta recta es ortogonal a toda recta del plano
ABC. Asimismo, contiene a la perpendicular al plano que pasa

por A, By D por el circuncentro de A§D. Estas rectas se cortan
en un punto O (Queda a cargo del lector justificar la existencia
y unicidad de 0). O equidista de A, de B, de Cy de D por T. 3. 55.
Por tanto existe una Gnica superficie esférica de centro O que
pasa por los puntos A, B, Cy D.

Teorema 5.6: (Corolario del Teorema 5.5) Por dos circunferencias
secantes no coplanarias pasa una superficie esféricay solo una.
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Teorema 5.7: (Corolario del Teorema 5.5) Por dos circunferencias
no coplanarias que tienen un punto comidn Ay la tangente co-
man en A, pasa una superficie esféricay solo una.

Teorema 5.8: (Corolario del Teorema 5.5) Por una circunferencia
y un punto exterior al plano de esa circunferencia pasa una su-
perficie esférica y solo una.

5.3. GEOMETRIA EN LA SUPERFICIE ESFERICA

Cuando se estudia la geometria euclidea se establece que
existen conceptos que no se definen, como por ejemplo el
punto, la recta y el plano. Si bien Euclides caracteriza a estos
elementos, todos tenemos una idea sobre estos conceptos.

Se desarrolla en este apartado una aproximacion a la geometria
particular que surge a partir de la discusion generada por el
quinto postulado 2. Se considera en esta seccion el espacio

2Axioma de paralelismo.
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representado por una superficie esférica dada invariable y se
toman figuras trazadas sobre esta superficie.

Definicion 5.10: Distancia esférica entre dos puntos By C de la
superficie esférica es el menor de los arcos de circunferencia
maxima que tienen sus extremos en ellos. Si los puntos son
diametralmente opuestos (A y B) hay infinitas circunferencias
maximas que pasan por dichos puntos.

Como se considera invariable la superficie esférica cuyo centro
es 0, las distancias esféricas son proporcionales a los angulos
que las proyectan desde el centro de la esfera, por lo tanto, se

— A
expresa la medida de CB por la del angulo COB.

Definicion 511: Dos circunferencias maximas se cortan en los ex-
tremos del diametro comin AB por estar incluidas en planos
que pasan por Oy la superficie esférica queda dividida en cua-
tro regiones que se denominan husos o angulos esféricos. Cada
una de estas regiones estan comprendidas en los cuatro die-
dros que los planos en los que estan incluidas determinan. La
medida de cada uno de estos diedros se toma también como la
medida del angulo esférico o abertura del huso. Dos circunfe-
rencias maximas que formen un angulo recto son perpendicu-
lares.
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Definicion 5.42: Se llaman polos de una circunferencia C a los
extremos del diametro de la recta perpendicular al plano que
incluye a dicha circunferencia.

Propiedades:

a) Todas las circunferencias incluidas en planos paralelos
tienen polos comunes.

b) Todas las circunferencias maximas son iguales.
¢) Toda circunferencia maxima biseca a la esfera.

d) Dos circunferencias maximas se bisecan entre si.
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e) Dos circunferencias maximas perpendiculares pasan cada
una de ellas por los polos de la otra.

Definicion 5.13: La distancia3 de un punto A a una circunferencia
maxima C es el arco de circunferencia maxima C’, determinada
por el punto Ay los polos de C, de extremos el punto Ay el punto
de interseccion de €' con C.

El arco de circunferencia maxima que define esta distancia es
el menor de los arcos entre el punto A y un punto de la cir-
cunferencia maxima € (Queda a cargo del lector demostrar esta
proposicion).

5.31. DEFINICION Y ELEMENTOS DEL TRIANGULO ESFERICO

Definicion 5.14: La interseccion de un triedro cuyo vértice es el
centro de la superficie esférica con dicha superficie define un
triangulo esférico. Asi un triangulo esférico es la porcion de su-
perficie esférica limitada por tres arcos de circunferencias ma-
ximas.

3Corresponde a la distancia de un punto a una recta en la geometria euclidea.
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e Los puntos A, By C de interseccion de las aristas del trie-
dro con la superficie esférica son los vértices del triangulo
esfeérico.

e Las secciones de las caras del triedro con la superficie es-

~ o~ o~

férica son arcos de circunferencias maximas AB, BCy CA,
llamados lados del triangulo.

e Cadadiedro deltriedro (a, By y) es un angulo del triangulo
esfeérico.

Teorema 5.9: Los lados de un triangulo esférico son menores a
una semicircunferencia.

Definicion 5.15: Sean A’, B’ y C’' los puntos diametralmente
opuestos a A, By C respectivamente, vértices del triangulo es-
férico ABC, el triangulo esférico simétrico es el A’B'C’.
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Definicion 5.46: Un triangulo esférico que tiene dos lados iguales
se denomina isosceles, si tiene los tres lados iguales equilatero.
Es rectangulo si tiene un angulo recto, birrectangulo si tiene dos
ytrirrectangulo sitiene tres. Un triangulo trirrectangulo se llama
octante de la superficie esférica.

De la definicion de triangulo esférico y de los criterios de con-
gruencia de triedros se enuncian los siguientes criterios de con-
gruencia de triangulos esféricos:

e Dostriangulos esféricos que tienen respectivamente igua-
les dos lados y el angulo comprendido, son iguales.

e Dos triangulos esféricos que tienen iguales un lado y los
dos angulos contiguos iguales, son iguales.

e Dostriangulos esféricos de lados respectivamente iguales,
son iguales.

e Dostriangulos esféricos de angulos respectivamente igua-
les, son iguales.

Definicion 5.47: Un poligono esférico convexo es la seccion pro-
ducida en la superficie esférica por un angulo poliedro convexo
cuyo veértice es el centro de la superficie esférica.
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A cada cara del anguloide corresponde un lado del poligono es-
férico (arco de circunferencia maxima) y a cada diedro del an-
gulo poliedro un angulo del poligono esférico.

5.3.2. SIMILITUDES Y DIFERENCIAS ENTRE LA GEOMETRIA EUCLIDEA
Y LA GEOMETRIA ESFERICA

Es posible observar la similitud entre ciertas propiedades de la
geometria en la superficie esférica y la geometria euclidea pla-
na, si se establece una relacion entre algunos conceptos: cir-
cunferencia maxima y recta; arco de circunferencia maxima y
segmento; angulo esférico y angulo plano, entre otros. También
en las relaciones de igualdad y desigualdad de los lados de un
triangulo y en tres de los criterios de igualdad de triangulos es-
féricos con tres de los criterios de congruencia de triangulos
planos.

Las diferencias que se pueden establecer son: dos rectas se-
cantes del plano solo pueden tener un punto en comdn, en la
superficie esférica dos circunferencias maximas tienen siempre
dos puntos en comin. Dos rectas perpendiculares a una recta
en el plano son paralelas pero en la superficie esférica dos cir-
cunferencias maximas perpendiculares a una tercera se cortan
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en los polos de esta. No existe el paralelismo entre circunferen-
cias maximas.

Dos triangulos con sus angulos iguales en la geometria pla-
na son semejantes, en la geometria en la superficie esférica
son iguales. El lugar geométrico de los puntos de un semiplano
equidistantes de una recta, es otra recta paralela, en la geome-
tria euclidea. En la superficie esférica ya no es una recta (cir-
cunferencia maxima) sino es una circunferencia menor.

Las diferencias entre ambas geometrias tienen su origen en la
nocion de paralelismo presente en todos los conceptos men-
cionados.

Las propiedades de las figuras trazadas sobre la superficie es-
férica proporcionan un ejemplo de geometria que puede estu-
diarse partiendo de los conceptos punto y recta esférica en la
que no interviene el caracter abierto de la recta, modificando
esto los axiomas fundamentales, particularmente, los de deter-
minacion de una recta y ordenacion de sus puntos y ademas la
supresion del axioma de paralelismo que constituyen un ejem-
plo de geometria no euclidea.

5.4. PARA PROFUNDIZAR

1. Dada la proposicion: “Por un punto exterior a un cilindro
circular recto pasan dos planos tangente”. Determinar si
es verdadera o falsa.

2. Tres esferas iguales de diametro igual a 10 cm estan co-
locadas en el interior de una esfera de modo que todas
ellas son tangentes. Hallar la distancia entre el plano que
pasa por los centros de las esferas iguales y el centro de
la esfera que las contiene sabiendo que esta Gltima tiene
un diametro de 60 cm.

3. Trazar los planos tangentes a una esfera que sean: i) para-
lelos a una recta dada. ii) perpendiculares a un recta dada.

4. Describir y representar la figura engendrada por un trian-
gulo equilatero de lado a al girar 360° alrededor del eje e,
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siendo e exterior al triangulo, paralela a uno de sus lados
e incluida en el plano del triangulo.

. Conociendo los radios de dos secciones paralelas de una
esferay la distancia entre las mismas, hallar el radio de la
esfera.

. Demostrar que el lugar de los puntos de una esfera equi-
distantes de dos puntos Ay B dados sobre ella, es el circu-
lo maximo perpendicular en el punto medio del arco de
cincunferencia maxima que une los dos puntos dados.

. Representar el cilindro equilatero (g= 2r) de 10 cm de altu-
ray la esfera inscripta en él. Representar la seccion pro-
ducida en cada superficie por un plano perpendicular a
las generatrices del cilindro y cuya distancia al centro de
la esfera es de 3 cm.

. Dados dos planosay B, cona(\f=t.SeanA e a,Bef
yA ¢ t, B ¢ t. Hallar, si existe, un punto P € t tal que

A
APB = 90°.
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Capitulo 6
Medida en 3D
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La geometria también se ocupa de estudiar el calculo de longi-
tudes, areas, volimenes, medicion de angulos, entre otros as-
pectos. Desde los origenes de la humanidad, el hombre compa-
ro objetos o eventosy para esto cred el nimero. Posteriormente
en el acto de comparar distinguio diferencias entre los objetos a
cotejary establecio un tercer objeto para realizar esta compara-
cion: la unidad de medida. Esta comparacion, llamada medicion
es una asignacion de nimeros a objetos o eventos de acuerdo
con reglas establecidas. En este capitulo se trabajan algunos de
estos aspectos, particularmente en 3D.

Observacion: En adelante, cuando se enuncie el producto de dos
segmentos debera entenderse como tal el nimero producto de
sus medidas respecto de una misma unidad.

641. METRICA DE ANGULOS EN 3D

6.14. PROPIEDADES METRICAS DE CARAS Y DIEDROS DE UN TRIEDO

Teorema 6.1: Toda cara de un triedro es menor que la suma de
las otras dos.

H) triedro de aristas d, b y C y de vértice V
T) ab < dc + bc; ab < dc + bey be < dc + ab
D) Se demuestra el teorema para la cara mayor. Sea ab la cara
mayor ". Se considera una semirrecta d c pl(ab) tal que
ad = dc. N o L
SeaAed, Beb y sea el segmento AB con AB C ab. Sea
o Jp— J— J—
{D} = d NAB. Sobre la semirrecta C sea C tal que VC = VD.
A A
Si comparamos los triangulos AVD y AVC, tenemos:
A A - R N JE— JR—
AVD = AVC (dc = ad, VC = VD y VA = VA) por lo tanto
—_ _ A
AC = ADy como en el triangulo ABC:
BC > AB—AC
BC > AB—AD = BD

1Si el triedro tiene dos caras iguales, mayores que la tercera o las tres caras
iguales esta demostracion no es valida, pero el teorema es trivial.
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A A W - W
Ademas los triangulos VBC y VBD tienen { VD = VC
BC > DB
es decir, tienen dos lados respectivamente iguales y des-
igual el tercer lado, podemos decir que por teorema de
triangulos incongruentes:
bc > db ) )
bc>ab-dc = bc+dc>ab
Teorema 6.2: (Corolario del T.6.1) Toda cara de un triedro es ma-
yor que la diferencia de las otras dos.

Teorema 6.3: La suma de las caras de un triedro es menor que 4
rectos.

_)
H) triedro de aristas @, b y C

T) ab+bc+ca <4R

. - .
D) Sea la semirrecta @’ opuesta a a y por el T.61 en el triedro
. - .
de aristas a’, b y_c> se tiene que

A A A

bc < ab+a'c

A A A
bc < 2R—-ab+2R-ca

A A A
bc+ab+ca < 4R

119



Teorema 6.4: La suma de los diedros de un triedro esta com-
prendida entre dos y seis rectos.

H) triedro de aristas d, b y ¢ y a, By y los diedros de arista
I .
d, b y c respectivamente.

T) 2R<a+p+y <6R

D) Por el T.6.3 aplicado al triedro polar de abc se tiene que:
A A A
0<ab +bc+ca <4R (1)
Por propiedad de triedro polar
A
y+ab = 2R
2R
A
p+ca = 2R
Reemplanzando en (1)
0 < (QR-a)+(2R-B)+(2R-y) < 4R
-6R < —(a+p+7y) < -2R
2R < a+pB+y < 6R

A
a+b'c

Teorema 6.5: El menor de los diedros del triedro difiere de la
suma de los otros dos en menos de dos rectos.

H) «, B, y diedros del triedrocona<f A a<y
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T) B+y—-a<2R

D) Por el T.6.1 aplicado al triedro polar se tiene que

A A A
b’c’ < ac +ab’
2R-a < 2R-B+2R-vy

B+y—a < 2R

De las propiedades demostradas se pueden deducir las siguien-
tes de triangulos esféricos.

a) La suma de los lados de un triangulo esférico es menor
que cuatro rectos.

b) Cada lado de un triangulo esférico es menor que la suma
de los otros dos y mayor que su diferencia.

¢) La suma de los angulos de un triangulo esférico es mayor
que dos rectos y menor que seis 2.

d) El menor de los angulos de un triangulo esférico difiere de
la suma de los otros dos en menos de dos rectos.

e) En todo triangulo esférico, a mayor lado se opone mayor
angulo.

64.2. PROPIEDADES METRICAS DE LAS CARAS Y TRIEDROS DE
UN ANGULOIDE

Teorema 6.6: Cada cara de un anguloide abcde es menor que la
suma de las restantes.

H) abcde anguloide

A A A A A
T) ab < bc+cd +de +ea

2La suma de los angulos interiores de un triangulo en la geometria plana es
constante e igual a dos rectos; en la geometria en la superficie esférica no es
constante y es mayor a dos rectos y menor a seis.
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D) Si se considera el T.6.3 en los triedros abc, acd, ade se tiene

que
A A A
ab < bc + ac
A A A
ac < cd +da
A A A
ad < de + ea
A A A A A A A A A
ab+ac+ad < bc+ac+cd+ad+de+ea
A A A A A
ab < bc+cd + de + ea

Teorema 6.7: La suma de las caras de un anguloide convexo es
menor que cuatro rectos.

Teorema 6.8: La suma de los diedros «, 8, y... de un anguloide
convexo de n caras esta comprendida entre 2n — 4 y 2n angulos
rectos.

H) abcde... anguloide convexo.
a, B, y... diedros del anguloide convexo.
T) 2n—4)R<a+p+y+..<2Rn

D) Sise aplica el T.6.7 al anguloide polar se tiene que
0 < QR-a)+(2R-B)+(2R-y)+.. < 4R
2Rn > a+p+y+.. > —4R+2Rn
2n-4HR < a+f+y+.. < 2Rn
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6.2. AREA DE FIGURAS EN 3D

Este aspecto de la medida es abordado en la geometria plana,
por esa razon todas las figuras que puedan desarrollarse reque-
riran, para el calculo de su area, de nociones conocidas.

6.21. AREA DE FIGURAS POLIEDRICAS

PRISMA, PIRAMIDE Y TRONCO DE PIRAMIDE

Para el calculo del area de estas figuras se considera la suma
de las areas de los poligonos que las forman. Para ello, es
importante reconocer al menos un desarrollo plano de la figura
cuya area se pretende calcular.

Area del Prisma: El area de un prisma es igual al doble del area
del poligono de la base mas el area de los n paralelogramos que
forman la superficie lateral del mismo.

Area de la Piramide: El area de una piramide es igual a la suma
del area del poligono de la base mas el area de los n triangulos
que forman la superficie lateral de la misma.
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Area del Tronco de Piramide: El area del tronco de piramide es
igual a la suma de las areas de las bases mas el area de los n
trapecios que forman el area lateral del mismo.

AREA DE POLIEDROS REGULARES CONVEXOS

Area del Tetraedro regular: El area del tetraedro regular es igual
a cuatro veces el area de una de sus caras (triangulo equilatero).
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Area del Hexaedro regular: El area del cubo es igual a seis veces
el area de una de sus caras (cuadrado).

]

Area del Octaedro regular: El area del octaedro regular es igual
ocho veces el area de una de sus caras (triangulo equilatero).

Area del Dodecaedro regular: El area del dodecaedro regular
es igual doce veces el area de una de sus caras (pentagono
regular).
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Area delIcosaedro regular: El area del icosaedro regular es igual
veinte veces el area de una de sus caras (triangulo equilatero).

6.2.2, l:\REAS DE FIGURAS NO POLIEDRICAS DESARROLLABLES

CILINDRO CIRCULAR RECTO, CONO CIRCULAR RECTO Y TRONCO
DE CONO CIRCULAR RECTO

Area del cilindro circular recto: el area del cilindro circular rec-
to es igual al doble del area del circulo de la base mas el area

126



del rectangulo cuyas dimensiones son la longitud de la circun-
ferencia del circulo de la base y la altura del cilindro.

Sir es el radio de la base y h la medida de la altura:
Area lateral= 27rh, Area total= 27trh + 27r?

Area del cono circular recto: el area del cono circular recto es
igual al area del circulo de la base mas el area del sector circu-
lar cuya longitud de arco es la longitud de la circunferencia del
circulo de la base y el radio del mismo es la generatriz del cono.

Si r es el radio de la base y g la medida de la generatriz:
Area lateral= 7irg, Area total= 7rg + nir?
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Area del tronco de cono circular recto: el area del tronco de
cono circular recto es igual a la suma de las areas de los circu-
los de las bases mas el area del trapecio circular que tiene por
longitudes de arco las correspondientes a cada base del tronco
y cuya altura es la generatriz del tronco.

Sir y r; son los radios de las bases y g la medida de la genera-
triz:

Area lateral= (1, + r,)g, Area total= 7t(ry + r2)g + r? + nur?

6.2.3. AREA DE FIGURAS NO DESARROLLABLES
SUPERFICIE ESFERICA, HUSO Y TRIANGULO ESFERICO

Area de la superficie esférica: Para obtener el area de la
superficie esférica se pensara la misma como el area de la
figura que se obtiene al girar una poligonal regular? alrededor

3Se denomina poligonal regular a la poligonal formada por cuerdas iguales
de una semicircunferencia. A la distancia comin del centro a sus lados se llama
apotema de la poligonal ay h es la suma hy + h, + ... + h, de las proyecciones
de los lados de la poligonal sobre el eje.
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de un eje que pasa por su centro y cuyos extremos estan en el
mismo.

Esta poligonal al girar alrededor del eje describe un cono, un
tronco de cono o un cilindro segin el lado de la misma sea
secante, no paralela y no secante o paralela respectivamente a
dicho eje.

Para hacer esta deduccion se escribe la formula del area late-
ral de estas figuras en funcion de los elementos disponibles al
realizar este giro. Se expresan las formulas para obtener el area
lateral del cilindro circular recto, cono circular recto y el tronco
de cono circular recto en funcién del radio de la seccion media“
py el segmento de mediatriz u de la generatriz comprendido
entre esta y el eje de la superficie considerada.

“La seccion media es la interseccion de un plano perpendicular por el punto
medio de la altura de la figura.
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En el caso del cono: Sea A el centro de la circunferencia de la
base. B un punto de dicha circunferenciay C el vértice del cono.
Sea P el centro de la circunferencia media, Q un punto de la cir-
cunferencia media y R el punto de interseccion de la mediatriz
de la generatriz del cono con el eje del mismo. Los triangulos

A A
rectangulos BAC y QPR son semejantes por tener angulos
A A A A
congruentes BAC = QPR, por ser angulos rectos, BCA = PQR

A A
y ABC = QRP por ser angulos de lados perpendiculares. Por
tanto, sus lados homologos son proporcionales: % = %, es
decir % = % oh.u=g.p(hygsonlaalturay generatriz del cono

respectivamente).

El mismo razonamiento puede realizarse para el tronco de cono
circular recto.
En el cilindro circularrector=py g = h.

De las formulas expresadas en el apartado 6.2.2, y las relaciones
obtenidas anteriormente se pueden reescribir como:

Area lateral del cilindro circular recto = 2.7.r.h = 2.m.p.g
Area lateral del cono circular recto = m.r.g = 2.m.p.g
Area lateral del tronco de cono circular recto
=1.g.rn + n.g.rn =mn.g.(n +n)=2mnp.g

Escribiendo la formula en funcion de u y h, se obtiene:
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Ar}aa lateral del cilindro circular recto = 2.7t.u.h
_ Area lateral del cono circular recto = 2.7..h
Area lateral del tronco de cono circular recto =2.7.u.h

Asi, el area de la figura obtenida es la suma de las areas laterales
de los conos, tronco de conos y cilindros que la forman:

Area de la poligonal regular al girar alrededor del eje=
2ntahy +2nah, +2nahs + ...+ 2nah, = 2na(hy + hy+hs+ ...+ hp) =
2..a.h

Si la superficie esférica se considera como el limite de una
poligonal regular que gira alrededor de un eje no secante
que pasa por su centro cuando el nimero de lados de dicha
poligonal aumenta, se tiene que a = ry h = 2r por tanto

Area de la superficie esférica = 2.7.r.2.r= 4. 7 12

Area del huso: El area de un huso de un grado es la trescientos
sesenta avas partes del area de la superficie esférica. Por tanto
el area de un huso de n grados, es el producto del area del huso
de un grado por n.
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Area del huso de n°® = %.20” = 2.r>.a (a amplitud en radianes)

Area de triangulo esférico

Teorema 6.9: El area de un triangulo esférico de angulos a, By y

(tomados en grados) es igual a Z£< cone = a+ B+ —180°, a €
180 )4

se lo denomina exceso esfeérico.

Demostracion: Las circunferencias maximas que incluyen a los
lados del triangulo esférico ABC forman tres husos de ampli-
tudes a, By y, angulos de dicho triangulo. Tomando el diedro
opuesto, y’, de v, los tres husos a, By y’ completan un hemisfe-
rio (semiesfera) en el que el triangulo esférico ABC es conside-
rado dos veces y una vez el triangulo esférico simétrico A'B'C.

Los triangulos esféricos ABC y A'B'C’ son simétricos respecto
de O, centro de la superficie esférica, dichos triangulos tienen
igual area (Queda a cargo del lector dicha prueba). Las areas
de los tres husos: a, By y determinados por los angulos de
un triangulo esférico suman el area de un hemisferio mas dos
veces el area S del triangulo ABC.

Es decir: 0 (a + f +7) = 2..r% + 25,

De donde: S = &5 (a +  +77180°) = &re
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6.3. VOLUMEN DE FIGURAS EN 3D

DEFINICION DE VOLUMEN

Definicion 6.1: Existe una Gnica funcion v que asigna a cada po-
liedro P un niimero real positivo llamado volumen de P tal que:

a) Poliedros congruentes tienen igual volumen.

b) Si un poliedro es suma de otros, su volumen es suma de
los volimenes de los mismos.

c) SiCesuncubo de arista de longitud 1, el volumen de C es
igual a 1.

6.31. VOLUMEN DE FIGURAS POLIEDRICAS

PRISMA, PIRAMIDE Y TRONCO DE PIRAMIDE

Teorema 6.10: El volumen del ortoedro es igual al producto de
las longitudes de tres aristas que tienen un vértice en comdn.

DD’
T) v(ABCDA'B’C’'D’)= |AB|.|BC|.|BB’|

D'
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D) La demostracion se realiza por casos, a saber: Caso | las
longitudes de las aristas son nimeros racionales y Caso Il las
longitudes son nimeros reales.

Caso I) Puesto que las longitudes de las aristas son nimeros
racionales, existen p, g, r,s,t, u enteros positivos tal que

_ P. _r. N o—
|AB| = £; IBC| = {; |BB'| =

Se puede considerar el ortoedro ABCDA’B’C’D’ formado por p.r.t

ortoedros O de aristas de longitud %, 1y 1. Pero el cubo C
de aristas de longitud 1 es suma de g.s.u ortoedros 0. De es-

te modo: v(C) = 1 = g.s.u.v(0) y v(ABCDA'B’C'D’) = p.r.t.v(0) =
prti; =tk

=~
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Caso ll) Como las longitudes de las tres aristas concurrentes en
un vértice del ortoedro ABCDA’B’C’D’ son nimeros reales x, wy
Z, existen entonces nimeros racionales m, m’, n, n’, R, R’ tales
queem < x<m;n<w<nyR<z<R.Sepuede pensar
al ortoedro ABCDA’B’C’D’ dentro del ortoedro O, de vértice Ay
longitudes de las aristas m’, n’ y R’ y conteniendo al ortoedro
0, de vértice Ay aristas de longitudes m, ny k. Asi:

v(01) < V(ABCDA’B’'C’'D’) < v(0,)
v(0,) = m.n.k
v(0;) =m’.n’.K
m’.n’.R" < v(ABCDA’B’C’'D’) < m.n.R

Como la diferencia m.n.k—m’.n’.R’ se puede hacer tan pequena
como se quiera resulta que

V(ABCDA'B'C'D’) = x.w.z
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Teorema 6.11: Dos paralelepipedos con una cara comin vy la al-
tura correspondiente a esa cara congruentes tienen igual volu-
men.

Demostracion: Sean P= ABCDCA’B'C’D’ y P'= ABCDA”B”C"”D” los
paralelepipedos con A” en el plano determinado por A’, B’ y C'.
Se toma en primer lugar que para dos aristas de la cara comin
sus respectivas paralelas estan incluidas en una misma recta.
Por ejemplo, A”B” y A’B’ estan en una misma recta 'y D’C” y
D’C’ estan incluidas en la misma recta. En estas condiciones se
pueden establecer dos casos: que los segmentos A”B” y A’B’
tengan interseccion no vacia y que tengan interseccion vacia.
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En el primer caso los paralelepipedos Py P’ estan formados por
un prisma coman (de base un trapecio o triangulo) y un prisma
triangular BB’B”CC'C” y AA’A”DD’D” respectivamente que son
congrueiltes ya que uno se obtiene del otro por la traslacion de
vector AB. Asi Py P’ tienen igual volumen por el inciso b) de la
definicion 6..

En el segundo caso P y P’ estan formados por un prisma
triangular comin ABXDCX’ (con X = BB NAA’ y X’ = CC" NDD’) y
un prisma de base un trapecio BXA’B'CX'D’C’ y AXB”A” DX’'C”"D"”
respectivamente. Estos prismas tienen igual volumen ya que
se pueden obtener de los prismas triangulares congruentes
BB'B’CC’'C” y AA’A’DD’'D” (por el caso anterior) menos el
prisma triangular comdn XA’B”X’'D’'C”.

Sea ahora el caso general en que las caras paralelas a la cara
comdn estan en un mismo plano.
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Por definicion de paralelepipedo los paralelogramos A’B’C'D’ y
A”B”C”D” son congruentes y coplanares y sus lados son para-

lelos dos a dos, con lo cual existe una traslacion de vector A’A”
que los hace corresponder. Dicho vector puede obtenerse co-

mo una combinacion lineal de los vectores D’A’ y A’B’, pero en
dichos casos los paralelepipedos tienen igual volumen por lo
demostrado en la primera parte de esta prueba.

Teorema 6.12: El volumen de un paralelepipedo es igual al pro-
ducto del area de una base por la longitud de la altura corres-
pondiente a esa base.

Se define paralelepipedo (Def. 4.2) al prisma recto u oblicuo
cuyas bases son paralelogramos. Se toman en la demostracion
dos casos de acuerdo con esta definicion: prisma recto de base
un paralelogramo y prisma oblicuo de base un paralelogramo.

Caso 1) ABCDA’B’C’D’ es un prisma recto cuyas bases son los pa-
ralelogramos ABCD y A’B’C’D’. Si ABCD es un rectangulo, el pris-
ma es un ortoedro y al aplicarse el teorema anterior, se deduce
la tesis. Si ABCD no es rectangulo, entonces dos angulos conse-
cutivos de este paralelogramo son suplementarios y no rectos.

A A A
Por ejemplo, DAB es agudo y ADC obtuso o viceversa. Si DAB es

A
agudo (en caso contrario se toma para el analisis el ADC) y en
el plano determinado por los puntos A,By C, sea ‘a la recta
. < “«— «—>
perpendicular a DC por A.Sea E = 'a N DC.
Sean E’ = T»(E), O punto de interseccion de las diagonales del
paralelepipedoy F = Sp(E) y F' = So(E’).
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Los poliedros ADEA'D’E’ y BCF'B’C’F son prismas rectos trian-
gulares congruentes por corresponderse sus vértices en una si-
metria central de centro O, donde la suma de sus volimenes es
igual a la de un ortoedro de aristas concurrentes en un veértice
igual a |EA|, |[ED|y |[EE’|. (Se deja al lector probar esta afirmacion).
Ademas AF'CEA’FC’E’ es un prisma recto de base rectangular
(ortoedro) ya que AF’CE es un rectangulo (Se deja al lector pro-
bar esta afirmacion).Asi,

V(ABCDA'B'C'D’) =
V(AF'CEA’FC’E") — W(ADEA'D'E’) — w(BCF'B'C'F) =
= V(ABFDA'B'F'D’) — 2W(ADEA’D'E") =
=|EC|.|[EA|.JAA’| — |ED|.|EAIAA’|=
=|EA|.|IAA’|.(IEC| — |EDJ) = |EAL.|AA"|.ICD|

donde |CD|.|[EA| es el area del paralelogramo y |AA’| es la altura
del paralelepipedo correspondiente a la base ABCD.

Caso Il) ABCDA’B’C’D’ es un prisma oblicuo cuyas bases son los
paralelogramos ABCD y A’B’C’'D’.
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Sea m la recta perpendicular por A al plano determinado por
A,By C.Sea A” lainterseccion de ‘m con el plano determinado
por A’, B’y C'. El paralelepipedo ABCDA”B”'C”"D” por el teorema
anterior es equivalente al ABCDA’B’C’D’ ya que tienen una cara
congruente vy la altura correspondiente a esa cara congruente.
Ademas ABCDA”B”’C”"D” es un prisma recto y por el Caso | se
deduce la tesis.

Teorema 6.3: El volumen de un prisma de base triangular es
igual al producto del area de la base por la longitud de la altura.
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Teorema 6.4: EL volumen de un prisma cualquiera es igual al
area de la base por la medida de la altura.

Descomponiendo, por planos, convenientemente el prisma en
prismas triangulares se obtiene la tesis. (Se dejan los detalles
de la demostracion al lector).

Teorema 6.5: Dos piramides de bases de igual area y alturas
congruentes tienen igual volumen.

Si se consideran n—1 puntos que dividen a la altura de cada pi-
ramide en n segmentos congruentes y se traza por ellos planos
paralelos a la base por cada uno de ellos, se obtiene por cada
plano un poligono homotético a la base con razén de homote-
ciaiguala %, 2,..,%=1 por propiedad de homotecia, y dado que
las bases tienen igual area, los poligonos homotéticos en ca-
da piramide tienen respectivamente igual area. Si se considera
en cada piramide un prisma con base en cada poligono homo-
tético y altura 2. Cada uno de los respectivos prismas tienen
igual volumen y la suma de los volimenes de los prismas de
cada piramide se aproxima al volumen de esa piramide cuando
la altura de cada uno se acerca a cero.
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Teorema 6.16: EL volumen de una piramide triangular es igual a
un tercio del area de una de las caras por la longitud de la altura
correspondiente a esa cara.

Sea ABCD la piramide y los puntos B’ y C’ las intersecciones de

las rectas paralelas a fﬁ por By C respectivamente con el plano
paralelo por D al determinado por A, By C. De esto, ABCDB'C’ es
un prisma triangular. Este se puede descomponer en tres pira-
mides: ABCD, DB’C’'C y DB’CB. Estas piramides tienen igual volu-
men pues ABCD y DB’C’C tienen bases congruentes (las opues-
tas del prisma) y alturas congruentes (iguales a la altura del
prisma) y por teorema anterior tienen igual volumen. DB’C'C
y DB’CB tienen una cara congruente BCB’ y B'C’C (por ser B'C
diagonal del paralelogramo BCC’B’) y alturas congruentes (dis-
tancia de D al plano determinado por B,Cy B’) y por teorema
anterior tienen igual volumen. Por tanto, el volumen de la pira-
mide ABCD es un tercio del volumen del prisma ABCDB'C’ que

A
es igual al area de ABC por la medida de la altura, y de aqui la
tesis.
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Teorema 6.7: El volumen de una piramide es igual a la terce-
ra parte del producto del area de la base por la longitud de la
altura.

Descomponiendo, por planos, convenientemente la piramide en
piramides triangulares se obtiene la tesis. (Se dejan los detalles
de la demostracion al lector).

N - O

Teorema 6.8: (Corolario del T. 6.17) Piramides de bases de igual
area e igual altura, tienen igual volumen.
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Teorema 6.19: El volumen del tronco de piramide es igual a un
tercio del producto de la longitud de la altura por la suma de
las areas de las bases mas la raiz cuadrada del producto de las
mismas.

Sean By B’ las bases del tronco y h su altura. H’ es la altura de
la piramide de base B’ y H la altura de la piramide de la que
se obtiene el tronco. Haciendo abuso de la notacion, sean By
B’ las areas respectivas de las bases del troncoy h, Hy H’ las
longitudes de las alturas.

Con esta notacion, se debe probar que v =1.h.(B+ B’ + VB.B')
Para ello, si se usan las relaciones que se obtienen de la
semejanza de los poligonos By B’ y de sus areas. Sea k la razon
de semejanza u homotecia.

Iz

=k 2 =R.yH-H =h

De aqui: H = RH’ = R(H — h) y operando queda H = %y reem-

plazando en esta igualdad k = \/—‘g queda H = ﬂ

VB VB
El volumen del tronco es el volumen de la piramide de base
B y altura H menos el volumen de la piramide de base B’ y
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altura H'. Se tiene asi: v = 1.B.H — 1B’.H' = 1(B.H — B'.(H — h))
reemplazando por Hy con alguna cuentas se llega a lo buscado.

Teorema 6.20: En un prisma, piramide o tronco de piramide re-
gular si se toman los puntos de todos los segmentos determina-
dos por un punto P del eje y cada punto de las caras laterales se
obtienen un conjunto de piramides cuyo volumen total es A5,
donde A es el area lateral de la figura (prisma, piramide o tronco
de piramide) y 6 es la distancia de P a dichas caras laterales.

6.3.2. VOLUMEN DE FIGURAS NO POLIEDRICAS

CILINDRO CIRCULAR RECTO, CONO CIRCULAR RECTO
Y TRONCO DE CONO CIRCULAR RECTO

Teorema 6.21: El volumen del cilindro circular recto es igual a
nr?h con r longitud del radio del circulo base del cilindroy h la
longitud de la altura.

Considerando el cilindro inscripto en un prisma recto regular
cuando el nimero de lados de la base tiende a infinito se obtie-
ne la tesis. (Se dejan los detalles de la demostracion al lector).
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Teorema 6.22: Elvolumen del cono circular recto esigual a 1ntr*h
con r longitud del radio del circulo base del conoy h la longitud
de la altura.

Considerando el cono inscripto en una piramide recta regular
cuando el nimero de lados de la base tiende a infinito se obtie-
ne la tesis. (Se dejan los detalles de la demostracion al lector).

Teorema 6.23: EL volumen del tronco de cono circular recto es
igual a ”T'“.(rf + 13+ r1.r;) con ry y r, longitudes de los radios de
los circulos de las bases del tronco de cono y h la longitud de
la altura.

Considerando el tronco de cono inscripto en un tronco de pi-
ramide recta regular cuando el nimero de lados de las bases
tiende a infinito se obtiene la tesis. (Se dejan los detalles de la
demostracion al lector).
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ESFERA, SECTOR CILINDRICO, SECTOR CONICO
Y SECTOR TRONCOCONICO

Definicion 6.2: El sector cilindrico de un cilindro circular recto es
la figura determinada por todos los puntos del cilindro al que
se le extraen dos conos cuyas bases son las bases del cilindro
y con vértices en un punto P (P es un punto del eje).

Definicion 6.3: El sector conico de un cono circular recto es la
figura determinada por todos los puntos del cono al que se le
extrae un cono cuya base es la base del cono y su vértice es un
punto P del eje.

Definicion 6.4: El sector troncoconico de un tronco de cono cir-
cular recto es la figura determinada por todos los puntos del
tronco de cono al que se le extraen dos conos cuyas bases son
las bases del tronco y con vértices en un punto P (P es un punto
del eje).

Teorema 6.24: El volumen de un sector cilindrico, conico o tron-
coconico es igual a %Aé, donde A es el area lateral del cilindro,
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cono o tronco de cono que genera al sector y 6 la distancia del
punto P a una generatriz del cilindro, cono o tronco de cono que
lo genera.

En el caso del sector conico: & = PN; h = AO; g = ABy r = OB

A A
y de la semejanza de los triangulos APN y AOB se tiene que

& = %. El volumen del sector conico es igual al volumen del

cono de radio de la base_r y altura AO menos el volumen del
cono de radio r y altura PO, es decir:

v =1nr’(h- PO) = inr’AP = LnrrAP = Inrdg = 1omrg = 16A
donde A es el area lateral del cono.

Se deja a cargo del lector la justificacion para el volumen del
sector cilindrico y el sector troncoconico.

Teorema 6.25: (Corolario del T. 6. 24) El volumen definido por
una poligonal regular al girar alrededor de un eje que pasa por
su centro y cuyos extremos estan en el mismo, es igual a un
tercio del producto de la apotema por el area de la superficie
engendrada por la poligonal.

2
Volumen = §2nah = gaznh

donde a es la longitud del apotema de la poligonal y h es la
longitud de la altura de la misma.
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El cuerpo obtenido se compone de un conjunto de sectores co-
nicos, troncoconicos y cilindricos con la distancia 6 comin a to-
dos ellos e igual a la apotema a del sector.

Si el nimero de lados de la poligonal aumenta el limite de dicho
volumen es el volumen de la esfera. En este casoa=ry h =2r
de donde se deduce que el siguiente teorema:

Teorema 6.26: El volumen de una esfera de radio r es igual a
4.3

snr

3

6.4. PARA PROFUNDIZAR

1. Expresar el area de los poliedros regulares en funcion de
la arista.

2. Se considera un tetraedro regular ABCD de arista x. Si se
toman los seis puntos medios de las aristas, queda deter-
minado un octaedro regular. Calcular el volumen del te-
traedro y probar que el volumen del octaedro es la mitad
delvolumen del tetraedro. Realizar dos desarrollos planos
distintos de cada uno de los poliedros que intervienen en
el problema.
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10.

1.

. Dividir la superficie lateral de un cono circular recto en n

(n > 1) partes equivalentes en area mediante planos pa-
ralelos a la base. Determinar la distancia desde el vértice
del cono donde se deben trazar los planos.

. La altura de una piramide regular de base cuadrada es 20

cm; su area total es de 9dm?; calcular sus aristas.

. Construir, con un software de Geometria Dinamico, un te-

traedro de modo que una cara sea un triangulo equila-
tero y los angulos diedros en esta cara sean de 60°, 30°
y 45°. Construir la superficie esférica circunscripta a ese
tetraedro.

. Una piramide con base cuadrada se inscribe en un cono

circular recto de manera que tengan la misma clspide y la
base de la piramide quede inscripta en la base del cono.
La longitud de la altura de ambas superficies es de 18 cmy
la longitud de un lado del cuadrado es de 1,5 dm. Calcular
el volumen de la piramide y el del cono.

. Con un sector de 270° y radio igual a 10 cm; se ha construi-

do una superficie conica de revolucion. ;Cual es su area 'y
su volumen?

. Una caldera de forma cilindrica, terminada por dos hemis-

ferios de igual radio que el cilindro, tiene una superficie
total de 6m?. Calcular las dimensiones, sabiendo que el
largo es triple que el ancho.

. Considerando la Tierra como una esfera de 6370 km de ra-

dio, calcular el area del huso comprendido entre: a) Los
meridianos 6 h y 4 h de longitud oeste, b) Los meridianos
de 50° 20’ de longitud oeste y de 9° 40’ de longitud este.

;Cual es el espesor de una pompa de jabon de 15 cm de
diametro interno si se ha hecho con una gota esférica de
agua jabonosa de 2 mm de diametro?

Determinar las dimensiones de un deposito en forma de
ortoedro de 3000 litros de capacidad, cuya altura sea la
mitad del ancho y este los 2/3 de la longitud.
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12. Expresar en funcion de las bases y de la altura de un tra-
pecio el volumen engendrado por él al girar alrededor de
la base mayor.

13. En una esfera de radio r, un cilindro inscripto tiene area
lateral mitad de la de un circulo maximo. Calcular el radio
del cilindro y la altura.
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Anexo

1. Axiomas de incidencia (enlace)
Ax. 1.1 Reconocemos la existencia de infinitos entes llama-
dos "puntos", cuyo conjunto llamaremos .espacio”
Ax 1.2 Los puntos del espacio se consideran agrupados en
ciertos conjuntos parciales de infinitos puntos llamados
"planosz los de cada plano en otros conjuntos parciales
de infinitos puntos llamados rectas"
AXx. .3 Por dos puntos distintos pasa una recta y solo una.
AX. |.4 Por tres puntos no alineados pasa un plano y solo
uno.
Ax. 1.5 Si dos puntos de una recta estan en un plano, todo
los demas puntos de la recta también lo estan.

2. Axioma de paralelismo
Ax 1. Por un punto exterior a una recta pasa una sola pa-
ralela a ella.

3. Axiomas de division y separacion

Ax Illa La recta es un conjunto de puntos linealmente or-
denado, abierto y denso.

Ax. 111.2 Toda recta de un plano establece una clasificacion
de los puntos no contenidos en ella en dos Gnicas clases
o regiones tales que: Todo punto exterior a la recta perte-
nece a una u otra region. El segmento que une dos puntos
A, B de la misma region no corta a la recta r; el segmento
que une dos puntos A, C de distintas regiones corta a la
recta r.

4. Axioma de continuidad
Ax IV Dada una clasificacion de los puntos de una recta en
dos clases C; y C, que cumplan las condiciones:
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a) existen puntos de la recta en una y otra clase;
b) todo punto de la recta esta en una u otra clase;
¢) todo punto de C; precede a todo punto de G,

existe un punto, y solo uno, P, de la recta tal que todos los
puntos que le preceden pertenecen a la clase Cy, y todos
los que le siguen pertenecen a la clase G,.

5. Axiomas de movimiento
Ax Va Los movimientos son transformaciones puntuales
biunivocas.
Ax V.2 Todo movimiento conserva las relaciones de inci-
dencia, ordenacion y sentido.
Ax V.3 Ningiin movimiento puede transformar un segmen-
to o angulo en una parte del mismo.
Ax V.4 La transformacion resultante de aplicar dos movi-
mientos sucesivamente es otro movimiento.
Ax V.5 La transformacion inversa de todo movimiento es
otro movimiento. ®
AXx. V.6 Existe un movimiento y solo uno que transforma
una semirrecta en otra, y un determinado semiplano limi-
tado por la recta primera en un determinado semiplano
limitado por la segunda.

5Los axiomas IV.4 y IV.5 podrian considerarse en un solo enunciando: Ax IV.4-5
Los movimientos del plano forman grupo.
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