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CIMEC
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Resumen

El austemperado es un tratamiento térmico que produce una mejora sustancial de las propie-

dades mecánicas de una pieza de hierro dúctil, tales como su resistencia al impacto y la abrasión,

resistencia mecánica, dureza y tenacidad. La microestructura final obtenida en el seno de la pieza

luego del proceso de austemperado es responsable de tal mejora. En consecuencia, el material re-

sultante es conocido como hierro dúctil austemperado (ADI, por sus siglas en inglés). La mayorı́a

de los estudios llevados a cabo en relación al ADI han focalizado su atención en los complejos me-

canismos que gobiernan la transformación metalográfica que ocurre durante el tratamiento térmico,

su inter-dependencia, y su relación con variables del proceso industrial propiamente dicho.

En esta Tesis se presenta una estrategia que permite la caracterización, monitoreo y control

de parte del proceso industrial de obtención de ADI, basada en el empleo de métodos inversos

discretos. Estos posibilitan el estudio de los fenómenos de transferencia de calor superficial que

ocurren en la frontera exterior de una pieza, particularmente durante la etapa de enfriamiento del

tratamiento térmico, la cual resulta ser una de las fases de mayor criticidad en la obtención de ADI.

Los métodos inversos aquı́ considerados consisten en resolver un problema inverso de conduc-

ción de calor (IHCP, por sus siglas en inglés), partiendo de temperaturas conocidas en el interior de

cuerpo para obtener las correspondientes condiciones de borde. Debido a la mala colocación carac-

terı́stica de esta clase de problemas, resulta imprescindible el uso de estrategias de regularización

apropiadas que estabilicen la solución obtenida. En este sentido, las principales contribuciones de

esta Tesis se enfocan en el desarrollo de herramientas computacionales para determinar las condi-

ciones de borde transientes, de flujo o de convección al medio exterior, del problema térmico en

una o dos dimensiones, ya sea éste lineal o no lineal.

La principal conclusión de esta Tesis, derivada de la aplicación de los métodos propuestos en

el estudio de los fenómenos térmicos superficiales que ocurren en una pieza durante la etapa de

enfriamiento del tratamiento térmico de austemperado, es que los métodos inversos térmicos resul-

tan adecuados para lograr el objetivo propuesto en geometrı́as simples como probetas cilı́ndricas.

Futuros trabajos abordarán la extensión de los métodos desarrollados para resolver IHCPs en geo-

metrı́as más complejas.





Abstract

Austempering is a heat treatment procedure that yields a substantial improvement of the mecha-

nical properties of a ductile iron part, such as its wear and impact resistance, mechanical strength,

hardness, and toughness. The final microstructure obtained within the part after the austempering

process is responsible for such an improvement. Henceforth, the resulting material is known as

austempered ductile iron (ADI). The bulk of research related to ADI has been focused in the com-

plex mechanisms, and its cross-dependencies, governing the microstructural and metallographic

transformations that occurs during the heat treatment, and its relationship with variables from the

industrial process itself.

In this Thesis, a complementary strategy is presented which allows the characterization, moni-

toring and controlling part of the austempering industrial process. Such a strategy, based in the use

of discrete inverse methods, makes possible the study of the surface heat transfer phenomena that

occurs at the boundary of a part, particularly during the cooling stage of the heat treatment, which

is one of the more critical phase for obtaining ADI.

The inverse methods considered here consist in solving an inverse heat conduction problem

(IHCP) to obtain the boundary conditions, starting from temperature measurements obtained at a

prescribed location within the body. Since this kind of problems are mathematically characterized

by its ill-posedness, it is essential using appropriate regularization strategies for stabilizing the

obtained solution. In this sense, the main contributions of this work are focused in the development

of computational tools for determining the transient boundary conditions of the thermal problem,

involving flux or convection to the outer medium, both in linear and non-linear problems in one-

or two-dimensional settings.

The main output from this Thesis, resulting from the application of the proposed inverse

methods for the study of surface thermal phenomena that takes place in a part during the co-

oling stage of the austempering heat treatment, is that inverse methods are adequate to fulfill the

proposed objective in simple geometries such as cylindrical probes. Future works will address the

extension of the developed methods for solving IHCPs in more complex geometries.
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2.4.1. Teorema de Duhamel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4.2. Expresión discreta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4.3. Coeficientes de sensibilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Y (t) en el punto s según Vázquez-Gómez et al. (2012). . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4. Flujo de calor (en W/m2) obtenido con el SQNM en comparación a la referencia. 68

4.5. Curvas de temperatura y flujos superficiales medidas en el punto r = R y z = 0. . 69

A.1. Domain and boundary conditions of the IHCP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

A.2. Discretization of the transient HTC function. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

A.3. One dimensional discretization and main features of the inverse set up. . . . . . . 106

A.4. Reconstruction of HTC achieved with SQNM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

v
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ÍNDICE DE FIGURAS vii

D.2. Design of a thermal shield: domain Ω = Ωout∪Ωshield∪Ωdev, boundary conditions

and finite element mesh. On the right, representative volume element at the finite

element Ω(e) in the device Ωdev. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

D.3. Optimal metadevice for shielding in transient regime: relative thickness of copper

(d) and orientation of the laminates (|θ|). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

D.4. Optimal metadevice for shielding in transient regime: effective volumetric heat

capacity ρc and components kij of the thermal conductivity with respect to the xy

frame. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

D.5. Optimal metadevice for shielding in transient regime: temperature and heatlines

in the whole plate at different time instants. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

D.6. Optimal metadevice for shielding in transient regime: Temperature along the x-

axis (symmetry axis) at different instants, comparing with the case of the homo-

geneous plate (without device). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

D.7. Optimal metadevice for shielding in steady state: relative thickness of copper (d)

and orientation of the laminates (|θ|). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

D.8. Evolution of the instantaneous error g in the accomplishment of the transient shiel-

ding task using either the metadevice specifically designed for transient regime or

that designed for the steady state, related to the error g0 for the case of the homo-

geneous plate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

D.9. Evolution of the temperature at the center of the shielded region from the start of

the second heating stage (t1 = 30000 s). [Figure 9 near here] . . . . . . . . . . . 182

D.10.Optimal metadevice for shielding and cloaking in transient regime: relative thick-

ness of copper (d) and orientation of the laminates (|θ|). . . . . . . . . . . . . . . 183

D.11.Optimal metadevice for shielding and cloaking in transient regime: temperature

and heatlines in the whole plate at different time instants. . . . . . . . . . . . . . 184
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación

1.1.1. Contexto regional y nacional

En los últimos años, el Estado Nacional ha realizado esfuerzos concretos para dar impulso a

determinados sectores económicos e industriales de interés estratégico por medio de su vincula-

ción y articulación con sectores dedicados a actividades de Ciencia y Tecnologı́a. Tal es el caso del

Plan Nacional de Ciencia, Tecnologı́a e Innovación “Argentina Innovadora 2020” (Ministerio de

Ciencia, Tecnologı́a, e Innovación Productiva (MinCyT), 2012). Allı́ se definen áreas o sectores de

la industria y de la actividad productiva que son considerados de interés estratégico para el Estado

Nacional debido a su alto impacto económico, tecnológico o social, denominados como núcleos

socio-productivos estratégicos (NSPE). Entre los NSPEs en los que se enfoca esta Tesis, destacan

el NSPE 1 (Agroindustria) y su sub-núcleo 4 (Maquinaria Agrı́cola), ası́ como el NSPE 5 (Indus-

tria) y sus sub-núcleos 24 (Autopartes) y 28 (Tecnologı́as para logı́stica y transporte). Además

de contribuir al plan “Argentina Innovadora 2020” del MinCyT, esta Tesis también aporta a ob-

jetivos complementarios del Estado Nacional como el “Plan Operativo Quinquenal 2016-2020”

trazado por el entonces Ministerio del Interior y Transporte (2016) para la renovación y fomento

del sistema ferroviario nacional.

Los NSPE y los sub-núcleos mencionados definidos en “Argentina Innovadora 2020” evi-

dencian la intención del Estado Nacional de aunar esfuerzos provenientes del sistema cientı́fico-

tecnológico argentino con el sector productivo, en pos de utilizar materiales y/o procesos pro-

ductivos alternativos en componentes mecánicos, estructurales o no, destinados a prestar servicio

como componentes de maquinaria agrı́cola, ferroviaria y de automóviles. La finalidad perseguida

se relaciona con diversos factores, entre los que se pueden mencionar la reducción de costos de

manufactura, el aprovechamiento de instalaciones y facilidades existentes en pequeñas y media-

1
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nas empresas y la reducción del consumo de energı́a durante la fabricación. Existen estudios que

refuerzan estas necesidades, elaborando proyecciones hacia el año 2025. Bragachini y Sánchez

(2016) destacan la necesidad de fabricar máquinas agrı́colas más livianas con el fin de evitar agre-

siones al suelo y de reducir emisiones contaminantes. Para ello, proponen el uso de materiales

alternativos más resistentes y más livianos, como también el desarrollo de tecnologı́as de fabri-

cación más eficientes. Un argumento similar es esgrimido por Sica et al. (2012) para el caso de

la industria automotriz, haciendo especial énfasis en la reducción de emisiones contaminantes a

través del uso de tecnologı́as diversas, entre las que se menciona el uso de materiales más livianos

y resistentes.

En el contexto anteriormente expuesto, el hierro dúctil austemperado (de ahora en adelante

ADI, por sus siglas en inglés) emerge como una alternativa válida en virtud de una serie de ven-

tajas (Keough et al., 2010; Harding, 1991; Voigt y Loper, 1984; Tanaka y Kage, 1992; Blackmore

y Harding, 1984) que incluyen: reducido costo de manufactura comparado con componentes de

acero o aluminio colados y/o forjados; flexibilidad en el diseño de componentes debido a que se

obtiene por colada de fundición nodular en moldes; elevada relación resistencia-peso en virtud de

tener una densidad 10 % inferior a la del acero; resistencia a la abrasión y al desgaste; excelen-

tes propiedades dinámicas como resistencia a la fatiga y al impacto; buena relación resistencia-

ductilidad; entre otras. El ADI es un material que se obtiene luego de practicar un tratamiento

térmico de austemperado a una pieza de hierro dúctil. En términos metalúrgicos, el hierro dúctil

es un tipo de fundición gris en la que el grafito adopta la forma de esferas o nódulos en la matriz

metalográfica como consecuencia del empleo de agentes nodularizantes, puntualmente Magnesio

o Cerio (Bramfitt y Benscoter, 2001), en lugar de la forma tı́pica de laminillas que caracteriza la

microestructura de la fundición gris. El material resultante es también identificado como fundición

“nodular” o de “grafito esferoidal”. La particular forma del grafito en estas aleaciones le confie-

ren al material un nivel de ductilidad superior en comparación con otras fundiciones (Bramfitt y

Benscoter, 2001), lo cual da origen a su denominación.

Sectores productivos de agropartes, autopartes y ferropartes

Hacia el año 2016 en Argentina existı́an al menos 350 empresas, todas ellas PyMEs, dedicadas

a la fundición de componentes metálicos ferrosos y no ferrosos, con una capacidad instalada de

aproximadamente 200 mil toneladas anuales (Fundación de Investigaciones para el desarrollo (FI-

DE), 2017). Este conglomerado abastece principalmente a los sectores industriales de maquinaria

agrı́cola, automotriz y ferroviario (Observatorio Permanente del Sector Fundidor, 2019; Ministe-

rio de Ciencia, Tecnologı́a e Innovación Productiva (MinCyT), 2013; Consejo Federal de Inver-
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siones (CFI), 2016) a través del suministro de piezas o partes manufacturadas (incluyendo bajo

este término a las partes y piezas, sub-conjuntos y conjuntos) que integran equipos o maquinaria

más complejos. Según el estudio, en 2016 la producción combinada de fundiciones ferrosas y no

ferrosas alcanzó las 97 mil toneladas. Un 62 % (60,4 mil toneladas) de tal volumen correspondió

a fundición gris y nodular. El Observatorio Permanente del Sector Fundidor (2019) reconoce el

carácter estratégico del sector en cuestión para el desarrollo industrial del paı́s, analizando tam-

bién su realidad dentro del contexto nacional y regional e identificando fortalezas, oportunidades,

debilidades y desafı́os.

Según Bragachini y Sánchez (2016), en Argentina existı́an al menos 890 PyMEs productoras

de maquinarias y agropartes, y 290 de agrocomponentes metalúrgicos y electrónicos, ubicadas

principalmente en las provincias de Santa Fe (clúster Centro-Sur de Santa Fe), Córdoba (clúster

Sur de Córdoba), Buenos Aires (Distrito de Maquinaria Agrı́cola del Oeste de la Provincia de

Buenos Aires (DIMA)) y en menor medida Entre Rı́os (Gorenstein y Moltoni, 2011; Bragachini,

2003). La fabricación de agropartes de fundición gris y nodular tiene una participación signifi-

cativa en el sector, lo cual queda de manifiesto en diversos estudios (Ministerio de Hacienda y

Finanzas Públicas - Presidencia de la Nación, 2016; Ministerio de Hacienda - Presidencia de la

Nación, 2017; Ministro de Economı́a - Secretarı́a de Planificación y Polı́tica Económica, 2015).

Los estudios llevados a cabo por el Observatorio Permanente del Sector Fundidor (2019), Go-

renstein y Moltoni (2011) y Unión Industrial Argentina (UIA) (2008) destacan el elevado grado

de articulación existente entre las compañı́as fabricantes, las instituciones públicas de ciencia y

tecnologı́a (a saber: el Instituto Nacional de Tecnologı́a Agropecuaria (INTA), el Instituto Nacio-

nal de Tecnologı́a Industrial (INTI), el Consejo Nacional de Investigaciones Cientı́ficas y Técnicas

(CONICET) y la Dirección de Asistencia Técnica de la Provincia de Santa Fe (DAT)) y los centros

tecnológicos privados (DIMA) y público-privados (Fundación CIDETER). El potencial de desa-

rrollo de componentes de hierro fundido se encuentra ı́ntimamente ligado a esta articulación. A

modo de ejemplo de dicha articulación se puede citar el Cuaderno Tecnológico Nº9 de Downes

y Krahmer (2014), integrante del proyecto de “Mejoras de las economı́as regionales y desarro-

llo local” impulsado por el INTI en colaboración con la Unión Europea. En dicho cuaderno se

exponen diversos conocimientos tecnológicos y empı́ricos en materia de obtención de fundición

nodular con el fin de proporcionar herramientas a las compañı́as fundidoras para obtener un alto

rendimiento en la fabricación de sus piezas.

Por su parte, la industria automotriz también cuenta con un enorme potencial para desarrollar

la producción de componentes de fundición de hierro (Consejo Federal de Inversiones (CFI), 2016;

Ministerio de Ciencia, Tecnologı́a e Innovación Productiva (MinCyT), 2013; Centro Interdiscipli-
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nario de Estudios en Ciencia, Tecnologı́a e Innovación (CIECTI), 2017). Un estudio llevado a cabo

por la Cámara de Industriales Fundidores de la República Argentina (2011) muestra el contraste de

la participación del tonelaje de fundición por vehı́culo producido en Argentina, Brasil y México.

Mientras que en éstos últimos la participación superó el 80 %, en Argentina la participación fue

sólo del 21 %, evidenciando una gran incidencia de componentes importados en la fabricación na-

cional de automóviles. Es aquı́ donde queda de manifiesto el potencial para impulsar el desarrollo

de la industria de la fundición en el sector automotriz, que a su vez cuenta con el apoyo de norma-

tivas y leyes de fomento nacionales (Boletı́n Oficial de la República Argentina, 01/08/2016). Sin

embargo, el grado de articulación con sectores de I+D+i es inferior al existente en el caso de la

industria de maquinaria agrı́cola y agropartes (Unión Industrial Argentina (UIA), 2008).

En cuanto al sector productivo de ferropartes, la fundición gris y nodular también cuenta con

un elevado potencial de desarrollo no sólo por las posibilidades de uso de esta clase de fundi-

ciones en la producción de partes e insumos para material rodante, sino también por el apoyo

concreto brindado por las entidades del sector y del estado nacional para fortalecer dicha cadena

de valor. En este sentido, se pueden mencionar diferentes iniciativas y planes de fomento, como

el “Programa de proveedores de la industria ferroviaria” (Asociación de Industriales Metalúrgi-

cos de la República Argentina (ADIMRA), 2016), respaldado por el “Programa de Desarrollo de

Proveedores (PRODEPRO)” (Boletı́n Oficial de la República Argentina, 22/07/2016).

Sumario

Se observa una fuerte intención por parte de los diferentes actores (Estado Nacional, sector

empresarial, instituciones de I+D+i) de lograr la sinergia necesaria para dar impulso y desarro-

llar la industria de fabricación de componentes fundidos para integrar la cadena de valor del sector

productivo metalmecánico. Esto constituye una oportunidad única para impulsar el diseño de com-

ponentes de ADI y su fabricación a escala industrial, con la calidad requerida por los clientes de

los diferentes sectores.

1.1.2. Proceso de obtención de ADI y caracterı́sticas principales del material

Tı́picamente, el proceso de obtención de componentes de ADI incluye los siguientes pasos: a)

colada de la fundición nodular en estado lı́quido dentro de un molde, y enfriamiento hasta la tem-

peratura ambiente; b) mecanizado del componente, para obtener la forma deseada; c) tratamiento

térmico de austemperado; y d) operaciones de acabado final. El tratamiento de austemperado con-

siste en un calentamiento del componente desde la temperatura ambiente hasta la temperatura

de austenización Tγ comprendida en un rango de entre 850 y 950ºC, la que se mantiene por un
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o ferrita eutectoides. Las propiedades particulares de los baños de sales, tales como su bajo punto

de fusión, estabilidad a elevada temperatura y elevada capacidad calorı́fica especı́fica, ası́ como

su rango de operación tı́pico entre 150 y 600◦C (dependiendo de la composición quı́mica), per-

miten asegurar dichas tasas de enfriamiento (Pereira et al., 2020; Liščić et al., 2013). El concepto

de “velocidad de enfriamiento crı́tica” (ver figura 1.1) indica la menor velocidad de enfriamien-

to posible previo a la aparición de tales fases. El agregado de elementos aleantes como Cu, Ni,

Mn y Mo en el hierro dúctil genera un movimiento hacia la derecha la “nariz” de la transforma-

ción perlı́tica, lo cual permite la obtención de una matriz metalográfica ausferrı́tica libre de perlita

aún en condiciones de enfriamiento menos intensas. La “austemperabilidad” (Dorazil et al., 1982;

Voigt y Loper, 1984) de una pieza, definida como su capacidad para formar una matriz completa-

mente ausferrı́tica luego del proceso de austemperado, depende entonces de los parámetros antes

mencionados.

Por otra parte, la criticidad de la etapa isotérmica donde T = TA está relacionada a la trans-

formación metalográfica que tiene lugar allı́, la cual se define habitualmente como una reacción

de dos etapas (Moore et al., 1986): la etapa I, que consiste en la descomposición de la austenita

en ferrita y en austenita enriquecida en carbono; y la etapa II, donde la austenita enriquecida se

descompone en ferrita y carburos (Achary y Venugopalan, 2000; Janowak y Gundlach, 1983). Es-

tas etapas ocurren una a continuación de la otra. Sin embargo, existe un perı́odo de tiempo entre

el final de la etapa I y el comienzo de la etapa II donde prácticamente no ocurren cambios ni en

la morfologı́a ni en la composición de la austenita estabilizada (Tanaka y Kage, 1992; Voigt y

Loper, 1984), denominado “ventana de proceso” o “perı́odo ventana” (ver figura 1.1) (Janowak

y Gundlach, 1983). Durante este perı́odo de tiempo, las propiedades mecánicas del componente

alcanzan su valor óptimo (Tanaka y Kage, 1992). A su vez, la ocurrencia de la etapa II de la reac-

ción es altamente indeseable (Janowak y Gundlach, 1983; Tanaka y Kage, 1992; Voigt y Loper,

1984), debido a que la formación de carburos ocasiona un fuerte detrimento en las propiedades

mecánicas del componente. En conclusión, el tiempo de austemperado debe quedar comprendido

dentro de la mencionada ventana, cuya extensión depende principalmente del contenido de car-

bono en la austenita durante la transformación y del contenido de aleantes (Rundman et al., 1988).

En general, se busca que la extensión de dicha ventana sea lo mayor posible.

Los parámetros que controlan las propiedades del material resultante, en particular las con-

diciones de solidificación, la composición quı́mica y microestructural de la fundición nodular

resultante, la temperatura y el tiempo de austenizado, la velocidad de enfriamiento, la temperatura

y el tiempo de austemperado (Tanaka y Kage, 1992; Voigt y Loper, 1984), pueden variar en un

rango relativamente amplio para obtener una diversidad muy grande de propiedades mecánicas y
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funcionalidades del ADI final. Sin embargo, es la correcta selección de los parámetros de proceso

del tratamiento térmico la que permite establecer las condiciones necesarias para fabricar compo-

nentes que garantizan mı́nimamente el cumplimiento de propiedades mecánicas preestablecidas,

correspondientes a un grado especı́fico (Voigt y Loper, 1984).

Algunos de los trabajos pioneros más significativos donde se evidencia la inter-dependencia

de los diversos factores tecnológicos en el proceso de obtención de ADI son los trabajos de Voigt

y Loper (1984), Tanaka y Kage (1992), Rundman et al. (1988), Blackmore y Harding (1984),

entre otros, donde los autores identificaron las variables de proceso de mayor influencia y su in-

teracción, en relación a propiedades de interés de la pieza final. Más recientemente, Yescas et al.

(2001) y Yescas (2003) elaboraron bases de datos a partir de la información disponible en la biblio-

grafı́a experimental publicada hasta el año 2001 y 2003 respectivamente, para construir modelos

predictivos basados en redes neuronales artificiales capaces de predecir propiedades mecánicas o

microestructurales, partiendo del conocimiento de las variables de proceso (como las temperaturas

y tiempos de austenizado y austemperado) y de la composición quı́mica del hierro dúctil (puntual-

mente, la presencia de aleantes como Si, Cu, Ni, Mo, Mg, entre otros). Posteriormente, una gran

cantidad de trabajos ha sido propuesta en los que se buscó asociar a través de diferentes técnicas

las propiedades mecánicas de interés y las variables de proceso (Perzyk et al., 2014; PourAsiabi

et al., 2012; Yang et al., 2013; Wilk-Kolodziejczyk et al., 2016; Biernacki et al., 2006; Guo, 2014;

Savangouder et al., 2019; Hammood y Lieth, 2013).

En Argentina, el trabajo llevado a cabo por diversos investigadores y grupos especializados

ha permitido expandir la frontera del conocimiento respecto al ADI a través de variados aportes

significativos. Echeverrı́a et al. (2000) estudiaron los efectos de la microestructura y de parámetros

geométricos sobre la variación dimensional producto del tratamiento térmico y de las modificacio-

nes microestructurales; Martinez et al. (2002) evaluaron el desempeño en servicio de autopartes de

ADI de pared delgada de alta resistencia mecánica; Sosa et al. (2016) estudiaron mecanismos de

corrosión en piezas de ADI; Fernandino et al. (2020b,a) evaluaron el mecanismo de daño en probe-

tas de ADI parcialmente austenizadas sometidas a ensayos de tracción; entre otras contribuciones.

En el ámbito del modelado computacional, Boccardo (2017) realizó contribuciones significativas

a través de la proposición de modelos termo-mecánico-metalúrgicos para predecir la evolución

microestructural durante el tratamiento térmico de austemperado de fundiciones nodulares, las

cuales quedaron plasmadas en sendas publicaciones cientı́ficas (Boccardo et al., 2014, 2017b,a,

2018c,b,a).
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1.1.3. Desafı́os en la obtención de ADI

Uno de los factores principales que limita el uso extendido del ADI en la práctica es la difi-

cultad en predecir sus propiedades mecánicas en relación a la microestructura alcanzada al final

del tratamiento térmico. Como se mencionó en la sección previa, dicha dificultad es consecuen-

cia de la complejidad de los fenómenos fı́sicos, y su interdependencia, que tienen lugar durante

el proceso industrial, y los efectos que generan sobre las propiedades mecánicas del componente

final. A esto se suma la dificultad de obtener en la práctica una microestructura homogénea en

todo el volumen de la pieza debido a la geometrı́a y tamaño de una pieza en particular. En general,

se busca que la velocidad de enfriamiento sea lo suficientemente rápida y uniforme en toda la

pieza para evitar no sólo una distribución inhomogénea de las diversas fases metalográficas, sino

también la presencia de gradientes térmicos disimiles que favorezcan la aparición de tensiones

residuales. En este contexto, la presencia de diferentes espesores y tamaños de sección transversal

va en detrimento de la condición de homogeneidad de las velocidades de enfriamiento. A su vez,

los tiempos de austenizado y austemperado no siempre pueden ser seleccionados en base a los

tamaños de sección mayores con el fin de homogeneizar la temperatura en todo el volumen de la

pieza, dado que a medida que dichos tiempos se prolongan tienen lugar efectos adversos como

el agrandamiento del tamaño de grano durante el austenizado (Batra et al., 2005) o la aparición

de carburos en la microestructura durante el austemperado (Tanaka y Kage, 1992; Voigt y Loper,

1984) luego de superarse el tiempo máximo dado por el perı́odo ventana (Janowak y Gundlach,

1983).

En general, no sólo se evita el uso de piezas de gran sección transversal debido a la reducción

significativa de su austemperabilidad en regiones más alejadas de sus fronteras externas (Sohi

et al., 2010), sino que también se tiende al desarrollo de piezas cada vez más delgadas. De hecho,

el tratamiento de austemperado ha sido practicado sobre piezas de hierro dúctil de pared delgada

(Stefanescu et al., 2002), dando lugar a lo que se conoce como “hierro dúctil austemperado de

pared delgada” (Nofal y Jekova, 2009), o TWADI por sus siglas en inglés, el cual presenta propie-

dades aún superiores al ADI convencional. El hecho de mantener espesores delgados implica una

serie de ventajas (Nofal y Jekova, 2009; Fraś y Górny, 2009; Vidyarthee y Singh, 2014) como que

el agregado de aleantes se mantenga restringido a valores mı́nimos, que el conteo nodular aumen-

te, que el tamaño de los nódulos de grafito disminuya, que la formación de carburos se suprima,

entre otros.

Por su parte, el método habitual de enfriamiento de la pieza por inmersión en baño de sales

es un proceso cuya variabilidad es muy amplia debido a la complejidad del fenómeno de trans-

ferencia térmica que tiene lugar a través de la superficie externa de la pieza (Liščić et al., 2013),



1.2. HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES PARA ADI 9

especialmente en piezas de geometrı́a compleja. La composición de las sales, su concentración y

su deterioro a medida que se emplea sucesivamente (lo cual reduce su capacidad de remover la

energı́a térmica de la pieza) es también un agravante al momento de llevar a cabo un control estre-

cho de los parámetros de proceso. A su vez, el impacto ambiental generado por la disposición final

de dichas sales y por la liberación de gases NOx en operación (Pereira et al., 2020; Liščić et al.,

2013) son factores limitantes para su uso a gran escala.

La normativa ASTM A897 / A897M-16 (2016) y la práctica estándar establecen que las con-

diciones de proceso deben ser determinadas de manera conjunta entre el cliente y el especialista

en el proceso del tratamiento térmico. De esta condición se desprende que existe un conjunto de

parámetros óptimos para cada pieza particular, y que su determinación en la actualidad depende

más de conocimientos empı́ricos, tanto del cliente como del especialista, que de motivos cientı́fi-

camente fundamentados. Por último, el control estrecho, a nivel industrial, de una cantidad tan

elevada de variables de proceso y tecnológicas a lo largo de todo el proceso industrial represen-

ta un desafı́o tecnológico mayúsculo. Todas estas dificultades tecnológicas han limitado el uso

extendido del ADI como alternativa a los materiales que intenta reemplazar.

1.2. Herramientas computacionales orientadas al control de proce-

sos en la obtención de ADI

El conocimiento empı́rico generado durante muchos años en un determinado proceso indus-

trial resulta esencial para garantizar su repetitividad y predictibilidad con el fin de asegurar la

calidad del producto final. Sin embargo, la creciente competitividad de las compañı́as, dada por su

capacidad de proveer a los clientes productos que cumplan con sus requerimientos técnicos cada

vez más exigentes en términos de calidad y costos, ha impulsado el desarrollo de los procesos pro-

ductivos hacia niveles más especializados (Rogalewicz y Sika, 2016). Es ası́ que los especialistas a

cargo de dichos procesos han incorporado nuevas herramientas cientı́ficas y tecnológicas comple-

mentarias a los conocimientos empı́ricos existentes, capaces de generar las condiciones para lograr

dichos estándares de calidad. En este contexto, las herramientas computacionales han demostra-

do ser altamente disruptivas en tareas como la optimización y control de procesos industriales de

obtención de ADI. Los principales ejemplos son:

Modelos basados en datos y en aprendizaje de máquina. Son aquellos que permiten carac-

terizar comportamientos observados y/o realizar predicciones de un determinado proceso

solamente en base a información histórica del mismo contenida en bases de datos a través de

técnicas como regresión, clasificación, agrupamiento o clusterización, reducción de dimen-
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siones, entre otras (Shahbaz et al., 2010; Rogalewicz y Sika, 2016). En este sentido, resulta

posible adquirir niveles elevados de complejidad del sistema a modelar a partir de un cono-

cimiento reducido de la fı́sica subyacente (Perzyk et al., 2014). Existen varios ejemplos de

uso de las técnicas mencionadas en relación a la caracterización y control del proceso de ob-

tención de ADI (Perzyk et al., 2014; Yescas et al., 2001; Yescas, 2003; Wilk-Kolodziejczyk

et al., 2016, 2018), entre otros.

Modelos matemáticos térmicos, mecánicos, metalúrgicos y combinaciones de ellos. Son

aquellos en los que se investigan las leyes que gobiernan un determinado fenómeno fı́sico,

las cuales son modeladas mediante ecuaciones diferenciales. En la práctica, la resolución

de esta clase de modelos se alcanza mediante aproximaciones numéricas que convierten las

ecuaciones en derivadas parciales en sistemas de ecuaciones algebraicas. Si bien el cono-

cimiento que se adquiere de la fı́sica del problema a analizar es muy preciso, el nivel de

complejidad no ha de ser muy elevado para evitar incrementar en deması́a el costo compu-

tacional. Una de las principales contribuciones en esta categorı́a en relación a ADI fue la de

Boccardo (2017), quien propuso un modelo acoplado termo-mecánico-metalúrgico capaz

de predecir los diferentes fenómenos fı́sicos y su interacción durante un tratamiento térmico

de austemperado de una pieza de hierro dúctil.

Modelos térmicos inversos. Esta categorı́a incluye el uso de técnicas numéricas como las

mencionadas en el ı́tem anterior, pero el objetivo no es el modelado de las ecuaciones de

gobierno del problema, sino la estimación indirecta de ciertas caracterı́sticas o parámetros

(desconocidos) del proceso a caracterizar, partiendo de datos medidos (o simulados) de

dicho proceso, tı́picamente la temperatura en algún punto de interés de un cuerpo. Existen

pocos ejemplos del uso de estas técnicas en el proceso de obtención de ADI. El trabajo de

Vázquez-Gómez et al. (2012) constituye un ejemplo de aplicación de estas técnicas.

En el ámbito de los fenómenos de transferencia de calor, los modelos inversos han sido am-

pliamente utilizados con diversos fines (Ozisik, 2000). Entre los ejemplos más destacados se en-

cuentran la estimación de parámetros termo-fı́sicos como la conductividad térmica o la capacidad

calorı́fica (Huntul y Lesnic, 2017; Farahani y Kisomi, 2020; Kim et al., 2003a; Liu, 2011); la carac-

terización de fenómenos de transferencia de calor superficial (Mohebbi et al., 2019; Abdelhamid

et al., 2018; Samadi et al., 2012; Joachimiak et al., 2019; Skubisz y Adrian, 2018; Su y Hewitt,

2004), incluyendo condiciones de flujo de calor, coeficientes de convección y parámetros de radia-

ción; la estimación de la evolución de las fronteras de cambio de fase en procesos de solidificación

(Nejad et al., 2010b,a); entre otros.

Puntualmente, la caracterización de los fenómenos de transferencia de calor superficial a través
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de métodos inversos que tienen lugar durante un proceso industrial de tratamiento térmico permite:

Conocer los fenómenos locales y transitorios del intercambio térmico a través de la frontera

externa de un cuerpo (Ramesh y Prabhu, 2014; Beck et al., 2013; Nallathambi y Specht,

2009; Osman y Beck, 1990; Babu y Kumar, 2010; Rao y Prabhu, 2020), por medio de la

identificación de las diferentes etapas de la curva de ebullición del fluido que produce el

enfriamiento superficial.

Caracterizar la efectividad de un determinado medio para remover el calor de un componen-

te, lo cual permite el estudio de factibilidad del uso de medios alternativos de enfriamiento

(Beck et al., 2013; Nallathambi y Specht, 2009; Liščić y Filetin, 2012).

Modelar adecuadamente las condiciones de contorno para luego ser introducidas en una

simulación numérica del fenómeno termo-mecánico en cuestión (Beck et al., 1985; Ling

et al., 2003; Babu y Kumar, 2010; Osman y Beck, 1990; Ramesh y Prabhu, 2014).

Diseñar instalaciones y procesos de enfriamiento óptimos para una pieza en particular, re-

emplazando a su vez técnicas tradicionales (Deiters y Mudawar, 1989; Hall y Mudawar,

1995);

1.3. Hipótesis planteada

Del análisis de la bibliografı́a expuesto previamente, se desprende que la mayorı́a de los es-

tudios llevados a cabo en relación a ADI buscan establecer relaciones de inter-dependencia entre

los diversos parámetros de proceso, la composición quı́mica del hierro dúctil del que proviene y

las propiedades en servicio de la pieza final, mediante la proposición de diversos modelos ya sean

“duros” como en el caso de los modelos numéricos o “blandos” como los originados según técni-

cas basadas en datos y aprendizaje automático (Rogalewicz y Sika, 2016). Sin embargo, son las

variables del proceso industrial propiamente dicho las que permiten proveer las condiciones nece-

sarias para disparar los diferentes mecanismos termo-mecánico-metalúrgicos que tienen lugar en

el seno de una pieza de hierro dúctil sometida al tratamiento térmico de austemperado.

En esta Tesis se plantea un enfoque alternativo, poniendo especial énfasis en la necesidad

de mejorar la capacidad de modelado y simulación de las condiciones de proceso imperantes

durante el tratamiento térmico, puntualmente en la etapa de enfriamiento desde la temperatura

de austenización hasta la temperatura de austemperado, la cual resulta crı́tica para el éxito del

tratamiento térmico. El fin último de esta hipótesis es no sólo disponer de estrategias necesarias

para permitir el control y monitoreo de los procesos de enfriamiento superficial para asegurar la

precisión y repetitividad del mismo, sino también permitir la caracterización de los fluidos de

enfriamiento empleados por medio de la identificación de las caracterı́sticas principales de las



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

curvas de ebullición respectivas. No se han encontrado prácticamente estudios detallados de dicho

mecanismo en la bibliografı́a revisada, excepto el trabajo de Vázquez-Gómez et al. (2012).

Como es sabido, el mecanismo de remoción de calor superficial de una pieza a elevada tem-

peratura depende de las temperaturas inicial y final del proceso, de la superficie de intercambio

térmico y de las condiciones del medio circundante (Lienhard, 2011). Sin embargo, en el seno de

la pieza, los efectos superficiales se encuentran amortiguados y retrasados (Beck et al., 1985) de-

bido al mecanismo de difusión que gobierna la transferencia de calor dentro de la pieza. Por estas

razones, el planteo realizado habilita el abordaje del problema desde un punto de vista estricta-

mente térmico. Particularmente, los métodos inversos constituyen una herramienta adecuada para

estudiar dicho mecanismo de remoción de calor superficial en base a mediciones de temperatura

obtenidas en el seno de la pieza a tratar.

Una derivación posible de la hipótesis planteada al inicio de esta sección podrı́a incluir, por

un lado, el estudio de métodos de enfriamiento alternativo como el austemperado por aire caliente

(Pereira et al., 2020) o el uso de baños de metales fundidos (de Souza et al., 2018); y por otro lado,

el diseño de facilidades especialmente concebidas para alcanzar condiciones de enfriamiento ópti-

mas. Todo ello harı́a factible el reemplazo de los medios de enfriamiento habitualmente empleados

para el tratamiento térmico de austemperado por otros cuyas caracterı́sticas sean más favorables

en relación a su repetitividad, sustentabilidad y economı́a.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Desarrollar, adaptar y aplicar herramientas computacionales para asistir al proceso industrial

de obtención de ADI mediante el monitoreo y control de las condiciones de transferencia térmica

superficial que tienen lugar durante la etapa de enfriamiento del tratamiento térmico de austempe-

rado. En este sentido, se busca caracterizar los fenómenos de transferencia de calor superficial que

tienen lugar durante dicha etapa del proceso mediante la identificación de fenómenos transitorios

que permita modelar adecuadamente el intercambio térmico entre un componente dado y el medio

que produce el enfriamiento.

1.4.2. Objetivos particulares

Como objetivos particulares dentro del alcance de esta Tesis se propone:

Revisión, actualización y extensión de modelos térmicos y su implementación numérica en

geometrı́as uni- y bi-dimensionales, con la posibilidad de incorporar condiciones geométri-
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cas de axisimetrı́a.

Estudio de los problemas inversos dentro del contexto de procesos industriales de transfe-

rencia de calor.

Elaboración de modelos de cálculo para problemas térmicos inversos.

Aplicación de los modelos desarrollados a casos prácticos.

1.5. Estructura de la Tesis

El contenido de la presente Tesis se organiza en seis capı́tulos más un anexo. Este último se

encuentra integrado por las transcripciones en su idioma original de las diferentes publicaciones

derivadas del trabajo de esta Tesis. Tres de ellas corresponden a publicaciones en revistas interna-

cionales con referato, mientras que la restante es un trabajo presentado en un congreso argentino.

El capı́tulo 2 contiene definiciones básicas de los problemas inversos, las cuales son parti-

cularizadas para el caso de problemas térmicos inversos de conducción de calor. En él se hace

referencia a uno de los aportes cientı́ficos realizados en esta Tesis respecto al empleo de técnicas

de regularización de variación total en problemas térmicos inversos (Tourn et al., 2021b). El tra-

bajo completo ha sido publicado en la revista International Communications in Heat and Mass

Transfer, y es reproducido en el anexo B. En el capı́tulo 3 se ofrece una reseña de los principales

métodos de resolución numérica de los problemas térmicos inversos. Se introduce el método de

estimación secuencial cuasi-Newton (Tourn et al., 2021c), el cual constituye otro de los aportes

cientı́ficos originados en esta Tesis, y que se transcribe por completo en el anexo A. Dicho trabajo

ha sido publicado también en la revista International Communications in Heat and Mass Transfer.

Como antecedente para el desarrollo de los métodos a los que se hace referencia tanto en el capı́tu-

lo 2 como en el 3 se menciona la publicación cientı́fica de Álvarez Hostos et al. (2019) transcrita

en el anexo D, la cual ha sido publicada en la revista Numerical Heat Transfer, Part A. El capı́tulo

4 describe un ejemplo de aplicación de la técnica expuesta en el capı́tulo 3 a un caso de tratamien-

to térmico de austemperado de una probeta de hierro dúctil para la obtención de ADI, donde no

sólo se caracteriza el fenómeno de transferencia de calor superficial durante el proceso industrial,

sino que también se evidencian detalles de las etapas de ebullición experimentadas por el medio

enfriante durante el proceso. El contenido de este capı́tulo se basa en un trabajo de investigación

de Tourn et al. (2021a) presentado en el XXXVIII Congreso argentino de mecánica computacional

(MECOM 2021)(Resistencia, Chaco, 1 al 5 de noviembre 2021), cuya transcripción se halla en el

anexo C. Las conclusiones de esta Tesis, junto al listado de publicaciones cientı́ficas derivadas de
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los trabajos aquı́ abordados, pueden hallarse en el capı́tulo 5. Por último, los trabajos futuros se

describen y presentan en el capı́tulo 6.



Capı́tulo 2

Problema térmico inverso de

conducción de calor

2.1. Introducción

Habitualmente, los problemas inversos se definen en contraposición a los denominados pro-

blemas directos. En general, un problema directo busca predecir un comportamiento futuro de un

sistema fı́sico partiendo del conocimiento de su estado presente y de las leyes y parámetros fı́si-

cos; en cambio, los problemas inversos están relacionados a la determinación del estado presente

de un sistema partiendo de observaciones futuras (Engl et al., 1996). En el contexto del estudio

de los fenómenos de transferencia de calor en un determinado cuerpo, un problema directo tı́pico

consiste en la determinación del campo de temperaturas en el cuerpo conociendo las propiedades

termo-fı́sicas del material que lo compone y las condiciones del medio circundante. La meto-

dologı́a de resolución empleada puede utilizarse para calcular la temperatura en determinado/s

punto/s de interés, en una región o en todo el dominio de análisis, en un instante de tiempo en

particular o en todo un rango temporal. Se trata, entonces, de un problema directo de conducción

de calor, o DHCP por sus siglas en inglés (Ozisik, 2000). En esta clase de situaciones, existe una

relación causa-efecto intuitivamente definida por la experiencia práctica cotidiana. Por ejemplo, el

incremento de la carga térmica (causa) sobre un determinado cuerpo, en general traerá aparejado

un incremento en su temperatura (efecto).

En cambio, dicha relación causal no resulta a priori evidente en los problemas inversos. De

hecho, la formulación de esta segunda clase de problemas intenta realizar una estimación de las

causas (desconocidas) que dan origen a un efecto deseado u observado. En el contexto planteado,

un tı́pico problema inverso de conducción de calor, o IHCP por sus siglas en inglés, consistirı́a en

la estimación de los flujos de calor superficial incidentes sobre un cuerpo que son responsables de

15



16 CAPÍTULO 2. PROBLEMA TÉRMICO INVERSO DE CONDUCCIÓN DE CALOR

producir una cierta distribución de temperaturas conocida en determinado/s punto/s interiores del

cuerpo en cuestión (Ozisik, 2000).

En la práctica, la imposibilidad de realizar mediciones directas de temperaturas o flujos de

calor sobre la frontera de un cuerpo (por ejemplo, debido a las condiciones superficiales extrema-

damente agresivas a las que puede estar sometido el mismo en un determinado proceso industrial),

impone la necesidad de hallar estrategias técnicamente viables. La medición de la temperatura en

puntos suficientemente alejados de dicha frontera donde las condiciones sean más propicias para

la instalación de instrumentos de medición adecuados, es una alternativa factible. Los registros

capturados en dichas ubicaciones son introducidos en un modelo térmico inverso para estimar las

condiciones superficiales desconocidas.

Matemáticamente, los DHCP son problemas bien colocados. La noción de problema bien

colocado fue propuesta por Hadamard (1902), e implica que las siguientes tres condiciones sean

satisfechas simultáneamente:

Existencia. Debe haber al menos una solución.

Unicidad. Debe haber a lo sumo una solución.

Estabilidad. La solución debe depender continuamente de los datos de entrada.

Algunos problemas inversos, particularmente los IHCP, son problemas mal colocados. Su ca-

racterı́stica principal es que una o más de una de las condiciones de Hadamard (1902) no son

cumplidas, particularmente la tercera, lo cual conlleva grandes desafı́os a la hora de hallar una

solución. La estabilidad se ve dramáticamente comprometida por la presencia de errores de me-

dición en los datos de entrada del modelo, generando serias dificultades numéricas (Engl et al.,

1996; Beck et al., 1985; Ozisik, 2000). En la presentación dada al principio de esta sección, el

uso de la palabra estimación en la definición de los problemas inversos, no fue casual. Dados los

errores inherentemente presentes en las mediciones experimentales de la temperatura, y conocien-

do la extrema sensibilidad del modelo inverso a dichos errores, la solución puede, a lo sumo, ser

estimada (Ozisik, 2000). En general, se asume el cumplimiento de las dos condiciones restantes

(Ozisik, 2000) excepto que se demuestre lo contrario.

Para poder hallar una solución al problema inverso se debe recurrir a formulaciones robustas

especialmente diseñadas para tratar problemas donde las mediciones incluyan ruido, sin que éste

se propague hacia la respuesta. Su finalidad es estabilizar la solución que ha sido corrompida por

los datos de entrada afectados por ruido. La técnica se conoce como regularización (Engl et al.,

1996; Beck et al., 1985; Ozisik, 2000; Vogel, 2002). Existen diversos métodos y justificaciones

teóricas que serán desarrollados más adelante. En particular, se hará hincapié en la técnica de re-

gularización por variación total propuesta originalmente por Rudin et al. (1992) para el tratamiento
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de problemas de reconstrucción de imágenes. Uno de los aportes de esta Tesis es la aplicación de

la técnica de regularización por variación total para la resolución de problemas térmicos inversos

(Tourn et al., 2021b). La transcripción completa de dicha publicación puede hallarse en el anexo

B.

2.2. Estudio de las dificultades en la resolución del IHCP

Consideremos el problema estándar de conducción de calor unidimensional transiente plan-

teado en una placa infinitamente larga de espesor L, cuya configuración se muestra en la figura

2.1a. La distribución de temperatura en la placa es inicialmente T0. En el extremo x = 0 actúa

un flujo de calor qc para t > 0, mientras que la frontera opuesta x = L se encuentra aislada.

Las propiedades termo-fı́sicas del material que compone la placa, el calor especı́fico volumétri-

co ρc y la conductividad κ, son conocidas. De ahora en adelante, nos referiremos a este como

“problema PD1”, donde la letra “D” indica que se trata de un problema directo y el indicador

numérico “1” corresponde al primer tipo de problema que será considerado en esta Tesis. La for-

mulación matemática está dada por el problema de valores iniciales y de borde (PVIB) compuesto

por la ecuación de conducción de calor unidimensional en régimen transitorio (2.1a) sujeta a las

condiciones de borde (2.1b) y (2.1c) y a la condición inicial (2.1d):

ρc
∂T (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

κ
∂T (x, t)

∂x

)

, 0 < x < L, 0 < t ≤ tf , (2.1a)

κ
∂T (0, t)

∂x
= qc, x = 0, 0 < t ≤ tf , (2.1b)

∂T (L, t)

∂x
= 0, x = L, 0 < t ≤ tf , (2.1c)

T (x, 0) = T0, t = 0, 0 < x < L. (2.1d)

donde tf representa la duración total del análisis transiente. El problema directo consiste en la

determinación del campo de temperaturas T (x, t) en la región interior del sólido como una función

de la posición x y el tiempo t. En particular, pondremos especial atención al punto interior s

ubicado en la posición xs que denominaremos sensor. Esta denominación es común en la literatura

de problemas térmicos inversos, ya que es el punto interior del cuerpo donde la temperatura es

registrada o medida para ser utilizada en un problema inverso.

La dificultad para hallar una solución al problema térmico inverso está relacionada a las si-

guientes dos causas (Beck et al., 1985; Alifanov, 1994): el fenómeno de amortiguamiento y retra-

so, y la extrema sensibilidad del problema con respecto a los errores en las mediciones.
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2.2.2. Inestabilidad frente a errores en las mediciones

En este apartado utilizaremos la solución obtenida por Burggraf (1964) para la temperatura y

el flujo de calor superficial en términos de series infinitas de todos los ordenes de derivación de la

temperatura T (xs, t) ≡ Y (t) y el flujo de calor qs(t) en la posición del sensor s, para geometrı́as

planas, cilı́ndricas y esféricas. Para el caso de una placa plana de espesor L como la del problema

PD1, la temperatura se expresa como

T (x, t) = Y (t) +
∞∑

n=1

1

(2n)!

(xs − x)2n

νn
dnY

dtn
+ · · ·

· · ·+ xs − x

κ

[

qs(t) +

∞∑

n=1

1

(2n+ 1)!

(xs − x)2n

νn
dnqs
dtn

]

, (2.3)

mientras que el flujo de calor en x = 0 es

q(t) = qs +

∞∑

n=1

x2n−1
s

(2n− 1)!

1

νn
dnY

dtn
+

∞∑

n=1

x2ns
(2n)!

dnqs
dtn

. (2.4)

Consideremos que el sensor se encuentra ubicado en la superficie aislada de la placa, es decir

xs = L. Dado que allı́ qs = 0, las ecuaciones (2.3) y (2.4) se reducen a

T (L, t) = Y (t),

q(t) =
∞∑

n=1

L2n−1

(2n− 1)!

1

νn
dnY (t)

dtn
.

Para el análisis de estabilidad definiremos la norma ||Y ||∗ = max(0≤t≤tf )|Y (t)|. Una con-

dición necesaria para asegurar la estabilidad es que ||q1 − q2||∗ pueda hacerse arbitrariamente

pequeña eligiendo Y1 y Y2 de tal manera que ||Y1 − Y2||∗ sea suficientemente pequeña (Beck

et al., 1985). Sin embargo, esta condición no siempre puede ser cumplida. Consideremos el caso

excepcional donde Y2(t) = Y1(t) + β−1 cos(β2t), β > 0, siendo Y1(t) una función arbitraria.

Vemos que el término de error β−1 cos(β2t) puede hacerse suficientemente pequeño utilizando un

valor grande de β. Esto fuerza que Y1 y Y2 están arbitrariamente cerca en términos de la norma

previamente definida:

||Y1 − Y2||∗ = max
0≤t≤tf

∣
∣
∣
∣

1

β
cos(β2t)

∣
∣
∣
∣
=

1

β
.

Sin embargo, las soluciones q1 y q2 pueden no estar cerca entre sı́ en absoluto. La diferencia

entre q1 y q2 puede obtenerse siguiendo un análisis similar al expuesto por Beck et al. (1985),

quedando

q1 − q2 =
1

β
cosh

(
β√
2

)

cos

(
β√
2

)

,
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por lo tanto la diferencia en la norma considerada es

||q1 − q2||∗ ≥
1

β
cosh

(
β√
2

)

cos

(
β√
2

)

,

la cual deriva en (2β)−1 exp(2−1/2β) → ∞ cuando β → ∞. Esto quiere decir que, para el caso

especial considerado, diferencias arbitrariamente pequeñas en las temperaturas de entrada originan

diferencias arbitrariamente amplias en el flujo de calor superficial. En consecuencia, la solución

(2.4) es inestable frente a errores en los datos de entrada.

En la próxima sección se analizarán algunos conceptos y fundamentos matemáticos relacio-

nados a los problemas inversos lineales dado que su nivel de complejidad permite comprender

más fácilmente la esencia de los problemas inversos. Al final del capı́tulo se brindará una breve

observación teórica de los problemas inversos no lineales.

2.3. Modelo matemático del problema inverso

El estudio de los problemas inversos lineales comienza con la definición de un modelo ma-

temático para el problema directo. Sea A el mapeo directo, el cual definimos conceptualmente

como A(causa) = efecto. La buena colocación caracterı́stica de los problemas directos promueve

que A sea una función bien definida, unı́voca, y continua. Por otra parte, el problema inverso resul-

tará mal colocado si el mapeo A−1 no existe o no es continuo, lo cual implica el incumplimiento

de una o más de las tres condiciones de Hadamard (1902) para A−1.

Consideremos dos espacios de Hilbert X y W que denominaremos espacio modelo y espacio

de datos, respectivamente, y el mapeo directo previamente mencionado A : D(A) → W , donde

D(A) ⊂ X es el dominio de definición del operador lineal A. El modelo matemático general

del problema inverso lineal (Mueller y Siltanen, 2012; Vogel, 2002; Engl et al., 1996) puede ser

escrito como

b = Af + ε, (2.6)

donde b ∈ W representa las mediciones indirectas y f ∈ D(A) ⊂ X la cantidad de interés,

mientras que ε modela el error proveniente del ruido en las mediciones, el cual es inevitable en

la práctica. Usualmente, se considera que ε es un error determinı́stico aunque desconocido, el

cual es concebido como una variable aleatoria. La única información relacionada al error es la

cota ||ε|| ≤ δ, siendo δ una constante positiva que depende de la precisión del instrumento y del

proceso de medición empleado. La figura 2.2 muestra una representación esquemática del mapeo

directo y de sus principales caracterı́sticas.
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En el estudio de los modelos matemáticos continuos de problemas inversos emergen una se-

rie de conceptos y definiciones fundamentales para analizar sus caracterı́sticas principales. Las

cuestiones relacionadas a la existencia, unicidad y dependencia continua con respecto a los datos

puede ser analizada de manera directa recurriendo a conceptos de análisis funcional aplicado a

los espacios de Hilbert X y W , al operador A, y a la relación entre ellos, incluyendo el estudio

de la acotación y continuidad1 de A, el análisis de su compacidad2, y de los sub-espacios asocia-

dos3. En este sentido, por ejemplo, un operador lineal A : X → W para el cual Im(A) es de

dimensión finita, es compacto (Vogel, 2002; Engl et al., 1996; Mueller y Siltanen, 2012). En este

escenario, denominamos como K al operador lineal A para enfatizar su compacidad. A su vez,

cualquier operador compacto es acotado. En particular, los operadores matriciales son compactos

en virtud de estar definidos en espacios de dimensión finita. Es un hecho que prácticamente todos

los operadores integrales lineales que modelan el problema directo como los definidos por las ex-

presiones (2.7) y (2.8) son compactos, y que en tal caso, son acotados y continuos. En términos

fı́sicos, un operador lineal compacto K genera un potente efecto de suavizado (Engl et al., 1996),

es decir que K amortigua las componentes de alta frecuencia presentes en f de manera que Kf es

sustancialmente más suave que f .

Consideremos ahora el operador compacto K que actúa entre los espacios de Hilbert de dimen-

sión infinita X y W . Si Im(K) es también infinita, entonces la expresión b = Kf se encuentra mal

colocada. De esta manera, se produce la violación de las condiciones de acotación y continuidad de

la inversa K−1 y, por ende, de las condiciones de Hadamard (1902). Entonces, el amortiguamiento

mencionado previamente de las componentes de alta frecuencia no tiene lugar en los problemas

inversos mal colocados, como se pudo observar al final de la sección 2.2.2.

Existe una estrecha relación entre algunas de las caracterı́sticas previamente mencionadas y

los conceptos de solución de mı́nimos cuadrados, solución de mı́nimos cuadrados de norma mı́ni-

ma, inversa generalizada de Moore-Penrose, ecuaciones normales, y sistemas singulares. El tra-

tamiento detallado de estos conceptos y su interrelación en problemas continuos, la cual puede

encontrarse en varios trabajos bibliográficos (Mueller y Siltanen, 2012; Vogel, 2002; Engl et al.,

1996), se encuentra fuera de los objetivos de esta Tesis. No obstante, a continuación se presenta

una breve reseña de los mismos que resulta útil en el contexto de problemas inversos discretos.

1Un mapeo lineal A desde un espacio normado X hacia otro espacio normado W es acotado si existe un c ≥ 0 tal

que ||Ax|| ≤ c||x||, para todo x ∈ X . La norma de este mapeo lineal acotado se define como ||A|| = sup||x||=1 ||Ax||.
A su vez, la acotación implica continuidad.

2Un operador K : D(K) ⊂ X → W es compacto si y sólo si para cada secuencia acotada {xn} en D(K), {Kxn}
posee una sub-secuencia convergente. Otra forma de indicar esto es decir que el operador K es compacto si y sólo si la

imagen de cualquier conjunto acotado es un conjunto relativamente compacto (es decir, la clausura de tal imagen es un

sub-conjunto compacto de W ).
3En particular se analiza la dimensión del espacio imagen Im(A) y la trivialidad del espacio nulo Null(A). En

problemas bien colocados, se cumple que Im(A) es de dimensión finita y que Null(A) = {0}. En tal caso, el operador

A−1 existe y es lineal.
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2.3.2. Planteo discreto

Una manera práctica y eficiente de resolver un problema modelado según la ecuación conti-

nua (2.6) es mediante el planteo de una aproximación discreta, la cual puede conseguirse a través

de métodos numéricos o computacionales (Mueller y Siltanen, 2012). En este contexto, podemos

suponer que las mediciones b provienen de un proceso de medición que provee valores discretos,

los cuales son agrupados en el vector b ∈ R
p. En consecuencia, debemos introducir una aproxi-

mación de dimensión finita para la función f como f ∈ R
n. El modelo discreto de la expresión

(2.6) puede expresarse como

b = Af + e, (2.9)

donde el operador A es aproximado con una matriz A ∈ R
p×n y e ∈ R

p es el vector de errores

aleatorios. El cumplimiento de las condiciones de Hadamard (1902) en el caso discreto puede

analizarse estudiando directamente la matriz A. Por ejemplo, la no unicidad de la solución es

una caracterı́stica de los problemas de rango deficiente4 dado que, en tal caso, la matriz A posee

un espacio nulo5 no trivial (Aster et al., 2018). Por su parte, la inestabilidad de la solución está

relacionada al mal condicionamiento de la matriz A (más adelante se expondrán mayores detalles

de esta aseveración).

Una forma práctica de analizar problemas de rango deficiente es mediante la descomposición

en valores singulares (o SVD, por sus siglas en inglés) de A. Los fundamentos matemáticos que

permiten hallar esta descomposición discreta derivan de la expansión en valores singulares (o

SVE, por sus siglas en inglés) aplicada a la ecuación continua (2.6) (Mueller y Siltanen, 2012;

Engl et al., 1996; Vogel, 2002). Se define la SVD de A como

A = UDVT, (2.10)

donde U ∈ R
p×p y V ∈ R

n×n son matrices ortogonales y D ∈ R
p×n es una matriz diagonal

cuyos elementos denotamos como dj . Denotando como Ip y In a las matrices identidad de tamaños

p× p y n× n respectivamente, la ortogonalidad de las matrices U y V se define como

UTU = UUT = Ip, y VTV = VVT = In, (2.11)

A su vez, se definen los vectores singulares uj y vj . uj representa las columnas de U, y constitu-

4Siendo A una matriz de p×n, se define la imagen Im(A) como el conjunto de los vectores b tales que la ecuación

Af = b tenga al menos una solución. El espacio en columnas o rango de A, denotado como Rank(A), corresponde a

la dimensión de la imagen de A, es decir: Rank(A) = dim(Im(A)). En otras palabras, el espacio en columnas es el

conjunto de vectores b que pueden ser escritos como una combinación lineal de las columnas de A. Los problemas de

rango deficiente ocurren cuando Rank(A) < mı́n(p, n).
5El espacio nulo de A, denotado como Null(A), es el conjunto de los vectores x para los cuales Ax = 0.
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yen una base unitaria que genera el espacio de datos Rp; por otra parte, vj representa las columnas

de V, y constituyen una base unitaria que genera el espacio modelo R
n (Aster et al., 2018). Los

elementos diagonales dj , conocidos como valores singulares de A, son no negativos y se encuen-

tran en orden decreciente:

d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dmı́n(p,n) ≥ 0,

donde se observa que todos o algunos de los valores dj pueden ser cero. Se denomina sistema

singular a la triada formada por el conjunto {uj , dj ,vj}, cuyos elementos cumplen las ecuaciones

Avj = djuj , (2.12a)

ATuj = djvj , (2.12b)

que muestran la relación entre los vectores y valores singulares de A.

Soluciones de mı́nimos cuadrados, norma mı́nima y matriz inversa generalizada

Consideremos el sistema de ecuaciones inconsistente Af = b, en el que A ∈ R
p×n (p > n)

posee rango completo en columnas. Denotaremos este caso como “caso C1”. Si bien no existe so-

lución para dicho sistema, puede resultar útil hallar una solución aproximada. Una medida natural

de la calidad de tal aproximación es la norma-2 de la diferencia entre Af y b. Se define, entonces,

la solución de mı́nimos cuadrados de A como la expresión

mı́n
f∈Rn

||Af − b||2 = mı́n
f∈Rn

{(Af − b)T(Af − b)}, (2.13)

que minimiza la suma del cuadrado de los residuos. Denotaremos como f∗ ∈ X a la solución

de mı́nimos cuadrados de Af = b si ||Af∗ − b||2 = ı́nf{||Ag − b||2 /g ∈ X} (Engl et al.,

1996). En la práctica, f∗ puede ser obtenida proyectando b en el espacio Im(A) (Aster et al.,

2018), dado que b no pertenece a tal espacio. Se demuestra que de dicha proyección surge que

AT(Af∗ − b) = 0, más comúnmente expresada con el sistema de ecuaciones

(ATA)f∗ = ATb, (2.14)

al cual nos referimos como el conjunto de ecuaciones normales para el problema de mı́nimos

cuadrados. De hecho, existe una solución cerrada que puede obtenerse de este conjunto haciendo

f∗ = (ATA)−1ATb, dado que partimos de la hipótesis que A posee rango completo en columnas,
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con lo cual la matriz (ATA)−1 existe.

Sin embargo, pueden ocurrir dos casos adicionales denotados como C2 y C3: caso C2) que

A sea una matriz “gruesa” (p < n) con rango completo en filas; y caso C3) que A sea de rango

deficiente. En ambos casos, la inversa de ATA que aparece en las ecuaciones normales (2.14)

no existe. No obstante, aún es posible computar una solución para el sistema Af = b, la cual

denominaremos como f †. Para ello, introducimos el siguiente concepto complementario: “ f † ∈ X

es denominada solución de mı́nimos cuadrados de norma mı́nima de Af = b si ||f †||2 =

ı́nf{||g∗||2} tal que g∗ sea una solución de mı́nimos cuadrados de Af = b” (Engl et al., 1996).

La solución de mı́nimos cuadrados de norma mı́nima, también conocida como la mejor solución

aproximada de Af = b, está dada por

f † = A†b, (2.15)

donde A† es la matriz inversa generalizada o pseudo-inversa de Moore-Penrose de A, que resulta

ser el operador solución del mapeo de b hacia la mejor solución aproximada de Af = b. Una de

las propiedades más destacables de la matriz inversa generalizada A† es que siempre existe, y por

lo tanto también la solución aproximada f † (Aster et al., 2018). Para cada uno de los casos C1-C3

ocurre que:

C1: De la expresión (2.14) se comprueba que A† = (ATA)−1AT (matriz pseudo-inversa

derecha), con lo cual la solución de mı́nimos cuadrados coincide con la solución de norma

mı́nima, f † ≡ f∗.

C2: Se comprueba que f † = AT(AAT)−1b, donde A† = AT(AAT)−1 (matriz pseudo-

inversa izquierda), con lo cual f † es una solución de mı́nimos cuadrados cuya norma es

mı́nima.

C3: f † provee una solución que minimiza simultáneamente las normas ||Af − b||2 y ||f ||2.

En la práctica, el cómputo de la matriz inversa generalizada se realiza mediante la descom-

posición SVD de A. Operando algebraicamente, se demuestra que la solución al problema de

estimación de f está dado por la expresión

f † = A†b = VD†UTb =
z∑

j=1

uT
j b

dj
vj , (2.16)
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donde

D† =


















1/d1 0 · · · 0 · · · 0

0 1/d2
...

...
. . .

1/dz
...

. . .
...

0 · · · · · · 0


















∈ R
n×p,

siendo z el ı́ndice más grande para el cual su correspondiente valor singular es no nulo:

z = máx{j | 1 ≤ j ≤ mı́n
(p,n)

, dj > 0}.

La inestabilidad de la solución obtenida mediante el cómputo de la matriz inversa generaliza-

da puede analizarse examinando los valores singulares de A: si entre ellos existen algunos muy

pequeños, la solución se torna extremadamente sensible frente a la presencia de ruido en el vec-

tor de datos b. En la expresión (2.16) observamos que si dj → 0, la matriz diagonal inversa D†

contiene números de punto flotante de tamaños muy diversos, lo cual lleva a una amplificación

incontrolable de los errores de truncamiento (Mueller y Siltanen, 2012; Aster et al., 2018). Una

manera de cuantificar el grado de inestabilidad es mediante el número de condición Cond(A) de

la matriz A, definido como

Cond(A) :=
d1
dz

, (2.17)

siendo válida esta expresión cuando A es de rango completo. En caso que A sea de rango defi-

ciente, el número de condición es efectivamente infinito (Aster et al., 2018).

Descomposición SVD truncada

Una manera de mitigar la inestabilidad numérica dada por la presencia de valores singulares de

A muy próximos a cero, es utilizando la descomposición en valores singulares truncada, o TSVD

por sus siglas en inglés. Entonces, para cualquier α > 0 se define la TSVD como A
†
α = VD

†
αU

T,
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donde

D†
α =


















1/d1 0 · · · 0 · · · 0

0 1/d2
...

...
. . .

1/dzα
...

. . .
...

0 · · · · · · 0


















∈ R
n×p, (2.18)

siendo

zα = mı́n{r,máx{j|1 ≤ j ≤ mı́n
(p,n)

, dj > α}},

es decir que el ı́ndice zα será a lo sumo igual a r. En consecuencia, se puede definir la función de

reconstrucción f
†
α mediante la fórmula

f †α = VD†
αU

Tb =

zα∑

i=1

uT
i b

di
vi. (2.19)

La eliminación de vectores del espacio modelo asociados con valores singulares muy pequeños

induce mayor estabilidad en la solución. Sin embargo, esta ganancia se produce a expensas de

reducir la dimensión del sub-espacio de R
n donde yace la solución (Aster et al., 2018).

Los métodos presentados pueden ser empleados para analizar cualquier problema inverso. Sin

embargo, existen algunas estrategias de análisis particularmente útiles para el problema térmico

inverso discreto, la mayorı́a de las cuales fueron planteadas y exhaustivamente desarrolladas por

Beck et al. (1985). A continuación se brindará una breve reseña de ellas.

2.4. Detalles del modelo matemático en problemas térmicos

En el ámbito de transferencia de calor, la aplicación del teorema de Duhamel (Beck et al.,

1985) permite hallar soluciones aproximadas en el caso de problemas lineales (es decir, con

parámetros termo-fı́sicos independientes de la temperatura). La forma matemática de tales solu-

ciones responde a una ecuación integral de convolución de Volterra del primer tipo (Lamm, 1995).

En la publicación de Tourn et al. (2021b), reproducida en el anexo B, los autores verifican la se-

mejanza de las expresiones derivadas mediante el uso de métodos numéricos para la resolución

del IHCP con aquellas que se muestran a continuación.
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2.4.1. Teorema de Duhamel

El teorema de Duhamel es consecuencia del principio de superposición, siendo solamente

válido para casos lineales. El teorema emplea una solución tipo “bloque de construcción” (Beck

et al., 1985) la cual se utiliza junto al principio de superposición para obtener la temperatura

en cualquier ubicación e instante de tiempo. Una de tales soluciones, φ(xs, t), corresponde al

incremento de temperatura en el punto xs de un cuerpo debido al flujo de calor tipo Heaviside

dado por

q(t) =







0 para t < 0

1 para t > 0,

asumiendo que las propiedades termo-fı́sicas del cuerpo en cuestión son independientes de la

temperatura. En relación al problema de transferencia de calor en un placa de espesor L como

el presentado al inicio de la sección 2.2 (problema PD1), φ(x, t) coincide con la solución exacta

(2.2) considerando qc = 0 para t < 0 y qc = 1 para t > 0.

Consideremos que el flujo superficial qc que actúa sobre la cara izquierda de la placa es ahora

un flujo dependiente del tiempo q(t). La función que representa dicho flujo es aproximada me-

diante una discretización del dominio temporal en M intervalos definidos por los instantes de

tiempo τ1, τ2, · · · , τM (ver figura 2.3). Los flujos de calor correspondientes a cada intervalo son

q1, q2, · · · , qM . Utilizando el principio de superposición, y operando algebraicamente (Beck et al.,

1985) en el lı́mite cuando ∆t → 0, se llega a la siguiente expresión del teorema de Duhamel:

T (xs, t) = T0 +

∫ t

0

∂φ(xs, t− τ)

∂t
q(τ) dτ, (2.20)

en la que se aprecia la convolución entre las dos funciones del integrando dada la dependencia de

una con respecto a t − τ y la otra con τ . Teniendo en cuenta lo mencionado en la sección 2.3,

podemos reescribir la ecuación (2.20) como

(Af)(xs, t) ≡
∫ t

0

∂φ(xs, t− τ)

∂t
q(τ) dτ = T (xs, t)− T0 ≡ b,

la cual tiene la misma forma que la ecuación (2.8) definida en la sección 2.3.1, con un núcleo

de convolución K(xs, t − τ) = ∂φ(xs, t− τ)/∂t. El problema de estimar q(t) es, entonces, un

problema mal condicionado de de-convolución (Vogel, 2002; Beck et al., 1985). El mal condicio-

namiento en este caso está relacionado al hecho de que A−1 es no acotado siempre que el rango

de A no sea cerrado (Lamm, 1995).
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Hansen, 2005).

La expresión (2.21) no sólo representa la forma discreta de la ecuación de Duhamel, sino que

también la ecuación lineal que se obtendrı́a al utilizar formulaciones numéricas de diferencias o

elementos finitos para resolver el problema térmico transiente (Beck et al., 1985). Esto implica

que los algoritmos de resolución del IHCP serán independientes de la aproximación numérica

empleada para resolver dicho problema transiente.

2.4.3. Coeficientes de sensibilidad

Las componentes de la matriz X corresponden a la derivada primera de la temperatura respecto

al flujo de calor, es decir

Xij ≡ Xj(Θi) =
∂Θi

∂qj
=







∆φi−j , i > j

0, i < j.

(2.23)

las cuales son también identificadas como coeficientes de sensibilidad. Se aprecia que dichas can-

tidades son cero para los casos donde j > i, indicando ası́ que la temperatura Θi en el i-ésimo

instante de tiempo es independiente de componentes de flujo de calor qj futuras, lo cual rubrica el

razonamiento lógico. El trabajo de Tourn et al. (2021b), reproducido en el anexo B, pone de ma-

nifiesto que el empleo del método de elementos finitos para discretizar las ecuaciones de gobierno

del problema térmico transiente conduce a un idéntico resultado al computar la matriz de sensibi-

lidad. De esta manera, resulta evidente que el abordaje del problema en cuestión desde distintos

enfoques (teorema de Duhamel o por métodos numéricos) resulta indistinto.

El estudio de los coeficientes de sensibilidad permite comprender e identificar caracterı́sticas

particulares de un proceso de transferencia de calor. Por ejemplo, si los coeficientes son muy

pequeños o están muy correlacionados, el problema de estimación resulta muy difı́cil de resolver

y muy sensible a errores en las mediciones (Beck et al., 1985; Beck y Woodbury, 2016). En este

contexto, el determinante de la matriz XTX es próximo a cero, lo cual indica que XTX es casi-

singular. Si bien dicha matriz serı́a numéricamente invertible, el resultado de tal operación no

resulta fiable debido a la extrema sensibilidad con respecto a pequeñas perturbaciones (Ozisik,

2000; Beck et al., 1985).

Para hallar expresiones explı́citas de los coeficientes de sensibilidad, es necesario derivar tanto

la ecuación de gobierno (2.1a) como las de valores iniciales (2.1b) y (2.1c) y de contorno (2.1d) que

describen matemáticamente el problema térmico. Consideremos nuevamente el problema PD1,

pero con un flujo de calor qc compuesto por una sucesión de valores discretos q1, q2, · · · , qM .

Se deben derivar todas las ecuaciones del conjunto (2.1) con respecto a qj . Se demuestra (Beck
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punto interior s del dominio Ω, a la que nos referiremos como Y (t). Su equivalente discreto es

el vector Y = [Y1, Y2, · · · , Ym, · · · , YM ]T, que contiene las temperaturas medidas en los instan-

tes de tiempo t1, t2, · · · , tm, · · · , tM . De hecho, la historia Y (t) puede provenir no solo de una

medición real obtenida, por ejemplo, mediante la instalación de una termocupla en la ubicación s

(proceso que inherentemente conlleva ruido y errores), sino también de una simulación numéri-

ca. En tal caso, los datos generados son corrompidos artificialmente con ruido blanco para tener

en cuenta los errores inherentes al proceso de medición. Ya sea que los datos provengan de una

u otra fuente, supondremos que su desviación estándar σ es conocida. La figura 2.4 muestra las

caracterı́sticas principales del PI1.

El objetivo de las estrategias de cálculo inverso que se desarrollarán en el próximo capı́tulo es

proponer una estimación discreta aceptable q̂ del flujo de calor desconocido q tal que, al reempla-

zarla en el lado derecho de la expresión (2.1b), el campo de temperaturas originado T (xs, t; q̂(t))

(donde empleamos la notación T (· · · ; q̂(t)) para enfatizar el hecho que el campo de temperaturas

en el cuerpo es consecuencia del flujo de calor estimado q̂(t)) en la posición s cumpla la condición

(Ozisik, 2000)

|T (xs, t; q̂(t))− Y (t)| ≈ σ, (2.25)

para t ≥ 0, la cual establece una discrepancia aceptable entre las temperaturas medidas y calcu-

ladas para el nivel de ruido σ. En el marco de la aproximación numérica considerada, el cómputo

de las estimaciones q̂ se lleva a cabo mediante un proceso de minimización de un funcional de

mı́nimos cuadrados S (el cual provee una varianza mı́nima de las estimaciones en su norma co-

rrespondiente) como el definido por la expresión (2.13), el cual toma la forma

S(q̂) = ||Θ(q̂)−Y||2 = ||Xq̂−Y∗||2, (2.26)

donde se tuvo en cuenta la expresión (2.21) válida para el caso lineal, con Y∗ = Y − T01. Sin

embargo, la inestabilidad de dicha formulación obliga al desarrollo de técnicas de regularización

para mitigar tales efectos indeseables. En la próxima sección definiremos en mayor detalle el

concepto de regularización, incluyendo los aspectos teóricos principales y la implementación de

técnicas en problemas inversos discretos.

2.5. Regularización

Como mencionamos al principio de este capı́tulo, la regularización es la técnica empleada para

tratar el mal condicionamiento de los problemas inversos. La formulación elemental del problema

inverso relacionada a las mediciones indirectas (2.6) puede enunciarse como: “Dadas las medi-
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1996). En dicha estrategia, la regularización es llevada a cabo de manera implı́cita solamente me-

diante la aproximación de dimensión finita, la cual se materializa por la discretización adoptada

(por ejemplo, mediante el método de diferencias finitas o elementos finitos). Sin embargo, resulta

necesario incorporar estrategias de regularización adicionales no sólo con el fin de estabilizar el

algoritmo numérico, sino también para permitir el uso de sub-espacios más grandes en la discre-

tización. Dichas estrategias son implementaciones para los casos discretos de dimensión finita de

las técnicas desarrolladas para los modelos continuos de dimensión infinita.

En sus trabajos pioneros, Tikhonov y Arsenin (1977) y Phillips (1962) desarrollaron indepen-

dientemente una estrategia de regularización que consiste en la incorporación de supuestos acerca

del tamaño o la suavidad de la solución deseada mediante el uso de la norma ||f ||2 (Hansen, 2005).

De esta manera, el método desarrollado, denominado regularización de Tikhonov-Phillips, o sim-

plemente regularización de Tikhonov, puede escribirse como

f̂α = arg mı́n
f∈Rn

{||Af − b||2 + α||f ||2}, (2.27)

donde se aprecia que la función de mı́nimos cuadrados ||Af − b||2 ha sido aumentada por el

término de penalidad α||f ||2, con lo cual esta estrategia puede interpretarse como un compromiso

entre minimizar la norma del residuo manteniendo pequeña la norma-L2 de fα, con el fin de asegu-

rar la estabilidad. A su vez, la expresión (2.27) puede adoptar la siguientes dos formas alternativas:

(ATA+ αI)f̂α = ATb, (2.28a)

f̂α = arg mı́n
f∈Rn

{∥
∥
∥
∥
∥




A

√
αI



 f −




b

0





∥
∥
∥
∥
∥

2}

(2.28b)

siendo la (2.28a) la forma regularizada de las ecuaciones normales (2.14) y (2.28b) la denominada

forma apilada de la expresión (2.27), en la que definimos Ã = [A
√
αI]T y b̃ = [b 0]T. En

esta última expresión alternativa, podemos observar que las últimas n columnas de la matriz Ã son

linealmente independientes, por lo cual la expresión (2.28b) constituye un problema de mı́nimos

cuadrados de rango completo que puede resolverse por el método de ecuaciones normales (Aster

et al., 2018), cuyo resultado es la expresión (2.28a).

Además de las formas alternativas (2.28) de la expresión (2.27), existen otras estrategias de

regularización en el contexto discreto. Todas ellas pueden clasificarse en cuatro categorı́as (Vogel,

2002; Beck et al., 1985) de regularización: i) por filtrado; ii) por métodos variacionales; iii) por

métodos iterativos; y iv) por pasos de tiempo futuros.
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2.6.1. Regularización por filtrado

El concepto de filtrado se origina en el análisis de la solución que se obtiene mediante el

cómputo de la matriz pseudo-inversa de A. En la sección 2.3.2 se mostró que podı́an surgir ines-

tabilidades en el cálculo de esta matriz debido a la división por valores singulares muy pequeños,

generando que su número de condición se vuelva muy grande. Una forma de mitigar este incon-

veniente implica modificar los d−1
i de la matriz D† multiplicándolos por una función filtro de

regularización wα(d
2) para la cual el producto wα(d

2)d−1
i → 0 cuando d → 0. El subı́ndice

α refiere a que el filtro es función del parámetro de regularización. La finalidad del filtro es de-

jar de lado las componentes singulares de A†b correspondientes a valores singulares pequeños y

alcanzar una aproximación f
†
α a la solución real con una representación

f †α = wα(d
2
i )VD†UTb =

n∑

i=1

wα(d
2
i )

di
(uT

i b)vi. (2.29)

Para obtener algún grado de exactitud, se deben retener las componentes singulares correspon-

dientes a valores singulares grandes, lo cual se alcanza tomando wα(d
2) ≈ 1 para valores grandes

de d2.

Filtro TSVD

Un ejemplo de función filtro que cumple las caracterı́sticas mencionadas al final del párrafo

anterior es

wα(d
2) =







1 si d2 > α,

0 si d2 ≤ α,

(2.30)

con el cual la aproximación (2.29) toma ahora la forma

f †α =
∑

d2i>α

d−1
i (uT

i b)vi, (2.31)

que resulta idéntica a la solución f
†
α obtenida en (2.19). Es decir que la técnica de descomposición

TSVD puede interpretarse como un método de filtrado donde el parámetro α se elige arbitraria-

mente.
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Filtro de Tikhonov

Por su parte, el método de Tikhonov y Arsenin (1977) permite escribir una expresión particular

de filtro dada por

wα(d
2) =

d2

d2 + α
, (2.32)

con lo cual la correspondiente versión regularizada de (2.29) resulta

f †α =
z∑

i=1

di
d2i + α

(uT
i b)vi. (2.33)

Luego, si introducimos en (2.33) la descomposición SVD de A empleando las expresiones

(2.12), obtenemos la expresión de la forma alternativa (2.28a).

Por último, cabe mencionar que el sistema de ecuaciones normales (2.28a) puede generalizarse

(Mueller y Siltanen, 2012) haciendo

f †α = (ATA+ αLTL)−1ATb, (2.34)

donde L es un matriz de diferenciación discreta cuya definición permite incorporar información

de las derivadas del vector de incógnitas.

2.6.2. Regularización por métodos variacionales

Cuando se trata de sistemas mal condicionados de gran tamaño, resulta poco práctico imple-

mentar un esquema de regularización por filtrado dado que se requiere la descomposición SVD

del operador matricial A. Sin embargo, la expresión (2.27) puede computarse por métodos va-

riacionales. Por ejemplo, sea el funcional cuadrático Qα : R
n → R definido como Qα(f) =

‖Af−b‖2+α‖f‖2. Se demuestra que Qα tiene un mı́nimo único para α > 0 (Mueller y Siltanen,

2012), el cual está dado por la forma variacional

〈

(ATA+ αI)f̂α −ATb,w
〉

= 0, (2.35)

donde 〈·, ·〉 representa el producto interno, y w es un vector arbitrario en R
n. Debido a esta última

aseveración, necesariamente debe ocurrir

(ATA+ αI)f̂α = ATb, (2.36)

que es idéntica a la expresión alternativa (2.28a).
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Vogel (2002) menciona que el empleo de métodos variacionales puede contar con otras venta-

jas: por ejemplo, es posible incluir restricciones de distinta naturaleza en función de la información

disponible a priori con la que se cuente, implementando un algoritmo de optimización con res-

tricciones. Por otro lado, permite utilizar otro tipo de funciones de penalidad tal como la función

discreta de variación total (TV, por sus siglas en inglés) o la penalidad lasso (Aster et al., 2018).

Penalización por variación total

El uso de la penalización TV ha sido ampliamente discutida y estudiada en relación a otros

ámbitos de aplicación de problemas inversos tales como reconstrucción de imágenes y análisis de

señales, entre otros. Sin embargo, no ha sido previamente empleada en la estimación de flujos de

calor superficial en el contexto de IHCP lineales. El anexo B contiene la transcripción completa de

la publicación de Tourn et al. (2021b), en la que los autores implementaron dicha estrategia en el

contexto mencionado con el fin de explotar las posibilidades que ofrece para reconstruir funciones

discontinuas de flujos de calor, los cuales son extremadamente difı́ciles de capturar utilizando

penalizantes tradicionales. De hecho, el problema de reconstrucción de funciones de flujos de

calor con formas discontinuas tipo escalera constituye un problema de referencia tı́pico para la

evaluación del desempeño de los métodos inversos propuestos.

En el caso unidimensional, si f es una función de valores reales definida en el intervalo [a, b],

la variación total de f , denotada como TV(f), se define como

TV(f) = sup
M∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|,

donde el supremo es sobre todas las particiones a = x0 < x1 < · · · < xk = b de [a, b]. Nótese que

si f es continua a trozos con un número finito de discontinuidades de salto, entonces la variación

total es la suma de las magnitudes de los saltos. Si f es diferenciable, haciendo ∆xi = xi − xi−1,

queda

TV(f) = sup
M∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|
|xi − xi−1|

|xi − xi−1|,

y tomando lı́mite cuando ∆xi → 0 resulta en

TV(f) =

∫ b

a
|f ′(x)|dx.
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La expresión de la función a minimizar en el contexto discreto, entonces, adquiere la forma

Sα(f) = ‖Af − b‖2 + αTV(f),

donde TV(f) =
∑M

i=2∆xi

√
{
[f(xi)− f(xi−1)]/∆xi

}2
+ ω es una aproximación dimensional-

mente finita y diferenciable de la penalidad de variación total, y cuya suavidad es controlada por

el parámetro ω > 0. Restringiendo de esta forma el funcional de mı́nimos cuadrados se espera que

la solución tenga menos oscilaciones y adopte una forma tipo escalera.

Los detalles de la implementación de la estrategia de regularización mediante la penalización

TV para un problema inverso de conducción de calor lineal unidimensional, ası́ como los resul-

tados de su aplicación en varios casos de estudio donde también se implementó la estrategia de

Tikhonov y Arsenin (1977), son discutidos por Tourn et al. (2021b). La transcripción completa de

tal publicación puede encontrarse en el anexo B.

2.6.3. Regularización por métodos iterativos

Sea el siguiente funcional de mı́nimos cuadrados S(f) = 1
2‖Af − b‖2, cuyo gradiente es

∇S(f) = AT(Af − b). Los métodos iterativos con búsqueda lineal se basan en la definición de

dos elementos: i) una dirección de búsqueda p(k), y ii) una longitud ϕ a lo largo de tal dirección

para la cual el valor de la función en la nueva iteración sea inferior al valor previo. El esquema

iterativo viene dado por la expresión

f (k+1) = f (k) + ϕp(k), k = 0, 1, · · · ,

con la cual debe cumplirse que S(f (k+1)) < S(f (k)). La dirección de búsqueda debe ser tal que en

cada iteración se cumpla la propiedad de descenso ∇S(f (k))Tp(k) < 0. Por ejemplo, el método

de descenso más pronunciado emplea la dirección opuesta al gradiente p(k) = −∇S(f (k)), la cual

resulta intuitiva. Sin embargo, la tasa de convergencia de este método es, en general, extrema-

damente lenta. Por otra parte, la elección del paso de búsqueda puede llevarse a cabo resolvien-

do el problema de minimización unidimensional mı́nϕ S(f (k) + ϕ∇p(k)). Si bien la resolución

exacta de tal problema permite extraer el máximo beneficio de la dirección elegida, puede ser

costosa de computar. Es por ello que habitualmente se recurren a métodos inexactos (Nocedal

y Wright, 2006). En otros casos, el parámetro ϕ es constante durante todo el proceso iterativo.

Tal es el caso del método de Landweber, en el que se adopta un valor fijo ϕ dentro del intervalo

0 < ϕ < 1/||A||2 (Vogel, 2002).

Una propiedad destacable de los métodos iterativos queda de manifiesto al graficar la norma
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del error de la solución respecto al contador de iteraciones k. Se encuentra que el número de

iteraciones adopta el papel del parámetro de regularización. Valores muy pequeños de k dan lugar

a soluciones muy suavizadas, mientras que valores de k muy grandes dan lugar a reconstrucciones

altamente oscilatorias.

El desarrollo de métodos iterativos se produjo ante la necesidad de encontrar alternativas cuan-

do la matriz A se torna excesivamente grande, haciendo prohibitiva la aplicación de métodos

tradicionales basados en la descomposición SVD (Aster et al., 2018).

Entre los métodos más ampliamente desarrollados y estudiados (Aster et al., 2018; Ozisik,

2000; Mueller y Siltanen, 2012; Vogel, 2002; Colaço et al., 2006) se encuentran los métodos de

Landweber, gradiente conjugado, descenso más pronunciado, Newton-Raphson, cuasi-Newton,

entre otros, los cuales se caracterizan por la selección de la dirección de descenso adoptada.

2.6.4. Regularización por pasos de tiempo futuros

Esta estrategia fue propuesta por Beck et al. (1985), y los fundamentos matemáticos dados por

Lamm (1995). Si bien esta técnica emerge del análisis discreto de problemas térmicos inversos,

puede aplicarse a otros casos fuera del contexto de problemas de transferencia de calor. En el

próximo capı́tulo desarrollaremos en detalle esta técnica.

2.7. Problemas inversos no lineales

Los problemas inversos no lineales presentan un grado de dificultad muy superior en compa-

ración con los lineales. Las técnicas desarrolladas para estos últimos relacionadas al estudio del

cumplimiento de las condiciones de Hadamard (1902) no son suficientes, o ni siquiera aplicables,

a los casos no lineales. El estudio de las técnicas matemáticas especı́ficas para llevar a cabo dicho

análisis se encuentra fuera del alcance de esta Tesis, por lo cual sólo se mencionarán los aspectos

más relevantes de manera cualitativa. Por ejemplo, una estrategia posible consiste en asumir una

linearización local de un problema no lineal en las inmediaciones de un entorno elegido (cuya

elección implica en sı́ mismo un problema complementario), y luego aplicar las técnicas ya co-

nocidas para el caso lineal en dicho entorno. En algunos casos, esta aproximación dará lugar a

resultados útiles (Mueller y Siltanen, 2012), aunque en presencia de problemas fuertemente no

lineales, dicho enfoque no será suficiente.

En concordancia con los términos empleados en la definición del modelo lineal, el modelo no

lineal puede escribirse similarmente como

b = A(f) + ε,
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de regularización. A su vez, se mostraron las particularidades del problema térmico inverso de con-

ducción de calor de estimación de flujos de calor superficiales a partir de mediciones en un punto

interior del dominio, estudiando las dificultades en la búsqueda de una solución estable. Luego,

recurrimos a aproximaciones numéricas que permitieron brindar más detalles de los problemas

térmicos. A su vez, se hizo referencia en diferentes oportunidades a la publicación de Tourn et al.

(2021b) reproducida en el anexo B. Allı́ se propuso el empleo de la estrategia de regularización

de variación total en un IHCP, la cual constituye uno de los principales aportes cientı́ficos deriva-

dos de esta Tesis. Se demostró la efectividad de dicha técnica (inexplorada hasta el momento en

el ámbito de problemas térmicos inversos) para reconstruir flujos de calor superficiales de forma

arbitraria, pero particularmente aquellos que presentan discontinuidades de salto finito, los cuales

representan un problema de referencia tı́pico en el contexto descrito.
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Capı́tulo 3

Implementación de un método inverso

secuencial

3.1. Introducción

Los métodos de resolución de problemas térmicos inversos son clasificados habitualmente en

base al dominio temporal empleado. Dicha clasificación define métodos de dominio completo y

secuenciales (Beck et al., 1985). Para explicar la distinción entre una y otra categorı́a, considere-

mos el problema PI1 presentado en el capı́tulo anterior. El objetivo es la determinación del flujo

de calor (incógnita) en la superficie externa del cuerpo partiendo de una historia discreta de tem-

peraturas Y conocida en el punto interno s. La caracterı́stica distintiva de los métodos de dominio

completo es la obtención simultánea de todas las incógnitas en cada instante del dominio temporal

discretizado conociendo todas las mediciones de temperaturas Ym a priori. En términos prácticos,

esta particularidad implica que la estimación de las incógnitas puede realizarse una vez que ha

concluido el experimento en el cual se registran los datos de temperatura Ym.

Los métodos secuenciales se diferencian de los métodos de dominio completo en la posibi-

lidad de estimar las incógnitas al mismo (o casi al mismo) tiempo en que las temperaturas están

siendo registradas en el experimento considerado. Esto es posible porque, en un instante de tiem-

po en particular, la formulación de estos métodos tiene en cuenta no sólo las temperaturas y las

estimaciones de flujo hasta dicho instante inclusive, sino que también tiene en cuenta una pequeña

cantidad de mediciones futuras de temperatura asociadas a instantes de tiempo futuros. En cada

paso de tiempo del algoritmo de resolución, sólo se toma en cuenta un dominio temporal reducido

en lugar del dominio temporal completo. Esta caracterı́stica posiciona a los métodos secuencia-

les como estrategias de cálculo adecuadas cuando se desea practicar alguna acción de control o

monitoreo en las condiciones de transferencia de calor incidentes sobre el cuerpo.

43
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Por su concepción, la metodologı́a de estimación secuencial cuenta con el potencial para ser

empleada como parte de una estrategia de control de un proceso industrial de transferencia de

calor dado que permite la estimación en tiempo (cuasi-) real de las incógnitas del problema. En

este sentido, el efecto que producen dichas incógnitas sobre el sistema en el que actúan en cada

paso de tiempo indicarı́a el grado de ajuste entre las condiciones requeridas y las condiciones

reales del sistema. Existen varios ejemplos disponibles en la literatura del empleo de estrategias

“en lı́nea” para el control de procesos industriales como enfriamiento y templado de aceros (Ali

et al., 2010; Borean et al., 2011; Aamir et al., 2014), procesos de mecanizado (Huang et al., 2018;

Norouzifard y Hamedi, 2014), predicción de espesores de capas fundidas en hornos metalúrgicos

(LeBreux et al., 2013), entre otros.

En este capı́tulo se mencionarán los aspectos más relevantes de la implementación de métodos

inversos secuenciales. En particular, se presentarán los métodos de Beck et al. (1985) y basados

en gradiente. Luego, se mostrará brevemente una implementación particular de un método perte-

neciente a la segunda categorı́a denominado “Método cuasi-Newton secuencial”, el cual da origen

a uno de los aportes cientı́ficos más relevantes de esta Tesis (Tourn et al., 2021c). La reproducción

completa de tal publicación, en la que se abordan los detalles de la implementación y los principa-

les resultados de su aplicación en problemas térmicos inversos en una y dos dimensiones, puede

hallarse en el anexo A.

3.2. Solución numérica del problema térmico

En esta Tesis se empleará una aproximación numérica del problema térmico transiente conti-

nuo por medio del método de elementos finitos (MEF). En esencia, el MEF (Lewis et al., 2004;

Zienkiewicz et al., 2005; Chandrupatla et al., 2002) considera que la región del espacio en la que se

busca la solución al problema fı́sico comprende una gran cantidad de pequeñas sub-regiones (ele-

mentos) interconectadas, originando una aproximación de las ecuaciones en derivadas parciales

que modelan el problema fı́sico, las cuales son reducidas a un sistema de ecuaciones algebraicas

que pueden o no ser lineales. Entonces, el proceso de discretización en elementos finitos reduce

el problema continuo (de dimensión infinita) a uno con un número finito de incógnitas en puntos

especı́ficos del dominio denominados nodos.

Sea el problema de conducción de calor unidimensional transiente planteado en una placa

infinitamente larga de espesor L, cuyas caracterı́sticas principales se muestran en la figura 3.1.

La configuración es similar a la del problema PD1, a excepción que la frontera izquierda de la

placa, en lugar de estar expuesta a un flujo de calor q(t), se encuentra expuesta a un medio cuya

temperatura es T∞. Tal situación puede ser modelada mediante una condición de borde mixta
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la malla y T(t) es el vector columna que almacena las temperaturas en cada nodo de la malla en

el instante de tiempo t. El proceso de interpolación de elementos finitos junto al procedimiento

Galerkin, el cual implica ponderar utilizando las funciones de forma en sı́ mismas, lleva a la forma

débil semi-discreta del problema PD1

CṪ+KT = Q, (3.2)

donde el punto encima de T indica derivada temporal, C y K son las matrices de capacitancia y

de conductividad respectivamente y Q el vector de cargas nodales, dados por

C =

∫ L

0
ρcNNT dx,

K =

∫ L

0
κ∇N∇NT dx

︸ ︷︷ ︸

≡Kκ

+h(t)N(0)N(0)T

︸ ︷︷ ︸

≡Kh

,

Q = h(t)T∞N(0),

donde Kκ y Kh son las contribuciones a la matriz de rigidez total K debidas a la conductividad κ

y al coeficiente de convección h(t), respectivamente.

La obtención de una ecuación completamente discreta se consigue luego del proceso de discre-

tización temporal. Usando la regla generalizada de punto medio en la expresión (3.2), se obtiene

el sistema de ecuaciones algebraicas

Cm+θ−1
Tm −Tm−1

∆t
+Km+θ−1[θTm + (1− θ)Tm−1] = Qm+θ−1, (3.4)

donde el subı́ndice m + θ − 1 denota evaluación al instante tm+θ−1 = θtm + (1 − θ)tm−1,

0 ≤ θ ≤ 1, ∆t = tm − tm−1 y θ es un parámetro que no sólo controla la estabilidad del esquema

de integración, sino también su precisión (Zienkiewicz et al., 2005).

Los esquemas más empleados son: i) Euler hacia adelante (θ = 0, completamente explı́cito y

con precisión de primer orden); ii) Euler hacia atrás (θ = 1 completamente implı́cito, con precisión

de primer orden); y iii) Crank-Nicolson (θ = 1/2, implı́cito, con precisión de segundo orden). Los

esquemas implı́citos (θ ≥ 1/2) son incondicionalmente estables. En lo que sigue adoptaremos el

método Euler hacia atrás, con lo que la ecuación (3.4) toma la forma:

R(Tm) ≡ C(Tm)
Tm −Tm−1

∆t
+K(Tm)Tm −Qm = 0, (3.5)

El método de resolución del sistema de ecuaciones (3.5) dependerá, en el caso considerado,
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de las propiedades termo-fı́sicas ρc y κ del cuerpo. Si estas son independientes de la temperatura,

las matrices C y K son constantes y el sistema de ecuaciones (3.5) resulta lineal. Su solución es

Tm =

(
C

∆t
+K

)−1(
C

∆t
Tm−1 +Qm

)

.

Ahora, si las propiedades ρc y κ son termo-dependientes, el problema térmico es no lineal,

y resulta necesario recurrir a esquemas iterativos para calcular las temperaturas a cada paso de

tiempo. Conocida la temperatura Tm−1 en el instante tm−1, se adopta T
(k)
m = Tm−1 como esti-

mación de la temperatura incógnita Tm al instante tm = tm−1 +∆t en la iteración inicial k = 0.

Usando el esquema iterativo de Newton-Raphson, el residuo R para la nueva estimación T(k+1)

es aproximado linealmente

R(T(k+1)
m ) = R(T(k)

m ) +
∂R

∂T

∣
∣
∣
∣
T

(k)
m

(

T(k+1)
m −T(k)

m

)

, (3.6)

donde ∂R/∂T se conoce como matriz tangente. La condición R(T
(k+1)
m ) = 0 define una ecua-

ción lineal con incógnita T
(k+1)
m . El proceso iterativo finaliza cuando ‖R(T

(k+1)
m )‖ es menor que

una tolerancia preestablecida.

En cualquiera de los dos casos mencionados, lineal o no lineal, tanto el vector de cargas no-

dales Q como la componente Kh de la matriz de rigidez deben modificarse para contemplar la

variación temporal del coeficiente de convección. En consecuencia, resulta necesario adoptar una

aproximación discreta adecuada de la función h(t). De manera similar a la discretización realizada

sobre el flujo de calor q(t) (ver la figura 2.3) que dio origen al vector q, las componentes discretas

del coeficiente de convección se almacenan en el vector h = [h1, h2, · · · , hm, · · · , hM ]T, con lo

cual

Qm ≡ h(tm)N(0) = hmN(0),

(Kh)m ≡ h(tm)N(0)N(0)T = hmN(0)N(0)T.

3.3. Método de Beck

Beck et al. (1985) desarrollaron el método secuencial de especificación de función (SFSM,

por sus siglas en inglés), el cual expondremos a continuación. A diferencia del problema PD1,

los coeficientes de sensibilidad del problema PD2 son dependientes de las incógnitas h, con lo

cual el problema inverso según el SFSM es no lineal, aún cuando las propiedades termo-fı́sicas

sean independientes de la temperatura. Una alternativa es calcular el coeficiente de convección de
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manera indirecta mediante el empleo de la ley de enfriamiento de Newton (Lienhard, 2011)

h(t) =
q(t)

T∞ − T (0, t)
, (3.8)

en la cual se emplean tanto el flujo de calor como la temperatura en la superficie expuesta. Por

lo tanto, el SFSM puede ser aplicado para estimar el flujo discreto q en lugar del coeficiente de

convección discreto h. A continuación expondremos el SFSM para la estimación inversa del flujo

de calor superficial q, y luego se dará una expresión discreta para el cálculo indirecto de h.

Previo al desarrollo del método, re-definiremos la expresión (2.21) de manera de contem-

plar r instantes de tiempo más allá de tM−1, hasta tM+r−1. Surgen, entonces, los vectores Θ =

[Θ1,Θ2, · · · ,ΘM−1,ΘM , · · · ,ΘM+r−1]
T y q = [q1, q2, · · · , qM−1, qM , · · · , qM+r−1]

T y la ma-

triz X como

X =
























∆φ0 0 0 · · · 0 · · · · · · 0

∆φ1 ∆φ0 0 · · · 0 · · · · · · 0

∆φ2 ∆φ1 ∆φ0 · · · 0 · · · · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...

∆φM−1 ∆φM−2 ∆φM−3 · · · ∆φ0 · · · · · · 0

∆φM ∆φM−1 ∆φM−2 · · · ∆φ1 ∆φ0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...

∆φM+r−2 ∆φM+r−3 ∆φM+r−4 · · · ∆φr−1 ∆φr−2 · · · ∆φ0
























. (3.9)

La hipótesis inicial del método es que el flujo de calor es conocido para t < tM−1. A partir de

aquı́, el procedimiento correspondiente al problema lineal está compuesto por los siguientes pasos

(Beck et al., 1985):

1. Definir un valor entero para el parámetro r ≪ Z (donde Z es el número total de instantes

de tiempo definidos por la discretización temporal elegida para el dominio t ∈ [t0, tf ]) y

asumir una forma funcional q(t) para el intervalo temporal [tM , tM+r−1];

2. Para los instantes de tiempo definidos en el paso previo, definir una función de suma de los

cuadrados de las diferencias entre las temperaturas medidas y calculadas;

3. Estimar las componentes del flujo de calor para la forma funcional elegida;

4. Retener solo la primera componente, q̂M ;

5. Calcular ĥM ;

6. Incrementar M en una unidad y repetir el procedimiento, hasta que M + r − 1 = Z.
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YM+r−1, viene dada por

S ≡
r∑

i=1

(YM+i−1 −ΘM+i−1)
2 =

r∑

i=1

(YM+i−1 − Θ̂M+i−1|q=0 − φiqM )2.

La minimización implica diferenciar la ecuación previa con respecto a qM , igualar a cero la

expresión resultante, y reemplazar qM por su estimación de acuerdo al paso 1, dando origen a la

ecuación

q̂M =

r∑

i=1

(YM+i−1 − Θ̂M+i−1|qM=···=0 − φiqM )

r∑

i=1

φ2
i

(3.10)

que corresponde al paso 3. Luego de retener sólo la primera componente de q̂M (paso 4), el cómpu-

to de la cantidad ĥM correspondiente (teniendo en cuenta la expresión (3.8)) se realiza según

ĥM =
q̂M

T∞ − 0.5[T̂ (0, tM ) + T̂ (0, tM−1)]
, (3.11)

donde T̂ (0, tj) representa la temperatura estimada en la superficie expuesta en el instante de tiem-

po j. La ecuaciones (3.10) y (3.11) proveen un algoritmo para ser empleado de manera secuencial

incrementando M en una unidad en cada paso de tiempo (paso 5).

La caracterı́stica principal del SFSM radica en su capacidad para reducir sustancialmente la

sensibilidad de la estimación frente de errores en las mediciones YM+1, · · · , YM+r−1 cuando se

emplean varias temperaturas futuras, es decir r > 1. En el caso lı́mite donde r ≫ 1, las soluciones

son amortiguadas en deması́a. En el caso lı́mite opuesto donde r = 1, la ecuación (3.10) coincide

con el método de Stolz Jr (1960), el cual no proporciona resultados útiles debido a su extrema

sensibilidad respecto a errores en las mediciones.

La capacidad para estabilizar la solución en función de la elección del parámetro r es inter-

pretada como una regularización propia de este método (Beck et al., 1985), siendo Lamm (1995)

quien realizara los aportes necesarios para demostrar matemáticamente dicha propiedad. A su vez,

Beck et al. (1985) demostró que aumentar la función de mı́nimos cuadrados mediante el agregado

de un término de regularización como en el caso de algoritmos de dominio temporal completo, no

conduce a un mejoramiento de la solución en términos de estabilidad frente al ruido.

Como observación final, mencionamos que el desarrollo del SFSM para el cálculo directo

de las componentes ĥM implica el empleo de una estrategia de linearización iterativa de Gauss-

Newton (Beck y Osman, 1989; Osman y Beck, 1990). Bajo este esquema, la expresión que permite
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calcular iterativamente la componente del coeficiente ĥM de convección viene dada por

ĥ
(k)
M = ĥ

(k−1)
M +

r∑

i=1

(
YM−i+1 − T̂

(k−1)
M+i−1

)
Φ
(k−1)
M+i−1

r∑

i=1

(
Φ
(k−1)
M+i−1

)2

, (3.12)

donde (k) corresponde a la iteración actual, Φ
(k−1)
M+i−1 es el coeficiente de sensibilidad no lineal

correspondiente a la iteración previa (k − 1) y T̂
(k−1)
M+i−1 es la temperatura también en la iteración

(k−1). La expresión (3.12) se resuelve iterativamente hasta que los cambios en ĥ
(k)
M sean menores

a una tolerancia preestablecida, tal como

∣
∣
∣
∣
∣

ĥ
(k)
M − ĥ

(k−1)
M

ĥ
(k)
M

∣
∣
∣
∣
∣
< 10−5.

En general, los resultados que provee el cómputo del coeficiente de convección bajo la expre-

sión (3.12) son muy similares a los obtenidos mediante el cómputo indirecto (3.11) (Beck et al.,

1985).

3.4. Método de gradiente conjugado secuencial

El método de gradiente conjugado, o CGM por sus siglas en inglés, es un método iterativo ori-

ginalmente concebido por Hestenes et al. (1952) para resolver sistemas de ecuaciones lineales de

la forma Af = b cuya matriz de coeficientes A sea positivo-definida. En tal caso, una definición

equivalente de dicho sistema es el planteo de la minimización

mı́n
f

1

2
fTAf − bTf ,

cuya resolución arroja el mismo resultado que la resolución del sistema Af = b. De esta manera,

el CGM resulta una estrategia válida tanto para resolver sistemas de ecuaciones lineales como

una técnica de minimización de funciones cuadráticas convexas. Por otra parte, el método puede

extenderse para considerar funcionales que no sean necesariamente cuadráticos, dando lugar al

método no lineal propuesto por Fletcher y Reeves (1964), y que se desarrollará más adelante.

En su empleo para la resolución de problemas inversos, el CGM puede ser implementado

tanto para abordar la resolución de problemas de dominio completo como problemas definidos

secuencialmente.

En esencia (Ozisik, 2000; Shewchuk et al., 1994; Nocedal y Wright, 2006), en cada iteración

del proceso se elige un paso de búsqueda adecuado a lo largo de una dirección de descenso con el
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fin de hallar el mı́nimo de una función objetivo. Dicha dirección es obtenida como una combina-

ción lineal de la dirección opuesta al gradiente en la iteración actual con la dirección de descenso

de la iteración previa. La combinación lineal es tal que el ángulo resultante entre las direcciones

mencionadas es menor a 90◦, asegurando ası́ la minimización de la función objetivo bajo ciertas

hipótesis. La selección de un criterio de parada adecuado con el cual ejecutar una detención pre-

matura del algoritmo es fundamental para obtener soluciones estables, otorgando ası́ al CGM la

caracterı́stica de proveer una regularización iterativa “incorporada” intrı́nsecamente en su formu-

lación (Alifanov, 1994; Engl et al., 1996; Ozisik, 2000). En otras palabras, el ı́ndice de iteración

adopta el rol del parámetro de regularización α y el criterio de parada corresponde a la regla de

selección del parámetro de regularización (Engl et al., 1996).

Uno de los principales inconvenientes en la implementación del CGM en problemas de mi-

nimización de funciones generales (no necesariamente lineales) es el cálculo del gradiente de la

función objetivo (Nocedal y Wright, 2006), o más precisamente, la matriz de sensibilidad del

problema inverso (Ozisik, 2000). En general, no es posible obtener una expresión cerrada pa-

ra computarla de manera directa, excepto en algunos problemas lineales particulares. De hecho,

una de las técnicas empleadas para su cálculo aproximado en cada paso del proceso iterativo es

mediante el método de diferencias finitas (Ozisik, 2000). La expresión correspondiente de los co-

eficientes de sensibilidad con respecto a qj , empleando un esquema de diferencias finitas hacia

adelante, es

Xij =
T (xs, ti; q1, q2, · · · , qj + ǫqj , · · · , qM )− Ti(xs, ti; q1, q2, · · · , qj , · · · , qM )

ǫqj
, (3.13)

donde ǫ es un parámetro que indica la perturbación en la dirección ǫqj . Tı́picamente, se emplea

un valor ǫ ≈ 10−5 o ǫ ≈ 10−6. Se puede advertir que el cálculo empleando la ecuación (3.13)

implica el cómputo de M soluciones adicionales del problema directo. Por lo tanto, la obtención

de la matriz de sensibilidad por este método es computacionalmente muy costosa.

Una formulación alternativa del CGM que evita el cómputo de la matriz de sensibilidad es

aquella que recurre a la definición de los problemas auxiliares adjunto y de sensibilidad (Ozisik,

2000; Alifanov, 1994), los cuales permiten obtener el gradiente de la función objetivo y el paso de

búsqueda. Esta metodologı́a alternativa implica definir una serie de pasos básicos, a saber:

1. Problema directo

2. Problema inverso

3. Función objetivo

4. Problema de sensibilidad

5. Problema adjunto
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6. Ecuación del gradiente

7. Proceso iterativo

8. Criterio de parada

9. Algoritmo computacional

3.4.1. CGM con problemas auxiliares adjunto y de sensibilidad

Consideremos los problemas directo PD2 y su inverso asociado PI2 presentados en la sección

3.2. El objetivo es la estimación del coeficiente de convección transiente dado por la función h(t)

a partir de una historia de temperaturas Y (t) conocida en la posición del sensor s. Se asume como

hipótesis básica que la función desconocida h(t) pertenece al espacio de Hilbert de las funciones

cuadrado-integrable L2(t0, tf ) en el dominio temporal t0 ≤ t ≤ tf (Ozisik, 2000; Alifanov,

1994). Habiendo definido los primeros dos pasos del método en la sección 3.2, procedemos con

los pasos subsiguientes.

Función objetivo

Se emplea un funcional de mı́nimos cuadrados entre las temperaturas calculada T (xs, t;h(t))

y medida Y (t), definido como

S(h(t)) =

∫ tf

t0

[T (xs, t;h(t))− Y (t)]2 dt. (3.14)

Problema de sensibilidad

Definimos la función de sensibilidad ∆T (x, t), que representa la solución del problema de

sensibilidad, como la derivada de la temperatura T (x, t) en la dirección de la perturbación de la

función desconocida.

En primer lugar, debemos escribir el problema directo PD2 reemplazando T (x, t) y h(t) por

las cantidades perturbadas T (x, t) + ∆T (x, t) y h(t) + ∆h(t) en las ecuaciones (3.1), las que

entonces resultan:

ρc
∂[T (x, t) + ∆T (x, t)]

∂t
=

∂

∂x

(

κ
∂[T (x, t) + ∆T (x, t)]

∂x

)

, x ∈ (0, L), t ∈ (t0, tf ] (3.15a)

κ
∂[T (0, t) + ∆T (0, t)]

∂x
= [h(t) + ∆h(t)][T (0, t) + ∆T (0, t)− T∞], x = 0, t ∈ (t0, tf ]

(3.15b)

∂[T (L, t) + ∆T (L, t)]

∂x
= 0, x = L, t ∈ (t0, tf ] (3.15c)

T (x, t0) + ∆T (x, t0) = T0, x ∈ [0, L], t = t0. (3.15d)
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Luego, definimos el problema de sensibilidad substrayendo las ecuaciones (3.1) del conjunto

(3.15). El resultado es el PVIB dado por la ecuación de gobierno (3.16a), las condiciones de borde

(3.16b) y (3.16c) y la condición inicial (3.16d):

ρc
∂∆T (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

κ
∂∆T (x, t)

∂x

)

, x ∈ (0, L), t ∈ (t0, tf ] (3.16a)

κ
∂∆T (0, t)

∂x
= h(t)∆T (0, t) + ∆h(t)[T (0, t) + ∆T (0, t)− T∞], x = 0, t ∈ (t0, tf ]

(3.16b)

∂∆T (L, t)

∂x
= 0, x = L, t ∈ (t0, tf ] (3.16c)

∆T (x, t0) = 0, x ∈ [0, L], t = t0. (3.16d)

Problema adjunto

La derivación del problema adjunto es posible mediante el uso del multiplicador de Lagrange

λ(x, t), que permite escribir la función objetivo aumentada

S̃(h(t)) =

∫ tf

t0

[T (x, t;h(t))− Y (t)]2 dt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

∫ L

0
λ(x, t)

{

ρc
∂T (x, t)

∂t
− ∂

∂x

(

κ
∂T (x, t)

∂x

)}

dx dt, (3.17)

en la que se advierte que el término entre llaves es cero en virtud de la ecuación (3.1a).

La variación ∆S̃(h(t)) del funcional S̃(h(t)) también se define como la derivada del funcional

S̃(h(t)) en la dirección de la perturbación ∆h(t). Para hallar una expresión de dicha variación

asumimos que T (x, t) es perturbado por ∆T (x, t) cuando h(t) es perturbado por ∆h(t). En la

expresión 3.17, reemplazamos T (x, t) y h(t) por sus cantidades perturbadas T (x, t) + ∆T (x, t)

y h(t) + ∆h(t) respectivamente, y también S̃(h(t)) por S̃(h(t)) + ∆S̃(h(t))

S̃(h(t)) + ∆S̃(h(t)) =

∫ tf

t0

{
[T (x, t;h(t)) + ∆T (x, t)]− Y (t)

}2
dx dt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

∫ L

0
λ(x, t)

{

ρc
∂

∂t
[T (x, t) + ∆T (x, t)]− ∂

∂x

(

κ
∂

∂x
[T (x, t) + ∆T (x, t)]

)}

dx dt

(3.18)

Sustrayendo la ecuación (3.17) de (3.18), a la vez que se descartan los términos de segundo

orden en (3.18) (Ozisik, 2000), se llega a la expresión de la perturbación ∆S̃(h(t)) de la función
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objetivo aumentada

∆S̃(h(t)) =

∫ tf

t0

2[T (x, t;h(t))− Y (t)]∆T (x, t) dt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

∫ L

0
λ(x, t)

{

ρc
∂∆T (x, t)

∂t
− ∂

∂x

(

κ
∂∆T (x, t)

∂x

)}

dx dt (3.19)

Utilizando integración por partes en la segunda integral, junto con las condición inicial (3.16d)

y las condiciones de contorno (3.16b) y (3.16c) del problema de sensibilidad (3.16), ∆S̃(h(t))

puede ser expresado como

∆S̃(h(t)) =

∫ tf

t0

∫ L

0

{

2[T (x, t;h(t))− Y (t)]δ(x− xs)− ρc
∂λ(x, t)

∂t
− · · ·

· · · − κ
∂2λ(x, t)

∂x2

}

∆T (x, t) dx dt+

∫ tf

t0

λ(0, t)∆h(t)[T (0, t) + ∆T (0, t)− T∞] dt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

λ(0, t)h(t)∆T (0, t) dt+

∫ L

0
ρcλ(x, tf )∆T (x, tf ) dx+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

∂λ(L, t)

∂x
κ
∂∆T (L, t)

∂x
dt−

∫ tf

t0

∂λ(0, t)

∂x
κ
∂∆T (0, t)

∂x
dt. (3.20)

La anterior es la formulación débil del problema adjunto, cuya correspondiente formulación

fuerte viene dada por el siguiente PVIB:

ρc
∂λ(x, t)

∂t
+ κ

∂2λ(x, t)

∂x2
= 2[T (x, t;h(t))− Y (t)]δ(x− xs), x ∈ (0, L), t ∈ [t0, tf )

(3.21a)

κ
∂λ(0, t)

∂x
= λ(0, t)h(t), x = 0, t ∈ [t0, tf ) (3.21b)

∂λ(L, t)

∂x
= 0, x = L, t ∈ [t0, tf ) (3.21c)

λ(x, tf ) = 0, x ∈ [0, L], t = tf . (3.21d)

Al comparar los conjuntos de ecuaciones correspondientes, notamos que los problemas au-

xiliares adjunto y de sensibilidad son matemáticamente equivalentes al problema directo PD2.

Debido a este hecho, la solución del problema auxiliar puede obtenerse utilizando la misma for-

mulación de elementos finitos que para el problema directo. La única diferencia es que la ecuación

(3.21d) del problema adjunto es una condición final en vez de una condición inicial. Por lo tanto,

el problema (3.21) debe resolverse hacia atrás en el tiempo, es decir, comenzando desde tf hasta

alcanzar t0. El algoritmo para la determinación de λ fue introducido por Álvarez Hostos et al.

(2019) para el diseño de un dispositivo de manipulación de flujo de calor en régimen transiente, y

particularizado luego por Tourn et al. (2021c) para el caso de un IHCP. Ambas publicaciones son
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reproducidas en los anexos D y A, respectivamente.

La ecuación del gradiente

La expresión para el gradiente del funcional aumentado S̃ es obtenida luego de eliminar los

términos que contienen ∆T (x, t) en la ecuación (3.20), conduciendo a

∆S̃(h(t)) =

∫ tf

t0

λ(0, t)[T (0, t)− T∞]∆h(t) dt

Invocando la hipótesis que la función desconocida h(t) pertenece al espacio de funciones

cuadrado-integrables en el dominio t0 ≤ t ≤ tf , la ecuación previa puede escribirse como

∆S̃(h(t)) =

∫ tf

t0

∇S̃(h(t))∆h(t) dt.

Comparando las dos últimas expresiones, obtenemos la ecuación que permite computar el

gradiente del funcional S̃(h(t)) como

∇S̃(h(t)) = λ(0, t)[T (0, t)− T∞]. (3.22)

El proceso iterativo

La estimación de la función desconocida h(t) es realizada por medio de la minimización del

funcional S(h(t)). Esto es llevado a cabo con un proceso iterativo mediante la selección adecuada

de la dirección de descenso d(k)(t) y del paso de búsqueda β(k), para avanzar de la iteración k

hacia la k + 1:

h(k+1)(t) = h(k)(t) + β(k)d(k)(t), (3.23)

donde d(k)(t) viene dado por

d(k)(t) = −∇S(h(k)(t)) + γ(k)d(k−1)(t). (3.24)

El cómputo del coeficiente de conjugación γ(k) puede realizarse utilizando las expresiones de
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Polak-Ribiere (PR) o la de Fletcher-Reeves (FR), dadas respectivamente por

γ(k) ≡ γ
(k)
PR =

∫ tf

t0

∇S(h(k)(t)){∇S(h(k)(t))−∇S(h(k−1)(t))} dt
∫ tf

t0

{∇S(h(k−1)(t))}2 dt
, y (3.25a)

γ(k) ≡ γ
(k)
FR =

∫ tf

t0

{∇S(h(k)(t))}2 dt
∫ tf

t0

{∇S(h(k−1)(t))}2 dt
, (3.25b)

las cuales son válidas para k = 1, 2, · · · . Cuando k = 0 se adopta γ(k) = 0. Entonces, el proceso

inicia con d(0)(t) = −∇S[h(0)(t)].

A su vez, el paso de búsqueda en cada iteración es obtenido por medio de la minimización del

funcional S(h(k+1)(t)) con respecto a β(k), haciendo

β̂(k) = argmı́n
β(k)

S(h(k+1)(t)) = argmı́n
β(k)

∫ tf

t0

[T (xs, t;h
(k)(t)+β(k)d(k)(t))−Y (t)]2 dt, (3.26)

en la que reemplazamos h(k+1)(t) en la expresión de T (xs, t;h
(k+1)(t)) por el lado derecho de

la ecuación (3.23). Entonces, mediante una expansión en serie de Taylor de primer orden de

T (xs, t;h
(k+1)(t)), la ecuación (3.26) toma la forma

β̂(k) = argmı́n
β(k)

∫ tf

t0

[T (xs, t;h
(k)(t)) + β(k)∆T (xs, t; d

(k)(t))− Y (t)]2 dt, (3.27)

donde ∆T (xs, t; d
(k)(t)) es la solución del problema de sensibilidad dado por las ecuaciones

(3.16), obtenida haciendo ∆h(k)(t) = d(k)(t). Para minimizar la expresión (3.27), la diferencia-

mos con respecto a β(k) e igualamos la expresión resultante a cero. Luego de operar algebraica-

mente, obtenemos la expresión que permite calcular el paso de búsqueda:

β(k) =

∫ tf

t0

[T (xs, t;h
(k)(t))− Y (t)]∆T (xs, t; d

(k)(t)) dt

∫ tf

t0

[∆T (xs, t; d
(k)(t))]2 dt

. (3.28)

Criterio de parada

El proceso iterativo dado por (3.23), junto al paso de búsqueda dado por (3.28), no provee al

método de gradiente conjugado la estabilización necesaria de la función objetivo (3.14) para que

el problema inverso se encuentre bien colocado. Sin embargo, el método de gradiente conjugado

puede adquirir tal caracterı́stica si se utiliza el principio de discrepancia (Alifanov, 1994; Ozisik,
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2000) para detener el proceso iterativo. En tal escenario, el criterio de parada viene dado por

S(h(t)) < ǫ, (3.29)

donde ǫ es un nivel de tolerancia elegido de tal manera de asegurar la obtención de soluciones

suaves a partir de datos de entrada afectados por ruido. La solución es suficientemente precisa si

se cumple la condición ya enunciada |T (xs, t;h(t))− Y (t)| ≈ σ. Entonces, se obtiene el nivel de

tolerancia ǫ de la ecuación (3.14), como

ǫ = σ2(tf − t0),

siendo (tf − t0) el tiempo total del análisis transiente.

El algoritmo computacional

El algoritmo de resolución implica proponer una semilla h0(t) para la función transiente del

coeficiente de convección. Partiendo de k = 0, los pasos son:

1. Resolver el problema directo (3.1) y computar el campo de temperaturas basado en h(k)(t),

es decir T (x, t;h(k)(t)).

2. Chequear el criterio de parada (3.29). Si se cumple, detener el proceso. En caso contrario,

continuar al paso siguiente.

3. Conociendo T (xs, t;h
(k)(t)) y la temperatura medida Y (t), resolver el problema adjunto

(3.21) y computar λ(0, t).

4. Conociendo λ(0, t), computar el gradiente ∇S(h(k)(t)) por medio de la ecuación (3.22).

5. Conociendo ∇S(h(k)(t)), computar γ(k) utilizando cualquiera de las expresiones (3.25) y

la dirección de descenso con la ecuación (3.24).

6. Hacer ∆h(k)(t) = d(k)(t) y resolver el problema de sensibilidad (3.16) para obtener ∆T (xs, t; d
(k)(t)).

7. Conociendo ∆T (xs, t; d
(k)(t)), computar el paso de búsqueda βk con la expresión (3.28).

8. Conociendo β(k) y d(k)(t), computar una nueva estimación h(k+1)(t) con la ecuación (3.23)

y retornar al paso 1.

3.4.2. Versión secuencial

El método hasta aquı́ expuesto permite el cómputo de la función h(t) según la estrategia de

dominio temporal completo. Sin embargo, existe una versión secuencial denominada método de

gradiente conjugado secuencial, o SCGM por sus siglas en inglés, que permite la determinación
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en tiempo cuasi-real de las incógnitas a medida que se va disponiendo de datos de temperatura

(Reinhardt y Hào, 1996; Dowding y Beck, 1999; Kim et al., 2002).

Esencialmente, el SCGM comparte con el CGM todas sus caracterı́sticas y su estrategia de

estimación mediante el uso de los problemas auxiliares adjunto y de sensibilidad. La principal

diferencia es que la estimación de h(t) ya no se realiza teniendo en cuenta el dominio temporal

completo t ∈ [t0, tf ], sino que se recurre a la definición secuencial de un dominio temporario

reducido t ∈ [tM , tM+r−1], el cual implica la selección de un parámetro entero r > 0. Dicho

parámetro indica la cantidad de pasos de tiempo futuros considerados en el algoritmo discreto, y

cumple el mismo rol que su homónimo definido para el método de Beck et al. (1985), ver sección

3.3. El empleo del SCGM en el contexto de problemas térmicos inversos fue discutido y aceptado

por varios autores (Beck y Osman, 1989; Kim et al., 2002, 2003b; Tourn et al., 2021c; Xiong et al.,

2020).

3.5. Método cuasi-Newton secuencial

Uno de los aportes más significativos de esta Tesis es la proposición del método cuasi-Newton

secuencial (Tourn et al., 2021c), al cual nos referiremos como SQNM por sus siglas en inglés.

El SQNM es una estrategia de cómputo secuencial basada en el SCGM con problemas auxiliares

adjunto y de sensibilidad, especialmente concebida para tratar problemas de estimación de flujos

de calor superficiales y de coeficientes de convección en problemas térmicos transientes uni- y

bidimensionales, especialmente no lineales. A su vez, permite la incorporación de múltiples sen-

sores y el cómputo de varias incógnitas correspondientes a distintas porciones de frontera externa

del cuerpo considerado.

La principal diferencia con el SCGM es la metodologı́a de actualización de la dirección de

descenso. Mientras que en el SCGM se empleó la expresión (3.24), en el SQNM se recurre a

un proceso iterativo cuasi-Newton sugerido independientemente por Broyden (1969), Fletcher

(1970), Goldfarb (1970) y Shanno (1970), comúnmente conocido como BFGS. Bajo este esquema,

la expresión que permite computar la aproximación discreta de la dirección de descenso es

d(k+1) = −(B(k+1))−1∇S(k+1), (3.30)

donde la matriz B(k+1), que aproxima el Hessiano ∇2S(k+1), es actualizada en cada iteración

utilizando una fórmula de rango bajo, puntualmente de rango doble1. Tal matriz es elegida para

1La fórmula de actualización contiene la suma de dos matrices de rango 1. Dados dos vectores columna u ∈ R
n y

v ∈ R
m, la matriz A = uvT ∈ R

n×m posee rango 1.
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satisfacer la condición secante (Molavi et al., 2013; Nocedal y Wright, 2006)

B(k+1)s(k) = y(k),

siendo y(k) = ∇S(k) − ∇S(k−1) y s(k) = β(k)d(k). La formulación BFGS define la matriz

aproximada H(k+1) = (B(k+1))−1 (Molavi et al., 2013) como

H(k+1) =

(

I− s(k)
[
y(k)

]T

Ψ (k)

)

H(k)

(

I− y(k)
[
s(k)

]T

Ψ (k)

)

+
s(k)

[
s(k)

]T

Ψ (k)
, (3.31)

donde Ψ (k) =
[
y(k)

]T
s(k) y I es la matriz identidad. La tasa de convergencia de la estrategia

cuasi-Newton bajo el esquema BFGS es menor que segundo orden (Nocedal y Wright, 2006).

En su versión discreta, la implementación secuencial de la metodologı́a presentada basada

en gradiente con problemas auxiliares adjunto y de sensibilidad descrita en las dos secciones

precedentes implica la definición del parámetro r. Se asume que se conocen los valores dis-

cretos de la función h(t) hasta el instante tM−1, los cuales se almacenan en el vector h =

[h1, h2, · · · , hM−1]
T. Luego, el proceso secuencial está compuesto por los siguientes pasos (Tourn

et al., 2021c):

1. Seleccionar el número de pasos de tiempo futuros r ≪ Z.

2. Definir el dominio de tiempo t ∈ [tM , tM+r−1] correspondiente a la secuencia actual, el

cual corresponde a la suposición transitoria t0 ≡ tM y tf ≡ tM+r−1. Armar el vector de

mediciones discretas definido como Υr = [YM , YM+1, · · · , YM+r−1]
T.

3. Hacer k = 0 y proponer una semilla para el vector de coeficientes de convección discretos

desconocidos, el cual puede escribirse como h
(k)
r = [h

(k)
M , h

(k)
M+1, · · · , h

(k)
M+r−1]

T.

4. Computar numéricamente la temperatura Θ
(k)
r = [Θ

(k)
M ,Θ

(k)
M+1, · · · ,Θ

(k)
M+r−1]

T en la posi-

ción del sensor s mediante el MEF definido en la sección 3.2.

5. Computar numéricamente la función objetivo S(h
(k)
r ) con la ecuación (3.14) utilizando

Θ
(k)
r definido en el paso 4 y Υ

(k)
r del paso 2 y chequear el criterio de parada (3.29). Si

se cumple este último, detener el proceso iterativo e ir al paso 11. En caso contrario, conti-

nuar hacia el próximo paso.

6. Resolver numéricamente el problema adjunto (3.21) por medio del MEF utilizando h
(k)
r para

obtener la aproximación discreta Λ
(k)
r = [Λ

(k)
M ,Λ

(k)
M+1, · · · ,Λ

(k)
M+r−1]

T de Λ(t) ≡ λ(0, t)

en la frontera activa x = 0. Luego, computar el gradiente ∇S(h
(k)
r ) con la ecuación (3.22).

7. Computar la aproximación discreta d(k) de la dirección de descenso utilizando las expresio-

nes (3.30) y (3.31).

8. Hacer ∆h
(k)
r = d(k) y resolver numéricamente el problema de sensibilidad (3.16) por el
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MEF para obtener ∆Θ
(k)
r en la ubicación del sensor xs.

9. Computar numéricamente el tamaño del paso de tiempo β(k) con la ecuación (3.28) utili-

zando las cantidades Θ
(k)
r y ∆Θ

(k)
r previamente computadas.

10. Computar una nueva estimación h
(k+1)
r = h

(k)
r + βkdk, incrementar k en una unidad y

retornar el paso 4.

11. Una vez satisfecho el criterio de parada, retener solamente la primera componente h
(k)
M del

vector de incógnitas convergido h
(k)
r y añadirla al final del vector solución que contiene los

valores convergidos hasta el instante de tiempo t = tM−1, dando h = [h1, h2, · · · , hM−1, hM ]T.

Cambiar el paso de tiempo en una unidad haciendo tM ≡ tM +∆t y volver al paso 2.

12. Continuar el proceso iterativo hasta que M + r − 1 = Z.

Podemos apreciar que la solución hM para el M -ésimo paso de tiempo depende solamente de

las condiciones hasta el paso M−1 y de las mediciones futuras Υ
(k)
r = [YM , YM+1, · · · , YM+r−1]

T,

las cuales dependen a su vez de la elección del parámetro r. Queda ası́ en evidencia la capacidad

de estimación en tiempo cuasi-real del método.

El trabajo de Tourn et al. (2021c), reproducido en el anexo A, muestra diversos casos de es-

tudio del método propuesto de estimación de coeficientes de convección transiente en problemas

térmicos de conducción de calor tanto unidimensionales como bidimensionales. El principal resul-

tado allı́ destacado es que el SQNM es capaz de obtener soluciones más estables en comparación al

SCGM. Particularmente en configuraciones unidimensionales, el SQNM logró reconstruir adecua-

damente el coeficiente de convección en la frontera activa aún en aquellos casos donde la posición

del sensor era muy desfavorable. Al mismo tiempo, se mostró que las soluciones encontradas por

el método propuesto mostraron ser competitivas comparadas con aquellas obtenidas mediante el

algoritmo secuencial de Beck et al. (1985). Por último, se mostró la extensión del método a ca-

sos bidimensionales incluyendo múltiples sensores y porciones de frontera con coeficientes de

convección desconocidos.

3.6. Conclusiones

En este capı́tulo se presentaron los métodos de estimación inversa de dominio temporal com-

pleto y secuenciales para el IHCP, haciendo especial énfasis en estos últimos dada la posibilidad

de ser empleados en forma simultánea con la adquisición de datos en un experimento real. Dicha

caracterı́stica hace que los métodos secuenciales sean indicados para implementar estrategias de

control en lı́nea de procesos industriales tales como tratamientos térmicos, procesos de mecaniza-

do, soldadura, entre otros. En este contexto, se presentó el método SQNM basado en el SCGM,
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el cual incorpora caracterı́sticas convenientes de las estrategias de optimización basadas en gra-

diente en un escenario secuencial. La proposición de tal método derivó en el trabajo de Tourn

et al. (2021c), el cual constituye una de las principales contribuciones de esta Tesis al estudio de

métodos secuenciales de resolución de problemas térmicos inversos. El trabajo completo es repro-

ducido en el anexo A. La conclusión de tal trabajo es que el SQNM resulta una alternativa válida

y confiable para el cómputo secuencial de las incógnitas (ya sea flujos de calor o coeficientes de

convección) en problemas térmicos no lineales en una y dos dimensiones.



Capı́tulo 4

Caso de estudio

4.1. Introducción

La caracterización de fenómenos de transferencia térmica superficial en procesos de trata-

miento térmico de metales (Felde y Réti, 2010; Slodička et al., 2010), y particularmente en el caso

de obtención de ADI (Vázquez-Gómez et al., 2012), resulta de gran interés tanto para cientı́ficos

como ingenieros especialistas en dichas prácticas, debido a que permite conocer en detalle las con-

diciones impuestas sobre un determinado componente sometido a un procedimiento en particular,

a través de la estimación de condiciones de contorno incluyendo flujos de calor superficial, coefi-

cientes de transferencia y radiación térmica. Uno de los objetivos que persigue esta aplicación es

la mejora en la eficiencia de los procesos industriales de tratamiento térmico.

Una consecuencia de tal caracterización es la posibilidad de identificar las propiedades princi-

pales de la curva de ebullición del lı́quido que compone el baño del medio enfriante, comúnmente

conocida como “curva de Nukiyama” (Lienhard, 2011). La figura 4.1 muestra un esquema de dicha

curva en el que se puede apreciar los diferentes regı́menes de ebullición que experimenta un fluido

frı́o en contacto con la superficie de un cuerpo a mayor temperatura (Liščić et al., 2013; Lienhard,

2011; Ramesh y Prabhu, 2014). A medida que el cuerpo se enfrı́a, el vapor del lı́quido generado

en las inmediaciones de su superficie adopta diferentes caracterı́sticas. Al comienzo (extremo de-

recho del diagrama) el vapor forma una pelı́cula o film que rodea al cuerpo, cuyo coeficiente de

convección es muy bajo; en el denominado “punto de Leidenfrost” (LP, por sus siglas en inglés) el

flujo de calor removido de la superficie es mı́nimo. Al proseguir el enfriamiento (adentrándonos al

“régimen de transición”), tal pelı́cula comienza a romperse y a permitir el “mojado” de la super-

ficie. Esto implica que lı́quido a menor temperatura entra en contacto con la superficie y genera

burbujeo, con lo cual la remoción de calor superficial se incrementa. Al acentuarse este fenómeno

debido a la reducción de la temperatura superficial del cuerpo, el burbujeo es cada vez más intenso
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conductividad κ y el calor especı́fico volumétrico efectivo ρcef (que incluye el calor latente del

cambio de fase sólido-sólido), ambos en función de la temperatura, han sido extraı́das del trabajo

de Bayati y Elliott (1999). El empleo del ρcef permite emplear la misma formulación del MEF

definida en la sección 2.2 sin necesidad de recurrir a la implementación de un término fuente

adicional para modelar el cambio de fase.

Analizaremos la respuesta obtenida para un conjunto de valores del parámetro de número de

pasos de tiempo futuros, a saber r = {2, 3, 4}. Utilizaremos Z = 150 pasos de tiempo para

discretizar el dominio temporal t ∈ [0, 50], con lo cual resulta ∆t = 0.3̂ segundos. El desempeño

del SQNM se evaluará a través de la siguiente fórmula de la raı́z cuadrada del error cuadrático

medio (RMSE, por sus siglas en inglés):

RMSE =

√
√
√
√ 1

Z

Z∑

m=1

[qex(tm)− qest(tm)]2, (4.2)

donde qex(tm) representa el m-ésimo valor discreto del flujo de calor reportado por Vázquez-

Gómez et al. (2012) y qest(tm) el correspondiente valor discreto estimado mediante el SQNM.

Por último, evaluaremos la posibilidad de asumir una linearización temporal del problema

térmico en el paso N◦4 del algoritmo computacional descrito en la sección 4.3 del trabajo de

Tourn et al. (2021a), teniendo en cuenta que la duración del problema en el dominio temporal

reducido [tm, tm+r−1] (definido en el paso N◦2) es muy pequeña.

4.5. Resultados y discusión

La figura 4.4 muestra los flujos de calor computados utilizando el SQNM en comparación con

el flujo superficial reportado en el trabajo de Vázquez-Gómez et al. (2012) tomado como referen-

cia, para los casos considerados. En ella se aprecian también los valores del error según la ecuación

(4.2) y los tiempos empleados por el método propuesto en obtener la solución. Observamos una

gran correspondencia entre la curva de referencia y los flujos computados con el presente método

para todos los valores del parámetro r. Al considerar r = 2, se aprecia una oscilación espuria en el

intervalo de tiempo 8-10 segundos, la cual coincide con el rango de temperaturas donde ocurre la

no linealidad introducida por el cambio de fase sólido-sólido. Este defecto de la solución se atenúa

a medida que incrementamos el valor de r. A su vez, el pico máximo en el flujo de calor compu-

tado se reduce ligeramente. Estos comportamientos están vinculados a la capacidad del parámetro

r para estabilizar (regularizar) el problema inverso a medida que r aumenta (Beck et al., 1985;

Tourn et al., 2021c). Los errores en la solución decrecen al incrementarse r, pero en contrapartida

los tiempos de cómputo crecen al considerar intervalos de tiempo secuenciales [tm, tm+r−1] más
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4.6. Conclusiones

En este capı́tulo se mostraron los resultados de la aplicación del método cuasi-Newton se-

cuencial (SQNM) para caracterizar un flujo de calor superficial en una probeta de hierro dúctil

sometida a un tratamiento térmico de austemperado. Dicha aplicación fue posible luego de exten-

der la implementación básica del método dada en el capı́tulo 3 hacia problemas de transferencia

de calor bidimensional no lineales en presencia de una condición geométrica de axisimetrı́a. La

principal conclusión en el marco de esta Tesis es que los métodos inversos permiten caracterizar

las condiciones de enfriamiento superficial en un cuerpo, con lo cual no sólo es posible identificar

efectos transitorios relacionados a los complejos fenómenos de transferencia de calor que tienen

lugar durante la inmersión de un cuerpo en un baño (de sales en este caso), sino que también

permite mejorar los modelos numéricos existentes a través de un modelado adecuado de dichas

condiciones de enfriamiento.



Capı́tulo 5

Conclusiones

A diferencia del enfoque abordado tı́picamente en la bibliografı́a, donde el desarrollo de es-

trategias de control de procesos para la obtención de ADI se encuentra ı́ntimamente vinculado al

estudio de las variables que controlan su evolución microestructural y su relación con propiedades

mecánicas de interés, esta Tesis se centralizó en el estudio de la etapa de enfriamiento del trata-

miento térmico de austemperado como parte del proceso industrial de obtención de ADI, la cual

resulta crı́tica para el éxito del tratamiento térmico. Puntualmente, se examinaron los fenómenos

de transferencia térmica superficial que tienen lugar durante dicha etapa mediante el uso de méto-

dos inversos computacionales. Tales métodos permiten estimar el comportamiento transiente de

las condiciones de borde en un problema de conducción de calor planteado en la geometrı́a de una

pieza en particular, utilizando para ello mediciones de temperaturas tomadas en el interior de la

pieza. La finalidad perseguida por este enfoque fue la de proveer herramientas computacionales es-

pecialmente diseñadas para permitir la caracterización de los fenómenos de transferencia de calor

superficial imperantes, proporcionando ası́ la posibilidad de implementar técnicas de monitoreo y

control adecuadas para mejorar las condiciones fı́sicas que producen el enfriamiento.

Para emplear dichas técnicas, en primer lugar se estudiaron los fundamentos matemáticos

de los problemas inversos continuos. Durante este análisis, se estudió la factibilidad de emplear

funciones de penalidad de variación total, tı́picamente empleadas en problemas de reconstrucción

de imágenes y señales digitales, como estrategia de regularización en problemas térmicos inversos

de conducción de calor. Dicho estudio constituye uno de los aportes de esta Tesis en el desarrollo

de herramientas computacionales para problemas térmicos inversos lineales. El texto completo de

la publicación cientı́fica correspondiente (Tourn et al., 2021b) derivada de tal implementación es

reproducido en el anexo B.

Luego, se desarrolló una estrategia de resolución inversa secuencial denominada SQNM que

permite el cómputo de las incógnitas de un problema térmico inverso, puntualmente la función
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transiente del flujo de calor superficial o el coeficiente de convección que actúa en una determi-

nada frontera de un dominio bi-dimensional. El cómputo de la dirección de descenso empleando

la estrategia cuasi-Newton BFGS en lugar de la técnica de gradiente conjugado tradicional per-

mitió la obtención de reconstrucciones más estables, aún en escenarios muy desfavorables para

el algoritmo de cálculo, como por ejemplo la estimación de condiciones de borde partiendo de

información de temperatura en ubicaciones lejanas a la frontera donde se realiza el intercambio

térmico. La implementación de este método constituye otro de los aportes fundamentales de esta

Tesis en relación a técnicas de estimación inversa en problemas térmicos inversos en presencia de

no linealidades. Los detalles de la implementación y los resultados de su aplicación en varios ca-

sos de estudio puede encontrarse en la publicación cientı́fica correspondiente (Tourn et al., 2021c)

reproducida ı́ntegramente en el anexo A.

Posterior a la implementación de las herramientas computacionales mencionadas tanto pa-

ra problemas térmicos lineales como no lineales, se comprobó la posibilidad de evidenciar los

fenómenos de transferencia térmica superficial imperantes durante la etapa de enfriamiento de un

tratamiento térmico de austemperado de una pieza de hierro dúctil, mediante la aplicación de la

estrategia SQNM desarrollada como parte de los aportes originales de esta Tesis. Esto dio lugar

a la publicación de Tourn et al. (2021a) transcrita en el anexo C. Allı́ fue posible caracterizar el

fenómeno de transferencia térmica superficial durante el perı́odo transitorio que tiene lugar entre

las temperaturas de austenización y austemperado y obtener una estimación razonable de las con-

diciones de borde, como también identificar los regı́menes de ebullición que experimenta el fluido

enfriante en inmediaciones de la pieza al producir la inmersión de esta en el baño.

Las herramientas computacionales propuestas permitieron revelar detalles fundamentales de

los fenómenos fı́sicos que tienen lugar en la superficie de una pieza durante la etapa de enfriamien-

to del proceso industrial de obtención de ADI, con lo cual no sólo fue posible caracterizar tales

fenómenos, sino también contar con un monitoreo en tiempo cuasi-real del proceso. En consecuen-

cia, resulta técnicamente viable la implementación de estrategias de control sobre las variables que

gobiernan dicho proceso.

5.1. Publicaciones cientı́ficas

El siguiente es un listado de las contribuciones cientı́ficas derivadas de los estudios abordados

durante el desarrollo de la presente Tesis.
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5.1.1. Publicaciones en revistas internacionales con referato

1. Tourn, B. A., Álvarez Hostos, J. C., & Fachinotti, V. D. (2021). A modified sequential

gradient-based method for the inverse estimation of transient heat transfer coefficients in

non-linear one-dimensional heat conduction problems. International Communications in

Heat and Mass Transfer, 127, 105488. (Tourn et al., 2021c)

2. Tourn, B. A., Álvarez Hostos, J. C., & Fachinotti, V. D. (2021). Implementation of total

variation regularization-based approaches in the solution of linear inverse heat conduction

problems concerning the estimation of surface heat fluxes. International Communications in

Heat and Mass Transfer, 125, 105330. (Tourn et al., 2021b)

3. Álvarez Hostos, J. C., Fachinotti, V. D., Peralta, I., & Tourn, B. A. (2019). Computational

design of metadevices for heat flux manipulation considering the transient regime. Numeri-

cal Heat Transfer, Part A, 76(8), 648-663. (Álvarez Hostos et al., 2019)

4. Álvarez Hostos, J. C., Bencomo, A. D., Puchi-Cabrera, E. S., Fachinotti, V. D., Tourn, B.,

& Salazar-Bove, J. C. (2019). Implementation of a standard stream-upwind stabilization

scheme in the element-free Galerkin based solution of advection-dominated heat transfer

problems during solidification in direct chill casting processes. Engineering Analysis with

Boundary Elements, 106, 170-181. (Álvarez-Hostos et al., 2019)

5.1.2. Publicaciones y presentaciones en congresos

1. Tourn, B. A., Álvarez Hostos, J. C., & Fachinotti, V. D. Caracterización del proceso de

transferencia de calor superficial durante un tratamiento térmico de austemperado utilizando

el método inverso Quasi-Newton secuencial. XXXVIII Congreso argentino de mecánica

computacional (MECOM 2021)(Resistencia, Chaco, 1 al 5 de noviembre 2021). (Tourn

et al., 2021a)

2. Fachinotti, V., Tourn, B., & Álvarez Hostos, J. C. (2018). Density-based Topology Optimiza-

tion for Heat Conduction with Convection Boundary Conditions. Mecánica Computacional,

36(48), 2221-2221. (Fachinotti et al., 2018)

3. Tourn, B. A., Albanesi, A. E., & Fachinotti, V. D. (2017). Problema térmico inverso de

conducción de calor aplicado al tratamiento térmico de austemperado usando optimización

basada en simulaciones. In XXIII Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

(ENIEF 2017)(La Plata, 7 al 10 de noviembre 2017). (Tourn et al., 2017)
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Capı́tulo 6

Trabajos futuros

El siguiente es un listado de ideas conceptuales, implementaciones particulares y aplicaciones

que quedaron fuera del alcance de esta Tesis y que pueden ser contempladas en trabajos futuros,

como ası́ también nuevas lı́neas de investigación derivadas del trabajo de esta Tesis que el autor

considera de interés, aunque no se encuentran en orden cronológico:

1. Extensión de los modelos desarrollados en esta Tesis para el tratamiento de geometrı́as

complejas. Los modelos desarrollados en esta Tesis incluyen formulaciones en una y dos

dimensiones sobre geometrı́as simples. La extensión de dichos modelos a problemas tridi-

mensionales no sólo es prácticamente inmediata, sino también necesaria para el abordaje

de problemas reales de ingenierı́a. Sin embargo, esta extensión introduce nuevos desafı́os

en el ámbito de los problema térmicos inversos vinculados a varios factores. La ubicación

de los puntos internos en los cuales registrar la temperatura constituirı́a un problema en sı́

mismo. A su vez, puede ser necesaria la partición de la frontera externa en un gran número

de sub-regiones independientes en las que computar las incógnitas del problemas, con lo

cual serı́a imprescindible la instalación de mayor cantidad de sensores dentro de la pieza.

Esta necesidad da lugar a una serie de inconvenientes: i) el enorme crecimiento del cos-

to computacional de determinar simultáneamente gran cantidad de incógnitas, y a la vez el

crecimiento del número de incógnitas en relación a los datos de entrada del modelo; ii) la ne-

cesidad de estudiar el concepto de “distancia térmica” (Helmig et al., 2020) de los sensores

respecto a la frontera cuyas propiedades de transferencia de calor superficiales son desco-

nocidas; iii) la viabilidad tecnológica de la instalación de múltiples sensores en el seno de

una pieza; iv) la extrema mal colocación del problema resultante; entre otros, son algunos

de los obstáculos a resolver.

2. Desarrollo de una estrategia para el tratamiento de problemas térmicos inversos con
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mayor número de incógnitas que datos de entrada. El método de regularización cono-

cido como “red elástica” (Zou y Hastie, 2005) permite hallar los parámetros de un modelo

de regresión en aquellos casos donde no sólo el número de incógnitas es muy superior a

la cantidad de datos disponibles en el modelo, sino que también existe una elevada corre-

lación entre las variables del modelo. En el contexto de problemas térmicos inversos de

conducción de calor aplicados al control y/o diseño de tratamientos térmicos de metales, el

escenario anteriormente descrito se materializa en el caso donde, mediante un modelo de re-

gresión, se desean estimar simultáneamente un gran número de parámetros de transferencia

de calor superficial en distintas posiciones de la frontera exterior de una pieza, contando un

un número muy reducido de sensores (termocuplas) en el interior del cuerpo, idealmente un

único sensor. La correlación resulta evidente en el hecho que varias porciones de la frontera

externa del cuerpo están sometidas a condiciones de transferencia de calor semejantes. La

configuración mencionada (datos provenientes de un sólo sensor + gran número de incógni-

tas) es de gran interés en el ámbito industrial de tratamiento térmico de metales, dado que

permitirı́a optimizar el proceso de transferencia térmica superficial en aquellos casos don-

de se requiera una respuesta térmica especı́fica en determinadas ubicaciones internas de un

cuerpo sometido a tal proceso.

3. Desarrollo de sistemas de enfriamiento superficial óptimo basado en métodos inversos.

El modelado adecuado del fenómeno de transferencia térmica superficial que tiene lugar

durante un proceso de enfriamiento de una pieza a elevada temperatura permite conocer en

detalle las caracterı́sticas principales de dicho fenómeno, identificando los distintos regı́me-

nes de ebullición que tienen lugar en la interfaz entre el cuerpo y el medio que produce el

enfriamiento (Liang y Mudawar, 2017a). En el caso del tratamiento térmico de austempe-

rado, la inmersión en baño de sales ofrece tasas de remoción de calor elevadas en virtud de

que el fenómeno de ebullición del baño en la superficie de la pieza ocurre entre los regı́me-

nes de ebullición nucleada y de transición (Liščić et al., 2013). Una forma alternativa de

alcanzar niveles de transferencia térmica muy elevados es mediante el uso de arreglos de

boquillas que permiten impactar un lı́quido atomizado a gran velocidad sobre la superficie a

enfriar (Liang y Mudawar, 2017b; Mascarenhas y Mudawar, 2010). La ventaja de esta técni-

ca radica en las posibilidades de controlar con mayor precisión los parámetros de proceso

tales como presión de trabajo, tamaño de gotas impactadas, caracterı́sticas de la boquilla,

forma del spray al impactar con la superficie, distancia de la boquilla a la superficie, entre

otros, con lo cual es posible lograr enfriamientos más intensos, controlados, y repetibles

sobre la pieza. En consecuencia, es posible diseñar instalaciones especialmente concebidas
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para el tratamiento térmico de austemperado mediante la disposición adecuada de arreglos

de boquillas, utilizando métodos inversos térmicos para ajustar los parámetros del proceso.

Los trabajos de Deiters y Mudawar (1989) y Mascarenhas y Mudawar (2010) constituyen un

ejemplo del diseño de esta clase de instalaciones para el enfriamiento de piezas de geometrı́a

compleja.

4. Implementación de una estrategia de regularización de variación total de orden supe-

rior. Los resultados de la implementación de una estrategia de regularización de variación

total de primer orden para el problema térmico inverso lineal unidimensional (ver anexo B),

indican que los flujos de calor superficial estimados adoptan una forma discontinua a trozos

en virtud del denominado “efecto escalera” (Mueller y Siltanen, 2012), la cual no resulta

adecuada para la reconstrucción de funciones suaves. Sin embargo, la implementación de

estrategias de variación total de orden superior elimina dicho efecto (Chan et al., 2000),

permitiendo obtener reconstrucciones precisas de funciones ya sean suaves o discontinuas.

A su vez, se pretende extender tanto la estrategia de variación total discutida en el anexo B)

como la de orden superior a problemas térmicos inversos no lineales.
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Anexo A

A modified sequential gradient-based

method for the inverse estimation of

transient heat transfer coefficients in

non-linear one-dimensional heat

conduction problems

El artı́culo presentado a continuación ha sido publicado en la revista “International Communications

in Heat and Mass Transfer”:

B.A. Tourn, J.C. Álvarez Hostos, V.D.Fachinotti, “A modified sequential gradient-based method for

the inverse estimation of transient heat transfer coefficients in non-linear one-dimensional heat conduction

problems”.
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A modified sequential gradient-based

method for the inverse estimation of

transient heat transfer coefficients in

non-linear one-dimensional heat

conduction problems

B.A. Tourna, J.C. Álvarez Hostosb, V.D. Fachinottib1

aCentro de Investigación y Transferencia Rafaela (UNRaf-CONICET), CP2300 Santa Fe, Argentina

bCIMEC-UNL-CONICET, Predio Conicet “Dr Alberto Cassano”, CP 3000 Santa Fe, Argentina

Keywords: IHCP, BFGS, CGM, FEM, Heat transfer coefficient

Abstract

In this communication, we introduce an online sequential implementation of a gradient-based method

for reconstructing transient heat transfer coefficients in the context of non-linear one-dimensional heat con-

duction problems. Such a method employs a quasi-Newton updating strategy for computing the descent

direction, in contrast with the traditional approach based on the conjugate gradient method. We denote the

resulting procedure as the sequential quasi-Newton method (SQNM). The performance of the proposed

algorithm was tested in the reconstruction of triangle-, sine-, and square-wave functions that models diffe-

rent transient heat transfer coefficients and compared with the results obtained using a standard sequential

function specification method. The SQNM was capable of properly reconstruct the aforementioned exact

functions independently of the location of the temperature sensors within the body. The proposed strategy

is fast, robust, and reliable, which demonstrates the suitability of employing the sequential gradient-based

implementation, together with the quasi-Newton updating strategy, for reconstructing transient heat trans-

fer coefficients in the context of one- and two-dimensional non-linear heat conduction problems. Thus, the

1Corresponding author. E-mail address: vfachinotti@cimec.unl.edu.ar (V.D. Fachinotti).
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proposed method is a novel alternative strategy to other online inverse estimation procedures.

1. Introduction

The inverse heat conduction problems (IHCP) are conceived as a sub-category within the field of heat

transfer analysis. Finding a solution to this kind of problems is a difficult task due to their ill-posed nature

(Ozisik, 2000; Beck et al., 1985; Alifanov, 1994). The strategy to overcome the undesired effects concer-

ning the solution of an inverse problem is called regularization (Ozisik, 2000; Mueller y Siltanen, 2012). It

modifies the original ill-posed problem in order to convert it into a conditionally well-posed one where the

instabilities can be eliminated or, at least, drastically diminished. Among the vast range of IHCP study ca-

ses (Ozisik, 2000), the estimation/reconstruction of heat transfer coefficients (HTC) concerning conduction

heat transfer processes with convective boundary conditions is of great interest since it holds meaningful

information involved in many heating and/or cooling applications. Some of the applied heat transfer pro-

blems involving the estimation of HTC include quenching (Farahani y Kowsary, 2017; Sagheby y Kowsary,

2009; Osman y Beck, 1990) and heat treatment of metals (Joachimiak et al., 2019; Skubisz y Adrian, 2018)

or the heat transfer phenomena in industrial process equipment (Bozzoli et al., 2014; Chen et al., 2018).

The computational approach is the most common way to deal with the different kinds of IHCP because

of the limitations in the availability of analytical solutions as well as its practical use in real applications

(Beck et al., 1985). The methods that can be used in this context can be classified into two main groups:

whole domain and sequential methods (Beck et al., 1985). In the former, the solution algorithm estima-

tes the unknown quantity of interest simultaneously for all instants within the whole time domain of a

transient analysis. One of the most popular solution strategies belonging to such category is the iterative

conjugate gradient method (CGM) coupled to the auxiliary sensitivity and adjoint problems (Ozisik, 2000;

Alifanov, 1994; Jarny et al., 1991). Such an implementation is a powerful methodology for solving both

linear and non-linear problems. It circumvents the extremely time-consuming task of computing the sensi-

tivity at each step of the iterative process. The “viscous” feature of the iterative algorithm (Alifanov, 1994;

Dowding y Beck, 1999) is responsible for its built-in regularization capability (Alifanov, 1994). Razzaghi

et al. (2019) implemented a whole domain CGM with sensitivity and adjoint problems obtaining a satis-

factory reconstruction of a spatially and temporally varying HTC acting at the surface of a hot plate with

constant thermo-physical properties. Su y Hewitt (2004) accurately reconstructed different transient HTC

of forced-convective flow boiling over the outer surface of a tube by implementing a whole domain CGM

with sensitivity and adjoint problems in the context of a linear, one-dimensional axisymmetric formulation

for the heat transfer problem. In (Helmig et al., 2020), the authors investigate the influence of sensor count

and spacing over the reconstruction quality of HTC acting in two test cases, namely a metal cutting process

and a problem of thermal management in power electronics. Colaco y Orlande (1999) coupled the CGM to

the sensitivity and adjoint problems in order to estimate the space- and time-varying HTC acting at a sur-

face of a plate considering temperature-dependent thermo-physical properties, and compared the solutions

obtained through different formulas of the conjugation coefficient.

On the other hand, sequential methods estimate the unknown quantities step by step in time. Such tech-
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niques can be used simultaneously with the data acquisition in an actual experiment, so they estimate the

unknown quantity of interest in a real- or nearly real-time manner. The most widely employed sequential

method is Beck’s sequential function specification method (SFSM) (Beck et al., 1985), which was origi-

nally designed to find the surface heat flux from temperature measurements recorded within a heat transfer

domain in a sequential manner. Beck et al. (1985) introduced the concept of future time steps in order to

achieve this goal. Such a strategy involves the definition of two main concepts: a prescribed number of

few temperature readings ahead of the current instant of time, along with the specification of the functional

form that the unknown heat flux needs to have during the temporarily assumed reduced time interval. The

use of future time readings is understood as a regularization strategy since it leads to a stabilization of the

inversion procedure (Lamm, 1995). For the case of the estimation of transient HTC acting at the surface

of a body, a specific sequential method was conceived (Beck et al., 1985; Beck y Osman, 1989; Osman y

Beck, 1990). The algorithms proposed in those works differ from the SFSM for surface heat flux estimation

since the sensitivity coefficients depend on the unknown quantity of interest, which leads to a formulation

involving a nonlinear system of equations. The Gauss-Newton linearization strategy is employed to find a

solution to such a system.

Within the category of sequential inverse estimation algorithms, there is another strategy that combines

the best features from the already mentioned CGM coupled to the sensitivity and adjoint problem and the

SFSM. The so-called sequential conjugate gradient method (SCGM) (Dowding y Beck, 1999) is essentially

a sequential performing of the CGM implemented for a reduced interval associated with the time extent de-

fined by the concept of future time steps. The mathematical formulation supporting the use of this method

for a non-characteristic Cauchy problem is addressed by Reinhardt y Hào (1996). Among the main benefits

of the SCGM, Dowding y Beck (1999) mention that such a technique does not require a prescribed fun-

ctional form as in the traditional SFSM, whereby it may be adequate in addressing non-linear heat transfer

problems.

The main issue addressed in the reviewed communications is the reconstruction of transient surface

heat fluxes. However, the current literature review has revealed that the SCGM has not yet been used to

estimate or reconstruct a transient HTC at the surface of a body whose physical properties are temperature-

dependent. Xiong et al. (2020) successfully reconstructed both a square- and a sine-wave surface heat flux

functions acting on a body with thermo-dependent physical properties, at the same time that the influence

of the number of future time steps to stabilize the reconstructions in the presence of different noise levels

is investigated. Dowding y Beck (1999) employed the SCGM to reconstruct an exact surface heat flux

function which is triangular on space and undergoes a step on time, acting on a two-dimensional body with

spatially-dependent thermo-physical properties. Kim et al. (2002) implemented the SCGM to reconstruct

the surface heat flux acting at the upper plate of a laminar-forced convective flow between two parallel

plates, by using temperature measurements on the lower plate. The formulation addressed the non-linearity

of the problem since the fluid properties are temperature-dependent. In (Kim et al., 2003a), the authors

reconstructed a time- and space-varying heat flux acting on the surface of a three-dimensional slab with

temperature-dependent properties.

The present communication focuses on implementing a sequential gradient-based method for recons-
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tructing transient HTC in the context of non-linear heat conduction problems, where the non-linearity is

a consequence of the temperature-dependent behavior of both conductivity and volumetric heat capacity.

However, we propose a slight modification: instead of implementing the sequential version of the CGM,

i.e. the SCGM, we employ a quasi-Newton (QN) updating strategy to compute the direction of descent. We

denote the resulting method as the SQNM. The implementation of a QN updating strategy in the context of

whole domain IHCP cases was already studied in previous communications (Molavi et al., 2013; Rahmani

et al., 2010; Ngo et al., 2017; Rezapour et al., 2013; Ngo et al., 2015, 2016). Accordingly, this is actually

the first study focused on using a sequential gradient-based technique to reconstruct a transient HTC acting

on the surface of a body exhibiting temperature-dependent properties. Implementing such a procedure for

estimating the HTC in the framework of non-linear heat transfer problems is a feature much closer to real

applications such as the analysis of heating and/or cooling/quenching processes.

The remainder of this article is structured as follows: section 2 is devoted to the formulation of the in-

verse, non-linear one-dimensional problem and its computational solution procedure; section 3 is dedicated

to the formulation of the sequential implementation of the QN strategy, together with the sensitivity and

adjoint problems, for the reconstruction of transient HTC; in section 4, a few numerical experiments are

proposed together with the obtained main results; the discussion of such results is presented in section 5; a

two-dimensional extension involving both multiple sensors and unknowns is introduced in section 5.2; and

finally, the conclusions are drawn in section 6.

2. Formulation of the inverse problem

2.1. Governing equations

Let us consider an infinitely long plate of thickness L. One surface of the plate is isolated, whereas the

other surface is exposed to a Robin condition given by an environment temperature T∞ and an unknown

transient HTC h(t). The volumetric heat capacity ρc(T ) and the thermal conductivity k(T ) of the body are

temperature-dependent, which introduces a non-linearity in the heat transfer problem. The main features

of the problem geometry are depicted in Fig. A.1. The temperature of the plate at the beginning of the

transient analysis is T0(x), and its geometry features allow the solution of the thermal problem under a

one-dimensional model. The corresponding initial and boundary value problem (IBVP) (B.1) establishing a

relationship between the temperature field throughout the body and the recently described features is given

by the transient heat conduction equation (B.1a) without internal heat sources, the Robin condition at the

bottom surface (A.1b), the Neumann condition at the top surface (B.1d), and the initial condition (B.1b),

ρc(T )
∂T (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(T )
∂T (x, t)

∂x

)

, 0 < x < L, t0 < t ≤ tf (A.1a)

k(T )
∂T (0, t)

∂x
= h(t)[T (0, t)− T∞], (h(t) unknown), x = 0, t0 < t ≤ tf , (A.1b)

−∂T (L, t)

∂x
= 0, x = L, t0 < t ≤ tf , (A.1c)

T (x, 0) = T0(x), 0 ≤ x ≤ L, t = 0, (A.1d)
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3. Sequential quasi-Newton method

As described before, the sequential quasi-Newton method (SQNM) is based on the sequential

conjugate gradient method (SCGM) with auxiliary sensitivity and adjoint problems. Both methods

resort to these auxiliary formulations to avoid the expensive computation of the sensitivity of the

temperature to the HTC at each time step. Further details concerning the derivation of the non-

linear CGM method are given by Alifanov (1994) and Jarny et al. (1991). From now on, we

assume that the unknown function h(t) belongs to the Hilbert space of square-integrable functions

L2(t0, tf ) in the time domain t0 ≤ t ≤ tf .

3.1. Objective function

The solution of the inverse problem requires the adoption of an objective function, which is

usually defined through a least-squares criterion (Ozisik, 2000; Alifanov, 1994; Cao y Lesnic,

2018; Azimi et al., 2012) as

S[h(t)] =

∫ tf

t0

[T (xs, t;h(t))− Y (t)]2dt =

∫ tf

t0

∫ L

0

[T (x, t;h(t))− Y (t)]2δ(x− xs)dxdt, (A.5)

where δ(x) is the Dirac delta function.

3.2. The sensitivity problem

The sensitivity function ∆T (x, t) is the directional derivative of T (x, t) in the direction of

the perturbation of the unknown function (Ozisik, 2000; Jarny et al., 1991). First, a perturbed

problem is obtained by replacing T (x, t) and h(t) in the problem (B.1) by the perturbed quantities

T (x, t) + ∆T (x, t) and h(t) + ∆h(t), where ∆h(t) is also a function that belongs to the Hilbert

space L2(t0, tf ). Then, the difference between the perturbed and the original problem defines the

so-called sensitivity problem:

ρc(T )
∂∆T (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(

k(T )
∂∆T (x, t)

∂x

)

, 0 < x < L, t0 < t ≤ tf (A.6a)

k(T )
∂∆T (0, t)

∂x
= h(t)∆T (0, t) + ∆h(t)[T (0, t) + ∆T (0, t)− T∞], x = 0, t0 < t ≤ tf (A.6b)

−∂∆T (L, t)

∂x
= 0, x = L, t0 < t ≤ tf (A.6c)

∆T (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L, t = 0. (A.6d)
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3.3. The adjoint problem

In the adjoint problem, the objective function (A.5) is replaced by the augmented objective

function (Ozisik, 2000; Alifanov, 1994; Colaco y Orlande, 1999; Azimi et al., 2012)

S̃[h(t)] =

∫ tf

0

∫ L

0

[T (x, t;h(t))− Y (t)]2δ(x− xs)dxdt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

0

∫ L

0

λ(x, t)

{

ρc(T )
∂T (x, t)

∂t
− ∂

∂x

(

k(T )
∂T (x, t)

∂x

)}

dxdt. (A.7)

where λ(x, t) is a Lagrange multiplier. Note that the term between braces in the second integral is

null in virtue of equation (B.1a).

An expression for the variation ∆S̃[h(t)] of the functional S̃[h(t)] can be developed con-

sidering that T (x, t) is perturbed by ∆T (x, t) when h(t) is perturbed by ∆h(t). The variation

∆S̃[h(t)] is defined as the directional derivative of the functional S̃[h(t)] in the direction of the

perturbation ∆h(t). First, we need to rewrite the previous equation by replacing T (x, t) and h(t)

by the perturbed quantities T (x, t) + ∆T (x, t) and h(t) + ∆h(t), respectively. Thus, S̃[h(t)] is

actually replaced by S̃[h(t)] + ∆S̃[h(t)]. After subtracting equation (A.7) from the previously de-

fined perturbed equations, and neglecting the second order terms (as customary Ozisik (2000)),

the expression for the perturbed augmented objective functional can be written as

∆S̃[h(t)] =

∫ tf

0

∫ L

0

2[T (x, t;h(t))− Y (t)]∆T (x, t)δ(x− xs)dxdt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

0

∫ L

0

λ(x, t)

{

ρc(T )
∂∆T (x, t)

∂t
− ∂

∂x

(

k(T )
∂∆T (x, t)

∂x

)}

dxdt. (A.8)

Using integration by parts on the second integral together with the boundary and initial condi-

tions of the sensitivity problem (A.6), ∆S̃[h(t)] can be expressed as

∆S̃[h(t)] =

∫ tf

0

∫ L

0

{

2[T (x, t;h(t))−Y (t)]δ(x−xs)−ρc(T )
∂λ(x, t)

∂t
−k(T )

∂2λ(x, t)

∂x2

}

∆T (x, t)dxdt+· · ·

· · ·+
∫ L

0

ρc(T )λ(x, tf )∆T (x, tf )dx+

∫ tf

t0

λ(0, t)h(t)∆T (0, t)dt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

∂λ(L, t)

∂x
k(T )∆T (L, t)dt−

∫ tf

t0

∂λ(0, t)

∂x
k(T )∆T (0, t)dt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

λ(0, t)∆h(t)[T (0, t) + ∆T (0, t)− T∞]dt. (A.9)

This is the weak formulation of the auxiliary adjoint problem, whose corresponding strong
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formulation is given by the following IBVP:

ρc(T )
∂λ(x, t)

∂t
+ k(T )

∂2λ(x, t)

∂x2
= 2[T (x, t;h(t))− Y (t)]δ(x− xs), 0 < x < L, t0 ≤ t < tf

(A.10a)

k(T )
∂λ(0, t)

∂x
= λ(0, t)h(t), x = 0, t0 ≤ t < tf (A.10b)

∂λ(L, t)

∂x
= 0, x = L, t0 ≤ t < tf (A.10c)

λ(x, tf ) = 0, 0 ≤ x ≤ L, t = tf . (A.10d)

Both the sensitivity and the adjoint problems are mathematically equivalent to the original

IHCP given by (B.1), whereby their solution can be found under the same numerical framework.

That is to say, all three thermal, adjoint, and sensitivity problems are solved via the FEM. The

only difference is that the equation (A.10d) of the adjoint problem is a final condition instead of

an initial one. Therefore, this problem must be solved backward in time, starting from tf until t0

is reached.

3.4. The gradient equation

The expression for the gradient of the augmented functional S̃ is obtained by letting vanish the

terms containing ∆T (x, t) in equation (A.9) (Ozisik, 2000; Colaco y Orlande, 1999; Su y Hewitt,

2004), leading to

∆S̃[h(t)] =

∫ tf

t0

λ(0, t)[T (0, t)− T∞]∆h(t)dt.

On the other hand, based on the hypothesis that the unknown function h(t) belongs to the

space of square integrable functions in the domain 0 ≤ t ≤ tf , the expression of the increment

∆S̃[h(t)] (Ozisik, 2000; Colaco y Orlande, 1999; Su y Hewitt, 2004) is

∆S̃[h(t)] =

∫ tf

t0

∇S̃[h(t)]∆h(t)dt.

After comparing these last two expressions, the equation for computing the gradient can be

stated (Ozisik, 2000; Colaco y Orlande, 1999; Su y Hewitt, 2004) as

∇S̃[h(t)] = λ(0, t)[T (0, t)− T∞]. (A.11)

3.5. The iterative procedure

The unknown function h(t) is estimated through the minimization of the functional S[h(t)].

Such computation is achieved by means of an iterative procedure, which involves a proper selec-
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tion of both the direction of descent and the step size in going from iteration k to k + 1,

hk+1(t) = hk(t) + βkdk(t), (A.12)

where βk is the search step size and dk(t) is the direction of descent. Under the classical formula-

tion of the non-linear CGM, the latter is computed as dk+1(t) = −∇S[hk+1(t)]+γk+1dk(t), whe-

re γk is the conjugation coefficient that can be obtained by several formulas (Hager y Zhang, 2006),

such as those of Polak-Ribiere and Fletcher-Reeves (Ozisik, 2000; Nocedal y Wright, 2006). In

this communication, the computation of the direction of descent is performed instead via the BFGS

quasi-Newton iterative scheme.

The BFGS formulation. The direction of descent in a quasi-Newton iterative scheme is com-

puted as

dk+1(t) = −Bk+1∇Sk+1, (A.13)

where Bk+1 is a matrix that approximates the Hessian ∇2Sk+1, which is updated at every iteration

using a low-rank formula. Such a matrix is chosen to satisfy the secant equation (Molavi et al.,

2013; Nocedal y Wright, 2006) (Bk+1)
−1sk = yk, being yk = ∇Sk − ∇Sk−1 and sk = βkdk.

For instance, the Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) formulation defines the approximate

matrix as (Molavi et al., 2013) Bk+1 =
(
I − sky

T
k /Ψk

)
Bk

(
I − yks

T
k /Ψk

)
+ sks

T
k /Ψk, being

Ψk = yTk sk and I the identity matrix. The convergence rate of a quasi-Newton method like this is

less than second-order (Nocedal y Wright, 2006).

The computation of the step size βk. The step size βk is computed by minimizing the original

objective function S[hk+1(t)] with respect to βk. The mathematical operation concerned in such

procedure can be written (Ozisik, 2000) as

βk = argmin
βk

S[hk+1(t)] = argmin
βk

∫ tf

t0

[T (xs, y;hk(t) + βkdk(t))− Y (t)]2dt.

The expression T (xs, t;hk(t)+βkdk(t)) is transformed into T (xs, t;hk(t))−βk∆T (xs, t; dk(t))

via a first-order Taylor series expansion, being ∆T (xs, t; dk(t)) the solution to the sensitivity pro-

blem (A.6) by making ∆hk(t) = dk(t). The optimal value of βk is encountered by computing the

derivative of the recently defined integral expression with respect to βk and setting the resulting

expression to zero, which after some manipulation leads to

βk =

∫ tf

t0

{
T (xs, t, hk(t))− Y (t)

}
∆T (xs, t, dk(t))dt

∫ tf

t0

[∆T (xs, t, dk(t))]
2dt

. (A.14)
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Such computation is actually an exact line-search strategy, since the employment of the Tay-

lor expansion of the temperature field at the sensor location in terms of the perturbed quantity

∆hk(t) = dk(t) allows an explicit derivation of the step size. Inexact line-search strategies (No-

cedal y Wright, 2006) are not discussed in this work.

3.6. The sequential implementation

So far, the already described methodology corresponds to a whole domain gradient-based

method with sensitivity and adjoint problems intended to find the unknown function h(t). To

accomplish such a task, the time domain t0 ≤ t ≤ tf is split into M equally spaced sub-intervals

∆t, and the temperature measurements must be available at each time instant t = m∆t ≡ tm

(m = 0, 1, 2, · · · ,M ). However, sequential implementation of such gradient-based methods is

possible through the definition of a positive integer parameter r ≪ M (Kim et al., 2002; Dowding

y Beck, 1999), which coincides with the future time steps concept defined in Beck’s method.

Suppose that the latter methodology is used to compute the current value of h(t) at time instant

t = tm, the function h(t) is considered to be already estimated up to the time instant tm−1. Hence,

a transitory assumption is made where t0 ≡ tm and tf ≡ tm+r−1 where tm+r−1 = tm + r∆t, so

the time domain in this sequence is tm ≤ t ≤ tm+r−1. In this shorter time interval, the gradient-

based method estimates the function h(t) identically as in the whole domain version. However, the

method retains only the estimation that belongs to the first time step of the defined sequence. The

procedure continues by shifting the time interval one time step after each sequential estimation. In

other words, the sequential implementation reduces sequentially and consecutively the dimension

of the original whole domain problem by defining a shorter time interval in each sequence whose

length is characterized by r. The aforementioned explanation demonstrates that the sequential

implementation of such a gradient-based method is identical to its whole domain version, except

for the time domain in which they are applied.

3.7. The stopping criterion

A method commonly used to ensure an adequate stopping of the iterative procedure is the so-

called discrepancy principle (Ozisik, 2000; Alifanov, 1994), which is written as S[hk(t)] < ǫ. The

value ǫ can be chosen to be sufficiently small in the cases of error-free input data, whereas in the

presence of noisy data, it is computed as ǫ = σ2tf . The latter expression is valid when the standard

deviation σ of the noisy data is available (as it is the case in this communication), which ensures

a sufficiently accurate solution that accomplishes |T (xs, t;hk(t)) − Y (t)| ≈ σ. Nevertheless, the

aforementioned criterion may not be fulfilled specially for large r (Kim et al., 2003b). In such a
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case, the following conventional criterion can be employed:

|S[hk+1(t)]− S[hk(t)]| < ǫ. (A.15)

3.8. The solution algorithm

This section is focused on explaining the procedure of the sequential gradient-based method

with the sensitivity and adjoint problems with a QN updating, which is applied in each sequence

of the sequential implementation. It is assumed that the HTC is known up to time tm−1, and that

its discrete values are stored in the vector h = [h(1), h(2), · · · , h(m−1)]T . The procedure is the

following:

1. Select the number of future time steps r.

2. Define the current sequence given by the time interval t ∈ [tm, tm+r−1], which corresponds

to the transitory assumption t0 ≡ tm and tf ≡ tm+r−1. Then, build the input data vector

Yr = [Y (m), Y (m+1), · · · , Y (m+r−1)]T containing the measurements recorded during the

temporary assumed time domain.

3. Set k = 0 and propose an initial guess for the unknown HTC, which can be written as

hr
k = [h

(m)
k , h

(m+1)
k , · · · , h(m+r−1)

k ]T .

4. Compute the temperature Tr
k = [T

(m)
k , T

(m+1)
k , · · · , T (m+r−1)

k ]T at the sensor location xs.

To do so, solve the FEM equation (B.2) with the estimated value hr
k as it was a direct

problem.

5. Compute the objective function S(hr
k) from equation (A.5) using Tr

k from step 4 and Yr

from step 2, and check the stopping criterion (A.15). If it is met, stop the iterative process

and go to step 11; if not, continue and go to the following step.

6. Solve the adjoint problem (A.10) by the FEM using hr
k, to obtain λr at x = 0. Then,

compute the gradient ∇S(hr
k) with equation (A.11).

7. Compute the direction of descent dr
k from equation (A.13) using the BFGS computation

procedure.

8. Set ∆hr
k = dr

k and solve the sensitivity problem (A.6) by the FEM to obtain ∆Tr
k at the

sensor location xs.

9. Compute the search step size βk from equation (A.14) using the previously computed quan-

tities Tr
k and ∆Tr

k.

10. Compute a new estimate hr
k+1 by using the updating formula (A.12), set k = k + 1, and go

back to the step 4.

11. Once the stopping criterion (A.15) is met, retain only the first component of the converged

value, h
(m)
k = hr

conv(1), and attach it at the end of solution vector containing the converged
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values up to the time instant t = tm−1 leading to h = [h(1), h(2), · · · , h(m−1), h(m)]T . Shift

the time step by one by making tm ≡ tm +∆t and go back to step 2.

12. Continue the iterative process until m+ r − 1 = M .

A relevant detail suggested by Beck y Osman (1989) is that the sequential implementation

allows a temporary linearization of the non-linear heat transfer problem. The temperature-dependent

thermo-physical properties can be assumed as constant during each sequential interval (r-future

time steps), whereby the solution to the direct problem in step 4 can be obtained using a linear

solver. This is a valid approximation since the duration of the sequence is much lower than the

duration of the whole experiment, so the variation of the thermo-physical properties can be consi-

dered as negligible, albeit it depends on the grade of non-linearity of the problem. This approach

turns the originally non-linear direct problem into a linear one at every sequence, considerably

reducing the computational time. The temperature value used for the computation of the transitory

assumed constant thermo-physical properties is the one from the previous time step t = tm−1,

therefore k(m) ≡ k(T (m−1)) and ρc(m) ≡ ρc(T (m)). Finally, it is worth mentioning that the time

integral expressions involved in the current analysis are computed by the trapezoidal rule.

4. Numerical examples and results

The current section is focused on assessing the performance achieved under the sequential

implementation of the gradient-based method, which has been described in the previous section.

For this purpose, the proposed procedure will be used in some numerical examples concerning the

reconstruction of transient HTC. An infinitely long 1008 steel plate is considered similar to that

described in Section 2. The density of 1008 steel is ρ = 7850 kg/m3, whereas its thermal con-

ductivity and heat capacity are given in Table A.1 for different values of temperature (Handbook,

2005).

Tabla A.1: Thermo-physical properties of 1008 steel according to Handbook (2005)

Temperature [K] 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Thermal conductivity [W/(m ·K)] 57.8 53.2 49.4 45.6 41.0 36.8 33.1 28.5 27.9

Heat capacity [J/(kg ·K)] 481 519 553 595 662 754 867 875 846

The thickness of the plate is L = 0.01m. The surface of the plate at x = L is isolated,

whereas that at x = 0 is exposed to an environment temperature of T∞ = 500 ◦C and a prescribed

transient HTC. The sensor s is located at the isolated surface, i.e. xs = L. The initial temperature

is T0 = 900◦C, being homogeneous throughout the body. The duration of the transient analysis

will be tf = 10 s. Three test cases are considered, differing in the exact HTC function hex(t) to

be reproduced: A) triangular wave; B) sine wave; C) square wave. In all three cases, the minimum
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Tabla A.2: Errors obtained with the proposed SQNM together with the values achieved with SFSM.

Test case A Test case B Test case C

Future

time steps

Noise

level

Inverse

Method Computing

time [s]

RMSE
(×1.0e3) Computing

time [s]

RMSE
(×1.0e3) Computing

time [s]

RMSE
(×1.0e3)

r = 10

ω = 0.00
SQNM 0.6349 1.3023 0.6505 2.4581 0.6569 1.8560

SFSM 0.4921 1.4248 0.4612 2.5494 0.5028 1.9597

ω = 0.02
SQNM 0.6327 1.6203 0.6557 2.6929 0.6589 2.2027

SFSM 0.4762 1.6625 0.4494 2.7456 0.5163 2.2048

ω = 0.05
SQNM 0.7715 2.8467 0.6937 3.5194 0.7728 3.8665

SFSM 0.4980 2.6704 0.4904 3.3543 0.6749 3.6875

r = 12

ω = 0.00
SQNM 0.6753 0.9373 0.6689 1.7195 0.9200 1.5959

SFSM 0.4365 1.0223 0.3934 1.8043 0.3909 1.7044

ω = 0.02
SQNM 0.6984 1.0240 0.6877 1.8146 0.7268 1.7764

SFSM 0.4095 1.1136 0.4256 1.8837 0.4050 1.8652

ω = 0.05
SQNM 0.6842 1.4117 0.6937 2.0827 0.6961 2.2208

SFSM 0.4142 1.4621 0.4610 2.1163 0.4229 2.2179

r = 15

ω = 0.00
SQNM 0.8232 0.7886 0.9049 1.3970 1.2920 1.5800

SFSM 0.4670 0.7007 0.4551 1.1977 0.4476 1.5958

ω = 0.02
SQNM 0.8476 0.7791 0.8387 1.3797 0.8218 1.6261

SFSM 0.4680 0.7273 0.4875 1.1862 0.4497 1.6432

ω = 0.05
SQNM 0.8251 0.8491 0.8276 1.3363 1.0033 1.7227

SFSM 0.4632 0.7976 0.4838 1.2111 0.4576 1.7359

r = 18

ω = 0.00
SQNM 0.9713 0.9744 1.0495 1.7887 1.3698 1.7413

SFSM 0.5327 0.6221 0.5078 1.0570 0.4861 1.6546

ω = 0.02
SQNM 0.9784 0.9600 0.9923 1.7934 0.9889 1.7436

SFSM 0.5314 0.6298 0.5301 1.0545 0.5035 1.6639

ω = 0.05
SQNM 0.9705 0.9678 0.9717 1.7519 0.9641 1.7303

SFSM 0.5253 0.6402 0.5889 1.0447 0.5012 1.6447
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without the need of a re-scaling and/or implementation of non-traditional updating strategies.

From the previous section, it can be seen that the reconstructions exhibit some deviations and

oscillatory behavior from the exact values approximately at the first third of the time domain for

all the studied cases. An improvement in the quality of the reconstructions is noticed as time evol-

ves toward greater values, reaching an almost perfect match with the data at the last third of the

time interval for smoothly- and continuously-varying exact HTC, namely test cases A and B. The

accuracy in the reconstruction of the square-wave (test case C) is less precise than in the previous

cases because the algorithm smoothed out the jump discontinuity. A possible explanation for the

described qualitative behavior is that during the first sequences the available information, namely

the Yr vector, has very little information about the physics of the problem. As time evolves, the

information provided by the measured temperature vector becomes more significant. In presen-

ce of measurement errors, its effect is even more adverse in the sequential solution because the

shorter time domain results in an increased ill-conditioning of the problem.

Another noteworthy feature is that all the reconstructions suffer from an over-shooting at the

first time instant for r > 12, being such feature more pronounced in test case B. In the right-

after computed values, the reconstructions fit better the exact solution while the mentioned over-

shootings disappear. This behavior could be attributed to a possible convergence to a local mi-

nimum because the seed in the iterative process is chosen randomly. It can be stated that such

sensitivity to the initial point of the optimization process has a somewhat little effect on the qua-

lity of the reconstruction, since the over-shooting tends to disappear within the first sequences.

However, it also constitutes a drawback of the proposed method.

The presence of noise in the data set led to an increase in the oscillations, being such effect mo-

re noticeable for lower values of the future time steps parameter r. Although the increase of such

parameter led to a stabilization of the reconstructions, they also evidenced a damping effect which

resulted in over-smoothing of the heat flux discontinuity for test case C. For r > 12, the computed

HTC are qualitatively acceptable. Another aspect that arises when comparing the reconstructions

for all the test cases in terms of the RMS error is that the sensitivity of the proposed method with

respect to input data errors is very low when r ≥ 15. For instance, the values of the RMS error

(see Table A.2) for r = 18 are very similar to each other. However, it is worth to mention that the

assumption of the linearity of the problem in every sequence is less valid as the number of future

time steps increases.
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corresponding IBVP as

ρc(T )
∂T (x, y, t)

∂t
= ∇ ·

(
k(T )∇T (x, y, t)

)
, ∀(x, y) ∈ Ω, t0 < t ≤ tf

−k(T )
∂T (L, y, t)

∂x
= hj(t)[T (L, y, t)− T∞], (hj(t) unknown), at x = L, y ∈ Γj (j = 1, 2, 3), t0 < t ≤ tf ,

k(T )
∂T (0, y, t)

∂x
= 0, at x = 0, t0 < t ≤ tf ,

k(T )
∂T (x, 0, t)

∂y
= 0, at y = 0, t0 < t ≤ tf ,

k(T )
∂T (x,H, t)

∂y
= 0, at y = H, t0 < t ≤ tf ,

T (x, y, 0) = T0(x, y), ∀(x, y) ∈ Ω, t = 0,

where T (x, y, t) is the temperature at position (x, y) and time t, and T0(x, y) is the spatial tempe-

rature field at t = 0. Both the finite element implementation and the related iterative solution pro-

cedure defined in equations (B.2) and (A.4) are straightforwardly extended to the two-dimensional

case.

To take into account the presence of many sensors and the influence of the HTC hj(t) on the

temperature, the two-dimensional version of the objective function (A.5) is re-defined (Ozisik,

2000; Razzaghi et al., 2019; Farahani et al., 2014; Luchesi y Coelho, 2012; Yang y Chen, 2011) as

S[h1,2,3(t)] =

Ns∑

i=1

∫ tf

t0

[T (xi, yi, t;h
1,2,3(t))− Yi(t)]

2dt

=

Ns∑

i=1

∫ tf

t0

∫ x=L

x=0

∫ y=H

y=0

[T (xi, yi, t;h
1,2,3(t))− Yi(t)]

2δ(x− xi)δ(y − yi)dydxdt.

Following the same approach described in section 3.2, the sensitivity problem for the two-

dimensional formulation can be stated (Ozisik, 2000; Razzaghi et al., 2019; Helmig et al., 2020;

Chen et al., 2014) as

ρc(T )
∂∆T (x, y, t)

∂t
= ∇ ·

(
k(T )∇(∆T (x, y, t))

)
, ∀(x, y) ∈ Ω, t0 < t ≤ tf

−k(T )
∂∆T (L, y, t)

∂x
= [hj(t) + ∆hj(t)]∆T (L, y, t) + ∆hj(t)[T (L, y, t)− T∞],

at x = L, y ∈ Γj (j = 1, 2, 3), t0 < t ≤ tf

k(T )
∂∆T (0, y, t)

∂x
= 0, at x = 0, t0 < t ≤ tf ,

k(T )
∂∆T (x, 0, t)

∂y
= 0, at y = 0, t0 < t ≤ tf ,

k(T )
∂∆T (x,H, t)

∂y
= 0, at y = H, t0 < t ≤ tf ,

∆T (x, y, 0) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω, t = 0.

The adjoint problem for the two-dimensional setting is derived according to the procedure
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presented in section 3.3, starting with the definition of the augmented functional S̃[h1,2,3(t)] as

S̃[h1,2,3(t)] =

Ns∑

i=1

∫ tf

t0

∫ L

0

∫ H

0

[T (xi, yi, t;h
1,2,3(t))− Yi(t)]

2δ(x− xi)δ(y − yi)dydxdt+ · · ·

· · ·+
∫ tf

t0

∫ L

0

∫ H

0

λ(x, y)

{

ρc(T )
∂T (x, y, t)

∂t
−∇ · (k(T )∇T (x, y, t))

}

dydxdt

Then, the strong formulation of the corresponding IBVP adjoint formulation is obtained in a

similar manner as implemented in references (Molavi et al., 2013; Helmig et al., 2020; Razzaghi

et al., 2019; Luchesi y Coelho, 2012; Chen et al., 2014), leading to

ρc(T )
λ(x, y, t)

∂t
+∇ ·

(
k(T )∇λ(x, y, t)

)
= 2

Ns∑

i=1

[T (xi, yi, t;h
1,2,3(t))− Yi(t)]δ(x− xi)δ(y − yi),

∀(x, y) ∈ Ω, t0 ≤ t < tf

−k(T )
λ(L, y, t)

∂x
= hj(t)λ(L, y, t), at x = L, y ∈ Γj (j = 1, 2, 3), t0 ≤ t < tf

k(T )
λ(0, y, t)

∂x
= 0, at x = 0, t0 < t ≤ tf ,

k(T )
λ(x, 0, t)

∂y
= 0, at y = 0, t0 < t ≤ tf ,

k(T )
λ(x,H, t)

∂y
= 0, at y = H, t0 < t ≤ tf ,

λ(x, y, tf ) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω, t = tf .

The equation for computing the gradient of the augmented functional S̃ is obtained as descri-

bed in section 3.4, and also taking into account references such as Ozisik (2000); Razzaghi et al.

(2019); Helmig et al. (2020); Huang y Tsai (2005); Yang y Chen (2011), to obtain the following

expression

∇S̃[h1,2,3(t)] = λ(L, y, t)[T (L, y, t)− T∞].

Finally, the iterative procedure defined in section 3.5 must be re-formulated as hjk+1(t) =

hjk(t) + βkd
j
k(t). The computation of the direction of descent djk(t) is performed via the BFGS

formulation already described. The expression for computing the step size βk is derived similarly

as described in section 3.5, leading (Ozisik, 2000; Luchesi y Coelho, 2012; Huang y Tsai, 2005;

Liang et al., 2013) to

βk =

Ns∑

i=1

∫ tf

t0

{
T (xi, yi, t;h

1,2,3
k (t))− Yi(t)

}
∆T (xi, yi, t; d

1,2,3
k (t))dt

Ns∑

i=1

∫ tf

t0

[∆T (xi, yi, t; d
1,2,3
k (t))]2dt

.

The whole inverse procedure is similar to that described in section 4. First of all, we perform

a direct run using the three exact transient heat transfer coefficients acting at each portion of

the bottom boundary to obtain the temperature histories at the placement of the sensors. In a
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6. Conclusions

A novel gradient-based sequential inverse estimation method for reconstructing transient heat

transfer coefficient in the context of a non-linear heat conduction problem has been introduced

in this communication. Such a procedure is a modification of the traditional sequential conjugate

gradient method. Instead of employing the concept of conjugate directions to compute the descent

direction, we introduced a quasi-Newton updating strategy. The resulting method is appointed

as the sequential quasi-Newton method. Compared with the reconstructions achieved under the

sequential conjugate gradient strategy, the proposed technique yielded more reliable, stable, and

accurate results. We found that the unstable behavior of the conjugate gradient algorithm was rela-

ted to the sensitivity of the problem concerning the location of the measurement points within the

body. In this regard, the proposed method accurately captured the physics of the heat transfer phe-

nomena in a variety of cases involving noisy measurements, under a wide range of values for the

parameter r. The simple implementation of the quasi-Newton step avoided the need for re-scaling

and/or restarting strategies commonly involved in the conjugate gradient environment. We also de-

monstrated the competitiveness of the proposed method both in terms of the reconstruction quality

and computing times compared to the reconstructions achieved under Beck’s sequential function

specification method. The reliability of the proposed sequential method makes it suitable to com-

pute transient heat transfer coefficient during non-linear heat transfer processes in an online and

remarkably simple manner. Finally, a two-dimensional implementation was developed to show the

capability of the proposed method for computing spatially- and temporarily variable heat transfer

coefficients in presence of multiple sensors. This also serves to demonstrate the straightforward

extension of the proposed sequential quasi-Newton method to complex engineering problems in

two and three dimensions.
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B.A. Tourn, J.C. Álvarez Hostos, V.D.Fachinotti, “Implementation of total variation regularization-

based approaches in the solution of linear Inverse Heat Conduction Problems concerning the estimation of

surface heat fluxes”.

123



124 ANEXO B.



Implementation of total variation

regularization-based approaches in the

solution of linear Inverse Heat

Conduction Problems concerning the

estimation of surface heat fluxes
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Abstract

In this work, we propose the extension of total variation regularization strategies in principle formu-

lated to be implemented in image processing and signal analysis research fields, to the solution of one-

dimensional linear inverse heat conduction problems concerning the estimation of surface heat fluxes. Three

solution procedures are considered in the current study, and these include the lagged diffusivity fixed point

iteration, the iteratively reweighted least-squares, and the split Bregman iteration methods. The performan-

ce of such procedures is tested using four cases, and the regularization parameter is selected via the L-curve

criterion. The results are compared to the reconstruction obtained via a classical Tikhonov-like strategy.

The main outcome is that the staircase effect dominated all the reconstructions. Despite it deteriorated the

quality of the solutions in some specific cases, it did not prevent the appropriate fulfillment of the recons-

truction task. The results achieved in this communication have been useful to demonstrate the suitability

and reliability of extending total variation approaches to the solution of linear inverse heat conduction pro-

1Corresponding author. E-mail address: vfachinotti@cimec.unl.edu.ar (V.D. Fachinotti).
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blems concerning the estimation of surface heat fluxes, as an appropriate and novel alternative to standard

procedures.

1. Introduction

The inverse heat conduction problem, from now on the IHCP, is a research field of great interest among

the scientific and the engineering community (Beck et al., 1985; Alifanov, 1994; Ozisik, 2000) due to its vast

range of applications, including the estimation of thermophysical properties of a material (Huntul y Lesnic,

2017; Farahani y Kisomi, 2020); the estimation of Neumann and/or Robin boundary conditions (Mohebbi

et al., 2019; Abdelhamid et al., 2018; Samadi et al., 2012; Nejad et al., 2010) and/or initial conditions (Liu y

Chang, 2015; Wen et al., 2013); the specification of heat sources (Lu et al., 2019; Zueco et al., 2006); among

many other examples. To give a better understanding of the essentials of the IHCP, we distinguish between

the so-called forward or direct problems, and the inverse problems. The former is the usual formulation of

the heat transfer problem, where a cause-effect relationship is established. An example is the calculation of

the temperature field in a body when the initial and boundary conditions are perfectly defined. This kind of

problem meets all the three Hadamard’s conditions (Mueller y Siltanen, 2012): 1) the solution exists, 2) the

solution is unique, and 3) the solution is stable, meaning that it depends continuously on the data. In other

words, it is said that the problem is well-posed. On the other hand, in the inverse problem the cause-effect

relationship defined earlier is altered. In this sense, the solution of the inverse problem consists in finding

the causes giving rise to certain effects in the domain of interest. This problem is ill-posed due to its extreme

sensitivity with noise in the input data, whereby the last Hadamard’s condition is not fulfilled.

In order to overcome the previously described intrinsic feature of the inverse problems, a regulariza-

tion procedure must be applied. The algorithmic implementation of such technique depends on the inverse

computation method. It is usual to classify the available numerical methods that deal with the inverse pro-

blem into two main groups depending on the way the unknowns are computed, namely the whole domain

and sequential methods (Beck et al., 1985; Ozisik, 2000). In the former, the unknowns are obtained simulta-

neously, all at once, meaning that the data to be used in the inverse estimation must be available throughout

the entire transient analysis. In the latter, the unknowns are computed sequentially at each time step using

the information available until that time, and also some future time information.

One way to accomplish the regularization strategy in linear inverse problems formulated through a

whole domain approach is by variational methods (Vogel, 2002), which consists in the minimization of an

objective functional modified by a penalty term. The former is usually a least-squares functional of the misfit

between an input data and the output of a linear model, whereas the latter is typically an squared ℓ2-norm of

the unknowns. The most representative example is the normal equations with Tikhonov regularization (Beck

et al., 1985; Duda, 2017), although other general gradient and non-gradient optimization methods (Colaço

et al., 2006; Hao y Reinhardt, 1998) can be mentioned. Another strategies to accomplish the regularization

when using a whole domain approach are the filtering methods such as the SVD and TSVD (Mueller y

Siltanen, 2012; Vogel, 2002); and iterative methods, such as the conjugate gradient method with or without

adjoint formulation (Alifanov, 1994; Colaço y Orlande, 1999), the Levenberg-Marquardt method (Ozisik,
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2000; Duda, 2016), among others. In contrast, the regularization in the sequential specification methods is

conducted via the concept of the future time data (Beck et al., 1985; Lamm, 1995). The most representative

algorithm is the original Beck’s sequential function specification method (SFSM) (Beck et al., 1985) and

its many variants and numerical implementations, such as the filter approach of the SFSM (Beck, 2008;

Beck y Woodbury, 2016), the sequential conjugate gradient (Dowding y Beck, 1999), the SVD formulation

(Cabeza et al., 2005), among others.

When studying linear inverse problems that arise in other research fields (Mueller y Siltanen, 2012;

Aster et al., 2018) such as in image processing, it is clear that other stabilization strategies are also com-

mon. Although the classical Tikhonov regularization provides stable solutions, the so-achieved results tend

to be over-smoothed. Such a feature is detrimental in cases where a blurry and/or noisy image must be

reconstructed because the target is not only to recover its main features, but also to preserve the edges of

the image. In order to overcome such a difficulty, a total variation (TV) regularization strategy based on

the ℓ1-norm of the first derivative of the unknown quantity has been proposed by Rudin et al. (1992). This

alternative approach is known to be edge preserving, whereby the solution obtained from noisy data will

also involve an appropriate reconstruction of sharp boundaries.

To the authors’ best knowledge, the aforementioned regularization strategies have not yet been imple-

mented for estimating surface heat fluxes in the framework of a linear whole domain IHCP, even when such

procedures would allow the improved reconstruction of unknown quantities of interest. Very few related

works can be mentioned. In the work of Lu et al. (2019), an ℓ1 regularization strategy was used appropria-

tely to recover the information of sparse heat sources in a two-dimensional domain. In (Baranger et al.,

2014), a Cauchy problem inherent in the heat conduction equation is solved using an energy-like method-

based optimization process, coupled to a TV regularization in order to handle the noisy data. In (Zhang

y Ng, 2019), the authors deals with two IHCPs, one modeled through a Volterra- and the other using a

Fredholm-like integral equations. To find the solution to these inverse problem, the alternating direction

method of multipliers (ADMM) is employed, being the objective function a coupling between a ℓ∞-norm

of the data fitting term together with a TV-norm of the unknowns. In (Li y Deng, 2020) a TV regularization

procedure has been used in the solution of an inverse problem to estimate the unknown diffusion coefficient

in a parabolic equation.

In agreement with the recent developments and potentialities inherent in the TV regularization strategy

(Rudin et al., 1992; Rodrı́guez, 2013; Chan et al., 2000), we propose the implementation of such a procedure

in the solution of a linear IHCP conceived to estimate surface heat fluxes in the framework of a variational

whole domain inverse method. Accordingly, the introduction of a TV-norm of the unknown heat fluxes

will be presented as a suitable alternative to the classical penalty term based on a squared ℓ2-norm. This

choice leads to the commonly known ℓ2-TV problem (Rodrı́guez, 2013), since the functional to minimize

is composed by a coupling between a ℓ2-norm of the misfit term and a TV-norm of the unknowns. After

defining mathematically the TV-norm, we will present three specially designed solution strategies that are

common in the image processing field, such as the lagged diffusivity fixed point iteration (LDFPI), the

iteratively reweighted least-squares (IRLS), and the split Bregman iteration (SBI) methods, which will be

adapted to the IHCP considered in this communication. In order to analyze the performance of the proposed
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strategy, we will compare the obtained results with those achieved via the Tikhonov model. Briefly, this is

the first study focused on discussing the potentialities of using a TV regularization strategy to deal with the

ill-posedness of the linear IHCP of estimating transient surface heat fluxes, providing suitable numerical

methods specially adapted to accomplish a prescribed task.

The remainder of this work is organized as follows: Section 2 is devoted to present the formulation

of the inverse problem, the corresponding finite element-based formulation, the definition of the objective

function and the sensitivity analysis; Section 3 presents the formulation of the inverse problems with a

TV penalization term, and the algorithms that will be employed; Section 4 describes the one dimensional

problem addressed in this communication with one sensor and one unknown boundary heat flux, together

with the obtained main results. The discussion of such outcomes is addressed in Section 5; and finally,

conclusions are drawn in Section 6.

2. Formulation of the inverse problem

2.1. Governing equations

Let us consider an infinitely long plate of thickness L. Its right boundary is isolated, while an unknown

transient heat flux q(t) acts at the left boundary. The thermophysical properties of the body, namely the con-

ductivity k, specific heat Cp, and density ρ, are constant. The initial condition, that is to say, the temperature

at the beginning of the analysis, is T0. Fig. B.1a depicts the main features of the geometry. Such features

allow the solution of the resulting transient heat conduction problem in a one-dimensional domain. The

mathematical model that establishes a relationship between the temperature field throughout the body and

the recently described features is the so-called Initial and Boundary Value Problem (IBVP) (B.1), which is

given by the transient heat conduction equation (B.1a) (no internal heat sources are considered), the initial

or Cauchy condition (B.1b), and the boundary conditions (B.1c) and (B.1d),

ρCp
∂T (x, t)

∂t
= k

∂2T (x, t)

∂x2
, 0 ≤ x ≤ L, t > 0 (B.1a)

T (x, t)|t0 = T0(x), 0 ≤ x ≤ L, t = 0 (B.1b)

k
∂T (x, t)

∂x
= ql = q(t), x = 0, t > 0, (q(t) unknown), (B.1c)

−k
∂T (x, t)

∂x
= qr = 0, x = L, t > 0, (B.1d)

where T (x, t) is the temperature at position x and time t. The missing information regarding the unknown

boundary condition (equation (B.1c)) must be remediated to complete the formulation of the problem.

Therefore, a temperature-time history Y (t) at certain position xs, which corresponds to a sensor point s

in the body Ω, is provided. Such sensor point actually represents the location where a thermo-couple is

positioned within the body in a controlled transient heat conduction experiment.

The IHCP to be addressed in this communication consists in finding a surface heat flux history q(t)

at x = 0 such that T (xs, t) − Y (t) ≈ 0 for t ≥ 0, which means that the temperature T (x, t) computed

by the inverse model at the sensor location must match as well as possible the provided temperature-time
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continuous distribution stated in equation (B.1b), by solving (B.2) for Tm∆t. Note that equation (B.2)

cannot be solved before determining the unknown heat fluxes qm. The next sections are devoted to describe

the methodology for computing these unknowns.

2.3. Objective function

Following the so-called variational approach in the context of the IHCP (Vogel, 2002), we define an

objective function based on a least-squares criterion given by

S(q) = ||Y −Θ(q)||2 + αR(q). (B.4)

where Θ(q) = [T (xs, t1; q1), T (xs, t2; q2), · · · , T (xs, tM ; qM )]T is the vector of computed temperatures

via the FEM at the sensor location xs for the time instants t1, t2, · · · , tM , α is a regularization parameter and

R(q) is a regularizing functional. The first term in the right hand side (RHS) of equation (B.4) represents

the misfit between the given temperature history Y (tm) and the discrete temperatures Θ(qm), computed in

terms of the set of parameters stored in the q vector, which are obtained after each iteration of the solution

algorithm. Both Y and Θ(q) are vectors in R
M . The second term in the RHS of equation (B.4) is a penalty-

based regularization term that is essential due to the ill-posedness of the inverse problem (Beck et al., 1985;

Ozisik, 2000), transforming it into conditionally well-posed (Alifanov, 1994).

A classical approach in the solution of IHCP involves the implementation of a Tikhonov regularizing

functional, which can be expressed as R(q) = ||Lq||2. Such a functional is the ℓ2-norm of the product Lq

and it can be interpreted as a quadratic constraint for the problem of minimizing ‖Y−Θ(q)‖2. The discre-

tization matrix L allows the implementation of the zeroth-, first-, or second-order Tikhonov regularization

(Ozisik, 2000), according to the derivative order of the unknowns. For the zeroth-order variant, L = I.

The value of the parameter α modulates the influence of the regularization term in the objective fun-

ction. Large values of α lead to markedly damped solutions, whereas small values of such a modulating

parameter give rise to oscillatory and unstable solutions tending to fit the noise of the input data. In this

sense, the appropriate choice of the optimum value for α for the achievement of an appropriate solution of

the IHCP will be addressed in Section 2.6.

Finally, the variational approach consists in finding the solution to the IHCP through the set of values

q̃α that minimize the expression (B.4), with R(q) = ||Lq||2, which is

q̃α = arg min
q∈RM

{
||Y −Θ(q)||2 + α||Lq||2

}
. (B.5)

2.4. Sensitivity analysis

The sensitivity or Jacobian matrix J is the tangent operator that links the variations of temperature

with changes in the vector of unknown transient heat flux. It arises during the sensitivity analysis when



2. FORMULATION OF THE INVERSE PROBLEM 131

evaluating the gradient of the objective function Sα given by equation (B.4) with R(q) = ||Lq||2, i.e.

∇Sα =
dSα

dq
= −2JT

[
Y −Θ(q)

]
+ 2αLq, (B.6)

where J = dΘ/dq is the Jacobian matrix. Let the sensor be located at the node s of the finite element mesh,

so Θ(qm) is given by the s-th component of the nodal temperature vector Tm∆t. Then, J is completely

determined by knowing dTm∆t/dq (and taking into account equation (B.2)), as

dTm∆t

dq
=

(
C

∆t
+K

)−1 [
C

∆t

dT(m−1)∆t

dq
− dQm∆t

dq

]

=
∂Tm∆t

∂Ql∆t

dQl∆t

dq
, (B.7)

where it can be seen that the derivatives of the temperature with respect to the vector of design variables

can be obtained using the chain rule. The process is performed sequentially starting from m = 1 with

dT0/dq = 0, since the temperature field at t = 0 is prescribed. From equation (B.1c), dQl∆t/dqm = 0

if l 6= m, whereas dQl∆t/dqm = NT if l = m. It can be observed that ∂Tm∆t/∂Qk∆t = 0 when

k > m, since the temperature field at a certain time instant does not depend on future heat fluxes. Another

noteworthy aspect is that dTm∆t/dq is the expression for the sensitivity coefficients valid for any node of

the spatial mesh. Whereby, the computation of dΘ/dq is intrinsic in such derivation.

In agreement with Beck et al. (1985), the sensitivity matrix exhibits a lower triangular shape and its

elements along a diagonal take the same value for all the diagonal. Such matrix is a discrete version of the

first-kind Volterra linear integral operator (Lamm, 1995) which is present in the derivation of the inverse

model proposed by Beck in terms of the Duhamel’s superposition principle. Further details regarding such

formulation can be found in Beck et al. (1985).

The derivation of the explicit form of J allows to write the transient temperature distribution Θ at the

sensor location as Θ = Jq+ T01, which constitutes a linear model for such temperature distribution with

respect to q.

2.5. Typical solution strategy for the linear inverse model

In the previous subsection we found that, in the framework of the finite element model for the IHCP,

an analytical expression for the sensitivity coefficients of the matrix J can be drawn. So, the substitution of

the linear model Θ = Jq+ T01 in (B.4), with R(q) = ||Lq||2, leads to:

Sα(q) = ||Y − (T01+ Jq)||2 + α||Lq||2 = ||Y∗ − Jq||2 + α||Lq||2 (B.8)

being Y∗ = Y − T01. We can see that this last equation is identical to the usual formulation of an inverse

problem Sα(u) = ||b−Au||2+αR(u) where b is a continuous input noisy measured data, u is the variable

to be estimated, and A is a compact integral linear operator involving a convolution of functions, which

leads to Fredholm- or Volterra-like integral operators (Mueller y Siltanen, 2012; Vogel, 2002; Alifanov,
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1994). The minimization of the modified objective function (B.8) leads to the solution q̃α by computing

q̃α = arg min
q∈RM

{
||Y∗ − Jq||2 + α||Lq||2

}
. (B.9)

Such problem can be solved resorting to the alternative form of the Tikhonov formulation (Duda, 2017;

Hansen, 1999; Lamm, 1995), which is based on the following normal equations for the inverse problem:

(JTJ+ αLTL)q̃α = JTY∗, whose solution can be expressed as

q̃α = J∗
αY

∗, being J∗
α = (JTJ+ α2LTL)−1JT . (B.10)

2.6. Selection of the regularization parameter α

Among the most popular methods available to properly select the optimum value for α, we can mention

the unbiased predictive risk estimator method, the discrepancy principle, the generalized cross-validation,

and the L-curve criterion (Mueller y Siltanen, 2012; Vogel, 2002). Other more recently developed strategies

involve a set of regularization terms in the objective function, which implies the appropriate selection of

multiple regularization parameters. Such schemes impose the need for special algorithms to find optimality

in each one of such parameters. Many examples are available in the image/signal processing fields (Yang

et al., 2021; Song et al., 2015). On the other hand, the clearest example of this multi-parameter regularization

for the IHCP is developed by Samadi et al. (2021), which involves the combination of zeroth-, first-, and

second-order Tikhonov regularization terms to the sum of squared errors function. The solution to this

multivariate optimization problem is computed via genetic algorithms and pattern search techniques.

Despite the capability of the multi-parameter regularization strategies in improving the quality of the

solution to the inverse problem, the complexity of the solution procedures and the computational cost are

also increased. On the other hand, the current work is focused on appropriate implementation of the traditio-

nal L-curve criterion approach due to both its more simple implementation and its suitability and reliability

in the selection of the regularization parameter, which are aspects that have been extensively demonstrated

and discussed in the literature (Hansen, 1992, 1999). The method essentially consists in locating a set of

parametrically generated points given by
{
log||Y∗ − Jqα||2, log||Lqα||2

}
, in a two-dimensional graph.

This plot is usually an L-shaped curve, and the optimum value of the regularization parameter is placed at

the corner of the curve.

3. The ℓ2-TV problem

3.1. Formulation of the problem

So far, we have presented a typical whole domain approach to estimate an unknown transient heat flux

using an inverse zeroth-order Tikhonov strategy to stabilize the problem. Alternatively, in this communica-

tion we propose to replace the Tikhonov term in (B.8) by a TV penalty term defined as ||q||TV ≡ TV(q),
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leading to the final form of the modified TV-based objective function

Sα(q) = ||Y∗ − Jq||2 + αTV(q). (B.11)

Such inverse formulation constitutes a ℓ2-TV problem (Rodrı́guez, 2013) commonly known as the ROF

model, which has been introduced in the pioneer work of Rudin et al. (1992).

For a real-valued function f on an interval [a, b], its total variation TV(f) is defined as TV(f) =

sup
∑k

i=1 |f(xi)− f(xi−1)|, where sup stands for the supremum over all partitions a = x0 < x1 < x2 <

· · · < b = xk of [a, b]. Furthermore, if f is differentiable in the mentioned interval, the above expression

turns into TV(f) =
∫ b

a

∣
∣df/dx

∣
∣dx. The non differentiability of |df/dx| in the TV integral at t = 0 will be

avoided resorting to the smooth approximation |z| =
√

z2 + β Vogel y Oman (1998); Vogel (2002), where

β is a small positive number controlling the grade of differentiability (β = 1.0e−5 is small enough for such

a purpose). Using such a TV regularization term will allow the appropriate capture of jump discontinuities

in the unknown function, which is not possible to achieve using a classical Tikhonov regularization due to

its over-smoothness features.

3.2. Discrete implementation of the TV term

Since in our analysis the continuous function q(t) is represented by a discrete set of values q1, q2,

· · · , qm, · · · , qM which are stored in the vector q, we need to find a expression for TV(q). The discrete

approximation of |dq/dt|2 at t = tm is given by [qm−qm−1]
2/∆t2, where we employ a forward differences

scheme to approximate the time derivative. Hence, the discrete form of the TV functional can be expressed

as TV(q) =
∑M

m=2

√
{
[qm − qm−1]/∆t

}2
+ β∆t. Then, we introduce the matrix-vector product Dq

which leads to the final expression of TV(q),

TV(q) =
M−1∑

m=1

√
(
Dq

)2

m
+ β∆t,

D =
1

∆t











−1 1 0 · · · 0 0

0 −1 1 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...

0 0 0 · · · −1 1











∈ R
(M−1)×M .

(B.12)

The scalar operations over Dq are considered to be applied element-wise, and D is a discretization

matrix that allows the computation of the finite differences (qm − qm−1)/∆t. Then, the gradient of the

discrete from of the TV functional can be computed as

∇TV(q) = LTV(q)q ∈ R
M−1,

LTV(q) = DT

{

diag
m=1,··· ,M−1

[(
Dq

)2

m
+ β

]−1/2
}

D∆t,
(B.13)

where LTV(q) is the expression originally derived by Vogel (2002), which has the property of being a

symmetric (M − 1)× (M − 1) matrix.
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3.3. Solution strategies for the ℓ2-TV problem

In this section we show different available methods that can be used to estimate the transient unknown

heat flux in the context of the ℓ2-TV formulation. Although most of the literature about the TV regulariza-

tion is related to the field of signal processing and image reconstruction, we will show that these concepts

could also be applied to the case of the inverse heat conduction problems formulated for the estimation of

time-dependent surface heat fluxes.

The lagged diffusivity fixed point iteration method

The presence of an ℓ1-norm in the TV formulation makes difficult the achievement of a solution to

the optimization problem, in contrast with the typical Tikhonov regularization scheme where the whole

minimization functional is quadratic. After defining the general linear inverse problem Sα(u) = ||b −
Au||2 + αR(u), with R(u) = TV(u) and the differentiable approximation of |∇u|, the authors in Rudin

et al. (1992) presented the formulation of the Euler-Lagrange equations for the aforementioned Sα(u)

functional as 0 = A∗(b−Au)+α∇·
(
∇u/

√

|u|2 + β
)
, where A∗ stands for the adjoint operator of A. The

marked non-linearity of ∇ ·
(
∇u/

√

|u|2 + β
)

impose the need of finding suitable strategies to find a stable

solution to the Euler-Lagrange equation. In the pioneer work of Rudin et al. (1992), the authors proposed a

time marching scheme to reach the steady state of the parabolic equation given by ∂u/∂t = −A∗(b−Au)−
α∇ ·

(
∇u/

√

|u|2 + β
)

with initial condition u(x, 0) = b. Alternatively, Vogel y Oman (1998) proposed

a fixed point iteration method for the Euler-Lagrange equation defined as 0 = A∗(b − Auk+1) + α∇ ·
(
∇uk+1/

√

|uk|2 + β
)
, which is also known as the lagged diffusivity fixed point iteration (LDFPI) method,

because the diffusivity term in the resulting parabolic equation is computed using a previous value of u.

The algorithmic implementation of the LDFPI method is stated in Algorithm 1.

Other iterative methods can be found in the book of Vogel (2002). The steepest descent method is

posed as a generalization of the time marching scheme. The direction of descent in the former is tuned by

a parameter νk obtained using a line search algorithm, whereas such parameter is kept fixed as ν = ∆t

in the latter approach. The aforementioned methods, including the time marching method, are known to

be at most linearly convergent (Chan et al., 1999; Vogel, 2002). Other iterative methods that, under certain

assumptions, can reach quadratic convergence are the Newton method and primal-dual methods (Chan et al.,

1999; Vogel, 2002).

Many other strategies, not involving the Euler-Lagrange equation as in the previous cases were propo-

sed (Rodrı́guez, 2013). In the following sections, we will focus on two strategies whose easy implementation

and reliability in the solution of inverse problems involving ℓ1-norms have been extensively demonstrated

(Rodrı́guez, 2013; Goldstein y Osher, 2009; Gholami y Hosseini, 2013). Such strategies are the iteratively

reweighted least-squares (IRLS) method, and the split Bregman iteration (SBI) algorithm.

The iteratively reweighted least-squares (IRLS) method

IRLS algorithms are conceived to solve the ℓ2-TV inverse problem given by equation (B.11) via the ap-

proximation of the ℓ1-norm of the TV term by a weighted ℓ2-norm, within an iterative scheme (Rodrı́guez,
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2013; Wohlberg y Rodrı́guez, 2007). This algorithm can also deal with a more general formulation, where

the objective function is composed by the sum of the ℓp-norm of the data fidelity term and the ℓq-norm of

the regularization term. However, in our case we will focus on the ℓ2-TV problem. The solution strategy

of the IRLS method, clearly stated in Gholami y Hosseini (2013) and Rodrı́guez (2013), is summarized in

Algorithm 2.

The split Bregman iteration (SBI) method

The split Bregman iteration algorithm has gained very much attention in the past few years in the image

processing field because of its ability to find the solution of optimization problems where the objective fun-

ction is composed by a coupling between a ℓ2 and a ℓ1 terms, as in the case of a ℓ2-TV problem (Rodrı́guez,

2013). Among its main advantages (Goldstein y Osher, 2009; Liu y Huang, 2010) we can mention its ro-

bustness against noisy data, its fast convergence, and its direct and straightforward implementation. Such a

procedure is actually a re-interpretation of the alternating direction method of multipliers (ADMM) that is

specially adapted to problems involving ℓ1-norms (Rodrı́guez, 2013; Goldstein y Osher, 2009).

The method was originally proposed by Goldstein y Osher (2009), inspired by previous works (Wang

et al., 2007; Yin et al., 2008). The authors defined a constrained optimization problem where the objective

function is composed by a coupling between a ℓ2 and a ℓ1 terms as ||d||1+H(u), being H(u) = α
2 ||b−Au||22

the conventional data fidelity term. The minimization problem is subject to the constraint d = ∇u = Du,

and is solved with respect to the variables u and d. Then, they converted the constrained formulation into an

unconstrained one by adding a penalization term to the objective function as ||d||1 +H(u)+ λ
2 ||d−Du||22.

After some mathematical manipulations, whose details we omit for the seek of clarity but they can be further

reviewed in Goldstein y Osher (2009), the solution to this problem is obtained iteratively as

(uk+1, dk+1) = argmin
u,d

||d||1 +H(u) +
λ

2
||d−Du||22, bk+1 = bk + (Duk+1 − dk+1).

The main problem given by the equation on the left in the above set is split into two sub-problems,

one that is solved for u and the another that is solved for d. Starting with u0 = 0 and d0 = b0 = 0, the

expression for the split Bregman iterative algorithm is completed making

uk+1 = argmin
u

α

2
||b−Au||22 +

λ

2
||Du− dk + bk||22,

dk+1 = argmin
d

||d||1 +
λ

2
||d−Duk+1 + bk||22.

The decoupled problems can be solved as follows. The first sub-problem involves only ℓ2-norms, so

the optimality condition implies making the gradient of its corresponding objective functional equal to

zero, and then solving for uk+1. After some mathematical manipulation, the expression can be stated as

uk+1 =
(
αA∗A+ λD∗D

)−1[
αA∗b+ λD∗(dk + bk)

]
.

The solution for the second sub-problem can be obtained explicitly (Goldstein y Osher, 2009) with

dk+1 = shrink(Duk+1+bk, 1/λ), where the shrinkage operator is defined as shrink(x, γ) = x
|x|max(|x|−

γ, 0), and the parameter λ is arbitrarily chosen. However, since the algorithm is expected to converge within
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a few number of iterations, an outer loop can be implemented where different values of λ → ∞ are passed

to the main algorithm. In this work we will follow the recommendation stated in Gilles (2011), making

λ = 1.

It is worth to note that the recently described algorithm is valid for a ℓ1-norm of d, whose discrete

implementation is d =
∑

i

(
Dq

)

i
. For the case of the TV norm of d, its discrete implementation is given

by equation (B.12). Hence, the computation of the first order derivative corresponding to the optimality

condition can be written as follows

αJT
(
Jq−Y∗

)
+ λ

dTV

dq

(
TV(q)− dk + bk

)
= 0,

where dTV/dq = LTV(q)q as in equation (B.13). From the previous expression, it can be seen that

qk+1 cannot be computed directly since the equation is nonlinear. However, we propose an alternative that

consists in using an approach similar to the LDFPI method described earlier. It consists in computing the

expressions depending on q (the LTV and TV expressions) in terms of the value of q obtained in the

previous iteration, i.e. αJTJqk+1 − αJTY∗ + λLTV(q
k)qk+1

(
TV(qk) − dk + bk

)
= 0. Therefore, the

updated qk+1 vector and the updated state of the variables d and b are computed as follows

qk+1 =
[
αJTJ+ λLTV(q

k)
(
TV(qk)− dk + bk

)]−1(
αJTY∗

)
, (B.14)

dk+1 = shrink(TV(qk+1) + bk, 1/λ), bk+1 = bk + (TV(qk+1)− dk+1). (B.15)

Using the previous definitions, and taking into account the discretized variables for our problem, the

pseudo-code for the split Bregman iterative method is given in Algorithm 3.
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Algorithm 1: LDFPI

Input: Y∗, J, LTV, α

Output: q̃α

k = 0, qk = 0,

res = ∞,

tol = a small number < 1

while res ≥ tol do

Lk = LTV(qk)

∇Sk =

2JTJqk−2JTY∗+αLkqk

Hk = 2JTJ+ αLk

sk = −H−1
k ∇Sk

qk+1 = qk + sk

res = ||qk+1 − qk||2

k = k + 1

return q̃α = qk

Algorithm 2: IRLS

Input: Y∗, J, D, α

Output: q̃α

k = 0, Q0
TV = In,

qk = 0, res = ∞,

tol = a small number < 1

while res ≥ tol do

qk+1 =
(

JTJ+

α
2
DTQk

TVD
)−1

JTY∗

Qk+1
TV =

diag
m=1,··· ,M−1

[(

Dqk+1
)2

m
+

β
]− 1

2

res = ||qk+1 − qk||2

k = k + 1

return q̃α = qk

Algorithm 3: SBI

Input: Y∗, J, D, α, λ

Output: q̃α

k = 0, qk = 0, dk = bk = 0,

res = ∞,

tol = small number < 1

while res ≥ tol do

qk+1 =
[

αJTJ+

λLTV(q
k)
(

TV(qk)−

dk + bk
)]−1(

αJTY∗
)

dk+1 = shrink(TV(qk+1) +

bk, 1/λ)

bk+1 =

bk + (TV(qk+1) + dk+1)

res = ||qk+1 − qk||2

k = k + 1

return q̃α = qk

3.4. Choosing the regularization parameter in the ℓ2-TV problem

In this communication, the optimal regularization parameter will be found via the L-curve method,

since it is also valid when a different norm is employed instead of a ℓ2-norm (Yang et al., 2015; Wen

y Chan, 2011; Zhang y Ng, 2019). The parametric construction of the L-curve is made from the points
{
log(TV(qα)), log||Y∗ − Jqα||2

}
, where α is the varying parameter controlling the balance between the

misfit and the TV terms. Moreover, such a parameter is kept constant in the course of the solution conducted

under each algorithm. Other methods conceived to adaptively select the regularization parameter designed

for the ℓ2-TV problem, such as the general cross-validation method (Liu y Liu, 2010) or the discrepancy

principle (Wen y Chan, 2011), are not considered in this article.

The corner of the L-curve will be found by using the freely available package “Regularization Tools”provided

by Hansen (1994), which is a set of computational tools for linear inverse problems. Such a tools package

can be downloaded from the website http://www2.compute.dtu.dk/˜pcha/Regutools/.

4. Numerical examples and results

The following numerical examples have been conducted in order to assess the performance of the

proposed strategies, by using noisy input data sets for the estimation of the unknown boundary condition

and measurement data from one single sensor. We consider a one-dimensional problem whose main features

were already described in Section 2, and depicted in Fig. B.1a.

The test cases are defined by two computations: a forward run, followed by the inverse run. In the

forward run, the temperatures in the whole body are calculated by FEM, using a prescribed transient heat
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flux functional shape Q(t) acting at the left boundary. Two different prescribed heat fluxes are considered,

which defines two test cases: Test Case A (a square-shaped heat flux function) and Test Case B (a half

sine heat flux function). The upper and lower bounds on such functions are 0 and 100W/m2 respectively,

for both. A sensor s is placed at the isolated boundary (xs = L) to register the temperature-time history

Y, being this position the most hard condition for the inverse algorithm. In the inverse run, the cause (the

heat flux) is estimated given the effect (the temperature Y at the sensor location). The output if the inverse

analysis will be q(t). To mimic the presence of measurement errors in the registered temperatures, the exact

values are affected by normally distributed random errors with zero mean and unit standard deviation. Thus,

a perturbed input data with a noise level ǫ is set as Y + ǫ · randn(M), where randn(M) is a vector of M

normally distributed random real numbers, and ǫ is the noise level. We will consider two values for this

parameter, namely ǫ = 0.01 and ǫ = 0.05, as it is usually the case.

The performance of the inverse computations is evaluated through an appropriate error measurement

between the estimated and the exact heat flux, such as the root mean square error measurement defined as

RMSE =

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

[Q(tm)− q(tm)]2. (B.16)

The iterative process stops at the iteration k for which the norm of the changes between consecutive

solutions ||qk+1 − qk|| (see Algorithms 1-3) drops bellow a sufficiently small number, namely 1e−3.

The thickness of the plate is L = 1m. The thermophysical properties of the body are k = 1W/(m ·K)

and ρCp = 10 J/(K ·m3). The initial temperature is homogeneous throughout the body, with a value of

1000 ◦C. The spatial discretization of the geometry is an equally spaced mesh with 20 finite elements. The

temporal discretization for the inverse run is different from the one that is used in the forward run in order

to avoid artificially perfectly fitted solutions as described by Mueller y Siltanen (2012), who refer to such

issue as an inverse crime.

Table B.1 contains the error data for every solution algorithm and for the two levels of noise, attained

in each Test Case. The last row of the table shows the results obtained using the classical Tikhonov model,

which will be compared to the ℓ2-TV methods considered in this article. For this case, we only display the

minimum error since we are interested only in the performance of the ℓ2-TV methods. The bolded written

values correspond to the minimum error in each case.

Tabla B.1: Error values according to the RMSE formula for Test Case A and B.

Test Case A Test Case B

Method
ǫ = 0.01 ǫ = 0.05 ǫ = 0.01 ǫ = 0.05

Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC) Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC) Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC) Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC)

LDFPI 8.0253 14.5120 8.2085 11.2601 3.8192 4.3309 5.5442 6.8849

IRLS 8.0043 14.4420 8.1838 10.9280 3.9347 4.2176 5.6527 6.9790

SBI 8.3382 14.4500 8.5427 13.2052 4.4682 5.7496 5.7471 7.6741

Tikhonov 11.8519 - 12.4033 - 2.0460 - 2.3410 -
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Fig. B.3a-B.3c show that the optimum regularization parameter (αMinErr) is not placed at the corner of the

L-curve, as it was previously mentioned in Fig. B.2. However, it is clearly closer in the case of the noise

level ǫ = 0.05, see Fig. B.4a-B.4c. This behavior indicates a non-convergence of the L-curve criterion,

since the error measurement increases when the level of noise decreases. The literature indicates that the

L-curve criterion is more likely to fail when a very smooth exact solution is to be estimated (Hanke, 1996),

although the approach to the inverse problem in the latter reference is the Tikhonov model. So, it is not

straightforward to assume that this possible issue may be present in the ℓ2-TV model. Further, the non-

convergence is observed for the non-smooth exact heat flux considered in this Test Case.

The suitability of the L-curve criterion in Test Case A is questionable. The reconstructed heat fluxes gi-

ven in Fig. B.3d-B.3f for the corresponding αLC parameters, can be rated as qualitatively good. The flatness

of the parts where the heat flux does not change are generally preserved, but there are some discrepancies in

the immediate instants after the first and second jumps. Moreover, the computed error for the three ℓ2-TV

models (with ǫ = 0.01) are higher than the error attained by the Tikhonov method. Analyzing for the noise

level ǫ = 0.05, see Fig. B.4d-B.4f, we can also notice that the reconstructions have similar features to those

obtained for ǫ = 0.01. However, in this case the error computed for the three ℓ2-TV models are lower than

the error with by the Tikhonov method.

With the SBI method, it can be seen that the optimum value of the regularization parameter is several

orders of magnitude higher than that for the other methods. This is a consequence of the fact that the

parameter α modifies the terms containing products of the linear discrete operator J with itself, and also

with the modified given data Y∗ (see equation (B.14)). Since the sensitivity coefficients in our problem are

very small, being the grater value in an order of magnitude of 1e−4 (for those placed in the main diagonal

of the matrix J), the regularization parameter must to be large to enforce the influence of those terms. This

feature is the opposite with respect to the other methods, where α affects the terms including the discrete

matrix for the TV regularization.

Recapitulating for Test Case A, we can affirm that the performance of the three ℓ2-TV methods is

similar for both αMinErr and αLC, and that the estimated heat fluxes for αMinErr are practically equal to

the exact heat flux for the both noise levels. Even though the L-curve criterion exhibited a non-converging

behavior, the heat flux reconstructions were qualitatively acceptable for the both noise levels.

In Test Case B, the best that the ℓ2-TV models can do is to approach to the exact shape with the observed

“blockier” (Mueller y Siltanen, 2012) fashion, which is emphasized when the noise level increases. An

alternative to overcome this issue is to use higher order TV models, which are characterized not only by

preserving the jump discontinuities, but also by providing smooth transitions (Chan et al., 2000). However,

the implementation of these models is out of the scope of this work.

Even though the L-curve criterion exhibited a convergent behavior and that the optimum regularization

parameter αMinErr is placed nearby the corner of the L-curves, it is observed that the qualitative difference

between the corresponding heat flux reconstructions is more noticeable in this Test Case than in the previous

one. Such a feature is a consequence of the influence of the staircase effect, which is also stronger when the

noise level increases.



5. DISCUSSION 143

Assessment of error measurement. To further investigate the nature of the errors attained with the

proposed methods and gaining more insights regarding their performance, we acknowledge that the mean

square error MSE of the differences between the exact and the computed heat fluxes (which measures the

performance of the model), is composed by a bias and a variance component (Woodbury y Beck, 2013;

Farahani y Kowsary, 2012; Farahani et al., 2014; Khorrami et al., 2013). Woodbury y Beck (2013) obtained

explicit expressions for these two components in the context of a linear IHCP solved via the Tikhonov

method. Such expressions are possible to be derived because the Tikhonov formulation allows the direct

computation of the heat flux, as shown previously in equation (B.10). The authors also discussed the relative

influence of both components, being the optimum global error value a consequence of an appropriate trade-

off between them. However, the recently mentioned explicit derivation of the different error components

is not possible when using iterative solution methods. For this reason, Farahani y Kowsary (2012) and

Farahani et al. (2014) directly computed the error components from the following formula:

V = MSE−D2, MSE = RMSE2, D =

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

[Q(tm)− qno-noise(tm)]2, (B.17)

where MSE is the mean square error of the differences between the exact and the computed heat fluxes in

presence of noisy measurements (which can be computed from equation (B.16)), and D is the root mean

square error of the differences between the exact and the computed heat fluxes using noise-free measure-

ments.

Since the proposed ℓ2-TV methods are essentially iterative, we will follow the approach of Farahani

y Kowsary (2012) and Farahani et al. (2014). The components of the error measurements according to

equation (B.17) are given in Table B.2. The different values of RMSE are gathered from the αMinErr column

in Table B.1. It is possible to note that the variance component increased in all cases from ǫ = 0.01

to ǫ = 0.05, which is expected behavior since the heat flux reconstructions are less accurate. Roughly

speaking, the variance component doubled from the lowest to the highest noise level. Another noteworthy

aspect is that RMSE in Test Case A is mainly dominated by the bias component, whereas in Test Case B

both components are more balanced. Such behavior can be explained in terms of the nature of the exact heat

flux function to be estimated and the limitations of the proposed methods concerning the staircase effect

defined in the previous section. In Test Case B, the exact heat flux function is smooth and continuous, and

the reconstructions exhibit the staircase effect (see figures B.5d-B.5f and figures B.6d-B.6f). However, the

balance between the bias and variance components when ǫ = 0.01 leads to a near perfect match between the

optimum αMinErr value and the regularization parameter αLC chosen via the L-curve criterion (see figures

B.5a-B.5c). In such a case, the reconstruction is optimum for the considered noise level. Nevertheless, when

ǫ = 0.05, the variance increased and become the dominant component of the RMSE values, leading to a

deviation between αLC and αMinErr (see figures B.6a-B.6c) which derived in sub-optimal reconstructions

(see figures B.6d-B.6f).

On the other hand, in Test Case A the exact heat flux function is more easily recovered by the pro-

posed methods since the staircase effect helps to find the correct reconstruction in all cases. This is why

the unbalance between the bias and variance components does not significantly deteriorate the solutions.
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However, such an unbalance leads to poor performance of the L-curve criterion with the considered noise

levels. The fact that αLC and αMinErr tend to get closer when ǫ = 0.05 (compare figures B.3a-B.3c and

figures B.4a-B.4c), together to an increase in the variance component, indicates that the proposed methods

may be capable of dealing with even more noisy input data. In such cases, the L-curve criterion gives better

predictions of the optimum regularization parameter.

To summarizing, the quality of the reconstructions is affected by the staircase effect. In Test Case

A, such effect was beneficial to the reconstructions even though the bias and variance components were

unbalanced. In Test Case B, the stair-casing was detrimental to the quality of the reconstructions. However,

the proposed methods behave optimally when the bias and variance components were balanced (as with

ǫ = 0.01). Hence, the unbalance between error components is evidenced by the performance of the L-curve

criterion: the more the unbalance, the poorer the performance of the criterion. To control the relative effect

between the two error components, a modification in the number of unknown parameters to be estimated

may be needed, although the quality of the reconstructions may not be further improved because of the

staircase effect.

Tabla B.2: Error bias and variance components for Test Cases A and B.

Case Method Bias (D)
ǫ = 0.01 ǫ = 0.05

RMSE Variance (V) RMSE Variance (V)

Test Case A

LDFPI 7.9798 8.0253 0.8533 8.2085 1.9241

IRLS 7.9597 8.0043 0.8438 8.1838 1.9020

SBI 8.2872 8.3382 0.9208 8.5427 2.0736

Test Case B

LDFPI 2.5723 3.8192 2.9841 5.5442 5.0374

IRLS 2.5645 3.9347 2.8230 5.6527 4.9113

SBI 3.0591 4.4682 3.2567 5.7471 4.8652

5.1. Additional test cases

In this section, two additional test cases are considered, which are more challenging to the proposed

TV-based methods than the already considered cases. The first one, denoted as Test Case C, is related

to a saw-tooth exact heat flux function, whereas the second one, namely Test Case D, corresponds to an

exact heat flux function composed by a superposition of sinusoidal functions having different amplitudes,

frequencies, and initial phases. The main reason to include the former case is to prove the potential of the

TV-based methods to reconstruct heat flux functions having many discontinuities within its domain, whereas

the latter is focused on assessing the capability of such methods to recover small amplitude fluctuations in

the input function.

The error values for the two additional Test Cases comparing the values associated to the αLC and

αMinErr parameters are summarized in Table B.3, whereas Table B.4 shows the corresponding bias and

variance components (as it was done in the previous section for Test Cases A and B). In a similar fashion

that described with Test Case B, the performance of the L-curve criterion is optimum in Test Case D with

ǫ = 0.01 (see figures B.9a-B.9c). In such a case, the bias and variance components are again balanced.

The attained reconstructions were capable of recovering fluctuations as small as 10W/m2 in amplitude in
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the exact heat flux function when t ∈ [5, 8] (see figures B.9d-B.9f). Even with the greater noise level, the

L-curve criterion performed well, despite the staircase effect hindered a better quality of the reconstruction

(see figures B.10a-B.10c and figures B.10d-B.10f, respectively).

Regardless the staircase effect, the reconstructions attained in Test Case C have recovered in the best

possible way the monotonously increasing parts of the exact heat flux (see figures B.7d-B.7f and figures

B.8d-B.8f). The increase in the variance component when the noise level increased up to ǫ = 0.05 again

lead to a better performance of the L-curve criterion (compare figures B.7a-B.7c with figures B.8a-B.8c).

Tabla B.3: Error values according to the RMSE formula for Test Cases C and D.

Test Case C Test Case D

Method
ǫ = 0.01 ǫ = 0.05 ǫ = 0.01 ǫ = 0.05

Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC) Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC) Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC) Minimum

(αMinErr)

L-curve

(αLC)

LDFPI 14.4474 16.3793 15.1242 16.2838 9.9439 10.7859 12.7304 14.9686

IRLS 14.4851 16.3889 15.2168 16.5579 9.94948 10.9185 12.6741 14.9059

SBI 14.5013 16.2922 15.2158 18.9408 9.99664 11.1065 13.7352 13.7352

Tikhonov 14.117 - 17.6869 - 11.8174 - 15.6689 -

Tabla B.4: Error bias and variance components for Test Cases C and D.

Case Method Bias (D)
ǫ = 0.01 ǫ = 0.05

RMSE Variance (V) RMSE Variance (V)

Test Case C

LDFPI 14.3663 14.4474 1.52833 15.1242 4.72758

IRLS 14.346 14.4851 2.00255 15.2168 5.07375

SBI 14.2775 14.5013 2.53773 15.2158 5.26071

Test Case D

LDFPI 6.61784 9.9439 7.42196 12.7304 10.8751

IRLS 6.6303 9.94948 7.41831 12.6741 10.8015

SBI 6.93143 9.99664 7.20334 13.7352 11.8579
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works involving total variation strategies were published in the field of the inverse heat conduction problem.

The results demonstrated that the ℓ2-TV strategy, implemented through the lagged diffusivity fixed point

iteration, the iteratively reweighted least-squares, and the split Bregman iteration methods, was a suitable

approach to reconstruct a surface transient heat flux. It performed better when the exact heat flux to be

recovered presented intrinsically a staircase shape as in Test Case A, whereas it has reconstructed in the

best possible way the smooth varying heat fluxes involved in Test Cases B and D, and also the piecewise-

discontinuous function concerning Test Case C, despite the presence of the staircase effect. The presence of

noise in all cases affected negatively the reconstruction quality, but in the case of piecewise discontinuous

functions, the increase in the global error as a consequence of the increment of the variance component tends

to improve the balance with respect to the bias component, leading to a better performance of the L-curve

criterion. Such an outcome indicates that despite its simple implementation and its widespread acceptance,

the L-curve criterion must be used carefully. Other strategies such as the generalized cross-validation or the

discrepancy principle methods may perform better, but their implementation is rather different because the

regularization parameter is adaptively updated within the corresponding algorithm (Liu y Liu, 2010; Wen y

Chan, 2011). Also, we can imply that a formal treatment needs to be done to explore the limitations of the

L-curve criterion when it is applied in the ℓ2-TV problem, as was done by Hanke (1996). Hence, the ℓ2-TV

approach to reconstruct a transient surface heat flux is a valid strategy with promising results. Furthermore,

the reconstructions could be improved by using higher-order TV methods as in (Chan et al., 2000). Such

an alternative is left as future work.
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Anexo C

Caracterización del proceso de

transferencia de calor superficial

durante un tratamiento térmico de

austemperado utilizando el método

inverso cuasi-Newton secuencial

El siguiente artı́culo ha sido presentado en el “XXXVII Congreso argentino de mecánica compu-

tacional (MECOM 2021), (Resistencia, Chaco; 1 al 5 de noviembre de 2021)”:

B.A. Tourn, J.C. Álvarez Hostos, V.D.Fachinotti, “Caracterización del proceso de transferencia de ca-

lor superficial durante un tratamiento térmico de austemperado utilizando el método inverso cuasi-Newton

secuencial”.
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Caracterización del proceso de

transferencia de calor superficial

durante un tratamiento térmico de

austemperado utilizando el método

inverso cuasi-Newton secuencial

B.A. Tourna, J.C. Álvarez Hostosb, V.D. Fachinottib1

aCentro de Investigación y Transferencia Rafaela (UNRaf-CONICET), CP2300 Santa Fe, Argentina

bCIMEC-UNL-CONICET, Predio Conicet “Dr Alberto Cassano”, CP 3000 Santa Fe, Argentina

Palabras clave: PTICC, MQNS, MGC, ADI, Flujo de calor.

Resumen

En este trabajo implementamos un método inverso secuencial basado en gradiente, particularmente el

método Quasi-Newton secuencial (MQNS), para caracterizar el proceso de transferencia de calor superficial

durante el tratamiento térmico de austemperado de una probeta de hierro dúctil. El modelado numérico de

las condiciones de borde presentes durante un proceso de transferencia de calor a partir de mediciones

de temperatura obtenidas dentro del espécimen de análisis, es llevado a cabo de manera secuencial o “en

lı́nea”. En otras palabras, el método es capaz de computar la solución al problema inverso en tiempo cuasi-

real con respecto a la adquisición de datos. Por otra parte, el modelado del problema térmico se llevó a

cabo utilizando una formulación no lineal en una geometrı́a axisimétrica. A su vez, la implementación del

MQNS fue adaptada para tales efectos. Los resultados muestran que la curva de evolución temporal del

flujo de calor superficial obtenida con el MQNS exhibió un ajuste muy preciso en comparación con la curva

de referencia, a pesar de la no linealidad del problema. El método mostró ser una alternativa tanto confiable

como apropiada para el cómputo en lı́nea de las condiciones de borde superficiales en la probeta durante el

1Autor correspondiente. Dirección de E-mail: vfachinotti@cimec.unl.edu.ar (V.D. Fachinotti).
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tratamiento térmico.

1. Introducción

Los problemas térmicos inversos de conducción de calor (PTICC) representan un área de estudio de

gran interés para cientı́ficos e ingenieros debido a sus múltiples aplicaciones prácticas (Beck et al., 1985).

Entre ellas, podemos mencionar la caracterización de fenómenos de transferencia térmica superficial en

el contexto de procesos de tratamiento térmico de metales (Felde y Réti, 2010; Vázquez-Gómez et al.,

2012; Slodička et al., 2010), a través de la estimación de condiciones de contorno incluyendo flujos de

calor superficial, coeficientes de transferencia, y radiación térmica. Uno de los objetivos que persigue esta

aplicación es la mejora en la eficiencia de los procesos industriales de tratamiento térmico.

En el contexto planteado, el desarrollo de un PTICC implica la construcción de un modelo cuyas en-

tradas son mediciones de temperatura registradas en el interior de un cuerpo sometido a un proceso de

tratamiento térmico, y cuya salida es la estimación espacial y transiente de las condiciones de transferencia

de calor superficial (Beck et al., 1985; Ozisik et al., 2002). Este modelo (y al igual que cualquier modelo de

problema inverso) es extremadamente sensible con respecto a errores en los datos de entrada. La estrategia

matemática que permite atenuar este inconveniente y obtener respuestas significativas desde el punto de

vista práctico se conoce como regularización (Beck et al., 1985; Ozisik et al., 2002).

En general, el enfoque numérico resulta apropiado para hallar una solución a los PTICC debido a la

extrema dificultad para obtener soluciones analı́ticas, especialmente en casos de geometrı́as complejas y/o

de presencia de múltiples datos e incógnitas. En este contexto, los métodos existentes pueden clasificarse

dentro de dos grandes categorı́as: i) de dominio completo; y ii) secuenciales (Ozisik et al., 2002). Los pri-

meros se caracterizan porque el algoritmo de resolución computa todos los valores discretos de la variable

desconocida simultáneamente, para lo cual necesita disponer a priori de todas las mediciones de tempera-

tura. En contraste, los métodos secuenciales tienen la capacidad de computar la variable desconocida casi

al mismo tiempo que se generan los datos de mediciones de temperatura.

El método de gradiente conjugado (MGC) acoplado a la formulación de los problemas auxiliares ad-

junto y de sensibilidad (Ozisik et al., 2002; Alifanov, 2012), tanto en su versión secuencial (Kim et al.,

2003; Tourn et al., 2021) como de dominio completo (Razzaghi et al., 2019), es uno de los métodos de

estimación inversa más ampliamente utilizados. La implementación de dichos problemas auxiliares evita el

computacionalmente costoso cálculo de la sensibilidad del problema respecto a la incógnita en cada paso

de tiempo, especialmente en problemas no-lineales. El uso de este método en el contexto de fenómenos

de transferencia de calor superficial ha sido ampliamente discutido y probado (Kim et al., 2003; Razzaghi

et al., 2019; Tourn et al., 2021).

El presente trabajo se focaliza en la implementación de un método inverso secuencial basado en gra-

diente para la caracterización de un flujo de calor superficial, en el contexto de un problema térmico bi-

dimensional no-lineal axisimétrico correspondiente a un proceso de tratamiento térmico de austemperado

de una probeta de hierro dúctil. La no-linealidad es producto de la dependencia de las propiedades termo-

fı́sicas con la temperatura. Dicha implementación es una extensión del método introducido por Tourn et al.
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(2021), el cual emplea una técnica Quasi-Newton para computar la dirección de descenso en lugar de una

estrategia tradicional de direcciones conjugadas, permitiendo ası́ proveer soluciones más estables (Tourn

et al., 2021).

Lo que resta de este trabajo se organiza de la siguiente manera: en la sección 2 exponemos el problema

térmico bidimensional axisimétrico y su implementación numérica; en la sección 3 definimos el PTICC;

en la sección 4 introducimos el método inverso propuesto en este trabajo; en la sección 5 mostramos la

configuración del caso práctico en el que se aplicará el MQNS; en la sección 6 presentamos los resultados

obtenidos y proponemos una discusión adecuada de los mismos; y por último en la sección 7 establecemos

las conclusiones pertinentes.

2. Problema térmico directo

2.1. Ecuaciones de gobierno

Consideremos una geometrı́a bidimensional axisimétrica como la mostrada en la figura C.1. El modelo

matemático de transferencia de calor puede expresarse a través del problema con condiciones iniciales y de

borde (PCIB) dado por el siguiente sistema de ecuaciones:

ρc(T )
∂T (x, t)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(

rk(T )
∂T (x, t)

∂r

)

+
∂

∂z

(

k(T )
∂T (x, t)

∂z

)

, ∀x ∈ Ω, t > 0 (C.1a)

k(T )
∂T (x, t)

∂r
= 0, ∀x ∈ Γ0, t > 0 (C.1b)

−k(T )
∂T (x, t)

∂r
= q(t), ∀x ∈ ΓR, t > 0 (C.1c)

−k(T )
∂T (x, t)

∂r
= h[T (x, t)− T∞], ∀x ∈ ΓH , t > 0 (C.1d)

T (x, 0) = T0, ∀x ∈ Ω, t = 0, (C.1e)

donde T (x, t) es la temperatura en un punto x = (r, z) ∈ Ω en el tiempo t, ρc(T ) y k(T ) son las

propiedades termo-fı́sicas del material dependientes de la temperatura, Γ0 la frontera coincidente

con los ejes de simetrı́a de la geometrı́a (donde el vertical constituye un eje de revolución), ΓR la

frontera radial correspondiente con la superficie cilı́ndrica externa de la geometrı́a en la que actúa

un flujo de calor superficial dependiente del tiempo q(t), ΓH la frontera circular superior en la que

actúa la condición de Robin caracterizada por coeficiente de transferencia térmica superficial h y

la temperatura del medio circundante T∞ (ambos conocidos), y T0 es la temperatura inicial en el

dominio Ω en el instante t = 0.
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3. Problema térmico inverso de conducción de calor

Consideremos ahora que el flujo de calor q(t) en la ecuación (C.1c) es desconocido, y que

al mismo tiempo disponemos de una historia de temperaturas Y (t) en un determinado punto in-

terior s (sensor) de la geometrı́a (ver figura C.1). Dicho punto representa la posición donde se

podrı́a instalar una termocupla encargada de registrar las temperaturas en el interior de un cuerpo

en un experimento real. El objetivo del PTICC es estimar tal condición de borde a través de algún

procedimiento especialmente diseñado (el cual expondremos en detalle en la sección siguiente),

utilizando la historia Y (t) como dato de entrada para el modelo (Ozisik et al., 2002). La carac-

terı́stica principal de esta formulación es su mal condicionamiento debido a la extrema sensibilidad

del modelo con los datos de entrada (Beck et al., 1985). De hecho, la historia Y (t) puede provenir

no solo de una medición real (la cual inherentemente conlleva ruido y errores), sino también de

una simulación numérica. En tal caso, los datos generados son corrompidos artificialmente con

ruido blanco. Ya sea que los datos provengan de una u otra fuente, supondremos que su desviación

estándar σ es conocida.

4. Método cuasi-Newton secuencial

En lo que sigue, asumimos que la función desconocida q(t) pertenece al espacio de Hilbert de

las funciones cuadrado-integrable L2(t0, tf ) en el dominio t0 ≤ t ≤ tf (Alifanov, 2012).

4.1. Derivación de los problemas de sensibilidad y adjunto

Partimos de la función de sensibilidad ∆T (x, t), la cual se define como la derivada direccional

de T (x, t) en la dirección de la perturbación de la función desconocida, a determinar. En primer

lugar, el problema perturbado se obtiene al reemplazar T (x, t) y q(t) en el conjunto (C.1) por las

cantidades perturbadas T (x, t) + ∆T (x, t) y q(t) + ∆q(t), donde ∆q(t) es también una función

que pertenece al espacio de Hilbert L2(t0, tf ). De esta manera, el problema de sensibilidad queda

definido luego de sustraer el problema perturbado del problema original (C.1) (Ozisik et al., 2002;

Razzaghi et al., 2019), como

ρc(T )
∂∆T (x, t)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(

rk(T )
∂∆T (x, t)

∂r

)

+
∂

∂z

(

k(T )
∂∆T (x, t)

∂z

)

, ∀x ∈ Ω, t > 0 (C.4a)

k(T )
∂∆T (x, t)

∂r
= 0, ∀x ∈ Γ0, t > 0 (C.4b)

−k(T )
∂∆T (x, t)

∂r
= ∆q(t), ∀x ∈ ΓR, t > 0 (C.4c)

−k(T )
∂∆T (x, t)

∂r
= h∆T (x, t), ∀x ∈ ΓH , t > 0 (C.4d)

∆T (x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω, t = 0, (C.4e)
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Luego, escribimos la expresión de la siguiente función objetivo

S[q(t)] =

∫ tf

t0

[T (xs, t; q(t))− Y (t)]2dt, (C.5)

la cual también podemos expresar en su versión aumentada mediante el uso del multiplicador de

Lagrange λ(x, t),

S[q(t)] =

∫ tf

0

[T (xs, t; q(t))− Y (t)]2dt+ · · ·

· · ·
∫ tf

0

∫

Ω

λ(x, t)

{

ρc(T )
∂T (x, t)

∂t
− 1

r

∂

∂r

(

rk(T )
∂T (x, t)

∂r

)

− ∂

∂z

(

k(T )
∂T (x, t)

∂z

)}

dΩdt, (C.6)

donde dΩ = 2πrdrdz debido a la condición de axisimetrı́a. Nótese que la igualdad entre las

expresiones (C.5) y (C.6) es válida debido a que la expresión entre llaves en (C.6) es igual a

cero debido a la ecuación (C.1a). El problema adjunto que se escribe a continuación se obtiene

reemplazando T (x, t) por [T (x, t) + ∆T (x, t)] y q(t) por [q(t) + ∆q(t)] en la ecuación (C.6),

sustrayendo los resultados de la ecuación (C.6), utilizando las condiciones de borde e iniciales del

problema de sensibilidad (C.4), y anulando los términos que contienen ∆T (x, t) (Razzaghi et al.,

2019; Tourn et al., 2021):

ρc(T )
λ(x, t)

∂t
+∇ ·

(
k(T )∇λ(x, t)

)
= 2[T (x, t; q(t))− Y (t)]δ(x− xs), ∀x ∈ Ω, t0 ≤ t < tf (C.7a)

k(T )
∂λ(x, t)

∂r
= 0, ∀x ∈ Γ0, t0 ≤ t < tf (C.7b)

−k(T )
∂λ(x, t)

∂r
= 0, ∀x ∈ ΓR, t0 ≤ t < tf (C.7c)

−k(T )
∂λ(x, t)

∂r
= hλ(x, t), ∀x ∈ ΓH , t0 ≤ t < tf (C.7d)

λ(x, tf ) = 0, ∀x ∈ Ω, t = tf . (C.7e)

Debido a la equivalencia matemática entre los problemas térmico (C.1), de sensibilidad (C.4)

y adjunto (C.7), todos ellos se resolverán empleando la misma formulación numérica. Nótese que

la ecuación (C.7e) del problema adjunto constituye una condición final en lugar de una condición

inicial. En consecuencia, este problema debe resolverse hacia atrás en el tiempo, partiendo de tf

hasta llegar a t0.

Luego de eliminar los términos que contienen ∆T (x, t), sólo queda la siguiente expresión

integral:

∆S[q(t)] =

∫ tf

t0

λ(x, t)∆q(t)dt, x ∈ ΓR. (C.8)

Basado en la hipótesis que la función desconocida q(t) ∈ L2[0, tf ], la expresión del incremento

∆S[q(t)] tiene la siguiente forma:

∆S[q(t)] =

∫ tf

t0

∇S[q(t)]∆q(t)dt. (C.9)
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Comparando (C.8) y (C.9), la expresión para computar el gradiente de la función S[q(t)] es

∇S[q(t)] = λ(x, t), x ∈ ΓR. (C.10)

4.2. Proceso iterativo

La función desconocida q(t) se obtiene a través de un procedimiento de minimización basado

en gradiente de la función S[q(t)], el cual involucra un proceso iterativo dado por qk+1(t) =

qk(t) + βkdk(t), donde βk es el tamaño del paso de búsqueda, dk(t) la dirección de descenso, y

k la iteración considerada. De esta manera, el éxito del proceso iterativo depende de la selección

adecuada de las cantidades βk y dk(t). Por una parte, el cómputo de βk se realiza minimizando la

función objetivo original S[qk+1(t)] con respecto a βk. Se demuestra (Ozisik et al., 2002) que la

expresión correspondiente puede ser escrita como:

βk =

∫ tf

t0

{
T (xs, t, qk(t))− Y (t)

}
∆T (xs, t, dk(t))dt

∫ tf

t0

[∆T (xs, t, dk(t))]
2dt

, (C.11)

tomando ∆q(t) ≡ dk(t) para computar el problema de sensibilidad en cada paso. Por otra parte,

la dirección de descenso d(t) se obtiene mediante un esquema iterativo Quasi-Newton idéntico

al empleado por Tourn et al. (2021), definido como dk+1(t) = −Bk+1∇Sk+1, donde Bk+1 es

la matriz que aproxima al Hessiano ∇2Sk+1, el cual es actualizado en cada iteración utilizando

una fórmula de rango bajo. La elección de dicha matriz permite satisfacer la condición secan-

te (Bk+1)
−1sk = yk, siendo yk = ∇Sk − ∇Sk−1 y sk = βkdk. Utilizaremos la expresión

de Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno (ó BFGS) para la matriz B, la cual está definida como

Bk+1 =
(
I − sky

T
k /Ψk

)
Bk

(
I − yks

T
k /Ψk

)
+ sks

T
k /Ψk, donde Ψk = yTk sk y I es la matriz identi-

dad.

A su vez, definimos un criterio de parada para el proceso iterativo basado en el principio de

discrepancia (Ozisik et al., 2002). Dicho criterio establece que S[qk(t)] < ǫ, donde puede elegirse

ǫ = σ2tf . Este criterio asegura una solución suficientemente precisa que cumple |T (xs, t; q(t))−
Y (t)| ≈ σ para t ≥ 0.

4.3. Algoritmo computacional para la implementación secuencial

La implementación secuencial de la metodologı́a basada en gradiente con problemas auxilia-

res adjunto y de sensibilidad descrita en las dos secciones precedentes implica le definición de

un parámetro entero positivo r ≪ M , el cual coincide con el parámetro de “pasos de tiempo

futuro” del método secuencial de Beck (Kim et al., 2003). Se asume que se conocen los va-

lores discretos de la función q(t) hasta el instante tm−1, los cuales se almacenan en el vector
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q = [q(1), q(2), · · · , q(m−1)]T . Entonces, el proceso secuencial implica los siguientes pasos (Tourn

et al., 2021):

1. Seleccionar el número de pasos de tiempo futuros r.

2. Definir el dominio de tiempo t ∈ [tm, tm+r−1] correspondiente a la secuencia actual, el

cual corresponde a la suposición transitoria t0 ≡ tm y tf ≡ tm+r−1. Armar el vector de

mediciones discretas Yr = [Y (m), Y (m+1), · · · , Y (m+r−1)]T .

3. Hacer k = 0 y proponer una semilla inicial para el vector de flujos desconocidos, el cual

puede escribirse como qr
k = [q

(m)
k , q

(m+1)
k , · · · , q(m+r−1)

k ]T .

4. Computar numéricamente la temperatura Tr
k = [T

(m)
k , T

(m+1)
k , · · · , T (m+r−1)

k ]T en la po-

sición del sensor s mediante el MEF definido en la sección 2.2.

5. Computar la función objetivo S(hr
k) con la ecuación (C.5) utilizando Tr

k definido en el paso

4 y Yr del paso 2, y chequear el criterio de parada definido en la sección 4.2. Si se cumple

éste último, detener el proceso iterativo e ir al paso 11; sino, continuar e ir al próximo paso.

6. Resolver numéricamente el problema adjunto (C.7) por medio del MEF utilizando qr
k para

obtener λr en x = 0. Luego, computar el gradiente ∇S(qr
k) con la ecuación (C.10).

7. Computar la dirección de descenso dr
k utilizando las definiciones de la sección 4.2.

8. Hacer ∆qr
k = dr

k y resolver numéricamente el problema de sensibilidad (C.4) por el MEF

para obtener ∆Tr
k en la ubicación del sensor xs.

9. Computar el tamaño del paso de tiempo βk con la ecuación (C.11) utilizando las cantidades

Tr
k y ∆Tr

k previamente computadas.

10. Computar una nueva estimación qr
k+1 mediante la fórmula definida en la sección 4.2, incre-

mentar k en una unidad, y retornar el paso 4.

11. Una vez satisfecho el criterio de parada, retener solamente la primera componente del valor

convergido, q
(m)
k = qr

conv(1), y añadirla al final del vector solución que contiene los valores

convergidos hasta el instante de tiempo t = tm−1, dando q = [q(1), q(2), · · · , q(m−1), q(m)]T .

Cambiar el paso de tiempo en una unidad haciendo tm ≡ tm +∆t y volver al paso 2.

12. Continuar el proceso iterativo hasta que m+ r − 1 = M .

Podemos apreciar que la solución q(m) para el m-ésimo paso de tiempo depende solamente de

las condiciones hasta el paso m−1 y de las mediciones futuras Yr = [Y (m), Y (m+1), · · · , Y (m+r−1)]T ,

las cuales dependen a su vez de la elección del parámetro r. Queda ası́ en evidencia la capacidad

de estimación en tiempo cuasi-real del método.
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vo” ρcef , dado que la curva incluye el calor latente del cambio de fase sólido-sólido (el cual se

manifiesta en el pico exotérmico durante el enfriamiento). De esta manera, la formulación vı́a el

MEF definida en la sección 2.2 no se ve alterada.

Analizaremos la respuesta obtenida para un conjunto de valores del parámetro de número de

pasos de tiempo futuros, a saber: r = {2, 3, 4}. Utilizaremos M = 150 pasos de tiempo para dis-

cretizar el dominio temporal t ∈ [0, 50], con lo cual resulta ∆t = 0.3̂ segundos. El desempeño del

MQNS se evaluará a través de la siguiente fórmula de la raı́z cuadrada del error medio cuadrático

(RMSE, por sus siglas en inglés):

RMSE =

√
√
√
√ 1

M

M∑

m=1

[qex(tm)− qest(tm)]2, (C.12)

donde qex(tm) representa el m-ésimo valor discreto del flujo de calor reportado por Vázquez-

Gómez et al. (2012) y qest(tm) el correspondiente valor discreto estimado mediante el MQNS.

Por último, evaluaremos la posibilidad de asumir una linearización temporal del problema

térmico en el paso N◦4 del algoritmo computacional descrito en la sección 4.3 como lo sugiere

Beck y Osman (1989), tendiendo en cuenta que la duración del problema en el dominio temporal

reducido [tm, tm+r−1] (definido en el paso N◦2) es muy pequeña.

6. Resultados y discusión

La figura C.3 muestra los flujos de calor computados utilizando el MQNS en comparación con

el flujo superficial reportado en el trabajo de Vázquez-Gómez et al. (2012), para los casos consi-

derados. En ella se aprecian también los valores del error según la ecuación (C.12) y los tiempos

empleados por el método propuesto en obtener la solución. Observamos una gran correspondencia

entre la curva de referencia y los flujos computados con el presente método para todos los valores

del parámetro r. Al considerar r = 2, se aprecia una oscilación espuria en el intervalo de tiempo

8-10 segundos, la cual coincide con el rango de temperaturas donde ocurre la no linealidad intro-

ducida por el cambio de fase sólido-sólido. Este defecto de la solución se atenúa a medida que

incrementamos el valor de r. A su vez, el pico máximo en el flujo de calor computado se reduce

ligeramente. Estos comportamientos están vinculados a la capacidad del parámetro r para estabi-

lizar (regularizar) el problema inverso a medida que r aumenta (Beck et al., 1985; Tourn et al.,

2021). Los errores en la solución decrecen al incrementarse r, pero en contrapartida los tiempos

de cómputo crecen al considerar intervalos de tiempo secuenciales [tm, tm+r−1] más largos. La

capacidad de estimación en tiempo cuasi-real del método se aprecia para valores de r pequeños:

por ejemplo, si bien el tiempo de cálculo con r = 2 es 2× el tiempo total del análisis transiente,
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posibilidades de estimación en tiempo cuasi-real caracterı́stica de esta metodologı́a secuencial. El

desarrollo de esta clase de algoritmos de estimación inversa secuencial permite mejorar las capa-

cidades de modelado computacional de los fenómenos de transferencia térmica superficial durante

un tratamiento térmico. Esta mayor precisión en la estimación numérica de las condiciones de bor-

de permitirı́a no sólo mejorar la calidad de las aleaciones obtenidas, sino también diseñar procesos

de transferencia térmica superficial óptimos para una geometrı́a en particular.
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Abstract

The present work introduces the optimization-based approach for the design of metadevices to manipu-

late the heat flux in transient regime. It consists of solving a continuous, nonlinear, constrained, large-scale

optimization problem where the objective function (to be minimized) is the error in accomplishing a given

heat flux manipulation task along a transient heat conduction process. The response of the metadevice is

modeled by using the finite element method, and its design is characterized by a set of parameters defining

the material at all the finite elements in the device. These parameters are the design variables of the opti-

mization problem, being chosen from an admissible design set in order to guarantee the feasibility of the

optimal solution. As an example, this optimization-based approach is applied to the design of a heat flux

shielding metadevice. Compared to a metadevice designed under the classical thermodynamics transforma-

tion approach and intuition, the current device performs the shielding task with considerably higher success.

In order to highlight the versatility of the proposed optimization-based design method, this approach is also

applied to the design of metadevices to satisfy multiple different simultaneous tasks, particularly shielding

and cloaking.
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1. Introduction

Recently, the development of engineered materials (the so-called “metamaterials”) has allowed the

control of heat flux in unprecedented ways. Outstanding examples are the metamaterials (or those devices

made of or behaving as metamaterials, the so-called “metadevices”) for heat flux inversion (Narayana y

Sato, 2012; Fachinotti et al., 2018a), concentration (Li et al., 2016; Guenneau et al., 2012; Narayana y Sato,

2012; Peralta et al., 2017; Peralta y Fachinotti, 2017), shielding (Narayana y Sato, 2012; Narayana et al.,

2013) and cloaking (Yuan et al., 2016; Schittny et al., 2013; Peralta et al., 2017; Zhang et al., 2015; Xu

et al., 2017; Liu et al., 2017) under heat conduction. Regarding the design of these thermal metadevices, the

classical approach is based on thermodynamics transformation, which has been inherited from electromag-

netism (Pendry et al., 2006). This design methodology, henceforth called transformation-based approach,

has been applied to heat flux manipulation tasks under steady state (Narayana y Sato, 2012; Zhang et al.,

2015; Yuan et al., 2016; Xu et al., 2017), as well as transient regime (Narayana et al., 2013; Schittny et al.,

2013; Guenneau et al., 2012).

Considering transient problems, Narayana et al. (2013) made a metadevice for heat flux shielding in

the course of a transient heat conduction process, whose performance was measured in terms of the heating

rate decrease at the center of the shielded region. This metadevice was constructed attempting to emulate

the anisotropic and inhomogeneous thermal conductivity determined by Guenneau et al. (2012) using the

transformation-based approach, whereas the volumetric heat capacity was derived on an empirical basis. On

the other hand, Schittny et al. (2013) made a metadevice for thermal cloaking in transient regime intending

to emulate not only the inhomogeneous and anisotropic thermal conductivity, but also the inhomogeneous

volumetric heat capacity determined by Guenneau et al. (2012). However, the best deal they could get was

constant capacity due to manufacturability concerns.

Besides the difficulty or even impossibility of accurately matching the resulting effective properties,

the transformation-based design approach involves quite simple geometries and boundary conditions. In all

the applications of this approach in the currently surveyed literature, the whole problem is defined in a two-

dimensional rectangular or circular domain with an homogeneous heat flux prescribed on its boundaries, and

the metadevice is an annular plate surrounding a region where the task is prescribed. Up to our knowledge,

the highest geometrical complexity ever handled with the transformation-based approach is due to Liu et al.

(2017), who determined the distributions of thermal conductivity and volumetric heat capacity required for

shielding and cloaking the heat flux in regular polygonal regions.

Any change in the problem geometry, the heat flux manipulation task, or the boundary conditions, ma-

kes necessary to obtain the solution of a different thermodynamics transformation problem. Further, the

transformation-based approach gives the distribution of the effective properties required to fulfill a given

heat flux manipulation task, without dictating how to obtain these properties. Such a feature makes ne-

cessary to devise ways of combining ordinary materials in order to mimic the required effective properties,

which is often achieved in just an approximate way. Actually, it has not yet been achieved an accurate match

of both thermal conductivity and heat capacity distributions dictated by the transformation-based approach

for heat flux manipulation in transient regime.
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The aforementioned difficulties can be overcome by using the optimization-based approach for the de-

sign of metamaterials and metadevices, where the accomplishment of a given task is quantified in terms of

an objective function whose minimization determines the material distribution. The pioneering optimization-

based approach is the well-known topology optimization (TO) method (Bendsøe y Sigmund, 2003), origi-

nally developed for structural problems, where the design variables determine the existence of material at a

point of the design domain. Thanks to its versatility, topology optimization has been successfully extended

to heat transfer problems (Ha y Cho, 2008; Zhuang et al., 2013; Zhuang y Xiong, 2014, 2015; Zhou et al.,

2016; Pizzolato et al., 2017; Yan et al., 2018; Long et al., 2018). Focusing on the design of metamaterials

and metadevices, the design variables are the parameters determining the inhomogeneous microstructure

in the design domain. In the metadevice proposed by Dede (2010), the design variable is the orientation

of inclusions at a point of a composite plate and the objective function (to be minimized) is the thermal

resistance of the whole metadevice. Later, Dede et al. (2014) used as design variable the orientation of

elliptic inclusions in devices conceived for the concentration, inversion or shielding of the heat flux. In such

a study, each task was represented by its own objective function. Recently, Peralta et al. (2017) proposed

an optimization-based approach for the design of metamaterials and metadevices for general heat manipu-

lation tasks, including shielding, cloaking, concentration and reversion, all of them represented by a unique

objective function. Further, any material with quantitatively characterized microstructure can be accounted

for, making this approach embody all the preceding ones. In (Peralta et al., 2017), an example of a metade-

vice for simultaneous concentration and cloaking is developed, using as metamaterial a bilayered laminate

whose orientation and relative layer thickness are the design variables to be optimized. Later, in seek of

easier manufacturability, Peralta y Fachinotti (2017) proposed as design variables the fraction of a finite

number of candidate, standard materials, which is basically a multimaterial topology optimization problem.

In a further effort towards manufacturability, Fachinotti et al. (2018b) used only two isotropic materials

with highly contrasting conductivity to build a metadevice for heat flux manipulation. In this case, the de-

sign variable was the density of one of the materials, recovering the standard TO procedure. As example

of the different tasks that can be tackled with this approach, Fachinotti et al. (2018b) designed simple and

easy-to-fabricate metadevices for reversion (with and without cloaking), concentration and shielding.

A crucial issue of the optimization-based design approach is the use of gradient-based algorithms (No-

cedal y Wright, 2006). In the context of shape and size optimization in heat transfer problems, recourse

has been made (Hung et al., 2013; Xie et al., 2016) to numerical differentiation in order to compute the

sensitivity of the objective function, or to the implementation of derivative-free optimization techniques,

including genetic (Yang et al., 2016; Wu et al., 2017) and ball-spine (Hesami y Mayeli, 2016) algorithms,

particle swarm optimization (Siavashi et al., 2017), and even pareto frontiers based on polynomial respon-

se surfaces for multi-objective optimization problems (Zhang y Jaluria, 2018). However, such procedures

are only affordable in problems with a few design variables. On the other hand, in the current design pro-

blems, the number of design variables is proportional to the number of points with variable microstructure

throughout the metadevice, which is usually large. For large-scale optimization problems like these, the

adjoint method (Tortorelli y Michaleris, 1994) is the most efficient way of computing the gradient of the

objective function. Applications of the adjoint method related to heat transfer problems can be found in (Ha
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y Cho, 2008; Haghighi et al., 2012; Rahideh et al., 2012; Zhuang et al., 2013; Zhuang y Xiong, 2014, 2015;

Pizzolato et al., 2017; Long et al., 2018). The adjoint method was the preferred technique for sensitivity

analysis in the preceding work regarding optimization-based design of metadevices, being applied not only

to thermal (Fachinotti et al., 2018a; Peralta et al., 2017; Peralta y Fachinotti, 2017), but also to mechani-

cal (Fachinotti et al., 2018b) and thermomechanical (Hostos et al., 2019) ones. A close precedent to the

current sensitivity analysis in case of transient heat conduction is that developed by Chen y Tong (2004,

2005) for functionally graded materials, which was subsequently extended to TO by Zhuang et al. (2013);

Zhuang y Xiong (2014). In this work, the adjoint method will be developed for quantitatively-characterized

microstructures and general heat manipulation tasks along transient heat conduction.

Up to now, the optimization-based approach has been successfully applied to the design of thermal

metadevices conceived to perform heat flux manipulation tasks only in steady state. Accordingly, in this

study we introduce a novel implementation of such an approach by adapting the adjoint sensitivity analysis

for transient problems, to the design of metadevices whose tasks are prescribed along a given time interval

in transient regime. In summary, the present study is oriented to develop the optimization-based approach

for the design of thermal metadevices to accomplish completely general heat flux manipulation tasks during

transient heat conduction processes.

2. Governing Equations

The optimization based design of thermal metadevices involves the minimization of a given objective

function, which quantifies the error in the accomplishment of a prescribed heat flux manipulation task.

Such a minimization procedure is subject to the fulfillment of the thermal energy balance equation, which

is solved in this work by using the finite element method (FEM).

2.1. Transient heat conduction

The domain Ω depicted in Fig. D.1 represents a solid heterogeneous material, whose boundary Γ is

divided in two non-overlapping portions Γq and ΓT with prescribed heat flux qwall and temperature Twall,

respectively. In transient regime, the temperature T in Ω is governed by the thermal energy balance:

ρc
∂T

∂t
= ∇ · (k∇T ) + Q̇, (D.1)

subject to the initial condition

T = T0 at t = 0, (D.2)

and the boundary conditions:

T = Twall on ΓT, (D.3)

−k∇T · n = qwall on Γq, (D.4)
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where ρc is the effective volumetric heat capacity, k is the second-order tensor of effective thermal conduc-

tivity, Q̇ is the internal heat source, and n is the unit vector normal to and pointing outwards Γq.
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Figura D.1: Thermal problem in a macroscopic domain Ω where the effective properties depend on a quantitatively

characterized microstructure.

Eq. (D.1) is solved using the FEM. Accordingly, the temperature field is approximated as follows:

T (x, t) ≈ Nj (x)Tj (t) = N (x)T(t), for all x ∈ Ω, (D.5)

where Nj is the shape function associated to the node j of the finite element mesh representing Ω, and Tj is

the unknown temperature of this node. Using the standard Galerkin FEM, the thermal energy balance gives

rise to the following algebraic system of equations for the nodal temperature vector T:

CṪ+KT = Q, (D.6)

where C, K and Q are the global capacitance matrix, conduction matrix and heat load vector, respectively,

given by

C =

∫

Ω

ρcNTN dΩ, (D.7)

K =

∫

Ω

BTkBdΩ, (D.8)

Q =

∫

Ω

Q̇NdΩ+

∫

Γq

qwallNdΓq, (D.9)

with Bij = ∂Ni/∂xj , such that ∇T ≈ BT.

The transient problem (D.6) is integrated in time using the unconditionally stable implicit backward

difference scheme (Nithiarasu et al., 2016), giving rise to the fully algebraic system of equations at each

time instant t+∆t:

C
Tt+∆t −Tt

∆t
+KTt+∆t = Q, (D.10)
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to be solved to determine the temperature at the instant Tt+∆t once the previous temperature Tt is known.

Now, let us assume that the portion Ωdev ⊂ Ω occupied by the metadevice to be designed, is made of an

heterogeneous quantitatively characterized material whose effective properties are determined by particular

microstructure parameters (or microparameters). Following (Peralta et al., 2017; Peralta y Fachinotti, 2017;

Fachinotti et al., 2018a), the microparameters are assumed to vary element-wise in Ωdev. At a generic finite

element Ω(e) ∈ Ωdev, the microstructure is defined by a set of M microparameters arranged in the vector

p(e). Examples of such microparameters are the thickness and orientation of layers in laminates (Peralta

et al., 2017; Peralta y Fachinotti, 2017; Hostos et al., 2019), the orientation of non spherical inclusions in

composites (Dede, 2010; Dede et al., 2014), the density and the irregularity factors in materials with isolated

inhomogeneities (Kachanov y Sevostianov, 2005), the size of prismatic inclusions in an elastic composite

(Fachinotti et al., 2015), the fiber orientation in fiber-reinforced polymers(Lund y Stegmann, 2005), the size

of particles or beads in coating of dental implants (Chen et al., 2013), among others.

Being the microstructure in Ω(e) characterized by p(e), the effective properties at each point x ∈ Ω(e)

are functions of p(e). Here, this is the case of the conductivity and the heat capacity:

k(x) = k̂(p(e)), (D.11)

ρc(x) = ρ̂c(p(e)). (D.12)

Accordingly, the global capacitance and conduction matrices, K and C respectively, are functions of the

vector

P =
[

p(1),p(2), . . . ,p(N)
]

(D.13)

defining the microstructure throughout the region Ωdev, being N the number of finite elements in Ωdev.

Finally, considering C = C(P) and K = K(P) in the balance equation (D.10), the temperature in Ω

at each time instant t > 0 is a function of P, i.e. T = T(P, t).

2.2. The transient heat flux manipulation problem

The material is assumed to obey the Fourier’s Law, which defines the conductive heat flux in a conti-

nuous domain as

q = −k∇T. (D.14)

At the point x inside the finite element Ω(e), the heat flux is

q(x, t) = −k(x)B(x)T(P, t) = q(P,x, t), (D.15)

with k(x) = k̂(p(e)) if Ω(e) ⊂∈ Ωdev; otherwise, k(x) is a given thermal conductivity.

Now, the problem of designing a metadevice occupying the region Ωdev ⊂ Ω to accomplish a transient

heat flux manipulation task can be stated as follows: to find P (i.e. the microstructure throughout Ωdev) such
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that

q(P,x, t) = q̄(x, t), for all x ∈ Ωtask and t ∈ (0, tf), (D.16)

where q̄(x, t) is a prescribed heat flux to be achieved in the region Ωtask ⊂ Ω during the time interval (0, tf).

To make feasible the numerical solution of this problem, the accomplishment of the task is checked at

H points x(h) ∈ Ωtask. Further, the search of P has to be constrained to an admissible design space D. In

general, the given task cannot be perfectly fulfilled under the constraint P ∈ D, and it is accomplished up

to an error that can be defined as

f(P) =
1

tf

∫ tf

0

g(P, t) dt, (D.17)

where g is the root-mean square error in the accomplishment of the task at all the checking points at the

instant t, given by

g(P, t) =

[

1

H

H∑

h=1

∥
∥
∥q(x(h),P, t)− q̄(x(h), t)

∥
∥
∥

2
]1/2

. (D.18)

Finally, in order to accomplish the given transient heat flux manipulation task up to minimum error, the

following nonlinear constrained optimization problem is solved:

mı́n
P∈D

f(P), (D.19)

where the function f defining the error in the accomplishment of the given transient task plays the role of

objective function, and the microparamaters Pi defining the microstructure distribution in the metadevice

Ωdev are the design variables. Since there are M design variables per finite element in Ωdev, the optimization

problem (D.19) is usually a large-scale problem.

Using the current approach, i.e. defining the transient heat flux manipulation task as the optimization

problem (D.19), it is still possible to obtain a perfect design whenever the feasible design set D is rich

enough. If not, we will obtain a design for which the error in the accomplishment of the task reaches a

minimum.

2.3. Sensitivity Analysis

The efficient solution of the optimization problem (D.19) requires the analytical computation of the

objective function sensitivity to changes in the design variables, which is given by df/dP i. Such a derivative

can be computed using the adjoint method. To this end, the objective function (D.17) is rewritten as

f(P) =
1

tf

∫ tf

0

g(P, t) dt− 1

tf

∫ tf

0

λ ·
(

CṪ+KT−Q
)

dt, (D.20)

where the additional term is null by virtue of the balance equation (D.6), and λ is an arbitrary real vector to

be determined.
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Using integration by parts, f can be expressed as

f (P) =
1

tf

[∫ tf

0

g (P, t) dt− λ ·CT

∣
∣
∣

tf

0
+

∫ tf

0

λ̇ ·CT dt−
∫ tf

0

λ · (KT−Q) dt

]

, (D.21)

and its derivative with respect to the i-th component of P is

df

dPi
=

1

tf

[
∫ tf

0

(
∂g

∂Pi
+

∂g

∂T
· dT
dPi

)

dt− λ · dC
dPi

T

∣
∣
∣
∣

tf

0

− λ ·C dT

dPi

∣
∣
∣
∣

tf

0

+

∫ tf

0

λ̇ · dC
dPi

T dt

+

∫ tf

0

λ̇ ·C dT

dPi
dt−

∫ tf

0

λ ·
(
dK

dPi
T+K

dT

dPi

)

dt

]

. (D.22)

Taking dT/dPi = 0 at t = 0 and λ = 0 at t = tf (Chen y Tong, 2004, 2005), the above equation reduces

to

df

dPi
=

1

tf

∫ tf

0

(

Cλ̇−Kλ+
∂g

∂T

)

· dT
dPi

dt+ · · ·

· · ·+ 1

tf

∫ tf

0

[
∂g

∂Pi
− λ ·

(
dC

dPi
Ṫ+

dK

dPi
T

)]

dt. (D.23)

In order to avoid the expensive computation of dT/dPi, the adjoint vector λ is determined such that:

Cλ̇−Kλ+
∂g

∂T
= 0. (D.24)

This transient problem is time-integrated using an unconditionally stable implicit backward-difference sche-

me. Once λt+∆t is known at time t+∆t (starting from λ = 0 at the final instant t = tf), λt is determined

by the equation

C
λt+∆t − λt

∆t
−Kλt +

∂g

∂T

∣
∣
∣
∣
t

= 0. (D.25)

Using the so-computed λ, Eq. (D.23) reduces to

df

dPi
=

1

tf

∫ tf

0

[
∂g

∂Pi
− λ ·

(
dC

dPi
Ṫ+

dK

dPi
T

)]

dt. (D.26)

Finally, the sensitivity of the objective function is approximated using the standard trapezoidal rule for

numerical integration:

df

dPi
≈ · · ·

∆t

2 tf

n∑

j=1

[
∂gtj
∂Pi

+
∂gtj−1

∂Pi
−

(
λtj + λtj−1

)
· dC
dPi

Ttj −Ttj−1

∆t
− λtj ·

dK

dPi
Ttj − λtj−1

· dK
dPi

Ttj−1

]

.

(D.27)
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3. Design of a device for transient heat flux manipulation

Let us apply the current optimization-based approach for the design of a heat flux shielding metadevice.

The so-designed device will be compared to that designed by Narayana et al. (2013), whose thermal con-

ductivity is intended to emulate that dictated by transformation thermodynamics, whereas the heat capacity

was derived on the base of the authors intuition. Accordingly, the current heat transfer problem assumes the

geometry, material properties and boundary conditions found in Narayana et al.’s problem.

The domain Ω = Ωout ∪ Ωshield ∪ Ωdev and boundary conditions are depicted in Fig. D.2, and Ωtask ≡
Ωshield is the region where the shielding task is prescribed. Advantage is taken from the symmetry with

respect to the x-axis to mesh just the upper half of the domain Ω.

The whole domain is assumed to be initially at temperature T0 = 273K. For t > 0, the right wall

temperature is TR = 273K, whereas the left wall temperature is TL = 313K until a first steady state is fully

developed (t = 30000 s is a time lage enough for this purpose), and it is increased to TL = 323K just after

that. Simulation ends at tf = 60000 s, when the steady state is reached again.
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Figura D.2: Design of a thermal shield: domain Ω = Ωout ∪ Ωshield ∪ Ωdev, boundary conditions and finite element

mesh. On the right, representative volume element at the finite element Ω(e) in the device Ωdev.

The material filling Ωout and Ωshield is Sylgard Q3-3600, a silicone-based thermal conductive encap-

sulant with isotropic thermal conductivity ksyl = 0.77Wm−1K−1 and volumetric heat capacity ρcsyl =

3.099MJm−3K−1. For the metadevice, let us use a stacked composite or laminate made of alternating

sheets of copper and polyimide. Although both materials are assumed to be isotropic, the laminate has an

effective thermal conductivity that is generally anisotropic. Further, this anisotropy can be easily adjusted

by changing the relative thickness of the constituents and the orientation of the anisotropy axes. This featu-

re made such laminates widely used for guiding the heat flux (Peralta et al., 2017; Narayana y Sato, 2012;
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Narayana et al., 2013; Vemuri et al., 2014). The laminate at the element Ω(e) ∈ Ωdev is characterized by the

relative thickness d(e) of the copper sheets (that of the polyimide sheets is simply 1− d(e)), and the orien-

tation of the laminate given by the angle θ(e) between the plane of the sheets and the x-axis, as depicted on

the right of Fig. D.2.

Considering a Cartesian frame λτ with λ lying in the plane of the sheets and τ normal to them, the

components of the effective thermal conductivity at Ω(e) ∈ Ωdev are (Kadic et al., 2013)

kλλ(d
(e)) = d(e)kcu + (1− d(e))kpol, (D.28)

kττ (d
(e)) =

[

d(e)/kcu + (1− d(e))/kpol
]−1

, (D.29)

kλτ = kτλ = 0, (D.30)

being kcu = 400Wm−1K−1 and kpol = 0.17Wm−1K−1 the thermal conductivities of copper and polyimi-

de, respectively. Referred to the fixed Cartesian frame xy, the components of the effective conductivity at

Ω(e) ∈ Ωdev are

kxx(d
(e), θ(e)) = kλλ(d

(e)) cos2 θ(e) + kττ (d
(e)) sin2 θ(e), (D.31)

kyy(d
(e), θ(e)) = kλλ(d

(e)) sin2 θ(e) + kττ (d
(e)) cos2 θ(e), (D.32)

kxy(d
(e), θ(e)) = kyx(d

(e), θ(e)) =
[

kλλ(d
(e))− kττ (d

(e))
]

sin θ(e) cos θ(e). (D.33)

On the other hand, following (Guenneau et al., 2012; Liu et al., 2017; Ma et al., 2013; Kadic et al., 2013),

the effective heat capacity at the finite element Ω(e) ∈ Ωdev is defined by the linear mixture law

ρc(d(e)) = d(e)ρccu + (1− d(e))ρcpol, (D.34)

being ρccu = 3.3495MJm−3K−1 and ρcpol = 1.526MJm−3K−1 the heat capacities of copper and polyi-

mide, respectively.

3.1. Definition of the optimization problem

The current metadevice is designed by solving the optimization problem (D.19). The shielding task

is specified by prescribing q̄(x̄(h), t) ≡ 0 at the center x̄(h) of each element in Ωshield. As design va-

riables, for each element Ω(e) ∈ Ωdev we adopt P2e−1 ≡ d(e) and P2e ≡ θ(e)/π. Given these design

variables, the optimization problem (D.19) is subject to the box constraints 0 ≤ Pi ≤ 1. To avoid the

well-known checkerboard-type instabilities that usually affect material distribution problems (Bendsøe y

Sigmund, 2003), we use the density filtering technique proposed by Sigmund (2007). Such a strategy was

proven to be successful for the design of metadevices either for heat transfer manipulation under steady-

state (Peralta et al., 2017; Peralta y Fachinotti, 2017; Fachinotti et al., 2018a) and for elastostatic cloaking

(Hostos et al., 2019; Fachinotti et al., 2018b).

Finally, the resulting nonlinear constrained large-scale optimization problem is solved using IPOPT,

and the interior-point algorithm proposed by Wächter y Biegler (2006). IPOPT is a primal-dual barrier
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method that deals with the box constraints by introducing slack variables. It is particularly well suited

for large-scale optimization problems, which was the main reason to be chosen fir this work. Last but

not least, IPOPT is released as an open source code that is freely available from the COIN-OR initiative

(https://projects.coin-or.org/Ipopt).

4. Results and discussion

The solution of the optimization problem (D.19), after density filtering, is shown in Fig. D.3. Note that,

although only the upper half was modeled invoking symmetry, the whole domain is shown for visualization

purposes. For the heterogeneous microstructure in Fig. D.3, the effective conductivity and heat capacity

fields are those shown in Fig. D.4. The metadevice having the so-determined microstructure, i.e. the optimal

metadevice, accomplishes the task of shielding in Ωshield within the time interval (0, tf) with an error f =

3.13Wm−2 = 9.15× 10−3f0, being f0 the error in absence of the metadevice.
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Figura D.3: Optimal metadevice for shielding in transient regime: relative thickness of copper (d) and orientation of

the laminates (|θ|).
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Figura D.4: Optimal metadevice for shielding in transient regime: effective volumetric heat capacity ρc and components

kij of the thermal conductivity with respect to the xy frame.

Note that the present optimal device is not symmetric with respect to the y-axis. This can be explai-

ned by the fact that thermal gradients upstream Ωshield are higher than those downstream Ωshield, during the

transient heat conduction process. Accordingly, the copper sheets are thin and the laminate is mainly orien-

ted vertically upstream Ωshield, leading to the relatively low ρc and negligible kxx depicted in Fig. D.4. This

particular distribution of thermal properties hinders the heat flow towards Ωshield despite the high thermal

gradient upstream this region. Approaching Ωshield, the laminates are progressive reoriented tangent to the

boundary of Ωshield, increasing kxy and enforcing the heat to circumvent Ωshield. Downstream Ωshield, the

copper layers are thick leading to an increase in heat capacity and thermal conductivity, and the laminates

are reoriented to conduct the heat outside Ωdev.
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Figura D.5: Optimal metadevice for shielding in transient regime: temperature and heatlines in the whole plate at

different time instants.

The effect of the metadevice on the temperature field throughout Ω is shown in Fig. D.5. The heat flux

in presence of the metadevice during the transient heat conduction process is remarkably different from
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with respect to the y-axis, as it is also the case for the Narayana et al.’s metadevice. Given this symmetry,

the performance of these metadevices is severely affected by the high thermal gradients developed upstream

Ωdev during the first stages of the transient heat conduction process, which could explain why they perform

worse than the metadevice specifically optimized for shielding in the transient regime.
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Figura D.8: Evolution of the instantaneous error g in the accomplishment of the transient shielding task using either

the metadevice specifically designed for transient regime or that designed for the steady state, related to the error g0 for

the case of the homogeneous plate.

The instantaneous error in the accomplishment of the transient shielding task is shown in Fig. D.8,

which exhibits the superior performance of the metadevice specifically designed for transient shielding all

along the process and more markedly in the first stages of heating.

Figura D.9: Evolution of the temperature at the center of the shielded region from the start of the second heating stage

(t1 = 30000 s). [Figure 9 near here]

Narayana et al. (2013) did not reported data to complete the above comparison. They measured the per-

formance of their shielding device in terms of the temperature increment ∆T at the center of Ωshield from

the beginning of the second heating stage, i.e. from t1 = 30000 s. This is shown in Fig. D.9, together with

the curves corresponding to the plate either without any shielding device or with the optimization-based

thermal metadevices. Note that the heating rate using the device designed to be optimal in the transient

regime is slightly higher than that achieved with Narayana et al.’s device at the first stages of heating, but it

is considerably lower after that. Actually, when the steady state is fully developed, ∆T = 5K with the Na-

rayana et al’s device, which is the same as that for the homogeneous plate. On the other hand, ∆T = 3.68K

when using the metadevice specifically designed to be optimal in transient regime. Regarding the metade-

vice designed to be optimal at the steady state, ∆T = 5.12K, i.e. slightly higher than the case without

device. Anyway, let us remind that the current objective function aimed to represent the shielding task was

not ∆T . However, to take ∆T as objective function is straightforward using the current optimization-based
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approach.

5. Application to multiple tasks

The application of the current approach to accomplish different heat flux manipulation tasks in transient

regime is straightforward. Actually, it suffices to change the input data, under the external flux qext. For

instance, concentration at the point x amounts to prescribe q̄(x, t) = αqext with α > 1, whereas heat flux

inversion at x is simply prescribed by setting α = −1. Finally, for the simultaneous accomplishment of

different tasks in the portions Ω
(1)
task, Ω

(2)
task, . . . of Ωtask, one just have to prescribe the desired q̄(x, t) at the

checking points in Ω
(i)
task.

As an example, starting from the example of transient shielding addressed in the previous section, let

us add the task of cloaking the heat task in the domain Ωout outside the metadevice. This is simply achieved

by prescribing q̄(x̄(h), t) = 0 at the centers of the elements in Ωshield, and q̄(x̄(h), t) = qhom(x̄
(h), t) at the

centers of the elements in Ωout, being qhom the heat flux field in the homogeneous plate.

�

✁✂✄☎✆

✁✂☎☎✝

✁✂✞☎✞

✁✂✞✟✠

✆✂☎✡✡

✡✂✞✠✄

☛☞☛

Figura D.10: Optimal metadevice for shielding and cloaking in transient regime: relative thickness of copper (d) and

orientation of the laminates (|θ|).

The material distribution in the so-designed optimal cloaking and shielding device in shown in Fig.

D.10. The metadevice with such material distribution performs the combined cloaking and shielding task up

to an error of f = 4.60Wm−2. Applied to shielding only, the error is f = 4.46Wm−2 = 13.04× 10−3f0,

which is 1.425 times the error for the metadevice specifically conceived for transient shielding, but it is

0.84 times the error achieved when using the metadevice designed for steady shielding. In other words,

the optimal cloaking and shielding device does not exhibit a performance on the shielding task as good as

that achieved with the metadevice specifically designed for such a purpose in transient regime, but it still

performs better than the shielding device designed under steady conditions.
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Figura D.11: Optimal metadevice for shielding and cloaking in transient regime: temperature and heatlines in the whole

plate at different time instants.

The effect of this metadevice on the temperature field throughout Ω is shown in Fig. D.11. The heatlines

outside Ωdev are practically unaltered, denoting the good accomplishment of the cloaking task. The thermal

gradients in the Ωshield are weak, denoting the good accomplishment of the shielding task, although they

are not as weak as those achieved with the metadevice specifically designed for transient shielding (Fig.

D.5) at the first stages of heating. In our previous works on metadevice design for heat flux manipulation

in the steady regime (Fachinotti et al., 2018a) and elastostatic cloaking (Fachinotti et al., 2018b; Hostos

et al., 2019), it has already been demonstrated that a metadevice designed for multiple tasks works poorly

when comparing its performance on a single task, with another device that has been specifically conceived

to accomplish such a task. This supports another crucial advantage of the optimization-based procedure

compared to the transformation-based approach, where cloaking outside the device is always forced irres-

pectively of the given task.

6. Conclusions

A novel approach for the design of thermal metadevices conceived to manipulate the heat flux under

transient conditions has been introduced. It involves minimizing an objective function defining a given

heat flux manipulation task (including shielding, cloaking, concentration, inversion, etc.) that is prescribed

along a time period during the transient process. This is done by solving a large-scale nonlinear constrained

optimization problem, whose design variables determine the inhomogeneous material distribution.

The advantages of this method were demonstrated via the design of a shielding device as alternative

to another designed by using the classical transformation-based approach and intuition. The metadevice

designed under the optimization-based approach better accounts for the transient effects via an unsymmetric

material distribution thought to preserve the shielding region from high thermal gradients on one side and

to diffuse the heat absorbed in this on the other side. Actually, the lack of symmetry was shown to be a

consequence of considering transient effects rather than of the design method, since it is not observed in

a device designed under the same optimization-based procedure but assuming that the shielding task is

prescribed in the steady state.

Finally, the versatility of the proposed approach to design metadevices for multiple heat flux manipu-



REFERENCES 185

lation tasks was proven by designing a device for simultaneous cloaking and shielding in transient regime.

Results from this example has proven that if the given task is other than cloaking, the collateral fulfillment

of the cloaking task outside the device (as in the case of solutions obtained under the transformation-based

approach) is detrimental to the main purpose.

Although the realizability of the so-determined metamaterial at each point of the metadevice is guaran-

teed by the constraints added to the optimization problem, we plan to make further efforts towards manu-

facturability with the final aim of incorporating the current methodology into a computed-aided engineering

tool for 3D printers.
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