METODO DE DOMINIO INMERSO PARA PROBLEMAS
DE POISSON EN REGIONES ANULARES:
Optimizacion del flujo en funcién de la forma externa con

frontera interior dependiente del tiempo.

TESIS DE MAESTRIA EN MATEMATICA

FACULTAD DE INGENIERIA QUiMICA

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL

Tesista: Lic. Adriana Estela Frausin
Director : Dr. Hugo Aimar

Codirector : Dr. Ricardo Grau

Integrantes del Jurado:
Dr. Domingo Tarzia

Dr. Rubén Spies
Dr. Pedro Morin

Diciembre 2008



II

FACULTAD DE INGENIERIA QUiMICA, UNIVERSIDAD NACIONAL DEL
LITORAL.
SANTIAGO DEL ESTERO 2829 — 3000 SANTA FE - ARGENTINA.

afrausin@fiq.unl.edu.ar

INSTITUTO DE MATEMATICA APLICADA DEL LITORAL, CONSEJO
NACIONAL DE INVESTIGACIONES CIENTIFICAS Y TECNICAS.
GUEMES 3450 — 3000 SANTA FE - ARGENTINA.

haimar@santafe-conicet.gov.ar

INSTITUTO DE DESARROLLO TECNOLOGICO PARA LA INDUSTRIA
QuimicA, CONSEJO NACIONAL DE INVESTIGACIONES CIENTIFICAS
Y TECNICAS.

Ruta NacioNAaL 168. PARAJE EL Pozo — 3000 SANTA FE - ARGENTINA.

cqfina@santafe-conicet.gov.ar



Indice general

Resumen

Problemas que motivan este trabajo

Capitulo 1. Los dominios admisibles

1.1. El caso de frontera interior fija
1.2. El caso de frontera interior con dinamica prescripta
Capitulo 2. Generalidades sobre Problemas extremales y Espacios
de Sobolev

2.1. Calculo Diferencial en Espacios de Banach

2.2. Espacios de Sobolev

2.3. Los espacios Hy/* v H'/?(~)

2.4. Homeomorfismo entre HY2(T'), HY2(~) y Hy/* para
curvas admisibles

2.5. Los operadores traza sobre una familia de curvas
admisibles

2.6. Los operadores de extension de funciones de Sobolev

definidas sobre curvas admisibles

Capitulo 3. El problema de contorno que especifica la dinamica

3.1.
3.2.

del sistema
El problema de contorno bésico

La Técnica de Dominio inmerso

111

VII

10

15
16
23
33

37

41

46

57
o7
61



v

Capitulo 4. Formulaciones del problema de optimizacion de flujo
considerando como variable la forma del dominio 67
4.1. Formulacién del problema de control 6ptimo 67
4.2.  Reformulacion del problema con la técnica de dominio

Inmerso 70

Capitulo 5. Teoria de existencia de solucién del problema de

optimizacién de flujo considerando como variable la

forma del dominio 75
5.1. Resultados previos 75
5.2.  El Teorema de la Dependencia Continua 79

Capitulo 6. El problema de optimizacion para el caso de frontera
interior con dindmica prescripta 89
6.1. Formulacién del problema de control éptimo cuando el
borde interno cambia con el tiempo 90
6.2. Reformulacién del problema (PYP%T) en espacios mixtos. 92

6.3. Teorema de la dependencia continua 99
Conclusiones 109

Bibliografia y Referencias 111



Resumen

La motivacion central que origina el desarrollo de esta tesis es el estudio
de problemas de liberacién controlada de drogas y en particular la
exploracion de formas geométricas éptimas que conduzcan a patrones

de liberacién aproximadamente constantes.

Se utilizan herramientas del analisis funcional para demostrar existen-
cia de soluciones de modelos matematicos del fenémeno de difusion
en estado estacionario en medios no isotropicos, con términos fuentes
no nulos y condiciones de contorno arbitrarias en dominios anulares

“variables” .

Atendiendo a su robustez tedrica y a sus potenciales aplicaciones numéri-
cas se oriento la investigacion hacia los métodos variacionales de Do-
minio Inmerso y Continuidad de los pardmetros, como los desarrollados
por J. Haslinger, T. Kozubek, K. Kunisch, G.Peichl para el caso sin

fuentes y en medios isotrépicos.

Dado que en problemas concretos en dominios anulares con frontera ex-
terior “libre” puede ocurrir que la curva interior del dominio no esté fija
y tenga a su vez una dindmica conocida con respecto a una variable
temporal, también se aplican estos métodos para un problema de mi-
nimizaciéon de un nuevo funcional cuando el borde interno del dominio

anular cambia con el tiempo.






Problemas que motivan este trabajo

Si bien este trabajo es en esencia tedrico y se ocupa del problema
matematico de adecuar la estructura analitica para demostrar la exis-
tencia de soluciones de ciertas ecuaciones, entendemos que es impor-
tante comenzar con una breve resenia de los modelos matemaéticos que

estdn en su origen.

Tal vez el concepto fisico mas clasico y sencillo que motiva el tipo
de problemas que consideraremos en esta tesis sea el de capacidad
eléctrica. En general un condensador eléctrico (capacitor) es un sistema
formado por dos superficies metdlicas dispuestas en forma de corona

separadas por un aislante (el dieléctrico).

PSfrag replacements om1
y
0
Qo

Desde el punto de vista matematico tenemos dos dominios €2¢ y €21 con
fronteras I'y v I'; respectivamente, tales que Qy C ;. Llamaremos

al “dieléctrico”: Q = Q; \ Q.

Si cargamos la placa interior del condensador de manera que tenga un
potencial eléctrico unitario con respecto a la placa exterior que esta a
potencial cero (tierra), entre ambas placas, en €2, se genera un campo

eléctrico E/ conservativo y solenoidal que es el gradiente de la tnica

VII
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solucion del problema de Dirichlet

Au = 0 enf
u = 0 en Iy

u = 1 en I

La capacidad eléctrica estd dada por C(Q) = [, |Vu|* dvol. En este
sentido la capacidad es una funcién del dominio y un problema natu-
ral es hallar las formas extremales para C(2) cuando, por ejemplo, el

volumen de () permanece constante.

En realidad nuestro interés en el tema esta motivado por aplicaciones
mas actuales de los problemas de optimizacién de formas tales como

los de liberacién controlada de drogas (drug controlled release).

Un sistema de liberacién controlada de drogas es una entidad que ad-
ministra una droga o agente terapéutico a una velocidad predetermi-
nada, constante si es necesario, durante un tiempo también preestable-
cido. Para este propédsito existen diversos sistemas, tan extremos co-
mo bombas dosificadoras y dispositivos poliméricos. Estos ultimos son
preferidos en varios campos de aplicaciéon (medicina humana, veteri-
naria, control de plagas y agronomia, para mencionar los principales)

debido a su practicidad, pequeno tamano y bajo costo.

Hay tres mecanismos fundamentales por los cuales una droga puede
ser liberada desde un polimero: difusién, disolucién, y erosion . En
la practica, la combinacién de mas de uno de ellos es conveniente, o
aln necesaria, para alcanzar patrones de liberacién aproximadamente
constantes (idealmente, cinéticas de orden cero) que garanticen la ad-

ministracion de drogas dentro de los niveles méaximos de toxicidad y
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minimos de eficacia requeridos en cada caso especifico. Pero este objeti-
vo no es sencillo de alcanzar porque el desempeno depende de multiples
variables y condiciones; por ejemplo de la carga de droga en la matriz
(concentracién y distribucién), de las propiedades fisicoquimicas de sis-
tema (composicién, solubilidad, pardmetros de transporte y particién),
del diseno estructural del sistema polimérico (tamano, forma, y ar-
quitectura), y de las condiciones operantes en el medio de liberacién
(resistencia a la transferencia externa de la droga y concentracién de
droga). La intrincada naturaleza de esta clase de dispositivos motivé un
sostenido interés por su modelado matemaético con el fin de facilitar su

concepcién, desarrollo, y optimizacién [1].

A partir del pionero modelo de Higuchi desarrollado a comienzos de
la década de los 60 [2], numerosas generalizaciones y aplicaciones es-
peciales han generado un gran espectro de aproximaciones al mode-
lado matematico de estos sistemas. Estas incluyen soluciones exactas
y aproximadas para geometrias planas [3-6]; geometrias no planas [7-
14]; distribucién inicial no uniforme de droga [15-18]; resistencia a la
transferencia de droga a un medio externo finito [17, 19-24]; arqui-
tecturas multi-laminadas o compuestas [17, 25, 26] y droga dispersa
disolviéndose a velocidades finitas [27-34]. Los modelos varian en com-
plejidad, detalles y metodologia de solucién. Sin embargo, al presente,
no hay un modelo matematico general que describa todos los posibles

procesos fisicoquimicos que pueden tener lugar.

La forma geométrica del dispositivo puede afectar la velocidad de li-
beracion de droga, por este motivo ha atraido siempre la atencién de

muchos investigadores y tecndlogos. En consecuencia varios intentos



X

han sido realizados para regular el comportamiento del sistema con-
trolando su forma geométrica. Geometrias plana, cilindrica, esférica,
cilindrica hueca, semiesférica hueca, biconvexa, y otras mas comple-
jas han sido estudiadas [35-46]. Sin embargo, todos los estudios estan
basados en proponer a priori una determinada forma y analizar el com-

portamiento del sistema.

Desde el punto de vista estrictamente matemético hay varias estrate-
gias tendientes a resolver el problema basico de existencia de formas
optimas. Una de ellas es el Método de Dominio Inmerso para
Problemas de Poisson en Regiones Anulares junto con métodos
de continuidad y de compacidad usado y propuesto por J.Haslinger,
T.Kozubek, K.Kunisch y G.Peichl,“An embedding domain approach
for a class of 2-d shape optimization problems” [HKKP], para la opti-
mizacién del flujo en funcion de la forma externa en medios isotrépicos

y sin fuentes.

Antes de presentar el desarrollo de la plataforma matematica sobre
la que esta fundamentado este método para medios no isotropicos ni
homogéneos, con fuentes y borde interno dependiente del tiempo, se
realizard una breve descripcién de la necesidad que ha motivado su de-

sarrollo.

Sea un sistema conformado por una matriz polimérica en un dominio
(regién sombreada) limitado por un borde interno (07p) y uno externo
(0T) que contiene una droga solubilizada. El borde 0Tj es impermeable
de modo tal que la droga no lo puede atravesar. Pero, el borde JT, si es
permeable, por lo tanto la liberacion de la droga al medio ambiente

tiene lugar a través del mismo.



XI

Mafriz polim érica conteniends droga disuelta
%

Mledioambiente en el que la droga esliberada

El transporte de la droga desde el interior de la matriz hacia 0T,
esta gobernado por los gradientes de concentracion dentro de la matriz,
siendo el flujo molar de droga (.J) factible de ser descrito por la ley de
Fick J = —D Vu, donde D representa el coeficiente de difusion de la
droga en la matriz polimérica y u la concentracion de droga disuelta.
Esta situacién es usualmente descripta por el siguiente problema de

valores de contorno en 7' =T, \ Ty,

ou/ot = Au en T
u = 0 en OT,

u = ¢ en JT

donde la concentracién de droga es mantenida constante (no nula) en
el borde de T, e igual a cero en el borde de T, porque se supone que

se diluye inmediatamente en el medio ambiente.

El objetivo ideal es que la cantidad de droga liberada por unidad de
tiempo a través de 0T, sea sostenido y préacticamente constante, es

decir que

() J=-DVu-n=L
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sobre OT’,, donde L es una constante que representa el valor deseado o
predeterminado de la cantidad de droga a ser liberada por unidad de

superficie y tiempo.

Para cumplir con esta premisa, siendo D una constante, Vu -n deberia
ser también constante sobre 0T.,. El transporte difusivo per se no per-
mite alcanzar esta condicién. La incorporacién de droga en cantidades
suficientes para saturar (sobresaturar) la matriz generando particulas
o cristales de droga que disuelvan a medida que la droga es liberada es
el recurso mas usual para evitar parcialmente este problema. De modo
tal que el sistema es ahora descrito matematicamente por el siguiente

problema de valores de contorno

ou/ot —Au = f en T
v = 0 en OJT,

u = ¢ en J1

donde f es un término fuente que da cuenta de la disolucion de droga.

La solucién de este problema para determinadas formas funcionales de
f permite una mejor aproximacién de la ecuacién (x). Sin embargo, la
calidad de la aproximacion es dependiente de la forma geométrica de
OT,. En la presente contribucién, como primer paso en esta direccién,
se tratara el siguiente problema clasico inspirado en el modelo pionero
de Higuchi, donde la matriz presenta una regién interna sobresaturada
con droga , T(t) \ To, ( regién gris oscura) que disuelve con velocidad
practicamente infinita sobre un frente de disolucién 07'(t) y difunde en
estado cuasiestacionario en la region T, \ T'(t) ( regién gris claro). El
frente de disolucién 0T'(t) avanza hacia adentro a medida que trans-

curre la liberacion de droga.
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Perfil de concentracidn de droga

Por lo tanto, el sistema fisico puede ser descrito por el siguiente sistema
de ecuaciones
—Au = f en T
u = 0 en OT,
u = ¢ en OT(t)

donde f representa un término fuente de droga de forma funcional ar-
bitraria (reaccién quimica, degradacion, etc.), y la posicién del frente

T'(t) es conocida a partir de ecuaciones de balance de masa adicionales.

El problema a resolver consiste en encontrar la forma de 97T, que permi-
ta minimizar la desviacion de la cantidad de droga liberada por unidad
de tiempo respecto de un valor deseado predeterminado L. Matematica-

mente, esto equivale a resolver un problema de optimizacion del tipo

min ||[Vu -7 — L||> sobre 9T,

En otras situaciones que pueden tener interés en medios no isotrépicos,
el operador de Laplace se sustituye por otro en forma de divergencia
Lu = V - (AVu), donde los elementos de la matriz A describen la

naturaleza anisotropica y no homogénea del medio.
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Sin dudas la resolucién del problema es relevante para el disenio de
nuevos dispositivos matriciales para la liberaciéon de drogas porque per-
mitira la busqueda de formas sin recurrir al azar o guiada meramente
por la intuicion. Entre otras aplicaciones, se visualiza el diseno de disi-

padores de calor de dispositivos electrénicos.

Los problemas que se abordan en esta tesis son problemas de control
6ptimo donde la variable de control pertenece a una clase de dominios
admisibles y la dinamica del sistema estd especificada por una
ecuacion de tipo Poisson en un medio generalmente no isotropico ni

homogéneo.

En el Capitulo 1 se define la clase de dominios admisibles para el pro-
blema de “Encontrar un miembro 6ptimo que minimice la distancia,
en su norma natural, entre el flujo de la concentracién v y un flujo
objetivo constante, siendo u la soluciéon de un problema de Poisson en

dicho dominio correspondiente a un medio no isotrépico”.

En el Capitulo 2 se revisan los conceptos necesarios en los espacios

funcionales involucrados.

Se demuestra, en el Capitulo 3, la existencia y unicidad de la solucién de
un problema auxiliar equivalente al Problema de Poisson, que se obtiene
aplicando técnicas de dominio inmerso basadas en los Multiplicadores

de Lagrange del borde.

Esta técnica de dominio ficticio, debida a J.Haslinger, T.Kozubek,
K.Kunisch y G.Peichl,“An embedding domain approach for a class of
2-d shape optimization problems” [HKKP], evita la delicada cuestién de

la dependencia continua del flujo normal sobre el borde del dominio.
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Maés precisamente se prueba en el Capitulo 4 que el multiplicador de
Lagrange correspondiente a la componente de borde donde se prescribe
concentracion nula coincide con el flujo normal a través de dicha com-

ponente .

En el Capitulo 5 queda de manifiesto que estas técnicas constituyen
un marco de trabajo para analizar problemas de optimizacion, pues
proveen las herramientas para describir la dependencia continua de la
concentracion u y de los multiplicadores de Lagrange con respecto a
la forma como variable. Este resultado es la principal contribucién de
este trabajo ya que implica la existencia de soluciéon al problema de

optimizacién de formas formulado en el Capitulo 4.

Finalmente en el Capitulo 6, se analiza bajo estas técnicas el caso de

dominios cuya componente de borde interna cambia con el tiempo.

Los resultados originales contenidos en este trabajo son:

1. Extension de los resultados de [HKKP] para el Laplaciano a
operadores en forma de divergencia que modelan medios no
isotrépicos.

2. Extensién de los resultados de [HKKP] cuando hay un término
fuente.

3. Aplicacion del Método de Dominio Inmerso y Continuidad con
respecto a los pardmetros junto con métodos de Compacidad
para un problema de minimizacién de un nuevo funcional cuan-

do el borde interno cambia con el tiempo.






CAPITULO 1

Los dominios admisibles

En este capitulo se define la familia de dominios a la que pertenece la
variable de control para el problema de optimizacién de formas que se

desarrollara en los Capitulos 3 a 6.

Consideraremos dominios conexos, cuyos complementos tengan dos com-
ponentes conexas (regiones anulares) en IR? y distinguiremos dos casos

respecto de la curva interior de la frontera de estos dominios.

1.1. El caso de frontera interior fija

En esta seccién vamos a definir el conjunto de los dominios planos ad-
misibles para el problema de control éptimo, que se abordara en los
Capitulos 3, 4 y 5 cuando la curva interior de la frontera del mismo

estd fija y en el Capitulo 6 cuando ésta tiene una dindmica conocida.

Designaremos con [’y a esta curva fija del plano, cerrada, suave y simple
contenida en el cuadrado Q = (—1,1)% El ejemplo tipico serd una

circunferencia.

La suavidad de I'g que nos permitira aplicar la teoria clasica de es-
pacios de Sobolev es de tipo C!'. Esto significa que para cada punto
ro9 € Iy existe un € positivo y una funcién f : R — R de clase
C! tal que, en un adecuado sistema de coordenadas, se cumple que
Qo N B(zg,€) = {x = (x1,22) € B(xg,€)/x2 > f(x1)}, donde Q es la

componente conexa acotada del complemento de I'.

1
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FicuraA 1.1. Dominio admisible, borde interior fijo.

Definiremos unas familias de curvas, cerradas y suaves, que “encie-
rran a I'y” y que designaremos con I'y, donde v es una adecuada
parametrizacion de I'y. Denotaremos W, a la regiéon comprendida entre
ambas curvas, cuya clausura debera estar contenida en el cuadrado (2,
como se muestra en la FIGURA 1.1. A veces nos referiremos a I'y, como

el borde libre de W,,.

Sean h > 0,0 < oy < as < 0o,ag > 0,p > 0y 'y una curva cerrada
simple suave contenida en 2. Denotamos con S(h, v, p,To) 0 S(h, v, p)
o simplemente S, cuando todos los parametros estén claros, al conjun-
to de todas las curvas v : [0,27] — € que satisfacen las siguientes

propiedades:

v € C*([0,27],9) ;

¥(0) = 7(27) y 7(t) # ¥(s), para todo t £ s;

I, = ~[0,27] C Q\Qp donde Q es el interior de la componente
acotada del complemento de I'y;

para todo t € [0, 27] existen dos discos abiertos de radio h, B;
y Be, tales que v(t) € B;() B, con B; C W,y B. CQ \WW

(E)] = a1, Vvt € [0,2n] y [[§llo < as;



|W||oo < as;

4 es Lipschitz continua con constante p, esto es

5(t) = 5(s)] < plt — 5| con t,s € [0, 2n).

Una familia de curvas con estas propiedades serd llamada admisible.
Siy e S(h,a;,p,Iy) diremos que W, es un dominio h, oy, a, o, p, I'g
admisible o simplemente un dominio admisible, cuando los parame-

tros estén claros.

La regularidad C? que se pide en a los bordes libres quedara jus-
tificada mas adelante, en la construccion del difeomorfismo necesario
para demostrar que la familia de operadores trazas {7,y € S} estd uni-

formemente acotada. (Ver Cap 2, Sec. 2.5)

Las condiciones de nos dicen que estas parametrizaciones =y co-

rresponden a curvas cerradas y simples.

Dado que las curvas son conjuntos compactos, pues son las imagenes
continuas en IR? del compacto 0, 27, implica que “hay espacio”
entre las curvas componentes del borde del dominio, asi como entre el
borde libre y el borde del cuadrado €2, que denotaremos 0f2, es decir

existe d >0 tal que dist(I'o,I',) >d y dist(T',,00Q) > d.

La propiedad implica que si designamos con x; al centro del disco
interior B; entonces Y(t) — x; = hv(t) donde v(t) es el vector unitario
normal al borde libre I', y exterior al dominio W, en el punto 7(t).
De esta manera para 7 € (0,1), () —nhv(t) € W, y de manera
andloga () + nhv(t) € Q\ W,. Por lo tanto implica que el
h—entorno de I'y, E, = {z € Q : dist(x,I'y) < h} puede escribirse en
la forma E., = {v(t) £ nhv(t),n € [0,1),t € [0,27]}. ( Ver FiG. 1.2)
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Ficura 1.2. Entorno Tubular del borde libre.

Como consecuencia de notemos que toda parametrizacién en S es
regular, pues §(t) # 0, para todo t € [0,27], estando asi definido el

vector tangente en todas partes.

En pedimos que la curvatura |§(¢)| de ', esté acotada lo cual geo-
métricamente significa que la curva no podra alejarse “tan rapido” de

la tangente.

La propiedad serd suficiente para obtener la compacidad de la clase

S ( ver Proposicién 1.1).

Si bien las propiedades cuantitativas en la definicién de las clases ad-
misibles no son independientes, notar por ejemplo que implica la
estimacion superior de ||4]| ., contenida en , las mantendremos a
todas para mostrar la dependencia explicita de los parametros en las

estimaciones funcionales que obtendremos a lo largo de todo el trabajo.

Una topologia natural sobre una familia § como la que estamos con-

siderando, y que atiende a la maxima regularidad requerida a las curvas
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que la constituyen es la de C?([0, 27], R?), que est4 definida por la nor-

, ® (1) = max [lp®
ma kgoé?f%es[})lgw] ‘LP (t)| _kriloeyﬁ H(p ‘

o
Dado que el principal resultado de esta tesis es el Teorema sobre la
dependencia continua de la concentracién u y de los multiplicadores
de Lagrange con respecto a la forma del dominio dada por v de &
(Teorema 5.3), y que esto implica que la funcional J que se desea
minimizar alcanza su minimo en S , la siguiente proposicion que se

basa en la propiedad serd util para probar la existencia de solucion.

Proposicién 1.1. Con la topologia de la convergencia uniforme de las

derivadas sequndas, se tiene que S es compacto.

Segun el espacio en que se encuentren los conjuntos, existen criterios
especiales de compacidad que resultan mas comodos para la aplicacién
practica. Asi como en un espacio euclideo n-dimensional, la compacidad
de un conjunto cerrado es equivalente a su acotacién, para uno de los
espacios métricos mas importantes en el Andlisis, el espacio C([a, b]) de
las funciones continuas definidas en el intervalo cerrado [a, b, un criterio
importante y frecuentemente empleado de compacidad relativa de
un conjunto, es decir, compacidad de su clausura, lo ofrece el siguien-
te teorema que es el resultado clasico principal en la prueba de la

proposicion anterior.

Teorema de Ascoli-Arzela: Para que una familia A de funciones
continuas definidas en [a, b], sea relativamente compacta en C([a, b]) es

necesario y suficiente que A sea:

(i) equiacotada, es decir que debe existir una constante k tal que

para todo = € [a,b] y para toda f € A se cumple que |f(z)| < k; ¥y
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(ii) equicontinua, es decir que para cada ¢ > 0 debe existir un
o > 0 tal que |f(x1) — f(x2)| < € para toda f € A y para todo

x1, To € |a,b] tales que |x; — xo| < 4.

DEMOSTRACION. (Proposicién 1.1)

Para probar que S es compacto tenemos que ver que si {7,}, es una
sucesion cualquiera en S entonces existe una subsucesion {%j}j de
{7} tal que 7,; converge a una 7 perteneciente a S. La sucesién de
vectores planos {7,(0)} estd contenida en €2, por consiguiente tiene
algin punto de acumulacién 2% en €. Por este punto pertenece a
Q. Por cada ¥, € C([0,27]), mas ain como 7, satisface se tiene
que {%, : n € N} es una familia equicontinua de funciones sobre [0, 27|
ya que |[Y,(t) — 4.(s)| < p|t — s|. Como ademads cada 7, satisface ,
resulta que |9,(s)| < as, para todo s € [0,27] y para todo n € N. Es

decir {#,} resulta equiacotada.

Asi el Teorema de Ascoli-Arzeld asegura que esta familia es precom-
pacta , es decir existe una subsucesion {¥,, }, de {¥,}, y una funcién
continua ¢ tal que 4, converge uniformemente a ¢ en [0, 27, en otros

términos 7, = .

Redesignando los elementos de esta subsucesion con #,, notemos que

para cada t € [0, 27], podemos escribir 4, (t) = 4,(0) + fot%(s) ds

Ademads por resulta que |3, (t) — An(s)] < fst ¥l

Por lo tanto {¥,}, es equicontinua y uniformemente acotada por .

< agl|t—s|.

Nuevamente el Teorema de Ascoli-Arzela nos permite inferir que este
conjunto es precompacto, por lo cual existe una subsucesion 7, uni-

formemente convergente, esto es, %,, =t ¢ € C([0,27], R?).

Volviendo a integrar podemos escribir para esta subsucesion
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t S

Vo, (t) = Y, (0) +/ {‘ynj(()) + / Y, (5) d§} ds. Finalmente haciendo
0 0

j — 00, Yn, = 7 donde 7(t) = z° +/ {gb(O) + /S ©(8) d§} ds.
0 0

Resta ver que v € S. Por construccién las propiedades y son

inmediatas. Que ~y satisface es una consecuencia de y para
las 7,,. Que v satisface también se deduce de para {yn},cy -

Puesto que 4(t) = ¢(0) + fotw(s) ds = lim (,(0) + fﬁn(s) ds) =

lim ~,,(t), se satisface para . Anédlogamente , como (t) = ¢(t) =

lim 4, (t), obtenemos que =y satisface [S6 .

Finalmente, dado que [5(t) — %(s)| = Um |, (t) — 4, (s)| < p|t — s/,
=00

es claro que 7 satisface .

El siguiente lema juega un papel fundamental en la prueba de la acotacion
uniforme de los operadores de traza , que se dard en el siguiente capitu-
lo, y en su demostracion se reflejan claramente las propiedades basicas

de las familias de curvas admisibles.

Dada v € S, sea E; el r—entorno de la curva I'y con r < h da-
do por EI = {(t) £nrv(t),n €[0,1),t € [0,27]}. Consideraremos el
subconjunto D7 de EZ dado por

DI = {y(t) +rqu(t), n € (-1,1),t € (0,2m)},

Y

consistente en “cortar” K eliminando un segmento de recta para que

D} sea C'—difeomorfo con @ = (0,2m) x (=1, 1).
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Lema 1.2. Sea § = S(h, a1, as,a3,p, ) una familia de curvas ad-
misibles dada. Entonces existe v : 0 < r < h que solo depende de h y
de ; tal que para cada v € S, la aplicacion T, : QQ — DI definida por
T, (t,n) = ~(t) +rnu(t) es un difeomorfismo de clase C* entre Q y D

Mds aun la norma Frobenius de la matriz jacobiana de la aplicacion

inversa, ||(DT,) ™|, estd acotada uniformemente para toda ~y en S.

DEMOSTRACION. Sea v € S dada. Es claro que para cada = € E,
existe algin instante ty = t(z) € [0, 27) tal que ¢y minimiza la funcién
d(t) = |z — y(t)]*. Veamos que existe r : 0 < r < h tal que para cada
x € EY es unico el punto p(x) sobre la curva I, al que llamaremos la

proyeccion de x sobre I',, y que minimiza la distancia entre x y I'.

Dado que d(t) = % |z — y(t)]> = =2(z — y(t),5(t)), entonces por

y tenemos en {t € (0,27) : |x — v(¢)| < r} la estimacién

d(t) = 213" =2(z —~(1),5(t)) = 2(aF |z = v (D] [§(1)]) = 2(af —ras),

que muestra que d(t) > o3, para r suficientemente chico, independiente
de z y de v € S, y por lo tanto existe un tnico t* € [0,27) que
minimiza d. Notemos que v(t*) = p(x) y que x — v(t*) = lv(t*) con
| = |z —~(t*)] segin z € (Q\W,)NnD, o z € W,ND,
respectivamente. Por lo tanto, todo z € D, puede representarse de
manera Unica como x = ~y(t) + hnv(t). Es decir, existe un tnico par

(t,n) € Q paratodo z € D,, con lo cual la aplicacién T, es biyectiva.

Notemos que, puesto que v(t) = (v1(t), 2(t)) es el vector normal exte-
rior a vy y suponemos que I'; estd parametrizada en sentido antihorario

en [0, 27), necesariamente —(t)/ |¥(t)| = (va(t), —v1(t)). Entonces, el



determinante de la matriz jacobiana de T’ es

det(DT () = | T = ) (47 14)),
Y2t N2 TV
por consiguiente, por la desigualdad de Schwartz y por y ,
|det[DT,(t,n)]| = r(Iy| = rnlr]) = r(on —ryl|P]) = rai/2, para r
suficientemente chico pero que solo depende de los parametros de la
familia S. Por lo tanto T, define un difeomorfismo—C' de @ en Dr.

Notar que en esta prueba sélo se ha usado que la curva es de clase C*.

Ahora estimamos la norma Frobenius de la matriz jacobiana de T,y_l,

definida como la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus

elementos,
2
v o D 2 . . . .
" |detDT| Y2 —TrnY2 71+ TN
1 4c

(r® + |5 + mD|2) <

7 — 6

- |detDT7|2 (raq)

donde ¢ es una constante que depende de las cotas uniformes para ||

y |v| dadas por y .

O

El préximo lema que muestra que si v y o son dos curvas préximas
entonces T, ' oT, estd proxima a la identidad, se aplicard en el capitulo
siguiente para probar la convergencia de los operadores extension en

los espacios funcionales correspondientes.

Lema 1.3. Sea T, el difeomorfismo de clase—C' entre Q y D., definido

en el Lema 1.1 para v € S(h, ay, az,asz). Para todo € > 0 existe 6 > 0
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dk:
tal o € S(h,ay,a, i —(y(t) —a(t)| < &
al que si o (h, a1, g, 3) y e, sup | G (v(t) —o(t))

entonces |(Tz;1 OT’Y)(tan) - (tan)| <€ (tan) € Q N TA,Tl(DU n DW)

DEMOSTRACION. Sea T, : Q@ — D, y T, : Q — D,. Entonces

T, ol :QNT ' (DyND,) — Q.

Siempre que |1,(t,n) — T, (t,n)| < & para algin 0, > 0, se tiene que
(T o Ty)(tn) — (tm)| = |THT (8 n) — T, (To(t,m))| < € pues

T1 es uniformemente continua en el compacto Q.

4]
Por otra parte, tomando § < T tenemos

Tt m) = To(t, m)| = |(v(2) + nrvs (1) — (o(t) + nrve(t))]
< () = o @) +nr s (t) — e (1)]

<(1+nr)d < (1+h) <9,

ya que por hipotesis 7 y o estan cerca en el sentido de la norma de

C2([0,27],IR?), —1<n<1lyr<h.

1.2. El caso de frontera interior con dinamica prescripta

Los dominios admisibles doblemente conexos tienen ahora como borde
interno, que denotaremos con Fg, una curva suave que se contrae a
medida que transcurre el tiempo y que suponemos conocida para cada
t € [0,7]. Enfatizamos que es preciso distinguir esta nueva variable ¢
de la variable de parametrizacién s de las curvas I') y ', € S. Para es-
tos dominios el problema de optimizacién involucra un nuevo funcional

que estudiaremos en el Capitulo 6. Describiremos a continuacion las
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propiedades bésicas de la familia G = {T%, : ¢t € [0,T]} que serén rele-
vantes en el andlisis en ese capitulo. Si bien estaremos requiriendo a
esta clase de curvas varias de las propiedades de las familias S des-
criptas en la Seccién 1, es preciso tener en mente que una situacion
sencilla es el caso en que I'j sean circunferencias concéntricas de radio
decreciente que llenan el anillo entre T') y T'J. Mientras que por otra
parte la familia S de curvas admisibles que no es monoparamétrica,
ni mucho menos, tiene las propiedades de la Seccion 1 con respecto a
I'g. Denotaremos W! a la regién comprendida entre T y T, para cada

t €10,T], con W, = W).( Ver FIGURA 1.3)

PSfrag replacements bl

I bt

Iy

Fv W @
Q
I'g

T
F(J

Wi om
v

F1GURA 1.3. Dominios admisibles dindamicos.

En lo que sigue designaremos con ~{ a la parametrizacién de la curva
“interior” de clase C?, T = ~{([0,27]) y la veremos como la seccién en

t € [0, 7] de la funcién ~ : [0, 7] x [0, 27r] — R? que satisface:
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Para cada ¢t € [0,7T] se tiene que o(t,0) = 7o(t,27) y que
Yo(t,8) # Y0(t, s') si s # s'. En términos geométricos, cada I'y
es cerrada y simple .

La curva I') € Q = (—1,1)2

Siempre que t' < t, cada curva I'y C Q4. Qf es la componente
conexa acotada del complemento de I'y. En otros términos
Qf € QF. Geométricamente esta propiedad describe la mono-

tonfa de las curvas T'}.

QF # 0. Supondremos por simplicidad de notacién que 0 € QF
y entonces, existe n > 0 tal que m c Of.

Las parametrizaciones {~!(.) : ¢ € [0, T]} satisfacen uniforme-
mente en ¢t € [0, 7] las propiedades a con respecto a
0B(0,1n).

La familia {I'}, ¢t € [0,7]} es continua en t en el siguiente
sentido: para todo € > 0, existe § > 0 : |t — /| < ¢ implica

Iy C {r € R?: dist(x,T}) < €}

En el caso de las circunferencias concéntricas antes mencionado, I'fj =
0B(0,7(t)) donde el radio r(t) esta dado por la funcién r monétona
decreciente en [0,7] y tal que 7(0) = 1; r(t) > 0 para todo t; r(T) =
€0 > 0 . Tenemos entonces la familia de curvas G = {T'}, t € [0, 7]}
cuyas parametrizaciones v satisfacen las propiedades de S con respec-

to a 'Y = dB(0, €) como curva interior fija.

En el Capitulo 6, cuando usemos la expresion {W}; :te0,T],v€S }
es una “familia admisible con frontera interior dependiente del tiempo”,

querremos decir que:



13

i) estd dada una familia G = {T'}, : ¢t € [0, T]} que satisface las propie-
0

dades a ,

(ii) estd dada una familia S(h,ay,as, as, p,I)) de curvas admisibles

que satisface a con respecto a I').

Con esta definicién, por , vemos que la familia S(h, a;, p,TY), que
seguiremos denotando S(h, «y;, p), también satisface las propiedades de
admisibilidad con los mismos parametros pero con respecto a cualquier

otra de las curvas I') con t € [0,T].






CAPITULO 2

Generalidades sobre Problemas extremales y

Espacios de Sobolev

Los problemas extremales son muy variados, sin embargo usualmente
es posible separar tres componentes en ellos : una funcién a optimizar
f(w), su dominio X y un subconjunto K de X , que da las condiciones
del problema. En palabras un problema extremal puede formularse de
la siguiente manera: Encontrar el infimo, o supremo, de la fun-
cion f(v) sobre todos los v que pertenecen al conjunto K de

los elementos admaisibles.

Para el tratamiento de problemas de optimizacién, la convexidad re-
presenta la propiedad natural. Su suposicién hace posible evadir ciertas
hipédtesis de continuidad y diferenciabilidad que, en problemas de opti-
mizacién en espacios de dimension infinita, imponen restricciones muy

fuertes.

En la primera seccién de este capitulo recordaremos conceptos basicos
en la teoria de problemas extremales correspondientes al Céalculo Dife-
rencial en espacios de Banach. El principal resultado de esta seccion
es el Principio de los Multiplicadores de Lagrange, que proporciona

condiciones necesarias para la existencia de un extremo.

Dado que la solucién al problema de minimizacién en estudio debe

satisfacer un problema de contorno, los Espacios de Sobolev constituyen

15



16

el marco natural de trabajo y aspectos generales de su teoria seran

abordados en la segunda seccién.

En la tercera seccion se presentan los espacios de Sobolev peridédicos
en los que la literatura es menos abundante y seran una herramienta

imprescindible en nuestro trabajo ulterior.

2.1. CA&lculo Diferencial en Espacios de Banach

Los espacios métricos en los que resulta equivalente decir que una
sucesion es convergente a decir que es de Cauchy, se llaman espacios
métricos completos. En particular, los espacios normados completos

reciben el nombre de espacios de Banach.

Sabemos que dado un espacio normado cualquiera X, siempre existe un
espacio de Banach X, tal que X es isométrico a un subespacio vectorial
denso de X y, la norma inducida por X en X coincide con la norma ori-
ginal de X. Ademds X es tinico, salvo isomorfismo vectorial y métrico.

El espacio de Banach X se llama completado o completacién de X.

Los fundamentos de una teoria de la derivada existen para funciones
con dominios y rangos en espacios de Banach. La idea principal en el
Calculo diferencial es la aproximacién local de una funcién por una

aplicacion lineal y el concepto central es el de la diferencial Frechet.

Recordemos algunos conceptos primarios referentes al Anélisis Fun-
cional No Lineal al que pertenece, de hecho, una rama clésica de las

Matematicas que es el Calculo de Variaciones.
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Definicién 2.1 (Primera variacién y Derivada Gateaux). Sea X
un espacio vectorial, ¥ un espacio lineal normado, F' : X — Y una
funcién dada y v € X un punto fijo. Si para todo v € X, existe la
derivada direccional de F' en u en la direccién de v,

lim F(u+tv) — F(u)
t—0 t

a la que denotaremos (DF')(u)v , entonces la aplicacién v — (DF)(u)v
se llama primera variacién de I’ en u.

Aqui el limite debe entenderse en el sentido de la convergencia segin
la norma del espacio Y.

d
Notemos ademés que (DF)(u)v = E[F(u + tv)] |=o -

Si la primera variacion de F' en u es una aplicacién lineal y continua de
v, diremos que (DF')(u) es la derivada o diferencial de Gateaux

de la funcién F en el punto u.

Notemos que F' es diferenciable Gateaux en u si y sélo si, existe una

aplicacion lineal y continua A: X — Y
F(u+tv) = F(u) + tAv + o(t) para cualquier v € X

donde o(t) es una funcién tal que o(t)/ |t| — 0 cuando t — 0. Ademads
A es la tnica aplicacion lineal y continua que satisface esta propiedad

a la que denotaremos F(,(u).

Una de las aplicaciones mas importantes de la derivada Gateaux esta en
la determinacién del médximo y minimo de funcionales. Puede demos-
trarse que si la funcional f : X — R tiene un minimo o un maximo en
u € X y existe fi(u) , entonces f/(u) = 0. El reciproco es vélido para

funcionales convexas.
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Recordemos que una funcién f: V — R se dice convexa si

fltu+ (1 =t)v) <tf(u) + (1 —1)f(v)

para todo u,v € V, subconjunto convexo de X,y 0 <t < 1.

El siguiente concepto de derivada es mas fuerte que el de Gateaux, en

particular implica la continuidad.

Definicién 2.2 (Derivada Frechet). Sea F': X — Y | ambos es-
pacios normados lineales, dado u € X | si existe un operador lineal y
continuo A : X — Y tal que

[F(u+v) — F(u) — Avfly

o]l x —0 vl x

=0

entonces F' se dice diferenciable Frechet en u y A se llama derivada

Fréchet de F en u con incremento v.

Si existe esta derivada para todo punto de un abierto U de X, diremos

que F' es Fréchet diferenciable en U.

En otras palabras diremos que F' : X — Y , ambos espacios normados,
es diferenciable Frechet, o fuertemente diferenciable, en el punto u si y

solo si, existe una aplicacién lineal y continua A : X — Y tal que

Fu+wv)=F(u)+ A(v) +7(v)

donde Ir)lly — 0 cuando |||, — 0.
[0l x

Observemos que la aplicacién A con estas propiedades es tnica y la

denotaremos F'(u).
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Recordando que la topologia en el espacio de los operadores lineales
y continuos de X en Y, ambos espacios de Banach, que denotaremos

L(X,Y), es la topologia generada por la norma

||AU||Y
A = Su
1Az cx vy vexwzo |0l

es facil ver que:

Si F:UCX —Y ,Uentorno de u en X, es Frechet diferenciable en
u entonces F' es continua en u y Gateaux diferenciable en este punto,

y ambas derivadas coinciden, es decir F/,(u) = F'(u).

En general la derivada Frechet es dificil de calcular. Por ello para probar
que F es diferenciable Frechet en u y para hallar su derivada de Frechet
en u podemos calcular la diferencial-Gateaux en la direccion de v, y si

existe ver luego si es cierto que

F(u+v) = F(u) + F,(u)(v) + r(v)

donde Ir(w)lly — 0 cuando |v|, — 0.
[0l x

Por ejemplo es facil ver que para F' : C[0, 1] — C]0, 1] definida por

F(u(z)) = u*(x), se tiene que Fj,(u)v =2uv. Por otra parte

[ F(u+v) — F(u) — 2““”0[0,1] B . ||U||2 _

lvllejo.—0 10llepoy  llepa—o (ol

Por lo tanto  F'(u)v = 2uw.
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También puede asegurarse que si F' : U C X — Y,U abierto, es
diferenciable Gateaux en cada punto de U, y si F(, es continua de
U en L(X,Y), entonces es Frechet diferenciable en U y para todo
ue U, Fi(u)=F'(u).

Este resultado es una consecuencia del Teorema del valor medio en
espacios de Banach.

Si F': U (abierto) C X — Y es diferenciable Gateaux en cada punto del
“intervalo” [u,u+v] = {w/w=u+1tv,0 <t <1} C U 1y laaplicacién

w — FL(w)v es continua de [u,u + v] en Y, entonces

1
Pt o) = Fll, = | [ Feta+ tojoae]| < sup 15 Gt o)l ol
0 Sis

y para cualquier A € L(X,Y)
[Pt o) = Fu) = Aol < sup |Fgfu-+t0) = All sy ol
Por lo tanto tomando en particular A = F/,(u) tenemos
IF(u+ 0) = Pl = Fofu)ely < sup [1F(utt0) = Folall e ol

Como la aplicacién w +— Ff(w) de U en L£(X,Y) es continua, para

cada € positivo existe un J positivo tal que ||lw —u|| < § implica

16 (w) = Fg(u)|| < e

Por lo tanto ||F(u + v) — F(u) — F5(u)v|| = o(||v]]), lo cual significa
que F' es Frechet-diferenciable y - F'(u) = Ff,(u).

Para probar el principio de los multiplicadores de Lagrange usaremos
como base el Método de variaciones y aplicaremos el Teorema de
Ljusternik que describe en términos algebraicos al conjunto tangente

al grafico de una aplicacién diferenciable Frechet en un punto regular.
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Definimos el cono tangente C en el punto v a un subconjunto K de
un espacio de Banach X como el conjunto de los vectores v € X para
los cuales existen € > 0y una aplicacion t — r(t) del intervalo [0, €]
en X, tal queu+tv+r(t) € K paratodot € [0,e] y t|r(t)|| — 0
cuando ¢ — 0. (Notemos que este conjunto C' es un cono puesto que

para todo « positivo, av € C para todo v € C. )

Diremos que F' : X — Y ( ambos espacios normados) es una apli-
cacién regular en u € X si F' es Frechet diferenciable en u y si la

aplicacién F'(u) : X — Y dada por v — F'(u)v es suryectiva .

Cuando exista F'(w) para todo w € U abierto en X y la aplicacién
A:U — L(X,Y) dada por w — F’'(w) sea continua en u € U entonces
diremos que F' es continuamente diferenciable en el punto u o

de clase C! en u.

Teorema de Ljusternik: Sean X eY dos espacios de Banach, U
abierto en X y la aplicacion F : U — Y continuamente diferencia-
ble Frechet en uw € U 1y reqular en u  entonces , el cono tangente al
conjunto K = {v e U : F(u) = F(v)} en el punto u coincide con el
espacio vectorial definido por el nicleo del operador F'(u). (Por una

demostracion ver [I-T] pag 30 a 36).

La esencia del Método de variaciones es la siguiente:

Sea f : X — R, se considera el problema general “mimﬂ}(izarf(v)”,
ve
K C X. Cuando X es un espacio topoldgico y v es un punto de X, una

variaciéon de u es una aplicacién continua de [0,¢] — X dada por
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A= v(\) ytal que v(0) = uy € es algiin niimero positivo. Diremos que
una variacion es admisible para el problema de minimizacién planteado,
si para A suficientemente pequenio todos los puntos de la curva v(\)
pertenecen a K. Si una variacién v(A) es tal que la funcién p(A) =
f(v(N\)) es diferenciable en 0 y si u es un punto de minimo local de
f, la funcién ¢ debe tener un minimo en 0 y por lo tanto ¢'(0) > 0

( condicién necesaria para un minimo de una funcién de una variable

definida en |0, €]).

Teorema 2.3. (El principio de los multiplicadores de Lagrange):
Sean X e Y dos espacios de Banach y u un punto de minimo del
problema ‘mmgé?}(izarf(v) 7 con K ={veX:F(v)=0}, donde
f X — R es diferenciable Frechet en v y F : X — Y es conti-
nuamente diferenciable Frechet en u y reqular en ese punto. Entonces
existe en Y*, dual de Y, wun elemento y* llamado multiplicador de

Lagrange tal que
(1) f'(w) = [F'(w)]'y" = 0.

DEMOSTRACION. Notemos que F satisface las hipétesis del Teo-
rema de Ljusternik en el punto u. Por lo tanto el espacio tangente

al conjunto K = {v € X : F(v) =0} en u coincide con el nicleo del

operador F'(u) : X — Y dado por v — F'(u)v.

Si w pertenece al nicleo de F’'(u), entonces por definicién de cono
tangente podemos construir una variaciéon del punto w, v(t,w) = u +
tw+ r(t) € K, es decir F(v(t,w)) =0 para — <t <e >0 y
t=H|r(t)]| — 0 para t — 0. Entonces la funcién p(t) = f(v(t,w)) al-
canza un minimo local para t = 0, y por lo tanto ¢/'(0) = f/(u)(w) = 0

para todo w perteneciente al niicleo de F'(u). Asi f'(u) € Im[F'(u)]*,
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ya que el espacio ortogonal al nticleo de un operador lineal, continuo y

suryectivo entre espacios de Banach es igual a la imagen del operador

adjunto. (Por una demostracién, ver Lema pag 16 en [I-T]).

Por lo tanto existe y* € Y* tal que f'(u) = [F'(u)]*y*, quedando

as{ demostrado el teorema.

U

Notemos que dado y* € Y™ entonces z*(v) = y*(F(v)), v € X, define
un elemento de X*. Como z* es lineal su diferencial de Frechet coincide
con z* y z* = (z*) = (y* o F). Por otra parte el operador adjunto
[F'(w)]* : Y* — X* estd definido por [F'(u)]*y* = z*, con lo cual
tenemos que (y* o F')' = F"™(u)y*. Por lo tanto (1) es equivalente
a decir que, el funcional Lagrangiano L(v,y*) = f(v) — y*(F(v)) es

estacionario en u, i.e. la diferencial de L en u es nula.

Usaremos (y*, F'(v))y+y para denotar el escalar y*(F(v)).

2.2. Espacios de Sobolev

Dado el problema de encontrar una funcion u que satisfaga una ecuacion
diferencial de orden m y una o mas condiciones de borde, es claramente
de gran valor saber de antemano cuando tal solucion existe, y si es asi,

cuando es unica y finalmente cuan suave es esta funcién wu.

Cuando se estudian estas cuestiones uno esta esencialmente ocupandose
de las propiedades de un operador diferencial parcial definido entre
espacios de funciones, por lo cual para comenzar es necesario elegir los

espacios adecuados.

Aunque los espacios C™(W) de las funciones m veces continuamente

diferenciables con dominio W abierto y acotado en R", aparentan
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ser apropiados para tratar ecuaciones diferenciales de orden m, pre-
sentan la desventaja de no ser completos con respecto a las normas
de energia que son las naturales al intentar resolver el problema de
Dirichlet minimizando el funcional J(u) = f,,, \Vu|? dz, para u € K =

{ueC?W)NCW): u=g en I'=0W}.

Si bien no existe una completa equivalencia entre el problema de Dirich-
let y el problema de minimizacién, al minimizar J sobre K se esta con-
siderando la expresién J(u) evaluada en sucesiones de funciones per-
tenecientes a K, y si queremos asegurar la existencia de un minimo
debemos demostrar que existe el limite de dicha sucesion. Lamentable-
mente no es posible capturar facilmente este limite en la clase K, y es

mas facil extender K a funciones que si tengan este limite.

Aqui es donde surgen los espacios de Sobolev como el marco natural
para el estudio de problemas de contorno en ecuaciones en derivadas
parciales, porque antes que nada son la completacién de C™ (W) res-
pecto a las normas adecuadas y es posible obtener resultados bastante
generales sobre existencia y unicidad de soluciones. Ademaéas producen
una forma muy natural para caracterizar el grado de suavidad de una
funcién, esto es jcuantas veces puede ser diferenciada la funcion en el
sentido débil, que definiremos enseguida, antes de dejar de pertenecer

al espacio?

También, métodos de solucién aproximada como Galerkin para Ele-
mentos Finitos, son correctamente formulados e implementados en sub-

espacios de dimension finita de un espacio de Sobolev.

Como pretendemos introducir los conceptos y resultados estrictamente

necesarios para nuestro trabajo , resulta suficiente la teoria bésica del
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espacio de Sobolev de orden de derivacién igual a uno, con la norma

cuadratica y en dimensién dos.

Con L?*(W) denotaremos el espacio de las funciones a valores reales

definidas en W que son de cuadrado integrable.

Recordemos que en L?*(WV) identificamos dos funciones cuando coinci-
den en casi todo punto de W, es decir que sélo pueden diferir sobre
un subconjunto de W de medida cero. Tenemos entonces que L*(W)

con el producto escalar usual (u,v)y = [, u(z)v(z)dr y la norma

1/2
inducida [[ul[ 2y == (/ lu(z)|” dx) resulta un espacio de Hilbert.
%

Si a = (a1, 9) es un par de enteros no negativos y |a| = ag + ag,
la a-ésima derivada parcial débil de una funcién u € L*(W),
ooy

8a1x1 8‘12:172
y continuo sobre C5°(W)), definida por

denotada por D%u = . es la distribucién ( funcional lineal

(D*u)(0) = (-1 [ uDods Vo e CFOm)

w

Definimos el espacio de Sobolev de orden uno como el espacio
de todas las funciones escalares de L*(W) cuyas derivadas parciales
débiles de primer orden también son funciones de cuadrado integrable

en W. Simbdlicamente H'(W) = {u : D*u € L*(W), V]a| < 1}.

Introduciendo en H'(W) el producto interno de Sobolev, definido por

(4, V) g1 ) ::/ Y D*uD%dr  Yu,v € H'(W)
w

<1
se genera una norma llamada norma de Sobolev de orden uno que

denotaremos con |[|.|| 1, - De esta manera para cada u € H'(W)

2 o 2 2 2
[l o) :/VV 5 (D) do = [|ullpagp) 0 ullz2 ) 10l T2 -

laf<1
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H'(W) es un espacio de Hilbert por ser un espacio con producto inter-
no completo, en particular es la completacién o clausura con respecto
a la norma de Sobolev del espacio C*(W) de las funciones infinita-
mente diferenciables con norma |[.[| g1, finita. De la definicién de
completacién de un espacio, surge que C*(W) y C*°(W) son densos en
H'(W). Por lo tanto para cualquier u € H'(W) es siempre posible
encontrar una funciéon f infinitamente diferenciable “suficientemente”
préxima a u, o sea que para cualquier € > 0 existe f € C*(W) tal que

lu = flly <€

Un resultado que constituye una herramienta fundamental para la de-
mostracion de existencia de soluciéon de ecuaciones en derivadas par-
ciales no lineales y que usaremos en el Capitulo 5, es el siguiente caso
particular del Teorema de Rellich-Kondrachov: Sea VW acotado con
frontera T de clase C'. Entonces H' (W) estd compactamente contenido
en L*(W), es decir la inclusion no sélo es continua sino que ademds

es compacta. Esto es :

(i) para toda w € H'W), llull 2 < llll 1w
(ii) toda sucesion acotada en H'(W) es precompacta en L*(W), es

decir tiene una subsucesion convergente en L*(WV).

(Por una demostracion ver [E] Teorema 1 pag 272)

Recordemos también el llamado Teorema de compacidad débil
que asegura que toda sucesion acotada en un espacio de Hilbert es
débilmente precompacta. Por consiguiente una sucesién acotada en
H'(W) contiene una subsucesién débilmente convergente. ( Por una

demostracién ver [G-T| Teorema 5.12 pag 80)
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Otro resultado de suma importancia es la desigualdad de Poincaré,
pues permite definir una norma “Hilbertiana” equivalente a la norma
de Sobolev, que en particular serd la que usaremos en el desarrollo de

nuestro trabajo.

Llamaremos con Hg(W) a la completacion del espacio de las funciones
infinitamente diferenciables de soporte compacto en VW con respecto a

la norma de Sobolev, es decir

ue H' (W)

u € Hy(W) <
I{u,}, CC(W) tal que wu,

H'(W)
—u

Desigualdad de Poincaré. ([E] Teorema 1 pag 275) Sea W abierto y

acotado entonces existe una constante c, que depende de W, tal que
Yu € Hy(W) : [[ull p2ny < € [[Vull 2, -

Corolario: En HE (W), (Vu,Vu)),’ = (S, IVu[*)/? es una norma

equivalente a la norma de H'(W).

En el espacio H'(W) o en Hj(W) para W un dominio de R? hay
funciones discontinuas. La relacion entre el orden de derivacion m = 1
y la dimensién n = 2 no satisface el requerimiento bésico del Teorema
de Inmersién de Sobolev ((m > n/2, ver [E] Teo 6 pag 270). Puede
probarse que para cualquier v € Hj (W) existe una representante de v
absolutamente continua sobre casi toda paralela al eje x; en W para
1 = 1,2 y la derivada parcial de cada representante coincide en ctp de
W con una representante de L*(W) de la i-ésima derivada débil de v.

(Por una demostracién ver [K-S|pag 50).
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Cuando se abordan problemas con valores en el borde (PVB) interesa
no soélo el valor de funciones en un dominio abierto W, sino también

sus valores en el borde I' de dicho dominio.

En el caso de funciones continuas en la clausura del dominio, W =
WUT, el valor de la funcién u en el borde I' que denotaremos u|r
es simplemente evaluar u en I' y claramente u|pr € C(I'). Al plantear
problemas de contorno en espacios de Sobolev, necesitamos definir u|p

cuando u € H'(W), W C R2

La dificultad bésica para definir u|r con u € H'(W) estd en el hecho
que las funciones de H'(W) son clases de Lebesgue y dos funciones que
difieren en un conjunto de medida nula representan el mismo elemento
de H*(W) y bajo las hipdtesis presentes en W, la frontera I' tiene
medida cero. Entonces no hay un significado directo que podamos dar
a la expresion u|r cuando u € H'(W). Los espacios de Sobolev de
orden fraccionario y el Teorema de trazas dan respuesta a la

cuestion planteada.

En particular, para poder considerar valores en el borde de funciones
de H'(W) es preciso caracterizar los Espacios de Sobolev de orden

1/2. En esta caracterizacion interviene la Transformada de Fourier.

Sabemos que si u € L'(R?) podemos definir la transformada de Fourier

de u, que denotaremos 4 por

~ 1 —iT
ia) = 5 [ e ut)

o también la antitransformada de Fourier de u, &« como

1 .
- Ty du.
o /}R e uly) dy

Tanto @ como @ son continuas si u € L'(R?).

()
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Una de las clases de funciones especialmente adecuada para el estudio
de la transformada de Fourier es la clase de Schwartz,

S = {u € C*(R?) : sup |2” Du(x)| < oo},

zeR?2
donde (8% ﬁ - N2 y xr~ = Iﬁlﬂ?BQ
’ 1 2 -

A partir de las siguientes relaciones entre la transformada de Fourier y
las derivadas parciales de una funcion u € S,

DUii(z) = (—ig)eu(x) vy Dou(x) = (ix)a(x),
se puede concluir que la transformada de Fourier es un isomorfismo en

S continuo y con inversa continua.

Teorema de inversién para la transformada de Fourier : Si u € S,

entonces 4 = u = u.

Aplicando convenientemente este teorema se obtiene
(w,v)2 = (U, 0)r2 o en particular |lul|;. = ||| ;. paratodo €8,

lo cual permite extender la definicién de transformada de Fourier a

cualquier funcién u € L2.

Que la transformada de Fourier sea una transformacién lineal que con-
serva la norma en L?, o sea una L?—isometria, es uno de los resultados

mas importantes de toda su teoria.

La clase S resulta densa en H'(R?) y esto nos permite trasladar algunas
propiedades de la transformada de Fourier en la clase S a la clase
H'(R?). Por ejemplo, para cualquier u € H'(R?),

ou
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Por lo tanto para cualquier u € L?(R?), tenemos que (ver [Z] pdg 41/3)

uec H'(R?) & (1+[z]})?a € L*(R?).

Estos hechos inducen una nueva definicién para los espacios de Sobolev

que tiene sentido también para cualquier exponente real positivo s:

u:(1+|x S/QAGL2
={ |z )

Denotando para cualquier s real positivo,

(wo)i= [ (14 fo)aido
R2
como el producto interno que induce la siguiente norma

2 ~
el = |1+ 22 @

L2
H*(R?) es un espacio de Hilbert para todo s real positivo.

(Més detalles sobre estos resultados pueden hallarse en [W] pag 297).

La observaciéon que precede a la definicién de H*(R?) muestra que
H'(R?) es uno de los espacios de esta escala. Esta manera de ver los
espacios H*(R?) y H*(R) permite obtener una versién sencilla del Teo-
rema de la traza para funciones de H'(R?), aplicando el siguiente

esquema ( ver [Z] pag 45 a 48):

1. Se define un operador lineal y continuo 7 : C3°(R?) — H'Y?(R)
como Tu(zy,xe) = u(z1,0), restriccién de u a la recta xo =0

y se estima su norma [[u(z1,0)|[ 12wy < 21 [|ull g (me) -

2. Por ser C5°(R?) denso en H'(R?) se extiende 7 a H'(R?).
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3. Sea RZ = {(21,22) € R? : 25 > 0} . Dado que existe un ope-

rador extensién lineal y continuo £ : H'(R%) — H'(R?) tal

que [|EBul| g1 gey < cHuHHl(Ri), para ¢ > 0, la composicién
FoE:HY(R2) — HY?(R) cumple que

17 0 Eyull ey < Ellull o ez - para &> 0.

Para poder extender el teorema de trazas a los espacios H'(W) y
H'2(T") necesitamos dar una definicién de este tltimo. Veamos el si-

guiente resultado demostrado en [T] pag 229:

Lema 2.4. Para cualquier ¢ € C°(R), 5= [o(1 + |z]) [&( )| dr =
‘|¢||L2(R) +c fp o lo(x) — oW)*/ |z — y| da: dy donde ¢ es una cons-
tante que no depende de .

Este lema permite definir el espacio de funciones H'/?(I") de la siguiente

marnera:

Definicién 2.5. Diremos que ¢ : I' — R es una funcién de H'/?(T') si

p € L*(D) (ie. [ |o(x)|* dl, < c0) ysi

//w P2/ |z —yl? 0yl < oo.

La norma en H'/2(I") esta dada por
Il = el + [ [ let@) = o)l /1o = ol draar,,

Un argumento de localizacién y “aplastamiento” ( por cambio de va-
riables) de la frontera I' de VW nos conduce al siguiente Teorema de la
Traza para funciones de H'(W). Por los detalles y por generalizaciones
a méas dimensiones ver [T] pag 237 (Cap III Sec 26) y [A] pag 217 (Cap
VII) .
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Teorema 2.6. Teorema de la Traza para funciones de H'(W).
Sea W abierto y acotado con borde T' de clase C', entonces existe un

inico operador lineal y continuo 7 : HY(W) — H'Y*(T') tal que

i) Tu=ulr siu€ H'W)NCW).
it) [|7ul oy < K |ull iy para alguna constante positiva k que

depende sélo de W y no de u.

Inversamente, si p € HY*(T), entonces existe v € H'(W) tal que

o =T1u Y |[ull gy < k [l 1721y para alguna constante k positiva.

En la Seccién 2.5 necesitaremos un resultado de trazas sobre un seg-
mento de una funcién del espacio de Sobolev sobre un rectangulo que

también se prueba con las técnicas expuestas en esta seccion.

Teorema 2.7. Seau € H'(R) donde R es un rectdngulo centrado en el
origen de R?, R = (—a,a) x (—b,b). Entonces la norma HY?(I,) sobre
el segmento I, = {(21,0) : —a < z1 < a} de la traza de u estd acotada

por una constante veces la norma H'(R) de la funcion u.

Otros resultados sobre trazas que necesitamos recordar, y que seran

utilizados en el Capitulo 3, son:

Lema 2.8. Sea B el disco unitario de R>, B=GT UG~ UYX, donde
G™ es el semidisco abierto del semiplano superior, G~ es el semidisco
abierto del semiplano inferior y 3 el segmento —1 < x1 < 1,20 =0 .51

vt € HY(G"), v~ € HY(G™) y sus trazas sobre ¥ coinciden, entonces

vt(z) si  zeGT

v (z) st xeGT

es una funcién de H'(B).
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La demostracién puede verse en [K-S] pag 56 o en [K-P| pag 31.

Lema 2.9. Sea Q el cuadrado (—1,1)% que contiene a la clausura de
un dominio anular abierto W con borde exterior I' y Q1 la componente
conexa de Q\W adyacente a T' . Entonces el operador traza T definido

para funciones de H'(Q UT UW) es suryectivo en HY/?(T).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € H/?(T"). Dado que € y W son dominios
abiertos y acotados con borde “suave”, usando la segunda parte del

teorema de trazas 2.6 podemos definir

$d, en 04
d, en w

(ORES

donde ®; € HY () : 7@, = oy & € H'(W) : 7Py = . Entonces
por el lema anterior, ® € H/(QUTUW) y 7® = ¢.
U

2.3. Los espacios H;f y H'2(%)

Puesto que en el problema que nos ocupa estaremos trabajando siem-
pre con la familia de curvas S introducida en el Capitulo 1, en esta
seccién nos proponemos describir los espacios HY/2(T'), donde T es la
imagen por vy € S de [0, 27|, de un modo uniforme que no dependa de la
curva vy particular de la familia S. Para tal fin introducimos otro modo
de enfocar la norma del espacio de Sobolev fraccionario que denotare-
mos con H'/ 2(v) v que se obtendra de otro concepto que proviene del
analisis de Fourier clasico que es el de las funciones 2r—periédicas con

la regularidad de las funciones de H/2, que denotaremos H,/ .
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Hablar de funciones definidas en [0,27) es lo mismo que hablar de
funciones periddicas de periodo 27 en toda la recta, pues cualquier

funcién definida en un segmento puede ser prolongada periddicamente.

Sabemos que toda f € L?([0,27]) se puede expresar en términos de

su serie de Fourier f(z) = ch(f) e** en el sentido de L*([0, 27]),

kEeZ
1 2

donde ¢ (f) = By (z)e”** dx  son los coeficientes de Fourier de
m

0 ikx

V2T

o 2 2

identidad de Parseval, ||f||72(02q) = Z lex]”

kEZ

f respecto de la base ortonormal { } por lo cual satisfacen la
keZ

Definimos el espacio de Sobolev de orden 1/2 en [0, 27| dando su norma

en términos de los coeficientes de Fourier ¢, de f,

Hy = {f NIy = S Ll AP @+ )2 < oo} .

k€EZ

e 1/2 . .
Como en el caso no periédico, H27{ es un espacio de Hilbert .

El siguiente resultado contiene una descripcién de esta norma en térmi-
nos del médulo de continuidad en L? y prescindiendo de la serie de

Fourier.

Lema 2.10. La funcion f pertenece a H217/r2 sty solo si

fer(0.24) /((“’%?

dh < oo,

donde wa(h) = || f(- + 1) = f()lp2(o.2q)) €5 €l mbdulo de continuidad L?
de f (cuando el punto de evaluacion de f no estd en [0,2m) entendemos
que f ha sido extendida a R como funcion periddica de periodo 2w ).

Ademdads

2 2
2 2 w;(h)
I g~ Wz + 2
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' 2 2m 2w f t _f 2
FEs decir ||f||i1217/rzz/0 IF () dt+/0 /0 Hdtds.

, 1/2 .z
DEMOSTRACION. Sea f € I1727/r . Denotaremos también con f a su

extension periddica a todo R, entonces

(wa(h))? = |Lf(t+ 1) = F(O)720.0m) = /0 ' [f(t+n) = f@) dt,

para cada h € [0,27). Llamando ¢p(t) = f(t + h) — f(t), podemos

escribir usando la igualdad de Parseval para ¢, que

(w2(h))2 = ||90h||i2([o,27r]) = Z |Ck(90h)’2 donde

keZ

1 2 ]
len) = 5= | e a

1 2m+h

1 27 }
= [ ety - / F(t) e dt
2 Jo

kb 1 [ :
/ f —1k:7y / f(t) e—zkt dt.
Com 0

Entonces los coeficientes de Fourier de ¢}, se pueden expresar en térmi-

nos de los coeficientes de Fourier de f de la siguiente manera,

cx(on) = e (f) (e*" = 1).
27 27 | Likh 2
(wa(h))? /7r e — 1]
Por lo tant dh = E —
or lo tanto /0 % e (f 2

kEZ

dh.

ISy

Veamos ahora que la tltima integral que denotaremos con J(k) es como
|k| en el sentido que existen constantes positivas y finitas ¢; < ¢, tales

que ¢ |k| < J(k) < co|k|.

2h 2 h

sin sin 5

cada integral sobre (0,7) y sobre (7, 2m). Estimaremos s6lo una de las

27 kh 2 2 : 2kh
Escribimos J(k) = / (coskh — 1)° dh +/ e dh, y partimos
0
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cuatro integrales en la prueba de la afirmacion precedente, los restantes

casos pueden obtenerse similarmente.

™ (coskh — 1)?
Consideremos la primera de ellas definida por / % dh =
0 S D)
1 /]“T (cosu — 1)* dut = 4K /”“|7r (cosu —1)? (3g)? s
2w - 2 2w .
k] Jo sin® g 0 u sin” g1
> (cosu — 1)?
Basta entonces probar que g du es finita y que la suce-
0 u?
sién de funciones de u dada por —5— con u € (0,|k|7), estd aco-
S1n m

tada uniformemente por arriba y por abajo por constantes positivas y
finitas. La primera afirmacién se sigue de la acotacién de (cosu — 1)?

en todo R y del comportamiento de cosu cerca del origen. La segunda

t ™ T
es consecuencia de la acotacion 1< — < - te€[0,-].
sint — 2 2
Por lo tanto J(k) ~ |k|, con lo cual las condiciones

fer¥o,2r]) v /Oﬂwz’z#wdh<oo

son respectivamente equivalentes a

Dol <oo v Y le(NI* |k < oo,

keZ keZ

que juntas son equivalentes a >, leu(F)P (14 k2)2 < 0o,  ya que
(14 k)2 <1+ k| < V3(1 + k).

O

Esta demostracion es una versién discreta del caso continuo tratado

por Stein en [S] Cap V Sec 3.5, pag 139.

Ahora procederemos a definir el espacio de Sobolev asociado a una

parametrizacién v de clase C! de una curva plana cerrada I'.
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Sip: ' — Ry si~y es una parametrizacion sobre [0, 27| de T', definimos

HY2(y) = {g@ cpoy € H;f} con la norma |[|¢]|

H/2(v)

=l ol

2.4. Homeomorfismo entre H'/?(T'), H'/?(y) y Hle/r2 para

curvas admisibles

En las secciones precedentes se introdujeron varias versiones de espa-

cios de Sobolev: sobre dominios de R?, para funciones periédicas y sobre

curvas. Resumimos en una tabla las normas definidas en cada uno de

estos espacios

Espacios Cuadrado de las normas

H'(W) 3, HD%HH

271' 27 2
10— P
B | Wl / / o

dt ds

sin?(t —s)/2
H'2(v) HsoovllH;f

Teorema 2.11. Sea § = S(h, ay, as, ag, p) una familia admisible que
satisface a del Cap. 1. Entonces para toda I, curva parametriza-

da pory € S, los espacios H'*(T') y HY?(v) coinciden como conjuntos

y las normas son equivalentes con constantes de equivalencia que solo

dependen de h,aq,as, as. Mds aun ambos espacios son isomorfos co-

‘ o r1)2 ; ,
mo espacios de Banach con el espacio H27{ a través del isomorfismo

pr=pon.
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DEMOSTRACION. La pertenencia de ¢ a H'/?(y) es equivalente a

la finitud de su norma, es decir ||90Hi11/2(7) =|l¢ O’VHiIl/? =
2m

27
:/ o oy(t) dt+/ / poy(t) ‘POV( I s < oo
0 sin®(52)

De la misma manera, la pertenencia de ¢ a H'/?(T") es equivalente a

/F|90($)|2drx+//]cp WP/ |z —yl? dT dT, < oo,

Teniendo en cuenta la parametrizacion v del borde I', la norma de

¢ € H'*(I') queda expresada de la siguiente manera,

o o 2”|9007 —ov()’ | 1.
lp oy 3t !dt+ 5= | ()] |7(s)| dtds.
0 7(3)|

Por lo tanto la equivalencia entre ambas normas, y por consiguiente

la igualdad de los conjuntos, se sigue inmediatamente de y de
la siguiente estimacion: existen constantes positivas m y M que sélo
dependen de h, aq, as, a3 tales que las desigualdades

o e
valen para toda v € S, para todo t y s en [0, 27] con s # t.

Por para toda 7 € S, se tiene que |¥(t)| > a3 > 0 para todo t €
[0, 27]. Por consiguiente, para todo ¢ € [0, 27| alguna de las desigual-
dades |[31(t)] > a1 /vV2 o |2(t)| > ai/V/2 es necesariamente valida.
Por resulta que la familia {§ : v € S} es una familia equicontinua
de funciones. En efecto, |y(t) — 4(s)| < (%éx A1t —s| < az|t—s|.
En vista de las dos observaciones precedentes, no es dificil probar que
existe un nimero positivo 4, 0 < § < 7, tal que por lo menos una de

las dos desigualdades | (§)| > a1/4 o |32(£)] > ay/4  vale para
todo £ € (t—d,t+0) N[0, 27|, para todo ¢ € [0,27] y para toda vy € S.
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Luego particionamos el intervalo [0, 27| en dos subconjuntos
5L = {t < [0727] : |71(£)‘ = 061/4, vé- S (t o 67t + 5) n [07 27T]}

e I,=10,27]\ I..

Para probar la primera desigualdad en (%), suponemos primero que
I, # ), elegimos t € I; y distinguimos tres casos para o € (—2m, 27) si

s=t+o0,0#0:

(i) Sea 0 < |o| < 4.

sin x
Como — < ————— <1, para 0 <z < m; entonces
T — min(x, ™ — x)
V(o +1) — (1) (o +1) —~(t)]
|sin o /2| min(|o| /2,7 — |o| /2) —
92 2 t+o
> 2ot - n®l= | [ s,
o] ol e

Ademéds 41 no puede cambiar de signo en [t,t + o] por ser continua y
|91| > @1/4, podemos tomar médulo dentro de la integral y encontrar

asi una cota inferior m. En efecto

t+o
[t as
t

(i) Sea 2 — § < |o| < 2m. Por la periodicidad de 7 resulta valida

2

2 aq
o] o

>—— = — = .
“hola =g =m

la misma desigualdad ya que cuando , por ejemplo, 27 — § < 0 < 27

tenemos y(o +1t) —y(t) = v((0 — 27) +t) —y(t) con 0 < |0 — 27| < 0.

(iii) Ahora sea § < |o| < 2w — §, veamos que existe una constante k
independiente de v € S tal que k < |y(o +1t) —~v(t)|. Supongamos
que la desigualdad no es cierta, es decir que existe una sucesion de
funciones {v,,n € N} C § parala cual |vy,(0, +t,) — Vu(tn)| < 1/n,
para (|o,|,t,) € [0, 2m—3d] x [0, 27]. Por la compacidad de este producto

de intervalos y de S, podemos asumir sin pérdida de generalidad que
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Yo — v € S en C*([0,27],R?), 0, — 0 € [§,2mr — 6| y t,, — t € [0, 27].

Con lo cual, sumando y restando convenientemente, resulta

V(o +1t) =) < (o +1) = v(on + to)|[+v(on +tn) — Yulon + 1)

+ lon +tn) =)+ Jm(tn) =)l + () — ()]

y haciendo n — oo resulta que |y(oc +1t) — ()] = 0, y esto no es

posible para una curva simple.

— 2
Por lo tanto (o + t) — @)l > — K > _k = m.
sin o /2] min(|o| /2,7 —|o]/2) = 7

Si I} = () entonces I, = [0,27], y para t € I el argumento es andlogo

con 7y, en lugar de v, en (i) y (ii).

Para la segunda desigualdad en (*) usamos que, por[S5], ||7]|. < as,

. . sin

junto con las desigualdades elementales — < ——— < 1, para
7 — min(x, ™ — x)

0 < x < m; y analizamos para los valores de ¢ en cada uno de los casos

que hemos distinguido:

t) — (&
(i) Si 0 < |o| < 4, entonces h(OT ) — ()] < sup ||k;|
|sino /2| 02  sinfo|/2

2min(lo| /2,7 — |o] /2)
sin |o] /2

> Qg SCKQTFZM.

(ii) Si 27 — 6 < |o| < 27, por la periodicidad de « resulta valida
la misma desigualdad.

(iii) Para § < |o| < 27 — ¢, aplicando obtenemos,

Yo+t =) _ 2v2

=M.
|sino /2] ~ sind/2

Por lo tanto para v € S las normas de los espacios H'/2(T') y H'/?(v),
son equivalentes y el operador identidad 4., : HY/2(I') — H/?(v) es un

isomorfismo.
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Adems por la definicién de H'/2(v), el operador 7., : H/2(y) — H,/”
que a cada ¢ le asigna ¢ oy es claramente una inmersiéon de H'/2(v)
en H;f, y como para cada ¢ € H217{2, la funcién ¢ = ¢ oy~ es un
elemento de H/ %(7), tenemos que 7, es suryectivo, por lo cual es una
isometria. Por lo tanto los espacios H./?, HY/2(~) y H'/*(T") resultan

2m

homeomorfos.

2.5. Los operadores traza sobre una familia de curvas

admisibles

Los resultados de la seccién anterior nos permiten comparar normas de
Sobolev fraccionarias definidas sobre objetos geométricos diferentes. En
efecto, si 71 v 72 son dos curvas en una clase de tipo S contenidas en
Q= (-1,1)? y v es una funcién de H} (), las trazas 7r,v y 7r,v estdn
definidas sobre I'y = 71 ([0, 27]) y 'y = 72([0, 27]) que son generalmente

conjuntos diferentes. Pero ambas pueden compararse dentro de Hzlf.

Dada una curva en €) parametrizada por una funcién v, construimos un

nuevo operador de traza que denotamos por 7, definido sobre Hj(f2)
1/2 . L. :

y con valores en H,." componiendo la traza clasica 7 con los isomor-

fismos del Teorema 2.11,

7
H

H(Q) S H2AT) 5 H/(y) Hy/?

u = mTu=¢ = @ = poy

de esta manera definimos 7, := J, 04, 0 Tp.

En esta seccion se demuestra la continuidad de la operacién de traza

sobre el borde considerada, para v € Hj () fija, como una aplicacién
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de S en Hle/rz dada por v +— 7Z,v. En el préximo teorema se enun-

cia precisamente esta idea.( Los resultados son esencialmente los de

[HKKP])

Teorema 2.12. Sea § = S(h, a1, as, a3, p) una familia admisible que
satisface a del Cap. 1. Entonces para toda v € H}(Q) y para
toda sucesion {v,} en S convergente a v € S, en el sentido que le
dimos en el Capitulo 1, se tiene que HT%U—IWHH;f — 0. En

otros términos, T, — T, fuertemente .

Para demostrar este teorema haremos uso del siguiente lema que tiene

interés por si mismo.

Lema 2.13. Sea § una familia como la considerada en el Teorema
2.12. Entonces la familia de trazas asociadas a S dada por{7T, : v € S}
es acotada en L(HJ (), H;f) Mas precisamente eziste M > 0 tal que
|75, < M, para toda v € S.

DEMOSTRACION. Sabemos por Lema 1.2 del Capitulo 1 que existe
r: 0 <r < h que sélo depende de los pardmetros de la familia S para
el cual el r-entorno D’ de T, “cortado en ¢ = 07 resulta C I _difeomorfo
con @ = (0,27) x (—1,1). Hemos denotado con T, a este difeomorfismo
y con EZ al entorno “tubular” de radio r de IT';. Sea I'; el segmento
de recta en Q parametrizado por o(t,n) = (¢,0), t € [0, 27]. Notar que
T.(I'y) =T, ya que T, (t,n) = ~(t) + ryu(t).

Elegimos u € Cj(E!) y notamos que Tou = (1ru) oy = u o . Como

v(t) = T,(t,0) tenemos que

Tl = (T )
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Con la notacién introducida en el Teorema 2.7, el miembro derecho en
la igualdad anterior es la norma H'/2([0,27]) y por lo tanto vale la
desigualdad
I Trll e < el
Finalmente cambiamos las variables ¢, n por las variables z, y con (z,y) =

T (t,n), usamos la no singularidad de este cambio de variables obtenien-

y dado que |det[DT,]|

do cotas que dependen solo de
[det DT

estd inferiormente acotado por ray /2 ( ver demostracién del Lema 1.2

del Capitulo 1 ) podemos escribir
[Tl e < Ellull s o

Ahora vamos a extender esta estimacién para cualquier u € C}(€2).
Elegimos f € C*(R,Ry) tal que f(0) =1, f>0en[0,00) y f=0
en (—oo, —1] U [1, +00).

Definimos g, : @ — R} por

f(mT (y) ye Dy

0 en otro caso

g’y(y) =

donde 7, es la proyeccién de IR? sobre la segunda coordenada. Por

continuidad g, puede ser extendida de manera tnica a Cj(f2) , deno-

taremos esta extension con el mismo nombre. Notemos que g, depende

de v, pues el entorno “cortado” D7 y el difeomorfismo T, dependen de
r

7. Por construccién ug, € Cj(Q) satisface ug, = 0 en Q\ DIy

ugy =u enlI',. Aplicando a ug, la estimacion antes deducida,

~ 1/2
Tl e = [ Tug | gare < Ellugs s oy = e(Vug,, Vug, )

ya que ug, se anula en los bordes de DI y en Hj(D!) la norma de

Sobolev es equivalente a la norma Hilbertiana o seminorma—H'*.
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Para estimar esta seminorma tendremos en cuenta que

Va,(y) = f'(me 0 T () VmoT; H(y)) DTS (y),

con lo cual usando que la norma Frobenius de DT7" ! estd acotada ( ver

Lema 1.2) tenemos ||V, | < || f'[|. HDT,Y_lH V|| < e||lfl - Asi,

/|Vug7|2:/ |97Vu+quv|2
D Dr

T
v v

— /D (gi |Vu|2 +2ug,Vu.Vg, + u’ |ng|2)

5
< 2 2 ~ / ~2 1112 2
< WA MV ullze + 2¢ [ fllo 11 ||OO/UIW| + & 1 Ml
A 2 2 ! 1112
< Cllullz pry (L Il5 + 211 oo 1o + 1F115)

2 2
= Clullz pg) Il + 1 100)*,

donde C' = méx{1, 2¢,}. Por lo tanto, para cada u € C3(€), tenemos

la siguiente cota para los operadores traza 7., ( uniforme respecto de
7€ 8), [ Tulle < M= VClullyrpr, (1l + 1]0). v el Lema
se sigue por la densidad de C}(Q) en H}(Q).

O

DEMOSTRACION. ( Teorema 2.12) Tomemos primero w € C*°(12),

: 1/2
y estimemos la norma en H, " de 7, w — T w,

T = Tl = [ o) = wlr ) b+

22 [(50(0) — w1 (0) — w((s) + 0GP
+/0 /O ENEIE dtds =
=TI+ 12

Por el teorema de la convergencia dominada, la primera integral I}

converge a cero cuando n — oo. En efecto, notar que por la suavidad
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de w y por la convergencia de v, a 7 tenemos que w o7y, — w o7y

uniformemente.

Definimos para (¢, s) € [0,27)? la sucesién de funciones

hn(t; s) == w(va (1)) = w(y(1)) = wln(s)) +wly(s)).

h, (t
Puesto que lim ( s)
n—oo sin(t — s)/2

que el limite de I? es cero cuando n — oo, basta ver que @, (t,s) =
hn(t, s)

sin(t — s)/2

excluyendo del cuadrado [0,27)? la diagonal desde el origen, es decir

= (0 para todo t # s, para demostrar
es uniformemente acotada en el conjunto U que se obtiene

U =10,2m)%*\ {t = s} cuya medida sigue siendo 472

Para encontrar una cota uniforme para ¢, , definimos para un ¢§ sufi-

cientemente pequeno el siguiente subconjunto de U,
Vs =[{(t,s) € [0,2m)% : |t — s| <6} UB((0,2),8) U B((2m,0),8)] NU.

Es claro que la sucesién {p, : n € N} estd acotada uniformemente en

w
U\ Vs, por ¢ | 5”00 para alguna constante ¢ > 0. Veamos ahora qué ocurre

para puntos (¢, s) en Vs y ¢ suficientemente chico.

Para |t — s| < d, aplicando el teorema del valor medio tenemos que

|n(t; 8)] = [Pn(t, 5) = hn (8, )] < [[Anllen [t = 5]

t—s _t—s (t—s)
> _
2 = 2 233!

De ambas desigualdades obtenemos la siguiente estimacion,

Por el Teorema de Taylor, sin

t—s < 2c
sin(t —s)/2| — 1 —0%2/24

lon(t, )] < [[hnlle , para |t — s| < 0.

Solo resta estimar ¢, en [B((0,27),6) U B((27,0),0)] N U. Debido a

la simetria es suficiente encontrar una cota en B((27,0),6) N U. Un
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argumento similar al anterior conduce a,

|y (t,8)| = |hn(t,8) = hp(27,0)| < || h||or v/ (t = 2m)2% + 52, Tuego

(t —2m)2 + s2 (t —2m)2 + s?
|sin(t — s)/2| _C|Sin(27r—t+s)/2|
(t—2m)24+s2 2mr—t+s o2
2r —t+s sin(2r—t+s)/2 T 1—-0%2/6

|on(t,8)] < [lPnlcx

Lo que prueba la estimacién uniforme que buscabamos y que

|75, w — ﬂwHHéf — 0 para w € C*(2) D C(N).

Para el caso general, dada v € Hj(2), y € > 0 tomamos w € C>®({)
tal que [[v — w[[g g, < € entonces, llamando M a la cota uniforme
para los operadores 7., que proporciona el Lema 2.13, tenemos que la

norma || 7, v — T,v[ ;172 estd acotada por
27

175, (0 — )| a2+ 1T = Tyl o+ 1T 0 = )] o

< Me+|T,

n

w — Tywl| 12 + Me.
2m

En otros términos, 7., — 7, fuertemente.

2.6. Los operadores de extensién de funciones de Sobolev

definidas sobre curvas admisibles

En esta seccién se muestra la construccion, para cada v € S, de ope-
radores extension &, : Hzlf — H}Q), se demuestra que estdn
uniformemente acotados para v € Sy que 7T, E,0 = ¢ para toda
Y e Hzlf.

Por razones de simplicidad notacional, sustituiremos en lo que sigue

Hzl,/r2 por el espacio HQI/ ® que se define como HQIT/r2 reemplazando el



47

intervalo [0, 27] por [—1, 1]. Teniendo en cuenta el cambio de variables

t — m+ mt; la norma en este espacio puede definirse por

1
el = ﬁ/ dt+7r2/ / et) = w(s) ’ dt ds.
2 |SH17T

Notemos que el mismo cambio de variables muestra que los espacios

H21/ 2 y H217{2 resultan isométricos, por consiguiente podemos sustituir
el problema de extensién de funciones de H;,{Q por el de extension de
funciones de Hzl/ ?. Necesitaremos una versién del espacio de Sobolev
en R = (—1,1)? que contenga sélo las funciones que son 2—periddicas
en su primera variable ¢ para cada valor n de la segunda variable en
(—1,1) fijo. Sea H,,,.(R) la clausura en H'(R) de las restricciones a R
de las funciones v € C*(Rx (—1,1)) que para cadan € (—1, 1) resultan
2—periddicas en t, ie. v(t+2,n) = v(t,n) para todo n € (—1,1), y

para todo ¢t € R. Comenzamos con la extensién valuada en H,,,.(R).

Lema 2.14. Sea R = (—1,1)%, I = (—1,1). Entonces existe un ope-

rador extension lineal y continuo & : Hl/2 — HY (R) que satisface,

(Ep)(,0) = ¢.

DEMOSTRACION. Comenzamos tomando ¢ € C®N H21/2' Para tra-
bajar en toda la recta real, seguiremos denotando con ¢ a una funcién
C*(R) con los mismos valores sobre [—3, 3] que la extensién 2-periédica

de ¢ pero ahora con soporte compacto, digamos contenido en [—4,4].
Sea ¢ € C°(R) con ¢ >0, [ (x)de =1y sopy C [—1,1].
Definimos para (z,y) € R2 = {(z,y) : y > 0} la funcién

O(z,y) = (byx @) () = 1 [o0(52) @(€) dé = [, V(55 (&) dt.

Argumentos usuales muestran que ¢ € COO(Ri) y que ®(x,y) — p(z)

cuando y — 0, en el sentido de la norma L?(R) y puntualmente.
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En particular 11'£r(1)||¢)(.,y) - ‘P(')”]ﬂ([) = 0.
Notemos ahora que <I>(1 y) = d(—1 y para todo 0 < y < 1. En efecto,
O(1,y) = / P(2)p(l —yz dz—/ Y(2)p(—1 —yz)dz = (—1,vy).
Definimos (€p)(z,y) como la funcién de = que para cada y € (0,1]

se obtiene por extensién 2—periddica de la restriccién de ®(.,y) al

intervalo [—1, 1]. Notemos que (£¢)(z,0) = ¢(x) en [—1,1].

Resta probar que £p € H'(R) y que su norma estd acotada por la
norma H,’* de ¢. Comenzaremos probando que Ep € H Y(R*) donde
Rt ={(z,y) € R:y > 0}.

Estimaremos la norma de £p en L*(R") usando la desigualdad de
Schwartz con respecto a la medida ¢ (z) dz y el teorema de Fubini de

la siguiente manera,

1 1
1€l o = / / (€0 e 0) dody -

2

2)p(x —yz)dz| drdy

< [ [ [ v0e -z
// / 2(y — y2)da dz dy —
<[ [ [ Cedzdy

<[ [ w6 [ peea =21,

la dltima desigualdad se sigue de la periodicidad de ¢ en [—3, 3].

Debemos ahora estimar la norma en L*(R™") de 9,E.
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Dado que ¢(—1) =(1) =0 tenemos

0.80lw) = [ V(E=E)p@ e = [ Welple =) ds
:/_zzwz)—@ Lov dzz/_1¢’<z>[9” 2219~ 9l

la ultima igualdad vale porque f_ll V'(z)dz =9(1) —¢(—1) = 0.

Entonces,

2
dx dy

L) ([ =g
- . /0 /1 /5 (&) ;;o(az)ﬁ dé ddy

El dominio de integracién en la tltima integral estd dado por

r—yz)— oz
10,8 laey = ) —ele)

IA

D={(z,y,8 |z <1,0<y<1, |£—2|<y}.

Para x € I, fijo, consideramos la seccién D, = {(y, &) : (x,y,&) € D},
entonces D = | H ({z} x D,).
z|<1

Notemos que D, puede escribirse como

={(y,§) r<f<zr+1,0<{—ax<y<l1}

U{(y,§):x—1<é<z,0<x—E<y<l}.

Por lo tanto aplicando el teorema de Fubini tenemos

12: &DHLQ () = /l/x 1 ‘sm = x;IZ { s1n2 —x‘ /x ¢ _3dy} dede
//Hl ;:n §¢($;:z{’sn —ac’ /I de} d§ du.
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1
Teniendo en cuenta que ‘sin (€ —) |2 vy~ dy es acotada, resulta,
|lz—¢]

sl <2 [ | [ 8B e [ 2R 3;24 s
T 1) = @)
<c d€| dx
N /1 /2 }sinﬂ(f—@f f]

[

Por la periodicidad de ¢ resulta que,

/‘1 0&) @) :/‘1 € +2) — (@) _ [ ]e€) — e’

2 }sing(f—l—2—x)}2 |sin§(f+2—x)|2 0 ‘sin%(g—x)f

d.

2 2
Andlogamente /2 [P =2) —p(@)l” 4o _ /0 (€)= @I 4.
1

singc—2-2) " Jafsinge—a)

Reemplazando obtenemos la siguiente estimacién

R 1 1 26
10:E 1172+ gc/_1 [2/ ;:i) §_< ;; dg] < S llellye

Una estimacién similar puede deducirse para [|9,E¢||7, (r+) - Por den-

sidad concluimos que la extensién a R es continua. Finalmente refle-
jando £ por antisimetria respecto del eje y = 0, es decir definiendo

para —1 <y <0, Ep(x,y) = —E¢(x, —y) tendremos que

0:€p(x,y) = —0.€p0(x,—y) vy que O, Ep(x,y) =0, p(x, —y),

lo que concluye el Lema. U

Notemos que si multiplicamos £¢ por una funcién xy € C*(R) tal que

x(0) =1, x >0, x(-,y) =0 para [y 1] < &y x(1,-) = x(—1,-)

obtenemos una extension de ¢ que se anula para y = +1.
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Lema 2.15. Sea S una familia admisible que satisface a del
Capitulo 1. Entonces existe un operador extension lineal y continuo
& Hzlf — H}(Q) tal que su norma estd uniformemente acotada para
veSy TEp=¢ paratoda p € H217/r2 Mds ain el soporte de €,

estd contenido en el entorno “tubular cortado” DZ; de L',

DEMOSTRACION. Por la isometria entre Hzl/2 y Hzlf, por el lema
anterior y la construccion de la funcién & en su demostracién tene-
mos, luego de los pertinentes cambios de escalas, que dada ¢ € H;!r2
la extensién ¢ a Q = (0,27) x (—1,1) resulta de H},.(Q), por lo

tanto afirmamos que existe un operador extensién lineal y continuo

& H217{2 — H,..(Q) tal que, por la observacién que precede al lema,

Ep(,0) =, Ep(,£1)=0, v E¢(0,.)=Ep(2m,.).
Sea T, : () — D’ el difeomorfismo definido en el Lema 1.2 del Capitulo
1 por, (t,1) = ~(t) +rnv(t) donde DI es el r—entorno de I'; cortado

en t = 0. Definimos la aplicacion,

D, : H,,.(Q) — H'(D!) por Dyu:=uoT,".
Notemos que D,E¢ esté bien definida en D’ y que por la periodicidad
en t de £p para cada 1 tenemos que D, Ey se extiende con continuidad
a ET. Puesto que necesitamos obtener funciones en el dominio fijo, con
D,E¢ denotamos la extension por cero de D,E¢ en los puntos de (2

—_—

que no estan en F?; Definimos finalmente, £, = D, Ep.

Probemos que &, asi definido satisface las propiedades de la tesis.
Veamos primero que 7, es la inversa izquierda de £p; recordemos que

el operador 7, se obtiene componiendo 7r, i, y J,, donde

H(@©Q) 5 HAT,) 3 B D B
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—_

Entonces 7T,&,¢ = (Jy0iy01m)DyEp = (DyEp) 0oy =

=EpoT oy =Ep(T ' (7)) = Ep(,0) = ¢

Probaremos conjuntamente la continuidad de cada &, y su acotacion
uniforme para v € S. Puesto que &, = m y que por el lema anterior
£ es acotado, sélo resta obtener una cota uniforme para las normas de
los operadores D,. Esto sigue de las propiedades de S que permiten
obtener las siguientes desigualdades, donde V., denota el gradiente

con respecto a las variables x,y € 0 y V,, respecto a las variables
t,n €@,
2 _ _ _ 2
HVZ?JD’YUHLQ(Dm - ~/Dr “vt"](u o T’y 1>TD<T7 1)] o Tfy l(xa y)} dx dy
2l

— / |(Vt7,u)T(DT7)’1‘2|detDT,Y] dt dn
Q
< /Q Voul? |(DT,) | |det DT, | dt dny

2
< ||vtnu||L2(Q) 5

siendo ¢ es una constante independiente de v pues |detDT,| esta aco-

tado superiormente para toda v € S por .

De manera similar se puede obtener una cota uniforme para

||Dvu||L2(D;)‘ ]

Otro resultado que se necesitard es la continuidad de la operacion de
extension, para @ € H;T/f fija, como una aplicacién de S en L*(Q)
dada por v — &,p. Esta idea se enuncia en el préximo teorema cuya

demostracion necesita del siguiente lema



53
Lema 2.16. Sea Q),, una sucesion de subconjuntos abiertos (relativos)
de Q = [0,27] x [—1,1] tales que para todo (t,n) € Q° ezviste N € N
tal que para todo n > N se tiene que (t,n) € Q. Supongamos que para
cada n existe un difeomorfismo I,, : @), — Q) con Jacobianos superior
e inferiormente uniformemente acotados y ademds para todo compacto

K c@Q°, sup |L,(t,n) — (t,n)] — 0. Entonces para toda g € L*(Q)
(tm)eK n—eo

se tiene que |g(In(t,n)) — 9(t. 0|l 120,y — 0

n—oo

DEMOSTRACION. Veamos primero que el lema es valido para g €
C(Q). Dado € > 0, K un compacto en Q° tal que |Q \ K| < €%,

lo(nt, 1) — 9t 2y = /Q 9ty m)) — glt,m) 2 dt dn

n

- /K ottt ) — ot ) ey

4 / (g(Lu(t.m)) — g(t, ) dt dy
Qn\K
< 4ne +1Q\ K|4 g2 < e,

para alguna constante ¢ positiva.

Ahora para g € L*(Q) y para todo € > 0 existe h € C(Q) tal que

|h = gll2(q) < € Entonces,
lg o In = gll12(q,) < lgo o —hoLnl| +|[ho Ly = hl[ +[lh =gz < ce
pues se escogié h en C(Q) proxima a g y ademas,

lgo In = ho L}z, = / (g 0 L(t,n) = ho L(t,n)[* dt dn

n

= [ latt w7 (32) arai

§6/ lg — h|? didij < Ge.

QCQ
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Teorema 2.17. Sea § = S(h, ay, as, ag, p) una familia admisible que
satisface a del Cap. 1. Entonces para toda ¢ € H217<2 Y para
toda sucesion vy, en S convergente a v € S, en el sentido que dimos en

el Capitulo 1, se tiene que [|E;, ¢ — Exp|12q) — 0.

n—oo

DEMOSTRACION. Estimaremos la norma L* de &,, ¢ —&, ¢ teniendo
en cuenta los operadores que definimos en los lemas anteriores para

construir los &, asi como el difeomorfismo 77, definido en el Cap.1,

€300 = Exll ) = /Q &y p(x,y) = Eyplw, y)I* du dy
_ / E0(T (2, y)) — EQ(T (2, )| de dy
D,’;nﬁD,’;
T / Eo(T )|} de dy
D1, \D
+ / }890(T;1(m,y))‘2dx dy.
D3\Ds,,

Haciendo cambio de variables y teniendo en cuenta que el valor absoluto
del jacobiano de la aplicacion T, estd acotado superiormemente para
toda v € S, veremos que cada uno de estos tres términos tiende a cero
cuando v, — v en C%([0, 27], IR?),
_ _ 2
/ |EQ(T (0, y) — Eo(T, (2,y))|” da dy
D

5.0Ds

_ 2
_ / EQ(T2H (T (1)) — E(t.m)[* |det DT, | dt dny
Ty ' (Dr, NDr)

< C/Q |EQ(T, ! o T, (t,m)) — Elt, ?7)\2dt dn — 0,

pues E@(T! o T, (t,m)) — Eg(t,n) cuando 7, — 5 en ([0, 2], R?)
por lema anterior y Lema 1.2 del Capitulo 1. Por otra parte la con-
vergencia en C%([0, 27, IR?) de 7, a 7 implica la convergencia uniforme

de D a D7, por lo cual la medida de su diferencia tiende a cero y
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[ el ) dedy — o
D’!‘\DT

2l n

Ademés dado que T, es un difeomorfismo ( biyectiva y bicontinua) la
medida de T '(D} '\ D) también tiende a cero cuando v, — 7, de

esta manera

/ L JEai e )y = / E(t,m)? [det DT, | dt dn
D3, \Dj

15,1 (Dr, \Dr)
Sc/ |&p(t,n)|2dtd77—>0.
T5,5(Dr, \Dr)

n






CAPITULO 3

El problema de contorno que especifica la

dinamica del sistema

En este capitulo planteamos y resolvemos un problema auxiliar que
denotaremos Ppr ( por Dominio Inmerso) equivalente al problema de
contorno, que designaremos por PvB , que especifica la dinamica del sis-
tema para el problema de optimizacién de formas que se formulara en el
Capitulo 4, en el que deseamos determinar el dominio éptimo que “pro-
duce” un determinado flujo a través de su componente libre del borde.
Aplicaremos las técnicas de dominio inmerso que fueron probadas por
J. Haslinger, T. Kozubek, K. Kunisch y G. Peichl para el caso de medios
isotrépicos, homogéneos y sin fuentes internas en [HKKP] y veremos
que estas técnicas pueden extenderse al caso de medios no isotrépicos
ni homogéneos y con fuentes internas originadas por alguna reaccién

quimica por ejemplo.

3.1. El problema de contorno béasico

En esta seccion reformularemos el problema de Poisson a valores en
el borde (PvB) como un problema de minimizacién de una funcional
sobre un conjunto convexo y cerrado de funciones de H! definidas en

un dominio admisible.

Para cada v € §, familia de curvas admisibles definida en la Seccién 1.1

del Capitulo 1, consideremos el siguiente problema a valores en el borde

57



58

definido en cada dominio admisible W, C R? con borde OW,, = I'zUT,,
donde I'y es la componente interior fija y I', la componente exterior

libre,

—div(AVu) = f en W,
&) (Pvs) W0 en T,

u = c¢ en [

donde A es una matriz simétrica 2 x 2 cuyos coeficientes a;;(z) son
funciones acotadas ,es decir a;;(x) € L®(Q\ Q) para i,j = 1,2, que
describen la naturaleza heterogénea y anisotropica del medio y ¢ es
una constante dada. El término fuente f también estda dado y es de
cuadrado integrable en el dominio Q2 \ €, es decir f € L*(Q\ Q) con
Q=(-1,1)2D>W, y Q es la regién delimitada por Ty.

Fisicamente sabemos que la incégnita u : W, — R representa en
este caso la densidad de alguna concentracién quimica en estado esta-

cionario en el interior de la regiéon W, .

En el caso heterogéneo pero isotrépico la ecuacién diferencial parcial
de este problema de contorno se obtiene a partir de la ley de difusion
de Fick (ley de Fourier o ley de Ohm si u fuera temperatura o potencial
electrostatico, respectivamente) que establece que el flujo por unidad
de area es un multiplo negativo del gradiente, la constante de propor-
cionalidad se llama conductividad y mide la habilidad del material para
propagar el contaminante, podemos entonces expresar este flujo como

el campo vectorial —A(z)Vu, donde A(z) = a(z)I.

En general en un medio no homogéneo ni isotrépico el flujo total hacia
afuera de cualquier subregion suave U del dominio es la integral sobre

el borde de U de la componente normal de ® = —AVu. Por otra parte,
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integrando el término fuente sobre U obtenemos la concentracién total

generada en el interior de U y usando el Principio de conservacion de

/ —AVu-nds:/fdA.
ou U

Luego usando el Teorema de la divergencia tenemos que

la energia resulta ,

/(—dz’v(AVu) — f)dA=0.

Como esta integral es cero para toda subregion que uno quiera consi-
derar donde valga el teorema, es necesario que el integrando sea cero
en todo punto del dominio W,, asi se obtiene la ecuacién diferencial

del problema (PvB) contenido en (2).

Supondremos una condicion cldsica en A que implica la elipticidad
uniforme del operador , esto es: existe alguna constante A positiva tal

que para cualquier £ = (&1, &)T € R? la siguiente condicién
2
(3) > ay(@)&g; > A
ij=1

Claramente esta desigualdad implica que A(x)€.£ = 0 sélo si & = 0,
con lo cual A¢.n = nT A€ define en R? un producto interno, que vamos
a denotar (£,7). La desigualdad (3), llamada condicién de elipticidad,
implica que el flujo va de regiones de mayor a menor concentracién,

pues la densidad del flujo difusivo satisface - Vu = —AVu.Vu < 0.

Dado que A es definida positiva y sus elementos son funciones aco-
tadas, el operador —divAV resulta uniformemente eliptico ( acotado
y uniformemente coercitivo) lo cual implica que para cualquier f en

L*W,) vy g en H'(W,) el problema de Dirichlet :
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—divAVu = f en W,
u = g en OW,

tiene tnica solucién u € H*(W,) para cada v fija ([G-T] pag 181).

Como es sabido el problema anterior esta relacionado con otro de mi-
nimizacién ([K-S] Capitulos 1 y 2). En particular consideremos el si-

guiente problema

min {1/2/ AV'U.Vvdx—/ fvdx}
veEK W, W,

K={veH'W,):mv=01m=c}.

(4)

Sea J(v) := 1/2 ow AVoNVvdr — fwﬂ/ fvdx. Notemos que si 4 € K
es una solucién del problema de minimizacién (4) entonces es solucion

del problema de contorno (Pvs) de (2).

En efecto si @ realiza el minimo de J en K, J(4) = ml}r{l J(v), entonces la
ve
dJ(u+ tv) _0
[
para cualquier v € H'(W,) tal que @ + tv € K, por lo cual v debe ser

derivada Gateaux de J en u debe anularse, es decir

cero sobre ambas componentes del borde.

Definimos entonces K = {ve H'W,) :vlr, =vlr, =0} y calcula-

mos para cualquier v € K,

d 1 d d
1

= 5/ (2AVu.Vu 4+ 2tAVo.Vu — 2fv)dz.
We

dJ(u+ tv)

Por lo tanto
dt

:/ (AVia.Vv — fo)de =0 Yo € K.
W,

t=0
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Aplicando la fémula de integracién por partes en H'(W,),

0:/ (AV&.V)vds—/ V.(AVa)vdx — fvdx.
aw, Wy

We
Como la primera integral es cero pues v € K, tenemos

/ [V.(AV@) 4 flvdz = 0, para todov € K.
W’V

Por lo tanto, —div(AVa) = f en W,. Ademds @ satisface las condi-
ciones de borde de (2) pues u € K.

La unicidad se deduce de la unicidad en (2).

Por lo tanto encontrar una solucién de (PvB) contenido en (2) se reduce

a resolver el problema de minimizacién (4).

3.2. La Técnica de Dominio inmerso

Como en los problemas que consideraremos en los Capitulos 4 y 6
el dominio W, es también una incégnita y serd necesario estudiar los
operadores en espacios funcionales definidos sobre conjuntos diferentes,
la “técnica de dominio inmerso” nos permite considerar espacios fun-

cionales en un dominio fijo.

La idea de la técnica de dominio inmerso consiste en extender el proble-
ma a un dominio mas grande €2 con una geometria simple, que contenga
a W,, y deducir luego ecuaciones en ) tales que una solucién de éstas
restringida a W, sea solucion del problema original. Asi las condiciones
de borde del problema original serdn condiciones sobre curvas internas

impuestas por multiplicadores de Lagrange.
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Sea = (—1,1)? el dominio simple que contiene a cada dominio W,

para toda v € §, donde S es una faminia admisible que satisface

a del Capitulo 1.

Sea f la funcién de cuadrado integrable en  que coincide con f en W,

y es cero en Q\ W,.

Llamaremos )y a la regiéon delimitada por I'y y €2, a la componente

conexa de Q\W, adyacente a Iy, como indica la figura 3.1.
PSfrag replacements

FiGurA 3.1. Regiones en el dominio simple §2.

Sea K = {6 € HJ(Q) : 0,0 =0, 71,0 = ¢} . Notemos que si para

cualquier v € L?*(W,), definimos la siguiente extensién de v a (2

v oen W,
w = c en Qo

0 en Q,

tendremos que w € Hy'(Q) si v estd en HY(W,) y satisface las condi-
ciones de borde de (PvB) pues de esta manera v, 0 y ¢ se “pegan” bien

en los bordes (Lema 2.8 del Capitulo 2). Por otra parte

we K siysolosi veK={veH'W,) :mv=0m0v=c}.
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Por lo tanto, como f = 0 en . el problema de minimizacién (4)

sera equivalente al siguiente
min {1/2/ AVH.Vi dx — / f@dx}
veK Q Q

K= {6 € Hy(Q) : 70,0 =0, 11,0 = ¢}

(5)

De esta manera la restriccién a W, de la solucién de (5) en el dominio

“ficticio” €, serd una solucién de (4) y por consiguiente de (PvB).

Aplicaremos ahora a (5) la condicién necesaria que proporciona el Prin-

cipio de los multiplicadores de Lagrange (Teorema 2.3).

Notemos que el funcional J : HY(Q) — R definido por J(9) :=
1/2 [, AV0.Vode — [, fodr  es estrictamente convexo en el convexo

y cerrado K.

Definimos el siguiente operador vectorial no lineal y continuo F, :
H}(Q) — HY*(Ty) x HY*(T,), F,v = (1v — ¢,7rv) y dotamos al
espacio de Hilbert producto H/2(Ty) x H*/2(T,) de la siguiente norma

2 2 2
H(Spv¢)||H1/2(F0)><H1/2(F7) = ||90||H1/2(r0) + ||¢”H1/2(r7) :

Notemos que © € K siy sélo si F,0 = 0, entonces para @, inico punto

de minimo de .J sobre K , necesariamente F,i = 0.
Ademés J y F, son diferenciables Fréchet con derivadas
J'(@)o = (AVQ, Vo) — (f,0)e v FL(0)0 = (o0, 7r0).
Puesto que el operador traza de H'(Q) en H'/2(T) es suryectivo (Lema
2.9) no es dificil ver que el operador F,'(4) es suryectivo.

Por lo tanto @ es un punto regular y podemos afirmar entonces que exis-

te un multiplicador de Lagrange A = (g, \,) en el dual de H/?(T'y) x
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HY(T',), que denotamos con H~Y2(Ty) x H=Y2(T,), que hace al La-

grangiano L estacionario en u, siendo

L: H}(Q) x HY*(y) x HY*(T,) = R definido por

~

L(6,\) = J(0) — M(F,0) donde A= (Ao, \,),

y A(F,0) = (X, Fy0)ryur, es la dualidad entre los espacios producto

Hr_ol/2 x Hil/z y H%Q X H%f. Por lo tanto

_ d _
Lg(@,)(0) = 2 L(a+10,0) =0 =0 Vo € Hy(2).

resulta que

L+ t6, 2o, \) = 1/2 /Q AV (it + #0). (it + £6) da —
— /Q fla+t0) dzv — (Ao, To(@ + t0) — €)ry — (A, (@ + £0))r,
= 1/2(AVa, Vi) + t(AVE, Vi)g + 12 /2(AVD, Vi) — (f, 4)a—
t(f,9)a— (Ao, Tott)r, —t (Mo, T00)r + (Ao, €Yy — (A, Trti)r, —t(Ay, T00)r
derivando con respecto a t y evaluando en ¢ = 0 obtenemos

(6) (AVa, Vo)o—(f,0)a— (N, T00)re — Ay, Tr0)r, =0 Vi € H ().

Ademés como F,i = 0, entonces (i, F7ﬁ>poup7 = 0 para todo i =

(110, p1,) € HY2(Ty) x HY*(T,), v escribimos
(7) (1o, o)1 + (py, To)r, = (10, E)ry -

Resumiendo, si @ es solucién de (5) entonces @ satisface (6) y (7).
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Diremos que @ € Hj () resuelve el Problema de Dominio Inmerso si @

satisface el siguiente problema

;

existe(Ag, Ay) € HF_OI/2 X Hr_wl/2 tal que, para todo © € HJ ()

(Pon) y para todo (uo, i) € H;01/2 X H;j/Z se tiene que,
DI

(AVu,Vo)g — (f,0)a — (Ao, T00)r, — (A, m0)r, =0 y

L <,u07 7-071>1—‘0 + <:LL’}’77—1—‘71>1—‘W = <:u07 C>Fo7

donde para abreviar, hemos usado Hr_ol/ % x Hr_vl/ 2 para denotar el es-
pacio producto H~/2(I'y) x H=*/2(T",). Adem4s con (.,.)r denotamos
la dualidad entre H11*/ ’y Hp 12 (notacién introducida en la Seccién 1

del Capitulo 2).

Las consideraciones anteriores plantean (Ppr) como condicién necesaria
para (4). El siguiente resultado muestra que (Ppi) es suficiente para

(PvB).

Teorema 3.1. Siu € Hy(QQ) resuelve (Ppr) entonces u = Uy, resuelve

(PvB).

DEMOSTRACION. Resulta inmediato que, si (%, Ag, Ay) es una solu-
cién de (Por) , para © € H}(Q), 790 = 70 = 0 se obtiene de (6) que
(AVi,Vi)g — (f,0)o =0 y en particular si 0 € HI(W,),

Y
De (7), para (0, ty) se tiene que (u,, rti)r, = 0, lo cual implica que
vt = 0 . Similarmente para (uo,0) resulta (uo, 70t — ¢)r, = 0y

7ol = ¢. Por lo tanto u = 4 |y, € K es solucién del problema (Pvs).

O
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Notemos que el problema (Ppr) tiene tnica solucion (a, A, A,). En efec-
to, la unicidad de u sigue de las propiedades de convexidad del funcional
y del conjunto de restricciones. Por lo tanto si (4, i, f14) fuera otra
terna tendriamos que para todo o € H}(Q) : (i — A, F0)ryur, = 0, y
dado que F7 es suryectiva, esta igualdad es vélida en todo el espacio
HY2(Ty) x HY2(T,) , es decir para todo F,(%). Por lo tanto i = A y

la solucién de (7) es tnica.

Observemos que, por definicién de f, para toda © suave y con so-
porte en €2, U €, la primera de las igualdades en (Ppr) asegura que

(AV1,Vi)q = 0y por consiguiente & = 0 en {2, y en .



CAPITULO 4

Formulaciones del problema de optimizacién de
flujo considerando como variable la forma del

dominio

En este capitulo formulamos precisamente el problema extremal que
consiste en encontrar, en una clase de dominios admisibles, un elemento
optimo W* que minimice alguna distancia entre el flujo de droga a
través del borde libre del dominio y un flujo constante deseado, de
modo tal que la concentracién de droga u sea la solucion de un problema
de tipo Poisson en W*, como el estudiado en el capitulo anterior. El
principal objetivo de este capitulo es la reformulacion del problema de
optimizacién aplicando la técnica del dominio inmerso descripta en el

Capitulo 3.

4.1. Formulacion del problema de control 6ptimo

Como se menciond en la introduccion, un problema natural, en el estado

estacionario, consiste en encontrar qué forma exterior I', del dominio
Ou

anular hace que el flujo saliente
ov A

a través de I',, esté lo mas cerca

u

posible de un flujo prescripto constante L, donde — = vA.Vu, es la
iz

derivada direccional de u, en la direccién de vA. Observamos que en

U

el caso clasico en que A es la identidad, 8—7 no es mas que la derivada
Va

normal. Si A es una matriz que satisface la condicién de elipticidad (3)

67
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del Capitulo 3, puesto que
0<A=\|* <vAvT =|vA|cos¥,

donde 6 es el angulo entre vA y v tenemos que, como I', tiene recta

u
tangente en todo punto, — es un “flujo saliente” de W,

81/,4

. . ou
Veamos por qué la norma natural que medira la proximidad entre 8—7
Va

y el flujo objetivo constante L es H'HH’”Z(U) .

Heuristicamente, como para cada 7 la concentracién ., es una funcién

de HY(W,), su traza sobre I, estd en HY2(T,) y es de esperar que
Ou

la derivada “normal”
ov A

pertenezca a H—/2(T',). Para que esta pro-

. ) ) O
puesta sea aceptable es necesario darle un sentido preciso a P como

7
elemento de H~Y/2(T,).

Dado que u es una solucién de —div(AVu) = f nuestra informacién
bésica es que u € H'(W,). Pero como f € L?*(W,) puede demostrarse
( ver [T] Cap 3, Secc 37 ) que u € HE .(W,).

loc

En particular si W5, con 0 < € < 1, es una familia uniparamétrica de
dominios con clausura compacta en ¥, y con normales que convergen
a la normal de W,, entonces el Teorema de Green se puede aplicar a
cada W5. De esta manera se puede definir ( ver de nuevo [T] ) myu, o
Ou

5, como el elemento de H~Y/2(0W,) dado por
va

, (%
<7—1U’ya 90>(9W’y = 1{% v d87

para ¢ € HY2(0W,) donde v € H'(W,) es una funcién asociada a ¢
por el Teorema de Trazas 2.6 ( Seccién 2 del Cap 2).
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Para probar que esto define un elemento de H~*/2(9W,), aplicamos la
formula de Green en los dominios W5, donde u € H 2 usando el pro-
ducto interno (§,7)a = (A&, n)we, definido en la Seccién 1 del Capitulo

3. De esta manera tenemos que

/ %wds:/ AVu, Vwdx + fwdzx,
oW va W W

vale para toda w € C*®°(W,) y también para toda w € H'(W,), en

particular para v.

Por consiguiente para todo € tenemos la siguiente estimacion,

/ %vds

< ¢ (Il oy 10s sy + 151 2y l20ms))
< ¢ (lullmsgy + 1 zony ) 10w,y < Ellell e -
!

Con estas consideraciones el problema de optimizacién de flujo para
dominios con forma exterior variable definida por una curva v € S,
donde § = S(h, aq, ag, ag, p) es una clase compacta como la definida

en el Capitulo 1, consiste en

encontrar una curvay* € S que satisfaga
Oty Ou

aI/A

—L

= min

Opt
(P=7) il

61/,4 H_l/Q(F'v*) H—l/z(r,y)

donde u. resuelve (PvB) en W,

(PvB) es el problema a valores en el borde formulado en el Capitulo 3 :
—div(AVu) = f en W,

(Pvs) v = 0 en I,

u = c¢ en [

donde f € L*(2\ Q).
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4.2. Reformulacién del problema con la técnica de dominio

inmerso

Usualmente la existencia de solucién a un problema de minimizacion se
deduce de alguna continuidad del funcional de costo y en nuestro caso
esto requiere que tenga sentido la convergencia u., — u, para v, — 7.
Dado que el dominio de definicién de u., depende de 7, esto llevaria
a comparar elementos de diferentes espacios funcionales. Sin embargo
la técnica de dominio inmerso (Seccién 3.2) y el homeomorfismo entre
los espacios HY2(T,)) y H217/r2 ( Seccién 2.4) nos permitiran trabajar en

espacios funcionales con respecto al dominio fijo Q = (—1,1)%

Ademas la extension a €2 a partir de esta técnica permite mostrar que
el multiplicador de Lagrange correspondiente al borde libre donde se
prescriben condiciones homogéneas, coincide con el flujo normal de la

concentracion original.

La observacién precedente es parte del resultado contenido en el teore-
ma que sigue. Para enunciarlo planteamos el problema de optimizacién

en el dominio inmerso,

ﬁ;*

encontrar una curvay®* € S que satisfaga

‘ 5\7* -1 Hy 2 B lglel‘lsl ‘

donde \,, € H;/z y es tal que existen ., € H}(Q), Ao, € Hp_ol/2
de modo que Yo € H}(Q),Y (o, fi,) € Hy'? x Hy,!'? valen,
(AVii,, VO)g — (f,9)a — (Mo, 7001 — Ay To0)er =0

(Ko, Tolly )T + (fy, Tylly)2r = (Ko, €)1

>‘7 — L |/IY|HH21/2

ki

donde (.,.)o, indica el par dualidad en HQIT/f y f, como antes, es la

extensién de f por cero dentro de €.
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Teorema 4.1. Sea S = S(h,ay,as, a3, p) una familia admisible que

satisface a del Cap. 1 y sea L el flujo deseado. Entonces si el

problema (PSP") tiene solucién la misma resuelve (POPY).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.1, el Teorema 4.1 estard proba-

do si demostramos que

ou
o,
VA
(b) que las normas H~Y2(T,) y las dualidades entre HY/2(T,) y

(a) que Ay = Mu, =

H~Y%(T",)) pueden escribirse en términos del espacio de Sobolev
periddico Hzlf.
Dado que u es solucién de (PvB), reemplazando —divAVu = f en la

version general de la formula de Green obtenemos

(8)  (AVu, Vo), — (fvv)W»y — (11U, Tov)r, — (7'11077'FU>F7 =0.
donde (1iu, Tov)r, + (T1u, TrV)r, = (MU, TV)aW,, puesto que OW, =
F()UF,Y yFoﬂFyz@

Como la funcién @, € Hg(Q) es solucién de (Pp;) entonces para un

par (Ao, Ay) € H;01/2 X Hlfwlﬂ vale que, para todo o € H} (),
(9) (AVTAM, V@)Q - (f> @)Q - <)\0>To?7>ro - <>\fy>TF?7>rw =0.

Por la observacion final del Capitulo 3 tenemos que los dos primeros
términos de (8) y (9) coinciden. Por consiguiente para toda © € H} (<),
(i, To0) 1y + (11w, T00)r, = (Ao, T00)1r, + (Ay, T00)1, -
Tomando una o € Hy(£2) que se anule en Ty, resulta u = A, lo que
u
implica que — = A,.
P d aVA K

Ouy _p,
VA

De esta manera min
vES

=min |\, — L||,— )
H-1/2(r,) €S 1% = Lll-svaqr,
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. 1/2
Demostraremos (b) usando el homeomorfismo entre los espacios HQT/r

y HY2(T,) y los operadores traza 7, ( Seccién 2.5).

Puesto que i, : HY?(T,)) — HY?(y) y J, : HY/*(y) — H;!r2 son
isometrias y que 7 : H'(Q) — HY%(T,) es suryectiva tenemos que
los operadores T, : H'(Q) — Hglf, definidos por 7, := J, 0, o 1y,
son lineales, acotados y suryectivos. Los operadores conjugados de ca-

da uno de ellos son los operadores lineales y continuos, definidos en los

respectivos duales.

«

En el siguiente diagrama denotamos con el supraindice ¢ — *” a los

operadores conjugados inversos:

H2_7r1/2 J_v*) H_I/Q(y) it H_I/Q(FW)
T A e i Ay — Ay

Notemos que para la funcional A, € H~Y2(I",) y p» € HY?(T,,) tenemos
que <)‘7790>FV = <i;*)"yai'y§0>7 - <\77_*Z;*>"ya j’yi790>27r'
Llamando 5\7 = J,"i," A, resulta que, para ¢ = 7r0 con ¥ € H'(Q),

O, o), = (A, T,0)ar.

7 . 1/2 . .
Notemos ademds que un funcional sobre H27/r inducido por una con-
stante L se transforma de acuerdo a

(L,p)r, = L/

2
pdly =L [ (o) worvdt = (L il 00 r)ar
r, 0

/\Nv _L|7|‘

de aqui que ||\, — L||H71/2(F7) = ’ e
27
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Una ventaja de esta tltima formulacién, (ngt), sobre el problema ori-
ginal (PYP!) respecto a la resolucién numérica por el Método de Ele-
mentos Finitos podria ser que el sistema de ecuaciones definido en el
dominio fijo €2 puede resolverse més eficientemente sobre una grilla fija

debido a la geometria simple del mismo.






CAPITULO 5

Teoria de existencia de solucién del problema de
optimizacién de flujo considerando como variable

la forma del dominio

En este capitulo veremos que los métodos de compacidad son apli-
cables para resolver la reformulacién de nuestro problema presentada
en el Capitulo 4, demostrando la dependencia continua de la concen-
tracién y de los multiplicadores de Lagrange con respecto a la forma
del dominio. El principal resultado de este capitulo es el Teorema 5.3
cuyo corolario inmediato es la existencia de solucién de (PS*"), con la

notacién introducida en el capitulo anterior.

5.1. Resultados previos

También en este capitulo & denotara una clase compacta que satisface
a . Demostraremos en esta seccién dos resultados que usaremos

para probar el Teorema de la Dependencia continua. Denotaremos con

(P3%) al problema de dominio inmerso (Ppr) en H;/ 2,

encontrar (i, Ao, \,) € Hy(Q) x H;OUZ x Hy, ' tal que :
(PBY) § (AVity, VYo — (F, )0 — (Mo, od)ry — (Ay, Ty0)2r = 0,0 € H}

{110, 7o )1y + (i, Tyl )or = (o, )ros (0, ) € Hp, ™ x Hy ',
Lema 5.1. El conjunto de soluciones de (P3Y), {(&7, Aoys Ay) 27y € S} )

estd acotado en HJ(§)) x H;01/2 x Hy /.

75
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DEMOSTRACION. Sabemos que para los dominios admisibles “hay
espacio” entre las componentes del borde, es decir existe una constante
d >0 tal que dist(I'y,I'y) > d para toda v € S, por lo tanto podemos
construir independientemente de v una funcién o* € H}(2) tal que
0" =cenlyy o*=0en I, para toda vy € S.

Si @, denota a la funcién que minimiza en K a J siendo

J(v) = 1/2/AV@.V@dx—/f@d:c
Q Q

K={0eH}Q):d|r, =0, dlp, = c}

entonces, J(i,) < J(0*) y como ”@”Hé(ﬂ) ~ o), = (AVﬁ,V’&)Sl)m,

obtenemos la siguiente acotacién, para toda ¢ € Hj () y ¢ > 0,
i s < & (151 + 2| 7] 06"l + 2| ), Nl

Dado que 0" y f estan fijas, en la desigualdad anterior el miembro
izquierdo es cuadratico en |4, | g1 y el derecho es lineal en esa varia-
ble. Por consiguiente para alguna constante ¢ positiva tenemos que

HﬁVHHl(Q) < ¢ para today € S.

Ahora elegimos ¢ € H'/?(I'y), y la extendemos a o € H'(£2) de manera
que sopv C {x € Q: dist(x,Ty) < d/2} . Reemplazando v en la primera

ecuacién de (PZY) tenemos

(10) (Ao, ©)re = (Ao, T00)1, = (AVL,, VD) — (f,9)a.

Como (AV1,, V1)q es un producto interno, y los elementos de A estan

acotados, existe una constante k£ tal que

(AVity, Vi)a < K|y || o) |0l o) < kell@llmremy),
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donde & es el producto de k con una constante de inmersion apropiada

para 0.

Por otra parte f 0)q Hf” 0] g2 < %‘ f

12 HQOHHl/Q(FO)-

Reemplazando ambas estimaciones en (10) resulta,

[, )| < e+ 4

[l gr1/2(r) = 1 tenemos la acotacién deseada

f L2> [0l r1/2(r)- Tomando el supremo sobre

. 1 -
H)\OVHH_I/Q(FO) <k <c+ % Hpr) para today € S.

Por otra parte, para cualquier ¢ € H27{ , por la acotacién uniforme de
los operadores trazas 7, sobre los bordes libres en H%Q( Lema 2.13) y
por la acotacién de las extensiones &, en Hj(2) (Lema 2.15), de cuya
construccién se dedujo que sop€&, C D., de la primera ecuacién de

(P37) deducimos la siguiente estimacién

<5\’}/7 90>27|'

= | T )

< [(AVi,, VE,p)a| + ‘(f, 5%0)9( <

< kell& el

Ml < a (ke |[7] ) el

donde a es la cota uniforme para los operadores extension.

Tomando el supremo sobre |[¢]| ;12 = 1 tenemos la estimacién deseada
27

Ay

L S <k:c+HfH ), para today € S.

27r

O

En el siguiente lema se usara una propiedad elemental de las trazas. Si
funcié t4d en H'(0 tant te igual

v es una funciéon que esta en y que es constantemente igual a ¢

en el dominio interior o en el dominio exterior determinados por una

curva ~ suave cerrada contenida en €2, entonces v = c.
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Lema 5.2. Supongamos que v, — v en C([0,27],IR?), 7.,7 € S y sea
{v, : n € N} cualquier sucesidn en Hy(2) que satisface Tov, = c y
T Un = 0. Si v, converge débilmente a v en Hy(Q) entonces Tov = c y

Tv = 0.

DEMOSTRACION. Sean

c en Qo
Upi=9 v, en W,

0 en Qr=0\W, UQ)

c en Qo
V=4 v en W,

0 en Q =0\0W,UQ)

Notemos que [0y < llnl ey - Como v = v en HY(®), en-
tonces existe M > 0 : ||v,]| mo <M ( consecuencia del Principio
de acotacién uniforme de Banach-Steinhaus, ver [B-N] Teorema 15.4
pag 255) , en particular ||6n||Hg(Q) < M para todo n. Luego por
la precompacidad débil de las bolas de Hj () existe una subsucesion
{0n, : k € N} débilmente convergente en Hj(§2) que, por el Teorema
de Rellich, podemos suponer convergente en L?*(£2) a una funcién w de
H(Q) ( ver Seccién 2.2 del Capitulo 2 ). Como cada 0, es constan-
temente c en )y, también lo es w en el mismo abierto cuya frontera es
['y. Por consiguiente 1ow = c. Por otra parte w = 0 en €2;. En efecto,
dado = € € existe § > 0 tal que B(z,20) C €. Por la convergencia
uniforme de 7, a 7, para n suficientemente grande B(x,d) no corta a
I',,, entonces B(z,0) C QF (n > N) y Un,|B(z,s) = 0 para esos valores

de n, de donde w es la funcién nula en B(x,d). De aqui que mrw = 0.
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Notemos que en la prueba anterior estamos demostrando, en particular
que w = v en ;. Ya habiamos argumentado que w = ¢ = v en ().
Para probar que w es 0, argumentamos de un modo similar en W, y

obtenemos el resultado. O

5.2. El Teorema de la Dependencia Continua

Teorema 5.3. Supongamos que 7, — v en C1([0,27],IR?), v,,7 € S.
Sea (T, Aon, An) € HE(Q) x HF_Ol/2 X H;rl/Q la solucién de (P3Y) corres-
pondiente a v, y sea (i1, \o, \) € HE(Q) x HF_Ol/2 X H;Trl/Q la solucion
de (PE) correspondiente a vy. Entonces lim i, = 4 en H}(Q) en el

n—oo

sentido de la norma, lim A, = X débilmente en HQ_WI/Q, lim Ao, = Ao
~1/2

fuertemente en Hp Ademds si v, — v en C3([0,27],IR?), entonces

: Y ~1/2
la convergencia de N\, a A en HQW/ es fuerte.

DEMOSTRACION. Como {7,} estd contenida en S, por el Lema 5.1
tenemos que la sucesién {(ﬁn,/\gn, S\n) :n €N } estda acotada en el
espacio de Hilbert H () x HF_OI/ ? H;rl/ ?. Entonces existe alguna sub-

sucesion de {(ﬁn,)\on,j\n)} que es debilmente convergente. Probare-

mos que cualquiera sea la subsucesion {(ank, A0, » :\nk)} débilmente
convergente, su limite débil (i, A, A) es la tinica solucién de (P2F) co-
rrespondiente a . Esto serd suficiente para la convergencia débil de la
sucesién completa {(ﬁn, Ao, S\n)} al mismo limite (a, A, 5\)

Denotemos con {(ﬂn, Xo,» ) :n €N } a cualquier subsucesién débil-

mente convergente de la sucesién dada. Denotemos con (%, Ag, \) a su

limite débil, en estos términos

(s Aoy An) = (@, 20, N) € HY(Q) x Hp? x Hy 2.
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En el Lema 5.2 demostramos que el limite débil @ de 4, en Hj(f2)
cumple las condiciones de borde del problema original, por lo cual @

satisface la segunda ecuacién de (P3T),

~ ~ ~ ~ —1/2 —1/2
<M077_0u>1—‘0 + <M’Y)Tyu>27r = <M0,C>1’*0, (/’LOJI’L'Y) € HFO/ X H27r/ :

Por otra parte (U, Aon, A\n) es la solucién de la primera ecuacién de

(P3T) para cada 1, de esta forma para toda o € H(£2)

(11)  (AViy, VO)o = (f,8)a = (Ao, T00)r, — (An, 5, 8)2x = 0.
Ahora haciendo n — oo para v fijo, resulta

lim (A, T, 0)2r = (AV@, V)g — (f,9)a — (Ao, To0)1y.-

n—oo

Por otro lado usando el Teorema 2.12 ( Seccién 2.5, Capitulo 2) sobre
1
la convergencia fuerte de los operadores traza 7, cuando 7, 5 v,

obtenemos

lim <5\n7Tyn@>27r = lim {<5\n7,]:ynﬁ_,]jyﬁ>27r+<>\n>,]jyﬁ>27r} = <5\a7jy@>27ra

n—oo n—oo

An

<

puesto que ‘(5\”,7’%@ —7,0)

H;nl/Z HTn@ - T‘f@HH%? Yy que

An

e estd uniformemente acotada, por ser la sucesién {)\n}
27

débilmente convergente. De las dos ultimas identidades resulta que

(i, Mg, A) también satisface la primera ecuacién de (P3%).
Veamos ahora que las normas de 4, convergen a la norma de .

Reemplazando © por @, en (11) y teniendo en cuenta que 4, satisface
las condiciones de borde resulta, haciendo n — oo, que

(AVii,, Viig)o = (f, n)a+ (Mo, )1y — (f, @) a+No, €)1, = (AV, Vii).

Por lo tanto  [|d, ] 4 — all 4, para @y, 4 € Hy(Q).
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Notemos que esta convergencia de las normas y la convergencia débil

implican la convergencia “en” norma. En efecto,
[, — ||, = /(A(Vﬁn — V4a)).(Vii, — Vi)
Q
= /(AVﬂn.Vﬂn — 2AVu,.Vu+ AVu.Va)
Q

= llnll}, ~ 24V, Vi + ]}
A 112 ~ 112 ~ 112
— Jald = 2l + al =0

y la convergencia w, — @ es fuerte en H}(Q) en el sentido de
n—oo

la norma inducida por A y por lo tanto en el sentido de la norma

tradicional de H!.

A partir de esta convergencia vamos a probar la convergencia fuerte de

los multiplicadores de Lagrange.

Consideremos una p € HY/2(I'y) yuna o € H}(Q) talque gt = ¢y
0 =0 fuera de un entorno suficientemente pequeno de I'y y ||| i) <

c H90HH1/2(F0) para alguna constante c.

Con esta © en (11) para w, y « obtenemos, restando miembro a

miembro, la siguiente desigualdad
(R0, = Ao @dro| = [(AV (U — 0), VO)o| < K|t — @] g [|0]| 1
< klld, — a”Hl(Q) ¢ H<PHH1/2(F0)

donde k es una cota para la norma Frobenius de A. Tomando supremo

para |||,z =1 resulta que |[Xo, — Aol ;172 < €|y, — @51y por
Lo )
lo tanto tenemos la convergencia fuerte Ao, — Ag en H;OI/ 2,

n—oo

Veamos ahora que si 7, — 7 en C2([0,2x],IR?), entonces \, — \

fuertemente en H;/ ?. Notemos que para toda ¢ € H%f las extensiones
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&0y E,p se anulan en un entorno de I'y ( Seccién 2.6, Capitulo 2).
Por lo tanto usando el Lema 2.15 y la ecuacion (11) para £, ¢ v E,¢

en H} (), tenemos que

<>\n - Aa SO>27T :<A~7’U TY7L5’Y7L<IO>27T - <x7 TYEA/(’O>27F

=(AVin, VE, 0)a = (f,E€,0)a = (AVEL, VEQ)a + (f, E¢)a
Sumando y restando (AVa, VE,, ¢)q podemos escribir,

</\~n - :\7 P)on = (AV (U, — 1), Vg%@)ﬂ + (AVa, V((S'% - 5”/)90)9

- (fa g”/nSO)Q + (f? 5790)9

Por la continuidad de la operacién de extensién como aplicacion de &
en L*(Q) dada por v +— &, (Teorema 2.17 Capitulo 2), la suma de
los dos ultimos términos del segundo miembro de la igualdad anterior

tiende a cero cuando v, — v en C3(]0, 27], IR?).

Ahora vamos a estimar los dos primeros términos del segundo miembro
de dicha igualdad. Denotando, como antes, con k a una cota para la
norma Frobenius de la matriz A y con ¢ a la cota uniforme para £, (ver

Lema 2.15), tenemos la siguiente estimacién para el primer término
(AV (in=10), VEy,p)a < k[t =l €3, 2l < K llin — @l g lpll a2

Al segundo término lo expresaremos como una suma de tres términos
que estimaremos separadamente. Recordando que sop &, ¢ C Di;n,
que el difeomorfismo T, : @ = (0,27) x (=1,1) — DI, asigna a cada
par (t,n) — (z,y) = v(t) + rqu(t), para r < h ( Lema 1.2, Capitulo
1)y que el operador extension & : Hy/'* — H}..(Q) que satisface

(Ep)(.,0) = ¢, es tal que &, es la extension por cero de Ep o T;l en
los puntos de €2 que no estan en D;( Lema 2.14 y 2.15, Capitulo 2),
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podemos escribir

(AVE, V(E,, —E)p)a = / (AVA)'V(E,, — €)pdrdy =

Q
/D:n

/ (AVQ)'V(Epo T, ") dudy — / (AVQ)'V(Ep o T, ") du dy.
T, (Q) ,(Q)

(AVa)'VE,, pdrdy — / (AVa)'VE, o dr dy =

Dy

Usando la regla de la cadena y el Teorema de la aplicacién inversa,

DT;' = (DT,)"", denotando (DT,) " = (DT;"')" resulta que
/ (AVa)"'V(Epo T ") dudy =
(Q)
/ (AVa)"(DTy) " o T, N (VEp) o T da dy =
Ty(Q)
/Q (AVQ)T o T, (t,n)(DT,) T (VEp) |det DT,| dt dn.
Como lo mismo vale cuando 7 se reemplaza por 7,, resulta que
(AVa, V(E,, — &)p) =
_ /Q (AVA) o T, (t,n)(DT,,.) T (VEP) |det DT, | dt dn —
_ /Q (AVa)T o T, (t,0)(DT,) T (VE) |det DT, | dt dn.

Sumando y restando / (AVa)T o T, (DT,,) T(VEp) |det DT, | dt dn
Q

y /Q(AViL)T o T, (DT,) "(VEyp)|det DT,| dtdn tendremos que,

(AV@, V(E,, —&)p)a =Y 1T,

donde cada término de esta suma queda definido por
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Iy = / (AV@)To T, (t,n)(DT,,) T (VEQ)(|det DT, |- |det DT, ) dt dn
Q

Iy = / (AVa)"oT,, (DT,,) " (DT,—DT,,)" (DT,) " (VEyp) |det DT, | dt dn
Q

Iy = / (AV@)T o T, — (AVa)" o T,)(DT,) " (VEy) |det DT, | dt dn
Q

Notamos que para obtener la expresion correspondiente a I3 se usé
(DT,,)"=(DT,)~" = (DT,,)"" [(DT,)"(DT,)™" — (DT,,)"(DT,) "]
= (DT.,)”" [(DT)" - (DT,,)" | (DT,)~".

Ahora estimaremos cada uno de los términos I*, ¢ = 1,2, 3 y concluire-

mos que cada uno tiende a cero cuando v, — v en C2([0, 27|, IR?).

7] < /Q (AVa)T o T, (DT,,.) | [VE] |[det DT, | — |det DT, | dt dy <

Idet DT, — det DT | oy 11D o]l o /Q AVAT o T, | [VE|

Usando ademés el hecho de que la norma en L*°(Q) de la norma
Frobenius de la matriz jacobiana (DT, )~T puede acotarse indepen-
dientemente de n, como se mostro en la demostracién del Lema 1.2 del

Capitulo 1, resulta la siguiente estimacion

17| < C||det DT, — det DT, || oo ) [[(AVD)" 0 T, [| 12 ) VEPl ()

1/2 N

X 2 ||| g -
Y cOmo / (AVa)T o T, dtdn) < < kil
( Q| ! | ||d€t‘DT’7n||LOO(Q) "

1{| < C |[det DT, — det DT, | g, Il 2
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Con argumentos similares se puede llegar a la siguiente estimacién

1| < C 1D, — DT’YHFHL‘X’(Q) HCPHH;/TQ '

Para estimar |I}| elegimos ¢ > 0 arbitrario y w € C3°(Q2) tal que
| — || ;n < €, y teniendo en cuenta que @ o T, € H'(Q), podemos
deducir que

[AVE" o T, — AVE" o T, | 1, ) <
|AV (@ —@)" o T,, — AV (i@ — ©)" o To || ,+||AVE" o T,, — AVG" o T, |,

< ce+ HAV@DT oT, — AV®" oTvHLQ(Q) . Por lo tanto

1Bl<C (6 +[|AVaT o T, — AVaT o T“/”L?(Q)) ||<p||H2142 '

En la demostracion del Lema 1.2 del Capitulo 1 hemos hallado la ex-
presion para el det DT (t,n), por lo tanto en cada (t,17) € @ vale la
igualdad

det DT, — det DT,| = | =1 |y, — 7*1(i, - ﬁ) +r 3]+ r*nv- |3—|) :
2

Bajo la hipotesis presente, 7, g v se tiene que vy, = 7 y que v, = U

y por las propiedades de la familia S y la compacidad del dominio

@), la convergencia a cero de |det DT, — det DT, | es uniforme en Q.

Entonces I7' — 0.

n—oo
Para acotar uniformemente la norma Frobenius de DT, — DT, basta
estimar uniformemente cualquiera de las dos derivadas parciales, con
respecto a t o con respecto a 1, de cualquiera de las dos componentes de

T

v — Ty. Pero estos célculos estan contenidos ( para T7,) en la férmula

para el det DT, ( ver demostraciéon Lema 1.2 Cap. 1). Explicitamente

%(T'Yn - T’Y>1 = ;Y'nl + T?]Dnl - ’.}/1 — T??l)l;
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%(Tv - T7)2 = Ypo + TNVpa — Yo — TNs;
a%(T% - Tv)l = 1(Vp1 — 11);

(T, — Ty)2 = r(Vn2 — 12).

Sl

Notamos que las dos tltimas convergen a cero en L* con s6lo supon-
er que v, — v en C([0,27],IR?). Lo mismo ocurre con los términos
Yn1 — Y1 Y Yn2 — Y2 contenidos en la primera y la segunda de las ecua-
ciones anteriores, respectivamente. En cambio, es nuevamente en los
términos (2,1 — 1) v ™(Pp2 — 12) en los que usamos la convergencia
en C%([0,27],1R?) de 7, a 7, que es nuestra hipétesis en el teorema. Por

lo tanto 137 — 0.

n—oo

Para estimar |/§| notamos que usando el teorema del valor medio ten-

emos que ||[AV@T o T, — AVa” o T'YHL?(Q) —
2 ~T ~T 2
- /Q 2, [(AVAT ) (T, (1)) — (AVT) (T, (¢, m)|* dt di

, 2
< | stafasam© i, e~ 7,0 drn

tiende a cero cuando v, — v en C'([0,27],IR*). Como € fue elegido

arbitrariamente, resulta que I3 — 0.

n—o0o

— 0.

—1/2
Héw n—oo

xn_x]

2
Por lo tanto cuando , g v tenemos ‘

l

Corolario: Existencia de solucién para (P[O)ft) Sea S una familia

que satisface a . Entonces el funcional J : S — R dado por
() = A - i

en el compacto S.

1o €5 continuo y por lo tanto tiene un minimo
Hyr
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. S
DEMOSTRACION. Sea 7, — . Notemos que

T0m) = IO < M = LBl = Gy = 2D,
2

™

S )\n - )\HH%‘}/Q + ’L’ H’fynl - ‘7‘) H277r1/2

<[P = A, a2l = 11
H o0

27

&_w _.0

Por el Teorema de Continuidad se tiene que ‘ .
Hy /2 n—oo

El dltimo sumando también tiende a cero por la convergencia uniforme

de |n[ a 7]






CAPITULO 6

El problema de optimizaciéon para el caso de

frontera interior con dinamica prescripta

Como se mencioné en la Introduccion, en problemas concretos, puede
ocurrir que la curva interior I'g no esté fija y tenga a su vez una dinamica
que supondremos conocida con respecto a una variable temporal .
Llamaremos a esta curva ['j. Si bien para cada ¢t podemos plantear
y, al menos desde el punto de vista tedrico, resolver el problema del
Capitulo 5 con esta I'j como la curva interior, queremos elegir una
forma exterior que sea en promedio adecuada para todas las curvas
I't de un cierto intervalo [0,7]. Si bien el problema puede plantearse
en medios anisotrépicos y no homogéneos y con fuentes, por razones
de simplicidad de notacién consideraremos en este capitulo un medio
isotropico y homogéneo sin fuentes internas. Veremos que la técnica de
dominio inmerso puede aplicarse también al caso de dominios anulares
con frontera interior que cambia con el tiempo. En la Seccién 1 se
formula precisamente el problema que nos ocupa en este capitulo. En
la Seccion 2 se adapta a esta situacion la técnica del dominio inmerso.
Finalmente, en la Seccion 3 se prueba el teorema central de dependencia

continua y se concluye la existencia de minimizante.

89
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6.1. Formulacion del problema de control 6ptimo cuando el

borde interno cambia con el tiempo

En este modelo supondremos el conocimiento de la evolucién de la curva
interior 11 I} { del val 1 tracié
, que llamaremos I , asi como del valor que la concentracion

tiene en 'l que designaremos con c¢(t) para t € [0, 7).

En este capitulo usaremos toda la notacién introducida en el Capitulo
1y en particular en su Seccién 1.2. Con § denotaremos una clase com-
pacta de bordes exteriores admisible. Puesto que estaremos buscando
que, en promedio temporal, el flujo saliente este cercano al objetivo L,

es natural considerar un funcional de la forma

1 T
)

donde !, = u,(t) resuelve el (Pyp) correspondiente a I'j como curva

t 2
3u,y

—L — dt
ov ’

H=1/2(1,)

interior con dato c(t) y a I'y como curva exterior donde, como antes,

consideramos el dato nulo.

Aunque podriamos elegir otras potencias de la norma para promediar
en el tiempo, la potencia dos produce una estructura de espacio de

Hilbert.

Asi nuestro problema en este capitulo sera el siguiente

(
encontrar una curvay* € § que satisfaga

T out. 2 T
(POPT) / . dt = min /
o |l Ov H-1/2(T. ) V€S Jo

donde ut7 resuelve (Plg) ,

s 8uf/

\

v (Pl ) es el siguiente problema a valores en el borde
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Ngut = 0 en W!
(P p) u' = 0 en T,

ut = c¢(t) en T
Como antes el objetivo o flujo deseado L es una constante dada .

Vamos a verificar que el funcional a minimizar esta bien definido en el
sentido que la funcién de la variable ¢ resulta integrable. Probaremos

que es continua en la variable t.

Aplicando al gradiente de u, que también es armonico en Wﬁ, el teorema
del valor medio que caracteriza a las funciones arménicas y luego el
teorema de la divergencia, obtenemos la siguiente estimacion interior
para el gradiente en cualquier bola B de centro y y radio h en R?, ver
|G-T pag 22] :

9
Vu(y)| < 7 Sup |ul .
OB

Notemos que sit, s € [0,T], ¢t < s entonces u' y u* son ambas armdnicas
en ny Por lo tanto para cualquier punto y € I'y, C €2 tenemos que

(’)_ut( ) — Ou’
ov Y ov

(v)| = |(Vu'(y) — Vi (y)) - v(y)| <

V(' —u)(y)] <

sup ‘ut — us‘ .
OB(y,h)

SN

Aplicando el principio del méximo para comparar u' y u® en la parte

del borde de la bola incluida en Wff resulta que:

sup [t — ] < |e(t) — uley ()] < Je(t) — efs)| + |els) — wlrg (2)].
OB(y,h)

Siempre que ¢ sea continua en [0, T, el primer término del tercer miem-
bro tiende a cero cuando t — s. Para acotar el segundo sumando, te-

niendo en cuenta que u® es continua en el compacto W3, tenemos que
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dado € > 0, para todo z € I'§ existe d,.) > 0 tal que si |z — 2| < §
para x € W3, entonces |u’(z) —u’(x)] = |c(s) —u®(z)] < e Co-
mo I} es compacto, puede cubrirse por un nimero finito N de bolas

B(zi, 5“’2")), i=1,..,N.Como ' — TI'§ cuando t — s, porde Sec-

10

cién 1.2 Capitulo 1, si |t — s| es pequetio, entonces I') también estd cu-
bierta por las B(zi,0(cz)), © = 1,...,N. De esta manera si z € I}
entonces & € B(2;,0(,z,)), Para algin i = 1,..., N, y |c(s) — u®(x)| < €

t

u

2

para x € I'f. Por lo tanto la derivada normal o 0,T] — H~Y*(T,)
v

resulta continua en ¢ para « fija y el funcional a minimizar esta bien

out
definido pues la funcién de la variable ¢ dada por '8—7 —L
v

—1/2
c 7 . HF—Y
también es continua.

6.2. Reformulacién del problema (P°"T) en espacios

mixtos.

Comenzamos esta seccion introduciendo brevemente los espacios mix-
tos L*(I, E). En general para cualquier conjunto I C R, (n > 1) y
cualquier espacio de Banach F, se define L*(I,E), como la com-
pletacién del espacio vectorial Co(1, E) de las funciones continuas de
soporte compacto en I con valores en E respecto de la norma natural
(y Nl )G di).

El espacio de Banach L?(I, E) es un espacio de Hilbert sélo cuando F es
en sf mismo un espacio de Hilbert. De esta manera L?(I, F) est4 equipa-
do con la estructura canénica de un espacio de Hilbert definida por el

producto interno

((u,v))r21,m) = /(u(t),v(t))E dt.

I
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El teorema de Riesz nos permite identificar cada elemento del espacio
dual de L*(I, E) con una funcién del espacio L*(I, E*), donde E* es el
dual de E.

Dadas f € L*(I,E) y g € L*(I, E*) la dualidad se escribe

(g, ) = / (9(8), (1)) gz .

(Por un resumen de estos resultados bésicos ver Cap. IV,Sec.39 de [T]).

Estudiaremos ahora la minimizacion de un funcional particular que
involucra tanto las variables espaciales x como la variable temporal ¢
que describe la evolucion de la curva interna. Veremos luego coémo se
relacionan las soluciones de este problema con las del problema original

(P} ) para t € [0,T] de la seccién anterior.

Para lo que sigue aplicaremos el esquema general para espacios con
normas mixtas expuesto arriba con I = [0,7]y £ = H}(Q) y Q, como

siempre, es (—1,1)% .

Con respecto a los espacios funcionales sobre las curvas, sus duales y

el teorema de trazas necesitaremos elaborar un poco mas el contexto.

Dada una familia G = {T%, t € [0,T]} que satisface a del

Capitulo 1 Seccién 1.2, definimos LQ([O,T],H;/ 2) como el espacio de

las funciones ¢ : [0,7] — U H%t/z tales que ¢(t) € H;{Q y ademads
t€[0,T] 0 0

T
2 2
||('D||L2([O,T},Hé/2) = A ||§0(t)||HI£g2 dt < oo.

Con esta notacion podemos también considerar un operador traza aso-

ciado a la familia G definido para v en el espacio L*([0,T], Hj(£2)) con
2 1/2 —

valores en L*([0,T7, Hg'") por 7gv(t) = 7r¢ (v(t)). Notemos que por los
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resultados del Capitulo 2 (Seccién 2.4 y 2.5), tendremos que 7g es un

operador acotado entre esos espacios, en efecto
T 2
||Tg’U||L2 (0.7, H1/2) :/0 ||Tpgv(t)”Hl£{2 dt
0

T
9 2
§M2/0 0@l @ 2 = Mol aqorymycan

De un modo anélogo definimos el espacio L*([0,77], Hg 12y de todas las

funciones A : [0,T] — U H, /2 tales que At) € Hrtl/ y ademés
t€[0,T I 0

N2 o 1y 5y = / IO e dt < cc.

0

La dualidad entre estos espacios estara dada por

(Ovehlo = | OOyt

donde (., .)r; indica la dualidad entre H, 1/ 2y H;g 2,

También serd preciso considerar los espacios L*([0, T, Hy(WY)) de las

funciones v : [0,T] — [LoJ Hy (W) tales que v(t) € Hy(W!) y ademas
te

T
2 2
HUHB([O,T},H(}(W%)) - /0 Hv(t)”Hé(Wﬁ) dt < oo.

Aunque todas las integrales que definen estos espacios a valores “ vec-
toriales” son funciones escalares, en la demostracién del Lema 6.4 nos
encontraremos con una integral de Bochner de funciones a valores en
espacios de Sobolev. Solamente usaremos la conmutatividad de un ope-
rador cerrado sobre un espacio de Banach con la integral de Bochner.

(ver Teorema de Hille en Cap 6 de [C-P], pag 91)

Ahora consideremos en L*([0,T], H3(2)) el siguiente funcional.
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Sea v : [0,T] — H(Q), v(t) € H}(Q) para cada t € I = [0,T],
T
definimos J(v) := / ||va(t>||i2(9) dt. El problema
0

min J (v)
(12) veK
K :={ve LX(I,H}(Q)) : mrev(t) = c(t), 7 0(t) = 0,t € I}

tiene solucién dnica por las propiedades de convexidad de K y J.

Esto nos permite obtener un analogo del Teorema 3.1 formulado en el

Capitulo 3.

Notemos primero que la tnica solucién de (12) es tal que su restric-
cién a W! para cada 0 < t < T resuelve (P ). En efecto, sea @ €
L2(I, H}(€)) el mimimo de J en K. Si tomamos v(t, ) = vy (x)vs(t) €
C>*(1,€2) con soporte en W! es decir, v; € C*(Q) y sopv; C Wﬁ

Entonces

J(i+ev) :/OT (/Q!Vzﬁ(t,x)fda:>+62 /OT (/Q\val(x)qu:) W2(1)

T
+2 e/ (/ V.u(t, x) - V() dw) v9(t)dt. Por lo tanto
0 Q

d - T
EJ(& + €)= = / (/ V.t x) - Vo (z) d;z:) vo(t)dt = 0 para
0 0

toda vg, lo cual implica que [ V,a(t,x) - Vyvi(x)der =0 para todo
Q

t y para toda v;. Luego aplicando la formula de integracion por partes

obtenemos V2u(t,z) =0 en W..

Ademas por definicién de K, 4 satisface, para cada ¢, las condiciones

de borde de (P ).
Como para cada t € [0,T] el problema (P},5) tiene tnica solucién (ver
Capitulo 3) necesariamente u(t) = e, donde @ € L*(I, Hy()) es la

solucién del problema de minimizacién (12).
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Ahora aplicaremos a (12) el Principio de Lagrange ( Seccién 2.1, Cap.

2). Definimos el operador

E,: LX([0,T), H)(Q)) — L*([0,T), Hy* x H?),
E,(v) = (1gv — ¢, 1,0).
Puede probarse que .J y Fv satisfacen las hipotesis del Teorema 2.3,

son ambas continuamente diferenciables Frechet en @ siendo
~ T ~
J'(a)v = / (Vati, Vov)odt y Fl(a)v = (tgv, 70,v).
0

Estos resultados se obtienen calculando la derivada Géteaux en @ de J
y de F, en la direccién de cualquier v € L*([0,T], H}(Q)), verificando
luego que cada una es la derivada Frechet correspondiente ( estrategia

descripta en la Seccién 2.1 del Capitulo 2).

Ademsés }7’4(@) es suryectiva . En efecto, sea @(t, z) = (v1(t, z), pa(t, z)) €
LA(I, Hé/z X Hllf). Sabemos que para cada ¢ fijo de [0, 77, existen &,z
y €02 en Hj(2) con soportes disjuntos (Lema de extensién 2.15 para
ambos bordes) tal que 7, € 01(t,.) = @i(t,.) v mE€pa(t,.) = palt,.).
Proponemos para cada t € [0,T], v(t,.) = Expi(t,.) + Epalt,.) ¥

notamos que v € L?(I, H}(Q)) pues su norma es finita,

T T T
9 B 2 2
/0 HUHH&(Q) dt —/0 ||576901HH5(Q) dt+/0 H‘c“,VSDQHJLL%(Q) dt

T T
< Cl/ HQOIHiIl/z dt + C2/ H§02||i11/2 dt < o0, 'y ny(ﬂ)y = Q.
0 T 0 Ty

Por lo tanto, existe en el dual de L*([0, 7], Hé/z X H%f), un elemento
que denotaremos A = (Ao, \,) € LQ([O,T],I-]g_l/2 X Hr_wl/Q) tal que el
Lagrangiano L(v,\) = J(v) — A(E,(v)) es estacionario en i, es decir
J'(0)v — 5\(]54(&)@) = 0, donde la dualidad en el espacio mixto produc-

to es X(Fé('&)v) = ((Xo;Tgv))g + ((Ay, Trv))1.,, resultando la primera
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ecuacién del problema (Pp;) definido en el teorema que sigue, donde

((.,.))r, indica el par dualidad entre los espacios mixtos L*(/, Hr_vl/ %)
1/2

y L*(I, Hy!”) sobre la curva T',.

Por otro lado como F, (%) = 0, entonces para todo i = (g, ity) €

L3([0,T7, Hgfl/szil/Q) resulta fi(F,(4)) =0 y 4 satisface la segunda

ecuacién del problema (PJ;).

Teorema 6.1. Sea Q = (—1,1)%, el dominio simple que contiene a

cada dominio ny para toda v € S, donde S es una faminia admi-
sible que satisface a del Capitulo 1, Seccion 1.1. Sea G =

{Tf,t € I =10,T)} que satisface a del Capitulo 1, Seccion
1.2. Sia € L*([0,T), Hy(Q)) resuelve

(
existe (Ao, \y) € L*(I, Hg_l/2 X H;ﬁl/Q) tal que

Jy (Vait, Vav)a dt = ((ho, 760)) = ({Ay, 7r0))r, = 0
(0, 7)) g + {(p3, 70, @)1, = ({10, ))g, para todo
(v € L2(1, H3() y (o, p1y) € L1, Hg ' x H ),

entonces u(t) = Ulwe resuelve (P,p) para 0 <t <T.

DEMOSTRACION. Sea v(t,x) = vy (x)vy(t) € C>(1,9) con sopv; C

W!. Entonces de la primera ecuacién de (Pf;), obtenemos
fOT(Vxﬁ, V.v1)qua(t)dt =0 para toda ve, lo cual implica que

/ V.u(t,x) - Vyvi(x)de =0 para todo t y para toda v;. De donde
Q
Viu(t,r) =0 en W

De la segunda ecuacion, para (0, ) se tiene que ((jt, 7v@))r, = 0, lo

cual implica mra = 0.
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Similarmente para (uo, 0) resulta ((uo, 7gti—c))g =0y Trea(t) = c().
Por lo tanto u(t) = @ |w:€ K es solucién del problema (P ) para

0<t<T. U

Notamos que la solucién de (P2;) es tnica . La unicidad de \ se deduce
de la suryectividad de }7} similarmente a lo demostrado en el Teorema

3.1 del Capitulo 3.

Recordando ahora que tanto HY2(T,) como HY?(T%) , para cada t €
[0, T], son espacios homeomorfos a H;T/FQ, es decir T} tiene para cada ¢
una parametrizacion v € H;T/FQ y que los operadores traza 7r; tienen
las mismas propiedades que los operadores 7p. (ver los lemas corres-
ponientes al borde libre demostrados en el Capitulo 2), el problema
(PL,) puede reescribirse reemplazando todos los espacios H~'/? por
H;/ 2 y los operadores de traza 7 por los 7 adoptando, para cada

v € S, la siguiente forma

[ cxiste (Aoys Ay) € LA(I, Hy M x Hy %)
Jo (Vait, Vav)a dt — (Ao, Tv))ax — ((Ay, Tyv))2r = O,
{(fi0, Tgiin))2r + (4, Tyity))2n = ({0, )2 , Para todo
(v € (1 HY () ¥ (o, i) € LA, Hy,”* x Hy").

Notemos ademés que, con la observacién precedente y los argumen-
At

U

tos en el Teorema 4.1 del Capitulo 4, necesariamente 8—7 = \,(1), la
v

evaluacién en t € I = [0,T] de A\, € L*(I, H;/Q). De esta manera

nuestro problema ahora consiste en hallar una solucién del sistema de

. Opt, T . . .,
ecuaciones (Pp7") que definimos a continuacién. Sea
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encontrar una curva~y* que minimice en S el funcional

T
10 = [ R0 -z
donde A, € L*(I, H;,"?) y es tal que existen
(POpt’T) . 2 1 3 2 -1/2

DI U, € L*(1,Hy(Y)), Aoy € L*(I, H,,"") de modo que
Jo (Vaity, Vav)a dt = ((Moy, Tov))or — ((Ay, Ty0))ax = 0,
({0, Tgtty))ax + ((fiys Tyl )) o = ({fi0; €))2r , Para todo
v € AL H{(9)) y (o, i) € L(1, Hyp ™ Hy, ),

t

2
d
;2

\

donde I = [0,7] , {(.,.))2r indica la dualidad entre L2(I, H, "% vy
LA(I, H;f) y ¢:[0,7] — R es la funcién continua que proporciona el

dato de borde en cada I'f.

Teorema 6.2. Si el problema (PSP"") tiene solucidn entonces la mis-

ma resuelve el problema (POPHT).

En la siguiente seccién probamos el correspondiente teorema de la de-

pendencia continua que nos proporcionara el resultado de existencia.

6.3. Teorema de la dependencia continua

De manera analoga a lo demostrado en el Capitulo 5, veremos que los
resultados sobre la dependencia continua de la solucién del problema
(P9P"T) son validos en el espacio L2([0,T], HL(2) x Hy"* x H,'?)
y como consecuencia, la existencia de solucién para el (P9P%T) por

argumentos de compacidad.

Solamente se hard énfasis en los aspectos en los que la demostracion
difiera esencialmente de la del Teorema 5.3 del Capitulo 5. Comenzamos

probando dos lema auxiliares andlogos a los Lemas 5.1 y 5.2 .
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Lema 6.3. Sea {Wﬁ 1t e€0,T], ve S} una “familia admisible con
frontera interior dependiente del tiempo” . FEntonces el conjunto de
soluciones {(ﬁv,:\oy,jw),v € S} del problema (PL7™) estd acotado
en L*([0,T], H () x Hy'? x Hy'?).

DEMOSTRACION. Imitaremos la demostracién del Lema 5.1 donde
la funcién 9* € Hj () se toma ahora en L*([0,T7], H3(2)) de modo que
0*(t) =0en Iy, 0*(t) = c(t) en I'ty y 0*(¢) tiene, para cada ¢ € [0, 7],
soporte en un entorno compacto de I') contenido en 2\ B(0,7/2) ( ver

Seccién 1.2 del Capitulo 1) .

T
Como J(v) = / ||Vzv(t)||ig(m dt, si 4, denota a la funcién que
0

minimiza en K a J, entonces J (i) < J(0*).

Por lo tanto HﬁVHLQ(I,Hé(Q)) < k||0*|| < oo, para alguna constante pos-

itiva k correspondiente a la equivalencia entre las normas ( Poincaré).

Ahora para una familia G = {T'}, ¢t € [0,T]} que satisface a
del Capitulo 1 Seccién 1.2, tomamos ¢ € LZ([O,T],Héﬂ) es decir,

. 1/2 1/2
0 :10,7) — te[LDJ,T] Hp;™ tal que o(t) € Hy,™y

T
2 2
H(IDHLQ([O T) H1/2) = / ng(t)HHl/Q dt < oo.
7 ? g 0 1—‘6

Extendemos ¢ a © € L*([0,T], H}(2)) de manera que para cada t €
[0, T7] el soporte de 9(t) esté en un entorno compacto de I'j contenido
en Q\ B(0,1/2) y 0(t) = 0 sobre I',. Reemplazando ¢ en la primera

- 7,2
ecuacién de (Pp;") tenemos

<</~\077 TQ@»%

T
/ (vxawa vm@)Q
0

<k ||@v||L2(1,Hg(Q)) ||‘P||L2(I,H21,{2) '
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donde k es una constante de inmersién apropiada para . Tomando el
A < M para toda
& L2(1LHY?) — P

™

supremo sobre ||¢|| = 1 tenemos,

veS.

Similarmente, dado que S tiene las propiedades a con respecto
a '), para cualquier ¢ € L*([0,T7], H. 2142) usando el teorema de acotacién
de los operadores extensién &,, de cuya construccién se dedujo que
sopE,p C D, se obtiene la acotacién uniforme en L?([0, T, Hz;l/ %)

respecto de v € § para el multiplicador de Lagrange 5\7.

Lema 6.4. Supongamos que v, — v en C([0,27],IR?), v.,7 € S y sea
{v, : n € N} una sucesion de funciones de L*([0,T], H}(Q)) tales que
para cada 0 <t < T, v,(t,.) es la solucion de (PLg), correspondiente a
Y, 1 € N. Es decir, Tgu,(t) = c(t) y 7, v, =0, 0 <t <T, neN. S
v, converge débilmente a v en L2([0,T], HX(Q)) entonces tgu(t) = c(t)
para todo 0 <t <T y v =0.

DEMOSTRACION. Supongamos que las funciones v,, son continuas,
entonces 7gun(t) = vulry, es decir ¢(t) = v, (t, 2), para todo z € TY.
Sean to € [0,T] y 79 € I'y dados.

Sea U(t,x) = Wy (t)Wa(x), con Uy y Uy de clase C* y soportes respec-
tivos en {|t —to| < 1} v {|z — xo| < b2} .

Notar que por la propiedad de la familia G, ver Seccion 1.2 del
Capitulo 1, dado dy > 0 existe 6; > 0 tal que si |t — ty| < &; entonces

B(xg,02) N T # (). Para cada t tal que |t — to| < 01, sea y(t) un punto
en B(xg, d2) NI} Reemplazando c(t) por v, (t, y(t)) y usando el teorema
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del valor medio tenemos que

vnt:v —c(t))Uy () Vo (x )d:cdt‘

(U (t, ) — v, (t,y (1)W1 (t)Wa(x) do dt‘

< /OT/Q (/01 [Vou(t, (1 = s)y(t) + s2) - (= y(t))] dS) Wy | [Wo du dt

< [ [ = volwl19al [ 1900, 0= s)9t0)+ s0)l dsdoat

:/1 Ulttokal/ sy T YOI P Vol ) dxdt} ds
{/lt t0|<61/ Blzo.52) [ = y(@)1” [V ()] [Wa () dwdt} "

1/2
/ [/ / |Vou(t, (1 — s)y(t) + sz)|* dx dt} ds,
0 |t—t0|<51 B(z0,02)

luego de aplicar la desigualdad de Holder en las variables x, t.

Haciendo z = (1 — s)y(t) + sz, dz = sdx en el segundo factor de la
ultima expresién, y volviendo luego a los dominios [0,7] y € tenemos

que este factor estd acotado por

1 T 1/2
ds
t.2)? dzdt| ——.
/0 [/0 /Q|an(,z)| z i

Como v, — v en L*(I, H}(2)), sabemos que existe M > 0 tal que
vl Lf([’H&(Q)) < M. Por consiguiente este factor estd acotado por
ds M
M / R AR
o sV 2
Por otra parte el primer factor de la dltima estimacion de (13) esté aco-

tado por una constante veces 3. Por consiguiente para todo ¢ > 0

existen dy v 0; que dependen de € y de M, tales que para todo n,

vntx —c(t))U1(t)Vo(z)drdt| < e
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Entonces por la Convegencia débil de v,, a v,

v(t,x) — c(t))¥1(t)Vy(z) de dt| <€

Tomando aproximaciones a la identidad, {U7* : m € N} y {U5" : m € N}
en L'([0,T]) y L*() respectivamente, para todo m € N, ¥ 0o >
0, |Vl r = ||V . = 1y existen para todo €, >0, 67" y 05" tales
que sop U C |t —to| < 67", sop ¥y C B(xzg,05"). Por lo tanto para

1
€m = —, tendremos

v(t, x) )T ()5 () de dt| <

y para m — oo, resulta v(ty, zg) = c(ty) = 0.

Para probar que /v = 0 notemos que, la convergencia débil de v, a v
en L*(I, H}(Q)) implica que para toda (¢, z) = 11 (t)1e(x) con 1y, 1y

suaves, vale que

T T
/ / Vo,V dedt — / / VoV dz dt.
0o Ja e Joo Ja

Por consiguiente

/QV (/OT v (t, ) (1) dt) Vo (x) = QV (/OTv(t,:z;)q/Jl(t) dt) V.

Esto es la convergencia débil de

Vo) = /0 vn(t, )y (t) dt — v(t, z)by(t) dt ==V (x),en Hy(S2).

n—oo 0
Por el Teorema de la traza, Capitulo 2, y por la propiedad 6.2 de

[C-P], pag 91, tenemos que 7., conmuta con la integral de Bochner.

En particular 7., V, (z) = / T, vy (t, )Y (t) dt = 0. Entonces por el
0
Lema 5.2, Capitulo 5, 7,V = 0. Es decir , [fo (t,x)Yn(t =0

para toda ;. Pero esto también es / To(t)yq(t)dt = 0 para toda
0
1, de donde 7,v(t) = 0 para todo t. O
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Teorema 6.5. Continuidad y Existencia de solucién

Sea {ny :te0,T],v€ S} una “familia admisible con frontera inte-

rior dependiente del tiempo”. Supongamos que 7y, 5, .

Sea (T, Aon, An) € L2(I, HY(Q) x Hy'? x Hy %) la solucion de (P57
correspondiente a 7y, y sea (i, Ao, \) € L2(I, HY(Q) x Hz_wl/2 X H;m)

., 1,27 . ~ ~
la solucion de (Pp;™) corespondiente a . Entonces 4, — U en

n—oo

L2(I, H () en el sentido de la norma, Xo, — Mo ¥ A — Ay
en L*(I, HyM'?).

DEMOSTRACION. Como {7,} C S, por el Lema 6.3 tenemos que la
sucesion {(ﬂm Nons :\n) :neN } estd acotada en el espacio de Hilbert
L*(I,H}(Q) x H;/Q X H;WI/Q). Entonces existe un elemento (i, A, \) €
LA(I,HN(Q) x Hy % x Hy?) tal que alguna subsucesién converge
débilmente a (4, Mo, 5\) Seguiremos denotando {(ﬁn, Aons S\n) neN }

a cualquier subsucesion débilmente convergente. Asi

(i, Aoms An) = (@ 20, X) € LA(I HY(Q) x Hy,"* x Hy, ).
Veamos que @ es la solucién de (Pp7") correspondiente a 7.

Por el Lema 6.4 ,7g0(t) = c(t) para todo 0 <t < Ty 7,4 = 0. De esta

L . 7,2
manera 4 satisface la segunda ecuacién de (Ppy").

Por otra parte (tin, Aon, S\n) es para cada n la solucién de la primera

> T2 .
ecuacién de (Pp;") correspondiente a 7, entonces

T
/ (V:vanu VI'U)Q dt - <</\On7 %U>>2ﬂ - <<)\n7 Tynv>>27r = O
0

Ahora haciendo n — oo para v fijo, tenemos

n—oo

T
lim (o, T, 0))am = / (Vait, Vo) dt — (o, Tov) o
0

pues U, ¥ Ao, convergen débilmente a 4 y \g respectivamente.
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Luego por la convergencia fuerte de los operadores trazas 7., cuan-
do 7, — v en C!([0,27],R?) , Teorema 2.12 del Capitulo 2, y por la
acotacién uniforme de A, en H;/ ? obtenemos, procediendo como en
la demostracién del Teorema 5.3 de Capitulo 5, que para toda sub-
sucesion débilmente convergente (i, Ao, S\n), su limite débil satisface
la primera ecuacién de (Pp7™) correspondiente a . Por la unicidad de
la solucién de (PJ7™) estos limites coinciden . Por lo tanto la sucesién

41 . .y 1.2 .
completa converge débilmente a la solucién de (Pp;") correspondiente
a .

Veamos ahora que las normas de 4, convergen a ||al| ., Hi(«) - Reem-

~ . 1 1,27 :
plazando v por 4, en la primera ecuacién de (Pp;") correspondiente

a v, vy teniendo en cuenta que u, satisface las condiciones de borde
T T
resulta, / (Vait, Vait)o dt = lim / (Vatin, Vi) dt = (o, D)an.
0 oo Jo

Como  (Vuiy,, Viiy,)a =~ HﬁnHH&(Q) , tenemos que

HﬁnHLz(LHg(Q)) - ||ﬁ||L2(1,H3(Q))~

La convergencia de las normas y la convergencia débil implica la con-

vergencia “en” norma de 4, a 4 en L*([0,T], H}(Q2)). En efecto

T
A~ A 112 ~ ~ 2
i = gy = [ Nn(t) = g

T
< o/ (Vo (i — @), Vit — 0))a dt
0

tiende a cero cuando n — oo ( por detalles ver la demostracién del

Teorema 5.3).

Ahora por el Lema 2.15 del Capitulo 2 sabemos que para toda v, € S,
existe un operador lineal y continuo &, : Hglf — H}(Q) tal que su
norma estd uniformemente acotada respecto de v, € Sy 7,.&,,¢ =

¢ para toda ¢ € HQI,/rQ.
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Como las parametrizaciones del borde interior 4 son un caso particular
de las v, € S, podemos afirmar que existen las extensiones £, para
cada v}, que se anulan en un entorno del borde I'y, y que la familia

{5 et €[0,T]} estd acotada. Ademds T5(Ep(t)) = p(t). Por lo tanto
para cualquier p € L?([0,T7, H24 ) tenemos que

[(Gho, = A0, @)

= (P, = Ao, To.0))ax

T
/ (V(ity — ), VE 1 0)e dt‘
0

T
g/ IV (it = @)l 20y IVE 4] o
0

< H?:Ln - 7“AL”L?(I,H&(Q)) HS’Yén ||90HL2(I,H2142)

Tomando supremo para ||| = 1 resulta que

4

L2(1Hj, 1/2) <c Hun - uHL?([,H(}(Q))

: v LALH) 5
y por lo tanto tenemos la convergencia fuerte \,, —= Ay, cuando
n — oo pues i, — 4 en L*(I, H}(2)).

Ahora suponemos que v, — 7 en C%([0,27],IR?) y observamos que
para toda ¢ € L([0,T1], H, /2 /”) las extensiones &,, y &, se anulan en un
entorno de I'f) para cada t € [0,7T]. Asi, usando nuevamente el Lema

., . . T2
2.15 sobre los operadores extensién y la primera ecuacién (Pp;™),

<</\~n - 5\7 S0>>27T = <<)‘~n7Tyng’Yn90>>27r - <<:\7 Tyg’YS0>>27T
T T
_ / (Vitn, VE, @)odt — / (Vi, VE, ) dt
0 0
T T
- / (V(in — ), V&, @)a + / (V. V(E,, — £)0)a
0 0

El primer término del ultimo miembro esté acotado por

i = @l oz gy 15 12N oy a2y



107

El segundo término del dltimo miembro puede descomponerse en suma
de tres integrales y acotarse, similarmente a lo realizado en el Teore-
ma 5.3, de tal manera que tomando supremo para ||¢|| = 1 y luego
haciendo n — oo, resulta

C2([0,27],IR?)
—_—

):n — 5\‘ 0 cuando 7, ,
‘ L2(1,H;?) - 8t Y
~ L2(I,H;M?) -
es decir )\, (L7 5,

Corolario: Existencia de solucién para (P57"")

Sea {Wﬁ :te0,T],v€ S} es una “familia admisible con frontera in-
terior dependiente del tiempo” y si S una familia compacta con la
topologia de la convergencia de las deriwvadas sequndas de la curva

parametrizada, correspondiente al borde exterior, entonces el funcional

J(v):%/:‘

es continuo en S y por lo tanto tiene un minimo en el compacto S.

~ 2
A = LB,






Conclusiones

Los métodos de dominio inmerso y continuidad en los parametros, de
Haslinger, Kozubek, Kunish y Peichl, junto con métodos clasicos de
compacidad permiten demostrar la existencia y unicidad de solucion
para los problemas de optimizacién de formas en liberacién controlada
de drogas, en casos de fuentes no nulas en medios no isotrépicos, con
soluciones en conjuntos compactos de curvas y en espacios de Sobolev

para las concentraciones.

Estos métodos pueden aplicarse también al caso de dominios anulares,
con frontera interior que cambia con el tiempo, para problemas de mini-
mizacién de un nuevo funcional que surge naturalmente al buscar, que
en promedio temporal, el flujo saliente este cercano al objetivo. De esta
manera se ha demostrado que puede elegirse una forma exterior que sea
en promedio (temporal) adecuada para todas las curvas interiores con

dindamica prescripta en cierto intervalo de tiempo.
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