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Resumen

La motivación central que origina el desarrollo de esta tesis es el estudio

de problemas de liberación controlada de drogas y en particular la

exploración de formas geométricas óptimas que conduzcan a patrones

de liberación aproximadamente constantes.

Se utilizan herramientas del análisis funcional para demostrar existen-

cia de soluciones de modelos matemáticos del fenómeno de difusión

en estado estacionario en medios no isotrópicos, con términos fuentes

no nulos y condiciones de contorno arbitrarias en dominios anulares

“variables” .

Atendiendo a su robustez teórica y a sus potenciales aplicaciones numéri-

cas se orientó la investigación hacia los métodos variacionales de Do-

minio Inmerso y Continuidad de los parámetros, como los desarrollados

por J. Haslinger, T. Kozubek, K. Kunisch, G.Peichl para el caso sin

fuentes y en medios isotrópicos.

Dado que en problemas concretos en dominios anulares con frontera ex-

terior “libre” puede ocurrir que la curva interior del dominio no esté fija

y tenga a su vez una dinámica conocida con respecto a una variable

temporal, también se aplican estos métodos para un problema de mi-

nimización de un nuevo funcional cuando el borde interno del dominio

anular cambia con el tiempo.
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Problemas que motivan este trabajo

Si bien este trabajo es en esencia teórico y se ocupa del problema

matemático de adecuar la estructura anaĺıtica para demostrar la exis-

tencia de soluciones de ciertas ecuaciones, entendemos que es impor-

tante comenzar con una breve reseña de los modelos matemáticos que

están en su origen.

Tal vez el concepto f́ısico más clásico y sencillo que motiva el tipo

de problemas que consideraremos en esta tesis sea el de capacidad

eléctrica. En general un condensador eléctrico (capacitor) es un sistema

formado por dos superficies metálicas dispuestas en forma de corona

separadas por un aislante (el dieléctrico).

om1

om0

om

PSfrag replacements

Ω

Ω1

Ω0

Desde el punto de vista matemático tenemos dos dominios Ω0 y Ω1 con

fronteras Γ0 y Γ1 respectivamente, tales que Ω̄0 ⊂ Ω1. Llamaremos Ω

al “dieléctrico”: Ω = Ω1 \ Ω̄0.

Si cargamos la placa interior del condensador de manera que tenga un

potencial eléctrico unitario con respecto a la placa exterior que está a

potencial cero (tierra), entre ambas placas, en Ω, se genera un campo

eléctrico Ē conservativo y solenoidal que es el gradiente de la única

vii
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solución del problema de Dirichlet





4u = 0 en Ω

u = 0 en Γ1

u = 1 en Γ0

La capacidad eléctrica está dada por C(Ω) =
∫
Ω
|∇u|2 d vol. En este

sentido la capacidad es una función del dominio y un problema natu-

ral es hallar las formas extremales para C(Ω) cuando, por ejemplo, el

volumen de Ω permanece constante.

En realidad nuestro interés en el tema está motivado por aplicaciones

más actuales de los problemas de optimización de formas tales como

los de liberación controlada de drogas (drug controlled release).

Un sistema de liberación controlada de drogas es una entidad que ad-

ministra una droga o agente terapéutico a una velocidad predetermi-

nada, constante si es necesario, durante un tiempo también preestable-

cido. Para este propósito existen diversos sistemas, tan extremos co-

mo bombas dosificadoras y dispositivos poliméricos. Estos últimos son

preferidos en varios campos de aplicación (medicina humana, veteri-

naria, control de plagas y agronomı́a, para mencionar los principales)

debido a su practicidad, pequeño tamaño y bajo costo.

Hay tres mecanismos fundamentales por los cuales una droga puede

ser liberada desde un poĺımero: difusión, disolución, y erosión . En

la práctica, la combinación de más de uno de ellos es conveniente, o

aún necesaria, para alcanzar patrones de liberación aproximadamente

constantes (idealmente, cinéticas de orden cero) que garanticen la ad-

ministración de drogas dentro de los niveles máximos de toxicidad y
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mı́nimos de eficacia requeridos en cada caso espećıfico. Pero este objeti-

vo no es sencillo de alcanzar porque el desempeño depende de múltiples

variables y condiciones; por ejemplo de la carga de droga en la matriz

(concentración y distribución), de las propiedades fisicoqúımicas de sis-

tema (composición, solubilidad, parámetros de transporte y partición),

del diseño estructural del sistema polimérico (tamaño, forma, y ar-

quitectura), y de las condiciones operantes en el medio de liberación

(resistencia a la transferencia externa de la droga y concentración de

droga). La intrincada naturaleza de esta clase de dispositivos motivó un

sostenido interés por su modelado matemático con el fin de facilitar su

concepción, desarrollo, y optimización [1].

A partir del pionero modelo de Higuchi desarrollado a comienzos de

la década de los ´60 [2], numerosas generalizaciones y aplicaciones es-

peciales han generado un gran espectro de aproximaciones al mode-

lado matemático de estos sistemas. Estas incluyen soluciones exactas

y aproximadas para geometŕıas planas [3-6]; geometŕıas no planas [7-

14]; distribución inicial no uniforme de droga [15-18]; resistencia a la

transferencia de droga a un medio externo finito [17, 19-24]; arqui-

tecturas multi-laminadas o compuestas [17, 25, 26] y droga dispersa

disolviéndose a velocidades finitas [27-34]. Los modelos vaŕıan en com-

plejidad, detalles y metodoloǵıa de solución. Sin embargo, al presente,

no hay un modelo matemático general que describa todos los posibles

procesos fisicoqúımicos que pueden tener lugar.

La forma geométrica del dispositivo puede afectar la velocidad de li-

beración de droga, por este motivo ha atráıdo siempre la atención de

muchos investigadores y tecnólogos. En consecuencia varios intentos
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han sido realizados para regular el comportamiento del sistema con-

trolando su forma geométrica. Geometŕıas plana, ciĺındrica, esférica,

ciĺındrica hueca, semiesférica hueca, biconvexa, y otras más comple-

jas han sido estudiadas [35-46]. Sin embargo, todos los estudios están

basados en proponer a priori una determinada forma y analizar el com-

portamiento del sistema.

Desde el punto de vista estrictamente matemático hay varias estrate-

gias tendientes a resolver el problema básico de existencia de formas

óptimas. Una de ellas es el Método de Dominio Inmerso para

Problemas de Poisson en Regiones Anulares junto con métodos

de continuidad y de compacidad usado y propuesto por J.Haslinger,

T.Kozubek, K.Kunisch y G.Peichl,“An embedding domain approach

for a class of 2-d shape optimization problems”[HKKP], para la opti-

mización del flujo en función de la forma externa en medios isotrópicos

y sin fuentes.

Antes de presentar el desarrollo de la plataforma matemática sobre

la que está fundamentado este método para medios no isotrópicos ni

homogéneos, con fuentes y borde interno dependiente del tiempo, se

realizará una breve descripción de la necesidad que ha motivado su de-

sarrollo.

Sea un sistema conformado por una matriz polimérica en un dominio

(región sombreada) limitado por un borde interno (∂T0) y uno externo

(∂Tγ) que contiene una droga solubilizada. El borde ∂T0 es impermeable

de modo tal que la droga no lo puede atravesar. Pero, el borde ∂Tγ śı es

permeable, por lo tanto la liberación de la droga al medio ambiente

tiene lugar a través del mismo.
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El transporte de la droga desde el interior de la matriz hacia ∂Tγ

está gobernado por los gradientes de concentración dentro de la matriz,

siendo el flujo molar de droga (J) factible de ser descrito por la ley de

Fick J = −D∇u, donde D representa el coeficiente de difusión de la

droga en la matriz polimérica y u la concentración de droga disuelta.

Esta situación es usualmente descripta por el siguiente problema de

valores de contorno en T = Tγ \ T0,





∂u/∂t = 4u en T

u = 0 en ∂Tγ

u = c en ∂T0

donde la concentración de droga es mantenida constante (no nula) en

el borde de T0, e igual a cero en el borde de Tγ porque se supone que

se diluye inmediatamente en el medio ambiente.

El objetivo ideal es que la cantidad de droga liberada por unidad de

tiempo a través de ∂Tγ sea sostenido y prácticamente constante, es

decir que

(∗) J = −D∇u · n̄ = L
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sobre ∂Tγ, donde L es una constante que representa el valor deseado o

predeterminado de la cantidad de droga a ser liberada por unidad de

superficie y tiempo.

Para cumplir con esta premisa, siendo D una constante, ∇u · n̄ debeŕıa

ser también constante sobre ∂Tγ. El transporte difusivo per se no per-

mite alcanzar esta condición. La incorporación de droga en cantidades

suficientes para saturar (sobresaturar) la matriz generando part́ıculas

o cristales de droga que disuelvan a medida que la droga es liberada es

el recurso más usual para evitar parcialmente este problema. De modo

tal que el sistema es ahora descrito matemáticamente por el siguiente

problema de valores de contorno




∂u/∂t−4u = f en T

u = 0 en ∂Tγ

u = c en ∂T0

donde f es un término fuente que da cuenta de la disolución de droga.

La solución de este problema para determinadas formas funcionales de

f permite una mejor aproximación de la ecuación (∗). Sin embargo, la

calidad de la aproximación es dependiente de la forma geométrica de

∂Tγ. En la presente contribución, como primer paso en esta dirección,

se tratará el siguiente problema clásico inspirado en el modelo pionero

de Higuchi, donde la matriz presenta una región interna sobresaturada

con droga , T (t) \ T0, ( región gris oscura) que disuelve con velocidad

prácticamente infinita sobre un frente de disolución ∂T (t) y difunde en

estado cuasiestacionario en la región Tγ \ T (t) ( región gris claro). El

frente de disolución ∂T (t) avanza hacia adentro a medida que trans-

curre la liberación de droga.
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Por lo tanto, el sistema f́ısico puede ser descrito por el siguiente sistema

de ecuaciones 



−4u = f en T

u = 0 en ∂Tγ

u = c en ∂T (t)

donde f representa un término fuente de droga de forma funcional ar-

bitraria (reacción qúımica, degradación, etc.), y la posición del frente

T (t) es conocida a partir de ecuaciones de balance de masa adicionales.

El problema a resolver consiste en encontrar la forma de ∂Tγ que permi-

ta minimizar la desviación de la cantidad de droga liberada por unidad

de tiempo respecto de un valor deseado predeterminado L. Matemática-

mente, esto equivale a resolver un problema de optimización del tipo

mı́n ‖∇u · n̄− L‖2 sobre ∂Tγ.

En otras situaciones que pueden tener interés en medios no isotrópicos,

el operador de Laplace se sustituye por otro en forma de divergencia

Lu = ∇ · (A∇u), donde los elementos de la matriz A describen la

naturaleza anisotrópica y no homogénea del medio.
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Sin dudas la resolución del problema es relevante para el diseño de

nuevos dispositivos matriciales para la liberación de drogas porque per-

mitirá la búsqueda de formas sin recurrir al azar o guiada meramente

por la intuición. Entre otras aplicaciones, se visualiza el diseño de disi-

padores de calor de dispositivos electrónicos.

Los problemas que se abordan en esta tesis son problemas de control

óptimo donde la variable de control pertenece a una clase de dominios

admisibles y la dinámica del sistema está especificada por una

ecuación de tipo Poisson en un medio generalmente no isotrópico ni

homogéneo.

En el Caṕıtulo 1 se define la clase de dominios admisibles para el pro-

blema de “Encontrar un miembro óptimo que minimice la distancia,

en su norma natural, entre el flujo de la concentración u y un flujo

objetivo constante, siendo u la solución de un problema de Poisson en

dicho dominio correspondiente a un medio no isotrópico”.

En el Caṕıtulo 2 se revisan los conceptos necesarios en los espacios

funcionales involucrados.

Se demuestra, en el Caṕıtulo 3, la existencia y unicidad de la solución de

un problema auxiliar equivalente al Problema de Poisson, que se obtiene

aplicando técnicas de dominio inmerso basadas en los Multiplicadores

de Lagrange del borde.

Esta técnica de dominio ficticio, debida a J.Haslinger, T.Kozubek,

K.Kunisch y G.Peichl,“An embedding domain approach for a class of

2-d shape optimization problems”[HKKP], evita la delicada cuestión de

la dependencia continua del flujo normal sobre el borde del dominio.
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Más precisamente se prueba en el Caṕıtulo 4 que el multiplicador de

Lagrange correspondiente a la componente de borde donde se prescribe

concentración nula coincide con el flujo normal a través de dicha com-

ponente .

En el Caṕıtulo 5 queda de manifiesto que estas técnicas constituyen

un marco de trabajo para analizar problemas de optimización, pues

proveen las herramientas para describir la dependencia continua de la

concentración u y de los multiplicadores de Lagrange con respecto a

la forma como variable. Este resultado es la principal contribución de

este trabajo ya que implica la existencia de solución al problema de

optimización de formas formulado en el Caṕıtulo 4.

Finalmente en el Caṕıtulo 6, se analiza bajo estas técnicas el caso de

dominios cuya componente de borde interna cambia con el tiempo.

Los resultados originales contenidos en este trabajo son:

1. Extensión de los resultados de [HKKP] para el Laplaciano a

operadores en forma de divergencia que modelan medios no

isotrópicos.

2. Extensión de los resultados de [HKKP] cuando hay un término

fuente.

3. Aplicación del Método de Dominio Inmerso y Continuidad con

respecto a los parámetros junto con métodos de Compacidad

para un problema de minimización de un nuevo funcional cuan-

do el borde interno cambia con el tiempo.





CAPITULO 1

Los dominios admisibles

En este caṕıtulo se define la familia de dominios a la que pertenece la

variable de control para el problema de optimización de formas que se

desarrollará en los Caṕıtulos 3 a 6.

Consideraremos dominios conexos, cuyos complementos tengan dos com-

ponentes conexas (regiones anulares) en IR2 y distinguiremos dos casos

respecto de la curva interior de la frontera de estos dominios.

1.1. El caso de frontera interior fija

En esta sección vamos a definir el conjunto de los dominios planos ad-

misibles para el problema de control óptimo, que se abordará en los

Caṕıtulos 3, 4 y 5 cuando la curva interior de la frontera del mismo

está fija y en el Caṕıtulo 6 cuando ésta tiene una dinámica conocida.

Designaremos con Γ0 a esta curva fija del plano, cerrada, suave y simple

contenida en el cuadrado Ω = (−1, 1)2. El ejemplo t́ıpico será una

circunferencia.

La suavidad de Γ0 que nos permitirá aplicar la teoŕıa clásica de es-

pacios de Sobolev es de tipo C1. Esto significa que para cada punto

x0 ∈ Γ0 existe un ε positivo y una función f : R → R de clase

C1 tal que, en un adecuado sistema de coordenadas, se cumple que

Ω0 ∩ B(x0, ε) = {x = (x1, x2) ∈ B(x0, ε)/x2 > f(x1)} , donde Ω0 es la

componente conexa acotada del complemento de Γ0.

1
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Figura 1.1. Dominio admisible, borde interior fijo.

Definiremos unas familias de curvas, cerradas y suaves, que “encie-

rran a Γ0” y que designaremos con Γγ, donde γ es una adecuada

parametrización de Γγ. Denotaremos Wγ a la región comprendida entre

ambas curvas, cuya clausura deberá estar contenida en el cuadrado Ω,

como se muestra en la Figura 1.1. A veces nos referiremos a Γγ como

el borde libre de Wγ.

Sean h > 0, 0 < α1 ≤ α2 < ∞, α3 > 0, ρ > 0 y Γ0 una curva cerrada

simple suave contenida en Ω. Denotamos con S(h, αi, ρ, Γ0) o S(h, αi, ρ)

o simplemente S, cuando todos los parámetros estén claros, al conjun-

to de todas las curvas γ : [0, 2π] → Ω que satisfacen las siguientes

propiedades:

S1 γ ∈ C2([0, 2π], Ω) ;

S2 γ(0) = γ(2π) y γ(t) 6= γ(s), para todo t 6= s;

S3 Γγ = γ[0, 2π] ⊂ Ω\Ω0 donde Ω0 es el interior de la componente

acotada del complemento de Γ0;

S4 para todo t ∈ [0, 2π] existen dos discos abiertos de radio h, Bi

y Be, tales que γ(t) ∈ Bi

⋂
Be con Bi ⊂ Wγ y Be ⊂ Ω \Wγ;

S5 |γ̇(t)| ≥ α1,∀t ∈ [0, 2π] y ‖γ̇‖∞ ≤ α2;
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S6 ‖γ̈‖∞ ≤ α3;

S7 γ̈ es Lipschitz continua con constante ρ, esto es

|γ̈(t)− γ̈(s)| ≤ ρ |t− s| con t, s ∈ [0, 2π].

Una familia de curvas con estas propiedades será llamada admisible.

Si γ ∈ S(h, αi, ρ, Γ0) diremos que Wγ es un dominio h, α1, α2, α3, ρ, Γ0

admisible o simplemente un dominio admisible, cuando los paráme-

tros estén claros.

La regularidad C2 que se pide en S1 a los bordes libres quedará jus-

tificada más adelante, en la construcción del difeomorfismo necesario

para demostrar que la familia de operadores trazas {Tγ, γ ∈ S} está uni-

formemente acotada. (Ver Cap 2, Sec. 2.5)

Las condiciones de S2 nos dicen que estas parametrizaciones γ co-

rresponden a curvas cerradas y simples.

Dado que las curvas son conjuntos compactos, pues son las imágenes

continuas en IR2 del compacto [0, 2π], S3 implica que “hay espacio”

entre las curvas componentes del borde del dominio, aśı como entre el

borde libre y el borde del cuadrado Ω, que denotaremos ∂Ω, es decir

existe d > 0 tal que dist(Γ0, Γγ) ≥ d y dist(Γγ, ∂Ω) ≥ d.

La propiedad S4 implica que si designamos con xi al centro del disco

interior Bi entonces γ(t) − xi = hν(t) donde ν(t) es el vector unitario

normal al borde libre Γγ y exterior al dominio Wγ en el punto γ(t).

De esta manera para η ∈ (0, 1), γ(t) − ηhν(t) ∈ Wγ y de manera

análoga γ(t) + ηhν(t) ∈ Ω \ Wγ. Por lo tanto S4 implica que el

h−entorno de Γγ, Eγ = {x ∈ Ω : dist(x, Γγ) < h} puede escribirse en

la forma Eγ = {γ(t)± ηhν(t), η ∈ [0, 1), t ∈ [0, 2π]} . ( Ver Fig. 1.2)
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Figura 1.2. Entorno Tubular del borde libre.

Como consecuencia de S5 notemos que toda parametrización en S es

regular, pues γ̇(t) 6= 0, para todo t ∈ [0, 2π], estando aśı definido el

vector tangente en todas partes.

En S6 pedimos que la curvatura |γ̈(t)| de Γγ esté acotada lo cual geo-

métricamente significa que la curva no podrá alejarse “tan rápido” de

la tangente.

La propiedad S7 será suficiente para obtener la compacidad de la clase

S ( ver Proposición 1.1).

Si bien las propiedades cuantitativas en la definición de las clases ad-

misibles no son independientes, notar por ejemplo que S6 implica la

estimación superior de ‖γ̇‖∞ contenida en S5 , las mantendremos a

todas para mostrar la dependencia expĺıcita de los parámetros en las

estimaciones funcionales que obtendremos a lo largo de todo el trabajo.

Una topoloǵıa natural sobre una familia S como la que estamos con-

siderando, y que atiende a la máxima regularidad requerida a las curvas
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que la constituyen es la de C2([0, 2π],R2), que está definida por la nor-

ma máx
k=0,1,2

sup
t∈[0,2π]

∣∣ϕ(k)(t)
∣∣ = máx

k=0,1,2

∥∥ϕ(k)
∥∥
∞ .

Dado que el principal resultado de esta tesis es el Teorema sobre la

dependencia continua de la concentración u y de los multiplicadores

de Lagrange con respecto a la forma del dominio dada por γ de S
(Teorema 5.3), y que esto implica que la funcional J que se desea

minimizar alcanza su mı́nimo en S , la siguiente proposición que se

basa en la propiedad S7 será útil para probar la existencia de solución.

Proposición 1.1. Con la topoloǵıa de la convergencia uniforme de las

derivadas segundas, se tiene que S es compacto.

Según el espacio en que se encuentren los conjuntos, existen criterios

especiales de compacidad que resultan más cómodos para la aplicación

práctica. Aśı como en un espacio euclideo n-dimensional, la compacidad

de un conjunto cerrado es equivalente a su acotación, para uno de los

espacios métricos más importantes en el Análisis, el espacio C([a, b]) de

las funciones continuas definidas en el intervalo cerrado [a, b], un criterio

importante y frecuentemente empleado de compacidad relativa de

un conjunto, es decir, compacidad de su clausura, lo ofrece el siguien-

te teorema que es el resultado clásico principal en la prueba de la

proposición anterior.

Teorema de Ascoli-Arzela: Para que una familia A de funciones

continuas definidas en [a, b], sea relativamente compacta en C([a, b]) es

necesario y suficiente que A sea:

(i) equiacotada, es decir que debe existir una constante k tal que

para todo x ∈ [a, b] y para toda f ∈ A se cumple que |f(x)| < k; y
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(ii) equicontinua, es decir que para cada ε > 0 debe existir un

δ > 0 tal que |f(x1)− f(x2)| < ε para toda f ∈ A y para todo

x1, x2 ∈ [a, b] tales que |x1 − x2| < δ.

Demostración. (Proposición 1.1)

Para probar que S es compacto tenemos que ver que si {γn}n es una

sucesión cualquiera en S entonces existe una subsucesión
{
γnj

}
j

de

{γn} tal que γnj
converge a una γ perteneciente a S. La sucesión de

vectores planos {γn(0)} está contenida en Ω, por consiguiente tiene

algún punto de acumulación x0 en Ω̄. Por S4 este punto pertenece a

Ω. Por S1 cada γ̈n ∈ C([0, 2π]), más aún como γn satisface S7 se tiene

que {γ̈n : n ∈ N} es una familia equicontinua de funciones sobre [0, 2π]

ya que |γ̈n(t)− γ̈n(s)| ≤ ρ |t− s| . Como además cada γn satisface S6 ,

resulta que |γ̈n(s)| ≤ α3, para todo s ∈ [0, 2π] y para todo n ∈ N. Es

decir {γ̈n} resulta equiacotada.

Aśı el Teorema de Ascoli-Arzelá asegura que esta familia es precom-

pacta , es decir existe una subsucesión {γ̈nk
}k de {γ̈n}n y una función

continua ϕ tal que γ̈nk
converge uniformemente a ϕ en [0, 2π], en otros

términos γ̈nk
⇒ ϕ.

Redesignando los elementos de esta subsucesión con γ̈n, notemos que

para cada t ∈ [0, 2π], podemos escribir γ̇n(t) = γ̇n(0) +
∫
0

t
γ̈n(s) ds

Además por S6 resulta que |γ̇n(t)− γ̇n(s)| ≤
∣∣∣
∫ t

s
|γ̈n|

∣∣∣ ≤ α3 |t− s| .

Por lo tanto {γ̇n}n es equicontinua y uniformemente acotada por S5 .

Nuevamente el Teorema de Ascoli-Arzelá nos permite inferir que este

conjunto es precompacto, por lo cual existe una subsucesión γ̇nj
uni-

formemente convergente, esto es, γ̇nj
⇒ φ ∈ C([0, 2π], IR2).

Volviendo a integrar podemos escribir para esta subsucesión
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γnj
(t) = γnj

(0) +

∫

0

t {
γ̇nj

(0) +

∫

0

s

γ̈nj
(s̃) ds̃

}
ds. Finalmente haciendo

j →∞, γnj
⇒ γ donde γ(t) = x0 +

∫ t

0

{
φ(0) +

∫ s

0

ϕ(s̃) ds̃

}
ds.

Resta ver que γ ∈ S. Por construcción las propiedades S1 y S2 son

inmediatas. Que γ satisface S3 es una consecuencia de S3 y S4 para

las γn. Que γ satisface S4 también se deduce de S4 para {γn}n∈N .

Puesto que γ̇(t) = φ(0) +
∫
0

t
ϕ(s) ds = ĺım

n→∞
(γ̇n(0) +

∫
0

t
γ̈n(s) ds) =

ĺım
n→∞

γ̇n(t), S5 se satisface para γ. Análogamente , como γ̈(t) = ϕ(t) =

ĺım
n→∞

γ̈n(t), obtenemos que γ satisface S6 .

Finalmente, dado que |γ̈(t)− γ̈(s)| = ĺım
j→∞

∣∣γ̈nj
(t)− γ̈nj

(s)
∣∣ ≤ ρ |t− s| ,

es claro que γ̈ satisface S7 .

¤

El siguiente lema juega un papel fundamental en la prueba de la acotación

uniforme de los operadores de traza , que se dará en el siguiente caṕıtu-

lo, y en su demostración se reflejan claramente las propiedades básicas

de las familias de curvas admisibles.

Dada γ ∈ S, sea Er
γ el r−entorno de la curva Γγ con r ≤ h da-

do por Er
γ = {γ(t)± ηrν(t), η ∈ [0, 1), t ∈ [0, 2π]} . Consideraremos el

subconjunto Dr
γ de Er

γ dado por

Dr
γ = {γ(t) + rην(t), η ∈ (−1, 1), t ∈ (0, 2π)} ,

consistente en “cortar” Er
γ eliminando un segmento de recta para que

Dr
γ sea C1−difeomorfo con Q = (0, 2π)× (−1, 1).
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Lema 1.2. Sea S = S(h, α1, α2, α3, ρ, Γ0) una familia de curvas ad-

misibles dada. Entonces existe r : 0 < r ≤ h que sólo depende de h y

de αi tal que para cada γ ∈ S, la aplicación Tγ : Q → Dr
γ definida por

Tγ(t, η) = γ(t) + rην(t) es un difeomorfismo de clase C1 entre Q y Dr
γ.

Más aún la norma Frobenius de la matriz jacobiana de la aplicación

inversa, ‖(DTγ)
−1‖F está acotada uniformemente para toda γ en S.

Demostración. Sea γ ∈ S dada. Es claro que para cada x ∈ Eγ

existe algún instante t0 = t(x) ∈ [0, 2π) tal que t0 minimiza la función

d(t) = |x− γ(t)|2 . Veamos que existe r : 0 < r ≤ h tal que para cada

x ∈ Er
γ es único el punto p(x) sobre la curva Γγ, al que llamaremos la

proyección de x sobre Γγ, y que minimiza la distancia entre x y Γγ.

Dado que ḋ(t) =
d

dt
|x− γ(t)|2 = −2(x− γ(t), γ̇(t)), entonces por S5

y S6 tenemos en {t ∈ (0, 2π) : |x− γ(t)| < r} la estimación

d̈(t) = 2 |γ̇|2−2(x−γ(t), γ̈(t)) ≥ 2(α2
1−|x− γ(t)| |γ̈(t)|) ≥ 2(α2

1−rα3),

que muestra que d̈(t) > α2
1, para r suficientemente chico, independiente

de x y de γ ∈ S, y por lo tanto existe un único t∗ ∈ [0, 2π) que

minimiza d. Notemos que γ(t∗) = p(x) y que x − γ(t∗) = lν(t∗) con

l = ± |x− γ(t∗)| según x ∈ (Ω \ Wγ) ∩ Dγ o x ∈ Wγ ∩ Dγ

respectivamente. Por lo tanto, todo x ∈ Dγ puede representarse de

manera única como x = γ(t) + hην(t). Es decir, existe un único par

(t, η) ∈ Q para todo x ∈ Dγ, con lo cual la aplicación Tγ es biyectiva.

Notemos que, puesto que ν(t) = (ν1(t), ν2(t)) es el vector normal exte-

rior a γ y suponemos que Γγ está parametrizada en sentido antihorario

en [0, 2π), necesariamente −γ̇(t)/ |γ̇(t)| = (ν2(t),−ν1(t)). Entonces, el
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determinante de la matriz jacobiana de Tγ es

det[DTγ(t, η)] =

∣∣∣∣∣∣
γ̇1 + rην̇1 rν1

γ̇2 + rην̇2 rν2

∣∣∣∣∣∣
= −r |γ̇| − r2η(ν̇ · γ̇/ |γ̇|),

por consiguiente, por la desigualdad de Schwartz y por S5 y S6 ,

|det[DTγ(t, η)]| ≥ r(|γ̇| − rη |ν̇|) ≥ r(α1 − rη |ν̇|) ≥ rα1/2, para r

suficientemente chico pero que sólo depende de los parámetros de la

familia S. Por lo tanto Tγ define un difeomorfismo−C1 de Q en Dr
γ.

Notar que en esta prueba sólo se ha usado que la curva es de clase C1.

Ahora estimamos la norma Frobenius de la matriz jacobiana de T−1
γ ,

definida como la ráız cuadrada de la suma de los cuadrados de sus

elementos,

∥∥(DTγ)
−1

∥∥2

F
=

1

|detDTγ|2

∣∣∣∣∣∣


 rν2 −rν1

−γ̇2 − rην̇2 γ̇1 + rην̇1




∣∣∣∣∣∣

2

F

=
1

|detDTγ|2
(r2 + |γ̇ + rην̇|2) ≤ 4c

(rα1)2
= c̃,

donde c es una constante que depende de las cotas uniformes para |γ̇|
y |ν̇| dadas por S5 y S6 .

¤

El próximo lema que muestra que si γ y σ son dos curvas próximas

entonces T−1
σ ◦Tγ está próxima a la identidad, se aplicará en el caṕıtulo

siguiente para probar la convergencia de los operadores extensión en

los espacios funcionales correspondientes.

Lema 1.3. Sea Tγ el difeomorfismo de clase−C1 entre Q y Dγ definido

en el Lema 1.1 para γ ∈ S(h, α1, α2, α3). Para todo ε > 0 existe δ > 0
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tal que si σ ∈ S(h, α1, α2, α3) y máx
k=0,1,2

sup
t∈[0,2π]

∣∣∣∣
dk

dtk
(γ(t)− σ(t))

∣∣∣∣ < δ

entonces |(T−1
σ ◦ Tγ)(t, η)− (t, η)| < ε, (t, η) ∈ Q ∩ T−1

γ (Dσ ∩Dγ).

Demostración. Sea Tγ : Q → Dγ y Tσ : Q → Dσ. Entonces

T−1
σ ◦ Tγ : Q ∩ T−1

γ (Dγ ∩Dσ) → Q.

Siempre que |Tγ(t, η)− Tσ(t, η)| < δ̃ para algún δ̃ε > 0, se tiene que

|(T−1
σ ◦ Tγ)(t, η)− (t, η)| = |T−1

σ (Tγ(t, η))− T−1
σ (Tσ(t, η))| < ε pues

T−1
σ es uniformemente continua en el compacto Q.

Por otra parte, tomando δ <
δ̃

1 + h
, tenemos

|Tγ(t, η)− Tσ(t, η)| = |(γ(t) + ηrνγ(t))− (σ(t) + ηrνσ(t))|

≤ |γ(t)− σ(t)|+ ηr |νγ(t)− νσ(t)|

< (1 + ηr)δ < (1 + h)δ < δ̃,

ya que por hipótesis γ y σ están cerca en el sentido de la norma de

C2([0, 2π], IR2), −1 ≤ η ≤ 1 y r ≤ h.

¤

1.2. El caso de frontera interior con dinámica prescripta

Los dominios admisibles doblemente conexos tienen ahora como borde

interno, que denotaremos con Γt
0, una curva suave que se contrae a

medida que transcurre el tiempo y que suponemos conocida para cada

t ∈ [0, T ]. Enfatizamos que es preciso distinguir esta nueva variable t

de la variable de parametrización s de las curvas Γt
0 y Γγ ∈ S. Para es-

tos dominios el problema de optimización involucra un nuevo funcional

que estudiaremos en el Caṕıtulo 6. Describiremos a continuación las
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propiedades básicas de la familia G = {Γt
0 : t ∈ [0, T ]} que serán rele-

vantes en el análisis en ese caṕıtulo. Si bien estaremos requiriendo a

esta clase de curvas varias de las propiedades de las familias S des-

criptas en la Sección 1, es preciso tener en mente que una situación

sencilla es el caso en que Γt
0 sean circunferencias concéntricas de radio

decreciente que llenan el anillo entre Γ0
0 y ΓT

0 . Mientras que por otra

parte la familia S de curvas admisibles que no es monoparamétrica,

ni mucho menos, tiene las propiedades de la Sección 1 con respecto a

Γ0
0. Denotaremos W t

γ a la región comprendida entre Γt
0 y Γγ para cada

t ∈ [0, T ], con Wγ = W0
γ .( Ver Figura 1.3)

om

bl

w

bt’
b0

bt
bT

PSfrag replacements

Γt
0

Γt′
0

Γγ

Ω

Γ0
0

ΓT
0

W t
γ

Figura 1.3. Dominios admisibles dinámicos.

En lo que sigue designaremos con γt
0 a la parametrización de la curva

“interior” de clase C2, Γt
0 = γt

0([0, 2π]) y la veremos como la sección en

t ∈ [0, T ] de la función γ0 : [0, T ]× [0, 2π] → R2 que satisface:
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D1 Para cada t ∈ [0, T ] se tiene que γ0(t, 0) = γ0(t, 2π) y que

γ0(t, s) 6= γ0(t, s
′) si s 6= s′. En términos geométricos, cada Γt

0

es cerrada y simple .

D2 La curva Γ0
0 ⊂ Ω = (−1, 1)2.

D3 Siempre que t′ < t, cada curva Γt
0 ⊂ Ωt′

0 . Ωt′
0 es la componente

conexa acotada del complemento de Γt′
0 . En otros términos

Ωt
0 ⊂ Ωt′

0 . Geométricamente esta propiedad describe la mono-

tońıa de las curvas Γt
0.

D4 ΩT
0 6= ∅. Supondremos por simplicidad de notación que 0 ∈ ΩT

0

y entonces, existe η > 0 tal que B(0, η) ⊂ ΩT
0 .

D5 Las parametrizaciones {γt(.) : t ∈ [0, T ]} satisfacen uniforme-

mente en t ∈ [0, T ] las propiedades S1 a S7 con respecto a

∂B(0, η).

D6 La familia {Γt
0, t ∈ [0, T ]} es continua en t en el siguiente

sentido: para todo ε > 0, existe δ > 0 : |t− t′| < δ implica

Γt′
0 ⊂ {x ∈ R2 : dist(x, Γt

0) < ε}.

En el caso de las circunferencias concéntricas antes mencionado, Γt
0 =

∂B(0, r(t)) donde el radio r(t) está dado por la función r monótona

decreciente en [0, T ] y tal que r(0) = 1; r(t) > 0 para todo t; r(T ) =

ε0 > 0 . Tenemos entonces la familia de curvas G = {Γt
0, t ∈ [0, T ]}

cuyas parametrizaciones γt
0 satisfacen las propiedades de S con respec-

to a ΓT
0 = ∂B(0, ε0) como curva interior fija.

En el Caṕıtulo 6, cuando usemos la expresión
{W t

γ : t ∈ [0, T ], γ ∈ S}

es una “familia admisible con frontera interior dependiente del tiempo”,

querremos decir que:
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(i) está dada una familia G = {Γt
0 : t ∈ [0, T ]} que satisface las propie-

dades D1 a D6 ,

(ii) está dada una familia S(h, α1, α2, α3, ρ, Γ0
0) de curvas admisibles

que satisface S1 a S7 con respecto a Γ0
0.

Con esta definición, por D3 , vemos que la familia S(h, αi, ρ, Γ0
0), que

seguiremos denotando S(h, αi, ρ), también satisface las propiedades de

admisibilidad con los mismos parámetros pero con respecto a cualquier

otra de las curvas Γt
0 con t ∈ [0, T ].





CAPITULO 2

Generalidades sobre Problemas extremales y

Espacios de Sobolev

Los problemas extremales son muy variados, sin embargo usualmente

es posible separar tres componentes en ellos : una función a optimizar

f(v), su dominio X y un subconjunto K de X , que dá las condiciones

del problema. En palabras un problema extremal puede formularse de

la siguiente manera: Encontrar el ı́nfimo, o supremo, de la fun-

ción f(v) sobre todos los v que pertenecen al conjunto K de

los elementos admisibles.

Para el tratamiento de problemas de optimización, la convexidad re-

presenta la propiedad natural. Su suposición hace posible evadir ciertas

hipótesis de continuidad y diferenciabilidad que, en problemas de opti-

mización en espacios de dimensión infinita, imponen restricciones muy

fuertes.

En la primera sección de este caṕıtulo recordaremos conceptos básicos

en la teoŕıa de problemas extremales correspondientes al Cálculo Dife-

rencial en espacios de Banach. El principal resultado de esta sección

es el Principio de los Multiplicadores de Lagrange, que proporciona

condiciones necesarias para la existencia de un extremo.

Dado que la solución al problema de minimización en estudio debe

satisfacer un problema de contorno, los Espacios de Sobolev constituyen

15
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el marco natural de trabajo y aspectos generales de su teoŕıa serán

abordados en la segunda sección.

En la tercera sección se presentan los espacios de Sobolev periódicos

en los que la literatura es menos abundante y serán una herramienta

imprescindible en nuestro trabajo ulterior.

2.1. Cálculo Diferencial en Espacios de Banach

Los espacios métricos en los que resulta equivalente decir que una

sucesión es convergente a decir que es de Cauchy, se llaman espacios

métricos completos. En particular, los espacios normados completos

reciben el nombre de espacios de Banach.

Sabemos que dado un espacio normado cualquiera X, siempre existe un

espacio de Banach X̄, tal que X es isométrico a un subespacio vectorial

denso de X̄ y, la norma inducida por X̄ en X coincide con la norma ori-

ginal de X. Además X̄ es único, salvo isomorfismo vectorial y métrico.

El espacio de Banach X̄ se llama completado o completación de X.

Los fundamentos de una teoŕıa de la derivada existen para funciones

con dominios y rangos en espacios de Banach. La idea principal en el

Cálculo diferencial es la aproximación local de una función por una

aplicación lineal y el concepto central es el de la diferencial Frèchet.

Recordemos algunos conceptos primarios referentes al Análisis Fun-

cional No Lineal al que pertenece, de hecho, una rama clásica de las

Matemáticas que es el Cálculo de Variaciones.
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Definición 2.1 (Primera variación y Derivada Gâteaux). Sea X

un espacio vectorial, Y un espacio lineal normado, F : X → Y una

función dada y u ∈ X un punto fijo. Si para todo v ∈ X, existe la

derivada direccional de F en u en la dirección de v,

ĺım
t→0

F (u + tv)− F (u)

t

a la que denotaremos (DF )(u)v , entonces la aplicación v 7→ (DF )(u)v

se llama primera variación de F en u.

Aqúı el ĺımite debe entenderse en el sentido de la convergencia según

la norma del espacio Y .

Notemos además que (DF )(u)v =
d

dt
[F (u + tv)] |t=0 .

Si la primera variación de F en u es una aplicación lineal y continua de

v , diremos que (DF )(u) es la derivada o diferencial de Gâteaux

de la función F en el punto u.

Notemos que F es diferenciable Gâteaux en u si y sólo si, existe una

aplicación lineal y continua Λ : X → Y

F (u + tv) = F (u) + tΛv + o(t) para cualquier v ∈ X

donde o(t) es una función tal que o(t)/ |t| → 0 cuando t → 0. Además

Λ es la única aplicación lineal y continua que satisface esta propiedad

a la que denotaremos F ′
G(u).

Una de las aplicaciones más importantes de la derivada Gâteaux está en

la determinación del máximo y mı́nimo de funcionales. Puede demos-

trarse que si la funcional f : X → R tiene un mı́nimo o un máximo en

u ∈ X y existe f ′G(u) , entonces f ′G(u) = 0. El rećıproco es válido para

funcionales convexas.
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Recordemos que una función f : V → R se dice convexa si

f(tu + (1− t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v)

para todo u, v ∈ V, subconjunto convexo de X, y 0 < t < 1.

El siguiente concepto de derivada es más fuerte que el de Gâteaux, en

particular implica la continuidad.

Definición 2.2 (Derivada Frèchet). Sea F : X → Y , ambos es-

pacios normados lineales, dado u ∈ X , si existe un operador lineal y

continuo Λ : X → Y tal que

ĺım
‖v‖X→0

‖F (u + v)− F (u)− Λv‖Y

‖v‖X

= 0

entonces F se dice diferenciable Frèchet en u y Λ se llama derivada

Frèchet de F en u con incremento v.

Si existe esta derivada para todo punto de un abierto U de X, diremos

que F es Fréchet diferenciable en U .

En otras palabras diremos que F : X → Y , ambos espacios normados,

es diferenciable Frèchet, o fuertemente diferenciable, en el punto u si y

sólo si, existe una aplicación lineal y continua Λ : X → Y tal que

F (u + v) = F (u) + Λ(v) + r(v)

donde
‖r(v)‖Y

‖v‖X

→ 0 cuando ‖v‖X → 0.

Observemos que la aplicación Λ con estas propiedades es única y la

denotaremos F ′(u).
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Recordando que la topoloǵıa en el espacio de los operadores lineales

y continuos de X en Y , ambos espacios de Banach, que denotaremos

L(X, Y ) , es la topoloǵıa generada por la norma

‖Λ‖L(X,Y ) = sup
v∈X,v 6=0

‖Λv‖Y

‖v‖X

,

es fácil ver que:

Si F : U ⊂ X → Y , U entorno de u en X, es Frèchet diferenciable en

u entonces F es continua en u y Gâteaux diferenciable en este punto,

y ambas derivadas coinciden, es decir F ′
G(u) = F ′(u).

En general la derivada Frèchet es dif́ıcil de calcular. Por ello para probar

que F es diferenciable Frèchet en u y para hallar su derivada de Frèchet

en u podemos calcular la diferencial-Gâteaux en la dirección de v, y si

existe ver luego si es cierto que

F (u + v) = F (u) + F ′
G(u)(v) + r(v)

donde
‖r(v)‖Y

‖v‖X

→ 0 cuando ‖v‖X → 0.

Por ejemplo es fácil ver que para F : C[0, 1] → C[0, 1] definida por

F (u(x)) = u2(x), se tiene que F ′
G(u)v = 2uv. Por otra parte

ĺım
‖v‖C[0,1]→0

‖F (u + v)− F (u)− 2uv‖C[0,1]

‖v‖C[0,1]

= ĺım
‖v‖C[0,1]→0

‖v‖2

‖v‖ = 0.

Por lo tanto F ′(u)v = 2uv.
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También puede asegurarse que si F : U ⊂ X → Y, U abierto, es

diferenciable Gâteaux en cada punto de U, y si F ′
G es continua de

U en L(X, Y ), entonces es Frèchet diferenciable en U y para todo

u ∈ U, F ′
G(u) = F ′(u).

Este resultado es una consecuencia del Teorema del valor medio en

espacios de Banach.

Si F : U (abierto)⊂ X → Y es diferenciable Gâteaux en cada punto del

“intervalo” [u, u+v] = {w/w = u + tv, 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ U y la aplicación

w 7→ F ′
G(w)v es continua de [u, u + v] en Y, entonces

‖F (u + v)− F (u)‖Y =

∥∥∥∥
∫ 1

0

F ′
G(u + tv)v dt

∥∥∥∥ ≤ sup
0≤t≤1

‖F ′
G(u + tv)‖L ‖v‖X

y para cualquier Λ ∈ L(X, Y )

‖F (u + v)− F (u)− Λv‖Y ≤ sup
0≤t≤1

‖F ′
G(u + tv)− Λ‖L(X,Y ) ‖v‖X .

Por lo tanto tomando en particular Λ = F ′
G(u) tenemos

‖F (u + v)− F (u)− F ′
G(u)v‖Y ≤ sup

0≤t≤1
‖F ′

G(u + tv)− F ′
G(u)‖L(X,Y ) ‖v‖X .

Como la aplicación w 7→ F ′
G(w) de U en L(X, Y ) es continua, para

cada ε positivo existe un δ positivo tal que ‖w − u‖ < δ implica

‖F ′
G(w)− F ′

G(u)‖ < ε.

Por lo tanto ‖F (u + v)− F (u)− F ′
G(u)v‖ = o(‖v‖), lo cual significa

que F es Frèchet-diferenciable y F ′(u) = F ′
G(u).

Para probar el principio de los multiplicadores de Lagrange usaremos

como base el Método de variaciones y aplicaremos el Teorema de

Ljusternik que describe en términos algebraicos al conjunto tangente

al gráfico de una aplicación diferenciable Frèchet en un punto regular.
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Definimos el cono tangente C en el punto u a un subconjunto K de

un espacio de Banach X como el conjunto de los vectores v ∈ X para

los cuales existen ε > 0 y una aplicación t 7→ r(t) del intervalo [0, ε]

en X, tal que u+tv+r(t) ∈ K para todo t ∈ [0, ε] y t−1 ‖r(t)‖ → 0

cuando t → 0. (Notemos que este conjunto C es un cono puesto que

para todo α positivo, αv ∈ C para todo v ∈ C. )

Diremos que F : X → Y ( ambos espacios normados) es una apli-

cación regular en u ∈ X si F es Frèchet diferenciable en u y si la

aplicación F ′(u) : X → Y dada por v 7→ F ′(u)v es suryectiva .

Cuando exista F ′(w) para todo w ∈ U abierto en X y la aplicación

Λ : U → L(X, Y ) dada por w 7→ F ′(w) sea continua en u ∈ U entonces

diremos que F es continuamente diferenciable en el punto u o

de clase C1 en u.

Teorema de Ljusternik: Sean X e Y dos espacios de Banach, U

abierto en X y la aplicación F : U → Y continuamente diferencia-

ble Frèchet en u ∈ U y regular en u entonces , el cono tangente al

conjunto K = {v ∈ U : F (u) = F (v)} en el punto u coincide con el

espacio vectorial definido por el núcleo del operador F ′(u). (Por una

demostración ver [I-T] pág 30 a 36).

La esencia del Método de variaciones es la siguiente:

Sea f : X → R, se considera el problema general “minimizar
v∈K

f(v)”,

K ⊂ X. Cuando X es un espacio topológico y u es un punto de X, una

variación de u es una aplicación continua de [0, ε] → X dada por
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λ 7→ v(λ) y tal que v(0) = u y ε es algún número positivo. Diremos que

una variación es admisible para el problema de minimización planteado,

si para λ suficientemente pequeño todos los puntos de la curva v(λ)

pertenecen a K. Si una variación v(λ) es tal que la función ϕ(λ) =

f(v(λ)) es diferenciable en 0 y si u es un punto de mı́nimo local de

f, la función ϕ debe tener un mı́nimo en 0 y por lo tanto ϕ′(0) ≥ 0

( condición necesaria para un mı́nimo de una función de una variable

definida en [0, ε]).

Teorema 2.3. (El principio de los multiplicadores de Lagrange):

Sean X e Y dos espacios de Banach y u un punto de mı́nimo del

problema “minimizar
v∈K

f(v)” con K = {v ∈ X : F (v) = 0} , donde

f : X → R es diferenciable Frechet en u y F : X → Y es conti-

nuamente diferenciable Frèchet en u y regular en ese punto. Entonces

existe en Y ∗, dual de Y , un elemento y∗ llamado multiplicador de

Lagrange tal que

(1) f ′(u)− [F ′(u)]∗y∗ = 0.

Demostración. Notemos que F satisface las hipótesis del Teo-

rema de Ljusternik en el punto u. Por lo tanto el espacio tangente

al conjunto K = {v ∈ X : F (v) = 0} en u coincide con el núcleo del

operador F ′(u) : X → Y dado por v 7→ F ′(u)v.

Si w pertenece al núcleo de F ′(u), entonces por definición de cono

tangente podemos construir una variación del punto u, v(t, w) = u +

tw + r(t) ∈ K, es decir F (v(t, w)) = 0 para −ε ≤ t ≤ ε, ε > 0 y

t−1 ‖r(t)‖ → 0 para t → 0. Entonces la función ϕ(t) = f(v(t, w)) al-

canza un mı́nimo local para t = 0, y por lo tanto ϕ′(0) = f ′(u)(w) = 0

para todo w perteneciente al núcleo de F ′(u). Aśı f ′(u) ∈ Im[F ′(u)]∗,
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ya que el espacio ortogonal al núcleo de un operador lineal, continuo y

suryectivo entre espacios de Banach es igual a la imagen del operador

adjunto. (Por una demostración, ver Lema pág 16 en [I-T]).

Por lo tanto existe y∗ ∈ Y ∗ tal que f ′(u) = [F ′(u)]∗y∗, quedando

aśı demostrado el teorema.

¤

Notemos que dado y∗ ∈ Y ∗ entonces x∗(v) = y∗(F (v)), v ∈ X, define

un elemento de X∗. Como x∗ es lineal su diferencial de Frèchet coincide

con x∗ y x∗ = (x∗)′ = (y∗ ◦ F )′. Por otra parte el operador adjunto

[F ′(u)]∗ : Y ∗ → X∗ está definido por [F ′(u)]∗y∗ = x∗, con lo cual

tenemos que (y∗ ◦ F )′ = F ′∗(u)y∗. Por lo tanto (1) es equivalente

a decir que, el funcional Lagrangiano L(v, y∗) = f(v) − y∗(F (v)) es

estacionario en u, i.e. la diferencial de L en u es nula.

Usaremos 〈y∗, F (v)〉Y ∗,Y para denotar el escalar y∗(F (v)).

2.2. Espacios de Sobolev

Dado el problema de encontrar una función u que satisfaga una ecuación

diferencial de orden m y una o más condiciones de borde, es claramente

de gran valor saber de antemano cuándo tal solución existe, y si es aśı,

cuándo es única y finalmente cuán suave es esta función u.

Cuando se estudian estas cuestiones uno está esencialmente ocupándose

de las propiedades de un operador diferencial parcial definido entre

espacios de funciones, por lo cual para comenzar es necesario elegir los

espacios adecuados.

Aunque los espacios Cm(W) de las funciones m veces continuamente

diferenciables con dominio W abierto y acotado en Rn, aparentan
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ser apropiados para tratar ecuaciones diferenciales de orden m, pre-

sentan la desventaja de no ser completos con respecto a las normas

de enerǵıa que son las naturales al intentar resolver el problema de

Dirichlet minimizando el funcional J(u) =
∫
W |∇u|2 dx, para u ∈ K =

{
u ∈ C2(W) ∩ C(W) : u = g en Γ = ∂W}

.

Si bien no existe una completa equivalencia entre el problema de Dirich-

let y el problema de minimización, al minimizar J sobre K se está con-

siderando la expresión J(u) evaluada en sucesiones de funciones per-

tenecientes a K, y si queremos asegurar la existencia de un mı́nimo

debemos demostrar que existe el ĺımite de dicha sucesión. Lamentable-

mente no es posible capturar fácilmente este ĺımite en la clase K, y es

más fácil extender K a funciones que śı tengan este ĺımite.

Aqúı es donde surgen los espacios de Sobolev como el marco natural

para el estudio de problemas de contorno en ecuaciones en derivadas

parciales, porque antes que nada son la completación de Cm(W) res-

pecto a las normas adecuadas y es posible obtener resultados bastante

generales sobre existencia y unicidad de soluciones. Además producen

una forma muy natural para caracterizar el grado de suavidad de una

función, esto es ¿cuántas veces puede ser diferenciada la función en el

sentido débil, que definiremos enseguida, antes de dejar de pertenecer

al espacio?

También, métodos de solución aproximada como Galerkin para Ele-

mentos Finitos, son correctamente formulados e implementados en sub-

espacios de dimensión finita de un espacio de Sobolev.

Como pretendemos introducir los conceptos y resultados estrictamente

necesarios para nuestro trabajo , resulta suficiente la teoŕıa básica del
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espacio de Sobolev de orden de derivación igual a uno, con la norma

cuadrática y en dimensión dos.

Con L2(W) denotaremos el espacio de las funciones a valores reales

definidas en W que son de cuadrado integrable.

Recordemos que en L2(W) identificamos dos funciones cuando coinci-

den en casi todo punto de W , es decir que sólo pueden diferir sobre

un subconjunto de W de medida cero. Tenemos entonces que L2(W)

con el producto escalar usual (u, v)W :=
∫
W u(x) v(x) dx y la norma

inducida ‖u‖L2(W) :=

(∫

W
|u(x)|2 dx

)1/2

resulta un espacio de Hilbert.

Si α = (α1, α2) es un par de enteros no negativos y |α| = α1 + α2,

la α-ésima derivada parcial débil de una función u ∈ L2(W),

denotada por Dαu =
∂|α|u

∂α1x1 ∂α2x2

, es la distribución ( funcional lineal

y continuo sobre C∞0 (W)), definida por

(Dαu)(φ) = (−1)|α|
∫

W
uDαφ dx ∀φ ∈ C∞0 (W).

Definimos el espacio de Sobolev de orden uno como el espacio

de todas las funciones escalares de L2(W) cuyas derivadas parciales

débiles de primer orden también son funciones de cuadrado integrable

en W . Simbólicamente H1(W) = {u : Dαu ∈ L2(W), ∀ |α| ≤ 1} .

Introduciendo en H1(W) el producto interno de Sobolev, definido por

(u, v)H1(W) :=

∫

W
Σ

|α|≤1
DαuDαv dx ∀u, v ∈ H1(W)

se genera una norma llamada norma de Sobolev de orden uno que

denotaremos con ‖.‖H1(W) . De esta manera para cada u ∈ H1(W)

‖u‖2
H1(W) =

∫

W
Σ

|α|≤1
(Dαu)2 dx = ‖u‖2

L2(W)+‖∂x1u‖2
L2(W)+‖∂x2u‖2

L2(W) .
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H1(W) es un espacio de Hilbert por ser un espacio con producto inter-

no completo, en particular es la completación o clausura con respecto

a la norma de Sobolev del espacio C∞(W) de las funciones infinita-

mente diferenciables con norma ‖.‖H1(W) finita. De la definición de

completación de un espacio, surge que C1(W) y C∞(W) son densos en

H1(W). Por lo tanto para cualquier u ∈ H1(W) es siempre posible

encontrar una función f infinitamente diferenciable “suficientemente”

próxima a u, o sea que para cualquier ε > 0 existe f ∈ C∞(W) tal que

‖u− f‖1 < ε.

Un resultado que constituye una herramienta fundamental para la de-

mostración de existencia de solución de ecuaciones en derivadas par-

ciales no lineales y que usaremos en el Caṕıtulo 5, es el siguiente caso

particular del Teorema de Rellich-Kondrachov: SeaW acotado con

frontera Γ de clase C1. Entonces H1(W) está compactamente contenido

en L2(W), es decir la inclusión no sólo es continua sino que además

es compacta. Esto es :

(i) para toda u ∈ H1(W), ‖u‖L2(W) ≤ ‖u‖H1(W)

(ii) toda sucesión acotada en H1(W) es precompacta en L2(W), es

decir tiene una subsucesión convergente en L2(W).

(Por una demostración ver [E] Teorema 1 pág 272)

Recordemos también el llamado Teorema de compacidad débil

que asegura que toda sucesión acotada en un espacio de Hilbert es

débilmente precompacta. Por consiguiente una sucesión acotada en

H1(W) contiene una subsucesión débilmente convergente. ( Por una

demostración ver [G-T] Teorema 5.12 pág 80)
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Otro resultado de suma importancia es la desigualdad de Poincaré,

pues permite definir una norma “Hilbertiana” equivalente a la norma

de Sobolev, que en particular será la que usaremos en el desarrollo de

nuestro trabajo.

Llamaremos con H1
0 (W) a la completación del espacio de las funciones

infinitamente diferenciables de soporte compacto en W con respecto a

la norma de Sobolev, es decir

u ∈ H1
0 (W) ⇔





u ∈ H1(W)

∃ {un}n ⊂ C∞0 (W) tal que un
H1(W)→ u

Desigualdad de Poincaré. ([E] Teorema 1 pág 275) Sea W abierto y

acotado entonces existe una constante c, que depende de W, tal que

∀u ∈ H1
0 (W) : ‖u‖L2(W) ≤ c ‖∇u‖L2(W) .

Corolario: En H1
0 (W) , (∇u,∇u)

1/2
W = (

∫
W |∇u|2)1/2 es una norma

equivalente a la norma de H1(W).

En el espacio H1(W) o en H1
0 (W) para W un dominio de R2 hay

funciones discontinuas. La relación entre el orden de derivación m = 1

y la dimensión n = 2 no satisface el requerimiento básico del Teorema

de Inmersión de Sobolev ( m > n/2, ver [E] Teo 6 pág 270). Puede

probarse que para cualquier v ∈ H1
0 (W) existe una representante de v

absolutamente continua sobre casi toda paralela al eje xi en W para

i = 1, 2 y la derivada parcial de cada representante coincide en ctp de

W con una representante de L2(W) de la i-ésima derivada débil de v.

(Por una demostración ver [K-S]pág 50).
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Cuando se abordan problemas con valores en el borde (PVB) interesa

no sólo el valor de funciones en un dominio abierto W , sino también

sus valores en el borde Γ de dicho dominio.

En el caso de funciones continuas en la clausura del dominio, W =

W ∪ Γ, el valor de la función u en el borde Γ que denotaremos u|Γ
es simplemente evaluar u en Γ y claramente u|Γ ∈ C(Γ). Al plantear

problemas de contorno en espacios de Sobolev, necesitamos definir u|Γ
cuando u ∈ H1(W), W ⊂ R2.

La dificultad básica para definir u|Γ con u ∈ H1(W) está en el hecho

que las funciones de H1(W) son clases de Lebesgue y dos funciones que

difieren en un conjunto de medida nula representan el mismo elemento

de H1(W) y bajo las hipótesis presentes en W , la frontera Γ tiene

medida cero. Entonces no hay un significado directo que podamos dar

a la expresión u|Γ cuando u ∈ H1(W). Los espacios de Sobolev de

orden fraccionario y el Teorema de trazas dan respuesta a la

cuestión planteada.

En particular, para poder considerar valores en el borde de funciones

de H1(W) es preciso caracterizar los Espacios de Sobolev de orden

1/2. En esta caracterización interviene la Transformada de Fourier.

Sabemos que si u ∈ L1(R2) podemos definir la transformada de Fourier

de u, que denotaremos û por

û(x) =
1

2π

∫

R2

e−ix.y u(y) dy,

o también la antitransformada de Fourier de u, ǔ como

ǔ(x) =
1

2π

∫

R2

eix.y u(y) dy.

Tanto û como ǔ son continuas si u ∈ L1(R2).
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Una de las clases de funciones especialmente adecuada para el estudio

de la transformada de Fourier es la clase de Schwartz,

S =

{
u ∈ C∞(R2) : sup

x∈R2

∣∣xβ Dαu(x)
∣∣ < ∞

}
,

donde α, β ∈ N2 y xβ = xβ1

1 xβ2

2 .

A partir de las siguientes relaciones entre la transformada de Fourier y

las derivadas parciales de una función u ∈ S,

Dαû(x) = ̂(−iy)αu(x) y D̂αu(x) = (ix)αû(x),

se puede concluir que la transformada de Fourier es un isomorfismo en

S continuo y con inversa continua.

Teorema de inversión para la transformada de Fourier : Si u ∈ S,
entonces ˇ̂u = ˆ̌u = u.

Aplicando convenientemente este teorema se obtiene

(u, v)L2 = (û, v̂)L2 o en particular ‖u‖L2 = ‖û‖L2 para todo ∈ S,

lo cual permite extender la definición de transformada de Fourier a

cualquier función u ∈ L2.

Que la transformada de Fourier sea una transformación lineal que con-

serva la norma en L2, o sea una L2−isometŕıa, es uno de los resultados

más importantes de toda su teoŕıa.

La clase S resulta densa en H1(R2) y esto nos permite trasladar algunas

propiedades de la transformada de Fourier en la clase S a la clase

H1(R2). Por ejemplo, para cualquier u ∈ H1(R2),

∂̂u

∂xj

(x) = i xj û(x), j = 1, 2.
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Por lo tanto para cualquier u ∈ L2(R2), tenemos que (ver [Z] pág 41/3)

u ∈ H1(R2) ⇔ (1 + |x|2)1/2 û ∈ L2(R2).

Estos hechos inducen una nueva definición para los espacios de Sobolev

que tiene sentido también para cualquier exponente real positivo s:

Hs(R2) =
{
u : (1 + |x|2)s/2 û ∈ L2

}
.

Denotando para cualquier s real positivo,

((u, v))s :=

∫

R2

(1 + |x|2)s û ¯̂v dx

como el producto interno que induce la siguiente norma

|‖u‖|s =
∥∥(1 + |x|2)s/2 û

∥∥
L2 ,

Hs(R2) es un espacio de Hilbert para todo s real positivo.

(Más detalles sobre estos resultados pueden hallarse en [W] pág 297).

La observación que precede a la definición de Hs(R2) muestra que

H1(R2) es uno de los espacios de esta escala. Esta manera de ver los

espacios Hs(R2) y Hs(R) permite obtener una versión sencilla del Teo-

rema de la traza para funciones de H1(R2
+), aplicando el siguiente

esquema ( ver [Z] pág 45 a 48):

1. Se define un operador lineal y continuo τ̃ : C∞0 (R2) → H1/2(R)

como τ̃u(x1, x2) = u(x1, 0), restricción de u a la recta x2 = 0

y se estima su norma ‖u(x1, 0)‖H1/2(R) ≤ c2,1 ‖u‖H1(R2) .

2. Por ser C∞0 (R2) denso en H1(R2) se extiende τ̃ a H1(R2).
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3. Sea R2
+ = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 > 0} . Dado que existe un ope-

rador extensión lineal y continuo E : H1(R2
+) → H1(R2) tal

que ‖Eu‖H1(R2) ≤ c ‖u‖H1(R2
+) , para c > 0, la composición

τ̃ ◦ E : H1(R2
+) → H1/2(R) cumple que

‖(τ̃ ◦ E)u‖H1/2(R) ≤ c̃ ‖u‖H1(R2
+) , para c̃ > 0.

Para poder extender el teorema de trazas a los espacios H1(W) y

H1/2(Γ) necesitamos dar una definición de este último. Veamos el si-

guiente resultado demostrado en [T] pág 229:

Lema 2.4. Para cualquier ϕ ∈ C∞0 (R), 1
2π

∫
R(1 + |x|) |ϕ̂(x)|2 dx =

‖ϕ‖2
L2(R) + c

∫
R

∫
R |ϕ(x)− ϕ(y)|2 / |x− y|2 dx dy donde c es una cons-

tante que no depende de ϕ.

Este lema permite definir el espacio de funciones H1/2(Γ) de la siguiente

manera:

Definición 2.5. Diremos que ϕ : Γ → R es una función de H1/2(Γ) si

ϕ ∈ L2(Γ) (i.e.
∫
Γ
|ϕ(x)|2 dΓx < ∞) y si

∫

Γ

∫

Γ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2 / |x− y|2 dΓx dΓy < ∞.

La norma en H1/2(Γ) está dada por

‖ϕ‖2
H1/2(Γ) := ‖ϕ‖2

L2(Γ) +

∫

Γ

∫

Γ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2 / |x− y|2 dΓx dΓy.

Un argumento de localización y “aplastamiento” ( por cambio de va-

riables) de la frontera Γ de W nos conduce al siguiente Teorema de la

Traza para funciones de H1(W). Por los detalles y por generalizaciones

a más dimensiones ver [T] pág 237 (Cap III Sec 26) y [A] pág 217 (Cap

VII) .
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Teorema 2.6. Teorema de la Traza para funciones de H1(W).

Sea W abierto y acotado con borde Γ de clase C1, entonces existe un

único operador lineal y continuo τ : H1(W) → H1/2(Γ) tal que

i) τu = u|Γ si u ∈ H1(W) ∩ C(W).

ii) ‖τu‖H1/2(Γ) ≤ k ‖u‖H1(W) para alguna constante positiva k que

depende sólo de W y no de u.

Inversamente, si ϕ ∈ H1/2(Γ), entonces existe u ∈ H1(W) tal que

ϕ = τu y ‖u‖H1(W) ≤ k̃ ‖ϕ‖H1/2(Γ) para alguna constante k̃ positiva.

En la Sección 2.5 necesitaremos un resultado de trazas sobre un seg-

mento de una función del espacio de Sobolev sobre un rectángulo que

también se prueba con las técnicas expuestas en esta sección.

Teorema 2.7. Sea u ∈ H1(R) donde R es un rectángulo centrado en el

origen de IR2, R = (−a, a)×(−b, b). Entonces la norma H1/2(Ia) sobre

el segmento Ia = {(x1, 0) : −a < x1 < a} de la traza de u está acotada

por una constante veces la norma H1(R) de la función u.

Otros resultados sobre trazas que necesitamos recordar, y que serán

utilizados en el Caṕıtulo 3, son:

Lema 2.8. Sea B el disco unitario de R2, B = G+ ∪G− ∪ Σ, donde

G+ es el semidisco abierto del semiplano superior, G− es el semidisco

abierto del semiplano inferior y Σ el segmento −1 < x1 < 1, x2 = 0 .Si

v+ ∈ H1(G+), v− ∈ H1(G−) y sus trazas sobre Σ coinciden, entonces

v(x) :=





v+(x) si x ∈ G+

v−(x) si x ∈ G−

es una función de H1(B).
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La demostración puede verse en [K-S] pág 56 o en [K-P] pág 31.

Lema 2.9. Sea Ω el cuadrado (−1, 1)2 que contiene a la clausura de

un dominio anular abierto W con borde exterior Γ y Ω1 la componente

conexa de Ω\W adyacente a Γ . Entonces el operador traza τ definido

para funciones de H1(Ω1 ∪ Γ ∪W) es suryectivo en H1/2(Γ).

Demostración. Sea ϕ ∈ H1/2(Γ). Dado que Ω1 yW son dominios

abiertos y acotados con borde “suave”, usando la segunda parte del

teorema de trazas 2.6 podemos definir

Φ :=





Φ1 en Ω1

Φ2 en W

donde Φ1 ∈ H1(Ω1) : τ Φ1 = ϕ y Φ2 ∈ H1(W) : τ Φ2 = ϕ. Entonces

por el lema anterior, Φ ∈ H1(Ω1 ∪ Γ ∪W) y τ Φ = ϕ.

¤

2.3. Los espacios H
1/2
2π y H1/2(γ)

Puesto que en el problema que nos ocupa estaremos trabajando siem-

pre con la familia de curvas S introducida en el Caṕıtulo 1, en esta

sección nos proponemos describir los espacios H1/2(Γ), donde Γ es la

imagen por γ ∈ S de [0, 2π], de un modo uniforme que no dependa de la

curva γ particular de la familia S. Para tal fin introducimos otro modo

de enfocar la norma del espacio de Sobolev fraccionario que denotare-

mos con H1/2(γ) y que se obtendrá de otro concepto que proviene del

análisis de Fourier clásico que es el de las funciones 2π−periódicas con

la regularidad de las funciones de H1/2, que denotaremos H
1/2
2π .
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Hablar de funciones definidas en [0, 2π) es lo mismo que hablar de

funciones periódicas de peŕıodo 2π en toda la recta, pues cualquier

función definida en un segmento puede ser prolongada periódicamente.

Sabemos que toda f ∈ L2([0, 2π]) se puede expresar en términos de

su serie de Fourier f(x) =
∑

k∈Z
ck(f) eikx en el sentido de L2([0, 2π]),

donde ck(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx son los coeficientes de Fourier de

f respecto de la base ortonormal

{
eikx

√
2π

}

k∈Z
por lo cual satisfacen la

identidad de Parseval, ‖f‖2
L2([0,2π]) =

∑

k∈Z
|ck|2 .

Definimos el espacio de Sobolev de orden 1/2 en [0, 2π] dando su norma

en términos de los coeficientes de Fourier ck de f,

H
1/2
2π =

{
f : ‖f‖2

H
1/2
2π

=
∑

k∈Z
|ck(f)|2 (1 + k2)1/2 < ∞

}
.

Como en el caso no periódico, H
1/2
2π es un espacio de Hilbert .

El siguiente resultado contiene una descripción de esta norma en térmi-

nos del módulo de continuidad en L2 y prescindiendo de la serie de

Fourier.

Lema 2.10. La función f pertenece a H
1/2
2π si y sólo si

f ∈ L2([0, 2π]) y

∫ 2π

0

(w2(h))2

(sinh
2
)
2 dh < ∞,

donde w2(h) = ‖f(·+ h)− f(·)‖L2([0,2π]) es el módulo de continuidad L2

de f (cuando el punto de evaluación de f no está en [0, 2π) entendemos

que f ha sido extendida a R como función periódica de peŕıodo 2π).

Además

‖f‖2

H
1/2
2π
≈ ‖f‖2

L2([0,2π]) +

∫ 2π

0

w2
2(h)

(sinh
2
)
2 dh.
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Es decir ‖f‖2

H
1/2
2π
≈

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt +

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(t)− f(s)|2
(sin t−s

2
)
2 dt ds.

Demostración. Sea f ∈ H
1/2
2π . Denotaremos también con f a su

extensión periódica a todo R, entonces

(w2(h))2 = ‖f(t + h)− f(t)‖2
L2([0,2π]) =

∫ 2π

0

|f(t + h)− f(t)|2 dt,

para cada h ∈ [0, 2π). Llamando ϕh(t) = f(t + h) − f(t), podemos

escribir usando la igualdad de Parseval para ϕh que

(w2(h))2 = ‖ϕh‖2
L2([0,2π]) =

∑

k∈Z
|ck(ϕh)|2 donde

ck(ϕh) =
1

2π

∫ 2π

0

ϕh(t) e−ikt dt

=
1

2π

∫ 2π+h

h

f(η) e−ik(η−h) dη − 1

2π

∫ 2π

0

f(t) e−ikt dt

=
eikh

2π

∫ 2π

0

f(η) e−ikη dη − 1

2π

∫ 2π

0

f(t) e−ikt dt.

Entonces los coeficientes de Fourier de ϕh se pueden expresar en térmi-

nos de los coeficientes de Fourier de f de la siguiente manera,

ck(ϕh) = ck(f) (eikh − 1).

Por lo tanto

∫ 2π

0

(w2(h))2

sin2 h
2

dh =
∑

k∈Z
|ck(f)|2

∫ 2π

0

∣∣eikh − 1
∣∣2

sin2 h
2

dh.

Veamos ahora que la última integral que denotaremos con J(k) es como

|k| en el sentido que existen constantes positivas y finitas c1 ≤ c2 tales

que c1 |k| ≤ J(k) ≤ c2 |k| .

Escribimos J(k) =

∫ 2π

0

(cos kh− 1)2

sin2 h
2

dh +

∫ 2π

0

sin2 kh

sin2 h
2

dh, y partimos

cada integral sobre (0, π) y sobre (π, 2π). Estimaremos sólo una de las
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cuatro integrales en la prueba de la afirmación precedente, los restantes

casos pueden obtenerse similarmente.

Consideremos la primera de ellas definida por

∫ π

0

(cos kh− 1)2

sin2 h
2

dh =

1

|k|
∫ |k|π

0

(cos u− 1)2

sin2 u
2|k|

du = 4 |k|
∫ |k|π

0

(cos u− 1)2

u2

( u
2|k|)

2

sin2 u
2|k|

du.

Basta entonces probar que

∫ ∞

0

(cos u− 1)2

u2
du es finita y que la suce-

sión de funciones de u dada por
( u

2|k|)
2

sin2 u
2|k|

con u ∈ (0, |k|π), está aco-

tada uniformemente por arriba y por abajo por constantes positivas y

finitas. La primera afirmación se sigue de la acotación de (cos u − 1)2

en todo R y del comportamiento de cos u cerca del origen. La segunda

es consecuencia de la acotación 1 ≤ t

sin t
≤ π

2
, t ∈ [0,

π

2
].

Por lo tanto J(k) ' |k| , con lo cual las condiciones

f ∈ L2([0, 2π]) y

∫ 2π

0

(w2,0(h))2

h2
dh < ∞

son respectivamente equivalentes a

∑

k∈Z
|ck(f)|2 < ∞ y

∑

k∈Z
|ck(f)|2 |k| < ∞,

que juntas son equivalentes a
∑

k∈Z |ck(f)|2 (1 + k2)
1
2 < ∞, ya que

(1 + k2)
1
2 ≤ 1 + |k| <

√
3(1 + k2)

1
2 .

¤

Esta demostración es una versión discreta del caso continuo tratado

por Stein en [S] Cap V Sec 3.5, pág 139.

Ahora procederemos a definir el espacio de Sobolev asociado a una

parametrización γ de clase C1 de una curva plana cerrada Γ.
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Si ϕ : Γ → R y si γ es una parametrización sobre [0, 2π] de Γ, definimos

H1/2(γ) =
{

ϕ : ϕ ◦ γ ∈ H
1/2
2π

}
con la norma ‖ϕ‖H1/2(γ) = ‖ϕ ◦ γ‖

H
1/2
2π

.

2.4. Homeomorfismo entre H1/2(Γ), H1/2(γ) y H
1/2
2π para

curvas admisibles

En las secciones precedentes se introdujeron varias versiones de espa-

cios de Sobolev: sobre dominios de R2, para funciones periódicas y sobre

curvas. Resumimos en una tabla las normas definidas en cada uno de

estos espacios

Espacios Cuadrado de las normas

H1(W) Σ
|α|≤1

‖Dαu‖2
L2(W)

H1/2(Γ)

∫

Γ

|ϕ(x)|2 dΓx +

∫

Γ

∫

Γ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|2 dΓx dΓy

H
1/2
2π ‖f‖2

L2([0,2π]) +

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(t)− f(s)|2
sin2(t− s)/2

dt ds

H1/2(γ) ‖ϕ ◦ γ‖2

H
1/2
2π

Teorema 2.11. Sea S = S(h, α1, α2, α3, ρ) una familia admisible que

satisface S1 a S7 del Cap. 1. Entonces para toda Γ, curva parametriza-

da por γ ∈ S, los espacios H1/2(Γ) y H1/2(γ) coinciden como conjuntos

y las normas son equivalentes con constantes de equivalencia que sólo

dependen de h, α1, α2, α3. Más aún ambos espacios son isomorfos co-

mo espacios de Banach con el espacio H
1/2
2π a través del isomorfismo

ϕ 7→ ϕ ◦ γ.
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Demostración. La pertenencia de ϕ a H1/2(γ) es equivalente a

la finitud de su norma, es decir ‖ϕ‖2
H1/2(γ) = ‖ϕ ◦ γ‖2

H
1/2
2π

=

=

∫ 2π

0

|ϕ ◦ γ(t)|2 dt +

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|ϕ ◦ γ(t)− ϕ ◦ γ(s)|2
sin2( t−s

2
)

dtds < ∞ .

De la misma manera, la pertenencia de ϕ a H1/2(Γ) es equivalente a
∫

Γ

|ϕ(x)|2 dΓx +

∫

Γ

∫

Γ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2 / |x− y|2 dΓx dΓy < ∞.

Teniendo en cuenta la parametrización γ del borde Γ, la norma de

ϕ ∈ H1/2(Γ) queda expresada de la siguiente manera,

∫ 2π

0

|ϕ ◦ γ|2 |γ̇(t)| dt +

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|ϕ ◦ γ(t)− ϕ ◦ γ(s)|2
|γ(t)− γ(s)|2 |γ̇(t)| |γ̇(s)| dtds.

Por lo tanto la equivalencia entre ambas normas, y por consiguiente

la igualdad de los conjuntos, se sigue inmediatamente de S5 y de

la siguiente estimación: existen constantes positivas m y M que sólo

dependen de h, α1, α2, α3 tales que las desigualdades

(∗) m ≤ |γ(t)− γ(s)|
|sin(t− s)/2| ≤ M

valen para toda γ ∈ S, para todo t y s en [0, 2π] con s 6= t.

Por S5 para toda γ ∈ S, se tiene que |γ̇(t)| ≥ α1 > 0 para todo t ∈
[0, 2π]. Por consiguiente, para todo t ∈ [0, 2π] alguna de las desigual-

dades |γ̇1(t)| ≥ α1/
√

2 o |γ̇2(t)| ≥ α1/
√

2 es necesariamente válida.

Por S6 resulta que la familia {γ̇ : γ ∈ S} es una familia equicontinua

de funciones. En efecto, |γ̇(t)− γ̇(s)| ≤ (máx
[0,2π]

|γ̈|) |t− s| ≤ α3 |t− s| .
En vista de las dos observaciones precedentes, no es dif́ıcil probar que

existe un número positivo δ, 0 < δ < π, tal que por lo menos una de

las dos desigualdades |γ̇1(ξ)| ≥ α1/4 o |γ̇2(ξ)| ≥ α1/4 vale para

todo ξ ∈ (t− δ, t + δ)∩ [0, 2π], para todo t ∈ [0, 2π] y para toda γ ∈ S.
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Luego particionamos el intervalo [0, 2π] en dos subconjuntos

I1 = {t ∈ [0, 2π] : |γ̇1(ξ)| ≥ α1/4, ∀ξ ∈ (t− δ, t + δ) ∩ [0, 2π]}

e I2 = [0, 2π] \ I1.

Para probar la primera desigualdad en (∗), suponemos primero que

I1 6= ∅, elegimos t ∈ I1 y distinguimos tres casos para σ ∈ (−2π, 2π) si

s = t + σ, σ 6= 0 :

(i) Sea 0 < |σ| < δ.

Como
2

π
≤ sin x

min(x, π − x)
< 1, para 0 < x < π; entonces

|γ(σ + t)− γ(t)|
|sin σ/2| >

|γ(σ + t)− γ(t)|
min(|σ| /2, π − |σ| /2)

≥

≥ 2

|σ| |γ1(σ + t)− γ1(t)| = 2

|σ|

∣∣∣∣
∫ t+σ

t

γ̇1(s) ds

∣∣∣∣ .

Además γ̇1 no puede cambiar de signo en [t, t + σ] por ser continua y

|γ̇1| ≥ α1/4, podemos tomar módulo dentro de la integral y encontrar

aśı una cota inferior m. En efecto

2

|σ|

∣∣∣∣
∫ t+σ

t

|γ̇1(s)| ds

∣∣∣∣ ≥
2

|σ|
α1

4
|σ| = α1

2
= m.

(ii) Sea 2π − δ < |σ| < 2π. Por la periodicidad de γ resulta válida

la misma desigualdad ya que cuando , por ejemplo, 2π − δ < σ < 2π

tenemos γ(σ + t)− γ(t) = γ((σ− 2π) + t)− γ(t) con 0 < |σ − 2π| < δ.

(iii) Ahora sea δ ≤ |σ| ≤ 2π − δ, veamos que existe una constante k

independiente de γ ∈ S tal que k ≤ |γ(σ + t)− γ(t)| . Supongamos

que la desigualdad no es cierta, es decir que existe una sucesión de

funciones {γn, n ∈ N} ⊂ S para la cual |γn(σn + tn)− γn(tn)| < 1/n,

para (|σn| , tn) ∈ [δ, 2π−δ]×[0, 2π]. Por la compacidad de este producto

de intervalos y de S, podemos asumir sin pérdida de generalidad que
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γn → γ ∈ S en C2([0, 2π],R2), σn → σ ∈ [δ, 2π − δ] y tn → t ∈ [0, 2π].

Con lo cual, sumando y restando convenientemente, resulta

|γ(σ + t)− γ(t)| ≤ |γ(σ + t)− γ(σn + tn)|+|γ(σn + tn)− γn(σn + tn)|

+ |γn(σn + tn)− γn(tn)| + |γn(tn)− γ(tn)| + |γ(tn)− γ(t)|

y haciendo n → ∞ resulta que |γ(σ + t)− γ(t)| = 0, y esto no es

posible para una curva simple.

Por lo tanto
|γ(σ + t)− γ(t)|

|sin σ/2| >
k

min(|σ| /2, π − |σ| /2)
≥ 2k

π
= m.

Si I1 = ∅ entonces I2 = [0, 2π], y para t ∈ I2 el argumento es análogo

con γ2 en lugar de γ1 en (i) y (ii).

Para la segunda desigualdad en (*) usamos que, por S5 , ‖γ̇‖∞ ≤ α2,

junto con las desigualdades elementales
2

π
≤ sin x

min(x, π − x)
< 1, para

0 < x < π; y analizamos para los valores de σ en cada uno de los casos

que hemos distinguido:

(i) Si 0 < |σ| < δ, entonces
|γ(σ + t)− γ(t)|

|sin σ/2| ≤ sup
[0,2π]

|γ̇| |σ|
sin |σ| /2

≤ α2
2 min(|σ| /2, π − |σ| /2)

sin |σ| /2 ≤ α2π = M.

(ii) Si 2π − δ < |σ| < 2π, por la periodicidad de γ resulta válida

la misma desigualdad.

(iii) Para δ ≤ |σ| ≤ 2π − δ, aplicando S3 obtenemos,

|γ(σ + t)− γ(t)|
|sin σ/2| ≤ 2

√
2

sin δ/2
= M.

Por lo tanto para γ ∈ S las normas de los espacios H1/2(Γ) y H1/2(γ),

son equivalentes y el operador identidad iγ : H1/2(Γ) → H1/2(γ) es un

isomorfismo.
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Además por la definición de H1/2(γ), el operador Jγ : H1/2(γ) → H
1/2
2π

que a cada ϕ le asigna ϕ ◦ γ es claramente una inmersión de H1/2(γ)

en H
1/2
2π , y como para cada φ ∈ H

1/2
2π , la función ϕ = φ ◦ γ−1 es un

elemento de H1/2(γ), tenemos que Jγ es suryectivo, por lo cual es una

isometŕıa. Por lo tanto los espacios H
1/2
2π , H1/2(γ) y H1/2(Γ) resultan

homeomorfos.

¤

2.5. Los operadores traza sobre una familia de curvas

admisibles

Los resultados de la sección anterior nos permiten comparar normas de

Sobolev fraccionarias definidas sobre objetos geométricos diferentes. En

efecto, si γ1 y γ2 son dos curvas en una clase de tipo S contenidas en

Ω = (−1, 1)2 y v es una función de H1
0 (Ω), las trazas τΓ1v y τΓ2v están

definidas sobre Γ1 = γ1([0, 2π]) y Γ2 = γ2([0, 2π]) que son generalmente

conjuntos diferentes. Pero ambas pueden compararse dentro de H
1/2
2π .

Dada una curva en Ω parametrizada por una función γ, construimos un

nuevo operador de traza que denotamos por Tγ definido sobre H1
0 (Ω)

y con valores en H
1/2
2π componiendo la traza clásica τΓ con los isomor-

fismos del Teorema 2.11,

H1
0 (Ω)

τΓ→ H1/2(Γ)
iγ→ H1/2(γ)

Jγ→ H
1/2
2π

u 7→ τΓu = ϕ 7→ ϕ 7→ ϕ ◦ γ

de esta manera definimos Tγ := Jγ ◦ iγ ◦ τΓ.

En esta sección se demuestra la continuidad de la operación de traza

sobre el borde considerada, para v ∈ H1
0 (Ω) fija, como una aplicación
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de S en H
1/2
2π dada por γ 7→ Tγv. En el próximo teorema se enun-

cia precisamente esta idea.( Los resultados son esencialmente los de

[HKKP])

Teorema 2.12. Sea S = S(h, α1, α2, α3, ρ) una familia admisible que

satisface S1 a S7 del Cap. 1. Entonces para toda v ∈ H1
0 (Ω) y para

toda sucesión {γn} en S convergente a γ ∈ S, en el sentido que le

dimos en el Caṕıtulo 1, se tiene que ‖Tγnv − Tγv‖H
1/2
2π

−−−→
n→∞

0. En

otros términos, Tγn → Tγ fuertemente .

Para demostrar este teorema haremos uso del siguiente lema que tiene

interés por śı mismo.

Lema 2.13. Sea S una familia como la considerada en el Teorema

2.12. Entonces la familia de trazas asociadas a S dada por {Tγ : γ ∈ S}
es acotada en L(H1

0 (Ω), H
1/2
2π ). Más precisamente existe M > 0 tal que

‖Tγ‖L ≤ M, para toda γ ∈ S.

Demostración. Sabemos por Lema 1.2 del Caṕıtulo 1 que existe

r : 0 < r ≤ h que sólo depende de los parámetros de la familia S para

el cual el r-entorno Dr
γ de Γγ “cortado en t = 0” resulta C1−difeomorfo

con Q = (0, 2π)×(−1, 1). Hemos denotado con Tγ a este difeomorfismo

y con Er
γ al entorno “tubular” de radio r de Γγ. Sea Γσ el segmento

de recta en Q parametrizado por σ(t, η) = (t, 0), t ∈ [0, 2π]. Notar que

Tγ(Γσ) = Γγ, ya que Tγ(t, η) = γ(t) + rην(t).

Elegimos u ∈ C1
0(E

r
γ) y notamos que Tγu = (τΓu) ◦ γ = u ◦ γ. Como

γ(t) = Tγ(t, 0) tenemos que

‖Tγu‖H
1/2
2π

= ‖u(Tγ(., 0))‖
H

1/2
2π

.
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Con la notación introducida en el Teorema 2.7, el miembro derecho en

la igualdad anterior es la norma H1/2([0, 2π]) y por lo tanto vale la

desigualdad

‖Tγu‖H
1/2
2π
≤ c ‖u‖H1(Q) .

Finalmente cambiamos las variables t, η por las variables x, y con (x, y) =

Tγ(t, η), usamos la no singularidad de este cambio de variables obtenien-

do cotas que dependen sólo de
1

‖det[DTγ]‖L∞(Q)

y dado que |det[DTγ]|
está inferiormente acotado por rα1/2 ( ver demostración del Lema 1.2

del Caṕıtulo 1 ) podemos escribir

‖Tγu‖H
1/2
2π
≤ c̃ ‖u‖H1(Dr

γ) .

Ahora vamos a extender esta estimación para cualquier u ∈ C1
0(Ω).

Elegimos f ∈ C1(R,R+
0 ) tal que f(0) = 1, f ≥ 0 en [0,∞) y f = 0

en (−∞,−1] ∪ [1, +∞).

Definimos gγ : Ω → R+
0 por

gγ(y) :=





f(π2T
−1
γ (y)) y ∈ Dr

γ

0 en otro caso

donde π2 es la proyección de IR2 sobre la segunda coordenada. Por

continuidad gγ puede ser extendida de manera única a C1
0(Ω) , deno-

taremos esta extensión con el mismo nombre. Notemos que gγ depende

de γ, pues el entorno “cortado” Dr
γ y el difeomorfismo Tγ dependen de

γ. Por construcción ugγ ∈ C1
0(Ω) satisface ugγ = 0 en Ω \ Dr

γ y

ugγ = u en Γγ. Aplicando a ugγ la estimación antes deducida,

‖Tγu‖H
1/2
2π

= ‖Tγugγ‖H
1/2
2π
≤ c̃ ‖ugγ‖H1(Dr

γ) = c(∇ugγ,∇ugγ)
1/2
Dr

γ

ya que ugγ se anula en los bordes de Dr
γ y en H1

0 (Dr
γ) la norma de

Sobolev es equivalente a la norma Hilbertiana o seminorma−H1.
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Para estimar esta seminorma tendremos en cuenta que

∇gγ(y) = f ′(π2 ◦ T−1
γ (y))∇π2(T

−1
γ (y))DT−1

γ (y),

con lo cual usando que la norma Frobenius de DT−1
γ está acotada ( ver

Lema 1.2) tenemos ‖∇gγ‖ ≤ ‖f ′‖∞
∥∥DT−1

γ

∥∥ ‖∇π2‖ ≤ c̃ ‖f ′‖∞ . Aśı,
∫

Dr
γ

|∇ugγ|2 =

∫

Dr
γ

|gγ∇u + u∇gγ|2

=

∫

Dr
γ

(g2
γ |∇u|2 + 2u gγ∇u.∇gγ + u2 |∇gγ|2)

≤ ‖f‖2
∞ ‖∇u‖2

L2 + 2c̃ ‖f‖∞ ‖f ′‖∞
∫

u |∇u|+ c̃2 ‖f ′‖2
∞ ‖u‖2

L2

≤ C̃ ‖u‖2
H1(Dr

γ) (‖f‖2
∞ + 2 ‖f‖∞ ‖f ′‖∞ + ‖f ′‖2

∞)

= C̃ ‖u‖2
H1(Dr

γ) (‖f‖∞ + ‖f ′‖∞)2,

donde C̃ = máx{1, 2c̃, c̃2}. Por lo tanto, para cada u ∈ C1
0(Ω), tenemos

la siguiente cota para los operadores traza Tγ ( uniforme respecto de

γ ∈ S), ‖Tγu‖H
1/2
2π
≤ M =

√
C̃ ‖u‖H1(Dr

γ) (‖f‖∞ + ‖f ′‖∞), y el Lema

se sigue por la densidad de C1
0(Ω) en H1

0 (Ω).

¤

Demostración. ( Teorema 2.12) Tomemos primero w ∈ C∞(Ω̄),

y estimemos la norma en H
1/2
2π de Tγnw − Tγw,

‖Tγnw − Tγw‖2

H
1/2
2π

=

∫ 2π

0

[w(γn(t))− w(γ(t))]2 dt+

+

∫ 2π

0

∫ 2π

0

[w(γn(t))− w(γ(t))− w(γn(s)) + w(γ(s))]2

(sin(t− s)/2)2
dt ds =

= I1
n + I2

n.

Por el teorema de la convergencia dominada, la primera integral I1
n

converge a cero cuando n → ∞. En efecto, notar que por la suavidad
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de w y por la convergencia de γn a γ tenemos que w ◦ γn → w ◦ γ

uniformemente.

Definimos para (t, s) ∈ [0, 2π)2 la sucesión de funciones

hn(t, s) := w(γn(t))− w(γ(t))− w(γn(s)) + w(γ(s)).

Puesto que ĺım
n→∞

hn(t, s)

sin(t− s)/2
= 0 para todo t 6= s, para demostrar

que el ĺımite de I2
n es cero cuando n → ∞, basta ver que ϕn(t, s) =

hn(t, s)

sin(t− s)/2
es uniformemente acotada en el conjunto U que se obtiene

excluyendo del cuadrado [0, 2π)2 la diagonal desde el origen, es decir

U = [0, 2π)2 \ {t = s} cuya medida sigue siendo 4π2.

Para encontrar una cota uniforme para ϕn , definimos para un δ sufi-

cientemente pequeño el siguiente subconjunto de U,

Vδ = [
{
(t, s) ∈ [0, 2π)2 : |t− s| < δ

}∪B((0, 2π), δ)∪B((2π, 0), δ)]∩U.

Es claro que la sucesión {ϕn : n ∈ N} está acotada uniformemente en

U\Vδ, por c
‖w‖∞

δ
para alguna constante c > 0. Veamos ahora qué ocurre

para puntos (t, s) en Vδ y δ suficientemente chico.

Para |t− s| < δ, aplicando el teorema del valor medio tenemos que

|hn(t, s)| = |hn(t, s)− hn(t, t)| ≤ ‖hn‖C1 |t− s| .

Por el Teorema de Taylor, sin
t− s

2
≥ t− s

2
− (t− s)3

233!
.

De ambas desigualdades obtenemos la siguiente estimación,

|ϕn(t, s)| ≤ ‖hn‖C1

∣∣∣∣
t− s

sin(t− s)/2

∣∣∣∣ ≤
2c

1− δ2/24
, para |t− s| < δ.

Sólo resta estimar ϕn en [B((0, 2π), δ) ∪ B((2π, 0), δ)] ∩ U. Debido a

la simetŕıa es suficiente encontrar una cota en B((2π, 0), δ) ∩ U. Un
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argumento similar al anterior conduce a,

|hn(t, s)| = |hn(t, s)− hn(2π, 0)| ≤ ‖hn‖C1

√
(t− 2π)2 + s2, luego

|ϕn(t, s)| ≤ ‖hn‖C1

√
(t− 2π)2 + s2

|sin(t− s)/2| ≤ c

√
(t− 2π)2 + s2

|sin(2π − t + s)/2|

= c

√
(t− 2π)2 + s2

2π − t + s

2π − t + s

sin(2π − t + s)/2
≤ 2c

1− δ2/6
.

Lo que prueba la estimación uniforme que buscábamos y que

‖Tγnw − Tγw‖H
1/2
2π
→ 0 para w ∈ C∞(Ω̄) ⊃ C∞0 (Ω).

Para el caso general, dada v ∈ H1
0 (Ω), y ε > 0 tomamos w ∈ C∞(Ω̄)

tal que ‖v − w‖H1(Ω) < ε entonces, llamando M a la cota uniforme

para los operadores Tγn que proporciona el Lema 2.13, tenemos que la

norma ‖Tγnv − Tγv‖H
1/2
2π

está acotada por

‖Tγn(v − w)‖
H

1/2
2π

+ ‖Tγnw − Tγw‖H
1/2
2π

+ ‖Tγ(v − w)‖
H

1/2
2π

< Mε + ‖Tγnw − Tγw‖H
1/2
2π

+ Mε.

En otros términos, Tγn → Tγ fuertemente.

¤

2.6. Los operadores de extensión de funciones de Sobolev

definidas sobre curvas admisibles

En esta sección se muestra la construcción, para cada γ ∈ S, de ope-

radores extensión Eγ : H
1/2
2π → H1

0 (Ω), se demuestra que están

uniformemente acotados para γ ∈ S y que TγEγϕ = ϕ para toda

ϕ ∈ H
1/2
2π .

Por razones de simplicidad notacional, sustituiremos en lo que sigue

H
1/2
2π por el espacio H

1/2
2 que se define como H

1/2
2π reemplazando el
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intervalo [0, 2π] por [−1, 1]. Teniendo en cuenta el cambio de variables

t 7→ π + πt; la norma en este espacio puede definirse por

‖ϕ‖
H

1/2
2

=

√√√√π

∫ 1

−1

ϕ2(t) dt + π2

∫ 1

−1

∫ 1

−1

|ϕ(t)− ϕ(s)|2∣∣sin π t−s
2

∣∣2 dt ds.

Notemos que el mismo cambio de variables muestra que los espacios

H
1/2
2 y H

1/2
2π resultan isométricos, por consiguiente podemos sustituir

el problema de extensión de funciones de H
1/2
2π por el de extensión de

funciones de H
1/2
2 . Necesitaremos una versión del espacio de Sobolev

en R = (−1, 1)2 que contenga sólo las funciones que son 2−periódicas

en su primera variable t para cada valor η de la segunda variable en

(−1, 1) fijo. Sea H1
per(R) la clausura en H1(R) de las restricciones a R

de las funciones v ∈ C∞(R×(−1, 1)) que para cada η ∈ (−1, 1) resultan

2−periódicas en t, i.e. v(t + 2, η) = v(t, η) para todo η ∈ (−1, 1), y

para todo t ∈ R. Comenzamos con la extensión valuada en H1
per(R).

Lema 2.14. Sea R = (−1, 1)2, I = (−1, 1). Entonces existe un ope-

rador extensión lineal y continuo E : H
1/2
2 → H1

per(R) que satisface,

(Eϕ)(., 0) = ϕ.

Demostración. Comenzamos tomando ϕ ∈ C∞ ∩H
1/2
2 . Para tra-

bajar en toda la recta real, seguiremos denotando con ϕ a una función

C∞(R) con los mismos valores sobre [−3, 3] que la extensión 2-periódica

de ϕ pero ahora con soporte compacto, digamos contenido en [−4, 4].

Sea ψ ∈ C∞0 (R) con ψ ≥ 0,
∫
R ψ(x) dx = 1 y sopψ ⊂ [−1, 1].

Definimos para (x, y) ∈ R2
+ = {(x, y) : y > 0} la función

Φ(x, y) = (ψy ∗ϕ)(x) = 1
y

∫
R ψ(x−ξ

y
) ϕ(ξ) dξ = 1

y

∫
|x−ξ|<y

ψ(x−ξ
y

) ϕ(ξ) dξ.

Argumentos usuales muestran que Φ ∈ C∞(R2
+) y que Φ(x, y) → ϕ(x)

cuando y → 0, en el sentido de la norma L2(R) y puntualmente.
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En particular ĺım
y→0

‖Φ(., y)− ϕ(.)‖L2(I) = 0.

Notemos ahora que Φ(1, y) = Φ(−1, y) para todo 0 < y ≤ 1. En efecto,

Φ(1, y) =

∫ 1

−1

ψ(z)ϕ(1− yz)dz =

∫ 1

−1

ψ(z)ϕ(−1− yz)dz = Φ(−1, y).

Definimos (Eϕ)(x, y) como la función de x que para cada y ∈ (0, 1]

se obtiene por extensión 2−periódica de la restricción de Φ(., y) al

intervalo [−1, 1]. Notemos que (Eϕ)(x, 0) = ϕ(x) en [−1, 1].

Resta probar que Eϕ ∈ H1(R) y que su norma está acotada por la

norma H
1/2
2 de ϕ. Comenzaremos probando que Eϕ ∈ H1(R+) donde

R+ = {(x, y) ∈ R : y > 0} .

Estimaremos la norma de Eϕ en L2(R+) usando la desigualdad de

Schwartz con respecto a la medida ψ(z) dz y el teorema de Fubini de

la siguiente manera,

‖Eϕ‖L2(R+) =

∫ 1

0

∫ 1

−1

|(Eϕ)(x, y)|2 dx dy =

=

∫ 1

0

∫ 1

−1

∣∣∣∣
∫ 1

−1

ψ(z)ϕ(x− yz)dz

∣∣∣∣
2

dx dy

≤
∫ 1

0

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ψ(z)ϕ2(x− yz)dz dx dy

=

∫ 1

0

∫ 1

−1

ψ(z)

∫ 1

−1

ϕ2(x− yz)dx dz dy =

≤
∫ 1

0

∫ 1

−1

ψ(z)

∫ 1−yz

−1−yz

ϕ2(ξ)dξ dz dy

≤
∫ 1

0

∫ 1

−1

ψ(z)

∫ 2

−2

ϕ2(ξ)dξ dz dy = 2 ‖ϕ‖2
L2(I) ,

la última desigualdad se sigue de la periodicidad de ϕ en [−3, 3].

Debemos ahora estimar la norma en L2(R+) de ∂xEϕ.



49

Dado que ψ(−1) = ψ(1) = 0 tenemos

∂xEϕ(x, y) =
1

y2

∫

R
ψ′(

x− ξ

y
)ϕ(ξ) dξ =

1

y

∫

R
ψ′(z)ϕ(x− yz) dz

=

∫ 1

−1

ψ′(z)
ϕ(x− yz)

y
dz =

∫ 1

−1

ψ′(z)[
ϕ(x− yz)− ϕ(x)

y
] dz,

la última igualdad vale porque
∫ 1

−1
ψ′(z) dz = ψ(1)− ψ(−1) = 0.

Entonces,

‖∂xEϕ‖2
L2(R+) =

∫ 1

0

∫ 1

−1

∣∣∣∣
∫ 1

−1

ψ′(z)
ϕ(x− yz)− ϕ(x)

y
dz

∣∣∣∣
2

dx dy

≤
∫ 1

0

∫ 1

−1

{(∫ 1

−1

(ψ′)2(z) dz

) (∫ 1

−1

|ϕ(x− yz)− ϕ(x)|2
y2

dz

)}

≤ c

∫ 1

0

∫ 1

−1

∫

|ξ−x|<y

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2
y3

dξ dx dy.

El dominio de integración en la última integral está dado por

D = {(x, y, ξ) : |x| < 1, 0 < y < 1, |ξ − x| < y} .

Para x ∈ I, fijo, consideramos la sección Dx = {(y, ξ) : (x, y, ξ) ∈ D} ,

entonces D = ∪
|x|<1

({x} ×Dx).

Notemos que Dx puede escribirse como

Dx = {(y, ξ) : x < ξ < x + 1, 0 < ξ − x < y < 1}

∪ {(y, ξ) : x− 1 < ξ < x, 0 < x− ξ < y < 1} .

Por lo tanto aplicando el teorema de Fubini tenemos

‖∂xEϕ‖2
L2(R+) ≤ c

∫ 1

−1

∫ x

x−1

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2
{∣∣∣sin π

2
(ξ − x)

∣∣∣
2
∫ 1

x−ξ

y−3 dy

}
dξ dx

+ c

∫ 1

−1

∫ x+1

x

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2
{∣∣∣sin π

2
(ξ − x)

∣∣∣
2
∫ 1

ξ−x

y−3 dy

}
dξ dx.
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Teniendo en cuenta que
∣∣sin π

2
(ξ − x)

∣∣2
∫ 1

|x−ξ|
y−3 dy es acotada, resulta

‖∂xEϕ‖2
L2(R+) ≤ c̃

∫ 1

−1

[∫ x

x−1

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2 dξ +

∫ x+1

x

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2 dξ

]
dx

≤ c̃

∫ 1

−1

[∫ 2

−2

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2 dξ

]
dx

= c̃

∫ 1

−1

{∫ −1

−2

+

∫ 1

−1

+

∫ 2

1

} |ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2 dξ dx.

Por la periodicidad de ϕ resulta que,

∫ −1

−2

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ + 2− x)

∣∣2dξ =

∫ −1

−2

|ϕ(ξ + 2)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ + 2− x)

∣∣2 =

∫ 1

0

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2dξ.

Análogamente

∫ 2

1

|ϕ(ξ − 2)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − 2− x)

∣∣2 dξ =

∫ 0

−1

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2 dξ.

Reemplazando obtenemos la siguiente estimación

‖∂xEϕ‖2
L2(R+) ≤ c̃

∫ 1

−1

[
2

∫ 1

−1

|ϕ(ξ)− ϕ(x)|2∣∣sin π
2
(ξ − x)

∣∣2 dξ

]
dx ≤ 2c̃

π2
‖ϕ‖2

H
1/2
2

.

Una estimación similar puede deducirse para ‖∂yEϕ‖2
L2(R+) . Por den-

sidad concluimos que la extensión a R+ es continua. Finalmente refle-

jando Eϕ por antisimetŕıa respecto del eje y = 0, es decir definiendo

para −1 < y < 0, Eϕ(x, y) = −Eϕ(x,−y) tendremos que

∂xEϕ(x, y) = −∂xEϕ(x,−y) y que ∂yEϕ(x, y) = ∂yEϕ(x,−y),

lo que concluye el Lema. ¤

Notemos que si multiplicamos Eϕ por una función χ ∈ C∞(R) tal que

χ(·, 0) = 1, χ ≥ 0, χ(·, y) = 0 para |y ± 1| < 1
10

y χ(1, ·) = χ(−1, ·)
obtenemos una extensión de ϕ que se anula para y = ±1.
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Lema 2.15. Sea S una familia admisible que satisface S1 a S7 del

Caṕıtulo 1. Entonces existe un operador extensión lineal y continuo

Eγ : H
1/2
2π → H1

0 (Ω) tal que su norma está uniformemente acotada para

γ ∈ S y TγEγϕ = ϕ para toda ϕ ∈ H
1/2
2π . Más aún el soporte de Eγϕ

está contenido en el entorno “tubular cortado” Dr
γ de Γγ.

Demostración. Por la isometŕıa entre H
1/2
2 y H

1/2
2π , por el lema

anterior y la construcción de la función Φ en su demostración tene-

mos, luego de los pertinentes cambios de escalas, que dada ϕ ∈ H
1/2
2π

la extensión Eϕ a Q = (0, 2π) × (−1, 1) resulta de H1
per(Q), por lo

tanto afirmamos que existe un operador extensión lineal y continuo

E : H
1/2
2π → H1

per(Q) tal que, por la observación que precede al lema,

Eϕ(., 0) = ϕ, Eϕ(.,±1) = 0, y Eϕ(0, .) = Eϕ(2π, .).

Sea Tγ : Q → Dr
γ el difeomorfismo definido en el Lema 1.2 del Caṕıtulo

1 por, (t, η) 7→ γ(t)+ rην(t) donde Dr
γ es el r−entorno de Γγ cortado

en t = 0. Definimos la aplicación,

Dγ : H1
per(Q) → H1(Dr

γ) por Dγu := u ◦ T−1
γ .

Notemos que DγEϕ está bien definida en Dr
γ y que por la periodicidad

en t de Eϕ para cada η tenemos que DγEϕ se extiende con continuidad

a Er
γ. Puesto que necesitamos obtener funciones en el dominio fijo, con

D̃γEϕ denotamos la extensión por cero de DγEϕ en los puntos de Ω

que no están en Er
γ. Definimos finalmente, Eγϕ = D̃γEϕ.

Probemos que Eγ aśı definido satisface las propiedades de la tesis.

Veamos primero que Tγ es la inversa izquierda de Eϕ; recordemos que

el operador Tγ se obtiene componiendo τΓ, iγ y Jγ, donde

H1(Ω)
τΓ→ H1/2(Γγ)

iγ→ H1/2(γ)
Jγ→ H

1/2
2π .
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Entonces TγEγϕ = (Jγ ◦ iγ ◦ τΓ) D̃γEϕ = (D̃γEϕ) ◦ γ =

= Eϕ ◦ T−1
γ ◦ γ = Eϕ(T−1

γ (γ)) = Eϕ(., 0) = ϕ.

Probaremos conjuntamente la continuidad de cada Eγ y su acotación

uniforme para γ ∈ S. Puesto que Eγ = D̃γ ◦ E y que por el lema anterior

E es acotado, sólo resta obtener una cota uniforme para las normas de

los operadores Dγ. Esto sigue de las propiedades de S que permiten

obtener las siguientes desigualdades, donde ∇xy denota el gradiente

con respecto a las variables x, y ∈ Ω y ∇t,η respecto a las variables

t, η ∈ Q,

‖∇xyDγu‖2
L2(Dr

γ) =

∫

Dr
γ

∣∣[∇tη(u ◦ T−1
γ )T D(T−1

γ )] ◦ T−1
γ (x, y)

∣∣2 dx dy

=

∫

Q

∣∣(∇tηu)T (DTγ)
−1

∣∣2 |detDTγ| dt dη

≤
∫

Q

|∇tηu|2
∣∣(DTγ)

−1
∣∣2
F
|detDTγ| dt dη

≤ c2 ‖∇tη u‖2
L2(Q) ,

siendo c es una constante independiente de γ pues |detDTγ| está aco-

tado superiormente para toda γ ∈ S por S5 .

De manera similar se puede obtener una cota uniforme para

‖Dγu‖L2(Dr
γ) . ¤

Otro resultado que se necesitará es la continuidad de la operación de

extensión, para ϕ ∈ H
1/2
2π fija, como una aplicación de S en L2(Ω)

dada por γ 7→ Eγϕ. Esta idea se enuncia en el próximo teorema cuya

demostración necesita del siguiente lema
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Lema 2.16. Sea Qn una sucesión de subconjuntos abiertos (relativos)

de Q = [0, 2π] × [−1, 1] tales que para todo (t, η) ∈ Q◦ existe N ∈ N
tal que para todo n ≥ N se tiene que (t, η) ∈ Qn. Supongamos que para

cada n existe un difeomorfismo In : Qn → Q con Jacobianos superior

e inferiormente uniformemente acotados y además para todo compacto

K ⊂ Q◦, sup
(t,η)∈K

|In(t, η)− (t, η)| −→
n→∞

0. Entonces para toda g ∈ L2(Q)

se tiene que ‖g(In(t, η))− g(t, η)‖L2(Qn) −→n→∞
0.

Demostración. Veamos primero que el lema es válido para g ∈
C(Q). Dado ε > 0, K un compacto en Q◦ tal que |Q \K| < ε2,

‖g(In(t, η))− g(t, η)‖L2(Qn) =

∫

Qn

|g(In(t, η))− g(t, η)|2 dt dη

=

∫

K∩Qn

|g(In(t, η))− g(t, η)|2 dt dη

+

∫

Qn\K
|g(In(t, η))− g(t, η)|2 dt dη

≤ 4πε2 + |Q \K| 4 ‖g‖2
∞ < cε2,

para alguna constante c positiva.

Ahora para g ∈ L2(Q) y para todo ε > 0 existe h ∈ C(Q) tal que

‖h− g‖L2(Q) < ε. Entonces,

‖g ◦ In − g‖L2(Qn) ≤ ‖g ◦ In − h ◦ In‖ + ‖h ◦ In − h‖ + ‖h− g‖L2
Q

< cε

pues se escogió h en C(Q) próxima a g y además,

‖g ◦ In − h ◦ In‖2
L2(Qn) =

∫

Qn

|g ◦ In(t, η)− h ◦ In(t, η)|2 dt dη

=

∫

Q

∣∣g(t̃, η̃)− h(t̃, η̃)
∣∣2 J

(
t, η

t̃, η̃

)
dt̃ dη̃

≤ c̃

∫

Q̃⊂Q

|g − h|2 dt̃ dη̃ < c̃ε.

¤
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Teorema 2.17. Sea S = S(h, α1, α2, α3, ρ) una familia admisible que

satisface S1 a S7 del Cap. 1. Entonces para toda ϕ ∈ H
1/2
2π y para

toda sucesión γn en S convergente a γ ∈ S, en el sentido que dimos en

el Caṕıtulo 1, se tiene que ‖Eγnϕ− Eγϕ‖L2(Ω) −→n→∞
0.

Demostración. Estimaremos la norma L2 de Eγnϕ−Eγϕ teniendo

en cuenta los operadores que definimos en los lemas anteriores para

construir los Eγ asi como el difeomorfismo Tγ definido en el Cap.1,

‖Eγnϕ− Eγϕ‖2
L2(Ω) =

∫

Ω

|Eγnϕ(x, y)− Eγϕ(x, y)|2 dx dy

=

∫

Dr
γn∩Dr

γ

∣∣Eϕ(T−1
γn

(x, y))− Eϕ(T−1
γ (x, y))

∣∣2 dx dy

+

∫

Dr
γn\Dr

γ

∣∣Eϕ(T−1
γn

(x, y))
∣∣2 dx dy

+

∫

Dr
γ\Dr

γn

∣∣Eϕ(T−1
γ (x, y))

∣∣2 dx dy.

Haciendo cambio de variables y teniendo en cuenta que el valor absoluto

del jacobiano de la aplicación Tγ está acotado superiormemente para

toda γ ∈ S, veremos que cada uno de estos tres términos tiende a cero

cuando γn → γ en C2([0, 2π], IR2),
∫

Dr
γn∩Dr

γ

∣∣Eϕ(T−1
γn

(x, y))− Eϕ(T−1
γ (x, y))

∣∣2 dx dy

=

∫

T−1
γ (Dr

γn∩Dr
γ)

∣∣Eϕ(T−1
γn

(Tγ(t, η)))− Eϕ(t, η)
∣∣2 |detDTγ| dt dη

≤ c

∫

Q

∣∣Eϕ(T−1
γn
◦ Tγ(t, η))− Eϕ(t, η)

∣∣2 dt dη −→ 0,

pues Eϕ(T−1
γn
◦ Tγ(t, η)) → Eϕ(t, η) cuando γn → γ en C2([0, 2π], IR2)

por lema anterior y Lema 1.2 del Caṕıtulo 1. Por otra parte la con-

vergencia en C2([0, 2π], IR2) de γn a γ implica la convergencia uniforme

de Dr
γn

a Dr
γ, por lo cual la medida de su diferencia tiende a cero y
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∫

Dr
γ\Dr

γn

∣∣Eϕ(T−1
γ (x, y))

∣∣2 dx dy −→ 0.

Además dado que Tγn es un difeomorfismo ( biyectiva y bicontinua) la

medida de T−1
γn

(Dr
γn
\ Dr

γ) también tiende a cero cuando γn → γ, de

esta manera
∫

Dr
γn\Dr

γ

∣∣Eϕ(T−1
γn

(x, y))
∣∣2 dx dy =

∫

T−1
γn (Dr

γn\Dr
γ)

|Eϕ(t, η)|2 |detDTγn| dt dη

≤ c

∫

T−1
γn (Dr

γn\Dr
γ)

|Eϕ(t, η)|2 dt dη −→ 0.

¤





CAPITULO 3

El problema de contorno que especifica la

dinámica del sistema

En este caṕıtulo planteamos y resolvemos un problema auxiliar que

denotaremos PDI ( por Dominio Inmerso) equivalente al problema de

contorno, que designaremos por PVB , que especifica la dinámica del sis-

tema para el problema de optimización de formas que se formulará en el

Caṕıtulo 4, en el que deseamos determinar el dominio óptimo que “pro-

duce” un determinado flujo a través de su componente libre del borde.

Aplicaremos las técnicas de dominio inmerso que fueron probadas por

J. Haslinger, T. Kozubek, K. Kunisch y G. Peichl para el caso de medios

isotrópicos, homogéneos y sin fuentes internas en [HKKP] y veremos

que estas técnicas pueden extenderse al caso de medios no isotrópicos

ni homogéneos y con fuentes internas originadas por alguna reacción

qúımica por ejemplo.

3.1. El problema de contorno básico

En esta sección reformularemos el problema de Poisson a valores en

el borde (PVB) como un problema de minimización de una funcional

sobre un conjunto convexo y cerrado de funciones de H1 definidas en

un dominio admisible.

Para cada γ ∈ S, familia de curvas admisibles definida en la Sección 1.1

del Caṕıtulo 1, consideremos el siguiente problema a valores en el borde
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definido en cada dominio admisibleWγ ⊂ R2 con borde ∂Wγ = Γ0∪Γγ,

donde Γ0 es la componente interior fija y Γγ la componente exterior

libre,

(2) (PVB)





−div(A∇u) = f en Wγ

u = 0 en Γγ

u = c en Γ0

donde A es una matriz simétrica 2 × 2 cuyos coeficientes aij(x) son

funciones acotadas ,es decir aij(x) ∈ L∞(Ω \ Ω0) para i, j = 1, 2, que

describen la naturaleza heterogénea y anisotrópica del medio y c es

una constante dada. El término fuente f también está dado y es de

cuadrado integrable en el dominio Ω \ Ω0, es decir f ∈ L2(Ω \ Ω0) con

Ω = (−1, 1)2 ⊃ Wγ y Ω0 es la región delimitada por Γ0.

F́ısicamente sabemos que la incógnita u : Wγ → R representa en

este caso la densidad de alguna concentración qúımica en estado esta-

cionario en el interior de la región Wγ .

En el caso heterogéneo pero isotrópico la ecuación diferencial parcial

de este problema de contorno se obtiene a partir de la ley de difusión

de Fick (ley de Fourier o ley de Ohm si u fuera temperatura o potencial

electrostático, respectivamente) que establece que el flujo por unidad

de área es un múltiplo negativo del gradiente, la constante de propor-

cionalidad se llama conductividad y mide la habilidad del material para

propagar el contaminante, podemos entonces expresar este flujo como

el campo vectorial −A(x)∇u, donde A(x) = a(x)I.

En general en un medio no homogéneo ni isotrópico el flujo total hacia

afuera de cualquier subregión suave U del dominio es la integral sobre

el borde de U de la componente normal de Φ = −A∇u. Por otra parte,
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integrando el término fuente sobre U obtenemos la concentración total

generada en el interior de U y usando el Principio de conservación de

la enerǵıa resulta ,

∫

∂U

−A∇u · n ds =

∫

U

f dA.

Luego usando el Teorema de la divergencia tenemos que

∫

U

(−div(A∇u)− f) dA = 0.

Como esta integral es cero para toda subregión que uno quiera consi-

derar donde valga el teorema, es necesario que el integrando sea cero

en todo punto del dominio Wγ, aśı se obtiene la ecuación diferencial

del problema (PVB) contenido en (2).

Supondremos una condición clásica en A que implica la elipticidad

uniforme del operador , esto es: existe alguna constante λ positiva tal

que para cualquier ξ = (ξ1, ξ2)
T ∈ R2 la siguiente condición

(3)
2∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2.

Claramente esta desigualdad implica que A(x)ξ.ξ = 0 sólo si ξ = 0̄,

con lo cual Aξ.η = ηT Aξ define en R2 un producto interno, que vamos

a denotar (ξ, η)A. La desigualdad (3), llamada condición de elipticidad,

implica que el flujo va de regiones de mayor a menor concentración,

pues la densidad del flujo difusivo satisface Φ · ∇u = −A∇u.∇u ≤ 0.

Dado que A es definida positiva y sus elementos son funciones aco-

tadas, el operador −divA∇ resulta uniformemente eĺıptico ( acotado

y uniformemente coercitivo) lo cual implica que para cualquier f en

L2(Wγ) y g en H1(Wγ) el problema de Dirichlet :
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−divA∇u = f en Wγ

u = g en ∂Wγ

tiene única solución u ∈ H1(Wγ) para cada γ fija ([G-T] pág 181).

Como es sabido el problema anterior está relacionado con otro de mi-

nimización ([K-S] Caṕıtulos 1 y 2). En particular consideremos el si-

guiente problema

mı́n
v∈K

{
1/2

∫

Wγ

A∇v.∇v dx−
∫

Wγ

fv dx

}

K =
{
v ∈ H1(Wγ) : τΓγv = 0, τΓ0v = c

}
.

(4)

Sea J(v) := 1/2
∫
Wγ

A∇v.∇v dx − ∫
Wγ

fv dx. Notemos que si ũ ∈ K

es una solución del problema de minimización (4) entonces es solución

del problema de contorno (PVB) de (2).

En efecto si ũ realiza el mı́nimo de J en K, J(ũ) = mı́n
v∈K

J(v), entonces la

derivada Gâteaux de J en ũ debe anularse, es decir
dJ(ũ + tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0

para cualquier v ∈ H1(Wγ) tal que ũ + tv ∈ K, por lo cual v debe ser

cero sobre ambas componentes del borde.

Definimos entonces K̃ =
{
v ∈ H1(Wγ) : v|Γ0 = v|Γγ = 0

}
y calcula-

mos para cualquier v ∈ K̃,

d

dt
J(ũ + tv) =

1

2

∫

Wγ

d

dt
[A∇(ũ + tv).∇(ũ + tv)]−

∫

Wγ

d

dt
f(ũ + tv)

=
1

2

∫

Wγ

(2 A∇ũ.∇v + 2tA∇v.∇v − 2fv) dx.

Por lo tanto
dJ(ũ + tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫

Wγ

(A∇ũ.∇v − fv) dx = 0 ∀v ∈ K̃.
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Aplicando la fómula de integración por partes en H1(Wγ),

0 =

∫

∂Wγ

(A∇ũ.ν) v ds−
∫

Wγ

∇.(A∇ũ) v dx−
∫

Wγ

fv dx.

Como la primera integral es cero pues v ∈ K̃, tenemos

∫

Wγ

[∇.(A∇ũ) + f ] v dx = 0, para todo v ∈ K̃.

Por lo tanto, −div(A∇ũ) = f en Wγ. Además ũ satisface las condi-

ciones de borde de (2) pues ũ ∈ K.

La unicidad se deduce de la unicidad en (2).

Por lo tanto encontrar una solución de (PVB) contenido en (2) se reduce

a resolver el problema de minimización (4).

3.2. La Técnica de Dominio inmerso

Como en los problemas que consideraremos en los Caṕıtulos 4 y 6

el dominio Wγ es también una incógnita y será necesario estudiar los

operadores en espacios funcionales definidos sobre conjuntos diferentes,

la “técnica de dominio inmerso” nos permite considerar espacios fun-

cionales en un dominio fijo.

La idea de la técnica de dominio inmerso consiste en extender el proble-

ma a un dominio más grande Ω con una geometŕıa simple, que contenga

a Wγ, y deducir luego ecuaciones en Ω tales que una solución de éstas

restringida a Wγ sea solución del problema original. Aśı las condiciones

de borde del problema original serán condiciones sobre curvas internas

impuestas por multiplicadores de Lagrange.
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Sea Ω = (−1, 1)2 el dominio simple que contiene a cada dominio Wγ

para toda γ ∈ S, donde S es una faminia admisible que satisface S1

a S7 del Caṕıtulo 1.

Sea f̃ la función de cuadrado integrable en Ω que coincide con f en Wγ

y es cero en Ω \Wγ.

Llamaremos Ω0 a la región delimitada por Γ0 y Ωγ a la componente

conexa de Ω\Wγ adyacente a Γγ, como indica la figura 3.1.

bf
blom0

om1

w

PSfrag replacements

Γ0

Γγ

Ω0

Ω

Ωγ

Wγ

Figura 3.1. Regiones en el dominio simple Ω.

Sea K̂ =
{
v̂ ∈ H1

0 (Ω) : τΓγ v̂ = 0, τΓ0 v̂ = c
}

. Notemos que si para

cualquier v ∈ L2(Wγ), definimos la siguiente extensión de v a Ω

w :=





v en Wγ

c en Ω0

0 en Ωγ

tendremos que w ∈ H0
1(Ω) si v está en H1(Wγ) y satisface las condi-

ciones de borde de (PVB) pues de esta manera v, 0 y c se “pegan” bien

en los bordes (Lema 2.8 del Caṕıtulo 2). Por otra parte

w ∈ K̂ si y sólo si v ∈ K =
{
v ∈ H1(Wγ) : τΓγv = 0, τΓ0v = c

}
.
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Por lo tanto, como f̃ = 0 en Ω0, el problema de minimización (4)

será equivalente al siguiente

mı́n
v̂∈K̂

{
1/2

∫

Ω

A∇v̂.∇v̂ dx−
∫

Ω

f̃ v̂ dx

}

K̂ =
{
v̂ ∈ H1

0 (Ω) : τΓγ v̂ = 0, τΓ0 v̂ = c
}

(5)

De esta manera la restricción a Wγ de la solución de (5) en el dominio

“ficticio” Ω, será una solución de (4) y por consiguiente de (PVB).

Aplicaremos ahora a (5) la condición necesaria que proporciona el Prin-

cipio de los multiplicadores de Lagrange (Teorema 2.3).

Notemos que el funcional Ĵ : H1
0 (Ω) → R definido por Ĵ(v̂) :=

1/2
∫

Ω
A∇v̂.∇v̂ dx−∫

Ω
f̃ v̂ dx es estrictamente convexo en el convexo

y cerrado K̂.

Definimos el siguiente operador vectorial no lineal y continuo F̄γ :

H1
0 (Ω) → H1/2(Γ0) × H1/2(Γγ), F̄γv = (τ0v − c, τΓv) y dotamos al

espacio de Hilbert producto H1/2(Γ0)×H1/2(Γγ) de la siguiente norma

‖(ϕ, ψ)‖2
H1/2(Γ0)×H1/2(Γγ) := ‖ϕ‖2

H1/2(Γ0) + ‖ψ‖2
H1/2(Γγ) .

Notemos que v̂ ∈ K̂ si y sólo si F̄γ v̂ = 0̄, entonces para û, único punto

de mı́nimo de Ĵ sobre K̂, necesariamente F̄γû = 0̄.

Además Ĵ y F̄γ son diferenciables Fréchet con derivadas

Ĵ ′(û)v̂ = (A∇û,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω y F̄ ′
γ(û)v̂ = (τ0v̂, τΓv̂).

Puesto que el operador traza de H1(Ω) en H1/2(Γ) es suryectivo (Lema

2.9) no es dif́ıcil ver que el operador F̄γ
′
(û) es suryectivo.

Por lo tanto û es un punto regular y podemos afirmar entonces que exis-

te un multiplicador de Lagrange λ̄ = (λ0, λγ) en el dual de H1/2(Γ0)×
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H1/2(Γγ), que denotamos con H−1/2(Γ0)×H−1/2(Γγ), que hace al La-

grangiano L estacionario en û, siendo

L : H1
0 (Ω)×H−1/2(Γ0)×H−1/2(Γγ) → R definido por

L(v̂, λ̄) = Ĵ(v̂)− λ̄(F̄γ v̂) donde λ̄ = (λ0, λγ),

y λ̄(F̄γ v̂) = 〈λ̄, F̄γ v̂〉Γ0∪Γγ es la dualidad entre los espacios producto

H
−1/2
Γ0

×H
−1/2
Γγ

y H
1/2
Γ0

×H
1/2
Γγ

. Por lo tanto

L′G(û, λ̄)(v̂) =
d

dt
L(û + tv̂, λ̄)| t=0 = 0 ∀v̂ ∈ H1

0 (Ω).

Teniendo en cuenta que 〈λ̄, F̄γ v̂〉Γ0∪Γγ := 〈λ0, τ0v̂ − c〉Γ0 + 〈λγ, τΓv̂〉Γγ ,

resulta que

L(û + tv̂, λ0, λγ) = 1/2

∫

Ω

A∇(û + tv̂).∇(û + tv̂) dx−

−
∫

Ω

f̃(û + tv̂) dx− 〈λ0, τ0(û + tv̂)− c〉Γ0 − 〈λγ, τΓ(û + tv̂)〉Γγ

= 1/2(A∇û,∇û)Ω + t(A∇û,∇v̂)Ω + t2/2(A∇v̂,∇v̂)Ω − (f̃ , û)Ω−

t(f̃ , v̂)Ω−〈λ0, τ0û〉Γ0−t 〈λ0, τ0v̂〉Γ0+〈λ0, c〉Γ0−〈λγ, τΓû〉Γγ−t〈λγ, τΓv̂〉Γγ ,

derivando con respecto a t y evaluando en t = 0 obtenemos

(6) (A∇û,∇v̂)Ω−(f̃ , v̂)Ω−〈λ0, τ0v̂〉Γ0−〈λγ, τΓv̂〉Γγ = 0 ∀v̂ ∈ H1
0 (Ω).

Además como F̄γû = 0̄, entonces 〈µ̄, F̄γû〉Γ0∪Γγ = 0 para todo µ̄ =

(µ0, µγ) ∈ H−1/2(Γ0)×H−1/2(Γγ), y escribimos

(7) 〈µ0, τ0û〉Γ0 + 〈µγ, τΓû〉Γγ = 〈µ0, c〉Γ0 .

Resumiendo, si û es solución de (5) entonces û satisface (6) y (7).
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Diremos que û ∈ H1
0 (Ω) resuelve el Problema de Dominio Inmerso si û

satisface el siguiente problema

(PDI)





existe(λ0, λγ) ∈ H
−1/2
Γ0

×H
−1/2
Γγ

tal que, para todo v̂ ∈ H1
0 (Ω)

y para todo (µ0, µγ) ∈ H
−1/2
Γ0

×H
−1/2
Γγ

se tiene que,

(A∇û,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω − 〈λ0, τ0v̂〉Γ0 − 〈λγ, τΓv̂〉Γγ = 0 y

〈µ0, τ0û〉Γ0 + 〈µγ, τΓû〉Γγ = 〈µ0, c〉Γ0 ,

donde para abreviar, hemos usado H
−1/2
Γ0

× H
−1/2
Γγ

para denotar el es-

pacio producto H−1/2(Γ0)×H−1/2(Γγ). Además con 〈., .〉Γ denotamos

la dualidad entre H
1/2
Γ y H

−1/2
Γ (notación introducida en la Sección 1

del Caṕıtulo 2).

Las consideraciones anteriores plantean (PDI) como condición necesaria

para (4). El siguiente resultado muestra que (PDI) es suficiente para

(PVB).

Teorema 3.1. Si û ∈ H1
0 (Ω) resuelve (PDI) entonces u = û|Wγ resuelve

(PVB).

Demostración. Resulta inmediato que, si (û, λ0, λγ) es una solu-

ción de (PDI) , para v̂ ∈ H1
0 (Ω), τ0v̂ = τΓv̂ = 0 se obtiene de (6) que

(A∇û,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω = 0 y en particular si v̂ ∈ H1
0 (Wγ),

(A∇û,∇v̂)Wγ − (f̃ , v̂)Wγ = 0.

De (7), para (0, µγ) se tiene que 〈µγ, τΓû〉Γγ = 0, lo cual implica que

τΓû = 0 . Similarmente para (µ0, 0) resulta 〈µ0, τ0û − c〉Γ0 = 0 y

τ0û = c. Por lo tanto u = û |Wγ∈ K es solución del problema (PVB).

¤
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Notemos que el problema (PDI) tiene única solución (û, λ0, λγ). En efec-

to, la unicidad de û sigue de las propiedades de convexidad del funcional

y del conjunto de restricciones. Por lo tanto si (û, µ0, µγ) fuera otra

terna tendŕıamos que para todo v̂ ∈ H1
0 (Ω) : 〈µ̄ − λ̄, F̄γ v̂〉Γ0∪Γγ = 0, y

dado que F̄γ es suryectiva, esta igualdad es válida en todo el espacio

H1/2(Γ0) ×H1/2(Γγ) , es decir para todo F̄γ(v̂). Por lo tanto µ̄ = λ̄ y

la solución de (7) es única.

Observemos que, por definición de f̃ , para toda v̂ suave y con so-

porte en Ωγ ∪ Ω0, la primera de las igualdades en (PDI) asegura que

(A∇û,∇v̂)Ω = 0 y por consiguiente û ≡ 0 en Ωγ y en Ω0.



CAPITULO 4

Formulaciones del problema de optimización de

flujo considerando como variable la forma del

dominio

En este caṕıtulo formulamos precisamente el problema extremal que

consiste en encontrar, en una clase de dominios admisibles, un elemento

óptimo W∗ que minimice alguna distancia entre el flujo de droga a

través del borde libre del dominio y un flujo constante deseado, de

modo tal que la concentración de droga u sea la solución de un problema

de tipo Poisson en W∗, como el estudiado en el caṕıtulo anterior. El

principal objetivo de este caṕıtulo es la reformulación del problema de

optimización aplicando la técnica del dominio inmerso descripta en el

Caṕıtulo 3.

4.1. Formulación del problema de control óptimo

Como se mencionó en la introducción, un problema natural, en el estado

estacionario, consiste en encontrar qué forma exterior Γγ del dominio

anular hace que el flujo saliente
∂uγ

∂νA

a través de Γγ, esté lo más cerca

posible de un flujo prescripto constante L, donde
∂uγ

∂νA

= νA.∇uγ es la

derivada direccional de uγ en la dirección de νA. Observamos que en

el caso clásico en que A es la identidad,
∂uγ

∂νA

no es más que la derivada

normal. Si A es una matriz que satisface la condición de elipticidad (3)

67
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del Caṕıtulo 3, puesto que

0 < λ = λ |ν|2 ≤ νAνT = |νA| cos θ,

donde θ es el ángulo entre νA y ν tenemos que, como Γγ tiene recta

tangente en todo punto,
∂uγ

∂νA

es un “flujo saliente” de Wγ.

Veamos por qué la norma natural que medirá la proximidad entre
∂uγ

∂νA

y el flujo objetivo constante L es ‖.‖H−1/2(Γγ) .

Heuŕısticamente, como para cada γ la concentración uγ es una función

de H1(Wγ), su traza sobre Γγ está en H1/2(Γγ) y es de esperar que

la derivada “normal”
∂uγ

∂νA

pertenezca a H−1/2(Γγ). Para que esta pro-

puesta sea aceptable es necesario darle un sentido preciso a
∂uγ

∂νA

como

elemento de H−1/2(Γγ).

Dado que u es una solución de −div(A∇u) = f nuestra información

básica es que u ∈ H1(Wγ). Pero como f ∈ L2(Wγ) puede demostrarse

( ver [T] Cap 3, Secc 37 ) que u ∈ H2
loc(Wγ).

En particular si Wε
γ, con 0 < ε < 1, es una familia uniparamétrica de

dominios con clausura compacta en Wγ y con normales que convergen

a la normal de Wγ, entonces el Teorema de Green se puede aplicar a

cada Wε
γ. De esta manera se puede definir ( ver de nuevo [T] ) τ1uγ o

∂uγ

∂νA

como el elemento de H−1/2(∂Wγ) dado por

〈τ1uγ, ϕ〉∂Wγ = ĺım
ε→0

∫

∂Wε
γ

∂uγ

∂νA

v ds,

para ϕ ∈ H1/2(∂Wγ) donde v ∈ H1(Wγ) es una función asociada a ϕ

por el Teorema de Trazas 2.6 ( Sección 2 del Cap 2).
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Para probar que esto define un elemento de H−1/2(∂Wγ), aplicamos la

fórmula de Green en los dominios Wε
γ, donde u ∈ H2, usando el pro-

ducto interno (ξ, η)A = (Aξ, η)Wε
γ
, definido en la Sección 1 del Caṕıtulo

3. De esta manera tenemos que

∫

∂Wε
γ

∂uγ

∂νA

w ds =

∫

Wε
γ

A∇uγ.∇w dx +

∫

Wε
γ

f w dx,

vale para toda w ∈ C∞(Wγ) y también para toda w ∈ H1(Wγ), en

particular para v.

Por consiguiente para todo ε tenemos la siguiente estimación,

∣∣∣∣∣
∫

∂Wε
γ

∂uγ

∂νA

v ds

∣∣∣∣∣ ≤ c
(
‖u‖H1(Wγ) ‖v‖H1(Wε

γ) + ‖f‖L2(Wγ) ‖v‖L2(Wε
γ)

)

≤ c
(
‖u‖H1(Wγ) + ‖f‖L2(Wγ)

)
‖v‖H1(Wγ) ≤ c̃ ‖ϕ‖

H
1/2
∂Wγ

.

Con estas consideraciones el problema de optimización de flujo para

dominios con forma exterior variable definida por una curva γ ∈ S,

donde S = S(h, α1, α2, α3, ρ) es una clase compacta como la definida

en el Caṕıtulo 1, consiste en

(POpt)





encontrar una curva γ∗ ∈ S que satisfaga∥∥∥∥
∂uγ∗

∂νA

− L

∥∥∥∥
H−1/2(Γγ∗ )

= mı́n
γ∈S

∥∥∥∥
∂uγ

∂νA

− L

∥∥∥∥
H−1/2(Γγ)

donde uγ resuelve (PVB) enWγ

(PVB) es el problema a valores en el borde formulado en el Caṕıtulo 3 :

(PVB)





−div(A∇u) = f en Wγ

u = 0 en Γγ

u = c en Γ0

donde f ∈ L2(Ω \ Ω0).
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4.2. Reformulación del problema con la técnica de dominio

inmerso

Usualmente la existencia de solución a un problema de minimización se

deduce de alguna continuidad del funcional de costo y en nuestro caso

esto requiere que tenga sentido la convergencia uγn → uγ para γn → γ.

Dado que el dominio de definición de uγn depende de γn, esto llevaŕıa

a comparar elementos de diferentes espacios funcionales. Sin embargo

la técnica de dominio inmerso (Sección 3.2) y el homeomorfismo entre

los espacios H1/2(Γγ) y H
1/2
2π ( Sección 2.4) nos permitirán trabajar en

espacios funcionales con respecto al dominio fijo Ω = (−1, 1)2.

Además la extensión a Ω a partir de esta técnica permite mostrar que

el multiplicador de Lagrange correspondiente al borde libre donde se

prescriben condiciones homogéneas, coincide con el flujo normal de la

concentración original.

La observación precedente es parte del resultado contenido en el teore-

ma que sigue. Para enunciarlo planteamos el problema de optimización

en el dominio inmerso,

(POpt
DI )





encontrar una curva γ∗ ∈ S que satisfaga∥∥∥λ̃γ∗ − L
∣∣γ̇∗∣∣

∥∥∥
H
−1/2
2π

= mı́n
γ∈S

∥∥∥λ̃γ − L |γ̇|
∥∥∥

H
−1/2
2π

donde λ̃γ ∈ H
−1/2
2π y es tal que existen ûγ ∈ H1

0 (Ω), λ0γ ∈ H
−1/2
Γ0

de modo que ∀ v̂ ∈ H1
0 (Ω),∀ (µ0, µ̃γ) ∈ H

−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π valen,

(A∇ûγ,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω − 〈λ0γ , τ0v̂〉Γ0 − 〈λ̃γ, Tγ v̂〉2π = 0 y

〈µ0, τ0ûγ〉Γ0 + 〈µ̃γ, Tγûγ〉2π = 〈µ0, c〉Γ0

donde 〈., .〉2π indica el par dualidad en H
1/2
2π y f̃ , como antes, es la

extensión de f por cero dentro de Ω0.



71

Teorema 4.1. Sea S = S(h, α1, α2, α3, ρ) una familia admisible que

satisface S1 a S7 del Cap. 1 y sea L el flujo deseado. Entonces si el

problema (POpt
DI ) tiene solución la misma resuelve (POpt).

Demostración. Por el Teorema 3.1, el Teorema 4.1 estará proba-

do si demostramos que

(a) que λγ = τ1uγ =
∂uγ

∂νA

y

(b) que las normas H−1/2(Γγ) y las dualidades entre H1/2(Γγ) y

H−1/2(Γγ) pueden escribirse en términos del espacio de Sobolev

periódico H
1/2
2π .

Dado que u es solución de (PVB), reemplazando −divA∇u = f en la

versión general de la fórmula de Green obtenemos

(8) (A∇u,∇v)Wγ − (f, v)Wγ − 〈τ1u, τ0v〉Γ0 − 〈τ1u, τΓv〉Γγ = 0.

donde 〈τ1u, τ0v〉Γ0 + 〈τ1u, τΓv〉Γγ = 〈τ1u, τv〉∂Wγ , puesto que ∂Wγ =

Γ0 ∪ Γγ y Γ0 ∩ Γγ = ∅.

Como la función ûγ ∈ H1
0 (Ω) es solución de (PDI) entonces para un

par (λ0, λγ) ∈ H
−1/2
Γ0

×H
−1/2
Γγ

vale que, para todo v̂ ∈ H1
0 (Ω),

(9) (A∇ûγ,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω − 〈λ0, τ0v̂〉Γ0 − 〈λγ, τΓv̂〉Γγ = 0.

Por la observación final del Caṕıtulo 3 tenemos que los dos primeros

términos de (8) y (9) coinciden. Por consiguiente para toda v̂ ∈ H1
0 (Ω),

〈τ1u, τ0v̂〉Γ0 + 〈τ1u, τΓv̂〉Γγ = 〈λ0, τ0v̂〉Γ0 + 〈λγ, τΓv̂〉Γγ .

Tomando una v̂ ∈ H1
0 (Ω) que se anule en Γ0, resulta τ1u = λγ, lo que

implica que
∂u

∂νA

= λγ.

De esta manera mı́n
γ∈S

∥∥∥∥
∂uγ

∂νA

− L

∥∥∥∥
H−1/2(Γγ)

= mı́n
γ∈S

‖λγ − L‖H−1/2(Γγ) .
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Demostraremos (b) usando el homeomorfismo entre los espacios H
1/2
2π

y H1/2(Γγ) y los operadores traza Tγ ( Sección 2.5).

Puesto que iγ : H1/2(Γγ) → H1/2(γ) y Jγ : H1/2(γ) → H
1/2
2π son

isometŕıas y que τΓ : H1(Ω) → H1/2(Γγ) es suryectiva tenemos que

los operadores Tγ : H1(Ω) → H
1/2
2π , definidos por Tγ := Jγ ◦ iγ ◦ τΓ,

son lineales, acotados y suryectivos. Los operadores conjugados de ca-

da uno de ellos son los operadores lineales y continuos, definidos en los

respectivos duales.

En el siguiente diagrama denotamos con el supráındice “ − ∗′′ a los

operadores conjugados inversos:

H
−1/2
2π

Jγ
∗

−→ H−1/2(γ)
i∗−→ H−1/2(Γγ)

J −∗
γ i−∗γ λγ 7−→ i−∗γ λγ 7−→ λγ

Notemos que para la funcional λγ ∈ H−1/2(Γγ) y ϕ ∈ H1/2(Γγ) tenemos

que 〈λγ, ϕ〉Γγ = 〈i−∗γ λγ, iγϕ〉γ = 〈J −∗
γ i−∗γ λγ,Jγiγϕ〉2π.

Llamando λ̃γ := J −∗
γ i−∗γ λγ resulta que, para ϕ = τΓv̂ con v̂ ∈ H1(Ω),

〈λγ, τΓv̂〉Γγ = 〈λ̃γ, Tγ v̂〉2π.

Notemos además que un funcional sobre H
1/2
2π inducido por una con-

stante L se transforma de acuerdo a

〈L,ϕ〉Γγ = L

∫

Γγ

ϕdΓγ = L

∫ 2π

0

|γ̇(t)| ϕ ◦ γ dt = 〈L |γ̇| , ϕ ◦ γ〉2π,

de aqúı que ‖λγ − L‖H−1/2(Γγ) =
∥∥∥λ̃γ − L |γ̇|

∥∥∥
H
−1/2
2π

.

¤
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Una ventaja de esta última formulación, (POpt
DI ), sobre el problema ori-

ginal (POpt) respecto a la resolución numérica por el Método de Ele-

mentos Finitos podŕıa ser que el sistema de ecuaciones definido en el

dominio fijo Ω puede resolverse más eficientemente sobre una grilla fija

debido a la geometŕıa simple del mismo.





CAPITULO 5

Teoŕıa de existencia de solución del problema de

optimización de flujo considerando como variable

la forma del dominio

En este caṕıtulo veremos que los métodos de compacidad son apli-

cables para resolver la reformulación de nuestro problema presentada

en el Caṕıtulo 4, demostrando la dependencia continua de la concen-

tración y de los multiplicadores de Lagrange con respecto a la forma

del dominio. El principal resultado de este caṕıtulo es el Teorema 5.3

cuyo corolario inmediato es la existencia de solución de (POpt
DI ), con la

notación introducida en el caṕıtulo anterior.

5.1. Resultados previos

También en este caṕıtulo S denotará una clase compacta que satisface

S1 a S7 . Demostraremos en esta sección dos resultados que usaremos

para probar el Teorema de la Dependencia continua. Denotaremos con

(P 2π
DI) al problema de dominio inmerso (PDI) en H

−1/2
2π ,

(P 2π
DI)





encontrar (ûγ, λ0γ , λ̃γ) ∈ H1
0 (Ω)×H

−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π tal que :

(A∇ûγ,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω − 〈λ0γ , τ0v̂〉Γ0 − 〈λ̃γ, Tγ v̂〉2π = 0, v̂ ∈ H1
0

〈µ0, τ0ûγ〉Γ0 + 〈µ̃γ, Tγûγ〉2π = 〈µ0, c〉Γ0 , (µ0, µ̃γ) ∈ H
−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π .

Lema 5.1. El conjunto de soluciones de (P 2π
DI),

{
(ûγ, λ0γ, λ̃γ) : γ ∈ S

}
,

está acotado en H1
0 (Ω)×H

−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π .

75
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Demostración. Sabemos que para los dominios admisibles “hay

espacio” entre las componentes del borde, es decir existe una constante

d > 0 tal que dist(Γ0, Γγ) ≥ d para toda γ ∈ S, por lo tanto podemos

construir independientemente de γ una función v̂∗ ∈ H1
0 (Ω) tal que

v̂∗ = c en Γ0 y v̂∗ = 0 en Γγ para toda γ ∈ S.

Si ûγ denota a la función que minimiza en K̂ a Ĵ siendo

Ĵ(v) = 1/2

∫

Ω

A∇v̂.∇v̂ dx−
∫

Ω

f̃ v̂ dx

y

K̂ =
{
v̂ ∈ H1

0 (Ω) : v̂|Γγ = 0, v̂|Γ0 = c
}

entonces, Ĵ(ûγ) ≤ Ĵ(v̂∗) y como ‖v̂‖H1
0 (Ω) ≈ ‖v̂‖A = (A∇v̂,∇v̂)

1/2
Ω ,

obtenemos la siguiente acotación, para toda v̂ ∈ H1
0 (Ω) y c̃ > 0,

‖ûγ‖2
H1 ≤ c̃

(
‖v̂∗‖2

H1 + 2
∥∥∥f̃

∥∥∥
L2
‖v̂∗‖H1 + 2

∥∥∥f̃
∥∥∥

L2
‖ûγ‖H1

)
.

Dado que v̂∗ y f están fijas, en la desigualdad anterior el miembro

izquierdo es cuadrático en ‖ûγ‖H1 y el derecho es lineal en esa varia-

ble. Por consiguiente para alguna constante c positiva tenemos que

‖ûγ‖H1(Ω) ≤ c para toda γ ∈ S.

Ahora elegimos ϕ ∈ H1/2(Γ0), y la extendemos a v̂ ∈ H1(Ω) de manera

que sop v̂ ⊂ {x ∈ Ω : dist(x, Γ0) < d/2} . Reemplazando v̂ en la primera

ecuación de (P 2π
DI) tenemos

(10) 〈λ0γ , ϕ〉Γ0 = 〈λ0γ , τ0v̂〉Γ0 = (A∇ûγ,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω.

Como (A∇ûγ,∇v̂)Ω es un producto interno, y los elementos de A están

acotados, existe una constante k tal que

(A∇ûγ,∇v̂)Ω ≤ k‖ûγ‖H1(Ω)‖v̂‖H1(Ω) ≤ k̃c‖ϕ‖H1/2(Γ0),
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donde k̃ es el producto de k con una constante de inmersión apropiada

para v̂.

Por otra parte (f̃ , v̂)Ω ≤
∥∥∥f̃

∥∥∥
L2
‖v̂‖H1 ≤ k̃

k

∥∥∥f̃
∥∥∥

L2
‖ϕ‖H1/2(Γ0).

Reemplazando ambas estimaciones en (10) resulta,
∣∣〈λ0γ , ϕ〉Γ0

∣∣ ≤ k̃
(
c + 1

k

∥∥∥f̃
∥∥∥

L2

)
‖ϕ‖H1/2(Γ0). Tomando el supremo sobre

‖ϕ‖H1/2(Γ0) = 1 tenemos la acotación deseada

‖λ0γ‖H−1/2(Γ0) ≤ k̃

(
c +

1

k

∥∥∥f̃
∥∥∥

L2

)
para toda γ ∈ S.

Por otra parte, para cualquier ϕ ∈ H
1/2
2π , por la acotación uniforme de

los operadores trazas Tγ sobre los bordes libres en H
1/2
2π ( Lema 2.13) y

por la acotación de las extensiones Eγ en H1
0 (Ω) (Lema 2.15), de cuya

construcción se dedujo que sop Eγ ⊂ D̄γ, de la primera ecuación de

(P 2π
DI) deducimos la siguiente estimación

∣∣∣〈λ̃γ, ϕ〉2π

∣∣∣ =
∣∣∣〈λ̃γ, TγEγϕ〉2π

∣∣∣ ≤ |(A∇ûγ,∇Eγϕ)Ω|+
∣∣∣(f̃ , Eγϕ)Ω

∣∣∣ ≤

≤ k c ‖Eγ‖ ‖ϕ‖H
1/2
2π

+
∥∥∥f̃

∥∥∥
L2
‖Eγ‖ ‖ϕ‖H

1/2
2π
≤ a

(
k c +

∥∥∥f̃
∥∥∥

L2

)
‖ϕ‖

H
1/2
2π

donde a es la cota uniforme para los operadores extensión.

Tomando el supremo sobre ‖ϕ‖
H

1/2
2π

= 1 tenemos la estimación deseada

∥∥∥λ̃γ

∥∥∥
H
−1/2
2π

≤ a
(
k c +

∥∥∥f̃
∥∥∥

L2

)
, para toda γ ∈ S.

¤

En el siguiente lema se usará una propiedad elemental de las trazas. Si

v es una función que está en H1(Ω) y que es constantemente igual a c

en el dominio interior o en el dominio exterior determinados por una

curva γ suave cerrada contenida en Ω, entonces τΓv = c.
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Lema 5.2. Supongamos que γn → γ en C([0, 2π], IR2), γn, γ ∈ S y sea

{vn : n ∈ N} cualquier sucesión en H1
0 (Ω) que satisface τ0vn = c y

τγnvn = 0. Si vn converge débilmente a v en H1
0 (Ω) entonces τ0v = c y

τΓv = 0.

Demostración. Sean

ṽn :=





c en Ω̄0

vn en Wγn

0 en Ωn
1 = Ω \ (W̄γn ∪ Ω0)

y

ṽ :=





c en Ω̄0

v en Wγ

0 en Ω1 = Ω \ (W̄γ ∪ Ω0)

Notemos que ‖ṽn‖H1
0 (Ω) ≤ ‖vn‖H1

0 (Ω) . Como vn ⇀ v en H1
0 (Ω), en-

tonces existe M > 0 : ‖vn‖H1
0 (Ω) ≤ M ( consecuencia del Principio

de acotación uniforme de Banach-Steinhaus, ver [B-N] Teorema 15.4

pág 255) , en particular ‖ṽn‖H1
0 (Ω) ≤ M para todo n. Luego por

la precompacidad débil de las bolas de H1
0 (Ω) existe una subsucesión

{ṽnk
: k ∈ N} débilmente convergente en H1

0 (Ω) que, por el Teorema

de Rellich, podemos suponer convergente en L2(Ω) a una función w de

H1
0 (Ω) ( ver Sección 2.2 del Caṕıtulo 2 ). Como cada ṽnk

es constan-

temente c en Ω0, también lo es w en el mismo abierto cuya frontera es

Γ0. Por consiguiente τ0w = c. Por otra parte w ≡ 0 en Ω1. En efecto,

dado x ∈ Ω1 existe δ > 0 tal que B(x, 2δ) ⊂ Ω1. Por la convergencia

uniforme de γn a γ, para n suficientemente grande B(x, δ) no corta a

Γγn , entonces B(x, δ) ⊂ Ωn
1 (n ≥ N) y ṽnk

|B(x,δ) = 0 para esos valores

de n, de donde w es la función nula en B(x, δ). De aqúı que τΓw = 0.
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Notemos que en la prueba anterior estamos demostrando, en particular

que w ≡ ṽ en Ω1. Ya hab́ıamos argumentado que w = c = ṽ en Ω0.

Para probar que w es ṽ, argumentamos de un modo similar en Wγ y

obtenemos el resultado. ¤

5.2. El Teorema de la Dependencia Continua

Teorema 5.3. Supongamos que γn → γ en C1([0, 2π], IR2), γn, γ ∈ S.

Sea (ûn, λ0n, λ̃n) ∈ H1
0 (Ω)×H

−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π la solución de (P 2π

DI) corres-

pondiente a γn y sea (û, λ0, λ̃) ∈ H1
0 (Ω) × H

−1/2
Γ0

× H
−1/2
2π la solución

de (P 2π
DI) correspondiente a γ. Entonces lim

n→∞
ûn = û en H1

0 (Ω) en el

sentido de la norma, lim
n→∞

λ̃n = λ̃ débilmente en H
−1/2
2π , lim

n→∞
λ0n = λ0

fuertemente en H
−1/2
Γ0

. Además si γn → γ en C2([0, 2π], IR2), entonces

la convergencia de λ̃n a λ̃ en H
−1/2
2π es fuerte.

Demostración. Como {γn} está contenida en S, por el Lema 5.1

tenemos que la sucesión
{

(ûn, λ0n , λ̃n) : n ∈ N
}

está acotada en el

espacio de Hilbert H1
0 (Ω)×H

−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π . Entonces existe alguna sub-

sucesión de
{

(ûn, λ0n , λ̃n)
}

que es debilmente convergente. Probare-

mos que cualquiera sea la subsucesión
{

(ûnk
, λ0nk

, λ̃nk
)
}

débilmente

convergente, su ĺımite débil (û, λ0, λ̃) es la única solución de (P 2π
DI) co-

rrespondiente a γ. Esto será suficiente para la convergencia débil de la

sucesión completa
{

(ûn, λ0n , λ̃n)
}

al mismo ĺımite (û, λ0, λ̃).

Denotemos con
{

(ûn, λ0n , λ̃n) : n ∈ N
}

a cualquier subsucesión débil-

mente convergente de la sucesión dada. Denotemos con (û, λ0, λ̃) a su

ĺımite débil, en estos términos

(ûn, λ0n , λ̃n) ⇀ (û, λ0, λ̃) ∈ H1
0 (Ω)×H

−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π .
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En el Lema 5.2 demostramos que el ĺımite débil û de ûn en H1
0 (Ω)

cumple las condiciones de borde del problema original, por lo cual û

satisface la segunda ecuación de (P 2π
DI),

〈µ0, τ0û〉Γ0 + 〈µ̃γ, Tγû〉2π = 〈µ0, c〉Γ0 , (µ0, µ̃γ) ∈ H
−1/2
Γ0

×H
−1/2
2π .

Por otra parte (ûn, λ0n, λ̃n) es la solución de la primera ecuación de

(P 2π
DI) para cada γn, de esta forma para toda v̂ ∈ H1

0 (Ω)

(11) (A∇ûn,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω − 〈λ0n , τ0v̂〉Γ0 − 〈λ̃n, Tγn v̂〉2π = 0.

Ahora haciendo n →∞ para v̂ fijo, resulta

ĺım
n→∞

〈λ̃n, Tγn v̂〉2π = (A∇û,∇v̂)Ω − (f̃ , v̂)Ω − 〈λ0, τ0v̂〉Γ0 .

Por otro lado usando el Teorema 2.12 ( Sección 2.5, Caṕıtulo 2) sobre

la convergencia fuerte de los operadores traza Tγn cuando γn
C1→ γ ,

obtenemos

ĺım
n→∞

〈λ̃n, Tγn v̂〉2π = ĺım
n→∞

{〈λ̃n, Tγn v̂−Tγ v̂〉2π +〈λ̃n, Tγ v̂〉2π} = 〈λ̃, Tγ v̂〉2π,

puesto que
∣∣∣〈λ̃n, Tγn v̂ − Tγ v̂〉

∣∣∣ ≤
∥∥∥λ̃n

∥∥∥
H
−1/2
2π

‖Tγn v̂ − Tγ v̂‖H
1/2
2π

y que
∥∥∥λ̃n

∥∥∥
H
−1/2
2π

está uniformemente acotada, por ser la sucesión
{

λ̃n

}

débilmente convergente. De las dos últimas identidades resulta que

(û, λ0, λ̃) también satisface la primera ecuación de (P 2π
DI).

Veamos ahora que las normas de ûn convergen a la norma de û.

Reemplazando v̂ por ûn en (11) y teniendo en cuenta que ûn satisface

las condiciones de borde resulta, haciendo n →∞, que

(A∇ûn,∇ûn)Ω = (f̃ , ûn)Ω+〈λ0n , c〉Γ0 → (f̃ , û)Ω+〈λ0, c〉Γ0 = (A∇û,∇û).

Por lo tanto ‖ûn‖A −→
n→∞

‖û‖A , para ûn, û ∈ H1
0 (Ω).
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Notemos que esta convergencia de las normas y la convergencia débil

implican la convergencia “en” norma. En efecto,

‖ûn − û‖2
A =

∫

Ω

(A(∇ûn −∇û)).(∇ûn −∇û)

=

∫

Ω

(A∇ûn.∇ûn − 2A∇ûn.∇û + A∇û.∇û)

= ‖ûn‖2
A − 2(A∇ûn,∇û)Ω + ‖û‖2

A

−→
n→∞

‖û‖2
A − 2 ‖û‖2

A + ‖û‖2
A = 0,

y la convergencia ûn −→
n→∞

û es fuerte en H1
0 (Ω) en el sentido de

la norma inducida por A y por lo tanto en el sentido de la norma

tradicional de H1.

A partir de esta convergencia vamos a probar la convergencia fuerte de

los multiplicadores de Lagrange.

Consideremos una ϕ ∈ H1/2(Γ0) y una v̂ ∈ H1
0 (Ω) tal que τ0v̂ = ϕ y

v̂ = 0 fuera de un entorno suficientemente pequeño de Γ0 y ‖v̂‖H1
0 (Ω) ≤

c ‖ϕ‖H1/2(Γ0) para alguna constante c.

Con esta v̂ en (11) para ûn y û obtenemos, restando miembro a

miembro, la siguiente desigualdad

|〈λ0n − λ0, ϕ〉Γ0| = |(A∇(ûn − û),∇v̂)Ω| ≤ k ‖ûn − û‖H1 ‖v̂‖H1

≤ k ‖ûn − û‖H1(Ω) c ‖ϕ‖H1/2(Γ0)

donde k es una cota para la norma Frobenius de A. Tomando supremo

para ‖ϕ‖
H

1/2
Γ0

= 1 resulta que ‖λ0n − λ0‖H
−1/2
Γ0

≤ c̃ ‖ûn − û‖H1 y por

lo tanto tenemos la convergencia fuerte λ0n −→
n→∞

λ0 en H
−1/2
Γ0

.

Veamos ahora que si γn → γ en C2([0, 2π], IR2), entonces λ̃n → λ̃

fuertemente en H
−1/2
2π . Notemos que para toda ϕ ∈ H

1/2
2π las extensiones
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Eγnϕ y Eγϕ se anulan en un entorno de Γ0 ( Sección 2.6, Caṕıtulo 2).

Por lo tanto usando el Lema 2.15 y la ecuación (11) para Eγnϕ y Eγϕ

en H1
0 (Ω), tenemos que

〈λ̃n − λ̃, ϕ〉2π =〈λ̃n, TγnEγnϕ〉2π − 〈λ̃, TγEγϕ〉2π

=(A∇ûn,∇Eγnϕ)Ω − (f̃ , Eγnϕ)Ω − (A∇û,∇Eγϕ)Ω + (f̃ , Eγϕ)Ω

Sumando y restando (A∇û,∇Eγnϕ)Ω podemos escribir,

〈λ̃n − λ̃, ϕ〉2π = (A∇(ûn − û),∇Eγnϕ)Ω + (A∇û,∇(Eγn − Eγ)ϕ)Ω

− (f̃ , Eγnϕ)Ω + (f̃ , Eγϕ)Ω.

Por la continuidad de la operación de extensión como aplicación de S
en L2(Ω) dada por γ 7→ Eγϕ (Teorema 2.17 Caṕıtulo 2), la suma de

los dos últimos términos del segundo miembro de la igualdad anterior

tiende a cero cuando γn → γ en C2([0, 2π], IR2).

Ahora vamos a estimar los dos primeros términos del segundo miembro

de dicha igualdad. Denotando, como antes, con k a una cota para la

norma Frobenius de la matriz A y con c a la cota uniforme para Eγn (ver

Lema 2.15), tenemos la siguiente estimación para el primer término

(A∇(ûn−û),∇Eγnϕ)Ω ≤ k ‖ûn − û‖H1 ‖Eγnϕ‖H1 ≤ kc ‖ûn − û‖H1 ‖ϕ‖H
1/2
2π

.

Al segundo término lo expresaremos como una suma de tres términos

que estimaremos separadamente. Recordando que sop Eγnϕ ⊂ D̄r
γn

,

que el difeomorfismo Tγ : Q = (0, 2π) × (−1, 1) → Dr
γ, asigna a cada

par (t, η) 7→ (x, y) = γ(t) + rην(t), para r ≤ h ( Lema 1.2, Caṕıtulo

1 ) y que el operador extensión E : H
1/2
2 → H1

per(Ω) que satisface

(Eϕ)(., 0) = ϕ, es tal que Eγ es la extensión por cero de Eϕ ◦ T−1
γ en

los puntos de Ω que no están en D̄r
γ( Lema 2.14 y 2.15, Caṕıtulo 2),
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podemos escribir

(A∇û,∇(Eγn − Eγ)ϕ)Ω =

∫

Ω

(A∇û)T∇(Eγn − Eγ)ϕdx dy =

=

∫

Dr
γn

(A∇û)T∇Eγnϕdx dy −
∫

Dr
γ

(A∇û)T∇Eγϕdx dy =

∫

Tγn (Q)

(A∇û)T∇(Eϕ ◦ T−1
γn

) dx dy −
∫

Tγ(Q)

(A∇û)T∇(Eϕ ◦ T−1
γ ) dx dy.

Usando la regla de la cadena y el Teorema de la aplicación inversa,

DT−1
γ = (DTγ)

−1, denotando (DTγ)
−T = (DT−1

γ )T resulta que

∫

Tγ(Q)

(A∇û)T∇(Eϕ ◦ T−1
γ ) dx dy =

∫

Tγ(Q)

(A∇û)T (DTγ)
−T ◦ T−1

γ (∇Eϕ) ◦ T−1
γ dx dy =

∫

Q

(A∇û)T ◦ Tγ(t, η)(DTγ)
−T (∇Eϕ) |detDTγ| dt dη.

Como lo mismo vale cuando γ se reemplaza por γn, resulta que

(A∇û,∇(Eγn − Eγ)ϕ) =

=

∫

Q

(A∇û)T ◦ Tγn(t, η)(DTγn)−T (∇Eϕ) |detDTγn| dt dη −

−
∫

Q

(A∇û)T ◦ Tγ(t, η)(DTγ)
−T (∇Eϕ) |det DTγ| dt dη.

Sumando y restando

∫

Q

(A∇û)T ◦ Tγn(DTγn)−T (∇Eϕ) |detDTγ| dt dη

y

∫

Q

(A∇û)T ◦ Tγn(DTγ)
−T (∇Eϕ) |detDTγ| dt dη tendremos que,

(A∇û,∇(Eγn − Eγ)ϕ)Ω =
3∑

i=1

In
i ,

donde cada término de esta suma queda definido por
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In
1 =

∫

Q

(A∇û)T ◦Tγn(t, η)(DTγn)−T (∇Eϕ)(|detDTγn |−|det DTγ|) dt dη

In
2 =

∫

Q

(A∇û)T◦Tγn(DTγn)−T (DTγ−DTγn)T (DTγ)
−T (∇Eϕ) |detDTγ| dt dη

In
3 =

∫

Q

((A∇û)T ◦ Tγn − (A∇û)T ◦ Tγ)(DTγ)
−T (∇Eϕ) |detDTγ| dt dη

Notamos que para obtener la expresión correspondiente a In
2 se usó

(DTγn)−T−(DTγ)
−T = (DTγn)−T

[
(DTγ)

T (DTγ)
−T − (DTγn)T (DTγ)

−T
]

= (DTγn)−T
[
(DTγ)

T − (DTγn)T
]
(DTγ)

−T .

Ahora estimaremos cada uno de los términos In
i , i = 1, 2, 3 y concluire-

mos que cada uno tiende a cero cuando γn → γ en C2([0, 2π], IR2).

|In
1 | ≤

∫

Q

∣∣(A∇û)T ◦ Tγn(DTγn)−T
∣∣ |∇Eϕ| ||detDTγn | − |detDTγ|| dt dη ≤

‖detDTγn − detDTγ‖L∞(Q)

∥∥∥∥(DTγn)−T
∥∥

F

∥∥
L∞(Q)

∫

Q

∣∣A∇ûT ◦ Tγn

∣∣ |∇Eϕ|

Usando además el hecho de que la norma en L∞(Q) de la norma

Frobenius de la matriz jacobiana (DTγn)−T puede acotarse indepen-

dientemente de n, como se mostró en la demostración del Lema 1.2 del

Caṕıtulo 1, resulta la siguiente estimación

|In
1 | ≤ C ‖detDTγn − detDTγ‖L∞(Q)

∥∥(A∇û)T ◦ Tγn

∥∥
L2(Q)

‖∇Eϕ‖L2(Q) ,

y como

(∫

Q

∣∣(A∇û)T ◦ Tγn

∣∣2 dt dη

)1/2

≤ k ‖û‖H1

‖detDTγn‖L∞(Q)

≤ k̃ ‖û‖H1 ,

|In
1 | ≤ C̃ ‖detDTγn − detDTγ‖L∞(Q) ‖ϕ‖H

1/2
2π

.
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Con argumentos similares se puede llegar a la siguiente estimación

|In
2 | ≤ C̃

∥∥‖DTγn −DTγ‖F

∥∥
L∞(Q)

‖ϕ‖
H

1/2
2π

.

Para estimar |In
3 | elegimos ε > 0 arbitrario y ŵ ∈ C∞0 (Ω) tal que

‖û− ŵ‖H1 < ε, y teniendo en cuenta que û ◦ Tγn ∈ H1(Q), podemos

deducir que
∥∥A∇ûT ◦ Tγn − A∇ûT ◦ Tγ

∥∥
L2(Q)

≤
∥∥A∇(û− ŵ)T ◦ Tγn − A∇(û− ŵ)T ◦ Tγ

∥∥
L2+

∥∥A∇ŵT ◦ Tγn − A∇ŵT ◦ Tγ

∥∥
L2

≤ cε +
∥∥A∇ŵT ◦ Tγn − A∇ŵT ◦ Tγ

∥∥
L2(Q)

. Por lo tanto

|In
3 | ≤ C

(
ε +

∥∥A∇ŵT ◦ Tγn − A∇ŵT ◦ Tγ

∥∥
L2(Q)

)
‖ϕ‖

H
1/2
2π

.

En la demostración del Lema 1.2 del Caṕıtulo 1 hemos hallado la ex-

presión para el detDTγ(t, η), por lo tanto en cada (t, η) ∈ Q vale la

igualdad

|detDTγn − detDTγ| =
∣∣∣∣−r |γ̇n| − r2η(ν̇n · γ̇n

|γ̇|) + r |γ̇|+ r2η(ν̇ · γ̇

|γ̇|)
∣∣∣∣ .

Bajo la hipótesis presente, γn
C2→ γ se tiene que γ̇n ⇒ γ̇ y que ν̇n ⇒ ν̇

y por las propiedades de la familia S y la compacidad del dominio

Q, la convergencia a cero de |detDTγn − detDTγ| es uniforme en Q.

Entonces In
1 →

n→∞
0.

Para acotar uniformemente la norma Frobenius de DTγn −DTγ basta

estimar uniformemente cualquiera de las dos derivadas parciales, con

respecto a t o con respecto a η, de cualquiera de las dos componentes de

Tγn − Tγ. Pero estos cálculos están contenidos ( para Tγ) en la fórmula

para el detDTγ ( ver demostración Lema 1.2 Cap. 1). Expĺıcitamente

∂
∂t

(Tγn − Tγ)1 = γ̇n1 + rην̇n1 − γ̇1 − rην̇1;
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∂
∂t

(Tγn − Tγ)2 = γ̇n2 + rην̇n2 − γ̇2 − rην̇2;

∂
∂η

(Tγn − Tγ)1 = r(νn1 − ν1);

∂
∂η

(Tγn − Tγ)2 = r(νn2 − ν2).

Notamos que las dos últimas convergen a cero en L∞ con sólo supon-

er que γn → γ en C1([0, 2π], IR2). Lo mismo ocurre con los términos

γ̇n1 − γ̇1 y γ̇n2 − γ̇2 contenidos en la primera y la segunda de las ecua-

ciones anteriores, respectivamente. En cambio, es nuevamente en los

términos rη(ν̇n1− ν̇1) y rη(ν̇n2− ν̇2) en los que usamos la convergencia

en C2([0, 2π], IR2) de γn a γ, que es nuestra hipótesis en el teorema. Por

lo tanto In
2 →

n→∞
0.

Para estimar |In
3 | notamos que usando el teorema del valor medio ten-

emos que
∥∥A∇ŵT ◦ Tγn − A∇ŵT ◦ Tγ

∥∥
L2(Q)

=

=

∫

Q

Σ2
i=1

∣∣(A∇ŵT )i(Tγn(t, η))− (A∇ŵT )i(Tγ(t, η))
∣∣2 dt dη

≤
∫

Q

Σ2
i=1

∣∣∣(A∇ŵT )
′
i(ξ)

∣∣∣
2

|Tγn(t, η)− Tγ(t, η)|2 dt dη

tiende a cero cuando γn → γ en C1([0, 2π], IR2). Como ε fue elegido

arbitrariamente, resulta que In
3 →

n→∞
0.

Por lo tanto cuando γn
C2→ γ tenemos

∥∥∥λ̃n − λ̃
∥∥∥

H
−1/2
2π

−→
n→∞

0.

¤

Corolario: Existencia de solución para (POpt
DI ) Sea S una familia

que satisface S1 a S7 . Entonces el funcional J : S → R dado por

J(γ) =
∥∥∥λ̃γ − L |γ̇|

∥∥∥
H
−1/2
2π

es continuo y por lo tanto tiene un mı́nimo

en el compacto S.
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Demostración. Sea γn
S→ γ. Notemos que

|J(γn)− J(γ)| ≤
∥∥∥λ̃γn − L |γ̇n| − (λ̃γ − L |γ̇|)

∥∥∥
H
−1/2
2π

≤
∥∥∥λ̃n − λ̃

∥∥∥
H
−1/2
2π

+ |L|
∥∥∥|γ̇n| − |γ̇|

∥∥∥
H
−1/2
2π

≤
∥∥∥λ̃n − λ̃

∥∥∥
H
−1/2
2π

+ |L|
∥∥∥|γ̇n| − |γ̇|

∥∥∥
∞

.

Por el Teorema de Continuidad se tiene que
∥∥∥λ̃n − λ̃

∥∥∥
H
−1/2
2π

−→
n→∞

0.

El último sumando también tiende a cero por la convergencia uniforme

de |γ̇n| a |γ̇| .

¤





CAPITULO 6

El problema de optimización para el caso de

frontera interior con dinámica prescripta

Como se mencionó en la Introducción, en problemas concretos, puede

ocurrir que la curva interior Γ0 no esté fija y tenga a su vez una dinámica

que supondremos conocida con respecto a una variable temporal t.

Llamaremos a esta curva Γt
0. Si bien para cada t podemos plantear

y, al menos desde el punto de vista teórico, resolver el problema del

Caṕıtulo 5 con esta Γt
0 como la curva interior, queremos elegir una

forma exterior que sea en promedio adecuada para todas las curvas

Γt
0 de un cierto intervalo [0, T ]. Si bien el problema puede plantearse

en medios anisotrópicos y no homogéneos y con fuentes, por razones

de simplicidad de notación consideraremos en este caṕıtulo un medio

isotrópico y homogéneo sin fuentes internas. Veremos que la técnica de

dominio inmerso puede aplicarse también al caso de dominios anulares

con frontera interior que cambia con el tiempo. En la Sección 1 se

formula precisamente el problema que nos ocupa en este caṕıtulo. En

la Sección 2 se adapta a esta situación la técnica del dominio inmerso.

Finalmente, en la Sección 3 se prueba el teorema central de dependencia

continua y se concluye la existencia de minimizante.

89
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6.1. Formulación del problema de control óptimo cuando el

borde interno cambia con el tiempo

En este modelo supondremos el conocimiento de la evolución de la curva

interior, que llamaremos Γt
0 , aśı como del valor que la concentración

tiene en Γt
0, que designaremos con c(t) para t ∈ [0, T ].

En este caṕıtulo usaremos toda la notación introducida en el Caṕıtulo

1 y en particular en su Sección 1.2. Con S denotaremos una clase com-

pacta de bordes exteriores admisible. Puesto que estaremos buscando

que, en promedio temporal, el flujo saliente este cercano al objetivo L,

es natural considerar un funcional de la forma

1

T

∫ T

0

∥∥∥∥
∂ut

γ

∂ν
− L

∥∥∥∥
2

H−1/2(Γγ)

dt,

donde ut
γ = uγ(t) resuelve el (PV B) correspondiente a Γt

0 como curva

interior con dato c(t) y a Γγ como curva exterior donde, como antes,

consideramos el dato nulo.

Aunque podŕıamos elegir otras potencias de la norma para promediar

en el tiempo, la potencia dos produce una estructura de espacio de

Hilbert.

Aśı nuestro problema en este caṕıtulo será el siguiente

(POpt,T )





encontrar una curva γ∗ ∈ S que satisfaga
∫ T

0

∥∥∥∥
∂ut

γ∗

∂ν
− L

∥∥∥∥
2

H−1/2(Γγ∗ )
dt = mı́n

γ∈S

∫ T

0

∥∥∥∥
∂ut

γ

∂ν
− L

∥∥∥∥
2

H−1/2(Γγ)

dt

donde ut
γ resuelve (P t

V B) ,

y (P t
V B) es el siguiente problema a valores en el borde
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(P t
V B)





4xu
t = 0 en W t

γ

ut = 0 en Γγ

ut = c(t) en Γt
0

Como antes el objetivo o flujo deseado L es una constante dada .

Vamos a verificar que el funcional a minimizar está bien definido en el

sentido que la función de la variable t resulta integrable. Probaremos

que es continua en la variable t.

Aplicando al gradiente de u, que también es armónico enW t
γ, el teorema

del valor medio que caracteriza a las funciones armónicas y luego el

teorema de la divergencia, obtenemos la siguiente estimación interior

para el gradiente en cualquier bola B de centro y y radio h en R2, ver

[G-T pág 22] :

|∇u(y)| ≤ 2

h
sup
∂B

|u| .

Notemos que si t, s ∈ [0, T ], t < s entonces ut y us son ambas armónicas

en W t
γ. Por lo tanto para cualquier punto y ∈ Γγ ⊂ Ω tenemos que

∣∣∣∣
∂ut

∂ν
(y)− ∂us

∂ν
(y)

∣∣∣∣ =
∣∣(∇ut(y)−∇us(y)) · ν(y)

∣∣ ≤

∣∣∇(ut − us)(y)
∣∣ ≤ 2

h
sup

∂B(y,h)

∣∣ut − us
∣∣ .

Aplicando el principio del máximo para comparar ut y us en la parte

del borde de la bola incluida en W t
γ resulta que:

sup
∂B(y,h)

|ut − us| ≤
∣∣c(t)− us|Γt

0
(x)

∣∣ ≤ |c(t)− c(s)|+
∣∣c(s)− us|Γt

0
(x)

∣∣ .

Siempre que c sea continua en [0, T ], el primer término del tercer miem-

bro tiende a cero cuando t → s. Para acotar el segundo sumando, te-

niendo en cuenta que us es continua en el compacto Ws
γ , tenemos que
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dado ε > 0, para todo z ∈ Γs
0 existe δ(ε,z) > 0 tal que si |x− z| < δ

para x ∈ Ws
γ , entonces |us(z)− us(x)| = |c(s)− us(x)| < ε. Co-

mo Γs
0 es compacto, puede cubrirse por un número finito N de bolas

B(zi,
δ(ε,zi)

10
), i = 1, ..., N. Como Γt

0 → Γs
0 cuando t → s, por D6 de Sec-

ción 1.2 Caṕıtulo 1, si |t− s| es pequeño, entonces Γt
0 también está cu-

bierta por las B(zi, δ(ε,zi)), i = 1, ..., N. De esta manera si x ∈ Γt
0

entonces x ∈ B(zi, δ(ε,zi)), para algún i = 1, ..., N, y |c(s)− us(x)| < ε

para x ∈ Γt
0. Por lo tanto la derivada normal

∂ut
γ

∂ν
: [0, T ] → H−1/2(Γγ)

resulta continua en t para γ fija y el funcional a minimizar está bien

definido pues la función de la variable t dada por

∥∥∥∥
∂ut

γ

∂ν
− L

∥∥∥∥
H
−1/2
Γγ

también es continua.

6.2. Reformulación del problema (POpt,T ) en espacios

mixtos.

Comenzamos esta sección introduciendo brevemente los espacios mix-

tos L2(I, E). En general para cualquier conjunto I ⊂ Rn, (n ≥ 1) y

cualquier espacio de Banach E, se define L2(I, E), como la com-

pletación del espacio vectorial C0(I, E) de las funciones continuas de

soporte compacto en I con valores en E respecto de la norma natural

(
∫

I
‖u(t, .)‖2

E dt)1/2.

El espacio de Banach L2(I, E) es un espacio de Hilbert sólo cuando E es

en śı mismo un espacio de Hilbert. De esta manera L2(I, E) está equipa-

do con la estructura canónica de un espacio de Hilbert definida por el

producto interno

((u, v))L2(I,E) :=

∫

I

(u(t), v(t))E dt.
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El teorema de Riesz nos permite identificar cada elemento del espacio

dual de L2(I, E) con una función del espacio L2(I, E∗), donde E∗ es el

dual de E.

Dadas f ∈ L2(I, E) y g ∈ L2(I, E∗) la dualidad se escribe

〈〈g, f〉〉 =

∫

I

〈g(t), f(t)〉E∗,E dt.

(Por un resumen de estos resultados básicos ver Cap. IV,Sec.39 de [T]).

Estudiaremos ahora la minimización de un funcional particular que

involucra tanto las variables espaciales x como la variable temporal t

que describe la evolución de la curva interna. Veremos luego cómo se

relacionan las soluciones de este problema con las del problema original

(P t
V B) para t ∈ [0, T ] de la sección anterior.

Para lo que sigue aplicaremos el esquema general para espacios con

normas mixtas expuesto arriba con I = [0, T ] y E = H1
0 (Ω) y Ω, como

siempre, es (−1, 1)2 .

Con respecto a los espacios funcionales sobre las curvas, sus duales y

el teorema de trazas necesitaremos elaborar un poco más el contexto.

Dada una familia G = {Γt
0, t ∈ [0, T ]} que satisface D1 a D6 del

Caṕıtulo 1 Sección 1.2, definimos L2([0, T ], H
1/2
G ) como el espacio de

las funciones ϕ : [0, T ] → ∪
t∈[0,T ]

H
1/2

Γt
0

tales que ϕ(t) ∈ H
1/2

Γt
0

y además

‖ϕ‖2

L2([0,T ],H
1/2
G )

=

∫ T

0

‖ϕ(t)‖2

H
1/2

Γt
0

dt < ∞.

Con esta notación podemos también considerar un operador traza aso-

ciado a la familia G definido para v en el espacio L2([0, T ], H1
0 (Ω)) con

valores en L2([0, T ], H
1/2
G ) por τGv(t) = τΓt

0
(v(t)). Notemos que por los
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resultados del Caṕıtulo 2 (Sección 2.4 y 2.5), tendremos que τG es un

operador acotado entre esos espacios, en efecto

‖τGv‖2

L2([0,T ],H
1/2
G )

=

∫ T

0

∥∥τΓt
0
v(t)

∥∥2

H
1/2

Γt
0

dt

≤M2

∫ T

0

‖v(t)‖2
H1

0 (Ω) dt = M2 ‖v‖2
L2([0,T ],H1

0 (Ω)) .

De un modo análogo definimos el espacio L2([0, T ], H
−1/2
G ) de todas las

funciones λ : [0, T ] → ∪
t∈[0,T ]

H
−1/2

Γt
0

tales que λ(t) ∈ H
−1/2

Γt
0

y además

‖λ‖2

L2([0,T ],H
−1/2
G )

=

∫ T

0

‖λ(t)‖2

H
−1/2

Γt
0

dt < ∞.

La dualidad entre estos espacios estará dada por

〈〈λ, ϕ〉〉G =

∫ T

0

〈λ(t), ϕ(t)〉Γt
0
dt

donde 〈., .〉Γt
0

indica la dualidad entre H
−1/2

Γt
0

y H
1/2

Γt
0

.

También será preciso considerar los espacios L2([0, T ], H1
0 (WG

γ )) de las

funciones v : [0, T ] → ∪
t∈[0,T ]

H1
0 (W t

γ) tales que v(t) ∈ H1
0 (W t

γ) y además

‖v‖2
L2([0,T ],H1

0 (WG
γ )) =

∫ T

0

‖v(t)‖2
H1

0 (Wt
γ) dt < ∞.

Aunque todas las integrales que definen estos espacios a valores “ vec-

toriales” son funciones escalares, en la demostración del Lema 6.4 nos

encontraremos con una integral de Bochner de funciones a valores en

espacios de Sobolev. Solamente usaremos la conmutatividad de un ope-

rador cerrado sobre un espacio de Banach con la integral de Bochner.

(ver Teorema de Hille en Cap 6 de [C-P], pág 91)

Ahora consideremos en L2([0, T ], H1
0 (Ω)) el siguiente funcional.
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Sea v : [0, T ] → H1
0 (Ω), v(t) ∈ H1

0 (Ω) para cada t ∈ I = [0, T ],

definimos J̃(v) :=

∫ T

0

‖∇xv(t)‖2
L2(Ω) dt. El problema

(12)





mı́n
v∈K̃

J̃(v)

K̃ :=
{
v ∈ L2(I, H1

0 (Ω)) : τΓt
0
v(t) = c(t), τΓγv(t) = 0, t ∈ I

}

tiene solución única por las propiedades de convexidad de K̃ y J̃ .

Esto nos permite obtener un análogo del Teorema 3.1 formulado en el

Caṕıtulo 3.

Notemos primero que la única solución de (12) es tal que su restric-

ción a W t
γ para cada 0 ≤ t ≤ T resuelve (P t

V B). En efecto, sea û ∈
L2(I, H1

0 (Ω)) el mı́nimo de J̃ en K̃. Si tomamos v(t, x) = v1(x)v2(t) ∈
C∞(I, Ω) con soporte en W t

γ es decir, v1 ∈ C∞(Ω) y sop v1 ⊂ W t
γ.

Entonces

J̃(û+εv) =

∫ T

0

(∫

Ω

|∇xû(t, x)|2 dx

)
+ ε2

∫ T

0

(∫

Ω

|∇xv1(x)|2 dx

)
v2

2(t)

+ 2 ε

∫ T

0

(∫

Ω

∇xû(t, x) · ∇xv1(x) dx

)
v2(t)dt. Por lo tanto

d

dε
J̃(û + εv)|ε=0 =

∫ T

0

(∫

Ω

∇xû(t, x) · ∇xv1(x) dx

)
v2(t) dt = 0 para

toda v2, lo cual implica que

∫

Ω

∇xû(t, x) · ∇xv1(x) dx = 0 para todo

t y para toda v1. Luego aplicando la fórmula de integración por partes

obtenemos ∇2
xû(t, x) = 0 en W t

γ.

Además por definición de K̃, û satisface, para cada t, las condiciones

de borde de (P t
V B).

Como para cada t ∈ [0, T ] el problema (P t
V B) tiene única solución (ver

Caṕıtulo 3) necesariamente u(t) = û|Wt
γ
, donde û ∈ L2(I, H1

0 (Ω)) es la

solución del problema de minimización (12).
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Ahora aplicaremos a (12) el Principio de Lagrange ( Sección 2.1, Cap.

2). Definimos el operador

F̃γ : L2([0, T ], H1
0 (Ω)) → L2([0, T ], H

1/2
G ×H

1/2
Γγ

),

F̃γ(v) := (τGv − c, τΓγv).

Puede probarse que J̃ y F̃γ satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3,

son ambas continuamente diferenciables Frechet en û siendo

J̃ ′(û)v =

∫ T

0

(∇xû,∇xv)Ω dt y F̃ ′
γ(û)v = (τGv, τΓγv).

Estos resultados se obtienen calculando la derivada Gâteaux en û de J̃

y de F̃γ en la dirección de cualquier v ∈ L2([0, T ], H1
0 (Ω)), verificando

luego que cada una es la derivada Frèchet correspondiente ( estrategia

descripta en la Sección 2.1 del Caṕıtulo 2).

Además F̃ ′
γ(û) es suryectiva . En efecto, sea ϕ̄(t, x) = (ϕ1(t, x), ϕ2(t, x)) ∈

L2(I, H
1/2
G ×H

1/2
Γγ

). Sabemos que para cada t fijo de [0, T ], existen Eγt
0
ϕ1

y Eγϕ2 en H1
0 (Ω) con soportes disjuntos (Lema de extensión 2.15 para

ambos bordes) tal que τγt
0
Eγt

0
ϕ1(t, .) = ϕ1(t, .) y τΓEγϕ2(t, .) = ϕ2(t, .).

Proponemos para cada t ∈ [0, T ], v(t, .) = Eγt
0
ϕ1(t, .) + Eγϕ2(t, .) y

notamos que v ∈ L2(I, H1
0 (Ω)) pues su norma es finita,

∫ T

0

‖v‖2
H1

0 (Ω) dt =

∫ T

0

∥∥Eγt
0
ϕ1

∥∥2

H1
0 (Ω)

dt +

∫ T

0

‖Eγϕ2‖2
H1

0 (Ω) dt

≤ c1

∫ T

0

‖ϕ1‖2

H
1/2

Γt
0

dt + c2

∫ T

0

‖ϕ2‖2

H
1/2
Γγ

dt < ∞, y F̃ ′
γ(û)v = ϕ̄.

Por lo tanto, existe en el dual de L2([0, T ], H
1/2
G ×H

1/2
Γγ

), un elemento

que denotaremos λ̄ = (λ0, λγ) ∈ L2([0, T ], H
−1/2
G × H

−1/2
Γγ

) tal que el

Lagrangiano L(v, λ̄) = J̃(v) − λ̄(F̃γ(v)) es estacionario en û, es decir

J̃ ′(û)v− λ̄(F̃ ′
γ(û)v) = 0, donde la dualidad en el espacio mixto produc-

to es λ̄(F̃ ′
γ(û)v) = 〈〈λ0, τGv〉〉G + 〈〈λγ, τΓv〉〉Γγ , resultando la primera
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ecuación del problema (P T
DI) definido en el teorema que sigue, donde

〈〈., .〉〉Γγ indica el par dualidad entre los espacios mixtos L2(I, H
−1/2
Γγ

)

y L2(I, H
1/2
Γγ

) sobre la curva Γγ.

Por otro lado como F̃γ(û) = 0, entonces para todo µ̄ = (µ0, µγ) ∈
L2([0, T ], H

−1/2
G ×H

−1/2
Γγ

) resulta µ̄(F̃γ(û)) = 0 y û satisface la segunda

ecuación del problema (P T
DI).

Teorema 6.1. Sea Ω = (−1, 1)2, el dominio simple que contiene a

cada dominio W t
γ para toda γ ∈ S, donde S es una faminia admi-

sible que satisface S1 a S7 del Caṕıtulo 1, Sección 1.1. Sea G =

{Γt
0, t ∈ I = [0, T ]} que satisface D1 a D6 del Caṕıtulo 1, Sección

1.2. Si û ∈ L2([0, T ], H1
0 (Ω)) resuelve

(P T
DI)





existe (λ0, λγ) ∈ L2(I, H
−1/2
G ×H

−1/2
Γγ

) tal que

∫ T

0
(∇xû,∇xv)Ω dt− 〈〈λ0, τGv〉〉G − 〈〈λγ, τΓv〉〉Γγ = 0

〈〈µ0, τGû〉〉G + 〈〈µγ, τΓγ û〉〉Γγ = 〈〈µ0, c〉〉G, para todo

v ∈ L2(I, H1
0 (Ω)) y (µ0, µγ) ∈ L2(I,H

−1/2
G ×H

−1/2
Γγ

),

entonces u(t) = û|Wt
γ

resuelve (P t
V B) para 0 ≤ t ≤ T.

Demostración. Sea v(t, x) = v1(x)v2(t) ∈ C∞(I, Ω) con sop v1 ⊂
W t

γ. Entonces de la primera ecuación de (P T
DI), obtenemos

∫ T

0
(∇xû,∇xv1)Ωv2(t) dt = 0 para toda v2, lo cual implica que

∫

Ω

∇xû(t, x) · ∇xv1(x) dx = 0 para todo t y para toda v1. De donde ,

∇2
xû(t, x) = 0 en W t

γ.

De la segunda ecuación, para (0, µγ) se tiene que 〈〈µγ, τΓû〉〉Γγ = 0, lo

cual implica τΓû = 0.
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Similarmente para (µ0, 0) resulta 〈〈µ0, τGû−c〉〉G = 0 y τΓt
0
û(t) = c(t).

Por lo tanto u(t) = û |Wt
γ
∈ K̃ es solución del problema (P t

V B) para

0 ≤ t ≤ T. ¤

Notamos que la solución de (P T
DI) es única . La unicidad de λ̄ se deduce

de la suryectividad de F̃γ similarmente a lo demostrado en el Teorema

3.1 del Caṕıtulo 3.

Recordando ahora que tanto H1/2(Γγ) como H1/2(Γt
0) , para cada t ∈

[0, T ], son espacios homeomorfos a H
1/2
2π , es decir Γt

0 tiene para cada t

una parametrización γt
0 ∈ H

1/2
2π y que los operadores traza τΓt

0
tienen

las mismas propiedades que los operadores τΓγ (ver los lemas corres-

ponientes al borde libre demostrados en el Caṕıtulo 2), el problema

(P T
DI) puede reescribirse reemplazando todos los espacios H−1/2 por

H
−1/2
2π y los operadores de traza τ por los T adoptando, para cada

γ ∈ S, la siguiente forma

(P T,2π
DI )





existe (λ̃0γ, λ̃γ) ∈ L2(I, H
−1/2
2π ×H

−1/2
2π ) :

∫ T

0
(∇xûγ,∇xv)Ω dt− 〈〈λ̃0γ, TGv〉〉2π − 〈〈λ̃γ, Tγv〉〉2π = 0,

〈〈µ̃0, TGûγ〉〉2π + 〈〈µ̃γ, Tγûγ〉〉2π = 〈〈µ̃0, c〉〉2π , para todo

v ∈ L2(I, H1
0 (Ω)) y (µ̃0, µ̃γ) ∈ L2(I, H

−1/2
2π ×H

−1/2
2π ).

Notemos además que, con la observación precedente y los argumen-

tos en el Teorema 4.1 del Caṕıtulo 4, necesariamente
∂ût

γ

∂ν
= λ̃γ(t), la

evaluación en t ∈ I = [0, T ] de λ̃γ ∈ L2(I, H
−1/2
2π ). De esta manera

nuestro problema ahora consiste en hallar una solución del sistema de

ecuaciones (POpt,T
DI ) que definimos a continuación. Sea
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(POpt,T
DI )





encontrar una curva γ∗ que minimice en S el funcional

J(γ) =

∫ T

0

∥∥∥λ̃γ(t)− L |γ̇|
∥∥∥

2

H
−1/2
2π

dt

donde λ̃γ ∈ L2(I, H
−1/2
2π ) y es tal que existen

ûγ ∈ L2(I,H1
0 (Ω)), λ̃0γ ∈ L2(I, H

−1/2
2π ) de modo que

∫ T

0
(∇xûγ,∇xv)Ω dt− 〈〈λ̃0γ, TGv〉〉2π − 〈〈λ̃γ, Tγv〉〉2π = 0,

〈〈µ̃0, TGûγ〉〉2π + 〈〈µ̃γ, Tγûγ〉〉2π = 〈〈µ̃0, c〉〉2π , para todo

v ∈ L2(I, H1
0 (Ω)) y (µ̃0, µ̃γ) ∈ L2(I, H

−1/2
2π ×H

−1/2
2π ),

donde I = [0, T ] , 〈〈., .〉〉2π indica la dualidad entre L2(I, H
−1/2
2π ) y

L2(I, H
1/2
2π ) y c : [0, T ] → R es la función continua que proporciona el

dato de borde en cada Γt
0.

Teorema 6.2. Si el problema (POpt,T
DI ) tiene solución entonces la mis-

ma resuelve el problema (POpt,T ).

En la siguiente sección probamos el correspondiente teorema de la de-

pendencia continua que nos proporcionará el resultado de existencia.

6.3. Teorema de la dependencia continua

De manera análoga a lo demostrado en el Caṕıtulo 5, veremos que los

resultados sobre la dependencia continua de la solución del problema

(POpt,T
DI ) son válidos en el espacio L2([0, T ], H1

0 (Ω) × H
−1/2
2π × H

−1/2
2π )

y como consecuencia, la existencia de solución para el (POpt,T ) por

argumentos de compacidad.

Solamente se hará énfasis en los aspectos en los que la demostración

difiera esencialmente de la del Teorema 5.3 del Caṕıtulo 5. Comenzamos

probando dos lema auxiliares análogos a los Lemas 5.1 y 5.2 .
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Lema 6.3. Sea
{W t

γ : t ∈ [0, T ], γ ∈ S}
una “familia admisible con

frontera interior dependiente del tiempo” . Entonces el conjunto de

soluciones
{

(ûγ, λ̃0γ, λ̃γ), γ ∈ S
}

del problema (P T,2π
DI ) está acotado

en L2([0, T ], H1
0 (Ω)×H

−1/2
2π ×H

−1/2
2π ).

Demostración. Imitaremos la demostración del Lema 5.1 donde

la función v̂∗ ∈ H1
0 (Ω) se toma ahora en L2([0, T ], H1

0 (Ω)) de modo que

v̂∗(t) = 0 en Γγ, v̂∗(t) = c(t) en Γt
0 y v̂∗(t) tiene, para cada t ∈ [0, T ],

soporte en un entorno compacto de Γ0
0 contenido en Ω \B(0, η/2) ( ver

D4 Sección 1.2 del Caṕıtulo 1) .

Como J̃(v) =

∫ T

0

‖∇xv(t)‖2
L2(Ω) dt, si ûγ denota a la función que

minimiza en K̃ a J̃ , entonces J̃(ûγ) ≤ J̃(v̂∗).

Por lo tanto ‖ûγ‖L2(I,H1
0 (Ω)) ≤ k ‖v̂∗‖ < ∞, para alguna constante pos-

itiva k correspondiente a la equivalencia entre las normas ( Poincaré).

Ahora para una familia G = {Γt
0, t ∈ [0, T ]} que satisface D1 a D6

del Caṕıtulo 1 Sección 1.2, tomamos ϕ ∈ L2([0, T ], H
1/2
G ) es decir,

ϕ : [0, T ] → ∪
t∈[0,T ]

H
1/2

Γt
0

tal que ϕ(t) ∈ H
1/2

Γt
0

y

‖ϕ‖2

L2([0,T ],H
1/2
G )

=

∫ T

0

‖ϕ(t)‖2

H
1/2

Γt
0

dt < ∞.

Extendemos ϕ a v̂ ∈ L2([0, T ], H1
0 (Ω)) de manera que para cada t ∈

[0, T ] el soporte de v̂(t) esté en un entorno compacto de Γ0
0 contenido

en Ω \ B(0, η/2) y v̂(t) = 0 sobre Γγ. Reemplazando v̂ en la primera

ecuación de (P T,2π
DI ) tenemos

∣∣∣〈〈λ̃0γ, TG v̂〉〉2π

∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ T

0

(∇xûγ,∇xv̂)Ω

∣∣∣∣ ≤ k̃ ‖ûγ‖L2(I,H1
0 (Ω)) ‖ϕ‖L2(I,H

1/2
2π )

,
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donde k̃ es una constante de inmersión apropiada para v̂. Tomando el

supremo sobre ‖ϕ‖ = 1 tenemos,
∥∥∥λ̃0γ

∥∥∥
L2(I,H

−1/2
2π )

≤ M para toda

γ ∈ S.

Similarmente, dado que S tiene las propiedades S1 a S7 con respecto

a Γ0
0, para cualquier ϕ ∈ L2([0, T ], H

1/2
2π ) usando el teorema de acotación

de los operadores extensión Eγ, de cuya construcción se dedujo que

sop Eγϕ ⊂ D̄γ, se obtiene la acotación uniforme en L2([0, T ], H
−1/2
2π )

respecto de γ ∈ S para el multiplicador de Lagrange λ̃γ.

¤

Lema 6.4. Supongamos que γn → γ en C([0, 2π], IR2), γn, γ ∈ S y sea

{vn : n ∈ N} una sucesión de funciones de L2([0, T ], H1
0 (Ω)) tales que

para cada 0 ≤ t ≤ T, vn(t, .) es la solución de (P t
V B), correspondiente a

γn, n ∈ N. Es decir, τGvn(t) = c(t) y τγnvn = 0, 0 ≤ t ≤ T, n ∈ N. Si

vn converge débilmente a v en L2([0, T ], H1
0 (Ω)) entonces τGv(t) = c(t)

para todo 0 ≤ t ≤ T y τΓv = 0.

Demostración. Supongamos que las funciones vn son continuas,

entonces τGvn(t) = vn|Γt
0
, es decir c(t) = vn(t, z), para todo z ∈ Γt

0.

Sean t0 ∈ [0, T ] y x0 ∈ Γt0
0 dados.

Sea Ψ(t, x) = Ψ1(t)Ψ2(x), con Ψ1 y Ψ2 de clase C∞ y soportes respec-

tivos en {|t− t0| < δ1} y {|x− x0| < δ2} .

Notar que por la propiedad D6 de la familia G, ver Sección 1.2 del

Caṕıtulo 1, dado δ2 > 0 existe δ1 > 0 tal que si |t− t0| < δ1 entonces

B(x0, δ2) ∩ Γt
0 6= ∅. Para cada t tal que |t− t0| < δ1, sea y(t) un punto

en B(x0, δ2)∩Γt
0. Reemplazando c(t) por vn(t, y(t)) y usando el teorema
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del valor medio tenemos que

(13) =

∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(vn(t, x)− c(t))Ψ1(t)Ψ2(x) dx dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(vn(t, x)− vn(t, y(t)))Ψ1(t)Ψ2(x) dx dt

∣∣∣∣

≤
∫ T

0

∫

Ω

(∫ 1

0

|∇vn(t, (1− s)y(t) + sx) · (x− y(t))| ds

)
|Ψ1| |Ψ2| dx dt

≤
∫ T

0

∫

Ω

|x− y(t)| |Ψ1| |Ψ2|
∫ 1

0

|∇vn(t, (1− s)y(t) + sx)| ds dx dt

=

∫ 1

0

[∫

|t−t0|<δ1

∫

B(x0,δ2)

|x− y(t)| |Ψ1| |Ψ2| |∇vn(., ..)| dx dt

]
ds

≤
[∫

|t−t0|<δ1

∫

B(x0,δ2)

|x− y(t)|2 |Ψ1(t)|2 |Ψ2(x)|2 dx dt

]1/2

·
∫ 1

0

[∫

|t−t0|<δ1

∫

B(x0,δ2)

|∇vn(t, (1− s)y(t) + sx)|2 dx dt

]1/2

ds,

luego de aplicar la desigualdad de Hölder en las variables x, t.

Haciendo z = (1 − s)y(t) + sx, dz = s dx en el segundo factor de la

última expresión, y volviendo luego a los dominios [0, T ] y Ω tenemos

que este factor está acotado por

∫ 1

0

[∫ T

0

∫

Ω

|∇vn(t, z)|2 dz dt

]1/2
ds

s1/2
.

Como vn ⇀ v en L2(I, H1
0 (Ω)), sabemos que existe M > 0 tal que

‖vn‖L2(I,H1
0 (Ω)) ≤ M. Por consiguiente este factor está acotado por

M

∫ 1

0

ds

s1/2
=

M

2
.

Por otra parte el primer factor de la última estimación de (13) está aco-

tado por una constante veces δ2
2. Por consiguiente para todo ε > 0

existen δ2 y δ1 que dependen de ε y de M, tales que para todo n,
∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(vn(t, x)− c(t))Ψ1(t)Ψ2(x) dx dt

∣∣∣∣ < ε.
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Entonces por la convegencia débil de vn a v,
∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(v(t, x)− c(t))Ψ1(t)Ψ2(x) dx dt

∣∣∣∣ ≤ ε.

Tomando aproximaciones a la identidad, {Ψm
1 : m ∈ N} y {Ψm

2 : m ∈ N}
en L1([0, T ]) y L1(Ω) respectivamente, para todo m ∈ N, Ψm

1 , Ψm
2 ≥

0, ‖Ψm
1 ‖L1 = ‖Ψm

2 ‖L1 = 1 y existen para todo εm > 0, δm
1 y δm

2 tales

que sop Ψm
1 ⊂ |t− t0| < δm

1 , sop Ψm
2 ⊂ B(x0, δ

m
2 ). Por lo tanto para

εm =
1

m
, tendremos

∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

(v(t, x)− c(t))Ψm
1 (t)Ψm

2 (x) dx dt

∣∣∣∣ <
1

m
,

y para m →∞, resulta v(t0, x0) = c(t0) = 0.

Para probar que τΓv = 0 notemos que, la convergencia débil de vn a v

en L2(I, H1
0 (Ω)) implica que para toda ψ(t, x) = ψ1(t)ψ2(x) con ψ1, ψ2

suaves, vale que
∫ T

0

∫

Ω

∇vn∇ψ dx dt →
n→∞

∫ T

0

∫

Ω

∇v∇ψ dx dt.

Por consiguiente
∫

Ω

∇
(∫ T

0

vn(t, x)ψ1(t) dt

)
∇ψ2(x) →

n→∞

∫

Ω

∇
(∫ T

0

v(t, x)ψ1(t) dt

)
∇ψ2.

Esto es la convergencia débil de

Vn(x) :=

∫ T

0

vn(t, x)ψ1(t) dt ⇀
n→∞

∫ T

0

v(t, x)ψ1(t) dt := V (x), en H1
0 (Ω).

Por el Teorema de la traza, Caṕıtulo 2, y por la propiedad 6.2 de

[C-P], pág 91, tenemos que Tγn conmuta con la integral de Bochner.

En particular TγnVn(x) =

∫ T

0

Tγnvn(t, x)ψ1(t) dt = 0. Entonces por el

Lema 5.2, Caṕıtulo 5, TγV = 0. Es decir , Tγ

[∫ T

0
v(t, x)ψ1(t) dt

]
= 0

para toda ψ1. Pero esto también es

∫ T

0

Tγv(t)ψ1(t) dt = 0 para toda

ψ1, de donde Tγv(t) = 0 para todo t. ¤
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Teorema 6.5. Continuidad y Existencia de solución

Sea
{W t

γ : t ∈ [0, T ], γ ∈ S}
una “familia admisible con frontera inte-

rior dependiente del tiempo”. Supongamos que γn
S→ γ.

Sea (ûn, λ̃0n, λ̃n) ∈ L2(I,H1
0 (Ω)×H

−1/2
2π ×H

−1/2
2π ) la solución de (P T,2π

DI )

correspondiente a γn y sea (û, λ̃0, λ̃) ∈ L2(I, H1
0 (Ω) × H

−1/2
2π × H

−1/2
2π )

la solución de (P T,2π
DI ) corespondiente a γ. Entonces ûn →

n→∞
û en

L2(I, H1
0 (Ω)) en el sentido de la norma, λ̃0n →

n→∞
λ̃0 y λ̃n ⇀

n→∞
λ̃γ

en L2(I, H
−1/2
2π ).

Demostración. Como {γn} ⊂ S, por el Lema 6.3 tenemos que la

sucesión
{

(ûn, λ̃0n, λ̃n) : n ∈ N
}

está acotada en el espacio de Hilbert

L2(I, H1
0 (Ω)×H

−1/2
2π ×H

−1/2
2π ). Entonces existe un elemento (û, λ̃0, λ̃) ∈

L2(I, H1
0 (Ω) × H

−1/2
2π × H

−1/2
2π ) tal que alguna subsucesión converge

débilmente a (û, λ̃0, λ̃). Seguiremos denotando
{

(ûn, λ̃0n, λ̃n) : n ∈ N
}

a cualquier subsucesión débilmente convergente. Aśı

(ûn, λ̃0n, λ̃n) ⇀ (û, λ̃0, λ̃) ∈ L2(I, H1
0 (Ω)×H

−1/2
2π ×H

−1/2
2π ).

Veamos que û es la solución de (P T,2π
DI ) correspondiente a γ.

Por el Lema 6.4 ,TGû(t) = c(t) para todo 0 ≤ t ≤ T y Tγû = 0. De esta

manera û satisface la segunda ecuación de (P T,2π
DI ).

Por otra parte (ûn, λ̃0n, λ̃n) es para cada n la solución de la primera

ecuación de (P T,2π
DI ) correspondiente a γn, entonces

∫ T

0

(∇xûn,∇xv)Ω dt− 〈〈λ̃0n, TGv〉〉2π − 〈〈λ̃n, Tγnv〉〉2π = 0.

Ahora haciendo n →∞ para v fijo, tenemos

ĺım
n→∞

〈〈λ̃n, Tγnv〉〉2π =

∫ T

0

(∇xû,∇xv)Ω dt− 〈〈λ̃0, TGv〉〉2π

pues ûn y λ̃0n convergen débilmente a û y λ̃0 respectivamente.
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Luego por la convergencia fuerte de los operadores trazas Tγn cuan-

do γn → γ en C1([0, 2π],R2) , Teorema 2.12 del Caṕıtulo 2, y por la

acotación uniforme de λ̃n en H
−1/2
2π obtenemos, procediendo como en

la demostración del Teorema 5.3 de Caṕıtulo 5, que para toda sub-

sucesión débilmente convergente (ûn, λ̃0n , λ̃n), su ĺımite débil satisface

la primera ecuación de (P T,2π
DI ) correspondiente a γ. Por la unicidad de

la solución de (P T,2π
DI ) estos ĺımites coinciden . Por lo tanto la sucesión

completa converge débilmente a la solución de (P T,2π
DI ) correspondiente

a γ.

Veamos ahora que las normas de ûn convergen a ‖û‖L2(I,H1
0 (Ω)) . Reem-

plazando v por ûn en la primera ecuación de (P T,2π
DI ) correspondiente

a γn y teniendo en cuenta que ûn satisface las condiciones de borde

resulta,

∫ T

0

(∇xû,∇xû)Ω dt = ĺım
n→∞

∫ T

0

(∇xûn,∇xûn)Ω dt = 〈〈λ̃0, c〉〉2π.

Como (∇xûn,∇xûn)Ω ≈ ‖ûn‖H1
0 (Ω) , tenemos que

‖ûn‖L2(I,H1
0 (Ω)) → ‖û‖L2(I,H1

0 (Ω)) .

La convergencia de las normas y la convergencia débil implica la con-

vergencia “en” norma de ûn a û en L2([0, T ], H1
0 (Ω)). En efecto

‖ûn − û‖2
L2(I,H1

0 (Ω)) =

∫ T

0

‖ûn(t, .)− û(t, .)‖2
H1

0 (Ω) dt

≤ C

∫ T

0

(∇x(ûn − û),∇x(ûn − û))Ω dt

tiende a cero cuando n → ∞ ( por detalles ver la demostración del

Teorema 5.3).

Ahora por el Lema 2.15 del Caṕıtulo 2 sabemos que para toda γn ∈ S,

existe un operador lineal y continuo Eγn : H
1/2
2π → H1

0 (Ω) tal que su

norma está uniformemente acotada respecto de γn ∈ S y TγnEγnϕ =

ϕ para toda ϕ ∈ H
1/2
2π .
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Como las parametrizaciones del borde interior γt
0 son un caso particular

de las γn ∈ S, podemos afirmar que existen las extensiones Eγt
0

para

cada γt
0, que se anulan en un entorno del borde Γγ, y que la familia

{Eγt
0
, t ∈ [0, T ]

}
está acotada. Además TG(Eγt

0
ϕ(t)) = ϕ(t). Por lo tanto

para cualquier ϕ ∈ L2([0, T ], H
1/2
2π ) tenemos que

∣∣∣〈〈λ̃0n − λ̃0, ϕ〉〉2π

∣∣∣ =
∣∣∣〈〈λ̃0n − λ̃0, TGEγt

0
ϕ〉〉2π

∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ T

0

(∇(ûn − û),∇Eγt
0
ϕ)Ω dt

∣∣∣∣

≤
∫ T

0

‖∇(ûn − û)‖L2(Ω)

∥∥∇Eγt
0
ϕ
∥∥

L2(Ω)

≤ ‖ûn − û‖L2(I,H1
0 (Ω))

∥∥Eγt
0

∥∥ ‖ϕ‖
L2(I,H

1/2
2π )

Tomando supremo para ‖ϕ‖ = 1 resulta que

∥∥∥λ̃0n − λ̃0

∥∥∥
L2(I,H

−1/2
2π )

≤ c ‖ûn − û‖L2(I,H1
0 (Ω))

y por lo tanto tenemos la convergencia fuerte λ̃0n

L2(I,H
−1/2
2π )−→ λ̃0, cuando

n →∞ pues ûn → û en L2(I,H1
0 (Ω)).

Ahora suponemos que γn → γ en C2([0, 2π], IR2) y observamos que

para toda ϕ ∈ L2([0, T ], H
1/2
2π ) las extensiones Eγn y Eγ se anulan en un

entorno de Γt
0 para cada t ∈ [0, T ]. Aśı, usando nuevamente el Lema

2.15 sobre los operadores extensión y la primera ecuación (P T,2π
DI ),

〈〈λ̃n − λ̃, ϕ〉〉2π = 〈〈λ̃n, TγnEγnϕ〉〉2π − 〈〈λ̃, TγEγϕ〉〉2π

=

∫ T

0

(∇ûn,∇Eγnϕ)Ω dt−
∫ T

0

(∇û,∇Eγϕ)Ω dt

=

∫ T

0

(∇(ûn − û),∇Eγnϕ)Ω +

∫ T

0

(∇û,∇(Eγn − Eγ)ϕ)Ω.

El primer término del último miembro está acotado por

‖ûn − û‖L2(I,H1
0 ) ‖Eγn‖ ‖ϕ‖L2(I,H

1/2
2π )

,
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El segundo término del último miembro puede descomponerse en suma

de tres integrales y acotarse, similarmente a lo realizado en el Teore-

ma 5.3, de tal manera que tomando supremo para ‖ϕ‖ = 1 y luego

haciendo n →∞, resulta
∥∥∥λ̃n − λ̃

∥∥∥
L2(I,H

−1/2
2π )

→ 0 cuando γn
C2([0,2π],IR2)−→ γ,

es decir λ̃n

L2(I,H
−1/2
2π )−→ λ̃.

¤

Corolario: Existencia de solución para (POpt,T
DI )

Sea
{W t

γ : t ∈ [0, T ], γ ∈ S}
es una “familia admisible con frontera in-

terior dependiente del tiempo” y si S una familia compacta con la

topoloǵıa de la convergencia de las derivadas segundas de la curva

parametrizada, correspondiente al borde exterior, entonces el funcional

J(γ) =
1

T

∫ T

0

∥∥∥λ̃γ(t)− L |γ̇|
∥∥∥

2

H
−1/2
2π

dt

es continuo en S y por lo tanto tiene un mı́nimo en el compacto S.





Conclusiones

Los métodos de dominio inmerso y continuidad en los parámetros, de

Haslinger, Kozubek, Kunish y Peichl, junto con métodos clásicos de

compacidad permiten demostrar la existencia y unicidad de solución

para los problemas de optimización de formas en liberación controlada

de drogas, en casos de fuentes no nulas en medios no isotrópicos, con

soluciones en conjuntos compactos de curvas y en espacios de Sobolev

para las concentraciones.

Estos métodos pueden aplicarse también al caso de dominios anulares,

con frontera interior que cambia con el tiempo, para problemas de mini-

mización de un nuevo funcional que surge naturalmente al buscar, que

en promedio temporal, el flujo saliente este cercano al objetivo. De esta

manera se ha demostrado que puede elegirse una forma exterior que sea

en promedio (temporal) adecuada para todas las curvas interiores con

dinámica prescripta en cierto intervalo de tiempo.
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