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Resumen

El Método de Particulas y Elementos Finitos (PFEM) es un método numérico de
discretizacién espacial hibrida, que utiliza particulas Lagrangianas y malla FKuleriana, para la
soluciéon numérica de ecuaciones de transporte escritas en la formulacién basada en la derivada
material, o formulacién Lagrangiana. La nueva generacién de este método, conocida como
PFEM-2, incluye una novedosa estrategia de integracién explicita siguiendo las lineas de corriente
denominada X-IVAS, que le confiere la capacidad de utilizar grandes pasos de tiempo sin pérdida
significante de precision. Esto permite al método ser competitivo con las clasicas estrategias
Eulerianas, ain en su rango éptimo de aplicacion como lo son los flujos a una fase. Durante el
desarrollo de PFEM-2 surgen diferentes tratamientos para la comunicacién de informacién entre
ambas discretizaciones, dando lugar a tres diferentes enfoques que se presentardn y analizaran

en este trabajo.

Para evaluar la bondad del método al resolver grandes simulaciones, es imperativo el uso
de ambientes paralelos. Las estrategias paralelas para la resoluciéon de problemas de Elementos
Finitos han sido ampliamente estudiadas y se encuentran disponibles diversas librerias para
resolver las etapas Eulerianas que PFEM-2 contiene. Sin embargo, las etapas Lagrangianas,
tales como el mencionado X-IVAS, deben ser desarrolladas atendiendo al caso particular de la
discretizacién hibrida y considerando la estrategia de paralelizacion seleccionada. Una primera
implementacién, basada en la arquitectura de memoria compartida, es utilizada para determinar
cual es el enfoque PFEM-2 méas apropiado para continuar con el desarrollo algoritmico. El
principal problema en las simulaciones con este método es la gran cantidad de memoria necesaria,
lo que limita su aplicacién a grandes problemas cuando se utiliza una sola computadora.
Esto conlleva a la necesidad de tener una implementacion en la arquitectura de memoria
distribuida para poder hacer uso de los denominados clisters de cémputo. A diferencia del
enfoque de memoria compartida, en donde es necesario garantizar la seguridad de hilos, en

memoria distribuida al utilizar descomposicién del dominio se logra aislar automaticamente la
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memoria de cada proceso. Sin embargo en ésta tultima se debe seleccionar una estrategia de
particionamiento tanto de la malla como de las particulas que garantice la maxima eficiencia
del método, minimizando la comunicacion entre procesos y balanceando la carga de trabajo de
los mismos. Con el fin de presentar los resultados obtenidos, se analiza el rendimiento de las
implementaciones multicore y multinodo resolviendo un conjunto de tests académicos. El niimero
de CFL utilizado influye en la eficiencia de la paralelizacién y, en algunos casos, debe ser utilizado
un particionamiento ponderado para mejorar la escalabilidad del cédigo. Sin embargo, el tiempo
total de cémputo de cada uno de los casos presentados en esta tesis, es menor a aquel obtenido
al utilizar softwares que implementan las clasicas estrategias Eulerianas.

Finalmente se presentan extensiones del método para la solucién de flujos méas complejos,
como aquellos que requieren modelado de turbulencia o acoplamiento entre las ecuaciones de
transporte. Los resultados preservan la capacidad de utilizar grandes pasos de tiempo de forma
robusta y sin perder precisién, demostrando asi el gran potencial que presenta PFEM-2 al

resolver problemas de diversa naturaleza.
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Abstract

The Particle Finite Element Method (PFEM) is a numerical method with a hybrid spatial
discretization, which uses Lagrangian particles and FEulerian mesh, for the numerical solution of
the transport equations written in a formulation based on the material derivative, or Lagrangian
formulation. The new generation of this method, known as PFEM-2, includes a novel strategy
of explicit integration following the streamlines called X-IVAS, which gives it the capability
of using large time-steps without significant accuracy loss. This feature makes the method
competitive with the classical Eulerian strategies, even in their range of optimal application
as the homogeneous flows. During the development of PFEM-2 different treatments for the
communication of data between both discretizations appear. This gives place to three approaches

that will be presented and analyzed in this work.

To evaluate the goodness of the method solving large simulations, the use of parallel
environments is imperative. Parallel strategies for Finite Element Method have been widely
studied and many libraries can be used to solve Eulerian stages of PFEM-2. However, the
Lagrangian stages, as the mentioned X-IVAS, must be developed considering the particular case
of the hybrid discretization and the parallelization strategy selected. A first implementation,
based on the shared-memory architecture, is used to conclude which one is the more appropriate
to continue with the algorithmic development. The main drawback of PFEM-2 is the large
amount of memory needed, which limits its application to large problems with only one computer.
Therefore, a distributed-memory implementation is urgently needed to use the called clusters
of computers. Unlike a shared-memory approach where is mandatory to guarantee the thread
safety, using domain decomposition the memory of each processor is automatically isolated.
However new issues appear due to data distribution over the processes: an optimum partitioning
strategy must be selected to minimize the communication between processes and balancing the
workload of them. In order to present the results, the performance of multicore and multinode

implementations are analyzed by solving a set of academic tests. The Courant—Friedrichs-Lewy
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number used influences the efficiency of the parallelization and, in some cases, a weighted
partitioning can be used to improve the speed-up. However the total cputime for cases presented
is lower than that obtained when using classical Eulerian strategies.

Finally extensions of the method to solve more complex flows, like those which require
turbulence modeling or coupling between transport equations, are presented. The results preserve
the capability of use large time-step is a stable way and without accuracy loss. This feature shows

the great potential offered PFEM-2 when solving problems of various kinds.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estado del arte y motivacion

Las formulaciones estandar para la solucién de las ecuaciones de fenémenos de transporte
pueden ser agrupadas en dos categorias, dependiendo del enfoque seleccionado para describir
los términos inerciales. En el enfoque Euleriano la aceleracién es descripta como la suma de
una derivada temporal de la velocidad méas un término convectivo. El segundo grupo pertenece
a las formulaciones Lagrangianas en donde la aceleracién es simplemente descripta como una
derivada total (o derivada material) de la velocidad.

Durante los ultimos treinta anos, la simulacion de flujo de fluidos incompresibles ha sido
principalmente basada en la formulacién Euleriana de las ecuaciones fluido-dindmicas sobre
dominios fijos [I]. Por otro lado, las formulaciones Lagrangianas justifican su popularidad
resolviendo flujos de superficie libre o complicados flujos de fluidos de diferentes propiedades
intensivas (multi-fluidos), en los cuales el enfoque Euleriano estandar es impreciso o, en ciertos
casos, dificiles de usar.

Los métodos basados en particulas, en los cuales cada particula fluida es transportada de
forma Lagrangiana, han sido utilizados desde que Monaghan [2] propuso las primeras ideas
en este enfoque para el tratamiento de problemas de hidrodindmica astrofisica con el método
conocido como Smoothed Particle Hydrodynamics Method (SPH). Mas tarde, esa estrategia
fue generalizada para resolver problemas de la mecanica de fluidos [3]. Una idea similar a SPH
fue desarrollada por Koshizuka y otros [4] para la solucién numérica de flujos incompresibles y
recibié el nombre de Moving Particle Simulation method(MPS). SPH y MPS pertenecen a la
familia de los métodos denominados sin malla (meshless). Estas innovadoras ideas de romper

con lo concebido hasta el momento y no utilizar mallas tradicionales, fueron generalizadas
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por el Meshless Finite Element Method (MFEM) [5]. Este método, que utiliza la Extended
Delaunay Tessellation [6] para reconstruir conectividades en tiempo de simulacién, toma en

cuenta aproximaciones del tipo de elementos finitos para obtener soluciones més precisas.

Una evolucién natural de MFEM fue el Particle Finite Element Method (PFEM) [7]. PFEM
combina la idea de las particulas Lagrangianas con las funciones de forma del método de los
elementos finitos (Finite Element Method - FEM) utilizando una malla auxiliar de este tipo.
PFEM ha sido satisfactoriamente utilizado para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con
superficies libres [§] [9], problemas de interaccién fluido-estructura [10], y problemas de flujos de
multi-fluidos [11].

La idea de combinar mallas y particulas moviles fue también utilizada por el denominado
Material Point Method (MPM) [12]. Sin embargo, la diferencia mas importante entre ambos
es que, en PFEM, las particulas no representan una cantidad fija de masa, sino que son solo
puntos inmateriales que transportan solo propiedades intrinsecas. Esto tltimo permite incluir
una cantidad variable de particulas, lo que simplifica el refinamiento de la malla debido a la

posibilidad de utilizar tamanos flexibles de elementos.

Mas alla de la evolucién presentada en los parrafos anteriores, solo pueden nombrarse unos
pocos intentos de resolver flujos de fluidos homogéneos con formulacién Lagrangiana. Quizé el
trabajo més relevante fue realizado por Joe Stam [13] [I4], quien resolvié las ecuaciones de
Navier-Stokes en el contexto de los videojuegos dejando el mensaje de que es posible disenar
métodos numéricos simples que puedan ser aplicados en un contexto donde la eficiencia es el

punto clave.

Una de las razones de porqué los métodos Lagrangianos no son directamente aplicables
en la solucién numérica de flujos homogéneos podria ser el importante costo computacional
involucrado en la generacion y modificacién de mallas, grillas o vecindades. Como fue
mencionado, los resolvedores Lagrangianos estan principalmente basados en mover particulas, y
luego de eso algtin tipo de conectividad debe ser construida dependiendo de las especificaciones
de cada método. Por ejemplo, en PFEM se necesita deformar una malla acorde al movimiento
de particulas, pero esto es posible solo hacia cierto limite, mas alla del cual hay que remallar.
Mas alld de que el método ha evolucionado gracias al mallado en paralelo, aparecen otras
limitaciones como la impuesta por las no linealidades y otras propias de los esquemas explicitos.
Se concuerda entonces que obtener eficiencia con el método PFEM original solo es posible en

contadas oportunidades.

Mais alld de las limitaciones arriba mencionadas, los esquemas Lagrangianos cuentan con
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ciertas caracteristicas que muestran ciertas ventajas respecto a esquemas Eulerianos. La principal
es la ausencia del término convectivo en las ecuaciones de balance, lo que convierte las ecuaciones
de no simétricas a simétricas y definidas positivas. Para las ecuaciones de Navier-Stokes este
hecho es ain més relevante, debido a que se convierte en lineal la ecuacién de conservacion
de momento. Estas ventajas permiten evitar el uso de términos de estabilizaciéon con la fuerte
consecuencia de no agregar la tipica difusion numérica que se sufre en esos casos, si es que las
ecuaciones lineales que quedan son integradas de forma precisa. Es este iltimo punto es donde

se ha hecho énfasis para el desarrollo de la nueva generaciéon de métodos PFEM.

Siguiendo la linea antes mencionada, recientemente fue desarrollada una nueva estrategia
para la integracion de las ecuaciones, la cual es llamada Integracion Explicita siguiendo las lineas
de corriente de Velocidad y Aceleracién (en inglés eXplicit Integration following the Velocity and
Acceleration Streamlines o simplemente X-IVAS) [15]. Esta forma de integracién, que estd basada
en seguir las lineas de corriente del flujo congeladas en el presente paso de tiempo, es una forma
precisa de resolver las no linealidades de la ecuaciones del flujo. Sumando esta estrategia al
método original PFEM, se converge en una nueva metodologia llamada PFEM-2 [16]. Este
método es capaz de resolver flujos complejos pero permitiendo extender de forma significativa
el paso de tiempo. Mas atn, preservando la caracteristica de transportar informacién en las
particulas y utilizar la malla para calculos secundarios, se confiere al método gran precision.

La discretizacién espacial hibrida utilizada por PFEM-2 permite seleccionar la estrategia
6ptima para el célculo de cada término de las ecuaciones. Como se explicé mas arriba, los
términos convectivos son resueltos con particulas utilizando el método X-IVAS. Por otro lado,
los términos difusivos encuentran mejores resultados al resolverse en una malla, por lo que para

estos se utiliza un esquema FEM clésico.

La mencionada dualidad entre malla y particulas requiere enviar informacién entre cada
tipo de discretizacién. Para ello se han disenado tres tipos de estrategias, denominadas Malla
Mowil Particula Mévil (MMPM), Malla Fija Particula Mévil (MEPM) y Malla Fija Particula
Fija (MFPF) respectivamente. A modo de breve resumen, se puede decir que el primer enfoque,
siguiendo la idea original de PFEM, genera una nueva malla a cada paso de tiempo con la
posicion actualizada de las particulas. El segundo utiliza una malla fija de fondo e interpola los
estados desde/hacia la nube de particulas viajeras. Finalemente, el tercer enfoque también utiliza
una malla fija de fondo, pero las particulas son dispuestas en posiciones fijadas con antelacion,

sin dejarlas que viajen libremente como en los anteriores casos.

Uno de los principales objetivos del método PFEM-2 es el de resolver problemas de interés
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industrial, los cuales usualmente requieren geometrias arbitraria con mallado no estructurado y
modelado de la turbulencia, alcanzando niimeros de Reynolds extremos y en donde es necesario
obtener buena precisién en el cdlculo de las fuerzas que el fluido ejerce sobre cuerpos sélidos. En
este marco, se intenta probar que PFEM-2; atin para flujos homogéneos sin superficies libres, es
capaz de obtener soluciones precisas y es comparativamente rapido cuando es comparado con
otros softwares Eulerianos ampliamente utilizados por ingenieros y cientificos en la actualidad,
con lo cual el método se transforma en una alternativa real para dichos desarrollos.

Lograr el objetivo de la competitividad del método depende en gran medida del rendimiento
o performance de la implementacién. Una gran idea algoritmica puede ser desaprovechada si se
utiliza una pobre estrategia de programacion. Hoy en dia, una implementacion eficiente debe
hacer uso intensivo de las tecnologias de hardware para cémputo paralelo. Un primer paso
puede ser el desarrollo de un cédigo que pueda ser ejecutado en computadoras multi-core. El
esquema de memoria compartida que se utiliza en estos ambientes de computo aparenta ser
relativamente simple de programar debido a que todos los procesadores comparten una unica
visién de los datos y la comunicacion entre los procesos es tan rapida como lo permitan los
tiempos de acceso a memoria. Sin embargo, en los ambientes multi-core el error mas comun es
la falta de sincronizacion en el acceso a los datos para escritura: los problemas de concurrencia
y reentrancia hacen que su implementacién sea un ejercicio no trivial.

Debido a la particular discretizacion utilizada por PFEM-2, mantener en memoria los datos
tanto de la malla como de las particulas representa un importante costo de almacenamiento
que limita la operabilidad de la implementacion cuando se utiliza una sola computadora. Por
lo tanto, para un dado problema y una dada capacidad de memoria, las simulaciones PFEM-2
pueden no caber en RAM mientras que las clasicas utilizando FEM si lo hacen. Por esta razoén,
rapidamente se hace necesario el desarrollo de una implementacion PFEM-2 que sea capaz de
resolver dichos problemas de gran escala, que frecuentemente se encuentran en la industria o en
la ingenieria. La solucién consiste en utilizar la arquitectura de memoria distribuida, pero para
ello se debe desarrollar un cédigo que se ejecute de forma eficiente sobre dicha plataforma de

cémputo, conformando asi el objetivo troncal de esta tesis.

1.2. Objetivos

Como es presentado en el titulo, el objetivo principal de esta tesis es el desarrollo de

codigo computacional que implemente el método PFEM-2 sobre arquitecturas paralelas de forma
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eficiente.

Debido a su reciente y vertiginoso desarrollo, el método PFEM-2 sufre una constante
evolucién y esta tesis presentara, en primer lugar, el estado actual del método. En esta discusién
se analizaran las ventajas y desventajas de cada una de los distintos enfoques desarrollados para
la, comunicacién particula-nodo.

Las arquitecturas paralelas que se abordaran en esta tesis son la de memoria compartida
y la de memoria distribuida. La primera serd utilizada para la comparacién de enfoques antes
mencionada y la segunda, una vez seleccionado el enfoque conveniente, analizard aspectos de
computo de alto rendimiento, tales como la escalabilidad del cédigo.

Finalmente se espera finalizar con un cédigo eficiente, capaz de simular diversos problemas
con grandes requerimientos, en el cual estén aplicadas las tltimas tendencias del estado del arte

en la materia.

1.3. Esquema de la Tesis

Para favorecer una mejor lectura del contenido de esta tesis, en esta seccién se presenta un
esquema de la misma.

En el primer capitulo se presenta esta introduccién del estado del arte y declaracién de
objetivos.

En el capitulo [2] se presenta el método PFEM. Partiendo de la novedosa propuesta de
integracion X-IVAS, se comenta paso a paso el desarrollo de la estrategia, principalmente
enfocado a la resolucién de problemas de transporte escalar o de flujo incompresible. Aparecen
ejemplos que permiten al lector fijar ideas acerca de las diferencias entre los esquemas
Lagrangianos y Eulerianos. Al adentrarse en el método PFEM-2, aparecerdn los tres enfoques
de comunicacién nodo-particula: MMPM, MFPM y MFPF.

El capitulo [3] presenta el nicleo de esta tesis, el cual es la implementacién sobre arquitecturas
paralelas. El mismo estda dividido en dos grandes secciones. En primer lugar, la seccién (3.1
presentara la implementacién de los tres enfoques PFEM-2 sobre memoria compartida. Esta
implementacién serd utilizada para realizar un andlisis de debilidades y fortalezas de cada uno
de ellos, decantando en la eleccién del que se considere mas robusto, eficiente y preciso. En
la seccién podran encontrarse los detalles de la implementacién sobre memoria distribuida.
Debido a su importancia, se analizardn estrategias de balanceo de carga y de comunicacién entre

procesos, principalmente orientadas al tratamiento de las particulas. También se presentarian
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resultados de tipicos problemas de banco de pruebas, tanto de transporte escalar como de
flujo incompresible, pero enfocando el andlisis en el rendimiento de la implementacién. Este
rendimiento serd notablemente superior dependiendo del hardware utilizado para comunicacién
entre nodos.

El capitulo [4] presenta ejemplos concretos de las potencialidades del método PFEM-2 para
resolver diferentes tipos de problemas. Se seleccionan para esta tesis un caso de flujo externo,
un problema de flujo turbulento y un problema de acoplamiento fluido-dindmico y térmico, los
cuales son resueltos por medio de la implementacién en memoria distribuida presentada en el
capitulo previo.

Por dltimo, el capitulo [b| presenta las conclusiones y el trabajo a futuro, haciendo una resena

de las lineas de investigacién a seguir hacia la tesis de doctorado por parte del autor.
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Capitulo 2

El Método de Particulas y

Elementos Finitos

2.1. X-IVAS: Integracién temporal de los términos convectivos

Sea x,, el vector que define la posicién de una particula en el espacio 3D, funcién del tiempo
t. Por simplicidad se usara la notacién xf, para denotar dicho punto. Entonces, a tiempo ¢t = ¢"
se escribird x;) y a tiempo ¢ = ¢" + At = t"*+1 se denotard la posicién como X;LH.

Sea v'(x},) y a’(x},) dos vectores definiendo la velocidad y la aceleracién de la particula x, a

cualquier tiempo t:

Vi(xt) = %ti (2.1)
a'(x)) = DVD(;(”) (2.2)

en donde D¢/Dt representa la derivada material (Lagrangiana) para cualquier funcién ¢.
La derivada material estd relacionada con la derivada espacial (Euleriana) por medio de los

términos convectivos:

Do _ 00

Dt = Bt +v-Vo (2.3)

En todo problema de valores iniciales, como lo son las ecuaciones de Navier-Stokes, la solucion
temporal de un problema consiste en, dadas todas las variables a tiempo t = t", encontrar las

mismas variables a tiempo t = t"T!. En otras palabras, esto equivale a integrar las ecuaciones

7
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EIdyE2

L n+1
xpth =X+ / v'(x,) dr (2.4)
n
v (x ) = v(x™) + /n+1 a’(x]) dr (2.5)
P P p\Fp i P :

La precisién de los resultados dependera en gran medida de la precisiéon de la discretizacion de
la velocidad y la aceleracion en el espacio, pero también en la aproximacioén introducida en la

integracién de las ecuaciones y

2.1.1. Integracién Temporal de la Velocidad

La idea del método X-IVAS es utilizar la velocidad de las lineas de corriente obtenidas en el

paso de tiempo t" para aproximar la posicion final de la particula XZ“. Se tiene entonces:
n+1
X;H—l ~ yZ‘H = X, +/ v'(x,) dr (2.6)
n

La ecuacién [2.0] es explicita ya que solo se utiliza informacién a tiempo t". Cabe destacar que
la aproximacién del campo de velocidades tiene el mismo alto orden que tiene su solucién a
tiempo t". La unica diferencia con la integracién exacta es que aqui se realiza una integral
(dentro de cada paso de tiempo) siguiendo una pseudo-trayectoria calculada con las lineas de
corriente congeladas, en vez de utilizar la trayectoria real. Una vez discretizada la ecuacién
puede integrarse analiticamente o utilizando algiin esquema estandar como Runge-Kutta o

alternativamente con una estrategia de sub-stepping (sub—pasos)ﬂ

2.1.2. Integracién Temporal de la Aceleracion

La idea propuesta en la ecuacién que permite mejorar la integracion temporal sin perder
la explicitud del calculo, puede también ser extendida al calculo de la velocidad de la particula.

Es decir, para aproximar se hace:

n+1
V;H ~ vy (%) +/ a"(x,) dr (2.8)

LEl integrador utilizado en este trabajo se encuadra dentro de los algoritmos de sub-stepping. El mismo es
heredado del integrador STS [I7], el cual adapta su §¢ dependiendo del nimero de CFL local.

La expresién utilizada para 0t es
At

% = KCFL,

(2.7)

v|At . , [
en donde CFL, = | |h es el nimero de Courant del elemento que contiene la particula, y K es un parametro

para ajustar el minimo nimero de sub-pasos requerido para que una particula atraviese un elemento.
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La ecuacion [2.8| representa una integracion siguiendo las lineas de corriente de la aceleracion

obtenidas a tiempo t". Esto puede ser resuelto de forma acoplada con el calculo de la trayectoria.

n+1

n+1 ~~ n n (T

xp xp—|—/ v'(x,) dr
n

n+1 (29)
vitl & vi(xD) +/ a"(x,) dr
n
Nuevamente, se debe notar que [2.9| sigue siendo explicito ya que se utilizan las velocidades y

aceleraciones a tiempo t".

2.1.3. La Integraciéon X-IVAS aplicada a las ecuaciones de Navier-Stokes

incompresible

En las ecuaciones de Navier-Stokes, la formulacién Lagrangiana de la ecuacién de

conservacién de momento es:

%Vtt =a'(x}) (2.10)
en donde la aceleracién a es:
a'(x)) = pt(1x§,) [V-o'(x]) + b'(x})] (2.11)
con el tensor de esfuerzos
o' (x}) = () — p!(x!)1 (2.12)
y el tensor deviatérico
Tt(X;) =L [Vvt(x;) + VTvt(X;)] (2.13)

en donde p es la densidad, pu es la viscosidad, p la presion, b es la fuerza de volumen, I es el
tensor identidad, y V7 es el operador gradiente transpuesto.

La ecuacion de conservacion de masa dicta que:

9p' (x})

ot

+ V- [pEVi(x,)] =0 (2.14)

Utilizando la idealizacién de flujo incompresible se tiene que p'(x},) = p(x,) = p, = cte > 0,

por lo que la Ecuacion se transforma en:

V-vixl)=0 (2.15)
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Utilizando el método X-IVAS presentado anteriormente, las ecuaciones de Navier-Stokes

entre dos instantes de tiempo t" y t"T! quedan:

n+1 ~ n n (T
xpt Xy + v'(x}) dr
il (2.16)
V;H—l = vg(x;‘) + i / [V . an(x;) + b”(xg)] dr

La condicién de incompresibilidad de la Ecuacién 2.15 no presenta dependencia temporal
por lo que necesita ser tratada de forma implicita, a menos que se permita cierto grado de
compresibilidad (ver Seccién [2.1.6). Por el contrario, es posible encontrar la solucién de la

Ecuacién por medio de técnicas explicitas.

El uso del esquema X-IVAS garantiza la utilizacién de pasos de tiempo largos en problemas
donde domina la conveccién, ya que no se encuentra limitado por el nimero de Courant-Friedrich-
Levy CFL = |v|At/Az [15]. Sin embargo, en problemas en donde la difusién es importante, la
presencia del término viscoso implica una limitacién practica en el tamano del paso de tiempo, ya
que se debe garantizar que el nimero de Fourier Fo = uAt/pAz? sea menor que una constante

orden de la unidad (Fo < 1/2).

Finalmente, se presenta la Figura [2.1] a modo de interpretacién grafica de la estrategia
X-IVAS. Cada nodo de la malla sobre la cual la particula viaja tiene su propia velocidad y
aceleracién a tiempo n. Estos campos se integran a través de la trayectoria de la particula,

la cual comienza con una posicion x" y velocidad v™ y finaliza el paso de tiempo con el par

n+1 n+1
[x" T, v

X", v"]

\\«\ n o>
Vo

Figura 2.1: Representacion grafica del esquema de integracién X-IVAS.
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2.1.4. La Integraciéon X-IVAS aplicada a las ecuaciones de transporte escalar

Una de las ventajas del método X-IVAS es que, pese a que fue pensado para la solucién de las
ecuaciones de Navier-Stokes, su filosofia puede ser aplicada a cualquier ecuacién de transporte
preservando las ventajas y limitaciones descriptas en la seccién anterior.

La ecuacion de transporte escalar descripta de forma Lagrangiana es:

t
S —g(x) + Q') (27)

en donde se define la tasa de cambio de la variable g como:

gt(xﬁ,) =V- (anZ)t(X;)) (2.18)

siendo ¢ la variable escalar a transportar y « la tasa de difusividad de la misma.

Para encontrar la evolucién de la incégnita ¢ se utiliza la misma estrategia X-IVAS quedando

a resolver:

n+1
xpt ~ +/ v'(x]) dr
I (2.19)
n+l ~ (N i n (T n(xTY
¢p ~ pr (Xp) + g (Xp) + Q (Xp) T

n

A esta altura cabe destacar ciertos puntos:

= En el caso de un transporte escalar puro, el campo de velocidades v es conocido a cualquier

tiempo t.

= En el caso de solucion de un problema de flujo incompresible con transporte de un escalar

pasivo, el campo de velocidades v es el campo solucion del problema [2.16| asociado.

= En el caso de solucion de un problema de flujo incompresible con transporte de un escalar
activo, como por ejemplo cuando ¢ es la temperatura, puede utilizarse un término de
acoplamiento. Para el caso citado de la temperatura, esto puede lograrse por medio de la

aproximacion de Boussinesq, que propone:

b" = pgB(¢" — éc) (2.20)

donde § = 8(1{307(%,0” P=p—pgh €5 la constante de Boussinesq, g es la gravedad y ¢. es una

temperatura de referencia.
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2.1.5. Correccion implicita de los términos difusivos

Como se menciond, si se resuelve el término difusivo de forma explicita (ya sea utilizando
X-IVAS o cualquier otro método) el avance temporal esta restringido por Fo < cte ~ 1/2. Esto
es una limitacién fuerte en el paso de tiempo, especialmente para mallas muy refinadas en la
vecindad de cuerpos para capturar capas limites, o de forma mas general, en aquellos problemas
de difusién localmente dominante (Fo, > CFLy,).

En esta seccion es presentado un nuevo enfoque para tratar los términos difusivos. El mismo
estd basado en el método 6 y consiste en discretizar la variable no estacionaria utilizando un

promedio pesado entre una prediccién explicita y una correcciéon implicita. Se propone entonces:

(z)n—l—l o (bn
Realizando un primer paso predictor de forma explicita
d;n—I—l — "
y corrigiendo la estimacion inicial de forma implicita, esto es restando (2.22) de (2.21]), lo
que queda:
¢n+1 _ an—i-l .
T — gt 2.23
AL g (2.23)

Para el célculo de la correccion implicita se utiliza una formulacién de elementos finitos

(FEM) estédndar:

M+ 60 At K] ¢"™ = M ¢"! + At Fhe (2.24)

en donde M es la matriz de masa, K es la matriz de rigidez y F es el vector de cargas
asociados a la discretizacion estandar FEM, el cual incluye Q(x). Se debe notar que la matriz
[M + 6 At K] no depende del tiempo si se cumple que o # a(t) y At = cte, por lo que puede
ser pre-factorizada al comienzo de la simulacién y utilizada como precondicionador durante la
misma, lo que representa una reduccion significativa de los tiempos de cémputo. Es importante
notar la diferencia con el caso Euleriano, ya que en este tltimo enfoque la prefactorizacion
propuesta en los términos difusivos no se puede aprovechar ya que la dependencia temporal con
la velocidad no lo permite.

Ademas, cabe destacar también que estos mismos conceptos pueden ser extendidos al caso
de flujo incompresible, en donde la difusién viene dada por el término viscoso V - T y el vector

de cargas ahora incluye b(x).
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Un ejemplo comparativo: Transporte de una senal Gaussiana

El problema del transporte de una Gaussiana es un test clasico para demostrar las bondades
que ofrecen los métodos Lagrangianos, representados en este caso por X-IVAS, para resolver
ecuaciones de transporte y particularmente el tratamiento de la adveccion e integracién temporal.
Este caso también hace mas evidente la patologia que sufren los enfoques FEulerianos explicitos
al intentar resolver con CFL > 1. El problema considerado en esta seccion consiste en una
colina Gaussiana utilizada como condicién inicial de un problema de transporte con difusién.
El campo de velocidades es un flujo rotante alrededor del centro de un dominio cuadrado. La
senal Gaussiana esta desplazada del centro del dominio por cierto radio y su forma hace que la
senial transportada inicialmente solo sea distinta a cero en una regién limitada del dominio. La
sefial deberia ser transportada siguiendo una trayectoria circular y su amplitud debe decrecer

conforme al coeficiente de difusion utilizado. La Figura presenta la definicién del problema.

Figura 2.2: Distribucién inicial de temperaturas para el problema de transporte sin difusion

El problema se toma del libro de Donea y Huerta [I]. La solucién inicial es:

%(1 + cos(mX))(1 + cos(mY)) gi X21y2<1
P(x,0) = (2.25)

0 caso contrario

donde X = (x — xg)/0 y condicién de borde ¢ = 0. La posicién inicial del centro y el radio de
la sefial son xg y o respectivamente. En el ejemplo se tomé xg = (é, %) y o = 0.2. El campo
de conveccién es de rotacién pura con velocidad angular w = 2, esto es v(x) = (—wy,wx). La
difusividad elegida es o = 0.0001.

Se utilizan dos mallas diferentes, todas sobre el cuadrado unitario [—3,—3] x [, 1]. Una
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malla gruesa llamada M1, de 30 x 30 elementos cuadrangulares partidos en tridngulos. Otra
més fina, denominada M2, de 100 x 100.

La Figura presenta los resultados utilizando la malla gruesa M1. Para el caso de un
nimero de Courant CFL = 0.5, los resultados muestran excesiva difusién en el caso de FEM
con esquema temporal de primer orden (Backward Euler), pero buena resolucién para el caso de
FEM con segundo orden temporal (Crank-Nicholson) y también utilizando X-IVAS. Para el caso
de CFL = 5, los resultados muestran excesiva difusion en el caso de FEM con esquema temporal
de primer orden. Para FEM a segundo orden se aprecia difusién numérica pronunciada y la
aparicién de inestabilidades (ripples) debido al integrador temporal. Los resultados de X-IVAS

son en general buenos y demuestran que no son sensibles al nimero de Courant utilizado.

(f)

Figura 2.3: Resultados sobre malla M1 tras dos giros para FEM - ler orden (Figura [2.3a)),
FEM-2do orden (Figura [2.3b)), y X-IVAS (Figura [2.3d) utilizando CFL = 0.5. En la segunda

fila aparecen los resultados sobre la malla M1, también tras dos giros, para FEM - ler orden

(Figura , FEM - 2do orden (Figura b y X-IVAS (Figura , pero utilizando CFL = 5.

La Figura [2.4] presenta los resultados utilizando la malla més fina M2. Para un ntmero de
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Courant CFL = 0.5, los resultados muestran nuevamente bastante difusiéon en el caso de FEM
con esquema temporal de primer orden, y otra vez buena resolucién para el caso de FEM con
segundo orden temporal. En el caso de CFL = 5, los resultados muestran otra vez excesiva
difusién en el caso de FEM con esquema temporal de primer orden, pero para FEM a segundo
orden temporal ya no se aprecia la difusién numérica que aparecia con malla gruesa y ademas la
aparicion de inestabilidades (ripples) debido al integrador temporal ya no es tan pronunciada.
Sin embargo los resultados con X-IVAS son en general mejores debido a que siguen presentando

menor difusion numérica que FEM.

(a) (b) (c)
(d) (e) ()

Figura 2.4: Resultados sobre malla M2 tras dos giros para FEM - ler orden (Figura [2.4a)),
FEM - 2do orden (Figura [2.4b)) y X-IVAS (Figura [2.4c| utilizando CFL = 0.5. En la siguiente

fila aparecen los resultados sobre la malla M2, también tras dos giros, para FEM - ler orden

(Figura , FEM - 2do orden (Figura ) y X-IVAS (Figura , pero utilizando CFL = 5.

En la Figura se presenta la evolucién del valor maximo de la sefial obtenido con las

estrategias numéricas de integracién y comparados contra una solucién de referencia (solucién
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FEM de segundo orden a CFL bajo en una grilla cartesiana de 1000 x 1000 nodos). Puede
observarse cémo la difusién que introduce el esquema temporal Euleriano es en cierta medida
proporcional al CFL; y, aunque utilizar esquemas de segundo orden mejora los resultados, estos
no logran tener la misma robustez que al integrar con X-IVAS debido a los ripples que presenta

su solucién.

COURANT 0.5 COURANT 5
1,00 1,00
------------- FEM - ler orden i weeeeeesees FEM - ler orden
FEM - 2do orden FEM - 2do orden
X-IVAS H X-IVAS
0,95 . 0,95 4 .
— referencia — referencia

0,90 0904

maximo
maximo

0,85 0,85

0,80 T T T T T T 0,80 : T T T T T T
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 50 6,0 7,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0

Tiempols] Tiempols]

(a) (b)

Figura 2.5: Evolucién del méximo de la senal sobre la malla M2 para CFL = 0.5 (Figura [2.5a]
y para CFL =5 (Figura [2.5b)). X-IVAS muestra la solucién proyectada sobre la malla.

2.1.6. Tratamiento de la presion para las ecuaciones de Flujo Incompresible

La Ecuacion [2.16] es explicita no sélo por los términos en donde aparece la velocidad, sino
también por aquellos en donde estd la presiéon. Como se comenté anteriormente, para flujos
incompresibles la presion debe resolverse de forma implicita para que el esquema de integracion
temporal se preserve incondicionalmente estable. Por esta razén, en la Ecuacién [2.26]se incluye el
tratamiento implicito para la presién y se considera que el término viscoso se resuelve de forma
puramente explicita (aunque, tal como se explicé en secciones anteriores, este ultimo puede

resolverse de forma implicita por medio del método 6, pero no se incluye aqui por simplicidad).

n+1
xptl = x2 +/ v'(xp) dr
n (2.26)

n+1
Vit vi(xD) plp/ [V-7"(x]) — Vp'(x)) + b"(x])] dr
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en donde el término implicito para la presién puede ser partido de la siguiente manera:

n+1 n+1
/ (Vo ()] dr = / (VP (3) + ¥ [6p(x)] ) dr (2.27)

n

con 8p(x) = p7 (x5) — p"(xD).
Con el fin de resolver de forma separada el campo de presiones del campo de velocidades,
se utilizard un método de segregacion de la presién conocido como el Método de los Pasos
Fraccionados, por sus siglas en inglés FSM [I§]. Al segregar las ecuaciones se evita tener que
resolver un sistema de ecuaciones en donde convivan incognitas de distintas unidades, lo que mal
condiciona la matriz resultante, incrementando el tiempo requerido para la solucién de dicho
sistema. Por lo tanto, la segunda Ecuacion de se separa en los siguientes dos pasos:
n+1
Vvl = v (x?) + 1/ [V . T”(x;) — Vp"(x;) + b"(x{,)] dr
n

o (2.28)

n+1

N 1

vl — ”“(XZ) — pp/ [V&p(x;)] dr
n

Aplicando el operador de divergencia a ambos lados de la segunda ecuacién de [2.28] y

teniendo en cuenta la condicién de incompresibilidad (Ecuacién [2.15]), se tiene una ecuacién

de Poisson que permite conocer la presion al paso de tiempo actual:

At

AV ‘A,n—i-l(x;z—i-l) —Vv- { ;
P

v [6p(xpth)] } (2.29)

2.2. Discretizacion Espacial y los distintos enfoques PFEM-2

El paso de integracion explicito de los términos convectivos siguiendo las lineas de corriente
(primera Ecuacién de y Ecuacién se realiza sobre cada una de las particulas (), con
las cuales se define el muestreo espacial de las propiedades intensivas (viscosidad p,, densidad
pp, €tc) y otras magnitudes fisicas (v,,pp). Sin embargo, los siguientes pasos implicitos deben
realizarse sobre una malla de elementos finitos para poder relacionar el aporte de cada zona
del dominio y encontrar una solucién global. Esta estrategia de combinar pasos explicitos (X-
IVAS) y correcciones implicitas (FEM) utilizando diferentes discretizaciones espaciales para cada
uno (particulas y malla respectivamente), recibe el nombre de Particle Finite Element Method
Second Generation, o PFEM-2.

La malla utilizada para el cémputo implicito debe tener sus variables actualizadas con los
datos calculados por las particulas, para ello es necesario una comunicacién entre cada una

de estas discretizaciones espaciales, lo que da lugar a las diferentes estrategias o enfoques del
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método PFEM-2. La Figura [2.6] presenta un esquema grafico de cada una de estas opciones, las

cuales seran abordadas en las siguientes sub-secciones.

Figura 2.6: Representacién grafica de los tres esquemas propuestos para la comunicacién
particula-nodo en PFEM-2. Dependiendo del enfoque, en lineas punteadas se presenta la malla
a tiempo n, y en lineas continuas la malla a tiempo n 4+ 1 (o malla fija de fondo). Al conjunto

de particulas de interés se lo presenta con [ a tiempo n y con () a tiempo n + 1.

2.2.1. PFEM-2 Malla Mévil Particula Mévil (MMPM)

La primer estrategia consiste en seguir el enfoque del método PFEM original. La idea se
basa en que al finalizar la integracion de la trayectoria de las particulas siguiendo las lineas de
corriente sobre la malla M™ (conectividades a tiempo t = t™), se debe generar una nueva malla
M"™*1 en donde cada particula pasa a ser un vértice de la nueva malla, la cual utiliza funciones
de forma lineales para la aproximacién de la solucién.

La gran ventaja de esta estrategia es que los vértices adquieren las mismas propiedades fisicas
que las particulas ya que son la misma entidad geométrica, por lo que se evita la necesidad
de realizar algin tipo de promediado o proyeccién. Sin embargo, esta estrategia tiene puntos
negativos a tener en cuenta. Por ejemplo, el remallado es una tarea que acarrea un importante
costo computacional y cuyo paralelismo no logra ser demasiado eficiente, ademds de no poder
siempre producir mallas de buena calidad.

Para mejorar la ubicacién de los puntos a triangular con el fin de lograr mallas que no
contengan elementos demasiado distorsionados o degenerados, como aquellos de drea muy
cercana a cero, se deben incluir técnicas de remocién y sembrado de particulas. Entonces, para
evitar los elementos tipo aguja (sliver), se remueven aquellas particulas que tienen alguna otra
particula muy préxima (dentro de un radio r). Por otro lado, para evitar pérdida de precisién

se agregan particulas en aquellas zonas geométricas vacias al final de la integracién. La Figura
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presenta un esquema grafico de los casos aqui citados y la solucién propuesta.

Figura 2.7: Remocién y sembrado de particulas para el enfoque MMPM. A la izquierda (M"

n+1
con Xp

) se presentan dos problemas: hay una zona geométrica sin particulas y existe un par
de particulas con distancia menor a r. A la derecha (M"*! con X;)H_l) se presenta la solucion
que consiste en sembrar en el primer caso y remover una del par en el segundo. Las particulas

rojas no pueden removerse porque son las que identifican las condiciones de borde.

2.2.2. PFEM-2 Malla Fija Particula Mévil (MFPM)

Con la intencién de evitar el constante remallado, este enfoque propone resolver las etapas
Eulerianas del algoritmo utilizando una malla fija. La idea es que, luego de la integracién de la
trayectoria de las particulas, estas proyecten sus variables transportadas a los nodos de la malla
de fondo. Con el fin de evitar difusién numérica de los resultados debido a la proyeccion, es
necesario asegurar que alrededor de cada nodo existan suficientes particulas como para obtener
una solucién correcta.

La gran ventaja de esta estrategia es la de evitar el remallado. Ademds, al preservar la misma
malla toda la simulacién, se pueden pre-factorizar las matrices de los sistemas de ecuaciones una
unica vez (siempre que las propiedades fisicas como la difusién y la densidad sean constantes en
el tiempo), lo que agiliza la solucién de dichos sistemas. Sin embargo deben atenderse nuevos
dilemas que aparecen, como lo es el algoritmo de proyecciéon. Para garantizar las suficientes
particulas alrededor de cada nodo al momento de proyectar, se requiere una estrategia de
sembrado de particulas en donde se necesiten datos. Esto produce, por un lado, difusién al
tener que interpolar un estado para la nueva particula, y ademés obliga a remover particulas
ya que el incremento del nimero de las mismas puede tornar la simulacién inabordable. Estos

detalles, un poco més complejos que lo que ocurre en MMPM, son abordados en la secciones
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que continuan.

Algoritmos de Proyeccion

Durante el desarrollo del método se han propuesto diferentes enfoques para realizar las
proyecciones de los estados desde las particulas a los nodos. En este trabajo se presentan
las estrategias que mejores resultados han logrado. Las ecuaciones son presentadas para la
proyeccién de un valor escalar, pero son aplicables a cada componente de un campo vectorial
como la velocidad.

Un operador de proyeccién 7 es una funcién que otorga un valor del campo ¢; a cada nodo
J a partir de los valores del campo ¢, sobre las particulas p en la vecindad de dicho nodo, es

decir: w : ¢; = w(¢p). La formulacién genérica es:

25:1 Wi(xp)0p
25:1 W;(xp)

en donde P es el nimero de particulas dentro de la region del nodo j. El operador W puede

0; = (2.30)

ser una de las funciones kernel como las utilizadas en SPH [19] o las mismas funciones de forma
lineales (elevadas a alguna potencia n tipicamente n = 1) utilizadas para aproximar el campo

solucién.

Sembrado de Particulas

Como se menciond, por razones de precision, los métodos de proyecciéon requieren cierto
numero de particulas en la regién alrededor de cada nodo. La region alrededor del nodo debe ser
definida de forma precisa, y para un paso de tiempo dado, nada asegura poseer las particulas
suficientes en la region de cada nodo, especialmente cuando se utilizan altos niimeros de Courant.
Por esta razén, previamente a la proyeccién, deben crearse nuevas particulas alrededor de dichos
nodos.

Una primer idea (S-1) utilizada originalmente en PFEM-2, consiste en asignarle a la nueva

particula una interpolacion lineal de los estados nodales del paso de tiempo previo n:
¢n+1 n+1 Z )\ n+1 qbn (2‘31)

siendo \; las coordenadas de drea de la particula en el elemento contenedor.
Una idea mejorada (S-2) busca el estado siguiendo las lineas de corriente, pero en direccién

aguas arriba, es decir, buscando la ubicacién inicial de la nueva particula, si es que hubiese
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existido al inicio del paso de tiempo, es decir:

n+1
e o)+ [ g eg) dr (2.32)

n
donde la posicién x}}“ es elegida al momento de sembrar, pero gb;‘(xg) no es conocida y debe
ser interpolada con las coordenadas de area del elemento contenedor una vez hallada la posicién
n+1
n _  n+l N[ T
X, =X, / v'(x,) dr.
n
Un problema de conveccion pura, presentado en la Figura 2.8 revela la necesidad inmediata

de utilizar la integracion hacia atras. Una condicién de borde con una discontinuidad ingresa en

el dominio transportada por un campo de velocidades no alineado con la malla de fondo.

Figura 2.8: Esquema del problema de conveccién pura para evaluar los valores iniciales asignados

a las nuevas particulas.

Las Figuras [2.9) presentan los resultados proyectados sobre una grilla cartesiana de 30 x 10
nodos mallada con triangulos, para diferentes instantes de tiempo (7' = 0[s], 0.3[s], 0.7[s] y 1[s]),

al utilizar un paso de tiempo tal que CFL > 1 y su comparacién utilizando las estrategias (S-1)

y (S-2).

Remocién de Particulas

Pese a mejorar la calidad de la proyeccion, utilizar muchas particulas incrementa los tiempos
de computo. Si durante la simulacién el sembrado es frecuente, es necesario controlar el niimero
de particulas utilizados en la discretizacién. Por lo tanto es necesario también definir un criterio
de remocién.

El caso mas simple es cuando las particulas salen del dominio durante la integracién X-IVAS:

estas deben ser eliminadas. Dentro del dominio se establece el siguiente criterio: cada sub-
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(e) (h)

Figura 2.9: Transporte convectivo de un escalén. Resultados para diferentes estrategias de

asignacién de los nuevos estados a las particulas. A izquierda: S-1. A derecha: S-2.

elemento j (el tercio del elemento -cuarta parte en 3D- en donde la coordenada de drea del nodo
j es mayor que la del resto de los nodos) debe asegurar al menos nsubele,,;, y poseer a lo méas
nsubeleyq, particulas. En la Figura [2.10] se presenta un esquema grafico de lo que se denomina
regién del nodo j. Un rango pequeno (nsubeleq-nsubeleny,) produce una continua intrusién
en el conjunto de particulas y un rango grande provoca sobrepoblacion de las mismas. Debe
establecerse un compromiso entonces entre precisién y eficiencia, que en las diversas pruebas se
puede especificar en nsubeley,q, = 3 y nsubelen;, = 1 en simulaciones de flujo incompresible.
A fines précticos, esta imposicién del nimero de particulas se realiza al final de cada paso de

tiempo.
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S
UAt
€k
U

—

—_
[] Vecindario
I:l Regién del nodo Hj” [ Elementos internos
I:I Sub-elemento "j” en elemento "k" [ Elementos de ingreso

(a) (b)

Figura 2.10: Izquierda: el nodo j y su regiéon. Enmarcado con un trazo mas grueso se presenta el
subelemento del elemento &k correspondiente al nodo j. Derecha: se sombrean los elementos que

se quedan sin particulas luego del paso X-IVAS con CFL > 3.

2.2.3. PFEM-2 Malla Fija Particula Fija (MFPF)

Una de las desventajas que se le puede atribuir a la estrategia MFPM es que requiere muchas
particulas para que la proyeccién hacia los nodos resulte precisa. En la estrategia MFPF se
intenta preservar la ventaja de MFPM de mantener la misma malla toda la simulacién, pero se
desean utilizar menos particulas y evitar asi los errores por proyeccién y todo lo derivado en
cuanto a la administracién del conjunto de particulas.

Para esto, y teniendo en cuenta la buena calidad de resultados obtenidos cuando se utiliza

t"+1 exactamente en la posicién de

S-2 en MFPM, se propone ubicar las particulas a tiempo
los nodos de la malla de fondo y encontrar su estado integrando aguas arriba con el método
X-IVAS. Esta estrategia toma el nombre del hecho de que las particulas ocupen siempre las

mismas posiciones (fijas) al final de cada paso de tiempo.

Es sabido que al buscar el valor ¢ de la particula se debe realizar una interpolacion con
los datos de la malla de fondo. Para mejorar los problemas de difusién introducidos por esta
interpolacion se propone generar una grilla més fina de particulas para utilizar en dicho célculo.
En la Figura [2.11] se presentan las diferentes posibilidades para la posicién de las particulas. El
parametro N puede incrementarse tanto como uno desee, pero se debe tener un compromiso
entre la precisién y el costo computacional, ya que el niimero de particulas crece rapidamente, y
era justamente el inconveniente de MFPM que se buscaba evitar. Ademads, el incremento de N

solo se justifica al momento de la interpolacién, ya que la precisién en los resultados responde
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principalmente al A de la malla, tal como cualquier calculo que involucre resolucion por elementos

finitos.

AVAVAYS

N=0 N=1 N= =

Figura 2.11: Ubicacién de las particulas en un elemento dependiendo del pardmetro N. Dicha

posicion se mantiene fija durante toda la simulacién para el enfoque MFPF.

Este enfoque MFPF tiene un gran parentesco con el método presentado por Jos Stam en
[13]. La estabilidad, simpleza en el célculo y rapidez de cémputo son los puntos fuertes de
estas estrategias. Ambas utilizan la integracion hacia atras siguiendo las lineas de corriente,
conocida como método de las caracteristicas, como estrategia de cdlculo de la adveccién, lo que
brinda gran robustez. La diferencia entre ambas radica en que MFPF permite realizar el paso
difusivo de forma explicita en la propia integracién de la trayectoria (aunque para garantizar
independencia del paso de tiempo de deba realizarlo de forma implicita, tal como Stam), y que
MFPF permite incluir una grilla de particulas que puede diferir de la grilla nodal de la malla
de fondo (al seleccionar N > 0). Sin embargo, ambas estrategias presentan grandes problemas
por la importante difusién numérica, lo que encasilla estos algoritmos dentro de una aplicacién

més asociada a la computacién grafica que al diseno ingenieril.

2.3. Algoritmo PFEM-2

En esta seccion se integra todo lo comentado en las secciones anteriores y se presenta el
algoritmo PFEM-2.

En primer lugar, en el Algoritmo [I} se exhibe la estrategia para resolver la ecuacion de
transporte de un escalar pasivo, convectado por un campo de velocidades conocido (Ecuacién
. Una gran ventaja de realizar el transporte por medio de particulas Lagrangianas es que
pueden transportar diferentes campos ¢ simultaneamente, por lo que el algoritmo puede ser
expandido a cuantas especies se deseen.

En segundo lugar se presenta el Algoritmo [2] para la solucién de las ecuaciones de Navier-
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Stokes para flujo incompresible y En este caso se aplica el FSM para el calculo
segregado de la presién y la velocidad. Los pasos 1 a 4 pueden agruparse dentro del paso
predictor de la estrategia FSM, en los cuales se busca una velocidad predictora aproximada,
pero que no es necesario que cumpla divergencia nula. En el paso 5 se calcula la presiéon por
medio de una ecuacién de Poisson, de tal manera de garantizar la conservacién de masa. Por
ultimo en el paso 6 se realiza la correccion del campo de velocidades, al proyectarlo sobre un

campo de divergencia nula.

Algoritmo 1 - Paso de tiempo en PFEM-2 para el transporte escalar.

1. Etapa de Aceleracion: Calcular la tasa de cambio nodal:

/Ng"dQ%/NV-(quﬁ") dQ:—/aVN-V¢"dQ+/aNV¢~ndF
Q Q Q r

2. Etapa X-IVAS: E\ialuar la nueva posicién y estados de las particulas:
n-+
X;H_l =x, —|—/ vt(X;) dt
nn+1
n+1 _ n( t ti t
= [ -0 6g) + QU

3. Transferencia desde particulas a nodos:

3.1. MMPM: Generar una nueva malla de fondo M™*! con la posicién actual de las particulas:

n+l _ n+l1
Xj =Xp
in+1l _ Jn+1
¢j - ¢p+

M"t = DELAUNAY (x7*)
3.2. MFPM: Proyectar los valores desde las particulas a los nodos de la malla de fondo:
én+1 - (dgnJrl)
J P
3.3. MFPF: Copiar los valores de las particulas a los nodos de la malla de fondo:

n+1l _ In+41

4. Etapa de Difusion Implicita: Correccién implicita de la difusién con FEM:
¢?+1 _ QAS;L+1 +ALH gn-‘rl
¢;}L+1 — Qgg-&-l +AtO ﬂ.—l(gn—H)
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Algoritmo 2 - Paso de tiempo en PFEM-2 para flujo incompresible.

1. Etapa de Aceleracion: Calcular la aceleracién nodal:

1 1
/Naﬁsz/Nv-‘r"dQ:{—/uVN-Vv”dQ+/MNVV"~ndF]
Q P Ja P Q r

1 1
/Nang%/NVp”dQ:{—/VNp”dQ—F/Np"-ndF}
Q P Jo p Q r

a"=-—ay+(1-0)al

T

2. Etapa X-IVAS: Evaluar la nueva posicién y velocidad de las particulas siguiendo las lineas de

corriente:
n+1
xpth = xp —|—/ v (x}) dt
R n7z+1
vt =y +/ a”"(x,) + f'(x}) dt
n

3. Transferencia desde particulas a nodos:

3.1

3.2.

3.3.

MMPM: Generar una nueva malla de fondo M™*! con la posicién actual de las particulas:

n+l _ _n+1
Xj =Xp
An+l _ Antl
VJ = Vp

M"+! = DELAUNAY (x}*1)

MFPM: Proyectar los valores desde las particulas a los nodos de la malla de fondo:

An+1l _ An+1

MFPF': Copiar los valores de las particulas a los nodos de la malla de fondo:

an+l _ Znd4l
VJ = Vp

4. Etapa de Difusion implicita: Correccién implicita de la difusién viscosa con FEM:

VIl = pvt 4 AL an T

5. Etapa de Poisson: Encontrar el valor de la presién resolviendo un sistema de Poisson con FEM:

pV I = At V- [V(6p" )]

6. Etapa de Correccion: Corregir la velocidad de la malla y de las particulas con el nuevo gradiente

de presiones:

pV;-H'1 = p\?‘?“ — At (a;"'*'1 —ay)
pvptt = pvntl — At ol (aptt —al) + At 6w (a2t
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Capitulo 3

Implementacion en Arquitecturas

paralelas

El principal objetivo del método PFEM-2 es encontrar algoritmos para simular de forma
precisa problemas de CFD tan rapido como sea posible. Esta metodologia intenta reducir los
tiempos de cédlculo que hoy en dia presentan tanto cédigos comerciales como cédigos abiertos en
éste area. Esta meta no significa ain alcanzar simulaciones en tiempo real (Real Time CFD),
pero es esperable cambiar dias de simulacién por horas o horas por minutos, haciendo posible
satisfacer las actuales necesidades del diseno ingenieril. Para ello es vital contar con un cédigo
eficiente y que sea desarrollado utilizando las mejores caracteristicas del software y hardware de

hoy en dia.

Histéricamente los programas de calculo numérico han sido desarrollados utilizando el
paradigma de programacion por procedimientos a través de lenguajes de programaciéon como
Fortran o C. Estos cédigos se basan en estructuras de datos simples y una reducida légica
de operacion, y en su ambito de aplicacién estos alcanzan una alta eficiencia computacional
al optimizar tiempo de céomputo y recursos de memoria. Sin embargo, esta bien lograda
optimizacion es demasiado dependiente del problema en particular para el que fue disenada,
y cada vez que las condiciones cambian en el programa o alguna de sus extensiones, se requiere
no solo saber acerca del aspecto a ser mejorado, sino también un profundo conocimiento de
todo el cédigo. Esto ultimo decrementa la escalabilidad del cédigo a resolver varios tipos de
problemas, sin contar la dificultades que aparecen para un grupo de desarrollo de cédigo. Todo

esto incrementa el esfuerzo inicial para obtener resultados con este paradigma [20].

Utilizando el Paradigma Orientado a Objetos (POO) a través de lenguajes como C++,

27
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la informacion es almacenada en objetos con una estructura mas compleja que es capaz de
representar las abstracciones del problema y permite programar una solucién por medio de una
sucesion de instrucciones de alto nivel. La alta escalabilidad de este paradigma permite extender
el nimero de problemas diferentes que se pueden resolver, preservando un costo computacional

similar al paradigma anterior, ya que el nucleo del lenguaje es el mismo que en el caso procedural.

Respecto al hardware, hoy en dia un procesador tipo incluye dos o més nicleos de cémputo
y estos procesadores pueden agruparse de forma sencilla en clisters de varios nodos. Esto,
sumado a la nueva tecnologia de unidades de procesamiento grafico de propdsito general (General
Purpose Graphics Processing Units - GPGPU), otorga al cémputo cientifico nuevas posibilidades
y hacer uso de ellas es vital para obtener un cédigo competitivo. Este trabajo se centrara en
las tecnologias sobre CPUs ya que el algoritmo PFEM-2 es memoria demandante, algo que no
es compatible hoy en dia con los recursos GPGPU, tipicamente limitados por el tamano y la

velocidad de lectura de memoria.

En el ambito de las CPUs existen dos arquitecturas para ejecutar programas en paralelo, a
saber: memoria compartida y memoria distribuida. La primera estd pensada para su utilizacién
en CPUs multi-core y las nuevas CPUs many-core, como el Intel Xeon-Phi. La segunda
arquitectura esta disefiada para su uso en computadores multi-node, es decir, un conjunto de
CPUs conectadas a través de una red fisica denominado clister. Existe un enfoque hibrido que
utiliza memoria distribuida para la comunicacién entre nodos y dentro de cada nodo realiza

tareas de memoria compartida para aprovechar la arquitectura multi-core del mismo.

Las siguientes secciones se organizan de la siguiente manera: En la seccién se presenta
la implementacién del método PFEM-2 sobre memoria compartida (SM -Shared Memory-).
Partiendo de un cédigo base serial desarrollado por el autor que implementa PFEM-2 MMPM,
se lo extiende a SM y se presentan puntos claves para evitar los tipicos inconvenientes de estas
arquitecturas. Se implementan las tres estrategias de PFEM-2: MMPM, MFPM y MFPF y se
utiliza esta plataforma para comparar entre ellas en la seccién [3.1.2] y concluir en cual de ellas

es la que obtiene la mejor relacién entre calidad de los resultados y tiempos de cémputo.

En la seccién se detalla la implementacién del método PFEM-2 MFPM sobre memoria
distribuida (DM -Distributed Memory-), haciendo hincapié en las estrategias de distribucién del
dominio y balance de carga. Luego, en la seccion se presentan resultados de rendimiento

sobre clasters de computo y comparando estos con aquellos obtenidos con otros software.
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3.1. Implementacién de PFEM-2 sobre memoria compartida

El modelo de ejecucién de memoria compartida esta basado en el modelo bifurcaciéon-unién
(fork-join), en el cual un hilo de ejecucién maestro reparte tareas a un grupo de hilos esclavos y
a sf mismo (ver Figura [3.1)).

Los datos en memoria son compartidos entre los hilos (de alli el nombre de la arquitectura)
por lo que una modificacién de algin dato por parte de un hilo influye en la préxima lectura por
parte de cualquier otro hilo. Si los resultados dependen del orden de ejecucion o modificacién
de datos, se dice que se estd en presencia de una condicién de carrera (race conditions). La
existencia o no de race conditions depende del algoritmo a implementar. En casos positivos, es
necesario analizar y utilizar estrategias de control de concurrencia para asegurar la seguridad de

hilos (thread-safety) del cddigo.

Regi6n Paralela Region Paralela
; >
Hilo Maestro .: >
> — > >
Bifurcacién U.H}OH
(fork) > (join) >
> >

Hilos esclavos

Figura 3.1: Modelo de ejecucién en memoria compartida fork-join. Un hilo maestro (Master
Thread) reparte tareas a hilos esclavos. Existe sincronizacién al momento de la bifurcacién
(fork) y unién (join). En las regiones paralelas debe prestarse especial atencién en la seguridad

de los hilos y evitar problemas de concurrencia.

El problema del balance de carga en memoria compartida suele ser menos severo que en
memoria distribuida, pero puede deteriorar con facilidad la eficiencia, obteniendo cédigos no

escalables.

3.1.1. Detalles de la implementacién

La implementacion sobre la arquitectura de memoria compartida se realiza para las tres
variantes del método. Dado que se posee un c6digo base para el enfoque MMPM (Tesis de grado
del autor [21]), se parte del mismo y se lo reorganiza para, en primer lugar, poder adaptarlo

a los otros enfoques, y en segundo lugar para paralelizar las tareas. El diseno POO del cédigo
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base simplifica las tareas de extensién a las otras variantes, mientras que el algoritmo numérico,
principalmente aquellas etapas explicitas, resultan compatibles y adecuadas con la paralelizacion

de trabajo.

En la etapa X-IVAS no hay problemas de concurrencia ya que durante el bucle sobre todas
las particulas, cada una de ellas actualiza su informacién de forma independiente. Utilizando
el integrador de sub-stepping adaptativo presentado anteriormente, los tiempos de cémputo
se ven reducidos ya que el algoritmo gestiona los recursos computacionales de forma déptima
garantizando una correcta integracién. Esto es, para un valor grande de CFL,, se calculan varios
sub-pasos de tiempo para esa particula p, lo que tipicamente incluye varios cambios de elemento,
y esto es algo que no sucede para las particulas con CFL, pequeno. Aunque se reduzcan
los tiempos de cémputo, utilizando este integrador aparecen problemas de balance de carga,
especialmente en aquellos problemas de alta variabilidad de CFL,,. Es por esto que es necesario
una distribucién de particulas por hilos inteligente. Si se utiliza un esquema de distribucién (o
scheduling) estético, en donde se reparte el mismo nimero de particulas por nodos, es probable
que estos problemas aparezcan. Utilizando un esquema dinamico para entregar trabajo a cada

uno de los nodos puede ayudar a balancear mejor la carga.

En la presente implementacién, es utilizada la especificacién API para programacion
multi-plataforma paralela en memoria compartida llamada openMP. Para scheduling dinamico
se selecciona la opcién schedule(guided,chunk) (en donde chunk depende del numero de

particulas del problema) de la directiva for.

En la Figura[3.2] se presenta una comparacién de los speed-up obtenidos en la etapa X-IVAS
del algoritmo con las diferentes estrategias de scheduling para diferentes niimeros de Courant
en un problema de flujo incompresible. El speed-up S, es calculado como S, = %, donde T}
y T}, son los tiempos de computo con uno y n hilos respectivamente. El lector puede observar
que el desempenio de la implementacién varia, en primer lugar, de acuerdo a la estrategia de
scheduling elegida y, luego, por el CFL,,,, utilizado. El hecho de que en memoria compartida se
puedan optar por enfoques dindmicos para la reparticion de tareas, es una ventaja respecto a los
enfoques de memoria distribuida, los cuales, como se verd en los préximos capitulos, exhibiran

un desempeno similar al modo estatico.

Respecto a la gestién de la memoria, se seleccionan contenedores secuenciales tanto para los
datos elementales, nodales y de particulas, los cuales resultan 6ptimos para tornar mas eficientes
las distintas etapas del algoritmo. Por ejemplo, en el loop sobre las particulas de la etapa X-

IVAS, esta disposiciéon de los datos permite tener almacenada en memoria caché una copia
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Figura 3.2: Comparacion de Speed-Up obtenido para la implementacién en memoria compartida

de la etapa X-IVAS del Algoritmo [2| utilizando diferentes CFL.

de la particula hasta que su movimiento finalice. Es cierto que cuando una particula cambia
de elemento deben leerse de RAM los datos del nuevo, accién que no es cache-friendly. Sin
embargo, utilizando los contenedores secuenciales, junto a la lectura previa de los elementos
vecinos, reduce la ocurrencia de cache-misses. Una posible solucién a este problema consiste en
realizar el bucle externo sobre los elementos (moviendo las particulas que contiene), pero esta
alternativa no es implementada en este trabajo porque se considera ineficiente cuando se utilizan
numero de Courant altos, ya que esto requeriria repetir varias veces los bucles por elemento.
En el enfoque MFPM se tiene otra etapa critica respecto a la seguridad de hilos: la etapa de
proyeccion de los estados desde las particulas ¢, a los nodos ¢;. Cada nodo recibe informacién
de P particulas, las cuales pertenecen a su region, y debe promediar y actualizar su estado. Por
lo tanto, la funcién de proyeccién 7 puede verse como un promedio multiple, en los cuales se
utilizan diferentes factores de peso W. En la versiéon implementada en memoria compartida, la
funcién de forma N; de cada nodo evaluada en la posicién de la particula es utilizada como
factor de peso (ver Ecuacién . Si se implementa esta etapa de proyeccién por medio de un
loop sobre las particulas, podrian introducirse bloqueos mutuos entre hilos al querer actualizar
el acumulador nodal. Una posible solucién es utilizar estrategias de coloreo [22] que permitiria
independencia en cada kernel de interpolacién. Sin embargo, en el presente trabajo, tomando
ventaja de la redundancia de datos de la implementacion, se realiza un bucle sobre los nodos en
lugar de hacerlo sobre las particulas. Esta tdltima opcién evita de forma natural los bloqueos de
hilo y no introduce costo extra, ya que cada particula solo contribuye a los nodos de su elemento,

debido a la definiciéon de regién de un nodo.
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Tal vez, la tarea que presenta mayor dificultad para la paralelizacién es el remallado en
el enfoque MMPM. En el presente trabajo se utiliza la implementacién de la triangulacién de
puntos siguiendo un algoritmo tipo Delaunay presentada por Novara en [23] y [24]. El dialogo
con la librerfa, llamada DeWall, es directo ya que ésta solo requiere un conjunto de puntos (la
posicién de las particulas luego de remover/sembrar Xﬁ“) y retorna un arreglo de conectividades
que representa la nueva malla Mt

A modo de resumen, la Figura presenta las librerias utilizadas en la presente
implementacién. Para operaciones tensoriales (de rango 1 a 3 y de pequeno tamafio), tipicas
para el ensamblado elemental en FEM, se utiliza la libreria LTensor [25]. Para la solucién de los
sistemas de ecuaciones lineales de utiliza la libreria MKL, particularmente la aplicacién paralela
Pardiso [26], la cual implementa un resolvedor (solver) directo basado en la descomposicién
Cholesky. En aquellos enfoques en donde la matriz de los sistemas de ecuaciones puede ser
reutilizada (MFPM y MFPF), se almacenan en memoria los resultados de la factorizacién
paralela y a cada paso de tiempo solo se realiza substitucién hacia atras (también paralela,
pero con baja eficiencia) para hallar las incégnitas. Por ultimo, cabe destacar que para el pre y
post-proceso se utiliza la API Engine del software de calculo cientifico Matlab, la cual permite
importar y exportar datos y ejecutar scripts en tiempo de ejecucién para obtener graficas en
tiempo real de la simulacién. La libreria de cédigo abierto Octave-Engine podria ser utilizada
en su lugar, pero actualmente estd en fase de desarrollo y no cuenta con funcionalidades como

la comunicacién en tiempo real de vectores de datos.

LTensor Matlab Engine
Operaciones Tensoriales\ PFEMZ / 1/0- gréﬁcc%s

Msuite _— [Hibreria POO - C++ < OpenMP

paralelizacion

Administracién de Mallas f

Intel MKL

Solvers y otros

Figura 3.3: Librerias utilizadas en la implementacion en memoria compartida.

3.1.2. Comparacion entre los distintos enfoques

Cada uno de los enfoques del método PFEM-2 presentados en las secciones anteriores poseen
sus propias ventajas y desventajas. Sin embargo, es necesario efectuar un analisis exhaustivo

resolviendo un conjunto de problemas en concreto para determinar realmente las fortalezas y
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debilidades de cada uno, a fin de realizar la seleccién de uno de ellos. De esta manera se podria
enfocar los nuevos desarrollos del método, ya sea numéricos o informaticos, a la estrategia que
posea mejor perspectiva a futuro.

Se analizan dos casos clasicos de flujo incompresible: la cavidad cuadrada y el flujo alrededor
de un cilindro. Estos problemas poseen datos de referencia bien definidos y validados contra los
cuales contrastar. El primero es una geometria sencilla con condiciones de borde también simples
y se busca imitar numéricamente perfiles de velocidad reportados por Ghia [27]. Utilizando grillas
gruesas es posible determinar rapidamente la difusién numérica que induce cada enfoque. En el
segundo aparece una geometria un poco mas compleja, en donde es necesario refinar la malla
de célculo cerca del obstdculo (cilindro) de manera tal de encontrar la evolucién correcta de las
fuerzas que ejerce el fluido sobre el objeto, representadas por los coeficientes adimensionales de

arrastre (Drag) y de sustentacién (Lift), definidos como:

9F,
2F,

donde F,; y F; son las fuerzas paralela y perpendicular a la direccién de la velocidad U del
flujo y A es un area de referencia. Ademéds de este analisis, reviste de un gran interés el captar
correctamente la frecuencia de emisién de vértices. El refinamiento alrededor del obstéaculo puede
especificarse con anterioridad en los enfoques de malla fija, pero en el enfoque con malla mévil se
debe realizar un sembrado de particulas mas exhaustivo en la zona de interés buscando preservar

el grado de refinamiento de la malla original.

Cavidad Cuadrada con Tapa Impulsada

Este clasico test posee las caracteristicas que se presentan en la Figura La simpleza
de la geometria, sumado a las amplias referencias numéricas bien validadas, permiten que este
ejemplo presente las primeras conclusiones acerca de cual de los enfoques PFEM-2 obtiene los
mejores resultados. El Reynolds seleccionado para el caso es Re = 1000, con un paso de tiempo
conservador de At = 0.01 y una malla de 50 x 50 nodos conformando una grilla de 2500 elementos
triangulares. En la Figura se presentan las componentes de velocidad obtenidas con cada
enfoque para los cortes en los planos medios z = 0.5 y y = 0.5 a tiempo 7" = 30[s] en donde
se alcanza el estado estacionario. Ademads se muestran graficos que amplian los resultados sobre

las zonas criticas en donde existen mayores gradientes de velocidad. Los resultados con MMPM
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Figura 3.4: Geometria y condiciones de borde del caso de la cavidad cuadrada con la tapa

impulsada.

vy MFPM se destacan por sobre MFPF, y esta tltima solo logra no ser exageradamente difusiva
si se utiliza un ntmero alto de particulas N >= 2.

La Figura[3.6| muestra capturas de diferentes estados de la malla para la simulacién MMPM.
Partiendo desde la misma malla que con el resto de los enfoques, se remalla a cada paso de tiempo
aplicando correcciones en el conjunto de particulas de tal manera de evitar la degradacion de la

malla resultante.

Flujo alrededor de un cilindro

La geometria de este problema, junto con las condiciones de borde e iniciales se presentan
en la Figura [3.7 La malla utilizada consiste en 88000 elementos triangulares con refinamiento
hacia el cilindro. Para el caso MMPM, la malla mencionada es la inicial, mientras que en los
sucesivos remallados se trata de preservar, mediante sembrado de particulas, el h (tamafnio de
elemento) inicial de cada zona.

La Figura presenta la evolucién de los coeficientes de arrastre y sustentacién para
cada enfoque PFEM-2. A nivel general, todos obtienen resultados similares entre si y similares
también respecto a la simulacién numérica de referencia realizada por Mittal [28]. Sin embargo,
marcando las diferencias puntuales entre cada una de las soluciones, en primer lugar se percibe
que los coeficientes obtenidos por MMPM presentan un aspecto mas ruidoso que el del resto
de los enfoques. Este ruido se debe a la continua variacién de la malla y de la disposicién

de las particulas alrededor del obstaculo, y es un problema inherente de los métodos que
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Figura 3.5: Componente y de la velocidad sobre un corte en y = 0.5 (Figura[3.5a]) y componente

x de la velocidad sobre el corte x = 0.5 (Figura |[3.5b)). Resultados para los diferentes enfoques

PFEM-2. Referencias: — MMPM, — MFPM, — MFPF-1, — MFPF-3.

no utilizan una malla fija de fondo para el calculo fuerzas. Los esquemas MFPM y MFPF

presentan una evolucién mucho més suave de los coeficientes, pero aparecen diferencias en su

amplitudes, mostrando una vez més que MFPF posee difusién numérica exagerada. Aunque este

inconveniente podria recuperarse utilizando una grilla aiin mas fina de particulas, los tiempos

de cémputo se incrementarian demasiado, transformando el enfoque en no competitivo.

Continuando con el andlisis, un valor de gran importancia en este tipo de flujos es el nimero

adimensional de Strouhal, el cual describe los mecanismos de flujo oscilante, y obtener soluciones

numéricas correctas es de vital importancia para determinar la calidad de los resultados de esta
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Figura 3.6: Diferentes estados de la malla mdévil en el enfoque MMPM. La escala de colores se

corresponde a la magnitud de la velocidad. Tiempos de simulacion: 0[s], 8[s] y 24[s].

simulacion. Su valor tedrico se calcula como:

fd 19.7
St = 12 = 0.198(1 — =~ 3.3
T (1-—2>) (3.3)

donde f es la frecuencia de generacién de vortices, d es una longitud caracteristica y U es una
velocidad caracteristica. Teéricamente, cond = 1, V = 1y Re = 1000, el niimero de Strouhal que
se obtiene es St = 0.194. Sin embargo, Mittal explica en su trabajo [28] que en las simulaciones
2D se sobrestiman los valores de los coeficientes de arrastre y con esto la frecuencia de generacion
de voértices, mientras que en una simulaciéon 3D, en donde se captan todos los fenémenos que
aparecen en este flujo, se estd més cerca de las observaciones experimentales (es bien conocido por
la comunidad que superando cierto Reynolds critico de aproximadamente Re = 300, los efectos
tridimensionales en la estela del cilindro de tornan significativos y no pueden ser omitidos). Es
por esto que para comparar los resultados obtenidos en esta seccién, el presente trabajo lo hace
contra aquellos obtenidos numéricamente por Mittal.

La Tabla presenta un resumen de los resultados con cada uno de los enfoques,
comparando con aquellos resultados publicados por Mittal y con los obtenidos con el software
OpenFOAM[29], que implementa el método de los volimenes finitos. Respecto al Strouhal,
MFPM obtiene los mejores resultados, en contraste a MFPF que, por su solucién sobredisipativa,
ralentiza la generacion de vértices subestimando el valor final del nimero de Strouhal. Los
resultados de los coeficientes adimensionales obtenidos con MFPM tienen una gran similitud

con los obtenidos con OpenFOAM.
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Figura 3.7: Geometria y condiciones de borde del caso del flujo alrededor de un cilindro en
dos dimensiones. En el ingreso se impone un perfil plano, mientras que a la salida se imponen

presion fijada a un valor de referencia y o -n = 0.

Strouhal | C; | Cyq amplitude | C; amplitude || Tf = 5[s] | Spdz

Mittal 0.25 1.48 0.21 1.36 - -
OpenFOAM 0.26 1.69 0.245 1.62 336(s] 3.01x
MMPM 0.24 1.45 0.3 1.48 195]s] 2.12x
MFPM 0.25 1.65 0.25 1.63 155[s] 2.97x
MFPF-2 0.21 1.42 0.13 1.31 119]s] 2.99x

Tabla 3.1: Resumen de las simulaciones del flujo alrededor del cilindro en 2D con los tres

enfoques PFEM-2.

También se debe analizar la escalabilidad de los cédigos de los diferentes enfoques. Si bien la
mayoria de las etapas del algoritmo son idénticas en cada uno de ellos, la distribucién del tiempo
total varfa, resultando méas importante escalar correctamente una u otra etapa dependiendo el
enfoque elegido. La Figura [3.9| presenta un esquema con los tiempos de computo totales, y por
etapa, obtenidos por cada uno de los enfoques al simular Ty = 5[s| de tiempo real en el caso
del flujo alrededor del cilindro de esta seccién. Los tiempos de computo totales son similares,
mostrando el menor tiempo la estrategia MFPF-2. La etapa que mejor escalabilidad presenta
es la X-IVAS, mientras que la resolucién de sistemas lineales presenta el peor rendimiento.
Un gran porcentaje del tiempo de computo en MFPM es dedicado a la integracién por lineas
de corriente, lo mismo que en MFPF-2, por lo que globalmente también consiguen la mejor

eficiencia cuando se utilizan varios hilos de computo. Por otro lado, en MMPM, al poseer pocas
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Figura 3.8: Coeficientes de arrastre y de sustentacién (Figuras [3.8a] y |3.8b| respectivamente) en

una ventana temporal para los diferentes esquemas propuestos para PFEM-2. Referencias: —

MMPM, — MFPM, — MFPF-3 y - - - solucién numérica de Mittal.

particulas (una por nodo), la etapa X-IVAS no es relevante, siendo lo més costoso de la misma
los computos implicitos, que ademds de no escalar tan bien como las estrategias explicitas,
tienen la particularidad en este enfoque de requerir reensamblado de las matrices de los sistemas
de ecuaciones a cada paso de tiempo. Esto, sumado a que la etapa de remallado no garantiza

tampoco alta eficiencia, deriva en que MMPM posea la menor eficiencia entre los tres enfoques.

Seleccién para implementacién en Memoria Distribuida

De acuerdo a los resultados presentados en las secciones anteriores, se toma la determinacion
de elegir el enfoque MFPM para su implementacién en memoria distribuida y posterior desarrollo
algoritmico en la presente tesis. El enfoque seleccionado posee las mejores tasas de speed-up
ya que el esfuerzo computacional estd volcado sobre las estrategias explicitas, principalmente
la etapa X-IVAS. Ademads la necesidad de simular en clusters de cémputo con muchos nodos
hace necesario garantizar alta escalabilidad, algo que no es posible con el enfoque MMPM.
El rendimiento también es bueno utilizando el enfoque MFPF, pero este obtiene resultados
demasiado difusivos para el interés del grupo de investigacion. Para otros objetivos, tales
como animaciones graficas realistas y rapidas, esta tultima estrategia seria ideal, pero para la
bisqueda de precisién ingenieril en problemas industriales, MFPF requiere la utilizacién de
muchas particulas, mas ain que con MFPM, lo que conlleva a que esta tltima opcién sea la

seleccionada para el resto de este trabajo.
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Figura 3.9: Tiempos de cémputo para cada etapa del algoritmo PFEM-2 para los diferentes

enfoques propuestos. El caso es el flujo alrededor de un cilindro en 2D. T'f = 5[s], At = 0.025.
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3.2. Implementacién de PFEM-2 sobre memoria distribuida

Las librerias para elementos finitos deben almacenar en memoria varios datos acerca de la
malla utilizada. Cada elemento requiere conocer su conectividades (indices o punteros de los
nodos que lo componen), informacién de elementos vecinos y otras propiedades precalculadas.
Ademis, los nodos deben contener su posicion, estado, punteros a elementos, propiedades fisicas
y otros. Una répida estimaciéon muestra que son necesarios al menos 100 bytes por elemento
y 200 bytes por nodo. Por ejemplo, para resolver un problema de flujo incompresible en 3D
con una malla de 107 tetraedros, con aproximadamente 2.5x10° nodos, una simulacién tipica de
elementos finitos requiere al menos 1.5Gb de memoria RAM.

Por otro lado, las simulaciones PFEM-2 ademés de tener que almacenar los datos de la malla
utilizada, debe tener presente en memoria los datos de las particulas (posicién, estados y otros),
que se estima en 100 bytes por particula. A partir de los resultados presentados en la seccién
anterior, se elige implementar la versién MFPM de PFEM-2, la cual requiere aproximadamente
10 particulas por elemento en un problema 3D. Entonces, si se quiere resolver el problema
presentado en el parrafo anterior, son necesarios 10Gb solo para almacenar la informacion de las
particulas. Por lo tanto, cuando solo se utiliza una computadora, la restriccion en términos del
tamano del problema a resolver es mucho méas severa en PFEM-2 que en los solvers FEM. En
consecuencia, es inmediata la necesidad de tener una implementaciéon en memoria distribuida

para poder ejecutar problemas de un tamafio importante sobre arquitecturas multi-nodo.

3.2.1. Detalles de la implementacién
Librerias Base y Estrategias POO

La implementacién presentada en este trabajo utiliza como base la libreria 1ibMesh [30].
libMesh es una libreria paralela orientada a objetos escrita en C++ para resolver ecuaciones
diferenciales mediante el método de elementos finitos. Ademads, incluye la posibilidad de utilizar
refinamiento adaptativo (en inglés Adaptive Mesh Refinement o AMC). La comunicacién entre
nodos se realiza a través del estdndar MPI (Message Passing Interface). Se incluyen también
otras librerias, entre las cuales se pueden nombrar a PETSc [31], METIS [32] y ParMETIS [33]. La
primera es utilizada para la resolucién de los sistemas lineales, tanto en serial como en paralelo,
mientras que la segunda y tercera implementan una estrategia de descomposiciéon de dominio
basada en el particionamiento de grafos, para mallas seriales y distribuidas respectivamente.

En cuanto al diseno original de 1ibMesh, dos nuevas clases han sido agregadas: Particle y
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PFEM2. La primera, que deriva de la clase Point, representa individualmente a cada particula de
la discretizacién, mientras que la segunda encapsula todos los datos ya que tiene dos atributos
principales: la nube de particulas (un vector secuencial de tipo Particle) y una instancia de la

clase original EquationSystem, que contiene los datos de la malla y los sistemas FEM a resolver.

Descomposicion del dominio

Critico para cualquier implementacién paralela es una correcta eleccién de la metodologia
a utilizar para la distribucién de tareas a cada proceso. En una simulacién numérica,
las tareas estdn generalmente alineadas con la integraciéon de puntos de un cuerpo en el
espacio, por lo que dividir el espacio es una solucién para paralelizar el problema. Esta
estrategia es adoptada en la mayoria de las implementaciones FEM a través de la metodologia
denominada descomposicién del dominio (domain-decomposition). En esta, el dominio del
problema es geométricamente dividido en subdominios que deben ser distribuidos entre los
recursos computacionales disponibles. A su vez, cada subdominio intercambia datos con los
otros a través de sus fronteras.

Por otro lado, la mayoria de los métodos de particulas, incluyendo el presentado en éste
trabajo, poseen un paralelismo natural ya que los calculos de fuerza y actualizacién de posiciones
pueden realizarse de forma simultdnea para todas las particulas. Desde hace anos se utilizan dos
ideas principales para lograr el paralelismo [34]. El primer método es denominado descomposicion
atomica de la carga de trabajo, ya que aqui el procesador computa siempre las mismas particulas
sin importar en que zona del dominio se encuentren, ya que la distribucién se mantiene fija. El
segundo método consiste simplemente en la descomposicién del dominio arriba mencionada, es
decir, cada procesador actualiza las particulas que se encuentren en su zona asignada. Respecto
a PFEM-2, la primera estrategia ha presentado mejor desempefio en cémputos de memoria
compartida, tal como se presentd en secciones anteriores. Sin embargo, si es que se quiere imitar
dicho comportamiento en memoria distribuida, el caracter global de los algoritmos empleados
para la gestion de la cola de trabajos produce sobrecargas en la comunicacion entre procesos,
ya que es necesaria una copia de la malla en cada procesador. Por lo tanto, el segundo método,
el de descomposicién del dominio, es el elegido tanto para la malla como para las particulas. En
la Figura [3.10| se presenta un esquema con las diferentes opciones para la reparticién de tareas
explicadas en éste parrafo.

La descomposicion de dominio requiere cierta cantidad de comunicaciéon entre los

subdominios y/o cierto grado de duplicacién de datos, para asegurar precisién en el cémputo.
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Proceso 1 Proceso 2

DD+Atom

Proceso 1 Proceso 2

DD+DD

Figura 3.10: Posibilidades para la reparticién de tareas en PFEM-2. DD+Atom sufre del
problema de requerir una copia de la malla en cada procesador. DD+DD no requiere dicha

redundancia, pero debe comunicar datos a través de las fronteras de los subdominios.

Estas zonas a lo largo de los planos de corte son llamadas ghost o virtual. Para el caso tipico de
una estrategia de primer orden en FEM utilizada por PFEM-2, esta zona simplemente refiere a los
nodos inmediatamente adyacentes al plano de corte. Sin embargo, para calcular la trayectoria de
las particulas utilizando grandes pasos de tiempo, esta zona ghost podria ser extendida a través
de varias capas de elementos, tantos como la particula pueda llegar a atravesar. Esta idea tiene
graves problemas: existe una incerteza acerca del niimero de capas necesarias para garantizar la
integracién de la particula en la etapa X-IVAS (ademds, en caso de conocerla, representaria un
costo importante de comunicacién para mantener los datos actualizados), por otro lado, en caso
de utilizar mallas no estructuradas ya no es simple definir capas de elementos. Para evitar todos
estos inconvenientes, existe un enfoque diferente, el cual integra la particula hasta los limites
del subdominio y en vez de continuar en los elementos ghost, el procesador responsable de la

particula la envia al procesador con los datos reales del elemento para que éste contintie con la

integracién (ver Figura [3.11]).

Consideraciones para X-IVAS

Como se menciona en la seccién anterior, el principio bésico de paralelizacién por medio de
la descomposicién del dominio del algoritmo X-IVAS es que cada CPU calcule las trayectorias de

su set de particulas (aquellas que residen en su memoria al inicio del paso de tiempo). Cuando
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Xn+ 1

Figura 3.11: Integracién de la trayectoria de una particula con intercambio de subdominio.

una particula cambia la particién a la que pertenece debido a su propio movimiento siguiendo
las lineas de corriente, los datos de dicha particula deben transferirse al CPU en control de la
nueva particion a la cual la particula en cuestién ha ingresado. De esta manera, el control de la
particula ahora es propiedad del CPU receptor [22].

Una opcién para implementar la comunicaciéon de particulas podria ser la transferencia
asincrona, en la cual los datos de la particula son empaquetados en un buffer de datos continuo y
enviados inmediatamente a la CPU que esta en control de la particion al otro lado de la frontera
entre subdominios. Cuando la particién ya ha integrado todas sus particulas, el algoritmo
abandona el bucle de integracién e ingresa a un bucle dummy en donde chequea si algiin otro
procesador le ha enviado datos que representen particulas que han ingresado a su dominio.
En caso positivo, se acepta el mensaje, se desempaquetan los datos e inicia la integracién
para la nueva particula adquirida. Este enfoque tiene el problema de requerir de un punto
de sincronizacién para todas las CPUs que permita determinar el final de la integracién [35].
Atendiendo a la necesidad de un punto de sincronizacién y buscando minimizar la comunicacion,
una idea mejorada realiza lo siguiente: se empaquetan las particulas a enviar, pero no se
las transfiere hasta que el bucle sobre todas las particulas del dominio haya finalizado. Esta
estrategia entonces permite una transferencia de particulas de forma sincrona, que también actia
como fin de integracién (cuando ningin proceso recibe datos), y es por ello que es seleccionado
para la presente implementacion.

Para realizar las tareas de paralelizacién de particulas, se implementa una clase llamada
ParticleCommunication, la cual a través del método Alltoallv de MPI, permite a cada
subdominio enviar y recibir un grupo de particulas. De esta manera se opta por la estrategia
mas simple de implementar, sin embargo, dado que es una operacién colectiva, solo obtiene buen
rendimiento cuando no se utilizan gran nimero de procesos[36]. A futuro deben ser analizadas

otras posibilidades, tratando de reducir la comunicacién innecesaria entre procesadores no
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vecinos, por ejemplo, intercambiando informacion a través de comunicaciones punto a punto
con los procesadores designados por vecindad.

Dado que una particula puede cruzar mas de dos subdominios en un paso de tiempo, se
necesita un loop externo cuya condicién de finalizacion sea que la particion no tenga mas
particulas por mover. El Algoritmo [3] presenta una transcripcién del cédigo, en donde se observa
el bucle externo, junto al bucle sobre las particulas y el criterio de parada (cuando ningin
procesador tiene particulas para enviar). El bucle for, cuya iteracién comienza desde la ultima
particula analizada del arreglo (con el fin de evitar repetir el cdlculo), integra la trayectoria de
cada particula computando cada sub-paso de tiempo dentro de un bucle while. Para cada sub-
paso de tiempo de la particula existen cuatro posibilidades: el primer caso es que la particula
ha completado satisfactoriamente el sub-paso de tiempo y debe continuar con el resto de la
trayectoria, en el segundo caso la particula ha dejado el dominio global por alguna frontera
geométrica, su cdlculo finaliza y la particula se desecha, en tercer lugar la particula puede
cruzar a otro sub-dominio (en cuyo caso es encolada para enviarse posteriormente); y la tltima

posibilidad es que la particula haya finalizado completamente el paso de tiempo.

3.2.2. Analisis de la implementacién

La implementacién en memoria distribuida ha sido evaluada en nuestro cliuster Beowulf local
en el Centro de Investigacién de Métodos Computacionales (CIMEC) [37]. El cluster tiene un
servidor Intel i7-2600K 8 Gb RAM y seis nodos single socket con procesadores i7-3930K hexacores
(16Gb RAM) conectados a través de Gigabit Ethernet. Para no introducir perturbaciones
en los resultados (particularmente la reduccién del speed-up observado), se desactivan de los
procesadores las tecnologias Intel Turbo Boost, la cual incrementa la frecuencia de reloj de/los
cores ocupados cuando el resto estd en reposo, e Intel Hyperthreading, la cual procesa miltiples
hilos en paralelo dentro de un nico core. Finalmente se tiene un total de 36 nicleos de computo
de 3.4 Ghz. El codigo fue compilado con g++ 4.7.2, y utiliza las librerias mpich2-1.4, petsc-3.3-p7
y libmesh-0.8.0.

Transporte Advectivo de una senal Gaussiana

En la seccién [2.1.5| se presenté el problema de una senal Gaussiana transportada para
demostrar las ventajas del esquema de integracion X-IVAS como estrategia Lagrangiana en
comparacién de estrategias clasicas Fulerianas. En esta seccién se aborda el mismo problema,

pero se lo analiza desde la eficiencia computacional de la implementacién en memoria distribuida.
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Algoritmo 3 - Implementacion del algoritmo X-IVAS sobre memoria distribuida

int ini_ip = O;
while (1) {
std::map<int,std::vector<int> >particles2send;
np = vP.size();
for (unsigned int ip=ini_ip;ip<np;ip++){
int ¢=0, pid_send;
bool next_ddt = true;
while (next_ddt){
c = integrateSubStep(vP[ip],pid_send);
switch(c){
case 0://substep complete
break;
case 1://out of domain
next_ddt = false;
break;
case 2://out of sub-domain
next_ddt = false;
particles2send[pid_send].push_back(ip);
break;
case 3://time-step complete
next_ddt = false;

break;

}

ini_ip=np;

next = particles2send.size();
Parallel::max(next); //max All_reduce
if ('next) break; //no particles to send

ParticleCommunication().interchangeParticles(particles2send,vP);

//Alltoallv
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Para este caso, se utiliza una malla 2D estructurada, compuesta por un millén de nodos y dos
millones de elementos triangulares en los cuales se representan las velocidades y temperaturas por
medio de funciones de forma lineales. Dado que la velocidad es proporcional al radio (v = v(r)),
si se utiliza una malla no alineada con la velocidad, como sucede en este caso, se obtiene un
campo no constante de CFLj;, que depende de r. Por lo tanto CFL;, = CFLy(r). Fijando v y oz,
la Uinica variable libre en CFL; es At; por lo tanto, se eligen diferentes pasos de tiempo para
obtener diferentes magnitudes locales del ntimero de Courant.

El vector de pesos seleccionado para cada vértice del grafo de particionamiento es 7, (v) =
#gdl (nimero de grados de libertad del nodo), el cual asegura una correcta divisién del total
de elementos y particulas sobre cada procesador. La Figura [3.12] muestra un esquema de las
particiones obtenidas con 1 a 16 sub-dominios. Sin embargo, como fue mencionado mas arriba,
esta estrategia puede introducir problemas de desbalanceo de carga en la etapa de integracién
por lineas de corriente, que son mas evidentes cuando se utilizan grandes CFL. Debido a la
independencia de CFLj con el dngulo CFL;, # CFLj(0), la mejor opcién para balancear la
carga de trabajo en X-IVAS es particionar por el dngulo, pero, tal como se observa en la Figura,
esto sélo ocurre con 2 y 4 procesadores. Este comportamiento es confirmado en la Figura [3.13
que muestra el speed-up S,, obtenido por la etapa X-IVAS eligiendo diferentes CFL (el maximo
local CFL se reporta en la Figura). Para #processors <= 4 el speed-up es préacticamente
independiente de CFLj; sin embargo cuando el nimero de sub-dominios se incrementa, aparecen
los desbalances de carga, que empeoran la escalabilidad cuando se utilizan mayores CFLy. Las
otras etapas del algoritmo (el cdlculo de la tasa de cambio y la proyeccién) no se presentan
en el grafico debido a que su escalabilidad no depende de CFLj, (se obtiene aproximadamente
Si16 = 12z y S16 = 1l respectivamente) y ademds, su relevancia en el tiempo total de cémputo

es baja, alcanzando aproximadamente el 20 % del mismo.

Flujo Alrededor de un Cilindro

El flujo alrededor de un cilindro es un tipico test para flujos incompresibles. La Figura
presenta la geometria utilizada para el caso tridimensional, donde D = 1 es el didmetro del
cilindro, los limites de la geometria van desde [—2.5D; —5.5D; —5.5D] a [2.5D; 15.5D; 5.5D],
con la direccién axial del cilindro sobre el eje x, y centrado en [0; 0; 0]. El caso bidimensional
utiliza la misma geometria pero sin la extrusion en la direccion axial.

Respecto a las condiciones iniciales y de borde, se simula el caso para Re = 1000, por lo

que se impone U = [0; 1; 0] en la superficie de ingreso de flujo, presién fijada p = patm = 0y
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np=1 np=2 np=4 np=8 np=16

Figura 3.12: Particionamiento del dominio con 1 a 16 sub-dominios. Caso: Problema de
transporte advectivo de una senal Gaussiana. La carga de trabajo es balanceada solo con 2 o 4
procesadores. Con mayor nimero sélo es posible balancear el niimero de elementos y particulas

en cada procesador.

traccién nula o - n = 0 en la superficie de salida, deslizamiento libre en las superficies anterior
y posterior (en el caso 3D), sin deslizamiento sobre el cilindro, y U = [0; 1; 0] en las superficies
superior e inferior. Los campos iniciales son U = [0; 1; 0] (excepto sobre el cilindro en donde la
velocidad es nula) y p = 0 con las propiedades del fluido constantes en todo el dominio, siendo
la viscosidad p = 1073 y la densidad p = 1.

Los cémputos en 2D se realizan utilizando una malla de 88 mil elementos triangulares con 43
mil nodos y refinado hacia el cilindro. La malla tridimensional tiene 1.6 millones de tetraedros
y 356 mil nodos, también refinando hacia el cilindro.

El refinamiento de la malla es diseniado con el fin de calcular con mayor precisién las
fuerzas que ejerce el fluido sobre el cilindro. Dado que el nimero CFL depende de la inversa
del tamano del elemento h, este valor se incrementa en la vecindad del cilindro. Tal como se
explicé exhaustivamente en secciones anteriores, los elementos con grandes CFL tendran mayor
carga de trabajo en la etapa X-IVAS; entonces, para balancear esta carga se debe realizar un
particionamiento ponderado con un factor proporcional al CFLj,. Sin embargo, esta estrategia
genera desbalance de la carga de trabajo en las restantes etapas del algoritmo, en donde el
ntumero de elementos (en los calculos FEM) o el niimero de particulas (en la proyeccién y en la
correccién) deben ser balanceados en cada procesador para optimizar el rendimiento.

La férmula utilizada para calcular el peso de un vértice v; del grafo de particionamiento (es
decir, el peso del elemento e;) es la misma que se utiliza para determinar el nimero de sub-pasos

necesarios por cada particula en la integracion sobre las lineas de corriente:
N (Vj) = Min{ Npaz, maz{Npin, K x (CFLy); }} (3.4)

donde Nyaz ¥ Npin son el nimero méximo y minimo de sub-pasos requeridos para mover una
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Figura 3.13: SpeedUp X-IVAS. Caso: transporte de una senal Gaussiana. En el caso explicito
(0 = 0) de PFEM-2 para transporte escalar, la etapa X-IVAS representa el 80 % del tiempo total

de cémputo.

particula a lo largo del total del paso de tiempo y K es un parametro para ajustar el niimero
minimo de sub-pasos de tiempo requeridos para cruzar un elemento. Cabe destacar que este
vector de pesos requiere de un conocimiento a priori de la solucién, por ejemplo, realizando una
corrida precursora que estime valores aproximados de CFL. Otra caracteristica es que puede ser

utilizado para particionamiento dinamico.

En la Figura|3.15|se presenta el rendimiento de la paralelizacién resolviendo el flujo alrededor
del cilindro en 2D con At = 0.025 y CFL;e: =~ 15. Los resultados muestran que el tipo
de ponderacion seleccionada para el particionamiento incide sobre el speed-up obtenido para
cada etapa del algoritmo. La Tabla presenta un resumen con los tiempos de CPU para
cada etapa. Se debe notar que aunque 7,(v) mejora la escalabilidad de la etapa X-IVAS
alrededor de 4x comparado con n(v) (de 8x a 12x), la influencia de esta etapa sobre el
tiempo total no es tan relevante como en el caso escalar. De este modo, la estrategia con
nn(v) alcanza los mejores resultados generales. Se debe observar también que el tamano del
problema no es lo suficientemente grande como para obtener buen rendimiento cuando se utilizan

aproximadamente més de 10 procesadores.

En el caso tridimensional, se comparan la actual implementacién del método PFEM-2 y
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Figura 3.14: Geometria del flujo alrededor de un cilindro en tres dimensiones. La geometria

bidimensional no posee la propagacién axial sobre el eje x.

H Etapa ‘ 1x ‘ 16X nn(v) | 16X nw(v) H
Aceleracién 40.5[s] 5.81[s] 7.36[s]
X-IVAS 88.55s] | 11.02[s] 7.3[3]
Proyeccién 42.87]s] 6.87[s] 7.83[s]
Difusién Implicita | 33.71][s] 11.58[s] 12.84[s]
Poisson 50.23[s] | 16.44]s] 18.22[s]
Correccién 34.73]s] 2.44(s] 3.09]s]
TOTAL 290.5[s] | 52.93]s] 56.48]s]

Tabla 3.2: Tabla de comparacion de los tiempos de CPU para las diferentes etapas del algoritmo

PFEM-2. Caso: flujo alrededor de un cilindro en 2D.
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Figura 3.15: Comparacién de Speed-Up para el flujo alrededor de un cilindro en 2D. El caso
de particionamiento ponderado con el nimero de grados de libertad 7,(v) se observa en la

Figura El particionamiento ponderado con la carga de trabajo de las particulas, 7,(v;)

se presenta en la Figura

del ampliamente utilizado software CFD llamado OpenFOAM. Este es un codigo abierto cuyo
uso en ambientes ingenieriles, industriales y cientificos se ha incrementado en los tdltimos anos
debido a su fiabilidad, extensién y rapidez de computo [38] [39]. Esta comparacién servird para
determinar el estado actual del método al compararlo con una herramienta bien validada en el

ambiente, cuya eficiencia es considerada de las mejores del rubro.

La idea principal de esta comparacion es, utilizando la misma malla, forzar el paso de tiempo
At a tomar el maximo valor tal que el solver permanezca estable y preciso. En los resultados
de PFEM-2, se reportan los tiempos de CPU al calcular con el tratamiento implicito de la
viscosidad (anulando la limitacién por Fo), y para los resultados con OpenFOAM se selecciona
el solver segregado pimpleFoam, el cual es el mas rdapido y robusto para flujo incompresible que
ofrece la suite, ya que permite pasos de tiempo mas largos que otros solvers segregados, como
icoFoam, al incluir un bucle externo que recalcula el predictor de momento. Para resolver los

sistemas de ecuaciones lineales se utiliza pcg, seleccionado tolerancias absolutas de 1076.

La Tabla presenta los pasos de tiempo (At) que fue capaz de utilizar cada solver y

muestra ademds los valores de CFL que cada simulacién logra alcanzar. En pimpleFoam se
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impone maxCFL = 10 y el paso de tiempo es un promedio de los valores instantaneos de los
pasos de tiempo utilizados por el solver. Ambos resolvedores son capaces de resolver la simulacién
con grandes pasos de tiempo, pero cuando los resultados se tornan muy difusivos (para esto
se chequean los coeficientes de drag y lift) se los consideran imprecisos y dicha simulacién es
invalida. Por tdltimo, en la Tabla mencionada, se reporta el Speed-Up y el tiempo total de CPU
para computar 1[s] de tiempo real, ambos con 16 procesadores. A partir de los resultados se
puede concluir que, preservando una eficiencia paralela similar, PFEM-2 es aproximadamente

tres veces mas rapido que el méas rdpido resolvedor de flujo incompresible de OpenFOAM.

H Solver \ Re \ At \ CFLmean | CFLmae | Sts \ Tiempo de CPU H
PFEM-2 | 1000 | 0.05[s] ~ 0.75 ~8 | 10.45x 202.56[s]
OpenFOAM | 1000 | ~0.025s] | ~0.5 ~10 | 9.41x 613.98]s]

Tabla 3.3: Comparacién entre PFEM-2 y OpenFOAMpara el caso del flujo alrededor de un

cilindro en tres dimensiones. Ambos particionamientos del dominio utilizan 7, (v).

El rendimiento de la paralelizacién se presenta en la Figura en donde se muestra el
obtenido por cada etapa del método considerando la estrategia de ponderacion seleccionada. En
este caso, el problema es lo suficientemente grande como para alcanzar buen speed-up con mas de
10 procesos. La correccién de la velocidad por el gradiente de presiones es la etapa mas eficiente
debido a su simplicidad y localidad de los datos, y alcanza aproximadamente Sig ~ 14z — 15zx.

La escalabilidad de las etapas implicitas resueltas con FEM, la cual es heredada de la
implementacion subyacente en 1ibMesh, obtiene valores desde Sig ~ 10z a S1g ~ 12z utilizando
la férmula de ponderacién 7, (v), mientas que con 7,,(v) solo se alcanzan valores desde Si6 ~ 7x
a S16 ~ 9z, indicando de esta manera un desbalance del nimero de elementos. El rendimiento de
la etapa X-IVAS es mejorado al utilizar n,,(v), pero esta ganancia no compensa el empeoramiento

de las demas etapas del algoritmo.

Pruebas sobre un clister Infiniband

Se debe enfatizar que una importante razén de la perdida de eficiencia al utilizar un ntimero
grande de procesadores en todos los tests, ya sea resolviendo con PFEM-2 o con OpenFOAM, es
debido a la red de interconexion utilizada: Gigabit Ethernet es una arquitectura multi-propdésito,
que introduce severos retardos en redes congestionadas, tal como sucede cuando los nodos estan

computando y enviando datos. La utilizaciéon de arquitecturas dedicadas deberia tener un gran
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Figura 3.16: Comparacién del Speed-Up entre el particionamiento pesado con el niimero de
grados de libertad 7, (v) (Figura[3.16a)) y pesado proporcional al Courant elemental 7,,(v) (Figura
3.16bf). Caso: flujo alrededor de un cilindro en 3D.

impacto sobre la calidad de los resultados, por lo que en esta secciéon las mismas simulaciones
del flujo alrededor del cilindro en tres dimensiones son re-ejecutadas pero sobre un clister con
interconexion Infiniband.

El cluster mencionad(ﬂ llamado Bull, cuenta con nodos dual-socket Intel Xeon E5-2600
CPUs con 64Gb RAM, interconectados con IB-QDR 40 Gbps (las librerias utilizadas fueron las
mismas que se mencionaron anteriormente). Aunque el clister ofrece mayores prestaciones que el
presentado en las anteriores secciones, el principal objetivo aqui es mostrar la dependencia de los
resultados con la red de interconexién, dejando de lado para futuros trabajos el disefio y solucion
de problemas aun mayores que requieran utilizar toda la capacidad de este potente cluster. Para
la comparacién se utilizan la misma malla y configuracién presentadas anteriormente. Ademas,
la particién de dominios es realizada de la misma manera: esto es, cuatro procesos por nodo. La
Figura|3.17| presenta la escalabilidad de cada etapa PFEM-2 y del algoritmo completo utilizando
la férmula de ponderacién del particionamiento 7, (v). Las diferencias son notables: con dieciséis
nucleos se logra un speed-up de Sig ~ 14.5x comparado con Sig ~ 10.45x obtenido con el

cluster Gigabit Ethernet. Mas atn, la eficiencia en el clister Infiniband es muy buena también

LCortesfa del grupo de investigacién dirigido por el profesor Xavier Oliver, CIMNE-UPC, Barcelona - Espaiia
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corriendo con 32 procesos, alcanzando un speed-up global de S32 &~ 26x. Utilizando mayor

numero de procesos la eficiencia decae ya que el tiempo de comunicacion se torna significante al

no tener suficiente trabajo cada proceso. Pero debe notarse que este limite minimo de nimero

de elementos por particion disminuye gracias a utilizar la red de interconexién Infiniband.

32

——— lineal

— O aceleraciéon
—O0— X-IVAS
——V—— proyeccién
X poisson
——A—— correccién
——— Total

T
8

#procesos

Figura 3.17: Speed-Up en un clister Infiniband. Caso: flujo alrededor de un cilindro en 3D.

Ing. Juan Marcelo Gimenez

Maestria en Computacién Aplicada a la Ciencia y la Ingenieria



Tesis 54

Ing. Juan Marcelo Gimenez Maestria en Computacién Aplicada a la Ciencia y la Ingenieria



Capitulo 4

Aplicaciones del método PFEM-2

4.1. Flujos externos: perfil NACA0012

El ejemplo elegido es el popular perfil alar NACA 0012, el cual fue seleccionado para hacer uso
de la gran cantidad de datos experimentales disponibles. El primer caso de estudio corresponde
al perfil con un angulo de ataque (AoA) de 0° y un nimero de Reynolds de 6 millones. El
segundo caso es el mismo perfil pero con un AoA = 4° y Re = 10000. En las simulaciones no se
incluyen modelos de turbulencia.

La cuerda del perfil ¢ es de una unidad de largo y el dominio computacional es lo
suficientemente largo para no interferir con las condiciones de borde en el perfil. En la Figura
se presenta el dominio computacional y un detalle de la malla utilizada en ambos casos.
La misma consiste en 37.568 tridngulos lineales y 18.989 nodos. Se utilizan aproximadamente

200.000 particulas en promedio durante la simulacion.

P

0.12 ¢

Figura 4.1: Configuraciéon y malla utilizada para el flujo alrededor de un perfil NACA0012.
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4.1.1. NACA 0012 AoA =0° y Re=6 millones

Para tener una idea de lo que representa este valor de Reynolds, se puede tomar como
pensar en un perfil alar de D = 1[m| viajando en aire a T = 0°C a una velocidad de
160[km/h] =~ 45[m/s]. Los datos de referencia fueron tomados de un reporte de experimentos
realizados por Sheldhal [40]. El coeficiente de presién promedio, comparado con el valor de
referencia se presenta en la Figura[d.2a] Este coeficiente es obtenido como el promedio temporal

de la razon entre la presion relativa y la presion dinamica de referencia:

2B D — Pso
Cp=5F—7 4.1
T .

donde poo v Us son una presién y una velocidad de referencia lejos del perfil.

PFEM-2 logra una buena concordancia con los resultados experimentales. La curva del
coeficiente de arrastre (Ecuacién se muestra en la Figura en donde los resultados
numéricos tienen una diferencia de un 8 por ciento respecto a los experimentales. El coeficiente
de sustentacién (Ecuacién , presentado en la Figura oscila alrededor de cero, como

también es observado experimentalmente.

0,04

0,02

-0,02

-0,04

x/c Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) (b) (c)

Figura 4.2: Coeficiente de presién sobre el perfil NACA 0012 (Figura [4.2a)), siendo Sheldhal

las marcas o. Evolucién de los coeficientes de arrastre (Figura [4.2b) y de sustentacién (Figura
4.2¢)). Caso NACA 0012 con AoA = 0y Re = 6e6. Resultados PFEM-2 en lineas continuas,

comparados con los datos experimentales de Sheldhal (guiones).

4.1.2. NACA 0012 AoA =4° y Re=10 mil

Este ejemplo refuerza los resultados obtenidos en la sub-seccién anterior, especialmente

cuando el angulo de ataque es diferente de cero como es normalmente esperado en modelado
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aerondutico o aplicaciones a turbinas eélicas. Los datos de referencia en este caso son tomados
de las simulaciones numéricas realizadas por Srinath y Mittal [41].

Los resultados en términos de la precision muestran que el coeficiente de presién promedio,
tanto en el extradds (curva inferior) como en el intradés (curva superior), sigue los datos de
referencia de forma aceptable (ver Figura, alcanzandosé un méximo, un poco sobreestimado
por la simulacién, en la zona de impacto en el intradds. La amplitud y valor medio del coeficiente
de sustentacién coincide con los de referencia, esto es 0.15 de media y 0.05 de amplitud (Figura
. El coeficiente de arrastre es un poco subestimado: tiene una amplitud similar a la publicada

en la referencia (0.07) pero su valor medio es aproximadamente un 10 por ciento menor (ver

Figura [4.3b)).

T T T T T T 1 T T T T T T T 1
0 0,2 04 0,6 0,8 1 24 26 28 30 32 34 36 38 24 26 28 30 32 34 36 38

x/c Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) (b) (c)

Figura 4.3: Coeficiente de presién sobre el perfil NACA 0012 (Figura {4.3a)), siendo Mittal las
marcas o. Evolucién de los coeficientes de arrastre (Figura[4.3b)) y de sustentacion (Figura|4.3c).
Caso NACA 0012 con AoA = 4y Re = led. Resultados PFEM-2 en lineas continuas, comparados

con los datos experimentales de Mittal (guiones).

En la Figura [£.4] se presentan algunas capturas en donde se puede apreciar la generacién de
vortices en la estela del perfil. La frecuencia de la generacién de vortices en la simulacién con
PFEM-2 es de 2.1[Hz], que comparada con los 2.3[Hz] reportados en la referencia, representa
un 10 por ciento de diferencia.

Los resultados obtenidos parecen proveer la suficiente precision para aplicaciones ingenieriles,
particularmente cuando el Re no es tan alto. Para mayores Re es necesario incluir modelado de
la turbulencia.

Finalmente, cabe destacar que la suite implementada y presentada en esta tesis fue utilizada
en la tesis de Master de un alumno de la Universidad Politécnica de Catalunia [42]. La misma

se centré en el andlisis del flujo alrededor del perfil aerodindmico NACAO0012, fijando un
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(a) (b) ()
(d) () (f)

Figura 4.4: Capturas de la produccién de vértices para el perfil NACA 0012 con un dngulo de

ataque de cuatro grados y un Reynolds de diez mil. La escala de colores representa la magnitud

de la velocidad para los tiempos T' = 20[s|, 20.2[s], 20.4[s], 20.6[s], 20.8[s] y 21[s] en las Figuras

Fﬂﬁ', Fl_éfB} [i.4d Fl_éfdl [A.Ady Fl_éﬁl respectivamente.

determinado Reynolds y barriendo un rango de AoA. Los resultados presentados en dicha tesis
muestran que se obtiene una buena aproximacién a los valores experimentales con tiempos de
simulacién relativamente bajos, siendo necesario tener controlados los parametros del modelo
(principalmente el paso de tiempo y la calidad de la malla alrededor del perfil) para evitar una

dispersion en los resultados.

4.2. Flujo turbulento: Cubo Montado en el Piso

Los flujos turbulentos alrededor de obstaculos tridimensionales son relativamente comunes
en la naturaleza y estan presentes en diversa aplicaciones como el flujo alrededor de edificios,
vehiculos y hasta chips de computadoras, entre muchos otros. Entender y predecir las propiedades
de estos flujos es necesario por seguridad, eficiencia y economia de los disefios. Las técnicas
experimentales son costosas y suelen proveer informacion que no es lo suficientemente detallada.
Con el incremento del poder de cémputo de los iltimos anos, se ha tornado posible investigar
este tipo de flujos a través de simulaciones numéricas.

En esta seccién se presenta un reporte de la simulacién del flujo turbulento alrededor de un
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obstaculo cibico. Este problema ha sido analizado experimentalmente por Martinuzzi y Tropea
[43] y numéricamente por Sha y Ferziger [44] entre otros. El flujo alrededor del cubo exhibe
caracteristicas como la tridimensionalidad del flujo medio, separacién y la no estacionariedad de
las escalas grandes. Son escasos los resultados cuantitativos en este problema, por lo que solo se
suelen analizar los patrones de flujo.

La geometria de este problema se presenta en la Figura [4.5

<
1l Flow >
|
N
Y
X
%E \Sh h>, 6h

Figura 4.5: Geometria del flujo turbulento alrededor de un obstaculo ctbico

Modelado computacional

Para incluir el modelado de la turbulencia en el método PFEM-2 se opta por el enfoque de
simulacién de grandes vértices (LES, por sus siglas en inglés) [45]. En LES, la malla determina
la minima escala de turbulencia que se puede resolver con el esquema numérico, el resto debe
ser modelado. Al filtrar las ecuaciones de Navier-Stokes (filtrando las escalas que la malla no
puede capturar), aparece un tensor 7;; = —p(uju; — t;t;), conocido como tensor de esfuerzos
de sub-grilla de Reynolds (SGS, por sus siglas en inglés), el cual debe ser modelado. El modelo
mas simple es el denominado modelo estatico de Smagorinsky, el cual define una viscosidad de
remolino, sugiriendo que el tensor resultante del filtrado actia como un término disipativo de

energia. Mateméaticamente se propone

T3 = 2urSi (4.2)

donde ur es la viscosidad de remolino y Eij es el tensor de esfuerzos de las grandes escalas que

se resuelven con la malla. La viscosidad de remolino puede encontrarse con
= C2pA?|S| (4.3)
ur sP .

siendo |S| = (5:;5:;)"/2, A la escala de tamao del filtro y Cs un pardmetro constante del

modelo estdtico de Smagorinsky y debe ser determinado dependiendo del problema a resolver (en
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modelos de turbulencia isotrépica se utiliza Cs ~ 0.2). Otros modelos, denominados dindmicos,
permiten variar Cs en el espacio y el tiempo.

Respecto al dominio computacional, el problema fue resuelto utilizando dos grillas: la primera
es relativamente gruesa y posee un millén de tetraedros refinando hacia el cubo y en su estela,
con un paso de malla de §, = h/25 sobre el cubo. Por otro lado, la segunda malla utilizada
posee el mismo tipo de refinamiento pero totaliza cuatro millones de elementos, con d, = h/40
sobre el cubo.

En las paredes anterior y posterior se impone condiciéon de borde slip, siendo el ancho del
canal Th, lo que asegura que los efectos de bloqueo por las paredes son despreciables. En la
direccién del flujo, su utilizan condiciones inflow (ingreso de flujo) y outflow (egreso de flujo): un
perfil parabdlico con ciertas perturbaciones se utiliza como condicién de entrada y se imponen
presion fija y tracciéon nula o - n = 0 a la salida. La longitud del dominio es 10h. Sobre el cubo,

el piso y el techo se impone condicién no-slip.

Resumen de resultados

Las simulaciones LES se realizaron para un nimero de Reynolds Re = 40000. La Figura [4.0]
muestra una comparaciéon de las lineas de corriente promediadas en el tiempo en el plano de
simetria, formado por la direccién del flujo y la vertical. La prediccién global de la regién de
separacion en el techo y detras del obstaculo es acertada atn utilizando la malla gruesa. Shah
and Ferziger comentan en su trabajo que el punto de estancamiento estd localizado arriba en
la cara frontal, y con los resultados PFEM-2 podemos llegar a la misma conclusion. Cuando
el fluido golpea el cuerpo y utilizando la malla fina, PFEM-2 logra arribar a una solucién en
donde el flujo se vuelve a unir en el techo, algo que la malla gruesa no puede lograr. Utilizando
la malla fina, la zona de recirculacién trasera no es cerrada, pero las lineas de corriente que
se originan aguas arriba del obstaculo no ingresan a esta regién: el fluido ingresa a la zona
trasera de recirculacién por los flancos. Cerca del tope de la regién de recirculacion se puede
encontrar la cabeza del arco de vértice. Los resultados utilizando la malla gruesa no son precisos,
principalmente detras del obstaculo.

La Figura presenta las lineas de corriente promediadas en el tiempo en un plano cerca
del piso del canal. Los patrones de lineas de corriente son consistentes con los observados
experimentalmente por Martinuzzi y Tropea. Estas lineas de corriente, que pueden ser vistas
como lineas de fricciéon de corte, muestran la complejidad de este flujo tridimensional. En

la referencia [44], donde se utiliza una grilla refinada hacia el cubo de [192 x 64 x 96]
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Figura 4.6: Lineas de corriente en el plano de simetria para Re = 40000. La Figura |4.6al muestra

los resultados experimentales de Martinuzzi y Tropea [43], la Figura los resultados de la
simulacién LES de [44], y las Figuras y presenta los resultados de PFEM-2 utilizando

mallas gruesa y fina respectivamente.

nodos, la separaciéon primaria ocurre en el punto de ensilladura localizado a una distancia de
alrededor de 1.05h adelante del obstdculo, siendo el valor experimental 1.026h, mientras que la
simulacién PFEM-2 estima 0.89h con la malla gruesa y 0.92h con la malla fina. La regién de
separacion envuelve el obstaculo y forma un fuerte vortice de tipo herradura. La convergencia
y divergencia de las lineas de corriente, que marcan el alcance de este vértice, son fuertes zonas
de upwash (corriente ascendente) y downwash (corriente descendente). Esta herradura es mejor
representada por PFEM-2 utilizando la malla fina, ya que con la malla gruesa las lineas de
corriente se cierran demasiado detras del cubo. Las capturas instantdneas del flujo (que aqui no
se presentan) muestran que de hecho la herradura es altamente intermitente ya que la estructura
correctamente formada casi nunca aparece en estas capturas. El flujo medio en las caras laterales
estd completamente invertido. En Shah, el punto de unién primario se encuentra a 1.65h y
concuerda muy bien con el valor experimental de 1.61h, mientras que en PFEM-2, este punto
se halla en 1.8h.

En el trabajo de Shah y Ferziger [44], se dice que el punto de separacién primaria delante del
obstaculo y el punto de uniéon detras de la zona trasera de recirculacién son puntos singulares
(friccién de corte nula) en donde las llamadas lineas de separacién comienzan y terminan.

También, se comenta que las lineas de corriente con forma de cara de biho (owl face) en la
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zona trasera de recirculacién se corresponden a la base del vértice de arco, el cual estd formado
por una generacién de vértices cuasi-periddica que genera estructuras del tipo de calle de vortices
de Von Karman. Este arco de vortice, que sélo existe en la solucién promediada, es reproducido
de forma aproximada en PFEM-2, y extrafiamente se logran mejores soluciones con la malla
gruesa que con la fina. Sin embargo, debe notarse que ninguna de las mallas utilizadas en este
trabajo posee el refinamiento suficiente cerca del piso del canal para capturar correctamente la

capa limite, lo que imposibilita obtener resultados de la misma calidad que Shah y Ferziger.

Figura 4.7: Lineas de corriente en un plano cerca del piso con Re = 40000. La Figura |4.7a]

muestra los resultados numéricos de Shah y Ferziger [44], y las Figuras y presentan los

resultados de PFEM-2 utilizando mallas gruesa y fina respectivamente.

Para discutir el rendimiento de la implementacién, se comentan resultados obtenidos
en la simulacién con la malla mas fina. La misma fue llevada a cabo en el clister Bull
presentado en secciones anteriores. Utilizando una estrategia Euleriana para la ponderacion
del particionamiento (7, (v)) se logra una escalabilidad de S3a = 26z, con tiempos absolutos de

aproximadamente 12 minutos de computo por segundo de tiempo real simulado.

4.3. Problemas acoplados: Flujo Térmico

El objetivo de esta seccion es presentar otra extension del método PFEM-2, en este caso para
resolver el flujo incompresible acoplado con el transporte térmico. Una de las estrategias para
lograr este cometido es a través de la aproximacién propuesta por Boussinesq (ver Ecuacién|2.20)),
la cual agrega una fuerza de cuerpo de flotacién a la ecuacién de momento para relacionar los
cambios de densidad con la temperatura. La aproximacién estima que la diferencia de densidades

es lo suficientemente pequena para considerarla nula, excepto en aquellos términos en donde
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aparece multiplicada por la aceleraciéon debido a la gravedad pg. La esencia de la aproximacion de
Boussinesq es que la diferencia de inercia es despreciable, pero la gravedad es lo suficientemente
fuerte para que el peso especifico del fluido sea significativamente diferente a lo largo del dominio.

En PFEM-2 se toma ventaja de que las particulas pueden transportar las variables fisicas
que se deseen. Ademds, habiendo implementado satisfactoriamente los algoritmos para flujo
incompresible y para la ecuacion del calor, no resulta complicado extender la estrategia a resolver

el acople entre ambas, agregando el término de Boussinesq en la etapa X-IVAS.

4.3.1. Conveccién Natural en cavidades cerradas

Un caso particular de aplicaciéon es el de conveccién natural en cavidades cerradas, en donde
las diferencias de temperatura son las que inducen momento. Este tipo de problemas son de gran
importancia en varios campos de ingenieria, como calderas, reactores nucleares, dispositivos
de almacenamiento de energia y otros. Existen varios trabajos con resultados reportados de
simulaciones de conveccién natural en régimen laminar, tanto en dos como en tres dimensiones.
En esta seccién se presentan resultados para cuatro valores del ntimero de Rayleigh: Ra = 103,

104, 10° and 106, el cual se define como

_ QBHS(Th - Tc)

av

Ra (4.4)

siendo « la difusividad térmica correspondiente al aire, con un nimero de Prandtl de Pr =

v/a = 0.71 donde v es la viscosidad cinemética.

H

A | T,

/i

T 7. H

L. T,
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N

Figura 4.8: Configuracion de los problemas 2D y 3D de conveccion natural en cavidades
cerradas. Se impone una diferencia de temperaturas entre dos paredes opuestas, dejando aisladas

térmicamente las restantes.

La Figura presenta las geometrias, tanto en 2D y 3D, y las condiciones de borde de

temperatura para los casos a simular. En los problemas resueltos se consideran condiciones de
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borde no-slip para la velocidad en cada pared. Un par de paredes de cada geometria se encuentran
a diferentes temperaturas T, < T < T}, donde T, y T}, son las temperaturas de la paredes fria
y caliente respectivamente (con AT = Ty, — T, = 1[K]), mientras que el resto de las paredes se
las aisla térmicamente (V7' -n = 0).

La malla de tridngulos utilizada en las simulaciones 2D posee una discretizacién de 1002100
nodos refinando hacia las paredes. El amplio rango de niimeros de Rayleigh se obtiene fijando
la diferencia de temperatura y demds pardmetros fisicos (I}, = 0.5[K], T, = —0.5[K], v =
1075[m?/s], g = 1[m/s?]) y geométricos (H = 1[m]), dejando como tinica variable de ajuste al
coeficiente de expansién térmica [, con el cual se puede determinar el Ra requerido. En el caso
tridimensional, la malla utilizada tiene 81000 tetraedros y alrededor de 18000 nodos, también

con refinamiento hacia las paredes.

Resultados en dos dimensiones

Las cantidades bajo andlisis en esta seccién son:

" Upaz = Umaz(z = 0.5)/a : El méximo normalizado de la velocidad horizontal en el plano

medio vertical de la cavidad (junto a su ubicacién).

* Vinar = Umaz(y = 0.5)/a : El méximo normalizado de la velocidad vertical en el plano

medio horizontal de la cavidad (junto a su ubicacién).

La Tabla muestra los resultados con PFEM-2 para Ra = 103, 10* y 10, y se los compara
con los numéricos obtenidos en [46] y en [47] quienes utilizan diferentes métodos Eulerianos
(volimenes finitos y diferencias finitas respectivamente) sobre mallas similares a la presentada
en la seccién anterior. A la vista de los resultados, se puede percibir una excelente concordancia
con los datos obtenidos con otros métodos numéricos, lo que prueba la precision de PFEM-2
para bajos rangos de Ra. La componente horizontal de la velocidad se presenta en la Figura
Aqui debe notarse que mientras el nimero de Rayleigh crece, la capa limite se torna mas
delgada sobre las paredes y los valores maximos de la velocidad aumentan. Por dltimo, la Figura
presenta los perfiles de temperatura en el estado estacionario para cada uno de los valores
de Ra simulados.

En este ejemplo se resaltan las fortalezas del método PFEM-2 al comparar los tiempos
de ejecuciéon necesarios para arribar a la solucién estacionaria. La Tabla muestra un
resumen de los tiempos de cémputo requeridos para resolver 4000[s] de tiempo real de Ra =

le6 con las estrategias de PFEM-2 utilizando esquemas de difusiéon explicita e implicita, y
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Ra Dato PFEM2 | Corzo | G. V. Davis
103 | Uppas (x=0.5) | 3.605 3.640 3.634
103 | ypar (x=0.5) | 0.814 | 0.812 0.813
103 | Vinaz (y=0.5) | 3.650 3.700 3.679
10® | zypaz (y=0.5) | 0.183 0.177 0.179

10* | Upae (x=0.5) | 15.982 | 16.281 16.182
x=0.5) | 0.824 | 0.822 0.823
)

19.378 | 19.547 19.509

10* | ymax

(
104 | Vipaw (y=0.5

10* | zmar (y=0.5) | 0.116 | 0.123 0.120
106 | Upge (x=0.5) | 64.483 | 64.558 65.330
10° | ymaz (x=0.5) | 0.845 | 0.851 0.851
106 | Vipaz (y=0.5) | 218.054 | 221.572 |  216.750
10% | zpax (y=0.5) | 0.037 | 0.067 0.039

Tabla 4.1: Solucién numérica para la cavidad térmica cuadrada con PFEM-2 comparando con

los datos de referencia de Corzo y deVahl Davis.

comparando con los resultados obtenidos al simular con OpenFOAM (utilizando el resolvedor
bouyantBoussinesqPimpleFoam). Para el computo se utiliza un procesador Intel i7-2600k con
16Gb de RAM, corriendo con 4 procesos en paralelo.

En cada simulacion se busca utilizar el maximo At posible, tal que la solucién persista estable
y precisa. La restriccién por el nimero de Fourier limita la estrategia explicita para la difusion
en PFEM-2, por lo que es necesario recurrir a un esquema implicito con el fin de alargar los
pasos de tiempo. OpenFOAM no tiene esta limitacion por Fourier, pero si la tiene por Courant,
y por ello no es posible alcanzar los mismos pasos de tiempo que PFEM-2. Este posibilidad de
alargamiento del At que posee PFEM-2, junto con la eficiente implementacién presentada en
esta tesis, permite resolver el mismo problema y con la misma precisién, alrededor de 4.7x maés

rapido que con OpenFOAM.
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Figura 4.9: Perfiles de velocidad horizontal U(x = 0.5,y) para|4.9af Ra = 103, 4.9bt Ra = 10* y
4.9¢¢ Ra = 10°.

(a) (b) (c)

Figura 4.10: Campo de temperaturas en estado estacionario para : Ra = 103, : Ra = 10* y

Ra = 106.

Difusién At | Tiempo de CPU
PFEM-2 | Explicita | 0.5[s] 1127.96]s]
PFEM-2 | Implicita | 5[s] 148.46]s]
OpenFOAM ; 1[s] 690.88[s]

Tabla 4.2: Tiempo total de cémputo y paso de tiempo maximo utilizado con PFEM-2 (difusién
explicita e implicita) y utilizando OpenFOAM, para resolver 4000[s]| de tiempo real de la cavidad

térmica cuadrada con Ra = 1e6.
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Resultados en tres dimensiones

Las cantidades bajo andlisis en esta seccién son:

" Upnaz = Unaz(z = 0.5,y = 0.5)/a : El maximo normalizado de la velocidad horizontal

(componente z) en la linea z = 0.5, y = 0.5 y su ubicacién.

" Whae = Whnae(z = 0.5,y = 0.5)/a : El médximo normalizado de la velocidad vertical

(componente z) en la linea x = 0.5, y = 0.5 y su ubicacion.

La Tabla muestra los resultados PFEM-2 para Ra = 10%, 10° y 10° comparados con las
soluciones numéricas de Wakashima [48] (diferencias finitas de cuarto orden con avance temporal
implicito) y Fusegi [49] (diferencias finitas de alto orden). La Figura muestra los perfiles de

temperatura sobre cortes en los planos medios y = 0.5 y z = 0.5 de la malla.

Ra Dato PFEM-2 | Wakashima | Fusegi
101 | Upaz(z =y =10.5) | 0.1978 0.1989 | 0.2013
104 | zpaz(z =y =0.5) | 0.8460 0.8250 | 0.8167
10* | Winaz(y = 2=0.5) | 0.2190 0.2211 | 0.2252
10 | Zynax(y =2 =0.5) | 0.1260 0.1253 0.1167
105 | Upaz(z =y =0.5) | 0.1409 0.1423 | 0.1468
105 | zmaz(z =y =0.5) | 0.8460 0.8500 | 0.8547
10° | Wipae(y = 2 = 0.5) | 0.2359 0.2407 | 0.2471
10° | Zpmae(y =2 =10.5) | 0.0680 0.0751 | 0.0647
10% | Upaa(xr =y =0.5) | 0.0766 0.0813 0.0842
105 | zpaz(z =y =0.5) | 0.8570 0.8500 | 0.8557
105 | Winaa(y =2 =0.5) | 0.2897 0.2382 | 0.2588
10° | Zpao(y =2 =10.5) | 0.0280 0.0500 | 0.0331

Tabla 4.3: Solucién numérica para la cavidad térmica cubica con PFEM-2 comparando con los

datos de referencia de Wakashima y Fusegi.

Los resultados muestran que PFEM-2 obtiene gran precision también en el caso tridimen-
sional, siendo mas precisa cuando el nimero de Rayleigh es menor. Esto es debido a que, para
numeros de Rayleigh mayores, debe incluirse el modelado de la turbulencia. Respecto a los pasos
de tiempo utilizados, utilizando el esquema de difusién implicita se mantiene la misma ventaja

respecto a lo presentado para el caso bidimensional, consecuentemente se logra una disminucién
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de los tiempos de computo totales para arribar a la solucién estacionaria. Respecto a la escala-
bilidad del cédigo, éste preserva la misma eficiencia que se presenté en secciones anteriores, ya
que la inclusién de la nueva ecuacién de transporte escalar no tiene un alto impacto sobre el

rendimiento de la implementacién.

Figura 4.11: Malla tridimensional con cortes en los planos medios y = 0.5 y z = 0.5 en donde
se visualizan los perfiles de temperatura en estados estacionario. Izquierda: Ra = 10*, derecha:

Ra = 106.
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Conclusiones

5.1. Conclusiones del Trabajo

Esta tesis presenta una revisién y los tltimos desarrollos de la metodologia PFEM-2 para la
solucién de problemas de transporte, ya sea escalares o vectoriales. La novedosa estrategia de
implementacion explicita X-IVAS es desarrollada en profundidad debido a su fuerte influencia en
la capacidad de extender los pasos de tiempo, que hace fuerte al método PFEM-2 en comparacion
a otras estrategias.

En los 1ltimos anos se ha dedicado mucho esfuerzo a la mejora del rendimiento del método con
el fin de hacerlo competitivo con el resto de estrategias y programas utilizados tradicionalmente
en la mecdnica computacional. En el presente trabajo se presentaron dos implementaciones,
originadas por esta tesis, que hacen uso de arquitecturas paralelas de memoria compartida y de
memoria distribuida. En la Tabla se presenta un resumen con las caracteristicas a resaltar
de cada una.

La primer implementacién, sobre memoria compartida, es utilizada principalmente para
determinar cual de los enfoques de comunicaciéon nodo-particula propuestos en la seccion
presenta las mejores caracteristicas de acuerdo a criterios de eficiencia computacional y precision
numérica. En este marco, es seleccionada la estrategia Malla Fija Particula Mévil (MFPM) para
su implementaciéon en memoria distribuida. En la implementacion sobre esta arquitectura se
realizan analisis de escalabilidad y eficiencia de acuerdo a la estrategia de particionamiento
seleccionada. En simulaciones donde la etapa X-IVAS domina el cémputo (casos de transporte
escalar y de flujo incompresible a bajo nimero de Fourier en los que no se requiere correccién
implicita de la difusién), utilizando un vector de pesos con valores proporcionales al CFL

elemental se mejora la escalabilidad de la integracién por lineas de corriente, y por lo tanto,
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Caracteristicas Memoria Compartida Memoria Distribuida
Enfoques PFEM-2 MMPM - MFPM - MFPF MFPM
Distribucién de la Malla - descomposicién del dominio ponderada (Metis)
Distribucién de Particulas dindmica estatica
Az = b Solvers Directo (Pardiso) Iterativo Krylov (PETSc)
Az = b Precondicionadores - PETSc (permite user-defined)
100K elementos - 1M particulas 1.4 GB 1 GB
Maéx problema resuelto 1M elementos - 10M particulas 6M elementos - 60M particulas
PFEM-2 Max Speed-Up 4.3x en 6 procesadores 26x en 32 procesadores
X-IVAS Max Speed-Up 4.9x en 6 procesadores 29x en 32 procesadores
Resolviendo un mismo problema 100 pasos en 3.25(s] 100 pasos en 3.28(s]

Tabla 5.1: Comparacion entre las dos implementaciones del método PFEM-2 presentadas en esta

tesis.

de la simulacién en su conjunto. En problemas de flujo incompresible con mayores niimeros de
Fourier, en donde el tiempo total de computo es controlado por las etapas implicitas, si se desea
incrementar el rendimiento, el vector de pesos debe contener valores proporcionales al ntimero
de grados de libertad de cada elemento. Més all4 de la ponderacion utilizada, otra gran mejora
en la eficiencia puede obtenerse si se utilizan arquitecturas dedicadas de interconexién, tales
como Infiniband.

Con el fin de demostrar las virtudes del método para resolver una gama mas amplia de
problemas, se incluyé en las dltimas secciones la resolucién de casos que requieren modelado de
la turbulencia y problemas de acople térmico entre otros. Tanto en estos ejemplos, como en cada
uno de los desarrollados en las secciones previas, se presentan también resultados obtenidos con
la suite OpenFOAM. De esto se concluye que, en la mayoria de los casos, el método PFEM-2,
gracias a su capacidad de utilizar grandes pasos de tiempo, logra obtener rendimientos superiores
al mencionado software, ubicandose hoy en dia entre los métodos mas réapidos para la simulacién

de fluidos homogéneos.

5.2. Trabajos Futuros

El método PFEM-2 se encuentra en constante desarrollo y existen diversas lineas de trabajo

para continuar con lo presentado en la presente tesis, entre ellos se pueden listar:

= En el presente trabajo no se ha realizado un andlisis profundo del rendimiento del cédigo en
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la solucién de los sistemas de ecuaciones. Debe realizarse un anélisis de escalabilidad débil
del cédigo, haciendo hincapié en la selecciéon de precondicionadores y métodos iterativos

para la solucién de los sistemas lineales.

= Anadlisis del error numérico que se comete al utilizar formulaciones Lagrangianas en
contraposicién de utilizar formulaciones Eulerianas, demostrando de forma tedrica que

la extension de los pasos de tiempo perjudica menos los primeros que a los segundos.

= Realizar simulaciones con problemas mas grandes, tendiendo a probar las respuestas de
la presente implementaciéon al momento de tratar situaciones masivamente paralelas. Para
esto es necesario redisenar la estrategia de generacién de mallas, para poder crearlas y
refinarlas de forma distribuida. Ademé&s en necesario reimplementar la comunicacién de
particulas entre dominios, pasando desde la actual operacién colectiva a operaciones punto

a punto entre procesadores vecinos.

= Existe un gran interés en el grupo de investigacién en extender el método a problemas
bifasicos y de superficie libre. Dotar a PFEM-2 de la capacidad de resolver este
tipo de problemas permitird al método resolver una gama mas amplia de problemas,
principalmente enfocado a casos industriales que CIMEC resuelve a diario. Preservar o
ampliar las ventajas de PFEM-2 sobre otras estrategias es uno de los objetivos. En esta
linea se han comenzado desarrollos durante el tltimo tiempo y es el tema elegido por el
autor para la continuacién de su trabajo, que debera ser plasmado en la futura tesis de

doctorado.
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