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Resumen

En la dltima década, el cémputo cientifico en GPU ha demostrado ser una excelen-
te alternativa para la computacién de alto desempeno. Con una mejora sustancial en
términos de rendimiento, bajo costo y consumo de energia en comparacién con un clister
mediano, los desarrollos en GPU han producido resultados exitosos en diferentes campos
de la ingenieria como la dindmica de fluidos computacional. Sin embargo, para lograr un
rendimiento 6ptimo y aprovechar las capacidades de la GPU, es necesario que las diferentes
implementaciones estén disenadas especificamente segtn el tipo de hardware.

En esta tesis se desarrollan y adaptan diferentes estrategias de paralelizacién en GPU,
para esquemas numéricos en el contexto del método de los volimenes finitos que permiten
resolver, entre otros, el complejo problema de transporte de sedimentos y erosiéon loca-
lizada. Con los algoritmos y métodos expuestos se desarrollé una libreria en GPU que
incluye: rutinas para resolver sistemas lineales dispersos, utilizando los métodos de Krylov
y técnicas multigrilla, métodos para resolver la ecuacién de transporte con esquemas de
Variacién Total Decreciente (TVD), un solver que resuelve el flujo incompresible utilizan-
do dos algoritmos (SIMPLE o pasos fraccionados), desarrollo de un método de fronteras
embebidas (IBM) para tratar geometrias complejas, modelos para calcular descargas de
sedimento y evolucién temporal del lecho, que se acoplan al modelo hidrodindmico para
poder simular problemas de erosion.

Las diferentes componentes desarrolladas se validan mediante la utilizacién de solu-
ciones analiticas, con el objetivo de comprobar la convergencia numérica de los esquemas
espaciales y temporales. También se lleva a cabo una verificacién mediante el uso de
benchmark, para asegurar la precision de las implementaciones.

Con el fin de destacar los beneficios de las implementaciones basadas en GPU, se llevan
a cabo evaluaciones utilizando diversas métricas para medir el rendimiento en problemas
de diferentes tamanos. Se logran abordar simulaciones de problemas en el orden de las
100 millones de celdas, lo que demuestra que la capacidad de una GPU es comparable
al rendimiento obtenido mediante el uso de multiples CPU en paralelo. Esta capacidad
para manejar grandes volimenes de datos confirma la eficiencia y la escalabilidad de las
soluciones basadas en GPU en comparacion con las alternativas tradicionales.

Los problemas abordados en la tesis incluyen adveccién difusiéon utilizando esquemas
lineales y no lineales para comparar el desempeno de técnicas implicitas y explicitas, los
resultados brindan pautas en cuanto a eleccién de métodos para resolver estas ecuaciones.
Se resolvié un problema de difusién no lineal, mostrando que el método implicito puede
tener un buen desempeno, sin embargo el bajo requerimiento en memoria y relativa sim-
plicidad en implementacion para los métodos explicito lo hacen mas atractivos al resolver
este tipo de ecuaciones en GPU. Se expuso la solucién de problemas advectivo-dominantes
usando esquemas TVD demostrando que puede obtenerse un buen desempeno en GPU,
permitiendo resolver problemas que requieren el transporte de gradientes pronunciados.
Se analizan dos variantes para el solver de flujo incompresible lo que permite evaluar pros
y contras al paralelizarlos en GPU. Se desarrolla un método IBM que combina técnicas
de celdas fantasma y una estrategia de interpolacién que permite mantener un esque-
ma espacial compacto y la aplicacion de diferentes condiciones de borde sobre el sélido
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inmerso.

Mediante una combinacion adecuada de los métodos desarrollados, se logré resolver de
manera satisfactoria un desafiante problema tridimensional de erosién localizada alrededor
de un objeto rectangular. Esta resolucién se llevo a cabo mediante el uso exclusivo de una
sola GPU, logrando completar el cdlculo en tan solo 10 horas. Esta marca representa
una mejora considerable en el tiempo de ejecucion, siendo hasta 36 veces mas rapido en
comparacién con un equipo de computo CPU equipado con 32 nfticleos.

La solucién se obtuvo a utilizando el solver desarrollado para el flujo incompresible
acoplado con un modelo de transporte de sedimentos. Esta integracién permitié simular y
comprender con precision el proceso de erosién en un entorno tridimensional, proporcio-
nando asi una valiosa herramienta para estudios relacionados dentro de esta disciplina.

Esto proporciona una herramienta de bajo costo que resuelve problemas con grandes
requisitos computacionales en tiempos reducidos. Los cédigos desarrollados son adaptables
y pueden ser utilizados en una gama de problemas. Las simulaciones numéricas realizadas
con esta herramienta contribuyen a complementar las formulaciones clasicas y ofrecen una
perspectiva mas completa y mejorada de los fenémenos fisicos, contribuyendo asi al avance
del conocimiento en las respectivas disciplinas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La descripcion matematica del modo en como se transportan las particulas sélidas
en una corriente liquida es sumamente compleja. El transporte sélido en los rios (ya sea
por arrastre de fondo y/o en suspensién) es de dificil determinacién porque se tiene gran
variabilidad en los fenémenos tanto en el espacio como en el tiempo, un elevado nime-
ro de variables intervinientes y dificultad de comprobar en la naturaleza los resultados
que se obtienen. Entre los problemas vinculados al transporte de sedimentos se encuen-
tra la sedimentacién y erosién localizada alrededor de pilas y estribos de puentes. Los
danos vinculados a estos casos, se pueden reducir en la medida que se pueda predecir
el transporte sélido. Debido al complejo caracter tridimensional del fenémeno de erosién
localizada y las formas en el fondo del lecho del rio, es necesario el uso de modelos de flujo
que sean tridimensionales lo cual puede dar lugar a problemas computacionalmente muy
demandantes.

1.2. Uso de la GPU para el calculo cientifico

Con el paso de los afios los cambios en hardware han permitido el desarrollo de modelos
con mayor resolucion y complejidad. En la tultima década las GPUs han surgido como una
alternativa para computacién de propédsito general y su uso para calculo cientifico ha ido
aumentando [32, 171, 183]. Las arquitecturas GPU se caracterizan por la gran capacidad
de cémputo en relacién al ancho de banda de memoria. Esto las hace muy buenas para
resolver discretizaciones temporalmente explicitas y espacialmente compactas [104]. Por
otro lado se deben tener en cuenta los aspectos del modelo de programaciéon CUDA (Com-
puted Unified Device Architecture) que resultan criticos para la naturaleza del ancho de
banda en los métodos utilizados para reslver las ecuaciones discretizadas como por ejem-
plo Navier Stokes (NS). El modelo de ejecucién adoptado por la GPU para el computo en
paralelo es el de Single Instruction Multiple Threads (SIMT) [102], esto implica dividir el
procesamiento de una malla en diferentes funciones (CUDA kernels), que agrupan un con-
junto de instrucciones que se pasan a la GPU de modo que cada proceso o hilo de la GPU
ejecute la misma instruccién pero sobre un gran conjunto de datos [167]. En cuanto a la
discretizacién temporal, en general se prefieren los métodos implicitos debido a su mayor
estabilidad a lo largo de la evolucién del problema ya que son capaces de utilizar pasos
de tiempo mucho maés largos que los esquemas explicitos. Sin embargo, las caracteristi-
cas del modelo SIMT en las GPU, hacen que el uso de métodos explicitos sea atractivo
desde el punto de vista computacional, aunque requieren considerar un paso de tiempo
mucho més pequernio [104]. Por otra parte la mayoria de los trabajos que resuelven numéri-
camente ecuaciones diferenciales mediante discretizaciéon (por ejemplo FVM), se centran
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en desarrollar implementaciones eficientes de resolvedores de los sistemas de ecuaciones
algebraicas generados por diferentes métodos numéricos [25, 41, 77]. Pero para obtener un
buen desemperio en aplicaciones CFD usando GPU es crucial trabajar preferentemente en
cédigos basados completamente en GPU. Como las técnicas de discretizacion y solucién
afectan los rendimientos de manera considerable, esto motiva la implementacion de varios
esquemas numéricos en GPU.

1.3. Resolvedores para CFD en GPUs

En base al modelo de programacién CUDA, es preferible el uso de grillas cartesianas
fijas, dentro de ellas, las grillas colocadas son las méas populares. Los métodos més fre-
cuentes encontrados en la literatura para la resolucién numérica de las ecuaciones de NS
en flujos incompresibles en GPU, son el método de proyeccién [161, 167, 189] propuesto
originalmente por [37], y el algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked
Equations)[80, 127, 182] presentado por [136]. No se ha encontrado una comparacién del
desempenio en GPU para ambos algoritmos, esto motiva a realizar un breve analisis del
rendimiento de dos implementaciones basadas en GPU de los mismos.

1.4. Simulacién numérica para transporte de sedimentos

La simulacién numérica se utiliza como herramienta adicional para reducir los esfuerzos
utilizados para el diseno y experimentacién. Para ello se requieren resolvedores rapidos
tanto para el fluido como para la modelacién del sedimento. En general el transporte de
sedimentos se trata en dos partes, el transporte por carga de fondo y el transporte por
carga en suspension [15, 48, 49]. El transporte de fondo comprende el material transportado
cerca de la superficie del lecho, mientras que el resto del material se transporta en el cuerpo
del fluido en forma suspendida. En la ecuacion para el transporte de fondo, se determina la
superficie del sedimento en base al equilibrio de masa que entra y sale [53]. Similarmente
a partir de la conservacién de masa se obtiene una ecuacién de adveccién difusién (AD)
que permite modelar el transporte de una concentracién en suspensién [144]. El pardmetro
de entrada en ambos sistemas es la velocidad del flujo que corresponde a una velocidad
de transporte y de acuerdo al material transportado, la altura de superficie del lecho
evoluciona en el tiempo.

1.5. Férmulas de transporte

El gasto sélido de fondo y gasto sélido en suspension usualmente se relacionan con
el caudal que escurre en el rio. Las férmulas de transporte que determinan la carga de
sedimento transportado en la modalidad de fondo a cierta velocidad es un tema extensa-
mente investigado durante décadas [51, 113, 153, 176]. Muchos autores coinciden en que
los granos en el fondo comenzaran a moverse cuando la tensién 7, exceda un valor critico
(7¢). Por ejemplo una férmula muy popular, verificada con datos para arena gruesa y grava
uniformes es la férmula de [113], que fue re-analizada por [180] quienes encontraron un
mejor ajuste a dichos datos, dado por la siguiente férmula:

q* = 4,93 (1" — 0,047)"%

siendo ¢* la carga de fondo adimensionalizada y 7* el esfuerzo de corte adimensionalizado,
en el fondo (lecho) generado por el flujo circulante. Nétese que el esfuerzo de corte critico
adimensionalizado 77 adopta el valor 0,047 en esta férmula.



1.6. ACOPLAMIENTO DEL FLUJO CON TRANSPORTE DE SEDIMENTOS 3

En la préactica, el esfuerzo en el fondo 7, no se puede medir, pero en la literatura pueden
encontrarse varias féormulas empiricas para estimarlo. Sin embargo, debido a que en la
implementacién numérica se dispone de los gradientes de velocidad, el esfuerzo cortante
podria calcularse explicitamente como 7 = pdu/on.

1.6. Acoplamiento del flujo con transporte de sedimentos

Existen diferentes enfoques para realizar el acoplamiento de las ecuaciones de NS,
la ecuacién de conservacién de la masa de sedimento en el lecho (ecuacién de Exner)
y la ecuacién de AD para el transporte en suspensién por ejemplo [57, 83, 149]. Los
acoplamientos explicitos pueden representar inestabilidades, pero pueden resultar sencillos
en cuanto a implementaciéon en GPU.

Por otra parte un acoplamiento fuerte (implicito o semi-implicito) que resulta estable,
requiere la solucién simultanea de los sistemas, cosa que podria llevarse a cabo en conjunto
dentro de la implementacién del solucionador de NS en un esquema segregado.

Sin embargo, como se espera que las escalas temporales involucradas en el transporte
de sedimentos y en los cambios morfolégicos sean muy diferentes respecto de los tiempos de
cambio en el flujo. Entonces, puede resultar factible un desacoplamiento entre los modelos
dentro del algoritmo conjunto.

1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivo general

El objetivo general de esta tesis es estudiar e implementar algoritmos para resolver pro-
blemas de dindmica de fluidos computacional (CFD) orientados al transporte de sedimen-
tos, utilizando tarjetas gréficas del tipo GPGPU (General Purpose Graphics Processing
Units).

1.7.2. Objetivos especificos

Como objetivos especificos dentro del alcance de esta tesis se propone:

» Implementar métodos del tipo Volimenes Finitos (FVM) en mallas cartesianas uni-
formes.

» Implementar un resolvedor para calcular el flujo incompresible a través de un algo-
ritmo que trate el acoplamiento presién-velocidad.

= Resolver el transporte de sedimento usando férmulas estandar de carga de fondo.

= A partir de las descargas de sedimentos resolver la ecuacién de Exner acoplada con
las ecuaciones de NS y el modelo de carga de fondo.

1.7.3. Contribuciones esperadas

Como resultado se espera la implementacién de un modelo de transporte de sedimentos
completo acoplado con un resolvedor para flujos incompresibles. Con los modelos descritos,
se podria adaptar el cédigo facilmente a una gran variedad de problemas y condiciones
de campo. Los resultados de las simulaciones numéricas contribuirdn a complementar
las formulaciones cldsicas y permitirin una mejor comprensiéon de los fenémenos fisicos
involucrados.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.8. Estructura de la Tesis

La estructura de la tesis es dividida en un total de siete capitulos. En el Capitulo 1
(Introduccién), se exponen las principales motivaciones que movilizan la realizacién de la
presente Tesis y una introduccion al estado del arte en el cdlculo cientifico en GPUs y la
simulacién numérica de flujos y transporte de sedimentos. En el Capitulo 2 se describen las
ecuaciones y algoritmos utilizados en la dindamica de fluidos computacional, los esquemas
de discretizacion espacial y temporal en el contexto del método de los voliimenes finitos.
En el Capitulo 3 se presentan las principales caracteristicas del modelo de programacion
CUDA y se presentan algunos resultados en cuanto a desempeifio de métodos y algoritmos
implementados en GPU aplicados a la resolucién de diferentes problemas de CFD. En el
Capitulo 4 se desarrolla un método multigrilla basado en GPU para reducir el tiempo de
cémputo en las ecuaciones de NS. En el Capitulo 5 se presenta y valida una formulacién
basada en GPU para el método de fronteras embebidas que permite resolver en fronteras
complejas. En el Capitulo 6 se describen los modelos utilizados para predecir el transporte
de sedimentos, se desarrolla una estrategia para acoplar los modelos hidrodindamico y
morfodinamico, y se realiza una aplicacion del programa desarrollado en GPU en un
caso de estudio de la erosién localizada en sobre un objeto rectangular. Finalmente en el
Capitulo 7 se presentan las conclusiones y aportes principales del trabajo realizado en esta
Tesis, asi como también las lineas abiertas para el desarrollo de trabajos futuros.

1.9. Publicaciones

A continuacion se listan las publicaciones que ha realizado el autor de esta tesis, in-
cluyendo solamente aquellas que derivaron directamente de la realizacién de la misma.

1.9.1. Publicaciones en revistas

» Bessone, L., Gamazo, P., Dentz, M., Storti, M., & Ramos, J. (2022). GPU imple-
mentation of Explicit and Implicit Eulerian methods with TVD schemes for solving

2D solute transport in heterogeneous flows. Computational Geosciences, 26(3), 517-
543.

1.9.2. Publicaciones y presentaciones en congresos

» Bessone, L. C., Gamazo, P., & Storti, M. A. (2018). Evaluacién del Desempeno
de Diferentes Esquemas temporales para la Resolucién de una Ecuacion de Difusién
No Lineal en GPGPU. Mecdnica Computacional, 36(14), 605-625.

» Bessone, L., Gamazo, P., & Storti, M. A. (2019). Evaluacién del Desempenio de Dos
Métodos para Resolver Flujos Incompresibles en GPGPU. Mecdnica Computacional,
37(16), 623-623.

» Bessone, L., Gamazo, P., Ramos, J., & Storti, M. (2020, May). Performance Eva-
luation of different time schemes for a Nonlinear diffusion equation on multi-core and
many-core platforms. In EGU General Assembly Conference Abstracts (p. 1632).

» Bessone, L., Gamazo, P., Dentz, M., Storti, M., Ezzatti, P., & Ramos, J. (2020,
December). An efficient GPU solver for highly heterogeneous flows. In AGU Fuall
Meeting Abstracts (Vol. 2020, pp. H196-0004).

= Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Saracho, A., Ramos, J., Alvareda, E., ...&
Paskosky, P. (2022). Uso de placas de video para predecir la erosién local. XXX
Congreso Latinoamericano de Hidraulica. Foz do Iguazi. Brasil 2022.
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» Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Dentz M. & Ramos, J. (2023) Implementa-
cién en GPU de un método multigrilla centrado en celda. Mecdnica Computacional,
40(40), 1481-1495.

» Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Ramos, J., Saracho, A. & Alvareda, E. (2023).
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ca Computacional, 40(40), 1497-1497.
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Parallel Resolution Techniques for the 2D Transport Equation: Comparison of Ex-
plicit and Implicit Methods. Mecdnica Computacional, 40(40), 1499-1499.
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Capitulo 2

Ecuaciones de gobierno y métodos
para CFD

Tanto los balances de materia como los principios de la mecénica, son un requisito para
los céalculos en la solucién de problemas de la fisica e ingenieria. Las leyes de conservacion
sirven como una fuerte restriccién en cualquier teoria sobre cualquier rama de la ciencia.
Las leyes fisicas que controlan estos principios se traducen en relaciones matematicas,
escritas en forma de ecuaciones diferenciales, lo cual representa el medio necesario para
realizar simulaciones. Los principios fundamentales més conocidos que conforman estas
leyes son: conservacién de la masa (ecuacién de continuidad), conservacién del momento
(o conservacion de la cantidad de movimiento), conservacién de la energfa total del sistema.
Una de las ecuaciones analizadas en esta tesis es la ley de conservacién de una propiedad
intensiva, esta ecuacion general de transporte puede tener cardcter escalar o vectorial.

2.1. Ecuacion de transporte

La ecuacién de transporte escalar en forma diferencial, considerando tinicamente los
mecanismos de transporte por adveccién y difusion esta representada por la siguiente
ecuacién en derivadas parciales:

oC
donde C(x,t) representa una propiedad intensiva generalizada que varfa en forma continua
y es funcion de la posicién x y del tiempo t. Por ejemplo, C representa una concentracion
en [kg/m?), u(x) = (uy,uy,u;) representarfa un campo de velocidades dado en [m/s], D
representa el tensor de difusién [m?/s] y f un término fuente o sumidero [kg/m?/s).

2.1.1. Discretizacion espacial

La mayoria de métodos utilizados para transformar (2.1) en un sistema de ecuacio-
nes algebraicas son el método de los elementos finitos (FEM), el método de diferencias
finitas (FDM) y el método de los volimenes finitos (FVM). En esta tesis se resuelven las
ecuaciones usando FVM centrado en celdas considerando grillas cartesianas uniformes,
resultando equivalente al FDM. Sin pérdida de generalidad, se consideran siempre domi-
nios prismaticos cuadrangulares 2 C R3 (o rectangulares en R?) discretizados con paso
de malla constante (Az = Ay = Az = h). En lo que sigue, la celda central y sus celdas
vecinas se designan con el subindice C' 'y E, W, N, S, T, B respectivamente, haciendo alu-
sién a Center, East, West, North, South, Top, Bottom correspondientes a vecinos en las 3
direcciones (z-dir, y-dir y 2-dir). El subindice en mintscula indica los centros de caras de
las celdas, la figura 2.1 presenta la molécula computacional para el caso 2D y 3D.

7
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Figura 2.1: Molécula computacional para el caso 2D.

Si se integra miembro a miembro (2.1) en la celda C, se aplican el teorema del valor
medio, el teorema de la divergencia y se re ordenan los términos se obtiene:

%—fdv + /V- (uC —DVC)dV = /de
Ve

Ve Ve
ac’dV C —-DV(C)-dS = dVv
V[ (O )ydS= [ f (2.2)
Vo Ve Vo
oc Ve— Y. DyVCrSp+ Y mCr=fcV,
at ) . c sV Sy Ly =lJcve
Jf~nb(C) frmb(C)

donde Vi = h? (h? en caso 2D) es el volumen de la celda y  =uy-Sy es la componente
del flujo de masa que cruza en direccién perpendicular la cara f de la celda medido
en volumen, esto es, sin considerar la densidad del fluido para simplificar en el caso de
flujos incompresibles donde (p ~ const) y Sy es el vector normal saliente a la celda C
de magnitud igual al drea de la cara (h? en 3D y h en 2D). La discretizacién espacial
consiste en aproximar el operador gradiente y los valores de las incégnitas en las caras Cf,
de esta manera, al considerar todas las celdas del dominio, el problema diferencial (2.1)
se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas donde las incégnitas son los valores
en cada centro de celda.

El primer término se tratard mas adelante en la discretizacién temporal, para el segun-
do término, término difusivo, es suficiente usar el esquema de diferencias centradas (CD)
VC; = (Cp — C¢)/h, si se requiere una precisién de segundo orden (orden ~ O (h?)),
donde el subindice F' indica alguno de los centros de celda vecinos (F = E,W,N,S,T, B,
indicacién abreviada en lo que sigue como F ~ NB((')). Mientras que para el tercer
término se requieren buenas estimaciones para obtener estabilidad numérica y precision
en los resultados, especialmente en problemas advectivo-dominantes. Asi por ejemplo, los
dos esquemas mas simples son 1 ;Cy = 1 (Cr + Cc)/2 (esquema CD, orden ~ O (h?))
o el esquema upwind (esquema UD, orden ~ O (h)), que en el caso de un campo de
velocidades no uniforme se expresa como:

iy Cy = ||ring, 0[|Co — || = vy, Of|[C (2.3)

donde usamos ||a, b|| para indicar méx(a, b).

Estos esquemas consideran una combinacién lineal de los valores en centros de celdas y
ademas como en el segundo caso se elige de acuerdo a la direccion del flujo, esto lo hace un
esquema estable en problemas advectivo-dominantes, sin embargo es una aproximacién de
primer orden y suaviza la solucién excesivamente al generar una difusiéon numérica igual
a |uglh/2.
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Por otro lado el conocido teorema de Godunov establece que: Los esquemas numéricos
lineales para resolver ecuaciones en derivadas parciales, que tienen la propiedad de mo
generar nuevos extremos (esquema mondtono), pueden tener, como mucho, precision de
primer orden. Esto es, si se necesita un esquema de segundo orden o més de precisién,
para que se conserve la monotonia, el mismo debe ser no lineal. Luego, la solucién de Cy
depende de los valores de C¢ y sus vecinos Cr (con F' ~ NB(C)) no linealmente como
mostraremos mas adelante. En la proxima subseccién se repasara brevemente los esquemas
de alta resolucién para aproximar el término advectivo en la ecuacién (2.2).

2.1.2. Esquemas TVD o de variacion total decreciente

Las interpolaciones de alto orden (HO) que consideran la direccién contra corriente
(upwind) llenan los vacios en la precisién del esquema UD. Pero tales enfoques, de acuer-
do con el teorema de Godunov [65], generalmente proveen soluciones no acotadas, las
cuales pueden ser particularmente problematicas en campos de velocidad no uniformes o
flujos altamente heterogéneos. Un esquema HO acotado, conocido como esquema de alta
resolucién (HR), se obtiene imponiendo la condicién TVD (Total Variation Dimishing)
que se explica a continuacién.

Considerando por simplicidad una grilla unidimensional, la variacién total (TV) se
define como TV (C) = )", |Ciy1 — C;| donde i es el indice de un nodo de la grilla. Se dice
que un esquema es TVD si T'V no crece a lo largo del tiempo:

TV (CHAY < TV (CY (2.4)

Un esquema HO monétono es TVD y a su vez un esquema TVD preserva la monotonia [71].
Se pueden usar las funciones limitadoras (limitador o limitador de flujo) para construir
un esquema TVD. Tales limitadores previenen la aparicién de oscilaciones no fisicas. Si se
utiliza el enfoque de Sweby [162], llamando al limitador i(r) donde r indica la relacién
entre dos gradientes consecutivos, el valor en el centro de cara puede obtenerse de una
manera simple:

Cc—-Cuy

1 .

(2.5)
donde el subindice D y U indica los nodos upwind y downwind, por lo tanto deben elegirse
de acuerdo a la direccién en que la velocidad u; atraviesa el centro de la cara f de la celda
C. Por ejemplo, los flujos correspondientes a las caras east y west resultan respectivamente
en:

mece =

Ce+ %1&(@) (Cr - CC)} [[7i2e, O] — [CE + %w(r;) (Co - CE)] | = rie, 0];

+_Cc—-Cw —_Ce—Crp
¢ Cp—Cc’  °© Co—CEg

con r

(2.6)

iuCa = |G+ 0(r) (Cu = €| a0l = |Cov + 5107 (€ = )| 1 = Ol

+ Coc—-Cg _ Cw-—Cww
v Cw—Co " Co—Cw

(2.7)
donde el doble subindice Cgp (respectivamente Cyyyy) se utiliza para indicar el centro de
celda vecino a dos celdas de distancia de la celda C' en esa direccidn, esto es, la celda EE
se ubica al este de la celda E (resp. WW al oeste de la celda W).
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Se han desarrollado muchos esquemas TVD de esta forma, eligiendo apropiadamente el
limitador ¢ (r¢) (OSHER [31], MUSCL [175], SUPERBEE y MINMOD [145] entre otros).
Nétese que siempre que ¢(ry) permite generar un esquema TVD, C sera una combinacién
no lineal de los valores en los centros de celda, ya que 7 es una funcién de C¢ y sus vecinos
Cr. En otros casos, el esquema serd lineal, pero no TVD, como es el caso de los esquemas
de alto orden o HO, por ejemplo: esquema CD (1)(r¢) = 1), esquema second order upwind-
SOU (¢(r¢) = rf) o incluso el esquema QUICK [99] (¢(r¢) = (r¢ + 3)/4). Esto crea una
complicacién para los métodos implicitos debido a que requeririan una estrategia iterativa
para resolver el sistema no lineal que se genera.

2.1.3. Enfoque de Correccién Diferida (DC)

A lo largo de esta tesis, se utilizan esquemas temporales explicitos e implicitos. Para
los métodos explicitos, la funcién limitadora para la linealizacién del esquema advectivo
Y(ry) puede calcularse usando los valores de la solucién temporal previa Cé y C%. Para
los esquemas implicitos, esto implica que los coeficientes fuera de la diagonal en el sistema
de ecuaciones tienen signos opuestos, violando asi una regla bésica para la estabilidad de
un algoritmo iterativo [121]. Aunque lo anterior se puede evitar si se utiliza un método
directo para la solucion del sistema, tal situacién no es nada practica en discretizaciones
con millones de celdas.

Para tratar el problema mencionado, en los algoritmos implicitos se utiliza la técnica
de correccién diferida [82]. La estrategia es tratar el término advectivo como sigue:

ripCf R =y CF + g (CFF = CF) (2.8)
S—— ~~
implicit explicit

donde los supraindices U y HR indican el uso de los esquemas upwind y TVD respecti-
vamente (es decir, usar (2.3) para U y (2.5) para HR). La idea entonces es que el valor
en centro de cara se trata implicitamente considerando el esquema de primer orden. La
diferencia entre los esquemas upwind y TVD se trata de forma explicita, calculando los
valores basandose en la ultima solucién disponible, esto es, la obtenida en la iteracion
previa dentro de un proceso iterativo. La ventaja de este enfoque es que se obtiene una
matriz diagonalmente dominante en el esquema temporal implicito (cosa deseable en los
resolvedores iterativos, como los métodos de Krylov), mientras que la no linealidad del
esquema TVD es tratada explicitamente.

2.2. Discretizacién temporal

En esta seccién se describen los principales esquemas temporales utilizados en la tesis.
Para ello, se considerara sin pérdida de generalidad el sistema de ODEs:

887(; = f(C, 1), con f(C,t) : R™"! — R™ una funcién lineal o no lineal de C (2.9)
siendo C € R™ el vector solucién para todo el dominio computacional y f representa la
expresion resultante luego de aplicar una discretizacion espacial en el contexto de alguno
de los métodos usuales (FEM, FDM o FVM), que para esquemas lineales se puede expresar
como el producto de una matriz por el vector solucién f = BC. En lo que sigue se aplicara
la notacién utilizando supraindices de forma que Cf corresponde a la variable evaluada
en el centro de celda C en tiempo actual ¢ = nAt.
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2.2.1. Meétodos explicitos

A continuacién, se resumen los esquemas de discretizacién explicitos més conocidos
con sus respectivos errores de truncamiento y algunas consideraciones a tener en cuenta
en el contexto de esta tesis.

= Euler hacia adelante - FE. Este esquema de diferencias finitas es de primer orden
en el tiempo (orden ~ O (At)):

n+1 n
C" = C" _picn + oA (2.10)
At
constituye uno de los métodos mas simples y adecuado para implementar en GPU
debido a que solo se requieren almacenar dos vectores en memoria C"t! y C”.
La parte principal del cédigo consiste en una funcién que actualiza las variables al
avanzar cada paso de tiempo, sin embargo como se menciond, es de primer orden de
precision.

= Adams-Bashforth - AB. Este esquema es parte de la familia de métodos multipaso
y es de segundo orden en el tiempo:

crtt—cnr 3

- %f(C"—l, t) + O(At?) (2.11)
como se mostrara mas adelante, en un problema de difusién pura resuelto con un
esquema temporal explicito, no tiene mucho sentido mejorar el orden de precisién
temporal, la férmula resulta 1til en otro tipo de problemas como ser: adveccién pu-
ra, adveccién difusién, o aplicado tinicamente a uno de los términos de la ecuacién
diferencial. En cuando al contexto GPU, se requiere almacenar en memoria tres vec-
tores, correspondientes a las soluciones futura, presente y pasada. La parte principal
del c6digo consistird en una funcién que lee los dos vectores solucién (ny n—1)y
actualiza la solucién.

= Runge-Kutta 2 - RK2. Otra familia de métodos explicitos de mayor orden la
constituye los métodos tipo Runge-Kutta. Este esquema es de segundo orden en el
tiempo y consiste en realizar las siguientes operaciones:

Cn+1 —_QCn
T vE f(C",t) ler paso tipo FE
Cn+2 o Cn+1
—Qx - f(C"t 1) 2do paso tipo FE (2.12)
1 1
crtl = §C"+2 + §C" etapa de correccion

este método también se conoce como método de Heun o método predictor-corrector.
Requiere almacenar una solucién mas que el esquema FE. Es muy facil de imple-
mentar debido a que se aplica directamente la programaciéon del método FE como
”caja negra”.



12 CAPITULO 2. ECUACIONES DE GOBIERNO Y METODOS PARA CFD

= Runge-Kutta 3 - RK3. Este esquema es de tercer orden en el tiempo y consiste
en realizar las siguientes operaciones:

C”HAt—C” =f(C",t) ler paso tipo FE
CnJrQA_tCnH = f(C" 1) 2do paso tipo FE
2 = ZC" + %C"“ primer etapa de promediado
C”+3/2A—tC”+1/2 = f(C”+1/2, t) avance a tiempo t 4+ 3/2At (FE)
crtl = %C" + ;C”+3/2 segunda etapa de promediado

(2.13)
es el método usado mayoritariamente en los trabajos académicos debido a su preci-
sién, facil implementacién y ademads es un método tipo TVD (en el tiempo) en el caso
de adveccién pura. Se puede implementar como RK2 usando las rutinas FE como
”caja negra” almacenando solamente una solucién mas extra respecto del método
FE, es decir se requieren en total 3 vectores almacenados en memoria.

Cabe aclarar que el orden de precisién del esquema temporal que se menciona en los
métodos surge al considerar el desarrollo de Taylor en el término transiente de (2.2), por
ejemplo, el esquema FE para la derivada temporal en la celda C es:

ICx(t 0?Ce(t) At?
Ce(t+ At) = Co(t) + 8Ct( ) At + a;()z'
m (2.14)
aC\  9Co(t)  Co(t+ At)— Ce(t) _oylocp
- (575)0_ ot At +O0(Al) = == — +0(At)

2.2.2. Meétodos implicitos

A continuacién, se resumen los esquemas implicitos considerados en este trabajo.

s Euler hacia atras - BE. Este esquema de diferencias hacia atrds es de primer
orden en el tiempo (orden ~ O (At)):

Cn+1 —_Cn
At

debe notarse que la determinacién del vector solucién a tiempo futuro C™*! surge
de resolver un sistema de ecuaciones ya que la variable a tiempo futuro se encuentra
dentro de la funcién f. Es un método que en general resulta incondicionalmente
estable, luego el paso de tiempo se puede elegir tan grande como se quiera, pero suele
elegir de forma tal que el error temporal pese menos que la precision del esquema
espacial que se utilice.

= f(C" 1) + O(At) (2.15)

= Crank Nicolson - CN. Este esquema de diferencias centradas es de segundo orden
en el tiempo (orden ~ O (At?)):

crtl—cr 1 1
S = if(C"H,t) +5F(C" 1) + O(At?) (2.16)

como en el método anterior, luego de ordenar de acuerdo a los valores disponibles
(colocédndolos en el lado derecho o RHS) y los valores incégnita (colocandolos en
el lado izquierdo, LHS), debe resolverse el sistema de ecuaciones en cada paso de
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tiempo. Es un método marginalmente estable, puede presentar alguna inestabilidad
cuando hay incopatibilidad en la condicién inicial y la condicién de borde a tiempo
t > 0, sin embargo, se mantiene acotada (es estable). El costo computacional es
el mismo que BE pero al tener segundo orden de precisién, O(At?), es el método
implicito més utilizado. En el caso de difusién pura, se gana mucho repecto a un es-
quema explicito (que posee una fuerte restriccién de estabilidad) ya que la precisién
de este método permite elegir pasos temporales relativamente grandes mantenien-
do el error de truncamiento del esquema temporal por debajo del que presenta el
esquema espacial.

Los métodos FE, BE y CN se pueden agrupar en un método conocido como Método 6.

Cn+1 —_Cn B

At (1 —0)F(C",t) + 0f(C™1 1) (2.17)

de esta forma, cuando 6 = 0 corresponde al método explicito puro (FE), para § =1 es un
método implicito puro (BE) y para 6 = 1/2 es un método explicito-implicito (CN)?.

2.2.3. Sobre la estabilidad de los esquemas temporales

Los métodos explicitos son mas faciles de implementar, ademés de que son mas baratos
computacionalmente (en cuanto a tiempo de cémputo por paso de tiempo), pero estan
sujetos a inestabilidades numéricas y son condicionalmente estables o inestables. El método
clésico para determinar las condiciones que debe cumplir el paso de tiempo para que la
evolucién del problema se mantenga estable a lo largo del tiempo, es el método de Von
Neuman|[74].

Algunas definiciones que vale la pena mencionar son:

= Consistencia: es una condicién sobre el esquema numérico, a saber, que el esquema
numérico debe tender a la ecuacién diferencial, cuando (At, h) — (0,0) [74].

» Estabilidad: es una condicién sobre la solucion numérica, digase, todos los errores,
tales como los de redondeo por la aritmética finita de la computadora, deben man-
tenerse acotados al avanzar en el proceso iterativo. Esto es, para valores finitos de
At y h, el error definido como la solucién numérica y la solucién exacta del esquema
numérico debe mantenerse acotado cuando n — oo (siendo n el nimero de pasos
de tiempo). Esto involucra una condicién sobre el esquema numérico y no sobre la
ecuacién diferencial [74].

= Convergencia: es una condicién sobre la solucion numérica, debe garantizarse que
la salida de la simulaciéon es una correcta representacién del modelo que se esté
resolviendo, esto es, la solucién numérica debe tender a la solucién exacta del modelo
matematico cuando (At, h) — (0,0) [74].

Finalmente, el teorema de equivalencia de Lax[96] establece que:

Para un problema a valores iniciales bien planteado (bien puesto) y un esquema de
discretizacion consistente, la estabilidad es una condicion necesaria y suficiente para
la convergencia.

En la practica se puede obtener la condicién de estabilidad local via un andlisis de Von
Neumann, sin embargo muchas veces se debe obtener experimentalmente mediante pruebas
numéricas, principalmente porque si la ecuacion diferencial involucra muchos términos o se
empiezan a combinar esquemas de discretizacion temporal, el método analitico se vuelve
imposible de manipular.

'El término explicito-implicito es simplemente para indicar la contribucién de ambas partes al ensamblar
el sistema, sin embargo al momento de resolver se trata de un método implicito como BE.
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Condiciones de estabilidad mas conocidas

A continuacién se repasan los criterios de estabilidad y niimeros adimensionales usados
frecuentemente en la combinacién de esquemas.

= Numero de Fourier Fp: el nimero adimensional que gobierna la estabilidad en el
método explicito FE para el caso de difusion transiente (esquema espacial CD) para

el caso unidimensional es:
2k At

Fo = <1 (2.18)

h? -
donde & es el coeficiente de difusividad [m?/s]. Muchas veces se define sin el factor de
2y en cuyo caso la condicién de estabilidad es 1/2. Conceptualmente en un problema
de calor, el numero Fp es la relacién dentre la velocidad de conduccién del calor en
el medio y la velocidad de almacenamiento de energia. Para el caso de difusién pura
en 2D y 3D el niimero contiene un factor de 4 y 6 respectivamente, Fp = 4xAt/h? y
Fo = 6rkAt/h%. Notar que el método FE y CD en conjunto es orden O(h?, At), con
lo que habria que ver el mayor de ambos. Sin embargo como la condiciéon Fp < 1
implica que At ~ h?, no tendrian sentido los estudios de convergencia temporal.
Por otro lado, al usar un esquema de Heun o RK2, la condicién de estabilidad es
similar a la anterior y utilizar dicho esquema temporal no aporta precisién ya que
O(At?) ~ h* < h? para h — 0.

= Nimero de Courant Cp: el nimero adimensional que gobierna la estabilidad en
el método explicito FE para el caso de adveccién pura transiente (esquema espacial
UD) para el caso unidimensional es:

|v|At
= ——<
h
donde v es la velocidad de adveccién [m/s]. El nimero de Courant establece que el
paso de tiempo a usar no puede ser mayor al tiempo en que la concentracién tarda
en atravesar una celda a velocidad v. Observe que en este caso los dos esquemas
estan en el mismo orden de aproximacion At ~ h.

Co 1 (2.19)

» Condicién CFL: la condicién Cp también se conoce como condicién CFL (Courant-
Friedrich-Lewy), solo que esta ltima es mdas general, no solo para adveccién pura.
Por ejemplo, para el problema de adveccién difusion transiente usando esquema FE,
UD (adveccién) y CD (difusién) la condiciéon CFL luce como:

[v|At  2rAL <
h * h? -

Cabe mencionar que en caso de usar un esquema CD para la adveccion, ademaés de la

condicién CFL, que es algo diferente a la presentada, hay que verificar que el nimero

de Peclet de grilla sea menor a 1, siendo P. = % para el caso unidimensional y

relaciona el transporte por adveccién y difusion.

CFL = 1 (2.20)

2.2.4. Comentarios generales

Los métodos explicitos son més rapidos, principalmente para cémputo en paralelo,
pero el criterio de estabilidad hace que la rapidez del método no compense la cantidad de
pasos de tiempo (muy pequenos) requeridos para llegar a cierto instante de simulacién.

Los métodos implicitos son muy costosos y complejos pero se compensan con el hecho
de permitir pasos de tiempo grandes.

La mayoria de veces, para ver la ventaja real de los métodos explicitos se debe pensar
en paralelismo de grano fino, esto es, nimero de procesadores de computo en el orden de
1000 o més como es el caso de las GPU de cémputo cientifico.
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2.3. Ecuaciones no lineales - Método de Newton Raphson

El método de Newton Raphson (NR) es una de las estrategias mds utilizadas para
resolver numéricamente ecuaciones no lineales. El caso particular que interesa para este
trabajo es cuando uno de los términos de la ecuacién diferencial es no lineal y se resuelve
numéricamente utilizando un esquema temporal implicito. Considere entonces, la ecuacién
(2.9) con f(C,t) no lineal en las componentes de C"*1. El método de NR consiste en
resolver iterativamente el sistema escrito en forma de residuo y linealizado:

R (C™) ~R(CM) +3(cM) (c+ —c®) —0 (2.21)
definiendo AC*+1) = c(k+1) _ () (2.21) puede expresarse como
R (CM)+3(c®)ack —g

(—1) (2.22)
o o) — o) _ (J (C(m)) R (C<k>>
donde J (C(k)) es el Jacobiano del residuo R evaluado en C*) que corresponde a la variable
en tiempo futuro C**! en la k-ésima iteracion.
El algoritmo para resolver numéricamente la ecuaciéon con un esquema temporal implici-
to, en cada paso de tiempo es el siguiente:

Algoritmo 1: Algoritmo para el método de Newton Raphson con un esquema
temporal implicito

1 CO « C"; // C" solucién a tiempo pasado;

2 parat=1,... hasta la convergencia hacer

3 computar J (C(k)) y ensamblar el sistema lineal (2.22);
4 resolver el sistema lineal para ACKH+1) .
5 | CEHD o ctk) 4 ACK+D),

6 fin

7 Crtl ¢ ),

Es decir, que para cada paso de tiempo se deben ensamblar y resolver un sistema
lineal K veces, uno por cada iteracion NR, para poder obtener la solucién en el paso
de tiempo siguiente C"*!. Sin embargo, un detalle a tener en cuenta es que resolver el
algoritmo iterativo de NR hasta la convergencia puede no ser necesario como se mostrara
a continuacion.

Orden de aproximacion de la iteracién NR al usar el esquema temporal CN

En vias de optimizar las implementaciones que se realicen, se mostrara que el orden de
aproximacion temporal para una iteracion NR al usar el esquema de diferencias centradas
CN es al menos O(At?). Esto implica que el nivel de precisién de la solucién no cambia
de orden con las sucesivas iteraciones de NR.

Para probar esto, considere el sistema (2.9) para el caso no lineal. Definiendo z" =
Cntl — C" y reemplazando en (2.16) se obtiene

At
2" = [f (C" 42", t) + f(C",t)] + O(At?) (2.23)
escribiendo (2.23) de manera truncada y en forma de residuo:
At
R(z")=2z" - —[f(C"+2",t)+£(C",t)]=0 (2.24)

2
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de donde si se calcula el jacobiano del residuo queda:

OR At
—I— n n 2.25
o =1- S (C ) (2.25)

siendo I la matriz identidad y J el jacobiano de la funcién no lineal f de (2.9). El esquema
iterativo de NR luce asi

-1
L) — (k) _ (Jf(z(k))) R(z*) (2.26)

Para evaluar el error de aproximacion temporal cometido para una iteracién de NR,
se considerard z(®) = 0, obteniéndose los siguientes residuo y jacobiano:

RO = —Atf(C",t)
R At (2.27)
@(0) =1- 731‘(0 1)

reemplazando en (2.26) se obtiene:

2 =0— <1 — A;Jf(cm))_l (—AtF(C", 1))
(2.28)

—1
- (I - AZtJf(C",t)) Atf(C™,t)

Considerando la serie geométrica 1% =142+ 2%+ 23+ ..., se puede escribir la

— =
inversa que aparece en (2.28) como:

—1 2
(1-Fanenn) =1+ Fasenn+ S apcrofrond) @)

combinando (2.28), (2.29) y usando C"*! = C" 4 z™

n+1 n n AtQ n n 3
CHl = C" 4 AH(C, 1) + =3 (C" DE(CT, 1) + O(AF)
At At

S E(C™ 1) + T E(C™ 1) + AT (C™,OE(C™, 1)] + O(AF)

(2.30)
sCctl=C" ¢+

como se probard mas adelante, la expresién entre corchetes en (2.30) se puede aproximar
como:

£(C",t) + At ;(C", t)f(C™, t) = £(C" T 1) + O(At?) (2.31)

reemplazando ahora (2.31) en (2.30) se obtiene:

A A
crtl — on + gf(C",t) + 7t [f(Cn+1,t) + O(AtQ)] + O(At?;)
crtl = cn + %f(C”, t) + %f(C”“, t) + O(At?) (2.32)
At

CH = O™ 4 - (E(C7, 1) + £(C™, 1)) + O(AF)

Puede observarse que la ultima expresién de la ecuacién (2.32) es equivalente a (2.16).
En la practica al implementar el método de NR se resuelve el sistema lineal que equivale
a obtener la inversa del jacobiano en (2.26). Considerando la ecuacién (2.32) se puede
observar que al resolver el sistema linealizado de NR una tinica vez, se obtiene una solucién



2.4. ECUACIONES DE NAVIER STOKES 17

con un error de truncamiento proporcional a At3. Dicho error es del mismo orden que el
del esquema temporal CN. Por lo tanto, si bien sucesivas iteraciones de NR producirian
soluciones con un error numéricamente menor, el mismo mantendria el mismo orden.
Expresado de otra manera, una Unica iteraciéon en el esquema NR entrega una solucién
con un error del mismo orden que el de la solucién de convergencia.

Para finalizar se demostrard la equivalencia considerada en la ecuacién (2.31). Usando
el polinomio de Taylor se puede escribir:

1 03f
2 9Cn?

£(C™, 1) = £(C", 1) +3,(C", 1) (C"' —C") + (crt—cn® (239

usando (2.10) puede verse que:

C"tl — C" = Atf(C", t) + O(At?)

2.34
(Crtl —C)? = A2 (F(C7,1))% + O(AF?) (2.34)
reemplazando las tltimas dos en la expresion (2.33) queda:
f(C™H1,t) = £(C™,t) + J;(C™, t) [Atf(C", t) + O(AF?)]
0*f [At? 2 3
—s | — " 2.
+8C"2 5 (f(C",t))” + O(At”) (2.35)

& £(C™ML 1) = £(C™,t) + ALT;(C™, H)f(C™, 1) + O(At?)

finalmente esto valida la aproximacién usada en (2.31). Con esto se prueba que para siste-
mas no lineales en los que no se tenga grandes inestabilidades debidas a la no linealidad,
el algoritmo 1 puede modificarse realizando una sola iteracién NR sin perder precisién,
esto implica la solucién de un tnico sistema lineal por cada paso de tiempo como sucede
los esquemas implicitos en las ecuaciones lineales.

2.4. Ecuaciones de Navier Stokes

Si la propiedad intensiva que se conserva es la cantidad de movimiento, la ecuacién
general de transporte tiene caracter vectorial y luce asi:

9(pu)
ot

donde p es la densidad del fluido [kg/m?3], p representa la presién [N/m?], u la viscosidad
dindmica o absoluta [kg/m/s?] y f, representa las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen
[N/ m3]. Ecuacién simplificada que vale para fluidos newtonianos incompresibles, a la cual
se agrega la ley de conservacién de masa (ecuacién de continuidad) o también conocida
como condicién de incompresibilidad:

+ V- (puu) = -Vp + V- (uVu) +f, (2.36)

Vou=0 (2.37)

El conjunto de cuatro ecuaciones (1 ecuacién vectorial + 1 ecuacién escalar) (2.36)
y (2.37) se conoce como ecuaciones de Navier-Stokes (NS), donde las incégnitas son
(Ug, Uy, u,) y p todas dependientes de x y t.

A diferencia de la ecuacién de transporte escalar, las ecuaciones de NS agregan cierto
grado de complejidad debido a:

= En el sistema no se dispone de una ecuacién explicita independiente para la pre-
sién, sino que aparece solamente en las ecuaciones de momento como una variable
secundaria en forma de gradiente y en general se lo trata como un término fuen-
te (fuerza de cuerpo no conservativa) o como una fuerza superficial (tratamiento
conservativo)[61].
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= Las ecuaciones son no lineales debido al término convectivo en las ecuaciones de
momento.

» Para flujos incompresibles, la velocidad y presién estdn fuertemente acopladas [121]
a través de la ecuacién de continuidad y la conservacion de masa se transforma en
una restriccién cinematica al campo de velocidades en lugar de ser una ecuacién
dindmica.

» Finalmente, como la presion aparece en forma de gradiente, la solucién del campo
de presiones no es Unica y se determina a menos de una constante aditiva, en otras
palabras el flujo solo se ve afectado por la diferencia de presiones de un punto a otro
(presién relativa) y no por la presién absoluta [61].

Para sortear estas dificultades, se han diseniado algoritmos que linealizan la ecuacién de
momento, permiten resolver el acoplamiento presion-velocidad y finalmente combinar las
ecuaciones para obtener una ecuacién explicita para la presién a partir de la ecuacién de
continuidad. Las dos familias de métodos mas utilizados en el contexto FVM, FDM y FEM,
para resolver las ecuaciones de flujo incompresible son: métodos implicitos o semi-implicitos
de correccién de presién y los métodos de proyeccién (o método de pasos fraccionados). Los
primeros, conocidos en la literatura como métodos tipo SIMPLE (Semi-Implicit Method
for Pressure-Linked Equation) se basan en un procedimiento del tipo predictor-corrector
donde la presién se utiliza para imponer la continuidad, tratdndola de forma explicita en
las ecuaciones de momento, mientras que los segundos, son métodos no iterativos con base
en la fundamentacién matematica y la evolucion de la velocidad se calcula en dos subpasos
por cada paso de tiempo (prediccién y proyeccién). Mas ain, dado que el dltimo enfoque
es mas general, algunos métodos directamente no incluyen la presion en el paso predictor
y utilizan la misma como una variable puramente matematica en lugar de fisica (por ej.
multiplicador de Lagrange)[38, 61, 85].

Otro aspecto a considerar al momento de la discretizacién es el ordenamiento de las
variables en el dominio computacional. Al guardar las variables en centros de celda (”collo-
cated grid”), las velocidades quedan desacopladas de la presién [121]. Para remediar esto,
las dos alternativas mas utilizadas son:

» Usar un arreglo en forma desparramada (”staggered grid”)

= Usar un ordenamiento ”colocado” pero calculando las velocidades en centros de cara
mediante la interpolacién propuesta por Rhie-Chow [143].

En esta tesis se utiliza un ordenamiento colocado debido a las ventajas que supone para
la GPU en términos de memoria y por otro lado como se utilizan métodos de fronteras
embebidas (IBM) para resolver geometrias complejas, un arreglo desparramado implica
que el obstaculo inmerso queda con una superficie difusa. La figura 2.2 presenta un ejemplo
de los dos tipos de arreglos para el caso 2D.

En cuanto a la interpolacién de Rhie-Chow para obtener uy = (uy, vy, wy) en la cara f,
en [143] proponen una interpolacién especial ponderada por presién conocida como PWIM
(Pressure- Wighted Interpolation Method) que mantiene el acoplamiento presién-velocidad
mediante el cdlculo de las velocidades en caras como la media ponderada de los valores en
centros de celda adyacentes mas un término adicional que es una funcién del campo de
presion. En las dos subsecciones siguientes se presenta la estrategia de interpolacién que se
utilizard para ambos algoritmos, no obstante en [133] puede encontrarse una descripcién
detallada del método original y algunas variantes del mismo.

A continuacién se describen los dos métodos utilizados en esta tesis, para el lector
interesado, en [124] se puede encontrar un anélisis sobre la relacién entre los métodos tipo
SIMPLE y los métodos de proyeccién.
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Figura 2.2: Tipos de arreglo para discretizar las ecuaciones de NS: desparramado (izquierda) y colocado
(derecha).

2.4.1. Método SIMPLE

El método SIMPLE fue desarrollado originalmente por Patankar y Spalding [134—
136] y fue pensado para que sea bastante eficiente en la solucién de problemas en estado
estacionario, pero puede usarse indistintamente en problemas transientes. Entre los tra-
bajos que realizan una implementacién del algoritmo basada en GPU se pueden destacar
[40, 80, 109, 127, 182, 184]. Cabe mencionar que la mayoria de trabajos en general di-
sefian aceleraciones en GPU del algoritmo, ejecutando una porcién del mismo en GPU
(por ejemplo la solucién del sistema de ecuaciones) y el resto de pasos en CPU.

Discretizacion de la ecuacién de momento

Sin pérdida de generalidad, considere la ecuacién (2.36) para flujos incompresibles
luego de dividir miembro a miembro por p. Integrando sobre la celda C' cada término de la
ecuacion, aplicando el teorema del valor medio, el teorema de la divergencia si corresponde
y aproximando los términos, se obtienen:

s Término transiente:

d(u) _(Ou ugﬂ —ug ugﬂ —ug 4
[y - <E>CVC Ste Sfoy o te e (o)

Ve

= Término convectivo:

/V uu dV / ( )dSZ Z uyr Uf Sf Z mfuf (2.39)

e frmb(C) frnb(C)

cabe mencionar que este término se lo trata mediante una linealizacion dentro del
algoritmo, esto es, la incognita es uy discretizada mediante algiin esquema espacial
o considerando directamente el esquema UD y el enfoque de correccién diferida DC
mi(%ltras que para el otro factor de flujo se utiliza la ultima solucién disponible

my’ = ugfk)-S f o se lo trata almacenado como una variable en caras mf.2 Por

2En esta tesis se almacenan 3 vectores que contienen los flujos en caras e, My, m: debido a que con
esta estrategia se encontraron los mejores desempenos medidos en tiempos de cémputo en GPU.
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ejemplo si se aplica el esquema UD:

> rhgup = S° (g, 0lfuc — || = ring, Of|up) (2.40)
frmb(C) f ~nb(C)
F ~ NB(C)

= Término de presion:
—/VﬁdV:—/ﬁdS:— > bsSy (2.41)
Vo Vo frmb(C)

donde p = p/p. Expandiendo la suma sobre las caras considerando un esquema
espacial centrado, en el caso 3D:

. E + Do b + Do PN + Do
— Z pfo——<p pSe—i-p pSw+p pSn

2 2 2
frnb(C)
S (2.42)
Ps + o pr + b PB + Do p2 | PE T PW
5 Ss + 5 St + 5 St =-5 | Pn—Ds

Pr — PB
Otra alternativa es, en lugar de aplicar primero el teorema de la divergencia, aplicar
el teorema de valor medio, en este caso:

PE — Dw
—/VﬁdV:—(Vp)CVC:— NT hf”z—7 PN — Ps (2.43)
Ve Pr — PB Pr —PB
2h
s Término difusivo:
/V-(Z/Vu) av = / v(Vu)-dS=v Z Vuy Sy (2.44)

donde v = p/p es la viscosidad cinemética. Considerando el esquema CD para el
gradiente en caras, queda:

Up — UC
v h v
S, — SETTC | p2 2.45
v Z Vuf f v Z h ( )
frmb(C) F~NB(C) | wp —wg
h
= Término de fuerzas de cuerpo:
fé
/ £,dV =f)o Vo= | f& | 1® (2.46)
Ve fé

Agrupando todos los términos que surgen de aplicar los esquemas espacial y el esquema
temporal FE, la ecuacién de momento discretizada escrita en forma vectorial luce como:

aguc+ Y apup=by (2.47)
F~NB(C)
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donde el coeficiente principal af contiene la contribucién de los términos transiente, con-
vectivo (usando enfoque DC) y difusivo:

u h3 .
ag = E—i_ Z (||, 0] + vh) (2.48)
frmb(C)

los coeficientes que multiplican los valores de la variable en celdas vecinas:
a = —|| — 1y, 0] — v (2.49)

finalmente el lado derecho contiene los aportes del término transiente, del término fuerza
de presion, las fuerzas de cuerpo y la contribucion del esquema HR aplicado con el enfoque
DC: 5
h . HR U . 3 3
f~mb(C)

Note que los coeficientes del sistema dependen de la velocidad (originados por el término
no lineal), pero como se mencioné antes, esto se maneja mediante una linealizacién dentro
del un proceso iterativo, sin embargo, el cambio de los coeficientes para cambios grandes en
u puede afectar la tasa de convergencia o incluso provocar la divergencia del método, por
ello, se aplica un proceso de relajacién implicita del sistema mediante el enfoque propuesto
por Patankar [121, 135], con esto la ecuacién relajada luce ast:

a} 1

)\—iuc + Z apur = bg +

F~NB(C)

_\u
- agu'® (2.51)

para facilitar la notacién redefinimos las variables y se separa el término de presion del
RHS: .
al %€
C \u
- 1— A" .
b b+ ——adug’ — (Vp)e i’

finalmente reescribimos la ecuacién de momento de la siguiente forma:
a't b2 . h?
ronNB(C) C c C (2.53)

uc + He(u) = Bg — Dg (Vp),

(2.52)

donde hemos definido los siguientes operadores:

ap b¢. h3
u u
Ho(w) = ) Ju UF; Bo = Do=—w (2.54)
F~NB(C) ¢ ¢ ¢

Discretizacion de la ecuacion de continuidad. Derivacién de una ecuacion para
la presién

Considerando una solucién inicial, por ejemplo la del paso de tiempo presente u”,
myy p", se resuelve la ecuacién de momento para el campo u* mediante la ecuacion de
momento relajada (2.53):

up + He(u') = B - D& (V5"), (2.55)

notese que la solucién de convergencia de esta ecuacion linealizada en la velocidad y presion
satisface la ecuacién de momento pero no la ecuacién de continuidad, por ello, se deben
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corregir los campos para forzar la conservacién de la masa, estas correcciones se pueden
escribir como:
* / A~ ~ / . Cox ./
u=u"+1u'; p=p"+p; g =1my + 1y (2.56)

aplicando FVM a la ecuacién de continuidad y reemplazando se obtiene:

/vu_/uds_ > oupSp= Y =0

Ve frenb(C) frenb(C)

@ D p== )

f~nb(C) frnb(C)

(2.57)

aqui, si la suma de flujos mésicos m’} = u;‘c- S no es conservativa, lleva a un desbalance
de masa en el RHS que se corregira con los flujos m’f Por otro lado, u} se debe computar
utilizando la interpolacién de Rhie Chow [143] que para este caso luce as:

u} =, - D7 (v;a;% - Vﬁ;) (2.58)

donde la barra superior indica promedio ponderado geométricamente, que para grillas
cartesianas de paso constante h es directamente:

* * u u

— _ Uctup pu - Dc+ Dy

7= — ¥ = 5 (2.59)
Note adema&s que para el computo de mj‘c solo se requiere una componente de u segun la
orientacién del vector Sy, por ejemplo, para las caras e, n,t se requieren respectivamente
uc g para Se, vo N para S, y wcor para S;. En el caso del gradiente de presién ambos
términos, gradiente en cara usual o compacto y gradiente en cara promediado o expandido,
difieren como se muestra a continuacion:

h
. . 2.60
VR + Vil (2.60)
f 2

N Pg — DPco
Ve = =

PE — Pw n bEE —PC A A A (2.61)
= 2h 2h _ DEE +DPE —PC — Pw
Ve = 2 - m

Restando (2.55) de (2.53) se obtienen ecuaciones para las variables en centros de celda uy,
y up
ue p +Hep(u') = -Dg g (Vp/)aF (2.62)

si se aplica la interpolaciéon de Rhie-Chow se obtiene la correcién de velocidades en caras:
uf = u — DU (fo — fo) (2.63)

que reemplazada en (2.57) permite obtener una ecuacién de correccién de la presién:

> WSt Y DS Y Dyvies;=- Y

Frmb(C) frnb(C) fanb(C) frnb(C) (2.64)

I
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los términos sobre I representan el efecto de las correcciones de velocidad de los vecinos
a celda C sobre la correccién de la misma. El tratamiento de dichos términos resulta
critico para poder arribar a un sistema lineal resoluble, en el algoritmo SIMPLE original
este término se desprecia bajo la hipotesis de que al avanzar en el proceso iterativo las
correcciones de los campos tienden a 0 y no afecta a la solucién final, sin embargo, si
las correcciones son grandes, ese término puede pesar lo suficiente para afectar la tasa de
convergencia o provocar la divergencia. Entonces, para mejorar la tasa de convergencia
del algoritmo, se realiza una relajacién explicita del término correccién de presién como
se indica mas abajo.

Se han propuesto diferentes mejoras al algoritmo, por ejemplo aproximando de alguna
manera los términos sobre I de forma que el sistema lineal quede resoluble, tratando la
ecuacién de momento de forma explicita entre otras estrategias, de alli se pueden deri-
var diferentes algoritmos de la familia de métodos tipo SIMPLE, por ejemplo SIMPLEC
(SIMPLE Consistent) [173], SIMPLER (SIMPLE-Revised) [134], PRIME (Pressure Im-
plicit Momentum Explicit) [108], PISO (Pressure-Implicit Split Operator) [78] entre otros.

Considerando el algoritmo SIMPLE original, con los términos restantes en la ecuacién
(2.64), se formula la ecuacién de correccién para la presion:

Z ﬁ?vp}.sf:_ Z ( E;D}l:> (p/F;P/C)hzz_ Z i

frnb(C) F~NB(C) frnb(C)
1 (Ve Vi) (pp—D -
s— > slowt ) (FE) == ) iy (2.65)
2 \ag  a% h
F~NB(C) frmb(C)
h3h? [ 1 1
= = Z —+ = | (PF —pC) Z mf
2h ag.  a%
F~NB(C) frnb(C

donde se consideré grillas cartesianas de paso constante Ax = Ay = Az = h, donde para
el caso 3D resulta Vo = Vp = h3, |Sy| = Ay = h? y dor = h. Luego, la ecuacién escrita
en forma compacta andloga a (2.47) luce como:

appe + Z abpy = b, (2.66)
F~NB(C)
donde los coeficientes se computan como:

o B 1
“F= " oh <ac+“>; == D W (267)
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Una vez calculado el campo de correccién para la presion, se corrigen los campos y se pasa
a la siguiente iteracion del lazo SIMPLE:

wg = uh - DE (VYo =t —DUVPSp e =i N (2.68)

Para mejorar la convergencia, se utilizo la relajaciéon implicita para la ecuacién de momento
y una relajacion explicita para la correccién de la presion utilizando los factores A" y AP,
luego, la evolucién de la tasa de convergencia es funcién de dichos valores, en [121] se
muestra que los valores 6ptimos para estos factores guardan la relaciéon AP ~ 1 — A".
esta tesis se utilizaron los siguientes valores A" = 0,7 y AP = 0,3.

Hay que comentar también, que el uso de grillas colocadas e interpolacién de Rhie-
Chow resultan en soluciones que dependen del factor de relajacién, para eliminar dicha
dependencia, se requieren realizar modificaciones en dicha interpolacién teniendo en cuenta
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siempre, que se busca imitar la formulacién que se obtendria en una grilla desparramada,
formando una ecuacién de pseudo-momentum en las caras de las celdas [121, 133]. Ese tra-
tamiento también debe tenerse en cuenta cuando se utiliza un esquema temporal diferente
al FE y al tratar fuerzas de cuerpo como por ejemplo la fuerza gravitatoria, tarea que
requiere almacenar variables extras en la implementacién que son utilizadas al ensamblar
el RHS de la ecuacién de momento. En [121] se repasan algunos ejemplos para los 3 casos
mencionados (relajaciéon implicita, término transiente y término de fuerzas de cuerpo).

Algoritmo SIMPLE en grillas colocadas

Finalmente el algoritmo SIMPLE a implementar consiste en las siguientes operaciones:

Algoritmo 2: Algoritmo SIMPLE para flujos incompresibles en grillas colocadas.

1 mientras ¢ < T%,, hacer
2 setear (0 u® 5O « m» u™ p// (solucién a tiempo t = nAt disponible);
3 para k =0,... hasta la convergencia hacer
4 ensamblar el sistema lineal (2.55) y resolver para u* // (ecuacién de
momento);
5 computar 7} usando la interpolacion de Rhie-Chow (2.58) ;
6 ensamblar el sistema lineal (2.66) y resolver para p’// (ecuacién de
correccion de la presién);
7 corregir los campos m**, u*™*, p* usando (2.68);
8 setear m(kJrl)’ u(kJrl)’ﬁ(kJrl) — ot ut,
9 fin
10 setear m”“, un+1,pn+1 — m**? u**,ﬁ*;
11 fin

2.4.2. Meétodos de proyeccién, pasos fraccionados

El método de proyeccién conocido también como método de pasos fraccionados (fractio-
nal step method-FSM) fue desarrollado originalmente por Chorin [38] y Temam [165, 166].
Los diferentes métodos radican en la discretizacion temporal elegida para los diferentes
términos, desde formulaciones completamente implicitas no lineales donde se requiere apli-
car el método NR [35] o aplicar alguna linealizacién del término convectivo, formulaciones
semi-implicitas donde el término convectivo se trata explicitamente y el término difusi-
vo implicitamente [85, 174], hasta formulaciones explicitas en la velocidad [37, 165, 166].
Entre los trabajos que implementan alguna variante del FSM en GPU se destacan [88,
97, 161, 167, 189]. La mayoria de trabajos revisados implementan variantes del método
en grillas desparramadas, sin embargo, como se mencioné en la subseccién anterior, para
esta tesis busca el uso de grillas colocadas.

A continuacién se describira el método desarrollado originalmente por Van-Kan [174]
con las modificaciones propuestas por Zang et al. [187] para adaptarlo en grillas irregulares
colocadas y por Ye et al. [186] para el caso de grillas cartesianas colocadas, dichas modi-
ficaciones consisten en que el cdlculo de las velocidades en centros de cara se realiza de
forma separada de las velocidades en centros de celda, aplicando una interpolacién del tipo
Rhie-Chow. El método tipo FSM consiste en cuatro pasos principales. En el primer paso
(prediccion) se resuelve la ecuacién de momento obteniendo una velocidad intermedia u*,
en el segundo paso se interpolan las velocidades en caras Uy (Rhie-Chow) con las cuales se
computa la divergencia V- u*, en el tercer paso se resuelve una ecuacién de correccién para
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la presién pi (problema tipo Poisson) donde el lado derecho es la divergencia del campo
de velocidades y en el ultimo paso (proyeccién) se actualizan los campos de velocidad en
centros de celda u”'H y centros de cara U"Jrl y campo de presion p”+1 utilizando el campo
obtenido en el tercer paso. Este método de pasos fraccionados es formalmente de segundo
orden de precisién en el tiempo [10, 138].

Paso 1. Solucién de la ecuacién de momento (paso de prediccién)

Considerando la ecuacién (2.36) sin el término de fuerzas de cuerpo, esta ecuacién
serd discretizada utilizando FVM centrado en celda (ordenamiento colocado) donde se
almacenaran el campo de velocidades uc y el campo de presiones como se definié en el
algoritmo SIMPLE pc = pc/p para flujos incompresibles, adicionalmente se almacenaran
las velocidades en caras Uy normales a ellas, esto es un campo equivalente a rny utili-
zando en SIMPLE. Aplicando el esquema AB y CN para el término convectivo y difusivo
respectivamente queda:

1
“Ch3+ > < AT ”_IU?_I-Sf>——(Vﬁ)gh3
f~nb(C

1, 1_ .
+ Z (2Vuf-Sf+2VUf'Sf>

frnb(C

(2.69)

note que en el segundo término se trata explicitamente (esto facilita el tratamiento de la
no linealidad) y se expresaron las velocidades en caras como Uy en lugar de uy debido a
que se tratan por separado, es decir, mientras que uy se computa segin algin esquema de
discretizacién espacial (U, CD o esquema HR), Uy se obtiene mediante interpolacién de
RC y se actualizara en el cuarto paso por separado. El término de presion, se discretiza
como en (2.42) o (2.43), en cuanto al término de difusion, se aproxima de la misma forma
que en (2.45), esto es, en ambos casos se utiliza un esquema CD.

Considerando todas las celdas del dominio computacional, se arriba a tres sistemas
lineales para las incégnitas u* = (u*,v*, w*), las matrices son del tipo simétrica definida
positiva (SPD), con lo que puede resolverse mediante el método de Gradientes Conjugados.

El sistema (2.69) puede escribirse de forma compacta como en la subseccién anterior:

F~NB(C)

en donde, si se elige un esquema HR? para el término convectivo los coeficientes valen:

u_h3+16uh2_ w_ luh?
WA T =TT
¢ e —bw | 1 uh2 [ up —uc "
C h2 U
blcl*: ¢ | =—— | PN —DPs + -— Z VF — VO
C Pr — PB F~NB(C) | Wr —wWC .
E n - UZR n—1
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—5 Y (US| off | 45 Y (UpSy) | uff
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famb(C) wy frnb(C) L wy

Paso 2. Interpolacién de Rhie-Chow para computar U;Z

En este paso intermedio, se calculan las velocidades en centros de cara (normales
a ella) para permitir el acoplamiento presién-velocidad que se obtendria utilizando un

*Para computar uf ? utilice (2.5).
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arreglo desparramado, este paso consiste en:

ac [ 77y

ﬁczug—l—AtVﬁngug—i—ﬁ PR — DY
AN AN
Pr —Pp
o detr (2.72)
2
N RN )
U = Uy — Atvp) = Uy — At <thpC>

notese que en el proceso de promediado se utiliza primero los gradientes de presién en
centros de celda y luego los gradientes de presion en centros de cara, ademas de ello, al
realizar el paso intermedio para obtener U f, se estarfa utilizando el gradiente de presién
en centros de cara promediando, Viﬁf Observe ademés aplicar este proceso es equivalente
a aplicar la interpolacién (2.58) y solamente difieren en el multiplicador At.

Paso 3. Calculo de la divergencia y obtencion del campo de correccion para la
presion
Este paso requiere la solucién de la ecuacion de correccién de la presion
un+1 —u*
G GRS v %) (2.73)
Al bc

con la restriccién de que el campo de velocidad final ugﬂ tenga divergencia nula V- u"*! =
0. Aplicando el operador divergencia miembro a miembro se obtiene la ecuacion:

\v2 (Vp’ ) = L

¢ AL

integrando miembro a miembro, aplicando el teorema de la divergencia y utilizando las
velocidades en centros de cara obtenidas en el paso 2:

/v- (Vpg)dv = Alt/v-u*cdv

V-ug (2.74)
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Esta ecuacién de Poisson es anédloga a (2.66) pero con coeficientes de la matriz uniformes
para todas las celdas del dominio, es decir los coeficientes de la ecuacién escrita en la forma
(2.66) son simplemente:

ag:— Z a§:—6h7 a%/:h,
F~NB(C) (2.76)
>
bo = 73 U —Up +Up = U3 +Uf = Uy)

Paso 4. Cémputo de u"!, U""! y p"*! (paso de proyeccién)

Una vez calculada la correcciéon para la presién, los campos se actualizan de forma
independiente mediante:

P =P =y ult = ug - AtV UM = U - AV (277)
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note que las velocidades en centros de celda se actualizan con el gradiente del campo p’
computado en centro de celda mientras que las velocidades en centro de cara (componente
normal a la misma) se calculan utilizando el gradiente de p’ compacto computado en centro
de cara, usando solamente valores adyacentes a la cara, por ejemplo para la componente
x y cara east vale:

W, U
Bt — At <thpW> : Untl = U — A (thpC> (2.78)

Algoritmo 3: Algoritmo de pasos fraccionados para flujos incompresibles en
grillas colocadas.

1 setear U u® 50 « U” u",$"// (solucién a tiempo t = nAt disponible);
2 mientras t < Tj,, hacer

3 ensamblar el sistema lineal (2.69) y resolver para u* // (ecuacién de
momento);

4 computar U’ con el proceso de promediado (2.72) // (interp. Rhie-Chow);

5 calcular la divergencia utilizando U* y resolver la ecuacién (2.75) para p’//

(ecuacién de correcciéon de la presién);
corregir los campos u™ !, Ut pn+l usando (2.77);
avanzar al siguiente paso de tiempo;

8 fin

Finalmente el algoritmo 3, presenta las operaciones del método de pasos fraccionados
implementado.
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Capitulo 3

Algoritmos en GPU

En las décadas recientes, las unidades de procesamiento grafico (GPU) se han vuelto
uno de los méas populares aceleradores debido a su arquitectura masivamente paralela.
En comparacién con las plataformas CPU, las GPU estan equipadas con méas unidades
de cémputo designadas como CUDA cores dentro de cada chip. Esto resulta beneficio-
so para aplicaciones basadas en FVM que pueden ser intensivas en calculos, obteniendo
aceleraciones significativas al ejecutarse en GPU.

Uno de los principales cuellos de botella en el rendimiento de los cédigos basados en
GPU es que se requieren una gran cantidad de accesos a memoria global de la GPU en
cada paso de tiempo. Por otro lado, en varios algoritmos las dependencias de instrucciones
y las ramificaciones son muchas veces un paso inevitable.

Los desafios que deben sortearse al implementar un cédigo en GPU son entre otras
cosas, que se dispone de un espacio limitado de memoria en el chip de la GPU, la latencia
de acceso a memoria causada por los frecuentes accesos a memoria global y la latencia
de instrucciones causadas al utilizar operaciones trascendentes, resultan problematicas al
combinarse con la dependencia de ejecucion dentro de los algoritmos que surgen de aplicar
los métodos de discretizacion.

3.1. Arquitectura GPU

Las GPUs poseen varios multiprocesadores de transmisién (SM por sus siglas en inglés),
donde cada uno posee sus propios CUDA cores y memoria que se puede acceder de forma
explicita como la memoria compartida (shared memory) o de forma implicita como la
memoria tipo caché L1 (ver figura 3.1-derecha). Entre las principales diferencias de la ar-
quitectura GPU con las unidades CPU es que los hilos estan en gran medida particionados
y la manipulacion de diferentes hilos tiene un costo practicamente nulo, por otro lado, las
CPU estan optimizadas para cédlculo secuenciales donde la latencia es un factor importan-
te, mientras que las GPUs logran un alto rendimiento en cédigos paralelos siempre que se
cumplan las demandas de rendimiento.

Histéricamente programar en GPU era una tarea compleja hasta el surgimiento de
CUDA, que permite una programacién paralela en GPU sin necesidad aplicar técnicas que
requieran conocimientos sobre graficos. CUDA permite organizar los hilos en bloques que
pueden sincronizarse entre si, y la ejecucion de los mismos se puede realizar en cualquier
orden para maximizar el paralelismo disponible, a su vez los bloques se pueden organizar
en grillas (ver figura 3.1-izquierda).

29
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Software Hardware

Thread

Thread Block

Grid Device

Figura 3.1: Modelo de ejecucién CUDA - Software versus Hardware, imagen tomada de [33].

3.1.1. Factores que afectan la eficiencia del cédigo en GPU

Los factores que impactan en la eficiencia incluyen la ramificacién divergente, el tipo de
almacenamiento de memoria y el acceso a memoria coalescente. La ramificacién divergente
ocurre con la légica de control de la aplicacién CUDA. En el modelo se permite la ejecucién
simultdnea de hasta 32 hilos (CUDA threads), esta unidad se conoce como warp [128]. En
la ejecucion de mas hilos, las GPUs compartiran el procesador entre los warps. Si dentro de
un warp hay un condicional que lleva a dos o0 més caminos separados, entonces se produce
una ramificacién divergente. La divergencia serializa algunos hilos de warp, reduciendo el
impacto de la paralelizacién. En dichos casos, la ejecucion de cada camino se divide en
warps separados y cada hilo que no esté en la rama en ejecucién permanece inactivo. Esta
serializacion afecta negativamente el rendimiento del cédigo en CUDA.

El acceso coalescente a la memoria reduce el nimero de accesos a memoria global
o compartida que hace la GPU para realizar operaciones sobre los datos, en efecto, el
procesador puede almacenar algunos datos en una memoria caché que es significativamente
mas rapida, luego, puede operar sobre estos datos mas rapidamente ya que se encuentran
almacenados en una memoria mas rapida, esto es posible gracias al acceso coalescente,
que reduce la cantidad de accesos a memoria necesarios y mejora la eficiencia de la GPU
al procesar datos en paralelo.

A continuacién se describen los tipos de memoria que posee el dispositivo (GPU).

3.1.2. Jerarquias de memorias en CUDA

CUDA establece distintos niveles de memoria, estos tipos de almacenamiento propor-
cionan diversos beneficios tanto a la complejidad de los algoritmos como a su eficiencia. La
jerarquia de memoria de las GPUs permite una gestion eficiente de los datos y proporciona
diferentes niveles de almacenamiento para adaptarse a las necesidades especificas de los
algoritmos y las operaciones realizadas en la GPU. En la figura 3.2 se presenta un esquema
de la ubicacion de cada tipo de memoria, la jeraquia se compone de:
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Figura 3.2: Jerarquia de memoria de la GPU. Cada bus esta etiquetado con valores tipicos de ancho de
banda y latencia, imagen tomada de [17].

= Registros: son la memoria mas rapida y de menor capacidad disponible en la GPU.

Se utiliza para almacenar datos y variables locales dentro de un hilo y tienen un
tiempo de acceso extremadamente rapido.

Memoria compartida: es una memoria de tamano limitado que se comparte entre
hilos dentro de un bloque. Permite una comunicacién rapida y cooperativa entre
hilos de un bloque y tiene un tiempo de acceso mas rapido que la memoria global
pero mas lento que la memoria de registros.

Caché L1: es una memoria caché de bajo nivel que almacena datos y fragmentos de
datos que se acceden con frecuencia. Proporciona un acceso rapido a datos que se
encuentren en la memoria global y ayuda a reducir la latencia de acceso a memoria.
La principal diferencia entre la memoria compartida y la caché L1 es que el cédigo
administra explicitamente el contenido de la primera, mientras que la segunda se
administra autométicamente, sin embargo CUDA permite administrar que fraccién
de la memoria disponible se utiliza para memoria compartida y memoria caché L1.
Se espera que ambas tengan un rendimiento similar.

Memoria global: es la memoria de mayor capacidad en la GPU y se utiliza para
almacenar datos accesibles por todos los hilos de la GPU. Tiene un tiempo de acceso
mas lento en comparacion con los registros, la memoria compartida y la caché L1.
Es la tunica parte de la memoria que es accesible desde la CPU (host) mediante las
funciones de la biblioteca CUDA.

Caché L2: al igual que la memoria caché L1, este segundo nivel de memoria caché
almacena datos y fragmentos de datos que se acceden con frecuencia. La gestién de
memoria en L2 también es manejada automéaticamente por el hardware. La diferencia
entre ambos niveles de memoria caché radica en que L2 es compartida entre todos
los SMs mientras que L1 sélo se comparte entre procesos dentro de un mismo SM, lo
que implica una diferencia de rendimiento (L2 es comparable con la memoria global
y L1 proporciona un acceso varias veces mas rapido). El flujo de datos desde un
proceso dentro de una funcién que solicita a memoria global pasa primero por L1 y
ante la falta pasa a L2 y ante una falta nuevamente finaliza la solicitud en la memoria
global de la GPU.

Memoria constante: es una memoria de solo lectura que se utiliza para almacenar
datos constantes que son accesibles por todos los hilos de la GPU. Proporciona un
acceso rapido a los datos constantes y es util para almacenar constantes matemaéticas
o tablas de consulta.
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= Memoria de textura: es una memoria especializada que se utiliza para el mapeo de
texturas en aplicaciones graficas.

Las memorias administradas para las implementaciones son: la memoria global (donde
residen todos los vectores y arreglos almacenados durante la ejecucién del codigo), la
memoria shared (donde se cargan los datos leidos desde la memoria global, el tiempo
de vida es el tiempo que se ejecute el bloque), la memoria de registro (donde se alocan
variables auxiliares y permite el rehtiso de datos ya accedidos, el tiempo de vida es el
tiempo de cada hilo).

Para finalizar se describe la terminologia fundamental que se utiliza en el contexto de
programaciéon en CUDA:

» Thread (hilo): Es la unidad més pequena de ejecucién en una GPU. Cada hilo realiza
una porcién de trabajo independiente. Los hilos se agrupan en bloques y se ejecutan
en paralelo.

= Warp: Un warp es un grupo de hilos que se ejecutan simultdneamente en una GPU.
En las GPUs de NVIDIA, un warp consiste en 32 hilos. Los hilos dentro de un warp
se ejecutan en paralelo y siguen la misma instruccién, pero operan con diferentes
datos.

= Block (bloque): Un bloque es un grupo de hilos que se ejecutan en un multiprocesador
de la GPU. Los bloques se dividen en warps, y cada multiprocesador ejecuta multiples
bloques de forma concurrente. Los hilos dentro de un bloque pueden colaborar y
comunicarse entre si a través de memoria compartida.

= Grid: Un grid es una coleccién de bloques. Define la estructura de la ejecucién en
paralelo de los hilos en una GPU. Los bloques dentro de un grid pueden ejecutarse
en paralelo en diferentes multiprocesadores.

= Kernel: Es una funcién o rutina que se ejecuta en la GPU. Un kernel se lanza en
la GPU y se encarga de coordinar la ejecucién de los hilos, bloques y grids. Cada
instancia de kernel se ejecuta en un solo multiprocesador y puede manejar multiples
bloques y miles de hilos.

Para resumir, los hilos son las unidades de ejecuciéon mas pequenas, los warps son grupos
de hilos que se ejecutan en paralelo, los bloques son grupos de hilos que se ejecutan en
un multiprocesador, los grids son colecciones de bloques y el kernel es la funcién principal
que coordina la ejecucion de los hilos, bloques y grids en la GPU.

3.2. Solucién de sistemas lineales en GPU

La discretizacion de las ecuaciones de gobierno para casos estacionarios o en el caso
de métodos implicitos en casos transientes, resulta en una serie de sistemas lineales de
ecuaciones algebraicas que deben resolverse. Las matrices son dispersas y con estructura de
banda, segtin el esquema de discretizacién espacial que se utilice. Las técnicas para resolver
los sistemas lineales se agrupan en métodos directos o iterativos. Los métodos directos
rara vez son utilizados en arquitecturas masivamente paralelas y en problemas de gran
escala. En general se prefieren los métodos iterativos por el menor costo computacional
por iteracién y el bajo requerimiento memoria.

Una estrategia de cémputo muy utilizada es almacenar las diagonales de la matriz,
esto es viable en GPU principalmente para el caso de SPD en problemas donde la diagonal
principal es funcién de las subdiagonales y se requieren almacenar 2 o 3 diagonales para el
caso 2D y 3D respectivamente, para con ello realizar el producto matriz vector (operacién
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SPMV). Por otra parte, en el contexto de las GPUs una estrategia eficiente en cuanto a
requerimientos de memoria es utilizar el estilo conocido como matrixz free donde se genera
una funcién que realiza la operacién lineal u operacion tipo stencil, esto es y < f(x) tal
que f = Ax ensamblando dindmicamente los coeficientes del sistema para multiplicar por
las componentes de x. Esta funcién se puede pasar como objeto al resolvedor lineal para
realizar la operacion SPMV requerida en el algoritmo.

Los métodos iterativos pueden clasificarse en dos grandes grupos, los métodos estacio-
narios (por ejemplo métodos de Jacobi, Gauss-Seidel GS, Sobre-Relajacién Sucesiva SOR)
y los métodos no estacionarios (entre los métodos mas utilizados se encuentran Gradientes
Conjugados CG, Gradientes Biconjugados BiCG, Gradientes Biconjugados Estabilizado
BiCGStab, Residuo Minimo Generalizado GMRES). Los métodos estacionarios tienen po-
co requerimiento de computo por iteraciéon pero su convergencia en general es lenta. Para
grandes sistemas de ecuaciones se prefieren los algoritmos conocidos como métodos del
subespacio de Krylov que forman parte de los métodos no estacionarios. Los métodos de
Krylov convergen en una cantidad K de pasos donde K es directamente proporcional al
tamano del sistema.

Por otro lado, el paso que mas consumo de tiempo insume en los algoritmos para
resolver las ecuaciones de NS es la resolucién del sistema para obtener la correccién para
la presion, ecuacién de Poisson (PPE) [80, 189]. Una estrategia ampliamente utilizada para
reducir los tiempos es utilizar la Transformada Répida de Fourier (FFT) [40, 69, 161], que
en el contexto GPU se puede realizar de manera muy eficiente con la biblioteca de dltima
generacién cuFFT [1] nativa de CUDA, este método clasificaria como un método directo
y permite obtener el resultado con solo O(N log N) operaciones siendo N el nimero de
celdas.

Al resolver el problema de la PPE mediante un método de Krylov, se ha observado que
hay una caida de la tasa de convergencia incluso en sistemas de mediano tamano, luego
de eliminar los errores iniciales. A raiz de ello se han desarrollado la técnicas multigrilla
(MG) [26, 70, 168, 179]. Si bien los métodos MG forman parte de los métodos iterativos
estacionarios, para la PPE tienen un costo de O(INV) operaciones e incluso pueden obtenerse
tasas de convergencia independiente del tamano de grilla. Por otro lado, Feng et al. [58]
han mostrado que en GPU el método multigrilla geométrico GMG tiene un desempeiio
superior a la estrategia FFT para el problema de Poisson, en concreto, GMG resulta entre
33% y 23 % mas rapido que FFT para el problema Poisson 2D y 3D en GPU.

Para esta tesis se implementan los métodos CG, BiCGStab, MG y diferentes precondi-
cionadores para CG y BiCGStab, los primeros métodos se describen en el presente capitulo
mientras que el método MG se trata en el siguiente capitulo.

3.2.1. Meétodo de Gradientes Conjugados

El método CG fue originalmente desarrollado por Hestenes y Steifel [73] y se aplica
para matrices SPD. El método se basa en actualizar el sistema en cada iteracién mirando
direcciones de bisqueda p; conjugadas una de otras. La tasa de convergencia del método
CG se deteriora si hay autovalores pequenos en el espectro de la matriz A del sistema,
para acelerar la convergencia, se puede transformar el sistema lineal aplicando una matriz
M. M es llamada precondicionador y para CG se asume que también es SPD de manera
que preservara las propiedades de la matriz A original del sistema. La idea es elegir M tal
que el sistema transformado M~!Ax = M~!b tiene un ntimero de condicién menor que
el original, es decir K(M~'A) < k(A). Por otro lado, la matriz M no se computa nunca
explicitamente, en lugar de ello el algoritmo de gradientes conjugados precondicionado
(PCG) se formula usando la operacién M L. El algoritmo 4 presenta los pasos del método
PCG en la forma que fue implementada en esta tesis. Notese que si en la linea 6 (paso
de precondicionamiento) se realiza una copia (z; < r;) o se utiliza M = I, se obtiene
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directamente el método CG.

Algoritmo 4: Algoritmo de gradientes conjugados precondicionado PCG.

1 rg < b— Axg // A: matriz del sistema, b: lado derecho (RHS), x: solucién

inicial ;
2 179 = (r0,T0);
3 Tr < 1]
4 1+ 0;
5 mientras (\/rr > tolgys + /TTotole) & (i < itermsx) hacer
6 z; < M™'r; // paso de precondicionamiento;
7 pPi < <I‘i7 Zi);
8 si i == 0 entonces
9 ‘ Pi < Z;
10 fin
11 en otro caso
12 Bi  pi/pi-1;
13 Pit+1 < Z; + [ips;
14 Yit1 < Apiti;
15 a; < pi/ (Yit1, Pit1);
16 Xit+1 & X + QPit1;
17 Tit1 < T — 04Y5+1;3
18 rr<— <I‘Z‘+1, I‘Z'+1>;
19 11+ 1;
20 fin
21 fin

3.2.2. Meétodo de Gradientes Biconjugados Estabilizado

El método BiCGStab es una modificacién de CG, propuesta por Van der Vorst [172],
mientras que CG puede mantener vectores de residuos ortogonales si la matriz es simétri-
ca, BiCGStab puede aplicarse a matrices no simétricas, para ello, se utilizan dos pares de
vectores residuos, direcciones de bisqueda y constantes, uno para A y otro para su trans-
puesta. Las caracteristicas similares a CG lo hacen atractivo como solver para matrices
no simétricas. El algoritmo 5 presenta la implementacién utilizada en la tesis.

3.2.3. Precondicionadores

Entre los precondicionadores mas simples y adecuados para paralelizar se encuentran:
el precondicionador de Jacobi (o precondicionador diagonal) y los precondicionadores ba-
sados en la Series de Neumann Truncadas [68]. Designados respectivamente como D y
TN, en cada caso, la matriz de precondicionamiento luce como:

Mp = D, Mzyi = I+ LD ') D (I+ (LD H)T) (3.1)

donde I es la matriz identidad, D es la parte diagonal y L la parte triangular inferior
estricta de la matriz del sistema A, ambos precondicionadores son simétricos. La inversion
del sistema en el primer caso es trivial, mientras que para el segundo precondicionador, se
aplica la aproximacién de las series de Neumann. En efecto, el factor (I + LD_l) ! puede
definirse con la serie:

I-LD '+ (LD ') — (LD 1)’ +...
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Algoritmo 5: Algoritmo de gradientes bi conjugados estabilidado precondicio-
nado PBiCGStab.
1 rg < b— Axg // A: matriz del sistema, b: lado derecho (RHS), z: solucién

inicial ;
2 Po < To;
3 f‘() < Ip;
4 1T <I‘0,I‘0>;
5 77 < T7T0;
6 1+ 0;
7 mientras (\/rr > tolgys + /TTotole) & (i < itermsx) hacer
8 Mp, < M~ !p; // paso de precondicionamiento;
9 AMp, + AMp,// operacién tipo stencil;
10 a; < (AMp;, t;);
11 S; < Ir; — OéiAMpi;
12 $8; < (Si,8;);
13 si /ss; < tolgys + /TTotole entonces
14 X; + X; + aMp;;
15 interrumpir;
16 fin
17 en otro caso
18 Ms; + M~!s; // paso de precondicionamiento;
19 AMs; + AMs;// operacién tipo stencil;
20 Wy < <AMSi, Si> / <AMSi, AMSZ'>;
21 Xit+1 + X; + o;Mp; + wMs;;
22 rii 1 < S; — wiMsi;
23 Bi < (rit1,1:) [ (ri, Ti) (0 /wi);
24 Pi+1 < Tip1 + Bi(pi — wiAMp;);
25 T < <I'Z‘+1,I'Z‘+1>;
26 141+ 1;
27 fin

fin

N
[e4]
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eligiendo la serie truncada de primer orden como la inversa del precondicionador:
My, = (I-D'LT) D' (I-LD ™) (3.2)

Definiendo E = I — LD™!, se puede escribir M;}Vl = ETD~'E. Entonces para la im-
plementacion en GPU en este caso, la matriz D se almacena explicitamente y luego, la
inversién del sistema Mz = r (es decir z <~ M™!r) se lleva a cabo en dos operaciones:
primero el producto zimp = D 'Er y luego el producto z = Ethmp.

Aunque estos dos precondicionadores bésicos son muy faciles de implementar en GPU,
no resultan tan efectivos para algunos problemas. Los precondicionadores mas efectivos
utilizados en la actualidad en los resolvedores rapidos para la PPE son los basados en la
FFT [161], los basados en técnicas MG (precondicionadores multinivel) y los basados en
técnicas de deflacién [12, 125]. Sin embargo, la implementacién en GPU de estos 1ltimos
no es tan eficiente ya que parte del c6digo se ejecuta en CPU, véase por ejemplo [22].

3.2.4. Implementacion GPU de los algoritmos PCG y PBiCGStab

Se implementaron los algoritmos 4 y 5 en GPU. La iteracién PCG consta de las si-
guientes operaciones bésicas de dlgebra lineal: 3 op. AXPY, 3 op. de producto interno, 2
op. tipo SpMV (una correspondiente a la resolucién del sistema del paso de precondicio-
namiento). Por su parte la iteracion PBiCGSTab consta de 6 op. AXPY, 4 op. tipo SpMV
(dos de ellas corresponden a la resolucién del precondicionamiento) y 6 op. de producto
interno.

La paralelizacién en GPU de la operacion AXPY es trivial, en este caso por cada indice
se requieren 2 lecturas (X e Y) y 1 escritura (resultado) en memoria global, con lo que
no hay margen para optimizar la operacion y se utiliza directamente una implementacion
propia. En cambio el producto interno requiere una operacion de reduccién y comunicacion
global entre hilos (CUDA threads), entre las librerias e implementaciones propias siguiendo
diferentes estrategias, la més eficiente fue la implementacién que proporciona la libreria
de NVIDIA CUBLAS [2], por otro lado, al ser una libreria nativa, no se pierde el soporte
al usar diferentes versiones de la herramienta CUDA (CUDA Toolkit) como sucede por
ejemplo si se utiliza la libreria CUSP [42] o Thrust [5] donde la mayoria de veces no se tiene
migrado el total de funciones de una version a otra impidiendo el funcionamiento de las
implementaciones al cambiar la versién del compilador nvce. Finalmente las operaciones
SpMV consideran el paso de precondicionamiento y el producto Ax de los algoritmos.
Para el paso Ax se implementan segtin el problema a resolver, en general se utiliza el
estilo matrix-free donde cada hilo procesa el equivalente a una fila de A computando
a partir de algiin campo de variables los coeficientes de la plantilla (stencil) requeridos.
La segunda estrategia que se ha probado consiste en almacenar A en formato diagonal
(DIA), que por ejemplo para el problema de Poisson para la presién en 2D, al tratarse
de una plantilla de 5 puntos simétrico donde ademas los coeficientes guardan la relacién
ac = —(ag+aw+an+ag) sélo basta con almacenar 2 diagonales. Ambas estrategias tienen
un desempeno similar, demandando menos tiempo la segunda opcién, con la desventaja
de que requiere méas memoria para almacenamiento de las diagonales. Respecto al paso de
precondicionamiento, dependen del precondicionador en particular.

3.3. Paralelizacién de los métodos explicitos e implicitos en
GPU

Las implementaciones en GPU desarrolladas en esta tesis se realizan teniendo en cuen-
ta que el almacenamiento de datos y la totalidad de calculo se realicen completamente
en la tarjeta grafica. Para mejorar la eficiencia se tuvo en cuenta la arquitectura SIMT
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(Single Instruction Multiple Threads) de CUDA, se divide el procesamiento de la malla
en diferentes CUDA kernels, de manera que se tiene un kernel para cada caso de borde y
uno para las celdas interiores de acuerdo al siguiente esquema para problemas en 3D (ver
figura 3.3): 8 kernels para procesar cada vértice del dominio, 12 kernels para procesar las
aristas, 6 kernels para procesar las caras y 1 kernel para procesar el interior del dominio.
De esta forma todos estos kernels pueden correrse de manera concurrente en operaciones
que dependan de los datos del tiempo anterior (esquemas explicitos) o de la iteracién
anterior (esquemas implicitos).

La implementacién del kernel para procesar el interior del dominio consiste en un
lazo que permite recorrer el dominio en direcciéon z mediante planos xy uno para cada
elevacién z del dominio discretizado (ver figura 3.4). Respecto a los accesos a los datos del
dispositivo dentro del kernel, en general para problemas 3D se requeriran por cada celda,
7 accesos, de los cuales 2 corresponden al plano superior e inferior del plano xy que se estéd
procesando. La estrategia adoptada entonces es que cada hilo (CUDA threads) procese
un punto del plano actual, que el plano actual zy sea cargado en memoria compartida y
que el plano actual pase a ser el plano posterior en la siguiente iteracién del lazo interno
del kernel, evitando asi los accesos redundantes a la memoria global del dispositivo. Para
los planos del borde se procede igual que los planos xy interiores del dominio, usando
memoria compartida. Los calculo asociados a las aristas y a los vértices se realizan sin
usar memoria compartida debido a que no se observaron mejoras en el rendimiento. Con
este esquema se busca explotar el paralelismo de manera de alcanzar un método que sea
escalable al aumentar el tamano del dominio computacional. De lo contrario, en caso de
utilizar arreglos de hilos tridimensionales, se corre el riesgo de estar limitado en cuanto a
los indices de los bloques [23, 114].

Figura 3.3: Divisién del procesamiento del dominio computacional en el caso 3D. 4 funciones para vértices,
12 funciones para aristas, 6 funciones para caras, 1 funcién para interior del dominio.
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Nx-2
—

Figura 3.4: Procesamiento del dominio computacional por planos.

Para los algoritmos implicitos se requieren resolver sistemas lineales de ecuaciones,
la estrategia mayormente utilizada es el estilo matrix free. Los resolvedores lineales se
implementaron mediante el uso de clases. En concreto, se definié una clase para el operador
lineal, que es llamado para hacer el producto matriz vector Ax requerido dentro del
resolvedor. Asi es que el operador lineal que llama el resolvedor consiste en varios kernels,
dividiendo el procesamiento del dominio como se mencioné antes. Como la operacién
consiste en el producto de una fila de una matriz por el vector auxiliar del resolvedor, al usar
esta estrategia se evita el almacenamiento de la matriz ya que se ensambla directamente
en el momento de usarla.

Para el caso de problemas 2D, se sigue una estrategia similar con el siguiente esquema
(ver figura 3.5):

= 4 kernels para procesar cada vértice del dominio.
= 4 kernels para procesar las aristas.

= 1 kernel para procesar el interior del dominio.

- 1 kernel interior,.4 kernels edges,D 4 kernels vertex

Figura 3.5: Procesamiento del dominio computacional en el caso 2D.

Cabe mencionar que para problemas 2D muchas veces hay muy poco rehtso de los
datos en las operaciones involucradas, por ello, en algunos casos se ha omitido el uso de la
memoria compartida y directamente se utiliza la memoria de registro y lecturas a memoria
global.

3.4. Hardware y software

La totalidad de algoritmos implementados en esta tesis, inlcuyendo los de este capitulo
y los siguientes, fueron ejecutados en alguno de los siguientes 2 equipos de cémputo, el
primero posee una GPU de dos generaciones previas (Tesla K40) y el segundo con una
GPU de una generacién previa (Tesla V100).
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» Equipo 1. Dell PowerEdge R720 (2013/14): 2 CPU Intel Xeon (R) E5-2620v2 (6
cores cada uno corriendo a 2.1GHz), 128GB DDR3 de memoria RAM. 2 GPUs
NVIDIA Tesla K40 (2880 CUDA cores, corriendo a 745MHz, 12GB de memoria
GDDRS5), conectadas mediante el bus PCl-e.

» Equipo 2. Dell PowerEdge R740 (2018/19): 2 CPU Intel Xeon Gold 6138 (20 co-
res cada uno, corriendo a 2.0GHz) con 128GB DDR4 de memoria RAM. 2 GPUs
NVIDIA Tesla V100 (5120 CUDA cores, corriendo a 1230MHz, 32GB de memoria
HBM2), conectadas mediante el bus PCl-e.

En cuanto al software, el sistema operativo en ambos equipos es CentOS Linux v7,
la versién del compilador GCC es 4.8.5. Para el compilador nvce de CUDA, se utilizaron
las versiones v9.1 en el equipo 1 y v10.1 en el equipo 2. Todas las implementaciones se
ejecutan en DP (doble precisién). Para las operaciones de dlgebra lineal, se hace uso de la
libreria CUBLAS [2], entre otras librerfas provistas por NVIDIA.

A modo informativo, se menciona que en general la diferencia de rendimiento entre
ambas generaciones de GPUs estd en un factor de entre 5 a 7 en favor de la dltima
generacién segun el algoritmo implementado. La mejora se debe en parte a la mayor
cantidad de CUDA cores de una generacién respecto de la otra y mejoras en el ancho de
banda para lecturas/escrituras en memoria global en la tltima generacién, lo que implica
que muchas veces conviene hacer uso intensivo de la memoria de registros o leer en memoria
global las variables en lugar de utilizar la memoria compartida.

Finalmente se comenta que en el caso del computo paralelo en CPU, para varias pruebas
se encontré que el desempeno de los 12 cores del equipo 1, igualan o superan veces el
desempeiio de los 40 cores del equipo 2, ejecutando el mismo cédigo en diferentes equipos.
En problemas pequenos esto se explica en que el mayor grado de paralelismo podria
penalizar, sin embargo esto se observé incluso para problemas relativamente grandes. Esto
indica que entre 2013 y 2018 (5 generaciones) no se han producidos mejoras significativas
en cuanto al rendimiento de las CPUs, mientras que en GPU, el salto de una generacién a
otra implica ganancias de medio orden de magnitud en tiempos de cémputo y de memoria.

3.5. Advecciéon difusion 2D usando esquemas lineales

Este experimento pretende dar algunas pautas sobre la eficiencia a la hora de elegir
una combinacién de métodos explicitos o implicitos segun la plataforma paralela utilizada.

En este caso de estudio se compara la performance de varios métodos para resolver la
ecuacion de transporte (2.1) en 2D usando diferentes implementaciones paralelas basadas
en GPU y en CPU. Los cédigos en CPU se implementaron usando C+OpenMP. Las ecua-
ciones se resuelven usando FVM en mallas estructuradas con la estrategia de paralelizacién
mencionada en la seccién anterior. Se implementan esquemas temporales implicito (CN)
y explicitos (FE y RK2) con un esquema espacial de alto orden (HO) centrado (CD). El
sistema lineal resultante del método implicito se resuelve usando el método de gradientes
bi-conjugados estabilizado (BiCGStab) (implementaciones en C+CUDA y C+OpenMP).
Para evaluar la eficiencia de las paralelizaciones en diferentes arquitecturas y paradigmas,
se comparan la precisién, la velocidad de cédlculo y las tasas de computo para diferentes
tamanos de grilla. Las propiedades de convergencia de los diferentes esquemas se evalian
en relacion con la discretizacion espacial y temporal.
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3.5.1. Caso de estudio: transporte de un pulso, ecuacién con solucién

analitica
Se considera la ecuacién (2.1) con f =0en Q = [-2,2] x [-2,2]:
oC

con el campo de velocidades u = (—y,x) en m/s y el coeficiente de difusién v = 1072 en
m?/s. La solucién analitica para este problema viene dada por [92]:

1 2
C(x,t) = 47r1/t6_m’ conr? = (z— &) + (y —§)* (3.4)
donde
T =umxgcost —ypsint , y = —xpsint + yg cost (3.5)

observe que como C(x,t) presenta una singularidad en ¢ = 0, para las pruebas se establece
como tiempo inicial tg = 7/2s ~ 1,57s y tiempo final tan, = 57/2s ~ 7,85s que corresponde
a un giro completo. La figura 3.6 presenta la evolucién temporal de la soluciéon numérica
para una malla de 128 x 128 utilizando el esquema temporal implicito CN con At y esquema
espacial centrado como se describe en las siguientes secciones. Todas las pruebas fueron
ejecutadas en el Equipo 2.

3.5.2. Discretizacién espacial y temporal

Se discretizé el problema (3.3) mediante FVM centrado en celda. Para los pardmetros
elegidos, el problema puede resolverse utilizando un esquema espacial centrado (CD) para
ambos términos, advectivo y difusivo. Recordando la ecuacién (2.2), la ecuacién semidis-
creta en este caso luce:

80) 9 < Cr+ Cc Cr—Cc )
— h* + Z my —v h)]=0 (3.6)
RSV :

donde m; = uy- Sy debe evaluarse para cada término entre los centros F''y C. Note
que este esquema es lineal por lo tanto no se requiere aplicar la estrategia de correccién
diferida (DC).

Para la discretizacion temporal se utilizaron los esquemas temporales explicitos FE y
RK2, de primer y segundo orden respectivamente, y el esquema temporal implicito CN

(orden O(At?)).

Esquemas explicitos

La expresién para el esquema FE surge de aplicar la férmula (2.10) a la ecuacién
semidiscreta. La ecuacion para las celdas internas es:

n n At n mn . Cn + Cn
cptl =Cé+o5 |v do(Cr-cpy - > mf%c (3.7)
Frnb(C) Frnb(C)

Para el esquema RK2, se aplica la ecuacion anterior dos veces, en el primer paso se
obtiene el campo C™t!, con ello se evalia nuevamente la ecuacién en C™t! para obtener
C"*2 finalmente se obtiene la solucién para el nuevo tiempo mediante C"*! = 0,5(C"*+2 +
C"™) tal como lo indica las operaciones (2.12).

Como el campo de velocidades es variable en el dominio, el criterio de estabilidad
numérica que estimé para este caso fue:
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h2

At < —— —
~ 4v + 2h

(3.8)

La férmula anterior resulta de la condicién (2.20) para el caso 2D, evaluando el campo
de velocidades en algin punto de acuerdo a su definicién u = (—y,z). Esta condicién
se utilizé para elegir el paso de tiempo tanto en el método de FE como RK2. Aunque
es una aproximacion, cabe mencionar que en los experimentos numéricos se encontrd que
excediendo ese valor la soluciéon numérica diverge mientras que si se elige un paso temporal
muy préximo a (3.8) la solucién se mantiene estable durante toda la simulacién.

C (t=1575)
0000501 0002 0005001 0.02 005 0.1 02 05 1. 2 50
n AR m

C(t=2.095) C(t=3275)
0000501 0002 0005001 002 00501 02 05 1. 2 50 0000501 0002 0005001 002 005 0.1 02 05 1. 2 501
. T R T L IR Ta——

€ (t=4.845) C(t=6.415) C(t=7.85s)
000001 0002 0005001 002 005 01 02 0 1. 2 501 0000501 0002 0005001 002 005 01 02 05 1. 2 501 0000501 0002 0005001 002 005 01 02 05 1 2 501
; ? , "

[y e — —————

C (t=1.57s) C (t=2.09s) C(t=327s)
0.000501 0002 0005001 002 00501 02 05 1. 2 50 0000501 0002 0005001 002 00501 02 05 1. 2 501 0000501 0002 0005001 002 00501 02 05 1. 2 501
Pt — e —— [

C (t=4.84s) C(t=6.415) C (t=7.85s)
0000501 0002 0005001 002 005 0] 02 05 1. 2 501 0000501 0002 0005001 002 00501 02 05 1. 2. 501 0000501 0002 0005001 002 00501 02 05 1. 2 501
I |

T ———— 1

Figura 3.6: Solucién numérica del problema para tiempos ¢t = {7 /2;2,09; 3,27; 4,84;6,41; 57/2} en segun-
dos. Esquema temporal CN, esquema espacial CD (términos advectivo y difusivo), Az = Ay = 4/128 =
0,03125, At = 0,03808s.
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Esquema implicito
La ecuacién del esquema CN para celdas internas surge de aplicar la férmula (2.16):
h2

1 1

ECngl _ 5 Z v (011;+1 _ Cg+1) + 1 Z mf(cg+1 + Cngl)
F~nb(C) F~nb(C)
2 ) ) (3.9)
=Cety D v(CE-Ch) -7 Y my(CE+CY)
Frnb(C) Frnb(C)

Este esquema es incondicionalmente estable, sin embargo en las pruebas se eligieron pasos
de tiempo de manera que el orden del error del esquema temporal sea inferior al que
proporciona el esquema espacial.

3.5.3. Detalles de las implementaciones paralelas

Se implementaron versiones paralelas de los tres métodos en GPU y CPU. Para las
versiones CPU se utiliz6 la interfaz de programacién de aplicaciones (API) para sistemas
de memoria compartida OpenMP. Con ello las estrategias de paralelizacién en CPU y
GPU resultan bastante similares entre si y son las descritas en la seccion anterior, es decir
usando el esquema de 4 funciones para los vértices, 4 funciones para las aristas y 1 funcién
para procesar el interior del dominio. Solamente se destacardan las principales diferencias
que se tuvieron en cuenta.

Paralelizacion de los métodos explicitos

En los métodos explicitos en CPU utilizando OpenMP, los bucles se paralelizaron
mediante el uso de macros #pragma omp parallel para abrir las regiones paralelas y
#pragma omp for para paralelizar los lazos, entre otras cosas, teniendo en cuenta que el
almacenamiento en memoria y el recorrido que hacen los procesos sobre ella aproveche la
ubicacién contigua en memoria (almacenamiento tipo row-major o col-magor). Ademas de
lo anterior no hay mayores diferencias en cuanto a la estrategia de paralelizacién en CPU
y GPU para los métodos explicitos.

Para ilustrar el algoritmo del método explicito se utilizard la siguiente notacion: Cjj .,
Coutput indican punteros a los tinicos dos vectores alojados en la memoria global de la GPU.
El algoritmo 6 describe el método explicito.

Algoritmo 6: Algoritmo explicito FE para la ecuacién de adveccién difusion 2D.

1 inicializacién: C{;put — O™ t + Tinicial;
2 mientras ¢t < T, hacer
3 | tet+ AL
4 | compute kernel interior<<<grid, block>>>(Cguputs Cinput);
5 compute_kernel_edge north<<<grid.x, block.x >>>(C3tputs Cinput);
6 compute_kernel_edge_west<<<grid.y, block.y >>>(Cgput: Cinput);
7 compute_kernel vertex SW<<<1, 1>>>(Cgpues Ciput)s
8
9 sincronizacion de la GPU: cudaDeviceSynchronize();
10 intercambio de punteros: Cf ¢ <— Cgyput
11 fin

De hecho en la implementacién el bloque central del cédigo es una tunica funcién

next_step (Cfiputs Cimput) due llama a la ejecucion de los (14-4+4) kernels que actualizan
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la solucién en todo el dominio computacional. Note que al tratarse de un método explicito
todos los kernels pueden ejecutarse de forma concurrente o independiente debido a la no
dependencia de datos. El algoritmo en CPU es idéntico con la diferencia que no se requiere
una configuracion de grillas y bloques, por ello no se presentaran aqui.

Para el método explicito RK2 se requiere almacenar un tercer vector Cg 0. El
algoritmo 7 presenta la implementacién utilizada.

Algoritmo 7: Algoritmo explicito RK2 para la ecuacion de advecciéon difusion
2D.

1 inicializacién: Ci’;put — O™ t + Tinicial;

2 mientras ¢t < Tf,, hacer

3 | tet+ AL

4 | next_step(Cgyiput: Cinput)s

5 next_step (Cgutput,% Cgutput) )

6 AXPBY (C} Cinput:Coutput,0-9,0.5);

7 sincronizacion de la GPU: cudaDeviceSynchronize();
8
9

intercambio de punteros: Cfj ¢ ¢— Cluiputs

utput,2»

fin

Donde next_step() es la funcion utilizada para el método FE mientras que la funcién
AXPBY (x,y,output,a,b) realiza la operacién output < ax + by.

Finalmente cabe mencionar que para las implementaciones en GPU, debido al poco
rehiso de datos que puede hacerse en las operaciones involucradas, se ha omitido el uso
de la memoria compartida y solo se utiliza la memoria de registro y lecturas a memoria

global de la GPU.

Paralelizacion del método implicito

Para el algoritmo implicito se requiere resolver un sistema lineal de ecuaciones Ax =
rhs que si bien en esta prueba la matriz resulta simétrica debido al uso del esquema CD,
en caso de utilizar otros esquemas de HO como por ejemplo FROMM, SOU o QUICK,
la matriz resulta no simétrica, entonces se utilizé directamente el solver BiCGStab imple-
mentado en GPU y CPU de acuerdo a lo descrito secciones atras. Cabe mencionar que
si bien el costo del método BiCGStab es el doble que CG, la cantidad de iteraciones ne-
cesarias en el sistema simétrico se reduce practicamente a la mitad, entonces los tiempos
de cémputo se ven alterados usando uno u otro esquema. En cuanto a requerimiento de
memoria, en BiCGStab se necesita almacenar el doble de vectores pero eso no fue una
limitante en este estudio.

Para el caso implicito, la diferencia principal entre la implementacion CPU y GPU
es que mientras que en GPU se realiza todo utilizando estilo matrix free, en CPU se
almacenan las 5 diagonales del sistema debido al mayor espacio disponible de memoria
RAM, ademés de ello, se almacenan en vectores de igual tamafno completando con 0 las
sub diagonales W,E,N y S, con ello se logra que la operacién SMPV de producto de
matriz dispersa por vector se realiza de forma paralela sin condicionales directamente
en un bucle de 0 a N,N, paralelizado mediante la API de OpenMP. En cuanto a las
operaciones de reduccién requeridas en el solver, se utilizaron directivas como #pragma
omp for reduction(+:result) para el producto interno entre vectores.

De forma resumida, se implementé una funcién que actualiza el lado derecho update RHS ()
en GPU y otra para la version CPU usando OpenMP, una funcién que realiza la opera-
cién tipo stencil en GPU stencil_op(x,y) mientras que en CPU se tiene una funcién que
llena las diagonales de la matriz y posteriormente dicha matriz es usada por la funcién
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SMPV (A, x,y). El algoritmo 8 presenta la implementacion utilizada en GPU, siendo similar,
la implementacién en CPU.

Algoritmo 8: Algoritmo implicito CN para la ecuacién de adveccién difusién
2D.

1 inicializacion: Cf o, < C™;

2 mientras t < T}, hacer
3 | tet+ AL

4 computar RHS via kernels concurrentes: update RHS (rhs™,Cy 1)
5 sincronizacion: cudaDeviceSynchronize();

6 llamada al solver: BiCGStab (C5 e, 7hs™);

7 intercambio de punteros: Cf ¢ <— Cgiput

8 fin

3.5.4. Validacién: convergencia del esquema temporal

Se realizé el estudio de convergencia temporal solamente para el método implicito
(CN), para ello se eligi6 el tamafio de grilla intermedio N, = N, = 4096, los pasos de
tiempo elegidos para la prueba fueron de la forma At = 27/k s donde k representa la
cantidad de pasos de tiempo en cada caso y adopta los valores de la siguiente lista:

k = 164, 328,656, 1309, 2618, 5235, 7853, 10470, 20940 (3.10)

La figura 3.7 presenta los resultados obtenidos, aqui ||ec||2 indica el error en el campo C
evaluado utilizando la norma Lo que es equivalente al RMS (Root Mean Square) entre la
solucion numérica y la analitica:

Ny Ny
RMS = || D (Ciexac = Cinum)® | /NoNy (3.11)
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Figura 3.7: Estudio de la convergencia del esquema temporal CN N, = N, = 4096.

Para maés claridad, se graficaron también las rectas 0,3At? y la recta 1,9h% que repre-
sentan los érdenes de convergencia del esquema temporal y espacial respectivamente.
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Puede observarse que e1/ez ~ (At1/At3)? con una pendiente en escala logarftmica
aproximada de (loge; — loges)/(log Aty — log Ate) ~ 2 que es lo que corresponde a un
esquema de segundo orden. A su vez, el error se reduce hasta alcanzar un valor del orden
de precisién del esquema espacial (O(h?)).

3.5.5. Validacién: convergencia del esquema espacial

Se realizo el estudio de convergencia en malla utilizando los tamanos de grilla indicados
en la tabla 3.1. Para disenar la prueba se siguieron estos criterios:

» Para los esquemas explicitos la condicion de estabilidad esta dada de forma aproxi-
mada por la expresion (3.8). Se comenzé con la prueba del esquema RK2 debido a
que en este caso el error temporal (O(At?)) es muy inferior al error espacial esperado
(O(h?)) debido a que At se elije de la condicién de estabilidad. Con lo anterior puede
estimarse cual es el error real del esquema espacial en cada tamano de grilla.

= Para el esquema FE, si se utilizan estos mismos pasos de tiempo, se observd que los
errores estan casi en un orden de magnitud encima de los errores del esquema RK2.
Como el esquema FE es O(At) si se quiere alcanzar un error similar At debe reducirse
en la misma proporcion de los errores de ambos métodos, esto es, si se quiere que
el error del esquema temporal sea inferior al del esquema espacial, para el método
FE debe elegirse un paso de tiempo nuevo con el siguiente criterio. Atyeyw/Atstable ~

llerxal|/[lerE]|-

» Para el método implicito el error del esquema CN es O(At?), una primera aproxi-
macién es optar por elegir At; ~ (||erka||)'/?. Sin embargo al tratarse de esquemas
diferentes es muy probable que los errores ecn v €rke difieran, aunque ambos estén
en el mismo orden, esto significa que eligiendo pasos de tiempo inferiores a Aty el
error podria reducirse y en ese caso, la posterior evaluaciéon del desempeno no seria
justa debido a que el error del esquema temporal supera al error del esquema espa-
cial. En efecto, para el esquema CN se eligio el paso de tiempo mas grande tal que
el mismo sea inferior al error de aproximacién espacial (observe figura 3.7).

En la tabla 3.1 se indican la cantidad k de pasos de tiempo elegidos para cada uno de los
métodos y mallas, similar a como se indicé antes el tamano del paso de tiempo viene dado
por At =27 /k.

Ny =N, 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
# Mcell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435
kon 165 315 645 1299 2553 5235 10469 29233

krk2 740 1847 5730 19690 72320 276405 1079880 4268046
krg 740 1847 5730 19690 72320 276405 1079880 4268046
KFE, fine 2960 11082 45840 187055 723200 3040455 11878680 46948506

Tabla 3.1: Dimensiones de los casos de prueba utilizados para el estudio de convergencia espacial y nimero
de pasos de tiempo adoptados para simular 27s de simulacién en el problema de adveccién difusién 2D.

Siguiendo los criterios mencionados anteriormente, se elaboré la figura 3.8 donde puede
observarse que en los 3 métodos la convergencia es a orden O(h?). En la figura se incor-
poraron las rectas h vs h y h vs h? para facilitar la comparacién. Puede observarse que
eligiendo el maximo paso de tiempo estable para el método FE los errores del esquema
temporal estdn muy por encima del error de la malla, aqui se observa que los errores
tienden a una pendiente de segundo orden. Sin embargo, esto no representa directamente
la convergencia del método ya que esto ocurre porque para h — 0, en el denominador de
(3.8) escrito en la forma 4v/h? + 2/h, el primer término pesa més que el segundo y luego
al refinar la malla siempre se estd reduciendo el paso de tiempo en proporcién a h2.
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Puede observarse que el error del esquema FE al refinar el paso de tiempo (Atgpe en
la grifica) se puede reducir hasta alcanzar un error que estd en el orden de los demds
esquemas, asegurando de esta manera que la convergencia se debe a la precisién espacial
sin influencia del error del esquema temporal.
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6. |lec||2 explicit RK2
N : O— ||ec||2 explicit FE
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1077+ +— ||ec||, implicit CN
— h2
e h
1074 1073 1072 10-1

Figura 3.8: Estudio de la convergencia del esquema espacial de los métodos explicitos (FE y RK2) e
implicito (CN).

3.5.6. Evaluacién del desempeno

Para medir la eficiencia de los algoritmos se valia la velocidad a la que se procesan las
celdas de la siguiente manera. Para el método FE se calcula:
Ngteps X Ny x Ny | Mcells
ttotal X 106

ratepg = (3.12)

sec

donde Nieps es el numero de pasos de tiempo realizados, tioa) €l tiempo de cémputo total
de la simulaciéon en segundos. Para el método RK2, se requiere el equivalente de 2 pasos
explicitos tipo FE y una operacion AXPBY que omitimos su costo frente al resto.

2Nsteps X Ny x Ny [Mcells]

3.13
ttota,l x 106 ( )

raterko = sec

Para el caso implicito se estima una rate equivalente considerando que para cada paso de
tiempo se requieren realizar varias iteraciones en el resolvedor BiCGStab (incluye 2 ope-
raciones tipo stencil, cada una similar a un paso FE) y calcular el lado derecho (operacién
equivalente a un paso FE), de esta manera la tasa viene dada por:

(2Nit,BiCGStab + Nsteps) X N:L' X Ny Mecells
ttotal X 106

ratecn = (3.14)

sec

Evaluacion de la tasa de procesamiento

En la tabla 3.2 se presentan los resultados obtenidos para las tasas de procesamiento,
estos valores se graficaron en la figura 3.9-izquierda. Como se mencioné al comienzo de



3.5. ADVECCION DIFUSION 2D USANDO ESQUEMAS LINEALES 47

la seccion las pruebas se han realizado en el equipamiento 2, utilizando 40 ntucleos en la
ejecucion de las versiones CPU paralelas.

Puede verse que en la GPU se produce una saturacién recién a partir de la grilla de
4096 celdas por direccién (~ 16,7 Mcell) mientras que en CPU la saturacién ocurre a
partir de la grilla de 512 celdas por direccién (~ 0,262 Mcell), cabe destacar que para el
método implicito las tasas de computo se reducen para los tamanos grandes indicando que
las operaciones de reduccion requeridas en el solver BiCGStab deterioran el rendimiento
en la medida que el problema crece en niimero de celdas.

N, =N, 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384

# Mcell 0.0164 0.0655 0.2621  1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435
raterko,gpu  203.45 829.33 2886.15 7746.68 16398 23190 25805 25688
raterk2,cpu  96.29  248.6 551.2 689.5 7259 6859 685.8 586.7
rateng/ratech 2.1 3.3 5.2 11.2 22.6 33.8 37.6 43.7
ratepg,cpy  242.88  953.3 3831 9823 23469 36966 42684 42210
ratepp cpu  117.67  289.08 602.5 739.5 794.6 808.4  819.7 811.4
rateng/ratech 2.1 3.3 6.3 13.2 29.5 45.7 52.1 52.0
rateon,cpu 103.9  449.1 1420 3169 5037 5991 6304 6251
rateon,cpy 60.28  168.8 293.4 572.7 3779 2674  247.1 190.2
rateng/ratech 1.7 2.6 4.8 5.5 13.3 22.4 25.5 32.8

Tabla 3.2: Tasas de procesamiento en Mcell/s obtenidas para los diferentes métodos en GPU y CPU
paralelo (40 cores) en el problema de adveccién difusién 2D.

De acuerdo a la tabla 3.2 la relacién entre las tasas de computo en GPU y CPU que
en este caso ya es la medida de la aceleraciéon o speedup obtenido en cada algoritmo,
puede verse que en FE se alcanza la mayor ganancia logrando factores de 50, en segundo
lugar el método RK2 donde se logra una aceleracién de hasta 40x y finalmente el método
implicito CN se logra aceleraciones de casi 33x en problemas del orden de 268 millones
de celdas.
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Figura 3.9: Eficiencia de los algoritmos en base a la tasa de procesamiento (izquierda) y comparacién del
error obtenido para diferentes tiempos de cémputo (derecha) para los métodos explicitos (FE y RK2) e
implicito (CN).

Si se comparan las tasas de computo en GPU entre los métodos explicitos RK2 y FE,
el método FE tiene un mejor desempeno (entre 1.2 y 1.6 veces mejor), sin embargo esto
no compensa la cantidad de pasos de tiempos requeridos para obtener una solucién con
error del mismo orden que el método RK2 (compare tabla 3.3 y figura 3.9-derecha) siendo
més rapido el dltimo (entre 1.6 y 3.6 veces mas rapido). Esta relacién entre las tasas de
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computo de FE y RK2 puede explicarse en que para todos los algoritmos implementados
estan limitados por el ancho de banda de la GPU en lugar de la capacidad de procesamiento
debido al bajo ntimero de operaciones requeridas en los métodos. En el caso de FE para
cada paso de tiempo se requieren 2 lecturas/escrituras en memoria, para el método RK2
se requieren 7 lecturas/escrituras (4 corresponden a los 2 pasos tipo FE y 3 corresponden
a la operacion AXPBY), como en el calculo del rate ya se tuvo en cuenta un factor de 2,
si no se considera dicho factor la relacién estaria entre 1.4 y 3.2, siendo que la relacién
entre lecturas/escrituras de cada método es de 7 a 2. Es decir en RK2 requiere 3.5 mas
operaciones a memoria global que en FE, la relacién es algo menor debido a que en los
pasos tipo FE se realizan algunos computos mientras y en un caso cada hilo debe leer 5
valores de un vector (lectura de la solucién a tiempo anterior) y un solo valor del otro
vector (escritura de la nueva solucién) mientras que en la operacién AXPBY cada hilo lee
o escribe un valor por cada uno de los 3 vectores.

En lo que respecta al método implicito CN, las tasas de cémputo son entre 2 y 4
veces menores que el método RK2. Esto puede explicarse en la cantidad de lecturas que
se requieren en los pasos del solver BiCGStab que no fueron consideradas en el cédlculo
(6 op. tipo AXPBY y 6 op. de producto interno que implican ademéds una operacién de
reduccién a un solo valor). Sin embargo esto se compensa en una ganancia en términos
de pasos temporales requeridos para obtener una solucién con el mismo error respecto del
método RK2, con una relacién que varfa entre 4.5 y 146 (compare en tabla 3.1 krks vs

ken).

Errores y tiempos de céalculo

En la tabla 3.3 se presentan los errores de computo obtenidos (ver figura 3.8) y los
respectivos tiempos de computo en GPU y CPU, ademés se presentan los tiempos en GPU
y respectivos errores para la solucién con FE con el médximo paso de tiempo estable que
puede adoptarse.

En la figura 3.9-derecha se graficaron los valores de la tabla 3.3. Puede verse que para

N, = Ny 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
# Mecell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435
errorrge  1.861e-03  4.689e-04  1.182e-04 2.968e-05 7.431e-06 1.858e-06  4.647e-07  1.161e-07
timegpy 0.119 0.292 1.04 5.33 36.99 399.94 5617 89201
timecpu 0.252 0.973 5.45 59.88 835.67 13520 2.113e+05 3.905e+06
errorrg,A¢;  2.609e-03  6.655e-04  1.627e-04  4.020e-05 1.023e-05 2.491e-06  6.198e-07  1.542e-07
timegpy 0.190 0.707 2.96 19.17 126.58 1379 18676  2.985e+-05
timecpu 0.412 2.51 19.94 265.24 3817 63096  9.725e4-05 1.553e+4-07
errorcNy  2.376e-03  6.048e-04 1.499¢-04  3.736e-05 9.410e-06 2.327e-06  5.814e-07  1.310e-07
timegpy 0.544 0.781 1.95 8.56 56.28 524 5528 69685
timecpy 0.938 2.08 9.42 47.37 750.23 11728 1.410e+05 2.291e+4-06
CITOTFE, Aty,, O-104€-03  3.236e-03  1.017e-03 2.937e-04 7.979e-05 2.086e-05  5.340e-06  1.351e-06
timegpy 0.050 0.127 0.392 2.10 12.92 125.44 1698 27142

Tabla 3.3: Errores y tiempos de cémputo en segundos obtenidos para los diferentes métodos en GPU y
CPU paralelo (40 cores) en el problema de adveccién difusién 2D.

problemas de hasta 4096 x 4096, el algoritmo mas rapido en GPU es RK2, mientras que
para problemas mas grandes, resulta mas rapido el método CN en GPU. La relacién entre
los tiempos de cémputo varia respectivamente entre 4.5 para 128 x 128 y se reduce en la
medida que el nimero de celdas aumenta llegando a un factor de 0.78 para la grilla més
fina 16384 x 16384. El comportamiento en CPU es un tanto diferente, y el método CN
resulta mas rapido que RK2 para numero de celdas mayores a 512 x 512 llegando a ser
hasta 1.7 veces mas rapido CN que RK2.

El speedup entre GPU y CPU ya se discutié en la subseccién anterior, se remarca que
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en todos los casos las implementaciones GPU resultan mas eficientes que su contraparte
utilizando cémputo paralelo en CPU.

Para finalizar cabe mencionar que aunque los tiempos de cémputo del método FE en
GPU, utilizando el paso de tiempo maés grande permitido por la condicién de estabilidad,
son inferiores que los métodos RK2 y CN los errores resultan mayores en casi un orden de
magnitud que éstos.

3.5.7. Conclusiones

Entre las principales conclusiones se puede decir que los tiempos de computo en GPU
del método explicito RK2 e implicito CN no difieren en gran medida siendo més eficiente
el método RK2 para problemas de hasta 16.7 millones de celdas, situacion que se revierte
para problemas con mayor nimero de celdas donde el método implicito es mas eficiente.
Esta situacién se debe a que el método explicito comienza a tener una fuerte restriccion
de estabilidad que se debe principalmente al término difusivo. Luego, en un problema de
adveccién pura el método explicito resultara méas rapido que el implicito. A pesar de esta
diferencia en tiempos de computo, el método RK2 resulta en gran medida mas sencillo de
implementar que el implicito, més atn, en caso de utilizarse esquemas no lineales (TVD
o HR) el método CN requiere la implementacién de una estrategia de correcién diferida o
similar para tratar la no linealidad del esquema espacial.

En cuanto al método FE es el mas sencillo de implementar sin embargo, se mostré
que para lograr una buena eficacia en la resolucién con métodos explicitos, se requiere un
método de mayor orden como RK2 o AB para poder competir con un algoritmo implicito
como CN.

Sobre las aceleraciones en GPU respecto a CPU, puede observarse que en general, se
requiere un clister de al menos 30 o 40 computadoras de similares caracteristicas (30x40 =
1200 o 40 x 40 = 1600 ntcleos) para poder igualar una sola tarjeta de video similar a la
Nvidia Tesla V100.

Los resultados de este estudio muestran que aunque en la bibliografia se eligen los
métodos explicitos en GPU, los métodos implicitos pueden tener una eficiencia similar en
términos de tiempos de cémputo aunque su implementacién es mas compleja que los méto-
dos explicitos. Finalmente la GPU resulta en una alternativa realmente econémica para
resolver problemas de gran tamano en comparaciéon con las variantes CPU que requieren
de un cluster de tamafio medio.

3.6. Adveccion difusion 2D usando esquemas no lineales -
TVD

El objetivo de este experimento es comparar la implementacién GPU de los métodos
TVD con las soluciones provistas por métodos lagrangianos, en un problema complejo de
resolver a altos niimeros de Péclet. Para el estudio, se realizan implementaciones en GPU
utilizando esquemas de alta resolucién (HR), donde se comparan el esquema explicito FE
versus el esquema implicito CN para resolver un problema a Pe = 100 y advecciéon pura
(Pe = 0).

3.6.1. Caso de estudio: evaluacién de la macro dispersiéon en un medio
altamente heterogéneo

El flujo y transporte en medios porosos resulta complejo debido a la heterogeneidad
espacial de multiescala que presenta las propiedades hidraulicas del medio. Por lo tanto, los
métodos numéricos precisos y eficientes son fundamentales para reproducir, comprender y
predecir estos procesos.
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Para esta prueba, se resuelve una ecuacién de adveccion-dispersién que es similar a
la ecuacién (2.1) pero considerando f = 0 y con D representando el tensor de dispersion
hidrodindmica (m?/s) definido por:

2 2
D 1 [ apuy +aruy,  (ar —QaT) uxgy ] N [
fu2 + 2 (ar —ar)uguy  apu; + arug

donde oy, y ar son la dispersividad longitudinal y transversal respectivamente en m, D,,
es el coeficiente de difusién molecular en m?/s y u = (uy, uy) es el campo de velocidades en
m/s. Este problema es complejo de resolver y en la mayoria de trabajos se utilizan métodos
lagrangianos, entonces aqui se busca mostrar que los métodos eulerianos implementados
en GPU pueden resolver con buena precision este tipo de problemas en tiempos reducidos.

La idea es aplicar los métodos descritos en el capitulo 2 para la caracterizacién de
la macro dispersién en un conjunto de casos con diferentes grados de heterogeneidad. El
experimento consiste realizar simulaciones de transporte en dominios 2D con campos de
velocidad heterogéneos, calculados a partir de campos de conductividad hidraulica K (z)
lognormalmente distribuidos con covarianza exponencial. A partir de las soluciones, se
evalian las estadisticas para los coeficientes de macro dispersion longitudinal y transver-
sal utilizando el método de los momentos. En el marco de esta tesis, los resultados que se
presentardn en las préximas subsecciones fueron publicados en [21], alli se pueden encon-
trar mas detalles sobre las pruebas llevadas a cabo y antecedentes bibliograficos de esta
tematica. En lo que sigue solamente se resumiran las principales secciones.

=

Dom ] (3.15)

Configuracion del dominio computacional

Se utilizaron las mismas grillas computacionales para la generacion del campo de
conductividad, el calculo del flujo y la simulacién del transporte. Las dimensiones del
dominio en cada caso se definieron en funcién oy, g donde 012n x Tepresenta la varian-
za del logaritmo de la conductividad. En efecto, para obtener los valores de macro dis-
persién asintéticos de forma correcta, las dimensiones consideradas fueron: L, x L, €
{205\ x 204,8X; 410 x 410A; 820\ x 820); 820\ x 1640\}, donde A es la longitud de co-
rrelacién, de esta forma, con una resolucién de A/h = 10 (h: paso de malla) se obtienen
grillas de 4.2 a 134.4 millones de celdas.

no flux
N Ly~ 0.025L, (5, 102, 202.)
+ I,~ 0.60L, (123}, 246}, 492).) ks
= d,~ 0.05L, (10, 207, 40%.) |
3|4 2
g Iy L, I3
= L £
'q:, mean flow direction b
& L, &
no flux

Figura 3.10: Definicién del dominio del problema y condiciones de borde para la ecuacién de flujo y
ecuacion de transporte.

Las estadisticas estdn basadas en experimentos tipo Monte Carlo (MC) consideran-
do 100 campos de conductividad aleatorios para cada caso o tamano de problema estu-
diado. La condicién inicial para la ecuacién de transporte es una ventana de [, x [, ~
0,025L, x 0,6L, de alta concentracién centrada verticalmente en el dominio y ubicada a
una distancia d, ~ 0,05L, desde la entrada de flujo (ver tabla 3.4). En cuanto a la ecuacién
de flujo y su solucién numérica y la generacién de los campos de conductividad K(x), no la
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describiremos aqui ya que se aborda en el siguiente capitulo (ver segundo caso de estudio)
o también, puede encontrarse en [21]. Para la ecuacién de transporte se consideran las
condiciones de borde de no flujo (bordes north y south) y sélo flujo advectivo (bordes west
y east). En la figura 3.10 se presenta la configuracién de dominios utilizada.

Discretizacion espacial y temporal

La discretizacién de la ecuacién de transporte requiere el uso de esquemas HR, debido
a que se trata de problemas a altos valores de Péclet, ademés de ello para el método
implicito se debe aplicar la estrategia DC para tratar la no linealidad del esquema espacial.
La implementacién se basé en el esquema MINMOD [145]. Para la discretizacién temporal

se aplic6 el método (6):
Ct+At —_Ct h2 _

(1=0)|n > Dy (CF;CC)— > gt (3.16)

F~NB(C) J~nb(C)
t+At
CF_CC . HR
al xS b () Y ae
F~NB(C) frmb(C)

La expresion para el método explicito surge al reemplazar 6 = 0:

At
Cert=C+ 35 | D Dp(Cr-C)— Y Pt

F~NB(C) Frnb(C)

con rin;CHHR [Oc+ Lo Mc%—c%ﬂumﬁ0| (3.17)

~[er+ guerrce-cp| -l

Nétese que ¥(r ’+) y ¢(T}L’7) implica una no linealidad que en este caso se resuelve de
forma explicita.

Para el método implicito CN se reemplaza 6 = 1/2, resultando en una ecuacién no
lineal que se resuelve iterativamente aplicando la técnica DC. De esta forma, en cada
paso de tiempo puede resolverse el sistema no lineal de ecuaciones mediante el siguiente
esquema iterativo:

MCED LS Dy e Y g

At 2 F~NB(C) f~mb(C)
1
=3 AC’C+ I s Y (e/ ey B e/ (3.18)
F~NB(C) Frnb(C)
1 . (k),HR (k),U
5 > (G-
f~nb(C)

aqui se considera el superindice (k) para la solucién de la iteracién interna, eligiendo
C® = O™ en cada paso de tiempo y una vez alcanzada la convergencia se considera
cntl = ¢+ Debe notarse que el sistema lineal de ecuaciones debe resolverse para
cada iteracién y la componente no lineal se tiene en cuenta en el iltimo sumando del RHS
de forma explicita para cada iteracién (ver estrategia DC descrita en capitulo 2).
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Detalles de la implementacién GPU

La estrategia adoptada para la implementacién en CUDA es similar a la del ejemplo
mostrado en la seccién anterior. En cuanto a los accesos a los datos en la memoria global
de la GPU, para el método explicito cada kernel requiere 14 accesos a memoria por cada
celda (545 corresponden al campo C™ ! y C™, 242 corresponden a u; y uy) en el caso de
adveccion pura y adveccion difusion. Mientras que para el caso de adveccién dispersién, se
requieren 26 accesos (549 correspondientes a los campos C" ! y C™, 6+6 corresponden a
Uz ¥ Uy).

El mayor nimero de accesos para el dltimo caso se debe a la necesidad de interpolar
las diferentes componentes de los gradientes en las caras (recordar que el tensor D € R?*?2
no es diagonal):

e 2

<88§> 1 [(CNE — CsE) . (Cy — Cs) (3.19)

2h 2h
Ademds, para obtener todas las componentes del campo de velocidad en caras, se necesita
computar algunos promedios, por ejemplo para obtener la componente y de la velocidad
la cara east de la celda se requieren los valores en las caras n, s de la celda C' y los valores
vecinos de la celda E denotados como nE y sE:

(1), = 7 () + (), + (), + ()] (3.20)

El algoritmo explicito no se presentara debido a que es idéntico al implementado para
el caso de estudio anterior (mediante una funcién del tipo next_step() que ordena la
ejecucion de los kernels concurrentes).

A continuacién se discute la paralelizacién del método implicito. En este caso se re-
quiere resolver un sistema lineal de ecuaciones de la forma Ax = rhs con una matriz no
simétrica, nuevamente se utiliza el método BiCGStab implementado en GPU usando el
estilo matrix free. La estrategia de paralelizacién es utilizando funciones del tipo:

BDx A(ktD)x o

. kernel,linear,operator(C(Eutput7 imput Wy Uy) 3

» kernel_compute RHS (rhs*, C™*, C(K)* Uy, Uy

para el operador lineal utilizado en el solver BiCGStab se requieren 14 y 26 accesos a
memoria global de la GPU para cada celda, como en el caso explicito, un caso u otro
dependera si se modela o no la dispersién. Para el kernel que computa el RHS, se requieren
19 accesos (5+5+5 corresponden a C™, ck) y rhs, 242 para leer u, y u,) y 31 accesos
(9+5+5 correspondientes a C™, C®) y rhs, 646 para leer ug, uy) de acuerdo al caso de
transporte simulado (con o sin dispersién). El algoritmo (16) describe la implementacién
del método implicito.

Campo de conductividad y discretizacién de la malla

Se generaron campos de conductividad K(x) considerando mallas uniformes Ax =
Ay = h y con longitudes de correlacion A = 10h para valores de varianzas 01211 x €
{0,25; 1,00; 2,50; 4,00; 6,25}.

Las figuras 3.11, 3.12 y 3.13 muestran un campo de conductividad generado para
varianza 012n x = 6,25 y el campo de velocidad determinado aplicando la ley de Darcy,
calculado para diferentes varianzas (02 - = 1,00 y o7, = 6,25). Puede observarse que
el campo de conductividad varia en rangos de hasta 10 érdenes de magnitud y la alta
heterogeneidad que presenta produce grandes valores de velocidad localizada indicando
caminos preferenciales para el transporte.
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Algoritmo 9: Método implicito para la ecuacién de transporte 2D con esquema
TVD utilizando el enfoque de correccién diferida (DC).

inicializacién: C . <= C™;

1

2 mientras t < T%,, hacer
3 t—t+ At;
4

copiar sol. anterior como semilla: cudaMemcpy (C'(%)*,
Ciiput-cudaMemcpyDeviceToDevice);
5 dif « 1,0;
6 iter + 0;
7 mientras ( (dif > 1,0e —6) and (iter < iterysx) ) hacer
8 computar RHS: via kernels concurrentes;
9 sincronizacién: cudaDeviceSynchronize();
10 llamada al solver: BiCGStab(C'++1* rhs*);
11 dif « ||C*H) — CcW|L
12 iter < iter 4+ 1;
13 fin
14 | setear la nueva solucién: Chyy + CHFD*;
15 intercambio de punteros: Cf v ¢— Cyiputs
16 fin

logyy(K)
0.0

60 80x/\ 100 120 8 200

Figura 3.11: Campo de conductividad lognormal con varianza o2, x = 6,25; longitud de correlacién A =
10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior de [20z /A x 20z/]]
(derecha).
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Figura 3.12: Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con varianza de
otk = 1; longitud de correlacién A = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y
una ventana interior de [30z/A x 30z /)] (derecha).

o § Vil +ul ), (ohx=6.25)

4.7 -40 =30 20 -10 0.0 06

oma( /i +ul ), (oike=0:25)

-30 -2.0 -10

r/X 100 oA 108

Figura 3.13: Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con varianza de
ot - = 6,25; longitud de correlacién A = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda)
y una ventana interior de [30z/A x 30z /A] (derecha).

3.6.2. Simulacion del transporte

Los casos de transporte considerados fueron adveccién pura (PA), adveccién difusion
(AD) y adveccién dispersién isotrépica (Aa) con ay = ar, para los tltimos dos casos se
definen los nimeros de Péclet como Pey = Au/D,, y Per, = A/ayr. Para las simulaciones
MC se consideré un soélo valor igual a Pey = Peyp = Pepr = 100. En la tabla 3.4 se
presentan las combinaciones de casos simuladas.

Las figuras 3.14 y 3.15 muestran cualitativamente los resultados numéricos para el
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Tabla 3.4: Parametros y tipos de casos considerados para las simulaciones numéricas.

Parametros/caso valores

ot 0.25, 1, 2.25, 4, 6.25
Tamano de grilla Ax = Ay =h Sm

Resolucién: \/Az = \/Ay 10

Modelo de covarianza Exponencial isotrépica
Tipo de transporte Adveccién pura Pe = oo

Adveccion difusiéon Peg = 100
Adveccion dispersién Pep = Pep = 100

[Ly/A, Ly/ Al [205,204.8] para ‘71 x €{0.25, 1}
[410,410] para o*l K = 2,25
[820,820] para Uan =4
[1640,820] para o, ;- = 6,25
Ventana de inyeccién ly x 1y =0,025L, x 0,60L,
Nimero de simulaciones N =100

mismo campo de conductividad considerando los 3 casos de transporte (Aa, AD y PA).

0 o‘oo 0020 0,040 0060 0 u‘sn 0,100 0.111 0000 0020 01040 0060 0,080 6400 041 o oloo 0.020 0,040 0,060 0 olso 0100 0.111
1 |

0 10 150 20 ) 0 0 w0 = . ~ - 0 0
5 i " " 0 g 5 I [ 0 30 .

L
=

+&
4
|
+¥
4
4
4

=1
i
S
b

Figura 3.14: Comparacién para diferentes tipos de transporte o2, = 2,25 al final de la simulacién
(tanal = 350\ /7), de izquierda a derecha: Aa, AD and PA.

Para ver la influencia de la varianza de la conductividad en el transporte, en la figura
3.16 se presenta el transporte considerando adveccién difusiéon (AD) en un mismo instante
de tiempo de simulacion considerando diferentes grados de heterogeneidad en el campo de
conductividades utilizado para computar el campo de velocidades u

En todos los casos puede verse que el efecto gobernante es la adveccién ya que la masa
de soluto se mueve mdas o menos segun los valores del campo u. A su vez, en los casos
de mayor heterogeneidad pueden observarse zonas de muy baja velocidad, donde la masa
queda capturada hasta que eventualmente se puede mover por el efecto de la difusién.

Cémputo de la macrodispersién

Para la evaluacién del coeficiente de macrodispersion, los momentos se calcularon de

acuerdo a la siguiente expresion
// "y™mC(z,t)dzdy (3.21)

donde m + n es el orden del momento (con m,n € {0;1;2}) y Q el dominio de simu-
lacién. Con esta expresién, los coeficientes de macrodispersion longitudinal y transversal
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0.000 0.020 0.040 0.060 0.080 0.100 0120 0.136

Figura 3.15: Comparacién para diferentes tipos de transporte o2, x = 2,25 al final de la simulacién
(tanal = 350\ /T@), en una ventana interior de [60z/\ X 21z/)], de arriba hacia abajo: Aa, AD and PA.

vienen dados por:

N 27
Dy (t) = 1 Z% Myo(t) (Mlo(t)> (3.22)
i=1

2 uN — _Moo(t) Moo(t) |
1 N d (M) Ma(t))?]
Prl0) = oxan ;% | Moo(t) (Moo(t)) _ 52

aqui @ indica la velocidad media de la pluma en la direcciéon z y N = 100 es el nimero de
simulaciones para cada conjunto de parametros.

Validacion: comparacién con métodos Lagrangianos

Como validacién de los algoritmos eulerianos implementados, se reprodujeron los resul-
tados reportados en la bibliografia obtenidos con métodos lagrangianos, como por ejemplo
el método conocido como random walk particle tracking.

La figura 3.17 compara los coeficientes de macrodispersién longitudinal medio (prome-
diado sobre 100 realizaciones) para los casos de AD y A« y diferentes varianzas len K con
los resultados obtenidos por [20, 44].

La figura 3.18 muestra los valores asintéticos para el caso PA. Puede verse que los
resultados son similares a los obtenidos en [44].

Evaluacion del desempeno de los algoritmos implicito y explicito

Se evalué la precisién de los métodos implicito y explicito usando un esquema TVD
mediante un andlisis del error utilizando una solucién de referencia obtenida con el algo-
ritmo implicito (O(At?)) considerando un paso de tiempo suficientemente pequefio. Para
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Solute concentration C(X,t), (O =0.25) Solute concentration C(X, t), (0 = 1.00)

0.64670 0.24670

— 0.600
0.220
0.550
0.200
0.500
0.180
= 0.450
0.160
0.400

0.350 0.140
LI

0.120
0.300 Lo

0.100

1.250

(
0.200 — 0.080

0.150 0.060

0.100 0.040

0.050 0.020

0.14670
0.140
0.120

0.100

Solute concentration C(X, t), (O =6.25)

0.10670
0.100
0.090

0.080

Solute concentration C(X,t), (Oikx =2.25)

— 0.080 — 0.070

— 0.060 — 0.060

0.040 0.050
0.020 0.040
0.00000 0.03000

Figura 3.16: Comparacién del transporte en un mismo instante de tiempo dado por ¢ = 100\ /%, consi-
derando AD para diferentes grados de heterogeneidad dados por las varianzas of, x = 0,25, o, x = 1,00,
oh Kk = 2,25, 0f ¢ = 6,25.

hacer una comparacion justa, se establecié una relacién entre los pasos de tiempo de cada
método, que fue determinada experimentalmente para obtener un error del mismo orden.

Especificamente, para el método explicito, se utilizé el paso de tiempo mas grande de
forma que la solucién permanece estable durante toda la simulacién (tener en cuenta que
la restriccién ocurre debido a que en algunos pocos lugares del dominio hay velocidades
muy grandes).

Para el caso implicito, el paso de tiempo se eligié para que el error cometido sea del
mismo orden que el caso explicito. A modo de referencia, los pasos de tiempo utilizados en
el método implicito son entre 8 y 34 veces méas grandes que el considerado en el método
explicito. La figura 3.19 muestra la evoluciéon de la macrodispersividad longitudinal y
transversal obtenida por ambos métodos para un caso en particular. Como puede verse
ambos resultados estdn en el mismo orden.

La tabla 3.5 muestra el desempefio en términos del tiempo de cémputo requerido para
cada caso de transporte (promedio de 100 realizaciones), de acuerdo al tipo de transporte
simulado, el método utilizado y el hardware donde se ejecuté la simulacién.

Debe notarse que los tiempos de computo para los casos de transporte PA y AD son
muy similares. Esto se debe al hecho de que las operaciones que se agregan en el caso AD
corresponden a una multiplicacién usando un valor fijo (D,,) que no implica una lectura
a la memoria global de la GPU.

Para el caso Aa se agregan mas operaciones y lecturas a la memoria global para poder
interpolar el tensor de dispersividad en los centros de caras, lo cual afecta significativa-
mente el desempeno.
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Figura 3.17: Comparacién del coeficiente de macodispersién obtenidos con el presente método para
diferentes tipos de transporte, AD (arriba) y Aa (abajo), y varianzas of, jc con los resultados de [20, 44]
utilizando métodos lagrangianos.

Los tiempos reportados en la tabla 3.6 muestran que el algoritmo explicito es mucho
mas eficiente que el implicito en la mayoria de los casos. Por otro lado, como en el método
implicito se requiere resolver un sistema no lineal de ecuaciones en cada paso de tiempo,
el tiempo de computo total es sensible a los pardmetros seteados en el solver BiCGStab y
la tolerancia del bucle externo utilizado para la técnica de correccién diferida. El tipo de
transporte simulado también afecta el desempenio, puede verse que las soluciones en los
casos AD y Aa, al ser mas suaves la convergencia es mas rapida.

En la tabla 3.6 se comparan la proporcion entre los tiempos de computo de los métodos
implicito y explicito para diferentes casos. Esta tabla muestra que el efecto que tiene el
tamano del problema en el desempeiio de los métodos para los tres tipos de transporte es
que la proporcién se reduce a medida que el problema crece.

Esto se explica principalmente porque cuando el sistema lineal crece, el esquema
numérico considerado para el método implicito se vuelve mas eficiente, debido a la es-
trategia utilizada que vincula el solver BiCGStab y la técnica DC. Dado que el resultado
del solver lineal se usa dentro de un ciclo iterativo, se establecié un nimero méaximo de
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—— 0702 ¢ + 0207  (De Dreuzy et al., 2007) 1.00 - Q  De Dreuzy et al., 2007
1 Disaverage (Present study) : @ Draaverage (present study)

Figura 3.18: Coeficientes de macrodispersién longitudinal y transversal asintéticos como funcién de la
log conductividad para el caso de adveccién pura. Las barras verticales indican la desviacién estandar.

Tabla 3.5: Comparacion del tiempo de cémputo para los métodos implicito y explicito para los casos de
transporte: Adveccién Pura (PA), Adveccién-Difusién (AD), Adveccién- Dispersién (Aa) ejecutados en
diferentes equipos de computo.

on K 0.25 1 225 4 6.25
Nx x Ny [Mcell] 4.198 4.198 16.81 67.24 134.48
thinall/ A 190 190 350 600 1000
Equipo - GPU Método Caso de Transporte Tiempo de cémputo promedio [min]
Explicito PA / AD 0.68 1.52 185 368 2333
Explicito Aa 1.23 3.88 60,1 1046 6331
Eq. 1 - Tesla K40  Implicito PA 598 7.68 66,6 571 *
Implicito AD 388 592 553 525 *
Implicito Aa 6.35 9.05 76,3 697 *
Explicito PA / AD 0.10 0.22 3,69 46,6 311
Explicito Aa 0.17 052 8,16 122 833
Eq. 2 - Tesla V100 Implicito PA 1.22 157 123 101 409
Implicito AD 0.78 1.22 10,2 92,6 391
Implicito Aa 1.15  1.65 129 115 443

* Excede la memoria RAM de la GPU del equipo 1.

iteraciones en lugar de forzar al solver a alcanzar una cierta precision. Esta estrategia se
puede adaptar dindmicamente monitoreando el residuo y aumentando o disminuyendo el
nuimero de iteraciones maximas del solver en cada iteracién de lazo DC.

También puede observarse que si la solucién es mas suave como en el caso Aa, para el
tamafio de dominio més grande el método implicito puede ser hasta 2 veces mas rapido que
el explicito. Por otro lado, el método explicito, a pesar de ser mas lento que el implicito,
requiere menos memoria, lo que permite resolver problemas de mayor tamano. Este es una
aspecto particularmente importante ya que la memoria de las GPU es limitada.

Como puede verse en las tablas 3.5 y 3.6 el caso de 134.48 millones de celdas no se
puede resolver en la GPU K40 (el tamafio maximo para el método implicito es 107.08
Mcell y 299.63 Mcell para el caso explicito). Para la GPU V100 el tamafio maximo que se
puede resolver es de 302.76 Mcell para el método implicito y 841 Mcell para el explicito.

3.6.3. Conclusiones

En este ejemplo se presenté la implementacién de dos métodos en GPU para resolver
el problema de transporte en el caso de adveccion dominante. Para ello se implementaron
esquemas HR o TVD dando como resultados algoritmos con una precision espacial de
O(h?). Para el algoritmo implicito el esquema TVD se implementé usando la técnica
iterativa de correccién diferida. Segun la revision bibliografica esta es la primera vez que
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Figura 3.19: Coeficiente de dispersién longitudinal y transversal normalizado, para una realizacién con
ot i = 4, obtenida usando el algoritmo explicito e implicito respectivamente.

se utiliza este enfoque completamente euleriano para determinar la macrodispersién en
medios altamente heterogéneos en un contexto de estudios MC.

Se mostré que los algoritmos resuelven correctamente problemas con gradientes pro-
nunciados para adveccion pura, adveccién difusion y adveccion dispersién para valores de
Pe =100 considerando dominios de hasta 134.48 millones de celdas.

Para probar los métodos se considerd el problema desafiante de la macrodispersién
longitudinal y transversal para varianzas de la log conductividad hasta 6,25. La compa-
racién con datos numéricos publicados obtenidos a partir de métodos como random walk
particle tracking de alto rendimiento validan los esquemas numéricos propuestos.

Los tiempos de cémputo muestran que el método explicito, a pesar de ser un método
O(At) y por lo tanto requiere un paso de tiempo mds pequeno, tiene un mejor desempeno
en GPU en la mayoria de los casos. Este método, ademds de tener un algoritmo rela-
tivamente simple de implementar, requiere menos memoria que el implicito. El método
implicito presenté mejor desempenio para problemas grandes. Este comportamiento se de-
be a la no linealidad del esquema advectivo utilizado. El motivo principal es que a medida
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Tabla 3.6: Relacién entre los tiempos de cémputo de los métodos implicito y explicito para los diferentes
casos de transporte y ejecucién en diferentes equipos de cémputo.

o2 0.25 1 2.25 4 6.25
Nx x Ny [Mcell] 4.198 4.198 16.81 67.24 134.48
thnall/ A 190 190 350 600 1000
Equipo - GPU Caso de transporte Relacién: timpicit/texplicit
PA 8.8 5.1 3.6 1.6
Eq. 1 - Tesla K40 AD 5.7 3.9 3.0 14
Aa 5.1 2.3 1.3 0.7
PA 11.8 7.0 3.3 2.2 1.3
Eq. 2 - Tesla V100 AD 7.6 5.4 2.8 2.0 1.3
Aa 6.8 3.2 1.6 0.9 0.5

* Método implicito excede la memoria RAM de la GPU del equipo 1.

que el sistema crece, la estrategia de computo adoptada en el método implicito se vuelve
més eficiente debido al vinculo entre los pardmetros del solver BiCGStab y la técnica DC.
La desventaja de este método es que requiere méas memoria GPU, lo que puede ser en
varias ocasiones una limitacion importante.

Los tiempos de cémputo reportados en este caso de estudio muestran que es factible
llevar a cabo estudios de macrodispersién para medios altamente heterogéneos utilizando
métodos totalmente eulerianos en GPU. Esto representa una alternativa potencialmente
atractiva para resolver problemas que involucran la interaccién de fases méviles y estacio-
narias, o el acoplamiento entre flujo y transporte, ya que los calculos de flujo y transporte
podrian realizarse sobre la misma malla (a diferencia de los métodos lagrangianos utiliza-
dos solamente para el transporte escalar).

3.7. Ecuacion de difusion no lineal

Esta prueba consiste en la resolucién de una ecuacién de difusién no lineal en 3D
usando el FVM, comparando diferentes esquemas temporales, explicito e implicito, con-
siderando para el ultimo, el método de NR y el solver CG (Gradientes Conjugados) para
el sistema lineal de ecuaciones. El objetivo es evaluar el desempeno de cada esquema en
GPU comparando precisién, velocidad de calculo, tamano de malla y también consideran-
do el criterio de convergencia usado. Para evaluar las propiedades de convergencia de los
diferentes esquemas en relacion a la discretizacion espacial y temporal, se propone una
solucién analitica arbitraria, la cual satisface la ecuacién diferencial mediante la eleccién
de un término fuente elegido en funcién de la misma.

Se considera el problema parabdlico no lineal en 3D para t € [0,7],T > 0,

0

87(;55 =V-(A(¢)Vo) + f, en Q € R3,
¢ = 0, sobre 012, (3.24)

con ¢(0) = ¢°, en Q

donde A(¢) = diag (a1(¢), az(¢),as(d)), es una funcién matricial a valores reales, acotada

y estrictamente definida positiva. En adelante asumimos que existe una funcién ¢(x, t), con

x = (z,y, 2) € Q, suficientemente suave solucién del problema (3.24). Para este ejemplo

se considerard directamente el caso de difusién isotrépica con a;(¢) = a(¢), i = 1,2, 3.

3.7.1. Discretizacién de la ecuacion de difusion no lineal

Se transforma el problema (3.24) en un sistema de ecuaciones algebraicas usando el
método de los volimenes finitos (FVM), para luego resolver el problema discretizado en
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GPU.

Para la discretizacion espacial se consideré un dominio cibico 2 = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1],
con mallas estructuradas de paso constante en cada direccién Ax = Ay = Az =h =1/m,
siendo m la cantidad de celdas por direccién, con condiciones de borde ¢(x,t) = 0 sobre
00y t > 0. Se considerd un coeficiente de difusion a(¢) = k(¢ + 1), donde x es andlogo al
coeficiente de difusién lineal, para las simulaciones se usé x = 1. Se consider6 la siguiente
solucion analitica:

d(x,t) = 160e " (z — ) (y — y*) (2 — 2%) (3.25)

y se calculé f de forma ¢(x,t) safisfaga (3.24):
f =160 ‘zyz(zx — 1)(y — 1)(z — 1)
—320kzye "(z — 1)(y — 1) (160zyze " (z — 1)(y — 1)(z — 1) — 1)
—320kzze "(z —1)(z — 1) (160zyze "(z — 1)(y — 1)(z — 1) — 1)
= 1y—1 )
2

—320kyze ‘(y — 1)(z — 1) (160zyze " (z — 1)(y — 1)(z — 1) — 1 (3.26)
—256002%y%e (22 — 1)*(z — 1)*(y — 1)
—2560022 222 (2y — 1)%(z — 1)2(z — 1)?
—25600y%2%e 2 (22 — 1)%(y — 1)%(z — 1)?
Con esta solucién propuesta, la condicién inicial para el problema es ¢(x,0) = ¢° =

160(z — 22)(y — y?)(z — 2%). Mediante esta solucién es posible evaluar los errores para las
diferentes implementaciones que se realizaron.
Para aplicar el FVM al problema (3.24), primero se integra sobre la celda C:

| Sav=[ vawveas [ fav (3.27)
Vo ot Vo Ve

usando el teorema de la divergencia para el segundo término y el teorema del valor medio
para el término temporal y fuente:

0o B
(50) ve= [ a@voyas+feve =

(3.28)

(gf) W= )" (A(@)Vop) W+ foh® = Y (a(¢f)Veys) h? + foh?
¢ Frmb(C) Frnb(C)

donde la sumatoria abarca todos los centros de cara f de la celda C'. Haciendo la suma de

las contribuciones a través de todas las caras de la celda C', usando diferencias centradas

para el gradiente sobre las caras e interpolacién lineal para el coeficiente de difusion a(¢)

se obtiene la forma semi-discretizada de (3.28):

¢ _ ac +ar\ (¢r — ¢c
<at>ch3h2 > ( 5 )( - >+fch (3.29)

F~NB(C)

Para la discretizacién temporal se aplicé el método theta (0) (2.17) a la ecuacion (3.29):

n

<¢n+1At ¢n>ch3 :h2(1_0) Z (GC;GF) (¢Fh¢c> + foh

F~NB(C)

120 Z <ac-2FaF> <¢F;¢C> \foh

F~NB(C)

ne1 (330

donde 0 € [0,1], de forma que para § = 0 se obtiene el esquema FE y para § = 1/2 se
obtiene el esquema implicito CN.
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Esquema explicito - Diferencias hacia adelante

Reemplazando 6 = 0 en (3.30), re-ordenando y agrupando se obtiene el método explici-
to o FE:

P = ot + o2 Z (ad + af) (P — ¢&) + 2fEh? (3.31)
F~NB(C)

Aqui se destaca que si bien aparecen términos en la sumatoria no lineales en la variable ¢
en la ecuacién (3.31) debido a que se consideran los casos en que ap = a(¢g), todos son
evaluados en tiempo actual, resultando en una expresion explicita que se puede evaluar en
tiempo futuro n 4+ 1 conociendo la solucién actual, esto es lo que constituye la principal
ventaja del método explicito.

Esquema implicito - Diferencias centradas

Para el esquema CN se reemplaza 6§ = 1/2 en (3.30):

¢n+1 _n h2 a 4 am (bn _ (bn "
CAt Ch3:? Z C2F FhC +fCh
F~NB(C)

h2 an-i—l + CLn—&-l ¢n+l o ¢n+1 .
_}_? Z < C 5 F F - C 4 fC+1h
©)

F~NB

(3.32)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (3.32) indica que para calcular la
solucion en instante n+ 1 es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas.
Para el caso en que a es independiente de la variable (ecuacién de difusién lineal) el sistema
que se debe resolver es lineal. Cuando a depende de la variable se debe resolver un sistema
no lineal, asi por ejemplo si se considera un coeficiente de difusién a(¢) = k(¢ + 1) el
sistema no lineal luce:

n+l _ n n n n o n
bc - Ch3:@ 3 ((¢c+1)42‘(¢p+1)> <¢Fh%>+f’éh
F~NB(C)

+€? S (Wg1+1V*W?H+JJ><¢?1—¢3H>4gﬁ+m

2 h
F~NB(C)

(3.33)

Para resolver el sistema no lineal que surge de considerar a la ecuacién (3.32) para todo el
dominio se utiliza el método de NR. Reescribiendo (3.32) en forma de residuo se obtiene:

A
R(™1) = o — 5 + 58 (84 + f2) +

At n n n n n n n n (334)
4h2 Z (AL + AR) (¢F — ¢) + (AET + AFHY) (o — o) =0
F~NB(C)
El método de NR consiste en resolver iterativamente el sistema linealizado
R(9) ~ R(6™) + 3(¢®) (1) — ¢®)) =0 (3.35)

Definiendo Agp*+1) = ¢+ — (k) 1a ecuacién (3.35) puede expresarse como

R(¢W) + I(¢™)AgpE+D) = (3.36)



64 CAPITULO 3. ALGORITMOS EN GPU

o equivalentemente .
oD = o) — (3(6®)) " R(e®) (3.37)

donde J(¢™*)) es el Jacobiano del residuo R evaluado en ¢*) que corresponde a la variable
en tiempo futuro ¢"*! en la k-ésima iteracion.

3.7.2. Algoritmos

Se implementaron en GPU dos algoritmos: uno explicito y otro considerando el esquema
CN. La implementacion del esquema explicito (ecuacién (3.31)) es trivial ya que por cada
paso de tiempo hay una tnica instruccién.

A falta de un analisis con el método de Von Neumann para la estabilidad global del
método explicito, en esta ecuacion no lineal, se opté por hacer una comprobacién de la
estabilidad restringiendo el paso de tiempo de acuerdo al nimero de Fo local, que para
el problema 3D resuelto es At < al (;) Como el coeficiente de difusién va cambiando al
cambiar el tiempo, el paso de tiempo es adaptativo de forma que Fo ~ 0,998 durante toda
la simulacién, en particular, se actualiza At cada 2000 pasos de tiempo determinando ¢4«
en el dominio lo que permite calcular el At 4, de acuerdo al estado de la solucién.

Para ilustrar el algoritmo para el método explicito se usa la siguiente notacion: ¢f
Y @output indican los punteros a los unicos dos vectores almacenados en la memoria global
del dispositivo. El algoritmo implementado para el caso explicito se presenta en 10.

Algoritmo 10: Algoritmo explicito para el problema de difusiéon no lineal 3D en
GPU.

inicializacién @i, <= ¢™ apunta al vector que contiene el estado inicial ¢";

* n+1 ‘ sA .
output < @7~ apunta al vector donde se guardara la nueva solucion ;

mientras ¢t < Tf,, hacer
t <+ t+ At;

1

2

3

4

5 compute_kernel_Interior (g, puts Pinput)
6

7

8

9

compute_kernel_Vertexl (g, put: Pinput)

.oy

compute kernel Edgel (¢f ¢mput

compute kernel Sidel (¢f e, 5

1nput
10 sincronizacion: cudaDevi ceSynchronlze OR

11 intercambio de punteros: ¢g,iput < Pinput

12 fin

Para el algoritmo implicito se requiere resolver el sistema lineal de ecuaciones, la matriz
es SPD (simétrica definida positiva) asi que se utiliz6 el resolvedor CG, con estilo matrix
free. En este caso, los cdlculos de una celda consisten en el producto de una fila de la
matriz J(¢*)) por el vector auxiliar del resolvedor. Con ello se evita el almacenamiento de
la matriz J ya que se ensambla en el momento de usarla. Respecto al computo del residuo
R(qﬁ(k)), se realiza con la misma estrategia de paralelizacién que el caso explicito, median-
te procedimientos del tipo: kernel(R*, ¢"*, qb(k)*). El algoritmo 11 presenta la estrategia
implementada en GPU.

En el método implicito se evaluaron variantes de los algoritmos encontrandose que en
los casos en que el sistema es muy no lineal, resolver una sola iteraciéon NR implica la
solucién del sistema lineal con CG hasta una precisién aceptable y esto requiere de una
cantidad considerable de iteraciones CG, mientras que si el sistema se resuelve de manera
aproximada en CG, esto es, por ejemplo fijando la cantidad méaxima de iteraciones CG y
actualizando el sistema lineal a resolver (iteracién NR) se obtienen ganancias de tiempo
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Algoritmo 11: Algoritmo implicito para el problema de difusién no lineal 3D en
GPU.

1
2
3
4
5
6
7
8

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

inicializacién ¢

tnput < @™ apunta al vector que contiene el estado inicial ¢";

Ooutput < #"*1 apunta al vector donde se guardard la nueva solucién ;
k <+ 0,1+ 0
mientras ¢ < T, hacer

fin

t <t + At

célculo del vector residuo inicial R(¢(®)) con kernels concurrentes;

sincronizacion: cudaDeviceSynchronize();

calculo del la norma del residuo inicial (°) (usando rutinas basadas en
CUBLAS);

k + 0;

mientras %) > tol,; (¥ + tol,,s hacer

seteo del operador lineal para el producto Ax (funcién de ¢>(k));

solucién del sistema usando el resolvedor CG;

d*D k) 4 Ap(*) operacién axpy con kernels concurrentes;

sincronizacion: cudaDeviceSynchronize ();

calculo del vector residuo R(¢®)) con kernels concurrentes;

sincronizacion: cudaDeviceSynchronize();

célculo del la norma del residuo #*) (usando rutinas basadas en CUBLAS);
fin
(Z)n-i-l « ¢(k+l)§

intercambio de punteros: ¢g,iput < Pinputs
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de computo en un factor de 10 para un mismo error final en la solucién obtenida al salir
del lazo de NR. Por el contrario, en la medida que el problema se vuelve mas lineal, es
m&s conveniente hacer una sola iteracion de NR y resolver el sistema con CG hasta una
precision aceptable.

Los mejores desempenos para el algoritmo implicito se encontraron variando dinami-
camente el nimero de iteraciones CG, el criterio que se utilizé para esto fue el de incre-
mentar en un porcentaje dado el nimero /T sx c (iteraciones maximas del CG) si la tasa
de convergencia del residuo del método de NR baja en menos de un orden de magnitud
(log(r®) /71y ~ 1) y reducir ITysxcc si la tasa de convergencia de NR es muy alta
(log(r®) /r(k=1)) > 3/2). De esta manera se evita realizar iteraciones CG sin antes actua-
lizar el sistema a resolver, es decir pasar a la siguiente iteracion de NR en los casos que la
convergencia NR avanza rapido, y resolver mejor el sistema (aumentando T 4x ) si la
tasa de convergencia de NR es baja.

3.7.3. Validacién: estudio de convergencia numérica

Los algoritmos implementados se ejecutaron en el equipo 1. Para comparar los es-
quemas de discretizacion temporal y espacial, se eligié un tiempo final de simulacién
igual a 1.84s, considerando que la condicién inicial alcanza un maximo igual a ¢g1éx =
#(1/2,1/2,1/2,0) = 2,5 resultando el coeficiente de difusién igual a a(¢? . ) = 3,5, mien-
tras que para t = 1,84s, ¢r1ﬂ§i = 0,397 y el coeficiente de difusién vale a(¢) = 1,397.
Observando que a(¢) = k(¢ + 1) — 1 al avanzar en el tiempo, por lo tanto el problema va
perdiendo la no linealidad conforme avanza la simulacién. En el intervalo de simulacién
seleccionado el problema mantiene un componente no lineal importante.

Se realizé un estudio de convergencia en malla para la discretizacion espacial, tanto
para el esquema explicito como para el implicito y un estudio para la convergencia respecto
a la discretizacién temporal, en este caso se realizd el andlisis solamente para el esquema,
implicito, debido a que el paso de tiempo en el esquema explicito viene condicionado por
el nimero de Fourier local Fo = 6a(¢)At/h? y para valores de At menores, el error debido
a la discretizaciéon temporal es menor al que brinda el esquema espacial usado, luego
la solucién numérica obtenida resulta practicamente igual para cualquier At menor al
impuesto por el nimero Fo. Para las simulaciones se consideraron diversas discretizaciones
espaciales teniendo en cuenta la arquitectura SIMT, para esto se eligen grillas de manera
que el nimero de celdas internas Njj,; por direccién (z,y, z) sea miltiplo de 32 (a excepcién
de las dos grillas mas pequenas), como los casos de borde se tratan en kernel separados
el nimero de celdas total por direccion resulta en (1 + Ny + 1). Los tamanos de grillas
analizadas en este trabajo variaron desde 10x10x10 a 898x898x898 (724.150.792 celdas).
Cabe aclarar que para el caso implicito el tamano méaximo que se pudo correr fue de
514x514x514 (135.796.744 celdas) debido a la limitacién de tamano en la memoria del
dispositivo. En la tabla 3.7 se muestran las dimensiones de los casos simulados. Por tltimo
mencionamos que los resultados en las grillas que exceden las 514 celdas por direccion del
caso explicito se utilizaron para evaluar el desempenio (seccién 8) y que para el estudio de
convergencia en espacial y temporal solo se muestran las comparaciones hasta ese tamano
de grilla.

En la figura 3.20 se muestra la solucién numérica obtenida para diferentes instantes de
tiempo.

Convergencia del esquema temporal

Se evalué la tasa de convergencia para el esquema temporal de CN en las grillas de 663,
1303, 2582 y 5143, el tiempo de simulacién para realizar la comparacién con la solucién
analitica fue de 1,84s, el error (€) se evalu6é usando el RMS (Root Mean Square) entre la



3.7. ECUACION DE DIFUSION NO LINEAL 67

Figura 3.20: Solucién numérica para diferentes instantes de tiempo distribuidos uniformemente desde
t=0sat=184s.

N;NyN, # cell N;N,N, # cell
10x10x10 1.000 322x322x322 33.386.248
18x18x18 5.832 418x418x418 73.034.632
34x34x34 39.304 450x450x450 91.125.000
66x66x66 287.496 514x514x514  135.796.744
98x98x98 941.192 610x610x610*  226.981.000*
130x130x130  2.197.000 | 706x706x706* 351.895.816*
194x194x194  7.301.384 | 770x770x770* 456.533.000*
258x258x258 17.173.512 | 898x898x898*  724.150.792*

Tabla 3.7: Dimensiones de los casos de prueba utilizados ((*) Solamente en el esquema explicito).

solucién numérica y la analitica

NzNy N,

Z (¢i,exac_¢i,num)2 /NxNyNz

=0

RMS = (3.38)

En la figura 3.21 se muestran los resultados obtenidos para las 4 grillas, en todos los
casos el error se reduce hasta estabilizarse en un valor que viene dado por la resolucién
espacial de la grilla, puede apreciarse también que el esquema temporal es efectivamente
de O(At?), por lo tanto se tiene una tasa de convergencia que es cuadratica al variar el
paso de tiempo. En concreto puede apreciarse €1 /eg ~ (At1 /At2)? y que la pendiente en
escala logarftmica es aproximadamente de léfgogA? igg th ~ 2,y que por lo tanto, al
reducir el paso de tiempo a la mitad el error se re(fuce en un factor de 4.

Convergencia del esquema espacial

Para evaluar la convergencia en malla hay que tener en cuenta algunos factores. El
primero a considerar es que como la estabilidad condicional del esquema explicito esta
sujeta al nimero de Fourier, el paso de tiempo debe acompanar el tamano del paso de
malla bajo la relacién At ~ h?, de esta manera en general se tiene que el error del
esquema temporal no afecta el orden de la solucién. El segundo factor a considerar es
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Convergencia esquema temporal
T T

5 —>— grilla 66x66x66
1077 F [ —¥— grilla 130x130x130
—6— grilla 258x258x258
—— grilla 514x514x514
—_— - (At)2
10 3
S
® 105¢ 3
10 F 3
107 E 4 . .
103 102 107" 100

At

Figura 3.21: Estudio de la convergencia del esquema temporal para 4 dimensiones de grilla diferentes.

que el esquema implicito resulté ser incondicionalmente estable y por lo tanto un paso de
malla dado h; se pudieron correr casos para diferentes pasos de tiempo. Entonces para
realizar una comparacién entre ambos esquemas se eligié el paso de tiempo de manera que
el error temporal esté por debajo del error espacial. Esto dltimo permite evaluar diferentes
grillas que pueden dar errores mayores al de la discretizacién temporal. El segundo factor
que se menciona puede verse en la figura 3.22 (izquierda) la cual muestra dos corridas del
caso implicito usando At = 0,115s y At = 0,0575s, de manera que para mallas cada vez
mas finas, el error se estabiliza en un valor dado por el orden de precisiéon del método
CN como es de esperar. En la figura 3.22 (derecha) se muestra la tasa de convergencia
para el método explicito e implicito juntos, puede verse que ambos tienen una tasa de
convergencia cuadratica al refinar la malla.

Convergencia esquema espacial Convergencia esquema espacial
T :

108 % 108
—— Implicito At=0.115 _Z —¥— Implicito At = 0.014375 5
—a— Irgpllclto At=0.0575 P —6— Explicito At = Ax?/ (6.01 A(¢))
—— =y 7 —— =2
8 7 W 8 s
104 E % ~ 3 104 E % R
(=3 © e (=} ©
<« © Q x 7 e o
5 & x 8 7 x 8
> % o 7 (=}
< © 2 % @
- ©
5 o « % e S 8 ]
= 5 E > x = E =4 5k = 4
510 3 2 2.7 510 S g
0 39 7z ©
7z &
v e x
5 8
e % o
106 F 7 Ax=Ay=Az=h 1 108 3 Ax=Ay=Az=h 1
P <
, 5
7
7
107 . 107k : =
10 102 10! 10° 102 107"
h (paso de malla) h (paso de malla)

Figura 3.22: Convergencia del esquema espacial del método implicito para dos pasos de tiempo diferentes
(izquierda) y comparacién con el método explicito (derecha).
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3.7.4. Evaluacién del desempeno

Para medir la eficiencia del algoritmo explicito se evaltia la velocidad a la que se
procesan las celdas de la siguiente forma:

rate =

Nisteps X Ny x Ny X N, [Mcells] (3.39)

teotal X 106 sec

siendo Ngieps €l niimero de pasos de tiempo realizados, t;.:q; €l tiempo total de la simulacién
en segundos. Para el caso implicito se puede estimar una rate equivalente considerando
que para cada paso de tiempo se tienen que realizar varias iteraciones en el resolvedor CG
y calcular el residuo o lado derecho para el método de NR al menos una vez por cada
iteracién, de manera que la eficiencia viene dada por:

rate =

(Nit,og + Nit,Nnr) X Ny X Ny X N, [MceHS]

3.40
tiotal X 106 ( )

sec

siendo Ny ci el numero total de iteraciones CG realizadas, Ny nr el acumulado de ite-
raciones en el método de NR. Esto se eligié asi debido a que la cantidad de operaciones
calculadas en los kernels, tanto para el producto Az de CG como para el cdlculo del residuo
R™®) de NR son similares a las del método explicito en cada paso de tiempo, las tnicas dos
diferencias entre los esquemas es que en el método explicito por cada paso de tiempo y por
celda se requieren dos lecturas/escrituras: (@input, Poutput), mientras que en el implicito se

requieren tres lecturas/escrituras en la memoria global: (Agbi(rlf;ut, Aqﬁc()’fl)tput, o)) y (RM),
", ¢(k)) para CG y residuo de NR respectivamente, y por otro lado en el resolvedor CG
se realizan algunas operaciones de reduccién (normas, producto interno, etcétera) y del
tipo axpy. Sin embargo se considera que las operaciones més costosas son las dos usadas
para el cédlculo del rate.

Ademas se evaluaron los tiempos de céalculo de cada método para diferentes resoluciones
de grilla, y los tiempos de calculo para obtener diferentes errores al comparar con la
analitica.

Evaluacion de la tasa de procesamiento

En la tabla 3.8 se muestra un resumen de los resultados obtenidos para las tasas de
procesamiento, mas valores se muestran en la figura 3.23. Puede apreciarse que el algoritmo
explicito explota la potencia de cdlculo de la GPU hasta que se produce una saturacién
en la tasa para dominios computacionales mayores a los 33 millones de celdas hasta los
135 millones donde se ve una caida del desempeno para dominios mayores manteniéndose
un valor residual de 2880 Mcell/sec. Puede verse que el algoritmo implicito no aprovecha
al maximo el hardware y la relacion entre las tasas de procesamiento en cada método es
de 1 a 3 en todas las grillas analizadas.

Ny =Ny=N, 66 130 258 322 418 514 706* 898*

[Mcell] 0,33 22 172 334 73,0 1358 351,9* 7T24,1*

rate Explicito [Mcell/sec] 521 1444 2608 2931 2940 2983 2885 2834
rate Implicito [Mcell/sec] 138 516 837 888 899 856 - -
Texp/Timp 3,77 2,79 3,11 3,30 3,27 3,48 - -

Tabla 3.8: Tasas de procesamiento obtenidas para los dos métodos explicito e implicito ((*) Solamente
en el esquema explicito).
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Figura 3.23: Eficiencia de los dos algoritmos en base a la tasa de procesamiento.

Errores y tiempos de calculo

Se evalud el tiempo computacional o de calculo requerido por celda por cada segundo
de simulacién, un tiempo de cémputo mayor por segundo de simulacién significa que el
algoritmo es més rapido. El costo computacional de la simulacién es proporcional al niimero
de celdas procesadas N = N, N, N, y a la cantidad de pasos de tiempo requeridos en cada
segundo de simulacién, es decir costocom, = O(steps/sec x N) = O(N/At), considerando
que en el método explicito el paso de tiempo estd restringido por el niumero de Fourier,
deducimos que:

At=0(h?) =0 ((1/Nw)2) =0 <<1/N1/3)2> = O(N~2/3) (3.41)

esto es:
c08t0comp = O(N/N72/3) = O(N®/3) (3.42)

entonces se espera que el tiempo computacional se incremente a la potencia 5/3 del niimero
total de celdas procesadas para un mismo tiempo de simulacién. En la figura 3.24 (izquier-
da) se muestra que la tendencia final en el método explicito es la esperada mientras que
para el implicito la pendiente es un poco menor y préxima a 4/3, esto se explica debido
a que el paso de tiempo se mantuvo constante en dichas pruebas, en particular, se fijé
At = 0,014375, o en otras palabras se fijo la cantidad de pasos de tiempo en cada simula-
cion. Por otro lado en el método implicito el costo computacional por cada paso de tiempo
es dado por la cantidad de iteraciones del resolvedor CG siendo esto ultimo proporcional
a la cantidad de celdas por direccién (v/N) como puede verse en la figura 3.24 (derecha).
Entonces se espera un costo computacional para el método implicito igual a:

c0st0comp = 1/ At X Ny cGiotal X N = O(NY3 x N) = O(N*/3)
N——

const

(3.43)

Respecto a los errores, en la figura 3.25 (izquierda) se muestra que decrecen a una tasa
del orden O(N~2/3) en ambos casos (explicito e implicito) esto es equivalente a lo mostrado
en el anlisis de convergencia de la discretizacién espacial debido a que h = N~1/3,

Finalmente en la figura 3.25 (derecha) se comparan los errores obtenidos en los dos
esquemas para sus respectivos tiempos de calculo, se observa que para problemas pequenos
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Figura 3.24: Tiempos de célculo por segundo de simulacién versus el tamano de la grilla (izquierda) y
nimero de iteraciones de CG acumuladas en la simulacién (derecha)
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Figura 3.25: Error obtenido para ¢t = 1,84s versus el tamano de la grilla (izquierda) y comparacién del
error obtenido para diferentes tiempos de célculo en el método explicito e implicito (derecha).

(menores a 0.3 Mcell ~ 663) es mas eficiente el método explicito y para problemas mas
grandes la relacién se invierte, siendo mas eficiente el método implicito, esta diferencia
crece al aumentar el nimero de celdas llegando una relacién de 1/10 en los tiempos de
calculo requeridos por el método implicito y explicito respectivamente. Esto se debe a que
el Atnsx en el esquema explicito estd fuertemente condicionado con el niimero de Fourier
y el implicito permite pasos de tiempo mayores (en este ejemplo Atiyplicito = 0,014375),
ademaés de esto, en el método implicito se pueden variar los criterios de convergencia del
resolvedor CG y el lazo de NR permitiendo un fuerte incremento en la performance del
algoritmo.

3.7.5. Conclusiones

Los resultados muestran que ambos algoritmos (explicito e implicito) explotan al méxi-
mo las capacidades de la GPU, logrando simular problemas con muy alta resolucién en
el caso explicito (hasta 724 millones de celdas) sin embargo en el caso analizado se tiene
una fuerte restriccion en la estabilidad numérica del método requiriendo pasos de tiempo
relativamente pequenos.

Respecto al método implicito se comprobd que a pesar de tener valores de rates mas
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bajos respecto al algoritmo explicito, variando los criterios de convergencia en el resolvedor
CG segun la evolucién del residuo en el método de NR, es posible obtener un buen desem-
peiio global. En particular, se gana mucha eficiencia fijando las iteraciones méximas del
resolvedor CG en cada iteracién de NR en lugar de forzar la soluciéon de CG hasta cierta
precision. En relacién a esto, se probd que el orden de precisién temporal en el método
de NR no cambia al realizar méas iteraciones, pero como contrapartida se vié que para
problemas cada vez mas no lineales, resolver una tnica vez el sistema de ecuaciones con el
resolvedor CG (una sola iteracién de NR) requiere un niimero considerablemente mayor de
iteraciones CG. Por lo tanto se obtuvieron mucho mejores resultados resolviendo de forma
inexacta el sistema en el resolvedor (fijando el nimero de iteraciones CG dindmicamente)
y actualizando mas veces el sistema lineal a resolver (iteraciones NR) hasta obtener una
precision deseada al salir del lazo NR. Esta misma caracteristica se encuentra en los al-
goritmos segregados por ejemplo el método SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure
Linked Equation) usados para resolver las ecuaciones de Navier Stokes en los cuales no se
resuelve el sistema de forma precisa en cada iteracién interna del algoritmo sino que solo
se fuerza la conservacién de masa al final de cada paso de tiempo [61].

Cabe mencionar que los algoritmos implementados alcanzan el limite del ancho de
banda de la tarjeta antes de alcanzar el limite en la capacidad de procesamiento de la
GPU. Esto se debe a que las operaciones realizadas por cada CUDA Threads tiene una
intensidad aritmética muy baja y se consume mas tiempo en la lectura-escritura de datos
requeridos para los célculos. Lo anterior explica el porqué de los resultados obtenidos en
términos del rate explicito versus implicito, ya que en el ultimo se requiren tres veces
mas operaciones de lectura-escritura en memoria global. Finalmente se destaca que la
combinacién de criterios y métodos en el algoritmo implicito aceleran la convergencia
global del problema, requiriendo menos operaciones totales para llegar al mismo resultado
que el algoritmo explicito.

3.8. Comparacion de algoritmos SIMPLE y FS

En esta prueba se resuelven las ecuaciones para flujos incompresibles en estado esta-
cionario y transiente, en dominios 2D y 3D, implementando dos métodos en GPU, FSM
y SIMPLE. Se realiza ademés una evaluacién utilizando diferentes métricas para medir el
desemperno, discutiendo tasas de procesamiento para diferentes tamafios de malla. El caso
de estudio es el test del flujo en una cavidad cuadrada (ctbica en 3D) con tapa deslizante.

3.8.1. Discretizacién espacial y temporal

Para esta prueba, se resolvieron numéricamente el conjunto de ecuaciones de NS apli-
cando los algoritmos 2 y 3 desarrollados en el capitulo 2 que implementan el método
SIMPLE y FSM respectivamente, como esquema de discretizacion espacial, se utilizo CN
para SIMPLE y la combinacién CN y AB (difusién y adveccién respectivamente) en el
FSM. Para la discretizacién espacial se utilizaron el método CD en las pruebas 3D mientras
que para las pruebas 2D se utilizaron los esquemas CD y QUICK de acuerdo al nimero
de Reynolds a simular.

A continuacion se brindan algunos detalles sobre la implementacién de cada algoritmo
en GPU.

Implementacién del algoritmo SIMPLE en GPU

Para implementar el algoritmo SIMPLE se elaboraron las siguientes funciones:

» aC_RHS residuo();
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= stencil_op momentum();
» rhie chow_interp();
= RHS pressure();

» stencil op PPEQ);

update mf () ;

Todas las funciones se componen de 9 kernels (caso 2D) o 27 kernels (caso 3D) con ejecucién
concurrente donde el kernel que procesa el interior del dominio en el caso 3D se paraleliza
recorriendo por planos horizontales como se explicé secciones atrdas. A continuacién se
describen las variables para el caso 3D.

Todas las variables se almacenan en la memoria de la GPU, las variables almacenadas
propias del método son 22 y corresponden a los siguientes vectores: aCl, (1 vector con
los coeficientes centrales iguales para las 3 ecuaciones de momento, los aportes de las con-
diciones de borde se incorporan posteriormente en cada caso por separado); y, Uy, Wy, PN
(4 vectores para las variables a tiempo actual); u., vy, ws (3 vectores para las variables de
iteracién dentro del lazo SIMPLE); ug, vo, wo, pp (4 vectores para los campos de velocidad
a tiempo pasado y el campo de correccién de la presion); me, m,, m; (3 vectores con los
flujos en caras); rhs,, rhsy,rhs,,rhs, (4 vectores con los lados derechos de cada ecuacién
de momento y ecuacién para la correccién de la presion); res,, res,, res, (3 vectores pa-
ra monitorear el residuo de las ecuaciones de momento). Ademds de los 22 vectores, se
requieren 8 vectores auxiliares utilizados en los solvers BiCGStab y CG.

La funcién aC_RHS_residuo () ; calcula el vector de coeficientes centrales aCly,,,, que se
utiliza para ensamblar las ecuaciones de momento, para la interpolacion de Rhie Chow y
para la ecuacion de correccién de la presién, calcula el RHS de las ecuaciones de momento
y el residuo de las mismas para chequear el proceso de convergencia.

La funcién stencil_op momentum() ; realiza la operacion tipo stencil para llamada por
el solver lineal de las ecuaciones de momento. Utilizando un esquema centrado o upwind
segun si se utilizan esquemas TVD via técnica DC o no.

La funcién rhie_chow_interp() ; realiza la interpolacion de Rhie-Chow para los flujos
Me, My, My en caras que se utilizaran como RHS en la ecuacion de la presién (PPE).

La funcién RHS pressure(); calcula el desbalance en los flujos maésicos y determina
el vector RHS de la PPE.

La funcién stencil_op PPE() ; realiza la operacién tipo stencil que requiere el solver
para la presién utilizando el vector aC'yyqp.

La funcién update mf () ; corrige los campos de velocidad, de flujos en caras y el campo
de presiones.

Cabe destacar que en estas funciones se hace un rehtiso intensivo de los datos leidos en
memotia global de la GPU es por ello, que por ejemplo la funcién aC_RHS residuo() ; rea-
liza las operaciones requeridas para las 3 ecuaciones de momento ya que coinciden muchas
cosas al momento de ensamblar los sistemas (principalmente lado derecho y cémputo del
residuo para chequear la convergencia). Para los vectores que més se van a utilizar se los
carga en memoria compartida shared memory para liberar la memoria de registros de la
cual también se hace uso intensivo para permitir el rehtiso de variables auxiliares durante
el calculo del kernel. Finalmente, el algoritmo 12 presenta la implementacién basada en
GPU que se realizo.

Implementacion del algoritmo FSM en GPU

La implementacién del FSM es relativamente maés sencilla que en SIMPLE. En este
caso se implementaron las siguientes funciones:
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Algoritmo 12: Implementaciéon GPU del algoritmo SIMPLE en 3D.

1 inicializacién de los campos;
21+ 0;
3 mientras ¢t < Tf,, hacer

® N o O s

10
11
12

13
14
15
16

17

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27 fin

conv < 0, iter < 0, tol + 1,0;
mientras conv == 0 hacer
iter « iter + 1;
coeficientes para ecs. momento y RHS: aC_RHS residuo();
calculo de la norma de residuos para chequeo de convergencia:
residuo, < ||resy||, residuoy < ||resy||, residuo, < ||res.|[;
llamada al solver: BiCGStab (uy, rhs,);
llamada al solver: BiCGStab (v,, rhs,);
llamada al solver: BiCGStab (wy, rhs,,);
actualizacion de flujos masicos via interpolacion de Rhie-Chow:
rhie_chow_interp (aCyyw,Me, My, M¢,pN);
computar RHS para PPE: RHS pressure (m.,my,m¢,rhsp);
calculo de la norma del res. p. chequeo de conv.: residuo, < ||rhsp||;
llamada al solver: CG(pp, rhsy);
correccion de los campos de velocidad, flujos en caras y campo de presion:
update mf ();
chequeo de convergencia:
tol - max(residuo,, residuoy, residuo,, residuoy);
si tol < 1le — 8 entonces
‘ conv < 1;
fin
si iter < iterysx entonces
‘ conv < 1;
fin

fin
intercambio de punteros para los campos de velocidad;
t+—t+ At;
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= RHS momentum() ;

» stencil op momentum() ;
» update Ufaces();

= RHS pressure();

= stencil op PPEQ);

» update p.uUQ;

Las variables almacenadas en GPU propias del método son 18: y corresponden a los siguien-
tes vectores: pn, pp (2 vectores, uno para el campo de presiones y el campo de correcién
de la presién); uy,, vy, w, (3 vectores para las velocidades a tiempo actual); ue, Vo, W (3
vectores para los campos de velocidad a tiempo pasado); U,, V,, W, (3 vectores con los
flujos en caras a tiempo actual); Uso, Voo, Woo (3 vectores con los flujos en caras a tiem-
po pasado); rhs,, rhsy,rhs.,rhs, (4 vectores con los lados derechos de cada ecuacién de
momento y ecuacién para la correccién de la presiéon). Ademads de los 18 vectores, se re-
quieren 4 vectores auxiliares utilizados en el solver CG. En este caso las operaciones que
realiza cada funcién no necesitan describirse. El algoritmo 13 presenta la implementacién
disenada para GPU de este método.

Algoritmo 13: Implementacién GPU del algoritmo FSM en 3D.

1 inicializacion de los campos;

21+ 0;

3 mientras ¢t < Tf,, hacer

4 calculo de los RHS de las ecuaciones de momento: RHS_momentum();

5 intercambio de punteros de velocidades y flujos a tiempo pasado para las tres
direcciones: u, <> Upo, Uy <> Upo, .. .

llamada al solver: CG(u,, rhs,);

llamada al solver: CG(v,, rhs,);

llamada al solver: CG(w,, rhs,);

actualizacion de flujos masicos via interpolacién de Rhie-Chow:
update _Ufaces (uy,V0,Wo,Us, Vo, Wo,pn);

10 computar RHS para PPE: RHS pressure (U,,V,,W,,rhsy,);

11 llamada al solver: CG(pp, rhs,);

12 correccién de los campos de velocidad, flujos en caras y campo de presiones:

update_p_u_U(u,, Vo, Wo, Uy, Vo, Wy, pn);

13 t—t+ At;

14 fin

© ® N o

3.8.2. Validacién: Caso 2D - cavidad cuadrada con tapa deslizante

En la figura 3.26 se presenta el esquema para el problema 2D y las respectivas condi-
ciones de borde aplicadas.

Caso estacionario

El problema se resolvié para diferentes valores del niimero de Reynolds a saber: Re =
100, 1000, 3200, 5000, 7500, 10000. Los 3 primeros casos se resolvieron utilizando el FSM
con el esquema CD hasta alcanzar el estado estacionario, mientras que para los ultimos 3
casos se utilizé6 SIMPLE estacionario porque al tratarse de problemas a altos Re el estado
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Figura 3.26: Dominio y condiciones de borde para el problema 2D de la cavidad cuadrada con tapa
deslizante.

estacionario demora mas tiempo en alcanzarse con un método transiente, ademas de ello,
se utilizé el esquema QUICK que es mas preciso para flujos a mayor Re. En todos los
casos se utilizé una grilla de 128 x 128.

Figura 3.27: Solucién numérica para Re = 100, 1000, 3200 utilizando el algoritmo FSM y un esquema
espacial CD para el término advectivo y difusivo.

Para validar los resultados, se compararon los perfiles de velocidad en las lineas cen-
trales del dominio con los resultados obtenidos por Guia et. al. [63]. Las figuras 3.29 y 3.30
presenta la comparacién para diferentes valores de Re, puede verse que la solucién pro-
vista por ambos algoritmos es realmente aceptable considerando que se utilizé una grilla
relativamente gruesa para la prueba.

A modo de referencia en cuanto a tiempos de cémputo, la solucién del problema es-
tacionario utilizando el algoritmo SIMPLE en grillas de 128 x 128 y 256 x 256 requiere
34s y 84s respectivamente en el equipo 1 (GPU Nvidia Tesla K40), mientras que en el
equipo 2 (GPU Nvidia Tesla V100) el tiempo de cémputo es de 16s y 28s respectivamente,
en ambos casos, la tolerancia en los residuos del método fue le-6. Cabe mencionar que
estos tamanos estan lejos de aprovechar las capacidades de computo de la GPU debido al
tamano del problema.
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Figura 3.28: Solucién numérica para Re = 5000, 7500, 10000 utilizando el algoritmo SIMPLE estacionario
y un esquema espacial QUICK para el término advectivo y CD para el término difusivo.
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Figura 3.29: Perfiles de velocidad para las lineas centrales para la cavidad en 2D, Re = 100, 1000, 3200
utilizando el algoritmo FSM y el esquema espacial CD para el término advectivo y difusivo, comparacién
con los resultados de Guia et. al. [63].

3.8.3. Validacion: Caso 3D - cavidad cubica con tapa deslizante

En esta prueba se resuelve el problema de la cavidad en 3D a Re = 1000 utilizando los
2 algoritmos. En el primer caso se resuelve la ecuacion hasta el tiempo Tgna = 40s donde
se asume que ha alcanzado el estado estacionario.

En la figura 3.31 se presenta la soluciéon numérica obtenida sobre una grilla de 130 x
130 x 130 para diferentes instantes de tiempo.

La figura 3.32 presenta las isosuperficies de vorticidad y las lineas de corriente una vez
alcanzado el estado estacionario. En la figura 3.33 se comparan los perfiles de velocidad
en las lineas centrales x y z con los resultados obtenidos por Ku et al. [89] utilizando
métodos pseudoespectrales. Puede observarse que los resultados coinciden con los valores
de referencia para el caso 3D. Si bien para los perfiles de la figura 3.33 se utilizé la solucién
provista por FSM, el resultado que se obtiene utilizando el algoritmo SIMPLE en estado
estacionario es idéntica, por ello no se incorporé en la figura.

Desempeno en GPU de los algoritmos SIMPLE y FSM

En este segundo caso, se ejecutaron ambos algoritmos en el equipo 1 para diferentes
tamafios de grilla, en la tabla 3.9 se muestran los niimeros de celdas por direccién de cada
grilla. La simulacién se llevé a cabo hasta un tiempo fisico de simulacién T, = 16s, con
un paso de tiempo At = 0,0025s con lo que la cantidad de pasos de tiempo realizados es
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Figura 3.30: Perfiles de velocidad para las lineas centrales para la cavidad en 2D, Re = 5000, 7500, 10000
utilizando el algoritmo SIMPLE y un esquema espacial QUICK para el término advectivo y CD para el
término difusivo, comparacién con los resultados de Guia et. al. [63].

Figura 3.31: Solucién numérica de la cavidad ctibica a Re = 1000 para diferentes instantes de tiempo.

k = 6400. Se calcularon las tasas de procesamiento en Mcell /s para cada grilla y algoritmo
de acuerdo a la expresién:

rate — Nsteps X Ng X Ny x N, | Mcells (3.44)
tiotal X 106 sec
N, =N, =N, 34 66 130 258 354
[Mcell] 0.039 0.29 2.20 17.17 44.36

ratespvpre [Mcell/sec)  18.5  109.6 337.5 472.3 550,8
raterps [Mcell/sec] 48.2  252.0 673.1 786.3 716.9
rateps/rateSIMpLE 2.60 2.30 1.99 1.66 1.30

Tabla 3.9: Tasas de procesamiento en Mcell/s obtenidas para el algorimto FSM y SIMPLE en GPU
utilizando el Equipo 1.

La figura 3.34 presenta las tasas de procesamiento versus el ntimero de celdas del
dominio computacional para las pruebas ejecutadas en el Equipo 1. Puede observarse
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Figura 3.32: Isosuperficies de vorticidad y lineas de corriente (arriba), lineas de corriente en los planos
centrales (abajo) para el problema de la cavidad cibica a Re = 1000.

que el algoritmo FSM tiene un mejor desempenio que el método SIMPLE, aunque para
problemas grandes puede observarse una caida en el rendimiento, esto podria explicarse
en que el algoritmo FSM es mas sencillo que SIMPLE y tiene una intensidad de cémputo
pequenia en relacién a los accesos a memoria global, luego, a medida que el problema crece
el ancho de banda de la GPU comienza a degradar el rendimiento.

El algoritmo SIMPLE por el contrario, como se explicé al comienzo de la seccion, posee
gran intensidad de computo con mucha re-utilizacién de los datos una vez leidos desde la
memoria global, en consecuencia el rendimiento tiende a mejorar al incrementar el niimero
de celdas totales de la grilla porque se aprovecha mejor la capacidad de cémputo de la
GPU en relacién al ancho de banda.

En cuanto a los tiempos de cémputo, el FSM es mas rapido que SIMPLE y la relacién
de tiempos se reduce en la medida que el problema crece. Para problemas suficientemente
grandes, ambos algoritmos consumen un tiempo de cémputo similar.

Conclusiones para problemas 3D

Ambos algoritmos poseen buen desempenio en GPU, explotando las capacidades de
computo de la misma, logrando simular problemas con resolucién de hasta 44 millones de
celdas en el equipo 1 (GPU Tesla K40). Sin embargo debe destacarse que el FSM es en
gran medida més facil de implementar en comparacién al método SIMPLE. Ademas de
ello, el uso del esquema temporal AB para el término advectivo, permite que en caso de
incorporar esquemas TVD sea mucho mas sencillo debido a que se trata explicitamente,
mientras que en SIMPLE, al tener un lazo interno, implica que para usar esquemas TVD,
debe utilizarse una técnica DC o alguna linealizacién.

Por otro lado, en caso que se requieran resolver problemas estacionarios, el algoritmo
SIMPLE es mas adecuado ya que permite obtener la solucién en tiempos reducidos en
comparacién al FSM, esto es particularmente 1til en problemas a altos Reynolds.

Finalmente, aunque el algoritmo SIMPLE posee tasas de cémputo mas bajas, para
problemas grandes, los tiempos de cédlculo se comienzan a parecerse a los del FSM. Lo
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Figura 3.33: Perfiles de velocidad para las lineas centrales en el problema de la cavidad cibica a Re = 1000
utilizando el algoritmo FSM solucion en estado estacionario (tana1 = 40s), utilizando un esquema espacial
CD para el término advectivo y difusivo, comparacién con los resultados de Ku et al. [89].
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Figura 3.34: Solucién numérica de la cavidad cibica a Re = 1000 para diferentes instantes de tiempo.

anterior se explica en que el SIMPLE es un método segregado y no se requiere resolver a
alta precisién en cada iteracion del lazo, esto permite acelerar velocidad de convergencia
global del método en cada paso de tiempo.

Cabe mencionar que ambos métodos se podrian mejorar considerablemente si se utiliza
la FFT o métodos multigrilla para la resolucién de la ecuacién de la presién. Sin embargo,
estas técnicas son mas faciles de implementar en el FSM por ser constantes los coeficientes
de la matriz, cosa que no ocurre en SIMPLE debido a que los coeficientes en la PPE
dependen del campo de velocidades.

En base a los resultados obtenidos, para los capitulos siguientes se utilizara el FSM,
donde se incorporaran las técnicas de fronteras embebidas para poder resolver las ecua-
ciones en dominios con fronteras irregulares.



Capitulo 4

Métodos multigrilla

A partir de una revisién bibliografica, se identificé que existen pocas implementaciones
diseniadas para ejecutarse enteramente en GPU, la mayoria son aceleraciones de resolve-
dores basados en CPU y por otro lado, las implementaciones en general resultan muy
complejas. Esto motiva a implementar un algoritmo multigrilla (MG) en GPU. Para esta
tesis se implementa un método MG centrado en celda (CCMG) basado completamen-
te en GPU que puede utilizarse como precondicionador multinivel o directamente como
resolvedor independiente.

Las estrategias MG consisten en la combinacién de resolvedores iterativos cldsicos con
una jerarquia de discretizaciones que proporcionan un método con convergencia acelerada,
constituyendo asi uno de los solucionadores més eficientes disponibles en la actualidad. En
estos métodos, el error se corrige como un subproblema en una grilla gruesa, donde se
resuelve un problema con menos incégnitas y luego se interpola esa correccion a la grilla
fina (esto se conoce como correccion de grilla gruesa).

4.1. Método Multigrilla en GPU

En el contexto GMG, hay dos formas de aplicar el engrosamiento (coarsening), MG
centrado en vértices (VCMG) o centrado en celda (CCMG) [179]. En la primera, cada
grilla gruesa se obtiene quitando vértices sucesivamente, partiendo de la cuadricula fina,
la segunda consiste en unir sucesivamente las celdas finas para obtener una celda en la
grilla gruesa, por ejemplo se forma una celda en la malla gruesa uniendo cuatro celdas de la
malla fina. Por lo tanto, en VCMG, cada grilla mas gruesa es un subconjunto de nodos de
la grilla fina anterior, mientras que en CCMG dan como resultado grillas no anidadas, pero
resulta en un camino natural si se aplica el FVM. Cuando de trata de problemas con co-
eficientes de difusién muy variables entre celdas del dominio, VCMG requiere un operador
de transferencia dependiente del problema [119, 168, 179], tales operadores dependien-
tes apuntan a aproximar la condicién de salto correcta usando informacién del operador
discreto. Se han introducido algunos operadores dependientes en [9, 46] demostrando ser
efectivos.

En [150] presentan un algoritmo SMG (Semicoarsing Multigrid) adecuado para ese tipo
de problemas, este método se paraleliza més tarde en CPU usando memoria distribuida
(version MPI) en HYPRE [27, 55, 56]. Este método ha sido aplicado como solver directo
o como precondicionador en PCG [11, 52].

Por otro lado, dentro de las implementaciones basadas en GPU del método MG, des-
tacamos la libreria de Nvidia AmgX que contiene métodos multigrilla algebraicos AMG
basados en agregacién, en [122] reportan hasta 5x de aceleracién usando una GPU Nvidia
Tesla K40 versus la version paralela en CPU de HYPRE ejecutada en una estacion de
trabajo con un CPU Intel Xeon E5-2690v2 10-cores a 3.0GHz. En [110, 111] disenan e
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implementan una versiéon basada en GPU del SMG de [150], en el estudio de escalabilidad
para casos 2D, reportan tiempos totales (etapas de configuracién y solucién) del mismo
orden comparado con AmgX de Nvidia para tamanos hasta 16M de celdas en una Tesla
K40, sin embargo este método involucra la solucién de algunos sistemas con métodos co-
mo el algoritmo de Thomas [150] o en una opcién mas compatible con las GPU como las
estrategias PCR (Parallel Cyclic Reduction) [3, 47, 110].

El algoritmo MG maés basico se conoce como ciclo de dos grillas y puede resumirse
como:

1. Realizar algunas iteraciones en el sistema original, A, ®; = by, en la grilla fina (con
paso de malla h). Llamando @ a la solucién obtenida en esas iteraciones, el residuo
se calcula como r;, = by, — A, P.

2. EL residuo se traslada desde la grilla fina a la gruesa con paso de malla 2h (op. de
restriccién), se realizan pocas iteraciones en esta grilla pero en una ecuacién para el
error: Agpeqn = rop, comenzando desde una solucién inicial homogénea es, = 0.

3. El error ey, se transfiere a la grilla fina y se realiza la correccion: ®pew, = ® + €p,.

4. Repetir el proceso.

Entonces, los pasos principales que deben definirse para una estrategia GMG consisten
en: operacién de suavizado o relajacion, restriccion, interpolacion o prolongacion, tipo
de ciclo y operador en grilla gruesa. La relajacién reduce los errores de alta frecuencia
(suavizado) usando unos pocos pasos con un método iterativo muy simple (por ejemplo
Jacobi o Gauss-Seidel). La restriccién es la etapa en la que el residuo en la grilla fina se
transfiere a la grilla gruesa para resolver el error. La prolongacién consiste en interpolar
esa correcciéon calculada en la malla gruesa sobre la malla fina. El tipo de ciclo es el tipo
de recursividad que se realiza usando el ciclo de dos grillas. El operador de grilla gruesa
es el operador diferencial discreto que nos permitird obtener la matriz del sistema para la
malla gruesa Agy,.

En el CCMG para esta tesis, la grilla gruesa se construye via celdas. Es decir, cada
celda gruesa es la unién de cuatro celdas mas finas resultando grillas con tamanos de celda
2h;4h,8h, . ... De esta forma, los centros de las celdas de una grilla gruesa no pertenecen
a la grilla mas fina anterior.

4.1.1. Operador en grilla gruesa y enfoque de discretizacién

Para obtener el operador en grilla gruesa Asy, representaciéon de Ay (grilla fina),
hay dos técnicas: aproximacién de grilla gruesa de Galerkin (GCA) o aproximacién de
grilla gruesa por discretizacién (DCA). GCA se basa en operaciones algebraicas desde
los operadores de restriccion y prolongaciéon, esto es Agp = R%LhAhP}Q’h, donde R%Lh y
Pgh son los operadores de restriccién y prolongacién respectivamente. DCA en cambio,
consiste en obtener Agj, aplicando la misma técnica de discretizacién utilizada en Ay. Aqui
surge el principal problema en CCMG, y es que si se usa GCA, el stencil que da como
resultado Asp crece en la mayoria de los casos si se utilizan operadores de transferencia de
segundo orden [119]. Es por ello que generalmente se elige DCA para CCMG, obteniendo
resultados de convergencia similares a VCMG para casos homogéneos, sin embargo, en el
caso de problemas muy heterogéneos, se pueden obtener tasas de convergencia muy pobres,
incluso puede ocurrir divergencia si los coeficientes de difusién para construir el stencil Aoy,
no se eligen correctamente [168]. Segin los requisitos de la arquitectura de cémputo de
las GPUs, se prefiere operadores que mantengan un stencil compacto en la grilla gruesa.
Aunque dichos operadores podrian causar una tasa de convergencia baja, en esos casos,
eso se resuelve mediante una combinaciéon con el método CG con un precondicionador
CCMG.
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4.1.2. Operadores de transferencia

El operador de prolongacién mas simple que se puede usar es una interpolacion cons-
tante a trozos (CP) y su adjunto escalado como operador de restricciéon (CR):
1 o1 [ R b
h 2h

10, r 17,

la expresion (4.1) indica en notacién de stencil los pesos con los que el valor correspon-
diente de la grilla gruesa construye el valor de la celda fina y los pesos que multiplican
los valores de la malla fina para realizar la restriccién en la malla gruesa (ver figura 4.2
- izquierda), * indica un valor de celda en la grilla gruesa. Entre las ventajas de estos
operadores, se destaca que para realizar la restriccion en una celda gruesa, sélo se requie-
ren 4 lecturas de memoria en la grilla fina y para la prolongacién se lee un solo valor en
la grilla gruesa para cada celda de la grilla fina. Debe tenerse en cuenta que, dado que
son operadores compactos, no se requieren modificaciones para las celdas de frontera, lo
que facilita la implementacién. Por otro lado, se puede demostrar que la construccién del
operador discreto via GCA en forma escalada, es decir Ay, = %R%hAthh es equivalente
a DCA en la grilla gruesa usando coeficientes de difusién v(x) que surgen de promediar
aritméticamente el coeficiente de cada grilla [90, 120]. Este proceso se representa en la
figura 4.1: en un primer paso se obtienen los valores en las caras vy a partir de los coefi-
cientes en los centros de celda vy usando la media arménica, luego vy en las mallas gruesas
se calculan como la media aritmética de los dos valores mas cercanos.
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Figura 4.1: Estrategia de promediado para obtener los coeficientes de difusién en el proceso DCA escalado
en diferentes grillas.

Los operadores compactos tienen la desventaja que son hasta primer orden, donde el
orden se refiere al orden del polinomio que se puede interpolar exactamente mas 1. Para
obtener tasas de convergencia independientes del nimero de celdas de la grilla (tamafio
de la grilla) en CCMG, la condicién que debe cumplirse entre los érdenes polindémicos
de los operadores de prolongacién (mp) y restriccién (mp) comparando con el orden de
diferenciacién de la ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP) (m) [70] es:

mp+mpg >m (4.2)

en [119], basados en el Analisis Local de Fourier (LFA) en el contexto del CCMG, conside-
rando los 6rdenes de baja y alta frecuencia para el operador, resaltan la condicion débil de
[72] que es menos restrictiva que (4.2) y enumera los érdenes del error de alta frecuencia
que pueden diferir del orden polinomial (ver [119] para més detalles y el orden basado en
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las frecuencias del error):

ml;;.igh + m}}}igh >m (4.3)

la condicién (4.3) solo es valida para GCA, por lo que la combinacién CP-CR es una
buena candidata en este tipo de problema porque tiene la equivalencia entre DCA y GCA
y satisface (4.3) aunque violen la condicién (4.2), ademds de ser facil de implementar
[90, 91, 119, 120]. En el caso de DCA, el orden del polinomio debe incrementarse en al
menos uno de los operadores de transferencia para cumplir la condicién (4.2).

Entre los operadores de interpolacion de orden superior se pueden mencionar los si-
guientes: (BP) interpolacién bilineal, (WP) Wesseling-Kalhil [81, 178], (KP) Kwak [93] y
(MP) Mathioudakis [112]. Las expresiones para los diferentes operadores de prolongacién
se muestran en (4.4) y (4.5), el operador de restriccién se determina en cada caso como el
adjunto escalado de P.

13 31 11 oof[
. 9 9 3 Lt 2 0
PBP = E * s PWP = Z * s (44)
9 9 0 2 1
13 31|, 00 11|,
o1 107" 10 o1
L 1 o3 30
1 1 03 30
0 1 10 |, 10 01|,

En la figura 4.2 (derecha) estan representados ambos procesos de transferencia entre
grillas (BP y BR), hay que tener en cuenta que (4.4) y (4.5) solo son vilidas para celdas
interiores y deben modificarse en las celdas de borde, si bien hay férmulas generales,
también puede hacerse mediante el uso de nodos fantasma (ghost nodes), en la figura 4.2
se muestran dichos nodos en caso de restriccién (cuadrados oscuros) o para prolongacién
(circulos obscuros). Si la condicién de borde es tipo Dirichlet, los valores de los nodos
G y g se extrapolan linealmente asumiendo un valor cero a lo largo del borde [119].
Para la condiciéon de borde tipo Neumann, la extrapolacion se realiza considerando que
una funcién constante en el borde se transfiera correctamente (Neumann homogénea).
Entonces los valores extrapolados hacia los nodos fantasma para restringir el residuo y
prolongar en correccion de grilla gruesa son:

rDirichlet — h Neumann h (46)

g ~Tinteriors rg = Tinterior

egirichlet — 2h Neumann __ _2h (47)

—Cinteriors  €G = Cinterior
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Figura 4.2: Representacion de los operadores de transferencia para el caso de funcién constante a trozos
CP/CR (izquierda) y funcién bilineal a trozos BP/BR (derecha). Los cuadrados y circulos indican los
centros de celda de la grilla fina y gruesa respectivamente. Las operaciones de restriccién y prolongacién
se indican en azul y naranja respectivamente.

4.1.3. Estrategia para obtencién de los coeficientes de difusion del ope-
rador Ay, en la grilla gruesa

Como se mencion6 antes, al usar GCA la plantilla crece demasiado en casi todas
las combinaciones anteriores, esto deteriora la eficiencia de los algoritmos ejecutados en
GPU debido a la mayor cantidad de lecturas en las etapas de restriccién, prolongacion y
suavizado, siendo crucial la ultima ya que se requiere realizar muchas veces la operacion
tipo stencil (A®). En [119] se muestran los crecimientos de las plantillas de los operadores
Ay, para diversas combinaciones de operadores de transferencia partiendo del caso de
plantillas de 5, 7 y 9 puntos en Aj,.

A continuacion se presenta a modo de ejemplo como luce la plantilla del operador Aoy,
si se escoge la combinacién BP-CR . en el caso 2D. Considere la figura 4.3, el operador en
la celda C' de la grilla gruesa se obtiene como:

Az = (RI"ALPY,0)
C
1 h h h h (4.8)
(o), (AePho), + (AiPho), = (Ai2ho)

en donde el primer término se obtiene

1 1
(ArP30) = seel (965 +39c + 36ns + én) + Towl (960 + 30w + 3ow + dvw)
+1—16"? (96N + 3¢c + 3PNE + OB) + 11_63}11 (96c + 3¢s + 3dE + PsE)
4Lk (96c + 365 + 3n + onr)

16
(4.9)

procediendo igual para los términos restantes, se obtiene el operador en la grilla gruesa:
Aong = e*"op + 0 ow + non + s ps + e

(4.10)
+ne?onp + nw dnw + se*osp + sw ' psw
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cuyos coeficientes se computan a partir de los coeficientes en la grilla fina como:

o (B (o b el 4 o)+ 9 (b + ) (0l + o)
wh = 6%(3*(c2+c3+n3+32+w1+w4)+9*(w2+w3)+(n§+3§)>
th_6i4(3*(c?+c§+e§‘+n’§+n5j+w’f)+9*(n’f+n§)+(e?+w§))
= (3 (el e ol sl wl) + 9% (o4 o)+ (h + )

1
ne?t = — (3 (el +ni) + (ch + b + )

1 (4.11)
nw?h = 61 <3*(n2 +w2)+(cg+w?+n§))
1
se?t = 2 (3 (s +wh) + (ch + s +ui))

1
swh = ol (3 * (34 + 64) + (cff + eéf + s}f)>

3
C2h: 32(61+e4+1U2+UJ3+n1+n2+83+84>

= - (e + w4+ n? 4 s 4 ne? + nw™ + se? + swzh)

Luego, la plantilla de 5 puntos en la grilla fina se transforma en una plantilla de 9 puntos
en la grilla gruesa, desde donde se mantiene de 9 puntos para las sucesivas grillas mas
gruesas (4h,8h,...). Si se hubiese elegido la combinacién BP-BR, la plantilla de 5 puntos
del caso 2D se transforma en una plantilla de 21 puntos, y la situacién es més critica para
los problemas en 3D.

Con ello puede verse que resulta muy poco practica la implementaciéon en GPU usando
GCA con operadores de alto orden. Las tnicas combinaciones que satisfacen (4.2) man-
teniendo una plantilla compacta en todas las grillas son CP-CR, WP-CR o CP-WR, mas
aun, en el ultimo caso DCA equivale a GCA si se eligen los mismos coeficientes de difu-
sién que surgen del proceso que mostrado para CP-CR (figura 4.1) [81]. En efecto dichos
coeficientes para la celda C' de la grilla gruesa usando CP-CR (figura 4.3-izquierda) se
obtienen usando la operacién escalada:

Anp = (RIAIPY0)

(4.12)
h
(k) + (k) + (i)« ()
en donde el primer término resulta como:
(Athth)l =elop +whpe +nlon + stoc + e (4.13)

procediendo igual para los términos restantes, se obtiene el operador en la grilla gruesa:

Agpd = e¥'op + 0oy + 0N + s pg + Phoc (4.14)

cuyos coeficientes se computan a partir de los coeficientes en la grilla fina como (compare
con figura 4.1):

/N
aQ
_
+
a
NS
N———
g

1 1
0ol () 0= o o)

(4.15)
(sh+sh) 5 e == (4w 42t 4 57)
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El uso de operadores de mayor orden via DCA motiva a investigar una manera de obtener
los coeficientes de difusion para las grillas mas gruesas buscando no degradar la velocidad
de convergencia debido a heterogeneidades en los coeficientes de la ecuacién de difusion.
Desde un punto de vista heuristico, pensando en que llevar el problema original en la
grilla fina a las grillas cada vez mas gruesas sucesivamente, corresponde a un proceso de
homogeneizacién, en esta tesis se propone restringir (upscaling) los coeficientes de difusién
utilizando el promedio geométrico de 4 celdas cada vez, en la regién andloga al operador
CR (ver figura 4.2 - izquierda). Si a,b,c y d denotan los centros de celda en la grilla h,
usados para formar la celda A de la grilla 2h, el coeficiente v se computa asi:

1
va = (v vy ve va) 't = exp | 7 (n(va) + In() +In(w) + ()| (4.16)
una vez obtenidos los coeficientes de difusién v en centros de celda, la discretizacién en la

grilla 2h se realiza aplicando directamente el promedio geométrico (esquema CD) o bien
utilizando la media arménica en caso que los coeficientes sean fuertemente variables.
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Figura 4.3: Plantilla del operador en grilla gruesa A, para un operador Aj de 5 puntos en la grilla fina
utilizando las combinaciones CR-CP (izquierda) y CR-BP (derecha). Se muestra la operacién de restriccién
para la celda C' € 2h-grid y la operacién de prolongacién para la celda Ny € h-grid vecina superior de la
celda Cy € h-grid.

Al realizar los experimentos que se presentan en las secciones posteriores se ha verifica-
do que utilizar (4.16) permite obtener una ganancia de tiempo en un factor superior a 3x
respecto al enfoque usado en [90, 120] (figura 4.1). Esto se debe a que la media geométrica
es mas representativa para los casos heterogéneos, a la vez que se utiliza la informacién
de mas informacion de las celdas finas al ensamblar el sistema para la grilla gruesa. Se
destaca que el principal beneficio de este enfoque, es que permite utilizar todas las combi-
naciones de operadores. Por otro lado, en las pruebas realizadas también se encontré que
las combinaciones CP-CR y BP-CR son las mas efectivas, obteniendo los mejores desem-
penos aunque no muy distintos entre si. Los métodos VCMG por su parte pueden armarse
usando operadores-dependientes que son mas efectivos, pero involucran mas operaciones
para su configuracién y requieren mas almacenamiento, mientras que CCMG resulta més
facil de implementar en GPU por el grado de paralelismo que puede obtenerse, incluso
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puede implementarse usando estilo matriz-free, debido a que en cada grilla solamente se
requiere de v(x) en centro de celda para ensamblar el sistema cada vez, y por otra parte
los operadores Pgh y R,Zlh no requieren almacenamiento ya que se toman directamente
como una funcién que opera entre dos niveles de grilla.

4.1.4. Operadores de relajacién o suavizado

El diseno de operadores de suavizado efectivos es problema dependiente. Como en
esta tesis interesan operadores compatibles con implementaciones que usan paralelismo de
grano fino para aprovechar la potencia de cémputo de las GPU modernas, se decidié a
utilizar dos técnicas de suavizado clésicas:

» Weighted Jacobi (WJ)
» Gauss-Seidel Red-Black ordering (GSRB)

WJ es completamente paralelo, es decir en cada iteracién se puede actualizar cada punto
de forma independiente. GSRB es mas efectivo sin perder tanto grado de paralelismo ya
que se actualiza la mitad de las celdas por vez (primero nodos Red, luego nodos black).
GSRB tiene la desventaja de que solamente puede usarse en el caso de stencil de 5 puntos
(o 7 puntos en 3D), pero en los casos que se requieren la combinacién CP-CR conserva
el tamano del stencil, en otros casos, por ejemplo, stencil de 7 0 9 puntos (en problemas
2D) o ya sea que se elija operadores de transferencia de mayor orden, deben usarse WJ o
elegirse otra variante por ejemplo four color Gauss-Seidel. El costo de cada iteracién MG
es directamente proporcional al niimero de iteraciones de relajaciéon o suavizado ademaés
de su influencia en la tasa de convergencia. En general basta con 1 a 3 pasos de suavizado,
pero si el problema es fuertemente variable en los casos estudiados se han usado hasta 4
pasos como maximo. Los algoritmos 14 y 15 presentan ambas estrategias de suavizado.

Algoritmo 14: Método Weighted Jacobi (WJ)

1 entrada: xo (solucién inicial), b (RHS), A (matriz del sistema), D (diagonal
principal matriz del sistema), w (factor de amortiguamiento), Ny (nimero de
iteraciones);

2 salida: x (solucién relajada/suavizada);

3 parai=1,..., Nynsx hacer

4 ri_1 < b — Ax;_1// actualizacién del residuo;

5 X; < X;_1 +wD™!r;_1// actualizacién de la solucién;

6 fin

Algoritmo 15: Método Gauss-Seidel Red-Black ordering paralelo (GSRB)

1 entrada: xo (solucién inicial), b (RHS), A (matriz del sistema), D (diagonal
principal matriz del sistema), Ny (ntimero de iteraciones);
salida: x (solucién relajada/suavizada);
dividir los nodos en 2 conjuntos disjuntos (damero Red-Black)
xR xB A(RB) A(BR)
parai=1,..., Nyns hacer
xP D;{}R (bR — ARBIXB ) // actualizacién solucién nodos Red;
xB « D lgp (bB — A(B’R)XZR) // actualizacién solucién nodos Black;
fin

)

o g o ok W N
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4.1.5. Tipos de ciclos multigrilla y precondicionador multinivel

Partiendo del ciclo de dos grillas y el uso de la jerarquia de grillas, hay tres combi-
naciones principalmente usadas basadas en la recursiéon de ese algoritmo, conocidas como
ciclo V, W y F. El primero constituye el ciclo mas simple, el ciclo W esta pensado para
pasar mas tiempo en las grillas més gruesas y recordando que los barridos son mas réapidos
que en las grillas finas, generalmente resulta superior a un ciclo V cuando los algoritmos
estan basados en CPU. El ciclo F (full multigrid cycle) es una serie de ciclos V invertidos,
comenzando desde la malla més gruesa. En la bibliografia se puede encontrar mucha in-
formacién sobre esto. Aqui por simplicidad algoritmica para la implementacion solamente
se discuten los ciclos V y W.

El ciclo W puede ser més efectivo en el sentido de que requieren menos iteraciones MG
totales para llegar a una tolerancia de error dada, siendo méas adecuado para trabajar en
arquitecturas paralelas donde el nimero de procesos en paralelo es O(10) ~ O(100), pero
en las GPU actuales el orden de procesadores en general es de O(1000), entonces el uso de
esa estrategia afecta la eficiencia del método ya que el nivel de paralelismo no es suficiente
para la cantidad de procesadores disponibles.

Finalmente en el algoritmo 16 se describen los pasos del la estrategia MG que puede
usarse ya sea como solver iterativo independiente (CCMG) o como operador M de pre-
condicionamiento en PCG (Mg{,,4)- Por otro lado, en el método PCG, se requiere que la
matriz de precondicionamiento M, sea un operador lineal definido positivo y preferente-
mente simétrico. Cuando se utiliza MG como un precondicionador, esto se puede garantizar
si se respetan las siguientes condiciones: usar operadores de relajacién simétricos y aplicar
la misma cantidad de pasos de pre y post relajacién [168, 179].

Para simplificar aqui A denota una estructura que contiene los elementos necesarios
para computar el producto A;x; en el nivel [ de grilla correspondiente. Considerando
que A; es simétrica, una opcion es almacenando las 2 diagonales inferiores por matriz
(diagonales de los vecinos W y S), luego los elementos de la diagonal principal C' se
determinan como la suma de los elementos restantes de la fila. vpe ¥ Vpost corresponden
al nimero de iteraciones (WJ or GSRB) en la etapa de pre y post relajacién, que en
MG-puro pueden diferir, sin embargo, en PCG se debe elegir vpre = vpost para mantener
la simetria del precondicionador. v permite seleccionar entre ciclo V y ciclo W, debe
tenerse en cuenta que el algoritmo se simplifica un poco al considerar solo el ciclo V a
la vez que requiere el almacenamiento de 2 vectores menos ya que no se debe acumular
las correcciones sobre los ciclos. En la linea 8 se resuelve de forma aproximada el sistema
en una grilla gruesa de (4 x 4) usando GSRB or CG, en las pruebas no se han observado
diferencias en la convergencia global al resolver a precisién méquina en una grilla gruesa de
(1 x1). Respecto a las operaciones de transferencia entre grillas, denotadas anteriormente
en forma matricial como R,th y Pé‘h, una de las ventajas de CCMG es que las operaciones
se pueden computar de forma muy simple sin que se requiera almacenar explicitamente
alguna matriz.

4.1.6. Detalles de la implementacion del método CCMG en GPU

En el solver implementado se requieren definir los vectores de diferentes tamafnos segtiin
el nivel de grilla, para esto se deben alocatar en GPU y en algunos casos pre calcular algu-
nas cantidades, como W; y S;, subdiagonales de la matriz del sistema A;, como también
la configuracién de grillas y bloques para ejecutar los kernels en el nivel que corresponda.
Esta etapa corresponde a un setup y se realiza mediante punteros a vectores de punte-
ros en GPU. Esto permite realizar todo de forma dindmica (alocatacién y prellenado si
corresponde). En particular para el ciclo V se definen los vectores de punteros al device

W*,LS*, rx, )., -€x que contienen los punteros a arreglos en el device de diferentes
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Algoritmo 16: Ciclo multigrilla para usar como resolvedor o precondicionador

1 entrada: [ (current level), by, (RHS), A (system matrix for all levels), vpre
(number of pre-smoothing steps), vpost (number of post-smoothing steps), v
(number of cycles, v = 1:V-cycle, v = 2:W-cycle);

salida: ey, (correction at level 1);

e, < 0;

e, < smooth(Ay, by, ep, Vpre) // pre-smoothing;

ry < by — Apep, // update the residual ;

ry < restriction(ry) // transfer residual to coarse level;

si | == 0 entonces

solve Ager = ry // obtain error at coarse level;

fin

en otro caso

e + 0;

para ¢ = 1,~ hacer

I'Hnew < Ty — Apey // update the residual;
€H new < MGCYCLE(l - 1; I'H new A7 Vpre, Vpost '7)// recursion;
ey < ey + ey new // accumulate corrections over cycles;

fin

© o N O A W N

T e e i =
S Ut W N = O

fin

en,cae < prolongation(er) // transfer coarse-grid correction to fine grid;
ey, < ey, + ey ccc // add up correction;

ey, < smooth(Ay, by, ep, Vpost) // post-smoothing;

N = e e
S © o

tamafios uno para cada nivel de grilla.

Paralelizacion de los operadores de transferencia

La estrategia adoptada para la implementacion de los kernels es que cada hilo (CUDA
threads) procese un punto de la grilla. Como en una transferencia hay involucradas dos
grillas (fina y gruesa), se distinguen estos dos casos, para restriccién se consideran la
cantidad de nodos de la grilla gruesa y en la prolongacién se considera el ntmero de
nodos de la grilla fina. Debido al poco rehtiso de datos en las operaciones involucradas,
se ha omitido el uso de la memoria compartida y solamente se utiliza la memoria de
registro y lecturas a memoria global de la GPU. Respecto a esto, para el operador CR, se
requieren 5 operaciones a memoria global (1 escritura de ry en grilla — H y 4 lecturas
de rj, en grilla — h) y para CP solo 2 (1 escritura e y una lecturas desde e). Como
la paralelizacién resulta trivial, no hay més detalles. La paralelizacion del operador de
restriccién CR se puede realizar directamente en un solo kernel, pues no hay modificaciones
en las celdas que limitan el dominio. Para CP en cambio, se distinguen los casos (interior,
ejes, vértices). Si se quiere implementar operadores de mayor orden, tanto restriccién
como prolongacién convienen realizarse en diferentes rutinas ya que deben modificarse en
los contornos. Respecto a la cantidad de operaciones a memoria involucradas, es mucho
mayor que al usar operadores compactos (CP-CR) y esto se acentia en las GPUs mads
antiguas.

Configuracién del operador lineal en grillas gruesas

El operador lineal en cada nivel A; se implementa a través de lo arreglos W; y S; que
contienen las diagonales inferiores (west y south) para el problema de Poisson en caso
2D con coeficientes variables. Estas diagonales se pueden computar mediante el proceso
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descrito en la figura 4.1 paralelizado mediante una funcién ((Wap, Sap) < f(Wh, Sh),
(Wan, San) < f(Wap, Sap), . ..) que llena las diagonales de cada nivel a partir de la del nivel
anterior. Otra opcién para el caso heterogéneo es almacenar directamente un solo vector
en cada nivel con los coeficientes de difusién v; calculados mediante (4.16) y operando en
cada nivel con estilo matrix-free con la misma funcién del nivel mas fino pero cambiando
la configuracién de grillas y bloques de hilos. Ambas estrategias tienen una performance
similar siendo la segunda mas simple de implementar. Cabe mencionar que para el caso
homogéneo, el stencil en cada nivel es con los mismos coeficientes y no es necesario crear
ninguna funcién adicional para ello.

4.2. Desempeno del método MG en GPU en la solucion de
problemas tipo Poisson

Para mostrar las ventajas en términos del rendimiento para las implementaciones basa-
das en GPU presentadas en esta tesis, se realizan comparaciones con bibliotecas de algebra
lineal bien establecidas como HYPRE y AmgX, en problemas tipo Poisson (equivalentes
a la PPE) en el caso 2D con coeficientes constantes (ver ecuacién (2.75)) y variables en el
dominio (ver ecuacién (2.66)).

La biblioteca HYPRE de resolvedores lineales hace posibles simulaciones detalladas
mds grandes, al resolver mas rapido que los métodos tradicionales a gran escala. Ofrece un
conjunto integral de resolvedores escalables para simulacion cientifica a gran escala, que
presenta métodos MG paralelos para problemas en grillas estructuradas y no estructuradas.
La biblioteca HYPRE es altamente portatil y admite varios lenguajes.

AmgX es una biblioteca acelerada por GPU flexible que agiliza la solucién de grandes
sistemas lineales, permitiendo al usuario construir mediante una API-C varios resolvedo-
res y confeccionadores optimizados para el paralelismo masivo en GPU y extendiendo a
multiGPU mediante la biblioteca MPI.

Para realizar los experimentos numéricos, se utilizé el equipo 2 (GPU Tesla V100) con-
siderando 32 cores para las ejecuciones en CPU paralelo. Para los campos de conductividad
variables se utiliz6 la librerfa CURAND [4] para la generacién de secuencias aleatorias.

4.2.1. Prueba 1: Problema de Poisson 2D con coeficientes uniformes

Esta prueba consiste en la soluciéon numérica via FVM del problema de Poisson en un
cuadrado unitario = [0, 1] x [0, 1] con coeficientes de difusién constantes y condiciones
de contorno tipo Dirichlet homogéneas (¢ = 0):

—V%(x) =1 (4.17)
Para las pruebas se consideran las siguientes variantes basadas en CPU y GPU:
1. Variantes basadas en GPU:

» CG sin precondicionador: CGgpy.

= PCG, precondicionador basado en las series de Neumann truncadas a primer
orden y un solo nivel de precondicionamiento: PCGrNs1-

» PCG precondicionado con multigrilla centrado en celda (CCMG) que consiste
en un ciclo V.o W usando 2 pre/post pasos de relajacién (V(2,2) o W(2,2)) de
GSRB o WJ: PCGmgV—GS, PCGmgV_WJ y PCGmgW—GS~

= CCMG como solver independiente con las mismas variantes de ciclos y opera-
dores de suavizado que los precondicionadores: M Gv.as, MGv.wi vy MGw.gs.
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» PCG precondicionado con un ciclo V Multigrilla Algebraico (AMG) de Nvidia
AmgX, con la configuracién V(2,2) y L1-Jacobi Smoother: PCG Amgx-

2. Variantes en CPU:

» CG sin precondicionador versiéon paralela OpenMP: CG cpu-omp-
= CG sin precondicionador versién paralela MPI de HYPRE: CGcpunypre-

» Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE con la configuraciéon V(1,1) y
relajador GS: SM Ghypre-

= PCG con Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE, con la misma configu-
racién que SMGhypre: PCGsMG-hyp-

A excepciéon de AmgX, todas las variantes basadas en GPU corresponden a implemen-
taciones desarrolladas en la tesis. Las versiones paralelas en CPU se ejecutaron con 32
procesadores (implementaciones propias basadas en OpenMP y otras basadas en MPI
utilizando HYPRE). La solucién en todos los casos se lleva a cabo hasta una reduccién
relativa de 6 6rdenes de magnitud en la norma Lo del residuo, es decir ||r¥||/|[r|| < 1076,
donde el residuo en la iteracién k se computa como r* = b — A®*. Los dominios compu-
tacionales para las pruebas varian desde 1024 a 16384 celdas por direccién dependiendo
de la memoria RAM disponible en la GPU o en la CPU. En los algoritmos que involucran
CCMG (como solver o precondicionador) en GPU la grilla més gruesa es de 4 x 4 celdas.

Resultados y conclusiones de la Prueba 1

La figura 4.4 muestra la solucién numérica para el problema (4.17). La tabla 4.1 pre-
senta los tiempos de cdlculo y el nimero de iteraciones CG/PCG o ciclos MG realizados
para llegar al nivel de error definido.

hydraulic head - ¢(z.y) (solution: V-(V¢)=1)

0.00006 0.010 0.020 0.030 0.040 0.050 0.060 0.07367

Figura 4.4: Solucién numérica de la ecuacién (4.17).

En base a estos resultados se pueden destacar las siguientes conclusiones:

» Los algoritmos en CPU paralelo (utilizando los paradigmas OpenMP y MPI) usando
32 procesadores tienen un desempeno similar entre ellos. Mientras que con la imple-
mentacién GPU (CGgpy) se tiene una ganancia en los tiempos de entre 4x a 22x
mejorando en la medida que el problema crece en nimero de celdas.
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Tabla 4.1: Tiempos de calculo en segundos y nuimero de iteraciones para diferentes variantes del solver
y diferentes tamafios de dominio. Las 4 primeras variantes se ejecutan en CPU y el resto corresponden a
variantes en GPU.

Ny =N,y 1024 2048 4096 8192 16384

Ny x Ny 1.049 M celdas 4.194 M celdas 16.77 M celdas 67.11 M celdas 268.4 M celdas
Solver t [s] # iter t [s] # iter t [s] # iter t [s] # iter t [s] # iter
CGepu-omp  3.19 1672 4290 3377 340.0 6819 3256.6 13756 33542.4 27745
CGepuhypre  3.32 1672 37.8 3377 390.9 6819 3418.8 13756 39264.6 27745
SMGhypre 0.31 9 1.63 9 8.34 10 23.6 10 122.9 11
PCGsMg-nyp  0.32 5 1.66 6 7.37 6 22.0 6 83.57 6
CGgpu 0.74 1672 3.64 3377 24.4 6819 186.0 13756 1494.4 27745
PCGrns1 0.49 885 2.58 1985 17.2 3604 129.5 7273 1110.2 14666
PCGpgv.gs 0.035 6 0.078 7 0.23 7 0.85 7 3.68 7
PCGmgv-wy  0.056 12 0.113 13 0.34 13 1.41 14 5.78 14
PCGugw-as 1.22 5 247 5 4.97 5 9.77 5 20.75 5
MGv.as 0.042 9 0.078 9 0.24 10 0.96 10 3.92 10
MGvwj 0.18 47 0.39 58 1.26 72 5.31 89 25.52 111
MGw.gs 1.31 6 2.65 6 5.29 6 1.1 6 23.97 6
PCG Amgx 0.13 9 0.43 9 1.67 10 6.50 10 - -

= Puede verse que para problemas grandes, es mandativo el uso de precondicionadores.
Si se comparan las versiones en GPU CGgp,, y PCGTNs1 puede observarse que a
pesar que las iteraciones se reducen en un 50 %, los tiempos de cémputo se reducen
solo en 70 % (ganancia en un factor de 1,4x)debido al costo del precondicionador
basado en las series de Neumann truncadas a ler orden, requiriendo a su vez el
almacenamiento de otro vector adicional para realizar la operacion.

= Comparando la efectividad de los operadores de relajacién Weighted-Jacobiy Gauss-
Seidel Red-Black puede verse que al usar CCMG como solver independiente con
un ciclo V (compare MGvy.gs vs. MGy.wj), GSRB a pesar de tener un grado de
paralelizacién de la mitad respecto de WJ, la operacién de suavizado resulta maés
efectiva pues en la medida que el problema crece, la cantidad de ciclos V usando
WJ es hasta 10 veces més para llegar al mismo nivel de error, efecto que se traduce
a los tiempos de computo, ganando mas de 5x de tiempo al usar M Gvy_gs para la
mayoria de los tamafos. En caso que se utilice CCMG como precondicionador dentro
de PCG el aumento en la iteraciones no es tan marcado llegando hasta el doble, y
los tiempos de cémputo guardan una relacién de ~ 1,5x (compare PCGugv.Gs Vs.
PCGmgV—WJ)'

= En cuanto al tipo de ciclo MG, comparando M Gv._gs vs. M Gw.ags, puede observarse
que a pesar de que el segundo requiere sélo 6 ciclos mientras el primero entre 9 y
10, los ciclos V son mucho méas baratos respecto a los ciclos W, esto se debe a
que este ciclo estd pensado para pasar més tiempo en los niveles mas gruesos y
no se aprovecha el paralelismo de grano fino donde se tiene un nimero grande de
procesadores disponibles (~ O(1000) hilos). La diferencia de tiempo entre un ciclo
y va desde 30x a 6x en favor del ciclo V disminuyendo en la medida que crece el
numero de celdas. Si se utiliza el ciclo MG W como precondicionador se observan
practicamente las mismas diferencias (compare PCGygv-as vs. PCGrgw-Gs)-

= En lo que respecta al uso de CCMG como solver independiente o como precondi-
cionador multinivel en PCG, si se compara MGy.gs vs. PCGpgv-gs se deduce que
iteraciones requeridas en PCG son entre 66 % y 78 % que compensado con el mayor
costo por iteracién PCG respecto al ciclo MG independiente resultan en tiempos de
cémputo muy similares siendo hasta un 5% més rdpido PCG. Cabe mencionar que
el uso de CCMG como precondicionador se hace necesario en problemas de Poisson
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con coeficientes muy heterogéneos donde CCMG falla como solver independiente
(ver siguiente subseccion).

En la implementacién paralela CPU de HYPRE, comparando el método SMG como
solver independiente o como precondicionador (SMGhypre vs. PCGsMG-hypre); 12
diferencia es algo mas notable, en este caso PCG llega a ser hasta 1,47 x mas rapido
que SMG en el dominio de 163842 = 268,4 Millones de celdas.

Comparando con la librerfa en GPU de AmgX (PCGamgx), €l solver PCGygv-Gs
es de 3,7x a 7,6x mas rapido, con la ventaja que el requerimiento de memoria de
la implementacién propia es de 4.83GB (18.14GB resp. en tamaifio 16384%) mientras
que la versién AmgX requiere 29.03GB para el caso 81922 = 67,11 Millones de celdas
siendo 32GB el limite en la tarjeta utilizada en las pruebas (Nvidia Tesla V100).

Comparando la version GPU PCGgv-gs con la versién paralela en CPU PCGsyG-hyp
la ganancia en tiempo llega a ser hasta 32x en favor de la GPU, esto significa que en
el mejor de los casos, esto es, sin considerar el tiempo de comunicaciéon entre nodos
de un clister, para lograr un desempeno similar, se requieren 32 equipos de cémputo
similares, es decir 32 % 32 = 1024 procesadores en CPU.

Para finalizar, la figura 4.5 muestra la comparacion de los tiempos para los diferentes
tamanos de grilla, de las versiones PCGgv-as; PCGAmgx ¥ PCGsMG-hypre- Puede
apreciarse que la tendencia en los érdenes de tiempos de cémputo se mantiene en la
medida que se refina la malla.

102; T T T T A —-
—o— total time PCGmgV-GS
—H8— total time AmgX
—~A— total time HYPRE
10" 3 E
)
[0) 0| _
.g 10 1
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Figura 4.5: Tiempos de cédlculo en segundos versus tamano de la grilla, comparacion de los resolvedores
en GPU PCGumgv-cs, PCGamgx y la versién paralela en CPU PCGsmG-hypre-

4.2.2. Prueba 2: Problema de Poisson 2D con coeficientes altamente

variables

A los efectos de mostrar el desempeno de los métodos implementados en problemas

con coeficientes variables, se resolvera un problema que resulta un verdadero desafio. El
problema consiste en resolver el flujo en un medio poroso con alto grado de heterogeneidad
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en las propiedades hidraulicas del medio. Esto requiere resolver un problema de Poisson
con coeficientes de difusién aleatorios con fuertes discontinuidades. La variacién de la
permeabilidad absoluta es directamente proporcional a la variacién en la discontinuidad
de los coeficientes de la matriz del sistema, alcanzando muchos érdenes de magnitud, por
ejemplo, por encima de 12 érdenes para un campo de conductividad K lognormal con una
varianza 0'12nK =09.

Considere las ecuaciones de Darcy sin divergencia [19]

u=-KVo¢ (4.18)

donde u es la velocidad de Darcy, K el tensor de conductividad hidraulica y ¢ el potencial
hidraulico. Combinando (4.18) con la condicién de incompresibilidad (2.37) se obtiene la
ecuacion de flujo en un medio poroso:

V- [K(x)Ve(x)] = 0 (4.19)

aqui se considera K(x) = diag(ki(x), k2(x)) v k1 = ko = k(x), tratando el caso donde
k(x) es discontinuo entre celdas. Se consideran campos de conductividad con distribucién
lognormal con funcién de correlacién exponencial para varianzas de In(K) hasta un valor
de 9.

El grado de heterogeneidad es gobernado por las propiedades estadisticas A y oy, g que
son la longitud de correlacién y la desviacién estandar del logaritmo de K.

Para las pruebas se consideran dominios cuadrados L, = L, = L con una resolucién de
malla \/Ax = A\/Ay = 10 con un paso de malla Az = Ay = h = 5m. El tamafio del domi-
nio fisico (L) se escald de acuerdo al nimero de celdas por direccién (N, = N,) y la longitud
de correlacion A, del siguiente modo: L/X € {25,6; 51,2; 102,4; 204,8; 409,6; 819,2; 1638,4},
resultando en grillas desde ~ 0,07 a ~ 268,4 Millones de celdas.

Las condiciones de borde para la ecuacién de flujo (4.19) son:

= Condicién tipo Neumann (no flujo) para bordes north 'y south.

= Condicién tipo Dirichlet (valor fijo) para bordes east y west.

En la figura 4.6 pueden verse las condiciones de borde y dominios definidos para las
pruebas.

no flux
3 -
S mean flow direction =
E E
8 S~
= 3
k5 L, Z
Ra] o
h Ll %
L.= LJ/ (102.41,204.82,409.61,819.2 1,16$8.4 1)
no flux

Figura 4.6: Configuracién del dominio y condiciones de borde para la ecuacién de flujo (4.19).

Campo de conductividad

El campo de conductividad se generé en GPU utilizando el método propuesto por
[154, 155]. El campo se determina a partir de K(x) = I exp(f(x)), donde:

N
/2 i i i
flx) = NO'IQHK g cos (mg)x + mg)y + 6 )> (4.20)
i—1

1=
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aqui 02, es la varianza de In(K); x = (z,) son las coordenadas de un punto en el dominio

computacional; mgz)Q se muestrean de acuerdo con una funcién de densidad de probabili-

dad conjunta elegida de acuerdo con el tipo de correlacién requerida. 6 ~ U (0,27) se
@

muestrea usando una distribucién uniforme. Para el caso de correlaciéon exponencial, k; )2
,
debe muestrearse con la distribucién bidimensional de Cauchy-Lorentz:

(my, my) = — % (4.21)
pim, m2) = 2 [(ml)\)2+(m2)\)2+1]3/2 :

Para obtener m; y ma se busca una funcién de distribucién acumulada (CDF) de la
ecuacién (4.21) integrando p en R2. Utilizando el cambio de variables m; = pcosp/\ y
mg = psin /), con el siguiente jacobiano para la transformacién p/A\? resulta en:

// A2 dxdy _
m1)\ (mg)\)2 + 1]3/2

2r R (4.22)

lim // pdpdp ol Ly
Rs00 21 (p2 4+ 1)3/2  R5o0 VR 1]

entonces la CDF es O(r) =1 — ré—&-l = u y su inversa:
1—(1—u)?2]"?
r= [(1 —)? } (4.23)

Eligiendo u; ~ U(0,1) y ¢; ~ U(0,27) uniformemente distribuidos, m(? se determina
como:

mgi) = 1;cos @i/, mgi) = rising; /A (4.24)

Los campos generados tienen la siguiente funcion de correlacion:

T
Cexp(r) = 0 ¢ €xp (—;) (4.25)

donde |r| es la distancia entre dos puntos.

En las pruebas se resuelve el problema (4.19) para diferentes varianzas de la log-
conductividad en los siguientes rangos afn x € {1:2,25;4;6,25;9}, eligiendo los solvers que
fueron més eficientes en la prueba 1. A modo de ejemplo, en la figura 4.7 se muestra un
campo de conductividad generado aleatoriamente con el método (4.20) para una grilla
de 512 x 512 y los campos de conductividad para las grillas mas gruesas utilizadas en el
precondicionador basado en CCMG, calculados mediante la estrategia (4.16) propuesta en
esta tesis (grillas de 256 x 256, 128 x 128, 64 x 64, 32 x 32 y 16 x 16).



4.2. DESEMPENO DEL METODO MG EN PROBLEMAS TIPO POISSON 97

Figura 4.7: Estrategia de restricciéon (4.16) para el campo de conductividad en las grillas més gruesas
(h,2h,4h,8h,...). Grilla desde 512 x 512 a 16 x 16.

Discretizacion espacial

Integrando (4.19) en la celda C' y aplicando los teoremas de la divergencia y del valor
medio, se obtiene:

/ V- [b(x) V()] dV = / k(x)Vo(x)- dS
Ve o (4.26)
= D, k®)Véx); S;=0

frmb(C)

Como la conductividad hidraulica es variable en el dominio, una forma adecuada de evaluar
kV ¢ en el centro de una cara es usando el promedio armonico entre los valores de la celda
que comparten la cara (C'y F):

1/1  1)\\*! 2kckp
N — [ ZhetE 2
ks (2 <k0+kF>> (kc+kF) (4.27)

finalmente, utilizando un esquema espacial CD para aproximar el gradiente, (4.26) se
puede reescribir de manera discreta para la celda C' como:

S I I

F~NB(C)

Al considerar todas las celdas, con los cambios correspondientes en (4.28) si alguna de las
celdas vecinas se ubican fuera del dominio, se obtiene el sistema lineal de ecuaciones de
la forma A® = b, donde A, ® y b representan respectivamente la matriz del sistema, el
vector del lado derecho (RHS). En este caso la matriz del sistema es como antes, simétrica
definida positiva (SPD), por lo que se aplican los mismos métodos que en la prueba 1,
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sin embargo el sistema estd muy mal condicionado y al usar PCG se requiere un buen
precondicionador para lograr la convergencia en tiempos de computo aceptables.

Eleccién de los resolvedores

En las pruebas realizadas, se observé que para varianzas altas en dominios grandes,
el método CCMG como solver independiente tiene tasas de convergencia muy bajas e
incluso muchas veces el método termina en divergencia. Sin embargo si se lo utiliza como
precondicionador dentro de PCG se obtiene un algoritmo bastante robusto. Este hecho
se debe a que unos pocos modos propios tardan en converger. Es decir, el espectro de
la matriz de iteracién M del algoritmo CCMG, estard muy agrupada en torno a unos
pocos valores, situacion que resulta favorable al utilizar el método CG debido a que pocas
iteraciones seran suficientes para reducir los errores en las frecuencias que no convergen
en CCMG (para més detalles sobre este problema se pueden consultar: [179] p. 202 a 204,
[168] p. 278 a 280, [129]).

En base a lo anterior, para resolver el sistema lineal finalmente se utilizaron los si-
guientes resolvedores basados en PCG:

» PCG precondicionado con multigrilla centrado en celda (CCMG) que consiste en un
ciclo V, usando 2 pre/post pasos de relajacion (V(2,2)) de GSRB: PCGngv.cs.

» PCG precondicionado con un ciclo V Multigrilla Algebraico (AMG) de Nvidia AmgX,
con la configuracién V(2,2) y L1-Jacobi Smoother, con interpolaciéon D2: PCG Amgx -

= PCG con Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE, con la misma configuracién
que SM Ghypre: PCGhypre-

Donde la primera corresponde a la implementacién propia, la segunda, a la implementacion
de Nvidia AmgX, ambas variantes basadas completamente en GPU y la ultima variante
es basada en CPU paralelo usando MPI, implementada en la interfaz HYPRE.

Como los campos de conductividad son aleatorios, para medir los tiempos y el nimero
de iteraciones, siempre se realiza el promedio sobre 100 pruebas en el dominio indicado
con el método elegido. La figura 4.8 muestra dos campos aleatorios de conductividad y las
respectivas soluciones numéricas de la ecuacién (4.19) en un dominio fisico de 25,6\ x 25,6\
sobre una grilla computacional de 256 x 256.

Resultados al aumentar el tamano del dominio

Esta prueba consiste en mantener fijo el paso de malla (Ax = Ay = h) y la resolucién
A/h = 10, incrementando el tamano del dominio variando desde 256 x 256 (~ 65 mil celdas)
hasta 16384 x 16384 (~ 268,4 Millones de celdas), considerando una varianza of . = 9.
En todos los casos la solucion se lleva a cabo hasta una reduccion relativa de 6 6rdenes de
magnitud en la norma Lo del residuo (ver prueba 1).
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conductivity - x(r.y) hydraulic head - o(r.y) (solution: V-(x V) =0)
0,00018 0.001 0.010 0.100 1.000 10.000 100.000 691.00287 0.70188 100.000 200.000 300.000 400.000 500.000 600.000 700.000 874.97998
o 1Y) I N 1 | i

conductivity - &(z.y) hydraulic head - ¢(x,y) (solution: V-(kVeé)=0)
0.00136 0.010 0.100 1.000 10.000 100.000 2388.94312 0.17504 100.000 200.000 300.000 400.000 500.000 600.000 700.000 87492773
AL 1 L |

Figura 4.8: Campos de conductividad generados aleatoriamente con una varianza de of, = 6,25 (izquier-
da) y la solucién de la ecuacién de flujo (derecha) para dichos campos. Grilla computacional de 256 x 256,
dominio fisico a 25,6\ x 25,6\, \: longitud de correlacién.

La tabla 4.2 presenta los resultados obtenidos para los 3 resolvedores elegidos para
la prueba, puede observarse que el algoritmo més robusto es el de AmgX debido al bajo
numero de iteraciones requeridas en cada tamano de dominio. Mientras que los otros dos
métodos mantienen la cantidad de iteraciones en el mismo orden (variaciones entre 8 % y
36 %) siendo menos robusto la implementacion de esta tesis. Sin embargo puede observarse
que a partir de 1 millén de celdas, el algoritmo més eficiente en cuanto a tiempos de calculo
es la implementacién de este trabajo (PCGmgv-as), llegando a ser hasta 2 y 20 veces mas
rapida que el de la libreria AmgX e HYPRE respectivamente.

En la figura 4.9 se presentan los resultados de la tabla, puede observarse que al in-
crementar el tamano del dominio, la tendencia de los tiempos mantiene la tendencia de
crecimiento como en la prueba 1.
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Tabla 4.2: Tiempos de calculo en segundos y ntmero de iteraciones para el problema de Poisson con
coeficientes variables, fijando la varianza of, r = 9, la resolucién h/X = 10, con h = 5m e incrementando
el tamafo del dominio desde (25,6))% hasta (819,2))2. Comparacién entre los diferentes resolvedores. El
speedup se computa para el tiempo de PCGugv-as.

OmK =3 (Ulan=9)

Ny x Ny PCGugv-as PCG Amgx PCGhypre (32 cpu cores)
. . speedup . speedup
[Mcell]  t[s] #iter t[s] # iter mgV-GS t[s]  # iter mgV-GS
0.07 0.056 10 0.021 6 0,37x 0.091 8 1,61x
0.26 0.079 13 0.040 7 0,51x 0.189 11 2,40 %
1.05 0.100 13 0.111 7 1,11x 0.655 12 6,54 %
4.19 0.241 19 0.402 7 1,67x 3.308 15 13,74 x
16.78 0.699 22 1.394 8 1,99 % 15.31 17 21,89 %
67.11 2.771 26 5.507 8 1,99 56.27 19 20,31
102 T T :
—o— total time PCGmgV—GS
—+H&— total time AmgX
—&A— total time HYPRE
10" E
g 100 F E
10" 1
102 ; : :
10* 10° 106 107 108

N x N_[# cells]
x y

Figura 4.9: Tiempos de cilculo en segundos versus tamano de la grilla, para la prueba de Poisson con
coeficientes variables, fijando la varianza of, - = 9, la resolucién h/X = 10, con h = 5m e incrementando
el tamafio del dominio desde (25,6\)? hasta (819,2))2. Comparacién entre los diferentes resolvedores.

Resultados al aumentar el grado de heterogeneidad del medio

Esta prueba consiste en fijar el tamano del problema en 819,2\ x 819,2), la resolucién
y el paso de malla e ir incrementando la varianza del campo de conductividades en los
rangos o2, ;c € {1;2,25;4;6,25;9}.

En la tabla 4.3 se presentan los tiempos de cémputo y niimero de iteraciones promedio
para cada grado de heterogeneidad. La figura 4.10 presenta los tiempos de cémputo versus
el grado de heterogeneidad dado por la varianza de la log conductividad.

Puede observarse que para problemas con baja heterogeneidad se tiene mejor desem-
peno del método PCGgv.gs reduciendo los tiempos de computo hasta 1 orden de magni-
tud respecto a la implementacién de AmgX y hasta 45 veces més rapido que el resolvedor
de HYPRE. En la medida que la heterogeneidad crece, el desempefio empeora debido al
numero de iteraciones requeridas, mientras que el resolvedor de AmgX muestra ser ro-
busto manteniendo el nimero de iteraciones y en consecuencia los tiempos de cémputo,
en un valor casi constante acorde al tamano del problema e independiente del grado de
heterogeneidad. En cuanto a la version CPU de HYPRE, el comportamiento es similar al
PCGgv-gs pero es mas robusto en problemas heterogéneos. No obstante, los tiempos de
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computo mds bajos en todos los casos se obtienen al utilizar PCG,gv.gs logrando ganan-
cias entre 2 y 10 veces respecto a la versién AmgX y factores entre 20 y 45 en comparacién
con la version CPU paralela de HYPRE.

Tabla 4.3: Tiempos de calculo en segundos y nimero de iteraciones para el problema de Poisson con
coeficientes variables, fijando la resolucién h/A = 10, con h = 5m y el tamano de malla en (819,2/\)2 e
incrementando la varianza of, ;; desde 1 hasta 3. Comparacién entre los diferentes resolvedores. El speedup
se computa para el tiempo de PCGmgv-Gs-

Ny = Ny = 8192 (~ 67,1 Mcell)

PCGmgV_Gs PCGAmgX PCGhypre (32 cpu cores)
omk t[s]  #iter t[s] # iter Isrlljge\i(_iég Isrlljge\i(_iég
1.0 0.542 5 5.983 8 11,06x  24.362 7 44,98 x
1.5 0.755 7 5.895 7.81x  29.112 9 38,55 %
20 1177 11 5.740 4,88x  35.890 11 30,50 %
25 1.711 16 5.601 327Tx 42474 15 24,82 %
3.0 2771 26 5.507 1,99x  56.273 19 20,31 x

t [s]  # iter

oo 0o 0o o

102 T T T T T T T

10" F E
L 5 B5— — 1)
@,
5}
E P
10°
q —e— total time PCGmgV-GS
—&8— total ime AmgX
—A— total time HYPRE
10-1 1 1 1 L L 1 1

UIogK

Figura 4.10: Tiempos de cdlculo en segundos versus varianza de la log conductividad, para la prueba de
Poisson con coeficientes variables, fijando la resolucién h/X = 10, con h = 5m y el tamafio del dominio en
(819,2))2. Comparacién entre los diferentes resolvedores.

Principales conclusiones de la prueba 2

Los resultados muestran que aunque la implementaciéon PCG,gv.gs es menos robusta
para problemas heterogéneos que las otras dos versiones (AmgX e HYPRE), tiene un
mejor desempeno en cuanto a tiempos de calculo. La aceleracion respecto a la version
CPU paralela indica que se requeriria de un clister de al menos 20 nodos de las mismas
caracteristicas que el equipo 2 (en cuanto a la configuracién de la CPU), para igualar el
resultado obtenido en una sola tarjeta.

La aceleracion respecto a la versiéon GPU de AmgX no fue tan significativa, pero en
base a la prueba 1, el requerimiento de memoria de este resolvedor es del orden de 29GB
para un problema de 8192 x 8192 ~ 67,1Mcell, mientras que con el algoritmo CCMG
implementado en la tarjeta V100 (32GB de memoria) podrian resolverse problemas hasta
un tamano de 24576 x 24576 ~ 603,9M cell debido al bajo consumo en memoria.
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4.3. Efecto del CCMG para la PPE en FSM

Se extendio el solver CCMG para utilizarlo como precondicionador en el paso para el
calculo de correccién de la presién dentro del algoritmo FSM en 3D. Para esta prueba se
ejecuto el problema de la cavidad ciibica con tapa deslizante hasta un tiempo fisico de 16s
en el equipo 2. El esquema espacial es CD para todos los términos de las ecuaciones, los
esquemas temporales son AB y CN para los términos advectivo y difusivo respectivamente.
El solver lineal utilizado tanto para las ecuaciones de momento en las tres direcciones fue
CG mientras que para la PPE se utiliz6 CG y PCG precondicionado con CCMG.

Para evaluar la mejora en el desempeno al incorporar el método CCMG como precon-
dicionador en el paso de la PPE, se ejecut6 el problema para grillas de N, x N, x N, con
N, = N, = N, para valores de 32, 64, 128 y 256 celdas por direccién, esto es, en grillas
de 32.768 a 16.777.216 de celdas. En la tabla 4.4 se presentan el niimero de iteraciones
acumuladas en los solver CG para las ecuaciones de momento en las tres direcciones y las
acumuladas en el paso PPE a lo largo de toda la simulacién asi como el tiempo total de
calculo. La figura 4.11 presenta los resultados de la tabla.

Puede observarse que la ganancia obtenida se debe a una fuerte reduccién en el niimero
de iteraciones totales del solver PCG, la diferencia se acentiia para problemas méas grandes,
en cuanto a tiempos de cémputo se observa que para problemas pequenos no hay mejoras
debido a que el costo computacional del precondicionador no es compensado por la reduc-
cién de las iteraciones, sin embargo para problemas de 256% se obtiene una ganancia de
13x. Si bien el efecto no es tan notable, debe recordarse que la cantidad de iteraciones
es una funcién del nimero de celdas por direccién, esto implica que en los casos 2D, un
dominio de 40962 (~ 16,77 Mcell) el niimero de iteraciones del solver es mucho mayor, si
bien no se presenta dicho estudio, para las pruebas realizadas la ganancia en esos casos es
de 50x.

T

—e—iteru —-8-—CG }:I

—-8-—iter, —6e—PCG, 4 a

— A —iter,

108F | —o— iterw el . E a
P,PCG-MG e .

—-E-—iterp.CG

10° 3 s " 7 8 10! ' ' '
10 10 10 10 10 104 105 106 107 108

# cell #cell

Figura 4.11: Numero de iteraciones acumuladas versus numero total de celdas del dominio (izquierda) y
tiempo de cémputo total versus nimero de celdas (derecha), al resolver el problema de la cavidad cibica
hasta un tiempo fisico de simulacién Tfna = 16s.

Tabla 4.4: Niumero de iteraciones acumuladas para cada sistema lineal en el algoritmo FSM, para diferentes
nimeros de celdas por direccién, al resolver el problema de la cavidad cibica hasta un tiempo fisico de
simulacién de 16s utilizando el equipo 2.

N, =Ny, =N, #itery #itery #iterwy FHiterp (CG) tiempo  #iterp (PCGug) — tiempo

32 2227 2063 2252 48636 23.82 s 2059 50.92 s
64 4208 3557 4212 136450 90.90 s 3275 65.33 s
128 5790 4832 5845 437044 541.75 s 5537 145.32 s

256 9187 8263 9268 1586394 6621.39 s 9508 499.26 s




Capitulo 5

Representacion de geometrias
complejas

En esta tesis se busca resolver problemas en geometrias que pueden ser irregulares, co-
mo por ejemplo pilas de puentes u otro tipo de objetos inmersos en una corriente liquida.
Sin embargo los algoritmos implementados en GPU utilizando grillas cartesianas unifor-
mes, no resultan flexibles ni se pueden adaptar bien a geometrias complejas.

A su vez, en los procesos de erosién y sedimentacién, la frontera inferior del dominio
tiene cambios a partir de las formas de fondo que se van originando y en muchos casos son
estrictamente tridimensionales. Esto implicaria realizar un remallado cada vez que cambia
esa frontera del dominio.

Para evolucionar la posicion de la interfaz de la superficie del lecho se utiliza el método
de conjuntos de nivel o LSM por sus siglas en inglés (Level Set Method). Esta estrategia
se combina con el método de fronteras embebidas o IBM (Immersed Boundary Method)
que consiste en utilizar una grilla que cubre el dominio completo (fluido y sélido inmerso)
y la interaccién del cuerpo sélido sobre la corriente liquida circundante se representa
mediante la imposicién de fuerzas ficticias. Estas fuerzas se agregan a la ecuacién de
momento como un término fuente. Esto permite obtener un algoritmo compatible con los
requerimientos de la arquitectura CUDA principalmente por el uso de grillas cartesianas
y el bajo requerimiento de almacenamiento en memoria a la vez que el uso de grillas
cartesianas permiten el uso de solvers rapidos para la PPE.

5.1. Meétodos de fronteras embebidas - IBM

El IBM fue desarrollado originalmente por Peskin [139, 140], alli se representaba una
membrana eldstica mediante una serie de puntos lagrangianos que pueden variar en el
tiempo ubicados por encima de una grilla euleriana fija (ver figura 5.1-izquierda), la clave
del método consiste en distribuir de manera conservativa sobre la grilla euleriana, las
fuerzas aplicadas en los puntos lagrangianos, de esta manera, se incorpora una fuerza
dentro de las ecuaciones de NS discretizadas en la grilla cartesiana uniforme. La idea es
que en el proceso de discretizacién de las ecuaciones, no se requiere que la grilla euleriana
coincida con los nodos que describen la frontera inmersa y ademas, con las fuerzas aplicadas
en los puntos lagrangianos se logra satisfacer la condicién de no slip sobre la superficie
sumergida. Debe tenerse en cuenta que se plantea una fuerza aplicada a través de la
frontera inmersa (fuerza singular), dicha fuerza no puede representarse ficilmente durante
la discretizacién y debe distribuirse en la grilla euleriana con un ancho de varias celdas. En
la figura 5.1-izquierda se presentan los puntos lagrangianos con las componentes de fuerza
en x e y del punto ¢, dichas fuerzas se distribuyen en la grilla euleriana sobre un ancho de
3 celdas en cada sentido (obteniendo fc o, fra, F' ~ {NW,W,SW,N,S,NE,E,SE} y el
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andlogo para las componentes y). Se piensa que al realizar la distribucién de la fuerza en
la grilla euleriana la representacién precisa de la frontera se suaviza, lo que es indeseable
en flujos a altos Reynolds. Posteriormente se ha extendido el método para cuerpos rigidos,
sin embargo esto planeté algunos desafios ya que las fuerzas cerca del limite sélido agregan
problemas de inestabilidad por ser singulares sobre la frontera inmersa. Usualmente este
método se conoce como enfoque de forzado continuo [117].

Otro método, conocido como enfoque de forzado discreto, fue desarrollado posterior-
mente, por ejemplo [54, 64, 118, 177], en este caso la idea es modificar el operador discreto
en las celdas fluidas mas cerca del sélido para tener en cuenta la frontera inmersa (ver
figura 5.1-centro). Generalmente este tipo de métodos producen una mejor precisién espa-
cial si se incorporan esquemas de discretizacion adecuados al desarrollar los operadores.
De acuerdo a como se imponga la condiciéon de contorno sobre la frontera embebida, este
enfoque a su vez se clasifica en forzamiento directo o indirecto [117]. En el primero se
establecen directamente las condiciones de borde (BCs) sobre las variables primitivas, u y
p (ver por ejemplo [54, 118]), mientras que en el segundo se impone una fuerza generada a
partir de la ecuacién de momento, la cual contiene indirectamente las variables primitivas
(ver por ejemplo [16, 66]).

Dentro del segundo enfoque se han implementados diferentes variantes para prescribir
directamente los valores de las variables (forzamiento directo), una primer estrategia es
calcular las velocidades en los nodos fluidos, adyacentes al sélido inmerso mediante inter-
polacién entre los valores fluidos hacia un lado y el valor impuesto en la frontera del sélido
hacia el otro (por ejemplo velocidad nula en el caso no-slip, ver figura 5.1-centro), este
enfoque se puede formular con una aproximacién de segundo orden, pero la interpolacion
se desarrolla por direcciones como el método FDM por lo que hay cierta ambigiiedad en la
eleccién de la direccion en la cual se realiza la interpolacion. Una de las primeras referen-
cias de este método es [54] aunque este método se ha implementado en GPU por Krishnan
[87].

O ] ] O E— O o ] ,0----01, O
boundary U fluid boundary :‘: i fluid
O O O u| /| O O O o "Fc -0 O
1, U 1; ! Bl’
O O O O O mh O O O \sO----02
solid % solid \ '
\ IP
m] m] o o | o | o\ o o o o sy

—T—)l', forces in Lagrangian points
—Pf( forces in Eulerian gl‘id ucve from linear interpo]ation BI boundary intersection pOII‘lt
-

"~ Gpreadine recion for F GC ghost cell point
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Figura 5.1: (izquierda) Representacién esquemadtica del método de forzado continuo, aqui la fuerza apli-
cada en el nodo lagrangiano i, F; x y F; y se distribuyen utilizando una funcién tipo ¢ de Dirac discreta
de ancho 3h (4rea sombreada), en primer lugar se evaliia la fuerza discreta en los nodos lagrangianos,
luego estos valores se multilpican por la funcién § y se integran en cada celda euleriana para obtener las
fuerzas fc,., fo,y del nodo C y sus vecinos donde se resuelven las ecuaciones de NS. (centro) esquema
de interpolacién del método de forzado directo propuesto por [54] pero en grilla colocada, la eleccién de
la componente u y v fue arbitraria para ejemplificar. (derecha) Esquema para el método de forzamiento
directo utilizando la direccion normal la frontera inmersa mediante interpolacién bilineal de los nodos
mas cercanos y el valor prescripto en el borde, en el primer caso, el valor uc del nodo C' se obtiene por
interpolacién, en el segundo caso, el valor urp se obtiene por interpolacién y posteriormente se extrapola
el valor ugc usando extrapolacién lineal ucc+ = 2upr — urp.

Para evitar la ambiguedad en la eleccién de la direccién de interpolacion, hay métodos
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que utilizan directamente la direccién normal al la frontera inmersa (hacia el interior del
dominio fluido), por ejemplo [16, 76, 84].

Madjumar et. al. [107] proponen combinar esta ultima estrategia con la técnica de
nodos fantasma, que se conoce métodos GCM por sus siglas en inglés (ghost cell method).
Este método da buenos resultados y ha sido ampliamente utilizado desde entonces hasta
la actualidad [13, 34, 43, 141, 169], incluidos problemas de transporte de sedimentos [86].

La figura 5.1-derecha presenta la estrategia de forzamiento directo utilizando la direc-
cién normal a la frontera, que puede realizarse por interpolacién involucrando iinicamente
valores del campo fluido y el valor impuesto en la frontera, o bien mediante el uso de nodos
ficticios (nodos fantasma) ubicados dentro el sélido donde se impone el valor utilizando
los puntos IP y BI (punto imagen:interpolado e interseccién con la frontera: prescripto,
respectivamente).

FEn esta tesis se realiza una implementacion IBM utilizando el FSM con nodos fantasma,
inspirada en el trabajo de Mittal et. al. [116], con una serie de modificaciones para facilitar
la implementacion del cédigo y optimizar el desempeno en GPU. Las principales diferencias
respecto al método original [116], son:

= Aqui se utilizan esquemas TVD en lugar de un esquema CD para la adveccién.

= El esquema de interpolacion para obtener el valor de la variable en el Punto Imagen
(IP) se realiza utilizando una celda master con dominio en [0, k] x [0, k] x [0, A]
mediante un mapeo trilineal como se explica en las subsecciones posteriores. Esto
mejora el rendimiento y requerimientos de memoria en GPU.

» El demarcado de las celdas fantasma (GC), celdas sélidas (SC), celdas fluidas (FC),
punto de interseccién con la frontera (BI) y punto imagen (IP), asi como el cémputo
de las normales y distancias respectivas se realiza utilizando la funcién distancia con
signo (SDF), es decir métodos Level Set (LS).

= Las ecuaciones de momento se resuelven utilizando BICGStab y la de la presiéon se
resuelve usando PCG con un preacondicionador CCMG.

5.1.1. Formulacion del método de fronteras embebidas

A continuacién se presenta la formulacién del método de fronteras embebidas utilizando
la técnica de nodos fantasma (GC-IBM). Se parte de una representacién LS mediante la
SDF del objeto inmerso, este campo ¢(x,t) viene dado por:

d(x,t) >0 si x e (Q\ 0Q)
d(x,t) =0 si x € 00 (5.1)
d(x,t) <0 si x € (Qs\ 0Ny)

donde Q, Q25 y 09, son las regiones ocupadas por el fluido, el sélido y la frontera o interfaz
que las separa respectivamente.

De esta manera, evaluando el signo de la funcién SDF (sgn(¢)) se pueden clasificar los
centros de celda C' segun su ubicacién en todo el dominio, en celdas fluidas (pc > 0) y
celdas sdlidas (pc < 0). Con ello es posible definir las celdas fantasma como aquellas en
las que ¢ < 0y ¢ > 0 para algin vecino F' de los 4 posibles (F ~ {E, W, N, S} en grilla
cartesiana).
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Figura 5.2: Esquema de trabajo para el metodo IBM implementado. La frontera separa los centros de
celda fluidas (FC, ¢ > 0), los centros de celda sélidas (SC, ¢ < 0), los centros de celda fantasma (GC), los
puntos de interseccién del segmento normal al borde con el mismo (BI) y los puntos imagen (IP) utilizados
en la interpolacién.

En la figura 5.2 se muestran todos los tipos de nodos de la clasificacién que se usan en el
método para el caso 2D por simplicidad. Luego de identificar los nodos GC' se considera el
segmento normal al borde que pasa por GC'y su interseccién con el borde (punto BI), con
ello se define el punto imagen (I P) que se ubica a una distancia igual a § = ||xgc — xB/]|
utilizando la misma normal, con ello ||x;p — xp1|| = 9.

Utilizando los métodos LS, la normal en el punto BI se puede computar mediante la

funcién marcadora: Vs Ve
npr = —— ) ~(-—— 5.2
(%51),, = (195 >

por otro lado 0 = ||xgc — xB1|| = |¢(xcc)| = |dcc| y las coordenadas del punto imagen
se obtienen como:

X1p = Xgc + 20npr = Xgo — 2¢0ccnpr (5.3)

donde se tiene en cuenta que ¢gc < 0.

Una vez identificados las coordenadas de los puntos imagen, se interpola el valor funcio-
nal a partir de los valores vecinos més cercanos utilizando interpolacién bilineal (trilineal
en 3D), por ejemplo si la variable a resolver es la componente = de la velocidad se obtiene
como:

u(z,y) = Cray + Cox + C3y + Cy (5.4)

donde los coeficientes C;, i =1...4 (i =1...8 en 3D) se calculan en términos de los 4 (8
en 3D) valores vecinos, es decir utilizando:

w(z, yi) = ui = Cray; + Cox; + C3y; + Cy,con i =1,2,3,4 (5.5)

la idea es determinar previamente los coeficientes de la interpolacién para luego computar
el valor interpolado como:

w(xrp,yrp) = urp = Crzrpyrp + Coxrp + Cayrp + Cy
4

(5.6)
S urp = Z&ui + 0(52)

i=1

aqui el término O(6?) representa el error de truncamiento de la aproximacién bilineal
(trilineal) (ver [116]). Con esto, la ecuacién para la celda GC se calcula teniendo en cuenta
ese valor, la condicién de borde a aplicar y el valor en la frontera. Para el caso de BC tipo
Dirichlet, la extrapolacion lineal a utilizar es:

urp +ugce
upr = | ————

5 > S uge = 2upr — urp (5.7)
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Para el caso de BC tipo Neumann, la extrapolacién es:

ou _urp —uGe B _ du
()., = 3 o nac =ur =2 (5 58)

Finalmente las expresiones (5.7) o (5.8) se utilizan como ecuaciones para imponer
implicitamente los valores en las celdas GC.

Dichas ecuaciones para GC en conjunto con las ecuaciones triviales ugc = 0 para el
resto de celdas sélidas (ubicadas dentro del sélido inmerso) y las ecuaciones que surgen
de aplicar el FVM para las celdas fluidas F'C, conforman un sistema de ecuaciones en
el dominio completo (sélido incluido), los valores GC' permitiran de este modo que se
satisfaga la condicién de borde en la frontera embebida.

La figura 5.3 muestra el proceso de identificacién de las celdas fantasma GC' los co-
rrespondientes puntos imagen en el fluido, puede verse que al refinar la grilla, el soporte
de celdas GC aumenta.

|
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e | "
- [!I ¥ -
- ? ? - 0 | Of
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o = [ :
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2
2 05 2 45 - 05 o 05 1 15 2

Figura 5.3: Identificacién de los GC en el sélido y su punto imagen [P en el fluido ubicado a la misma
distancia desde borde, para diferentes niveles de resolucién de malla (N, = 8,10, 16, 32).

En la figura la zona sombreada indica los centros de celda que rodean al punto IP.
Puede verse entonces que al calcular los coeficientes de la interpolacién (ecuacién (5.5)), en
muchos casos la propia celda GC formaria parte de la informaciéon utilizada para calcular
urp quedando un sistema mal puesto, esto se remedia utilizando la ecuacién 5.5 con el
dato prescrito en el punto BI, para BC tipo Dirichlet:

upr = Crxeprysr + Coxpr + C3ypr + Cy (5.9)

o su correspondiente derivada normal para BC tipo Neumann:
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0 0
<—u> =Vung; & (_U) =] (yB[nx + xBlny) + Cong + any (5.10)
on) gy n) g

donde npr = (ng, ny).

La expresion para el punto imagen, (5.6) en el caso que I P esté completamente rodeado
de nodos fluidos se puede simplificar bastante al usar una grilla uniforme (ver figura 5.4):

Cr = (u1 —ug +ug —ua)/h* ; Co=—Ciy1 — (w1 — ua)/h;
Cy=—-Cixy — (ug —ug)/h 5 Cy=up — Crxyyr — Coxy — Cayi; (5.11)
urp = x1pyrpC1 + x1pCo + y1pC3 + Cy;

(xu,y1 +h) Gep+hy, +h) (01

"""" - ()?BI'S/\BI)
: ! S ON
i (x1p, Yip) {(X1p, I1p)
o] 2. 1 2
oo JE—

(xl')ﬁ) (x1 + h, yl) (0'0) (1’0)

Figura 5.4: Valores utilizados para realizar la interpolacién bilineal (caso 2D) en el punto imagen (IP)
para el caso en que 1, 2, 3y 4 sean celdas fluidas (F'C) y cuando se utiliza como dato el punto interseccién
con el borde (BI) trabajando en coordenadas reducidas.

Para el caso en que se deba utilizar el punto de intersecciéon BI en la interpolacién
conviene utilizar las variables en forma reducida (ver figura 5.4-derecha):

T—2T1 @:y_yl
h ’ h

T =

(5.12)
con ello, en el caso de BC tipo Dirichlet, la expresién se simplifica a:

urp = ZrpPrpCr + rp(u2 — u1) + Yrp(ua — ur) + us;

uz +ur(Tpr +9pr —1) w2 uy (5.13)
con C1 = s

A ~ ~ A Y
IBIYBI YBI TBI

mientras que para el caso 3D la expresién resulta en:

urp = C1&rpyrpzip + (w1 — u2 + uz — ua)TrpYrp+
(uy —up — us +ug)TrpZrp + (u1 — ug — us + ug)Yrp2rp

+(ug —up)Zrp + (us — u1)yrp + (us — u1)Zrp + ug;

Cp—_ Y1 U U3 U8
cont Tpryprzpr  YBr  ZBI  TBI (5.14)
+U5(5631 + 91 — 1) n ug(Zpr + Zpr — 1) n ua(Jpr + Zpr — 1)

TRIYBI Tp1ZBI UBIZBI
~ui((@pr —1)(@B1 + 251 — 1) + §BiZBI) .
TRIYBIZBI ’

En el caso de BC tipo Neumann, las expresiones deben modificarse teniendo en cuenta
la ecuacién (5.10).
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5.1.2. Detalles de la implementacién GPU

Para la implementacién del IBM en CUDA se utilizé como base el cédigo del FSM
desarrollado previamente, donde se incorporaron las siguientes modificaciones. Se evalia
el signo de la funcién marcadora LS (¢) para clasificar las celdas durante el computo del
stencil. En particular en la operacion tipo stencil de la ecuacién de momento, cada hilo
clasifica si se trata de una celda F'C, SC o GC y en base a ello utiliza las siguientes
operaciones de la fila C' de la matriz del sistema:

1. la ecuacién (2.69) si oo >0
2. laecuacibn ug = 0sigpc <0y ¢pp <0 (F ~{N,S,E,W} o F ~{N,S,E,W,T, B})

3. si pc < 0y ¢dp > 0 para algin F, entonces segiin la BC a aplicar sobre la frontera
inmersa se utilizan:

» la ecuacién ug + urp = 2upy, utilizando la ecuacién (5.13) ((5.14) en 3D) para
evaluar u;p (BC tipo Dirichlet).

» la ecuacién uc — urp = —20 (8 , utilizando una versién modificada de
n
BI

(5.13) o (5.14) para evaluar usp en el caso de BC tipo Neumann.

en cuanto al RHS de la ecuaciéon de momento, se modifica solamente si el hilo esta proce-
sando celdas SC, GC. El sistema se resuelve utilizando el método BiCGStab, debido a la
leve pérdida de simetria de la ecuacién.

En cudnto a la solucién de la ecuacion para la presion, se evaluaron diferentes variantes

del IBM:

1. Resolver utilizando BiCGStab, aplicando la BC tipo Neumann en las celdas fantasma
GC, para ello se modificé solamente el stencil de la presién como en la ecuacién de
momento.

2. Resolver utilizando BiCGStab con un preacondicionador basado en CCMG con las
modificaciones propuestas en el trabajo de Udaykumar [170] y la variante més actual
presentada por Botto [24].

3. Resolver utilizando BiCGStab con una versiéon modificada del preacondicionador
CCMG en la cual se utiliza un ciclo V sin tener en cuenta el sélido en las grillas
gruesas y previamente antes de salir del preacondicionador se realiza un paso donde
se rellenan los valores en las celdas GC' de forma explicita teniendo en cuenta que
ugc = urp (por €j. para el caso de BC tipo Neumann homogénea para la presion).

4. Resolver la ecuacion de Poisson utilizando PCG con el preacondicionador CCMG,
sin aplicar explicitamente las condiciones de borde en la presién y dejando que el
campo de presiones se ajuste de acuerdo al campo de velocidades del paso predictor.

Las alternativas 1, 2 y 3 proveen practicamente la misma solucion del sistema lineal,
aunque el mejor desempernio se tiene en la alternativa 3. Sin embargo, teniendo en cuenta
el modelo de ejecucién de la GPU, los mejores rendimientos se obtuvieron con la tdltima
alternativa (4).

El hecho de no aplicar explicitamente condiciones de contorno sobre el sélido al resolver
la ecuacién de la presion es algo frecuentemente discutido en las referencias. Es de esperar
que al no aplicar las BC en la PPE, en el paso de proyecciéon, se modifique la BC Dirichlet
en el campo de velocidad, sin embargo, en las pruebas se comprobd que los cambios en
el campo de velocidad para las celdas préximas al borde son muy pequenos (en el orden
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0O(107)) al compararlos con los valores de velocidad entonces resulta valido despreciar
tales cambios.

Entre los trabajos que resuelven la presién en todo el dominio sin considerar el sélido
se destacan los siguientes:

» En [54] Fadlun et. al. argumentan que al aplicar la condicién no-slip, las velocidades
normal y tangencial deben anularse u,, = u; = 0, luego considerando la ecuacion de
momentum expresada en dichas componentes, se deduce que se estda considerando
implicitamente dp/0n = 0 ([54], pdgs. 58-59).

» En [131] Pan resuelven la PPE sin distinguir tipos de celda, ya que considera que
como dentro del cuerpo inmerso existe una distribucion de velocidades incompresible
prescrita, entonces no hay cambios en las propiedades a través de la superficie del
cuerpo y entonces la presion dentro del cuerpo se rige por la misma ecuacion que
estd afuera. A su vez, la naturaleza eliptica de la PPE asegura que la presién dentro
del cuerpo se ajustard segin el campo de presién fuera de él. ([131], p. 283).

= Deen et. al. [45] y posteriormente Maitri et. al. [106] mencionan explicitamente que
no realizan un tratamiento especial al resolver la PPE en las celdas préximas al la
regién solida.

» En un trabajo méds actual, Chi et. al. [34] realizan una discusién sobre el flujo de
masa no fisico que se genera a través de la superficie del cuerpo en el caso de imponer
una BC tipo Neumann en la PPE cerca de la frontera sélida como se realiza en el
trabajo de Mittal et. al. [116] ([34], pags. 15-17).

En las simulaciones se utilizara el método IBM con la variante 4 para la PPE, no
obstante en caso de que se desee resolver la PPE aplicando BC tipo Neumann en la
superficie del cuerpo inmerso, se pueden aplicar algunas de las demds variantes. Aqui
cabe mencionar que, si bien para BC tipo Dirichlet el método tiene una aproximacion de
segundo orden, al aplicar la BC tipo Neumann con el método IBM propuesto, se tendra
una aproximacion de primer orden en la frontera, sin embargo, como el gradiente de presién
en las ecuaciones estd multiplicado por At y la restriccion CFL en el esquema temporal
AB para el término advectivo implica que O(At) ~ O(h), entonces la precisién de segundo
orden del FSM al combinar con esta estrategia GC-IBM no se ve afectada [116].

Por lo antedicho, no se requiere una implementacién del IBM a segundo orden para
las BC tipo Neumann para el caso de la PPE. No obstante, en el caso de una ecuacién
de transporte escalar para otro tipo de problemas, se puede realizar una extrapolacién de
segundo orden aplicando la estrategia propuesta por Pan en [132], la cual mantiene un
stencil relativamente compacto, haciéndolo mas compatible con la arquitectura CUDA.

En las siguientes subsecciones se realizan algunas pruebas de validaciéon del método
propuesto.

5.1.3. Convergencia en malla - Ecuacién de difusion transiente

En esta prueba se resuelve la siguiente ecuacion de difusién transiente:
oo
ot

en un dominio cuadrado 2 = [0,1] x [0, 1] donde se incluye una frontera inmersa dada

por la siguiente expresién I' = {(z — 1/2)? + (y — 1/2)? = 1/4}, para dos condiciones de
borde tipo Dirichlet en las fronteras exterior e interior del dominio:

V-(V9) (5.15)

(A) ¢ = 0 sobre la frontera exterior del cuadrado unitario (0€2) y ¢ = 1 sobre la frontera
inmersa (circunferencia interior) I" y dentro de ella, considerando ¢ > 0.
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(B) ¢(x) = 162%(x — 1)? sobre los bordes horizontales (borde norte y sur del cuadrado),
¢ = 0 sobre los bordes verticales (borde oeste y este del cuadrado) y ¢ = 0 sobre la
frontera inmersa I' y dentro de ella.

La ecuacién se resuelve utilizando el FVM con un esquema espacial centrado, con el
stencil modificado en las celdas del borde del cuadrado para conservar el segundo orden.
El esquema temporal utilizado es FE con un paso de tiempo At calculado de acuerdo al
nimero de Fourier, de esta forma el error temporal se mantiene por debajo del error que
proporciona el esquema espacial, ademas se tuvo en cuenta que sea un miltiplo de tiempo
final 7" de la simulacién para poder calcular el error para los diferentes tamafios de malla
en el mismo instante. La condicién inicial es ¢(x,0) = 0. El problema se hace evolucionar
hasta un tiempo fisico de T = 0,2s. La figura 5.5 muestra las soluciones numéricas de
ambas pruebas utilizando una malla de N, = N, = 128.
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Figura 5.5: Solucién numérica del problema A (izquierda) y problema B (derecha), utilizando la grilla de
128 x 128. Por claridad, en la solucién B se incorporé la curva de nivel 0 indicada en color negro.

Para calcular el error se utiliza la soluciéon numérica sobre una malla fina de 1024 x 1024
celdas. Como en el esquema colocado, los centros de celda de las grillas gruesas no coinciden
con los de la grilla fina, se realiza una interpolacién usando spline ctibico de la solucién
fina en cada grilla y en el cémputo del error se excluyen los nodos interiores al cuerpo.
Para la prueba se utilizaron grillas de 32, 64, 128, 256 y 512 celdas por direccién. En la
figura 5.6 se presenta el error en las tres normas usuales (L1, Lo y Loo):

M
H€||1 = Z |¢i,num - ¢i,ﬁna| (516)

i=1
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M ' L 9 1/2
H€H2 _ <Z (le,num M¢l,ﬁna) ) (517)

i=1

||€Hoo = m/lx ‘Qbi,num - ¢i,ﬁna| (518)

donde M es el nimero de celdas luego de excluir las celdas ubicadas dentro del cuerpo
inmerso. Se incluyen las rectas con pendiente de primer y segundo orden para compara-
cion (O(h) y O(h?)). Puede observarse que las normas del error tienen una convergencia
proxima a segundo orden.
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Figura 5.6: Normas Li, Lo y Lo del error versus paso de malla h.

5.1.4. Convergencia en malla - Flujo en una cavidad cuadrada con cilin-
dro embebido

En esta prueba se resuelve el problema del flujo en una cavidad con la tapa en mo-
vimiento lid-driven cavity flow con un cilindro fijo inmerso en 2D. Como en el problema
clasico, la componente x de la velocidad en la tapa superior tiene valor constante, en
general u = 1lm/s, mientras que en las paredes verticales u = Om/s, es decir hay una
discontinuidad de salto en las BC, por ello, aqui se realiza el estudio de convergencia en
una variante regularizada, para ello, se utiliza la siguiente condiciéon de borde para la tapa:

Uiop = (Utop, Vtop) = (16:02(:13 — 1)2,0)m/s; x € [0,1] (5.19)

Las BCs para el resto de lados es u = (0,0) incluyendo la frontera inmersa que es un
cilindro de diametro 0,5m. La cavidad tiene L = 1m de lado, los parametros fisicos utili-
zados para la prueba son: p = 100kg/m? (densidad), u = 1kg/m/s (viscosidad dindmica),
v = u/p = 0,0lm?/s (viscosidad cinemadtica), el nimero de Reynolds basado en la ve-
locidad méaxima es Re = 100. La solucién de referencia para calcular los errores es la
correspondiente a una grilla de 1024 x 1024. El esquema temporal de discretizacion es la
combinacién de AB para el término advectivo y CN para el término difusivo, el esquema
espacial es CD, el paso de tiempo elegido es At = 5 x 10~%s. El tiempo fisico simulado es
T = 500At = 0,25s.

La figura 5.7 presenta la solucién numérica obtenida para la grilla de 128 x 128, en
la grafica se presentan el campo de velocidad, (u,v) (arriba) con la representacién de las
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trayectorias (abajo), se presenta ademds el campo de vorticidad (w,) en una escala de
colores arbitraria.
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Figura 5.7: Solucién numérica del problema de la cavidad cuadrada regularizada, con un cilindro fijo
embebido en el centro, para la grilla de 128 x 128. Componentes u y v de la velocidad (arriba), campo de
vorticidad y médulo del campo de velocidades junto a la representacion del campo de velocidad con puntos
aleatorios (abajo).

Para el estudio de convergencia se utilizaron grillas de 32, 64, 128, 256 y 512 celdas por
direccion, En la figura 5.8 se presentan los errores en las tres normas usuales, calculados
de la misma forma que en las pruebas anteriores con la ecuacién de difusién. En la figura
5.8 se presentan los resultados de convergencia en malla para ambas componentes de la
velocidad y del campo de presiones, puede observarse que el método converge a segundo
orden al refinar.
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Figura 5.8: Normas Li, L2 y Lo del error versus paso de malla h para las componentes u, v de la
velocidad y la presion p.

5.1.5. Flujo alrededor de un cilindro circular a Re = 40

En esta prueba se resuelve numéricamente el flujo alrededor de un cilindro circular a
numero de Reynolds Re = 40. La prueba consiste en un cilindro de diametro D = 1m,
colocado en el centro de un dominio cuadrado 30D x 30D. Las BC utilizadas para la
velocidad son: en la entrada (eje vertical a la izquierda) y paredes horizontales superior
e inferior son un flujo uniforme constante us = (U, 0) con us = 1m/s, en la salida se
utilizé una BC del tipo convectiva para ambas componentes de u calculada mediante la
siguiente expresion

ou ou

o= Z_o0
ot +u008m

(5.20)

para la presién se utilizaron BCs tipo Neumann homogéneas en todos los lados y se fijé la
presion en la primer celda para proveer un sistema resoluble.

El problema se resolvié en un dominio computacional de 4096 x 4096 (h ~ 0,0073m),
se utilizaron los mismos esquemas espaciales y temporales que en la prueba anterior. El
paso de tiempo elegido es de At = 1 x 1073s y la simulacién se realizé hasta llegar a un
tiempo final de T' = 20s, alcanzando de este modo el estado estacionario. Los parametros
fisicos se fijaron de manera que resulte un nimero de Reynolds basado en el didmetro del
cilindro de Rep = 40. Se compararon los resultados de la vorticidad y los resultados del
coeficiente de presién sobre la superficie del cilindro con otros autores.

La figura 5.9 muestra las curvas de isovalores para la vorticidad comparables a las
soluciones de otros autores, para facilitar la comparacion, en la figura se muestran los
resultados obtenidos por Taira y Colonius [164] y los resultados obtenidos por Krishnan
[87], puede observarse que los resultados son satisfactorios considerando que la vorticidad
en general es un parametro sensible a los cambios.
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Figura 5.9: Curvas de isovalores de vorticidad para la prueba de flujo alrededor de un cilindro a Re = 40,
contornos entre valores -3 y 3 graficados cada 0.4. Resultados de la presente implementacién (izquierda),
resultados presentados por Krishnan [87] (derecha) y resultados presentados por Taira y Colonius [164]
(centro).

En la figura 5.10 se muestran los resultados para el coeficiente de presion normalizado
definido como C), = (p — pss)/ %pUOQO, considerando ps, = 0 como presién ambiente. Puede
observarse que la distribucién de presiones sobre la superficie se aproxima bien con los
resultados numéricos presentados por Tseng y Ferziger [169].
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Figura 5.10: Coeficiente de presién sobre el cilindro a Re = 40.
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Figura 5.11: Contornos del campo de presiones para el flujo alrededor del cilindro a Re = 40.

5.1.6. Flujo alrededor de una esfera

Otro experimento que permite probar la fidelidad del método en flujos tridimensionales
es el flujo alrededor de una esfera fija. Para niimeros de Reynolds basados en el didmetro de
la esfera inferiores a Rep = 210 el flujo es estacionario axisimétrico, para 210 < Rep < 270
el flujo es estacionario no axisimétrico mientras que para Rep > 280 el flujo se vuelve no
estacionario y no axisimétrico.

En esta prueba se utiliza un dominio computacional de [-8D,8D] x [-4D,4D] x
[—4D,4D], donde D es el didmetro de la esfera con centro en el punto (—4D,0,0) (ver
figura 5.12). Las BCs aplicadas para la velocidad son: flujo uniforme us00 = (uxo,0,0)
en la entrada, BC convectiva en la salida (como en el problema anterior), en el resto de
paredes se aplicé BC tipo slip (resbalamiento) mientras que sobre la superficie de la esfera
se aplic6 una BC tipo no-slip (condicién de adherencia) impuesta mediante el IBM. Para
la presién las BCs son del tipo Neumann en las paredes y entrada, mientras que en la
salida se impuso ps = 0. En la figura 5.12 se indican la configuracién del dominio y las
BCs.

Figura 5.12: Esquema de dominio computacional para el problema de flujo alrededor de una esfera
estacionaria.

La grilla utilizada es de 512 x 256 x 256, el esquema espacial utilizado es CD para el
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término advectivo y difusivo, como esquemas temporales se utilizaron CN y AB para el
término difusivo y advectivo respectivamente, para asegurar la estabilidad y una buena
resolucion el paso de tiempo se eligié como At = UO’E’lh =. Se calculd el coeficiente de arrastre
oo 4y

definido como:

Fp

Cp=—
TpuscAcs

(5.21)

siendo p la densidad del fluido, Acg = mD?/4 el 4rea transversal de la esfera y Fp la
fuerza de arrastre evaluada como se indica en [95], esto es, calcular numéricamente la
forma integral de la componente = de la ecuaciéon de momento:

Fp = —/fldV
Qo
(5.22)
0 ou  Ou,
Fr=—— — . — v ~—— 4 77 .
D 6t/pUdV /puu ds /pn ds + / 'u<8:1:j + 8x)n]ds
Q[) 890 390 890

donde Qg es un dominio ctibico que encierra la esfera y 02y su frontera.

Se realizaron simulaciones para diferentes valores de Rep = pusoD/p: 50, 75, 100, 150,
200, 250, 300, 350 y 400. La tabla 5.1 muestra que los resultados del coeficiente de arrastre
promedio tienen un ajuste razonable al compararlo con los reportados en estudios previos.

En la figura 5.13 puede observarse que estos valores se ajustan bien a la correlacion de
Clift et al. [39].

Tabla 5.1: Coeficiente de arrastre promedio Cp para la esfera. (*) Resultados experimentales.

Re 50 75 100 150 200 250 300 350 400
Kim et al. [84] - - 1.087 - - 0.701 0.657 - -
Choi et al. [36] - - 1.090 - - 0.700 0.658 - -
Johnson y Patel [79] - - 1.080 - - 0.700 0.656 - -
Ross y Willmarth [146] (*) 1.603 1.291 1.073 0.894 0.728 0.712 0.629 0.633 0.584
Tabata e Itakura [163] 1.579 - 1.090 0.889 0.772 - - - -
Este trabajo 1.603 1.278 1.095 0.887 0.765 0.693 0.645 0.615 0.579
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Figura 5.13: Evaluacién del coeficiente de arrastre Cp oara una esfera a diferentes nimeros de Reynolds,
comparacién con formula de correlacién de Clift et. al. [39].
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Figura 5.14: Estructuras de desprendimiento de vértices. Isosuperficies de criterio @@ de vorticidad, de
izquierda a derecha Re = 100,250, 300.

5.2. Métodos Level Set

El LSM es una técnica numérica que frecuentemente se utiliza para problemas que
involucran la interfaz entre fluidos en movimiento. El método se basa en una representacién
implicita de la interfaz, cuya ecuacién de movimiento se aproxima numéricamente usando
ecuaciones hiperbdlicas. E1 LSM permite manejar problemas en los que la velocidad de la
interfaz depende de manera sensible de las propiedades geométricas locales como curvatura
y direccién normal, asi como también saltos en las propiedades fisicas y las condiciones de
borde determinadas por la ubicacién de la interfaz.

El LSM fue propuesto por Osher y Sethian [130]. En esta tesis se utiliza para modelar
el lecho que oficia de interfaz entre agua y sedimentos.

Como se explica en el capitulo 6, en cada paso de tiempo morfolégico, la interfaz
debe actualizarse ya sea advectando la funcién ¢ (SDF en 3D) a partir de un campo de
velocidades vertical determinado o bien calculando explicitamente una nueva aproximacion
de la funciéon SDF a partir del campo 2D que provee los niveles del lecho de acuerdo a la
ecuacion de Exner. En ambos casos la funcién distancia nueva puede que no se mantenga
como tal y eventualmente debe reemplazarse por una funcién SDF sin cambiar la ubicacién
de la interfaz, es decir, sin mover el conjunto de nivel cero (¢(z,y, z) = 0).

Este proceso se denomina reinicializacion. La funciéon ¢ debe ser reinicializada luego
de una cierta cantidad de tiempo, aqui se realiza en cada paso de tiempo morfolégico.

5.2.1. Reinicializacion

El método de reinicializacion influye en la precisién general del LSM y en la conserva-
cién de la masa. Constituyendo asi un paso importante para mantener la funciéon ¢ como
una funcién SDF preservando la propiedad dada por ¢(x) = 0.

Por lo tanto se requiere realizar esto de forma adecuada y precisa para mantener la
calidad del LSM y garantizar alta precisién y conservacién de masa en el calculo de la
interfaz en movimiento.

Existen diferentes métodos para realizar esto, en [18] puede encontrarse una descrip-
cion, entre estos, los dos métodos mas difundidos son: los basados en la solucién de una
ecuacion diferencial hiperbdlica y el método de marcha rapida (FMM por sus siglas en
inglés). A pesar que el FMM es un algoritmo eficiente y preciso, su paralelizacion resulta
muy dificultosa debido a la dependencia en el flujo de datos que se crea [148]. Entre los
avances recientes, Lee et al. (2016) [98] han presentado un algoritmo eficiente usando la
férmula de Hopf-Lax para resolver la ecuacién Eikonal (||V¢|| = 1), conformando una es-
trategia con paralelismo trivial. Posteriormente Royston et al. (2018) [148] han presentado
una paralelizacién del método en GPU.
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Como aqui la reinicializacién se requiere para corregir principalmente las propiedades
cerca del conjunto ¢(x) = 0, cosa que insume pocas iteraciones si se utiliza los métodos
clasicos y ademads, se realizan en cada paso de tiempo morfolégico, a los efectos de esta
tesis, se opté por seguir directamente un método basado en la ecuacién diferencial:

{ 2 s (V6] - 1) =0 5.23)
5x,0) = 9°(x)

donde sgn(x) representa el signo de *. No obstante en futuras optimizaciones o en caso de
incorporar problemas a superficie libre se recomienda realizar una implementacion basada
en GPU similar a la presentada en [148].

La ecuacién (5.23) se discretiz6 utilizando FDM tal como se describe en el trabajo de
Min (2010) [115], con la respectiva extensién a 3D.

En particular, la discretizacién espacial de ||V ¢|| consiste en aplicar un esquema espa-
cial tipo ENO (por sus siglas en inglés Essentially Non-Oscillatory) de segundo orden en
los argumentos del Hamiltoniano numérico que aqui se presenta en 2D por simplicidad:

Vol = H(DF ¢c, D ¢c, Dy éc, Dy éc) (5.24)

donde D y D;E son las diferencias finitas ENO hacia un lado u otro en direcciéon x e y
dadas por:

- A
Dgg = PE—%C < 0C _ AT inmod(Dasde, Dastrp),
ot I (5.25)
D, ¢o = =3 — —-minmod (D, Diwdw)

las expresiones para D;t son similares considerando los valores ¢ v ¢g. El factor Dy ¢
denota al laplaciano numérico en diferencias centradas dado por:

Op — 2¢c + ow
Dyptc = AL? (5.26)

y el operador minmod(a, b) o médulo minimo dado por

0, siab< 0
minmod(a,b) = ¢ a, silal <D (5.27)
b, en otro caso

Por su parte, el Hamiltoniano numérico Hq estd dado por:

He(a,b, ¢, d) { Vmix ((a”)% (b%)?) + mix ((c7)?, (d)?),  sisgn(¢’) >0,
Vméx ((at)?,(67)2) + mix ((¢F)2, (d7)?), sisgn(¢?) <0,

(5.28)

aqui el signo en el superindice indica la siguiente evaluacién de maximo o minimo a™ =
méx(a,0), a~ = min(a,0).

Hasta aqui el esquema espacial es adecuado para puntos ubicados lejos de ¢ = 0,
mientras que los puntos cerca del contorno pueden modificar la ubicacién de la interface,
por ello, en dichos puntos deben corregirse las formulas para imponer ¢ = 0 siempre que
#° = 0. En concreto la modificacién requerida consiste en reemplazar D¢ (y respecti-
vamente D;Eqﬁc) por:

0— Azt
A;ﬁc - Tmland( xz¢07 Da:a:d)E)
_ -0 Az~
Dg; (;50 = gngf + Tmland( xx¢Ca Dxx¢W)

Dfoc =

(5.29)
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donde Axz¥ es calculado como:

1 0 _ .0 _ 0 _ 40 D
Ax 3 + ¢c ~ % sgno(gbc d)E) vD , si |¢x:c|0 > €
Azt = 40 ve (5.30)
A.’]}'Oic, SinO
o~ %

donde ¢, = minmod(¢}y, —20¢, + ¢, 6 — 205 +0hp), D = (60,/2— 6% — ¢f)* — 46464,
y teniendo en cuenta que esta ecuacion es valida cuando gbOCqﬁOE < 0.

Mientras que para el caso QBOCQZ)?/V < 0, debe usarse:

0o _ 40 _ 0 _ 40 /D
Ax (; + bc — dw Sgn0(¢c (bW) ) . S gga| > €
Az~ = z (5.31)
¢0
Al’m, sino

con ¢, = minmod (¢, — 26+ ¢, ¢ — 280 + Blyw ), D = ($52/2— 04— $Wy)* — 464y -
Para finalizar, la discretizacién temporal utilizada es FE por simplicidad. El paso de
tiempo adoptado en el caso 2D (respectivamente en 3D incoporando z) es:

At = 0,45 min(Az™, Az~ , Ayt Ay™) (5.32)

La deduccién de las dltimas férmulas puede encontrarse en [115].

5.2.2. Ejemplos numéricos 2D

El siguiente ejemplo ilustrativo consiste en aplicar el método de reinicializacién consi-
derando la siguiente funcién LS inicial:

#(x,y) = (z — 1)+ (y — 1) +0,1) (JW — 1) (5.33)

Aqui el conjunto ¢°(x,y) = 0 es una circunferencia de radio 1 centrada en el origen
de coordenadas, sin embargo ¢" no constituye una SDF, es decir no tiene la propiedad
|[Vo¢|| = 1. La figura 5.15 presenta la solucién final, donde puede verse que se logran
obtener las propiedades deseadas para la SDF. Para finalizar, a modo de ejemplo en la
figura 5.16 se muestra la solucién final de la funcién marcadora utilizada para aplicar la
estrategia GC-IBM en un problema lecho erosionable, el proceso para construir la condicion
inicial ¢° en este caso se describe en el capitulo 6.
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scalars scalars
-0.97968 -0.500 0.000 0.500 1.000 1500 191776  -0.97968 -0.500 0.000 0.500 1.000 1.500 191776

Figura 5.15: Contornos de nivel para la condicién inicial ¢° del problema (5.33) (izquierda) y contornos
de nivel de la solucién final ¢ luego de aplicar el proceso de reinicializacién (derecha). Para claridad se ha
demarcado en negro el contorno ¢(x) = 0 para ¢ y @°.

scalars
-0.18491 -0.100 -0.050  0.000 0.050 0.100 0.18356

Figura 5.16: SDF utilizada para demarcar el lecho erosionable en un problema 2D luego de aplicar el
proceso de reinicializacién.
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Capitulo 6

Ecuaciones y modelos para el
transporte de sedimentos

6.1. Introduccion

El transporte de sedimentos se divide en: carga de lavado (material muy fino trans-
portado en suspensién, es aquel que no influye en la hidrodindmica local), y el transporte
total de lecho (sedimento transportado en el fondo més el transportado en suspension,
dependiendo del tamano del sedimento y de la velocidad del flujo). Las propiedades prin-
cipales del sedimento son el tamafio de particula, la forma, densidad, velocidad de caida,
porosidad y concentracién, mientras que las principales propiedades del transporte de sedi-
mento son las variables hidraulicas interrelacionadas tales como la descarga, la pendiente
de fondo, la seccién de flujo, velocidad, turbulencia, rugosidad hidraulica. La erosion y
sedimentacién constituyen procesos que pueden requerir simulaciones en largos periodos
de tiempo.

El movimiento de los sedimentos involucra procesos complejos. El campo de velocidades
del flujo de agua es tridimensional, con zonas de recirculacién y flujos secundarios. Las
formas del lecho que surgen muchas veces aumentan la rugosidad, pudiendo modificar
incluso el régimen del curso. Como consecuencia del transporte total (carga de fondo y
suspendida), la superficie del lecho cambia y su evolucién temporal se modela usando la
ecuacién de Exner.

Hay varias férmulas de transporte qs empiricas para diferentes aplicaciones, las mas
difundidas son las correspondientes a Shield [153], Meyer-Peter & Muller [113], Einstein
[49], Engelund & Hansen [51], Engelund y Fredsge [50], Yalin [185], Fernandes-Luque y
van Beek [60], Van Rijn [176], entre otros. Los pardmetros que se requieren son: el tamano
medio ds de los granos (dso en general), la densidad del fluido p, la densidad relativa
s = ps/p, siendo p; la densidad del sedimento, la aceleracién de la gravedad g, el esfuerzo
de corte critico 7., y el esfuerzo de corte en el fondo 7.

En el presente capitulo se abordan los aspectos tedricos de la formulaciéon para am-
bos tipos de transporte, sin embargo, en el caso de aplicacién propuesto solamente se
considerard el transporte en modalidad de fondo.

6.2. Transporte de fondo

Los granos comienzan a moverse cuando la tensién en el lecho 7, exceda un valor
critico (7.). En las primeras etapas de transporte, las particulas se mueven deslizandose
y rodando sobre la superficie del lecho, pero un pequenio aumento en el esfuerzo 7, hara
que los granos salten desde el fondo siguiendo trayectorias de tipo balisticas. Este ultimo
modo de transporte sélido por carga de fondo, se conoce como saltacién [62]. Dentro de
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una delgada capa cercana al fondo, se establece una zona de intercambio entre el lecho y
el sedimento transportado en suspensién.

6.2.1. Formulas para transporte de fondo q,

La mayoria de estudios numéricos dividen la carga de transporte en carga de fondo
y carga en suspension. Las férmulas de transporte por carga de fondo correspondientes
al movimiento adyacente al lecho se basan principalmente en el concepto del esfuerzo de
corte critico 7., que establece un valor para el cual, una vez alcanzado por el esfuerzo de
corte que genera el flujo sobre la superficie, el sedimento serd transportado.

Las siguientes férmulas frecuentemente han sido aplicadas para predecir el transporte
de fondo en simulaciones numéricas 2D y 3D, por ejemplo en [8, 30, 83, 86, 103, 123, 147]:

» Meyer-Peter y Miiller (1948) [113]:

_ b

qj = —8 ( o ’7'*>3/2
’ \/ (8 — 1)gdg0 ,0(3 — l)gd50 ¢

siendo q; la tasa de transporte adimensional, qp la tasa volumétrica de transporte
de fondo [m3/s/m], 7, el esfuerzo de corte en el lecho [N/m?], g = ||g|| la aceleracién
de la gravedad [m/s?], dso en [m] el didmetro efectivo 50 del sedimento oficiando
en cierta manera como el didmetro promedio, s = pg/p la densidad relativa del
sedimento respecto al agua, usualmente se utiliza s = 2,65, 77 = 0,047 el valor de
esfuerzo de corte critico adoptado con frecuencia en arenas. La férmula es empirica y
se verific6 con datos para arena gruesa y grava uniformes. Notar que para problemas
2D qp = qp, mientras que en problemas 3D se utiliza q, = (¢b,., by) ¥ de manera
similar debe considerarse 7, = (7 5, 7,y) en problemas 3D.

(6.1)

Wong y Parker (2006) [180] trabajaron en un re-andlisis de los datos usados por
Meyer-Peter y Miiller (MPM), logrando un mejor ajuste mediante las siguientes dos
formas alternativas:

qf = 4,93 (7% —0,047)"° (6.2)

q = 3,97 (7% — 0,0495)%/2 (6.3)
donde 73 es el esfuerzo de corte adimensionalizado.

» Engelund y Fredsge (1976) [50]:
a = 18,74 (r — 72) [ ()" = 0.7 (=) V?] (6.4)

donde se adopta 77 = 0,05. Esta ecuacién da resultados muy préximos a los de la
férmula de MPM, aunque en las pruebas numéricas para esta tesis se observé que
esta formula en general da tasas de transporte mayores. No obstante ambas formulas
sobreestiman el transporte de fondo para grandes valores de esfuerzo de corte [62].

» Van Rijn (1984) [176]:
T2,1

la ecuacién esta basada en el tamano de particula adimensional y el parametro de
etapa de transporte (transport stage parameter) T, definidos respectivamente como:

B
D, = dso (9(51/2)> — R (6.6)
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Ts —Te (6.7)

donde R, se conoce usualmente como el nimero de Reynolds de las particulas del
lecho pues viene definido por

v 9g(s—1)dso d
Rep = g(s V) 50 450 (6.8)

con v la viscosidad cinematica del fluido. 7 es el esfuerzo de corte debido a la
resistencia de grano, frecuentemente estimado (ver por ejemplo [8]) como 75 = puy,
siendo u, la velocidad de corte considerando un perfil logaritmico cerca del lecho
u, = uk/In(30z/ks), con u la velocidad a una altura z medida desde el fondo,
k = 0,41 la constante de Von Karman y la rugosidad equivalente Nikuradse estimada
como ks = 3dso. T,, como antes, es el esfuerzo de corte critico para iniciacién del
movimiento del diagrama de Shields. Esta férmula puede usarse para estimar las
tasas de transporte de fondo en casos de particulas con tamanos en un rango de 0.2
y 2.0 mm [62].

» Nielsen (1992) [126]:

a; = 12772 (7 — 77) (6.9)

férmula de transporte de fondo adecuada para arenas y gravas con tamaifo uniformes.

» Fernandez-Luque y van Beek (1976) [60]:

qa; =57 (5 —77)*? (6.10)
donde 7 se elige variable segtin el didmetro dsg entre 0.05 para didmetros de 0.9
mm y 0.058 para material de 3.3 mm.

La lista anterior, lejos de ser exhaustiva, menciona los modelos de carga de fondo
encontrados generalmente al revisar trabajos de simulacién numérica de transporte de
sedimentos.

6.3. Transporte en suspension

Como sélo los granos muy finos se transportan como material en suspensién, para
describir el transporte de este tipo de material se utiliza la ecuacién de adveccion-difusion.
La idea es que esta fraccién de sedimento tenga un tamafnio de grano lo suficientemente
pequeno para poder omitir el efecto inercial de las particulas [103].

Se considera todo el material arrastrado en suspensién como una concentracién de
masa C' en el fluido, la ecuacién de conservacion es la ecuacién (2.1) donde se agrega un
término adevctivo que contempla la sedimentacién por peso propio:

oC Oc

PYe. o (6.11)
& —+ Ve <uC’—w8—utVC> =0
ot |Ig]|

donde u es la velocidad del fluido, 14 es la difusividad con valores muy pequenos, en el
orden de 10~"m?/s [28] y frecuentemente se adopta igual a la viscosidad de remolino tur-
bulenta [103], el término adicional que simula el transporte por gravedad, tiene en cuenta
la velocidad vertical de sedimentaciéon ws, que puede estimarse mediante extensiones de
la ley de Stokes a partir de datos experimentales, por ejemplo:
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» Zanke (1977) [188]:

1 1(s — 1)gd3,\ />
wsziz[<1+0’o (SVQ )gd50> —1 (6.12)

» Ferguson y Church (2004) [59]:

We — (s — 1)gd3,
Civ + (0,7502(5 — 1)gd§0)

73 (6.13)

en la ultima férmula C7 es la constante de la ley de Stokes, valor tedrico para esferas
(Ch = 18), C5 forma parte del ajuste a datos experimentales realizado por [59], quienes
recomiendan adoptar Cy = 1,0 y hasta un maximo de Cy = 1,2 para granos con forma
angular.

Las condiciones de borde adoptadas para la ecuacién son del tipo Dirichlet C' = ¢t
sobre el lecho y BC tipo Neumann 0C/0n = 0 en el resto de fronteras del fluido, siendo
Cref €8 una concentraciéon de referencia en una capa cerca de la superficie del lecho. Sin
embargo en caso que se modelen problemas a superficie libre, puede considerarse una BC
tipo mixta (ver por ejemplo [86]) o bien BC tipo Dirichlet homogénea (ver por ejemplo
[103]).

En cuanto a la solucién numérica de la ecuacién (6.11), se realiza utilizando los algorit-
mos desarrollados en los capitulos 2 y 3 teniendo en cuenta la estrategia CG-IBM descrita
en el capitulo 5 para tratar las geometrias complejas.

6.4. Modelo de evolucion del lecho - Ecuacion de Exner

La ecuacién que gobierna los cambios de nivel del lecho, es la ecuacién de Exner [53]
que surge a partir de la conservacion de masa sobre el fondo. La ecuacién en su forma mas
simplificada luce como:

0
£ =-V-qy(m) (6.14)

en donde se explicita la dependencia de la tasa de transporte con el esfuerzo de corte en
el lecho, que a su vez, es una funciéon del campo de velocidades del flujo u, por otro lado
¢ representa el nivel del lecho medido desde una referencia (ver figura 6.1).

Hay ecuaciones mas complejas que contemplan el intercambio entre carga de fondo y
carga en suspensién, como también correcciones cuando se esta fuera de las condiciones de
equilibrio. Para esta tesis se utiliza la siguiente versién simplificada de la férmula propuesta
por [181]:

o8 1
ot (1—n)

aqui n es la porosidad, mientras que Dy y Ej corresponden a la tasa de deposicién y de
arrastre hacia suspension respectivamente, de manera que el término adicional (Dy — FEj)
representa el flujo neto que atraviesa la interfaz entre la capa adyacente al lecho y la capa
de sedimento que viaja en suspension (ver figura 6.1), esto permite lograr el acoplamiento
del modelo de evolucién del lecho junto con el modelo de carga en suspension Las BC
aplicadas sobre la ecuacién (6.15) en general son del tipo Neumann homogéneas.

[=V-ay (1) + Dy — Ep] (6.15)

En cuanto a las tasas de deposicién y erosion, hay diversas férmulas para su estimacion.
Burkow y Griebel (2018) [30] adoptan lo siguiente:

Dy = méx (C' — c¢yef, 0) (6.16)
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FIG. 1. Flow Configuration

Figura 6.1: Esquema de configuracién del flujo, imagen extraida de Wu et al. [181].

73]
p(s — 1)gdso

donde M =2,2x1073s /m es un parametro empirico. En caso que Dy, sea positivo, cuando
las concentraciones en el fondo superan el valor de referencia, se incrementa el nivel del
lecho en un valor igual a A{ = Dyh/ps donde h es el paso de malla de la grilla.

La idea es, que al utilizar la condicién de borde C' = ¢, cerca del lecho en el modelo de
adveccién-difusion (6.11), permite que si hay masa disponible para deposicién (ecuacién
(6.16)) entonces eso significard un aumento en el nivel del lecho, en caso contrario, la cef
prevalece y el fondo permanece erosionable. Incluso ellos proponen modificar la BC de la
ecuacién (6.11) de acuerdo lo siguiente:

Ey = M méx (||m|| — 7¢,0) (6.17)

E
C =t + —2 — Dy (6.18)
|||

donde u,, es la componente de la velocidad normal al del lecho, cerca de él.
Otros autores como Ahmad et al. (2018) [8], Afzal et al. [149] (2015) utilizan el modelo
propuesto por Wu et al. [181] que adopta lo siguiente:

Db = WsCp (619)

donde ¢, es la concentracién de sedimento en el primer centro de celda sobre el lecho, que
provee la solucién numérica de (6.11). Mientras que la tasa de arrastre hacia suspension
la calculan mediante la férmula de van Rijn [144]:

Eb = WsChed,susp.load (6'20)

1,5
o (=)
50 Te
Ched,susp.load = 0,015—

¢ (dso ((S,_,Tl)g> 1/3) "

siendo Cped,susp.load 1a concentracion en un nivel de referencia a, cerca del lecho, usualmente
se elige una distancia a = 0,05H desde el lecho, donde H es la profundidad del agua.

(6.21)

6.4.1. Discretizacién de la ecuacion de Exner

Para la discretizacién de la ecuacién de Exner, (6.14) o (6.15), se requieren calcular
previamente las tasas de transporte de fondo mediante alguna de las férmulas empiricas
presentadas en la seccién 6.2 para lo cual se requiere estimar los esfuerzos de corte como
se indicard més adelante. Aqui se asumird que se cuenta con los valores de q; calculados
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en centros de celdas en un dominio computacional para el lecho compuesto por una grilla
2D. La misma consideracién se tiene para el término Dy — Ej,.

Integrando miembro a miembro la ecuacién (6.15) sobre la celda C', aplicando el teo-
rema del valor medio y de la divergencia se obtiene la ecuacién semi discretizada:

(gi)c Vo = (1_171) - / q-dS + (Dy — Ep)cVe (6.22)

C

Aplicando el teorema de valor medio al término de integral de superficie se tiene:

/qmﬁ— > s Sy (6.23)

Ve frmb(C)

donde las componentes normales en las caras verticales y horizontales son respectivamente
Gbe Y Qb,y, Para simplificar la notacién en esta parte, el vector de las tasas de transporte
por fondo se denotard como (qyz,qpy) = (Q%,QY) = Q. El esquema mads simple de usar
es el esquema CD, que implica:

D a8y = (R - QL+ Q4 -QYh
Jrnb(C)

x z Yy _ Qy (6.24)
Z CIbef—<Q 5 + N2 S)h
frmb(C)

este esquema, a pesar de ser segundo orden, tiene problemas de estabilidad si no se utilizan
pasos de tiempo relativamente pequenos en el esquema temporal explicito (debe elegirse
At ~ O(h?)). Por ello es deseable aplicar un esquema HR, sin embargo, en este caso el
esquema de interpolacién no se estd realizando sobre la variable a resolver (£) sino que
se esta aplicando lo que podria llamarse ”término fuente”, para ello la estrategia que se
propone es computar el término como:

Y. apSr= ) wQf" (6.25)

frmb(C) frmb(C)

donde se utiliza la ecuacién (2.5) para calcular QJIC{ R v en este caso se define un flujo
unitario ry = sgn (Qs-Sy)|[Sy||, donde la funcién sgn(*) da el signo del escalar *. Esto
permite aplicar los métodos TVD desarrollados en el capitulo 2. Entonces considerando la
direccion del vector Q (de manera andlodo a la velocidad uys) que atraviesa el centro de
cara f de la celda C', por ejemplo para la cara e se debe calcular de la siguiente forma:

1 1
QI = Q-+ J(rE) (@ — Q8 e 01l — |Q + 5000 (@8 — @5 Il = e, Ol
Fe e v = T = Q2+ QB

(6.26)
para la cara s luce:

i QU = [@le )(Qz@%)} r|ms,0|r[62%+§w<r;>( %Q%)Mmsvol;

2
L_Qe-Qy - Qi—Q%

con r ol Q. T, o = Qy , s = —sgn(QY + Q%) h

(6.27)
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Aplicando esquema temporal explicito de segundo orden AB, el nivel del lecho actua-
lizado en cada celda se computa como:

N

At
n+1 n

e (5 | 2 el - (Dpe - B

fonb(©) (6.28)

. n—1 HRn—1 - -
5| Do eyt = (D - Behn?
fronb(C)

6.5. Modelo de turbulencia LES

El modelo de turbulencia LES por sus siglas en inglés (Large Eddy Simulation) es una
técnica comin usada para simular flujos turbulentos. La idea es que el solver para flujo
incompresible calcule los remolinos més grandes mientras que los remolinos més pequenos
implicitamente se tienen en cuenta mediante un modelo de escala de subgrilla (SGS, por
sus siglas en inglés).

Partiendo de las ecuaciones de NS filtradas:

V-u=0

a(f;) +V-(Wu)=-Vp+V-(vVa)+ V- T (6.29)

donde el término T surge del filtrado del término no lineal y representa los esfuerzos del
modelo SGS y esta dado por el tensor T;; = u;u; — u;u; en notacién indicial. E1 modelo
SGS més simple para aproximar dicho término es el de Smagorinsky (1963) [156] que
consiste en asumir que las componentes del tensor son proporcionales a los gradientes de
deformacioén:

T = 2VtSt (630)

siendo Sy, el tensor de tasa de deformacién (rate of strain) para la escala resuelta, definido
como:

1
S = 3 (Vu+ VuT) (6.31)

por otro lado, v; es la viscosidad turbulenta del modelo SGS que se calcula como vy =
(C’SA)2 S, en donde S; estd definido como S; = (2S;- St)l/2 = (2[S¢]sj [St]ij)lm, Cs es la
constante de Smagorinsky que bajo la hipétesis de turbulencia homogénea isotrépica se
utiliza el valor propuesto por Lilly (1967) [101] Cs = 0,173, A es la escala de longitud del
modelo, que aqui se elige directamente como A = h.

La ventaja de este modelo es que a pesar que requiere grillas moderadamente finas,
aunque menos que en simulacién numérica directa (DNS), es un modelo relativamente
sencillo de incorporar al cédigo, la estrategia explicita adoptada es que se computa la
viscosidad de remolino 4 en cada paso de tiempo utilizando los campos de velocidades del
tiempo anterior y se incorporan en las ecuaciones de momento redefiniendo v < (v + 1)
y calculando los valores en caras mediante la media aritmética o media armdnica para un
flujo muy heterogéneo.

6.5.1. Ley de pared

En la medida que el flujo se haga mas turbulento, la capa limite adyacente a las
paredes tiene caracteristicas diferentes en comparacion con el flujo en el seno del fluido.
Para describir el flujo cerca de las paredes frecuentemente se utilizan modelos de ley de
pared.
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En este trabajo se eligié una de las leyes de pared més simples, como lo es el modelo
propuesto por Spalding (1961) [160], que en coordenadas adimensionales luce como:

2 413
I P RS 720 M . >]

(6.32)

u =y T
con ut=—, y7"="2, u, ==
Ur v

donde T, es el esfuerzo de corte en la pared, u, es la velocidad de corte o de friccion, v la
viscosidad cinematica, x = 0,41 la constante de von Karman y B = 5,5. Con este modelo,
dada una distancia y medida desde la pared en direccién normal y la velocidad tangencial
u = u; en ese punto, se puede resolver la ecuacién no lineal (6.32) via NR, para obtener
ur (y en consecuencia también ), en efecto:

Rlur) = R (42) + R (u2) (1 — ) = 0

(k+1) _ _
= U Uy R’(u&k))

T

donde R es la ecuacién (6.32) escrita en forma de residuo y R’ su derivada:

rut)? (kut)?

1
2 * 6 +

R(uy) =ut —yt — e BF [mﬁ — e 4 (

(6.34)

R (u;) =

du, Us Ur 2u, U

AR _ -~ </<;u+ N (kut)? N (kut)? nu+e““+> ut oy
Cabe mencionar que se utilizan 4" y u, en la misma férmula por cuestiones de implemen-
tacién, es decir, en la iteracién NR se mantienen fijos y, u y se computa u,, con ello se
actualiza ut para la nueva iteracién NR.

La ley propuesta por Spalding puede incorporarse al método de fronteras embebidas
descripto en el capitulo 5 con las siguientes modificaciones. Considere el esquema 2D por
simplicidad presentado en la figura 6.2. La idea es imponer una condicion de contorno sobre
el sélido similar a una condicién de resbalamiento puro (slip condition), esto significa que
se aplica una BC tipo Dirichlet homogénea para la componente normal de la velocidad uy,
(condicién de no penetrabilidad) y BC tipo Neumann para la componente tangencial de
la velocidad ug que involucre el esfuerzo de corte en la pared 7.

| 0 Ouw, O O

Up = (u,w)p
Lup 5 =19l
a d =2h
pw fluid ||n,5||=1
$>0 Up = Up - Npy
Uy = Upp — UM
D D s t IF ni*BI

e BI border intersection
B\ GC ghost cell
0 d @ [P image point
O FC fluid cell
6/p. Mer [0 SC solid cell

sC sC sC GC FC

Figura 6.2: Esquema propuesto para imponer una ley de pared utilizando el método GC-IBM.
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Si se considera el punto imagen a una distancia § como se desarrollé antes, al momento
de resolver (6.33) puede ocurrir que los valores y™ en el punto imagen (IP) den muy
distintos de una celda a otra debido a que dichos puntos se distribuyen arbitrariamente
segin la ubicacién del nodo GC respecto de la superficie, luego el punto a distancia y = §
se ubicara en diferentes lugares del perfil tedrico. Si bien una de las ventajas de la ley
de Spalding es que se tiene un dnico perfil de velocidades, de aplicar otra ley se estaria
utilizando la parte lineal del perfil, la regién de transision o la regién logaritmica del
perfil. Puede ocurrir ademaés que el punto IP quede muy cerca de la superficie y generar
inestabilidades. Para ser consistentes al momento de estimar wu, resolviendo (6.33) se elige
un punto que se ubique en la regién fluida de manera que en la interpolacién, no se utilice
el punto BI, esto se garantiza eligiendo d = v/2h (d = v/3h en 3D).

Una vez determinado IP de forma similar a como se desarrollé en el método GC-IBM,
ubicado a una distancia § +d del punto GC y a una distancia d desde la interseccion con el
borde BI. Para aplicar las BCs utilizando una ley de pared para la componente tangencial,
en el nodo fantasma debe imponerse:

)
ulC = _&uLP _ ’ijc’uLP
5 (6.35)
cc_ p_ (6+4d) ¢BI
Uy = U P Tw
(1 + pe)

donde 7, se obtiene iterativamente con la ecuacién 6.33, (pu+ ) es la viscosidad dindmica
efectiva que incluye la viscosidad molecular y la turbulenta (el valor en el nodo IP se obtiene
por interpolacién). Por otro lado, geométricamente puede descomponerse uf = uilp + u{P
como se indica en la figura 6.2:

uLP — (uIP. nBI) nBI

u{P — uIP . (uIP_ nBI) nBI (6'36)

reemplazando (6.36) en (6.35) y teniendo en cuenta que tB' = ull’/||ui?|| se obtiene:

uC — |1 - (5"‘?1))%113 ' — (0P 0Pl P! §+1 (6+1d}27wlp
(b +pe) [Jug d (1 + )" [Jug”]

I II

(6.37)
entonces, por ejemplo para el caso de la componente x de la velocidad en el caso 3D luce
como:

UGC — [I] UIP _ ( Ian + UIPny + wIPnz) Ny {II} (638)

en donde se utilizaron I y II para indicar las expresiones entre paréntesis rectos y llaves
de la ecuacién (6.37). Re ordenando y agrupando, las expresiones para las 3 ecuaciones de
momento quedan:

uGC = o'F (1] = n2{II}) —ny (v"ny +w'n) {I1}

implicit explicit

p9C =P (1] - an/ {11}) —ny (u'ny +w'n,) {11}
irn[:lricit exp:lricit

WS = W (1]~ 02 (11)) ~ . (P +0n,) (11}

(6.39)

implicit explicit
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Considerando pasos de tiempo pequenos en el FSM al resolver las ecuaciones de NS
y el esquema temporal AB para el término advectivo, se logran resolver las ecuaciones
de momento separadas por cada direccion. El tratamiento que se le da a la condicién
de borde desarrollada, es implicito para el término que involucra la variable que se esta
resolviendo (en este ejemplo, la componente ). El término restante, que involucra las
demas variables, se lo incorpora explicitamente en el lado derecho de la ecuacion, utilizando
los valores a tiempo anterior disponibles. No obstante se le podria dar a todos los términos
un tratamiento implicito, mediante un proceso iterativo con las 3 ecuaciones de momento.

Para resumir, la estrategia en GPU para aplicar la ley de pared es que si el hilo esta
procesando un nodo GC, evalia § = |¢(xqc)|, con ello calcula las coordenadas xip e
interpola en el nodo IP el valor de u,v,w y pu; = pv, luego con los valores fijos de d
v u; = |[ul’|| compute mediante NR (ecuacién (6.33)) la velocidad de friccién u, que
permite hallar 7, = pu2. Con los valores calculados, se computa el lado de derecho de
las ecuaciones de momento en las tres direcciones (parte explicita de la ecuacién (6.39)),
mediante el uso de variables auxiliares se guardan algunos valores para ser usados durante
el computo de la operacién tipo stencil (parte implicita de la ecuacién (6.39)) al resolver
el sistema lineal para cada componente de velocidad.

La técnica para aplicar la ley de pared descrita en esta seccion estd inspirada a partir de
métodos desarrollados también para flujos compresibles, como se presenta en los siguientes
trabajos [75, 137, 157, 158].

6.6. Estrategia para estimacion de esfuerzos de corte en el
lecho

Hay diferentes técnicas para calcular los esfuerzos de corte 13, requeridos para estimar
la tasa de transporte de fondo qp. En [7] se describen una lista algo extensa de algunas
técnicas implementadas en el software REEF3D [6], entre las que pueden encontrarse
formulaciones basadas en el esfuerzo cortante promedio en el lecho [14], en la ley del
esfuerzo cuadratico [151], en el factor de friccién f, en leyes de pared (wall function),
basadas en las tensiones de Reynolds [142], en la energia cinética turbulenta y en la
viscosidad turbulenta v; y la velocidad tangencial [190].

Para esta tesis se implementé una técnica basada en la ley de pared similar a como
se describié antes, con las siguientes diferencias. Se computa el esfuerzo de corte 1, para
las celdas fluidas adyacentes al sélido, utilizando la funcién SDF se obtiene el punto BI
(ubicado a una distancia § = ¢¢) a partir de donde se computa un punto IP a una distancia
d como antes, la idea es computar u, mediante la ley de pared, utilizando d y ||[uif|| y
con ello estimar 7, luego, con las componentes uc y v del vector uc se reparte 7, de la
siguiente forma:

T = (Thas Toy) = %w (uc,ve), con U = \/u% + v% (6.40)

6.7. Modelos de deslizamiento de granos

En el proceso de transporte de sedimentos a veces se presentan formas de fondo poco
realistas cuando las pendientes superan el angulo de reposo del medio granular. Los talu-
des inestables naturalmente son propensos a deslizamientos hasta alcanzar una pendiente
estable [192]. Para tratar ello, en la literatura pueden encontrarse diferentes técnicas, por
ejemplo [29, 67, 83, 100, 147, 159]. Uno de los requisitos importantes a cumplir es la con-
servacién de masa, sin embargo esto se logra al aplicar FVM, otro requisito deseable es
que el algoritmo se base en un proceso fisico y provea una tnica solucién [159].
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El método implementado para esta tesis se basa en la ecuacion de difusién para el nivel
de la superficie granular, que utiliza los gradientes dados por las diferencias de alturas de
la superficie del lecho. Una variante del método puede encontrarse en [28] y otra variante
extendida a grillas no estructuradas puede encontrarse en [159].

Los cambios en las pendientes fisicamente se deben a la gravitacién, de acuerdo a ello
el flujo q que desliza es proporcional al gradiente:

I = —kVE (6.41)

donde T est4 expresado en [m?/s], ¢ [m] es la altura del nivel del lecho medida desde alguna
referencia y # [m?/s] representa la difusividad de la pendiente de deslizamiento. La ley de
conservacion para el nivel sin considerar transporte por adveccion, es decir considerando
sélo la difusion por el efecto de la gravedad viene dada por:

0

875 +V.-I'=0
o t (6.42)

— — V- (,kVE) =0

oV (aVE)
donde &(x,t) es el nivel de la superficie para un tiempo artificial dado. En la implementa-
cién se considera un coeficiente de difusién constante dado por:

Ko, Sia > ac

R(VE) = { 0, sia<ac (6.43)

aqui a¢ representa el angulo de reposo critico del medio granular y « el angulo de inclina-
cién del lecho dado por a = tan™! (||V¢||), debido a que la norma (euclidea) del gradiente
de ¢ es una medida de la pendiente de lecho, esto es tan(a) = ||V€||. Notar que se ha
explicitado la dependencia de k con el gradiente de &, lo que constituye una no linealidad
en la ecuacién diferencial (6.42).

En esta tesis se considera el coeficiente de difusion constante kg entre 0.5 y 1.0, este
valor debe ser elegido adecuadamente para que en el proceso de solucién numérica de la
ecuacién 6.42; la correccién no sea excesiva (sobre-correccién) y a su vez evitar que se
requieran muchas iteraciones a lo largo del tiempo artificial para llegar a una solucién
que cumpla la condicién a; < a¢ (i = 1,..., N;Ny). No obstante, es razonable considerar
ko proporcional a la tasa de transporte de fondo, ya que es un indicador del grado de
actividad del cambio morfolégico que se estda dando [159].

6.7.1. Discretizacién de la ecuaciéon para el modelo de deslizamiento

Se resuelve numéricamente la ecuacién 6.42 en 2D mediante el método FVM. Al tra-
tarse de una ecuacién no lineal y no contener una férmula analitica de x(V¢) para aplicar
el método NR, se elige resolverla utilizando el método explicito FE para la discretizacién
temporal, ademéds como este esquema se aplica en un tiempo artificial se utilizara la no-
tacién con superindice (k) para indicar la iteracién en el k-ésimo paso, es decir para un
tiempo artificial ¢, = kAt. Integrando 6.42 sobre la celda C, aplicando el teorema de la
divergencia y del valor medio se puede escribir:

(k+1) (k)

<§CN§C> ve= Y wPvel.s, (6.44)

frnb(C)

aplicando un esquema centrado y considerando la grilla cartesiana uniforme

At (k) _ ()
e =+ Y kP <€F ) p (6.45)

h
F~NB(C)
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Se requiere determinar KF) para los centros de cara, considerando (6.43) estos valores
dependen del angulo de inclinacién que esta dado por:

_ L[0T [oEN?

— tan— ! = tan ! = .l 6.46

67 = tan™ (|V[)) = tan ﬂax)ﬁ(ay f (6.46)

Entonces, por ejemplo para la cara east la derivada parcial x se computa de forma local
como es usual: 5

¢ {e — &
—= ] == 6.47
(ax . h (6.47)

mientras que la derivada parcial y en la cara e debe calcularse como el promedio entre

(0€/9y)c y (0§/0y)E:

<3€> _1(€NE—¢SE+§N—¢>S>_€NE+€N—£SE—55
o), 2 2h 2h B 4h

(6.48)

usando una férmula andloga para obtener alguna de las componentes del gradiente en
las demés caras (9§/0y)w, (0£/0x)n v (0£/0x)s, en las cuales no se puede computar la
derivada en forma local (ecuacion (6.47)).

La estrategia explicita entonces, es que la solucién para cada paso de tiempo se realiza
mediante el algoritmo 17.

Algoritmo 17: Estrategia de computo explicita para cada paso de tiempo en el
método limitador de pendientes.

1 computar V{ék), Vﬁ&k), V&(Lk) y Vﬁgk) utilizando (6.47) y (6.48);
2 calcular oy = tan™! (HV&J@H), [ ~{e,w,n,s};
3 definir Ky = Ko si ay > ac o Ky = 0si af < ¢¢, para f ~ {e,w,n,s};

4 computar §g€+1) usando (6.45);

Las condiciones de contorno utilizadas en la ecuacién son del tipo Neumann ho-
mogéneas sobre todos los contornos (sean embebidos o no), es decir 9¢/0n = 0. Finalmen-
te, el criterio de parada elegido para el limitador de pendientes basado en la ecuacion de
difusion es que HE(kH) - £(k)”oo > tol, con una tolerancia tol = 107!°. En general pocas
iteraciones bastan para que en todo el dominio (i = 1, ..., N, N,) se satisfaga que a; < ac.

La condicién de estabilidad para el paso de tiempo artificial es At/h? < 1/(2kg) [159],
sin embargo, para evitar la sobre correccién de las pendientes del dominio, se optd por
elegir un paso de tiempo (en general menor) dado por At = h® como recomienda Burkow
[28].

En cuanto a la precision temporal del método, en ambos casos el error temporal es
menor que el error del esquema espacial, sin embargo al alcanzarse el estado estacionario
en la ecuacién la solucién deberia ser independiente del valor At elegido.

6.7.2. Validacion del método de deslizamiento

Al aplicar el algoritmo no se requiere probar la conservacion de masa debido a que,
por construccion, el método es conservativo.

Para validar el método se resuelve el problema de colapso de una columna de arena
bajo condiciones de no flujo, es decir solamente bajo efectos de la gravedad. Diversos
experimentos confirman que para este problema, la solucién tiene la forma de un pila de
cono [105, 191, 192]. La figura 6.3 muestra las condiciones iniciales para el problema, una
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initial
condition

condition

Figura 6.3: Esquema para el test del colapso de una pila de arena, condicién inicial y condicién final
esperada, dimensiones en [m].

columna de altura h = 6cm y didmetro d = 10cm, el material tiene un angulo de reposo
de ac = 35°.

El dominio computacional es un cuadrado de [0, L] x [0, L], con L = 0,8m donde se
ubica la pila en el centro (0,4,0,4). El problema se discretizé con una grilla de 160 x 160
celdas de manera que Ax = Ay = 0,005m para poder comparar la solucién con el trabajo
de otros autores. En la figura 6.4 (izquierda) se muestra la solucién numérica obtenida
y a modo ilustrativo se presenta la imagen extraida de los experimentos de Lube et al.
[105] para problemas de colapso de columnas de material granular. Puede observarse que
la solucién numérica luce similar la condicién final esperada.

&[m]
o. 001 002 003 004 005006

— y I

X Axis

Figura 6.4: Solucién numérica obtenida con la ecuacién (6.45) para el problema del colapso de una
columna de arena (izquierda). Ilustracién de una prueba experimental extraida del trabajo de Lube et al.
[105].

En la figura 6.5 se presenta el perfil a lo largo del centro de la pila, los valores de la
norma del gradiente y las curvas de nivel de la solucién final, se comparan ademas con la
solucién obtenida por [159] utilizando un método similar en una grilla rectangular de las
mismas caracteristicas pero con otro esquema de discretizacion espacial. En cuando a la
pendiente de reposo, el valor tedrico es de tan (35°) ~ 0,70 mientras que la pendiente de
la solucién numérica dada por Sy = ||V¢||, brinda valores inferiores pero muy préximos al
tedrico (figura 6.5 arriba-derecha). Los valores son acordes a los obtenidos en [159].
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Figura 6.5: Perfil final de la pila (arriba-izquiera), valores de la norma del gradiente (arriba-derecha) y
curvas de nivel del la solucién numérica (abajo-izquierda). Comparacién con los resultados obtenidos por
Song et al. [159].

6.8. Re-mapeo del fondo moévil. Actualizacién de la funcion
marcadora

A partir del los cambios en el nivel del lecho £(x,t) dados por la ecuacién de Exner
((6.14) o (6.15)) y la aplicacién del modelo de deslizamiento de granos, algoritmo 17, se
debe actualizar la funcién SDF o ¢(x,t) para aplicar las técnicas de fronteras embebidas
en el paso de tiempo siguiente. Para actualizar esta funcién marcadora, muchos trabajos
emplean técnicas LS, por ejemplo [8, 86], mediante una ecuacién de movimiento para la
interfaz:

¢

= T FlIVel =0 (6.49)

donde definen la velocidad de movimiento como F' = 9§/0t, correspondiente a la direccién
vertical ya que A{ = Az. El lado derecho de la ecuacion (6.15) se utiliza como velocidad
vertical F'. Con ello advectan la funcién SDF ¢ y realizan un proceso de reinicializacién
para quitar la difusion numérica y mantener las propiedades deseadas.

Para esta tesis se siguié el procedimiento propuesto por Burkow (2016) [28] que consiste
en realizar una estimacién inicial de la funcién SDF ¢y para luego pasar al proceso de
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reinicializacion de la funcién ¢. La estimacién se basa en calcular para cada punto x¢ =
(xc,yc,z) la minima distancia entre él y la superficie ¢(x,t) = 0 que corresponde al
conjunto I'seq = {x € R3/z(z,y) = ¢}, dando el signo segtin el punto se ubique por encima
o por debajo del lecho y donde el minimo se realiza en una banda bidireccional de ancho
3 como muestra la figura 6.6:

Po(xc) = sgu(z — o) min {d;}

(6.50)
con dz = ”XC _é(x’i)H? {7‘ = C7E7W7N7 S7NE7‘S’E7NVV= SW}

Si bien, para puntos lejos del lecho la estimacion podria alejarse de la distancia real a la
superficie, en la medida que el punto esté mas cerca de la superficie, la estimacion de la
ubicacién de la superficie dada por el conjunto ¢y = 0 es correcta (en su versién discreta).

El paso siguiente es realizar el proceso de reinicializacién de la SDF explicado en el
capitulo 5, partiendo de la estimacion inicial, esto corregird la funcién ¢ para todo el
dominio sin modificar la estimacion inicial ¢g = 0.

£(x, t) [m]
1.14 130 140 150 160 1.73

de = ||(xc,yc,z) - (xc,}’c,fc)” =lz=¢l
dp = ||(xc,J’c'Z) - (xEr}’c,fE)ll

771717/
77774
'vllflm !

-~

{1777

/|

Figura 6.6: Esquema de cdlculo la SDF ¢ a partir de la superficie del lecho z = £(z, y).

Este enfoque tiene practicamente el mismo costo que la operacion de advectar el campo
¢ (ecuacién (6.49)) y ambos métodos proveen casi la misma solucién.

6.9. Acoplamiento morfodinamico e hidrodinamico

El acoplamiento entre el modelo hidrodindmico (ecuaciones de NS) y el modelo morfo-
dindmico (ecuaciones para el transporte de sedimentos y evolucién del lecho) se trata como
un problema de interaccién fluido-estructura (fluido-sedimento), para lo cual existen dife-
rentes enfoques, los dos grandes tipos son: acoplamiento débil o explicito y acoplamiento
fuerte o implicito [57]. En la mayoria de los trabajos analizados se prefiere el algoritmo de
particionamiento explicito por el menor costo computacional y porque permite incorporar
las rutinas del sedimento en un cédigo preexistente. Ademds, aunque este enfoque es mas
propenso a presentar inestabilidades, las escalas temporales de cambio en el dominio son
mucho mas grandes que la escala temporal de cambios en el flujo incompresible.

El algoritmo de particionamiento explicito consiste en resolver de manera indepen-
diente las ecuaciones del flujo (NS) en un dominio fijo, luego con la solucién del campo de
velocidades, computar los esfuerzos de corte en el lecho, las tasas de transporte, resolver
la ecuacién de adveccion difusién para el transporte en suspension, resolver la ecuacion de
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Exner y finalmente actualizar el dominio computacional para avanzar al siguiente paso de
tiempo.

La evolucién del lecho (erosién y deposicién de sedimentos) es sensible a las variaciones
del flujo, es decir, ambos procesos estan interconectados y deberia utilizarse el mismo paso
de tiempo para los modelos hidrodindmico y morfodindmico. Sin embargo, esta estrate-
gia de acoplamiento puede resultar costosa. Por otro lado, mientras que el sedimento en
suspension y el flujo tienen la misma escala temporal de cambios, la escala temporal de
cambios en el nivel del lecho es mucho mayor, por ello se propone un enfoque desacoplado
en el cual la evolucion del lecho se calcula utilizando un paso de tiempo Atgq mucho
més grande que el paso de tiempo elegido para las ecuaciones del flujo At. Estrategia
que también puede utilizarse en el caso de que la concentracion de sedimentos en suspen-
sién sea muy baja como para alterar las condiciones del flujo formando asi un proceso de
retrolimentacion o acoplamiento.

El algoritmo 18 presenta el enfoque de interaccion entre el flujo y lecho propuestos
para esta tesis, en el mismo se elige Atgeq = ngeqAt, con ngq = 10, a modo de ejemplo, el
manual del software REEF3D [6] indica que el valor por defecto que utiliza es ngq = 20.

Algoritmo 18: Acoplamiento temporal débil para el solver de NS con el modelo
de sedimentos.

1 u” < ulp? « pf €7 €9 9" < ¢°, move_bed « false, ngeq < 10, j + 0;

2 mientras (t < Tfpq) hacer

3 si (move_bed == true) entonces

4 ‘ calcular nuevo dominio ¢"*! (estimacién inicial ¢g y reinicializacién);
5 fin

6 calcular viscosidad turbulenta v+ ;

7 | resolver u"*!, p"*! (FSM con LES y GC-IBM);
8 calcular Ep, Dy;

9 resolver C"*1 (sedimento en suspension);
10 si (t < Tsed,init - nsedAt) entonces

11 computar T;

12 acumular 7 = T + 7;
13 fin

14 si ((t > Tised init) & (j Yonseg == 0)) entonces
15 calcular esfuerzo promedio Tp, < T /Nged;

16 calcular qp, ;

17 resolver "1

18 corregir "1 con algoritmo de deslizamiento de granos;
19 move_bed + true;

20 70

21 fin

22 en otro caso

23 move_bed + false;

24 fin

25 j+—J3+1
26 t— t+ At;
27 fin

No obstante, pruebas realizadas utilizando Ateq = At muestran soluciones muy simi-
lares a las obtenidas usando Atgeq = ngeqAt, con ngq = 5, 10, 20, segun la intensidad de
cambios en el lecho y sin violar el paso de tiempo maximo segun criterios de estabilidad en
la solucién de la ecuacién de Exner. Por otro lado, utilizar valores promedio del esfuerzo
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de corte T, proporciona una simulacién mas estable y con transiciones mas suaves, a modo
de ejemplo, en la figura 6.7 se presenta en vista de planta los esfuerzos de corte promedio
para el caso de erosién alrededor de un objeto prismatico rectangular recto.

[Tyl [IN/m?)
000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1639

Figura 6.7: Esfuerzos de corte 7, promediados durante un paso de tiempo Atseq del modelo morfodinami-
co.

6.9.1. Problema de cavidad rectangular con sedimento

Esta prueba consiste en evaluar el algoritmo completo en un caso tedrico simple bidi-
mensional, el problema se trata de una cavidad rectangular de dimensiones 2L x L con
tapa movil de manera que se genera un flujo a R, = 100. En el dominio se incorpora
una frontera inferior erosionable a un nivel L/4 desde el fondo. El objetivo es verificar
cualitativamente el solver considerando solamente transporte de fondo y a su vez evaluar
el efecto del modelo de deslizamiento de granos dentro del resolvedor.

Los parametros del modelo hidrodinamico para la simulacién son L = 0,5m, p =
1000kg/m?, 1 = 3,75kg/m/s, At = 2x 1073s, Thna = 248s, grilla computacional N, x N, =
256 x 128. Parametros del modelo morfodindmico p, = 2650kg/m?, dsgp = 1mm, ngeq = 20,
Atgq = 4 x 10725, férmula para el transporte de fondo MPM. Modelo de deslizamiento
de granos: angulo de reposo a¢c 30° y 40°, 7. = 0,047, kg = 0,5.

El esquema de discretizacion espacial para el resolvedor basado en FSM es C'D (término
advectivo y difusivo) y los esquemas temporales C N (difusion) y AB (adveccién). Esquema
de discretizacion temporal AB y esquema espacial de alta resolucién MINMOD para la
ecuacion de Exner.

Las figuras 6.8 y 6.9 muestran la evolucién de la simulacién para diferentes instantes
de tiempo sin utilizar el modelo de deslizamiento de granos y utilizandolo con adngulos
de reposo de 30° y 40°. Puede apreciarse que el comportamiento del solver es el mismo
siempre que no se superen las pendientes que indica el angulo de reposo a¢, obteniéndose
profundidades de erosion similares. Los cambios comienzan al superarse dicha pendiente
maxima, por otro lado, como el método de deslizamiento se basa en la ecuacién de difusion,
puede verse como la masa que excede el dngulo se reparte hacia ambos lados desde el
interior del talud. Cabe mencionar que a pesar que en la solucién de la ecuacién de Exner
analiticamente se podria producir el fenémeno de rompimiento o pliege hacia adelante de
la duna (interseccién de las caracteristicas). La estrategia propuesta para el re-mapeo del
fondo movil adoptada no permite el solapamiento de niveles, por ello el talud de transporta
de forma vertical, no obstante el algoritmo de deslizamiento no permite que se originen
esos resultados no fisicos en la superficie del sedimento.
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Figura 6.8: Resultados de la prueba de la cavidad cuadrada con sedimento para Re = 100 en instantes
t = 10s, t = 40s y t = 204s, sin utilizar el modelo de deslizamiento de granos.
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Figura 6.9: Prueba de la cavidad cuadrada con sedimento para Re = 100 en instantes t = 10s, ¢t = 40s y
t = 204s, utilizando el modelo de deslizamiento de granos con dngulos de reposo de 30° (izquierda) y 40°
(derecha).
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Figura 6.10: Comparacién de los perfiles finales del lecho para la prueba de la cavidad cuadrada con
sedimento a Re = 100, instante ¢t = 248s, utilizando el modelo de deslizamiento de granos con angulos de
reposo de 30° (rojo), 40° (azul) y sin usar el modelo de deslizamiento (negro).

6.10. Caso de estudio: erosion alrededor de un obstaculo
rectangular

El objetivo de esta prueba es reproducir la huella de erosién que se produce alrededor de
un prisma rectangular recto embebido en una corriente liquida y sobre un lecho erosionable,
las complejas estructuras de vértices alrededor del objeto y validar los resultados a partir
de la comparacién con los de otros trabajos.

6.10.1. Escenario experimental de la simulacién

En la figura 6.11 se presenta la configuracién del experimento numérico, el escenario
consiste en un canal rectangular de 40L x 5L x 5L (largo x ancho x alto), con L = 1m.
La grilla computacional es de 1024 x 128 x 128 ~ 16,7 Millones de celdas. El canal cuenta
con un lecho colocado a un nivel de 1,25L de forma que la profundidad del agua es de
3,75L. Se coloca un obstaculo de L x L x 2,5L embebido 1,25L bajo el lecho, y se coloca
centrado en x e y como muestra el esquema. El canal posee una parte en lecho fijo (no
erosionable) hasta una longitud de 5L, el resto es lecho erosionable. El ntimero de Reynolds
de la simulaciéon basado en la velocidad media y la longitud caracteristica dada por las
dimensiones del obstaculo (L) es de Re = 1000 (pu = 1kg/m/s, p = 1000kg/m?).

6.10.2. Condiciones de borde

Las condiciones de borde empleadas son:

s Cara west: condicién de borde tipo entrada, BC tipo Neumann para la presion
Op/On = 0, BC tipo dirichlet para la velocidad v = w = 0, u # 0 utilizando un
perfil parabdlico de forma que la upeqia = 1m/s.

= Caras north, south top: condicién de borde tipo slip-wall, BC tipo Dirichlet para
la componente normal u = 0, BC tipo Neumann para la componente tangencial
Ou/0t = 0 y para la presiéon dp/On = 0.

= Cara east: condiciéon de borde tipo salida, BC tipo Neumann para la velocidad
Ou/0n = 0, BC tipo Dirichlet para la presién poygler = 0.

= Frontera inferior, lecho moévil y obstaculo: condiciéon de borde no-slip-wall, BC tipo
Dirichlet aplicando una ley de pared.
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Figura 6.11: Esquema de dominio computacional para el problema de erosién alrededor de un obstdculo
rectangular.

6.10.3. Solver y esquemas de discretizacion

El flujo incompresible se resolvié utilizando el FSM debido a que mostré ser un método
semiexplicito con buen desempeno y menor requerimiento de memoria que el algoritmo
SIMPLE, incluyendo a su vez el modelo de turbulencia LES. El arreglo de las variables es
colocado, el acoplamiento velocidad-presién se logra utilizando la interpolacién de Rhie-
Chow. Los esquemas temporales elegidos fueron de segundo orden CN y AB para los
términos de difusién y adveccién respectivamente, permitiendo aplicar un esquema espacial
no lineal para el tltimo de forma explicita mientras que la difusion se trata implicitamente
evitando asi la restriccién en el paso de tiempo debida al niimero de Fourier. El esquema
espacial para la difusion es CD mientras que el esquema para el término convectivo es
MINMOD (esquema HR), esto se requiere para transportar gradientes pronunciados en un
problema advectivo dominante sin que se originen inestabilidades numéricas. La geometria
compleja se trata mediante el GC-IBM que resulta flexible para resolver las geometrias
complejas que se forman en el lecho. El solver lineal para la ecuacién de momento es
BiCGStab (tolerancia absoluta le-7) debido a que al aplicar la técnica IBM de forma
implicita la matriz resultante en las ecuaciones de momento es no simétrica. Para la
ecuacion de la presion, en cambio se utilizé PCG preacondicionado con multigrilla mediante
un ciclo V (tolerancia absoluta le-8) ya que resulto ser la estrategia con mejor desempeno
y bajo requerimiento de memoria. Se eligié un paso de tiempo fijo para toda la simulaciéon
igual a At ~ 0,5h/||umax|| = 0,008s.

Para el transporte de sedimentos se utilizé un esquema temporal AB para evitar el
uso de la técnica DC, mientras que el esquema espacial elegido fue MINMOD, con esta
combinacién se obtiene un esquema total de segundo orden que resulta estable en el es-
pacio y tiempo sin degradar la eficiencia del solver. Se eligié Ateq = 10At. Solamente se
considera el transporte por carga de fondo. Los parametros elegidos son: didmetro medio
del sedimento dso = 0,Imm, densidad del sedimento ps; = 2650kg/m?, angulo de reposo
ac = 30°, porosidad n = 0,4, esfuerzo de corte critico 7, = 0,0001N/m?2. Se utilizé la
férmula de transporte de MPM. En la simulacién se computé hasta un tiempo fisico de
aproximadamente 900s.

6.10.4. Analisis de los resultados numéricos

A continuacién se discuten los resultados obtenidos en la simulacién numérica para
lecho fijo y lecho movil.
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Estructuras de vértices en simulacion a lecho plano

Previamente a la simulacién en lecho erosionable, se realiza una simulacién conside-
rando que el lecho es plano, de forma que se obtenga un flujo desarrollado. En la figura
6.12, se presentan la lineas de corriente y las estructuras de vortices para un instante de
simulacién.
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Figura 6.12: Lineas de corriente e isosuperficies de criterio Q de vorticidad para visualizar las estructuras
de vortices alrededor del prisma rectangular recto embebido en la corriente liquida para lecho fijo (arriba).
Representacién esquematica del flujo alrededor del cubo montado en una superficie plana, adaptacién de
Lacey y Rennie (2012) [94] (abajo).

A modo de comparacién la figura 6.12 - abajo, muestra la representacién esquematica
presentada por Lacey y Rennie (2012) [94] basada en sus experimentos fisicos. Puede
observarse que el solver de flujo incompresible captura las complejas estructuras del flujo
tridimensional esperables para el experimento.

Estructuras de vortices con lecho erosionado

En la figura 6.13 se presentan algunos resultados de la simulacién con un mapeo de
textura de arena, se incorporan los contornos de nivel del lecho para demarcar la olla de
erosién que se forma delante del obstaculo y la deposicién en forma de pila posterior.

Mediante el uso de lineas de corriente se analiza la trayectoria de las particulas para
representar los vortices en forma de herradura primario y secundario que se forman luego
de avanzada la socavacién frontal, a modo de comparacién, se muestra la representacién
esquematica de dichos vértices observada en el estudio experimental de Schlomer et al.
(2020) [152]. Dichos vértices juegan un papel principal en el desarrollo de la olla de erosién
delante de los obstaculos sumergidos.

La figura 6.14 presenta las iso superficies del segundo invariante del tensor gradiente
de velocidad @, conocido como criterio Q@ de vorticidad, para visualizar el desprendimiento
de las estructuras de vortice en forma de arco en la parte posterior (compare con figura
6.12-abajo) ademds puede observarse el vortice de herradura primario.
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Figura 6.13: Resultados numéricos de la simulacién: contornos de nivel en la olla de erosién y deposicion
tras el obstdculo (arriba-izquierda), vértices de herradura primario y secundario (arriba-derecha), repre-
sentacién del lecho con un mapeo de textura de granos de arena. Representacién esquemética del flujo
alrededor del cubo montado en un lecho erosionado, adaptacién de Schlomer et al. (2020) [152] (abajo).

Figura 6.14: Visualizacién del desprendimiento de estructuras de vértice en forma de arco utilizando las
isosuperficies del criterio Q de vorticidad.

Evolucién temporal de la socavaciéon y deposicion

La figura 6.15 muestra la evolucién de la erosion cerca del obstaculo para distintos
instantes de tiempo. Puede observarse el algoritmo para el transporte de sedimentos aco-
plado con el resolvedor logra capturar las diferentes formas de fondo que se originan por
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las corrientes complejas asi como la migracién de las mismas por el efecto de la tensién
rasante en el lecho.

bed level &(x, y) [m] bed level £(x, y) [m]
060 0.80 1.00 1.60 1.80 060 080 1.00 1.20 1.40

Figura 6.15: Evolucién de la simulacién de socavacién alrededor del obstaculo rectangular para diferentes
instantes de tiempo.

Comparacion con otros autores

Se compararon los resultados obtenidos con los presentados por otros autores. La figura
6.16 presenta la socavacién final para un tiempo fisico de simulacién de 900s aproximada-
mente (figura 6.16-arriba).

Se presenta la solucién obtenida * por Burkow y Griebel (2016) [29] (figura 6.16-centro)
utilizando el software NaSt3D con el agregado de un modelo morfodindmico, utilizando
las mismas dimensiones y parametros fisicos (flujo y sedimento) que las utilizadas en esta
tesis, la diferencia radica en el solver de flujo, el método de deslizamiento, los esquemas
espaciales y temporales y algunas diferencias en las condiciones de borde en la entrada.

A su vez se muestra la captura del experimento fisico basado en semejanza de Reynolds
presentado por ellos (figura 6.16-abajo), en [29] pueden consultarse mas detalles del mismo
y los pardmetros de la simulacion numérica.

'Puede consultarse el video de la simulacién en el siguiente enlace https://youtu.be/uPAWRhrW-10.
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Figura 6.16: Comparacién de resultados con otros trabajos. Resultados de la presente implementacién
(arriba), resultados numéricos obtenidos por Burkow y Griebel (2016) [29] mediante el software NaSt3D y
el respectivo experimento fisico a Re = 1038 (centro y abajo).

Puede observarse que los resultados obtenidos en la presente simulacion estan en con-
cordancia con el experimento fisico y la solucién numérica obtenida con otro programa
que usa otros algoritmos. Logrando una buena aproximacién al patrén de erosion - sedi-
mentacién alrededor del obstédculo.

Finalmente en la figura 6.17 se compara la profundidad de erosién delante del obstaculo
(curva azul) cuyos valores resultan mas importantes para las aplicaciones de ingenieria

fluvial. Puede observarse que los resultados concuerdan con las simulaciones de Burkow y
Griebel (2016) [29].

Puede apreciarse que la altura de sedimentacién (curva roja) difiere levemente, respecto
a esto, hay que tener en cuenta que ambas simulaciones comparadas, se realizaron con
diferentes condiciones de contorno, diferentes metodologias y algoritmos con lo que el
resultado obtenido se considera suficientemente aceptable.
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Tiempo de computo

En cuanto a los tiempos de cémputo de la simulacién, en [29] reportan que el calculo
hasta un tiempo fisico de 450s consume alrededor de 180h (7.5 dias ~ 1 semana) me-
diante calculo paralelo en CPU utilizando 2 nodos de computo Dell PowerdEdge R910
equipados con 32 cores cada uno (64 cores en total) del tipo Intel Xeon X7560 corrien-
do a 2.226GHz. La simulacién presentada se ejecuté utilizando el equipo 2 (GPU Tesla
V100), cabe mencionar que todos los célculos se ejecutan practicamente de forma completa
en GPU utilizando una sola tarjeta, la CPU se utiliza para lanzar las ejecuciones de los
diferentes kernels en la GPU.

Para simular hasta el tiempo fisico de 450s, el cédigo elaborado en esta tesis consume
alrededor de 10h, es decir que resulta unas 18 veces mas rapido, o en otros términos, en
el mejor de los casos se requieren 36 equipos de cémputo similares (32 x 36 = 1152 cores)
para igualar una tarjeta. Esto muestra que la GPU es una herramienta atractiva para
realizar simulaciones en tiempos realmente reducidos.
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Figura 6.17: Validacion de resultados: evolucién temporal de la profundidad de socavacién y la altura
méxima de la duna depositada tras el obstdculo. Comparacién con Burkow y Griebel (2016) [29].
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones del trabajo

En este capitulo, se presentan las conclusiones obtenidas a partir de la investigacion
realizada en el marco de esta tesis de doctorado. Las mismas se basan en una andlisis de
la revision de la literatura existente y la aplicacién de las metodologias desarrolladas.

Los objetivos generales y especificos presentados, se centraron en el estudio e imple-
mentacion de algoritmos del tipo FVM para CEFD vy el transporte de sedimentos basados
en GPU. Para ello, se expuso de forma resumida los principales esquemas espaciales y
temporales para la discretizacién de las ecuaciones de conservacion utilizadas en el con-
texto de la dindmica de fluidos computacional. Dicha descripcién pretende contribuir en
una documentacion introductoria para la comunidad cientifica.

A partir de esto, se desarrollaron diferentes estrategias de paralelizaciéon en GPU para
los esquemas numéricos en el contexto del método de los volimenes finitos con un or-
denamiento de variables centrado en celda (arreglo colocado). Los algoritmos y métodos
implementados en GPU incluyen: el desarrollo de esquemas TVD con enfoques implicito
y explicito, implementacién de un solver que resuelve el flujo incompresible utilizando dos
métodos diferentes, SIMPLE y FSM. A su vez, se implementaron diferentes métodos para
la solucién de sistemas lineales dispersos en GPU que incluyen: método de Gradientes
Conjugados, Gradientes Biconjugados Estabilizado y un método multigrilla simple y con
un bajo requerimiento de memoria que puede utilizarse como solver independiente o co-
mo precondicionador dentro de los métodos de Krylov. Todos los métodos se encuentran
empagquetados para formar una libreria que puede adaptarse para resolver problemas con
diferentes aplicaciones.

Para validar los métodos y demostrar el rendimiento que pueden alcanzar las implemen-
taciones basadas en GPU, se resolvieron diferentes problemas, entre ellos: problemas de
adveccion difusién usando esquemas lineales y no lineales en 2D, una ecuacion de difusion
no lineal en 3D, las ecuaciones de Navier Stokes en 2D y 3D y la solucién de ecuacio-
nes elipticas en 2D aplicando técnicas multigrilla. Se mostré que los métodos implicitos en
GPU, a pesar de tener tasas de computo menores pueden tener un desempeno computacio-
nal realmente bueno en comparacién con los métodos explicitos eligiendo correctamente
los resolvedores y combinando diferentes estrategias. Esto refuta la idea general que se
tiene sobre la preferencia de métodos que sean explicitos en GPU. Con la implementacién
de los esquemas TVD, se resolvié en GPU un problema advectivo dominante complejo
de resolver de forma masiva en el contexto de simulaciones tipo Monte Carlo resuelto en
general mediante Particle Traking Method, mostrando resultados similares obtenidos en
tiempos de cémputo razonables, brindando una herramienta que al ser basada en métodos
eulerianos podria extenderse sin dificultad a problemas reactivos incorporando la compo-
nente quimica a las ecuaciones de balance. Se mostré que en el caso de adveccién difusion,
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para que el método explicito sea mas eficiente que la versién implicita puede ser necesa-
rio el uso de esquemas temporales de mayor orden, debido a que el error temporal del
esquema FE puede ser superior al error del esquema espacial. Las ganancias en tiempo
de cémputo respecto a implementaciones CPU paralelas mostraron que en la mayoria de
casos se requiere ejecutar los cddigos en al menos 30 equipos funcionando en paralelo de
similares caracteristicas a los utilizados en esta tesis para equiparar el desempeno obtenido
con una sola tarjeta de video de la ante ultima generacién. En cuanto al método multigrilla
se lograron desempenos superiores a los de dos librerias muy utilizadas en la comunidad
como son HYPRE y AmgX de Nvidia, donde se destaca una reduccién significativa en
el consumo de memoria en GPU respecto de la ultima. Para los métodos utilizados en
las ecuaciones de NS en GPU el algoritmo SIMPLE a pesar de ser un método méas com-
plejo de implementar, para problemas suficientemente grandes, el desempenio puede ser
equiparable al de un método del tipo semi-explicito como lo es el FSM.

Se implementd una estrategia IBM combinando técnicas de interpolacién que hacen
uso de nodos fantasma en GPU, incorporarndo ademads una estrategia para aplicar una
condicién de borde tipo slip o aplicar una ley de pared. Los resultados fueron validados
considerando casos bien documentados en la bibliografia, comprobando que el método es
efectivo para utilizar en GPU. Cabe mencionar que mientras otros cédigos utilizan esque-
mas espaciales CD o QUICK para el término advectivo, aqui se incorporaron los esquemas
TVD previamente desarrollados, haciendo el algoritmo para el flujo incompresible mas
versatil para aplicar en diferentes problemas.

Se logré acoplar al solver de flujo incompresible, un modelo de turbulencia bésico tipo
LES y un modelo de sedimentos que calcula las cargas de fondo en funcién de los esfuerzos
de corte en el lecho, lo que permite actualizar las alturas del nivel del lecho y con ello la
evolucién del dominio computacional. Para obtener soluciones fisicamente maés realistas,
se implementé un modelo de deslizamiento de granos que permite contemplar el efecto
gravitatorio, evitando que se originen formas de fondo no fisicas. Para la discretizacién
de los términos de la ecuacion de Exner se utilizaron los esquemas de alta resolucion
desarrollados previamente. El calculo de los esfuerzo de corte se basoé en la aplicacion de una
ley de pared. En el calculo de la evolucién del lecho y la evolucion del flujo incompresible, se
utilizé una estrategia de particionamiento explicito con un enfoque desacoplado donde los
pasos de tiempo para el lecho Atgq son més grandes que para el flujo At en una relacién
Nged, €8 decir Atlgeq = ngeqAt. Para contrastar los resultados obtenidos por la libreria
desarrollada en esta Tesis, se resolvido un problema tridimensional de erosién localizada
alrededor de un objeto rectangular documentado por otros autores, mostrando resultados
cualitativamente y cuantitativamente satisfactorios pero en tiempos realmente reducidos.
En concreto, la aceleracién que se obtiene respecto a una implementacién paralela CPU
como el cédigo NaSt3D ejecutada en un nodo con 2 equipos de cémputo de 32 cores cada
uno, es de hasta 18 veces, lo que significa que se requeririan a lo menos, un clister con 36
equipos de esas caracteristicas (32 x 36 = 1152 cores) para equiparar el tiempo de cémputo
de una sola tarjeta. Estas mejoras de rendimiento constituyen el principal objetivo buscado
con esta Tesis y se ha logrado en todos los casos estudiados.

En resumen, los resultados obtenidos en esta Tesis doctoral han demostrado la via-
bilidad y eficiencia de los esquemas TVD implicitos y explicitos en GPU, asi como la
efectividad de los métodos SIMPLE y FSM para resolver problemas de flujo incompresi-
ble. La implementacion y acople de estos métodos con un solver para calcular el transporte
de sedimentos en una libreria completa ha brindado una herramienta valiosa para la co-
munidad cientifica. Las conclusiones obtenidas a través de esta investigacion abren nuevas
perspectivas y proporcionan una base sélida para futuras investigaciones en este campo
utilizando GPU.
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7.2. Sobre la evolucion de las GPUs en los ultimos anos

Debe mencionarse que la limitacion en memoria de la GPU al momento de comienzo
de esta Tesis era de 12GB (Nvidia Tesla K40), posteriormente en 2018 surge la siguiente
generacién (Nvidia Tesla V100) de GPUs que provee una ampliacién de memoria de hasta
32GB, la ganancia en tiempos de computo entre una y otra generacion es del orden de
5 a 6 segun diferentes pruebas realizadas en la Tesis. Finalmente la tltima generacién de
tarjetas graficas para cémputo cientifico Nvidia Tesla A100 (lanzamiento en 2020) posee
una version de hasta 80GB lo que permite abordar problemas méas grandes como los que
se realizan actualmente en CPU. En cuanto a rendimiento comparado con la Tesla V100,
posee 7936 niticleos y permite una ganancia en tiempos de cémputo superior a 2x de
acuerdo a los diferentes benchmark reportados por el fabricante.

7.3. Lineas de investigacion abiertas

Una de las limitaciones encontradas en el método IBM propuesto es que para altos
Reynolds el grado de refinamiento que se requiere cerca de la frontera embebida es inviable
de realizar en GPU para dominios grandes. Frente a esto, hay dos estrategias que se
podrian aplicar, la primera consiste en utilizar métodos de mayor orden como el esquema
WENO (5to orden) y un esquema de 4to orden para difusién, esto permite el uso de grillas
relativamente gruesas, las dificultades en este caso es identificar la estructura de datos para
aplicar la condicién de contorno con una precisién de 2do o 3er orden al incorporar una
frontera embebida. Esta estrategia ha mostrado buenos resultados en la versién CPU
paralela, sin embargo requiere una gran estructura de datos que habria que repensar en
GPU. La segunda estrategia es implementar grillas adaptativas que permitan refinar cerca
de la frontera embebida capturando de una mejor forma las estructuras de flujo que se dan
cerca de la capa limite responsables de la erosién. Esto abre unas lineas de investigacion
no exploradas en GPU en este contexto.

Otras mejoras consisten en incorporar modelos de turbulencia tipo RANS combinados
con leyes de pared. Esto implica una investigaciéon sobre las diferentes formulaciones a
considerar para el transporte de sedimentos, al igual que la incorporacién de modelos de
turbulencia a la ecuacién de transporte en suspension, para lo cual casi no se ha encontrado
informacién en la bibliografia.

Otra linea de investigacion consiste en expandir el c6digo utilizando la implementacién
de LSM para resolver problemas de erosién con superficie libre.

Por otra parte, la libreria desarrollada permite el estudio e implementacién de diferentes
modelos de transporte de sedimentos, aunque en esta Tesis no se realizé la aplicaciéon
combinando transporte en modalidad de suspension, actualmente casi no hay estudios
que permitan validar los modelos tedricos, esto provee una herramienta econémica para
investigar las diferentes formulaciones.
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