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Resumen

La siguiente tesis comprende la aplicacién de un conjunto de estrategias numéricas para el mo-
delado de fractura fragil, a través de la implementacion del modelo de campo de fase y métodos
de solucién hibridos. El modelo de campo de fase es un enfoque que describe la fractura mediante
un campo escalar que varia en un intervalo de [0, 1], donde 0 representa material intacto y 1 indica
material completamente dafiado. Mientras que los valores intermedios en dicho intervalo corres-
ponden a estados de daio parcial. Una de las principales ventajas de este modelo es su capacidad
para simular la evolucidn de grietas sin necesidad de re-mallado, ni modificaciones geométricas,
permitiendo asi representar trayectorias de fractura complejas, incluidas bifurcaciones y ramifica-
ciones.

Por consiguiente, en esta tesis se implementan diversas herramientas numéricas que integran
tanto modelos constitutivos acoplados como técnicas avanzadas de resolucion numérica, con diver-
sos propdsitos relacionados primeramente con el andlisis de los mecanismos de interaccion entre
una grieta propagante que incide con una interface, a través de la implementacion de un modelo
de campo de fase acoplado con un modelo de superficie cohesiva. Donde el primer modelo permi-
te estudiar la propagacion de una grieta en un determinado medio y el segundo modelo se emplea
para analizar la degradacion de una interface presente en un cuerpo. Segtn lo reportado en la litera-
tura, la ocurrencia de cada mecanismo depende exclusivamente de las propiedades de fractura del
material, que caracterizan tanto la interface como el medio en el que se propaga la grieta. Los re-
sultados obtenidos con este enfoque indican que estos modos de interaccion estan gobernados por
un criterio mixto que involucra las relaciones de tenacidad y resistencia del medio y la interface.

Por otra parte, con el objetivo de optimizar el andlisis de la propagacion de grietas en dife-
rentes geometrias mediante el modelo de campo de fase, se implementan técnicas de resolucion
numéricas mejoradas, por medio de la aplicacion de una técnica de control de longitud de arco,
utilizando un esquema escalonado, lo que permite generar algoritmos computacionales eficientes,
capaces de trazar curvas de equilibrio completas en problemas de fractura fragil. Este enfoque per-
mite ampliar las capacidades del modelo de campo de fase, para abordar una mayor variedad de
problemas. Seguidamente, la implementaciéon de un método numérico acoplado entre el método
de elemento finito (MEF) y el método de Galerkin libre de elementos mejorado (MGLEM) super-
puesto introduce una herramienta novedosa para la resolucion de diversos problemas, que abarcan
desde la transferencia de calor y la elasticidad lineal, hasta la mecédnica de fractura basada en el
modelo de campo de fase. Esto produce una mejora sustancial en el costo computacional que im-
plica resolver problemas de este tipo, preservando una descripcion detallada de los campos que
circundan la punta de la grieta propagante, sin necesidad de apelar a una malla refinada en toda la
region intersectada por la grieta.

Seis trabajos surgen como resultado de los estudios realizados en esta tesis, de los cuales cuatro
son publicaciones en revistas internacionales, un resumen publicado en un congreso internacional
y un trabajo completo publicado en un congreso nacional.






Abstract

This thesis encompasses the application of a set of numerical strategies for modeling brittle
fracture through the implementation of the phase-field model and hybrid solution methods. The
phase-field model is an approach that describes fracture using a scalar field varying in the range of
[0, 1], where 0 represents intact material and 1 indicates fully damaged material. Intermediate va-
lues in this range correspond to states of partial damage. One of the main advantages of this model
is its ability to simulate crack evolution without requiring re-meshing or geometric modifications,
enabling the representation of complex fracture trajectories, including bifurcations and branching.

Consequently, this thesis implements various numerical tools that integrate both coupled cons-
titutive models and advanced numerical solution techniques. These tools are used primarily to
analyze the mechanisms of interaction between a propagating crack and an interface. This is achie-
ved through the implementation of a phase-field model coupled with a cohesive surface model. The
phase-field model enables the study of crack propagation in a given medium, while the cohesive
surface model is employed to analyze the degradation of an interface present in a body. As reported
in the literature, the occurrence of each mechanism depends exclusively on the fracture properties
of the material, which characterize both the interface and the medium where the crack propagates.
The results obtained with this approach indicate that these interaction modes are governed by a
mixed criterion involving the toughness and strength ratios of the medium and the interface.

Furthermore, with the aim of optimizing the analysis of crack propagation in different geo-
metries using the phase-field model, improved numerical resolution techniques are implemented.
These include an arc-length control technique using a staggered scheme, which allows the de-
velopment of efficient computational algorithms capable of tracing complete equilibrium paths
in brittle fracture problems. This approach enhances the capabilities of the phase-field model to
address a broader variety of problems. Additionally, the implementation of a coupled numerical
method combining the finite element method (FEM) and the Overset Improved Meshfree Galerkin
Method (IEFG) introduces an innovative tool for solving various problems. These range from heat
transfer and linear elasticity to fracture mechanics based on the phase-field model. This coupling
substantially improves the computational cost of solving such problems while preserving a detai-
led description of the fields surrounding the crack tip without requiring a refined mesh throughout
the entire region intersected by the crack.

Six works have resulted from the studies conducted in this thesis, including four publications
in international journals, one abstract published in an international conference, and one full paper

published in a national conference.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. De qué trata esta tesis

La mecdnica de fractura es una disciplina esencial en la ingenieria de materiales, cuyo propdsito
es comprender y predecir el comportamiento de los materiales cuando se ven sometidos a cargas que
inducen la propagacién de grietas. Los desafios para modelar y simular fenémenos de fractura siguen
siendo significativos, por ende, a medida que los materiales se vuelven mas sofisticados y los problemas
de ingenieria mds complejos, se requieren métodos de andlisis més precisos y robustos.

Esta tesis aborda algunos de estos desafios utilizando enfoques avanzados de modelado, con énfasis
en la aplicacién de métodos acoplados que combinan tanto modelos constitutivos como técnicas numéri-
cas mejoradas para resolver una variedad de problemas de la mecanica de fractura. Se conoce que las
propiedades de resistencia y tenacidad, desempefian un papel fundamental en la determinacién del me-
canismo de interaccidén que surge entre una grieta propagante en un medio sélido que impacta en una
interface adhesiva, donde dichas interfaces pueden caracterizarse por tensiones criticas y tenacidad.

Este es un problema importante en la mecénica de fractura, debido a que existe una fuerte interaccién
entre las propiedades mecdnicas de los materiales relacionados con la resistencia y tenacidad de los
mismos, que determinan las condiciones bajo las cuales una grieta se nucleard y propagard en un sélido
como bien se encuentra discutido en la literatura a través de la clara vision aportada tanto por Leguillon
[2] como por Ritchie [3].

El mecanismo resultante de esta interaccidén posee consecuencias relevantes en variados problemas a
nivel tecnolégico, como por ejemplo la influencia que tiene en la tenacidad extrinseca de los compuestos
laminados (Noselli et al. [4]), los problemas de fractura hidrdulica con aplicacién en yacimientos de
petréleo no convencionales (Chuprakov et al. [5], Garagash [6], Giovanardi et al. [7], Gutiérrez [8]) y la
evaluacion del mecanismo de transicién entre fractura intergranular y transgranular en microestructuras
heterogéneas, (Foulk III et al. [9], Chen et al. [10]). Otro ejemplo clave donde estas propiedades juegan
un papel prominente se encuentra en los disefios bioinspirados, los cuales tratan de imitar la exquisita
estructura de los biomateriales con el propdsito de desarrollar materiales artificiales bioinspirados con
caracteristicas mecanicas avanzadas.

Las propiedades mecanicas superiores de estos diseflos bioinspirados se deben a la mezcla ingeniosa
de sus materiales constitutivos que poseen propiedades de fractura contrastadas. Ji y Gao [11] reportaron
que las grandes relaciones de aspecto y una alineacién escalonada de las plaquetas minerales (fase rigida
del material) son los factores clave que contribuyen a la gran rigidez y resistencia de los nanocompuestos
bioldgicos.

Los diferentes mecanismos que producen un aumento de la tenacidad estructural tanto en diferentes
materiales compuestos, como en los disefios bioinspirados se encuentran plenamente relacionados con
un criterio mixto en el cual intervienen las relaciones entre la tenacidad y la resistencia de los materiales
que componen al medio y las interfaces presentes en los modelos y esto se puede ver evidenciado en
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trabajos pasados donde se estudia ampliamente el problema de una grieta propagante incidiendo en una
interface implementando diferentes enfoques tanto analiticos como numéricos.

Por otra parte, un problema adicional al modelar problemas de fractura cuasi-fragil, es la existencia
de puntos limite y retrocesos en la trayectoria de equilibrio estructural. Este ingrediente requiere el uso
de estrategias de control de carga para manejar numéricamente los problemas de crecimiento inestable de
grietas. En el drea que comprende los problemas de fractura cuasi-fragil, un procedimiento automético
dirigido a resolver este problema es la estrategia de control basada en limitar la disipacién de energia
(Gutiérrez [12]) o la tasa de liberacién de energia (Verhoosel et al. [13]) en cada paso de carga. Alterna-
tivamente, otra técnica innovadora se muestra en el estudio realizado por Zambrano et al. [14].

En el contexto del costo computacional asociado a la resolucién de problemas de fractura fragil
mediante el modelo de campo de fase, es importante considerar que las mallas utilizadas deben cumplir
una condicién vinculada con la longitud caracteristica del material. En particular, la zona de propagacion
de la grieta debe estar discretizada con elementos cuyo tamafio sea igual o inferior a un tercio o un quinto
de dicha longitud, con el objetivo de capturar de manera eficiente el campo de fase. Como consecuencia,
este requisito impone severas restricciones en la carga computacional del modelo numérico.

Algunas herramientas alternativas se han postulado en la literatura para manejar dicha problematica,
entre las cuales se tiene el uso de métodos hibridos utilizando tanto el método de elemento finito (MEF)
como el método de Galerkin libre de elementos mejorado (MGLEM). Se conoce que la mayoria de
los procedimientos hibridos MEF-MGLE requieren de elementos de interface que utilizan funciones
de rampa para una transicion suave entre las regiones MEF y MGLE, por lo que la implementacion de
estos enfoques en escenarios que involucran geometrias de topologia compleja puede ser muy desafiante.
Sin embargo, algunos autores (Alvarez Hostos et al. [15], Zambrano-Carrillo et al. [16]) han logrado
recientemente realizar tal acoplamiento sin la necesidad de elementos de transicion.

De acuerdo con las ideas expuestas anteriormente, esta tesis se encuentra enmarcada en tres teméticas
clave, las cuales motivan al desarrollo de la misma y representan la continuacién de los variados aportes
realizados por el grupo de investigacién en mecénica de fractura del Centro de Investigacién de Métodos
Computacionales (CIMEC), a través de las diversas publicaciones en revistas y trabajos de tesis realiza-
dos. Por consiguiente, estas lineas temdticas se enfoncan primeramente en el estudio de los mecanismos
de interaccion entre una grieta propagante que incide en una interface, continuando con el andlisis de
los disefios bioinspirados para el incremento de tenacidad en materiales compuestos, seguidamente el
desarrollo de algoritmos computacionales para el trazado eficiente de curvas de equilibrio completas y
finalmente en la implementacién de métodos numéricos acoplados para la resolucién de problemas de
fractura fragil.

En base a las temdticas mencionadas previamente, el capitulo 1I de esta tesis presenta los fundamen-
tos necesarios para comprender el contenido de los capitulos posteriores. Este capitulo aborda el modelo
de campo de fase utilizado en nuestros estudios, se describen las metodologias numéricas para el mode-
lado de propagacién de grietas que impactan con una interface. Seguidamente, se expresan las nociones
fundamentales de los materiales bioinspirados. Luego, se hace referencia a las técnicas de control de
avance de grieta y los esquemas de resolucién en problemas de fractura frégil y finalmente se realizan
comentarios sobre los métodos numéricos acoplados que combinan el MEF y MGLE. Posteriormente
en el capitulo III se realiza un andlisis de los diferentes mecanismos de interaccién entre una grieta que
propaga a través de un medio e incide con una interface, lo cual esta vinculado con el Apéndice A y B.

Luego, el capitulo IV se centra en los disefos bioinspirados destinados a mejorar la tenacidad en ma-
teriales compuestos, lo cual esta relacionado con el trabajo anexado en el Apéndice C. En el capitulo V
se exponen las estrategias de control y resolucidn para llevar a cabo la solucion de problemas de fractura
fragil, vinculado con el Apéndice D. Por consiguiente, el capitulo VI analiza un método hibrido acopla-
do para la solucién de diversos tipos de problemas. Finalmente, el capitulo VII retine las conclusiones
principales de esta tesis.

Por lo tanto, esta tesis se enfoca en contribuir al desarrollo de estrategias numéricas destinadas a
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optimizar la simulacién de la fractura fragil. Particularmente, implementando el modelo de campo de
fase en combinacién con técnicas avanzadas para la resoluciéon de las ecuaciones derivadas de dicho
modelo, acompafiado de métodos hibridos que contribuyen a mejorar el factor costo computacional que
son inherente a la solucién de este tipo de problemas. En este contexto, se estudian problemas que
van desde el analisis de la propagacion de grietas en materiales compuestos, el disefio de algoritmos
computacionales para el trazado eficiente de curvas de equilibrio, hasta la implementacién alternativa de
métodos numéricos superpuestos, todos enmarcados dentro de la mecdnica de fractura fragil.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Desarrollar estrategias numéricas avanzadas que optimicen la simulacién de fractura fragil, integran-
do el modelo de campo de fase con técnicas de resolucién eficientes y métodos hibridos, para abordar
de manera robusta y precisa problemas complejos de propagacion de grietas en materiales y estructuras
homogéneas y heterogéneas.

1.2.2. Objetivos especificos

= Implementar el modelo de campo de fase para simular de manera precisa la nucleacién y propa-
gacion de grietas en materiales fragiles, junto con el modelo de superficie cohesiva, considerando
las relaciones entre resistencia y tenacidad, aunque fundamentalmente el papel que juegan ambas
propiedades, en medios tanto homogéneos como heterogéneos y en presencia de interfaces.

= Disefar y aplicar algoritmos computacionales innovadores para el trazado eficiente de curvas de
equilibrio completas en problemas de fractura fragil, mediante el uso de una técnica de control de
avance de grietas y un esquema escalonado de resolucién numérica optimizada, con el propésito
de mejorar la robustez y la eficiencia en los cdlculos asociados.

= Implementar métodos hibridos como el modelo numérico acoplado tipo Overset MEF-MGLEM,
para abordar problemas con geometrias complejas y reducir el costo computacional en simulacio-
nes de fractura fragil.

= Validar y comparar las estrategias numéricas propuestas mediante experimentos numéricos y andli-
sis de resultados obtenidos en problemas clasicos de la mecanica de fractura, evaluando su preci-
sidén, robustez y ventajas frente a métodos tradicionales.

1.3. Estructura de la tesis

Esta tesis se desarrolla bajo el formato de tesis por compilacién, cuyo propdsito principal es inte-
grar de manera coherente los trabajos publicados. Por ende, la estructura de la tesis estd disefiada para
proporcionar al lector una vision clara de la secuencia de aprendizajes adquiridos y contribuciones reali-
zadas durante el desarrollo del doctorado, destacando tanto las dificultades encontradas en el proceso de
investigacién como las razones detrds de las soluciones adoptadas. Esta estructura tiene como finalidad
facilitar la lectura de las publicaciones incluidas, las cuales contienen los aportes concretos alcanzados y
se reproducen en los Apéndices.

Para evitar redundancias, se ha procurado minimizar la repeticién de informacién o la presentacién
de resultados ya expuestos en los articulos publicados. No obstante, algunos capitulos incluyen contenido
no publicado con el propésito de reforzar los conceptos principales. Particularmente esto sucede en el
dltimo capitulo, donde se exponen los aportes mas destacados de la tesis, incluyendo trabajos en continuo
desarrollo.
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Por lo tanto, la estructura general de la tesis se encuentra constituida por cinco partes: (I) Introduc-
cién, (IT) Preliminares, (III) Aportes al desarrollo de estrategias numéricas para optimizar la simulacién
de fractura fragil, (IV) Conclusiones, y (V) Apéndices, las cuales se explican a continuacidn:

= [a “Parte I: Introduccién” aborda el contexto general de lo que trata esta tesis y establece los
objetivos propuestos. Esta seccion consta de un tnico capitulo.

= La "Parte II: Preliminares”se incluye en la tesis con el fin de garantizar que sea razonablemente
completa, manteniendo al mismo tiempo el enfoque de tesis por compilacidon. Su tnico capitulo
tiene como objetivo presentar una recopilacién de conceptos establecidos en la literatura, que no
constituyen aportes originales de esta tesis, pero que son fundamentales para sustentar la teoria
presentada. Estos conceptos, generalmente no incluidos en las publicaciones debido a su naturaleza
de conocimiento general, abarcan una variedad de temas estudiados durante el doctorado. Entre
ellos se encuentran: la descripcién del modelo de campo de fase para fractura fragil, las técnicas
numéricas para modelado de propagacién de grietas incidiendo con una interface, las nociones
fundamentales de los disefios bioinspirados, la técnica de control de longitud de arco y esquemas
de resolucién numérica para problemas de fractura fragil y finalmente comentarios sobre métodos
numéricos acoplados que combinan el MEF y MGLE. Aunque se hace referencia a este material a
lo largo de 1a tesis, los lectores familiarizados con estos conceptos pueden omitir este capitulo sin
inconvenientes.

= La “Parte III: Aportes al desarrollo de estrategias numéricas para la simulacién de fractura fragil”
se compone de los cuatro capitulos que abordan las principales contribuciones de esta tesis. Los
capitulos 3 y 4 se centran en el andlisis de los mecanismos de interaccién que surgen entre una
grieta propagante y una interface, tanto en geometrias cldsicas de la mecdnica de fractura como en
disefos bio-inspirados. Por otro lado, los capitulos 5 y 6 se enfocan en la discusidn de técnicas de
control y esquemas de resolucion para problemas de fractura fragil, utilizando tanto el modelo de
campo de fase como la combinacién de métodos numéricos hibridos.

= La “Parte IV: Conclusiones” estd compuesta por un capitulo conciso que expone las principales
contribuciones de este trabajo.

= La “Parte V: Apéndices” contiene los seis trabajos publicados que constituyen esta tesis, cuatro de
ellos son publicaciones en revistas internacionales, un resumen publicado en un congreso interna-
cional y un trabajo completo publicado en un congreso nacional.

Finalmente, en la Figura 1.1 se propone una secuencia de lectura recomendada, organizada segtin el
contenido de los capitulos y su relacién con las publicaciones.
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Capitulo 2

Conceptos preliminares

2.1. Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo presentar de manera concisa las principales teméticas empleadas
en el desarrollo de esta tesis, las cuales son esenciales para su comprensién en los préximos capitulos.
Los temas abordados en este capitulo se exponen en el siguiente orden: la seccién 2.2 se encuentra de-
dicada al modelo de campo de fase, donde se analizan sus nociones fundamentales, formulacién, y las
ventajas e inconvenientes del mismo. Seguidamente, la seccidn 2.3 proporciona una breve descripcién
de los enfoques numéricos empleados para modelar la interaccién de una grieta propagante que impac-
ta en una interface. La seccion 2.4 expone las nociones fundamentales correspondientes a los disefios
bioinspirados. Posteriormente, la seccién 2.5 aborda lo referente a la técnica de longitud de arco y los
diferentes esquemas utilizados en la soluciéon numérica de problemas de fractura fragil, presentando las
ventajas y dificultades de su implementacién. Finalmente, en la seccién 2.6 se presentan diversos comen-
tarios relacionados con el empleo de métodos numéricos acoplados que combinan el método de elemento
finito (MEF) y el método de Galerkin libre de elementos (MGLE) para la resolucién de problemas en un
contexto general.

2.2. Modelo de campo de fase para fractura fragil

Las dificultades asociadas al modelado de grietas discontinuas (discretas), motivaron otras técnicas
computacionales en las que las trayectorias de las grietas se determinan autométicamente como parte
de la solucion. Dentro de estas técnicas numéricas, actualmente se tiene una muy popular denominada
el modelo de campo de fase (PFM por sus siglas en inglés), dicho modelo bdsicamente parte de la for-
mulacién para fractura fragil originalmente contribuida por Francfort y Marigo [17], la cual esta basada
unicamente en la idea de Griffith de la competencia entre la energia almacenada del cuerpo y la energia
de fractura.

Este modelo de fractura es capaz de tratar cuestiones como la trayectoria de la grieta y la nucleacion
de la misma. En la versién original de Francfort y Marigo, mds en sintonia con la Mecénica de Fractura
Lineal Elastica (LEFM, por sus siglas en inglés), el concepto de nucleacion no existia. En versiones
posteriores, y con una reinterpretracion de los pardmetros del modelo, el concepto de nucleacién se
puede abordar con esta técnica.

Sin embargo, como se sefialo en dicho trabajo, su modelo hereda una limitacién fundamental de la
Mecanica de Fractura Lineal Elastica, la cual se relaciona con la inexistencia de una tension maxima
admisible y por ende, un criterio de resistencia del material. Entre los muchos métodos numéricos origi-
nalmente concebidos para la implementacién numérica del modelo Francfort-Marigo (Bourdin y Cham-
bolle [18], Negri y Paolini [19] Fraternali [20], Schmidt et al. [21] ), las regularizaciones de Ambrosio-
Tortorelli (Ambrosio y Tortorelli [22], Ambrosio [23]), originalmente introducidas en Bourdin [24], se

11
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han convertido en una herramienta muy habitual.

Por otra parte, es necesario clarificar que el modelo de campo de fase implementado en nuestros
estudios, no corresponde conceptualmente al modelo presentado por Francfort-Marigo, que requiere mi-
nimizar una energia, mientras que la aproximacién empleada en nuestros andlisis se asume como punto
de partida el principio de trabajos virtuales, del cual se derivan directamente todas las ecuaciones de
balance respectivas. Esta metodologia pertenece a una linea en la mecédnica de sélidos argumentada por
Gurtin y Podio-Guidugli [25], [26].

Siguiendo esta metodologia de Gurtin se tiene el trabajo de Fried et al. [27], el cual establece una
aproximacion donde la variable de campo de fase no se ve como una variable interna del modelo cons-
titutivo, sino mds bien es un descriptor cinemdtico microestructural embebido dentro de la teoria de
los materiales micromoérficos (Capriz [28]). Por ende, estas y otras aplicaciones que implican variables
microestructurales, microfuerzas y microbalances se utilizan en nuestro enfoque (Capriz [28]).

El modelo de campo de fase se ha aplicado a una amplia variedad de problemas de fractura, incluyen-
do la fractura de materiales ferromagnéticos y piezoeléctricos (Abdollahi y Arias [29], Wilson et al. [30]
), grietas térmicas (Maurini et al. [31], Bourdin et al. [32] ), fractura hidrdulica (Bourdin et al. [33], [34]
Chukwudozie [35], Wilson y Landis [36] ). Se ha empleado para tener en cuenta los efectos dinamicos
(Larsen et al. [37], Bourdin et al. [38], Hofacker y Miehe [39]), el comportamiento dictil (Alessi et al.
[40], Ambati et al. [41], Miehe et al. [42]), efectos cohesivos (Conti et al. [43], Crismale y Lazzaroni
[44], Freddi y lurlano [45]), y grandes deformaciones (Ambati et al. [46], Borden et al. [47], Miehe et al.
[42D.

Aunque los modelos de campo de fase se concibieron originalmente como aproximaciones al enfoque
variacional de la fractura de Francfort y Marigo, en el limite decreciente de su pardmetro de regulariza-
cién, estos modelos también tienen sus vinculos con los modelos de dafno por gradiente (Frémond y
Nedjar [48], Lorentz y Andrieux [49] ). En este contexto, el pardmetro de regularizacidn se mantiene fijo
y se interpreta como la longitud interna del material.

En particular, Pham y Marigo [50], [51] propusieron un principio de evolucién para una energia
similar a la del trabajo de Ambrosio-Tortorelli, basado en la irreversibilidad, la estabilidad y el equili-
brio energético. Este enfoque, al que se hace referencia como modelos variacionales de campo de fase,
introduce una tension critica proporcional a /G //.

Como se observa en Pham et al. [52], Bourdin et al. [32], y Nguyen et al. [53], este método puede
potencialmente reconciliar los criterios de tensidn y tenacidad para la nucleacion de grietas, recuperar el
efecto de tamaiio pertinente a escalas de longitud pequeias y grandes, y proporcionar un enfoque robusto
y relativamente simple para modelar la propagacion de grietas en entornos complejos tanto bidimensio-
nales como tridimensionales.

2.2.1. Formulacién del modelo de campo de fase para fractura fragil

Se formula una teorfa de campo de fase para fracturas en sélidos bajo condiciones de pequefas de-
formaciones y temperatura constante. Se descartan las fuerzas inerciales y cualquier fenémeno fisico
dependiente del tiempo, por lo que la variable de pseudo-tiempo “t”, utilizada a continuacidn, solo tiene
en cuenta una secuencia ordenada de eventos mecdnicos mediante un paraimetro que aumenta monoto-
namente. Se considera un cuerpo 5, los puntos materiales del cuerpo denotados por X, con un borde
definido 9B (Figura 2.1) y su vector normal unitario es 7.

Para describir la deformacion y la fractura en I3, se introduce como descriptores cinematicos el campo
de vectores de desplazamiento, u(X,t), y la variable de campo de fase, ¢ (X, t), en el tiempo ¢ en 5.
El campo de fase toma valores en el intervalo [0, 1]. Si ¢ = 0 en un punto, entonces no esté fracturado.
En cambio si ¢ = 1 en un punto, el mismo se encuentra fracturado. Los valores de ¢ entre cero y uno
corresponden a material parcialmente fracturado. Los puntos que satisfacen (o = 1 identifican grietas,
es decir, una frontera libre de traccién incrustada en el material volumétrico. Sin embargo, argumentos
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termodindmicos que abogan por la irreversibilidad de los procesos de fractura imponen una restriccién
para la evolucién del campo de fase tomando: ¢ > 0.

vVe-n=20

BBU t*

oB

=10

Figura 2.1: Cuerpo B con borde 05.

Ambos descriptores primales independientes, u y ¢, caracterizan el estado mecdnico de B en el
pseudo-tiempo t. Estos se agrupan en el vector U = {u, <p}. Las condiciones de admisibilidad para
U se establecen en la forma U € K, donde el conjunto K considera la regularidad adecuada y las
condiciones de frontera tipo Dirichlet para cada descriptor. En particular, se consideran desplazamientos
u”* fijados en una parte de la frontera de Dirichlet OB de B. Las variaciones virtuales de U se denotan
como U = {5u, 590}, y sus condiciones de admisibilidad se definen a través de 0U € V), donde el
espacio vectorial V' contempla los requisitos de regularidad apropiados y las restricciones especificadas
enU € K.

Por consiguiente, se asume que los procesos de deformacion y fractura para un cuerpo B deben
ser consistentes con el Principio Variacional del Trabajo Virtual, del cual se derivan las ecuaciones de
balance de fuerzas, donde se tiene el campo de fuerzas externas por unidad de volumen en B, b, y las
tracciones externas por unidad de drea en OB}, t*, que son variales duales de u, donde OBj; es la
frontera de Neumann asociada a u (Figura 2.1). El tensor de tensiones de Cauchy o, definido en 15, y la
deformacion € forman un par conjugado.

2.2.2. Principio variacional del trabajo virtual

Los trabajos virtuales internos y externos, § W™ y 5/ respectivamente, para cualquier parte 7 del
cuerpo B se definen de la siguiente manera:

5Wint(7); 5U)=/ (0’ -fe+€ - V580+776<P) dP, YoUeV, 2.1)
P
WP 5T = / (b-du)dP + / (t* - su)d(aP), YoU eV, 2.2)
P oP

donde se tiene el tensor de tensiones de Cauchy (o), la variacién de la deformacion (Je), el campo
de microtensiones (&), la variacién del gradiente del campo de fase (Vdy), el campo de microfuerzas
internas (7), la variacién del campo de fase (d¢), el campo de fuerzas externas (b), la variacion del
campo de desplazamiento (du) y las tracciones externas (t*)

A partir de las ecuaciones 2.1-2.2, se expresa una version extendida del Principio Variacional del
Trabajo Virtual tomando en cuenta detalles especificos de la presente formulacién, para cualquier pseudo-
tiempo “t”, encontrar U € K tal que:
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/ (o 0e+&-Vop+mdp)dP — / (b-6u)dP — (t* - ou)d(OP)
P Jp aP

—i—/m&de:O, YoUu eV, con m.¢o=0, m- <0, o¢>0. (2.3)
P

La primera linea de 2.3 representa la diferencia entre los trabajos virtuales internos y externos. El
dltimo término de 2.3 incorpora en el modelo la restriccion inspirada en la termodindmica ¢ > 0 (irre-
versibilidad del dafio). El campo 7, es el Multiplicador de Lagrange asociado (reactivo), y las restriccio-
nes . = 0, m, < 0, son las condiciones de complementariedad relacionadas con dicha restriccién de
desigualdad.

Admitiendo variaciones independientes para los descriptores primarios de desplazamiento en 2.3, se
derivan las ecuaciones de balance integral, las cuales pueden ser localizadas utilizando un procedimiento
convencional. La forma local resultante de equilibrio para el cuerpo B se da mediante las siguientes
ecuaciones:

Dive +b=0, VXE€eB, (2.4)

on=t", vXecoby. (2.5)

Por ende, al asumir variaciones para los descriptores primarios del campo de fase en 2.3 y después
de aplicar un procedimiento de localizacién estdndar, se obtiene:

Div€ — (mga+7m) =0, VXeRB, (2.6)

£ n=0;, VXeiBy, 2.7

donde se reemplaza la microfuerza interna 7 por sus componentes activa y reactiva, m, y 7, respectiva-
mente. La componente reactiva, junto con las condiciones de complementariedad: m,¢p = 0, m, < 0,y
¢ > 0, seintroduce en el modelo para garantizar la restriccidon termodindmica: ¢ > 0.

Por lo tanto, se tienen las ecuaciones de balance de fuerza que presentan el tensor de tensiones de
Cauchy o, definido en B, el campo de fuerzas externas por unidad de volumen en 5, b, y las tracciones
externas por unidad de drea en OBY,, t*. Por otro lado, se tienen las ecuaciones de balance de micro-
fuerzas, donde el descriptor del campo de fase ¢, tiene asociadas tres variables duales: el campo de
microfuerzas internas 7 por unidad de volumen, el campo de microfuerzas externas -y por unidad de vo-
lumen y la microtraccién externa ¢* por unidad de drea en OB, donde OBY es la frontera de Neumann
relacionada con ¢. Sin embargo, en concordancia con Duda et al. [54] que representa el trabajo principal
en el cual se basa nuestro modelo de campo de fase, asumimos ademads que el sistema de cargas externas
conjugadas a ¢ es nulo. Por lo tanto, ni 7, ni ¢* se consideran en la formulacién. Ademads, un campo
vectorial de microtensiones £ es la variable conjugada del gradiente del campo de fase V.

2.2.3. Consistencia termodinamica

Ademds de los balances de fuerza estdndar y microfuerza descritos en la subseccién previa, la primera
y segunda ley de la termodinamica se imponen a través de un postulado de desequilibrio energético.
Tal desigualdad requiere que la potencia mecédnica consumida por las agentes circundantes en P, aqui
denotado como W*™', exceda o sea igual a la tasa de cambio de la energia libre en P. Introduciendo la
nocién de densidad de energia libre ¥ del material, el desequilibrio energético se expresa:



2.2. MODELO DE CAMPO DE FASE PARA FRACTURA FRAGIL 15

4 < / ” d7>> < W(P;U) 2.3)
dt \ Jp

con WeX definido de manera similar a como se describe en 2.2 y U almacenando las velocidades de los
descriptores primarios. Las variaciones virtuales admisibles dU y velocidades realizables U pertenecen
al mismo espacio funcional V, por lo tanto, existe una correspondencia entre los conceptos relacionados
con los trabajos virtuales y las potencias realizables.

Insertando 2.2 en 2.8, y después de localizar la desigualdad integral, se obtiene:

bV—o E—€-Vop—m,p<0, VXeByvVUeV, (2.9)

Esto representa la forma puntual de desequilibrio energético para el material constituyente del medio
continuo (bulk), respectivamente. Se puede observar que el Multiplicador de Lagrange reactivo 7, no
participa en 2.9. El mismo no induce potencia realizable, siendo ortogonal a las restricciones de sus
variables primarias correspondientes.

2.2.4. Relacion constitutiva

La estructura matemdtica de la desigualdad 2.9 dicta algunas opciones naturales para seleccionar
los argumentos independientes en la definicién de la densidad de energia libre del material del medio
continuo (¢). Dado que la presente formulacién se ocupa de materiales independientes de la tasa, se
permite posibles dependencias funcionales en la siguiente lista de variables {e, ¢, Vi }, por lo tanto se
tiene:

b =1p(e, , V) . (2.10)

Tomando como base las ideas empleadas por Coleman y Noll [55], se asume que las respuestas
constitutivas o, &, m, se obtienen como la derivada parcial de la densidad de energia libre con respecto a
sus variables duales correspondientes:

o= e Vo) o Ol V) (e, 0, Vo)

=7 7/ 2.11
e ove e dp 2.11)

Por consiguiente, las funciones de respuesta constitutiva introducidas en 2.10 ahora se especializan

para obtener una instancia particular que caracteriza la implementacion actual del modelo de campo de
fase. La respuesta de la energia libre 1 se divide en dos términos:

~ ~

P(e, 0, Vo) = (e, ) +p(p, V) , (2.12)

con

Jele ) = ((1— 9)) 427" (€) + 07°9(e) .
Jo(e) = & (Mire)? + e s )

P9 (e) = % ()\ (—tre)® + 2pe"9 . 5"69> , (2.13)
3 3
e =) (er)ex®ex, "F=) —(-a)ex@ex,
k=1 k-1

donde este término (1 — ¢)? es la funcién de degradacion de la energia eldstica, que tiende a cero cuando
@ — 1. Luego A y i son los pardmetros de Lamé, ¢ y ex son el k-ésimo autovalor y autovector de
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g, respectivamente. El operador de corchetes angulares, (-), [56] es la parte positiva del argumento. La
particién de . definida en la ecuacién 2.13 se toma de Miehe et al. [57]. El segundo término en la
ecuacion 2.12 resulta:

. 2 Y]
Vi(p, Vo) = Gpp <2f + ;FIV90|2> , (2.14)
PF

donde la energia de fractura se denota como GG, y ¢, es una longitud caracteristica que gobierna la
distribucion espacial del campo de fase en la regién vecina a la grieta. En vista de 2.11, el tensor de
tensiones de Cauchy se especifica de la siguiente forma:

o= ((1-¢)?) A(tre) I+ 2ueP) + (A (—tre) I+ 2ue™8) (2.15)

y considerando de nuevo 2.11, la micro-tensién y la micro-fuerza resultan:

£E=G,, lp, Vo, (2.16)
= Srr —2(1 — )epros 2.17
a= ¢ p)he” () (2.17)
PF

respectivamente.
Si se considera 2.16 y 2.17, se puede reescribir 2.6 como:

G R
GPFKPFAQO — epF @+ 2(1 — (p)l,l)gos(e) -7, =0, (2.18)

PF

teniendo en cuenta que m, es la reaccién necesaria para garantizar la restriccion de irreversibilidad ¢ > 0
y, como tal, debe cumplir las condiciones m, < 0 and 7,0 = 0. Se debe expresar que al igual que
en el trabajo de Duda et al. [54], se sigue la estrategia propuesta por Miehe et al. [57] que lleva a la
reformulacion de 2.18. De acuerdo con dicha estrategia, 7, se define como:

NG

= —2(1 — ) (H(t) — 2 (e, 1) ) , (2.19)

donde la funcién de campo del historial compacto #(t) resulta:

H(t) = maxh(s), se]l0,t], (2.20)

S

con

h(t) = P (e, 1) . (2.21)

Dado que A¢F°* > 0, la desigualdad 7, < 0 se satisface automaticamente.

2.2.5. Fortalezas y desventajas de los modelos de campo de fase

En base a la revision de la literatura, se puede inferir que algunas de las principales fortalezas que
presentan los modelos de campo de fase (PFMs) son las siguientes:

= Lo que hace particularmente atractivo al modelo de campo de fase es su capacidad para simular de
manera elegante procesos de fractura complejos, incluyendo la iniciacion, propagacion, coalescen-
cia y ramificacién de grietas, tanto en situaciones generales como en geometrias tridimensionales,
sin necesidad de criterios adicionales. La evolucion del campo de la grieta suavizado en una malla
fija, permite el seguimiento automdtico de las grietas en propagacion.
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= Bajo la premisa de la idea anterior, esto también representa una ventaja significativa sobre la des-
cripcidn discreta de fracturas, cuya implementacion numérica requiere un tratamiento explicito
(en el caso cldsico del método de elementos finitos) o implicito (en el contexto de los métodos de
elementos finitos extendidos) de las discontinuidades. La posibilidad de evitar el laborioso segui-
miento de superficies de grieta complejas en 3D simplifica considerablemente la implementacion.

= La estructura variacional de estos modelos permite abordar problemas de fractura con miltiples
fisicas.

» Una caracteristica particular de los modelos de campo de fase es que requieren un conjunto minimo
de parametros, como el mdédulo de Young, la relacion de Poisson, la energia de fractura (todos
medibles experimentalmente) y la longitud caracteristica (que puede determinarse en funcién de
la resistencia a traccion del material considerado) para materiales fragiles. En otras palabras, los
modelos de campo de fase no dependen de pardmetros definidos arbitrariamente por el usuario.

= [.0s modelos de campo de fase poseen una gran popularidad, ya que esta clase de modelos han
sido un concepto ampliamente aceptado en ciencia de materiales (para modelar transiciones o
transformaciones de fase mediante una regularizacién de la interface) durante décadas, aunque
con diferentes enfoques.

En cuanto a los inconvenientes, se tiene que la principal limitacién de los modelos de campo de
fase es su alto costo computacional, debido al uso de mallas extremadamente finas, ya que el tamafio
de los elementos finitos debe ser lo suficientemente pequeio para resolver adecuadamente el pardmetro
de longitud caracteristica del modelo. Los avances en hardware y tecnologias computacionales (adap-
tatividad de mallas, métodos globales/locales, métodos multiescala, métodos de reduccién de orden del
modelo) incrementaran la eficiencia de las simulaciones con modelos de campo de fase. En los siguientes
capitulos de esta tesis proponemos una técnica para sortear este inconveniente.

2.3. Técnicas numéricas para modelado de propagacion de grietas inci-
diendo con una interface

La deflexién de grietas y la delaminacién en interfaces desempefian un papel fundamental en el
rendimiento de muchos sistemas compuestos. Los materiales fragiles (cerdmicas, concretos o epoxis)
pueden reforzarse mediante la adicién de fibras relativamente fragiles, siempre que ocurra la deflexién
de una grieta en las interfaces entre las fibras y la matriz. Si no se produce la deflexién de la grieta, una
grieta que se propaga a través de la matriz continuard sin obsticulos al encontrarse con la fibra. Esto
resulta en un refuerzo minimo o nulo, ya que se disipa poca energia por la fractura de una fibra fragil.

Por el contrario, si ocurre la deflexion de la grieta, esta se ve efectivamente atenuada. Ademds, si
la grieta rodea las fibras y continda propagdndose sin penetrarlas, las fibras intactas que quedan en la
estela de la grieta puentean las superficies de la misma. En ese caso, se pueden lograr contribuciones
significativas al refuerzo mediante la energia disipada por friccién en las interfaces desadheridas entre la
fibra y la matriz (Campbell et al. [58], Evans y Marshall [59], Aveston [60], Aveston y Kelly [61]). Mas
detalles sobre el comportamiento de estos mecanismos entre una grieta que propaga e incide con una
interface se discuten en el capitulo III de esta tesis.

La optimizacién de compuestos que exhiben deflexion de grietas y delaminacion de interfaces re-
quiere comprender cémo las propiedades de la interface y del material base afectan la mecdnica del
problema. Por ende, para estos analisis se pueden emplear dos criterios de fractura diferentes: un criterio
basado en tensiones y otro basado en energia.

Estos conducen a dos tipos diferentes de parametros materiales que forman la base para el disefio
de interfaces. Un criterio de fractura basado en tensiones expresa el criterio de deflexién-penetracion en
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términos de las resistencias relativas de la interface y el sustrato. Por otro lado, un criterio de fractura
basado en energia expresa el criterio de deflexion-penetracién en funcién de las tenacidades relativas de
la interface y el sustrato. También existe el escenario donde este andlisis se realiza integrando ambos
criterios, como se demostrd en el trabajo de Parmigiani y Thouless [62]

La vision de zona cohesiva proporciona un marco analitico coherente para la fractura, que incorpora
de forma natural tanto criterios de resistencia como de energia. El modelado de zonas cohesivas tiene
sus origenes en los primeros modelos de Dugdale [63] y Barenblatt [64], que consideraron los efectos de
tensiones finitas en la punta de una grieta. Un modelo de zona cohesiva incorpora una regién de material
delante de la grieta (la zona cohesiva) que presenta una ley caracteristica de traccidén-separacién que
describe el proceso de fractura. En una ley tipica de traccidn-separacion, las tracciones a través del plano
de la grieta aumentan con el desplazamiento hasta alcanzar una resistencia cohesiva maxima y luego
decaen a cero en un desplazamiento critico de apertura. Cuando se alcanza el desplazamiento critico, se
asume que el material en la zona cohesiva ha fallado y la grieta avanza.

Este enfoque para modelar la fractura se volvié particularmente 1til con el desarrollo de técnicas
computacionales avanzadas, ya que permitié predecir la propagacién de grietas en diferentes geometrias
(Hillerborg et al. [65], Needleman [66], [67], Tvergaard y Hutchinson [68], Ungsuwarungsri y Knauss
[69]). El comportamiento de fractura tiende a estar dominado por dos cantidades caracteristicas de la
ley de traccidn-separacion: una tenacidad caracteristica (el drea bajo la curva), (G, y una resistencia
caracteristica (estrechamente relacionada con la resistencia cohesiva 6 en muchas leyes de traccion-
separacion). Los modelos de zona cohesiva proporcionan un enfoque particularmente poderoso para
analizar la fractura, ya que sus predicciones son bastante insensibles a los detalles especificos de la ley
de traccion-separacién, dependiendo tinicamente de estos dos pardmetros caracteristicos.

Sin embargo, en la actualidad, la mayoria de las investigaciones dentro del contexto del enfoque de
campo de fase para la fractura se han centrado en el andlisis de cuerpos continuos, homogéneos y com-
puestos reforzados. Un intento de modelar la fractura cohesiva en el material base utilizando el enfoque
de campo de fase fue propuesto en Verhoosel y de Borst [70] mediante una modificacién adecuada de
la formulacién variacional para tener en cuenta los saltos de desplazamiento. En ese marco, se encontrd
que el modelado de las discontinuidades de desplazamiento representa una complicacién significativa
que requiere imponer una restriccién adicional basada en un campo auxiliar que representa el salto en el
desplazamiento a través de la grieta, el cual debe ser constante en la direccién ortogonal a la grieta.

Recientemente se ha propuesto un esquema de modelado dentro del contexto de la formulacién de
campo de fase, que tiene en cuenta tanto la fractura fragil del material base como el dafio de la interface
(Nguyen et al. [71], [72]). Este enfoque alternativo se basa en la definiciéon de una nueva formulacién
energética que combina la energia de dafo del material base y la energia superficial cohesiva de la in-
terface, la cual se activa mediante el método de level set. Esta metodologia de Nguyen et al. [71], [72],
aunque prometedora para interfaces rigidas, no permite la consideracion de discontinuidades preexisten-
tes, lo cual es el caso de las capas adhesivas.

Por consiguiente, en el trabajo de Paggi y Reinoso [73] se desarrolla un marco de modelado que com-
bina el modelo de campo de fase para la fractura fragil en el material base y el modelo de zona cohesiva
para una interface preexistente como se ilustra esquemdticamente en la figura 2.2. De manera similar a
Nguyen et al. [71], [72], esta estrategia de modelado se basa en la definicién de un solo funcional, que
tiene en cuenta la disipacion de energia de los dos modelos de fractura mencionados anteriormente. Sin
embargo, en lugar de usar el método de level set para trazar la discontinuidad de salto en las caras de la
grieta, se propone un nuevo elemento finito de interface totalmente compatible con el enfoque de campo
de fase. Dentro de esta formulacidn, las tracciones cohesivas se calculan en funcion de los desplazamien-
tos relativos en la interface, como en los elementos de interface cldsicos (Paggi y Wriggers [74], [75],
[76]).

En este sentido, se postula un posible acoplamiento entre la energia de fractura de la interface G; y
el dafo no local en el material base circundante a través de una dependencia de la rigidez de la interface
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en la variable media del campo de fase evaluada en los flancos de la interface. Esta formulacién permite
distinguir de manera univoca entre las formas de disipacién en la interface y en el material base, y también
puede tratar situaciones complejas donde la cantidad de dafio en el material base afecta la respuesta de la
interface, por ejemplo, mediante una degradacién de la resistencia de la misma. En el trabajo anexado en
el Apéndice A se presenta una metodologia de modelado semejante a la expuesta en el trabajo de Paggi
y Reinoso [73], pero con ciertas diferencias que serdn argumentadas en el capitulo III de esta tesis.

(a)

Modelo de Campo de Fase

MATERIAL 1

Interface

1 L
MATERIAL2 9 y grieta incidiendo
en interface

f e

Modelo de Zona Cohesiva

Modelo de Campo de Fase

~ grieta incidiendo en interface

(b)

PELICULA
e [ e o e e 4 T - A e S B D —
— E SUSTRATO
- | S
. E —
elementos cohesivos E
i "
'

Figura 2.2: Problemas de deflexion-penetracion en sélidos con interfaces: (a) Grieta en una interface bi-material, (b) Grieta en
un sistema pelicula-sustrato.

Bajo este mismo contexto de implementacién de una metodologia numérica que combina el modelo
de campo de fase con un modelo de zona cohesiva, para analizar la competencia de los mecanismos que
interactuan entre una grieta propagante que impacta con una interface se destaca el trabajo de Aranda
et al. [77], en el cual se aborda el problema de la competencia entre la penetracién y la deflexion de
una grieta que incide en una interface débil de tipo curvo. En este estudio se analiza cémo las propie-
dades mecdnicas y geométricas de la probeta afectan a dicha competencia entre estos dos principales
mecanismos (penetracién y deflexion).

Con el propédsito de validar las ventajas del uso de interfaces débiles curvadas como arrestadores
de grietas, Aranda et al. [77] establece que, para lograr este efecto es fundamental que estas interfaces
sean capaces de desviar la grieta. Para ello, se definen los pardmetros de la interface que promueven
esta desviacion. Mediante un andlisis dimensional del problema, basicamente se estudia el efecto de
pardmetros adimensionales clave como la relacién de la tenacidad a la fractura de la interface con el
medio (Glc / GZ”) y la relacién de resistencia a la traccion de la interface con el medio (oi / 02”).

Para llevar a cabo este andlisis se emplearon varios enfoques como la Mecanica de Fractura Eléstica
Lineal (LEFM, por sus siglas en inglés) y un modélo numérico combinado entre el campo de fase y el
modelo de zona cohesiva (PF + CZM, por sus siglds en inglés). En relacién a la discusion de la influen-
cia de cada uno de los pardmetros adimensionales mencionados anteriormente, en el comportamiento
competitivo entre los mecanismos de penetracion y deflexion, se tiene que el efecto de (Glc / GT), se
identific6 como el pardmetro principal que gobierna dicha competencia penetracion/deflexion segtin la
Mécanica de Fractura Lineal Eldstica. Cuando el pardmetro (Gf: / GE”) aumenta la grieta tiende a pe-
netrar en lugar de desviarse, por ende, este pardmetro regula si la penetracién o la desviacién es mds
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favorable exclusivamente desde un punto de vista energético.

En cuanto al modelo de campo de fase combinado con el modelo cohesivo, el comportamiento es
cualitativamente similar a la metodologia anterior en lo que respecta a (GZC / Gg"), pero estd mucho mds
influenciado por otros pardmetros, como la relacién de resistencia a la traccién de la interface con el
medio (o% / o).

Las predicciones correspondientes al efecto de (ofz / or;”) varian significativamente entre los enfo-
ques que fueron considerados. En primer lugar, los andlisis basados en LEFM son independientes de
esta relacion, ya que la resistencia no juega un papel en la Mecdnica de Fractura Eléstica Lineal. En
contraste, el enfoque numérico PF+CZM predice un marcado efecto de la relacion de resistencias en la
competencia entre penetraciéon y deflexion. Esto se debe al papel determinante de la resistencia en el
modelo de zona cohesiva y, en cierta medida, en el campo de fase. Este efecto es especialmente relevante
para grietas de corta propagacion, siendo de esperarse que para grietas con mayor propagacion la energia
de fractura desempefie un papel predominante. No obstante, como se describié en Parmigiani y Thouless
[62] para modelos CZM+CZM, y en Zambrano et al. [78] para modelos PF+CZM, la grieta deflectada
en la mayoria de los casos es lo suficientemente corta como para evitar la influencia de la tenacidad. Por
lo tanto, segin el modelo PF+CZM, la propagacién de la grieta puede preferir la deflexion o la penetra-
cién, aunque esta preferencia no siempre se alinea con la solucién més favorable desde el punto de vista
energético.

2.4. Nociones fundamentales de los disenos bioinspirados

Los materiales naturales como el hueso, el diente y el nacar son nano-compuestos de proteinas y
minerales que exhiben una combinacién excepcional de rigidez y tenacidad. Los resultados experimen-
tales indican que, aunque la rigidez de los biocompuestos es similar a la de su componente mineral, su
resistencia a la fractura y su tenacidad son significativamente superiores a las del mineral.

Este rendimiento excepcional de los biocompuestos se debe a sus complejas estructuras jerarquicas
en diferentes escalas de longitud (Weiner y Wagner [79]). Por ejemplo, las conchas marinas presentan de
2 a 3 6rdenes de estructura laminar (Currey [80], Menig et al. [81]), mientras que el hueso posee hasta
7 6rdenes de jerarquia (Weiner y Wagner [79], Currey [82]). La figura 2.3 muestra la nanoestructura de
algunos biocompuestos tipicos.

e T =
L=

N —

Figura 2.3: Nanoestructura de algunos tejidos bioldgicos duros tipicos: (a) diente, (b) hueso y (c) concha.

Si bien la estructura jerarquica completa de los biomateriales, como el hueso, es extremadamente
compleja y variable, resulta especialmente interesante observar que sus unidades estructurales bdsicas, las
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fibrillas de coldgeno mineralizadas, son bastante universales. Estas estdn disefiadas a escala nanométrica,
con inclusiones minerales duras de tamafio nanométrico incrustadas en una matriz de proteina blanda
(Gao et al. [83]).

Por ejemplo, en el nivel mas bajo de la jerarquia, 1a nanoestructura del hueso (fibrillas mineralizadas)
estd compuesta por plaquetas minerales con un espesor de unos pocos nandmetros, dispuestas en un
patrén escalonado dentro de una matriz de coldgeno (Weiner y Wagner [79]).

La dentina es un tejido calcificado similar al hueso, donde la matriz rica en coldgeno esta reforzada
por cristales de fosfato de calcio (Weiner et al. [84], Tesch et al. [85]). De manera similar, las paredes
celulares de la madera estdn formadas por fibrillas de celulosa incrustadas en una matriz blanda de
hemicelulosa-lignina.

Dado que las fibrillas mineralizadas son la unidad elemental de muchos biocompuestos complejos,
es fundamental comprender cdmo sus propiedades mecdnicas dependen tanto de las propiedades de sus
constituyentes como del estilo de disposicién de los diferentes materiales a nivel de las fibrillas indi-
viduales. Los componentes de las fibrillas minerales presentan propiedades mecédnicas extremadamente
distintas: el mineral es rigido y fragil, mientras que la proteina (en estado himedo) es mucho mas blanda,
pero también considerablemente més tenaz que el mineral.

Aumentar la cantidad de particulas minerales incrementa siempre la rigidez, pero también la fragi-
lidad del tejido 6seo. Entonces, podriamos preguntarnos cdmo lograr que el biocompuesto sea lo sufi-
cientemente rigido sin sacrificar su tenacidad. La naturaleza resuelve este problema de manera elegante
mediante un disefio del tamafio, la forma y la distribucién del material en las nanoestructuras de los
biocompuestos.

Estudios previos (Gao et al. [83], Ji y Gao [86]) reportaron que las altas relaciones de aspecto y
el patrén de alineacion escalonada de las plaquetas minerales son factores clave que contribuyen a la
gran rigidez de los biomateriales. Por otro lado, las proteinas situadas entre las plaquetas minerales
escalonadas desempeiian un papel esencial en la absorcién y disipacion de una cantidad significativa de
energia de fractura. Ademads, como lo muestran Gao et al. [83], a escala nanométrica el mineral frigil se
vuelve insensible a defectos, lo que le permite soportar grandes tensiones sin fracturarse de manera fragil
y, en consecuencia, mejorar la tenacidad de los biomateriales.

Es evidente que tanto los componentes orgdnicos y minerales como su disposicion contribuyen de
manera equitativa a la resistencia de los biomateriales. El biocompuesto combina las propiedades éptimas
de ambos componentes: la rigidez y la tenacidad. Esta combinacién poco comin de propiedades mate-
riales proporciona simultineamente rigidez y resistencia a la fractura. Desde la perspectiva de la ciencia
de materiales, una mejor comprensién de los principios de construccidn subyacentes podria contribuir al
disefio de materiales compuestos mejorados.

Los materiales naturales han sido perfeccionados por la evolucién a lo largo de millones de afios. La
idea esencial del disefio de materiales bioinspirados es analizar como, en ciertos casos, las formas de estos
materiales (bien disefiados) en la naturaleza pueden explicarse mediante leyes fisicas y matematicas. Una
vez que se abstraen los principios y mecanismos de disefio eficiente de la naturaleza, es posible utilizarlos
para desarrollar materiales sintéticos avanzados.

Por ende, uno de los objetivos clave en el estudio de los biomateriales es imitar su estructura excep-
cional para desarrollar materiales artificiales bioinspirados con propiedades mecédnicas avanzadas. Por
ejemplo, se han explorado diversas técnicas para fabricar ndcar artificial. Métodos como la técnica de
ensamblaje capa por capa, la estrategia de reticulacion y la técnica de grabado laser se han utilizado para
producir compuestos similares al nicar, conformados por tabletas rigidas e intercapas blandas (Cheng
et al. [87], Tang et al. [88], Valashani y Barthelat [89]).
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2.5. Técnica de control de longitud de arco y esquemas de resolucion
numérica para problemas de fractura fragil

En la evolucién cuasi-estdtica de fracturas frigiles en un sélido eldstico, donde las fracturas son
impulsadas por el incremento gradual de las condiciones de carga, se pueden encontrar comportamientos
de ablandamiento y retrocesos abruptos. Tales situaciones requieren el control por longitud de arco para
seguir adecuadamente el camino de equilibrio completo. Las técnicas de longitud de arco han sido una
herramienta indispensable en la mecanica de sdlidos no lineales, desde los trabajos pioneros de Riks
[90], Crisfield [91] y Ramm [92].

Mientras que estas técnicas de longitud de arco fueron desarrolladas en el contexto del comporta-
miento de retroceso abrupto, causado por no linealidades geométricas, a lo largo de las tltimas décadas
se han propuesto diversos avances a los procedimientos originales de longitud de arco, con el fin de
incrementar su versatilidad y eficiencia computacional.

Una aplicacién particularmente interesante de las técnicas de longitud de arco es su uso para seguir
el comportamiento de retroceso abrupto, como resultado de no linealidades materiales, especialmente en
fendmenos de falla localizada. En estas situaciones, los procedimientos originales de longitud de arco
han mostrado carecer de robustez debido a que no consideran la naturaleza localizada de la fuente de
no linealidad. Se han propuesto diversas técnicas modificadas para tener en cuenta este comportamiento
localizado, entre las cuales se encuentran una serie de procedimientos semi-automaticos para seleccionar
los grados de libertad que contribuyen al comportamiento no lineal del sistema (Geers [93], [94]).

Algunos trabajos se basan en la idea de que una técnica apropiada de longitud de arco puede obte-
nerse seleccionando una ecuacién de restriccion motivada fisicamente. En este sentido, las ecuaciones
de control de desplazamiento de apertura de boca de grieta (CMOD por sus siglas en inglés) y de des-
lizamiento de boca de grieta (CMSD por sus siglas en inglés) propuestas por De Borst [95], pueden
considerarse trabajos pioneros. En el contexto de estas ecuaciones de control, se desarrollé un control
de tasa de liberacion de energia para el seguimiento de trayectoria, en la simulacién de fendmenos de
falla localizada, incluidos el agrietamiento discreto, el dafio difuso y la plasticidad con ablandamiento
(Gutiérrez [12], Verhoosel et al. [13]).

La versatilidad del control de tasa de liberacion de energia ha sido demostrada en una variedad de
aplicaciones, incluyendo casos en los que coexisten no linealidades geométricas y materiales. Cuando
se aplica en el contexto de simulaciones de fractura discreta, la técnica de longitud de arco basada en la
tasa de liberacién de energia tiene la capacidad de controlar indirectamente la tasa a la que una fractura
se propaga mediante la seleccién adecuada del incremento de disipacién de energia. En Vignollet et al.
[96] se ha demostrado que el control de la tasa de liberacién de energia puede aplicarse con éxito en
simulaciones de campo de fase, donde el incremento de disipacion estd relacionado con el incremento
del drea de la superficie de fractura a través de la tasa critica de liberacién de energfa.

En el caso de las simulaciones de campo de fase, la relacion entre la restriccién de longitud de arco y
el incremento del drea de la superficie de fractura puede expresarse de manera explicita. Es decir, el drea
de la superficie de fractura puede expresarse como una funcién de la solucién del campo de fase. Esto
permite una prescripcion directa de los incrementos del drea de la superficie. Esta dependencia explicita
permite la seleccion del incremento del parametro de longitud de arco, basado en un criterio que relaciona
el crecimiento de la superficie de la grieta con el tamafio de la malla empleada, lo que proporciona una
forma natural de controlar la precision del esquema de longitud de arco.

Por otro lado, otro aspecto destacado en esta temadtica se centra en las ventajas comparativas entre
las dos alternativas principales para resolver las ecuaciones acopladas derivadas de la formulaciéon ma-
tematica para el problema de fractura fragil: el esquema monolitico (monolithic scheme) y el esquema
escalonado (staggered scheme).

Por consiguiente, si el campo de desplazamientos y el campo de fase se calculan de manera si-
multdnea se utilizan los esquemas monoliticos, los cuales suelen presentar mayores tasas de convergen-
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cia, ya que ambas soluciones (desplazamientos y campo de fase) se resuelven simultdneamente dentro
de un tnico bucle de Newton—Raphson. Sin embargo, este enfoque enfrenta dificultades conocidas rela-
cionadas con la propagacion discontinua de grietas en simulaciones cuasi-estdticas. La pérdida de con-
vexidad del problema dificulta la convergencia de las soluciones, por lo que generalmente se requieren
tratamientos numéricos adicionales para mejorar su robustez (Wick [97]).

Por otro lado, los esquemas escalonados son més robustos y faciles en su implementacién. Estos se
basan en un algoritmo de separacion de operadores, en el cual el problema mecdnico y el problema de
campo de fase se resuelven de forma alternada. Se pueden considerar tanto estrategias explicitas como
implicitas. Los enfoques explicitos (Miehe et al. [98], Nguyen et al. [71]) asumen que el campo de fase
permanece constante durante un paso incremental de tiempo al calcular el campo de desplazamientos.

El campo de fase se actualiza en el siguiente paso de tiempo una vez que el problema mecanico ha
convergido. Este enfoque ha demostrado ser extremadamente robusto, incluso en casos de propagacién
discontinua de grietas. No obstante, este tipo de estrategias generalmente requiere pasos de tiempo muy
pequeiios, lo cual no es viable para muchas aplicaciones de ingenieria.

Los enfoques implicitos pueden mitigar esta dependencia del tamaifio del paso de tiempo (Amor
et al. [99], Helfer et al. [100]). El método implicito propuesto por Amor et al. [99], Ambati et al. [41],
conocido comuinmente como esquema de minimizacién alternada, resuelve de forma independiente dos
problemas de minimizacién para los campos de desplazamiento y campo de fase, fijando uno de estos
campos en cada iteracién. De manera similar a los enfoques explicitos, este método calcula el campo de
desplazamientos manteniendo constante el campo de fase, pero actualiza a dicho campo de fase en el
paso de tiempo actual y luego vuelve a calcular un nuevo desplazamiento.

Por lo tanto, a diferencia de los enfoques explicitos, en el procedimiento de minimizacién alternada
se garantiza la convergencia del campo de fase en cada paso de tiempo. Este método es muy estable,
aunque usualmente converge de forma extremadamente lenta, pero se pueden emplear métodos de rela-
jacién para acelerar el proceso (Farrell y Maurini [101]). La experiencia de Helfer et al. [100] muestra
que los enfoques implicitos funcionan con pasos de tiempo relativamente grandes, pero suelen requerir
numerosas iteraciones para encontrar soluciones convergentes, especialmente en presencia de propaga-
cidén discontinua de grietas. No obstante, este tipo de estrategias resulta atractivo para muchos problemas
de ingenieria sometidos a cargas a largo plazo (por ejemplo, simulaciones de combustible nuclear, Helfer
et al. [100]), en los cuales no son aceptables pasos de tiempo pequeiios.

Dentro de la perspectiva del argumento anterior y con el propésito de desarrollar un esquema de solu-
cién que permita emplear pasos de tiempo grandes, manteniendo al mismo tiempo una buena eficiencia y
robustez en casos de propagacion discontinua de grietas, se tiene el trabajo de Lu et al. [102], en el cual se
presenta un esquema escalonado, denominado enfoque semi-implicito, para simulaciones cuasi-estaticas
de fractura fragil. Donde el primer componente clave de este método se basa en un enfoque implicito de
un solo bucle modificado, en el cual se propone integrar la actualizacién del campo de fase, dentro del
bucle de Newton del problema mecénico para mejorar la tasa de convergencia de dicha variable. Dado
que el campo de fase se actualiza después de calcular cada estimacién incremental del desplazamiento,
la convergencia del problema mecédnico puede verse fuertemente perturbada, pero se puede esperar una
convergencia mds rdpida del campo de fase en comparacién con el esquema de minimizacién alternada
(Amor et al. [99]; Ambati et al. [41]).

De hecho, como se muestra en los ejemplos simulados en dicho trabajo (Lu et al. [102]), el campo de
fase puede converger relativamente méas rdpido que el campo de desplazamientos, y pequeiias variaciones
en el campo de fase pueden afectar significativamente el equilibrio mecénico. En particular, durante los
pasos de propagacién discontinua, un campo de fase globalmente estable no garantiza inmediatamente
el equilibrio mecdnico. Por ende, se observa que este problema genera un nimero considerable de itera-
ciones Unicamente necesarias para lograr esa convergencia mecanica, incluso después de que el campo
de fase haya convergido.

Una forma sencilla de superar este problema podria ser adoptar un criterio de convergencia menos
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estricto para el problema mecénico. Sin embargo, esto no fue considerado en dicho trabajo. En su lugar,
a nivel del esquema de solucién, se propuso aplicar una resolucién tipo explicita para la convergencia
mecénica fijando la variable de campo de fase, una vez que se haya alcanzado la convergencia de esta
variable mediante el procedimiento implicito propuesto. Por lo tanto, este esquema semi-implicito, que
combina enfoques implicitos y explicitos, presenta una doble ventaja: permite pasos de tiempo grandes
y es robusto ante propagaciones discontinuas de grietas.

2.6. Comentarios sobre métodos numéricos acoplados que combinan el
MEF y MGLE

Es ampliamente reconocido en la literatura que los métodos sin malla ofrecen una perspectiva pro-
metedora para la resolucién de diversos problemas en el contexto de la mecdnica computacional. Esta
perspectiva ha ganado relevancia con el tiempo, convirtiéndose en una técnica ampliamente utilizada en
numerosas aplicaciones de ingenieria, como por ejemplo: el modelado de grandes deformaciones, dafio
material, fronteras moviles, materiales disimiles o estratificados, y la iniciacién, nucleacién y crecimiento
de grietas.

Entre estos métodos, uno de los mas conocidos y aplicados es el método de Galerkin libre de elemen-
tos (MGLE), el cual posee un gran potencial para resolver problemas de la mecénica de sélidos, tanto
lineales como no lineales, de manera eficiente y con alta precisién. No obstante, también se sabe que el
MGLE tiende a ser computacionalmente més costoso que el MEF para una tarea especifica.

Este inconveniente del MGLE se mantiene a pesar de las analogias con el MEF, més alla de las
diferencias relativas a la construccién de las funciones de forma y el ensamblaje de los sistemas de
ecuaciones algebraicas. Esta limitacion especifica ha llevado al desarrollo de técnicas hibridas MGLE-
FEM destinadas a mejorar la eficiencia computacional, ya que estos enfoques se conciben principalmente
para acotar la implementacién del MGLE a regiones especificas que requieren aproximaciones de orden
superior para proporcionar una buena precision.

La primera técnica acoplada MGLE-FEM fue introducida por Belytschko et al. [103], utilizando
elementos de interface en la region de acoplamiento con funciones de forma compuestas por una inter-
polacién lineal a través del procedimiento de minimos cuadrados méviles del MGLE y la interpolacién
estindar de FEM. Se demostré que este procedimiento cumple con la consistencia en el marco de pro-
blemas de elastostética, elastodindmica y fractura dindmica.

Existen también otros trabajos en los que el MGLE-FEM acoplado se utiliza para permitir la impo-
sicién directa de condiciones de contorno de tipo Dirichlet en las posiciones nodales, lo que se realiza
utilizando una tira de elementos finitos para la discretizacién a lo largo de las fronteras correspondientes
(Krongauz y Belytschko [104], Huerta et al. [105]).

Por otro lado, la mayorfa de los procedimientos de acoplamiento MGLE-FEM reportados en la litera-
tura reciente involucran regiones previamente bien especificadas para ser discretizadas mediante el MEF
y el MGLE, con una relacién topoldgica prescrita para ser acopladas adecuadamente. Por consiguiente,
Rohit et al. [106] presentaron una revision sobre la implementacion en las tltimas décadas de los proce-
dimientos acoplados entre métodos sin malla y MEF que han aparecido como una nueva alternativa en
los métodos computacionales con importantes logros.

Ademés, se analizaron los notables avances en la resolucién de las principales deficiencias de los
métodos convencionales y de los métodos sin malla en fases prematuras. Dicho trabajo también incluy6
una revision exhaustiva de las distintas técnicas de acoplamiento utilizadas para los elementos de inter-
face de los métodos sin malla y el MEF. La formulacién de funciones de forma tanto en el MEF como
en el MGLE se discutié en general, mostrando la contribucién clave de las técnicas de acoplamiento
MGLE-FEM en la solucién numérica de problemas de mecénica de sélidos y estructural.

En particular, se ha comprobado que las técnicas hibridas MGLE-FEM son ttiles en la mecanica de
fractura eléstica lineal (Pathak et al. [107]) y en la modelizacién del crecimiento de grietas en materiales
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tanto ductiles (Kumar et al. [108]) como fragiles (Thongraksa et al. [109]).

En el contexto de implementar mejoras en estos métodos acoplados Ullah et al. [110] han desarrolla-
do un novedoso procedimiento de acoplamiento adaptativo automético basado en errores de MGLE-FEM
para problemas de mecdnica de sélidos lineales, no lineales y también dependientes de la trayectoria. Las
funciones de forma para las aproximaciones del MGLE se construyeron a través de la formulacion de
maxima entropia, permitiendo un cumplimiento débil de la propiedad delta de Kronecker. Esta carac-
teristica particular no sélo ha permitido la imposicién de condiciones de contorno Dirichlet en forma de
valores nodales prescritos, sino que también ha eliminado la necesidad de elementos de interface en el
acoplamiento entre las regiones MGLE y MEF.

A pesar de las ventajas que presentan las soluciones numéricas hibridas basadas en MGLE-FEM,
estos métodos de acoplamiento siguen requiriendo limites de transicion bien definidos en las zonas donde
MGLE y MEF comparten nodos comunes. Por ende, con el propdsito de abordar este tipo de necesidades
de relacién topoldgica en los procedimientos basados en el acoplamiento de dominios, recientemente se
han empezado ha desarrollar métodos de superposicion de dominios, en el contexto de métodos tanto sin
malla como con malla, como el trabajo presentado por Alvarez Hostos et al. [15], en el cual desarrollaron
el método Ov-IEFG-FEM (del inglés overset improved element-free Galerkin-finite element method).

Esta técnica hibrida sin malla/con malla ha sido desarrollada e implementada inicialmente en el
contexto de problemas de conduccién de calor transitoria con fuentes de calor en movimiento, utilizando
una distribucién fina de nodos que se mueven con la fuente de calor y se superponen con una malla
gruesa que discretiza la geometria del dominio completo. Para mas detalles dirigirse al Apéndice E.

En base al potencial del Ov-IEFG-FEM para resolver problemas con gradientes marcados en pe-
queiias regiones mdviles, el mismo fue extrapolado de forma adecuada para resolver diversos problemas
de la elasticidad lineal, tomando en cuenta bajo ese mismo contexto, un ejemplo cldsico de la mecanica
de fractura lineal eldstica, lo cual se puede visualizar en detalle en el Apéndice F. En consecuencia, los
aportes logrados mediante la implementacion de este tipo de enfoque hibrido se presentan y discuten en
el capitulo VI de esta tesis.
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Capitulo 3

Analisis de los mecanismos de interaccion
entre una grieta propagante y una
interface

3.1. Introduccion

Este capitulo tiene como objetivo proporcionar una lectura complementaria a los dos primeros traba-
jos que constituyen el apéndice de esta tesis. El primero corresponde a un articulo publicado por Zam-
brano et al. [78], mientras que el segundo es un resumen presentado como extension del primer estudio,
y publicado por Zambrano et al. [111] en un congreso internacional. Ambos documentos estdn incluidos
en los Apéndices A y B. El propdsito de estos trabajos es proponer una nueva metodologia de anélisis
en problemas que implican primordialmente la interaccién de una grieta con una interface, tomando en
cuenta que este fenémeno se encuentra compuesto por una serie de mecanismos, cuyo comportamiento
se estudian en este capitulo.

Por consiguiente, a través de un modelo de campo de fase, como el descrito en el Capitulo II, es
posible analizar el comportamiento del campo de tensiones en la punta de una grieta. Esto se realiza
teniendo en cuenta la relacién entre el pardmetro de regularizacién del modelo de campo de fase y la
tension mdxima alcanzada delante de la grieta, lo cual constituye un propdsito estdndar dentro de la
mecdnica de fractura.

Luego, al implementar una metodologia numérica basada en la combinacién del modelo de campo
de fase con un modelo de zona cohesiva, dicho modelo cohesivo serd descrito en las secciones siguientes
de este capitulo, se analizan los diversos mecanismos de interaccidén entre una grieta que propaga a
través de un medio e incide con una interface, proporcionando informacién clave sobre las condiciones
mecdnicas bajo las cuales se presentan estos mecanismos para distintas configuraciones geométricas.
Consecuentemente, la idea anterior también da cabida para el estudio de los efectos asociados con el
incremento de tenacidad en una determinada muestra.

Este capitulo esta estructurado de la siguiente manera: en la seccion 3.2 se expone el comportamiento
del estado de tensiones en la punta de una grieta haciendo uso del modelo de campo de fase y la relacién
del parametro de regularizacién de dicho modelo con la tension méaxima alcanzada delante de la grie-
ta. En la seccion 3.3 se describe el comportamiento de los mecanismos de interaccién entre una grieta
propagante que impacta en una interface, haciendo uso de la metodologia numérica combinada entre el
modelo de campo de fase y el modelo de zona cohesiva, particularmente, dicho modelo cohesivo sera
descrito en esta seccion. Posteriormente, en la seccién 3.4 se exponen las causas y los mecanismos impli-
cados en el incremento de tenacidad de una muestra. Finalmente, la seccidn 3.5 presenta las conclusiones
correspondientes a este capitulo.

29
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3.2. El campo de tensiones en la punta de una grieta evaluados con el
modelo de campo de fase

La descripcion del crecimiento de grietas y fracturas mediante el modelo de campo de fase es una
alternativa atractiva a los métodos numéricos basados en representaciones discretas de grietas, ya que la
metodologia de campo de fase evita el desafio numérico asociado al monitoreo de las discontinuidades
introducidas por la grieta, debido a que dicho modelo realiza una representacion difusa de la geometria
de la fractura. Sin embargo, una prediccion precisa de la iniciacion del crecimiento de la grieta es im-
prescindible para garantizar una simulacién confiable de las trayectorias de las mismas.

Bajo esta premisa, se llevé a cabo un andlisis de los campos de tensiones en las proximidades de
la punta de una grieta, evaluados numéricamente mediante el modelo de campo de fase. El objetivo
primordial fue analizar el vinculo entre el pardmetro de regularizacién del modelo de campo de fase
(¢,,.), que se interpreta como una longitud caracteristica del material y la tensién maxima alcanzada
delante de la grieta.

Desde el punto de vista numérico la evaluacidon de las tensiones se llevé a cabo considerando la
propagacion de la grieta a una corta distancia desde la raiz de la muesca original de la muestra, tras la
aplicacion de la carga, utilizando diferentes longitudes caracteristicas del material. Dicha evaluacion con
el modelo numérico se compard con la estimacion de la tensién critica delante de la punta de la grieta,
calculada por medio de la siguiente expresion (Duda et al. [54]) que relaciona la longitud caracteristica
del material (¢, ), con el valor maximo de tensi6n delante la punta de la grieta (6§):

3v3 |EG
16\ ¢, "

PF

65 = (3.1)
donde E representa el médulo de Young para un estado de deformacién plana del material, G la energia
de fractura del mismo y como se mencioné previamente (¢,,,.) debe interpretarse como un pardmetro de
regularizacion en su limite tendiendo a cero. Sin embargo, para £, > 0, se introduce una resistencia
finita del material y, por lo tanto, ¢, ,. se convierte en una propiedad material que controla la resistencia
del mismo.

En consecuencia, se entiende que el modelo de campo de fase no posee un pardmetro explicito
que defina directamente la tension critica del material. Sin embargo, esta puede estimarse utilizando
los parametros mencionados anteriormente. Cabe destacar que dicha expresion se deriva de la solucién
analitica unidimensional de un problema de campo de fase eldstico homogéneo uniaxial.

Debido a la homogeneidad asumida, todos los gradientes se anulan, por ende, el resultado del pro-
blema de campo de fase eldstico homogéneo uniaxial (Borden et al. [112]), proporciona las respectivas
respuestas tension-deformacion, las cuales pueden observarse en Duda et al. [54]. Donde los valores
maximos de tensién de dichas respuestas fueron obtenidos a través de la expresién 3.1. Asimismo, se
destaca la sensibilidad de la respuesta tension-deformacién con los pardmetros G'y ¢,,,. del material.

Por otro lado, se debe mencionar que la expresion 3.1 también representa la tensién critica de falla
alcanzada por un modelo de campo de fase tipo AT2, como se detalla en Tanné et al. [113]. Este modelo
AT?2 es una formulacién ampliamente utilizada en la mecénica de fractura basada en el método de campo
de fase, derivada de los trabajos originales de Ambrosio y Tortorelli [22].

Dicho modelo busca aproximar la energia de fractura de Griffith mediante una regularizacién con-
tinua. En el contexto de la mecanica de medios continuos, el modelo AT2 se ha convertido en una he-
rramienta efectiva para simular el proceso de iniciacién y propagacién de grietas. El modelo AT?2 utiliza
una funcién de dafio ¢ (x), que varia de 0 (material intacto) a 1 (material completamente fracturado),
permitiendo suavizar la transicion entre las regiones danadas e intactas del material.

En este contexto, cuando ¢, — 0 la resistencia del material tiende a infinito; y esto es consistente
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con la mecénica de fractura eldstica lineal.

Por consiguiente, como se puede observar en el Apéndice A, tanto los resultados para los picos de
tensién ortogonal al plano de la grieta obtenidos con el modelo numérico del campo de fase, como las
tensiones criticas calculadas con la expresion 3.1 muestran una concordancia satisfactoria, para diferentes
valores de longitud caracteristica del material.

Por otro lado, también se realizd la comparacién con las distribuciones de tensiones en la punta
de una grieta utilizando la Mecdnica de Fractura Lineal Eldstica (LEFM por sus siglas en inglés). Tal
como se muestra en el Apéndice A, se observa una concorcondancia aceptable entre el comportamiento
tedrico de la LEFM vy los resultados del modelo numérico de campo de fase. Por ende, todas estas
evaluaciones descritas anteriormente, permiten inferir una validacién satisfactoria del modelo numérico
del campo de fase empleado en nuestros estudios del Apéndice A. Dicha validacién es importante, ya
que las distribuciones de tensiones en la punta de una grieta juegan un papel significativo en la prediccion
de los modos de interaccidn entre una grieta en propagacién y su incidencia con una interface.

3.3. Comportamiento de los mecanismos de interaccion entre una grieta
propagante y una interface

En esta seccidn se analizan diferentes contribuciones derivadas del Apéndice A, en relacién con los
modos de interacién entre una grieta que propaga por un determinado medio y choca contra una interface.
Estas evaluaciones se realizaron mediante la aplicacién de una metodologia numérica combinada. Para
ello, se emplea un modelo de campo de fase, como el presentado en el Capitulo II, con el cual se modela
la propagacion de la grieta en el medio, junto con un modelo de superficie cohesiva, a través del cual se
simula el proceso de degradacién de la interface.

Nuestro modelo de superficie cohesiva se presenta comiinmente en la literatura como una ley cohe-
siva que relaciona el salto de desplazamiento ([u]) con el vector de traccién (t). Dicho modelo puede
interpretarse como una proyeccion del modelo constitutivo de dafio continuo isotropico hacia una ley
cohesiva en la interface de falla (Huespe et al. [114]). Por lo tanto, hereda algunas propiedades del mode-
lo de dafio continuo original. Un esquema representativo de este modelo cohesivo se ilustra en la figura
3.1.

El modelo cohesivo se deriva proponiendo una funcién de energia libre por unidad de area de la inter-
face S, 1/;3 (densidad de energia superficial), la cual esta definida en términos del salto de desplazamiento
[u] y la variable interna escalar & € [0, ool de la siguiente forma:

ds(lel. @) = % (] - QLul) 62)

donde @ es un tensor de segundo orden llamado tensor acistico elastico, el cual se define en términos
del modulo de Young de la interface E;, de la siguiente manera:

B 0 } (33)

Q= [ 0 E;/2
y q , &, representan las variables internas de tipo tensién y deformacién. La energia libre 1&3 se utiliza
como un potencial para determinar el vector de traccién t:

_ ds([ul.a) _ (@)
Ou] a

Las ecuaciones cinéticas que definen la evolucién de las variables internas se describen mediante:

t

(Q[u]) - 34
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Figura 3.1: (a) Esquema de un cuerpo con una interface cohesiva. (b) Vectores de traccion ¢ y separacion [u] en la interface.
(c) Ley de ablandamiento, g(&) que gobierna la degradacion traccién-sepracion. (d) Ley traccién-separacion para la apertura
de una interface en el modo I. El drea bajo la curva es igual a la energfa de fractura G; y la componente de médxima tension es
oy . (e) Estimacion de la longitud caracteristica cohesiva ¢;

g=Ha« , g =q(la=0)=—*= 3.5)

donde o representa la tensién cohesiva critica de la interface y H es el médulo de ablandamiento regu-
larizado, el cual define la pendiente de la curva ¢ = (@) representada en la figura 3.1¢c. Dicho médulo
de ablandamiento regularizado es caracterizado en téminos de la energia de fractura de la interface G; de
la siguiente forma:

1 (0¢)?

Las condiciones de carga-descarga se definen a continuacion:

f,<0 , a=0 ., fa=o, (3.7)

en las ecuaciones anteriores se puede observar que « es una funcién monétonamente creciente y se tiene
una disminucién de ¢ a lo largo de un pseudo-tiempo ¢. Ahora, f, es interpretado como un criterio de
dafio definido en el espacio de las fuerzas generalizadas (¢ , ¢), y se define de la siguiente forma:

fi= VTG g 39)

donde 7% es la contraparte positiva del vector traccion (tP°° = ((t,,) , (ts))). Particularmente las inter-
faces que abren en modo I comienzan a degradarse cuando t,, = o7.

Estas condiciones de carga-descarga también pueden ubicarse en el espacio de desplazamientos ge-
neralizados redefiniendo f; en términos de las variables ([u] , &), de la siguiente manera:

£,<0 . a=0 ., fa=0. (3.9)

donde f; se define como:
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fs = VIu]Ps - Qu] —a (3.10)

donde [u]P°° es el vector de salto de desplazamientos con componentes postivas ([u]P?° = (([u]n) , ([u]s)))-
El proceso de degradacion de la interface esta caracterizado por la condicién & > 0. También a partir
de la ecuacién 3.10 y la condicién mencionada & > 0, o puede interpretarse como la apertura maxima
efectiva de la grieta a lo largo del historial del proceso de carga. Para mayores detalles de este modelo
cohesivo, constiltese el Apéndice A.
Por otra parte, de este modelo cohesivo se puede obtener una longitud caracteristica de la interface,
la cual se define de la siguiente manera:

E;G;

LN

l; =0.53 (3.1D)

donde E; es el modulo de Young de la interface, GG; es la energia de fractura de la interface y (aic)2
representa la tension critica alcanzada en la interface. El coeficiente 0.53 se ha determinado mediante una
experimentaciéon numérica exhaustiva. Esta longitud caracteristica de la interface representa de manera
aproximada la distancia entre el punto de la interface, donde la cohesion se libera por completo y aquel
con la mdxima traccién delante de la punta de la grieta (Figura 3.1e).

Por otro lado, un enfoque numérico estrechamente vinculado a la metodologia empleada en nuestro
trabajo es la contibucién de Paggi y Reinoso [73], estos autores integran una técnica de campo de fase
para la fractura fragil junto con un modelo de zona cohesiva, semejante al descrito por Needleman [115],
con el cual se modela el proceso de degradacion de la interface. No obstante, una diferencia clave del
trabajo de Paggi et al. en comparacién con el nuestro radica en el modelo de descohesion de la interface.

Ya que en la metodologia numérica adoptada en nuestro estudio, el modelo cohesivo de la interface
no se ve afectado por la degradacién del medio vecino caracterizado por la variable de campo de fase. Por
ende, no se necesita extender el campo de fase a la interface, y en consecuencia, puede ser completamente
independiente en ambos lados de la interface. Ademds este enfoque sugiere escenarios de modelado
alternativos donde las discontinuidades del campo de fase, a través de la interface pueden utilizarse para
mejorar la caracterizacion de los mecanismos de interaccion.

En este sentido, la idea previamente expuesta representa una contribucién significativa de nuestro
trabajo, ya que propone un enfoque numérico alternativo, no implementado en la literatura para aquel
momento, que facilita el andlisis de la interaccidn de una grieta propagante que incide con una interface
en diversos tipos de problemas. Asimismo, es importante mencionar que considerando las diferencias
entre nuestra metodologia y la de Paggi et al., las conclusiones més relevantes con respecto a los modos
de interaccién obtenidas con nuestro enfoque, pueden diferir de aquellas derivadas del enfoque de Paggi
etal.

3.3.1. Analisis de los resultados obtenidos del estudio realizado

Es importante mencionar que los modos de interaccién comprenden un conjunto de mecanismos que
se ilustran en la figura 3.2. Donde en una muestra genérica compuesta por dos medios y una interface
sometida a una tensién remota (Figura 3.2a), se manifiesta el mecanismo de penetracion, el cual ocurre
cuando la grieta impacta con la interface y la cruza (Figura 3.2b), luego se tiene el mecanismo de defle-
xion donde una vez que la grieta choca con la interface, se desvia y se propaga a traves de ella (Figura
3.2¢). Un tercer mecanismo ocurre cuando la grieta esta propagando a través de la interface y se desvia
fuera de la misma, penetrando en el medio 2 (Figura 3.2d)

Por consiguiente, el propdsito fundamental de este andlisis se basa en la captura de los distintos me-
canismos de interaccion previamente descritos, en un problema de una interface ortogonal a la direccién
de propagacion de la grieta, donde se evaluaron propiedades eldsticas y de fractura (médulo de Young
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Figura 3.2: Modos de interaccion entre una grieta en propagacion que impacta sobre una interface con un angulo 6. (a) Esquema
del problema. (b) Penetracion. (c) Deflexion. (d) Desvio de la grieta fuera de la interface.

E, coeficiente de poisson v, energia de fractura G y longitud caracteristica ¢ ) idénticas tanto en la fibra
como en el sustrato de una muestra determinada. Ademds, este mismo problema se analizé manteniendo
constantes los pardmetros de fractura (G, ¢) en la fibra y el sustrato de la muestra, pero variando la
rigidez de ambos materiales.

Seguidamente, se estudio el problema de una interface inclinada con un angulo de 6 = 30° respecto
a la direccién de propagacién de la grieta. Finalmente, se evalu6 el caso del desvio de una grieta que
propaga a través de una interface inclinada y su posterior salida de la misma. Para detalles con respecto
a la geometria de las muestras y propiedades mecdnicas utilizadas, en cada uno de los casos simulados
consultar el Apéndice A.

Se debe destacar que nuestro andlisis se basé en el trabajo de Parmigiani y Thouless [62], el mismo
fue llevado a cabo solamente utilizando un modelo de zona cohesiva en todo el dominio, lo cual radica en
una diferencia con respecto a la metodologia numérica combinada implementada en nuestro estudio. En
este trabajo la conclusién mds significativa radica en el hecho de que los modos de interaccién resultantes,
no se encuentran solamente gobernados por la razén G,/G; (energias de fractura de la interface y del
medio 2 (sustrato)), como se podria esperar desde un punto de vista puramente energético, sino que
tambien la razén o§/of (tensiones criticas de la interface y del medio 2), toma protagonismo.

Por ende, se infiere que un criterio mixto de tenacidad-resistencia determina la condicién bajo la cual
ocurre el modo de interaccién. En nuestro estudio se alcanzé una conclusién similar a la reportada por
Parmigiani y Thouless [62], utilizando el enfoque numérico combinado de campo de fase y superficie
cohesiva, evidencidndose ciertas diferencias con respecto a dicho trabajo.

En un contexto general, para los diferentes casos de estudios que fueron testeados el comportamiento
de los modos de interaccidn, se puede representar de forma esquemadtica como se ilustra en el grafico de
la figura 3.3, donde se define un espacio conformado por G /G; y /0,y se observan dos curvas.

La curva roja representa el limite de la regién que describe un mecanismo de deflexién, mientras
que la curva azul marca el limite de la region asociada al mecanismo de penetracién. Por lo tanto, todos
los puntos en el gréifico situados a la izquierda de esta curva limite azul corresponden al mecanismos de
penetracion, y todos los puntos ubicados a la derecha de la curva limite roja representan el mecanismo
de deflexion.

Bésicamente, para la construccién de dichas curvas se establecen condiciones en el modelo de inter-
face, donde se determina y se fija tanto la longitud caracteristica de la interface como su tension critica.
Luego, a partir de las propiedades del sustrato correspondientes a su modulo de Young Ej, su energia de
fractura G y su longitud caracteristica perteneciente al modelo de campo de fase ¢, ., se determina la
tension critica del sustrato. Con esta informacién, junto con la tension critica de la interface previamente
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fijada, y las energfas de fractura de ambos materiales, se obtiene el punto de partida en el espacio de
coordenadas (Gs/G; , 05/0f), las cuales se van modificando de manera sistematica para caracterizar los
distintos modos de interaccidn (deflexion-penetracién).

El comportamiento de estas curvas sugiere que existe una zona disjunta o de transicién donde ambos
mecanismos (deflexién y penetracién) compiten por prevalecer y se encuentra representada en el grafico
esquematico (Figura 3.3) por la curva segmentada negra entre ambas curvas de deflexién y penetracion.

Relacion entre la tenacidad delsustratoy la de la interface G, / G;

Relacion entre la resistencia del sustrato y la de la interface o / 0¢;

Figura 3.3: Comportamiento esquemadtico de mecanismos de penetracién y deflexion de una grieta propagante que incide en
una interface que forma 6 = 90° con respecto a la direccién de propagacion de la grieta.

Por consiguiente, se puede visualizar tanto en el esquema representativo (Figura 3.3), como en los
resultados del Apéndice A, para todos los casos que fueron testeados, que la parte superior derecha del
grafico representa el escenario en el que la grieta probablemente se desvia hacia la interface. Mientras
que la parte inferior izquierda del grafico representa la situacion donde la grieta probablemente penetra
en el sustrato.

En otras palabras, se tiene que a bajas relaciones G/G; y o5/0f se promueve el mecanismo de
penetracién. Por el contrario, los valores altos de estas relaciones promueven el mecanismo de deflexién.
También se observa que a medida que la relacién o /of disminuye, la curva segmentada negra tiende a
tener un comportamiento asintético vertical.

Por otro lado, analizando escenarios particulares se tiene que con altas relaciones G5 /G, el cambio
del modo de interaccion, solo depende de la relacion o§/cf y no de la relacion G5 /G;. En consecuencia,
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en esta region del espacio paramétrico (G5/G; , o5/0f), el modo de interaccion penetracién/deflexion
depende estrictamente de un criterio de resistencia. Por el contrario, para bajas relaciones Gs/G;, la
curva segmentada negra parece mostrar una tendencia hacia un comportamiento asintético horizontal.

No obstante, no queda claro que exista un valor asintdtico. Cuando esta curva se aproxima a valores
muy bajos de G5 /G, el pardmetro ¢$/of no juega un papel prominente en la determinacion del cambio
del mecanismo de interaccién. Por lo tanto, en esta regién del espacio, el modo de interaccién pene-
tracion/deflexién probablemente depende de un criterio de tenacidad. Entre ambos escenarios limite, la
prediccién del modo de interaccion segin el enfoque utilizado depende de ambas relaciones y, por ende,
se infiere que un criterio mixto de resistencia/tenacidad gobierna el modo de interaccion.

En un contexto general, este comportamiento se cumplié plenamente para cada uno de los casos que
fueron testeados. Por otra parte, los argumentos expresados previamente coinciden totalmente con los
reportados por Parmigiani et al., lo cual también se le atribuye al efectivo funcionamiento de la meto-
dologia numérica que fue planteada en nuestro trabajo, representando asi otra contribucién relevante, ya
que se validan cada una de las conclusiones obtenidas en dicho trabajo de Parmigiani et al.

Particularmente, se debe mencionar que para la captura del tercer modo de interaccién mostrado en la
figura 3.2d, el cual tiene que ver con una grieta que se propaga por una interface y luego sale de la misma
penetrando al sustrato, es importante sefialar que este modo de interaccién resulta de dos mecanismos
en competencia los cuales son: el proceso de decohesion de la interface y la grieta que abandona dicha
interface y se propaga en una direccion diferente. Por ende, para inducir este modo de interaccién en la
geometria especifica que hemos estudiado (placa bajo traccion con interface a @ = 30° de la figura 3.2d),
se manipularon los pardmetros de fractura de la interface aumentando los valores de G; y (o) a lo largo
de la misma para desencadenar la desviacién. Mayores detalles de este proceso se pueden observar en el
Apéndice A.

En el mismo contexto de la idea anterior, se puede plantear un escenario alternativo para poder cap-
turar este tercer modo de interaccion, dicho escenario se encuentra relacionado con el juego de la orien-
tacion de la interface con respecto a la direccion de propagacién de la grieta, implementando interfaces
de baja y alta resistencia, para explorar el comportamiento de transicién entre penetracion y deflexion de
la grieta.

Esta alternativa estd desarrollada desde el punto de vista experimental en el trabajo de Alam et al.
[116], en el cual se utilizaron interfaces de baja resistencia y se concluyé que la transicién penetracion-
deflexidn de la grieta, se encontraba en un rango para el dngulo incidente entre 80° y 85°. Mientras que
para el caso de interfaces de alta resistencia, el valor del dngulo incidente de transicién penetracion-
deflexién de la grieta se situaba entre 75° y 80°. Por consiguiente, se debe mencionar que para nuestro
estudio se utilizé la alternativa expresada previamente, sin obtener éxito en la captura de este tercer
mecanismo de interaccién, dichos problemas pudieran solventarse realizando alguna re-calibracién de
nuestro modelo, para este caso particular, lo cual representaria un trabajo futuro dentro de esta misma
area de investigacion.

3.4. Conclusiones relevantes del estudio sobre el incremento de la tenaci-
dad estructural de una muestra

En la literatura se establece que el mecanismo de deflexién es uno de los principales responsables en
el incremento de la tenacidad estructural de una determinada muestra. Por lo cual se realizaron los testeos
respectivos para validar dicho fendmeno con nuestra metodologia numérica, particularmente tomando el
caso de una grieta que se desvia por una interface inclinada y se propaga a través de ella. Se pudo
apreciar que una vez que la grieta impacta en la interface y se propaga a través de la misma, el proceso
de deflexién de la grieta requiere un incremento adicional de carga.

En consecuencia, este resultado implica un apreciable incremento de la tenacidad estructural de la
muestra testeada. Dicho comportamiento se puede apreciar en el grafico de la figura 3.4, con el modelo
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de interface original que fue implementado en nuestro anélisis.

Por consiguiente, para comprender este efecto evaluado por el modelo numérico, realizamos un anali-
sis adicional, el cual se basaba en comparar las cargas mdximas resultantes de dos pruebas adicionales.
La primera probando una interface més fuerte y la segunda posicionando la raiz de la muesca inicial de
la muestra junto a la interface. En dichas pruebas no se observé un incremento de la tenacidad estructural
de la muestra, lo cual se visualiza en las curvas roja y azul de la figura 3.4.
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Figura 3.4: Comparacién de pruebas para el andlisis del incremento de tenacidad de una muestra.

Por lo tanto, se puede inferir que este comportamiento se debe a un efecto tipo escudo (shield),
producido por la degradacion de la interface, lo cual ocurre antes de que la grieta choque contra ella.
Dicho efecto se le atribuye al proceso de avance de la grieta, lo cual induce a la apertura de la interface
antes de que choque contra la misma, ya que si se observa el campo de tensién delante de la punta de
la grieta justo cuando la misma comienza a propagarse, dichos valores de tension son similares a la
resistencia de la interface que se encuentran a una distancia determinada por delante de la punta de la
grieta.

Por ende, tal degradacion de la interface produce una caida de tensién en el sustrato de la parte
derecha de la interface, lo cual prescribe la evolucién del dafio en esa misma zona y es la razén por la
cual la grieta no penetra en la interface, sino que se desvia hacia ella, requiriendo cargas externas atin
mayores.

Por otro lado, existen numerosos problemas de fractura en el contexto de la propagacion de grietas
con interfaces, en los cuales se presenta este efecto tipo escudo (shield), originando un incremento de
la tenacidad estructural del material. Como ejemplos de dichos problemas se tienen: la propagacion
de microfisuras en materiales compuestos laminados, la fractura intergranular/transgranular en metales
policristalinos, el puenteo de grietas en ceramicas estructurales, los mecanismos de fractura en materiales
biomiméticos, entre otros.

Estos problemas que evidencian incremento de la tenacidad pueden ser estudiados tanto con la me-
todologia numérica combinada que fue presentada en este capitulo, como también empleando solamente
un modelo de zona cohesiva, originando asi una comparacién en un contexto evaluativo de los resultados
obtenidos por ambas técnicas, como se hace mencién en el Apéndice B.
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3.5. Conclusiones

En este capitulo se demuestra que a través de un modelo numérico acoplado de campo de fase y
superficie cohesiva se captura algunos aspectos relevantes de las respuestas complejas de problemas de
interaccidn de grietas con interfaces, que resulta en una prediccién cuantitativa similar a las metodologias
basadas solo utilizando un modelo de zona cohesiva, para modelar fracturas tanto en el medio como en
la interface de una muestra.

Por otra parte, se establece el rol fundamental que juega el pardmetro de regularizacién del campo
de fase, como una longitud caracteristica del material, lo cual permite capturar de manera efectiva tanto
las distribuciones de tensiones en la punta de una grieta como los diferentes mecanismos de interaccién
entre una grieta propagante y una interface.

Por medio del testeo de diversos casos de estudio se infiere que dichos mecanismos de interaccién
resultan como consecuencia de un criterio mixto que involucra tanto la resistencia como la tenacidad de
los materiales, que constituyen el sustrato y la interface de una determinada muestra.

Finalmente se analizan las causas y mecanismos que originan un aumento de la tenacidad estructural
de una muestra, debido a la interaccion grieta-interface para una configuracion determinada, demostrando
la importancia del efecto tipo escudo (shield), debido a la degradacién de la interface.



Capitulo 4

Disenos bioinspirados para aumento de
tenacidad en materiales compuestos

4.1. Introduccion

Este capitulo tiene como propdsito presentar el trabajo publicado por Zambrano et al. [117] en un
congreso nacional, incluido en el Apéndice C. El trabajo se desarroll6 bajo el enfoque de los disefios
bioinspirados, explorando las caracteristicas que contribuyen al incremento de tenacidad estructural en
estos sistemas. Muchos materiales naturales son compuestos y dependen de la deflexién de grietas para
alcanzar niveles excepcionales de tenacidad (Nardone y Prewo [118], Folsom et al. [119], He et al. [120],
Tu et al. [121]). El nacdr es un ejemplo sobresaliente de este tipo de materiales con tenacidad excepcional,
lograda mediante la combinacién de un mineral inorgénico duro y frégil con una proteina flexible. Esta
proteina se encuentra en las interfaces entre los componentes minerales y actia como un agente de unién
que puede delaminarse y disipar energia cuando se intenta fracturar el compuesto.

En este contexto, resulta esencial analizar las diferentes estructuras geométricas asociadas al nécar,
que es ampliamente reconocido por sus destacadas propiedades mecanicas, como se menciond en el
capitulo II, las cuales lo distinguen frente a otros tipos de materiales. De este modo, mediante la aplica-
cién de la metodologia numérica combinada presentada en el Capitulo III, es posible capturar el com-
portamiento mecdnico global de los disefios bioinspirados, lo que facilita el estudio de los mecanismos
clave que favorecen la mejora de su tenacidad estructural.

El presente capitulo se organiza de la siguiente manera: la seccién 4.2 se describen, en primer lu-
gar, los mecanismos de aumento de tenacidad estructural desde una perspectiva general de materiales
compuestos y, luego, en el contexto especifico de los biocompuestos. A continuacién, la seccién 4.3 se
enfoca en los aspectos relacionados con la respuesta mecanica global de los disefios bioinspirados, co-
rrespondientes a las configuraciones geométricas simuladas en nuestro trabajo. Luego, en la seccién 4.4
se exponen las caracteristicas del modelado numérico aplicado a tres tipos de configuraciones geométri-
cas que imitan la estructura del nicar. Seguidamente, en la seccién 4.5 se analiza el comportamiento de
los mecanismos de deflexién y penetracién, junto con otras ideas complementarias. Finalmente, en la
seccion 4.6 se presentan las conclusiones de este capitulo.

4.2. Mecanismos de aumento de tenacidad estructural en materiales com-
puestos

Los sé6lidos laminados se emplean comtinmente como materiales de ingenieria, con aplicaciones que
van desde componentes estructurales ligeros hasta recubrimientos de alta resistencia. Generalmente, los
compuestos de alta resistencia son fragiles, por lo que es necesario mejorar su tenacidad macroscopica

39
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mediante un ajuste adecuado de la topologia y las propiedades interfaciales. Existen diversas estrategias
de refuerzo disponibles, las cuales se derivan en algunos tipos de mecanismos de aumento de tenacidad
(Noselli et al. [4]), como la multiplicacién de grietas, la desviacion de grietas y también se hace enfasis
en el incremento de tenacidad presente en los biomateriales. Por consiguiente, se analizan cada uno de
ellos a continuacion.

4.2.1. Aumento de tenacidad mediante la multiplicacion de grietas

Las ceramicas monoliticas pueden contener una zona de proteccion en la punta de la grieta mediante
microfisuracién. Este mecanismo genera un pequefio aumento en la tenacidad macroscépica, como lo
han discutido Kreher y Pompe [122], Evans y Faber [123], Rose [124], Hutchinson [125] y Shum y
Hutchinson [126]. Para que este mecanismo funcione, es esencial que las microfisuras se detengan en los
limites de grano o en las interfaces de particulas y que sean altamente estables en su estado de detencion.

La zona de microfisuracién reduce el factor de intensidad de tensiones en la punta de la grieta,
K yunta, mediante dos mecanismos: (i) la zona de microfisuracion es mds flexible que el material remoto,
y (ii) las microfisuras liberan tensiones residuales locales al formarse, lo que genera una deformacién
dilatacional en dicha zona. Sin embargo, el grado de proteccion en la punta de la grieta debido a la zona
de microfisuracién es solo moderado. Hutchinson [125] demostr6 que la reduccion en K ,n¢q €std entre
el 30 % y el 40 % para zonas fuertemente microfisuradas en materiales ceramicos, como las observadas
por Ruehle et al. [127].

Si se considera, como ejemplo, el aumento de tenacidad macroscépico que surge de un arreglo pa-
ralelo de n grietas semi-infinitas bajo un campo de intensidad de tensiones en modo I remoto, como se
muestra en la figura 4.1a. La magnitud del factor de intensidad de tensiones en la punta de la grieta, asi
como la combinacién de modos, variard de una grieta a otra.

4.2.2. Desviacion de la grieta

La desviacion en la punta de una grieta ofrece la posibilidad de incrementar la tenacidad tanto en
materiales compuestos laminados como los conformados por particulas. El caso de un sélido laminado
con una grieta preexistente ortogonal a las interfaces se ilustra en la figura 4.1b. La presencia de interfaces
débiles o fragiles entre las capas permite la posibilidad de desviacién de la punta de la grieta, lo que lleva
a la propagacion de la grieta a lo largo de la interface.

4.2.3. Incremento de tenacidad en la naturaleza: el papel de la jerarquia estructural

Los compuestos de polimero-cerdmica se encuentran ampliamente distribuidos en la naturaleza, co-
mo se observa en estructuras como conchas, huesos y cuernos (Currey [80], Lin y Meyers [128], Bertoldi
et al. [129]). El nacar, también conocido como la madre perla, es un ejemplo tipico de un compuesto es-
tructural natural. Estd compuesto por plaquetas fragiles de aragonita (95 % en volumen) y delgadas capas
de biopolimeros (5 % en volumen), organizadas en una microestructura tipo “bloque y capa adhesiva”
(brick-and-mortar).

Ademas de la estructura bésica tipo “bloque y capa adhesiva”, se han identificado estructuras mas
complejas que contribuyen significativamente a la tenacidad del ndcar. Por ejemplo, en las capas de
matriz organica se encuentran puentes minerales (Song et al. [130]), mientras que en las superficies
superior e inferior de las tabletas se identifican islas minerales a escala nanométrica (Wang et al. [131]).
También en algunas especies de ndcar se observa ondulacidn de las tabletas e interbloqueo entre ellas.

Asimismo, en las plaquetas de aragonita del nacar, consideradas fragiles, se han identificado arquitec-
turas tnicas de nanoparticulas y biopolimeros, las cuales permiten una propagacioén de grietas ajustable
dentro de las mismas, mejorando significativamente su tenacidad y resistencia (Huang y Li [132], Li
et al. [133]). Tanto la estructura basica de “bloque y capa adhesiva” como las detalladas estructuras sub-
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Figura 4.1: Representacion esquemadtica de los posibles mecanismos de aumento de tenacidad: a) Multiplicacién de grietas; b)
Desviacion de grietas en sélidos laminados a lo largo de una interface fragil.

yacentes mencionadas anteriormente, influyen en las interacciones entre los materiales duros y blandos,
que son la clave para las excelentes propiedades mecénicas del nicar.

A pesar de las propiedades mecdnicas relativamente limitadas de sus constituyentes, estos biomate-
riales estructurales exhiben un notable nivel de tenacidad macroscépica, como se expresd anteriormente
y se han propuesto posibles explicaciones para ello.

Se han identificado varios mecanismos de incremento de tenacidad, como el puenteo de grietas, el
redondeo de grietas, la disminucién de la concentracién de tensiones en la punta de grieta mediante la
nucleacién de microcavidades, el papel de las propiedades mecanicas de la proteina en la disipacién
de la energia de fractura (Smith et al. [134]), la rugosidad en la interface proteina-mineral (Wang et al.
[131]), el extremo desajuste del médulo eldstico, lo cual origina una gran disparidad en la rigidez entre
los componentes (Murali et al. [135]) y la deflexiéon de grietas a lo largo de interfaces viscopldsticas
(Jackson et al. [136], [137], Gao et al. [83], Espinosa et al. [138]).

4.3. Comportamiento mecanico de los diseinos bioinspirados

La respuesta mecanica de los disefios bioinspirados se fundamenta en un proceso dividido en etapas
(Liu et al. [139]), donde las interfaces horizontales y verticales juegan un papel esencial, ya que el
momento de activacién de dichas interfaces define en gran medida, las distintas etapas de la respuesta
mecdnica de las diversas configuraciones tipo nacar.

Es fundamental destacar que las plateletas que conforman la fase rigida en los disefios bioinspirados
también pueden romperse debido a la propagacion de grietas, lo cual es altamente relevante con vista al
modelo numérico. Esto se debe a que nuestra metodologia numérica captura este mecanismo mediante
la implementacion del modelo de campo de fase en las plateletas.

Por lo tanto, se establece un escenario donde existe el juego entre la rotura de las plateletas de la



42 CAPITULO 4. DISENOS BIOINSPIRADOS PARA AUMENTO DE TENACIDAD

fase rigida del material, lo cual seria equivalente a un mecanismo de penetracién como se menciond en
el capitulo III contra el desvio de la grieta a lo largo de las interfaces de la fase blanda del material,
andlogo a un mecanismo de deflexién. Ambos mecanismos desempefian también un papel fundamental
en el comportamiento de los disefios bioinspirados.

Esta respuesta tedrica se ilustra en la figura 4.2, donde en la etapa I del proceso de deformacidn, se
activan las interfaces horizontales, lo que corresponde al punto A en la curva tedrica tensién-deformacion.
Este punto representa el primer pico de la curva global asociada a una tensién oy, la cual define la
resistencia de las interfaces horizontales y marca el inicio de la evolucién del dafio en las mismas.

Posteriormente, se tiene la etapa /7, en la cual se activan las interfaces verticales y aquellas con
cierto grado de inclinacion dentro de la configuracion respectiva, lo que genera un segundo pico en la
curva tedrica tension-deformacion, identificado con el punto B. En este punto, la tensién o refleja
la resistencia de las interfaces verticales y casi verticales. Asismismo, en esta etapa se visualiza en la
interface un modo de apertura de fractura tipo deslizamiento.

Finalmente, el proceso global concluye con la falla total de la muestra, representada por el punto C
en la curva tedrica tensidon-deformacion. Cabe destacar que en las tres configuraciones geométricas (Flat
Table, Interlocking y Non-Interlocking) simuladas se logré reproducir satisfactoriamente el comporta-
miento previamente descrito.

Esto demuestra la precision, efectividad y utilidad de la metodologia numérica combinada de campo
de fase y superficie cohesiva para capturar la respuesta mecanica de estos diseflos bioinspirados. Ademas,
esta metodologia numérica abre nuevas oportunidades para optimizar su disefio, especialmente en el
contexto de su fabricacién mediante tecnologias avanzadas como la manufactura aditiva.
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Figura 4.2: (a) Deformacion tedrica por etapas de las interfaces, (b) Curva tedrica tension-deformacion dividida por etapas de
deformacién

En consecuencia, la respuesta numérica obtenida mediante nuestra metodologia combinada se mues-
tra en la figura 4.3, donde se presentan las curvas Fuerza vs Desplazamiento, para cada una de las confi-
guraciones evaluadas. En estas curvas se evidencia claramente el comportamiento mecanico previamente
descrito, en concordancia con la curva tensién-deformacion tedrica planteada en la literatura (Liu et al.
[139]).

En la respuesta numérica obtenida, es importante mencionar que dentro de nuestra metodologia im-
plementada, el modelo cohesivo por el cual se simuld las interfaces tanto horizontales como verticales
y casi verticales de las diferentes configuraciones geométricas testeadas, no degrada bajo estados de
compresion debido a diversas razones. Primeramente el modelo cohesivo esta disefiado para degradar la
rigidez del material cuando hay separacion (apertura de grietas), que es caracteristica de los estados de
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traccion.

Por otro lado, bajo el contexto del efecto de cierre de grietas, si existe una grieta previa que estaba
abierta, al aplicar compresion las caras de la grieta tienden a cerrarse. El modelo cohesivo generalmente
considera que al cerrarse la grieta, no hay mds degradaciéon de la resistencia del material. Otro motivo
es debido a que nuestro modelo incorpora la divisién de traccion-compresion para asegurar que solo se
degrade bajo traccidén y no bajo compresion, evitando asi patrones de propagacion de grietas no fisicos
en estados de carga compresiva.

Con respecto al escenario de corte, nuestro modelo descompone las tracciones en sus componentes
normales y tangenciales, estableciendo tensiones criticas tanto en las interfaces horizontales como las
verticales y casi verticales en las diversas configuraciones geométricas simuladas. Por ende, la compo-
nente de la traccién normal maneja la apertura en modo I de las interfaces horizontales, mientras que
la componente tangencial regula el deslizamiento a lo largo de las interfaces verticales y casi verticales.
Esto permite simular grietas que se deslizan sin abrirse por completo, lo que es comiin en materiales bajo
tensiones cortantes.

Por lo tanto, la configuracion entrelazada (Interlocking), representada por la curva verde en el grafico
de la figura 4.3, es la que exhibe la mayor rigidez y resistencia en las interfaces horizontales en compara-
cion con las demas configuraciones. Esta respuesta se atribuye al aumento en la longitud de las interfaces
casi verticales y su conexidn con las horizontales, lo que genera un efecto de entrelazamiento cuando el
angulo es menor a 0°.

Este efecto inhibe la propagacion de la grieta alrededor de dichas interconexiones, cuando las plaque-
tas minerales se deslizan entre si. Por lo tanto, esta configuracion entrelazada disipa una mayor cantidad
de energia en comparacién con las otras dos configuraciones evaluadas, lo que se traduce en un incre-
mento significativo de la tenacidad estructural de este disefio.
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Figura 4.3: Respuesta numérica de las configuraciones Tableta Plana (Flat Table), Entrelazada (Interlocking) y No Entrelazada
(Non-Interlocking)
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4.4. Modelado numérico de los diseinos bioinspirados mediante el enfoque
combinado de campo de fase y superficie cohesiva

Las ideas fundamentales del trabajo anexado en el Apéndice C, se centran en capturar tanto el com-
portamiento mecédnico de diversas configuraciones geométricas inspiradas en la estructura tipo “bloque
y capa adhesiva” (brick-and-mortar) del nacar, como los mecanismos responsables del incremento de la
tenacidad en dichas configuraciones. Bajo esta premisa, se llevé a cabo un modelado numérico para los
disefios bioinspirados, utilizando el enfoque numérico combinado presentado en el Capitulo III.

Dado que en la literatura existen pocos trabajos que utilicen una metodologia numérica de este tipo
para analizar la respuesta mecénica de los disefos bioinspirados. Se considera que este estudio introduce
una contribucidén a esta area de investigacion.

Dicha metodologia numérica combinada, que integra el modelo de campo de fase y el modelo de
superficie cohesiva, se aplicd a tres tipos de configuraciones geométricas que imitan a la estructura del
ndcar, las cuales se denominan: Tableta Plana (“Flat Table”), Entrelazada (“Interlocking”) y No Entrela-
zada (“Non-Interlocking”).

Estas configuraciones estdn compuestas por dos fases materiales, una fase rigida, representada por
las plaquetas minerales, la cual fue simulada mediante el modelo de campo de fase y una fase blanda
correspondiente a las interfaces horizontales, verticales y casi verticales compuestas de proteinas, mode-
ladas bajo el enfoque de superficie cohesiva. Una representacion del biocompuesto (nicar), y su esquema
geométrico se ilustran en la figura 4.4

Cabe destacar que las tres configuraciones mencionadas anteriormente, se construyen a partir de
una celda unitaria, en la cual se consideran diversos parametros clave para la respuesta mecédnica de
los disefios bioinspirados, incidiendo en el desempeiio de la fractura con una combinacién inusual de
resistencia y tenacidad. Estos pardmetros son denominados: la fraccién de volumen de la fase rigida, la
relacion de aspecto de la tableta mineral y el dngulo de ondulacién de dicha tableta, el cual produce el
efecto de entrelazamiento caracteristico de estas celdas unitarias, las cuales se esquematizan en el figura
4.5.

@ )

Figura 4.4: Estructura del nécar. (a) Microestructura tipo “bloque y capa adhesiva” (brick-and-mortar) en la capa nacarada de
una concha de abalon, (b) Disefio de la microestructura biomimética del nacar.

Por consiguiente, la primera estructura compuesta de la figura 4.5 similar al ndcar con tabletas pla-
nas, posee un angulo de ondulacién de 0°, es decir, las fases blandas del material representadas por las
interfaces horizontales son perpendiculares a la distribucion de las interfaces verticales. Las otras dos
estructuras (Fig. 4.5 b,c), muestran dngulos de ondulacién de tabletas negativos y positivos respectiva-
mente, lo cual hace que sean denominadas como compuestos entrelazados y no entrelazados.

Dicho efecto de entrelazamiento influye directamente en el aumento de la tenacidad estructural de
estos disefios bioinspirados. Para mas detalles con respecto a las propiedades mecdnicas empleadas y la
metodologia de mallado de la geométria, remitirse al Apéndice C.
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Figura 4.5: (a) Configuracion geométrica Tableta Plana (Flat Table), (b) Configuracién geométrica Entrelazada (Interlocking),
(c) Configuracién geométrica No Entrelazada (Non-Interlocking), (d-f) Parametros geométricos (H, h, L,w,t en mm 'y 6 en
grados) de celdas unitarias para las configuraciones Tableta plana, Entrelazada y No Entrelazada para la estructura tipo ndcar.

4.5. Elrol de la deflexion y penetracion de grietas en los diseios bioinspi-
rados

Particularmente, se conoce que un mecanismo que resulta ser destacable para el aumento de la tena-
cidad se refiere a la deflexion de las grietas, siguiendo las interfaces de las placas minerales, evitando que
la grieta penetre las mismas. Una serie de estudios se han desarrollado para la mejor comprension de este
mecanismo, He y Hutchinson [140] utilizaron métodos de ecuaciones integrales y asumiendo materiales
linealmente eldsticos e isotrépicos en ambos lados de la interface, estimaron el rango de tenacidad de la
interface, G, en relacion con la tenacidad del material del medio en el lado sin grietas del sustrato, G,
lo que probablemente resulta en la desviacion de las grietas hacia la interface en lugar de penetrarla.

El anélisis de He y Hutchinson [140] se basa en un criterio puramente energético e incluye casos de
materiales fragiles disimiles en ambos lados de la interface, asi como diferentes dngulos de incidencia
entre la grieta en propagacion e interface. Una técnica analitica similar fue utilizada por Martinez y Gup-
ta [141] para investigar el problema de desviacion de grietas hacia una interface que une dos materiales
eldsticos ortotrépicos. Martinez y Gupta [141] sefialan que, a diferencia de los criterios basados en resis-
tencia, el criterio de tasa de liberacién de energia adoptado para predecir interacciones es muy sensible a
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los valores de los pardmetros del material.

Por otra parte, es importante mencionar el trabajo de Ji y Gao [86] en el cual se sugiere una relacién
de aspecto 6ptima de la plaqueta mineral. Suponiendo que la resistencia del mineral obedece al criterio
de Griffith, se obtuvo la siguiente estimacién para la relacién de aspecto Optima p*:

f 2
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donde a,]% es la resistencia a fractura de la plaqueta mineral, 7',{ es la resistencia a fractura en corte de la

proteina, -y es la energia superficial, F,,, es el modulo de Young de la plaqueta mineral, o es un pardmetro
que depende de la geometria de la grieta y h es el espesor de la plaqueta mineral.

La ecuacién 4.1 muestra que la relacidn de aspecto Optima de las plaquetas minerales es inversamente
proporcional a la raiz cuadrada del espesor del mineral. Por ende, cuanto mds pequefias son las plaquetas,
mayor es la relacién de aspecto 6ptima. Los cristales minerales en el hueso tienen un espesor del orden de
unos pocos nandémetros y una relacién de aspecto de 30—40, mientras que los del ndcar tienen un espesor
del orden de unos cientos de nanémetros y una relacién de aspecto alrededor de 10, lo que corresponde
aproximadamente con la ley de escalamiento predicha por la ecuacién 4.1.

Esto explicaria, desde una perspectiva diferente, por qué es importante que el tamafio de las plaquetas
minerales se elija a escala nanométrica: los cristales minerales con alta resistencia y tolerancia a defectos
son fundamentales para mantener una tension efectiva significativa en la proteina, la cual, junto con la
gran deformacidn por corte dentro de la proteina y a lo largo de la interface proteina-mineral, proporciona
una alta energia de fractura.

En base a las ideas previamente expuestas, llevamos a cabo una evaluacién exhaustiva de los meca-
nismos de deflexion y penetracion, centrdndonos especificamente en la configuracion Tableta Plana (Flat
Table). Este andlisis se realiz6 en un espacio definido por la relacién entre las energias de fractura de la
fase rigida y la fase blanda de material (G s, /G'fp,), en funcién de la relacion entre las tensiones criticas
de ambas fases materiales (a;r / chb). Como resultado, se obtuvieron curvas de deflexién y penetracion
siguiendo el mismo esquema presentado en el capitulo III, (ver resultados en el Apéndice C).

En estas curvas se identifica una zona de transicién en la que ambos mecanismos (deflexién-penetracion)
compiten por prevalecer. En consecuencia, se evidencia que las configuraciones basadas en estructuras
tipo ndcar, también satisfacen un criterio mixto que integra tanto la resistencia como la tenacidad de las
distintas fases materiales presentes en dichas configuraciones.

Por otro lado, como se valida en el grafico de la figura 4.3, el mecanismo de deflexion de grietas es
uno de los principales responsables del incremento de la tenacidad estructural en los disefios bioinspi-
rados, ya que cuando las grietas se desvian por las interfaces (fase blanda del material), el proceso de
delaminacién que ocurre durante la fractura de la muestra genera una mayor disipacién de energia.

Por otra parte, como idea complementaria es relevante destacar que el estudio detallado de los efectos
de la variacion de las propiedades de las interfaces, tanto horizontales como verticales, en las estructuras
escalonadas del ndcar resulta muy interesante (Singh et al. [142]), con vista al desarrollo de trabajos
futuros en esta misma linea de investigacion.

Los efectos relacionados con la resistencia al desprendimiento de la interface, el comportamiento de
la energia de fractura y la relacion de aspecto de las interfaces, pueden influir de manera significativa
en el comportamiento mecdnico global de las estructuras bioinspiradas. En particular, la evaluacién de
interfaces, ya sean débiles, fuertes o intermedias, revela diferencias distintivas en su respuesta tension-
deformacion.

Por ejemplo, las interfaces débiles pueden mostrar un comportamiento de endurecimiento por defor-
macién, sin un desprendimiento distribuido de la interface vertical en las etapas iniciales de carga. Sin
embargo, el desprendimiento localizado de la interface vertical, seguido por el desprendimiento de la
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interface horizontal, conduce a la falla final.

Por otro lado, las interfaces fuertes exhiben una combinacién de comportamientos de ablandamiento
y endurecimiento por deformacion. En este caso, los mecanismos principales de falla serfan la fractura
de las plaquetas minerales y la fractura distribuida en la matriz de protefna en las interfaces verticales,
seguida de una deslocalizacion del daiio.

Finalmente las interfaces intermedias presentan un comportamiento de ablandamiento por deforma-
cién con un régimen extendido de endurecimiento. La falla final se originaria a través de la fractura de
las plaquetas minerales y de la matriz de proteinas, acompaiiada de una deslocalizacién significativa del
dafio debido al desprendimiento disperso de las interfaces verticales.

4.6. Conclusiones

En este capitulo se demuestra que una metodologia numérica combinada conformada por el modelo
de campo de fase y el modelo de superficie cohesiva, es capaz de reproducir de manera eficiente el
comportamiento mecdnico de los disefios bioinspirados basados en la estructura del nicar. Este enfoque
constituye una contribucién significativa al establecer una alternativa numérica con diferencias clave en
su implementacién en comparacién con las técnicas utilizadas en la literatura reciente.

Esta herramienta resulta especialmente ttil para estudiar los diferentes mecanismos que contribuyen
al incremento de la tenacidad estructural de los disefios bioinspirados. Se demuestra que, mediante la
modificacion de los pardmetros geométricos, en particular el angulo de ondulacion entre las interfaces
horizontales y verticales en la configuracién entrelazada (Interlocking), desempeiia un papel importante
en el aumento de la tenacidad estructural, como se observa en su respuesta mecanica.

Por otro lado, se demuestra que los disefios bioinspirados cumplen de manera satisfactoria con un
criterio mixto que combina la resistencia y tenacidad de los materiales que los componen, validando el
comportamiento discutido en el capitulo III respecto a las curvas de deflexién y penetracién. Algunos
posibles estudios futuros que podrian resultar de interés, en esta misma linea de investigacién y que no
fueron abarcados en esta tesis incluyen:

= Realizar un estudio pardmetrico con todos los indicadores geométricos asociados a la celda unita-
ria, que conforman las diferentes configuraciones de los disefios bioinspirados, con el propdsito de
identificar la combinacién ptima que maximice la tenacidad estructural de estos disefios.

= Implementar la optimizacién topoldgica basada en un modelo de campo de fase para mejorar la
resistencia a la fractura de los disefios bioinspirados.

= Analizar el rol que juega el desajuste del médulo eldstico en el aumento de la tenacidad estructural
de los compuestos bioinspirados, ya que la variacion espacial de dicho médulo es un mecanismo
relevante para mejorar la tenacidad de los biocompuestos, desempefiando un papel clave tanto en
la detencién como en el desvio de grietas.

= Estudiar la composicion, estructura y propiedades mecénicas de un conjunto de interfaces biol6gi-
cas representativas en el ndcar, con el propdsito de comprender las caracteristicas mecdnicas
inusuales que poseen estas interfaces, que pueden fomentar al desarrollo de compuestos bioins-
pirados avanzados que exhiban una significativa disipacién de energia en comparacién con los
compuestos convencionales.

» Estudiar los modelos mecanicos de interfaces en compuestos biolgicos naturales (modelo de
Gurtin-Murdoch y modelo de cadena tensién-corte), para investigar los mecanismos de influen-
cia que ejercen diversos parametros mecdnicos sobre las propiedades de amortiguamiento en la
arquitectura escalonada del nécar.
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= Implementar un modelo numérico viscoeldstico para la interface de material blando (Proteina),
presente en los compuestos bioinspirados con estructuras escalonadas, tomando en cuenta todas
las propiedades mecdnicas y de amortiguacion que juegan un papel fundamental en dicho modelo.



Capitulo 5

Estrategias de control y resolucion para
problemas de fractura fragil

5.1. Introduccion

El propésito de este capitulo es motivar el trabajo realizado y anexado en el Apéndice D, el cual
se orienta a la implementacién de una técnica de control de longitud de arco para resolver problemas
de fractura fragil, utilizando el modelo de campo de fase y un esquema escalonado. Bisicamente, el
objetivo principal a través de esta técnica es el trazo eficiente de curvas de equilibrio completas. Dicho
objetivo se lleva a cabo aplicando una ecuacién de control a los grados de libertad de desplazamiento en
la etapa mecdnica de resolucién del problema, lo cual ofrece una mejora sobre estrategias de longitud de
arco presentes en la literatura, que se centran en controlar los grados de libertad de dafio en la etapa de
solucidén del problema de campo de fase. Los resultados logrados a partir de lo que aqui se expone fueron
publicados por Zambrano et al. [14]

Para ello se inicia este capitulo exponiendo en la seccién 5.2 diversos enfoques de longitud de arco
que se han utilizado en la literatura, para controlar el avance de grietas bajo ciertas restricciones, in-
cluyendo una descripcién del funcionamiento de nuestra estrategia propuesta. Luego, en la seccién 5.3
presenta los principales aportes de nuestra estrategia alternativa en comparacién con otros enfoques si-
milares. Seguidamente, la seccién 5.4 se evalia el rendimiento tanto numérico como computacional de
la estrategia de longitud de arco propuesta. Finalmente, en la seccidn 5.5 se establecen las conclusiones
correspondientes a este capitulo.

5.2. Una metodologia alternativa de control de longitud de arco para tra-
zar curvas de equilibrio completas

Una dificultad importante en el modelado de problemas de fractura cuasi-fragil es la aparicion de
puntos limite y retrocesos en la trayectoria de la curva de equilibrio estructural. Este comportamiento
exige desarrollar e implementar estrategias de control de avance de grietas que permitan abordar eficien-
temente los problemas asociados al crecimiento inestable de las mismas.

Se debe mencionar que el método de minimizacién alternada (AM, por sus siglas en inglés), es un
procedimiento robusto de solucién escalonada, reportado por Bourdin et al. [143] y seguido por Miehe
et al. [57], en el cual en su primera etapa se resuelve la ecuacién estdndar de balance de fuerzas con la
variable de campo de fase fija. Posteriormente, en su segunda etapa se resuelve la ecuacién de balance
de microfuerzas con los desplazamientos fijos. Por ende, este esquema escalonado bdsicamente resuelve
dos sub-problemas convexos secuenciales, posee buenas propiedades de convergencia y es muy utilizado
para la resolucién de problemas de fractura fragil empleando el modelo de campo de fase.
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Por consiguiente, se han implementado diferentes técnicas de control en el contexto de este problema,
que se encuentran basadas en procedimientos para controlar los incrementos de desplazamientos. Por
ejemplo, en el trabajo de Duda et al. [54] se report6 un enfoque de este estilo, en la etapa mecénica, es
decir en la solucién de la ecuacién estdndar de balance de fuerzas utilizando un método de minimizacién
alternada (AM), en un problema de fractura fragil empleando el modelo de campo de fase. Donde la
magnitud controlada es el incremento relativo de desplazamiento entre los dos nodos opuestos a la punta
de la grieta. Asi, a medida que la grieta se propaga los nodos de control se redefinen para seguir la punta
de la grieta.

Por otro lado, Wu [144] propuso una estrategia de longitud de arco empleando también una meto-
dologia AM, la cual esta basada en regular los desplazamientos convencionales de apertura de la boca
de la grieta (CMOD, por sus siglas en inglés) y los desplazamientos deslizantes de la boca de la grieta
(CMSD, por sus siglas en inglés) en muestras pre-agrietadas que experimentan fractura.

No obstante, en un contexto general de problemas de propagacion de grietas ambas metodologias
mencionadas previamente son inadecuadas. Ya que en el primer caso (Duda et al. [54]), no es posible
conocer de antemano la trayectoria de propagacién de la grieta y por lo tanto, los nodos a controlar son
desconocidos del problema. Para el segundo caso (Wu [144]), las magnitudes CMOD y CMSD no son
necesariamente variables mondtonamente crecientes durante el proceso de carga, por ende, se convierten
en variables poco practicas para ser controladas mediante una estrategia de longitud de arco.

Por tal motivo, en nuestro trabajo anexado en el Apéndice D, se propone una metodologia alternativa
de control de carga, para la solucion de la ecuacion estandar de balance de fuerzas empleando una meto-
dologia AM o procedimiento de tipo escalonado, tomado del trabajo de Bourdin et al. [143]. En la etapa
mecdnica del esquema escalonado se resuelve dicha ecuacién de balance de fuerzas, la cual se expresa a
continuacion:

g(u(37L+1)7 Pn, )\(Sn—l—l)) =0, 5.1

donde u(s;,+1) son los desplazamientos en el paso n + 1, ¢,, es la campo de fase en el paso n, el cual
se mantiene fijo y A(s,+1) es la magnitud de carga externa en el paso n + 1, donde w y A dependen del
parametro de longitud de arco s,,41 en el paso n + 1. En esta misma etapa mecdnica se tiene la ecuacién
de control 7, la cual se expresa de la siguiente forma:

T(u(8n+1), A(Spt1), 3n+1) =0, (5.2)

la cual depende de los desplazamientos, la magnitud de carga externa y del pardmetro de longitud de
arco s,41 en el paso n + 1, que es equivalente al calculo de la fuerza impulsora de avance de la grieta.

Luego, en la etapa de dafo se tiene la ecuacidn de balance de microfuerzas del campo de fase, la cual
se expresa a continuacién:

J(una‘ro(sn+1)a )‘(sn—i-l)) =0 ; (1 > Soj(sn—i-l) > @j(sn) ) Vj) ) (53)

la misma se resuelve con los desplazamientos w(s,+1) de la etapa mecdnica y se obtiene el campo de
fase actualizado ¢, 41

Nuestra estrategia de control gobierna los incrementos de desplazamientos en la resolucién del pro-
blema mecdnico, manteniendo la variable de dafio fija. Por ende, esta estrategia de control no puede
basarse en manejar la magnitud de la disipacién de energia del paso, porque la misma es nula mientras
se resuelve el problema mecénico.

En su lugar, nuestra estrategia controla el incremento de la fuerza impulsora que aparece en la ecua-
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cién de balance de microfuerzas del campo de fase. Esto representa una diferencia clave con respecto a
otras técnicas de control de longitud de arco planteadas, como por ejemplo la reportada en el trabajo de
Singh et al. [145].

El modelo de campo de fase empleado en esta estrategia alternativa de longitud de arco es el mismo
que fue presentado en el capitulo IT y como se menciond previamente la resolucién del sistema de ecua-
ciones discreto, se llevo a cabo utilizando un procedimiento escalonado para este caso de foma explicita.
Se puede observar un representacion esquematica de la estrategia propuesta en la figura 5.1, para mds
detalles correspondientes a la misma se pueden visualizar en el Apéndice D.

5.3. Aportes de la estrategia propuesta de longitud de arco con respecto a
otras técnicas implementadas

Un conjunto de trabajos previos (Bharali et al. [146], Borjesson et al. [147], Singh et al. [145]),
han empleado un procedimiento de longitud de arco, utilizando una ecuacién de control que limita los
incrementos de la variable de campo de fase. Particularmente, en el trabajo de Singh et al. [145] al
igual que en nuestro estudio se implement6 una técnica de longitud de arco empleando un esquema
escalonado, con ciertas diferencias con respecto a nuestra estrategia, la cual presenta ciertas ventajas que
serdn expuestas a continuacion.

Si partimos de dos estrategias las cuales emplean un procedimiento de longitud de arco combinado
con un esquema escalonado, en las cuales se tiene una ecuacién de control escalar descrita como r = 0,
donde r representa la funcidn de control, que se define de la siguiente forma:

r(u(snﬂ), A(Sn+1), sn+1) =0, (5.4)

el argumento de dicha funcion depende del desplazamiento u(s,1), del factor de carga A(s,11), que
estan reinterpretados como funciones implicitas del pardmetro de longitud de arco s, 1.

Se tiene que en la estrategia de Singh et al. [145], se realiza un procedimiento de control de carga
que estd basado en prescribir el incremento del drea de la superficie de fractura, a través de la ecuacién
Tdam = 0y para este caso se resuelve el siguiente sistema en la etapa de campo de fase:

J(Una‘P(5n+1)a)\(5n+l)) =0 ;  (1>gi(snt1) > @ilsn), Vi), (5.5)
T'dam ((10(5714»1); )\(sn+1)7 3n+1) = 0 ) (56)

donde la ecuacién 5.5 es el balance de microfuerzas que depende de las variables de desplazamiento
u,, la cual se mantiene fija, el campo de fase ¢ (s,+1), y el factor de carga A(s,+1), donde las ultimas
dos variables son funciones implicitas del pardmetro de longitud de arco s, 1. Dicho balance de micro-
fuerzas viene acompaiiado con las respectivas condiciones de complementariedad para el campo de fase.
Luego la ecuacion 5.6 representa la funcién de control, la cual depende del campo de fase ¢ (sp,41), y el
factor de carga A\(sp+1), que a su vez son funciones implicitas del parametro de longitud de arco sy,.

Para este caso el esquema escalonado sigue resolviendo la ecuacién discreta del balance de fuerza
para encontrar u, 1. Por lo tanto, segiin esta estrategia se infiere que no existe una relacion explicita entre
Up+1 Y Sn+1 €n cada paso. Sin embargo, en nuestra estrategia alternativa se realiza un procedimiento de
control de carga, prescribiendo el incremento de la variable histérica mediante la ecuacién de control
Tmech = 0, por lo tanto las ecuaciones que se resuelven en la etapa mecanica son las siguientes:

g(u(sn+1); Pn; A(snt1)) =0, (5.7)
T'mech (u(5n+1)7 )\(Sn+1)7 5n+1) =0 s (58)
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Inicio

ﬁolucién de etapa mecanica con parametro de longitud d\
arco “s”

g(u(sn+1)i Pn, A(Sn+1)) =0

u = desplazamientos en el pason+1
@, = campo de fase enel pason,se mantiene fijo
A = magnitud de carga externaen el pason+ 1

Ecuacionde control"r":

r(u(sn+1)rl(sn+1)rsn+1) = J’B g;'impulsora(g.[n_'_l’(pn)dB_ Sne1=10

Sn+1 = parametro de longitud de arcoen el pason+ 1

Fimpulsora — Eyerza impulsora
K H, 1= funciéonde historia compactaen el pason+ 1

Sub-iteracion con
daino actualizado

4 Solucion de etapa de daio del esquema escalonado

(Actualizacion del campo de fase con la carga externa fijay
los desplazamientos actualizados u,,, 1)

IWUpi1, Pni1) = 0,(1 2 (@n+1 = (@)n)

Préximo paso

Figura 5.1: Representacion esquematica de la estrategia de longitud de arco propuesta con un esquema escalonado explicito.
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donde la ecuacién 5.7 representa el balance de fuerzas el cual depende del desplazamiento w(sy,+1),
el campo de fase ¢, que en este caso se mantiene fijo y el factor de carga A(s,+1). Donde tanto el
desplazamiento como el factor de carga son funciones implicitas del pardmetro de longitud de arco s, 1.
Seguidamente, la ecuacién 5.8 es la funcidn de control para la etapa mecdnica, la cual depende del
desplazamiento w(s,+1), el factor de carga A(s,+1), donde estas dltimas son funciones implicitas del
del pardmetro de longitud de arco s,1

Por lo tanto, segtin lo expuesto anteriormente se observa una diferencia fundamental entre ambas
estrategias, ya que el procedimiento de control ha sido aplicado en diferentes etapas del esquema esca-
lonado, en el trabajo de Singh et al. [145] se realiza en la etapa de dafio o campo de fase y en nuestra
técnica se emplea en la etapa mecdnica.

También ambas estrategias poseen importantes repercusiones en el contexto algoritmico al resolver
ciertos tipos de problemas de campo de fase. Por ejemplo, las metodologias de campo de fase que resuel-
ven la ecuacién de balance de microfuerza empleando un problema de optimizacién con restricciones,
pueden integrarse en nuestra estrategia alternativa de longitud de arco utilizando una ecuacion de control
como 5.4. Por otro lado, las metodologias de campo de fase que imponen restricciones de desigual-
dad en la ecuacion de balance de microfuerza, empleando técnicas de penalizacién o multiplicadores de
Lagrange tambien pueden integrarse de manera similar en nuestra técnica.

Esta integracion se puede realizar porque en todas estas metodologias, la caracteristica comun apro-
vechada por nuestro procedimiento es que el incremento del término de fuerza motriz, (]-' drivy | que go-
bierna el incremento del dafio, aunque sea diferente en cada metodologia, puede controlarse estrecha-
mente con la misma ecuacién de control 5.4.

Por otra parte, cuando la estrategia de longitud de arco limita los incrementos del campo de fase en
la ecuacion de balance de microfuerzas, el problema de optimizacidn con restricciones debe resolverse
de forma monolitica en el espacio extendido de variables (¢, \) combinado con la ecuacién de control
r4am = 0. En este caso, el problema a resolver ya no puede verse como la condicién de optimalidad
de un problema de minimizacién en el espacio aumentado de variables. Por lo tanto, los algoritmos de
optimizacion restringida convencionales son inaplicables.

Otra repercusion algoritmica estd relacionada con problemas donde el mecanismo de dafio, represen-
tado por medio de la variable de campo de fase, coexiste con otros mecanismos disipativos que producen
inestabilidad y estdn vinculados con el desplazamiento u, como por ejemplo, sucede en la plasticidad,
interfaces cohesivas, etc. Para este escenario, la estrategia de longitud de arco debe gestionar el proceso
de carga independientemente del mecanismo que induce la inestabilidad.

Es este contexto, se encuentra otro valor agregado de nuestra estrategia, ya que la misma permite
controlar la competencia entre varios mecanismos que originan inestabilidad, a través de la extension en
la definicién de la funcién de control, 7,,,¢.,. NO obstante, con la estrategia de longitud de arco reportada
por Singh et al. [145] existen dificultades para incluir el control de los grados de libertad (DOFs, por
sus siglas en inglés) que experimentan inestabilidad, al llevar a cabo la extension de la definicién de la
funcion de control 744,.

5.4. Evaluacion del rendimiento numérico y computacional de la estrate-
gia propuesta de longitud de arco con esquema escalonado

Nuestra estrategia de longitud de arco fue aplicada a 7 pruebas dentro del estudio realizado, las
cuales se pueden observar a detalle en el Apéndice D. Bajo un contexto general, se tiene que utilizando
un esquema escalonado con un enfoque explicito, en el cual primero se resuelve el problema mecanico
(etapa mecdnica), seguido del problema de campo de fase (etapa de dafio). Se observo que la etapa
mecdnica de dicho esquema converge de manera satisfactoria a la tolerancia requerida en todos los pasos
de solucién, independientemente del pardmetro AG°Pt que fue testeado.

Donde este parametro A@°P! es el incremento 6ptimo de dafio deseado que se impone en las simula-
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ciones, ya que nuestra estrategia ajusta el pardmetro de longitud de arco s, para obtener incrementos de
dafio (A¢), lo més cercano posible a dicho pardmetro AP,

El cumplimiento de esta condicién significa que el error de integracién se mantiene acotado. Y esta
caracteristica del algortimo se pudo visualizar en todos los casos que fueron estudiados, con un alto grado
de precision.

Por otro lado, nuestra estrategia de longitud de arco logra capturar de manera satisfactoria los dife-
rentes retrocesos (snap-back) que ocurren en las curvas de equilibrio que fueron trazadas para cada uno
de los casos analizados. También al comparar el comportamiento de la trayectoria de grietas obtenidas en
el final del andlisis de algunos casos testeados, se puede observar la similitud que poseen con resultados
tanto experimentales como numéricos de otros trabajos de referencia.

La efectividad de la estrategia de control de longitud de arco propuesta, también fue evaluada adicio-
nalmente resolviendo la etapa de dafio del esquema escalonado mediante la metodologia del Problema
de Optimizacién con Restricciones de Frontera (BCOP, por sus siglas en inglés), la cual al ser comparada
con nuestra metodologia para resolver el problema de campo de fase, que es un procedimiento estandar
basado en la funcién de historia compacta, ambas soluciones para una cierta tolerancia A@°P! son practi-
camente indistinguibles puntualmente para el caso de una placa con muesca de doble borde (DENT, por
sus siglas en inglés).

Por otra parte, bajo el mismo contexto de efectividad se tiene que nuestra estrategia de longitud
de arco posee un buen desempeiio en la gestién de problemas de fractura que experimentan distintos
mecanismos de degradacion, como la decohesion de la interface y la propagacion de grietas fuera de
la misma. Ambos mecanismos pueden desencadenar inestabilidades en el proceso de carga, los cuales
fueron manejados satisfactoriamente con nuestro procedimiento de longitud de arco.

Por ende, bajo las ideas expresadas previamente se infiere que el rendimiento numérico de nuestra
estrategia de longitud de arco es muy satisfactoria. En cuanto al rendimiento computacional se tiene que
a través del testeo de algunos ejemplos representativos de la literatura como: una placa con un agujero
excéntrico a traccién (EH, por sus siglas en inglés), una placa con muesca y agujero (NPWH, por sus
sigles en inglés) y una prueba de una muestra sometida al corte con muesca en un solo borde (SENST,
por sus siglas en inglés), los cuales se realizaron analizando tanto el incremento de campo de fase en cada
paso del esquema escalonado, como también en el numero de iteraciones requeridas para la solucion de
la etapa mecdnica en cada paso del esquema escalonado, ambos andlisis se pueden apreciar a detalle en
el Apéndice D.

Donde especificamente considerando la prueba tipo SENST, el cual es un ejemplo de referencia
ampliamente utilizado para evaluar el rendimiento de variados algoritmos de campo de fase, se compar6
el desempeiio de nuestro enfoque con varios trabajos de la literatura, enfatizandose en aspectos como: el
tipo de esquema utilizado para la resolucién del problema, el numero de elementos o nodos en la malla,
el numero de pasos empleados en el esquema de resolucion del problema, el numéro de iteraciones
promedio en la técnica de Newton-Raphson requeridas para resolver la etapa mecénica, la captura de los
retrocesos en el trazo de la curva de equilibrio y finalmente los tiempo de CPU consumidos.

Por lo tanto, en base a todos los aspectos que fueron evaluados en el contexto del rendimiento compu-
tacional, se concluye que nuestra metodologia implica un costo computacional moderado y proporciona
soluciones precisas que exhiben satisfactoriamente comportamientos de retrocesos en el trazo de las
curvas de equilibrio, incluso utilizando una tolerancia del dafio significativa.

5.5. Conclusiones

En este capitulo se demuestra el buen desempefio de un procedimiento de longitud de arco alternativo
a los enfoques tradicionales, en el cual bajo un esquema escalonado explicito, se hace uso de una ecuacién
de control que rige el incremento de desplazamientos en la etapa mecanica del problema general. Dicha
ecuacién de control determina mediante un pardmetro de longitud de arco s, el incremento de la fuerza
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impulsora que define el aumento del campo de fase en la ecuacién de equilibrio de microfuerzas. Por
ende, este procedimiento representa una contribucién significativa de nuestro estudio.

Esta estrategia de longitud de arco propuesta permite resolver una amplia gama de problemas, los
cuales utilizando procedimientos tradicionales originan dificultades en la solucién de los mismos. Incluso
tomando en cuenta tanto metodologias de optimizacidn con restricciones de desigualdad como multiples
mecanismos que producen inestabilidades.

Por medio de todas las evaluaciones numéricas realizadas en nuestro estudio se demostrd la robutez,
precision y la capacidad de la estrategia de longitud de arco propuesta para trazar curvas de equilibrio
completas, capturando los diferentes retrocesos que se presentan en las mismas.

Por otra parte, se contribuye con un nuevo procedimiento para el control del avance de grietas, que
es un aspecto esencial en el modelado de problemas de fractura fragil a través del modelo de campo de
fase. Lo cual bajo técnicas estdndar de control de desplazamiento o de fuerza resulta inestables.

Bajo la inferencia anterior, se demuestra que nuestro procedimiento controla de manera estricta el
avance de la grieta en cada paso del analisis, mediante el ajuste del pardimetro de longitud de arco para
proporcionar un incremento de dafio aproximado y que es preestablecido por medio del pardmetro de
dafio 6ptimo (Acﬁ"m). Lo cual origina que el aumento del dafio en cada paso del esquema escalonado se
mantenga controlado.
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Capitulo 6

Método numérico hibrido acoplado para
abordar diversos tipos de problemas

6.1. Introduccion

El propésito de este capitulo es presentar el enfoque de un método numérico hibrido de tipo super-
puesto (Ov-IEFG-FEM, por sus siglas en inglés), el cual es un procedimiento alternativo a los métodos
convencionales presentes en la literatura, compuesto por la combinacién del método de elementos fini-
tos (FEM, por sus siglas en inglés) y el método de Galerkin libre de elementos mejorado (IEFG, por
sus siglas en inglés). Donde bajo el contexto de una discretizacion superpuesta, es decir empleando una
malla de fondo de FEM y sobre ésta una distribucién fina de nodos de IEFG. Se evaldan diversos tipos
de problemas que van desde la transferencia de calor, donde se inici6 a testear dicho método alternativo,
hasta su implementacién en diferentes problemas de referencia de la elasticidad lineal. Los aportes en
este capitulo se encuentran sustentados por los trabajos publicados en los Apéndices E y F de esta tesis.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera: en la seccidn 6.2 se expone la metodologia numéri-
ca del método Ov-IEFG-FEM propuesto, describiendo la secuencia de operaciones que conforman esta
técnica. A continuacién, en la seccién 6.3 se evalia el desempefio del método Ov-IEFG-FEM en diver-
sas dreas de estudio. Posteriormente, en la seccion 6.4 se hace enfasis en el rendimiento computacional
del método Ov-IEFG-FEM, destacando las caracteristicas que lo determinan. Finalmente, la seccién 6.5
presenta las conclusiones pertenecientes a este capitulo.

6.2. Metodologia del método numérico hibrido de tipo Ov-IEFG-FEM

El método Ov-IEFG-FEM, es una técnica numerica alternativa que trabaja con dominios discretizad-
SOS superpuestos como se representa esquematicamente en la figura 6.1 para un dominio arbitrario €2 con
frontera I'.

Bésicamente la idea es discretizar todo el dominio de un determinado cuerpo con una malla de fondo
gruesa, en la cual se llevaran a cabo los célculos correspondientes a FEM, mientras simultinemente un
dominio superpuesto representado por una distribucién fina de nodos (puntos rojos en Fig. 6.1) se emplea
para enriquecer la solucidon numérica en un area especifica del cuerpo a través del método IEFG con el
fin de lograr aproximaciones de orden superior.

Por consiguiente, si se describe esta metodologia numérica bajo el contexto de la elasticidad lineal,
se considera que el dominio {2 representado en la figura 6.1 estd ocupado por un sélido elastico lineal
isétropo. Este solido estd sujeto a un conjunto de condiciones tipo Dirichlet y Neumann aplicadas en las
fronteras no superpuestas ['y, y I'y, cumpliendo la relacion I'y U Ty =T

La deformacién del sélido estd gobernada por la forma cuasi-estatica de la ecuacién de equilibrio de
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Figura 6.1: Representacion del dominio del problema para una solucién numérica empleando el método Ov-IEFG-FEM.

fuerzas:

Dive+b=0 Vx € Q, (6.1)

donde b es la densidad de fuerza del cuerpo y o es el tensor de tensiones de Cauchy. Dicha ecuacion,
presentada en el articulo anexado en el Apéndice F, se expresa con una notacion diferente. En este caso,
se adopta la presente notacion para mantener la coherencia con la formulacion desarrollada previamente
en la tesis. La solucién de 6.1 estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

o-n=t en Ty, (6.2)

donde up es el desplazamiento que se va a imponer en ['y, y t es el vector de traccion superficial en I'y.

El método Ov-IEFG-FEM esta disefiado para resolver las ecuaciones gobernantes del problema de
elasticidad lineal descritas previamente, obteniendo una solucién enriquecida mediante un acoplamiento
eficiente de los dominios superpuestos Qrpm v €21grG, como se ilustra en la figura 6.1.

Los resultados de la solucion basada en FEM, obtenidos en la malla de fondo que discretiza Qggm, se
conservan en las regiones externas al dominio {jgpg. Este ultimo esta representado por una distribucién
fina de nodos que enriquecen la solucién mediante la técnica IEFG. Ademds, la frontera I'gpg y la
superficie cerrada Siprg—rpm cumplen un papel clave en la transferencia reciproca de informacién entre
los dominios superpuestos {ppm ¥ 2EFG-

La frontera ['igpg y la superficie cerrada Sigrg—reM Se representan mediante lineas negras discon-
tinuas y punteadas, respectivamente. La solucién basada en FEM se emplea para determinar los despla-
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zamientos que serdn impuestos en I'igpg a través del método de penalizacién. Por lo tanto, la solucién
realizada en (ppg mediante el método IEFG estd directamente influenciada por los resultados de la
malla de fondo.

De manera inversa, la solucion obtenida mediante la técnica IEFG en el dominio ppg se emplea
para determinar los desplazamientos que deben imponerse en el conjunto de nodos Ney. (representados
en color verde en la Fig.6.1) de la malla de fondo encerrada por la superficie SigrG—reEM-

Cabe resaltar que los desplazamientos a imponer en I'igrg se determinan mediante una reconstruc-
cién local de alto orden de la solucién basada en FEM. Esta recontruccién se lleva a cabo en el dominio
Qrec C QpEM, €l cual estd conformado con aquellos elementos finitos cuyos centros estan encerrados por
Srec-

Estos elementos estan representados en color amarillo en la figura 6.1, mientras que Sy estd ilustrado
por una linea negra discontinua en la misma figura. El acoplamiento entre las soluciones obtenidas en
los dominios superpuestos {2ppm ¥ (ipFG consiste en la imposicion segregada/recursiva de las siguientes
restricciones cinematicas:

u=ugrg en xM. heNpe, ¥

u=urMm en ['Erc, (6.3)

donde ugrg corresponde a los desplazamientos calculados en los nodos h € Neyc utilizando la solucién
obtenida en Qgpg mediante la técnica IEFG, mientras que tpgm son los desplazamientos calculados
en I'ippg empleando las aproximaciones IMLS (del inglés improved moving least squares) obtenidas a
partir de la reconstruccién local realizada en el conjunto N, de nodos pertenecientes a los elementos
incluidos en Qpec.

Este procedimiento establece una dependencia reciproca entre las soluciones obtenidas tanto en la
malla de fondo Qpgy como en la distribucién fina de nodos que representa el dominio 4ppG.

Los desplazamientos Gigrg a imponer en los nodos i € Neye se calculan mediante las aproximacio-
nes IMLS basadas en la solucion obtenida a través de la técnica IEFG en la distribucién fina de nodos
que representa el dominio superpuesto dgrg. Por otro lado, los desplazamientos upgym a imponer en
I'erg se calculan a partir de la reconstruccién local, también basada en IMLS, del problema mecanico
resuelto en la malla de fondo Qpgpym mediante FEM. Para mds detalles en base al contexto metodoldgico
del método propuesto consultar el Apéndice F.

Por otra parte, para garantizar una transicién continua de desplazamientos a lo largo de la frontera
I'Erg, es necesario implementar un criterio de distancia entre I'grg Y SterGg—sFeM. Dicho criterio consiste
en establecer la distancia I'lrrg — StErFG—FEM €n un rango de 1.5 a 3 veces el tamafo promedio de los
elementos de la malla de fondo.

Este criterio de distancia se basa en el trabajo de Storti et al. [148] en el contexto de técnicas tipo
quimera basadas en FEM, y fue implementado con éxito por Alvarez-Hostos et al. en la formulacién tanto
de la técnica sin malla Ov-IEFG [149], como en el enfoque hibrido sin malla/con malla Ov-IEFG-FEM
en el marco de problemas de transferencia de calor con fuentes de calor en movimiento, perteneciente a
nuestro estudio anexado en el Apéndice E.

Ademas, este criterio establece que la distancia de separacion entre S y ['1grg debe ser al menos
igual al tamaiio de un elemento de la malla de fondo, lo que resulta suficiente para lograr una reconstruc-
cién precisa y suave mediante el procedimiento IMLS, utilizando los nodos N de aquellos elementos
incluidos en Qyec.
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6.3. Evaluacion de diversos tipos de problemas a través del método Ov-
IEFG-FEM

6.3.1. Analisis en el contexto de la trasferencia de calor

El método Ov-IEFG-FEM en un principio fue testeado en el 4rea de transferencia de calor para la
solucion de problemas transitorios de conduccion de calor con fuente de calor mévil. Donde dicha fuente
de calor recorre desde trayectorias simples como una recta horizontal como trayectorias mis complejas
en forma sinusoidal y en S.

Seguidamente, este método alternativo también fue evaluado en un problema 3D no lineal con propie-
dades dependientes de la temperatura y efectos de cambio de fase. Para mayores detalles con respecto a
las dimensiones geométricas y propiedades para el modelado de dichos problemas consultar el Apéndice
E.

En un contexto general el desempeiio del método Ov-IEFG-FEM es satisfactorio en el modelado de
este tipo de problemas mencionados previamente, ya que como se puede observar en los diversos resul-
tados mostrados en el Apéndice E, en cuanto a las distribuciones de temperatura que fueron obtenidas en
todas las pruebas, el acoplamiento entre los dominios {2pgy ¥ iEFG posee un comportamiento suave y
continuo, lo cual destaca la idoneidad y el potencial del Ov-IEFG-FEM propuesto en escenarios donde
se requiere seguir la trayectoria de la fuente de calor mévil, con la distribucién fina de nodos.

Ademas, los perfiles de temperatura obtenidos en las diversas pruebas muestran una excelente con-
condancia entre el enfoque Ov-IEFG-FEM vy una solucién estdndar basada en FEM, lo cual confirma la
precision de la técnica propuesta.

Por ende, en el contexto de resolucién de problemas transitorios de conduccién de calor con fuentes
de calor moviles, el método Ov-IEFG-FEM demuestra su efectividad para resolver con precision este
tipo de problemas, ya que este enfoque novedoso combina las aproximaciones de alto orden del método
IEFG en la regién de interés, en este caso especificamente cerca de la fuente de calor, con célculos
basados en FEM, que son menos costosos computacionalmente, usando una malla gruesa fuera de la
regién de interés con el fin de mejorar la eficiencia computacional.

El Ov-IEFG-FEM permite capturar con éxito altas temperaturas y gradientes térmicos significativos
cerca de la fuente de calor mévil, empleando menos incdgnitas nodales en comparacién con las solucio-
nes basadas en FEM, en todos los casos que fueron testeados, en cuanto al seguimiento de las distintas
formas de trayectorias (recto, sinusoidal, tipo S), por parte de la fuente de calor mévil. Esto también se
evidencia por los significativos refinamientos de mallas que se emplean en FEM para lograr niveles de
estabilidad y precisién comparables al Ov-IEFG-FEM.

El método Ov-IEFG-FEM supera tanto a las soluciones basadas en IEFG como a las soluciones
tradicionales basadas en FEM en términos de caracteristicas de convergencia. El Ov-IEFG-FEM alcanza
tasas de convergencia comparables a las soluciones puramente basadas en IEFG y ofrece una mayor
precision en comparacion con soluciones basadas en FEM e IEFG. Esto puede atribuirse al hecho de que
los errores en la solucién numérica de estos problemas estdn principalmente gobernados por los altos
gradientes térmicos desarrollados en la region afectada por la fuente de calor mévil.

Por otro lado, el enfoque Ov-IEFG-FEM a través del método IEFG ofrece mas flexibilidad en el refi-
namiento de nodos dentro de una region especifica. Como resultado, el Ov-IEFG-FEM presenta tasas de
convergencia similares a las de las soluciones basadas tinicamente en IEFG, incluso cuando el problema
térmico a lo largo de la mayoria del dominio computacional se resuelve mediante FEM.

El acoplamiento suave y continuo a lo largo de la frontera ['jgpg siempre se mantiene cuando se
utiliza el enfoque Ov-IEFG-FEM, para seguir la fuente de calor mévil con la distribucién fina de no-
dos pertenecientes al dominio superpuesto {)prG, lo que resulta en una excelente precision numérica y
eficiencia computacional.
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6.3.2. Analisis en el contexto de la elasticidad lineal

En este contexto el enfoque Ov-IEFG-FEM se implement6 para la resolucién de diversos problemas
muy conocidos en la literatura, los cuales estan relacionados con el andlisis de la barra en voladizo de
Timoshenko, la placa infinita con un agujero centrado y una probeta con muesca en un borde (SENT,
por sus siglas en inglés), la cual es una prueba convencional dentro de la Mecanica de Fractura Elastica
Lineal. Para mayores detalles con respecto a dimensionamientos, propiedades y discretizaciones de las
distintas pruebas referirse al Apéndice F.

En los andlisis exhaustivo de la convergencia y precision desarrollados en las diferentes pruebas,
el desempeiio del método Ov-IEFG-FEM fue satisfactorio, ya que en un contexto general este enfoque
ha mantenido un comportamiento consistente en cuanto al acoplamiento suave y continuo logrado entre
las regiones FEM e IEFG a lo largo de la frontera de transicién I'igrg. Por ende, este comportamiento
no solo se ha mostrado en las distribuciones de desplazamientos, sino también en las distribuciones de
tensiones de las distintas pruebas realizadas.

Por otro lado, se puede evidenciar el potencial del Ov-IEFG-FEM para obtener soluciones preci-
sas de manera eficiente, mediante calculos IEFG correctamente distribuidos en el dominio superpuesto
EFG, en las zonas de interés donde se concentran los mayores errores para cada uno de los problemas
modelados. Y dicho potencial también queda validado en las diferentes comparaciones realizadas con
respecto a las soluciones analiticas de los problemas.

Por consiguiente, en nuestro estudio también se puede visualizar la versatilidad del Ov-IEFG-FEM
para resolver adecuadamente problemas en diferentes geometrias sin necesidad de una relacién topol6gi-
ca predefinida entre los dominios superpuestos Q2rgm ¥ €1erFG. Lo cual es una ventaja de nuestro enfoque
Ov-IEFG-FEM en comparacion con la mayoria de los procedimientos de acoplamiento EFG-FEM re-
portados en la literatura que involucran regiones previamente bien especificadas para ser discretizadas
mediante FEM y EFG, con una relacién topoldgica prescrita para ser adecuadamente acopladas.

Otra ventaja que presenta nuestro enfoque Ov-IEFG-FEM, derivada de la premisa anterior radica
que no requiere elementos de interface, los cuales implementan funciones de rampa para realizar una
transicién suave entre las fronteras FEM y EFG. Por ende, los procedimientons hibridos convencionales
EFG-FEM, que trabajan bajo este enfoque de elementos de interface o transicién pueden tener compli-
caciones con geometrias de topologia complejas.

Aunque el acoplamiento entre las regiones FEM e IEFG se lleva a cabo en términos de desplaza-
mientos, las soluciones obtenidas mediante Ov-IEFG-FEM han mostrado un acoplamiento sin discon-
tinuidades en la distribucién de tensiones, los cuales estdn vinculados a las derivadas espaciales de los
desplazamientos. Dado que las derivadas espaciales de los cdlculos basados en FEM son inherentemen-
te discontinuas, la obtencién de distribuciones de tensiones suaves y continuas en todo el dominio del
problema ha sido posible en todos los problemas de referencia analizados.

En cuanto al andlisis de convergencia del método Ov-IEFG-FEM propuesto, se tiene que el mismo
ha superado la correspondiente a las soluciones obtenidas mediante FEM estdndar. Ademads, dichas tasas
de convergencia han mostrado una clara tendencia a aproximarse a las obtenidas con soluciones basadas
completamente en la técnica IEFG, como se puede observar en los problemas de referencia de la viga en
voladizo de Timoshenko y la placa infinita con un agujero centrado.

Se debe destacar que la implementacion del Ov-IEFG-FEM es ventajosa en problemas con regio-
nes de gradientes de tensién particularmente pronunciados o elevados, como por ejemplo el problema
de la placa infinita con un agujero centrado, donde el error estd gobernado principalmente por los mar-
cados gradientes de tension cerca del agujero, mostrando una clara tendencia hacia una distribucién de
tensiones practicamente uniforme lejos de la regién del agujero.

Este escenario le permite alcanzar una tasa de convergencia al enfoque Ov-IEFG-FEM que no solo
supera claramente a la solucién basada puramente en FEM, sino que también se acerca virtualmente a
la obtenida mediante calculos completamente realizados con la técnica IEFG. Por lo tanto, este com-
portamiento resalta que las caracteristicas especificas de este problema permiten que el Ov-IEFG-FEM
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Figura 6.2: Discretizacion para aplicacion del método Ov-IEFG-FEM empleando el modelo de campo de fase. Los célculos
mediante FEM se llevan a cabo en la malla gruesa de color rojo, mientras que los cdlculos del IEFG se hacen a través de la
distribucién fina de nodos representados por los puntos de color verde.

aproveche de manera efectiva la flexibilidad en el refinamiento de nodos y las aproximaciones de alto
orden de la técnica IEFG tnicamente dentro de la region de interés Qgpg.

Siguiendo en sintonia con la premisa anterior, se tiene que otro escenario que hace ideal la imple-
mentacién del Ov-IEFG-FEM son las caracteristicas del problema SENT, debido a la singularidad de
tensiones en la punta de la grieta lo cual genera gradientes marcados en su entorno, mientras que el
campo de tensiones es practicamente uniforme en el resto del dominio del problema.

Por ende, la distribucién fina de nodos correspondientes al dominio superpuesto {dgrg, se ubica
estratégicamente en una pequefla regién que abarca la punta de la grieta, ya que esta zona domina casi
por completo el error inherente en la soluciéon numérica de este problema.

6.3.3. Analisis en el contexto de la mecanica de fractura empleando el modelo de campo
de fase

En este contexto, se implement6 el método Ov-IEFG-FEM en conjunto con el modelo de campo de
fase para resolver un problema de fractura frdgil bajo un esquema escalonado explicito. Es importante
sefialar que, hasta el momento, no se ha realizado ninguna publicacién sobre este contexto por parte de
nuestro grupo de trabajo, lo que indica que se encuentra en una etapa inicial de desarrollo. Por ende, se
presentardn resultados preliminares correspondientes al problema seleccionado para la implementacién
del método.

Para ello se utiliz6 una muestra tipo SENT, cominmente empleada como referencia en la literatura.
Esta muestra consiste en una placa con una pre-grieta ubicada en el centro de la altura de su borde
izquierdo, con el borde inferior completamente restringido y un desplazamiento uniforme impuesto en
el borde superior.

La placa se discretizé utilizando una malla de fondo FEM gruesa y estructurada en la zona de pro-
pagacion de la grieta, mientras que fuera de esta region se empled una malla no estructurada. Adicional-
mente, se superpuso una distribucion fina de nodos en forma rectangular, alineada con la direccién de
propagacion de la grieta, dicha discretizacion se puede visualizar en la figura 6.2.

En una primera etapa de pruebas, nuestro enfoque Ov-IEFG-FEM, uno de los primeros en su estilo
aplicado con modelos de campo de fase segtin lo evidenciado en la literatura, presenté un buen desem-
pefio en cuanto a la presicion de los resultados obtenidos.

Al realizar un estudio basado en el trabajo de referencia de Miehe et al. [98] para el problema tipo
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Figura 6.3: (a) Evolucién del campo de fase en muestra tipo SENT. (b) Curva Fuerza vs Desplazamiento para muestra tipo
SENT.

SENT, utilizando las mismas dimensiones y propiedades eldsticas y de fractura reportadas en dicho
trabajo, nuestra metodologia Ov-IEFG-FEM en combinacién con el modelo de campo de fase logrd
capturar de manera satisfactoria la respuesta mecdnica estructural de la muestra, como se aprecia en la
figura 6.3b.

También se observa en la figura 6.3a, un comportamiento satisfactorio de la evolucidn del campo de
fase a lo largo de toda la extension de propagacion de la grieta, lo cual es un aspecto fundamental en este
tipo de problemas. Ademds, la implementacion Ov-IEFG-FEM con el modelo de campo de fase ofrece
la ventaja de emplear mallas FEM menos refinadas en la zona de propagacion de la grieta, en contraste
con las mallas altamente refinadas en dicha zona utilizadas en las soluciones convencionales de FEM.
Esto es posible ya que la precision en la evolucién del campo de fase se logra en el dominio superpuesto
mediante la distrbucidn fina de nodos utilizada para los célculos de IEFG.

Por lo tanto, la resolucién del problema se realiza con un menor nimero de incégnitas nodales en
comparacion con las soluciones convencionales mediante FEM. Esta resolucién podria optimizarse ain
mds al emplear una distribucién fina de nodos en el dominio superpuesto de IEFG que se desplace
siguiendo la punta de la grieta, en lugar de utilizar un dominio superpuesto fijo de forma rectangular,
como se implementé en nuestro estudio.

En cuanto al costo computacional en esta etapa inicial de implementacidn y pruebas, nuestro enfoque
Ov-IEFG-FEM presenta un costo similar al de los métodos estdindar como FEM. Sin embargo, este ren-
dimiento computacional tiene potencial de mejora, que es precisamente el objetivo clave de implementar
este tipo de enfoque y que deja un campo abierto para futuros trabajos en esta linea de investigacion.

6.4. Rendimiento computacional del método Ov-IEFG-FEM

Nuestro enfoque alternativo Ov-IEFG-FEM en una perspectiva general presenta un desempeiio po-
sitivo, en cuanto al rendimiento computacional de los problemas que fueron testeados en el contexto de
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la transferencia de calor y la elasticidad lineal, mientras que en el contexto de la mecdnica de fractura
empleando el modelo de campo de fase todavia necesita mejorar, ya que es una temdtica que se encuentra
en su etapa inicial de desarrollo.

Pero la razén del desempefio satisfactorio en los primeros dos contextos se debe a que el enfoque
Ov-IEFG-FEM propuesto permite reducir de manera significativa los tiempos de cdlculo en comparacion
con las soluciones basadas completamente en la técnica IEFG, la cual es una técnica muy conocida en la
literatura por su alto costo computacional.

Incluso se debe resaltar que este comportamiento ocurre a pesar de implementar un nimero total de
nodos similar a los utilizados en las técnicas de FEM e IEFG, para realizar los cdlculos numéricos. Esto
se debe a que el enfoque Ov-IEFG-FEM emplea un nimero considerablemente menor de nodos para los
calculos IEFG dentro de {grg, en comparacidn con las soluciones estandar basadas exclusivamente en
IEFG en todo el dominio del problema.

Los tiempos de computo de la técnica Ov-IEFG-FEM estdn predominantemente influenciados por
los célculos IEFG en Qprg, dado que esta técnica sin malla incurre en tiempos computacionales signifi-
cativamente mayores en comparacién con FEM.

Por otra parte, otro aspecto importante es que este buen desempeiio del Ov-IEFG-FEM con respecto
a la técnica IEFG estdndar se ha logrado a pesar de la solucién iterativa de sistemas de ecuaciones lineales
requerida para el acoplamiento Qpem — QiErRG, lo cual es consistente con el hecho ampliamente conocido
de que la determinacion de los nodos del dominio de soporte y el cdlculo de las funciones de forma en las
técnicas EFG es significativamente mas costoso en términos de tiempo computacional que la resolucién
del sistema de ecuaciones resultante.

Como representacion destacable del desempeiio satisfactorio de la técnica Ov-IEFG-FEM, en cuanto
arendimiento computacional se refiere, se tiene la prueba tipo SENT dentro del contexto de la elasticidad
lineal, realizada en nuestro estudio del Apéndice F, en la cual se simulé dicho problema tanto con las
metodologias numéricas estindar FEM e IEFG, como con nuestro enfoque Ov-IEFG-FEM propuesto.

Se evidencia que a pesar de que los tiempos computacionales de FEM son significativamente menores
en comparacion con los del Ov-IEFG-FEM, incluso tomando en cuenta la reduccién sustancial en los
tiempos de célculo lograda por esta técnica en comparacion con las soluciones enteramente basadas en
IEFG, es importante destacar que, para un nimero similar de nodos, la precisién alcanzada por FEM no
se equipara con la obtenida mediante Ov-IEFG-FEM o IEFG.

Por consiguiente, al llevar a cabo soluciones de FEM altamente refinadas los tiempos de cémputo
comienzan a acercarse a los del Ov-IEFG-FEM, lo que indica una disminucién en la ventaja de FEM
en términos de eficiencia computacional cuando se busca alcanzar niveles similares de precision, que en
nuestro estudio se reflejé con el cdlculo del factor de intensidad de tensiones de la muestra (/)

Asimismo, es importante enfatizar que las mejoras introducidas por el enfoque Ov-IEFG-FEM se
logran sin necesidad de prescribir relaciones topoldgicas complejas entre la malla de fondo que dis-
cretiza Qppy vy la distribucién fina de nodos que representa (2prg. Esta caracteristica permite su facil
implementacién en problemas que involucran gradientes marcados en movimiento, lo cual se consigue
simplemente posicionando adecuadamente el dominio superpuesto IEFG en funcién de los cambios en
la configuracién del dominio del problema.

Se conoce que las técnicas EFG son muy eficientes para el modelado de problemas de mecéanica
de fractura al igual que FEM, pero estas técnicas EFG poseen la problematica particular de su elevado
costo computacional, los cuales a menudo superan significativamente a los de los enfoques tradicionales
basados en mallas cuando se emplea un nimero similar de nodos. Por ende, el enfoque Ov-IEFG-FEM
se convierte en una estrategia alternativa para solucionar dicha problematica. Ya que el Ov-IEFG-FEM
representa una solucién para hacer un uso maés eficiente de la alta precisién proporcionada por los cdlcu-
los EFG, eliminando la necesidad de procedimientos engorrosos de reconfiguracién adaptativa de nodos
para capturar eficazmente gradientes marcados.
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6.5. Conclusiones

En este capitulo se presenta un enfoque numérico hibrido alternativo (Ov-IEFG-FEM) conformado
por el método de elemetos finitos (FEM) y el método de Galerkin libre de elementos mejorado superpues-
to (IEFQG), el cual se implementa para resolver de manera eficiente y precisa diversos tipos de problemas
relacionados con la transferencia de calor, la elasticidad lineal y la mecdnica de fractura haciendo uso
del modelo de campo de fase.

La técnica Ov-IEFG-FEM aprovecha particularmente la capacidad del método IEFG para capturar
gradientes pronunciados tanto de temperaturas como de tensiones, de forma sencilla, mientras reduce
significativamente el costo computacional derivado de aplicar el método IEFG en todo el dominio del
problema.

Se infiere que al ubicar estratégicamente la distribucién fina de nodos correspondiente al dominio
superpuesto IEFG, en zonas con elevados gradientes, se mejora la precision de las soluciones numéricas,
sin necesidad de realizar reconfiguraciones extensivas de nodos o adaptaciones de mallas complejas.

Se demuestra que el método Ov-IEFG-FEM puede alcanzar tasas de convergencia comparables a
las soluciones basadas exclusivamente en IEFG, mientras que reduce significativamente los tiempos de
computo en el contexto de problemas de transferencia de calor y elasticidad lineal. Sin embargo, en el
contexto de la mecanica de fractura empleando el modelo de campo de fase, atin no es posible establecer
una conclusién definitiva sobre este aspecto, ya que dicha temdtica se encuentra en una etapa preliminar
de desarrollo.

Se infiere que una de las ventajas destacada de este enfoque es la reduccién significativa de incégnitas
nodales, lo que conlleva a una disminucién en los tiempos de cémputo, en comparacién con las técnicas
numéricas estdndar que emplean mallas o nodos fijos.

Se demuestra que el enfoque Ov-IEFG-FEM mantiene la eficiencia computacional y ademas, la im-
plementacién sencilla del método, que permite la adaptacién de la distribucién de nodos del dominio
superpuesto mediante simples traslaciones rigidas, resalta su practicidad para manejar eficazmente geo-
metrias en evolucion y gradientes en movimiento. Esto resulta particularmente ventajoso en problemas
de mecdanica de fractura, donde la adaptabilidad y la precisiéon son fundamentales.

La técnica Ov-IEFG-FEM, en combinacion con el modelo de campo de fase, se implementé para
resolver un problema de fractura fragil. En una primera fase de pruebas, esta técnica demostrd un buen
desempeio al capturar de manera satisfactoria la respuesta mecdnica estructural de este tipo de proble-
mas.

Se recomienda profundizar en la implementacién del enfoque Ov-IEFG-FEM, para el modelado de
problemas de fractura fragil mediante el uso del modelo de campo fase, con énfasis en la optimiza-
cién de la discretizacidn y el rendimiento computacional. Esto permitiria analizar diversos fendmenos
y materiales compuestos como los expuestos en los capitulos Il y IV de esta tesis, abriendo asi nuevas
oportunidades para futuros estudios en esta drea
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Capitulo 7

Conclusiones

Este capitulo recopila las principales contribuciones alcanzadas a lo largo del desarrollo de esta
tesis y proporciona un listado de las publicaciones en revistas indexadas y los trabajos presentados en
congresos.

7.1. Contribuciones

En esta tesis se presentan diversas metodologias y técnicas destinadas a realizar de forma eficiente
el modelado computacional de problemas de fractura fragil. En este contexto, dichas metodologias se
enfocaron en el andlisis de diversas dreas de estudio. Por consiguiente, para validar su efectividad, se
llevaron a cabo una serie de pruebas cuyos resultados se incluyen en los Apéndices de esta tesis. En
sintesis, y en concordancia con los objetivos especificos establecidos en la Seccién 1.2.2, se destacan las
contribuciones en las siguientes tematicas.

7.1.1. Contribuciones al estudio de los mecanismos de interaccion entre una grieta pro-
pagante que incide en una interface

Se establece una metodologia numérica alternativa que combina el modelo de campo de fase para
modelar la propagacién de grietas en un determinado medio, y el modelo de superficie cohesiva para
simular el proceso de degradacidn de las interfaces. Donde a diferencia de enfoques similares presentados
en la literatura, nuestra metodologia presenta un modelo cohesivo, el cual no esta influenciado por la
degradacién del material circundante, representada mediante la variable de campo de fase.

Por lo tanto, no es necesario extender el campo de fase a la interface como se implementa en diversos
modelos de referencia en la literatura, permitiendo que esta sea completamente independiente en ambos
lados. En consecuencia, nuestra metodologia abre la posibilidad de explorar escenarios de modelado
alternativos, donde las discontinuidades del campo de fase a través de la interface, pueden emplearse
para mejorar el andlisis de los mecanismos de interacion.

Bajo la premisa anterior, nuestra metodologia numérica ofrece un camino distinto para caracterizar
satisfactoriamente la interaccion entre una grieta que propaga por un medio e impacta con una interface,
sin tener que utilizar solamente uno de los dos modelos constitutivos por separado, para modelar el
dominio completo de un determinado cuerpo.

Por otra parte, se valida nuestro enfoque del modelo de campo de fase, el cual parte del principio
de las potencias virtuales y junto con el papel fundamental que posee el parametro de la longitud carac-
teristica en dicho modelo, lo hace una herramienta titil y eficiente para caracterizar tanto el estado de
tensiones en la punta de una grieta como los diversos mecdnismos que se producen cuando dicha grieta
va propagando y choca con una interface.

Con la captura de los mecanismos de deflexién y penetracién a traves de nuestro modelo y repre-
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sentados en un espacio definido por las relaciones entre la tenacidad y la resistencia tanto del sustrato
como de la interface se demuestra que dichos mecanismos de interaccién dependen de un criterio mixto
de tenacidad-resistencia, el cual determina la condicién bajo la cual sucede cada modo de interaccién.

Se establece la relevancia de analizar el efecto tipo escudo (shield) que ocurre durante el proceso de
degradacion de la interface, el cual trae como respuesta un incremento de la tenacidad estructural de una
determinada muestra, donde el principal responsable de dicha respuesta es el mecanismos de deflexion.
Bajo este contexto, se abren oportunidades para estudiar por medio de la implementacién de nuestra
metodologia numérica combinada una serie de problemas en los cuales se presentan este tipo de efecto,
y por ende, un aumento de la tenacidad del sistema. Dentro de estos problemas se pueden destacar los
relacionados con la propagacién de microfisuras en materiales compuestos laminados y los mecanismos
de fractura en materiales biomiméticos.

7.1.2. Contribuciones al analisis de los disefios bioinspirados

Se establece un enfoque alternativo para la captura satisfactoria del comportamiento mecanico de los
diseios bioinspirados, basados en geometrias que imitan la estructura del nécar, reproduciendo eficien-
temente cada una de las etapas que conforman la respuesta mecdnica de estos disefios.

Este enfoque permite analizar detalladamente los diversos mecanismos que juegan un rol clave en
el incremento de la tenacidad estructural de los disefios bioinspirados. Lo que permite profundizar en el
andlisis de los diferentes pardmetros geométricos que conforman dichos disefios, donde a través de la
modificacion de los mismos, se obtiene una mejora sustancial en la respuesta mecanica maximizando la
tenacidad estructural, en este caso para las configuraciones basadas en la estructura del nicar.

Bajo el contexto de la premisa anterior, nuestro estudio aporta mejoras para la creacion de prototipos
basados en los disefios bioinspirados orientados a la fabricacién empleando tecnologia de impresién 3D,
la cual en comparacion con las técnicas de fabricacion tradicionales ofrece crear materiales bioinspirados
con un alto nivel de precisién y exactitud en los detalles estructurales de los mismos.

Se establece que los modos de interaccién que toman lugar en el comportamiento mecanico de los
diseios bioinspirados, dependen netamente de un criterio mixto que se fundamenta en la combinacién
tanto de la resistencia como la tenacidad de las fases materiales (rigida y blanda) que coforman los
disefos bioinspirados.

Nuestro estudio ofrece la oportunidad de extender la metodologia numérica implementada, para ana-
lizar fendmenos mas complejos direccionados hacia el comportamiento de la interface que conforman la
fase blanda de los disefios bioinspirados en estructuras basadas en el ndcar, ya que al profundizar en di-
cho comportamiento se pueden desarrollar disefios bioinspirados mas eficientes que exhiban una mayor
disipacion de energia con respecto a los disefios estdndar.

7.1.3. Contribuciones al desarrollo de algoritmos computacionales para el trazado efi-
ciente de curvas de equilibrio completas

Se desarrolla una herramienta util y eficiente bajo un enfoque de longitud de arco, utilizando un
esquema escalonado explicito, donde se hace uso de una ecuacién de control que regula el incremento
de los desplazamientos dentro de la etapa mecdnica de la resolucién del problema. Esta ecuacion de
control posee una importancia fundamental porque permite llevar a cabo un buen manejo del avance de
una grieta en un determinado medio, lo cual es un requisito primordial en el modelado de problemas de
fractura fragil.

Se demuestra que nuestro enfoque alternativo de longitud de arco, es una metodologia muy versatil y
robusta, ya que abre el abanico para modelar una gran variedad de problemas, que con métodos conven-
cionales producirian dificultades para llevar a cabo su resolucién, como por ejemplo manejar diversos
mecanismos que originan inestabilidades en el proceso de fractura de una determinada muestra. Por ende,
este enfoque permite el analisis de dichas inestabilidades de forma satisfactoria junto con metodologias
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constitutivas combinadas.

La técnica propuesta permite capturar de forma eficiente los distintos retrocesos que surgen en la
traza de la curva de equilibrio de una muestra determinada, proporcionando una estimacién precisa de
la energia disipada de dicha muestra. Esto resulta dificil de lograr con esquemas escalonados, tanto
explicitos como implicitos, que no incorporan el procedimiento de longitud de arco, ya que tienden a
sobrestimar significativamente la energia disipada.

7.1.4. Contribuciones para la resolucion de diversos tipos de problemas implementando
métodos hibridos acoplados

Se desarrolla un enfoque hibrido alternativo Ov-IEFG-FEM eficiente y preciso compuesto por el
método de elementos finitos (FEM) y el método de Galerkin libre de elementos mejorado (IEFG). Bdsi-
camente la idea es combinar las ventajas de ambos métodos aplicando una discretizacidon mixta a través
de una malla gruesa FEM de fondo y una distribucién fina de nodos superpuesta correspondiente al
método IEFG.

La técnica Ov-IEFG-FEM aplicada a diversos tipos de problemas posee un desempefio satisfactorio
en la obtencion de resultados precisos en diferentes dreas de estudio. Estos resultados se presentan con
un acoplamiento continuo y suave entre las fronteras FEM y IEFG, sin necesidad de utilizar una relacién
topoldgica prescrita para lograr un acoplamiento adecuado entre ambas fronteras, como se estipula en
los métodos hibridos EFG-FEM convencionales.

Bajo la premisa anterior, se tiene que nuestro enfoque Ov-IEFG-FEM no requiere el uso de elementos
de interface utilizados en procedimientos hibridos EFG-FEM convencionales, los cuales se emplean para
garantizar una transicion suave entre las zonas FEM y IEFG. Como resultado, estos métodos hibridos
convencionales enfrentan desafios significativos al aplicarse a geometrias con topologias complejas, lo
cual con el método Ov-IEFG-FEM propuesto se obtiene una solucion alternativa a dicha situacion.

El enfoque Ov-IEFG-FEM contribuye con un bajo costo computacional, manteniendo su eficiencia
como se refleja en los diferentes testeos realizados en nuestros estudios correspondientes a las dreas de
transferencia de calor y elasticidad lineal. A pesar que el método IEFG involucra altos costos compu-
tacionales como bien se conoce, el rendimiento global de la técnica Ov-IEFG-FEM no se ve afectado
por esta situacién ya que sigue manteniendo una reduccion significativa de los tiempos de computo.

La contribucién previamente descrita también se basa en la ubicacidn estrategica de la distribucién
fina de nodos perteneciente al dominio IEFG, la cual se coloca en una zona de interés donde generalmente
se presentan los mayores errores inherente a la solucién numérica, lo que también permite capturar
gradientes marcados de las variables de estudio respectivas.

Se implement?6 el enfoque Ov-IEFG-FEM en combinacién con el modelo de campo de fase para la
resolucién de problemas de fractura fragil, obteniendo un desempefio satisfactorio en las etapas iniciales
de pruebas. Este enfoque es pionero en su tipo al aplicarse junto con el modelo de campo de fase para la
solucién de este tipo de problemas. En linea con la premisa anterior, esta implementacién abre oportuni-
dades para mejorar el redimiento computacional en la solucién de problemas de fractura fragil, mediante
la optimizacién del enfoque propuesto. De este modo, dicha técnica junto con el modelo de campo de
fase ofrece una alternativa a los procedimientos existentes relacionados con la adaptatividad de mallas,
métodos globales/locales, y métodos multiescala.

7.2. Publicaciones cientificas

7.2.1. Publicaciones en revistas

= Zambrano-Carrillo, Javier A., Alvarez-Hostos, Juan C., Serebrinsky, Santiago and Huespe, Al-
fredo E (2024). “Solving linear elasticity benchmark problems via the overset improved element-
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Interaction analysis between a propagating crack and an interface: Phase
field and cohesive surface models
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Keywords:Crack-interface interaction mechanisms; Phase-field models; cohesive zone models; tough-
ness and strength based criterion for fracture.

Abstract. The interaction phenomenon between a propagating crack impinging an interface is stu-
died with a phase-field approach in combination with a cohesive surface model. The phase-field techni-
que simulates the crack propagation across the medium, and the cohesive surface model simulates the
degradation process of the adhesive interface.

The main assessed mechanisms of this interaction are deflection of the crack into the interface, crack
penetration, and kink of the crack out an interface. For a specified load system, the occurrence of each
mechanism depends on the material fracture properties characterizing the interface and the medium.
According to the results obtained using the present approach, we conclude that these interaction modes
are ruled by a mixed criterion involving the ratios of toughness and strengths of the medium and the
interface. A lower bound for the ratio between the medium and interface strengths exists below which
penetration will likely happen independently of the toughness. This conclusion confirms previous studies
of interaction reported elsewhere in the literature performed with a different numerical methodology.

The apparent increase of the structural toughness due to the crack interface interaction and the me-
chanisms leading to this outcome are also analyzed in one specific case.

An additional contribution of the paper points to describe a variationally consistent mechanical for-
mulation coupling phase-field and cohesive zone models along with its corresponding numerical algo-
rithm. This formulation provides general jump conditions across the interface of the primal descriptors,
in particular, the phase-field continuity conditions across the interface. Specific emphasis is given to
analyze the effect that the phase-field continuity conditions induce in the kinking of cracks outs of inter-
faces. Consequently, and considering that the present phase-field approach is not affected by numerical
artifacts coming from the finite element mesh discretization, we assess its potential to capture the crack
deviation mechanism out of the interface.

A.l. Introduction

The interplay existing between the mechanical properties of materials, strength and toughness, de-
termining the conditions under which a crack will nucleate and propagate in a solid has been extensively
discussed in the literature. An enlightened vision of this matter is particularly addressed by Leguillon [2]
and additional discussion in Ritchie [3].

Both properties also play a prominent role in determining the interaction mechanism arising between
propagating cracks in a solid medium impinging on adhesive interfaces. These interfaces can be cha-
racterized by critical stresses and toughness. The mechanism resulting from this interaction has relevant
consequences in several technological problems. For example, the interaction mode has a direct influence
on the extrinsic toughness of laminate composites (Noselli et al. [4]), when a crack propagating across a

!Corresponding author. E-mail address: ahuespe @cimec.unl.edu.ar (A.E. Huespe).
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matrix with relatively high toughness either deflects into the interface (matrix/fiber debonding) or pene-
trates the relative brittle reinforcement component (fiber breakage). This effect, combined with adequate
topological designs of architected weak porous interfaces, can be exploited to increase the apparent frac-
ture toughness of composites, such as reported by Conway et al. [150]. Another typical case where this
phenomenon has technological consequences is in hydraulic fracture problems with application to non-
conventional oil reservoirs. Whether hydraulic fractures impinging on natural interfaces activate or cross
them is a relevant effect on the reservoir effective permeability and productivity ([5-7]). A third problem
where such interactions play an outstanding role refers to the assessment of the transition mechanism
between intergranular and transgranular fracture, in heterogeneous microstructures, see Foulk IIT et al.
[9] and Chen et al. [10].

Due to the impact of these interaction scenarios, the problem of a crack impinging on an interface
has been extensively studied in the past using different approaches, either analytical or numerical. He
y Hutchinson [140], using integral equation methods and assuming linear elastic isotropic materials at
both sides of the interface, estimate the range of interface toughness, GG;, relative to the medium material
toughness on the substrate uncracked side, G5, which likely results in deflection of the cracks into the
interface instead of penetrating it. The analysis of He et. al. is based on a purely energetic criterion and
includes cases of dissimilar brittle materials at both sides of the interface, as well as different incidence
angles between the propagating crack and interface. A similar analytical technique is used by Martinez
y Gupta [141] to investigate the crack deflection problem into an interface which bonds two orthotropic
elastic materials. Martinez et al. note that, unlike strength-based criteria, the energy release rate criterion
adopted to predict interactions is very sensitive to the values of material parameters. This observation is
relevant to the solutions obtained in this paper.

Alternatively, several numerical techniques can be used to assess the interaction mechanisms bet-
ween propagating cracks impinging on interfaces. Parmigiani y Thouless [62] study this problem using
cohesive zone models to represent both the cracks in the medium as well as the interface degradation
until its final decohesion. They conclude that the resulting interaction mechanism typically depends on
a mixed strength-toughness criterion, see also Strom y Parmigiani [151]. This crucial issue is further
analyzed in the present work to conclude that a similarly mixed criterion emanates from a phase-field
model combined with a cohesive interface approach. The systematic method of analysis followed by
Parmigiani et al. to understand the role played by the relevant mechanical properties of the problem is
closely adopted in the present paper.

The phase field approach has been widely used for the simulation of propagating fractures in so-
lids in a wide range of problems ([17]). Typically, it has been employed for modeling ductile fracture
(142]), brittle geomaterial ([152]), dynamic fracture ([153]), environmentally assisted cracking ([154]
and [155]), between others problems. Particularly, brittle fracture problems, where the effect of strength
or toughness takes different roles, have been analyzed with phase-field techniques by Tanné et al. [113].
These authors show that a phase-field model can predict crack nucleation provided that the phase-field
regularization parameter (denoted ¢pr in sub-Section A.2.5) be identified with a material characteristic
length. By adopting this premise, the regularization parameter jointly with the fracture toughness au-
tomatically introduces a limited peak stress, or material strength, in the phase-field model. Alternative
phase-field models proposed by Kumar et al. [156] and Wu y Nguyen [157] consider the material strength
independently of ¢pr. The strength is taken into account by introducing either additional driving force
terms in the phase-field equation ((A.34) below) or specific strain energy degradation functions (equation
(A.28) below). The remarkable point in all of these approaches is that the critical stress is a key ingredient
to predict nucleation of cracks in media without pre-existing fractures as well as in the present analyzed
problem entailing cracks interacting with interfaces. In a different context, but considering a phase-field
technique that couples brittle fracture and plasticity, Duda et al. [54] have reported a similar conclusion.
These authors observe that the critical stress emanating from a phase-field model with a non-null regu-
larization parameter must be comparable with the medium yield stress to induce a combined mechanism
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entailing plasticity and crack propagation.

A phase-field technique for modeling the combined effects of cracks in the medium and the decohe-
sion process of adhesive interfaces has been reported by Hansen-Dorr et al. [158]. These authors describe
the interface degradation process through a diffuse damage representation by appealing to the spatial dis-
tribution of the phase-field variable. Different characteristic lengths determine the fracture process, either
in the medium or interface. Using a similar concept to approach the sharp crack with a smeared domain,
Nguyen et al. [159] assume a non-null-thickness interface in where exists a phase-field representation
capturing the bond strength degradation at the interface. According to the authors, this technique avoids
the specific meshing of interfaces. Another similar strategy is proposed in the paper by Chen et al. [10],
where cohesive interfaces are also modeled in a phase-field framework. In the last work, two-set of order
parameters, one for the medium and other for the interface, are included in the model.

Closer to the numerical methodology here adopted is the contribution of Paggi y Reinoso [73]. These
authors combine a phase-field approach for brittle fracture together with a cohesive zone model, similar
to the one described by Needleman [160], which simulates the interface degradation process. However, a
key difference of Paggi et al.’s work compared to the present one relies on the interface decohesion model.
In our methodology, the interface cohesive model is not affected by the degradation of the neighbor
medium characterized by the phase field variable. Thus, we do not need to extend the phase-field to
the interface, and therefore, it can be fully independent on both sides of the interface. This approach
suggests alternative modeling scenarios where phase-field discontinuities across the interface can be
used to improve the characterization of interaction mechanisms. Considering such discrepancy between
our model and that of Paggi et al., the main conclusions about the interaction modes obtained with the
present approach may be considerably different from those obtained using the Paggi et al.’s approach.

Specifically in this work, the assumption of a non-null regularization parameter of the phase-field
technique opens the possibility to combine it with a cohesive surface model characterized by a critical
strength, of, and toughness, G;. In this context, the continuity condition of every field across the interface
has to be carefully considered (general continuity conditions across interfaces involving phase-fields can
be seen in Levitas [161] and Duda et al. [162]). We derive the jump conditions from a variationally
consistent formulation. Then, and after the specialization of the model constitutive equations and the
interface continuity constraints, we show that the resulting methodology is adequate to study fracture
problems where the interplay between strength and toughness of the medium plays a prominent role.
It can predict quantitatively crack interaction problems in a wide range of material parameters. Further
emphasis is given to assess the phase-field continuity conditions and their effects on the interaction
problems.

A summary of the paper is the following. The variational basis of the model is presented in Section
A.2. The fundamental mechanical ingredients assuming discontinuities in displacements and phase-field
across interfaces are defined. Thus, the mechanical consequences for the assumed jumps conditions of
these variables are derived from the variational principle assumed in this Section.

Next, in Section A.3, the stress field near the crack tip is studied using the phase-field approach. It is
compared with the Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM) solution attained from the corresponding
stress intensity factor K';. The role played by the phase-field characteristic length ¢,,,. and the sizes at
which the LEFM solution dominates the stress field distribution is particularly analyzed. The conclusions
assessed in Section A.3 are crucial to characterize the results presented in Section A.4.

In Section A .4, the interaction phenomena between propagating cracks and interfaces are studied and
discussed under different situations. In the last Section A.5 of the paper, the conclusions are exposed.

A very brief summary of the finite element model implementation is presented in Appendix 1. The
readers can find additional details about the specific implementation of the phase-field model (without
interfaces), as well as rigorous numerical validation tests, in a separated contribution of the authors, see
Duda et al. [54].
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A.2. Preliminaries

We formulate a phase-field theory for fracture in solids under small-strains and isothermal conditions.
Inertial forces and any time dependent physical phenomena are neglected, thus the pseudo-time variable
“t”, used below, only takes into account an ordered sequence of mechanical events via a monotonically
increasing parameter.

Let us consider a body B constituted by two complementary sub-parts 3+ and B~ connected through
a pre-defined cohesive-type sharp interface S, see sketch in Figure A.1. Super-scripts ()t and (-)~ are
used to denote mechanical entities related to BT and B, respectively. The boundary of B is OB and its
unit normal vector is . The unit normal vector to S is denoted x, and it points toward B,

t*

m

OBy

oB

Figura A.1: Solid B with a cohesive interface S.

To describe deformation and fracture in 13, we introduce the displacement vector field, u(X, t), and
phase-field variable, p(X,t), at time ¢ in B\ S. The phase-field takes values on the interval [0, 1]. If
(¢ = 0 at a point, then it is unfractured. If ¢ = 1 at a point, it is fractured. Values of ¢ between zero and
one correspond to partially fractured material. Points satisfying ¢ = 1 identifies cracks, i.e. a traction-
free boundary embedded into the bulk material. Thermodynamic arguments advocating irreversibility of
fracture processes impose an additional restriction for the phase-filed evolution taking the form: ¢ > 0.

The fields u and ¢ are smooth away from and up to the interface S; u™* and ¢ are defined on B™
and u~ and ¢~ are defined on B~ . Considering this assumption, jumps on S are denoted:

[u] =ulf —ulg . VXES, (A.1)
[Pl =¢ls —¢ls , VX€S, (A2)

where the symbol (-)| 5 represents the value of (-) on the S boundary of ™. Identical meaning for ()|,
but evaluated on B. Such discontinuities may arise as an outcome of the degradation and decohesion
processes at the interface S.

The existence of phase-field discontinuities, [¢], across interfaces is a further ingredient which is
introduced in the present work. The proposed theory assumes a pointwise constraint equation along the
interface which is generically denoted as:

R([¢](S,t)) =0. (A.3)

Even when the approach of handling phase-field jumps across interfaces via a constitutive model
is not explored in this work, it is worthy of being assessed in future work. In this case, the following
variational formulation could properly manage such a generalization.

With the aim to keep the presentation as simple as possible, we only consider rigorously the inequality
constraint: ¢ > 0, relaxing the formalism for ¢ > 0 and ¢ < 1. In any case, the same procedure here
presented to include the condition ¢ > 0 could be applied to cover all the inequality constrains on ¢ and

[¢].
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A.2.1. Primal descriptors

Four independent primal descriptors are postulated to characterize the mechanical state of B, at
pseudo-time “t”. They are gathered in the vector U = {u+, u”, ot <p_}. Admissibility conditions for
U are established in the form U € K, where the set X accounts for proper regularity and Dirichlet-type
boundary conditions of every descriptor. Virtual variations of U are denoted U = {(5u+, du=, 50T, 6p~ },
and their admissibility conditions are defined through U € V), where the vectorial space V accounts for
appropriate regularity demands and the specified restrictions on U € K.

The strain tensor E and its corresponding virtual variation J E, are:

_ Vu+ (Vu)? SE — Véu + (Véu)?

E Y Y
2 2

(A.4)
respectively, and V(-) denotes the material gradient operator.

A.2.1.1. Derived work-conjugated descriptors

The external force field per unit volume in B\S, b, and the external tractions per unit area in 9BY;,
t*, are considered the dual actions conjugate to u, where OBy is the Neumann-boundary related to .
The Cauchy stress tensor .S, defined in B\S conforms the duality pair of E. A constitutive functional
dependence is introduced for S in Section A.2.4.

Following to Duda et al. [54], the continuous part of the phase-field descriptor, ¢, has associated
three work-conjugated actions, namely: the (active) internal micro-force field 7, per unit volume, the
external micro-force y per unit volume and the external micro-traction ¢ per unit area in 9BY, where
OBy, is the Neumann-boundary related to ¢. A constitutive law is provided for the active counterpart 7,
in Section A.2.4. A micro-stress vector field & is the work-conjugate action of the phase-field gradient
V. A constitutive relation is provided for £ in terms of V¢, see Section A.2.4,

Paired with the displacement discontinuity [u] an internal force field per unit area, called ¢, is con-
sidered along the interface S. A cohesive-type constitutive law is provided to define ¢ in Section A.2.4.

A.2.2. Basic laws

We stipulate that deformation and fracture processes in B must be consistent with the Variational
Principle of Virtual Work, from which the local-form force balance equation and the phase-field micro-
force balance equation are derived. Together with the free-energy imbalance (see sub-Section A.2.3),
these two statements comprise the kinetic foundation of the present theory.

A.2.2.1. Virtual Work Variational Principle

The internal and external virtual works, W™ and 5V respectively, for any part P of the body B
and the part Sp of S intersecting P are defined as follows:

SW™(P;6U) = /

(S-6E+£-V5<,o+7ra5g0)d73+/ t-6[u] dSp, YoU €V,
P\Sp

Sp
(A.S5)

W (P\Sp; U ) = /

(b du+vdp)dP + / top - dud(OP) + / sap 0pd(OP), YoU €V,
P\Sp ap G

P
(A.6)

where tgp and ¢yp are now defined as the actions on the boundary 9P of P.
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From (A.5)-(A.6), an extended version of the Variational Principle of Virtual Work is postulated
attending specific details of the present formulation: for any pseudo-time “t”, find U € K such that

/ (S-6E+£-V(5g0+7ra5g0)d73+/ t-o[u] dSp—
P\Sp Sp

—/ (b-du+vdp)dP — / top - oud(OP) — / sop Op d(OP)+
P\Sp oP oP

+ /S [\ R(6Le]) + 67, R(IeD)] dsp+

+/ 7 0pdP =0,
P\Sp

YsU €V, YoM\ €R, with 7 ¢ =0, 7, <0, ¢ >0. (A7)

The first and second lines of (A.7) is the difference between the internal and external virtual works, res-
pectively. The third line in expression (A.7) accounts for the variational version of constraint in equation
(A.3). The (reactive) Lagrange Multiplier associated to constraint (A.3) is A, and its admissible virtual
variation is 0 \,..

The fourth line of (A.7) incorporates into the model the thermodynamically-inspired restriction
¢ > 0 (irreversibility of damage). The field 7, is the associated (reactive) Lagrange Multiplier, and the
restrictions ¢ = 0, m, < 0, and ¢» > 0 are the classical Karush—Kuhn—-Tucker optimality conditions
related to such inequality constraint.

Admitting independent variations for the displacement primal descriptors in (A.7), we derive integral
balance equations, which can be localized using a conventional procedure. The resulting local form of
equilibrium for the body 3 with cohesive interface S are given by the following equations:

DivS+b=0, VX eB\S, (A.8)
Sm=t", VX ecoBY, (A.9)
Slgx=t, VXeS, (A.10)
[Sx]=0, VXeES. (A.11)

Also, assuming variations for the phase-field primal descriptors in (A.7) and after applying a standard
localization procedure, we obtain:

Div€+~— (mg+m) =0, VX e B\S, (A.12)
E-m=g, VX € 0By . (A.13)

Els - x=R9(\), VX €S, (A.14)

[€ - x]=0, VX €S, (A.15)

with m.¢p = 0, 7, < 0, and ¢ > 0. The operator R4 (-) denotes the adjoin of R(-). The set of equations
(D.5)-(A.15) are complemented with the local version of the constraint, which naturally emerge for
arbitrary variations d A, in (A.7):

R([¢]) =0, VX €S. (A.16)
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A.2.3. Thermodynamical consistency

In addition to the standard and micro-force balances described in previous sub-Sections, the first and
second law of thermodynamics is imposed through an energy imbalance postulate. Such an inequality
requires that the mechanical power expended by surrouding agencies to P\Sp, here denoted as We,
exceed or equal the rate of change of the free energy in P. Introducing the notion of free energy densities
1) and s of the bulk (per unit volume) and interface (per unit area), respectively, the energy imbalance
reads:

4 ( / pdP+ | s dsp) <W(P\Sp;U) (A.17)
dt \ Jp\sp Sp
with We* defined in similar way as in (A.6) and U collecting the primal descriptor velocities. Admissible
virtual variations U and realizable velocities U belong to the same functional space V), thus there is a
correspondence between concepts related to virtual works, see expressions (A.6)-(A.7), and realizable
powers.

Inserting (A.6) into (A.17), and after localizing the integral inequality, we obtain:

V-8 E—¢£-Vo—ma$p<0, VXeB\SandVU €V, (A.18)
Ys—t-[u] <0, VX eSandVU €V, (A.19)

which represent the point-wise forms of energy imbalances for the bulk material and cohesive surface
domain, respectively. Note that the reactive Lagrange Multipliers 7,- and A, do not participate in (A.18)-
(A.19). They do not induce realizable power, being orthogonal to their corresponding primal variable
constraints.

On the other hand, in case [¢] is unconstrained, that is, (A.16) ceases to hold, a constitutive relation
has to rule its evolution. Then, an additional contribution involving [¢] would appear in (A.19), opening
the way to the formulation of more general phase-field interface conditions. An analogous situation is
found in the formulation of phase-field boundary conditions as recently explored by Duda et al. [162].

A.2.4. Constitutive theory

The mathematical structure of inequalities (A.18)-(A.19) dictate some natural choices to select the
independent arguments in the definition of bulk and surface free energy densities () and s respectively).
Since the present formulation concerns with rate-independent materials, we allow for possible functional
dependences on the following list of variables { E, ¢, Vi, [u] }, thus we take:

v =9(E,0, Vo), (A.20)
vs = s([ul.a) , (A21)
where & is an internal variable for the interface cohesive model. Inspired in the ideas employed by

Coleman y Noll [55], it is assumed that the constitutive responses S, &, 7, t are obtained as the partial
derivative of the free energy densities with respect to their corresponding dual variables:

_ OY(E,p, V)
S 27 , (A22)
¢ = WE V) (A23)

OV ’
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- OV(E, ¢, Vo) : (A.24)
dp
o 61/)3([[11,]] ) 6‘)
t= olu] ) (A.25)
which, jointly with the requirement that:
61;[}3([[“]] ) d) S
——a < .
G a<0, (A.26)

satisfy (A.18) and (A.19).

A.2.5. Constitutive theory specialization

The constitutive response functions introduced in (A.20) and (A.21) are now specialized to obtain a
particular instance characterizing the current implementation for phase-field model coupled with cohesi-
ve interfaces.

A.2.5.1. Phase-field constitutive model

The present phase-field model follows the one presented by the authors in a previous contribution,
see Duda et al. [54] from where, additional details can be obtained. Following this work, we despise
the external loading system related with phase-field descriptor. In this sense, neither the external micro-
forces per unit volume  in B\S nor external micro-tractions ¢ are accounted for. Thus, vy = 0 and ¢ = 0
in the local balance forms (A.12) and (A.13).

The free energy response v is partitioned in two terms:

Y(E, ¢, V) = he(E,¢) + (0. Vo), (A.27)
with
Ve(E, 0) = ((1 - ¢)?) YL(E) + yr(E)

~

1
Ve (E) =5 (A (tr E) + 2uEP* EPOS) ,

~ 1
Jpe(E) = (/\ (—tr E)2 + 2uE"™9 . E”€9> , (A.28)
3 3
EP = Z (er)er © ey, E™ = Z —(—er)er ey,
k=1 k=1

where A and p are the Lamé parameters, € and ey, are the k-th eigenvalue and eigenvector of E, respec-
tively. The angle bracket operator, (-), is the positive part of the argument. The partition of v/, defined in
equation (A.28) is taken from Miehe et al. [57]. The second term in equation (A.27) results:

2

. 0
D0, Vo) = Gpp [ 22— + 2E|V2 ) . (A.29)
20, 2

where the fracture energy is denoted G',,,. and /. is the phase-field order parameter with dimension of
length.
In view of (A.22), the Cauchy stress tensor is specified as follow:
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S=((1-¢)?) (A {r E) I +2uE"*) + (=\ (—tr E) I + 2uE"™9) (A.30)

and considering (A.23) and (A.24), the micro-stress and micro-force result:

E=Grplpp Vo, (A.31)
G R
Ty = fPF © —2(1 — Q)P (E) , (A.32)
PF

respectively.
In view of (A.31) and (A.32), we rewrite (A.12) as

G ~
GPF[PFAQO* [PF g0—|—2(1 *90)¢£OS(E) —m =0 (A33)
“PF
recalling that 7, is the reaction necessary to guarantee the irreversibility constraint ¢» > 0 and as such
must satisfy the conditions 7, < 0 and 7. = 0. We anticipate that, as in Duda et al. [54], we follow the
strategy due to Miehe et al. [57] leading to the reformulation of (A.33). According with such strategy, 7,
is defined as:

age
= =21 — @) (H(t) — YI™(E. 1)), (A.34)
where the compact history field function #(¢) results:
H(t) = mséx h(s), se]l0,t], (A.35)
with: R
h(t) = YL°(E,t). (A.36)

Since Ai[}é’os > 0, the inequality 7, < 0 is automatically satisfied. See Appendix I for details. It is worth
noticing that different strategies have been proposed to impose the constraint ¢» from the numerical point
of view. See, for instance, De Lorenzis y Gerasimov [163] and references therein.

A.2.5.2. Interface constitutive model

The interface free energy s ([u], @), in terms of the displacement jump [u] and the scalar internal
variable & € [0, o], is defined as follows:

) Ei0}7

“Wia-euy o= 0, (a37)

DN |

s([u], ) =

Q being a stiffness tensor given in terms of a stiffness modulus E; and the function g(a) € [0, go]. In the
above expression, the tensor @ is described in the orthogonal coordinate system with the basis defined
by the vectors n and s, with s parallel to the interface direction, see Figure A.2-a. According with this
coordinate system, the components of the jump vector are [u] = ([u]n, [u]s)-

From expression (A.25), the traction vector ¢ (see Figure A.2-a) results:

Ofu] a
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The initial conditions for ¢(c) is given in terms of a critical cohesive stress o as follows:

C
g,

g =qla=0)= , (A.39)

3

and its evolution law is:

g=Ha, (A.40)
where the regularized softening modulus, H, is characterized in terms of the fracture energy parameter,
GZ'Z )

_ 1 (O'.C)
H=———"—. A4l

The physical interpretation of the parameters, of, GG;, and F; are sketched in Figure A.2-c.
The starting degradation condition is defined with the criterion f; = 0, where f;:

fi=vtrs-Q7t —q, (A.42)

is written in terms of ¢ and its positive counterpart t*** = ((t,,), (t5)). Thus, in particular, interfaces
opening in mode I start to degrade when #,, = 0. Additionally, the degradation criterion of the cohesive
law is defined through the degradation function:

fs = V]u]Pes - Qu] — a, (A.43)

where [u]?P? is the displacement jump vector with positive components: [u]”*® = (([u]n), ([u]s))-
Furthermore, the following complementarity (loading-unloading) conditions are satisfied:

f; <0 , a>0 , f,a=0. (A.44)

Opening
process

(c) =053 (p;b)i (d)

[, Gt

Figura A.2: Interface cohesive model. a) traction ¢ and separation [u] vectors at the interface. b) Softening law, ¢(&), governing
the traction-separation degradation. ¢) Traction-separation law of an interface opening in mode 1. The area below the curve is
equal to the fracture energy G; and the peak stress component is o5. d) Estimation of the cohesive characteristic length £;.

The interface degradation process is characterized by the condition & > 0. Note that both conditions,
fi = 0 and f, = 0, represents the same thermodynamical state for [u] # O, i.e., they are equivalent
criteria.

This model predicts a traction-separation law with an initial rigid response, i.e., when the condition
fi < 0and a = 0 are satisfied. It is easy to prove that (A.26) is satisfied ( [Dz1s]a = —(qo@)/2 < 0
), as well as , that the integral of the model mechanical dissipation in (A.19) along a process leading to
complete interface decohesion gives (7;. Interface unloading (closing) processes are elastic and defined
by a degraded stiffness. Figure A.2-c shows a one-dimensional representation of this model.

An interface characteristic length, ¢;, can be defined as follows:

E,G;

(o5)?

¢; =0.53

(A45)
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that represents very approximately the distance between the interface point where the cohesion is fully
released and the one with maximum traction ahead of the crack tip, such as depicted in Figure A.2-d. The
coefficient 0.53 has been determined through exhaustive numerical experimentation. Replacing (A.45)
into (A.41), the hardening modulus can be written in term of the interface characteristic length, resulting:
H~ —0.265/¢;, such as sketched in Figure A.2-b.

The present cohesive model has been discussed in detail in Huespe et al. [114]. Here, it is implemen-
ted with a regularized continuum damage model (Huespe y Oliver [164]) jointly with slender non-null
thickness finite elements. Details of the implementation are presented in Appendix I. Even when the stiff-
ness parameter F; does not play a significant role in the decohesion properties of the interface, it enters
into the expression assessing the characteristic length of the interface in equation (A.45). By considering
this aspect of the model, it is reasonable to assume that F;, in equation (A.45), coincides with the Young
modulus of the medium in where the interface is embedded. This choice is implicit in the numerical
implementation here adopted.

This interface cohesive model can be considered a particular type of the one reported in Ortiz y
Pandolfi [165].

A.2.6. Phase-field jump conditions across S

The specific constraint equation (A.3) adopted in this work is [¢] = 0 for every point in S and
pseudo-time ¢:

R(l¢l(S:1) = el = 0. (A.46)
Thus, R%% (-) in (A.14) results the identity operator.

A.3. Stress field analysis at the crack tip

The analysis of the stress fields, close to the crack tip, assessed with the numerical phase-field model
is presented. These fields are compared with the ones resulting from assuming a Linear Elastic Fracture
Mechanics (LEFM) approach. Then, a dominance region of the LEFM solution, in terms of the phase-
field regularization parameter, is determined.

The main objective of this Section is to evaluate the connection between the phase-field model regu-
larization parameter and the peak stress attained ahead of the crack.

A.3.1. Comparison with LEFM solutions

The Single-Edge Notched plate in Tension (SENT) shown in Figure A.3-a is numerically simulated.
The specimen size are given in terms of a reference length value h=0.05 mm. A notch of size 4h/5 is
originally defined and plane strain conditions are assumed. The panel is stretched with uniform vertical
displacements, A, on the top. Additional mechanical properties of the test are: Young modulus: E,, =
148.G Pa, Poisson’s ratio: v,, . = 0., plane Young modulus: £, = E,,,./(1— ViF), and fracture energy,
G, satisfying G, /(E,.h) = 6.93 x 107°. Three different phase-field regularization parameters:
¢, =0.012h, ¢, = 0.006h, and £, = 0.003% are tested to assess the outcomes.

We perform the stress analysis once the crack has propagated a small distance from the original
notch root after loading. This makes the following results independent of the initial phase-field boundary
condition imposed to the notch root nodes.

A.3.1.1. Discussion of results

The components o, and o, of the stress tensor ahead of the crack tip, assessed with the phase-field
model, are plotted in Figures A.3-b, ¢, and d for the three parameters ¢, ,.. We recall that with such small
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internal length scales (¢,,,. /h < 1), the fracture conditions assessed with the numerical simulations are
consistent with the LEFM model (Tanné et al. [113]), and the dissipated energy tends to be accurately
captured (see Figure 4 in Miehe et al. [57]). This is also in consonance with the matched asymptotic
analysis presented by da Silva Jr et al. [166] which, when applied to the present study, identifies {pp/h
as a perturbation parameter and shows that the LEFM model emerges as the leading approximation of
the phase-field model. See additional discussion in sub-Section A.4.1.1 below.

Two outcomes are next analyzed.

1) Role of the phase-field regularization parameter to estimate the representative peak stress ahead of
the crack tip.

1.a) The peak value of the stress component orthogonal to the crack plane, in terms of ¢
estimated with the following expression reported in the literature, see Duda et al. [54]

pro 18

3\/§ EPF GPF

16 7 (A4T)

PF

In Table A.1, the critical stresses computed with the expression (A.47) are compared with
the peak stresses attained with the numerical phase-field model. The numerically assessed
peak values correspond to the stress component, oy, , orthogonal to the crack plane. These
comparisons are presented for the three parameters ¢,,. The numerical peak stresses are

reported with a small error band due to inherent inaccuracies in the data gathering procedure.
Implicit in expression (A.47) lies the concept that the model demands a non-null regulariza-
tion parameter, /., to display a bounded critical stress in the material. In this context, ¢,
should be understood as a characteristic length of the material. Further discussion on this
point can be found in Tanné et al. [113].

Tabla A.1: Peak stress analysis vs. regularization parameter of the phase-field model, ¢, ... Peak stress evaluated with the
numerical solution, o7,,. Estimated critical stress from expression (A.47), 6.

lpp (mm) oy, (MPa) 66 (MPa)
0.003h 2290. + 15 2310.

0.006A 1585. £ 15 1633.
0.012h 1120. +£5 1155.

1.b) In cases where the Poisson’s ratio of the medium is different from zero, we estimate the peak
stress as follows:

1
(1-— V}%F)” ’
where the expression of the coefficient a(v,,,.) is pre-assumed, and the exponent n = 2 is

determined by adjusting the estimated stress (1, ) with numerical experiments, see Figure
A3-e.

~C

o5(Vpp) = a(Vp)65 , a(vy,) = n=2, (A.48)

In the following Sections, expressions (A.47) and (A.48) are taken to estimate t}le peak stress
values computed with the phase-field model in terms of the three parameters ¢, ,., £, and G, ..
2) Matching of stress fields near the crack tip between phase-field and LEFM solutions.

The stress fields ahead of the crack tip on the crack plane assessed with the numerical phase-
field model are compared with the solutions given by the LEFM model. The stress components
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of the phase-field solutions, o, and 0,,, and the component oLEEM of the LEFM solutions are

vy
plotted and compared in Figure A.3-b, c, and d. The stress component anyF M

the expression:

is computed with

oLEIM (1) = K 7 (A.49)
2m(x — 1)

where K7 is the stress intensity factor in mode I for the SENT specimen. K7 is determined with

the usual formula taken from Anderson [167] and using the numerical average stresses on the

specimen top, where displacements are imposed. The coordinate rg is calculated through a least

square procedure to fit (A.49), in the interval 2¢,,, < = < 0.14h, to the curve (o, () + 04 ())/2

of the phase-field solution.

On the crack plane, along the z-axis, the analytical LEFM solution predicts an stress state sa-
tisfying a?ffF M(z) = oLPFM(2). In consequence, we use the relative difference, §, between
the stress components assessed with the phase-field numerical model, o, and o, as a criterion
to quantify the matching between both stress fields. The normalized difference ¢§ is defined as
0 = 2(oyy — 0xz)/(0yy + 022)) and is evaluated at a distance  — ro = 0.04h of the estimated

crack tip. Figure A.3-f plots ¢ in terms of /. for the three analysed cases.

A further criterion to assess the matching between both stress fields is based on analyzing the
slope of the curve log gy, () vs. log(x). This plot is shown in Figure A.3-g for the solution co-
rresponding to ¢, = 0.003h (see also Figure A.3-d). It is noted that the slope is close to —1/2,
coinciding with the LEFM solution, only for (z — r9) > 4/, ,.. Such criterion defines the domi-
nance zone of the LEFM solution predicted by the phase-field solution. Alternatively, for distances
(x —ro) < 44,,., the non-linear response induced by the phase-field variable dominates the so-
Iution. The mechanical behavior in the notch root neighborhood is not governed by the inverse
square root singularity characteristic of the LEFM solution.

Consequently, different stress field distributions assessed either by a LEFM approach or by a phase-
field model entail a significant influence on the prediction of the interaction mode between a pro-
pagating crack and an interface. It is also the reason why the interaction mode analysis may differ
substantially in both cases if the distance of interaction is less than 4/, .. This feature is analyzed
in detail in the following sections.

The results discussed above corroborate the treatment of da Silva Jr et al. [166] in the sense that
within a phase-field description: i) a cracked body can be treated as been divided into three regions,
namely an outer region (bulk), an inner region (crack), and an intermediate region; ii) all relevant fields
admit outer and inner asymptotic expansions in power of { pr/h which match in the intermediate region.

A.4. Interaction analysis between a propagating crack with an interface.
The role played by the phase-field model characteristic length

Interaction problems involving propagating cracks in solids impinging on interfaces under plane
strain condition are studied in this Section. A sketch of the problems is shown in Figure A.4-a. The me-
chanical conditions promoting different interaction modes between cracks and interfaces are specifically
analyzed. These modes may result in crack penetration, i.e., when the impinging crack penetrates the in-
terface (Figure A.4-b), or in crack deflection with the posterior propagation toward the interface (Figure
A.4-c). In the last case, the adhesive interface is decohesioned displaying likely different opening modes.
Further, a third interaction mode can likely happen in where the interface crack kinks out of the interface
(Figure A.4-d).

The first problem studied in sub-Section A.4.1 corresponds to an interface orthogonal to the propa-
gating crack direction. In the second problem studied in sub-Section A.4.2, the interface form an angle
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Figura A.3: Single Edge Notch Tension (SENT) specimen. Stress analysis near the crack-tip. a) specimen geometry and loading
conditions. Stresses 0z, 04y and ol in the crack plane, along the z-axis: b) £,,,, = 0.012h, ¢) £,,,, = 0.006h, and d)
£, = 0.003h. ) Peak stress coefficient, (v, ), as a function of the Poisson’s ratio. f) Relative difference between stress
components oy, and oze, & = 2(0yy(x) — 0ze(x))/(0yy(x) + 02a(z)), evaluated at a distance © — 7o = 0.04h of the

estimated crack tip. g) Plot log-log of stresses 044, 04y and ojf FM in the crack plane, along the z-axis with £, ,, = 0.003h.
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of & = 30° with the propagating crack direction.
In a third sub-Section, we assess the kink of a crack out of the interface, as depicted in Figure A.4-d.
In this case, the interfacial decohesion mechanism competes with a crack leaving the interface.

ﬁ Kink angle
/ & |7

Medium1

/_Crack plane

7 Medium2

.Interface

{} Penetration 'Deﬂection Kink of crack
out the interface

(@) (b) (c) (d)

Figura A.4: Interaction modes between a propagating crack impinging on an interface at an angle 6. a) Sketch of the problem.
b) Penetration. ¢) Deflection. d) Kink of the crack out the interface, the crack leaving the interface form an angle .

Several parameters govern the interaction modes in this problem. To understand the role played by
them, we follow a similar analysis to that adopted by Parmigiani y Thouless [62]. In the paper of Parmi-
giani et al., the prediction of penetration versus deflection is described in terms of the ratios G5/G; and
o5/of, where G; and G are the fracture energies of interface and medium 2 in Figure A.4-a, respectively,
and of and oy are the critical stresses of the interface and medium 2, respectively. Further parameters of
the problem are the Young modulus E; of medium 1 and 2, Poisson’s ratio v, and the interface stiffness
modulus E;. Young moduli are adjusted to define dimensionless number groups similar to those defined
in the work of Parmigiani et al.

A relevant conclusion of Parmigiani et al. is that the resulting interaction mode is not only governed
by the ratio G5/ G;, which is expected from a purely energetic point of view, but also on the ratio o¢/o¥.
Thus, a mixed toughness—strength criterion determines the condition under which the interaction mode
occurs. Using the present phase-field model, we attain a similar conclusion to that reported by Parmi-
giani et al. However, and due to the stress fields in the medium surrounding the crack tip predicted by
the cohesive zone model technique used by Parmigiani et al. are different from those predicted by the
phase-field model, the analysis reported by Parmigiani et al. is revisited in the present study and specific
conclusions for the particular methodology here reported are drawn.

To carry out a similar analysis to that performed by Parmigiani et al. but using the phase-field model,
the characteristic length ¢, . of the medium has to be connected with a representative critical stress. This
objective is achieved by following the conclusions extracted from Section A.3, and particularly, making
use of expressions (A.47) and (A.48).

Finite element meshes

We adopt finite element meshes of bilinear quadrilateral elements whose sizes, h®, satisfy both condi-
tions: i) h¢ < ¢, /3 and ii) h® < ¢;/3, where ¢, is the characteristic length of the material phase-field
model where the crack is propagating, and ¢; is the characteristic length of the cohesive interface defined
in equation (A.45).

In general, this requirement imposes the use of very fine meshes. In the most demanding cases, the
finite element sizes have to be of the order 10~%h resulting in severe computational burden restrictions
on the numerical model.

We simulate the full specimens in all cases, i.e., no symmetry conditions are assumed. Interfaces are
modeled with the technique described in Appendix I, thus, slender quadrilateral bilinear finite elements
of thickness k are used. The band thickness k is irrelevant in the model if the condition k < ¢; is satisfied.

The coupled mechanical problems involving displacements and phase-field are solved with a stagge-
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red time integration scheme, similar to the one described in Table 2 of [54].
Step control methodology

A very rigorous step control methodology is used in the numerical tests. It is based on controlling
the relative incremental displacement between two nodes which are separated by the propagating crack,
such as depicted in Figure A.5. A set of pair of nodes is defined beforehand. Every pair is defined by a
superior node and an inferior node, respect to the crack plane: [(s1,1%1), (S2,%2), ..., (Sp, ip)]. Then, the
relative vertical displacement of each pair of nodes is tested in every step of the numerical algorithm. The
pair showing the maximum value is taken to control the relative displacement in the next step. A second
set of nodes [(I1,71), (l2,72), ..., (I5,74)] is also added to the control scheme which test the horizontal
relative displacement of every pair of nodes.

In each step, the displacement increment magnitude is determined by the maximum increment of the
phase-field value in the domain. Thus, the maximum increment of the phase-field model per step in the

full domain, Apfe?, has been fixed in the interval Apies € [0.01;0.03] in different situations.

Interface

Figura A.5: Step control methodology.

Such control methodology does not apply to simulate general fracture problems. Even though, its use
is adequate for the problem simulations addressed in the present work. And most importantly, it allows
for a strictly controlled advance of the crack tip, in particular, when the crack intersects the interface,
which is an essential requisite for rigorous evaluations of interaction modes.

A.4.1. Interaction mode analysis between a propagating crack and an orthogonal inter-
face

A laminated specimen with a pre-established crack is used to study the interaction mode between
a propagating crack and an interface. The geometrical configuration is a single edge-notched specimen
displayed in Figure A.6-a.

The specimen is constituted by a fiber, of thickness h, bonded to a substrate of thickness 10h. The
specimen height is 20h. An initial predefined crack of size 4h/5 exists in the fiber at the middle of the
specimen height. A uniform vertical displacement is imposed on the specimen top. In the initial loading
stage, the crack propagates across the fiber the distance of 2 /5 till intersecting the interface. Considering
that peak stresses play an important role in the interaction model, as well as the results that are shown in
Figure A.3b-d, this first crack propagation stage allows for the full development of the peak stresses in
front of the crack tip before its interaction with the interfaces.

A phase-field model simulates the crack propagation in the fiber and substrate. The fiber properties
are: Young modulus, E;, Poisson’s ratio, v, fracture energy, Gy, and phase-field model regularization
parameter, ;. The plane strain elastic modulus is E r=FE¢/(1— VJ%) Similarly, the substrate properties
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are F, vy, G, U, with a plane strain elastic modulus Es = E,/(1 — v/2). The fiber-substrate boundary
is modelled as a cohesive interface characterized by a critical stress o; and a fracture energy G;. The
interface characteristic length, ¢;, is estimated with the expression (A.45).

It has been reported in the literature that the relative fiber-substrate stiffness plays a role in determi-
ning the interaction mode in this problem. Following to Dundurs [168], the effect of considering relative
stiffness on the stress state is taken into account through only two parameters defined as follows:

Q= E:f — Es . O‘f/’/f) — (As/vs) (A.50)

_Ef+ES 7 _(Af/Vf)‘f'()‘S/VS)’

where A ¢, A; are the Lame coefficients (A = Ev/((1 — 2v)(1 + v))) of fiber and substrate, respectively.
We call o and f3 the first and second Dundur’s parameters.

A4.1.1. Analysis with identical fiber and substrate properties

Two series of simulations are performed with identical fiber and substrate elastic and fracture pro-
perties: £ = E‘f = F,, andv = vy =vs = 0Gs = Gy, l; = . Thus, in all these cases, the first and
second Dundur’s parameters are &« = 3 = 0.

We adopt similar dimensionless groups to those reported in Parmigiani y Thouless [62] to assess the
problems. They are:

° Series a: The first series of simulations are performed with the following interface properties:
G:E/((c£)*h) = 0.1 and G;/(Eh) = 1076,

e Series b: The second series of simulations are performed with the following interface properties:
G:E/((c§)*h) = 1. and G;/(ER) = 1075,

With these established conditions on the interface model, the pair of substrate fracture properties,
G and of, which are defined relative to the interface fracture properties, (Gs/G;, 0¢/0f), are used to
systematically characterize the interaction modes between the propagating crack and the interface. Thus,
we summarize the full sets of numerical tests in the space (Gs/G;, 05/0f), and describe regions where
different modes of interaction are observed. We recall that the parameter o¢ of the substrate phase-field
model is handled trough the characteristic length ¢, connected by equations (A.47) and (A.48).

The interaction modes for both series of results are summarized in Figure A.6-b. For each series
of tests, two curves in red and blue lines with their corresponding symbols are shown. Points in red
squares represent numerical solutions displaying a propagating crack deflecting into the interface. Points
in blue circles identify numerical solutions displaying a propagating crack that penetrates the substrate.
These results suggest that there exist limit curves, which are plotted in black dotted lines in the Figure,
separating two disjoint zones. The right-upper part of the plot represents those problems in where the
crack likely deflects toward the interface. Contrarily, the left lower part of the plot represents those
problems in where the crack likely penetrates the substrate. Tests of Series a and b show a similar trend.

Discussion of results: similarly to the work of Parmigiani et al., we conclude that low ratios Gs/G;
and o{/of promotes the penetration mechanism. Contrarily, high values of these ratios promotes the
deflection mechanism.

Furthermore, as the ratio o§/of decreases, the curve in black dotted lines approaches to a vertical
asymptote of value o /of ~ 2.5 for the tests denoted “Series a” , and o5 /of ~ 3 for the tests denoted
“Series b”. Similar trends have also been reported by Parmiggian et al., though, for analogous material
parameters, these authors find asymptotic values of o§ /o which are marginally larger than the ones here
reported.
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Figura A.6: Interaction analysis among a crack impinging an orthogonal interface with similar fiber-substrate stiffness. a) Geo-
metrical configuration of the laminated edge-cracked panel. b) Analysis with identical fiber and substrate properties (Dundurs’s
parameters are « = = 0). Series a and b of tests are shown. Points in red squares represent solutions displaying a propaga-
ting crack deflecting into the interface. Points in blue circles represent solutions displaying a propagating crack penetrating the
substrate.

Simulations with high ratios G5 /G, reveal that the change of the interaction mode only depends on
the ratio o$/of but not on the ratio G /G;. Thus, in this region of the parametric space (Gs/Gi, 05 /05),
the interaction mode penetration/deflection strictly depends on a strength criterion.

Contrarily, for low ratios Gs/G;, the limit curve in black dotted lines seems to show a tendency
toward an asymptotic horizontal value. Though, it is not clear that an asymptotic value exists. When this
curve approaches very low values of G5/G;, the parameter 0§ /of would not play a prominent role for
determining the change of the interaction mechanism. Thus, in this region of the space, the interaction
mode penetration/deflection likely depends on a toughness criterion.

Between both limit scenarios, the prediction of the interaction mode according with the present ap-
proach depends on both ratios, and therefore, a mixed strength/toughness criterion governs the interaction
mode. This conclusion completely agrees with that reported by Parmigiani et al.

An analysis of a similar interaction problem has been performed by He y Hutchinson [140] using a
LEFM approach, see also Lee et al. [169]. According to He et al., when G/G; < 4, the propagating
crack likely penetrates the substrate. Contrarily, if G5/G; > 4, the propagating crack likely deflects
into the interface. Such as expected from a LEFM analysis, it is a toughness criterion. Parmigiani et al.
have studied the reasons why the interaction analysis determined with the cohesive zone model approach
does not agree with the result of He et al. A similar argument used by Parmigiani et al is also valid for
explaining the conclusions obtained with the phase-field model.

The numerical simulations of problems corresponding to the lower right part of the plot in Figure
A.6-b entail a challenge for the present approach. These problems request extremely small characteristic
lengths of the substrate. By a simple manipulation of equation (A.47), we can plot the iso-level curves of
s/ h in the parametric space G5/ G, 05 /of. These curves are shown for two small values of characteristic
lengths: ¢5/h = 0.002 and ¢5/h = 0.0002 related to the “Series a” problems. Thus, to simulate a test in
the region where these curves intersect the limit black dotted line, we need to define very low values of
£ compared with h. This aspect of the problem demands finite element meshes with prohibitively small
elements, even in 2-D problems. A similar adverse situation happens when the cohesive zone model is
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used in bulk material and interface to evaluate points in the same region of the space (Gs/G;, 0¢/0f),
such as mentioned in Parmigiani y Thouless [62].

Furthermore, recalling the analysis performed by Miehe et al. [57], the accuracy of the phase-field
technique for capturing the fracture energy of the model depends mainly on the size of the regularization
parameter. This size is assessed relative to some characteristic structural length, the initial crack length in
this case. The conclusion drawn from Miehe et al. is that the accuracy to capture the fracture energy of the
model decreases with the increase of the parameter ¢,/ h. This issue determines a further restriction on the
FE model that has to be contemplated in the present interaction analysis. Thus, an empirical criterion is
adopted by which the points of the plane (G5/G;, 05 /0f) above the iso-level curve £5/h = 0.02 involve
inaccuracies which may yield wrong conclusions about the interaction mechanism. This iso-level curve
is plotted in the Figure A.6-b for the Series b problems. Further analysis about the influence that the
regularization parameter size has on crack propagation problems modeled with a phase-field approach
has been reported in Tanné et al. [113].

It is noted that we have not attained any result displaying a single deflected crack branch on the in-
terface, such as reported by He y Hutchinson [140], even introducing small perturbations to induce the
activation of this propagation mode. The reason why we do not obtain such solutions may be due to the
relatively large characteristic lengths adopted in the numerical simulations that preclude this phenome-
non. Such as mentioned above, the simulation of problems with even lower values of /4 and ¢; than those
adopted to plot the points in Figure A.6-b involves very high computational burden.

A.4.1.2. Analysis with dissimilar fiber and substrate properties

Next, we analyse interaction problems using the same edge-cracked specimen of Figure A.6-a and
identical fiber-substrate fracture parameters G = Gy and ¢, = (7, but with dissimilar stiffness.
The fiber-substrate stiffness satisfy two sets of Dundurs’ parameters:

e Casea):a=—0.5,5=0.
e Caseb):a=+40.5,3=0.

These parameters correspond to a compliant fiber and stiff substrate for case a, and a stiff fiber and
compliant substrate for case b. Additionally, the dimensionless number group relating the interface pro-
perties are similar to those defined in the “Series a” problems above. They are: G;E;/((0¢)?h) = 0.1
and G;/(E;h) = 1. x 1076 In each case, a) or b), the interface stiffness parameter, F;, is equal to the
Young modulus of the softer material between fiber or substrate.

Figure A.7-a and b display the results for both cases in the space (Gs/G;, 0$/0f). A similar general
trend to that observed in the previous analysis, with identical fiber-substrate elastic properties, are repli-
cated. The right-upper part of the plots corresponds to problems displaying crack deflection along the
interface, and the left-lower part of the plot identifies problems displaying penetration in the substrate.
The difference observed between both set of tests and the estimated limit curve in black dotted lines,
with @ = —0.5 and « + 0.5, is marginal.

According to the results reported by Parmigiani y Thouless [62] for similar problems but using a
cohesive zone model to simulate the crack propagation across the substrate, the limit curves separating
penetration from deflection are notably different for cases a and b. Figure A.8-a,b depict the deformed
configurations of the specimens when a crack deflection into the interface happens. These configurations
correspond to & = —0.5 and a = 0.5, respectively. It is noted a feature related to the interface opening
mode, and which is mentioned by Parmigiani et al. When the fiber is compliant (o« = —0.5), the dominant
opening mode of the crack on the interface tends to be mode I. Contrarily, when the fiber is stiff (o« = 0.5),
the opening mode of the interface crack tends to be a slip mode. The interface decohesion model used
in this work does not distinguish dissimilar fracture energies between modes I and II of crack opening.



A.4. INTERACTION ANALYSIS BETWEEN A PROPAGATING CRACK WITH AN INTERFACE. THE ROLE PL

Gs/Gi . a=-0.5 Gs/G; a=0.5
Cia— Bl B e |
10 f P i s f 10, 2
6 ¢ 6L

Penetration
4 el 41
o | Gii/(07h)=0.1 b N ol GiBi/(07h)=0.1

G;/(E;h)=1.e-6 G, /(E;h)=1.6-6
0 ‘ | ‘ ‘ | 0 ‘ | ‘ ‘ ‘

15 2 25 3 35 4 45 15 2 25 3 35 4 45
of /ot of/of
" (a) (b)

Figura A.7: Interaction analysis among a crack impinging an orthogonal interface with dissimile fiber-substrate stiffness. a)
Dundurs’s parameters o = —0.5 and S = 0 (compliant fiber and stiff substrate). b) Dundurs’s parameters a = 0.5 and 5 = 0
(stiff fiber and compliant substrate). Points in red squares identify solutions displaying a propagating crack deflecting into the
interface. Points in blue circles identify solutions displaying a propagating crack penetrating the substrate. F; is the Young
modulus of the softer material.

This model feature may be the reason for inducing a low sensitivity of the present technique to capture
dissimilar responses in the cases a and b.

Figure A.8-c shows the phase-field iso-curves at the instant when the propagating crack in the fiber is
close to impinge the interface. It is remarked the continuity of the iso-curves across the interface attained
with the present model. In this specific case, the slope continuity across the interface of the iso-curves is
also preserved due to the identical fracture parameters of fiber and substrate (recall the balance equation
(A.15) across the interface together with the constitutive definition for £ in (A.31)).

A.4.2. Interaction between a propagating crack impinging an interface with an inclined
angle

The interaction analysis of a propagating crack impinging an inclined interface is presented. The
geometrical configuration of the problem is depicted in Figure A.9-a. It is a square specimen with A =
1mm and a pre-established crack of 0.47mm along the x-axis. The specimen is stretched by imposing
a uniform vertical displacement, A, on the top. The interface is at a distance 0.03mm from the pre-
established notch root and forms an angle of 30° with the horizontal direction. After loading, the crack
propagates almost horizontally impinging the interface.

Similar to the analysis in the sub-Section above, we assess the medium and interface material fracture
parameters promoting either the crack penetration or deflection toward the interface.

The stiffness and fracture properties of the medium are the following: the Young modulus is Es =
2080.M Pa, the Poisson’s ratio is v; = 0.375, the fracture energy, G, satisfies G /(Esh) = 1.9 x 1074
and {5 = 0.003h (with the plane strain Young modulus Es = E,/(1 — v2) = 2420.M Pa). Identical
properties are defined for the medium at both sides of the interface. These properties are kept fixed for
the full set of tests.
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