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Resumen

En la presente tesis se obtienen desigualdades mixtas de tipo débil para distintos operadores
del Analisis Arménico. Estudiadas originalmente por Eric Sawyer, este tipo de desigualdades
surge de la busqueda de una prueba alternativa de la acotacién fuerte con un peso w en la
clase A, para el operador maximal de Hardy-Littlewood M. Sawyer probé que este problema
es equivalente a la acotacién del operador Sf = M(fv)v~! en el espacio LP(uv), donde los
pesos u, v € Ay surgen de una aplicacion del teorema de descomposicion de Jones. Esta tltima
propiedad de continuidad de S puede deducirse mediante técnicas de interpolacion, siendo para

ello suficiente la determinacion de la siguiente desigualdad de tipo débil

w({r € R Sf() > M) < / (@) [u(z)o(z) de,

que es la que se conoce como desigualdad mizta de tipo débil.

Posteriormente, otros autores extendieron las desigualdades estudiadas por Sawyer al con-
texto de R™ y para otros operadores. En todos estos casos, este tipo de desigualdades mixtas
resultan estimaciones ya conocidas de la literatura cuando se considera v = 1.

El presente trabajo de tesis consiste en estudiar desigualdades débiles mixtas con pares
de pesos desde un enfoque alternativo al de Sawyer, ya que se sabe que muchos operadores no
satisfacen acotaciones de tipo fuerte (p, p) para pesos (u, w) en la clase A,, p > 1. En particular,
se buscan condiciones en los pares (u,w) de modo que sea valida la acotacién

uw ({x eR": W > )\}) < %/n |f(2)|w(x)v(z) de,
donde v es un peso con ciertas caracteristicas y el operador T considerado es la funcién maxi-
mal de Hardy-Littlewood M o un operador de Calderén-Zygmund 7. También se considera la
desigualdad débil mixta asociada a 7 = 1}, el conmutador de 7" con simbolo b € BMO, la que

involucra modificaciones propias inherentes al operador.



v Resumen

Como aplicacién de los resultados principales con pares de pesos se obtienen desigualdades
mixtas de tipo Fefferman-Stein para algunos de los operadores mencionados, que proveen me-
jores estimaciones que otras previas conocidas. Las desigualdades de tipo Fefferman-Stein no
asumen condiciones previas sobre el peso u de modo que, en general, involucran pares de la

forma (u, Mu), donde M es un operador maximal apropiado.



Introduccion

Es bien sabido que en la teoria de Ecuaciones en Derivadas Parciales interesa conocer es-
timaciones del tamano y la regularidad de la solucién de una ecuacién diferencial o de sus
derivadas (estimaciones a priori), las cuales brindan una fuente importante de informacién
acerca del comportamiento de dicha solucién. Como consecuencia de las mismas, surgen mu-
chos de los operadores del Analisis Armonico, cuyas propiedades de continuidad en los distintos
espacios involucrados es necesario conocer. Entre estos podemos mencionar la funciéon maximal
de Hardy-Littlewood, los operadores de Calderén-Zygmund y sus conmutadores con simbolo en
BMO, con los cuales trabajaremos a lo largo de esta tesis.

Surge asi la necesidad de conocer el tamano de los operadores mencionados, es decir, su
norma. Cabe destacar que muchas veces dicho tamano domina, en cierto sentido, el de otros
operadores. Por ejemplo, se sabe que el operador maximal de Hardy-Littlewood controla en
norma [P a los operadores de Calderén-Zygmund, de manera que estos ultimos heredan las
propiedades de continuidad del primero. Mas atn, si 0 < p < oo y w € A, entonces

| rr@pe@ds <c [ Miepue) .
R™ 13
donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood y T un operador de Calderén-Zygmund
(ver [8]). Una desigualdad similar se satisface para el conmutador de T con simbolo en BMO,
el cual es controlado por el operador maximal iterado M? = M o M (ver [29]).

En las ultimas décadas ha habido un resurgimiento del estudio de las desigualdades débiles
mixtas con pesos para diversos operadores. Estas desigualdades surgen, entre otras cuestiones,
al buscar una prueba alternativa del problema de la acotacién del operador maximal de Hardy-
Littlewood actuando entre espacios de Lebesgue con un peso en la clase A, de Muckenhoupt. El
trabajo original es debido a E. Sawyer ([31]) quien, inspirado en la técnica de cubos principales

utilizada por Muckenhoupt-Wheeden ([24]), prueba una desigualdad débil mixta con pesos para
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M en R. La prueba de este resultado ha mantenido a muchos investigadores del drea enfocados
en encontrar demostraciones més simples que la realizada en [31], y que no solo involucren a
M, sino también a otros operadores.

Concretamente, si 1 < p < oo, la acotacién en LP(w) del operador maximal de Hardy-
Littlewood es equivalente a que w pertenezca a la clase de pesos A,. Ademas, el teorema de
factorizacién de Jones establece que todo peso w € A, se puede factorizar como w = uv!™?,
con u,v € A;. En busca de la prueba alternativa mencionada anteriormente, Sawyer define el

siguiente operador
Sf=M(fv)o!
y prueba que la desigualdad

/R Mf(2)Pw(z) de < C /R |f(2)]Pw () dz

es equivalente a

/RS(fv_l)(x)pu(x)v(x) dx SC’/R|f(x)U_1(x)|pu(x)v(x) dzx. (0.0.1)

Como conclusién, la acotacién fuerte de M en LP(w) es equivalente a la acotacién fuerte de
S en LP(uv). Para probar (0.0.1) se procede mediante interpolacién. Es directo ver que S es

acotada en L>®(uv) = L. En efecto, como v € A;, tenemos que

‘%/Ilflv < [ lloo (ﬁ/ﬂ) < [Wa (@) flle etz el

para todo intervalo I C R. Por lo tanto,

Sf(@) = M(fo)(@) v~ (z) < [lallflle  cta, (0.0.2)

de donde se sigue lo afirmado. Luego, una desigualdad de tipo débil (1, 1) respecto de uv para S
nos conducirfa a (0.0.1) mediante la aplicacién del teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz.
Esto es justamente el resultado probado por Sawyer y establece que

uv ({x eR: % > A}) < %/}Jf(xﬂu(a:)v(m) dz, (0.0.3)
para u,v € A; y todo A positivo. La desigualdad en (0.0.3) también se conoce como desigual-

dad de tipo débil mixta. En el mismo articulo, Sawyer conjetura que una desigualdad similar
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deberia ser cierta para la transformada de Hilbert. Esto es resuelto posteriormente en [9], donde
los autores prueban (0.0.3) para dimensiones mayores, tanto para M como para operadores de
Calderén-Zygmund. No solo consideran el caso u, v € Ay, sino también una hipotesis alternativa
sobre los pesos, la cual permite utilizar las técnicas clasicas de descomposicién de Calderon-
Zygmund respecto de una medida duplicante en la prueba de la desigualdad para el caso del
operador maximal diddico. Luego, un argumento de extrapolaciéon permite derivar el resultado
para M y T

Posteriormente, en [5], los autores dan una prueba alternativa del resultado obtenido en [9]
para el caso del operador de Calderén-Zygmund, que evita el uso de las técnicas de extrapolacién
y esta directamente relacionada con la descomposicion de Calderén-Zygmund asociada al peso
v. Mas atn, se prueban las desigualdades correspondientes para los conmutadores de operadores
de Calderén-Zygmund de orden m con simbolo b € BMO, T;". Concretamente, si u € A; y
v € Ax(u), se obtiene que

o (freme O 1) o [, (MBI 0
v(x) n A

donde ®,,(t) = t(1 +log™ t)™.

Cabe destacar que todas las desigualdades débiles mixtas mencionadas generalizan los tipos
débiles de los correspondientes operadores asociados cuando u € A; y v =1 (ver [23] y [27]).

En el articulo original de Sawyer también se sugiere el problema de obtener desigualdades
débiles mixtas con pares de pesos para distintos operadores del Analisis Armoénico. En esta
tesis, abordaremos el problema de obtener condiciones suficientes sobre pares (u,w) de modo
que, si v es un peso en una clase adecuada, el operador Sf = @ satisfaga una desigualdad
de tipo débil asociada a dicho par, donde T podra ser M, un operador de Calderén-Zygmund o
su conmutador con simbolo en BMO. Concretamente, si v € RH,, buscamos condiciones sobre
el par (u,w) de modo que la desigualdad

uw <{x eR": % > A}) <C . v (@) w(x)v(z) dx

sea valida para todo A positivo, siendo ¥ una funciéon de Young adecuada para cada operador.
Para probar estos resultados en el caso de operadores de Calderéon-Zygmund y sus conmutado-

res, una herramienta fundamental resulta ser una desigualdad de tipo Fefferman-Stein fuerte

respecto de una medida asociada al peso v, tanto para 17" como para 1}".
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Como aplicacién de los resultados obtenidos con pares de pesos se derivan desigualdades
débiles mixtas de tipo Fefferman-Stein para operadores de Calderén-Zygmund y sus conmuta-
dores. Mas precisamente, si v € RH,, y u es no negativo y locamente integrable, la desigualdad

B eI Py P (ST P

es valida para todo A positivo y m € NU{0}, donde TP = T y M,, es un operador maximal ade-
cuado asociado a una medida que depende de v. Estas desigualdades pueden ser vistas como una
mejora de las correspondientes obtenidas en [6] y [7] para los operadores de Calderén-Zygmund
y sus conmutadores, respectivamente. Ademas, cuando v = 1, resultan ser generalizaciones de
las desigualdades de tipo Fefferman-Stein probadas en [26] y [30].

En el Capitulo 1 damos las definiciones y preliminares necesarios para establecer los re-
sultados principales, los cuales se encuentran en el Capitulo 2. En dicho capitulo se dan las
desigualdades fuertes de tipo Fefferman-Stein, las débiles mixtas con dos pesos, algunas de las
cuales involucran condiciones de tipo “bump” sobre los pares de pesos. Ademas, como aplica-
cién de estas ultimas, se presentan desigualdades débiles mixtas de tipo Fefferman-Stein. Las
demostraciones de estos resultados se encuentran en el Capitulo 3. Finalmente, en el Capitulo 4
discutimos algunas consideraciones sobre las desigualdades de tipo Fefferman-Stein establecidas

en esta tesis, abordandolas desde otra perspectiva.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos las definiciones y resultados preliminares necesarios para

establecer los resultados principales.

1.1. Espacios L/(R") y LP*(R")

En lo que sigue consideraremos el espacio R"™ dotado con una medida p duplicante. El
supremo y el infimo esencial de una funcién medible f en un subconjunto medible £ C R" se

definen mediante

s%pf =mf{AeR:u({x € E: f(x) > \}) =0},

i%ff =sup{A e R: u({z € E: f(x) < A\}) =0}.

Ademas, dadas dos funciones f y g, denotaremos f & g si existen constantes positivas Cy y Cs
tales que C) g(z) < f(x) < Cy g(z) para casi todo z € R".
Definimos el espacio LP(u), 1 < p < 0o, como el de las funciones pu-medibles f : R" — C

tales que

[ 7@ du@) < oc

y L*°(u) denotard la coleccién de funciones esencialmente acotadas, esto es, que verifican

sup [ f(x)] < oo.
R
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Podemos definir una norma en L?(x) mediante

1/p
= ([ V@Pau0) " 1<pes

[fllou = sup |f (z)].
e

Consideraremos cubos ) C R™ con lados paralelos a los ejes coordenados, con lado £(Q) y
centro xg. Si A es positivo, AQ) denotara al cubo con el mismo centro que Q y ¢(AQ) = M(Q).

Asociado a un cubo @, definimos los siguientes promedios

HMWMZC£54U@W@@OW

para 1 < p < oo.
En el caso en que u sea la medida de Lebesgue, la omitiremos de la notaciéon. Si w es

una funcién positiva y localmente integrable consideraremos la medida du(zx) = w(z)dx y

denotaremos LP(u) = LP(w). Ademés, escribiremos || -

paw ¥ || lp.0.w Para indicar la norma en
LP(w) y su promedio en un cubo @), respectivamente.

Sea p/ = p%l el exponente conjugado de p, para p € (1,00), siendo p’ = 0o cuando p = 1. Un
primer resultado importante sobre los espacios LP(u) es la desigualdad de Holder. La misma

establece que para p € [1,00] y f, g medibles, se cumple

Hngl,u < ||pr,#||9Hp’,#'

Aplicando esta desigualdad con f y x¢ se puede ver que para p > 1 vale

Qﬁxéugmw@YEﬁijévmwwmx

que es un caso particular de la desigualdad de Jensen.
Otro hecho importante a destacar es que, para 1 < p < oo, el espacio dual a LP(u) es
isomorfo al espacio L” (11). Esto nos permite dar una definicién equivalente a la de la norma

| - |lp,, mediante

f(x)g(z) dp(x)

Hﬂm=$m{ :mmwz§- (1.11)

Rn



1.1 Espacios LP(R") y LP*°(R")

Otro concepto que serd de utilidad es el de funcién de distribucion. Dada una funcion

medible f : R™ — C, se define la funcién distribucién d; : [0, 00) — R{ de la siguiente manera

d(a) = p({z € R" : [f(2)[ > a}).

La relacién entre la norma || - ||, vy la funcién de distribucién viene dada por

T / o7 1dy(a) do
0

(ver [14]). En la Seccién 1.3 se da una prueba muy sencilla de esta caracterizacion para espacios
mas generales.

El espacio débil LP>®(u), 1 < p < 0o, se define como el conjunto de funciones p-medibles f
tales que las cantidades

. cr
| fllp,00, = Inf {C’ >0:df(a) < —5 Dbara todo o > 0} = sup {Vdf(V)l/p vy >0}

sean finitas. Estas cantidades no resultan ser normas debido a que no cumplen la desigualdad
triangular. Por otra parte, para p = oo el espacio débil coincide con el espacio L>(u). De la
misma manera que antes, si i es la medida de Lebesgue la omitiremos de la notacién. Ademas,
si w es una funcion positiva y locamente integrable podemos considerar los espacios débiles con
medida du(z) = w(z) dz, en cuyo caso denotaremos || - ||p.0o.w-

La desigualdad de Tchebyshev nos da una relacién entre los espacios LP(u) y LP*(u). La

misma establece que si f € LP(u), entonces para todo A > 0,

e > < (e

Si elevamos ambos miembros al exponente 1/p, multiplicamos por A y tomamos supremo sobre
A, obtenemos que la norma || - ||, es mas grande que || - ||,.00,, lo cual implica que LP(u) estd
contenido en L»*(u). De hecho, esta contencién resulta ser estricta. En efecto, si consideramos
f(z) = |z|~™" tenemos que f € LP>=, pero f ¢ LP (ver Apéndice A.2 para mas detalles).

Decimos que un operador 1" es sub-lineal si

T(f +9)(@)| < [Tf(x)] +[Tg(x)], z,y € R"

TO)(@)| = AT ()], AT,z R
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Un operador T satisface una desigualdad de tipo fuerte (p, q), 1 < p,q < oo, respecto al par
de medidas (u, v) si estd acotado de LP(v) en L7(u), esto es, si existe una constante positiva C'

tal que la desigualdad

1T Fllas < CllFllpa (1.1.2)

vale para toda f € LP(v). En este caso, denotaremos T' : L(v) < LP(u). Por otro lado, decimos
que T satisface una desigualdad de tipo débil (p, ¢q) respecto al par de medidas (u,v) si T es

acotado de LP(v) en L?*°(u), 1 < p,q < 00, esto es, si existe C' > 0 tal que

1T Fllgoon < Clifllpw (1.1.3)

vale para toda f € LP(v). De la definicién de || - ||4,00,. ¢ deduce que la condicién (1.1.3) es

equivalente a que se cumpla la desigualdad

a/p
p({fr BT > A) < & ( / n If(x)\pdV(:v)> (1.1.4)

para todo A > 0.

Un hecho de importancia es que si un operador T' es de tipo fuerte (p, q) con respecto a las
medidas (u, v), entonces también es de tipo débil (p, q) con respecto a dichas medidas. Esto se
sigue aplicando la desigualdad de Tchebyshev y el tipo fuerte (p, ¢) del operador de la siguiente

manera

pfe € R TS| > M) < 5 [ TH@ duto)

< S ([ weram)"”

lo cual es (1.1.4). Sin embargo, la reciproca de esta afirmacién no es cierta. Un ejemplo de ello
se menciona en la Seccién 1.4,

En la linea de probar acotaciones débiles y fuertes para diversos operadores, existen herra-
mientas conocidas en el Anélisis Armoénico que han sido utilizadas y adaptadas a diversos casos.
La primera de ellas es un teorema de interpolacion que nos permite deducir la acotacion fuerte
de un operador para un rango de valores de (p,q) a partir de la hipdtesis de dos acotaciones
débiles especificas, donde los espacios involucrados tienen medidas diferentes. El resultado ori-
ginal se debe a J. Marcinkiewicz y en esta tesis se utilizara la siguiente adaptacién del mismo

que puede encontrarse en [16].



1.1 Espacios LP(R") y LP*°(R")

Teorema 1.1.1 (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz). Sean (X, u) e (Y,v) dos
espacios de medida. Sea T un operador sub-aditivo que lleva funciones de LP°(X, )+ LP* (X, p)

en funciones v-medibles, con 1 < py < p; < 00. Supongamos ademds que
1) T es de tipo débil (po,po) con respecto al par (u,v),
11) T es de tipo débil (p1,p1) con respecto al par (u,v).

Entonces para todo p tal que py < p < p1, se tiene que T es de tipo fuerte (p,p) con respecto al

par (1,v).

Otra herramienta que vamos a utilizar en las demostraciones es la conocida descomposicion
de Calder6n-Zygmund para medidas duplicantes. Una demostracién puede encontrarse en [16].
Para k € Z, consideremos el conjunto 27%Z". A la coleccién Dy, de cubos con estos vértices y
de longitud de lado 2% se la conoce como cubos de nivel k y se verifica que UQE p, @ =R"
Definimos el conjunto de todos los cubos diadicos como D = |J,; Di. Entre sus propiedades,
tenemos que dos cubos diadicos estan incluidos uno dentro del otro o son disjuntos. Ademas,
cada cubo de nivel k, es decir cada ) € Dy, se puede descomponer en 2" cubos diddicos

pertenecientes al nivel k + 1.

Teorema 1.1.2 (Descomposiciéon de Calderén-Zygmund). Sea p una medida duplicante,
f € LY(u) y X\ > 0. Entonces existe una familia de cubos diddicos {Q;}; no solapados y

maximales respecto de la inclusion tales que cumplen

1) A< ! / |f(z)|du(z) < CX  para todo Q;,

M(Qj> Qj

1) para casi todo x ¢ UQ;, se cumple que |f(x)] < A.

Para finalizar esta seccién, damos a continuacion la definicién de los espacios de oscilaciéon
media acotada introducidos por F. John y L. Nirenberg en [20], conocidos como espacios BMO
(Bounded Mean Oscillation). Decimos que una funcién b locamente integrable pertenece a BMO

si la cantidad

1
1blloaio = sup — / Ib(z) — b de
o Q| Jg
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1
es finita, donde by = @ / b(x)dzx y el supremo se toma sobre todos los cubos @ con lados
Q
paralelos a los ejes de coordenadas. Si bien || - ||pmo no resulta una norma, si identificamos como
equivalentes a aquellas funciones que difieren en una constante, entonces podemos tratarla como
tal.

Por otra parte, para 1 < p < 0o, podemos definir una norma equivalente a || - |gpyo mediante

1 1/P
(P (— | ) — ol dx) |
o \Q| Jo

Ver, por ejemplo, [13] para méas detalles.
Vemos a continuacion algunas propiedades de las normas en espacios BMO. La siguiente

desigualdad puede encontrarse en [20] y [13].

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de John-Nirenberg). Sea b € BMO, entonces existen cons-
tantes Cy y Cy, dependientes solo de la dimension, tales que para cada cubo Q) y \ positivo se

cumple
|z € Q : |b(z) — bg| > A| < Cre”@MIPlamo| Q).
En la prueba de los resultados principales sera 1til la siguiente estimacién.
Proposicion 1.1.4. Dada b € BMO, existe una constante positiva C' tal que
bg — barg| < Ck|[b] 5o
para todo k € N y todo cubo Q.

Demostracion. El resultado se sigue directamente, ya que

k—1

|bQ — b2kQ| S Z |b2jQ - b2j+1Q|

j=0

- b X)) — b j+1 dl‘
= |25+1Q)| 2J+1Q| (x) 20+ Q|

< Cklb]|mo- ]



1.2 Las clases de pesos A,(u) y RH(n)

1.2. Las clases de pesos A,(1) y RH(n)

En esta seccién trabajaremos con (R”, 1), donde p es una medida duplicante. Denotaremos

con Li (p) al conjunto de funciones localmente integrables en R™ respecto de la medida p. Mds

loc

especificamente, f € Li (u) si / |f(x)| du(z) < oo para todo cubo @@ C R™. Llamaremos peso
a una funcién w € L{ (u) positiva y finita en casi todo punto. Un par de pesos (u,w) pertenece

a la clase A;(u) si existe una constante positiva C' tal que vale la desigualdad

1 ,
m/Qu(x) du(x) < C’lgfw (1.2.1)

para todo cubo @ C R™. Sil < p < o0, la clase A,(u) consta de los pares de pesos (u, w) tales

(g5 L o)) (57 [ o dmx))pl <c (122)

para todo cubo @) C R" y alguna constante positiva C.

que

En el caso en que el par considerado sea de la forma (u,u), diremos simplemente que
u € A,(p) y llamaremos A () a la unién de todas las clases para 1 < p < oco. Si ademés
1 es la medida de Lebesgue, la omitiremos de la notacién. En ese ultimo caso, éstas son las
conocidas clases de Muckenhoupt introducidas en [23], las cuales caracterizan la acotacién en
el espacio LP(u) del operador maximal de Hardy-Littlewood, esto es
Mf(z)'u(r)de < C If( )u(x) de.
Rn
Sin embargo, la desigualdad anterior no es cierta para p = 1. En el mismo articulo se prueba
que la condicién u € A; caracteriza la acotacién débil (1,1) pesada de dicho operador.

Dado 1 < s < 00, decimos que un peso v € RH,(u), si cumple

(). v(x)sdu(:ﬂ))l/s <oy L v nte) (123)

para todo cubo @) C R™ y una constante positiva C'. Decimos ademés que v € RH(p) si

C
sgpv < m/@v(x) du(z) (1.2.4)

para todo cubo Q C R™ y una constante positiva C. En particular, es conocido que si v € A,(p)

entonces v € RH,(u) para algin s > 1 (ver, por ejemplo, [13]).
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Si g es la medida de Lebesgue simplemente escribiremos A, y RH, para denotar las clases
definidas anteriormente. Ademas, si v € A,, la medida generada por v, du(z) = v(z) dz, resulta
duplicante (ver [17]). Denotaremos A,(v) a la clase de pesos A,(p) cuando p es la medida
generada por v.

A continuacién vemos algunas propiedades ttiles sobre las clases de pesos mencionadas. La

siguiente caracterizacion para la clase A, (u) puede encontrarse en [13].

Proposicién 1.2.1. Sea v un peso, entonces v € Ay (1) si y solo si existen constantes positivas

C y ¢ tales que

) o (ME)Y

v(Q) ~ T \u(@)

para todo cubo @ y un subconjunto medible E C Q).
Proposicion 1.2.2. Las siguientes inclusiones entre clases se cumplen.
1) Sive Ay(p), entonces v e Ay(p), 1 <p<gq<oo.
11) RH. () C RHs(p), 1 < s < 00.
1) RH (1) C Ax(pt), 1 < s < 00.

Demostracion. Para probar 1), observemos primero que la inclusion es trivial si ¢ = oo o si

g = p. Consideramos el caso ¢ < ooy p=1. Si v € A;(u), entonces

G o) G o)< Gt o) )
() i )
C.

Sean 1 < p<qg<ooywv e A (u). Observemos que = > 1 y por lo tanto por la desigualdad

f%wmﬁb*@m

IN

de Jensen tenemos que

G fyroe) Gy ) <
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Con esto hemos probado que A,(p) C Ay(p) con 1 < p < g < 0.

Para ver 11), sea v € RHoo(pt) y 1 < s < 00, entonces

(-0 / U(I)Sdﬂ(x)>l/8 < (sgpvs)l/s ~supo < o [ o) duto)

lo cual prueba que v € RHy(p).
Para finalizar, probemos 111). Por el item anterior solo hace falta ver que RH,(1) C Aso(1t)
con 1 < s < o0o. Sea v € RHy(p) y un conjunto medible E C @. Aplicando la desigualdad de

Holder obtenemos que

o(E) < ( /E v(x)%lu(x))l/s (B

y por la Proposicién 1.2.1 obtenemos lo deseado. O

Observacion 1.2.3. En muchos de los resultados que vamos a presentar estaremos pidiendo un
peso v perteneciente a la clase RH (1) N Ap(p). La Proposicién 1.2.2 nos permite deducir que
si v € RHoo(pt), la pertenencia a alguna clase A,(u) esta garantizada. De hecho, por el item 1),

podemos concluir que v € A,(u) para p suficientemente grande.
Proposicién 1.2.4. Los siguientes resultados son vdlidos.

1) Sive Ai(u), entonces v° € Ay(u) para 0 < § < 1.

) Sive Ay(u), 1 <p< oo, entonces v'? € Ay(u).

Demostracion. Probemos 1). Sea 0 < § < 1, por la desigualdad de Jensen y considerando que

v € Ai(p), obtenemos

@/@v(gﬂ)‘S du(z) < (@/@v(m) du(x))(S <C (f%ffu)é = Cl’gfva.

Esto prueba que v° € A;(u).
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/

Para probar 11), sea 1 < p < ooy v € A,(p). Entonces, teniendo en cuenta que (p') =py
que (1 —p)(1 —p) =1,

/

(@/@v(@l_p/ du(fﬂ)) (@/@v(m)(l—p’)(l—p) du(m))p_l .

_ (@ /Q o(2) du(a) (@ /Q o(@) du<x>)pl) <c

donde en la tltima desigualdad hemos utilizado la hipdtesis sobre v. O

Es bien conocido que los reciprocos de pesos en la clase A; pertenecen a RH,,, pero la
implicacion contraria no es cierta. Una version alternativa esta dada por la siguiente proposicién,

cuya prueba puede encontrarse en [11].
Proposicién 1.2.5. Sea p > 1, siv € RH,, N A,, entonces v' P € A;.

Las siguientes dos proposiciones establecen relaciones conocidas entre las clases RH, y las

clases A,(u).

Proposicién 1.2.6. Dado 1 < s < oo, v € RH(p) N Ay(p) si y solo si v¥ € A,(u) con
g=1+s(p—1). Ademds v € RHs(j) si y solo si v® € Ax(pt).

Demostracion. Notemos primero que, por la desigualdad de Holder,

1< (@ /Q o(z) du(x)) (@ /Q o(z)" du(x))p_l. (1.2.5)

Consideremos v € RH (i) N Ap(p) y probemos que v*® pertenece a la clase A,(u). Por la

eleccién de g tenemos que s(1 —¢’') =1 —p'. Dado que v € RH (1) N A, (1), se sigue que

((Q)/ ) dul )(ul@/cf’ md’“‘”)jl
<

C

—_
E
\_/

~__

N

E‘

—_

S

S~

e
8
S~—
|
).@\
oW
=
—
8
~_
w»
5

MQ

(e
(% ) dp(z )(@/@v(@l_p/ du)M)S <C.

Esto prueba la primera implicacion.
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Supongamos ahora que v* € A,(u). Primero probemos que v € A,(u). Por la desigualdad

de Jensen y la eleccién de g, tenemos que

<@/QW) du(x)) (@/@U(m)l_p' du(x))p—l

< (- / v<x>5du<x>)l/s (o [ oty i) " <c.

lo cual prueba lo deseado.

Vemos ahora que v € RH¢(p). Dado que v® € A,(u) obtenemos que

i fy = (g L) Gy o) (g )
<cC (@ /Q pe0=a) du>1q.
Luego, de la eleccién de g y por (1.2.5), se sigue que
(g [ v du(az))sup)
s(1=p)+s(p-1) s
(0 [ ety du(a:)) (0 [ e ey
C (@ /Q o(z) du(@) |

Elevando el primer y ultimo término al exponente 1/s obtenemos que v € RHy(u). Por lo

1
Q)

IN
Q

/Q o(2)* dp(z)

IN
Q

tanto, hemos probado que v € RH, (1) N A,(p), que es la segunda implicacién. Con esto hemos
terminado de probar la primera parte de la proposicion.

Sea 1 < s < 00, probemos ahora que v € RH() si y solo si v® € Ay (u). Por la Proposicion
1.2.2, tenemos que RHy(p) C Ax(p). Esto significa que si v € RH,(u), existe p > 1 tal que
v € A,(p) y por la primera equivalencia probada tenemos que v* € A,(p) con ¢ =1+ s(p—1).
Esto prueba que v® € A (p).

Reciprocamente, supongamos que v° € A, (1). Luego, existe ¢ > 1 tal que v* € A (p) y
tomando p = 1+ (¢ — 1)/s tenemos por la equivalencia anterior que v € A, () N RHs(p), lo

que completa la prueba. O

Proposicién 1.2.7. Siv € RHy (), entonces v° € RHoo(u) para e > 0 y v'~% € Ay (u) para

algin 1 < q < oo.
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Demostracion. Sea v € RH,(p) y consideremos primero € > 1. Por la desigualdad de Jensen

tenemos que

sup - (sgpv)g <o [ o du(x))e < G vl dnte)

lo cual prueba que v* € RH () para € > 1.
Consideremos ahora 0 < & < 1. Por la Proposicién 1.2.2, v € A (i) y en consecuencia por
Proposicion 1.2.6, v* € RHy/.(p). Luego, como v € RH,,

1

supo’ = (sgpv)s <c (@ /Q ()2 dﬂ(w)) Yo /Q o(2)* du(w),

lo cual prueba que v* € RH () para 0 < e < 1.
Para finalizar, por la Proposicién 1.2.2, tenemos que si v € RH. (), entonces pertenece a

alguna clase A, (u) con ¢’ > 1. Luego, por Proposicién 1.2.4, llegamos a que v'=7 € A (p). O

En lo que sigue presentamos algunas relaciones entre las clases RH, y A,. Los siguientes

resultados pueden encontrarse probados en [11].
Proposicién 1.2.8. Son vdlidas las siguientes afirmaciones.

1) w € Ay si y solo si existen p,s > 1 tales que w = wywe, donde wy € Ay N RH; y
wy € RHx N A,.

1) Siw € Ay, entonces w™' € RH,.
1) Siu,v € RHy, entonces uv € RHy.

La siguiente proposicién plantea una relacién entre las clases A, y A,(u) cuando u estd en
A;. En particular, el item 1v) establece una especie de dualidad entre las clases A;(v) y Ao (1)

para u y v adecuados. Se encuentra probado en [3].

Proposicién 1.2.9. Sea u € Ay, entonces son validos los siguientes resultados.
1) Sive Ay(u), entonces uwv € Ay, 1 < p < 0.
1) v € Ay (u) si y solo si uv € An.

1) siv € A,(u), entoncesv € A,, 1 <p < oo.
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V) siv € Ax(u), entonces u € Ay (v).

Demostracion. Probamos primero 1). Para ello consideramos 1 < p < oo y un cubo @ C R™.

Utilizando que supy, u™! = (infgu)™!, como u € A; tenemos que

19
v g

(5 o)
() G )
=< @l <<1Q>/Q> =C

Si p =1, dado que infg(uv) > (me w)(infg v), tenemos que

wv < Cinfu iInfv < Cinfuv.
|Q|/ |Q| )/ -0 Q@ T @

Por tltimo, si p = oo, tenemos por hipdtesis que v € A,(u) para algin 1 < ¢ < co. Por lo

I~

lo cual prueba que uv € A,.

probado anteriormente, uv € A, C Ay
Para demostrar 11), por el item 1) solo hace falta ver que si uv € A, entonces v € A (u).

Sea () un cubo y E C @ medible. Por la Proposicién 1.2.1, existe € > 0 tal que
\E\)E

o=

(|Q|
(U(E))e ( |E| U(Q))E

w(@)/) \u(E) |Q
deACERD
u(E))E
(i)

donde hemos utilizado que © € Ay y que infgu > infgu. Luego, por la Proposicién 1.2.1 se

wv(E)
v(Q)

IS
IA

I
Q

IN

IN

sigue que v € Ay (u).

Veamos 111). Sea v € A,(u) y fijamos un cubo (). Tenemos que

(i L) (o L) = () (i L) (s o)
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<c (o) G ) G )

§C7

donde en la ultima desigualdad hemos utilizado que u € A; y la hipédtesis sobre v. Esto prueba
que v € A,.

Por 1ltimo, probamos 1v). Como v € A, (u), por el item 11) tenemos que uwv € Ay vy, en
virtud de la Proposicién 1.2.8, existen p,s > 1 tales que uv = wyws, donde w; € A1 N RH,
y wy € A, N RH,,. Ademés, por la Proposicién 1.2.8 podemos concluir que u™' € RH., y

2 = wyu~! € RH,,, obteniendo
uv(Q) _ wywz(Q)
(@) wiz(Q)
wiwy(Q)
(infg wy) 2(Q)

1 1 . 1/s 1 y 1/s
< farmrsnes (a ) (@ )

C 1 1
< farmrses () (@ )

donde en la ultima desigualdad hemos utilizado que w; € RH, y wy € RH,, C RHy. Como

IN

u,wy € Ay, se sigue que

w@  C
Q) = |@rsusz/Qz“

< — [ u<Cinfu. O
Q| Jg Q

1.3. Espacios de Orlicz

Recordemos que una funcién @ : [0, 00) — [0, 00) se dice convexa si para todo 0 < A <1y

t,s € [0,00) se verifica que
DN+ (1= N)s) S AD(t) + (1 — N)P(s).

Esto puede interpretarse como aquellas funciones tales que el segmento que une dos puntos de
su grafica se encuentra por encima de la misma.
Una funcién @ : [0,00) — [0, 00) es una funcién de Young si existe una funcién ¢ no trivial,

no negativa, creciente, con limg_, ., ¢(s) = 0o y que satisface ®(t) = fot ¢(u) du para todo t > 0.
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Llamaremos a ¢ funcién de densidad de ®. Se sigue de la definicién que ® resulta convexa (ver
Apéndice A.3), ®(0) = 0 y que ®(t) — oo cuando t — oco. Ademds, incluiremos a ®(t) = ¢
entre las funciones de Young.

Un ejemplo bésico de funciones de Young son las potencias, ®(t) = t*, p > 1. Otro ejemplo
son las funciones de tipo ®(t) = tP(1 +log* ¢)* con p > 1y ¢ > 0 (ver Apéndice A.G para més
detalles).

Decimos que una funcién ® es sub-multiplicativa si ®(ab) < ®(a)®(b) para a, b no negativos.
Los ejemplos mencionados anteriormente resultan ser funciones sub-multiplicativas.

Presentamos ahora algunas propiedades de las funciones de Young.
Proposicion 1.3.1. Sean ® una funcion de Young y a > 0. Entonces se cumplen
1) Sia<l1, ®(at) < ad(t), para todo t > 0.
1) Sia>1, ad(t) < P(at), para todo t > 0.

Demostracion. Sea ¢ la funcién de densidad de ®. Primero consideramos el caso a < 1. Haciendo

el cambio de variables v = u/a y utilizando el crecimiento de ¢, tenemos que

(at) = /Oatqb(u) du=a /Otww) v <a /Otgb(v) dv = ad(t),

lo cual prueba 1).

Consideremos ahora a > 1, entonces, por el crecimiento de ¢,

t t at
ad(t) = a/ o(v)dv < a/ ¢(av) dv = / o(u) du = ®(at),
0 0 0
donde se ha utilizado el cambio de variables © = av. Esto completa la prueba de 11). O]

Observemos que si @ es una funcién de Young con densidad ¢,

(1)

1/t _1 [ 1
§¢(§>§¥ t/zgf)(s)dsgg/oqb(s)ds:TSCb(t)a

esto es

%cﬁ (%) < @ < o(t). (1.3.1)

Definimos a continuaciéon una nocion de orden para este tipo de funciones. Sean & y W

funciones de Young, decimos que ® domina a ¥ en el infinito, y denotamos ¥ <, &, si
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existen constantes positivas a,b,ty tales que para todo t > ty se cumple que ¥ (t) < b P(at).
Escribiremos ® ~,, U si ¥ <, Py & <, V.

Dada ® una funciéon de Young con funcion de densidad ¢, definimos

0 0<t<l,
Dy(t) = (1.3.2)
O(t) —P(1) t>1.
Luego, @ es una funcién de Young y ademas ¢ ~., ®y. En efecto, $y(t) = fg ¢o(u) du, donde
¢o = ¢ parat > 1y nula en caso contrario. Por otra parte, sit > 1, entonces ®q(t)+ (1) = O(¢)
y, por ser ®(1) no negativa, se tiene que ®¢(t) < ®(¢), lo cual prueba que ¢y <., . Veamos
ahora que ® <, ®(. En primera instancia, afirmamos que ®(1) < ®(at) paraa > 1yt > 2/a.

En efecto, por ser ¢ creciente, con un cambio de variables se llega a que

o) = [ ow)av < [ s av < [ owdu =) - a(1) = 2o(2)

Por otra parte, si t > 2/a, como 9y es creciente, se tiene que ®y(2) < Py(at). Combinando
ambas estimaciones se obtiene lo afirmado.

Volviendo a lo que queriamos probar, consideremos a > 1y ¢ty = 2/a. Entonces, por la
Proposicién 1.3.1 y la afirmacién anterior, si t > 2/a, entonces se sigue que

1 1 2
O(t) < —P(at) = — (Po(at) + P(1)) < —Dy(at),
a a a
lo cual prueba que ® <, P,.
Por otra parte, toda funcién de Young ® domina a la funcién identidad en el infinito. En
efecto, si t > 1, por la Proposicién 1.3.1, se sabe que t ®(1) < ®(¢). Por lo tanto, si ty = 1, se

tiene que para todo t > tg

y la afirmacién queda probada.

Dado 1 < p < oo, decimos que una funciéon de Young ® es una p-funcién de Young si
WU(t) = ®(t/?) también lo es. Por ejemplo, ®(¢) = P, p > 1, resulta ser una r -funcién de Young
para todo 1 <7 < p ya que W(t) = t?/" es una funcién de Young. Otra funcién que resulta ser
p-funcién de Young es ®(t) = t?(1 + log* ¢)* para p > 1y & > 0 (ver Apéndice A.6).

La siguiente proposiciéon nos permite tener una nocién del tamano de una p-funciéon de

Young mediante su comparaciéon con funciones potencia.
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Proposicién 1.3.2. Si ® es una p -funcion de Young y O(t) = t?, con 1 < p < oo, entonces

O <o ©. Ademds, ®(t)/O(t) es una funcion no decreciente.

Demostracion. Si @ es una p-funcién de Young, por definicién tenemos que W(t) = ®(t/?)
resulta ser de Young y entonces W(t) > Ct para t > 1, ya que ¥ domina a la identidad en el

infinito. Luego, para ¢t > 1, tenemos que
P < CU(tP) = CP(t),

lo que significa que © <., P.
Para ver que ®(t)/O(t) es no decreciente probemos que su derivada es no negativa. Si ¢ es
la funcién de densidad de ¥, tenemos que

(%)/ _ (\I/(tp))’ _p()ptr e — W(er)ptr!

O(t) tp t2r ’

la cual es no negativa si su numerador lo es. Basta con probar que
(PP — U (tP) > 0.

En efecto, por la propiedad (1.3.1) tenemos

SV =5 [ o) as <o)

Por lo tanto, concluimos que ®/© es no decreciente. O

Sean ® una funcién de Young y p una medida. Decimos que f pertenece al espacio de Orlicz
asociado a @ y a p, L®(u), si para alguna constante positiva la integral [, ®(C|f(x)]) dp(x) es
finita. Podemos definir una norma para estos espacios, conocida como norma de tipo Luxem-

burgo, de la siguiente manera

1fllo, = inf {A >0: / i (@) du(z) < 1} : (1.3.3)

Estos espacios generalizan a los ya estudiados en el Capitulo 1. Si consideramos ®(¢) = * con
p > 1, entonces L*(u) = LP(p). Las pruebas de esta tltima igualdad y de que | f||ls, es una
norma se encuentran en el Apéndice A .4.

Dado @ un cubo, definimos el promedio de tipo Luxemburgo de f en () mediante

1l = l’nf{/\ - @/f (If(;:)l) du(r) < 1}.
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En particular, si ®(t) =, con 1 < p < o0,

1/p
1 £l = Ifllnom = (@ /Q |f<x>|pdu<x>) |

Si p es la medida de Lebesgue, omitiremos el subindice y escribiremos simplemente || - ||¢,o. Si
o es la medida generada por un peso v, denotaremos || - ||¢.0.w-

Veamos un par de propiedades tutiles de los promedios de tipo Luxemburgo.

Proposicién 1.3.3. Sean ® una funcion de Young con funcion de densidad ¢. Entonces para

toda f medible se cumple que

/n (f(x / 6(s) i ({z € R : |f(z)| > s}) ds. (1.3.4)

Demostracion. La prueba resulta directa utilizando el teorema de Tonelli y el hecho de ®(0) = 0,

| sttt er i) > s ds= [ ots) [ 1 du() ds

{z:f(x)[>s}

/Rn /Oﬂx ) ds dule)

— [ @7t - 2(0) duta)
— [ (f@hduto) =

Observemos que si ®(t) = P, entonces ¢(t) = ptP~1 y (1.3.1) generaliza la clésica férmula

para normas en LP(u),
g =p [ e e R @) > ) ds
(Ver, por ejemplo, [14].)
Proposicion 1.3.4. Dada ® una funcion de Young, entonces para todo r > 0 se cumple
1" e = [1f11v,q.
donde V(t) = ®(t"). En particular, si ® es una p -funcion de Young, p > 1, entonces

1F7? o0 = I Flleb .

donde W(t) = ®(t"/?) es una r -funcion de Young, r > 1.
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Demostracién. Para la primera igualdad, si consideramos a = A!/" en la definicién del promedio

Luxemburgo, tenemos que

nfMQMZM{A>o7ﬁjég(”fW)dmws1}
—inf{)\>0:@/62@((‘];(53|)r) du(a:)él}
1

_inf{ar>0:m/Q\I/<|f§j)|) du(x)gl}

= 1/ 11v,

Por otra parte, si ® es una p-funcién de Young, p > 1, es inmediato que ¥(t) = ®(¢'/P) es

una r-funcién de Young ya que
() = d(t/7)
es de Young. Utilizando la primera igualdad obtenida con exponente r/p, se sigue que

172l o0u = I Fllg5.,. O

La siguiente proposicién nos permite llevar la nociéon de orden entre funciones de Young a

los promedios Luxemburgo.

Proposicion 1.3.5. Dadas ® y VU funciones de Young tales que ® <. V¥, entonces existe

C > 0, dependiente de ® y ¥, tal que para todo cubo Q) y toda f se verifica que

[flle@u < Cllfllvonp

Demostracion. Basta suponer que || f||w,0,, < 00, ya que en caso contrario el resultado es trivial.
Por hipdtesis, existen a,b y to positivos tales que ®(t) < bW(at) para t > to.

Fijamos un cubo @) y consideramos el conjunto

I={zeQ:|f()] <allfllvquto}-

Luego, por la hipétesis y la Proposicién A.4.1 tenemos que

1 €T
T (i) o

b 7))
SQ%“?REAVWva@)dM”
< D(ty) + b.
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Si ®(tg) + b < 1, se sigue directamente que

1 flle.qu < allfllw.qgu

Si ®(ty) + b > 1, entonces por la convexidad de ¢ tenemos que

[flle.qu < a(®(to) + )| fllw.qu- U

Proposicién 1.3.6. Sean b € BMO, § > 1 y W(t) = ¢!"”* — 1. Entonces existe una constante

positiva C' tal que
16— bgllwq < Cllbllsrmo
se cumple para todo cubo Q).

Demostracion. Es suficiente demostrar que

bQ|)
1Ql / (COHbHBMO do <A (1.3.5)

para ciertas constantes Cy > 0y A > 1, pues por la convexidad de ¥ podemos deducir que

16 = bellw.e < CoAllbllsumo-

Sea (t) = % t/241/5-1 13 funcién densidad asociada a W, por la Proposicion 1.3.3 y la

desigualdad de John-Nirenberg (Teorema 1.1.3) obtenemos que

—bQ|> _L ) . B
IQ\/ (coubHBMo d““‘r@\/o SOz € Q: [blx) — bol > CoAl[Bllmao}] dA

Ci [~ 1/6—1 A8 _CyCo
< — A et e 0N dA,
0

donde C y Cy son las constantes que aparecen en el Teorema 1.1.3. Si elegimos Cy > 2/Cs,

entonces para todo A > 1 tenemos que
0 < Coloh — A — A9,

y por lo tanto

1/6
6—0200)\+>\/ < e
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Utilizando esta desigualdad obtenemos que

—bQ| 4 ! 1/6— 1/5 4 1 a1/ _
dr < =L A /6—1 X —C9Cp d\ / )\1/5 1A C2Co d\
|@|/ <CO||b||BMO> ST T o

SG_CI/ N 1d)\+01/ e AN < A < oo,
(5 0 6 1

donde A se puede tomar mayor que 1. Luego, utilizando la Proposicion 1.3.1 se obtiene lo

afirmado en (1.3.5). O

Dada una funciéon de Young ®, definimos su funcién complementaria  mediante

O (t) = sup{ts — P(s) : s > 0}
y su funcién inversa generalizada mediante
O(t) =nf{s > 0: (s) > t}.

Es directo ver que si @ es biyectiva y creciente, entonces su inversa generalizada coincide con

su inversa usual. En efecto, por ser creciente,
{s>0:P(s)>P(t)} ={s>0:5>t}.

Tomando infimo sobre s a ambos lados obtenemos que

por lo que se sigue lo afirmado. En Apéndice A.5 se encuentran mas propiedades de las inversas
generalizadas.

La siguiente es una generalizacion de la desigualdad de Holder en los espacios de Orlicz que
involucra a las inversas de funciones de Young. Se puede encontrar una prueba en [25] y la

incluimos en el Apéndice A.5.

Teorema 1.3.7. Sean ®,V, O funciones de Young tales que
P (t) < COTH(1), (1.3.6)
entonces

I falle.ou < Cllflle.0.ullglle,qu
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La clésica desigualdad de Holder en los espacios LP(u) se puede obtener considerando las
funciones O(t) = ¢, ®(t) =t y ¥(t) = t¥, con 1 < p < oo, las cuales satisfacen la condicién

(1.3.6). En general, si ® y su complementaria son funciones de Young, se cumple la relacién
IO (t) =t (1.3.7)

para todo ¢ (ver [18]), de donde tenemos que la terna conformada por ®, su complementaria y

la funcién identidad cumple la hipétesis (1.3.6), por lo que

1
ol /Q Faldu < Clfloaullolls.on

t1/m

En particular, si ®,,(t) = t(1 +1log™t)™ = tlogle + t)™ y U,,(t) = (""" — €)x(1,00)(£),

tenemos que ®,,(t) ~ W,,(t). Por otra parte, sus respectivas funciones inversas verifican las
relaciones ®1(¢) ~ t(1 +1logtt)™™ y W 1(t) ~ (1 + log™ ¢)™. Més atin, se cumple que
O ()LL) = 5 (1)

J

En el Apéndice A.G se encuentran mas detalles sobre estas funciones.

1.4. Operadores maximales

Dada una funcién de Young ® y una medida p, definimos el operador maximal generalizado

asociado a ® y a u mediante

Mcp,#f(x) = sup ||f| D,Q,1>
Q>

donde el supremo se toma sobre los cubos () tales que z € (). En el caso en que yu sea la medida
de Lebesgue escribiremos Mg ,f = Msf. Si ®(t) = t, My, f = M,f, siendo Mg ,f = Mf
si ademds p es la medida de Lebesgue. Por otra parte, si w es un peso y du(z) = w(x)dz,
denotaremos Mg, ¥ || - ||o,0,w &l operador maximal y a los promedios Luxemburgo asociados a
esta medida particular, respectivamente.

Como casos particulares, tenemos que cuando ®(t) =t y w es un peso duplicante, entonces
Mg, = M,, es continua en LP(w) para todo 1 < p < oo (ver [16]). Se puede ver que si f € L*(w)
y es no idénticamente nula en casi todo punto, entonces M, f no pertenece a L' (w) (ver [13]).

Sin embargo, estos operadores si cumplen con acotaciones de tipo débil, es decir M,, es continua
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de L'(w) en LY (w). Cuando ®(¢) =t", r > 1, Mg ,.f = M, .f = M,(|f|")V/". Por otra parte,
dado k € N, Ml’j denota a la maximal iterada de orden k, esto es M, o M, o...o0 M, k-veces. Si
r(t) = t(1 +log™ t)*, con k € N, entonces Mg, ~ M* (ver [28] y [1]).

Observacion 1.4.1. De la Proposicién 1.3.5 se sigue que si ® <, ¥, entonces Mg, f < CMy ,f.

Una grilla diddica D es una familia de cubos () en R™ que satisface
1) [(Q) = 2% para algiin k € Z,
1) siQ,PeDy QP +#0, entonces Q C Po P C Q,
m) Dy = {Q eD: Q)= 2_’“} es una particiéon de R" para cada k € Z.

En particular, la grilla presentada antes del Teorema 1.1.2 es una grilla diadica.

Asociado a una grilla D, el operador maximal diddico se define mediante

Mg, f(x) = sup || fl|o.q.u-
Q>
QeD
Es inmediato de su definicién que Mg, f(z) < Mg, f(x) en casi todo punto. En [19] se obtuvo

el siguiente resultado para maximales diddicas cuando ®(t) = t.

Teorema 1.4.2. Existen grillas diddicas D*, 1 < k < 3", tales que

Mf(z) <CY M f(x).

k=1
Veamos a continuacién una relacion entre las funciones de Young y la acotacion del operador
maximal asociado. Dada una funcién de Young ® y 1 < p < oo, decimos que ® € B,, o que

satisface la condiciéon B, si existe una constante positiva a tal que

/°° ®(t) dt
— < 00
L et

Por ejemplo, la funcién ®(¢) = t9(1 + log™ t)¢ pertenece a la clase B, sip > ¢ > 1y e >0 (ver

Apéndice A.G para mas detalles). Ademas, si w es un peso duplicante, entonces la pertenencia
de ® a la clase B, caracteriza la acotacion de Mg, en LP(w) (ver [21] y [28]). En particular,

en [28] se prueba la siguiente caracterizacién.

Teorema 1.4.3. Sean 1 < p < oo y ® una funcion de Young. Los siguientes enunciados son

equivalentes.
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1) e B,
11) Eziste una constante positiva C' tal que

My f(y)dy < C / )P dy,

n

Rn

para toda f no negativa.
En las demostraciones principales estaremos utilizando el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.4. Si |f(x)| < |g(z)| en casi todo punto, entonces Mg, f(x) < Mg ,g9(x) en

casi todo punto.

Demostracion. Dado x € R™, veremos que para un cubo fijo () que contiene a x se cumple que

| flle.0n < |l9lle,uq- Por ser ® una funcién creciente, tenemos que

Esto implica que || f|lo,0, < l|gllo.on < Ms ,9(2). Luego, tomando supremo sobre los cubos

que contienen a x se sigue la tesis. O

Observacion 1.4.5. Es facil ver que para toda f € L*(u) se cumple

||M<1>,Hf||00,u < C<I>||f||oo,w

donde la constante depende solo de ®.

Teorema 1.4.6. Sean ® una funcion de Young y p una medida duplicante. Entonces para todo

cubo ) se tiene que

x
o € @ tuyf) > < € [ @ (L) i
Q
para alguna constante positiva C' y todo X positivo. Mds aiun, se verifica que

p{r € Q: Mo, f(x) > A}) <C M) du(z). (1.4.1)

dl
{zeQ:|f(z)|>A/(2C2)}
Demostracion. Sean Q = {z € Q : Mg, f(x) > A} vy € Q. Si [[fllagu > A, entonces

My g . f(x) > Xy tenemos que 2 = ). Ademas, por la definicién de promedio Luxemburgo,

@/@@(W;)') dp(z) > 1.
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Luego, tenemos que

W) = u(Q) < /Q 2 (@) ().

Si || flle,0u < A, consideramos la descomposicién de @) en sub-cubos diddicos disjuntos y

tomamos una coleccién de cubos maximales disjuntos {Q),}; que verifican que
A<lflsgu<Car vy a=JQ;
J

Luego para cada j se cumple que

de donde se deduce que

ue) < @) <30 [ o (V) ey < o (V) e

J

Esto prueba la primera parte.
Para probar (1.4.1), escribimos fi = fxyq>x/2cey ¥ f = fi + f2. Entonces por lo que

probamos anteriormente tenemos que

p{x e @Q: Mo, f(x) >A}) <p{r € Q: Mo, fi(z) > N/2}) +pu({z € Q: Mg, fo(x) > N/2})

9
<cf o (M) (),
(€Q:1 f(@)|>)/(2Ca)} A

ya que el segundo sumando es nulo. En efecto, como fo = fx5<x/2cs)}, POr la Observacion

1.4.5 se tiene que

A
Mg, fo(z) < C<1>||f2||oow < 97

lo que nos conduce a
{xeQ: Mp,folxr) > N2} =10
y su medida es nula. Esto completa la prueba. O

El siguiente lema se encuentra probado en [6] en un contexto mas general. También puede

verse [2].
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Lema 1.4.7. Sean ® una funcién de Young, w un peso duplicante, f tal que Mg, f(x) < 00
en casi todo punto, y ) un cubo fijo. Entonces existe una constante positiva C, dependiendo

solo de la dimension, tal que

Mo w(fxrm50) (%) & Mouw(fxrm\5Q) (1),
para todo x,y € Q, donde S = 44/n.

Demostracion. Sean z,y € Q y sea Qp un cubo que contiene a x tal que Qo NR™\SQ # (.
Sean g y x¢ los centros de Qo y de @ respectivamente y consideramos By = B(zg, 1 1(Q0)/2).
Como Qg C By, se sigue que By NR™\SQ # (. Probemos que
3
21Q) < Q). (142)

En efecto, si no fuera asi, considerando z € By tendriamos que

2 — gl <2 —al + e — ol < V@) + 5@ < 2viu@) + Q) < S1(@)

lo que implica que By C SQ y contradice que By NR™\SQ # ). Por lo tanto, (1.4.2) se cumple.
Veamos ahora que @ C SQy. Sea z € @, entonces por (1.4.2),

|z — xo| < |z — 2| + |z — x0
< vial@ + Q)
< SVl + 411(@Q)
< SIQu),

lo cual implica que @ C B(xg, S1(Qo)/2) C SQo.

Para finalizar, como w es duplicante, entonces

1 | fIxRm\ 50 ) w(SQo) 1 ( | fIxem\s0 )
0} o
Qo) /Q (nfon\SQ osaun) = w(Qy) w(SQy) /SQO 1 xemsolosaun ) "

<C,

lo cual prueba que [|fxrmsqlle.gew < Cllfxemselle,s@uw < CMsw(fXrmse)(y) para todo
y € Q C SQp y para todo cubo @)y que contiene a z. Luego,

Mg o (fxrm\50) (%) < C Mg w(fXrr\5Q)(Y)-

La otra desigualdad se sigue de manera analoga intercambiando los roles de x e y. O
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El siguiente lema también se encuentra probado en [6] y sera ttil para la prueba de los

resultados principales.

Lema 1.4.8. Sean w € Ay y ® una funcion de Young. Existe una constante positiva C tal que

[ flle.@ < Cllflle.qu

para toda f. Mds aiun, se tiene que
My f(r) < CMgwf(z).

Demostracion. Sean w € Ay y ® una funcién de Young. Fijamos = y sea () un cubo que contiene

a z. Entonces, para A > 0,

b (12) 0k (22
gc@ ; ( (I|>1nfwdx
SO@ Qq)(’f;l)

Tomando A = || f||e,q.w, Obtenemos que

de < C
r@\/ <r|fuww> e

lo cual implica que ||flle.g < C||fllo.gw < CMs,f(z). Por lo tanto, tomando supremo sobre

los cubos que contienen a x tenemos que Mg f(z) < C Mg, f(). O

El siguiente resultado es una desigualdad de tipo Fefferman-Stein para el operador maximal

de Hardy-Littlewood, M, y su demostracién puede encontrarse en [16].

Teorema 1.4.9. Sea 1 < p < o0, entonces existe una constante positiva C' tal que para toda f

y toda funcion no negativa w se cumple

Mf(z)Pw(z)de < C [ |f(z)PMw(z)dx.

R?’L Rn

1.5. Operadores de Calderéon-Zygmund y conmutadores

En esta seccién definiremos otros operadores con los que trabajaremos a lo largo de esta
monografia. El primero de ellos es el operador de Calderén-Zygmund que introduciremos a

continuacion.
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Sea T un operador lineal, acotado en L?, que satisface
Tf(z)= | K(x—y)f(y)dy para x ¢ sop f,
R
donde K: R"\{0} — C es una funcién medible que llamaremos nicleo. Decimos que T es un
operador de Calderén-Zygmund (OCZ) si K es un nucleo estdndar, es decir, si satisface la

condicién de tamano

C
|K ()] < o r € R", (1.5.1)
y la condicién de suavidad
r—z ,
|K(z —y) — K(x — 2)| §C’m, si |z —y| > 2y — z|. (1.5.2)

Es bien sabido que si w € A,, entonces T': LP(w) — LP(w), es decir, es de tipo fuerte
(p,p) con respecto al peso w, para 1 < p < oco. También se sabe que si w € Aj, entonces
T : L'(w) < LY°(w). Para mds detalles consultar [13] y [17].

La siguiente desigualdad establece un control sobre los operadores de Calderén-Zygmund

mediante el operador maximal de Hardy-Littlewood e involucra pesos en la clase A.,. La prueba

se debe a Coifman ([8]).

Teorema 1.5.1. Sea 0 < p < 00 y w € Ay,. Entonces existe una constante positiva C' tal que

la desigualdad

/Rn T f(x)|Pw(x)de < C | M f(x)Pw(x)dx

R

se cumple para cada f tal que el lado izquierdo de la desigualdad sea finito.

Por otra parte, asociado a un operador de Calderén-Zygmund 7" y a una funcién b en BMO,

definimos formalmente el conmutador de primer orden de 7" mediante
Ty f=[b,T)f =bTf—T(bf)
y el conmutador de orden superior m, m > 1, como

T"f = .17,
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entendiendo que T = T.

Se puede probar que si T es un OCZ y m € N, se satisface
17 f(2) = [ (0a) =~ b)) K w5) ) dy

para x ¢ sopf.

El siguiente resultado es un andlogo de la desigualdad de Coifman para el caso de los

conmutadores y se encuentra probado en [22] (ver también [29)]).

Teorema 1.5.2. Sean 1 < p < oo, b€ BMO, m € NU{0} y un peso w € A,. Entonces eziste
una constante positiva C' tal que
/ T f () Pw(z) de < C|Ibll R | M™ f(z)Pw(z) de
R™ R™

para toda f tal que el lado izquierdo sea finito.

Observacion 1.5.3. En [22] se prueba concretamente que para T un operador de Calderén-
Zygmund, b un simbolo en BMO y todo peso w en A, el lado izquierdo de esta desigualdad

resulta finito.

Del teorema anterior se deduce que los conmutadores de orden superior estan acotados
en LP(w) para w € Ay, 1 < p < 0o, ya que lo mismo ocurre para el operador maximal de

Hardy-Littlewood y sus iteraciones.






Capitulo 2

Resultados principales

En este capitulo enunciaremos los resultados principales de esta tesis que involucran desi-
gualdades mixtas con pares de pesos para distintos operadores, como asi también una desigual-

dad de tipo Fefferman-Stein.

2.1. Desigualdades débiles mixtas con pares de pesos

Inspirados en los resultados obtenidos en [9] y [5], relacionados con desigualdades débiles
mixtas para M y T}, buscamos condiciones sobre pares de pesos (u,w) de modo que, si v es
un peso en una clase adecuada, la siguiente desigualdad

uv ({x eR": % > A}) < %/n |f(x)|w(z)v(z) dx

se satisfaga para todo A positivo. Aqui, T serd el operador maximal de Hardy-Littlewood o
un operador de Calderén-Zygmund. Se estudia también un problema similar para el caso de
conmutadores de operadores de Calderén-Zygmund con simbolo perteneciente a la clase BMO,
obteniendo una desigualdad mixta asociada a estos operadores.

La motivacion de Sawyer para obtener desigualdades mixtas para el operador maximal de
Hardy-Littlewood estd ligada al teorema de factorizacién de Jones de un peso en la clase A,.
Para el caso de pares de pesos, no es claro que este enfoque sea de utilidad. Mas atin, se sabe que
muchos de los operadores del Andlisis Arménico no satisfacen desigualdades de tipo (p, p) fuerte
con (u,w) en A,. Es asi que la bisqueda se centrard en obtener desigualdades débiles mixtas

con pares de pesos, de manera que las mismas sean generalizaciones de las correspondientes
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desigualdades de tipo débil para dichos operadores.

En todos los teoremas principales consideraremos f acotada y de soporte compacto.

El primer resultado establece una desigualdad débil mixta con pares de pesos para M, el

operador maximal de Hardy-Littlewood.

Teorema 2.1.1. Sean v € RHoo N Ay y (u,w) € A1(v'79) para algin 1 < g < co. Entonces
existe una constante positiva C' tal que la desigualdad
M C
ww ({x eR": % > A}) < X/n |f(z)|w(x)v(x) do

se cumple para todo A\ positivo.

La demostracion de este resultado se encuentra en la Seccion 3.3.

Observemos que si u = w, se obtiene la desigualdad débil mixta probada en [9] para M,
aunque bajo condiciones diferentes en los pesos. En [9] dichas condiciones estan dadas por
ue A yve Ax(u). En particular, esta dltima implica que v € Ay (u) para algin ¢ > 1y, en
consecuencia, v'77 € A (u) C Ay (u). Luego, una aplicacién de la Proposicién 1.2.9 nos dice
que con las condiciones dadas en [9] implican que u € A;(v'™7), que es la condicién del Teorema
2.1.1 cuando u = w. En cierto sentido, nuestra condicién es mas general.

Por otra parte, si consideramos v = 1, el Teorema 2.1.1 nos devuelve la desigualdad de tipo

débil con dos pesos para M probada en [23].

Una herramienta clave para obtener desigualdades débiles mixtas para operadores de Cal-
derén-Zygmund y sus conmutadores consiste en una desigualdad fuerte de tipo Fefferman-Stein
respecto de un peso particular para los operadores mencionados. Concretamente, tenemos el

siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. Sean m € NU{0}, € > 0, ¢ > 1 y ®,,(t) = t(1 + logt)"™ . Sean T un
operador de Calderon-Zygmund y v € RHoo N Ay. Si1 < p < min{g,1+ mLH}, entonces la
desigualdad

/n 3" f (@) [Pw(z)v' () do < Cllbllrﬁﬂo/ [f(@)P Ma,,. i-ow(x)v' P(z)de (2.1.1)

n

vale para w no negativa y localmente integrable.
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La demostracién de este resultado se encuentra en la Seccion 3.2.

En el caso en que v = 1, un andlogo del teorema anterior puede encontrarse en [29].

A continuacién definimos las clases de pares de pesos involucrados en los Teoremas 2.1.3 y
2.1.4.

Dada una funcién de Young ¥ y una medida p, decimos que el par (u,w) € Ag(u) si

Sup ullw.oullv xollso < oo.

Cuando W(t) =t tenemos que Ay (i) = A;(p). En particular, si W(t) = ®s(t) = t(1 + log™ t)?,
d > 0, la clase Ay(p) es un refortalecimiento de la clase A;(u), ya que Ag(u) C Ai(u). Estas
seran precisamente las clases de pares de pesos involucradas en las condiciones de los Teoremas
2.1.3y 2.1.4 cuando du(z) = v(z)' ™ du.

El siguiente resultado nos da una desigualdad débil mixta con pares de pesos para operadores

de Calderén-Zygmund.

Teorema 2.1.3. Seane >0,q¢>1,v € RH NAy y (u,w) € Ag_(v' 7). Si T es un operador

de Calderon-Zygmund, entonces la desigualdad

uv ({x eR": W > )\}) < %/ | f(x)|w(z)v(z) dz

se cumple para todo X\ positivo.

Si v = 1, el teorema anterior nos provee de una estimacién de tipo débil (1,1) con pares
de pesos para operadores de Calderén-Zygmund. Mas atn, la condicién (u,w) € A, es de
tipo “bump” en la escala de espacios de Orlicz y se puede interpretar como el caso limite de
la obtenida en [12] para p > 1. Ademas, si u = w, entonces la condicién u € Ag_ implica que

u € Ay, la cual es suficiente para la acotacién débil (1, 1) con peso u del operador (ver [13]).

Por tultimo, obtenemos una estimacién débil mixta para conmutadores de operadores de

Calderén-Zygmund con simbolo en BMO.

Teorema 2.1.4. Seane >0, meN, ¢>1, v € RH,NAy y (u,w) € A, (v17). Si T es

un operador de Calderon-Zygmund y b € BMO, entonces la desigualdad

v ({x ER": —|Tﬁf}{;’;(’”)| > A}) < c/n P, <—“b”gM§|f<$)|) w(z)o(x) dr

se cumple para todo A\ positivo.



34 Resultados principales

Si v = 1, el resultado anterior nos provee de una acotacion de tipo débil con pares de pesos
que, hasta donde sabemos, no se encuentra en la literatura clasica. Si ademas u = w, como
en el caso de los operadores de Calderén-Zygmund, el resultado anterior implica el correspon-
diente probado en [27]. Por otra parte, los Teoremas 2.1.3 y 2.1.4 constituyen versiones de
desigualdades débiles mixtas con pares de pesos de las correspondientes probadas en [9] y [5].

Las demostraciones de los tultimos dos resultados mencionados aqui se encuentran en las

secciones 3.4 y 3.5.

2.2. Aplicaciones: desigualdades débiles mixtas de tipo
Fefferman-Stein

Como aplicaciéon de los teoremas de la seccién anterior se obtienen desigualdades débiles
mixtas de tipo Fefferman-Stein para operadores de Calderén-Zygmund y sus conmutadores con
simbolo en BMO. Para ello exhibiremos ejemplos de pares de pesos en las clases correspondien-
tes.

Dados ¢ > 0, ¢ > 1y v € RHy N Ay, veamos que el par (u, Mg, _,1-cu) satisface las
hipétesis del Teorema 2.1.3 cuando m = 0 y del Teorema 2.1.4 cuando m > 1. En efecto, para

todo cubo @ y casi todo = € ) se tiene que

||u||<1>m+57Q77)1*q S Mq)erE,Ul*qu(:L')-
Esto implica que
HUH‘I’ersyQﬂfl_q S l,%f M<I>m+s,v1—qU7

o0, equivalentemente,

lulle,, ool (Me,, .. 1-21) " XQllee < C,

lo cual establece que (u, Ms,,,. ,1-au) € Ag,,, (0179).

m-+e

Luego, como consecuencia de los teoremas mencionados, obtenemos las siguientes desigual-

dades débiles mixtas de tipo Fefferman-Stein para 1"y T}, m € N, respectivamente.

Teorema 2.2.1. Sean e > 0, ¢ > 1 yv € RH,NAy. SiT es un operador de Calderdn-

Zygmund, entonces la desigualdad

w ({x eR": W > A}) < %/ | ()| Mo, p1-au(z)v(z) dz
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se cumple para toda funcion no negativa y localmente integrable u y todo A positivo.

Teorema 2.2.2. Seane >0,¢>1, meN,ve RH,NAy ybe BMO. SiT es un operador

de Calderdon-Zygmund, entonces la desigualdad

uw ({w eR": W > A}) < C/n P, (HWEm@) Msg,,, . p1-au(z)v(z) dz

se cumple para toda funcion no negativa y localmente integrable u y todo A positivo.

Los tultimos dos teoremas constituyen mejoras de las correspondientes estimaciones probadas
en [6] y [7], respectivamente. Veamos dichas mejoras en relacién a [6]. Algo similar puede hacerse
para el caso del conmutador establecido en [7].

En [6] se demuestra que si ¢ > 1y v € RH,, N Ay, entonces vale

w ({ R W > A}) <$ [ 1@IMo MU0 @)

donde p > méx{q’,1+1/e} y W(t) = ' 1% 11(¢) + 7 X[1,00) (). De las hipétesis sobre p y ¢
es directo deducir que ¥(t) > ¢, de donde resulta que v < M (¥ (v)). Luego, en este sentido la

desigualdad mencionada en el Teorema 2.2.1 es una mejora respecto de la probada en [6].

obtienen las desigualdades débiles de tipo Fefferman-Stein probadas en [26] y [30], respectiva-

mente, las que establecen que

ufe € RV TS > M) < § [ 1Mo, u(w) da

e € R 1) > 3 < € [ 0 (B0 ™) M ate) do

para todo A y € positivos.






Capitulo 3

Demostraciones de los resultados del

Capitulo 2

En este capitulo daremos las demostraciones de los teoremas expuestos en el Capitulo 2 y

los resultados auxiliares que usaremos en las mismas.

3.1. Resultados auxiliares

Esta seccién estableceremos y probaremos los resultados auxiliares necesarios para demos-
trar los teoremas enunciados en el Capitulo 2. Comenzamos por una desigualdad puntual entre
operadores maximales generalizados asociados a una medida p duplicante, que es una adapta-

cién de un resultado probado en [2].
Teorema 3.1.1. Sean p una medida duplicante, ® y ¥ funciones de Young y
t
o(t) = / W () D(t/u) du,
1

donde Wy es la funcion definida en la Observacion 1.5.2. Entonces © resulta una funcion de

Young y si © es una funcidn de Young tal que © <4 © se cumple que
My (Mauf)(x) < CMg , f() (3.1.1)

para casi todo punto, donde la constante C' depende de las funciones de Young involucradas.
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Demostracion. Probaremos primero que © es una funcién de Young. Sea ¢ la funcion de den-

sidad de ®. Luego, por un cambio de variables se puede ver que

Bt /u) = / b(v/u)d

Entonces
t 1 t
O(t) :/ Ui (u) (—/ o(v/u) dv) du
/ / Ui (u)=é(v/u) dudv
- / v)dv,
0
donde 6(v f1 Ui (u)p(v/u)u=t du. Las funciones ¥} y ¢ son no negativas, de modo que 6

también lo es. Por otra parte, dado que ¢ es creciente, se sigue que 6 es creciente y entonces ©
resulta una funcién de Young.

Para demostrar la segunda parte, observemos primero que si © <., ©, entonces, por la
Observacién 1.4.1, tenemos Mg, f(z) < CMg ,f(z) en casi todo punto. Por otro lado, como

U~ ¥, se sigue que My, f(z) =~ My, . f(x) en casi todo punto. Luego, basta probar que

M\I;O#(Mq),#f)(x) S C’M@#f(l'). (312)

En efecto, si esto es cierto, entonces por las desigualdades mencionadas obtenemos

My (Mo f)(2) < CMyy w (Mo f)(x) < CMe,,. f(x) < C’M@wf(a:),

lo cual es lo deseado.
Probemos entonces (3.1.2). Para ello veamos que |[|[Mg ,fllw,0n < C| flle.q. para todo
cubo @ que contenga a x. Fijamos () que contiene a x y podemos suponer ||f|leq, = 1/2, de

donde se sigue que

1
e /Q 02/ (@))) du(a) < 1. (3.0.3)

En efecto, si

M\I’oyu(M‘P,ug)(x) < CMG,Mg(x)

es clerta para ||glle.g, = 1/2, dada f cualquiera tenemos que

f
S —C
HM (2||fH@,Q,M)

0,Q,1

V0,Q,u0 B H2Hf|’9,Q,u
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y entonces

HM‘P,uf“\I;O,Q,# < C”fHG,Q,u'

Por Proposicién 1.3.3 y la definicién de ¥{, obtenemos
/Q ol Mo f (@) (o) = [ W) i € Q Mauf ) > ) ds
_/1 U (s) u({z € Q : My o f (z) > s}) ds,
dado que ¥y(t) = 0 en [0, 1]. Utilizando la desigualdad (1.4.1) del Teorema 1.4.6 y (3.1.3), se
sigue que
[ vl @ duto) <C [ wigs) | B(21(0)]/5) du(z) ds
Q 1 {z€Q:|f(z)|>s/2}
2| f ()|
—c /Q [ w0 dsduta)
—c [ et dut) < (@)
Q

Por lo tanto, obtuvimos que

1
(@)

y podemos considerar C' > 1. Luego, por la Proposiciéon 1.3.1 tenemos que

1 Mg . f(x) 1 1 T T
eI (P o) < 5 | w0 @) ) < 1

De esto ultimo se sigue que

/Q Wo(Ma o f (2)) dpa(x) < C

1Mo, flwo,ou < C =2Cflloqu
y con ello finaliza la prueba. O]

El siguiente lema es una version generalizada del conocido resultado que permite obtener
pesos en la clase A; a partir de ciertas potencias del operador maximal de Hardy-Littlewood
(ver, por ejemplo [13]). La generalizacién se entiende no solo en relacién a la funcién de Young
involucrada en la definicion del operador maximal sino también a la medida p. El caso donde

o sea la medida de Lebesgue fue probado en [10].

Lema 3.1.2. Sean 0 < 6 < 1, ® una funcion de Young y f tal que Mo, f(z) < 0o en casi todo
punto. Entonces (Mg,.f)° € Ai(p).
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Demostracion. Probaremos el resultado para 0 < § < 1 dado que el caso § = 0 es trivial.
Supongamos primero que ¢ es una r-funcién de Young con r» > 1, de donde se sigue por
Proposicién 1.3.2 que ®(t)/t" es no decreciente. Consideramos W(t) = t*, con 1 < s < 7.

Utilizando la definicion de © del Teorema 3.1.1 obtenemos que

=5 t wu' " du=s t—(D(t/u)us_l u) du <r tus_’"_l u
ot) = /1<I>(t/) d /1 () (t/u)" du < (IJ(t)/1 du < CP(1).

Es decir que © <., @, con una constante C' dependiente de r, y entonces, por el Teorema 3.1.1,

se tiene que

My (Mo, f)(z) < CMs,, f(2)

en casi todo punto. Recordando que para W(t) = t° se tiene My ,f = M, f, se sigue que

M,((Mg . f)*) = My (Mg, f)* < CMg,, f(z)*

Esta tltima desigualdad prueba que (Mg, f)* € A;(p) para 1 < s < r. Luego por el ftem 1)
de la Proposicién 1.2.4, tenemos que (Mg, f)° € A1(p) para todo 0 < s < r, donde hemos
asumido que ® es una r-funcién de Young.

Supongamos ahora que ¢ es una funcién de Young, y sean r = 1/6 > 1y W(t) = ®(¢"),
la cual resulta ser una r-funciéon de Young. Notemos primero que, por la Proposicién 1.3.4,
(Mg ,.f)° = My ,.(f°) y, por lo probado anteriormente, tenemos que My ,,(f°) € A;(p). De aqui

se sigue que
My (Ma,uf)’) = MMy, (f°) < CMu u(f°) = C(Ma,uf)’,
donde la constante depende de ¢ y de ®, lo cual prueba que (M@Mf)‘; € Ai(p). O
El siguiente lema se encuentra probado en [4].

Lema 3.1.3. Seanr > 1, >0 y ®(t) = t"(1 + log™ t)°. Entonces parat > 1y > 0 tenemos

que
o(t) < Ot
con C'=max{(g/6)%,1}.

Probamos ahora una desigualdad puntual que involucra operadores maximales generaliza-

dos.
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Lema 3.1.4. Seane > 0, ¢ > 1 y ®.(t) = t(1 +log*t)°. Siv € RH,NAy y1 <p <q,

entonces existe una constante positiva C' tal que la desigualdad
Mq,s(wvl_p)(x) < CMg_ p1-aw(z) vl_p(x)
se cumple para toda funcion no negativa y locamente integrable w.
Demostracion. Sean x € R™ y () un cubo que contiene a x. Probaremos que
lwo'Plls..0 < Cllwlle..qu v (2),

donde v = v' 4. Luego, tomando supremo en los cubos que contienen a x obtenemos lo deseado.

Sea Ao = ||w||e..0. v(z)'P. Por ser ®. sub-multiplicativa, el Lema 3.1.3 nos permite obtener

1 w(y)v(y)l"’) 1 ( w(y) ) (v(y)l‘p)
— b, | ————————— ) dy < — b, | ———— O [ ————— ) d
|@|/Q ( ¥ y<|@|/Q lwlo.n) " \infqui—=) ¥
C
<

< w(y) )((y))
|@\/Qq’a(nwu@5@,u e

para & > 0. Por la hipétesis y Proposicién 1.2.5 se tiene que v'~? € A;. Tomando § tal que

que

=21 _ 150, se sigue que (1 —p)(1 +0) =1 — ¢, de donde

p—1
1 w(y)v(y)l”) v Q) 1 / ( w(y) > - 1
— [ O | ——— | dy< (O O, | —HF— | T dy——
al, (M) w= et g o " olloan ) "W Wantgors
< C’l'nfvl_q,; =C,
Q infy vi-4

donde se ha utilizado la Proposicion A.4.1. Un razonamiento analogo al realizado al final de la

prueba del Teorema 3.1.1 nos conduce al resultado deseado. O]

Lema 3.1.5. Sean ¢ > 0, ®. = t(1 + logt)®, v € RHo, N Ay y w no negativa y locamente

integrable. Entonces para todo 1 < p < q se tiene que (Mq%,vqu)l_p’v € Ay.

., ./
Demostracidn. Veamos que (Mg, ,1-ew)' P v pertenece a A, con t > p'.

Comenzamos acotando la expresién

1 / / / t_l
1= (@AM@E’UIqw(I')(I_p (1=t )U(J}')l_t dx) . (314)
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Como t > p/, se tiene que 0 < (1 —p)(1 —=t) <1yt <p<gq,conlocual g—t > 0. Sea
§=(1-p)(1—1?), por el Lema 3.1.2, (Mg, ,1-ew)’ € A;(v'7%), y, por la Proposicién 1.2.5,

tenemos que v'79 € A;. Luego, se sigue que

t—1 B o
1< (;\/(bes,vl—qu,U)é(x)/U(x)l—q d$> Supv(q_t/)(t—l) (Ul (Q))
Q

v171(Q) Q

t—1 t—1
<C (inf(]\/[(ps U1_qw)5) sup vt D (inf vlq) :
Q ’ Q Q

Por lo tanto,

1 / , 1 RO
— [ (Mg, yp-aw)' P v) (—/ Mg, y1-aw <1—p><1—%1—t)
<@1J ort=et) Q] JoMoerr)

1 / t—1 ) i—1
<C <_/(Md>5,vlqw)1_p) <1’nf(M¢€,U1qw)5) Supv(fI—t)(t—l)—H <inf Ul—q)
Q1 Jg Q Q Q
C

<
— 1@l Jg

donde se ha usado que infgv™" = (supgv)~' y que

(Mg, y1-qw) =PI < O

t—1)—p'+1=0 y (¢—t)t—-1)+1=(¢g—1)(t—1).
Con esto se probé que para t > p/, (Mcpewkqw)l*p/v €A C Ay O

En lo siguiente probaremos un lema que serd tutil para la demostracion del Teorema 2.1.1,
el cual es una extensién del probado en [16] para la medida de Lebesgue. Para ello primero
necesitaremos el siguiente resultado que puede encontrarse demostrado de manera mas general

en [15].
Teorema 3.1.6. Sean u y v un par de pesos, los siguientes enunciados son equivalentes.

1) (u,0) € Ai(p).

1) M, : L(v) = LY*®(u), es decir, para todo X\ > 0 se cumple que

u({z eR": M, f(z) > A}) < %/n |f(z)|v(z) du(x).

El siguiente resultado es una desigualdad fuerte (p,p) para M, con pesos (w, M,w).

Lema 3.1.7. Sean 1 < p < oo, w una funcion no negativa y v una medida duplicante. Entonces

se verifica que

[ 1 s@Pe@) dute) < [ 1f@)PMu() duto).

n
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Demostracion. Consideramos el par de medidas (w du(z), M,w du(x)) y utilizamos el Teorema
de interpolacién 1.1.1.

Es directo ver que M, es acotada de L (M, w du(x)) en L= (w dp(x)). En efecto, si M, w = 0
para algtin x, entonces w = 0 pu—c.t.p. y el resultado es trivial. Si M,w > 0 para todo z, tomando

A > || fllso,0,w, tenemos que

/ M, w(z) du(z) = 0.
{a:|f(2)[>A}

Esto es cierto por la eleccion de A, dado que el conjunto sobre el que se esta integrando tiene
M, w-medida nula. Ademds, como M,w(x) > 0 p-c.t.p., entonces p({z:|f(x)] > A}) = 0.
Luego, |f(z)] < A p—c.t.p., de donde se sigue que M, f < A, para todo A > || fllcc,a,ws ¥

entonces M, f < || f|oo,r,w- Por lo tanto,

1M f lloow < [1.f oo gy

Por otra parte, la acotacién débil (1,1) se deriva de aplicar del Teorema 3.1.6, con el par
(w, M, w), el cual pertenece a A; ().
Para finalizar, aplicamos el Teorema 1.1.1 con medidas du(z) = M,wdp(x) y dv = w dp(z)

y obtenemos lo deseado. O

Observacion 3.1.8. El resultado anterior también es valido para la maximal diadica M f con las
mismas hipdtesis sobre los pesos. En efecto, como MP f(z) < M, f(z) en c.t.p., por el Teorema

3.1.6 tenemos que
u({r e R": Mff(a:) > A} <u{z eR": M,f(x) > A}) < % . |f (z)[Po(x) du(x),

lo cual es la acotacién débil (1,1) para M. Por otra parte, la acotacién de L (M w dp(x))

en L>°(wdp(x)) se sigue de manera andloga a lo probado para M,.

3.2. Demostracion del Teorema 2.1.2

Demostracion del Teorema 2.1.2. Sean m € N U {0}, p y ®,,,. como en la hip6tesis. Basta
considerar que ||b||pmo = 1. Utilizando el Teorema A.1.1, lo deseado es equivalente a probar

que

n

A= [ |17 F@) My, pow(@) 7 o(z) do < C / @) P w(z) 7 o(z) da.
R?’L
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Primero usamos el Teorema 1.5.2 (ver Observacién 1.5.3) y los Lemas 3.1.5 y 3.1.4 para

obtener

A<C Mmﬂf(x)p/Mq)mﬁ,vlfqw(x)l_p/v(x) dx
Rn

/

<C [ M) M w0 ) @) d
Por lo tanto debemos probar que
| A @y M (o0 )@ dr < € [ @ wl) (o) do.
Dado que M™" f ~ Mg, f, la desigualdad anterior es equivalente a probar que

B= | M, (fw'Pv=")(z)" My
Rn

m-e (

) () de < C 5 |f ()| da.

Como @ 1(t) ~ (log fym s para valores de ¢ suficientemente grandes y para > 0 tenemos

t ti/p ) p—1+8
O (1) & /7 (1 + logt) »
m ( ) (1 +10gt) (1 +10gt)m+p L1+6 ( g )
= U (1)o7 (1),

donde U(t) = t(1 + log t)+DP=140 v ©(t) = (1 + logt)~(1HF-19),

Por la desigualdad de Hélder generalizada (Teorema 1.3.7) tenemos que

Me,, (fw'/Pv 7y < CMeof My(w'Pv™") m Mo f (Mo, . (wo P )P.

Sead =m+¢e—(m+1) .

BEC | Mof(@) My, (wo™" ) (@) "Ma,, (w0 7)(w)! da
R

=C | Mof(z)" dx

R

<C | |f@) dr,
]Rn

por el Teorema 1.4.3, siempre y cuando © € B,,. Veamos que esto es asi. Consideramos ¢ = e,
y como 1 +logt < Clogty (p' —1)§ > 0, obtenemos
o 40’ (1 4 loe ¢)~1H1=P)3 gt % (log )~ 1+(1-p)3
/ (*ﬂ%) —SC/ (log?) it
. tr t . t
= / w9 gy < oo,
1

donde hemos utilizado el cambio de variables u = logt. Esto finaliza la prueba. O
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3.3. Demostracion del Teorema 2.1.1

Demostracion del Teorema 2.1.1. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir f no negativa,
yaque M f = M(|f]). Ademas, por el Teorema 1.4.2 basta probar este resultado con la maximal
diddica MP, con D una grilla diddica.

Notemos primero que el hecho de que v € RH,, implica que v pertenece a alguna clase A,,
para algin p > 1, y por ende du(z) = v(x)dzr define una medida duplicante en R™. Por lo
tanto, podemos realizar la descomposicién de Calderén-Zygmund (Teorema 1.1.2) de la funcién

f a nivel A > 0 respecto de esta medida y obtener una familia de cubos diddicos disjuntos

{Q;} ; que cumplen

1) f(x) < X para casi todo z ¢ Q = Uj Q;,

A< - (;j> [ e <on
Sean f¢ = @ f(@)v(z) dz, Q; = RQj, con R > 1,y Q0" = J; Q. Ademds, escribimos
f(z) =g(x) + h(ac)J, d(?ride
BEEETT
g(x) =
fo, ©€@;

pw) =3 (@) = 13,) xa,(2) = > hy(a),

J J
Se sigue que g(x) < C\ para casi todo x € R" y que fQ, h;(z)v(z)dz = 0 para todo j.

Dado z y un cubo @ diddico de D que lo contiene, observemos que

1 1
@/Qf(y)v(y y < \Q!/ dx+@ h(y)v(y) dx
= / <>v<y>dy].

Luego, tomando supremo en el lado izquierdo sobre los cubos diddicos ) € D que contienen

< MP(gv)(x) + sup
Q>z

a x, se obtiene que

MP(fv)(z) < MP(gv)(z) o+ sup

@/ h)u(y) dy\.
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Sea

MDf = sup
Q>z

a1 i

entonces

uv ({:p e R": W > A}) <uv ({x e RN\ : w > A/Q}) + uv(27)

=L+ 1+ Is.

Para estimar el término [, observemos primero que el Lema 1.2.5 y el Lema 1.4.8 implican

que

MP f(z) < M2, f(x). (3.3.1)

)

Ademas, por la observacién 3.1.8, podemos aplicar el Lema 3.1.7 con la maximal diddica.

Utilizando la desigualdad de Tchebyshev, (3.3.1) y el Lema 3.1.7 obtenemos que

L < % MP(gv)(x)tu* (x)v(x) " da

C
<
=

Nl 9@ MEu* (@)o(a) da.

M1 (gv)(2)Tu* (2)v(z) "1 dx

donde hemos utilizado que v'77 € A, y u* = uxrn\Q+. Luego, por propiedades de g, se tiene

que

| A

IA
> > Q

/ Dt (@)o(z) do

D ur(x dx—i—z Q dx/ D_u(2)v(w) d:c) :
j

]Rn\Q

Como (u,w) € A;(v'™7), se sigue que ME_,u*(z) < Muy-qu*(z) < Muy-qu(z) < Cinfow

para casi todo x € R", lo cual nos permite estimar el primer sumando de la derecha por lo
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deseado. Por otra parte, por el Lema 1.4.7 y la hipdtesis sobre los pares de pesos, tenemos que

! Dt (x)v(z) de ! r)v(z) dz 1qu* (z)v(x) dx
U(Qj)/(gjf(x)v(x)dw/jm_q @) e < s [ f@e@ s | Mom @ete)a

Qj
v(éQj) o, f(@)v(z) dz v(Q;y) fnf Myr-ou®

<C

<C | flx)w(z)My-u*(x)d
@i

f(z)w(z)v(z) de.

Qj

Como los cubos @); son disjuntos, finalmente se obtiene que

C
L <— [ f(x)w()v(r)de.
A Jrn
Veamos ahora la estimacién de [,. Por Proposicion 1.2.7 y 1.2.5, tenemos que v € RH, y

v!79 € Ay, respectivamente. Aplicando la condicién sobre el par de pesos, obtenemos
I, < Zuvl_qvq (Q])

< Z 1=q( Su*pqulTl(Q%)/Q u(z)v(z) ™ dw

.
Q] J J

<CZ ( supvq 1£fw

J

<cz |Q| / v(@)’dr infw

J

<C’me1}1 q/ z)?dx 1nfw
<C’Z/ x)dz 1nfw<C’Z/ r Infw

y, por la descomposicién de Calderon-Zygmund, llegamos a que

C

[2§X j ij( z)v(x) dx gjfw
C
<5 j ij(iﬂ)w(m)v(iﬁ)df
C
<$ [ @t i,

lo cual es lo que buscabamos.
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Para finalizar, vamos a probar que I3 = 0. En efecto, sea z € R"\Q* y sea @) un cubo diddico
que contenga a x e interseque a €2, entonces tenemos que o bien Q; C @, 0 @Q; N Q = 0. Luego,

por la propiedad de h, se tiene que el promedio

‘ﬁ/cg y) y‘ ] Z/m Jdy| =0

J:Q;CQ

Por lo tanto, MD(hU)(x) = 0 para casi todo x € R™\Q*, de donde se sigue que I3 = 0. Con esto

concluye la prueba. O

3.4. Demostracion del Teorema 2.1.3

Demostracion del Teorema 2.1.5. Sin pérdida de generalidad, asumimos f no negativa. Para f
general, ver Apéndice A.7.

Consideramos la descomposicién de Calderén-Zygmund de la funcion f a nivel A > 0 res-
pecto a la medida duplicante du(z) = v(z) dr y obtenemos cubos diddicos disjuntos {Q;}; que

cumplen

1) f(z) < X para casi todo = ¢ 2 = Uj Q;,

1

) A< o(05) o

flz)v(z)dx < CA.

Llamamos f¢ =

1
Q) / fu, Q= 4y/nQj, U = Uj R}, z; al centro de (); y [; la longitud
(% j Q;
de su lado. Escribimos f(x) — g(z) + h(x), donde

fl@) z¢Q
fg?j :L‘EQj

g(z) =

Aa) =3 (@) = f5,) xa, (@) Zh

J
Se cumple que g(z) < CA para casi todo x € R" y que
/ h;i(z)v(z)dr =0 (3.4.1)

para todo @);.
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Tenemos que

uw ({:c eR": % > )\}) < ww ({:c e R"M\Q": Tlgv) ()| > %}) + uv (")

=1 + 1y + Is.

Primero estimamos el término /;. Sea u* = uxgn\ o+, aplicando la desigualdad de Tchebyshev

y el Teorema 2.1.2 con 1 < s < min{q, 1 + ¢}, tenemos que

I < g 1T (gv)(z)|*u*(z)v(z)' % do

=% L.
C . .
<5 [ 9@ Mai-au” (@)v(e) d
Rn
C *
< By lg(2)|Mg_ pi—au™ (x)v(x) do.
Rn

De la definicién de g se sigue que

n<¢ () My, p-ou* (z)v(x) dz + Y f8, / Mg, 1-ou*(x)o(z) da | .
A R™\Q j ! Qj

Como u* tiene soporte en el complemento de 2, por el Lema 1.4.7 tenemos que si y € @,

Mg_ p1-au*(y) =~ inf Mg_,1-qu”.
j

Luego, estimando cada término de la sumatoria, obtenemos
fé], / M@E’vl—qu*(x)v(x) dz S Cfé]U(QJ) l/élf M@E’Ul—qU,*
Qj J
<C | f(x)Ms_p-au™(x)v(z)do.

Qj

Por lo tanto,

I < N < e (x) Mg, p1-au* (z)v(z) dv + % o, f(@) My, - (z)v(x) d )
C
< / )Mo (o) do
C
< / Syt d.

donde hemos utilizado la hipdtesis sobre el par de pesos. Eso prueba lo deseado para I.
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Veamos ahora el término I5. Dado que t < ®(t), las hipdtesis sobre los pesos implican que
(u,w) € A;(v179), que es la condicién del Teorema 2.1.1 y siguiendo la cuenta realizada en la
pagina 47 para el término I se llega a la acotacion deseada.

Por dltimo, estimamos I3. Como cada h; tiene soporte en @), si + € R™\Q*, entonces
T'(hjv)(x) admite representacién integral. Utilizando lo desarrollado en el Apéndice A8 y la
desigualdad de Tchebyshev, obtenemos

I3y <uv ({x e R"\Q": |T(Z;<];J)U)(x)| > )\/2})

. ( { crnge |7;((hxj>v)(a:)| » /2})

C
— T(h;v)(z)|lu(z)dx
< /\D (o) (@) u(z)

B %/H\Q z]: o, K (z —y) = K(z — ;)| |h;(y)v(y) dy u(z) dz.

Considerando que = € R"\Q* e y € @, se tiene que |z — ;| > 2¢/nl; > 2|z; —y|. Utilizando

la condicién (1.5.2) del ntcleo y el teorema de Tonelli, obtenemos que

I3<—Z/

R

< X;/Qj ly — ;[ (y)|v(y) dy/ |z — ;| 7" tu(x) da

R™M\Q3

C L
<S5 [ um@beay [ e
i Y R™M\Q¥

Como R™\@Q5 C R™\B(z;,2y/nl;), considerando los conjuntos

%’ v(y) dyu(x) dx
n\Q/ Ri(w)lo(y) dy (o)

ZL’—QT |n+l

Aj,k = {I’ : \/ﬁl] 2k < |l’ — l’j| < \/ﬁl] 2k+1}, (342)
se sigue

1
—n—1
T — X; uxd:v</ ——u(x)dx
/]R"\Q;‘ i (=) R\ B(z;,2y/ml;) |5U—$ |t (@)

_Z/ |$_I o u(z) dx

<C u(z) dx

— (\/ﬁlﬂk_l)wrl /B(:cjgk\/mj)
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ol

= 1
<Ot 2_"7—/ u(z) dx
’ kz_; (Vnli25)™ g, axmi)

oo
<crt Z 27" ullg, 241 g,
k=1

< Ol M ullo, 2641 g, 01—

< C'lj_1 inf w,
Qj

donde hemos utilizado las Proposiciones 1.3.5 y 1.4.8 y la condicién sobre el par de pesos (u, w).

Volviendo a la estimacién de I3, por la definicién de h; obtenemos que

O
st [ Is0)dy

C, v
SR [, V0= Tale

IN

<zj: inf w | Fo(y) dy + zj: iél]fw U(éQj) o fy)v(y) dy U(Qj))

(Z/ f(y)v(y)w(y)dwz Q.f(y)v(y)w(y) dy>

i J

IA
>Q > >Q

IN

. fy)w(y)v(y) dy,

lo cual completa la prueba. O

3.5. Demostracion del Teorema 2.1.4

Demostracion del Teorema 2.1./. Veamos primero el caso m = 1. Nuevamente, consideramos
f no negativa y b € BMO tal que [|b|lsmo = 1, ya que Typjpuof = To(f/]1b]lBM0). Como en
el Teorema 2.1.3, consideramos la descomposicién de Calderén-Zygmund de f a nivel A > 0

respecto de la medida du(z) = v(x) dz, y obtenemos

w ({oere: IO 1) <o (fo ermar s UL 21) 4 gy

v(z) v(z) 2
run (fr ergr 0D A1

=L+ 1+,
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donde g, h y €2* son los definidos en la prueba del Teorema 2.1.3
Comenzamos estimando el término I{. Llamando u* = wxgmg+, por la desigualdad de

Tchebyshev con 1 < p < min{q,1+ 5} y el Teorema 2.1.2, obtenemos que

< [ e @P @) do

C
< ﬁ ’g(‘r)|pM¢’1+s,vlf‘IU*(x)U(x) dx
R”L

C *

<5 | 19@) Moy, ()o(z) do
R”

Procediendo de la misma manera que en la acotaciéon del término correspondiente de la prueba

del Teorema 2.1.3, de la definicién de g se sigue que

C
]1 < X ( . f(l‘)quﬁ,vl*qu*(x)v(x) dx + ngé]/Q M¢1+€7U1—qu*(:p)v($) dI) )
R7™ yi J

Como u* tiene soporte en el complemento de 2%, por el Lema 1.4.7 se tiene que para y € Q);
M‘I)1+5,U17qu*(y) ~ l/élf M¢1+E7U1*qu*
j

y sobre cada cubo @); se cumple que
i, || Mayscorot” @0)0(o) do < O, Q) B Moyt
Qj J

f@) Mg, p1-au™(z)v(x) d.

Qj
Por lo tanto, tenemos que
C
I < X - f(@)Mg,, o™ (x)v(x) do + — 3 Z )My, p1-au (2)v(z) dx
<C . f()\ >M¢1+€ vi-au(z)v(x) do

< C/n o, (@) w(z)v(z) d,

donde en el tltimo paso hemos utilizado que ¢ < ®4(t) y la hipStesis sobre el par (u,w).
La estimacién del término I} se sigue de la misma manera que lo realizado en la pagina 47,
notando que la hipétesis sobre los pesos implica que (u,w) € A;(v'™9).

Estimamos ahora el término 3. Como

Ty(hv)(z) = > (b(z) — bo,)T ZT — bg,)hv)(),

J
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tenemos que

(b—bg,)T(hv)(x)

+uv ({x € RM\Q*: Z

J
_ gl 1
= I3, + I3,

b—bQ h v)(x)

Para estimar I§71, de la desigualdad de Tchebyshev y la representacién integral de 7' se sigue

que

donde uj} = UxQr-
Definimos los conjuntos A, como en (3.4.2), entonces por la condicién (1.5.2), podemos

acotar la integral interior por

/ b(x) — bo, 1K (x — ) — K(x — o;)|u () da
RM\Q;

:;AJJ’)(@—%HK@— )~ Ko = 2)|u; (@) da
N —|y—a7j| wi(z) dx
<3, 10 - el
1 %
Z\/_l 2ok \/_l 2k+1) /J:J rlj2k+1y ’b<x>_b@j’uj(x)dx
0o 9- k

CZ| Nl |b(z) — bo,|u}(x) dz.

Sea kg el tnico entero tal que 2¥~1 < \/n < 2% Aplicando la Proposicién 1.1.4, la desi-

gualdad de Hoélder generalizada, la Proposicién 1.3.6 y recordando que ||b||pymo = 1, tenemos
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que
1

C

< -
< |2k+ko+2Qj| ok+ko+2Q);

+ C(k + ko + 2) Mu;(y)

b(x) = borsnorag, |uj(z) dx

S CHb - b2k+k0+2Qj ||&)1+E,ﬁ2k+k0+2Qj ”u;k ||¢1+€’\/ﬁ2k+k0+2Qj
+ C(k + ko + 2) Muj(y)
< CM¢1+Euj(y).

Asi, utilizando el Lema 1.4.7 y la hipdtesis sobre el par (u,w) obtenemos que

C .
I3, < < > /Q i ()| Mo, (y)v(y) dy
j J

O z * z * v
< S5t Mo /Q SO iyt Ma /Q f5
J I J 3
C O, x
< by - (@) Mg, u(z)v(z) dx + 5y 2]: lqrzljf Moy, u; o, fv
<C ﬁw(x)v(x) dx
A
<C | ¥ (@) w(x)v(x) de.
Rn

Para finalizar, nos queda por estimar el término 1. 3}72. Aplicando el Teorema 2.1.3 con el par

1)

(u*, Mg, y1—qu*) y €l Lema 1.1.7, obtenemos que

I3, = u*v ({x € R":

< u*v zeR"™:

T((b — bg,)h;v)(x)
2 v()

J

IN

Mg_ y1-ou* (x)v(2) do

T

> (b(x) = bg,)hy(2)

J

() = g, |Ih; (2)| Mo, vi-au” (z)v(2) dz

Qj

ot Mao-o” [ [oe) = b ) o)
J Qj

IA IA
> >Q >~Q
=

<

Para la justificacién de la primera desigualdad, ver Apéndice A 8.
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Observemos que, por la definicién de h;,
/Q Ib() — b, |y (2)[v(x) d < /Q 1b(x) — b, | f(2)o(x) da + 3, /Q b(z) — bo,lo(x) da
J J J

y como v € RH,, se sigue que

g, || ) b e ir < NS | @i [ o) o
C | flx)v(x)dx
Qj

Por otro lado, por la desigualdad de Holder generalizada (Teorema 1.3.7) con ®; y ®, v medida
du(x) = v(z) dx, obtenemos que

/Q_ |6(z) = bg, |/ (x)v(x) de < Co(Q))[[b = bo, |4, @, 0ll Fll#1.0;0

< Cv(Qi) I f ey,

(%j) /Q @ (&;”) o(z) dx)
SCAU(Q]-)H/Q@ (‘f()\x)‘)v(x)da:
<C fv+A/C?]<I>1(|f(>\x>’)v(x)dx

Qj

< Cv(Qy) (/\ +

Volviendo a la acotacién de I§72, llegamos a que

;5 < ¢ E inf Mcbs,vl—qu*/ b(x) — bg,|v(z) dx
A J 9 Qj
AN * (@)
= A ;%ﬁ Me, 1-au (2 o, f(x)v(z) dx + A/j P, (T v(z) dx

< C’Z )My, p1-au* (z)v(z) dv + CZ/j d, (@) Mg, yi-ou*(z)v(z) da.

Como t < ®y(t) y Mg, y1-au* < CMg,,_1-au < w(z), tenemos que Iy, se acota por

BasC [ (@) w(z)v(z) da.

Esto prueba el caso m = 1.
Probaremos el caso de orden superior por induccién. Fijamos m > 1 y asumimos que la

hipétesis se cumple para T} para todo 1 < k < m — 1. Consideramos la misma descomposicién
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de Calderén-Zygmund que utilizamos en el caso m = 1 y obtenemos

uv ({x e R": W > A}) <uv ({x e R"M\Q": W > %}) + uv(Q*)

o fr s TN

. 1tm m m
Para estimar el término /7" procedemos de la misma manera que en el caso m = 1 para

obtener que

)\

donde hemos utlhzado la desigualdad de Tchebyshev y el Teorema 2.1.2, siendo u* = uxgn\q-.

C C
I |T£”(gv)(x)l”U*(x)v(x)l"’ dr < + | |9(@)|Ms, . -0t (x)v(2) dz,
Rn

De manera similar a lo ya hecho para el caso m = 1, obtenemos que

m < C/n >, (@) w(z) v(z) dz,

donde hemos utilizado la hipétesis sobre el par (u, w).
La estimacion de 3" se obtiene de como en el caso m = 1.

Por tltimo, veamos el término /5". Tenemos la igualdad

T (he) = (b~ b, VT (Age) — 2 T((b — b,V "hyw) — 37 3 Cont (0 — b, )™y
y por lo tanto
>_;(b—bo,)"T (h;v)

j
I < e RM\Q*: >/\
3 S uv T : ” 5

o (fremr [BTIO b oy

v
+uv ({x € RM\Q*:

> T((b = b, )™ hyv)
= [:’?,11 + [:Tz + [:;73;

v

)

donde Cy = méxg’:ll Chn,i- A continuacién estimaremos cada uno de esos términos.

Por la desigualdad de Tchebyshev, el teorema de Tonelli y la condicién (1.5.2) obtenemos

I, < 3 (b(x) = bo, )" T (ko) )

5l
315 -

< %Z i) /Rn\@ b() — b, |"[K (& — y) — K(x — g, (x) di dy

ly — zq,|
<—Z/ |h;(y)|v(y Z/ — b, | —|x P uj(r) d dy,

u*(z) dx
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donde los conjuntos Aj;, y uj son los mismos que definimos en la primera parte de la prueba.

Sea kg el tinico entero que cumple que 2~ < \/n < 2% entonces

- ‘y m]‘ * - 2_k *
|b(x) —bg. |" ——=ul(x)de < C Y ——n—— b(z) — bg, |} (z) dx
;/A G o — it ,; wmj 2k>n Bla, 21 i ) @
k+k0+2 51" :
<C g |2 Q)1 Jorsraiog, |b(x) —bg, |"u;(x) dx
Aplicando la Proposicion 1.1.4; la desigualdad de Holder generalizada, la Proposicion 1.3.4

y la Proposicién 1.3.6, obtenemos que

1
P e b(x) — bg,|"u}(x)d
|2k+ho+2() | 2’“+’“0+2le (@) = bq,|™uj(x) dx
C

> |2k’+ko+2Qj | oh+ko+2Q;

+C(k+ ko + 2)mMu;‘(y)

b(x) = byrssor2g, "0} () da

< Cllb = b2k+k0+2Qj |mH<i>m,2k+ko+2Qj ||u;||<19m,2k+k0+2Qj
+ C(k + ko + 2)™ Muj(y)

< Cllb— b2’€+’co+2Qj thgkwoij ||U;Hq>m72k+k0+sz
+ C(k + ko + 2)" Muj(y)

< CMs,, u;i(y).

Por lo ya visto y el hecho de que Mg, uj < Mg, uj, se sigue que

Iy < Z )| M.} (y) v(y) dy

y de manera similar a lo hecho con I3, en el caso m = 1 obtenemos lo deseado.

Para estimar el término I3 utilizaremos el Teorema 2.1.3 con el par (u*, Mg, ,1-ou*),

obteniendo que

T (52, — bo,)"hyv) (@)

A
Im <au* R™ : —
39 S u'v T € ) > 1
C m .
< 3 g (b(x) — bg,;)"hj(x)| My, y1-au”(z)v(7) dx
R |5

< %Z (i o) [ Ile) = b " ote)
+ ¢ Z (infM u*) 16 / b(z) — bg,|"v(x) dx
A r Qj e @ Qj ©
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Como v € RH, por la equivalencia entre || - [[smo v || - [[Bmo.m se sigue que

A /Qj|b<x>—ij|mv<x>dx< @) o, Fear [ )b
C | flx)v(x)dex
Qj

Para el otro sumando, por la desigualdad de Holder generalizada, la Proposicion 1.3.4 y la

Proposicién 1.3.6 obtenemos que

/Q_ [b(z) = b, |" f(w)v(x) dr < v(Q))[[(b = bg;)" |, L/ @m0

< Co( @)1 flom.Q; v

v(Q;) <A+ (22» / @m(lf(;)‘)v(x)dm>

< Ch(Q;) + A @m( ‘ ‘)

5
A,

I/\

| /\

Por lo tanto,

b(x) — bo,|™v(z) dx
Qj

m _ C
I3 < XZ (ll’lfM(p wl-al >
j
<C’Z(1nfM¢, wl- qu> o, < ”)v(w)d:c
Qj

<CZ/ (|f(/\$|

<C / @, (&A)') w(z)v(z) dz.

Por 1ltimo, para la acotacion del término /3" aplicamos la hipétesis inductiva y llegamos a

m L T3 (32, (b—bo,)™ "hjv)(x)| A
I < _luv<{ o(z) >6CO}>

ml b(z) — bg,|™|h;
< /R (ZI z) AQJI |()I)Mc%’vl_q,u*(x)v(x)dx

cot—at(z)v(x) da

que
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IN

/ < - bQ])lm It )’) Ma, . p1-owj(2)v(2) dz

(me(I>+ e, ) /_cpi <|b($) _bQJim%j(x)l) v(z) dz.

J

IN

Denotando V;(t) ~ (etw —e)X(1,00) (1), tenemos que ®,,,, ¥,,,_; y ®; cumplen la condicién (1.3.6)
(ver Apéndice A.6), es decir

m—i

Luego, por (A.5.1), si C es la constante de la Proposicién 1.3.6, tenemos que

[ (M=o i < [ (PO )i

J

o (|b<x> —sz@jw—f) o) d.

J

Para la primera integral, como ®,,, es convexa y sub-multiplicativa y v € RH.,, obtenemos que

[ o (CEE) 0 < (/ (I R P E A dm)

J

C (/ o, (|f(;‘)l) o(@) d + Dry (fff) U(Qj))
<c | o <@> o(z) dx.

Para la segunda integral, por la Proposicion 1.3.6 tenemos que

[t (M2 oy [ (Y o

J

b —bo.
S/\I’( |b(z) — b, >v(:c)dx
o, \b—="bg,llvqg;w

fz)
)

IA

<o(Q;) <C
Qj

v(x) de.

Juntando las dos ltimas estimaciones, obtenemos que

m—1
Iy <cC Z Z (fg_f Mq>i+a,v1_quj) ('f (; )
f(=@)
+C’Z§j: <lnqu>l+€,Ul quj) /Q v v(x) dz

J
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< cfz [ on (L) aty i) o
+ (Jmiz / R (@) Mes,, _-att(z)v(z) dz

< Og / @, (@) Ma,, . o-ou(z)v(z) dz.

Como @, . < Ppue para 1 <7 < m — 1, se sigue por la hipdtesis sobre el par de pesos que

Mg, p-au(z) < CMg,,, -au(z) < Cw(z), de donde

I, < / % (@) w(z)v() dz,

lo cual concluye la prueba. O]



Capitulo 4

Desigualdades de tipo Fefferman-Stein:

algunas consideraciones

En el Capitulo 2 se dieron condiciones suficientes sobre pares de pesos para obtener desi-

gualdades débiles mixtas asociadas a dichos pares. Como aplicacién se obtuvieron los Teoremas

En este capitulo, a modo de anécdota, describiremos céomo fue el desarrollo original de este

trabajo.

4.1. Desigualdades mixtas de tipo Fefferman-Stein

gualdades débiles mixtas con pares de pesos alli establecidas. Sin embargo, en una primera
instancia, el trabajo de esta tesis se orient6 a la busqueda de pruebas directas de los mencionados
teoremas, que a su vez resulten sustitutos mas adecuados a las correspondientes desigualdades

mixtas de tipo Fefferman-Stein probadas en [6] y [7], y que fueron efectivamente obtenidas.

Paralelamente, el estudio de las desigualdades débiles mixtas asociadas a pares de pesos dio
origen a los Teoremas 2.1.3 y 2.1.4, los cuales dieron indicios de que las estimaciones de tipo

Fefferman-Stein obtenidas anteriormente en forma directa eran apropiadas. En las dos secciones

completitud.
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4.2. Otra demostracion del Teorema 2.2.1

Demostracion del Teorema 2.2.1. Es suficiente probar el resultado para f no negativa (ver
Apéndice A.7). Consideramos la descomposicién de Calderén-Zygmund de f a nivel A con
respecto a la medida duplicante du(z) = v(x)dz, obteniendo una familia de cubos diddicos

disjuntos {Q;}; tales que
1) f(z) < A para casi todo z ¢ Q = J; Qy,

) A< fg, <CA

/ f(z)v(z) dx. Escribimos f(z) = g(x) + h(z), donde

J

siendo f(f?j = Q)

flx) six &

fo, siz€q

g(z) =

hw) = 37 (J@) = 15,) xo (@) = D hy(a).

J
Es facil ver que g(z) < C para casi todo € R" y que [, hj(z)v(z)dz = 0, para todo
Q; "
j. Por otra parte, llamamos x; y [; al centro y longitud de lado de cada @);, respectivamente.
Ademds, vamos a considerar 0} = 4vnQ;y = Q5

Tenemos que

o ({0 UL o (fr s 0000

(z)
o (freme T0201 )

=1 + 1y + Is.

Comenzamos estimando el término [;. Sea 1 < p < min{q,1 + €}, por la desigualdad de
Tchebyshev y el Teorema 2.1.2, obtenemos que
Q D, * 1-p
Iy < T (gv)(2)["u*(z)v(z) ™" dx
AP Jgn

< S 9@ Moot (@)o(a) da
- ’
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C
<5 |9(2)[ My, p1-au” (2)v(2) do
Rn
c .
< f(x) Mg, pr-ou’ (z)v(z) d2
A Jrmo

C
S, [ Moo ot d
j J

donde u* = uxgrn\o- tiene soporte en el complemento de Q*. Luego, si y € @;, por el Lema

1.4.7 tenemos que

Mg_ p1-ou*(y) = inf Mg_,1-qu”.

J

Utilizamos esto para estimar cada término de la sumatoria, obteniendo que
fé], / M@E’vl—qu*(x)v(x) dz S Cfé]U(QJ) l/cglf M@E’Ul—qU*
Qj J

<C [ fa)M, o (@)o(a) da.
Qj

Por lo tanto,

I

IN

> > Q

( - (x) Mg, yr-au*(z)v(x) dx—kz o f(x)Ms_ p—au™ (x)v(2) dx)

< [ f@)My, -sule)o(e) de,
g

lo cual es el resultado deseado para I;.

Procedemos ahora con la estimacién de I5. Por Proposicion 1.2.7 se tiene que v? € RH..

Ademads, como t < ®_(t), para todo ¢t > 0, tenemos que

wo(QF) = w(z)v(z) dx
@) /Q )
:/ u(z)v(x) " (z)! d
Qj
< (supv?) wv' Q)
Q@5

a(O*
< Clulo g3 -0 o) /Q UD) ) da

U/HCDE:Q;/UI_q

*
J

'/CD _ule) v(x) 9 dw.
or  \lulle.q; oo

< Cllulle. g v
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De la definicién de ||ullg, o= 10, la integral en la tdltima expresién se acota por v'~%(Q%). Por
k) J?

otro lado, como v € RH,,N A, tanto v? como v'~? son duplicantes y ademds v'~¢ € A;. Luego,

uv(@*><c”‘é§2‘) 0@l g
1—q .
< C @l gpor-s g 2

< OHUH%,Q;,vl*q fgfvl_q/ v(x)! dx
< C||U||<1>6,Q;,v1q/ v(x) dx

1
PeQj 00y f(x)v(x)dx

Qj

< Cllu|

< S [ p@) M, euw) vie) do.
X o, |

Esto prueba la acotacion del término Is.
Por ultimo, estimamos I3. Debido a que cada h; tiene soporte en el respectivo ();, tenemos
la representacién integral de T'(h;v)(z) para x ¢ Q. Utilizando la desigualdad de Tchebyshev

y el teorema de Tonelli obtenemos

J J Rn\Q;
<SY [ mwlty) [ @ ey,
A g Qg 17— 2"

donde en la tltima desigualdad usamos (1.5.2), dado que |z — x;| > 2v/nl; > 2|x; — y|. Sean
Ajj, como los definidos en (3.4.2). Teniendo en cuenta que R"\Q5 C R™\ B(x;,2+/n1;), podemos

acotar la integral interior por la suma de las integrales sobre los conjuntos A, ;, obteniendo

13<—Z/ 1y = 23llhs () oty dyz/ ) de dy
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<2 [, bl W3- [ e
Z/ ly — xj||h;(y)|v(y dyz Wil 2kn+1/ uj(r) dv

52K/ l)
<=5 — ][ oy )d je)d
Z / |y :L‘]H |U yz \/_l 2k+1 /( 2k+1\/>l)u](x) v
<SSt [ sl iyt Yoot
; h k=1

C / )
59> [ sl ayige

donde hemos usado que dado que |y — x| < \/nl;/2 para y € @Q;. Por la definicién de h; y
Lemas 1.4.7y 1.4.8,

I3 < %ZJ: ( o fx)Mu(z)v(x) dr + fg, /Qj v(zr)dx iéljf Mu}‘)

< % (; /Qj @) Mu(z dx+z )M, o1—vu(2)o(z) dx)

< f(I)M<1>€ vl*qu(x)v(x) dz,
A S :

Q

lo cual finaliza la prueba. O

4.3. Otra demostracion del Teorema 2.2.2

Demostracion del Teorema 2.2.2. Primero veamos el caso m = 1. Sin pérdida de generali-
dad, podemos suponer f no negativa y b € BMO tal que |[b[smo = 1, ya que T p|jpnof =
T, (f/]1bllsmo)- Consideramos la descomposicién de Calderén-Zygmund de f a nivel A respecto
de la medida v(x) dz y escribimos f = g+ h de la misma manera que en la prueba del Teorema

2.2.1.

Tenemos que

o ({3 BN 1Y (o 00 01)

o fr s B0

=L+ 1+,
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donde 2 y 2* se consideran también como en la prueba del Teorema 2.2.1.
Para estimar de I{ procedemos de manera similar a lo realizado en la pagina 62 y llegamos
a que
, . C
I < . f(x) Mg, p1-au(z)v(z) do.
Por otra parte, para la estimacién de I procedemos también como en el Teorema 2.2.1 para
obtener que

Bec [ D, ) ar

R

<C / kI (‘f (;”) My, ,. -cu(z)v(z) dz.

Para finalizar, estimamos el término I3. Teniendo en cuenta que

Ty(ho) () =) _(b(x) = bo,)T ZT — b, )h;v)(),

J

se sigue que

Para estimar el término I§’1, procedemos como en la prueba del Teorema 2.1.4 en la pagina
54 y llegamos a que

C

C ) .
By 5 [ J@Msn o) o+ 5 3t Mo |, s

<C / K2 (‘f &“””) Mo, ulz)v(z) de,

donde hemos usado que ¢ < ®¢(t) y el Lema 1.4.8.

Para estimar I} ,, de manera similar a lo hecho en el Teorema 2.1.4 se llega a que

I, < (JZ ) Mg, y-qu*(z)v(z) dz + CZ / j ®, (&f)') Mg, y1-qu*(x)0(z) dz

<C | ¥ <|f( )|) Mg, p1-au*(z)v(2) d,
R® A 7
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donde hemos usado que t < ®(t) y Mg_,1-au*(x) < Mo_y-au(z) < CMg,,_1-au(x). Esto
termina de probar la acotacién de I} y el caso m = 1.

Probamos por induccién el caso m > 1. Sea m > 1 y supongamos que el resultado es valido
para todo Ty, 1 < k < m — 1. Consideramos la misma descomposicién de Calderén-Zygmund
de f que tomamos en el caso m = 1 y definimos los conjuntos I7", 15" y 13" como en la prueba
del Teorema 2.1.4.

Las estimaciones de 7" e I3* se siguen de manera analoga a I{ e I? del caso m = 1,

obteniendo que

"+ 1" < C/ o, (@) Mg, . o1-au(z)v(x) do.

Para estimar el término /3", procedemos como en la pagina 50 y acotamos los conjuntos 137,
I, e I3, Siguiendo las cuentas para el término I3 realizadas en la demostracién del Teorema

2.1.4, se llega a que
m C *
[3,1 < X § |h‘] (y)‘Mq>m+suj (y) U(y) dy
j i

y, por la definicién de h; y el hecho de que t < ®,,(t), se llega a lo deseado.
En la estimacion del término 3% también procedemos como en el Teorema 2.1.4, donde en

la pagina 58 se llega a que

B0y /j >, (‘f(f)‘) Mo, ot (2)0(z) dz

<C / 2, <‘f (;)‘) Ms,, . o—au*(z)v(z) dz.

Notemos que en este paso se ha utilizado el Teorema 2.1.3.
Para la estimacion de 13%, utilizamos la hipétesis inductiva y, como en la demostracién del

Teorema 2.1.4, llegamos a que

m—1
< c Z /n o, (|f()\$)|> Mg, . p-au(z)v(z) de.
i=1

Como @i 1. <o Ppyye, tenemos que Mg, 1i-qu(x) < CMg, ,_1-au(x), paratodo 1 < i < m—1.

Luego, obtenemos que

< [ o, (@) Mo, osu(z)o(z) d,

lo cual finaliza la prueba. O






Conclusiones

En esta tesis se han obtenido desigualdades débiles mixtas para diferentes operadores del
Anélisis Arménico. Estas mismas generalizan acotaciones débiles con dos pesos conocidas ya
en la literatura clasica. En todos los resultados de este estilo aqui obtenidos ha sido clave una
descomposicion de Calderén-Zygmund respecto de una medida adecuada.

En el caso del operador maximal de Hardy-Littlewood M se obtiene una desigualdad débil
mixta con pares de pesos (u,w) en una clase A; que depende del peso v. En el caso en que
v = 1, esta misma devuelve la acotacion débil con un par de pesos para M.

Por otra parte, para los operadores de Calderén-Zygmund y sus conmutadores con simbolo
en BMO, 77", las desigualdades obtenidas tienen como condicién que el par de pesos (u,w) se
encuentre en una clase que depende de la funcién de Young ®,,,.(t) = t(1 +logt t)™* ¢ > 0,
y del peso v. Estas condiciones son reforzamientos de la clase A;, ya que las implican. En el
caso v = 1, nuestros resultados extienden desigualdades débiles con pares de pesos (u,w) para
los operadores mencionados. La prueba de los mismos necesito, ademas de la descomposicién
de Calderén-Zygmund mencionada, de una desigualdad de tipo Fefferman-Stein fuerte.

En la Seccién 2.2, como aplicacién de los resultados principales con pares de pesos adecua-
dos se obtienen desigualdades mixtas de tipo Fefferman-Stein para operadores de Calderon-
Zygmund y sus conmutadores. Estas resultan ser una mejora de las desigualdades similares
obtenidas en [6] y [7], en el sentido de que del lado derecho se obtiene un operador maximal
puntualmente menor. En el Capitulo 4 se hace un comentario sobre el desarrollo de estos resul-
tados. En particular, las desigualdades de tipo Fefferman-Stein que se obtuvieron en esta tesis
para 17", m € NU {0}, pueden probarse de manera independiente.

Otras desigualdades débiles mixtas ya han sido estudiadas en [9] y [5]. Estas, cuando v = 1,
devuelven desigualdades débiles con un peso para los operadores que ya mencionamos. Si bien

las condiciones para las acotaciones obtenidas en esta tesis cuando u = w difieren de las alli
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obtenidas, resultan ser mas generales, como se ha expuesto en el Capitulo 2.

Originalmente, E. Sawyer comienza buscando una prueba alternativa de la acotacién fuerte
para M con un peso y la descomposicién de Jones le permite arribar a las desigualdades mixtas
probadas en [31]. En el caso de pares de pesos, no esté claro que las desigualdades mixtas estu-
diadas se puedan derivar de la misma manera. Notando que las desigualdades fuertes conocidas
para los operadores aqui mencionados tienen condiciones de tipo “bump”, seria interesante es-
tudiar a futuro si se pueden derivar desigualdades mixtas por algin otro método que no sea el

utilizado por Sawyer.



Capitulo A

Apéndice

A.1. Operadores adjuntos
Dado un operador lineal T, el operador adjunto T* se define como el que verifica que
(Tf,g9) = (f, T"9),

donde (-, -) es el producto interno en L2

A continuacién vemos una equivalencia entre Ty T*.

Teorema A.1.1. Dado 1 < p < oo, T un operador lineal y (u,v) un par de pesos, entonces

son equivalentes

T: LP(v) — LP(u) (A.1.1)

T LV (ur™?) — LF (v177). (A.1.2)

Demostracion. Probamos que (A.1.1) implica (A.1.2). La otra implicacién es analoga.

En efecto, por (1.1.1) tenemos que

1/p
( IT*f(x)\p/v(x)”/dr> — T o),
Rn

:sup{

/n T* f(z)v(x)"VPh(z) dx

Al < 1}-
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Dado que T* es el adjunto de T, por la desigualdad de Holder y la hipétesis (A.1.1) se sigue

que

IN

[ 7 @) ha

IN

/ )7 dx) W ( s T (v™YPh) () [Pu(x) dw) l/p

( u(x)t" dm) " ( s \h(x)[P dx) ” .

Luego, tomando supremo sobre las funciones h con ||h||, < 1 se obtiene lo que querfamos. [

o < [ UE@TE @) ule) ) do
(
<C

A.2. Un ejemplo de que L C [P
Sea f(x) = |z|~™P. Veamos primero que f € LP>. Observemos que
Hz e R™: 2|7 > A} = {z e R" : |z| < X" < |{z € R" : |z| < A7P/"}| = A7P|B(0,1)].
Luego,
sup MW |{z € R" : || ™7 > \}| = sup WA ?|B(0,1)| = | B(0,1)| < oo,
A>0 A>0

lo cual prueba que f € LP°.

Ahora veamos que f ¢ LP. Haciendo el cambio a coordenadas polares obtenemos que

27 21
/ / Tt 1d?“dé—/ / ~Ldrds,

lo cual no es finito ya que la integral
o0
/ rtdr
0

| T

diverge. Es decir que f ¢ LP.

A.3. Convexidad de funciones de Young

Proposiciéon A.3.1. Toda funcion de Young ® es conveza.
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Demostracion. Sean ¢ la funciéon de densidad de ®, 0 < ¢ < d y L el segmento de recta que

une (¢, ®(c)) vy (d, ®(d)),
—o—— (=0, c<z<d

Para probar la convexidad, debemos ver que L(z) > ®(z) para todo = € (c,d), lo cual es
equivalente a ver que

O(x) — P(c) < O(d) — D(c)
r—c d—c

(A.3.1)

Por el crecimiento de ¢, para ¢ < x < d se sigue que

O(z) — P(c)
T —c x—c/¢ Jdi < ¢

L
Por otra parte, el lado derecho de (A.3.1) puede expresarse como

O(d) — @(c) _ [l o()de [T o(t)dt + [7 o(t) dt

d—rc d—rc d—xrx+x—c

Teniendo en cuenta que para nimeros positivos aq, as, b1, by se cumple la relacion

min @2l . ta
b by ) = b+ by’
obtenemos que

Wzmin{xic/jgﬁ(t)dt /¢ dt} x_c/¢ t)dt = :Z_;I’()'

A.4. Propiedades en espacios de Orlicz

Proposicion A.4.1. Sea ® una funcion de Young. Se cumplen las siguientes afirmaciones.
/()] ) 1 |/ ()]
1) / o (— du(x) <1 vy —— [ & =) du(z) <1
re A\l fllen MQ) Jo N\l fllequ
1) Sip es una medida no atémica, la cantidad definida en (1.3.3) es una norma.
1m1) Si ®(t) = 1P, entonces L () = LP(p).

En relacion al item 11), en esta tesis solo consideraremos la medida de Lebesgue o la medida

du(z) = w(zr) dr, donde w es un peso, las cuales son no atémicas.
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Demostracion. Veamos primero que 1) se cumple. Basta con probar la primera parte, ya que la

segunda se sigue de manera analoga.
Por la propiedad del infimo, existe {\;}x C {)\ >0 [5. @ (@) du(x) < 1}, e N o

y tal que || flle < Ak < [|flle + 1/k. Luego, como ® es creciente, tenemos que

*(50) 7 # (i)

cuando k — oo, para todo x € R". Por el teorema de convergencia monétona y el hecho de que

/ o (@) du(x) < 1, se obtiene lo deseado.
n k

Procedemos a probar 11).

a) Veamos que ||f|le,, >0y || flle, =0siysélosi f =0 en casi todo punto.

La no negatividad es directa por la definicién (1.3.3). Por otra parte, es inmediato que si

f(z) =0y p es no atémica, entonces

/n@ (&f)') du(z) = 0

para todo A > 0, de donde se sigue que || f|s,, = 0.
Supongamos ahora que || f|le,, = 0 y que existe un conjunto £ de medida positiva tal que

|f(z)| > ¢ > 0. Por definicidn, existe una sucesién {\}x tal que Ap N\, 0 y tal que

o1 = (1) vz ()

Como & es creciente, si A — 0o, entonces ¢ (/\—Ck> — 00 en casi todo punto, lo cual contradice

que ® (i) < u(E). Por lo tanto, f es nula en casi todo punto.
b) Ahora vemos que |laf|s, = |a|| f]|e, para todo o € R.

Si o = 0, la desigualdad es trivial. Sea a # 0, entonces

lafllo,. = inf {)\ >0 / o ('O‘f—;xw du(z) < 1}
_ inf{fy]oz] >0 /nCD (@) du(z) < 1}
~lalt {505 [ o (LK) due) <1} <10l
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c¢) Para finalizar probemos la desigualdad triangular.

Por la convexidad de la funcién ® tenemos que

o (M) o Ules g (VY oy g (lst)),

[ lle+lgllen/ — [fllon+lgllen \Nfllen/  1fllen+lglen \lgllen

En virtud del item 1), si integramos sobre R™ miembro a miembro, obtenemos que
g A\ llow +llgllen [fllep+llgllon Srn NN f o

ol [ g (ol g
[Flww+ lglen Je \lollow
[FAE lolo,

= e+ 9o 1 Tow + lgllen

=1,

de donde, por definicién de la norma || f + g||o ., resulta que || f + gllo, < || fllon + |9]e.-

Ahora veamos 111). En efecto,

/nwg\ﬁdﬂ(l’)ﬁl

es equivalente a que
1f15, < A7

de donde se sigue que || flp. = || fll®,u- O

A.5. Demostracion del Teorema 1.3.7

Primero presentamos un resultado previo.

Lema A.5.1. Dada ® : [0,00) — [0,00) no decreciente y continua por izquierda, son vdlidos

los siguientes resultados.
1) &1 es creciente.
1) &~ Y(D(t)) >t para todo t > 0.

1) ®(®1(t)) <t para todo t > 0.
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Demostracion. Para ver 1), consideramos t < s, entonces
{z>0:P(2) >s} C{z>0:D(2) > t},

de donde se concluye que @71 (t) < ®~1(s).
Probamos 11). En efecto, como ® es no decreciente, si ®(s) > ®(t), entonces s > t. Luego,

por la definicién de ®~! se tiene
OHD(t) = f{s > 0:P(s) > (1)} > ¢.

Para ver 111), supongamos que ®(®~1(¢)) > ¢. Como ® es continua por izquierda, debe

existir £ > 0 tal que ®(P~1(¢) —e) > t. Eso implica que ®~!(¢) — € pertenece al conjunto
{s>0:(s) > t},
de donde se sigue que ®1(¢) < ®~1(¢) — ¢, lo cual es absurdo. Por lo tanto, ®(®~1(t)) <¢. O

Demostracion del Teorema 1.5.7. Sean t,s € R, entonces ®(t) < U(s) 6 ®(t) > V(s). En el

primer caso, por los items 11) y 1) del Lema A.5.1 tenemos que

ts < OTHP(E) T (V(s)) < OH(W(s))UTH(T(s)) < OTH(T(s)),

Q

donde hemos utilizado la hipétesis (1.3.6) sobre ®, W y ©. Luego, por el item 111) del Lema

A5.1 se sigue que
O(ts) < O(6(W(s)) < W(s).
De manera similar, si ®(t) > U(s), entonces se llega a que
O(ts) < (1),
por lo que hemos obtenido que
O(ts) < P(t) + U(s). (A.5.1)

Para terminar con la prueba de la desigualdad de Holder, suponemos, sin pérdida de gene-

ralidad, que || f|ls,q. = ||9]lw,0,, = 1. Por la desigualdad (A.5.1) y la convexidad y crecimiento
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de las funciones de Young, resulta que

L[ (@) !
o oo (P2 o) < s [ s auto
1

L / ¥ (lg(2)]) dpu(z)
Q

21(Q)
| HORY
s 2u<@>/Q (||f||¢‘,Q7u> dule)

50 o (ias) #0

=1,

K

< -+

1
2

N | —

de donde se sigue que ||fglle.on < 2 = 2||fllo.0ullgllw,0,. Para fy g generales se consideran

las funciones f/| flle.0n ¥ 9/119]w.0,u en el razonamiento anterior. O

A.6. Propiedades de las funciones de tipo L log L

En esta seccién estudiamos la funcién ®(¢) = t*(1 +logt ¢)*, p > 1 y ¢ > 0. Comenzamos

probando los siguientes lemas.

Lema A.6.1. Sean Cy y Cy dos constantes positivas tales que C; < 1 y Cy > 1. Entonces se

cumple que

Ci(1+1ogtt) <1+1log™(Cit) < 1+1logtt (A.6.1)

1+logtt <1+1logh(Cyt) < Co(1+log™t) (A.6.2)
para todo t > 0.

Demostracion. Probemos primero (A.6.1). Observemos que la segunda desigualdad de (A.6.1)
es valida para todo t > 0 debido al crecimiento de la funcién 1 + log*t. Por otra parte, si
0 <t <1, entonces la primera desigualdad también es cierta trivialmente ya que C < 1. Para

el caso que falta, seat > 1y C;t < 1, entonces debemos ver que

(1 + logt) — Cl Z 0,
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lo cual se cumple por ser C; < 1. Si Cyt > 1, sea f(t) la funcién definida por

1 +log®(Cht
ey = L loen )
Ci(1+logt)
de donde tenemos que f(1) = 1/C; > 1. Veamos que f es creciente para t > 1. En efecto, dado
que

logt — log(Cit)
14\
1) = tC1(1 + logt)?’

esta resulta no negativa por el crecimiento de la funcién logaritmo y el hecho de que C; < 1.
Por lo tanto, f es creciente para t > 1y entonces f(t) > f(1) > 1.

Ahora probemos (A.6.2). Observemos que, por el crecimiento de la funcién logaritmo y el
hecho de que C5 > 1, la primera desigualdad es inmediata. Veamos que se cumple la segunda.
Si0<t<1lyCst <1, el resultado es trivial. Por otra parte, si 0 <t < 1y Cyt > 1, dado

que 1+ logx < x para todo z > 1, tenemos que
1+ 10g<02t) § Cgt S Cg,

lo cual prueba la segunda desigualdad en este caso.

Sit > 1, entonces Cyt > 1, y definimos

Co(1+ logt)
)= —°
90 = T Togicat)”

(&)

T ds > 1. Veamos que g es creciente en el intervalo (1,00). Dado

donde tenemos que g(1) =

que

/(1) = Callog(Cat) ~log)
t(1+log Cot)?

basta ver que
log(Cst) — logt > 0,

y esto se cumple por ser Cy > 1. Luego, con un argumento similar al caso anterior se obtiene

lo deseado. [
Lema A.6.2. Dado 0 < o < 1, se verifica que

t
1+logt < —
«

para todo t > 1.
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Demostracion. Dado 0 < o < 1, consideremos la funcion auxiliar
tOt
f(t)=——1—logt,
a
entonces f(1) =1/a — 1> 0. Veamos que f es creciente. En efecto,

f/(t) — ta—l _ t—l

y como 0 < 1 —a < 1, tenemos que t'~* < ¢ para t > 1, de donde resulta que f’(t) > 0. Luego,
f(t) > f(1) > 0y se obtiene lo deseado. O

Proposicién A.6.3. Dadop > 1 ye > 0, sea ®(t) = t?(1+log™ t)°. Las siguientes afirmaciones

son validas.

1) & es sub-multiplicativa.
1) ® es una funcion de Young.
1) ¢ es una funcidn p-Young.
v) ®1(t) = t1/P(1 4 log™ t)~e/P.
V) Seat>1y U(t) = e’ —e, entonces U7L(t) ~ (14 log™ t)°.
vi) Sip =1, entonces O ~ U, donde ® es la funcidn conjugada definida en la Seccidn 1.5.

V) Si & = (1 +log™ )k y Wi(t) = (" — e)X(1,00)(t), entonces (I),;l(t)\p];_lj(t) ~ d(t).

J

Vi) Sip < g, entonces © pertenece a la clase B, definida en la Seccion 1./.

Demostracion. Para probar 1), sean a,b > 0, entonces
®(ab) = a’b* (1 + log™ (ab))*

< a?(1 4 log" a4 log™ b)

| /\

(
(

aPbP(1 +log™ a + logt b+ (logt a)(log™ b))
P

1+logta) (1+1log™b)” = ®(a)®(b).

Probamos 11) y 111). Para ello vemos que la funcién T'(t) = t9(1 + alog™ t)¢ es de Young, con

£>0,¢q>1y0<a<1. Consideramos v =I" dada por

! si0<t<1
(t) =
1711+ alogt)* (1 + alogt) + ea)  sil <t.
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Como 7 es continua a trozos, I'(t) = fg v(s) ds. Es inmediato que 7y es no negativa. Si probamos
que 7 es creciente y 1im; ., ¥(t) = 0o, entonces I" resulta ser una funcién de Young.

Veamos que 7 es creciente. Sit € [0, 1], esto es directo. Sea t > 1, si, ademds, ¢ > 1, entonces
v es el producto de funciones crecientes y, por lo tanto, es creciente. Consideremos primero el

caso 0 < e < 1. Como 1+ logt > 1, se sigue que

7'(t) = at”?(1 4+ alogt) 2 ((T(l +alogt) +¢e — 1) (q(1+ alogt) +ca) + q(1 + alogt))

—1
> at??(1 4 alogt) ((qT +e— 1) (q +ea) +q) .

En este ultimo término, los primeros dos factores son siempre positivos. Como ¢ > 1,0 < a <1

y 0 < e < 1, en el dltimo factor se tiene que

-1 -1
<QT—|—5—1) (q+5oz)—|—q:%—l—(q—l)e—keq—q—l—(a—l)ea—i—q

—@—i—a@q—l—i—(a—l)a),

lo cual resulta no negativo ya que 2¢ — 1 > 1> a(1 — ¢).

Esto prueba que 4/(t) > 0y, por lo tanto, resulta creciente en los intervalos [0, 1] y (1, 00).
Observemos ademas que lim,_,1+ ¥(t) = ¢+ ca > (1), de donde se concluye que = es creciente
en [0, c0).

Para finalizar, probemos que lim;_,, 7(t) = co. Como en el caso anterior, si € > 1, entonces
todas las funciones involucradas en la definicién de 7 tienden a infinito y se cumple lo deseado.
Consideramos 0 < € < 1y, como t tiende a infinito, podemos tomar ¢t > 1. Luego, como

0 <1—¢ <1, evaluando el limite se obtiene que

#9-1(g(1 + alog
i @ adosD o) e (0 O N (4 gty — oo
t—00 (1+ alogt)t—= t—00 (1+ alogt)

De esto se desprende que ® es una funcién de Young, considerando ¢ = p y a = 1. Para
probar 111), debemos ver que W¥(t) = ®(t'/P) = (1 + log™ t'/?)¢ es de Young, lo cual se sigue

considerando ¢ = 1y a = 1/p en la definicién de I

Probemos 1V). Dada ®(t) = t*(1 + log™ t)¢, veamos que

ti/p

() mA(t) = T los 07

(A.6.3)
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Observemos que ® es biyectiva, por lo que ®~! es su inversa en el sentido usual. Luego, basta

ver que existen C] y Oy tales que
D (Cry(t)) <t < O(Cay(t)), (A.6.4)

lo cual prueba (A.6.3).
Probemos primero que ®(v(¢)) < ¢, de donde basta tomar C; = 1 en (A.6.1). En efecto,

como p < 1ye >0, tenemos que

(Pory)(t) = m (1 +log” (%))

t 1 €
< (14 -1 Tt
= <1+10g+t>e( p 8 )

(1 + log™ 75)5

IN

(1+log™ t)e
t.

Para probar la otra desigualdad, consideramos Cy = max{1, (Hpas)l/p}. Luego, sit € (0,1),

tenemos que
(o Coy)(t) = C5t (1 +log™ (Cut'/?))"
> t(1+ log™ (t'/7))°
= 1.

Sit > 1, observemos que, por el Lema A.6.2, (1 +1logt)~5/? > af/Pt=°/P para 0 < a < 1. Dado

que Coa™¢/P > 1, obtenemos

CPt Cot'/? )
) —— 72" ({4logt [ —2
(

Cé’ + Cg 10g+ (O2a—€/Pt1/p+as/p))6

Veamos ahora V). Sit > 1, U(t) = (e!'/* —e) es biyectiva y U(¢) = (log(e+1))°. En efecto,

W0 U h(t) = ellosle+)e o —
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Uoto U (1) = (log(e + ¢ —¢))° =1t

€

Falta probar que U~1(t) ~ (1 + log™ t)°. Veamos que si t > 1, entonces 1 + logt ~ log(e + t).

Por propiedades de la funcién logaritmo, tenemos que
1 +logt =loge+logt <log(e+t) +log(e +t) = 2log(e + t).

Por otra parte, observemos que e +t < (e + 1)t para todo t > 1. Luego, utilizando el Lema

A.G.1, tenemos que

t 1
1+10gt2i(10ge+10g e+ ))
e+1 e

_ e log (et(e+1)>
e+1 e

zejlbgaa+n)

e
e+1

v

log(e +1).

Por lo tanto, log(e +t) &~ 1 +logt sit > 1y se sigue que U~1(¢) ~ (1 + logt)®.

A continuacién probamos Vi), es decir que si ®(¢) = (1 4 log™ t), entonces ®(t) ~ W(t),
donde W(t) = (e — €)X(1.00) (). Si t € [0,1], entonces ®(t) = 0. En efecto, si s > 1, tenemos

que
st —®(s) = st —s(1+logs)®=s(t—(1+1logs)?) <s(t—1)<0.
Si 0 < s <1, entonces
st—®(s) =st—s=s(t—1) <0.

Por lo tanto, por definicién de conjugada se sigue que CTD(t) =0 parat e [0,1]. Sit > 1, dado

que, por (1.3.7),

obtenemos que
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Luego, por ser funciones biyectivas en [1,00) se cumple que

B(t) = (cb—l)l (1) ~ (8).

De lo probado anteriormente, es directo ver que se cumple vii). En efecto,

O ()WL) = (1+logtt)F7 =t(1+log™t) ™7 = &1 (¢).

(1+log*t)k !

Para finalizar probamos vii1). Sea 0 < a < min{%%;1}, por Lema A.6.2 se sigue que

o 4p £ o0 ag
0 S/ tP(1 +logt) %S/ tp—q—lt_ dt
1 1

t4 a
= l /OO p—atas—1 1
@ J1
1 ‘ —q+ae
S L (e 1)
a(p — g+ ae) \booo
1
= (1= Jm ).
alg—p— ae) b—r00
Por la eleccién de a tenemos que
p+aoe <p+ % < q,
de donde p — ¢ + ae < 0 y el limite anterior se anula. Esto prueba lo deseado. O

A.7. Sobre las clases de funciones

En lo que sigue vamos a justificar lo afirmado en la prueba de los teoremas principales
respecto de las funciones alli consideradas no negativas. Las siguientes observaciones estan
basadas en lo desarrollado en [3].

Con T denotaremos a la maximal de Hardy-Littlewood, un OCZ o un conmutador de OCZ.
Las estimaciones que debemos probar son de la forma

o ({x ER": % > A}) <C [ o <|f(;)|> wo(z) da, (A7.1)

donde ug y wq son funciones que dependen de los pesos considerados en el problema y la funcién

P,,(t) =t(1 +log"t)™, dondem=0siT =M o T =T.
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Dada f medible general, f = f* — f~, donde f* = max{0,f} y f~ = —min{0, f}. Por
la sub-linealidad de T tenemos que |7 (fv)] < |T(fTv)| + |T(fv)|. Como f* y f~ son no

negativas, suponiendo que (A.7.1) se cumple para este tipo de funciones, se sigue que

(frere U (e 00 )
({0001 S
o [ a0 (L
+/n<1>m ‘f_)fx”)wo(x)dx

< O/n o, (‘f(;)') wo(z) dz,

donde a lo tltimo se utiliza que T, f~ < |f] y que ¥, es creciente. Con esto se concluye que

f puede considerarse no negativa.

A.8. Sobre operadores de Calderén-Zygmund

En las demostraciones de los Teoremas 2.2.1, 2.2.2, 2.1.3 y 2.1.4 se ha utilizado la igualdad

entre los conjuntos A y B, donde

A={z e RN\Q

5,7 (= b, )hyv) ()

B = R™\Q* :
r € R™\ ()

y €% es la unién de cubos @ = 4y/nQ;. Probaremos que se cumple dicha igualdad. Para ello,
notemos que si z € R"\Q*, entonces T (Z (b—bg,)h; v) (z) y T ((b— bg,)hjv) (z) admiten
representacion integral por tener cada h; soporte en el respectivo @);.

Sean

= (0(y) = bo,)h; ()W) K (z —y),

Jj=1

g(y) =Y _(b(y) — b, )b (Wv(y) K (x — y),

J
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luego lim,, o0 gm(y) = g(y) en c.t.p. Observemos que

T(Z(b—bcmv) 0= [ o= [ 3000~ b st Kx =)

J

ST (0= ba)he) (o) = 3 [ (0 b (1)) x =)

Nos basta probar que para x fijo estas cantidades son iguales.
Afirmamos que existe v € L' tal que |g,,(y)| < v(y) para todo m, luego, por el Teorema de

Convergencia Dominada, se sigue que

T (Z(b - ij)hjv> () = / 9(y) dy

J

= / lim g,,(y) dy
R

n M—00

= lim Im(y) dy

= Z T ((b - ij>hjv> (ﬂf),

que es lo deseado.

Veamos que es cierto que existe v € L' tal que |g,(y)| < v(y). Por un argumento de
aproximacion, podemos suponer b y v acotados. Veamos que 2 C B, g). Si () es un cubo tal
que Q Nsopf = (), entonces se sigue que J& = 0. Luego, como fg)j > A, tenemos que todo Q);
debe intersecar al soporte de f. Ademas, como el soporte de f es compacto, existe un cubo Qg

que lo contiene.

Por ser v € RH,, C RH,, con s > 1, tenemos que

v@) < [ Sl ds

Luego,

|Q; LA 1F 1l = M

|_A5
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y, como todo Q); interseca a sop(f) C Qo, considerando R = diamT(QO) + /nM*Y™ se cumple que
QC B(xo,R)'

Por otro lado,

1

< 2fblle (1/ )] +165,1) o) K (@ = p)lxa, ()
< Alblloo | flocllv e K (2 = ) Ixa, (4)
= ColK(z — y)|xq,; ()-

[b(y) = b, |h; (W) [v(W) K (z — y)| = |b(y) b(2) dz| [h;(y)[o(y) | K (z = y)]

De esto ultimo, se sigue que

l9m (W) <Y Col K (2 = y)Ixq, (y) < ColK(z — y)xa(y).

J=1

Como y € Q; y x € R"\Q*, se cumple la condicién (1.5.1) y, ademds, |z — y| > § para algin ¢

positivo, por lo que

[ Calfta=pldy < G [ o=yl dy < o3| Blan, B)| < o
Q Q

lo cual implica que v(y) = Co| K (x — y)|xa(y) pertenece a L' y es la funcién buscada.
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