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RESUMEN

La respuesta a muchos de los problemas de interés en ciencias experimentales requieren el
estudio de una o varias variables Y (respuesta/s) en funcién de otras variables X (predictores).
Desde el punto de vista de la estadistica, esto significa estudiar la distribucién condicional de
un vector Y € R", dado el vector X € RP. Cuando el nimero de predictores p es grande,
casi todos los métodos usados para estudiar esta relacion incluye algin tipo de reduciéon en
la dimensién de X. Componentes principales es el método de reduccion méas popular entre las
ciencias aplicadas. Mas recientes son los métodos estadisticos de reduccion establecidos bajo el
paradigma de reduccién suficiente de dimensiones. Su premisa es la obtencién de una reducién
de los predictores R(X) € R? con d < p sin que ésta pierda informacién acerca de la respuesta
en el sentido que Y|X ~ Y|R(X).

Reduccién suficiente de dimensiones es un drea muy actual de la estadistica. En esta tesis
trabajamos bajo el enfoque inicializado en [Cook, 2007], el cual esta basado en la suposicién de
un modelo pardmetrico para la regresién inversa X|Y. El atractivo de este enfoque es que cuando
la respuesta es univariada, X|Y consta de p regresiones univariadas las cuales son sencillas de
modelar, contrariamente a lo que ocurre cuando se modela Y dado X. Bajo este enfoque se han
estudiado reducciones suficientes para la regresion de Y en X asumiendo diferentes modelos
para la distribucién de X|Y. En especial, se ha estudiado en detalle los modelos X|(Y = y) ~
N(p,, A) [Cook and Forzani, 2008|, X|(Y = y) ~ N(p,, A,) [Cook and Forzani, 2009
y X|(Y = y) con distribucién perteneciente a una familia exponencial a p pardmetros naturales
con predictores condicionalmente independientes [Cook and Li, 2009]. Este ltimo modelo ha
permitido estudiar aquellos problemas o conjuntos de datos que contienen variables predictoras
de tipo discreto o mezcla de variables discretas y continuas, aunque el supuesto de independencia
condicional es muy restrictivo.

El objetivo de esta tesis es desarrollar una metodologia de reduccién suficiente de dimensio-

nes asumiendo que la distribucién de X|Y pertenece a una familia exponencial a k pardmentos



VIII Resumen

naturales con posiblemente k > p. Para este modelo identificamos la reduccién suficiente mi-
nimal, obtenemos estimadores de méaxima verosimilitud para dicha reduccién, estudiamos las
distribuciones asintéticas de las reducciones y presentamos test de dimensiones para el valor d.
Ademds, mostramos ejemplos y simulaciones para ilustrar las conexiones, diferencias y ventajas
de nuestro método con los ya existentes.

Para poder desarrollar este trabajo es necesario, en primer lugar, estudiar en detalle los
modelos lineales generalizados multivariados, es decir modelos donde la respuesta multivaria-
da, dado los predictores, pertenecen a una familia de exponenciales. En particular, es necesario
completar el trabajo [Yee and Hastie, 2003] que adapta la idea del modelo de regresién lineal
de rango reducido a este contexto. De esta forma, cuando la matriz de coeficientes de la regre-
sién no es de rango completo, es posible obtener estimadores de la regresién més eficientes. Sin
embargo, para poder aplicar estos resultados a nuestro contexto de reduccién suficiente debe-
mos probar que los estimadores propuestos por [Yee and Hastie, 2003] son asintéticamente

normales y encontrar su varianza asintética.
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En el contexto de regresion lineal multivariada, los modelos de rango reducido han sido
ampliamente estudiados en la literatura estadistica. Estos modelos permiten obtener estimadores
mas eficientes en los casos donde es factible asumir que la matriz de coeficientes no es de rango
completo. Esto generalmente ocurre cuando el nimero de respuestas y predictores es grande o
hay presencia de correlacién entre las variables respuesta. Sin embargo, resultados asintéticos,
sus utilidades y aplicaciones han sido limitadas a las familias gaussianas.

En la primera parte de la tesis estudiamos los modelos lineales generalizados multivariados
de rango reducido propuestos en [Yee and Hastie, 2003]. El objetivo principal de estos mo-
delos es permitir que los potenciales beneficios de la regresién de rango reducido puedan ser
transportados a una amplia clase de modelos, en particular a una amplia gama de tipos de
respuesta Y en la regresién.

En el Capitulo [1]introducimos los modelos lineales generalizados multivariados, presentamos
ejemplos de familias de distribuciones que modelan la estructura de los errores de estos modelos,
estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros del modelo y su distribucién asintética.
Luego, en los Capitulos 2|y |3| abordamos la teoria de rango reducido.

Por un lado, en el Capitulo [2| exponemos cémo se aplican estas ideas a los modelos de
regresion lineal multivariado cldsicos. Presentamos una forma novedosa de obtener la distribu-
cién asintética de los estimadores de méxima verosimilitud propuesta en [Cook et al., 2015]
y ademds proponemos nuevos estimadores de rango reducido, sus varianzas asintéticas y la
relacion entre ellas.

Motivados por los resultados asintoticos obtenidos en el caso que los errores tengan una
distribucién normal, el objetivo del Capitulo [3] es extender los mismos a los modelos linea-
les generalizados de rango reducido. De esta forma, completamos los resultados expuestos en
[Yee and Hastie, 2003] obteniendo la distribucién asintética de los estimadores de maxima
verosimilitud presentados por estos autores. Ademas, este resultado nos permite obtener inter-

valos de confianza asintoticos para los parametros y asi complementar los ejemplos dados en
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dicho trabajo. Finalmente, adaptamos al contexto de modelos lineales generalizados los demas
estimadores de rango reducido propuestos en el Capitulo [2|para el caso del modelo lineal normal,
obtenemos su varianza asintotitca y la relacion entre ellas.

La segunda parte de la tesis estd dedicada al estudio de reduccién suficiente de dimensiones
(SDR) para la regresién de la respuesta Y € R” en los predictores X € RP. El objetivo principal
de esta metodologia es obtener una reduccién R(X) € R? con d < p tal que R(X) no pierda
informacién acerca de la respuesta en el sentido que Y|X ~ Y|R(X) [Cook, 2007]. La mayoria
de las metodologias SDR estan basadas en el enfoque de regresién inversa de X|Y. Este abordaje
tiene la ventaja de que en el caso que la respuesta sea univariada, la regresién de X|Y consisten
en p regresiones univariadas que, por medio de gréficos, es mas simple de modelar.

Existen dos tipo de enfoques en las metodologias SDR, por un lado aquellos métodos basados
en momentos de X (como SIR [Li, 1991], SAVE [Cook and Weisberg, 1991] y Sir Parcial
[Chiaromonte et al., 2002], entre otros) y por otro lado aquellos basados en modelos para
la regresién inversa X|Y, lo cuales surgieron para superar las limitaciones de los primeros
([Cook, 2007], [Cook and Forzani, 2008], [Cook and Forzani, 2009], entre otros). Todos
estos métodos obtienen solamente reducciones lineales, es decir, R(X) = aX con a € RP*4
y exceptuando Sir Parcial, todos requieren que los predictores X sean de tipo continuo. En el
Capitulo [b| exponemos conceptos béasicos y los métodos conocidos.

En el Capitulo [6] presentamos un nuevo método de reduccién suficiente de dimensiones que
permite identificar reducciones suficientes en regresiones con predictores que pueden ser todos
continuos, todos categdricos o una mezcla de variables continuas o categéricas. Nos basamos en
el enfoque basado en modelos y asumimos que la distribucién de X|Y pertenece a una familia
exponencial con k pardmetros, generalizando el trabajo de [Cook and Li, 2009]. Identificamos
la reduccién suficiente minimal (es decir, la reduccién més pequena) para la regresién de Y
dado X y mostramos que ésta no es necesariamente lineal en los predictores pero si en T(X),
el estadistico suficiente y minimal de la familia. En algunos casos, por ejemplo cuando X|Y
esté distribuido como Bernoulli multivariada, la reduccién minimal suficiente es no lineal en los
predictores.

En este contexto, proponemos dos enfoques para obtener estimadores de la reduccién sufi-
ciente minimal. Por un lado, como contamos con un modelo para la regresién inversa de X|Y,
es posible obtener estimadores de maxima verosimilitud. Estos se logran ajustando modelos
lineales generalizados de rango reducido, estudiados en detalle en el Capitulo [3] Por otro la-

do, basandonos en los estimadores presentados en Capitulo [3| es posible obtener un segundo
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estimador de la reduccién suficiente minimal. Este tiene la ventaja de ser obtenido a través de
calculos sencillos, pero es menos eficiente que el primero.

Finalmente, presentamos ejemplos y simulaciones para ilustrar las conexiones, diferencias y
ventajas de nuestro método con los presentados en el Capitulo 5]y estudiamos en detalle el caso

en que X|Y es un vector Bernoulli multivariado.






NOTACIONES Y DEFINICIONES

Reproduciremos en este apartado las notaciones y definiciones que seran utilizadas a lo largo

de esta tesis con el objetivo que la lectura resulte fluida.

Algebra

R™*™ para indicar el conjunto de todas las matrices

Notacion. Utilizaremos la notacién
reales de dimensién m x n. La traspuesta de una matriz o de un vector z se denota como z’ .

Para M € R™*", span(M) C R™ es el subespacio generado por los vectores columnas de M.

Definicion. Sea M una matriz simétrica de dimensién n x n. Esta matriz M se dice semi-
definida positiva, y lo denotamos como M > 0, si cumple que para todos los vectores no nulos
z e R"

z! Mz > 0.
Si la ecuacién anterior satisface la desigualdad de forma estricta, es decir zZ Mz > 0 para todo

vector no nulo z € R™, se dice que M es definida positiva. Para dos matrices A y B simétricas

de igual dimensiones, se dice que A>B (0 A>B)siysélosi A—B>0 (o A—-B >0).

Definicién. El rango de las columnas de una matriz M € R"*" es el nimero maximo de
columnas linealmente independientes que esta contiene. De forma andloga, se define el rango
de las filas de M como el nimero méaximo de filas linealmente independientes. Para cualquier
matriz M el rango de las filas es igual al rango de las columnas y este nimero es llamado el

rango de M y denotado por rank(M).

Notacién. Denotamos los siguientes conjuntos abiertos de matrices como

Han

= {M e R™*" tal que M es de rango completo} y
S™ = {M e R™™ tal que M es simétrica}.

STo= {MeR™™, tal que M es simétrica y definida positiva}.
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Rmxn

Definicion. La transformacién lineal vec : — R™" vectoriza cualquier matriz api-

(m+1)/2 Goctoriza las matrices simétricas con-

lando sus columnas. A su vez, vech : S — R™
siderando de sus columnas, los elementos de la diagonal y debajo de la diagonal. El producto

kronecker de las matrices A : m xn y B : p X ¢q, denotado con A ® B, es la matriz mp X nq

CLHB NN alnB

amB ... am.B

El uso de las inversas generalizadas de las matrices aparece constantemente en aplicaciones
de la estadistica. Ademds es conocido el hecho de que existen distintos tipo de matrices inversas

generalizadas dependiendo de las condiciones exigidas. La siguiente es la definicién clésica:

Definicién. Sea M una matriz de dimensién m x n. Se dice que una matriz M* : n x m es

una inversa generalizada si verifica que

MMM = M.

De la deficién es claro que en el caso que una matriz sea invertible, su inversa generalizada
es la propia inversa y es unica. Una de las clases de inversa generalizada que se destaca es la
inversa generalizada de Moore-Penrose que, entre otras, goza de la propiedad de unicidad. Dicha

clase se encuentra bajo la siguiente definicién:

Definicién. Sea M una matriz de dimensién m x n. Se dice que la matriz M : n x m es
la inversa generalizada de Moore-Penrose si verifica que

(a) MM'M =M

(b) MTMM' = M

(c) MM)T = MM

(d) MMHT = MM

Otras matrices que se utilizan en este contexto son las matrices de permutacién K,,,, de

expansién E,, y de duplicacién D, (ver por ejemplo, [Magnus, 1988]):

Definiciéon. Sea M : m x n una matriz, se define K,,, a la tinica matriz de permutacién de

dimensiones mn x mn tal que vec(M?) = K, vec(M).
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1
Definicién. La matriz de duplicacién D,, es la matriz de dimensiones m? x §m(m +1) con

la propiedad que

vec(M) = Dy, vech(M)

para cualquier matriz M : m X m simétrica.

Una propiedad importante de esta matriz es que su inversa generalizada de Moore-Penrose

D;rn = E,,, cumple con la propiedad que
E,,vec(M) = vech(M)
para cualquier matriz M : m X m simétrica.

Definicién. Sea la matriz A € R™*" de rango completo y V € R™*"™ simétrica y definida
positiva. La matriz que caracteriza la transformacién lineal que proyecta R sobre span(A) con
respecto al producto interno definido por V, la llamamos matriz de proyeccion y su forma es la

siguiente:

Pav) = AATVA)IATV. (0.1)

En particular, P o denota la proyeccién sobre span(A) con respecto al producto interno estandar.
Ademas, Qa(v) = I — Pa(v) es la matriz de proyeccién en el complemento ortogonal del
subespacio span(A).

Notar que en la ecuacién consideramos una inversa generalizada de ATVA pues A
puede ser de rango no completo, por lo que ATVA no serfa inversible. Como no depende
de que inversa generalizada se use (ver Lema , dicha proyeccion estd bien definida.

Estadistica

Notacién. Si \/ﬁ(é — 0) converge a una distribucién normal con media 0 y matriz de

covarianza V, escribimos su matriz de covarianza asintética como avar(y/n@) = V.

Notacién. Dada las muestras x1,...,X, € y1,...,¥yn de los vectores aleatorios X € RP e

Y € R" respectivamente, denotamos

_ .1 .
mX=— E x;: vector promedio para la muestra xi,...,Xy.
n
i=1

n



XVI

Notaciones y definiciones

n

1
Sx = — Z(X’ —X)(x; — E)T: matriz de covarianza muestral de p x p de x1,...,x,. De
n -
i=1 "
. 1 _ T . .
la misma forma S, = — Z(yl —¥)(yi —¥)" es la matriz de covarianza muestral de
i=1
rxrdeyi,...,yn.
n
1 _ T . .
Sxy = — Z(Xl —X)(y; —y)" : matriz de covarianza muestral de p X r de x1,...,%x, €
n
i=1
y17 i 7y7’L
Syx = Sy -
Syix = Sy — SyxSx 1Sxyz matriz de covarianza muestral de r x r correspondiente al

ajuste de Y en X, también llamada matriz de residuos de la regresién lineal de Y en
X.

. o—1/2 —-1/2 . . -
Cyx = Sy ' "SyxSx '~: matriz de correlaciones canénicas muestrales de r x p.

Cyy = C.



CAPITULO 1

REGRESION LINEAL MULTIVARIADA Y MODELO
LINEAL GENERALIZADO MULTIVARIADO

El modelo de regresion lineal multivariado clasico se basa en que la variable respuesta Y se
relaciona de forma lineal con las variables predictoras X y que los errores condicionados en X se
distribuyen normalmente con media cero y varianza constante. En muchas ocasiones, sin embar-
£0, Nos encontramos con que uno o varios de estos supuestos no se cumplen. Por ejemplo, es muy
comun que con ciertos tipos de conjuntos de datos, a medida que aumenta la media muestral
aumente también su varianza observada. Estos problemas se pueden llegar a solucionar median-
te la transformacién de la variable respuesta. Sin embargo estas transformaciones no siempre
consiguen corregir la falta de normalidad, la heterocedasticidad (varianza no constante) o la no
linealidad de los datos. Ademads, muchas veces, resulta dificil interpretar los resultados obteni-
dos. Una alternativa a la transformacién de la variable respuesta y a la falta de normalidad, es el
uso de los modelos lineales generalizados. Los modelos lineales generalizados (GLM de las siglas
en inglés de Generalized Linear Models) son una extensién de los modelos lineales que se pueden
aplicar cuando los errores no son normales (binomial, Poisson, multinomial, entre otros). Es-
tos modelos fueron propuestos en [Nelder and Wedderburn, 1972] y estudiados en trabajos
como [Lindsey, 1997], [McCulloch and Nelder, 2001] y [McCulloch and Searle, 2001]
cuando la respuesta Y es univariada. Ciertos tipos de variables respuesta sufren indefectiblemen-
te la violacién de estos supuestos de los modelos gaussianos y los GLM ofrecen una alternativa
para tratarlos. Especificamente, podemos considerar utilizar GLM cuando la variable respuesta
es, por ejemplo, un conteo de casos (abundancia de una especie, nimero de embarazos, canti-

dad de llamadas telefénicas recibidas, etc.), una respuesta binaria (vivo o muerto, infectado o
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no infectado, hombre o mujer, etc.) o una mezcla de predictores continuos y categéricos (por
ejemplo, el peso, la altura y el sexo de las personas).

En este capitulo se presenta el modelo de regresién lineal multivariado cldsico y los modelos
lineales generalizados multivariados. Se expondrén conceptos y resultados conocidos que seviran

para comprender los préximos capitulos.

1.1. Modelo clasico de regresion lineal multivariado gaussiano

El modelo de regresién lineal multivariado para los predictores X € RP y las respuestas
Y € R" asume que Y|X = x ~ N (a + 8%, X) lo cual permite expresar la variable respuesta Y

como

Y=a+pX+e (1.1)

con los errores € ~ N(0,X) e independiente de X ([Anderson, 2003], [Muirhead, 1982],
[Eaton, 2007], [Srivastava and Khatri, 1979]). El objetivo de este modelo es predecir Y en
funcién de X a través de la matriz de coeficientes 3 de dimensiones r X p.

Supongamos que contamos con n observaciones independientes yi,...,y, del vector Y y
X1,...,Xp sus respectivos valores de X. Sin pérdida de generalidad, asumimos que la muestra
de predictores esta centrada, de modo que X = 0. Los estimadores de maxima verosimilitud
o minimos cuadrados obtenidos bajo este modelo clasico de regresiéon lineal multivariada lo

denotamos como aors, Bors ¥ XoLs y estan dados por:

aors =y (1.2)
Bors = SyxSy'

Sors = Sy~ BorsSxy = Sy — SyxSx Sxy = Sylx-

~ ~ T
El vector (VecT (BO LS) ,vech” (EO LS)) es asintoticamente normal con la siguiente ma-

triz de covarianza (ver [Magnus and Neudecker, 1999]):

vec (BOLS) o 2;(1 ® by 0

_ , (1.3)
vech <EOLS) 0  2E.(SeX)ET

avar | v/n

donde ¥x = var(X) en el caso que X sea aleatorio y en el caso que se condicione en X o sea
n

. .1 . . .
fijo, ¥x = lim — E xix;fp donde se asume que dicho limite existe.
n—oo N < 1
1=
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1.2. Familias exponenciales multivariadas

En esta seccion introducimos las familias exponenciales de distribuciones multivariadas,
lo que nos permitird definir los modelos lineales generalizados multivariados. Estas familias de
distribuciones unifican bajo una estructura en particular muchas de las distribuciones conocidas,
tanto discretas como continuas. Presentamos como ejemplos la distribucion normal multivariada,
Bernoulli multivariada y multinomial. Estas seran ultilizadas como distribuciones modelo para
los conjuntos de datos que analizaremos y en particular, la distribuciéon normal servira de ejemplo
para analizar los resultados dentro del contexto de modelos lineales generalizados y comparar
estos con los ya conocidos.

Sea Y = (Y1,Ys,...,Y,) un vector aleatorio de dimensién r con distribucién f(-|@), 8 €
©® C R’ donde ©® es un subconjunto abierto y conexo de R®. La familia de distribuciones
F = {f(-10),0 € O} se denomina familia exponencial a k-parametros si las densidades o

funciones de probabilidad puntual del vector Y del conjunto F tiene la forma
f(y10) = TWNOLOR(y), (1.4)

donde los pardmetros naturales de la familia n(8) = (71(0),...,7:(0))T son funciones de
0 dos veces continuamente diferenciables con matriz Jacobiana de rango completo. T(y) =
(Ty(y), To(y), ..., Te(y))? es un vector de funciones reales conocidas, h(y) > 0 es una fun-
cién real conocida y 1(0) es tal que f(-|@) sea una densidad. Vamos a asumir que el conjunto
A={Xx=(\,...,\) tal que \; = 7;(6) con @ € O} contiene una esfera en R* y ademds
contiene k + 1 puntos )\(1), cen AEHD tales que {)\(j) — A0 j=2,...,k+ 1} son linealmente
independientes. Estas condiciones son suficientes para afirmar que T(y) es un estadistico mini-
mal suficiente y completo de @ para la familia. Denotamos a un vector aleatorio que sigue esta

distribucién como Y ~ Fp 4. El espacio de parametro naturales
H={neRF: e = /enTT(x)h(x)dx < 00},

donde la integral es remplazada por una suma en el caso de vectores aleatorios discretos, es el
conjunto més grande de valores que puede tomar 7 para los cuales la densidad (o funcién de
probabilidad puntual) puede ser definida.

La siguiente propiedad resulta 1til para el cdlculo de la esperanza y la varianza del estadistico
suficiente de una familia exponencial de distribuciones (ver [van der Vaart, 1998], Seccién

1.2).
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Proposicion 1.1. Para todo n € H,

2
e = (20) 5 a(rev) = (S4)).
2
En partindar, En(T,(¥) = "5y coun (1), T,(¥)) = G 1.

En las siguientes subsecciones presentamos algunos ejemplos.

1.2.1. Distribucién normal multivariada

Sea Y un vector aleatorio de dimensiéon r con distribucién normal multivariada, Y ~
N (p, X). Veamos que esta distribucién pertenece a una familia exponencial a k pardmetros,
expresando su densidad como en (1.4):

1

) _ —3y-w)T="y-p)
f(yﬂl‘l’vz) (27T)r/2|2|1/26 2
— 1 —ptr(y " STy T E 2y TS )

P ———p
(27-‘-)7'/2|2‘1/2
—  evec vy )vec(— 5B )4y TS u— 5 (tr(pT =7 ) Hog [ S|+ log(27))
evechT (ny)DfDTvech(f%E_l)erTE_lp,f % (tr(uT =~ p)+log ||+ log(27))

— T ()
donde

1
T(y) = (y,—inDrvech(ny))

n = (m,m) = (37", vechE ™) (1.5)
pim) = (xS ) + log ] 4 log(2m)) (16)
E = +r(r;—1). (1.7)

1.2.2. Distribucién bernoulli multivariada

Veamos ahora un caso discreto. Consideremos una serie de r eventos binarios diferentes
no necesariamente independientes, cada uno con dos posibles resultados como por ejemplo:
éxito o error, presencia o ausencia, defectuoso o no defectuoso. Sea el vector aleatorio Y que
registra cada uno de los resultados de esos eventos, es decir, Y = (Y1,...,Y;) donde Y; € {0, 1},
i = 1,...,r. Luego, Y es un vector aleatorio con distribucién Bernoulli multivariada. Por
ejemplo, una situacion real que puede enmarcarse bajo esta distribucién es registrar si r especies

de animales diferentes estan presentes o no en un determinado habitad.
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Denotamos las diferentes probabilidades con pj, j,...j. = P(Y1 = ji,Y2 = jo,..., Ys = jr)

con ji,...,Jr = 0,1. La forma mas general de la funcién de probabilidad puntual es

Py =@--y) = PM=y,Yo=y....Yr =yr) (1.8)

p[ol_(l)ZZI(l_yi)]p[yl Hf:g(l—yi)]p(l—yl)yz [Ti—s(1—i)

’ 7-"70 sy sLyeey

p[(l—y1) | | yl]p[lljlz,zll yi] )

Ly

Ahora, (1.8) puede ser escrita como familia exponencial de la forma [Dai et al., 2013]

r

o 1
ply) =exp | Y Y. grEBhE(x) | ~log :

g=1 \1<ii<ipg<...<ig<r Po,0,...,0

donde

= el estadistico suficiente estda dado por

T(y) = (B'(y),B*(y),.--,B"(y), B*(y), B®(¥),...,B"(y),...,B*"(y))
= (y17y27' Yy Y1Y2, - -, Y1Y3, - - 73/13/(17" -5 Y1 -~7y7’)

con funcién de interaccién B definida como

Btz (y) = YirYiz - - - Yig-

12...7‘)T

I (R L L L S SO LA es el vector de parametros naturales

que estd definido de la siguiente forma
pitizia —

| [ [ p(cantidad par de ceros entre las i1, ...,i; y las restantes son ceros)
0g

[ I p(cantidad impar de ceros entre las i1,...,%, y las restantes son ceros)

Explicado en més detalle: para cada subconjunto Z C {ij,...,7;} se considera el
Dj1 joreonje €ON J1, ..., 4 = 0,1 que cumpla con los dos siguientes puntos:

1. jj=0siie€Zoi¢ {ir,...,iq}

2. ji=1sii€ {i,..., i} —T.
El factor pj, j,.....;. se agrega al numerador si el cardinal de Z es par o nulo, y se agrega

al denominador cuando el cardinal de Z es impar.
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= el término log como funcién de los pardmetros naturales n tiene la siguiente

Po,0,...,0
forma:

Y(m) =log [1+ 3 S explstEi] | | = log [L + b(m)] (1.9)

,
g=1 \1<i)<ig<...<ig<r

con S siendo la suma

Gitiz.iq _ Z i+ Z pistt 4 | 4 ggirizeda

1<s<gq 1<s<i<q
parag=1,...,r.
Por ejemplo, si consideramos el caso r = 3, los pardmetros naturales tienen la forma
P1,0,0 Po,1,0 Po,0,1
nt =log == n? =log == n® =log ===
P0,0,0 P0,0,0 P0,0,0
P1,1,0P0,0,0 P1,0,1P0,0,0 Po,0,0P0,1,1
7712 — log r1,1,0/70,0,0 ,,713 _ log +1,0,170,0,0 ,'723 — IOg £0,0,0/0,1, 1
P1,0,0P0,1,0 P1,0,0P0,0,1 P0,1,0P0,0,1

123 P1,1,1P1,0,0P0,1,0P0,0,1
=lo
P1,1,0P1,0,1P0,1,1P0,0,0

Ui

y las sumas S son

Sl—pl §12—plyp? iz g128 _ Ly 2,8 4 12 4 18 23 4 128

52:772 513:771+773+7713

S8 =3 §B =2 4B 42,
Una propiedad importante de esta distribucién es que todas las componentes del vector aleatorio
son independientes si y solo si 7"+ = 0, para todo 1 < i1 < is < ... < g <Tr,yq=>2
[Dai et al., 2013|. En particular, cuando hablamos de correlacién de grado 2, nos estamos

refiriendo a que niliQ"’iq =0, para todo 1 < i1 <ip < ... <1y <7,y q> 3. En dicho caso, el

estadistico suficiente es

T(y) = (B'(y), B(y),- .. B"(y), B(y),- ... B"" V() = (41,42, -« - Yrs Y1924 - - - Y 1))
y los pardmetros naturales son
n = (77177727 A 777T7 n127 AR 777(r_1)7‘)'

Este caso serd estudiado en detalle mas adelante donde consideraremos el modelo Ising

[Ising, 1925].
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1.2.3. Distribucién multinomial

La distribuciéon multinomial es una extension de la distribuciéon Bernoulli univariada, donde
la respuesta puede tomar mas de dos valores. Supongamos ahora que la respuesta tiene r posibles
resultados E1, Eo, ..., E,. con probabilidades pi,po,...,p, respectivamente de que ocurran y
que el mismo experimento se repite un nimero m de veces. Sea Y = (Y1,Ys,...,Y,) el vector
aleatorio que cuenta cuantas veces ha orcurrido cada una de las posibles respuestas, es decir que
Y, e{0,1,...,m},coni=1,...,ry ZYZ = m. Este tipo de familia de distribuciones es una
familia exponecial a k =r — 1 parémét:rlos. La funcién de probabilidad puntual de Y podemos

expresarla como en (1.4) de la siguiente manera:

m)!

P(yi,...,yr) = PMi=wyi,....Ys =y,) = yilya! .yt PUPy Pl sy
r m)!
= exp - Yi 10gpi> I, yi:m}m
r—1 m!
= exp ;yz log pi + yr 10gp7~> H{Zf:ﬂi:m}m

yr!

r—1 r—1 r—1
m!
= exp ( yilogp; + (m— Y y;)log(1 =Y p;) ]I{Z;rzlyi:m}iyl'
: e e

r—1 r—l
; m!
(yi log 1_1) +mlog(1 =3 p) | Lipyimmy pr oy

Zj:l bj j=1 yrt

donde

n = (7717'-'>77T1):<10gpi_la"'aIngrzl_l>
1=>75 01D 1=>5 215

r—1
P(n) = mlog (14—2@’”)

i=1

k = r—1.

En el caso que m = 1, una forma compacta de expresar los datos multinomiales es considerar

la variable Y que vale 1,2,... 6 r indicando la categoria que resulto.
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1.3. Modelos lineales generalizados multivariados

La  unificacién =~ de  muchos métodos  estadisticos fue  demostrado en
[Nelder and Wedderburn, 1972] usando la idea de los modelos lineales generalizados.
La extencién al caso multivariado de los GLM (GLMM, de ahora en adelante) han sido
tratados en [Fahrmeir and Tutz, 2001] y las referencias en dicho libro. Aqui reproducimos

algunos de los conceptos mas importantes.

1.3.1. Estructura del modelo

La construccién de este tipo de modelos involucra tres decisiones:

(a) ;Cuadl es la distribucién de los datos (para valores fijos o aleatorios de los predictores y
posiblemente después de una transformacién de ellos)?
(b) ;Cuadles seran los predictores?

(c) {Cual es la funcién de la media que serd modelada de forma lineal en los predictores?

(a) Distribucién de Y |X
Sea Y € R", X € R” y suponemos que la distribucién de Y|X pertenece a una familia

exponencial a k parametros naturales:
Ty _
F(ylx,my) = €TV b0 p(y), (1.10)

donde expresamos la distribucién en la denominada forma canénica. De acuerdo a la estructura
de datos que se quiere modelar, se puede considerar distribuciones como Bernoulli, multinomial,
Poisson, normal, o una mezcla de ellas, que modelen de manera adecuada al tipo de problema
que se quiere estudiar.

(b) Predictores

En la practica, uno debe tomar decisiones acerca de cudles seran los predictores y de que
forma se incluirdn en el modelo. Esto es similar a los modelos lineales multivariados.

(c) Funcién de enlace

Tradicionalmente, se quiere relacionar los paramétros de la distribucion a varios predictores.

En GLMM, se modela una transformacién de la media g, como funcién lineal de los predictores:

E(YX=x) = py

g(“’x) = n+Dx
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donde ¢(-) es una funcién conocida, llamada funcién de enlace (ya que esta enlaza la media
de Y y los predictores), 77 es el vector ordenada al origen y D la matriz de coeficientes de la

regresion. Generalmente, es comun utilizar como funcién enlace aquella tal que

Nx = 9(1y) =N + Dx,

la cual se denomina enlace canénico. De los &k parametros naturales sélo vamos a modelar
linealmente algunos de ellos. Es decir k = k1 + ko donde ki: nimero de parametros a modelar
linealmente y ks: no se modelaran. Luego, conforme a esto denotamos nz = (nl,nQ)T con
ny k1 X1y mny: ky x 1. Esta separacion de n, en 17, y 1y tiene que ver con que en general la
media E(Y]X) es sélo funcién de n; y es por lo tanto el pardmetro de mayor interés. Por ejemplo
para el caso de la distribucién normal multivariada con matriz de covarianza 3., estudiada en
la Seccién 1y = vech (2_1) la cual se supone constante para cualquier valor de X. Maés

generalmente,

n, = M +Dx="f= " @I )vec(T;) (1.11)

My = My=T2=(1®I)vec(Iy)

donde f7' = (1,x)T : 1 x (p+1), Ty = (7, D) : k1 x (p+1) y Ty = (@) : ky x 1. Luego, un

modelo lineal generalizado multivariado en forma matricial es el siguiente:

Tl 0 vec(I'
o= [ ™) = ( k1) (T'1) _FT (1.12)
M 0 Iy, vec(I'g)
fTeI,) 0 vec(T'p)
donde F = :kx (k1(p+1)+k2) es la matriz de diseno y I' =
0 Iy, vec(I'y)

son los coeficientes a estimar con los datos.

1.3.2. Estimacién

Bajo las suposiciones establecidas para los errores al formular el modelo , los parame-
tros desconocidos pueden ser estimados mediante el método basado en maxima verosimilitud.
Aunque en algunos casos especiales, se pueden hallar expresiones explicitas para estos estima-
dores (como en el caso de errores gaussianos), usualmente son necesarios métodos numéricos.

Tipicamente estos métodos son iterativos y estan basados en el algoritmo de Newton-Raphson.
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Para obtener el estimador de maxima verosimilitud

~ vec (I‘1>
= R ,
vec (Fg)
contamos con n observaciones independientes yi,...,y, del vector Y y x1,...,X;, sus respec-

tivos valores de X. Estos datos siguen el modelo (1.10)) junto con (1.12):

; fl ol 0 vec(I'
m= [ M) = (£ ©1Ix,) (T1) LR
M9; 0 Ik;z VeC(FQ)
donde fI' = (1,x)T : 1 x (p+1) con i = 1,...,n. El logaritmo de la funcién de verosimilitud

para estos datos se puede expresar de la siguiente forma:

n n n

Ly(T) =Y (! T(yi) - ¥(m)) = > _(ET) T(y:) - (FT) =Y L. (1.13)
i—1 i=1 i—1
_ oL,

= 0 es en este caso

La ecuacién de méaxima verosimilitud U(L,,) a0

U(Ly) => F{T(y;) — F/ Vy(FT) =0,
=1

donde V)(-) : R¥ — R* es el operador gradiente.

Es claro que, si la funcién v no tiene una forma sencilla, no es posible obtener una forma
explicita para la estimacion T. Es por ello que, en los modelos lineales generalizados los esti-
madores de maxima verosimilitud, cuando existen, se obtienen mediante los método iterativos

IRLS o de Newton-Rawson [Green, 1984]. Habiendo obtenido en el paso t, ' y con ello

ngt) = Fil"(t) para i =1,...,n, la iteracién (t+1) obtenida para el vector de coeficientes I' es
n -1 n
T+l = (Z FiTWEt)FZ-) (Z FZ»TWZ@ZZ) : (1.14)
i=1 i=1
donde paracadai=1,...,n
zz(t) = FIr® 4+ (Wgt))_ldl(-t) con (1.15)
ol;
af = o — TO) ~ Vin) = T(yi) — Vo (F,TO) (1.16)
27,
w0 = ) = ByETO) (117)

- 9,0,
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()

i

y definimos Hy(:) : R¥ — R¥** como la matriz Hessiana de la funcién t. Los vectores z
de la (t)-esima iteracién son denominados vectores de seudo-respuestas. Esto se debe a que la

iteracién T+ (1.14) es la solucién del problema de minimos cuadrados pesados:
(0 T w® (,®
arg rr%lnzl (zi — FZ-I‘> W, (zi — FZ»I‘) .
1=

Es decir, si suprimimos el superindice de la iteracién, cada iteracion IRLS involucra ajustar el

modelo de regresién lineal multivariado

Z=FI'+U
para el cual contamos con los datos zy, ..., z, parala respuestay F1, ..., F, para los predictores
y ademas U = (uy,..., un)T son los errores independientes con media cero y matrices de

covariazas desigual W~ L

1.3.3. Distribucién asintotica del estimador de maxima verosimilitud

Dependiendo si los predictores son considerados fijos o aleatorios, siempre que la matriz de

n

informacién observada J,(T') = Z:FZTHdJ(FlI‘)FZ o la esperanza E(FTHy(FT)F) sean de-
i=1

finidas positivas, respectivamente, el estimador de méaxima verosimilitud I' del modelo 1)

existe y es unico (ver Lema 3.5.1 de [Spokoiny and Dickhaus, 2015|). Para obtener la con-
sistencia y la distribucién asintética del estimador T se requieren las condiciones usuales de
regularidad, las cuales son satisfechas para los casos més conocidos de familias de exponen-
ciales (Ver [Fahrmeir and Kaufmann, 1986] para modelos con respuesta binomial, multi-
nomial y Poisson, [Wedderburn, 1976] para modeos con respuesta normal, Poisson y Gam-
ma, entre otros). Son condiciones que aseguran la intercambiabilidad de la diferenciacion e
integracién (asi la matriz de Fisher estd bien definida y es igual a la varianza del estadisti-
co suficiente) y que la derivada tercera del logaritmo de la verosimilitud £ correspondiente a
una observacion esté acotada por una funcién integrable (independiente de los pardametros)
en un entorno del verdadero pardmetro. Méas detalles pueden verse en la Secciéon 3.4.1 de
[Fahrmeir and Tutz, 2001]. Un estudio cuidadoso sobre consistencia y distribucién asintéti-
ca se encuentra en [Fahrmeir and Kaufmann, 1985] y [Haberman, 1977]. Por otro lado,
como veremos para el caso de regresiéon de rango reducido, también puede aplicarse el Teore-
ma 5.1 de [Lehmann and Casella, 1998] para obtener existencia, consistenia y distribucién
asintdtica del estimador de méxma verosimilitud. Ademads, para el caso condicionado a los pre-

dictores, es decir cuando X no es aleatorio, se necesitan condiciones en la matriz de disenio F
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para poder utilizar el teorema de Lindeberg-Feller y asi obtener la distribucién asintética en
este caso.

La siguiente proposicion presenta la distribucion asintética del estimador de maxima vero-
similitud para los casos condicionados o no en X. Damos aqui un bozquejo de la prueba que

hace uso de las condiciones habituales de regularidad.

Proposicién 1.2. Sea el vector aleatorio Y|X cuya distribucion pertenece a una familia expo-
nencial a k pardmetros naturales de la forma y sea Hy la matriz Hessiana de la funcion ¢
correspondiente a cada familia. Teniendo en cuenta la separacion de los k pardmetros naturales

en k1 y ko, sea la particion de H:

Hy — Hiyi Hipo
H> Ho
con
0% 0%
Hllziik’l)(k’l H12:71k1><k‘2
ont om o3 Oy

H21:H{22k‘2><k‘1 H222857¢;k2><]€2_
Onz Ony

El estimador de mdzrima verosimilitud del modelo satisface
N (f - ro) — N(0,Vr,) (1.18)
donde I'g es el valor poblacional verdadero para I' y Vr, = j(I‘o)*l, con

(ffT @ H11(FTy)) (f ® Hio(FTy))

J([To) =E
(f7 @ Hy (FTy)) H,, (FTy)

en el caso que X sea aleatorio. Si se condiciona en X, considerar

1 n fifiT®H F,T fi®H F,T
J(To) = lim Ju(To) = lim — Y ( u(Filo) (£ ® Hin(FiTo))
oo noeen T (fF ® Ho (FiT9)) Hy, (F;I)

donde se asume que dicho limite existe.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion se basa en el Teorema central del

limite (para el caso de X aleatorio) y en el Teorema de Lindeberg-Feller (para el caso de X
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oLy =
“(I') = 0, donde L, (T") estd dado por la ecuacién (1.13
r

fijo).

en series de Taylor alrededor de I'y tenemos, bajo condiciones de regularidad, que

R 2 3p R -1
Vi(F-To) = ~vii (G + 5 e @ae @ -1w)  Gr)

n n -1
= Vn (Z F/Hy(F,[)F; + Z FGy(F,T)(F; o F;)1® (T - Fo)))
i=1

=1

(f: F{T(y:) - Fz'TVWFz‘I‘O))
i=1

donde T = %FO—F (1 - > I' para algin t € (0,1) y G9(-) es la derivada tercera de dimensiones
k% x k de la funcién 1. Dicha derivada de tercer orden es acotada en probabilidad, por las
condiciones de regularidad supuestas para la derivada tercera del logaritmo de la funcién de
verosimiltitud para una muestra £. Ademés, bajo condiciones de regularidad, T - Lo = o0p(1).
Por lo que,

n -1 n
Vn (F - Fo) ~n <Z FiTH¢(FiFo)Fi> (Z F{T(y;) - FiTV¢(FiF0)> :
i=1 i=1
donde el simbolo ~ indica que ambos miembros son asintéticamente iguales en distribucion
cuando n — o0.
Definimos las variables aleatorias Z; = F? T(y;) — F Vi) (F;T). Luego, en el caso en que X
sea un vector aleatorio, Z1, ..., Z, son independientes e idénticamente distribuidas. La condicién

de independencia e igualmente distribuidas se sigue del hecho de que (x;,y;) es una muestra

i.i.d. y ademas

Exvy)(Zi) = Ex (Byx (F/ T(y;) — F] V¢(FIy)))

= Ex (F{ Eyix (T(y:) — V¥(F;Ty))) =0

vargcy) (Z) = varx (Evix (FIT(y:) - FT V6 (F,T0)))
+Ex (varyx (F] T(y:) — F] Vi(Filv)))
= 0+ Ex (F{varyx (T(y:)) F:)
= Ex (F/Hy(F,I'\)F;)
= Ex (FTHy(FT,)F)

= J(To) = Vg,
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donde en las tdltimas igualdades hemos usado el resultado de la Proposicién Luego, por el

Teorema central del limite, tenemos que

( Zz)-u\fovro) (1.19)

1 n
Por otro lado, como —ZF;?FHQ/J(FiI‘O)Fi converge en probabilidad a Ex (FHy(FTI'y)F) =
n
i=1
VI?OI, aplicando el Teorema de Slutsky tenemos que

Vn (izn:FzTHT/}(FiFO)Fi> ( ZZ> — N(0, Vr).
=1

Por lo tanto, v/n (f‘ — 1"0) también converge en distribucién a una normal con media 0 y
varianza Vr,.
En el caso en que X no sea aleatorio, las variables aleatorias Z; = FL T(y;) — F} Vi (F;T)

son independientes con media 0 pero distinta varianza:

vary (Zz) = Vary|x (Zl) = vary|x (FZTT(yZ) - F?VT/J(FZF()))

= Flvaryx (T(y:)) F; = F] Hy(F,T)F;.

1 < 1 &
Sean las variables aleatorias Y, = %ZZ’ y B, = var(Y,) = H;F?Hw<FiFO)Fi-

Asumiendo que existe el limite J(Ty) = lim —ZFTHw(F I'g)F;, podemos aplicar el

n—oo n
=1

Teorema de Lindeberg-Feller bajo ciertas condiciones en la matriz F (ver Seccién 2.8 de
[van der Vaart, 1998]). Entonces tenemos que Y,, — N (0, J(Ty)).

Luego, aplicando el Teorema de Slutsky se obtiene el resultado:

n

. —1
Vvn <Tll Z F;’FHWFz‘Fo)Fz‘) (:L Z F/T(y:)— F;’FVWFZTO)) — N(0, 7 (To) ™).

i=1 =1
O
1.3.4. Normal multivariada como familia exponencial
Supongamos que la distribucién de Y|X es N, (g, X), luego de acuerdo a (1.5) y (1.7), el
modelo centrado modelando los parametros naturales sera:
m = X 'p=Tx (1.20)

Ny = vech(Z71) =T,

Es decir que ky =ry ky =r(r+1)/2.
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Observar que en este caso el enfoque de los GLMM, donde modelamos linealmente los
parametros naturales de la familia exponencial a la cual pertenece la distribucién, se diferencia
del modelo de regresién lineal multivariado pues no se modela la media p en funcién de x sino
que se modela X' . Sin embargo, es clara la relacién entre estos modelos pues de acuerdo a
y , Iy = ¥7!13. Por lo tanto, el estimador de méxima verosimilitud f‘l obtenido via
GLMM vy el producto de los estimadores de méxima verosimilitud fl_lﬁ, usando el modelo de
regresiéon lineal son los mismos, como asi también sus varianzas asintéticas.

La matriz de covarianza asintdtica para I'; utilizando la Proposicién estda dada por
Vi, = ('@ ) + (T{=M o7 + (T @ T1) Ky (1.21)

Si queremos obtener la varianza asintdtica de f)_lB a partir 1 , debemos usar la regla de

Cramer. Asi, s! ,@ es asintéticamente normal con media X8 y varianza dada por
Vy = (Ex @2 )+ (87282 + (BT 0 2718) Ky (1.22)

Teniendo en cuenta que I'; = 7113, 1) y 1} son las mismas.
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1.4. Demostraciones del Cépitulo

Prueba de (1.21)): Vamos a calcular la varianza asint6tica del estimador de méxima vero-
similitud de I'; usando la Proposicién En primer lugar, veamos quien es J,, en este caso. De
acuerdo a (1.5) y (1.6), obtenemos las siguientes derivadas de segundo orden que constituyen la

matriz Hy.

Hy;, = X
Hy = —0{Ze3)D, = -(xT{2@Z)D, = —(x{ 8" @ £)D,
1 1
Hy,; = DI ((ZTnniz+ 52 @)D, = DI ((ZT1xx! TT® + 32 @ 2D,

1
= DT((BxxI BT + 5z:) ® 2)D,.
Luego,

(xix] © %) (xi ® (x; B ® Z)D;)

1
jn:*

n
| «’e®I(Bxox) DI <<sz~x?BT + ;2> ® 2) D,

SRS

o7 (53t %) 7 (913
=1

Asi, obtenemos que la varianza asintética de (I'1,T'2) es

1
(x;x BT+22>®2>D

II:)tﬂ._l

-1
Ex®% (ZxB" @ =) D,)

Vr = T T r, 1
D7 (§5x © %)) D! ((ﬁzxﬂ + 22) ® 2) D,

donde ¥x = var(X) en el caso que X sea aleatorio, y en el caso que se condicione en X o sea

fijo, ¥x = lim — lex Por lo tanto, la distribucién asintética de l"l esta dado por

n—oo N

-1

-1
Vr, = (z:x ®% - (2x8" @ 2) D, (DZ <(ﬂ2xﬁT + ;2> ® z) DT> D/ (B"2x @ 2))) :
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Para obtener una forma explicita de la inversa de la ecuacién anterior, aplicamos la identidad

de Woodbury (ver Apéndice . Asi,

Vi, = (5% en7) - (55 e D7) (Sx8" 0 3) D,

[—Df <<ﬁ2xﬁT + 12) ® 2) D, + D/ (BZx ® %) (B @ 7') (TxB"T @ ¥) D,

2
DI (BEx X)) (Zx @ =7

= 'ex ) - (8" ®L)D, [DZ‘ (—;2 ® 2) Dr}lDf (Bel)
= (e ) +2(8"91:)D,E, (3 ' X ) EDI (801,

= (R eT )27 eL) 4 +K,) (3 o5 (Bol,)

= 'ez )+ @B's'Bex )+ (B’ en !B K

En las tltimas tres igualdades hemos usado las Propiedades y de las matrices de

expansién, duplicacidon y conmutacién que se encuentran en el Apéndice

O

Prueba de : Calculamos ahora la varianza asintdtica de f]_lB usando que (B, f))
tienen la distribucion asintética dada en y aplicando la regla de Cramer. Teniendo en
cuenta las expresiones vec(X27'3) = (87 @ I)vec(Z7!) = (I, ® =7 )vec(B), obtenemos las
siguientes derivadas

M:I @21 M

T
OvecT B P Avech’ > ~(8'=7 @ 27D,

Por lo tanto, f]_l,@ es asintéticamente normal con media X~'8 y varianza dada por

o o 0

Vs-ig = (Lex ', -2 'ex D,) .
0 2E, (2 ® %)E]

| S Y
-Di(z7'Be =)
= e H)+2(8' ="' )D,E, (@ X)E/D] (T '8ex™)

+2(8' Tex) %(

(Ex' @z
= ey )+ @2 e )BeL)+ (B2 e K, (B0L,)
( =)

IL: +K,) (T (T'8ex™)

' ® + (BT 1B )+ (BT ' 0= 18) K,y

-1






CAPITULO 2

REGRESION LINEAL MULTIVARIADA DE RANGO
REDUCIDO

En el modelo usual de regresién lineal multivariada, que relaciona un conjunto de r res-
puestas con un conjunto de p variables predictoras, se asume implicitamente que la matriz de
coeficientes r X p es de rango completo. El estimador de minimos cuadrados o maxima verosi-
militud de la matriz de coeficientes es el mismo que si se realiza cada una de las r regresiones
individuales. Por lo tanto, aunque posiblemente las variables respuestas estén correlacionadas,
esta informacion no estd contemplada en la estimacién de los coeficientes de regresién. Hay dos
cuestiones practicas con respecto a este modelo de regresiéon multivariado. En primer lugar, la
estimacion precisa de todos los coeficientes de regresién puede requerir un nimero relativamente
grande de observaciones y en segundo lugar, incluso si se dispone de los datos, la interpretacién
simultanea de los coeficientes de regresiéon puede llegar a ser dificil de manejar. Una forma de
abordar estas cuestiones es a través de la suposicién de que el rango de matriz de coeficientes
pueda ser deficiente. Tales modelos se denominan modelos de regresiéon de rango reducido y han
sido un aporte importante en la teoria clasica del andlisis multivariado. La principal diferencia
con el modelo de regesién lineal multivariado es la restriccién adicional en el rango de
la matriz de coeficientes 3, de esta forma es posible obtener estimadores sin requerir un gran
tamano de muestra y son mas eficientes si el modelo es cierto. El trabajo [Anderson, 1951]
fue el primero en considerar en detalle el problema de regresién con rango reducido. Luego, en
Izenman, 1975] se introduce el término Reduced rank regression (RRR, de las siglas en inglés)
y se examina este modelo en detalle. En este capitulo se repasan los resultados mas importantes

de este modelo, se proponen otros estimadores de rango reducido y se comparan sus eficiencias
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asintéticas de forma andlitica. En el Capitulo |4 se mostrardn estos resultados por medio de

simulaciones.

2.1. Estructura del modelo de regresién de rango reducido

Los estimadores de maxima verosimilitud o minimos cuadrados obtenidos del modelo clasico
de regresién lineal multivariada , aors, :@O LSy 20 LS, no se ven modificados si las variables
respuestas Y estdn correlacionadas o no. El nimero de pardmetros en la matriz de coeficientes
de regresion puede ser muy grande ain cuando es moderado el niimero de variables cuyas
relaciones se quieren estudiar. De esta manera, en situaciones practicas es necesario reducir el
nimero de pardmetros en el modelo. Existe la idea general de que la estimacion de 8 puede
optimizarse reduciendo la dimensiéon de X e Y y el modelo de rango reducido es uno de los
métodos mds conocido para esto. Dicho modelo asume que rank(3) = d < min(p, r), pudiendo

expresar 8 como

B=ABcon A:rxdyB:dxnp, (2.1)

donde A y B son ambas de rango completo d. Los estimadores de maxima verosi-
militud para este modelo fueron estudiados por [Anderson, 1951], [Izenman, 1975],
[Reinsel and Velu, 1998] bajo diferentes restricciones sobre A y B para obtener identificabi-
lidad, ya que la descomposicién 3 = AB no es tnica. Sin embargo, notemos que el parametro
de interés 3 es identificable en el sentido que span(A) = span(8) y span(BT) = span(37) son
Gnicos.

Supongamos que contamos con la muestra (y;,x;), ¢ = 1,...,n que siguen el modelo (1.1)
con rank(3) = d < min(p, ). Luego, la funcién objetivo a maximizar es el logaritmo de verosi-

militud que para estos datos se puede expresar de la siguiente forma:

i=1

Lo(,8.3) = -7 {log S i )8 i ﬂx»} 22)

que es maximizada bajo la restriccién rank(3) = d para obtener los estimadores de méaxima
verosimilitud (MLE) agg, ,@ RRY s rr del modelo de rango reducido. Dichos estimadores se

presentan en el siguiente resultado ([Anderson, 1999] y [Cook et al., 2015]).
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Proposicién 2.1. Los estimadores de mdaxima verosimilitud &rgr, Brr Yy XRrR para o, B y X2

respectivamente, a partir de mazximizar la funcion de verosimilitud L, en estdan dados por
apr = yER
Brr = SY2CiYs M erre
Srr = Sy —BrpSxy € R™X"
donde
Co = Sy P8y = 8y BopsSi?
o = vV,
y V() es la matriz que contiene los primeros d autovectores de STS donde

S =828 S * = 8 P Bors Sk,

Observaciéon 2.2. Si Cyx = UT AR expresa su descomposicién en valores singulares (SVD, de
ahora en adelante), las filas de la matriz R contiene los autovectores de C’;XCyX. En el Lema
que se encuentra al final del capitulo, mostramos que dichos autovectores coinciden con
los autovectores de ST'S, es decir que V(@) = R(g)- Entonces si descomponemos las matrices U

y A de la forma

A O

U’ = ( Ugg) U(vud)) A= 0 A,

con Uy :rxd, Up_gy:7x(r—d), Ay:dxdy Ag:(r—d)x(p—d) tenemos que

Oy = UTARV(y V], = UTARR )R],

T
— una [ M| Ry —uTa | 0
0 0

= UggAiR(y,. (2.3)

Es decir que, de acuerdo a la Proposicién el estimador de méaxima verosimilitud de 3 bajo

el modelo de rango reducido consiste en:

1. Premultiplicar y posmultiplicar el estimador OLS por Sy 1/2 y S,l/ 2 respectivamente, lo
que nos da Cyx.
2. Obtener la SVD de Cyx y truncarla a los primeros d vectores y valores singulares como

Ny d
en . Denotamos a esta operacién como C}(,x) .
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3. Volver a la escala original premultiplicando y posmultiplicando C’§f,i() por 5’}1,/ 2 vy Sx 12,

Observacion 2.3. Si d = min(p,r) se tiene que C’_‘Eff() = Cyx, de donde se obtienen los estima-

dores de maxima verosimilitud usuales para 3 y ¥ dados en (1.2):

BOLS _ 531,/203(,;1()5;1/2 _ S)l]/Qcny;I/Z _ 531,/25;1/25}’)(5;1/25;1/2 _ Sny;l

Sors = Sy —BorsSxy = Sy — SyxSx Sy = Sy|x-

2.2. Distribucion asintética del estimador de maxima verosimilitud

La distribucién asintética de estos estimadores fueron estudiados por [Anderson, 1999],
[Reinsel and Velu, 1998]|, [Stoica and Viberg, 1996] y [Cook et al., 2015]. Repasare-
mos aca la prueba presentada en este dltimo trabajo ya que es independiente de la parame-
trizacién usada, es decir no depende de qué manera se descompuso 3 en A y B. Ademads,
usaremos estos resultados cuando probemos la distribucién asintética en el caso de GLMM de
rango reducido en el Capitulo

Para ello, definimos los parametros g del modelo estandar 1} sin restriccion y 0 para el

modelo de rango reducido con ,

vee(B) vec(A)

g = 0 =1 vec(B)
vech(X)

vech(X)

El pardmetro o es omitido pues su estimador toma la misma forma en ambos modelos:
aRR/OLS = y. Bajo el modelo de regresién de rango reducido tenemos g = g(0) y por
lo tanto su correspondiente estimador de méxima verosimilitud es grr = g(@) Ademis,
denotamos a los estimadores de méaxima verosimilitud del modelo de rango completo como
goLs = (vec(Bors), vech(Zors))” .

La matriz de informacién de Fisher para g es:

T J, B 0 2X ® 2_1 0
g = = 1
0 Jx 0 5DZ(z:—l ® X HD,
0g(0
y definimos A como el gradiente A = ga(a) Luego las varianzas asintéticas para los estima-

dores 8ors ¥ 8rr, y en particular para B¢ v Brp, son resumidos en la siguiente proposicién:
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Proposicién 2.4. Asumiendo que €|X ~ N(0,X) y que rank(3) = d,

avar(v/ngors) = Jg_l

avar(vngrr) = A(AT JgA)FAT

donde el supraindice I indica una inversa generalizada de la matriz. En particular, v/n(Bors—B)
y Vn(Brr — B) son ambos asintéticamente normales con media cero y las siguientes matrices

de covarianzas

avar{\/ﬁvec(BOLs)} = 270X (2.4)

avar{y/nvec(Brp)} = (Pprs Ex' ® )+ (Qprm)Sx' ®Pax-1T).  (25)

Observacién 2.5. Notar que entre las matrices (2.4) y (2.5) existe la siguiente relacién:
(Prrn)Zx' @)+ (Qprs Zx' @Pax—1)T) < I @ =

Este orden en las matrices de covarianza expresa que si estamos bajo las hipdtesis del modelo
con , el estimador B rr €5 mas eficiente asintéticamente que Bo rs- Ademas, notar
que la matriz de covarianza asindtica depende de A y B solo a través de proyecciones. Es
decir que no depende de la descomposicién de 3 en A y B que se ha considerado, teniendo en

cuenta que esta descomposicion no es tinica.

La demostraciéon de la Proposicion se encuentra en el trabajo [Cook et al., 2015] y
se basa en un teorema de [Shapiro, 1986], que reproducimos en el Teorema ya que lo

utilizaremos en el capitulo siguiente. Previamente consideramos la siguiente definicién:

Definicién 2.6. Sea ® C R? un espacio de pardmetros abierto y 8y € ©. Sea E el conjunto
imagen de © a través de la funcién g, es decir E = {£€ : £ = g(0),0 € ©}. El punto 8 es

regular si

1. la matriz jacobiana A = dg(0)/06" tiene el mismo rango que A = dg(6y)/00" para
todo @ en un entorno de 6.

2. Existen los entornos U y V de 0y y &, = g(00) respectivamente, tal que ENV = g(U).

Teorema 2.7. Supongamos que 0 es un vector de pardmetros de dimension q, @ € © con ©
un conjunto abierto y conexo de RY. Sea Oy el valor poblacional de 0. Definimos & = g(0) =

(91(0),...,9m(@)T : © — R™, donde g;(8) es dos veces continuamente diferenciable en ©,
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~ 0g(9)

it =1,...,m. Consideramos la matriz jacobiana de dimensiones m X q, A = 20 lo—o, que

no es necesariamente de rango completo. Ademds suponemos que:

1. 7y, es un estimador del valor poblacional g(0y) € R™ asintdticamente normal. Es decir,
Vn(Tn —g(6)) = N(0,T)
2. contamos con la funcion H(a,b) que para a = T, satisface
a) H(myp,&) > 0 para todo € € g (O)
b) H(1p,&) =0 siy solo si T, =&
c) H(tp,&) es al menos dos veces continuamente diferenciable en la sequnda variable
§
d) existen € >0y 6 >0 tal que si ||, —&|| > 9, se tiene que H(Ty,&) > €, donde | - ||

es la norma FEuclidea.

1 0°H
2 060eT (g(60),8(60))-

3. el punto Oy es reqular

4. rank(A) = rank(ATVA).

Llamamos V =

o~

Luego, el estimador g(0) que minimiza la funcion de discrepancia H sobre ©, es un estimador
consistente de g(60o) y \/ﬁ(g(a) —g(0y)) es asintdticamente normal con media 0 y matriz de

covarianza PA(V)I‘P&V).

Demostracién de la Proposicion Por propiedades de los estimadores de maxima
verosimilitud la varianza asintética de gors es Jg ! En particular, como Jg es diagonal en
bloque, la matriz de coeficientes EO Ls tiene como varianza asintdtica Jg l= Z)_(l ® 2.

Por otro lado, vamos a aplicar el Teorema para obtener la distribucién asintdtica de
los estimadores del modelo de rango reducido. Observemos que en este contexto tenemos el
vector de pardmetros @ = (vec(A),vec(B),vech(X)) : ¢ x 1, con ¢ = (p+7)d + r(r +1)/2
que vive en el subespacio abierto © C R? definido a partir de los conjuntos abiertos II"*" y
ST tal que © = vec(IT"*%) x vec(II"*P) x S”.. El valor poblacional @y es el valor poblacional de
(vec(A)T, vec(B)T, vec(2)T)T, el cual denotamos de la forma (vec(Ag)?, vec(Bo)T, vec(2g)T)T.

La funcién g : © — RPFH0HD/2 o5 ta] que

vec(A) vec(AB) vec(3)
g0)=g| vec(B) = . = s
voch() vech(X) vech(X)



2.2 Distribucién asintética del estimador de maxima verosimilitud 25

La matriz A de dimensiones pr +7r(r+1)/2 x (p+r)d+r(r+1)/2 es

9g(0) Bi®L I,®Ag 0

|9=90 =

A=

L.(r1))2

En este contexto, 7, es el estimador del modelo completo 7, = (vec(Bprg)! . vech(Zors)”)T
del cual conocemos su distribucion asintotica, es decir que I' = Jg L

Definimos la siguiente funcion:

F(g.gors) = % {Cn(BOLSa Sors) — Ln(B, 2)} ,

donde L, es la funcion objetivo de maxima verosimilitud de Y dado X en el modelo bajo
normalidad de los errores. F(g,g8ors) satisface los puntos a — d del enunciado del teorema y
en este caso V = Jg. La condicién 4 de la igualdad de los rangos se satisface pues rank(A) =
dip+7)—d*+ (r+1)r/2 y al ser V = Jg de rango completo, tenemos que rank(AT JyA) =
dp+7r)—d® + (r+1)r/2.

Es claro que el estimador g(@) que minimiza la funcién F(g,8ors) es el estimador de
mdaxima verosimilitud bajo el modelo de rango reducido y de acuerdo al Teorema [2.7]1a varianza

~

asintética de g(0) = grr es

PaviITPhyy = A(ATVA)ATVIVAATVA)AT
= AATJA)AT T T A(AT T AT AT
= A(ATJA)TAT, (2.6)
En particular, estamos interesados en obtener la parte de la matriz de covarianza asintética
(2.6) que corresponde al estimador de méxima verosimilitud de 3. Para ello, en primer lugar

vamos a aplicar el Lema del Apéndice que nos dice que para cualquier matriz M y para

cualquier inversa generalizada vale que
MMTM) MT = MM TM)IMT,
de donde se deduce ficilmente que también es cierto para cualquier matriz W > 0,
MMTWM)MT = MMTWM)IMT.

Es decir, que podemos usar cualquier inversa generalizada en 1} En las cuentas que siguen,

suprimimos el subindice 0 en los valores poblacionales pero es claro que estamos tratando con
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los valores poblacionales. El factor central de 1) es

BX,B'ox! BI,oX!A 0
AT, A = S BTo ATl 3,0 AT 1A 0
0 0 %Df(E_l ® X HD,
L[ A0
Lo oA )

donde en la ultima igualdad introducimos notacién para cada bloque diagonal de la matriz. Es

decir,

BX,B ¥ ! B, X 'A
A, = * * y Ay =DT (2" '@ 2 HD,.
S BT ATYS ! 2. 0 ATS 1A

Luego, observemos que si Af{ y Ag indican una inversa generalizada de A1 y Ay entonces

:
A0 Al o

VAN =
0 Ay 0 Al

es una inversa generalizada de ATJgA. Como estamos interesados en obtener el bloque diagonal
superior de la expresion 1) y por la estructura diagonal en bloque de A y de ATJgA nos

queda que

B®I

avar(\/ﬁvec(BRR)) = ( B'®I I®A )Af Lo AT
&

Basandonos en el Lema proponemos la siguiente inversa generalizada de A;

(BB '@ (X - AATS1A)TAT) 0
0 > loATstA) !

la cual verifica que AlA:{Al = Aj.
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Por lo tanto,

avar(vnvec(Brp)) = (BT oD)((BEB) Mo (Z-AATES1A) TAT)B®I)
+I0A) (e ATETA) I AT)
= (BTB=B) 'Be (X - AATS1A)IAT))
+(Z '@ AATSTA)TAT)
= (Pprz)Zx @%)+ (' @ Paz—1)Z) — (Pr(zZ5' @Ppx-1)2)
= (Pprz)Zx @%) + (' = PprzB") @ Poz-—1) %)

= (Pprz)Zx @)+ (Qpr(s,)Bx @ Paz-1)%).

2.3. Otros estimadores de rango reducido

2.3.1. Estimador basado en el Teorema de minimizacion cuadratica

En el trabajo [Cook and Ni, 2005] se presenta un resultado que establece las condiciones
para extender los resultados del Teorema a ciertos estimadores hallados via minimizacién
cuadratica. Utilizando este resultado podemos obtener un nuevo estimador de la matriz de
coeficientes para el modelo de regresion lineal de rango reducido que tenga la misma varianza
asintotica que el estimador MLE. El siguiente corolario es consecuencia directa del Lema A.3 y

A.4 de [Cook and Ni, 2005].

Corolario 2.8. Supongamos que se verifican las condiciones del Teoremapero H(t,,g(0))

es de la forma
(T~ 8(8)" Vi (10 —8(6))
donde {V,, > 0} es una sucesion de matrices aleatorias que convergen a 'V > 0 en probabilidad.

Entonces la tesis del Teorema 2.7 sigue siendo vdlida.

Basandonos en estos resultados, es posible definir otro estimador del modelo de rango re-
ducido a través de la definiciéon de una nueva funcién de discrepancia. Vamos a considerar la

siguiente funcién

F(g,801s) = (g — 8ors)  Ja(g — 8oLs), (2.7)
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la cual podemos expresar también de la siguiente forma:

Fi(8,Bors) + Fa(B.Zors) = (vee(B) = veo(Bors))” (S ® Sy ) (vee(B) - vee(Boys))
+(vech(X) — vech(S, L))" DT (5y|x®sy|x) .

(vech(X) — vech(Sy‘x))

Sea grpr2 = (B RR2 by RrR2), donde B rR2 €s el valor de B que minimiza el primer término de F'
dentro el conjunto de matrices r x p de rango d < min(p,r) y S rr2 es la matriz simétrica y
definida positiva que minimiza el segundo término de F'. Luego, es posible obtener la distribucién
asintdtica de este nuevo estimador basandonos en el resultado anterior. De esta forma tenemos

la siguiente proposicion:
Proposicién 2.9. Asumiendo que €|X ~ N(0,X) y que rank(8) = d, luego
avar(vngrrz) = A(AT JgA)FAT

donde
B oI IL,®A 0
0 0 Lty
En particular, \/ﬁ(,@ rir2 — B) es asintdticamente normal con media cero y las siguiente matriz

de covarianza
avar{y/nvec(Brpz)} = (Pprz)Zx' ® L) + (Qpr(ny Tx' ® PaE-1)%). (2.8)

Demostracion. El resultado es consecuencia directa del Corolario pues Sx y Sy|x 8

estimadores consistentes de Xx y X respectivamente. O

En conclusion, es posible obtener un estimador de rango reducido de forma explicita, tan
eficiente como el estimador MLE, a partir de la minimizacién de una forma cuadratica que
involucra el estimador de rango completo B . Daremos a continuacién la forma explicita de

este estimador.

Proposicién 2.10. Asumiendo que €)X ~ N (0,X) y que rank(8) = d, el estimador BRRQ es
ylx \Zylx

- (@ _
Brr2 = s (s ( 1/2/60LSSI/2) Sx 1/2,

mientras que Xgpo coincide con el estimador de mdzrima verosimilitud de 3 del modelo de rango

completo.
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Demostraciéon. Comenzemos minimizando 1D en B, luego

Fi(A,B.Bors) = (vec(AB) —vec(Bors))" (Sx ® Sy ) (vec(AB) — vee(BoLs))

= vec” (B)(Sx ® ATS, |\ A)vec(B) — 2vec” (B)(Sx ® AT S vec(Bops)

ylx
+vec’ (Bors) (Sx ® Sy )vee(Bors).

Como F; es una forma cuadratica definida positiva en B para A fijo, para obtener el valor

donde se minimiza, derivamos con respecto a vec(B) y obtenemos que

IF(B,Bors) _ 2(Sx ® ATS7L A)vec(B) — 2(Sx ® ATSQi)VeC(BOLs)-

Ovec(B) ylx
Entonces,
vee(B) = (Sx®@ATS JA) (S ATS Lyvee(Bors)
= vec((ATsy*'}(A)—1ATS;|}(50LS).
Luego, AB = P, A(S; ,80 s Ahora remplazamos B en 1' y obtenemos F} como funcién de
A
Fi(A, ﬁMBOLS) = (VeC(PA(s;&)ﬁoLs) —vec(Bors)) (Sx ® S \x)(VeC(PA(s;&)ﬁoLs) —vee(Bors))
T3 T -1 T —1
= vecC (IBOLS)[(SX [ PA(S;&)S}’|XPA(571 )) — (SX (] PA(S;&)S}"X)

(5% ® Sy kPas1)) + (5x 8 S, L) vec(Bovs)

= VeCT(,/B\OLS)[—(Sx & PQ(S‘;&)S}’\X) (S ® S ‘x)]vec(ﬁOLS)

donde en la tdltima igualdad hemos usado que Pi(SJIL)Sy‘XP A(syL) = Sy|xPA(Sy‘x) Entonces,
el problema es equivalente a maximizar en A la siguiente funcién
vec” (Bops)(Sx ® PT( | )Sy|x)VeC(5OLS) = VeCT(ﬁoLs)VeC(Pi( y\xBOLSS )
y x

_ tr(BgLSS;liA(ATS;‘}(A)—IATS;';BOLSSX)
—1/25 ~ _
- tIF(P(AS;ﬁ!%Sy|x/ BorsSxPorsSy )

Sea M = S}]i/QBOLSS}(/?, luego

MM" = ( _1/2/80LSSI/2)( _1/2:80LSS )T

ylx ylx

= y|i/2/60LSSXIBOLSSy1/2'
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Si v1,...,v4 son los primeros autovectores de MM7” y Vg = [v1,...,vq] : 7 X d, se tiene que

para cualquier matriz H : d x d invertible (ver Lema 2.1 de [Reinsel and Velu, 1998])

A = SY*v,H,

ylx
B = (ATS;&A) 1ATSy‘XBOLS
1/275
= 5y|x/ BoLs-

Por lo tanto,

TD 1/2 —1/2
AB = SY2v,vIs Y28,

y\x ylx
S;{deVdTMS;l
1/2 1/25 172\ @ __
Syl (Syn*Borssy®) " st
Por otro lado, es claro que el valor de ¥ que minimiza F5 coincide con io LS. O

Llamamos a este estimador de minimizacién cuadratica o sub-d estandarizado. Esta
segunda denominacién se debe a que B RRo consiste en truncar la descomposicién en valores sin-
gulares del estimador del modelo de rango completo estandarizado por su matriz de covarianza
asintotica estimada y luego de esto, retomar a la escala original multiplicando nuevamente por
la raiz cuadrada de la matriz de covarianza asintética estimada. Los siguientes pasos detallan

esta idea:

vec(Bors) v luego reconstruir por columna la matriz de dimen-

1. Calcular (S,l(/2 ® 537'1(/2)
siones r X p a partir de este vector obtenido. Denominamos a esta matriz como T

2. Truncar la descomposicion en valores singulares la matriz obtenida en el paso anterior.
Es decir obtener T'?).

3. Calcular (Sx 298 1‘/ 2)vec(l"(d)) y luego reconstruir por columna la matriz de dimen-

siones r X p a partir de este vector obtenido.

Notar las semejanzas y diferencias entre los estimadores de méxima verosimilitud y sub-d es-
tandarizado del pardmetro 8. Ambos tienen la misma eficiencia asintética y se obtienen siguien-
do los pasos 1., 2. y 3. Pero en el primer caso, se estandariza vec(,(A‘S‘O 1g) mediante la matriz
S,lc/2 ® 5;1/2 y en el segundo caso, esto se lleva a cabo mediante la matriz 51/2 ® S ‘1/2 que es

exactamente estandarizar por su varianza asintética estimada.
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2.3.2. Otro estimador propuesto

Es posible definir otro estimador para (3 del modelo de rango reducido con
teniendo en cuenta siempre que el rango del estimador sea d. Los objetivos generales de esta
propuesta, serdn extenderlo a GLMM de rango reducido en el préximo capitulo (que en dicho
contexto seran méas simples de obtener) y también aplicarlos en el tltimo capitulo de la tesis.

Consideremos la siguiente descomposicién en valores singulares de 3 :

A O
p=u"
0 0
donde A = diag(\1,...,Aq) es la matriz diagonal que contiene los valores singulares de 3,

Al > ... > )\g > 0. La matriz ortogonal Ul = (U, Ug) es de orden 7 x r con Uy : r x d y
Uy : 7 x (r — d), cumple que U;UT + U UL =1,, UTU, =1, Ul Uy =1,_, y Ul U; = 0. La
matriz ortogonal RT = (R1,Ryg) de orden p x p con Ry : pxdy Ro : p x (p — d) cumple, al
igual que U, con RiR{ + RoR{ =I,, RTR; =1;,, RfRo =1, 4 y R{R; = 0.

Los d vectores singulares a izquierda U; = (Ul(l), e Uél)) de B que corresponde a los d valores
singulares no nulos, son una base para span(8). Esto es porque podemos expresar a 8 como
8= UlARlT y ARF{ es de rango completo d. Anédlogamente, para BO Lss 1a SVD es:

Boss =07 [ % |R
0 Ay

con UT = (61, ﬁo) y RT = (ﬁl, ﬁo) donde las particiones son las mismas que la SVD de 3. Las
matrices Ay = diag(A1,...,Aq) y Ag de dimensiones d x d y (r — d) x (p — d) respectivamente
contienen en su diagonal principal los valores singulares Xl, . ,/):min(r,p) de BOLS en orden

decreciente. Observar que Ag tiene la forma:

Ad+1 N
Ad+1

Ag = R ,sir>p 6 Ap= 0 |,sir<p.

>)
3

Ademas, como ,E'}O g converge en probabilidad a 3 y B es de rango d, se tiene que Xd+1 < Xd

con probabilidad 1. Luego, proponemos el siguiente estimador:

~(d
Estimador Sub-d ,8(02 g: Consiste en truncar la descomposicién en valores singulares del

estimador del modelo de rango completo. Es decir, que este estimador es obtenido haciendo
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jA\o = 0. Luego
~(d) ~ o~ o~
Bors = UiART.
Es importante resaltar la simplicidad de este estimador ya que no requiere calculos comple-

jos mas que la descomposicion SVD de matrices. A continuacién presentamos la distribucion

~(d
asintética del estimador ﬁg% g

Proposicién 2.11. Asumiendo que €|X ~ N(0,X) y que rank(83) = d,

~(d
avar (\/ﬁvec(,ﬂo]);g)> =Va ,

OLS

donde

Voo = PprE'Ppr@X 4+ QprE;'Qpr @ PAXP,y

OLS

+PprY'Qpr @ P4 + QprI; 'Ppr @ PAX. (2.9)

Demostracién. Como Bo LS = IAJ‘l./AMﬁ{ + ﬁOKOﬁOT y sabemos que vale 1b tenemos

que
Vnvec(U1 A RT + UgAoRY — U ART) 5 N (0,27 @ ).

Entonces,

P P o~ o~ o~
\/ﬁ fu ® o VeC(UlAlR’{ + UOAORg — UlAlR?)
PRO PUo
Py, T RABT LT RABT T
= nvee . (G AR + UoAoR] - UiAIR]) ( P, P, )
Up

Py, U, A RTPg, + Py, UgAoR PR, — UA|RT

= /nvec N N
Py, UiAiRTPR, + Py, UgAgR! Pg,

Py, ﬁlxlﬁ{PRo + Py, IAJO—/AXOﬁgPRo

R R (2.10)
Py, U1ARTPR, + Py, UpAoR{ PR,

e A, - U ART
A, - U ART C B
= /nvec " 1 " =/n m
B, D, C,
vec

D,
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donde en la iltima linea, introducimos notacién para referirnos a cada bloque de la matriz

(2.10). Luego, (2.10) es asintéticamente normal con la siguiente matriz de covarianza:

_ T
G — Pg, 2 Py, (2;1 ® 2) Pr, ® Py,
|\ Pro Py, Pr, Py,
Pgr, ® Pu,
Ry
Py
= ’ (2x1®2)[PR1®<PUI PUO) PRU®(PU1 PU())]-
Py,
Pr, ®
L Py, J

Ahora veamos que algunos términos de (2.10) convergen a cero en probabilidad. Para ellos vamos
a usar fundamentalemente que \/ﬁ.//io = 0p(1), \/ﬁﬁofxoﬁT = 0p(1), U, ART = O,(1),Py, =
Py, +0,(n'?), Py, = Py +0,(n" /%), Pr, = Pg +0,(n""/?) y Pr, = Pg +0,(n /).

ViPu,UlAoR{Pr, = Vn(Pg, +O0y(n /) UoAoRy (Pg, +Op(n™'7?)) (2.11)

= VnOy(n~*)UoAgR Op(n™ /%) = Op(n™")

ViPu, UoAgR{ PR, = Vn(Pg, +O0p(n %)) UoAoR] (Pg + Op(n™?))  (2.12)
= VnO,(n"YUoAoRY + v/nUogAgRY O, (n1/?)

= 0,7+ Op(n V2 = Oy (n 1)

VnPy, UoAgR{ PR, = vn(Pg + Op(nfl/Q))ﬁOKoﬁg(Pﬁo +0,(n"1?)  (2.13)
= VnO,(n~"YUoAoRE + vnUgAgRY O, (n1/?)

= 0™+ 0y(n712) = O (n™1?)

VnPy, UiAR{Pr, = Vn(Pg +0,(n /%))U1AR] (Pg +0,(n™"?))  (2.14)

= VnO,(n"HYU,A\R] = 0,(n"/?)
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Por otro lado, observemos que

ﬁlj/ilf{{ — UlAlR{ = (PU1 + PUO)(ﬁlxlf{{ — UlAlR{)(PRl + PRO)
= PUlﬁlxlﬁ{PRl + PUlﬁlxlﬁ{PRo + PUOﬁlxlﬁ{PRl +
Py,UiARTPg, — U ART
= A,+B,+C, + PU0ﬁ1K1ﬁ{PRO - PulﬁoxoﬁgPRl -

Pu,UoAoR} PR, — Py, UgAoR{ PR, — UA|RT

UoAoR!] = (Pu, +Pu,)(UoAoR])(Pr, + Pr,)
= Py, UoA¢RI PR, + Py, UoAoR! Pr, + Pu,UpAoR! Pr, +
Py, UoA¢RI P,
= D, + Py, UAqRE PR, + Py, UoAoR! Py, +

PUOGOKOﬁgPRl - PUO I/j'll/ill/i?]-:)Ro

y ademds por (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) tenemos que

vec(U; A RT — U3 A4RT) vec(A, + B, + C, — U A;RT)
avar | v/n o = avar | v/n
vec(UgAgRY) vec(Dy,)

Como

vec(A, + B, + C, — U AR])

N
vec(Dy,)
A, —UART
vec
I®(ITI>I®<I 0) B
_ \/ﬁ P T P T n
0 I,® ( 0 I ) C,
vec
D,
obtenemos que
vec(A, + B, + C, — Ui A;RT
avar | v/n ( 1AR) =H

vec(Dy,)
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donde
I
Leo| 0
_— Ip®(IT I,,) Ip®(ITo) o I,
0 I, ( 01 ) I 0
y g Lo| | Lo
0 I,
Pr, ® I, + Pr, ® Py _
— 1 T 0 1 (Exl ® 2) ( PR1 ® IT‘ + PRO ® PU1 PRO ® PUO )
Pgr, ® Py,
N M1 Mo
M, My,
con
M;; = Pgr,3;'Pr, ®+Pgr,2;'Pr, ® Py, XPy, + Pr,Z;'Pr, ® Py, +

Pr,2;'Pr, ® Py, 2
My = Pg,3;'Pgr, ®Py,ZPy,
M;» = Pg,3;'Pgr, ® EPy, + Pr,X;'PRr, ® Py, XPy,
Por lo tanto, avar(,@glis) = M;y;.

Como B8 = AB = UlAlRip, podemos suponer que A = UjA; y B = Rir. Luego, Pr, =

Ppr y ademés
Pa = AATA)T'A =U A A UTUA)IAUT = U UT = Py,
Remplazando las expresiones correspondientes llegamos a (2.9). O

Observacién 2.12. Puede probarse que entre las matrices (2.8) y (2.9) existe la siguiente

relacion:

(Ppr(s,) ®L + Qpr(s,) ® Paz-1))(E5' © 2)(Ppr(s,) @ I + Qpr(s,) © Pax-1))" >

(Pr ® I + Qpr ® PA)(S¢' ©@ 2)(Pgr @ I, + Qpr @ Pa).

Este orden en las matrices de covarianza expresa que si bien el estimador BS@ g es sencillo de
obtener a partir del estimador OLS, es menos eficiente que el estimador de maxima verosimilitud,
como era de esperarse.

Por otro lado, no siempre es cierto que V 5u) < 2)_(1 ® 3. Es decir que no siempre el

OLS
estimador sub-d resulta ser mas asintoticamente eficiente que el estimador de rango completo.
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Un ejemplo donde no se verifica que V 4u) < E)—Cl ® X es considerar p=r =2, d =1, y las
OLS

matrices

1 p 1
Sx =¥ = A= yB=(10)
p 1 0
con p = 0.5. Sin embargo, en las simulaciones que se presentan en el Capitulo {4} el estimador

Sub-d estandarizado arroja errores de estimacion mas pequenos que el estimador OLS.

El objetivo del préoximo capitulo sera extender los estimadores y resultados asintéticos a los
modelos lineales generalizados de rango reducido. Ademsds, en el Capitulo |4]se llevaran a cabo
simulaciones para comparar la eficiencia de los estimadores presentados en este capitulo donde

la distribuciéon normal es un ejemplo en particular de familias exponenciales multivariadas.
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2.4. Demostraciones del Cépitulo
Lema 2.13. Las matrices ngny y STS poseen los mismos autovectores.

Demostraciéon. De acuerdo a las definiciones de Cyx y S,
~1/2 _ —~1/2
CLCyx = Sx'/*Suy Sy SynSx
—~1/2 - —-1/2
STS = 8 Sy Sk Sy S 2.

Luego, si aplicamos la Identidad de Woodbury a la igualdad Sy = + SyxSx ley, tenemos

ylx
que
Syt = Syjx = Sy Syx(Sx + Sxy Sy Syx) T Sxy Sy

por lo que
T T -1/2 -1 -1 -1 -1 —1/2
ChCyx = 8T8 = 812y 1) Sy (S + Sy Sy Syx) Sy S - Sy S 2.
Sea v un autovector de ST $ vy A su correspondiente autovalor, entonces

ChCyxv = AV = 528, S0 Sy (S + Sy S,y ke Syx) ™ Sy S ke Sy S 2

= AV = 28y S (S Sy Sy L Syse) T SK Y

= WV = A8 80y S Sy S S (S 4 Sy Sy s Sy TS By
= Av-ASST@, +557) v
= A=X/1+N)v.

Por lo tanto, también es autovector de ngny. g






CAPITULO 3

MODELOS LINEALES GENERALIZADOS DE RANGO
REDUCIDO

El estudio del modelo clasico de regresién con rango reducido, estudiado en detalle en el
Capitulo[2] ha sido limitado a las familias gaussianas, es decir que sus principales aplicaciones son
con datos donde la variable respuesta es de tipo continua. Una forma de eliminar esta limitacion
es considerar los modelos lineales generalizados multivariados. En el Capitulo [1]se ha visto que
esta clase de modelos abarca una amplia gama de tipos de respuesta multivariadas. La idea de
aplicar regresién de rango reducido a otros modelos ha aparecido en la literatura, un ejemplo
es [Anderson, 1984] que aplica esta idea a los modelos logisticos multinomiales. Méas tarde,
en [Yee and Hastie, 2003] se presenta esta teorfa de forma mds general cuando Y|X verifica
y , es decir la respuesta dada los predictores provienen de una familia exponencial.
Este trabajo, permite que los potenciales beneficios de la regresiéon de rango reducido puedan
ser transportados a una amplia clase de modelos. Bajo este enfoque, ellos obtienen estimadores
de méaxima versosimilitud pero no presentan resultados acerca de la distribucion asintdtica de
los mismos. En este capitulo se estudia estos modelos en detalle, se obtiene la distribucion
asintotica del estimador de maxima verosimilitud, se presentan otros estimadores de rango
reducido, sus varianzas asintéticas y la relacién entre ellas. Este resultado se utilizara en el
Capitulo |4] para complementar los ejemplos de [Yee and Hastie, 2003] calculando intervalos
de confianza asintdticos para los parametros de interés. Ademas se aplicardn estos modelos y

resultados en el Capitulo [6] donde se estudiard reduccién suficiente de dimensiones.
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3.1. Estructura del modelo

Suponemos que en el modelo (1.10) con (1.11), el rango de la matriz de coeficientes D es
d < min{ky, p}. Luego, de la misma forma que antes, suponemos que D = AB con A : k1 xd y
B : d xp ambas de rango completo. Entonces el modelo GLMM de rango reducido lo expresamos

Ccomo
n = M +ABx=TIf = (f' ® I}, )vec(T';)
Ny = My =T2=(1®I)vec(Is)

donde f' = (1,x7) : 1 x (p+1), T = (7;,AB) : ky x (p+ 1) y T'y = (7) : k2 x 1. En forma

matricial, lo podemos sintetizar de la siguiente forma

7. = mo\ _ fT®I) o vec(T'y) _PT,
72 0 Ik2 VeC(Fg)
(f"oL,) 0 vec(T'y)
donde F = : kX (k1(p+1)+ka2) es la matriz de disenoy I' =
0 Iy, vec(T's)

son los coeficientes a estimar con los datos.

Sea la particién de x en (x1,x2)7 y de acuedo a esta particién, sea D = (D;,D5). En
[Anderson, 1951] se sugiere una extensién del modelo clésico de regresién con rango reducido
donde aplicamos esta idea solamente a un subconjunto de los predictores. De la misma manera,

podemos considerar esta modificacién a los modelos lineales generalizados:

. = M1+ Cx;+ ABxy = I'if = (f7 ® I, )vec(T) (3.1)
Ny = Ty = I's = (1 X Ikz)vec(l"g)
donde fT = (17x{,xg) 1x(p+1),To= (M) ko x1yTy = (m,C,AB) : k; x (1 +p). Es

decir que D; = C de rango completo y Dy = AB. Esta clase de modelos se denomina modelos

generalizados lineales reducido parciales ([Yee and Hastie, 2003]).

3.2. Estimadores de maxima verosimilitud

Para el caso de GLMM sin restricion, estudiado en la Seccién [1.3.2] hemos visto que la solu-
cion de la ecuaciones de maxima, verosimilitud es equivalente a las solucién obtenida mediante el
algoritmo iterativo IRLS. Sin embargo, no contamos con una forma explicita de los estimadores

sino que estos se obtienen de manera iterativa. En el trabajo [Yee and Hastie, 2003] proponen
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una extension del algoritmo IRLS estdndar para obtener estimadores de maxima verosimilitud
de los parametros de interés de este modelo. Dicha metodologia se presenta a continuacion y
notar que en el caso que d = min(ky, p2), el algoritmo alternativo se reduce al usual. Los pasos
son los siguientes:

Algoritmo IRLS adaptado para GLMM reducido

Sea (yi,%;), i = 1,...,n una muestra del modelo (3.1).

Paso 1: Dado los estimadores actuales de los coeficientes A(t), B(t), C(t), ﬁ(t) = (f](lt), ﬁg))

®)

y con ello los valores actuales de Wgt), dgt) yz; i=1,...,n, actualizamos
n -1
t
vec (B(tﬂ)) = <Z Xi9Xlp @ (A(t))TWZ@l)lA(t)>
i=1

ixw o (AT (W W) <(Zg> ON C“)xil)T, (24 - ngt)>T>T
i=1

donde

] Wgt) y zgt) estan definidas en (11.16b, dl.l?b y dl.le pero en este caso

vee (7, €0, AOBO))
vec (ﬁ(;)> 7

, . . . t
= ademaés, hemos particionado las matrices Wl(-) y los vectores z

dimensiones de ﬁgt), ﬁg). Es decir

r® —

(®)

, conforme a las

t t t
zz(I) . Wgt): Wz(l)l W§1)2

Z(t) =
@ t t t
ZEQ) Wz(Q)l Wz(2)2

con zg) ki x 1y zg) s ko X 1; Wg)l s k1 Xk, WS)Q D k1 X ko, Wg)l ko X k1 y
W 2k x k.
(b @1,) o

Paso 2: Sea hgt) = (1,X¢1,B(t+1)xz’2) y H; = . Luego,
0 Ik,
—(t+1) ~(t+1) A (E41) n -1,
vec (771 ,C A ) _ (Z H(t)wgt)H(t)T> Z H(t)W(t)b(t)
_ (t41) . ) % 7 . ) i i
vec <n2 ) i=1 i=1

SONSIONNG
donde bgt) = Hz(t) vec (771 ,CY, A )
vec (ﬁg))

Estos pasos se deducen teniendo en cuenta el problema de minimos cuadrados pesados, el

+ (W) “av.

(2

cual se resuelve en cada iteracion del algoritmo IRLS estandar. Dicho problema adaptado al
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caso reducido tiene la siguiente forma:

0w\ (0
argrr%n;(zi FJ‘) W, (zi FlI‘) (3.2)
con
t 2 — 71t — CVx — (xh © AV)vee(B)
(4" - FiT) =
i - o

(t+1)

Entonces un estimador de B, el cual expresamos como B , puede obtenerse derivando e

igualando a cero la expresion (3.2). Cada término tiene la forma:
(xho AD) W (20 -7 - cOxiy - (xh© AV) vee(BY))

T (xho AD) Wi (2 - i) =0

de donde se obtiene la expresion para B el paso 1. Entonces, una vez actualizado B, el
siguiente paso es actualizar los demas coeficientes. Para esto, simplemente se considera el nuevo
conjunto de predictores B#Dx, coni=1,... ,n'y se procede como el caso del modelo GLMM
con rango completo. Los estimadores de maxima verosimilitud obtenidos mediante este método
iterativo lo denotamos como T’ RR = (fl RR, fQRR) y en particular a la matriz de coeficientes

que se ha reducido el rango como Dorg

3.3. Distribucion asintdética del estimador de maxima verosimilitud

En esta seccién presentamos los resultados acerca de la distribucién asintética del estima-
dor de mdxima verosimilitud del modelo (3.1). Ademds mostramos que en el caso particular
de la distribuciéon normal multivariada, cuando se consideran sus parametros naturales, estos

resultados coinciden con los ya conocidos y expuestos en la Proposicién

Teorema 3.1. Asumiendo que Y|X sigue el modelo con y que las condiciones

usuales de reqularidad se cumplen para el modelo de rango completo (m,
avar(T'pp) = A(ATVESA):EAT, (3.3)

donde T’y es el valor poblacional verdadero para I', Vr, es la matriz de covarianza asintotica

del estimador de mdzrima verosimilitud de GLMM de rango completo Y

Ly (p1+1) 0 0 0
A= 0 B'oI;, I,®A 0
0 0 0 Ty



3.3 Distribucién asintotica del estimador de maxima verosimilitud 43

Demostracién. La distribucién asintética del estimador T RR €s consecuencia de una ex-
tension del resultado [Cook and Ni, 2005] que a su vez es una extensiéon del resultado de

[Shapiro, 1986]. Definimos la funcién de discrepancia:
. 1 .
Fal(P,Fre) = — { £a(Fre) - £4(D)}

donde L, es la funcién objetivo de maxima verosimilitud de Y dado X de acuerdo al modelo
(1.10) junto con (3.1). Luego, el primer paso de esta demostracién consiste en probar de forma

andloga el Teorema 1 de [Shapiro, 1985] que podemos escribir F), de la forma
~ ~ T ~ ~
Fo(T,Tre) = (FRC - I‘) Vu(Tre,T) (FRC - T) (3.4)

11 n
. 1 . .
con V,(Tge,T) = / / t— Y FH(F,Tge + utF(T — Tre))Fidudt.
o Jo M
En el caso de [Shapiro, 1986] la funcién V,, solo puede depender de n a travez de Tre

mientras que la extensién en [Cook and Ni, 2005], V,, puede depender de la muestra completa
pero no de I'. En [Cook and Ni, 2005] prueban que la distribucién asintética del minimo de
nk,, es la misma si se reemplaza V,, por su limite en probabilidad. Este mismo resultado puede
extenderse a nuestro caso si mayores modificaciones si Vn(f‘ rco, I') converge en probabilidad a
V(T'y,T') uniformemente en I' en un entorno de I’y y si el estimador de méxima verosimilitud
del modelo GLMM de rango reducido es consistente.

Observemos que en este contexto tenemos el subespacio abierto © = Vec(Hklx(mH)) X
vec(ITF XY x vec(IP2*9) x RF2 < RFPrF(ktp2)dtke o) yector de pardmetros 67 =

(71, vee(C)T, vec(A)T, vee(B)T, vec(I'y)T) € © y la funcién g : © — RFPHITR2 ta] que

g(0) = g(ﬁl,vec(C),Vec(A),vec(B),Vec(I‘Q)T) = (ﬁl,vec(C),Vec(AB),Vec(I‘g)T).

og(6
Por lo que, en este caso, la matriz A = %9(0) de dimensiones (kip + k2) X
(kip1 + (k1 + p2)d + ko) es la que se definié en el enunciado del teorema. O

Observacién 3.2. No es posible obtener la consistencia a priori del estimador de maéaxima
verosimilitud T RrR a partir de esta metodologia. Sin embargo, probamos que para una parame-
trizacién de @ en particular, las condiciones de regularidad clasicas impuestas para el modelo
GLMM de rango completo implican condiciones de regularidad en el modelo GLMM de rango
reducido y asi se obtiene la consistencia del estimador r RR- A posteriori, como la distribucién
asintética es independiente de la parametrizacion, via los resultados de [Shapiro, 1986] se

obtiene 1) Esta prueba se encuentra al final del capitulo.
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3.3.1. Distribucién normal multivariada como familia exponencial

En la Seccién analizamos el caso donde Y |X ~ A (u, X) y suponiamos el modelo lineal
generalizado de regresién centrado (1.20). Ahora, estamos interesados en el siguiente modelo
GLMM de rango reducido

n, = X lp=TIx=ABx (3.5)

n, = vech(Z71) =T,

donde I'y = AB con A : r xdy B : dx p, ambas de rango completo d. Aplicaremos los
resultados asintéticos del Teorema para estudiar la varianza asintética de los estimadores
de méaxima verosimilitud, AB y f)fl, del modelo 1} En este caso la matriz A del Teorema

tiene la forma

A Ay 0 B'®I I,®A 0

0 Ly 0 0 Lty

donde A = ( B'®1, I,®A ) Por lo tanto,

vec(AB
avar ( N ) = AATVIAFAT (3.6)
vech(X71)

donde Vr es la varianza asintética de los estimadores de (vec(T1)”, vech(E~1)T) bajo el modelo

de rango completo (1.20). En la Seccién habiamos obtenido que

-1
Yx®X% (ExI{E® %) D,

Vr = T T T 1
D! (SMEx @ %) DI ((=nsxr{s+.%)ex)D,

(3.7)

Si desarrollamos la expresion (3.6) en forma detallada obtenemos que la varianza asintética de

f‘1 estd dada por

avar(vec(T1)) = Pprx ;' @ 7' + Qprn 35! @ Pom) D~

+ITeEr o= + (MY @ T)K,,. (3.8)

Las cuentas para obtener la expresién se encuentran al final de este capitulo. De la misma
forma que vimos en la Seccién podemos establecer la relaciéon que entre el modelo GLMM
de rango reducido y el modelo de regresion lineal clésico de rango reducido estudiado
en detalle en el Capitulo [2| Este ultimo modelo, asume que 8 = AgBg con Ag : 7 xd y

Bg : d x p ambas de rango completo d (lo denotamos con el subindice 3 para diferenciarlos de
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A y B del modelo (3.5)). La relacién claramente es que I'; = ZflAﬁB@. Como los estimadores
de méxima verosimilitud de I'; y de E_lAﬁB@ coinciden, también lo hardn sus distribuciones
asintoticas.

Utilizando el resultado de la Proposicién y la regla de Cramer obtenemos que

vec(i_lxﬁﬁg) es asintéticamente normal con la siguiente matriz de covarianza:

avar(vec(X'AgBg)) = (ng(zx@;l @2 h + (QBg(Ex)Egl ® 2_1PAﬁ(271))

+HBTETBeE )+ (872 @ 2TIB)K,. (3.9)
Ya que tenemos las siguientes igualdades
I'' =AB=3X"'3=3X"A4Bg,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A = EilAﬁ y B = Bg. Por lo tanto,
avar(vec(E_lABBlg)) = PBT(EX)Z;I &® > + QBT(EX)X;l X PA(E)E_l
+HI{EM @27 + (I @ T')Ky

que es igual a la expresién obtenida en (3.8).

3.4. Otros estimadores de rango reducido propuestos

En esta seccién presentamos los estimadores Sub-d y de minimizacion cuadratica para
los modelos lineales generalizados de rango reducido. Ambos, estdn motivados en aquellos esti-
madores que se propusieron en el Capitulo [2| con el objetivo de obtener estimadores que sean
faciles de calcular en esta clase méds amplia de modelos de GLMM de rango reducido. Ademé&s

presentamos sus distribuciones asintoticas.

3.4.1. Estimador Sub-d

En el modelo (3.1) hemos supuesto que la matriz Dj es de rango d < min(ky, p2). Luego, la

siguiente descomposicién en valores singulares de Dy tendra la forma:

A O
D, =U"
0 0
donde A = diag(\1,...,\q) es la matriz diagonal que contiene los valores singulares de Do,

A1 > ... > Ag > 0. La matriz ortogonal Ul = (U1,Uy) es de orden ky x k; con Uy : ky xdy

Uy : k1 x (k) —d), cumple que U;UT + UgUl =1y, UTU, =1, Ul Uy =1, ¢y Ul U; = 0.
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La matriz ortogonal RT = (R1,Ryp) de orden pa x p2 con Ry : pa x dy Rg : p2 X (p2 — d)
cumple, al igual que U, con RiR{ + RoR{ =1,,,, RIR; =I5, R{Ro =1,, 4 y R{R; = 0.
Luego Dy = UlARip.
Sea f)g re el estimador de méxima verosimilitud de rango completo y consideremos su SVD:
R B
0 Ao
con UT = (ﬁl, ﬁo) y RT = (f{h f{O), donde las particiones son las mismas que la SVD de Ds.
Las matrices A1 = diag(\q, . .., A¢) ¥ Ag de dimensiones dxd y (ky—d) x (po—d) respectivamente
contienen en su diagonal principal los valores singulares Xl, . ,Xmin(khm) de ﬁgRC en orden
decreciente. Luego, proponemos el siguiente estimador de rango reducido:
= Estimador Sub-d ]A)ggc: Consiste en truncar la descomposicion en valores singulares
del estimador del modelo de rango completo. Es decir, que este estimador es obtenido
haciendo ]30 = 0. Luego
DY — 0,A,RY.

La siguiente proposicion presenta la distribucion asintética del estimador Sub-d ﬁé‘ﬁc-

Proposicién 3.3. Asumiendo que Y|[(X = x) ~ Fn_1y y que los pardmetros naturales n

stguen el modelo ,
avar (\/ﬁvec(f)ggc)) =Vzw ,
donde
Vi = (Ppr © L +Qpr @ Pa) Vp, (Ppr @I, + Qpr © Pa)

y Vp, es la matriz de covarianza asintética correspondiente al estimador Dagc.

La demostracién de este resultado es andloga a la demostracién de la Proposiciéon [2.11]

3.4.2. Estimador basado en el teorema de minimizacién cuadratica

En el Capitulo 2| donde estudiamos el modelo de regresion lineal de rango reducido, vimos
que el estimador de minimizacién cuadritica es asintéticamente tan eficiente como el estimador
de méxima verosimilitud. Esto pudo demostrarse aplicando el Corolario [2.8/donde se define una
nueva funciéon de discrepancia cuadratica. Para el caso de los GLMM de rango reducido, no
es posible reproducir la misma idea. Dicha minimizaciéon cuadratica implica que si expresamos

Dy =ABcon A : ki xdy B : dxps ambas matrices de rango completo d y \A/'D2 es un estimador
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consistente de la matriz de covarianza asintética Vp,, el objetivo es obtener los valores de A y
B que minimicen
vec! (ﬁQRC — AB) Vﬁivec (ﬁgRC — AB) ) (3.10)
Los valores que se obtienen para A y B son:
T\vr—1 -1 Ty\vr—1 o~
« B= ((1,,2 2 ATV (I, @ A)) (I, @ AT)Vp!vec(Dare)

= A = argmaxp ck; xd <tr (P(QD;/2(IP2®A))VD1/2VQC <]3ch> vec! (]5230) \A/'Di/2>>
y no es posible obtener una forma explicita para A. No obstante, esta limitacién no impide
poder generalizar el estimador de minimizacién cuadrética al contexto de este capitulo.
Teniendo en cuenta las expresiones de las derivadas parciales con respecto a vec(A) y vec(B)
de la expresién cuadratica , proponemos el siguiente algoritmo iterativo para obtener los
valores de vec(A) y vec(B) que minimizan (3.10):

Algoritmo iterativo de minimizacién cuadratico adaptado para GLMM reducido

1. Obtener los estimadores de la matriz de coeficientes del modelo de rango completo ]52 RC
y de su respectiva matriz de covarianza asintética \AfDQ.

2. Proponer valores iniciales de A®) y B®. Por ejemplo, puede considerarse como valores
iniciales el estimador Sub-d f)ggc.

3. Repetir los siguientes pasos

a) Dado el valor actual de K(t), actualizar B® de la siguiente forma:

~ ~ ~
—1

~ -1 A Y, D
B+ = (1, ® A VLT, 9 AY)) (1, © AO)Vilvee(Danc).

b) Dado el valor actual de B+ obtenido en el paso anterior, actualizar A® de la

siguiente formas:

-1 ~

A+ — ((ﬁ(H—l) ® Ir)ffﬁé(ﬁ(t-‘rl) ® IT)T> B+ g Ir)\AfﬁéveC(ﬁch)-

Denotamos al estimador obtenido mediante este algoritmo como Dogge v lo llamamos esti-
mador de minimizacién cuadratica. La siguiente proposicién, cuya demostracion es andloga
a la demostracién de la Proposicién [2.9)y estd basada en el Corolario expone la distribucién

asintotica del estimador Dggs.

Proposicién 3.4. Asumiendo que Y|[(X = x) ~ Fn_1y y que los pardmetros naturales n

stguen el modelo ,
avar (\/ﬁvec(f)gRRg)) = avar (ﬁvec(f)ym)) ,
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donde ﬁgRR es el estimador de mdzrima verosimilitud obtenido mediante el algoritmo IRLS

adaptado para GLMM reducido.

En conclusion, es posible obtener un estimador de rango reducido tan eficiente como el
estimador MLE, a partir de la minimizacién de una forma cuadratica que involucra el estimador
de rango completo f)g Rrc v el estimador de su varianza asintética \A7D2. Si bien, no se ha podido
obtenerse una forma explicita de dicho estimador, el algoritmo propuesto es simple y de rapida

implemetacién y ejecucion.

3.5. Tests asintéticos para la dimensién d

En esta seccién presentamos tests asintéticos para estimar el rango d de la matriz de coe-
ficientes D basados en los test propuestos en [Bura and Yang, 2011]. Estos test requieren
que el estimador propuesto para el modelo de rango completo sea asintéticamente normal y el
conocimiento de su varianza asintética. Como ya hemos expresado, el algoritmo IRLS estandar
proporciona estimadores de maxima verosimilitud para los GLMM. Es decir que, en nuestro
contexto, las propiedades asintéticas de D se deducen a través de las propiedades que gozan los
estimadores de méxima verosimilitud.

En la Seccién hemos estudiado las propiedades asintéticas necesarias del modelo de

rango completo. De acuerdo a la Proposicién el modelo de rango completo

n, = 7 +Dx=0Tf= (@I )vec(T)

my = My =Ty=(1&I)vec(Iy),
donde fT = (1,x)T : 1 x (p+1),T1 = (7,,D) : ki x (p+1) y Ty = (7y) : ko x 1 tiene la
distribucién asintética

i Vec(IA‘l) B vec(T'q) N0V,
vec(Ty) vec(I's)

Sea la matriz M = (0,1I,) de dimensiones p x (p + 1), luego podemos expresar

vec(I'y)

vee((D)=M®1I)( I, 0
1 ( HptD) ) vec(I'g)
En consecuencia tenemos que /nvec(D — D) — A(0, Vp) con

Ik1 (p+1)
0

VD = (M@Ikl) ( Ik!1(p+1) 0 )Vl“ (MT ®Ik‘1)
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Por lo tanto, D es asintéticamente normal y podemos aplicar el test chi-cuadrado ponderado
asintético o el test chi-cuadrado asintotico de Wald basados en los valores singulares més chicos
de D desarrollados en [Bura and Yang, 2011].

o~

Sea D = UTAR Ia descomposicién en valores singulares de D con A =
diag(xl, .. ,Xmin(kl,p)), donde N\ > ... > Xmin(r’k) son los valores singulares de ]3, U es la
matriz k1 X k1 de vectores singulares a izquierda y R es la matriz p X p de vectores singulares a
derecha. Para m = 0, ..., min(kq, p), sea ﬁo la sub-matriz k1 x (k1 —m) de las dltimas k1 —m
columnas de U7 y Ry la sub-matriz r x (p—m) de las ltimas p —m columnas de R”. Ademis,

sea Q = (R} @ UF)Vp(Ro ® Up) y Dy = ULDRy. De acuerdo a [Bura and Yang, 2011],

cuando m = rank(D), el estadistico

min(k1,p)
Ai(m)=n Z 27
i=m-+1
para m = 0,...,min(k, p) tiene distribucién asintética dada por

s
2 : 2

WX s
i=1

donde s = min(rank(Vp), (k1 — m)(p — m)) y las x? son chi-cuadradas independientes con 1
grado de libertad y pesos w; dados por los autovalores ordenados de Q, el valor poblacional de

Q. El estadistico del segundo test estudiado en [Bura and Yang, 2011] es
Ay(m) = nvec(f)g)QTvec(f)o)

con QT la inversa de Moore-Penrose de Q Bajo la suposicién de que m = rank(D), Aa(m) es
asintéticamente chi-cuadrado con min(rank(var(f))), (k1 —m)(p —m)) grados de libertad.

La dimensién es estimada como el primer valor de m para el cual la hipdtesis d = m no se
puede rechazar a un pre-especificado valor de a cuando se llevan a cabo los test secuenciales de
d =m versus d > m para m = 0,...,min(ky,p).

Las hipdtesis en los test secuenciales estan jerarquicamente ordenados en el sentido de que
para probar d = m + 1, uno tiene que rechazar primero d = m. Dicha aplicacién secuencial
de tests no ajustados que requieren min(k;,p) pasos para testear min(ky,p) hipStesis nulas se
llama gatekeeping serial y es andloga a los test de unién-interseccién ([Berger, 1982]). Una
caracteristica importante de este proceso es que cada hipdtesis nula se testea secuencialmente a

nivel o general y es controlado para el test secuencial completo (ver [Dmitrienko et al., 2010],

Seccién 5.3; [Westfall and Krishen, 2001]).
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3.6. Demostraciones del Cépitulo

Consistencia del estimador MLE para una parametrizacion en particular

Sea RZXI’ = {M € R¥*? de rango d < min(k,p)}. Supongamos que el verdadero pardmetro
de interés T'y = vec(Dy) es tal que Dy € RSX” . El objetivo es estudiar la existencia, consistencia
y distribucién asintética del estimador MLE en el espacio RZX” , el cual hemos denotado con

r RR- r re representa el MLE bajo el modelo de rango completo en el espacio R’f xP,

I
Sin pérdida de generalidad, asumimos que Dy = By, con By € RZXP y Ay €
Ay

Rk—d)xd Luego, definimos el siguiente conjunto
O =1{0=(01,0):6, e RFD*Iy g, c R? : 6, = vec(T),T € RV} = {©; x Oy).

El conjunto © es abierto como lo establece el siguiente lema.

Lema 3.5. El conjunto
O ={(61,82): 0, c RED*d 4 9y ¢ R? : 9, = vec(T), T € RYP} = {0 x Oy}
es abierto.

Demostracion. El espacio ©1 = RE=Dxd o5 abierto. Asi, necesitamos probar que
Oy = {6y € R% : 3 = vec(T), T € RY?} (3.11)

es un conjunto abierto. Sea ©F el complemento de ©3. Ya que ©F es cerrado si y solo si Oy es
abierto, debemos ver que ©5 es cerrado en R%. Consideremos la sucesién convergente {8,,} C ©5
con B, — 6 (esta sucesion existe ya que R es un espacio métrico). Luego, debemos ver que
0 € O5. De , 0,, € ©5 implica que 6,, = vec(T,) con T, € RZXP de rango estrictamente
menor que d, luego |T,,TZ| = 0. Ya que vec(T,) — 0 = vec(T) y la traspuesta y el determinante

son funciones continuas, |TTT| = 0. Esto es, T es de rango menor que d y asi 8 € ©5. O

Ademss, definimos

I
Q= {m e R : m = vec(M),M € RE*? con M = a B, donde A € R¥=Dxd y B ¢ R%*}
A
y la funcién p : © — Q por p(61,602) =T tal que
I
I' = vec(D) = vec B | con vec(A) =601 y vec(B) = 05.

A
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Puede probarse que p es uno a uno, bicontinua y dos veces continuamente diferenciable. Es-
to es consecuencia del hecho que el Jacobiano de la funcién p, que denotamos con Ap(8),
es de rango completo. Con la anterior notacién indicamos con 8y = (69,09) al valor del
parametro verdadero. Supongamos que las condiciones de regularidad del Teorema 5.1 de

[Lehmann and Casella, 1998] son verificables. Estas son:

» Existe un subconjunto abierto W de © que contiene el valor verdadero 6y tal que
para casi todo F, el logaritmo de la densidad f(Y|F,0) admite tercera derivada
(9%/9%6%)1log f(Y|F, 8) para todo @ € ©. Esta es la misma condicién de regularidad
pedida para el modelo de rango completo ya que la tercera derivada con respecto a 6 es
combinacién de las derivadas de orden 3 de f y p.

= Necesitamos que la primera y la segunda derivada de log f verifique las ecuaciones

0

E <89 logf(YF,0)> =0y

2
Eo <—8(30210g f(Y|F,0)> _1(6). (3.12)

Tenemos que

Olog f(Y|F,0)
00

0?log f(Y|F,0)
026°

(01,0:) = AL(61,6:) (FT(T(Y) - Vi (F(6,,6,))))

(01,02) = —AL(01,02)F V?)(F(01,02))FAp(6:,65)

+ [T(Y) = Vi(F(01,602)"F @ Ljj_ayisap) VAp(61,62)
Y usando el hecho que
Eg,.0,) [T(Y) — V{(F(601,03))] =0 (3.13)

obtenemos la primera ecuacion directamente y nuevamente si se verifica en el
modelo de rango completo, también se verifica aqui.

» Necesitamos que I(0) sea finita y definida positiva para todo 8 € ©. Aqui I(8) =
AT(0)V'AL(0) donde V! = E (FV?)(F(01,0:))F) es finita y definida positiva.
Luego, esto es cierto si se verifica para el modelo de rango completo ya que Ap(0) es
de rango completo. Por lo tanto los estadisticos

0 0

son independientes con probabilidad 1.
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= Suponemos que existe una funcién M tal que

3

0
ng f(Y|F,0)| < M(F) para todo 8 € W

donde E(M(F)) < oo.

» La distribucién f(Y|F,0) de las observaciones son distintas (en otro caso, € no puede
ser estimado consistentemente). Esta es la misma condicién para el modelo de rango
completo y si esta es cierta, lo seré para el caso de rango reducido ya que p es biyectiva.

» Las distribuciones f(Y|F,0) tiene soporte comin. Esto es cierto pues estamos en el

contexto de distribuciones que pertenecen a familia de exponenciales.

Luego, existe la solucién (61, 62,) de la ecuacién de verosimilitud que son consistentes para

(69, 89) y asintéticamente normal con
V((61,82) — (69,63)) — N(0,(Ap(60) Vi Ap(60)) ™), (3.14)
donde V.| = Eg, (FV*4(F(61,6,))F). Usando el Delta método,
V(T rr — p(6Y,09)) = N(0, Ap(00)(Ap(00) V! Ap(60)) ™ Ap(6)T) (3.15)

Yy expresarnos CcOomo
V(T rr = To) = N(0, Ap(60)(Ap(60) V! Ap(60)) " Ap(60)"). (3.16)

Luego, teniendo en cuenta que la re-parametrizacion de 8 no debe afectar las propiedades
asintéticas de p(0), a través de los resultados de [Shapiro, 1986] se obtiene (3.3).

Observar que este caso se ha considerado que los predictores son aleatorios, el caso en que
los predictores X son considerados valores fijos, puede estudiarse por medio de condiciones

adicionales en la matriz de diseno F'.

Prueba de : En la Seccién mostramos que la varianza asintética de los estima-
dores de (vec(T'1)T, vech(271)T) bajo el modelo GLMM de rango completo es Vr, la
cual estd expresada en .

Ademss, como I'y = £7!8 con B la matriz de coeficientes del modelo de regresién lineal

cldsico (1.1), mostramos que al aplicar la regla de Cramer a la varianza asintdtica (1.3), el
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resultado que se obtiene coincide con Vr. Es decir que si llamamos

Ovec(Z718)  Ovec(Z=10)
dvecT (B) dvech® (%)
g Sii Si2 | B
~1 —1
0 S Ovech(X71)  Ovech(X71) 0 -E. (& 0¥7)D,
dvecT (3) dvech® (%)

Lex! (= 'ex D,

tenemos que

Jgt oo S e% 0
Ve=s| "’ sT=s| ™% ST,
0 Jg' 0 2E, (X @ X)ET
Luego, podemos expresar V L de la siguiente forma:
1 -1
_1 Su 0 Jﬁ 0 Sll Sl2
Vi = T QT
_ Siny 0 Jg 0 S1 —S1,'875(S%) !
—(S%,)'81,81 (S32) 0 Js 0 (S32)~"
Si1'JsSi —S1,'JpS1,'ST5(S5,) !

—(S32)7'STS7, JpSTY (S22) ' JmSay + (S32) 1S5S 11 JsS 11 1285y
Ahora nos ocuparemos de desarrollar la expresién (3.6) detalladamente. En primer lugar,

I
11 12
(ATVI?IA)i _ M1 M N M-© M ’
My, Moy M2 M22

donde el supraindice { indica una inversa generalizada de la matriz,

My = A{S ]S A

M, = —ATS'JpS'S12(85,) "
My = M,
My = (SgQ)_lt]ES;zl + (852)_1Sglsl_ll‘]ﬁsl_llsmSQ_;

y M, M2 M?! y M?? se corresponden con los bloques de la inversa generalizada. Finalmente
tenemos la siguiente expresién
A 0 1Y R\ i AT 0

AATVIAAT
r 21 22
0 Ly M* M 0 L)

A MUAT A M2
MQIA'{ M22
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Primero veamos que M?? = Sy, Js 1SQT2, pues esta expresién corresponde a la varianza asintotica
del estimador de méxima verosimilitud de I'y bajo el modelo (3.5). Para ello tengamos en cuenta

que
Si'JsS =Ex® %
811 JgS1i S12 = —(3xBZ 7 @ L)D;
S1,S.'JsS 1'S12 = DI (=7182xp'E 2 ¥ D,

Luego de acuerdo al Lema del Apéndice,

M?? = (Mg — 1\/1211\/111:11\/121)]t
= ((S32) =Sy +(S52) 'S{aS11 JsS1i 1285
—(ng)_lsinSfllJﬁsl_llAl(A{SﬁlJﬁSﬁlAl)iA{SﬁlJﬁsﬁlsilg(szg)_l)i'

Veremos ahora que los dltimos dos términos son iguales. En efecto, aplicando la Propiedad

tenemos por un lado que

(S32)'S(:S7 JpS11 8128, = DI (E@E)E/D;(Z'8ExA'E '@ £ )D,E (2 ® Z)D,
I:+K,,

= DIZox) 5

(= 1gzxpls o™

I:+ K,
2

= DI (Zes) (= '8Exf’'s e ) (T e X)D,

(X ®32)D,

= D/(BExB®T)D;.
Por otro lado,
(BEx © L)A(ATS IS APAT (ExBT o 1,) =
BEx o L)A (AT (EZx o D)A ) AT (=xpT 0 1,) =
(BEx ©L)(Ppr(z B @ T + Qpr(s Tk @ Py = ) (ExB8" 0 1,) =
(B=xB” (B=xB”) 'BExZ'=x8T @ =71
+83x (2% — BT (BExB”) 'BEx 25 )ZxBT @ Poz-1)2 7! =
(BExBT @ 7
donde hemos usado en la dltima igualdad que 8 = XT'y = X AB y en la segunda igualdad que

A (AT (Zx @ D)A)AT =Pgrx 5 @ 27 4+ Qpris, ) By @ Pas)E (3.17)
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Laigualdad 1} se deduce de forma andloga a la demostracion del Proposiciéndel Capitulo

Luego, el tercer término de la expresién de M?? es
(ng)_lsilpzsl_lljﬁsl_llAl(A{Sl_lljﬁsilAl)iA{sﬁlJﬁSﬁlS{Q(SgQ)_l =

DI (2o R)EDI(Z!'21,)(BEx8" o= (= !'e,)DIEl (Z® X)D, =
Ir2 + K,
2

I:+K,,
2

DI (ZeX) (= 1pExf'E e ) (ZTe 2D, =

DI(Zx o) (=1pExplE ez (X X)D, =

D! (3uxp" ® B)D,.
Por lo tanto el segundo y tercer término se cancelan y

M22 = ((852)7{]282_21)1 - S%;Jilsgg.

Ahora vamos a obtener una expresién explicita de AlMHAlT que corresponde a la varianza
asint6tica del estimador de méxima verosimilitud de I'y bajo el modelo (3.5). Nuevamente,

usando el Lema tenemos
M = M+ M MSs gt shML Mt
= (AT(Ex @ Z)A) + (AT (Ex © Z)A) AT2(ExA S 0 1,)
D.E, (=@ Z)EI'DI'(=7182x @ I)A (AT (Ex @ Z)A,)}
y a partir de la Propiedad y de la Propiedad del Apéndice podemos expresar

22x8'2 9 I,)D,E,(Z@ D)EIDI (7 18E2x @ 1,) =

IL:+ K, I:+K,,
2 2

ExAIE T oL)(TeD) + (T D)K., ) (2 18Ex0L,) =

2(=xBTE 1 ®1,) (T %) (Z'BEx ®L) =

(ZxB'E71pEx @ ) + (ZxB” ® BEX) K-
Por lo tanto,
AMUAT = A(AT(Ex@Z)A) AT + A (AT (Bx @ Z)A) AT
(ExBTE7145x © ) + (3xB" © B3x)Ky] A1(A] (Sx @ B)A1)*AT.
Utilizando la igualdad para A1 (AT(Zx @ 2)A )P AT y que B8 = ZAB, tenemos que
(Qpr(5,)Zx @ Pax)(EZx8'S7'8Ex @ %) =0 (3.18)

(Qpr(s,)Zx' ® Pa(x))(Ex68" ® BEx) =0. (3.19)
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Usando 1’ y 1 , €l segundo término de AlMHA{ resulta

(Pprz)Zx @ T )[(ExB'S716Ex @ 2) + (ZxB" © BZx)K,y|(Pprs ) Ex' © B7') =
(BTATSAB) + (BTAT ® AB)K,, =

B'E e+ (BT o T TIB)K,,.
Por lo tanto

AMYAT = Pprp B @7+ Qpr(z, Bk @Pam D

+HB'ETBeD )+ (BT 0 T BK,y
o lo que es lo mismo,

AlMHA’{ = PBT(EX)E;l 0%y »-! + (QBT(EX)E:):1 ® PA(E)E_I

+TTEM @27 + (I @ T)K,r

que es lo que queriamos probar.
O

Prueba de 1) Por otro lado, de acuerdo a la Proposicién la distribucion asintética

de los estimadores de maxima verosimilitud del modelo de regresion lineal de rango reducido es

vec(AsB
avar | v/n ( 'BA 2 =
vech(X)
(PB};(ZX)E,:l X 2) + (QBE(ZX)Egl ® PAIB(Z]*l)E) 0

0 2E, (T @ B)EX

Luego, si queremos la distribucion asintética de vec(ﬁflﬁgﬁg), utilizamos las siguientes deri-

vadas

Ovec(X7113)
ovecl'3
Ovec(X7113)
dvech!'®

%!

~-BTe1L)(z ez D,
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y aplicamos la regla de Cramer. De esta forma, Vec(iflﬁgﬁﬁ) es asintéticamente normal con

la siguiente matriz de covarianza:
vec(AgB I,ox!
VvV = ( Ip ® 271 _(/BTzfl ® Zfl)Dr ) avar ( ﬁ/\ ,3) y4
vech(X) -DI(z"'pex™
= (PBE(Ex)E;l [ 271) + (QBE(Ex)E;l X EilPAﬁ(E_l))
2872 e 2 YD, E (X 2)EIDI (T80 2.

El segundo término de V puede simplificarse de la siguiente forma

28Tz o 2 H)D,E,(Z @ D)E/DI (" 1gext) =
I:+K, I+ K,
287 2*1)%(2 ® z)%

Bz e H((ZTe)+ ZTeD)K,,) (T '8ex!) =

(ZT'pex) =

B'EBeT )+ (BT @S TIB)K,,.
Por lo tanto,
vV = (PBE(EX)EQI X 271) =+ (QBE(EX)Egl X EflpAﬁ(z—l))

+B'=Be = + (B @ 278K,






CAPITULO 4

SIMULACIONES Y EJEMPLO CON DATOS REALES

En este capitulo se presentan simulaciones para analizar el comportamiento de los diferentes
estimadores propuestos para los GLMM de rango reducido y para verificar los resultados del
Teorema [3.1]y la Proposicién [3.3|de forma empirica para diferentes tamanos de muestra y varios
valores del rango de la matriz de coeficientes de la regresiéon d. Ademads en la Seccién se

utilizan los resultados del Capitulo para completar el ejemplo de [Yee and Hastie, 2003].

4.1. Simulaciones

Para las simulaciones consideramos los modelos lineales genealizados , , y
que se detallan a continuacién, para las familias exponenciales multinomial, Bernoulli
multivariado y normal, respectivamente.

En todas las simulaciones primero fijamos la matriz de coeficientes I'. Las matrices A y B
se obtuvieron a través de nimeros aleatorios uniformes en el intervalo [0,1] y estandarizamos
I' = AB tal que ||T'||r = 1 donde ||| r denota la norma de Frobenius de las matrices. Definimos
el error de estimacién como ||T' — f‘|| r, donde T serd el estimador correspondiente. En todos
los modelos calculamos el estimador de rango completo y los estimadores de rango reducido:
de maxima verosimilitud, sub-d y de minimizacién cuadréatica. Para la distribucién de Y|X, los
predictores X fueron simulados con distribucién N (0,1I,). Todas las figuras que se presentan
fueron generadas en base al promedio de los resultados obtenidos en 200 replicas de conjuntos
de datos independientes.

Hemos considerado dos situaciones para los valores de la dimension de la matriz I': kX py

su rango. En un primer caso (a) — (d, k,p) = (1, 10,20), es decir que la reduccién del rango es
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muy clara y el segundo caso (b) — (d, k,p) = (3,6,20), es decir que la matriz I' es casi de rango
completo.

En un primer caso, Y|X es multinomial. Obtuvimos la muestra de Y teniendo en cuenta el

siguiente modelo para pix,. .., Prx, las probabilidades de que ocurra cada uno de los r posibles
resultados:
log(plx/prx)
lo D2x/Prx
N, = B{P2x/prx) = Tx. (4.1)

log(p(r—1)x/Prx)
En el segundo caso se considera que Y|X tiene distribucién Bernoulli multivariada, donde las
componentes Y;|X, j =1,...,r son independientes condicionadas en X. Obtuvimos la muestra
de Y teniendo en cuenta el siguiente modelo para los pardmetros naturales de esta familia
exponencial:
log(pix/(1 — pix))
. = log(pax/(1 =p2x)) | _ (4.2)

log(prx/(1 — prx))

En el tercer modelo debilitamos la suposiciéon del modelo anterior de la independencia condicio-
nal dado los predictores, de las componentes del vector respuesta Y. En su lugar, asumimos que
la presencia de correlacién de grado dos entre dichas componentes. Especificamente, suponemos
que solamente estan presentes las correlaciones entre Y7 e Yo, Yz e Yy, ..., Y1 e Y. Asi, el

modelo para los parametros naturales serd en este caso

T
77x:<771 o g2 R ,,7(7’—1)7") —I'x, (4.3)

donde dichos pardametros fueron definidos en la Seccién del Capitulo |1} El dltimo mo-
delo considerado asume que Y|X ~ N(py,X). La matriz de covarianza se fij6 como en
[Cook et al., 2015|. Tal como se vio en el Capitulo [1| y |3} los pardmetros naturales de la
distribuciéon normal son (Eflux,vech(Efl)). Es por esto, que la muestra de Y se obtuvo

teniendo en cuenta el siguiendo modelo para g,
n,=X1p, =2"18x =Tx. (4.4)

La figuras y [4] fueron construidas sobre el promedio de los errores de estimacién

T — fH F para los modelos |i 1 , 1} y 1) respectivamente, versus el tamafno muestra

en escala logaritmica. El tamafio muestral va desde 160 a 1000 para todos los modelos.
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Observar que en todos los casos los estimadores de rango reducido presentan un error de
estimacién menor que el estimador de rango completo y esta diferencia estd mas acentuada
cuando d es mucho més chico que el nimero de filas y columnas de T.

Con respecto a los estimadores de rango reducido, como es de esperar, el estimador de
maxima verosimilitud y de minimizacion cuadratica presentaron mejores resultados con respecto
al estimador Sub-d. Ademads, para los modelos , y el estimador de minimizacién
cuadratica presenta similares, y en algunos casos casi idénticos, errores de estimacién que el
estimador ML. En el modelo también se observa un desempeno satifactorio del estimador
de minimizacion cuadratica, pero los errores de estimacion difieren de los obtenidos por maxima

verosimilitud.

Estimador 24 Estimador
\ Rango completo o Rango completo
4 Rango reducido ML \ £ Rango reducido ML
+ Rango reducido Subd + Rango reducido Subd
* Rango reducido Min-Cuad * Rango reducido Min-Cuad

4.0

3.5

Error de estimacion
3.0

Error de estimacion
10
2.5

2.0
L

15

T T
24 26 28 3.0
Tamafio muestral (Escala logaritmica) Tamafio muestral (Escala logaritmica)

FiGurA 1. Gréficos del error de estimacion para el caso multinomial. El lado

derecho corresponde al caso (a) y el lado izquierdo al caso (b).

Estimador Estimador

Rango completo 3 Rango compI‘eto
Rango reducido ML » Rango reducido ML
Rango reducido Subd
Rango reducido Min-Cuad

2.5
L

Rango reducido Subd
> Rango reducido Min-Cuad

o

%

2.0

15
Error de estimacion

Error de estimacion

1.0

T T T T T
22 24 26 28 3.0 22 24 216} 28 3.0
Tamario muestral (Escala logaritmica) Tamafio muestral (Escala logaritmica)

FicuraA 2. Graficos del error de estimacién para el caso Bernoulli independien-

tes. El lado derecho corresponde al caso (a) y el lado izquierdo al caso (b).
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Estimador Estimador
o
o Rango completo © | Rango completo
4 Rango reducido ML A 4 Rango reducido ML
+ Rango reducido Subd —\ + Rango reducido Subd
* Rango reducido Min-Cuad < & \ > Rango reducido Min-Cuad

1.5

1.2

Error de estimacion
/
[
{

Error de estimacion

AN - e — |
o o o |
~ 7 R -
B .
\\ S R
A ey =R
@ TA— A, )
S WA - 2\
T T T T T & T T T T
2.2 24 26 28 3.0 22 24 26 28 3.0
Tamafio muestral (Escala logaritmica) Tamafio muestral (Escala logaritmica)

Ficura 3. Gréficos del error de estimacién para el caso Bernoulli con correla-

cién. El lado derecho corresponde al caso (a) y el lado izquierdo al caso (b).

Estimador

0.9
f

Estimador

Rango completo M Rango completo
4 Rango reducido ML = S 2 Rango reducido ML
+ Rango reducido Subd = + Rango reducido Subd
% Rango reducido Min-Cuad % Rango reducido Min-Cuad

0.20
L

0.15
06 07

Error de estimacion
3 i Y
Error de estimacion
0.5

0.1
el
0.4

0.05
:
/
e
7 ;

~—f s o | =0
£ — o e~
O e
o]
T T T T T S T T T T
22 24 26 28 3.0 22 24 26 28 3.0
Tamafio muestral (Escala logaritmica) Tamario muestral (Escala logaritmica)

FiGURA 4. Gréficos de los errores de estimacion para el caso normal. El lado

derecho corresponde al caso (a) y el lado izquierdo al caso (b).

Para corroborar los resultados asintéticos obtenidos en el Teorema y en la Proposicién
los cuales presentan las distribuciones asintéticas de los estimadores de méxima verosimi-
litud y sub-d para GLMM de rango reducido, simulamos datos del modelo (4.2) para los casos
(¢)—(d,k,p) = (1,10,10) y (d) — (d, k,p) = (3,6, 10). En estas simulaciones, consideramos que
la matriz A : k x d tiene la forma A = (1,...,1)/Vk para el caso (¢) y AT = (I4,0) /Vd para
el caso (d).

Se han realizado 1000 replicas y el tamano de muestra n varié desde 80 hasta 3000. Pa-
ra cada tamano de muestra y cada replica obtuvimos los estimadores de rango reducido de
maxima verosimilitud y Sub-d. Luego para cada n, las varianzas estimadas a partir de la mues-
tra de estimadores de rango reducido se compararon con su respectivas varianzas asintéticas
poblacionales. Esto se hizo calculando la norma de Frobenius, es decir |Wr — W .

Los graficos del tamano de muestra versus la norma de la diferencia obtenida para cada

estimador se encuentran en la Figura 5, donde se observa que a medida que n crece dichas
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normas tienden al valor cero. Estos resultados experimentales, ratifican los resultados tedricos

que se obtuvieron en el Capitulo |3| para estos modelos.

£ Estimador de méxima verosimilitud
-+ Estimador Sub-d

0.02 0.03 004 005 0.06
L

Norma de la diferencia de matrices

0.00 0.01

T
2.0 25 3.0 3.5
Tamafio muestral (Escala logarimica)

F1aurA 5. La primera figura corresponde a los resultados para el caso (¢) y la

segunda figura corresponde al caso (d).

4.2.

Norma de la diferencia de matrices
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

£ Estimador de maxima verosimilitud
+ Estimador Sub-d

T T
20 25 3.0 3.5
Tamafio muestral (Escala logarimica)

Comparacién con la metodologia propuesta en [Yee and Hastie, 2003]

En [Yee and Hastie, 2003] no cuentan con resultados asintéticos para los estimadores

de méxima verosimilitud de rango reducido propuestos para el modelo (3.1). Es por esto que

proponen remplazar esta varianza asintética por una matriz particionada que se construye

a partir de resultados asintdticos conocidos para modelos mas simples que se obtienen si se

suponen fijas y conocidas la matriz de coeficientes A por un lado, o la matriz de coeficientes

B por otro lado. Es decir, si la matriz B es conocida, el modelo 1) se reduce en estimar

la matriz de rango completo (C A) con predictores (X; , BX5). Y si la matriz A estd fija, el

modelo (3.1) consiste en estimar C y B donde los predictores Xo estdn sujetos a restriciones

lineales conocidas, determinadas por la matriz A (ver Seccién 2.1 de [Yee and Hastie, 2003]).

Sea 8 = (67,601 ,61)T donde 6; = vec(A), 6y = vec(C) y 03 = vec(B), y la particién

A
00007

I o s
lor Iy o3
I31 l32 33

donde ljk = 0%1/(00,;00%) v 1 es la funcién loglikelihood que corresponde a cada familia ex-

ponencial. Luego, en [Yee and Hastie, 2003] proponen obtener los errores estandar de 0 a
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través de calculo de la matriz completa —9%1/(00087), evaluada en 6 e invirtiendo esta. Las

matrices bloques

l.ll Zlg l22 l23

lo1 o lo Iz

pueden ser obtenidas fijando A3 y 6, respectivamente. Y para el bloque —l13 proponen usar la

. 2 005 (01) T
igualdad —0°1/(00,003 ) = — 50 (0°1/(0035005 )).
1

4.3. Datos: Estado civil

Para aplicar los resultados presentados a lo largo del Capitulo|3] vamos a analizar el conjunto
de datos Estado civil de los hombres de Nueva Zelanda que fue estudiado en detalle en el trabajo
[Yee and Hastie, 2003]. Los datos se obtuvieron por medio de un cuestionario realizado a una
gran numero de empleados de la poblacién de Nueva Zelanda. Para lograr homogeneidad, el
analisis se restringié a un subconjunto de n = 4105 datos correspondientes a los resultados
de sexo masculino que no presentaran datos perdidos en las variables utilizadas. Para mas
detalles acerca de estos datos ver [Yee and Wild, 1996]. El objetivo del andlisis es explorar si
ciertos estilos de vida y variables psicoldgicas estan asociadas con el estado civil, especialmente
separado o divorciado. La variable respuesta Y es estado civil y consiste en 4 posibles opciones
identificadas como 1 = soltero, 2 = separado o divorciado, 3 = viudo y 4 = casado o en viviendo
en pareja. Las variables predictoras estan dadas en el Cuadro 1 de [Yee and Hastie, 2003].
Hay 12 predictores que son binarios (1/0 para presencia/ausencia, respectivamente) y que han
sido dispuestos, segin los autores, de forma tal que la presencia de alguno de ellos es indicador
de un mal estilo de vida o caracteristicas psicoldogicas negativas. El objetivo del estudio es
investigar si estas 12 variables indicadoras, més 2 variables continuas que son la edad y los anos
de estudio, estan relacionadas con Y y de que forma.

Si identificamos la respuesta Y con el vector Y = (Y1,Y2,Y3,Ys) que tiene en su j-ési-
ma posicién un 1 si Y = j, j = 1,2,3,4 y cero en las restantes, es claro que podemos
atribuir a Y|X una distribucién multinomial siendo X los 14 predictores mencionados an-
teriormente. Esta distribucién fue presentada en la Seccién como familia exponencial.
Para este conjunto de datos » = 4, m = 1 y pi1, p2, p3 v ps indican las probabilida-

des de que Y tome los valores 1, 2, 3 y 4 respectivamente. El vector de parametros natu-

rales es my, = (n1,m2,m3) = (log(p1/pa),log(p2/p4),log(ps/ps)) v el estadistico suficiente es



4.3 Datos: Estado civil 65

T(Y) = (Y1, Y2,Y3). El modelo de regresién de rango completo que asumimos para los pardme-

tros naturales es
log(p1/pa)
Nx = | log(pz/ps) | =7+ Dx (4.5)
log(ps/p4)

R3X14

donde 77 € R? es el intercepto y D € es la matriz de coeficientes. Los estimadores de

maxima verosimilitud para este modelo pueden obtenerse a través del algoritmo IRLS estandar

presentado en la Seccién Tener en cuenta que en este caso la funcién

3
P(ny) =log [ 1+ e
j=1

por lo que en dicho algoritmo IRLS de estimacién tendremos que

di = (Y Y2i,Y3i) — (P1is P2is P3i)
p1i(l —pu)  —pup2 —P1iD3i
W = —p1ip2 p2i(l —p2i)  —paipsi
—P1iP3 —p2ipsi  p3i(l —p3i)
Ademas las matrices W;, ¢ = 1,...,n serdn necesarias para el calculo computacional de las

varianzas asintéticas de los estimadores de méxima verosimilitud de D. No reproducimos aqui los
estimadores obtenidos para D y %, ya que estos pueden verse en [Yee and Hastie, 2003]. Sin
embargo, resaltamos que solamente el intercepto y 5 coeficientes de la matriz de coeficientes
3 x 14 resultaron significativos.

Notar que entre ciertas variables binarias es esperable que exista un alto grado de correlacion,
por ejemplo entre nerves y nervous 6 worry y worried y contrariamente esta presencia de alta
correlacién no es tan esperable entre las variables continuas. De acuerdo a esto, proponemos
un modelo de regresiéon de rango reducido parcial para este conjunto de datos. Por un lado, x;
representan las variables continuas (age30 y logedul), las cuales no son sujetas a restriccién de

rango, v Xg representan las 12 variables binarias:
log(p1/p1)
Ny = log(pQ/p4) =7+ Dx =7+ Cx; + ABxo, (46)

log(ps/pa)
donde C : 3 x2, A:3xdy B :dx12. El valor d fue estimado por medio de los test de

dimensién presentados en la Seccién para los cuales fue necesario el célculo de la varianza
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asintotica del estimador de maxima verosimilitud de rango completo D. Los p-valores fueron

los siguientes:

Hy:d=0vs H :d>0|Hp:d=1vs H :d>1

Test 1: Chi-cuadrado ponderado asintdtico 0.079 0.458

Test 2: Chi-cuadrado asintético de Wald 2.22 %1078 0.071

CUADRO 1. p-valores obtenidos en los test de dimension.

Teniendo en cuenta estos resultados y que el primer test es muy conservador, tenemos
evidencia suficiente para suponer que d es 1. En [Yee and Hastie, 2003], basandose en lo
sugerido en [Reinsel and Velu, 1998], proponen aplicar el criterio AIC para determinar el
valor d. Los resultados que obtuvieron concuerdan con lo obtenido en los test del Cuadro
pues el valor de d que minimiza el criterio AIC se da en d = 1.

Los estimadores de méxima verosimilitud para el modelo se obtuvieron implementando
la funcién rrvglm del paquete VGAM del software [R], utilizando la restriccién corner en el grupo
de separados/divorciados. Los Cuadros |2| y [3| muestran estos resultados con sus respectivos

errores estandar entre paréntesis.

Variable log(p1/ps) log(p2/psa) log(ps/p4)
Intercept  -1.762 * -2.699 * -6.711 *
(0.377)  (0.383)  (1.047)
age30 -0.191 * 0.012 0.086 *
(0.008)  (0.008)  (0.023)
logedul 0.338 -0.365 -0.089
(0.225) (0.213) (0.559)

CUADRO 2. Estimadores de 77 y C del modelo (4.6).

Los errores estandar para estos estimadores fueron obtenidos de la versiéon muestral del

resultado del Teorema Es decir,

]
avar | vec(C) | = AATVTIA)PAT (4.7)
vec(Kﬁ)
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Variable log(p1/ps) log(p2/ps) log(ps/pa)
binge 0.569 * 0.786 * 1.114 *

(0.125)  (0.196)  (0.409)
smokenow  0.222 * 0.306 * 0.434 *

(0.088) (0.119) (0.208)

sun 0.011 0.015 0.021
(0.084)  (0.116)  (0.164)

nerves -0.054 -0.074 -0.105
(0.101) (0.139) (0.197)

nervous 0.312 * 0.430 * 0.609 *
(0.124)  (0.168)  (0.291)

hurt 0.180 0.248 0.352 *
(0.089) (0.122) (0.199)

tense 0.302 * 0.416 * 0.590 *
(0.122) (0.163) (0.284)

miserable 0.019 0.0268 0.038
(0.094) (0.129) (0.185)

fedup 0.117 0.161 0.229
(0.094) (0.129) (0.185)

WOorry 0.003 0.004 0.005
(0.106) (0.146) (0.207)
worrier -0.116 -0.160 -0.227

(0.092)  (0.128)  (0.193)
mood -0.037 -0.052 -0.073
(0.087)  (0.120)  (0.172)

CUADRO 3. Estimadores de AB del modelo (4.6).

donde en esta caso

_ I 0 0 _
N y V7l=

Y 1x)7T(1 x) @ W;
0 BTol; Iha0A ;<( X )

S|
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es la inversa de la varianza asintética muestral de los estimadores de méxima verosimilitud del

modelo de rango completo 1) con \/7\\/'1 dado por

p1i(1 — p1i) —D1iDP2i —P1iP3i
W, = —puiD2  P2(1 —Dp2)  —D2iD3i
—D1iD3 —D2iD3i  D3i(1 — Dai)

A partir de estos errores estdndar se calcularon intervalos de confianza e identificamos con
asterisco (*) aquellos coeficientes que resultaron significativos.

[Yee and Hastie, 2003] calculan los errores estdndar para A y B como se presenté en
la Seccién Por esta razén, concluyen acerca de la significancia de las componentes de la
matriz B y de las componentes de la matriz A en forma separada y lo mismo sucede con la
interpretacion de los resultados. Es decir, primero analizan v = Bx; y luego Av, concluyendo
primero sobre cuales son los predictores significativos en el problema y luego de qué forma
estas combinaciones ¥ = Bx; influyen en cada variable respuesta. Sin embargo, no es sencillo
analizar el producto de los errores estandar y concluir acerca de la significancia del producto de
las componentes de la matriz de coeficientes AB.

A partir de los resultados que se obtuvieron en el Teorema es posible obtener de forma
sencilla los errores estandar de cada componente de la matriz de coeficientes AB y por lo tanto
es posible analizar la significancia de cada variable predictora sobre cada variable respuesta. Por
ejemplo, de acuerdo a los resultados en [Yee and Hastie, 2003] para este conjunto de datos,
la variable predictora hurt es considerada significativa para los tres grupos (solteros, separados,
viudos) pero no es asi segin los resultados presentados en el Cuadro |3} donde el predictor hurt
solo es importante en el grupo de viudos y no en los grupos de casados y solteros.

En conclusién, a partir de los resultados obtenidos, podemos interpretar la matriz completa

AB del Cuadro [3|de la siguiente forma:

= Notar que todos los coeficientes significativos son positivos. Estos corresponden a las
variables: binge, smokenow, nervous, tense y hurt solo para viudos. Esto sugiere que si
las variables binarias indican un mal estilo de vida y caracteristicas psicoldgicas negativas
de la persona, segtin los autores, las chances de ser soltero, divociado o viudo aumentaran
con respecto a la de ser casado, manteniendo la variable edad fija.

= Notar que los coeficientes que corresponden a la respuesta log(ps/p4) son dos veces mas
grandes que los de log(p;/p4) sugiriendo la importancia relativa de los predictores en

cada grupo.



CAPITULO 5

REDUCCION SUFICIENTE DE DIMENSIONES

El objetivo general del analisis de regresion, del cual se ha estudiado diferentes modelos
en los capitulos anteriores, es estudiar la distribucién de una variable respuesta Y en R” dado
un vector de predictores X en RP. En cualquier andlisis estadistico, el primer paso consiste en
elaborar gréficos con el conjunto de datos disponibles. Especialmente en los casos en que p es
chico, estos graficos permiten visualizar un posible modelo que se ajuste a la muestra dada. Sin
embargo, cuando el nimero de predictores es grande, elaborar un modelo paramétrico adecuado
comienza a ser complejo y las herramientas visuales ya no son tan informativas. Ademés, aunque
intuitivamente parezca favorable contar con una gran nimero predictores que puedan explicar
la variable respuesta, no siempre ello implica poder obtener méas informacién. Para soslayar
este tipo de dificultades, emergen las ideas de reduccién suficente de dimensiones en regresién
(SDR), donde el objetivo principal es reducir la dimensién de X sin perder informacién acerca
de la respuesta Y y sin requerir un modelo previo para Y|X. Esto permite la elaboracién de
graficos que contienen toda la informacion que X tiene sobre Y, en una dimensién menor a la
dimensién donde vive X. En este capitulo se repasan conceptos bésicos y se presenta una breve
introduccién de los principales métodos propuestos en SDR que servirdn de base para presentar

los resultados nuevos en el préximo capitulo.

5.1. Definiciones e ideas basicas

Para una variable respuesta Y € R" y un conjunto de predictores X € RP, estamos in-
teresados en hallar una funcién R(X) que retenga toda la informacién que X tiene sobre Y.
La siguiente definicién formaliza la nocién de reduccién suficiente de dimensiones en regresion

[Cook, 2007].
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Definicién 5.1. Una reduccién R : RP — R% con d < p es suficiente para la regresién de Y|X
si satisface la siguiente condicion

Y|X ~ Y|R(X) (5.1)

Fl siguiente lema establece las condiciones que son equivalentes a la condicién 1i de la

Definicién La demostracién se encuentra al final del capitulo.

Lema 5.2. Si X e Y son vectores aleatorios y R(X) es una funcion medible en el vector de
predictores, entonces los siguientes puntos son equivalentes:
(1) YIX ~Y|R(X)
(i) X|(Y, k(X)) ~ X|R(X)
(iii) X L Y|R(X)

Debido a este resultado, ain cuando X no sea aleatorio, diremos que una reduccién es
suficiente para estudiar Y en funcién de X, si cumple con alguno de los estamentos establecidos
por el Lema

La mayoria de las metodologias en SDR estan basadas en la regresion inversa de X en Y. La
justificacién de este enfoque deriva en la equivalencia (ii) con (i), que muestra que una reduccién
suficiente para Y puede ser determinada a partir de la regresiéon X|Y y luego pasar a la regresién
directa Y |X sin especificar la distribucién marginal de Y o la distribucién condicional de Y |X.
El atractivo de regresion inversa es que en la mayoria de los problemas de regresion la respuesta
es de una dimensién, mientras que el nimero de predictores puede ser grande haciendo que la
regresién directa de Y sobre X sea muy dificil de modelar. En contraste, la regresién inversa
de X en Y consta de p regresiones unidimensionales, que son mucho mas simples de visualizar
y permite deducir un posible modelo. Esta misma ventaja es la que se tiene después de obtener
una reduccién R(X), poder graficar Y versus R(X) sabiendo que no se ha perdido informacién
y pensar a partir de este grafico un posible modelo.

Una de las caracteristicas que definen las mayoria de las reducciones suficientes estudiadas
en la literatura estadistica es que ellas son lineales, es decir que la funcién R tiene la forma
R(X) = a’X con a € RP*?. Observar que en este contexto, si @’ X es una reduccién suficiente
y p es una matriz d x d no singular, luego pa’ X es también una reduccién suficiente. Asf, o
no es unica y lo que realmente interesa identificar es el subespacio generado por las columnas
de a, es decir, nuestro parametro de interés no es a por si mismo, sino span(a) o Py con Py
la matriz de proyeccion sobre el espacio generado por las columnas de «. Este subespacio lo

denotamos como S, = span(a) y lo llamamos subespacio de reduccién suficiente (DRS).
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Ademas, en el sentido estricto de la definicién, R(X) = X es una reduccién suficiente y por
lo tanto Sy, es un subespacio de reducién suficiente, por lo que la tarea escencial de SDR es
caracterizar y estimar la reduccion suficiente mas pequena. Especificamente, un subespacio S se
dice que es un subespacio de reduccién suficiente minimal, si S es un DSR y dim(S) < dim(Sgys)
para todos los DRS Sy,-s. Otra especificaciéon de subespacio mas pequeno, siempre en el contexto
de reducciones lineales, es aquel DSR & C Sy para todo los DRS Sy,.s. Este DRS, cuando
existe, recibe el nombre de subespacio central, se denota Sy x y es el inico DRS minimal. Este
subespacio goza de varias propiedades que son tutiles en la practica. Entre ellas, si A es una
matriz p X p de rango completo y b un vector en RP, luego Sy|aTx+b = A_lSy|X. Es decir,
que no hay pérdida de informacién bajo transformaciones afines de rango completo de X. Un
estudio completo y detallado sobre Syx puede encontrarse en el Capitulo 6 de [Cook, 1998].

Cuando nos restringimos a las reducciones lineales, la nocién de minimalidad se ha estable-
cido a través de subespacios. Sin embargo, en un contexto mas amplio donde la reduccién puede

ser lineal o no, una definicién méas apropiada de reduccién suficiente minimal es la siguiente.

Definicién 5.3. Una reduccién suficiente R(X), es minimal para la regresién Y|X si para

cualquier otra reduccién suficiente S(X), R(X) es funcién de S(X).

Observemos que esta definicién esta conectada a la nocién de estadistico suficiente minimal,

si vemos a la variable observable Y como un parametro.

5.2. Reduccién suficiente basada en momentos

La estimacién de reducciones suficientes lineales fue originariamente basado en momentos
o funciones de los momentos de la distribucién condicional X|Y (Sliced Inverse Regression
[Li, 1991], Slice Average Variance Estimation [Cook and Weisberg, 1991], principal
Hessian direction [Li, 1992], Parametric Inverse Regression [Bura and Cook, 2001],
Minimum  Average  Variance  Estimation  [Xia et al., 2002], [Li et al., 2005],
[Cook and Ni, 2005], [Zhu and Zeng, 2006], [Cook and Li, 2002|, Directional Re-
gression [Li and Wang, 2007]). Estos métodos requieren que los predictores sean de tipo
continuo, suponen condiciones sobre estos momentos, y en general logran capturar sélo una
parte de la reduccion.

Indicando con g y X la media y la covarianza de X y suponiendo que X es definida positiva,

usualmente es comun en estos métodos trabajar con la estandarizacion de los predictores Z =
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»-1/2 (X—p) y el correspondiente subespacio Sy |z para larespuesta Y € R. Luego, el subespacio
central en la escala original de los predictores estd dado por Syx = =Y 28y|z.
El método Sliced Inverse Regression (SIR, de ahora en adelante) estd basado en el siguiente

resultado fundamental de [Li, 1991].

Proposicién 5.4. Sea o € RP*? una base para el subespacio central Sy|z ¥ Pa la matriz de

proyeccion sobre el span(car). Si la esperanza condicional B(Z|a'Z) es lineal en al'Z; esto es
E(Z|a'Z) =P,Z (5.2)
entonces E(Z]Y) € Sy|z.

Esta proposicién establece que es posible identificar una parte del subespacio Sy|z a través
de la esperanza condicional E(Z]Y'). Para obtener una forma relativamente sencilla de estimar
el vector E(Z]Y'), la respuesta es remplazada con una versién discreta Y, construida a través de
una particién del rango de Y en H intervalos. Bajo la condicién , conocida como condicién

de linealidad, se tiene que

E(Z[Y) € S5 C Sviz

de modo que el espacio generado por las columnas de
© = var(E(Z|Y)) = E(E(Z|Y)E(Z|Y)T)

estd contenido en Sy |z, es decir span(®) C Sy|z- Por lo tanto, una parte del subespacio central

puede ser construida como
span{ty,...,tq} = span(®) C Syz

donde d = rank(®) y t; con j = 1,...,d son los autovectores correspondientes a los autovalores
d

no nulos A\; > ... > A\g en la descomposicién espectral & = Z )\jt]-tjr. En la préctica, Sy z es
j=1
estimado como el espacio generado por los autovectores de @, la versiéon muestral de .

Siguiendo la misma linea, el método Slice Average Variance Estimation (SAVE, de ahora en
adelante) considera una segunda condicién, ademéds de la condicién de linealidad, en los momen-

tos de X. Resumimos estas ideas en la siguiente proposicién [Cook and Weisberg, 1991]:

pxd

Proposicion 5.5. Sea o € R una base para el subespacio central Sy|z. Bajo las condiciones

» E(Z|aTZ) =P,Z
= var(Z|la'Z) =1, — P,
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se tiene que span(E(I, — var(Z[Y))?) C Sy|z-

La segunda condicién de este resultado es conocida como condicién de varianza constante.
La Proposicién establece la base del método SAVE. Sea \; y v; los autovalores y autovecto-
res de E(I, — var(Z|Y))?, j = 1,...,p respectivamente y sea d < p el niimero de autovalores no
nulos. De acuerdo a la Proposicion estos autovectores correspondientes a los d autovalores
no nulos estdn en Sy |z y asi, permiten construir una parte del subespacio central. Los predic-
tores poblacionales SAVE son definidos como VJTZ, j =1,...,d. Para su uso en aplicaciones,

nuevamente consideramos la versién discreta Y como en SIR. Estimamos la varianza var(Z|Y)
H

en cada intervalo y la denotamos con Vg, s =1,..., H. Luego, sea M = Z fs(T—V)? donde
fs denota la fraccién de observaciones en el intervalo s. El j-ésimo predicizl{ muestral SAVE es
B?Z j=1,...,d donde Bj es el j-ésimo autovector de M correspondiente a los d autovalores
no nulos ordenados Xl >0 > Xd.

El primer paso para extender las ideas de reduccién suficiente de dimensiones
a regresiones con predictores continuos y categoricos fue propuesto en el trabajo
[Chiaromonte et al., 2002|, donde se introduce Sir Parcial. De acuerdo a este enfoque,
ademds del vector de predictores continuos X € RP, se cuenta con una variable explicativa
cualitativa W que representa una o mas categorias con valores w = 1,...,C que se indentifican

con C subpoblaciones. El objetivo es hallar y estimar reducciones suficientes lineales de la forma

(ETX, W) para la regresién de Y en (X, W), es decir ¢ tal que
~T
Y LX|(E X, W).

La siguiente proposicién conecta el span(Z) con los subespacios span(zw) w=1,...,C donde
Ew indica una base para el subespacio de reduccién suficiente para la regresién Y,,|X,, con Y, y
X la restriccién de las variables en cada subpoblacién w =1,...,C, @ indica la suma directa

entre dos subespacios (Vi & Va2) = {v1 + va;v1 € Vi, v € Vo }.

Proposicion 5.6. Sea X, la restriccion de las variables continuas en cada subpoblacion w =
1,...,C, y sea {,, una base para el subespacio de reduccion suficiente para la regresion Yo,| X, .

Luego,
C
span(¢) = span <@ Ew> .
w=1

Basandose en esta proposicion, la idea de esta metodologia es que E puede ser estimado

combinando las estimaciones de las reducciones suficientes dentro de cada subpoblacién y para
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ello adaptan el método SIR para la estimacion de Z Denominan a este metodo Sir Parcial.
El algoritmo Sir Parcial es una forma efectiva de considerar ambos predictores, categdricos
y continuos, utilizando metodologia SDR conocida, que sélo pueden aplicarse a predictores
continuos. Con este enfoque, se identifica una reduccién suficiente para la regresion de Y en
(X,W). Las deventajas que presenta este enfoque es que no permite mezclar las variables
continuas y categérica en la reduccion, ya que cada subpoblacién se considera por separado.
Ademas si C es grande, el tamano de la muestra en cada Y| X,, puede ser muy pequena, lo

que lleva a una mayor imprecisién en la estimacién.

5.3. Reduccion suficiente basada en modelos

Los métodos SIR y SAVE, proporcionan estimadores y/n consistentes de una parte del subes-
pacio central Sy|x bajo ciertas condiciones de regularidad y han sido ampliamente utilizados
en aplicaciones, no obstante presentan conocidas limitaciones y desventajas en la préactica. En
particular, el subespacio de reduccién suficiente estimada por SIR es un subconjunto propio
del subespacio central por lo que no proporciona una exhautiva estimacién (esta desventaja
también es heredada por Sir Parcial). Ademas, posee dificultades para detectar direcciones que
estdn asociadas a direcciones no lineales en la funcién media E(Y|X). El método SAVE, a pesar
que se propuso en respuesta a estas limitaciones y que captura, en general, un parte mayor
del subespacio central, es poco eficiente para encontrar direcciones lineales en la funcién media

Con el fin de evitar estas limitaciones, las reducciones suficientes basadas en modelos fueron
introducidas en [Cook, 2007|. Las principales ventajas que presenta este enfoque es la identi-
ficacion de reducciones suficientes de los predictores en forma exhautivas para la regresion de
Y en X; esto es, que contienen toda la informacién relevante para Y que hay en X. Ademds
ya que se cuenta con un modelo, es posible obtener estimadores de maxima verosimilitud de
las reducciones suficientes lo cuales son éptimos en términos de eficiencia cuando el modelo es
cierto.

En los trabajos [Cook, 2007] y [Cook and Forzani, 2008]| se considera el caso X|Y con
distribucién normal y desarrollan la metodologia Principal Fitted Component (PFC). Bajo este
enfoque, se asume que X, = X|(Y = y) es normalmente distribuido con media K, y matriz de
covarianza constante A > 0. Sea & = E(X) y sea I' € RP*¢ una matriz semiortogonal cuyas

columnas forman una base para el subespacio d dimensional Sy = span{uy -y € Qyl,
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donde Qy es el espacio muestral de Y. Luego, podemos escribir
Xy =p+Tv, +e¢, (5.3)

donde € es independiente de Y y distribuido normalmente con media 0 y matriz de covarianza
Ayv,= (I‘TI‘)*lI‘T(uy — 1) € R La matriz T no es identificable en este modelo pues para
cualquier matriz de rango completo A : d x d, podemos obtener una parametrizacién equivalente
Tv, = (TAY)(A)vy. Sin embargo, Sr es identificable y estimable. Bajo el modelo ,
[Cook and Forzani, 2008] demuestran que A~'Sr es el subespacio de reduccién suficiente
minimal, més aun R(X) = TA™!X es la reduccién suficiente minimal y en este caso es lineal.
La formulacién de PFC propone que los vectores v, sean modelados de la forma v, =
B(f, — E(fy)), donde f, € R" es un vector de valores conocidos que depende de y y B es una
matriz d X r sin restricciones de rango d < min(r,p). Bajo este modelo para v, cada coordenada
Xy =1,...,pde X, sigue un modelo lineal con vector predictor f,. En consecuencia, podemos
utilizar los graficos de X, ; versus y, j = 1,...,p para obtener informacién acerca de como elegir
a f, (Ver [Cook, 1998], Capitulo 10). Por ejemplo en el trabajo [Bura and Cook, 2001] la
Figura 1b, que se reproduce en la Figura |1} presenta un grafico de dispersién de 5 variables
de las cuales M es la respuesta y las 4 restantes son predictores. De acuerdo a este grafico,
parece razonable ajustar la relacién de cada predictor con la variable respuesta a través de la
funcion log(-), indicando que en ese ejemplo f, = log(y) puede ser adecuado. Observar que esta
herramienta visual no es posible aplicarla en la regresién directa de Y en X, pues consiste en
una funcién de regresién mas compleja como hemos explicado con anterioridad. En algunos
casos, puede haber una eleccién natural de f,. Supongamos por ejemplo que Y es categérica
con C = r + 1 categorias H,,, w = 1,...,C. Luego, definimos la w coordenada del vactor fy,

de f, como
fow=J Yy € Hy) —ny/n,w=1,...,r,

donde J es la funcién indicadora y n,, es el nimero de observaciones que pertenecen a la clase
H,,. Cuando Y es una variable continua, puede considerarse un razonable y flexible conjunto
de funciones bases, como los polinomios, que pueder muy util cuando no es practico aplicar los
métodos graficos a todos los predictores. Otra opcién consiste en particionar los valores de Y
en C' intervalos (categorfas) y construir f, como para el caso de Y categérica. Se puede ver més
de este tema en [Adragni and Cook, 2009].

A partir del modelo , [Cook and Forzani, 2008] obtienen estimadores de maxima

verosimilitud explicitos del subespacio central. Ademaés, presentan resultados y simulaciones que
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argumentan acerca de la robustez de los métodos SDR basados en modelos normales si se asume
que en dicho modelo los errores son independientes de Y con momentos finitos pero posiblemente
no normales y si la especificacién de f, es errénea. Debilitando estas hipétesis del modelo,
establecen caracteristicas robustas acerca del subespacio de reduccién suficiente poblacional
A8t y acerca de los estimadores de maxima verosimilitud de la reduccién suficiente R(X) =
T'A~'X. Ellos establecen que el subespacio de reduccién suficiente A7'Sp estd contenido en
Sy|x, es decir que atin se captura una parte del subespacio central. Ademds, demuestran que
dicho estimador de R(X) = TA™'X es todavia v/n-consistente si la matriz d x  de correlaciones
de los elementos de v, y £, tiene rango d.

El caso donde la matriz de covarianza condicional constante no es satisfecha, es estudiado en
detalle en el trabajo [Cook and Forzani, 2009]. Ellos demuestran que una reduccién suficiente

lineal no es necesariamente minimal. Volveremos a este tema en la Seccién
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FicurAa 1. Gréafico de dispersién de las variable respuesta M y los predictores
H,L,Slog y Wlog del conjunto de datos Horse mussels del Paquete dr del Software
[R].

Hasta aqui, solamente modelos con predictores continuos han sido considerados en esta sec-
ci6n. El trabajo de [Cook and Li, 2009] fue el primer paso hacia el desarrollo de metodologias
SDR donde predictores continuos y categoricos se consideren en forma conjunta bajo el enfoque
de regresién inversa basada en modelos. Ellos proponen que las componentes del vector aleatorio
Xy = (Xy),5=1,...

, p sean condicionalmente independientes dada la respuesta Y y que cada

X,; de X, pertenezca a una familia exponencial a un parametro con densidad o funcién de
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probabilidad puntual de la forma:

fi(x|ny;, Y =y) = exp(xny; — ;(ny;))hi(x), (5.4)

donde los pardmetros naturales 7,; j = 1,...,p son funciones de y como indica el subindice.
Sea n, € R” que contiene los elementos 7,; con j =1,...,p, § = E(ny) y Sr = span{n, — 7 :
y € Qy }. Luego,

n, = n+Tly, (5.5)

Nyj = ﬁj—i-’yjruy conj=1,...,p

donde v, = I‘Tny -n,y 'y]T es la j-ésima fila de I'. Siguiendo la formulacién de PFC, ellos
modelan v, como v, = B(f, — E(fy)), donde 8 € R™" tiene rango d < min(p,r) y f, € R” son
vectores conocidos que dependen de y. Es decir, que cada coordenada X,;, j =1,...,p de X,

sigue un modelo lineal generalizado en f,. Sustituyendo Bf, por v, en 1} obtenemos que:

n, = ¢ +TBf,, (5.6)

donde ¢ = 71 —T'BE(fy). Ellos denominan este modelo como Generalized Principal Fitted Com-
ponents (GPFC). La matriz T’ no es identificable en el modelo pero Sr si es identificable y
estimable. El espacio de pardmetros al cual pertenece Sr se denomina Grassmann Gg, de di-
mensién d en R?. G4, es de dimensién d(p—d) [Chikuse, 2002], que es el niimero de parametros
necesitados para especificar un tinico subespacio. En el caso que d = min(p, ), la matriz de coe-
ficientes I'3 es una matriz sin restricciones ® € RP*" y ellos se refieren al modelo resultante
n, = ¢ + ®f, como el modelo completo, el cual sirve como punto de referencia para evaluar
modelos con d < min(p,r).

Bajo este modelo obtienen que la reduccién suficiente minimal es I'"X, la cual es lineal
en los predictores. Sin embargo, la hipétesis de independencia condicional de los predictores es
muy restrictiva y limita las aplicaciones en conjunto de datos reales. Ademads, como las familias
exponenciales deben ser a un parametro, el caso donde los predictores son condicionalmente
independiente con distribucién normal con media p, y varianza 051 queda excluido.

La estimacién de la reduccién es hecha via optimizacion sobre Grassmann, un algoritmo de
optimizacion especifico y complejo que requiere el conocimiento de la funcién de méxima vero-

similitud completa y sus derivadas parciales y valores iniciales muy precisos (ver por ejemplo
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[Edelman et al., 1998], [Adragni et al., 2012]). En el préximo capitulo, donde extendere-
mos esta teoria, presentaremos otro algoritmo que es mas habitual en la literatura estadistica

y que puede aplicarse al modelo GPFC obteniendo los mismos estimadores.

5.4. Reduccion suficiente basada en métodos kernel

Una caracteristica que define la mayoria de los metodos SDR, y en particular los discutidos
anteriormente, es que estos obtienen reducciones suficientes que son proyecciones del vector
de predictores en un subespacio de dimensién inferior. Es decir, estiman sdlo reducciones
lineales perdiendo informacién y eficiencia en aquellos casos donde la reduccién suficiente
minimal no es lineal en X. En la biisqueda de superar la naturaleza lineal de la mayoria de
los métodos RDS, varios trabajos recientes han combinado reduccién suficiente de dimensiones
con la teoria de espacios reproducidos en espacios de Hilbert (RKHS) ([Akaho, 2001],
[Bach and Jordan, 2002], [Fukumizu et al., 0304], [Fukumizu et al., 2009],
[Fukumizu et al., 2007], [Wu, 2008],[Wu et al., 2008], [Hsing and Ren, 2009],
[Yeh et al., 2009], [Zhu and Li, 2011], [Kim and Pavlovic, 2013], entre otros).

La idea de los métodos kernel es trabajar en un espacio transformado de las variables X e
Y y de esta forma obtener mas informacién acerca de las variables y/o obtener reducciones no
necesariamente lineales en X, aplicando métodos SDR tradicionales en el espacio transformado.

Por lo tanto, estos métodos trabajan en los siguientes espacios transformados,

x — ox(x)

y — oy(y)

donde ¢y y ¢x son funciones que pertenecen a los espacios de Hilbert Hy, y Hg, inducidos por
las funciones kernel kx(-,-) y ky(-,-) definidas en el espacio de las x e y, respectivamente. La
idea propuesta en [Fukumizu et al., 0304], el método Kernel Dimension Reduction (KDR),
es elegir una matriz B € RP*? que minimice un criterio de dependencia que cuantifica la nocién
de dependencia condicional: y Il x|z = B”x a través de un orden en los operadores de covarianza

definidos positivos. Este enfoque se formaliza en el siguiente teorema:

Teorema 5.7. Elvar(¢y(y))|x] < E[var(éy(y))BYx] donde la igualdad vale si y solo si
y Lx|z = BTx.
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Este teorema trasladado a la versién muestral, es equivalente a encontrar B tal que
ming tr[K, (Kgry + nel,) ] (5.7)

sujeto a BB = I, donde Ky y Kgry son matrices de dimensiones n x n con Kgry(i,j) =
ky(BTx;, BTXj) v Ky (4,7) = ky(yi,y;) calculadas sobre la muestra {y;} y {BTx;},i=1,...,n
respectivamente y € es un parametro de regularizacion para que sea posible la inversion en (5.7).

KDR no asume ninguna restriccién en la distribucién de (Y, X) debido a que heredan la
generalidad del Teorema en que se basan. Ademds, a pesar de su formulacién en RKHS, la
reduccion suficiente obtenida es lineal en el espacio original de las X. Como contrapartida, la
optimizacién es no convexa la cual implica un alto costo computacional.

El método Kernel Sliced Invere Regression (KSIR), propuesto en [Wu, 2008], aplica bésica-
mente las ideas de SIR a las variables transformadas ¢x (x) en lugar de x y obtiene reducciones
lineales en ¢ (x). En general, no se tiene un conocimiento explicito de ¢x(x), si no que se
cuenta con la informacién de (¢x (i), dx (x;))n = kx(xi,x;). Por lo tanto, en este caso no es
posible dar una solucién explicita en la escala original de X. KSIR estima var(E[¢(x)]y]) parti-
cionando la respuesta (similar a SIR) en H intervalos {Sj}le. Sea ¢x = [Ppx(x1),. .., Px(xn)]
y C : n x H la matriz que contiene en su i-ésima fila cero en todas las posiciones excepto en
la j-ésima posicién, donde y; € S; que contiene un 1. Ademads, sea P : H x H sea la matriz
diagonal cuya j-ésima entrada es p; = P(j,j) = |Sj|/n. La estimacion del subespacio central se

obtiene siguiendo los pasos:

1. Particionar y1,...,y, en H intervalos. Calcular los promedios por intervalos, M =
mi,..., mg| = %qbXCP_l.

2. Estimar la covarianza muestral, es decir V.= MPM?. Sus primeras d autofunciones
son denotadas con vq,...,Vvy.

3. Las direcciones obtenidas son b; = E;lvl paral=1,...,d.

Aunque el calculo anterior no puede, en general, llevarse a cabo explicitamente en el espacio
transformado, se puede realizar de la siguiente forma. En el paso 2, se resuelve el autosistema
Vv = Av y luego representamos v como combinacién lineal de {¢x(x;i)}i;, es decir, v =
Z a;px (x;) = ¢xa, donde o = [aq, . .. ,an]T. Premultiplicando el autosistema por ¢§ da el
siguiente sistema dual:

1
EKXCP_ICTKXOL = K a, (5.8)

donde Ky es la matriz n X n definida con anterioridad. La ecuacién 1} es el problema de

autovalores generalizado, de donde debemos encontrar los primeros d autovectores cx.
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Las direcciones b del paso 3, pueden ser obtenidas de v aplicando un desarrollo similar.

. . 1
Para resolver X4b, remplazamos el operador de covarianza 3. por su estimador —quqﬁgpc.
n

n

Expresando b = Z Bipx (x;) = dpx /3, con B = [B1,...,Bx]" y premultiplicando el sistema por
i=1

¢, obtenemos:

B =nKla. (5.9)

La reduccién suficiente estimada (que resultard no lineal en el espacio original) es represen-
tado por las d funciones bases {b;}{, utilizando {B'}%,, las d soluciones de .

Covariance Operator Inverse Regression (COIR) propuesto en [Kim and Pavlovic, 2013]
estd basado en la descomposicion en autovectores de la matriz de covarianza de la regesién
inversa. Sin embargo, a diferencia de KSIR, COIR no necesita particionar el rango de Y ya
que utiliza los operadores de covarianza de la variable X y la respuesta Y. Esto hace que sea
mas adecuado para sus aplicaciones con la respuestas multivariantes. En el caso que la respuesta
fuera univariada, COIR es una modificacién de KSIR donde un modelo no paramétrico se utiliza
en la regresién inversa de X|Y en lugar de utilizar una particién de Y.

Los métodos kernel dan un paso importante hacia la identificacion de reducciones suficientes
no lineales y tiene un caracter general al poder aplicarse a cualquier tipo de datos, pero en la
mayoria de los casos no es posible obtener una forma explicita de la reduccién y pueden ser
menos eficientes que aquellos métodos donde puede establecerse un modelo pardmetrico. Esto
sera corroborado a través de ejemplos en el siguiente capitulo.

Las metodologias presentadas hasta aqui son los métodos vigentes en SDR y los usaremos

como base de comparacién de los nuevos resultados presentados en el proximo capitulo.
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5.5. Demostraciones del Cépitulo

Demostraciéon del Lema Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que existe la
densidad conjunta de (Y, X). Luego, en la mayoria de los pasos de la demostracién podremos
utilizar la definicién de densidad condicional. El punto (iii) es cierto si y solo si la funcién

densidad de (Y, X)|R(X) se factoriza, es decir:

forx)rx) = fy|rx) * IX|IR(X)

Como ademéds fryx)rx) = W tenemos que
Fxino = Sy X, rX))
Jy|rRx)  TRx)
_ Joxrx)
fvirx))
= fxyrx)

Es decir, es cierto el punto (ii). Con las mismas igualdades podemos ver que el punto (ii)

implica (iii). Si el punto (ii) es cierto tenemos que fx|v,rx)) = fx|r(x), luego:

foxrx)y | fxrx)
fovrxy  frx
(3
fovxrx)y  fovrx)
fxrx)y  frx

=

Jvix.rx) = JyrX)

Como fyx = fy|x,r(x)): e tiene que (i) es equivalente a (ii).






CAPITULO O

REDUCCION SUFICIENTE DE DIMENSIONES PARA
FAMILIAS EXPONENCIALES

En este capitulo se considera el problema de identificar reducciones suficientes en regresio-
nes con respuesta Y en R y predictores que pueden ser todos continuos, todos categdricos o
una mezcla de variables continuas o categéricas. Basados en el enfoque SDR de proponer un
modelo para la regresién inversa, se asume que la distribucién de X|Y pertenece a una familia
exponencial, es decir X|Y ~ Jn, T, pero sin imponer la condicién de independencia condicional
de los predictores como en el caso de [Cook and Li, 2009]. Se identifica la reduccién suficiente
minimal para la regresion de Y dado X y se muestra que esta no es necesariamente lineal en
los predictores pero si en T(X), siendo T(X) un estadistico suficiente de la familia exponencial.
Dependiendo de la forma de T(X), la reduccién suficiente minimal podra ser lineal o no lineal
en los predictores, como es el caso de la distribucién Bernoulli multivariada que se estudiaréd en
detalle. La estimacion de la reduccion suficiente minimal se obtiene ajustando modelos GLMM,
propios de las familias exponenciales y se propone aplicar el algoritmo IRLS para obtener es-
timadores de maxima verosimilitud. Se denotara al modelo y a los estimadores obtenidos con

abreviatura EF-DR.

6.1. Estructura del modelo

Asumimos que el vector aleatorio X, = X|(Y = y) € RP? tiene densidad o funcién de

probabilidad puntual dada por

f(xln,, Y =y) = et TX =00 p(x), (6.1)
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es decir, pertenece a una familia exponencial donde los pardmetros naturales n,;, j = 1...,k son
funciones de y como indica el primer subindice , 5, = (9y1,. .. k)’ ¥ T(X) es el estadistico
suficiente de la familia. La dimension del vector de pardmetros naturales satisface en general
k > p, por ejemplo si X, ~ Np(uy, 3y), la dimensién de i, es k = p +p(p +1)/2.

Siguiendo la teorfa de GLMM estudiado en los capitulos 1]y [3] asumimos que los pardmetros

naturales son funcion lineal de vy . Luego
Ny =1+ AVY7

donde 7 = E(ny), A € R**? es una matriz de rango completo semiortogonal tal que sus
columnas forman una base para Sp = span{ny —n:y € Qy} con Qy el espacio muestral de Y
y E(vy) = 0. Con el objetivo de explicitar la dependencia de vy en Y, asumimos que el vector
de coordenadas sigue el modelo vy = B(fy — E(fy)), donde fy € R" es un vector de valores
conocidos que depende de Y y BT € R™*? es una matriz sin restricciones de rango d < min(k, r).
Esta formulacién es similar a la de PFC ([Cook, 2007], [Cook and Forzani, 2008]) y a
regresion inversa paramétrica (PIR) [Bura and Cook, 2001] para predictores continuos. Bajo
este modelo, cada coordenada 7y ;, j = 1,..., k sigue un modelo lineal generalizado con fy como
vector predictor. Por lo tanto, podemos utilizar las herramientas desarrolladas en la Seccién
para obtener informacién acerca de como elegir y construir fy. Sea D = AB, con A : k x d,

BT :rxd y fy € R" funciones conocidas que dependen de Y de modo que
ny =7 +D(fy — f) (6.2)

=7n+ AB(fy — f). (6.3)

Las ecuaciones y (6.3) expresan modelos lineales generalizados sin restriccién y de rango
reducido respectivamente. Si bien en el Capitulo 1]y [3]diferenciabamos los k pardmetros natura-
les en ky y ko (para poder generalizar e incluir casos como el de la normal multivariada), en este
capitulo no haremos dicha distincién para lograr mayor compresién y simplificar notaciones. Sin

embargo, todos los resultados pueden adaptarse a esos casos.

6.2. Reduccién suficiente minimal

En esta seccion identificamos la reduccién minimal suficiente para la regresiéon Y'|X cuando
X|Y sigue el modelo 1} . Ademaés analizamos algunos resultados previos que son ejemplos de fa-

milias exponenciales y en especial estudiamos su conexién con el trabajo [Cook and Li, 2009].
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Teorema 6.1. Si X|Y tiene densidad o funcion de probabilidad puntual en una familia ex-
ponencial dada por , entonces la reduccion suficiente minimal para la regresion de Y|X

R(X) = o’ (T(X) - E(T(X))),

donde o € R¥*? es tal que Sq = span{ny — 7 : Y € Qy} y T(X) es un estadistico suficiente

de la familia para los pardmetros naturales de la familia exponencial definida en .

Demostracién. De acuerdo al Teorema de Lehmann-Scheffé (ver Teorema 6.2.13 de
[Casella and Berger, 1990]), la afirmacién de que a’ (T(X)— E(T(X))) sea una re-
duccién suficiente minimal deriva de mostrar que son equivalentes los siguientes pun-
tos: (i) log (fx|v(x)/fx|y(z)) es independiente de Y y (ii) ol (T(x) - E(T(x)) =
ol (T(z) — E(T(z))) o equivalentemente o’ T(x) = a’ T(z). De acuerdo a 1} la inde-
pendencia de log ( fxpy(x)/ fx‘y(Z)) de Y es equivalente a

o )

08 )+ (T6) = Ta) my = ¢ (64)

donde ¢ no depende de Y. Tomando esperanza con respecto a Y obtenemos que 1) es equi-

valente a
(T(x) — T(2))" (ny —7) = 0 para todo y € Qy-. (6.5)

R**? una matriz cuyas columnas generen el subespacio span{ny —7 : Y € Qy }. Luego,

Sea o €
Ny — 7 = avy para algin vy € R? y 1) es equivalente a que (T(x) — T(z))T avy = 0 para
todo y € Qy, es decir que a’ T(x) = o T(z). Por lo tanto, a’ (T(X) — E(T(X))) es una

reduccién suficiente minimal para la regresién de Y|X. O

Consideremos una subclase de familias exponenciales, que fue especificamente discutida en
[Cook and Li, 2009], denominadas familias exponenciales cuadraticas cuya densidad depende

de sus primeros dos momentos:

Definicién 6.2. La distribucién de X|Y pertenece a una familia exponencial cuadratica si su

densidad (o funcién de probabilidad puntual) estd dada por

f(x|ny7 Y = y) = engT(X)ﬂZJ(ﬂy)h(x)

= My Xty veeXXT) =m0, (6.6)
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Corolario 6.3. Si la distribucion de X|Y pertenece a una familia exponencial cuadrdtica con
densidad o funcion de probabilidad puntual , la reduccion minimal suficiente para la regre-
sion de Y|X estd dada por

R(X) = (af (X = E(X)) + a3 (vec(XXT) — E(vec(XX™)))),
donde span(ay) = span{ny; — E(ny,),Y € Qy} y span(az) = span{ny, — E(ny,),Y € Qy}.

La demostracion del corolario se sigue directamente del Teorema y del hecho que el

estadistico suficiente para la familia exponencial es T(X) = (X, vec! (XXT)).

Observacion 6.4. Si consideramos la siguiente reduccién suficiente

af (X~ E(X))

R(X) =
% af (vec(XXT) — BE(vec(XXT)))

el subespacio de reduccién suficiente correspondiente es S = span((a?l,0)”) @ span((0,ad)7T),
cuya dimensién es més grande que la dimension del subesapcio de reduccion suficiente minimal

definido en el Corolario

6.2.1. Algunos ejemplos conocidos

Aqui describimos algunos resultados previos que son ejemplos de familias exponenciales

cuadraticas y se incluyen en el marco de nuestros resultados.

a. Normal con varianza constante: X|Y ~ N (uy, A)
Ya que X|Y posee densidad perteneciente a una familia exponencial cuadratica, apli-
camos el Corolario y obtenemos que o es tal que sus columnas son una base
para el subespacio A”lspan{py — u,Y € Qy} y as = 0. Es decir, af (X — E(X))
es la reduccién minimal suficiente, que es el resultado obtenido en [Cook, 2007] y
[Cook and Forzani, 2008].

b. Normal con varianza que depende de Y a través de un efecto multiplicativo:
XY ~ N(py,cyA)
En este caso, escribimos la densidad de X|Y de la siguiente forma:

exp (=3 (1, — ) ey A, — p))
27P/2|c, A|1/2

fX|Y:y(X) =

exp (= voctx = ) )T veeley A1)+ x = 0 Ay ) )
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Luego, de acuerdo a la Observacion o) = A span{(py — p),Y € Oy} vy ag =

vec(A™1). Por lo tanto, una reduccién suficiente es {af (X —p), (X —p)T A Y X — )},
como en [Bura and Forzani, 2015].
c. Normal con varianza no constante: X|Y ~ N (uy, Ay)

Similarmente al caso b., obtenemos que el estadistico suficiente es T(X) = (X —

povee(X — p)(X — ") v ny = (AV(py — p),—vec(Ay1)/2). Sea oy =

q
J=1

span(Ay' (py — p)) y consideremos la matriz S = (S;) de dimensiones p* x g,
tal que span(S) = span(vec(A}! — E(A}!))). Reordenando las columnas de S en ma-
trices de dimensiones p X p, podemos construir las matrices simétricas S;, j =1,...,q.
Luego, una reduccién suficiente es {af X, (X —u)'S1(X —p), ..., (X — ) TS, (X —p)},
resultado obtenido en [Forzani, 2007].

[Cook and Forzani, 2009] también consideran este caso, es decir X|Y ~ N(uy, Ay).

Ellos obtienen una reduccién lineal suficiente de la forma o’ X donde a debe sastifacer que
span(a) C span{A_l(uy — W), A;l —A iy ey (6.7)

El Corolariomuestra que la reduccioén lineal (6.7) no es necesariamente minimal. Por ejemplo,
en el caso que Ay = cy A la reduccién suficiente minimal lineal obtenida en (6.7) es RP, mientras
que la reduccién minimal es (af (X — p) + (X — p)" A7 (X — p)) con a; = span{A_l(uy -

[,l,):yEQy}.

6.2.2. Relacién con el modelo GPFC del trabajo [Cook and Li, 2009|

El modelo GPFC propuesto en [Cook and Li, 2009 y presentado en la Seccién es
un caso particular del modelo propuesto en este capitulo. GPFC asume que cada X,; de X,
pertenece a una familia exponencial a un pardmetro con densidad dada por y que las
p componentes del vector aleatorio X, = (X,;) son condicionalmente independientes dada la

respuesta Y. La densidad l , en este caso, tiene la forma
p
F(xln, Y =y) = H eMi®s Vi) (25 = M XV (m) (%), (6.8)
j=1

es decir que p es el nimero de parametros naturales, los cuales se disponen en el vector de

pardmetros naturales m, = (ny1,...,7myp), T(X) = X es el estadistico suficiente, 1 (n,) =

P
Z Yi(nyj) y h(x) = hi(z1) ... hy(zp). Este modelo, si bien es sencillo, no permite incluir algunos
j=1

ejemplos estudiados en la literatura de SDR. Por ejemplo, en mencionado trabajo consideran

el caso especial de normales independientes X;|Y con media pjy y varianza constante 0]2-,
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j=1,...,p. Sin embargo, el caso de independencia condicional de los predictores con varianza
que dependen de Y no puede incluirse en el enfoque del trabajo de [Cook and Li, 2009]. Para
ver esto, observemos que si X;|Y ~ N (py, o), j=1,....py X ; es independiente de X}, dado
Y para j # k,
P P2
_ 1 1 1 Hjj xaﬂjy
S (xly) _H (@il) = G TP, oy P —3 2 o | e _’Z*JFZ

j=1 Jj= j=1 7Y j=1

Es decir que en este caso el vector de parametros naturales es de longitud 2p, conforma-
do por n, = (uly/agl,...,,upy/agp,ay_f/%...,0_2/2) y con estddistico suficiente T(X) =
(@1, .., 2p, z2, ..., p) Por lo tanto, este modelo no puede adecuarse a

Con el objetivo de demostrar que la metodologia presentada por ellos puede ser todavia 1til
cuando los predictores son condicionalmente dependientes, consideran las familias exponenciales
cuadréticas. Sin embargo consideran este caso con 7y = 7, en la Deﬁnicién Es decir que de
acuerdo al Corolario R(X) se reduce solamente a a? X y por lo tanto la reduccién suficiente
no contiene la parte cuadratica.

Para este modelo de familia exponencial cuadratica, proponen un estimador de «; basado
en momentos. Ellos consideran las versiones muestrales de las varianzas 3g = var(X|Y € Hy)
y Wy = var(fy|Y € H,) donde el rango de Y se ha dividido en h slice Hg, s = 1,...,h y
el estimador de maxima verosimilitud de ® = I'3 del modelo que asume la independencia
condicional de los predictores . Luego, si h es grande, So, puede aproximarse en la pobla-
cién por el span de los autovectores correspondientes a los autovalores no nulos de la matriz
M=E (Z;ngltI)WSQTGS_lEs_l). Luego, una estimador de Sq, es el span de los primeros d
autovectores de ﬁ, la versién muestral consistente de M. Un ejemplo de gran interés de familia
exponencial cuadratica con ny, = 1y, es la distribucién normal multivariada con matriz de
covarianza constante var(X|Y = y) = A independiente de y. Dicho modelo fue estudiado en
detalle en [Cook and Forzani, 2008] donde deducen estimadores de maxima verosimilitud de
la reduccion suficiente minimal, por lo que esta metodologia de momentos propuesta resulta
obsoleta en este ejemplo.

El método propuesto en [Cook and Li, 2009] para obtener los estimadores de méxima
verosimilitud del modelo es el algoritmo de optimizacién sobre Grassmann, que se dife-
rencia claramente de la metodologia que presentaremos a continuacién la cual resulta senci-
lla y de rapida aplicacién. Ademas, esta metodologia puede aplicarse para obtener estimado-
res de maxima verosimilitud para el modelo de familia exponencial cuadréatica, para el cual

[Cook and Li, 2009] solo proponen estimadores de momentos.
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6.3. Estimaciones, test de dimensiones y propiedades asintdticas

6.3.1. Estimadores propuestos cuando d es conocido

Supongamos que contamos con una muestra aleatoria de tamano n de X = (X7,... ,Xp)T
e Y. Asumiendo que la muestra sigue el modelo con 7, que satisface y/o , el
objetivo principal es estimar span{ny —7,Y € Qy }. Para esto proponemos dos enfoques, por un
lado el propésito es estimar span(A) y por otro lado, el span(D) serd requerido. En ambas situa-
ciones, estimadores de méxima verosimilitud son usados. En el primer caso, podemos estimar
los pardmetros de interés usando el método iterativo propuesto en [Yee and Hastie, 2003]
que extiende el algoritmo IRSL estandar o bien el algoritmo de minimizaciéon cuadratica que
sabemos que proporciona estimadores tan eficientes como los de maxima verosimilitud. Ambos
fueron presentados en el Capitulo |3} En el segundo caso, donde no se imponen restricciones en
el rango de la matriz D, el algoritmo IRLS usal presentado en el Capitulo |1|puede ser utilizado.

Si utilizamos el primer enfoque, necesitamos estimar 77 y AB. Asi, una estimacién de la base
del subespacio span{ny —7,Y € Qy } serd a; = A.Enel segundo enfoque, luego de obtener los
estimadores de maxima verosimilitud de 77 y D, los primeros d vectores singulares a izquierda
de D o lo que es lo mismo, los primeros d autovectores de ﬁﬁT, pueden ser utilizados como
una estimacién de la base de {ny —7,Y € Qy }. Sea az la matriz que contiene en sus columnas
dichos vectores y denotamos como cy = (f)) @

Los algoritmos de estimacién propuestos son rapidos, pues ambos son problemas de op-
timizacién cuadratica en cada iteracion y son faciles de implementar ya que solo requiere las
derivadas de la funcién de maxima verosimilitud, que en el caso de familia exponenciales pueden
ser calculadas sin calcular la funciéon de méxima verosimilitud. Este puede ser aplicado en lugar
de la optimizacién sobre Grassmann propuesta en [Cook and Li, 2009]. Por ejemplo, en las
simulaciones presentadas en la Seccién hemos reproducidos de forma rapida los estimadores
propuestos en [Cook and Li, 2009], bajo la suposicién de independencia condicional de los

predictores.

6.3.2. Distribuciones asintéticas de los estimadores propuestos

~

Como nuestro interés no estd centrado en ¢y = A y en g = (D) sino en el subespacio
(d)
que generan, estudiaremos las distribuciones asintéticas de las matrices de proyeccién Pg, y

Pa

9
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Para ello, consideremos la siguiente descomposicién en valores singulares de la matriz D:

s A O
D=U R, (6.9)
0 0
donde A = diag(\1,...,Aq) es la matriz diagonal que contiene los valores singulares de D,

A > ... > Ag > 0. La matriz ortogonal U = (U1,Up) es de orden k x k con Uy : kxdy
Uy : k x (k — d), cumple que U, UT + UgU! =1, UTU, =1, Ul Uy =TI,_, y Ul U, = 0.
La matriz ortogonal RT = (Ry,Rg) de orden r x 7 con Ry : 7 x d y Rg : 7 x (r — d) cumple, al
igual que U, con R{RT + RgR{ =1,, RITR; =1, RIRy =1, ;y RIR; = 0.

Sea D el estimador de maxima verosimilitud de rango completo de D obtenido a través del
algoritmo IRLS estandar y su SVD:

p-o7 ™ " )& (6.10)
0 Ao

con UT = (IAJl, Uy) y R” = (ﬁl, Ry) donde las particiones son las mismas que la SVD de D.
Las matrices Aj = diag(Xl, e ,Xd) y Ao de dimensiones d x d y (k — d) x (r — d) respectiva-
mente contienen en su diagonal principal los valores singulares /):1, ey /A\min(kﬂq) de D en orden
decreciente. Observar que ./AXO tiene la forma:

Ad+1 -
Ad+1

Ay = R , sik > KO: 0 |,sik<nr.

~

Ak

>
3

0

Ademads consideremos la SVD de ﬁRR definido como ﬁRR = Aﬁ, donde A y B
son los estimadores de méaxima verosimilitud de A y B obtenidos via el algoritmo en

[Yee and Hastie, 2003]. Como Drr fue construido tal que tenga rango d, entonces

Dprr = UL, Arrr 0} 5 (6.11)
0 0
con IAJ%R = (ﬁRRl, ﬁRRO) y f{ﬁR = (ﬁRRl, ﬁRRO) donde las particiones son las mismas que la
SVD de D.
Estas descomposiciones en valores singulares de D, D y D rRr fueron expresadas detallada-
mente con el objetivo de analizar las matrices de proyeccion sobre los subespacios generados

por los estimadores propuestos. La siguiente proposicion resume las distribuciones asintéticas

de estas proyecciones.
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Proposicién 6.5. Dado los estimadores de mdxima verosimilitud D Y ﬁRR — AB del modelo
con My que satisface Y respectivamente, las distribuciones asintéticas de las
matrices de proyeccion P(f))(d) y Py son las siguientes:
\/ﬁ(P(ﬁ)(d) —Pp) — N(0, W)
Vn(Pz —Pp) — N(0,W»)

con

W, = (Iz+Ki)((AB)' ©@ Qa) ' Vp((AB)' @ Qa) (T2 + K1) (6.12)

Wy = (I +Kip)((AB)T @ Qa)TVEY((AB) ® Qa) (T2 + Kpp), (6.13)

donde Vp es la varianza asintotica del estimador de rango completo D Y ng es la varianza
asintética del estimador de rango reducido reducido Dgyg dada por Vit = AaTvgiA) AT

con A = ( B'oI, I,®A )
Los siguientes lemas previos seran usados en la demostracién de la Proposicién

Lema 6.6. Sean las matrices Qo : kX1 y Q : kX1 y consideremos sus descomposicion en valo-

res singulares como en Y respectivamente. Supongamos que €y, es asintdticamente

normal:
Vvnvee(Q, — Q) — N(0,V).
Luego para H-= ﬁlxlﬁlTRlA_l, se tiene que
Vavee(H — Uy) = N (0, (AR @ I, ) V(RIA™! @ I)).

Demostracién. Como (2, = ﬁlfxlﬁ? + ﬁOKOﬁOT,

VAIATRT @ I)vec(Q, — Q) = Vavec(UiA{RTRIA ! + UgAgRIR A — U ARTRIAT)

= \/EVGC(I/:I —U; + ﬁoKoﬁ%RlAfl).

Entonces

Vavee(H — Uy) + vnvee(UpAgRERIA™Y) — N (0, Sy),



92 Reduccion suficiente de dimensiones para familias exponenciales

donde Ty = (A"'RY @ I)V(R1A~! @ I,). Pero como /n (ﬁOKOﬁOT) = 0,(1) y Pg, =
(Pﬁ1 + Op(n71/2)), se tiene

\/ﬁ(ﬁoxgﬁg;RlAil) = \/ﬁ(ﬁoxoﬁg)PRl RlAfl
= \/ﬁ <ﬁ0K0ﬁ0T> (Pﬁl + Op(nfl/Q)) RlAfl
= Vi (OAoRY) Op(n 2 RIA™! = 0, (n"11?)

donde usamos que ﬁonil = 0. Entonces \/ﬁvec(ﬁof)gf{gRlAfl) — 0 en probabilidad y se

obtiene el resultado. O

Lema 6.7. Sean las matrices U y U de dimensiones: k x d cond < k y U de rango completo

d. Supongamos que U es asintdticamente normal:
Vnvee(U = U) = N(0, V).
Luego, \/ﬁvec(PG—PU) converge a una distribucion normal con media 0 y matriz de covarianza
(T2 + Ki ) (U(UTU) ' @ Qu)V(UTU) U @ Qu) (T2 + Kip).

La demostracién del Lema [6.7] se encuentra al final del capitulo.

Demostracién de la Proposicién De acuerdo a la descomposicién en valores sin-

gulares (6.10) y (6.11) de D y ﬁRR respectivamente, tenemos que (]3) @ = ﬁl pues fue

definido como los primeros d autovectores de DD’ y ademas span(A) = span(ﬁRRl). Por
lo tanto, estudiar las distribuciones asintéticas de P(ﬁ)(d) y de Pz es lo mismo que estudiar
las distribuciones asintéticas de Pfh y de PﬁRm respectivamente. Por otro lado, si definimos
H= ﬁlﬁlﬁ{RlA_l y analogamente ﬁRR = ﬁRRlﬁRRlﬁnglA—l como en el Lema

las distribuciones asintéticas de H y de H RR Son
Javec (ﬁ - Ul) — N (0,2y) donde Ty = (A'RT @ L) Vp(RiA™ 9 1)
vivee (Hpr = U1) = N (0,557) donde T3¢ = (A7'R] @ L) V! (RiA ™ @ 1),

Ademds, observar que las matrices A, A1, Agp1, RITRl y Rg r1R1 son matrices d x d invertibles.

Luego tenemos que
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Por lo tanto, v/n(Pg — Pu,) tiene la misma distribucién asintética que \/ﬁ(Pﬁl —Puy,)y
vn(Pg —Puy,) tiene la misma distribucién asintética que v/n(Pg _—Pu,). Aplicando el
Lema obtenemos que Pﬁ1 y PﬁRRl son asintéticamente normales con las siguientes matrices

de covarianzas

Wi = (Iiz + Ku)(UIAT'R] © Qu,)Vp(R1A'UT ® Qu, ) (T2 + Kir)
Wy = (L2 + Kp)(U1AT'R] ® Qu,) VB (R1A'UT ® Qu, ) (T2 + Kip).

Como Dy = AB = U;A;RY tenemos que (AB) = RiAT'UT y Qu, =1, - Py, =1, — Py =
Qa. Remplazando las expresiones correspondientes llegamos a (6.12) y (6.13).

Observacion 6.8. Notar que entre las matrices (6.12)) y (6.13) existe la siguiente relacién
Wy < Wj.

En efecto, sabemos que V’"Ded < Vp y solo basta aplicar la Propiedad

6.3.3. Test asintéticos para la dimensién d

La dimensién de la reduccién suficiente para la regresiéon de Y en X es d = dim(span{ny —
n,Y € Qy}), donde la regresién inversa de los predictores dada la respuesta X|Y es ajustada
teniendo en cuenta que la distribucién de X|Y pertenece a una familia exponencial dada por
y suponemos el modelo para los pardametros naturales de la familia ny-.

Cuando utilizamos el segundo enfoque de estimacién es necesario estimar el rango d de
la matriz de coeficientes D o equivalentemente, la dimensién de la reduccién suficiente para
la regresiéon Y|X. Para ello contamos con los test asintéticos que ya hemos presentado en el
Capitulo 3| Estos test, propuestos en [Bura and Yang, 2011], requieren que el estimador con
el que se cuenta sea asintéticamente normal y el conocimiento de su varianza asintética.

En la Seccion hemos estudiado las propiedades asintéticas necesarias. Recordamos que

en este caso tenemos el siguiente modelo mas simple
ny = m+Dfy =@ D)1, )"
= (i} ®Iy)vec((n, D)) =FT
donde I' = vec(n,D) : k(r +1) x 1, E‘C = (L, fHT yF = (EF‘C ® I). Como consecuencia de la

Proposicién Vn vee(D —D) = N(0,Vp) con Vp = (ML) Vr(M? @1I;) y M = (0,1,.).

Por lo tanto, D es asintéticamente normal y podemos aplicar el test chi-cuadrado ponderado
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asintético o el test chi-cuadrado asintotico de Wald basados en los valores singulares mas chicos
de D desarrollados en [Bura and Yang, 2011] y explicados en detalle en la Seccién del
Capitulo

Cuando utilizamos el primer enfoque, en cambio, se propone estimar 7 y AB para d =
1,...,min(k,r) y comparar los modelos por ejemplo a través de AIC, BIC o LRT. Ademaés,

podemos directamente utilizar el valor de d obtenido en el primer enfoque.

6.4. Conexién con otros métodos SDR para familias exponenciales

En esta seccién ilustramos las conexiones, diferencias y ventajas de nuestro enfoque EF-DR
con los métodos presentados en el Capitulo [5] usando el conjunto de datos Atletas de Autralia
discutidos por [Cook and Weisberg, 1994] y [Cook and Weisberg, 1999] y analizados en
[Chiaromonte et al., 2002]:

6.4.1. Datos: Atletas de Australia

Varios estudios se han llevado a cabo con el objetivo de investigar la relacién entre el
indice de masa corporal y varios predictores e indentificar los factores que estan asociados al
sobrepeso. El indice de masa corporal LBM es regresado en los logaritmos de las variables altura,
peso, cantidad de glébulos rojos, cantidad de glébulos blancos y hemoglobina més una variable
indicadora para el género. La muestra consta de 202 observaciones correspondientes a atletas de
un instituto de deportes de Australia. Es decir, se tiene 6 variables predictoras de las cuales 5 son
continuas, que representamos con X y una es categérica (el género) que se denotard como W con
W = 1 para mujeres y W = 0 para los hombres. En [Chiaromonte et al., 2002| concluyen
que una combinacion lineal de los predictores continuos junto con la variable género W son
suficientes para describir la regresién de Y en (X, W). La reduccién en X fue estimada con la
primera direccién obtenida con el método Sir Parcial, ETX. El grafico de Y versus ETX es dado
en la Figura|l| con los dos géneros identificados por diferentes simbolos. En base a este gréfico,
ellos infieren un modelo para la regresion directa y suponen que la relacién entre Y y X es lineal
en la primera direccién estimada por Sir Parcial pero estiman dos rectas con diferente perdiente
y ordenada al origen, una para cada género. Para comparar con la metodologia GPFC de
[Cook and Li, 2009], asumimos que (X, W)|Y tiene distribucién perteneciente a una familia

exponencial con todas las componentes de X y W independientes, dado Y. Esto es, fix w)y =
P

Ixy fwy = fwy H Ix,|y- Consultando los gréficos marginales de X; vs. Y, parece razonable
i=1



6.4 Conexién con otros métodos SDR para familias exponenciales 95

suponer un modelo de distribucién normal para X;|Y, j = 1,...,p. Se asume que las varianzas
no dependen de Y pero no son necesariamente iguales para todo j. Ademés, suponemos que WY
es una variable Bernoulli con fy—,y—, = py (1 — py) Y, w=0,1. Enla Figura graficamos
Y versus las primeras dos reducciones suficientes obtenidas bajo este modelo. El gréafico de la
primera direccién luce muy similar a la primera direcciéon obtenida por Sir Parcial pero notar
que en este caso la reduccién es de la forma R(X,W) y no (R(X),W) como en Sir Parcial.
Los graficos sugieren que necesitamos ambas direcciones de la reducciéon para modelar Y. Este
resultado también es apoyado por ambos tests asintoticos de la dimensién, el test chi-cuadrado
ponderado arrojé que la dimensién es 2, a nivel de 0.05 con un p-valor de 0.02 y el test chi-
cuadrado estimé que la dimension es mayor que 2, con un p-valor muy pequefio. Sin embargo,
se sabe que este ultimo test es muy conservador por lo que normalmente utilizamos el test
chi-cuadrado ponderado para estimar d. Como se trata de un problema de dos dimensiones y es
dificil de visualizar la relacién entre la respuesta y las dos reducciones, simplemente ajustamos
un modelo lineal en las dos reducciones y reportamos los resultados de este modelo en la siguiente
seccién, donde se compara la exactitud de la prediccién.

Por tltimo, asumimos que la distribucién conjunta de (X, W)|Y pertenece a una familia
exponencial mas general. Observemos que la densidad condicional conjunta de los predictores

Jx,w)|y puede factorizarse de la siguiente forma
fxwly=y) (X 0]Y =y) = f(xw=wy=yXW =w,Y =y) - fyjy—y)(w|]Y = y).
Luego, modelamos WY como Bernoulli(py) y basdndonos en los graficos de X versus Y para

los dos géneros, modelamos X|(Y, W) como una normal multivariada con varianza constante.

Ademés, dichos gréficos indican que E(X|(W,Y")) depende de Y en forma lineal para cada sexo,
ie. E(X|(W,Y)) = px +bi(fy — fy) +ba(W — pw), con fy =Y, fy = E(fy) y pw = E(W).

Por lo tanto, modelamos la distribucién condicional conjunta de (X, W) dado Y como

flx,wly) =

exp <_;(X — px —b1(fy — fy) — ba(w — Mw))TA_l(X — px —b1(fy — fy) — ba(w — 'uw)>

p D 1
gy T1o8(l =)+ jrulog 7 >(27r)p/2|A1/2

X exp | (w — ) log
<( w) 1 —py L —py

T

= ey Tew) =) b (x ). (6.14)
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La densidad (6.14) pertenece a una familia exponencial con

T(X7w) = (X — Hx, W — ,U«w)
_ = P _ _
n, = (M,m)= (A 'bi(f = fy),log _yp — by A by (f — fy)>
Y
1 _ - )
b(ny) = 2 (b1 (fy — fy))TA (b1 (fy — fy)) —log(1 — py) — pglog 1 —yp
)
h(x,w) = ! o= 3 k=) T AT (x—p1 )= § (w—p0) DT A bt (w—ppup )BT A~ (x—p1y)

(2m)P/2| A1/

donde n; = A7'by(f — f,) es px 1y m2 = log(p, /(1 —p,)) —bI A7 by (f, — f,) es un escalar.
Sia =span{ny —1:Y € Q}T, oI T(X,W) es la reduccién suficiente minimal de Y en
X y W. El algoritmo para estimar la reduccién suficiente estd en la Seccion del Apéndice.
Mediante los test dados en la Seccién la dimensién estimada con ambos test fue 1. El
test chi-cuadrado ponderado arrojé un p-valor 0 para el primer test d = 0 versus d > 1 y 0.83
para el segundo test d = 1 versus d = 2. El test chi-cuadrado arrojé un p-valor 0 para el primer
test d = 0 versus d = 1 y 0.053 para el segundo test d = 1 versus d > 2. En la Figura
la respuesta LBM es graficada versus la reduccién suficiente estimada por EF-DR. La figura
indica que una funcién cuadrética en R(X, W) puede ser ajustada para predecir LBM a partir
de los predictores, tanto cuantitativos como cualitativos sin discriminar por sexo. Por lo tanto,

el modelo de regresion para predecir LBM es
E(Y|X,W) = E(Y|R(X,W)) =7 +72R(X, W) + 13 R*(X, W).

Este resultado contrasta el andlisis de los métodos Sir Parcial y el de familias exponenciales
independientes de Cook y Li, que estiman que la dimensiéon de la reduccién es 2. Teniendo
en cuenta la estructura de dependencia, EF-DR no sélo proporciona una caracterizacién mas
exacta de la relacién entre la respuesta y los predictores, sino que también reduce la complejidad
de la regresién.

Ademas aplicamos KSIR, KDR y COIR al conjunto de datos de los atletas autralianos. No
se han propuesto test de dimensién para estos métodos, sin embargo [Yeh et al., 2009] ordena
la importancia de los KSIR, predictores de acuerdo a sus autovalores asociados y sugiere usar la
primera o la dos primeras direcciones de acuerdo a una inspecciéon empirica de los autovalores.
En [Fukumizu et al., 2009] no considera el problema de inferir acerca de la dimensién de la
reduccion KDR obtenida pues este método frecuentamente se usa para una exploraciéon gréfica
de los datos, donde el analista tal vez desee explorar vistas de diferentes dimensionalidades. En

las Figuras y[6] graficamos la respuesta versus las primeras KSIR, KDR y COIR direcciones
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aplicado a los predictores continuos. Para estos métodos kernel fue usado el nicleo gaussiano,
para el cual se eligié el ancho de banda a través de validacién cruzada. Basandonos en estas

figuras, modelamos Y como en el caso de Sir Parcial
EY|X,W)=E(Y|RX),W) = (a1 + axI(W = 1)) + (81 + S I(W = 1)) R(X),

donde I es la funcién indicadora, y R(X) es la reduccién para cada método.
En el Cuadro [1| reportamos el vector a de la reduccién para los métodos aplicados: para

Sir Parcial y KDR, la reduccién es &’ X y para EF-DR y GPFC, es aT(X, W). En el Cuadro

n
reportamos el error de prediccién 2:(3/Z - §(_,~))2 /n, donde g_; indica la prediccién de la

3

i-ésima respuesta usando todos los datos excepto la i-ésima observacién. EF-DR tiene el mejor
desempenio con respecto al error de prediccion, seguido por Sir Parcial, KDR, KSIR y COIR.
Esta comparacién confirma lo expuesto en [van der Maaten and van den Herik, 2009,
que afirma que en general los métodos kernel tienen un funcionamiento inferior que los métodos
de reducciéon de dimensiones globales, basado en momentos o cuando se cuenta con un modelo.

Para examinar cémo la estructura de dependencia afecta al rendimiento de EF-DR, llevamos
a cabo simulaciones adicionales utilizando la misma estructura de los datos de los atletas aus-
tralianos variando la correlacién de X|(Y, W). Es decir, hemos generado una respuesta normal,
predictores continuos y un predictor binario que satisfacen . Los resultados concuerdan
con nuestras observaciones en el ejemplo de atletas de Australia. EF-DR mostré en general un
rendimiento superior para las diferentes estructuras de dependencia, tanto en estimacién como
en prediccién. Un comentario aparte es que el costo computacional para la aplicacién de los
métodos kernel, el cual fue superior en comparacion con EF-DR: el tiempo necesario para KSIR
o KDR varié de 150 a 1.000 veces el de EF-DR. No se incluyé COIR en los calculos, ya que en
general, dié peores resultados y alto costo computacional.

También estudiamos que sucede cuando aumenta el tamano de la muestra y el ntimero de
predictores, utilizando nuevamente la estructura . Como era de esperar, el aumento de
tamafo de las muestras dan como resultado un mejor rendimiento. Ademaés, cuanto mayor es la
correlacion entre los predictores, EF-DR realiza un mejor desempeno a través de los diferentes

tamanos de muestra y nimero de predictores. Estos resultados se encuentran al final del capitulo.
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FiGURA 1. LBM versus la reduccién suficiente estimada por SIR Parcial (Puntos para

sexo femenino, cruces para sexo masculino).
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FIGURA 2. LBM versus las dos primeras reducciénes suficientes obtenidas por GPFC

(Puntos para sexo femenino, cruces para sexo masculino).



6.5 Distribucién Bernoulli multivariada 99

n
.
8 4
+
o %
B £ T
= T
o+
& At +
B +H+ T+
e
R
+4§-"+’- +
Z2 o +H++ &
1 L Fattes i Y
o PATH
. o g
T ettt
8 1 S
G TR
wes @8 e 0,
= o O .
w7 [ TR o
L e+
O & .
g .-
.
T T T T T T T T
08 -06 04 02 0o 02 04 06

F1GUuRrA 3. LBM versus la reduccién suficiente estimada por el método EF-DR, (Puntos

para sexo femenino, cruces para sexo masculino).
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F1GURA 4. LBM versus el primer predictor KSIR (Puntos para sexo femenino, cruces

para sexo masculino).

6.5. Distribucion Bernoulli multivariada

En muchos campos de estudios y aplicaciones, las variables predictoras que inten-
tan explicar y predecir una variable respuesta son categéricas o binarias. Por ejem-
plo, el estudio genético y asociaciones ([Peng et al., 2009]; [Wang et al., 2011]),
el precesamiento de imégenes ([Hassner and Sklansky, 1980]; [Woods, 1978]),
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FiGurA 6. LBM versus el primer predictor COIR(Puntos para sexo femenino, cruces

para sexo masculino).

el procesamiento del lenguaje natural ([Manning and Schutze, 1999]), redes so-
ciales ([Wasserman and Pattison, 1996]; [Handcock, 2003]), estadistica espacial
(|Besag, 1974]), en economia ([Pierce and Cleveland, 1984]), o en modelos basados
en interaciones ([Brock and Durlauf, 2001]) se analizan empiricamente un gran ndmero
de interaciones. La distribucién Bernoulli multivariada permite modelar variables binarias

correlacionadas y es miembro de la familia exponencial como vimos en la Seccién En esta
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Q)
=

Sir Parcial

(0.18,0.98,0.01,0.02,0.12)

GPFC
(0.88,0.45,0.10,0.02,0.11) 0.04
(0.92,0.37,0.07,0.02, 0.08) 0.10

EF-DR
(0.27,0.92, —0.03, —0.04,0.21) 0.17

KDR

(—0.29,-0.91, —0.03,0.08, —0.29)

CUADRO 1. Coeficientes de la reduccién suficiente.

SIR Parcial GPFC EF-DR KDR KSIR COIR
2.660 3.563 2.573 3.160 5.580 8.804

CUADRO 2. Errores de prediccion.

seccién, dirigimos nuestra atencién a regresiones inversas X|Y tal que los predictores dada la

respuesta, se distribuyen conjuntamente como Bernoulli multivariado.

6.5.1. EIl modelo Ising

La funcién de probabilidad puntual de la distribucién Bernoulli multivariada involucra térmi-
nos que representan momentos de orden 3 o més grandes atn. Los modelos gréaficos han sido
usados para representar la distribucién conjunta de variables categéricas. Mientras estos grafi-
cos pueden facilmente capturar y representar correlaciones de grado dos (es decir entre dos
componentes del vector), aquellas interaciones de mayor grado (entre mas de dos componentes)
son extremadamente complejas de representar. Ademds, la estimacién es computacionalmente
inviable para tamanos de redes realistas.

El modelo Ising [Ising, 1925] es un modelo gréfico no dirigido que permite representar
los efectos de las interacciones hasta grado dos y ha sido usado para modelar datos binarios
multivariados en gran medida. A pesar de que el modelo de Ising es un caso especial de la distri-
bucién Bernoulli multivariada, [Wainwright and Jordan, 2008] mostraron que estructuras

de dependencia més generales, que incluyan por ejemplo las interacciones de orden superior, se
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pueden expresar como interacciones de grado 2 a través de la introduccién de variables adicio-
nales (véase también [Ravikumar et al., 2010]).

En el andlisis de datos de la Seccion modelamos la regresiéon inversa de los predic-
tores binarios usando el modelo Ising. Supongamos que contamos con p predictores binarios
X1lY, ..., X,|Y con X,|Y € {0,1}, 1 < j < p, cuya funcién de probabilidad puntual conjunta,
que fue presentada en la Seccién es

P
p(x1,...,2p|Y =y) =exp anﬂmj + Z ny wjzy —P(ny,) | (6.15)
J=1 1<j<j'<p

donde 9 es la funcién dada en 1) y m, = vech ((nij )pxp) es una vector que especifica la
estructura de correlaciones. Los parametros 77£,j , 1 < j < p, corresponde a los efectos principales
de la variable X;|Y y nijl, 1 < j < j < p, corresponde a los efectos de la interaccién entre
X;|lY y XplY.

Los pardmetros nij’ estan asociados directamente a la estructura subyacente del modelo
grafico y en [Cheng et al., 2012] se muestra que estos estdn conectados a probabilidades
condicionales de la siguiente forma:

P(X;=1X_;,y) . .
lo J Al — id i’ x .,
BT PXG = 1Ky W T Zny !
3'#3
donde X_; = (Xi,...,X;-1,Xj41,...,Xp). Ademds condicionando en X_;_y = 0,

[Cheng et al., 2012] obtienen que

P(X;=1,X; =1|X_; ;s Y)P(X; =0,X; = 0[X_j _;1,Y)

7" = log :
P(X;=1,X; = 0[X_;_;# Y)P(X; = 0,X; = 1|X_,;_;5,Y)

lo que implica que X; y X son condicionalmente independientes dado Y y las restantes compo-

. . i . 7
nentes de X si y solo si 777 = 0y por lo tanto sus correspondientes nodos no estan conectados.

Estimaciéon de la reduccion suficiente

La funcién de probabilidad (6.15) pertenece a una familia exponencial con pardmetro natural

Ny = (77;1, 7752, ce 77;2, ce nép_l)p) y estadistico suficiente:

T(X) = (X1,..., Xp, X1 Xo, .., X1 Xp, 0, X1 Xp) T,

ambos con p + p(p — 1)/2 elementos. Aplicando el Teorema la reduccién suficiente para la
regresién de Y en X es o (T(X) — E(T(X)), donde span(a) = span{ny — 7 : y € Qy}. Para
estimar los parametros naturales 7y aplicamos regresion logistica multivariada. Supongamos

que contamos con n muestras de las variables X e Y, y denotamos estas y = (y1,...,Yn) ¥
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x; = (xj1,...,Tip), © = 1,...,n. La funcién objetivo de maxima verosimilitud para el modelo

lineal generalizado es

n P

Ixy)=> Tinij + Y i —p(n,) | (6.16)

i=1 \j=1 j<j’

La maximizacién de con respecto a los coeficientes de la componente f, en el modelo
lineal generalizado para los pardmetros naturales 7, se puede hacer como en la Seccién y el
algoritmo TRLS se puede utilizar para estimar « por medio del ajuste de un modelo de regresién
logistica multivariado. La dimensién de o puede estimarse ya sea con los test asintéticos en la
Seccién o con un criterio basado en la informacién, tales como AIC o BIC. La reduccién
suficiente de la regresién de Y en los X es entonces (au, . .. ,ag)T (T(X) — T(X)), donde T es

la media muestral de T(X) y d es la dimensién estimada. En las siguientes dos secciones,

y [6.5.3] ilustramos cémo aplicar nuestra metodologia con predictores inversamente Bernoulli.

6.5.2. Simulaciones

Supongamos que Y es normal con media cero y desviacién estandar 0.5. Dado Y, sea
X = (X1,..., X,)T una vector Bernoulli multivariado de dimensién p, donde la estructura de co-
rrelaciones de grado 2 entre sus componentes se da solamemente entre los pares contiguos. Es de-
cir, estan correlacionas X1 con Xo, X3 con Xy, ..., X,_1 con X, y todas las demds interacciones
de grado 2 o mayor no estan presentes. Por lo tanto, ny = (n't, 7%, ..., nPP, n'2, p3, ... ,n(p_l)p).
El estadistico suficiente es T(X) = (X1, Xo,..., Xp, X1 X2, X3X4,...,Xp—1X,). El parametro

natural ny- es generado como

Ny = AB(fY — Efy)

donde B=1yfy =Y. Parap=4, A =(1,1,1,1,10, 1O)T/\/204 y para p > 4, completamos A
con ceros de formal tal que para todo p, la reduccién suficiente minimal es [(X; —E(X7))+ (X2 —
E(XQ)) + (X3 — E(Xg)) + (X4 — E(X4)) + 10(X1X2 — E(X1X2)> + 10(X3X4 — E(X3X4))]/v 204.

Calculamos la precision de la estimacion de la reduccién suficiente en tres casos:

(a) asumiendo la verdadera estructura de correlaciones,

(b) asumiendo que las componentes de X son independientes dado Y, que es el enfoque de
[Cook and Li, 2009],

(c) asumiendo que todas las correlaciones de grado 2 estdn presentes, que es el modelo Ising

completo.
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Esta precisién es medida como el promedio de los dngulos entre el verdadero subespacio gene-
rado por ny — 7, Y € Qy y el estimado en NN repeticiones. En estas simulaciones utilizamos
n = 100, 200, 300,500 y p = 4,6, 10, 12. La estimacién bajo (b) y (c) es llevada a cabo usando el
paquete MVB desarrollado por [Dai, 2013]. [Dai et al., 2013] estudia la distribucién Bernou-
lli multivariada y la estimacién en GLMM que incluye interacciones entre los predictores. En el
caso (a), aplicamos nuestro algoritmo. La versién actual del paquete MVB no permite especi-
ficar como cero algunas interacciones de grado 2 o mayores, es por esto que nuestro algoritmo
IRLS es la herramienta computacional disponible para estimar en el caso (a).

En el Cuadro [4|informamos el tiempo requerido para calcular las reducciones bajo (a), (b)
y (c) para los diferentes tamafnos de muestra y nimeros de predictores binarios en una replica.
Como era de esperar, el modelo completo Ising es la més exigente computacionalmente, seguido
por nuestro método bajo la estructura de correlacién verdadera. El modelo de independencia

condicional (b) es el mas rapido, ya que se calculan estimadores en una estructura menor. Los

n =100 n = 200 n = 300 n = 500 N
p=4
(a) 35.12 (16.65) 26.29 (12.14) 21.94 (8.50) 17.49 (8.09) 100
(b) 43.69 (16.30) 39.29 (12.52) 37.64 (10.49) 37.19 (7.33) 100
(c) 45.81 (15.47) 41.12 (13.78) 30.95 (13.62) 29.56 (12.24) 100
p==6
(a) 40.42 (12.10) 34.82 (13.15) 28.76 (16.96) 23.31 (13.24) 50
(b) 64.24 (15.84) 63.16 (23.91) 58.08 (25.59) 55.42 (30.12) 50
(c) 51.06 (14.56) 42.51 (13.25) 38.21 (13.78) 36.80 (12.89) 20
p=10
(a) 50.38 (10.78) 40.43 (10.27) 33.97 (10.47) 28.84 (9.16) 50
(b) 75.23 (10.86) 72.16 (11.93) 73.14 (12.11) 74.45 (9.90) 50
(c) 57.12 (13.41) 55.63 (12.71) 50.22 (12.03) 47.01 (10.82) 50
p=12
(a) 57.96 (13.10) 42.56 (7.78) 35.36 (6.27) 30.29 (7.05) 20
(b) 76.65 (9.09) 78.80 (7.91) 78.23 (9.97) 74.61 (12.72) 50
(c) 59.14 (13.21) 58.09 (4.87) 51.70 (7.80) 46.34 (10.11) 50

CUADRO 3. Promedios y desviaciones estandar, entre paréntesis, de los angulos

entre el verdadero subespacio y el estimado.
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promedios de los dngulos y sus desviaciones estdndar, entre paréntesis, entre las reducciones
reales y estimadas en (a), (b) y (c) se reportan en el Cuadro 3| La columna encabezada por N
informa del nimero de repeticiones para cada combinacién de tamano de muestra y nimero de
variables predictoras. En el Cuadro [3| vemos que cuando suponemos la verdadera estructura de
correlacién de los predictores, la exactitud de la estimacién de la reduccion suficiente aumenta
rapidamente a medida que aumenta el tamano muestral y es uniformemente mejor que (b) y
(c). También es de destacar que el modelo completo Ising (sobre-parametrizado en este caso)
que contiene todas las interacciones de orden 2, da mejores resultados en comparacién con el

modelo sencillo (b) de independencia condicional.

n = 100 n = 200 n = 300 n = 500

p=4

(a) 20.99 42.09 63.94 105.9
(b) 1.98 4.15 5.8 11.14
(c) 30.12 52.23 89.21 200.98
p==©6

(a) 87.36 183.76 292.87 492.14
(b) 2.35 5.32 8.38 12.85
(c) 102.23 207.69 387.21 605.41
p=10

(a) 2264.08 3888.49 9327.56 11962.96
(b) 2.73 3.34 8.25 13.1
(c) 3675.45 4671.90 6713.13 13945.12
p=12

(a) 6158.65 13925.21 18243.74 26580.66
(b) 3.26 5.74 8.89 14.50
(c) 8712.21 15092.01 20193.12 28143.81

CUADRO 4. Tiempos computacionales (en segundos) para una replica de la es-

timacién de la reduccién bajo (a), (b) y (c) para distintos valores de n y p.

Cuando la estructura de correlacién condicional de los predictores se incorpora en el proceso
de estimacién, la precisién mejora significativamente y es mucho mejor en ambos casos. Surge

entonces la pregunta de cémo se puede deducir la estructura de correlaciéon en datos reales y
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problemas de andlisis de predictores binarios. Un enfoque, también apoyado por los resultados
de la simulacién del Cuadro|3} es proponer a un modelo Ising completo, que tiene p+p(p—1)/2
parametros a estimar, y testear la significancia de los efectos de los coeficientes. Pero para
valores de p grandes, esto seria practicamente imposible. Por ejemplo, aunque sea un nimero
relativamente pequeno de predictores como p = 10, hay 55 parametros para estimar y 210 para
p = 20.

Alternativamente, se puede detectar la red de dependencias condicionales de los predictores.
Como en el caso de la distribucién normal multivariada, si los parametros que corresponden a
la interaccién en una distribucién Bernoulli multivariada son cero, las variables correspondien-
tes son condicionalmente independientes ([Dai et al., 2013]). Utilizando este hecho, se puede
controlar la estructura de dependencia entre los componentes de un vector de Bernoulli me-
diante el establecimiento de los correspondientes parametros del vector natural como cero. Este
enfoque puede ser muy util cuando el vector Bernoulli tiene dimension grande y el ntimero de
parametros a estimar hace que el problema no sea factible para tamanos de muestra realistas.
En el trabajo [Cheng et al., 2012] propusieron una penalizacién L; para las interacciones y
la seleccién de variables en modelos Ising. En el analisis de los datos Zoo que siguen, aplicamos
este método con el fin de identificar qué efectos principales y de segundo orden se incluirdn en

el modelo lineal generalizado y luego usamos nuestro algoritmo IRLS de estimacién.

6.5.3. Datos: Zoo

Los datos Zoo consisten en 101 animales clasificados en 7 categorias: anfibios, aves, peces,
insectos, invertebrados, mamiferos y reptiles. Los animales son distribuidos entre estas cate-
gorias siendo las cantidades por cada clase respectivamente: 4, 20, 13, 8, 10, 41 y 5. Se cuenta
con 16 predictores categdricos los cuales fueron registrados para cada animal, estos son: pelo,
plumas, huevos, leche, aéreo, acuatico, predador, dientes, vertebrados, respiracion, venenosos,
aletas, cola, doméstico, cat-size y patas. Los primeros 15 predictores son dicotémicos y el tltimo
predictor es policotémico. Este conjunto de datos es analizado en [Cook and Li, 2009]. Los
15 predictores binarios, X, tienen como objetivo clasificar los animales en alguna de las 7 cate-
gorfas, Y. El dltimo predictor es omitido en este analisis con el fin de focalizarnos en la precisién
de la clasificacion bajo la hipétesis de predictores Bernoulli condicionalemente independientes
o correlacionados. Bajo la independencia condicional de los predictores X dado la respuesta Y,
el modelo logistico multivariado se ajusta de manera sencilla por medio del método iterativo

IRLS. Como la respuesta es categdrica, definimos (de acuerdo a lo visto en la Seccién i £,
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con la k-ésima coordenada dada por:
fyk:I(y:k)—% parak=1,...,r,
n

donde r =7 —1 =6 (7 es el nimero de valores distintos que toma la variable respuesta), I(-)
es la funcién indicadora y ni es el nimero de observaciones distintas en la categoria k. Los

pardmetros naturales 7, en (6.15) son expresados como funcién lineal de f,

m =05 +13fur - W furs (6.17)

)T es el vector de coeficientes que debe ser estimado para j =1,...,p.

donde ’Y‘j = (fyoja <oy Yy
Es decir, que para el caso de predictores condicionalmente independientes hay 7 x 15 = 105
coeficientes para estimar. Si contamos con n muestras de X e Y, expresamos el modelo 1)

como

n, = F,T, (6.18)

donde n,, = (ngj ) es una matriz de pardametros de dimensiones n X p con ngj = 7723/3 , F, =
(fi) = (fy;y) una matriz fija n x (r + 1) y I' = (;;) una matriz de coeficientes (r + 1) x p.
Observar que rank(F,I') = rank(TTF,FIT) = rank(T"), pues FLF,, es definida positiva (ver
Seccién A4.4 de [Seber, 1977]). Luego, de (6.18), el espacio de los pardmetros naturales es
generado por las filas de F,,T', i.e. span(n,) = span(TTFL) = span(I'T). En consecuencia, la
inferencia acerca del la dimensién d del subespacio span(ny) se basa en I en el sentido que un
estimador del rango de I' constituye un estimador de la dimensién de span(n,). Los d vectores
sigulares a izquierda del estimador IRLS de T'" que corresponde a los d valores singulares
més grandes proporcionan una estimacién de vectores bases de span(n,) y las d combinaciones
lineales de T(X) centrado constituyen los predictores suficientes. Por medio del paquete MVB
del software estadistico [R] se obtiene una estimacién para I', que posiblemente serd un tanto
imprecisa ya que n = 101. Bajo condicional independencia, el paquete MVB proporciona los
mismos estimadores que [Cook and Li, 2009] por lo que los dos métodos pueden aplicanse.
En la Figura |7} las reducciones 1, 3, 5 y 6 son graficadas. Los colores sirven para identificar
las diferentes categorias: azul para anfibios (Y = 1), rojo para aves (Y = 2), verde para peces
(Y = 3), celeste para insectos (Y = 4), rosado para moluscos (Y = 5), dorado para mamiferos
(Y = 6) y negro para reptiles (Y = 7). En estos graficos vemos que bajo la independencia
condicional de los predictores Bernoulli, en el panel (a) el primer predictor suficiente versus el
tercero puede separar rojo (de aves) y verde (de peces), pero a pesar de que los puntos celestes

(de insectos) y los puntos dorados (de mamiferos) parecen estar separados, un punto dorado
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estd muy cercano a los celestes. En el panel (b) puede separar verde (de peces) y azul (de anfibios)
facilmente. Ademads, hay separacién entre el rojo (de aves) y negro (de reptiles), se puede trazar
una curva cerrada alrededor de todos los puntos negros sin interseccién con otro grupo. Esto se
puede hacer usando algoritmos de aprendizaje automético para la clasificacién de patrones que
se basan en técnicas de segmentacién de imagen y de optimizacién utilizados en conjuntos de
nivel (véase por ejemplo, [Varshney and Willsky, 2010]). El panel (c) puede separar rojo (de
aves), magenta (de moluscos), celeste (de insectos) y verde (de peces) con facilidad, y ademds
se puede dibujar curvas cerradas para los puntos dorados (de mamiferos) pero los puntos azules
(de anfibios) y negros (de reptiles), estdn demasiado cerca para diferenciarlos. A pesar de que
reportamos los resultados de algunas reducciones, los valores singulares de I'” son 120.87, 100.81,
67.03, 48.25, 35.52 y 22.75, todos sustancialmente lejos de cero. Esto indica que la dimensién del
problema es seis. Las reducciones suficientes que se exponen en la Figura [7|fueron seleccionadas
ya que proporcionan una separacién visual méas clara. Senalamos que las reducciones no estan
clasificadas segin su potencial de separacién (es decir, las primeras direcciones separan mas que
las ultimas) y varias fueron necesarias.

Como n = 101 no es posible ajustar el modelo Ising completo, pues el nimero de pardmetros

naturales de este modelo es de p + (g) = 120 y ajustar el modelo correspondiente a (6.17

requeriria la estimacion de 7 x 120 = 840 parametros con 101 observaciones. Por esta razon,
se supone que el modelo de Ising es sparse; es decir, que algunos parametros naturales nik son
cero, para algunos j < k.

La penalizacién L; propuesta en [Cheng et al., 2012] inducen sparsidad tanto en el vector

de pardmetros naturales 7, = (nil, ce Myt 17;2, ... ,né’_l’p )T como en la matriz de coeficientes

I', que ahora es de dimensién (r 4 1) x <p + <]2)>) = 7 x 120 en el modelo ampliado de (6.17).

Se aplicé el algoritmo de estimacion conjunta de [Cheng et al., 2012] a los datos Zoo. El
codigo Matlab fue proporcionado por el Dr. Cheng. Los valores singulares del T' estimado son
12.07, 10.09, 9.91, 9.62, 7.91 y 7.46. El tercer y cuarto, y el quinto y sexto valor singular son
muy similares, lo que indica que los correspondientes vectores singulares a izquierda definen el
mismo subespacio caracteristico.

Al principio, es decir, antes de aplicar la seleccion de variables, T(X) =
(X1,...,X15, X1 X2, ..., X14X45) con 120 términos. Después de seleccionar variables, 66 de sus
términos fueron retenidos en el calculo de la reduccién suficiente. Como todavia es cuantioso
el ndmero de términos, no reportamos de manera explicita & o la reduccién suficiente, pero

resaltamos que los efectos de las variables X1, X5, X7, X171 y X14 estdn activos en la reduccién
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Figura 7. Graficos de las reducciones suficientes 1, 3, 5, 6 bajo independencia

condicional de las componentes de X dado Y.

suficiente. Estas variables indican si los animales tienen pelo, estan en el aire, son depredadores,
venenosos y domésticos, respectivamente. Todos los otros 61 efectos son interacciones, lo que
sugiere que los predictores son dependientes.

En la figura [§ graficamos las dos primeras reducciones suficientes. Podemos ver que todos
los colores estan separados por curvas cerradas simples, incluidos los puntos negros y azules.
Es decir que con dos reducciones suficientes podemos separar las siete clases y por lo tanto, se
estima que la dimensién de la regresién puede ser 2, en contraste con las 6 reducciones bajo el
supuesto de independencia. Para los datos Zoo, EF-DR ofrece perfecta clasificacién dentro de

la muestra y reduce significativamente la complejidad.
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05+ -

a5k * = -

Ficura 8. EF-DR: SR; versus SRy bajo dependencia

EF-DR KDR
d=2
LDA  0.139 0.297
DQDA  0.158 0.257
d =
LDA 0.119 0.158
DQDA  0.109 0.139

CuADRO 5. Error de clasificacién en LDA y dQDA

También aplicamos KDR con kernel gaussiano a los datos Zoo. Con las dos primeras di-
recciones, las siete clases no se pueden separar con curvas cerradas, como en EF-DR. Para
comparar numéricamente la precision de la clasificaciéon de EF-DR y KDR, se utiliz6 el anélisis
discriminante lineal (LDA) y la versién simple del andlisis discriminante cuadratico (DQDA),
que utiliza estimaciones de la matriz de covarianza diagonal, ya que algunas matrices de cova-
rianza de las clases eran singulares. Esta forma de clasificador QDA opera bajo el supuesto de
independencia condicional de las variables dentro de cada clase, las cuales, a pesar de que no

es cierto en general, se ha encontrado que funciona bien en la practica de muchos conjuntos de
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datos. KDR se aplicé directamente a los datos sin imponer que ciertos coeficientes sean cero,
como en la aplicacién de EF-DR. Se puede observar en el Cuadro 5| donde se reportan los
promedios de clasificacion errénea para LDA y DQDA con los dos métodos y los valores de la

dimensién de la reduccién (d = 2,3), que EF-DR es més preciso con ambos clasificadores.
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6.6. Demostraciones y resultados de las simulaciones del Capitulo@

Demostraciéon del Lema El resultado de este lema se obtiene aplicando el Lema
m del Apéndice y el Delta método multivariado. En efecto, sea la funcién g(U) definida en el
subespacio de las matrices k x d de rango completo d tal que ¢(U) = U(UTU)"'UT = Py,

luego de acuerdo al Lema tenemos que el gradiente de g es no nulo e igual a

0Py

= Fveer(0y ~ T + K (U(UTU) " @ Qu).

Vy(U)
Luego, como v/nvec(U — U) — N(0, V), aplicando el Delta método tenemos que
Vi (9(0) = g(U)) = N (0, Vg(U)VVTg(U)) .
Es decir que,

(Pg —Pu) = N(0, (Ij2 + Kiip) (U(UTU) ! © Qu) V((UTU)'UT ® Qu) (T2 + Ki)).

Valores iniciales y algoritmo EF-DR para los datos Atletas de Australia

Suponemos para cada VY =y, n, = n+D(f,—f,) € RP™!. Bajo este modelo, sea T'T = (77, D)

=T

. . . . . n

la matriz de coeficientes desconocidos de dimenesién (r+1)x (p+1) y v = vec(T') = vec . €
D

RP+1)(r+1) ><17 luego

m =
n, = = (Lo, (5—f,)")vy=Fy

2

conmy ERPY e Ry Fy =T, ® (1, (£, —f,)7) : (p+ 1) x (p+ 1)(r + 1). Notar que 7 es
(p+1)x1yDesdeorden (p+ 1) x r, donde p en el nimero de predictores y la dimensién
adicional es debido a la variable binaria W.

Los parametos de interés son D y 7, mientras que A y by son parametros extras y son

fijados en los valores iniciales. D y i son actualizados en cada iteracion del algoritmo.

Valores iniciales y algoritmo:
1. a) Realizar la regresion X g = X — X : p x 1 en los valores centrados de f,:rx1ly
W,
Xeta = b1(fy — £,) + ba(W — W) + € (6.19)
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para obtener los estimadores Bg :px1ly Bl :p X T, Sea A la matriz de covarianza

de los residuos del ajuste de (6.19).

b) Realizar la regresion logistica de W en f, — f,,

log Py  _ hi + hg(fy — fy)
1 — Dy

y obtener los estimadores El y }A12.

2. Los valores iniciales para = son
Yo = vec

donde
a) My = (AL, A0)”, Ay : px 1, Ay € Ry Dy = (D1, D2g)”, con Dyg : r X p,
Doy :7r x 1.
b) Ajp =0y D}y = A~ 'b,.
¢) Ago = hy y Dy = hy — bI DY,

3. Actualizar vy

n -1 n
FHD = (Z F£W§i>Fyi> SFIW (B ey (W) (T (x,w) — df))
=1 i=1

donde para cada i =1,...,n,
a)
NROIER _
d(t) _ Angz) + b2 (pg(;tl) - w)

Yi
usando que E(T(Xa W)’Y) = Vi/)(ny) y 8l/any = T(X7 W) - v¢(ny)a

b)
A +boblp (1 —p1) p(1 —pP))by
b3 p{ (1 — pt)) Pl (1= pi))

WO —

Yi

usando var(T(X,W)|Y) = 82¢(ny)/6n58ny, donde
(t)
-y = Tl(l; =F, 7", n{) € R and ) € R
"2

ens +BI M)

() —
w plt) = - )
Vi g ens?+bInY

4. Repetir el paso 3 hasta obtener convergencia.
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Tablas de resultados de las simulaciones

Como dijimos en la Seccién |6.4] utilizamos la estructura de los datos de los atletas australia-
nos para disenar un experimento de simulacién con el fin de comparar nuestro método, EF-DR,
con Sir Parcial, GPFC, KDR y KSIR. Suponemos que la respuesta es continua y que tenemos
un predictor binario, W y p predictores continuos, X € RP.

Sea Y ~ N (uy,0%). La funcién de distribucién condicional (X, W)|Y es

fxwy=y) (X 0]Y =y) = fxjw=wy=y) XIW =w,Y =y) - fyjy=y (w]Y =y).

Sea WY una variable aleatoria Bernoulli con,

e@(y—hy)
py:P(W:HY:y):m-

Ademids, sea X|(Y,W) ~ N(pxwy) = px +b1(Y — py) + b2(W — pw), Axjwy)) con

uw = E(W) vy px = E(X). Bajo este modelo, la reduccién suficiente minimal esta dada por

T
T —1
X|wy)PL: b2 AX|<WY)b1+“) :

Simulaciéon 1: Comparacién de los métodos

En los experimentos de simulacién realizados analizamos (a) la estimacién de la reduc-
cién y (b) la prediccién de la reduccién. Cada réplica del experimento se llevé a cabo de
la siguiente manera: n muestras se han extraido de X, W y Y que satisfacen la estructu-
ra de la distribucion. Se obtienen las reducciones bajo nuestro método EF-DR, Sir Parcial,
GPFC y KDR vy, posteriormente, se calculan los dngulos (en grados) entre a y el verda-
dero a. Para KSIR, a no puede ser calculado. A continuacién, una muestra de validacién
(Y, X', W') de tamafio n se extrae, y se calcula el dngulo de la prediccién &’ (X', W) y la
verdadera prediccion aT(X’, W). KSIR proporciona la prediccién de la reducciéon KSIR, por
lo que este niimero si se informa en los cuadros. Las dos etapas se repiten 50 veces y los
angulos promedio junto con las desviaciones estdndar correspondientes se calculan y se pre-
sentan en los cuadros que estdn a continuacién. También se calcula el tiempo de ejecucién
(en segundos) para una repeticién de los dos pasos para cada método. Los resultados son re-
portados para n = 200, p = 5, py = 64.87, oy = 13.07, ux = (5.19,4.3,1.55,1.93,2.67),
b; = (0.003,0.02,0.0007,0.002,0.001), be = (0.012,0.14,—-0.12,0.02,-0.12), a = —0.01 y

pww = 0.5. Estos valores fueron seleccionados para que coincida con las estimaciones de los
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parametros correspondientes en el ejemplo de los atletas de Australia. Para tener en cuenta

diferentes estructuras de dependencia, consideramos lo siguientes casos para A = Ax|w,y),

» Caso 1: A = ¥x|1,BM,Sexs la matriz de covarianza muestral de los residuos de la regresion

X|(LBM, Sex) en el ejemplo de los atletas de Australia.

Caso 2: A =1,
Caso 3: A =0.03*1I,
Caso 4: A =0.8x1I,

» Caso 5: A = diag(0.01,0.1,0.5,0.7,1)
y los siguientes sub-casos en los que se anade correlacion p fuera de la diagonal en los casos 2-5
= Sub-caso 1: p=0.1
= Sub-caso 2: p =0.3
= Sub-caso 3: p =0.9
Notar que incluso cuando var(X|(Y, W)) es diagonal, como en los casos 2-5, los predictores X|Y

no son condicionalmente independientes ya que
var(X[Y) = Ew(Ax|y,w)) + varw (E(X|(Y,W)))
= Ax|yw) +varw (px +b1(Y — py) +bo(W — pw))
= Axjyw) +y(1 = py)baby.

En el Cuadro|6]se informa el promedio de los dngulos y la desviacién estdndar, entre paréntesis,
entre « y la reduccién estimada & para EF-DR y GPFC, y entre oy y &1 para Sir Parcial y
KDR. El promedio de los dngulos y las correspondiente desviaciones estandar entre la verdadera
reduccién y la prediccion de la reduccién f{(X’ ,W'), donde (X', W') es una nueva muestra, para
todos los métodos estan reportadas en el Cuadro |7} Por dltimo, el Cuadro [8|expone los tiempos

computacionales, en segundos, requeridos para la estimacién de la reduccién en una réplica.
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Sir Parcial GPFC EF-DR KDR

Caso 1 | 14.22 (7.17) | 43.46 (2.95) | 10.32 (4.98) | 8.95 (4.24)
Caso 2 | 49.26 (9.29) | 37.37 (6.41) | 37.85 (6.44) | 42.15 (17.08)
Caso 2.1 | 48.24 (20.94) | 39.92 (12.19) | 40.57 (13.90) | 49.35 (22.87)
Caso 2.2 | 40.54 (18.50) | 40.01 (10.57) | 33.58 (11.74) | 37.99 (15.47)
Caso 2.3 | 16.43 (11.83) | 50.68 (15.81) | 13.41 (11.44) | 16.61 (22.56)
Caso 3 | 10.92 (4.53) | 10.31 (2.09) | 9.84 (3.25) | 9.22 (2.48)
Caso 3.1 | 11.15 (3.93) | 17.87 (3.37) | 10.12 (3.39) | 11.57 (3.53)
Caso 3.2 | 10.37 (3.70) | 28.95 (4.47) | 9.22 (3.39) | 14.37 (5.01)
Caso 3.3 | 9.18 (3.55) | 42.16 (4.59) | 7.12 (2.88) | 32.74 (5.71)
Caso 4 | 46.31 (21.64) | 33.43 (10.17) | 32.44 (11.11) | 39.10 (21.04)
Caso 4.1 | 44.65 (17.81) | 36.98 (12.36) | 38.31 (12.69) | 36.51 (16.34)
Caso 4.2 | 42.28 (19.91) | 41.94 (13.08) | 33.55 (11.99) | 38.15 (20.29)
Caso 4.3 | 14.81 (6.70) | 49.49 (16.05) | 12.22 (5.12) | 16.40 (15.49)
Caso 5 | 6.68 (5.74) | 6.41 (2.62) | 5.39 (3.21) | 36.65 (6.86)
Caso 5.1 | 6.98 (4.96) | 6.72 (2.21) | 6.23 (4.12) | 34.21 (6.23)
Caso 5.2 | 7.29 (5.63) | 9.92 (2.34) | 7.07 (4.68) | 34.89 (6.21)
Caso 5.3 | 7.91 (6.05) | 15.06 (1.77) | 5.92 (3.48) | 34.39 (3.20)

CUADRO 6. Promedio de los angulos y desviaciones estandar, entre paréntesis,
obtenidos entre la reducién verdadera y la estimada por los métodos EF-DR,

GPFC, Sir Parcial y KDR.

Simulacion 2: EF-DR para diferentes n y p

Nuevamente usamos la estructura de los datos de la Seccién donde los pardmetros son
adaptados de acuerdo a los diferentes valores de p, para estudiar el comportamiento de EF-DR
para varios valores de p y n. Se consideran cuatro tamanos de muestra n = 200,400, 600 y 800
y tres valores de p (5, 10 y 20). Las medias y las desviaciones estdndar de los dngulos entre
la reduccién verdadera y la estimada se informa en el Cuadro [9] mientras que en el Cuadro
se reporta entre la predicciéon verdadera y la prediccién estimada. Por tltimo los tiempos

computacionales para una sola réplica se informan en el Cuadro
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Sir Parcial GPFC EF-DR KDR KSIR
Caso 1 3.32 (1.52) | 15.34 (1.45) | 2.70 (1.13) 5.27 (1.57) | 14.82 (2.74)
Caso 2 | 49.26 (8.89) |37.37 (14.24) | 37.85 (7.19) | 41.18 (16.58) | 65.00 (25.96)
Caso 2.1 | 47.75 (21.55) | 36.29 (11.30) | 35.66 (11.70) | 49.56 (24.48) | 61.94 (24.64)
Caso 2.2 | 39.98 (19.02) | 39.09 (10.79) | 30.29 (10.46) | 41.83 (19.00) | 77.07 (12.08)
Caso 2.3 | 1541 (6.63) | 72.15 (14.35) | 12.55 (4.53) | 16.80 (23.72) | 78.86 (11.40)
Caso 3 | 6.70 (2.82) | 13.07 (2.98) | 6.42 (2.34) 8.74 (2.57) | 15.69 (3.42)
Caso 3.1 | 6.70 (2.40) | 19.94 (3.63) | 6.44 (2.22) | 11.50 (3.59) | 19.62 (6.39)
Caso 3.2 | 6.33 (2.18) | 30.31 (5.33) | 5.73 (2.48) | 16.22 (5.13) | 46.69 (5.96)
Caso 3.3 | 3.16 (1.16) | 53.97 (4.74) | 2.12 (0.74) | 35.74 (9.40) | 55.42 (6.56)
Caso 4 | 45.28 (21.33) | 31.14 (11.24) | 32.45 (11.72) | 39.14 (21.04) | 53.87 (26.64)
Caso 4.1 | 44.18 (17.91) | 33.79 (11.98) | 34.12 (11.59) | 39.86(16.34) | 51.78 (24.32)
Caso 4.2 | 41.91 (21.60) | 40.49 (12.39) | 30.55 (11.98) | 37.25(17.60) | 70.63 (16.77)
Caso 4.3 | 14.05 (5.23) | 71.42 (13.89) | 11.56 (4.22) | 17.99(18.49) | 72.80 (13.57)
Caso 5 | 10.52 (4.40) | 12.57 (3.81) | 10.15 (3.95) | 26.58 (6.41) | 23.22 (4.14)
Caso 5.1 | 10.84 (4.99) | 14.91 (4.29) | 9.84 (3.87) | 25.93 (5.13) | 21.23 (3.50)
Caso 5.2 | 9.31 (3.57) | 28.17 (5.14) | 9.81 (3.27) | 27.43 (5.12) | 27.40 (9.42)
Caso 5.3 | 4.28 (1.51) | 58.28 (5.44) | 3.66 (1.15) 45.88(4.34) | 45.07 (6.32)

CUADRO 7. Promedio de los dngulos y desviaciones estandar, entre paréntesis,

obtenidos en prediccién para los métodos EF-DR, GPFC, Sir Parcial y KDR.



exponenciales

118 Reduccion suficiente de dimensiones para familias
Sir Parcial | GPFC | EF-DR KDR KSIR

Caso 1 0.81 1.18 1.38 | 1.9725+e004 | 352.18
Caso 2 0.71 1.20 1.34 | 4.5679e+003 | 265.55
Caso 2.1 0.75 1.16 1.45 | 1.0643e+4-004 | 259.45
Caso 2.2 0.15 1.18 1.36 | 1.7975e+004 | 239.99
Caso 2.3 0.14 1.24 1.46 | 1.8017e+004 | 237.81
Caso 3 0.17 1.23 1.40 | 9.7337e+003 | 238.78
Caso 3.1 0.14 1.39 1.40 | 8.8374e+4-003 | 232.24
Caso 3.2 0.16 1.10 1.43 | 1.1857e+004 | 263.83
Caso 3.3 0.15 1.27 1.36 | 1.8649e+004 | 265.25
Caso 4 0.17 1.19 1.43 | 7.4192e+003 | 287.61
Caso 4.1 0.17 1.16 1.47 | 7.6829e+4-003 | 303.81
Caso 4.2 0.11 1.18 1.41 | 7.7203e+-003 | 271.18
Caso 4.3 0.14 1.22 1.34 | 8.4938e+003 | 234.71
Caso 5 0.16 1.19 1.40 | 1.3910e+4-004 | 241.61
Caso 5.1 0.14 1.20 1.39 | 1.1967e+4004 | 248.23
Caso 5.2 0.16 1.21 1.42 | 1.1832e+004 | 242.19
Caso 5.3 0.13 1.26 1.50 | 4.6339e+003 | 221.46

CUADRO 8. Tiempos computacionales (en segundos) para una replicacion para

EF-DR, GPFC, Sir Parcial, KDR, y KSIR.
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Caso 3 | Caso 3.1 | Caso 3.2 | Caso 3.3 || Caso 5 | Caso 5.1 | Caso 5.2 | Caso 5.3

n =200 | 9.37 10.18 8.38 5.98 5.99 6.08 6.04 5.51

(3.53) | (3.22) (3.61) (2.98) (4.32) | (2.50) (3.43) (2.83)

n =400 | 6.69 7.11 6.52 3.89 4.15 4.04 3.85 3.67

(2.71) | (2.85) | (2.17) | (1.81) | (2.34) | (1.70) | (3.52) | (3.03)

P=o n =600 | 5.60 5.93 5.45 3.22 3.38 3.52 3.32 3.05

(2.32) | (2.08) | (2.03) | (1.47) | (1.95) | (1.66) | (2.59) | (2.43)

n =800 | 4.87 4.97 4.81 2.53 2.86 2.95 2.84 2.41

(1.90) | (1.83) (1.74) (1.13) (1.32) | (1.48) (1.95) (1.72)

n =200 | 13.47 14.46 13.40 11.18 4.99 4.67 4.46 4.45

(3.02) | (242) | (3.07) | (321) | (243) | (2.02) | (2.81) | (2.29)

n =400 | 9.04 10.53 9.69 8.18 3.23 3.13 3.01 2.90

(2.42) | (1.29) | (2.40) | (1.98) | (1.97) | (1.70) | (1.53) | (1.43)

p=10 n =600 | 7.31 8.50 8.00 6.46 2.64 2.61 2.69 2.56

(1.55) | (1.14) (1.87) (1.57) (1.61) | (1.45) (1.17) (1.41)

n =800 | 6.50 7.45 6.88 5.42 2.26 2.21 2.37 2.22

(1.28) | (1.02) | (1.55) | (1.33) | (1.36) | (1.38) | (1.27) | (1.20)

n =200 | 25.18 27.18 26.04 19.13 9.73 8.97 8.35 7.52

(4.53) | (4.01) | (3.98) | (2.86) | (2.92) | (3.22) | (2.29) | (2.49)

n =400 | 17.70 19.17 17.69 12.83 6.29 6.14 6.12 4.96

(2.89) | (3.48) (2.45) (2.43) (1.71) | (2.08) (1.76) (1.62)

p=20 n =600 | 15.14 15.17 14.51 10.92 4.91 4.92 5.09 4.25

(2.50) | (2.78) | (1.65) | (1.87) | (1.61) | (1.61) | (1.68) | (1.97)

n =800 | 13.01 13.37 13.01 9.35 4.22 4.22 4.33 3.80

(1.43) | (2.30) | (1.43) | (1.38) | (1.45) | (1.40) | (1.37) | (1.94)

CUADRO 9. Promedio de los angulos y desviaciones estdndar, entre parénte-

sis, obtenidos entre la reduccion estimada y la verdadera usando EF-DR para

diferentes n y p.
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Caso 3 | Caso 3.1 | Caso 3.2 | Caso 3.3 || Caso 5 | Caso 5.1 | Caso 5.2 | Caso 5.3

n =200 6.22 6.77 5.24 3.57 10.52 9.58 8.89 3.77

(2.61) | (2.31) (2.37) (0.95) (3.21) | (3.17) (3.37) (1.16)

n =400 | 4.32 4.60 3.89 2.67 7.36 6.71 6.27 2.61

(1.99) | (1.89) (1.32) (0.69) (2.48) | (1.89) (2.97) (0.91)

P=o n =600 | 3.77 3.70 3.21 2.10 6.05 5.57 5.25 2.13

(1.53) | (1.35) (1.37) (0.57) (2.02) | (1.61) (2.05) (0.79)

n =800 | 3.21 3.15 2.81 1.80 5.18 5.03 4.55 1.85

(1.21) | (1.16) (1.11) (0.43) (1.52) | (1.64) (1.91) (0.66)

n=200| 6.03 6.54 6.31 3.99 5.06 4.83 4.26 1.94

(2.18) | (1.77) (2.10) (1.50) (1.21) | (1.38) (1.01) (0.74)

n =400 | 3.96 4.63 4.52 2.57 3.39 3.36 3.06 1.32

(1.01) | (1.32) (1.08) (1.14) (0.75) | (0.83) (0.77) (0.42)

p=10 n =600 | 3.18 3.75 3.78 2.15 2.77 2.80 2.59 1.06

(0.74) | (1.08) (0.89) (1.11) (0.52) | (0.58) (0.69) (0.31)

n=2800| 2.80 3.28 3.31 1.75 2.40 2.43 2.32 0.90

(0.58) | (0.75) (0.69) (0.98) (0.49) | (0.57) (0.56) (0.26)

n =200 | 17.54 19.17 18.66 8.02 7.01 6.74 6.68 2.97

(3.61) | (3.32) (1.28) (1.60) (1.28) | (1.71) (1.04) (1.05)

n =400 | 12.25 13.46 12.53 5.58 4.71 4.76 4.59 1.92

(2.26) | (2.66) (0.93) (1.23) (0.93) | (0.97) (0.75) (0.56)

p=20 n =600 | 10.51 10.63 10.49 4.69 3.87 3.97 3.79 1.77

(1.92) | (2.14) (0.82) (1.02) (0.82) | (0.60) (0.79) (1.52)

n=2800| 9.06 9.46 9.41 4.11 3.48 3.51 3.28 1.41

(1.43) | (1.72) (0.70) (0.77) (0.70) | (0.46) (0.65) (0.38)

obtenidos en prediccién con el método EF-DR para diferentes n y p.

CUADRO 10. Promedio de los dngulos y desviaciones estandar, entre paréntesis,
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Caso 3 | Caso 3.1 | Caso 3.2 | Caso 3.3 || Caso 5 | Caso 5.1 | Caso 5.2 | Caso 5.3
n=200| 1.63 1.17 0.98 1.21 0.83 1.06 1.02 0.94
n =400 | 2.50 1.78 1.92 1.78 2.53 1.76 1.74 1.92
p=o n =600 | 3.51 2.60 2.12 2.51 2.89 2.07 2.51 2.51
n =3800| 1.62 0.87 1.53 1.53 1.32 1.50 1.51 1.47
n=200| 144 1.17 1.05 1.48 1.45 1.62 1.04 1.28
n =400 | 1.78 1.95 1.91 3.57 1.87 2.28 2.11 2.76
p=10 n =600 | 2.54 2.86 2.30 3.76 2.15 2.75 2.62 2.79
n =800 | 1.20 0.97 0.92 0.89 1.53 0.90 1.51 0.92
n =200 | 2.14 1.06 1.26 0.92 1.60 1.25 1.30 1.53
n =400 | 4.10 2.17 2.88 1.85 2.47 1.86 2.19 2.99
p=20 n =600 | 5.19 2.65 3.62 3.90 3.34 3.35 4.21 4.32
n=2800| 2.34 1.10 1.13 1.21 1.44 1.11 1.06 1.07

CuAaDRO 11. Tiempo computacional (en segundos) para una replica de EF-DR

para diferentes n y p.







CONCLUSIONES GENERALES

Para los modelos lineales generalizados multivariados de rango reducido hemos obtenido la
distribucién asintética de los estimadores de méxima verosimilitud basdndonos en un teorema
general de [Shapiro, 1986] e imitando el procedimiento presentado en [Cook et al., 2015]
para los modelos de regresién lineal de rango reducido. De esta forma, hemos complementado
el trabajo de [Yee and Hastie, 2003] obteniendo intervalos de confianza asintéticos de los
parametros de este modelo.

Ademas, teniendo en cuenta que para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de
los GLMM es necesario realizar un procedimiento iterativo de dos pasos, hemos propuestos dos
estimadores de rango reducido para este modelo que son sencillos de obtener. En particular,
para el estimador de minimimizacién cuadratica, hemos demostrado que es tan eficiente
como el estimador de méxima verosimilitud y hemos comprobado su desempeno por medio de
simulaciones, el cual resulté satisfactorio pues se obtuvieron errores de estimacién similares a
los que arrojaron los estimadores de méaxima verosimilitud.

Las metodologias SDR basadas en modelos surgieron de la conexién que Cook [Cook, 2007]
senala entre los estadisticos suficientes y reducciones suficientes. Basados en esta conexion, he-
mos calculado las reducciones suficientes en regresiones donde la distribucién de los predictores
dada la respuesta pertenece a una familia exponencial. Las caracteristicas més atractivas de
las reducciones suficientes que hemos derivado a través del método EF-DR son que (1) son
exhaustiva, (2) son funciones lineales de las estadisticos suficientes, que pueden ser tanto fun-
ciones lineales o no lineales de los predictores, y (3) se cuenta con una forma funcional explicita.
Ademads, hemos propuesto estimaciones de maxima verosimilitud de las reducciones suficientes
y por lo tanto asintéticamente eficientes.

Un aspecto potencialmente dificil de nuestra metodologia deriva del hecho de que es necesario
realizar una regresién multivariada de un vector de predictores, que puede ser cualquier mezcla
de variables continuas y categéricas, en funciones de la variable respuesta y requiere el ajuste

del algoritmo IRLS a la distribucién conjunta especifica de X|Y. Estas posibles dificultades
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computacionales se han reflejado en el andlisis del conjunto de datos Atletas de Australia en la

Seccién
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APENDICE A

RESULTADOS Y HERRAMIENTAS UTILES

En este capitulo presentaremos propiedades y resultados que seran utilizados a lo largo de

toda la tesis.

Propiedad A.1. vec(ABC) = (CT ® A)vec(B) para matrices A, B y C tales que se puedan

multiplicar.

Propiedad A.2.
1. SiM:m x n es de rango completo m, luego MT = M7 (MMT) L.
2. SiM :m x n es de rango completo n, luego M' = (MTM)~tMT.
3. Si A 0 B es de rango completo, (AB)T = BTAT.

Propiedad A.3.
T
].. Kpd - de.
2. K Kpo = KKy = L.

3. SiA:ry xXre, yB:rsxry, luego
r3r] (A X B)Kr2r4 =B®A,
y por el item 1. y 2. también es cierto que

T’37"1(A ® B) = (B X A)Kr4r2-
1

2
para cualquier matriz M : r X r.

1 1 1
4. (I + K, ) (M ® M)5(1r2 +K)=-IT:2+K,, ) MeM)=(M® M)i(lﬂ +K,,)

2

Propiedad A.4.

1
L D,E, = ;(Lz + Kp,).
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2. K,»D, =D,.
3. D MeoM)D,) ™ = E, (M~ @ M™YE! para cualquier matriz M invertible.
4. (E,MeM)D,) ! =E,M @ M~ YYD, para cualquier matriz M invertible.

Propiedad A.5. Identidades de Woodbury.
(A+C'BC)™! = Al-AlcBt+ctA o) icTA!
(A+UBV)! = Al A 'UB!'+vATlU) VAL

Propiedad A.6.

1. Sea X una matriz de dimensiones arbitrarias, F(X) : m x p y G(X) : p X ¢ funciones

diferenciables de X. Luego

Ovec[F(X)G(X)] Ovec[F(X)] Ovec|G(X)]

_ T
dvec (X) = (G @) dvec (X) + L eF) Ovec(X) (A1)
2. Supongamos que F(X) = XT y G(X) = X con X : pxq, aplicando la propiedad anterior
Ovec(XTX
8Tv(ec()()) == (Iq2 + qu)(Iq ® XT) (A2)
Ovec(XTX)~! T —1 T 11, Ovee(XTX)
dTvec(X) —((XX) e X X)) IMvec(X) - (A.3)

Lema A.7. Sea I" una matriz p X d de rango d y Py = I‘(I‘TI‘)_II‘T la matriz de poyeccion

sobre el espacio generado por las columnas de I'. Luego,

OPrp

Fvec (T (I + Kpp)(T(I'T) "' @ Qr) (A.4)

donde K, es la matriz de permutacion de dimension p? x p.

Demostracién. Aplicando la igualdad (A.1)) tenemos

OvecPpr dvec(D(C'T)~'T7)
dvecT(T) ovecT (T)
vec vee((FTD)~ 11T
= (I‘(l"Tl")_1 ® Ip)aavecT((Flz) + I ® F)a éi/FeCTF()I‘) =)
B Ovec((TTT)~'rT
= @) 'eL)+@er) (r()(veCT()r) ).

r’r)-'r’t
Sea H = avecé(vecT()I‘) ), luego aplicando (A.1)), (A.2) y (A.3
H = I'®I )M + (1, ® (I‘TI‘)_l)K
B Y OvecT (T) P pd

= ~TeoL)(T'D) e @) )+ K@) + (L@ (D) Ky
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Luego,

ovecPr

OvecT (T (CIC'D) ' eL) +(LeD)[~(TeL)(T'T) " @ T'T) )1z + K © )

+(I, ® (TTT) ") Kyl

= (r@’'n)'el)+1,eT(IT) HK,y - (TT'D) e r@n) 1t
~(r@T) e (') Kl o T7)

= (L +Kp)O@'T) " oL) - (CT'T) o r(@r)~'r")
(@) e’ HYIT 9 1)Ky

= Lz +Kp)(CT'T) ' 01,) — (L2 + Ky (D(T'T) ™ @ Pr)

= (Lp +Ky)T@T'T) ' @1, - Pr)

= (Le +K,)(T(T'T) '@ Qr).

Lema A.8. Sea X la matriz de covarianza del vector xT = (x1,x1) y consideremos la particion

de X conforme a la particion de x* :

b)) >
> _ 11 12
o1 Yo
Luego,
2il.z _211.2212232

>t =
_25222121.2 zj2;2 + 2§22212§1.22122§2

es una inversa generalizada de la matriz 3, donde 3119 = 311 — 212232221.

Demostracion. De acuerdo a la definiciéon de inversa generalizada, tenemos que ver que
se cumpla iy =3

Para ello vamos a considerar la siguiente propiedad (Proposicién 2.16 de [Eaton, 2007]):

2195080 = By (A.5)
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Luego, aplicando (A.5) tenemos que

DIFD AR TS 2199 200 L IS SIFD I 1P P9 I SIETED HIPY0 I SED 219 200 )L P iP5 )18y

=
S0 LIPS 085 180 S50 I FIPRIES >80 S 1P I STED 210 I SRS 180 090 1 S 15 21 49
_ Z311.223J{1_2 *211.2211,2212232 + 212222
0 o3,
sty — 2112211_2211 - (211.2211,2212252 - 21223£2)§321 Y2
2222%2221 222252222

211.2211,2211.2 + 212252221 DD
Y01 399

donde para el bloque superior izquierdo utilizamos que
(EZx2T2)), = 211.2211,2212 - 211.2211,2212222222 + 212252222
= 211.2211,2212 - 211.2211,2212 + 312
= 3.

O

Lema A.9. Para matrices arbitrarias P y Q tal que PXTX = QX'X, se tiene que PXT =
Qx”.

Demostracion. Observemos que

(PX" — QX")(PXT — Qx")T = PX'XPT - PX"XQ" - QX"XP" + QX"XQ"
= (PXTX - QxXTX)PT — (PXTX — QXTX)QT
= (PXTX - QX"X)(P-Q)" =0.

Cada elemento de la diagonal de (PXT — QX™)(PX” — QX™)T es la suma de los cuadrados
de los elementos de cada columna de la matriz PX?T — QX respectivamente. Es decir que

PXT - QXT =o. a

Lema A.10. Sea G una inversa generalizada de la matriz XT X, entonces se tiene:
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(i) GT también es una inversa generalizada de X*'X.
(ii) XGXTX =X, es decir GX!' es una inversa generalizada de X.

(iii) XGXT” es invariante respecto a G.

Demostracién. De acuerdo a la definicién de inversa generalizada, X' XGX'X = XX y
solamente basta trasponer para obtener X? XGTXTX = XTX por lo que es cierto (i). Luego,
si aplicamos a esta ultima igualdad el Lema con P = XTXGT y Q =1 obtenemos (ii).

Para ver que vale (iii), sea F otra inversa generalizada de X”X. Luego por (ii) tenemos
que XGXTX = X = XFXTX, lo que implica XGX?X = XFXTX. Aplicando nuevamente el
Lema con P = XG y Q = XF obtenemos que XGX" = XFXT. O

Propiedad A.11. Sean A y B dos matrices m x m tal que A < B, luego para cualquier matriz

M :m x n se tiene que ML AM < MTBM.
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