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Introduccion

La presente tesis de grado se desarrolla en el marco de la materia Trabajo Final
de la Licenciatura en Matematica Aplicada con sede en la Facultad de Ingenieria
Quimica en la Universidad Nacional del Litoral. Esta consiste en el estudio ma-
tematico de sistemas de logicas, en particular, sistemas que son a la vez modales
y multivaluados. Nuestro tratamiento de los temas se restringe a herramientas ma-

tematicas involucradas en el analisis de los sistemas légicos modales.

Las légicas modales (ver [2, 12]) se introdujeron hace aproximadamente un siglo,
con el objetivo de formalizar distintos razonamientos. Estas l6gicas se obtienen incor-
porando a la légica clésica operadores que se conocen como modalidades, cuya utili-
dad se encuentra en su expresividad. Usualmente modelan nociones de posibilidad,
necesidad, conocimiento de informacion, entre otras. En general, se incorporan dos
modalidades cuyas representaciones sintacticas suelen ser mediante los simbolos, <
y O; si se incluyen mas modalidades, estas se suelen representar por simbolos genéri-
cos indexados (por ejemplo, Ay, Ay, ...). A mitad del siglo XX, Kripke introdujo
una forma rigurosa de interpretar estos simbolos, mediante estructuras relacionales
llamadas marcos de Kripke ([13]). Estos marcos cuentan con un universo de mundos
y relaciones que determinaran las modalidades. Las 16gicas determinadas (desde un
enfoque puramente semdantico, ver [2, 12]) por estos sistemas dependen directamente
de estas relaciones y sus propiedades. Dicho esto, remarcamos que nosotros no con-
sideramos las motivaciones filoséficas en ningtin momento de este trabajo. El lector

interesado puede consultar las siguientes referencias [11, 12, 15].

Por otro lado, los sistemas l6gicos multivaluados aparecen como una generali-
zacion de la légica clasica en presencia de enunciados que no son necesariamente
falsos ni verdaderos. Generalmente se interpretan con valores de verdad distintos de
0 (falso) y 1 (verdadero) ([10]). La utilidad de esta extensién se encuentra, entre
otras cuestiones, en el modelado de proposiciones que involucran imprecisiones o
gradualidad. Ejemplos usuales en el lenguaje coloquial se encuentran en oraciones
del estilo El estudiante 1 es alto cuyo grado de verdad querriamos comparar con

otra oracién similar como FEl estudiante 2 es alto.

Los sistemas modales multivaluados resultan de extender a la logica clasica con la
incorporacién al lenguaje de modalidades e interpretando los enunciados con valores
de verdad distintos del 0 y 1. Su importancia se debe a la fuerte capacidad expresiva
que poseen (considerando que son dos instancias de generalizacion de la légica clésica
en conjunto). Distintos enfoques sobre como modelar estos sistemas se presentan en
[7, 17, 18].

En este trabajo consideramos una sola relaciéon binaria, conocida como relacion




de accesibilidad, v las modalidades mencionadas < y 0. Nos proponemos exten-
der algunos resultados de los sistemas logicos modales clasicos a los multivaluados,
considerando marcos de Kripke donde tanto la relacion de accesibilidad como las
evaluaciones tienen en cuenta distintos valores de verdad, siguiendo ideas ya presen-
tadas en [3]. Nuestro primer objetivo es estudiar las correspondencias entre férmulas
modales y propiedades de la relacién binaria. Por otro lado, estudiamos las clases
de marcos sitmplificados para obtener resultados, en los dos tipos de sistemas, sobre
las logicas que ellas determinan. Estos marcos resultan interesantes pues nos permi-
ten estudiar clases de marcos mas generales mediante resultados de descomposicion

directa y es en lo que nos enfocaremos en los finales del Capitulo 1 y 3.

Para ambos objetivos nos basamos en [6], donde se desarrollan las ideas en el caso
clasico; sin embargo, la metodologia que desarrollamos es original, ya que la genera-
lizacién al contexto multivaluado resulta inmediata de esta forma. Para estas metas
adoptamos un enfoque puramente seméntico. El uso de herramientas algebraicas

dentro de este marco nos permitié alcanzar los resultados propuestos.

Nuestro ultimo objetivo es que la exposicion resulte en un compendio ordenado
y autocontenido, 1til para futuros lectores que deseen introducirse o profundizar en

estos temas.




Organizacion

Esta tesis esta organizada en tres capitulos, un epilogo y un anexo. Cada capitulo
finaliza con una secciéon de comentarios que funciona como cierre y reflexion sobre

los resultados presentados.

En el primer capitulo se introducen las nociones basicas sobre relaciones binarias
y semanticas de sistemas logicos modales clésicos. Estudiamos la correspondencia
entre propiedades de las relaciones binarias y la validez de férmulas en los marcos
determinados por dichas relaciones. Por 1ltimo presentamos seméanticas simplificadas

y su relacién con clases particulares de marcos.

En el segundo capitulo se presentan las estructuras de reticulos residuados y, so-
bre ellas, se desarrollan los sistemas logicos modales multivaluados. En este contexto
se generalizan resultados obtenidos en el primer capitulo y se incorpora una nueva

formula asociada a una propiedad adicional de las relaciones binarias.

En el tercer capitulo se abordan preguntas planteadas sobre semanticas simpli-
ficadas en el primer capitulo generalizandolas a un contexto multivaluado, lo que

permite un tratamiento unificado de los conceptos introducidos.

En el epilogo se comentan brevemente algunas probleméticas y lineas de traba-
jo que exceden el alcance de esta tesis pero resultan relevantes para continuar la
investigacion.

Finalmente, se incluye un anexo con las demostraciones técnicas de ciertos resul-
tados que se decidi6 omitir del cuerpo principal para mantener la claridad expositiva

y conservar un hilo argumental continuo.




1. Sistemas légicos modales clasicos

1.1. Preliminares sobre relaciones binarias

En la introducciéon, mencionamos que trabajaremos con una relacion de acce-
sibilidad que es binaria. La expresividad de los sistemas logicos modales depende
fuertemente de esta relacion. En general, pueden haber varias relaciones de cualquier
aridad (para ejemplos recomendamos consultar [2]). Como en este trabajo tomamos
solo una relacion binaria, opinamos es pertinente incluir esta seccién con resultados
sobre este tipo de objetos matematicos. Introduciremos ciertas nociones importantes
sobre ellas previo a la presentacién de los sistemas 16gicos modales clasicos. Mostra-
mos resultados y equivalencias que van a dar intuicion sobre ciertas propiedades de

las relaciones binarias.

Los elementos del conjunto base de la relacién en el contexto de sistemas légicos
modales suelen tomar muchos nombres distintos. Algunos de ellos suelen ser mun-
dos, puntos, etiquetas, entre otros. Con esto presente, vamos a en general llamarlos

elementos, mundos o puntos indiferentemente a lo largo del trabajo.

Este trabajo tiene en su esencia el concepto de relacion binaria.

Definicion 1.1

Una relaciéon binaria R en W es un subconjunto de W x W.

Sea R una relacion binaria en W. Esto es, R C W x W. Podemos definir una
funcion R : W x W — {0,1} que asigna 1 a un par (i,j) € W x W si y sélo si
(1,7) € R. Por otro lado, si tenemos una funcion R de W x W en {0, 1} podemos
definir una relacién R en W donde (i, j) va a pertenecer a R si y sélo si R(4,j) = 1.
Con esto, afirmamos que hay una correspondencia biyectiva entre relaciones binarias

en W y funciones de W x W en {0, 1}!. Esto se resume en
(i,7) €e R <= R(i,j) = 1.

A lo largo de este trabajo interpretaremos una relacién binaria R en W como
una funcién R : W x W — {0, 1} 2donde dos elementos i, j € W estdn relacionados

si y sélo si R(7,7) = 1. Notemos que el orden es importante, pues R(i, j) puede ser

IM4s precisamente, la correspondencia es entre relaciones y sus funciones caracteristicas.
2Notamos que utilizamos la misma R en ambos casos. Desde este momento siempre nos refe-
riremos por R a la funcién.




1.1 Preliminares sobre relaciones binarias

1y R(j,4) no®. Dicho esto, damos las primeras definiciones pertinentes bajo esta

nueva interpretacion.

Definicion 1.2

Sea R una relacién binaria en un conjunto de mundos W no vacio. Entonces R

se llamara

» Serial siy sélo si para todo i € W existe j € W tal que R(i,5) = 1.
» Reflexiva siy sélo si para todo i € W se tiene que R(i,i) = 1.
» Simétrica siy sélo si para todo i,j € W se tiene que R(i,j) = R(j,1).

» Transitiva si y s6lo si para todo 4,7,k € W se tiene que R(i,j) = 1y
R(j, k) = 1 implican que R(i, k) = 1.

» Fuclidiana si y s6lo si para todo i,7,k € W se tiene que R(i,j) = 1y
R(i,k) =1 implican que R(j, k) = 1.

» de Fquivalencia siy solo si R es reflexiva, simétrica y transitiva.
» Universal siy s6lo si para todo i,7 € W se tiene que R(i,j) = 1.

» Semiuniversal siy solo si existe un subconjunto A C W tal que para todo
1, €W
1 ,sijeA,

R(i, j) = .
0 ,sijé¢A.

Vacia si y sélo si para todo i,j € W se tiene que R(i,7) = 0. )
o

Observacion 1.1

Notemos que la condicién para que una relacién binaria R en W sea semiuniversal

es equivalente a que exista un subconjunto A C W tal que R(7, j) = xa(j) donde

x4 es la funcién caracteristica del conjunto A definida como

1 ,sijeA,
0 ,sijé¢ A

XA(j> =

Luego, observemos que si una relacién R es semiuniversal entonces R(i,j) solo

depende de j.

. J

3Traduciendo al contexto de pares en W x W, el par (i, j) puede pertenecer a R y el par (j,1)
no, lo cual puede resultarle més intuitivo al lector pensando en la propiedad de simetria.

10



1.1 Preliminares sobre relaciones binarias

Por 1ltimo, notemos que una relacién R universal o vacia es en particular semi-

universal con A =W o A = () respectivamente.

Diremos que una relacién R es semiuniversal en/sobre A si R(i,7) = xa(j).

Estas definiciones nos seran ttiles para presentar la generalizacién de manera mas

directa en el Capitulo 2. A continuacion, desarrollamos algunos resultados iniciales.

Sea R una relaciéon binaria en un conjunto de mundos W no vacio. Entonces se

satisfacen los siguientes enunciados:

1. Si R es reflexiva, entonces es serial.

2. Si R es simétrica, entonces es transitiva si y solo si es euclidiana.

- J

Demostracion:

Sea R reflexiva. Para todo i € W tenemos que R(7,7) = 1. Esto es, para cada
i € W existe un j € W (en particular j = i) tal que R(i,j) = 1. Esto significa

que R es serial.

Sea R simétrica. Supongamos que R es transitiva, y sean i,j,k € W tales
que R(i,7) = R(i, k) = 1. Por simetria R(j,7) = 1 y junto a R(i,k) = 1 por
transitividad R(j, k) = 1. De esta forma, R es euclidiana. Para ver el reciproco,
supongamos R euclidiana y sean i, j, k € W tales que R(i,7) = R(j,k) = 1. Por
simetria R(j,i) = 1 y combinando con R(j, k) = 1 tenemos, por euclidianidad,

R(i, k) = 1 que era lo que queriamos ver. -

Sea R una relacién binaria en un conjunto de mundos W no vacio. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R es una equivalencia.
2. R es reflexiva y euclidiana.

3. R es serial, simétrica y euclidiana.

4. R es serial, simétrica y transitiva.

- J

Demostracion:
1 = 2. Sea R una equivalencia. Entonces es reflexiva, simétrica y transitiva. Por

el segundo punto del Teorema 1.1, es también euclidiana.

11



1.1 Preliminares sobre relaciones binarias

2 = 3. Sea R reflexiva y euclidiana. Por el punto 1 del Teorema 1.1, es serial.
Para ver que R es simétrica, sean i, j € W tales que R(i,7) = 1. Como R es reflexiva,
tenemos que R(7,7) = 1. Como R(i,j) = R(i,i) = 1, por euclidianidad, tenemos que
R(j,i) =1, lo cual muestra que R es simétrica.

3 = 4. Es consecuencia directa del segundo punto del Teorema 1.1 pues, bajo

simetria, transitividad es equivalente a euclidianidad.

4 = 1. Sea R serial, simétrica y transitiva. Para ver que R es una equivalencia,
solo necesitamos ver que R es reflexiva. Sea i € W. Por serialidad, existe j € W
tal que R(i,7) = 1. Por simetria tenemos que R(j,i) = 1. Combinando R(i,j) =
R(j,i) = 1, por transitividad tenemos que R(i,7) = 1 que era lo que queriamos ver

pues i era arbitrario. O

Sea R una relacion binaria en W, A C W y R semiuniversal sobre A. Entonces

se satisfacen los siguiente enunciados.
1. R es transitiva y euclidiana.
2. R es reflexiva si y sélo si R es universal.

3. R es simétrica si y solo si R es universal o vacia.

4. R es serial si y sélo si R es semiuniversal no vacia.

N J

Demostracion:

Recordemos que una relacién binaria R en W es semiuniversal en A C W si
R(i,7) = xa(j). Veamos que R es transitiva. Sean i, j, k € W. Supongamos que
R(i,7) = R(j, k) = 1. Esto quiere decir que j,k € A. Como k € A tenemos que
R(i, k) = xa(k) = 1. Por otra parte, para ver que es euclidiano supongamos
que R(i,j) = R(i,k) = 1. Esto significa que j,k € A, lo que implica que

R(j, k) = xa(k) =1 que era lo que querfamos demostrar.

Supongamos que R es reflexiva y semiuniversal. Por reflexividad de R tenemos
que R(i,i) = xa(i) = 1 para todo ¢ € W. Luego, para todo i € W tenemos que
i € A. Asi para todo i,j € W tenemos que R(i,j) = xa(j) = 1y por lo tanto

R es universal. El reciproco es trivial.

Sea R simétrica y semiuniversal. Como es semiuniversal, existe un A C W tal
que R(i,7) = xa(j). Supongamos que para algin i € W no existe j € A tal
que R(i,j) = 1. Tenemos entonces que necesariamente A = () pues R(i,j) =

R(j,7) = 0 = xa(i) = xa(j) para todo i € W. Si existe un j € A tal que

12



1.2 El principio. Lenguaje y definiciones

R(i,7) = 1 tenemos que i € A por el mismo andlisis. Luego A = Wy R(i,j) =1

para todo 7,5 € W. El reciproco es nuevamente trivial.

Sea R serial y semiuniversal. Por semiuniversalidad, siguiendo el razonamiento
del punto anterior tenemos que A # () por serialidad de R. Esto basta para
concluir que R(i,7) = xa(j) con @ € A C W. El reciproco se obtiene de notar
que si R(7,7) = xa(j) con A no vacio, y sea j € A, entonces R(i,j) = xa(j) =1
para todo ¢ € W y R es serial por definicion. 0

Por ultimo, veremos un teorema sobre relaciones de equivalencia con estas nuevas

interpretaciones de R. La demostracion esta desarrollada en el anexo.

Sea R una relacién de equivalencia en W. Definimos para cada ¢ € W su clase
de equivalencia [i] = {j € W : R(i,j) = 1}. Entonces

1. ¢ € [i] para todo i € W.

2. Las clases de equivalencia particionan W.

3. R es universal en [i] para cada i € W. Esto es, Ry« = 1 para todo
7, k) € i) x [i].
(4, k) €[] x [1] )
Demostracion:
Ver Anexo 5.1. N

1.2. El principio. Lenguaje y definiciones

Para formalizar los sistemas légicos, el primer paso suele ser la definicién de
un lenguaje proposicional. El lector familiarizado con la légica proposicional clasi-
ca puede notar ciertas diferencias respecto de las definiciones habituales (como la
distincién entre vocabulario y lenguaje). Sin embargo, dadas las necesidades y el
enfoque de este trabajo, adoptamos el lenguaje modal basico presentado en [6], que
resulta suficiente para nuestro desarrollo. Para una exposicion mas completa del

lenguaje proposicional, recomendamos consultar [14].

Definicién 1.3

El lenguaje modal basico consiste en:

= Las variables proposicionales pg, p1, ... .

= Las constantes proposicionales

13



1.2 El principio. Lenguaje y definiciones

é .0, )

o 1.
= Los conectivos proposicionales

e — (negacion),
e A (conjuncién),

e V (disyuncién),

— (condicional),

< (bicondicional).
= Los operadores modales

o [,

o O,

» Simbolos auxiliares (, )

J

Como en los sistemas logicos clasicos, en los sistemas l6gicos modales las férmulas

también se construyen de manera recursiva como mostramos a continuacion.

Definicién 1.4

Las férmulas del lenguaje modal basico se definen mediante reglas de formacion

de la siguiente forma:
1. Toda variable proposicional p; es una férmula.
2. 0y 1 son férmulas.
3. Si ¢ es una férmula, entonces —¢ es una féormula.
4. Six € {A\,V,—, <>} ¢y ¢ son férmulas, entonces (p * 1) es una férmula.
5. Si ¢ es una férmula, entonces Oy y <y son férmulas.

6. Cualquier otra expresion que no se haya construido mediante una aplicacion

de un numero finito de veces de las reglas anteriores no es una férmula.

N

Denotaremos por Var al conjunto de variables proposicionales y por Form?* al

4Segtin la literatura consultada, es posible encontrarse con una diferencia respecto a que es el
conjunto Form. Ciertos autores denotan por Form al conjunto de férmulas clasicas y diferencian
al conjunto de férmulas modales agregando un subindice que puede ser cualquier operador modale
como Oy <&, Forme.

14



1.3 Semantica del lenguaje modal

conjunto de formulas modales.

Algunas férmulas modales que apareceran en el desarrollo de este trabajo tie-
nen nombres especificos con los cuales nos referiremos a ellas. Las mencionamos a

continuacién.

» Férmula (K) (Normalidad):
O(p = 9) = (Bp — OY)
» Férmula (D):
Op — Op
» Férmula (T):
Do = ¢
» Férmula (B):
o — O0Op
» Férmula (4):
Op — OOy
» Férmula (5):
Cp = OO0
» Férmula (DUAL):
O = ~0-p

Estos nombres son estdndar en la literatura. Aun asi, la férmula en si puede variar
pues en los sistemas cldsicos siempre wale (segin la Definicién 1.10) la férmula
(DUAL). Considerando esto, la férmula puede reescribirse en términos del operador
dual. Por ejemplo OO¢p — Oy es la férmula dual de (4). Retomaremos més adelante

estas férmulas.

1.3. Semantica del lenguaje modal

La seméantica mediante la que interpretamos el lenguaje del sistema logico esta
basada en una relacién binaria sobre un conjunto de mundos no vacio, que llama-
remos relacion de accesibilidad. Esta va a ser la herramienta que nos va a permitir
definir los valores de verdad de los operadores modales. Asi, introducimos a conti-

nuacién las nociones de marcos y modelos de Kripke presentadas en [13].

15



1.3 Semantica del lenguaje modal

Definicién 1.5

Un marco de Kripke para el lenguaje modal bésico es un par F = (W, R)
donde

= IV es un conjunto no vacio de mundos.

Y s 1R es una relacion de accesibilidad binaria en W.

J

Dados dos mundos i,j € W y F = (W, R), diremos que j es accesible desde i
si y so6lo si R(i,j) = 1.
Es importante notar que a partir de ahora la relacion R que antes era evaluada

en un conjunto {0, 1} sin estructura ahora va a ser evaluada sobre
2 =({0,1},A,V,—,—,0,1), el dlgebra de Boole de dos elementos.

Si z,y € 2, interpretamos a los conectivos x V y y x Ay como maximo y minimo
respectivamente y a -~z como la operacion de 1—z. A — y <> las interpretamos como
las abreviaciones usuales. Sin embargo, hay otras formas de definir los operadores
tomando como primitivos, por ejemplo, a la implicacion y la negacion. Durante este
capitulo es posible que tomemos como primitivos (es decir, conectivos mediante los
cual definamos el resto) a los que resulten convenientes para cada demostracién.

Para més profundidad sobre algebras de Boole recomendamos leer [4].

Definicién 1.6

Un modelo de Kripke para el lenguaje modal basico es una terna M =
(W, R, é) donde

» (W, R) es un marco de Kripke.

= &: Var x W — 2 es una funcion que asigna a cada par de variable propo-

sicional y mundo un valor de verdad. Esta funcién la llamaremos evalua-

cion.
.

J

La funcién evaluacién no esta restringida a evaluar las variables solamente. Por
resultados del dlgebra universal, como Form (sin considerar las férmulas modales)
es un algebra libre generada por Var, la evaluacién puede extenderse por inducciéon
de manera tinica como morfismo al dominio Form x W interpretando a los simbolos
l6gicos como los correspondientes conectivos en el dlgebra 2 y a las constantes tal que
€(0,7) =0y e(1,i) = 1 para todo i € W. Parte de la expresividad de los sistemas
l6gicos modales se encuentra en como se definen las evaluaciones de los operadores
caja O y diamante <. Para las férmulas con conectivo principal una modalidad

extendemos la funcion evaluacion a férmulas modales de la siguiente forma.
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1.3 Semantica del lenguaje modal

Definicién 1.7

Sea M = (W, R, e) un modelo de Kripke. Sean ¢ € W y ¢ € Form. Entonces

las evaluaciones de Oy y < en ¢ se definen como

é(0yp,i) =1 <= paratodo j € W con R(i,j) = 1 se tiene que é(p,j) =1

é(Cp,i) =1 <= existeun j € W con R(7,j) = 1 tal que é(p,j) = 1. )
-

Observacién 1.2

Comentamos, respecto a las definiciones de las evaluaciones de las modalidades

Oy <, que hay formas de definirlas que generalizan a las dadas en la Definicion
1.7 y usaremos en otros capitulos.
Sea M = (W, R, &) un modelo de Kripke. Entonces se pueden definir las evalua-

ciones de Oy y O para ¢ € Form en el mundo ¢ como

6(@p,i) = N (R(,J) = &(,5))
JEW

&(0p, i) = \/ (R(,J) Aé(p, ).
jEW
Notemos que estas definiciones coinciden con las dadas en la Definicién 1.7. En
el caso de O, para j € W, si R(i,j) =0, como 0 -z =1y 1 — x = z siempre

en el algebra 2, podemos reescribir

N RG,5) = e, )=\ éle5)

JEW JEW

que evaliia como 1 si y s6lo si €(p, j) = 1 para todo j € W con R(i,j) = 1 que
es la definicién usual.
Para el caso de O, si R(i,j) = 0 como 0 Az =0y 1 Ax = z siempre en 2,

tenemos que podemos reescribir

V (B nelp) = V&)
e Rggg;l

que es 1 si y sélo si existe algin j € W tal que R(i,7) =1y é(p,j) = 1.

. J

De la definicion de modelos de Kripke que tenemos la siguiente convencién: si
F = (W, R) es un marco de Kripke, entonces dada una evaluacién € para ese mar-

co, escribiremos indiferentemente (F,é) = ((W, R),é) = (W, R, é). Nos referiremos
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1.3 Semantica del lenguaje modal

indiferentemente a € ya sea la funcion definida en Var x W o su extensién tnica.

A continuacion, definimos cuando una férmula ¢ es verdadera en un punto en

un modelo de Kripke.

Definicién 1.8

Sea un modelo M = (W, R, e) e i € W. La férmula ¢ es verdadera en i si

MilFp <= é(p,i)=1

denotaremos M, i I .
CJ 7 y

Resaltamos otras observaciones relevantes al hecho que a partir de ahora tra-
bajaremos con el algebra de Boole de dos elementos. Por un lado, notemos que la
negacion es involutiva. Esto es, =—x = x para cualquier x en el algebra. Por otro
lado, se satisface el Teorema de la deduccion. Este afirma en nuestro contexto, dadas

dos férmulas ¢, 1, un modelo de Kripke M y un mundo ¢ en el modelo, que probar
M, i lF ¢ — 1) es equivalente a probar que M, IF ¢ implica que M, I ).

En términos de las evaluaciones, probar que €(¢ — 1,1) = €(p,i) — €(1),i) = 1 es
equivalente a probar que é(p,7) = 1 implica €(¢, 1) = 1. Estas observaciones apare-
ceran de manera recurrente en demostraciones durante este capitulo pues simplifican

el trabajo.

Puede suceder que fijemos nuestra atencion en el marco subyacente de un modelo
de Kripke. Esto es, enfocarnos en el marco de Kripke que lo compone. En estos
casos diremos que un modelo M esta basado en el marco F' = (W, R) si y solo si
M = (W, R, é) para alguna evaluacién é. Esto es, el marco subyacente del modelo

Mes F.

Tenemos aparte un teorema que expresa la dualidad entre los dos operadores

modales.

Sea ¢ € Form y un modelo de Kripke M = (W, R, €). Entonces para todo i € W

valen

s MyilFOp <= M,ilF =-C—p

s M,ilFOp <= M,ilF =O-p
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1.3 Semantica del lenguaje modal

Demostracion:
Ver Anexo 5.2. O]

Comentamos algunos hechos que surgen de estas definiciones que pueden parecer

poco intuitivos pero son importantes.

Observacién 1.3

Dada una férmula ¢, un modelo de Kripke M = (W, R, €) e i € W, entonces se

satisfacen los siguientes:

1. Si no existe j € W tal que R(i,j) = 1 entonces la férmula Op es vacua-
mente verdadera en ¢ para cualquiera ¢. Esto se debe a que la definicion
del operador O utiliza un cuantificador universal: si no hay mundos accesi-
bles desde i, la condicién “para todo 5”7 queda satisfecha automaticamente.
Ademas, debido a esto, puede suceder que Oy sea verdadera en i mientras

quey no.

2. Si no existe 7 € W tal que R(i,j) = 1 entonces la férmula $p no es ver-
dadera en 7 para ninguna ¢ en consecuencia de la definicién de verdad del
operador <. Razonando similarmente a la observacién anterior, la verdad

de ¢ en i no asegura la verdad de ¢ en el mismo punto.
. J

Ahora, vamos a generalizar estas nociones de verdad a modelos y clases de mo-

delos.

Definicién 1.9

Una férmula ¢ se dice verdadera en un modelo de Kripke M = (W, R, é),

que denotaremos como M |- ¢ si y sélo si para todo ¢ € W se satisface que
M, il .

Definicion 1.10

Una férmula ¢ es valida en una clase de modelos C si es verdadera en cada

modelo perteneciente a la clase. Escribiremos:

» CF ¢sigesvalida en C.

L » F ¢ sip es valida en la clase de todos los modelos. y

La nocién de validez puede extenderse a marcos, pensando en los modelos que

los tienen como marcos subyacentes.
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Definicién 1.11

Si F' es un marco, decimos que una férmula ¢ es valida en F', lo cual denotaremos

por F'F ¢ si para todo modelo M basado en F' tenemos que M IF ¢.
Por otra parte, si F es una clase de marcos, decimos que la férmula ¢ es valida

en F lo cual denotaremos como F F ¢ sii para todo F' € F se tiene que F' F ¢.

1.4. Correspondencias entre férmulas y propiedades de la

relacion de accesibilidad

En esta seccién fijamos nuestra atencién en clases de marcos que validan cier-
tas férmulas particulares. A continuacién, presentamos formulas particulares que

mencionamos al principio del capitulo.

Sean F' = (W, R) un marco y ¢ € Form. Entonces:
1. La féormula (D) Op — <y es valida en F siy sélo si R es serial.
2. La férmula (T) Op — ¢ es vélida en F siy sélo si R es reflexiva.
3. La férmula (B) ¢ — OO es vélida en F siy sblo si R es simétrica.

4. La férmula (4) Op — OOgp es valida en F siy sélo si R es transitiva.

5. La férmula (5) Gp — OO es valida en F siy sélo si R es euclidiana.
-

Demostracion:

Sea M = (W, R, &) un modelo basado en F'. Sea i € W. Supongamos que
M, il Op. (1)

Esto sucede si y sélo si para todo j € W tal que R(i,j) = 1 se tiene que
M., j Ik ¢. Por serialidad de R existe al menos un k tal que R(i, k) = 1, y por
(1) sabemos que M, k IF . Por lo tanto M, i IF O

Por otro lado, por contrarreciproco sea R no serial y M algin modelo basado en
F. Como R no es serial, existe algun i € W tal que R(7, j) = 0 para todo j € W.
Por la Observacién 1.3 que dice que Oy es verdadera en un punto si a este no
accede ningun otro punto, tenemos que M, IF Op pero M,i ¥ <O Luego
tenemos entonces que (D) no es verdadera en M y por lo tanto F' ¥ Op — Op

que era lo que queriamos demostrar.
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Sea M = (W, R, &) algiin modelo basado en F'y sea i € WW. Supongamos que
M, il Op (2)

lo cual sucede si y sélo si para todo j € W tal que R(i,7) = 1 se tiene que
M., j Ik ¢. Por reflexividad de R tenemos que R(i,i) = 1, y combinando esto

con (2) tenemos que M, i Ik ¢ que era lo que queriamos ver.

Sea R no reflexiva. Entonces existe un 7 € W tal que R(j,j) = 0. Sea p una
variable. Consideremos la evaluacién € particular tal que €(p,j) = 0 y para
todo i # j en W, &(p,i) = 1. Ahora, consideremos el marco equipado con
esta evaluacion M = (W, R, é). En este modelo tenemos que M, j |- Op pues
M. i |k p para todo i # j. Sin embargo, también M, j ¥ p y por lo tanto en j
obtenemos que M, j ¥ Oy — ¢. De esto ultimo concluimos que F ¥ Op — ¢
que era lo que querfamos probar. Notemos que si W = {j} entonces la condicién

M 7 IF Op se cumple por la Observacion 1.3 y la conclusion se mantiene.
Sea M = (W, R, &) un modelo basado en F, e i € W. Supongamos que
M, lF . (3)

Aqui pueden suceder dos casos. Si no existe j € W tal que cumpla que R(i,j) =

1, por vacuidad tenemos que
M, ilFOOp (4)

con lo cual finaliza la prueba para ese caso. Supongamos entonces que existe
un mundo k € W tal que R(i,k) = 1. Por simetria R(k,7) = 1. Veamos que
sucede entonces con (4). Por definicién del operador modal O, tenemos que (4)
se satisface si y s6lo si para todo [ tal que R(7,1) = 1 se cumple que M, [ IF o,
y esto ocurre si y sélo si existe algin j con R(l,7) = 1 tal que M, j IF ¢. Pero

notemos que aqui j puede ser ¢ por simetria de la relacion. Luego M, i IF OO,

Supongamos R no simétrica. Esto es, existen i, j € W tal que R(i,7) # R(j,1).
Sin pérdida de generalidad suponemos R(i,j) = 1. Consideremos alguna va-
riable p. Ahora, vamos a construir un modelo con la siguiente evaluacion é:
é(p,i) =1, é(p,j) = 0y paratodo ! € W tal que R(j,1) = 1 fijamos &(p,1) = 0.5
Si M = (W, R, é), entonces M, i |- p y ademds M, i ¥ OOp pues existe j tal
que R(i,7) =1y M, j ¥ Op porque para todo [ € W accesible desde j se tiene
que M, [ ¥ p. Concluimos entonces que en general F'F ¢ — OOp.

5No es necesario fijar la evaluacién en el resto de puntos de W.
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Sea M = (W, R, &) un modelo basado en F' e i € W. Supongamos que
M, il Op (5)

Veamos que sucede con la formula OOy en i. Esta formula es cierta en 7 si y
sélo si para todo j tal que R(7,j) = 1 se tiene que M, j IF Op, vy esto es si y
sélo si para todo k tal que R(j, k) = 1 se cumple que M, k IF ¢. Ahora, para los
j de la primera condicién y k (que dependen de los j) de la segunda, tenemos
que R(i,j) = R(j, k) = 1. Por transitividad, los k& deben satisfacer R(i, k) = 1.
Luego, las dos condiciones en conjunto son equivalentes a que los k tales que
R(i, k) = 1 satisfagan M, k IF ¢. Por (5) lo hacen. Luego M, i [F OOp.

Pero por transitividad de R tendriamos que esto se resume en que para todo
k tal que R(i,k) = 1 se cumple que M,k IF ¢ lo cual era la hipétesis que

asumimos en (5).

Sea R no transitiva. Esto significa que existen 4,7,k € W tal que R(i,j) =
R(j, k) = 1 pero R(i,k) = 0. Tomemos la variable p. Ahora, consideremos
la evaluaciéon € que consiste en, para todos los [ € W tal que R(i,1) = 1,
la fijamos en é(p,l) = 1. Aparte, también fijamos €(p,k) = 0. En el modelo
M = (W, R, e), tenemos que M, i I Op pero M, i ¥ OOp pues existe el mundo
j tal que R(i,j) =1y M, j ¥ Op. Esto es porque existe k tal que R(j, k) =1
y M, k¥ p. Luego, en general F' ¥ Op — OOp.

Sea M = (W, R, &) basado en F' e i € W. Supongamos que
M,ilEOp (6)

Analicemos que sucede con la férmula OCp. M i I OO si y sélo si para
todo j tal que R(i,7) = 1 se cumpla que M, j I O, Sin embargo, esta con-
dicion siempre va a suceder. Por euclidianidad, si algin j esta relacionado con
i, tendriamos que R(i,7) = R(i,7) = 1 y esto implica que R(j,j) = 1. Asi,
se garantiza que siempre exista un mundo en W accesible desde cualquier j

accesible desde i que cumpla M, j IF ¢.
Sea R no euclidiana. Esto es, existen i, j, k € W tales que R(i,7) = R(i, k) =1

pero R(j,k) = 0. Consideremos la férmula que consiste en la variable p y la
siguiente evaluacién € donde é(p, j) = 1y paral € Wl # j, fijamos &(p,l) = 0.
Si consideramos el punto i en el modelo M = (W, R, €), tenemos que M, i IF Op
vale pues existe j tal que R(i,7) = 1y M, j IF p. Sin embargo, M,i ¥ OCp
porque existe k con R(i,k) =1y M,k W Op, y esto sucede ya que no existe
ningin punto accesible desde k donde la evaluacion de p sea 1 por la definicion

de la evaluacién y la hipdtesis de R no euclidiana. Asi, tenemos que en general
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FEOp— OOp. O

1.5. Lodgicas modales normales

Para el lector que no tenga presentes conceptos basicos del célculo proposicional
clasico (como lo que significa que un conjunto de férmulas sea cerrado por sustitu-

ciones o modus ponens), recomendamos [14].

La siguiente definicién es puramente semantica, y este modo de abordar las
légicas se desarrolla en [2]. En [12] se analizan con mayor detalle las consecuencias
de esta perspectiva y su relacién con las definiciones sintacticas tradicionales. Para
los objetivos y el enfoque de este trabajo, trabajar inicamente en el plano semantico

resulta suficiente.

Definicién 1.12

Un conjunto A C Form de férmulas modales se llama una légica modal de-
terminada por una clase de marcos si existe una clase de marcos C, tal

que
A ={p € Form : M E ¢ para todo M con marco subyacente F, F' € Cy}.

En particular una légica modal A cumple que
1. A contiene todas las tautologias de la logica clasica.

2. A es cerrado por sustituciones.

3. A es cerrado por modus ponens.

N\ J

Notamos que hay otras definiciones de légica modal tanto del punto de vista

semantico como sintactico que no seran abordados en este trabajo. Para leer sobre

alguna de ellas sugerimos consultar [2].

Definimos también un tipo particular de légica modal, las normales®.

Definiciéon 1.13

Una légica modal A se llama l6gica modal normal si
1. A contiene a (K).

2. A contiene a (DUAL).

3. A es cerrada por necesitacion: si ¢ € A entonces Op € A.

N J

SEl nombre viene del hecho que la férmula (K) suele llamarse férmula de normalidad.
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Denotamos a la menor logica modal normal en el sentido de la inclusién por K.
La menor lgica modal normal que contiene a las férmulas extra (1, ..., ¢,) la

denotamos por Ky ... p,.

Recordando las férmulas con las que trabajamos en la seccién anterior (en el
Teorema 1.6), presentamos en el siguiente ejemplo algunas 16gicas modales normales

recurrentes en la literatura (para mas detalles sobre estos ejemplos consultar [2, 11]).

Ejemplo 1.1

Veamos algunas de las légicas modales normales mas importantes.
» K5 es la menor 16gica modal normal que contiene a (5).
» K45 es la menor logica modal normal que contiene a (4) y (5).
» KB4 (= KB5) es la menor légica modal normal que contiene a (B) y (4).
» KD45 es la menor 16gica modal normal que contiene a (D), (4) y (5).

» KT5 es la menor légica modal normal que contiene a (T) y (5).

. = KT5 = KTB4 = KDB4 = KDB5.
S S5 5 5 )

Cuando escribimos KB4=KB5 0 KT5 = KTB4 = KDB4 = KDBS5 justifica-

mos esto fuertemente en el Teorema 1.6 y las equivalencias dadas por el Teorema 1.1

sobre marcos simétricos transitivos y marcos simétricos euclidianos y por el Teore-
ma 1.2 sobre relaciones de equivalencia, las que en conjunto nos permiten trabajar

indiferentemente con las légicas.

Observacién 1.4

Notemos que en todas las 16gicas modales normales (K) es valido. Es mas, (K)
vale en todos los marcos de Kripke (ver Anexo 5.3). Este no es un hecho menor.
Esto sucede porque las evaluaciones se hacen en 2, en otros casos la férmula

podria no satisfacerse. Algunos de estos casos seran objeto de estudio del Capitulo
2.

|\ J

Decimos que una légica modal normal estd determinada por un modelo, clase
de modelos, marco o clase de marcos si y solo si todas y solamente las formulas de esa
logica son validas alli. Otra cuestién terminolégica que adoptamos es la siguiente:
cuando hablemos, por ejemplo, de la clase de marcos reflexivos (o de cualquier
propiedad de relaciones binarias), nos estaremos refiriendo a la clase de marcos cuya

relacion de accesibilidad posee dicha propiedad. Con estas nociones, junto con el
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ejemplo anterior y recordando el Teorema ’1.6, podemos enunciar lo siguiente.

Ejemplo 1.2

Como corolario de las definiciones y del ejemplo anterior tenemos lo siguiente.
» K esta determinada por la clase de todos los marcos de Kripke.
s K5 esta determinada por la clase de todos los marcos euclidianos.

s K45 estd determinada por la clase de todos los marcos transitivos y eucli-

dianos.

» KB4 (= KB5) estd determinada por la clase de todos los marcos simétricos

y transitivos (o simétricos y euclidianos).

s KD45 esta determinada por la clase de todos los marcos seriales, transiti-

vos y euclidianos.

= S5 esta determinada por la clase de todos los marcos reflexivos y euclidia-

nos.
N

1.6. Los marcos simplificados

En esta seccién vamos a presentar los marcos simplificados. La idea con esta
clase de marcos es ver que en algin sentido son bloques de construcciéon de marcos
con propiedades mas generales. El objetivo es intentar conseguir una representacion
de clases de marcos particulares mediante una descomposicion a través de marcos

simplificados. Para ello utilizaremos técnicas que generalizaremos en el capitulo 3.

Definicion 1.14

Un marco simplificado es un marco F' = (W, R) donde R es semiuniversal en

ACW.

Notemos que la definicién admite como marcos simplificados a los universales y
vacios. Denotaremos a estos marcos como F' = (W, A), donde A es el subconjunto

sobre el cual son semiuniversales.

Similar al caso general, en el caso de marcos simplificados también podemos

construir modelos simplificados basados en estos.
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Definicién 1.15

Para un marco simplificado F' = (W, A) un modelo simplificado es una terna

M = (W, A, &) con una evaluacién definida de la misma forma que para modelos

en general.

Naturalmente, simplificar los marcos determina de manera méas sencilla las eva-

luaciones de los operadores modales.

Observacién 1.5

Para un modelo simplificado M = (W, A, &) las definiciones de verdad de opera-

dores modales quedan determinadas de la siguiente forma:
s M,ilFOp <= Vj € A se tiene que M, j Ik ¢.

s M,ilFOp «<— 35 € Atal que M, jIF ¢.

Vs

J

Notemos que en la observacion anterior las definiciones de verdad no dependen
del punto 7 lo cual muestra en cierta medida nuevamente como todo depende solo

de la segunda coordenada de la relacién de accesibilidad R(3, j).

En nuestro objetivo de descomponer marcos generales *(no todos los marcos, si no
clases particulares), definimos algunas clases de marcos simplificados que apareceran

a lo largo de la seccion.

Definicién 1.16

Denotaremos a los siguientes clases como se detalla:

Sim = {(W, A) |[W, A C W son conjuntos de mundos}.

Univ = {(W, W) | W es un conjunto de mundos}.

Emp = {{W,0) | W es un conjunto de mundos}.

-

o

Definiciéon 1.17

Un marco simplificado F' = (W, A) se dice normalizado si existe un j € W tal

que xa(j) =1 (o equivalentemente A # (). Esto es, la relacién semiuniversal es

en particular serial.

J

"trabajaremos en general con algunas de las clases presentadas en el Ejemplo 1.1.




1.6 Los marcos simplificados

Para empezar a estudiar estos marcos, comencemos con el siguiente teorema que
afirma propiedades de los marcos simplificados. Esto es consecuencia del Teorema
1.3 que muestra que las relaciones semiuniversales son transitivas y euclidianas. Sin
embargo, el siguiente teorema también muestra que la clase Sim es propia respecto

a la clase de marcos transitivos y euclidianos.

Todos los marcos simplificados son transitivos y euclidianos. Sin embargo, no

siempre un marco transitivo y euclidiano es semiuniversal.

Demostracion:

Para ver que no todo marco transitivo y euclidiano es simplificado, consideremos
el siguiente marco W = {i, j} con R(i,i) = R(j,j) =1y R(3,j) = R(j,7) = 0.

R =1 (1) =17

Claramente no es semiuniversal pues R(i,j) = 0 # 1 = R(j, ). Sin embargo, es

transitivo y euclidiano.
O
A continuacién, introducimos una relacion de utilidad a lo largo del trabajo.

Definicién 1.18
Sean i,j € Wy F = (W, R) un marco de Kripke. Diremos que

i~ jen W siy sélosiexiste k € W tal que R(i, k) = R(j, k) = 1.

Graficamente, podemos pensar en el siguiente esquema
0 ~ 0

donde dos puntos estan relacionados si acceden a un mismo mundo.
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Si queremos particionar W con el objetivo de descomponer el marco F y que
cada parte sea un marco simplificado, necesitamos que ~ sea de equivalencia (por
el Teorema 1.4). Sin embargo, nos encontramos con un problema inmediatamente.
Si la relacién R no es serial (como podria ser si el marco fuese solo transitivo y eu-
clidiano) puede suceder que ~ no sea una equivalencia. Pero vamos a circunnavegar

el problema de la siguiente forma. Notemos lo siguiente.

Definiciéon 1.19

Sea F' = (W, R) un marco de Kripke. Sea i € W. Si para todo j € W se tiene

que R(i,7) = R(j,i) = 0 diremos entonces que i es un punto aislado de F'.

Observacién 1.6

Sea F' = (W, R) un marco euclidiano. Sea i € W fijo. Si R(i,u) = 0 para todo

u € W entonces R(u,i) = 0 para todo u € W. Esto implica que i es un punto

aislado del marco.
¢

g

Demostracion:

Sea F' = (W, R) un marco transitivo y euclidiano. Sea i € W tal que R(i,u) = 0
para todo u € W y supongamos por el absurdo que R(u,i) = 1. Por euclidianidad
tendrfamos que como R(u,7) = R(u,i) = 1 entonces R(i,7) = 1 lo cual es falso.

Luego debe ser que R(u,i) = 0 para todo u € W e i es un punto aislado de F. [

Consideremos ahora el conjunto Isol(F') de puntos aislados de un marco F' tran-

sitivo y euclidiano
Isol(F) = {i € W :i es un punto aislado de F'}.

Si excluimos a este conjunto del universo W tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 1.8

Sea F' = (W, R) un marco de Kripke transitivo y euclidiano y sea ~ la relacién

dada en la Definicién 1.18. Entonces la restriccién de ~ a W \ Isol(F) es de

equivalencia.

Las siguientes observaciones deberian dar luz a algunas cuestiones relacionadas

a ~ antes de demostrar el teorema principal.

Observacién 1.7

Notar que si el marco F es serial tenemos que Isol(F) = () y por lo tanto ~ es

una equivalencia sobre todo W.
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1.6 Los marcos simplificados

Esta observacién permite un andlisis mas sencillo de los marcos transitivos y

euclidianos que en particular sean seriales.

Observacién 1.8

Sean i,j7 € W\ Isol(F), donde F' es un marco transitivo y euclidiano,

= si i ¢ j entonces necesariamente R(i,j) = 0.

= sii~ j entonces para todo u € W tenemos que R(i,u) = R(j,u).
\ J

En el Capitulo 3 presentaremos una versién mas general de esta observacion,

cuya demostracién posponemos por el momento debido a su similitud con la actual.

Veamos que ~ es una equivalencia sobre W\ Isol(F).

Demostracion Teorema 1.8:

Sea F' = (W, R) un marco transitivo y euclidiano. Sea i € W \ Isol(F'). Clara-
mente ¢ ~ ¢ por la definicién de ~, pues si no debe ser que R(i,u) = 0 para todo
u € Wy por la Observacién 1.6 tendriamos que R(u,7) = 0 lo cual a su vez implica

que ¢ € Isol(F'). Absurdo, luego i ~ i.

Sean i,j € W\ Isol(F) tales que i ~ j. Como la condicién de la relacién es

simétrica tenemos que j ~ 1.

Por 1ltimo, para ver que es transitiva, sean ¢, j,k € W\ Isol(F') tales que ¢ ~ j
y j ~ k. Seav e W tal que R(j,v) = R(k,v) = 1. Por la Observacién 1.8 tenemos

que como i~ jyjn~k
R(i,u) = R(j,u) = R(k,u) para todo u € W.

De esto se sigue que ¢ ~ k y ~ es transitiva. Luego ~ es una equivalencia. O

Observacién 1.9

Si el marco F' transitivo y euclidiano es ademads simétrico, tenemos que la con-

dicién de ~ se reduce a que i ~ j si y sélo si R(i,j) = 1. Esto implica que R

restringida a una clase de equivalencia es universal.

Lo que resulta importante de la particién inducida por esta equivalencia es que
podemos expresar a la relacion dentro de cada clase de equivalencia como funcién

de la segunda coordenada. Esto es
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1.6 Los marcos simplificados

Sea F' = (W, R) un marco transitivo y euclidiano, y sea W; la clase de equivalencia
de i € W\ Isol(F) en ~. Entonces el marco dado por F; = (W;, Rlw,xw,) es

semiuniversal normalizado. Esto es, existe un conjunto A; C W; tal que

Rlw,xw,(j, k) = xa,(k)

yun u € W tal que x4, (u) = 1.
N\ ) J

Previo a demostrar el teorema, observamos que la condicién W # Isol(F') es
importante si bien no estd contemplada en el teorema. Si W = Isol(F’) entonces no
hay ningin punto donde ~ sea una equivalencia y el teorema no tiene sentido. Sin

embargo decimos que R es semiuniversal vacia en ese caso.

Demostracion:

Este teorema es principalmente consecuencia de la Observacién 1.8. Esto es, si
J, k € W; tenemos que R(j,u) = R(k,u) para todo u € W. Es razonable entonces

definir A; como
A, ={keW,;: R(l,k) =1 para todo [ € W;}.

Asi, obtenemos que

]., sike AZ‘,

R’Wz‘XWz‘(l’ k) = XAi<k) =
0, sik¢ A,

La Observacién 1.8 garantiza la buena definicién (esto es, la independencia del re-
presentante de clase, pues A; no depende del 7. Si tomaramos otro representante j
de W; la definicién de A; es la misma que la de A;). Esto muestra que R|w,xw, es
semiuniversal. Es ademas normalizado pues como ~ es reflexiva, existe un u € W

tal que R|w,xw; (7, u) = xa,(u) = 1. O

Este proceso expuesto en la demostracion del Teorema 1.9 de armar una fun-
ciéon para cada clase de equivalencia lo podemos hacer para todas las clases. Para
resolver que sucede con [sol(F'), simplemente forzamos que el marco Frsyr) =
(Is0l(F), Rrsoi(ry) cumpla que Rygory(2,7) = 0 para todo i,j € Isol(F'). Por lo
tanto, podemos afirmar directamente el siguiente resultado como corolario de la

construccién hecha.
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1.6 Los marcos simplificados

Teorema 1.10

Con la notacién del Teorema 1.9, sea F' = (W, R) un marco transitivo y eucli-

diano. Entonces
W =Isol(F) | )Wx
kel

donde [ es un conjunto de representantes de las clases de equivalencia inducidas
por ~,y

X4, (4) sij~i,

R(i,7) = {0 sij ¢ Isol(F),j i,
0 si j € Isol(F).

Esto es, el marco F' admite una representacion en términos de marcos semiuni-

versales normalizados y uno vacio.

J

La representacion dada es la herramienta principal necesaria para llegar a los

resultados principales de la seccién.

Teorema 1.11

Los siguientes enunciados se satisfacen.

= Las logicas determinadas por Sim y la clase de marcos transitivos y eucli-

dianos son las mismas.

» Las logicas determinadas por Univ U Emp y la clase de marcos simétricos

y transitivos son las mismas.

» Las légicas determinadas por Sim \ Emp y la clase de marcos transitivos,

euclidianos y seriales son las mismas.

N J

Antes de comenzar, aclaramos que la equivalencia de logicas determinadas entre

Sim \ Emp y la clase de marcos transitivos, euclidianos y seriales (el tercer item del
teorema) se estudiard con mas generalidad en el tercer capitulo y se pospone hasta

ese momento.

Demostracion:

Para empezar, si una férmula ¢ vale en un marco transitivo y euclidiano (esto
es, que pertenece a K45), tenemos por el Teorema 1.7 que vale también en Sim.
En el Teorema 1.3 se muestra que si un marco es semiuniversal simétrico entonces
es universal o vacio. De alli, tenemos que las férmulas validas en la clase de mar-

cos simétricos transitivos (pertenecientes a KB4) también pertenecen a la légica

31



1.6 Los marcos simplificados

determinada por la clase Univ U Emp.

Por otro lado, sea ¥ una férmula que vale en Sim. Esto es, para cualquier marco
F € Sim, en cualquier modelo que tenga a F' como marco subyacente se tiene que
vale 1. Veamos que entonces ¢ debe valer en cualquier marco transitivo y euclidiano
F. Por el Teorema 1.10 sabemos que el marco I’ admite una descomposicion en base
a marcos semiuniversales normalizados F; donde 7 indexa esos marcos y uno vacio
Frsoi(r). Pero por hipétesis la férmula 1) vale en cada uno de ellos pues para todo i
se cumple que F; € Sim y Fryr) € Sim. Con esto podemos concluir que ¢ vale
en F' donde F era un marco cualquiera transitivo y euclidiano. Luego 3 vale en la
clase de marcos transitivos y euclidianos. Similarmente, si ¥ vale en Univ U Emp
entonces vale en la clase de marcos simétricos y transitivos (y pertenece a KB4).
Esto puede verse utilizando la misma técnica anterior, remarcando el hecho que los

F; € Univ por la Observacion 1.9 y Freor) € Emp.

Como vimos que ¢ vale en Sim (Univ UEmp) siy s6lo si vale en la clase de marcos
transitivos y euclidianos (simétricos y transitivos), concluimos que determinan las

mismas logicas. []

Observacién 1.10

Es importante notar que la validez de una férmula no se ve afectada por los
ceros de la relacion de accesibilidad fuera de los bloques de descomposicién. En
efecto, en el caso de férmulas no modales, la validez no depende de la relacién

de accesibilidad, si no que resulta ser una propiedad puntual.

Para el caso de féormulas modales, utilizando la Observacion 1.2 es directo que los
ceros de R fuera de los bloques no afectan a las evaluaciones pues si dos elementos
no estan relacionados vimos que las evaluaciones se reescriben en términos de
los puntos del modelo accesibles (que en este caso son exactamente los de una

misma clase de equivalencia).
. J

El Teorema 1.11 nos brinda el siguiente corolario enfocandonos en que si a un
marco transitivo y simétrico le exigimos que también sea reflexivo el conjunto de

puntos aislados es vacio. Con ello presente obtenemos

Teorema 1.12

Las légicas determinadas por Univ y la clase de marcos reflexivos, simétricos y

transitivos son las mismas.

Demostracion:
En el Teorema 1.11 obtuvimos que las légicas determinadas por marcos simétricos y

transitivos es la misma que la determinada por la clase Univ U Emp. Sin embargo,
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1.7 Comentarios

si aparte consideramos que los marcos sean también reflexivos, es inmediato que
el conjunto de puntos aislados es vacio. Luego en la descomposicién del Teorema
1.10 solo tenemos los F; que pertenecen por la Observacion 1.9 a Univ. El resto del

andlisis es el mismo. O

Recordemos que S5 es la légica determinada por la clase de marcos reflexivos y
euclidianos. Por el Teorema 1.2 tenemos que es equivalente a la clase de marcos con
relacién subyacente de equivalencia. Con ello, podemos decir que lo que hicimos en
el Teorema 1.11 fue analizar que sucedia con la légica determinada por la clase de
marcos con relacion subyacente de equivalencia, S5. Como cierre general de lo visto,

tenemos el siguiente teorema a modo de resumen.

Teorema 1.13

En el contexto de marcos simplificados tenemos que:

K45 esta determinada por Sim.

KB4 esta determinada por Univ U Emp.

KD45 esta determinada por Sim \ Emp.

S5 esta determinada por Univ.

N J

1.7. Comentarios

En este capitulo se expuso todo lo relacionado a sistemas 16gicos modales clasicos.

Presentamos primero las relaciones binarias como funciones. Esto nos permitié
al momento de definir marcos y modelos de Kripke exhibirlos en términos que son
inmediatos para una generalizacién en los siguientes capitulos. Asi, mostramos con
ellos resultados clasicos relacionados a féormulas importantes. Luego, introdujimos
el concepto de marcos simplificados. Nuevamente, la interpretacion de las relaciones
como funciones nos permite posicionar todo en un marco de estudio perfecto para
generalizar en los siguientes capitulos. Con estos marcos simplificados mostramos
resultados sobre descomposiciones de algunas clases de marcos particulares y sobre

légicas determinadas por ellas.

La idea fue introducir de manera razonable y sistematica conceptos que van a
reaparecer a lo largo de los dos capitulos que vienen. Para gran parte de los resultados
que vimos hasta ahora, si bien nos inspiramos en el trabajo de [6] notamos que
adoptamos nuestra propia metodologia (basada en [5]) con el objetivo de que el

pasaje al momento de generalizar sea natural.
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2. Sistemas légicos modales multivaluados finitos

El objetivo de este capitulo es generalizar el Teorema 1.6 del capitulo anterior a
un contexto multivaluado, anadiendo una nueva férmula y su correspondiente pro-
piedad asociada a la relacién de accesibilidad. Aqui pueden distinguirse dos posibles®
vias de generalizacién del caso clasico. La primera consiste en reemplazar el alge-
bra 2 por un algebra multivaluada en el codominio de la relacién de accesibilidad;
la segunda, en hacerlo en el codominio de la evaluacion. En este trabajo seguimos
ambos caminos de manera simultdnea, con el objetivo de obtener una generalizacion

conjunta.

Cuando analicemos los sistemas 16gicos multivaluados finitos, comenzaremos por
aquellos que toman sus grados de verdad en estas dos algebras e interpretaremos
en ellas tanto los valores como los operadores (para una exposiciéon més detallada
recomendamos [10]). Al inicio de este capitulo presentamos las dlgebras L, y G, es
decir, la MV-algebra totalmente ordenada de n elementos y el algebra de Heyting

totalmente ordenada de n elementos.

En este marco de estudio, vamos a analizar nuevamente las relaciones entre

formulas y propiedades de R.

2.1. Reticulos residuados

La estructura algebraica principal mediante la cual generalizaremos los sistemas
l6gicos modales a un contexto multivaluado son los reticulos residuados. No pro-
fundizaremos respecto a este tipo de estructura, si no que simplemente damos su
definicién y algunas propiedades relevantes a lo largo del trabajo (para més profun-

dizacién recomendamos [9]).

Definicion 2.1

Un algebra (A, %, 1) de tipo (2,0) es un monoide conmutativo si satisface que

* es asociativo, conmutativo y 1 es elemento neutro.

J

Definicién 2.2

Un élgebra (A, A, V, 1,0) de tipo (2,2,0,0) es un reticulo acotado si (A, A, V)

es un reticulo y 1 y 0 son los respectivos maximo y minimo del mismo.

J

8Nosotros consideraremos sélo estas dos; pueden existir otras formas de generalizar.
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2.1 Reticulos residuados

Definicién 2.3

Un édlgebra (A, *, —, A, V, 1,0) de tipo (2,2,2,2,0,0) es un reticulo residuado

si
» (A, *,1) es un monoide conmutativo,
» (A, A,V,1,0) es un reticulo acotado y

= para todo x,y, z € A se satisface la propiedad de residuacién. Esto es

TxY <z << <y —=z2

con el orden < dado por el reticulo.

- J

En general estos reticulos se llaman conmutativos, integrales y acotados, pero

durante este trabajo los llamaremos simplemente residuados® ([9] para més detalles).

Notemos que si A es un reticulo residuado entonces la subalgebra de A con
universo {0, 1} es isomorfa a 2, lo cual permite considerar todo el analisis del caso

clasico como un caso particular de nuestra generalizacion.

Algunos ejemplos de reticulos residuados son la MV-élgebra de 3 elementos (Ls3)
y el dlgebra de Heyting totalmente ordenada de 3 elementos (G3) que detallamos a

continuacion.

Ejemplo 2.1

L; = ({O, %, 1}, %55, =Eg A, V, 1, 0) es un reticulo residuado con las operaciones

dadas por las siguientes tablas

s, | 0| L | 1| =g | O] L] 1
0 | 0|00 0 1|1 |1
1 1 1 1
L oo |} L L1 |
1 o | L1 1 0o | 3|1

y con A = min y V = méx, con el orden usual de los ntimeros reales.

\ J

A continuacién presentamos otro ejemplo que nos sera de utilidad a lo largo del

capitulo por su caracter no involutivo.

9En estos reticulos la operacién A pasa a llamarse conjuncién débil y x conjuncion fuerte. En
algunos ejemplos se da que estas dos operaciones coinciden, pero en general no.
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2.1 Reticulos residuados

Ejemplo 2.2

Gs = ({O, %, 1}, %Gy —ass AV, 1 O) es un reticulo residuado con *g, = A = min
y V = méx, y la tabla de la implicacion dada por
1
— G5 0 > 1

0 1 1 1

1

L 0| 1|1

1 0| 2 |1

- J

En los reticulos residuados se define la negacién como
—r=x— 0.

La negacién puede o no resultar involutiva lo cual trae consecuencias que estudia-
remos en otras secciones. Considerando los ejemplos anteriores, es inmediato que
en L3 la negacién resulta involutiva y en Ggs no, solo por la diferencia en que en la

primera % — 0= % y en la segunda % —0=0.

Los reticulos residuados tienen propiedades estructurales que utilizaremos a lo

largo del capitulo. Las presentamos a continuacion.

Sea (A,*,—,A,V,1,0) un reticulo residuado, y sean x,y,z € A. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades.
1.z —x=1,
2. x <ysiysélosiz —y=1,
3. x%(xr—y) <y,
4. (zxy) = z=2— (y = 2),
5. 1 =z =uzx,
6. v —1=1,

7. x <y implica que x x z < y * 2,

8. zx(yVz)=(r*xy)V(rx*z2),
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2.2 Los reticulos L,, y G,

9. (zVy) = z=(r = 2)A(y = 2), h

10. z = (yAz)=(x = y) A (z — 2).

Las propiedades 8, 9 y 10 se pueden generalizar a familias arbitrarias {y; },c; de

elementos de A como sigue

8% xx \/yz = \/(30 * i),

il el

9 Vu—z=A\y—2),

el i€l

10*. x — /\yZ = /\(:v — ;).

iel iel

I\ J
Demostracion:
Ver Anexo 5.4. O

Mencionamos algunas otras propiedades que seran tutiles mas adelante que son
consecuencia de que las implicaciones en reticulos residuados decrecen en el antece-
dente y crecen en el consecuente. Es decir, son consecuencia de las propiedades 9 y
10 del Teorema 2.1.

Sea (A,*,—,A,V,1,0) un reticulo residuado, y sean z,y,z € A con = < y.

Entonces se satisfacen las siguientes propiedades.

lL.y—=2<z— 2,

2. z—>x < z—y.

- J

2.2. Los reticulos L, y G,

En la seccién anterior, los Ejemplos 2.1 y 2.2 eran las versiones més sencillas'’
de una estructura general que utilizamos. Desde este momento en adelante vamos a
tener un enfoque principalmente en L, y en G,,, que son generalizaciones de L3 y
G3 a cualquier n € N arbitrario, n > 2. Esto es, trabajaremos con algunos reticulos

residuados finitos. Sin embargo, esto no quita el hecho de que muchos resultados a

00mitimos mencionar los reticulos Ly y G pues son (esencialmente) 2.
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2.2 Los reticulos L,, y G,

los que llegaremos serdn ciertos para reticulos residuados arbitrarios!!.

Si consideramos el siguiente conjunto

entonces

Ejemplo 2.3

L, = (A4,,*L,, =L, V,1,0) es un reticulo residuado. Sean x,y € A. Las ope-
raciones se definen como

zxg, y=mix(0,z +y—1)
y

NS
Ejemplo 2.4

r—yg, y=min(l,1 —z+y).

N

G, = (4, *c,, —~a,, N\, V,1,0) es un reticulo residuado. Sean z,y € A. Las

operaciones se definen como

T*g, Yy =TNY

1, six<y
JJ—)Gny:
Yy, sixz>y.
\_ J

Estos reticulos son subélgebras de otras mas generales con universo [0,1]. Se

denotan por L1 y Gp*2

Notemos que en el caso que n = 2, L,, y G,, recuperan el algebra de Boole de
dos elementos (2) en donde el producto y el infimo coinciden. En el caso n = 3 se

obtienen los Ejemplos 2.1 y 2.2.

Esta seccién es un compendio de herramientas necesarias para generalizar no-
ciones a sistemas légicos modales multivaluados. Esto es, extender las definiciones a
otras algebras que no sean 2. Durante el primer capitulo nos enfocamos en que tanto
las evaluaciones de un modelo como la relaciéon binaria subyacente podian pensarse

como funciones con codominio en 2. Esto fue para que la generalizacion en si resul-

Posiblemente infinitos arbitrarios.

12 Aclaramos nuevamente, a riesgo de reiterar, que no son nuestro enfoque estos reticulos infini-
tos. Si bien muchos resultados son ciertos también, esta es una cuestién accesoria al trabajo y no
es el punto central.
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2.3  Marcos y modelos multivaluados

tara lo mas natural posible. ; Qué sucede estructuralmente cuando cambiamos 2 por
algun dlgebra A (vamos a entender a A por algin reticulo residuado ya mencionado

en los ejemplos)?

2.3. Marcos y modelos multivaluados

Las herramientas que permiten generalizar las nociones de marcos de Kripke a

un contexto multivaluado ya fueron expuestas.

En los sistemas logicos modales multivaluados, el lenguaje modal bésico es el
mismo que el presentado en la Definicién 1.3 vista en el primer capitulo con la
salvedad que incorporamos el nuevo simbolo *. El conjunto de féormulas Form se

construye de la misma forma en términos generales. Esto es

Definicién 2.4

Las féormulas en Form se definen recursivamente de la siguiente forma:
1. Toda variable proposicional p; es una férmula.
2. 0y 1 son férmulas.
3. Si ¢ es una férmula, entonces —¢ es una féormula.
4. Sie € {A,V,—, > x} ¢y son férmulas, entonces ¢ ® ¢ es una férmula.
5. Si ¢ es una férmula, entonces Oy y < son férmulas.

6. Cualquier otra expresién que no se haya construido mediante la aplicacion

una cantidad finita de veces de las reglas anteriores no es una férmula.

N

Comenzamos entonces con las definiciones en este nuevo enfoque.

Definicién 2.5

Sea A un reticulo residuado. Un marco de Kripke A-valuado es un par (W, R)

donde W es un conjunto de mundos no vacioy R: W x W — A.

Esto es, R asigna a cada par de mundos un nivel de accesibilidad R(i,7) en A
para i, € W donde A puede ser la MV-algebra de n elementos o el algebra de

Heyting totalmente ordenada de n elementos'®. Para modelos tenemos lo siguiente.

130 cualquier otro reticulo residuado, ver [3].
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2.3  Marcos y modelos multivaluados

Definicién 2.6
Un modelo de Kripke A-multivaluado es una terna (W, R, €) donde (W, R)

es un marco A-multivaluado y € es una funcién de evaluacion € : Var x W — A.

Esto es, € asigna a cada par de variable y mundo un valor sobre A.

Nuevamente la evaluacién puede extenderse como morfismo al conjunto Form
interpretando los conectivos no modales como las operaciones en A y para las mo-

dalidades como presentaremos en la Definicion 2.7.

Es interesante notar que al momento de generalizar podriamos haber tomado el
camino de Unicamente cambiar el algebra de la evaluacion, y no de la relacién. Sin
embargo, vamos a considerar como multivaluadas ambas. Esto nos permite exten-
der ain mas el nivel de generalizacién para modelar razonamientos todavia menos

absolutos. Esto se ve en [3].

A continuacion, presentamos lo que ya mencionamos en la Observacién 1.2 res-

pecto a definiciones generales de las evaluaciones de O y <.

Definicién 2.7
Sea M = (W, R,é) un modelo de Kripke A-valuado. Sea i € W, ¢ € Form.

Entonces las evaluaciones de las modalidades se definen como sigue.

&(0p,i) = N\ (R(, ) — (e, )

y
6(0p,1) = \/ (R(,j) * &(p.7).
g e Y,

Tenemos también una generalizacion de las nociones de verdad, satisfacibilidad
y validez de una férmula tanto en un modelo, en una clase de modelos y en una

clase de marcos. Las definiciones no cambian demasiado.

Observacion 2.1

Una cuestién interesante de mencionar, pero en la cual no profundizaremos, es
que estas generalizaciones de las evaluaciones de O y < hacen que la relacién
R pase a intervenir directamente en el calculo del valor de verdad, asignandole
en cierto sentido un “peso” dentro de la evaluacién. Mas adelante, cuando ge-
neralicemos las propiedades de R y abordemos el problema central del capitulo,

veremos que esta forma de extender la seméntica resulta especialmente adecuada

para preservar una serie de resultados presentados en el Capitulo 1.
\§ J
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2.4 Relaciones binarias multivaluadas

Definicién 2.8

Sea M = (W, R, é) un modelo sobre un reticulo residuado A.Una férmula ¢ es

verdadera en un mundo ¢ en un modelo M, y serd denotada por M, I ¢, si

Milk o <<= é(p,i) =1.

Como tultimas definiciones, presentamos por un lado las nociones de validez de
una férmula modal (tanto en un modelo, como una clase de modelos, y en una clase
de marcos), que es exactamente la misma que en los sistemas cldsicos. Por otro,

definimos que es una logica determinada por una clase de modelos.

Definicién 2.9

Una férmula ¢ es valida en un modelo multivaluado M = (W, R, é) si se

satisface (es verdadera) en todo ¢ € W. Esto es, para todo ¢ € W se tiene que

é(p,i) = 1.

Por otro lado, ¢ es valida en una clase de modelos M si es valida en cualquier

modelo M € M.

Por ultimo, es valida en una clase de marcos F si es valida en la clase de
kmodelos M donde todo M € Mx es de la forma M = (F,é) con F' € F.

Definiciéon 2.10

Sea F una clase de marcos. Llamamos a un conjunto de formulas A una légica

modal determinada por F si es el conjunto de formulas vélidas en la clase F.

Notemos que otra vez, como en la Definicién 1.12, definimos el concepto de légica

modal (multivaluada) de manera semantica'?.

2.4. Relaciones binarias multivaluadas

Cuando consideramos a la relaciéon binaria como una funcién R : W x W — A,
donde A es alguno de los reticulos que ya mencionamos, las propiedades se definen

de maneras mas generales como mostramos a continuacién®.

Definicién 2.11

Sea A un reticulo residuado y R una relaciéon binaria en W multivaluada sobre

A. La relacion R se dice

= serial si \/, .y R(i,7)* = Ve R(i,5) * R(i,j) = 1 para todo i € W.

4Nuevamente, podrian consultarse otras definiciones tanto semanticas como sintacticas. Sin
embargo, escapan a los objetivos de esta tesis.
5No son las tinicos maneras de generalizarlas. Las que usamos son estdndar en la literatura.
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2.4 Relaciones binarias multivaluadas

-

~

fuertemente serial si para todo i € W existe un j € W tal que R(i,j) =
1.

reflexiva si R(i,7) = 1 para todo ¢ € W.

simétrica si R(i,j) = R(j,4) para todo i,j € W.

transitiva si R(7,7) * R(j, k) < R(i, k) para todo i, 7,k € W.
euclidiana si R(7, j) * R(i, k) < R(j, k) para todo i,j,k € W.

de equivalencia si y solo si R es reflexiva, simétrica y transitiva.
booleana (crisp) si R(i,j) =16 0 para todo i,j € W.

débilmente booleana (weakly crisp) si R(i,j) = 1 implica que R(k, j)
es 0 o 1 para todo k € W.

J

Notemos que estas propiedades del caso multivaluado generalizan las del caso

clasico. Esto se resume en las siguientes tres observaciones.

Observacion 2.2

\

La serialidad, transitividad, simetria y euclidianidad del caso multivaluado ge-

neralizan a las del caso clésico.

En efecto, supongamos R : W x W — 2. Si la relacién R es serial como en la
definicién anterior, y sea i € W, entonces /oy, R(i, 7)? = 1 implica que hay al

menos un j € W tal que R(i,j) = 1.

Por otro lado, si la relacién es transitiva, entonces para todo i,j,k € W si
R(i,7) = R(j,k) = 1 entonces 1 = R(i,j) * R(j, k) < R(i, k) lo que implica que
R(i,k) = 1. De la misma forma también vemos que euclidianidad es una correcta

generalizacion del caso clasico.

Por 1ultimo, para el caso de la simetria, es directo que generaliza a la version

clasica, pues R(i,j) = R(j,1) por definiciéon en ambos casos.

J

Como evidencia de que estas definiciones son una buena generalizacion, tenemos

los siguientes resultados que son versiones adaptadas de propiedades que se satisfacen

en el caso clasico para relaciones binarias.
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2.4 Relaciones binarias multivaluadas

Sea A un reticulo residuado y R una relacion binaria multivaluada sobre A.

Entonces las siguientes afirmaciones valen:

1. Si R es reflexiva, entonces es serial.

2. Si R es simétrica, entonces es transitiva si y solo si es euclidiana.

Demostracion:

1. Sea i€ W. Si R es reflexiva entonces R(i,7) = 1. Luego

\/ R(i,j)> > R(i,i)* =11 =1,
JjeEW

Por lo tanto \/JEW R(i,7)* =1 que era lo que queriamos ver.

2. Sean 1,7,k € W. Si R es simétrica y transitiva entonces se cumple que
R(i,j) = R(i, k) = R(j, 1) * R(i, k) < R(j, k)

lo que muestra que es euclidiana.

Para ver la otra implicacién la demostracion es idéntica. Si R es simétrica y

euclidiana entonces
R(i,7) * R(j, k) = R(j,i) * R(j, k) < R(i, k)

lo cual muestra que es transitiva. O

Sea R una relacién binaria multivaluada en un conjunto de mundos W. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R es una equivalencia.
2. R es reflexiva y euclidiana.

3. R es serial, simétrica y euclidiana.

4. R es serial, simétrica y transitiva.

. J

Demostracion:
1 = 2. Si R es una equivalencia, entonces es reflexiva por definiciéon y ademés

como es simétrica y transitiva por el Teorema 2.3 es euclidiana.

2 = 3. Si R es reflexiva y euclidiana, entonces por el Teorema 2.3 es serial.

Queda ver que es simétrica. Para ello, como es euclidiana, para cualquier seleccion

43



2.5 Férmulas (K) y (DUAL)

de 7, j tenemos que
R(i,7) % R(i,k) < R(j, k) para todo k € W. (7)
Como es reflexiva, tomando k = i
R(i,j) = R(i,j) * R(1,7) < R(j, 1).
Analogamente,
R(j,4) % R(j,j) = R(j, i) < R(i, j).
Luego tenemos que R(7,j) = R(j,i) para todo i, lo que muestra que es simétrica.

3 = 4. Es consecuencia nuevamente del Teorema 2.3.

4 = 1. Queremos ver que R es reflexiva pues es simétrica y transitiva por
hipétesis. Por transitividad, para cualquier ¢

\/ R, j) * R(j, k) < R(i, k) para todo k € W.

j
Seleccionando k = i, y como R(j, i) = R(i,j) por simetria, obtenemos por serialidad
1=\/R(i,j)*=\/ R(i,j) = R(j.i) < R(i,1).

J J

Luego, R(i,7) = 1 para todo i lo que muestra que R es reflexiva y por lo tanto una

equivalencia. O

2.5. Foérmulas (K) y (DUAL)

Las férmulas mds usuales en los sistemas 16gicos modales son las férmulas (K) y

(DUAL) que mostramos en la tabla.

Nombre Formula
(K) O(p —¢) = (Op — OY)
(DUAL) Op - —O-gp

Cuadro 1: Formulas Ky DUAL

En el caso multivaluado estas férmulas no son necesariamente validas como en

los sistemas clasicos. Esto queda evidenciado con los siguientes dos teoremas.
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2.5 Férmulas (K) y (DUAL)

Teorema 2.5

(K) no es vélida en los marcos de Kripke sobre reticulos residuados en Ls.

El ejemplo de este teorema se presenta en [3].

Demostracion:
Consideremos el siguiente modelo dado por W = {i} y Ry é definidos como sigue:

sean p y ¢ variables, &(p,i) = 3, €(¢,4) =0y

(@R(Za Z) = %

Analicemos la validez de (K) en el modelo. Esto es, ver que é((K), ) sea 1 o no.

Por un lado

é(D(p Ly Q)vi) = /\ (R(Z’j) k3 é(p L3 ij))

Sin embargo, el tinico j posible es el mismo ¢. Entonces

- . N 1
R(i,i) =g, €(p =1, ¢,1) = 5 T = 1.
Luego
R . . , 1 1
e(0(p =1y 0),7) =1, ©(Op =g, Og,0) =1 2p, 5 =5 # 1
lo que muestra que no vale (K). O

Por otra parte, el segundo teorema de esta seccién muestra que (DUAL) también

puede fallar, y el modelo que lo refuta es uno de simpleza similar al recién visto.

Teorema 2.6

(DUAL) no es vélido en los marcos de Kripke sobre reticulos residuados en Gs.

Demostracion:
Consideremos el modelo donde W = {i, j}, con R(i,j) = %,R(i,i) =R(j,j)=0,p
una variable tal que é(p,i) =1y &(p,j) =1y

Queremos ver que
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2.5 Férmulas (K) y (DUAL)

Por un lado

&(0p.i) = \/ (R(i, k) v, &(p, b)) = R(i.j) =, (p. ) = 5.

Pero

e(—p,i) =0y é(—p,j) =0

é(D_'pai> = (R(Z,Z) —7Gs3 é<_'p7 Z)) A (R<Z7J) —G3 é(_'p7j)>
que es igual a

1
(0—>G30)/\<§—>G30> =1A0=0.

Luego
é(-0-p,1) =0 =g, 0= 1.

Como é(Cp,i) # é(—0-p,i) tenemos que (DUAL) no vale en Gj que era lo que

queriamos ver. ]

Observacién 2.3

Hay otras cuestiones relacionadas a estas formulas. Sean ¢, 9 € Form.

Por un lado, en el caso clésico (K) es equivalente (ver [10]) a la férmula

O(e A) < Op A Oy,

Sin embargo, notamos que en el caso multivaluado esta ultima féormula siempre

vale (ver [3]), mientras que (K) como vimos no.

Por otra parte, de manera andloga, la formula
—Op < O
y en particular, al tomar ¢ = —),
-0 ¢ O,

resulta siempre valida en el contexto multivaluado. No obstante, dado que —
deja de ser involutiva en general, esta equivalencia no coincide con la férmula
(DUAL), a diferencia de lo que ocurre en el caso clésico, donde ambas expresiones

si son equivalentes.
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2.6 Correspondencias entre férmulas y propiedades de R

2.6. Correspondencias entre formulas y propiedades de R

Formulas 1 2
(D) Op — Oy o1
(T) Dy — ¢ p = Op
(B) COp — ¢ © — OO
(4) O — Oy OO — Op
(5) O — OCp OO — Op

Cuadro 2: Formulas y sus variaciones.

La tabla presenta las formulas usuales y sus versiones duales que mencionamos
en el primer capitulo (a excepcién de (D)2, que es simplemente una versién menos
restrictiva que (D)1)!°. Esto es porque como (DUAL) puede fallar, no tenemos la
dualidad dada por la involucién de — entre férmulas'”. Presentamos entonces, de
manera sistematica, las correspondencias. En todos los teoremas que presentamos
siempre consideraremos al marco F' = (W, R) sobre el reticulo residuado A. Asi,
también consideramos los modelos M = (F &) también sobre el reticulo residuado
A. En general no explicitamos cual es el reticulo A a menos que sea necesario para

las demostraciones.

2.6.1. Serialidad

Recordemos que dado F' = (W, R) un marco A-valuado, una férmula 1 es valida

en F siy sélo si es valida en todo modelo A-valuado de la forma M = (W, R, €).

Teorema 2.7

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula Op — O es valida en F siy sélo si R es serial multivaluada.

Demostracion:
Sea R serial multivaluada y M = (W, R, &) un modelo de Kripke A-valuado con F’

165i bien en el caso clasico coinciden.
I7Es usual leer en la literatura la distincién entre una férmula y su dual con un subindice < o
O segun cual férmula es. Nosotros seguiremos la notacion especificada en el cuadro 2.
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2.6 Correspondencias entre férmulas y propiedades de R

su marco subyacente. Dado ¢ € W arbitrario, notemos que

6(0p.i) = N (R, j) = &(¢.5)) < R(i,j) = (¢, ])

es equivalente, por residuacién, a
R(i, §) * (0, i) < é(p, §) para todo j € W

Entonces

R(i,j)* x &(0p,i) < R(i,j) x Lx&(Dp,i) < \/ (R(i, k) x é(p, k) = (O, i)

keWw

lo cual, aplicando nuevamente residuacion, equivale a
R(i,j)* < &(0p, i) — &(Op,i) = &(0p — Op,i).
Luego, (D)1 vale si

\/ R(i,j)* = 1 para todo 1.
jew

Por otro lado, veamos que si (D)1 es valida sobre todo modelo basado en F

entonces R es serial. Si la formula vale en todo modelo basado en F'| en particular

vale en el siguiente modelo M = (W, R, &) donde é satisface que é(p,j) = R(i,7)

con p € Var fijo, i € W fijoy j € W arbitrario. Como (D)1 es vélida en el modelo

tenemos que
&(0p, i) — &(Op,i) = 1

que por residuacién es equivalente a
é(Op, 1) < &(Op,i).

Por las definiciones de las evaluaciones tenemos

N (R(i,5) = é(p, §)) = &(Op,4) < &(Op,i) = \/ (R(, j) * &(p,7)).

JEW JEW

Como é(p, j) = R(i,j) para todo j € W, esto se simplifica a

1= A (R(i,5) = R(i,j)) < \/ (R(i,5) * R(i,5)) = \/ (R(i,)*).

JEW JEW JEW

Por lo tanto se sigue que

\/ R(i,j)’ =1

JEW
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2.6 Correspondencias entre férmulas y propiedades de R

para todo i € W que era lo que queriamos demostrar.

Con ello queda probada la correspondencia. O

Por otro lado, para (D)2 la correspondencia surge con una condicién menos restric-
tiva pues R(i,7)* = R(i,7) * R(i,j) < 1% R(i, 7).

Teorema 2.8

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula ©1 es vélida en F' si y sélo si \/,y R(4, j) = 1 para todo i.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de Kripke

multivaluado. Dado ¢ € W arbitrario, si evaluamos directamente <1 obtenemos

é(Ol,i):\/(R(i] ) xe(1,1)) \/Rzy

JEW JjeEW

Entonces tenemos que la férmula vale si y sélo si \/]EW R(i,j) = 1 para todo i. O

2.6.2. Transitividad

Veamos ahora las correspondencias entre la transitividad del caso multivaluado
y las formulas (4)1 y (4)2.

Teorema 2.9

Sea ' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula Op — OOy es vélida en F' siy solo si R es transitiva multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco transitivo multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de
Kripke multivaluado. Sea i € W. Veamos que la férmula es valida en el modelo.

Para ello, explicitemos primero la evaluacion del consecuente. Esto es

&(00¢,i) = N (R(i.j) = ( ]\ R(.k) — &(p,k)))

JEW kew

pero por el punto 10* del Teorema 2.1 tenemos que

N\ BG5) = (N RGE) = e(e.k) = [\ (R(i.5) = (R(.K) = (g, K))).

JEW keW J,keW
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Ademas, esto ultimo, por el item 4 del Teorema 2.1, es igual a
N (RG,5) = (R(j, k) = &(,k))) =\ (R(i, ) * R(j, k) — é(p, k).
jkeW jkeW
Sin embargo, si aplicamos la transitividad, y el Teorema 2.2, tenemos que

I\ (BG.5) % RGK) = (e, k) =\ (RO, K) = é(p, b)) = 6(Fp,).

Por lo tanto, por residuacién esto es equivalente a
1 < é(0p,i) — (00, i) = &(0p — 00y, 1)

lo que muestra que la féormula vale como queriamos ver.

Para ver la otra implicacién, utlizamos un modelo particular que nos permite
despejar la propiedad de transitividad. Consideremos el modelo donde p es una

variable, ¢,k € W fijos, y € tal que

~ . R(Zv k)v sl ] = ka
e(p, j) = -
1, sij #k.

Tenemos por un lado que la evaluacion de Op en ¢ nos da

&(0p,i) = /\ (R(i,j) = é(p, J))
JEW

= R(i, k) — R(i, k) = 1.
y por otro lado si evaluamos O0Op en ¢ obtenemos

&(00p,i) = /\ (R(i,j) * R(j,1) — é(p,1))

JHlew

= A R(i.j) * R(j,k) = R(i, k)

JEW

donde la segunda igualdad se da por el item 6 del Teorema 2.1, pues los términos
que colapsan a 1 no afectan al infimo (por la definicién de la evaluacién). Como vale

Up — UOOp, tenemos que

N R(i.j) = R(j, k) = R(i, k) = 1
jeW

o equivalentemente, para todo j € W

R(i,7) * R(j, k) < R(i, k).

50



2.6 Correspondencias entre férmulas y propiedades de R

Con esto queda probada la correspondencia. O

Teorema 2.10

Sea ' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula &Cp — O es vélida en F' si y solo si R es transitiva multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco transitivo multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de
Kripke multivaluado. Sea ¢ € W. Veamos las evaluaciones de OO y Oy en i. Por

un lado,

&(Op,i) = \/ (R(,j) * &(p, 1))

JEW

Entonces

&(00p,i) = \/ (R(i,j) * &(0p,5)) = \/ (R(i,j)* (\/ (R(j, k) = &(e, kr)))

JEW JEW kew

Notemos que podemos fusionar estos supremos por la propiedad 8* del Teorema 2.1,

esto es
\/ (R(i,j) * (\/ (R(j, k) * (¢, k))) = \/ (R(2,7) * (R(j, k) = &(p, k))) -

Ahora, por transitividad tenemos

\/ (RG,j5)* (R(j, k) *e(p,k))) < \/ (R, k) * &(p, k) = &(Op,i).

j,kewW kew

Esto es

&(00p,i) = \/ (R(i.j) * (R(j, k) x &0, k) < &(O. )

j.keW

lo cual por residuaciéon es equivalente a
1 <e(00p, i) = e(Cp, i) = e(O0p — Oy, i)

y por lo tanto vale la formula como queriamos ver.

Para el reciproco consideremos el siguiente modelo donde p es una variable y

sean 7,k en W fijos, con la siguiente evaluacion € definida como

1, sij=k,
0, sij#k.
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2.6 Correspondencias entre férmulas y propiedades de R

En este modelo
e(OOp,i) — é(Op,i) =1

o equivalentemente
e(O0p, i) < &(Op,1).

Antes calculamos las evaluaciones, entonces tenemos

&(0op,i) = \/ (R(i,j) * (R(j,1) x&(p,))) = \/ (R(i, J) * R(j k))

Jlew JEW

&(Op,i) = \/ (R(i,j) * &(p, ) = R(i, k)

jeEW
Como los supremos se toman en k porque en cualquier otro lado las evaluaciones
son cero, obtenemos para todo j € W

R(i,5) * R(j, k) = &(00Op,i) < &(Op,i) = R(i, k)

que era lo que queriamos ver. O]

2.6.3. Euclidianidad

Continuamos con las correspondencias entre la euclidianidad con las férmulas

(5)1 y (5)2.

Teorema 2.11

Sea ' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula ¢GO¢ — Og es valida en F' siy solo si R es euclidiana multivaluada.

Demostracion:

Sea F' = (W, R) un marco euclidiano multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de
Kripke multivaluado. Sea ¢ € W. Primero queremos ver que vale $Og — Op. Por
un lado

&(00p,i) = \/ (R(i,j) x &(Tgp, j))

JjeEWwW

6(00p = Op,1) = \/ (R(.5) = &(0p, ) = \ (R(i.k) = &, k)

- A ((R(i,j) «&(0p, 7)) — (R(i,k) — &(e, ’f>>)
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por 9% y 10* del Teorema 2.1. Por el Teorema 2.2 esto tltimo es igual a

N\ (R(i.j) = R(i, k) = &(Op, j)) — é(p, k)

j,kew
> N (R(,k) *&(0p,j) — &(p, k)
j,keWw
= /\ (é<D907j) - (R<]7 k) - é(% k))
J,keW
= /\ (€(Dp, j) — &(Dp, j)) =1

donde en el primer paso aplicamos euclidianidad, en el segundo el item 4 del Teorema

2.1 y en el tercero la definicién de la evaluacion de O en j. Por lo tanto, obtuvimos

&(00p — Op,i) > /\ (&(0p,j) — &(0p, 7)) = 1
JjeEW

que era lo que queriamos demostrar.

Para el reciproco, consideremos el modelo donde p € Var, ¢,7,k € W fijos, y €
tal que
R(j, k), sil=k,

é(p,l) =
1, sil #k.

Con este modelo, notemos las siguientes evaluaciones

&(Op.i) = /\ (B(i.1) = &(p.1)) = R(i, k) = R(j, k) (8)

En particular, si evaluamos en j tenemos
e(Op,j) = R(j, k) = R(j, k) = 1.
Por otro lado, notemos que como vale la formula y por 8

R(i,j) = R(i,j) * &(Op,j) < \/ (R(i,1) * (&(Op, 1)) = &(00p, ).

lew

Luego, para el j fijado antes tenemos que
R(i,j) < e(O0p, i) < e(Op, i) = R(i, k) — R(j, k).
Entonces por residuaciéon

R(i,7) * R(i, k) < R(j, k)
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para todo i, j, k € W, con lo que obtenemos lo que queriamos demostrar. O

Teorema 2.12

Sea ' = (W, R) un marco A-valuado.

La féormula G — OO p es vélida en £ siy s6lo si R es euclidiana multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco euclidiano multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de
Kripke multivaluado. Sea 7 € W. Veamos primero que si R es euclidiana vale la

férmula. Para ello notemos que

&(0p,i) = \/ (R(i, j) x (. 5))
JEW

y que
e(00yp, i) = /\ (R(i,j) =\ (R(. k) = é(e, k))) :

Entonces, si evaluamos la formula obtenemos

&(0p = O0p,i) = \[ (R(i, ) * &(p, j)) = (/\ (R(i,1) = &(Op, l)))

JEW lew

= A [ V(RG)) *é(so,j))> = (R(i,1) — &(Ow,1))

lew L \jew

~ A |V &G+ é(%]‘))) « R(i,1) — &(0p,1)

1ew L \jew

= A ||V @®G.) *e(e.0) *R(z‘,m) 5 6(0p,1)

lew L \jew

> A |V (R@) *é(w,j))> — &(0p,1)
lew L \jew

= N (@(0p,1) = &(0p, 1) =1

lew

donde en el primer paso aplicamos la propiedad 10* del Teorema 2.1, en el segundo la
propiedad 4, en el tercero simplemente introdujimos dentro del supremo al término
R(i,1) que no dependia de j, en el cuarto aplicamos euclidianidad y la propiedad 8*

y por ultimo la definicién de la evaluacion de $o.

Para el reciproco, consideremos el modelo con j, k € W fijos y p una variable fija

54



2.6 Correspondencias entre férmulas y propiedades de R

con la siguiente evaluacién

1, sil=j
0, sil#j.
Como vale la formula G — OO p, v sea ¢ € W, tenemos la siguiente desigualdad
V (R(i, u) x &(p, u)) — ( N (B(i.v) = \/ (R(v,1) *é(p,m) > 1.
ueW veW lew
Por residuacion
( N\ (BG,v) = \/ (R(v,]) * &(p, l))) > \/ (R(i,u) x &(p,w)) = R(i, ).
veW lew ueWw

Notemos que

R(i,k) = R(k,j) = R(i,k) = \/ (R(k,1) x é(p,1))
leWw

> (/\ (R(i,w) — \/ (R(w,1) = &(p, l)))

weW lew

con lo que tenemos

R(i, k) — R(k,j) > R(i, )

y por residuacion para todo ¢, j,k € W que era lo que queriamos ver. O

2.6.4. Simetria

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La féormula ¢O¢ — ¢ es valida en F' si y sélo si R simétrica multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco simétrico multivaluado y M = (W, R, é) un modelo de
Kripke multivaluado. Sea i € W. Notemos que

é(00p,i) = \/ (R(i,j) * ( N\ (R(j, k) = é(e, k)))).

JEW kew

Sin embargo, en el segundo término en el producto podemos acotar por alguno en
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particular pues es un infimo. Entonces

&(00p,i) < \/ (R(i,j) * (R(j,i) — &(p,1))).

JEW

Pero como estamos en un reticulo residuado, por el item 3 del Teorema 2.1 y notando

que por simetria R(i,j) = R(j,4) para todo j € W, tenemos que

V (B(,j) * (R(j. ) = &(w,0) < (\/ &(0,4)) = &(, i)

JjeEW JjeEW
por lo que
e(C0p,i) < &(p,i) = 1<e(C0p,i) — &(p,i) = e(Chp — p,i)

lo que muestra que vale la formula.

Para el reciproco, consideremos el siguiente modelo. Sean i, 7 fijos y sea p una

variable tal que su evaluacion estd dada por

) R(j,7) sik =i,
elp, k) = .
1 si k # 1.

Tenemos por hipotesis que
e(O0p, 1) < é(p,1) = R(j,19).
Ahora, notemos que

&0p,j) = )\ (R(, k) = é(p, k) = R(j,i) = R(j,i) = 1
keW

pues en cualquier otro caso tenemos algo de la forma R(j,1) — 1 = 1. Por lo tanto

&(00p —p,i) = \/ (R(i,u) x&(Op,u)) > R(i, j) » &(Op, j) = R(i, j)-

Luego, combinando obtenemos
R(i, j) < &(O0p — p,i) < &(p,1) = R(j,9)

lo que implica R(7,7) < R(j,7). Si ahora tomamos un modelo donde la evaluacién
&’ cambia por R(i,j) y evaluamos en j, razonando de manera analoga obtenemos
R(j,i) < R(i,7). Luego concluimos que R(i,j) = R(j,4) lo que muestra que R es

simétrica como queriamos ver. O
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Teorema 2.14

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula ¢ — OO es valida en F' si y sélo si R simétrica multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco simétrico multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de

Kripke multivaluado. Sea i € W. Explicitemos la evaluacion de la férmula. Esto es

&(p = OOy, i) = é(p,i) = (/\ (R(i,7) = ( V (R k) = &(p, k))) )) :

JEW kew

Lo primero que hacemos es trabajar un poco la expresion, aplicando la propiedad

10* del Teorema 2.1, y asi obtenemos

&(p — 00y, i) = (/\ (&(p,4) — (R(,j) — ( \/ (R(j. k) = é(p, k)))) :

JEW keWw

Por el item 3 del Teorema 2.1 tenemos que

e(p,1) = (R(i, j) = ( V (R( k) = &(p, k))) = e(p,i)xR(i,j) — ( V (R k) = &(p, k))) :

keWw kew

Acé es donde usamos la simetria de R, y reemplazamos R(i,j) por R(j,i). Al hacer

esto notamos que

(é(% i) * R(j,i) — ( \V (R k) = &(p, k)))) =1

keWw

si y solo si

6(p.1) + R(G.i) < \/ (R, k) * &(p, k)
keWw

lo cual sucede siempre por ser un supremo. Luego obtuvimos que

é(p — 00, i) = 1.

Para el reciproco, consideremos el siguiente modelo. Sean i, 7 fijos y sea p una

variable tal que su evaluacion esta dada por

) 1 sik=rq,
e(p,k): )
0 sik#i.
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Tenemos que como vale la formula

&(p.i) = 1< é00p,i) = \ <R(z’,l) — (\/ (R(1, k) = &(p, k)))) .

lew keWw

Pero esto tultimo, por la evaluacion, se reduce a

A (R(z’,l) — (\/ (R(1, k) = &(p, k;)))) = N (R(i,1) = R(L,4))

lew kew lew

que por ser infimo

N (R(,1) = R(1,9)) < R(i, j) — R(j i)

lew

lo cual por residuacion equivale a
R(i,j) < R(j, ).

Si tomamos un modelo donde la evaluacién de p en k esté dada por 1 si k= 75y 0

en cualquier otro caso, andlogamente llegamos a que
R(j,7) < R(i, )

lo cual combinando ambas desigualdades obtenemos
R(i, j) = R(j, 1)

lo cual muestra que R es simétrica. O

2.6.5. Reflexividad

Teorema 2.15

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula Op — ¢ es valida en F' si y s6lo si R reflexiva multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco reflexivo multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de
Kripke multivaluado. Sea i € W. Calculemos primero la evaluaciéon de €(dg — ¢, 7).

Esto es, considerando que € es un morfismo,

e(0p — p,1) = /\ (R(i,7) = (9, j)) — e(, ).
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Pero, como R(i,i) = 1, tenemos que

/\ (R(i,j) — €(p, ) < (R(i,1) = e(p, 1)) = (1 = e(p, i) = é(p, i)

y entonces por residuacién se concluye que vale la formula.

Por otro lado, para ver el reciproco consideremos el siguiente modelo con i fijo

donde la evaluacion de la variable p esta dada por

R(i,i), sij=i,

e(p,j) = o
1, si j # 1.

Sabemos que €(0p — ¢, i) > 1. Ademés, como é(p, i) — 1 = 1 siempre, tenemos

que en el modelo

N (R(i,j) = é(p,j)) = R(i,i) — R(i,i) = 1.

JEW

Considerando esto, y como por hipdtesis

N (R(.,j) — é(p, j)) = R(i,i) =1

JEW

y por residuaciéon obtenemos

R(i,i) > /\ (R(i,j) > é(p.j))x1=1x1=1
JjEW

que implica R(i,7) = 1. O

Teorema 2.16

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La férmula ¢ — O es valida en F' siy sélo si R reflexiva multivaluada.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco reflexivo multivaluado y M = (W, R, &) un modelo de

Kripke multivaluado. Sea 7 € W. Como R es reflexiva, notemos que
\/ (R(i, j) * &(p, 5)) = R(i,i) x &(p, 1) = &(p,9).
jew

El término de la izquierda es exactamente la evaluaciéon de ¢y en ¢. Por lo tanto

tenemos que
&(Cp, i) > é(p,1)
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lo cual por residuaciéon es equivalente a
e(p, 1) = &(Cyp,i) > 1

lo cual muestra que vale la férmula si R es reflexiva.

Para el reciproco, consideremos el siguiente modelo donde sea ¢ fijo con la si-
guiente evaluacién
1, sij =z,
0, sij#i.

Queremos ver que si vale la férmula entonces R(i,7) = 1 para todo i. Si evaluamos

é(p,j) =

la formula obtenemos

6(p = Op,i) = &(p.i) = \/ (R0, j) * &(p,j)) = 1

lo cual por residuacion es equivalente a

\/ (R(i.5) * &(p, j)) > &(p,i) = 1.
jew
Sin embargo, notemos que este supremo sobrevive solo cuando j = i. Entonces
1< \/ (R(i, ) x&(p, ))) = R(i,i) x &(p,1) = R(i, )
jew

y entonces R(i,i) = 1 que era lo que querfamos ver. O

2.7. La férmula E5 y la propiedad J5

En esta seccion presentamos la formula E5 y una nueva propiedad de las relacio-
nes binarias, J5, que caracterizara a los marcos que satisfacen E5. Ademads, veremos
como se relaciona Jb con algunas otras propiedades de las relaciones multivaluadas.
Algunas de estas ideas estdn basadas en [5, 8]. Todo lo que trabajemos alrededor de

E5 y J5 es considerado siempre en el dlgebra L,,.

Definicién 2.12

Sean ¢, € Form. Denotamos por E5 a la siguiente férmula

(B5) Opx O ¢ O % Ov).
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Observacién 2.4

Esta férmula, de manera similar a lo presentado anteriormente, tiene expresion

dual (ver por ejemplo [16])
O(p — OY) < O — O
Otra cuestién notable es que en el caso cldsico la férmula (E5) se simplifica a

(ver [1])
S A OY = O(p A OP)

pues en ese caso *x = A.
.

.

Definiciéon 2.13

Denotamos por J5 a la siguiente propiedad de una relacion binaria multivaluada.
(J5) R(i,7) = R(i, k) = R(i, ) * R(j, k)

para todo i, j, k en el universo correspondiente al reticulo donde se evalia R (en

este caso Ly).
- J

La relacion entre E5 y J5 es lo esperable en vista de lo que estuvimos haciendo

en la seccién anterior.

Teorema 2.17

Sea F' = (W, R) un marco A-valuado.

La formula E5 es vélida en F' si y sélo si R satisface Jb.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco L,-valuado y M un modelo con F' como marco subya-
cente. Sea ¢ € W. Para empezar probemos que E5 es vélida en F' si R satisface Jb.

Notemos lo siguiente

&(O(px0p),i) = \[ (R(i, ) * &(p x O)).

JEW

Aplicando la definicién de la evaluacion del diamante y por ser la evaluacién un

morfismo tenemos

\ (R(i,j) xé(px 0v)) = \/ (R, j) * &(¢p, j) * &(O¢, 1))

=V (R(z',ﬁ % &(ip, j) ( \/ (R, k) * e, kr)))
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— \/ (R(i,7) * e(p,j) * R(j, k) xe(y, k)) .

J,keW

En este dltimo término, recordando que % conmuta, podemos aplicar la propiedad

J5 y obtenemos

\/ (&(p.5) * R(i, j)*R(j, k) x &(, k) = \/ (&(p,5) * R(i, 5) * R(i, k) * &(sb, k))

JkeW 7,keEW

_ ( R(i, 5) *é(¢,j)) * (\/ R(i, k) *é(w,k))

keWw

— &(0p, ) * (O, )
Resumiendo, obtuvimos que

e(ClpxO),i) = e(Cp, i) x e(<C, 1)

lo que muestra que el E5 vale.

Para el reciproco, consideremos el siguiente modelo con j, k fijos y la siguiente

evaluacion para las variables p y q.

1, sil=j,
elp, ) = .
0, sil#j
Yy
. 1, sil=k,
e(q,l) = .
0, sil#k.

Tomemos un 4, entonces estudiemos las evaluaciones de Op x Ggq y O(p x Oq). Para

empezar

&(0p,i) = \/ (R(i.j) * &(p.1)) = R(i, j).

lew

Similarmente, €(<q, i) = R(i, k). Entonces porque la evaluacién es morfismo
&(0p+ Oq,i) = R(i, ) * R(i, k).

Por otra parte
e(px g, 1) = e(p,1) * R(L, k)

donde esto es 0 sil # j 6 R(j, k) sil = j. Si evaluamos el diamante de esta férmula

obtenemos

&(O(p*©q),1) = \/ (R(,1) x &(p * Oq,1) = R(i, ) * R(j, k).
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Como la formula vale, tenemos que estas dos evaluaciones coinciden en todo i, esto

es
R(i,j) = R(i, k) = R(i, j) = R(j, k)
que era lo que queriamos ver. Luego queda probada la correspondencia entre E5 y

J5. O

Notemos algunos resultados vinculados con esta propiedad, los cuales anticipan

parte de lo que desarrollaremos en el proximo capitulo.

Un aspecto adicional a destacar es la conexion de J5 con las propiedades de

transitividad y euclidianidad de la relacién de accesibilidad.

Teorema 2.18

Sea F' = (W, R) es un marco L,-valuado. Si R satisface J5 entonces R es tran-

sitiva, euclidiana y débilmente booleana.

Demostracion:
Sea F' = (W, R) un marco L,-valuado. Recordemos que en la Definicién 2.11 men-
cionamos que R es débilmente booleana si y sélo si R(i,7) = 1 implica que R(k, j)

es 0 o 1 siempre. Este teorema surge de notar que si vale J5 entonces
R(i,j) = R(j, k) = R(i, j) * R(i, k) < R(i, k)

Yy que
R(i, j) = R(i, k) = R(i, j) * R(j, k) < R(j, k)

que son exactamente las definiciones de transitividad y euclidianidad en el caso

multivaluado.

Para ver que implica débilmente booleana, notemos que si R(i,j) = 1
R(j,j) = R(i, j) = R(j,j) = R(i, j) = R(i, j) = 1
por J5. Ahora, si aplicamos nuevamente J5 de la siguiente manera
R(k,j) = R(k,j) * R(j,j) = R(k, j) = R(k,j) = R(k, j)’

lo cual es en resumen
R(k,j)* = R(k, j)
lo cual en L, sucede si y sélo si R(k,j) =16 0 que era lo que querfamos demostrar

]

Por otra parte, requiriendo que R sea fuertemente serial, obtenemos el siguiente
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resultado.

Teorema 2.19

Sea F' = (W, R) es un marco L,-valuado. Si R es transitiva, euclidiana, fuerte-

mente serial y débilmente booleana entonces R satisface J5.

Demostracion:
Sea i un punto en W. Como R es fuertemente serial existe un [ € W tal que

R(i,1) = 1. Notemos que como R es euclidiana, tenemos que
R(i,1) * R(i,1) < R(1,1)

y por lo tanto R(l,1) = 1. Por otro lado, sea j € W. Como R es débilmente booleana
tenemos dos posibilidades para R(j,1). Si R(j,1) = 0, por euclidianidad

R(i,j) = R(i,j) * R(i,1) < R(j,1) = 0
lo que implica que R(7,j) = 0. Luego, obtenemos que

R(i,j) * R(j,k) = 0% R(j, k) = 0% R(i,k) = R(i, j) * R(i, k)

Consideremos ahora si R(j,1) = 1. En este caso, nos hace faltar notar que si para

cualesquiera mundos 7,4, j, k en W, si
R(i,j) = R(",j) =1

entonces

R(i, k) = R(i', k).
Esto es porque
R(i, k) = R(i,j) * R(i, k) < R(j, k) = R({', j) * R(j, k) < R(i', k).

Similarmente, cambiando las posiciones de i e i’ obtenemos que R(¢', k) < R(i, k)
y por lo tanto R(i,k) = R(i, k). Ahora, como R(i,l) = R(j,l) = 1, por toda esta

observacién, para cualquier otro k en W tenemos que R(i, k) = R(j, k). Luego
R(i,j) = R(j, k) = R(i, j) * R(i, k)

que era lo que queriamos demostrar.

O

Lamentablemente un reciproco del Teorema 2.18 no es alcanzable, como lo muestra
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el siguiente resultado.

Teorema 2.20

Sea F' = (W, R) es un marco L,-valuado. Si R es transitiva, euclidiana y fuerte-

mente serial esto no implica que R satisface J5.

Demostracion:

Consideremos el siguiente modelo con dos puntos {7, j} donde R(¢,j) = R(j,i) = 3

y R(i,i) = R(j,j) = 1. Claramente este marco es transitivo, euclidiano y serial.

Pero

» Cy 1 - 1 1
R(i,j)* R(i,j) = 5 5 =0 # R, j) * R(j,j) = 5 # 1= 5.

1
2

2.8. Comentarios

En este capitulo introdujimos los conceptos de reticulos residuados, presentamos
sus propiedades y algunos ejemplos relevantes. Luego expusimos los sistemas logicos
modales multivaluados sobre estos reticulos con el fin de generalizar los resultados

del Teorema 1.6. En el siguiente teorema resumimos todos esos resultados.

Teorema 2.21

Si A es un reticulo residuado finito y F' = (W, R) un marco A-valuado, entonces

se cumplen las siguientes afirmaciones.
s La férmula Op — < es valida en F' si y sélo si R es serial multivaluada.
= La férmula ©1 es vilida en F siy sélo si /oy, R(4, /) = 1 para todo i.

» La férmula Op — OOy es valida en £ siy sélo si R es transitiva multiva-

luada.

- J
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s La férmula OCp — O es valida en F siy sélo si R es transitiva multiva-

luada.

» La férmula $Op — Op es valida en F si y s6lo si R es euclidiana multi-

valuada.

» La formula G — OO es valida en F' si y s6lo si R es euclidiana multi-

valuada.
» La férmula GOp — ¢ es valida en F' siy so6lo si R simétrica multivaluada.
» La férmula ¢ — OOy es valida en F' siy sélo si R simétrica multivaluada.

s La férmula Op — ¢ es vélida en F' si y solo si R reflexiva multivaluada.

s La férmula ¢ — O es valida en F' si y sélo si R reflexiva multivaluada.

N

Por 1ltimo presentamos la propiedad J5 y la férmula E5 junto con algunas pro-
piedades motivacionales que tendran mas sentido en el capitulo que viene. Si bien
tratamos los resultados de la Seccion 2.7. en L,,, la demostracién del Teorema 2.17 de
correspondencia, del Teorema 2.19 y del Teorema 2.20 son admisibles sobre cualquier
reticulo residuado A. A los efectos de nuestros objetivos esto no resultaba particu-
larmente relevante. Sobre las propiedades motivacionales, es importante reiterar que

su analisis solo es valido en L,, pues en G,, no son necesariamente ciertas.
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3. Marcos Semiuniversales Multivaluados

En este capitulo nos concentramos en estudiar una posible generalizacién de la
idea de marcos simplificados presentada en el primer capitulo y del resultado enun-
ciado en el Teorema 1.11, donde pospusimos la demostracion de la equivalencia entre
las l6gicas determinadas por Sim\ Emp y los marcos transitivos, euclidianos y seria-
les'®. Primero introdujimos algunos conceptos preliminares sobre conjuntos difusos
(que pueden profundizarse en [10]). Toda esta seccién la desarrollamos considerando
unicamente el algebra L,. Luego, el analisis resulté muy similar al realizado en la

Seccion 1.6.

3.1. Conjuntos difusos y relaciones semiuniversales multi-

valuadas
En esta seccién introduciremos un concepto de utilidad, los conjuntos difusos
(ver [10]).

Definicion 3.1

Un conjunto difuso es un par (W,7) donde W es un conjunto no vacio y

m: W — L, para algin n natural.

Para x € W, decimos que 7(x) es grado de posibilidad de z.

Este concepto de conjunto difuso nos sera de relevancia para generalizar los
conceptos de relacién semiuniversal y universal al caso multivaluado. Observemos
que si bien el dlgebra donde evaluamos es L,,, en general podrian considerarse otras

algebras.

Definicién 3.2

Diremos que una relacion binaria multivaluada R : W x W — L,, es semiuni-

versal si cumple que
R(i,j) = n(j)

para todo 7,7 € W donde (W, 7) es un conjunto difuso.

J

Notemos que si una relacién R es semiuniversal entonces depende solo de la

segunda coordenada.
Damos ahora algunas definiciones complementarias al concepto de conjunto di-

fuso.

BEn nuestro contexto multivaluado, recordemos que la serialidad clasica corresponde a la se-
rialidad fuerte.
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Definicién 3.3

Si (W, ) es un conjunto difuso, definimos el siguiente conjunto (no difuso): para
a € L,, denotamos

W= ={zeW :n(z) =a}.

Es decir, es el conjunto de elementos en W con grado de posibilidad a.

-

Veamos ahora una variacion del Teorema 1.3.

Sea R una relacién binaria multivaluada semiuniversal en un conjunto difuso

(W, ). Entonces se cumple que
1. R es transitiva y euclidiana.
2. R es reflexiva si y s6lo si W=! = W.

3. R es simétrica si y s6lo si W=* = W para algin o € L,,.

4. R es fuertemente serial si y sélo si W= # ().

-

Demostracion:

1. Sea R una relacién binaria multivaluada semiuniversal en W. Esto es,
R(i,j) = 7(j)
para todo i, j € W. Entonces, la propiedad de transitividad se reescribe como

V RG.j)* R(j,k) =\ w(j) # m(k) = \/ (w(j)) % m(k) < m(k) = R(i, k)

JEW JEW JEW
lo cual muestra que R es transitiva pues esto se cumple siempre.

Similarmente para la euclidianidad

\/ R, j)* R, k) = \/ w(j) » w(k) < 7(k) = R(j. k).

JEW JEW

2. Sea R una relacion binaria multivaluada reflexiva y semiuniversal en . Esto

es, para todo ¢ € W se cumple que
R(i,i) =1 =7(1).

Luego m(i) = 1 para todo i € W lo que implica que i € W=, Luego W=! = W pues

68



3.2 Las clases Simy y W

W=tCWw.

Por otra parte, si W=! = W entonces para todo i,j € W tenemos que
R(i,j) = m(j) = 1.

Tomando j = i obtenemos que R es reflexiva.

3. Sea R una relacién binaria multivaluada simétrica y semiuniversal en W.

Esto es, para todo 7,7 € W se cumple que
R(i,j) = (j) = =(i) = R(j, ).

Luego, m(x) = a € X para todo x € W. Asi W=* = W. Por otro lado, si W=* = W

para algin «, y sean 7,7 € W, obtenemos que
R(i,j) = 7(j) = a = (i) = R(j, 1)

lo que muestra que R es simétrica.

4. Sea R una relacion binaria multivaluada fuertemente serial y semiuniversal.

Esto es, para todo i € W existe un j € W tal que R(i,j) = 1. Pero entonces
R(i,j) =7(j) = 1.

Esto quiere decir que existe al menos un 5 € W= y por lo tanto W=! # (). Si
W=t £ 0, v sea j € W=L. Entonces para todo i € W

R(i, j) = n(j) = 1.

Luego R es fuertemente serial.

3.2. Las clases Simy y W

Con el objetivo de generar un resultado andlogo al del Teorema 1.13, presentamos
la definicion de las siguientes clases de marcos. A partir de este punto W siempre
toma el rol de un conjunto difuso con su correspondiente funciéon de grados de

posibilidad asociada 7.

Definicién 3.4

Un marco multivaluado F' = (W, R) se dice semiuniversal si su relacién es

semiuniversal. En tal caso escribiremos F' = (W, m). Diremos que un marco
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3.2 Las clases Simy y W

(semiuniversal F = (W, r) es normalizado si existe j € W tal que () = 1. )

Denotamos por Simy a la clase de marcos multivaluados semiuniversales nor-
malizados y denotamos por W a la clase de marcos multivaluados transitivos, eucli-

dianos, fuertemente seriales, débilmente booleanos.

Aparece nuevamente en un resultado relativamente trivial sobre la propiedad J5

alrededor de los marcos semiuniversales.

Teorema 3.2

Todos los marcos semiuniversales (W, R) cumplen que R satisface J5.

Demostracion:
Recordemos que un marco semiuniversal es uno donde R(7,j) = m(j). Por lo tanto,

es directo de la definicion que
R(i,j) * R(i, k) = 7 (j) = w(k) = R(i,j) * R(j, k)
para todo i, J, k. O

Para empezar a estudiar estos marcos, comencemos con el siguiente teorema.

Teorema 3.3

Simy es una clase propia de W.

Demostracion:

Por un lado veamos que cualquier marco en Simy cumple todas las propiedades de
los marcos en W. Sea I’ un marco semiuniversal normalizado. En el teorema 3.1 mos-
tramos que estos marcos son transitivos y euclidianos. Ademas, si es normalizado,

tenemos que existe 7 € W tal que
R(i,j) =7(j) =1

para todo ¢ € W lo cual muestra que es fuertemente serial. Por tltimo, si para algin
k € W tenemos que m(k) = 1, entonces

R(i, k) = n(k) = 1

para todo i lo cual muestra que si R(i, k) = 1 entonces R(j, k) toma valores booleanos

(es siempre 1) para todo j. Con esto concluimos que Simy CW.

Veamos que es una clase propia con un contraejemplo. Consideremos el siguiente
marco W = {i, j} con R(i,i) = R(j.j) = 1 y R(i.j) = R(j.i) = 0.
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3.2 Las clases Simy y W

R<Z7J) =0
R(j,i)=0

Claramente no es semiuniversal pues R(i,j) = 0 # 1 = R(j, ). Sin embargo, es
transitivo pues R(i,7) * R(j,7) = R(j,4) * R(i,7) < R(i,i) = R(j,j). Similarmente
se ve que es euclidiano. Es fuertemente serial pues R(i,i) = 1y R(j,7) = 1 y es
trivialmente débilmente booleana pues la relacion es booleana. Por lo tanto, tenemos

que Stmy CW que era lo que queriamos ver.

O

A pesar de que las clases de marcos en cuestion no coinciden exactamente, como
vimos anteriormente, mostraremos que, sin embargo, determinan las mismas logicas.
Para establecer este hecho, nuestra estrategia serd particionar los marcos de W
de modo tal que cada una de las partes pueda representarse mediante un marco
semiuniversal normalizado en Simy. Con este fin, consideremos la siguiente relacion

entre puntos de un marco en W.

Definicién 3.5
Sean i,j € W, F = (W, R) € W. Diremos que

i~ jen W siy sélo siexiste k € W tal que R(i, k) = R(j,k) =

Claramente si queremos particionar el marco F', necesitamos que ~ sea de equi-

valencia. Esto es el siguiente teorema.

Teorema 3.4

Sea ' = (W, R) € W. Entonces ~ en W es de equivalencia.

Antes de demostrar este teorema, vale la pena hacer las siguientes observaciones.

Observacién 3.1

Sea FF= (W ,R) e Wyseani,j €W,
» si i~ j entonces R(i,j5) = 0.

= sii~ j entonces para todo u € W tenemos que R(i,u) = R(j,u).

Demostremos estas afirmaciones antes de pasar al teorema.
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3.2 Las clases Simy y W

Demostracion:

Por un lado, queremos ver qué sucede si dos elementos no estan relacionados
por ~. Sean i,j € W tales que i » j. Supongamos ademds que R(i,j) # 0. Por
serialidad de los marcos en W, existe u € W tal que R(i,u) = 1. Como estos
marcos son débilmente booleanos, esto implica que R(j,u) =1 0 0. Si R(j,u) =0,

tendriamos
0 < R(i,j) = R(i,7) * R(i,u) = R(i, ) * R(j,u) < R(j,u) =0,

lo cual constituye un absurdo. Por lo tanto, debe ser R(j,u) = 1 y entonces i ~ j,
lo que contradice nuestra hipotesis inicial. Concluimos entonces que necesariamente
R(i,j) =0siij.

Por otro lado, veamos qué sucede si i ~ j. Sea k € W tal que R(i, k) = R(j, k) =
1, y sea u € W. Entonces,

R(i,u) = R(i, k) * R(i,u) < R(k,u) = R(j, k) * R(k,u) < R(j, u),
y, de manera andaloga,
R(j,u) = R(j, k) + R(j,w) < R(k,u) = R(i, k) + R(k, u) < R(i,u).

Por lo tanto, concluimos que R(i,u) = R(j,u) para todo u € W.

Probemos ahora que ~ es efectivamente una equivalencia.

Demostracion Teorema 3.4.:

Claramente ¢ ~ i pues por serialidad R(i,u) = 1 para algin u € W. Por otro
lado, la condicién es trivialmente simétrica pues esta basada en una igualdad. Por
ultimo, para ver que es transitiva, sean 7,7,k € W talquei ~ jy j ~ k. Seav € W

tal que R(j,v) = R(k,v) = 1. Por la observacién anterior tenemos que como i ~ j
R(i,u) = R(j,u) para todo u € W.

Como R(j,v) =1 tenemos que R(i,v) = 1y por lo tanto existe v € W tal que
R(i,v) = R(k,v) =1 < i~k

que era lo que queriamos ver. Luego ~ es una equivalencia. O

Lo que nos interesa de esta equivalencia, es que de su definicién podemos ver
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3.2 Las clases Simy y W

que dentro de las clases de equivalencia podemos restringir a R en términos de una
funciéon que depende solo de la segunda coordenada. Esto queda expresado en el

siguiente resultado.

Sea F' = (W, R) € W y sea W; la clase de equivalencia de i € W en ~. Entonces
el marco dado por F; = (W;, Rlw,xw,) es semiuniversal normalizado. Esto es,

existe g, : W; — L, tal que

y un u € W tal que 7g, (u) = 1.
-

Demostracion:

Este teorema es principalmente consecuencia de la Observacion 3.1. Esto es, dentro
de una clase de equivalencia tenemos que R(i,u) = R(j,u) para todo u € W e
i,7 € W;. Por otro lado, R(i,j) = 0 para todo j ¢ W;. Es razonable entonces definir

7, de la siguiente forma. Sea ¢ € W fijo. Definimos
() = R(i, )

La observacién 3.1 garantiza la buena definicién de 7. Esto muestra que es R|w, xw;,
es semiuniversal pues si k € W;, como R(k,u) = R(i,u) para todo u € W, tenemos
que R(k,u) = R(i,u) = g, (u). Es ademds normalizada pues como ~ es reflexiva,

existe un u € W tal que R|w,xw,(i,u) = mp (u) = 1. o

Este proceso desarrollado en la demostracion del Teorema 3.5 de armar una
funcién para cada clase de equivalencia lo podemos hacer para todas las clases. Por
lo tanto, podemos afirmar directamente el siguiente resultado como corolario de la

construccién hecha.

Con la notacién del teorema 3.5 y sea un marco F' = (W, R) € W. Entonces

W= Wi
kel
donde I es un conjunto de representantes de las clases de equivalencias inducidas
por ~,y
Wpl(j) sije W,

R(i, j) = et
0 sij ¢ W,
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3.3 Comentarios

Esto es, el marco F' admite una representacion en términos de marcos semiuni-

versales normalizados.

Este ultimo teorema es la herramienta que necesitabamos para llegar al resultado

principal de esta seccién.

Teorema 3.7

Las légicas determinadas por las clases de marcos Simy y W son las mismas.

Demostracion:
Para empezar, si una férmula ¢ vale en VW tenemos por el Teorema 3.3 que vale

también en Simy.

Por otro lado, sea ¥ una formula que vale en Sim . Esto es, para cualquier marco
F € Simy, en cualquier modelo que tenga a F' como marco subyacente se tiene que
vale 1. Veamos que entonces 1 debe valer en la clase VW. Para ver esto, sea F' un
marco en V. Por el Teorema 3.6 sabemos que el marco F' admite una descomposicion
en base a marcos semiuniversales normalizados F; donde ¢ indexa esos marcos. Pero
por hipotesis la férmula v vale cada uno de ellos pues para todo i se cumple que
F; € Simy. Sin embargo, todavia no podemos concluir pues falta analizar que sucede
fuera de los bloques de la descomposicién. En el caso de férmulas no modales, la

validez no depende de la relacion de accesibilidad, pues es una propiedad puntual.

En el caso de formulas modales, el analisis es sencillo observando las definiciones
de las evaluaciones del diamante y la caja. Si tenemos una férmula del tipo ¢ =
O, entonces su evaluacion en un punto ¢ depende de un supremo de términos
R(i,7) = €(%, j) y como para todo j ¢ W; tenemos que R(7,7) = 0, colapsan a cero
y dependen de la evaluacién dentro del bloque W; x W;. Similarmente si ¢ = O
como tenemos un infimo de términos del estilo R(i,7) — €(1, j), en todos los casos
que R(i,7) = 0 los términos se reducen a 0 — é(¢, j) = 1 y no aportan al infimo.

Con ello nuevamente la evaluacion depende solo del bloque de la clase de 1.

Con esto podemos concluir que v vale en F' donde F' era un marco cualquiera
en W. Luego ¢ vale en W.

Como vimos que 1 vale en Simy si y sélo si vale en W, concluimos que deter-

minan las mismas logicas. O]

3.3. Comentarios

Este ultimo teorema es efectivamente una generalizacion del enunciado del Teore-
ma 1.11 pues las relaciones binarias clasicas son trivialmente débilmente booleanas.

Ademés, como en el contexto clésico (K) es siempre vélido y J5 es una generalizacién
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de las propiedades de transitividad y euclidianidad, podemos también concluir que

KD45 esta definida por los marcos de Simy.
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4. Epilogo

Este trabajo podria decirse es un primer acercamiento al estudio mediante semanti-
cas de Kripke de sistemas l6gicos modales multivaluados. Mas alla de los resultados
que presentamos, lo desarrollado invita a reflexionar sobre problemas de indole si-

milar o cuestiones que no zanjamos aqui.

En el primer y segundo capitulo estudiamos equivalencias entre formulas y pro-
piedades de la relacién de accesibilidad. Una primera pregunta puede ser respecto a
otras férmulas que tengan correspondencia con propiedades de la relacion R. Algunas

que advertimos pero no abordamos durante el desarrollo de este trabajo fueron
(Teheux, [17]) Cpx O = O(p * )

(Castano et al., [7]) Cp*x Cp = O @).

(Castano et al., [7]) O(p Vv Oy) = 0p V Oy

Una cuestion en la que no profundizamos pero podria ser interesante es ver la
extension de un andlisis similar a sistemas con otras modalidades (no necesariamente
binarias). Muchos ejemplos hay en la literatura (ver [2]) de modelos que incluyen

mas que el < o O.

En el dltimo capitulo estudiamos la clase W y una pregunta que surge es qué
sucede con la axiomatizacién de W. Esta tiene una respuesta (parcial, pues es en
algunos casos particulares de reticulos residuados) y es que si estd axiomatizada en
[5] pero se requiere un conocimiento profundo de algebra universal, especialmente
cuasivariedades y cuasiecuaciones (que no estudiamos en el marco de este trabajo).
Estas herramientas son las estdndar para estudiar las semanticas algebraicas del tipo

de sistemas l6gicos vistos.

En resumen, lo desarrollado termina mas bien a las puertas de un problema de
alcance mucho mas amplio. Las cuestiones mencionadas en estas reflexiones sugie-
ren una agenda de investigacion con la expectativa de que la interaccién entre lo
algebraico y las semanticas de Kripke contribuyan a una mejor comprensién de las

logicas no clasicas.
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5. Anexo

Demostracién del Teorema 1.4.

Sea R una relacion de equivalencia en W. Definimos para cada ¢ € W el conjunto

i|={j €W : R(i,j) =1}

Demostracion:

i€ i

Sea i € W. Como R es reflexiva tenemos que R(i,i) = 1 y por lo tanto i € [i]

por definicion.

Las clases de equivalencia particionan W.
Sea i € W. Por el punto anterior i € [i] y por lo tanto W C (J,cy/[4]-
Sean j, k € W tales que [j]N[k] # 0 y seal € [j]N[k]. Sea s € [j]. Como R(j, s) =
1y R(j,1) = 1, por simetria y transitividad R(l,s) = 1. Como R(k,l) =1, por
transitividad R(k,s) = 1y s € [k]. Entonces [j] C [k]. Andlogamente se puede
ver que [k] C [j] y por lo tanto [j] = [k]

R es universal en [i] para cada i € W. Esto es, Ry« = 1 para todo j,k €
[2]  [2].
Sea i € W y sean j,k € [i]. Como R(i,j) = R(i,k) = 1. Por simetria y
transitividad R(j, k) = 1. Esto muestra que R en [i] x [i] es idénticamente 1.

Demostracién del Teorema 1.5. Sean ¢ € Form, M = (W, R, &) un modelo

de Kripke e i € W.

Demostracion:
M,ilkOp <= M,ilF =0

Supongamos que M, i I- Op. Esto es, para todo j € W tal que R(i,j) = 1 se
cumple que M, i IF . Procedamos por absurdo suponiendo que M, i IF &=,
Entonces existe un j € W tal que R(i,j) = 1y M,j IF —p. Esto contradice
a la hipdtesis de que en 7 es cierta la férmula Op. Por lo tanto tenemos que
M, i lF =,

Para el reciproco supongamos que M, i I =O=p. Esto implica que no existe
j € W accesible desde i tal que se satisfaga —¢, o lo que es igual, para todo

Jj € W accesible desde 7 sea cierta . Esto es, se satisface O¢p.
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M,ilF Op < M, il —O-p.
Las demostraciones son analogas a las del punto anterior.

Si suponemos que M, i IF $p y por el absurdo suponemos que M, i IF O—gp
tendriamos que para todo k € W accesible desde ¢ se satisface - lo cual es

absurdo.

Para el reciproco, suponiendo que M, i I ~0O-¢p entonces existe un j accesible
desde 7 tal que se satisface . Esto es, M, il . ]

Demostracion de la Observacion 1.4.
F(K)

Esto es, la férmula (K) vale en cualquier modelo.

Demostracion:

Sea M = (W, R, &) un modelo, y i € W. Sean ¢, ¢ € Form. Supongamos

M,ilF O — ) 9)

M. i I O (10)
Queremos ver entonces que en i se satisface dp. Por (9) que €(¢» — ¢, j) = 1 para

todo j tal que R(i,7) = 1y por (10) que é(¢, j) = 1. Luego,

L=1A1=¢e(W —¢,j) Ne(W,]j) < é(p,j).

Luego é(p,7) = 1 para todo j accesible desde i y por lo tanto é(Op,i) = 1 por
definicién de la evaluacién de O en 3.

O

Anexo 5.4

Demostracion del Teorema 2.1.

Sea (A,*,—,A,V,1,0) un reticulo residuado, y sean z,y,z € A. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades.

Demostracion:

r— x=1.

Como estamos en un reticulo residuado

r=1xx <zxentonces 1 <z —zx
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y por ser 1 el maximo x — =z =1

r<ysiysdlosix >y=1.

Por residuacién

r=1xx <yentonces 1 <x =y

y por ser 1 el médximo x — y = 1. Como observacién, el item anterior es un

caso particular de este reemplazando y = .

rx(x—y) <.

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la residuacion.
x—y <x—yentonces x x (x = y) < y.

(xxy) > z=2— (y — 2).

Para ver esta propiedad, vamos a usar una técnica usual que es simplemente
probar que cada término de la ecuacién es menor o igual que el otro. Luego

concluimos que son iguales.

Primero veamos que

(x*xy) = 2z<x— (y— 2).

Para ello, consideremos la propiedad anterior de la siguiente forma
(xxy)*x((z*xy) — 2) < 2.

Si aplicamos residuacién una vez obtenemos equivalentemente
rx((xxy) = 2) <y— 2z

Si repetimos esto obtenemos equivalentemente una de las desigualdades que

buscdbamos. Esto es,

(x*xy) = 2<x—(y— 2).

Para la otra desigualdad, notemos que

(xxy)x(z—=>(y—=2)=xxyx(x— (y = 2))

=yxzrx*x(z—(y—2) <yx(y—2) <z

donde en la ultima linea aplicamos dos veces la propiedad del item anterior.
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Aplicando residuacién obtenemos
(= (y—=2) <(zxxy) — 2

Con las dos desigualdades queda demostrado el item.

1—>ax=ux

Sea y < x, por residuacion tenemos que
y=yx1<xentoncesy <1— x.
Tomando y = z e y = 1 — x obtenemos la igualdad que queriamos.

@ xr — 1 = 1. Es consecuencia directa del item 2 porque x < 1.

x <y implica que z x z < y * 2.

La propiedad es equivalente, por residuacion, a probar que
r<z—=(yx2z).
Supongamos = < y. Notemos que
y*z < yxzentonces y < z — (y * 2).

Luego

r<y<z— (yxz)entonces r*z < y*z

que era lo que queriamos demostrar.

xx(yVz)=(rxy)V(rxz).

Notemos las siguientes desigualdades. Por un lado

rxy < (r*xy)V(r*xz)entonces y <x — ((zxy)V(zxz2)).
Similarmente

rxz<(x*xy)V(r+*z)entonces z <z — ((x*xy)V (r*2)).
Luego

yVz<z—((xxy)V(xxz)) entonces z* (yVz) < ((x*xy)V(rx*z2))




lo cual muestra una desigualdad. Para ver la reciproca observemos que
zxy<zx(yVz)yrxz<xzx(yVz).
Esto es, z % (y V z) es cota superior de z xy y x * z. Entonces
(xxy)V(r*xz)<xzx(yVz)

por ser supremo. Luego queda demostrada la propiedad.

8* Sea {y; }ier una familia arbitraria de elementos del reticulo. Entonces

x*\/yi = \/(x*yl)

%

Por un lado, como z * y; < x % \/j y; para todo 7, tenemos que

\/(m*yz) gx*\/yj.

? J

Para obtene la otra desigualdad, como para cada i tenemos que xxy; < \/j (xxy;)

e (Y

J

y por residuacion

y por el mismo argumento anterior

V< (vmyj))
( J
y por lo tanto

x*\/yi g\/(w*yj).

(xVy) = z=(x—2)A(y— 2).
Por residuacion

(x = 2)A(z —y) <(rVy) — zentonces (zVy)*((zr = 2)A(x—y) <=z

Si desarrollamos el término que queda en la izquierda de la tltima desigualdad

obtenemos utilizando el {tem &

(@ ((z = 2) Ay = 2) V(y*((z = 2) Ay = 2))).

81



Notemos que
zx((z—=2)AN(y—=2)<z*x(r—2) <z

y similarmente

yx((z—=2)ANy—=2)<yx(y—z2) <z

Luego como ambos elementos son menores que z su supremo lo es y queda

demostrada esa desigualdad. Para ver la reciproca, vamos a ver que
(xVy) = z2<z—2 yque (zVy) —2z<y— =z

De ello va a seguir que es menor o igual que su infimo. Con este fin, notemos

que por residuacién estas desigualdades son equivalentes a ver que
zx((zVy) —2)<z yque yx((zVy) — 2) <z

Para ver la primera (la segunda es exactamente la misma prueba), notemos que

por los items 7y 8

zx((zVy) = 2)<(@Vy)x((xVy) —2) <z

Con esto queda probada la desigualdad y sigue la igualdad que queriamos de-

mostrar.

9* Sea {y; }ier una familia arbitraria de elementos del reticulo. Entonces

Voi—=z= Ny — o).

i€l il

Por un lado, para cada i, como y; <'\/ ; yj entonces

() ey =

y por lo tanto
\/yj — x < y; — x para todo 1
J

con lo que

\/yi —>x§/\(yi—>x)-
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Por el item 7 tenemos que

Por otra parte, por 8*

(\Z/?/> * (/j\(yj — x)) = \Z/ (y * (/j\(yj — x))) <z

Luego, por residuacion
/\yj—>x (\/yz—>x>.
J

r—=(yNz)=(x =y A(x— 2).

Primero probaremos que
= (yANz)<(x—=y)A(x—2).

Para ello veremos que el término de la izquierda es menor a cada uno de los de
la derecha a los cuales se les estda tomando el infimo. Por residuacién tenemos

que esto seria equivalente a probar que
zx(r—=>(yAz2) <y yque zx*(z— (yAz)) <z
Si tomamos la primera desigualdad vemos que
zx(x—>(YyNz) <yAz<uy.

Similarmente obtenemos que x * (z — (y A z)) < z. De esta forma queda

demostrada la desigualdad.

Para ver la reciproca, tenemos para empezar que por residuacién esto es equi-

valente a ver que
(x =y AN(r—=2)<x— (yAz)entonces z* ((x = y)A(x = 2)) <yA-z.

Si vemos que el término de la izquierda es menor por separado que y y z,

obtendriamos la desigualdad completa. Para ello, basta notar que por el item 7

zx((z—=yYN(x—2)<zx(z—y <y
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y similarmente
zx((z =y AN(x—2)<zx(x—z) <z

Luego queda demostrada la desigualdad y sigue la propiedad.

10* Sea {y; }icsr una familia arbitraria de elementos del reticulo. Entonces

T — /\yi = /\(:c — Y;)-

iel iel
Para cada ¢ por residuacién

z* (T — yi) S/\yj < ¥Yi-
J
Luego z — A\;y; <& — y; y por lo tanto
T — /\yj < /\(f = Yi)-
j i
Por otro lado, también para cada ¢ se cumple que

v (A=) Sax =) <u.

Asf, z + (\;(x — y;)) < A\; 4. Entonces por residuacién

J

/\(a:—>yj) <z— (/\y,)
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