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Resumen

Esta tesis se centra en el anéalisis de las propiedades de aproximaciéon lo-
cal en espacios de splines jerarquicos. El estudio se aborda desde una doble
perspectiva. Por un lado, se enfoca en el diseno, analisis e implementacion
de un algoritmo de refinamiento adaptativo robusto para estos espacios, cuyo
objetivo es enriquecer el espacio funcional mediante la construccién de ma-
llas localmente graduadas donde se requiera un mayor poder de aproximacion.
Por otro lado, se realiza un analisis matematico riguroso de las propiedades
de estabilidad y aproximaciéon que se obtienen a partir de la construccion de
operadores de quasi-interpolacion. Estos operadores resultan una herramienta
indispensable no sblo para avanzar en la teoria, sino también a nivel préctico,
debido a que construcciones explicitas y claras permiten una implementaciéon
computacionalmente eficiente y econémica.

La contribucion principal de esta investigacion reside en el tratamiento
de mallas jerarquicas que denominamos débilmente admisibles, en contraste
con el concepto de mallas admisibles utilizado en trabajos previos, el cual
restringe el nimero de niveles para las funciones de base jerédrquica que no
se anulan en un elemento. En nuestro enfoque, los conjuntos de celdas que
definen la representacion del espacio de polinomios producto tensor completo
en cada nivel estan estrictamente anidados, reflejando la propia estructura de la
jerarquia. Los resultados obtenidos demuestran que esta estrategia alternativa
no solo posee una construcciéon matematicamente elegante e intuitiva, sino
que en diversos casos de estudio supera en conveniencia a las estrategias de
refinamiento adaptativo existentes.
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Introduccion

La teoria de aproximacion mediante splines ocupa un rol central en el anali-
sis numérico moderno. Por un lado, los espacios de splines permiten representar
funciones suaves con bases localmente soportadas y estables; por otro, sus pro-
piedades de aproximacion pueden estudiarse con precision dentro del marco de
los espacios de Sobolev. En numerosas aplicaciones —particularmente en la for-
mulacién de métodos de elementos finitos— se requieren estimaciones de error
locales explicitas para operadores lineales que proyectan o aproximan funcio-
nes en espacios de splines. Entre estos operadores, los quasi-interpolantes han
emergido como una herramienta especialmente adecuada: son conceptualmente
simples, preservan el espacio de splines, y sus funcionalidades son compatibles
con implementaciones computacionalmente eficientes.

En el caso univariado, la teoria de quasi-interpolacion esta ampliamente
desarrollada [Sch07,LMS18|. En particular, en [LLMr01] se presenta un método
general para construir familias de quasi-interpolantes que preserven el espacio
de splines. Por otro lado, en [C(G23] se establecen condiciones suficientes para
que operadores de quasi-interpolacion P sobre un espacio de splines de grado
menor o igual que p satisfagan estimaciones de error del siguiente tipo:

|D"(f = Pf)llzary < C|j|€+1_r||D£+lf“Lq(i)a

donde 0 < r < /¢ <p 1<gqg< ooy f pertenece a un espacio de Sobolev.
Esto establece el poder de aproximacion local en normas de orden superior
sobre espacios de splines univariados. Una generalizacion de este resultado
se presenta en [BGGS16] dentro de la teoria de espacios de splines producto
tensor para quasi-intepolantes que cumplen propiedades béasicas y mallas con
una propiedad de quasi—uniformidad local. Sin embargo, en este caso solo se
tiene una estimacién local para normas LY.

Al trabajar en el terreno de los espacios de splines jerarquicos, la teoria
existente impone condiciones sobre la malla para lograr estimaciones de error
a través de quasi-interpolantes [SM16, Spel7]. Una de estas condiciones es la
nocion estandar de admisibilidad [BG16]. Si bien esto limita el volumen de refi-
namiento permitido alrededor de una regiéon de interés, también proporcionan
propiedades de aproximacion de manera eficiente. A continuacién damos un
recorrido sobre los trabajos que han desarrollado estos temas y sus principales
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aportes.

En [BG16] se define por primera vez el concepto de mallas admisibles de
clase m, que controla, con independencia de la profundidad de la malla, la
cantidad de niveles diferentes a los cuales pueden pertenecer las funciones de
base THB-splines que no se anulan en una celda dada. El mismo concepto
fue introducido en el articulo [GHP17] para HB-splines limitando el nimero
de niveles a dos. En ambos se presenta una condicién més fuerte de la malla,
llamada estrictamente admisible, la cual les permite trabajar con la estructu-
ra de la malla (subdominios jerarquicos) y no involucrar directamente a las
funciones THB-splines o HB-splines.

En [BGV18]| se establecen resultados que relacionan las mallas admisibles
y estrictamente admisibles de clase m tanto para THB-splines y HB-splines.
Ademas, se presenta un algoritmo de refinamiento adaptativo que tiene como
entrada una malla con la propiedad estrictamente admisible de clase m y un
conjunto de elementos marcados de interés, y como salida otra malla con esta
misma propiedad donde los elementos marcados fueron refinados. Adicional-
mente, en [BGMP16] se obtiene un resultado de complejidad del refinamiento
para este algoritmo que establece que

J—-1
#Q— #Qo < C > #M;,

Jj=0

donde #Qq y #Q, representan la cantidad de celdas activas de la malla inicial
y la malla de la iteracion J, respectivamente; y #M; representa la cantidad
de celdas marcadas en cada iteracion con 7 = 0,...,J — 1. Esto indica que
en el proceso iterativo se puede controlar el nimero de celdas nuevas respecto
al namero de celdas marcadas por una constante que solo depende del grado
polinomial en cada direcciéon y de la dimension del dominio.

Este trabajo se organiza en tres capitulos esenciales que se describren a
continuacion.

En el Capitulo 1 se presentan conceptos bésicos como los espacios de splines
y operadores quasi-interpolantes univariados; y algunas herramientas y resulta-
dos en R? como los espacios de Sobolev y la expansiones de Taylor promediadas
que seran de gran utilidad en los resultados de aproximacion local.

El Capitulo 2 presenta los espacios de splines producto tensor y construc-
ciones de quasi-interpolantes con el fin de extender el resultado de estimaciéon
local presentado en [BGGS16] para normas de orden superior. La prueba sigue
las lineas de la estimacion univariada presentada en [CG23|, para la cual es
necesaria una desigualdad inversa para polinomios y la estimacion de error de
orden superior para el polinomio de Taylor.

En el Capitulo 3 se trabaja con espacios de splines jerarquicos donde se es-
tudia el disefio e implementacion de un algoritmo de refinamiento adaptativo
con el objetivo de construir mallas de manera eficiente. Las mallas débilmente
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admisibles fueron consideradas por primera vez en [Kra97, Krad8| para pro-
bar propiedades de aproximacion puntuales a través de la construccion de un
quasi-interpolante. Luego, fueron retomadas en [BG17| donde se establecieron
propiedades de aproximacion local en L9. En la Seccion 3.7 se extienden estos
resultados a normas de Sobolev, mostrando que esta nueva clase de mallas
permite una estructura jerarquica mucho mas flexible y mantiene suficiente
control para desarrollar teoria de aproximacion local.

Para lograr el objetivo del parrafo anterior, en las primeras secciones del
Capitulo 3 se revisan las nociones béasicas de espacios de splines jerarquicos y
el concepto de refinamiento. Las Secciones 3.3 y 3.4 presentan el aporte mas
importante de esta tesis. En la primera se introduce y analiza el concepto de
mallas débilmente admisibles. En la segunda, se estudia con detalle el diseno
e implementacion de un algoritmo de refinamiento que permite conservar la
estructura de la malla. Adicionalmente, en la Secciéon 3.5 se presenta un resul-
tado de complejidad anélogo al establecido en [BGMP16] para este algoritmo
que controla el nimero de celdas nuevas respecto al niimero de celdas marca-
das. Antes de concluir este capitulo, en la Seccion 3.6, se realiza un anélisis
experimental de estrategias de refinamiento a partir de algunos tests numéri-
COS.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos y herramientas basicas que ser-
virdn de fundamento para el desarrollo del trabajo. Comenzamos con una breve
descripcion de los espacios de splines y de los operadores de quasi-interpolacion
en el contexto univariado, los cuales constituyen el punto de partida para cons-
trucciones y el andlisis méas general.

Asimismo, se fija la notacion de multi-indices y se repasan resultados bési-
cos sobre espacios de polinomios multivariados, necesarios para describir deri-
vadas parciales de orden superior y estimaciones en normas de Sobolev. Final-
mente, se establecen conceptos fundamentales relacionados con los polinomios
de Taylor multivariados, que permitiran establecer resultados de aproximacion
local.

El objetivo de este capitulo no es desarrollar exhaustivamente estos te-
mas, sino proporcionar un marco teérico y notacional comin que facilite la
comprension de los resultados presentados en los capitulos posteriores.

1.1. Espacios de splines univariados

A continuacion, se presentan brevemente las nociones béasicas de los espa-
cios de splines univariados, que constituyen el punto de partida para las cons-
trucciones mas generales consideradas a lo largo de este trabajo. Remitimos
al lector a la bibliografia [Sch07, LMS18| para una exposicion mas detallada y
exhaustiva de estos conceptos.

Sea [a, b] un intervalo acotado cerrado y consideramos un conjunto de break-
points
A={z;}F, cona=a20<2 <...<m}p =,

el cual determina una particién con k subintervalos

]i = [xi7xi+1) para L= 07 17 e '7k -2 y ]k'—l - [mk—laka



1.1. Espacios de splines univariados

donde cada uno de ellos se denomina knot interval.
Consideremos también un grado polinomial p € N fijo. Luego, para cada

breakpoint interior x;, ¢ = 1,...,k — 1, se elige un nimero entero r;, llamado
regularidad, tal que —1 < r; < p—1, y ademas rg = r, = —1, asir =
(ro,...,rr) es el vector de regularidad.

A partir de esta informacién, construimos un espacio de funciones que son
polinomiales en cada intervalo I; (parai =0,...,k — 1) y en el breakpoint x;
tienen regularidad r; (parai =0, ..., k). Mas precisamente, damos la siguiente
definicion.

Definicién 1.1 (Espacio de splines univariados). Llamamos al conjunto de
funciones

S(p,r,A) = {s | existen polinomios s, ..., S, de grado a lo sumo p
tales que s(x) = s;(x) paraz € [;, i =0,...,k—1, (1.1)
y DPsiy(2:) = D?si(a;) para j = 0,..., 74},

espacio de polinomios splines de grado p con nodos zy, ...,z de regularidad
Troy .. Tk

Es sabido que S(p,r,A) es un espacio vectorial de dimension finita n :=
Zf:_ol m;, donde m; = p—r; para cada i = 0, ..., k, que indica la multiplicidad
en el breakpoint x;.

Sea Z,, = {Q}?;Lfﬂ un (p + 1)-open knot vector, es decir, una sucesion
tal que:

a:fli"':§p+1<§p+2g"'§§n<§n+1:"':§n+p+1:b7

donde los enteros positivos p y n denotan un grado polinomial dado y la di-
mension del espacio spline S(p,r, A), respectivamente (ver [Sch07]).

Notar que los parametros p, r, y A en S(p,r,A) y el (p + 1)-open knot
vector =, , se relacionan de la siguiente forma,

:pm:{g:o,...,xg, \xl,...,xk...,xk,...,xk}.

~~ ~\~
mqo veces my veces mp veces

De esta manera, podemos generar una a partir de la otra y decimos que Z,,
estd asociado a S(p,r,A). Ademas, Zf:o m; = n + p+ 1, donde los nodos
extremos se repiten p+ 1 veces, es decir, mo = my = p+ 1, y los nodos internos
pueden repetirse como maximo p + 1 veces, es decir, 1 < m; < p + 1 para
1=1,....,k—1.

El siguiente resultado, que presentamos sin demostracion, establece la exis-

tencia y las propiedades de una base muy importante del espacio de spli-
nes [Sch07, Theorem 4.9].



Capitulo 1. Preliminares

Teorema 1.2 (Base de B-splines). Sea Z,,, un (p + 1)-open knot vector aso-
ciado a S(p,r,A). Para cada j =1,...,n, tomamos"

Bj(z) == (=1 (&upr1 = EI& - Gupnl(@ = OF, a<az<b (L2)

Entonces B(Z,,) = {B;}}—; forma una base de S(p,r,A) que satisface

Bj(x) =0 para x & [, &rpil, (1.3)
Y
Bj(z) >0 para x € (§,&j+pt1)- (1.4)
Ademas,
i Bj(z) =1 para todo a < x <b. (1.5)
j=1

De esta manera, se puede representar el espacio de splines univariados
S(p,r,A) como
Sp(Epn) = span(B(E,,)).-

Observacién 1.3. Sea B(S,,) = {B;}}_; la base de B-splines asociada al
vector de nodos =, ,. El vector de nodos de B; se define como

g, =&, §apr )

el cual es una subsucesion de p + 2 nodos consecutivos de =, ,. Ademas, se
tiene que supp B; = [, {j1pt1)-

Para concluir esta seccion, definimos la malla unidimensional Z(Z,,) aso-
ciada al espacio de splines S,(=,,) como

Z(Z,n) =1{I;| parai=0,...,k—1}. (1.6)

Para cada I = [x;, ;41| existe un tnico t = Zj'zo m; tal que I = [§,&41] y
& # 1. Ademas, la union de los soportes de las funciones B-splines de la base
que no se anulan sobre I la denotamos con I y se denomina soporte extendido
de I, es decir,

I= U supp(B), (1.7)

BeB(Ep,n)
ICsupp(B)
o bien,
I = [€p Erpral- (1.8)
YAqui (&, &jpra] (@ — € )% denota la diferencia dividida de orden p 4 1 de la funcion

fo(€) := (z — &) en los puntos &j, ..., &pr1-

3



1.2. Quasi-interpolantes univariados

1.2. Quasi-interpolantes univariados

En muchas de las aplicaciones de los splines se utiliza algin método de
aproximacion para producir una funciéon spline a partir de datos discretos, o
bien, generar una aproximacion razonable de una funciéon f que pertenece a
un espacio més grande, como los espacios de Sobolev. Para el primer caso, son
conocidos los métodos de interpolaciéon y aproximacion por minimos cuadrados.

En esta seccidon vamos a exponer una forma de construir estos operadores
desarrollada en [LLMr01].

Suponemos que [ estd definida en un intervalo [a,b], y que hemos selec-
cionado un espacio de splines S, = S,(E,,) definido en [a,b], con =,, =
{¢; };ﬁf *1El problema principal de la aproximacién por splines es el siguien-
te: Dada una funcion f, determinar los coeficientes {cx }}_; de las funciones de
base B-splines tales que

Pf = chBk7 (19)
k=1

sea una aproximacion razonable a f. El desafio es disenar un procedimiento
para determinar los coeficientes {cx }7_; de las B-splines.

Método 1.4. Fijando k, se procede de la siguiente manera para determinar
el coeficiente c¢y,.

Paso 1: Elige un intervalo local I = [{,,&,] con la propiedad de que I interseca
el (interior del) soporte de By:

IOV (& Epgprr) # 0.

Denotamos la restriccion del espacio S, al intervalo I como S, ;, es decir,

Spr =span{B,_,,...,B,_1}.

Paso 2: Elige algiin método de aproximacion local P; con la propiedad de que

Prg=yg paratodogeS,;. (1.10)

Paso 3: Sea f; la restriccion de f al intervalo I. Entonces existen coeficientes
(bl-)z:; tales que P f; = Z;’;j_p b;B;. Notese que p —p < k <v—1, ya que el
soporte de By, interseca I.

Paso 4: Establece ¢, = by.

Notar que este procedimiento se realiza para cada k y por tanto en cada
uno se debe tener un método de aproximacion local P; que preserve el espacio
restringido S, ;.

Algunas de las ventajas de este procedimiento son:

4
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= reducir la complejidad del problema al elegir un subintervalo local I =
[t tol;

= la libertad en la eleccion del método de aproximacion local P;. Las alter-
nativas tipicas son interpolacion, aproximaciéon por minimos cuadrados
o un spline suavizado.

En el siguiente lema veremos que la condicion local (1.10) asegura que, si
f es un spline en §,, entonces Pf = f. Los operadores P que cumplen esta
propiedad decimos que son una proyeccion (o bien proyector).

Lema 1.5. Si los coeficientes {ci}}_, que definen Pf en (1.9) se determinan
usando el Método 1.4, entonces se cumple que Pf = [ para toda f € S,,.

Demostracion. Sea f € S,, entonces podemos escribir f = 7' | é.By para
ciertos coeficientes {¢x}}_;, los cuales son tunicos. Luego, si Pf = > 7', ¢, B,
debemos probar que ¢, = ¢, para todo k=1,...,n.

Notar que al restringir f al intervalo I = [, §,] se tiene que f; = Z;’:—:_p ¢ By,
por lo que f; pertenece claramente a S, ;. Por (1.10), tenemos

v—1 v—1
Y bBi=Pfi=fi= )Y &B;
i=p—p i=p—p
por lo que b; = ¢; parai = u —p,...,v — 1, y en particular b, = ¢,. Pero
recordemos que ¢ se elige igual a by, por lo tanto tenemos ¢, = ¢, como se
requeria. 0

Un operador lineal P de la forma (1.9) que es un proyector se llama quasi-
interpolante. Una manera de obtener un quasi-interpolante P es a partir del
Método 1.4. En este caso, para enfatizar la dependencia de f en los coeficientes
{cx}7_, escribimos ¢, = Apf, para cada k = 1,...,n, donde {\;}}_; es un
conjunto de funcionales lineales. Con lo cual tenemos que

Pf:=> AfBy. (1.11)

k=1

El siguiente teorema establece una caracterizacion de la propiedad Pf = f
para todo f € S, con respecto a los funcionales {\}7_;.

Teorema 1.6. Sea V un espacio vectorial y sea S un subespacio de dimension
finita n. Sea B = {By, ..., B,} una base de S. Todo operador lineal P : V — S
tiene la forma

Pf=> MfB

k=1

5



1.2. Quasi-interpolantes univariados

para toda f € V, donde {\i}}_, son funcionales lineales dados. Entonces,
N\iBj = 0;; para todo i,j = 1,...,n si y solo si Pf = f, para todo f € 8.

Demostracion. Supongamos que \;B; = d;; para todo 4,7 = 1,...,n y consi-
deremos f € S. Luego, podemos escribir

[ = Z a;Bj,
j=1

por ser B una base de S. Ahora bien,

k=1 k=1 j=1 k=1 \j=1

Utilizando la hipotesis, resulta que

Pf= ; (Z; ozj)\kB]-) By = ;akBk = f.

Para completar la prueba del teorema, consideremos ahora que Pf = f,
para todo f € §. En particular, resulta que

Z)\kBjBk = PBj = Bj, paratodoj=1,...,n.
k=1

Como B es un conjunto linealmente independiente de funciones, se tiene que
\eBj = 0y, para todo k,j =1,...,n.
O

El siguiente lema corresponde al [LLMr01, Lemma 2|, el cual establece una
formula explicita para el coeficiente ¢, = A\ f en el caso de que A\, sea una
combinacion lineal de funcionales lineales dados A 1,..., Agy—ptp. Esta idea
proporciona una alternativa de construccion para los operadores locales Py
utilizados en el Paso 2 del Método 1.4 y finalmente se obtiene que el operador
P es un proyector haciendo uso del Lema 1.5.

Lema 1.7. Supongamos que cada coeficiente ¢, de Pf se elige como

o det ()\B,u—pa ce ,)\Bk_l, )\f, )‘Bk—l—la cey )\Bl/—].)

= , 1.12
* det (AB,_p, - ABy 1) (112)

donde A\B; denota el vector columna
ABj = (MaBjy s MewuinBy) (1.13)

2Aqui, di; es la delta de Kronecker, que vale 1 cuando 7 = j, y 0 en otro caso.

6



Capitulo 1. Preliminares

Y Nty Aew—ptp SON funcionales lineales definidos en S, tales que el de-
nominador en (1.12) es distinto de cero (para cada k = 1,...,n). Entonces

Pf = f para todo f en S,.

Demostracion. Elegimos un operador de aproximacion local P; como aquel
que mapea f; al spline que resuelve el problema de interpolacion:

Mei(Prfr) = Aeifr, parai=1,...,v—pu+p. (1.14)

Expresando P;f; en términos de B-splines como P;f; = Z;’;;_p b;B; e inser-

tando en (1.14) obtenemos el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

v—1
> AeiBiby = Meifr, i=1....v—p+p. (1.15)
J=p—p
Utilizando la notacioén de (1.13) podemos escribir el sistema (1.15) en forma
matricial como

(ABy—p,---,AB,_1) b= Af, (1.16)

donde b = (b#_p, o ,bl,_l)T. Como el denominador en (1.12) es distinto de
cero, la solucion de este sistema es tnica y podemos obtener b; mediante la
regla de Cramer para todo j = pu—p,...,v — 1, como

det ()\B“_p, ‘e 7)\Bj—1; )\f], )\Bj+1, ceey /\Bl/—l)

b, = . 1.1
! det (ABy—p, ..., ABy_1) (1.17)

Notar que al considerar b; como funcionales resulta que b;(B;) = ¢§;;. Utilizando
el Teorema 1.6, resulta que P; f; = f; para todo f; € S, ;. Teniendo en cuenta
el Lema 1.5 se obtiene que Pf = f para todo f en §,,. O

Teorema 1.8. Sea V un espacio vectorial normado tal que S, C V. Sea P :
V — S, un operador lineal acotado y supongamos que Pg = g, para toda
g € S,. Entonces, existe una constante C' > 0 tal que

If = PfIl < Cdist(f,S,),
para toda f €V, donde dist(f,S,) = infyes, || f — gl
Demostracion. Sea f € V fijo y cualquier g € S, entonces,
ILf =P < =gll +11P(f = 9)ll-
Como P es acotado, tenemos que

I =P <@+O)S =gl

para alguna constante C' > 0. Ahora bien, como S, es un espacio vectorial de
dimension finita, es cerrado. Resulta entonces que

If = PfI < (14 C)dist(f, S,).



1.2. Quasi-interpolantes univariados

Observacion 1.9. El resultado anterior establece que cualquier operador li-
neal acotado que preserve splines provee una aproximacion equivalente a la
mejor aproximacion para toda funcion del espacio.

Antes de terminar esta seccion presentamos un ejemplo de un quasi-interpo-
lante P donde los nodos y el espacio de splines estan dados.

Ejemplo 1.10 (Quasi-interpolacion para splines cuadraticos). Consideremos
p = 2, el dominio [0,1] y los breakpoints como 9 puntos equidistantes. Lue-
go, tomamos S como el espacio de splines cuadraticos con méaxima suavidad.
También consideramos su correspondiente open knot vector {¢; ]111

Tomemos la base B-splines B = {B;}2, asociada a este espacio de splines
(ver Figura 1.1a). Vamos a proponer un quasi-interpolante P dado por

10
Pf=>cBx,

k=1

a partir de la construccion de proyectores locales P;.
Sea By una B-spline de la base B cualquiera, en particular podemos elegir
Bs (ver Figura 1.1b). Tomemos I = [£g,&7], ya que I Nsupp Bs # 0.

0.8

0.6

0.2

0 i :
0 02 04 06 0.8 1

(a) Base de B-splines de grado 2. (b) B-spline Bs.
Figura 1.1: B-splines cuadraticas
La restriccion del espacio S al intervalo I es
Sy = span{ By, Bs, Bg}.
Para elegir una aproximacion local P; dada por
6
P f = Z b [ Bj,
j=4

8



Capitulo 1. Preliminares

con la propiedad (1.10) se deben elegir los funcionales A5 1, A5 2, A5 3 tales que
la matriz

(ABy, ABs, ABy)

sea invertible (con determinante distinto de cero). Por lo tanto como vimos en
la demostracion del Lema 1.7 al tomar,

det ()\f, >\B5, )\B6)

byf = ,
4f det ()\B4, )\Bg), )\BG)
b f o det ()\B4, )\f, )\BG)
"' det (ABy, ABs, ABg)
Yy
o det (/\B4, >\B5, )\f)
05 = det ()\B4, )\B5, )\BG) ’
resulta que P; cumple (1.10). De esta manera al elegir ¢5 = bsf como la
constante correspondiente a la B-spline Bj en la definicion de P f y realizando
el mismo proceso para todos los £ = 1, ..., 10, obtenemos un quasi-interpolante

que preserva el espacio de splines S.

1.3. Polinomios multivariados y expansion de Tay-
lor promediada

Antes de concluir este capitulo, introducimos algunos elementos fundamen-
tales que seran utilizados en el estudio de los espacios de splines producto ten-
sor, asi como en la obtencién de resultados de aproximacién local en espacios

de Sobolev.

Multi-indices. Comenzamos estableciendo la notacion de los multi-indices,
la cual resulta esencial para describir de manera compacta derivadas parciales,
espacios polinomiales y desarrollos de Taylor en dimensiéon arbitraria. Dado un
entero positivo d, consideramos los conjuntos:

Rd::{x:(xl,...,xd):xieR,izl,...,d},

Zi ={a=(a,...,qq) o, €Zy, 1 =1,...,d}.

Este dltimo conjunto se denomina conjunto de multi-indices y sus elementos
tienen las siguientes operaciones y relacion de orden.

» Mo6dulo de un multi-indice: |a| = a; + - -+ + aq, para o € Z4.

9



1.3. Polinomios multivariados y expansion de Taylor promediada

» Potencia de un vector por un escalar: 2% = 29 ... 29, para x € R4, 0 € R,

» Potencia de un vector por un multi-indice: z® = z{' ...z, para x €
R o € Z¢.

= Derivada de orden alpha: D* = D1 D2 ... D34, para o € Z4.
» Relacion de orden: Dados a, 3 € Z%, diremos que a < 3 si y solo si

a; < f3; para todo i = 1,...,d. Por otro lado, a < 3 si y solo si a < 3
y ar < [k para algin k.

En este trabajo seran importantes los siguientes subconjuntos de multi-

indices:

A={a:|al <m}, (1.18)
Sid=2ym=2 tenemos

A ={(0,0),(1,0),(0,1)}.

Por otro lado tenemos el subconjunto de multi-indice,

A={a:a<m}. (1.19)
Si consideramos d = 2 y m = (2,2) tenemos en (1.19)

A ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,1),(2,0),(0,2)}.

Espacios de polinomios. A partir de los subconjuntos de multi-indices
es posible introducir los espacios de polinomios multivariados, y esta misma
notacion permitird definir posteriormente los espacios de Sobolev asociados.
Comenzamos presentando los espacios de polinomios multivariados y, tras es-
tablecer algunas observaciones y resultados preliminares, introducimos la de-
finicion de los espacios de Sobolev.

Definicion 1.11. Sea d € N y dado A asociamos un conjunto de polinomios
definido por P4 = span{z®: 2z € R, a € A}.
En particular, dado m € Ny A dado por (1.18), si p = m — 1, entonces P,
denota el espacio de polinomios d—variados de grado a lo sumo p, es decir,
P, =span{z® |z € R, a € Z% : || < p}.

Por otro lado, dado m = (my,...,my) un multi-indice y A dado por (1.19),
p=(mi—1,...,myg— 1), entonces P, es el espacio de polinomios producto
tensor de grado menor o igual a p; en la i-ésima direccion, es decir

P, =span{z® |z € R, a € Z¢ : a < p}.
Observacion 1.12. Notar que P, C P, siempre que p < p; para todo 7 =
1,...,d. También tenemos que, P, C P; si Z?:l pi < s.

10



Capitulo 1. Preliminares

Espacios de Sobolev. A continuacién, presentamos la definicion de los es-
pacios de Sobolev los cuales se pueden leer con mayor detalle en [Eval0,Sch07].

Definicién 1.13. Dado un subconjunto Q@ C R?, definimos el Espacio de
Sobolev W,*(§2) para 1 < g < ooy m € N, como

Wi () := {f € L) : | fllwg @) < o0},

q

donde

[a1 1/q .
Hf”Wm(Q) = {<Za|3m 1D f”%tz(g)) sil<p<oo
' Z|a|§m ess Sup,eq |[D*f|  sip = oc.

Ademés se define la seminorma

1/q

|f|m,L‘1(Q) = Z ||Daf||thZ(Q) )

la|=m

la cual se utiliza en muchos de los resultados de este trabajo.

El siguiente lema nos proporciona una desigualdad inversa para el espacio
de polinomios d—variados y la prueba se puede encontrar en [Spel7, Lemma 1].
Este resultado serd importante en el siguiente capitulo para obtener un resul-
tado de aproximacion local para quasi-interpolantes sobre espacios de splines
producto tensor que veremos més adelante.

Lema 1.14. Sea K un subconjunto convezo de R?, y sea dy el didmetro de la
bola mds grande contenida en K. Para cualquier g € P, y 1 < q < oo se tiene
que:

| D%gll o) < CdilgllLarey, 0 < lax| < p, (1.20)
donde C' es una constante independiente de g y K.
Polinomios de Taylor. Para finalizar este capitulo y con el fin de establecer
estimaciones de error en espacios de Sobolev en el Capitulo 2, introducimos un

operador T' de aproximacion polinomial de orden p para funciones en dichos
espacios, el cual satisface una desigualdad del tipo

ID*(f — Tf)||zag) < C diam(Q)P 12 DPF f| Lo, (1.21)

donde 0 < |a| < py el diam(Q2) es el didametro del conjunto €.
Consideramos a continuacion la expansion de Taylor promediada siguiendo
las lineas de [BS02, Chapter 4] y [Sch07, Chapter 13].

11



1.3. Polinomios multivariados y expansion de Taylor promediada

Definiciéon 1.15 (Expansion de Taylor). Consideramos A un subconjunto de
multi-indices y cualquier funciéon v tal que las derivadas requeridas existan en
y. Se define el operador

Thu(z) = Z (x;i'y)Dau(y), para todo x € R%, (1.22)
acA ’

donde a! = aq!. .. !

Si u esta en un espacio de Sobolev, en general, D®u no existe en el sentido
puntual. Con lo cual vamos a considerar el promedio de TyAu(x) sobre y.

Para definir la expansién de Taylor promediada tomamos B = {z € R? :
|z — x| < p} y una funcion ¢ € C*°(R?) que cumple que [, ¢p(z)de =1y
que supp(¢) = B la cual llamaremos funcion cut-off.

Definicion 1.16. La expansion de Taylor promediada respecto a ¢ y A se
define como

T u(z) := /BT;\u(:E)gb(y)dy, para todo x € R%, (1.23)

donde TyAu(x) esta dado por (1.22), y ¢ es una funcion cut-off soportada en
B.

Para nuestro trabajo tomaremos la expansion de Taylor promediada clasica
que esta dada por el subconjunto de multi-indices (1.18) la cual denotaremos
con T™ para m € N.

Proposicion 1.17. T™u € P,,, es decir, T™u es un polinomio de grado a lo
sumo m.

Para entrar en detalles sobre la prueba y méas propiedades de este operador
puede consultar [BS02, Section 4.1].

Lema 1.18. Sea K un subconjunto convero de R? y la expansion de Taylor
promedida cldsica TP sobre K. Sea By la bola mds grande contenida en K de
radio r. Entonces, para cualquier f € WPHH(K) y1 < q < oo se cumple:

ID*(f = T"f)l|zozey < O diam (K flpny pay, 0 < af <p, (1.24)

donde C' es una constante independiente de f y diam(K), pero depende de
chunk(K) := damtf)

K

Este resultado, importante para el trabajo con los quasi-interpolantes en
espacios de splines, describe el poder de aproximacién que tiene la expansion
de Taylor promediada clasica.

12



Capitulo 2

Quasi-interpolaciéon en espacios de
splines producto tensor

Los espacios de splines son ampliamente utilizados en los métodos de ele-
mentos finitos (FEM) para la resoluciéon numérica de ecuaciones en deriva-
das parciales. En este contexto, las normas de Sobolev proporcionan una for-
ma natural de medir el error de discretizacion. Ademés, la teoria de quasi-
interpolacion constituye una herramienta fundamental tanto desde el punto
de vista tedrico —ya que permite comprender el poder de aproximacion de los
espacios discretos y derivar estimaciones de error— como desde el punto de
vista practico, dado que desempena un papel esencial en la implementacion
computacional del FEM.

En este capitulo presentamos los espacios de splines producto tensor junto
con los operadores de quasi-interpolacion P asociados. Consideramos como
punto de partida el resultado de poder de aproximacion local en normas de
orden superior obtenido en [CG23] para el caso univariado, el cual establece
que

1D"(f = PP)llzscry < CUIFTIDH | oy, (2.1)

donde I es un knot interval, I es su soporte extendido, 0 < r < ¢ < p,
1 < q < oy f pertenece a un espacio de Sobolev adecuado. Uno de los
objetivos principales de este capitulo es extender este tipo de estimaciones al
contexto de los espacios de splines producto tensor.

Cabe senalar que la validez de la desigualdad (2.1) depende de ciertas hipo-
tesis tanto sobre la malla como sobre el operador de quasi-interpolacion P. En
este sentido, establecemos una generalizaciéon de dicha estimacion para quasi-
interpolantes definidos en espacios de splines producto tensor que satisfacen
propiedades bésicas, en la linea de [BGGS16]. Para ello, seguimos la estrategia
de demostracion desarrollada en el caso univariado en [CG23] y la adaptamos
cuidadosamente al marco tensorial.

13



2.1. Espacio de splines producto tensor

2.1. Espacio de splines producto tensor

Para definir el espacio de splines producto tensor S,(Z) sobre Q := [0, 1]¢ C
R?, procedemos de la siguiente manera. Sean p = (p1,...,pa) yn = (n,...,ng)
multi-indices que representan los grados polindémicos y la dimension de los
espacios splines univariados en cada direccion, respectivamente. Para cada
i = 1,...,d, consideramos un (p; + 1)-open knot vector =Z; = {§J(-z)}?£;p"'+1,
y definimos el espacio de splines univariado

Sp,(Zi) :==span{Bl: j=1,....n;},

donde B]". es la funcion B-spline de grado p; asociado al vector de nodos local

{.53@, - 7§§2pi+1} vista en la Observacion 1.3 de la Seccion 1.1, también con-
sultar [Sch07, Chapter 12|. Definimos entonces el conjunto B = B, de las
funciones B-splines producto tensor como el producto de B-splines univariadas
en cada direccion:
. d
Bi,...i,(x) == B} (21) B}, (x2) . .. Bf (x4),

con x = (x1,29,...,24). Estas funciones tienen propiedades importantes las
cuales nombramos a continuacion y pueden encontrarse en [LMS18].

(1) Localmente soportadas: Una B-spline producto tensor esté localmente
soportada en el rectangulo d-dimensional dado por los nodos extremos
de sus B-splines unidimensionales en cada direccion.

(11) No negatividad: Una B-spline producto tensor es no negativa en todas
partes y positiva en el interior de su soporte.

(111) El conjunto de todas las B-splines producto tensor es linealmente inde-
pendiente y cumple la propiedad de la particion de la unidad.

Definimos el espacio de splines producto tensor como
=) -— d =) — . ) ni,..Nd
Sp(2) = @115, (5i) = Span{BZlﬂ%mﬂd<x>}i1:1,“.,id:17

con = :=Z; X -+ X =4. Como el conjunto de las B-splines producto tensor es
linealmente independiente, la dimension de este espacio es n := Hle n;.

Por otro lado, se define la malla producto tensor Q que esta constituida por
las celdas (o elementos) Q = I X --- X Iy, donde I; es un knot interval de la
malla unidimensional correspondiente a la i—ésima direccion, parai =1,...,d.
También se define el soporte extendido de una celda () como la unién de los
soportes de las B-splines producto tensor que no se anulan en la celda @), es

decir,

Q= |J suppp

BeB
QCsupp 3

14
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o bien, o 3
Q="hx--x1I,

donde I; es el soporte extendido del knot interval definido en (1.8) para cada
i=1,...d.

Observacion 2.1. El conjunto Q para Q € Q es union de celdas de la malla
producto tensor Q.

A continuacion, presentamos la definicion de mallas quasi-uniformes cuya
estructura nos permitirda obtener estimaciones de error en espacios de Sobo-
lev estandar. El anélisis de mallas anisotropicas requiere un tipo diferente de
espacios de Sobolev y escapa al objetivo de este trabajo.

Definiciéon 2.2 (Mallas quasi-uniformes). Sea Q una malla tensorial. Decimos
que la malla es quasi—uniforme si existe una constante C' > 0 tal que

diam(Q)

i <, paratodo @ € Q, (2.2)
Q

donde lg = min{|/;| : @ = I x --- x I;}. En otras palabras, una malla Q es
quasi—uniforme si en cada celda, el diametro es equivalente a la longitud de
cualquiera de sus lados.

Observacion 2.3. En una malla Q quasi-—uniforme se tienen los siguientes
resultados.

(1) Para cualquier par de celdas @, ' € Q que compartan un lado, se tiene
que diam(Q) es equivalente a diam(Q’). En efecto, como la malla es
quasi-uniforme y las celdas QQ y Q' comparten el knot interval I, resulta

diam(Q) < C'lg < C |I| < C diam(Q').

De manera analoga se prueba que diam(Q’) < C'diam(Q).

(11) Para toda celda @ € Q, se tiene que diam((Q)) es equivalente a diam(@Q).
La desigualdad diam(Q)) < diam(Q) es trivial, ya que @) C Q. Para la
otra desigualdad, daremos una explicacion apoyados en la Figura 2.1

para el caso d =2y p = (p1,p2) = (2,1).

Como Q@ esta formado por celdas de Q (ver la Observacion 2.1), entonces
consideramos un conjunto de celdas @; € Q incluidas en Q que recorren
el borde de Q desde el extremo inferior izquierdo al extremo superior
derecho. Como se puede ver en la Figura 2.1, este recorrido no nos pro-
porciona la menor cota, pero para estos fines es suficiente. Entonces, para
este ejemplo el recorrido toma 2p 4+ 1 = 7 celdas donde p = p; + po.
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Figura 2.1: Esta grafica muestra una celda @ y su extension ) para el caso
p = (2,1) donde los nodos son simples. Ademads, se muestra el conjunto de
celdas que recorren el borde de @ uniendo el extremo inferior izquierdo con el
extremo superior derecho.

Siguiendo la Figura 2.1, vemos que el diam(Q)) se puede acotar por la
suma de los didmetros de elementos {QJ}?:II Como el conjunto de las
celdas {Q; }3’21 es finito, podemos elegir al elemento () como aquel que
tenga mayor diametro. De esta manera obtenemos,

2p+1

diam(Q) < Z diam(Q;) < (2p + 1) diam(Qy).

Ahora bien, como @), C Q y Q C Q, consideremos el conjunto {Q; 2-:1

de celdas incluidas en Q que conectan Q y @ como se muestra en la Fi-
gura 2.2. Utilizando (1) obtenemos

diam(Q) < (2p + 1)C?* diam(Q),)
< (2p+ 1)CP*CP diam(Q)
< Cp diam(Q),

donde C}, = (2p+ 1)CP. Con lo cual, diam(Q) es equivalente a diam(Q).
Para el caso d-dimensional tenemos que la constante Cp, = (2p + 1)C?

con p = Zle Di.

2.2. Operadores de quasi-interpolacién en espa-
cios de splines producto tensor

En esta seccion se presentan los operadores quasi-interpolantes P en espa-
cios producto tensor y se analizan las propiedades que estos deben cumplir para
extender la estimacion de error local dada en (2.1). Las bases de estas construc-
ciones y propuestas extienden los resultados de los articulos [BGGS16,CG23].
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Qk Qy

Figura 2.2: Esta grafica muestra un conjunto {Q; §=1 de celdas incluidas en Q
que conectan Qr v Q.

Sea P un operador lineal que aplica L(Q2) en S,(Z). Para cada f € LI(Q)
se puede escribir P f como

d
Pf=> M,..i.(f)B., .. B (2.3)
donde {\;, i, } es un conjunto de funcionales lineales.
Nos interesa estudiar los operadores P que satisfacen las siguientes propie-
dades:
(P1) P es una proyeccion en Sp(Z), es decir, si f € Sp(Z) entonces Pf = f.

(P2) P es localmente estable: Dado 1 < ¢ < oo, existe una constante C' > 0,
que solo depende de p, tal que

1Pl < ClifllLag), paratodo @e Qy fe LUYQ).

Las siguientes condiciones aseguran que (P1) y (P2) se cumplen (cf. [BGGS16,
Theorem 2|):

(C1) El conjunto {\;, ., } constituye una base dual de la base de B-splines
{B} ...Bl}.

(C2) Los funcionales {)\;, . ;,} son acotados, es decir, satisfacen
|>\z‘1,...,id(f>| <C| SUPP(Bill < Bii)l‘”q ||fHLq(supp(B}1...B;id))a
para todo f € L9().

Observacion 2.4. Para todo @) € Q se cumple que Pf|g € Pp, para toda
funcién f. Teniendo en cuenta la Observacion 1.12 al tomar s = Z?Zl Di, Se
tiene que Pf|g € P, para toda f.
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Con las siguientes construcciones se pueden obtener quasi-interpolantes que
cumplen estas propiedades.

= En el primer caso se plantea una construccion del operador quasi-inter-
polante P dado en (2.3), eligiendo los funcionales {);, _;,} mediante
el método descripto en [LLMr01] y que mencionamos en el Capitulo 1.
También, en el articulo [BGGS16] se establece un operador de proyeccion
local L? que cumple con estas propiedades.

= En el segundo caso se puede obtener P a partir de quasi-interpolantes
univariados. Siguiendo [BadVBSV14]|, para cada k = 1,...,d, se consi-
dera un operador quasi-interpolante Il en el espacio de splines S, (Ex).
Luego, se define P =1I; ® - - - ® 14, donde la operacion producto tenso-
rial se puede leer con mayor detalle en ese articulo. Ademés, se establece
que si los operadores univariados cumplen las propiedades (P1) y (P2),
entonces el operador P también las cumple.

2.3. Aproximacién local en normas de Sobolev

Para finalizar este capitulo presentamos el resultado principal, el cual exhi-
be el poder de aproximacion local de los espacios de splines producto tensor
para funciones en espacios de Sobolev en normas de orden superior.

Teorema 2.5 (Aproximacion local en normas de orden superior). Conside-
remos el espacio producto tensor Sp(Z), donde la malla producto tensor Q
satisface la ecuacion (2.2), y sea P : L)) — Sp(E) un quasi-interpolante
que cumple las condiciones (C1) y (C2) establecidas anteriormente. Entonces,

existe una constante C' > 0, que depende tunicamente de p = (p1,...,pa), tal
que para todo QQ € Q y 1 < q < oo se verifica que
ID*(f = Pf)leag) < € diam(Q)PH 1|1y 1) (2.4)

para toda f € WPtH(Q) y 0 < || < p, donde p= min p;.

=1,...,

Demostracion. Sea [ € W(f“(Q), donde p < p; para todo i =1,...,d y sea
Q=1 x---x1;€ Q. Como P, C Pp, la condicion (C1) implica que para
cualquier polinomio g € P,, se cumple

|1D*(f = Pf)llaq) < 1D*(f = 9)llLa@) + ID*P(f — 9)|La@)-

Considerando s = S0 ps se tiene que P, € P, (ver Observacion 1.12) y
usando que () C Q y Lema 1.14 se obtiene

ID*(f = Pf)lla@ < ID*(f = 9)llaigy + Cdg NP (f = 9)llzace),
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donde 0 < |a| < s. La constante C' que aparece en esta estimacion y en las
siguientes puede variar en cada ocasion.

Notar que dg = min{|;| : ¢ = 1,...,d}, es decir, dg es la medida de uno
de los lados de Q. Aqui, el hecho de que la malla producto tensor cumpla (2.2)
implica que |I;| es equivalente a diam(Q) para todo i = 1,...,d. Por lo tanto,

ID*(f = PP)lla@) < 1D¥(f = 9oy + € diam(Q) " [[P(f = 9)2s(0)-

Se elige g =T g f como la expansion de Taylor promedida clasica de grado

p de f sobre Q (ver Definicion 1.16). Luego, por la estabilidad local del quasi-
interpolante P (ver (P2)) y por Lema 1.18, se cumple que

ID(f = Ph)llza@ < € diam(Q)" 1], o)
+C diam(Q)_lal diam(Q)p+1|f|p+1,Lq(Q)a

donde 0 < |a| < p. Finalmente, teniendo en cuenta el item (11) de la Observa-
cion 2.3, se concluye (2.4).
0

Este teorema generaliza a espacios producto tensor el resultado presentado
en [CG23, Theorem 3.5 para el caso univariado. Por otro lado, el anélisis en
normas de orden superior puede considerarse como una extension del [BGGS16,
Theorem 2| donde se presenta la estimacion de error para |a| = 0.

A partir del Teorema 2.5 podemos concluir con la estimacion de error global:

ID*(f = Pf)||agy < ChPH1 £l 41 rag),  para toda f € WPHH(Q), (2.5)

donde p = ,nln'ndpi, 0<|a] <pyh=méxgeodiam(Q).
i=1,...,

Para finalizar consideremos el siguiente anélisis: Dado que la desigualdad
(2.4) se cumple para f € W;’“(Q) con p < p; (para todoi=1,...,d), resulta
natural emplear esta estimacion cuando las componentes del multi-indice p
del espacio de splines producto tensor sean iguales. Esto se debe a que el lado
derecho de la desigualdad (2.4) depende unicamente de p = .mindpi, y en

consecuencia, la posible ventaja de aumentar el grado polinomial en una sola
direccion no queda cuantificada a través de esta estimacion.
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Capitulo 3

Adaptatividad y aproximacion en
espacios jerarquicos

Los operadores de quasi-interpolacién son ampliamente reconocidos como
herramientas de aproximacién efectivas y eficientes. Al mismo tiempo, los B-
splines jerarquicos, construidos a partir de una jerarquia de mallas graduadas,
que representan distintos niveles de refinamiento, proporcionan una estruc-
tura que permite realizar aproximaciones locales. En este contexto, los quasi-
interpolantes ofrecen ventajas significativas al combinar simplicidad en su cons-
truccion con flexibilidad para adaptarse a datos singulares, convirtiéndose asi
en una herramienta poderosa para diversas aplicaciones computacionales.

En la Seccion 3.1 comenzamos el capitulo presentando los espacios de spli-
nes jerarquicos, partiendo de las construcciones univariadas y producto tensor.
Luego, en la Seccion 3.2, con el objetivo de analizar métodos adaptativos, in-
troducimos un proceso de refinamiento que actualiza tanto la malla como el
espacio jerarquico asociado.

Como etapa intermedia, en la Seccion 3.3 proponemos una familia de mallas
jerarquicas que denominamos mallas débilmente admisibles, cuya condicion es
més débil que las conocidas mallas estrictamente admisibles de clase 2 presen-
tadas en [BG16]. Estas nuevas mallas permiten establecer estimaciones locales
del error en normas de Sobolev que extienden los resultados para normas L7
presentados en [BG17] mediante el uso de los operadores de quasi-interpolacion
introducidos en [Kra98| (ver Seccion 3.7).

En la Seccion 3.4 presentamos un algoritmo de refinamiento adaptativo
que utiliza las mallas débilmente admisibles como punto de partida con la
intencion de mejorar en algin aspecto el procedimiento de refinamiento con
mallas estrictamente admisibles conocido [BGV18].

Pensando en un proceso de refinamiento iterativo, en la Seccion 3.5 se
prueba un resultado fundamental para la estimacion del crecimiento del nime-
ro de celdas de la malla con respecto al nimero de elementos marcados para
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3.1. Espacios de splines jerarquicos

el refinamiento. Luego, siguiendo estos resultados teodricos, en la Seccion 3.6
hacemos la implementacion de nuestro algoritmo de refinamiento y un analisis
comparativo con respecto al algoritmo de [BGV18]. Presentamos algunos ejem-
plos resolviendo problemas como la aproximacion de una funcion f € L*(Q)
mediante la proyecciéon L? sobre un espacio de splines jerarquico dado y la
resolucion de la ecuacion de Poisson.

3.1. Espacios de splines jerarquicos

En esta secciéon se introducen los espacios de splines jerarquicos, los cuales
son adecuados para el diseno de métodos isogeométricos adaptativos, ya que
permiten realizar un refinamiento local de la malla como se verd més adelante
en este capitulo.

Aqui se analizan algunas propiedades bésicas que facilitan su compren-
sion mediante el uso de los espacios de splines univariados y producto tensor
estudiados previamente. Para una exposicion mas detallada, pueden consul-
tarse [BG17,GJS14, VGJS11].

Caso splines univariados. Siguiendo lo presentado en la Seccion 1.1, con-
sideramos un espacio de splines univariado S,(Z,,,) dado por el (p + 1)-open

knot vector =,,, = {fj}?;er:

O=& ==& <2< <& <& = =&pn = 1,

donde los enteros positivos p y n denotan un grado polinomial dado y el nimero
de funciones B-splines de la base B(=,,) asociada a =, ,, respectivamente.

Tomamos = := =,, y una sucesion {Zy}en de (p + 1)-open knot vectors
(donde ¢ sera considerado como el nivel) de modo que

= CZ1C...

Esto produce de forma sucesiva refinamientos de =g, ya que, =, C Zy,1, para
¢ € N. Denotamos con By a la base B-splines asociada al (p + 1)-open knot
vector =, para { € Ny. El anidamiento de los (p + 1)-open knot vectors induce
una relacion natural entre las funciones de base de los niveles ¢ y £+ 1, que se
describe a continuacion.

Definicién 3.1. Sea 3, € By y Z3, su correspondiente vector de nodos como se
menciona en la Observacién 1.3. Sea E(Biﬂ) C =41 el vector de nodos obtenido
de Zp, al insertar los nodos de =41 que estan en el interior del supp ;. Decimos
que Bep1 € Byyy es una hija de 3y si Z5, , C E(ﬁiﬂ). Definimos asi el conjunto

de las hijas de 8y como

C(Be) == {Bes1 € Be1 | Be+r es una hija de S}
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Consecuentemente, se define el conjunto de los padres de (y41:

P(Bes1) == {Be € By | Pe41 es una hija de [}

Puesto que =, C =y, 1, podemos escribir cualquier B-spline de nivel £ como
combinacion lineal de las B-splines de nivel /41. Mas atn, utilizando la férmula
de insercion de nodos (ver [Boe80, CLR80, LMS18]) se obtiene que

Bi=">_ s (BB, (3.1)

Bey1€C(Be)

donde los coeficientes cg,,,(3¢) son todos positivos y las tnicas funciones B-
splines que intervienen en la combinacion lineal son las hijas de ;.

Antes de definir el espacio jerarquico, consideremos esta misma construc-
cion para el caso multivariado, donde sera necesario trabajar con espacios
producto tensor.

Caso splines multivariados. Para cada nivel ¢ € Ny, consideramos p =
(p1,p2,---,pa) y ne = (nf,ns, ... nb) fijos. Siguiendo la Secciéon 2.1 definimos
Spn,» €l espacio producto tensor de nivel ¢ sobre el mismo dominio Q = [0,1]¢ C
R, al cual denotamos con S, y sea ademés By = B, su correspondiente base
de B-splines. También denotamos con Q, a la malla producto tensor y a cada
elemento () € Q, lo llamaremos celda de nivel /.

Al considerar una sucesion {Sy}sen, de espacios producto tensor tal que

ScCcSC...,

al igual que el caso univariado, se obtiene que cada funcién B-spline 3, de nivel
¢ se puede obtener como combinacion lineal tnica de funciones B-splines de
nivel ¢ + 1. Es decir,

6@ = Z CBoy1 (6@)6@4—1’ (32)

Be+1€Bo+1
donde los coeficientes son todos no negativos. Al tomar solo los coeficientes
cg,,,(B¢) no nulos, se tiene la siguiente definicion para las hijas de [

C(Be) := {Beyr € Beya | ., (Be) > 0}, (3.3)

la cual es equivalente a la Definicion 3.1 para el caso producto tensor. De
manera analoga, para [y, se define el conjunto de los padres como

P(Bes1) == {Be € By | Beg1 es una hija de S}

Entonces, podemos reescribir la combinacion lineal para 5y en (3.2) dejando
solo sus funciones hijas,

Bi=">_ s, (Be)Brsr- (3-4)

Be+1€C(Be)

Aqui todos los coeficientes son positivos.
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3.1. Espacios de splines jerarquicos

Observacion 3.2. Notar que para cualquier 5, € By se cumple que

C(Be) C {Bes1 € Bey1 | supp Ber1 C supp fe} (3.5)

Con el anidamiento de los espacios producto tensor, estamos en condiciones
de introducir la construccion jerarquica. El objetivo central de esta seccion es
describir como estos espacios se combinan para generar espacios jerarquicos,
preservando propiedades locales.

Definiciéon 3.3 (Jerarquia de Subdominios). Para n € N, decimos que el con-
junto Q,, = {Q0, Q1,...,Q,} es una jerarquia de subdominios de profundidad
n si

Q=00 D 20120, =0, (3.6)
y cada subdominio 2, es unién de celdas de nivel ¢ — 1.

Definicion 3.4 (Base jerarquica). Definimos la base jerarquica H = H(2,)
tomando H := H,,_1 en el siguiente algoritmo recursivo:

7‘[0 = Bo,
Heyr = {BEH|suppS & Q1 } U (3.7)
{B € By |suppfB C Quy1}, €=0,...,n—2.

Llamamos espacio de splines jerdrquicos al espacio generado por H, y HB-
splines a las funciones de H, que son en efecto, un conjunto linealmente inde-
pendiente de funciones, como se vera en la Proposicion 3.6. Ademas, podemos
asociar una malla jerdrquica subyacente Q = Q(€2,), dada por

n—1
Q= H{QeQ | QC U Q¢ 2}
=0

En lo siguiente decimos que ) es una celda activa (o elemento activo) si Q € Q,
y es una celda activa de nivel £ si Q) € Q, N Q. También decimos que @) es una
celda desactivada de nivel £ si Q € Qpy Q C .

A continuacion presentamos una observacion donde se realiza un analisis de
la construccion de la Definicion 3.4. Este analisis nos proporciona herramientas
para entender como se enriquece el espacio generado por H,, de manera local,
en cada iteracion hasta alcanzar el espacio de splines jerarquico.

Antes de iniciar, veamos que la siguiente igualdad se cumple para todo
(=0,....,n—1.

{B€H|suppB C Quy1} ={B € By| supp S C Qy1}- (3.8)

Primero, consideramos 8 € H, tal que supp S C yy1. Como Qpq C €y,
entonces por la definicion de Hy, tenemos

{BeH|suppB C Qus1} C{B € By | supp B C Qo1 }-
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Por otro lado, si f € B, tal que supp 3 C 241, utilizando de nuevo que
Qi1 C Qp y la definicion de Hy, tenemos la otra inclusion:

{B€By| suppB C Qi1} CT{B € Hel| suppf C Qpi1}-

Observacion 3.5. Para iniciar tomamos Hy := By, que contiene a las fun-
ciones B-splines de nivel 0 cuyo soporte esté incluido en €5. Como € C €,
queremos agregar funciones B-spline de nivel 1 para tener mayor resoluciéon en
esta region. Entonces, consideremos la descomposicion

Ho={B¢€Ho|suppB ¢ U} U{B € Ho| supps C U}

Teniendo en cuenta la ecuacion (3.8) podemos escribir

{Be€Ho| suppB C U} ={B€By|suppf C i}

y todas las funciones de este conjunto pueden escribirse como combinacion
lineal de las funciones de {8 € B, | supp 8 C € }. De esta manera, al considerar
el conjunto:

Hi:={B € Ho|suppBS & U} U{B € By | suppf C N},

no perdemos ninguna funcién generada por Hg en el espacio generado por H;.
Ahora descomponemos el conjunto H; en

Hi={BeH|suppfB & Q}U{B € Hi|supps C Q},

donde {8 € Hi | suppB C o} = {8 € By | suppf C s} por la ecuacion
(3.8). Al igual que en el caso anterior, reemplazamos este conjunto por {5 €
By | supp 8 C €2y} para generar funciones nuevas y no perder la informacion
del espacio generado por H;. De esta manera se define

Ho :={B € Hi|suppf & Q}U{B € By | supp S C Qa}.

Siguiendo con este procedimiento para H, con £ = 2,....n — 2, obtenemos
el conjunto Hyyq al reemplazar el conjunto {f € By | suppS C Qpy1}, con
{B € Byy1 | supp S C Qpy1} y definiendo asi

Hepr :={B € He|supp B & Qey1} U{B € Beyy | supp B C Qpya}.

De esta manera, el espacio generado por H, se enriquece con el espacio
generado por Hyyq en Qppq.
Esta observacion nos proporciona un primer acercamiento a la propiedad:

spanHy C spanHyyy, (=0,1,...,n—2,

que probamos formalmente mas adelante.
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3.1. Espacios de splines jerarquicos

De la Definicién 3.4 y la Observacion 3.5, para cada ¢, podemos definir
dos conjuntos que son de suma importancia. Primero, definimos el conjunto
de B-splines de nivel ¢ desactivadas en H,

Dy:=He\ Hipr = {6 € Be| supp f C Qi }-

Segundo, notemos que el conjunto de las B-splines de nivel ¢ que estén activas
en H, esta dado por

HNOB ={B€B;|suppB CQ y suppf & Qpyr}.

En consecuencia, el conjunto de todas las B-splines activas puede escribirse de
la siguiente manera:

n—1

H=|J{B B suppBCQ y suppB & i1}
=0

Proposicion 3.6. Para cada ¢ = 0,...,n — 1, el conjunto H, es linealmente
independiente.

Demostracion. Consideremos Zﬁem agf =0, y veamos que ag = 0 para todo
B € H,. Podemos escribir

0= Z agf’ + Z agfB+---+ Z agf. (3.9)

BEHNBy BEHNBL BEHNBy

Como todas las B-splines en H,N B; se anulan en €\ 2y, siempre que j > 0, y
en vista de que el conjunto de funciones H, N By es linealmente independiente
por estar contenido en Bj. Concluimos que ag = 0 para todo 3 € H, N By.
Supongamos ahora que en la suma (3.9) se cumple que ag = 0 para todo
B € HeN Bj para j < k. Notar que todas las B-splines en H, N B; se anulan
en Q \ Qx11, siempre que j > k, y que Hy N By, es linealmente independiente.
Esto implica que ag = 0 para todo 8 € H, N By. El razonamiento inductivo
anterior permite concluir que entonces ag = 0 para todo 8 € H,. O

Notar que en particular, H es linealmente independiente.

Proposicion 3.7. Sean Ho, Hi,...,Hn_1 los conjuntos que se definen en
(3.7). Entonces,

spanHy, C spanHyyq, (=0,1,....,n—2.

Demostracion. Sea £ =0,1,...,n—2y f € spanH,. Podemos escribir
f=D2 b= ), ab+ Y asb (3.10)
BEH, BEH., BEB,
supp BZ 11 supp BCQ41
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Notar que la primera sumatoria es una combinacion lineal de funciones que
estdn en H,y 1. Por otro lado, como los espacios de splines {Sg}?:_ol estan ani-
dados, podemos escribir cada funcion § € By tal que suppf C Qpq1 de la
segunda sumatoria como combinacion lineal de las funciones de Byy;. De las
ecuaciones (3.2), (3.4) y la Observacion 3.2, se tiene que

B= > ¢, (B)Ben,

Be+1€Be1,
supp B¢+1Csupp 8
para toda (8 € By tal que supp 8 C 1. Sustituyendo esta expresion en (3.10)
tenemos que [ € spanHyyq. O

Un resultado que se desprende de esta proposicion es el siguiente.

Corolario 3.8. El espacio producto tensor inicial Sy = span By estd incluido
en spanHy para todo ¢ =1,...,n — 1.

Demostracion. Como By = Hg, y por el resultado anterior span Hy C spanH, C
-+ C span H,_1, se tiene que Sy C span H, para todo ¢ =1,...,n— 1. O

A diferencia de las bases B-spline asociadas a espacios de splines producto
tensor, la base de HB-splines no constituye una particion de la unidad. No
obstante, como se establece en [VGJS11, Lemma 5| es posible recuperar una
particion de la unidad mediante una ponderacion adecuada de las funciones de
la base. A continuacién, presentamos una observacion que permite entender la
construccion de esta propiedad.

Observacion 3.9. Consideremos f = 1 expresada como una combinacion
lineal de las funciones de H,. Podemos descomponer dicha combinaciéon sepa-
rando las funciones 5 € H, segtun satisfagan supp 8 & Q41 6 supp S C Qpyq.

L= agB= >  asB+ Y asp.

BEH, BEH,, BEH.,,
supp BZQp 41 supp BCQ 41

Utilizando la ecuacion (3.8) tenemos,

1= Z agf + Z agp.

5€H€7 BEB[,
supp BZ Q41 supp BCQ41

Ahora bien, escribiendo cada funcién de la segunda sumatoria como combina-
cion lineal de las funciones [y € Byyq, las cuales cumplen que supp fey1 C
Q41, y mediante un cambio en el orden de los sumandos obtenemos que

1= Z apl + Z Z ABCBy4 (ﬁ) Bes1-

BEH,, Bet1€8Bey1, BEBy,
supp BZQp 41 supp Be+1CQ41 [ Supp BCpy1
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Tomando ag,,, = >, pges,, ascs,,, () logramos escribir a la funcién cons-
supp SC41
tante 1 como

L= Y agB+ Y. ag, B (3.11)

BEH,, Bet1€8Bey1,
supp BZQe 1 supp Br4+1CQ41

Definimos los coeficientes ag,,, que estdn asociados a las funciones 3oy, €
B4y con supp fep1 C 2p41 como

ABeyy -= Z aﬂC/BZ-H(/B)’ (3.12)

ﬁer7
supp BC 241

y notemos que por la independencia lineal de los conjuntos H, y By estos
coeficientes son tnicos.

El objetivo de esta observacion es escribir la funciéon 1 como combinaciéon
lineal de las funciones en H,,.; donde sus coeficientes quedan determinados
de forma tnica en funcion de los coeficientes que se utilizan para escribir la
funcion 1 en términos de H,. Ademas vemos en (3.11) que los coeficientes de
las funciones que estan en H, 1 NH, se mantienen, mientras que los coeficientes
de las funciones que estéan en Hy.; \ H, se modifican usando la relacion de dos
escalas de las B-splines producto tensor.

Con este hecho en mente, podemos enunciar la siguiente proposicion donde
se muestra la particion de la unidad para la base de HB-splines mediante una
ponderacion dada por los coeficientes de la forma (3.12).

Proposicion 3.10 (Particion de la unidad). Sea H la base de HB-splines. Sea
ag, := 1 para todo By € By y para { =0,1,...,n —2,

agy,, = Z ag, 8,1 (Be),  para todo Beyy € By, supp frpr C Loy,
Be€By,
supp BCy41
(3.13)
donde esta combinacion es la que se obtuvo en (3.12). Entonces,
Z agf =1, en (.
BeEH

En el articulo [BG17] se presenta una demostracion de esta propiedad.
Sin embargo, aqui daremos detalles de como surgen estas ponderaciones en la
combinacion lineal de la identidad utilizando la ecuacion (3.11) de la Observa-
cion 3.9.
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Demostracion. Como f = 1 € span By, de la ecuacion (3.11) para el caso £ = 0
tenemos que

L= Y agh+ Y. aspi (3.14)
B

Bo€Ho, 1€81,
supp BoZ supp B1C1

donde ag, esta dado por la ecuacion (3.12) como

in— S anen(f0) paratodo i € Brsppfi € B (319

Bo€Bo,
supp BoC1

y ademas, por la particién de la unidad,
ag, = 1, para todo By € By,supp o Z 2. (3.16)

De la descomposicion (3.14) vemos que la funcion 1 es combinacion lineal

de las funciones en H;:

donde los coeficientes estan dados por (3.15) y (3.16).
Descomponiendo el lado derecho de (3.17) obtenemos

1= Z agf + Z ag, b1 = Z agf + Z ag, . (3.18)

BeH, B1EHL BeH, B1EBY
supp SZ Q2 supp 1 CQ2 supp BZ Q2 supp 1 CQ2

Ademas, por la Observacion 3.9 y la ecuacion (3.11) tenemos que

1= Z agf + Z ag, P2,

BEH, B2EB2,
supp BZ 2 supp B2 CQ2

donde ag, esta dado por (3.12) y los coeficientes ag para § € H; tal que
supp B ¢ §2o, fueron determinados en el paso anterior. Esta es una combinacion
lineal tinica como funciones de H,.

Siguiendo este proceso, obtenemos

1= Z aﬁoﬁo + Z aﬁlﬁl + -4 Z aﬁn—lﬁn—la

Bo€Bo, B1EB, Brn—1€Hn—1,
supp BoZ supp 31 C8, supp Bn—1CQn—1,
supp 517 Q2 supp Bn_17Zn
donde para cada £ = 0,1,...,n — 1 los coeficientes ag,,, estan dados por
By = E ag,Cs,,, (Be),  para todo Bpy1 € Beyy,supp Brp1 C Qg
Be€B,
supp BeCSQp41

Hemos probado asi, la propiedad de particiéon de la unidad para H utili-

zando una ponderacion en los coeficientes.
O
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En lo que sigue se presenta una caracterizacion de las funciones [ € H
cuyos coeficientes ag en la particion de la unidad son iguales a cero (ver [BG17,
Theorem 3.4]).

Teorema 3.11. Sea (11 € Byy1 tal que supp Bor1 C Qpyq, para algin ¢ =
0,...,n—2. Entonces, son equivalentes:

a) ag,,, =0.
b) Para todo Be € P(Bes1), (ag, >0 A supp By C Qp = supp e & Qos1).

Demostracion. ag,,, = 0 si y solo si para todo 8, € By con supp By C Q¢4 se
cumple que, ag, = 0 0 cg,,,(8;) = 0. Esta tltima afirmacion es equivalente a
que para todo f; € P(fe+1) con ag, > 0 se cumple que supp B¢ ¢ Qpy1. O

Observacién 3.12. Notar que si ag,,, > 0, esto significa que existe un padre
Be de Betr1 que cumple ag, > 0 y es una funcién desactivada de nivel ¢. Otra
manera de ver esto es que ag,,, = 0 si existen celdas de nivel ¢ de la malla
jerarquica “muy cercanas” al soporte de 11 (ver [BG17, Figure 2]).

En lo que sigue, se probara que las B-splines de nivel ¢ desactivadas pueden
escribirse como combinacion lineal de funciones en la base jerarquica de nivel
superior.

Lema 3.13. Sea H la base HB-spline asociada con la jerarquia de subdominios
de profundidad n, Q, = {Q,...,Q,}. Entonces,

n—1
D, C span (7—[ N U Bk> , (3.19)

k=0+1
para  =0,...,n—2.

Demostracion. Notar que (3.19) vale para £ = n — 2 por (3.2). Ahora asumir
que (3.19) vale para algin ¢ y se prueba para ¢ — 1. Sea [y_1 € Dy—;. Como
Be—1 € Bi_1 y supp Bi_1 C Q, tenemos que,

Bev= Y, caBen)Be= D eaBe)Bet Y ca(Ber)Be

Be€By, Be€By, Be€EHNB,
supp B¢ CS supp B¢ C8o41

La primera sumatoria, por la hipétesis inductiva, pertenece al espacio generado
por H N UZ;;H By y la segunda suma pertenece a span(#H N By). Por tanto,

Be_1 € span (7—[ N UZ;; Bk). O
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Para finalizar introducimos una familia de subdominios asociados a la jerar-
quia de subdominios, que jugaran un rol esencial en el analisis de las secciones
siguientes. Para ¢/ = 0,1, ...,n—1, definimos w, como la unién de los elementos
de nivel ¢ cuyo soporte extendido esta contenido en §2,, es decir,

we=J Q. (3.20)

QEQ,
QCy
donde Q denota el soporte extendido de @, dado por Q = U supp [3.
BEB,
supp 8OQ
También se establece que w, := (). Esta definiciéon nos indica que w, es el

subconjunto mas grande de €2, tal que las funciones en {8 € B, | supp 8 C Q}
generan todos los elementos del espacio producto tensor &, restringidas a wy
(ver [GJS12, Pag. 488|).

Antes de terminar esta secciéon presentamos una observacién importante
sobre la estructura que presentan los subdominios {w,}}_,, que es trivial por
definicion.

Observacion 3.14. Para cada ¢ = 0,...,n, el conjunto w, esta formado por
celdas de nivel /.

3.2. Refinamiento adaptativo

Para poder desarrollar métodos adaptativos utilizando espacios jerarquicos
necesitamos introducir un procedimiento de refinamiento. En esta seccion pre-
sentamos la definicion y el proceso de refinamiento que utilizaremos, siguiendo
el enfoque propuesto en [GV18]. Asimismo, presentamos una serie de pro-
piedades que permiten relacionar el espacio jerarquico original con el espacio
resultante luego del refinamiento.

Definicion 3.15 (Refinamiento de un espacio jerarquico). Consideremos los
subdominios jerarquicos €, 1= {Qq,..., Q. } y Q. = {Qf,..., Q. } de Q con
profundidad n y n*, respectivamente, donde n < n*. Decimos que €2. es un
refinamiento de €2, si se cumple que

Q,CQy, para l=1,... n.

Notar que los espacios jerarquicos generados por las bases jerarquicas H

y H*, asociadas a los subdominios jerarquicos €2, y (2., respectivamente,
cumplen que

span’H C spanH". (3.21)

La demostracion completa de este resultado puede encontrarse en [VGJS11,
Proposition 4|. Aqui se presenta el enunciarlo de la siguiente manera.
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Lema 3.16. spanH, C spanHj, para { =0,...,n.

Notar que la Definicion 3.15 es lo suficientemente general pues permite que
con un solo refinamiento se pueda alcanzar una profundidad alta en una zona
en celdas de nivel bajo. Es decir, una celda de nivel 0 de la malla inicial puede
desactivarse permitiendo celdas de nivel mas alto en esa region (ver Figura 3.1).

(a) (b)

Figura 3.1: Refinamiento jerarquico dado por la Definicién 3.15 donde se ejem-
plifica la flexibilidad de la misma. La configuracion inicial (a) muestra una
malla jerdrquica con una celda de nivel 0 que se desactiva y da lugar, en un
tnico paso, a celdas del nivel méas alto como se ve en la malla refinada (b).

Nuestro trabajo se centra en refinamientos jerarquicos donde cada celda
nueva en la malla refinada, proviene de una celda activa de la malla inicial.
En otras palabras, el proceso consiste en identificar aquellas celdas activas de
la malla jerarquica donde se requiere una mejor capacidad de aproximacion y
proceder a refinarlas. A continuacion, presentamos la definicion formal de este
tipo de refinamiento jerarquico utilizado también en [GV18].

Definicién 3.17. Sea Q,, := {Qo,...,,} una jerarquia de subdominios y
Q = Q(£2,) la malla jerarquica asociada. Consideramos M = {M,}}=;, donde
My € QN Qg es el conjunto de celdas marcadas de nivel ¢, para ¢ =0,...,n—1.

Con esta seleccion de elementos, definimos €7, = {Qf, ..., .} por
QS = Qo,
QO =Qu{Q|QeMi 1}, (=1,...n, (3.22)
0= 0.

Es decir, €2 se obtiene de €2, anadiendo las celdas marcadas de nivel ¢ — 1.

Teorema 3.18. Sean €, una jerarquia de subdominios, Ml = {M,}}—; tal
que My, C QN Qy, y Q| construido a partir de (3.22). Entonces:

(1) Para todo £ =1,...,n+ 1, se cumple ) C Q.
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(11) Para todo ¢ =0,...,n, se cumple 2y C €.

(1r1) QL es una jerarquia de subdominios. Es decir, para todo £ = 0,...,n+
1, se cumple 2y C ;.

Demostracion. (1) Primero, notemos que, Q. = (), por tanto 2, C .

Luego para ¢ = 1,...,n, tenemos por definicion € := Q,U{Q|Q € My_,}.
Como M,_; es un conjunto con celdas activas de nivel /—1, entonces, Q) C £2,_4
para todo Q € M,_;. Ademas, se cumple que €, C ,_;, por ser €2, una
jerarquia de subdominios. En conclusioén, €2 C €, paratodo ¢ =1,...,n+1.

(11) De la definicion de €} se tiene de inmediato que €2, C € para todo
(=0,...,n.

(111) Resta ver que €2, es una jerarquia de subdominios. Utilizando los
items (1) y (11), obtenemos para todo ¢ = 1,...,n+ 1 que Q) C Q_; ¥y
Q1 C Q;_;. Con lo cual, 2; C Qj_; se cumple paratodo ¢ =1,...,n+1. O

Este teorema nos indica que la familia €2} ; obtenida por la Definicion 3.17
a partir de la jerarquia de subdominios €2, y un subconjunto M = {Mg}?z_ol
de celdas activas, cumple la Definicién 3.15 y por tanto es un refinamiento
jerarquico.

3.3. Mallas débilmente admisibles

Para poder trabajar con métodos adaptativos establecemos un concepto
de mallas jerarquicas que debilita la condicion de las estrictamente admisibles
definidas en [BGV18, Definition 3]. Este tipo de mallas se dieron por primera
vez en [BG16], donde se trabaja con las funciones THB-splines de la base
jerdrquica truncada 7.

A continuacion presentamos las definiciones de las mallas admisibles y es-
trictamente admisibles que han sido ampliamente estudiadas.

Definicién 3.19 (Malla jerarquica admisible). Una malla Q es admisible de
clase m, con m > 2, si las funciones de base en 7 que toman valores distintos
de cero sobre cualquier elemento ) € QQ pertenecen a un méaximo de m niveles
sucesivos.

Definicion 3.20 (Malla jerarquica estrictamente admisible). Una malla Q es
estrictamente admisible de clase m, con m > 2, si se cumple

Qp C We—m+1, (323)

paral =m,m+1,...,n— 1.

1T es un conjunto de funciones que representa una base alternativa a la base H de
funciones HB-splines para el espacio de splines jerarquicos (ver [GJS12]).
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3.3. Mallas débilmente admisibles

Observacion 3.21. Si una malla QQ es estrictamente admisible de clase m,
entonces es admisible de clase m. La prueba de esta afirmacion se puede en-
contrar en [BGV18, Proposition 1].

Introducimos un nuevo tipo de mallas, denominadas débilmente admisi-
bles, basadas en los conjuntos w, de cada nivel (ver la ecuacion(3.20)). Como
mencionamos en la Seccion 3.1, el conjunto wy es el mayor subconjunto de €2,
tal que {8 € B, | supp 8 C €} genera todas las funciones del espacio producto
tensor de nivel ¢ restringidas a wy.

Debilitando la restriccion de las mallas estrictamente admisibles de clase
2, se obtiene la siguiente familia de mallas.

Definicion 3.22 (Malla jerarquica débilmente admisible). Una malla Q es
débilmente admisible, si se cumple

wy C wy—1, (324)
paral=1,...,n— 1.

Observacion 3.23. Si una malla QQ es estrictamente admisible de clase 2,
entonces es débilmente admisible. En efecto, como w, C Qy vy Qy C w1,
entonces wy C wy_1 para todo £ =1,...,n.

No obstante, la reciproca no se cumple. Existen mallas débilmente ad-
misibles que no son estrictamente admisible de clase 2, y por tanto, no son
admisibles de clase 2 como se muestra en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Malla jerarquica Q para splines bicuadréticos. Notar que la malla
es débilmente admisible (w; = wy regiéon sombreada). Sin embargo, no es es-
trictamente admisible ni admisible de clase 2 (s Z wy).

Las mallas jerarquicas admisibles —o estrictamente admisibles— buscan
controlar la cantidad de funciones de base que no se anulan sobre cada cel-
da activa. Mientras que las mallas débilmente admisibles por lo general no
tienen esta propiedad. En la Figura 3.2 podemos notar que la malla es débil-
mente admisible, pero no es admisible de clase 2. Sin embargo, estas mallas

34



Capitulo 3. Adaptatividad y aproximacion en espacios jerarquicos

fueron consideradas en [Kra97|, aunque sin darles este nombre, para probar
propiedades de aproximacion en L% sobre espacios de splines jerarquicos a
través de la construccion de un quasi-interpolante. Luego, fueron retomadas
en [BG17] donde se establecen propiedades de aproximacion local en L?. En
la Seccién 3.7 se avanza sobre esta teoria obteniendo resultados en el contexto
de mallas débilmente admisibles.

3.3.1. Propiedades de mallas en R’

Con el fin de obtener una caracterizacion de las mallas débilmente admisi-
bles se presenta en esta seccion el estudio de una familia de mallas producto
tensor, las cuales denotamos con { Q7 }sen. Aqui se establecen propiedades que
involucran distintos entornos para una misma celda ) € Qp°.

A continuacién se introduce una notacion analoga a la realizada en la Sec-
cion 3.1 para construir el espacio de splines producto tensor asociado a la malla
Q7 para cada nivel £ € N.

s Q% tiene celdas cuyos nodos son 27‘Z% donde ¢ € N y d € N. Ademas,
diremos que /¢ es el nivel de la malla.

= p=(p,...,p) vector de grado polinomial en cada direccion y se considera
maxima suavidad en cada nodo.

» Paracadai=1,...,d, se denota por B; a la B-spline cardinal univariada
de grado p. Definimos la B-spline producto tensor de grado p en el punto
k = (ki,...,kq) € Z% por,

Bf((x) - Bﬁl,...,kd(xlv L Tg) = B1(2£x1 — k1) ... Bd(2el’d — ka), (3.25)
cuyo soporte es,

supp By = [k1/2°, (k1 +p+1)/2"] x - -+ x [ka/2", (kg +p+1)/2. (3.26)
» By = {B{ | k € Z%} es el conjunto de todas las funciones B-splines de

nivel /.

» By, = {suppf | 8 € B} el conjunto de los soportes de todas las
funciones B-splines de nivel /.

. @\ denota el soporte extendido de @) € Q7 respecto de B, y se define
como

Q= U supp 3. (3.27)
,BEB;?[
QCsupp 3
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Observacion 3.24. Por (3.26) tenemos que los elementos de Bg?, son cubos
d dimensionales formados por (p+ 1) X (p+ 1) X -+ X (p+ 1) celdas de nivel
¢ (ver Figura 3.3).

Figura 3.3: En estas graficas vemos, de izquierda a derecha, la representacion
de soporte de funciones B-spline bivariadas para los grados polinomiales p =
(1,1), p=1(2,2) y p=(3,3) respectivamente.

Para poder obtener resultados importantes sobre las mallas jerarquicas
seran necesarias algunas definiciones que permiten relacionar las celdas de un
nivel con respecto a los otros.

Definicion 3.25 (Padre de una celda). Sea ¢ € Ny Q € Q9 definimos
parent, (@), para 0 < k < £, como la tunica celda en Qp° que cumple @ C
parent,(Q). En el caso particular de £ = ¢ — 1, denotamos parent, (Q) =

parent (Q).

Definicion 3.26 (Hijas de una celda). Sea ¢ € Ny @Q € Qp definimos
childreny(Q), para k > ¢, como el conjunto de celdas Q' € QO que cum-
plen @' C Q. En el caso particular k = ¢+ 1, children,,|(()) = children((Q).

Definicién 3.27 (Forma p de nivel £). Dado €y un subconjunto de R¢, forma-
do por celdas de QF°, llamamos forma p de nivel ¢ a los elementos del siguiente
conjunto

F2,(Q) = {C € B, | 3Q € 9, tal que Q C 9, Q C C}, (3.28)

donde @\ esta dado por (3.27). Para simplificar la notacion, escribimos al con-
junto F¥,() como FyY,.

Observacion 3.28. Notar que no todos los soportes de las funciones en B,
constituyen una forma p. En algtn sentido, para que un soporte de una funcién
B-spline sea una forma p, el mismo debe contener cierta cantidad de celdas
que estan en € (ver Figura 3.4).

Todos los resultados que daremos a continuaciéon se haran para d = 2 'y
p = (p,p). El caso general donde d € Ny p = (p,...,p) se siguen de estos
razonamientos.
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Figura 3.4: En estas figuras se representa una seccion del dominio €2y en color
gris y se consideran B-splines bictibicos de nivel ¢. En la figura de la izquierda
se muestra en color rojo el soporte de una B-spline el cual esta en B, \ FYY,.
A la derecha tenemos en color rojo el soporte de otra funcién B-spline, este
conjunto pertenece a F°) ya que incluye al soporte extendido de una celda de
nivel siguiente (celda amarilla).

Definicién 3.29. Sea () € Q7°, definimos el conjunto,

Co = U parent (Q*). (3.29)

Notar que si () es una celda de nivel ¢/, entonces Cp es uniéon de celdas
de nivel ¢ — 1. Mas aun, el siguiente resultado establece que si ) esta en )
entonces Cgp es una forma p.

Proposicion 3.30. Sea Q € Q7°, si Q C g entonces el conjunto Cq € F3°) .

Demostracion. Sea ) € Q7 tal que @) C €. Consideremos su extension @\, el
cual es un conjunto formado por (2p+ 1) x (2p + 1) celdas de nivel ¢ centrado
en (). Luego, como Q7 se obtiene de Q9°, por refinamiento diddico, entonces
Cg esta formado por (2p+2) x (2p+2) celdas de nivel £, o bien (p+1) x (p+1)
celdas de nivel £ — 1, ver Figura 3.5. Por tanto, Cg es un elemento de By’,

para el cual @\ C Cq y por Definicion 3.27 se tiene que Cq € F7,_;. O

El conjunto Cg para una celda Q € Q, fue ya considerado en la [BGV1S,
Definition 5|. Este entorno de @) sera de gran utilidad en las secciones siguientes
y sus propiedades son fundamentales para los resultados que obtenemos en esta
tesis.

Observacién 3.31.

(1) En general, si sélo tenemos que @) € Q7°, entonces el conjunto Cp €
B>, ..
p,/—1
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Figura 3.5: En estas figuras se representan celdas de nivel / — 1 y ¢, donde
a partir de una celda @ de nivel ¢ se construye el entorno Cg. Primero se
considera el soporte extendido de @ para p = (3,3) (izquierda) y p = (4,4)
(derecha), y luego Co, €l conjunto amarillo, es igual la unién de los parent(Q)’)
para toda Q' C Q.

(11) Para todo @ € Qg°, el conjunto @\ esta incluido en Cg.

(1r1) Si @ € Qp°, entonces Cg es un conjunto formado por la unién de (p +
1) X (p+ 1) celdas de nivel ¢ — 1 (ver Figura 3.5).

Proposicion 3.32. 5i C € By, |, entonces existe y son tunicas las celdas

core(C) = {Q;}1_, C Q5° tal que:
(1) C =Cg, para i =1,2,3,4.

(1) ¢ =L, Q.

(111) Si ademds, C' € Fy,_, entonces

cn=J @na. (3.30)

QiEA,
QiCQ

Demostracion. Sea C' € By, ;, por la Observacion 3.24 sabemos que C' es
un conjunto formado por (p + 1) X (p + 1) celdas de nivel ¢ — 1. Luego, por
refinamiento diadico, tenemos que C' es un conjunto formado por (2p + 2) x
(2p + 2), o bien, (p+ 2+ p) X (p+ 2 + p) celdas de nivel ¢ (ver Figura 3.6).
Esto nos indica que existen cuatro celdas tnicas Q1, Q2, @3, Q4 € Q;° tales que
C =Cg, parai=1,2,3,4. Mas aun,

4

c=Ja. (3.31)

=1
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p+1 p+2+p

Figura 3.6: En ambas figuras se representa el conjunto C' € B, |, a la iz-
quierda como uniéon de celdas de nivel / — 1 y a la derecha como unién de
celdas de nivel ¢ (luego de un refinamiento diadico). Nota que las celdas de
color amarillo de nivel ¢ tienen el mismo Cg que coincide con el conjunto C'y
ademas la union de sus soportes extendidos es igual C'.

Para probar (111) supongamos que C' € Fg%, ;. Si Q1,Q2,Q3, Qs C (o,
entonces por (11) el resultado es trivial. En caso contrario, podemos escribir,

U @ n u[U Qi N D
QiCQo QiZ Q0

Es suficiente con probar que B C A. Esta situaciéon se puede separar en tres
lnicos casos que se muestran en la Figura 3.7.

CﬂQ(): =: AU B.

Cq, Co;, Cq,

Q0 Q0

Qo

Figura 3.7: Las posibles configuraciones para las celdas core(C) = {Q;}}, C
Q7° que cumlen (11) en la Proposicién 3.32 donde alguna celda @); no esta
contenida en €.

O
Proposicién 3.33. Sea Q) € Q7°, entonces se verifica que
parent (Q)) = U Cor. (3.32)
Q 9y,
QT CQ
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Demostracion. Sea () € Q. Notar primero que parent (()) es el tnico con-
junto que esté formado por (2p + 1) x (2p + 1) celdas de nivel £ — 1 centrado
en la celda parent (Q).

Por otro lado, considerando /Q\ podemos tomar el conjunto

Un conjunto formado por (4p + 1) x (4p + 1) celdas de nivel ¢ centrado en @
(este es el conjunto de color gris oscuro en la Figura 3.8 de la derecha).

Q*eQ/;?j Q*GQ/ZO Q**eQ/;f\<>
Q*CQ Q*CQ Q™ CcQ”

Teniendo en cuenta la Definicion 3.29, al considerar el parent para cada
celda de nivel ¢ incluida en A se obtiene,

U U parent(Q™) | = U Co-.

QreQr \ Qe QreQy,
Q" CQ Q™ CQ* Q*CQ
2p+1 dp + 2

Figura 3.8: Se representa el conjunto parent () como uniéon de celdas de nivel
¢ — 1 (izquierda) y nivel ¢ (derecha) donde @ es la celda de nivel ¢ de color
amarillo. En la figura de la derecha se representa en gris claro al conjunto @

y en gris oscuro al conjunto A igual a la unién de todos los conjuntos Q" tal
que Q* es de nivel £/ 'y Q* C Q.
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Este conjunto esté formado por (4p + 2) x (4p + 2) celdas de nivel ¢ o bien
(2p+1) x (2p+ 1) celdas de nivel £ — 1 centrado en parent () y por tanto,

parent (Q) = U Cor.

O

Como hemos visto a lo largo de esta seccion, existen diferentes entornos de
una celda () € Q7°. Gracias a este ultimo resultado vemos que Cg representa
un entorno de () que contiene al soporte extendido de ) y que esta contenido
en el soporte extendido de parent(Q)) como lo vemos en la Figura 3.9.

Observacion 3.34. Sea () € Q7°, entonces

QcC Co C parent (Q). (3.33)

Figura 3.9: Considerando p = (2,2), dada una celda QQ € Q7 (color amarillo)

se representa parent (() como el conjunto mas grande formado por celdas de
nivel ¢ — 1. Luego, @ el conjunto en color gris claro, y Cg el conjunto en gris
0SCuro.

3.3.2. Caracterizacion de mallas débilmente admisibles

En este trabajo las mallas jerarquicas se construyen a partir de subdominios
jerarquicos dados por la Definicion 3.3, donde se considera un conjunto inicial
. En esta seccion se establecen condiciones para que los subconjuntos wy
sean no vacios y a partir de esto poder caracterizar las mallas Q débilmente
admisibles.

Consideremos un espacio de splines jerarquicos de maxima suavidad sobre
Qo = [0, 1]¢ construido a partir de mallas uniformes en cada nivel, compuestas
por hipercubos de longitud de arista h, = 27¢, y los espacios anidados se ob-
tienen mediante refinamiento diadico; es decir, Sy se obtiene a partir de S;_;

41



3.3. Mallas débilmente admisibles

agregando una linea nodal exactamente en el punto medio de cada arista del
conjunto de hipercubos que conforman la malla del nivel £ — 1. En consecuen-

cia, para todo £ =0,...,n—1, se cumple h, = }“2‘1. Al mismo tiempo, a partir
de aqui se considera un mismo grado polinomial p en cada direccién para los
espacios producto tensor, es decir, p = (p,p,...,p).

Antes de establecer los resultados se presentan algunos ejemplos de mallas
que son débilmente admisibles teniendo en cuenta la Definicién 3.22.

N

(a) (b) (¢)

Figura 3.10: Mallas débilmente adimisibles con respecto a diferentes grados
polinomiales conservando el mismo subconjunto de celdas de nivel 2, (a) p =

(2’2)7 (b) p = (373)7 (C) P = (474)

Teniendo en cuenta que cada wy esta formado por uniéon de celdas de nivel
¢, podemos dar la siguiente observacion.

Observacion 3.35. Sea Q una malla jerarquica débilmente admisible. Enton-
ces, sl € Ok y @ C wy, entonces

parent,(Q)) C wy, para(0</{<Kk.

En otras palabras, en una malla débilmente admisible, si una celda de nivel &k
esta en wy, entonces su ancestro de nivel £ esté en wy, donde ¢ < k.

Como consecuencia de la observacion anterior y de la definicion de wy te-
nemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.36. Si la malla Q es débilmente admisible. Para todo ¢ y todo
Q € Qu, Q C wy se cumple que,

parent (Q) C Q1. (3.34)

o equivalentemente,

U m C Q1.

QEeQ,QCwy
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Demostracion. Sea ) € Qp, () C wy, como la malla es débilmente admisible,
parent (()) C wy—1, de aqui resulta la tesis. O

A continuaciéon presentamos una observacion que nos permitiré relacionar
la familia de mallas { Q°} con { Q,} que se obtienen a partir de los subdominios
‘
jerarquicos definidos en la Seccion 3.1.

Observacion 3.37. Para () € Qp° tal que () C €y, se cumple que,

~

Q=0Q N Q.

En efecto, notar que para cada 3 € By existe una funcion B-spline 8’ que surge
de considerar el vector de nodos extendido, en lugar del open knot vector. Esta
funcion 4’ verifica,

supp 3 = supp 8’ N Q.

Resulta asi,

QN= |J swpfnQ= |J swps=0qQ.

BB, BBy
supp ' OQ supp #2Q

Esta observacion nos permite utilizar los resultados de la secciéon anterior
y lograr caracterizaciones de las mallas débilmente admisibles.

El siguiente resultado establece una caracterizacion para las celdas () de
nivel ¢ que estan contenidas en wy.

Teorema 3.38. Consideremos una jerarquia de subdominios €2,,. Sea Q) € Qy,
entonces Cg N Qo C §y si y solo si Q) C wy.

Demostracion. Sea ) € Q, y supongamos que Cg N €y C 2. Como @\ C Cg,
usando la Observacion 3.37 resulta,

Q:@\ﬂ Q()COQHQ()CQg,

se sigue entonces que ) C wy. N

Por otro lado, si Q € Q, tal que Q C wy, entonces Q = Q N Qy C Q. Como
)y esta formado por celdas de nivel ¢ — 1, resulta que parent (Q*) C €2 para
todo Q* € Qy° tal que Q* C @\ N Q. Por lo tanto, Cg N Qy C Q. O

A continuacion presentamos una primera caracterizacion de las mallas dé-
bilmente admisibles.

Teorema 3.39. Una malla jerdarquica Q es débilmente admisible si y solo si
para todo £ y todo Q € Qy tal que Q) C wy se cumple Cparent (@) N o C Qp—1.
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Demostracion. Sea @) € Qp tal que Q C wy, luego parent (Q)) C w,—; por la
Observacion 3.35. Con lo cual, por el Teorema 3.38 tenemos que Charent (@) M
Qo C Qy_yq.

Supongamos ahora que la malla no es débilmente admisible, es decir, para
algin ¢ existe Q € Qy tal que Q C wy y @ & wyp_1, con lo cual parent (Q) €
Q¢—1 y parent (Q) ¢ we_1. Por el Teorema 3.38, tenemos que Cparent (@) N Q20 €
Qg_l. J

Otra equivalencia, atiin mas importante que ésta, consiste en solo observar
los elementos de €2, respecto de €2,_;. Mas precisamente, queremos ver que
la malla Q es débilmente admisible si y solo si para todo ¢ y todo Q) € Q,
tal que @@ C € se verifica que Cg N €y C ;. Sin embargo, en general
esta afirmacion no se cumple, ya que se impone que el conjunto €2, no tengan
celdas desactivadas sueltas (ver Figura 3.11). Para solucionar este problema
eliminamos esta posibilidad.

_|_

Figura 3.11: Ejemplo de una malla jerarquica débilmente admisible de tres
niveles con B-splines biciibicos que tiene una celda de nivel 1 desactivada cerca
de la frontera de €2;. Esto produce celdas activas de nivel 2 cerca de celdas
activas de nivel 0.

Cuando €, tiene zonas de celdas aisladas que no llegan a cubrir el sopor-
te de al menos una B-spline de nivel ¢ — 1, el espacio jerarquico asociado no
dispone de funciones activas de ese nivel en dichas regiones, lo que a efectos
practicos, resulta equivalente a considerar el espacio asociado a un subdominio
2 sin las celdas mencionadas. Si bien en [VGJS11,GJS12| se proponen jerar-
quias de subdominios mas arbitrarias, en el trabajo original de Kraft [Kra97]
se consideran solamente jerarquias donde cada subdominio se conforma con
uniéon de soportes de B-splines del nivel anterior, evitando asi regiones refina-
das de manera excesivamente local en donde el espacio no tiene un poder de
representacion acorde al nivel de refinamiento.
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Qo Q0

Q1

951

Figura 3.12: En estas figuras se considera p = (2,2) y el mismo dominio )
formado por celdas de nivel 0. A la izquierda §2; esta formado por el soporte
de una B-spline la cual pertenece a F3(€)), esto genera el conjunto w; # ()
(region gris). En la figura de la derecha € esta formado por el soporte de una
B-spline que pertenece a By, \ oYy (Q0) y por tanto w; = (.

Definicion 3.40. Diremos que una jerarquia de subdominios €2, se llama
agrupada si para todo ¢ se cumple,

Qp = U C; N Qy, para algin conjunto de indices J. (3.35)

CieFX,

ied

Notar que la definiciéon anterior equivale a definir €2, como unién de soportes
de B-splines de nivel £ — 1 al igual que lo hizo Kraft en [Kra97]. Puesto que
en su trabajo se consideran mallas bi-infinitas de R?, en este caso tenemos que
tomar la interseccion de los soportes de las B-splines con el dominio de interés
Qo y solo considerar aquellas B-splines que pertencen a F;‘fe_l(Qo), para evitar
los subdominios €2, formados por soportes de B-splines que no generen celdas
en wy (ver Figura 3.12).

Para las jerarquias de subdominios agrupados se obtienen, a partir de la
condicion (3.35) otras formas de representar los subdominios €2,.

Teorema 3.41. Si 2, es una jerarquia de subdominios agrupada, entonces
para todo ¢ =1,...,n—1 se cumple

Q= U CoNQy, paratodol=1,...,n—1, (3.36)
QEQZ7
QCuwp
y ~
Q= U Q, paratodol=1,...,n—1. (3.37)
Q€eQy,
QCuwy

Demostracion. Primero notemos que para cualquier () € Q, tenemos por la
Observacion 3.37 que @Q = Q N €y y por la Observacion 3.34, resulta @) =
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@\ﬂ Qy € Cg N Q. Si ademas se cumples que Q C wy, por el Teorema 3.38
resulta que Cg N Qy C §2. Se sigue que,

U CoNQy Cy, paratodol=1,...,n—1,

QEQZ7
QCuwy

U QCQ paratodol=1,....n—1.

QGQZ»
QCuwy

Por otro lado, para cada i € J tenemos que C; € F,_;, por la Proposi-
cién 3.32, existen y son tnicos core(C;) = {QL}i_; C OF tal que,

C; = C’Q;ﬁ, para k =1,2, 3,4,

y
Gnw= |J @&nwu= | Q.
Q};€core(C¢), Q};€Core(C¢),
Q}.C0 Q}.C

Por el Teorema 3.38 como Qi C Qo y CQ?; N Qy C Q resulta que Qi C wy.
Asi resulta la otra inclusion.

Qp C U CoNQy, paratodol=1,....,n—1,

Qe QZ?
QCuwy

Qp C U Q, paratodol=1,...,n—1.

Q€Q€7
QCuwy

O

Teorema 3.42. Consideremos una malla jerdrquica Q construida a partir de
una jerarquia de subdominios agrupada. Entonces son equivalentes las siguien-
tes afirmaciones:

(1) La malla jerdrquica Q es débilmente admisible.
(11) Para todo Q) € Qy tal que @ C §y se cumple que Co N Qo C Q.

Antes de la demostracion de este teorema presentamos una representacion
del conjunto parent(()) utilizando la ecuacion (3.32) de la Observacion 3.34.

Dado @@ € Qy, entonces parent(()) = parent(Q) N Q. Por la Proposi-
ciéon 3.33 tenemos que,
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parent@ = | Co Nt

QeQy,
QT CQ
Luego,
parent(Q) = U Co-NQy | U U Co-NQy | =AUB.
Q €0y, Q*eQy,
QrcQ Q*CQ\Q

Siguiendo un razonamiento analogo al que hicimos en la demostracion del
(111) de la Proposicion 3.32 se tiene que B C A. Por tanto,

parent(Q) = | J Co- N (3.38)
Q" €Qy,
Q*CQ

Demostracion del Teorema 5.42. Sea Q* € Qy tal que Q" C (2, entonces por
(3.37) existe Q € Qp, Q) C wy tal que Q* C Q. Por la ecuacion (3.38), se tiene
que

Co+ N C parent (Q).

Como la malla es débilmente admisible, parent (Q)) C €,_;. Por tanto, Co« N
Qp C 1 para todo Q* € Qy y todo L.
Supongamos ahora que la malla no es débilmente admisible, es decir, para

algin ¢ existe @ € Qp tal que, Q C wy y Q ¢ wy_1. Por tanto, parent (Q)) ¢
y_1. De nuevo, usando la ecuacion (3.38),

parent(Q)) = U Co+ N Q.
Q*€Qy,
RTCQ

Tenemos que existe una celda Q* € Q, vy Q* C Q tal que Co-NQy & Qy. O

3.4. Algoritmo adaptativo para mallas débilmen-
te admisibles

En esta seccion presentamos un algoritmo de refinamiento adaptativo que se
aplica a una malla Q débilmente admisible construida a partir de una jerarquia
de subdominios agrupados siguiendo la Definiciéon 3.17. Durante el resto de este
capitulo vamos a considerar las mallas débilmente admisibles como aquellas
construidas a partir de una jerarquia de subdominios agrupados.
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Ahora bien, el algoritmo que proponemos nos permite conservar ciertas
propiedades de la malla inicial, de manera similar al que presentan [BGV18§]
con las mallas estrictamente admisibles de clase m.

El proceso consiste en considerar, mediante una estrategia de marcado como
las estudiadas en [Verl3, Chapter 2|, un subconjunto de celdas marcadas M,
las cuales son activas en Q. Luego, antes de proceder con el refinamiento usual,
generamos una rutina que reordena y cambia (de ser necesario) las celdas del
subconjunto M siguiendo una propiedad que depende de la celda marcada y
la malla Q. Esta caracteristica de la celda permite cuantificar la capacidad
de aproximacion que ofrece el espacio jerarquico sobre la misma. Una vez que
reescribimos el conjunto M se selecciona un conjunto de celdas mas grande que
nos permite obtener en la nueva malla Q*, la cual conserva algunas propiedades
esenciales de Q.

La siguiente definicion resulta fundamental en el diseno del algoritmo adap-
tativo, ya que nos permite medir para cada celda, cuanto se enriquece local-
mente el espacio jerarquico.

Definicién 3.43 (Poder de aproximacion de una celda). Sea @ € Q, tal que
Q C Qp, paral =0,1,...,n— 1. Decimos que Q) tiene poder de aproximacion
k en Q, y escribimos @ € A(Q), si k es el indice mas grande tal que

Q C wy y Q ¢ Wiy

Diremos que una celda () € Q es 6ptima o tiene poder de aproximacion 6p-
timo si @ € Ay(Q) y diremos que es suboptima o tiene poder de aproximacion
suboptimo si Q € A1 (Q).

Observacion 3.44. Sea () € Q, una celda activa, entonces @ € A(Q) para
algin k£ < /. En efecto, como () es una celda activa de nivel ¢, tenemos que
Q) ¢ €2 para algin j > (. Consecuentemente, () ¢ w; para todo j > ¢. Por lo
tanto, el poder de aproximacion de @) es a lo sumo /.

Observaciéon 3.45. Para () € Q, y cualquier k£ < £ se cumple
Q C wy & parent, (Q) C wy.

En efecto, si Q) C wy, sabemos por la Observacion 3.14 que wy, esta formado por
celdas de nivel k, entonces parent, (Q)) C wy. Ahora bien, si parent, (Q)) C wy,
entonces wy, contiene a todas las hijas de parent,(()) de niveles superior. En
particular, ) C wy.

Consideremos una malla jerarquica Q débilmente admisible, €, = {Q,}}_,
la jerarquia de subdominios asociada, y un subconjunto M = {M,}}~, de
celdas activas en Q dadas por

M, CcQNQ, (=01,...,n—1,
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donde queremos obtener mayor poder de aproximacion.
El objetivo es refinar la malla @Q lo menos posible para obtener una nueva
malla Q* que verifique:

= la jerarquia de subdominios €27, = {Q;}/) correspondiente a la malla
Q* es agrupada;

= todas las celdas en M aumentaron en uno su poder de aproximacién
respecto de la malla Q;

» la malla Q* es débilmente admisible.

Antes que nada, aplicamos una rutina, descrita en el Algoritmo 1, al con-
junto de celdas marcadas M para quedarnos con celdas que tengan poder de
aproximacion 6ptimo y suboptimo.

Algorithm 1 update marked elements
Input: {Q, M}
1: for/=n—-1,...,1do
2: Split M, into three parts:

s MOPT .= {Q e M, | Q C w}.

= MFUBOPT.— {Q € My | Q ¢ w; A parent (Q) C w1}
= M}V = {Q € My | Q ¢ wi A parent (Q) & w1}
My + My U {parent (Q) | Q € M>V*}

end for

MS)PT — Mo

MSUBOPT —(

Output: MOPT = {.A/lg)PT}?:—Ol7 MSUBOPT _ {MEUBOPT}?:—OI

Observacion 3.46. Notar que la cantidad inicial de celdas marcadas en M y
la cantidad de celdas que obtenemos del Algoritmo 1 cumplen que

#(MOPT U MSUBOPT) < #M (339)

Esto se debe a la posibilidad de marcar dos celdas activas que tengan un mismo
padre de nivel mas bajo k y por tanto el Algoritmo 1 las reemplace por una
misma celda.

La salida de este algoritmo produce los conjuntos MOFT y MSUBOPT " donde
el primero tiene a todas las celdas de M que tienen poder de aproximacion
6ptimo y el segundo todas las celdas de M o algtin padre de nivel més bajo k
que tenga poder de aproximacion subéptimo.

A continuacion, probamos estas propiedades.
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Proposicién 3.47. Sea M = {M,}}=; un conjunto de celdas activas en Q y

MOPT — {M?PT}’Z:_OI, MSUBOPT — {M?UBOPT}’Z:_& las salidas del Algoritmo 1,

entonces:

(1) Las celdas en MPTT son celdas activas de nivel { y tienen poder de
aprorimacion f.

(11) Las celdas en MGVBOYT son celdas activas o desactivadas de mivel { y
tienen poder de aproximacion { — 1.

Demostracion. Realizamos la prueba de (1) y (11) juntas. Tomamos £ =n — 1,
entonces los conjuntos MOYT, MSUBOPT o1 subconjuntos de M,,_;. Por tanto
son celdas activas de nivel n — 1. Ademas, si Q € MOPT entonces Q C w,_;
con lo cual, Q € A,_;. Por otro lado, si Q € M5YBOPT entonces Q ¢ w,_1 v
parent(Q) C w,_2 con lo cual, Q € A, _».

Para los casos ¢ = n — 2,...,0 notemos que el conjunto M, se redefine
como,

M; = M, U {parent (Q) | Q € M},
donde MUY :={Q € M), | Q ¢ wet1 A parent (Q) ¢ we}. En el algoritmo

este conjunto no cambia de nombre, pero para esta demostraciéon tomaremos:

» MPPT={Q e M| Q C w}.
s MSUBOPT .— 10 € M), | Q ¢ wy A parent (Q) C wy_1}.

s MR = 1Q e M) | Q ¢ wy Aparent (Q) ¢ wy_1}.

Ahora bien, si Q € MU, entonces Q ¢ wyy1 y parent (Q) ¢ w,. Esto nos
dice que parent(Q) ¢ MP'T para todo Q € M. Por tanto, las celdas de
MEPPT son celdas con poder de aproximacion ¢ que solo provienen de My, es
decir, que son celdas activas.

Por otro lado, si Q@ € MU, sabemos que Q ¢ wyy1 y parent (Q) ¢ wy,
pero puede suceder que parent(parent (())) C wy_; 0 parent(parent (Q)) ¢
Wy—1.-

» Si parent(parent (Q)) C wy i, entonces parent(Q) € MFUBOPT esta
celda es una celda desactivada de nivel ¢ con poder de aproximacion
¢ —1.

» Si parent(parent (Q)) ¢ wy_;, entonces parent(Q) € MIVX,

Esto prueba la proposicion. O
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3.4.1. Diseno y descripcion del algoritmo

El objetivo ahora es disenar el método de refinamiento que garantice que
las celdas que estén en M aumenten su poder de aproximacion. Para cada ¢ =
0,1,...,n—1, serd necesario refinar todas las celdas de MPTT (y algunas mas)

de modo que sus hijas tengan poder de aproximacion ¢ + 1 (ver Figura 3.13).

Figura 3.13: Se muestra un ejemplo para p = (3,3). La malla jerarquica ini-
cial, representada a la izquierda, es débilmente admisible y contiene una celda
marcada con poder de aproximacion 6ptimo. En la figura central se indican las
celdas que deben refinarse para que la celda inicialmente marcada aumente su
poder de aproximaciéon en la nueva malla y, al mismo tiempo, garantizar que
dicha malla continte siendo débilmente admisible. Finalmente, la figura de la
derecha muestra la malla resultante tras este proceso de refinamiento.

También debemos refinar las celdas de nivel £ — 1 que se encuentran alre-
dedor de las celdas de M7VBOPT para que al finalizar aumenten su poder de
aproximacion. Notar que marcar una celda no garantiza que esta sea refinada
en el proceso. Este es el caso de las celdas en MSUBOPT (ver Figura 3.14). Sin
embargo, pueden ser refinadas en el proceso de otra celda marcada.

Figura 3.14: A diferencia del ejemplo previo —donde la celda marcada era 6p-
tima— en este caso la malla inicial (izquierda) contiene una celda con poder
de aproximaciéon suboptimo. La figura central muestra las celdas que deben
refinarse para aumentar el poder de aproximacion en la celda marcada y pre-
servar la propiedad débilmente admisibilidad en la nueva malla. La figura de
la derecha presenta la malla obtenida tras este refinamiento.
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A continuaciéon presentamos un método que nos permite encontrar de ma-
nera iterada las celdas de M, para ¢ = 0,1,...,n — 1, que garanticen las
propiedades antes mencionadas.

Método 3.48 (Procedimiento de refinamiento adaptativo).

Inicializar: Sea QQ una malla jerarquica débilmente admisible construida
a partir de una jerarquia de subdominios agrupados €, = {}} v
sea M un subconjunto de celdas activas de la malla. Consideramos también
los subconjuntos MOPT = { MPPT})- 1y MBUBOPT — [ AfSUBOPTAR-L e se
obtienen de aplicar el Algoritmo 1 a M.

Paso 1: Definimos Q,, := 0.

Paso 2: Considerando W} := {@Q | @ € children (') para algin Q' €
MOPTL definimos
Q=00 | Con Qo
QeWy

donde Cg es el conjunto definido en (3.29).

Paso 3: Para / = n — 1,...,1, hacemos lo siguiente. Tomamos M PM =
{parent (Q) | Q € Qu41,Q C wj,q \ we}, y consideramos ahora

W, :={Q | Q € children (MP"T) U MFUBOPT [ AqpPMY

Luego, definimos
0 =U | Con Q.
Qewy

Paso 4: Definimos €2 := €.

A continuaciéon describimos en detalle los pasos claves del método anterior.

El Paso 2 considera el nivel £ = n de la malla. Para construir {27, primero
observamos que MOFT tiene solo celdas activas de nivel n — 1 con poder de
aproximacion 6ptimo (Proposicion 3.47). Para lograr que estas celdas tengan
poder de aproximacion n definimos,

W*:={Q | Q € children (Q') para algin Q' € M}, (3.40)

n—1

Estas celdas son las que queremos que tengan poder de aproximacion n. Por
tanto, construimos el conjunto Z_; de celdas de nivel n — 1 que deberfamos
refinar para que todas las celdas de W) estén incluidas en w);. Més precisa-
mente,

02



Capitulo 3. Adaptatividad y aproximacion en espacios jerarquicos

Zr 1 ={Q € Q9,1 | @ CCqy N Q, para algin Q € W, }. (3.41)

Con lo cual, al definir €27 como la unién de €, con las celdas de Z_,, obte-
nemos que las celdas en MOFT estan incluidas en w? y por tanto su poder de

aproximacion respecto de la nueva malla, es n (ver Figura 3.15).

Figura 3.15: Estas figuras representan un recorte de la malla para p = (3,3) en
el nivel n—1. A la izquierda se muestra una celda @)’ de nivel n—1 marcada con
poder de aproximacioén 6ptimo (en color rojo), y el conjunto W) que contiene
a las celdas @ hijas de @’ (que coincide con @)’ en este ejemplo). También se
representa el conjunto Z*_; (region amarilla), formado por las celdas de nivel
n — 1 contenidas en Cg N Qy para cada Q € Wr. En la figura de la derecha se
observa que, tras el refinamiento del conjunto Z;_,, las celdas de W, quedan
incluidas en w; (region gris).

Siguiendo este razonamiento definimos,

Q=00 | Co N, (3.42)
QEW;

y por tanto queda definido w’ como

wr= | @ (3.43)
QEQn,
QCay,

Notar que para que esto sea un refinamiento en la forma establecida por
(3.22) necesitamos que €2 C €2,_1, como veremos en el Lema 3.50.

En el Paso 3, para £ =n — 1,..., 1, necesitamos tener en cuenta tres dife-
rentes tipos de celdas. En primer lugar, las celdas provenientes de los conjuntos
MPPT y MEVBOPT v por otro lado los padres de las celdas de wj, ;.

Consideremos los siguientes conjuntos.

children (MPPT) = {Q' | Q' € children (Q) para algin Q € M"Y},
(3.44)
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MpPM = {parent (Q) | Q € Qu1,Q C wiy \ we}. (3.45)

El primero es el conjunto de las hijas de todas las celdas Q € ML, que

junto con MZYBOPT queremos que sus celdas aumenten su poder de aproxima-
cion a /.

El segundo conjunto, es de suma importancia para conservar la propie-
dad de la malla de ser débilmente admisible. Tengamos en cuenta la siguiente
informacion:

= como (21 C Q) resulta wey C wy,g;
= por ser la malla inicial débilmente admisible, wpi1 C wy;

» Al definir 2} como un conjunto que contiene a €2, se obtendra w, C wy
en este paso del método.

La propiedad que queremos preservar es w;,; C wy. Por lo tanto, basta
con garantizar que wy,; \ wy C w;. En efecto, llamando A = wj,,, B = wy y
C' = wj, queremos probar que, si B C C'y A\ B C C, entonces A C C. Esta
afirmacion se sigue de,

A=(A\B)U(ANB)C CU(ANC)C C.

Ahora bien, para garantizar que w; ; \ wy C w; es suficiente con incluir a
MZPPM en el conjunto W, Definimos asi,

Wy ={Q | Q € children (MP"") U MFVBOPT y MPPMY. (3.46)

Como antes, construimos el conjunto Z;_; de celdas de nivel £ — 1 que debe-
riamos refinar para obtener que ) C wy para todo @) € W'

Z; ={Q € Qi1 | Q' CCqy N Q, para algin Q € W;'}. (3.47)
Definimos el conjunto €2 como,

Q;=U | Con Q. (3.48)
QeWy

y por tanto queda definido w; como
wy = U Q. (3.49)
QGQZa

Qca;

Observacion 3.49. Utilizando el Método 3.48 para el refinamiento tenemos
que:
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(1) Q, C Q) paral =0,1,...,n.
(11) wy Cw; para £ =0,1,...,n.

(1) SiQ € Qry Q C wp \ wp—1, entonces Q € W, | para £ = 1,2,... n.
Esto se debe a la definicion del conjunto M7PM y de W; | dadas en las
ecuaciones (3.45) y (3.46) respectivamente.

A continuacién presentamos un lema para garantizar que la construccién
de ., dado por el Método 3.48, proporcione un refinamiento jerarquico
siguiendo (3.22).

Lema 3.50 (Buena definicion de €27, ;). Sea Q una malla jerdrquica débilmen-
te admisible asociada a una jerarquia de subdominios agrupada €, = {Q}}_,
y sea M un subconjunto de celdas activas de Q. Si Qi = {Q}4 es la
jerarquia de subdominios que se obtiene con el Método 53./8, entonces, para

{=n+1,...,1, se cumple que
Qz C Qp_q.

Demostracion. Notar primero que €2 C Q,,_;. En efecto, si () € W, entonces
parent(Q) € MOFT y por la Observacion 3.34 tenemos que,

Co N Qy C parent(Q) N Qy = m.

Ademas, como parent(Q)) € A,_1(Q), tenemos que parent(Q) C wy,_1, es
decir, parent(Q) C Q,_1. Con lo cual, Cg N Qg C €2,_;. Esto se cumple para
todo Q € W, y por ello se sigue que €2} C Q,,_;.

Supongamos ahora que para algin ¢ se cumple €2, ; C €, y probemos
entonces la siguiente inclusion Q) C ;.

Por la ecuacion (3.48) tenemos que

Q=90 | Con Q,
Qewy

donde por la definicion de €2, se tiene que €2, C §2,_;. Por tanto, resta probar
que Cg N Qp C Q4 para todo Q € W;.

Ahora, como la malla Q es débilmente admisible, tenemos por el Teore-
ma 3.42 que,

Co N Qy C Q_y, paratodo @ € Qp,Q C .

Utilizando el hecho de que Qj,; C €, tenemos por la definicién de MM
que MH2PM C Q,. Ademas, por la Proposicién 3.47 tenemos que MFUBOPT
()y. Resulta entonces,

Co N Qy CQy_y, paratodo @ € M?UBOPT U M?DM.
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Por tltimo, para toda Q' € ML, tenemos que Q’ C 1, y teniendo en
cuenta la Observacion 3.34 obtenemos que para todo () € children(Q’),

ConQCQ C Q.

Por lo tanto, Co N Qo C Q1 para toda Q € children(MPVT).
Esto prueba que Q5 C €y paral =n,n—1,...,1. O

Nuestro algoritmo requiere que la jerarquia de subdominios sea agrupada y
que la malla sea débilmente admisible. Por esta razon, al obtener la malla Q*
asociada a la jerarquia de subdominio €7, , = {Q;}}7; es fundamental garan-
tizar que dicha malla preserve estas propiedades. Solo asi podremos asegurar
que el refinamiento resultante mantenga la estructura necesaria para aplicar el
procedimiento adaptativo de manera reiterada.

Por otro lado, la construccion del Método 3.48 tiene como objetivo incre-
mentar el poder de aproximacion, con respecto a Q*, de las celdas marcadas
M inicialmente.

Esto queda formalizado en el siguiente teorema, que resume todas las pro-
piedades estructurales y de refinamiento obtenidas mediante el Método 3.48.

Teorema 3.51. Sea Q una malla jerdrquica débilmente admisible construida
a partir de una jerarquia de subdominios agrupados 2, = {Q})_ y sea M =
{M}}=) un subconjunto de celdas activas de la malla. Si Q* es la malla dada
por Q= {4 ?iol la jerarquia de subdominios que se obtiene de aplicar el

Método 3.48 a 2, entonces se cumplen:
(1) .| es una jerarquia de subdominios es agrupada.

(i1) Para { =n—1,...,0, si Q € MPT entonces Q € Apy1(Q").
(ir1) Para { =n—1,...,0, si Q € MFVBOPT entonces Q € Ay (Q).
(1v) SiQ e M y Q € Ax(Q), entonces Q € Ar1(Q).

(v) Q es débilmente admisible.

Para probar este teorema, necesitamos conocer una relaciéon importante
entre el conjunto W, y w, para todo ¢ = 1,...,n. Esto se formaliza en la
siguiente observacion.

Observacion 3.52. Para ¢ = 1,2,...,n, se cumple que si () € W, entonces
() C w;. En efecto, como €2, es una jerarquia de subdominios, podemos
aplicar el Teorema 3.38 y como Cp N )y C §2; para todo () € W, entonces

Q C wy.
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Demostracion del Teorema 3.51. (1) Por la definicion de €2 (3.48) tenemos
que,
Q=QU U Co N Q, para {=1....,n+1
Qewy

Como €2, es una jerarquia de subdominio agrupada, por la ecuacion (3.36) del
Teorema 3.41 obtenemos,

Q) = UC’Q N Qy, para /=1,...,n+1,
QeA

donde A ={Q | Q € Q;,Q CwpVQ € W;}. Por la Proposicion 3.30, tenemos
que Cq € F}, | para todo Q € A. Se sigue entonces de la Definicion 3.40 que
| es una jerarquia de subdominio es agrupada.

(11) Sea Q@ € MPPT, entonces para todo Q' € children(Q) se cumple
que Q" € W/, y por definicion de Q; , resulta que Cor N Qy C Q. Por
el Teorema 3.38, se tiene Q)" C wy,, para todo )" € children (@), entonces
resulta que Q) C wy, ;.

(111) Sea Q € MZYBOPT 'se cumple que Q € W} entonces por definicion ),
tenemos que Cg N €y C ;. Utilizando de nuevo el Teorema 3.38, se cumple
Q Cwy.

(1v) Sea ¢ = 0,...,n — 1y tomemos Q) € M,. Es decir, () es una celda
activa de QQ de nivel ¢. Entonces, @ C €y \ Q¢41, con lo cual, el poder de
aproximacion de () es a lo sumo /. Esto es,

Q€ AL(Q) para algin k < /.

Ahora bien, como la malla es débilmente admisible, descomponemos el
conjunto M, en subconjuntos disjuntos de la siguiente manera:

¢
My = MOPT U MEUBOPT U {Q € M, |parent,_, (Q) C wr—pm

m=2

A parente_erl(Q) Z We—mi1},

donde parent,(@) lo interpretamos como ). O bien, utilizando la Observa-
ciéon 3.45 como

!
M= MP"T U MFUPOPT U | J{Q e My | Q Cwim A Q & wimmn}.

m=2

Como @) € A, para algun k < /, analizamos las siguientes situaciones. Si
k = ¢, entonces Q € MPYT y utilizando el ftem (11) de este teorema, resulta

que Q € Ap1(QF).
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Si k = ¢ —1, entonces Q € MZVBOPT y utilizando el ftem (111) de este
teorema, resulta que @ € A,(Q*).

Por altimo, si k < ¢ — 1, entonces Q € {Q € M, | parent, (Q)) C wr A
parent, . (Q) ¢ wk41}. Con lo cual parent,,(Q) € MFVEOPT y por el (11) de
la Proposicion 3.47, parent,; ,(Q) tiene poder de aproximacion k respecto de
Q. Utilizando el item (111) de este teorema, resulta parent,  ,(Q) € Ai41(Q).
Por dltimo, como @) C parent,_ (@), entonces () aument6 su poder de apro-
ximacion a k + 1 respecto de la malla Q*.

(v) Por altimo, veamos que la malla Q* es débilmente admisible.

Sea l =1,2,....n+ 1,81 Q € Qy Q C w;\ wp_1, entonces Q € W} ;.
Ademas por la Observacion 3.52, se cumple que si Q € W, , entonces () C
w;_,. Por tanto, resulta que w; \ w,—; C w;_,. Ahora bien, utilizando el (11) de
la Observacion 3.49 tenemos wy—1 C wj_;. Por lo tanto,

* * *
wy = wp \ we—1 Uwp—y C wy_yq.

3.4.2. Implementacion del algoritmo

En esta seccion describimos en detalle la implementacion del procedimiento
adaptativo presentado anteriormente. En primer lugar, se especifica la estrate-
gia de marcado utilizada para seleccionar las celdas que requieren refinamiento;
una vez finalizada esta seleccion, utilizamos la Definicion 3.17 para generar una
nueva jerarquia de subdominios y, por tanto, la nueva malla y espacio jerar-
quico.

Partimos de una malla jerarquica Q débilmente admisible, €2,, = {}}_, la
jerarquia de subdominios asociada, y un subconjunto M = { M g}?z_ol de celdas
activas en Q. Para obtener el conjunto de celdas M = {Mg}?:_ol siguiendo el
Método 3.48, proponemos el siguiente algoritmo,

M = weakly admissible marking(Q, M),

el cual lo describiremos mas adelante. Antes de esto, seran necesarias algunas
rutinas elementales que mencionamos a continuacion.

(1) Calculo del entorno C; de una celda (). Dada una celda @ € 9
consideremos la siguiente rutina:

MG = mark for increasing order on(Q),

que selecciona las celdas de nivel /—1 que forman al conjunto CgN§2y. En
particular, estas son las celdas de nivel £ — 1 que se deberian refinar para
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garantizar que () esté contenido en w;. Las mismas se pueden calcular
usando las siguientes rutinas bésicas de GeoPDEs [Val6]:

MeQ_l =get parent of cell(get cells(get basis functions(Q))).

Notar que aqui se realiza una composiciéon de rutinas internas del paquete de

GeoPDEs. Primero, se calculan las funciones B-splines del espacio producto
tensor de nivel ¢ que no se anulan en @, para luego quedarse con las celdas
de nivel ¢ incluidas en sus soportes. Finalmente, se toman los padres de nivel
¢ — 1 de cada una de estas celdas. Esta es la lista de todas las celdas de nivel
¢ —1 que forman al conjunto Cg N 2.

Calculo de las celdas con mayor poder aproximacién de un conjunto
B. Esta rutina esta motivada por el subconjunto wy; que se obtiene del conjun-
to £2y. Si consideramos un conjunto B cualquiera que esté formado por celdas
de nivel ¢, podemos obtener un subconjunto wy(B). La siguiente rutina, nos
proporciona la lista de todas las celdas que forman al conjunto wy(B). De-
pendiendo del contexto, entenderemos este conjunto ya sea como una lista de
celdas o como un subconjunto de R? | con el fin de no introducir una notacion
excesiva. Entonces,

w¢(B) = compute cells with full approximation(B),

calcula las celdas de B cuyo soporte extendido este contenido en B.

Por lo tanto, dada una celda Q € Qp, @ € wy(B) si y solo si todas las celdas
del soporte extendido de @) estan incluidas en B. Con lo cual, para calcular el
soporte extendido de una celda @) se aplica la rutina

EKQ = get cells(get basis functions(Q)).

En particular, tenemos que wy(€2y) esta formado por todas las celdas de nivel
¢ contenidas en wy, para £ = 0,1,...,n — 1. También, si Q € Q,, entonces
wi(Cq) = Ag donde el conjunto Ag esta formado por las celdas {Q;}1_; C QX
presentado en la Proposicién 3.32.

Concluimos esta seccion describiendo weakly admissible marking, el
algoritmo que implementa el Método 3.48.

El algoritmo weakly admissible marking recibe como entrada la in-
formacion de la malla Q y el conjunto de celdas marcadas M. En la linea 1,
se clasifica M utilizando la rutina update marked elements descrita en

el Algoritmo 1, obteniendo los conjuntos MOFT

y MSUEOPT

Luego, en la linea 5, utilizamos la rutina compute cells to refine in

_level para calcular M,_1, el conjunto de celdas activas de nivel £ — 1, de

modo que §2; := Q, U ./\;l[_l sea el subdominio dado en el Método 3.48. Para
ello, aplicamos la rutina (1),

MY = mark for increasing order on(Q),
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Algorithm 2 weakly admissible marking

Input: {Q,M}
1: {MOFPT MBUBOPTY ¢ ypdate marked elements(Q,M) > Rearrange
M using Algorithm 1

9. MSUBOPT — @

3: MXDM — @

4: forﬁ?n,...,Q,l do

5: {My_1, M2PMY « compute cells to refine in level( MPFT
M?UBOPT _j\/leADM_) - - -

6: end for

Output: M = {M,}7_,.

a todas las celdas Q € W; := {Q | Q € children (MZP"T) U MFUBOPT
MPPMY Definimos asi,

M= | M, )| nQ

Qew;

el conjunto de celdas activas de nivel £ — 1 que tenemos que refinar.
Con la misma rutina de la linea 5 calculamos también las celdas de MHPM

que contiene a los padres de las celdas de w} \ wy—1 como lo vimos en el Méto-
do 3.48,

MM = {parent (Q) | Q € Q1 Q C w; \we-1},

donde wj se calcula como
w, = compute cells with full approximation(;).

Si bien esta forma de obtener M7*PM es correcta, se puede notar que precisa de
conocer el conjunto €2} (el cual se calcula con la informacion que hasta ese paso
se tiene). En la implementacion del Algoritmo 4, que veremos mas adelante,
el conjunto MM se obtiene de una manera més eficiente.

Una vez que el Algoritmo 2 finalice, obtenemos como salida el conjunto
M = {M 7= de celdas activas de Q. Finalmente, aplicamos la Definiciéon 3.17
a este conjunto de celdas marcadas en Q. De aqui se obtiene la jerarquia de
subdominios 27, ; = {2}, de la cual obtenemos la malla jerarquico Q* y la
base asociada H*. Llamaremos a este proceso refine hierarchical mesh y
lo aplicamos de la siguiente manera,

Q" =refine hierarchical mesh(Q, M)
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3.5. Complejidad del refinamiento

Consideramos una sucesion de mallas jerarquicas Qg, Qq,...,Qy, ... gene-
radas por la iteracion:

I\\7J1j_1 = weakly admissible marking(Q;_1,M,_,),

Q, = refine hierarchical mesh(Q,_;, Mj_l),

donde M;_; C Qj_y, para j € {1,...,J}.

Probaremos una estimacion de complejidad, es decir, estimacion del creci-
miento del nimero de celdas de la malla con respecto al niimero de elementos
marcados para el refinamiento

J-1

#Qy — #Qo < C > #M;,
j=0

donde #Q,, #Q; representan la cantidad de celdas activas de la malla inicial
y la malla de la iteracion J respectivamente, y #M; representa la cantidad de
celdas marcadas en cada iteracion (utilizando algin proceso de marcado), con
J=0,...,J —1. Y ademés, la constante solamente depende de la dimension
d y el grado polinomial p = (p,p,...,p).

Los resultados principales de esta seccion siguen las ideas en el contexto de
los métodos adaptativos de elementos finitos presentadas por [NSV09, Theorem
4.3], INV12], y [BGMP16, Lemma 12, Teorema 13| donde se utilizan mallas
estrictamente admisibles de clase m.

Primero notemos que controlar la cantidad de elementos nuevos para cada
iteracion #Q; 11 — #Q; < C’#Mj parece razonable. Sin embargo, el problema
de la propagacion del refinamiento de una malla para mantener la admisibilidad
es delicado. En particular, la estimacion anterior no es valida con una constante
C' independiente de j como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.53. Consideremos p = (3,3), d = 2 y una familia de mallas jerér-
quicas débilmente admisibles donde se ha marcado un solo elemento. Entonces
para cada una de estas mallas tenemos que, al aplicar el Algoritmo 2, ob-
tenemos un conjunto de celdas marcadas a refinar que se propagan hasta el
nivel 0 (VerNFigura 3.16). De esta manera, vemos que no podemos obtener una

constante C' que solo dependa de p y d.
Para poder trabajar en esta secciéon seré necesario presentar el Algoritmo 2

de forma recursiva y veremos que el siguiente algoritmo implementa la misma
estrategia de marcado.
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Figura 3.16: Presentamos una familia de mallas débilmente admisibles para
B-splines bictbicos donde se ha marcado una celda del dltimo nivel con poder
de aproximaciéon subéptimo que se encuentra en la esquina superior izquierda
del subdominio w,,_. Para la siguiente malla en esta sucesion, refinamos todas
las celdas del ultimo nivel cuya frontera intersectan a w,_; o a su frontera.

Algorithm 3 weakly admissible marking recursive

Input: {Q, M}

1: {MOFT MBUBOPTY « ypdate marked elements(M) > Rearrange M

using Algorithm 1
MSUBOPT _ ¢
M = {M};=) = 0;
for {=mn,....2,1do

for ) € children(MPNT) U MFVBOPT do

M mark recursive(Q, Q, M)
end for

end for
Output: {M}

El Algoritmo 3 recibe como entradas el conjunto de celdas de la malla Q y
el conjunto de celdas marcadas M = {M,}}~.

En la linea 1, se clasifican las celdas de M, utilizando el Algoritmo 1,
obteniendo los conjuntos MOFT y MSUBOPT -~ Ahora bien, para todas las cel-
das @ que estan en MOPT aplicamos la rutina mark recursive a todas las
celdas (Q; € children(Q). Mientras que, para las celdas de MSUBOPT aplica-
mos directamente mark recursive. Este algoritmo se aplica a cada celda
Q € children(MPPT) U MEVBOPT y cada nivel £ y nos permite obtener todas

las celdas de M mediante un proceso recursivo. A continuacion, presentamos
el algoritmo describiendo en detalle el procedimiento.
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Algorithm 4 mark recursive

Input: {Q, Q, M} > Qe Q
1. for Q; € w(Co N Q) do

2 if Q; ¢ wy_1 then

3: M + mark recursive(Q, parent(Q;), M)
4: end if
)
6

. end for R
: Add all Q' € Qp_ such that Q' C Cg and ' € Q to My_;.
Output: {M}

El Algoritmo 4 recibe como entrada la informaciéon de la malla Q, una celda
Q€ Q,paraalgin £ =0,1,...,ny M es un conjunto inicialmente vacio donde
iremos cargando todas las celdas activas que deberemos refinar.

En la linea 1, utilizamos el conjunto w,(Co N §) de celdas de nivel £ cuyo
soporte extendido esta contenido en Cg N €Yy, descrito también en la rutina
(11). Luego, para Q; € wy(Cgo N Q) se presentan dos situaciones:

» Si Q; ¢ we_1, entonces Q; € w; \ w1, es decir, que debemos garan-
tizar que esta celda pertenezca a wj;_, y por tanto aplicamos la rutina
mark recursive a parent((Q);), esta parte es la encargada de reempla-
zar el calculo de MPM en el Algoritmo 2.

= En caso contrario, si cumple ); C wy_1, entonces guardamos todas las
celdas Q" € Q de nivel £ —1 tales que ' C Cq. Aqui estamos guardando
las celdas de M,_; calculadas en el Algoritmo 2.

A continuacion daremos un ejemplo de este proceso para una malla jerar-
quica y una celda con poder de aproximaciéon subdéptimo.

Ejemplo 3.54. En este ejemplo partimos de una malla jerarquica Q para B-
splines bictibicos donde aplicamos la rutina mark recursive a una celda )
de nivel 2 que tiene poder de aproximacion suboptimo.

En la imagen de la izquierda vemos que hay tres celdas @1, Q2, Q3 que
pertenecen a wy(Co N €) y que no estan contenidas en w; (celdas azules en
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la imagen de la izquierda). Ahora bien, se debe aplicar mark recursive a
la celda parent(Q);) (celda roja en la imagen de la derecha). Como todas las
celdas de wi(Charent(Q,) M) estan contenidas en wy celdas azules en la imagen
de la derecha), entonces guardamos todas las celdas activas de nivel 0 que estan
contenidas en Cparent(,)- De manera andloga aplicamos mark recursive a
parent(()s2), y parent((®)3) guardando las celdas activas de nivel 0 que estan
incluidas en Charent(Q2) Y Cparent(Qy); Tespectivamente. Una vez recorridas todas
la celdas de wo(Cq N €2p), guardamos las celdas activas de nivel 1 que estan
contenidas en Cg como vemos a continuacion:

Como en [BGV18] necesitamos algunos resultados auxiliares que nos pro-
porcionen informacion sobre las nuevas celdas que surgen del refinamiento de
aquellas marcadas en M mediante el Algoritmo 4.

Para ello, consideramos la distancia entre pares de celdas (Q, Q') como la
distancia euclidiana entre los puntos medios de ) y @' y lo denotamos por
dist(@, Q). También, llamaremos lev(Q) al nivel de una celda Q.

Observacion 3.55. Consideremos el conjunto M como vacio y () una celda de
nivel /. Sea I\\7JIQ = mark recursive(Q, @, M) el conjunto de celdas a refinar
que se obtiene de haber marcado ), y sea Q* la malla que se obtiene al refinar
las celdas de MQ en la malla Q, es decir,

Q" =refine hierarchical mesh(Q, Mo).

Entonces, cualquier celda " € Q* \ Q cumple
lev(Q') < lev(Q). (3.50)

En efecto, la recursion se aplica a celdas de niveles menores que £ y se guardan
celdas de niveles ¢ — 1 para ser refinadas. Por tanto, @' € Q* \ Q tendra un
nivel menor o igual a /.

Observacién 3.56. Dada una celda QQ € 9, si Q' € Q7°, tal que Q' C Cy
se cumple que

~~

dist(Q, Q") < ﬁ%@) =Vd (2p+ 1)27V@-1,
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Para entender esta desigualdad hacemos uso de la Figura 3.17 la cual muestra
esta relacion de distancia entre ) y Q' para el caso d = 2. De esta manera
tenemos que

dist(Q, Q') < v (2p+ 1)@, (3.51)
para ) € 9,y todo Q' € Qp°, tal que Q' C Cq.

Figura 3.17: Considerando p = (3,3) vemos, en la figura del lado izquierdo,

~

una celda @) de nivel £ y sus entornos ) y Cg. Luego, en la figura de la derecha,
vemos la mayor distancia dist(Q, Q') que se puede tener para una celda @' de

nivel £ — 1 incluida en Cg, la cual mide exactamente diam(Q))/2.

A continuacion presentamos un lema anélogo al [BGMP16, Lemma 12| con
los cambios adecuados para utilizar nuestro algoritmo de refinamiento el cual
no sigue la propiedad estrictamente admisible de clase 2, sino una propiedad
més débil. Esto sera necesario para lograr el teorema de complejidad en nuestro
algoritmo.

Lema 3.57. Sea Q una malla débilmente admisible, sea M el conjunto de
celdas activas marcadas y MOPT  MBSUBOPT o conjuntos que surgen de aplicar
el Algoritmo 1 a M y M un conjunto vacio.

(1) Si Q€ MOPT y Q' € Q*\ Q es una celda que se obtuvo de

Mg, = mark recursive(Q, Q., M)

Q" =refine hierarchical mesh(Q, MQC;L )
para alguna celda Q., € children(Q).

(11) Si Q € MPVBOPT o ' € Q* \ Q es una celda que se obtuvo de
MQ = mark recursive(Q, Q, M)

Q" =refine hierarchical mesh(Q, MQ) :
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Entonces, para (1) e (11) se tiene que,
dist(Q', Q) < 27 @), (3.52)
donde C' := %\/E(Qp +1).
Demostracion. (1) Sea @ € MCPT. Consideramos entonces,
MQM = mark recursive(Q, Q., I\\7JI)
para alguna @), € children(() y la malla jerarquica Q* dada por

Q* = refine_ hierarchical mesh(Q, M, ).

La existencia de " € Q*\Q significa que existe una celda @y € MQch tal que
()" € children(Q)y). Ademas que @y € My, , significa que existe una sucesion

de celdas {Q1, ..., Qr = Qcn} alas cuales se les aplico mark _recursive(Q, Q;, M)
Con lo cual tenemos que,

Qi1 CCo, Ny, v lev(Qj1) =lev(Q;) —1 paraj=1,... k.
Ahora bien, por la ecuacion (3.51) de la Observacion 3.56, resulta que
dist(Q;,Q;-1) < Vd (2p + 1)27 (@)1, (3.53)

En lo que sigue acotamos dist(Q)’, Q)) de manera que podamos controlar
las celdas nuevas que surgen de refinar las celdas en Mg ,. Iniciamos uti-
lizando desigualdad triangular, recorriendo todas las celdas de la sucesion

{Q0,Q1, ..., Qr},
dist(Q', Q) < dist(Q', Qx) + dist(Qy, Q)

k
< dist(Q', Qo) + Y _ dist(Q;1, Q) + dist(Qs. Q).
j=1

Luego, utilizando que )’ € children(Qy), (3.53), y que @ € children(Q),
obtenemos

k
diSt(Ql, Q) < \/32—lev(Q')—l + Z \/E (2p + 1)2—16V(Qj)—1 + \/EQ_IGV(Q’“)_I.
j=1
Ademas, como lev(Q;) =lev(Q') +j — 1 para j = 1,..., k, tenemos

k
dist(Q’, Q) < Vd (2p 4 1)27 V(@)1 (1 +) 2t 4 2—’f+1>

Jj=1

= 3Vd (2p + 1)27 (@)1 = o7 V(@)
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(11) Sea Q € MSUBOPT  (Consideramos entonces
MQ = mark recursive(Q, Q, M),
y la malla jerarquica Q* dada por
Q" =refine hierarchical mesh(Q, MQ)

La existencia de @' € Q*\ Q significa que existe una celda @)y € MQ tal que
()’ € children(Q)). Ademas que @y € My, significa que existe una sucesion de

celdas {Q1, ..., Qr = Q} alas cuales se les aplico mark _recursive(Q, @, M)
De manera analoga al (1) acotamos dist(Q)’, )) como sigue,

dist(Q', Q) < dist(Q', Qo) + dist(Qo. Qx)
k
< dist(Q’, Qo) + Z dist(Q;-1, Q;)
j=1

k
Vd <271 @1 L N "V (2p + 1)27 (@)
j=1
k
= Vd 27T L N "V (2p + 1)27 @)
j=1

k
< Vd (2p+ 127 @ (1 +> 2‘”1)

j=1
< 3\/3 (2p + 1)271ev(Ql)71 _ 271ev(Q/)C~1‘
O

Complejidad del refinamiento. Ahora estamos en condiciones de demos-
trar el resultado principal de esta secciéon que enunciamos a continuacion.

Teorema 3.58 (Complejidad del refinamiento). Sea Qy = Qg y sea J € N.
Para j =1,...,J consideramos:

» M,y C Qj—1 arbitrario.
. Mj_l = weakly admissible marking recursive(Q,_1,M;_).
= Q; = refine hierarchical mesh(Q;_;,M,_,).

Entonces,

J-1
#Qy — #Qy < C > #M;, (3.54)
=0
donde C' es una constante que depende solo de la dimension d y del grado
~ d ~
polinomial p que satisface C' < 4 (40 + 1) donde C' estd dado en el Lema 5.57.
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Demostracion. Sean M := Uj:_OIMj y M = Uj;ol(M?PT U MEUBOPT). Notar
que, por la Observacion 3.46 tenemos que #(M]QPT U MJSUBOP ) < #M; para
todo j. Entonces, resulta que #M' < #M.

Por otra parte, denotemos con G = |J Q; al conjunto de todas las celdas
de todas las mallas producto tensor. Sea @ € G y Q' € M/, definimos

2ev@)—Iev(@) i Jev(Q) < lev(Q') + 1y dist(Q, Q') < 21-1ev(@)
0, en otro caso,

A(@? Ql) = {

(3.55)
donde C' := %\/g(Qp + 1). La prueba consiste en los dos principales pasos
desarrollados a continuacion:

(1) Para cada @ € Q; \ Qy se cumple

dANQ.Q) > 1 (3.56)

Q'eM’
(11) Para cada @' € M’ se cumple

Y oAQ.Q)<cC (3.57)

QeQ\Qo

Si se cumplen (3.56) y (3.57) para una cierta constante C', entonces tenemos:

#Q - #Q< Y 1< Y Y AQ.Q)
QeQs\Qo QeQ\Qo Q' eM
< ) C<CO#M < C#M,

Q'eM’

y la prueba del teorema se cumple. Pasamos ahora a probar (1) y (11).
(1) Sea @ € Q;\Qy, existe j; < J tal que Q € Qj,4+1\Qjy,. Por el Lema 3.57
existe Q1 € MPPT UMSVBOPT tal que,

dist(Q, Q) < 2@,

y ademas como lev(Q)) < lev((Q);) se cumple por la Observacion 3.55, tenemos
que lev(Q) <lev(Q1) + 1, en consecuencia \(Q, Q1) > 0.
Podemos aplicar el Lema 3.57 reiteradas veces obteniendo una sucesion

de celdas {Q2,Qs,...} con Qi—1 € Q41 \ Qj, para j; > jo > js > ...,y
Q; € MOPT U MSVBOPT tal que
dist(Qi_1, Q) < 27V @00 v lev(Qi_1) < lev(Qy) + 1,
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Aplicamos el Lema 3.57 mientras

MQ,Qi) >0 y  lev(Qi) >0,

hasta conseguir el primer indice L con A(Q,Qr) = 0 6 lev(Qr) = 0. Consi-
derando los tres casos de antes, la desigualdad (3.56) se puede probar como
sigue.

s Silev(Qr) =0y AMQ, QL) > 0, entonces
> MQ.Q) = NQ, Q) =2 @7@) >

Q'eM’
ya que lev(Q) > lev(Qr) = 0.

= SiNQ,Qr) =0 por ser lev(Q) > lev(Q) + 1, entonces por contruccion
tenemos lev(Qr—1) <lev(Qr) + 1 < lev(Q) y por tanto,

Z )‘(QaQ/) > A(Q, QL—l) = 2leV(Q)_leV(QL—1) > 1.

Q'eM’

» SiAQ, QL) = 0 por ser dist(Q, Q) > 217@(' entonces por desigual-
dad triangular combinado con el Lema 3.57 tenemos que,

L-1

V@ < dist(Q, Qy) + Z dist(Qs, Qit1)
i=1
L-1
<27 Y g ev@IE,

i=1

Consecuentemente, 2~ V@ < Z.L:_l 2_leV(Qi)C’, y obtenemos

1< ZQleV(Q —lev(Q Z}\ Q Qz Z A(Q;Q/)

Q'eM!

(11) Para probar esta desigualdad consideramos )’ € M’ y cualquier 0 <
j < J — 1. Definimos el conjunto de celdas de nivel j cuya distancia a Q" es
menor que 2'77C' definido por

BQ.7) = {Q € Q| dist(Q.Q) <2'7C} .

Como Q' y j estan fijos, si j < lev(Q') + 1, por la definicién de A, todas las
celdas @ en B(Q',j) cumplen \(Q, Q") > 0. Por otro lado, si j > lev(Q') + 1,
entonces todas las celdas de B(Q)', j) cumplen A\(Q, Q') = 0. Por tanto tenemos,

lev(Q')+1

YA ) MQ.Q)< ZQJIQVQ)#B(QJ)

QeQs\Qo QeG\Qo
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L] ]

Ql

Figura 3.18: En la figura de la derecha se tiene el circulo verde cuyo radio 2-7C'
es la constante que define al conjunto B(()’,j). En la figura de la derecha se
tienen todas las celdas @ de nivel j que cumplen dist(Q’, Q) < 2'77C' (region
azul). Por tltimo, vemos el cubo d-dimensional (cuadrado rojo) que contiene
a B(Q',j) en su interior.

Ahora vamos a acotar #B((Q)’, j) para cada j por una constante que s6lo
dependa de la dimension d y el grado polinomial p. Teniendo en cuenta la
definicion de B(Q',j) podemos deducir que este conjunto estd incluido en
un cubo d-dimensional cuyo lado estd acotado inferiormente por 2 - 2179C y
superiormente por 2-2'-9C'+277. Esta situacion para el caso d = 2 lo podemos
visualizar en la Figura 3.18. Entonces, #B((’, j) esta acotada por la cantidad
de celdas de nivel j que estan contenidas en el cubo d-dimensional.

Como el area del cubo es,

221596 + 279" = [27(ac +1)]",

donde C' = v/d C’. Ademas el area de una celda de nivel j es [2_j]d. Entonces
tenemos que, #B(Q', 7) < [(4C" +1)]*. Considerando esta tltima desigualdad
y la sustitucion k = 1 — j + lev(Q'), resulta (3.57) ya que

lev(Q')+1

YooM)L Y@ (a0 + 1)d
Q€Q,\Qo j=1
lev(Q') o,
= > 2R (a0 +1)
k=0
<2(4C + 1)d22—k =C,

k=0

con C' =C(d,p)=4 (46’ + 1)d.
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3.6. Analisis experimental de estrategias de re-
finamiento

En esta seccion ilustramos la performance de nuestro algoritmo de refina-
miento adaptativo a través de algunas simulaciones y realizamos comparaciones
con el método presentado en [BGV18] de refinamiento adaptativo que preserva
las mallas estrictamente admisibles de clase 2.

Los tests que presentaremos son en dos dimensiones ya que permiten una
visualizaciéon mas clara y concuerdan con la estructura trabajada en las sec-
ciones anteriores. En particular, nuestro anélisis aborda la resoluciéon numérica
de los siguientes problemas.

» (P1) Aproximar una funcion f € L?*(2) mediante la proyeccion L? sobre
un espacio de splines jerarquico dado.

= (P2) Resolucion de la ecuacion de Poisson usando una discretizacion de
Galerkin en espacios de splines jerarquicos.

Lazo adaptativo. En ambos problemas, utilizamos un lazo adaptativo de
la forma:

o o .| UPDATE -
SOLVE > ESTIMATE —> MARK > MARK > REFINE

A

Figura 3.19: Diagrama de flujo de un proceso adaptativo.

Explicamos a continuacion cada modulo.

= SOLVE: Se calcula la solucion discreta del problema (P1) o (P2), segin
corresponda, en el espacio jerarquico definido sobre la malla actual.

s ESTIMATE: Dependiente del problema considerado (P1) o (P2), y en
base a la solucion discreta obtenida se calculan estimadores de error por
elementos que denotamos con &g.

= MARK: Seleccionamos las celdas activas de la malla jerarquica actual
en donde los estimadores tienen mayor magnitud utilizando alguna es-
trategia de marcado. Para nuestros ejemplos se utiliza la estrategia del
méaximo (MS) con parametro 6, la cual consiste en marcar los elementos

activos ( € Q tal que
Eg > Hg}gé Eg. (3.58)
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= UPDATE MARK: Actualizamos el conjunto de celdas marcadas utili-
zando el método DA o EA2 como se detalla a continuacion.

e DA: Aplica el Algoritmo 3 (o equivalentemente, el Algoritmo 2) pre-
sentado en este trabajo, que redefine el conjunto de celdas marcadas
para preservar la estructura de la malla débilmente admisible.

e EA2: Aplica el algoritmo de marcado recursivo presentado dentro
del [BGV18, Algorithm 5], el cual determina las celdas que se de-
ben marcar para preservar la estructura de la malla estrictamente
admisible de clase 2.

= REFINE: Se refina la malla jerarquica actual mediante el proceso que
se describe en la Definicion 3.17, utilizando las celdas activas que se
marcaron en el paso anterior.

3.6.1. Aproximacién de funciones (P1)

Describimos el problema (P1) de aproximar una funciéon f € L?*() me-
diante la proyeccién L? sobre un espacio de splines jerarquico dado.
Sea f € L?(Q), queremos hallar s € spanH tal que

s = argmin || f — g[/220), (3.59)

gEspanH

donde H es la base de HB-splines de un espacio de splines jerarquicos sobre
(). Sabemos que s € spanH es tnica y satisface que

/(s — f)gdx =0, para todo g € span H. (3.60)
Q

De esta manera, si consideramos que H = {f1, ..., fn}, donde N = dim(span H),
la solucion s del problema, que se puede representar como

N
s=3 e (3.61)
=1

se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones Ac = F' donde la incognita
c = (¢;) € RV*! es el vector de coeficientes de s en (3.61), y donde la matriz
de masa A = (A;;) € RV*N y el vector de carga F = (F;) € RV*! estan dados
por

Aij:/gﬁiﬁjdl’ y Fi:/Qfﬁide-

En este problema, los estimadores de error por elementos que vamos a
considerar estan dados por

Eo = —sllr2q), (3.62)

para toda celda activa () de la malla jerérquica.
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Indices de eficiencia y de reduccion del error. Para poder comparar
los métodos DA y EA2 tendremos en cuenta dos indices que utilizan el error
cometido en la region M que conforman las celdas seleccionadas inicialmente
por la estrategia clasica de marcado, es decir,

M = U Q.

QeMév
£=0,...,n—1

El indice de reduccion del error I, viene dado por

Lo = log (@) , (3.63)
€1
donde ey = || f — foll2(m) es el error inicial y ey = || f — fill2(m) es el error

final donde f; se obtuvo a partir de un paso con el método DA, o bien EA2.
Este indice nos indica aproximadamente cuéntos digitos se ganan en el error
de la region M al refinar mediante el algoritmo seleccionado.

Por otro lado, tenemos el indice de eficiencia I.¢, que nos da la magnitud
de la tasa de decrecimiento del error respecto a los grados de libertad (DOFs)
que se agregaron. Mas precisamente,

— [err
log (£32)

Analisis experimental en un paso de refinamiento. A continuacién,
presentamos algunos ejemplos concretos del problema (P1) de la proyeccion
L?. En cada caso, comenzamos con un espacio inicial de splines biciibicos de
méaxima suavidad asociado a una malla estrictamente admisible de clase 2
donde los subdominios jerarquicos €2, son agrupados (ver la Definicién 3.40).
Aplicamos un paso del lazo de la Figura 3.19 empezando en MARK y termi-
nando en ESTIMATE, actualizando las celdas marcadas con el método DA
por un lado, y con EA2 por el otro. Para ambos procedimientos, reportamos
la malla refinada que se obtuvo y los indices de eficiencia y de decrecimiento
del error.

[eﬁ‘ : (364)

Ejemplo 3.59. Consideramos f(z,y) = arctan(25(x — y)) sobre Q = [0, 1] x
[0,1]. En la Figura 3.20 se muestra la grafica de f y la zona marcada M que
se obtuvo utilizando # = 0,7 en la estrategia del maximo sobre la malla inicial.
Notar que en este ejemplo dicha estrategia ha marcado una region M de celdas
optimas del dltimo nivel. En la parte inferior de la Figura 3.20 se muestran
las mallas obtenidas utilizando las dos propuestas para el médulo UPDATE
MARK. Con el método DA se obtiene un nuevo espacio jerarquico en el cual
se agregaron todas las funciones B-splines del tltimo nivel necesarias para que
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Malla inicial
1
08 o /4?).6 08
0o 0
Malla refinada (DA) Malla refinada (EA2)

Figura 3.20: Para el Ejemplo 3.59 se tiene la grafica de la funcion f (supe-
rior izquierdo) y la malla jerarquica inicial (superior derecho) donde la region
sombreada indica los elementos marcados inicialmente en los cuales se busca
mejorar la aproximacion. Las figuras inferiores muestran las mallas jerarquicas
obtenidas mediante los métodos DA y EA2.

la region M esté contenida en ws. Con el método EA2 se refinaron solo las
celdas marcadas ya que esto es suficiente para mantener la estructura de la
malla como estrictamente admisible de clase 2.

En la primera linea de la Tabla 3.1 se muestra la cantidad de grados de
libertad (DOFs) de la malla inicial y el error L? en la zona marcada. En la
segunda y tercera lineas se reporta la informacion después del refinamiento
con los métodos DA y EA2, respectivamente. De acuerdo a los indices de error
obtenidos concluimos que en este caso DA reduce el error en la zona de interés
en mayor medida que EA2 (una cifra decimal adicional), a pesar de presentar
indices de eficiencia comparables.

Ejemplo 3.60. Consideramos f(z,y) = exp <_((w_(1’25257’;)(§’)_0’5)2)) sobre ) =
[0,1] x [0,1] y la malla jerarquica inicial que se muestra en la Figura 3.21. En
este caso la estrategia de marcado con pardmetro 6 = 0, 5 nos muestra, al igual

que en ejemplo anterior, que predominan las celdas 6ptimas.
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Método DOFs Error L?(M) Ind. eficiencia Ind. decrecimiento del error

— 757 1,68 x 1073 —~ —
DA 1771 5,75 x 107 3.97 1.47
EA2 974 6,73 x 107* 3.63 0.40

Tabla 3.1: Comparacion de indices de eficiencia y de decrecimiento del error en-
tre el método propuesto (DA) y el refinamiento estrictamente admisible (EA2)
para el Ejemplo 3.59.

De nuevo aqui, como vemos en la Tabla 3.2, el indice de error muestra que
DA reduce el error en la zona de interés en mayor medida que EA2.

Método DOFs Error L?(M) Ind. eficiencia Ind. decrecimiento del error

- 457 147 x 1070 - -
DA 853 7,77 x 1077 4.71 1.27
EA2 529 4,56 x 1076 7.99 0.50

Tabla 3.2: Comparacion de indices de eficiencia y de decrecimiento del error en-
tre el método propuesto (DA) y el refinamiento estrictamente admisible (EA2)
para el Ejemplo 3.60 y disposicion de la malla que muestra la Figura 3.21.

Por otro lado, al considerar otra disposicion de celdas activas en la malla
inicial como se muestra en la Figura 3.22), utilizando 6 = 0,5 vemos que hay
mas celdas suboptimas en la region de celdas marcadas. Atn asi, en vistas
de los resultados de la Tabla 3.3, el método DA presenta una mejora en la
reducciéon del error frente al método EA2.

Método DOFs Error Ind. eficiencia Ind. decrecimiento del error
— 253 4,80 x 107° — —
DA 601 5,40 x 1076 2.52 0.94
EA2 513 1,08 x 107° 2.10 0.64

Tabla 3.3: Comparacion de indices de eficiencia y de decrecimiento del error en-
tre el método propuesto (DA) y el refinamiento estrictamente admisible (EA2)
para el Ejemplo 3.60 y disposicion de la malla que muestra la Figura 3.22.
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Malla inicial

Malla refinada (EA2) Malla refinada (DA)

Figura 3.21: Para el Ejemplo 3.60 se tiene la grafica de la funcion f (supe-
rior izquierdo) y la malla jerarquica inicial (superior derecho) donde la region
sombreada indica los elementos marcados inicialmente en los cuales se busca
mejorar la aproximacion. Las figuras inferiores muestran las mallas jerarquicas
obtenidas mediante los métodos DA y EA2.

3.6.2. Problema de Poisson (P2)

Consideremos la ecuaciéon de Poisson con condiciones de borde Dirichlet
dada por

(3.65)

—Au=f en()
u=gq en 0f)

donde fy g estan dadas y € es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. El problema
(P2) consiste en resolver una discretizacion de Galerkin en un espacio de splines
jerarquico para aproximar la solucion débil u de (3.65). Una vez calculada la
solucion discreta, utilizamos los estimadores de error residuales por elementos
&g introducidos en [BG16].

Analisis experimental en un proceso de refinamiento iterativo. A
continuacion presentaremos un analisis comparativo de la performance del lazo
adaptativo de la Figura 3.19 para un ejemplo del problema (P2) cuando en el
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Malla inicial

Malla refinada (EA2) Malla refinada (DA)

Figura 3.22: Malla jerarquica inicial y mallas refinadas obtenidas mediante
los métodos EA2 y DA para el Ejemplo 3.60. La region sombreada indica los
elementos inicialmente marcados donde se busca mejorar la aproximacion.

médulo UPDATE MARK se considera el método DA por un lado, y EA2 por

el otro.

Ejemplo 3.61. Tomemos f y ¢ de tal manera que u(z,y) = arctan(25(z —y))
sea la solucion del problema (3.65).

Como punto de partida, consideramos un espacio de splines producto ten-
sor bictibicos con maxima regularidad cuya malla QQp estda formada por una
disposicion de 8 x 8 celdas. Consideramos ademaés el parametro 0 = 0,5 en la
estrategia del maximo.

Para ambos métodos (EA2 y DA), de manera independiente, se realizaron
8 iteraciones y se obtuvo un orden experimental de convergencia 6ptimo. En
la Figura 3.23 se muestra un grafico comparativo del error en la norma energia
en términos de los grados de libertad. Notemos que para alcanzar un error de
alrededor de 2 x 1073, en ambos casos se necesitaron una cantidad similar de
grados de libertad (entre 3000-4000 DOFs). Sin embargo, con el algoritmo de
refinamiento adaptativo que usa DA so6lo fueron necesarias 5 iteraciones.

En la Figura 3.24 se muestran las mallas obtenidas con los dos procedimien-
tos en el momento en que ambos alcanzan un error similar, la iteraciéon 5 de
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— DA (elementos)
10° —EA2 (elementos)
107
S
G102 ¢
10°
g pendiente = -3/2
10 |
102 10° 10

DOFs

Figura 3.23: Decrecimiento del error en norma energia vs. grados de libertad,
con los métodos DA y EA2, utilizando en ambos casos estimadores de error
por elementos.

DA y la iteracion 8 de EA2. Podemos observar que en la malla del espacio de
splines jerarquico que se obtuvo con el método EA2 existen celdas del ultimo
nivel que estan de alguna forma aisladas y que en realidad no enriquecen el
espacio. Por el contrario, con el método DA todos los subdominios jerarquicos
)y son unién de soportes de B-splines de nivel anterior. Esto se debe a que el
método DA garantiza que al refinar la malla el nuevo espacio jerarquico esté
formado por subdominios jerarquicos agrupados (ver la Definicion 3.40).

(EA2) Iter 8 -- 4366 elem -- 3019 DOFs (DA) Iter 5 -- 4168 elem -- 3817 DOFs

Figura 3.24: Mallas jerérquicas para la solucion del Ejemplo 3.61. A la izquierda
la iteracion 8 del método EA2 y a la derecha la iteracion 5 del método DA. En
ambos casos se alcanza un error, cantidad de elementos y de grados de libertad
similares.

Teniendo en cuenta esta situacion, vamos a explorar una alternativa para
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lograr que las mallas estrictamente admisibles de clase 2 sean agrupadas en
cada iteracion del método EA2. Proponemos utilizar los estimadores de error
por funciones que se presentan en [BG18|. Estos estimadores ayudan a que el
conjunto de celdas marcadas sea union de soportes de B-splines en cada nivel.

- DA (elementos)

10° - —EA2 (elementos)
EA2 (funciones)

107 -
S
5102 -

108

|> pendiente = -3/2
10 -
102 10° 10*

DOFs

Figura 3.25: Decrecimiento del error en norma energia vs. grados de libertad,
con los métodos DA y EA2 con estimadores de error por elementos y con el
método EA2 con estimadores de error por funciones.

En la Figura 3.25 podemos ver la mejora del método EA2 al tomar los esti-
madores de error por funciones. Notamos que realizando 8 iteraciones, ahora el
método EA2 (utilizando estimadores por funciones) permite alcanzar un error
de casi un orden de magnitud menor que lo que se obtiene con EA2 utilizando
estimadores por elementos.

Adicionalmente, es interesante remarcar que en la iteracion 5, tanto EA2
utilizando estimadores por funciones como DA alcanzan un error y grados
de libertad similares. Sin embargo, en la iteraciéon 6, DA logra avanzar en
la reducciéon del error mientras que EA2 refina muy poco y en consecuencia
no se logra una reduccion significativa del error. Para concluir, mostramos en
la Figura 3.26 las mallas de las iteraciones 5 y 6 del método EA2 utilizando
estimadores por funciones.

3.7. Quasi-interpolaciéon en espacios jerarquicos

En esta seccidon presentamos la construccion de un operador de quasi-
interpolacion en espacios de splines jerarquicos. Este operador fue introdu-
cido por primera vez en [Kra98| para espacios de splines bivariados definidos
sobre vectores de nodos uniformes infinitos, donde se estudiaron propiedades
de aproximacion puntual. Posteriormente, estos resultados fueron extendidos
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(EA2) Iter 5 -- 3418 elem -- 3067 DOFs (EA2) Iter 6 -- 4102 elem -- 3799 DOFs

Figura 3.26: Mallas jerarquicas para la solucion del Ejemplo 3.61. Se muestran
las mallas correspondientes a las iteraciones 5 y 6 del método EA2 utilizando
estimadores de error por funciones.

en [BG17] a open knot vectors, permitiendo nodos multiples internos, en do-
minios de dimension d > 1. Ademaés, se establecieron estimaciones de aproxi-
macion local en normas L, para 1 < ¢ < oc.

Retomamos las consideraciones que hicimos en la Subseccion 3.3.2 sobre los
espacios de splines jerdrquicos y que utilizamos aqui. El espacio es construido a
partir de un vector de grado polinomial p = (p, p, ..., p), mallas uniformes en
cada nivel compuestas por hipercubos de longitud de arista h,, y los espacios
anidados se obtienen mediante un refinamiento diddico. Ademaés, para todo

(=0,....,n—1, secumplehg:hz—;.

3.7.1. Un operador de quasi—interpolacién multinivel

Para definir un operador en el espacio jerarquico, es necesario combinar ope-
radores de quasi—interpolacion locales P, definidos en cada nivel £ = 0,1, ..., n—
1, los cuales satisfacen ciertas propiedades. Siguiendo las ideas y técnicas
de [LLMr01] presentadas en las Secciones 1.2 y 2.2, definimos P, mediante
una proyeccion local en L?. Para cada ¢, consideramos un subconjunto de la
base B, definido por

Biw, ={f€B; | 3Q € Qv:Q Csupp(f) Nwe}, v S, :=span(B,).

Se define Py : LY(Q) — S,,, C Sy, para £ =0,...,n — 1 tal que

P(f)= > Xs(f)B,  VfeL(Q), (3.66)

BEBZ,L,J[
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donde {Ag} son funcionales lineales que satisfacen las siguientes propiedades:
poseen soporte local, forman una base dual de B, y son L%estables como se
establece en [BG17, Proposition 4.3]).

El siguiente resultado proporciona una version local de [BG17, Theorem
4.4], que resume las propiedades de Py; y su demostracion sigue los mismos
argumentos.

Teorema 3.62. Sean {P,}"~y un conjunto de operadores definidos en (3.66).
Para ¢ = 0,1,...,n — 1, C unién de celdas de nivel {, y el entorno V{ =

U{Q | Q € Qi, Q C C} resulta:

(1) Py preserva los splines en S,,, es decir, Pys = s, para todo s € S,,.
(11) Py estd soportado en wy, esto es, si f|,, =0, entonces Pyf = 0.
(111) Para todo s € Sy, Pis = s en wy.
(1v) (Estabilidad) Para todo f € L (wy) y C C §y, Py se cumple
1PeflLaey < Csllf |l Lavgw:
donde la constante Cs > 0 solo depende de p.
(v) (Aprozimacion) Para todo f € WPHH(Q) y C' C wy, se cumple que
1f = Pefllaey < Caly ™| flpsr zacey:
donde la constante Cy > 0 depende solo de p and d.

Definicién 3.63 (Operador de quasi-interpolacion jerarquico). Dado el con-
junto de operadores de quasi-interpolacion definidos en (3.66) para cada nivel
de la jerarquia, definimos Il : L7(€2) — span H mediante

Lo := Fo,
Hg_,.l = Hg + Pg.,.l(ld —Hg), (= 0, o, — 2, (367)
II .= Hn—l-

Observacion 3.64. Notar que el item (1) del Teorema 3.62 implica que Pys =
s para todo s € 8y. Entonces, a partir de la definicion del operador 11, se tiene
que

IIs = s, Vs € Sp.

En efecto, si consideramos s € Sy se tiene
H18:HQS+P1(S—H()S) :8+P1(0) =S,

con lo cual II;s = s para todo s € Sy. De manera analoga podemos probar que
IIys = s para todo s € Sg para f =2,...,n— 1.

En consecuencia, el operador Il preserva los splines del nivel inicial, y en
particular, el espacio polinomial producto tensor Pp,.
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Observacion 3.65. Por la definicion de II y P, tenemos que

n—1 n—1
I:L(Q) = > S, = {ZSMSgESw, E:O,...,n—l}.
/=0 =0

El siguiente resultado puede encontrarse en [BG17, Lemma 4.8] y sigue las
ideas de [Kra98, Lemma 2.2.1.d].

Lema 3.66. Para todo f € LY(Q2) se cumple que
I,f = FPf en wy, (l=0,...,n—1).

El operador Il puede expresarse en términos de los operadores Py cuando
se restringe a los subdominios w;, (ver [BG17, Theorem 4.7]).

Lema 3.67. Si la malla jerdarquica Q es débilmente admisible, es decir,
Wp—1 C Wp—g C ... Cwy C w; C woy,

entonces, para toda f € L1(2), se cumple que

n—1
If=Pf+ Y P(f—Paf) en w,  ((=0,....n—1)
k=0+1

3.7.2. Propiedad de aproximaciéon local

En esta seccion presentamos una extension de [BG17, Theorem 4.9], don-
de se establecen estimaciones en normas L9, obteniendo ahora estimaciones
Optimas en normas de orden superior.

Teorema 3.68 (Estimaciones locales de aproximacion). Sea H el conjunto de
HB-splines asoctados a una jerarquia de subdominios €2, de profundidad n.
Sea 11 : L9(Q2) — spanH el quasi—interpolante multinivel definido en (3.67).
St la malla jerdrquica es débilmente admisible, entonces, para cualquier celda
de nivel £, Q@ C wp (¢ = 0,1,....,n— 1) y para toda funcion [ € Wf“(Q)
(1 <q<o0), se cumple que

o 1- |
1D (f = L)o@ < C W flpirzovion. (3.68)

para todo 0 < |a| < p, donde el entorno N(Q) es definido como N(Q) := Q si

Q es una celda activa, y N(Q) := parent(Q) si Q es una celda desactivada.
La constante C' > 0 depende del grado polinomial p y de la dimension d, pero
no de f.
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Demostracion. Sea f € WPH(Q) y Q C wy. Sea TP f el polinomio de Taylor

promedio de grado p de f sobre Q (ver la Definicion 1.16). Por la desigualdad
triangular, y como Ilg = ¢ para cualquier g € Py, tenemos

ID*(f =)@y < 1D*(f = Tf)llza@) + IDI(Tf = f)llLa-  (3.69)

Llamamos a los términos de derecha [A] y [B], respectivamente, y observamos
que la constante C' que aparece en las siguientes estimaciones puede variar en
cada aparicion. El término [A] se acota superiormente utilizando estimaciones
de error estandar para el polinomio de Taylor (ver el Lema 1.18):

[A] < ID*(f = TH)ll e
< C diam(Q)r=lel| 1|
< C el g

p+1,L9(Q)
p+1,L3(0 (3.70)

En la tltima desigualdad, usamos el hecho que Q consiste de (p+ 1)4 cells of
level ¢, que implica que diam(Q) < Chy. Para [B], como (II(T'f — f))|g € Pp C
Py con s = dp, aplicamos Lema 1.14 para obtener:

C
[B] < WHH(TJC = Nraq),  para0<|a| <p. (3.71)
¢

Ahora analizamos los dos posibles casos para (. Si Q@ C Q; \ Q¢y1, es
decir, una celda activa, entonces IIf|g = P f|g. Usando la estabilidad de Py
(Teorema 3.62 (1v)) y la estimacion del polinomio de Taylor, en (3.71) resulta:

C 1-|a
(B] < < ITf = Fllianay < O s
¢

que convinado con (3.70), prueba el resultado para N(Q) = Q.
Por otro lado, si () C €241, es decirm una celda desactivada, utilizamos el
Lema 3.67 y la estabilidad de P, para obtener:

h""<” f - f||LqQ)+ZHPk Tf — f = Per(T = D) ooy

k=0+1

il

< Cth . \f\p+1 L@ +
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Estimamos la suma [/] expresando a () como uniéon de celdas de nivel k y
aplicando reiteradas veces la estabilidad:

ZHTf f = Pia(Tf = Dllzawgow

k=0(+1

n—1
< 3 (ITF = PealT Do) + 1Pt f = Flisegonn )
k=0+1

n—1
< Z ||Pk—1f - f||L‘1(V5r1wk_1)7

k=0(+1

donde la tltima desigualdad resulta de T'f — Pe_1(Tf) =0 en wy_y (ver Teo-
rema 3.62 (111)). Como V C @ para todo k > £+ 1, el Teorema 3.62 (V)
implica:

n—1
I < Z | Pe1 f — f”Lq(QmUJk_l)

k= €+1

< Z ChIt|f| pHLLED )

k=0+1 kot
+1
< Chy ‘f|p+1,L‘1(Vé)a

donde utilizamos que wy C wy para todo k > ¢ y acotamos la suma geométrica

usando que hy = hi_1/2. Finalmente, como VQf] C parent((Q), concluimos que

[B] < CREFI )

p+1,L(parent(Q))’

completando la prueba para N(Q) = m. O

Enfatizamos que la constante C' en Teorema 3.68 no depende del nivel de
disparidad de la malla, en contraste con [Spel7, Theorem 4]. En consecuen-
cia, se obtienen estimaciones locales de aproximacion robustas incluso cuando
la malla no es estrictamente admisible (cf. [Spel7, Corollary 1]), requiriendo
tnicamente la hipotesis mas débil (3.24).

Corolario 3.69. Sea Q € Qy una celda activa. Entonces,
[ 1-|a
ID%(f =T1f)la@ < C g™ flpiraniy Ve 0<lal <p,

donde el tamario local de la malla hg y el entorno N(Q) estdn definidos como

hg :=he y N(Q) :=Q s Q € A(Q), y hg := hy y N(Q) := parent,_,(Q) si
Q € Ax(Q) para algun k < €. La constante C' > 0 depende de p y d, pero es
independiente de f.

84



Capitulo 3. Adaptatividad y aproximacion en espacios jerarquicos

Demostracion. La primera estimacion es directa del Teorema 3.68 ya que
Q) C wy. Para el segundo caso, debido a que @ € A(Q) para algin k < /,
utilizamos la Definicion 3.43 y la Observacion 3.44 para garantizar que Q' =
parent,(()) C wy la cual es una celda desactivada de nivel k. Aplicando (3.68)
para Q' se tiene:

ID*(f =Tl a@) < ID*(f = T1f)[egn < C W 1]

p+1,L4(parent(Q"))’
donde parent(Q’) = parent,_,(Q). O

En conclusion, este resultado proporciona la base tedrica de nuestro algo-
ritmo, ya que muestra que el error de aproximacion local de una celda activa
estéd determinado por su poder de aproximacion (Definicion 3.43). Es decir,
que al redefinir las celdas marcadas de acuerdo con su poder de aproximacion,
distinguimos explicitamente aquellas que ya satisfacen la cota 6ptima en su
nivel de aquellas cuyo error estd dominado por un hj, mas grueso para algin
k<.
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