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Resumen

Este trabajo estudia una nueva familia de operadores asociados al operador de Schrodin-
ger generalizado

L, =—A+p,

donde g es una medida de Radén no negativa en R? con d > 3, que satisface cier-
tas condiciones de control sobre bolas. Entre los operadores considerados se destacan la

transformada de Riesz y su adjunta asociadas a L,:

R,=VL'? vy Ri=L"V.

”w

Estos operadores se enmarcan en la teoria de operadores integrales singulares cuyos
nicleos presentan decaimiento exponencial asociado a una funciéon de radio critico p.
En este contexto, se obtienen resultados de acotacién en espacios de Lebesgue pesados
LP(w), para 1 < p < oo, mediante un teorema de extrapolacién desde p = oo, y de-
sigualdades débiles para p = 1 a través del estudio de operadores adjuntos Se introducen
y analizan clases de pesos adaptadas al decaimiento exponencial de los niicleos, estable-
ciendo su relacién con operadores maximales asociados y comparandolas con las clases
clasicas de comportamiento polinomial, probando que las contienen estrictamente. Para
los espacios de suavidad, se definen los espacios BMOJ(w) y se establece un criterio de
tipo T'1 que reduce la verificacion de acotacién a una condicion sobre el operador apli-
cado a f = 1. Finalmente, se clasifica una amplia gama de operadores estudiados en la
literatura para Ly y £, —incluyendo la transformada de Riesz y su adjunta, el maximal

del semigrupo del calor e~**

# los operadores de Poisson generalizados P/, la funcién g de
Littlewood Paley y los operadores T, = £,,/V"  deduciendo su continuidad en LP(w) y
en BMOZ‘(w). En el caso fraccionario se estudian los potenciales de Riesz y operadores
L7V con 1 /2 <~ <1, obteniéndose resultados de acotacién andlogos al caso singular.
Este trabajo tiene por motivacion el estudio de una nueva familia de operadores aso-

ciados al operador de Schrodinger generalizado
/:’,u =-A+ s

donde 4 es una medida de Radén no negativa en R? con d > 3, que satisface ciertas

propiedades de control sobre bolas.



RESUMEN

Estas familias incluyen varios operadores ampliamente estudiados en la literatura ma-
tematica, entre los que se destacan la transformada de Riesz y su adjunta asociada al

operador L, esto es,

R,=VL? vy Ry=r,'V.

En el caso particular en que la medida y sea absolutamente continua, es decir que satisfaga
que du(x) = V(x)dx, con V una funcién no negativa, no idénticamente nula, se recuperan
las transformadas de Riesz asociadas al operador de Schrodinger con potencial V € RH,
dado por Ly = —-A+ V.

Encuadramos estos operadores en un contexto general de operadores integrales singu-
lares con nucleos que presentan un decaimiento exponencial asociado a una funcién de
radio critico. En este marco, nos enfocamos en obtener resultados de acotacién en espacios
de Lebesgue pesados LP(w), para 1 < p < oo, a partir de un teorema de extrapolacién
desde el extremo p = oc. El caso p = 1 se aborda a través de desigualdades débiles pa-
ra operadores adjuntos de aquellos pertenecientes a esta familia. Por otro lado, se dan
estimaciones en espacios BMO pesados apropiados mediante un teorema de tipo 7T'1.

Comenzamos estudiando en detalle las clases de pesos adaptadas al comportamiento
exponencial de los nicleos de la familia de operadores definida, estableciendo la relacion
entre dichas clases y los operadores maximales asociados con decaimiento exponencial. Es-
te comportamiento resulta fundamental, al igual que los parametros involucrados, ya que
serd de gran importancia cuando se pruebe la acotaciéon en LP con pesos paral < p < oo.
Se comparan ademads estas clases de pesos con las conocidas previamente, donde el com-
portamiento es polinomial, probando que incluyen a las anteriores en sentido estricto.

Con respecto a los espacios de suavidad, se definen primero los espacios BMOZ‘(w),
donde p es una funcién de radio critico y « es el orden de regularidad; para luego obtener
un resultado de acotacién para la familia de operadores objeto de estudio mediante un
criterio de tipo T'1. La principal ventaja radica en que la verificacion de la acotacién se
reduce a comprobar una condicion especifica sobre el operador aplicado a la funcién f =1,
simplificando asi el analisis de estos operadores.

Por otra parte, y en complemento con lo visto previamente, se estudian familias de
operadores de tipo fraccionario que presentan nicleos con decaimiento exponencial. Varios
de los resultados andlogos al caso singular se prueban en este nuevo marco.

Finalmente se clasifica una amplia gama de operadores que han sido objeto de estudio
por diversos autores en el contexto del operador de Schrodinger, tanto para £y como para
L,,, permitiendo deducir resultados de continuidad en los espacios LP(w). Se comprueban
ademads las hipdtesis necesarias para que estos operadores sean acotados en BMO?(w).
Entre los operadores singulares estudiados se incluyen la transformada de Riesz de primer

orden y su adjunta, el operador maximal asociado al semigrupo de difusiéon del calor

IV
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e~*u operadores de Poisson generalizados P?, la funcién g de Littlewood-Paley asociada

al semigrupo del calor y al semigrupo de Poisson, y operadores de la forma 7., = £,,"V"
con 0 < v < d/2 asociados a un potencial V. En el caso de operadores de tipo fraccionarios

estudiamos los potenciales de Riesz y operadores de la forma £7V, donde 1 /2 <y <1







Introduccion

El operador laplaciano esta estrechamente vinculado con la teoria clasica de los pesos
A, de Muckenhoupt. Durante la década de 1970, varios trabajos fundamentales en el
andlisis armonico (ver [Muc72], [HMWT73], [CE74]) establecieron que la mayoria de los
operadores asociados al operador laplaciano, entre los que se destacan la transformada de

Riesz

|

ROf = V(_A)i fa

y el operador maximal del calor
T f == sup e 2 f],
>0

son acotados en LP(w) para 1 < p < oo siy sélo si w € A,. Estos resultados marcaron el
inicio de una profunda relacion entre los pesos de Muckenhoupt y la teoria de operadores
singulares clasicos.

En las ultimas décadas, el analisis arménico asociado a otros operadores diferenciales
ha cobrado creciente interés ya que introduce nuevos desafios y direcciones de investiga-
cion. Es natural preguntarse lo siguiente:

St reemplazamos el laplaciano por otro operador diferencial de sequndo orden, ;es
posible construir una clase de pesos de tipo Muckenhoupt adaptada al nuevo operador di-
ferencial subyacente? Ademds, ;cudndo esta clase puede caracterizarse en términos de la
acotacion de los operadores asociados, tales como la transformada de Riesz o los opera-
dores maximales del calor o de Poisson?

Uno de los operadores diferenciales mas relevantes desde el punto de vista tanto fisico
como matematico es el operador de Schrodinger con potencial no negativo y localmente
integrable V', definido por

Ly :=—-A+V.

La transformada de Riesz y el operador maximal del calor asociados a Ly se definen,

respectivamente, como
1
Ryf=VLAf v Tif=suple ' f]
t>

Dado que Ly puede verse como una perturbaciéon del operador laplaciano, Z. Shen

en [She9s] introdujo la funcién de radio critico py asociada al potencial V. Dicha funcién
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describe una escala local en la cual el operador Ly se comporta de manera analoga al
operador laplaciano, y resulta esencial para comprender las propiedades de los operadores
asociados a Ly . Este enfoque permite descomponer el anélisis en dos regiones: una region
local, donde el operador presenta un comportamiento similar al caso clasico de —A, y
una region global, donde el niicleo de los operadores asociados exhibe un decaimiento mas
rapido que el del caso clasico.

Siguiendo esta idea, Bongioanni, Harboure y Salinas ([BHS11]) introdujeron una nueva
clase de pesos adaptada al operador Ly, denotada por AX’OO, con 1 < p < oo. Esta clase se
comporta localmente como la clase A, de Muckenhoupt, pero incorpora globalmente un
factor de decaimiento que refleja el comportamiento polinomial de la solucion fundamental
de Ly, mediante py. En dicho trabajo, los autores demostraron que los operadores Ry y
Ty son acotados en LP(w) siempre que w € AX’OO con 1 < p < ooy cuando V satisface
una condicion de reverse Holder.

Sin embargo, esta clase de pesos no es, en general, necesaria para la acotacion de dichos
operadores. Bailey demostré en [Bailg] que, en el caso particular del oscilador arménico,
esto es, cuando V(z) = |z|?, existen pesos con crecimiento exponencial fuera de A}
para los cuales la acotacion aiin se mantiene. Posteriormente, el mismo autor propuso en
[Bai21] una nueva clase de pesos estrictamente mas amplia que A;/’oo, que permite incluir
pesos con comportamiento exponencial.

En el dltimo tiempo ha surgido un interés creciente por extender este marco tedrico a
contextos mas generales, donde el potencial es reemplazado por una medida de Radén no

negativa u. En este contexto, se considera el operador
ﬁ,u =—-A + y

que incluye como caso particular al operador cldsico Ly cuando du(z) = V(x)dz. Ba-
jo ciertas condiciones de crecimiento y duplicacion sobre p, que permiten recuperar las
condiciones reverse Holder del caso de potencial, Shen desarroll6 en [She99] una teorfa
general que preserva la estructura esencial del caso du(x) =V (z)dz.

Este tipo de generalizacién nos da la posibilidad de estudiar operadores integrales
asociados a £, cuyos nucleos no sélo satisfacen condiciones de tamano y suavidad de
tipo Hormander, sino que ademas presentan un decaimiento exponencial asociado a una
funcién de radio critico denotada por p,,.

En este contexto, el decaimiento exponencial de los ntcleos y la introducciéon de las
clases de pesos adaptadas de Bailey constituyeron el punto de partida para el desarro-
llo de esta tesis. En vista de ello, el objetivo central consiste en establecer un esquema
unificado para el estudio de la acotacién de familias de operadores asociados a L, cu-
yos niicleos presentan decaimiento exponencial, en espacios L”(w) con pesos adaptados a

dicho comportamiento. Este enfoque no sélo recupera como casos particulares los resul-
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tados clasicos correspondientes al operador laplaciano y al operador de Schrodinger con
potencial V' (ver [BCH13a, BCHI13b]), sino que amplia el rango de pesos y de operadores
para los cuales puede obtenerse acotacion en espacios funcionales naturales. La estrategia
utilizada se basa en un teorema de extrapolacién formulado para una clase general de
operadores asociados a una funcién de radio critico p, que permite trasladar acotaciones

en el extremo, del tipo L*-BMO a todo el rango 1 < p < oo con pesos.

El desarrollo de esta teoria general sugiere la posibilidad de formular un teorema tipo
T'1 para operadores de tipo Schrodinger—Calderén—Zygmund con decaimiento exponencial.
Esta idea constituye uno de los ejes principales de este trabajo, ya que extiende los criterios
de tipo T'1 de [MSTZ14], donde se obtienen resultados sin pesos, y de [BHQ)19], donde se
consideran pesos AX’OO, al nuevo marco en el que los operadores exhiben un decaimiento

exponencial, y los pesos pertenecen a las clases introducidas en [Bai21].

La importancia de este nuevo criterio radica en que permite caracterizar la acotacion
en espacios de tipo BMO asociados a una funciéon de radio critico p exclusivamente en
términos de la funcion 7'1 y del comportamiento del nicleo de T, unificando asi el trata-
miento de diversas familias de operadores que aparecen en el contexto de £, tales como
la transformada de Riesz generalizada R, = VL;I/ 2, su adjunta y otros operadores aso-
ciados al semigrupo correspondiente. Los resultados desarrollados permiten describir con
precision la interaccién entre el comportamiento mas preciso de los nicleos asociados a
L, la estructura geométrica inducida por la funcién de radio critico y las clases de pesos
que describen la acotacion de los operadores en espacios LP y BMO. De este modo, la
tesis contribuye a una comprensiéon més amplia del papel que desempena el decaimien-
to exponencial en la teoria de operadores integrales singulares asociados a operadores

diferenciales no clasicos.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se introducen las
definiciones y resultados preliminares que establecen el marco teérico en el cual se va
a trabajar. En particular, se describen los espacios de funciones utilizados, las nociones
de soluciéon débil y de solucién fundamental asociadas al operador £, la definicién de
funcién radio critico, asi como también algunas propiedades de la misma, y clases de

pesos asociados a ella.

En el Capitulo 2 se estudian detalladamente las clases de pesos adaptadas al com-
portamiento exponencial de los operadores objeto de estudio, y se establece su relacion
con ciertos operadores maximales, completando la caracterizacion de los pesos iniciada
en [Bai2l].

En el Capitulo 3 se definen nuevas familias de operadores con nicleos de tamano
exponencial y se aborda su acotacién tanto en espacios LP(w) como en BMOZ(w), ex-

tendiendo los resultados clasicos de Calderén-Zygmund a este nuevo marco. En el caso

IX
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LP(w) los parametros involucrados en las definiciones de los operadores maximales y de
las clases de pesos no nos permiten aplicar los resultados de Bongionanni, Cabral y Har-
boure ([BCHI13a]) para el caso 1 < p < oo, por lo que fue necesario reformular un teorema
de extrapolacién. Esto permite trasladar acotaciones en el extremo, del tipo L*-BMO,
con esta nueva clase de pesos. Se probaron ademés, mediante un argumento de dualidad,
estimaciones para los operadores adjuntos a aquellos pertenecientes a la familia definida.
Para p = 1, probamos resultados de tipo débil (1,1) para dichos operadores adjuntos.
Asimismo, para el caso de acotacién en BMO7(w) se logra demostrar un teorema T'1
adaptado a estas nuevas familias generales de operadores con decaimiento exponencial.
Se obtienen ademas desigualdades de tipo Coifman con pesos, las cuales permiten con-
trolar a un operador perteneciente a la familia estudiada mediante un operador maximal
adecuado. Los resultados obtenidos en este capitulo tienen su contraparte fraccionaria, la
cual se desarrolla en el Capitulo 4.

Por 1ltimo, una amplia variedad de operadores asociados a £, y Ly son estudiados en
el Capitulo 5. En cada caso se prueba que pertenecen a la nueva familia de operadores que
se estudia en esta tesis, cumpliendo ademaés las hipétesis necesarias para obtener su aco-
tacion en espacios LF(w) y BMO7(w). Més precisamente, entre los operadores integrales
singulares se incluyen la transformada de Riesz de primer orden y su adjunta, multipli-
cadores de tipo transformada de Laplace, el operador maximal asociado al semigrupo de
difusién del calor e~**» asi como el operador maximal asociado a los operadores de Pois-
son generalizados P7. También se estudia la funciéon g de Littlewood-Paley asociada al
semigrupo del calor y al semigrupo de Poisson, y operadores de la forma 7, = L£,"V?
asociados a un potencial V con 0 < v < d/2. En el caso de operadores de tipo fraccionario,

se analizan los potenciales de Riesz y operadores de la forma £7V, con 1 /2 <y <1




Capitulo 1

Preliminares

El primer capitulo de esta tesis esta dedicado a presentar el marco tedrico en el que

se obtienen los resultados presentados en los capitulos posteriores.

En la Seccion 1.1 se establecen nociones basicas de espacios de funciones. En particular,
se recuerdan las definiciones y propiedades fundamentales de los espacios de Lebesgue, que
serviran como herramienta a lo largo de todo el trabajo. También se definen los espacios
de Sobolev y algunas de sus variantes, que resultan ttiles para el estudio de soluciones
débiles del operador de Schrodinger generalizado. Los resultados y definiciones de esta
seccién son cldsicos y pueden encontrarse en libros conocidos de andlisis real (véase, por
ejemplo, [Duo01], [Eval0], [Fol99] o [Gra04]).

En las Secciones 1.2 y 1.3, siguiendo el enfoque de Shen ([She99]), se introducen la
funcién de radio critico y la distancia de Agmon, respectivamente. Al final de esta seccion
se recopilan algunas propiedades esenciales de la funciéon de radio critico p, las cuales

seran utilizadas de manera sistematica en el resto de la tesis.

En la Seccion 1.4 se definen las clases de pesos asociadas a una funcion de radio criti-
co, que generalizan las clases clasicas de Muckenhoupt. Asimismo, se definen operadores
maximales adaptados a los pesos mencionados y se enuncian resultados de acotacion en

espacios de Lebesgue con pesos.

La Seccién 1.5 estd dedicada a presentar los espacios BMO, asociados a una funcién

de radio critico, junto con algunos resultados fundamentales de dichos espacios.

En la Seccién 1.6 se define el operador de Schrodinger generalizado £, y se presentan
ciertas propiedades fundamentales que debe satisfacer la medida p para que la teoria esté
bien planteada. En dicha seccién se establecen resultados analogos a los obtenidos en el

caso particular en que du(x) = V(x)dx con V > 0.



1.1. Algunos espacios de funciones

Por 1ltimo, la Seccion 1.7 se dedica al estudio de las soluciones débiles del operador de
Schrodinger generalizado y de la soluciéon fundamental asociada. En particular, se presen-
tan estimaciones que resultan clave para el analisis de operadores integrales y maximales
relacionados con dicho operador.

Antes de continuar, fijamos algunas notaciones generales que se utilizaran a lo largo
de toda la tesis.

Dado un conjunto £ C R¢ medible, denotamos por |E| a la medida de Lebesgue de
E y xg a la funcién caracteristica de E. Por otra parte, denotamos por B(z,r) a la
bola euclidea abierta de centro z € R? y radio » > 0. Si ¢ es una constante positiva,
escribiremos ¢B(z,r) = B(zx, cr).

A lo largo de este trabajo, la letra C' denotara una constante positiva que puede variar
de una linea a otra. Escribiremos a < b para indicar que existe una constante positiva C'
tal que a < Cb, y a 2 b tendra el significado andlogo. Cuando ambas desigualdades se
satisfacen, escribiremos simplemente a ~ b.

Para una funcién f localmente integrable, (es decir, integrable sobre un conjunto de
medida finita) y un conjunto medible F de medida positiva y finita, utilizaremos las

siguientes notaciones equivalentes para el promedio de f sobre E:

ﬁ/Ef(x)da::]if(x)dwsz-

Por un peso w entenderemos una funcién no negativa y localmente integrable en R¢.
Dado un peso w y un conjunto medible £ C R¢, la siguiente notacién se utilizard con

frecuencia:

1.1. Algunos espacios de funciones

Sea 1 < p < oo. Denotamos por LP(R?) al espacio de todas las funciones medibles

f:R? — R tales que
1/p
17 llzr sy = ( / ) If(x)|pd:c> < oo.
R

Para p = oo, se define L°(R?) como el espacio de todas las funciones medibles f: RY — R

para las cuales

||f||L°°(le) := esssup | f()],
z€RI

es finita.
En algunas ocasiones abreviaremos LP(R?) por L?, y la norma || f||r»ra) por || f]l,-
Una herramienta fundamental en el estudio de estos espacios es la siguiente desigual-
dad.




CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicién 1.1 (Desigualdad de Hoélder). Sea 1 < p < oo y sea p’ su exponente
conjugado, definido por
1 1
S+= =1,
p D

con la convencion p' =1 cuando p = oo. Si f € LP y g € L¥, entonces

/ F@)g(@)] dz < [ Fllglly-

De acuerdo con la definicién de exponentes conjugados dada en la Proposicion 1.1, es
bien conocido que, para todo 1 < p < 00, el espacio dual de L? puede identificarse con LP'.

Definimos el espacio de Lebesgue local, LY (R9), 1 < p < oo, como el conjunto de

loc
todas las funciones medibles f: R? — R tales que f € LP(E) para todo conjunto medible
E C R?% de medida finita.

Introducimos también los espacios de Lebesgue con pesos. Sea 1 < p < o0 y sea w
un peso. Definimos el espacio L”(w) como el conjunto de todas las funciones medibles

f:R?Y — R tales que fw'/? € LP(RY). En este caso, la norma en LP(w) est4d dada por

1/p
iy = 01 = ( [ 11 @Putoc)

Para p = oo, decimos que f € L®(w) siy s6lo si fw € L®(R?), y escribimos

11l zoe @y = [ fw]loos

donde esta cantidad denota, como es habitual, el supremo esencial de fw en R
Dados 1 < p,q < 00, y un peso w diremos que un operador 7" es acotado de L”(w) en

Li(w) si existe una constante C' tal que

1T flLaqw) < ClLfllze )

para toda f € LP(w). En la literatura se suele referir a este tipo de estimaciones como de
tipo fuerte (p,q) con respecto a w. Si p = ¢ diremos simplemente que T es acotado
en LP(w).

Diremos que un operador es de tipo débil (p,q) con respecto a w si existe una

constante C' tal que, para todo A > 0,

LN
w({ee® Tl > ) < 5 ([ f@Pewir) = S, 0

La desigualdad anterior equivale a decir que el operador T' define una aplicacion acotada
desde LP(w) en el espacio de Lebesgue débil L%*°(w). En efecto, para 1 < ¢ < oo y un
peso w, el espacio L (w) estd formado por todas las funciones medibles f : R? — R
tales que

ey = sp o ({ € RY: F(@)] > A1) < o0,




1.1. Algunos espacios de funciones

Reescribiendo (1.1), T sera de tipo débil (p, q) con respecto a w si

T fll ooy < Clfllzrw)-

A continuacion recordamos dos desigualdades clasicas, la primera de ellas enunciada

de manera general como en [dG81, Theorem 3.3.1].

Proposicién 1.2 (Desigualdad de Kolmogorov). Sea S un operador sublineal de tipo
débil (p,q), para 1 < p,q < co. Entonces eziste una constante C' tal que para todo conjunto

E medible, con 0 < |E| < 00, y para todo 0 < v < ¢,

/[ISf(wH”dx<<<7Uﬂ1‘3HfH3, (1.2)
E
siempre que f € LP.

Proposicién 1.3 (Desigualdad de Chebyshev). Sea w un peso y f € LP(w) con
1 < p < o0. Entonces, para todo \ > 0,

mmewﬂuu»>ﬁ>'mﬁw

Un marco fundamental en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales lo constituyen

(1.3)

los espacios de Sobolev ya que permiten considerar soluciones que no poseen derivadas
clasicas en todo punto, pero si derivadas en el sentido débil. Estos espacios seran necesarios
para describir las soluciones asociadas al operador £, como se verd en la Seccién 1.7. A
continuacion se introducen las definiciones correspondientes.

Sea € C R? un conjunto abierto. Para 1 < p < oo y un entero k¥ € Ny, el espacio
de Sobolev W*?(Q) se define como el conjunto de todas las funciones u € L?(Q) cuyas

derivadas débiles D*u, de orden a lo sumo k, también pertenecen a LP(Q2). Es decir,
WHP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) para todo a € N con |a] < k} ,

donde D*u denota la derivada débil de orden aw de uy |a| = a3 + g + -+ + ay.

Este espacio se dota de la norma

1/p
[ D ID%ulley ) o 1< <0,
Whe@) = § \|al<
|m‘iX | D%ul| o< (). p = 00,

la cual lo convierte en un espacio de Banach. Para una explicacién detallada sobre la
nocién de derivada débil y las propiedades béasicas de los espacios de Sobolev, remitimos
al lector a [Fval0].

Denotaremos por C'2°(£2) al espacio de las funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto en Q, y por Wa?(Q) a la clausura de C2°(Q) en la norma de W*?(€).

Ademas, la versién local del espacio de Sobolev se define como

WhEr(Q ={ue L} (Q): D*ue Ll (Q) para todo o € N con |a| < k} .

loc
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1.2. Funcién de radio critico

Aunque la nocién de funcién de radio critico fue originalmente asociada a un po-
tencial V' debido a su estrecha relaciéon con el comportamiento de operadores asociados
con el operador de Schrodinger (véase, por ejemplo, [She95, Zho93]), en este trabajo
adoptamos una definicién mas general que aisla una propiedad fundamental de dicha
nocion y permite formularla de manera independiente del potencial. Este enfoque no es
nuevo y ha sido desarrollado en los trabajos de Bongioanni, Cabral y Harboure (véase
[BCH13a, BCH13b]).

Comenzamos entonces introduciendo el concepto de funcién de radio critico, entendido

como toda funcién que satisface la siguiente condicién de comparabilidad puntual.

Definicién 1.4. Una funcién p : R? — [0, 00) es una funcién de radio critico si existen

constantes kg, Cp > 1 tales que

citoto) (14 221 ™ < o) < Copla) (1+ 20 R

para todo z,y € RY.

Observacion 1.5. De la definicién anterior se tiene que, si |z — y| < ¢p(x) para alguna

constante ¢, entonces p(z) ~ p(y). Més aiin,
k,
Cot (1+0)™ plx) < ply) < Co (14 )™ pla). (15)

Una bola de la forma B(z, p(x)) con x € RY, se la denominard critica, mientras que
una bola B(z,r) con r < p(x) se llamara sub-critica. Aquellas bolas con radio r > p(x)
las denominaremos super-criticas. Denotaremos con B, a la familia de bolas sub-criticas,

es decir,

B, = {B(z,r):z e R r < p(z)}.

La clasificacion anterior permite precisar qué se entiende por comportamiento local y
global en el contexto de operadores asociados al operador de Schrodinger, en funcién de
la relacién entre el radio de las bolas y el radio critico. En general, el tratamiento sera
local cuando trabajemos sobre bolas en B, y global, fuera de ellas.

Por otro lado, resulta particularmente 1til disponer de cubrimientos por bolas criticas
en el contexto de operadores de tipo Schrodinger. Un resultado en esa direccién fue obte-
nido en [DZ99] que es el que establecemos a continuacién. Nétese que, si bien los autores lo
hacen cuando p proviene de una funcién potencial V' asociada al operador Ly, = —A 4V,
la herramienta principal en la demostracién es (1.4), que responde a la definicién general

de funcién de radio critico.




1.3. Distancia de Agmon

Proposicién 1.6 ([DZ299, Lemma 2.3]). Eziste una sucesion de puntos {z;};  C R? tal

que la familia de bolas criticas { B(x;, p(xj))}jeN satisface las siguientes condiciones:
i) RY= UjeNB(ij,p(Ij));
it) existen constantes positivas Cy, Ny tales que, para todo o > 1,

ZXB(a:j,Up(a:j)) < OlaNl-
JEN

1.3. Distancia de Agmon

Muchos fenémenos relacionados con el operador de Schrodinger £y = —A + V' pue-
den describirse de manera méas precisa en términos de la distancia de Agmon (véase, por
ejemplo, [Agm&2] y [Hel88]). Esta distancia, aunque localmente comparable con la dis-
tancia euclidea, se comporta como una distancia Riemanniana. Se define mediante una
deformacion de la métrica euclidea, determinada por una forma cuadratica que involucra
al potencial V.

En un contexto mas general, la definicion de distancia de Agmon asociada a cual-

quier funcién de radio critico p, es la siguiente:

1
dy o) = [ pa(0) (0, (16)
0
donde el infimo se toma sobre todas las funciones absolutamente continuas « : [0, 1] — R?
con 7(0) =z y (1) = .
El siguiente lema enuncia la antes mencionada comparacion a escala local de la dis-

tancia de Agmon y la distancia euclidea.

Lema 1.7 ([Bai2l, Lemma 2.2]). Sea p una funcién de radio critico. Si |x — y| < 2p(z),

existe una constante Dy > 1 tal que

_ilr =yl |z —
0 < dy(r,y) < Dy :
p(z) ’ p(z)
La distancia Agmon d, es comparable también con la cantidad 1 + ‘2(_;)", tal como lo

establece el siguiente lema.

Lema 1.8 ([Bai2l, Lemma 2.3]). Sea p una funcién de radio critico. Entonces

0 (z.y) < C <1+ |x_y|>ko+1
AR plx) |

para todo x,y € R
Mads atin, cuando |x —y| > p(x), existe Dy > 1 tal que

d,(z,y) > D! (1 i |i&$|> o (1.7)

para todo x,y € RY.




CAPITULO 1. PRELIMINARES

El siguiente lema técnico sobre la distancia de Agmon sera una herramienta clave en
el desarrollo posterior de ciertos resultados. Permite hacer uso de una desigualdad como
(1.7) cuando no se conoce la relacién entre |z —y| y p(x) y tener un control para funciones

exponenciales decrecientes.

Lema 1.9. Sea p una funcion de radio critico. Entonces, existe una constante positiva

C, que depende de las constantes Dy, D1 y kg, tal que

—y\ o (@ \
d (z,y) > D' (1+|x y') + D7t (1+ P > — 0 >0, 1.8

para todo =,y € RY.

En consecuencia, existe una constante C' tal que

1
\T*y\)k0+1

e—dp(x,y) < Ce‘;:%(“‘ p(x) (19)

para todo z,y € R?.

Demostracion. Consideremos dos casos. Si |z — y| < 2p(z), por el Lema 1.7 tenemos que

Puesto que

-1
. AR

plr) ~ pla)+le—yl |z =yl
obtenemos, para |z — y| < 2p(x),

i) = Dit (14 |f(—x?y|)l‘

;g' < 3, podemos tomar C' > Dy 13%7T obteniendo la desigualdad deseada en

Como 1+|(

xr
p
este caso.

Por otro lado, si |z — y| > 2p(x) podemos aplicar el Lema 1.8 y obtener

1
_ x —y|\ kot
d,(z,y 2D1<1+| > .
P( ) 1 ,0(115)

Trivialmente se cumple que 1 + % > 1. Por lo tanto, tomando C' > Dy* se tiene (1.8)

1
para |x — y| > 2p(x). Finalmente, escogiendo C' = max {Dl_13’€0+1,D0_1}, se concluye la
demostracién de (1.8).

La desigualdad (1.9) se sigue de la anterior, pues

1
lz—y| ) Fo+1

1
_ 1 _ 1 lz—y|\ kg +F1
efdp(x,y) S e D1 (1+ p(x) (1+ ) 0

_ 1 p(z) \7!
e Do (1+\zfy\) ec S Ce Dy p(x)

)

para todo z,y € R% O




1.4. Clases de pesos asociadas a una funcién de radio critico

Dado que a toda funcién de radio critico p se le asocia una distancia, es natural
considerar bolas con esta nueva métrica. Se definen las bolas B,(x,r) como las bolas

abiertas en la métrica d,, centradas en z € R? y de radio r > 0, esto es,
B,(z,r) == {y € R : d,(x,y) < r}.

Para comprender el comportamiento de estas bolas, se cuenta con resultados de compa-
racion entre las bolas definidas con respecto a la métrica euclidea y las bolas B,. Dichas
relaciones permiten transferir propiedades geométricas y analiticas entre ambos tipos de
bolas, y resultan fundamentales en el estudio de operadores adaptados a una funcién de
radio critico.

Para ello, definimos la constante
B = méX{Co,Do,Dl,Q}, (110)
y remitimos al articulo de Bailey ([Bai21]) para las demostraciones de los siguientes lemas
técnicos.

Lema 1.10 ([Bai2l, Lemma 2.4]). Sea p una funcion de radio critico. Sean r > 0 y

x € R, Entonces, sir < 2,
B (x,rp(x)) € B, (x,5r) .
Mientras que, si r > 2, entonces
B (z,rp(z)) C B, (x, B(1+ r)k°+1> .
Lema 1.11 ([Bai2l, Lemma 2.5]). Sea p una funcién de radio critico. Eziste una constante
Ag > 1, que depende de p solo a través de Cy y ko, tal que para todo x € R y 0 < r < f3

se cumple
Bp(xa 70) g B (Ia AOTp(x)) .

En cambio, para v € R? yr > 3 se tiene
By(x.7) C B (z, ((r8)*™ — 1) p(x)) .

Las relaciones anteriores resultaran de utilidad para caracterizar la clase de pesos
adaptados S’ . que se definen en el Capitulo 2 mediante un operador maximal apropiado
(Seccion 2.3).

1.4. Clases de pesos asociadas a una funcién de radio
critico

En [BHS11], los autores introducen la definicién de las clases de pesos AP, inspiradas en
los pesos clasicos de Muckenhoupt. Dichas clases resultan ser méas generales y se adaptan

naturalmente al contexto del operador de Schrodinger Ly, .




CAPITULO 1. PRELIMINARES

Se definen de la siguiente manera. Para 1 < p < oo, se denotan por Af = Uezo Ag"g,

donde w € Az’e significa que existe una constante C' tal que

p—1

(o) ([re) " <em(oesiz)

para toda bola B = B(x,r).
De manera similar al caso cldsico, cuando p = 1, se denotard por A = Uy A’l”e,

donde A’f’e es la clase de pesos w tales que existe una constante C' de modo que

0
/ w < C|B| (1 + L) inf w,
B p(z)) B
para toda bola B = B(x,r).

Es habitual decir que w € A”  para considerar a un peso en cualquiera de las clases

anteriores, es decir,
A =4
p>1

Estas clases de pesos satisfacen propiedades andlogas a las que satisfacen los pesos A, de
Muckenhoupt. Una referencia donde pueden encontrarse de manera detallada es [BCH13a].

Para esta clase de pesos, en [BCH19] se definen las siguientes clases de duplicacion
que se verifican naturalmente. Para £ > 0 se define Df = Jy, DP9 donde DPY es la

clase de pesos w para los cuales existe una constante C' tal que
R dk R 6
w(B(xz,R)) < Cw(B(z,r (—> (1+—) ,
(B(z, B)) < Cu(B(r, ) e

para todo # € R? y todo 0 < r < R.
También es posible definir las clases de pesos que satisfacen una desigualdad de tipo

reverse Holder adaptada a este contexto.
Dado n > 1, definimos RH/ = Uezo RHT?’(’, donde RHf;’B es la clase de pesos w que

satisfacen y ,
ale) < (a[o) (0 50)
— | w" <C|— | w 1+——] ,
<|B|/B ) 1B| J5 p(z)

para todo z € R%, r > 0, y cierta constante C, independiente de z y 7.

Una relacién entre las clases AP y RHf es la que se enuncia en el siguiente lema.

Lema 1.12 ([BIS11, Lemma 5]). Si w € Af para algin 1 < p < oo, entonces existen

constantes positivas 0, n y C tales que

o) < (o fym) (i)

para toda bola B = B(xz,r) en R%. Es decir, w € RH};.




1.4. Clases de pesos asociadas a una funcién de radio critico

Con el fin de caracterizar las clases AS introducimos a continuacién operadores maxi-

males adecuados a este contexto.

Definicién 1.13. Sea f € Lj, (R?). Para cada § > 0, el operador maximal M? se define

loc

por

9

r 1

MPf(z)= sup <1+ ) / f(y)| dy, r e RL
W= s 0w Bl Jagen Y

La importancia de este operador radica en el siguiente resultado de caracterizacion, que

establece una equivalencia entre la pertenencia de un peso w a la clase APy la acotacién

del operador maximal M¢ en espacios L?(w).

Teorema 1.14 ([BCH13a, Proposition 3]). Sea 1 < p < oo. Entonces, w € A? si y sdlo
s1 existe 0 > 0 tal que el operador Mg es acotado en LP(w).

Es importante senalar que, para un valor fijo de 6, las clases de pesos que caracterizan
la acotacion de Mg f no coinciden con las clases Ag’e. Esta diferencia es precisamente la
que modifica el panorama de la acotacién de operadores maximales en espacios con pesos
pertenecientes a la clase H/*", que se definira en el Capitulo 2.

Por otro lado, nétese que, si bien el operador maximal ha sido definido en su version
no centrada, también se puede considerar la version centrada correspondiente. Ambas son
equivalentes puntualmente, y a nivel de acotacién en LP(w), y es esta iltima la que se

utiliza en la demostracion de la caracterizacién precedente.

Clase de pesos locales

Recordemos que, para una funcién de radio critico p, denotamos por B, a la familia
de bolas B(z,r) con r < p(x), es decir, las bolas sub-criticas. Siguiendo las definiciones
y propiedades de [BHS11] diremos que, para 1 < p < oo, un peso w pertenece a la clase
Ag’k’c si existe una constante C' tal que

.

(o) ([ serm

para toda bola B € B,; y para p = 1 si
/ w < C|B|inf w,
B B

se cumple para toda B € B,.
Denotaremos por AP°¢ = Ups1 Az’k’c.
Observacion 1.15. Es inmediato de las definiciones que, para todo p > 1 estas clases

locales son, en principio, mds grandes que las clases Af. Mds atin,

p ploc
A, C AL C APloc,

10
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En efecto, si tomamos, por ejemplo, p = 1y w(x) = 1+4|x|?, entonces, paray > d(p—1),
el peso w pertenece a A?, pero no a A,. Ademds, considerando p(r) = min {1, ﬁ} y
w(z) = el*l, se verifica que w € AZ’IOC \ AP, lo que probaremos en el Capitulo 2 Proposi-
cion 2.4.

A continuacién presentaremos una versiéon local de la maximal de Hardy-Littlewood, a

la que denotaremos por M;OC, que esta relacionada de manera natural con los pesos Az’loc.

Definicién 1.16. Sea p una funcién de radio critico y una funcién f € Li (R?) . Defini-

mos el operador maximal p-local del siguiente modo

1
M f(z) = su —/ dy.
s = s [ 1wy

Observacion 1.17. Es facil ver que M,l,ocf(x) < CgMgf({L'), para todo € R%, todo 6 > 0
y toda f € Ll _(R?).

loc

El siguiente teorema relaciona de forma univoca la maximal M ;0‘3 y los pesos A]’j’loc.

Teorema 1.18 ([BHSI1, Theorem 1 and Remark 1]). Sea 1 < p < oo. Un peso w

loc
)

loc

ertenece a AP si y sélo si M};’C es acotada en LP(w). Ademds, si w pertenece a Af

el operador M})‘)C es de tipo débil (1,1) con respecto a w.

1.5. Espacios BMO asociados a una funcién de radio
critico

En [DGMT05] se introducen los espacios BMO, de funciones de variacién media

acotada asociadas a una funcién de radio critico. Mds precisamente, se define BMO,

1

L (R?) para las cuales existe una constante C' tal que

como el conjunto de funciones f € L

se satisfacen las siguientes condiciones:
1
E/B |f— fB] <C, para toda bola B C R? (1.11)
1
E/B If] < C, para toda bola B = B(x,r), r > p(x). (1.12)

Puede definirse una norma en este espacio como el infimo sobre las constantes C' que
satisfacen (1.11) y (1.12), la cual denotamos por || f||smo, -

Notemos que la condicién (1.11) coincide con la condicién de oscilacién media que
caracteriza al espacio BMO clasico de John y Nirenberg ([Duo01]), mientras que la con-
dicién adicional (1.12) impone un control sobre los promedios en bolas grandes, es decir,
en aquellas cuyo radio es mayor que el radio critico. En consecuencia, el espacio BMO,

asociado a p resulta ser un subespacio propio de BMO.

11



1.5. Espacios BMO asociados a una funcién de radio critico

Las estimaciones que obtendremos en la Seccién 3.3 estéan dadas en espacios BMO7 (w)
los cuales fueron introducidos en [BIS08] y son extensiones de BMO,, en dos direcciones:
por un lado, incluyen el parametro a que indica el grado de suavidad de la funcién f vy,
por otro lado, incluye un peso w que interviene tanto en la condiciéon de tamano como en
la condicion asociada a la oscilacion. Este espacio se define de la siguiente manera: dada
una funcién de radio critico p y un peso w, el espacio BMO7(w), con 0 < o < 1, como
el conjunto de las funciones f localmente integrables para las cuales existe una constante

C tal que se verifica

1
—B)/ |f = fs] < C|BI*?, para toda bola B C R?, (1.13)
B

W/ If| < C|B|**, para toda bola B = B(z,r),r > p(x). (1.14)
B

Del mismo modo que para BMO,, la norma || f{|zmos (w) puede definirse como el infimo de
las constantes C' que satisfacen (1.13) y (1.14) al mismo tiempo. Observar, ademas que si
w=1ya=0, BMOj(w) coincide con BMO,,.

Noétese que si una funcién f satisface (1.14) para cierta bola B entonces también
satisface (1.13) para la misma bola. Luego es suficiente pedir (1.13) para bolas B(z,r)
con r < p(x).

A continuacién daremos algunas propiedades de estos espacios que seran ttiles mas
adelante. La primera nos indica que es suficiente verificar la condicién (1.14) sobre bolas

criticas cuando w € Az’loc.

Lema 1.19 ([BCHI19, Proposition 3.2]). Sea w € A2 para algin 1 < p < oo y
f e Li (RY). Si

loc

A ! / 1l <
= sup 00,
z€RC U)(B(.’L', p(”E)))p(”E)O‘ B(z,p(z))

entonces existe una constante C' tal que

nEeod)
sup |f| < CA.
z€RY, r>p(x) w(B(x, 7«)>ra B(x,r)

El segundo resultado proporciona una condicién suficiente para verificar que f € BMOS (w)

cuando se consideran pesos en Az’lo".

Lema 1.20 ([BCHI19, Lemma 4]). Sea 1 < p < 0o. Sea w € Az’loc, 1l<qg¢<p,0<ax<1
y f € BMO(w). Entonces, existe una constante C' tal que

B ( [ it ) < O f o -

12
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para toda bola B = B(x,r) conr > p(x), y

o ( 1= gl ) < O/ fllmmoz0.

para toda bola B = B(z,T).

1.6. Operador de Schrodinger generalizado L, aso-

ciado a una medida de Radon

Sea d > 3 la dimensién del espacio R?. Consideremos el operador de Schrodinger
clésico
[/v = —A + ‘/,

donde V € Lj_

pertenece a la clase de reverse Holder RH, para algin g > d/2. Es decir, existe una

(ﬁ/gv‘y)qd‘y) <Oy [,V

para toda bola B = B(x,r) C R%.

El estudio de este tipo de operadores fue y es un tema de interés en el andlisis arménico

(RY) es una funcién no negativa, comtinmente llamada potencial, que

constante C' tal que

asociado a operadores diferenciales distintos del operador laplaciano clasico. Un precursor
en el desarrollo de esta teorfa fue Shen ([She95]), quien obtuvo resultados fundamentales
de acotacién en espacios LP para operadores asociados a Ly bajo la hipdtesis V € RH,
con q > d/2.

Posteriormente, diversos autores ampliaron y profundizaron este enfoque, extendiendo
los resultados a contextos mas generales.

Por un lado, en [D799], Dziubariski y Zienkiewicz desarrollaron una teoria de espa-
cios de Hardy asociados al operador de Schrodinger, proporcionando caracterizaciones
mediante atémos y mediante transformadas de Riesz asociadas a Ly .

Podemos mencionar también a Guo, Li y Peng ([GLP08]) quienes estudiaron la aco-
tacién en espacios de Lebesgue de conmutadores de transformadas de Riesz asociadas al
operador de Schrodinger Ly, .

Por su parte, Bongioanni, Harboure y Salinas ([BIHS11]) obtuvieron resultados de
acotacién en espacios de Lebesgue con pesos para diversos operadores asociados a Ly,
entre ellos, las transformadas de Riesz y los operadores integrales fraccionarios. Para ello,
introdujeron nuevas clases de pesos, las Af, definidas anteriormente, que se comportan

localmente como los pesos de Muckenhoupt y que los contienen.
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1.6. Operador de Schrodinger generalizado £, asociado a una medida de Radén

Una de las herramientas fundamentales introducidas por Shen en [She95] es la nocion
de funcién de radio critico asociada al potencial V. Dicha funcién, denotada por py, se

define para cada z € R? mediante

1
py(x) := sup {7’>0: s V(y) dy < 1}.

B(z,r)

Esta funcién mide la escala espacial a partir de la cual la influencia del potencial V' se
vuelve significativa y desempena un rol central en el analisis profundo de los operadores
de Schrodinger.

Una de las propiedades de V' que se muestra en [She95, Lemma 1.2] es una desigualdad
de crecimiento que relaciona las integrales del potencial V' sobre bolas concéntricas de
distinto radio. Mas precisamente, si V' > 0 pertenece a RH, con ¢ > d/2, entonces existe

una constante C' tal que

R\* 4
[ veoasc(T) [ v (1.15)
B(z,r) r B(z,R)

para todo # € R? y todo 0 < r < R.

Si consideramos una medida de la forma du(x) = V(x)dz, con V' > 0 un potencial
como antes, a partir de (1.15), nos encontramos ante un punto de partida natural para
extender la teoria a operadores de Schrédinger con una medida .

Esta generalizacion, que constituye uno de los ejes centrales de esta tesis, fue intro-
ducida por Shen en [She99]. En dicho trabajo se propone el estudio del operador de

Schrodinger generalizado, definido formalmente por
L, =—-A+p,

donde p es una medida de Radén no negativa que verifica las siguientes condiciones sobre

bolas:

u(B(zx, R)), (1.16)

u(B(x,2r) < D, (u(Bla.r)) +147) (1.17)

para todo z € R¢y 0 < r < R, donde las constantes Oy, Cyu, D), dependen de la medida p
y satisfacen 6, >0y C,, D, > 1.

La primera propiedad proporciona un control del crecimiento de bolas concéntricas en
funcién del cociente de radios, y la segunda propiedad nos indica que p es una medida
duplicante en aquellas bolas que satisfacen u(B(x,7)) > crd=2.

Nétese que si du(z) = V(x)dx, con V' > 0 una funcién potencial tal que V € RH, con
q > d/2, entonces p satisface las propiedades (1.16) y (1.17). En efecto, sea 0 < r < R.

14



CAPITULO 1. PRELIMINARES

De acuerdo a (1.15), se tiene que

p(B(z,r)) = V(y) dy

B(z,r)

(%)H/q (%)H /B . V(y) dy

(5 n By,

IN
Q

I
Q

de donde se obtiene (1.16) tomando d, =2 —d/q > 0.

En cuanto a la segunda propiedad, aplicando la condicién de duplicacién de V', here-

dada por pertenecer a la clase RH,, ([She95, p. 518]),

n(Ba.2) = |

B(z,2r)

Vo dy<c [ veydy<c [ v dyr o,
B(z,r) B(z,r)

para todo z € RY y 7 > 0, y se deduce asf (1.17), con C' = D,, la constante de duplicacién

de V.

Observacion 1.21. Las condiciones (1.16) y (1.17) no requieren que la medida p sea absolu-
tamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. El marco desarrollado en [She99]
incluye también medidas asociadas a grafos Lipschitz o medidas producto con componen-

tes duplicantes, que no vienen dadas por un potencial V' (véase [She99, p. 523]).

El autor también presenta una generalizacién de la funciéon de radio critico para una
medida ¢ de Radén no negativa en R? que satisface las propiedades (1.16) y (1.17). La

misma esta inspirada en py y se define como la funcién no negativa dada por

pu(x) = sup {r >0: W < 1} , z € R% (1.18)

Notemos que si du(x) = V(x)dx con V' > 0, se recupera py .

Esta funcién tiene un papel importante en la estimaciéon de operadores asociados a £,
y también en la descripcién de los espacios de suavidad relacionados. En particular, de
manera informal, podemos decir que establece que los operadores asociados a £, guardan
una estrecha semejanza con los operadores clasicos, siempre que se miren de manera local
segin p, vy, fuera de esa localia, poseen un comportamiento mejor.

En lo que resta de la seccion, presentaremos algunas propiedades de p,. Muchos de

estos resultados ya se conocian en el caso potencial (véase [She95, Lemma 1.4)).

Proposicién 1.22 ([She99, Proposition 1.8]). Sea p una medida de Radén no negativa
que satisface (1.16) y (1.17). Entonces

(i) 0 < pu(z) < oo para todo x € R%.

15



1.6. Operador de Schrodinger generalizado £, asociado a una medida de Radén

(i1) Eziste una constante C' tal que p,(2)4* < u(B(z,pu(z))) < Cp.(x)42, para todo
r € RY.

Se desprende directamente que

p(B@pule)
pule)

(1.19)

para todo x € RY.

(1) p, es una funcion de radio critico y, por lo tanto, verifica (1.4) y (1.5) para ciertas

constantes ko, Cy > 1, que dependen de las constantes C,, D, vy 0,,.

Algunas propiedades relacionadas con la medida p que resultardn ttiles a lo largo de

esta tesis son las enunciadas en los siguientes lemas, las cuales se siguen de las condiciones
(1.16) y (1.17).

Lema 1.23 ([Bai2l, Lemma 4.1]). Sea y una medida de Raddén no negativa sobre R que

satisface (1.16) y (1.17). Emziste una constante C' tal que para todo x € R% yr > 0,

d B
B(z,r) |y - $| r
Si 9, > 1, entonces se tiene ademds que
d B
B(z,r) |y - ZE| r

Ademas, para toda medida p que verifique (1.16) y (1.17) se puede obtener mediante
un argumento recursivo, la siguiente desigualdad que sera 1til en los capitulos posteriores:

para todoz € R, r >0y j €N,
p(B(z,2'r)) < D) u(B(z,r)) + DZLZ(d”)(j’l)rd”. (1.22)

La propiedad adicional de la medida p que se presenta a continuacién sera de gran uti-
lidad en el estudio posterior de las transformadas de Riesz y de otros operadores asociados
a L,. Asimismo, constituye una generalizacién de un resultado previamente conocido en

el caso particular dy(z) = V(x)dz, establecido en [GLP0S, Lemma 1].

Lema 1.24. Sea p1 una medida de Raddon no negativa que satisface (1.16) y (1.17). Existe
una constante C' tal que para todo x € RY, r >0 y N > log, D, se tiene

p(B(z,r)) < Cre? (1 + ﬁ)N,

donde D,, es la constante en (1.17).
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Consideremos primero el caso r < p,(x). Por (1.16) y (1.19),

N
u(Ben) <G () (B

wn (T O\ nBp )
= Cl (pm)) ()12

para todo N > log, D,,.
Por otro lado, si r > p,(x), sea jo € N tal que 270 1p,(z) < r < 270p,(z). Nuevamente
por (1.16), (1.22) y (1.19), se sigue que

r

d—2+6,, ‘
) (B@200)

u(Blen) <G, (5

d—2+6,
T . . .
(jo—1)(d—2) d—2
= <—2jopu<—x>> (DRn (B, pule)) + D2 Vg, (2)"2)

Sy Jjo Op Jo
< Gt (p Ex)) (ZdD?i‘* > HO2T <p 7g:c)) <%>
1 a In a
< C,ri2 ( " )6# <ﬂ>j0
- pu() 20u '

Finalmente, como log, < ne: )) < 7Jo <1+ log, (ﬁ), se tiene
J r
<&> ’ — Dioz dpjo < D 1+lo gQ(Pu(I))2_5MIOE2(ﬁ>

20u
<D D10g2(1+p (z)) ( r )6#

pu

olesi)™ )

N
Esto implica que p (B(z,r)) < C,D,r*? (1 + pur(x)) , para todo N > log, D,,. En ambos

casos se obtiene la estimacién deseada. ]

1.7. Soluciones débiles y solucion fundamental de £,

Dado que la medida p puede presentar concentraciones o singularidades que impiden
una formulacién puntual de las ecuaciones diferenciales, el enfoque natural para estudiar
el operador £, = —A + 1 es en el marco de las soluciones débiles.

Supondremos, como siempre, que 4 es una medida de Radén no negativa que satisface
las propiedades (1.16) y (1.17). Sea © € R% un dominio abierto y f € Li _(Q). Diremos
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1.7. Soluciones débiles y solucién fundamental de £,

.z 1,2 s s e sz
que una funcién u € W, 7(€2) es una solucién débil de la ecuacién
Lu=[f en(,

si para toda funcién de prueba ¢ € C2°(£2) se cumple la identidad de integracién por

partes
/Q V() - Vol)de + / u(a) () dyu(z) = / f(@)p()d.

donde el término [, updy se interpreta en el sentido de integrales con respecto a una
medida de Raddn, lo cual exige que u sea p-integrable localmente.
Un resultado basico en este contexto es la existencia y unicidad de soluciones débiles

para la ecuacién asociada al operador £,, bajo hipétesis adecuadas sobre la funcién f.

Proposicién 1.25 ([She99, Proposition 2.3]). Sea f € L_(R?). Supongamos que
pu(-) f € L*R?). Entonces la ecuacion L,u = f en R? admite una tinica solucidn

débil uy € I, donde J es el espacio definido por

A ={ueWiIRY : Vue L*(RY) ypu()|u| € L*(RY}.

loc

Ademds en [She99, Proposition 2.3] se mostré que, para toda f € L?(R?) con soporte
compacto, existe una tnica funcién I', tal que la solucién uy de la proposicién anterior

tiene la siguiente representaciéon integral
up(z) = /d Uz, y) f(y)dy. (1.23)
R

Llamaremos a ', la solucién fundamental de £, en R?.

Inicialmente, para el operador clasico Ly, se establecieron estimaciones que relacio-
naban el comportamiento del nicleo fundamental I'y (2, y) con la funcién de radio critico
py(x). Para Ve RH,, q¢ > d/2, se obtuvieron estimaciones del tipo

Cn 1
N d—2° Y 7& Y,
(1+ \x—y|) [z =y
pv ()

para todo N > 0, con C'y una constante que varia con N. Similarmente, para la derivada

|FV($ay)| <

en la primera variable,

C 1
|V1FV(T,y>| S |N | N : |.T,' y|d_17 xr 7é y7
T—y -
(1 + _pv<x>)

para todo N > 0.

Estas estimaciones reflejan un decaimiento polinomial controlado por py, que describe
el efecto local del potencial. Aunque muy ttiles, estas cotas no capturan completamente
el fenémeno de decrecimiento inducido por el potencial, el cual se manifiesta de manera
mas natural mediante un decaimiento exponencial, como observé Shen posteriormente en
el caso del operador de Schrodinger generalizado £, ([She99]). Este mejor decaimiento

viene dado por la distancia de Agmon, como se establece en la siguiente proposicion.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicion 1.26 ([She99, Theorem 0.8 and 0.17]). Sea p una medida de Radon no
negativa en R, que satisface las propiedades (1.16) y (1.17). Entonces

Ce_fldu(wyy) 06_52(1#(3373/)

<T,(z,y) < para todo x,y € R,z # v, (1.24)

|z — y|d-2 |z —y|¢=2’

con c,C €1 y €a constantes positivas que dependen sélo de la dimension del espacio y de
las constantes de la medida .

Por otra parte, existen constantes positivas C' y €3 tales que

Ceesdu(@y) du(z 1
IVilu(z, y)| € 7—— (/B( v ule) ) (1.25)

|z —yl2 [z =t e =yl

para x #y. Mds aun, para 6, > 1 existen constantes positivas C, € tales que

Ce_Ed#(zvy)
IVilu(z, y)| < W, T #y. (1.26)

Observamos que la estimaciéon (1.25) no se encuentra explicitamente en [She99], pe-
ro esta esencialmente contenida en la demostracién de [She99, Theorem 0.19]. Esto fue
observado por Bailey (véase [Bai2l, Theorem 4.2] y comentario posterior), quien fue el
primero en aprovechar el decaimiento exponencial para obtener propiedades de acotacién
en LP(w) con una clase de pesos mds amplia que la clase A9 de [BIS11].

Como veremos en los proximos capitulos, esto conduce, a su vez, a deducir acotaciones
en LP(w) para operadores asociados a Ly que extienden las ya conocidas al considerar una
clase mas amplia de pesos w. En algunos casos, las obtendremos como consecuencia de los
resultados para el caso con medida p, pero, en otros casos, serd necesario realizar estima-

ciones mas precisas trabajando directamente con las cotas dadas en la Proposicion 1.26

cuando du(z) = V(x)dx.
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Capitulo 2

Clases ng’én y S]g,c de pesos

exponenciales

En este capitulo introducimos las clases de pesos Sf .y Hf™", definidas en [Bai21]. Estas
clases extienden la teorfa de los pesos A? desarrollada en [BIHSI1] y resultan adecuadas
para el estudio de operadores asociados al marco introducido en el capitulo anterior.

La definiciéon de estas clases incorpora el radio critico p a través de un factor de
crecimiento exponencial que depende del cociente r/p(z).

En el caso de Hf™, la definicién se formula en términos de bolas euclideas B(z,7),
sobre las cuales se consideran promedios e integrales locales del peso.

Por otro lado, la clase SJ . se define utilizando bolas B, asociadas a la distancia de
Agmon d,. Este enfoque permite describir con mayor precision el decaimiento exponencial
natural de los nicleos de los operadores vinculados a £,,, que se mide mediante un factor de

cdp(=y) - Aunque esta construccién es geométricamente mas natural, su manejo

la forma e~
resulta técnicamente més complejo.

Este capitulo tiene una doble finalidad. En primer lugar, analizaremos con detalle
las propiedades basicas de las clases de pesos adaptadas Sf .y H/". En segundo lugar,
estudiaremos los operadores maximales asociados a cada una de ellas, sentando caracte-
rizaciones clave para el desarrollo posterior de esta tesis. Los mismos se aplicaran para
obtener resultados de acotacién de operadores singulares y fraccionarios en espacios con
pesos.

La clase Hf™™ puede interpretarse como una adaptaciéon de los pesos de tipo Af, pero

con un crecimiento global mas que polinomial. La misma se define de la siguiente manera.

Definicién 2.1. Para 1 < p < oo y ¢ > 0, denotaremos por

e, = | ) mHO

p,c )
m>0



donde H/" es la familia de pesos w para los cuales existe una constante C' tal que

(i) o o) <om (e (1 585))

para toda bola B = B(x,r).

Cuando p = 1, para ¢ > 0 denotamos por

p Pp— p’m
Hl,c T U Hl,c ’

m2>0

donde w € HY?" cumple que

1 r \"
E/ngﬁC’exp(c(l—i-m) >1%fw,

para toda bola B = B(z,r), con constante C' independiente de la bola.

Otra clase de pesos adaptada, introducida en [Bai2l], es la clase SP ., la cual se define,

como dijimos, a partir de bolas B, inducidas por la distancia de Agmon, como se describe

a continuacién.

Definicion 2.2. Para 1 < p < ooy ¢ > 0, denotamos por S . a la clase de pesos w para

los cuales existe una constante C' tal que

1 1

1/ "1 )7

— [ w —— [ w T < Cexp(cr),
<|Bp| " > <|Bp| ", )

para toda bola B, = B,(x,r), con constante C' independiente de la bola.
La siguiente proposiciéon muestra que existe una relacién entre ambas clases.

Proposicién 2.3 ([Bai2l, Proposition 3.2]). Sea 1 < p < oo. Para todo ¢q,¢q,c3 > 0,

my < 2mg y my > (2me)™t con mg = m, se tiene
pim P pim
Hylt © S, © HGR. (2.1)

Ademsés, cuando ¢ = 0 se recuperan las clases clasicas de Muckenhoupt A,,.

Cabe destacar que, si bien la clase S/, posee una formulacién geométricamente mds
natural, al estar construida a partir de la distancia de Agmon, la clase HP™ presenta
ciertas ventajas técnicas. En efecto, esta ultima permite preservar la estructura euclidea
de las bolas y facilita el tratamiento de desigualdades con pesos mediante herramientas
clasicas del anélisis armonico.

Por este motivo, en las secciones y capitulos siguientes optaremos por trabajar princi-
palmente con la clase Hf"". No obstante, la clase S . desempena un papel complementario
y esencial en este marco. En particular, se retomard en la Seccion 2.2 el operador maximal
asociado a los pesos de la clase SJ . y obtendremos una condicién suficiente que completa

la caracterizacién iniciada en [Bai2l].
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CapiTuro 2. CLASES HP™ v SP DE PESOS EXPONENCIALES

La importancia del siguiente resultado radica en que la clase H)'" contiene a los pe-
sos Af, introducidos en [BIS11]. Ademas, la segunda inclusion permite transferir a HS"
algunas herramientas establecidas para Az’l"c. Si bien esta inclusién se obtuvo original-
mente en [Bai2l] a través de las clases SP ., proporcionamos una prueba directa que evita

la necesidad de clases de peso intermedias y elimina ciertas restricciones de pardmetros.

Proposicion 2.4. Sea 1 < p < oo. Para toda ¢ > 0 y todo m > 0 se tiene
\m Joc
AP C HP C AR (2.2)

Demostracion. La primera inclusién la podemos ver en [Bai2l, Proposition 3.2|. Para
la segunda, consideremos w € Hp™ para algin ¢ > 0y m > 0, y fijemos una bola

B = B(z,r) € B,. Sip > 1, se tiene

</Bw>£ (/Bwp_lly’ < C|B|exp <c <1+$>m> < C|B|exp (2™) < C|B],

donde la constante es independiente de B. Por lo tanto, w € Ag’loc.

Si p = 1, se puede obtener la inclusion correspondiente de manera similar, con lo cual
se tienen las dos inclusiones.

Veamos que la primera inclusién es propia, consideramos la funcién de radio criti-
co p(z) = min {1, ﬁ}, que surge al tratar con el oscilador arménico cuyo potencial es
V(z) = |z|%, veremos que, para todo 1 < p < oo, w(x) = el pertenece a HPT para
algunos ¢ > 0y m > 0, pero w ¢ AP,

Sea B = B(y,r) una bola con y € R?, » > 0 y consideremos p > 1. Entonces, como

ly| = r < |z| < |y| + r para todo z € B,

(/ elzld:c> "< |B|%e‘y‘p+r (2.3)
B

p—1

(/ eﬂdz) < Be
B
1 p=1
(/ e'“:dx> </ e_plmllda:> < |B|e§r.
B B

Ahora, notemos que r < @ para todoy € R y r > 0, ya que r = p(ry) cuando |y| <1y

r<rlyl = ﬁ cuando |y| > 1. Por lo tanto,

=

lo que nos da

p—1

(forae) ()™ <imem G (1+557)).

se concluye que w € H ; ,. Cuando p = 1, notar que (2.3) se cumple. Ademas,

’p

B
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2.1. Propiedades de la clase H/:"

lo que nos da, como antes

/ eldz < |Ble® inf el*l < |B|exp (2 <1 + L)) inf el
B B p(y) B

yw€E Hf”Ql. Por lo tanto, w € Hgé, para todo 1 < p < oc.
Para ver que w ¢ AP, para nirﬁgfm 1 < p < oo, seguiremos las ideas dadas en [Bailg,
p. 367]. Sea p > 1y consideremos las bolas B, = B(0,¢) para ¢ > 1. Por un lado, podemos

obtener que

» » 2t P 1
(/ e|x|dx> > (/ e|x|d$) = (/ ettd_ldt> > (eﬂ — ee) P
By B \By ¢

Por otro lado,

=

p—1 p—1 p—1
_ 1= P _ =l P __t _2t\ p _t
e r1dx > e rIdx pe (e 1 —¢ p*l) Zer.
Boyy BQl\BZ

Esto da como resultado

p—1

1 p—1
<][ elxld:v> ’ <][ e_pfld:c> ’ >0t 1)%7
Bay Bay

y ya que esta estimacion se cumple para todo ¢ > 1, el lado izquierdo no puede estar
acotado por ningin polinomio en /. Es decir, w ¢ Ag’e para ningin ¢ > 0, con lo cual
w ¢ AP como afirmabamos.

En el caso p =1,

/ el*lda > 2 et > ee, inf el*l = 1,
B2Z B2£

por lo tanto, para todo ¢ > 1,

-1
][ el da (inf e|$|> > det,
BQZ B2£

Como antes, no podemos encontrar ningtin polinomio que acote superiormente el lado
izquierdo, lo que implica que w ¢ A’f’e para todo 0 > 0. Asf, w ¢ Af, para ningiin

1 <p<oc. ]

2.1. Propiedades de la clase H/""

Asf como las clases Af conservan las propiedades favorables de los pesos A, (véase
[BCHI13a, Proposition 2]), esta nueva clases de pesos exponenciales /7" también lo hace.

El siguiente lema enumera algunas de ellas.

Lema 2.5. Se cumplen las siquientes propiedades:
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CapiTuro 2. CLASES HP™ v SP DE PESOS EXPONENCIALES

(i) HY" C qu”% por cada 1 <p < q<ooyc,m=>0. En consecuencia, HP?" C HP™.
(it) Dados 1 <p<oc yec,m >0, we H™M siy solo si o :=w'™r € H

(#i1) Siw, € HYX y wy € HYL? para algunos my,mg,ci,ca > 0, entonces para cada
1 <p < oo existen c,m > 0 tales que qu%w € HpM.
(iv) Para 1 <p < oo, HP!" C HPT siempre que ¢ < g y my < may.

s
p,c1 c2

Demostracion. Para probar la propiedad (i), consideremos primero p = 1. Entonces, si

B = B(z,r) es una bola, w € H{", y ¢ >p =1,

(foe) o= lg) <o (fo) (e (55))

L

(o) () oo (i) )

es decir, w € H':".
q
Para el caso mds general, sea 1 < p < ¢ < ooy sea w € H/". Fijamos B = B(x,7)

una bola.

ibi 1 _ 1 p-l
Como p,q > 1, escribimos p il e

Aplicando la desigualdad de Jensen con exponente r,

y definimos r = g; > 1, pues p < q.

a p—1

L\ 9! Lo\ e L\ Pt
<][ wa> = <][ wPlT> < (][ wpl> .
B B B
1 —1
q 1\ @ P 1\ P
(L) () = | () ()
B B B B
lo que prueba que w € H 5 o -

Usando la hipotesis de que w € HP™, se concluye que
P
SC’eXp<%<1+ T > >,
q p(x)
q

p,c
Para probar (ii), sea 1 < p < oo. Notemos que como (p' —1)(p — 1) =1,

SR

l—p=——— 'y =p—1

p—1 p—1

; ) I .
Asi, 0 := w!'™P = w »1 verifica que

1 1
][a:][w_p—l y ][JP’—lz][w.
B B B B

Por lo tanto, el lado izquierdo de la condiciéon que define HS,’Z1 aplicada a o coincide

exactamente con el lado izquierdo de la condicién que define w € H/7". Es decir,

(]i U) ’ (]i “_”'1‘1>1/p = <]i w—pil>””' <7iw) e
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2.1. Propiedades de la clase H/:"

m . . p,m . ,
Luego, w € HJ;" equivale a decir que o € H )/, con los mismos pardmetros ¢ y m.
Veamos ahora que vale (iii). De acuerdo a la condiciéon w € H{}", i = 1,2, dada una

bola B = B(x,r) tenemos que

<1’%f wi>_1 < <]i wi> B exp <cz~ <1 + p(x))mi> . (2.4)

1—
Sea w = wyw, ". Entonces,

1-p
1-p ;
w = wWLW < ][w> nf w ,
fyo=fyos < (fm) ()

donde hemos usado que 1 — p < 0.
1

__1 -
Analogamente, como w r-1 = wq P lwg.

L 1 _ 1
][w_pl = ][ w; 7wy < <supw1 ”1> <f w2>
B B B B

A partir de las estimaciones anteriores, y usando (2.4),

(£

p

(o)< (o) (1) e e
1 p=1 o r \" e ro O\
SC”’C’peXp(—<l+—> +—<1+—) )
bR p p(x) 4 p(x)

< Cexp <c (1 + $>m> :

donde m = méx{m;,ms}, ¢ = % + ;72,, y C' una constante que depende solo de C7, (s

SA

y p. Esto prueba que w = wywy ” € Hpr

Por ltimo, la inclusién en (iv) es inmediata, ya que si ¢; < cg y my < mg, entonces

o)) 5ol (o))

para toda bola B(z,r), por lo que la desigualdad que define la clase HS' implica la
correspondiente para H]’;’C’;L?. [

Clases de duplicacion y reverse Holder asociadas a HJ'"
K

De manera andloga a lo considerado en [BIHS11] para las clases Af, se puede definir

una clase de duplicacion asociada a HJ" con crecimiento exponencial.

Definicién 2.6. Sean x > 1y ¢ > 0. Definimos D . = |J,,5, D2, donde D7 es la

KyC )

clase de todos los pesos w para los cuales existe una constante C' tal que

w(B(z, R)) < C <§>dﬁ exp <c (1 + %)3 w(B(z,r)), (2.5)

para todo z € R%, y todo 0 < r < R.
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Observacion 2.7. Notar que si w € Hf/" con ¢,m > 0, se tiene que w € Dpb. En efecto,

picp”
sitwe HPby 1 <p<oo,

,C

(w(B(z, R)))? (w—pil(B(x,R)))Pl’ < O|B(x, R)| exp <c (1 + %)3 .

Puesto que |B(z,7)| < w(B(z, T))%w_TiI(B(x, R))? para todo r < R, obtenemos que

Luego

w(B(x, R)) < O (5> e (o0 (14 55) Y wtBa),

jaug
por lo que w € Df.

Para p = 1, si w € H{" se tiene que para toda bola B(z, R),
w(B(z, R)) < C|B(x, R)| exp (c <1 + R )m) inf w
; = 3 X .
p(x) B(z,R)
Como para cualquier r < R,

w(Bar) =

w(y)dy > |B(z,r)| inf w>|B(z,r)| inf w,
B(z,r) B(z,r

) B(z,R)

se sigue que

w(B.R) _ BB ([ R\"
w(B(e.r) = B p( t >

(B (e Y.

w(B(x,R)) < C (?)dexp (c (1 + %>m> w(B(x,r)),

y por lo tanto w € D7

Esto equivale a

Observacion 2.8. La condicién w € D" nos indica, en particular, que w es una medida
duplicante en bolas criticas. En efecto, para alguna constante C' = C'(d, k, ¢, m), se tiene
que

w(B(z,2p(x))) < Cw(B(z, p(x))),

y, mas generalmente, para todo z € R? y j € N, existe C' > 0 tal que

w(B(z, 2 p(x))) < C2% exp (c(1 + 27)™) w(B(z, p(x))).
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2.1. Propiedades de la clase H/:"

Definimos a continuacién una clase reverse Holder para este contexto.

Definicion 2.9. Sean n > 1y ¢ > 0. Definimos RHf . = UmZO RH[T", donde RH™ es

7770 )
la clase de pesos w que satisfacen

o)) <eom (o) ) Gaife) e

para toda bola B = B(z,r) con constante C' independiente de B.

Ambas clases definidas anteriormente se reducen a las clases clasicas de duplicacion y
reverse Holder dadas en la Seccion 1.4, tomando m = 0.
Uno de los objetivos principales de esta seccion es demostrar que los pesos H/."

satisfacen una desigualdad de tipo reverse Holder RHZ’m* para ciertos parametros n > 1

*
,C

y ¢, m* > 0.

loc cumple

La estrategia consistira en reducir el problema a verificar que la clase local Af:
una desigualdad de tipo reverse Holder sobre la familia de bolas criticas B,. Aunque este
hecho se menciona en [BHS11, p. 574], y se sigue como en la prueba cldsica para pesos
de Muckenhoupt, lo incluimos aqui dando algunos detalles de los cambios necesarios en
la misma. Este lema sera utilizado para probar el Lema 2.11, y posteriormente en la

Seccion 3.2.

Lema 2.10. Sea 1 <p <o0. Siw € Ag’loc, existen constantes 0 > 0 y C' > 1 tales que

1

s
(L/wm) PR
1Bl /5 1Bl /5
para toda bola B € B,,.

Demostracion. La prueba puede hacerse siguiendo los lineamientos de la demostracién del
resultado para las clases A, de Muckenhoupt dada en [Duo01, Theorem 7.4], adaptdando-
los a nuestro contexto. Debido a las técnicas utilizadas, resulta conveniente reescribir la
condicién en w sobre cubos en lugar de bolas.

Recordemos que para todo cubo Q(z,7) de centro x y lado 2r (con lados paralelos a los
ejes coordenados), se cumple que B(z,7) C Q(x,7) C B(z, Vdr). Luego, si B(z,r) € B,,
B(z,Vdr) € B/, Como Ag’loc = A;P’IOC para todo v > 1 y todo 1 < p < oo ([BHSII,
loc

Corollary 1}), tenemos que w € A;,/gf”
Luego, si p > 1, para todo cubo @ = Q(x,r) con r < p(z), se tiene que

() () < 5 (s ) () s

Similarmente se sigue en el caso p = 1.

e
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Lo anterior indica que w satisface una condicién de tipo Az’loc sobre cubos Q(z,T)
con r < p(x). Para simplificar la notacién, denotaremos por Q, a la familia de cubos con
radios r < p(z).

Sera suficiente probar, entonces, que existen constantes § > 0y C' > 1 tales que

(72 w1+5> <cC ][ (2.8)

En efecto, si esto vale, entonces dada B = B(z,r) € B,,

(fur)™ < (Y (f o) o o omiben iy

Como w € D, = D s,, es decir, w duplica sobre la familia de bolas dilatadas en la

vale para todo cubo @ € Q,.

constante fija v/d > 1 (véase [BIS11, Proposition 3]), se seguird que

()" <efr

para toda bola B € B,, y el mismo ¢ > 0 hallado en (2.8).

La prueba de (2.8) se obtiene siguiendo el esquema de [Duo01, Theorem 7.4], teniendo
previamente un resultado andlogo a [Duo01, Lemma 7.5]. Al examinar la demostracién de
dicho lema, el argumento depende tnicamente de la condicién A, sobre el cubo considerado
y no requiere aplicar dicha condicién a cubos de mayor tamano. En consecuencia, podemos

loc sobre cubos, entonces dado

comprobar que si 1 < p < ooy w satisface la condicién As
a € (0,1) existe § € (0,1) tal que para todo cubo @ € Q, y todo subconjunto medible
S C @ con |S| < o|@Q] se cumple w(S) < fw(Q).

Fijado ahora un cubo ) € Q,, se realiza la descomposicién de Calderén-Zygmund de
w sobre (). Los subcubos obtenidos estdn contenidos en el cubo inicial y, por lo tanto,

loc

pertenecen nuevamente a Q,. Esto permite aplicar la condicion AP°° y la propiedad
anterior sobre las medidas de subconjuntos, concluyendo la demostracion al igual que en

[Duo01, Theorem 7.4]. O

Estamos ahora en condiciones de demostrar el resultado principal de esta seccién. La
demostracion sigue las lineas de [BHS11, Lemma 5], con las adaptaciones necesarias a

nuestro contexto.

Lema 2.11. Sea 1 <p < o0, ¢ >0 ym > 0. Dado un peso w € Hf"', existen constantes

k psm*
koil) tales que w € RH, . .

n>1, c*:c*(d,p,ko,c)>0ym*:m<

Demostracion. Sea w € H/" para ciertos 1 < p < oo, ¢ > 0y m > 0. Por la Proposi-

cion 2.4, w € AZJOC. Entonces, de acuerdo al Lema 2.10, existe n > 1 tal que

() =), 9
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2.1. Propiedades de la clase H/:"

para toda bola B € B,,.

Por lo tanto, vale la estimacién deseada para cualquier bola B = B(x,r), con r < p(x),
y para cualesquiera ¢*,m* > 0. La eleccién de estos ltimos dos parametros se realizara
en el siguiente caso.

Haciendo uso del cubrimiento dado en la Proposicién 1.6, podemos estimar la integral
de w" sobre B(z,r) parar > p(z), siguiendo los mismos argumentos dados en la prueba de
[BHS11, Lemma 5]. En efecto, sea B = B(x,r) conr > p(z)y F ={j € N: B;N B # 0}
donde B; = B(xzj, p(x;)) son las bolas del cubrimiento. Para j € F, de la Observacién 1.5

y como existe y € B; N B, se tiene

kg kg

€T — ko+1 r ko+1
p(z;) < Co2%ply) < Cg2"p(x) (1 + p(;') < C52%r (1 + _> ,

en virtud de (1.4). Luego,

k

k 3»1
°0

| | B; € ¢,B(x,7), con ¢, = 2M+2C2 <1 + L) :
jEF p(x)

En efecto, sea xg € |J..» B;. Entonces existe j € F tal que xg € B;. Asi

JjeEF I
_ko_
r ko+1
- — x| < play) < C22For (14 — .
o = aul < play) < 2 (145
Por la desigualdad triangular
|z — wo| < |wo — 25| + |zj — y[ + |z — ¥
_ko
r ko+1
< 2MCgr (1 + —> + plx;) +r
’ p(x) ’
_ko ko
kg+1 kg+1
< 2MCgr (1+—r > U ok 2y (1+ . > R
p(x) p(x)
ko _ko_ _ko_
ko+1 Eo+1 Eo+1
< ok 2y (1 + L) T pok 2y (1 +— > T bk 2y (1 +— > ’
p(x) p(x) p(x)

0
ko+1
< 2k +2 02y (1 + L) =
p(z)

De la Observacién 1.5 también tenemos que

K K —ko —ko

P s 265ty [z — | —20— 5y r

p(xj) >Cy 2 FotTp(y) >Cy=2 Fott p(x) <1+ () ) >Cq 72 ForTp(x) <1+_) .
p(x

para todo j € F.
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Tomando 7 como en (2.9) para m = 0, como % < 1, se tiene

_d(n—1)

S D w(By)plz;)™ 7
dkqg(n—1)

S pla) T (1+ ) LY wsy),

p(x) =

Por la propiedad de solapamiento acotado del cubrimiento, como [ J ier Bj © ¢ B, se tiene
> ier w(Bj) < w(c.B), con lo cual

dkg(n—1)

(/B uﬂy < w(eB)p(x)~ " <1+$> o (2.10)

Por otro lado, de acuerdo a la duplicacién heredada de w (véase Observacién 2.7), y
teniendo en cuenta que log(1l +¢) < %tq para todo ¢ > 0 junto con la definicién de c¢,,

resulta que

w(c,.B)

certele (5 )0
e e

< exp <dp% log (1 n ﬁ)) exp | ep(4C2)mokom <1 to
< exp (gﬁ koki : (1 + %)mﬁﬁ) exp | cp(4C2ymotom <1 + p(x)>m<l+'£il) w(B)

< exp (5 (1 + p($)>m*> w(B), (2.11)

donde se consideré m* = m(1 + £25) > m y ¢ = 22 oo 4 cp(4CF)makom.

De (2.10), (2.11), y usando nuevamente que las potencias pueden absorberse en el

término exponencial,

d dkq

() < Galo)om (o) ) ) (38)”
() (o) Jon (2
()=o) )
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donde ¢* depende de las constantes d, p, kg, c¢. Por lo tanto, w € RHZ}’ZL* como queriamos

probar. O]

Observacion 2.12. La modificacion del parametro m en el resultado anterior es consecuen-
cia de la geometria inducida por la funcién radio critico p. El paso de una bola B(x, ) con
r > p(x) a un cubrimiento por bolas criticas introduce un factor dependiente de r/p(z),
proveniente de la comparacién entre p(z) y p(x;). La no homogeneidad de p es la que

determina la aparicién de los nuevos parametros ¢* y m*.
La siguiente proposicién establece una propiedad de apertura para H}"", que tendre-

mos en cuenta en la Seccion 3.2.

Proposicién 2.13. Siw € H{"* con c,m >0, entonces existe n > 1 tal que w" € HfZL

donde m* =m <

o +1> y ¢ depende de c¢,m,Cy, ko y 1.

Demostracion. Como w € H™ . se tiene

l,c »

[B| / v eXp( (” o >>m> fnfw, (2.12)

para toda bola B = B(x,r).

k+1

) tales

Por el Lema 2.11, existen 1 > 1, y constantes positivas ¢* y m* =m (

que, para toda bola B = B(z, 1),

B el Yif)

Elevando (2.13) a la potencia 1 y usando (2.12), se obtiene

/)

— [ w") < exp c*n 1+—

<|B| 5 ) |B|

< . 1 ") (it o)’
S exp 077 +— exp p(r) <1% w)

<Sexp | (¢f +C)n<1+p(x)> >1réfw’7

donde hemos usado que m* > m. Por lo tanto, w” € H{"" con ¢ = (¢* + ¢)n. O

77

2.2. Operador maximal asociado a las clases H/"

Las clases de pesos HP'™ estan relacionadas con la acotacion de ciertos operadores
maximales que capturan el crecimiento exponencial. Estos operadores fueron considerados

por J. Bailey en [Bai2l] y los definimos a continuacién.
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Definicién 2.14. Sean ¢,m > 0 y sea p una funcién de radio critico. Para f € L} (R?)

y € R? consideramos el operador maximal dado por

—~ 1
ME,f(x) = sup w Ul (214)
B(a:r)3e exp (c (1 + p(x,)) ) B(a!,1)
y su version centrada

— 1

Mp . f(x) :=sup ( (1 .

r>0 exp

Ay f.. fwii (2.15)

p(z)

Para todo z € R*y f € L _(R%), la desigualdad M- mf< ./\/l '.f se cumple trivial-
mente. La siguiente proposicién establece que la desigualdad contrarla también se cumple,

con constante, bajo ciertas restricciones sobre los pardmetros.

Proposicién 2.15 ([Bai2l, Proposition 3.5]). Sea p una funcién de radio critico. Dados

mi
ko+1

c1,02 >0, my,mg >0 con my < y o < c1(2CH) ™2, se tiene que

ME, i f(2) S ML, f (), (2.16)
para toda funcién f € Li (RY) y todo x € R

El siguiente teorema es relevante por si mismo, ya que permite caracterizar las clases
de pesos H/"" como aquellas que garantizan la acotacién del operador maximal ]\Ajgm.
Ademas, este resultado serd 1til para proporcionar una herramienta de extrapolacion en
el Capitulo 3.

Aqui también se observa un comportamiento similar al mencionado para Mg (véase
[BCHI13a]), ya que la caracterizacién no preserva los mismos parametros. Haciendo uso de
la Proposicion 2.15 se podran obtener las propiedades correspondientes para ./f\\/l/gm, por

lo que estableceremos la caracterizacién para la version centrada.
Teorema 2.16. Sea 1 < p < 0.

(i) Si M L m, €8 acotado en LP(w) para algunos cz,my > 0, entonces w € HE™ para
todo my > (ko + 1)ma y ¢1 > c2(2C,)™2

(i1) Siw € HPM para algunos cy,my > 0, entonces MY

.\ my €S acotado en LP(w) para
todo ¢y > ¢1(8CH)™.

Demostracion. La necesidad de la clase Hf" ya fue establecida en [Bai2l, Proposi-
tion 3.6] usando (2.16). Probemos la suficiencia.
Fijamos c¢1,m; > 0 tales que w € H'", y tomamos ¢ > 0 a elegir mas adelante.

Podemos descomponer el operador maximal de la siguiente forma,

MY,y f (@) < MES) f(2) + MED), f(2),
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2.2. Operador maximal asociado a las clases HP'™"

donde
—~ 1
20 fx) = sup
r<p(z) exp (02 (1 +

- >m1) ]i(xr) |f(y)|dy

p()

1
M52, f(x) = sup 1wy
r>p(x) exp <02 <1+ (x)> ) Blar)

Por la Proposicién 2.4, HP™ C A"’IOC y cOmo Mé;(},?lf(x) < Méocf(x) para todo ¢y > 0,

p.ci
se deduce que ]\f/\[/c’;’,(}n)1 es acotado en LP(w) para todo ¢ >0y w € HpM

Ahora trataremos el caso de Mc';%)l Sea {Bk}kZI’ el cubrimiento dado en la Proposi-
cién 1.6 por bolas By, = B(xy, p(r)). Fijemos z € R? y definamos, para cada j € N, el
conjunto R; = {r: 277 *p(z) < r < 2p(x)}. Entonces, para todo = € By, de la Observa-

cién 1.5 se sigue que p(z) < Co2*p(x), por lo que tenemos

1
M@ f(x) = sup Wy
r>p(x) exp (02 (1 + -+ ) ) B(z,r)
p()
1
< sup sup L
j>1 reR; exp (02 (1 + p(z)> ) rd J B(z,r)
1 1
< sup . / 1 (w)ldy
j=1 exp (c2 (1+2774)™) (2771 p(2)) " J Bz 2302))
9—d
<s / dy, 2.17
S S @ 0+ 2 ™) o Joyp, N 217

donde C; = 2772Cy, ya que y € B(x,2/p(x)), entonces |y — x| < |y — x| + |z — x| <
. . kg .
2p(x) + pzr) < 29C2%0+ T p(ay) + p(ar) < Co2i2p(xy).
Finalmente, descomponiendo a R? utilizando el cubrimiento de la Proposicién 1.6,

usando la desigualdad de Holder y la hipdtesis sobre w obtenemos

(2
[ ||
. P
9—jdp
Sy L) (/)
2 e (15 5T >p<xk>dp<oj3k" b

> o v SN
< sup / w / w 1 / w
j>1 921 CXP (cap (14 2771)™") p(ax)® C;By, C;By, C;By,
T mi
279 (O () exp (eap (1 + L2z) ™)
[ i
C. By,

<> sup

= j>1 exp (cop (1 + 2771)™) p(zy,) %
exp (c1p(8Cy)™ (1 4 29—1)™
> J>1 exp (cop (1 +2771)"™) C: By
ey [ e
§>1 k>1 ;B
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donde ¢ = ¢;p(8CH)™" — cap.
Como Zk21 Xo;By < C’lCJN L~ (C127M por las propiedades del cubrimiento (véase

Proposicién 1.6),
ST —

siempre que se elija ¢ > ¢ (8CpH)™. O

Observacion 2.17. Para p = 1 tenemos que si w es un peso que verifica ./T/l/’;mw < w en
casi todo punto, entonces w € H{". Nétese que los pardmetros m y c se preservan. Esto
puede deducirse adaptando el argumento clasico para el operador maximal de Hardy-
Littlewood y los pesos A; (que puede verse, por ejemplo, en [Duo0l, Theorem 7.3] y
[Grald, Theorem 9.1.9]).

Hasta ahora hemos obtenido estimaciones en LP con pesos para la funcién maximal
MY, siempre que 1 < p < oo. Siguiendo las técnicas de la proposiciéon anterior, no es

dificil mostrar la acotacién débil de la maximal adaptada centrada, para p = 1.

pyma
l,cn

Proposicién 2.18. Siw € H la funcion maximal M?P es de tipo débil (1,1) con

Cc2,m1

respecto a w para co > ¢1(8CH)™

pymi

Demostracion. Sea w € HY,

para algunos ¢;,m; > 0y tomemos ¢z > ¢;(8CH)™

Podemos escribir la maximal de la siguiente manera

M, f(x) < ML), f(x) + MBS f (=), (2.18)
donde
1
@,mlf( T) = sup T |f(y)|dy
r<p(@) exp (cg <1+p<’;)) ) B(ar)
y

1
ML, f(x) = sup ] Wy
r>p(z) exp (02 <1 + ﬁ) ) B(z,r)

De acuerdo a [BIS11, Theorem 1], M)*® es de tipo débil (1, 1) para pesos en APy como

1 - ~(1 .
HP™ C AP obtenemos la acotacién deseada para Mc’g,(m)l. Por lo tanto, es suficiente

probar que Mc’;(ﬁZl es de tipo débil (1,1) con respecto a w.
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pPym1

A partir de la estimacién puntual (2.17), y usando que w € Hy.", podemos estimar,

para cada x € By,
2-Jd

MP® f£(z) < su — / d
am )RS e lea L+ 2 ™) @) Jeym, Y

9-id !

< su A inf w w(y)d
S b (e (L 2™ () (c > /B @)l w)dy
< su Q*jdeXp (Cl (1 —tncjynl) |C]Bk|
™ g1 exp (e (142774)™) p(ay)? w(C;By)

1 - 1\ m1
(B qjg;l) exp (¢ (1+27H)™) /CjBk |f(y)|w(y)dy

s ep 2 )™ [ il

Sk
w(By)’

/ F@)lw(y)dy
C; By

A

AN

para C; = 2172Cy y ¢ = ¢1(8Cp)™ — 3.
Usando la propiedad de solapamiento acotado del cubrimiento, si co > ¢1(8CH)™,

tenemos que

w ({x eR?: M2 f(z) > A}) <> w <{a: € By : wffi’k) > A})

k>1
=t
k>1 {IGB’CZTLI;,C)>)‘}
1 _ m
S XZexp(—C(l +2779)™) Z/ N f()|w(y)dy
j>1 k>1 7 Bi
1 ‘ ~ o
3 [ Wty 3 2% exp (—¢ (14 27)™)
R4 :
Jj=1
1
S S et )
Con esto se concluye la demostracion. O

2.3. Operador maximal asociada a las clases 5/ |

De manera andloga a las clases H)", los pesos pertenecientes a la clase S . estan
vinculados a la acotacion de ciertos operadores maximales que reflejan un crecimiento
de tipo exponencial. Dichos operadores fueron introducidos y estudiados en [Bai2l]; no
obstante, los incluimos a continuacién para mayor claridad y con el fin de mantener un

desarrollo autocontenido.
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Definicién 2.19. Sea ¢ > 0 y sea p una funcién de radio critico. Para f € L. _(R?) y

loc

2 € R? consideramos el operador maximal dado por

Mycf(a) = s — 1 170l (2.19)

B,3x €Xp (cr)
donde el supremo se toma sobre las bolas B, = B,(z/,7) C R? en la métrica d, que
contienen a x.

Su version centrada esta dada por

1
M, . f(x) :=sup ———
P f( ) r>€ exp (CT‘)

]{9 Wy (2.20)

Para todo z € Ry f € L} (R?), una desigualdad M, .f(z) < M, f(z) es trivial.
La proposiciéon que sigue establece la desigualdad inversa, bajo ciertas restricciones en el

parametro c.

Proposicién 2.20 ([Bai2l, Proposition 3.3]). Sea p una funcién de radio critico. Dados

c1,c0 >0 con c1 > 2co, se tiene que

Mﬂﬁlf(x) S Mp,CQf(-T>7 (221)

para toda funcién f € LL _(RY) y todo x € R,

loc

A continuacion enunciamos un resultado de acotacion para el operador maximal cen-
trado asociado a los pesos S? .. Si bien la necesidad de esta condicién es un resultado ya
conocido, dado en ([Bai21]), desarrollamos aqui la suficiencia con el fin de completar la

caracterizacion de esta clase de pesos mediante M, .
Proposicion 2.21. Sea 1 < p < .
(i) Si M,.,f es acotado en LP(w) para c; > 0, entonces w € Sf . para todo ¢ > 2c;.

(1) St w € Sf. para ¢; > 0, entonces M,.,f es acotado en LP(w) para todo

ca > c1(BAo+1), donde B es la constante definida en (1.10) y Ag > 1 es la constante
dada en el Lema 1.11.

Demostracion. La necesidad de la clase S¥ . ya fue establecida en [Bai21, Proposition 3.4]
usando (2.21). Probemos la suficiencia.
Sea ¢; > 0 tal que w € S]‘D”Cl y tomemos ¢o > 0 a determinar mas adelante. Sea

| € LP(w). Para el operador maximal centrado, escribimos

f@)+ Mgy f(2),  x€R,

PC2

MP,CQf('T) < M

PyC2

donde
ocC 1
MY f(x) = sup——— f £ ) X teptey (0) 0,
(cat) JB, )

t>0 €xXp

37



2.3. Operador maximal asociada a las clases SP .

1
ME f(z) = sup —f @) o (4)dy.
(cat) JB, @)

t>0 €Xp
Comencemos estimando la maximal del primer término. Consideremos Ag > 1 la constante

del Lema 1.11 y 8 como en (1.10). Como Ay' < 1 < 8 < 23, separamos al operador como

sigue

1 1
Msf@) < s N T—
P 0<t<az! €XP (c2 t) |B,(x, t)| B, (@) (z.p(x))
- Sup / |XB T d’y
Ar'l<t<2p OXP (C2t |B x,t)| M) (z,p())
1
o £ Xt -

1>25 xp (Cat) |Bp($; O J s, @

Observemos que, si 0 < t < Aal, entonces t < [ < 203, y de acuerdo al Lema 1.10,
B,(z,t) = By(z, 5) 2 B(z, 5p(x)). Ademas, por el Lema 1.11, By(z,t) C B(x, Agtp(x)).
Por lo tanto

1 1
oup |f (1) | XB(a,p)dy
o<t<azt eXp (C2t) [ By(z, t)| J, (o, t) (@.p(x))
< sup / W) ldy
0<t§A 1 | :c JAotp x)
< (4of)" sup £ ldy

0<15<A71 |B(£U Aotp(l'))| B(z,Aotp(x))
< (od)" swp et [ 1wl
r<p(z) |B Z,r | B(z,r)
< (AoB)'My* ().
En un segundo caso, si Ay' <t < 28, ain tenemos que B,(,t) D B(z, %p(m)) Luego

1 /
P )|XBa: T dy
Ayt<t<2p OXP (cat) | By(x,t)] zt) (w.p(x))

1
< sup ——i——
Asl<t<28 |By(, ép(x)ﬂ B(z,p(z))

B\ 1
< () )y
Ag't<t<28 AO ' |B(.I‘, IO(I’))| B(z,p(z))

< (AgB) M f(z).

|/ (y)|dy

Por dltimo, del Lema 1.10, tomando r = 2, se puede ver que B(z,2p(x)) C B,(z,20).
Por lo tanto, si t > 2/, B,(x,t) 2 B,(z,28) 2 B(x,2p(x)). Asi, tenemos que

1 1

sup |f W) IXB @) dy
t>25 xp (at) | By(w, 1) By (w,t) o
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<SUp 77— / y)|dy
t>252 |B €z p | B(z,p x))

< szIOCf( z).

Por el Teorema 1.18 se sabe que Mll,OC es acotada en LP(w) con w € Ag’loc. Ademads, como
Sh. C A”’loc, para todo ¢; > 0 (véanse Proposiciones 2.3 y 2.4) se obtiene el resultado

para M ;"CCQ cualquiera sea ¢y > 0.

Con respecto a la parte global, tomando 7 = A,' < 3, del Lema 1.11 se obtiene
Bﬂ(xa Aal) g B(xa p(l’»,
y, por lo tanto,
B, plw))" C B, (w, A7)

. ., . .. lob .
En consecuencia, la integral que participa en MS2° f (x) se controla por

/ bt ) < / )l

By (z,t)NB,(x,A5 H)e

Sea {Q;};en €l cubrimiento dado en la Proposicién 1.6, luego

p
1 1
MBIy < / sup |f(y)|XB(x,p(x))°(y)dy> w(z)dz

jen7Q; \ >0 exp (cat) [By(w, )| B,(z,t)

<> [ (s ! |f(y>|dy> w(e)de

u
jen Y Qi \t>Ag! exp (cat) | By(w, )| By (z,t)NB,(x,A5Y)e

1
S SUp e / e 20| f(y)|dy
Z/ o |1 Bp(2, )] /5, (2,05 )¢

jEN j AO <t<2p

p
+ sup ;/ e‘”d“(f"y)|f(y)|dy> w(z)de, (2.22)
t>26 | By(, 1) By(x,Ayt)e
donde se usé que para cada y € B,(x,1), exp (—caot) < exp (—cod,u(2,7)).
Para el caso Ayt <t < 28, se tiene que B,(z,t) O B(x % (x)) O Bz, %p( )), por
lo que
sup ! em W) f(y)|dy
Ayt<t<2s | Bp(z,1)] Bp(z,Ay")e

: /
S e~ WV | £(y)| dy.
p(x)? By(x, A5 t)e
Nuevamente descomponemos en anillos, pero ahora con respecto a d,, es decir,

B,(z, Aj")° = Uis1 (B +1)B,. \ kB, ), donde kB, := B,(z, kAg'). Usando que para
y € (k+1)B,. \ kB, se cumple d,(x,y) > kAy', obtenemos que

/ e—CQdu :y)|f |dy < Z €_CQkA / |f(y)|dy
By(z,A51)e

E>1 (k+1)Bp,2\kBp.«
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Por consiguiente,

1
762d}l4(x7y) d
WP 1B D] |/ e |/ (y)ldy
o

Agt <t<2ﬁ

dZ et / |/ (y)dy. (2.23)

E>1 (k4+1)Bp,o\kBp,a

Para el caso t > 203, |B,(z,t)| > |B(x,2p(x))| ~ 2%p(x)?. Se tiene entonces

1 / —cady(,y)
SUP T e” 2 f(y)|dy
t>20 |Bp(337 t)| Bp(xyAal)c

< 1

< eV f(y)|dy.
p(q")d /Bp(a:,Aol)C

Por lo tanto, al igual que en el caso anterior,

SUp ————— 2wV ()| dy
1>28|B, (95 O] JBy(z.a5Y)

dZ et / |f(y)ldy. (2.24)

E>1 (k+1)Bp,2\kBp,»

De (2.23) y (2.24), (2.22) queda controlado como sigue

IVES i £3 ( pE |

jEN E>1 (k+1)Bp,2\kBp,o

If(y)ldy> w(z)dz.

Sea x € Q; = B(wj, p(z;)), de acuerdo a (1.5), p(z)~¢ < (Cy'27%)p(x;)~¢ y llamando

§ = cy Ayt obtenemos

||M,§1§2bf||m () > Z/ < ) Z ok /k fly )dy)pw(x)dx

jeN keN (k+1)Bp,o\kBp,o
p
<2 / ( e f(y)dy> w(z)dz.
jEN kGN (k+1)Bp,2\kBp,o

Desde aqui, la demostracién puede continuarse siguiendo paso a paso las lineas desa-
rrolladas en [Bai2l, Eq. (28)]. No obstante, con el fin de mantener una demostracion
autocontenida, reescribiremos los pasos principales de manera detallada.

Sea B, ; == B,(x;, + Ayt) para j € N. Nétese que, para x € Q;, el Lema 1.7 implica
que d,(z,x;) < /5. Por lo tanto, para k > 1y y € (k+ 1)Q,, ., se cumple que

dp(xj,y) < dp(@,25) + dp(x,y) < B+ ATtk + 1),
lo cual implica que (k + 1)Q,, C (k+ 1)B, ;. Ademas se cumple la inclusién B; C B, ;
dada por el Lema 1.10. Por lo tanto,

P
IS I oy S D / ( exp (—0k) p(a;) ™ / |f(y)|dy> w(w)dx
keN (k+1) By,

jJEN

<Z/ <Zexp —0k) p(x;)~ / |f(y)|d1/> w(z)dz.

JEN kEN (k+1)By,;
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Luego, por la desigualdad de Holder
1MEe FI o)

p
1 p=1
<> / ( exp (=6k) pl3) N1 (1) 00 w((kﬂ)Bp,j)v) w(z)dr
keN

JEN

p
= Z (Z exp (—0k) P(l’j)def||Lp((k+1)Bp,j,w)w_f’j((k +1)B, ; )pz w(BpJ)p> )

jEN \keN

Como w € Sf ., tenemos la estimacion

-1

W (b4 1)Byy)'T w(Byi)? < 0 (k4 DB,)'7 w((h+1)Byy)b

S|k +1)B,lexp (¢ (k+1)),

=

donde ¢ = ¢y (B + Ay'). Para j, k € N, sea B la bola definida por
Bjy. = By, B(k + 1) (B + A7) p(ay)) .
Entonces, el Lema 1.11 se puede aplicar para obtener
(k+1)B,; C Bj,

y por lo tanto
|(k+1)By;| S (k + 1)"0FD p(a))?.

Luego
|MEL A, )

p
<> (Z exp (—6k) ()" fll o (et 1) B, gy (K + 1) 7 p(25) exp (C’k)> :

jEN \keN

p
<y (Z B exp (¢ — 6)k) ||fr|Lp<Bj,k,w>> -

jeN \keN

Por la propiedad de solapamiento acotado de las bolas (); dada en la Proporcion 1.6,

1

fes) P

IMES fll oy S Y K F D exp (¢ = o)k (Z IF 1z >>
k=1

JEN

S (Z GXP((C’ _ (5)]{?) k(]\;],l-l‘d)(ko-l-l)) ||fHLP(Rd,w)
k=1
S Nl ze )

Esto se cumple siempre que elijamos ¢ = ¢;(8+ Ay ') < 6, es decir, ¢ > ¢;(BAg+1). O
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Capitulo 3

Integrales singulares con decaimiento

exponencial

El propésito de este capitulo es establecer acotaciones en espacios de Lebesgue y en
BMO con pesos para operadores integrales que satisfacen una condicién de tamano con

decaimiento exponencial, definidos en un sentido general.

Luego de introducir esta familia de operadores, cada una de las secciones siguientes
estara dedicada a probar dichas acotaciones en los distintos espacios de funciones consi-

derados.

Las estimaciones en el espacio LP(w), con 1 < p < oo, se obtendran mediante un
resultado de extrapolacién demostrado recientemente en [DLT26]. El caso extremo p = 1
se analizard en la Seccién 3.2, donde se probardn resultados de tipo débil (1,1) para los
operadores adjuntos a los considerados al comienzo del capitulo.

En la Seccion 3.3 se demostrara un teorema de tipo T'1 que proporciona condiciones
equivalentes para la acotacién de los operadores mencionados, en el espacio de oscilaciones
BMO pesado adaptado a este contexto.

Finalmente, daremos en la Seccién 3.4 algunas desigualdades de tipo Coifman con
pesos que permiten controlar a la familia de operadores tratada en este capitulo mediante
variantes de los operadores maximales MZ?C definidos en el Capitulo 1. Antecedentes en
este sentido pueden encontrarse en [BCHI13b] para operadores integrales singulares con
nicleos con decaimiento polinomial asociado a p.

En lo que sigue consideraremos un operador 7' con ntcleo asociado K : RY x RY — R,

entendido en el sentido de que

Tf(r)= | K(z,y)f(y)dy, =z ¢&sop(f),

Rd

para f € C>°(R?).



La terminologia adoptada para definir las clases de operadores sigue a [BHO)19] (véase
también [MSTZ14]), donde se estudian operadores bajo una condicién de tamano con de-
caimiento polinomial asociado a una funcién de radio critico. Previamente, operadores con
tamafo polinomial habfan sido considerados en [BCHI13a], aunque sin una denominacién

explicita.

Definicién 3.1. Sean 1 < s < ooy 0 < 6 < 1. Diremos que T es un operador
Schrédinger—Calderén—Zygmund exponencial de tipo (s,d) si se verifican las si-

guientes condiciones:
(i) T es acotado de L* (R?) en L**(R%);
(ii) T posee un niicleo asociado K que satisface:

(a) existen constantes positivas ¢,m y C tales que, para todo R > 0,

(ﬁ /R<|avo—yS2R lK(x’y)|de> ) = % P <_c (1 i %) m) FNCRY

siempre que |z — x| < R/2;

(b) existe una constante C' tal que, para todo R > 0,

! K K W) <Y s
N _ ] < (= .
(Rd /R<|ovo—y|§2R| (2, ) — K(0,9)] y) < i (R) (3.2)

siempre que |z — x| <7 < p(xg) y r < R/2.

La condicién (3.1) es una condicién de tamafio integral con decaimiento exponencial
mientras que la condicién (3.2) da una condicién de suavidad en la primera variable. A

estas condiciones se las considera de tipo Hormander.

Observacion 3.2. Notar que si un nicleo K satisface (3.1) y (3.2) para algin s > 1 también
satisface estas condiciones para cualquier 1 < s; < s.
Por otro lado, si la condicién (3.1) se cumple para algiin 0 < § < 1, entonces también

es vélida para todo &' € (0,0).

Definiremos el caso s = oo a través de estimaciones puntuales del niicleo de la siguiente

manera.

Definicién 3.3. Sea 0 < § < 1. Diremos que T es un operador Schrodinger—Calderén—

Zygmund exponencial de tipo (0o, d) si se verifican las siguientes condiciones:
(i) T es acotado en LP(RY) para todo p > 1;

(ii) T posee un nicleo asociado K que satisface:
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(a) existen constantes ¢, m y C tal que

C _ m
|K(x,y)] < P exp <—c (1 + |xp(r)y|) ) ) para todo = # y; (3.3)

(b) existe una constante C' tal que

Kl C |z — xo]\°
K (2,y) = K(0,y)| < |$_y|d<|x_y|> : (3.4)

para todo |z — y| > 2|z — x|

Observacion 3.4. Es facil ver que si un nicleo K satisface (3.3) y (3.4), entonces satisface
(3.1) y (3.2) para todo 1 < s < 00, con los mismos pardmetros ¢, m y 0.

El siguiente lema es un resultado auxiliar, el cual muestra que si un ntcleo verifica
las condiciones (3.1) y (3.2), entonces se puede deducir un decaimiento exponencial extra
en la condicién de suavidad. Si bien este resultado es andlogo al planteado en [BH()19,
Lemma 4] para operadores con condicién de tamafnio de tipo polinomial, escribimos su

demostracion para una mejor comprension del nuevo contexto de trabajo.

Lema 3.5. Sea K : R? x R? — R una funcion que verifica las condiciones (3.1) y (3.2)
para ciertos parametros 1 < s < oo, 0 < <1, yc,m > 0. Entonces, existe una constante
C' tal que, para todo &' € (0,0) y todo R > 0,

1 eI R "
— K(z,y) — K(zo,y)|*d < —|=) exp| —co |1+ ———— :
(Rd /R<|zo—y|§2R| (®:9) (w0, 9)| y) Rd (R> P ( < QCOP(%)) >

siempre que |r — xo| <1 < p(zg), r < R/2yo=1-— %’,

Demostracion. Sea & € (0,6). Definimos o € (0,1) tal que (1 — o) = ¢'. Sean g,z € R?
y r, R > 0 tales que |z — xo| <7 < p(x) y r < R/2.

Si llamamos

1 s
i (& Ke) - Koy
R<|zo—y|<2R

aplicando (3.1) y (1.5) obtenemos que, para cierta constante C

/s

1

v (g [ R+ Kl
R<|zo—y|<2R

o (v ) e (o 25))

< i exp| —co |1+ L "
- Rdg P 200,0(23’0)

Por otro lado, de la Observacion 3.2, se tiene
O r 0(1—0) O r &’
l1—0o I Y
A < Rd(1—0o) <R> ~ Rd(1-0) <R> )

Dado que A = A A'=7, se sigue inmediatamente el resultado buscado. O
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3.1. Estimaciones en L’(w) para 1 < p < o

Los resultados principales de acotacion en espacios de Lebesgue pesados para los ope-

radores definidos previamente, cuando 1 < p < 0o, estan dados por el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea T un operador Schrodinger-Calderén-Zygmund exponencial de tipo

(s,0), con1 <s<ooy0<d <1y constantes ¢y ymy en la condicion de tamano.

(z) Si s = oo, entonces T es acotado en LP(w) para todo 1 < p < oo y todo peso
e Hor g < o (TR

p,c

* . _my
con m = Totl

() 1 < s < o0, entonces esta acotaao en w) para toao s < P < OO Y toao PESO
i) Sil t T estd acotado en LP todo ' y tod
22k0+60(1)€0+3) -m

e H”", ,, conm* = y d <as (

p/S’ c”’

La demostracién del Teorema 3.6 se obtiene mediante un argumento de extrapolacién
a partir del comportamiento del operador en el extremo p = oo. Este enfoque sigue el
esquema desarrollado en [BCHI13a]. Sin embargo, en nuestro contexto la presencia de los
pardmetros ¢ y m en la familia de pesos H/" impide aplicar directamente los resultados
alli obtenidos, por lo que serd necesario adaptar dicha teoria y proporcionar detalles
adicionales cuando corresponda.

Muchos de los operadores que surgen en el contexto de Schrédinger no son acotados
en L>(w). No obstante, pueden incluirse en el marco de extrapolacién estableciendo su
continuidad de L*(w) a un espacio de tipo BMO, pesado para ciertos pesos w.

Para ello, introducimos la versiéon pesada del espacio BMO,, definido en el Capitulo 1.
Dada una funcién de radio critico p y un peso w, decimos que una funciéon localmente

integrable f pertenece a BMO,(w) si satisface

% /B |f — fs| < C, paratoda bola B = B(z,r) con r < p(x), (3.5)
||Xl|gg|”°° / If| <C, para toda bola B = B(x,r) con r = p(z). (3.6)

Definimos la norma || f||smo, (w) como el minimo de las constantes C' que aparecen en (3.5)
y (3.6).

Es un hecho clasico que

up o [ 17 = ol ~spint 2 [ 17 =l 3.7
lo que permite verificar (3.5) para alguna constante a € R, no necesariamente el prome-
dio fg.

Con esta definicién, podemos enunciar el siguiente resultado, correspondiente al caso

extremo p = oo para los operadores integrales estudiados en este capitulo, el cual es de

interés independiente y constituye el principal aporte técnico de esta seccién.
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Teorema 3.7. Sea T un operador Schrodinger-Calderon-Zygmund exponencial de tipo

(s,9), con1 <s<ooy0<d<1y constantes ¢y y my en la condicion de tamano.

(1) Sis= o0, entonces T es acotado de L*(w) en BMO,(w) para todo peso w tal que
wt e HY™ con ¢ < ¢1(8C) ™™

(i) Sil < s < oo, entonces, T es acotado de L>(w) en BMO,(w) para todo peso w tal
que w* € H{M™ con ¢ < ¢’ (4Cp) ™™

El primer resultado de extrapolacion que presentamos en esta seccién se obtiene a

partir del extremo p = 0o, en un contexto general e independiente de operadores.

Teorema 3.8. Sea ¢ > 0 y sea (f,g) un par de funciones medibles y no negativas tal que

[fw][z < Cllgwllz (3.8)
se verifica que para todo peso w tal que w™? € Hf;g“ con c1,my > 0, stempre que el lado

izquierdo sea finito, con una constante C' que depende de w unicamente a través de la
constante de la clase H)" .

Entonces, para todo q < p < o0,

||f||LP(w) < C”gHLP(w)

para todo w € H;/:C con m = kg”il y c < c1(4Co)™2™, siempre que el lado izquierdo sea
finito, con una constante C' que depende de w unicamente a través de la constante de la
clase H”™ 4

p/q,c’

Demostracion. Fijemos 1 < p < oo y supongamos primero que ¢ = 1. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer f,¢g € LP(w). Entonces, por [BCHI13a, Lemma 1] (véase

también [[IMS88)), existen funciones positivas F, G € LP(w~"/®=1) tales que

||F||Lp(w—1/(P—1)) < 27 (39)
1l ooy = I f ™D F Y| oo (3.10)
”G”Lp(w—l/(p—l)) <2, (3.11)
y
lgllzrqw) = llgw" PG| . (3.12)

Seaw € H)" conm = 5 yc < (4Cp)™?™. Procederemos de manera similar a la

ko+1
prueba de [BCHI13a, Theorem 3], pero daremos los cambios esenciales. Sea h = F' + G y

definamos

o0
§ Cl,ml
2k

k=0 HTChmlan 1/(p—1))

h(z)

?
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donde
cl,mlf Mp q(fw—l/(p—l))wl/(p—l)7

el cual es un operador acotado en LP(w~®=1) ya que M? es acotada en LP(w),

c1,mi

para el peso dado. En efecto, como m = k 5 vy tomando ¢ = c1(2CH) ™™, se tiene que
./\/l’glm1 < M £ m por la Proposicién 2.15. Y, observando que ¢ > ¢(8Cp)™ por la hip6tesis

sobre ¢, el Teorema 2.16(ii) da la acotaciéon en LP(w) deseada de ./\/lg1 P

Debido a la acotacion mencionada, la funcion Zh verifica que

h < %h, (3.13)
|20 Lo -1/-1) < 2[[h]| Lo -1/G-1)y, (3.14)
y
TCLml (‘%h) < 2||T01,m1||LP(ur1/(p*1))%h'a
donde esta tltima desigualdad implica que (Zh)w=®=1) es un peso en HPT™ por la

Observacion 2.17, mas aun, la constante 2||TC1 il Le(w-1/-1)) €s mayor que la constante
de (Zh)w='/®=1 en la clase correspondiente de pesos.
Por lo tanto de (3.12), (3.13) y del hecho que, por hipétesis, || fw| -~ < C|lgw| L, se

tiene
I9llzr) = lgwm=T G i 2 llgws= (@h) e = Ol fwr= ()M (3.15)
puesto que ||fwPlTl(<%’h)_1||Loo < 00. En efecto,
| fwrT (R Ml < 1 fwrT o = 11 o) < oo.
Finalmente, de (3.15), (3.14), (3.9) y (3.11) se obtiene

_1 _
171y < 15 w75 () BB, ) < Clglngy

Sea g > 0. Consideremos los pares (f?,¢?) de funciones medibles no negativas y sea

pymi

le, > por lo que

v un peso tal que v € H{7"". Notemos que v'/4 verifica (v'/9)™7 € H

podemos usar la hipdtesis para obtener que

1f"lloe = [lF0" )15, < Cllgo'|le, = Cllg™vllee.

1

Es decir, se cumple (3.8) con los pares (f?,¢?) y todo peso v~' € H{7", por lo que

podemos aplicar el resultado del caso anterior con exponente 1 < £ 5 < oo Resulta que

1 1
1oy = 17N oy < CNI N oy = 19110

con m = -y ¢ < ¢;(4CH) 7™, O

p,m
para todo ¢ < p < oo y todo peso w € H ]

p/a,c
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Para aplicar el Teorema 3.8 en el contexto de operadores, necesitamos reformular la
acotacién L*>(w)-BMO,(w) en términos de una desigualdad del tipo (3.8).

Esto se logra mediante la caracterizacion del espacio BMO,(w) en términos de una
maximal sharp localizada en bolas de la familia B,, lo que permite reducir la estima-
cién en BMO,(w) a una desigualdad puntual en L>(w). Enunciamos a continuacion esta

caracterizacion y una consecuencia que sera utilizada posteriormente.

Lema 3.9 ([BCIH13a, Lemma 2|). Para todo peso w y toda funcién f € L

que || fllBmo,w) ~ || M (f)wllso, donde

(R%), se tiene

loc

1
M@ = s g [ 1= gele s [

reBeB, z€B=B(y,p(y))

Proposicién 3.10 ([BCH13a, Corollary 5]). Seal <p < oo yw € AP, Sig e L]

entonces existe una constante C' tal que

(RY),

loc

191l 2wy < CI M9 L)

Estamos en condiciones de enunciar el segundo teorema de extrapolacién para opera-
dores acotados de L*(w) en BMO,(w).

Teorema 3.11. Sea ¢ > 0 y sea T un operador acotado de L*(w) en BMO,(w) para

psm1

todo peso w tal que w™? € Hy . "' para ciertos c;,m; > 0, con constante de acotacion que

Pymi

depende de w a través de la constante de la condicion w™ € Hy', "

Entonces, T es acotado en LP(w) para todo ¢ < p < oo y todo w € Hg/?c, donde
yc < ci(4Cy) 2

m= k0+1

Demostracion. Observemos primero que, por el Lema 3.9 y la hipdtesis sobre T', para
toda f € L*(w) se tiene

IME(T frwlz= ST fllmo, S I llxw) = Cllfw]ze,

siempre que w sea un peso tal que w™? € Hy’ U Notar que el lado izquierdo es finito, y que

psm1
1761 :

esta desigualdad significa que el par ( lOC(Tf) f) verifica (3.8) para todo w™? € H

Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.8,

IME(T vy < CllF o,

para todo w € H”" con m = y ¢ < ¢1(4Cy)~?™, donde la constante C' depende

mi
p/ac ko+1
unicamente de la constante del peso en su clase.

Finalmente, la Proposicién 2.4 nos permite aplicar la Proposicién 3.10, de donde re-
sulta que
ITf oty < CIMELT oty < Cllflliog- O
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3.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < o0

Probaremos ahora el Teorema 3.7, para luego deducir la acotacién en LP(w) establecida

en el Teorema 3.6 mediante el resultado de extrapolacion anterior.

Demostracion del Teorema 5.7. Para demostrar el ftem (i), sea 2o € RY r < p(xg) vy

B = B(xg, ). Consideremos

[ = fx2B + [XB@o2o(zo)\2B T fXB(wo20(z0))c =: J1 + fo+ [f3. (3.16)

Notemos que como w— € H{77" C A} loc (ver Proposicién 2.4), de acuerdo al Lema 2.10

1 Rl 1
_— - < (O -1
leﬁ > —QMLw

Como T es acotado en L7(R?), se tiene que

o[ raees (0 [ mnere)”
<C’<|;|/ |f (x)|7dx>1/7
<l (i [ w7 o) v
< Clfolle (o [ w7 @)

< { -1
< Cllfwlloo inf w

existe v > 1 tal que

ya que B € B,,.

< O fu]l inf w™
vl

lwxslle

Para §,|T f3(x)| estimaremos |T'f3(z)| con # € B, puntualmente. Denotaremos por
By = B(zg, p(x0)) y B = 2*B, para cada k € N. Por lo tanto,

[t [ wts oo e+ g
Bit! Byt I

wXB(’)C“Hoo

para cada k € N. Entonces, por la condicién de tamano (3.3) del nicleo K con constantes
c1 y mq, aplicando la desigualdad anterior, y de acuerdo a la Observacién 1.5 obtenemos,

para cada x € B, que

T |<Z/ LCIOT

k>2

<OF o T (e (+55™) s @

k>2
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

<CZeXp —ci(1+ 28205 )ml) <|Bk+1|/ (W)l y)

k>2

<C Z HHfU—)HOO exp (—c1(8Co) ™™ (1 + 2™ ) exp (c (1 + 2HF1)™)

>2 wXBg+1||oo
S C waHOO exp ((_01(800)—7111 + C)(l + 2k+1)m1) 7
lwx s

donde la serie converge ya que ¢ < ¢1(8Cp) ™™

La acotacién de T'fy se sigue como en la demostracion de [BCH13a, Proposition 5|, ya
que sélo se requiere la condicién de suavidad, y el operador T que consideramos satisface
[BCHI13a, (41)], que es precisamente la condicién de suavidad (3.4).

Para demostrar el ftem (ii), sea xg € RY, r < p(z9) y B = B(zg,r). Consideremos
fi, f2 y f3 como en (3.16).

Aqui, notemos que como w* € H f;n y 7 < p(xp), la estimacion sobre los promedios
ﬁ S |T f1|dz se obtiene aplicando la desigualdad de Kolmogorov (ver Proposicién 1.2) y

la hipétesis de w, se tiene

1-1/s' ) 1/s'
& [ e < A2 ([ e
1/s'
: <|2B|/ o)l dl")
1/s'
< i (g [, ) )

[wxapl e S p(wo)

< o Mul

lwxsllze
Para estimar |T'f3(z)| con x € B, consideramos By y B como antes. By = B(zg, p(z0))

y BY = 28By para k € N,k > 2. De la condicién sobre los pesos se tiene

1/s 1/s
/ ) <l / w
B[I)€+1 B(’)C+1

coen(E v
By o8]

Por esta desigualdad y la condicién de tamano (3.2) con ¢;,m; > 0, tenemos la siguiente

estimacién al aplicar la desigualdad de Holder con s y &

i@ <Y [ Kl

k>2

1/s 1/s!
<> (/BM\BK (x,y)lsdy> </Bk+ |f(y)|s/dy>

k>2
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3.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < o0

< Z ik exp (—01 (1 + 2;;[)(%0)>m1> </B§“ |f(y)|5'dy> " (3.19)

k>2

<y ”f ”°° exp (—er (142105 ) ™ exp (& (14 254)™)
2 Twx el s
. gm
S ||fw|| ZeXp<<—Clo m C) (1+2k1)m1>

donde la serie converge por ser ¢ < ¢;8" (4Cp)™"™"
La acotacién para T f, se puede obtener como en la prueba de [BCH13a, Proposition 6]
ya que (3.2) implica [BCHI13a, (45)]. O

Demostracion del Teorema 3.6. Para demostrar el item (i), notar que del Teorema 3.7(i)
se tiene que el operador T es acotado de L>(w) en BMO,(w) para todo peso w tal que

wt e Hp " con ¢ < ¢1(8CH) ™™, Luego, podemos aplicar el Teorema 3.11 para obtener

con m* = -y

asi que T es acotado en LP(w) para 1 < p < oo y para w € H?"} s

d < Cl(23ko+70(7)90+3)—m*

La demostracién del {tem (ii) se sigue de la misma manera que el item (i) utilizando el

p,c

Teorema 3.7(ii) para obtener que el operador 7" es acotado de L*>°(w) en BMO,(w) para

todo peso w tal que w™* € HP™ con ¢ < ¢15' (4C)™™ 'y luego por Teorema 3.11, se
tiene que T' es acotado en LP(w) para s’ < p < 0o y para w € Hp’s o con m* = kgil y
¢ < cp8' (22R0H6CHOTE) ™ . como querfamos probar. O

Cerramos la seccién estableciendo un resultado para operadores adjuntos a los presen-

tados al inicio del capitulo, esto es, para operadores T™* de la forma

T f(x)= | K'(z,y)f(y)dy, feCZRY)y x¢sop(f),

Rd

donde K*(z,y) = K(y,xz) y K es el nicleo de un operador de Schrédinger Calderén
Zygmund exponencial de tipo (s,0) para algin 1 < s < ooy 0 < § < 1. Mediante un
argumento de dualidad y el Teorema 3.6, resultan también acotados en espacios LF(w)

para 1 < p < oo, con pesos en una clase H)'" adecuada.

Teorema 3.12. Sea T' un operador Schrodinger—Calderon—Zygmund exponencial de tipo

(s,0) con1l <s<o0,0<0d <1y constantes c; y my en la condicion de tamano.

(i) Sis = oo, entonces el operador adjunto T* es acotado en LP(w) para todo 1 < p < o0
yet <o (23k0+70§0+3)*m

pzm* *
y todo peso w € Hy o con m* = 2

(i) Sil< s < oo, entonces T* es acotado en LP(w) para todo 1 < p < s y todo peso w

1 . *
tal que w™r»—1 € H""", ., con m* = y ot < cys (22k0+60(1)co+3) mt

p/sc

k+1
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Demostracién. Comencemos probando (ii). Dado que L¥ () se identifica con el espacio

dual de LP(w) para todo 1 < p < oo, donde o = w_P%l, podemos escribir

|17 fllow) = sup /dT*f(-r)g(ﬂf)dx
=1JRr

9l )

— sw | [(@)Tg(x)de

91y =1 I R

~ s / S Tg(aye P (@) () ds

191t )=

<l s ITgl)

Il o )

< Cllf N ze(w),

donde en la ultima desigualdad se utiliz el Teorema 3.6(ii) puesto que, por hipdtesis,

1 * —m* . .
o =w r1 € H]’;),’Z, - con mt = kZil y ¢ < 8 (22k0+6C§°+3) , lo que implica la

acotacién de T en L¥ (o).

La demostracién del {tem (i) se obtiene de manera andloga al caso anterior. El Teore-
. . ., / __1 *
ma 3.6(i) garantiza la acotacién de T"en L7 (o) cuando o = w™#» T € HJ'% conm* = ;7

—m* .. c ey —_1 *
yct < (23k0+7C§°+3) . Como, por el Lema 2.5(ii), la condicién w™»—1 € Hl’f,’gf es

.
equivalente a w € H)'7' con los mismos pardmetros ¢* y m*, se obtiene la acotacién

deseada en el caso s = oc. O]

Observacion 3.13. Entre los operadores asociados al semigrupo de Schrédinger generali-
zado que nos interesan estudiar, existen algunos, como los operadores maximales o las
funciones de Littlewood-Paley, que no son lineales, pero pueden entenderse como opera-
dores lineales en espacios de Banach apropiados. Asi, podemos considerar, en lugar de los
valores absolutos en (3.3) y (3.4), las normas correspondientes a dicho espacio, de donde
se sigue que los resultados de los Teoremas 3.7(i), 3.6(1) y 3.12 siguen siendo vélidos. Des-
cribiremos con mas detalle este enfoque en el Capitulo 5 con el fin de obtener resultados

de acotacién para este tipo de operadores.

3.2. Estimaciones en L!(w)

En esta seccion nos centraremos en el estudio de desigualdades con pesos en el caso
extremo p = 1. En particular, obtendremos resultados de acotacién débil de tipo (1, 1) con
respecto a pesos en una clase adecuada, para operadores que sean adjuntos de operadores

de tipo (s,0),con 1 <s< ooy 0<d <1,
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3.2. Estimaciones en L'(w)

Recordemos que dado un operador 7" con nticleo asociado K : R x R — R, entendido

en el sentido que

Tfx)= [ K(z,y)f(y)dy. fe€CI R yz¢sopf;

Rd

se tiene que su operador adjunto T™ satisface

T*f(x)= | K'(z,y)f(y)dy, feCZRY)y x¢sop(f),

Rd
donde K*(x,y) = K(y,x).
Mas atin, si el nicleo K satisface las condiciones (a) y (b) de la Definicién 3.1 con

pardmetros ¢ y m, entonces 7™ tiene nicleo asociado K* verifica que

(i) existe una constante C' tal que para todo R > 0,

1 / 1/s C R m
— K*(x,y sd:v) < —exp (—c(1+—> >,
<Rd R<\:vfy0|§2R| ( )| R4 ,O(y)

siempre que |y — yo| < R/2;

(ii) existe una constante C' tal que para todo R > 0,

1 / 1/s C ..
— K*(z,y) — K*(z,y sd:v) <— (=),
(Rd R<|z—y0|§2R| (@) (®:30) Rd (R)

siempre que |y — yo| <7 < p(yo) y r < R/2.

De manera anéloga si K satisface las condiciones (a) y (b) de la Definicién 3.3 con

parametros ¢ y m, entonces T™ tiene niicleo asociado K* que verifica

(i) existe una constante C' tal que

C _ m
|K* (z,y)] < m exp <—c (1 + |i(y)y|> > , para todo x # y;

(ii) existe una constante C' tal que

C [y — ol ’
K*l',y _K*yay S ( 3
K ) = Kol < o (=

para todo |x — y| > 2|y — yol-

Dado que probamos que los operadores adjuntos de operadores Schrédinger—Calderén—
Zygmund exponencial de tipo (s,d), con 1 < s < ooy 0 < § < 1 son acotados para todo
1 < p < s, es natural preguntarse qué ocurre en el extremo p = 1. Teniendo en cuenta los
resultados de tipo débil con pesos obtenidos en [BCHI13b] en este sentido para operadores
adjuntos con ntcleos de tamano polinomial y pesos en las clases Af, podemos establecer

el teorema principal de esta seccién.
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Teorema 3.14. Sea T un operador Schrodinger—Calderon—Zygmund exponencial de tipo

(s,0), con1 <s<ooy0<d <1y constantes c1,my en la condicion de tamano.

(i) Sis= o0, seav > 1 tal que w” Gch* , conm*:kgnil

y o< ¢l (23k0+70(l)€0+3)7m

Entonces T* es de tipo débil (1,1) con respecto a w.

(i3) Sil<s<oo, seav > 1 tal quew™” € HYZ | conm* = y et <cyps' (22ot6CHHE) T

k 1
Entonces T* es de tipo débil (1,1) con respecto a w.
Observacion 3.15. Para enunciar el resultado anterior se consider6 mas conveniente for-
mular directamente las hipdtesis en términos de una potencia del peso que pertenezca a
una clase H{"* con pardmetros adecuados. Si bien la Proposicién 2.13 garantiza la exis-
tencia de tales potencias bajo hipdtesis mas generales, explicitar las constantes resultantes

complicaria innecesariamente el enunciado.

Para poder demostrar el Teorema 3.14 necesitaremos probar una version del Lema de
descomposicion de Calderén-Zygmund adaptada a este contexto, la cual se enuncia mas

abajo. Recordemos que con Q(x,r) denotamos al cubo de centro z y lado 2r.

Observacion 3.16. Debido a (1.4), no es dificil ver que en las definiciones de las clases

de pesos HJw" pueden utilizarse cubos en lugar de bolas. En este caso, la constante ¢ de

la clase se ve modificada por una constante dimensional. M&s precisamente, sip = 1y
€ H{", como Q(x,r) C B(w, Vdr) para todo z € R? y > 0, entonces

var\\” RV ANN
]é(x’T)wgcd]{B(%ﬁr)wgCexp(c<1+p(x)>> SCexp(c(\/E) <1+p(a:)>>

Lema 3.17. Sea p una funcién de radio critico. Sea f € L*(R?) y constantes ¢, m > 0

fijos. Entonces, para todo N\ > 0 existe una familia, a lo sumo numerable, de cubos
Q; = Q(zj,r;) tales que

ex (c(l—i— g >m>)\<L Ifl<2%Xexp | c (1—1— L )m(k0+1) (3.20)
P p(x;) S Qi Jo, PAU T o) o

donde la constante ¢; depende de las constantes de (1.4) y de ¢ y m. Ademds,

|f(z)] < A, para casi todo x € R\ U Q.
J

Demostracion. Dado que, para cualquier cubo @ = Q(x,r)

oo (1 555) ) s |Q|/ i

v que el término del lado derecho tiende a cero cuando r — oo pues f € L'(RY), existe

una particién de R? en cubos diddicos, con lados paralelos a los ejes coordenados, tal que

To " 1
X — A
¢ p( "(”p@) >|@<z,ro>|/Q(z,m)'f <X
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3.2. Estimaciones en L'(w)

para cada cubo Q) = Q(z, 1) de la particion.
Particionamos cada cubo @ en 2% cubos diddicos y seleccionamos aquellos cubos Q; =

Q(x;,r;) para los cuales

X — "y " 1 A
e "(“p(m) >|le o 17

Repitiendo este procedimiento con los cubos no seleccionados, obtenemos una familia de

cubos maximales y disjuntos Q; = Q(z;, ;) que satisfacen

o (i) )=,

lo cual corresponde a la primera desigualdad de (3.20).
Por otro lado, si (); fue seleccionado, esta contenido en un cubo de la divisiéon anterior

Q(z,2r;) que cumple

2r: \"" 1
—cl1 J A
eXp( < U(z)) )|Q<z,2w>|/Q<z,zrj>'f =

Entonces, de acuerdo a (1.4) se obtiene

L |f] < 24\ exp | ¢(2Cy)™ <1 n L)(’fo-‘rl)m
lle S o) ’

lo cual prueba la cota superior de (3.20).

Siz ¢ ; Qj, entonces existe una sucesién de cubos @, = Q(zn, ) que contienen a

x, con radios tendiendo a cero, y que no fueron seleccionados. Para cada uno de ellos se

r m 1
X — n .
ep( C<”p<xn>> >|@n| o 1<

Por la continuidad y positividad de p, y aplicando el Teorema de Diferenciacién de Le-

cumple

besgue, se concluye que |f(z)| < A para casi todo = ¢ |J; @;. O

Demostracidn del Teorema 3.1/. Comencemos probando el {tem (ii). Sea A > 0, f € L*(w)

Vi *
y w*” € H{'% . Queremos demostrar que

w(ee R M@= < [ 1

con C independiente de f y A.

Consideremos los cubos de Calderén-Zygmund del Lema 3.17, Q; = Q(z;,r;), con

cr@d)m d)

constantes y m*. Definimos los siguientes conjuntos de indices

Ji=Aj:ry<plxy)},  J={j:r;>plx;)},
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

y también los conjuntos

w=JQ. 2=Ue o=0qu

je jE€J2

Escribimos f = ¢g + h, donde

(1 ) .
— f, sixeqQ; jeJi,
|QJ| Qj ! 1
g(z) =140, siz € Qj, j€ Ja,
Lf(x), six ¢ Q,
y
1 . .
flz) — f, six€eQ;, jeJi,
Q1 Jo
h(z) = f(z), siz € Qj, j€ J
0, en otro caso .

Consideramos los cubos dilatados Q] Q;(w;,2V/dr;), Q= U; QJ, y escribimos
w({z € R :|T* f(x)| > \})
—w ({ﬁ T ()] > A}) tw ({x ¢ QT f(2)] > )\}) . (3.21)

Para el primer término, escribimos

o (o8 i) = ) < 0@ < Tu@)s 3 ng) Q.

’ * ;. * , .
Notemos que, como w®” € H{" | se deduce facilmente que w € H f .. Ademds, a partir

vsTy

de las propiedades de los cubos ();, y teniendo en cuenta la Observacion 3.16, se tiene que

w ({x eQ:Tf(z)> )\}>

1 c* 2dr; \™ c*(2d)™ o\
< - exp| — (1 + J ) exp| — (1 + > inf w f
A Z <s’l/ p(x;) s'v p(x;) Q; Q; J

Para el segundo término de (3.21), segtiin como hemos escrito a f, dividimos el mismo en

dos contribuciones,

w ({x ¢ Q0T f(2)] > A}) <I+11,
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3.2. Estimaciones en L'(w)

donde
—w({zeR: Tog(x)| > A}, vy II = w({x ¢ QO |T*h(x)|>)\}>.

Para estimar I, notemos que |g(z)| < X para casi todo z € RY. En efecto, si x ¢ Q,
g(x) = f(z) y para casi todo = ¢ € se cumple |f(z)| < A por el Lema 3.17. Si z € Q); con
J € Ja, g(x) = 0y se cumple trivialmente, mientras que si z € ); con j € J;, entonces
nuevamente del Lema 3.17, |g(x)| < 29X exp (c2™) < \.
Por otro lado, usando que w®” € Hf”gf*, y eligiendo p tal que p — s'(p — 1) = % y
1

, I , *
q = % se puede verificar facilmente que 1 < p < sy que (w P*1> o e Hﬁ’gf .

* * 1 *
Luego, como H{jl C H'7., por dualidad se tiene w 7T € HJ[' (ver Lema 2.5(i) y
(ii)). Teniendo en cuenta las restricciones sobre ¢*, por el Teorema 3.12(ii) se sigue que T
es acotado en LP(w). En consecuencia, es de tipo débil (p, p) con respecto a w, de donde

tenemos que

I <w({z: [T g(z)| > A})
R e e
)\ Rd
C
<= [l w(a)ds
Rd
C
5x< oL |f|w>- 3.2
JjeE J
Como w € H'OCT/S ,,» de la Observacién 3.16, y teniendo en cuenta que j € Ji, se tiene que
M < inf w Sinfw.
|Q]| B(Ij,\/ETj) Qj

C
Por lo tanto (3.22) puede acotarse por X/ | f|w.
Rd

Para estimar 71, como sop(h) C €2 se tiene

w({z € 0T ()| > A}) < / (/ K" (. ) Iy >|dy) w(e)da

<1 2/ ([ 1 luta) iy >|dy]
<3 Z / ( / x>|w<x>dx> |h<y>|dy]. (3.23)

Sea y € Q;. Como B(x;,2Vdr;) C 67] entonces (@;)C C B(x;,2Vdr;)°. Llamando
B; = B(xj,2Vdr;), B = 2"Bj;, dividimos la integral en coronas y aplicamos la de-
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sigualdad de Holder para obtener

/ K (@) w(e)ds

(@j)°

< [ Kot

c
J

<[ Kol (3.21)

k+1 k
k>17 BjT \Bj

1/s 1/s
<> ( / |K<y,x>|8dx> ( / ws’@s)dx)
k>1 2’“\/&1”j<|x7xj|<2k+1\/g7'j B;?*l

mi 1/s
- ’ 2k5+1\/37“' ’
< 02(2’”1\/8@-) 45" exp (—cl <1 + —]> > (/BHI w® (x)dx)

= p(y)
2k+1\/87“j " o v
= CkZZlexp (—cl <1 + —p(y) ) ) <]{3j’?+1 w (a:)dx) ,

donde en el primer factor hemos aplicado la condicion de tamano para K.

Por un lado, utilizando (1.4), reescribimos el término que involucra p(y) en funcién de
ko

p(z;). En efecto, p(y) < Cop(z;) (1 + p{;j))m pues y € @;. Por lo tanto,

__ko 1
k+1 . k+2 . ) ko+1 k+2 \ kol
2 \/ETJ21+2 \/ET] 1+\/Er] > 1 1+2 \/c_lrj ‘
P(y) 2Cop(x;) p(z;) 2Cy p(z;)

En consecuencia,

ok+1\ /dr . " ok+2. /(. m
exp (—01 (1 + L) ) < Cexp 1 a (1 + \/_T‘7> . (3.25)

1+

p(y) 2Cy)™ p(z;)

Por otra parte, para el factor que involucra al peso, por la desigualdad de Jensen con

1/s' 1/(s'v)
(7[ wslda:> < <][ wsl”d:v>
B;.H_l BJI'H_I

« Ok+2. /. m
< exp C—<1+¢ inf w

v > 1, se tiene

s'v pl;) Byt
* 2k+2 d . m
< exp Sy & inf w, (3.26)
s'v p(;) i

donde hemos usado que Q; C Qj C B; C B]’?H para todo k > 1.

Sea ¢ = —% + W Luego, resulta que ¢ > 0 por ser

¢t < c18 (22ko+60(1)€0+3)*m* <8V (2k0+10(1)€0+1)7m* = 615’1/(200)_7”1.
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3.3. Estimaciones en espacios de tipo BMO

Asi, de (3.25) y (3.26), obtenemos

2k+2 ) m*
/ K (y,2)|w(z)dz < infw exp [ —& [ 1+ 2 dr,
% < en

J k>1

< infw,
J

p(z;)

J

8\/&Tj)m

< iélfwexp —c (1 +

donde tenemos que la serie converge y su suma estd controla por el primer término, el
cual estd acotado uniformemente en j.

Reemplazando en (3.23), y usando la definicién de h, se sigue que

w ({x e QL T h(z)| > )\}>

1
—ngfw / Ih(y)ldy

NAZ (y)dy
ydy+)\2/ |f(y)|w(y

JEJ2

NAZ/V ety + 33 [ 15wl

J€J2

La prueba del item (i) se obtiene de manera andloga a la del ftem (ii). En efecto, en el

primer término de (3.21) se utiliza la h1p0t681s sobre el peso w, esto es, w” € H{Y , donde

* 3ko+7 tko+3
m* = k Hycd <a (2 Co ) . En el segundo término se aplica nuevamente la

hipétesis sobre w y, ademés, en (3.24) se utiliza la condicién de tamano (3.3) en lugar de
(3.1).

]

3.3. Estimaciones en espacios de tipo BMO

En esta secciéon abordaremos el problema de acotar los operadores de tipo Schrodinger-
Calderén-Zygmund exponenciales, de tipo (s,0), con 1 < s < ooy 0 < § < 1, en los

espacios BMOZ‘(w), definidos en la Seccién 1.5, para ciertos pesos w.
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Antes de dar el enunciado del resultado principal, necesitamos hacer algunas conside-
raciones sobre el sentido que le daremos a T'f cuando f sea una funcién en BMO7 (w),
con 0 < a < 1. Recordemos que esto nos dice que f € BMO;}(w) verifica las condiciones

1
w(B)

/ lf —fel <C |B|a/d, para toda bola B C R?
B

1
m/B|f| < C|B|**, para toda bola B = B(x,r),r > p(x),

para alguna constante C'.

Sea zg € R*y R > p(x¢). Definimos para f € C>°(R?)

Tf@) =T xnan)@) + [ K@iy, o€ BaB). (G20

B(w0,2R)°

Esta definicién puede encontrarse también en [BI1()19], articulo en el cual nos basamos
en esta seccion. En este trabajo los autores obtienen estimaciones en espacios BMOj (w),
en el contexto de operadores con condicién de tamano con decaimiento polinomial y, por
consiguiente, la familia de pesos que surge naturalmente en sus resultados es Af en lugar
de Hf'". El hecho de que esta definicién tenga sentido para f € BMO;’,‘(w) se sigue de
la misma manera que alli, al igual que la buena definicién en el sentido que la ecuacion
(3.27) es independiente de R (ver [BHO)19, p.603]).

El teorema principal de esta seccién proporciona un criterio de tipo 7'1, es decir, se
evalta el operador T" en la funcién constante f = 1. Por lo tanto, es importante verificar
que la definicién (3.27) tenga sentido para f = 1.

En efecto, XB,2r) € L¥(R%), lo que da la finitud del primer término, y ademaés,

usando la condicién de tamano del niicleo dada por (3.1), obtenemos para = € B(xg, R)

[ Gl [ Kldy
B(z0,2R)¢ 21 R<|zg—y|<2It1R

jEN

1/s ,
<y ( / |K<x,y>|3dy) Blao, 2 R)| "
i>1 2i R<|zo—y|<2I 1R

S
<C<) exp(—c(1+2)") < o0,

donde hemos usado que p(z) < Cp(xy) < Cr, por Observaciéon 1.5. Aqui la constante
C > 0 es independiente de R > 0y de z € R

Para simplificar la notacion, escribiremos E2 | para designar a la clase de pesos dada

por

51 — p,m ,m
Ecr ., = |JHI . N RHS

$,C1,C2 n,c2’
n>s’
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3.3. Estimaciones en espacios de tipo BMO

donde 1 < s < 00y ¢y, ¢, m > 0. Ademas, consideramos

P,y — Py
E - E8701,02'

00,C1,C2
s>1

Estamos ahora preparados para presentar el teorema central de esta seccion.

Teorema 3.18. Sea T un operador exponencial de Schrodinger Calderon Zygmund de
tipo (s,0) para ciertos 1 < s < oo y 0 < d <1, y constantes positivas ¢ y m que aparecen
n (3.1). Sean0 <a<dyl<r<l+ ‘S*TO‘. Entonces, las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

(i) Eziste una constante C tal que, para toda bola B = B(xg,7) con 19 € R y
0 < r< Ip(w), la funcidn T1 satisface

r a+d(k—1)
|B| 1T = (Tsldy < € oo , (3.28)

cuando a >0 o kK > 1, o bien

/ T1(y) — (T1) | dy < C Tog= 270 (3.29)
|B] r

cuando a =0 y kK = 1.
(ii) El operador T es acotado de BMOj (w) en BMO7 (w) para todo peso

w 6 Ef’cl c2 m DI%Cg?
con ¢y, ca,c3 > 0 tales que (ca + c3) < ¢ (1 — d(ﬁ%) (4Co)~™. La norma del ope-

rador depende de w tnicamente a través de los pardmetros de las clases E2 .y

pym
K,c3*

(iit) El operador T es acotado de BMOY(w) en BMOZ(w) para todo peso de la forma

w(z) = |z — 20|"Y, 25 € R, con norma del operador independiente de x.

Observacion 3.19. Es sencillo ver que si (3.28) vale para algin o > 0 o k > 1, entonces
también se verifica (3.29) y se tiene la acotacién del operador de BMO,(w) en si mismo
(es decir, cuando a = 0). Sin embargo, la importancia de la condicién (3.29) cuando
a =0y k=1 es que permite obtener también acotaciones de BMO,(w) en si mismo para

operadores que verifiquen (3.29) pero no necesariamente (3.28).

El caso s = oo se sigue como una consecuencia del teorema anterior y la Observa-

cién 3.4.
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Corolario 3.20. Sea T un operador de Schrodinger-Calderon-Zygmund exponencial de
tipo (00, d) para algin 0 < 6 < 1, y sean c¢,m > 0 las constantes que aparecen en (3.3)
(para todo 1 < s < oo). Entonces, la acotacion de T de BMOZ(w) en BMOJ(w) es
equivalente a las condiciones (1) y (ii1) del Teorema 5.18, siempre que w € K" . NDET
con c1, ca,c3 > 0 tales que (¢ + ¢3) < ¢ (1 — m> (4CH)™™

Observacion 3.21. Con la misma motivacién planteada en la Observacion 3.13, esto es,
el estudio posterior de operadores asociados con el semigrupo de Schrodinger generali-
zado que no son lineales, pero pueden entenderse como operadores lineales en espacios
de Banach apropiados, consideramos las normas correspondientes a dicho espacio en las
hipétesis del Teorema 3.18 y el Corolario 3.20. Asi obtenemos una versiéon de los mismos

a valores vectoriales y los resultados siguen siendo validos.

Antes de presentar la demostracion del Teorema 3.18, enunciaremos y probaremos
algunos resultados auxiliares.

Las demostraciones de los siguientes lemas son andlogas a las dadas en [BH)19],
donde se trabaja en el contexto de operadores de Schrodinger-Calderén—Zygmund con
decrecimiento polinomial y pesos en la clase Af. No obstante, las incluimos aqui con el

fin de facilitar la comprensién de los tecnicismos propios del contexto de los pesos H/".

Lema 3.22. Sea f € BMOj(w) con 0 <a <1, we€ DT, ¢;m >0y B = B(xg,r) con

K,C 7

r < p(xg). Sik>10a>0, existe una constante positiva C = C(c,m,d) tal que

Jw(B) ([ p(x d(r=1)+a
|f5l < Cllfllsmog w)r |§B|> (#) : (3.30)

Sik=1ya=0, existe una constante C' tal que

|fB] < CHfHBMO,O,‘(w)% (1 + log, p(f0)> ) (3.31)

Demostracion. Sea f € BMOJ(w) y B = B(wo,7) con r < p(xg). Sea jo € N tal que
290=1p < p(xy) < 2907 y denotemos por B; = 27 B para todo j =0, ..., j, — 1. Luego,

Jo—1

|fB] < |B|/|f fB|+Z|fBJ ) fB‘JV‘fB]O 1‘

Jjo—1 2
|f — fs] +
|B| / Z |B | /s Bj,|
o | Bj0|
< Clflssog w>Z |B k»
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3.3. Estimaciones en espacios de tipo BMO

donde la tiltima desigualdad se obtuvo utilizando (1.13) y (1.14) ya que 2071y < p(x) < 270,

Aplicando la propiedad de duplicacién de w se tiene

£5] < CIlf llmos( )@ Elk jZOQ(dn+ad)j exp <C (1 N 2 >m>
B * B p(z0)

J=0

U)(B) @ % (de+a—d)j
< CHfHBMOS(w)WT 22
=0

< | llmsiogw

w(B) a (M) d(k—1)+a

1B r

w(B) , (p(sco))d(“”a |

< C||f||BMO;';(w)W —

r

siempre que £ > 1 o a > 0, donde C' depende de los parametros de la condicion de
duplicacion y de la dimension del espacio. Si Kk = 1 y a = 0, la suma anterior es igual a

jo + 1. Asi, tenemos

w(B , w(B "
/5] < O||f||BMog(w)ﬁT"‘(]o +1) < C|lf |l smo, w) |§3|)To¢ <1 + log, (P(To)>> ,

donde C' es la misma constante del caso anterior, que depende de ¢, m y d. O

« p,m m
Lema 3.23. Sea f € BMOj(w) con 0 < o <1, y sea w un peso tal que w € HJ N DL

para ciertos 0 > 1, k > 1, ¢;,c3 > 0 ym > 0. Entonces, cuando k > 1 o a > 0, ewiste

una constante C' tal que

1/o
w@s)” ([ 1= farrut=)

. 27 m
S OHf||BMQ%(w)w(B)7”a2](a+dH) exp ((Cl + Cg) <1 + p(aj)) > 3 (332)
0

para todo j € N y toda bola B = B(xo,T).

Cuando k =1 y a =0, existe una constante C tal que

1/o
w @B ([ 17 gau)

< C'Hf“BMog(w)w(B)ijd exp ((01 + c3) (1 + p?:;)) > , (3.33)

para todo j € N y toda bola B = B(xo,1).

Demostracion. Podemos escribir, para j € N,

1/o
w @B ([ 11 pulu)

1/o J
([ 15 goalrw=) "+ (o @B) S U —fzi_13|]

=1

< w(2 B
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' 1 o 1/o
< w(QJB) (’(U(QJB) /QjB |f_ fQjB| w' >

1

) , 1 . 1/o J 2d
+w(2]B)1/0' (w ol—1 (QJB)) Zw - |f — f2iB
i=1 2

= 11 + 12.

Para estimar I;, podemos aplicar el Lema 1.19 con ¢ = p' = o', dado que w € Aﬁ’,loc (por

Proposicién 2.4), junto con la condicién de duplicacién de w, para obtener
I < C||fllmos wyw (2’ B)[2/ B|*/¢

< O matoayw(B)r 2+ exp ( (1 + ) ) |
’ P(l“o)

Para I, notemos que

. ,  \1/o , 29 \™
w(2 B)Y° <w_ﬁ(2JB)) < C2%%exp <01 (1 + = > > :

(o)

ya que w € H?™

0,701 :

Por otro lado, dado que f € BMOZ‘(w) y w € DETY si primero asumimos que £ > 1 o

a > 0, se tiene

J J
1 . B i
- f = fasl < W flsvosw) > 12°B]** M w(2'B)
20B] Jaip
i=1 ' i=1

J ; m
- i(a— idKk 2'r
< CHf“BMQg(w)Ta dw(B) ZQ ( d)2 d exXp <Cg (1 + p(.T )) )
i=1 0

27 \" ,
S C f o Ta—dw B exp <C <1 + > > 2](d(l€—1)+a)’
1 lBvog (w) (B) 3 )

donde hemos usado que d(k — 1) + a > 0 para acotar la suma en este caso.

Combinando las estimaciones anteriores, obtenemos, para k > 1 o a > 0,

' 2r \"
I + 15 < C flsmog wyw(B)r 27+ exp (<01 ) (1 e >> ) |
0

Sik =1y a=0, obtenemos, en cambio,

j Cm
1 o 2r
Z 120 B] / |f = fain| < C”fHBMog(w)]?" “w(B) exp (03 (1 + > > ;
i=1 2B

lo cual, combinado con la estimacién para I;, conduce a (3.33).

En cualquiera de los casos, la constante C' es independiente de j y de B. O

El siguiente lema también es una gran herramienta técnica en si misma pues nos
facilitard conseguir las estimaciones que se dan de manera repetida en la demostracion

del teorema principal de esta seccion.
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Lema 3.24. Sea f € BMOJ(w) con 0 < o <1, yw € B NDE para algin s > 1,

$,C1,C2 K,C3

c1,¢9,¢3 >0, k> 1 ym > 0. Dada una bola B = B(xg,r), consideremos la funcion

fXe28 si T > p(xo);
(f = fe)xep  sir < p(xo).

Entonces, existe una constante C' tal que para todo j € N,

1

([ 16)" < Clllmiog2 e u@ipli -t e (ot (14 25) )
- p(o)

Demostracion. Fijemosn > s tal que w € Hsp/’:;f o NRHPD. Sea ¢ = ;:771, > 1y apliquemos

la desigualdad de Hélder con este exponente para obtener

r\® P S B
([ 1) = ([ 1autu?)
2] B 2B
1
, , SIC , , S,C,
< (/ |g|5§w1—sg> (/ w(sé)c> . (3.34)
2iB 27 B

!
Dado que w € A;”/l;,c (por Proposicién (2.4)) y notando que s'¢ = (%) , podemos usar el

Lema 1.20 para obtener

=
-

Al

—

2

1
PR s A
(/ gl C) < Ol fllmwosww(@B) @) |27
27 B

—

o

- O||f||BMog(w)w(2jB)(n ) |B|%2ja’

para los casos correspondientes de g, ya que el lema se aplica de igual manera en cada
situacion.

Para estimar el segundo factor en (3.34), observamos que (s’ — %) ('=nys{= f}—’],
por lo que podemos usar que w € RH”™ y obtener

7,2

/ /7

1 n
s

(L) = () s (ortewmen (s (1525)7))

Cd 1 N = 20 \"™
S 277+ Bl rw(2'B) 7 exp [ e [ 1+ .
p(xo)

Combinando ambas estimaciones anteriores, obtenemos

s’ :1’ j(a—é) J g1 2r \"
9") " < Cllfloniog 2w (@ B) B b exp (e 1+ -
2iB p<x0)

Finalmente, dado que w € Dg7, por el Remark 2.8 se tiene

([, 1) < Cll oo @ D u@sli e (@+a (1425) )
2

7B

como se queria demostrar. O
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Ahora estamos en posicién de probar el Teorema 3.18.

Demostracién del Teorema 3.18. Para ver que (i)=(ii), sea f € BMOJ(w) y

5,C1,C2 K,C3 s/n' 1 1,¢2 K,C37

we B N DM = (U a0 RH”””> nDpm

n>s'

con (2 + ¢3) < c(4Cy)~™.
Para verificar la condicién (1.14), por Proposicién 2.4 y el Lema 1.19, basta considerar
bolas criticas. Sea By = B(xo, p(70)) con xq € R%. Segiin la definicién de T'f, descompo-

nemos la funcién de la forma

J =1 i+ fa= [x2B, + fX@2Bo)e-
Esto nos permite acotar
Tf(x)lde < [ |Tfi(x)|de+ [ [T fa(z)]d.
Bg Bo By
Comenzamos controlando el primer término. Dado que T es de tipo débil (', s") con s’ > 1,

de la Desigualdad de Kolmogorov (ver Proposicién 1.2) para v = 1, obtenemos que

1

e sl ([ 1)
Bo 2By

A partir de la hipdtesis sobre w, podemos usar el Lema 3.24 con j = 1y r = p(x() para
obtener

1
o

(/ |f|S/) = CQd(H%)MHfHBMOS(w)|BO|%_§U)(BO) exp ((e2 +¢3)3™)
2By

a_1
< Ol fllBmog w)|Bol 2~ = w(Bo),

donde la constante C' depende de los parametros de las clases de pesos. Por lo tanto,

deducimos que
[ Tl < ozl Bol 1 (By)
Bo

A continuacién estimamos la integral que involucra a T fs, para la cual podemos utilizar
la representaciéon de 71" con ntucleo K. Fijamos x € Bj y realizamos la descomposicién
estdndar en anillos, llamando 27 By = B(xg, 27p(1¢)) para j > 1. Asi, de la desigualdad de

Holder con s y &,

T fola)] < / K (2, 9) 1/ ()| dy

(ZB())C
<[ K@l
>1 2]+lBo\2330
1 3
<SS (L meara) ([ )
j>1 201 Bo\27 Bo 27+ Bo
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Como el nucleo satisface la condicién de tamano (3.1), de (1.5) se tiene que

< /2 N |K(x,y)|sdy> v < C (2p(20)) " exp <—c (1 + 2%’;0))7”)
< C (2 p(a0)) " exp <_ 0 Cco)m (1+ 2f+1)m> .

Ademas, aplicando nuevamente el Lema 3.24 en cada término,

1
(/ |f|s') <O flviog 27 VU w(By) | Bol % exp (e + es) (1 27)").
25+1B,
Por lo tanto, de acuerdo a ambas estimaciones, podemos ver que para todo x € By,

IT fo(x)] S 1 f o (wyw(Bo) | Bo| 4
C . .
X exp <<CQ + C3 — —m) (1 + 2]+1)m> 2](d(n—1)+a)
; (4Cp)

S 11 lsmos wyw(Bo) | Bol 477, (3.35)

donde la serie converge ya que, por hipétesis, (co+c3) < ¢(4Cy)~™. Finalmente, al integrar
sobre By, tenemos que T f, satisface la condicién de promedios (1.14) sobre bolas criticas.
Esto concluye la demostracién de (1.14) para T'f.
Ahora, veremos que la condicién (1.13) se cumple para T'f, para toda bola B = B (xq, 1)
con r < p(xg), ya que como hemos observado, es suficiente verificarla en este tipo de bolas.
Fijemos z9 € R% 7 < p(xg) y sea B = B(zg,7). Descomponemos f de la siguiente

manera,

f=—fe)xes+ (f— fB)xen:+ f=fi+for+ fs (3.36)
Elegimos R > méx{p(zg),2r}, lo que implica que B := B(xo, R) D 2B. Aplicando la

definicién de T dada en (3.27) a la descomposicién anterior de f, y sumando y restando

fr en la integral sobre B¢, se sigue que, para casi todo = € 2B

Tf(x)=T(fxp)@)+ | K(xy)f(y)dy

=T((f — f)xeB) + T((f — fB)XB\QB)(CC) + [T (x5) ()

+ ~ K(x>y>(f_f3)+f3 BCK(xay)dy

BC

=T((f — fB)xeB)(x) + K(x,y)(f(y) — fs)dy + feT1(x).

(2B)°

Por lo tanto, de acuerdo a (3.36) escribimos

[ 5@ = (T Palde < 2 5 [ [ A - TAG s

+® / / /2B)CIK(:U,y)—K(z,y)llf(y)—fBIdydzdx
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Para el primer término, observemos que, nuevamente aplicando la Desigualdad de Kol-

mogorov y el Lema 3.24 a f1 = (f — f5)x25, obtenemos la estimacién deseada:

5 [ [ A - Thasts <2 [ [T

1
_ 1 s/ s
< 1B (/23|f| )

S ||f||BMOg(w)w(B)|B|%.
Para el segundo término, si z,z € B,
|, V<) = K Gl w) — Sty
= /() (1K (2, y) = K (20,9)| + | K (w0,9) = K(z.9)]) | (y) = fisldy

< [ V)~ Ko 1) — foldy + |

(2B)°

K(zo,y) — K(z,9)[|f(y) — fsldy.

Nos enfocaremos solo en la primera integral de la desigualdad anterior, ya que como
x,z € B, el tratamiento de la segunda integral se puede realizar de manera analoga.

En este caso, procedemos igual que antes, realizando una descomposicion en anillos,
llamando 2/ B = B(z,2’r) y aplicando la desigualdad de Holder. Para el primer factor
de la suma utilizamos la condicién de suavidad obtenida en el Lema 3.5 para ¢’ < 4, a

elegir, y para el segundo factor, el Lema 3.24. Entonces

/(2 V(@) = Ko, IS () = faldy

1/s 1/s
<SS ([ k- Kewila) ([ - sl)
j>1 2i+1B\27 B 2/+1RB

S 1 fllsmog yw(B)| Bl

. , 9 " 9i+1
X Z 2](d(n—1)+a—6 ) exp <—CG (1 —7”>) + (02 + 03)(1 + T)m)

_}_
= 2Cop(xo p(x0)

S I1f llsog yw(B)| Bl - 27n= b= exp <_ca <1 + 2j+1>m+(02 + 03)<1 + _2j+17'>m>
p 7=t 4Co (o)

5 ||fHBMOa(w)w(B)|B|%71 Z 2j(d(nfl)+a—6’) exp ((CQ +c3— C—U> (1 + 2j+17°>m> .
’ = (4Co)™ p(xo)

Con respecto a la serie, notemos que por hipotesis ¢; + ¢3 < ¢ <1 — W) (4Cy) ™.
Luego, podemos elegir o € (0,1) tal que o < 1 — d(”_# y ¢a + 3 < co(4Cy)™™. A su

vez, de la eleccién de o se deduce que d(k —1)+a < (1 —0)d =: ¢'. De ambas condiciones

se concluye su convergencia.
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3.4. Desigualdades de comparacion con pesos

Por lo tanto
1K) = KoL) = Faldy S | lsiogw(B) B
(2B)°

Finalmente, para estimar el término de T f; utilizamos el Lema 3.22 y la condicién

T1.En el caso k > 1 o a > 0, usamos (3.30) y (3.28) para obtener

| [ste) = @ i = |

<1/ / T1(x) - (T1) plda

d(k—1)+a
< C’||f||BMo,°;(w)uI§)Ta (p($0)> /B |T1(z) — (T'1)p|dx

r

d(k—1)+« a+d(k—1)
a ( p(xo) r
<C ayw(B)|B —
>~ ||f||BMOp( )w( )| |d ( r > <p(x0>>

< C|lfllemog wyw(B)|B|7.

feT1(x ~ 1B / |f5T1(2)|dz| d

Sik =1y a=0,usamos (3.31) y (3.29) para obtener

/ ITf3(x) = (Tfs)pldz < C|flpvogw)|BlFw(B ><1+1°g2 (M»lg (,)(%))

S | fllsmogwyw(B) | B4,

p(zo) > 2. La demostracion de la primera implicacién esta ahora completa.

ya que

Para ver que (ii)=(iii), sea wy,(x) = |z — 20|%*", que es el mismo tipo de pe-
so considerado en [BHO)19, Theorem 2(c)|. A partir de esa demostracién, sabemos que
Wy, € DeNAgy NRH, paratodon > 1y s> n'k, siendo k > 1. Es decir, w,, pertenece
a Bl N DY, con lo cual se verifica trivialmente que (cz + ¢3)(4Co)™ = 0 < ¢, y por lo
tanto la implicaciéon queda demostrada.

Finalmente, la demostracién de (iii)= (i) es andloga a la correspondiente dada en
[BHQ19, Theorem 2]. Aqui utilizamos que w,, € E{g, N Dy¢" v la primera parte de la

demostracion, donde la condicion sobre los parametros se satisface trivialmente. O

3.4. Desigualdades de comparacién con pesos

El objetivo de esta seccién es dar desigualdades de comparacion de tipo Coifman, es

decir, de la forma
T f(x)|Pw(x)dx < C/ |Sf(x)|Pw(z)dx (3.37)
Rd Rd

donde 0 < p < 00, S y T son operadores, w pertenece a una familia adecuada de pesos y

C' es una constante independiente de f.
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Las desigualdades de comparacion de tipo Coifman constituyen una herramienta fun-
damental en teoria de pesos, ya que permiten reducir el estudio del operador T a través
de cierto control por otro operador S para el cual ya se conocen estimaciones o es mas
sencillo de tratar, como ocurre, por ejemplo, con un operador de tipo maximal.

En el contexto clésico, este tipo de desigualdades fueron introducidas en [Coi72, CE74],
cuando T es un operador de Calderén-Zygmund clasico y S = M, el operador maximal de
Hardy-Littlewood, usando técnicas de comparacién de conjuntos de nivel. Posteriormente,
diversos autores (véase, por ejemplo, [CUMP11]) dieron pruebas que utilizan desigualda-
des con pesos que involucran al operador maximal sharp clasico y al operador maximal
M, llamadas desigualdades de tipo Lerner (véase [Ler04, Theorem 1)), junto con argu-
mentos de extrapolacion. En estos casos, los pesos considerados pertenecen a la clase A,
de Muckenhoupt.

En el marco asociado a operadores de Schrédinger resulta natural establecer una ver-
sion adaptada de estas desigualdades, donde un operador singular pueda compararse con
un operador maximal que incorpore el decaimiento correspondiente de los niicleos. En este
sentido, para el caso de operadores singulares con ntcleos que verifican un decaimiento
polinomial, podemos citar el trabajo [BCH13b]. Alli se establece una desigualdad de tipo
Lerner que veremos en breve, para luego obtener desigualdades de tipo Coifman para
algunos operadores asociados Ly, con pesos en la clase A”1°°,

Teniendo en cuenta que muchos operadores singulares asociados a £,,, y a Ly en par-
ticular, presentan nicleos con un mejor decaimiento, nos centraremos en probar una de-
sigualdad de tipo Coifman cuando 7" es un operador perteneciente a la familia Schrodinger—
Calder6n—Zygmund exponencial de tipo (s,d), con 1 < s < ooy 0 < <1y, enelrolde

S, consideraremos el siguiente operador maximal

o s 1 . 1/5
Mz @) = s —o (£ 1wk
(&'.r)3% exp <c (1 n m) ) B(a'.r)

Observar que este operador, si bien no fue definido en el Capitulo 1, coincide con el

operador maximal asociado a la clase de pesos Hf'" cuando se considera s = 1.

El resultado principal de esta seccién es el siguiente.

Teorema 3.25. Sea 0 < p < oo y w € AP, Sea T un operador de Schrédinger
Calderéon—Zygmund exponencial de tipo (s,9), con 1 < s < o0, 0 < <1, y constantes ¢,

y my en la condicion de tamano.

(i) Sis= o0, entonces para todo ¢ < ¢1(8Cy)~™ existe una constante C' tal que
| Irt@Petdr < ¢ [ 18, f@Pu(@)d,
Rd Rd

para toda f € Li (R?).

loc
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3.4. Desigualdades de comparacion con pesos

(i1) Sil < s < oo, entonces para todo ¢ < ¢1(4Cy)™™ existe una constante C tal que
/ T f(z)[Pw(x)de < C/ |./\/l§’m1 x)[Pw(z)dz,

para toda f € L (R?).

Para poder obtener el control deseado, seguiremos la linea de prueba de [BCTH13b].
Por un lado, tendremos en cuenta el siguiente resultado de extrapolacién que reduce la
prueba del teorema anterior a tener la desigualdad de tipo Coifman probada para algin
rango de exponentes p y cierta familia de pesos. Alli los autores trabajan con bases de
Muckenhoupt, pero presentaremos el resultado en la forma en que lo usaremos en esta
tesis, teniendo en cuenta que los pesos Az’loc, 1 < p < oo, se encuentran en este marco
(véase [BCH13Db, p. 39] y Teorema 1.18).

Proposicién 3.26 ([BCHI13b, Theorem 3|). Dados dos operadores T y S, supongamos
que eziste po > 0 tal que (4.3) wvale para toda f tal que Tf y Sf son finitos en casi todo
punto, y para todo peso w € A’f’loc. Entonces, la misma desigualdad (41.3) vale para toda
f tal que Tf y Sf son finitos en casi todo punto, para todo 0 < p < oo y todo peso
w € Aploe,

En el mismo articulo, los autores demuestran la siguiente versién p-local de la de-
sigualdad de Lerner, en la que aparecen involucradas la funcién maximal Mﬁm definida
en el Lema 3.9 y la funciéon maximal M;OC dada en la Definicion 1.16. Este resultado es

fundamental para obtener el Teorema 3.25.

Teorema 3.27 ([BCHI13b, Theorem 1]). Si f y u son funciones no negativas pertene-

cientes a Li _(R?), entonces

f( dx<C’/ t x) M u(x)dz,

donde la constante C' es independiente de f y u.

Asimismo, necesitaremos la siguiente proposicién que provee de una estimacién pun-
tual para la funcién maximal Mﬂ)c aplicada a un operador T perteneciente a alguna de

las familias de operadores en estudio.

Proposicién 3.28. Sea T un operador de Schrodinger—Calderon—Zygmund exponencial

de tipo (s,0), con 1 < s < 00,0 < <1, y constantes c; y my en la condicion de tamano.

(i) Si s = o0, entonces dado 0 <~y <1, eziste una constante C' tal que

c,mi

M (77 @) < O ML @), xR,

para toda f € L (RY), y todo ¢ < ¢1(8Cy)™™
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

(i2) Sil < s < oo, entonces, dado 0 <~ <1, existe una constante C., tal que

1/
M Ty @] < oM @), weR?,
para toda f € LE (RY) y todo ¢ < ¢1(4Cp) ™™

Demostracién. Sea f € L (R?) para 1 < s < oco. Consideremos una bola B = B(wg, )
con r < p(xg) y sea x € B. Se procede dividiendo la funcién f = f; + fo + f3, donde

fi=Tfx2B,  fo= fXB@o2e@o)\2B> 3 = FXB(@o20(z0))-

Dado 0 < v < 1, se tiene que |T'f|” = |T'f —cp +c|” < |Tf —cp|” + |cg|?, para todo
cp € R% Luego

ITf|" = |es”| S |Tf — e <|TH]+|Tfo—cp|" + T3] (3.38)

De acuerdo a la definicién de M}

e v en vistas de (3.7), serd suficiente estimar los promedios

de T'fy y Tfs sobre B, y la oscilaciéon de T'fy cuando r < p(zp) para una constante cp
adecuada. Esto tltimo se debe a que, en el caso r = p(zy), la funcién fy es idénticamente
cero.

Tomaremos cg = T fo(x0), para lo cual debemos asegurarnos de que T f5(zg) esté bien
definido, es decir, que no dependa del xy dado, y que sea un valor finito. En efecto, como
T es de tipo débil (s, s) (en el caso en que s’ = 1, se tiene por ser 7' un operador de

Calder6n—Zygmund clésico), es decir,

[{z € R |Tf(z)| > A}| < <

Ls7

A
para todo A > 0, esto implica que T'f(z) es finito en casi todo z € R?; en particular, en
algiin punto x; € B. Entonces si T fo(z1) es finito para algin z; € B, T fo(xg) también lo
es, ya que

7o) = Thlar) + [ (K(ao.) = K (o) falwiy

donde la integral de la diferencia de niticleos por fs, cuando ¢ y x; estan dentro de una
misma bola B con r < p(xg), es absolutamente convergente gracias a las condiciones de
suavidad del nicleo. Luego, cp esta bien definido.

Comencemos probando (i). Para el término correspondiente a T'f;, usamos que T
es de tipo débil (1,1). Asi, para todo 0 < v < 1, por la desigualdad de Kolmogorov
(Proposicién 1.2)

(e [rswra) <ci ([ o) < orte,, )

para todo ¢ > 0, pues r < p(xg).
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3.4. Desigualdades de comparacion con pesos

Para probar que T'f3(y) < C’Mgmlf(x) para todo y € B, definimos By = B(xo, p(xo))
y Bg como Bg = 2/By con j € N. Entonces, a partir de la condicién de tamario (3.3), y

procediendo como en (3.18) tenemos

Thi)| S 3 exp (~ea(sCo) ™ (1+27)™) (7[ |f<y>|dy>

j>2

< M@mlf( x) Z exp (—01(800)_"” (1 + 2j+1)m1) exp (c (1 + 2j+1)ml)

j>2

< M2, [ (@),

donde la serie converge ya que ¢ < ¢;(8Cp) ™.

Por dltimo, probemos que |Tfo(y) — T fa(xo)| < C’Mcmlf(m) para todo y € B, de
donde se seguird que el promedio también lo cumple.

Llamemos B’ = 27 B con j € Ny consideremos j, = méx {j : 2/r < 2p(z)}. Realizan-
do una descomposicién en coronas y aplicando la condicién de suavidad (3.4), para cada

y € B tenemos que

Th) = Tho) < [ |K(2) - Koo, 2]z

2B,\2B

<Z/ K(an,2)lIf()ldz

+1\BJ

Jo 1 |'y—./1,'0| )
<C / ( ' ) f(2)]dz
Zl pieng [y — 2|7\ ly — 2| )]

=

= Ci ﬁ <£7>6[91+1\Bj 1F(z)ldz
<c§pr (2)/dz

Bi+1

27+ ™
< oM, f( 2235exp( <1+ ) )

p(o)

< Ce™ M?

c,m1 ‘T)ZQija
j=1
< OM?,, f(x),

,r.

donde hemos usado que 1+2 ( ) <5 paratodo1l < j < jgyqued > 0 parala convergencia

de la serie. Aqui, la estimacion vale para cualquier ¢ > 0.

Para comprobar el item (ii), consideramos f € L _(R?). El promedio correspondiente

loc

a fi se estima como en el caso anterior, usando que T es de tipo débil (¢', ) para aplicar
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CAPITULO 3. INTEGRALES SINGULARES CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

la desigualdad de Kolmogorov (1.2). Asi, como 0 <y <1 < ¢ para todo ¢ > 0

1 1/ B%—s—ll ) 1/s
(1, o) <22 ([ lswra) - < oxi s

ya que r < p(xg).

Veamos ahora el promedio con respecto a 7T'f3, para lo cual procedemos como en el

caso anterior, estimando puntualmente |7 f3(y)| para todo y € B.
Nuevamente, hacemos la descomposicién en coronas como en (3.19), y usamos la con-

dicién de tamano (3.1) para obtener que, si y € B,

1/s
T f3(y)] S Y exp (—er(4Co)™™ (1+27+1)™) <]ij+l If(y)|5'dy>

]>2

le Z exp e 400) —mq (1 + 2j+1)m1) exp (C (1 + 2j+1)m1)

j>2
PN
S M, S (@),

donde la serie converge ya que ¢ < ¢1(4Cp) ™.

Por tltimo, probaremos que [T fo(y) — T fo(zo)| < C’Mcmlf(a:) para todo y € By
cualquier ¢ > 0.

De manera andloga al caso anterior, llamamos BY = 2By jo = méx {j : 2/r < 2p(x¢)}.
Considerando una descomposicién en coronas y aplicando la desigualdad de Holder junto

con la condicién de suavidad (3.2), para R = 2r con j > 1, obtenemos que

|Tf2(y) — T fa(o)|

1/s "
- Z </BHI\BJ Rl 2) = o Z)|Sdz> </Bj+1\Bj |f(z)|81dz)

Jo 1/s
< C’ec5m1/\/l§’;1 (x )Z (/ _ | K (y,2) — K(xo,z)|5dz> |BJ+1|1/5,
2ir<|z—y|<27+1

j=1

s S (2 o

emi — (277)® \27r
< O/\/l’c”m1 (x) i 990
< OME, f(x),
donde la serie converge ya que 6 > 0, y podemos tomar cualquier valor de ¢ > 0. O

Demostracién de la Teorema 3.25. Para probar el item (ii), consideremos f € L (RY)

yw e A‘l”loc. Por el Teorema, 1.18, M}f)“w < w en casi todo punto.
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Luego, tomando |Tf| y w en lugar de f y u en la desigualdad del Teorema 3.27,
podemos aplicar la estimacién puntual dada en la Proposicién 3.28(ii) con 7 = 1 para

obtener
[ @@ 5 [ M (T e < [ M2 e, (339

siempre que ¢ < ¢;(4Cy) "™
Luego, estamos en las hipotesis de la Proposicion 3.26 con py = 1, y podemos concluir

que para todo 0 < p < oo, para toda f € L; (R?) y todo peso w € APl

TPt < 0 [ 18, f@)Pu)ds

siempre que ¢ < ¢;(4Cy)™™
La prueba de (i) es similar a la prueba de (ii), usando el item (i) de la Proposicién 3.28

en lugar del item (ii). O

Observacion 3.29. A través de las desigualdades del Teorema 3.25 podemos obtener, me-
diante un argumento alternativo, la acotacién en LP(w) presentada en el Teorema 3.6 en la
Seccion 3.1 para T un operador de Schrodinger-Calderén-Zygmund exponencial de tipo
(s,0), 1 <s<o00,0<d<1. En efecto, una vez aplicado el Teorema 3.25 al operador T,
de la Proposicién 2.15 y de la Proposicién 2.16(ii) se recupera el resultado con los mismos

pesos y restricciones en los parametros.
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Capitulo 4

Integrales fraccionarias con

decaimiento exponencial

En este capitulo consideraremos operadores de tipo fraccionario, que presenten una
condicién de tamano con decaimiento exponencial. Estableceremos resultados de acotacion
en espacios de Lebesgue pesados con exponente 1 < p < oo y en espacios de tipo BMO,
analogos a los establecidos para el caso de las integrales singulares en el Capitulo 3. Las
técnicas empleadas son esencialmente las mismas que en dicho contexto, pero debido a
que existen varias sutilezas técnicas, hemos decidido realizar este andlisis en un capitulo
separado con el fin de evitar posibles confusiones respecto a los parametros involucrados.
La estructura del capitulo sera como el anterior, esto es, una vez presentada la familia de
operadores de tipo fraccionario con los cuales trabajaremos, las secciones siguientes estan
dedicadas a probar las acotaciones en cada uno de los espacios correspondientes.

Las acotaciones en espacios de Lebesgue con pesos seran abordadas mediante un re-
sultado de extrapolacién en la Seccién 4.1 que se ajusta al comportamiento de operadores
de tipo fraccionario, mientras que en la Seccion 4.2 probaremos la acotacién en el espacio
de oscilaciones BMOZ (w). En ambos casos, los resultados se obtendrén para pesos en las
clases de crecimiento exponencial HJ".

Consideraremos un operador 7' con nticleo asociado K en el mismo sentido que lo
hicimos en el Capitulo 3, esto es,

Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy, =« ¢&sop(f).
Rd

En este capitulo, mantendremos la terminologia empleada previamente, incorporando
un parametro que refiere a la fraccionalidad del operador. En esta direccion, los trabajos
de [BCHI13b], [MSTZ14] obtuvieron resultados de acotacién para operadores fraccionarios
con decaimiento polinomial y estimaciones puntuales para el nicleo. En [BCHI13b] se
obtienen estimaciones en espacios de Lebesgue pesados, mientras que en [MSTZ14] se

prueban acotaciones en espacios de tipo BMO.



Definicién 4.1. Para0 < v <d,1 < s < ooy 0 < § < 1, diremos que T es un operador

Schrédinger—Calderé6n—Zygmund exponencial de tipo (v, s,d) si
(i) T es acotado de L¥' (R?) en Ldijv’oo(Rd);
(ii) T tiene un nicleo asociado K que verifica las siguientes condiciones:

(a) existen constantes positivas ¢,m y C tales que, para todo R > 0,

1 / 1/s C R m
— K(z,y de) < exp (—c <1 + —) ) , (4.1
(Rd R<|zo—y|§2R| (@) R p(x) 1)

para todo |z — xo| < R/2.

(b) existe una constante C' tal que para todo R > 0,

! K K w) < € (ry 2
_ . s < r ‘
(Rd /R<|xoy|§2R| (2, y) — K(z0,y)| y) < piv (R) (4.2)

para |r — xo| <1 < p(xo) yr < R/2.

El caso limite s = oo se define mediante estimaciones puntuales, como veremos a

continuacion.

Definicién 4.2. Para 0 < v < dy 0 < § < 1, diremos que T es un operador

Schrédinger—Calderé6n—Zygmund exponencial de tipo (v, 00,0) si
(i) T es acotado de L'(R%) en La=>(RY);
(ii) T tiene un nucleo asociado K que verifica las siguientes condiciones:

(a) existen constantes positivas ¢,m y C tales que

K (2,y)] < #exp <_c <1 + - ;J')m) | (13)

para todo x # y;

(b) existe una constante C' tal que

1)
|K(z,y) — K(z0,y)| < Od_ <|x_$0|> : (4.4)
v —y|"" \ [z =y

para |r —y| > 2|z — x|
Observacion 4.3. Notemos que si K verifica (4.3) y (4.4), entonces también verifica (4.1)

y (4.2) para todo 1 < s < 0o, con los mismos pardmetros ¢, m y 9.

El siguiente lema, al igual que en el caso singular, nos provee un decaimiento exponen-
cial extra en la condicién de suavidad para operadores como los dados en la Definicién 4.1.

La demostracion es andloga a la del Lema 3.5 por lo que la omitiremos.
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Lema 4.4. Sea K : R? x R? — R una funcion que verifica las condiciones (4.1) y (4.2)
para ciertos parametros 0 < v < d, 1 < s <oo,0<d <1 yec,m>0. Entonces, existe

una constante C' tal que para todo §' € (0,6),

1 : C  /r\? R "
— K(z,y) — K(xzo,y)|°d < —] e —co |14+ ——F+— :
<Rd /R<|a:o—y|§2R| (@) (z0.4)l y) R (R> Xp( < 2000($0)> >
(4.5)

donde |x — xo| <1 < p(xg), r < R/2 ya:l—%’,

El siguiente resultado muestra que todo operador integral cuyo ntcleo satisface la
condicién (4.1), es decir una condicién de tamano de tipo Hérmander fraccionario con
decaimiento exponencial, puede ser dominado por un operador maximal adecuado. Este
resultado sera una herramienta para obtener la acotacion de ciertos ejemplos de operadores

en el Capitulo 5.

Proposicion 4.5. Sea 0 < v <dyl <s < d%‘lu. Si T es un operador de Schrodinger—
Calderéon—Zygmund exponencial de tipo (v,s,0) con constantes ¢i,my en la condicidn de

tamano, entonces existe una constante C' tal que

[ Tf(x)| < CMEY f (=),

c,my

con ¢ < ¢1(4Co)™™ y para todo x € RY.

Aqui, MP3Y es el operador maximal definido por

~ 1
Mﬁ:f,;”’ (x):= sup

1/s'
w B ()
B(z',r)3z exp (C (1 + ﬁ) ) B(x'r)

Demostracion. Sean z € RY, By = B(x, p(¢)) tal que z € By. Escribimos

Tf(x)] =

/RdK(w,y)f(y)dy‘ < IK(m,y)l|f(y)|dy+/Bc | K (, y)[|f(y)]dy.

By
Comenzamos acotando la integral sobre la bola Bj. Aplicando la desigualdad de Hélder

y luego dividiendo en anillos donde consideramos, como es habitual, BY = B(zg,2"p(z))

para k € Z, por la condicién de tamafio (4.1) tenemos que

| K (z, y)||f(y)|dy

By

<(/ 0 (o)l " ( ) ) "

1/s 1/s'
S K(z,y)|*dy < fly S'dy)
(Z Loy e 1K) ) 1w
1/s

(s (o (2] (L)
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4.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < oo

1/8/ 00 1/5
< plag) M=+ ( @) dy) (Z 2”“””’)
BO j:0

1/s
< |B V/d( ’d>
S M2y (),

c,my

donde la serie converge dado que s < d%‘ly, y hemos usado que el término exponencial en
el operador maximal es constante sobre la bola By.
Siguiendo con la integral sobre B, dividiendo en anillos, usando la desigualdad de

Holder y la condicién (4.1), y de manera andloga a la estimacién (3.19), se obtiene

. K (2, )1 f (y)|dy

1/s 1/s’
< Z (/Bk+1\Bk (x’ y)|3dy> </Bk+1 |f(y>|5/dy)

k>1
1/s
d/s 2k x m /
S Z exp (—q (1+ i °)> ) [ wlay
k>2 plx) Byt
1/s
€ Semp(car (20 omg (L
k>2 |B | /5
S T () S e (a4 (1 4+ 25 e 1+ 257
k>2
< M f (@),
donde la serie converge ya que ¢ < ¢;(4Cp) ™. ]

4.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < oo

Los resultados principales de acotacion en espacios de Lebesgue pesados estan dados

por el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Sea T' un operador Schrodinger—Calderon—Zygmund exponencial de tipo

(v,8,0) con0<v<d, 1<s<ooy0<d<1, con constantes c;,my en la condicidn de

v

E.

tamano. Sean1<p<§y%:%_

(i) Sis=o00,T esacotado de LP(wP) en L (w ) para todo peso w tal que w™? € Hf;L

(23k0 +7C«ko +3)

con m* = yC<Cld

k+1

(i) Si 1 < s < oo, T es acotado de L”( ”) en L9(w?) pam todo peso w tal que

yc< Cld (22k0+60k°+3)

—p’ p,m* % _ m1
w EHpr,’c con m* = =
q
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CAPITULO 4. INTEGRALES FRACCIONARIAS CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

De la misma manera que sucede en el caso singular estudiado en el capitulo ante-
rior, nos encontramos con la necesidad de crear herramientas adecuadas a este contexto
para demostrar el resultado, las cuales son relevantes en si mismas. Para ello, obtendre-
mos resultados de extrapolacién que permitiran probar el teorema anterior mediante la
siguiente propiedad de acotacién en el extremo L% ¥~-BMO, con pesos, para operadores
Schrodinger—Calder6n—Zygmund exponenciales de tipo (v, s,d) con 0 < v < d, 1 < s < 00
y0<od<1.

Teorema 4.7. Sea T un operador Schridinger—Calderon—Zygmund exponencial de tipo
(v,8,0) con0<v<d,1<s<ooy0<d<1, con constantes c;,my en la condicion de

tamano.

(i) Si s = oo, T es acotado de L¥"(w¥") en BMO,(w) para todo peso w tal que

__d_ _
w™ T € H{T™ con ¢ < ¢17%(8CH) ™.

(i) Sil < s < oo, T es acotado de L¥"(w¥") en BMO,(w) para todo peso w tal que
s'd

_—— / —
w™ = € HPTM con ¢ < ¢ 7555 (4C,) ™.

Para lograr nuestros objetivos, estableceremos primero un resultado de extrapolacion
desde el extremo L*(w)-L>(w), para 1 < s < oo y pesos en las clases H{}". Una ver-
sién del mismo, para pesos en A7, puede encontrarse en [BCTH13a, Theorem 4]. Si bien
seguiremos los lineamientos de este tltimo, tal y como se desarrollé en el Teorema 3.8,
serd necesario hacer algunas modificaciones debido a las restricciones en los parametros
que surgen de la acotacion del operador maximal asociado a los pesos en nuestro contex-
to. Posteriormente, daremos un resultado de extrapolacién para operadores que resultan
acotados de L*(w®) en BMO,(w) para algin 1 < s < oo.

Como era de esperar, las demostraciones son analogas al caso singular expuesto en la
Seccion 3.1, pero hemos decidido incluir los detalles esenciales para un mejor seguimiento
de los parametros involucrados y una lectura més fluida de los resultados.

Presentamos a continuacién el primer resultado de extrapolacion.

Teorema 4.8. Sea 1 < s < oo y sea (f,g) un par de funciones medibles y no negativas

tal que

11l w) < CllgllLe e, (4.6)

pymi

Le, para ciertos ¢, my > 0, siempre que el

se verifica para todo peso w tal que w™* € H
lado izquierdo sea finito, con constante C' dependiendo de w sdlo a través de las constantes

de la clase H{™ .

Entonces, para todo par de exponentes p y q con 1 <p < sy % = %

1
P

1l 2oy < Clighn . (1.7)
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4.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < oo

para todo w € Hp’ Lconm = k Hyc< c1(4Co) ™2™, Aqui, la constante C depende
—,C
q
solo del peso a través de las constantes de la clase Hp’+ ,
7°
Demostracion. Sean 1l < p < s, % = %—% yw? € Hlpf;, conm =y yc< c1(4Cp) 2™

¢

Sean f € LY(w?)y g € LP(w?). Escribimos

1/s
lgllzrwry = 1(gw? V1w e

|g|s—pw(s—p)p’
Tomando G = ————— > 0, se puede ver que

||q||Lp wp)

LSPwP)

1G]

lolrony = ( [ loto)u(a)*6 oo (o) "

Por otro lado, de [I1VS88, Lemma 1], existe F' > 0, F' € L4(w™?) tal que 1 F]l agu-a'y < 2
v [ fllzeqwsy = || fw? F~Y|| 1. Llamaremos v = w™?, el cual sabemos, por hipétesis, que

pertenece a la clase Hﬁ . Denotamos r = 1 + %. De la relacion entre ¢ y p se puede

/
2 C
q
obtener que r’ = Z. Asi,

1/r’
16w ( a:>d:c)

( (z) de> v
( G+ (z (x)p/dx>l/rl

=Gl

epr _
25w -7’ =1

1/r’
“Fs wP s ”U ( y Fs r! p —q'r")r (x)w(:v)fp d:L‘)

1/r’
< )p (r'=1)=¢'r's (’E)dr)

(i)

||q/’“ = ||F|I,

La(v—d") 25

Ny S

Notar que w? € H f J:r;, implica que TCI .m1» definido por
C

?7

ME, y (Ju™)

wp

TC1 ,mq f =

Y
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CAPITULO 4. INTEGRALES FRACCIONARIAS CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

es un operador acotado de L (w p en L” ,). En efecto, notemos que

||Tcl7m1f||Lrl(w7P,) = (/Rd c1 mi Z?Ux) )(l’)) w_p,(l')dl'

,r,/

1/r

= ([ (R (0 @) ity 0az)

= ([, (Frmtrwrye) wrieyan)
(P

= ¢1(2CH)™™ se tiene que ./\/lc1 my (f07P) S M (fw?)

c2,m

Como m =

k ISt
por la Proposicién 2.15. Del Teorema 2.16(ii) sabemos que esta tltima estd acotada en

L (w?) por ser w? € H"' (por el Lema 2.5(ii) y el hecho de que —p/(1— 1) = ¢), con

ca > ¢(8CH)™ teniendo en cuenta la condicién establecida para c. Luego,

1 Ter i Fll v vy < ClLFw0™ || 1)

_C(/ |f| pr+q>
o (L) =i

La demostracién puede concluirse de manera andloga a la de [BCHI13a, Theorem 4].
No obstante, con el fin de que el argumento sea autocontenido, a continuacion detallamos
explicitamente lo que resta de la prueba.

Consideremos h = G*/* + F*'w?' =7 ¢ L' (v). Definimos

< Tk h
%lh(x) — Z Cc1,Mm1 (k )
o Tl

Es inmediato que #Z'h satisface las siguiente propiedades:

h<Z'h, |2 pe) <200l L)

TCl,ml(%/h) < 2||T01,m1 ||LT/(v)%,ha

donde la ultima condicion se reescribe como

MP

c1,m1 (:@/h)?) S 2||T61,m1 HLT,(U) (‘@/h)v
Por la Observacién 2.17, esto significa que (%'h)v = (%Z'h) w” € H{" y la constante del
peso es menor que 2||Tcl,ml||y/(w_p/). Luego, (Z'h)w™" = ((t%”h)fl/s wp//s,>7 e HMM.

1701

Asi, el peso u = (%' h)_l/ < wP'/¥" se encuentra en las hipétesis del teorema, por lo que

1f ]l ooy < Cligl

Ls(u®)s
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4.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < oo

pP,mM1

donde la constante C' sélo depende de los parametros de la clase Hy "

Ahora bien,

| full e = || f]] o)
< Clgllzsus)

1/s

=C < |g(x)|s (%'h(x))_s /s U)(p,S)/SI(fB)d.’L’>

Rd

1/s

=¢ </ |9(f€)ISG_lw(”’(S"”(x)dx)

Rd
= llgll o qr)-

Por otro lado, como F¥w? 4% < h < #'h, se tiene que (gg/h)—l/é” < F-lw ey asi,

| fullzs = 1 (Z0) ™ w? /| < |IFF 0™ F bl

= IfFF 0 ||z = [[fllzon) < 0.

Por lo tanto, recordando que r" = %, notando que ¢ (1 — %) = —p/, y teniendo en cuenta

las estimaciones para F'y (G, se sigue que

1 lagun) = ( [ s (x)dx> Va

/ / ’ ’ / / 1/(1
_ ( / |f ()| (%' R) ™" (R h)"* WP ()t (m)dm)
Rd

<|f @n) W oo (/
R
< || full = | 2 Bl e 0

< O||9||Lq(wq)2||h||y’(v)
<2C(1+ 251)||g||Lq(wq),

d

/ e l/q
(#'h)" (x)wi=P/s )(x)dx>

donde la constante C' s6lo depende del peso a través de la clase H/™. Con esto concluye

la demostracion. O

El siguiente resultado considera operadores acotados de L*(w®) en BMO,(w), para

ciertos pesos w adecuados, como punto de partida para un resultado de extrapolacién.

Teorema 4.9. Sean 1 < s < 0o y sea T un operador acotado de L*(w®) en BMO,(w)

pym1

para todo peso w tal que w=° € HY.

para ciertos ¢y, my > 0, donde la constante de

c 7 7 7z - . 7 — /
acotacion depende de w sélo a través de las constantes de la condicion w™* € H{ M.

Entonces T estd acotado de LP(wP) en LY(w?) para todo 1 < p < sy % =

todo w? € Hf;,’ _conm = T yc<a (4Co) ™.
q bl

1_ 1
» s Yy para

m
2
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CAPITULO 4. INTEGRALES FRACCIONARIAS CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Demostracion. A partir del Lema 3.9, la acotacién conocida sobre T' implica que, para

toda f € L¥(w®) y todo peso w tal que w™* € HP™  se tiene

l,cq4

1M (T ) wllze S NT fllsmo,w) < CIlf]

Ls(ws) .

Luego, el par de funciones (M} (Tf), f) verifica las hipétesis del Teorema 4.8. Por lo
tanto,
1M (T )| oy < CIF o uny,

para todo par de exponentes py gcon 1 < p < sy % =1_ %, y para todo peso que

P
y ¢ < e (4C) 2"

o
cumple w™? € H”™, conm =

1+;,c

mi

ko+1

. _m .

Finalmente, como w? € H”™, es equivalente a w? € H”", , por la Proposi-
1+%,c 1+7.¢

cién 2.5(ii), y Hle ¢, C Ap’kf por la Proposicién 2.4, se sigue que

1T fllzoqn) S IME(T )l e < CllFllzer)»
de la Proposicién 3.10, para todo p,q y w como antes. ]

Demostracion del Teorema 4.7. Para demostrar el item (i) sean B = B(xg,r) con rg € R?

y < p(xg) y By = B(xg, p(x¢)). Escribimos

[ = fx2B + [XB(o20(@o))\2B T [XB(zo,20(z0)) =2 f1 + fa + [3.

Sea 0 < v < d. Comencemos estimando el término asociado a f;. Para ello, notemos que
de acuerdo al tipo débil (1, d%‘lu) de T podemos aplicar la desigualdad de Kolmogorov (ver

(1.2)), que junto con la desigualdad de Hélder con exponente d/v implican

i [l < BEEEE
Bl ST Bl s
1
<(——
< Crar [,

1 o) v/d @y 1/(d/v)
et (e
| B|L-v/d < 2B| | 2B

1 i (d—v)/d
<Ctselher (g )

< o lfull

lwx sl

donde en la ultima desigualdad hemos usado la condicién de que w™ % € HY™, teniendo
en cuenta que el término exponencial se puede controlar por una Constante dado que
r < p(xp).

Para estimar f,|T f3(x)| dz, comenzamos obteniendo una cota puntual de |T f3(x)]

para z € B. Denotamos, como en pruebas anteriores, B’“ 2% By, para cada k € N,
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4.1. Estimaciones en LP(w) para 1 < p < oo

Realizando una descomposicién en coronas como en (3.18), y utilizando la condicién
de tamano (4.1), junto con la desigualdad de Holder con exponente d/v y la hipdtesis

sobre w, se obtiene que

T f3(x)| < Zexp —ar (142520 H)™) <|Bk+1|/ )|dy>

k>2

_m m 1 4 d
< ol oo exp (—ex(8C0) ™ (1 4 21y™) <W [ )
0 0

k>2

< ||fw||Ld/” ZeXp (_01(800)—m1(1 + 2/€+1>m1) exp <C(d; V) (1 + 2k+1)m1> ’

™ Jlwxsll
XB||oo k>2

donde la serie converge ya que ¢ < SF ) (SC’O)

La acotacion de fy se sigue como en la demostraciéon de [BCH13a, Proposicién 5], ya
que solo se requiere la condicién de suavidad, y el operador 7' que consideramos satisface
[BCHI13a, (41)], que es precisamente (3.4).

Para demostrar el ftem (ii), sea B = B(xg,7) y By = B(xo,p(z0)) con 7y € Ry
r < p(xg). Consideremos f1, fo y f3 como en la prueba del item anterior.

Sea 0 < v < d. Como T es de tipo débil (s’

) y de acuerdo a la desigualdad de

’d s'v

Kolmogorov (1.2), para T f; se tiene

1 T y o |B|17(dfs’y)/ds’ 1/s'
— z)de < O ——m8—
1 , 1/s
<(C———F—7— s
< Cigmma ([, 11)
1 av. ] v/d 1/q
<(C—er—— / )| w ”> </ w_q>
| BV /i ( zB|f( ) 2B
1 1/q
< Cllfwl|| i (—/ w_q)

- ol
~ llwxsll
debido a la condicién sobre w.

Con respecto al término |T' f5(z)| para x € B, procedemos como en el caso 1 < s < 0o
del Teorema 3.7.

En virtud de la hipotesis sobre f, y utilizando la condicién de tamaﬁo (4.1), junto

con la desigualdad de Hoélder con exponente determinado por % = 4=

—7-, y la condicién

asumida sobre el peso w, se obtiene que

1/s 1/s
Thz)|< Y ( [ |K<x,y>|5dy> ( /. |f(y)|5'dy>

k>1
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oY S e (e (1 228) ) < L. |f(y)ls'dy> h

k>1

/g
< ||waLd/uZeXP C1 1—|—2k 'Cy )ml) <|Bk+1|/ )

k>1
e

m1

|fw||Ld/" Zexp C]_C(]_ml) (1 + 2k71)m1) exp (C

donde la serie converge ya que ¢ < ¢1q(4Cp) ™™
Para el término relacionado a fo, estimamos |T' fo(z) — ¢p|, con cg = T fo(xg). Sea
jo = méx {j : 27r < 2p(x0)}. De acuerdo a la condicién sobre el niicleo, del Lema 4.4 y la

hipétesis sobre w, se sigue que

T fo(w) — cpl

Jo 1/s
< K(z,y )*dy < dy>
; </2j+1B\27'B | ( ) | 2i+1B ( )|

:CO) >
Jjo v/d 1/q
S G - K |de> ([ 1w} ([ we)
X 2]+lB\2]B 2B

7=1
Jo . g
< [ fuwll g S (@) 44v9731 ox <_cl (1 i ) ) ( / w—q)
j=1 2B
waHLd/V & i \d/s—d+v+d/q 5/ ( >m1> (c( 2j+1r>m>
g T 2] 2 - exp exp | — 1+
Jo mi
v o i
T NI <‘Cl (1 o ) >
||wXB||oo =1
v yy 2J mi
Sl 5y (ca (1122
||wXB||oo i>1
< olfelse.
[wx |l

Como antes, hemos estimado los promedios para T'f; y T'f3, y la oscilacion para T fo; pero

como para r = p(zo) es fo = 0, la acotaciéon en BMO,(w) queda probada. O

Demotracion del Teorema 4.0. Para demostrar el item (i), notar que del Teorema 4.7(i)

se tiene que el operador T es acotado de L¥*(w®") en BMO,(w) para todo peso w tal

mi1

que w —i € HP™ con ¢ < cld (8Cp)™. Luego, podemos aplicar el Teorema 4.9 con

s = d/v, para obtener asi que T es acotado de LP(wP) en LY(w?), para todo peso w tal
(23k0+70k0+3>—m

—p/ pzm* *
que w EHHE, con m* = yc<cld

,C

ko-i—l
La demostracién del item (ii) se sigue de la misma manera que el item (i) utilizando

el Teorema 4.7(i1), seguido del Teorema 4.9. ]
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4.2. Estimaciones en espacios de tipo BMO

4.2. Estimaciones en espacios de tipo BMO

En esta secciéon estableceremos un teorema de tipo 7T'1, para obtener la acotacion en es-
pacios BMO7 (w) para operadores Schrodinger—Calderén—Zygmund exponenciales de tipo
(v,s,0), para ciertos parametros 0 < v < d, 1 < s <ooy 0 < d < 1. La demostracién del
resultado es analoga al caso de operadores Schrodinger—Calderon—Zygmund exponenciales
de tipo (s, d) expuesta en el Teorema 3.18. Algunas modificaciones aparecen considerando
el parametro de fraccionalidad v, por lo que sélo haremos referencia a estos detalles en la

demostracién.

Teorema 4.10. Sea T un operador de Schriodinger Calderon Zygmund exponencial de
tipo (v,$,9), para 0 < v < d, % <s<o00,0<6d<1,ysean c,m >0 las constantes
que apareen en (4.1). Sea a y k tales que a +v <0 yl1 < kK <1+ ‘S_"T_a. Entonces, las

siguientes resultados son equivalentes:

(i) Existe una constante C tal que para toda bola B = B(xg,r), con 1o € R? y
0< r< %p(xo), la funcion T1 satisface

1
|B|1T/d/3 T1(y) — (T1)pldy < C <
cuando a >0 o kK > 1, o bien

i [ 1710 = (0l < Clog (2220, (19)

a+d(k—1)
) | (48)

cuando a =0 y kK = 1.

(i) EloperadorT es acotado de BMOS (w) en BMOS™ (w) para todo peso w € E¢T" . 0 D2

5,C1,C2 K,C37

con c1,ca,¢c3 > 0 tales que (cy+ ¢3) < c (1 — d(“*%ﬂ) (4Co)~™. La norma del
operador depende de w unicamente a través de los parametros de las clases EP™

$,C1,C2
p,m
Y DH:CS'

(#3) El operador T es acotado de BMOY(w) en BMOS™ (w) para todo peso de la forma

w(r) = |z — 20|"" Y 25 € R, con norma del operador independiente de x.

Demostracion. Para ver que (i)=(ii), sea f € BMOJ(w) y fijemos

5,c1,C2 K,C3 s/n’ el 1,C2 K,C37

we BT, NDIm = <U He N RH”’m> npom
n>s
con (e + ¢3) < c(4Cy) ™.
Para verificar la condicién (1.14), por (2.2) y el Lema 1.19, basta considerar bolas
criticas. Sea By = B(zo, p(z0)) con x5 € R% Segtin la definicién de T'f, descomponemos

la funciéon de la forma

I =5+ 2= fxeB, + [X@Bo)e
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CAPITULO 4. INTEGRALES FRACCIONARIAS CON DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Esto nos permite acotar

|Tf(x)|dx < |T f1(x)|dx + |T fa(x)|dx.
Bo

By By

Aqui, como T es de tipo débil (s’, dflg,u) con s, 755 ‘d_ > 1 se obtiene

/B T Fu(@)lde S 1 smios ) Bol “5- w(Bo).

Por la condicién de tamano (4.1) se obtiene
a+u
T f2(2)] S 1f llssog wyw(Bo) | Bo|

X > exp (((02 +c3) — m> (1+ 2j+1)m) oi(drta—d+v)

jEN

a+u

S 17 lsntog wyw(Bo)| Bo|

cuando (ca + ¢3) < c(4Co) ™™y K < 14 ===,
Esto concluye la demostracién de (1.14) para T'f.
Para verificar la condicién (1.13), fijemos zy € R?

, 7 < plzg) y sea B = B(xg,r).
Descomponemos f de la siguiente manera,

= —Fe)xes+ (f— fB)X@B) + fB=fi+ f2+ [
Luego

T f(x) = (Tf)pldr < ITf(z) — Tf(z)|dzdz
/B |B| /
|B| / / /QB)C (z,y) — K(z,9)||f(y) — [pldydzdz

T /B Tfalw) — (Tfs)sld.

Aqui la diferencia con el caso singular puede verse en el segundo término, donde

utilizamos el Lema 4.4, en lugar del Lema 3.5, para 0’ < ¢, a elegir, y para el segundo
factor, el Lema 3.24. Entonces

/(QB)C |K($, y> o K(’Z’ y)||f(y) - fB|dy

. o s co 9i+1,\ ™
5 ||fHBMOg(w)’U}(B)|B| ji 1 Z 2](d(fi 1)‘|‘O¢+ é ) exp ((CQ + 63 - > (1 + > >

i>1 (4Co)™

a+u

S Ifllsyogayw(B)| B4

donde la serie converge. En efecto, por hipotesis co+c3 < ¢ (1 — d(”%) (4Cy) ™. Luego

podemos elegir o € (0,1) tal que o0 < 1 — w y Co 4¢3 < co(4Cy) ™. A su vez,

de esta eleccién se obtiene que d(k — 1) + a +v < (1 —0)d =: ¢, lo que implica su
convergencia.
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4.3. Sobre desigualdades de comparacién con pesos

Finalmente, el tercer término utiliza la condicién T'1 del teorema. Mas precisamente
(4.8) parael caso k >1oa >0y (4.9) cuando k =1y a = 0.
La prueba de (ii)=-(iii) y (iii)=-(i) es andloga al caso singular. O

Observacion 4.11. Al igual que en el caso singular, (ver Observacién 3.19) es sencillo ver
que si (4.8) vale para algin a > 0 0 k > 1, entonces también se verifica (4.9) y se tiene la

acotacién del operador de BMO,,(w) en si mismo.

El caso s = oo se sigue como una consecuencia del Teorema 4.10 y la Observacion 4.3.

Corolario 4.12. Sea T un operador de Schrédinger Calderon Zygmund exponencial de
tipo (v,00,9) para algin 0 < v < d, 0 < 6 < 1, y sean ¢c,m > 0 las constantes que
aparecen en (4.3) (para todo 1 < s < oc). Entonces, la acotacién de T de BMOZ(w) en
BMOO‘+“(w) es equivalente a las condiciones (i) y (iii) del Teorema 4.10, siempre que
w e BT N DET con e, ca,c3 > 0 tales que (ca +c3) < ¢ (1 — W) (4C)—™

00,C1,C2

4.3. Sobre desigualdades de comparacién con pesos

Al igual que en el caso singular, en el contexto fraccionario también es posible obtener

desigualdades de tipo Coifman, es decir, de la forma

/Rd |T f(z)Pw(x)dx < C/Rd 1S f(z)[Pw(x)da

donde 0 < p < 00, S y T son operadores, w pertenece a una familia adecuada de pesos y
C' es una constante independiente de f.

En este contexto, consideramos 7' como un operador de Schrodinger—Calderén—Zygmund
exponencial de tipo (v,s,0), con 0 < v <d, 1 < s <ooy0<dJ <1 EnelroldelS

tomamos un operador maximal apropiado, a saber, Mgfn v definido por

/

— 1 1/s
M f(a) = sup B, )|/ (7[( Wl dy> |
B(x',r

B(a'r)3w exp (c (1 + @) )

El resultado principal de este apartado es el siguiente.

Teorema 4.13. Sea 0 < p < oo y w € AP, Sea T un operador de Schrédinger—
Calderdén-Zygmund exponencial de tipo (v,s,6), con0<v <d, 1 <s<o0,0<d<1,y

constantes c¢1 y my en la condicion de tamano.

(i) Si s = o0, entonces para todo ¢ < ¢1(8CyH) ™ existe una constante C' tal que
/ T f(z)|Pw(z dx<C’/ |./\/lé”fm”, x)[Pw(z) de,

para toda f € Li (R?).
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(i1) Sil < s < oo, entonces para todo ¢ < ¢1(4Cy)™™ existe una constante C' tal que
/ T f(z)[Pw(z) de < C’/ |Mgﬁfn1“ z)[Pw(x) d,

para toda f € L§, (RY).

loc

Las herramientas para demostrar este resultado son esencialmente las mismas que se
requieren en la prueba del Teorema 3.25: la versiéon p-local de la desigualdad de Lerner
(véase el Teorema 3.27), el resultado de extrapolacién de la Proposicién 3.26, que también
es valido en este contexto, y una estimacion puntual de la maximal sharp aplicada al

operador T que daremos a continuacion.

Proposicién 4.14. Sea T un operador de Schrodinger—Calderon—Zygmund exponencial
de tipo (v,5,0), con 0 < v <d, 1 <s < o0,0< 0 <1,y constantes ¢; y my en la

condicion de tamano.

(i) Si s = o0, entonces, dado 0 <~y <1, eziste una constante C tal que

M (7 @] < ORERf@),  weRe

c,mi -
para toda f € L (R?) y todo ¢ < ¢1(8Cy)™™

(i) Sil < s < oo, entonces, dado 0 <~y <1, existe una constante C., tal que

(e (777 @) < 0, Mege s, xeRe

c,my

para toda f € LE_(R?) y todo ¢ < ¢ (4Cy)~™

loc

Demostracion. La demostracion sigue los lineamientos de la prueba de la Proposicién 3.28.
En el caso del item (i), se utiliza la hipétesis de que T es de tipo débil (1, d%), junto
con las correspondientes condiciones de tamano y suavidad (4.3) y (4.4), en lugar de (3.3)
y (3.4).
Por su parte, en el item (ii), se emplea que T" es de tipo débil (s, %), junto con las

condiciones de tamafio y suavidad (4.1) y (4.2), en sustitucién de (3.1) y (3.2). O
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Capitulo 5

Aplicaciones de los resultados a

operadores asociados a L,

En este capitulo trabajaremos con ciertos operadores que han sido objeto de estudio
de diversos autores en el contexto del operador de Schrodinger Ly (ver [She95], [BHS09],
[BCHI13a], [BCHI3Db], [MSTZ14], [BCHI16], [BHQ19], entre otros), y mas generalmente,
en el caso del operador £, (ver, por ejemplo, [She99], [WY16], [Bai2l]).

Para cada uno de ellos, inicialmente comentaremos los resultados conocidos y probare-
mos su clasificacion como operadores de Schrodinger—Calderén—-Zygmund exponenciales.
A partir de ella, deduciremos las correspondientes propiedades de acotacién en espacios
de Lebesgue y BMO con pesos en las clases exponenciales H?", mediante los resultados

p7c )
obtenidos en los Capitulos 3 y 4.

De aqui en adelante, supondremos que 4 siempre es una medida de Radén no negativa

que satisface las propiedades (1.16) y (1.17), salvo que se indique lo contrario.

A lo largo de este capitulo, debido al uso del cédlculo funcional para determinar los
nicleos de los operadores en estudio, sera muy frecuente encontrar a los operadores £y =
A+ ANy Lpx=—A+p+ Xpara A > 0, los cuales se enmarcan en la teoria general. En
el caso de p1+ A, como se observa en [She99, p. 554], si p verifica (1.16) y (1.17), entonces
i+ A también satisface estas condiciones para todo A > 0, con constantes independientes
de A (es sencillo ver que C,4 5 = C,+1, D4y = D, 4+2%y §,40 = min{d,, 2}). A partir de
esta medida tendremos la funcién de radio critico p,4) segin se definié en (1.18). Ademads,
denotaremos por I'y y I',4» a las soluciones fundamentales de £y y £,4x, con lo cual Ty

correspondera a la solucién fundamental del operador laplaciano.

Para simplificar notacion, denotaremos por dy,d, y d,;, a las distancias de Agmon
correspondientes a py, p, ¥ pu+a, respectivamente. Frecuentemente designaremos sélo con
p a la funcién de radio critico correspondiente al potencial V' o a una medida mas general

11, entendiendo que la referencia serd clara a partir del contexto.



5.1. Transformadas de Riesz

5.1. Transformadas de Riesz

Las transformadas de Riesz constituyen uno de los ejemplos mas representativos de
los operadores singulares de tipo Calderéon-Zygmund, y fueron el ejemplo paradigmatico
que motivé toda la teoria de operadores de Schrodinger—Calderén-Zygmund, tanto en el
caso potencial como en el caso generalizado con una medida de Radén.

Debido a su relevancia en el analisis armoénico, han sido y contintian siendo objeto de
estudio en una amplia variedad de contextos, tanto clasicos como generalizados.

En esta seccién consideraremos la transformada de Riesz R, = Vﬁ;l/ ? y el operador
R, = E;l/ QV, que si bien difiere en un signo de la definicién de operador adjunto dado en
la Seccién 3.2, lo expuesto alli sigue siendo valido, por lo que nos permitiremos llamarla
transformada de Riesz adjunta.

El objetivo principal sera analizar las condiciones de tamano y suavidad que satisfacen
sus respectivos nucleos asociados, con el fin de determinar a qué clase de operadores de
Schrodinger—Calderén—Zygmund con decaimiento exponencial pertenecen.

Por calculo funcional (véase [Kat66, p. 282], [She99, Eq. (7.3)], para f € C®(R?) y
x ¢ sop(f), la transformada de Riesz R, puede expresarse como

Ruf(2) = = [ ATH9(L,+ 0 @)y

T™Jo
1 o0

. / A / VAT, (2, ) (y)dy dA.
e 0 Rd

Por el teorema de Fubini,

Ruf@) = [ = [ NV Tsenid fds = [ Ko s

donde K, es el nucleo singular de R, dado por

1 [
Kufe.) =+ [ AL (5.)

™

Luego, la transformada de Riesz adjunta R}, puede escribirse como

Rif@) = [ Kilw)f)dy = [ ~Ky.)f)dy
R R
El analisis para estos operadores es diferente para los casos 6, > 1y 0 <9, <1, lo

d
q

(ver Seccién 1.6), por lo que dy > 1 se traduce en el caso ¢ > d, mientras que 0 < dy < 1

que también se evidencia en el caso potencial. Cuando V' € RH, vimos que oy = 2 —

se corresponde con %l < q<d.

Para ¢ > d, de [She95, Theorem 0.8] se sabe que la transformada de Riesz Ry es un
operador de Calderén—Zygmund, por lo que es acotado en LP(R?) para todo 1 < p < oo
y de tipo débil (1,1). Similarmente, si 0, > 1, en [She99, Theorem 7.18] se probé que
también R, es un operador de Calderén-Zygmund. Por dualidad, R, (y Ry) también es
acotada en LP(R?) para todo 1 < p < oo y de tipo débil (1,1).
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Cuando 0 < 4, <1, R, y R}, no se comportan de la misma manera que para 6, > 1
en los espacios de Lebesgue cldsicos, incluso en el caso potencial. Se sabe de [She95,
Theorem 0.5] que, siempre que V € RH, con ‘2—1 < q < d, la transformada de Riesz Ry es
acotada en LP(RY) para todo 1 < p < po, y su adjunta R} lo es para todo py < p < oo,
siendo pio = % — é. Esto implica que no son operadores de Calderén—Zygmund cuando
‘2—1 < q < d, es decir, cuando 0 < dy < 1. De hecho, como probé Shen en [She95,; Section 7],
el exponente py es éptimo, una vez fijado q.

En cuanto a acotaciones pesadas, en [BHS11, Theorem 3| se demostr6 que, si ¢ > d,
Rv y Rj, son ambas acotadas en LP(w) para todo 1 < p < oo y para todo w € APy
de tipo débil (1,1) con respecto a w para todo w € Af. En cambio, si g < q<d, Ry es
acotada en LP(w) para todo pj < p < ooy todo w € AZ e mientras que Ry es acotada

1
en LP(w) para todo 1 < p < pgcon w 1 € A? siendo py como antes.

' /Py’
Resultados analogos fueron obtenidos para las transformadas de Riesz generalizadas
R,y R;, en [Shed9, Theorem 7.15] en el caso sin peso, y en [Bai2l, Theorem 4.1(ii)] con

pesos en la clase de crecimiento exponencial S? ., extendiendo el resultado de [BHSI1]

p.c?
a una clase mas amplia de pesos, aunque con algunas restricciones adicionales sobre el
exponente py en el caso 0 < 4, < 1.

Como parte de la demostracion de [She99, Theorem 7.18] se muestra que los niicleos
de las transformadas de Riesz asociadas a £,, satisfacen las estimaciones que mostraremos
a continuacion. Estas mejoran, a su vez, a las conocidas estimaciones con decaimiento
polinomial asociado a la funcién de radio critico obtenidas en el caso en que du(x) =
V(z)dx con V € RH 4 en [She9s, Section 6], lo cual fue observado y explotado por Bailey
en [Bai2l] para ampliar la clase de pesos dada en [BHS11].

En [Bai2l, Lemma 4.3] se establece la siguiente cota de tamano para el nicleo de R

la cual aplica también para K, intercambiando las variables z e y:

. e~ cdu(@y) du(z 1
7 o)

2 —y lz—y|*" |z =yl

para ciertas constantes positivas C), e.
Mas atn, si d, > 1, se recupera la estimacién dada por Shen en [She99, (7.20)] para K,
para cierta constante C':

eiéd# (ﬂ?,y)

| (2, y)| < C T # Y, (5-3)

|z —yl*”
lo cual puede obtenerse usando (1.21), (1.16), (1.19), y el Lema 1.24 junto con (1.7).
Respecto a las condiciones de suavidad, en [She99, (7.26)] encontramos que, si 6, > 1,

entonces existe una constante C' tal que

K () — Koy y)| < —C ('x‘z')g”_l (5.4)
a P Jr =yl o~y ’ '
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cuando |z — y| > 2|z — z|. Asimismo, el autor prueba en [She99, (7.29)] la suavidad en
la segunda variable para K, lo que permite deducir la suavidad en la primera variable

K
para K,

o1
K. ) — Koy, 2)| = K (y) — Ki(zp) < —C ('“”‘Z'), (5.5)

R ANEE
cuando |z — y| > 2|z — z|, para alguna constante C'y cierto pardmetro 6, € (0,1).

A partir del Lema 1.9, se sigue que si 6, > 1, entonces

C € |z — vy ForT
K [ — _— —+ ?é .
Kulz,y)] < |z —y|? b < 2D, <1 p(z) > ) BT (56)

y, por la simetria de la distancia de Agmon, la misma cota se sigue para |K;(z,y)|.

Por lo tanto, cuando 9, > 1, obtenemos la siguiente clasificacién para la transformada

de Riesz y su adjunta.

Proposicién 5.1. Sea 4, > 1. Entonces, R, y R;, son operadores de Schriodinger—
Calderon—Zygmund exponenciales de tipo (c0,6), para § = min{l,é, — 1} y 6 = 6y,

. € _ 1
respectivamente, con constantes ¢ = o YM= g

Como consecuencia de la Proposicion 5.1 anterior, y de los resultados obtenidos en el

Capitulo 3, més precisamente, los Teoremas 3.7(1) y 3.6(i), se deduce el siguiente resultado

de acotacién en LP(w) con pesos w € HET" para el caso 0, > 1.

y todo peso w

Teorema 5.2. Sean 6, > 1 ym = k+1

tal que w™' € HY", se tiene que R, y R, son acotadas de L°°( ) en BMO,(w). Mas

atin, son acotadas en LP(w) para todo 1 < p < oo y w € H™

p,c* 7
3ko+7 Yko+3\—m*
¢ < 55:(2 Co™)

x 1
con m- = —(k0+1)2 Y

Del teorema anterior obtenemos una clase més amplia de pesos que la dada en [BHST1],
que garantizan la acotacién de las transformadas de Riesz asociadas a Ly, cuando V' € RH,

con ¢ > d (para pesos en las clases S¥ ., ver [Bai2l, Theorem 4.1(i)]).

Corolario 5.3. Sean V € RH, conq>dyV‘;"0 yseam—kﬂ

c< 527"y todo peso w tal que w=! € ch , se tiene que Ry y Rj, son acotadas de

Entonces, para todo

L (w ) en BMO o(w). Mds ain, son acotadas en LP(w) para todo 1 < p < oo yw € Hgy’:f*,

con m* = Tty y c* < (23k0+70k0+3)

(ko +1

Debido al comportamiento de las transformadas de Riesz R, y R}, enel caso 0 < §, <1
en espacios de Lebesgue con y sin pesos, es de esperar que las tinicas que sean acotadas de
L>(w) en BMO,(w) sean las adjuntas. Por esta razén, nos concentraremos en clasificar a
estas ultimas; los resultados de acotacién en LP(w) correspondientes a R, para 0 < §,, < 1

se obtendran mediante dualidad.
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Para hacer dicha clasificacion, tendremos en cuenta las siguientes estimaciones para la

solucién fundamental I',;x, A > 0.
Lema 5.4 ([Bai2l, (22)], [She99, Theorem 7.18, p. 563]). Sea A > 0.

(i) Eziste una constante positiva C tal que para todo x # y

=S du(zy) o= F V@aVAlz—y| d 1
Vil y)] < O———— / = ’
B(atz1) |z -

|z — y|?—2 R F 1]
(5.7)
donde €3 es la constante en (1.25).
(i) Sea 61 como en (5.5). Eziste una constante C' tal que

[y — ol "

Vil (@, y) = Vil (@, wo)| < C | T— sup IViluia(z, 2)], (5.8)
ly — 2]
v=al) enuliz

siempre que |y — yo| < |y — x|/8.

Proposicion 5.5. Sea 0 < 4, < 1. Entonces R}, es un operador de Schrodinger—Calderdn—

Zygmund exponencial de tipo (s,01) para 61 como en (5.5) y todo 1 < s < 220 com
yg P po (s,01) p Y T
constantes ¢ = gf5- y m = k01+1.

Demostracion de la Proposicion 5.5. La condicién (i) de la Definicién 3.1 se deduce de
[She99, Theorem 7.1], donde se prueba la acotacién de R, en L* (RY) para todo 5" > 2—46,,

siempre que 0 < 9, < 1. Por ello, R}, es acotada de L (R?) en L**°(R%) para todo
2-5
=5,

Ahora probamos la condicién de tamano de tipo Hormander (3.1). Para ello, notemos

l<s<

primero que si |z — x| < R/2y R < |zg — y| < 2R, entonces |z — y| > Z. Por (5.2), y

aplicando el Lema 1.9,

1 € R\ For du(z) 1
K; S — — 1+ —= — 1+ —=].
| ,LL('T’ y)| ~ Rd—l exXp < 2D1 ( + p(l’)) ) (/B(?J“?/QI) |Z . y|d—1 + R)

Integrando tenemos que

: / - 1 € R ’“014-1
— K*(z,y 8dy> S ——exp| — <1 + >
<Rd R<|$0*y\S2R| ul#:9) Ri/s+d1 2D,y p()
s 1/s
X / / dﬂ(zg_l dy
R<lzo—y|<2R \J B(y.257]) |z — |

1 € (4 R \Fr
TR P 2D, * p(z) '
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Para estimar la integral restante haremos uso de [She99, Lemma 7.9] el cual establece

que, paratod01<s< - 5,

(j;(:B];g#%%:T>de>lﬁ<<(j_i¥%€273 (5.9)

donde r es el radio de la bola B.

Aplicando ademés el Lema 1.24, tenemos que, siempre que |z — x| < R/2,

. s 1/s . s 1/s
</R<|xo—y|<2R </B(y,“’2””) %) dy) = </B(x 4R) </ z,4R) %) dy)

B(
(B(z,12R))

i
< O pati=t/m)=
d/s—1 o
< CRY*™ (1 + —) . 5.10
@) (5.10)

Por lo tanto, usando que

€ <1+ R)’vo1+1 <1+ R>l°g2D“<C € (1+ R)kol+1
exp | — == — — exp | ——= — ,
P\ 720, U o) (@) S > N TS

tenemos que

1
1/ Vs € R\ Fort
— K'(z,y de) < exp | — (1 + > )
(Rd R<|zo—y|§2R| #( ) Rd 4D, p()

Para probar la condicién de suavidad (3.2), sean |z — x| < r < p(z¢), 0 < r < R/16,

y supongamos que R < |zg —y| < 2R. Luego, |r — 29| < R/8 < |z —y| < 3R. Esto
nos permitira usar las ideas dadas en la demostracién de [She99, Theorem 7.18], y aplicar

8
para 0 < 7 < R/2, es suficiente probar que vale la misma para todo 0 < r < aR con cierto

a € (0,1).

Por lo tanto, de (5.8) y (5.7), existe una constante €4 tal que

(5.8) para xy € B (:U, M) Cabe senalar que si bien la condicion de suavidad se definio

|V1Fu+,\(ya l’) - V1Fu+,\(y, $0)|

5
r—x
< (| 0|> sup IViluia(y, 2)]|

[z — | z€B(z,|lz—y|/2)

- (e =ao\* ¢ 1tu(v:2)g—erAly—| dpu(2) 1
~\Te—yl P [y — 2] SN e T
z€B(z,|z—y|/2) Yy B(y,Ty) 2=y Z-Y

De la desigualdad (1.9), y teniendo en cuenta que |z —y|/2 < |y — z| < |z — y| para

z € B(xz, |z —y|/2), resulta que

_ ‘4
6_54dﬂ«(yﬂz) S Oe D (1+ r(y)
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para cierta constante €y que depende de €4, D1, ko y Cl.

Asi, tomando el supremo en z,
IViluia(y, @) — Viluia(y, o)
1 51 —ea/Na—
<eedux%N%b2<M—xd>le‘”X “(/ du(z) 1 ) (5.12)
~ B

[z =yl ) e =yl \Uby-ap |2 =9l 2 =y

Luego, realizando la integral en A (ver (5.1)),

1
(ko+1)2

o1 —Eo(l—l-L)
|lx — x|\ € P(@) du(z) 1
K o) — Kiteo)| : _
a g lz —y |z — y|d=2 B(y,ly—=|) |z =y~ o —y

o0 6_54\/X|I*y|

o VA

1
< |z — 20| o 6_60(14_%)(’60“)2 du(z) + L
RN G —yle BlyJy—al) 12 = Y —ul/)
El |z —y[*! |z =yl e =y

Finalmente, procediendo como en la estimacién del tamano del nticleo y utilizando una es-

X d\

timacién como (5.10), obtenemos (3.2) con § = d;, con lo que se completa la demostracién

de la proposicion. O]

Una vez establecido el tipo de operador para R}, para el caso 0 <9, < 1, obtenemos
los correspondientes resultados de acotacién en los espacios LP(w), tanto para R, como
para R, como consecuencia de los Teoremas 3.7(ii), 3.6(ii), y 3.12(ii).

2—0, o 1
1o, ™M = kr1

2"y todo peso w tal que w=* € HY" se tiene que R;, es acotada de L*(w)

Teorema 5.6. Sean 0 < 6, < 1,1 < s < Entonces, para todo

c<s

en BMO,(w). Ademas, es acotada en LP(w) para todo s' < p < oo y w € H;;:fjc*, con
* 1 * € k ko+3\—m*
m = m yc < S,E(QQ 0+6000 ) me,

1 *
; P ey p,m
En consecuencia, R, es acotado en LP(w) para todo 1 < p < s yw »1 € Hp//s',c*
para m* y c* como antes.

Observacion 5.7. La restriccién 1 < s < f:gz surge de utilizar (5.9), y esto mismo se
evidencia en el resultado andlogo al Teorema 5.6 dado en [Bai2l, Theorem 4.1(ii)]. Sin
embargo, este rango de s no es el 6ptimo en el caso potencial, tal y como se comenta en
[Bai2l, pp. 38-39]. Esto es, si V € RH, con d/2 < ¢ < d, como mencionamos al inicio de
la seccién, la acotaciéon de R, en LP se verifica para todo 1 < p < py con py = dquq optimo.
Sin embargo, recordando que dy =2 — §> el teorema anterior indica que la acotacion vale
paratodo 1 <p < s < d%q < po pues q > 3/2.

En el caso en que du(x) = V(z)dz, V # 0, con V € RH, y d/2 < q < d, es posible
recuperar el rango ajustando la estimacién (5.10) como en la prueba de [BHO19, Lem-
ma 9] (cf. [Bai2l, Lemma 4.4]) para operadores de Schrodinger—Calderén-Zygmund con

decaimiento polinomial, pero sin perder de vista el decaimiento exponencial del nticleo K7;.
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Proposicién 5.8. Sea V € RH, con d/2 < g < d, V #0, y sea pio = % —

1
E.
Ry es un operador de Schridinger—Calderon—Zygmund exponencial de tipo (po,d1) para

€ _ 1
i, YM = 51

Entonces

91 como en (5.5), con constantes ¢ =

Demostracion. La transformada Rj, es de tipo fuerte (pf,pj) por lo que se tiene la pro-
piedad de acotacién débil de la Definicién 3.1.

Para probar el tamano y la suavidad de K7, serd suficiente notar que (5.10) no es
més que la desigualdad [BHO)19, Eq. (63)], donde se obtiene, mediante la acotacién de la

integral fraccionaria clésica I; en R? (cf. (5.9)), que

PO 1/po L tlogn D
V(2)dz P R 82 Du
) g < oRiv 1(1+—> .
(/R<|xo—ysm </B(y,'y;) |z — y|d‘1> ) p(z)

A partir de aqui se procede como en la prueba de la Proposicién 5.5 con s = py para

obtener la clasificacién deseada. O]

Teorema 5.9. Sea V € RH, con d/2 < q < d, V # 0. Seanpiozé—éym:ﬁ.

2-™ y todo peso w tal que w PO € HP™ se tiene que Ry

€

iD;
es acotada de L>(w) en BMO,(w). Ademds, es acotada en LP(w) para todo py < p < 0o

pym* * 1 * I _e 2ko+6 vko+3\—m*
ywe Hyy ., conm” = gy " < pogp, (2 Cyo)m .

1 *
En consecuencia, R, es acotado en LP(w) para todo 1 < p < py yw # 1 € H;,’Z, o
0>

Entonces, para todo ¢ < py

para m* y c* como antes.

A continuacién, enunciaremos resultados de acotacién en espacios de suavidad de tipo
BMO;, (w) para la transformada de Riesz adjunta R, a partir del Teorema 3.18, dado que
la hemos clasificado como un operador de Schrodinger—Calderén—Zygmund exponencial
de tipo (s,d) para ciertos valores de 1 < s < ooy 0 < § <1, dependiendo de 9.

Serd suficiente observar que, como R’ (1) = 0, la condicién (i) del Teorema 3.18 se
verifica trivialmente. Por lo tanto, el siguiente resultado es inmediato, teniendo en cuenta

las Proposiciones 5.1 y 5.5, el Teorema 3.18 y el Corolario 3.20.

1

Teorema 5.10. Sean m = —,
o+1

91 como en (5.5).

(i) Sid, >1,sea0 < a<dyl <K< &T_O‘ + 1. Entonces R}, es acotada en
BMOf(w) si y sélo si w € EET . N DT, con ey, co,c3 > 0 tales que (c2 + c3) <

00,€1,C2 R,C37

¢ (1 _ —d“‘éj)*a) (4Cy) ™.

2D,

2—6, *
=3, Entonces R,

es acotada en BMO;‘(w) sty solo st w € BT . N DET, con ¢y, ca,c3 > 0 tales que
(c2+cs) < 75 (1 - W) (4C)~™.

(it) Si0<5ﬂ<1,sean0§a<51,1§fi<617_°‘+1y1<3<

En el caso de las transformadas asociadas al operador £y puede obtenerse un mejor

rango de acotacién, en vistas de la Proposicion 5.8.
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Teorema 5.11. Sea V € RH,, q > g, V#£0, y sean m = 91 como en (5.5).

Fo+l =y
(i) Siq > d, sea 0 < a <yl <k < 51770‘ + 1. Entonces Ry, es acotada en
BMOY (w) si y sélo si w € EET . N DT, con ey, co,c3 > 0 tales que (ca + c3) <
d(k—1)4a
2D1 (1 o 51 ) (4Co)™™

(i) Si <q<d,sean0§a<51,1§H<&%a+1,y1<s<podonde
L — 21 PBntonces Ry es acotada en BMOS(w) si y sdlo siw € EO™ ., N DT

Po q $,C1,C2 K,c37

con ¢y, ca,c3 > 0 tales que (cy + ¢3) < o <1 — W) (4C,)~™

NI

El comportamiento de R, cuando 0 < ¢, < 1, es decir, su acotacién en L en un inter-
valo acotado de exponentes p, sugiere que solo pueden esperarse resultados en BMO?‘(w)
cuando 0, > 1. En este ultimo caso, resulta necesario verificar la condicién sobre R, 1
que establecemos en la siguiente proposicién, la cual es conocida para Ry (ver [MSTZ14,
Proposition 4.12]).

Proposicién 5.12. Sea 1 < 6, < d y B = B(xo,r) para xg € R y 0 < r < %p(mo).

Entonces, existe una constante C, independiente de B, tal que

T / IR, 1(y) — (Ru1)g| dy < C'log™ <@) (5.13)

B
T z.
Bl / R 1(y) — (Ru1)p|ldy < C (p(%)) . 0<f <min{l,6, —1}. (5.14)

Una vez probado el resultado anterior, de la Proposicién 5.1 y el Corolario 3.20 obten-
dremos la siguiente propiedad de acotacién en espacios de suavidad BMO;’;(w) para R,
cuando 1 < 4, < d, y el correspondiente corolario para Ry, que caracteriza la acotacién
con pesos de crecimiento exponencial (para pesos con crecimiento polinomial, ver [BCTI 19,
Theorem 7]).

Teorema 5.13. Sean 1 < 6, < d, m = ﬁ, 0 = min{l.§, — 1}, 0 < aa < 4§y
1 <k <24 1. Entonces R, es acotada en BMOZ (w) si y sdlo siw € ET . 0D,
con ¢1,ca,c3 > 0 tales que (cy + ¢3) < i (1 — m) (4C) ™

Corolario 5.14. Sea V. € RH, con ¢ > d, V # 0, y sean m = k+1’ 0<ac< 1—— Y
1<k< I_Ta—$+l. Entonces Ry es acotada en BMOj (w) siy sdlo siw € B8 . ONDET

00,1 ,C2 K,C37
(1 _d(k— 1)+a) (400)—771

con ¢1,ca,c3 > 0 tales que (ca + c3) 1—d/q

i,

Para demostrar las condiciones para R, 1 dadas en la Proposicion 5.12 haremos uso de
las condiciones de tamafio y suavidad del nicleo que ya fueron presentadas en (5.2) y (5.4),
asi como también los siguientes lemas auxiliares. El primero de ellos ofrece estimaciones
para la solucion fundamental I'y y sus derivadas, mientras que el segundo muestra cémo
se comparan el nicleo K, con el nicleo K correspondiente a la transformada de Riesz
clasica Ry = V(—A)_%. En el caso de un potencial V', un resultado anédlogo a este iltimo

puede encontrarse en [BHS09, Lemma 4].
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5.1. Transformadas de Riesz

Lema 5.15 ([She95, (4.4)]). Sea A > 0. Para todo N > 0 existe una constante Cy tal que

Cy 1
Vil (x, < , T ) 5.15
Cn
Vi, (z,y)| < . T # . 5.16
[VAlA(z, y)] T e e 7Y (5.16)
Lema 5.16. Sea 1 < ¢, < d.
1) Entonces existe una constante C' tal que
(%) q
C (e —y\*
K — K < ) 5.17
| N(xay> O(xay)| —= |x—y|d ( p(ﬂ?) ) x#y ( )

(i) Sea 0 < f < min{l,d, — 1}. Entonces existe una constante C tal que

oo (=)
o) = Fole)] - [Ru) = Kool < €51 (B2 g

siempre que |r —y| > 2|x — z|.

Observacion 5.17. La restriccién d, < d se requiere inicamente para las demostraciones
del Lema 5.16(ii) y la Proposicién 5.12. Si bien las propiedades (1.16) y (1.17) para g no
implican, a priori, que ¢,, sea menor que la dimensioén, observamos que en el caso potencial
esta condicion se satisface automaticamente. En efecto, si V' € RH, para algin ¢ > d,
entonces oy = 2 —d/q < 2 < d, yaqued > 3y q > 0. Por lo tanto, recuperamos tanto
la condicién para R,1 de [MSTZ14, Proposition 4.12] como el resultado de acotacién de
[BHS09, Lemma 4] cuando du(xz) = V(x) dz con V' como antes, puesto que en ese caso la

condicién de suavidad para Ky se cumple para todo 0 < § < 1 —d/q = min{1, oy, — 1}.

Demostracion del Lema 5.16. En relacién con (i), observemos que si | — y| > p(x), el
resultado es cierto ya que ambos son nicleos de tipo Calderén-Zygmund. Si |z —y| < p(z),
utilizamos la siguiente estimacién, incluida en la demostracion de [She99, Lemma 7.13]:

para todo x # y,

1 dp(z) Lz =y \™
|Ku(7,y) — Ko(z.9)| S 77— / — T < .
8 |x_y|d ! B(z,|z—y|/2) |Z _x|d ! |$ _y| p(y>

Por (1.21), (1.16) y (1.19), obtenemos que la integral anterior puede estimarse como sigue

/ du(z) < (B (z, |z —y[/2))

(@ Jo—yls2) |2 — 2|7 |z — y[®-!

1 o — y [\ T
SGi— o (5 ) B )

““miy|01@¢>%'
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Por lo tanto, obtenemos

1 z —y\ ™
|Ku(z,y) — Ko(z,y)| S ( > .
g lz —yl¢ \ p(z)

Para demostrar el item (ii), supongamos que |z — y| > 2|z — z|. Notemos que ambos
operadores tienen nicleos que satisfacen la condicién de suavidad de Calderén-Zygmund

en la primera variable. Mds precisamente, si |x — y| > p(x) tenemos que

C (|x—z|>6“1+ C |-~z

[Ku(2,y) = Kz, 9)| + | Ko(z,y) — Kolz, )| <

|z —y|? \|r -y |z —y|? |z — y|
)
<C|:U—Z|‘3 <Ix—y|>“
T =yl p(e)

para todo 0 < < min{l,4, — 1}, lo que prueba la desigualdad deseada en ese caso.
Ahora supongamos que |z — y| < p(z). De acuerdo con (5.1), la diferencia de los

ntcleos puede escribirse como

1 [ 1
K,u(xay> - KO(xa y) = _/ )‘_§(V1FM+)\($> y) - VIFA(x7 y))d)\
0

™

Reescribiremos el integrando, para lo cual usaremos que u(-,y) = I'pa(-y) — Ia(-y)

(como funcién de la primera variable) satisface la ecuacién
(=A+ANu=—plyya.
Por lo tanto,

ViTCupa(z,y) = Da(z,y)) = — » Vil (@, 0)Tyga (v, y)du(v),

y luego

1

1 o0
Ko(,y) — Kol,y) = —— / A3 [ Vi@, 0)T (v, y)du(v)dA.
0

m Rd

En consecuencia, la diferencia de interés es
[Ku(w,y) = Ko(w,y)] = [Ku(z,y) — Ko(z,y)]
= —% /OOO A2 /Rd(vlm(x,v) — V1T (2, 0)) pr (v, ) dpu(v)d.
Primero trataremos el valor absoluto de la integral interior antes de realizar la integra-

ci6én respecto de X\. Como en la demostracién de [BHS09, Lemma 4], consideramos cuatro

regiones que cubren RY,

Ei={veR: jv—z| < ilz—z},
Ey={veR": 3z —z| < |jv—z| < iz —yl},
Ey={veR’: Lz —y| <|v—z| <2z—yl},
Ey={veR: jv—z|>2z—y|},
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5.1. Transformadas de Riesz

y denotamos por
I = / [Vila(z,v) = Vila(z, 0)||Upsa(v, y)|dp(v), 5 =1,2,3,4.
Ej

El objetivo sera probar que para algin Ny > 0, para todo N > Ny, y j =1,2,3,4,

I < Cyalr — 2|° <|:17—y|

6“
0 <f <min{l,6, —1}. (5.19
~ (]_+>\1/2|$—y|)N52|x—y|d+6_1 p(x) ) ) /8 mln{ y Y } ( )

Luego, se realiza la integral en A para obtener
HKH(xa y) - KO(xayﬂ —[K#(Z,y) - KO(Za y)”
e At A /°° A A
Tz =yt () o (L+ A2z —y)Ne
v =" (lz=y 5“/°° S
[z —y|™\ p(a) 1 ulNe
o ez <|o: —y|>5“
=yl px) )

lo que prueba (5.18) eligiendo N > max{ N, é}

Probemos, entonces, (5.19). Para I;, acotamos mediante la suma de los gradientes y

estimamos cada integral por separado. Es decir, consideramos
ha= | VAL, 0)|[Tr(v,) (),
|v—x|<%|x—z|

he= [ D0l
v=z|<5[|T—2

En cada una de ellas utilizaremos estimaciones para el gradiente de la solucion funda-
mental Iy, para A > 0, establecidos en el Lema 5.15, y la estimacién (1.24) para p + A.

De esta tltima, y usando la desigualdad (ver [Bai2l, (21)])

dww)+ SV -yl (520

DN | —

1
dua(v,Y) 2 5 (du(v,y) + dr(v,9)) 2
se tiene que, para cualquier N > 0 y alguna constante e; > 0,

—Fdu(vy) —e2du(v,y)
5 Aul?, 1/2 aCH
Ce LN Cnae

Tya(vy) < 202" ", < , v#y. (5.21
,u+>\( y) |v—y|d_2 |v—y|d—2(1+\/X|v—y|)N52 7éy ( )

Dado que |z —y| > 2|z — 2|, para v € E; tenemos |v —y| > 1]z — y|. Entonces,

C
F;H-/\ (’U, y) < a

R 5.22
Sl g 7 o
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A partir de (5.15) y (5.22), y aplicando las propiedades (1.21), (1.16) y (1.19) para la

medida p, obtenemos

I < COn.a / du—()
T (L4 VA z — y|)Ne|x — y|d-2 B(z,8]z—2) i
Cna M(B(:L‘,%|.T—Z|))
POV A gVl gt o=l
- Cn.a p(B(@, p(z))) v — 2|
~ (14 VA —y|)Ne|z —yld-2 plx) p(x)n
|

2
Cyalr — 2| x—y|>

~ (14 Vz — y)Nelz — yld-48 \ p(a
para 3 =6, — 1y todo N > 0. Dado que |z — y| < p(x), la desigualdad anterior también

se cumple para cualquier 0 < 8 < ¢, — 1.

Para I, 5 utilizamos nuevamente (5.22), (5.15) con z en lugar de x, y tenemos en cuenta

/ dp(v)  _ / du(v)
B(z,%|zfz|) |Z - U|d_1 N B(ngW*ZD |Z o v|d_1’

por lo que el argumento sigue de la misma manera. Combinando ambas cotas, obtenemos,

que la integral

para todo N >0

Cralr — z|° (|$—y|>6"
L < ’ . 0<f<8,—1. 5.23
CY (1 VAlz — y))Nee — yla1+8 \ p(a) P = (5:23)

A continuacion, para tratar las integrales en las otras tres regiones, usaremos la estima-

ci6n (5.16). Aplicando el Teorema del Valor Medio tenemos, para algin & = (1 —6)z+ 0z,
con 6 € (0,1),

[Vils(z,v) — Vila(z,0)| = |ViTA(&, )| |2 — 2]

Cylz — 2|
<
(1 + VA = v])V[E — vl
Cylz — 2|

(5.24)

< Y

T (L4 VNz —v))N|z — ol
yva que | — v| > 3|z — v| porque [v — x| > 2|2 — z| en todas las regiones restantes.
Luego, utilizando la desigualdad anterior y la estimacion (5.21), para cada j = 2, 3,4

y todo N > 0, obtenemos
e—c2du(v:0)
P —"

g, (14 vz —o)*lz —vld [o — y|92(1 + VAo — y|)Vee

Para j = 2 utilizamos que [v —y| > 3|z — y| para todo v € E, para obtener

dpu(v).

I, < CN7d|‘T _ Z|ﬁ / |x — Z|_175 dlu(v)
T4 VA —yl)Velz — y|a? S s<oa<te—y 1€ — 0]
Cy.alr — 2| / dp(v)
(L VA = y)Nelz — y|h 2 S ey |7 0|00
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Descomponiendo la ultima integral en anillos, recordando que seguimos en el caso en que

|z — y| < p(x) y usando (1.16), resulta que

/ dp(v) 253/ dp(v)
B(z,|z—y]) |z — U|d_(1_'3) , 27~ g—y|<|v—a|<2~7 [z—y| |z — U|d_(1_5)

j=0

<> (27— yl) " du(v)

j—=0 Y lv—z[<27|z—y|

J _
<%Zu:ﬂlxMD

qu d=(1-5)

dE: dipl)(QjW;4A>*”“u

(2- J|x px

3 1|1+5('“y') >t
r—y

e =yt pla)

siempre que 0 < 3 < 4, — 1 para que la serie converja. Por lo tanto, para todo N > 0

Iy S

ON,d|x_Z|ﬁ <|x—y|

O
, 0<pB<9,—1 5.25
(1+\/X|a;_y|>kq|x_y|d—1+,3 p(x) > s I ( )

Para v € Es, iz — y| < |v — 2| < 2|z — y], lo que también implica |v — y| < 3|z — y|

Luego, utilizando nuevamente (5.24), (5.21) y (1.20), obtenemos

L < / dp(v)
S T+ AP — g Vele — gt (w3lz—yl) [V — Y1772

p(B(a. 4z ~ y)
T+ WP —yFefo =yl Jo—yl2

S

Aplicando (1.16), (1.17) y (1.19), obtenemos la estimacién para I3 para § = 1 y cualquier
N > 0. Por lo tanto,

Cnalz — 2|° |z — y on
< : 0<B<1. 5.26
ST e g \ ) ) 0 TS 20

Finalmente, para tratar E; usamos nuevamente (5.24) y (5.21), y el hecho de que
p(x) ~ p(y) por (1.5) (pues |x — y| < p(z)). También notamos que |v — z| ~ |v — y| para
v € Ey.

Dado que estamos integrando en la parte global, aprovecharemos el decaimiento ex-

ponencial dado en (1.9). Se sigue de alli que para todo N > 0, existe C'y tal que

1 — g
em2du(vy) < =7 (15 o g;cw»<1-%|“£‘f|> ot (5.27)
p(y
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Por lo tanto, a partir de todas las consideraciones anteriores,

Neg

c | | (1 + \U( a):|) ko+1

xr—z p(x

I < N / du(v). (5.28)
(1 + \/X|l’ — y|)N€2 |[v—z|>2|z—y| |U - x|2d_2

Dividiremos la integral anterior en la parte dentro de la bola critica B(x, p(z)) y fuera de

ella.
Para la primera parte, sea jy € N tal que 20!z — y| < p(x) < 27°|z — y|. Entonces,
Neg

(1 + b= 1') fot jo—1
p(x) dp(v
/ sz dn(v) < Z/ —(>—
2e—yislo-sl<p(e) [V = 2] 2 '

— 2d—2
=1 Y e—yl<|v—a|<2t z—y] v — |

”z:lu (2. 27"z ~ y))

(29| — y|)2d_2

1 ; d—2+46

<JOZ 7)) <2ﬂ+l|x—y|> o
23|x 2" 2 p(x)
1

1 |J3 i y|>5u jo— B
< 2](5u d)
™~z —yld < Z

< () (.29

donde hemos usado (1.16), y hemos controlado la suma parcial por la serie, la cual es

convergente por ser 9, < d.
Para el otro término, esto es, cuando |v — x| > p(z), dividiendo en anillos y eligiendo

N > Ny := (kOH)(lOf;(D”)_d), obtenemos

Neg
(1 + |v_xx|) o Ne d
/ - )2d—2 dp(v) S P(x)kofl/ 4lv) Ney
o-al>p@) |V~ 7] o-al>p(o) [y — 3|2 T
gp(x)kafl / d:“(”) —
o Y V@) <lo—al <2+ p(2) |g — P4 HH RorT
Ne 1 X

< pla)fort p (B, 2 p(x)))

jEN (2jp(x))2d_2+kﬁ?1
- Ne . )
Sp(x) ™y 2 (2a-2+5%) (DI+19@D0+1) p(3)4-2)

JEN

Ne J
oY (2 )

jEN

Se) s —1yld (pr(—g:)?ﬂ)é”

donde ahora hemos utilizado (1.17), (1.19), y que 6, < d y |z — y| < p(x).
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Por lo tanto, a partir de (5.28) y (5.29) obtenemos para todo N > Ny

I, <

Cnlw — 2|/ L (la—y\™

0<p <1 5.30
A= ey oy ) 0 O0F 530
Finalmente, en (5.23), (5.25), (5.26) y (5.30) hemos probado las desigualdades (5.19)

para cada j = 1,2,3,4, para todo N > Ny. Concluimos que (5.18) se cumple entonces

para todo 0 < f < min{1,6, — 1}. ]

Demostracion de la Proposicion 5.12. Para la prueba seguiremos la estrategia utilizada
en [MSTZ14, Proposition 4.12], con varias modificaciones, dado que algunas de las esti-
maciones no se siguen de la misma manera que en el caso de un potencial.

Sea B = B(xo,r) conr < 1p(zo) y sean y, z € B. Luego, de (1.5), p(y) ~ p(z) ~ p(z).
Teniendo en cuenta que

R,1(z) = lim K, (z,y)dy, ctp. zeRY,

e—0t+ lz—y|>e

tenemos que

Rul(y) = Rul(z)] < lim

e—0t+

/ K#(y,x)dx—/ K, (z,z)dx
e<|z—y[<4p(z0) e<|z—a|<4p(z0)

/ K, (y,z)dx —/ K,(z,x)dx
lz—y|>4p(z0) |z—z|>4p(z0)

= lim A. + A.

e—0+

+

Primero estudiaremos A., parae — 07. Asi, podemos suponer que 0 < & < 4p(xg)—2r.

Dado que fr1<|x_y|<r2 Ko(z,y)dy = 0 para todo 0 < r; < ry, podemos escribir
A= (Ko (y, ) — Koly, 2))dar — / (Ko(z @) — Koz, 2))da
e<|z—y|<4p(z0) e<|z—x|<4p(z0)

S/ [(Ku(y, ©) = Koy, ) (Xe<layi<apteo) (£) = Xe<le—z/<ap(ao) (1)) d

/ |[(& — Ko(y,2)) — (Ku(2,2) — Ko(2,%))] Xecfoms|<ap(oo) ()| d

= A&l + AE’Q.

El término A ; no es cero cuando |Xe«<|o—y|<ap(zo) (T) = Xe<|o—z|<ap(z0) (Z)| = 1, 1o cual ocurre

en los siguientes 4 casos:
(i) & <o —yl < 4p(o) y |z — 2| < =
(ii) e <[z —y| <4p(xo) y & — 2| > 4p(x0);

(iii) e < |z — z| < Adp(xo) y |z —y| < g
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(iv) & < |z — 2| < 4p(ao) ¥ | =yl > dp(a0).

Para el primer caso tenemos ¢ < |z —y| < |z — z| + |z — y| < e+ 2r. Entonces por (5.17),

integrando y usando el Teorema del Valor Medio, deducimos que

L (e =9\
A&-’l < C d : dx
e<|z—y|<2r+e |CU - y' p(l‘)

e+2r
< ¢ / oLt

0)6“ €

((6 + 27")‘5H — 66“)

4p(x0)) 2 (2r
s pta) 20

(5.31)

En el segundo caso, observemos que 4p(zy) < | — z| < |x — y| + 2r, por lo que

e <4p(xo) — 2r < |z —y| < 4p(zp). Procediendo como en el caso previo,

1 & —y[\ ™
AEJSC ( ) d.TSO

4p(xo)—2r<|z—y|<dp(zo) |3j - y|d p(I)

e (5.32)

Con respecto al tercer y cuarto caso, podremos emplear argumentos similares a los
anteriores con algunos cuidados adicionales.

Observemos que |z —y| > |z — 2| — |y — 2| > € — 2r en el tercer caso, aunque € — 2r
podria ser negativo. Si asumimos primero que € > 4r, tenemos que € — 2r > 5. Luego, de
(5.17), teniendo en cuenta que 6, —d < 0, por el Teorema del Valor Medio y recordando

que € < 4p(xo) y 6, —1 > 0, deducimos que

1
A1 < 0—5/ |z — y|%da
p(l’o)  Je—ar<|z—y|<e

<C ! (E)aud (e — (e — 2r)%)

p(xo)% \2
< Om (g)au_d gd=1oy
<c- (;O) (5.33)

Si ahora € < 4r,

C C r Oy r
A < —/ z —y|*ddr < e < C ( > <C——~, (5.34
TS S Sy PENG FEN e

donde en la dltima desigualdad hemos utilizado que r < p(x¢) y 0, > 1.
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5.1. Transformadas de Riesz

Para estimar el cuarto caso, notemos que 4p(xy) < |z—y| < 4p(zo)+2r, lo que implica,

procediendo como en (5.31), que

C C
Aex < =S () + 27 — (4p(a0))) < — (5p(a))12r < O~
p(xo)™ p(xo)™ p(zo)
En conclusién, dado que r < p(x),
r B
A, <C ( ) C0<fB<1. (5.35)
p(xo)

Ahora consideramos A; 2, y lo escribimos como sigue
Ao = /Rd (K. (y,2) — Ko(y, 2)) — (Ku(2,2) — Ko(2, 2))|Xe<oms| <p(ao) ()| da
< /|Zx|22|zy| H(K“(z,x) — Ko(z,2)) — (K,(y,z) — KO(?J’x))]Xs<|z—z|g4p(;¢0)(x)‘ dr
b ) — Koo, ) = (ol ) — Koly. )] o

=Aco1 + A2

De (5.18), para todo 0 < f < min{1,0, — 1},

/ & — 210 < ST (4 >>5-5<0( ’ )ﬁ
_ T — z|™* T < plxo))™ 7 < .
P(10)% S joms)<ap(as) p(0)% ’ p(o)

Por otro lado, de la estimacion (5.17) obtenemos que

Su _ Oy
Ae,2,2</ ¢ d<|$—z|> dx+/ ¢ d<|:v y|) dx
|z—z|<2|y—z| |Q§ - Z| 10(2) lz—y|<3|y—=z| |$ - y| p(y)

C TS r A
< Py <C<p(xo>> | (557

para todo 0 < < d,. Asi, combinando las estimaciones obtenidas en (5.35), (5.36) y
(5.37) tenemos que para todo & > 0 suficientemente pequefio, y para todo
0 < f <min{l,6, — 1},
B
r
A.<C <—> . 5.38
€ ,0(37(]) ( )

Ahora estimemos A, escribiendo

A= ‘/ K, (y, x)dx —/ K, (z, x)dx
|z—y|>4p(z0) |z—x|>4p(z0)

< / K, (y,x) — K, (2, z)|dx
|[z—y|>4p(20)

[ 1R 0 (0) = X (@)

= Al + AQ.
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CAPITULO 5. APLICACIONES DE LOS RESULTADOS A OPERADORES ASOCIADOS A L,

En la integral de A; tenemos que |z — y| > 4p(xo) > 8 > 2|y — z|. Por lo tanto,

usando la suavidad del nicleo K, dada en (5.4), y recordando que y, z € B, obtenemos

~ 1 r Op—1
A1§C|y—2|5”_1/ Wdl‘ﬁ@( ) )
lz—y|>4p(z0) |$ - y| " p(l’o)

donde la integral es convergente puesto que d,, > 1.

Para A, trabajamos de manera similar a lo desarrollado para A, ; con las funciones
caracteristicas, pero usando ahora la condicién de tamano (5.3). Aplicamos (5.27) con
N = (0, —1)(ko + 1)/ez > 0 para obtener

B Ou—1
(1 +50 )

Rd |z — x|d

Ay, < C

| X|w—zl>4p(0) (T) = XJe—yl>4p(z0) (¥)]dT.

Cuando |z — z| > 4p(xg) > |z — yl, entonces 4p(zy) < |z — x| < 4p(xg) + 2r. Luego,

integrando y usando el Teorema del Valor Medio

C 1

p(xO)éu_l /Lp(:ro)<|z—z|<4p(:ro)+2'r |Z - ;lj|d+1_5u

Cr
p(z0)

dr < L(5p(x0))5“_227’ <

A, <
2= = plwg)out

En el caso |z — y| > 4p(xg) > |z — 2|, se tiene que 4p(xg) — 2r < |z — x| < 4p(xp).

Procediendo como arriba, Ay < C' p(;o)' Por lo tanto,
~ T ﬂ
A<C < ) , 0<f <min{l,j,—1}. (5.39)
p(zo) g

En consecuencia, las estimaciones (5.38) y (5.39) implican

p(z0)

B
IR.1(y) —R1(2) < C ( > , 0<f <min{l,0, —1}. (5.40)

Finalmente, tomando promedios sobre la bola B, obtenemos (5.14), y haciendo referencia

a lo visto en Observacion 3.19, de aqui también se sigue (5.13). O

*
w

El estudio del caso extremo p = 1 para R, y R}, se deduce de la Proposicién 5.1

?

Proposicién 5.5 y el Teorema 3.14.

Teorema 5.18. Si 0, > 1, entonces R, y R}, son de tipo débil (1,1) con respecto a

w,siempre que, para algin v > 1, w” € H{’::f*, con c* < ﬁ(?kOHCSOH)*m*, m* = m
Teorema 5.19. S:0 < §, < 1, entonces R, es de tipo débil (1,1) con respecto a w siempre

. s'v p,m* * € J(oko+1vko+1\—m* * 1
que, para algin v > 1, w*" € H{ ., con ¢* < 5-s (28 CFoT) ym' = Gy

Para el caso potencial, £y se obtienen los siguientes resultados

Proposicién 5.20. Sea V € RH,.
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5.2. Multiplicadores de tipo transformada de Laplace

(i) Siq > d. Entonces RV,R*V son de tipo débil (1,1) con respecto a w siempre que,

ko+3 Y2 mi mi
con ¢ < g5 (28T0CF) ™, mt =

para algin v > 1, w” € HY

l,c* >

(it) Sid/2 < q < d. Entonces Rv, es de tipo debil (1,1) con respecto a w, siempre que,

para algin v > 1, w*" € H e 5 con ¢t < - (2k°+302) bymt = s

Demostracion. En ambos casos, la demostracion se deduce de la clasificacion establecida
en las Proposiciones 5.1 y 5.5, respectivamente, tomando como caso particular dy = V(z)dx

con V € RH,, y aplicando el Teorema 3.14. O

El resultado anterior mejora el obtenido en [BCHI16, Theorem 7.1}, donde se estable-
cieron acotaciones de tipo débil (1,1) para la transformada de Riesz y su adjunta con

respecto a pesos w pertenecientes a la clase AT .

5.2. Multiplicadores de tipo transformada de Laplace

Dada ¢ € L*(0,00), definimos

me(A) = )\/Ooo e Mp(t)dt, N> 0.

Mediante el Teorema Espectral, podemos definir los multiplicadores del tipo transformada

de Laplace my(L,). Si consideramos el semigrupo del calor asociado a L,,,
Wif(z) = e ¥ rf(x) = | Wiz, y)f(y)dy, f€L*RY), zeRY t>0, (5.41)
Rd

podemos escribir

/¢> VL6~ f(x) /¢ BOW, f(z)dt, xR

Su ntcleo puede expresarse como

MQS(:E’ y) = _/ gb(t)atwt(xa y)dtv €,y € Rd-
0

Casos particulares de multiplicadores del tipo transformada de Laplace son las potencias
imaginarias LZ’, que surgen cuando my(A) = A7 para A > 0y v € R; es decir, cuando
o(t) =177 /T (1 —i~y), donde aqui T es la funcién Gamma.

De la teorfa clésica se puede deducir que my(L,) es acotado en L*(R?) para toda
¢ € L>(0,00) (ver [Ste70, Corollary 3, p. 121]).

En el caso del operador de Schrédinger Ly, con V' € RH,, q¢ > d/2, podemos encontrar

que my(Ly) se puede extender a un operador acotado en LP(R?) para todo 1 < p < o0
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y también de LY(R?) a LV°(RY) (ver [BCFRMI13, Theorem 2]). En el caso particular
de las potencias imaginarias, se sigue de [BCHI13b, Theorem 10| y de las propiedades de
acotacion del operador maximal M? (ver Teorema 1.14) que L4 es acotado en LP(w) para
todoy>0,1<p<ooywe€ Af.

En cuanto a acotaciones en espacios de suavidad, en [MSTZ14, Theorem 1.3] se ob-
tiene, mediante un teorema de tipo T'1, la acotacion de my(Ly ) para ¢ € L>(0,00), de
BMOS (R?) en si mismo para todo 0 < a < min{1, dy }.

En esta seccion, probaremos resultados de acotacion en espacios con pesos exponen-
ciales para mg(L,), a la vez que extendemos los ya conocidos para m4(Ly ). Supondremos
siempre que ¢ € L>(0, 00).

Los resultados principales de esta seccién son los siguientes.

Proposicién 5.21. El operadormy(L,,) es un operador de Schrédinger—Calderon—Zygmund
ezponencial de tipo (00,9), para 0 < § < min{l,é,} con constantes c = ¢y (la constante
del Lema 5.24(i)) y m = =

1
ot1°
w™t e HPT, se tiene que mg(L,) es acotado de L>®(w) en BMO,(w). Ademds, es

acotado en LP(w), para todo 1 < p < oo y todo w € HP™ | donde m* = —— y

p,c* (k0+1)2
+7 k =+ —m*
< 60(23k0 COO 3) me,

Teorema 5.22. Sea m = Entonces, para todo ¢ < co2™™ y todo peso w tal que

Teorema 5.23. Sean m = ﬁ y 6 = min{1,6,}. Entonces, para todo 0 < o < 9, el
operador my (L) es acotado en BMO7 (w) siempre que w € E£% . NDET con ¢y, cz,c3 > 0
tales que (ca + c3) < ¢ (1 — W) (4Co)™ y1 <k < =2 41,

Esta proposicién y los teoremas refieren a poder clasificar al operador my(L,), para
luego obtener estimaciones en espacios de Lebesgue pesados por un lado, y estimaciones
en espacios BMO, por otro. Para este ltimo, sera necesario ademas verificar la condicion
para mg(L,)1. La demostracién de estos resultados utilizan estimaciones para el nicleo
M (2, y), que se deducen por medio de estimaciones para Wy(x,y) y oW, (z,y), las cuales
fueron probadas por Wu y Yan ([WY'16]) y serdn presentados a continuacion.

Cabe senalar que una estimacion inmediata del nicleo viene dada por la férmula de
Feynman-Kac, por ser la medida g no negativa. Esta implica que el nicleo W, (z,y) esta

controlado por el nicleo del calor clasico, es decir,

1 z—y|?
0 < Wi(z,y) < Wiz —y) = e oy eRLt>0. (5.42)
(4rt)2
En el caso en que du(z) = V(z)dx con 0 <V € RHq, Kurata ([[X1r00]) probé un

mejor decaimiento del nicleo, asociado a la funciéon de radio critico: existen constantes

positivas C| ¢, ¢y v ko tales que

—_ |2 4 _ 2k02+3
0 < Wi(z,y) < gd exp (—M) exp <—01 <1 + max{|9;(x>y|, \/%}> ) (5.43)
t2
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5.2. Multiplicadores de tipo transformada de Laplace

para todo z,y € R? y todo t > 0.
El siguiente lema establece una cota similar a la anterior en el caso de una medida

general, asi como también una condicién de suavidad para W,.
Lema 5.24 ([WY16, Theorem 1.1, Lemma 3.7]). Sean z,y € R? y ¢ > 0.

(i) Existen constantes positivas C,c y co tales que

a2 T Forl
0 < Wiog) < C o (_Cu ty| >exp (_CO (1+ maxﬂz(m)ym}) )

(1) Para todo 0 < f < min{l,9,} y todo N > 0, existen constantes positivas ¢ y Cy
tales que, para todo |h| < /1,

Para la derivada del nicleo del calor W,, se conocen las siguientes estimaciones demos-

tradas en [WY'16]; para el caso du(x) = V(x)dx, se puede encontrar un resultado similar
en [DGMT05, Proposition 4]).

Lema 5.25 ([WY 16, Lemma 3.8]). Sean x,y € R% y ¢ > 0.

(i) Existen constantes positivas C' y ¢ tales que

2 p _ 9 ﬁ
(Lo Wi(z, y)| < tgdexp (_C|x ty| > exp <—co (1 + max{|z y'vﬂ/ }) ) ’

p(z)
donde ¢y es la constante del Lema 5.2/ ().

tt) Para todo 0 < f < min{1,0,} y N > 0, existen constantes positivas ¢ y Cy tales
I
que, para todo |h| < \/_t,

[tOW(z+h, y)—toW, (2, y)| < % (%) Bexp (—%) <1 + T\/j) + %) _N.

(iii) Para todo N > 0 existe una constante Cy tal que

/RdtatWt(x,y)dy‘ < Cy (%YH <1 X T\/j))_]v.

Para verificar la condicién sobre my(L,,)1 necesitaremos ademas algunas estimaciones

que comparan al nicleo W;(z,y) con el nicleo Wy(z,y) del semigrupo del calor clasico
o 7tA . ., . .

Witieo = {e } ,~o- L& segunda estimacién la presentamos como una diferencia en la

primera variable, que es el modo en que la utilizaremos, y se sigue del resultado original

por la simetria del nicleo Wj(z,y).
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Proposicién 5.26 ([WY16, Lemma 3.6]). Sean x,y,z € R? yt > 0.

(i) Existen constantes positivas C' y c tales que

O 2 )
o (%) exp <—c| ty| ) . si/t < p(x),
o
|Wt(-ray) - Wt(-ray>| S td% (T\/yg) H eXp (_c@) , Si \ﬁ < p(y>’
td% exp —|x1§"2 , en otro caso.

1t) Para todo 0 < f < min{l,0,} vy toda constante positiva C, existen contantes posi-
ws Y

tivas C" y c tales que

Wi(0.9) = Wio.9)) = Wila) = Wil < (@)6 o (-5 Z'Q) ,

siempre que |x — z| < |z —y|/4 y |x — z| < Cp(x).

Estamos en condiciones de demostrar los resultados principales enunciados previamen-

te. Primero, estableceremos la clasificacion.

Demostracion del Proposicion 5.21. Primero probemos la condicién de tamaifio (3.3). Pa-

ra todo z,y € RY, por el Lema 5.25(i) se tiene que, para ciertas constantes positivas ¢ y
c,

Ml < ol | 0Wo.)ld
0

1
_ ko +1 0 —ul2\ dt
<Cexp|—co |1+ 2=yl )" / t_g exp —c|x yl —.
p(x) 0 t t

cla—yl?
?

1
|I’—y| Fo+t 1 > d_q _
My(z,y)| < Cexp | —c <1+ uz" e “du
| ¢( )| ( 0 p(x) |x_y|d 0

1
c |z —y| | Fott
<—exp | —¢ (1 + ;
oyl ( ()

1
ko+1°

Para probar la condicién de suavidad (3.4), consideraremos |z — y| > 2|z — x| ¥

0 <60 <min{l1,6,}. Escribimos

Realizando el cambio de variable u = , obtenemos

por lo que (3.3) se cumple con ¢ = ¢y y m =

Moz, y) — My(zo,9)] < 6]l / O ) — O Wi (o, y)|di
0

|z—xo|? dt
~ / |t6tWt(=Ta ?J) - tatWt(iUO, y)|7
0
o dt
+ / LOWi(z,y) — tatwt(x0>y)|7‘ (5.44)
|z—x0|2
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5.2. Multiplicadores de tipo transformada de Laplace

Para estimar la segunda integral, notemos que, como |z —xo| < v/t, por el Lema 5.25(ii)
con h =z — xp, v usando que e %" < Cu~%e¢™"*/2 para todo 0 < § < min{l,0,} <1y

u > 0, se tiene que

B 5 2
[tOWi(z,y) — tOW,(0,y)| < % <|$ \/;O|> exp (_|x cty| >
s () (5
e Vi NG 2ct
5 2
Tr—x d T —
<Hx_¢ﬂ> f@exp<_L7E%L>, (5.45)

Entonces, estimando la integral como antes, para todo 0 < § < min{1,4,}

> dt |z — 20| \° [ 4 |z —y|?\ dt
— — < - 2 — —
/| [tOWy(x,y) — tOW, (0, y)| ;= C < Pe— ) /| 72 exp 5ot ;

x—wo|? x—x0|?

C A
S - <|3’) $0|> / ug—le—udu
[z —y|4 \ |z -y 0

< C <|:v — x0|>5’
[z = yl? \ |z — |
donde [* uilemudu = I'(d/2) < .

Para la integral sobre v/t < |x — x| usamos el Lema 5.25(i) para obtener, con § como

IN

Il
Q

antes, que

C xr —y|?
[tO W, (2, y)| < — exp (—c&>

)
M—xd) _d < Ix—wj
< C — t 2 ex —C—————
- < Vi P t

Y, como |zg —y| > |z —y| — |z — x| > 1|z — y| , también obtenemos una cota similar
para, [tO,W,(xo,y)| cuando v/t < |z — xo|. Por lo tanto, el primer término en (5.44) esté

acotado como se deseaba, y deducimos de (5.44) que

C |x—xo|>5
M x, - M X, < )
Mola9) = Mofan )] < 5 (220

para todo 0 < § < min{1,0,}, y todo |z — y| > 2|z — x|

Finalmente, como se mencioné anteriormente, my(L,) es acotado en L*(R?). Esto,
junto con las condiciones anteriores, nos permite concluir que se trata de un operador de
Calderén-Zygmund cldsico. Por lo tanto, mg(L,) es acotado en LP(R?) para todo p > 1,
y asi queda demostrado que my(L,) es un operador de Schrédinger-Calderén-Zygmund
exponencial de tipo (00,d) para todo 0 < § < min{l,d,}, con constantes ¢y y ﬁ en la

condicién de tamano. OJ
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Demostracion del Teorema 5.22. Es una consecuencia inmediata del Proposicion 5.21, y
los Teoremas 3.7(i) y 3.6(i). O

Antes de dar la demostracién del Teorema 5.23, la cual se hard mediante el Teore-
ma 3.18 dado en la Seccién 3.3, para probar la condicién sobre my(L,)1 notamos que

podemos expresar, en sentido débil, que

y OWi(w,y)dy =~ L1 () = — » Wiz, y) L,1(y)dy = —/Rd Wiz, y)du(y).
(5.46)
En vista de ello y de las cotas conocidas para W, (z,y), serd util disponer de la siguiente
desigualdad dada en [WY 16, Eq. (2.2)]: para todo z € R? y ¢ > 0,

< ()" (x)?
2 =\ == t<plz
_ T =y t (p(x)> ’
/dt /% exp (——| ; | > dp(y) < o ([ vi YD) : (5:47)
B n (_p(b) -t )

la cual se puede obtener ficilmente de las condiciones (1.16) y (1.17) para la medida de
una bola (ver [WY 16, Eq. (2.1)]):

O
C (p(r@) ri=2, t < p(x)
pu(B(x,r)) < 42108, (Dy) : (5.48)
¢ (55) pa)*2 12 pla)

Observacion 5.27. Es necesario senalar que (5.48) vale atin cuando r < ap(xz) or > ap(x)
para cualquier constante a, donde la constante C' dependara, en tal caso, de dicho a. En
consecuencia, se tendra algo similar para (5.47) en funcién del pardmetro a. Lo mis-

mo ocurrird con la estimacién dada en la Proposicién 5.26(i), que puede obtenerse si

Vit <ap(x) o Vi < ap(y).

Demostracion del Teorema 5.23. Por el Corolario 3.20 y la Observacién 3.19, basta pro-
bar que para toda bola B = B(wg,r) con 79 € R y 0 < r < %p(mo), y para todo
0 < B < min{l,6,} se cumple

B
5 [ ma(£a106) = tmealar <0 (S) (5.49)

p(xo)

Consideremos y, z € B y estimemos la siguiente diferencia

pa(E106) — (ol = [ 0t0) [ @ty 2) = ate.a) ot

<l [

dt.

/Rd(atWt(y, x) — OWy(z,x))dx
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5.2. Multiplicadores de tipo transformada de Laplace

Dividimos la integral sobre t en tres regiones. Primero consideremos la parte de 0 a

4r?, la cual controlamos por la suma

/'47“2
0

dt

/ oWy, x) — OWy(z, z)dx
R4

4r2 472
| i [
0 0

Estudiaremos solo la primera de ellas ya que la otra se resuelve de manera analoga teniendo

dt.

/Rd OIWi(y, x)dx /Rd(@WL(Z,x))dx

en cuenta que, como ¥y, z € B, p(y) ~ p(zo) ~ p(z). Aplicando el Lema 5.25(iii)
4r? 4r?
/ dt < C / i S
0 po(y)) t

C o 5,./2—1 r u
< o7 de < C . 5.50
< S / < <p<xo>> (5:50)

Ahora, estudiemos la integral sobre ¢t de p(z9)? a oo. Aqui aplicamos el Lema 5.25(ii)

atWt (ya )dl‘

R4

ya que |y — z| < 2r < p(xo) < V/t. Se tiene que, para todo 0 < 8 < min{1,d,},

/ |atWt(y, ) atWt(z x)|dxdt

_ 2
<C/ / <|Z y|> —d/2 le p< | y| >d$dt
10)2 R4 t
_ 2
§CT/ t5/2d/21/ exp< |2 y|>ddt
9(10)2 R4 t

= C(2r)° / t=A2=1at
p(xo)?

= <p<;o>)6’ 550

clz= yl

drx = (cmt)¥2.

Por tiltimo, consideramos la parte restante, para 4r* < t < p(x)?. Aqui tendremos

donde se us6 que fRd

en cuenta la identidad (5.46), y aplicaremos el Lema 5.24(ii). Para ello, notemos que
ly — z| < 2r </t en el dominio de integracién. Luego, para todo 0 < 3 < min{1, Ot

tenemos que

p(z0)?
/4r2

OW,(y, x) — O W, (2, x)dz| dt

Rd

p(x0)?
B /47"2

(w0)2
< / Wiy, ) — Wi(z, )] dp(x)dt

r2 Rd

p(x0)? |z — B 2
Y| 42 ly — x|
< C’/ (—> / t42 ¢ (—c—> du(z)dt.
. NG g Xp ; ()

dt

[ Wi(w2) = Wil 2)d(o)
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Dado que t < p(z0)? < Cp(y)?, de la desigualdad (5.47) junto con la Observacién 5.27,

resulta que

p(0)?
/47“2

oWy, x) — OW,(z, x)dx

Rd

z0)2 O
dt < Cr? /p( ’ {B/2-1 (ﬁ) dt
4 p(y)

p(ZO)Q Spu—B
P p(ag) =% / et
0

B

r2

IN

p(ao) % p(a0)™ P

<p<;o>>ﬁ’ (552)

IA
Q Q Q

para todo 0 < < min{1,6,}.
Por lo tanto, combinando las estimaciones (5.50), (5.51) y (5.52), se tiene (5.49) como

-
queriamos probar. La propiedad de acotacién de my(L,) se sigue del Corolario 3.20. [

5.3. Operador maximal asociado al semigrupo del ca-
lor de L,

Definimos el operador maximal asociado a e~ **» dado, para f € L?(R%), por
W* f () = sup |~ f(2)] = sup Wi f ()], (5.53)
>0 >0

donde W, f(x) como en (5.41).

El caso particular en que du = V(x)dz fue estudiado en [Bai2l, Theorem 1.2], ob-
teniendo la acotacion de W* asociado a Ly en LP(w) para w € HP. El autor separa
el operador en una parte local y una parte global, utilizando en esta ultima la desigual-
dad (5.43).

Este resultado se recupera en forma mas general, esto es, con una medida g mediante
la teoria desarrollada en el Capitulo 3. Para ello se introduce un enfoque vectorial como en
[MSTZ14], donde estudian este operador asociado a Ly en espacios BMOj. La acotacién
en estos espacios para W* asociado a £, también se obtiene como parte de los resultados

principales de esta seccién. Consideremos el operador

A(f) (@) == {Wef (@) }is0-

Entonces, a cada x € R? le corresponde un vector en el espacio de funciones
E = L>=((0,00),dt). En este contexto, para f € L*(R?),

[Wef @)l = sup [Wef ()] = W' f (@)

y por la Observacién 3.21, el estudio de W* en BMO} se reduce a analizar el compor-

tamiento del operador vectorial A de espacios BMOY en BMOJ 5. El espacio BMO7  se
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5.3. Operador maximal asociado al semigrupo del calor de £,

o
P

Lo mismo ocurre para la acotacién en espacios de Lebesgue LP ya que, como vimos en la

define de forma andloga a BMOY, reemplazando el valor absoluto por la norma || - || .

Observacién 3.13, podemos considerar las condiciones de tamano y suavidad dadas en la
Definicién 3.3 en la norma || - ||g. Por el Teorema Espectral, A es acotado de L?(R?) en
L2(R?), esto es,

[ Iar@lide < [ @l

Entonces, de las condiciones del nucleo que probaremos a continuacion se sigue que A
es un operador de Calderén—Zygmund a valores vectoriales, por lo que sera acotado de
LP(R?) en LE,(R?) para todo 1 < p < co. Para méas detalles sobre espacios de funciones a

valores vectoriales, ver [ST05].
Proposicién 5.28. Sean zg,z,y € R yt > 0.

(i) Euxiste una constante C' tal que

! N
W%@ymESC——__@®<_%<L+I 2y )7

|z =yl plx)

donde cy es la constante dada en el Lema 5.2/(1).

2t) Para todo 0 < § < min{1l,4 existe una constante C' tal que
( ) yOuss q

Wit ) = Wi, ) < 0 =20
|z — y|d+o
siempre que |r —y| > 2|z — x|
Demostracion. Primero probemos la condicién de tamafio (i). Usaremos el Lema 5.24(i),
por lo cual distinguiremos dos casos.
Sit > |z —y|? tenemos que t=%? < |z —y|~%, por lo que es inmediato que para todos

estos valores de t,

1 — |\ R
0<Wt(x,y)<0—exp<—co<l+|x y|> )

|z —yl? p(x)

Sit < |z — y|? como para cada N > 0 existe Cy tal que

2 2N\ N
exp (—cu> < Cy <|x ty| ) , (5.54)

consideramos N = g y tenemos

2 _ oyl ForT
0 < Wy(z,y) < gexp (—c|x Yl ) exp | —co (1 + i y|)
t2 t p(x)
cacx—m>d ( u—y0w¥
< — exp| —co |1+
12\ Vit ’ p(x)

1
C ( |z — y|) Fo T
= ——exp|—c |1+
|z —y|? < p(x)
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CAPITULO 5. APLICACIONES DE LOS RESULTADOS A OPERADORES ASOCIADOS A L,

Luego, como la acotacion es para todo ¢t > 0 se tiene la estimacién deseada en la norma
de E.

Para probar la condicién de suavidad (ii) consideremos |z — y| > 2|z — x¢|, y notemos
que |z —y| ~ |zo —y.
Para todo 0 < § < min{1,d,}, si |z — x| < /%, por el Lema 5.24(ii), y tomando

N =42+ % en (5.54) se tiene

g 2
r—x T —
|Wt(x7y> - Wt(l'(); y)| S C <%> t_d/z exp <_&>
— |2\ —
< Clo — w143 <u>

1 |z — x|\’
|z =yl \ |z =y

Si |z — x| > V/t, por el Lema 5.24(i), y aplicando nuevamente (5.54) con N =

_ a2 B .
Wiz, p)l < S exp <_M> v (et <1+|x y|> s
" f o)

N

+

[

< (05
|z —y|? \|v —y
< C <|x—$0|)5‘
lz —y|4 \ [z -y

La misma estimacién puede obtenerse para W,(zo,y) cuando |z — x| > v/t puesto que,

como mencionamos, | —y| ~ |zg — y|. Luego se obtiene la estimaciéon deseada tomando

supremo para t > 0. 0

Como consecuencia del Proposicion 5.28 y de la Observacion 3.13 se obtiene el siguiente

resultado de acotacién.

Teorema 5.29. Sea m = F{‘rl y sea ¢y la constante del Lema 5.24(i). Entonces, para

todo ¢ < co2™™ y todo peso w tal que w—' € HY", se tiene que W* es acotado de L™(w)

en BMO,(w). Mds ain, es acotado en LP(w) para todo 1 < p < 0o y w € HY™' | con

p,c*
* 1

m* = ——=3 y c* < ¢o

3ko+7 ko+3\—m*
ot D)2 2TICHT) T

Finalizamos el analisis del operador maximal WW* con estimaciones en espacios de tipo

BMO dadas por el siguiente teorema.

Teorema 5.30. Sea m = co la constante del Lema 5.24(i) y 6 = min{1,4,}, con

1
ko+17’
o, < d. Entonces, para todo 0 < a <4, el operador W* es acotado en BMOj (w) siempre
que w € BT N DT con 1 < K < ‘S_TO‘ + 1y, 0,03 > 0 tales que (c2 + ¢3) <

00,€1,C2

o (1 - W) (4C)~™.
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5.3. Operador maximal asociado al semigrupo del calor de £,

Demostracion. Por el Corolario 3.20 y la Observacion 3.21 es suficiente probar que existe

una constante C' tal que el operador W, satisface

1 r\’
51 [ ) - sl dr < ¢ (-2 (5.5)

para toda bola B = B(zo,7) con 0 < r < p(xo) y todo 0 < # < min{1,4,}.

Para esto, como

W) = Win)alls < iz [ W) = Wi @)

estimaremos el integrando |W;1(y) — Wi 1(2)|| e

Seat > 0y sean y,z € B. Como para el semigrupo del calor asociado al operador

laplaciano se tiene que W;1(z) = 1, podemos escribir

Wil(y) — Wil(2)] < [Wil(y) — Wil(y)| + IWil(z) — Wil(2)|
y Wiy, z) — Wiy, z)|dx + /Rd Wiz, ) — Wi(z, z)|dx.

Dado que p(y) ~ p(zg) ~ p(z), si Vt < 2r, entonces vt < p(xg) < Cp(z) vy
V't < Cp(y). Utilizando la Proposicién 5.26(i), teniendo en cuenta la Observacion 5.27, y

realizando un cambio de variables, se tiene

(Wil(y) = Wil(2)|

() Lo () foon (2
<o () <Ga)

Para v/t > p(xq) > 2r se tiene que |y—z| < 2r < v/t. Por lo tanto, por el Lema 5.24(ii),
para todo 0 < f < min{1,4,},

WiLl) =Wl < [ W) = Wiz, a)lde

)ﬁ (5.56)
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Por tiltimo, si 2r < v/t < p(z¢), escribimos

Wil(y) — Wil(2)|
= |Wil(y) = Wil(y)) — Wil(z) — Wil(2))|

_ /Rd(Wt(y,x) — Wiy, x)) — (Wi(z,3) — Wiz, 2))da

s/ (Wil 2) — Wiy, 2)) — Wi(z,2) — Wiz, 2))| da

4|y—z|<|z—y|<Cp(y)

L 1OW2) = Wity 2) = OV (2o2) = Wiz, ) e

+/ (Wi (y, z) — Wiy, x)) — Wiz, x) — Wi(z,2))| dx, (5.57)
lz—y|>Cp(y)

con C' = 2ko+1Cy.

Para la primera integral, aplicamos el Lema 5.26(ii) y el hecho de que en la regién de

integracion |z — z| ~ |x —y| y p(z) ~ p(y), para obtener

/ (Wi, 2) — Wiy, 2)) — (Wi(z. ) — Wilz,2))|de
4ly—z|<|z—y|<Cp(y)

C’ _ s 2
Sm/ (|y Z|> exp<—|z | )dx
t2 Jay—2l<to—yl<cpm) \ P(T) ct
2
<C (|Z/ |> t—d/2/ exp (_ ly — x| > "
) 4ly—z|<|z—y|<Cp(y) ct

<C <p(;0)>5‘ (5.58)

Con respecto a la segunda integral, como z esta cerca tanto de y como de z, se puede

usar la regularidad del niicleo dada en el Proposicién 5.26(i) y nuevamente el hecho que

Vit < plag) ~ p(y) ~ p(2) teniendo en cuenta la Observacién 5.27. Desarrollaremos

solo uno de los sumandos puesto que la estimacién del otro término se obtiene en forma
analoga. Tenemos que

/| <ty (Wi (y,x) = Wiy, x)) — Wi(z,z) — Wiz, x))|dx

g/ an@—mm@W+/ Wiz, ) — Wiz, 2)|de
|z—y|<4|y—2z|

|z—z|<5ly—=z|

5. o
G e

t2 J o yi<afy—z) \P(Y) 4t

—I—i/ ( ) exp( |x— ) €T

td/2 |z—z|<5ly—z|
o a2 _ 42

< () [y (T [ oo (-557) 4]

13 p(.fo) |x—y|<4|y— z| |z—z|<5|y—z| 13
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5.3. Operador maximal asociado al semigrupo del calor de £,

(i ><'W'>
() ()
(%

donde hemos usado que |y — 2| < 2r </t y que §, < d.

)

| /\

(5.59)

>5
o

Por 1ltimo, para el tercer término en (5.57), utilizamos la estimacién dada en Le-
ma 5.24(ii) para W, y la correspondiente condicién de suavidad para el nicleo de calor
clasico W,.

Como |y — z| < plwo) y |x —y| > Cp(y) > CCy'27%0p(xg) > 2p(x0), se tiene
[z —y| > 2]y — z].

Por lo tanto, para todo 0 < f < min{1,4,}

/' |(Wily, 2) = Wiy, x)) — Wz, ) — Wiz, 2))|dx
lz—y|>Cp(y)

< / Wiy, z) — Wy (z,x)|dz +/ Wiy, x) — Wiz, z)|dx
lz—y[>Cp(y) . lz—y|>Cp(y)
gc@—zwﬂ;wwmﬂgjaaﬁm
<Crf /Cp(y) 5d1+5 s ds
8 B

SCE&5W§C<R%Q' (5.60)

Combinando (5.58), (5.59), y (5.60), se tiene
r B
IWil(y) =W 1(z)||lg < C (p(:m)) , 0<f <min{l,0,}, (5.61)

lo que nos da (5.55), como querfamos probar. O

Observacion 5.31. La condicién §,, < d planteada en el enunciado del Teorema 5.30 difiere
del caso particular du(x) = V(z)dz. Esto se debe a que en dicho caso dy = 2—d/q, donde
q es la constante de la condicién RH, que satisface el potencial V', y la condicién dy < d

es siempre cierta.
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5.4. Operador maximal asociado al semigrupo de Pois-

SOon

Para 0 < 0 < 1y f € L*(R%), se definen los operadores de Poisson generalizados P¢

mediante la férmula de subordinacién

t2o ® 2 dr
PEI@) = ey | W@

1 < dr
-5 /0 W ()5 (5.62)

para z € R y t > 0, siendo W,2 f como en (5.41), el semigrupo del calor asociado a L,.
ar

Luego,
Pei) = [ PPle) )y, e R
R
donde la expresion para el nicleo es

1

<, dr
Pta(xay) = m/o' e W%('I:y)rl__ga T,y € Rd' (563)

En el caso del operador laplaciano, cuando o = 1/2 se tiene el semigrupo de Poisson
cldsico, Pf = e"™V"2f parat > 0y f € L*(R?), el cual puede expresarse como una

convolucion con el denominado nucleo de Poisson,

t
d—.
(2 + |2[2) 5"

P(z)=c
Consideraremos el operador maximal asociado a P?, para f € L*(R?), como
P fla) = sup [P/ f (@) = [P/ f(@)]e (5.64)
>

en el espacio de Banach F = L*((0,00),dt) como antes. Luego, podemos estudiar el
operador con un enfoque vectorial de la misma manera en que lo hicimos en la Seccién 5.3,
esto es, considerando A(f)(x) = {P7 f(x) }+>0, y obtener la acotacién de L*(R?) en L% (R?),
lo que se sigue del hecho que Po* f(z) < W*f(x) para todo z € Ry f € L*R%) por
(5.62).

Ademas, por el mismo control puntual, podemos obtener que vale el mismo resultado
que para el operador maximal W* en espacios de Lebesgue pesados dado en el Teore-

ma 5.29.

Teorema 5.32. Sean 0 < 0 < 1, m = ﬁ y sea ¢y la constante del Lema 5.2/(i).

Entonces, para todo ¢ < cy2™™ vy todo peso w tal que w™! € Hﬁ’cm, se tiene que P%* es

acotado de L>®(w) en BMO,(w). Mds ain, es acotado en LP(w) para todo 1 < p < oo y

pym* * 1 * 3ko+7 ko+3\—m*
w € Hyew , conm” = gegsr y ¢ < co(2 Cyor)—m.
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5.4. Operador maximal asociado al semigrupo de Poisson

En los espacios BMOJ sin pesos, estos operadores maximales P”* fueron estudiados
en [MSTZ14] en el caso particular en que du(x) = V(z)dzx. Una versiéon pesada de estos
resultados, para un medida general 1, son el propésito principal de esta seccion. Para ello,
probaremos que las condiciones (3.3) y (3.4) con la norma del espacio de Banach E se
cumplen para luego obtener la acotacién del operador P?* en el espacios BMO7 (w) para

ciertos pesos w a través del Corolario 3.20.
Proposicién 5.33. Sean zg, 2,y €ERY, t >0y 0 <o < 1.

(i) Euxiste una constante C' tal que

1
o 1 v —y|\ PorT
Hpt (xay)HE < Cm exp <—Co <1 + | |> ) ’

p()
donde ¢y es la constante del Lema 5.2/ ().

2t) Para todo 0 < § < min{1,4 existe una constante C' tal que
( ) yOuyss q

|z —x0|5

IP7 () = Y o, < Cpr— i

siempre que |x —y| > 2|z — xo|.

Demostracion. Para probar el item (i), partimos de las definiciones (5.64) y (5.63), y la
estimaciones en la norma de E ya obtenidas para W, en el Proposicién 5.28. Para la

condicién de tamano, tenemos que

- 1 <, dr
Prle < s [ e IWa el

1
C 1 |l’ — y|> Fo+1 /oo -1 —
< — exp | —¢ (1 + r? e "dr
NCIEET ( '\ :

1 |z — y|>’“01+1
=(C———exp | —¢ <1 + )
|z =yl < ’ p(x)

Para probar la condicién de suavidad (ii), utilizamos el Proposicién 5.28(ii) para ob-

tener
P79~ P ol < s [ e Wt ) — W ()| 2
t T, Y t Lo, Y E_F(O') ] € % T,y % Lo, Y 5l
|z — @0]°
<Cr—Fr=
= ypin
siempre que |z —y| > 2|z — x| y 0 < § < min{1,,}. O

Teorema 5.34. Sean 0 < o0 < 1, m = co la constante del Lema 5.2/(i), y

1
ko+1’
6 = min{1,9,}. Entonces, para todo 0 < a < 6, el operador P>* es acotado en BMOY (w)

siempre que w € EfT N D™ con ci,ca,c5 > 0 tales que 1 < v < =2 41y

00,C€1,C2 R,C3

(c2+ c5) < o (1= 2052 (ap) ™
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Demostracion. Fijemos 0 < o0 < 1. Por el Corolario 3.20 y la Observacion 3.21, y en vistas

de las condiciones para el niicleo dadas en el Proposicion 5.33, es suficiente probar que

1 . . B
i [ 1Pri) - Prsledy < (555 (5.69)

para toda bola B = B(zo,7) con zg € R?, 0 < r < 2p(z0) y 0 < f <min{l,4,}.
Para mostrarlo, estimaremos ||P71(y) — P/1(z)| g para todo y,z € B = B(x,r).

existe una constante C' tal que el operador P/ satisface

De acuerdo a la representacién del nicleo del operador de Poisson generalizado (5.63), y

usando la estimacioén (5.61), se tiene que, para todo 0 < § < min{1,d,}

1 o ds
Ay) =P =|] = [ e Wely,z)—We(z,z))—
P - POl = || [ iy [ e - wata |
1 o0
< - o—1_-—s 1 - 1 d
<qer | e - W) s
B
<C< . > .
p(wo)
Promediando para y, 2 € B, se tiene la cota deseada. O

5.5. Funcién g de Littlewood-Paley para el semigrupo

de difusion del calor

La funcién g de Littlewood Paley asociada a la familia {W,},~¢ se define por

0 1/2
(N = ([Tromsor §) = el

donde F' = L*((0,00), %),

En el caso particular en que du(z) = V(x)dx con 0 <V € RH, para ¢ > d/2, la
funcién gy fue estudiada previamente en [BHS11], donde los autores obtienen su acotacion
en LP(w) para pesos w € Az, con 1 < p < oo. Por otro lado, estimaciones sin pesos en el
espacio BMOY pueden encontrarse en [MSTZ14].

Para estudiar el caso general asociado a una medida, seguiremos la linea planteada
en las dos secciones anteriores, en el sentido que trabajaremos en un contexto vectorial,
donde el espacio de Banach apropiado es F'. Asi, probaremos primero que las condiciones
de tamano y suavidad dadas en la Definicién 3.3 son vélidas considerando la norma || - ||,
asf como también las condiciones necesarias para la acotacién en el espacio BMO7 (w).
Por el Teorema Espectral, el operador {t0,W,;};~o es acotado de L*(R?) en L%(R?), lo
que junto con las condiciones del nicleo que probaremos a continuacién implica que es

un Calderén-Zygmund a valores vectoriales, y por tanto, acotado de LP(R%) en L%.(R?),

para todo 1 < p < o0.

127



5.5. Funcién g de Littlewood-Paley para el semigrupo de difusion del calor

Proposicién 5.35. Sean zg,z,y € R yt > 0.

(i) Euxiste una constante C' tal que

C |CU_?J| ﬁ
1 [
oW )l < eXP( < e ) )

donde ¢y es la constante del Lema 5.2/ ().

(i) Para todo 0 < § < min{l,0,} existe una constante C' tal que

|x—$0|‘S

||tatWt(xay> - tatwt(xmy)HF < C|]I _ y|d+6’

siempre que |r —y| > 2|z — xo|.

Demostracion. Comencemos con la condicién de tamano (i). De forma andloga a lo rea-
lizado en la prueba del Proposicién 5.21, usamos el Lema 5.25(i), del cual tenemos que

existen constantes positivas C'y ¢ tales que

e dt
1AW (. )% = / 10, )P
0

2~y mas{fz — y|, VI}) 7
— 2 —2¢o |1 dt
/ s, exp( C——— ; exp Co + p(:v)
1 o 2
) / t~ 4 Lexp <_ch> dt
0 t

< Cexp <—2co (1 + |$p<—x)y|> o

1
C |z — y|> RoFT
< —exp | —2¢ <1 - :
ERTE < )

1L . ., . . . 2 2
donde en la ultima integral se estimé mediante el cambio de variables u = M De

aqui se sigue la condicién deseada.
Con respecto a la condicién de suavidad (ii), consideremos |z — y| > 2|z — x.
De la estimacién realizada previamente en (5.45), y procediendo nuevamente como en

la prueba del Proposicién 5.21 (ver pag. 115) para my(L,), se sigue, por un lado, que

h dt C _ 25
/ [tOW, (2, y) —tatwt(ﬂfo,y)|2— < e <|$ x0|) ’
| _

z—x0|2 t |I’ |.Z' _y|

para todo 0 < § < min{l,d,} y cierta constante C.

Por otro lado, teniendo en cuenta que |zo — y| > 1|z — y/, de las estimaciones para el

tamano de to,W,(x,y) y to,W;(xg,y) obtenidas también en la demostracién del Proposi-
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cion 5.21, se tiene que

dt

|z—20|2
| ey - 0}
0

|z—20|? dt |z—0|? dt
S/ |’53LWL(1’>?J)|27+/ DWW (0, y)|*—
0 0

t
o — 2o\ [ 4y [z —y/?
<20 t exp | —c————— | dt
|z =y 0 t

< C <|ac—x0|>2‘S
Tl —yPi\ |-yl )

todo 0 < 0 < min{1,4,}.

Combinando ambas estimaciones se sigue la condicién en la norma de F'. O

Como consecuencia del Proposici én 5.35 y de la Observacién 3.13 se obtiene el si-

guiente resultado para gy, en espacios de Lebesgue con pesos.

Teorema 5.36. Sean m = ﬁ y ¢o la constante del Lema 5.2/ (i). Entonces, para todo
¢ < ¢27™ y todo peso w tal que w™' € HY', se tiene que gy es acotado de L™ (w)
en BMO,(w). Mds ain, es acotado en LP(w), para todo 1 < p < oo y w € HY'Y | con

p,c*
= ek g < @R

Finalmente, estimamos el operador en espacios BMO7 (w) verificando las condiciones

pedidas en el Corolario 3.20.

Teorema 5.37. Sean m = co la constante del Lema 5.2/(i) y 6 = min{1,0,}.

1
ko+17
Entonces, para todo 0 < a < 0, el operador gy, es acotado en BMO;’,‘(w) siempre que
w € Ef ., NDEY conl < k < =¢ 4+ 1 y 9,05 > 0 tales que (c3+c3) <

00,C1,C2 d

c (1 - W) (4C,) ™.

Demostracion. En vistas de la Observacion 3.21, es suficiente probar que existe una cons-

tante C' tal que

)5 , (5.66)

para toda bola B = B(xzg,7) con 0 < r < p(x9) y 0 < f < min{1,4,}. De la desigualdad

1
— - <
|B| /B ||t8tWt1(y) (t@tth)BHde ~ C <p(1’0)

de Minkowski se sigue que

1

[LOWi1(y) — (L0 W 1)sllF < ]

/ [0V 1(y) — tOWL(2) | p dz,
B

por lo que bastara ver que

r B
[toW 1 (y) — toW 1 (2)||lr < C (p($0)> ,
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5.5. Funcién g de Littlewood-Paley para el semigrupo de difusion del calor

para todo y,z € By todo 0 <  <min{1,0,}.

Notemos que

> dt
0

:/Om
:/0°°

Procederemos como en la prueba del Teorema 5.23 (ver pag. 117), dividiendo la integral

2

/t@LWt(y,x)dx—/ toOW,(z, x)dx
R4

R4

2t

/Rd(tatWt(y,x) — tOW,(z,x))dz

en la variable £ en tres regiones.
Para 0 < t < 472, usando que p(y) ~ p(xg) ~ p(z) por ser y,z € B, y aplicando el

Lema 5.25(iii) dos veces, tenemos que

j/=4r2
0

2t

/m (0N, 7) — Oz, )

4r? 2 dt 472
< J/1 (/[ té%]/»Q(Z/,ZE)(Lﬂ —_ 4—‘/(
0 R4 13 0
4r2 26,
o (s
0 p(o) t
1 4r2 5
= O—/ oLt
p(z0)?n Jo

(i)

Por otro lado, si 2r? < t < p(zg)?, utilizamos (5.46) para reescribir la integral en x.

2 dt

/ tOWy(z, x)dx
Rd

Luego, teniendo en cuenta que |y — z| < v/1, podremos aplicar el Lema 5.25(ii), y en vistas
de la Observacién 5.27, usaremos (5.47) pues t < C'p(y)? en esta regién. Asi, se tiene que

para todo 0 < f < min{1,4,},

p(z0)?
jC;Q

2

/Rd(t(?tWt(y,x) — tOW,(z, z))dx

p(xo)?
_ / ;
472
p(20)?

[, Wil 2) = Witz o)
<Cly - Z|25/4 t=?

2
/ 42 exp <_M> dy(z)
2 Rd ct

T 20
< Or? / e At (ﬁ) dt
- 0 p(y)

= Cr* p(xo)™ p(10)>* 2"

=¢ (péo))w'

2

dt

2

dt
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Finalmente, para analizar la integral en la tercera regiéon cuando t > p(x¢)?, vemos

que |y — z| < 2r < p(zo) < V1. Luego, por el Lema 5.25(ii)

/p(l“o)

2 dt

/Rd (tOW,(y, x) — tO W, (z, z))dx

0 _ 28 _ ]2
< C/ <u> / 1—4/2 exp <_M> dx
p(wo)? \/% Rd ct

< COr? / 8= 1dt
p

(0)?

-¢ <p<;o>>w’

para todo 0 < < min{1,6,}, lo que concluye la demostracién de (5.66). ]

’dt

5.6. Funcidén g de Littlewood-Paley para el semigrupo

de Poisson

La funcién g de Littlewood-Paley asociada a el semigrupo de Poisson esta definida de
manera analoga a gyy, considerando en este caso al semigrupo de Poisson clasico definido en
la Seccion 5.4 como ’Ptl/ ?_ al que denotaremos simplemente por P;. Luego, para f € L*(RY),

definimos

00 1/2
w0 = ([TW0Ps@PY) ~ 0Pl ce®L G

donde F' = L*((0,00), %),

Las estimaciones para espacios de Lebesgue y BMO, en sus versiones pesadas adecua-
das al contexto de esta tesis, se dan de la misma manera que las de gy, en el sentido que se
obtienen, por un lado, las mismas estimaciones de tamafo y suavidad correspondientes a
la Definicién 3.3 y, por otro, las necesarias para el Corolario 3.20, considerando en ambos
casos la norma || - ||p. Tal y como se realizé el estudio de los operadores en un contexto
vectorial en las secciones anteriores, utilizando el Teorema Espectral y las condiciones de

tamafio y suavidad que veremos a continuacién se obtiene que {t9,P;};~0 es acotado de
LP(R?) en L7.(RY), para todo 1 < p < oc.

Proposicién 5.38. Sean zg,z,y € R yt > 0.

(i) Euxiste una constante C' ta que

1 T—y RorT
Htatpt(l',y>||p S Om exp <_CO (1 + | |> ) ’

p(z)

donde cq es la constante del Lema 5.2/(i).
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5.6. Funcién g de Littlewood-Paley para el semigrupo de Poisson

(i) Para todo 0 < 6 < min{l,6,} existe una constante C tal que

k2 550|6
| |d+5’

||t8t73t(l“,y) — tatpt(-TOa )“F <C

siempre que |r —y| > 2|z — x¢|.

Demostracion. Partimos de la representacion subordinada del nticleo de Poisson para
o = % dada en (5.63). Derivando con respecto a ¢ y multiplicando por t pero acé se

hicieron mas cosas, hay un cambio de variable en la derivada; es en t inicialmente

t oo dT
0P e,y)= = / ¢TOWa(@.y)

dr
\/_/ —8W( ):%m

Ahora, haciendo el cambio de variables u = 4 , se obtiene
t [ _e du
tatpt(l', y) = ﬁ/o € Au uauWu(x,y) W (568)

Luego, para probar la condicién (i), a partir de (5.68) aplicamos la desigualdad de

Minkowski integral y procedemos como en la prueba del Proposicién 5.21 (ver pag. 115)

0 dt 1/2
||t8t73t(x,y)||p = (/ |t8t73t($ay)|2 7)
0

1/2 du

e / D Wa(z, )| du
0

1
1 AN ==t
<C———exp| —¢ (1 + [ y|) ’ ,
|z -yl p(z)

2
donde hemos usado que fooo te~mdt = u.

Para mostrar (ii), aplicamos la desigualdad de Minkowski nuevamente, y procedemos
de manera andloga a lo realizado en la prueba del Proposicién 5.21 (ver pag. 115) para

deducir que

|tO Pz, y) — Lo Pi(zo, y)||Fr < C/ (U0 Wy (2, y) — u0Wa(z0,y)| du
0

|z — x0|°
< C|x — y[de
para todo 0 < § < min{1,0,}, siempre que |z —y| > 2|z — 0| O

Como consecuencia del Proposicion 5.38 y de la Observacién 3.13 se obtiene el siguiente

resultado.
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Teorema 5.39. Sean m = y ¢o la constante del Lema 5.2/ (i). Entonces, para todo

1
ko+1
c < co2™™ y todo peso w tal que w! € HYT", se tiene que gp es acotado de L™(w)
en BMO,(w). Mds ain, es acotado en LP(w), para todo 1 < p < oo y w € Hg”::*, con

ko+3\—m*
m* = G2 +1)2 y < ¢ (23k0+7000+ ) m*

Finalmente, estudiaremos el operador en espacios BMO;}(w).

Teorema 5.40. Sean m = Fﬁrl, co la constante del Lema 5.2/(i1) y 6 = min{1,0,}.
Entonces, para todo 0 < a < 0, el operador gp es acotado en BMO?(w) siempre que
w € Efm  NDET conl < k< 241 ye,e,es > 0 tales que (ca+cs) <
o (1 — w> (4C,) ™™

Demostracion. Por Corolario 3.20 y las Observaciones 3.19 y 3.21, bastard probar que

existe una constante C' tal que, para toda bola B = B(zg,r) con 0 < r < p(z0)

>6 , (5.69)

1
B / ItOPAy) — (H0PA) 5| rdy < C (
B

con 0 </ <min{l,d,}.
Dados y,z € B, y gracias a la desigualdad de Minkowski, serd suficiente estimar

1t0y P 1(y) — tO, P 1(z)|| F- De (5.68), aplicando la desigualdad de Minkowski nuevamente,

p(wo)

(t@ﬂ’t(y, x) — tO,P(z, x))dx

e )
= c/ ,2) — O Walz, 2))da

Esta dltima expresion ya fue estimada en la demostracion del Teorema 5.23 (ver pag. 117),

F

du
/Rd(uauwu(y, x) — uO,Wy(z, x))dx 2

du.

por lo que (5.69) se sigue a partir de ello. O

5.7. Operadores integrales fraccionarios

Dado v > 0, las potencias negativas £7 admiten la siguiente representacion integral

en términos del semigrupo de calor, para f € L*(RY) y z € R%:

1 o d
L1 = o [ @),

donde I" denota la funcién Gamma.

tL

Utilizando la representacién de e~ en términos del nicleo W,(z,y), podemos rees-

cribir la expresion anterior de forma explicita como un operador integral
1

i@ =5 | [ Wi = [ 2w
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5.7. Operadores integrales fraccionarios

con un nucleo de tipo fraccionario dado por
L [T at RY 5.70
j’y('Tay) _m o t(xay>t1_,,ya xr,y € : ( : )

Este operador puede verse como una generalizaciéon natural del potencial de Riesz clasico
asociado al operador laplaciano, el cual tiene niicleo J,(z,y) = cqq|z — y[*'~4, para 0 <
v < d/2. Es inmediato de (5.42) que la integral anterior es finita cuando 0 < v < d/2, por
lo que este es también el rango 6ptimo para el estudio de las potencias negativas de £,.

El caso de las potencias negativas del operador Ly fue analizado primeramente en
[BHS11], donde se obtuvieron estimaciones en espacios de Lebesgue con pesos en Af, asi

como el correspondiente resultado de tipo débil (1 ) para w € Af. Posteriormente, en

T
[BCH134a] se establecieron acotaciones desde espacios de Lebesgue con pesos hacia espacios
BMO,(w), nuevamente para pesos en A?. Por otro lado, en [MSTZI4] se obtuvieron
estimaciones para £;,” entre espacios BMOj sin pesos mediante un teorema de tipo 71,
mientras que en [BHS08] se dieron estimaciones en BMOF(w) con técnicas adaptadas al
operador.

Los resultados principales de esta seccién son las propiedades de acotacién para L7
tanto en espacios LP(w) como en espacios BMO7(w) con w en el contexto de pesos HJ/™.

A continuacién enunciamos cada uno de ellos, los que seran demostrados utilizando lo

visto para operadores fraccionarios en el Capitulo 4.

Proposicién 5.41. Sea 0 < v < d/2. Entonces, L7 es un operador de Schrodinger-

Calderdon-Zygmund exponencial de tipo (2, 00,6) para todo con 0 < § < min{1,6,}, con

1
ko+1"

constantes ¢ = ¢o (la constante del Lema 5.2/(i)) y m =

Teorema 5.42. Sean 0 <y < d/2 ym = El operador L7 es acotado de L% (w 2dﬂ)

T
en BMO,(w) para todo peso w tal que w™a d2v € H{" conc < Cod 7 (8C0)™"™. Mads an,

—1_2

L7 es acotado de LP(wP) en Li(w?) para todo 1 < p < 5= y “ b

yc< COd (23k0+70k0+3>

=Ly todo peso w

p p17n * — 1
tal que w P € H L2, CON T ot D)?

Teorema 5.43. Sea 0 < v < d/2, § = min{l,6,}, m = Fﬂ-l y co la constante del

Lema 5.24(i). Entonces, para todo 0 < «a + 2y < 4, el operador L7 es acotado de
BMO?‘(w) en BMO;‘;‘F?’Y(w) siempre que w € EL™ D™ con 1 < Kk < 6_2J_a 1y

00,C1,C2

1, Co,c3 > 0 tales que (ca + ¢3) < ¢ (1 — M%“”) (4CH)~™

Demostracion del Teorema 5.41. Probaremos a continuacién las estimaciones de tamano

(4.3) y suavidad (4.4). Més precisamente:

(i) existe una constante C' tal que

C — g\ o
17, 0.9)| € o e <—co (”'Z J') ) (5.71)

siendo ¢y la constante del Lema 5.24(i).
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11 ara todo < < min €X1Ste ulla constante a ue
(i) para todo 0 < § < min{1,4,}, exist tante C' tal q

C _ o
LZ@w%n%@mwhﬂx_wﬁhCE_ﬁo, (5.72)

siempre que |z — y| > 2|z — .

Comencemos por la condicién de tamano. Para ello, usaremos el Lema 5.24(i), del cual

se sigue, mediante un cambio de variables, que

0

1
1 o ey ') _ 2

< ) exp <—co <1 + |i)($;y|> ’ ) / t_gﬂ_lexp (—c@) dt
0
1

c M—M)%“
< —exp | —co (1 + ,
o — g2 ( ()

dado que 0 < vy < g.

Para la condicién de suavidad, sean |z — y| > 2|2 — x¢|. Teniendo en cuenta que

L[ dt
IJﬂmw-uL@myﬂzfagé Wi,y) = Wilwo, y)| .

1 o dt
O e

consideramos dos casos.
Si t < |z — wo/|?, usamos el Lema 5.24(i) y la estimacién (5.54) con N = §/2,

0 < 6 < min{l,6,}, para obtener

2 4

< Ot % ex <_C|x—y| > <|aj—x0|>
< p ; 7
< 1t o () <|x—y|)‘5 <|x—xo|>5
N 2t Vit Vit

- |z — 2o ’ |z —y|?
< COst~ 2 [ Z—20) exp [ —ei——T- ).
- |z =y 2t

Y, como |zg—y| > £|x—y], también obtenemos la misma cota para |[W,(zo, y)|. Entonces,

integrando como antes,

|z—20|? dt
[ e - Wil

& — x| \* [l |z —y|?
<C / t 2 lexp [ —c dt
lz —y] 0 2t

)
<o ! (W—%O_
I AN ]
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5.7. Operadores integrales fraccionarios

Para t > |z — z|?, por Lema 5.24(ii), para todo 0 < § < min{1,4,} vale la estimacién

2
Wi(a1) = Wilao. )| < C1- d/?( ) o (-2

-5 9
< O %I |z =y _lz =yl
ct ( 7 exp 5ot
W—Id a2 lz =y
— o =) _EEIL)).
¢ < |z — y| P 2ct

donde nuevamente hemos usado (5.54) con N = §/2.

lz—y|

Entonces, integrando en ¢ y realizando el cambio de variables u = 5,

/| T Wilery) - Wil )l

1—
T—x0|2 =

_ 6 poo 2
|z —y 0 2ct

d
<C 1 <|x—x0|>
T |z =yl Uz =y

Luego, de las estimaciones de ambas integrales se obtiene 5.72 para todo 0 < 6 < min{1,6,}.

Finalmente, debemos probar que el operador £,,7 es acotado de L'(R?) en L7 (RY).

Esto se desprende de la condicién 5.71 puesto que dicha condicién implica que

| Ty (2, )| <

|z —y|t

Luego,
gl <0 [ = e

donde I, es la integral fraccionaria cldsica de orden 27 < d. Es un resultado clasi-
co (Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev) que este operador es acotado de L'(R?) en

LT (R%). Asi L7 también lo es, completando la demostracion del teorema. O]

Demostracion del Teorema 5.42. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 5.41,

4.7(1) y 4.6(i). 0

Demostracion del Teorema 5.43. Por el Corolario 4.12 y la Observacién 4.11 basta probar

que existe una constante C' tal que

1 B
— [ | g < .
|B|1+27/d/3‘£u 1) — (£;70) 5] e < c(p(x0)> , (5.73)

para toda bola B = B(zg,7) con 0 <r < £p(zo) y 0 < f < min{l,8,} — 27.

Dados y, z € B, estimaremos [£71(y) — £,71(z)| para luego tomar promedios. Ob-

servar que

1£,71(y) = £,71(2)] =

/ Wiy, z) = Wy(z, z)dx t”‘ldt‘
0o Jra

< [ -wa)ea
0
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Dividimos la integral en ¢ en dos partes. Para 0 < ¢t < p(z0)?, usamos (5.61) para

obtener

/p(%)2|W1() wagra <o (L )B/p(m)xld (5% >ﬁ< P
— 2)|tT T dt < thdt = T ,
0 B = \eo)) o plzo)) P

siempre que 0 < § < mfn {1,3,}.

Para la integral en t > p(z¢)? usamos (5.56), de donde se tiene que

00 o0 5
/ Wil(y) — Wil(2)| 7 dt < C/ (L> 7 dt
plao)? pleoy? \Vt

— CTB/ et
p(xo)?

= (i) e

De ambas estimaciones, finalmente obtenemos

1 _ _ 1 _ _
|B|ITW/B|£M”1(y)—(£#71)3|dy§|B|QTW/B/B|£M71(y)—£lﬂl(z)|dydz

fgw%M<m;Qﬁm“W

siempre que 2y < B < min{1,4,}. Haciendo § = B — 27, tenemos que (5.73) vale para
todo 0 < B+ 2y <min{1,0,}.
De aqui se sigue el resultado de acotacién de BMij(w) en BMO?+2’Y(’U)). O

para todo 2y < < min {1,6,}.

5.8. Operadores asociados a un potencial V

En el caso particular en que la medida p estd dada por du(z) = V(z)dx, con V una
funcién no negativa que pertenece a la clase de reverse Holder clasica RH, para q > g,
podremos estudiar los operadores T, = L£;,'V? para 0 < v < d/2.

Estos se definen , para f € L*(R?) por

T f(z) = | Tz, y)V7(y)f(y)dy,

Rd
siendo K, (z,y) el nicleo del operador £,,” definido en (5.70), considerando aqui el caso
particular dp = V(x)dz.
Para los casos en que v toma los valores % v 1, la acotacién en LP(RY) fue probada en

[She9s, Theorem 5.10, Theorem 3.1] cuando 1 <p <2qy 1 < p < g, respectivamente.
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5.8. Operadores asociados a un potencial V'

Estos operadores fueron estudiados posteriormente en [GLP0O8, Lemma 2, Lemma 3|,
quienes probaron estimaciones puntuales para sus ntcleos, de tamano y suavidad con
decaimiento polinomial asociado a la funcién de radio critico p. Luego, haciendo uso de
estos resultados obtuvieron la condicién de suavidad (3.2), la cual se encuentra contenida
en la demostracién de [GLPOS, Theorem 1] cuando s = ¢ y s = 2¢ para Ty y Ti)s,

respectivamente, y algin 6 > 0.

Partiendo de dichos resultados para el niicleo del operador,en [BCHI3a, Theorem 8,
Theorem 9] se probaron estimaciones con pesos en la clase Ap para Ty y Tyj2. Mds pre-
cisamente, se establecieron acotaciones de L*(w) en BMO,(w), y entre espacios LP(w).
De forma independiente, Tang (ver [Tanl5, Theorem 3.4, Corollary 3.5]), probé el mismo

resultado de acotacién en LP(w) para estos operadores y sus adjuntos 75 y 17 )

El caso general 0 < 7y < d/2 fue estudiado posteriormente en [BH()19], donde los auto-
res obtuvieron resultados para operadores en la clase de Schrodinger-Calderén—Zygmund
(s,0)conl < s<ooy0<d<1,los cuales les permitieron deducir la acotacién de T, en
espacios LP(w) para todo (¢/7) <p<ocyw € AZ/(q/v)” y en espacios BMOY (w) para
ciertos pesos w relacionados con la clase A?. Para ello, dieron las estimaciones (3.1) y (3.2)
para el nicleo J, V7 con s = ¢/v > 1y 6 =min{l,2 — d/q}, y probaron la acotacién del
operador T, de L*'(R?) en L**°(R?). Més atin, mostraron que en el caso en que V € RH,

para todo ¢ > 1, T, es acotado para todo 1 <p <ocy w e Ab.

Adicionalmente, en [BHO)19] los autores deducen una condicién de tipo T'1 para es-
tos operadores, la cual les permite obtener la acotacion de T, en espacios BMOﬁ (w)
para ciertos pesos w relacionados con la clase Af. Mds precisamente, prueban que, si

5 = min{d,y(2 —d/q)}, para todo 0 < § < § existe una constante C' tal que

1 A VA A vtk r ’
E/B‘EV Vl(z) = (L,7V 1)3‘ dz < C <p(:c0)> ’ (5.74)

para toda bola B = B(zo,7) con 0 < r < £p(o).

Entonces, por todo lo antes dicho, si podemos obtener la condicién de tamano (3.1)
para el nicleo J,V7, a partir de los resultados del Capitulo 3 serd posible extender las

acotaciones ya existentes al contexto de espacios de funciones con pesos en la clase H)'",

puesto que la condicion (3.2) y la propiedad de acotacién de 77, requerida la Definicién 3.1

se deducen de la clasificacién dada en [(Quil9, Proposicién 2.4.6).

Proposicién 5.44. Sea V € RH,, q > 2

5 VZ0y0<y< g. Entonces, T, es un

operador de Schrodinger—Calderon—Zygmund de tipo (%,5) con 0 = ml’n{l,Q — Cé}, Y

constantes m = F{Fl y ¢ = o2~ ™) siendo ¢ la constante del Lema 5.2/ (7).

138



CAPITULO 5. APLICACIONES DE LOS RESULTADOS A OPERADORES ASOCIADOS A L,

Demostracion. Por lo observado previamente, basta probar que existe una constante C

tal que, para todo R > 0,

1 / v/q C o R \™
— T (z, )V (y q/vdy) exp | —cp2™™ 1+ — ,
<Rd R<|10*y|S2R| A V) TR ’ p(z)

siempre que |z — xo| < R/2. Aqui, m = /c01+1'

Partiendo de la estimacién (5.71) ya obtenida para J,(z,y), teniendo en cuenta que
R/2 < |z —y| < 3R en el anillo de integracién, y usando la condicién reverse-Holder RH,

para V, se sigue que

1 v/q
(ﬁ / |Jv<x,y>v7<y>|q/wy>
R<|zo—y|<2R

< ¢ 271+ —— L / d v
— e —c — y)da

= pewn P ’ plz R JB(z3R) ")y

C 1 7
< g o (e (14 ))(—/ )
Ri=2v ’ p(x R [ 3r)
( R

< C exp < 2™ 1+ ) ) 2 (1 + )logQ(Dv)W
> o0 oo — 00 N
R p(x)

U

U

donde se usé el Lema 1.24 para el caso du(z) = V(z)dx y Dy denota a la constante de

duplicacion correspondiente a V. [

Como consecuencia de los Teoremas 3.7(ii) y 3.6(ii) obtenemos el siguiente resultado
para cada T, el cual permite ampliar la clase pesos dadas en [BH()19] para el caso L”(w)
con (q/7v) < p < o0, y extiende el resultado en el extremo p = oo de [BCH13a] para todo
T, con 0 << g.

Teorema 5.45. Sea V € RH,, q > g, VZ0y0<vy< g. Sean m = ﬁ Y Co
la constante del Lema 5.2/(i). Entonces, para todo ¢ < (q/v)'27*™1 y todo peso w tal

que w™ @/ ¢ HP'™, se tiene que T, es acotado de L>(w ) en BMO,(w). Ademds, es

acotado en LP(w) para todo (q/v) < p < oo y w € H"

p/(q/,y)/ o+ con m* =
¢ < 2 (ML) (ko6 ko +3)—m*

1
ko+1)? Y

Finalmente, la acotacién en espacios de tipo BMO es una consecuencia del Teore-

ma 3.18 y la estimacién (5.74) como enunciamos a continuacion.

Teorema5.46.SeaVERHq,q>g,V¢0y0<7<g~Se‘mm:ﬁy

6 =mi{1,2—d/q,v(2—d/q)}. Entonces, para todo 0 < a < 0, el operador T, es acotado
en BMOZ (w) siempre que w € EY"' N DET

e~ ,C1,C2 K,C37

que (c2 +c3) < 2 (1 - m) (8CpH)™™

conl < k< ‘S_To‘—l—l Y c1,Co,c3 > 0 tales
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5.9. Operador £V

De acuerdo con los Teoremas 3.12 y 3.14, se obtienen los siguientes resultados de

acotacion en LP(w) para 1 < p < ¢/, y en el extremo p = 1, para el operador adjunto T7.

Teorema 5.47. Sea V € RH,, q > g, VZOy0 <y < %l. Entonces T3 es acotado en
1 *
LP(w) para todo 1 < p < q/v y todo peso w tal que w™ r—1 € H£/’7(Lq/7)/ o conmt = 1

(ko+1)?
/
y < 0027m71 (%) (2k0+60(1)€0+3)—m*‘

Teorema 5.48. Sea V € RH,, q > %l, VZOy0 <~y < %. Entonces T3 es de tipo
débil (1,1) con respecto a w, si existe v > 1 tal que w'¥M" € Hf”gf*, con m* = m Y

/
ot < CoQ_m_l (%) (2k0+10(1)€0+1>—m )

5.9. Operador L7V

En esta seccion estudiaremos el operador fraccionario £7V, para 0 < vy < 1, el cual
verificaremos que se enmarca en la Definiciones 4.1 o 4.2, segtin el valor de d,,.

Notemos que £,7V puede considerarse de orden fraccionario v = 2y — 1, puesto que
L7 es de orden 27 y el gradiente V reduce el orden en uno. Asi, v > 0 siempre que
consideremos % <v <1

Cuando v = 1, se tiene que el orden es ¥ = 1. En este caso, el operador L';lv puede
expresarse directamente mediante la solucion fundamental de £,

£,V f@) = [ Twy)Viwis
R
para [ € L*(RY).

Aplicando integracién por partes obtenemos
[ T Vi == [ Value)f)ds,
R4 R4
por lo que el niicleo de E;lv es
}Cl(xa y) - _VQPu(xJ y)a

donde Vj indica el gradiente con respecto a la segunda variable.

En virtud de la simetria I', (2, y) = I',(y, x) (ver [She99, Theorem 2.18]), se tiene
V2Fu<x7 y) - vlru(ya l’),

Gracias a esta igualdad, las estimaciones para V1", dadas en la Proposicién 1.26 permiten
dar cotas adecuadas para el tamano de K;. Esto es, existen constantes positivas C €3 tales

que

06763d#(y’x) d/,L(Z) 1
Ki(z,y)|=|Vil.(y,2)] <——— / + , 5.75
el =il ol <7, = <B<y,y;> oyt Tya) O
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para todo x,y € R% con o # v.

Mas atin, si 6, > 1, entonces

C —edy (y,x)
K p)] < 1

ly — ajd-t”

Para deducir las condiciones de suavidad, disponemos del Lema 5.4 para A = 0, para
conseguir las estimaciones deseadas con § = d1, la constante de (5.5). Veremos esto en
detalle en el proximo resultado.

Ahora bien, cuando % < 7 < 1, podemos recurrir a la férmula de Balakrishnan (ver
[[Kat60, Eq. (3.53), p. 286]) para expresar al nicleo de £;7V, mediante la cual se tiene

que
qﬂzg%?ﬁé AL d
Dado que
Lot @) = [ TG s,

para f € C®(R?), se obtiene

LoV @) = [ Tunslen)V )y

Considerando las derivadas parciales con respecto a cada una de las coordenadas y apli-

cando integracién por partes componente a componente, se deduce que el vector gradiente

satisface
/ Liialz,y)VE(y) / Vol (z,y) f(y)dy.
Rd
Por lo tanto,por la simetria de I, 4,
B sinmy [
£V =2 [T aoe v @ay
sinm e
_ _sinmy / A [ Vel () £ (y)dydA
T 0 Rd
sin &
- / _sinmy / A VT (y, ) AN (y)dy
R4 e 0
- [ ks (5.76)
R
donde '
sin(m o
Ky(z,y) = _(Tw/ ATV i (y, ) dA. (5.77)
0

Nuevamente, a partir de la Proposicion 1.26 y el Lema 5.4 podremos dar las estimaciones
deseadas para el niicleo K, también cuando % <v<l
Con estas estimaciones a disposicion podemos probar la siguiente clasificacién para

L’;VV, primeramente en el caso en que 6, > 1.
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5.9. Operador £V

Proposicién 5.49. Sean , > 1 y% <7 < 1. Entonces, L7V es un operador Schrodinger—

1

Calderdén—Zygmund exponencial de tipo (2y—1, 00, 01), con constantes ¢ = 3o YM = 1

donde Dy es la constante dada en (1.7).

Demostracion. Notemos primero que de la condicién de tamano puntual de V4T', dada

en (1.26), y aplicando (5.20) junto con el Lema 1.9, para todo A > 0 se tiene que

|V r ( >| - Cle 5%y —5v@aVAlz—y|
12y, T)| =

ly — x|
Ce—5v@av/Na—| ; ly — 2|\ 7o
S |y — x|d_1 exXp —2—l)1 (1 + p(gj) ) s (578)

donde p(x) puede cambiarse por p(y) por la simetria de la distancia d,,.

De aqui se sigue inmediatamente que si vy =1 (y por tanto, v =2y — 1 = 1)

C € ly — 2 R
_\V,T < — 57 |1 ‘
mnaw||V1A%@P—w_xwiwp<zpl(+ mw) >

Para el caso

% < 7 < 1, integramos (5.78) en A, haciendo el cambio de variables

u = %,/wd\/X|x —y|, de donde se sigue que
C | I\ Fort
€ Yy — x|\ ot o N
K < —— 1 A Ve~ avV@avAlz=yl g\
'”“ﬂ”-m—yWI“p(le<*p@>> )A -
1
¢ ¢ |y — x| o /m a1 -
< o 1 (2—2v)—1 ug
—u—yw@%D“p(2Dl<+'mw o 0

1
¢ € |y — ]\ oF
< — 1
—m—ywmvnﬂp<2Dl(*mw |

donde hemos usado que la integral es convergente por ser v < 1.

Para probar la condicién de suavidad correspondiente, consideramos |z—zo| < |y— z|/8.

Luego, aplicando el Lema 5.4, y usando nuevamente (5.78) tenemos que

|v r ( ) Vv, ( )| <C <|ZE — 33'0|>61 e_%\/UTdﬁly—ﬂ
Ly, ) — Vil (Y, Zo)| = sup CEASA
’ ' |l‘ - y| 2€B(z,|z—y|/2) |y — Z|d 1

<C (Ix - x0|>51 ¢ ivEaVAla-y
— \l|z—y |z —y|==t

En el caso en que v = 1, usamos la desigualdad con A = 0, de donde se sigue que

C |z — o ”
_ <
|K1(z,y) — Ki(z0,9)| < y — 2|4 ( iz — g > )

siempre que |z — y| > 8|z — zg.
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Para los demas casos, integramos como antes para obtener

|’C’Y(x’ y) - ’C’Y(x()? y)' S C/ )\7’Y|V1FM+)\(ya ZL') - Vlrp—i-)\(ya Q’Jo)|d)\
0

C 2 — 2|\ [
< 0 ) / \ Yo FV@aVA eyl gy
T =yl -y 0

- C | — x| &
Ty =@ e -yl )

siempre que |z — y| > 8|z — xq|.

d
Finalmente, para probar que L7V resulta acotada de L'(R?) en L-Cv-0"(R?),
procedemos como en el caso de las integrales fraccionarias. Es decir, considerando las
estimaciones puntuales obtenidas previamente, para f € L'(R?) y cualquier % <7 <1,

escribimos

£,V < [ el )y

1 € ly — x|\ "7
< — |1
<C wa |z — y[ @D eXp ( 9D, ( + (@) > >|f(y)|dy
/()]

e 7 — gD

= Clyy (| f])(2),

<C

dy

donde I5,_; es la integral fraccionaria clasica de orden 2 — 1. Puesto que esta es de tipo

débil <1, ﬁ), L7V también es de este tipo. O

Para 0 < 4, < 1, el operador L7V es Schrodinger-Calderén-Zygmund exponencial
de tipo (2y—1, s, ) para ciertos valores de 1 < s < ooy 0 < § < 1. Las estimaciones para
el nicleo en este caso requieren mas cuidado, pero siguen los lineamientos de las pruebas
realizadas para las transformadas de Riesz adjuntas en la Seccién 5.1, donde, a su vez, el

rango de s mejora cuando se particulariza al caso potencial.

1

Proposicién 5.50. Sean 0 < 4, < 1, 5 < v < 1. Entonces, L7V es un operador

Schridinger—Calderon—Zygmund — exponencial de tipo (2y — 1,8,01) para todo
% f:gz y 01 € (0,1), con constantes ¢ = 3 y m = ﬁ, donde Dy es

< s < 1D,
la constante dada en (1.7).

Demostracion. Comencemos probando que el nucleo K, verifica la condicién de tamano

integral (4.1). Para ello, consideramos la estimacién del Lema 5.4, y utilizamos como en
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la demostracién anterior el control dado en el Lema 1.9. Para todo A > 0 se tiene que

C -3 d, (y,x)— 2 \JwgV N z—y| d 1
ViLaly 2)] < S / el
B(y,54)

|z — yld=2 [z =yl e -yl

<O€%meﬂkm _63(1+w—wib
I e 2D, p(z)

d 1
y / u(zd)l_1 N
B(ylz2) |2 =yl |z -yl

Asi, por un lado,

C’exp(

Koz, y)| <

(1+'i<xg§|>k01ﬂ> l/ du(z) 1 ]

|z — |t Byl [z =yt =y

Por otro, si % < 7 < 1, integrando resulta una cota andloga:

C'exp (

1Kq(z,y)| <

(1 + Iy(;;l)’“O“) [/ du(z) L 1 ]
(o =54)

|z — y|d-2 |z —yl==t |~y

% /OO N e~ V@V a—yl gy
0

<Cexp( o (He&)k;ﬂ) M;( e SN

- |z — yld=CGr=D=t e N ]

] . (5.79)

Asi, para cada % <y <1lyl|z—z9| < R/2con R > 0, procediendo como en la demostracién

de la Proposicion 5.5 (ver pag. 97) se sigue que
1
1 / 1/5 Cf 63 R 7k0+1
2d Ky (z,y de> <—— _exp| - 1+ —— ,
<Rd R<\xo—y\s2R| +28) R 4Dy p(x)

Para obtener la condicién de suavidad para I, basta retomar la desigualdad (5.12) y

proceder como en la prueba de condicion de suavidad para R, de la Proposicion 5.5 (ver

pag. 97). Asi, para cada |x — x| < r < p(xg), y 0 < r < R/16, se puede deducir que

1
e (14 B\ (ho+1)2
|z — o] o1 o=eo(1450) du(z) 1
|K:’Y(:E>y) - ]C'Y(IOa y)| <C ( |.’L' _ y|d_(2,7_1)_1 5 — T )

|z —y] wly—a) 12 =yl |z =y

para cierta constante positiva ¢g.
A partir de ella, se sigue como en la demostracion mencionada la condicion de suavidad

(4.2) con v =2y — 1, para todo 1 < s < %‘j.
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Por tltimo, notemos que si f € L¥(R?), mediante la desigualdad de Holder y la
condicién de tamano del nicleo K, cuando 0 < 0, < 1, se sigue que

£,V f(x)] <

j=1

/ | K@l W)y
20 p(a)<|y—a|<20+1 p(x)

o'} /

1/5 1/8
<e>(/ L ra) ()
j=1 27 p(@)<|y—a|<P*1p(x) 20+ p(z))
) 1/s
=) ([ i)
(2,271 (x)

s ( (2 p(a))
1/s
<y>|s’)

]
Yp(z)) @D P ( i, 12

j_

< C’Zexp (—EQJkoH) | B(z, 27t p(

< OMQW—I,S’(f)(x%

( B(,2711 p(x))

donde Ms,_; ¢ denota la maximal fraccionaria centrada con promedios en norma s, esto
es,

I ) 1/s
May1.o(f) () = sup | Ba, )] 57 (7@ ( )|f|3> .

>0

Usando el tipo débil <1, mir—l)) de la maximal fraccionaria clésica, se deduce que L7V

es de tipo débil (s’, Wsl_m) puesto que (2y — 1)s’ < d. ]

Observar que, en el caso du(x) = V(x)dr, mediante una estimaciéon como la dada
en la prueba de la Proposicién 5.8, es posible obtener un resultado mejor para £,,7V
cuando V' € RH, con g < q < d, teniendo en cuenta el parametro py que era el extremo

6ptimo para la acotacién de las transformadas de Riesz. Este cumple automaticamente

que py > % para todo g <qg<dy % < v < 1 por lo que tenemos el siguiente

resultado en el caso potencial.
Proposicién 5.51. Sea V. € RH, con 4 < g <d, V #£0,1 <~ <1 yp%:%—é.
Entonces, L,V es un operador Schrédinger—Calderdn—Zygmund exponencial de tipo

(po, 27y — 1,01), con constantes ¢ = - ym = ﬁ, donde D; es la constante dada
n (1.7).

A partir de la clasificacién obtenida, se derivan los siguientes resultados de acotacién

como consecuencia de los Teoremas 5.49, 5.50, 4.6 y 4.7.

Teorema 5.52. Sean 9, > 1, % < v <lym= El operador L7V es aco-

Fo+1 g
d d d
tado de L2vfl(w2vfl) en BMO,(w) para todo peso w tal que w™=2=0 € H['™ con

¢ < 3pa= (27 T (8Co)™™. Mas ain, L7V es acotado de LP(wP) en L (w?) para todo
1 2

Il<p<3zfH y— ———ytodopesowtalquewpGHpjricconm*:my
q7

< (23k0+70k0+3)—m

2D1d ( -1)

145



5.9. Operador £V

1
3 o +1 El opemdor L,V es

acotado de Lﬂ%l wHT) en BMO,(w) para todo peso w tal que w K= e H"" con
P p l,c

Teorema 5.53. Sean 0 < §, < 1 <y < lym=

¢ < Famo (4Co) ™. Mds ain, L£,7V es acotado de LP(wP) en L(w?) para todo
4Dy d— ( —1)s’
1 <p<3zH y%:%)—Q—'Y—ytodopesowtalquewpEHp;icconm*zmy
q
ds’' 2%eo+6 vko+3
¢ < Ipra- 2y 1)3'(2 g

Por 1ultimo, dado que E;”V(l) = 0, se tiene inmediatamente la siguiente propiedad
de acotacién entre espacios de tipo BMO?‘(w), a partir del Teorema 4.10 y 5.50.

Teorema 5.54. SeaO<(5u<1,%<’y§1,(5:(51,m:,€+1

0 < a+(2y—1) < min {0y, 1}, el operador £,V es acotado de BMO% (w) en BMOS™7 ! (w)
o— 27 1-a

Entonces, para todo

siempre que w € EOT N DET con 1 < k < 1+

§,C1,C2

(c2 4 ¢3) < co (1 - %) (4Co) ™

Yy c1,co,c3 > 0 tales que
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Conclusiones

= En esta tesis se profundizé el estudio de las propiedades de las clases de pesos
exponenciales S? .y H/'™ introducidas por Bailey en [Bai2l]. Las mismas son las
adecuadas para capturar el comportamiento exponencial de los nticleos asociados a

operadores de tipo Schrodinger generalizado.

= Se completd una caraterizacion precisa de un nuevo operador maximal que se ajusta
al crecimiento exponencial de los pesos adaptados. En dicha caracterizacion los
parametros de cada clase juegan un rol fundamental, permitiendo establecer las

condiciones exactas que relacionan la acotacién del operador maximal y los pesos.

= Se introdujeron nuevas familias de operadores integrales singulares cuyos nicleos
satisfacen condiciones de tamano y suavidad con decaimiento exponencial asociado
a una funcién de radio critico, las cuales denominamos operadores de Schrodinger—
Calderon—Zygmund con decaimiento exponencial. Estas familias incluyen a opera-
dores relacionados con el operador £, = —A + p, donde p es una medida de Radén
no negativa en R? con d > 3, que satisface ciertas propiedades de control sobre
bolas. Para dichas familias se demostraron resultados de acotacién en los espacios
LP(w) y BMOS(w) con pesos w, extendiendo de manera significativa los resultados
clasicos de la teoria de Calderéon—Zygmund. Este avance permite tratar tanto ope-
radores asociados a un potencial V' (como los estudiados en [BCH13a], [MSTZ14] y
[BHQ19]), como otros cuya naturaleza excede el comportamiento polinémico estu-

diado con anterioridad.

= Dado que los pardmetros involucrados en las definiciones de los operadores maxima-
les y de las clases de pesos no permiten aplicar directamente resultados existentes,
se formuldé un nuevo teorema de extrapolacién adaptado al contexto exponencial,
que permitié obtener resultados de acotacién en espacios LF(w) para 1 < p < oo,
conservando la dependencia precisa en los parametros caracteristicos de cada familia

de pesos. Para el caso limite p = 1 se obtuvieron estimaciones de tipo débil.



CONCLUSIONES

= Se probaron desigualdades de tipo Coifman, adaptadas al contexto de los pesos

exponenciales, en donde interviene el operador maximal que caracteriza a los pesos
exponenciales. Ellas proporcionaron una prueba alternativa para las estimaciones

en espacios de Lebesgue con pesos.

En el contexto de los espacios BMOY(w) se demostré un teorema 7'l adaptado a
las familias de operadores con ntcleos con decaimiento exponencial. Este resultado
proporciona un criterio que reduce el estudio de la acotacién de los operadores a

condiciones sobre la funcién 7'1.

Con respecto a los operadores integrales fraccionarios, se demostré que mediante
técnicas de extrapolacién y los criterios tipo T'1 adaptados al contexto fraccionario,
es posible garantizar su acotacion en espacios de Lebesgue pesados bajo condiciones
analogas sobre los pesos y los parametros involucrados. De esta forma, se unificé
el tratamiento de los operadores singulares y fraccionarios bajo un mismo marco

tedrico.

Se analizaron una amplia variedad de operadores, entre los que se incluyen la trans-
formada de Riesz de primer orden y su adjunta asociada a £, el operador maximal
asociado al semigrupo del calor e~**# los operadores de Poisson generalizados P,
la funcién ¢ de Littlewood Paley asociada al semigrupo del calor y al semigrupo de
Poisson, y operadores de la forma T, = £,"V7 con 0 < v < d/2 asociados a un
potencial V. En el caso de operadores de tipo fraccionarios se estudiaron los poten-
ciales de Riesz y operadores de la forma £,7V, donde 1/2 < v < 1. En todos estos
casos se verificé que encajan naturalmente dentro de las familias de operadores de
Schrodinger—Calderéon—Zygmund con decaimiento exponencial. Se comprobaron las
condiciones necesarias para su acotacién en LP(w) y BMOY (w), mediante resultados

obtenidos previamente.
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