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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es proponer un método numérico para el problema
de flujo por curvatura media en superficies con borde fijo y estudiar su convergencia. Esta

es una ecuacion geométrica donde la velocidad normal de una superficie esta dada por
V = —k, (1)

donde k es la curvatura media de la superficie. Ademas, el borde de la superficie inicial

permanece constante durante toda la evolucion.

Las ecuaciones diferenciales geométricas han atraido la atencion en varios campos
de aplicacion. Aparecen naturalmente cuando se trabaja en la optimizacién de formas.
En general, son problemas no lineales que presentan un interesante desafio tanto en el

modelado como en el analisis tedrico y numérico.

En esta tesis, desde el enfoque paramétrico, se presenta un método numérico evolutivo
para el flujo de curvatura media en superficies con borde. Se considera el problema con
condiciéon de borde Dirichlet, para el cual se presentan estimaciones de error de orden
optimo para la semidiscretizaciéon espacial, la implementacién numérica del esquema

totalmente discreto y experimentos numéricos que reflejan el funcionamiento del método.

En primer lugar, hemos propuesto una formulacién débil para el el problema de flujo por
curvatura media adaptando el método propuesto en Kovacs et al. (2019) para superficies
sin borde. Para ello hemos obtenido condiciones de de borde adecuadas para el vector

normal y su derivada en la direccién conormal.

En cuanto a la semi-discretizacién espacial hemos desarrollado las herramientas para
presentar un esquema semi-discreto convergente en el marco del analisis isogeométrico, uti-
lizando espacios splines evolutivos definidos sobre superficies. Hemos obtenido estimaciones
para los errores de perturbacion geométricos, sin requerir al uso de la funcién distancia
orientada, que nos permiten obtener estimaciones de consistencia 6ptimas para el esquema
semi-discreto. Para ello también hemos definido operadores de tipo Ritz lineales y no
lineales con el objetivo de lograr un tratamiento adecuado de las condiciones de borde para
la curvatura media y el vector normal. Ademés, hemos obtenido resultados respecto de sus
propiedades de aproximaciéon en normas H' asi como también de las derivadas materiales

de dichos operadores.

Con todo lo anterior, usando espacios splines producto tensor de grado p > 2, hemos
obtenido estimaciones de orden 6ptimo tanto en la consistencia del esquema semi-discreto
como en la estabilidad del mismo, donde analizamos primero errores entre las soluciones
continuas y ciertas aproximaciones tedricas auxiliares y luego los errores entre estas ultimas

y las soluciones numéricas. De esta manera hemos obtenido estimaciones de orden éptimo en
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norma H'! para los errores en todas las variables bajo condiciones suficientes de regularidad

de la solucién del problema continuo y condiciones adecuadas sobre los errores iniciales.

Presentamos también el esquema totalmente discreto utilizando Formulas de Diferen-
ciacién hacia atras (BDF, por sus siglas en inglés) de orden 2 < ¢ < 5, y discutimos los

detalles de su implementacion, asi como los experimentos numéricos propuestos.

Ademas, realizamos un estudio sobre la posible aplicacion de técnicas existentes para el
analisis tedrico de la estabilidad del método, identificando las limitaciones impuestas por
la condicién de borde existente. Asimismo, analizamos las particularidades y los problemas
abiertos en el estudio de la consistencia de la discretizacion total y, en consecuencia, de la

convergencia del esquema totalmente discreto.

Por 1ltimo, también presentamos avances en la implementacion de las técnicas desa-
rrolladas en esta tesis a otros problemas, como Willmore con borde Navier o Flujo por
Curvatura Media con borde Neumann. Analizando las diferencias, limitaciones y desafios

de extender las ideas de esta tesis a esos nuevos problemas.



Introduccion

Las ecuaciones diferenciales geométricas (un caso particular de los problemas de frontera
libre) han atraido la atencién en varios campos de aplicacién tales como las ciencias de
materiales, el procesamiento de iméagenes, el diseno asistido por computadora y la biologia.
Estas aparecen naturalmente cuando se trabaja en la optimizacién de formas. En general,
son problemas no lineales que presentan un interesante desafio tanto en el modelado como
en el andlisis tedrico y numérico. Una ecuacion de evolucién geométrica es una ecuacion

de la forma
V=f(t,X,v,Vrv), (2)

que, dada una superficie inicial, prescribe su velocidad normal de evolucion V' en términos
de cantidades geométricas tales como su normal v, curvaturas Vrv, etc. Estas ecuaciones
constituyen problemas de frontera libre, donde el dominio es una de las incdgnitas principa-
les y han recibido, en los ultimos anos, un interés creciente en diversas areas como ciencias
de materiales Almgren et al. (1993); Almgren and Taylor (1995); McFadden et al. (1993);
Taylor (1978, 1992), procesamiento de imagenes Droske and Bertozzi (2010); Leventon
et al. (2000); Kimmel and Bruckstein (2001), diseno asistido por computadora Clarenz
et al. (2004); Faugeras and Keriven (1998), y biologia Helfrich (1973); Jenkins (1977);
Seifert et al. (1991); Seifert (1997); Laradji and Mouritsen (2000); Cicuta et al. (2007);
Melenkevitz and Javadpour (1997); Veatch and Keller (2003). Debido a la dificultad de
su tratamiento tedrico, los métodos numéricos que aproximen correctamente ecuaciones
geométricas son un recurso invaluable, tanto para guiar la teoria como para reemplazar

costosos experimentos de laboratorio.

Estas ecuaciones describen cémo una forma geométrica cambia con el tiempo de acuerdo
a ciertas cantidades geométricas. Entre ellas, el Flujo por Curvatura Media (en lo sucesivo,
FCM) constituye un modelo fundamental: una superficie evoluciona moviéndose en la
direccion de su vector normal con una velocidad normal igual a su curvatura media. Este
proceso tiende a suavizar la superficie y disminuir su area. Este flujo guarda una analogia
estrecha con la ecuacion del calor, ya que describe un proceso de difusion geométrica en el

que la superficie evoluciona suavizando su curvatura en el tiempo.

El interés por este flujo tiene una larga historia, con aplicaciones que remontan a los
anos 1920, en el estudio de interfaces en ciencias de los materiales. En el contexto del
analisis geométrico y, en el caso de superficies con borde, los primeros estudios se remontan
a Stone Stone (1996). Quien establecié condiciones para la existencia de soluciones suaves
en intervalos de tiempo finito en el caso de superficies paramétricas que evolucionan

siguiendo FCM con condiciones de borde Dirichlet independiente del tiempo.

Desde el punto de vista del analisis numérico, el FCM presenta desafios significativos

debido a su no linealidad, asi como también debido a que implica la deformacion progresiva
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de la geometria. Se han propuesto distintos métodos numéricos para aproximar la solucion
de este problema en el caso de superficies paramétricas. El precursor en estos métodos
numéricos fue Dzuik, quien en 1990 presenta la primera propuesta considerando una

formulacién débil basada en la siguiente ecuacion:
0*x = Arx, onI'(t),

siendo @ la funcién identidad en T'(¢). Propone por primera vez los Elementos Finitos
Superficiales Evolutivos (ESFEM por sus siglas en inglés) Dziuk (1990) junto con un
método numérico para superficies paramétricas, con o sin borde, donde el movimiento de los
nodos de la malla de elementos finitos determinan la superficie evolutiva aproximada. Mas
adelante, Barrett, Garcke y Niirnberg proponen otro método Barrett et al. (2007, 2008),
utilizando también elementos finitos; que también es valido para el caso de superficies con
borde fijo, tal como se explica en Barrett et al. (2020). Pero su esquema considera una
formulacién débil diferente a la de Dziuk, pues se basa en las siguientes ecuaciones que

relacionan la velocidad w, el vector normal v, la curvatura media x y la funcién identidad
v-v=g kv=Arzx.

En 2016, se presenta la primera adaptacion del esquema semidiscreto propuesto por Dziuk
en el contexto del Andlisis Isogeométrico (IgA) Bartezzaghi et al. (2016) para el caso
de FCM para superficies con y sin borde, donde los autores reportan buenos resultados

numéricos aunque sin estimaciones del error.

En cuanto al andlisis y obtencion de estimaciones del error, se ha avanzado bastante
en los ultimos anos en el caso de superficies paramétricas cerradas, esto es, compactas y
sin borde. La primera prueba de convergencia fue presentada en 2019 por Kovacs, Li and
Lubich en Kovacs et al. (2019). En dicho esquema incluyen las ecuaciones de evolucion
de Huisken Huisken (1984), para el vector normal y la curvatura media, al conjunto de

ecuaciones a partir de las cuales constituyen su formulacion débil
v=rv, 0% =Ark+|Vrv]’k, 0°v = Arv+ |Viv|v.

Con esta modificacién, si bien aumentan el niimero de ecuaciones en el esquema, logran
obtener por primera vez estimaciones del error para el caso de superficies cerradas. Hasta
la fecha, es el tinico esquema numérico para el cual se han obtenido estimaciones para

FCM en superficies cerradas usando ESFEM de grado polinomial p > 2.

Cabe destacar que en 2021, Buyang Li Li (2021) presenta la primera prueba de
convergencia para el esquema semidiscreto de Dziuk mediante una formulacion matriz-
vector y algunas técnicas previamente utilizadas en Kovacs et al. (2017, 2019) bajo la
restriccion de elementos finitos de grado polinomial p > 6. Posteriomente, en 2023, el
mismo autor y Genming Bai Bai and Li (2024) proponen un nuevo enfoque para llevar a

cabo el analisis no solo del método propuesto por Dziuk, sino también de otros métodos
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como el propuesto en Barrett et al. (2007, 2008, 2020). En este nuevo enfoque realizan
el analisis del error para el esquema completamente discreto considerando la distancia
proyectada entre la superficie numérica calculada y la superficie exacta en lugar de analizar
el error entre las trayectorias de las particulas, como se hace en Li (2021), o en Kovacs
et al. (2019). Con este nuevo enfoque logran obtener mejoras en el orden de convergencia

relajando la restriccién de grado polinomial a p > 3.

Los estudios previos sobre andlisis y estimaciones del error se han centrado en problemas
geométricos que involucran superficies cerradas y mediante el uso de elementos finitos
superficiales Dziuk (1988). Hasta la fecha, y segiin nuestro conocimiento, no se han obtenido
estimaciones del error para los esquemas numéricos propuestos en superficies con borde, ni
se ha explorado la posibilidad de formular dichos esquemas dentro del marco del anélisis

isogeométrico. Esta brecha en la literatura motivo los siguientes interrogantes:

« Teniendo el esquema convergente propuesto en Kovdcs et al. (2019) s Es
posible adaptarlo para el caso de superficies con borde y que se preserven

los ordenes de aprorimacion?

o s Es posible utilizar otros espacios discretos, como los espacios splines y

sequir teniendo buenos drdenes de convergencia?

Siguiendo las ideas de Kovacs et al. (2019), en esta tesis nos proponemos presentar un
método numérico convergente para el flujo por curvatura media en el caso de superficies
con borde. En particular, estudiamos el caso en que el borde permanece fijo durante la
evolucién, esto es, condicion de borde Dirichlet. Ademas, analizamos la viabilidad de
extender dicho esquema al contexto del andlisis isogeométrico y, de esta manera obtener
no solo una extension del esquema original al caso de superficies con borde, sino también

una extension a otros espacios discretos.
La organizacion de esta tesis es la siguiente:

En el Capitulo 1 presentamos una breve introducciéon a los conceptos de superficies
evolutivas y operadores diferenciales tangenciales, asi como a los fundamentos del analisis

isogeométrico clasico necesarios para el desarrollo de este trabajo.

En el Capitulo 2 proponemos una formulacion débil continua para el problema de flujo
por curvatura media que constituye la base de nuestro método. Ademas, analizamos las
condiciones de borde adecuadas para la posicion, la velocidad y el vector curvatura media,

y deducimos las condiciones para el vector normal y su derivada en la direccién conormal.

En el Capitulo 3 introducimos las distintas superficies discretas utilizadas en esta tesis
y los espacios splines evolutivos definidos sobre ellas. Asimismo, estudiamos los errores
geométricos de consistencia, mediante los cuales se analizan y estiman los errores cometidos

al aproximar la superficie continua y sus soluciones.

En el Capitulo 4 presentamos estimaciones de aproximaciéon en espacios splines evoluti-
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vos. Definimos operadores de Ritz lineales y no lineales para tratar adecuadamente las
nuevas condiciones de borde y obtener las estimaciones del orden necesario para garantizar

la consistencia del método.

En el Capitulo 5 presentamos el esquema semidiscreto utilizando espacios spline
producto tensor de grado polinomial p > 2 y estudiamos la consistencia y la estabilidad del
mismo. En ambos casos obtenemos érdenes 6ptimos que nos permiten obtener estimaciones
6ptimas en norma H* para los errores en la posicién, la velocidad, la curvatura media y el

vector normal bajo condiciones suficientes de regularidad en la solucién.

El Capitulo 6 se divide en dos partes. En la primera, presentamos la discretizacion
temporal utilizando la férmula de diferenciacién hacia atras (BDF) de orden 2 < ¢ < 5,
junto con experimentos numéricos que reflejan el funcionamiento del método propuesto y
aspectos relevantes en cuanto a su implementacion. En la segunda parte, nos adentramos
en el estudio tedrico del método. Presentamos las herramientas necesarias para estudiar su
estabilidad y consistencia, asi como resultados parciales en ese sentido. Ademas, analizamos
los desafios y problemas abiertos para llegar a la convergencia del método totalmente

discreto.

Finalmente, en el Capitulo 7 presentamos avances y problemas abiertos en la posible
aplicacion de las técnicas desarrolladas en esta tesis a otros problemas geométricos, como el
problema de Willmore con condicién de borde Navier y el problema de flujo por curvatura

media con condicién de borde Neumann.

Principales desafios. Los principales desafios que nos encontramos al desarrollar este

trabajo de tesis fueron los siguientes:

. Condicion de borde para el vector normal: El hecho de incluir la ecuacion de
evolucion del vector normal en la formulaciéon débil hace necesario determinar una
condiciéon de borde adecuada; mas precisamente, establecer una relacion sobre el
comportamiento, en el borde de la superficie, de la derivada del vector normal en la

direccion conormal.

. Errores geométricos: Al no usar la funciéon distancia orientada para definir un lift
que nos permita comparar funciones en la superficie I'(¢) y en una superficie discreta
[, (t), no pudimos recurrir a los resultados usuales de la literatura Dziuk and Elliott
(2007); Kovacs (2017). Esto nos llevé a extender resultados que fueron utilizados

para el problema estacionario de Laplace-Beltrami en Bonito et al. (2020).

. Proyecciéon de Ritz para el vector normal: Uno de los principales desafios
en la prueba de consistencia fue la definicién de una proyeccién de Ritz adecuada
tanto para las condiciones de borde del vector normal como para la estructura de la

formulacién débil semidiscreta.



. Existencia y propiedades de la proyeccion: Debido al espacio discreto utilizado
y al hecho de no usar una proyeccion lineal, las técnicas usuales no son suficientes
para realizar un analisis completo y obtener el orden éptimo en norma H* para la

proyeccion de tipo Ritz no lineal propuesta.

. Analisis de estabilidad espacial: Debido a la condiciéon de borde para el vector
normal, la dificultad para obtener la estabilidad fue la aparicion de un término critico
en la estimacién de energfa. La decisién de como tratar la norma L? en el borde para

controlar este error fue un punto importante en esta tesis.

Principales contribuciones de este trabajo.

« En la Seccién 2.1, en el Lema 7, presentamos una condicién de borde adecuada para

la derivada en la direccién conormal del vector normal.

. En la Seccion 2.2, presentamos una formulacion débil para el problema con borde
Dirichlet.

. En la Seccién 3.4, presentamos resultados correspondientes a los errores geométricos
sin recurrir a la funcion distancia orientada para obtener las estimaciones para un

orden de convergencia 6ptimo.

. En la Seccion 4.2, definimos una proyeccion de tipo Ritz lineal con valores de traza
cero. En la Proposicion 1 establecemos sus propiedades de aproximacion, mientras
que en la Proposicion 2 presentamos las estimaciones correspondientes para su

derivada material.

« En la Seccién 4.3, introducimos una proyecciéon de tipo Ritz no lineal cuya traza
satisface una condicion de ortogonalidad con respecto a un vector dado. Sus propie-

dades éptimas de aproximacion en norma HF¥ se establecen en las Proposiciones 3

y 9.

. En la Seccién 5.1, presentamos la discretizacion espacial propuesta. En la Seccion 5.2,
en la Proposicion 6, obtenemos estimaciones éptimas para los errores de consistencia

bajo condiciones suficientes de regularidad de la solucién continua.

. En la Seccién 5.3, presentamos las ecuaciones del error utilizadas, asi como también
un conjunto de resultados auxiliares clave para comparar y estimar errores entre

superficies discretas y obtener las estimaciones de estabilidad.

« En la Seccién 5.5, en los Lemas 31 al 33, obtenemos las estimaciones de energia

necesarias para obtener la estabilidad del esquema semidiscreto en la Proposiciéon 7.

. En la Seccién 5.6, presentamos el teorema principal de esta tesis, donde se establece

la convergencia para la semidiscretizacion espacial propuesta.
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. En el Capitulo 7, presentamos los avances obtenidos en cuanto a la comprension
de las ecuaciones de borde para otros flujos geométricos como el flujo de Willmore
(Seccién 7.1) y a otras condiciones de borde para el FCM, como condiciones de tipo
Neumann (Seccién 7.2). Obtenemos propuestas de formulacién débil que seran objeto

de estudio futuro en cuanto al desarrollo de métodos numéricos adecuados.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentamos los conceptos basicos necesarios para el desarrollo y
comprension de esta tesis. Aunque no incluimos las demostraciones de estos resultados,
proporcionamos referencias bibliograficas donde estas pueden encontrarse. Las Secciones 1.1
a 1.3 tratan sobre nociones basicas acerca de superficies, incluyendo la definicién de
superficies con borde y de cantidades geométricas relevantes; asimismo, presentamos la
definicién de superficies evolutivas y operadores diferenciales definidos sobre superficies.
Finalmente, en la Seccién 1.4 introducimos definiciones basicas y resultados clasicos sobre

espacios spline producto tensor y sus propiedades de aproximacion.

La notacion empleada a lo largo de este trabajo es, en su mayor parte, estandar. No
obstante, cabe precisar que utilizaremos tipografia en negrita para distinguir tanto las
funciones y variables con valores vectoriales como sus correspondientes espacios funcionales.
Esta convencion permite simplificar la exposicién, manteniendo una clara distincién
respecto a sus contrapartes escalares sin necesidad de recurrir a subindices o exponentes

adicionales.

1.1 Superficies en R¢

Empezamos primero presentando la nocion de superficie con la trabajamos en esta tesis,
para luego avanzar con conceptos geométricos necesarios, asi como también con nociones
de diferenciabilidad en superficies. Seguiremos principalmente la exposicion de (Barrett
et al., 2020, Secciones 2.3 y 2.4), adoptando un punto de vista extrinseco que permite
definir de manera directa espacios tangentes, campos normales, operadores diferenciales

tangenciales y curvaturas.

Consideramos d > 2 y trabajamos con superficies de regularidad al menos C*, salvo
que se indique lo contrario. Este marco resulta particularmente adecuado para el estudio
de ecuaciones diferenciales parciales sobre superficies y para el analisis de problemas

geométricos con condiciones de borde.

Definicién 1. Sean k > 1 y 1 < n < d. Un subconjunto I' C R? es una superficie C*
n—dimensional con borde, si para todo punto p € I' se satisface una de las siguientes

condiciones:
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(1) Eziste un entorno abierto V.C R? de ese punto y una funcion C*(U) X : U -V NT
biyectiva, con U C R™ abierto y conezo, tal que el Jacobiano VX : U — R¥™ tenga

rango completo por columnas.

(11) Existen conjuntos abiertos y conevos U C R*, V C R, con0 € U, p €V, y una
aplicacion X € CH(U) inyectiva tal que X (0) = p, rangoVX =n en U, y

X(Un R xRsg)) =V AT

Las aplicaciones X : U — R? en 1 y I se denominan parametrizaciones locales de T.

Cuandon =d — 1, llamamos a I' una hipersuperficie con borde.

Observacién 1. (1) Cuando OU es vacio, se dice que la superficie no tiene borde. Y
cuando I' es compacta y sin borde se dice que I' es cerrada. Ademds, de la definicion
anterior se deduce que siempre que consideremos superficies acotadas, éstas seran
compactas (Barrett et al., 2020, Observacion 18).

(11) Si T es un hipersuperficie C* con borde, significa que su borde es una superficie
(d — 2) dimensional sin borde. Es importante notar ademds que consideramos que el

borde pertenece a I', i.e. OI' C T.

A lo largo del trabajo, permitimos parametrizaciones definidas sobre dominios rectangu-
lares del plano. La eventual presencia de esquinas en el dominio paramétrico no implica la
existencia de singularidades geométricas en la superficie, ya que la estructura diferenciable
de I' estda determinada por el comportamiento local de la aplicacion X y por el rango
completo de su diferencial. En particular, aunque el dominio paramétrico posea vértices,
la imagen X (U) constituye una superficie C* con borde siempre que en cada punto de la

imagen exista un entorno difeomorfo a un abierto de R™ o a un semiespacio R"~! x Rxq.

Vale la pena mencionar, que si bien ciertos resultados y definiciones se enuncian
en Barrett et al. (2020) para puntos p € '\ 9T, los mismos son facilmente generalizables a
puntos p € dI'. Por este motivo, incluimos las aclaraciones necesarias sobre este punto en
cada una de las definiciones que siguen a continuacién. De todos modos, para un estudio
maés profundo sobre hipersuperficies con borde, recomendamos ver, por ejemplo, (Thorpe,
1979, Capitulo 20) o (Agricola and Friedrich, 2002, Seccién 3.1).

Definicién 2. Sea I' una superficie C* n-dimensional con borde. Una funcién f : T — R
se dice de clase C*, y se escribe f € C*(T'), si para toda parametrizacion local X : U — T

dada en la Definicion anterior, se cumple que
foX e CHUN(R™ x Ry)).

Observacion 2. La definicion anterior es independiente de la parametrizacion elegida.
En efecto, si X y 'Y son dos parametrizaciones locales cuyos dominios se superponen, el
cambio de coordenadas Y1 o X es un difeomorfismo C* entre abiertos de R"™1 x Rxy, lo

cual preserva la reqularidad C* por composicion.
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Definicién 3. Sea T' una hipersuperficie C* y p € T'. El espacio tangente T,I" de T en p se
define como el conjunto de todos los vectores T € R tales que existe una curva c: 1 — T

con ¢(0) =p y d(0) =7, donde I es un intervalo de la forma (—e, €), [0,€) o (—e¢, 0.

Los intervalos semiabiertos I en la definiciéon anterior se incluyen para asegurar que,
incluso en los puntos del borde, el espacio tangente sea un subespacio. Con la ayuda de

una parametrizacion local X : U — I', podemos obtener una base para este subespacio:
1,0 = span{ (3 X)(P), (%:X)(P), ..., (3,X) (P)}. (1.1)

Esto significa que T,I" es un subespacio de R? de dimensién n. Su complemento ortogonal
en R? lo denotaremos con N,I' = (T,I')". Si un vector v € N,I' diremos que v es un vector

normal a I" en p.

Definicién 4. Diremos que una hipersuperficie I' es orientable si existe una funcion
continua v : I' — S ! tal que v(p) € N,I' para todo p € T, con S™! la esfera (d — 1)-
dimensional en R,

Definicién 5. Sea I' una hipersuperficie C* con borde y p € 9T, el espacio tangente T,I
de I' en p es de dimension d — 1 y el espacio tangente T,0I' es de dimension d — 2 con

T,0I' C T,I'. Se puede entonces elegir un vector p(p) € T,I" tal que

(1) |pu(p)| =1,
(11) p(p) € N,IT,
(111) eziste una curva ¢ : (—e, 0] = I en I' tal que c(0) = p y ¢ (0) = p(p).
El vector p(p) se llamard vector unitario conormal exterior de I' en p € OT', puesto que

apunta como “saliendo” de I', ver figura 1.10.

Observacion 3. También puede considerarse un vector unitario conormal que apunte en
direccion “hacia” T, tal como se muestra en la figura 1.1a . En ese caso el domino de la

curva en el item III serd [0, ¢).

Definicién 6. Sean I' C R? un superficie C* n-dimensional, f : T - R y f: T — R¢

funciones continuas.

(1) Para todop € I' y 7 € T,T la derivada direccional se define como

(00F)(p) = 1im LW = [(W(0))

e—0 €

= (foy)(0),
donde y : (—1,1) — ' parametriza una curva en T' con y(0) =p y ¢y'(0) = 7.
Para puntos p € OU' se elige una curva y : [0,1) - T, oy : (—=1,0] = T, y se

considera el limite lateral natural.
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u

(a) Superficie I' con borde y un vector co- (b) Superficie I' con borde y un vector co-

normal que apunta hacia I'. normal exterior a I'.

Figura 1.1: Superficie con borde I' y las elecciones posibles para el vector conormal .

(11) El gradiente tangencial de f en T en el punto p € ' se define como

n

(Vef)(p) =>_(0r.f)(p)T:

=1

donde {T1,...,7T,} es una base ortonormal de T,I.

(111) La divergencia tangencial de f en p € T' se define como
dive f =Y 7i- (0-,F)(p),
i=1

donde {T1,...,Tn} es una base ortonormal de T,I.

(1v) El Jacobiano tangencial f en p € I' se define como

(Vo)) = 30 5)p) © 7

=1

(v) SiT es C* y f € C*T) el operador de Laplace Beltrami y el Hessiano superficial de

f en T se definen como

Apf =dive(Vrf) y Vif=Vo(Vrf),
respectivamente.

Observacién 4. (1) Notar que el Vrf = Vr(f -e)" parai=1,...,n; es decir, cada
fila de V1 f es la transpuesta del gradiente superficial de cada componente f; = f - e;

de f.

(11) Para todo p € I' se cumple que

(Vef)p)T = (0:f)(p) VT €T,T,
(Vrf)(p)w =0 Yw e NI
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(111) Todos los operadores anteriores pueden expresarse en términos de una parametrizacion
local X : U C R = I'. En tal caso, denotando F = f o X, (gij)ij=1,.n al tensor
métrico inducido por esta parametrizacion, esto es g;; = 0; X - 0;X se tiene, por

ejemplo,

ij—1 ij—1 V9

con (¢"); j=1.n la inversa de (gij)ij=1..n Yy g = det ((gij)ij=1..n). Se pueden obtener
formulas andlogas para Vv f y dive f. Para una exposicion mds detallada puede

consultarse (Barrett et al., 2020, Observacion 8, Seccion 2.1).

(1v) En caso de que I' solo sea C* por partes, los operadores tangenciales pueden definirse

sobre los subconjuntos de I' donde se tenga la reqularidad requerida.

Definicién 7. Sea I' C R? una hipersuperficie C? orientada con vector normal v.

(1) La aplicacion de Weingarten en p € I' se define por

W, :T,I' - T,I', W,(r)=—0.v(p).

(11) La correspondiente forma bilineal se denomina sequnda forma fundamental y estd
dada por
(71, T2) = Wy(T1) - T2 = =0, v(p) - T2,

para todos T1, T € T,I'.

(111) Como W, es autoadjunto 11, resulta una forma bilineal simétrica. De esta mane-

ra, existe una base ortonormal {T1,...,Ta—1} de T,I' constituida por autovalores
de W, con correspondientes autovalores ki, ..., K41 que se denominan curvaturas
principales.

(1v) La curvtaura media  de I' en p se define como la traza de W, esto es

k(p) =trW, =K1+ -+ + Ka_1.

(v) El vector curvatura media K se define como k = KV.

(vi) Para d =3, la curvatura Gaussiana kg en cada p € I' se define como el determinante

de W,. Lo que significa kg = Kika. ¢

(vi1) El Jacobiano Vrv(p) induce un mapeo lineal autoadjunto de RY en R que colapsa a

—W, en T,I' y mapea N,I' a cero. Como consecuencia de esto se tiene que:

a) (Vrv)!' = Vrv, Vrvr =0 en T.
b) k= —tr(Vrv) enT.
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¢) Vv =ki+---+ k3, enT.

A continuacién introducimos la nocién de integral superficial sobre una hipersuperficie
regular, la cual sera fundamental para formular el teorema de la divergencia y las identidades

de integracion por partes en superficies.

Definicién 8. Sea I' C R? una hipersuperficie C' de dimension d — 1. Sea f : T — R
una funcion medible. Sea X : U C R — T" una parametrizacion local de clase C' con
rango completo, donde U es un abierto (o un dominio rectangular en el caso con borde).
Definimos la integral de f sobre X (U) por

/X(U)fdf}—tdl ;:/[]f(x(g))@dg, (1.2)

siempre que f o X sea integrable en U, donde g(§) = det ((DX({))TDX(S)) es el
determinante de la métrica inducida y dé denota la medida de Lebesque en R4™1. En el

caso de una parametrizacion local de borde, se reemplaza U por U N {&;_1 > 0}.

La integral sobre toda T se define mediante una particion de la unidad subordinada a

un atlas finito de parametrizaciones locales. La medida inducida

HEND) = /F 1

coincide con la medida de Hausdorff (d — 1)-dimensional de T'.

La definicién anterior es de naturaleza local y no requiere hipétesis globales sobre I'. Sin
embargo, para garantizar la validez de las formulas integrales globales que utilizaremos méas
adelante, en particular el teorema de la divergencia y las identidades de integracion por
partes sobre superficies, sera conveniente introducir una nociéon geométrica de compacidad

en el contexto de hipersuperficies con borde.

Definicién 9. Diremos que I' es una hipersuperficie compacta con borde OI' si I' es una

hipersuperficie con borde y el conjunto T' U O es compacto en R,

En particular, si I" es de clase C? y compacta con borde, entonces su medida superficial
es finita y OI' es una curva cerrada y acotada de clase C2. Esta hip6tesis de compacidad
sera asumida en los resultados que siguen, y garantiza la validez de las formulas integrales

globales que utilizaremos.

Con la nocion de integral superficial y de compacidad podemos formular las identidades
de integracién por partes en I'. En particular, el siguiente resultado constituye una genera-
lizacién del teorema clésico de la divergencia al contexto de hipersuperficies (ver (Barrett
et al., 2020, Teorema 21)).

Teorema 1 (Teorema de la divergencia en hipersuperficies). Sea I' C R? una hipersuperficie
C? compacta con borde OT' y orientada mediante el vector normal unitario v. Sea f €
[CH(T)]4. Entonces se cumple

/Fdivrf+mf-u:/arf-,u. (1.3)
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Observacion 5. El término adicional k f -v refleja la curvatura intrinseca de la superficie.
En efecto, a diferencia del caso plano, la divergencia tangencial no coincide con la traza del
Jacobiano euclideo restringido a I', sino que aparece un término de correccion proporcional
a la curvatura media. En particular, si T' es una porcion de hiperplano (de modo que
k =0), la identidad anterior se reduce al teorema cldsico de la divergencia en dominios

planos.

Como consecuencia inmediata del teorema de la divergencia en hipersuperficies, apli-
candolo a campos vectoriales apropiados, obtenemos las siguientes férmulas de integracion

por partes sobre I.

Lema 1 (Férmulas de integracién por partes). Sea I' una hipersuperficie C* compacta con
borde OT y orientada. Sean f € C*(T'), n € CY(T), f € [C*T)]* y n € [C(T")]%. Entonces

se cumple:

/FArfnJr/FVrf-Vrn:/aFn@uf, (1.4a)
[actn+ [ VefiVin= [ n-9,f, (L.4b)

donde
Ouf =Vrf pu, Ouf =Vrfp

1.1.1. Comentario sobre otros posibles enfoques geométricos

Como complemento a las definiciones introducidas en esta secciéon, cabe sefialar que un
enfoque alternativo para el estudio de superficies suaves con borde puede desarrollarse
desde la teoria de variedades suaves, como se presenta, por ejemplo, en Lee (2012). En
dicho marco, una superficie suave con borde no es otra cosa que una variedad suave de
dimension 2, con borde, inmersa en R?. Este punto de vista permite distinguir claramente
entre la estructura intrinseca de variedad con borde y su realizacién extrinseca como

subconjunto de un espacio euclideo.

Resulta 1til mencionar en este punto que, debido a que toda variedad suave con borde
admite una realizacién como subvariedad embebida de una variedad suave sin borde.
Se puede (cuando sea conveniente) considerar como espacio ambiente de I' no todo R3,
sino otra variedad que satisfaga ciertas propiedades. No profundizaremos en esta tesis
en estas opciones, pero es posible adaptar las técnicas presentadas a este contexto. Solo
mencionaremos algunas ideas relevantes, un estudio detallado puede encontrarse en Lee
(2012).

A partir de una variedad suave, compacta, conexa y orientable ¥ C R? se define la
variedad con borde como un subconjunto I' C ¥, tal y como como se presenta en (Bansch

et al., 2023, Seccién 2.5). Se dice que I' es relativamente abierta en ¥ si es abierta con
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respecto a la topologia inducida por X, es decir, si para todo py € I' existe un abierto
VCcRItalquepy € VNI CX.

En este contexto, el borde de I' relativo a ¥ se define como
or :=TE\F:{pGE\F|Eka € I' tal que pp — p},

donde T~ denota la clausura de T en la topologia de 3.

Sea z € ' y v € T,X. Se dice que v estd dirigido hacia ¥ \ I" si para toda curva
v :(—¢,6) = R con v(0) = z,7(0) = vy y(d) €, existe 0 < &1 < € tal que v(f) € B\T
para todo 0 < 0 < &;.

De este modo, se dice que I es suave en X si 9I' = () o bien dI' es una subvariedad
suave de dimension d — 2 sin borde propiamente embebida en I'. Ademas satisface que I'

yace a un solo lado de JI', esto tltimo se entiende en el sentido de que existe un campo

vectorial p : 0T — R? tal que, para todo z € 9T, se cumple que
ln(2)] =1, u(z) € T.%, wp(z) L T.0T,

y p(2) esta dirigido hacia ¥\ T'; véase la Figura 1.2.

Figura 1.2: Se considera Y una esfera de R? y I' C ¥ la semiesfera superior, con la normal

intrinseca al borde dirigida hacia ¥\ I".

1.2 Espacios de funciones sobre superficies

En esta seccion presentaremos las definiciones y notaciones para los espacios de funciones
utilizados a lo largo de esta tesis. Para un estudio mas detallado de estos conceptos, se
sugiere consultar Dziuk and Elliott (2007); Demlow (2009); Alphonse et al. (2015, 2023);
Hebey and Robert (2008). En todo lo que sigue, consideramos que I' C R? es una superficie

Lipschitz compacta, orientable y con borde OI" suave a trozos.
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La formula de integracion por partes sobre superficies conduce de manera natural a la
nocion de derivada débil tangencial y, en consecuencia, a la introduccién de los espacios
de Sobolev sobre superficies. Estos espacios constituyen el marco funcional adecuado para

el estudio de ecuaciones en derivadas parciales elipticas definidas sobre I'.

Para p € [1,00), definimos LP(I") como el espacio de funciones medibles f : I' - R
respecto de la medida superficial dA (es decir, la medida de Hausdorff bidimensional) tales

que
1/p
| fllzery = </F |fI? dA) < 00.

En el caso p = oo, se considera el espacio L*°(I") dotado de la norma del supremo esencial,
[fllzoery = esssup | f ()]
zel

El espacio LP(I") es un espacio de Banach para todo 1 < p < co. En el caso particular

p =2, L*(T") es un espacio de Hilbert con el producto interno

(. ghew = [ FgdA.

Ademsés, para 1 < p < oo, los espacios de funciones continuas C°(T") y continuamente
diferenciables C'*(T") son densos en LP(T").

Definicién 10. Sea 1 < p < co. Definimos el espacio de Sobolev WP(T') como
Wi () = {n e L") | Vin € LP(T)*},

donde Vr denota el gradiente tangencial superficial entendido en sentido débil. Este espacio

se dota de la norma

Inllwrem = Inllzeay + Vel zems.

De manera andloga, se define el espacio W*?(I") para cualquier entero k > 0. Siguiendo
la notacién habitual para el caso p = 2, denotamos H*(I") := W*2(T"). Cuando trabajemos
con funciones con valores vectoriales, utilizaremos exponentes para indicar la dimension
del espacio correspondiente (por ejemplo, L*(T')* o H'(T")?), manteniendo las letras en

formato estandar sin negritas.

Si la superficie I' posee borde, el operador traza
Tr: WHP(T) — LP(OT)

estd bien definido y es continuo. Esto nos permite introducir formalmente los espacios de

Sobolev con traza nula en el borde.

Definiciéon 11. Para 1 < p < oo, definimos el espacio de Sobolev Wol’p(F) como

WoP(T) = {n € W"(I') | Tr(n) =0 en OT'}.
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Para el caso p = 2, denotamos H} (') :== Wy*(I'). Equivalentemente, para 1 < p < oo,
este espacio coincide con la clausura de las funciones de soporte compacto en la norma de

W (T): 1
war(r) = c=m)" .

De forma anéloga se definen los espacios Wa?(T') y H¥(T) para k > 1.

Finalmente, sobre el borde JI' (que hereda una estructura de variedad unidimensional),

definimos sus propios espacios de Sobolev intrinsecos.

Definicién 12. Sea 1 < p < co. Definimos el espacio de Sobolev W'P(OT) como
Whr(ar) = {n € L(T) | Vorn € LP(9T)*},

donde Vgr denota el gradiente tangencial intrinseco sobre el borde. De igual manera se
definen W*P(9T') y H*(OT) := WH2(aT).

Definicién 13. Para 1 < s < oo y un entero k > 1, definimos el espacio de Sobolev con

reqularidad adicional en el borde, denotado por Wy *(T(t)), como:

WE*(D(t) = {n € WE(I(1)) : mary € WH(OT(t)) }.

Para el caso s = 2, utilizaremos la notacién HE(D(t)) := W2 (T(t)).

Observacion 6. FEs importante notar la diferencia entre estos espacios y los espacios con
traza nula Wi (D(t)). Mientras que en WS (D(t)) las funciones se anulan en la frontera,
en Wy (D(t)) las funciones pueden tomar valores arbitrarios en OU(t), pero se les exige
que su restriccion al borde posea el mismo orden de reqularidad (derivabilidad débil) que

en el interior de la superficie.

Lema 2 (Desigualdad de trazas con €). Sea I' C R® una superficie orientable, compacta y
con borde Lipschitz OI'. Supongamos que existe un dominio paramétrico acotado y Lipschitz
Q C R? y una parametrizacion global bi-Lipschitz X : Q — T tal que I' = X(Q) y
OI' = X (092). Entonces, eziste una constante C' > 0, que depende de T, tal que para todo
0 <e<1ypara todov € H'(T) se cumple:

[oll22or) < C (EHVFUH%?(F) + 6_1||U||%2(r)) : (1.5)

Demostracién. Dada la parametrizacién X, para cada funcién v € H*(T') definimos su
funciéon pullback en el dominio de referencia como 9 = vo X € H'(Q). Dado que la
aplicacion X es bi-Lipschitz, la matriz jacobiana DX y el tensor métrico G = (DX)"DX
estan uniformemente acotados, al igual que sus inversas. Esto garantiza la equivalencia de

las normas en los espacios de Lebesgue y Sobolev entre I' y 2, asi como en sus respectivas
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fronteras. En particular, existen constantes cq, co, c3 > 0, dependientes inicamente de la
parametrizacion X, tales que:

||U||%2(ar) < Cl||@||%2(aﬂ)a (1.6)
19]172() < callvllZeqr),s (1.7)
IVOll72(0) < el Vrvll7ery- (1.8)

Puesto que €2 es un dominio Lipschitz en R?, podemos aplicar la desigualdad de trazas
multiplicativa clasica (véase, por ejemplo, (Brenner and Scott, 2002, Teorema 1.6.6)).

Existe una constante Cq > 0 tal que:
10117200) < Calldll 2@ 0] 1 («)-

Aplicando la desigualdad de Young, ab < §a2 + 2%62, al término de la derecha, y

expandiendo la norma ||9]|%1 gy = |0]172(q) + [[V2|72(q), se obtiene para cualquier e > 0:

. € . € 1 R
||U||%2(8Q) < Cq (2||VU||%2(Q) + (2 + 26) HUH%Q(Q)> :

Restringiendo el pardmetro al intervalo 0 < e¢ < 1, observamos que 5 <
1

implica que (; + 26) < e 1. Sustituyendo esta cota se tiene:

1
50, lo que

18117200y < Ca (el VOl72@) + € Mol

Finalmente, utilizamos las equivalencias de normas (1.6), (1.7) y (1.8) para trasladar

la estimacién nuevamente a la superficie I':
0]z 0r) < e1ll0]7200) < e1Ca (ecs|| Vol + € eallollFary) -

Agrupando las constantes bajo una tnica constante genérica C' = ¢;Cq méx{cs, c3},

obtenemos la desigualdad deseada. O

Observacion 7. En caso de que la superficie I' no admita una parametrizacion global
bi-Lipschitz, es posible extender este resultado mediante el uso de una particion de la
unidad. Dada la compacidad de ', podemos cubrirla con un nimero finito de cartas locales
{U;, X)X, donde cada U; es un entorno en T y X; : U; — Q; C R? es un difeomorfismo.
Si {¢:}X, es una particion de la unidad subordinada a este recubrimiento, entonces para
cualquier v € HY(T') tenemos v = SN | ¢v. Utilizando la desigualdad triangular y la
propiedad de que ¢;v tiene soporte compacto en U;, el lema puede aplicarse localmente en
cada carta C; y luego sumar las contribuciones, obteniendo una constante global C' que

dependerd de la geometria de los parches y de la reqularidad de la particion de la unidad.
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1.3 Superficies evolutivas

En lo que sigue de la tesis nos restringiremos a trabajar con hipersuperficies donde n = 2
y d = 3, de manera que I' serd una superficie de R? con borde y 0T serd una curva en R3 sin
borde. Trabajaremos siempre con superficies con borde conexas, compactas y orientadas,
por lo que serd suficiente considerar que tenemos un dominio acotado 2 C R?, con borde
09 tal que existe una parametrizacion global X : Q — R? con I' = X (Q) y 9Q = X (99),
y luego recurrir a una particién de la unidad. Al conjunto 2 lo denominaremos dominio

paramétrico o dominio de referencia.

En particular, nos interesan superficies que evolucionan durante cierto intervalo de
tiempo [0,7], de manera que en esta seccién presentaremos conceptos, propiedades y
teoremas relacionados a superficies evolutivas. La notacion que seguiremos serd basicamente
la que estd presente en Barrett et al. (2020) y Elliott and Ranner (2020).

Sea T > 0 fijo, ['(t) hace referencia a una superficie para la cual existe una funcién C*,
X :Qx[0,7] — R3, tal que X (¢) es un difeomorfismo para todo t € [0,7] y

T(t) = {X(P,t): P€Q}, 0U(t)={X(Pt): P ecoQ}

donde Q C R? es un dominio acotado con borde 9. A esta funcién X la llamaremos

parametrizacién global.

Definicién 14. Sea {I'(t) }icjor) una familia de superficies C* con borde, para k > 1.

Llamaremos superficie evolutiva C* al conjunto

Gr = U (I'() x {t})
te[0,7
siempre que sea una superficie con borde en R* tal que TopnGr # R3 x {0} para todo
(p7 t) € gT'

Si Gr es una superficie evolutiva C!, podemos asumir que Gr admite un campo vectorial
continuo suave v(t) : Gr — R? tal que v(p,t) es un vector normal unitario suave a la
superficie I'(f) en p € I'(¢) en todo instante ¢ € [0, T7.

Definicién 15. La velocidad de T'(t) en Gr, inducida por la parametrizacion X, se define

como

V(X (P,t),t) = 0,X(P,t), Y(P,t)eQx][0,T]. (1.9)

Por lo tanto, la velocidad normal se define como V =wv - v.

Cuando consideramos superficies evolutivas y queremos derivar con respecto al tiempo
cierta funcion f : Gr — R no podemos derivar directamente f(p,t) con respecto a t
pues p podria no estar en I'(t) para diferentes tiempos t. Asi que al derivar respecto de ¢

necesitamos mover el punto p, esto motiva la siguiente definicion.
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Definicién 16. Sea Gy una superficie evolutiva C*, dada por una parametrizacion global
X :Qx[0,T] - R3, y f e CYGr), la derivada material de f se define como

(O°F) (X (P, t),t) =0 f(X(P,t),t). (1.10)
para p =X (Pt) € '(t), con PeQy0<t<T.

Una primera consecuencia de la definicion, es que la derivada 0°f dependera de la
parametrizacion X considerada. Para trabajar con una nocién de derivada material que
sea independiente de la parametrizacién es necesario considerar otra definicion, ver por
ejemplo (Barrett et al., 2020, Definicion 28 (ii) y Observacion 29 (iii)). Vale la pena

mencionar también que, definiendo la funcién = X o (X)~! como la funcién identidad

en I, de la definicién se desprende que 9°x = 3, X o (X)™! = v.

Por otra parte, suponiendo que f pueda extenderse a un entorno de Gr, entonces
f=0,f+v-Vf onT(t),

donde Vf denota el gradiente en R? de la extensién f.

Férmula del transporte. Sea Gy una superficie evolutiva C?, sea Qx C Q un
subdominio de € con borde Lipschitz, y sea 3(t) = X (Qy, t), entonces

d
_ — . di . 1.11
dt/sz /E(t)a f+ fdivig v (1.11)

Si f y g son funciones tales que todas las siguientes cantidades existen, entonces (Elliott
and Ranner, 2020, Sec. 9.2, ecuacién (9.7) con Ar = I3),

d
dt ' = : o° 9°f .
dt /E(t) Vol - Vrog /E(t)vr(t)f Vrw0* g+ Vrw0®f - Vrwg

+Vref - B(U)VF(t)ga

(1.12)

donde B(v) = divrpv I3 — (Vo + (Vrv)'). Ademds, se cumple la siguiente identi-
dad (Dziuk et al., 2013, Lema 2.6):

*(Vrwg) =Vrud'g — (Vrpv" — vre @ vreVrev) Vrmg (113)

=Vr)0°9 — D(v,vry))Vrwg,

donde v es el vector normal a I'(t).

Pullback, Push-forward y Transporte de funciones. A lo largo de esta tesis, las
funciones definidas sobre el dominio paramétrico ) se representaran con mayusculas,
mientras que las minuisculas se reservan para las funciones definidas sobre la superficie I'.
Dado f : I'(t) — R™, definimos su pull-back al dominio paramétrico como F' = fo X (¢).Y
dado F : Q x [0,T] — R™, su push-forward hacia la superficie T'(t) serd f = F o (X)7'(¢).
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Si T'(t) es C% para 0 < a < 1, entonces tenemos la siguiente regla de la cadena (Bonito
et al., 2020, Section 2.2)

(Vrf)o X(t) = VX ()G '(t)VF, (1.14)
donde G := (VX (t))"VX (t) es la primera forma fundamental de T
Si X es suficientemente suave, es decir, X (t) € W»=(Q) y (X (¢))"! € W>=(T'(t))

para algin r € N y todo t € [0, T], tenemos la siguiente equivalencia de normas entre una

funcién f y su pullback F': existe una constante C' = C'(X) tal que

CTHF ) lwrsaay < IIF@)lwrs@) < CIF@)lwrs ),
para toda 1 < s < oo.

Llamaremos transporte de una funciéon F', independiente del tiempo y definida en €2,

a su push-forward hacia la superficie I'. Este tipo de funciones satisfacen la siguiente
propiedad

O°f=0(foX)o(X () =(0F)o(X(t)*=0. (1.15)

1.4 Analisis Isogeométrico basado en B-splines

Esta seccién contiene definiciones de los espacios splines clasicos que luego seran la
base para construir espacios splines evolutivos en las superficies. Ademas presentamos los
resultados clasicos de aproximacion. Més detalles pueden consultarse en De Boor (1978);
Schumaker (2007); da Veiga et al. (2014).

Desde su aparicién en 2005, el Anélisis Isogeométrico (IGA, por su nombre en inglés
IsoGeometric Analysis) ha demostrado ser una herramienta robusta para la aproximacién
numérica de ecuaciones en derivadas parciales. La idea original del método consiste en
utilizar directamente las funciones de base del disefio asistido por computadora (CAD) en
el andlisis, integrando de manera directa las funciones de base utilizadas en la modelacion
geométrica dentro del marco de simulacién por elementos finitos. En este contexto, las B-
splines —cuyas definiciones y propiedades desarrollamos a continuacién— fueron adoptadas
tanto para describir la geometria del dominio computacional como para aproximar los
campos incégnita, dentro del marco del método de Galerkin. Una propiedad central de
este enfoque es la posibilidad de construir funciones de base con continuidad global C?~!,
donde p es el grado polinomial. Esta regularidad ha resultado especialmente ventajosa
en problemas que requieren alta continuidad, como EDPs de orden superior, modelos de

campo de fase y dinamica de fluidos, por mencionar algunas aplicaciones.

1.4.1. Espacios Splines Univariados

Presentaremos la definicién de estos espacios en el intervalo I = [0, 1], aunque todo lo

que sigue se adapta de manera directa al caso general I = [a, b]. Empezaremos definiendo
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las bases splines que conforman estos espacios, las B-splines son polinomios a trozos que
se pueden definir como globalmente C o con la continuidad global que sea requerida en el
problema. Sea p > 0 el grado polinomial, el punto de partida para definir una B-spline
es la particion Z = {Q}Z]\gl del intervalo I en N > 0 subintervalos y una sucesiéon de
enteros r= {7“1}5\:{1 tales que —1 <r; <p—1parai=1,...,N + 1, donde r; representa

la regularidad que tendran las funciones de base en el nodo (.

Asociada a la particiéon Z y teniendo en cuenta la regularidad en cada nodo, es
conveniente denifir un vector de nodos con repeticiones que guarde informacion de los

nodos y de su regularidad. Sea n > p + 1 definimos Z = {&}/*7*" como:

E= Cl?"'aCla C27"'7C27"'7CN+17---7CN+1 5

p—r1 veces  p—ra veces P—TN41 veces

donde (; =0y (yy1 = 1. La diferencia m; = p —r;, parat=1,..., N + 1, representa la
multiplicidad del nodo ¢; en Z y satisface que N1 m; =n +p-+1 con m; < p+ 1 para

todos los nodos internos.

En esta tesis siempre asumiremos que trabajamos con una sucesién de nodos (p + 1)-
regular, lo que significa que §; < 1,41 para todo j = 1,...,n. Pero ademaés, en los nodos
del borde la multiplicidad serd m; = my41 = p+ 1. Todo esto constituye lo que en la
literatura (ver por ejemplo (da Veiga et al., 2014, Seccién 2.1) o Lyche et al. (2018) ) se

denomina vector de nodos abierto, esto es,

Finalmente, asociado a este open knot vector = se pueden definir n funciones de
base B-splines de grado p siguiendo la féormula recursiva de Cox-DeBoorDe Boor (1978);
Schumaker (2007). Para p > 0, j € {1,2,...,n} y p + 2 nimeros reales de la sucesién
= = {&}0F 1 la j-ésima Bspline B,, : R — R de grado p es idénticamente cero si
§j+p+1 = & y en caso contrario se define de manera recursiva como

B;p(&) = gjip__iiBj,pl(f) + m3j+l,pl<§>>

iniciando la recursion con

1 if & <& < &g,

0 otherwise.

Bjo(§) =

Se utiliza la convencién de que las fracciones con denominador cero toman el valor cero.
Notar que para grado 0 las B-splines son simplemente la funcion caracteristica del intervalo
semi abierto [§;,&;4+1). En la figura 1.3 se representa graficamente una base canénica de

B-splines C*' de grado 2 con su correspondiente vector de nodos abiertos.
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Las funciones de base B-splines las denotaremos con B(=Z) = {Bi,, ..., B} mientras

que el espacio spline univariado de grado p sobre = lo denotamos como
Spr(2) :==span{B;, :j=1,...,n}.

Las funciones de base B; ), satisfacen las siguientes propiedades: son funciones no negativas
(™ excepto en los nodos ¢; donde son C"i-continuas (—1 < r; = p—m; < p—1), conforman

una particién de la unidad y cada funcién de base tiene soporte local.

Los nodos sin repeticion en Z conforman la malla unidimensional, denotaremos con
h; = (;+1 — (; al tamafio de cada elemento I;. En la figura 1.3 podemos ver graficadas las
funciones de base correspondientes a una base canénica de splines C* de grado 2. En la

literatura del analisis isogeométrico se consideran mallas localmente cuasi-uniformes, es

h;

decir (da Veiga et al., 2014, ver Seccién 2.1.5) que existe un 3 > 1 tal que g~ < T < B,
i1

para todoi=1,..., N — 1.

B-spline basis (p = 2) — open knot vector

0.8

0.6

B\‘Z(X)

04

0.2t

\ N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 1.3: Base de B-splines canénicos para splines C* de grado p = 2, correspondientes
al vector de nodos abierto (p+1) = := {0, 0, 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1, 1}. Solo una funcién
de base tiene un valor distinto de cero en cada extremo, lo que permite la construccién de

cuasi-interpolantes que coinciden con la funcién en los puntos del borde.

Grado polinomial y regularidad espacios univariados. Por simplicidad en esta

tesis trabajaremos bajo dos supuestos en cuanto a los espacios splines univariados

. La particion serd siempre uniforme, esto es, h; = h para todoi=1,..., N — 1.

. La regularidad de las funciones de base sera la misma en cada nodo interno de la
particion. Asi, suponemos que r; = ¢ > 0 para todo ¢ = 2,..., N, mientras que
el el borde ry = ryy1 = —1. Esto nos garantiza que las funciones de base seran

globalmente C*.
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Es por ello que, en la siguiente secciéon, denotaremos con S, el espacio spline univariado

de grado p y suavidad .

1.4.2. Espacios Splines producto tensor

Los espacios splines multivariados se definen mediante producto tensor de espacios
splines univariados en cada direcciéon. Suponemos que el dominio de referencia €2 es el
cuadrado unitario en R?, particionado uniformemente en N? cuadrados de drea h* = 1/N,

con N € N. Denotamos por M, la malla bidimensional determinada por estos elementos.

El espacio tensor-producto spline sobre Q) se define como Speh = Sproh @ Spoths
donde p = (p1, p2) son los grados polinomiales en cada direccién. En general, es posible
tomar grados distintos en cada direccion; sin embargo, por simplicidad consideraremos
p1 = p2 = p a lo largo de este trabajo, de modo que p = (p,p). La base canénica de este
espacio estda dada por los productos tensoriales Bj, j, »(z,y) = By, () Bj, »(y), donde

{Bjp}its ¥y {Bjp};2; son las bases B-spline univariadas en cada direccion.

Grado polinomial y regularidad global del espacio spline. A partir de ahora
omitimos los subindices p y £ en los espacios, considerandolos fijos, y suponemos inicamente
que p > 2y 0 < ¢ < p-—1. La condiciéon p > 2 es necesaria para establecer ciertas
estimaciones inversas en la prueba de estabilidad de la Seccién 5.5. Ademas, la base

candnica B-spline de Sj, se denotard por {B,};cs, donde J es el conjunto de indices.

1.4.3. Propiedades de aproximacion

Existen multiples métodos para definir operadores de proyeccion en espacios splines. En
esta tesis los utilizaremos como herramientas teodricas, por lo que nos interesa principalmente
caracterizar sus propiedades y no una forma particular de calcularlos. Consideraremos
cuasi-interpolantes multivariados definidos mediante producto tensor de cuasi-interpolantes
univariados, siguiendo las ideas de Schumaker (2007); da Veiga et al. (2014); Bazilevs et al.
(2006).

En Schumaker (2007, Section 12.3) definen un proyector de L'(Q) sobre el espacio Sy,
como sigue
Q:L'(Q) =S, dadopor QW) => \(W)B;, (1.16)
jet
donde A; son funcionales lineales que definen una base dual para la base de B-splines,
esto es, \j(B;) = 0;; (Schumaker, 2007, Theorem 4.41). Este operador de proyeccién se
denomina cuasi-interpolante y es localmente estable en LY para 1 < g < 00, lo que significa
que (ver Schumaker (2007, Teorema 12.6))

(1) QW) = W), para toda W), € Sy,.
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(1) | QW {|La@) < C[|[W{|1ag) Para todo Q € @y W € L*(Q), donde Q es el soporte
extendido de la celda Q.

Notar que, al considerar mallas uniformes (pero esto vale también incluso para mallas
que sean localmente cuasi—uniformes*), también tendremos la estabilidad del operador en
seminormas Sobolev, esto es, [QW/|Li(q) < C|W|Lg)-

Presentamos ahora las propiedades de aproximacién. En Bazilevs et al. (2006, Lema 3.3)
se encuentran los resultados para normas H*. Aqui, presentaremos una adaptacién normas
WH4 que, hasta donde tenemos conocimiento, no ha sido abordado en la literatura. Si bien
la demostracion sigue técnicas similares a las utilizadas en trabajos previos, incluimos la
demostracion por razones de completitud. La demostracion de los siguientes resultados se
realiza con técnicas similares a las presentes en Bazilevs et al. (2006, Lema 3.3), o Tagliabue
et al. (2014, Proposicién 3.1).

Lema 3 (Error local de interpolaciéon). Sea Q : L(Q2) — S;, sea un proyector que
satisface 1y 11, entonces para 0 < |a| <k < p+1 y U € Wh9(Q)) N LUQ):

|D°(U = QU) @) < O Uy gy (1.17)

con C' independiente de h y p.

Demostracion. Sea TU el polinomio de Taylor de grado p de U promediado sobre B, la
bola de mayor radio tal que B CC @, utilizando que Q es un proyector localmente estable

en L? y estimaciones polinémicas de aproximacion estandar
DU = QU)o = DU = TU) ||y + I1D*(TU = QU) |1
<[ DU = TU)l o) + 1P*QTU = U) |l
_la C

N ¢
< ChF! ‘\U\Wk,q@) + W”(TU — U)llag)
— |l C -l
< CH U yrag) + 3 h [Ulwra@) < CHM U yrag):

con C independiente de h. n

Lema 4 (Error global de interpolacién). Sea Q : LP(Q2) — Sy, un proyector que satisface I
y 1. Entonces, para 0 < |a| <k <p+1, U € WH(Q) y |a| < £+1, donde { es la minima
reqularidad del espacio spline (esto es, S, C C*(Q)), se tiene

(U = QU)liatagay = ID*(U = QU)zsiey < CH Uy, (118)

con una constante C' independiente de h y de p.

“Una malla se dice localmente cuasi-uniforme cuando el radio de dos elementos vecinos esté uniforme-
mente acotado. Las mallas shape regular, esto es, el radio entre la longitud de un lado de un elemento Q) y

su didmetro esté acotada uniformemente con respecto a @) y a h, son mallas localmente cuasi-uniformes.
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Demostracién. Bajo la hipotesis || < £+ 1, la seminorma (U — QU)|yylalq(q) estd bien

definida. Dado que €2 es la unién disjunta de celdas @) € Qy,, se tiene

DU = QU)|lLagy = > [ID*(U = QU)|ILa(q)
QeQp

SChk—|a| Z |U|Wk7q(C~2)
QELn

<SCR ST 3 Ulwea)
QEQn Q' eQ

S KChk7|a| Z |U|qu(Q) == KOhk7|a||U|qu(Q),
QEQn
donde la constante K es independiente de h, pero depende del grado polinémico y de la
dimensién de €2 (esta constante estd relacionada con el nimero maximo de soportes a los

que puede pertenecer una celda Q). O

Siguiendo las mismas ideas, extendemos este operador al caso de funciones definidas
en 2 x [0,T], considerando que dejamos fija la variable ¢ y definimos un operador para
cada U(t) : Q — R.

Lema 5. Sea Q : L'(Q) — S}, un operador proyector definido como en (1.16). Entonces,
sil<qg<oo, T>0yU:Qx][0,T]— R, satisface U(t),0:U(t) € W*k4(Q) para todo
0 <t<T, tenemos que, para todo 0 < |a| <k <p—+1, si || <+ 1,

U(t) = QU (1) lwiatagy < CR* U () [y, (1.19)
[8:U (1) = 8:(QU () wiatagy < CH* AU () lyragey (1.20)

con C' una constante, independiente de h y U.

Demostracion. La estimacién (1.19) se obtiene de manera andloga a (1.18). Solo nos
centraremos en la prueba de (1.20). Los funcionales \; se definen en Schumaker (2007)
como integrales locales \;(W) = [, W®;, para ciertos [; C Qy ®; € L*(I;), de manera

que
0 0
M) = [ SU0;

lo cual implica que

0 9,
—QU(t) = —U(t
v =o(5u0).
entonces (1.20) es solo una consecuencia de (1.19). O

Cuasi-interpolantes para funciones con valores de borde. Como consideramos
problemas con valores en el borde Dirichlet, en algunos casos es importante considerar que
estos operadores pueden ser modificados para preservar valores en el borde. Para ello es

suficiente hacer modificaciones en los funcionales tal y como se explica en da Veiga et al.
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(2014, Seccién 2.1.5). En ese caso, se preserva la estabilidad en seminormas Sobolev y si

bien no se tiene LY estabilidad, tenemos un resultado similar:
QW [La@) < ClIW | Lagy + RIW lwa(g-

Lo que deriva en la estabilidad H' para el operador en el caso de mallas cuasi-uniformes.

Para considerar los valores de borde se modifica el operador de proyeccién definido

sobre S, de la siguiente manera:

Q:WhHQ) =S, dadopor QW)= > N (W)B;, (1.21)

jeJ

donde A; son funcionales lineales que definen una base dual para la base de B-splines, es
decir, \j(B;) = d;;. Consideramos la modificacién particular de los funcionales definida
en (da Veiga et al., 2014, Ec. (2.29)), donde los funcionales de frontera univariados se
definen mediante evaluaciones puntuales (por ejemplo, A\;(U) = U(0) y A\, (U) = U(1)).
El operador multidimensional 0 se construye mediante un producto tensorial de cuasi-
interpolantes univariados. Por lo tanto, para las funciones de base B; que no se anulan
en 99, A;(U) depende solo de Ujpo; ademads, tales \;(U) se anulan si Upg = 0, es decir,
Q(U) € Sy si U € W' () (da Veiga et al., 2014, ver Ec. (2.47)(2.49)).

Sus propiedades de aproximacion, como se establece en el Lema 6 a continuacion,
son validas para el proyector @ cuando se construye utilizando los funcionales duales
antes mencionados. Mientras que los funcionales internos siguen la construccién Li-estable
de Schumaker (2007), los funcionales de frontera \; basados en evaluaciones puntuales
requieren que U pertenezca al menos a WH4(2) para garantizar la estabilidad. Dado que
esta base modificada preserva las propiedades de soporte local y reproduccién polinomial,

las estimaciones del error de cuasi-interpolacion siguen siendo validas.

Lema 6. Sea Q : WL Q) — Sy, el operador proyector definido como en (1.21). Sean
1<q¢<o00,l>1yT>0.58U:Qx][0,T] = R satisface U(t),0,U(t) € W(Q) para
todo 0 <t <T, entonces para 0 < k<1 <p+1conk <{+1, se cumplen las siguientes

estimaciones:

||U<> QU (1)l lwaey < CHHU (1) lwiao).

|00 (t) = 0 QUN 1y < CH T NAT sy -
HQUos)nW gcnmtwwz,qm),

[0QUEN 10y < CNOT )y -

para una constante C, que puede depender de k, I, q y p, pero que por lo demds es
independiente de h y U. Ademds, para cada lado S de 0%, si U(t)s,0:U(t);s € WH(S),
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tenemos:
1U(t) = QU () |lwrarsy < CRTFU )|l wrags)
HatU( — 0,(QU(t) H , < CH 10U (1) lyyras
1QU (#) lwras) < CHU(t)me - o QUW) | sy < CNAU Dl -

Demostracion. Las demostraciones de la estabilidad y de las estimaciones del error para
QU se bosquejan en da Veiga et al. (2014) para ¢ = 2. Las mismas ideas con modificaciones
obvias conducen a las cotas correspondientes para 1 < ¢ < co. Las cotas para 9,QU
surgen del hecho de que 9;\;(U) = X;(9,;U), lo que por lo tanto implica que 0,QU (t) =
Q(2.U(1)). O

Con esta modificacion y la definicién del operador mediante producto tensor de
operadores unidimensionales, ganamos una fuerte propiedad de localidad, méas precisamente,
(QU)|aq depende sélo de Ulyqg. Asi, si A es una cara de 99, (QU)|x corresponde a la
aplicacién del proyector unidimensional a U|gq. Este topo de modificaciones se han utilizado
previamente en la Seccién 3.4 de Bazilevs et al. (2006) para el caso de condicén de borde

Dirchlet homogéneo.



Capitulo 2

Flujo por Curvatura Media

El propésito de este capitulo es introducir el problema de flujo por curvatura media en
superficies con borde Dirichlet. Asi, como también presentar la formulacion variacional

utilizada para el esquema numérico propuesto en esta tesis.

2.1 Flujo por Curvatura Media en superficies con condicién de borde Dirichlet

El flujo de curvatura media considera la evolucién de una superficie I'(t) cuando su
velocidad normal v es igual a —k, siendo k la curvatura media de I'. Si consideramos
que los puntos de la superficie se mueven a lo largo de la direccién normal con velocidad

vectorial v, tenemos:

v=—krv, enl(t)x][0,7T). (2.1)

En nuestro enfoque consideramos el flujo de curvatura media de la superficie T'(t)
parametrizada por una cierta funcion X (-,t), sobre 2 C R? con condicién de borde

Dirichlet. En el dominio de referencia 2 esto conduce a la siguiente ecuacion:

X =voX en Q x [0,7),

(2.2)
X(t>|ag = X0|aQ, para t > 0,

considerando la funcién identidad en T'(¢), € = X o (X)™!, también se puede escribir en

['(t) de la siguiente manera

O’x=v enl(t) x[0,7),
(2.3)
v(t)|or@ = 0, para todo ¢t > 0.

Otra implicaciéon de esta condicién de contorno es que 0°f = 0,f en OI'(t), para
cualquier funcién f definida en OI'(¢). Denotando el vector tangente por T := dsx, donde

s es la longitud de arco de 9I'(t), también podemos concluir que
0°r =0, en OI'(t) paratodo t >0, (2.4)

debido a que T no cambia durante la evolucién.
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2.1.1. Ecuaciones de evolucién y condiciones de borde para las cantidades

geometricas

En el interior de la superficie I'(t), la normal superficial v y la curvatura media s

satisfacen las siguientes ecuaciones de evolucion Huisken (1984):

O'v = Arv + |Vrv v,

on I'(t), te|0,T), 2.5
0k = Ark + |Vrv|?k. ) 0.7) (25)

En Stone (1996) se demostré que la curvatura media debe desaparecer en la frontera de
I'(t), para todo ¢t > 0:

k(t) =0, en OT'(t) x (0, 7). (2.6)
Este resultado es consecuencia de una condicién de compatibilidad Stone (1996), que debe

cumplirse en el borde, entre la velocidad nula del borde y la velocidad prescrita v = —kv.

Hasta donde sabemos, no hemos encontrado referencias en la literatura al comporta-

miento del vector normal en la frontera, salvo que
v(t) - 7(t) =0, en OT'(t) x [0, 7). (2.7)

Esta condicién no es suficiente para la unicidad de las soluciones de un sistema compuesto
por las ecuaciones (2.1) y (2.5). Hemos obtenido el siguiente resultado para el mapeo de
Weingarten actuando sobre la frontera, el cual es fundamental para nuestro algoritmo
computacional, ya que proporciona una condicién de frontera para la derivada del vector

normal en la direccién del conormal p = v x 7 (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Orthonormal frame at a boundary point. v is normal to the surface, 7 is

tangent to the boundary and g = v X 7 is the conormal vector.

Lema 7. Para una superficie I'(t) que se mueve bajo el flujo de curvatura media con una
frontera fija, es decir, que satisface (2.1) y v(t)|srw) = 0 para todo t € [0,T], la derivada

del vector normal en la direccion de p = v X T satisface
oV = (kg -v)pu+ (Ouv-1)T  en (1), (2.8)

donde T es el vector tangente unitario a OI'(t) y kg 1= OsT es el vector de curvatura de

OI'(t). Como consecuencia, también tenemos

oV - = (ks -v)(-p) parap € NOI'(t), (2.9)
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con N,(OT(t)) = 71 el espacio de vectores ortogonales a T en x € OU(t).

Demostracion. Consideramos la base ortonormal positivamente orientada de R? formada

por {T,u,v}, con p = v X T el vector conormal a I'(t) en OI'(¢). Entonces,
O = Ouv - p)pp+ Ouv - v)v + (O - )T = (Ouv - ) + (Opv - T)T, (2.10)
pues OV -v =Vrvu-v=p-Vrvre = 0.
De (2.6) tenemos
Vvt -7+ Vrvp - p=tr(Vrv) =k = 0.
Ya que Vvt = 0sv, de (2.7) podemos deducir que
0=0;(v - T7)=0v - TH+V - 0;T,= 0V -T+V" Ky,
lo que implica facilmente
0=V 7+ Vovp - p=0 -7+0, Vv -p=—vV-Ky+ 0,V

Por lo tanto,
OuV - =V - Ky, (2.11)
lo que junto con (2.10) conduce a la primera afirmacion de este lema.

Sea z € OI'(t), denotamos por T,0T'(t) y N,OT'(t) = (T,0T(t))* al espacio tangente

OI'(t) y el espacio normal a JI" en z.

Si ¢ € N, (9I'(t)) podemos escribir ¥ = (¢ - ) + (¢ - v)v y entonces usando (2.8),

tenemos
Ouv - = (V- Ka)(u ) +0uv-v(V- 1)

lo cual combinado con (Viia) conduce a la tltima afirmacion de este lema. O

2.2 Formulacién débil

Para la formulacién débil consideramos (2.1), el sistema de ecuaciones parabdlicas
semilineales (2.5) y la EDO (2.2) junto con las condiciones de borde de (2.3), (2.6) y (2.9).

La formulacién débil emplea espacios Sobolev estandar sobre superficies para la posicion,
la velocidad y la curvatura media. Mientras que, para el vector normal y tratar con la

condicién (2.7), definimos el siguiente espacio,
O(r) ={¢p € H'(T()*: ¢ -7 =0, en (1)}
={¢ € H'(I(1))*: P(T)$p = ¢, en OT(t)},

donde T es el vector tangente de OT'(t) y P(7) =1 — T @ T.

(2.12)
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Observacién 8. Notar que si ¢ € O(T), entonces 0°¢ € O(T), debido a (2.4).

Antes de obtener la formulaciéon débil es importante mencionar que en adelante
llamaremos A := Vrv y denotaremos por 0I'y al borde de la superficie inicial, esto
significa que Oy := 9I'(0) = X (052, 0). Para obtener la formulacién débil empezamos

multiplicamos (2.5) por funciones test adecuadas n y ¥ y luego usamos el Lema 1
/8'/{77+/Vpﬁ-vpn:/|/l|2mn+/ NOuK, (2.13a)
r r r T
/8'V~¢+/Vpu:VFQP:/‘A]2V~¢+/ ¥ 0w, (2.13b)
r r r aTg

donde debido a la condicién de borde fijo tenemos que 0I'(t) = Oy para todo ¢t > 0.
Considerando n € Hg(T'(t)), el término que contiene la intergal sobre borde en (2.13a) es
cero. Para el término correspondiente en (2.13b), usamos el Lema 7 con funciones test en
1 € O(T), para obtener

[ o= [ (e v)@ ), Vb€ O(r).

De esta manera, obtenemos la formulacion débil del problema, que sera la base de la

discretizacion numérica que proponemos en este trabajo.

Problema 1. Determinar I'(t), superficie suficientemente suave, descripta por un
movimiento suave X (t) € H'(Q)?, con v(t) € HJ(T'(t))? con k(t) € HY(T(t)), 0°k(t) €
LAT(t) yv(t) € O(T) con d°v(t) € O(T) tales que:

X =voX enQ, (2.14)

v=—krv, onl(t), (2.15)

/ 8k +/ Vik - Vin = / A2k, (2.16)
(1) I(t) (1)

. . _ 2., . .
K y.¢+/m) Vpu.thp—/F(t)\A] y 1,b+/(9r0(l<,3 V) (- 1), (2.17)

r(t

Vn € H}(T(t)), Vb € O(T), y para casi todo t € [0,T). Las condiciones iniciales son
X(0) =Xy, enQ, k(0)=kg, enTy, v(0)=wy, en Dy,

donde X o, ko y vy son, respectivamente, el mapeo inicial que define I'y, la curvatura media

y el vector normal de la superficie inicial Ty. Debido a que pedimos v(t) € HY(T'(t))?, la

posicion X (t) cumplird la siguiente condicion de borde X (t)|sq = Xolsq-

Observaciéon 9. Notar que si X (t) es una solucion suficientemente suave de (2.3),
entonces el vector normal v y la curvatura media k de la superficie I'(t) descripta por
X, satisfacen las ecuaciones de evolucion en (2.5) asi como también (2.7), (2.6) y (2.9).

Entonces, claramente se satisfacen (2.14) y (2.15). Luego, multiplicando cada ecuacion
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en (2.5) por funciones test y utilizando Lema 1 se puede ver que tanto v como Kk serdn
solucion de (2.17) y (2.16).

Es importante mencionar que las condiciones de frontera dependen fuertemente de las
ecuaciones bajo consideracion, las cuales son de tipo parabdlico no lineal para el Flujo de
Curvatura Media. Al considerar otras ecuaciones de evolucién, apareceran condiciones de
frontera diferentes para la curvatura media  y el vector normal v, tales como el flujo de
Willmore (Kovécs et al., 2021) o la evolucién de superficies bajo un campo de velocidades
prescrito (Bai et al., 2024). Ademas, una condicién de frontera de Dirichlet no homogénea
para X también conducira a condiciones de frontera diferentes para x y v. Cada ecuacion
da lugar a una investigacion independiente que planeamos llevar a cabo en un futuro

cercano.

Hipétesis de regularidad A partir de ahora supondremos que, para todo t € [0, 77,
la solucién débil satisface X,0,X € WPTh>(Q), donde p € N es el grado polinémi-
co del espacio spline definido méas adelante en la Seccién 3.1. Ademas, siempre que
escribimos A < B queremos decir A < C B, con una constante C' que depende de
méaxe(o,77 || X () |wet1.00 () + [|0: X ()||wr+1.00(2), ¥ posiblemente del grado polinémico p
del espacio spline. También A = B significa que A < By B < A.

Por ultimo, notar que si la superficie inicial no satisface k|sr, = 0, se produciria
una discontinuidad en el instante inicial debido a la condicién de compatibilidad (2.6).
Esto podria impedir la regularidad requerida de X. No obstante, nuestros resultados
pueden garantizarse, en principio, para superficies iniciales que cumplan dicha condicion de
compatibilidad. En la Seccién 6.1.3 analizamos experimentalmente lo que ocurre cuando

la superficie inicial no satisface esta hipdtesis.



Capitulo 3

Aproximacion de Superficies

En este capitulo extenderemos los resultados clasicos de espacios splines, a espacios
splines evolutivos definidos sobre la superficie en distintos instantes de tiempo. Ademas
definiremos las superficies discretas que utilizaremos para aproximar a la incognita I'(t),

presentando también estimaciones para los errores geométricos.

3.1 Superficie spline evolutiva

Primero empezaremos definiendo una superficie discreta I';(t) que aproximard a la
superficie I'(t) en cada instante de tiempo. Para ello, definimos para cada ¢ > 0, un mapeo
X 1,(t) € S§ que sera una aproximacién a la solucién X (¢). El espacio Sy, se define como
en la Seccion 1.4.2, es decir, un espacio spline producto tensor de grado polinomial p en
cada direcciéon definido sobre una malla uniforme en  y con regularidad global C* para
cierto £ > 0. Este mapeo geométrico X, estard dado por

Xn(Pt) =Y =;(t)B;(P), VPeQ, t>0,
jed
donde z;(t) € R® y Sy, := span{ B, }c,. Asi, definimos ', (t) = X (£, ¢) como la superficie
discreta globalmente C* (¢ > 0) que aproximard a I'(t) para todo t € [0, T]. Notar que,
para el borde tenemos 0I', o = X ;,(09,0) y OI'y(t) = OI'y, o para todo t.

Luego, serd necesario introducir el concepto de malla fisica My,(t) definida sobre la
superficie discreta I'y(¢). La cual serd la imagen de M, (la malla en el dominio parmétrico

2 definida como el la Seccién 1.4.2) mediante el mapeo geométrico X (t), es decir,
Mp(t) == {K CTh(t) : K = X3(Q,1),Q € My}.

Siguiendo Bazilevs et al. (2006), definimos el tamafio global de malla para la superficie

dependiente del tiempo M, (t) como

>

= 3 i h hg = |[VX(t ~(@)h
t‘éf?j%(]xglﬁf(t) K con K H h( )HL (@)1"Q>

donde hg = diam(Q), con Q € M, tal que K = X;,(Q,t). Si hg ~ hg ), el tamailo global
de la malla paramétrica h := max{hg : Q € M;,} y el tamano global de la malla fisica
h satisfacen h ~ h. Para garantizar esto, a lo largo de toda la tesis trabajaremos bajo la

siguiente suposicion.
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Supuesto 1 (Regularidad de X}). Eziste hg > 0 tal que para todo h < hy y t € [0,T],

Xi(t) es un homeomorfismo bi-Lipschitz. Ademds, X (t)|g € C*(Q) para todo Q € My,
y (X0) 7 (g € CF(K(1)), para todo K(t) € My, (t).

Esta hipotesis de regularidad garantiza que no haya singularidades en la parametrizacion
X (t) para todo t € [0, T, asi como también previene las auto-intersecciones. Mostraremos

en la Seccion 5.4 que esta suposicion es valida para valores suficientemente pequefios de h.

Para simplificar el tratamiento del borde, a lo largo de toda la tesis supondremos que
JI' esta formado por una o varias curvas suaves. Bajo esta hipétesis, cada componente de
OI' coincide con la imagen de una curva del borde paramétrico 02, por lo que cualquier

region del borde I'y, C JI" se corresponde con un subintervalo de una curva de 0f).

Definimos ahora los espacios discretos de aproximaciéon siguiendo el enfoque isogeomé-
trico, transportando las funciones base definidas en el dominio paramétrico a la superficie

aproximada. De este modo, para I';(t) tenemos

Su(t) :={f = Fo X;(t), FeSy}=span{b;(t) = B0 X;'(t), jeJ}. (31

Como estamos trabajando con superficies splines que evolucionan, necesitaremos una

nocién de derivada material discreta. Para ello definimos G, = U T'x(t) x {t} y entonces,
t€[0,T]
para una funcién 1y, : G, — R, definimos la derivada material como

a.nh(Xh(Pv t>7t) = 8t77h<Xh(P7 t)? t)? (32)

para todo X ,(P,t) € I'(t) y0 <t <T.

Ademaés, dado que las funciones base en I'j,(t) se definen mediante el transporte de
las funciones base del espacio de splines en el dominio paramétrico (ver (1.15)) se puede

probar que satisfacen una propiedad de transporte analoga a la que cumplen las funciones

de base de ESFEM.

Lema 8 (Propiedad de transporte de las funciones de base spline). Las funciones de base

splines definidas en (3.1) satisfacen que
0°b; =0 para todo j € J.

Demostracion. Puede razonarse de manera andloga a (1.15). Dado g € T',(t) sabemos que
existe P € () tal que ¢ = X, (P,t) y entonces
0%0;(q,t) =0°b; (X n(P,1),t) = b (X n(P,t),t) = 0(Bj o (Xn) " (Xn(P,1),1))
:at(Bj(P)) =0

donde simplemente se hace uso de la definicién (3.2), de que idg = (X3)™! o X, y de que

las funciones de base B; en €2 son independientes del tiempo. n
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Por lo tanto, para cualquier funcién discreta n,,(t) = 3= ;c;n;b; € Sp(t) tenemos

Om(q,t) =Y n()b;(q), Vg€ Tu(t).

jed
Por dltimo, la velocidad discreta se define como v, = 3, X, o (X h)_l, en analog’ia a la

velocidad a la que se mueve la superficie continua (1.9). Por lo tanto

vi(g,t) = > @;()b;(q), q € Th(t).

jed
3.2 Superficie discreta auxiliar [

Para el analisis del error necesitamos introducir otra superficie discreta ['*(¢), la cual

solo serd utilizada para el andlisis teérico del método. Definiremos I'*(¢) como la imagen de
X*:=0X, e, I'(t)=X*(Q1), (3.3)

denotaremos X := X*(-,0) = OX, en el borde Xiloa = (QXO)‘ag = @aQ(XO\aQ) y
gracias al Lema 6 tenemos que X ™ satisface las siguientes estimaciones. Ademas, resulta

estable en norma H' y es uniformenmente acotado en norma W1,

Corolario 1. Sea X*(t) € S, definida como en (3.3) y X(t) € WHt"*(Q) para todo
t €[0,T], con 1 < s < oo, entonces

1X () = X ()]l + hIX () = X () [wre(@) S A (3-4)

1 X0 — Xgllrso0) + bl Xo — Xgllwrsaa) S AP (3.5)

En lo que sigue supondremos que X o = X, de modo que, en particular, OI'; = 9y, .
De la misma manera en que definimos Sy (t), definimos ahora el espacio discreto Sj(t), el
cual estara conformado por funciones discretas definidas sobre esta nueva superficie. Las
funciones base b se definen nuevamente como el transporte a I'*(¢) de las funciones base

B; del espacio spline Sy,.

3.3 Lifts entre diferentes superficies

Necesitaremos comparar cantidades, funciones y operadores diferenciales definidos en
diferentes superficies I'(¢), ['*(¢) y ' (¢).

Para hacerlo, vamos a definir lifts de la siguiente manera: dada una funcién definida en
una superficie, primero vamos a “llevarla” a través de su pullback al dominio paramétrico
Q2 y luego definimos su push-forward para liftarla hasta la nueva superficie. Asi, para cada
t € [0,T], toda ¢;(t) definida en I'*(¢) estard asociada con la funcién

(¢*)" (1) = ¢*(t) 0 X*(t) 0 (X) (1),
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definida en T'(%).

De la misma manera podemos liftar funciones en I',(t) a I'*(¢), como asi también entre
cualesquiera dos superficies, siguiendo la estrategia de pullback y push-forward strategy.
Notar que S;(t) = (Sp(t))'", asf como también Sy, (t) = (S;(t))F.

Usando el Lema 14 en Bonito et al. (2020), tenemos la siguiente relacién entre los

gradientes tangenciales de funciones en I'*(¢) y sus lifts a I'(¢),
(Ve(m)")" = (VXGTH(VX)T) o (X)) Vi, (3.6)

donde G = (VX)TVX es el tensor métrico dependiente del tiempo correspondiente a la

parametrizacién X (t).

Lifts y normas. Puesto que estamos suponiendo, como condicién mas débil, que I'(t) y
['*(t) son superficies Lipschitz relacionadas mediante un mapeo bi-Lipschitz £ = (X*) o X,
las normas Sobolev de una funcién y su lift son equivalentes (ver Bonito et al. (2020, Lema
17)), independientemente del tamano de la malla h, siempre que h sea suficientemente
pequeno. Mas precisamente, para k = 0,1y 1 < s < oo, existe hg > 0 tal que, para
0<h<hy0<t<T,y cualquier n* € Whs(T'(t)),

||77*||Wk*5(1“*(t)) S ||(77*)F(t)||wkqs(r(t)) < ||77*||W’“’S(F*(t))- (3.7)

3.4 Errores geométricos

Presentamos estimaciones para el error de consistencia geométrico obtenido al aproximar
['(t) con la superficie discreta I'*(¢). Para ello, estudiaremos el error que resulta cuando
las formas bilineales en Problema 1 se sustituyen por formas bilineales definidas en I'*(t).
Esto producira errores entre los elementos de drea correspondientes, asi como matrices de

error que derivaremos mas adelante, por ejemplo, al comparar

Jo Ve Vegcon [ 9nr)" - Ve

Denotamos los elementos de area dependientes del tiempo con gr y gr+, los cuales se definen

como qr(t) := y/det(Gr(t)) y qr«(t) := y/det(Gr«(t)), donde Gr(t) := (VX (t))TVX (t)

y Gr-(t) := (VX*(t))"VX*(t) denotan la primera forma fundamental de I'(¢) y I'*(¢)
respectivamente. Ademds, gar, = |0-Xo| and gar: = |0, X | son los correspondientes

elementos unidimensionales de borde asociados a dI'y y JI'j;, respectivamente.

En toda esta seccién suponemos que X (t) € WPH2°(Q) para todo t € [0, T].

Lema 9. Ezxiste hg > 0, tal que 0 < h < hy tenemos la siguiente estimacion para el error
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geométrico, para 0 <t < T,

i I— * ot o < hP ‘
e I = Gr« ()G ()| Lo ) < 17, (3.9)

Demostracion. Las dos primeras estimaciones se derivan de las estimaciones para ¢ y
G dadas para el caso estacionario en la teoria de perturbaciones para superficies C'*¢
presentada en Bonito et al. (2020). Asi que usando el Lema 16 de Bonito et al. (2020)

para cada ¢ € [0, 7] tenemos

11— g (Bar ()|~ S NVX(E) = X7 (1)l @),
I = Gra ()Gr(®) =) S IV(X(E) = X7 (1))l )

donde la constante oculta es una constante de estabilidad dependiente del tiempo Sx, que
es definida como en Bonito et al. (2020), y ademés es independiente de h para todo h < hg
debido a las propiedades de X and X*. Finalmente, usando (3.4) y tomando el maximo

en t obtenemos las estimaciones (3.8) y (3.9).

Para la estimacién (3.10), consideramos X como una parametrizacion de la curva
Ol y X := QX |00 como una parametrizacién de OT*, con Q definido en (1.21). Asf,
las primeras formas fundamentales son |07 X|* y |0, X 5|?, respectivamente, y para los

elementos de longitud tenemos

11— gor-gor || L= o0y = 11 — [0-X5|110- X o[l L= 002
S 10: X0 — 0: X5l a0) S B,

donde hemos usado la estimacién (3.5) para X, en el borde. [

En esta tesis utilizaremos, ademas de las estimaciones dadas anteriormente, estimaciones

de aproximacion para 0,Gr y para 0:qr.

Lema 10. FExiste hg > 0 tal que, si 0 < h < hg, tenemos

, - * o0 < p .11
i [9.Gr (1) = 9Gr (1) 1) S . (3.11)
tg%é% ||ath(t) - 8th* (t)“Loo(Q) 5 h?. (312)

Demostracion. Usando la definicién de G+ y de Gr tenemos

H@GF — 9,Gr-

iy < 2IIVOXTVX — (VOX) VX 1(0)

< 2(”V8t(X - X)VX| o+ [(vax) V(X - X

L“(Q)>

L>(Q)
S IIVO(X = X7) || o) + V(X = X)) S 17,
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donde hemos usado estimaciones del error de interpolacién en Lema 5 y que
max ||V (0:X) ||z (), [V (0:X7) |2 ()
estd acotado uniformemente por propiedades de interpolacién.

Por otra parte, gracias al Lema 9 y la suavidad de X sabemos que

max max {||Gfl||Loo(Q), |Gt LOO(Q)} < C. (3.13)

t€[0,T]

@), |0:Grl| L= (), [|0:Gr-

Para obtener (3.12) usamos que O,qr = %qp tr (G; 10,5Gp) para descomponer
1 _ 1 _
(‘9th - 8th* = iqr tr (GrlﬁtGF) - 5(]{‘* tr (GF}@,:GF*)
1 _ 1 _
= §ql" tr (GrlatGF> - §q1" tr (Gr*latGF*)
1 _ 1 _
+ 5(]1" tr (Gp*latGF*) — §qF* tr (Gp*latGF*) .

luego sumando y restando los términos cruzados correspondientes dentro de las trazas de

las matrices, y usando (3.13) y el Lema 9 se tiene la estimacién buscada.

O
Lema 11. FExiste hg > 0 tal que, si 0 < h < hg, tenemos
i | B (0| (o) S 1 (3.14)
tgﬁ% IEE- (D)l 1) S PP, (3.15)
donde las matrices Er« and ER. son definidas, para cada t € [0,T], en Q por
Ep. =TIp. — VX*G (VX)) gl gr, (3.16)
EE. = lp- Br-Ilp. — VX*Gr'VXTBrVX G (VX ) grtar, (3.17)

con Hp- := VX*GrH(VX*)T la matriz de proyeccién sobre el plano tangente ala matriz

de proyeccion sobre el plano tangente a I'* y
BF = BF o X = {din(t)’U [3 - (VF’U + (VF’U)T)} 0] X,
Bj = B(v") o X* = |divr-(yv* Is — (Vo™ + (Ve v?)")] 0 X7,

tal como se definid inmediatamente después de (1.12).

Demostracion. Para (3.14), reescribimos Ep-
Er = VX*GrH(VXH)T = VX*GEH (VX)) gplqr
= VX*(Gr! = Grlaplar) (VX"
= VX*(Gr! = Gr' + Gr' = Grlaplqr) (VX"
= VX*(Gr (I = Gr-Gr') + Gr (1 — g ar) ) (VX)T
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Para obtener la estimacién usamos (3.8), (3.9) y que el producto

1G] zoe o |G-

LOO(Q)HVX*H%OO(Q)

estda acotado por la misma constante de estabilidad Sx que en el Lema 9, el cual es

independiente de h.
Para probar (3.15) primero recordamos la deficién de I = VX *GrH(VX*)T y luego

usamos los Lemas 30 y 31 en Barrett et al. (2020), para concluir que
1
BF = din* v o X*Ig — (VF*'U* + (VF*’U*)T) o X* = ath*]g — §atGF*,
. T 1
Br = divrvo X Iy — (Vrv + (Vrv)") o X = dqrls — 5OGr.
Lo anterior nos permite obtener la siguiente descomposicion
1
1
— 5VX*G;lvxTatGvaagl(VX*)Tq;JqF.

Luego, usando que VXTVXGr! = I es la matriz identidad y Ip- es una matriz de
proyeccion. Finalmente, sumando y restando los términos cruzados correspondientes y

usando (3.14) y las estimaciones de los Lemas 9 y 10 se tiene la estimacién. ]

Lema 12 (Errores geométricos de perturbacion). Eziste un hy > 0 suficientemente pequerio,

tal que para todo O < h < hg se cumple que

‘/F U /F(n*¢*)r S PPt lzeaen @7 2y, (3.18a)

ot — )| < R\ || 2 ore | 07| 22 o 3.18b

L 10— [ @] S o 197z, (3.18b)

‘ /F Ve V¢ — /F V()" Ve (¢7)" (3.18¢)

S; hp||Vp*77*HL2(F*)

Vr«®h | 2207

¢*||L2(I‘*), (318(1)

S PP (| 2 orey

‘ / divp.v*n*¢* — / divrw (7°¢")F
I* T
‘/F V- B(v*)Vp-¢* —/va(n*)F-B(v)vp(W)F (3.18¢)

§ hp“VF*??*HL?(I‘*)

Vi@ || L2y

para todas las funciones suficientemente suaves n* y ¢* definidas en I'*. Es importante

notar que no asumimos que ¢* y n* estén necesariamente en Sj(t).

Demostracion. Consideraremos que las superficies y funciones son dependientes del tiempo,

pero omitiremos el argumento ¢ para no sobrecargar la notacién. Para (3.18a), cambiando
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de variables, utilizando la equivalencia de normas entre las normas en I'* y el dominio

paramétrico, y la cota geométrica (3.8), tenemos

Jowe = [

* ok * Ik 7*1 X* —1
/F*mb /F*mb qrar- © (X7)
_ ‘/ 77*¢* (1 . QFQF_*l) o (X*>—1

F*

S (e

S BP0 Lo e

1 — qrapd || 2o

" || z2(r+

¢*||L2(F*)'

De manera andloga obtenemos (3.18b), pero usando la estimacién (3.10) y desigualdad de
Holder con L2-L? en el borde.

Para probar (3.18¢) procedemos de manera similar, utilizando una regla en cadena

para los gradientes como en (3.6)

YR R A I
Ir* r

*

- ‘ /F Ve V" — /F (Ve (Ve (69D argr!

= ‘/r Vren* - Eps o (X*) 7'V,

La matriz de error Er«, se define como en (3.16) y se obtiene utilizando que
VF*T]* . VF* ¢* = VF*TI* . HF* VF* ¢*,
junto con

(Vr(n)")" - (Ve(e"))T
= (VXGr (VX)) o (X*) "'V - (VX GV X)) o (X)) Vg
= Vi - (VX GEVXTVX G (VX)) o (X*) Vg
= V' - (VX*GRH (VX)) o (X*) Vg™

Obtenemos la estimacion final utilizando la equivalencia de la norma de Er« en € y su

push-forward a I'*, junto con la estimacién (3.14).

Para (3.18d), utilizamos un resultado acerca de la evolucién del elemento de drea con
el tiempo, el mismo fue probado en el Lema 31 en Barrett et al. (2020) para superficies
evolutivas C?. Entonces, tenemos O,qr = divrv o X ¢r in Q. Ademads, si la superficie
I no tuviese globalmente la regularidad requerida, gracias a que es suave a trozos,

podemos aplicar el mismo resultado a cada elemento de I'*, tenemos O+ o (X*)™! =
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divr- v*gpt o (X*)7! en cada K* C T'*. Entonces, tenemos

‘/F divp v* n* ¢* —/Fdivw(n*)r(d)*)F

= /1“* divp- v* " " — /1“* (divp U)F* n*o* (qrap) o (X*)7!

= / <diVF* v* — (divp fu)F*)(quFE) o (X*) 'nte*

I

= /F*(at(ﬂ"* - 8tQF)Q1:*1 ° (X*)_1U*¢*

Asi, usando que g || w100 (r+ estd acotada independientemente de h, (3.12) y la equivalen-

cia de normas entre d;qr- — 0yqr y sus push-forward a I'* obtenemos la estimacién (3.18d).

Finalmente, con el objetivo de probar (3.18¢), usamos nuevamente (3.6). Simplificaremos
la notacién en esta parte de la prueba y haremos referencia a B(v) con Br y B(v*) con
BF* )

[ Vet B Veo = [ Velr)" - Bo)Ve(6")
- /r Vien® - Bre Vi g* — /F<Vr(n*)F)F* (Br)" (Vr(¢M)h)"

= [ e BE o (X) 7 Vra,
F*

*

donde la matriz de error EE. se define como en (3.17) y se obtiene usando que
Vren* - Bp«Vr«¢" = Vpn* - Ip« Br«p« Ve 9",
y (3.6) para reescribir (Vp(n*))! - (Bp)Y (Vr(¢*)) as
Ven' - (VX*GE'VX T (Br)" VXG (VX)) grgpt) o (X*) 7'V 0™

Obtenemos entonces la tltima estimacion (3.18¢) usando de nuevo equivalencia de normas
entre E5. y su push-forward a T'* and (3.15). O

Observacion 10. Comparando las estimaciones que hemos presentado en esta seccion con
las presentes en la literatura, hemos obtenido estimaciones de orden p en vez de orden p+1
como las que se obtienen en elementos finitos (véase, por ejemplo, (Kovdcs, 2017, Lemma
5.6) o (Elliott and Ranner, 2020, Lemma 9.24)). Esto se debe al hecho de que en esta tesis
usamos un lift genérico L := X o (X*)™1, de T* a T en lugar de utilizar el lift dado por
la funcion distancia orientada. FEste hecho hace que la reducion del orden sea esperable
debido a que es un comportamiento andlogo al que sucede cuando se analizan los errores
geométricos en problemas estacionarios, por ejemplo, con el operador de Laplace-Beltrami
y se utiliza un lift genérico definido mediante las parametrizaciones (ver (Bonito et al.,
2020, Section 4.3)).
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Nos parece importante mencionar que estos errores de orden p no afectan el andlisis
a priori del error H*, como veremos mds adelante en la Seccion 5.2. Esto también es
esperable pues tampoco lo afectaba en el andlisis del error para Laplace-Beltrami. También
cabe recordar que una funcién distancia C' implica superficies CY' (ver Teorema 11
en Bonito et al. (2020)), con lo cual para garantizar errores geométricos con orden éptimo
se tiene que garantizar T al menos CP*2 (ver (Elliott and Ranner, 2020, Obervacién 9.1)),
esto es al menos C*, si p > 2, mientras que con estas técnicas, solo se requiere que I’ sea

de clase CP*! para retener el order de aproximacion.

Observacion 11. Otra diferencia que vale la pena notar con los trabajos en elementos
finitos es que como aqui usamos el lift dado por las parametrizaciones globales de las
superficies, L = X o (X*)™1, la velocidad de los puntos materiales es la misma que la
velocidad continua v y por ello no tenemos dos versiones del Teorema del Transporte en
['(t) como si es comin en la literatura, ver por ejemplo (Kovdcs, 2017, Seccion 5.3) o
(Elliott and Ranner, 2020, Seccion 8.6). De esta manera, si se comparan por ejemplo
las ultimas dos estimaciones en el Lema 12 con las ultimas dos estimaciones en el Lema
5.6 de Kovdacs (2017) veremos que aqui, en lugar de tener la velocidad discreta v, en las

formas bilineales continuas (que no es la interpolada de v), tenemos simplemente a v.



Capitulo 4

Estimaciones de Aproximacion

En este Capitulo presentaremos estimaciones de aproximacion para los espacios splines
definidos sobre las superficies. Para ello presentaremos operadores de Quasi-interpolacion

y operadores de tipo Ritz estudiando sus propiedades de aproximacion.

4.1 Quasi-interpolante definido en la superficie

Definiciéon 17. Recordemos la definicion de I'*(t) dada en (3.3) con su correspondiente
espacio spline Sy (t). Para cada t > 0 definimos un proyector Qs : L*(I'(t)) — Si(t)
como sigue

Qre(n(u(t)'™) == Q((u(t))"™ o X*()) o (X*() ",
Donde Q es el operador quasi-interpolante definido en la Seccion 1.21. Ademds, se define
Or) como el lift de Qr-, esto es, Qru(t) := (Qpwa (u(t)) )L

Bajo la hipétesis de que X (t) y X ™(¢) son suficientemente suaves para todo t € [0, 77,
podemos extender las propiedades de aproximacién de los espacios splines clasicos S al
espacio discreto S (t). Consideraremos a lo largo de todo este Capitulo que los espacios

splines utilizados seran globalmente C¢ y de grado polinomial p.

Para el siguiente Lema requeriremos X (¢) y X *(t) pertenezcan a W">((Q) con inversas
en Wheo(Q).

Lema 13. Sean 0 < |a| <k <p+1y1 < q< oo, siu(t) € WrH(T(t)) y || < € entonces
[u(t) = Qru(®)llwialare) < CRE 1 u(t) [l wraqrqe), (4.1)

para todo t € [0,T).

Demostracion. Usando equivalencia de normas, técnicas similares a las utilizadas en el

Corolario 4.21 en da Veiga et al. (2014), y suponiendo ¢ fijo en [0, T}, se tiene que

lu — Qrullwiatarey) S (W) — Qreullwiatar )

< Wl )™

wrarn) S P ullwrare)-

37
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De esta estimacién y la regularidad de la funcion u(t) se desprende la siguiente acotacion

uniforme que serd de utilidad a lo largo de esta tesis.

Lema 14. Sea u(t) € W*4(T'(t)) conk > 1,1 < q < o0, se tiene que para h suficientemente
pequeno

| Qryu(t)|[wiee ey < Cllult)|lwrama), (4.2)
para todo t € [0,T).

Como en esta tesis se usaran con espacios splines con condiciones de borde, consideramos
el quasi-interpolante definido para funciones pertenecientes a espacios con condiciones
de borde. Por simplicidad en la notacién, y como siempre que usemos cuas-interpolantes
haremos referencia el operador de la Definicién 17, usaremos la notacién sin tilde en el

resto de la tesis.

Asi como definimos un quasi-interpolante para funciones definidas en superficies, en
esta tesis también trabajamos con cantidades geométricas definidas solo en el borde de la
misma. Por tanto, serd necesario considerar quasi-interpolantes definidos para funciones

que solo tienen sentido en el borde. Esto lo haremos de manera analoga a la Definicion 17.

Definicién 18. Sea 9T}, con su correspondiente espacio spline SP. Para cada t > 0

definimos un proyector Qar: : L*(OL;) — Sy como sigue
Qor; (u(t)) == Qan ((u(t))" o Xj(t)) o (X5(1)) "

Donde Qpq es el operador quasi-interpolante univariado definido de manera andloga

al operador 1.21. Ademds, se define Qgr, como el lift de Qal"g, esto es, Qor,u(t) =
oo

Qapsu(t) .

Cabe destacar, que obtenemos estimaciones analogas de aproximacion que para el

quasi-interpolante bivariado para funciones u(t) € W*5(T'(t)).

Observacion 12. Notar que en las estimaciones obtenidas en esta seccion, a diferencia de
las clasicas que presentamos en la Seccion 1./, aiun para estimar el error en seminormas
Sobolev serd necesario tener control de la norma Sobolev orden k de la funcion u. Esto
se debe al papel que juegan las parametrizaciones en las estimaciones y es coherente con
lo que se reporta en la literatura del andlisis isogeométrico cuando se analizan errores de
interpolacion sobre los dominios fisicos de los problemas considerados, ver por ejemplo la
Observacion 3.1 en Bazilevs et al. (20006).

4.2 Proyeccion de tipo Ritz con traza cero

Definimos una proyeccion tipo Ritz como en Kovacs et al. (2019), pero con valores de

contorno y utilizando espacios splines en lugar de elementos finitos.
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Definicion 19. La proyeccion de Ritz modificada RY. : H}(T(t)) — Si o(t) se define como
sigue: Dada v € HY(T(t)), sea R¥.u = w, con w la inica funcidn que ;atisface w € S o(t)
Y

/r‘* Vrew - Veenj, + w15 = /FVF“ V()" +u ()" (4.3)

para toda 1j; € S o(t). Ademds, se define Rju como el lift de Ry.u, esto significa RYu :=
(Rpw)"

Este operador R, estd bien definido para h suficientemente pequefio, como se establece
en el siguiente Lema. Recordamos, nuevamente, que en todos los siguientes resultados p

representa el grado polinomial.

Lema 15. FEziste hg > 0 tal que, para todo 0 < h < hy, t € [0,T], y toda funcion

u € HY(T(t)), existe una tinica solucion R%.u de (4.3) que satisface

| R
((er, (1) )

[l 2 ey (4.4)

2/\ A

|H1 *(t))
r)| pHuHHl(r(t»H(??Z)FHHl(r(t)» (4.5)

para todas 1, € Sy (t), con egx = u — (Rp.u)' = u—Rpu

La demostracion de este lema es similar a la de los Teoremas 6.3 y 6.4 en Kovacs
(2017), donde también se obtiene una estimacion del error L?, que no necesitamos en este

contexto.

Demostracion. La existencia y unicidad de (4.4) son consecuencias directas del teorema de

Lax Milgram y (3.7). Para la quasi-ortogonalidad de Galerkin (4.5), usando (4.3), tenemos
(ers (M) ey = (s () )iy — (R, (3)7)
= / ViR - Ve + Riwu nj

— /F ViR - V() + Riu ()"

@)

Reagrupando términos, usando (3.18c), (3.18a) junto con (4.4) y (3.7) deducimos (4.5). [

En la siguiente proposicién presentamos las estimaciones de error de orden superior

para el mapa de Ritz a partir de la Definicién 19.

Proposicién 1. Sea u definida en Gr tal que uw € Hy(T'(t)) N HPTY(T'(¢)) para todo
t € [0,T). Existe hg > 0 tal que el error en el mapeo de Ritz satisface, para todo t € [0, T
Y 0<h < hO;

||u - R UHHl (1)) ~ < thuHHerl(r(t)). (4.6)
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Demostracién. Como antes, escribimos er = u — R%u y no escribimos explicitamente los
argumentos de tiempo t. De la equivalencia de normas (3.7) y (4.5), existe hy > 0 tal que

para todo 0 < h < hg, tenemos

ler |7y = (er,er) ) = (e, u — Qru) () + (er, Qru — Rpw) g (r)
< llerllmmllu — Qrull ey + AP |Jull gyl Qre — Rl gy

S hp||€R||H1(F)||U||HP+1(F) + hp||u||H1(p)||qu - RgUHHl(F)-

Hemos utilizado que Qru—R¥u = (Q%.u—R%u)", y también la estimacién del error (4.1).

Ademas,
|Qru — RYul| s ry = || Qru — u + u — Riu|
< [|Qru — ul| gy + |ler]|| a1 (r)
S WPl [ull ey + llerlm ),
por lo cual
||€R||§11(r) < PP llerllmoyllull g o) + thH“H?{pH(r)
+ WP |lull g o ller -
Finalmente, llegamos a la estimacion deseada utilizando la desigualdad de Young. O]

Como consecuencia de la regularidad de u, las estimaciones inversas Bazilevs et al.
(2006) y la anterior estimacién de error H', tenemos la siguiente cota uniforme para esta

proyeccion.

Lema 16. Sea p > 1 el grado polinomial. Si w € Hg(T'(t)) N WPTL°(T(t)) para todo
t € [0, T]. Entonces,
IRyullwiceryy S llullwrsoo i) (4.7)

Demostracion.

IR ullwroery <[IRpu — ullwroery + [[uflwrosr)
<[ Rpu — Qrullwise(ry + [[Qru — ullwio(ry + C
<Ch™Y|RYu — Qrullgiry + CAPT + C
<Ch Y| RYu — ull gy + Ch™H|u — Qrul| gy + C
<Ch'' 4 C,

como p > 1, tenemos (4.7). O

En general, no es verdad que 9*R%.u = R2.9°u, pero tenemos el siguiente resultado,
el cual es similar a (Kovécs, 2017, Teorema 6.4, parte (a)) y (Elliott and Ranner, 2020,
Lemas 3.9, 3.10) excepto en que, como sefialamos en la Obervacién 11, en esos trabajos

esta presente la velocidad liftada discreta que aqui no es necesaria.
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Lema 17. Sea u definida en Gy con u € H}(T'(t)) y 0°u € HY(T(t)) para todo t € [0,T].
Tenemos que 0*Rp.u € Sy (t) satisface, para todo n;, € Sf; (1),

(O Ry, ) mrr ey = (0%w, ()" ) ey + de(viw, (n3)") — dr- (v Ryww, 1), (48)
donde

de(iu, (1)) = [ divevu ()" + [ Vru- B@)VeG)"
dp- (v*; Reu, m}) / divp- v* R u nh~|—/ Vir-Rwu - B(v*)Vren;.

Ademds, para todo h suficientemente pequenio, yt € [0,T] tenemos

|0°Ru

|y S ull o) + [10%ullmree), (4.9)
y if er = u — Rpu, para toda n;, € Sy (1),
((@%er, ()" ) | S 07 (el ey + 10%ull ey ) 11 07) Nl ogey- (4.10)

Demostracion. Aplicando las férmulas de transporte (1.11)—(1.12) en ambos lados de (19),

tenemos

(RO 3'?7;);11 r*) (a.qu*Ua W;)Hl(F*) + dF*('U*S Rlo**uﬂ?;;)
= (u, 8'(77;)F)H1(F) + (0°u, (UZ)F)HI(F) + dr(v; u, (UZ)F)-

La definition del operador en (4.3) implica que (Rp«u, 0*n}) g ey = (w, 8°(0)") i1 vy,
para toda 7}, € Sy ((t). De esta manera, los primeros términos en ambos lados de la

igualdad coinciden y por tanto se cancelaran, conduciendo directamente a (4.8).

Para probar la cota de estabilidad, recordamos que, segiin la definiciéon de v* como
el quasi-interpolante de la velocidad exacta v, para h > 0 suficientemente pequeno y
t € [0,T], tenemos

‘dr* V" Rt 1) | < 0™ [wrtioo (oo ) 1TRB= 0 1 0e o) 105 | e

(4.11)
< ||U||H1(P(t))||7Ih||H1(r*(t)),

o (w5, ()")] < Mwllwee o | ellm e 1105 e
S Nl 1nk e @ @),

donde también hemos usado la estabilidad (4.4) del operador de Ritz. Considerando como

funcién test nf = 9*RL.u in (4.8) obtenemos la estimacion de estabilidad (4.9).
Finalmente, para mostrar (4.10) usamos (4.8) para escribir
(0%, ()" )y — (O° Ry, ()" e o)
= (O"Ryeuw, 1) 0y — ("R, (m3)") oy
+dpe (v Rpu, my) — dr (v u, (07)"),
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esto es,

(0%er, () )y = (O°RYu, m) ey — (O°REw, ()" o
+ dp- (v*; Rpwu, mpy) — dr(v;u, (77)").

Ahora recordamos que (9*R2.u)l = 9*R%u, y usamos (3.18¢), (3.18a) junto con (4.9) para

obtener

< W0 RYu

(0% ery (M) ) m () |z oo |7 || e o)
+ |dF* (’U*; R%*“v 772) - dr('v; u, (n:L)F)|
S (e eay + 10wl ey ) 100 lla oy

+ |dp+ (v*; REwu, my) — dr(v;u, (7))

Con el objetivo de acotar el dltimo término, recordamos la acotacion (4.11) para dp«, y la

estimacion para er de la Proposicion 1:

dp (0" R, m) = dpe (v5u, ()7
= |dp+ (v*; Rpuu — ()" + ()", ) — dr(v;u, (9;)")]
< Jdr- (0% (er)",m)| + |drs (v*; (w)", 1) = di (w50, (177)")]
S llewllm @l mi) iy + ldr- (0% (@), 1) = dr(v;u, (9;)")]
S WPl o o 1) ez oy + RPNl oy i) L oy

donde in the last step hemos usado together (3.18¢) y (3.18d). O

Para finalizar esta seccién, presentamos una estimacién para el error H' de la derivada

material de la proyeccion de Ritz.

Proposicion 2. Sea u definida en Gr con v € HY(T'(t)) N HPT(T(t)) y ademds 0°u €
HPY(T(t)) para todo t € [0,T]. Entonces, existe hg > 0, tal que el error en la derivada

material del operador de Ritz satisface

l
||(8')(€)(u - R%U)HHl(F(t)) S hP (Z ||(a.)(£)UHHp+1(r(t))) , (4.12)
§=0

para todo t € [0,T] y 0 < h < hy.

Demostracion. Presentaremos la estimacion solo para el caso ¢ = 1 debido a que el
caso general se sigue con argumentos similares derivando respecto de t sucesivamente la

definicién de la proyeccion de tipo Ritz.
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Empezamos sumando y restando Qrd®u en la definiciéon de la norma H'(T'(t)) de
D%er = 0°u — *R%
H@'eRH%{l(F) = (0%eR, 0®u — Qro®u)m(r) + (0°er, Qro®u — O*R{w) g (r)
< Norerllm 0% — Qroully
+ (0%er, Qrod®u — O*RLu) g (r)
S [10%er|l g oyhP 10wl goer )

+ (0%er, Qro®u — O*RLW) (1),

donde hemos utilizado la estimacion del error (4.1) para Qrd*u. Recordamos que Qro®*u —
O*Rou = (Qr-0"u — O*RY.u)', v reemplazamos n; = Qr-0°u — 0*R%.u en (4.10), para

llegar a que
(6.€R, QF8°u - E)'R%U)Hlm
S ([ullm ey + 10%ull @) 1Qr0%u — O Rulmry
Ahora veamos que

19rd°u — O°Rul| g ry < || Qro®u — 9°ul| i (ry + |0%u — O°RYul| iy
S WP0%ullgr ey + 19°er ()

Resumiendo y utilizando la desigualdad de Young, tenemos

[] 1 (] (] 2
10 €R||z2ql(r) < §H3 €R||12L11(r) + h2p(||UHH1(F(t)) +10 U||H1(F(t))) ,

lo que nos da el resultado de esta Proposicion. O

Finalmente, concluimos con la siguiente acotacién uniforme para 9*RYu, omitimos su

demostracion ya que se puede seguir de manera andloga a la del Lema 16.

Lema 18. Si 9*u € HJ(T'(t)) N WPTLeo(T'(¢))3 para todo t € [0,T]. Entonces, para todo

p > 1 tenemos

||8 RI‘UHWIOC(F < ||8 u||Wp+1oo( (b)) + ”U||Wp+1,oo(1"(t)). (4.13)

4.3 Proyeccién de Ritz no lineal con traza ortogonal al vector tangente

En esta seccion definimos una proyeccion de Ritz no lineal sobre un espacio discreto
que aproxima a O(7). Esta proyeccién es fundamental para demostrar la consistencia
del método en la Secciéon 5.2. Su buena definicién, sus propiedades de estabilidad y de
aproximacion, enunciadas y demostradas a continuacion, constituyen uno de los resultados

principales de esta tesis.
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Recordemos la definicién de O(7) de la Seccién 2.2 que apareci6 en la formulacién
débil:

O(r) :={¢p € H'(I'())*: ¢ -7 =0, on T(t)}

4.14
= {¢> € H'(L(t))’ : P(T)¢ = ¢, on ar(t)} : )

donde T es el vector tangente de OI'(t) y P(T) =1 —T® T.

Necesitamos definir un espacio discreto adecuado para aproximar este espacio O(T).
Debido a la condicion de frontera de Dirichlet que suponemos, podemos utilizar para todo
t > 0 la misma aproximacién 9I') to OT'? y asf, su vector tangente. Sea 7(t) := 750 =
Qar, ,T una aproximacion al vector tangente inicial 7, y sea 7, := Th 14 normalizacién

7]
de esta aproximacion. Proponemos el siguiente espacio discreto como aproximacion al

O(r)
On(Th) = {¢h € Si(t) /ar0<¢h - Tp)wy = 0, para todo wy, € 8,‘?} (4.15)

h
donde aplicamos, débilmente, la restriccion de ortogonalidad en el espacio spline, como se
suele hacer para ciertos problemas de punto de silla. En la seccién 6.1.1, presentaremos los

detalles de como implementamos estos espacios para obtener la soluciéon numérica.

Analogamente, definimos

O (Ty) == {qb}’; €S(t): /a (¢, - Tn)wy = 0, para todawy, € S,?} ) (4.16)

.0
hemos usado en esta definicion que 0I'y o = OI'G, lo cual implica ademds que {v|ar, , : v €
Sn(t)} = {vlor; : v € Si(1)}-
También definimos el espacio de trazas de funciones en Op(7}), O;(7}), como sigue:
9 .
Op(Th) = {¢h‘ar L @y € On(Ta)},
h,0

B (4.17)
O (Tn) = ADhl,p, , + P € OhlTn)},

notar que O2(7,,) = 0% (71).

El andlogo discreto a P(7) es definido como una proyeccién L?(9T'y, ) ortogonal sobre
el espacio discreto O (7). De manera que Py (74) : H (OT40) — O3 (14) se define para

u € H'(OT'),) como la tinica solucién a

Ph(f'h)u - OZ’a(Th) : / Ph('f'h)u . Z;; = u - ZZ, Vz;z - OZ’B(T}L). (418)
al'y 0 'y 0

Claramente, tenemos la siguiente propiedad de estabilidad para Pp:

|Pr(Tr)ullczor, o) S lullzzor,e), 1 Pa(Tr)ullmier, ) S llwllmor,.,),

donde para la segunda hay que utilizar una desigualdad inversa.
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Este operador resulta fundamental para derivar las estimaciones de error tanto de la
proyeccién de Ritz no lineal (Definicién 20) como de su derivada material. Esto se debe
a que, en las Proposiciones 3 y 5, el analisis requiere identificar un elemento del espacio
discreto Op(75) que aproxime adecuadamente a la funcion objetivo. A diferencia de lo
expuesto en la Seccién 4.2, donde el uso del quasi-interpolante era viable gracias a las
condiciones de borde nulas, en este contexto no es posible proceder de igual forma, ya que

no se garantiza que Qr-u pertenzca a Oy (7},), incluso si u € O(1).

La estrategia que seguimos para demostrar las Proposiciones 3 y 5 consiste en los
siguientes pasos: dada u € O(T), proyectamos primero su traza sobre el espacio discreto
OZ’a(Th) para obtener, mediante el operador Py (7},), su proyeccion discreta correspondiente.
A continuacién, definimos la extensién arménica de Py (71)(uw)! en HY(T)3, la cual
denotamos como w. Finalmente, empleamos el quasi-interpolante de esta extensiéon como
la herramienta tedrica que nos permite obtener una funciéon discreta que, ademas de

pertenecer a Op(T},), posea propiedades de aproximacion Optimas.

Ademas de su definicién seran muy importantes las siguientes estimaciones de aproxi-
macién, cuya demostracion se sigue usando técnicas similares a las presentes en (Akrivis
et al., 2021, Lema 5.1). En lineas generales, las estimaciones se obtienen escribiendo a la
proyeccién Pp(75) en una forma alternativa pero equivalente. En particular, la funcién
w} = Pn(F1)(u)!", definida como la solucién de (4.18) es, en vista de la definicién
de los espacios O (T3), equivalente a resolver un problema de punto silla mediante un
multiplicador de Lagrange. Luego, aplicamos el Lema de Céa para problemas de punto
silla y obtenemos las estimaciones del error. Por ultimo, es importante notar, que los lemas
citados utilizan el supuesto de que |7;| = 1 en casi todo punto. Esta es la razén por la

cual necesitamos normalizar 7 en todo lo que sigue.

Lema 19. Para 7, € WPT1e°(9T*)3 tal que |7,] = 1 en casi todo punto de OT*, y para
toda w € HPT(ATy), tenemos

®

1Pa(Fa) (W)™ = P(74) (u)"
1Pu(F0) (w)" = P(75) (w)"

L2(or+)3 < ChPHHU”HP“(aFo)?’?

H1(9r*)3 < Chp”uHHPH(al“o)S?

donde C' depends on a bound of ||Tn|lwr+i.e0are).

En la siguiente definicién, introduciremos una proyeccién de Ritz no lineal necesaria
para estimar ||d, || .2(r+). Si solo usamos una proyeccién de Ritz lineal, como en la Seccién 4.2,
debido a los términos de borde presentes en nuestra formulaciéon lo mejor que podemos

obtener serd una estimacion para ’ Jors du - Y,

, con ¢, € Of (7). Al mismo tiempo, si

solo tuviéramos una esa ultima estimacién no seria suficiente para acotar ’ J. ors 0%d, -y
de manera conveniente. Y esta tltima estimacién es crucial para obtener la estabilidad del

esquema semi-discreto.
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Definicién 20. Para cada uw € O(T) y para A > 0 suficientemente grande (ver el Lema 21,
las Proposiciones 3 y 4 a continuacidn), definimos Rr-u = w como el inico elemento
w € O; (1) que satisface, para todo ¥y € O (T4),

/F*Vp*w:vp*'zp;;—i-)\w-t/ﬁ;—/a w - Koy (W x 1) - Y

T'n0

= [ Vrw: Vet Aue ()T (419)
— T, u-Ky(uxT)- (T/JZ)F,

donde Ko, == Qoar, ,Ko-

El resto de esta seccion estara dedicado a demostrar que existe un A, independiente de
h, tal que Rr«u esta bien definido y satisface estimaciones de error éptimas. Resumimos

sus propiedades en el Teorema 4 hacia el final de la seccion.

Operadores de Ritz no lineales para ecuaciones parabdlicas con condiciones de borde no
lineales en dominios estacionarios han sido estudiados por Douglas y Dupont en Douglas
and Dupont (1973); siguiendo algunas ideas de ese trabajo, extendemos este enfoque
al caso de ecuaciones parabdlicas con condiciones de borde no lineales sobre superficies
evolutivas. De esta manera, definimos un operador de Ritz no lineal que sigue el espiritu
del operador propuesto en Douglas and Dupont (1973) y que serd una herramienta clave

en el Capitulo 5.2.

Para demostrar que esta proyeccién no lineal esta bien definida, primero necesitamos el
siguiente lema, que se deduce de las propiedades del quasi-interpolante y de la regularidad

de las funciones T y Kg.

Lema 20. Sean T y kg funciones en WPTL2(9T,)3, y definamos 1), := Qor, T Y Koh =

Qor,, (Ko Entonces existe hg > 0 tal que

1) = Tl z2or,, 0 S B I(s0)"

para todo 0 < h < hg.

®

- na,hHLQ(th’()) 5 hp+17 (42O>

Ademds, a partir de estas estimaciones se obtiene, para 0 < h < hyg,

ITnllzoorso S C, 50,1/l 0r,0) S C- (4.21)

El objetivo del siguiente lema es demostrar la existencia de un punto fijo w de (4.19)
y una cota de estabilidad. Para ello recurriremos al Teorema del punto fijo de Le-
ray—Schauder (Gilbarg and Trudinger, 1983, Teorema 11.3), que enunciamos aqui para

conveniencia:

Teorema 2 (Leray—Schauder Gilbarg and Trudinger (1983)). Sea T una aplicacion
compacta de un espacio de Banach B en si mismo, y supongamos que existe una constante
M tal que ||v||g < M para todo v € B y o € [0,1] que satisfacen v = o Tv. Entonces T

tiene al menos un punto fijo.
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Lema 21. Ezisten hg > 0 y C > 0 tales que, para cada X > 1, u € O(7) y 0 < h < hy,
existe una solucion w de (4.19). Ademds, toda solucion w de (4.19) satisface la siguiente
cota de estabilidad:

[l < C(VXlullme) + [ulEor, ) (422

Demostracion. Consideremos hg > 0 como en el Lema 20, y sea 0 < h < hy. Primero
probaremos que para cada A > 1 existe una solucién w de la ecuacion (4.19). Recurrrimos
al teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Tomamos B = Oj(7)) con la topologia
HY(T™).

Dado v € O(7), definimos el operador T : O; (1) — O;(7h) como sigue: para
v € O;(T4), sea T'(v) la tnica funcién en O (7,) que satisface, para todo ¥, € O;(74),

[ Ve T(0) Vet + AT(0) - = [ Vrws Ve(si)" + du- (4]

(4.23)
— [ wemoluxT) )+ [ v man(ox )

Ty
Obsérvese que w es solucion de (4.19) si y solo si es un punto fijo de 7.

Observamos ahora que, debido a (4.21), si vy, vy € Of(7}), se tiene
/ Vi (T(w1) = T(3)) : Vietp, + A (T(v1) — T(w5)) - 9}

“Kon(vr X Th) - P) — /ar Vo - Ko (Ve X T1) - ),
h,0

8Fh70
= v1 - Kop(v1 X Th) - ), —/ v1 - Ko (V2 X 1) - ),
8tho th,O
+ V1 - Ko (V2 X Th) 'W#Z—/ Vg - Kop(va X Th) - ),
GFh’O BFh,o

< C(H’UlHLOO(th,O) + ||’U2||L°°(8Fh,o)) [v1 — vl L2or, o) | ¥hllL2ors o)

1 ) VA

S er([o1llfor,. o) + ||v2||%w<arh,0))ﬁ||v1 = vallizr, o) + 5o 1WhlLor, o)

con ¢ dependiendo tnicamente de la norma L*> de kg y 7. La constante ¢y proviene de la

siguiente desigualdad de traza, la cual se sigue del Lema 2,

19)1720r,.0) < er (elIVrolFaey + €Ml 7o) - (4.24)
y vale para todo 0 < € < 1y v € HY(I'*)?, y por lo tanto implica, tomando € = 1/v/X,

VA

Z”””%%Fh,o) < HVFUH%W*) + )\||U||%2(r*) = ||”||?q§(r*)-

Junto con la equivalencia de normas (3.7), esta desigualdad de traza aplicada a v| — vy

y a 4y produce:

[ Ve (T(@)=T(v:)) : Views + A (T(w1) = T(02) - 9

2
cep

< S (Jonllmor, o + 102l o, ) 01 = 2ol + 518 e
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Tomando v}, = T'(vy) — T'(vy) obtenemos

¢ c?
I7(01) = T@2) [0y < = (I0allieor, o) + [02llieor, o) 100 = w2lEy ), (425)

lo cual implica que T es continuo y compacto porque Op(73) es de dimensién finita.

Supongamos ahora que o € [0,1] y v = ¢T'(v). Entonces, a partir de (4.23), probando

con ¥, = v,

Vv : Vv +Av-v = ||V
F*

|%2(F*(t)) + )‘HUH%Q(F*(t))

=0 /FVFU:VF('U)FjL)\u-(v)F—/

u-na(uxr)-(v)r+/ V- -Kop (VX Th) v
aro

o'y 0
=0

Utilizando argumentos similares a los anteriores,

V02 + MolF2me @y < (14 (6l org) ) (Ve 200 + AlelFamay)-

con ¢ independiente de o y v. Por lo tanto, se satisfacen las hipodtesis del teorema de
Leray-Schauder con M = c<1+ ||u||2m(apo)> <||Vpu||%z(p(t)) +)\||u||%2(r(t))) y existe al menos

un punto fijo.

Este ultimo razonamiento con ¢ =1 y A > 1 conduce a la cota de estabilidad para

todo punto fijo w. n

Ahora demostramos las estimaciones de error para cualquier solucién w de (4.19);
utilizaremos esto para probar que, si A es lo suficientemente grande, independiente de h,

dicha solucion es tnica y puede ser denominada Rr«w.

Notacién. A continuacién, usaremos H5 ' (T'(t)) para denotar el conjunto de funciones
u € HPY(T(t)) tales que wprsy € HPTH(AT(t)); asimismo, WA (I'(t)) denotard aquellas
u € WPHHs(I(t)) tales que worgy € WPHH#(9I'(t)), para 1 < s < 0.

Proposicién 3. Sea u definida en Gy tal que w € O(T) N HYPH(D(t))> N L®(T(t)) para
todo t € [0,T]. Entonces, ezxisten hg >0 y C > 1, tales que para cualquier A > C, si w es

un punto fijo de T, es decir, una solucion de (4.19),

|u — (w)r(t)HHg(r(t)) S CuVARP, (4.26)
para todo t € [0,T] and 0 < h < hy, con Cp, = ||[wl|Fpir ) + |6l T ory) + 1@ lFmory)-
Demostracion. Para probar (4.32), denotamos e = u — (w)" y recordamos que

el ry == 1VrellZay + AllellZar)-



4.3. PROYECCION NO LINEAL ORTOGONAL AL VECTOR TANGENTE 49

ar
Ahora definimos w € H*(I")® como la tinica funcién que satisface ﬂ‘ar = (Ph(‘?'h)('u,) ) ’
0

y (@, n) gy = (w,n) gy para toda n € H(I')?, de manera que

lw =@y = [[uw— (Pr(7h)(u )F*)BPOHHQ(aro)- (4.27)
Entonces
Wﬁwm_(/vﬁfvﬂu—Qﬂb+A/ (w0
+ (/F Vre : Vi(Qrit — (w +/\/ (Qrit — ( )F)) — () + (1),

Como explicamos anteriormente, la idea para estimar e es introducir una funcién discreta
intermedia con buenas propiedades de aproximacion. Hemos definido esta funcién como
Oru; ahora, verificaremos que posee buenas propiedades de aproximacién. Para ello, es

necesario estudiar primero la proximidad entre w y u.

Considerando que u € O(1), u‘ar = 77(7')u‘aF , junto con (4.27), el Lema 19 y el
0 0

hecho de que 7, := Qgr, ,7, podemos deducir que

lw =@l mr < [P(r)u - (Ph<.;-h)<u)r*)3fo

| bt (a1
S NP E)w)? e — Pp(0) (W) || om0
< (P(r)w)? ™0 — P(#1) (W) |11 (ar, o)

+ [[P(Fr) ()" = Pr(Fr)(w)" [l 1(or,.,)
S @ 7)™ — 74 @ Fhllwreoory, o) 1wl oro) + 12l o1 arg)

S WP llwesioe@rg) lul a1 org) + CRP |l arsiory),

Por lo tanto,

lw = @l[mry S PP llwll v org), (4.28)

Ademas, utilizando argumentos similares a los anteriores y el Lema 19 deducimos que
Hu — ﬁ'HLQ(@FO) S hp+lHuHHP+1(8FQ)- (429)

De todas estas estimaciones, luego de utilizar los errores de interpolacién (4.1) junto con

la estabilidad de Qr, tenemos

| — Qratllmry S 77 (|l ooy + lallmsrore) ) (4.30)

|u — Oral|r2ry) S PP ||wl| o ory)- (4.31)

Usando (4.30) obtenemos,

(D] =

/Vpe Vr(u — Qra) +)\/ (u — Oru)

1/2

IN

HeHH;(F) (HVF(U - Qrﬁ) H%z(r) + Allu — QFﬁH%Z(r))
S llell ey VARP ([[ll s oy + [l 2041 o))
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asi, para cualquier §; > 0,

cA
(D] < allellyey + 5 02 (el + ol o) -

Para obtener la cota de (I1) usamos la ecuacién (4.19) para deducir que

- /vre:vp(gra— +)\/ (Qrit — (w)F)
I
= /VFU . VF(QF’CL— —|—>\/ QFU— )F)
/vr  Ve(Qr — (w)") + A [ ()" (Qrat — (w)")
= VF*U) VF*( +/\/ QF*’U, ’lU)
— (II1) —/FVF w)' : Vi (Qra — (w +)\/ (Qra — (w)),
con
(1) = | e kpfux 1) (Qrtt — (w)") - /arw Kon(w X 1) - (Or-@t — w).

Por tanto, gracias al Lema 12, (4.22) y (4.28), tenemos, para cualquier ds > 0,
((ID)] < eh?[[(w)" || gy oy | Qrae — (w)" || g1y + |(T11)]
< et (Ilullnyery + 1l wqorg ) (190 = wllmyr + 1 = (@) lye)) +1(717)

C
< 21 el + ol + Pl ong + Bl ) + el + D)L

i

Ahora obtendremos una cota para |(I11)]. Primero, sumando y restando (w)" en la primera

integral, y (u)!" en la segunda integral, obtenemos

(111) = [ e mofux ) (Qri— (w)) 4 [ ()] ol x7) - (Qrii — (w)')

ol'o

+ w - Kkou((e)' x 1) (Qrt — w)
8Fh,O

/. w - na,h((u)r* X 1) (Qr«t — w)

= (J1) + (J2) + (J3) + (Ja).

Para continuar, analizaremos los términos (J;) + (J3) y (J2) + (J4) por separado. Para la

primera suma, usando que Qru — ('w)F = Qru — u + e, tenemos

(J1)+(J3):/(Woe-kaa(uxr)-(Qpﬂ,—u)—i- e-ko(uxT) e

aTo

* *

+ w - l<;a,h((e)F x 7)) - (Qrae — u)"

OT'h 0

+ w- Koy () x75)- ().
8Fh,0

=0
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Luego, combinando una desigualdad inversa con (4.22) y la equivalencia de normas en I'*

y I', podemos notar que

1 1 1 1
lwllz=rng S lwlee < @) lma S 5 (e + i) $ 5

Finalmente, gracias a (4.28), la regularidad de u, T y Ky en el borde, y la desigualdad de

Young tenemos la siguiente cota para |(J1) + (J3)]

[(J1) + (J3)| Sllellzzarg) | 8a(w X T)|| Lo (ar,) | Qr e — | 12 (a1
+ llellz2oro) lka(w x ) || Lo (ary) €]l 22(or0)
+ |l Lo or, o) |K0,n [ oo 01, o) €]l z2(0r0) |78 ]| L2001, 0) [ Qr e — ][ L2
Sllell 2 @roy P lwll gor ore) + [lellZ2ory)
+ h7Hlell L2 arg) B o1 org)

ShQPHU’H%{P“(@FO) + HBH%Q(M‘O)'

ol'g
h

Ahora seguimos con el andlisis de (J2) + (J4), sumando y restaando 7}, ° en la integral

(J2) y ngg en (Jy), tenemos

(J2) + (Ja) = / (w)" - Ko(u x (T —73°)) - (Qra — (w)")

oIy
[ @) ko x ) (Qr@) — (w)")
L we g = o) () X T (Qrt — w)
— [ wesg () x ) - (Qri — w).

De (4.31) podemos deducir que

1Qra — ()"l r2ory) + (&) = wllr2or, o) S W ullsos1 o) + llellz2ory).

Argumentos similares a los que hemos utilizado para la cota de |(J1) + (J3)| junto con
las estimaciones de error para T, y Koy y €l error geométrico en (3.18b), nos permiten

concluir que

[(12) + (J0)| S P ullm oy (B [l oro) + llel2or))
< 12 (JallB gy + sl ory ) + lellZagore)

Finalmente, usando las cotas anteriores para |(J1) + (Js3)| v [(J2) + (J4)| junto con la
desigualdad de trazas (4.24), podemos obtener la siguiente estimacién de |(111)]

CCr
((I1D)] < 0h2p(|’u”§{1(r) + ||’U1H?qp+1(aro)) + CCTEHVFBH%Q(F) + ?H€||i2(r)7
y asi, eligiendo € = %CT, logramos estimar |(11)]

4

c 1
D] < 1 ([l ey +C2) + Gallelify + FIVrelZa + ek lelEaq.
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Resumiendo, tenemos

el < A5+ 52 ) (Halfgey + C2) + Gr+ &)lelByn
+ ZHVFeH%w) +4¢ C?rHQH%%r)'
Entonces, eligiendo 4, = d; = i v A > 8c% ¢, obtenemos la estimacion deseada (4.26). [
Como consecuencia de la regularidad de u, de las estimaciones inversas (Bazilevs et al.,
2006) y de la estimacion previa del error en norma H}, se obtiene la siguiente cota uniforme

para cualquier punto fijo, lo cual conduce a la unicidad de la proyeccion de Ritz no lineal

si A es suficientemente grande, independientemente de h.

Lema 22. Sea u definida en Gr tal que w € O(T) N HYPH(D(t))? N L=(I(t)) para todo
t € [0,T]. Entonces existen hg >0 y C > 1 tales que, para todo A\ > C, si w es un punto
fijo de T', es decir, una solucién de (4.19),

HwHLoo I'*) S é

donde C,, es una constante que depende de ||| gov(ry, ||wllz=@re) ¥ ||wllme+1(ary), pero es

independiente de \ y de h.

Demostracion. Debido a una desigualdad inversa,

|w]|poory < |lw — Qreu||poo ey + || Q=] oo 1+

S —llw = Qreuwe|| r2re) + || Q|| oo (re)

]. *
< 7 llw = (w)

]. *
L2(re) + ﬁH(’U/)F — Qreu|p2rey + || Qrew| oo ).
El cuasi-interpolante Qr- satisface
[(w)"™ = Qreull oy S, [ Qe ooy S el oo (),

mientras que (4.26) proporciona

1
\/—H( w)" — w1 Sﬁhp\/_c < hP C.

1(w)" = ullz2r)
Por lo tanto,
[wllzeo ey S Cu(l+H71) S Cl,
lo que prueba la estimacion deseada. O]

Proposicién 4. Sea u definida en Gy tal que w € O(T) N HYPH(D(1))> N L®(T(t)) para
todo t € [0,T]. Entonces existen X\ > 1 y hg > 0 tales que existe una tnica solucion w

de (4.19), que denotamos ahora por Rru, y que satisface

lw = Rewllmire) < Cuh”, (4.32)



4.3. PROYECCION NO LINEAL ORTOGONAL AL VECTOR TANGENTE 53

donde C, es una constante que depende de ||u|| gr+1(ry, ||| z@oro) ¥ || @ mriiary), ¥ ademds
[Rru|lwrer) < Cus (4.33)

donde C;, es una constante que depende de ||[w||yr+1.00 (1)) -

Demostracion. Si w; y ws son soluciones de (4.19), entonces son puntos fijos del operador

T definido en la demostracion del Lema 21, y por lo tanto (4.25) implica

2cc?
w1 = wallfpy ey < S (1l or, ) + 02l 5eor, o) w1 = w2l -

El Lema 22 implica ahora que, si A es suficientemente grande, entonces ||w || oo (), [|[wal| Loo () <

Cu, y por consiguiente

2 2cct 2 2
Jw: — ’w2HH;(r*) < DY 20, ||lw, - wzHH;(r*)-

Elegimos ahora A suficientemente grande de modo que %203 =1/2 < 1, lo que
garantiza la unicidad del punto fijo. Fijado A, la estimacion de error (4.32) es consecuencia
directa de (4.26).

La demostracion de la ultima cota (4.33) es andloga a la del Lema 22. O

Ahora presentaremos estimaciones de estabilidad para la derivada material de Rr-u,
que son necesarias para obtener estimaciones para el error (9*)(u — Rru). Recordamos

que en todos los resultados p representa el grado polinomial utilizado y p > 1.

Lema 23. Sea u definida en Gy con u € O(t) y 0°u € O(7) para todo t € [0,T].
Entonces, 0°Rr+u € O;(1}) satisface

[ Ve (0" Rew) : Vieg £ 2 /F 0" Rpu- o)
_ / Vrd*u : Vr(gh)T + A / 0w - (0)"
r r
+ /ar (0°u-ko(u x T) +u-ky(0®u x 1)) - (3" (4.34)
— /ar (O°Rr+u - Ko p(Rr=u X T) + R« - Ky p(0°Rp=u X Tp)) - 9y,
h,0
+dp(viu, ($)") — dp (0" Rpeu, 7).
donde
db(oiu, (7)) = A [ divevu- (9))" + [ Viw: BVR(g),
dp. (v*; Rpew, ) := )\/r* divps v* R - ¥, + /r VrRrsuw : B*Vrp;,

para toda 1y € OF (7). Ademds, existe X > 0 suficientemente grande y ho > 0 tal que, si
0<h<hy ytel0,T] tenemos

[0*Re-wl[ ) S [l ey + [10%w][ g ) (4.35)

+ (||| 1 arg) + [0° ]| 71 (ary)
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Demostracion. La prueba de la identidad (4.34) es andloga a la prueba de (4.8). La estima-
cién de la estabilidad (4.35) de operador se sigue usando (4.34) con ¢ = 0*Rr-u, (4.33)
y argumentos similares a aquellos usando en el Lema 21, para algin A > 0 suficientemente
grande. Es por ello que solo nos centraremos en la prueba de que 0*Rpr-u pertenece a

O;(74). Dado Rr-u € O;(T4), sabemos que para toda wy, € OF (1)
/ (RF*’U, : Th)wh =0.
8Fh70

Entonces, derivando con respecto a ¢ en (4.18) y considerando que OL'; ¢ es fija e indepen-

diente de ¢, tenemos, para toda wy, € OF(7},),

0

- Rr-u - = 0.
at 8Fh,0( r v Th)wh

Ahora, como Rr«u € O;(T4), y 0°wy, = 0, la igualdad anterior deriva en

0= /arh,o (a.(RF*u> : Th)U)h + (RF*’U, . Th)a.wh = /8 (a.<R1"*’U,) . Th)wh~

0
Por lo tanto, 0*Rr-u pertenece a O} (74). O
Proposicién 5. Sea u € O(T) conu € H}'(T(t))3, y (0°)Du € HY(T(t))? para todo

t € [0,T]. Entonces, existe hg > 0 tal que la derivada material del mapa de Ritz satisface,
para todo t € [0,T] y 0 < h < hy,

1(0°) 9 (w — Rrw) || i rey)

¢
5 hp(z ||(8‘)“)u||Hp+1(p(t)) + ||(8')(€)u||Hp+1(ap0)>. (4.36)

7=0
Demostracion. Probaremos (4.36) para £ = 1, la demostracién para £ > 1 es andloga.
Consideramos una extensién w € H'(T")
of (Pu(#4)(0"w)"")"" € H(IT).
tal que w|ar, = (Pp(F1)(0%u)!")oTo

satisface (W, ) ;) = (0°w, M) () para toda n € H(D),y

[0 — ey = 110% = (PO )™y (137)

Comenzamos denotando 0°¢r = 0°u — J*Rru y sumando y restando Qrw en la

definiciéon de la norma H}(T') de 0%er

||a.€'RH§{>1\(F) = (a.G'R, 0*u — QF@)H;(F) + (8.672, QF’&J - 8.RFU)H/{(F)
< ||8.6R||H§(r)||3.u - QFfUHHg(r)

+ (a.GR, Qrﬁi - 6.RFU)H>1\(F)
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Como 0*u € O(1), usando (4.37) y procediendo como en la Proposicién 3 podemos acotar

[0°u — w11y S BP0 w|| o1 or),

||3'u — ﬁ]HLQ(aFO) SJ hp+1||a.U||Hp+1(3F0).
Estas estimaciones nos permiten concluir

10°w — Qr||sr1(ry B (1|0° ]| o 1y + 10wl 11041 or) ) (4.38)

[0°u — Qrw|r2(ory) S hp+1||8'u||Hp+1(3F0). (4.39)
Entonces,

10 el ey <I0%erllmyerh? (10wl sy + 10l s ory)

+ (a’en, Q["[U - a.RFU)H}\(F)

Para acotar el tltimo término primero analizamos (9°ex, (;)") wr) Para cualquier
1y € Of(7}h), usando la Definicién 4.34 y argumentos similares a los que hemos usado en

el Lema 17 tenemos
(0 ers i)y S 0 (lullme) + 0%l ) 185 ey + 1)
[ ] 1 *
< ch? (HU’H%II(I‘) + |0 u”%ﬂ(r)) + §|I(¢h)rl\?1§(r) + (1)1,
donde
(I) = /8 (@ Rew ko (Reew X ) + Reow - kg (0" Reew X ) - 9
h,0

a /aro (0°u - ko(u X T) +u - ko(®u x 7)) - (¢;)".

Este ultimo grupo de términos puede acotarse aplicando estrategias similares a las que
hemos utilizado para acotar el grupo de términos (III) en el Lemma 3. Asi, utilizando la

regularidad de w y Rr-u, dada por la ecuacién (4.33), deducimos que

(D] 5“(9.672”%2(8%) +ch® <||’u’||§—[13+1(1")3 + ||3.U||§1p+1(ar0)3)

+ H€R||%2(aro) + ||(¢2)F||%2(aro)-
Por consiguiente, si ¥;, = Qrw — 0*Rru tenemos
] 2 1 . 2 ° 1 *\['12
10 eRHH;(r) < 1”8 GRHH}\(F) + || 0%er|| L2 (ary) + Z||<¢h) ||H)1\(F)

e ([0l ey + 10"l s o)

+ cllerllZz(ary) + ell (1) 122 (oro)-
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Ahora consideramos 1}, = Or«(w)"" — 0°Rru € Oj(71), en esta tltima estimacién y

obtenemos
° 2 1 ° 2 o 1 ~ ° 2
0% erlmy ) = 4 10%er Ny m) + cl0erllr2ro) + [ Qrw — O*Rrullhy )

e (s ey + 10"l o, )

+ CHeRH%mro) + || Qrw — 8°RFUH%2(aFO)

IN

1 (] []
1”3 €R||12H;(r) + c||0°er || L2ar0)
1 -
+ EHQF’U’ —0°u+0%u — 8'Rpu||§{§(r)
+ b (Hu”irpﬂ(r)f* + ||a.u||§{p+1(aro)3)
+ CH€R||%2(3FO) + CHQF'ﬂ) —0'u+ 0%u — 8.RFUJ”%Q(3FO)

1 [ ] (]
5”8 6R||12L1;(r) + c[|0%er|| L2 (ary)

IN

+ e\h? (Hquqm(p)s + "a.u"i[p+1(aro)3)
+ cllerllZ2ary),
donde en la tdltima desigualdad hemos usado (4.38) y (4.39). Por ultimo, utilizando la

desigualdad de la traza (4.24) con un € > 0 apropiado, deducimos el error la estimacién

del error H' (4.36) deseada para A > 0 suficientemente gradnde. O

Como consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior obtenemos el siguiente resul-

tado de regularidad para la proyecciéon de Ritz no lineal.

Lema 24. Si (0°)Yu € WPHL*(I'(t))? para todo t € [0,T). Entonces, para todo ¢ > 1

tenemos

l
10 ORpw[wr.co ey D 1(0%) Dl lworroo ey (4.40)
=0

Demostracion. Damos la demostracion para ¢ = 1, las otras se siguen de manera analoga.

|0°Rr-uwreery <[|[0°*Rru — 9°Qrullwier) + [|0° Qrullwre(r)
<|[|0*Rru — 0°ul| w10
+[10°Qru — 9ullwr.0o(ry + | 0ullprreer)
<ch ' 0*Ru — 8%ul| g (r
+ AP H 0wl () + cl|0%ullwoe ()
<ch?™ (lullzzosrry + lull o o))
+ ch? ™ (|0%ull ooy + 110 s o) )

-+ Chp_l ]|8'uHWp+1,oo(p) + CHa.uHWl,oo(l")

como p > 1, tenemos (4.40). O



Capitulo 5

Semi-discretizacién espacial

En este capitulo demostramos estimaciones de error a priori para una aproximacion
Galerkin del Problema 1, bajo h-refinamientos y utilizando espacios B-spline de grado

p > 2y suavidad C¥, para 0 < ¢ < p — 1 para todas las variables.

5.1 Semi-discretizacion espacial

Empezamos definiendo el problema semi-discreto de la siguiente manera.

Problema 2. Determinar X,(t) € S} (Th(t) = imagen de Q bajo X(t)),
’Uh(t) S Sh70(t)3, /*ih(t) S Sh,O(t) Y I/h(t) S Oh(‘l’h) tal que:

vy = th(—fﬁhl/h% (5-1)
/ 0°KpMn +/ Vr,kn - Vr,nn = / | An|* K, (5.2)
T, T, T,
/ vy, -, + / Vr, vy -V, Y, = / |Anl*vs - 1), + / Qo nity - Yp,
I'p Iy ' 8Fh,0
(5.3)
O Xy = vp, 0 X, (5.4)

para todo t > 0 y para toda n, € Spo(t) and 1, € On(Th). Los valores iniciales
discretos se definen como X := QXo, kno = Qr,,(k0), Vro := Rr, (Vo) ¥

Vpo = th,o(—lﬁh,ol/h,o)-

Denotamos con A, = Vr, v;, el mapa de Weingarten y con |A,| su norma de Frobenius.
Definiendo Tj, y kg como en el Lema 20, definimos o, = (Kap - V) ¥ [y, = Vp X Th.
Es importante tener en cuenta que agp y py, no son ni la curvatura normal ni el vector

conormal a OI'y, o porque v, no es necesariamente el vector normal a la superficie discreta.

Para estimar el error entre una funcién u, definida sobre la superficie I'; y su aproxima-
cién numeérica uy,, definida sobre la superficie spline I'j,, consideraremos una aproximacion

discreta tedrica u* definida sobre la superficie quasi-interpolada I'* para la que tenemos

o7
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una estimaciéon del error de orden 6ptimo, de forma que

llw = (un)" |y < [lu— () ey + @) = () e
— O(h,p) + HeuHHl(F)

Por lo tanto, para cada variable desconocida u de la formulacién débil en el Problema 1

definiremos ahora una aproximacion discreta u* y probaremos limites para u* — uy,.

Recordemos la definicién de la superficie quasi-interpolada I'™*(¢) de (3.3), esta superficie

se mueve con velocidad v*, tal que
X" = v'o X" (5.5)

Es decir, v* := Qp«((v)!"). Para x y v utilizaremos las proyecciones de Ritz presentadas

en las Secciones 4.2 y 4.3 y definimos

K* =Rk y U= Rpv. (5.6)

También necesitamos definir aproximaciones adecuadas para las cantidades definidas
sélo en la frontera. Como 01, o = OI';;, consideramos 7" := 7, y K} := Ky ,. Para p = v x7

y a = Ky - v, consideramos aproximaciones adecuadas definidas en el siguiente Lema.
*

Lema 25. Sean 7" = Qqr, , 7, k) = Qor, (Ko Si definimos p* :=v* X 7%, o = K} -V

entonces, para todo 0 < h < hy

(k)70 — [l r2(om,0) S B, 1) — || 2(or, o) S B (5.7)

Ademds, a partir de estas estimaciones obtenemos para todos h < hg
¥ || o or0) S €, | o= (ors.0) S C- (5.8)

Demostracion. La primera estimaciéon (5.7) puede deducirse de usar el Lema 20, la esti-

macion dada en la ecuacién (4.32) para Rr-v y el Teorema 4, de la siguiente manera:

Primero observamos que

Oho _ * « T L2 (a1 0)

()70 = w |l 22or ) = (v % 7)
S @) = v*) % 77| 2o, o)
+ @) s ()70 = 7) | 2(or )
SI@)7 0 = v reor, o |77 or0)

+ @) 0 Lo or, o | (1) = 77 ([ 2(ar, -

Para el primer término de la dltima desigualdad tenemos ||(v)%Tm0 — v¥|| L2(0Th0) S
v — @) ar e,y S PP, 1o que se obtiene debido al Teorema de Trazas y a (4.32). Mientras
que el segundo término estd acotado por h?*! debido a que 7* es un interpolante de 7. La

segunda estimacion (5.7) se puede obtener de manera analoga.

Finalmente, (5.8) es una consecuencia directa de (4.33). O
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Obsérvese que pu* y o sélo estan definidos en 0I'y, o. Ademas, es importante mencionar
que o no es necesariamente la curvatura normal del borde de la superficie discreta, asi

como p* no es el vector conormal a Oy, g.

Lema 26. Suponiendo que las funciones X (t),v(t), x(t) y v(t) son suficientemente suaves.
Ezxiste hg > 0 tal que,

VX ()l @) S NTVX (D], (5.9)
los casi-interpolantes de x* y v* satisfacen
2™ lwroe (o)) + ([0 [wie ey < O, (5.10)
y las proyecciones de tipo Ritz k* y v* satisfacen
”’{*HW“’O(F*U)) + ||V*||W1700(F*(t)) <, (5.11)

para todo t € [0,T] and 0 < h < hy.

Demostracion. La estimacién uniforme (5.9) se deduce directamente de la definicién de X™,
de la regularidad de X y del error de interpolacién en el Lema 5. Y, usando equivalencia
de normas y que z* = X* o (X*)7!, esto es, es el push-forward de X*, tenemos la cota
uniforme para x*. La estimacion para vs sale directamente de su definicién y de aplicar el
Lema 14.

Las tltimas desigualdades en (5.11) son consecuencias directas de (4.7) y (4.33).

]

Definicion 21. Definimos los defectos d,,, d. y d, como las cantidades que aparecen
en el lado derecho de las ecuaciones (5.1)—(5.3) cuando se reemplazan Xy, vy, Ky Y Uy
por las correspondientes cantidades discretas X*, v*, k* y v*. Es decir, para cada t > 0,
di,dy € S} o(t), dy, € Of(T4) satisfacen

v* = OQp«(—K'V") + dy, (5.12)
[Lowm+ [ Vewt Ve = [ 4P+ [ dn, (5.13)
IT* IT* T* T*

/a°u*-¢;+/ Vew® ;vp*q,b;;:/ AL 2" -t
I = I'*
+/ TR /M +/ du' *7
or; oM Yt | v,

para toda nj, € Sj;o(t) y ¥y, € O}(Th), donde A} = Vp-v*.

(5.14)
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5.2 Consistencia

Proposicion 6. Sean d,, d. y d, funciones definidas en la Definicion 21. Siempre que
las soluciones continuas sean suficientemente suaves, existe hg > 0 tal que para todo
0<h<hguytodotel0,T)]

1o ()l oey S B75 - ()| 20e) S 27, (5.15)
ademas,
1w (Dl 2=y S A7y 0% ()| 20e) S PP Nl3N a0, (5.16)
para toda ¥, € O (T}).

Para esta Proposicion seran suficientes las siguientes condiciones de regularidad para
todo t € [0, T

X(t) e WETHX(Q), w(t) € HPPH(I(L)), K(t) € WPHH((t))
O°r(t) € WPHIS(D(t)), w(t) € WET(D(2)), O*w(t) € WPH(I(1),

(t)
0w € HP Y (OTy), 0°(0,v) € HPTY(9T,),  0°0°w(t) € HET(I(1)).

Demostracion. Restando (2.15)-(2.16) de (5.12)-(5.13) tenemos las siguientes ecuaciones
para los defectos d, v d,

dy = (v" = (v)") + ((=r)"" = Qr+(=K"V")),
/1“* dyny, = / K, +/ ViK™ - Vs, — / ALK
—/F@'/f ) —/FVFR-VF ) ‘1'/F‘A|2/<d ()"

Comenzamos obteniendo la estimacién para d,. Recordando que v* = Qr«v y usando la

estimacion de interpolaciéon para la velocidad, tenemos

1ol 20y = || Qrev — (v)" HI(T) + [[(r2)" — Qr*(/ﬁ"l/’“)”Hl(F*)
S P olla ) + ()" = Qe (k1) || 11 0
+ || Qr+(kv) — Qr«(K*v )”Hl(r*)

S RP|| || gy + RP|| kv || oy + || Qo+ (k1 — K*V7) || e 0oy

donde hemos utilizado la linealidad de Qp-. Para acotar el altimo término, aprovechamos la
estabilidad del operador Op- en norma H!, las estimaciones de error para las proyecciones

de Ritz de v y K y su acotacién uniforme dada en (4.33) y (4.7)

1+ (kv — K V) [y SH(s2)T = (V") e
Sl = &) @) sy + 1577 = 2 [l
< AP,

~
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Por lo tanto, ||dyl|g1(r-@)) S hP, donde la constante involucrada depende de las normas de

v, kK y v pero es independiente de h.

Reagrupando los términos en la ecuacion para d,, recordando que k* := R%.x, y usando
la definicion de RY. de (19), tenemos

[ o= ([ o = [0
+( me*-Vr*nZ—/FVm-Vr(UZ)F)
= ([ 1P = [ 1APRG)T)
= (o= [ty + ([ wni— [ nti)")
= ([ AP = ARG

Acotamos todos los términos por pares, utilizando el error de perturbacién geométrico

y las estimaciones de interpolacién. En primer lugar, consideramos que

[ = ([orwi = [orwtm)®) + ([ s = [Lwi)")

= ([ 1iPwr — ARG ) = (1) + (1) + (111).

Ahora vamos a acotar (I), usando (3.18a), la acotacién uniforme para 0°x*, la regularidad

de 0°k y la equivalencia de normas:
(D)= [ o = [0 = @) + @)V
<|[ ot~ [@ )|+ | [0~ @) )"

S W20 K| L2 ooy 77h||L2(F*) +h7)|(0%k)"

LZ(F* nhHLQ(F*

S PPl |2 qre)-

Podemos proceder de manera similar para (/7). Finalmente, para (111) tenemos lo siguiente

D) = | [ 14w = [ 1ARRG)"
< | [P = 043P i)
+ | 0P = (432" )"

S PPl e + 1APE = (AP 2y | 05) " |2
S PP(Im |l p2ere)

En la ultima desigualdad hemos usado que

AP = (AP 2@y S 1A = (AR ey + s = (55 |22y
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junto con la estimacion (4.32), (4.6) y la equivalencia de normas en I' y I'*. Lo cual en su

conjunto nos permite deducir que

/F dmnh S thnZHLQ(F*%

y, por ende, la estimacién para ||dy||r2(r+).

La prueba para d, es un poco més técnica porque (O (14))F ¢ O(7); esto implica una

no conformidad adicional en el método.

Recordemos que, en OI', debido a (2.8) sabemos que

OV = O - 1)T+ (Opv - p)pp = (Ouv - T)T + (V- Ko) 8.

«

Usando esta identidad y (2.13b) obtenemos que, para cualquier funcion ¥, € O;(74),
[otv @) == [ Vov: Vo) + [ AP ()" + [ ap- (5)"
+/ (O - T)T - (3"
usando solo que (9;)" € HY(T'). Sumando esto a (5.14) es posible deducir que
[odowi= [ v i+ [ Vet Ve - [ APy
I+ I+ T I+
[+ [ ape ()"
or- or
— [0t @) — [ Viw s Vo) + [ APy ()"
+/ (O - T)T - (3.

Recordamos ahora que v* := Rpr«v, siendo Rp« la proyeccion de tipo Ritz no lineal de
la Definicién 20, y también que p:=v X T, a = Ky -V, u* = V* X 7%, o = K}, - V¥, de

modo que las dos primeras integrales sobre el borde se anulan, lo que conduce a

o= ([ o wi— [ o0 @i))
(v [ve @)
(LA v - [1aPy- @)

—1—/81/7' ().

(5.17)

Los primeros tres términos pueden acotarse de la misma manera que para d,, por

ch? |4y, || 2(r+y. Para el tltimo término, obtenemos
| -y @) = [ (@0 T)(r = #0) - ()
| @y @) (5.13)
- Qarhﬁo(au’/ T)Th (QPZ)F,

OTh0
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donde hemos usado que el tltimo término desaparece porque ¢, € O;(71}) (recordar la
definicién de O;(74) en (4.16)). Entonces,

[ @7 | Sl = Fulltor, o 83 2,

/(B - T) = Qoo (O - Dl 2ory o li 200,y P19
< W4 | ey + B AT e

Con esta ultima estimaciéon obtenemos el limite deseado para d,,.

Para acotar 0°d, consideramos que, si 0°; = 0,

(] * d * k . *
/F*a d,,-q,bh:%/F*dl,-wh—/r*d,,-v,bhdlvp*v,

d
— | d,-
dt /r Vi

De esta manera, para acotar el primer término del lado derecho primero derivamos (5.17)

asi

<

.o,

+‘/ d,, - divps v*‘.
F*

respecto del tiempo, usando el Teorema de Transporte (1.11). Obtenemos entonces

= ([Lororv g — [0y i)

+([Lov whdive v — [0 ()" dive 'v)
Iy

w([ov i [ a'u-(zpzf*)

+

(AP~ [0 (AP - ()"
Aoy~ [ APty ()"

(L.

(f

( [ov e idive o = [v d1Vp'v>
(.

(/.

(.

|A*|Pv* - b} divp- v* —/]A\Q () dinv)

)
+ [ (@ @) - Ty (W)

or

Ademaés usaremos que

O°(|A]?) = 2(Vp(9°v) : A— AD : A),
O*(|A[2) = 2(V (8°v%) : A" — A*D* 1 A¥),

con D = ((Vrv)! —v@vVrv)y D* = (Vrv*)! —vp @ vps Vrsv*), siendo vr- el vector

normal de I'™*.

Todos los pares de términos que hemos obtenido se pueden acotar mediante los errores
geométricos del Lema 12 usando argumentos similares a los de la estimaciéon para d,,

ademds de la regularidad de 0°0°v y las estimaciones (4.32) para 0°0°v*.
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Para el término de borde podemos proceder, como en la ecuacién (5.18),
° . . *\I[ — . X A X *\ I
| @ @) -7y @) = | (@ @) - T = 72) - (7)
+ | (0 @uv) - )0 ()" (5.20)
— [ Qoo (0" (@) - TV ()"
h,0

y luego procedemos como en (5.19) usando también la regularidad de 0°(0,v) - T y

estimaciones de interpolacion. Finalmente, nos queda

d
— | d,
dt /r P

Para el segundo término tenemos

S PPl -

[ v sicive o] S 12153 s,

5.3 Ecuaciones del error

Definimos las siguientes funciones de error que pertenecen a S (t), Sp; o(t) y O (74),

respectivamente, para todo ¢t > 0:

* *

ex = ()" — ¥, e = (kn)" — K",

€y = (’Uh)F* - ’U*, €y = (Vh>r* - V*a

donde utilizamos las funciones de identidad x;, = X, 0 (X;,) ™'y &* = X* o (X*)7L.
Obtenemos asi las ecuaciones de error al restar (5.12), (5.13) y (5.14) de (5.1), (5.2)

y (5.3), respectivamente
0%ep = € (5.21)

ey = (Or, (—kpvn)) — Op- (—K'V*) — d, (5.22)

/ 0*(ex)" "1 +/ Ve, (€)™ - Vi,
Ty I
= — ( vrh(ﬁ*)rh . Vl"hnh — / VF* ff* . er??;;)
T'p I'*

- (f, om0t

R e
F;L| n|” KT F*| s e

(5.23)



5.3. ECUACIONES DEL ERROR 65

/ 8'(6,,)” '¢h +/ th (6,,)Fh : Vrh’lbh
T T,
== < Vr, W)™ Vb, —/ Vpv™ VF*TZJZ)
I'n I*
([ oy - [ 0w ) (5.24)
T, =
[ AP = [ 4P
Fh I'*
b, — £ % b d, -
+ /BF;L,O Qanly, - Yy, /BF}L,O asp” - Py + /F ¥y,
A continuacién, presentamos la deduccion de cada ecuacion:

(a) Considerando la definicién de derivada material, las funciones identidad x; y «*, y las

ecuaciones para las velocidades (5.4) y (5.5), obtenemos la ecuacién de error para e,.
% = Oyeg 0 X*) o (X*)!
— Ou((@n) 0 X7) 0 (X7) — (2" 0 X) o (X7)!
=0, Xp0(X*) -0, X" o (X!
=v,0Xp0 (X ) P —v o X 0o (X!
= (vh)F* —v" =e,.

(b) Restando (5.12) de (5.1) tenemos para e,

€y = (QF;L<_K/th))F* - QF*(—H*V*) — dy.

(c) Restando (5.13) de (5.2), y sumando y restando 9°(x*)'* en el primer y tercer integral,

obtenemos
JL 0w = [ 0wt [ Ve Vrom — [ Vees Ve
Ty r* Ty I*
= [ VAP = [ 4P [ deeni,
[ o™ + 6™+ [V ()™ + (5)) - Vg
h h
— v N * . V . * / a. k 3k
/F* PR Vel ORI,
[ AR = [ AP+ [ da
Ty I I+
Entonces,
[ e m+ [ Vi (ed™ - Vi,m
Ty Ty
= — ( vrh(K*>Fh . Vthh —/ VF*KJ* . er’l?;;)
Ty, r*
~ (L oy~ [ o)
Ty I

N e
Fh| n| KR F*| s e
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(d) La ecuacion de error para v se obtiene de manera similar. La tnica diferencia es que

aparecen dos términos adicionales, correspondientes a los integrales de frontera.

5.4 Relacion entre superficies discretas

Comenzamos observando que, debido a la continuidad de las dos aproximaciones
discretas de X y al hecho de que coinciden en ¢ = 0, permanecen cercanas durante algin
tiempo.

Lema 27. Sea p > 2, y para h > 0 sea X}, la parametrizacion spline de I'y, dada por la
solucion numérica del Problema 2, sea X™ como enn (3.3). Entonces, existen ty € [0,T] y
ho > 0 tales que

1 X 1 (t) — X*(1) lwroo() < RPV20 Wt €[0,10], Yh € (0, o). (5.25)

Ademds, la Suposicion 1 se cumple, esto es, Xy y su inversa estin unifrmemente acotadas
en h en WH=(Q), para todo 0 < h < hg, y todo 0 < t < t.

Demostracion. Sea Ex el pull-pack Ex = e;o X" = X, — X ™. Debido a que Ex : [0,T] —
Who°(Q) es continua en el tiempo y Ex(0) = 0, para cada h > 0 existe t; > 0 (que, en
principio, podria depender de h) tal que (5.25) sea verdadera. De (5.25) y usando (5.9)

deducimos que, tomando hg como en el Lema 26, la Suposicion 1 se satisface. O

El hecho de que las superficies discretas se encuentren suficientemente cerca, nos
permite obtener el siguiente lema, como un resultado andlogo al (Kovécs et al., 2017, Lema,

4.3), respecto de la equivalencia de normas definidas en superficies discretas.

Para su demostracién, establecemos una relacion entre las superficies discretas a través
de un nuevo movimiento (artificial) Y (-,6) : @ — A(f), con 6§ € [0, 1], definido de manera
que A(0) =T*(¢) y A(1) = T'(t) para algiun t € [0, t] fijo, donde el lema previo se cumple.

Lema 28. Para 0 € [0, 1], sea A(0) una superficie parametrizada por Y (-,0) = X* +0Fx,
con Ex el mapeo pull-back Ex = e,o X =X, — X*. Si

IVEx || L~ < cx, (5.26)

donde cx > 0 es una constante dependiente de X . Entonces, existe hg > 0 tal que, para
todo 0 < h < hqg tenemos:

(1) Para 1 < q < oo, yn € Whe(T*),
1) O Nwracagy S 17" lwree)- (5.27)

(11) Ademds, las normas L*(A(0)) y H'(A(0)) son h-uniformemente equivalentes para
0 € [0,1]. Lo cual implica que las normas L*(T,(t)) y L*(T*(t)), asi como las H'

son equivalentes para cada t € [0, to].
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Demostracion. La principal diferencia con Kovécs et al. (2017) es que, para probar (5.27),
utilizamos la parametrizacion definida en el dominio de referencia. Entonces, ya que
VY (0) = V(X* +0Ex) vy (5.9) se cumple, tendremos que ||[VY (0)| 1~ estd acotada

uniformemente en h y 6. De manera que, VY () serd una matriz de rango completo si
(G VX)) VEx| =) < 1.
Luego, por el Lema 27, podemos elegir hy > 0 tal que

p—1 1
||VEXHL°°(Q) <hz? < Cf = Cx, Vh € (O,ho],
X

donde Cx, que depende de X, satisface |[(G*)"H(VX ™) ||~ < Cx.

Por lo tanto, obtenemos que G;'(f) es una matriz no singular y que |G (0) | 1= ()

esta uniformemente acotado. De este modo, la siguiente expresion estd bien definida
(Va2 ) oY () = VY ()G (O)V ()M 0 Y (6))
= VY (0)Gy (0)V(n o X7)
= VY (0)GH0) (VX (Vrn*) o X*,
y podemos deducir (5.27).

Finalmente, intercambiando los papeles de X™ y X, en la definicién de Y, deducimos

que las normas L*(A(0)) y H*(A(0)) son h-uniformemente equivalentes para todo 6 € [0, 1].
[

Observacién 13. Notar que la condicion ||(G*) ™ (VX*)'VEx| =@ < 1 implica que
|Vrreg||roors)y < 1 para equivalencia de normas discretas, usando que (Vp-eg) o X* =
VEx(G*) Y VX™*)T y equivalencia de normas entre normas entre pullback y pushforward.

Esa condicion sale de que

(G Y VXHIVY () = L+ 0(G") H (VX)) VEX.

Antes de demostrar la estabilidad, necesitamos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 29. Sean ¢* y ¥* funciones definidas en I'* y sea n definida en I'y, tales que las

siguientes cantidades existen y se cumple (5.26).

Si ||@" || ey < C, entonces

[t = [ o I = 6"l Il e
T r (5.28)
+ Hvl—‘*eiEHLQ(F*)Hw*”LQ(F*)

St ||¢*|lwreersy < C entonces,
/r Vi, ()™ - B(wy) Vi, ()™ — / Vg™ - B(v")Vi-¢*
h
S (IVreeallzz@e) + Vr-eollz2ee)) Ve || z2ey,

donde B(vy) and B(v*) estin definidas como en 1.12 con vy, y v* en lugar de v.

(5.29)
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Demostracion. Consideramos aqui que t estd fijo [0, 7. Por lo tanto, omitiremos el argu-
mento ¢ de la prueba. Sea A(#) como en el Lema 28. Notar que X, y X ™ son independientes
de 6, ademés A(0) = I'(t) y A(1) = I'*(t). Esta superficie intermedia evoluciona con veloci-
dad

va@) =Y oY 1= (Ex)oY ! = (e,)""

Asi, usando el Lema 28, tenemos

H'UA(@)HWI,OO(A(Q)) 5 H@mHWl,oo(F*) S C, (530)

Para todo 0 < # < 1. Como (¢*)*® es el transporte a A(f) de una funcién independiente
de 6, ¢* o X*, podemos usar (1.15) para obtener 9*(¢*)*® = 0. Luego, definiendo

e(0) = (6" +0(n* — $)

y usando (1.11),

(1) = [y [ = [ [ e@w?
= [ [ ore(0)w)" + @) divava,

*

Teniendo en cuenta que 9°€(6) = (n* — ¢*)* el supuesto de regularidad en cada caso, la

desigualdad de Holder y el uso del Lema 28, obtenemos la primera estimacion.

Para la segunda, podemos aplicar en cada componente (1.11),

1= [ [ Va@) B@wa) = [ [ 05(a6) BE)Vaw)Y

+ 1 [ vy oA VA6 - B@)Va ()’

donde hemos definido v(6) := (v*)*®) 4 f(e,)A®

Aplicando (1.13) podemos reescribir el integrando del primer término de (II), con vy

es el vector normal de A
0*(Va(e")" - BoVa(y)h
= Va0" (") - B(0)Va(¥)* — Va(0")* - B(v) D(va, va) V()
+ Va(¢")h - B(o)Vad* (¥°)" — Va(¢")* - B(v)D(vy, va) Va(y)*
+Va(@")" - 9°B(0)Va(y")h
= —2V(¢")" - B(v)D (UAjVA)VA(W)AJrVA(Gﬁ*)A'3°5(@)VA(W)Aa

donde hemos usado que 95(¢*)® = 95 (y*)A9 = 0.

Ahora usaremos que, tanto las cantidades relacionadas al vector normal a A como a
su velocidad estan uniformemente acotadas. Esto es, |[vag)||z9)) < C para todo 6 y
para h < hg tal que (5.26) se cumple. Luego, tenemos || D(va, V4)| =) < C para todo
0 € [0,1], que estd garantizado gracias a (5.30).
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Finalmente usaremos que ||D(va,va)||2a0)) < [|Vreez||L2(r+) para todo 6 € [0,1],

gracias a (5.30). Junto con
[1B(0)[[ a0y < 3Vavllzoace)) < Cl[Vrv™||per) < C,
mas (5.27) y las hipétesis sobre ¢* para obtener

[T SIID(va, va)llze @ V=" |2 ey + 105 B(0)[ L2a@)) | V<™ (| 22 0v)
+ | Vavall 2oy | Ve 0™ 200
S (IVr-eallzme) + 1Vreeullz2)) IV [,

Para la ultima desigualdad hemos usado ademas que

OpB(v) = 93(divy v — (Va0 + (Vav1)))
= B(9yv) — tr(F(9)) + F(0) + F(6)"
= B((en)™?) = tr(F(8)) + F(6) + F(6)",

donde F(0) := Vav((Vavp)T — vy @ vaVavy). Y asi,

105B(0) | 2(at0)) < 3V (€)@l 2(a00)) + 3IF ()]l L2(s00))
S IVr-eollr2ey + IVreea | L2o-).

]

Si consideramos n = (¢*)' en (5.31), tendremos el primero de los resultados del
siguiente Corolario. Y, si consideramos B(w) igual a la matriz identidad para toda w en
la desigualdad (5.29), entonces B(w) es independiente de 6, de donde 9jB(w) = 0 para

toda w, y tendremos la segunda desigualdad del siguiente Corolario.

Corolario 2. Sea ¢* y ¥* como en el Lema 29. Si ||¢*||w1crwy < C, entonces, para
0 < h < hg tal que (5.26) se cumple,

/Fh(¢*)rh(¢*)rh - /F oV S I Vreeall 2o 107 || L2 e (5.31)

Ve, (67" T, (0)" = [ Ve Ve
I'n I

(5.32)

S ||VF*€m||L2(F*) VF*Q/J*HH(P*).

Notar que en el Lema 29 y el Corolario 2 estamos considerando superficies discretas,

pero no funciones discretas.

Resumiendo, para finalizar esta seccion vale la pena hacer la siguiente mencion,
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Si dos superficies parametrizadas sobre un mismo dominio de referencia, satisfacen que
sus parametrizaciones estan suficientemente cerca. Entonces, tendremos equivalencia de
normas entre funciones y sus lifts correspondientes, y podremos estimar diferencias entre

formas bilineales como en en el Corolario 2.

La cual formalizaremos en el siguiente Corolario.

Corolario 3. Sean A y X dos superficies suficientemente suaves, parametrizadas por
XA : =Ry Xys:Q—R3 Sean f y g dos funciones definidas en . Si se cumple que

[ XA — Xsl|wie@ < C, (5.33)

entonces las normas L*(A) y L*(X), asi como las H' son equivalentes. Ademds, si
| fllwreesmy <O,

[ o1 = [ 1| S 19sexlzmllolzs. (5:34)

S IVeex |2l Vel ). (5.35)

/AVA(f)A -VA(Q)A_/ZVEf'VEg

Donde los lift son los definidos mediante las parametrizaciones, esto es, (f)* = fo Xx o

(Xa)™

Demostracion. La demostracién consistira en aplicar los pasos mismos pasos que en el

Lema 28 y luego los mismos pasos seguidos en el Corolario 2. O

5.5 Estabilidad

En esta seccion, presentaremos el andlisis de la estabilidad del esquema semi-discreto.

El resultado mas importante es la Proposicion 7.

Comenzaremos esta secciéon con tres lemas que contienen estimaciones de energia clave
para la prueba de estabilidad. Sin embargo, antes de proceder, presentaremos un lema
adicional que desempenara un papel crucial en las estimaciones que obtenemos en esta

seccion.

Lema 30. Sea p > 2. Ezisten hg > 0 y ty € [0, T] mazimal tal que

||6:ll t ||W1 oo(r‘* t) h(p—l)/?)

(t)
llew(t) [l oo (T (1)) < h(?’*l)/2’ -
e () [lwoo (o) < pr=1/2, )
(t)

||€y t ||W1 oo(l"*(t) < h(p_l)/27



5.5. ESTABILIDAD 71

para todo 0 < h < hy y para todo t € [0,ty]. Ademds, existe una constante C' independiente
de t tal que

Hwhnwl,oo(r*(t)) + ||’Uh||W1,oo(I‘*(t)) + Hlﬁ}hHWl,oo(F*(t)) + ||VhHW1,oo(I‘*(t)) < C7 (537)

para todo 0 < h < hy y todo t € [0, to].

La idea de esta prueba es andloga a las utilizadas en Kovécs et al. (2019), pero la

incluimos aqui por exhaustividad.

Demostracion. Notemos primero que e,(0) = 0, €,(0) = 0 y también e,(0) = 0 (pues
elegimos v, = Rr«vp). Ademds, recordando que p > 1, ||e.(0)||wroomey S P71 <
h(P=1/2 para h suficientemente pequefio, esto es, para h < hg con algin hy > 0. Entonces,
por continuidad, para ese hg elegimos tg > 0 tal que ty es el tiempo maximo en que se

satisfacen todas las desigualdades en (5.36).

Finalmente para ver las cotas uniformes de las soluciones numéricas, procederemos de

la siguiente manera para uy, € {@p, vy, kn, Vi }

[l wree ey < [lun — ™ |lwree ey + [ lwriee =),

donde u* € {x*,v*,x*,v*}. En el primer término usamos (5.36) para ver que el primer
término en cada caso estd uniformemente acotado para h < hy. Luego, para el segundo
término se usan las acotaciones uniformes de los distintos operadores definidos en la

Seccion 4.1, esto es el Lema 26, junto con la equivalencia de normas. O

Observacién 14. A partir del Lema 27, sabemos que existe hy > 0 tal que (5.25) se
satisface para todo t € [0,to]. Entonces, la condicion (5.26) en el Lema 28 se satisface para
0<h<hygy0<t <ty Porlo tanto, las afirmaciones del Lema 29 y del Corolario 2 se
mantienen para 0 < h < hg y 0 <t <t.

Lema 31. Sean tg > 0 y hyg > 0 tales que se satisfaga el Lema 27. Entonces, para todo
t € [0,to] y para todo 0 < h < hy tenemos

d
7”617”%{1(1“*) S ||€v||%{1(r*) + ||€w’|%{1(r*)a (5.38)
dt
Y
HevH%ﬂ(F*) S HeﬁHiﬂ(F*) + ||€u||%11(r*) + Hde%Il(I‘*)‘ (5.39)

Demostracion. Seat € [0,to], y 0 < h < hg. Entonces, el Lema 28 (11) se cumple y tenemos

equivalencia de normas.

Usando la féormula de transporte (1.11) y el hecho de que 0°e, = e,, tenemos

d . «
el =2 [ eareut e epdive-v
+2 s Vri«eg : Vieey + Vrisey 1 B(v*)Vrsey,
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La desigualdad de Young y la cota uniforme para v* del Lema 26 conducen a (5.38).
Considerando que (Qr, (—rpvy))T = Or«(—rpvy)l, obtenemos la siguiente estimacion

para e,

lewl[ ey = [|Qr (k)" — K*V*) lmeey + ||doll e

S =rnvn)' = &0 ey + lldo | ooy

Las estimaciones para las proyecciones de tipo Ritz de las Secciones 4.2 y 4.3, nos permiten
llegar a (5.39). O

Lema 32. Sean ty > 0 y hg > 0 tales que se satisfaga el Lema 27. Entonces, para todo
t € [0,t0] y para todo 0 < h < hy tenemos

d 9 d
. < \[p o, Ty KT .
dt”€m||H T*) ~ dt (/Fh Vrh(/ﬁ) Vrh(eﬁ) _/r* Vi« - Vr e,{>

5.40
w2y + lewlZraen + el 2 (5-40)

+ ||€n||?{1(r*) + ||dn||%2(r*)-

Demostracion. Since 0°(e.) ™ = (0%,)'", substituting n, = (9%¢,)™* and n} = 9%, in

equation (5.23) we obtain
1(0"e)™ ey + [ Fre)™ - Vi, (%)™
= — ([ e ) Vi, (@)™ — [ Vet Viote, )
Ty I'*

_ (/Fh 9 (%) (8%, ) — B 8'&*8'%)

+ / | Ap 2 (8%e, )T — / |AL[2R* 0%, + / ..
T, = =
Aplicando el Lema 29 a la segunda diferencia y el Corolario 2 a la tercera, obtenemos

H(a.eﬂ)FhH%Q(Fh) + /Fh th(eﬁ)Fh . VFh(a'eﬁ)Fh
S = ([ Ve Vi, @)™ — [ Vi Ve
I'p I*

(A)
+ (IIVreeallzs + 1 AnPrn)" = [A" PR (2 ) 110%€xl|2roey
+ [ll| L2

8.6K||L2(F*)7
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Para acotar (A) usamos (1.12) para reescribirla de la siguiente manera

d
(A) = — it </Fh Vr, (k5)" - Vr, ( 6,{ / V" - F*en>
+ ( / Vi, 8 (k") - W, (e4)" / V8K p*en)

( / Ve, ()" B Vi, (e — [ Vr*ﬁ*-B(v*)vr*em)

5 - % ( VI‘*( ) " th(en)Fh - - VF*K* ' VF*€n>

+ HVF*emHLQ(F*)

Vieewl L2 + [[Vrees || n2on) [| Ve || L2 00y,

donde hemos usado (5.32) y (5.29).

Para el lado izquierdo, usando (1.12) tenemos

1@* €)™ Iy + [ V()™ - Vi, (0%,
1d

> [[(8%e) " 72 (r,) + th”VFh(en) P 2a = llVr, () " 72, -

Por consiguiente, la combinacion de las estimaciones anteriores conduce a

1d
(@) ™ 22,y + 5 dtnweﬁ) ")

5 T </ Vrh Vrh 6,@ / VK" VF*%)

+ ||VF*6’U||L2(F*) VF*€,€||L2(F*) + ||VF*€:E||L2(F*) VF*6N||L2(F*)
+ (IIVreallzzn + 11 AnPrn)" = [A* PRl 2) ) 110%€xl|2roey
+ lldill 20y

8.6,{||L2(1“*) + ||VF*€HH%2(F*)‘
Finalmente, usaremos que
1(ARPER)T = [A* P2y S IVeveu 2@ + [ Veeexll 2

junto con
1d .
5 gl (ex) M zayy < 19°(ex) " ey + ell(en) M lzey)s

73

ademas de la equivalencia de normas y desigualdad de Young para obtener la estimacion

deseada.

]

Antes de seguir con el siguiente Lema, vale la pena destacar que al testear con 0%,

en el lado izquierdo solo obtenemos la norma L? de 0%, en el lado derecho no podemos

permitir que aparezca un gradiente de esta funcién, porque no podriamos absorberla. Asi

que si quisiéramos seguir el mismo razonamiento para obtener las estimaciones para e, no

podriamos debido a que, gracias a los términos de borde, no podemos evitar la aparicion

de una norma superior del lado derecho. Esto motiva la buisqueda de una nueva ecuacion

que nos permita controlarla tal y como mostraremos en la prueba del siguiente Lema.
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Lema 33. Sean ty > 0 y hg > 0 tales que se satisfaga el Lema 27. Entonces, para todo
t € [0,t0] y para todo 0 < h < hg tenemos

d d e .
£||€u||§{1(r*) + %H@ (eu)FhH%%rh) +|Vr,0 (eu)FhH%%rh)
d * *
S Cdt < Ty, vrh(y )Fh - Vr, (€V)Fh e Vv -Vr*€u>
Fllew ey + Nleallin ey + llewlzn @

+H8'€u||%2(r*) + Ha'duH%Q(r*) + HduH%?(r*)-

(5.41)

Demostracién. Comenzamos tomando v, = 9%, y ¥, = (0%,)'" en (5.24) luego, si-

guiendo pasos similares a los empleados en el Lema 32, llegamos a

el €~ ([ 90,095 I @) = [ Ve )
+ HeVHHl(F*) + Hew\ﬁfl(r*) + HevHHl(r*)

[ (ot — ) - 0+ R
OTh0

La principal diferencia con la estimacién para e, se encuentra en los términos de borde, en

los que centramos ahora nuestra atencién. Sumando y restando ajyp, = v* - kg p (v X Th),

/ (g npy, — app™) - 0%, = / (en - Konpy, — ahle, X 1)) - 0%y
a0 )

T'r0

S HeVHLz(arh,o)||a.eV||L2(8Fh,O)'

Entonces, usando desigualdad de Young y luego desigualdad de traza para acotar [[e, || L2 (ar, )

tenemos

d
el €~ ([ 90,0959, = [ Vet )

F*

5.42
+ llew 2y + uewuzl(m + lewlZ e (5-42)

+ ||a.(€u)rh||%2(arhyo) + ||du||%2(r*)-

Para lidiar con el término critico ||0%e, || 2(ar, ,) Serd necesario deducir una nueva estimacion

de energia. Para esto, diferenciamos la ecuacién (5.24) con respecto a ¢ y usamos (1.11)
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junto con (1.12) para obtener la siguiente ecuacién para v, € Oj(T}),
90" (en)™" - 1y, +/ Vi, 0% (€)' : Vi, by
Fh 1_‘h
+ r a.(ev)rh '1/)11 diVFh Uh +/F Vrh (eu)rh : B('Uh)vl‘h"ph
=— ( Vr, 0 (V)" Vr, 1, —/ Vr0v* : thT,bZ)
I'p I
([ In 0 BV, — [ Ve Bt Vi)
o < 8060(V*)Fh X 77[)}1 o aoaoy* . 1702)
' I
— (/ O (v*)'n - ap,, divy, v, — / o°v* - 4y divp- v*)
Ty *
oA b [ 0 (AP
—f—/ |Ah| vy - 'l,[)hdIVFh vy — / |/1*|2I/>k ¢h divp« v* —I—/ Ozahp,h) 'l,[)h

— [ Olapu’) ~¢h+/r*3'd,,~'(/Jh+/r*d,,~¢hdwp*v.

0

(5.43)

Observamos que el primer término del lado izquierdo satisface
1
® Ne I o o 2 . T'ni2 3:
A}?@(@Jh.a(@) 2dﬂm( )h“mam-2ﬁ¥ﬁagb)q divr, v.

Luego, considerando 1}, = d%¢,, and 1, = (9°¢, )" obtenemos

5 10" ey + 190, (6) ™ e,

= — [ Vr,(e,)™" : B(v,)Vr,0%(e,)"" / 10°(e,)""|? divr, vy,
'y
- ( Vl"ha.(y*)rh : th (8.€I/)Fh - Vf*a.’/* : VF*a 6,/)
( Vr,(w*) " B(v,)Vr, (0° )’ / V" : B )Vp*a'e,,)
( 0°0°" (V*)h - (9 en)T — awwﬁy@)
(/ v (0%, )t divr, v h—/ o°v* - 0%, divp- v )
° 2 . . 2 %
[ oale) - @)™ — [ (4P -0,
+/ | APy - (0%, )t dive, vy, — / | A7 |?v* - 0%, divp- v*
I I
. o Iy * %) | e
L o) @)™ = [ aabu)

+/aww3@+/df&%mww
I I*

(5.44)

Considerando que v;, estda uniformemente acotada y la equivalencia de normas tenemos
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para los términos del primer renglén del lado derecho de (5.44)

1 .
Y (e)™ s Bon)Vr, 0" (en) + 5 [ 10°(e)"] divr, v
Ty

I
SV (en) ™ 2wV, 0% (e) |2,y + 10 ew |72 ey

Aplicando el Corolario 2, el Lema 28 y las estimaciones (4.40), (5.37), podemos deducir

que los siguientes cuatro renglones del lado derecho de (5.44) satisfacen
- ( V0 Vi, (0% — [ Vot vp*a°eu)
( Vr, W)™ B(vy)Vr, (0%,)" / A\ 2 )Vp*frel,)
( 5°9* (V") - (8%, )" — A 99" " - 8'6,,)
( 0O () (e — [ oot a°e,,)
< (IVr-eall o) + ||vp*evuL2<r*>) IVr0®€y |l 2.
Para los renglones sexto y séptimo del lado derecho de (5.44), procedemos como antes
LUl - @)™ = [ o4 - o,
+/Fh [AnfPwn - (0%,) dive, vy — [ |43 0%, divee v
S e R A P g P
+ (||(|Ah|2uh divp, vp)' — |A;[Pv* dive- V|| L2 ey + ||VF*6:B||L2(F*)) 10%eu || L2(r+)-

Asi, al combinar todos los elementos anteriores, obtenemos

5 dtll(?'(eu) Pz, + 11V, 0% () 22 )
S Ve (en) ™ 2 Ve, 0° () ™ [ 22(r)
+ (HVF*%HH(F*) + HVF*%HB(F*)) [Vr-0°ey || 2(r-)
+ (1@ (ARPra) = 0 (145217 |2y + | Vi-eall o)) 10°€n |2y
+ (1(|AnPon dive, vi)" = |45 20" dives v°[| 2y + [ Vieeall2en) ) 0% 2

. ] Iy, T T L
L ddaom) @)™~ [ olabu) o

+ Ha.dVHL2(F*)

evllr2e) + lldvl[ 2 10%€n [ L2 (r-)-

Ahora, teniendo en cuenta que

(9'(]Ah\2) = 2(Vr(a.l/h) : Ah — AhDh . Ah),
9*(|A*|?) = 2(Vp- (9°V*) : A* — A*D* : A¥),



5.5. ESTABILIDAD 7

donde D, = ((Vrvp)" — vr, ® vr, Vo) y similarmente para D*, con vr- y vr, los

vectores normales de I'* y I'y, respectivamente. Podemos derivas las siguientes estimaciones

10 (| AnPrn))T = 0 (| A P )l 2 ee) S V8%l 2oy + I Vieew || 2 omy
+HVF*€UHL2(F*)+H8.€VHL2(F*)7

H(‘Ah‘z diVFh ’Uh)r* — ’AZ’QV* din* IU*HLQ(F*) S He,,HHl(F*) + HVF*GUHLQ(F*)y

Resumiendo, hasta ahora tenemos
1d
2dt

S IV (en) 2w IV, 0% (en) 2y
+ (||Vr*ea:HL2(F*) + HVF*%HH(F*)) [Vr-0°ey || 2
+ (IVr-0eullz@n) + llewllmme + [ Vreeoll 2w +) 0%l

10°(e)" " | Z2ry + 1V, 0% ()™ 122,

+ (||a'e,,||L2(p*) + ||VF*6$HL2(F*)) ||a'€u”L2(F*)
+ [ Beanm) - @)~ [ alapu) -0,
'y 0 00

9%yl L2 + lldu || 220y

h

8.611”L2(1"*)'

+ |0°dy || 220+

Lo sigiuente sera centrarnos en los términos con integrales de borde en la tltima
estimacion. Recordemos primero que Oy, = 0°vy, - Ko, Oy, = OV X T, O =
O'v* - Koy, O™ = 0°v* x T,. Entonces, sumando y restando O,ajpu;, v ap ™ tenemos

| adaonm) - @) = [ dazu) - o,

Ch,o Ch,0

- 0,0 ((8'6,, “Ko )y, + i (en X Th)) 0%,

+ (oza,h(@'e,, X 1)+ (ey - Fia,h)@tli*) - 0%,
a0

5 H€VHL2(8F;L’O)Ha.euHLQ(thp) + ClHa.GVH%P(@Fh,O)'

Finalmente, usando la equivalencia de normas, aplicando la desigualdad de Young y

absorbiendo el término ||Vr-0%e,||12(r+) en el lado izquierdo, deducimos,

Ld

(] 1 [ ]
57197 (e0) Mz, + 51V 0 () ™ 2aqr)

S Hvrh(el’)rhH%Q(Fh)HvF*ewuLQ(F*) + || V=€ L2(r+)
+ lewll ey + 10l 22 0e) + llewllFrn ey (5.45)
+110%eu om0 + CallO*eullZ2or,

10y 720y + (1l Zoey + 0% [T2 ey
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Para terminar, sumando (5.42) y (5.45) podemos deducir

d 1d, . 1 .
%H%H%ﬂ(r*) + 5%’@ (e) ™ 1220,y + §Hvrha (e)™ 1220,
d * *
ST ( L V@)V (e)" = | Vey 'the") (5.46)

+ ||€V||?-11(F*) + ||€a:H12L11(r*) + HevHJZLIl(r*) + Ha°du|’%2(r*)
+ ||a.€u”%2(arh’o) + ‘|3.€u‘|%2(r*) + Hdu”%%r*)-

De esta manera, gracias la desigualdad de traza (4.24) y eligiendo un 0 < € < 1 convenien-
temente, absorbemos el término ||Vr,0%(e,)™||7:p,, en el lado izquierdo, y se obtiene la

estimacién (5.41).

]

La siguiente proposicion es el resultado principal de esta seccion y conlleva la existencia
global de la solucion discreta y las estimaciones de error 6ptimas cuando se comparan con

las funciones discretas auxiliares.

Proposiciéon 7. Sea p > 2. Si para todo t € [0,T] y h > 0 suficientemente pequeno los

defectos definidos en 21 satisfacen

ldo(OI] S PP, ()| 220e ) S P

. (5.47)
[y ()] L2y + 10°d (E)] 20+ () S 17
y los errores iniciales satisfacen
ez (O)|| sy + llew (Ol sy + llew (O) |l rgy + 10%€n (0) || L2rs) S PP (5.48)

Entonces, existe hg > 0 tal que para todo 0 < h < hqg las soluciones semidiscretas existen

para todo t € [0,T] y se satisfacen las siguientes estimaciones de error

ez ()] 71 0= ey) + lew ()| zr =)y + lex ()l =y + [lew ()| a1 @@y S - (5.49)

Demostracion. Comenzamos la demostracion considerando que tg > 0 y hg > 0 son tales
que los Lemas 31, 32 y 33 se satisfacen. Dado que ¢ estard fijado en [0, to], omitiremos este
argumento t para simplificar la notacién. Reemplazando (5.39) en (5.38) e integrando las

desigualdades resultantes en el tiempo, obtenemos

t
llea ()1 (- o)) 5/0 <||€u(3)||%11(r*(s)) + llew(s) I ey + ||d1’(5>||%-[1(F*(s))) ds (5.50)
5.50

t
+ [ Neal) i eeods + lea (Ol -0y
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Ahora vamos a reemplazar (5.39) en (5.40) y luego integrar respecto de ¢ para obtener

h

()
# ([ T O T fen 00 = [ Trg ) Trzen0)
h,0 0
t
+/0 (HeH(S)H%ﬂ(F*(S)) + ||6V(8)H%—11(I‘*(s)) + ||e$(5>||%{1(F*(s))) ds

t
+/0 <||dv(3)||§{1(r*(s)) + ||df€(s)||%2(1"*(s))) ds.

Para estimar los primeros dos términos usaremos el Corolario 2, en particular (5.32),
primero para s =t y luego para s = 0. Luego la equivalencia de normas del Lema 28 y la

desigualdad de Young, para concluir que

Vph(t)(ﬁ*)rh (t) . Vph(t)(e,{)rh (t) — Vp(t)/i*(lf) . Vp(t)e,.;(t)

Lr(?) (1)

1
< Nlew @) ey + §||€K(t)“%{1(l“*(t))'

para todo t € [0,to]. Andlogamente

T ()1 0) T e (0) = [ Vi (0) - Vigen0)
h,0

S llea (Ol e o) + lew(O) 17 - (o))-

Entonces absorbemos el término ||€n(t>||%{1(r*(t)) en el lado izquierdo y obtenemos la

siguiente estimacion para e,

Heﬁ(t)Hl%Il(F*(t)) Sllex(t )H?fl - T llex(0 )H%{l r+(0)) 1 llex(0 )H%}l(r*(()))

[ (len) By + llents >HH1F* y) ds (5.51)

+/0 Hem(S)HHl(r*(s)) + ||dﬂ<5)||L2(F*(s)) + Hdv<S>H12LII(F*(s))) ds.

Procediendo de la misma manera, de (5.41) tenemos

t
llew ()17 o0y + 10 €w () 12200 1y +/ IVr-0%€, (5) |72 (pe (5))ds
S llea ()1l ey + llex® 1=y + lewO) ey + lew (Ol ey
+/0 ||€V(S)||H1(F*(s)) + ||el€(s)||H1(F*(s))||6$(S>H§{1(F*(s))> ds (5.52)
t ° 2 ° 2 2 2
+ /0 (19°ew ()12 + 110°du ()7 0=ty + N (8)[F 2001y + Nl (9) 31 (o))

+ 10°en (0] 72+ o)) -
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Sumando (5.50), (5.51) y (5.52), tenemos
e ()7 -y + el ) + les @1 w-@) + 10% e O 22 )
t
S /0 <||€u(3)||§{1(r*(s)) + ”6:‘€(S>||§{1(F*(s)) + ”6$(S)|l%—]1(1—‘*(s))) ds
t
+/0 ||8.6V(t)||%2(F*(t))dS + ||a.€u(0)||%2(r*(0)) + ||€u(0)||§{1(r*(0))
+ llex (07 -0y + ez (07 -0

t
+ /0 (I () 72 sy + 0% ()1 F 20+ + N (8)[F 0oy + ()] 3o epy ) s

(5.53)

Por la desigualdad de Gronwall, y utilizando las hipdtesis (5.47)—(5.48), obtenemos que,
para todo 0 <t <ty y 0 < h < hyg,

llew ()1 + les®llm @) + lew () m ey + 110w (B L2y < Cre®>h?,

para algunas constantes positivas C7, Cs, independientes de h y t. Ahora vamos a extender
esa estimacion para todo el intervalo [0, T]. Para ello vamos a usar primero desigualdad
inversa junto con esa ultima estimacion y luego nuevamente (5.39). Tendremos entonces
que para todo t € [0,to], y 0 < h < hy,

[lea(E)lw.oe o)) + llex () [[wroo o=@y + [lew () lwroe e ey + llew(®)llwroe o)

Cs
< (lea® -y + llew @)l ey + lew® -y + llew @)l me)

S Cl CgGCQtthil S Cl CgGCZThpil S Chpil,

con C' una constante independiente de ¢y3. Entonces, ahora podemos definir un nuevo
hy < hg, de manera que se cumpla que ChP~! < %h(()p_l)/z para todo h < hy. Esto
implicaria que debe ser ty = T, ya que, de lo contrario, se tendria que (5.36) es valida mas
alla del intervalo [0, to], lo que contradice el hecho de que ty fue elegido como el mayor

tiempo en [0, T para el cual se cumple (5.36).

Por lo tanto, la estimacion (5.49) se verifica para todo t € [0,77], con lo cual hemos

demostrado el resultado de esta Proposicion.

]

5.6 Convergencia

En esta seccion combinamos las estimaciones de error anteriores para deducir finalmente

los limites de error para la soluciéon del problema semidiscreto planteado como Problema 2.

Teorema 3. Supongamos que el dato inicial X el tal que el Problema 1 admite una
solucion ezacta (X (t),v(t), k(t),v(t)) suficientemente suave, siendo I'(t) = X (t)(Q2) una

superficie no degenerada y reqular con borde O (t) = OT'° suave a trozos para todo t € [0,T].
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Consideremos el Problema semidiscreto 2, con los espacios spline S}, Spo(t), Sho(t)® y
On(Th) tal como se definen en la Seccion 3.1 y 4.1, con grado polinémico p > 2 y
suavidad C*, 0 < ¢ < p — 1. Entonces, existe hg > 0 tal que para todo 0 < h < hq,
el Problema 2 admite una solucion unica (X p(t), vn(t), kn(t), vi(t)) en [0,T]. Ademds,

tenemos la siquiente estimacion para la parametrizacion spline:
1 X (8) = Xn()ll @5 S 7,
y también,

[(n)" — x|y S PP [(0n)" = vl S B
Iwn)" = vlmaee SB,  (5)" = klmaee S B,

donde las constantes ocultas dependen de la reqularidad de la solucion, pero son indepen-
dientes de h.

Demostracion. Sea u cualquier variable en el conjunto { X, x, v, k,v}. Vamos a empezar

descomponiendo el error de la siguiente manera

I(un)” = ullmy < lun)™ = @) ey + 1@ = ullz -

Donde u* € {X™ x* v*, k*, v*} y up € { X, @p, O, Ky, Ui}
En cada caso, el segundo término esta acotado por ch? debido a las estimaciones de

interpolacion en el Lema 13 y en las Proposiciones 2 y 3. Por la misma razon, los errores

iniciales satisfacen la cota (5.48).

Ahora veremos que las suposiciones (5.47) y (5.48) de la Proposicion 7 se satisfacen, lo
que implicarad que los primeros términos también estan acotados por c h?, llegando asi a la

afirmacion del teorema.

Por la Proposicion 6, existe hg > 0 tal que la suposicién (5.47) se cumple para todo
t € [0,7] y para todo 0 < h < hg. Por lo tanto, solo resta verificar que los errores iniciales

satisfacen la suposicion (5.48). Para e,, en t = 0 tenemos

lew(O)l gy = 1(£n(0)" = &% (0) | o)
S 1Qr, o0 — (Ko) ") + 1 (50)" — Resrollmirs)

S

usando de nuevo al error de interpolacién y al error en la proyeccién de Ritz. Por otra
parte, como definimos v, o = v}, sabemos que e, (0) = 0, por lo que s6lo queda demostrar
que [|0%e, (0)|| < hP.

Para ello consideraremos de nuevo una descomposicion del error inicial

10°€ (0) | 2rgy = (0w (0)" — 0°v" (0) | acry)-
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Como no tenemos datos iniciales para 0°v;,(t), debemos obtener una estimacion para este
error, para ello vamos a considerar la definicion de 9°v,(0). Y, esta funcién se define

mediante la ecuacién (5.3) en el tiempo t = 0, esto es

a.Vh(O) ’ 1/Jh = VFh,oyh,O ’ th,o¢h

Tro Tro

2
+ / | Anol Vh,0'¢h+/ Qo n0Mn0 - Yh,
Tno o'y o

para toda 1, € Ox(74). Entonces, usando nuevamente que vy, o = v*(0) = Rr;v(0), con

Rr+ la proyeccion de Ritz no lineal de la Definicion 20, obtenemos
Ow(0) == [ Frovo- Vi, ()"
0
. To A, al? .
+ /8Fo ot - (Vr) ° + /Fh,o [Anol“Vho - ¥y (5.54)

+)\</Fh’OV0'¢h—/FOV0'('»bh)rh’())~

Como v es solucién del problema continuo 9°v(0) = Ar,vg + |Ag|*vo, sabemos que para

Tho

cualquier 1» € H'(Ty) tenemos
0v(0) - == [ Vro: Ve + [ anomy v
Fo 8F0

. . 2 .
+/aro(a“0V0 T)T 1/J+/FO | Ao|“v - .

To

Entonces, reescribimos (5.54) como

O vn(0) by = [ 0 w(0)- ()" — [ (Vegwom )T ()"

Tho ol'g

+ / |Anol*vho - ), —/ | Ao*vo - (3,)"°
Fh,O FO

4 </ Vo Y / Vo <wh>Fo) |

Sumando y restando (9°v*(0))"° = (0*Rr;v(0))™0 en la integral del lado izquierdo,

tenemos
(0 n(0) = @ ©)0) -9
_ 5 8*v(0) - (v, — /Fho(aﬂngv(O))“ Py,

+ / |Ah,0\2’/h,o 1y, _/ ’A(J’QVO : (¢h)r0
Tho To

+)\</Fh’OV0'¢h_/FOVO'(¢h)FO>
= [ @) ()™

Las tres primeras diferencias en el lado derecho se pueden estimar como en la Seccion 5.2,

y todas ellas estédn acotadas por chP|[v,[|z2(r, o). Para el tdltimo término también podemos
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utilizar la misma técnica que hemos utilizado en 5.2, mas precisamente, en la prueba de la
Proposicién 6. Finalmente, tomando 1, = 9*v,(0) — (9°v*(0))!°, obtenemos que 9°¢,,(0)
satisface la estimacion deseada (5.48).

Hemos probado asi las hipdtesis de la Proposicion 7 y entonces la afirmacién de este

teorema. O



Capitulo 6

Esquema totalmente discreto

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera, se describe el proceso de discreti-
zacion temporal, junto con los aspectos clave para la implementacion del método numérico
propuesto. Ademas, se presentan experimentos numéricos que ilustran su funcionamiento
y permiten realizar una comparacién con los resultados tedricos obtenidos en cuanto al

orden de convergencia.

La segunda parte esta dedicada al analisis del esquema totalmente discreto. Se intro-
ducen las herramientas tedricas necesarias para estudiar su convergencia y se presentan
los resultados parciales obtenidos en el analisis de estabilidad del método. Finalmente,
se discute en detalle los resultados obtenidos, los desafios encontrados en la obtencién
de estimaciones que garanticen la convergencia del método y posibles estrategias para
abordar dichas dificultades.

6.1 Parte I: Discretizacion completa y experimentos numéricos

6.1.1. Formulacién matricial-vectorial del esquema

Presentamos aqui la formulacién matricial-vectorial del esquema (2). Reunimos los
coeficientes de las soluciones X 1,(t) € S3, v, (t) € Sno(t)?, kn(t) € Sno(t) y vi(t) € On(Th)

en los siguientes vectores columna:

x e RN veR¥W,
keRY veR¥W,

Sea I3 la matriz identidad de tamafio 3 x 3, denotamos por M'" = I3 @ M™ (My" =
Iy My")y A™ = I; @ AT (Ajr = I; ® Ap"), donde M™ (My*) y A™ (Af*) son las

matrices de masa y rigidez habituales con funciones base en Sy (t) (Sho(t)).

Ma4s precisamente, la matriz de masa dependiente de la superficie M'» (MOF ")y la
matriz de rigidez A™ (Ag") en la superficie I'y, definida por la superficie spline X, con

coeficientes x, estan dadas por

My :/F bibi, A :/F Vr,b; - Vi, b, ii=1,2,...,N (N,
h h

84
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donde {bj}j-v:l(NO) es una base de Sy, (t) (Spo(t)).

Ademaés, denotamos por M gh y Agh las matrices de masa y rigidez habituales obte-
nidas al utilizar un conjunto {b%}2 de funciones base de Oy (7). Obtener dicha base
es un problema complicado, y en lugar de hacerlo, recurrimos a una formulaciéon con

multiplicadores de Lagrange que describimos a continuacion.

Definimos las siguientes funciones no lineales fi(x,k,v) € RY, fo(x,v) € R¥ y
fo(x,v) € R*N por

f1(€137"€>1/)z‘=/F ’Ah‘Q"fhbiy

h

f2(33>1/)k = / ’Ah\z vy - bg,
Ty

fb($> V)k: = / Qo n Ky, * bg>

17) VS

parai=1,...,Nyk=1,...,Ny donde g, =vp-Kopny (U)e = (Vn)e X Th, cON Ky ¥
vy, las funciones spline correspondientes a los vectores k, v, respectivamente. Ademas, I',
es la imagen del dominio de referencia €2 por X (), la funcién spline correspondiente a
x(t).

Entonces, (2) puede escribirse en la siguiente forma matricial-vectorial:

Problema 3. Hallar x : [0,T] = R3", k: [0,T] — R, v :[0,T] — R tal que

My"k+ Ayt = fi(x, Kk, V) (6.1)
My'v + Ay'v = fo(m,v) + fi(@,v) (6.2)
&= v (6.3)

donde v estd dado por los coeficientes de la funcion spline Qr, (—knvy), y I'n(t) es la

imagen del dominio de referencia 2 por X (t), la funcion spline correspondiente a x(t).

La ecuacién para k tiene la misma estructura que la andloga en Kovécs et al. (2019),
la tinica diferencia es que usamos espacios discretos con valores nulos en el borde. Los
principales cambios estan en la ecuacion correspondiente a la evolucion del vector normal
v),. Existen al menos dos formas de implementar los espacios Op,(7): usando restricciones
o construyendo una base local de Op(7},). Hemos decidido usar restricciones, ya que es
mas simple y realista que construir un conjunto de funciones base locales de Oy (7). Para
esto, usamos técnicas similares a las empleadas en diversos problemas de punto silla en

ecuaciones en derivadas parciales.

La ecuacién de evolucion para vy, consiste en hallar vy, : [0, 7] — Oy (7},) tal que, para
todo ¢, € On(T4h),

/F o'vy, - Yy, +/F Vr,vh -V, ¥, = /r |An*vs - by, +/ar Qo bty - Yy
h h h h,0
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Recordando de (4.15) la definicién de Oy (74):

On(Th) == {(,bh € Sp(t) : /8F0<¢h - Fp)wy = 0, para todo wy, € S,‘?} ,

h
esta ecuacion es equivalente a hallar vy, : [0, 7] — Sx(¢)? y un multiplicador de Lagrange
An [0, T] — Si(t) tal que

/ 0'vy, - zp, + / Vr, vy -V, 2z + / (Th-zp)An = / \Ah|2Vh Py,
'y Iy al—‘]—ho Ty,
+/ Qo iy, - Y,
.o

/ (’f'h . I/h)wh = 0
.o
para todo zj, € S,(t)* y todo wy, € Si(t).
La formulacién matricial-vectorial equivalente de (6.2) serd la siguiente, para v :
0, 7] = R3N y X:[0,T] — RN:
M5+ A%y 4 STA = fo(@,v) + fyl@,v)
Sv =0,

RNX3N

donde la matriz de restricciones S € esta definida por bloques de la siguiente

manera
S=|[s' s ¢,
donde cada bloque es una matriz S¢ € R¥*N para ¢ = 1,2, 3. Las entradas de esos bloques

son calculadas de la siguiente manera:
Sh= [ (Febibi L=l
1] 6Fh70( h)f J j
donde (7},), denota la (-ésima componente del vector 75, y {b;}¥, es la base de Sy (t).

La forma matriz-vector del problema considerando los espacios splines usuales sera
Problema 4. Encontrar = : [0,7] — R, k : [0,T] — R v :[0,7] — R3N X
[0, 7] — RY tales que,

My"k + Ayt k = fi(x, K, V)
M" 0+ A"+ ST = fo(z,v) + filz,v)
Sv =0,
T="v
donde v es dada por los coeficientes de la funcion spline Qr, (—kpvn), y Tn(t) es la imagen

del dominio de referencia ) a través de X, (t), la funcién spline correspondiente a x(t).

Observacion 15. Es importante aclarar que la formulacion débil con multiplicador de
Lagrange se usa solo como una herramienta para la implementacion del esquema numérico
y es la que hemos empleado en los experimentos numéricos reportados a continuacion.
Creemos que es importante mencionar esta formulacion con multiplicador de Lagrange

para mostrar que el esquema (2) puede implementarse y no es meramente tedrico.
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6.1.2. Discretizacion temporal: método BDF linealmente implicito

Para la discretizaciéon temporal del problema espacialmente discreto (2), consideramos
el método BDF (Backward Differentiation Formulas) implicitamente lineal de ¢ pasos
para 2 < g < 5. Este método esta determinado por sus coeficientes, los cuales se definen

mediante los polinomios § y 7 de la siguiente manera:

S e 1=
50 =250 =3 1= 0" (0= Y00 = =2
j=0 =1 Jj=0
El BDF cléasico es conocido por ser estable para ¢ < 6 y tener orden ¢, ver (Hairer and
Wanner, 1996, Chapter V). Ademés, se ha demostrado que este orden se conserva en
esta variante implicitamente lineal utilizando los coeficientes v;, ver Akrivis et al. (2017);

Akrivis and Lubich (2015).

Con el uso del BDF linealmente implicito, la dependencia entre la solucion y las
cantidades geométricas se tiene en cuenta tratando la geometria de manera explicita,
usando la superficie extrapolada obtenida en los pasos previos. De manera similar, para el
término en el lado derecho, para manejar los términos no lineales, consideramos funciones

extrapoladas definidas por las soluciones de los pasos anteriores.

Sea At > 0 un paso de tiempo y t, = nAt < T una particion uniforme del intervalo
[0, T']. Usamos indices superiores para los niveles de tiempo, entonces, para n > 0, &, v}
y Ky denotan @y (t,), vn(t,) v kn(tn), respectivamente. El método BDF de ¢ pasos define

la derivada temporal discreta para todo n > 0:

Ty = At 25]<wh j)rha v, = At Z(SJ(Vh J)Fh
=0 =0
(6.4)
Ry = i zq: 5-(/@"7J)fz
At = ’

donde ) =0, v =0y k} =0 para k < —1y para 0 <n < g— 1 asumimos que tenemos

las siguientes aproximaciones iniciales:

0 g—1 0 q—1 0 q—1
wh’ ...wh ) Vh,...,yh 9 /{h7...7/€h .

En (6.4), fZ es la superficie extrapolada y se define mediante el movimiento extrapolado

X Z : Q) — I € R?. Este movimiento se define para todo k > ¢ como:

X, =Y uXp ', (6.5)

j=0

donde se asume que los valores iniciales X9, ..., X% " son dados y X7 := X (t,).

Para los términos no lineales en el lado derecho, también necesitamos definir las
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funciones extrapoladas de la siguiente manera:

wh—27] nljl""’ Vh—zf}/] nl]F”
(6.6)

q ~
~n __ n—1—j\T'?
Ky = Z’V (k)
Jj=0
para n > q.
Ahora presentaremos el esquema totalmente discreto que usamos en la implementacion,

Problema 5. Hallar " : [0,T] — RN, k" : [0,7] — R¥ v . [0,7] — R y
A" [0, T) — RY tal que

M in 4 AT e = @ m o (6.7)

MUipm + AT + §TA" = fy(2",0") + fy(x", "), (6.8)
Sv" =0, (6.9)

" =" (6.10)

donde v™ estd dado por los coeficientes de la funcion spline Q’fn«Kth) R,y F es la
h

. . . . ey ./ .
imagen del dominio de referencia Q) por X, la funcion spline correspondiente a x".

Donde ", K", U™ son los coeficientes de las funciones extrapoladas &, K} y v} respec-

tivamente y ", K" y ©" los coeficientes de &}, i}l y v} respectivamente.

De esta manera, en cada paso de tiempo resolvemos dos ecuaciones lineales

0 28F e AT 7] = [ i@ o) - s M

Un

S 0| |\

[50 MU+ At ATE 8T
0

) [bm’ 5") + fylan, 57) — X9, My ?‘V"_j] .

sonde 0 es la matriz nula de 3N x 3V.

6.1.3. Experimentos numéricos

Los experimentos de esta seccion se implementan con el software Octave, particular-
mente se emplea el paquete GeoPDEs Vazquez (2016). Se presentan dos experimentos
numéricos, en ambos se utilizan espacios splines bicuadrados para la implementacion.
Ademés se consideran con maxima regularidad, esto es, splines que son globalmente C*.

Para la discretizacién temporal se usan Formulas de BDF de orden g = 2.
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Experimento 1

En el primer ejemplo, consideramos como superficie inicial una superficie para la
cual la curva del borde es una curva plana y cuya &area inicial es de 4.0442 unidades.
En este caso se esperaria que pasado cierto tiempo la superficie tienda a la superficie
S={(x,y,1)| -1 <2 <1,—-1<y<1}. En la Figura 6.1 graficamos la superficie inicial
desde distintos angulos de visualizacion, junto con los valores de su curvatura media.

! 0 R
] ]

0.5

05
|

I I

p [T

=]
o
x o |
o
o

0.9 09

Figura 6.1: Superficie inicial aproximada para el Experimento 1.

Las superficies aproximadas se obtienen considerando el intervalo [0, 7] = [0, 0.8], con
tamano de paso At = 0.0125. En la Figura 6.2 se observa la superficie I'}, obtenida
mediante la solucién del esquema numérico presentado en el Problema 5, para diferentes

pasos de tiempo: tg, t10, ts50, t100, L1400, t500-

En la Figura 6.3 se presenta la superficie final en ¢ = 0.8, visualizada desde distintas
perspectivas. Es posible observar que la superficie aproximada final tiene area 4 y que
ademés la Figura 6.3 (b) presenta en la malla cierta deformacién ubicada en la zona central
donde originalmente estaba la perturbacion.

En la Figura 6.4 presentamos los valores del area de las superficies aproximadas, en
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0.9

Tiempo: t= 0.078125 Iteracion: 50 - (Area) energia = 4.00619

0.9

Tiempo: t= 0.625 Iteracion: 400 - (Area) energia = 4.00002

0.9

()

ESQUEMA TOTALMENTE DISCRETO

Tiempo: t= 0.015625 Iteracion: 10 - (Area) energia = 4.0184

-1 -0.5 0 0.5 1

(b)

Tiempo: t= 0.15625 Iteracion: 100 - (Area) energia = 4.00267

-1 -0.5

x o

0.5 1

(d)

Tiempo: t= 0.78125 Iteracion: 500 - (Area) energia = 4

0.9

(f)

Figura 6.2: Superficies aproximada en distintas iteraciones del método para el Experimento

1.

la Figura 6.4a puede verse como el area disminuye a medida que transcurre el tiempo

y se aproxima al area de la superficie estacionaria S. Mientras que en la Figura 6.4b

presentamos la evolucién de los valores de la funcion méx |k} |, recordar que max |x}|

aproxima el valor de la curvatura media en cada punto de la superficie. Podemos ver cémo
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Superficie final a tiempo t= 0.8 - (Area) energia = 4 Superficie final a tiempo t= 0.8 - (Area) energia = 4
1

0.5

[TT]

2 2
1
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4 NN EEEEE 4
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(a) (b)
Superficie final a tiempo t= 0.8 - (Area) energia = 4 Superficie final a tiempo t= 0.8 - (Area) energia = 4
13 13
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-1 0.5 0 05 1 -1 0.5 0 0.5 1
X y
(c) (d)

Figura 6.3: Superficie aproximada final del Experimento 1: (a) vista en tres dimensiones, (b)

vista desde el plano xy, (c) y (d) vistas laterales desde los planos zz e yz respectivamente.

tiende a cero, lo cual también es coherente con la curvatura de la superficie estacionaria S.

Experimento 2

Ahora consideramos como superficie inicial una superficie que no tiene el borde plano.
Es una pieza cuadrada de una esfera, con area inicial 4.37755 unidades. En la Figura 6.5
graficamos I") desde dos dngulos de visualizacién junto con su curvatura media incial; al
ser parte de una esfera unitaria la curvatura media inicial es constante y vale —2 en toda

la superficie.

Se obtienen las superficies aproximadas en el intervalo [0, 7] = [0,0.9], considerando
como tamano de paso At = 0.025. En la Figura 6.6 presentamos la evolucion de la superficie
» obtenida mediante la solucién del esquema numérico presentado en el Problema 5 para
diferentes pasos de tiempo, junto con los valores de la variable xF en los distintos puntos
de la superficie.
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Evolucion del area de la superficie aproximada

4.05 T T
4.04
4.03
s
4
<<
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(a)
Evolucion del Maximo de la curvatura media aproximada
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Figura 6.4: (a) Evolucién del area de la superficie aproximada y en (b) evolucién del valor

maximo de |k}| durante la evolucion.

Superficie inicial (en el espacio spline) - (Area) Energia = 5.85854 Superficie inicial (en el espacio spline) - (Area) Energia = 5.85854
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Figura 6.5: Superficie inicial Experimento 2.

Por tultimo, presentamos la evolucién del area de la superficie aproximada I'}. Como

puede notarse, a medida que avanza el tiempo el area disminuye y parece estabilizarse. Si

-1 -0.5 0 0.5 1
X

0.5

0

N

-2.5
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Tiempo: t= 0.25 Iteracion: 10 - (Area) energia = 4.44849 Tiempo: t= 0.5 lteracion: 20 - (Area) energia = 4.3671

0.5

-0.5

Tiempo: t= 0.75 Iteracion: 30 - (Area) energia = 4.35593 Superficie final a tiempo t= 0.9 - (Area) energia = 4.35365

Figura 6.6: Superficie aproximada I'f en tg, ta0, 30 y el t = 0.9.

bien no tenemos una solucién exacta con la cual comparar la solucién aproximada para este
caso, podemos decir que hemos obtenido valores razonables para el area con los reportados
en Chicco Ruiz et al. (2019), pero también con los valores obtenidos con el esquema de
Dziuk. En la Figura 6.7b presentamos una comparacién entre nuestros resultados para

los valores del area y los obtenidos usando el esquema de Dziuk adaptado para el caso de
borde Dirichlet.

Ordenes de convergencia experimentales. El objetivo de este parrafo es observar el
orden computacional de convergencia. Dado que no disponemos de una soluciéon exacta del
problema evolutivo, medimos el error a un tiempo fijo o > 0, entre el area de la solucion
discreta y la de la solucién exacta. Calculamos este error para una secuencia de tamanos
de malla desde h = 1/4 hasta h = 1/64. En la Figura 6.8 representamos este error para

los dos experimentos de las secciones anteriores.

Observamos un error de O(h?) cuando h — 0 en ambos casos. En el primer ejemplo, la
curvatura y los vectores normales cumplen una condicién de compatibilidad y esperamos
que las soluciones sean muy suaves, lo que conduce a las estimaciones de error éptimas
observadas en la imagen. En el segundo ejemplo, la curvatura media de 'y es —2, de modo

que su valor salta de —2 a 0 en 0y al tiempo ¢t = 0. Por lo tanto, no esperamos que k o



94 CAPITULO 6. ESQUEMA TOTALMENTE DISCRETO

Evolucion del area de la superficie aproximada Evolucion del area de la superficie aproximada
6 T T T T 6
Método de Dziuk
Método propuesto
55 \ 1
\
[ [
L 5 Y 4
3 <
45 1
4 . . 4 . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.7: (a) Evolucion del area de la superficie aproximada y en (b) evolucion del area

de la superficie aproximada en el método propuesto y en el método de Dziuk.

X estén uniformemente en WP+ para ¢ cercano a 0. Sin embargo, el error disminuye a

la tasa 6ptima O(h?), lo cual es mejor de lo esperado seglin nuestra teorfa.

Para comprender mejor este fenémeno, seria necesario realizar un anélisis de regularidad
mas detallado de las soluciones para el Flujo de Curvatura Media con frontera fija. Dicho

analisis va mas alld del alcance de esta tesis y queda como pregunta abierta para trabajos
futuros.

Plane solution - error in area versus h Sphere solution - error in area versus h

0.0025 |- o 4

0.02

0.002

0.015

0.0125

0.0015

0.01
0.001

error in area at time t=0.0125

error in area at time t:

0.005
0.0005

0.25

Figura 6.8: Error en el drea al tiempo to = 0.0125, frente a h, para los dos ejemplos. Cabe
observar que el error disminuye cuadraticamente en ambos ejemplos, a pesar de que las

condiciones de contorno del segundo son incompatibles.

Comentarios generales sobre los experimentos presentados.

En general, el método propuesto en esta tesis, asi como en el método de Dziuk y el

presentado en Kovécs et al. (2019), bajo ciertas condiciones, puede presentar deterioro en la
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calidad de la malla debido a movimientos tangenciales de los nodos, tal como puede verse
en la Figura 6.3b. Por tanto, queda como problema abierto el analisis de la factibilidad de
aplicar a nuestro esquema, desde un punto de vista vista tedrico pero también experimental,
las mejoras propuestas en Hu and Li (2022) para el método de Kovdcs et al. (2019) para

superficies sin borde con el objetivo de obtener mejoras en la calidad de la malla.

Por otra parte, es importante recordar que la variable v} no tiene que ser un vector
unitario en cada punto de la superficie. En esta tesis, ambos experimentos se realizaron
sin normalizar dicha variable. Un aspecto que podria ser objeto de andlisis futuro es
la posibilidad de que se presenten mejoras en la solucion, similar a lo que se observa
en (Kovdcs et al., 2019, Seccién 13.2) para el caso de superficies que exhiben singularidades

durante su evolucién, al normalizar v} en cada iteracion.

6.2 Parte II: analisis tedrico de la discretizacién completa

En esta seccién, se presentaran las herramientas necesarias para realizar un estudio
tedrico de la discretizacion completa. En este contexto, se expondran resultados parciales
obtenidos en dicha direccién, asi como también se discutiran los desafios encontrados en
la obtenciéon de las estimaciones necesarias para garantizar la convergencia del esquema
totalmente discreto. Ademaés, se propondran posibles estrategias para abordar estos desafios,

las cuales seran objeto de estudio en trabajos futuros.

Antes de presentar la formulacion del esquema totalmente discreto que estudiaremos
en esta seccion, y que fue implementado en la seccién anterior, introducimos las siguientes
funciones f; : R? x R¥? - R3, fo, - Rx R¥3 5 Ry g:R3 — R3,

fi(u, A) = |APu,  folu, A) = |APu, g(u) = (u- Kop)u X Th,. (6.11)
Definimos también las siguientes formas bilineales para w, z € H 1(ﬁ})
m~

FZ(

I

w, z) = w- z, afz(w,z) = I, Vzw : szz,

h

(6.12)

mar, ,(w, z) = /ar w-z.
h,0

Las formas bilineales m=,(-,-) y az,(-,-) también pueden ser definidas para funciones
h h

escalares.

De (6.4), (6.5), (6.6), (6.11) y (6.12), obtenemos el siguiente esquema numérico.
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Problema 6. Dados los valores q valores iniciales

0 q—1 0 qg—1

X;,..., Xy, v,...,v;,
0 1 0 1 (6.13)

’/h7-.-71/h 9 ﬁh,-..,/ih .

Encontrar X} € Sp (T} imagen de Q a través de X},), vp € Sy, v € Op(Th) y
Ky € Sty como aproxvimaciones de X (t,), v(tn), V(t,) y k(tn), respectivamente, tales
que para todo qAt < nAt < T,

h

mfz (1)27 ":bh) + af;z((VZ)FZ’ ’lph) = Mg (fl <1727 "ZIZ)? wh) + mary, o (9(172)7 ":bh)a

mi, (Fr, ) + ag, (870, 1) = mes, (fa (B, AR, mn),
g g ‘ (6.14)

(i) = O, ((shvp)),
X7 = (o)) o X,

para todo 1, € @Q(Th) Yy € 3,?’0. Aqut, @Z(Th), g}} Y 5,’}70 son espacios de splines
definidos en la superficie extrapolada T}, y AP = |V=, D72
h

Notar que en cada paso definimos la nueva parametrizacién X, usando la férmula de
X Z, esto es, de la derivada temporal discreta dada por el método BDF, de la siguiente

manera

~n =N g 5 4

=)o X, = 32X (6.15)
0 j=1 Y0

En cada paso, obtenemos también podemos definir la nueva funcién identidad como

xp = X} o (X))~ Notar que ()", 2} y X} tienen los mismos coeficientes.

6.2.1. Resultados previos de Dahlquist (1978) y Nevanlinna & Odeh (1981)

Para estudiar la estabilidad y utilizar estimaciones de energia en el esquema totalmente
discreto, emplearemos los siguientes resultados: el primero proviene de la teoria de G-
estabilidad de Dahlquist Dahlquist (1978), y el segundo de la técnica del multiplicador
de Nevanlinna y Odeh Nevanlinna and Odeh (1981). Estos resultados han sido utilizados
previamente para obtener estimaciones de energia cuando se utilizan métodos BDF en

distintos problemas, ver por ejemplo ?Kovécs et al. (2019); Akrivis et al. (2021).

Lema 34. Sean §(¢) = L 6:¢" y u(€) = X wiC* polinomios de grado a lo sumo q (al
menos uno de ellos de grado exactamente q) que no tienen divisores comunes. Sea (-,-) un

producto interno en RY con norma asociada |- |. Si

5(¢)

e o)

para( € C, |¢| < 1,
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entonces eziste una matriz simétrica definida positiva G = (g,5) € R?*? tal que para todos

wy, ..., w, € RY se cumple
q q q q
<Z 5iwq—i>zlui'wq—i> > Y gij (wi,wy) — Y gij (wimi, wji).
i=0 i=0 ij=1 ij=1

La clave del analisis de estabilidad radica en la eleccién de p(¢) = 1—mn,(¢ en el resultado

anterior, junto con el siguiente lema para métodos BDF de orden hasta 5.
Lema 35. Si1 < g <5, entonces existe 0 < n, <1 tal que, para §(¢) = >1_; %(1 - Q)

(<)
Rel vl

Los valores minimos posibles de n son ny = 0, ny = 0, n3 = 0.0836, ny = 0.2878 y
ns = 0.8160 (Nevanlinna and Odeh, 1981, Tabla en pdgina 384). Para mds detalles sobre

los valores de los multiplicadores, remitimos a Akrivis and Katsoprinakis (2015).

para( € C, |¢| < 1.

Estos resultados han sido aplicados al analisis del error en la discretizacion temporal
BDF en Kovics and Guerra (2015); Kovacs et al. (2019); Lubich et al. (2013).

6.2.2. Defectos y ecuaciones de error

Definimos otra superficie extrapolada f”:, dada por X : = Z;’;é v X n=177 " donde
X% .= X*(t,) para todo n > 0. De manera andloga a lo hecho en la Seccién 5.1, utilizamos
las abreviaciones x? = x*(t,), v? = v*(t,), V! = v*(t,) v k! = k*(t,), para hacer

referencia a los quasi-interpolantes y a las proyecciones de Ritz evaluadas en tiempo
t, = nAt € [0,T].
Consideramos los espacios de splines correspondientes definidos en r ?. Al insertar estas

funciones en el esquema (6.14), se obtienen ciertos defectos.

Definicién 22. Definimos los defectos d, di., d;. y d! como las funciones que aparecen

n
* 7

i (77, 403) + ag (W) 45) = e, (152, A2),43) + mar, o (9(572), 47)
+ mg, (dyy, ¥),
i, (K2, 175) + ag, (2T ) = mi, (Fa(R2, A2), ) + mgs, (d2, 15 (6.16)
(o)™ = Qg (k1)) + I,

X! =) o (X)) dio (X))

en el lado derecho de (6.14) cuando se reemplazan X5, v, v y k7 por X¥ o™ v" y 7.

para todas las funciones ¥;, € OX(ty) y nj € Sfo(tn). Donde d2 € S}, d2 € Sio(tn)?)
dr € O (1) y d € S o(tn)-
La derivada temporal discreta, las funciones extrapoladas y las formas bilineales estdn

definidas de manera andloga a las de la Seccion 6.1.2.
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Observaciéon 16. Es importante notar que los espacios Op(71)(t,) definidos en las
distintas superficies, coinciden en su traza pues el vector T, no cambia durante la evolucion,
ast que no cambia en los dintintos pasos de tiempo. Asz por ejemplo, si Y, € On(T4)(tn)
entonces ()" h|3l"h0 = |or,,, de manera que ('gbh) i€ On(Th)(tn). De forma andloga
pueden considerarse lift a otros espacios de funciones. Fsto nos garantiza que las siguientes

funciones pertenecen a los espacios dados.

Definimos las siguientes funciones de error, que pertenecen a Sy (t,)*, Sy o(tn), Siio(tn)®

y O (7h)(t,), respectivamente, para n > ¢:

&n = (2™ —a, e = (W)™ — K2,
en = (o) — o, en = ()™ -,

donde ademds hemos usado las funciones identidad &} = X} o(X}) 'y z* = X o(X7)™?

Para las derivadas temporales discretas de los errores usaremos la siguiente notacion

€p =55 2 0i(ea ), ey = 2 0i(ey ),
At = t =
J= J=
R T
er =g 2 0i(ex )
At =

Restando (6.16) de (6.14), podemos obtener las siguientes ecuaciones del error

e (€0, 9,) + ag, (), 9,) = e, (1 (5, AR), ) — i, (f1(52, AL), 7)
+mar, o (9(Ph), ¥1) — mar, o (9(7}), ¥7)
— (o, (WD), 93) = ag, (Vi 4) + i, (4, ;)

— (mp (52, 3) — g, (91, 903), (6.17)
M (61 m) + g (€2 mn) = mgs, (Fa(Fis A7), ) — g, (fo(R2, AL, )
— (agy ((K)TF, 1) = g (2, 93)) + g (2, 07
= (g (2 m0) = e, 2 7) (6.18)
<eU>F" = Qrz«mhuh)r )= ( Fn«n“u”)r”))fﬁ +dy,(6.19)
= (e)h - (6.20)

para ¢, € Op y n, € S;). Notar que en las ecuaciones anteriores, cuando hacemos
referencia a 1)} estamos considerando que v} = (10,)'*. Cabe mencionar que, debido a la
Observacién 16, € € O (Ty,).

Observacién 17. Para el andlisis de estabilidad consideraremos la ecuacion (6.17) en dos
pasos de tiempo, n y n — 1. Asi que serd imporntante poder garantizar que la funcion que

queremos usar como funcion test pertenezca al espacio de funciones adecuado. Nuevamente,
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gracias a la Observacion 16 y a que los espacios discretos se definen mediante transporte
de funciones de base independientes de t, tenemos que (¢2)'h ' € OF ' (7,) por lo cual

podremos reemplazar esa funcion como funcion test tal y como veremos mds adelante.

6.2.3. Discusion sobre la estabilidad del esquema totalmente discreto

En esta seccion presentamos primero resultados auxiliares que son necesarios para
realizar el analisis tedrico del esquema totalmente discreto. Luego, resultados parciales
obtenidos para las estimaciones de energia para los errores en la posicién, la velocidad y
la curvatura. Junto con un resultado parcial alcanzado para el error en el vector normal.
Finalmente, establecemos posibles estrategias para probar una estimacién de energia
adecuada para el error en el vector normal que serd objeto de un trabajo futuro. Asi como

también presentamos una breve discusion acerca del anélisis de consistencia.

6.2.3.1. Resultados auxiliares

Hipoétesis sobre los errores iniciales. El método BDF de orden ¢ requiere tener
calculados con un método previo los primeros ¢ valores iniciales. El primer requisito que
se debe cumplir para obtener estimaciones de estabilidad es que los errores iniciales sean

de orden A™ para cierto 1 < m < p. Esto es,
1X}, — X lm@ <™,
lleg [l rny < B,
lleg [l rny < R™, (6.21)
ey e ony <A™,
les, | ey <A™,

parat=0,...,q— 1.

Acotaciéon uniforme de los quasi-interpolantes y las proyecciones de Ritz. De
las estimaciones uniformes obtenidas para estos operadores en el Capitulo 4 tenemos que,
aplicando el Lema 26 tenemos que para todon > 0y h < hy,

[ X5 lwroe) <5l lwreeqrny < C

102 lwreeryy < C; 07 [lwreoeny < C (6.22)

165 [lwroe ey < C

con C' independiente de t y h.

Estimaciones a priori para las soluciones numeéricas. Presentamos un Lema analogo
al Lema 27 y al Lema 30 del Capitulo 5.
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Lema 36. Sea ty € (0,7 (que podria depender de At y h) el tiempo mdzimo para el cual

se cumplen las siquientes estimaciones

1 X7 = X7 ooy < A0

e [[wioorny < AMTD/2,

€5 lwr.oerny < AT, (6.23)
||en||W1 00 (1) S hm 1)/27
el [|wree(rey < AMD/2,

para todo t € [0,1o], h < hy y todo nAt < to, con n < n para algin n.

Ademds, tenemos

X5 i@ < C (6.24)
|k lwroerny + [V llwreeny + (|67 [wree@my + I3 [wree @y < C.

Demostracion. Debido a que el método BDF de orden ¢ requiere ¢ pasos iniciales, su-
poniendo que se cumplen las hipdtesis (6.21), entonces usando desigualdades inversa

tenemos

lle|lwie < ch_1||e||H1 < ch™ L,

para e € {e?, el e el E%}. De esta manera, ch™~ ! < h(m=1/2 para h suficientemente
pequetio. La acotacion en norma W1 en todos los casos se deduce combinando (6.23)
con (6.22), més la equivalencia de normas entre normas en I'} y I'? garantizadas por
el Corolario 2, gracias a que tenemos ||E% ||y < C (esta condicién serfa la andloga

a (5.25)). 0

El objetivo posterior, asi como lo fue en la Seccién 5.5, serd probar que to = T
completando el argumento de induccién, esto es, mostrando que las estimaciones (6.24) se

cumplen para n =n + 1.

Relacionando superficies discretas. Empezaremos esta secciéon haciendo algunas
observaciones. Primero, si comparamos normas definidas en dos superficies durante un
mismo instante de tiempo, por ejemplo, en I'} y I'}. Gracias al Lema 36 podemos aplicar
el Corolario 3 con I'} y T'™ y obtener entonces que las normas L? y H' definidas en ambas

superficies son equivalentes.

Para estudiar la estabilidad, necesitaremos acotar en el lado derecho diferencias de
formas bilineales definidas en la superficie discreta I'7 y en I'}. En los siguientes lemas
solo presentaremos la demostracion para las formas bilineales m, pues las otras se siguen

de forma andaloga.
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n
* 7

Lema 37. Sean u y w funciones definidas en I, entonces para todo n < n y nAt < tg

iy (@7 ) ™) = gy 0)| S oo ol o

- ~ (6.25)
a'fz <(u)rh7 (w)rh) — a’fg(u,w)’ 5 ||VFQU||L2(FQ)||vf2w||L2(Fﬁ)'

Demostracion. Para obtener esta estimacién, podemos utilizar el Corolario 3 pensando
que I y T estén conectadas mediante el movimiento ¥ = X, + OE% con ¢ € [0,1].
Entonces, si se cumple que [[E%[[y1.(0) < € (como en (5.33)), con C' independiente de £,
At y n para todo nAt < ty, podriamos usar el Corolario con r »enellugar de Ay fZ‘l

en el lugar de X para obtener la estimacion deseada.

Usando la definiciéon de las funciones extrapoladas, para n > q

q—1

B [wrei@y < Cy Y IEY " lwr o),

i=0
comon—i—1<n-—1<mn <n podemos usar el Lema 36 y obtener la acotaciéon uniforme

para todo t € [0,%] y h < hy con una constante independiente de h y At. O

n
* 7

Lema 38. Sean u y w funciones definidas en I'?, entonces para todo n > 0

iy (0, @) ) = e (u,0)] S Al e

arp <(“)Ffa (w)l“f> — arz(u, w)' S A Vrpull ey

wllz2rz).

(6.26)

VpngLz(pg) .

Demostracion. De forma andloga, vamos a considerar que I'7 y f"j estan relacionadas por
el movimiento Y = X7 + 0(:72 : — X7 con 6 € [0, 1]. Entonces, para aplicar el Corolario 3,
debemos ver qué sucede con la diferencia X : — X7. Pero usando Taylor y propiedades de

los coeficientes del método BDF se tiene que
X — X"|Jwieqq) < cAL, (6.27)

con ¢ independiente de At y de h. O]

Asi, de los tres lemas anteriores (haciendo v = w y luego intercambiando los roles de
los pares de superficies en cada caso) podemos concluir que las normas definidas en las
superficies ff, ~Z, I'? y I'} son h y At equivalentes para h < hy y At < Aty para todo
(g+ 1At <nAt <T.

Para finalizar esta seccion, nos gustaria obtener una relaciéon conveniente entre normas
definidas en tiempos diferentes, por ejemplo ¢, y t,,—; para cierto 1 < j < ¢. Para ello
vamos a recordar primero unas herramientas relacionadas al método BDF. Para definirlo,

usamos de base los coeficientes de los polinomios

5(¢) = Z 05¢ = Z F1-0 (0 = q;w = “‘“{O) (6.28)
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Algo que sera de utilidad en los resultados de esta seccion es que podemos factorizar al
polinomio generador 4(¢) de la siguiente manera

0(¢) = (1 = Q)a(Q),

donde o(¢) = Xi- ~5 0;¢7 tiene grado ¢ — 1 y no tiene ceros en el disco unitario cerrado (esta
caracteristica expresa la cero-estabilidad del método BDF, para ¢ < 6; ver por ejemplo (7,

Seccion I11.3)). De esta manera, tendremos que

zq%ajgj =(1-¢)o(¢) Z o (¢ = ¢ (6.29)
=
Ademas, existe p < 1 tal que (Kovécs et al., 2019, Seccién 10.3, (10.13)-(10.14))

1 0 ) .

o0 = = ZXjCJ’ con [x;| < ep’. (6.30)
Anéalogamente,

5(10 : Z%C ., con || <e, (6.31)

donde los coeficientes w; estan acotados para todo j debido a la cero-estabilidad del método
BDF de orden ¢ < 6.

Presentamos ahora un resultado que se deriva de (6.29), (6.31) y (6.30) y se puede
probar siguiendo las ideas presentes en (Kovéacs et al., 2019, Seccién 10.3) para una sucesién
de vectores, pero que puede ser extendida a las funciones vectoriales que se definen con

esos vectores como coeficientes.

Lema 39. Sea (e*)M, una sucesién de funciones definidas en €. Denotando por

ek — b1

el = ——— 6.32
At ) ( )

para k= 0,..., M. Ezisten coeficientes x; y w; acotados para todo j tales que

k .
e = AtY yp;(er — ), (6.33)
Jj=q
k .
O*el =3 wyj(er — ), (6.34)
J=q
con 88 =106, e yri =150, ;0%

Lema 40. Sean u y w funciones definidas en f’ﬁ_l, entonces para todo n < n y nAt < tg

‘m~2 <(u)rz,(w)r;z> i ‘5 A ]y 0] o

O <(U)Fﬁ, (w)fﬁ) — e (6.35)

At”vrn 1UHL2 Fn 1 Hvl—\n 1wHL2 FTL 1)
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Demostracion. Para obtener esta estimacion, podemos utilizar el Corolario 3 siempre y
cuando tengamos que
=N —n—1
1Xn =Xy lwre@) < C, (6.36)

con C' independiente de h, At y n para todo nAt < ty. Si descomponemos pensamos este

error de la siguiente manera

X, - X, =AtdX, (6.37)

Usando (6.34) tenemos que

n . g n
At 3" 7ol j
102 X pllwroe () < D X llwreo@) + D 77 [l (),
Jj=q Jj=q
donde los 77 estén relacionados con los errores iniciales que satisfacen (6.21). Asi que
solo resta ver que el primer término esta uniformemente acotado. Notar que segin las

definiciones que hemos dado en (6.14),

N] q_l . j*’i*l q_l i1
Xp=>mX, =) %V
i=0 i=0

Estamos definiendo V""" como el pull-back a Q de la funcién v} ~". De esta manera,

Nj . j—’i—l i1
[ Xpllwreo@) < CYIXG  lwree@) S YIVE lwre ()
Para acotar esta tltima sumamos y restamos VZ~"! de manera que
IV Hiwrseiy < IVET = VI i@ + IV lwie@),

en el Ultimo término usamos las acotaciones de v/ "' (su pushforward) y el Lema 36,
para ver que el primer término esta uniformemente acotado para todo h < hg y n < n.

Como j —i—1 < n —1 estamos dentro del rango de validez de ese resultado.

Asi, H)NCZ — X:iluwl,oo(g) < AtC'y podemos usar el Corolario 3. O

Observacién 18. Se puede probar, por induccion, que si H@At}NCZHWLoo(Q) < C wale hasta
n — 1, entonces las normas en I, son equivalentes para todo ¢ < j <n —1. Y, siguiendo
un procedimiento andlogo al del Lema anterior, se puede ver en realidad que la cota vale
para n y no solo para n — 1 y entonces extender la equivalencia de normas f{t para todo
g<j=n.

Algo que vale la pena notar, es que el lema anterior puede generalizarse de la siguiente

manera.

Lema 41. Sean u y w funciones definidas en f‘Z_j, con j=1,...,q. Entonces para todo
n <nynAt <t

(6.38)

iy (@0 @) = gy ,0)] S A 0l 10y,
5o

l HUHL2(f}T;*j) Hme(fZ*j)'
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Demostracion. La demostracion es analoga al caso j = 1, y se obtiene escribiendo

q—1 J
X,-X, = PIRIDIND S
=0 (=0

y luego que OX 7 =yt~ g(Xh — ™) y con que

~m .
||Xh ||W1V"°(Q) < ,}/”‘/;Znilil||V[/1,oo(Q)7

conm—i—1<n—i—0—i—1<n—i—1<n-—1Ilo que garantiza poder usar el
Lema 36. [

El Lema 39 puede extenderse también a funciones definidas en f’}f y se puede concluir
el siguiente resultado, tomando normas H' a ambos miembros y sumando para sobre k

para la segunda estimacion.

Lema 42. Paran > q y nAt < T, tenemos
HenHHl F") < Atz HekHHl(Fn + Z He HHl Fn)? (639)

ZH@“ el S Z\Iekll Fn)JrZHaAtelHHl ) (6.40)

Notar que debido a la definicién de los espacios spline y del lift para comparar funciones

en diferentes superficies, siempre se satisface que las funciones

uy,  (ul)th, o (u)™, (u)'™ tienen los mismos coeficientes u”, (6.41)

por lo tanto, el lema anterior podria formularse para funciones definidas en cualquier

superficie o lifts de funciones.

Lema 43. Para los valores extrapolados tendremos

=N
1 X lwroei) <O 2L ooy < C
@) ' Wioo(I}) (6.42)
72 ey < € 122 Dy < €
Y de lo anterior se deduce que
e
nIWEEE (6.43)

||ih||wl,oo(fz) + HRhHWl"X)(Fg) + ||§Z||W1,oo(fz) < Cv

Demostracion. La demostracién se deduce de combinar la definicién de las funciones

extrapoladas y la acotacién uniforme dada en (6.42). O
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En lo que sigue, en algunos casos haremos un abuso de notacién en el siguiente sentido,

sea uj definida en I'}, entonces escribiremos

il sy emvez de () s

de manera que se entendera por el contexto que si la funcién no esta definida en Fh se
considera su lift. Procederemos de manera analoga con la norma de los lifts de esa funcion

en otras superficies al igual que para las formas bilineales.

6.2.3.2. Estimaciones de energia

Comenzamos, como en la Seccién 5.5 con tres lemas que contienen estimaciones de

energia clave para llegar a una estimacion de la estabilidad.

Lema 44. Sea n > q tal que nAt < ty, con ty como en el Lema 36, entonces

qg—1
iy S A Il + 53 12 + el (640
Y
||62||§{1 RS ||6n||H1 ) T ||€n||H1(F" + [|dy ||H1 () (6.45)

Demostracién. Para (6.44) se usa (6.39) con normas H!(T'") y luego equivalencia de

normas. Entonces,

-1
ez 7 rny S AtZ I 11 oy + Z ez 7 i
-1

S AtZ HenHHl(rn + Z HdnHHl rp) T Z He ”Hl(F’

k=q k=q

donde en la tltima desigualdad nuevamente equivalencia de normas y (6.20). De (6.19),

usando la Definicién 17 del quasi-interpolante y la definiciéon de los lifts, tendremos
ey = Qre((rpv)™™) = Qre(kivl) + (d7)", (6.46)

entonces procedemos de forma anédloga a (5.39) sumando y restando los términos cruzados
y usando la estabilidad del quasi-interpolante, ademds de la acotacién uniforme (6.22)

para v} y kI para h suficientemente pequeno. ]

La estimaciéon de energia para e} se obtiene de manera analoga a la de e}}. Y se puede
deducir adaptando los argumentos usados en (Kovécs et al., 2019, Proposicién 10.1). Por

ese motivo solo la enunciaremos y omitiremos su demostracion.
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Lema 45. Sea n > q tal que nAt < to, con ty como en el Lema 36, entonces

||€':L|| (Fn < CZ He” - 1HH1 Fn 1— z + Atz (HekHHl Fk + Hea:HHl Fk + Hek“Hl(Fk )

q—1
5 (e By + b ey + ek ) + A S 10
i—0 =1 (6.47)

ALY (1512, + 121 )
k=q

Un primer paso hacia a la estabilidad del esquema totalmente discreto es tener una
estimacion similar a la del Lema anterior para e). El prinicipal desafio, al igual que en el
esquema semidiscreto, es poder lidiar con el término critico que aparecera del lado derecho
debido a los términos de borde en la ecuacién (6.17). En este caso serd ||€5||.2(sr, ), que
luego de aplicar desigualdad de traza se transformara en

bl ey, + el Vgl e
para 0 < e < 1.

Antes de seguir discutiendo posibles estrategias para controlar ese término, presentare-

mos un Lema auxiliar donde aparece por primera vez el término critico.

Lema 46. Sea n > q tal que nAt < to, con ty como en el Lema 306, entonces

qg—1
1D, 2@y + IV LI, NZHG'“ T iy +ZH€VHH1(W

q—1

-1
+3 (b2 + 5 )+ A0 3 106 e
=1

(6.48)
Ay (1 + 1)

+ €At Z HvrkeuHm () +e AL Z HevHL2 Tk

k=q

Demostracion. Sea ¢+ 1 < k < n, Empezamos restando a la ecuaciéon (6.17) para k — 1,

1 veces la ecuacion para k — 1, esto es

mfﬁ(é,’i Yy,) + afﬁ(efj? ¥,) = R¥(),) + R(v,), paratoda 1, € @fm

n X (m’fg(éﬁaﬁbh) + afﬁ(eﬁa¢h)> =n(R*'(¢,,) + Ry (1)), para toda, € @ik;_la
donde

Rk(d’h) = mf‘k (fl(’jz’ Avi)v ¢h) - mf’f (fl(lji "1]:)7 ”7[)2)
= (o 04, 480 — e (E 480 ) + g (S, 467)
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R (v4) = mor, o (9(4), ¥1) — mor, o (9(D), ¥y,). (6.50)

, . . . < AN L *
Asi, considerando 1), = é* para la primera ecuacién y 1, = (¢5)'n  para la segunda’,

obtenemos
M ( " ,,) + ag ( k é’,j) — Mg (éﬁ_l,éﬁ> = 1) G (e],i_l, (e,’i))
= (RMeb) = RM1ER)) + (Rb(ek) —nRE(eh)).

k= 1)Fh en la forma bilineal ax

Sumando y restando 7 (e} reagrupando y considerando que

ek e ) tendremos la primera ecuacién para e para k > ¢+ 1

I

k = m=,
||6 HL2 Fk) - (

8l + ap (e —nes™ el)

oo () e (44) 51

+@%w»—nR5%&».
Recordemos que la ecuacion (6.17) estard definida para k — 1 solo tiene sentido si k—1 > 1.

Para el segundo término del lado izquierdo, sabemos que usando la definicién de &, el

Lema 34 y el Lema 35 tenemos

¥ ~I\TE k|2 k—
5 ((e’;)Fh — (et 1)Fh,e’;> (yE 2 5 — 1B GFk) , (6.52)
donde introducimos la siguiente notacion:

la seminorma

Definimos E¥ = ((el’i)ﬁﬁ, ..., (ebmaryT ) y denotamos con | -

’G,’fﬁv
G-ponderada generada por la matriz del Lema 34, esto es,

|Ek|G rk — Z Gij @ rk ( zlj qH)Fﬁv (ezli_q—i_j)rl}i) :

4,j=1
Esta seminorma Satisface la relacion

Y IVEel* <7 ZHV cansey, T < ES[G 5 < 7+Z|IV cari€y % (6.53)
Jj=1 j=1

Tk— ]—‘,—1)

donde || - || hace referencia a la norma L?*(T'; y ¥~ y " son el minimo y el méximo

autovalor de la matriz simétrica y definida positiva G.

Entonces, usando (6.52) tenemos
160 + s (1A gy — 1B )
k=1 -k k=1 -k
<=7 ( F’fb (61/ 761/) a’~k 1(6 761/)) (654)
+ampa (e ép) + (RE(ep) —n RYH(Ey))
h

+ (R5(ey) —n Ry~ (ey))

* . . .7 oy . .
Recordamos que para simplificar la notacién omitiremos los lifts de las funciones en las formas

bilineales y los utilizaremos olo cuando sea estrictamente necesario.
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Al sumar en k nos gustaria que la suma del segundo término del lado izquierdo fuese
telescopica, lo cual en principio no ocurre pues tenemos la seminorma de Elj_l en I'¥ en

vez de I''!. Para solucionarlo, usamos el siguiente resultado:

Para At suficientemente pequenio, gracias a (6.23), usando la segunda estimaciéon del

Lema 40 y las equivalencias de normas en 18, tenemos

a (1B oy 1B ey ) < e IVl 0V

<c

L2 Fk 1)

(6.55)

MQ ?MQ

||vrk Q+Lek 1= q+l||L2 Fk i— 1)

<.
Il
—

Entonces, si sumamos (6.55) de la ecuacién anterior, podemos cambiar |EX1|? G PO

|EX12, -, | en el lado izquierdo.

Gt~
Multiplicando por At y sumando desde ¢ + 1 hasta n tendremos

At Y Nkl + 3 (;Eszk—\Ek . >

k=q+1 k=q+1
n
< — At Z n ( F’fb (elk/il’ 65) — af;;b_l (65717 65))
k=q
n
+nAt Y mri—l(eﬁ_1,€ﬁ>
fat (6.56)
+cAt Z Z”vf’“ 1= ‘I“Bk o q—HHLz Thoa-itly
k=q+1 j=1

+ At k_z (RF(ek) —n RF1(ek))

LAY (RE(EE) -y RE L)),

k=q+1

Usando que la suma del segundo término del lado izquierdo resulta telescépica y que

cAt Z ZHV k 1—g+i€ k 1= q+z||L2 [‘k q— “Fl) —CZ||V~1 V||L2 1“Z

k=q+1 j=1

+ cAt Z HVF,Ce,,HL2 )

k=q+1
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tendremos
At Z ”61/||L2 Fk +|EnGFn |E1/ GFq
k=q+1
n
< — At Z n (afg (el]f_l, e,’i) — Qpk-1 (eﬁ_l7 6,’3))

k=q

HINDS m (6,71, €) + At 5 IVeeeullo@ey  (6.57)

k=q+1 k= q+1

+ At Z (RF(eF) —n R*1(eF) +CZHVF16V||L2 )
k=q+1 i=1

+ At > (RE(eE) —nRET(eR)).
k=q+1

Ahora analicemos los términos del lado derecho. En cuanto al primero, usando Lema 41

tenemos

AN

Ath( ( e, ]3) — gk (e _1’€V)>

S At?? ||vrkeu||L2 Fk ”vrk€u||[,2 (658>

Usando Young y desigualdad inversa, mas desigualdad inversa y la restriccién del tamaiio
de paso At < Cyh. Tenemos

Tk . _q\Tk—1 _
1 (g (5 eb) = ao sl )T eh)) | S ekl + € b agyy (659

Para el segundo término, se puede usar nuevamente el Lema 41 (para pasar de la norma

de €& en TF~1 a T¥) y obtener que para At suficientemente pequefio

nAt Z ka 1 elrj 1a u) < UAt Z k 1||L2(I"c 1 ||el’||L2 Fk 1)

k=q+1 k=q+1
<At 30 ey gy (1 + cAD S
k—q+1 ’ '
<Tent 30 e g, hedt 3 (1 eAn) el g, (6.60)
k= q+1 k=q+1
:*CAt Z ||€u||L2 Fk + CAt Z 1+CAt)||eu”L2(rk
k=q+1 k=q+1
77
2 c(1+ cAt)At Z |erHL2 Tt
k=q+1

Como 7 < 1y eligiendo las constantes de las desigualdades de Young de manera conveniente,

para At suficientemente pequeno, podemos absorber este término del lado izquierdo.
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Entonces

At Z HeV”LQ(Fk +|EnGFn <At Z ||eV||H1 Fk _'_‘Eq GFq

k=q+1 k= q+1
+ At Z (R(ég) —n RM'(e))) (6.61)
k=q+1
+ AL Y (Rp(eh) —n Ry H(ER)).
k=q+1

Ahora usando (6.53) para acotar |E}, é»fn por abajo, tendremos
"R

At Z eIy + IVEpenlE, SAL Z eIl ey + 121G
k=q+1 k= q+1

AL Z (RE(ek) —nRE1(ek)) (6.62)

k=q+1

FAE S (RE(EE) -y RE L)),

k=q+1

Recordemos que
RH(,) = gy (R (5, A8),90,) — iy (574, 4), )
~ (o W 28) — o7 <*,¢h>) i (S, )
- (mfﬁ (04 4p0) = iy (04, 95,)) (6.6

de manera que los términos correspondientes al tercer rengléon que continene la forma
bilineal m pueden acotarse, por ejemplo, usando el Lema 38. Mientras que los que tienen
la forma bilineal a se pueden acotar usando estrategias similares a los puntos (iv)-(vi) en
la Proposicién 10.1 de Kovacs et al. (2019). Obteniendo estimaciones similares, a las de la

ecuacion (10.36) de ese trabajo, esto es,

q—1 q-—
At Z HeuHL2 Fk + vazez]il‘zz S Z ”elli_z_lqu(fi—i—l) + Z Hezl‘Hl(Fi)

k=q+1

+ At Z lebl172 +AtZHaAt el

k= q+1 i=1
03 (kI gy + 1B By + ey )
k=q+1

q—1
+ 3 (bl sy + leblZngs)) + 1 BLE, (664
1=0

A0 3 (g ey + 572

k=q+1

ALY (REE) - nRE(E).

k=q+1
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Lo diferente, es lo que sucede con los términos del iltimo renglén, que son los términos que
continen integrales sobre el borde, para los cuales podemos proceder de manera analoga a

lo hecho en la Seccién 5.5 y reescribir para cada k

RE(eX) = maor, ,((€% - ko) (D) X Th), €5) +mor, (U5 - Kop)(€x x T4),€8),  (6.65)

entonces, usando las acotaciones uniformes de Ky, T, y de las funciones extrapoladas 17’,3

v U¥, v desigualdad de trazas para el primer factor, se puede deducir que

ALY |RSE] S AL S llebllorn I lory S A 32 ekl o €6 1 2or)-
k=q+1 k=q+1 k=q+1
(6.66)

Posteriormente, usando que 37 . [leX]| @) S Yiegr lebll g @y ¥ desigualdad de
h h

Young més la desigualdad de trazas que usamos en la prueba del Lema 33 podemos deducir

para 0 < e < 1,

n

k=q+1 k=q+1 k=q+1 k=q+1
Analogamente se puede proceder para el término correspondiente a Rg_l((él’ﬁ)iﬁil).

Reemplazando (6.67) en (6.64) y usando nuevamente (6.53) para k = ¢ tenemos para
todo k > q+1,

n

At 3 el g + IVE IR NZHek Tl iy +ZH€VHH1 r)

k=q+1

3 (uevnHl (G Ry A /e

TN S (s v (6.68)

k—q+1

+ €At Z ||vrkeu||L2 pk e TAL Z HeVHLQ(Fk
k=q+1 k=q+1

El caso especial k = ¢ tenemos, testeando con é%, usando que dy > 0 y la desigualdad de

traza con 0 < € < 1, para los términos de borde, tenemos

q—1

ALy + Bl Vg gy S 32 (Nl + Ik ey ) + AL o
= (6.69)
N )+ AUV

Al mismo tiempo, esa ecuacién, combinada con (6.39) para n = ¢, nos permite estimar la
norma del gradiente de e que aparece en el lado derecho de (6.68) usando que
q—1

||€q||H1(F¢1 Z (HellHHl Fz > + At“dq HLZ 1—*‘1 + pilAtHeqHLQ Fq + pAtHV eqHL2 Ffl)
=0 (6.70)
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Asi, sumando (6.68) y (6.69), tenemos para todo k > ¢

AltZ:lleullLQ o + IVienlis, leek T r-ieny +ZH€VHH1 r)
=0

=5 (Il + 16y

=0 (6.71)
# 005 (Il + )

n
LAy (A P B [ PP
k=q

k=q

Finalmente, usando (6.39) para acotar

Atz H6U||L2(Fk > ||€n||L2 Fn Z ||el/||L2 Fz

obtenemos (6.48). O

En este punto necesitamos derivar otra ecuacion, con el objetivo de controlar el término
critico tal y como lo hicimos en la Secciéon 5.5. Para ello, una posibilidad es tratar de
proceder como hicimos en el caso semi-discreto, en el Lema 33. Para poder hacerlo
necesitamos un sustituto discreto para la derivada respecto de t. Con ese objetivo se puede

tomar la derivada temporal discreta para la ecuacion (6.17).

Si denotamos 9, a la derivada discreta obtenida con el método BDF de orden ¢. La

idea seria, realizar para k > ¢

0y (miy (e5)) + 0, (agy (eh ) = 0 (R@) + Ri(w)) . (672

Entonces, si primero consideramos para k > 2¢ la combinacién lineal de (6.17) para

k—1iconi=0,...,qponderadas con —. Tendriamos entonces (omitimos los lifts en las

funciones para no sobrecargar la notacién), para k > 2q

> gy G4 ) + 2 (e ) = 3 SR+ 3 RCR )
=P = P U = Y- h 6.73)
Sumando y restando en el lado izquierdo

.4 ) .4, .
ime (éllj_za 77/) ) y iaﬂ@ (élkj_lv 170 )7
; At T h ; At T h
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Podemos obtener una ecuacién para todo k > 2q

1.6
m (ZAt €y 7¢h>+afk< w’lph Z

=0

( ey 27 ¥y) — mg (éﬁ_i> ¢h>>

=}

<a~k i k ' ) — Fﬁ(elrj_i,‘ph))
(6.74)

@
Il
o

)= b= >\

+
.MQ

~
I
o

R (xpy) +ZmR (1.

Desafios encontrados en la btisqueda de la estabilidad Para ¢+ 1 < k < 2g,
no podemos usar la ecuacién (6.17) pues no tenemos asegurado que k — i > ¢ para
g+ 1<k < 2q. Asi que un primer aspecto a resolver es como extender (6.74) para todo

k > q. Una posibilidad serfa considerar que, de la definicién (6.4)

éf,*ZAt’J, parai=20,...,q— 1. (6.75)

De esta manera, se podria sumar a ambos miembros los términos correspondientes a los
valores iniciales, cambiando la superficie extrapolada (la cual no estd definida para valores

iniciales) por la superficie discreta en el paso 7.

Extendiendo (6.74) para k > ¢ tendriamos en el lado izquierdo

1. 0;
e, (Z S ¢h> + ag (€5,9,) (6.76)
entendiendo que fﬁ es la superficie extrapolada si k > 2q y la superficie I'¥ si ¢+1 < k < 2q.

k

De esta manera, testeando con 1), = éX — n(ek- 1) n, tendriamos en el lado izquierdo

LIy
koo k—i ok k—1 [k k-1
LIV =mg | D> -6y ' én —né, +ark<,,, er—mneél )

n \im At h
N 00 ik k—1 k(|2 ko k-1

N i ok—i sk ck— _ ok2 ~ . k—

o mFﬁ % Atev » €y ney + ”VFZGVHFI;L 77%2 (eua €y ) .

Entonces, se podrian usar nuevamente los Lemas 34 y 35 ahora con la sucesion de funciones

(¢!) para acotar el primer término por debajo y tener,

1B, 12 50 + Vb I — magy (eb,el™)

Esto nos permite obtener HVFE e’,ﬁ||%§ para luego, al multiplicar por At y sumar sobre k

k
LI >*(HE I 7 —

desde ¢ + 1 hasta n, controlar el término critico que aparecia en el lado derecho de (6.48).

L : . . -k
Por otra parte, con el término que contiene la diferencia de los E,, se puede proceder de
T2 12

) . . K k-1
manera analoga a lo que hicimos en el Lema 46 para cambiar || E, 7 POr |E,

l—xkfl
y obtener una suma telescopica. Entonces, el lado izquierdo resultarfa

ALY LIF > ||E) 1870 = 1B IG 7 + AL 0 Vi ellf, — At > nag (€5,¢57")
k=q+1 k=q+1 k= q+1

> 68y — My + A Y Vbl — A S nagy (eh.eb)

k=q+1 ' k=g+1
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Lo que podemos afirmar, es que, luego de sumar de k = ¢ + 1 hasta n y multiplicar

por At, al menos para k > 2q

[ my T AL Z IVireullf < ||E3||Z,Fq — Aty Z (’w e
k=q+1 h ’ k=q+1

(4 ) )

n q
53
:Z+ Z;O (6.77)
— Z 251 <a’fzi(eﬁ_i7wh) _a’fﬁ(eﬁ_iaqph))
k=q+1 i=0
n q
Y SERS )+ S S ARE ().
k=q+1 i=0 k=q+1i=0

Anélogamente a la propiedadad (6.53), tenemos la siguiente para la norma G-ponderada

Y llesll* <7 Z les ™ P < IBSIIE 7 < 7*2 leg =7, (6.78)

J=1 J=1
4 |12 sq—j+11|2 ’ ‘n
De manera que HEVHG,fZL < X [[ég7 %, esto es, depende de como definamos los ¢}
para los valores iniciales. En principio, la definicion que presentamos los incluye. Esta
versién no es la presentacion usual del BDF| pero aparece por ejemplo en(?, tSeccion 4.2).

Asi que tendriamos una definiciéon que dependerd de los errores inciales.

Por otra parte, en el lado derecho hay términos (los de formas bilineales en Fﬁ_’ y %)
que pueden estimarse considerando los Lemas 41. Los términos de borde seran un punto a
seguir investigando. Una cuestion importante es terminar de entender si serda necesario

pedir como hipétesis inicial que At||0>tel || sea de orden h™ parai=0,...,q— 1.

Pero la clave es deteminar como tratar con los valores iniciales (pues no tenemos
una ecuacién para ellos) para poder completar la ecuaciéon para todo ¢ < k < 2¢g. Una
posibilidad seria considerar el lado derecho segtin los distintos valores de k y diferenciando

los términos donde si podemos usar la ecuacion de los términos donde no podemos.

El objetivo es seguir trabajando para obtener alguna estimacién de este tipo

+mz@wmwﬁwmﬁmﬂwmm)
J=q

(6.79)
qg—1
2 (e gy by + b ) )
i=0
#8032 (M + 1)
donde lo importante es que se pueda absorber el término critico At >3 44 Hvrk e,,|| en

el lado izquierdo y que del lado derecho sigan quedando términos controlables. Sln dudas
este punto tiene aspectos importantes a seguir trabajando en vistas de entendender mas

acerca de la estabilidad del esquema.
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6.2.3.3. Acerca de la consistencia del esquema completamente discreto

En cuanto a la consistencia, también el punto mas desafiante es obtener las estimaciones
necesarias para dj, y, probablemente, d,’j en alguna norma conveniente. Las estimaciones de
dy, dy y d se pueden obtener de manera analoga a lo hecho en la Seccién 11 de Kovacs
et al. (2019), asi que las omitiremos y solo presentaremos algunos aspectos relevantes en el

tratamiento del defecto temporal para el vector normal.

En primer lugar, recordamos la la ecuaciéon para d;, de la Seccién 6.2.2

i (A 455) =i, (7, 457) + a, (V7 457)
- m~ (fl(’/za Af)v w;;) — Mory, o (9(177*1>’ "7[’;)’
donde v}, representa la derivada material discreta dada por el método BDF'.

Si sumamos y restamos los términos convenientes podemos llegar a que

Mgy (dy, ) = i, () — 0 (1) + 27 (80), W5) — iy (87 (1), 93) + e (9" (), 97
+ ag, (VY ¥5) — are (V2 40)) + arn (VY 43)
= (i (1 AD), 3) + mog (V] AT, ) = mes (0] AD),457)
— man, o (9(PL), ) + mer, o (9(V1), ) — mor, (9(1), ¥}),

Recordando que ), ¢ O(1), tal y como usamos en la Seccién 5.2,

0 = — mr,) (0 (ta) = (¥7)") = arg,) (v(ta), (¥3)")
+ ) (AW (E), Alta)), (3)") +mar, (9(v(t), (5)")
+ mar, (v (tn) - 7)7, ($7)") -
Si sumamos las dos ecuaciones tendremos, por un lado, cuando restemos las formas

bilineales en I'? y las formas bilineales en I'(t,), la ecuacién del defecto semidiscreto a

tiempo t,,. Por lo tanto,

i, (A, 5) =mg, (U7 — 07 (6), 5) + mi, (07 (t), 973) — mre (07 (t,), ¥5)
+ag, (VI Py) — are (VY y) + mee(du(tn), ¥3)
— (mg (A, AD), 45) + mro (A7, AL),45))
— (man,.o(9(F1) — g(W).%3)) -

A excepcién del dltimo par, el resto de los términos del lado derecho pueden ser estimados
con estrategias similares a las utilizadas en (Kovéacs et al., 2019, Seccién 11). El primer
término requiere estimar la diferencia entre la derivada temporal discreta y la continua,
lo cual puede hacerse usando la representacion del nucleo de Peano, o usando expansion
por Taylor en torno a t,_,;. Luego, los términos correspondientes a diferencias de formas

bilineales a o m pueden estimarse con los Lemas 38. Aqui el 'unico punto a tratar con
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cuidado deberia ser el de la forma bilineal con gradientes, para que no quede del lado

derecho la norma H' de la funcién test (que luego sera reemplazada por d?).

Mientras que para los términos no lineales, tanto los que no tienen integrales de borde
como los que si la tienen requeriran el uso de la estimacion del error de extrapolacion,
bajo condiciones de la solucién suficientemente suave, para el cual se tiene que (Akrivis
et al., 2017, (6.10) en Seccién 6.)

[y = villwrsrr) < A, (6.80)

la cual resulta de expandir por Taylor. Una desigualdad andloga serd necesaria para el
borde, donde también hay que analizar con cuidado la norma que se utiliza del lado derecho

para la funcién test con el objetivo de acotar la norma L? para d”.

Para concluir esta seccién de discusiones sobre los problemas abiertos relacionados
con la consistencia, es importante destacar que, dado el enfoque utilizado para obtener la
estabilidad del esquema semidiscreto, es altamente probable que sea necesario establecer

estimaciones para las derivadas temporales discretas de los defectos d..

Un primer paso en esta direccion consiste en analizar la aplicabilidad de algunas de las
técnicas desarrolladas recientemente en Bullerjahn and Kovéacs (2025) para el esquema
totalmente discreto en el problema de Cahn-Hilliard con condiciones de borde dindmicas,
donde los autores proponen métodos novedosos para estimar dichas derivadas. No obstante,
en ese trabajo, la superficie es un dato del problema, lo que implica que atin quedan

aspectos por investigar en nuestro contexto.



Capitulo 7

Extensiones a otros problemas geométricos

con condiciones de borde

En este Capitulo presentamos algunos avances en la aplicaciéon de las técnicas desarro-
lladas en esta tesis para otros problemas geométricos con valores de borde. En particular,
buscamos formulaciones variacionales continuas que sean factibles para cada problema
analizando los principales desafios y los problemas abiertos en cada caso.

7.1 Willmore con condiciones de borde Navier

El flujo de Willmore es la evolucién de una superficie I'(¢) cuando su velocidad normal

V igual a
V=-Ark+Q, enl(t)x][0,T1), (7.1)

1
donde si ) = 0 tenemos Surface difussion flow y si Q) = —§/<¢3 + |AJ]?k tenemos Willmore

difussion flow.

Notar que, a diferencia del problema de Flujo por Curvatura Media (FCM) ahora

consideramos que se prescribe la velocidad normal V', en lugar del vector velocidad v.

Consideraremos, como antes, que la superficie ['(t) es parametrizada por la funcién
X (-, t) sobre Q C R?, y que el borde permanece fijo. A diferencia del problema FCM
con borde Dirichlet, para Willmore existen dos tipos de condicién Dirichlet: clamped y
Navier. En la primera, se refiere a que el borde esta fijo pero también el vector conormal
p permanece fijo durante la evolucion, ver por ejemplo Schétzle (2010). En la segunda,
el borde permanece fijo y la curvatura media k = 0 en el borde Deckelnick and Grunau
(2009); Menzel (2021).

En esta Seccién presentaremos algunas discusiones considerando condicién de tipo

Navier para el borde. En el dominio de referencia €2 esto conduce a la siguiente ecuacion:

X =voX en Q x [0,7),
X (t)]|sq = X )90,  parat >0, (7.2)
(ko X)|oq =0, para t > 0,

117
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que se escribe en I'(t), tal como en el caso de FCM,

0°'x = v, en I'(t) x [0,T),
v(t)|or@ =0, para todo t > 0. (7.3)
k(t) =0, en OI'(t) x (0,7).

Como el borde permanece fijo y v = 0, claramente tendremos que
V(t) =0, en OI'(t) x (0,7). (7.4)

Nuevamente tendremos que 0°f = 0,f en 0I'(t), para cualquier f definida en OI'(¢). Y que

el vector tangente satisface

o't =0, en JI'(t) y paratodo ¢ >0, (7.5)

7.1.1. Ecuaciones de evolucién de las cantidades geométricas y condiciones de
borde

En el interior de la superficie I'(¢), la normal superficial v y la curvatura media s

satisfacen las siguientes ecuaciones de evolucién (Kovacs et al., 2021, Seccién 2.2):
O'v =(—Ar + (kA — A®))(Arv + |A]*v) + ((Vrk — |A]PV) - Vik)v

— 2divp(AVrr)v — A’Vik — ViQ, (7.6)
0%k = —(Ar +|A)(Ars + Q),

Introduciendo una nueva variable z = Arv + |A|?v, y utilizando que V = Ark + Q,

obtenemos una formulacién equivalente en términos de z y v,

O°v =— Arz + (kA — Az + ((Vrk — |A]*v) - Vir)v
— 2divp(AVrr)v — A?Vk — Vi@, (7.7)
0%k = —ArV — |APV.

Hasta donde sabemos, no hemos encontrado referencias en la literatura sobre el comporta-

miento del vector normal en el borde para el caso Navier, salvo que

v(t) - r(t) =0, en OI'(t) x [0, 7). (7.8)

Para decir algo sobre el comportamiento de la variable auxiliar z en 9"y, vamos a
recordar que Arv + |A|?v = Vrk, luego también tenemos z = Vrk. Esta observacion es

importante para demostrar que

z(t)-T(t) =0, en OI'(t) x [0, 7). (7.9)
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Consideramos la base ortonormal positivamente orientada de R? formada por {7, u, v},

con p = v X 7 el vector conormal a I'(t) en OI'(t). Entonces, en 0Ty, tenemos
divpz = (Vrzp) - p+ (Vezr) - 7= (Vrzp) - p+ 05z - 1, (7.10)

debido a que z -7 =0, 052 - T = —z - 0s7. Ademés, divp z = divp(Vrk) = Ark =V — Q.

Entonces, tenemos
1
divp 2z = divp(Vrk) = Ark =V — (glig +]APPk) =0 en OI'(t),

para todo t € [0, T gracias a la condicién de tipo Navier que asegura x = 0 on 9T'y.

Entonces, tenemos el siguiente resultado para d,z y d,v on 0I'y. Donde la condicién

para J,v se obtiene con un procedimiento andlogo al del Lema 7.

Lema 47. Para una superficie I'(t) que se mueve bajo el flujo de Willmore, con condiciones

de borde Navier, tenemos que para todo x € OI'(t)

OV = (Ko - v)pu~+ (Ouv - 7)1 en OI(1), (7.11)
Opz=—(Ko-2)p+ (Opz-T)T en ().

Y ademds,
v = (Ko V)W) para tp € N,oT(t)

(7.12)
Opz ¢ = (=Ko 2)(p-p)  para ¢ € N,OT(2).

Donde kg := 0,7 es el vector de curvatura de OT(t), y NL(OT'(t)) = 7+ es el espacio de

vectores ortogonales a T, que es el vector unitario tangente a OI'(t) en .

Las relaciones obtenidas en el lema anterior serian un primer paso en una adaptacion

de la formulacion variacional propuesta en (Kovacs et al., 2021, Seccién 2.3).

7.1.2. Formulacion débil propuesta

Primero, para la parametrizacion, la velocidad, la velocidad normal y la curvatura
media consideraremos espacios de Sobolev usuales, atendiendo a las respectivas condiciones
de borde Dirichlet para todas estas variables. Para el vector normal y la nueva variable z

se pueden considerar los espacios O(7) tal y como lo hicimos en FCM.

Para la formulacién débil, consideramos (7.1), el sistema de ecuaciones parabdlicas

semilineales (7.6) y la EDO (7.2), junto con las condiciones de contorno de (7.3) y (7.11).

Llegamos asi a la siguiente formulaciéon débil del problema, que seria la base de una

discretizacion numérica.
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Problema 7. Determinar T'(t), una superficie suficientemente suave descripta por
un movimiento X (t) € H ()3, con V(t) € Hy(T'(t))?, x(t) € Hy(T(t)) con 0°k(t) €
LA(T(t)) y v(t) € O(T) con d°v(t) € O(T) tales que:

X =voX en(, (7.13)
v=ovr, onl(t), (7.14)
/ a'my—/ ViV - Vi = —/ ARV 1, (7.15)
I'(t) I'(t) I'(¢)
[ vo+[ Viw-Vro=[ |APVs, (7.16)
() I'(t) I'(@)

/F(t) v -9 — /F(t) Vrz: Vg = —/Br(t)(ﬂaro - 2) (1Y)
+ /F(t)(liA — A%z ap /F(t) (IVeslv + A*Vrx) 9 (7.17)
+/F(t)Qdin7,b—/F(t)/£V-¢,
Lozt [ Twivic= [ o w)u-Q s [ APv-C (7Y

Vn, ¢ € HY(T(t)), Vi, ¢ € O(1), y para casi todo t € [0,T].

Las condiciones iniciales serian
X(0) =Xy, on Q, £k(0)=krg, on Ty, v(0)=wry, on Ty,

donde Xy, ko y Vo son, respectivamente, el mapeo inicial que define I'g, la curvatura

media y el vector normal de I'y.

7.1.3. Principales desafios y problemas abiertos

Al proponer esa formulacion y analizar el esquema semidiscreto resultante, si bien hay
algunos aspectos del problmema de FCM que pueden reutilizarse, como por ejemplo la
definiciéon de una proyeccion de tipo Ritz no lineal no solo para v, sino también para la
variable auxiliar z, lo cual podria ser de utilidad para lograr probar la consistencia del
método. Existen atin desafios en cuanto a la estabilidad. Asi como en FCM la principal
dificultad estuvo en entender céomo lidiar con el término critico que aparece del lado
derecho ||0%¢,||r2(or, ). En este problema el desafio es entender cémo proceder con un

nuevo término critico que tiene la misma naturaleza: ||0%e.||2(ar,, ,)-

La estructura antisimétrica de la formulacion débil, que se hereda al esquema semidicre-
to, y la cual se explota en Kovacs et al. (2021) para probar la estabilidad del método para
superficies sin borde mediante multiples estimaciones de energia, en el caso del problema
con borde presenta un desafio. El cual se obtiene al intentar utilizar técnicas similares a

las del Lema 33 para lidiar con este nuevo término critico, la estructura antisimétrica mas
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la nueva condicion de borde para la variable z representan una limitante para esa técnica

y requieren de nuevas formas de abordarlas.

Esta primera propuesta para un método numérico en el caso de Willmore con borde
Navier, se basa en adaptar el método mixto propuesto en Kovécs et al. (2021). Asi que una,
pregunta abierta ain es entender si en la semi-discretizacion los espacios splines tienen
algo mas que aportar en el sentido de, quizas, no requerir una formulacion mixta para

obtener un metodo convergente.

7.2 Flujo por Curvatura Media con borde Neumann

Consideramos ahora la misma definicién de la superficie I'(¢) que en la Seccién 2.1. El

andlisis para este problema fue iniciado por Stahl en Stahl (1996b,a).

Consideremos el flujo de curvatura media de la superficie I'(¢), tal que se prescribe
una condicién de borde Neumann en OI'(t), es decir, se prescribe un angulo de contacto

vertical entre la normal a la superficie I'(#) y una superficie fija dada X.

La evolucion de la superficie se describe entonces mediante

X =voX en Q x [0,7)

v= —rkr, enl(t),
(7.19)
o'y C %, para todo 0 <t < T,
V- -Vy = 0, en 8F0,

donde ahora vy denota el vector normal unitario de .

Del mismo modo, como en Stahl (1996b,a) utilizaremos la convencién para denotar
cantidades relacionadas con la superficie ambiente ¥ por un indice inferior y;, por ejemplo

la segunda forma fundamental de ¥ se denota por A*.

7.2.1. Ecuaciones de evolucion de las magnitudes geométricas y sus condiciones
de borde

En el interior de la superficie I'(¢), la normal superficial v y la curvatura media x

satisfacen las mismas ecuaciones de evolucion que en el problema Dirichlet.

O°v = Arv + |APPv,

on I'(t), (7.20)
0%k = Ark + | Ak,

considerado junto con (7.19). En Stahl (1996a) se demostr6 que el sistema anterior esté

dotado de las siguientes condiciones de contorno, respectivamente, de tipo Dirichlet y
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Neumann:
v-vy=0 and Vyvsw- v+ Vivw: vy =0,
. = : . on AI(t), (7.21)
Opk = —Vyvyv - v,

donde z € T,I'(t) N 1,3, y donde 0,,, denota la derivada co-normal de la superficie, es
decir, Oy k = VK - Vs, y A* es la segunda forma fundamental de la superficie ambiente
>

Es crucial tener en cuenta que debido a la suposicién respecto de un angulo vertical de
contacto, se tendra que

el vector co-normal pde I'(t) y el vector normal de ¥ coinciden, esto es p = vy, (7.22)
en los puntos de contacto, esto es en OI'(t) para todo t. Esto implica entonces, en la

notacion que seguimos en esta tesis, que

v-u=0 and Vypw -v+Vivw: p=070,
on JI'(t), (7.23)
Ouk =Vspv - v,

siendo ahora g un dato del problema. Entonces, tenemos el siguiente resultado que sera

clave para la formulacion débil propuesta

Lema 48. Sea I'(t) una superficie que evoluciona por el flujo de curvatura media, con

borde fijo, para x € OI'(t) se tiene que
O = (Ouv - p)pp— (Ospp7-v)T  en OI'(2), (7.24)
Y, en consecuencia, también tenemos

OV - = —(0sp-v)T  para P € O(p). (7.25)

Demostracion. Descomponiendo como en (2.10) tenemos
Opv = (Ouv - p)p+ (Opv - 7)1, (7.26)

y usando que Vypw - v + Vevw - p = 0 se tiene que d,v - w = —Vypw - v (lo que nos
permite pasar de un gradiente del vector normal al gradiente de g como vector normal de

Y y eso es un dato del problema). Podemos entonces tener que
v = (O - p)p — (Vspt - V)T,
y eso nos da (7.24) usando que d;pu = —Vypu.

La otra parte se deduce de manera andloga a (2.9) considerando ahora funciones test

en el espacio de funciones ortogonales a p. O]

Por otra parte ahora no se cumple que 0°f = 0, f pues la velocidad en el borde no es
cero. Aunque si podemos afirmar que la velocidad del borde en la direccion conormal debe
ser cero, esto es,

v-p =0,
pues JI'y C ¥ para todo t > 0.
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7.2.2. Formulacién débil propuesta

Multiplicando por funciones test e integrando por partes, como antes, lo que cambiara

de la formulacién débil seran las ecuaciones para v y para k
/ a'u.¢+/ vpu:vpzp:/ ]A\2u~1p—/ (Dot - V) (T - )
r'(t) INQ) I(t) ary

(7.27)
a'm;+/ Vrwk - Vegn = / IA\QWIJr/ A% (v, v)n,
() I'(t) T (t)

I(t)

siendo como, antes A = Vrv, y A = Vypu. Entonces tendremos

Problema 8. Determinar I'(t), una superficie suficientemente suave descripta por un
movimiento X (t) € H'(Q)3, con v(t) € H'(T'(t))?, x(t) € HY(T(t)) y v(t) € O(w) tales

que:

X =voX en(, (7.28)

v=—kv, onl(t), (7.29)

o° / Vrk -V :/ APk, / AS (v, 7.30
Jy @t [ Ves Ven= [ (APRut [ AVw (7.30)

)a°u-¢+/r(t)vpu:vmp:/r |A|21/'1,ZJ—/8F0(83;L'1/)(T~¢), (7.31)

ING (t)

Vn € HY(T(t)), V¢ € O(n), y para casi todo t € [0, T). Las condiciones iniciales son
X(0) =Xy, en 2, k(0)=ro, en Ty, v(0)=wry, en Ty,

donde Xy, ko y Vo son, respectivamente, el mapeo inicial que define I'y, la curvatura

media y el vector normal de I'y.

7.2.3. Principales desafios y problemas abiertos

Este problema presenta nuevos desafios, por un lado, en la definicién adecuada de
una proyeccion de tipo Ritz para el vector normal y la curvatura media. Pero también,
el hecho de que ahora la velocidad es no es cero en el borde, trae un nuevo término
critico, correspondiente a la norma |[ex||s1(ars). Asi como también la consideracién de
errores geométricos al aproximar el borde. Sin dudas, estos aspectos requerirdn un anélisis
exhaustivo ademas nuevas herramientas para entender y seguir en la busqueda de un

algoritmo convergente.
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En esta tesis hemos presentado un método numérico, bajo un enfoque paramétrico,
para el problema de flujo por curvatura media en superficies con borde. Hemos considerado,
en particular, el caso de borde Dirichlet con dato independiente del tiempo; esto implica
que la superficie inicial evoluciona siguiendo el flujo por curvatura media, mientras que su

borde permanece constante a lo largo de la evolucion.

Si bien formulamos el método numérico y su correspondiente anélisis en el marco del
analisis isogeométrico (IGA)—mediante la definicién y utilizacién de elementos isogeomé-
tricos evolutivos—, es importante senalar que los resultados obtenidos no se restringen
exclusivamente a este contexto. En efecto, las demostraciones desarrolladas en esta tesis
pueden extenderse al empleo de elementos finitos evolutivos, ya que en todos los resultados

presentados consideramos espacios spline globalmente C*, con ¢ > 0.

En esta linea, dejamos abiertas diversas perspectivas de trabajo futuro. Por un lado,
podremos explorar posibles mejoras en las técnicas cuando se utilicen elementos finitos,
particularmente aprovechando las ventajas que ofrece la funcién distancia orientada. Por
otro, resulta de gran interés profundizar en el estudio de dicha funcién en el contexto de

espacios spline, analizando su potencial como herramienta de adaptacion.

Tal como mencionamos en la introduccion, debido a la inclusién de la ecuacion de
evolucién del vector normal (2.5), en la formulacién débil obtenemos inicialmente lo

siguiente:

/Fa'lj-'l,b—i—/rvrI/:VF¢Z/I‘|A|2V-'I,D—I—/8FO'I,D-8MV,

con lo cual, una parte fundamental de esta tesis consistio en establecer una condicion de
borde adecuada para la derivada del vector normal en la direccién conormal, asi como
determinar el espacio adecuado para buscar la solucién. Esto nos llevo a introducir los
espacios O(7) v a determinar, en el Lema 7, cuél es el comportamiento de la derivada
conormal del vector normal a la superficie en el borde, es decir, el vector d,v. De este modo,
en el Capitulo 2 establecemos los principales resultados que constituyen los fundamentos

tedricos para el esquema propuesto.

Por otra parte, el Capitulo 3 se dedic6 a describir el procedimiento mediante el cual
aproximamos la superficie continua, asi como la forma de comparar funciones definidas
sobre distintas superficies. Para abordar este tltimo aspecto, introdujimos un lift basado
en parametrizaciones, sin recurrir a la funciéon distancia orientada. Si bien este enfoque
no es el mas habitual en la literatura sobre andlisis numérico de problemas en superficies,
resulta natural dentro del contexto del anélisis isogeométrico, donde la parametrizacion

geométrica ocupa un rol central.

124
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Asimismo, obtuvimos estimaciones de los errores geométricos; por ejemplo, al aproximar

J ) V@) por [ Ve Ve,

donde los 6rdenes de convergencia resultaron coherentes con el uso de lifts de este tipo y
con resultados previos para problemas estacionarios, como los presentados en Bonito et al.
(2020).

En el Capitulo 4, definimos primero una proyeccion lineal de tipo Ritz con traza cero y
su correspondiente derivada material, obteniendo 6rdenes de error 6ptimos de aproximacion
en normas H'. Luego, introdujimos la definicién de un nuevo espacio discreto Op(74) ¥
analizamos sus propiedades de aproximacion. Ademas, definimos otro operador de tipo
Ritz, esta vez no lineal, el cual es clave para la obtencién de 6rdenes de consistencia

6ptimos en la convergencia del esquema semidiscreto.

Dicho operador sigue el espiritu de los operadores usados en Kovacs et al. (2021),
pero presenta un cardcter no lineal y estd definido para proyectar funciones u € O(1)
sobre Oy (7). Dado que Oy (71,) ¢ O(T), para obtener las estimaciones de aproximacién
definimos una funcién auxiliar @ € H'(T") con un valor de borde conveniente, la cual se

encuentra “cerca” de la funcion w € O(7) en el sentido de que
lw — @l g1 org) = ORF) vy |lu— @l 2r,) = O(r ).

Luego, mediante las propiedades del cuasi-interpolante, pudimos obtener una aproximacion
discreta adecuada para realizar la estimacion del error, tanto para la proyeccion de Ritz

Rru como para su derivada material 0*Rru.

Finalmente, en el Capitulo 5 presentamos el resultado principal de esta tesis: la
convergencia del esquema semidiscreto propuesto (ver Teorema 3), asumiendo que la

solucion continua es suficientemente suave y que se utilizan espacios spline de grado p > 2.

Para ello, establecemos primero la consistencia del método en la Proposicion 6, la
cual se obtiene combinando los resultados sobre errores geométricos de la Secciéon 3.4 con
las propiedades de las diferentes proyecciones de tipo Ritz y de los quasi-interpolantes.
Cabe destacar que los errores geométricos intervienen exclusivamente en el analisis de

consistencia.

El ultimo resultado clave para la convergencia es el que presentamos en la Proposicion 7
de la Seccién 5.5. Para esta demostracion resultaron fundamentales los hallazgos que nos
permiten relacionar superficies discretas en la Seccién 5.4, asi como las estimaciones de

energia obtenidas en los Lemas 31, 32 y 33.

Asi, combinando el estudio de la consistencia y la estabilidad del esquema semidiscreto,
hemos obtenido estimaciones de error éptimas en norma H' para la posicién, la velocidad,
la normal y la curvatura media. En consecuencia, esta tesis constituye la primera prueba

de convergencia para un esquema numérico semidiscreto para el flujo por curvatura media
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en el caso de superficies con borde fijo, siendo ademas la primera prueba para un método

de este tipo en el contexto del andlisis isogeométrico.

Posteriormente, en el Capitulo 6 presentamos experimentos numéricos que reflejan
el funcionamiento del método usando para la discretizacion temporal Férmulas BDF de
orden ¢. Se presentan estimaciones numéricas que permiten contrastar con lo existente en
los resultados tedricos. Se muestra el funcionamiento del método para una superficie inicial
que cumple las hipotesis de regularidad requeridas para obtener el érden de convergencia
presentao, asi como también para el caso donde las mismas no se satisfacen y aun asi el
método se comporta con el orden esperado. Por otra parte, también realizamos avances
en el estudio tedrico de la convergencia del mismo, presentando herramientas necesarias
para realizarlo, analizando los obstaculos encontrados para aplicar las técnicas existentes y

estableciendo posibles estrategias para un trabajo futuro.

Para finalizar, en el Capitulo 7 presentamos avances en la aplicacién de las técnicas
desarrolladas en esta tesis a otros problemas gemétricos con borde, como el problema de
Willmore con condicién de borde Navier y el problema de flujo por curvatura media con
condicion de borde Neumann. Proponemos formulaciones variacionales continuas en cada
caso y analizamos los puntos donde se pueden usar técnicas presentadas en esta tesis, asi

como destacamos los desafios que seran objeto de investigaciones futuras.
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