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METODOS GUIADOS POR LOS DATOS

PARA EL ANALISIS DE SENALES:
CONTRIBUCIONES A LA DESCOMPOSICION EMPIRICA EN MODOS

Resumen. Las senales multicomponentes, compuestas de un ntmero relativa-
mente pequeno de componentes cuyas frecuencias instantaneas son unicas, sirven
como modelo a un gran nimero de senales del mundo real, como las senales de
audio, senales biologicas o series de datos econémicos. El andlisis tradicional de
tales senales se realiza mediante las llamadas representaciones tiempo-frecuencia o
tiempo-escala. Cada componente de la sefial genera una «cresta» en la representa-
cién, la cual puede ser detectada y, si se desea, posteriormente antitransformada.
Segun este paradigma, se tendra un componente por cada cresta detectada.

Este enfoque por supuesto no es el tnico posible. La descomposiciéon empirica
en modos (EMD, del inglés Empirical Mode Decomposition) es una técnica
completamente guiada por los datos que separa una senal en oscilaciones localmente
rapidas y lentas. Al final, la senal original se expresa como la suma de una cantidad
pequena de modos, que en ciertos casos pueden representarse como funciones AM-
FM. Sin embargo, la EMD no se basa en una representaciéon tiempo-frecuencia o
tiempo-escala y, por lo tanto, no identifica un componente por cada cresta sino que
puede agrupar varias en un mismo componente, representando modos mas complejos
que simples funciones circulares, y por lo tanto se constituye en un método mas
versatil.

Una importante limitaciéon de la EMD es que se define como la salida de un
algoritmo, sin bases tedricas sélidas. Es por ello que, como primera contribucién de
esta tesis, proponemos ver a EMD como la solucién a un problema de optimizacion
sin restricciones como un primer paso a dotar a esta técnica de bases tedricas.
Evaluamos nuestra propuesta en senales artificiales y al comparar nuestros resultados
con otros métodos de EMD basados en optimizacion se evidencian ventajas tanto en
desempeno como en tiempo de computo. Nuestra propuesta permite una extension
a dos dimensiones de manera natural y sin mayores dificultades. Evaluamos esta
extensiéon bidimensional en imagenes artificiales y reales, comparando nuestros
resultados con aquellos métodos similares del estado del arte. Los resultados
muestran en todos los casos ventajas para nuestra propuesta.

Como segunda contribucién, exploramos otra de las lineas de trabajo tendientes
a dotar a EMD de bases tedricas. Proponemos fusionar la naturaleza guiada por los
datos de EMD con las sélidas bases matematicas de las representaciones tiempo-
escala. Definiendo una escala local determinada por los extremos locales de la senal
observada, logramos un método que es tan guiado por los datos como EMD, pero
con bases mucho mas sélidas. Evaluamos nuestra propuesta en senales artificiales,
y comparamos con métodos también basados en representaciones tiempo-escala
mostrando una mayor versatilidad para nuestra propuesta.

Como consecuencia de su naturaleza local, la EMD experimenta en ciertos
casos un problema que se denomina «mezcla de modos». Para reducir su efecto
se han propuestos variantes de EMD asistidas por ruido, dando lugar a una nueva
rama de métodos. Sin embargo, las versiones existentes presentan dificultades que
aun deben ser superadas: las descomposiciones obtenidas no son completas (la
suma de las componentes no reconstruyen la senal original sin errores) y dan
lugar a componentes espurios o que no cumplen con ciertas condiciones buscadas.
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Debido a esta situacion, y como tercera contribucién de este trabajo de tesis,
proponemos nuestra propia version asistida por ruido de EMD que supera los
problemas persistentes en las versiones anteriores. Evaluamos su desempeno en
sefiales artificiales, comparando nuestros resultados con las versiones asistidas por
ruido del estado del arte y evidenciando ventajas para nuestra propuesta. Ademas,
aplicamos nuestro método a senales biologicas, obteniendo informacion relevante
relacionada a procesos fisiologicos involucrados en su produccion.



DATA-DRIVEN METHODS FOR SIGNAL ANALYSIS:
CONTRIBUTIONS TO EMPIRICAL MODE DECOMPOSITION

Abstract. Multicomponent signals, which are made of a superposition of a
relatively small number of components with unique instantaneous frequencies, are
useful to model a great number or real world signals, such as audio signals, biological
signals o economic data series. The traditional analysis of these signals is performed
through time-frequency or time-scale representations. Each component generates
a ridge on the representation, which can be detected and, if desired, inversely
transformed. According to this paradigm, one has one component for each detected
ridge.

This approach, of course, is not the only possible. The empirical mode
decomposition (EMD) is a completely data-driven technique, which separates a
signal into locally slow and fast oscillations. At the end, the original signal can
be expressed as the sum a small number of modes, which can be represented in
certain cases as AM-FM functions. However, since it is not based on time-frequency
or time-scale representation, and therefore it does not identify one component for
each ridge, but it can aggregate several ridges in one component, then it is capable
of representing modes which are more complex than simple circular functions,
becoming a more versatile method.

An important limitation of EMD is that it is defined as an algorithm output,
without solid theoretical bases. Because of this, and as a first contribution, we
propose to see EMD as the solution of an unconstrained optimization problem as
a first step to give this technique theoretical bases. We evaluate our proposal on
artificial signals and when compared with other optimization-based EMD methods
there are advantages both in performance and computational time. Our proposal
allows for an extension to two dimensions in a natural manner and without major
difficulties. We evaluate this bidimensional extension on artificial and real signals,
comparing our results with those of similar state of the art methods. In all cases,
the results showed advantages for our proposal.

As a second contribution, we explore another line aimed at giving EMD
theoretical bases. We propose to merge the data-driven nature of EMD with the
solid mathematical bases behind time-scale representations. Defining a local scale
determined by the observed local extrema, we achieved a method that is as data-
driven as EMD, but with much more solid bases. We evaluate our proposal on
artificial signals, and compare with other time-scale representation-based methods
showing more versatility for our method.

As a consequence of its local nature, EMD experiences in certain cases a problem
called mode mixing. In order to reduce its effects, the noise-assisted variations of
EMD have been proposed, giving birth to a new family of methods. However, the
existing versions have difficulties still to be solved: the obtained decompositions
are not complete (the sum of the components does not reconstruct the original
signal without errors) and there appear spurious components or components which
does not fulfill certain desired conditions. Because of this situation, and as a third
contribution, we propose our own noise-assisted version of EMD. We evaluate its
performance on artificial signals, comparing our results with the noise-assisted EMD
versions of the state of the art and showing advantages for our proposal. Moreover,
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we apply our method to biological signals, obtaining relevant information related to
physiological processes involved in its production.
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Deseamos buscar la verdad, sin importar adonde nos
lleve...

Cosmos
Carl Sagan

Pero el avance en nuestra comprension del universo no es
apenas una tarea cientifica o académica; estd condicionada
por una estructura social agotada que ha llegado a ser una
amenaza al medio ambiente y a la vida de los habitantes
de este planeta. Para entender ese mundo es también
un requisito revolucionarlo y reconstruirlo humanamente.
sEntender el mundo para revolucionarlo o revolucionar el
mundo para entenderlo? Es un interrogante paraddjico que
se resuelve actuando.

EL MUNDO NO COMENZO EN EL 4004 ANTES DE CRISTO
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Acronimos

En el presente documento, utilizaremos los acrénimos en inglés, por ser la forma
mas difundida en la bibliografia.

AM-FM Modulado en amplitud y modulado en frecuencia
FT Transformada de Fourier

HT Transformada de Hilbert

STET Transformada de Fourier de tiempo corto

CWT Transformada ondita continua

EMD Descomposiciéon empirica en modos

IMF Funcién intrinseca de modo

HHT Transformada de Hilbert-Huang

IMT Funcién tipo intrinseca de modo de Daubechies
OS-EMD EMD basada en optimizacion de splines
Prox-EMD EMD basada en optimizacién proximal
UOA-EMD  EMD basada en optimizacion sin restricciones
NSP Busqueda de espacio nulo

wGn Ruido blanco gaussiano

RSE Error cuadratico relativo

RRSE Raiz del error cuadratico relativo

IEMD EMD para imagenes de Linderhed

TV-G Descomposicion textura+geometria de Gilles-Osher
EEMD EMD por conjuntos

CEEMDAN EMD por conjuntos completa con ruido adaptativo
SNR Relacién senal a ruido
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ECG Electrocardiograma
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Notacion
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Transformada de Fourier de x(t)

(Hx)(t) Transformada de Hilbert de x(t)

|| Médulo del nimero complejo z

arg(z) Argumento del ntiimero complejo z

z* Conjugado del nimero complejo z

sgn(-) Funcién signo

X1 Funcién caracteristica del conjunto 1

Fi(t, f) Transformada de Fourier de tiempo corto de x con la ventana g
W¥(t,s) Transformada ondita continua de = con la ondita 1

SW,(t, s) Transformada ondita de z a la que se aplicd synchrosqueezing
Le(t, s) Anélisis de x con funcién de escalamiento ¢

L, Conjunto de extremos locales de la senal x

#A Cardinalidad del conjunto A

Dx = d; Primer modo de EMD de la senal

Evr = dy, k-ésimo modo de EMD

Mz = a, Media local de EMD de la senal x (a1 = = — Dx)

di; j-ésima iteracion de sifting del k-ésimo modo de EMD

d,(cj ) k-ésimo modo de EMD de la j-ésima realizacién

z(t) = Ofe) dM/|x(t)] < Me para t suficientemente grande

E(W) Valor esperado de la variable aleatoria W

var(W) Varianza de la variable aleatoria W

std(W) Desvio estandar de la variable aleatoria W

-1l Norma LP o ¢?

diag(M) Matriz diagonal construida a partir de la diagonal principal de M
vec(M) Vector columna que resulta de concatenar las columnas de M
ker(M) Nicleo de la matriz M

tr(M) Traza de la matriz M

XXIII






Capitulo 1

Introduccion

El principio siempre es duro; esto wvale para todas las
Ciencias.

PRéLOGO A LA PRIMERA EDICIéN ALEMANA DEL
PRIMER TOMO DE EL CAPITAL
Karl Marx

El procesamiento de senales ha recorrido un largo camino desde Fourier hasta
nuestros dfas. Una sefial es la variacion de alguna magnitud fisica (medida
por ejemplo con algin sensor) con respecto a otra (en general el tiempo), y
su procesamiento, en términos generales, apunta a extraer alguna parte de la
informacion que acarrea. El enfoque tradicional, siguiendo a Fourier, consiste en
dejar el espacio de observacién, o sea el dominio temporal, en donde los datos se
presentan «crudos» y pasar a otro espacio, por ejemplo el frecuencial, para «ver» a la
sefial desde otra perspectiva. De esta forma, la representacion frecuencial resume el
contenido global de frecuencias presentes en la senal. Este modo de trabajo presenta
rapidamente algunas limitaciones, especialmente importantes en presencia de no
estacionariedades. Se hace necesaria entonces una representacién conjunta en tiempo
y en frecuencia, que pueda reflejar las variaciones temporales de las frecuencias que
nuestros sentidos, en especial la audicién, estan tan acostumbrados a percibir.

La transformada de Fourier de tiempo corto es la representacién tiempo-
frecuencia por excelencia. En ella, se limita el periodo de observacién de la senial
mediante una ventana (he alli el tiempo corto) deslizante, logrando cuantificar un
contenido frecuencial local capaz de reflejar los cambios frecuenciales mencionados.
Por otro lado a menudo es conveniente ver a la sefial en otro espacio: el de las escalas
(relacionado con la inversa de la frecuencia). La transformada ondita, o wavelet
en inglés, es la representacion tiempo-escala més estudiada. En ella se compara a
la sefial de interés con una forma de onda particular (la ondita) que en general
posee soporte compacto (o decae suficientemente rapido). Trasladando y dilatando
la ondita se logra una representacion que permite apreciar la variaciones temporales
de las escalas presentes.

Las senales llamadas multicomponentes, compuestas de una superposicién de
un numero relativamente pequeno de componentes cuyas frecuencias instantaneas
son Unicas, poseen una representacion tiempo-frecuencia o tiempo-escala con una
estructura particular. Cada uno de los componentes genera una «cresta» en la



representacion, la cual se ubica alrededor de su frecuencia instantanea real. De esa
forma es que las representaciones mencionadas permiten realizar un seguimiento
local de las frecuencias contenidas en la senal.

Pero analizar algo es descomponerlo. Ademés de las frecuencias instantaneas de
cada componente, suele ser de utilidad la obtencién de los componentes mismos en
el dominio temporal. Esta tarea, denominada comtinmente «recuperaciéon de modos
de una senal multicomponentey, atrajo recientemente la atenciéon de una parte de
la comunidad cientifica de procesamiento de senales. La estrategia basada en una
representacion tiempo-frecuencia o tiempo-escala consiste en identificar las crestas
presentes en ella y «antitransformar» la representacion en un dominio acotado que
contenga a la cresta. Asi se tiene un método que identifica a un componente por
cada cresta.

Una técnica con un enfoque por completo diferente es la descomposicién empirica
en modos (EMD, del inglés Empirical Mode Decomposition). Esta técnica trabaja
directamente en el espacio de observacion, obteniendo los modos sin ninguna
transformacién de por medio. De manera completamente guiada por los datos, esta
técnica separa una senal en oscilaciones localmente rapidas y lentas. Al final, la senal
original se expresa como la suma de una cantidad pequena de modos, que en ciertos
casos pueden representarse como funciones AM-FM. Sin embargo, al no basarse la
EMD en la idea de identificar un modo por cada cresta, sino que puede agrupar
varias en un mismo componente, es capaz de representar modos mas complejos que
simples funciones circulares, y por lo tanto se constituye en un método mas versatil.

En el Capitulo 2 presentamos generalidades sobre las senales multicomponentes,
frecuencia instantanea y transformada de Hilbert. Asimismo, presentamos las
representaciones lineales tiempo-frecuencia (transformada de Fourier de tiempo
corto) y tiempo-escala (transformada ondita continua) como las herramientas méas
naturales para abordar el andlisis del tipo de sefiales que nos interesan. Pero la
mayor parte del capitulo se dedica a la discusion de la descomposicion empirica
en modos. Presentamos un estudio de esta técnica que intenta ser exhaustivo,
desde su definicién y la forma en que trabaja hasta los aspectos practicos de su
implementacion.

A pesar de su versatilidad, y de ser aplicada en diversos campos, la EMD
posee una limitacién crucial: se la define como la salida de un algoritmo, sin
bases matematicas solidas. Tal es asi, que en los ultimos anos se han realizado
esfuerzos por dotarla de la base matematica que carece. Entre las distintas lineas
exploradas, la que se basa en teoria de optimizacién es una de las mas promisorias.
La cuestion radica en definir a las soluciones que construye EMD como soluciones
a problemas de optimizacion. Siguiendo esa légica, y como primera contribucion
original de esta tesis, es que en el Capitulo 3 proponemos formular a EMD como un
problema de optimizacion sin restricciones. Nuestra propuesta es evaluada en senales
artificiales y al comparar nuestros resultados con otros métodos de EMD basados
en optimizacion se evidencian ventajas tanto en desempeno como en tiempo de
computo. La simpleza de nuestra propuesta permite una extension a dos dimensiones
sin mayores dificultades. La extension bidimensional de nuestro método se evaltia en
imagenes artificiales y reales, comparando nuestros resultados con aquellos métodos
similares del estado del arte. Los resultados muestran en todos los casos ventajas
para nuestra propuesta.



Otra linea de trabajo tendiente a dotar a EMD de bases tedricas es
aquella iniciada por Daubechies, quien en un articulo plante6 las bases de una
descomposicion tipo EMD en base a una representacion tiempo-escala. A diferencia
de EMD, en este caso se cuenta con una definicién precisa de los componentes
obtenidos, pudiendo estimar univocamente sus propiedades, con una precision a
priori y dadas ciertas condiciones de la senal analizada. Siguiendo esta linea,
proponemos en el Capitulo 4 como segunda contribucién original fusionar la
naturaleza guiada por los datos de EMD con las sdlidas bases matematicas de
las representaciones tiempo-escala. Definiendo una escala local determinada por
los extremos locales de la sefial observada, logramos un método que es tan guiado
por los datos como EMD, pero con bases mucho mas sélidas. Evaluamos nuestra
propuesta en senales artificiales, y comparamos con métodos también basados
en representaciones tiempo-escala mostrando una mayor versatilidad para nuestra
propuesta.

Aunque aplicada en varios campos, la EMD posee una dificultad que limita,
pero no impide, su aplicacion a sefiales reales. Como consecuencia de su naturaleza
local, experimenta un problema que se denomina «mezcla de modosy». La solucién
que encontraron los investigadores dio origen a una nueva rama de métodos: las
variaciones de EMD asistidas por ruido. La versién méas difundida es la EEMD (del
inglés Ensemble EMD), la cual ha sido ampliamente aplicada en problemas reales.
Sin embargo presenta algunas dificultades: la suma de los componentes obtenidos
no reconstruye la senal original de manera perfecta; y ademas existe una dificultad
a la hora de la obtencion de los resultados finales, los cuales se hallan promediando
resultados parciales. Debido a esta situacion, y como tercera contribucion de este
trabajo de tesis, en el Capitulo 5 proponemos nuestra propia version asistida por
ruido de EMD que supera los problemas persistentes en las versiones existentes.
Evaluamos su desempeno en sefiales artificiales, comparando nuestros resultados
con las versiones asistidas por ruido del estado del arte y evidenciando ventajas
para nuestra propuesta. Ademads, aplicamos nuestro método a senales bioldgicas,
obteniendo informacion relevante relacionada a procesos fisiologicos involucrados en
su produccién.

En el Capitulo 6 presentamos las conclusiones de este trabajo de tesis, asi como
las perspectivas que deja planteadas y los trabajos futuros.






Capitulo 2

Marco teorico

Sin teoria revolucionaria tampoco puede haber movimiento

revolucionario.
QUE HACER
Vladimir I. Lenin
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2.1. Introducciéon

Las variaciones en frecuencia son sensaciones de las mas primitivas, ya que
estamos rodeados de luz que cambia de color, de sonidos que varian su tono, y
muchos otros fenémenos cuyas periodicidades cambian en el tiempo. Muchas senales
del mundo fisico pueden ser modeladas como una superposicion de ondas cuyas
amplitudes y frecuencias varfan con el tiempo. Estas incluyen sefiales de audio
(habla y musica [76]), sefiales biomédicas (electrocardiograma [113, 114]), aquellas
procedentes de méquinas rotatorias [65] o series de datos econémicos [125].

En el presente capitulo introducimos las ideas basicas para el andlisis
de senales multicomponentes. En la Sec. 2.2 presentamos generalidades sobre
frecuencia instantanea, transformada de Hilbert y las limitaciones existentes para
la determinacién precisa del valor de frecuencia para un instante dado. En la Sec.
2.3 presentamos las representaciones lineales tiempo-frecuencia y tiempo-escala y el
esquema general para descomponer una sefial a partir de ellas. Por tltimo, en la Sec.
2.4 presentamos la técnica a la que le prestaremos la mayor atencién a lo largo de
esta tesis: la descomposicion empirica en modos. Analizamos sus aspectos bésicos,
desde su definicién como la salida de un algoritmo hasta sus aspectos practicos de
implementacion.

2.2. Senales multicomponentes

La idea de frecuencia instantdinea [25, 37] es algo asi como un oximoron. En el
sentido tradicional del andlisis de Fourier, la frecuencia se define sélo para funciones
seno y coseno, siendo ésta una cantidad constante para toda la duracion de la senal.
De acuerdo a esta logica, nada mas corto que una oscilacion completa permitiria la
definicion de frecuencia, con lo que una funcién que defina la frecuencia para cada
instante careceria de sentido. Ya veremos que esto no es tan asi, y en muchos casos
es deseable descomponer una senal multicomponente en sus partes constitutivas, y
determinar para cada una de ellas su frecuencia instantanea, con lo que se busca
resolver un problema de la siguiente forma: dada una senal multicomponente que se
puede escribir como

z(t) = ]; xp(t) = kz_: Ag(t) cos(2mdr(t)), con Ag(t), ¢, (t) > 0V, (2.1)

calcular Ag(t) y ¢).(t) y/o describir sus propiedades. En este caso, las variaciones
temporales de Ag(t) y ¢} (t) son muchos menores que las de ¢g(t), lo cual de
forma més precisa quiere decir que |AL(t)|, |¢n(t)] < @) (t). Esencialmente, cada
componente es una sefial modulada tanto en frecuencia como en amplitud (AM-
FM); como |A(t)], |0} (t)] < ¢)(t), entonces puede interpretarse localmente (es
decir, en un intervalo [t — §,¢ + 4], con & ~ [¢}.(t)]!) a los componentes x(t) como
senales arménicas con amplitud Ag(t) y frecuencia ¢ (¢) [31].

El razonamiento para un modelo como el de la ec. (2.1) es poder codificar no-
estacionariedades de manera compacta a través de variaciones temporales de las
amplitudes y frecuencias de modos «tipo Fourier». Cada componente, o simplemente
modo, zx(t) es una senal AM-FM, para la cual su frecuencia instantédnea se define
como la tasa de cambio del argumento de la funcién coseno [37].
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Definicién 2.2.1. Frecuencia instantdnea ideal. Dada z(t) € C*(R) de la
forma x(t) = A(t) cos(2mo(t)), con |A'(t)], 9" ()| < &'(t), se define su frecuencia
instantanea ideal como

f@t)=¢'(t). (2.2)

En la préctica, sin embargo, no suele disponerse de las expresiones de A(t) y
¢(t) a partir de las cuales describir la amplitud y frecuencia instantaneas de la
sefial, sino que se tiene acceso simplemente a los datos crudos z(t) (en realidad por
lo general uno dispone de una versién muestreada x[n] = x(nT'), con frecuencia de
muestreo fg = 1/T, pero supondremos sin pérdida de generalidad que poseemos la
version en tiempo continuo). Entonces, dada x existen infinitos pares A y ¢ tales que
z(t) = A(t) cos(2mp(t)). Una primera opcion puede ser definir ¢p(t) = 0y z(t) = A(t),
con lo que la idea de modulacién en frecuencia y en amplitud queda practicamente
de lado. En el caso més general si consideramos una funcion B(t), con 0 < B(t) < 1,
entonces podemos escribir [37]:

x(t) = A(t) cos(2mo(t)), (2.3)
_ Al
= mB(t) cos(2mo(t)),

= A(t) cos(2m (1)),
con A(t) = A(t)/B(t) y 6(t) = - arccos (B(t) cos(2me(1))).

2.2.1. Meétodo de la senal analitica

Podemos encontrar una solucién a este problema si primero consideramos el caso
mas sencillo de un tono puro x(t) = A cos(2wdpt), llamado a veces «monocromético»
[25, 37]. La idea radica en ver al tono como la parte real de una funcién exponencial
compleja

Acos(2m fot) = Re(Ae™m/ot), (2.4)

La amplitud y la frecuencia del tono puro son el médulo y la fase (excepto por un
factor de 2m) de la exponencial, respectivamente. Su parte imaginaria A sen (27 fyt)
se obtiene a partir de la parte real mediante un corrimiento de fase de m/2:
decimos entonces que las partes real e imaginaria estan en cuadratura. La operacion
matematica detras de esta transformaciéon se describe mas facilmente en el dominio
frecuencial.

Definicién 2.2.2. Transformada de Fourier (FT). Dada una senal real x(t),
se define su transformada de Fourier z(f) como

(Fa)f) =) = [ o) e HaL,  para f € R. (2.5)

— 00

Podemos recuperar la senal original mediante

(Fa)0) =at) = | () @S, parat € R, (2.6)

—0o0
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Si comparamos la trasformada de Fourier de una funcién coseno

16/ = o) + 8 + o) 2.7

con la correspondiente a una funcién seno de la misma frecuencia

S0 = 1o) = 807 + fo) 2:5)

podemos apreciar que para ir de la primera a la segunda es necesario un filtrado
lineal cuya respuesta en frecuencia es —isgn(f) (entonces su respuesta al impulso
es PV(1/xt), donde PV indica el valor principal de Cauchy).

Definicién 2.2.3. Transformada de Hilbert. Dada una senal real x(t), se define
su transformada de Hilbert como

+o0o

(Ha)(t) = PV /

2, (2.9)
—oo T(t—u)

Definicién 2.2.4. Sefial analitica'. Dada una serial real z(t), se define su version
analitica compleja como

2. (t) = x(t) + iHa(t). (2.10)

De esta forma, obtenemos un par moédulo-fase de manera no ambigua, y podemos
definir una amplitud instantdnea A,(t) y una frecuencia instantdnea f,(t):

AL(t) = |z:(1)], (2.11)

fo(t) = o 77 18 2 (). (2.12)

Usando coordenadas polares, la sefial analitica describe un vector girando cuyas
longitud y velocidad angular dependen del tiempo. Esta senial admite una descripcion
sencilla en el dominio frecuencial. Por definicién de senal analitica sabemos que

() = 2(f) + i(=0) sen(HE() = 28()X0000 (2.13)

donde x; se refiere a la funcién caracteristica del conjunto /. Esto muestra que la
senial analitica se obtiene de la senal real removiendo de su espectro las frecuencias
negativas. Esto no modifica la informacién de la senal porque z(t) se supuso real
y por lo tanto &(—f) = 2*(f) (2* indica el conjugado del niimero complejo z). El
truncado de las frecuencias negativas «complejiza» la senal original, lo que puede
interpretarse como una reubicaciéon de la redundancia. Dividir el ancho de banda
de la senal por dos permite reducir a la mitad la frecuencia de muestreo necesaria
(Shannon-Nyquist [109]); sin embargo ahora es necesario calcular dos valores para
cada instante de muestreo: la parte real y la parte imaginaria de la senal compleja.
Asi, la «dimensiéon» de la sefial se mantiene globalmente [37]. Siempre podemos
recuperar la senal original:

IEste tipo de funciones complejas son llamadas «analiticas» porque satisfacen las condiciones
de diferenciabilidad de Cauchy-Riemann [25]
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2(t) = Re(=(1)) = Re ( /0 T (e l%ftdf> — 2Re ( /0 i f)e"z’rftdf> C(2.14)

Si consideramos sélo las frecuencias positivas, entonces la frecuencia media f
admite dos definiciones equivalentes [37]

E/2/ J1E |df—E/ Fo(t)| 2o (1), (2.15)

con B, = [|y|*dt < +oo, para y : t — B, siendo la energfa de y. Si usamos
Zo(f) = 22(f)X[o,400) ¥, luego, E. = 2E,, podemos escribir

f=

T=5 [ nE@k (2.16)

Aplicando la identidad de Parseval

f= 25 (t)dt (2.17)

Z27TE —c0 dt

Zsz ( | (t |+’L!Zm()!5targzz(t)) |2 () it (2.18)

La igualdad con (2.15) se cumple, si suponemos que lim;, . |z (t)]*> =
im0 [2:(2)]?, v esto es cierto tanto para senales de duracion finita como aquellas
cuyas envolventes se anulan en infinito, y para senales con envolventes constantes.
Entonces podemos pensar a la frecuencia media como una media pesada de la

frecuencia instantanea, con el peso dado por el cuadrado de la amplitud instantanea.

2.2.2. Limitaciones

Hemos visto que dada x(t) = A(t) cos(2mé(t)), podemos encontrar su version
analitica

22 (t) = |2 (t) |28 = A (t)e2m¢=(1) (2.19)

cuya parte real tiene la forma
Re(z:(t)) = A (t) cos(2mp.(t)). (2.20)

Es importante aqui aclarar que no podemos concluir nada en el sentido opuesto.
O sea, la sefial analitica asociada a la senal real A,(t)cos(2m¢.(t)) no tiene
necesariamente las mismas expresiones A, (t) y ¢.(t) como su médulo y fase (salvo
por el factor 2m) respectivamente. En general existen diferencias entre la versién
analitica z,(t) y la versién compleja en cuadratura z9(t) = A(t)e??7*®),

Teorema 2.2.1. (Bedrosian) [14]. Sea una senal real x(t) = A(t) cos(2mp(t)). Si

A(t) es tal que A(f) C [-B,+B] y ¢(t) es tal que COS/(2?¢)(f) C {(=o0,—B'|U
[B',+0)}, y si B' > B, entonces

H(A(t) cos(2me(t))) = A(t)H( cos(2me(1))). (2.21)
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El teorema de Bedrosian nos dice que si los espectros de A(t) y cos(2m¢(t)) son
disjuntos, y el de A(t) ocupa un rango inferior de frecuencias, entonces la amplitud
instantdnea A(t) puede «saliry cuando calculamos Hz(t), lo cual contribuiria a que
la version analitica se aproxime a la version en cuadratura. Sin embargo esto no es
suficiente a menos que ’H(cos(ngb(t))) = sen(2m¢(t)). Desafortunadamente esto no

es cierto para cualquier funcion de fase ¢(t).

Teorema 2.2.2. (Nuttall) [82]. Sea una senal real x(t) = A(t) cos(2mo(t)), z9(t) =
A(t)sen(27¢(t)) su version en cuadratura y 23(t) = A(t)e? " su version compleja
en cuadratura. Entonces, una medida de la discrepancia entre su transformada de
Hilbert y su version en cuadratura estd dada por la energia de la diferencia

[t - ooPat =2 [ PP, (2.22)

El teorema de Nuttall nos da una medida global del error que se comete cuando
se supone a la version analitica compleja de una funcién igual a su versiéon en
cuadratura. Como el error es proporcional a la energia en frecuencias negativas que
posee el espectro de la version compleja en cuadratura z4(t), una manera de reducirlo
(pero nunca de eliminarlo por completo) consiste en aumentar la frecuencia de la
senal, de modo de desplazar su espectro hacia la derecha. De esa forma, la version
compleja en cuadratura se aproxima a la version analitica, y se disminuye el error
dado por el teorema de Nuttall.

Huang y col. [58] argumentan sobre la poca utilidad de la medida de error dada
por Nuttall ya que no permite «localizar» el error (esto es, decir dénde el error es
mayor o dénde es menor) debido a su naturaleza global. Un andlisis mas detallado del
error que se comete cuando se aproxima la version compleja en cuadratura mediante
la versién analitica puede hallarse en [61].

La frecuencia instantanea caracteriza un comportamiento local de la frecuencia
como funciéon del tiempo. De manera dual, también puede indagarse sobre el
comportamiento local del tiempo como una funcién de la frecuencia [37].

Definicién 2.2.5. Retardo de grupo. Dada una senal analitica z,(t) con su
correspondiente transformada de Fourier z;(f), se define su retardo de grupo como

1 d

) =~ A ). (223)

Podemos ver al retardo de grupo como una medida del instante de aparicion de
cierta frecuencia.

2.3. Representaciones lineales tiempo-frecuencia
y tiempo-escala

La manera mas natural de abordar un andlisis (o sea, una descomposicién) de una
sefial multicomponente como el modelo de la ec. (2.1) es través de una representacién
tiempo-frecuencia o tiempo-escala. En cada caso, se realiza el producto interno entre
la sefial y un niicleo ky, trasladado tanto en tiempo como en frecuencia/escala:
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Rt ) = (1, kuy) = / 2(W)k* (t — u, v)du, (2.24)

donde la variable v representa a la frecuencia o a la escala (ya veremos una forma
de relacionar ambas). Existen distintas representaciones tiempo-frecuencia/tiempo-
escala que difieren en la forma del nticleo k;,. Probablemente la primera en ser
estudiada en profundidad haya sido la transformada de Fourier de tiempo corto
(STFT, del inglés Short Time Fourier Transform). El andlisis consiste en enfatizar la
senial para un tiempo ¢ y suprimirla en los otros instantes. Esto se logra multiplicando
a la senal por una funcién ventana g(u), centrada en ¢ y que decae rapidamente
a ambos lados. La senal modificada z;(u) = x(u)g(u — t) es una funcién de dos
tiempos: el tiempo fijo, en el cual estamos interesados, ¢, y el tiempo auxiliar u.
Como la senal modificada enfatiza a la senial original en torno a ¢, su transformada
de Fourier reflejara la distribucion de frecuencias alrededor de ese instante.

Definicién 2.3.1. Transformada de Fourier de tiempo corto (STFT). Sea
g(t) una funcién real normalizada en L*(R) y par. La transformada de Fourier de
tiempo corto de la serial v € L*(R) usando la ventana g se define como
+o0 .
Fit, f) = / z(u)g(u — t)e 2Dy, (2.25)
La representacion en un plano t — f del modulo al cuadrado de la STFT de =,
SPI(t, f) = |F(t, f)|?, se denomina el espectrograma de x.

La definicion que acabamos de dar difiere sutilmente de la forma tradicional
en que se presenta la STFT en un factor de desfasaje ¢?™/*. La forma (2.25)
resulta muy conveniente cuando se compara a la STF'T con la transformada ondita
(la cual veremos més adelante), y ademdas ajusta a la STFT a la ec. (2.24) con
kip(u) = g(u — t)e /(=) constituyendo una familia de 4tomos tiempo-frecuencia.
Asi, podemos ver que F¥(t, f) = (z * g;)(t), con gf(u) = g(u)e® /" donde «x»
representa al operador de convolucién (recordemos que g es par). De esta manera,
podemos ver que

F(t, f) = F ' (2(w)g (u - f)), (2.26)
lo que nos dice que debemos interpretar a la STE'T como un analisis realizado por
un banco uniforme de filtros de ancho de banda constante [37]. En la Fig. 2.1 pueden
apreciarse tanto los atomos tiempo-frecuencia como los filtros en frecuencia que éstos
generan.

Aunque muy popular en la literatura reciente [62, 85], la forma (2.25) ya habia
sido discutida por Cohen [25] quien la presenté como una «transformada temporal
de frecuencia cortay (short-frequency time transform en inglés) en la cual se hacia
hincapié en el estudio de propiedades temporales para una frecuencia en particular.
Resulta evidente que el espectrograma obtenido a partir de (2.25) es idéntico a aquél
obtenido a partir de su forma més tradicional (ya que difieren en un factor /! de
moédulo unitario).

La STFT es invertible en L*(R), esto es que podemos recuperar la sefial original
a partir de su STFT [37]:

x(t) = /_:O /_:O F9(u, f)g(t —u)e™ =0 duydf. (2.27)
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Figura 2.1: Transformada de Fourier de tiempo corto. Arriba: atomos tiempo-
frecuencia. El anédlisis de la ec. (2.25) puede ser visto como una proyecciéon de
la senal analizada sobre atomos tiempo-frecuencia. Cada uno de estos atomos se
obtiene a partir de una tinica ventana g(u) que se traslada en tiempo y se modula en
frecuencia. La figura presenta dos ejemplos de tales atomos. La linea solida muestra
su parte real y la linea de trazos su médulo. Abajo: banco uniforme de filtros. En la
interpretacion de la ec. (2.26) la STFT puede verse como un analisis realizado por
un banco uniforme de filtros. Cada filtro se deduce a partir de una tnica plantilla
que se desplaza en frecuencia. La figura representa esquematicamente algunos de
esos filtros.

Esta férmula de reconstruccion sin embargo no es tnica. También se puede
recuperar x mediante una reconstruccién «verticaly [13]:

L R 2.28
z(t) = / t, , .
0= [ Fee s (225)
la cual es valida para una ventana g tal que g(0) # 0 (este requisito es razonable ya
que queriamos una ventana g que enfatice en torno a su centro a la sefial de interés

Por otro lado, la transformada ondita continua (CWT, del inglés Continuous
Wavelet Transform) [30] usa como nicleos versiones trasladadas y escaladas de
funciones oscilatorias de soporte compacto, o que decaen suficientemente rapido:

Definicién 2.3.2. Transformada ondita continua (CWT). Sea x(t) una senal
real y 1 una funcion que pertenece a la clase de Schwartz. La transformada ondita
continua de x usando la ondita 1 se define como

Wo(t,s) = 1/+OO x(u)y” (u — t) du, cons>0. (2.29)

S J—o0 S
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Una conversion de escalas a frecuencias puede realizarse haciendo s = fo/f, con
fo =argméx |¢(f)|, obteniendo la siguiente representacion:

WYt f) = I a:(u)zb* (f(u )> du, con f>0. (2.30)
fo )= Jo
La representacion en un plano t — s del maodulo al cuadrado de la CWT de x,
SCY(t,s) = |W¥(t,s)|]?, se denomina el escalograma de .

Para el andlisis de la evolucién de tonos frecuenciales, es necesario el uso de
onditas analiticas [76]. En lo que resta del documento nos referiremos siempre a
onditas analiticas, a menos que digamos lo contrario. La definicién de transformada
ondita que damos difiere de la forma en que es presentada tradicionalmente por
Daubechies [30] o Mallat [76] en un factor de /s, de forma que para una ondita
1 dada se tiene Wx = /sW,. Nuestra normalizacién coincide con la elegida en
[21, 62, 78, 85].

Asi como ocurre con la STFT, la transformada ondita puede verse como una
convolucién entre la sefial y una forma de onda particular: W¥(t,s) = (x % 1) (t),
con ¥, = w ( ) Esta interpretacion resulta de especial interés ya que permite ver
ala CWT como un producto entre la F'T' de la sefial analizada y versiones dilatadas
de la FT de la ondita. Mas precisamente

W (t,s) = FH(2(HP*(s1)), (2.31)

lo que sugiere ver a la CWT como un analisis mediante un banco continuo de filtros
de factor @) constante [37] (donde el factor @ es el factor de calidad del filtro que
relaciona su frecuencia central con su ancho de banda). Esta interpretacion refuerza
la normalizacién que elegimos para la transformada ondita. Al tener todos los filtros
la misma ganancia, se dara que, por ejemplo, dos senos puros de la misma amplitud y
distinta frecuencia estaran representados con la misma amplitud en la CW'T. Puede
apreciarse en la Fig. 2.2 los atomos tiempo-escala y el banco de filtros de factor @)
constante producido por ellos.
La CWT también es invertible en L*(R) [76, 84]:

2(t) —Re (/ / (t - )duij) (2.32)

con Cy = [F°|p(f )|2% denominada «condicién de admisibilidad».
Esta féormula de reconstruccién tampoco es tinica. Como con la STFT, la CWT
también admite una reconstruccion «vertical»:

(t) = %Re (/0+°O W (¢, s)d‘9> , (2.33)

S

donde /C’; =7 @*( f )% Vemos que en este caso la reconstruccion se logra integrando

WY respecto al logaritmo de la escala ds/s = dlogs, que es lo usual para
medidas basadas en la ondita continua. La férmula de reconstruccion (2.33) atrajo
recientemente la atencion de una parte de la comunidad cientifica, y en la actualidad
muchos de los nuevos desarrollos se basan en ella [13, 63, 85, 113]. Presentada por
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Figura 2.2: Transformada ondita continua. Arriba: atomos tiempo-escala. El analisis
ondita de la ec. (2.30) puede verse como una proyeccién de la senal analizada sobre
atomos tiempo-escala. Cada uno de estos atomos se obtiene a partir de una tnica
ondita 1(u) que se traslada en tiempo y se dilata o comprime. La figura presenta dos
ejemplos de tales atomos. La linea solida muestra la parte real y la linea de trazos
su modulo. Abajo: banco de filtros de factor ) constante. En su interpretaciéon de
la ec. (2.31) la CWT puede ser vista como un anélisis realizado por un banco de
filtros () constante. Cada filtro se deduce a partir de un tinico modelo que se dilata
o comprime en frecuencia. La figura representa esquematicamente algunos de esos
filtros.

Daubechies en [32], ella misma la puso nuevamente en escena en [31] en el marco
del problema de recuperaciéon de modos. Sin embargo, la formula ya era conocida
por Morlet, quien la encontré como una férmula «empirica», pero que en realidad
puede obtenerse si se usa una funcién delta de Dirac como nicleo de sintesis [8, 36].

Hemos visto entonces como el producto interno entre la senal y un nicleo tiempo-
frecuencia o tiempo-escala permite un seguimiento local de la frecuencia o escala.
Sin embargo, este seguimiento no puede ser «perfecto». Esto es, para un instante
dado no se tiene una precisién absoluta sobre la frecuencia instantanea, y para una
frecuencia dada no puede conocerse perfectamente el instante en que aparece [25, 37].

Definicién 2.3.3. Principio de incertidumbre de Heisenberg-Gabor. Dada
una senal x(t), definimos AZ = (ft2|a:(t)|2dt — (ft|$(t)|2dt)2)/Ex, que mide el

soporte temporal de x(t), y A% = (ff2|i"(f)|2df —(f f|i(f)|2df)2>/Ex, que mide el
soporte frecuencial. Entonces, necesariamente debe darse que

1
AA > —. 2.34
A = (2.34)
El principio de incertidumbre impone entonces un limite en la precision que
pueda tener la representacion tiempo-frecuencia, de forma que siempre debe haber
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un compromiso entre la resolucién temporal (esto es saber en qué preciso momento
ocurre tal frecuencia) y la resolucién frecuencial (qué frecuencias aparecen para un
tiempo dado).

2.3.1. Extraccion de lineas de cresta

Recordemos la premisa inicial, expuesta justo después de la ec. (2.1): dada una
senial multicomponente, deseamos describir la frecuencia instantanea para cada uno
de sus componentes. Si la senal es de la forma (2.1), entonces en general tendra una
representacion tiempo-frecuencia «ralay, o sea, tendra pocos coeficientes no nulos
agrupados ellos en bandas alrededor de las frecuencias instantédneas tedricas de cada
componente [31].

Las mencionadas bandas, en contraposicion de lineas, son consecuencia del
teorema de incertidumbre. Entonces, con el fin de obtener una estimacion de
la frecuencia instantanea, se hace necesario encontrar en cada banda una linea
dominante alrededor de la cual se agrupan los coeficientes. Esta linea, denominada
linea de cresta o mas popularmente ridge en inglés, puede encontrarse de diversas
maneras. Una forma muy difundida es aquella propuesta en [20] en la cual se
encuentran las crestas C = {cx,k = 1,..., K} resolviendo el siguiente problema
de optimizacion:

mcingjl (— / |RE(E, c(t))[2dt + / (ady (1)’ +5c;;(t)2)dt>, (2.35)

donde RF es una representacién tiempo-frecuencia o tiempo-escala de la sefial z para
un nucleo k. Vemos que el problema de optimizacién intenta maximizar la energia a
lo largo de la cresta al tiempo que favorece una cresta continua (a través del término
del pardmetro «) y suave (mediante el término del parametro (). Esta formulacién
para la obtencién de crestas es muy sencilla e intuitiva, y sin embargo muy sensible
a la seleccion de parametros « y ; ademas es en general de dificil implementacion.
Debido a ello es que suelen preferirse algoritmos heuristicos como el de recocido
simulado (en inglés simulated annealing) [20] o el algoritmo de los «escaladores locos»
(en inglés crazy climbers algorithm) [21]. Otro enfoque simple para la resolucién de
(2.35) es el propuesto en [106], que consiste en determinar localmente las crestas
empezando con distintas inicializaciones y promediar los resultados obtenidos.
Cualquiera sea el método seleccionado para la obtencién de las lineas de cresta
(todos ellos sensibles a algtin conjunto de pardmetros), una vez aplicado se obtienen
las lineas ¢ que son estimaciones para las frecuencias instantdneas ideales f.
Estas estimaciones, sin embargo, pueden mejorarse si en lugar de extraer lineas
de cresta de la representacién RF original, se extraen de una transformaciéon de
ésta para la cual se haya previamente «concentrado» la informacion que estaba
dispersa como consecuencia del principio de incertidumbre. Esa es la idea principal
detras del método de reasignacion o reassignment, desarrollado originalmente para
ser aplicado sobre el espectrograma [68, 69], y luego generalizado para cualquier
tipo de distribucién bilineal [12]. Este método puede verse como una reubicacién
de la redundancia, mediante la cual se obtiene una representacién mucho mas
«concentraday, pudiendo estimarse mejor las lineas de cresta. Asi se pasa de un
espectrograma o escalograma a una versién «reasignada» de ellos (RSPY(, f) y



2.3. REPRESENTACIONES LINEALES TIEMPO-FRECUENCIA Y TIEMPO-ESCALA 17

RSCY(t, 3) respectivamente), en la cual los coeficientes modifican su ubicacién tanto
en tiempo como en frecuencia o escala. La desventaja del método de reassignment
es que no es invertible, o sea, no podemos volver del espectrograma reasignado a la
senal.

2.3.2. De las lineas de cresta a los modos

En muchos casos, la necesidad de estimar las frecuencias instantaneas de los
componentes puede ser acompanada por la necesidad de extraer tales modos xy(t).
Este problema, conocido como recuperacion de modos o componentes, se encuentra
actualmente en auge, recibiendo gran atencion por parte de la comunidad de
procesamiento de senales [13, 31, 78].

La extraccion de los modos esta intimamente relacionada con las ecuaciones de
reconstruccién vertical (2.28) y (2.33). En general, dada una representacién R* de
una senal que sigue un modelo como en la ec. (2.1), y una vez que las crestas {c}
fueron obtenidas, los componentes individuales pueden ser recuperados como [13]

zp(t) ~ Op! RM(t, v)du,, (2.36)

[v—cp(t)|<dy

donde CFg es igual a g(0) en el caso de la STFT o a; para la CWT; y la medida pu, es
igual a f para la STF'T o log s para la CWT. Vemos entonces cémo los componentes
se obtienen de invertir R¥ en una banda centrada en la cresta estimada cx(t) y de
ancho 2d;. Por supuesto que el desempeno de la recuperacion de los componentes
estard influido por la seleccion de los parametros di, que necesariamente debera
estar relacionada con la separacion frecuencial de los componentes, de modo que las
bandas no se «solapen». Idealmente se tiene un modo por cada linea de cresta.

Con el objetivo de mejorar la concentracion de la informacion en la CWT, en
un espiritu como en reassignment, pero manteniendo la propiedad de invertibilidad,
es que Daubechies y Maes presentaron la técnica de synchrosqueezing en [32]. En
ella se procedia a una reasignacién vertical, o sea se reubicaban los componentes
sOlo en escala, manteniendo su posicién temporal. De esa manera se garantizaba
la posibilidad de inversién de la nueva representacion. Anos después, esta técnica
fue puesta nuevamente en escena bajo la luz del problema de recuperacién de
modos [31], definiendo una clase particular de funciones para las cuales se puede
determinar univocamente Ag(t) y fi.(t), dada una precision definida a priori y
bajo ciertas condiciones de z(t), definiendo entonces condiciones de separabilidad
en base a la CWT. A este trabajo siguieron otros abocados a la formalizacion
de synchrosqueezing sobre la STFT, lo cual plante6 otra clase de funciones que
pueden ser correctamente separadas, ahora con criterios de separabilidad para
la STFT. En general, en synchrosqueezing se pasa de la STFT o CWT a sus
versiones reasignadas verticalmente: SFY(t, f) y SW¥(t,3). La recuperacién de los
componentes individuales se realiza como en la ec. (2.36), pero donde la constante
de normalizacion ha sido incluida en la nueva representacion, que es la que debe
invertirse.
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2.4. Descomposiciéon empirica en modos

Hemos visto hasta ahora para la descomposicién de z(t) = S5 | 2, (¢) un enfoque
que puede resumirse de la siguiente manera:

l’(t) STFToCWT R’;(t, V) lineas de cresta, {.Ik(t)},

donde al primer paso (STFT o CWT) se puede agregar synchrosqueezing, como se
mencion6 anteriormente. Entonces la calidad de la descomposicién estard influida
por el tipo de representacién elegido (y por los parametros inherentes, entre ellos la
ventana ¢ o la ondita 1), y por el algoritmo de extraccién de lineas de cresta que
se utilice (que como hemos visto son sensibles a sus propios pardmetros). Pero en
términos generales, se tendra que una linea de cresta implica un modo.

Esta afirmacion puede ponerse en discusion considerando la siguiente senal:

x(t) = = cos((a — B)t) + i cos(at) + i cos((a + P)t)

- <2 + cos? (gt)> cos(at), (2.37)

la cual cumple que, para o > 3, A(t) =2+ COSQ<§t) oscila mucho mas lentamente
que cos(at). Si bien la senial x(t) posee idealmente una representacion con tres lineas
de cresta en las frecuencias a — 3, a y a + 3, como puede verse claramente en la
primera linea de la ec. (2.37), éstas podran diferenciarse entre si s6lo si la resolucion
elegida para la representacion es menor a la separacién [ entre las crestas. Por otro
lado, la segunda linea sugiere una interpretacion por completo distinta: un tnico
componente de frecuencia o y una lenta modulacién en amplitud. Dependiendo de
las circunstancias, cualquiera de las dos interpretaciones puede ser considerada la
«mejory.

La Descomposiciéon Empirica en Modos (EMD, del inglés Empirical Mode
Decomposition), presentada por Huang y colaboradores [58], es una técnica que
prefiere la segunda interpretacion cuando a > § (ver Fig. 2.3), la cual tiene mucho
mas sentido fisico si consideramos, por ejemplo, la forma en que nuestra audicion
percibe este tipo de senales. Esta técnica guiada por los datos separa localmente
a la senal en oscilaciones rapidas y lentas, obteniendo como resultado senales que
oscilan simétricamente alrededor de cero, como en la Fig. 2.3, y para las cuales tiene
sentido definir una frecuencia instantanea tunica. De manera general, a diferencia
de las representaciones vistas en la Sec. 2.3, la técnica de EMD obtiene los modos
directamente de la senal analizada:

2.4.1. Principio recursivo

La técnica de EMD descompone seniales oscilantes de una forma completamente
local y guiada por los datos. Damos aqui nuestra propia definicién de senal oscilante.

Definicién 2.4.1. Senal oscilante. Se dice que una senal x(t) € R, con x €
L*>®(R) es oscilante si y sdlo si se cumplen las siquientes condiciones:
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tiempo

Figura 2.3: Combinacién lineal de tres funciones coseno vistas como una tnica sefial
AM-FM. El modelo de la ec. (2.37) se interpreta mucho mejor como una senal de
frecuencia « suavemente modulada en amplitud cuando ocurre que o > 3. En este
ejemplo consideramos o = 407 y [ = 4.

» No existe un par {to, 0o} tal que x'(t) sea idénticamente nula para |t —to| < do.

» FEziste un conjunto L, = {t,,¢ € Z} de extremos locales para los cuales se
cumple que ezisten 0, tales que x(t;) > x(t) si 0 < |t — ty] < 9y o bien
x(tg) < x(t) 510 < ’t — tg| < (5@.

n H#L, > 2.

Esta definicién nos dice que para una senal oscilante no existen segmentos en los
cuales la senal es constante, los extremos locales son aislados y existen al menos dos
extremos locales.

El primer paso para describir como trabaja EMD consiste en considerar
oscilaciones en la sefial a un nivel local. Si se observa la evoluciéon de una
senal oscilante x(t) entre dos puntos extremos (por ejemplo entre dos minimos
consecutivos ubicados en ¢ = a y t = b) podemos definir heuristicamente una
componente local de alta frecuencia o detalle local Dz, = dy (t)[&b] que corresponde
a la oscilacion entre los dos minimos y que debe pasar necesariamente por un maximo
existente entre ellos, donde D es un operador que extrae de una senal oscilante la
parte que oscila mas rapidamente. Completando la idea, debemos identificar una
componente de baja frecuencia o tendencia local a1(t)s = @y — Dxpey- Si, de
alguna forma, extendemos este andlisis para todas las oscilaciones entre los extremos
locales de la senal, podemos expresar para todo ¢:

2(t) = ar(t) + di (t), (2.38)

donde d; (t) serd la componente que oscile localmente mas rapido, mientras que a; (t)
lo hard localmente mas lento. En la Fig. 2.4 puede verse un ejemplo sencillo que
ilustra este primer paso de la descomposicion.

El proceso de descomposicién continda aplicando la misma idea a a;(t), esto
es, extrayendo de ella una parte localmente mas rapida Da; y una parte mas
lenta a; — Day. Asi se define entonces una descomposicién deflacionaria, que opera
recursivamente sobre sucesivos «residuos» parciales que van quedando al extraer
uno a uno los modos:

EMD(z) = {Dz, EMD(z — Dx)}, (2.39)
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Figura 2.4: Descomposicién de una sefial en oscilaciones rapidas y lentas. La senal
oscilante z(t) se descompone en la suma de su media local a;(t) més el modo d;(t).
El esquema deflacionario sigue con la descomposicion de a;(t).

donde la descomposicion se detiene cuando x — Dz no es mas una sefial oscilante
(entonces ya no puede separarse en una parte localmente més rapida y una
localmente mas lenta).

Al finalizar, el esquema descripto produce una descomposicién de la forma:

K
k=1
para la cual se cumple que
dk+1 (t) = Dak(t), (241)
ag+1(t) = ax(t) — Dag(t), (2.42)
donde usamos la convencién ag(t) = x(t). La componente ag(t), que es lo

que queda una vez que se extrajeron todos los componentes oscilantes, suele
denominarse «residuo». En la practica, la descomposicion produce un niimero finito
de componentes d(t), aunque este resultado debe aun demostrarse teéricamente
para el caso mas general.

Para describir de manera mas precisa a la técnica de EMD, conviene explicar aqui
qué se entiende por «senal oscilante» y «la componente que oscila localmente mas
rapido». El primer concepto, ya definido en la Def. 2.4.1, es sencillo y corresponde a
la idea intuitiva de oscilacion: llamamos senal oscilante a toda aquella que es tanto
creciente como decreciente. Podemos considerar entonces que una senal es oscilante
si presenta al menos dos extremos locales; el caso de un solo extremo es mas lejano
a la idea intuitiva de oscilacion.

El segundo concepto, el de componente que oscila localmente mas rapido, es
especifico a EMD. Estos componentes, que oscilan simétricamente alrededor de cero
y que son extraidos recursivamente como hemos visto, poseen una definicion precisa.

Definicién 2.4.2. Funcion intrinseca de modo (IMF, del inglés Intrinsic
mode function) [58]. Una senal real x € L>®(R) es una IMF si y sdlo si:
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(I) la cantidad de extremos locales y la cantidad de cruces por cero son iguales o
difieren a lo sumo en uno; y

(II) la media entre la envolvente superior definida por los mdzimos locales y la
envolvente inferior definida por los minimos locales es cero.

Hemos dado la definiciéon de IMF tal y como la presentan Huang y col. [58]. Sin
embargo puede apreciarse que la segunda condicién, en exceso restrictiva, no puede
satisfacerse sin la primera. Representan, entonces, no dos condiciones independientes
entre si, sino que serian una forma débil (la primera) y una forma fuerte (la segunda)
de definir una IMF [102]. Rilling modifica la primera condicién, enuncidandola de la
siguiente manera: todos los minimos locales son estrictamente negativos, y todos
los méximos locales son estrictamente positivos [95]. Esta forma, completamente
equivalente a la dada por Huang, enfatiza la naturaleza local de la definicion de
IMF, en contraposiciéon de una caracteristica global usada en la definicién original.
Siendo la EMD un método que trabaja a nivel local (a través de los extremos locales),
creemos mas adecuada la definicién de Rilling.

El cuadro general presentado para EMD, resumido en las ecuaciones (2.39) y
(2.40), no difiere sustancialmente del marco de la transformada ondita discreta
(diddica) [76]. Este es en realidad llevado a la practica de manera recursiva: la sefal
de estudio se descompone en «detalle» y «aproximaciony, los cuales se corresponden,
respectivamente, a una parte de alta frecuencia y a una parte de baja frecuencia.
Luego la misma descomposicion se aplica a la «aproximaciony. La diferencia entre
la transformada ondita discreta y EMD se halla en la manera en que se realiza
la descomposicién en «detalley mas «aproximaciony, u «oscilaciones rapidas» mas
«oscilaciones lentas». En la transformada ondita discreta, los dos componentes son
calculados por una operacion predefinida de filtrado lineal e invariante en el tiempo
donde la respuesta en frecuencia se contrae en un factor igual a 2. Al contrario, y
como se vera mas adelante, las caracteristicas de la descomposicion mediante EMD
son determinadas de manera local y a partir de la senal.

2.4.2. Proceso de sifting

Hemos visto como EMD descompone las senales de manera recursiva, sustrayen-
do sucesivamente medias locales. Pero si dijimos que la frecuencia instantanea era
algo asi como un oximoron, no podemos decir menos de la media local. Sin embargo,
al asimilar la idea de oscilaciones lentas con la media local, podriamos hablar mas
apropiadamente de una «media a escala localy, sobre la cual estdn «montadas» las
oscilaciones rapidas. Siguiendo ese razonamiento, puede definirse a la media local
como el resultado de una operacion de la forma

a(t) = ojt) /az(u)w (1;(;;5) du, (2.43)

con w(u) una funcién de ventaneo (apropiadamente normalizada) que enfatiza a la
sefial en torno a cero y a(t) la «escala local» sobre la que se «promedia» a la senal
para obtener su media local. Proponer una funcién de ventaneo no es dificil, pero
la seleccion de la escala local presenta serias dificultades, y no existe una solucion
simple para el caso general [95].
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Tal es la situacion, que los creadores de EMD propusieron definir la media local
de manera geométrica con la ayuda de la nocién intuitiva de envolventes, y usando a
los extremos locales como indicadores de la escala local [58, 66]. Mas precisamente,
definieron a la envolvente superior como una curva suave que interpola los maximos
locales, y a la envolvente inferior como una curva suave que hace lo propio con
los minimos locales. En la practica, la interpolacién se realiza mediante splines
cubicos, pero esta no es la tnica opcion disponible, como veremos mas adelante.
Una vez determinadas las envolventes, la media local se define simplemente como
la semisuma de ellas. De esta forma, la parte que oscila localmente mas rapido se
encuentra sustrayendo a la senal la semisuma de sus envolventes, lo cual define un
operador elemental:

Definicién 2.4.3. Operador elemental de sifting. Dada una senal oscilante
x(t), se define el operador elemental de sifting S como

emaz(t) + €min(t)

(Sx)(t) = x(t) — 5 : (2.44)

donde €maz(t) Y emin(t) representan, respectivamente, a las envolventes superior e
inferior.

Esta accion, sin embargo, no garantiza que la sefial resultante satisfaga las
condiciones de IMF (Def. 2.4.2) con lo que el proceso debe iterarse. Tal es asi que
se realizan sustracciones de media local hasta que se satisfagan (al menos hasta
una tolerancia dada) las condiciones de IMF. Queda entonces definido el proceso de
sifting que permite definir a la oscilacion rapida como el resultado de la aplicacion
sucesiva del operador elemental S:

Definiciéon 2.4.4. Proceso de sifting. Dada una senal oscilante x(t), se define
al proceso de sifting como la aplicacion sucesiva de n veces el operador elemental de
sifting (Def. 2.4.3)

(Dx)(t) = (S"z)(), (2.45)

donde n es la cantidad de iteraciones necesarias para satisfacer las condiciones de
IMF, la cual es determinada mediante algin criterio de detencion (Sec. 2.4.7.2).

Con estas definiciones, estamos en condiciones de definir el algoritmo de EMD:

Algoritmo 2.1. Descomposicién empirica en modos (EMD)

1: Inicializacién: asignar r = x (senal); k =1; j = 1;

2: encontrar maximos locales de r e interpolar obteniendo e,,4.;
3: encontrar minimos locales de r e interpolar obteniendo e,,,;
4: estimar la media local como m = W,

5: di =7r—m;

6: if dJ, es IMF then

7:  asignar di = d{g como modo y guardarlo;

8  ap=1x— X dy;

9: T = a;

10 k=k+1;j=1;eir al paso 2;
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11: else

12: 7 =dj;

13:  j =7+ 1;eir al paso 2;
14: end if

El proceso continta hasta que k alcanza un nimero prefijado de modos o hasta
que ya no es posible hallar las envolventes debido a que el residuo ya no cumple
con la definicién de senal oscilante (Def. 2.4.1). Con el fin de ofrecer una mejor
explicaciéon del algoritmo, presentamos en la Fig. 2.5 un diagrama de flujos.

2.4.3. Espectro de Hilbert-Huang

En la formulacion original de EMD sus autores perseguian la misma premisa con
la que comenzamos este capitulo: dada una sefial multicomponente, calcular y/o
describir las propiedades de las frecuencias y amplitudes instantaneas de cada uno
de sus componentes. En este contexto, la descomposicion mediante EMD se considera
tan solo el primer paso de un analisis mas completo denominado transformada de
Hilbert-Huang (HHT, del inglés Hilbert-Huang Transform). Dicho andlisis consiste
en:

1. dada la sefial z(t), aplicar EMD: z(t) 222 {d(t),k = 1,..., K} U{ax(t)},
2. para cada modo di(t), calcular su frecuencia instantanea f(¢) y su amplitud
instantédnea Ay (t) mediante el método de la senal analitica (ver Sec. 2.2.1).

De esta forma es posible construir una representacion tiempo-frecuencia
denominada el espectro de Hilbert-Huang:

Hy(t, f) = z_: AR()o(f — fe(t)). (2.46)

Esta representacion superaria al fin los limites del principio de incertidumbre,
logrando una resolucién perfecta tanto en tiempo como en frecuencia (cada
componente aparece en la representacién como una linea algebraica). Sin embargo
debemos recordar las limitaciones impuestas por los teoremas de Bedrosian y Nuttall
respecto a la certeza de que las expresiones A, y fi coincidan con las verdaderas
amplitud y frecuencia instantdneas del componente respectivamente.

A partir del espectro de Hilbert-Huang, puede definirse su espectro marginal:

he(f) = [ Halt, fdt. (2.47)

Este espectro marginal ofrece una medida de la contribucion total en amplitud para
cada valor de frecuencia, representando la amplitud acumulada a lo largo de la senal
en un sentido probabilistico [58].

2.4.4. Definicion mas general de EMD

La técnica de EMD, reducida a sus principios mas elementales, se distingue por
dos caracteristicas: la seleccion de una escala basada en los extremos locales; y
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Inicializacién:
r =z (senal); k = 1;5 = 1

encontrar los maximos locales de
r e interpolar para obtener €,, 4

encontrar los minimos locales de
r e interpolar para obtener e,,i,

estimar la media local
como m =— emdr+emin
2

;es di una IMF?

si

asignar dp = di
guardarlo como modo

-

[ a — T — Zﬁ:ldk

( — — PR —

Figura 2.5: Diagrama de flujos del algoritmo de EMD. La extraccién de los modos
se realiza de manera deflacionaria, sustrayendo sucesivas estimaciones de medias
locales. El bucle interno es el correspondiente al proceso de sifting (Def. 2.4.4). Se
usan los contadores k para los modos y j para las iteraciones necesarias para la
extraccion de cada modo.

la extraccién sucesiva de componentes de las escalas mas finas a las mas gruesas.
Ademas de los extremos locales, se podria considerar un conjunto de puntos
caracteristicos que también puede incluir a los puntos de inflexiéon o los extremos de
curvatura.

Una formulacién mas general debe retener estos elementos caracteristicos, man-
teniendo el enfoque recursivo presentado anteriormente: EMD(z) = {Dx, EMD(x —
Dx)}. Si Dz corresponde a la escala més pequena de la senal (siempre a un nivel
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local), entonces el enfoque recursivo lleva a la practica el hecho de extraer las escalas
de la mas fina a la mas gruesa.

La cuestion crucial es la definicién del operador D de una forma distinta a
como fue presentado anteriormente. Para ello consideramos un conjunto de puntos
caracteristicos de la senal {t, € L} correspondientes, por ejemplo, a los extremos
locales de la senal. Entonces podemos definir a la version muestreada de la senal
sobre ese conjunto de puntos

vo(t) = D w(t)o(t — to), (2.48)

te€ell

y en base a ella definir la media local de la senal mediante una operacion de «filtrado
generalizado»

alz](t) = (h¥aw) (), (2.49)

donde h representa a un filtro pasa-bajos generalizado, « x » representa una
convolucién generalizada, y hemos enfatizado que la media local corresponde a
la sefial = con la notacion a[z](t) [95]. Es importante remarcar aqui que el filtro
pasa-bajos generalizado no actiia como una filtro lineal e independiente de la senal
muestreada xp,(t), sino que realiza mas bien un filtrado variante en el tiempo y
dependiente de la senal sobre el cual volveremos mas adelante. Esta operacion
de filtrado generalizado goza de un nimero de propiedades de invarianza que son
tipicamente verificadas por una operacion de interpolacion:

= Multiplicacién por un escalar:

Va € R, Jo,’]L(t) = Oé{L‘]L(t), = (h;i‘]L) (t) =« (h;ZL‘]L) (t)

» Dilatacién/compresién/inversiéon temporal:
Va € R,z (t) = zp(at), = (h*2y) (t) = (h*ay) (at).
= Traslacién temporal:
Va € R, 2y (t) = zp(a+t),= (h*xay) (t) = (h*xxp) (a4 t).
» Adiciéon de una constante:

Vo € R, d1(t) = a +au(t), = (h#*dw) () = a + (hxzw) (t).

(D) (t) = z(t) — a(t) (2.50)
(t) — (h¥aw) (£). (2.51)

Segun esta formulacion, se puede definir a Dx de forma directa sin un proceso
iterativo, contrariamente a la formulacion original de EMD. Esto puede explicarse
notando que el proceso de sifting de EMD cumple esencialmente dos funciones: hacer
aparecer nuevos extremos que estan ocultos debido a la superposicién de escalas, y
hacer mas simétricas las envolventes [97]. Puede verse que la aparicién de nuevos
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extremos se concilia con esta formulacion més general a través de una mejor seleccion
de los puntos caracteristicos {t, € L}. De igual manera, el mejoramiento en la
simetria de las envolventes se condice con una mejor definiciéon para la media local.

Esta formulacion mas general parte de dos premisas: prescindir de las envolventes
para la definicion de la media local y evitar el proceso de sifting. El primer punto
es necesario ya que no existe un consenso respecto a qué es una envolvente o qué
constituye una envolvente. Ademéds, para una senal de la forma A(t) cos(2m¢(1)), la
interpolacién a través de los extremos locales nunca devolverd A(t) a menos que
ésta sea una constante [52]. Numerosas propuestas calculan la media local sin hacer
un uso explicito de las envolventes. En [34] estiman la media local interpolando los
puntos de inflexién. En [51] la interpolacion se hace sobre unos puntos particulares
estimados mediante integrales locales. En [73] se usan filtros de media mévil para la
estimacion de la media local. El método de B-spline EMD [23] estima la media local
como una suma de B-splines cuyos nodos coinciden con el conjunto de extremos
locales de la senal. Los coeficientes de la suma de B-splines se obtienen como medias
pesadas de la senal en los extremos que caen en el soporte del B-spline.

El segundo punto, evitar el proceso de sifting, es necesario porque su convergencia
no esta teéricamente garantizada [110], aunque se cumple en la mayoria de los casos
practicos.

2.4.5. Propiedades de la descomposiciéon
2.4.5.1. No linealidad

El algoritmo de EMD es globalmente no lineal. Esto puede verse facilmente en
el hecho que la descomposiciéon mediante EMD de una suma de dos senales es en
general diferente de la suma de las descomposiciones por EMD de las senales por
separado:

» La cantidad de IMFs de la suma no depende de la cantidad de IMFs de las
seniales por separado.

= Una IMF de la suma no se describe en términos de la suma de un conjunto de
IMFs de las senales por separado ni por una combinacion lineal de éstas.

Existen tres causas de no linealidad. La primera, y mas importante, es que el
método se basa en los extremos locales. La cantidad y posicién de los extremos
locales de una suma de senales son en general distintos de aquellos de las senales
individuales. Esta causa de no linealidad es fundamental en la EMD en la medida
en que las escalas de variaciones rapidas de una senal estan definidas a través de sus
extremos locales.

Las otras dos causas de no linealidad son el esquema de interpolaciéon y el
criterio de detencion para el proceso de sifting, que pueden ser no lineales segiin
su implementacion. En la practica, la interpolacion por lejos mas usada es la spline
cubica, la cual es lineal, pero la casi totalidad de los criterios de detencién propuestos
son susceptibles de generar no linealidades haciendo variar la cantidad de iteraciones
[95].
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2.4.5.2. (Cuasi)ortogonalidad

Mucho se ha dicho respecto a la ortogonalidad de la EMD. En su formulacién
original [58] se sugiere que la descomposicién en oscilaciones répidas y lentas la
haria (cuasi)ortogonal. El razonamiento consiste en asimilar la parte de oscilaciones
lentas a la componente de continua (en un sentido de Fourier) de la senal
descompuesta. La parte de oscilaciones rdpidas entonces carecerian (localmente)
de componente continua, siendo necesariamente (de forma local) ortogonales a la
parte de oscilaciones lentas.

Segiin este razonamiento, dos aspectos son susceptibles de impedir la ortogona-
lidad de la descomposicion:

» La ortogonalidad es un propiedad global, no local. La no estacionariedad puede
comprometer la ortogonalidad global aunque aparentemente esté asegurada a
una escala local.

s [La media de las envolventes de una senal no coincide necesariamente con la
media en un sentido integral, ni siquiera localmente.

Si bien es claro que el primer punto impide la ortogonalidad global de la
descomposicion, esto no trae necesariamente consecuencias negativas ya que el
inconveniente es que la nociéon de ortogonalidad global no es adecuada para un
método que analiza localmente a las senales. La nocién de ortogonalidad local, en
cambio, presenta problemas de definicion, lo que explica que en la practica se use la
ortogonalidad global.

Una forma de medir la ortogonalidad entre dos IMFs es a través un indice
de ortogonalidad definido como el producto escalar normalizado (coeficiente de
correlacién)

10;; = (dit), 4;(®)) . (2.52)
T i), di(0)d; (1), dj (1))

En términos globales (esto es, para toda la descomposicién), la ortogonalidad
puede describirse mediante una matriz de ortogonalidad IO de elementos 10;;. Sin
embargo, esta representacion presenta la dificultad que da la misma importancia
a todas las IMFs, sin tener en cuenta su energia. Por esta razéon, generalmente se
prefiere medir la ortogonalidad de la descomposicion sin normalizar los productos
escalares, o normalizarlos a todos por la misma cantidad, por ejemplo la norma L? de
la sefial analizada. De esta manera, se puede definir un tinico indice de ortogonalidad
de la descomposicién como [58, 95]:

(2.53)

2.4.5.3. Localidad

En el marco de EMD, la escala local esta definida por los extremos locales. En
la formulacion original se afirma que «la escala temporal caracteristica se define
como la distancia temporal entre extremos» [58]. Para ver esto mejor, es suficiente
recordar que la media local se define a partir de las envolventes que interpolan los
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maximos y los minimos locales. La idea de envolvente es estrictamente local debido
a que el valor, por ejemplo de la envolvente superior, en un punto dado depende
esencialmente de los dos maximos locales méas préximos y, en menor medida, de
aquellos més alejados. De ahi que podemos considerar que las envolventes, y por
lo tanto la media local, se definen localmente mediante la escala correspondiente a
la distancia entre los mdzimos/minimos, es decir grosso modo dos veces la escala
correspondiente a la distancia entre extremos (méximos y minimos en conjunto).

2.4.5.4. Multirresolucién

La técnica de EMD realiza una descomposicion multiescala, o multirresolucion,
ya que explora sucesivamente las escalas de una senial de la mas fina, representada
por el primer modo, a la més gruesa, representada por el tltimo modo o por el
residuo.

Si comparamos a EMD con otros métodos de analisis multirresolucion,
por ejemplo la transformada ondita, veremos que la primera posee ciertas
particularidades. En primer lugar, la transformada ondita discreta propone una
descomposicion en escalas discretas ya que la descomposicién consta de un niimero
finito de componentes [95]. En cambio, las escalas de EMD difieren significativamente
de las de la ondita discreta, y se distinguen por las siguientes caracteristicas:

= Definicion por los extremos locales. La idea de escala en EMD esta
asociada a la distancia entre los extremos. Esta idea difiere notablemente de
la idea de escala que se tiene en la transformada ondita, donde la escala esta
definida de manera relativa por comparacion con una forma de onda dada (la
ondita). El concepto de escala en EMD es tan distinto que se ha propuesto
usar en lugar de «escalay el término «empiquency» [74], del inglés empirical
mode frequency, que corresponde a la inversa de la escala y que esta definido

como
1

fo=55
donde d es la distancia entre los dos extremos mas cercanos al punto en
cuestion. El enfoque de EMD permite asociar una misma escala a formas de
onda distintas.

(2.54)

» Adaptividad. Las escalas de las IMFs se determinan mediante las escalas
presentes en la senal analizada y no mediante una grilla predeterminada como
en el caso de la transformada ondita discreta. En este tltimo caso, las escalas
son de la forma a2*, k € N, donde a es una escala de referencia.

» Localidad. En virtud de lo discutido en la Sec. 2.4.5.3, las escalas de una IMF
no se definen de manera global sino local, estando el caracter local relacionado
a la distancia entre los extremos locales.

La adaptividad y la localidad son asimismo una causa de dificultad para la
EMD conocida como «mezcla de modos» (en inglés «mode mizing»). Este problema,
una consecuencia de la naturaleza local y adaptativa del método, se manifiesta
especialmente cuando la senal posee componentes intermitentes, es decir, cuya
duracién es menor a la duracién de la senal. Volveremos a discutir este fenémeno en
el Cap. 5.
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2.4.6. Funciones intrinsecas de modo

Las funciones bésicas (de algin modo atémicas) en las que EMD descompone
a una senal son las funciones intrinsecas de modo, IMFs, que fueron definidas
oportunamente (ver Def. 2.4.2). Dicha definicién, aunque restrictiva (su segunda
condicién debe relajarse en la practica) define una clase de funciones que es muy
amplia, y sin embargo carece de la precisién suficiente. Ello se debe a que la
definicién persigue un tnico objetivo: que la IMF posea un tinico valor de frecuencia
instantdnea, esto es, que no sufra de las paradojas que menciona Cohen [25].

Sin embargo, la definiciéon de IMF no puede separarse de la cuestion de su
implementacién practica: al definirse las envolventes mediante interpolacion, éstas
dependeran del esquema elegido. Como se menciond anteriormente, la opcion més
habitual son los splines cibicos. En ese caso puede demostrarse que la tinica forma
de satisfacer la condiciéon de media local cero es cuando las envolventes superior
e inferior son ambas iguales a un unico polinomio cibico (s6lo difieren en signo)
[95]. En el caso de splines naturales (derivada segunda igual a cero en los bordes),
se tiene que solo una envolvente lineal permitird satisfacer las condiciones de IMF
[112, 119]. Ademas, y como consecuencia de la definicién de las envolventes, todos los
modos salvo el primero son sumas de interpolaciones. Tal conclusién atenta contra la
interpretacion que hacemos de las IMFs. Tomemos como ejemplo una senial senoidal
modulada en amplitud por una funcién lineal:

z(t) = (at + b) sen(27t), (2.55)

con a,b € R constantes. La senal x(t) deberfa ser a todas luces una IMF, con
envolvente superior igual a at + b y con una tunica frecuencia instantanea igual 1
para todo t. Sin embargo sus extremos locales no se encuentran sobre la recta at + b
que modula en amplitud a la senal. Si (%) es un extremo local, tenemos:

(o) = asen(2mty) + 2m(aty + b) cos(2mty) = 0
asen(2mty) = —2m(aty + b) cos(2mty)

b 1
to + 5 - —% tan(27rt0)
fo + - tan(2rto) — — (2.56)
— tan =——. .
" or =t a

La solucién puede hallarse numéricamente. Para que los extremos estén sobre la
recta at + b debe darse cos(27ty) = 1, y eso es imposible debido a que los {ty} no
estan equiespaciados. Entonces podemos confirmar que los extremos no se ubican
sobre la recta at + b, ni sobre ninguna otra recta. Siguen mas bien una curva que
tiende a una recta sélo para t — oco. Por lo tanto, una senal tan sencilla como z(t)
dada por la ec. (2.55) no es estrictamente una IMF.

Una forma de aliviar este problema para las IMFs es redefinir las envolventes.
En [52] se propone que la envolvente no pase por los extremos locales sino que
sea tangente a la senal, en puntos distintos a los extremos locales, para lo cual los
autores dan una condicién que debe cumplir la fase de una senal AM-FM de la forma
A(t) cos(2m¢(t)). Esto lleva a una nueva definicién de la media local, y en definitiva
a una nueva definicién del proceso de sifting. Para més detalles referimos al lector a

[52].
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Otra direccién han tomado Daubechies y col. [31]. En su trabajo, proponen
emular a EMD, pero desde una perspectiva del analisis con CWT. Para ello
definieron de forma mucho més precisa una nueva clase de funciones: las funciones
tipo intrinsecas de modo (funciones IMT, del inglés Intrinsic Mode Type functions),
las cuales son el resultado de la descomposicién propuesta.

Definicién 2.4.5. Funcién tipo intrinseca de modo (IMT, del inglés
Intrinsic Mode Type)?[31]. Una senal continua z(t) € R, x € L*(R), es una
IMT con precision € > 0 si x(t) = A(t)cos(2mp(t)), con A y ¢ que tienen las
siguientes propiedades:

Ae CHR)NL™(R), ¢ € C*(R)

, ’ / /
inf A(t) > 0, fnf ¢'(£) > 0, §g§¢ (t) < oo

[A'@O][¢"(1)] < ed/(t),  VieR

sup [¢"(t)] < oo
teR

En este caso se introduce el parametro de «calidad» e. La definicién por lo tanto
ya no estd dada en términos binarios, sino que distintas funciones seran IMT con
distintas precisiones €. Incluso en [78] se las denomina e-IMT, incorporando el factor
de precisién a la clase. De esta forma, si reescribimos a la senal de la ec. (2.55) como

x(t) = (at + b) cos(2nt — 7/2), (2.57)

podemos ver que x(t) es una IMT con € = a. La precision de la IMT mejora con la
disminucién de €, de forma que cuanto menor sean las modulaciones en amplitud y en
frecuencia, comparados con la frecuencia instantanea, la IMT es més «precisa». Esto
estda de acuerdo con la idea que plantearamos al comienzo del capitulo: las senales
monocomponentes que forman la senal compuesta estan moduladas suavemente en
amplitud y frecuencia.

En el caso particular de la funcién de la ec. (2.57), disminuir € implica disminuir
la pendiente de la modulacion en amplitud, lo que a su vez esta de acuerdo con los
teoremas de Bedrosian y Nuttall (ver Teoremas 2.2.1 y 2.2.2). El caso ideal, ¢ = 0,
se logra en ausencia de modulaciéon en amplitud, con lo que se resuelve la dificultad
planteada por Bedrosian. Si en cambio se mantiene la modulaciéon en amplitud, el
factor € puede disminuirse al aumentar la frecuencia de la senal. El teorema de
Nuttall nos muestra claramente cémo ocurre esto: al considerar la versiéon compleja
en cuadratura z2(t) = (at + b)e’(%t—g), un aumento en la frecuencia «corre» a la
derecha su espectro, acercando mas a la senal compleja en cuadratura a la version
analitica. Si bien las clases IMF e IMT no coinciden, tienen similitudes. Una 0-IMT
es claramente una IMF, pero en general no toda IMF puede ser expresada como una
IMT para un € dado.

Esto ultimo puede verse para una senial de la forma

x(t) = cos(2nt) + ;sen(47rt), (2.58)

2La definicién dada en [31] es para sefiales complejas. En nuestro caso estamos interesados en
senales reales, por lo que modificamos levemente la definicién que, sin embargo, mantiene toda su
esencia.
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x(t) = cos(2wt) + 0, bsen(4rt)

tiempo
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Figura 2.6: Sefial compuesta por un coseno y un seno y estimaciones de su frecuencia
instantdnea. La senal de la ec. (2.58) es claramente una IMF y sin embargo las
estimaciones de sus frecuencias instantdneas distan de ser satisfactorias. En linea
sOlida puede verse la estimacién mediante transformada de Hilbert; en linea de
trazos mostramos la estimacién usando la funcién arc cos(-).

la cual puede apreciarse en la Fig. 2.6. Si bien z(t) es evidentemente una IMF, su
frecuencia instantanea (obtenida con el método de la senal analitica) estd lejos de ser
satisfactoria. Ademads, si escribimos z(t) = Acos(2m¢(t)), con A € R, de forma de

verla como una IMT, tendrfamos una fase ¢(t) = -~ arc cos ( %) , lo cual puede llevar

a valores negativos de la frecuencia instantanea si2I;r cumplir siquiera con la definicién
de IMT (Def. 2.4.5), si no se tiene el cuidado de corregir las discontinuidades
que produce la funcién arccos. Casos similares a este, donde se presentan IMFs
«patolégicasy, fueron estudiados en [102]. Una propuesta para superar esta dificultad
fue la de Hau-Tieng Wu [113], donde, en el marco de una descomposicién basada en

la CWT, se propone una senal multicomponente més general, de la forma
K K
w(t) =D wp(t) =Y Ap(t) s@rr(t)), con Ag(t), ¢p(t) > 0VL. (2.59)
k=1 k=1

Este caso reemplaza la funcién coseno por una forma de oscilacién méas general s(t)
periddica de perfodo 27, con representaciéon en serie de Fourier s(t) = X2, §(k)e®.
Este nivel extra de generalidad permite reflejar mejor las funciones que entrega
EMD a su salida, las cuales ya no estan asociadas a funciones circulares y permiten
representar de una mejor manera la naturaleza no lineal de los sistemas que generan
las senales analizadas [38]. Sin embargo también trae aparejado un nivel extra de
dificultad: a la estimacion de las frecuencia y amplitud instantaneas se suma la
estimacién de la forma de onda s(t).
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Definicién 2.4.6. Clase de senales de forma de onda ® [113]. Dados § > 0,
D e N yf >0, se define la clase de seriales de forma de onda S*P? como aquella
que consiste de senales periddicas s(t) de media cero, es decir con §(0) = 0, y norma
L? unitaria que satisfacen:

w» Vk €Z, con |k| # 1, se cumple |5(k)| < §|3(1)].
n Yo [n8(n)] < 6.

La primera condicion nos dice que la amplitud de la frecuencia «base» o
«fundamental» §(1) no puede ser cero y que es su modulacién la que serd
definida como la frecuencia instantédnea ¢'(t). La segunda condicién nos dice que
esencialmente la forma de onda no oscila demasiado réapido [113].

Al modular en amplitud y en frecuencia las formas de onda s(t) se obtienen
las senales componentes del modelo de la ec. (2.59). La similitud con las funciones
intrinsecas de modo de EMD es tal que Hau-Tieng Wu llama a sus senales de la
misma forma.

Definicién 2.4.7. Clase de funciones intrinsecas de modo de Hau-Tieng
Wu [118]. Dados €,6,D > 0, con € < 1, se define el espacio A>P de funciones
intrinsecas de modo a funciones x(t) € R, con v € C'(R) N L¥(R) que tienen
la forma x(t) = A(t)s(2wé(t)), donde s € S¥PP con A y ¢ con las siguiente
propiedades:

A e CHR)NL™(R), ¢ € C*(R)

’ 3 / /
inf A(t) > 0, fnf ¢'(£) > 0, sup ¢ (t) < oo

A’ ()], 6" ()| < ed'(t), VteR

sup |¢"(t)] < oo
teR

Las condiciones que cumplen la amplitud A y la fase instantanea ¢ son idénticas
a las de las funciones IMT. Sin embargo, este modelo mas compacto permite que
¢ (t) sea la frecuencia fundamental instantdnea, y que el «espectro instantdneo» esté
compuesto de frecuencias {k¢'(t),k € Z}. Este enfoque merece ser estudiado con
mayor profundidad para establecer relaciones con el espectro evolutivo de Priestley
[91].

A la luz de esta nueva definicién, la sefial x(t) de la ec. (2.58) pertenece a la clase
S%’Q’O, con ¢'(t) = 1. En su representacién en un plano tiempo frecuencia aparecera
ademds una segunda linea en 2¢'(t).

Podemos ver cémo una sefal s(t) que pertenece a la clase S*P*¥ serd una IMF
en el sentido de Huang, salvo por una constante, si posee s6lo un maximo local
y un minimo local por periodo. De esa forma, d(t) = s(t) + Cs serd una IMF, con
Cs = (max(s)+min(s))/2. La modulacién del argumento de s, esto es escribirla como
s(2m¢(t)), no alterara su condicién de IMF si se cumplen las condiciones de la Def.
2.4.7. La modulacion en amplitud en cambio, impedira la satisfacer las condiciones
de IMF de Huang (Def. 2.4.2), que como vimos es una definicién muy restrictiva.

3Al igual que con las funciones IMT, la definicién dada en [113] es para sefiales complejas.
Damos aqui una definicién equivalente para senales reales.
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A pesar de la versatilidad del modelo de la ec. (2.59) su utilidad es atn limitada.
En la propuesta original [113] se supone conocida la forma de onda s(t), y las
demostraciones se realizan bajo la hipétesis de que ésta esta suficientemente cerca de
un tono puro (el cual pertenece a S®!?). Esta situacién da atin més valor a la técnica
de EMD, la cual no realiza tantas suposiciones sobre los datos, y entrega modos
que oscilan simétricamente alrededor de cero, pero no son necesariamente senales
circulares, pudiendo asi reflejar las no-linealidades de los sistemas involucrados en
la producciéon de las senales.

Para finalizar esta subseccion, damos una definicién general propia de lo que
entendemos debiera ser una IMF. La definicion de Hau-Tieng Wu, si bien muy
general, ain no abarca todas las posibilidades para una IMF, ya que la forma de
onda se mantiene para toda la duraciéon de la senal.

Definicién 2.4.8. Definicion general de IMF. Una senal x(t) € R, con
z € L>®(R), es una IMF si puede escribirse como

z(t) = A(t)Y(t), (2.60)

donde ¥ (t) es una senal oscilante (Def. 2.4.1) con todos sus mdzimos locales iguales
a 1 y todos sus minimos locales iguales a —1. La modulacion es amplitud A(t) es tal
que no induce nuevos extremos locales, esto es #Ly = #Liay.

Esta forma permite ver a una IMF como un par amplitud-oscilacion. La
modulacién en amplitud no genera extremos locales, y la oscilacion puede
«modularse» en frecuencia, de modo de oscilar mas «rédpido» o mas «lento»
(disminuir o aumentar la distancia entre extremos) al tiempo que puede modificar
su forma de onda.

2.4.7. Cuestiones practicas de implementacion

Para llevar a la practica la técnica de EMD es necesario considerar varias cues-
tiones referentes su implementaciéon. Ello ha dado pie a numerosas investigaciones
planteando distintas propuestas para cada aspecto de la implementacion practica
del algoritmo.

Los efectos de bordes «danan» a todos los métodos de procesamiento de senales
en la medida que la cantidad de datos es finita, y EMD no es ajena a ello. Es
necesario entonces hacer «suposiciones» sobre como es la senial antes y después de
su registro. Otras cuestiones son mas propias de EMD: el criterio de detencion para
saber hasta cuando realizar el proceso de sifting, el esquema de interpolacion usado
para encontrar las envolventes y los problemas relacionados al muestreo.

2.4.7.1. Condiciones de borde

El algoritmo de EMD se basa en los extremos locales de la senal, a los que
utiliza para estimar las envolventes que son definidas como la interpolacién entre
los méximos locales (para la envolvente superior) y entre los minimos locales (para
la envolvente inferior). Mediante esta definicién, una envolvente (por ejemplo la
superior) estd perfectamente definida para todos los puntos entre dos extremos
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(méximos en este caso), pero presenta problemas a la hora de definir la envolvente
en los bordes de la senal.
Existen tres enfoques generales para este problema:

= Multiplicacién por una funciéon de ventaneo. Este enfoque consiste en
multiplicar a la senal analizada por una funciéon de ventaneo que tome el
valor 1 en la parte central y que decaiga suavemente hacia cero en los bordes.
Mediante esta operacion se puede resolver el problema de la definicién de las
envolventes en los bordes imponiendo un valor de cero en éstos. Esta propuesta
puede verse en [33, 94]. Esta idea es sin embargo limitada, ya que la simple
adicién de una constante o una tendencia no estacionaria a la senal haria que
la multiplicacién por la ventana induzca grandes variaciones en los bordes.

= Prolongacion de la senal. Este enfoque consiste en prolongar la senal
mas alla de los bordes de manera de hacer aparecer nuevos extremos locales
que permitan una correcta definicion de las envolventes en los bordes de
la senal. Este problema constituye un area en si mismo y se encuadra en
las investigaciones sobre prediccién de series temporales. Se han propuesto
métodos basados en redes neuronales [35] y en maquinas de soporte vectorial
[24, 111].

= Prolongacién de los extremos. Mas sencillo que prolongar la senal es
prolongar el conjunto de extremos. Desde un punto de vista teorico, el
problema posee una dificultad similar a la prolongacion de la senal. Sin
embargo el costo computacional de la prolongacion de extremos es menor al
de la prolongacion de la senal. Un método de prediccion de extremos consiste
en realizar un espejado en los bordes de la senal [99]. Otros dos métodos se
proponen en [29]: uno similar a un espejado, y el otro a una prediccion lineal
de los extremos.

2.4.7.2. Criterios de detencién

Existen distintos enfoques para determinar cuando hay que detener el proceso
de sifting. De forma general, persiguen dos propositos: detener el proceso de sifting
cuando se cumple con la definicién de IMF (Def. 2.4.2); y que el proceso de sifting
no realice demasiadas iteraciones ya que se corre el riesgo de desnaturalizar la
informacién contenida en las IMFs [97].

El enfoque original [58] del criterio de detencion se focalizaba principalmente en
el primer objetivo, deteniendo el proceso de sifting cuando:

1. todos los maximos locales son estrictamente positivos y todos los minimos
locales son estrictamente negativos; y

2. la diferencia entre la IMF actual y su version en la iteracién anterior, medida

por
dr(t) — dit (1))
SD:/< T ) dt, (2.61)

con df(t) la n-ésima iteracién de sifting para el primer modo, sea inferior a un
umbral, por ejemplo del orden de 0,2 — 0,3 para una senal de 1024 muestras.
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El problema de este enfoque es que el criterio propuesto para la diferencia entre
la IMF actual y su iteracion anterior no cumple su funciéon deseada. De hecho, el
integrando diverge generalmente para los puntos donde el denominador se anula, lo
que hace que el valor de SD esté controlado més por el comportamiento de d~*(t)
en la vecindad de sus cruces por cero que por el valor del numerador. Enmendando
esta dificultad, los mismos autores propusieron

(@ - a2

SD =
JIGRORE

, (2.62)

como criterio en [55, 56, 117]. El mismo criterio fue discutido en [118], sugiriendo
detener el proceso de sifting cuando este valor cae por debajo de 1074, Podemos ver
que en el numerador, se integra el cuadrado de la media local de d}7™!, el cual es
igual a dj ' = a7 + d?. Esta definicién cumple mejor el objetivo buscado pero tiene
la dificultad de ser global. De hecho, para un mismo valor de SD, la media puede
alejarse mucho de cero muy localmente, o alejarse moderadamente de cero para toda
la duracién de la senal. Estas dos situaciones son bien distintas: se puede tolerar un
error que es fuerte pero localizado, pero no un error moderado distribuido por toda
la senal.

Si indagamos mas en la interpretacién podemos constatar que la definicién
compara, de hecho, la amplitud de la media de d}~' (el numerador) con su propia
amplitud (el denominador), para saber si detener o no el proceso de sifting de dj .
Mas atn, no se verifica que la media de la IMF final sea pequeifia sino la media de
la iteracién anterior. Por lo tanto, no se esta verificando la definicién de IMF sino
un criterio de convergencia tipo Cauchy [95, 118].

Una propuesta significativamente distinta es considerar un criterio local. Esta
idea, desarrollada en [99], propone que la media local (semisuma de envolventes)
sea evaluada localmente contra una cantidad que también sea local. El criterio se
resume de la siguiente forma:

1. todos los maximos locales son estrictamente positivos y todos los minimos
locales son estrictamente negativos; y

2. las envolventes de la IMF actual verifican
|eméx(t> + €m1n<t)| S €|eméx(t) - emm(t)|

para un subconjunto del dominio de medida mayor o igual a (1 — «)T, con T
la duracion total, y

’eméx<t) + 6mm(t)| S 62’eméx<t) - emm(t)’

para todo punto t del dominio.

Al contrario del enfoque global, esta definicion del criterio de detencién esta
concebida para controlar lo mas localmente posible la calidad de la IMF en
construccion. Idealmente, uno desearia imponer para todo t la misma restriccion
lemsz(t) + emin(t)] < €lemsz(t) — emm(t)|, pero en la practica se verifica que
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|emaz (t) + €min(t)|/|€maz(t) — emin(t)] tiende a tener picos bien localizados y a estar
relativamente cerca de cero alli donde no hay picos. Imponiendo una condicion
|lemaz (£)+Emin(t)] < €l€max(t) —€mm ()| con € cercano a 0, 1 para todo ¢, se obtiene una
cantidad de iteraciones de sifting demasiado grande [95]. Para relajar esta restriccién
se pide que se cumpla sblo para el 95 % de la sefial, mientras que la restriccién que
debe cumplirse para toda la duracion es con €5 = 0, 5. Este enfoque local, entonces,
controla que la media local sea suficientemente pequena para la mayor parte de la
senal, permitiendo amplitudes mayores para la porcién restante. Con ello se asegura
que la segunda condicién de IMF (Def. 2.4.2) se satisfaga suficientemente bien sin
usar demasiadas iteraciones de sifting que pudieran desnaturalizar la informacion
de modulacién en amplitud de la IMF.

Con el objetivo de no iterar el proceso de sifting mas de lo necesario, los autores
de EMD propusieron un método para determinar la cantidad de iteraciones que no
verifica explicitamente la definicién de IMF [57, 59]. Este criterio consiste en detener
el proceso de sifting cuando por una cantidad S de iteraciones sucesivas se cumpla
que:

1. todos los maximos locales son estrictamente positivos y todos los minimos
locales son estrictamente negativos; y

2. la cantidad de extremos no cambia.

Dada la dificultad que vimos para evaluar qué tan cerca de cero esta la media local
de una IMF, esta estrategia propone simplemente no hacerlo. En vez de ello se
supone que S iteraciones son suficientes para que la media local sea suficientemente
pequena. De hecho, se observa generalmente que luego de una iteracion de sifting
la media local siempre es mas pequena que antes de la iteracion, excepto cuando
aparecen nuevos extremos locales [95], lo que justifica el punto de vista segin el cual
una iteracion de sifting durante la cual no aparecen extremos llevan a la media mas
cerca de cero para toda la duracion de la senal.

En la practica se observa que un valor de S entre 3 y 5 permite en la mayoria de
los casos obtener una IMF con una cantidad razonable de iteraciones [57]. Més atn, y
siempre con el objetivo de evitar iterar demasiado, los autores recomiendan siempre
limitar a un maximo la cantidad de iteraciones permitidas bajo toda eventualidad.

Finalmente, el enfoque mas sencillo es determinar a prior: una cantidad fija de
iteraciones, al margen de la definicion de IMF. Esta es la estrategia utilizada en una
variante denominada EMD por conjuntos (EEMD, del inglés Ensemble EMD) sobre
la cual volveremos més adelante (Cap. 5).

2.4.7.3. Esquemas de interpolaciéon

La obtencién de las envolventes, a partir de los maximos y minimos locales,
se hace usualmente mediante una interpolaciéon. La elecciéon de la técnica de
interpolaciéon es de vital importancia, ya que como vimos todos los modos, salvo el
primero, son suma de interpolaciones. Ademas, la cantidad de iteraciones de sifting
necesarias depende del esquema de interpolacion elegido [95].

En el contexto de EMD, las propiedades deseadas de la interpolacion son
esencialmente dos:
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s Localidad. Uno de los objetivos de EMD es ser un método que permita
el procesamiento de senales no estacionarias, de modo de adaptarse a las
evoluciones de la senal. Para lograr esto, es necesario que el valor de una
envolvente en un instante dado dependa esencialmente de la evolucién de
la senal en las proximidades de ese instante, y menos de instantes mas
alejados donde la senal pueda ser significativamente diferente. Por lo tanto, las
interpolaciones particularmente no locales como la interpolacién de Lagrange,
son por completo inadecuadas. A la inversa, es deseable que el valor dependa
s6lo de un nimero finito de puntos de interpolacién, o nodos, a ambos lados
del instante considerado. Como minimo, es necesario que la influencia de un
nodo sobre el valor de la interpolacién en un instante dado decrezca en funcién
de su distancia al instante considerado y que tienda a cero cuando ésta tienda
a infinito. En la practica, la mayor parte de los esquemas de interpolacion
usados cumplen con esto ultimo, pero la manera en que la influencia de un
nodo decrece con la distancia puede variar segtin el método.

» Regularidad. La importancia de esta propiedad puede verse en el hecho
que las aproximaciones (medias locales) sucesivas de la sefial son sumas de
interpolaciones. Si calculamos la primera IMF con distintos esquemas de
interpolacion, estamos restando a la sefial diferentes primeras aproximaciones
que poseen distinta cantidad de extremos. Entre esos extremos, algunos
corresponden a las escalas caracteristicas de la senal, pero otros son
introducidos artificialmente por la interpolacion. Por consiguiente, es deseable
que la interpolacién no oscile demasiado: a lo sumo un extremo o una inflexién
entre dos nodos parece razonable. Mas atn, si la interpolacion tiene extremos,
es necesario que éstos no sean demasiado «picudos».

Si buscamos un esquema de interpolaciéon que satisfaga ambas propiedades,
caeremos en la cuenta que de hecho ambas son contradictorias: para obtener una
interpolacién regular es necesario que su valor en un intervalo entre dos extremos
dependa al menos de la evolucién de la senal en sus intervalos vecinos. Esta
dependencia conduce al hecho que el valor de la interpolaciéon en un punto dependa
de todos los puntos de interpolacion, pero afortunadamente esta dependencia
decrece con la distancia y tiende a cero cuando ésta tiende a infinito. Si tomamos
como ejemplo la familia de splines polinomiales, ellos no dependen de intervalos
vecinos cuando el grado es igual a 0 o 1 (interpolaciéon constante y lineal a trozos
respectivamente). Para 6rdenes superiores, la dependencia con los vecinos decrece
exponencialmente con la distancia, crece con el grado y tiende a 1/k, siendo k la
distancia expresada en cantidad de nodos, cuando el grado tiende a infinito [108].
Al mismo tiempo, la regularidad de los splines polinomiales aumenta con el grado:
un spline polinomial de grado n es por definicién un polinomio de grado a lo sumo
n a trozos con derivadas de hasta orden n — 1 continuas.

Por estas razones, en la practica la interpolacién méas usada es la spline ctubica.
No es ciertamente la 6ptima desde un punto de vista de la localidad, pero es en
cambio particularmente buena desde el punto de vista de la regularidad.
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2.4.7.4. Problemas de muestreo

Si bien EMD es siempre presentada en un marco de tiempo continuo, es decir que
las sefiales son consideradas como funciones de una variable de tiempo continua, en
la practica trabaja sobre sefiales discretas (como todos los métodos de procesamiento
de sefiales). En tanto senales discretas, es evidente que el desempenio de EMD se
vera afectado por la frecuencia con la cual fueron muestreadas.

La influencia de la frecuencia de muestreo de las senales fue estudiada en
[96, 98, 104]. La cuestion radica fundamentalmente en las ubicaciones de los extremos
locales, las cuales se ven influidas por la frecuencia de muestreo de la senal.
Particularmente en [98] deducen una cota superior para la norma L, del error del
operador elemental de sifting:

szl <2+ 242 (2.63)

s fE Y

con «a, By v parametros extraidos de la misma senal, y f, la frecuencia de muestreo.

2.5. Comentarios finales

En este capitulo introdujimos los conceptos de senal multicomponente y
frecuencia instantanea, los cuales se usan para construir modelos de fenémenos fisicos
en los que puede identificarse un nimero relativamente pequeno de componentes
cuya frecuencia es tnica para un instante de tiempo dado. Sin embargo, nuestra
capacidad para estimar tales frecuencias se encuentra limitada por los teoremas de
Bedrosian y Nutall.

Luego presentamos el que quizd sea el enfoque més natural a la hora de
analizar una senal multicomponente: las representaciones lineales tiempo-frecuencia
y tiempo-escala. En este caso, el andlisis se realiza mediante el producto interno
entre la sefial y un ntcleo tiempo-frecuencia o tiempo-escala. Si la senal es
multicomponente, entonces apareceran «crestas» en su representacion las cuales
pueden usarse para estimar las frecuencias instantaneas de cada componente. Por
ultimo, para descomponer la sefial, i.e. obtener los componentes en el dominio
temporal, se antitransforma la representaciéon en dominios disjuntos que rodean a
cada cresta. Segin este paradigma, se tiene que una cresta implica un componente.
El principio de incertidumbre de Heisenberg-Gabor limita nuestra capacidad para
describir instantdneamente las frecuencias presentes en la senal.

Finalmente presentamos un técnica que trabaja directamente en el dominio de
observacion y a partir de él extrae los componentes: la descomposiciéon empirica en
modos. Esta técnica, completamente guiada por los datos, descompone una senial en
oscilaciones rapidas y lentas. Al final, se tiene que la senal puede representarse
como la suma de una cantidad relativamente pequena de componentes que, en
algunos casos, pueden representarse como funciones AM-FM. Un procesamiento
posterior mediante transformada de Hilbert permite obtener una representacion
tiempo-frecuencia.

Abordamos en este capitulo tanto los aspectos tedricos de la EMD, como sus
aspectos practicos. En los proximos capitulos, que constituyen las contribuciones
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originales de este trabajo de tesis, profundizaremos en aspectos relacionados con la
EMD, tomando como base lo aqui desarrollado.






Capitulo 3

Un enfoque basado en
optimizacion para EMD

En la teoria del conocimiento, como en todos los otros
dominios de la ciencia, hay que razonar dialécticamente,
0 sea, mo suponer jamds a nuestro conocimiento acabado
e tnvariable, sino analizar el proceso gracias al cual el
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3.1. Introducciéon

Como hemos visto en el capitulo anterior, la Descomposiciéon Empirica en Modos
(EMD, del inglés Empirical Mode Decomposition) es un método adaptativo para el
analisis de senales no estacionarias que pueden provenir de sistemas no lineales. De
manera local y completamente guiada por los datos, separa una senal en oscilaciones
rapidas y lentas. Al final de la descomposicién, la senal original se expresa como una
suma de funciones AM-FM llamadas funciones intrinsecas de modo (IMF, del inglés
Intrinsic Mode Function) mas una tendencia final, o residuo, que es o bien mondtono
o tiene a lo sumo dos extremos locales.

La EMD ha sido aplicada exitosamente en los campos mas diversos. Pueden
encontrarse ejemplos de su aplicacién en la oceanografia [57], geofisica [60],
neurofisiologia [112], identificacién de sistemas no lineales [67] o el andlisis
vibracional [89], por citar sélo algunos casos. Sin embargo, y tal como describimos
en el capitulo anterior, aun posee una dificultad importante: carece de sélidas bases
matematicas, y se define como la salida de un algoritmo.

En este capitulo indagaremos en los esfuerzos mas recientes para dotar a EMD
de fundamentos matemaéticos. Prestaremos especial atencién a una linea particular
dentro de esta tendencia: las propuestas basadas en teoria de optimizacion. Tal
es asi, que propondremos como primera contribuciéon original de este trabajo de
tesis un nuevo enfoque para EMD, estudiando sus propiedades, relacionandola con
propuestas anteriores y deduciendo caracteristicas particulares propias.

Extensas simulaciones soportan la validez de nuestra propuesta. Revisitamos
experimentos pioneros en el andlisis del desempeno de EMD: separacion de tonos
puros y descomposicién de ruido blanco. Ademéas descomponemos sefiales AM-FM
solapadas en tiempo y en frecuencia, y comparamos nuestros resultados con aquellos
del estado del arte. Para finalizar, proponemos una extensioén a datos 2D (imagenes)
que por su sencillez invita a la extensién a n dimensiones.

En la Sec. 3.2 repasamos brevemente los esfuerzos realizados para dotar a
EMD de bases tedricas. En la Sec. 3.3 primero describimos los métodos del estado
del arte de EMD inspirada en optimizacion para luego presentar nuestra propia
propuesta: un enfoque para EMD basado en optimizacién sin restricciones. Las
secciones siguientes analizan las propiedades de nuestra propuesta y discuten su
implementacién practica. En la Sec. 3.6 se presentan simulaciones con senales
artificiales y reales, comparando nuestros resultados con los del estado del arte.
En la Sec. 3.7 presentamos una extension a dos dimensiones de nuestro método.

3.2. Hacia un enfoque teérico

En los ultimos anos se han realizado varios esfuerzos por dotar a EMD de
bases matemdticas mas sélidas. Deléchelle y col. [34] estimaron las envolventes de
la senal resolviendo una ecuacién diferencial parabélica. Xu y col. [123] modificaron
la definicion de envolvente obteniendo una expresion analitica més simple, para
la cual las variaciones en los extremos durante el proceso iterativo pueden ser
investigadas en detalle. Hawley y col. [49] reemplazaron la interpolacién spline
cubica por interpolaciones trigonométricas para la estimacion de envolventes. Debido
a ello, dedujeron interesantes propiedades y garantias de convergencia, aunque
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sus resultados difieren significativamente de aquellos que otorga la EMD clasica.
Daubechies y col. [31, 115] compararon a EMD con la teoria de onditas, reasignando
la CWT mediante la técnica de synchrosqueezing.

Un enfoque distinto, basado en teoria de optimizacion, atrajo recientemente la
atencion de la comunidad cientifica de EMD. Este es el enfoque que desarrollaremos
en lo que resta del capitulo.

Notacion. Sin pérdida de generalidad, consideraremos ahora senales discretas
de la forma x = x(nT), n = 1,2,...,N, x € RY, con 1/T siendo la frecuencia de
muestreo. Recordamos aqui la ec. (2.40), que describe la forma de descomposicién
que entrega EMD:

K
T =ak+ Y dy, (3.1)
k=1
donde ademas se tiene que a, = a1 + diy1, usando la convenciéon ag = x.
Usaremos letras mayusculas A para denotar a las matrices pertenecientes a
RN*N " de forma tal que el producto Az, con x € RY vector columna, también
sea un vector en RV,
Para los problemas de optimizacién Argmin denotard un conjunto de minimiza-
dores, mientras que arg min hara lo propio para un tinico minimizador.

3.3. EMD como un problema de optimizacién

3.3.1. Antecedentes

B. Huang y Kunoth [54] propusieron una implementaciéon de EMD en la cual
reemplazan la interpolacion explicita a través de extremos locales para la estimacion
de las envolventes por la solucién a un problema de optimizacion. Sin embargo, esta
propuesta mantiene el enfoque basado en envolventes y el proceso de sifting. Hemos
visto en el capitulo anterior que el concepto de envolventes como interpolacién a
través de extremos locales es cuanto menos cuestionable. Es necesario entonces evitar
las envolventes obteniendo una media local de manera directa y prescindir, si se
puede, del proceso de sifting. A continuacién presentaremos dos métodos del estado
del arte de EMD basados en optimizacion, con los cuales contrastaremos nuestras
propias propuestas.

3.3.1.1. Optimizacién de splines (OS-EMD)

La primera propuesta que intenté emular a EMD dentro de un marco de
optimizacién se debe a Meignen y Perrier [79]. Dada una sefial x, su objetivo era
encontrar una media local, de tal forma que la diferencia entre la senal y esta
ultima, fuera una IMF. Para ello disenaron un problema de optimizacién convexo con
restricciones tanto de igualdad como de desigualdad. Esta propuesta fue mejorada
en [83], donde los autores extraen ay, la tendencia de orden k, resolviendo el siguiente
problema de optimizacién:

ay, = arg min ||a”||3, sujeto a a € [INB (3.2)

a€RN

Ap_1)
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donde la derivada segunda se aproxima mediante una matriz de diferencias, Il
representa el espacio de splines cubicos y B, _, representa las restricciones de
simetria impuestas a ax_1—ay (que serfa el modo dy,) en las posiciones de los extremos
locales de a,_q. Lo que se busca entonces es una media local suave que al restarla a
la senal produzca una IMF. Siendo estrictos, la variable a optimizar en (3.2) no es la
media local sino los coeficientes asociados a la interpolaciéon de Hermite de a;. Este
enfoque, sin embargo, posee una limitacion importante: es necesaria una primera
aproximacion a de ay para que el problema sea convexo. Los autores usan para ello
el enfoque basado en integrales locales, el cual presenta dificultades en presencia de
senales fuertemente moduladas en frecuencia [51].

Para este método, el usuario debe definir a priori dos parametros: la tolerancia
a, que es usada como cota superior al modelar la simetria del modo; y el orden
o de la familia de splines. Los parametros sugeridos son a = 0,05 y ¢ = 8
[83]. Los autores proporcionan una implementacién en MATLAB® disponible en:
http://www-1jk.imag.fr/membres/Thomas.0berlin/EMDOS.tar.gz.

3.3.1.2. Optimizacién proximal multicomponente (Prox-EMD)

Una propuesta més reciente se debe a Pustelnik y col. [92, 93]. Este enfoque
proximal se caracteriza por una estimacion simultinea de media local y modo. Dada
ai_1, el problema de optimizacion a resolver es:

(ak,dy) € Argmin ||ax_; — a — d||3 (3.3)
a,deR
|| Dallp < g
sujeto a < [[Prd||? < e, (3.4)

(V5 < k), [{d, dj)] < G-

Puede verse como la media local a y el modo d se buscan simultaneamente, al tiempo
que se imponen restricciones de desigualdad sobre ambos. La restriccion ||Dall?,
donde se debe elegir la norma p, modela la suavidad de la media local debido a
que D es un operador de derivadas, mientras que ||Pyd||¢, fijando una norma g,
modela la simetria del modo controlando los valores que toma en sus extremos
locales (veremos en breve como es esta restriccion). Las restricciones |(d, d;)| < (i
tienen como objetivo imponer a los modos una condicién de (cuasi)ortogonalidad.

Esta propuesta presenta una serie de dificultades. En primer lugar no se garantiza
una reconstruccion perfecta, ya que se minimiza la diferencia entre senal y media
local més modo pero no se asegura que esa diferencia sea cero. Por otro lado,
ya hemos discutido lo cuestionable que es suponer la ortogonalidad de los modos
producidos por EMD. La dificultad de problemas de este tipo, con una cantidad
importante de restricciones, es que el usuario debe fijar parametros sin la garantia
de que la solucién sea factible.

Esto se hace patente en la propia implementacién en MATLAB® de los
autores, disponible en: http://perso.ens-1lyon.fr/nelly.pustelnik/Software/
Prox-EMD_v1.0.zip. En vez de resolver el problema (3.3), la toolbox resuelve el
siguiente problema: (ax,dy) = arg min, 4|[ax—1 — a — d[[} + c1||Dal|? + co| Ped]];.
Reemplazan el problema con restricciones por su version reqularizada, dejando de
lado las restricciones de ortogonalidad. Los parametros por defecto son: p = 2, ¢ = 2,


http://www-ljk.imag.fr/membres/Thomas.Oberlin/EMDOS.tar.gz
http://perso.ens-lyon.fr/nelly.pustelnik/Software/Prox-EMD_v1.0.zip
http://perso.ens-lyon.fr/nelly.pustelnik/Software/Prox-EMD_v1.0.zip
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r =1 y una matriz de diferencias D que estima la derivada segunda. (Debe notarse
que las normas p, ¢ y r de la toolbox difieren de las normas p y ¢ del problema (3.3).)
En este caso, la cantidad de modos y los valores de los pardmetros son determinados
mediante una descomposicion por EMD clasica.

3.3.2. Optimizacion sin restricciones (UOA-EMD)

Hemos visto dos propuestas del estado del arte que intentan emular EMD bajo un
marco de teoria de optimizacién. La propuesta de Oberlin y col. [83] necesita de una
primera aproximacion que se encuentra interpolando ezxplicitamente un conjunto
de puntos hallados mediante el método de integrales locales [51]. El método de
Pustelnik y col. [92, 93] no garantiza una reconstrucciéon perfecta, y la seleccién de
los pardametros puede ser muy complicada. Tal es asi, que su toolbox los estima a
partir de la descomposicion EMD clasica.

Propondremos aqui un nuevo enfoque para EMD, basado en un problema de
optimizacién sin restricciones. De manera general, el problema de extraccion de
media local se puede resumir de la siguiente forma: dada una senal oscilante =,
encontrar una media local a tal que d = = — a sea IMF (al menos en forma
aproximada, como discutimos en la Sec. 2.4.6). Recuperamos asi un esquema
deflacionario para la descomposicion, junto con una reconstruccién perfecta x =
a+d.

Un aspecto comtn a los métodos de Oberlin y col. y Pustelnik y col. es que las
condiciones de IMF (simetria y media local nula, Def. 2.4.2) no son consideradas
en la funcion objetivo del problema de optimizacion sino que aparecen a través de
restricciones de desigualdad, con las correspondientes cotas que deben ser fijadas
por el usuario. Recordemos las condiciones que debe cumplir una funcién para ser
considerada IMF":

(I) maximos locales estrictamente positivos y minimos locales estrictamente
negativos; y

(II) semisuma de envolventes nula.

Es claro que la condicion (II) no puede ser satisfecha sin cumplir la condicién (I).
Un método que busque la satisfaccién de (II) logrard, como subproducto, satisfacer
(I).

Usaremos aqui, para esta tultima cuestién, un enfoque derivado de [83].
Consideremos que, por ejemplo, la senal z tiene un minimo local en t,. El maximo
local mas proximo a su izquierda se encuentra en t,_; y el mas proximo a su derecha
en ty,1. Entonces, una medida de qué tan «simétrica» es la senal en torno a t, es la
expresion

z(ty) +ict)| = x(t) + <$<té+1)(t — te-1) N 2 (te—r)(tor — t))

t=ty toy1 — to—a tor1 — to—1

t=ty

la cual serd tanto mas cercana a cero cuanto mas «simétrica» sea la seial. Puede
verse que iy(t) es una funcién que interpola linealmente entre t,_1 y t,41. La situacién
se describe en la Fig. 3.1.

Si extendemos el mismo razonamiento para toda la senal, entonces podremos
definir una media local. La simetria debe evaluarse sobre el modo d = = — a, pero
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$§té+1)

to—1 (728)

Zl?(tz) x(t€+2)

tiempo

Figura 3.1: Senal oscilante, extremos locales y funcién interpolante. A partir de los
extremos locales se construyen las funciones i,(t), de tal forma que x(ty) 4 i,(t,) sea
una medida de la simetria de z(t) en ¢t = ¢,.

no disponemos de él para conocer las posiciones de sus extremos locales. Entonces
las estimaremos a partir de los extremos de la senal. Sea = es una senal oscilante, y
L,={ty,¢=1,...,L}, con L = #L, el conjunto de sus extremos locales. Podemos
reproducir la ec. 3.5 definiendo un vector p;, tal que

z(t ty — o T(lo—1)(Lpr1 — T

oo = a(t) + ( (o)t —ter) | olte)lben ”) 7 (3.6)
log1 — to1 log1 — to—1
con lo que resulta
T
ton1 — to ty — 1t
pt,ZZ["'+"'1"""1 7 (3.7)
log1 — to—1 log1 — to—1

donde mostramos sélo los elementos distintos de cero, los cuales se hallan,
respectivamente, en las posiciones t, 1-ésima, t,-ésima y t,,1-ésima. A partir de
estas definiciones, podemos construir una matriz cuadrada P, € R¥*Y (el subindice
nos indica que la matriz se construye a partir de los extremos locales de ) que aloje
a pg; en su t,-ésima fila. La matriz se ve de la siguiente forma (mostramos sélo los
elementos no nulos més cercanos a la posicién t,, t,):
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ty—q 7] (7281
1 tg_1—te—2
“e 7t[7tg,2 P % t[—l
— teri—te _te—te—1
b = toy1—te—1 77 1 T tepi—te— < b (3‘8)
bpatenn 1 — lem
toqo—te

Definiendo la matriz P, de esta manera, la norma ||P,(z — a)||3 darfa cuenta,
globalmente, de la simetria de d = x — a. Podriamos entonces buscar una media
local a, tal que, dada z, minimice || P,(z — a)||3. Este enfoque, sin embargo, traeria
serias dificultades. En principio, a = x seria una solucién. Sin embargo, esta no es
tnica, ya que P, no es de rango completo (sélo tiene L < N columnas no nulas). Si
x € ker(P,), con ker(-) siendo el nicleo, entonces a = ax, con o € R, también es
solucion.

Cualquiera de estas soluciones son evidentemente insatisfactorias. Para obtener
una solucién wnica, es necesario regularizar el problema. Para obtener soluciones
suaves, elegimos una regularizacion de Tikhonov de segundo orden [11]. Con estos
elementos, podemos formular el siguiente problema de optimizacion:

min ||P;(2 — a)ll3 + Al|Dall3, (3.9)
f(a)

el cual posee una tnica solucién

Vof = =2PI'P,(z —a) +2AD"Da = 0 =
= P'P,a+ A\D"Da = P'P,x
a* = (PP, + \D"D)'PI'P,x, (3.10)

donde D es la matriz de suavizado (diferencias de segundo orden para la
regularizacién elegida). Se obtiene, de esta manera, una solucién tnica, con una
expresion cerrada. Con las ecuaciones (3.9) y (3.10) podemos formular un nuevo
algoritmo para EMD, ahora basidndonos en un problema de optimizacion sin
restricciones:

Algoritmo 3.1. EMD basada en optimizacién sin restricciones (UOA-EMD)

1: asignar ag = z € RY (sefial);

2: definir la matriz D € RV*V de diferencias;
3: for k=1,2,..., K do

4 construir la matriz F,, |,
extremos locales de ag_1;

segin las ecuaciones (3.7) y (3.8), usando los
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5:  calcular la media local a; para Ay > 0

=P P, +ND'D)YPL P, api; (3.11)

ak—1 Ak—1

6: calcular el modo dy, = ax_1 — ax;
7: end for

3.4. Caracteristicas de la descomposiciéon

Una vez descripto el funcionamiento del método, es necesario indagar en sus
caracteristicas. En tanto enfoque tedrico para EMD, el método debe entonces brindar
la posibilidad de un estudio mas detallado de la descomposicion. Dada una senal
oscilante x, deseamos analizar las caracteristicas de la descomposicion, esto es,
describir cémo trabaja el método y como «construye» tanto la media local como
el modo de la senal.

Para ejemplificar las caracteristicas del método propuesto que se describiran
a continuacion, usaremos una senal artificial compuesta de dos componentes
modulados en frecuencia y amplitud:

(7L7250

2
T =1+ 1y =e "\ 50 )" cos (27‘(‘%” 60 sen(500 )>

+e("55°)" cos (27?%71 —40 sen(gg{)n)) n=12,...,500. (3.12)

Ambos componentes se solapan en frecuencia, como puede verse en la Fig. 3.2. Es
necesario entonces una accion de filtrado variante en el tiempo para separarlos.

3.4.1. Comparaciéon con B-splines

Reescribamos la ec. 3.10 de la siguiente forma:

a=(P'P,+\D'D)'P'P,x

= (2(PI'P,+ AD"D)"'P]) Pgm
¥ =
=Y uB(t), (3.13)
)4

Dada la naturaleza rala de P, (la cual discutiremos més adelante), la matriz
U posee columnas no nulas sélo para las posiciones {t,} de extremos locales de z.
Dichas columnas han sido denotadas por ,. Ademas, y debido a la misma causa, el

vector % es igual a

4 Z ( 2(te)(fer —te) | @te) | o(ten)(te = tf1)> 5(n —t,), (3.14)

2(ter1 — te) 2 2(tep1 — te1)

es decir, posee elementos no nulos sélo en las posiciones t,. De esta manera, la ec.
3.13 enmarca nuestra propuesta en un marco mas general para EMD discutido en
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Figura 3.2: Senal artificial descripta por la ec. (3.12). A partir de su espectrograma
reasignado puede apreciarse claramente el solapamiento frecuencial de ambas
componentes. Un filtrado lineal convencional no seria capaz de separarlos, con lo
que se hace necesaria una accién de filtrado variante en el tiempo.

indice temporal

Figura 3.3: Comparacién con B-splines. Se muestran 10 funciones v, generadas.
Estas decaen rapidamente cuando t se aleja de t,.

[23, 64, 122]. En [23], se propuso una version de EMD basada en B-splines. En su
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propuesta, la media local de una senal oscilante x se define como

=3 (az(teH) N T(toss) x(tg_i_g)) )

1 5t Yy, (3.15)

donde vy indica la (-ésima B-spline ctbica definida en la particién dada por el
conjunto L, de los extremos locales de la senal.

Las similitudes entre las ecuaciones (3.13), con (3.14), y (3.15) son evidentes. Sin
embargo, nuestra propuesta es totalmente guiada por los datos. Tanto las formas
de onda 1), como los coeficientes 3 son encontrados a partir de los datos, mientras
que el esquema es mucho mas rigido para la propuesta de B-splines: las formas de
onda estan determinadas a priori y los coeficientes se encuentran como combinacion
lineal de la senal en sus extremos con coeficientes fijos, sin considerar la distancia
entre ellos. Ademas, nuestras funciones ¢, cumplen que

> = Xp.Ns (3.16)
7

o sea, estan normalizadas. Esta propiedad se comparte con las B-splines.

En la Fig. 3.3 se muestran algunas de las ¢, generadas con nuestro método. Las
formas de onda, si bien no poseen soporte compacto, decaen suficientemente rapido.
Su «duracion efectiva» es proporcional a la distancia entre los extremos cercanos a
t.

El esquema general para EMD, discutido en [64] y en donde se hace un anélisis
en N dimensiones, define la media local A para una sefial X : RY + R como

A= (T, (3.17)

donde los coeficientes u(7y) se encuentran como combinacién lineal de X en
sus extremos locales {T,,¢ € 7}, y las funciones ¢, constituyen una base del
espacio NN-dimensional. Queda claro ahora que nuestra propuesta implementa de
manera sencilla, y completamente guiada por los datos, este enfoque para senales
unidimensionales.

3.4.2. Interpretacion como filtro variante en el tiempo

Una forma mas sencilla de analizar la solucion de nuestro problema de
optimizacién consiste en escribir

a=(P'P, +\D'D)'P'P,x
(PP, +AD"D)'PIP,) 2

(i3]

= Z gbg(n — tg)l’(tg). (318)
L

conn = 1...N. Como en el caso anterior, la matriz ® posee columnas no nulas
en las posiciones t;, las cuales fueron denotadas como ¢y, y en este caso fueron
«trasladadas» para centrarlas en t,. El objetivo de tal acciéon es poder ver a la
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Figura 3.4: Interpretacién como filtro variante en el tiempo. Vemos los moédulos
de las respuestas en frecuencia |¢,(f)|, ubicados en las posiciones de los (-ésimos
extremos, «desde arriba» en tonos de gris. Superponemos en lineas de trazo las
frecuencias instantaneas de los componentes verdaderos.

ec. (3.18) como un filtrado variante en el tiempo, donde la respuesta en frecuencia
do(f) varfa de extremo a extremo de la sefial (aqui, claro esté, ¢ (f) representa a
la transformada discreta de Fourier de ¢y(n)). La ec. (3.18) resulta entonces una
implementacion de la ec. (2.49) que oportunamente discutiéramos en la Sec. 2.4.4:
a(t) = (h*zy)(t), donde «*» representa a una convolucién generalizada y h es un
filtro pasa-bajos generalizado. Podemos ver en la Fig. 3.4 como varia la respuesta
en frecuencia ngSg( f) de cada una de las columnas no nulas de la matriz ®. La figura
se presenta de modo que vemos las amplitudes de |Q§g( f)| en tonos de gris. Puede
apreciarse como los «atomos» ¢y, localizados alrededor de t,, poseen un espectro
tipo pasa-bajos con un ancho de banda cercano a la maxima frecuencia local. De
esta forma podemos interpretar que nuestro método genera la media local de la senial
mediante un filtrado tipo pasa-bajos con una «frecuencia de corte local» cercana a
la maxima frecuencia instantanea.

Si queremos dar un paso més, debemos comparar a la ec. (3.18) con la ec. (2.43)

de la Sec. 2.4.2:
alt) = [ au )<1> (“ J) du, (3.19)

donde ) (“(tg) serian los atomos. Nuestro método implementa de forma discreta
y local una version de la media local ideal, la cual deberia ser continua e instantdnea.

3.4.3. Espacio nulo de P,

Con el objetivo de descomponer senales en componentes mas «basicos» es que
en [53, 87, 88] se propuso el método de Busqueda de Espacio Nulo (NSP, del inglés
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Null Space Pursuit). En dicho método, los autores llegan a una ecuacién similar a
nuestra ec. (3.10), donde nuestra matriz P, ocupa el lugar de un operador particular.
Contintan iterando tal ecuacién hasta un criterio de detencién dado, de forma que
la solucion pertenezca al espacio nulo del operador.

Resulta conveniente entonces estudiar el espacio nulo de nuestra matriz P,.
Tenemos que z € ker(P,) < P,x =0, con 0 el vector nulo.

Proposicion 3.4.1. Sea x una senal oscilante y P, construida a partir de sus
extremos locales segiin las ecs. (3.7) y (3.8). Entonces, Px = 0 si los mdzimos locales
se encuentran sobre At + B y los minimos locales sobre —At — B, con A, B € R*.

Vemos que una senal oscilante x sera tal que P,x = 0 si sus maximos locales
se encuentran sobre una recta, y los minimos locales sobre otra recta simétrica a la
anterior respecto al eje de las abscisas.

Demostracion. Tenemos L, = {t;} el conjunto de extremos locales de z y junto a
xy = x(t;) forman los pares {xy,t,}. Entonces, para que sea P,x = 0, debe darse

Top1 — Too
T+ <M> (te —te1) +x_1 =0, VL. (3.20)
log1 — to—1
Aqui estamos suponiendo que sgn(z,) = —sgn(xy—1) = —sgn(zyr1). Como los

maximos y minimos locales estdn intercalados, supondremos, sin pérdida de
generalidad, que x tiene un maximo local en 5, y un minimo local en t9,,1. Entonces

Top + (I%H — Izz_1> (tae — tar—1) + 20-1 =0 (3.21)
topt1 — tar—1
x —x
Tory1 + s . (tors1 —tor) + 220 =0 (3.22)
Lot — Top

De (3.21) en (3.22) tenemos

Top42 — Ty Tor41 — T2p—1
Topp1+ <+> (o1 —tor) — <+> (tog—tor—1) —x2—1 =0 (3.23)
toeto — tog topg1 — tap—1

tog — toy_ topy1 — tor
(Taeers — o) (1 - 221> | (aren — 1) (Hl?) _0 (324)
topr1 — tor—1 lopro — tor

<$24+1 - $2e—1> _ <$2£+2 - x%) (3'25)
tor1 — o1 loria — o
La ec. (3.25) se cumple para todo ¢ y nos dice que la pendiente de la recta donde

se encuentran los maximos locales es igual pero de signo opuesto a la recta donde
se encuentran los minimos locales. A partir de la ec. (3.21) podemos escribir:

Top41 — Top—1 Top41 — Top—1
Top + kS log = —Top—1 + <+ o1, (3.26)
togy1 — tar—1 togy1 — tar—1
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y dada la ec. (3.25) tenemos

Tog42 — T2y Tog4+1 — T2e—1
Loy — <+> tog = —x9p_1 + <+) tae-1, (3-27)
Lot — Top topy1 — tar—1

con lo que las ordenadas al origen son opuestas. De esta forma, se demuestra la
proposicion.

]

La proposicién 3.4.1 nos dice que si iteramos la ec. (3.10) de la forma
v+ x— (P'P,+\D'"D)'PI'P,x, (3.28)

en el sentido de NSP, terminaremos con una senal cuyas «envolventes» son
rectas. Esto concuerda con la formulacion original para EMD, dado que para
splines naturales, sélo senales con envolventes constantes cumplen estrictamente
las condiciones de IMF [97, 112, 119]. Nuestra propuesta resulta mas versétil, en la
medida que la envolvente puede ser una recta con pendiente no nula.

Si bien establecimos aqui un paralelismo entre nuestra propuesta y NSP
[87, 88], vale decir que los operadores propuestos por los autores no contemplan
las caracteristicas particulares de las IMFs. De esa forma, su método no emula a
EMD sino que plantea una descomposicién en otros términos (y no en oscilaciones
localmente més rapidas y mas lentas). Mas adelante presentaremos (y discutiremos)
seniales que no pueden ser correctamente separadas por NSP y si por nuestro enfoque.

3.4.4. Relacion con las IMTs de Daubechies

Hemos visto en la Sec. 2.4.6 la relacion entre las IMFs en las cuales EMD
descompone una sefial dada con la clase IMT (Def. 2.4.5) definida por Daubechies y
col. [31]. Esta clase de senales puede usarse para definir un subconjunto de la clase
IMF. Dado un e suficientemente pequeno, una e-IMT puede ser considerada una
IMF, pero s6lo una IMT sin modulacién en amplitud (es decir, una sefial puramente
FM) satisface rigurosamente la definicién. Sin embargo, la relacion inversa no se
cumple: no toda IMF puede ser vista como una e-IMT (sin importar el valor de ¢).
Enunciaremos, y demostraremos, a continuacién una importante relaciéon entre las
IMTs y nuestro enfoque basado en optimizacion sin restricciones.

Proposicion 3.4.2. Si z(t) es una e-IMT con € suficientemente pequeno, entonces

1. Todos los mdzimos (minimos) locales son positivos (negativos).

L , , . P
2. La penalizacion de simetria sobre x estd acotada por e: % = O(e), con

L = #IL, siendo la cantidad de extremos locales de x.

La primera consecuencia satisface la condicion (I) de IMF. La segunda
consecuencia acota el «error» que cometen las envolventes al no ser estrictamente
simétricas, satisfaciendo asi la condicion (IT) de IMF (ver Def. 2.4.2).

Demostracién. Comencemos con la primera consecuencia. Supongamos que z(t) =
A(t) cos(2m¢(t)) admite un maximo local en ¢ = ¢y. Entonces 2/(tg) = 0y 2" (o) < 0.
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Necesitamos que z(ty) > 0 <= 2"(tg) < 0y z(ty) < 0 <= 2"(tp) > 0. Para la
derivada primera de z tenemos

T (to) = A'(to) cos(2mp(to)) — 2mA(to) ¢ (to) sen (27 (to)) = 0 =

21 A(to)¢' (o)

= cos(2mo(ty)) = A(ty)

sen(2wo(to)). (3.29)

La derivada segunda es

2" (to) = A" (ty) cos(2md(ty)) — 4w A'(to) @ (to) sen (2w (to))
— 21 A(to) 9" (to) sen(2md(tg)) — 4> A(to)[¢ (to)]? cos(2mo(ty)).  (3.30)

De (3.29) en (3.30) obtenemos

2 (to) = A" (ty) cos(2md(to)) — 2/A ((t o)) cos(2mp(tg)) —

)
— 47 A(to)[¢' (to)]? cos(2m(to))
)¢

iy AR A
— (100 — 2R - 2O a0 ) cos o)
B(to)
= B(tg) cos ¢(tg). (3.31)

A'(to)9" (to)

&/ (t0) cos(2mp(to))

Ahora, si z(tg) > 0 entonces cos ¢(ty) > 0 (debido a que A(t) > 0 V¢ por hipétesis
(Def. 2.4.5)). Por lo tanto, para que se cumpla z”(ty) < 0, debe darse B(tg) < 0. Un
razonamiento similar puede hacerse para un minimo local. Para ambos casos, debe
ser B(tp) < 0. Ello implica

A" (1) — A'f;)(ji;(“) < Q[ﬁ'ffj)” A At (1) (3.32)

El miembro derecho es siempre positivo (ver Def. 2.4.5). Para el miembro izquierdo
se tiene que |A'(to)d"(to) /¢ (to)] < €2¢'(to) y |A"(to)] — 0 a medida que ¢ — 0
(como |A'(t)] < e¢d/(t) Vt, entonces conforme € — 0 se tiene que |A'(t)| — 0 para
todo t). Por lo tanto, la primera consecuencia queda demostrada.

Para la segunda consecuencia, comenzaremos probando que para e suficiente-
mente pequerio se tiene A(tg) =~ |z(to)| o |A(to) — |z(to)|| < Ce (ya que A(t) >0y
z(t) < A(t)). Usando la ec. (3.29), podemos escribir

400) bt = |2 B I 1 oo
| A(to) cos(2 1 — | cos(2m¢(to))|
= ’27r¢/(t0) | cos(2 W“”" sen(2ro(ts))
< QL (3.33)

1—| cos(2m¢ (o) \‘

debido a que 0 < sen(2mé(to))
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Ahora consideremos tres extremos sucesivos con ubicaciones t,_; (maximo local),
ty (minimo local) y .1 (maximo local), como en la Fig. 3.1. Gracias a las ecuaciones
(3.5), (3.6) y (3.7) podemos escribir

I =l R
= ’A;[l’@z—l) - |$(te>|] + AZ[@*(W_H _ |ZL‘(tg)|)]‘
Af+ A7

< méZ}ﬁz’A§é } <|~T(tf—1> - ’l’(te)“ —+ |x(te+1) _ ’l’(tg)“)

([lz(to)| — x(te—1)| + [ (terr) — |z(te)]])
(|A(t) — A(te—))| + |Altesr) — Ate)]) + O(e)

Aﬁﬂumﬁ+0@geﬁfwﬁwﬁ+m@
< (Blten) — Blter)) + O() = Me + O(e), (334)

VANVAN

IN

donde usamos la ec. (3.33) para reemplazar a z por A, A, =t,—t, 1, Ay = tg1—1ty,
y el hecho que ¢ es una funcién de variacién acotada [18]. Entonces, para la norma
L, podemos afirmar

||wa||1 :Z l’(tf-'rl)(t_ﬁ_tf—l) + x(tf—l)(t_ﬁ_tg_;'_l)
¢ b1 — tea togr — tos
< L(Me + O(¢)) = LO(e), (3.35)

I(tg) +

con L la cardinalidad del conjunto IL, de extremos locales. De esta manera, la
demostracion queda completa.

[]

La Proposicion 3.4.2 nos da una relacion entre las IMTs de Daubechies y nuestro
enfoque. En primer lugar, vemos que a medida que mejora la «calidad» de la IMT, o
sea a medida que € disminuye, se garantiza la condicion (I) de IMF, cumpliendo con
la definicién de weak-IMF [102]. La segunda consecuencia es mucho mas importante
para nosotros: a medida que mejora la calidad de la IMT, el «error» en la simetria
(medido como ||P,x||;) disminuye. Funciones que son «mejores» desde el punto de
vista de Daubechies también son mejores para nuestro enfoque.

3.5. Implementacion

En lo que respecta a la implementacion practica de cualquier método de
procesamiento de senales, siempre es deseable hacerlo de la forma mas eficiente
posible. El problema definido solamente a partir de las ecs. (3.5), (3.6) y (3.7)
estd mal condicionado: plantea condiciones sdlo en las posiciones donde x tiene
un extremo local pero pide una solucién a definida para todos los puntos. Mas
especificamente, la matriz P, € RY*Y tiene rango igual a L, con L = #L, la
cantidad de extremos locales, y sabemos que L < N.

Tal es la situacion que es necesario regularizar el problema, agregando un término
que dependa de la norma (o una pseudo-norma) de la solucién a. Para favorecer
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soluciones suaves, tal y como lo hace la EMD original, elegimos una regularizacion
de Tikhonov de segundo orden que usa como matriz de suavizado

: (3.36)

la cual aproxima a una derivada segunda mediante una diferencia central de segundo
orden [41].

Este proceso de regularizacion es crucial para que el problema tenga solucién.
Como la matriz P, no es invertible, es esencial agregar el término de regularizacion
al problema. Gracias a él, se obtiene un problema con una solucién tnica ya que la
matriz simétrica PT P, +ADT D (ver ec. (3.10)) es definida positiva si P, se construye
a partir de una senal oscilante:

y'(P'P, + \D"D)y = y" P' P,y + \y" D" Dy (3.37)
= (Poy)" Pey + X(Dy)" Dy > 0,Vy # 0,

debido a que ker(P,) Nker(D) = {0}: Dy = 0 sélo si y es una funcién afin; y el
espacio nulo de P, (Sec. 3.4.3) es el de un tipo particular de senales oscilantes.
El caso de descomponer una funcién afin no nos interesa ya que no tendriamos
extremos locales, la matriz P construida a partir de ella seria nula y no tendria
siquiera sentido plantear nuestro problema. Si, en cambio, z es una senal oscilante
(Def. 2.4.1), tendremos al menos dos extremos locales, nunca se darfa Dz = 0, y
nuestro problema siempre tendria solucion.

Para resolver de manera eficiente la inversion matricial presente en la ec. (3.10),
debemos explorar la naturaleza de la matriz P! P, + ADTD. Para una seiial de
longitud N, la matriz DTD tiene 5N — 6 elementos no nulos y la matriz P! P,
tiene 5L elementos no nulos, pero L de ellos se encuentran en la diagonal principal.
Entonces, los elementos distintos de cero de la matriz PI P, + ADT D son

ON —6+4L <9N —6 < 9N, (3.38)

y asi su proporcion esta acotada por 9/N, lo cual deja a la vista que la matriz es rala.
Otra caracteristica importante es que la matriz es diagonal en banda, con ancho de
banda de matriz igual bw = max,(t, — tr+2) [44]. Todo esto se ilustra en la Fig. 3.5,
donde mostramos los elementos no nulos de la matriz P,, con = segun la ec. (3.12). La
raleza de las matrices P, y D puede ser explotada en la implementacién ahorrando
una cantidad significativa de tiempo de cémputo. Existen rutinas de MATLAB®
para el manejo eficiente de matrices ralas, y gracias a ellas logramos tiempos de
computo similares a los de EMD clasica, y dos 6rdenes de magnitud menores a los
tiempos de las otras propuestas de EMD basadas en optimizacion.

3.5.1. Seleccion del parametro A

A partir de la ec. (3.37) puede verse que s6lo es necesario que A sea positiva para
que el problema tenga solucién. Sin embargo, un valor demasiado pequeno llevaria
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Figura 3.5: Elementos no nulos de P,. Puede apreciarse la naturaleza rala de la
matriz, y como los elementos no nulos se concentran alrededor de la diagonal
principal. Tomamos como ejemplo la senal = de la ec. (3.12).

a un niamero de condicién muy grande, y los resultados podrian no ser precisos. Por
otro lado, a medida que A tiende a infinito, la soluciéon a se vuelve una funcién afin.
Una forma habitual para la seleccién del pardmetro de regularizaciéon en un
problema como el que nos compete es elegir su valor de acuerdo con los grados de
libertad deseados. Los grados de libertad (GL) de un problema de regularizacion
como el de la ec. (3.18) estan dados por la traza de la matriz que multiplica a los

datos [44]:
GLy = tr(®) = tr((PTP + AD"D)' PTP). (3.39)

Una descomposicién en valores singulares generalizada [11] de las matrices Py
D, delaforma P =UAYT y D =VMYT conUyV ortogonales, A y M diagonales,
y Y no singular, nos permite escribir
b2

GLy = tr(®) = tr(Y T (ATA+ AMTM)'ATAY ") = W (3.40)
i G

(2
donde b; son los elementos de la matriz diagonal A y ¢; los de la matriz diagonal
M. La ec. (3.40) nos dice que los grados de libertad de la regularizacion estan dados
por una funcién mondtona decreciente. La monotonia de la funciéon nos permite
optimizar su valor de forma sencilla, a través de métodos como los de la seccion
dorada y sus variaciones, o aquellos basados en la serie de Fibonacci [15]. Una
opcién logica puede ser establecer los grados de libertad de nuestra regularizacion
iguales a aquellos que resultan de una interpolacion spline a través de los extremos
locales. Si vemos a la interpolacién como una regularizacién, puede demostrarse que
los grados de libertad coinciden con la cantidad de nodos utilizados. En el caso de
EMD, que usa dos interpolaciones (una para cada envolvente), los grados de libertad
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resultan iguales a L/2, con L = #L, la cantidad de extremos locales de la senal
analizada.

Sin embargo, no debemos dejar de lado que EMD utiliza un proceso de sifting,
en el cual existen sucesivas sustracciones de medias locales y por lo tanto la media
local resultante es una spline con més nodos que cantidad de extremos de la senal
original. Ademas, a medida que aumenta la cantidad de iteraciones de sifting, el
ancho de banda marginal del modo es més estrecho. Ello es congruente con nuestro
enfoque: a medida que disminuye A aumenta la cantidad de grados de libertad y las
«frecuencias de corte» de las columnas no nulas de ® también aumentan, con lo que
el ancho de banda marginal del modo se hace méas estrecho. De esto concluimos que
el valor de A debiera ser menor que aquél que otorga grados de libertad iguales a

L)2.

Pueden usarse otros métodos para la seleccion del pardmetro de regularizacién
A. El método de la curva L o el principio de discrepancia de Morozov [48] pueden ser
empleados, pero tales opciones llevarian un alto costo computacional. Debido a ello
y de acuerdo a nuestros estudios que muestran que nuestra propuesta se comporta
de forma robusta a la opcién de A, elegimos en todos los casos A = 1.

3.5.2. Efectos de borde

Como todos los métodos de analisis de senales, y debido a la longitud finita
de éstas, nuestra propuesta presenta efectos de borde. Sin embargo, la finitud de
los datos no es el tnico inconveniente: la funcién interpolante i,(¢) de la ec. (3.5)
no esta definida entre el borde izquierdo de la senal y el segundo extremo local,
para penalizar al primer extremo local; ni entre el penultimo extremo local y su
borde derecho para penalizar al tltimo extremo local (ver Fig. 3.1). Esta dificultad
es compartida en su totalidad con el algoritmo tradicional de EMD (Sec. 2.4.7.1),
debido a que las envolventes no estan bien definidas para los mismos intervalos.
Mencionaremos dos estrategias que pueden usarse: prolongaciéon de los extremos, a
través de un espejado en los bordes; y no penalizar el primero y el iltimo extremo
local.

Ademéas de las cuestiones mencionadas en el parrafo anterior, que refieren
unicamente a los extremos locales y por lo tanto a la matriz P, también debe
observarse lo que ocurre con la matriz D (ver ec. (3.36)), la cual estima una derivada
segunda. La estimacién de una derivada mediante diferencias finitas presenta siempre
«problemas» en algiin borde (o en ambos) debido a la falta de datos. La matriz D, tal
como se la presenta en la ec. (3.36), ofrece una estimacién distinta en las muestras
primera y ultima respecto de las demas (las filas primera y dltima de D poseen
s6lo dos elementos, mientras que el resto posee tres). Esta «deficiencia» en realidad
supone que la solucién es nula en ambos bordes (condiciones de borde de Dirichlet).
Pero esta no es la tinica opciéon posible, ya que podrian desearse condiciones de borde
distintas. Las siguientes son las posibles elecciones para D:
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-2 1 -1 1 -2 1 1
1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1
1 -2| | 11 1 .1 =2
(Dirichlet) (Neumann) (Periodica)

3.5.3. Criterios de detencion

Cualquier método que utilice los extremos locales de la senal para estimar los
del modo extraido puede necesitar alguna forma de sifting. Esto es tan cierto
para nuestro método como para el resto de las propuestas para EMD basadas en
optimizacion [83, 92, 93]. Si algunos de los extremos del modo estan «ocultos» (i.e.
no aparecen en la sefial compuesta), éstos pueden aparecer luego de una iteracién de
sifting [97, 98]. Entonces, el proto-modo tendria mas extremos locales que la senal
original, y la matriz P, (construida a partir de los extremos de la sefial original)
no seria capaz de modelar la simetria. Seria necesaria la construccion de una nueva
matriz P y por lo tanto una nueva sustracciéon de media local.

El enfoque mas sencillo para establecer la cantidad de iteraciones de sifting es
considerar un nimero fijo, lo cual no garantiza que se cumplan las condiciones
de IMF (Def. 2.4.2). Propondremos aqui dos criterios, basdndonos en aquellos
anteriormente propuestos para EMD y discutidos en la Sec. 2.4.7.2, pero haciendo
una pequena salvedad. Como la versién original de EMD estda basada en
interpolaciones spline, luego la media local esta enteramente determinada por las
posiciones de los extremos locales y el valor de la funcién en tales posiciones. Dadas
las condiciones de borde entonces, el spline es tinico para un conjunto de nodos
(extremos locales en este caso) dados, y por lo tanto la unica forma de tener una
media local idénticamente nula es que todos los nodos de la spline tengan valor cero
en su ordenada. De esto se desprende que para evaluar si la media local es nula es
suficiente observar el comportamiento de ella en los nodos.

Como criterio global para evaluar si dy es una IMF, puede implementarse la
siguiente expresion: .
|| P i1
|| Ags di[13”

donde di, es la i-ésima iteracién, y A, es la matriz de «amplitud» que se define de
forma tal que A,x evaliie en cada extremo local la diferencia

SL’(tg) — ig(t[), (342)

donde i(t) es la funcién interpolante de la ec. (3.5). La construccién de la matriz
A, es tal que resulta A, = 2diag(P,) — P,, donde el operador diag(-) es aquel que
construye una matriz diagonal con la diagonal principal de la matriz argumento
(y donde hemos omitido los subindices a los efectos de simplificar la notacion). En
definitiva, el criterio de la ec. (3.41) evalta la simetria global de dj normalizdndola
por una «amplitud global».
Un criterio de tipo global/local puede implementarse considerando la funcién
[Pydilt)

LO(6) = ERAC) (3.43)

GC = (3.41)
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la cual estd definida sélo alli donde di posee un extremo local. Luego se pueden
aplicar criterios locales similares a aquellos propuestos en [99]: LC(¢) < € para una
fraccién 1 — a de los extremos locales; y LC(¢) < e, para la fraccién « restante.

3.5.4. Efectos de muestreo

Tal como ocurre con la EMD tradicional, cuyos problemas de muestreo
fueron oportunamente discutidos en la Sec. 2.4.7.4, nuestra propuesta sufrird de
inconvenientes similares. El hecho radica nuevamente en la dificultad para ubicar
correctamente los extremos locales, ya que a medida que disminuye la frecuencia de
muestreo, los extremos locales se desplazan respecto a sus ubicaciones tedricas en la
sefial de tiempo continuo. En nuestro caso, se aplican en su totalidad los hallazgos
reportados en [98], donde se ofrece una cota para el error del operador elemental de
sifting (ver ec. (2.63)). Podemos corroborarlo empiricamente en la Fig. 3.6, donde
puede verse la norma ||P.(z — a)||; (que sirve como una medida de «error») en
funcion del logaritmo de la frecuencia de muestreo f;. Nuevamente, hemos usado
como ejemplo la senal de la ec. (3.12).

senal =

tiempo

1P (z = a)]x

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
09,41

Figura 3.6: Efectos de muestreo. La norma ||P,(z — a)||; disminuye a medida que
aumenta la frecuencia de muestreo de la sefial. La senal x esta dada por la ec. (3.12).

3.6. Experimentos y resultados

Con el objetivo de comprender mejor las capacidades de este nuevo enfoque
para EMD que presentamos, es que proponemos en esta secciéon revisitar ejemplos
clasicos de EMD con senales artificiales y comparar nuestros resultados con aquellos
obtenidos mediante EMD tradicional, y las dos propuestas basadas en optimizacién
descriptas en la Sec. 3.3.1. Ademaés, ofrecemos un experimento con datos reales (senal
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de voz) y comparamos los resultados obtenidos con nuestro método con aquellos
obtenidos mediantes EMD tradicional y versiones de EMD asistidas por ruido.

3.6.1. Separacion de tonos

Como primer experimento, revisitamos el trabajo pionero de Rilling y Flandrin
[97]. Definimos la suma de dos tonos puros como

z(t;, f) = 1+ s2 = sen(2nt) + asen (27 ft) (3.44)
—_—  —
S1 52

con f € (0,1) y @ > 0. Aunque muy sencillo, este modelo probé ser muy efectivo
a la hora de evaluar el desempenio de EMD. Nuestra meta aqui es deducir (y luego
medir) el desempenio de nuestro método cuando se lo aplica a x. La naturaleza «fina
a tosca» de nuestra propuesta nos sugiere que el primer modo d; debe ser similar
a s1 (el tono mas rapido). Nos interesa responder la siguiente pregunta: ;bajo qué
condiciones se da que d; =~ s17?

Podemos ver facilmente que d; =~ s; es equivalente a a; & s5. Si aplicamos el
Algoritmo 3.1, y por consiguiente la ec. (3.11) a nuestra senal z, obtenemos

ay = (P'P,+AD"D)x = (P'P, + A\D"D)s; + (P'P, + ADTD) sy,  (3.45)

donde P, se construye a partir de los extremos locales de x. Resulta evidente que
una condicién necesaria para la separacién de los dos tonos (i.e. a; ~ s2) es

(PTP, + \D'D)*PI'P, s, ~ 0 (3.46)

(PI'P,+AD"D) 'PI'P,sy = (PI'P, + AD"D) (PP, + A\D"D — AD" D)s,
= ([ - (P'P, + \D"D)'AD"D)s,
= sy — (PP, + AD"D)*'AD" Ds, = s,.
(3.47)

Rilling y Flandrin [97] demostraron que si el producto af en la ec. (3.44) es
suficientemente pequefio, entonces los extremos locales de = estdn cercanos a los de
s; v, dado que s; es un tono puro con media local cero, P,s; = 0, satisfaciendo
(3.46). Ademds o f menor que 1 asegura que la derivada cuarta de sy (i.e., DT Dsy)
es pequenia, y si A es también pequeno, entonces se satisface (3.47).

Ahora tenemos una respuesta a la pregunta que formulamos mas arriba. Para o f
pequeno (af < 1 es suficiente), y A también pequeno, la separacién serd satisfactoria
y tendremos d; ~ s;. Para medir el desempeno de nuestro método seguimos a [97]
y proponemos calcular

Cldu(ts o f) = sille
o) =l

donde d;(t; o, f) indica el primer modo de x(t;«, f). Un valor de ¢(a, f) cercano
a cero indica una separacién correcta, mientras que un valor cercano a uno ocurre
cuando los tonos son mal separados (o no separados en absoluto).

: (3.48)
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Figura 3.7: Separacion de tonos. Graficamos en escala de grises los valores que toma
la ec. (3.48). Las curvas criticas se superpusieron en linea de trazos roja (af = 1)
y linea punteada blanca (af? = 1). La linea negra gruesa para o f < 1 representa
la «frecuencia de corte» para la cual c(a, f) = 0,5. En las imédgenes, el color blanco
significa un valor de 0 y el color negro un valor de 1.

Aunque el modelo (3.44) fue formulado en tiempo continuo, debemos realizar
una implementacion discreta por razones obvias. Usamos entonces senales de 2000
muestras, con una frecuencia de muestreo de 200 Hz. El pardametro f fue dividido
en 100 particiones, y la ec. (3.48) fue evaluada sobre las muestras 501 a 1500 con el
fin de evitar cualquier tipo de efecto de borde. La Fig. 3.7 presenta los resultados,
con f € (0,1) y 1072 < «a < 107, para seis valores de \. La semejanza con los
resultados presentados en [97] es notable. En la fila de arriba pueden identificarse
dos zonas bien diferenciadas. Para af < 1 los dos tonos se separan perfectamente,
excepto por encima de una frecuencia «de corte» f. ~ 0,9 donde es imposible separar
los dos componentes, sin importar el valor de a. Este resultado es consistente con
nuestras expectativas de que los dos tonos podrian separarse correctamente si af es
suficientemente pequeiio. Por otro lado, para af? > 1, los dos tonos son separados
de manera incorrecta. Rilling y Flandrin mostraron que, para este dominio, el tono
mas lento es «dominante» en el sentido que la tasa de extremos de la senal es
igual a la tasa de extremos del tono de baja frecuencia. Entonces, resulta légico
que nuestro método (al igual que el EMD tradicional) sea incapaz de aislar en
su primer modo al tono mas rapido si los extremos de éste estan ausentes de la
senal compuesta. Existe una zona de transicion (una especie de «tierra de nadie»)
entre los dominios mencionados donde el desempeno de la separacion parece estar
principalmente condicionado por la frecuencia f. Resulta conveniente mencionar
aqui que para alcanzar una frecuencia de corte f. ~ 0,9 con EMD tradicional, son
necesarias mas de 100 iteraciones de sifting [97]. En nuestro caso, usamos solamente
una iteracion.

En la fila de abajo de la Fig. 3.7, los resultados son todavia similares a los
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anteriores, pero también distintos en algunos aspectos. Las dos areas (junto con
la zona de transicién) pueden reconocerse atn, pero la frecuencia de corte es més
pequena a medida que A crece. Estos resultados sugieren que podemos seleccionar A
a partir de un amplio rango de valores, lo cual evidencia cierta robustez del método.
En lo que sigue, y solo por cuestiones de simpleza, usaremos A = 1, un valor para el
cual obtuvimos muy buenos resultados en situaciones muy diferentes, como se vera
en los siguientes experimentos.

3.6.2. Mezclas de oscilaciones AM-FM y no lineales

Presentaremos en esta subseccion tres ejemplos para analizar el desempeiio del
método propuesto en comparacion con otros del estado del arte.

Ejemplo 1. El primer experimento de esta subseccién lo realizamos sobre una
senal muy similar a una estudiada en [92]. Discretizada para 1000 muestras, consiste
de la suma de un tono rapido y un tono lento de amplitudes diferentes y un atomo
gaussiano con una frecuencia intermedia. Presentamos en la Fig. 3.8 los resultados
de las descomposiciones obtenidas con EMD tradicional, Prox-EMD, OS-EMD y
nuestro método UOA-EMD. En todos los casos, la cantidad de modos K = 3 se
supuso conocida. El parametro de regularizacién usado para UOA-EMD fue A = 1,
y se realizd solo una iteracion de sifting para la extraccion de cada componente.
Para comparar los resultados con los componentes originales de la senal, usamos el
error cuadratico relativo (RSE, del inglés Relative Square Error):

_ la—blI3

RSEya) = s, (3.49)

donde b es una sefial dada y a su estimacion. Tanto Prox-EMD como OS-EMD
fueron usados con sus parametros por defecto. Para el EMD tradicional, usamos la
toolbox disponible en http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/emd.html, con
los criterios de detencién por defecto. En la Tabla 3.1 se presentan los RSEs y
tiempos de computo para los cuatro métodos. Para los tres componentes, los errores
de EMD y UOA-EMD son de magnitudes comparables, mientras que los errores
de los otros métodos son al menos un orden de magnitud mayores. Los tiempos de
computo también merecen ser observados detenidamente. El tiempo para nuestro
método UOA-EMD es seis veces menor que el de EMD, y dos 6rdenes de magnitud
mas bajo que aquellos de los otros dos métodos. (Aclaramos que ejecutamos todas
las simulaciones en una PC con procesador Intel(R) Core(TM) i7-4770K CPU @
3.50GHz).

Ejemplo 2. Como segundo experimento de esta subseccion, descomponemos
mediante los cuatro métodos una senal muy similar a una estudiada en [38]. La
senal se compone de la suma de tres componentes: una forma de onda triangular de
«frecuencia alta» con su amplitud creciendo linealmente y de forma muy lenta, un
tono de «frecuencia media» cuya amplitud decrece rapidamente de forma lineal, y
una forma de onda triangular de «frecuencia baja». Al igual que en el caso anterior,
la senal discreta posee 1000 muestras. Los resultados se muestran en la Fig. 3.9.
Nuevamente, usamos A = 1 y sélo una iteracion de sifting para UOA-EMD. Los
errores y tiempos de computo se presentan en la Tabla 3.2. Los valores recuerdan a
aquellos del ejemplo previo. Los errores de EMD y UOA-EMD son de magnitudes
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Figura 3.8: Ejemplo 1. Suma de dos tonos y un atomo gaussiano. La senal original
x se muestra en la fila superior, y sus componentes x1, xo y x3 en la segunda fila.
En las filas siguientes se muestran los modos obtenidos mediante EMD, Prox-EMD,
OS-EMD y UOA-EMD respectivamente.
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Figura 3.9: Ejemplo 2. Suma de dos formas de onda triangulares y una sefal
sinusoidal FM. La sefial original x se muestra en la fila superior, y sus componentes
X1, T2 y x3 en la segunda fila. En las filas siguientes se muestran los modos obtenidos
mediante EMD, Prox-EMD, OS-EMD y UOA-EMD respectivamente.

comparables y al menos un orden de magnitud menores que aquellos de Prox-EMD y
OS-EMD (con esta diferencia creciendo a dos 6rdenes de magnitud para dos modos
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de Prox-EMD). Los tiempos de computo también son similares a los del ejemplo
previo. UOA-EMD necesit6 un sexto del tiempo de EMD, y dos érdenes de magnitud
menos que el necesitado por Prox-EMD y OS-EMD.

Ejemplo 3. Como tercer y tltimo experimento de este subseccion, analizamos
una sefial muy similar a la usada en [99]. Es una suma de dos senales moduladas
senoidalmente en frecuencia y un atomo gaussiano, superpuestas todas ellas tanto
en tiempo como en frecuencia. Con el objetivo de evaluar nuestro método en senales
de longitud extensa es que decidimos muestrear la sefial con un millén de muestras.
Los resultados de las descomposiciones pueden apreciarse en la Fig. 3.10. Como en
los ejemplos anteriores, usamos A = 1 y s6lo una iteracién de sifting. La Tabla 3.3
presenta los RSEs y tiempos de computo. Nuestro método UOA-EMD logra errores
un orden de magnitud menores a los de EMD para dos de los tres componentes, y al
menos dos 6rdenes de magnitudes menores a los de Prox-EMD. El método OS-EMD
no logré terminar la descomposicion, imprimiendo un mensaje de error luego de casi
12 minutos de ejecucion. Los tiempos de computo merecen algunos comentarios.
EMD necesité poco méas de un segundo para realizar la descomposicion, mientras
que UOA-EMD tom6 casi tres segundos. Contrastando esta situacion, Prox-EMD
necesité mas de 47 minutos.

En esta subseccion ilustramos las capacidades de nuestro método con senales
artificiales cldsicas, descomponiendo exitosamente senales con componentes AM-
FM y oscilaciones no lineales superpuestas en tiempo y en frecuencia. En todos los
casos los resultados son similares a los obtenidos con EMD. Los errores cuadraticos
relativos son del mismo orden de magnitud. El costo computacional de nuestro
método es similar al de EMD. Por el contrario, los otros dos métodos basados en
optimizacién lograron errores al menos un orden de magnitud por encima y tiempos
de al menos dos 6rdenes de magnitud mayores. Estas diferencias se incrementaron
significativamente cuando analizamos una senal de un millon de muestras.

3.6.3. Ruido blanco gaussiano y banco de filtros equivalente

Exploraremos ahora un esquema iterativo con nuestro método aplicado a una
sefial de ruido blanco gaussiano (wGn, del inglés white Gaussian noise) con N ~
(0,1) y de 512 muestras de largo. Realizamos iteraciones de sifting hasta que se
cumple la condicién de weak-IMF (condicion (I), Def. 2.4.2) [102]. En la Fig. 3.11
ilustramos el proceso de sifting para el primer modo. Usamos A = 1. Los puntos mas
notables donde el candidato a primer modo viola la condicién (I) estdn marcados
con circulos; se puede observar como nuestro método corrige esas violaciones a la

Error cuadratico relativo Tiempo de cémputo
x1(t) xo(t) z3(t) (segundos)
EMD 230x 103 242x102 370x 1073 0,0717
Prox-EMD 5,29 x 1072 1,1615 5,88 x 1071 3,1490
OS-EMD 1,19 x 1072 1,59 x 107! 9,39 x 1072 7,0712
UOA-EMD 4,00 x 1073 4,27 x 1072 8,30 x 1073 0,0110

Tabla 3.1: Ejemplo 1. Suma de dos tonos y un atomo gaussiano (1000 muestras).
Errores cuadraticos relativos y tiempos computacionales para los cuatro métodos.
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Figura 3.10: Ejemplo 3. Suma de dos senales AM-FM y un atomo gaussiano. La
senial original x se muestra en la fila superior, y sus componentes x1, o y x3 en la
segunda fila. En las filas siguientes se muestran los modos obtenidos mediante EMD,
Prox-EMD, OS-EMD y UOA-EMD respectivamente.

Error cuadratico relativo Tiempo de computo
x1(t) xo(t) x3(t) (segundos)
EMD 1,50 x 1072 8,10 x 1073 8,00 x 1074 0,0679
Prox-EMD 7,14 x 1071 6,2173 2,05 x 107! 3,0362
OS-EMD 4,06 x 1071 7,366 2,53 x 1071 5,4287
UOA-EMD 127x10"2 330x103% 7,00x 10 0,0104

Tabla 3.2: Ejemplo 2. Suma de dos formas de onda triangulares y una senal AM
(1000 muestras). Errores cuadraticos relativos y tiempos computacionales para los
cuatro métodos.

quinta iteracion. Luego de cada iteracion, mostramos la diferencia entre la cantidad
de extremos y cruces por cero (ver Def. 2.4.2). Usamos la notacién dj, del Algoritmo
2.1 para indicar la j-ésima iteracion de sifting del k-ésimo modo.

En el pasado se llevaron a cabo extensas simulaciones sobre ruido blanco
gaussiano con el objetivo de evaluar el comportamiento de EMD. Se revel6 asi una
estructura de banco de filtros cuasi-diadico cuando se aplica EMD a ruido blanco
gaussiano [38, 40, 116]. Las mismas caracteristicas aparecen cuando se analiza ruido
blanco gaussiano con nuestro método. Siguiendo a Flandrin y col. [38], calculamos
funciones de transferencia equivalentes para nuestro método cuando se lo aplica a
ruido blanco gaussiano. Descompusimos cinco mil realizaciones (A = 1 y un niimero
fijo de diez iteraciones de sifting) y estimamos el comportamiento promedio como
en [38]:
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Error cuadratico relativo Tiempo de computo
x1(t) xo(t) x3(t) (segundos)
EMD 2,04 x 1072 240 x 1072 5,67 x 102 1,1526
Prox-EMD 5,20 x 107! 6,78 x 1071 2,6531 2854
OS-EMD 1,1321* 5,35 x 103+ 6,05 x 10%* T11*
UOA-EMD 820x 103 260x 103 1,20 x 10! 2,8793

Tabla 3.3: Ejemplo 3. Suma de dos senales AM-FM y un atomo gaussiano (un
millén de muestras). Errores cuadréticos relativos y tiempos computacionales para
los cuatro métodos. (* El algoritmo no logré terminar la descomposicién e imprimié
un mensaje de error.)
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Figura 3.11: Proceso de sifting para el primer modo de una realizaciéon de ruido
blanco gaussiano. Marcamos en rojo aquellos puntos més notables donde el candidato
a primer modo viola la condicién (I) de la definicién de IMF (Def. 2.4.2). Puede
apreciarse que nuestro método corrige tales violaciones luego de 5 iteraciones.
Usamos la notacién dJ, del Algoritmo 2.1.

R N-—1 ) 1
Su(f)= > mlmlwmle™m || < 3 (3.50)
m=—N+1
con w[m| siendo una ventana de Hamming, N la cantidad de muestras, y
L& (1 o o)
re[m] = jz v S &l nld) [n+|m|] |, Im| <N -1 (3.51)
j=1 n=1

el promedio (sobre las J realizaciones) de las estimaciones empiricas de la funcién
de autocorrelacién donde d,(j ) es el k-ésimo modo de la j-ésima realizacién de ruido
blanco gaussiano. Los resultados se presentan en la Fig. 3.12. Puede apreciarse
que éstos son muy similares a los informados en [40, 116]. El fenémeno de
autosimilaridad parece emerger. En el panel derecho graficamos log, f; vs. k, donde
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fi = arg maxy ]gk(f)\, junto a un ajuste lineal superpuesto. La pendiente p = 1,53
del ajuste verifica la relacién f; oc p=% y podemos afirmar (como en [39, 40]) que

Se(f) = Su(p" " f) (3.52)

para k' > k > 2. En [95] se mostré que el coeficiente de autosimilaridad p decrece a
medida que la cantidad de iteraciones de sifting crece. El valor relativamente bajo de
p que obtuvimos en nuestro ejemplo (lejos del caso cuasi-diadico donde p ~ 2 para
diez iteraciones de sifting [95, 116]) indica que una iteracién de nuestro método es

equivalente a varias iteraciones con EMD. Esta caracteristica ya habia sido observada
en la Sec. 3.6.1.
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Figura 3.12: Descomposiciones de ruido blanco gaussiano. Izquierda: Funciones de
transferencia equivalentes S*k( f),1 < k < 7. Descompusimos 5000 realizaciones de
wGn mediante nuestro método y estimamos el comportamiento promedio de acuerdo
a las ecuaciones (3.50) y (3.51), siguiendo a [39, 40]. Derecha: Posiciones de los
maximos de las funciones de transferencia equivalentes. El logaritmo en base 2 de
fr se grafica contra el indice de modo k. Se superpuso un ajuste lineal y el factor
de escalamiento estimado fue p = 1,53.

3.6.4. Descomposicion de senales de ancho de banda local-
mente estrecho

En la descomposicion basada en operadores presentada en [87], y oportunamente
discutida en la Sec. 3.4.3, los componentes resultantes se denominan «senales de
ancho de banda localmente estrecho» (en inglés local narrow band signals). En
su trabajo, los autores indican la incapacidad de su método para separar la senal
z(t) = sen(2t) —cos(4t)/3. Presentamos en la Fig. 3.13 la descomposicién de tal sefial
mediante el método aqui propuesto UOA-EMD y EMD tradicional. Usamos A = 1
y dos iteraciones de sifting. Nuestro método logré los siguientes RSEs: 1,24 x 1072 y
1,40 x 1072 para el primer y segundo modo respectivamente. Los RSEs para EMD
fueron mayores: 5,37 x 1072 y 5,90 x 1073,

Los autores en [87] también afirman que la senal z(t) = sen(2t) — (14-cos(4t))/4+
sen(8t) — cos(16t)/3 no puede ser descompuesta ni por su propio enfoque ni por
EMD tradicional. Debido a esta razon, propusieron un enfoque hibrido para realizar
la tarea. Al contrario, nuestro método es capaz de descomponer z(t) por si mismo,
sin necesidad de un procesamiento posterior. Los resultados de las descomposiciones
obtenidas por EMD y por nuestro método UOA-EMD pueden apreciarse en la Fig.
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Figura 3.13: Senales de ancho de banda local estrecho. La senal z(t) = sin(2t) —
cos(4t)/3 se muestra en la fila superior. En la segunda y tercera fila se presentan
los componentes originales (linea negra sélida), los resultados con UOA-EMD (linea
roja sélida) y los resultados con EMD tradicional (linea negra de trazos). La senal
z(t) no puede descomponerse correctamente mediante la propuesta de [87].

3.14. Mientras nuestra propuesta devuelve los cuatro componentes (excepto por un
offset irrelevante en ds y as), EMD no puede separar los dos componentes mas
lentos en dos modos diferentes. Se necesitaron tres iteraciones de sifting y, como
en los ejemplos previos, usamos A = 1 (al contrario de [87], donde el valor del
parametro de regularizacién debe ser cuidadosamente elegido para cada uno de los
experimentos).

3.6.5. Senal real de voz

Cuando EMD se aplica a senales reales, experimenta frecuentemente problemas
de mezcla de modos, especialmente en los casos ruidosos (Cap. 5). Aunque EEMD
(del inglés Ensemble EMD) [118] alivia este problema, también crea algunas
dificultades nuevas. El nuevo algoritmo de CEEMDAN (del inglés Complete EEMD
with Adaptive Noise) [27, 107] soluciona los problemas persistentes en EEMD.
Discutiremos en profundidad estas versiones de EMD asistidas por ruido en el Cap.
5; aqui sélo las mencionamos ya que compararemos con ellas los resultados de UOA-
EMD.

Para ilustrar las ventajas de nuestro método cuando se lo aplica a senales
reales, descompusimos una senal de voz (vocal /a/ sostenida). Usamos A = 1, y un
numero maximo de iteraciones de sifting igual a 30. Los resultados obtenidos pueden
apreciarse en la columna de la izquierda de la Fig. 3.15. También descompusimos
la misma senal mediante EMD, EEMD y CEEMDAN. Usamos el mismo criterio de
detencion que para EMD, sin limitar las iteraciones de sifting. En ambos métodos
asistidos por ruido (EEMD y CEEMDAN) se usaron los mismos pardmetros: 0,2
para la amplitud de ruido agregado [28] y 20 realizaciones de ruido.

Cuando se analizan senales cuasiperiddicas como la aqui estudiada, uno espera
extraer componentes cuasiperiodicos también. Ese es justamente el caso para nuestro
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Figura 3.14: Senales de ancho de banda local estrecho. La senal x(t) = sen(2t) — (1+
cos(4t))/4+sen(8t)—cos(16t)/3 se muestra en la fila superior. En la segunda y tercera
fila se presentan los componentes originales (linea negra sélida), los resultados con
UOA-EMD (linea roja sélida) y los resultados con EMD tradicional (linea negra de
trazos).

método UOA-EMD. En la columna de la izquierda de la Fig. 3.15 los dos primeros
modos parecen contener informacion relacionada principalmente al ruido, mientras
que los modos tercero a sexto contienen la mayor parte de la infomacion relevante
de la senal. Mas aun, el sexto modo parece capturar casi perfectamente a Fp, la
frecuencia fundamental de la senal de voz (inversa de la distancia entre impulsos
gléticos sucesivos). Al contrario de lo recién expuesto, EMD (en la segunda columna
de la Fig. 3.15) presenta mezcla de modos entre el segundo y tercer modo, y entre
el tercer y cuarto modo. Ademéas, EMD no es capaz de capturar la frecuencia
fundamental. En la tercera columna, los modos cuarto a séptimo de EEMD son
regulares y cuasiperiédicos, aunque se observan minimos positivos y maximos
negativos en el cuarto modo, en clara violacién de la definiciéon de IMF (Def. 2.4.2).
La tendencia de la senal se reparte entre los modos noveno a undécimo, mostrando
claramente una dificultad de EEMD (volveremos a esto en el Cap. 5). Los modos de
CEEMDAN (ultima columna de la Fig. 3.15) también son regulares, pero el modo
cuarto viola la definicion de IMF. Puede apreciarse entonces, que en el caso de esta
aplicacion, los resultados se muestran a favor del método que aqui hemos propuesto.
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UOA-EMD EMD EEMD CEEMDAN
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Figura 3.15: Descomposicién de una senal de voz. Nuestro método UOA-EMD logra
la descomposicion méas regular de todas, capturando la frecuencia fundamental Fy
de manera casi perfecta. EMD no es capaz de hacerlo. El séptimo modo de EEMD
captura Fy de manera aceptable, pero pierde el tltimo ciclo. El séptimo modo de
CEEMDAN captura a Fy.

3.7. Extension a dos dimensiones

La separaciéon de imagenes no estacionarias en componentes frecuenciales
localmente disjuntos, que pueden no estarlo globalmente, es a menudo necesaria para
aplicaciones como clasificacién de texturas [19, 47, 75|, reconocimiento de rostros
[7, 72, 105], y marcas de agua digitales [103]. Se considera entonces un modelo
similar al de la ec. (2.1) pero en dos dimensiones:

X(z,y) = X_: a(,y) cos dp(r,y) + Ar(2,y), (3.53)

donde cada detalle local o modo es Dy(x,y) = ay(x,y) cos or(z,y). Aligual que en el
caso unidimensional, uno de los objetivos principales es la extraccion de cantidades
locales como amplitudes, fases y frecuencias. Sin embargo, la descomposiciéon de la
imagen original en sus modos es un fin en si mismo.

Dado que EMD provee una separacién de la forma de la ec. (3.53), y debido a
su adaptividad y flexibilidad, es que diversos investigadores se vieron motivados
para adaptarla para datos bidimensionales. Nunes y col. [81] desarrollaron un
bidimensional EMD para el cual usaron operadores morfologicos para detectar
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maximos regionales y funciones de base radial para la interpolacién de superficies.
Linderhed [74] presenté una image EMD donde las envolventes se encuentran a
partir de thin plate splines. Wu y col. [120] propusieron un enfoque multidimensional
en el cual descomponen filas y columnas de manera independiente y combinan los
resultados basdndose en una estrategia de minima escala.

Todos estos métodos, sin embargo, se asientan en procesos iterativos, como
el sifting. Los enfoques basados en optimizacion, como los discutidos en la Sec.
3.3, vy desarrollados para sefiales 1D evitan este proceso iterativo [83, 93]. Nuestro
enfoque para senales 1D, basado en un problema de optimizacién sin restricciones,
y desarrollado en el presente capitulo, es significativamente mas sencillo en su
formulacién y méas réapido que los mencionados. Es por ello que propondremos
aqui una extensiéon de nuestro método para datos 2D. Logramos un método
independiente de la orientacién (isétropo) que implementa una descomposicion EMD
para imagenes. Mostraremos que, en comparacion con otros enfoques de EMD en
2D, nuestra propuesta es computacionalmente eficiente, isétropa (no depende de la
orientacion) y logra un mejor desempeno al descomponer imégenes AM-FM.

3.7.1. Nuestro enfoque

Consideremos ahora una funcién real de dos variables reales X = X(z,y), la
cual en el caso discreto se ve como una matriz X € RM>*2 E] conjunto contable
de extremos locales es

Ly — {zg — (e, y0) /X (2) > X(2) V X(20) < X(2), (3.54)
0< |Z— Zg’ < (5[}

Esta definiciéon de extremos locales puede variar dependiendo de si se requiere
o no una desigualdad estricta. Nuestro objetivo es encontrar una aproximacion
A € RN1*N2 ga] que la penalizacion (en un sentido de simetria, como en || P,(z—a)||3
para senales 1D) del modo D = X — A sea minimizada. Para hacerlo, debemos aplicar
la ec. (3.6) en un sentido 2D. Si 2z, es un méaximo (resp. minimo) local, definamos
zi, 1 = 1,2,3, como los tres minimos (resp. méaximos) locales no colineales mas
cercanos [101]. Entonces, la penalizacién sobre z, es

<Pg, D) = D(Zg) + 61D<Zl) + CQD(ZQ) + CgD(Zg), (355)

donde (-,-) indica el producto interno entre matrices, P, € RN¥*N2 e una matriz
con coeficientes no nulos sélo en Py(z;) = ¢;,i = 1,2,3, y los coeficientes ¢; son los
necesarios para comparar la funcién evaluada en el punto D(z;) con el plano que
intersecta a D(z;):

~(we—x)(ys —y1) — (w3 — 21)(ye — 1) a
2 (= 1) (s — 1) — (w5 — 21) (42 — 1) (3.362)
_ (2 —21)(ye — v1) — (2 — 21) (Y2 — 1)
“ (2 —21)(y3 — y1) — (13 — 1) (Y2 — ¥1) (3.56b)
c1=1—c3—c3. (3.56¢)
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Figura 3.16: Funcién AM-FM bidimensional, extremos locales y plano interpolante.
Tal como plantearamos para funciones 1D, en este caso comparamos el minimo local
(en azul) con el plano que definen los tres maximos locales mas cercanos (en rojo).
De esta forma obtenemos una medida de la simetria de la funcién alrededor del
minimo local.

La situacién descripta se ilustra en la Fig. 3.16.

Para favorecer soluciones suaves, debemos usar una matriz de suavizado
(roughening matriz en inglés). Elegimos una aproximacion discreta del operador
Laplaciano L; ; € RNM*M2 Ia cual consiste en una matriz del mismo tamafio que X
con todos sus coeficientes nulos excepto por el kernel

05 1 05
K=|1 -6 1 (3.57)
05 1 05

centrado en el punto 4, j. Cuando 7, j estd en un borde de la matriz, simplemente
cortamos el kernel, y modificamos el valor del elemento inicialmente en el centro
para que la suma de todos sus elementos dé cero.

Gracias a la ec. (3.55) y al operador Laplaciano, podemos formular el siguiente
problema de optimizacién:

min Yo (P (X — A+ AZ(LM, A)? (3.58)

£)zp€lx

en el cual el primer término modela la penalizaciéon de simetria en cada extremo
local y el segundo término favorece soluciones suaves. Sin embargo, el problema de
la ec. (3.58) puede ser de dificil resolucién, con lo que se hace necesario modificarlo.
El producto interno entre matrices puede calcularse como (A, B) = tr(ATB) =
(vec(A))T (vec(B)), donde vec(-) es la clasica operacién de vectorizacion, en la cual
las columnas de una matriz son concatenadas verticalmente para formar un vector;
y tr(-) indica la traza de la matriz. Definamos los vectores & € RM™2 = vec(A) y
& € RMNM = vee(X), la matriz Py € RMN*NN2 que contiene a (vec(P))T como



3.7. EXTENSION A DOS DIMENSIONES 75

RNlNQXNlNQ

tinicas filas no nulas, y L € que contiene a (vec(L; ;)T como filas. El

siguiente problema de optimizacién
min | Px (2 — )l + Al Lal[3, (3.59)
es equivalente al de la ec. (3.58) y posee una tnica solucién en
a* = (PLPy + \LTL) ' PE Py 1, (3.60)

a partir de la cual se puede construir la media local A deseada.

El problema de la ec. (3.59) surge como una extensién natural de aquél de la ec.
(3.9) para senales 1D, y marca el camino para extensiones a datos nD, simplemente
definiendo el tensor de penalizacion de simetria para cada extremo local, y el tensor
de suavizado en nD. Constituye también este enfoque un verdadero enfoque 2D
genuino, en contraposiciéon con los enfoques pseudo 2D que tratan separadamente
las filas, columnas y diagonales. El resultado es una herramienta de procesamiento
de imagenes independiente de la orientacion.

3.7.2. Cuestiones de implementacion

Los tamafnos de las matrices involucradas en el problema de la ec. (3.59)
pueden parecer abrumadores a primera vista, y por lo tanto la inversion requerida
en la ec. (3.60) ser muy costosa en términos computacionales. Como en el caso
unidimensional, la raleza debe ser tenida en cuenta para reducir el costo. Las matrices
P, tienen a lo sumo 4 elementos no nulos, y por lo tanto Py tiene una proporcion
de 4#Lx /NZNZ elementos no nulos, con #Ly siendo la cardinalidad del conjunto
Lx,y #Lx < N;N,. Lo mismo se aplica a L, ;, la cual tiene a lo sumo 9 elementos
distintos de cero, y en consecuencia L tiene una proporcién de 9/N; Ny elementos no
nulos. Existen rutinas eficientes para invertir matrices ralas lo cual hace a nuestra
propuesta un método de bajo costo computacional cuando se la compara con otras
implementaciones bidimensional de EMD. A partir de las ecuaciones (3.55)-(3.57) y
(3.60), construimos un esquema deflacionario para descomponer una imagen X:

Algoritmo 3.2. UOA-EMD para datos 2D

. dada X € RM*M2 (imagen), asignar Ag = X y ap = vec(X) € RMMN2;
. definir la matriz de suavizado L € RN1N2xN1N2.
fork=1,2,..., K do
determinar el conjunto L, de extremos locales de Ay;
definir la matriz rala Py, € RN1V2xMN2,
for ¢ =1,2,...,#L; do
definir la matriz rala P, € RM*N2 y sus coeficientes P(z,) = 1y P(2) = ¢;
segiin la ec. (3.56);
Pay(Ni(ye — 1) + x4, -) < vec(P)T;
end for
10:  calcular la media local a, para A\, > 0

I A R

dk = (P}k_lpf;k_l + AkﬁTz)_lek_lpAk_lak—l; (361)
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11:  construir Ay a partir de a, y calcular el modo Dy = Ap_1 — Ayg;
12: end for

Notacion: usamos la notacion M (n, -) para indicar la n-ésima fila de la matriz M.

3.7.3. Delta de Dirac bidimensional

Los enfoques 2D genuinos deben ser independientes de cualquier orientacién
(isotrépicos). Para evaluar esta propiedad en nuestra propuesta UOA-EMD para dos
dimensiones, presentamos en primer lugar la descomposicién de cien copias ruidosas
de una funcion delta de Dirac discreta bidimensional y promediamos los resultados,
en un estilo similar a EEMD [39, 118]. Dada A € R%*% con

1, para i =75 =32

A(i, ) = { (3.62)

0, en otro caso

descomponemos cien realizaciones de AW = A 4+ W&, con WO ~ N(0,1) y
£ = 0,001, en dos modos y un residuo.

Los resultados se muestran en la Fig. 3.17 y confirman la independencia respecto
a la orientacién de esta propuesta UOA-EMD para datos 2D.

3.7.4. Imagenes AM-FM

Presentamos aqui cuatro experimentos diferentes en los cuales descomponemos
imagenes AM-FM, midiendo tanto el desempeno en la recuperacion de componentes
como el tiempo de computo en funcion del iinico parametro A. Ademas, comparamos
nuestros resultados con aquellos obtenidos por métodos del estado del arte:
Image EMD (IEMD) [74], Prox-EMD [101] en su implementacién pseudo-2D, y la
descomposicién TV-G texture-geometry [45].

IEMD usa un proceso de sifting para extraer cada modo, iterando hasta que
le(z,y)| < e, V(z,y), donde €(x,y) indica la semisuma de envolventes. La toolbox
disponible en http://aquador.vovve.net/TEMD/ requiere 0 < ¢ < 1. A medida que
€ se hace mas pequeno, se realizan mas iteraciones de sifting.

Prox-EMD logra una descomposiciéon resolviendo un problema de optimizacion
convexo no suave que posee términos relacionados con la textura y con la geometria.
La toolbox esta disponible en http://perso.ens-lyon.fr/nelly.pustelnik /logiciel E.html.

La descomposicion TV-G texture-geometry provee una separacién en la cual el
componente identificado con la textura esta relacionado con las escalas mas finas y
por lo tanto puede ser considerado como detalle y el componente identificado con la
geometria contiene escalas mas gruesas y se relaciona con la tendencia. La toolbox
estd disponible en http://www-rohan.sdsu.edu/ jegilles.

Tanto Prox-EMD como la descomposicién TV-G texture-geometry contienen dos
parametros que deben ser establecidos: v para la textura y p para la geometria.
Basandonos en [101], usamos v = {1,5,10,50} y 1 < p < 20.

Para los cuatro métodos (UOA-EMD, IEMD, Prox-EMD, y descomposiciéon
TV-G texture-geometry), descomponemos la imagen dada X = A + D en dos
componentes: X — [121, ﬁ] Para UOA-EMD e IEMD, tenemos que X = A + D;
para Prox-EMD y TV-G tenemos X ~ A+D. Por lo tanto, para medir la capacidad
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Imagen original: A Primer modo: D1
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Figura 3.17: Descomposiciéon de una Delta de Dirac bidimensional. Se muestran los
resultados promedio de 100 descomposiciones de Deltas de Dirac ruidosas. Puede

notarse la independencia respecto de la orientacién del método aqui propuesto.

de recuperacion de componentes de UOA-EMD e IEMD podemos usar tanto el error
para A como el error para D, dado que ||[A—A||p = ||D—D||r, donde ||-|| indica la
norma Frobenius. Para Prox-EMD y TV-G usamos (||D — D||z+||A— Al|r)/2 como
medida del error cometido. En todos los casos, mostramos también los resultados
de la descomposicion para los parametros que minimizan el error, con las imagenes
escaladas para usar todo el rango de la escala de grises.

3.7.4.1. Experimento 1

Este experimento consiste en descomponer X = X; + X5, donde

X, = cos (67r(:v + y)2) + cos (187 (z — y))

(3.63)

X5 = cos (1,57r(x + y)Q) ,
con —1 <z <1y —1<y <1. Laimagen tiene un tamano de 128 x 128 pixeles.
Los resultados de los cuatro métodos se muestran en la Fig. 3.18. UOA-EMD e
IEMD logran resultados similares, evidenciando un buen desempefio a la hora de
recuperar componentes. Al contrario, Prox-EMD y TV-G muestran un desempefo
mas bien pobre. La Fig. 3.19 presenta los errores al estimar los componentes y los
tiempos de computo. UOA-EMD da el menor error para dos tercios de los rangos de
parametros considerados ademéas de otorgar el menor error en términos absolutos,
si elegimos el mejor resultado de cada método, y un tiempo de cémputo constante.
IEMD evidencia tres regimenes distintos: cuando el valor de umbral € va de 0 a 1,
se usan tres cantidades distintas de iteraciones de sifting. Este primer experimento
muestra que Prox-EMD y TV-G son incapaces de recuperar los componentes AM-
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2 Residuo UOA-EMD

Residuo Prox-EMD Residuo TV-G

WA N

Figura 3.18: Resultados para el Experimento 1. Se muestran los mejores resultados
para cada uno de los cuatro métodos analizados cuando descomponen la imagen
cuyos componentes se describen en la ec. (3.63).
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Figura 3.19: Errores y tiempos de cémputo para el Experimento 1 (ver el texto para
los detalles).

FM de la imagen procesada. Més atn, la seleccién de los valores de sus parametros
puede ser un problema bastante complicado.

3.7.4.2. Experimento 2

Para este experimento consideramos la descomposicion de X = X; + X, con

. _ Jcos (67(z +y)?) + cos (187(x —y)), si0 <y <1
P cos (2m(z +y)?), si —1<y<0
(3.64)
o cos (2m(z +y)?), si0<y <1
? cos (05m(x +y)?), si —1<y<0
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Experimento 2 Imagen original X

Primer Modo UOA-EMD Primer Modo IEMD

Primer Modo Prox-EMD

Primer Modo TV-G

Residuo IEMD Residuo Prox-EMD Residuo TV-G

Figura 3.20: Resultados para el Experimento 2. Se muestran los mejores resultados

para cada uno de los cuatro método analizados cuando descomponen la imagen cuyos
componentes se describen en la ec. (3.64).
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Figura 3.21: Errores y tiempos de cémputo para el Experimento 2 (ver el texto para
los detalles).

La mitad inferior de X; es igual a la mitad superior de X,. Dado que X5 es
tendencia para X;, las mismas frecuencias espaciales son tendencia en una parte de
la imagen y detalle en la otra. Un simple filtrado lineal no seria capaz de separar
los componentes. Los resultados obtenidos con los cuatro métodos se muestran en
la Fig. 3.20. UOA-EMD presenta los mejores resultados para la mitad inferior del
residuo. Los errores para Prox-EMD son cercanos a los de UOA-EMD (Fig. 3.21).
Sin embargo, cuando analizamos el residuo, Prox-EMD parece favorecer soluciones
constantes a trozos, las cuales no son adecuadas para representar las caracteristicas
AM-FM. Los mejores desempenos en tiempos de computo son los obtenidos con
UOA-EMD (ver Fig. 3.21).
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Experimento 3 Imagen original X
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Figura 3.22: Resultados para el Experimento 3. Se muestran los mejores resultados
para cada uno de los cuatro método analizados cuando descomponen la imagen cuyos
componentes se describen en la ec. (3.65).
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Figura 3.23: Errores y tiempos de cémputo para el Experimento 3 (ver el texto para
los detalles).

3.7.4.3. Experimento 3

En este experimento introducimos modulaciones en amplitud:

cos (24m(z +0,1y)), si0 <y <1

X = { e 3049 (cos (6m(z + 1)) + cos (67(z — y))),
si —1<y<0

e—3@*+y?) (cos (6m(z +y)) + cos (6m(x —y))),

X, = si0<y<1

e 3@ i —1<y<0

(3.65)
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Como en el ejemplo anterior, la mitad inferior de X; es igual a la mitad superior
de X5. Las descomposiciones otorgadas por los cuatro métodos se presentan en la
Fig. 3.22. Los errores y tiempos de computo pueden apreciarse en la Fig. 3.23. Para
este tercer experimento, los resultados de UOA-EMD e IEMD son similares. Los
errores son del mismo orden de magnitud, excepto para ¢ = 1 para IEMD donde
el error es significativamente mayor. Aunque los errores para Prox-EMD son bajos
para valores pequenos del pardametro de geometria p, los resultados merecen una
atencion especial. El residuo de Prox-EMD presenta cuadrados aislados de un valor
casi constante, los cuales no estan presentes en el componente original. El primer
modo de Prox-EMD presenta en su mitad inferior un patron de lineas verticales,
horizontales y diagonales que no se encuentran en X;. Este efecto es una clara
consecuencia de un enfoque pseudo-2D, en el cual filas, columnas y diagonales son
tratadas por separado. La mitad superior del primer modo de TV-G es muy similar
a la de la imagen original X. Mas aun, los tiempos de computo permanecen casi
constantes para UOA-EMD, siendo trece veces menores a los de IEMD.

3.7.4.4. Experimento 4

Como cuarto y ultimo experimento de esta subseccién, enmascaramos las
imagenes del Experimento 3 con

;2 2 _ 16
M- Lisiz®+y* <3 (3.66)
0, en otro caso ’

con el objetivo de evaluar el comportamiento de los métodos en una imagen con una
zona constante.

Los resultados pueden apreciarse en la Fig. 3.24. Aparecen las mismas
caracteristicas que en el ejemplo anterior. Los errores (ver Fig. 3.25) para IEMD
aumentan, mientras que el desempeno de UOA-EMD se mantiene practicamente
inalterado.

3.7.5. Imagen real

Con frecuencia los investigadores en procesamiento de imégenes utilizan imagenes
reales estandares para evaluar los desempenos de los distintos métodos. Presentamos
aqui la descomposicién de una version de 512 x 512 pixeles de la imagen “Barbara”
via los cuatro métodos. En cada caso, la imagen se descompuso en dos modos mas
un residuo. Usamos \; = Ay = 1 para UOA-EMD, ¢ = 0,5 y K = 2 para [EMD,
yuvy =vy =1, p = p =10y K = 2 tanto para Prox-EMD como para TV-G.
La descomposicién necesité alrededor de 5 minutos para UOA-EMD, cinco horas
y media para IEMD, 17 minutos para Prox-EMD y 50 segundos para TV-G. Los
resultados de las descomposiciones con los cuatro métodos se muestran en la Fig.
3.26.

El primer modo de UOA-EMD captura las frecuencias mas altas. Las franjas de
la ropa de la mujer y del mantel se conservan perfectamente, junto con los bordes
del resto de la imagen. El segundo modo de UOA-EMD captura frecuencias mas
bajas pero conserva caracteristicas importantes como los pliegues del pantalon de
la mujer, de la tela alrededor de su cabeza y del mantel. Se llama la atenciéon sobre
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Experimento 4 Imagen original X

Primer Modo UOA-EMD Primer Modo IEMD Primer Modo Prox-EMD Primer Modo TV-G
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Figura 3.24: Resultados para el Experimento 4. Se muestran los mejores resultados
para cada uno de los cuatro método analizados cuando descomponen la imagen cuyos
componentes se describen en la ec. (3.66).
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Figura 3.25: Errores y tiempos de cémputo para el Experimento 4 (ver el texto para
los detalles).

una porcion de la imagen original. La misma zona es aumentada en los dos primeros
modos. En la zona aumentada pueden apreciarse las franjas de la tela, sin rastros de
las dreas méas oscuras. Las franjas de la tela estdn ausentes en esta zona del segundo
modo, y solo pueden verse los pliegues. Todo el contraste de la imagen esta presente
en el residuo.

Por el contrario, los otros métodos aqui analizados parecen ser incapaces de
capturar dichas caracteristicas. El primer modo de IEMD incluye no sélo los bordes
y las franjas de la tela sino también oscilaciones mas gruesas como los pliegues de
las telas. El segundo modo esta demasiado borroso como para identificar estructuras
finas. También contiene la mayor parte del contraste de la imagen, dejando al residuo
casi sin informacién relevante. Prox-EMD devuelve un primer modo donde los bordes
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Imagen original Primer Modo UOA-EMD Primer Modo IEMD

Primer Modo Prox-EMD
o " . TN - o
[ s M )

i

Primer Modo TV-G

/|

Segundo Modo UOA-EMD Segundo Modo IEMD

Residuo UOA-EMD Residuo [EMD Residuo Prox-EMD Residuo TV-G

oY,

Figura 3.26: Descomposiciones de la imagen «Barbara». Se muestran los resultados
obtenidos mediante los cuatro métodos.

son dificiles de detectar, como los de las patas de la mesa. El segundo modo y el
residuo son dificiles de analizar. Mientras el segundo modo se asemeja a una version
en acuarela de la imagen sin detalles finos, el residuo esta demasiado difuminado y
no se identifican facilmente estructuras (debemos recordar aqui que Prox-EMD no
provee una reconstruccién exacta de la imagen a partir de los modos). Finalmente,
el primer modo de TV-G es el mas similar, excepto por el brillo, a la imagen entre
los primeros modos extraidos mediante los métodos estudiados. Las patas de la mesa
son significativamente mas oscuras que el piso, detectando mas que simples bordes;
lo mismo puede decirse sobre el torso de la mujer. El segundo modo y el residuo dan
poca informacién sobre la imagen original (como con Prox-EMD, la reconstruccién
de TV-G tampoco es exacta).

3.7.6. Aplicaciéon biomédica

Presentamos ahora la descomposiciéon de una imagen médica de 256 x 256
pixeles. Fue extraida del website de la Harvard Medical School for Radiology en
http://www.med.harvard.edu/AANLIB/cases/casel /mr1-t14/029.html [120]. Esta
imagen, una resonancia magnética T2-pesada, se muestra en la Fig. 3.27. Fue
registrada en una mujer que padece de glioma. La descomposicion de la imagen
en tres componentes obtenidos mediante UOA-EMD se muestra en la Fig. 3.27,
donde se us6 A\, = 1,1 < k < 3. Observamos que los tres componentes representan
distintos rangos de escala: el primer componente corresponde a las frecuencias mas
altas (escalas més finas); a medida que el indice de la descomposicién crece, se
descubren escalas mas gruesas. La tendencia puede observarse en el residuo. El
primer modo revela claramente el contorno de la lesién. Este resultado ilustra la
potencialidad de UOA-EMD en el campo médico.
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Imagen original Primer modo Segundo modo Tercer modo Residuo

] &

Figura 3.27: Descomposiciéon de una imagen de resonancia magnética mediante
UOA-EMD. Los resultados se presentan desde las escalas finas a las gruesas.

3.8. Comentarios finales

Hemos presentado en este capitulo la primera contribucién original de este
trabajo de tesis: definir a EMD como un problema de optimizacién sin restricciones.
Este enfoque se enmarca en una corriente novedosa que intenta dotar a EMD de
bases tedricas tomando la teoria de optimizacion como punto de partida. Nuestra
propuesta permite analizar a priori el comportamiento de la descomposicion. La
solucion que construye puede compararse con aquella obtenida mediante el método
de B-spline EMD, pero con las funciones «bésicas» y los coeficientes completamente
determinados por los datos. Una interpretacion de filtro variante en el tiempo, revela
que nuestro método construye una media local de manera discreta y local, cuando
el caso ideal es continuo e instantaneo.

Realizamos extensas simulaciones con sefiales artificiales, comparando nuestros
resultados con aquellos obtenidos con métodos del estado del arte de EMD basada
en optimizacion. En todos los casos, se evidencian ventajas notorias para nuestro
método, tanto en desempeno como en tiempo de cémputo. Su aplicacién en una
sefial real de voz ilustra la potencialidad de nuestra propuesta para el analisis de
este tipo de senales.

El enfoque presentado resulta tan sencillo en comparacion con los del estado del
arte, que su extension a dos dimensiones no presenta mayores obstaculos. Tal es asi
que extendimos nuestro método al campo de las imagenes. En este caso, también
lo comparamos con métodos del estado del arte, mostrando ventajas de nuestra
propuesta.

La técnica guiada por los datos de EMD ha conseguido atraer la atencién de una
parte de la comunidad cientifica de procesamiento de senales. Desde sus primeros
anos, existié una corriente abocada a explicar de manera teorica el comportamiento
de esta técnica que fue definida originalmente como la salida de un algoritmo. En los
ultimos anos, los enfoques basados en optimizacion se han mostrado promisorios para
lograr una descripcion de la técnica. Nuestra contribucion es parte de esa tendencia.

Los resultados desarrollados en este capitulo dieron origen a dos publicaciones en
journals internacionales. Una publicacion en Digital Signal Processing de Elsevier
[5] y otra en IEEE Transactions on Image Processing [1].
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4.1. Introduccion

Ya habiamos mencionado en el Cap. 2 que las representaciones tiempo-frecuencia
y tiempo-escala son probablemente la manera mas natural de abordar el andlisis de
una sefial multicomponente. La forma habitual de proceder suele ser buscar en las
representaciones las distintas «crestas» que los modos generan en ellas, y luego
antitransformar «franjas» que rodean a tales crestas de forma de obtener los modos
en el dominio temporal. Siguiendo este razonamiento, se tiene que una cresta implica
un modo.

La descomposicién empirica en modos (EMD) considera oscilaciones a nivel local,
descomponiendo una senal en un niimero pequeno de funciones intrinsecas de modo
(IMFs), las cuales son basicamente sefiales que oscilan simétricamente alrededor de
cero, que pueden estar moduladas tanto en amplitud como en frecuencia. En algunos
casos, la descomposicion EMD concuerda mejor con la fisica y/o percepcién cuando
dos tonos cercanos en frecuencia son considerados como una sola onda, como en el
efecto de beating [97]. Entonces, la EMD no sigue la idea de que debe haber un modo
por cada cresta. En esta técnica, los componentes pueden ser algo mas complejo que
funciones circulares, ganando por lo tanto en versatilidad.

Sin embargo, y como mencionamos en el Cap. 3, la EMD se define como la salida
de un algoritmo, sin una definicién analitica. Debido a ello, y para dotarla con una
base matematica mas sélida, es que aqui propondremos fusionar la naturaleza guiada
por los datos de EMD con las sélidas bases matematicas de las representaciones
tiempo-escala. Esta relaciéon que proponemos no es arbitraria sino que responde a
algunas similitudes entre EMD y el analisis wavelet ya estudiadas en la literatura
[38]. Basta recordar el esquema deflacionario de la ondita diddica y otros aspectos
ya discutidos en la Sec. 2.4.1. El comportamiento de EMD cuando se la aplica a
ruido blanco no hace més que reforzar esta idea [39, 40].

En este capitulo presentamos en la Sec. 4.2 un breve repaso de los fundamentos
de EMD y la definicién de una media local. En la Sec. 4.3 recordamos los conceptos
de transformada ondita y presentamos las ideas béasicas detras de synchrosqueezing.
En la Sec. 4.4 formalizamos nuestra propuesta para la descomposicién de senales
multicomponentes, proponiendo una nueva definicion para la extracciéon de los
modos, la escala local y deméas cuestiones inherentes al método. En la Sec. 4.5
presentamos simulaciones con senales artificiales.

4.2. EMD Yy el problema de la media local

La EMD es un método adaptativo (guiado por los datos) disenado para analizar
sefiales no estacionarias que pueden provenir de sistemas no lineales. Separa a las
seniales, de manera local y completamente guiada por los datos, en oscilaciones
rapidas y lentas. Trabajando en un esquema deflacionario, en un primer paso la
senal x(t) se descompone en

z(t) = dy(t) + ai(t), (4.1)

con d;(t) siendo una IMF, la parte de la senal que oscila localmente mas répido, y
a1 (t) siendo la primera media local. E1 método continiia descomponiendo la media
local en ay(t) = da(t) + aa(t), y asi sucesivamente. Al final de la descomposicién, la
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senal original puede ser expresada como una suma de IMFs (di(t), k =1... K) més
una tendencia final (ax(t)):

x(t) = }; di(t) + ax(t). (4.2)

El algoritmo de EMD puede verse en el Algoritmo 2.1. Lo resumimos aqui a modo
de recordatorio [58, 99]:

1. identificar los extremos locales de z(t),

2. interpolar entre los minimos (resp. méximos) para obtener la envolvente
inferior (resp. superior) €, (t) (resp. €maez(t)),

3. calcular la media local a(t) = (emin(t) + €maz(t))/2,
4. extraer el detalle o modo d(t) = z(t) — a(t),

5. iterar en el residuo o media local a(t).

Todo el problema se reduce a la separacién de senial en modo mas media local,
como en la ec. (4.1) (o como en el paso 4), y luego repetir el mismo procedimiento
sobre la media local (paso 5). Dadas las dificultades para obtener una definicién
satisfactoria de la media local, los creadores de la EMD la definieron como la media
de las envolventes superior e inferior obtenidas mediante interpolaciones spline de
los extremos locales correspondientes. Esta definicién geométrica, aunque 1til en la
practica, carece de la precision suficiente para realizar un estudio analitico de la
EMD. Hemos visto en la ec. (2.43) una propuesta analitica para la media local dada
por Rilling [95], que recordamos aqui, donde la media local a(t) de una senal x(t)
se obtendria de la siguiente manera:

a(t) = ozgt) /x(u)w <1;(_t)t> du, (4.3)

donde w(u) es una funcién de ponderaciéon de masa unitaria concentrada alrededor
de cero y a(t) es la escala local. El autor consider6 que la eleccion de w(u) no es
necesariamente dificil pero la eleccién de la escala local «(t) es un problema delicado.
Debemos notar, sin embargo, la similitud entre la ec. (4.3) y un andlisis de funcion
de escalamiento (scaling function en inglés) evaluada en la escala local.

Definicién 4.2.1. Funcién de escalamiento (scaling function) [76]. Cuando
la transformada ondita WY(t,s) se conoce sélo para escalas s < sy, para recuperar
la senal x(t) se hace necesaria una informacion complementaria que corresponde
a WY(t,s) para s > so. Dicha informacion se obtiene usando una funciéon de
escalamiento ¢, la cual es una agregacion de onditas a escalas mayores que 1. El
modulo de su transformada de Fourier se define como

P = [N, (1.4

siendo vﬁ(f) la transformada de Fourier de la ondita. La funcion de escalamiento
puede ser interpretada como la respuesta al impulso de un filtro pasa-bajos. Entonces,
la aproximacion de baja frecuencia de x a la escala s es

LE(t,s) = i/x(u)cp* (u s_ t> du. (4.5)
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Vemos que en la ec. (4.5) la funcién de escalamiento ¢(u) ocupa el lugar de la
funcién de ponderacién de la ec. (4.3). Entonces, podemos ver a la media local como

a(t) = L2 (L, a(t)). (4.6)

4.3. Transformada ondita continua y synchros-
queezing

Recordemos la transformada ondita continua (Def. 2.3.2):

u—t

W2 (ts) = - [ atw (

donde v (u) es una ondita analitica y z* indica el complejo conjugado de z. La
formula de reconstruccion vertical es

o) = —Re ( [T S)Cf) | (4.8)

Cy

) du, s>0, (4.7)

con /C’; = f&*(f)%, donde &(f) = [(u)e ™ *du es la transformada de Fourier
de ¥(u).

La técnica de synchrosqueezing [31, 32], que es un caso especial de reassignment
[12], tiene como objetivo «afilar» la representacién, mejorando su legibilidad,
mientras se mantiene invertible.

Definicién 4.3.1. Synchrosqueezing [31]. Dada WY (t, s), la transformada ondita
continua de x(t), se define para Ay = {(t,s)/W¥(t,s) # 0}

OWY(t, s)

f(t,s) = —=2 20 4.9
J(t:s) 2w (t, s) (4.9)
La version de WY con synchrosqueezing, o reasignada verticalmente, es
. d
SWE ) = [ Wi = J(ts) (4.10)
Aw v
La senal x(t) puede recuperarse mediante
2 00
() = —Re (/ SW(t, f)df) . (4.11)
01/, 0

Entonces vemos que synchrosqueezing no so6lo provee una mejora en la
representacion en cuanto a su legibilidad, sino que es usado al mismo tiempo para
hacer una conversion de escala a frecuencia e interpretar la representaciéon en una
forma mas cldsica (ya que en ingenieria se suele preferir hablar de frecuencias en
vez de escalas). Sin embargo, y como hemos visto mas arriba, la idea de escalas es
preferible en EMD a la idea de frecuencia. Tal es asi que aqui, en lugar de la mas
popular transformacion de escala a frecuencia, usaremos una transformacion escala
a escala, reemplazando la ec. (4.9) por

_ 2miWP(t, s)

5(t, s) = W Ls) (4.12)
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definida s6lo para los puntos en By = {(t,s)/0;W¥(t,s) # 0}. Entonces, la CWT
reasignada verticalmente de la ec. (4.10) se transforma en

d
SW,(t,5) = / W2 (t,0)o(s — 3(t, 5)) 2, (4.13)
Bw v
mientras que la formula de reconstruccion resulta
2 00
o(l) = =—Re ( [ swa s)ds) . (4.14)
C¢ 0

Para las implementaciones practicas, seguimos a [78]. Se define una particién
del eje de escalas {sy}i%, v luego los intervalos Sj = [HFih=t Sttoesn] T4 CWT

con synchrosqueezing se aproxima mediante SWi (£, s;) = Jsils(t,5)1esn WE(t,v)e y
la reconstruccién es z(t) = C%Re (Zk SW(t, sk))
P

El marco de trabajo de synchrosqueezing define una clase especial de componentes
(IMTs, ver Def. 2.4.5) y cémo se combinan entre si para formar las senales [31].

Definicién 4.3.2. Superposicion de IMTs bien separadas. Una funcion
z(t) € R estd compuesta de funciones tipo intrinsecas de modo bien separadas,
de precision hasta €, y con separacion D, si existe un nimero natural finito K tal
que o(t) = K | Ap(t) cos(2m(t)), donde todos los componentes son IMT vy sus
funciones de fase ¢y satisfacen para todo t: ¢i(t) > &y y |Pp(t) — &r_1(t)] >

DI} (t) + ¢ ()]

Ademaés definiremos aqui la escala instantanea ideal simplemente como el
reciproco de la frecuencia instantdanea (ver Def. 2.2.1).

Definicién 4.3.3. Escala instantdnea ideal. Sea d(t) = A(t)cos(2m¢(t)). Se
define su escala instantanea ideal como 1/¢'(t).

Un importante teorema de [31] asegura que la CWT de una IMT posee la mayoria
de sus coeficientes no nulos concentrados en una «franja» alrededor de su escala
instantanea.

Teorema 4.3.1. Si d(t) = A(t) cos(2mp(t)) es una IMT con precision €, y P(t) es
una ondita analitica con soporte compacto en la frecuencia suppw Cfy— A , fo+A],
entonces WY (t,s)| > €/3 sélo cuando (t,s) € Z = {(t,s)/|s | <

¢’(t) ¢’ (¢) }

(La franja estd en realidad alrededor de f,/¢'(t), donde fy; es la ubicaciéon del
méximo del médulo del espectro de Fourier de la ondita.)

Finalmente, la extracciéon del modo se reduce a encontrar la linea de cresta
resolviendo !

mix / E(t, s)dt — A / [ (4)]2dt, (4.15)

'En la practica, la implementacién real se hace mediante una cresta discretizada c(n). Usamos
la Synchrosqueezing Toolbox [17] que implementa un enfoque heuristico (voraz) que maximiza la
funcién objetivo para cada indice temporal, suponiendo que ya ha sido maximizada para todos los
indices previos.
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donde E,(t,s) = log(|SW,(t,s)*), y A > 0 es un parametro de regularizacion.
Entonces, el modo es estimado como

d(t) = SW,(t, s)ds. (4.16)

/ISC(t)|<fiC(t)

A diferencia de otros enfoques basados en synchrosqueezing, para los cuales la
transformacién de escala a frecuencia conlleva que la franja en el plano tiempo-escala
que ocupa un modo sea de ancho constante, como por ejemplo en la ec. (2.36) donde
seguiamos a [13], definimos aqui un «ancho de franja» variable debido a nuestra
transformacion escala a escala (ecuaciones (4.12) y (4.13)). Para la extraccién
de mas de un modo, se aplica usualmente una estrategia deflacionaria: una vez
extraido el modo, se hace cero su franja en la representacion tiempo-escala, y se
procede a la siguiente extraccién de cresta [16]. Con el criterio de la ec. (4.15), los
modos no aparecen necesariamente ordenados por escala o frecuencia, sino por una
combinacion de mayor energia total y menor ancho de banda marginal. Claramente,
estos no son los criterios jerarquicos por los cuales un método tipo EMD ordena los
modos encontrados.

4.4. Propuesta de algoritmo

4.4.1. Una nueva definicion para los modos

Propondremos aqui definir un modo, i.e. la parte que oscila localmente mas
rapido, de una senal dada tomando la ec. (4.6) como inspiracién pero enfocdndonos
mas en el modo que en la media local. El razonamiento es el siguiente: si la media
local es el resultado de un analisis con funciéon de escalamiento evaluado a una
escala local especifica, entonces el modo resultara igual a la integracion de un
analisis wavelet desde la escala mas fina posible hasta la escala local mencionada.
Combinando las ecuaciones (4.1) y (4.6) con la férmula de reconstruccién vertical
(4.8), obtenemos

2 C a(t) d

d@)_lxgne(/’ Iﬁfagﬁs>, (4.17)
CTZJ 0 S

donde a(t) es la escala local, y C' una constante real que explicaremos en detalle més

adelante. Esta idea implementa de manera explicita la extracciéon del modo como un

filtrado pasa-altos dependiente del tiempo, lo cual ha sido ampliamente discutido en
la literatura de EMD [38, 99].

4.4.2. La escala local

Para la definicién de la escala local, usamos la siguiente estimacion:

Estimacién 4.4.1. Sea d(t) una IMT (Def. 2.4.5), y to y t1 dos extremos locales
consecutivos de d(t). Entonces, si € es suficientemente pequeno, se cumple que

1 n 1
2¢/(to)  2¢/(t1)

~ 2t — to). (4.18)
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Demostracion. La estimacion se verifica facilmente para el caso de un tono puro.

Para el caso mas general, empezamos tomando una aproximaciéon de Taylor de
)

primer orden de ¢(t) alrededor tanto de ¢y como de ¢; (dado que € es suficientemente

pequeno podemos ignorar los términos cuadréticos en adelante):

o(t) = ¢(to) + ¢'(to)(t — to)
, (4.19)

o(t) = (tr) + ¢'(t1) (t — ta).
Evaluando cada aproximacion en el otro extremo, y sumando miembro a miembro,

obtenemos
1 1

Ft) o)

Luego, aplicamos la condicién d'(t*) = 0, que se cumple para t* = tq y t* = t; por
ser extremos locales:

(p(t1) — &(to)) ( ) ~ 2t —to). (4.20)

d(t) = A (") cos(2md(t*)) — A(t)2md () sen(2mo (') = 0 =

i} A'(t%)
= tan(2mo(t")) = A)2rd () (4.21)
o1 A'(t)
o(t") = o arctan <A(t*)27m¢’(t*)> :
Esto nos lleva a
o1t) — ) = o[+ antan ;200 )

(4.22)
— arctan (Al(to)>
27TA(t0)¢/<t0) '

Dado que los dos argumentos de las funciones arcotangente son O(e¢) debido a
la cota para |A'(f)| dada en la definiciéon de IMT (Def. 2.4.5), se demuestra que
o(t1) — ¢(to) — 1/2 cuando € — 0. O

Esta estimacion nos dice que podemos aproximar la media de la escala local en
dos extremos locales consecutivos mediante el doble de la distancia entre ellos.

Ademaés, y al igual que antes, usamos los extremos locales de z(¢) como
estimaciones de los extremos locales del modo buscado d(t) [83, 93]. Por lo tanto,
podemos definir

Oz(t) = 2(tg+1 — tg), te <t <tpg1, (423)

donde {t,} son los extremos locales de z(t). Esta idea ya habia sido esbozada
en la contribucién original de EMD [58], donde se afirma que “...la escala de
tiempo caracteristica estd definida por la distancia temporal entre los extremos...”.
Discutimos oportunamente esta idea en la Sec. 2.4.5.4, donde mencionamos el
término empiquency, contracciéon del inglés empirical mode frequency, acunado en
[74].
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4.4.3. Problemas de discontinuidad y synchroqueezing

Nuestra estimacién constante a trozos de la escala local (ec. (4.23)) puede causar
algunos problemas de discontinuidad para el modo d(t). Para que d(t) sea continua

en to (extremo local de z(t)) debe darse d(ty) = lim, %Re (foca(t) W¥(t, 5)%),
v

lo cual puede garantizarse si WY (to,s) = 0, para min(a(ly),a(t])) < s <
méax(a(ty ), a(ty)). Dificilmente sea este el caso general. Debido a ello, debemos usar
synchrosqueezing. La CW'T reasignada verticalmente, o sea con synchrosqueezing, al
ser una version «concentrada» contiene menos coeficientes no nulos, mientras que
el dominio de cada modo (su franja) se hace «mds pequeno». De esta manera, la
obtencion de nuestros modos resulta de la siguiente manera:

d(t) = %Re < /0 Y s, s)ds> . (4.24)

4.4.4. La constante C

Para la constante C', debemos mirar en el Teo. 4.3.1. Para una IMT, la «franja»
en su CWT es [qu,zt)A, f;f,J(rt)A]. Dado que sélo estamos interesados en la frontera de
escalas toscas (y por lo tanto frecuencias bajas), y que «a(t) es un aproximacién de
la escala instantanea 1/¢(t), entonces C = f,, + A es la opcién correcta.

4.4.5. Refinamiento de la escala local

No debemos perder de vista el hecho de que los extremos locales de x(t) son
estimaciones de los extremos locales del modo buscado d(t). Esto es asi en todos los
métodos basados en extremos locales, como nuestra propuesta para EMD basada
en optimizacién (Cap. 3) y las presentadas en [83, 92, 93]. Luego de aplicar la ec.
(4.24), los extremos de este proto-modo estdn méas cerca de los del modo real que
los extremos de x(t). Entonces podemos usarlos para realizar un refinamiento de
a(t), y volver a estimar el modo d(t) a partir de la CWT reasignada verticalmente
de z(t). Este procedimiento es similar el proceso de sifting de EMD (Def. 2.4.4),
pero mientras en EMD consiste en la sustraccion sucesiva de medias locales, aqui
lo usamos s6lo como una manera de mejorar la seleccion de puntos caracteristicos
para definir la escala local. Esto estd en congruencia con algunas interpretaciones
del sifting de EMD como una forma de mejorar la seleccion de puntos caracteristicos
[95].

Este refinamiento puede realizarse hasta que se cumpla cierto criterio, tal como
que H(%Re(focad(t) SWa(t, s)ds)||?/||d(t)||* sea suficientemente cercano a la unidad

y la cantidad de extremos de d(t) permanezca igual a la de z(t). Hemos enfatizado
aqui que la escala local fue estimada a partir del proto-modo.

4.4.6. Tratamiento de bordes

Nuestra propuesta presenta efectos de bordes por las mismas causas que los de
EMD, oportunamente discutidos en la Sec. 2.4.7.1. La escala local definida en la
ec. (4.23) es incompleta, debido a que no estd definida entre el borde izquierdo y el



4.5. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS 94

primer extremo local, ni entre el tltimo extremo local y el borde derecho de la senial.
Como en el algoritmo clasico de EMD, una estrategia de espejado de los bordes lleva
a buenos resultados.

4.5. Experimentos y resultados

Para nuestros experimentos usamos la bump wavelet, caracterizada por su
transformada de Fourier

A 1_1_(@

O =e ") g asean (4.25)

la cual posee soporte compacto y admite un tinico pico en f = f,. Para la frecuencia
central, usamos fy, = 0,5, que es la maxima frecuencia normalizada para senales
de tiempo discreto. De esa forma, la escala mas fina posible serd s = 1, que es
la escala mas pequena para senales de tiempo discreto. La resoluciéon en escala
esta condicionada por el valor del parametro A. En nuestro caso, logramos buenos
resultados con A = 0, 25. Aplicamos un esquema deflacionario: una vez que la senal
se descompone como z(t) = dy(t) + ay(t), la descomposicién contintia sobre a;(t).
Comparamos nuestros resultados con los obtenidos mediante deteccion de crestas.
Para esta tultima tarea usamos el algoritmo de [17] con los parametros por defecto.
Para la estimacién de los modos usamos la ec. (4.16).

4.5.1. Suma de componentes AM-FM solapados

Como primer ejemplo presentamos un tipico caso de componentes AM-FM que

se solapan en tiempo y en frecuencia. La senal de tiempo discreto xz(n) = z1(n) +

xo(n) + x3(n) se compone de x1(n) = cos (27r (%n + 290 sen (%n))), xo(n) =

coS (27T (%n + 1%%%& sen (%n))), y x3(n) = exp (—7T ("‘2?300)2) sen (2#%71),
paran = 1,2,...,2000, con separacién D ~ 1/3 segtn la Def. 4.3.2.

Los resultados se muestran en la Fig. 4.1. El refinamiento de la escala local
es evidente luego de tan sélo tres iteraciones. Los errores cuadraticos medios son:
6,9 x 1074, 2,3 x 1072 y 1,3 x 103 para los modos primero y segundo y el residuo
respectivamente. Superponemos los modos con los componentes verdaderos, los
cuales se muestran en linea de trazos roja. Los errores para el método basado en
deteccion de crestas son: 2 x 1072, 2,5 x 1072 y 4,9 x 10~3. Para los dos primeros
modos, nuestra propuesta obtiene un error que es al menos un orden de magnitud
menor. El método basado en crestas presenta efectos de borde notables, ademas de
«saltos» en la deteccion de las crestas.

4.5.2. Formas de onda no lineales

Como segundo ejemplo ofrecemos el estudio de una forma de onda triangular
cuyos «periodos» sucesivos son cada vez mas cortos en un estilo de chirp lineal,
y un chirp propiamente dicho de la forma c(n) = cos(272 x 107°n?) para n =
1,2,...,2000. Los resultados pueden apreciarse en la Fig. 4.2. La forma de onda
triangular genera mas de una cresta en la representacion tiempo-escala. El algoritmo
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Figura 4.1: Superposicion de componentes AM-FM. Izquierda: método ba-
sado en crestas. Derecha: nuestra propuesta. De arriba abajo: senal x(n),
CWT+synchrosqueezing de x(n) y el necesario para el segundo paso (depende de

cada método), y los dos primeros modos y el residuo en negro superpuestos con los
componentes verdaderos en linea de trazos roja.

basado en crestas para la extraccion de modos necesariamente repartira esta forma
de onda en varios modos (ya que se encontrardan al menos tres crestas) y ademés
puede ignorar la informacién de las escalas mas finas (frecuencias altas), como
podemos ver en el panel izquierdo de la Fig. 4.2. Estas limitaciones de los algoritmos
que se basan en el paradigma de una cresta - un modo estan siendo superadas
actualmente mediante propuestas nuevas, tales como nonlinear mode decomposition
[63] e instantaneous wave shape functions [113]. Nuestra propuesta, basada en
los extremos locales observados en el dominio temporal, es capaz de recuperar
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Figura 4.2: Superposiciéon de un chirp y una forma de onda triangular. Izquierda:
método basado en crestas. Derecha: nuestra propuesta. De arriba abajo: senal
compuesta, CWT+synchrosqueezing de la senal, y primer modo y residuo en negro
superpuestos con los componentes verdaderos en linea de trazos roja. Un zoom de
la porcién recuadrada de dj(n) se muestra en la tltima fila.

por completo la forma de onda triangular ya que considera la informacion desde
las escalas mas finas hasta aquellas escalas definidas mediante la distancia entre
extremos sucesivos. Mostramos en la ultima fila un zoom de la porcién recuadrada
del modo d;(n) para una mejor apreciaciéon. Puede notarse que el método basado en
crestas ofrece una estimacion suave de la forma de onda triangular (bésicamente una
senoidal modulada en frecuencia), incapaz de reflejar la no linealidad del fenémeno.
Vemos nuevamente la aparicion de saltos al momento de detectar la cresta. La
recuperacion provista por nuestra propuesta en cambio es satisfactoria.

Debido a que los extremos locales ocurren para esta senal alli donde ella no es
derivable, las posiciones de los extremos de la senal compuesta coinciden con las
posiciones del modo verdadero. Entonces, no fue necesario el refinamiento de la
escala local. El error cuadréatico medio cometido es: 2,9 x 1073. Como en el ejemplo
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anterior, superpusimos los modos con los componentes verdaderos. El error para el
algoritmo basado en deteccién de crestas es: 4,9 x 1072, Aqui obtenemos un error
de un orden de magnitud menor.

4.6. Comentarios finales

En este capitulo continuamos persiguiendo el objetivo trazado al inicio del
capitulo anterior: intentar dotar a EMD de bases teodricas solidas. A diferencia del
capitulo anterior, donde exploramos las técnicas de optimizacion, aqui seguimos la
otra tendencia para analizar teéricamente a EMD, iniciada por Daubechies [31]: la
de las representaciones tiempo-escala.

Desarrollamos un método de descomposicién de senales fusionando las ideas
de synchrosqueezing con las de EMD. La localidad y naturaleza guiada por los
datos de esta ultima técnica, las cuales se basan en los extremos locales de la senal
como puntos caracteristicos para definir una escala local, se encontraron con las
sOlidas bases teodricas detras de las onditas y synchrosqueezing. El resultado es un
método tan guiado por los datos como EMD, evitando las splines y cualquier tipo
de interpolacién en el dominio temporal.

Evaluamos el método propuesto en dos senales artificiales con componentes
solapados en tiempo y en frecuencia. Mas atin, una de las sefiales analizadas contenia
una forma de onda triangular que genera varias crestas en el plano tiempo-escala.
Nuestro método fue capaz de aislarla por completo en un tinico modo.

Nuestra idea de realizar una descomposicion EMD en un marco tiempo-escala
deberia ayudar a comprender mejor la forma en la que trabaja EMD. Las ideas
planteadas en este capitulo dieron origen a un articulo presentado en el congreso
europeo de procesamiento de senales EUSIPCO 2016 [2].
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5.1. Introducciéon

En este capitulo discutiremos las versiones de EMD asistidas por ruido. Todas
ellas, a pesar de sus diferencias, tienen en comuin que la senal analizada no se
descompone directamente. En este tipo de métodos, lo que EMD procesa es una
suma de la senal mas un ruido particular. De esta manera, se «fuerza» a la técnica
a concentrarse algunas escalas en particular, que resultan de la combinaciéon de la
senial analizada y el tipo especial de ruido agregado.

En la Sec. 5.2 se describe brevemente el problema de la mezcla de modos, y
en la Sec. 5.3 se presentan las variaciones asistidas por ruido de EMD, ideadas
para paliar dicho problema. En la Sec. 5.4 presentamos nuestra propia versiéon de
EMD asistida por ruido. En la Sec. 5.5 estudiamos la influencia de un parametro
crucial: la amplitud de ruido agregado. Finalmente, en la Sec. 5.6 pueden encontrarse
experimentos con senales reales y artificiales.

5.2. El problema de la mezcla de modos

Posiblemente una de las principales dificultades de EMD en su aplicacién a
senales reales sea el fendmeno de mezcla de modos. Dicho fenémeno esta descripto de
una manera algo vaga: presencia de escalas similares en diferentes modos, o escalas
muy disimiles presentes en un modo. Tal resultado es una consecuencia natural de la
forma en la que EMD trabaja: dada una senal, el primer modo contiene la frecuencia
local mas alta. Esto no es un problema de implementacion algoritmica, dado que
la capacidad de separar seniales en oscilaciones localmente rapidas y lentas de una
manera guiada por los datos es el propésito principal del método. Resumiendo,
la mezcla de modos es una consecuencia de la naturaleza local de EMD, y esta
naturaleza local se logra usando los extremos locales como puntos caracteristicos.

Un ejemplo muy simple de mezcla de modos puede apreciarse en la Fig. 5.1.
Mientras una interpretacion puede ser que el método fall6 en aislar el tono mas
lento cuya duracion coincide con la de la senal compuesta, otra puede ser que el
método tuvo éxito al capturar la frecuencia local més alta en su primer modo. Este
tipo de senales intermitentes, tal como la senal de alta frecuencia que es capturada
en el primer modo de la Fig. 5.1, son una de las principales causas, junto con el
ruido, de la mezcla de modos.
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Figura 5.1: Mezcla de modos. La sefial que se compone de un tono puro sostenido
y de uno intermitente se analiza mediante EMD, resultando de tal forma que el
primer modo captura la frecuencia localmente mas alta. Las representaciones tiempo-
frecuencia son espectrogramas reasignados.

5.3. Variaciones asistidas por ruido

Una de las primeras ideas para aliviar este fenémeno fue el uso de una senal de
enmascaramiento, propuesto por Deering y Kaiser hace una década [33]. La senal
de enmascaramiento es una senal de alta frecuencia que debe ser sumada a la senal
original con el fin de crear nuevos extremos. La creacion de estos extremos fuerza
a la media local a «pegarse» a la senal original en esos lugares donde la frecuencia
y/o la amplitud son relativamente bajas (cuando se las compara con las de la senal
de enmascaramiento), pero manteniéndose cerca de la media local real en el resto
de la senal, donde no hubo creaciéon de nuevos extremos. El proceso es ilustrado en
la Fig. 5.2. A la senal original se le suma una senoidal pura, con lo que se generan
nuevos extremos (a un tasa igual a la frecuencia de la senal de enmascaramiento) en
las zonas de baja frecuencia de la senal analizada. En las zonas de alta frecuencia,
en cambio, no ocurre creacién de nuevos extremos. Se hace evidente la necesidad de
fijar entonces los dos parametros de la senal de enmascaramiento: su frecuencia y su
amplitud.

Notacién. Usaremos aqui una notaciéon conveniente para la descripcién de los
distintos métodos. El operador & () es tal que dada una senial x entrega su k-ésimo
modo obtenido mediante EMD. Por supuesto que los modos dependen de distintos
factores del algoritmo, como por ejemplo los criterios de detencién. Ademas, dado
que la cantidad de modos es finito, no podemos garantizar a priori que dada una
sefial z exista su k-ésimo modo para cualquier valor de k. No obstante, veremos la
utilidad de este operador.
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Figura 5.2: Senal de enmascaramiento. A la izquierda se muestra la descomposicion
con EMD de la senal limpia. A la derecha, a tal sefial se le ha sumado una senal de
enmascaramiento que hizo que la media local se pegue a la senal original alli donde
se crearon nuevos extremos, pero que permanezca cerca de la media local real en el
resto de la sefial. Cada primer modo se obtiene de restar la media local a la senal
original.

Ademaés, definimos el operador M(+), el cual dada una sefial x devuelve la media
local obtenida mediante EMD. Es tal que resulta M(x) = x — & ().

5.3.1. EMD por conjuntos

La mencionada estrategia de senal de enmascaramiento dio nacimiento a la EMD
por conjuntos (EEMD, del inglés Ensemble EMD), presentada por Wu y Huang
[118]. En lugar de preocuparse por cudl debia ser la frecuencia exacta de la senal
de enmascaramiento, propusieron sumar una sefial que posea todas las frecuencias
posibles: ruido blanco. Para cancelar el efecto perjudicial del ruido, dejando sélo su
efecto beneficioso en este caso, definieron los resultados de EEMD como el promedio
del conjunto (ensemble average segin los autores) de varias descomposiciones EMD
de sefial mas ruido. De esa forma se estima mejor la media local que varia ligeramente
entre una realizacién de sefial mas ruido y otra. Sea w® una realizacién de ruido
blanco con E(w®) = 0y var(w®) = 1, donde E(-) y var(-) indican, respectivamente,
los operadores esperanza y varianza. El algoritmo resulta:

Algoritmo 5.1. Descomposicién empirica en modos por conjuntos (EEMD)

1: generar I realizaciones de ruido blanco w®;
2. descomponer independientemente mediante EMD las copias ruidosas = + ew®;
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Figura 5.3: Diagrama de flujos del algoritmo de EEMD. La extracciéon de los modos
se realiza de manera deflacionaria, sustrayendo sucesivas estimaciones de medias
locales. El bucle interno es el correspondiente al proceso de sifting (Def. 2.4.4). Se
usan los contadores k para los modos y j para las iteraciones necesarias para la
extraccion de cada modo.

3: definir los modos verdaderos como el promedio:

dEEMDP ng z 4 ew™). (5.1)

Si bien EEMD soluciona el problema de la frecuencia de enmascaramiento, al
usar una senal que posee todas las frecuencias, genera ahora un nuevo parametro: la
cantidad de realizaciones de ruido. Si tomamos el caso particular del primer modo
de EEMD, y usamos el operador M(-), podemos ver que

1 :
dPEMD — 7 S &+ ew)
i=1
1d , ,
=7 > (:v + ew — M(z + ew(’))) (5.2)
i=1
1S o 1 :
=7+ S ew® — 7 S Mz + ew®),
i=1 i=1

de lo cual pueden sacarse dos conclusiones relacionadas con el segundo término
del miembro derecho: se debe usar la mayor cantidad de realizaciones posibles
(parametro I), y el menor €, que resulta igual al desvio estandar del ruido agregado.
Esta conclusién, que podia intuirse de antemano, nos permite independizarnos del
parametro I si usamos una cantidad suficientemente grande de realizaciones. Queda
entonces sblo el parametro €, sobre el cual volveremos mas adelante.
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Este método de EEMD es ampliamente utilizado en los mas diversos campos
[22, 70, 71, 100, 121, 126]. Sin embargo, presenta una serie de dificultades. Como
primer punto puede verse claramente que Y, dZEMDP £ 2 con lo que existe un
error de reconstruccion cuando se quiere recuperar la sefial original como suma de
los modos. Ademas, y probablemente méas importante, distintas realizaciones de
senial méas ruido pueden producir distinta cantidad de modos, con lo que se genera
una dificultad al momento de la promediaciéon final. Si estamos particularmente
interesados en un fendémeno cuyo contenido frecuencial estd acotado a una banda
especifica de frecuencias, entonces puede ocurrir que en una realizaciéon de senal
mas ruido este fenémeno sea capturado por un modo dado, y que en otra
realizacién el fenémeno aparezca en un modo de distinto indice. Estariamos entonces
«repartiendo» el fenomeno de interés entre distintos modos, promediando cosas
distintas y en presencia finalmente de un caso de mezcla de modos. Estas dificultades
se hacen evidentes en la Fig. 5.3, que ilustra el algoritmo de EEMD.

5.3.2. EMD por conjuntos complementaria

La EEMD marcé el camino para las llamadas variaciones asistidas por ruido de
EMD. La EMD por conjuntos complementaria (Complementary EEMD en inglés),
presentada por Yeh y col. [124], usa «pares» complementarios de realizaciones de
ruido (una con signo positivo y otra con signo negativo) las cuales se suman a la senal
antes de descomponer cada suma de senial mas ruido mediante EMD. Esta adicion
y substraccion de la misma realizaciéon de ruido alivia el ruido residual cuando se
reconstruye la sefial como suma de modos, aunque duplica el costo computacional
para la misma cantidad de realizaciones de ruido, ya que deben realizarse dos
descomposiciones EMD por cada una de ellas. Resumimos el algoritmo:

Algoritmo 5.2. Descomposicion empirica en modos por conjuntos complemen-
taria (Complementary EEMD)

1: generar I realizaciones de ruido blanco w®;
2: descomponer independientemente mediante EMD las copias ruidosas z + ew®

i).
y x — ew®;
3: definir los modos verdaderos como el promedio de las semisumas correspondien-
tes:

goeemp _ 1 L &z + ew) + E(z — ew)
ceen Ly : |

i=1

(5.3)

Si bien no se garantiza que la suma de los modos devuelva la sefial original, en
la practica se verifica que el error es significativamente menor a aquel cometido por
EEMD. Sin embargo, la EEMD complementaria posee una ventaja adicional, la cual
aparentemente no fue notada por sus propios autores. Si aplicamos el operador M (-)
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en la ec. (5.3), obtenemos para el primer modo:

goeevp _ 1 EI: E(z + ew®) + & (z — ewD)
! I 2
=1
1 Lo+ ew® — Mz + ew®) + 2 — ew® — M(z — ew®)
= 7 Z .
i - | (5.4)
1 M(x + ew®) + M(z — ew®)
— T S 2 )

-
Il
—

Resulta asi una reduccion del ruido residual presente en el primer modo, ya que no
aparece en la ec. (5.4) ningtin término proporcional a 3; w®, como sf ocurre en la
ec. (5.2). Este resultado puede extrapolarse al resto de los modos. Sin embargo, y a
pesar que el error de reconstruccion se reduce significativamente, no existen garantias
de que siquiera = + ew® y = — ew® produzcan la misma cantidad de modos, con lo
que sigue existiendo la dificultad a la hora de realizar la promediaciéon final.

5.4. EMD por conjuntos completa con ruido
adaptativo

Si queremos solucionar el problema de la promediacién final en el que distintas
realizaciones de senal mas ruido producen distinta cantidad de modos, el primer paso
que debemos dar es plantear, como en EMD tradicional, un esquema deflacionario.
Esto es, descomponer x = a; + di, y continuar la descomposicion sobre ay, de
forma que a; = as + dy, y asi sucesivamente. En este enfoque, no se descompone
cada realizacion de sefial mas ruido independientemente y por completo sino que se
propone enfocarse en el primer paso de la descomposicion: dada la senal establecer
su modo y media local.

Para realizar este primer paso, debemos recordar la premisa del paradigma de
senial de enmascaramiento: dicha senal sirve para crear extremos locales de forma
que la media local se pegue a la senal alli donde se crearon y permanezca inalterada
donde no ocurri6 tal fenémeno. Planteamos aqui entonces un primer modo de la
forma

di =z — }M(m + eol), (5.5)
donde v%i) es un ruido especial de media cero. Esta propuesta difiere sutilmente de
aquella planteada por Deering y Kaiser [33] en el hecho que eliminamos el término
de promediacion de la sefial de enmascaramiento (el ruido especial vy) en este caso)
de la definicién del primer modo, logrando una reduccién del contenido de ruido
residual en éste. Usamos entonces la senial de enmascaramiento solo para lo que nos
es util: crear nuevos extremos, y la desechamos cuando ya no nos sirve.

A continuacién, la descomposicion sigue con a; = %M(I—i—evy)), descomponiendo
copias de a; + evg) (con vg) ruido especial de media cero) para obtener el segundo
modo d,. Entonces, estamos en condiciones de formalizar un método guiado por



5.4. EMD POR CONJUNTOS COMPLETA CON RUIDO ADAPTATIVO 107

senal x

((z+pa@D) ) ( s+paw? ) a z + B (wD)

—
=
+
=
o
o
i
€
c
7
Vo
w
+
=
(=)
N
g
s
(-

[ i + A&z (w) ] [ a1 + B1&2(w®) ]

[ ak + BrErrr (wM) ] [ Gy + BrErpr(w?) ] e ar + BeErpr(wd)
| }

Mg+ BrErr1(w D)) |— 1 — derr = ak—arq1

Figura 5.4: Diagrama de flujos del algoritmo de CEEMDAN. La extraccion de los
modos se realiza de manera deflacionaria, sustrayendo sucesivas estimaciones de
medias locales. Se logra asi un método con nulo error de reconstruccion.

los datos y asistido por ruido que supere las dificultades que mencionamos para los
métodos existentes. Llamaremos a nuestro método EMD por conjuntos completa con

ruido adaptativo (CEEMDAN;, del inglés Complete Ensemble EMD with Adaptive
Noise). Resumimos su algoritmo de la siguiente manera:

Algoritmo 5.3. Descomposiciéon empirica en modos por conjuntos completa con

ruido adaptativo (CEEMDAN)

1:

generar una coleccion de modos de ruido blanco descomponiendo mediante EMD
I realizaciones w, con E(w®) =0 y var(w®) = 1;

. obtener mediante EMD las medias locales de x + 3y & (w®) para obtener el

primer residuo o media local

_ 1
a; =

~ |

i/\/l(x + Bo&r (w)); (5.6)

en la primera etapa (k = 1) calcular el primer modo como: dy =z — an;
estimar el segundo residuo como el promedio de medias locales obtenidas
mediante EMD de realizaciones a; + 1 & (w®) y definir el segundo modo:

- 1J .
d2 — C~Ll — CNLQ - CNL1 - T ZM(EL:{ + 5152(11}(1))), (57)

i=1
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5. para k = 3,..., K calcular el k-ésimo residuo
R R (i
Qp = j ZM(ak,1 + 6k,15k(w )), (58)
i=1

6: calcular el k-ésimo modo 3
dk = C~Lk_1 — C~Lk (59)

La cantidad de modos K se determina por completo mediante los datos y
los criterios de detencion. El esquema deflacionario permite evaluar un criterio de
detencién global (i.e. hasta cuando seguir descomponiendo) luego de cada extraccién
de modo. Esto lo diferencia notablemente de EEMD y Complementary EEMD, en la
medida que éstos descomponian totalmente cada realizacién de sefial mas ruido, sin
poder imponer un criterio de detencion global. Las constantes 3, permiten definir
la amplitud de ruido agregado en cada etapa. Los valores de ruido agregado se dan
por lo general en forma relativa al desvio estandar de la senal a la cual se agrega
ruido [118]. Entonces las constantes resultan 5y = egstd(ay), siendo de esa manera
¢ los parametros a fijar. Describimos de manera grafica el algoritmo propuesto en
la Fig. 5.4.

Puede verse que los ruidos especiales que mencionamos anteriormente no son
otra cosa que modos EMD de ruido blanco. Dichos modos son de media cero, y su
contenido frecuencial es de tipo «pasa-banday [39, 40]. Més atn, al ser el producto de
una descomposicion por EMD, poseen media local cero, lo cual es deseable para una
senial de enmascaramiento. Estamos entonces forzando al método a que se enfoque
en bandas especificas de frecuencia, aprovechando el comportamiento tipo banco de
filtros diddico de EMD cuando se lo aplica a ruido blanco'. Pero, lejos de ser un
filtrado fijo, constante, definido a priori, lo que implementa el método es un banco
de filtros espontaneo, a posteriori, en funcién de la senal analizada y la amplitud de
ruido agregado.

Si comparamos la esencia de EEMD con la de CEEMDAN podremos ver que
esta ultima implementa mejor la idea original de sefial de enmascaramiento. EEMD
no estima medias locales sino modos. Esto es asi porque descompone de forma
independiente cada realizacion de senial mas ruido, entonces luego de la primera
etapa de la descomposicion de cada realizacion existe una media local y un modo.
Es imposible proceder de otra manera en EEMD, entonces el modo verdadero es el
promedio de los modos de copias ruidosas de la senal, conteniendo ¢l mismo algo
de ruido residual. Al contrario, CEEMDAN usa cada modo final para el calculo del
modo siguiente. Cada modo se estima secuencialmente, en un esquema deflacionario.
Entonces podemos proceder de otra manera y estimar las medias locales de cada
realizacion de senal mas ruido definiendo el modo verdadero como la diferencia entre
el residuo actual y el promedio de sus medias locales.

5.4.1. Antecedente

En la seccién anterior hemos presentado una version mejorada del algoritmo
original de CEEMDAN; el cual fuera propuesto por nosotros en [107]. Aquél

'El comportamiento de EMD en ruido blanco es equivalente al de un banco de filtros autosimilar.
El factor de autosimilaridad es 2 (o sea, banco diddico) s6lo para diez iteraciones de sifting [77, 95]
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algoritmo, que nacié con el objetivo de superar algunas dificultades remanentes
en la EEMD, presentaba sin embargo algunos puntos a mejorar.

En primer lugar, los modos de CEEMDAN original se estimaban de manera
distinta. El primer modo era idéntico a aquél de EEMD (ec. (5.2)), y el resto de
ellos se obtenfa como dj, = & (a1 +€x_1E(w™)). Entonces existia un ruido residual
en los modos (esto puede verse en la ec. (5.2) como ya lo mencionamos), lo cual fue
solucionado en esta version mejorada de CEEMDAN que presentamos. Esto podré
confirmarse mas adelante.

Como segundo punto, en la version original de CEEMDAN existian modos
espurios en las etapas tempranas de la descomposicion. Esto se debia principalmente
a una superposicion de escalas entre el ruido blanco agregado para la obtencién del
primer modo (como en EEMD, recordemos) y los modos EMD de ruido blanco,
que poseen espectros tipo pasa-banda. En la versién mejorada de CEEMDAN, no
hacemos uso de ruido blanco sino sélo de sus modos EMD, evitando entonces tal
solapamiento frecuencial y los modos espurios.

En lo sucesivo, nos referiremos a CEEMDAN original [26, 107] y CEEMDAN
mejorada.

5.5. Un estudio sobre la amplitud de ruido

Mencionamos anteriormente la necesidad de fijar dos parametros para las
versiones de EMD asistidas por ruido: la cantidad de realizaciones I y la amplitud
de ruido agregado e. También mencionamos una certeza respecto a I: debe ser lo
més grande posible, idealmente infinito. Sin embargo, se obtienen buenos resultados
con un nimero relativamente pequeno (unas pocas decenas). De esta manera, la
atencion recae sobre el parametro restante: la amplitud de ruido agregado e.

Con el fin de entender mejor la influencia de la amplitud de ruido agregado tanto
en EEMD como en CEEMDAN mejorada, corrompimos un tono puro de la forma

s(n) = sin(0,2n), n=12,...,256, (5.10)

con tres tipos diferentes de ruido (los cuales describiremos en breve). Cada
realizacion de ruido contaminante se construyé a partir de una misma realizacion
para los tres casos, variando su «envolventey, y las mismas realizaciones se usaron
para los dos métodos. La Fig. 5.5 resume este enfoque.

Para el ruido contaminante usamos distintas relaciones senal a ruido (SNR, del
inglés Signal-to-Noise Ratio), las que fueron denominadas como «SNR de entraday, y
también diferentes valores para los parametros de los algoritmos. Dado un conjunto
de pardametros (tanto de entrada como del algoritmo), descompusimos J = 100
copias ruidosas del tono puro mediante los dos métodos, y calculamos una distancia
e para cada una de ellas:

e(n.e,1); = |[s(n) = dys (n, 2, )(n) (5.11)

donde 7 = 1...J indica la realizaciéon de ruido contaminante, n es la SNR de entrada,
¢ la amplitud de ruido agregado, I la cantidad de realizaciones, dk; el k*-ésimo modo

2

obtenido a partir del j-ésimo tono ruidoso (mediante cualquiera de los dos métodos),
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Figura 5.5: Diseno del experimento. La sefial de prueba es un tono puro (izquierda)
contaminada con 3 tipos diferentes de ruido (derecha). Para la misma energia
total, la amplitud de las realizaciones de ruido es constante (arriba), con una
duplicacién abrupta de su valor a la mitad de la duracién de la senal (en el medio),
o linealmente creciente (abajo). Se indica esquemdticamente en linea de trazos la
amplitud instantanea de la realizacion de ruido.

k; = arg mkin |s(n) — d,(n, &, I)(n)]]2 (5.12)

indica el modo més cercano (en norma 2) al tono original libre de ruido.

Los resultados finales se obtuvieron promediando sobre las J distancias obtenidas
de las descomposiciones de tonos ruidosos: &(n, ¢, I) = (e(n, €, I);). Un valor pequeiio
de € indica una buena recuperacion del tono y por ello una baja presencia de mezcla
de modos. Por el contrario, si € posee un valor grande, esto significa que la mezcla de
modos fue fuerte y el algoritmo no fue capaz de aislar el tono con suficiente energia
en un solo modo.

Nos valimos del error de reconstruccion nulo de CEEMDAN, y usamos pocas
realizaciones de ruido de algoritmo (hasta 20). Para realizar una comparacién justa
entre los dos métodos, utilizamos exactamente las mismas realizaciones de ruido
de algoritmo para ambos. Las iteraciones de sifting no fueron limitadas y se usé el
criterio de detencién por defecto [99]. Se usaron varios valores para el pardmetro de
ruido de algoritmo e. En el intervalo [0,025;0,5] se avanzé con un paso pequeno de
0,025, mientras que para el intervalo [0,6;2,0] el avance fue con un paso grande de
0,1.

5.5.1. Ruido de amplitud constante

Como primer experimento, el ruido fue agregado con la misma amplitud para
toda la duracion de la senal. Entonces, descompusimos 100 copias ruidosas del tono
de la forma

S50(n) = s(n) + g std(s) w’ (n), (5.13)
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utilizando diferentes valores para los pardmetros de ambos algoritmos, donde w’(n)
representa a una realizacion de ruido blanco gaussiano de media cero y varianza
unitaria. La constante oy se definié de manera de obtener las siguientes SNRs: 9 dB,
6 dB, 3 dB y 0 dB.

En la Fig. 5.6 presentamos los resultados del promedio de las distancia obtenidas
a partir de las descomposiciones con ambos métodos. En estas graficas, la SNR de
entrada se mantuvo fija, y se superpusieron los resultados para cuatro cantidades de
realizaciones distintas. En general, los resultados de ambos algoritmos son similares.
Sin embargo CEEMDAN presenta un menor error, y una mayor uniformidad entre
los resultados obtenidos con distintas cantidades de realizaciones. Los resultados que
EEMD ofrece con 20 realizaciones, CEEMDAN parece obtenerlos con tan sélo 5. En
las dos primeras filas, los métodos presentan una situacion de dos regimenes, con un
minimo local cerca de 0,2 para el ruido de algoritmo. Esta situacion desaparece para
las filas tercera y cuarta, para las cuales el minimo se trasladé considerablemente a
la derecha.

5.5.2. «Salto» en la amplitud del ruido

Como segundo caso, el ruido contaminante fue agregado con una amplitud en
la primera mitad de la senal, y con el doble de amplitud en la segunda mitad. Se
descompusieron tonos ruidosos de la forma

Sg.(n) = s(n) + std(s) w!(n) (5.14)

con
wi(n) = aswj(ﬁ), S%n:1,2,...,128,
20,w!(n), sin=129,130,...,256.

En este caso, w?(n) representa a la misma j-ésima realizaciéon de ruido usada en el
caso de ruido de amplitud constante. Para lograr las mismas SNRs que en el ejemplo
anterior, las constantes se relacionan de la siguiente forma: o, = \/% 00.

Los resultados manteniendo la SNR de entrada constante pueden apreciarse en la
Fig. 5.7. Como en el caso anterior, las dos primeras filas presentan una situacién de
dos regimenes, mientras que esta situacion desaparece en las filas tercera y cuarta.
Nuevamente, CEEMDAN presenta un menor error y una mayor uniformidad en el
desempeno para distintas cantidades de realizaciones.

5.5.3. Ruido de amplitud creciente

Como ultimo ejemplo de esta seccion, el ruido fue agregado con una amplitud
linealmente creciente. Los tonos que se descompusieron fueron

sa(n) = s(n) + anstd(s)w’(n). (5.15)

Para mantener las mismas SNRs que en los dos ejemplos anteriores, la pendiente
usada fue a = m 09, con N = 256 la longitud de la sefial. Igualmente, w’(n)
n=1 n

es la misma j-ésima realizacion usada en los ejemplos previos.
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Figura 5.6: Resultados para ruido de amplitud constante. Cantidad de realizaciones:
5 (linea de puntos), 10 (linea sélida), 15 (linea de trazos) y 20 (linea sélido y puntos).
El desempeno de EMD se muestra en linea gris gruesa a modo comparativo.

Los resultados se presentan en la Fig. 5.8. La SNR de entrada se mantuvo
constante, variando la cantidad de realizaciones. En este caso, la situacién de dos
regimenes parece ser algo méas fuerte en las dos primeras filas. En la tercera fila se
nota la presencia de una especie de inflexiéon, hasta llegar a la cuarta fila donde el
minimo se ha corrido hacia la derecha. Como en los casos anteriores, el desempeno de
CEEMDAN parece muy poco condicionado por la cantidad de realizaciones usadas.

5.5.4. Discusion

El razonamiento detras de las versiones de EMD asistidas por ruido es que
un nivel adecuado de ruido agregado (ruido de algoritmo) deberia mejorar la
identificacién de senales bien estructuradas contaminadas en ruido de observacion
(ruido de entrada). Intuitivamente, una cantidad muy pequena de ruido agregado no
deberia tener practicamente ningin efecto y el resultado seria muy similar al de EMD
(esto se observa en las figuras cuando la amplitud del ruido agregado tiende a cero),
mientras que una amplitud muy grande nos llevaria a formas de onda tan erraticas
que la identificacién seguiria siendo dificultosa. En el medio, es esperable encontrar
algin 6ptimo, por ejemplo un minimo local cuando la medida de desempeno es
la distancia entre la forma de onda real (conocida) y la estimada (el modo més
cercano). Es por ello notable ver que tal minimo es en efecto observado en muchos
de los ejemplos considerados, especialmente para SNRs de entrada moderadas. Mas
aun, esto se da mas a menudo para un valor de desvio estandar de ruido de algoritmo
que es cercano a 0,2, el valor sugerido por Wu y Huang en [118].

Sin embargo, existen algunas diferencias entre EEMD y CEEMDAN: los errores
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Figura 5.7: Resultados para amplitud de ruido con «salto». Cantidad de realizacio-
nes: 5 (linea de puntos), 10 (linea sélida), 15 (linea de trazos) y 20 (linea sélido y
puntos). El desempeno de EMD se muestra en linea gris gruesa a modo comparativo.

que comete CEEMDAN son menores, y ademas este método presenta una menor
variabilidad de los resultados cuando se usan distintas cantidades de realizaciones.
Es por lo tanto notable que CEEMDAN obtenga con 5 realizaciones los resultados
que EEMD recién consigue con 20.

Este estudio que hemos presentado abordé la influencia de los dos parametros
clave (amplitud de ruido agregado y cantidad de realizaciones) de dos versiones de
EMD asistidas por ruido en situaciones tipicas, aunque no universales. Como se
esperaba, ambos métodos evidenciaron la presencia de alguna forma de resonancia
estocastica [43], mostrando un valor de ruido de algoritmo para el cual el desempeno
es el mejor.
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Figura 5.8: Resultados para ruido de amplitud linealmente creciente. Cantidad de
realizaciones: 5 (linea de puntos), 10 (linea solida), 15 (linea de trazos) y 20 (linea
sélido y puntos). El desempeno de EMD se muestra en linea gris gruesa a modo
comparativo.

5.6. Experimentos y resultados

En esta seccion ilustramos las capacidades de la versiéon mejorada de CEEMDAN
que hemos propuesto. Descomponemos dos senales artificiales y comparamos los
resultados de nuestro nuevo método con los obtenidos mediante EMD, EEMD vy
la versién original de CEEMDAN. Adicionalmente, descomponemos tres senales
biomédicas mediante la versién mejorada de CEEMDAN (electroglotograma,
electrocardiograma y electroencéfalograma) con el fin de mostrar algunas de sus
aplicaciones potenciales.

5.6.1. Senales artificiales

Como primer ejemplo, retomamos aqui el ejemplo clasico de mezcla de modos.
Un tono puro sostenido sumado a otro tono de mayor frecuencia pero de menor
duracién, nos conducird inevitablemente a un fenémeno de mezcla de modos si
lo analizamos mediante EMD, debido a la naturaleza local del método. La senal
analizada es s = s; + so, con

0 sil <n <500
51 = ¢ sen(27 0,255 (n — 501)) si 501 < n < 750 (5.16)
0 si 751 < n < 1000 '

sy = sen (270,065 (n — 1)).

Presentamos una descomposicién tipica para los cinco métodos aqui analizados
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Figura 5.9: Descomposicién de la senal artificial s (descripta por las ecuaciones
(5.16)) mediante EMD, EEMD, Complementary EEMD, CEEMDAN original y
CEEMDAN mejorada.

en la Fig. 5.9. La mezcla de modos resulta evidente para descomposiciéon con
EMD, para la cual los modos tercero en adelante poseen muy poca energia y
presentan oscilaciones indeseadas. Los cuatro métodos asistidos por ruido recuperan
correctamente el componente de mayor frecuencia, evitando la mezcla de modos.
Sin embargo, para EEMD cada realizacion de senal mas ruido se descompuso
completamente de manera independiente y debido a ello se obtuvo un total de nueve
modos, aunque desde el tercero en adelante ellos poseen poca energia, sin representar
informacion relevante de la senal original. El mismo problema experimenta el método
de Complementary EEMD. El esquema deflacionario de las versiones «completasy
(CEEMDAN original y mejorada) nos permite evaluar un criterio de detencion global
(i.e. hasta cuando seguir extrayendo modos) en cada etapa de extraccién y por eso
detener antes la descomposicién, una vez que las condiciones de IMF (Def. 2.4.2)
son satisfechas. Un segundo modo «espurio» aparece en CEEMDAN original. La
versiéon mejorada de CEEMDAN es capaz de aislar ambos componentes de manera
satisfactoria.

Debido al ingrediente estocéstico de los métodos asistidos por ruido, distintas
descomposiciones de la misma senal son de hecho sutilmente diferentes. Ademas, la
energia del ruido residual decrece a medida que aumenta la cantidad de realizaciones
I. Con el objetivo de cuantificar los desempenos de los métodos, llevamos a cabo 100
descomposiciones para las cuatro variaciones asistidas por ruido de EMD (EEMD,
Complementary EEMD, CEEMDAN original y mejorada), y obtuvimos resultados
estadisticamente significativos. En cada caso usamos I = 50,100, 200,400,800
(I/2 pares para Complementary EEMD) realizaciones y un valor recomendado de
amplitud de ruido de ¢ = 0,2 [28, 118].

Debe notarse en la ec. (5.16) que s; = 0 para 1 < n < 500 y 751 < n < 1000.
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La naturaleza «fino a grueso» de todos los métodos basados en EMD nos sugiere
que el componente mas rapido (s; en este caso) deberia ser capturado por el primer
modo (dy). Medimos el ruido residual presente en el primer modo como la energia
media de los primeros modos (de los cuatro métodos asistidos por ruido) en esos
lugares donde se supone que valen cero. Para reducir la posible influencia de los
efectos de bordes, consideramos los intervalos entre las muestras 11 y 490, y entre
761 y 990. Nos referimos a las energias medias de los intervalos como ¢;(dy) y e,(d;)
respectivamente.

Para evaluar las capacidades de los métodos para recuperar componentes
conocidos de una sefial compuesta, usamos la raiz cuadrada del error cuadratico
relativo (RRSE, del inglés Root Relative Square Error) de una senal recuperada a
con respecto a una sefial de referencia b

a—b

Los resultados para e;(dy) y e,.(d;) se presentan en graficos de cajas en la Fig. 5.10.
El desempeno de la version mejorada de CEEMDAN se superpuso a los desempenos
de los otros tres métodos asistidos por ruido. Como era de esperarse, CEEMDAN
mejorada contiene menos ruido residual en el primer modo que EEMD y CEEMDAN
original. Puede apreciarse que aunque el contenido de ruido del primer modo de
Complementary EEMD es menor al de EEMD, es mayor al que presenta CEEMDAN
mejorada. Vale la pena notar que CEEMDAN mejorada logra para [ = 50 resultados
que son mejores a los que los otros métodos logran para I = 800.

Los resultados de los desempenos en la recuperaciéon de componentes conocidos
se presentan en la Fig. 5.11. CEEMDAN mejorada presenta resultados mejores que
los otros métodos. Aqui, la diferencia con Complementary EEMD es mas evidente,
especialmente en la recuperacion de ss. Finalmente, presentamos los errores de
reconstruccion en la Fig. 5.12. Como se esperaba, el error para CEEMDAN mejorada
es despreciable cuando se lo compara con el de EEMD. Lo que resulta algo mas
sorprendente es el error creciente con la cantidad de realizaciones I que presenta
Complementary EEMD. Esto puede ser explicado por el hecho que diferentes copias
ruidosas de la senal producen distintas cantidades de modos. Entonces, a medida
que la cantidad de realizaciones aumenta, también lo hace la probabilidad de tener
distintas cantidades de modos, y con ello aumenta el error de reconstruccion.

Como segundo ejemplo usamos una senal artificial de mayor complejidad. Se
compone de dos atomos gaussianos y una senal FM z = x1 4+ x5 + 3, con

(5.17)

n—>500

T = 3¢ ("10%) cos (27?% (n— 1000)) :
Tg = COS (2%@ (n — 1000)+

Jmaa—Fmin 1000 (sen g — sen¢)) '

(5.18)

n—1 2
T3 = e~ (500) 7 cos (27ri (n — 1000)) :

256

para 1 <n < 1000, fnar = 3/32, fnin = 9/128 y ¢ = — arc cos (¥fmintimes)
Descompusimos la senal wvie EMD, EEMD, Complementary EEMD y las
versiones original y mejorada de CEEMDAN, usando en todos los casos asistidos

por ruido un valor recomendado de amplitud de ruido de g9 = 0,2 [28, 118] y una
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la senal artificial s de la ec. (5.16) presentados en graficos de cajas. Arriba: energia
de la primera mitad de d;. Abajo: energia del tultimo cuarto de d;.

— -
041 ] EEMD 041 Complementary EEMD 041 | CEEMDAN original
. ———— CEEMDAN mejorada . ———— CEEMDAN mejorada . ——— CEEMDAN mejorada
0.095 0.095 0.095
T 009 0.09 0.09
e
7]
£ 0085 ES 0.085 0.085
0.08 - 0.08 008} + -
=T . T
0.075F L T "*;" — == 0.075 0075} L T ===
. - - —+ . - - —+
50 100 200 400 800 50 100 200 400 800
0.07 ——== 0.07 0.07
i EEMD Complementary EEMD CEEMDAN original
0.065 i —— CEEMDAN mejorada 0.065 - —— CEEMDAN mejorada 0.065 —— CEEMDAN mejorada
|
+
|
0.06 0.06 ! | 0.06
~ ! +
T 0085 0.055 : ! - + 0.055
@ i
w ! | T
2 005 - v - -+ 00sf ! 1 il -+ - 0.05
4 L
0.045 0.045 0.045
+ +
0.04 é,,, — - 0.04 %’777 — o 004f = -
T = T = B e =S

50 100 200 400 800 50 100 200 400 800 50 100 200 400 800
! 1 I

Figura 5.11: Desempeno de los cuatro métodos asistidos por ruido aplicados sobre
la senal artificial s de la ec. (5.16) presentados en graficos de cajas. Arriba: error al
recuperar s;. Abajo: error al recuperar ss.

cantidad de realizaciones I = 50 (I/2 = 25 pares para Complementary EEMD).
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Figura 5.13: Senal artificial = de la ec. (5.18), junto a su espectrograma reasignado
y espectro marginal. Los resultados de EEMD (en rojo) y CEEMDAN mejorada (en
negro) se muestran junto a los espectros marginales de CEEMDAN.

Los resultados de CEEMDAN mejorada (en negro) y EEMD (en rojo) se presentan
en la Fig. 5.13, en donde fueron solapados para facilitar su comparaciéon. Ademés
se presentan los espectros frecuenciales de los modos de CEEMDAN mejoradas.
En el caso de EEMD, el segundo residuo fue creado artificialmente, sumando los
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modos tercero a ultimo, solo a efectos comparativos. Esto fue asi porque es imposible
imponer un criterio de detencion global, debido a que cada realizacion de senal més
ruido se descompone de manera independiente una de la otra.

Puede apreciarse el comportamiento de banco de filtros guiado por los datos de
EEMD y CEEMDAN mejorada. La senal x; se aisla correctamente, asi como xs y
x3, las cuales son muy cercanas en frecuencia. Aunque podrian obtenerse resultados
similares con un banco de filtros lineales, en este caso no fue necesario especificar
la cantidad de filtros, ni sus frecuencias centrales o anchos de banda. El hecho
de generar «espontaneamente» un banco de filtros que separa componentes con
espectros distintos sin conocer su distribucion a priori es una propiedad muy valiosa
de estos métodos.

En la Fig. 5.14 se presentan las descomposiciones de la senal z mediante
EMD y los cuatro métodos asistidos por ruido. Como en el ejemplo anterior,
EMD presenta fuertemente el fenémeno de mezcla de modos. Para EEMD vy
Complementary EEMD, los modos cuarto en adelante poseen poca energia y no
representan informacién relevante de la senal original. Sélo aparecen por el hecho ya
comentado de las distintas cantidades de modos que son producidas por las distintas
copias ruidosas de la senal. La versién original de CEEMDAN produjo un segundo
modo espurio. La version mejorada en cambio, recuperd correctamente los tres
componentes de la senal. Como en el caso anterior, se puede apreciar que los modos
primero y tercero de CEEMDAN mejorada contienen menos ruido que aquellos
obtenidos con los otros tres métodos asistidos por ruido. Para ambas versiones de
CEEMDAN detuvimos la descomposiciéon una vez que las condiciones de IMF se
hubieron cumplido.

Los ejemplos con senales artificiales mostraron que hemos obtenido un método
que provee modos con menos contenido de ruido y que evita la presencia de modos
espurios. Aplicaremos a continuacion la versién mejorada de CEEMDAN a senales
biomédicas, ilustrando su potencial como herramienta de andlisis para este tipo de
senales.

5.6.2. Electroglotograma

El electroglotograma (EGG) es una técnica muy difundidas en nuestros dias que
permite indagar en el area de contacto de las cuerdas vocales en fonaciéon de una
manera simple y no invasiva. Se caracteriza por un aumento en la amplitud de la
senal en el instante de cierre glético [50]. Su estudio permite un seguimiento de la
frecuencia fundamental en fonemas sonoros. Por lo tanto, seria muy deseable poseer
una senal libre de ruido y tendencia para estimar mejor los instantes de apertura y
cierre glético.

Un segmento de una senial de EGG de la base de datos Keele [90] puede ser
apreciado en la Fig. 5.15. Se ha superpuesto el quinto modo de CEEMDAN mejorada.
Los parametros usados fueron ¢g = 0,2 y I = 100. Ademés, los espectros de Fourier
de ambas senales son mostrados, donde puede notarse que la energia presente en la
parte de bajas frecuencias de la senial (tendencia) es tan alta como la energia presente
en la frecuencia fundamental. La version mejorada de CEEMDAN captura en un
unico modo la mayor parte de la informacion de la senal, preservando caracteristicas
importantes de la forma de onda como una leve asimetria, donde el aumento de
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Figura 5.14: Descomposiciéon de la senal artificial x mediante EMD, EEMD,
Complementary EEMD, CEEMDAN original y CEEMDAN mejorada.

amplitud debido al cierre glético es mas rapido que el decremento de amplitud
debido a la apertura [50]. Todos los modos de la descomposicién se muestran en la
Fig. 5.16. Los dos primeros modos contienen principalmente ruido, y del sexto modo
en adelante capturan el contenido de bajas frecuencias presente en la tendencia de
la senial. En el tercer modo aparece informacion valiosa de alta frecuencia asociada
al cierre de las cuerdas vocales. La misma informacién, aunque en menor relevancia,
puede apreciarse en el cuarto modo.

Una senal de EGG diferente de la misma base de datos que presenta una clara
tendencia se muestra en la Fig. 5.17. Como en el caso anterior, hemos superpuesto
el quinto modo de CEEMDAN mejorada. Usamos los mismos valores para los
parametros del algoritmo. En este caso, la energia de la frecuencia fundamental es
mucho menor que la energia del ruido de baja frecuencia, y asi y todo CEEMDAN
mejorada captura en un tnico modo la informacién més importante de la senal,
preservando caracteristicas de la forma de onda. Mas aun, un descenso de la
frecuencia de la senal se aprecia en el segmento final del quinto modo. Todos
los modos pueden apreciarse en la Fig. 5.18. Mientras el primer modo contiene
principalmente ruido, los modos sexto en adelante contienen la tendencia de la senal.
El tercer modo contiene informacién de alta frecuencia relacionada con el cierre
glético. La tendencia a la que haciamos mencion se captura satisfactoriamente en el
ultimo modo.

Con estos dos ejemplos ilustramos las capacidades de CEEMDAN mejorada para
realizar una tarea de filtrado guiado por los datos de senales de EGG. La informacion
relacionada con la frecuencia fundamental aparece en un tinico modo. Los modos
obtenidos evidencian informacién de alta frecuencia relacionada con el cierre de
cuerdas vocales.
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Figura 5.15: Senal de EGG. Arriba: senal de EGG (en negro) y quinto modo de
CEEMDAN mejorada (en rojo). Abajo: espectro de amplitud de la senal de EGG
(en negro) y del quinto modo de CEEMDAN (en rojo).

5.6.3. Electrocardiograma con fibrilacién ventricular

En la mayoria de los casos, el mecanismo que dispara un paro cardiaco stubito
es una taquicardia ventricular que progresa rapidamente hacia una fibrilacion
ventricular [10]. Un tercio de esos pacientes pueden sobrevivir con la aplicacién
a tiempo de un desfibrilador. Entonces, la deteccién automatica de tales eventos
analizando las senales de electrocardiograma (ECG) es de una importancia vital [9].

Un segmento de un registro de ECG de la Creighton University (CU) ventricular
tachyarrhytmia database [46, 80] se muestra en la Fig. 5.19. Puede apreciarse el
evento de fibrilaciéon que comienza a la mitad de la duracién de la senal. El segundo
modo de CEEMDAN mejorada ha sido superpuesto. Debe notarse cémo este modo
identifica los latidos cardiacos (complejos QRS) para la primera mitad de la senal,
mientras que permanece casi igual a cero para la segunda mitad donde no ocurren
latidos. Este modo es un detector de latidos cardiacos y puede usarse para identificar
los momentos de fibrilaciéon ventricular, caracterizados justamente por la falta de
dichos latidos. Los espectros de la senal de ECG y del segundo modo de CEEMDAN
mejorada se muestran en la Fig. 5.19. Aunque el modo contiene principalmente
frecuencias altas, su energia se reparte por todo el espectro, y un simple filtrado
pasa-altos o pasa-banda de la sefial original no podria aislarlo.
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Figura 5.16: Descomposicion mediante CEEMDAN mejorada de la senal de EGG
mostrada en la Fig. 5.15. ¢g = 0,2. I = 100.

Todos los modos de la descomposicién se presentan en la Fig. 5.20. El cuarto
modo contiene la mayor parte de la informacion del evento de fibrilacién. La primera
mitad del séptimo modo captura casi perfectamente la frecuencia fundamental de
latidos, mientras que su segunda mitad evidencia la pérdida de ritmo sinusal.

5.6.4. Electroencefalograma con crisis epiléptica

La electroencefalografia (EEG) es un método de evaluaciéon que contiene
informacion muy ttil relacionada con los diferentes estados fisiologicos del cerebro
[86]. Las crisis sibitas, como los ataques epilépticos, se reflejan en los registros de
EEG, y es por ello que pueden ser usados para una detecciéon automatica.

Estudiamos aqui un registro fisioldgico real usando electroencefalografia estéreo
con ocho electrodos multiderivacionales (2 mm de largo y separaciéon de 1,5 mm).
Se amplifico y filtr6 en la banda de 1 a 40 Hz. Como filtro antialiasing se uso
un filtro pasa-bajos Butterworth de cuarto orden. La senal fue digitalizada a 256
Hz con un conversor analdgico-digital de 10 bits. Un médico profesional realiz6 el
analisis de regiones preictales e ictales mediante inspeccién visual del registro de
EEG. De acuerdo a tal inspeccion, el paciente presenté una area epileptogénica
en el hipocampo con propagaciéon inmediata al girus cingular y al area motora
complementaria, en el hemisferio izquierdo.

El registro de EEG intracranial se muestra en la Fig. 5.21, donde se indican los
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Figura 5.17: Senal de EGG. Arriba: senal de EGG (en negro) y quinto modo de
CEEMDAN mejorada (en rojo). Abajo: espectro de amplitud de la senal de EGG

(en negro) y del quinto modo de CEEMDAN (en rojo).

momentos de comienzo y fin de tres eventos de crisis epilépticas marcados con lineas
verticales. El primer modo de CEEMDAN mejorada ha sido superpuesto en rojo.
Este modo parece identificar las crisis, y su andlisis puede llevar a una detecciéon
automatica. A partir de los espectros, se puede apreciar que el modo no puede ser
obtenido a partir de un simple filtrado pasa-altos. En la Fig. 5.22 se muestran todos

los modos de la descomposicion.
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CEEMDAN mejorada (en rojo). Abajo: espectro de amplitud de la sefial de ECG
(en negro) y del segundo modo de CEEMDAN (en rojo).
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Figura 5.20: Descomposicion mediante CEEMDAN mejorada de la senal de ECG
mostrada en la 5.19. ¢ = 0,2. I = 100.
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Figura 5.21: Senial de EEG. Arriba: sefial de EEG (en negro) y primer modo de
CEEMDAN mejorada (en rojo). Abajo: espectro de amplitud de la senal de EEG
(en negro) y del primer modo de CEEMDAN (en rojo).
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Figura 5.22: Descomposicion mediante CEEMDAN mejorada de la senal de EEG
mostrada en la 5.21. ¢ = 0,2. I = 100.
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5.7. Comentarios finales

La mezcla de modos dificulté la aplicaciéon directa de EMD a un conjunto
importante de sefiales reales. Sin embargo, las variaciones asistidas por ruido, entre
ellas la EEMD, aliviaron este problema y se difundieron rapidamente. En este
capitulo analizamos las ideas fundamentales de las versiones de EMD asistidas
por ruido, describiendo sus ventajas y dificultades. Ademés, propusimos un nuevo
método que mantiene tales ventajas y supera tales dificultades: la CEEMDAN.

Debemos mencionar, no obstante, que en general el agregado de ruido define
una referencia global para el método de EMD. Entonces, las variaciones asistidas
por ruido son menos locales y menos guiadas por los datos (porque ademés estan
guiadas por el tipo de ruido y su amplitud) que la versién original libre de ruido.

En este capitulo, propusimos un nuevo método, evaluando su desempeno tanto en
senales artificiales como en reales. Comparamos nuestros resultados con dos métodos
asistidos por ruido del estado del arte. Evidenciamos ventajas a favor de nuestra
propuesta. Ademaés realizamos un estudio sobre la amplitud de ruido éptima que
debe agregarse en los algoritmos, obteniendo un valor cercano a aquél recomendado
por la practica comun. La aplicaciéon de nuestro método a senales bioldgicas permitié
obtener informacion relevante relacionada a procesos fisiologicos involucrados en su
produccion.

Los desarrollos presentados en este capitulo dieron lugar a dos articulos
de journals internacionales: uno en una publicacion relativamente reciente y
especializada en métodos guiados por los datos Advances in Adaptive Data Analysis
[28]; ¥ otro en Biomedical Signal Processing and Control de Elsevier [27]. Ademas,
una publicaciéon nuestra en el Congreso Latinoamericano de Ingenieria Biomédica
[3] logré una mencién especial en la competicién de investigador joven.






Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

Si el autor de estas lineas ha consequido dar algin material
para poner en claro estas cuestiones, puede considerar que
su trabajo no ha sido vano.

EL DESARROLLO DEL CAPITALISMO EN RUSIA
Vladimir I. Lenin

En esta tesis estudiamos el andlisis de senales multicomponentes prestando
especial atencién a la técnica de descomposiciéon empirica en modos, proponiendo
contribuciones tanto desde el punto de vista teérico (reformulando el algoritmo
original) como algoritmico (mejorando las versiones asistidas por ruido).

Comenzamos repasando los conceptos de senal multicomponente y frecuencia
instantanea, presentes en numerosos modelos de fenémenos fisicos en los que pueden
identificarse un nimero relativamente pequeno de componentes cuya frecuencia es
Unica para un instante de tiempo dado. Luego presentamos la transformada de
Hilbert, que permite la estimacién de la frecuencia instantanea de una senal AM-
FM. Senalamos, sin embargo, las limitaciones que para ello imponen los teoremas
de Bedrosian y Nutall.

Continuamos nuestra exposiciéon con los enfoques mas naturales para analizar
senales multicomponentes: las representaciones lineales tiempo-frecuencia y tiempo-
escala. El enfoque tradicional suele ser buscar las crestas que cada componente
genera en las representaciones, estimando asi las frecuencias instantdneas alrededor
de las cuales éstas se disponen. La extraccion de los componentes en el dominio
temporal se realiza antitransformando la representacion elegida en dominios
acotados que contengan a las crestas.

A continuacién describimos de una manera exhaustiva a la técnica de
descomposicion empirica en modos, motivacién fundamental de este trabajo de tesis,
tanto en sus aspectos tedricos como préacticos. Comenzamos describiendo cémo esta
técnica representa componentes més complejos, basandose sélo en la simetria de sus
envolventes, para luego describir el esquema recursivo que aplica. En la descripcion
de las funciones intrinsecas de modo establecimos las relaciones existentes con los
trabajos recientes de Daubechies y Hau-Tieng Wu. Ademads, propusimos nuestra
propia definiciéon de las IMFs, conforme a nuestros criterios. Describimos también
cémo un procesamiento posterior mediante transformada de Hilbert permite obtener
una representacion tiempo-frecuencia.
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En la descripcion de EMD quedaba claro su naturaleza empirica, en la medida
que estd definido como la salida de un algoritmo. Entonces, luego de ello presentamos
la primera contribucién original de esta tesis: la formulacién de EMD como un
problema de optimizacién sin restricciones. Este enfoque forma parte de una
corriente orientada a dotar a EMD de las bases tedricas que carece tomando la
teoria de optimizacién como punto de partida. Nuestra propuesta permite analizar
a priori el comportamiento de la descomposicion. La solucion que construye puede
compararse con la que se obtiene mediante el método de B-spline EMD, pero
con las funciones «basicas» y los coeficientes completamente determinados por los
datos. Una interpretacion de filtro variante en el tiempo, revela que nuestro método
construye una media local de manera discreta y local, cuando el caso ideal es
continuo e instantaneo. Extensas simulaciones con senales artificiales, comparando
nuestros resultados con aquellos obtenidos con métodos del estado del arte de EMD
basada en optimizacion, sustentan que nuestra propuesta posee ventajas tanto en
desempeno como en tiempo de computo. Su aplicaciéon a una senal real de voz
ilustra la potencialidad de nuestra propuesta para el analisis de este tipo de senales.
A continuacion extendimos nuestro método para su aplicacién a imagenes. En este
caso, también lo comparamos con métodos del estado del arte, mostrando ventajas
en nuestra propuesta.

La cuestion mas importante que queda planteada respecto a este tema es la
posibilidad de profundizar el estudio de la influencia del proceso de sifting, que puede
generar nuevos extremos y modificar los operadores presentes en nuestro problema de
optimizacién (més especificamente la matriz P,). Como mencionamos, este proceso
puede verse como una mejora en los puntos caracteristicos que definen la escala
local.

A continuacién avanzamos sobre el mismo objetivo de dotar a EMD de bases
tedricas mas solidas. Entonces exploramos la que quiza sea la otra gran tendencia
dentro de esta tarea: el uso de representaciones tiempo-escala. Planteamos un
método de descomposicion de senales que fusiona las ideas de synchrosqueezing
con las de EMD, constituyendo la segunda contribucion original de esta tesis. La
localidad y naturaleza guiada por los datos de esta tltima técnica, que se basan en los
extremos locales de la senal como puntos caracteristicos para definir una escala local,
se encontraron con las solidas bases tedricas detras de las onditas y synchrosqueezing.
El resultado es un método tan guiado por los datos como EMD, evitando las splines
y cualquier tipo de interpolacién en el dominio temporal. Creemos que esta idea
de realizar una descomposicion EMD en un marco tiempo-escala deberia ayudar a
comprender mejor la forma en la que trabaja EMD.

Esta linea, que consideramos la mas promisoria, debe continuarse de inmediato.
Los primeros problemas que se deben analizar son aquellos que se usaron para el
estudio pionero de EMD: separacion de tonos puros, y descomposiciéon de ruido
blanco. Ademaés es necesario evaluar este método en conjunciéon con los desarrollos
mas recientes sobre las representaciones tiempo-escala invertibles: reassignment
invertible y synchrosqueezing de segundo orden [85]; y el synchrosqueezing recursivo
de Levenberg-Marquardt [42].

Finalmente, discutimos las versiones asistidas por ruido de EMD. Estas
variaciones de EMD permitieron su plena aplicaciéon a senales reales, lo que se
hallaba limitado por la mezcla de modos, y pueden encontrarse ejemplos de ello en
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los campos mas diversos. Sin embargo, estas variaciones (y principalmente la mas
extendida de todas: la EEMD) posefan dificultades que necesitaban ser superadas.
Debido a ello, y como tercera contribucién original de esta tesis, propusimos un
nuevo método: la CEEMDAN.

Evaluamos su desempefio tanto en sefiales artificiales como en reales. Compa-
ramos nuestros resultados con dos métodos asistidos por ruido del estado del arte,
evidenciandose ventajas a favor de nuestra propuesta. Ademas realizamos un estudio
sobre la amplitud de ruido 6ptima que debe agregarse en los algoritmos, obteniendo
un valor cercano a aquél recomendado por la practica comin. Al aplicar nuestro
método a senales bioldgicas pudimos obtener informacion relevante relacionada a
procesos fisiologicos involucrados en su produccion.

Es necesario remarcar aqui que el agregado de ruido define una referencia global
para el método de EMD. Entonces, las variaciones asistidas por ruido son menos
locales y menos guiadas por los datos (porque ademéds estédn guiadas por el tipo de
ruido y su amplitud) que la versiéon original libre de ruido. Es necesario continuar
el estudio de estas variaciones. Creemos importante poder relacionar de manera
mas estrecha los desarrollos en los capitulos 3 y 4 con el agregado de ruido a las
sefiales. Esto puede hacerse, en el caso basado en optimizacion, estudiando como se
modifica la matriz P, cuando se agrega ruido a la senal. Sera necesario estimar un
valor esperado para la matriz, de forma tal de obtener una media local esperada
que emule a la media de las versiones asistidas por ruido. En el caso basado en
representaciones tiempo-escala sera necesario estudiar como el agregado de ruido
afecta a la escala local definida mediante los extremos locales. Deberd estimarse
entonces un valor esperado para la escala local, que resultara de la conjuncion entre
la senal analizada, y la amplitud y tipo de ruido agregado.

Como conclusion general, consideramos que las contribuciones desarrolladas en
esta tesis tienen la posibilidad de permitir una mejor comprensiéon de la técnica
de EMD, dentro del campo del analisis de senales multicomponentes. Esta mejor
comprension, junto al desarrollo de nuevos y més robustos algoritmos, como los
asistidos por ruido, deberian ayudar a adoptar esta técnica en un nimero mayor de
aplicaciones.
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