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Prologo

Como decana de la Facultad de Ciencias Economicas de la UNL, me complace
enormemente presentar este libro de calculo, fruto del esfuerzo colectivo y la
dedicacion de toda una catedra. Esta obra representa un compromiso profun-
do con la mejora continua de la ensenanza y el aprendizaje de la matematica,
ya que aborda las necesidades de los estudiantes en un mundo donde los
cambios econdmicos, tecnologicos y sociales, entre otros, demandan una
solida formacion en estas disciplinas.

En consonancia con los ideales de la Reforma Universitaria de 1918, la
Universidad Nacional del Litoral, a través de esta Facultad, reafirma su com-
promiso con una educacion superior que responda a las necesidades de
la sociedad y contribuya al desarrollo de su entorno. Este libro no es solo
un compendio de conocimientos técnicos, sino una herramienta concebida
para formar ciudadanos y profesionales capaces de analizar criticamente la
realidad y proponer soluciones innovadoras a los desafios que plantea el
mundo contemporaneo.

Uno de los aspectos distintivos de este libro radica en su material inédito y
en la forma original en la que se han planteado los ejercicios y ejemplos. Se
ha buscado ofrecer una perspectiva fresca y relevante del calculo, conectando
los conceptos fundamentales con problemas contextualizados que permitan
a los estudiantes comprender la aplicabilidad de estas herramientas en el
campo de las ciencias econdmicas. La construccion de los conceptos se ha
realizado de manera rigurosa, y se han incorporado elementos que facilitan
la interpretacion geomeétrica, analitica y grafica.

Esta publicacion responde a una apuesta decidida por la formacion de
recursos humanos, tanto dentro como fuera de la universidad. Creemos
firmemente que el conocimiento del calculo es fundamental no solo para
nuestros estudiantes, sino también para profesionales en diversas areas que
requieren habilidades de analisis y resolucion de problemas. La inclusion de
herramientas como GeoGebra, refleja la intencionalidad didactica de integrar
recursos pedagogicos innovadores que faciliten el aprendizaje y la conexion
del calculo con aplicaciones practicas. El objetivo final es promover en los
estudiantes la capacidad de aplicar el conocimiento y construir a partir de él,
tanto en el ambito académico como profesional. En este sentido, la obra busca
articular la formacion académica con las demandas del sector productivo y
las necesidades del campo economico, un principio fundamental para una
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universidad comprometida con el progreso social. Confiamos en que este
material contribuira a la formacion de profesionales capaces de analizar
los fendmenos econdmicos con rigor y creatividad. Es, en suma, un aporte
significativo al proyecto educativo de nuestra comunidad universitaria.

La Facultad de Ciencias Econdmicas de la Universidad Nacional del Lito-
ral se suma a este esfuerzo continuo, brindando materiales educativos de
calidad para responder a los desafios del presente y del futuro. Agradezco
profundamente el compromiso de los autores y colaboradores que han hecho
posible esta valiosa contribucion a la ensenanza del calculo en el ambito de
las ciencias econdmicas.

Mg. Liliana Dillon

Decana

Facultad de Ciencias Economicas
Universidad Nacional del Litoral
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Prefacio

En un mundo en el que los cambios econdomicos y sociales se producen mas
rapidamente que antes, la exigencia sobre los actores del sistema educativo
ha aumentado considerablemente. Schleicher (2016), estadistico, matema-
tico y especialista en educacion, senala que los estudiantes de hoy deben
prepararse para desempenar trabajos que ain no han sido creados y para
enfrentar problemas que todavia desconocemos.

Hoy podria decirse que los motores de bisqueda lo saben todo y que ya
no resulta necesario formar sujetos que acumulen saberes, sino mas bien
que adquieran una brijula confiable y habilidades adecuadas para encontrar
un camino hacia la resolucion de preguntas formuladas en el marco de
una problematica. Sin embargo, dada la capacidad para proporcionar los
conceptos, herramientas, métodos y estructuras necesarias para el analisis,
la modelizacion y la comprension de fenémenos en diversos campos (caracter
fundacional), el conocimiento matematico continia siendo la base sobre la
cual se apoya y desarrolla gran parte de las disciplinas cientificas y areas de
conocimiento.

Los nuevos escenarios educativos, caracterizados por la disponibilidad de
recursos y herramientas, el acceso a respuestas preelaboradas y el desarrollo
de la inteligencia artificial, demandan propuestas educativas capaces de
orientar la ensenanza hacia la formacion de competencias. En esta linea, es
clave repensar el diseno de materiales y recursos didacticos.

El texto que aqui se presenta es resultado de la integracion de saberes dis-
ciplinares y didacticos, en relacion con el campo de las ciencias economicas.
Los problemas propuestos apuntan a favorecer la extrapolacion y aplicacion
a partir del conocimiento adquirido propiciando el abordaje de situaciones
nuevas, propias del campo economico. El diseno del texto se caracteriza por
los siguientes items:

1. Problemas contextualizados que permiten la articulacion entre areas que
confluyen en el analisis economico, desde una perspectiva matematica.

2. Variedad de actividades que incluyen preguntas abiertas para fomentar
la reflexion e interpretacion en contexto y el analisis de resultados en
situaciones reales.

3. Desarrollo teorico a través de un lenguaje claro y amigable, mas cercano a
las y los estudiantes, que incorpora la voz del profesor o la profesora con
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el fin de potenciar recorridos autonomos, en linea con el modelo de aula
invertida.

4. Tareas que demandan el uso de competencias digitales para su mayor
comprension y correcta resolucion.

El libro esta organizado en tres modulos. En cada uno de ellos, los temas
se vinculan con uno o varios conceptos economicos, y se incorporan distintos
registros (tabular, grafico y analitico) a fin de favorecer la construccion de
los conceptos. Se hace hincapié en las interpretaciones economicas de los
valores obtenidos y en los procesos de toma de decisiones.

El primer modulo aborda los fundamentos del calculo diferencial. Se inicia
con el estudio de las tasas de cambio y prosigue con la conceptualizacion del
limite funcional y la continuidad; establece las bases para la formalizacion
del concepto de derivada como medida de la variacion. Se incluyen considera-
ciones sobre la relacion entre la existencia de la derivada y la determinacion
de la recta tangente. Seguidamente, se abordan las reglas y procedimientos
adicionales de derivacion (implicita y logaritmica). Se estudia el crecimiento,
y sus tipos, para funciones en contexto, junto con el estudio de tasas rela-
cionadas, el uso de aproximaciones lineales y la elasticidad puntual de la
demanda. Finalmente, se introducen las derivadas parciales de funciones de
varias variables y sus aplicaciones.

El segundo modulo se centra en el desarrollo del calculo integral, desde
la obtencion de antiderivadas hasta el estudio de integrales impropias de
primera especie. En este proceso se exploran ecuaciones diferenciales de
variables separables como una aplicacion de la integral indefinida, lo que
proporciona a la/al estudiante una introduccion al modelado de fenomenos
continuos que implican tasas de variacion relativas. La integral definida se
aborda a través del analisis de situaciones que involucran la acumulacion
continua como resultado del cambio en una Unica variable. Asimismo, se
incluyen los métodos de integracion por sustitucion e integracion por partes.

Por dltimo, a diferencia de los modulos anteriores, el tercero se focaliza
en el campo discreto, ya que introduce el estudio de las sucesiones y su
convergencia. En particular, se enfatiza el analisis de la sucesion geométrica,
dada su relevancia en diversos modelos de las ciencias econdmicas. Pos-
teriormente, se desarrolla el estudio de las series numeéricas, con especial
atencion a la convergencia de las series geométricas. Ademas, se presentan
los principales criterios de convergencia para series de términos positivos y
series alternadas. El empleo de conceptos del calculo diferencial e integral en
el analisis de sucesiones y series permite establecer un vinculo conceptual
con los temas abordados en los modulos anteriores.
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Al estudiante de calculo

Comprender la «idea» variacional es de suma importancia en un ambito
dinamico como el de las ciencias econdmicas. Precisamente, el calculo se
refiere al estudio de cambios y movimientos, y responde a la cuestion de
como impacta un cambio de una variable en otra, que es dependiente de
ella. Asi, les proponemos problemas en el campo continuo y discreto que
permiten modelar y estudiar comportamientos econdmicos, financieros y
productivos de funciones reales en una o mas variables.

Acerca de GeoGebra

En este libro se ha incorporado Ge¢Gebra como herramienta fundamental
para la resolucion de las actividades propuestas. Este software se destaca
por su accesibilidad, al ser gratuito y estar disponible en linea sin necesidad
de registro, asi como por su versatilidad, al integrar modulos de geometria,
funciones, tablas y calculo simbélico (cas). Su capacidad para generar des-
lizadores y animaciones transforma actividades estaticas en experiencias
interactivas, lo que facilita la exploracion dinamica de conceptos. Ademas,
su compatibilidad con diversos dispositivos permite el acceso en cualquier
momento y lugar. La amplia comunidad de usuarios que comparte recursos
y tutoriales refuerza su utilidad como herramienta pedagogica y de auto-
aprendizaje. Asi, la eleccion de Ge¢Gebraresponde a su capacidad para
combinar accesibilidad, flexibilidad y dinamismo, al tiempo que favorece una
comprension practica y aplicada del calculo en las ciencias econémicas.
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1 Calculo diferencial

El calculo diferencial, una rama fundamental del calculo, tiene raices pro-
fundas en la historia del pensamiento matematico y ha jugado un papel
crucial en el desarrollo de la ciencia, la ingenieria y, mas recientemente, en
las ciencias economicas. Aunque hoy en dia es una parte esencial del analisis
econdmico, su origen se remonta a los siglos xvii y xvil, cuando matematicos
como Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz desarrollaron de manera
independiente las bases del calculo. Sus aportes, motivados por problemas
en fisica y astronomia, dieron lugar a las técnicas que hoy conocemos y
utilizamos.

Desde sus inicios, el calculo diferencial ha encontrado aplicaciones mas alla
de las matematicas puras, como en el ambito de la fisica y la ingenieria.
Sin embargo, es en las ciencias economicas donde el calculo diferencial ha
demostrado ser particularmente poderoso en la comprension y modelizacion
de fenomenos complejos.

En la economia, el calculo diferencial se utiliza para estudiar como cambian
las variables economicas, como precios, produccion, consumo y salarios, en
respuesta a variaciones en otros factores. Los economistas emplean las
derivadas para analizar la sensibilidad de la demanda de un producto ante
cambios en su precio, conocida como elasticidad de la demanda. Ademas,
el calculo diferencial resulta esencial en la optimizacion de funciones de
beneficio y coste, permitiendo a las empresas y gobiernos tomar decisiones
informadas sobre la asignacion de recursos.

En este material abordaremos el calculo diferencial desde una perspecti-
va aplicada, priorizando la interpretacion econdmica de los conceptos por
sobre el formalismo. A través de ejemplos y problemas contextualizados, se
buscara no solo aprender técnicas de derivacion, sino también comprender
qué informa una derivada sobre un fenémeno econémico y como usar esa
informacion para argumentar y decidir.
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TASAS DE CAMBIO

Nuestra sociedad tiene la necesidad de expresar mediante un lenguaje los
atributos de las cosas utilizando algiin procedimiento ordenado. Tal es asi
que medir es considerada una actividad universal matematica y se define
como aquella que se ocupa de comparar, ordenar y cuantificar cualidades
que tienen valor e importancia. Recordemos que magnitud es todo aquello
que podemos cuantificar o medir: la longitud, el peso, el tiempo, el dinero, la
temperatura, etc. son algunos de los muchos ejemplos posibles.

Para medir es necesario disponer de una unidad de medida y determinar
cuantas veces esta unidad se repite en la cantidad que se quiere medir. Asi,
cuando medimos comparamos una cantidad desconocida con una conocida
de la misma naturaleza, elegida como unidad. De tal comparacion surge un
namero al que se le denomina medida. Cuando este niimero se acompana
de la unidad con la que fue realizada la medida se obtiene la cantidad. Los
nameros enteros, las fracciones, los decimales o las notaciones cientificas
son algunas formas de expresar las medidas. Por ejemplo, cuando decimos
que la longitud de una cuadra es de 100 metros es porque la unidad que
seleccionamos (en este caso, el metro) se repite 100 veces en la longitud de
la cuadra.

El dinero considerado como unidad de cuenta representa el valor de bienes
y servicios. La cantidad de dinero se expresa en unidades monetarias y cada
pais tiene su propia unidad monetaria: el dolar estadounidense (Usb) en
Estados Unidos, el peso argentino (ARS) en nuestro pais y el euro (EUR) en la
Union Europea.

La actividad matematica de medir desempena el papel de comparar objetos
a partir de una cualidad compartida. Para poder comparar y operar con las
medidas es fundamental usar el mismo sistema de unidades.

Ahora bien, medir, comparar y ordenar sugiere la presencia de cambios:
cambio en las cantidades, cambio en las variables y cambio en los fendomenos.
El cambio esta asociado a la variacion, entendiendo que variacion es la
medida de dicho cambio siempre que este sea cuantificable. La medida de la
variacion puede darse en términos absolutos o relativos. La diferencia entre
ellos radica en que la segunda muestra la proporcion de incremento de la
altima medida respecto del valor de referencia. Por ejemplo, si tomamos dos
productos distintos e incrementamos su valor en $100 (variacion absoluta),
no es el mismo impacto si el primero costaba $100 (un incremento del 100 %)
que si el segundo costaba $10000 (un incremento del 1 %). Formalmente
podemos desprender la siguiente definicion.

Definicion 1.11 (Variacion absoluta, relativa y porcentual): Si x, y x; son ni-
meros reales, entonces:
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« La variacion absoluta esta dada por: Ax = X5 - Xo.
« La variacion relativa por Ax /Xy = (X3 - Xg)/Xo €con xg # 0.

« La variacion relativa porcentual es la razdn A% = (x; - Xg)/ %o - 100 con
Xo # 0.

Observacion 1: De acuerdo con el signo de A% podemos interpretar:
« Si A% > 0 tendremos una variacion o incremento relativo positivo.

« Si A% < 0 tendremos una variacion o incremento relativo negativo.

La variacion absoluta representa el cambio que manifiesta una variable
al pasar de un valor a otro, mientras que la variacion relativa es el cambio
expresado como proporcion con respecto al valor de referencia. Esta Gltima
tiene la ventaja de ser adimensional y por tanto comparable con otras.

Ejemplo 11.: Si X, = 100 y x; = 20 entonces la variacion absoluta Ax es igual a
-80. La variacion relativa es -80/100 = -0.8 y la variacion relativa porcentual
(o simplemente variacion porcentual) es -80 %.

Notemos que todas las variaciones de este ejemplo son negativas, lo cual
indica una disminucion en la variable x del 80 % respecto de x; = 100.

En el campo continuo el concepto de tasa se asocia con la rapidez necesaria
para observar un cambio. Una tasa puede ser definida como una medida del
cambio que expresa una cantidad, y, por cada unidad de otra cantidad, x, de
la cual y es dependiente.

Definicion 11.2 (Incrementos de las variables de una funcion): Sea y = f(x)
una funcion real de variable real, y sean x, y x, pertenecientes al dominio de
f, de modo que todos los valores de x entre x, y X, pertenezcan también al
dominio de f. Definimos

« el incremento en x, y lo simbolizamos Ax, como la diferencia entre x; y Xo.
Es decir, AX = X - Xo;

« elincremento en y, y lo simbolizamos Ay, como la diferencia entre f(x;)y
f(Xo). Es decir Ay = y; - yo = f(xq) = f(xo)-

Graficamente podemos visualizarlos en la Figura 1 donde Ax es el recorrido
horizontal de P = (o, f(Xo)) @ Q = (X4, f(x7)), mientras que Ay es la elevacion
vertical de P a Q. En esta situacion tenemos x, < x;, pero podria ser x; < X.

Frecuentemente nos interesa determinar en qué valores de x una magnitud
varia mas o menos rapido. Para eso introducimos la siguiente nocion.
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Figura 1. Representacion grafica de las
variaciones si Xg < X1.

Definicion 14.3 (Tasa de cambio promedio): Sea f una funcion, [xq, x;] un
intervalo con x4 > Xo y denotemos Ax = x4 - Xo > 0. Llamamos tasa de cambio
promedio de y = f(x) en [xq, X;] (0 variacién promedio de y por cada unidad
de x)a

Ay _ f(x1) - f(Xo) _ f(Xo +AX) - f(xo)

Ax X1 - Xo Ax

Este cociente se expresa en unidades de y por unidad de x.

El signo que corresponda a esta expresion es de suma importancia. En la Fi-
gura 1(a) tanto Ax como Ay son positivos. Por tanto, Ay/ Ax > 0 esta indicando
que la tasa de cambio promedio es positiva. En este caso, la funcion f variara
en el mismo sentido que x, aumentando cuando x aumente y disminuyendo
al disminuir x. Por otro lado, en la Figura 1(b), Ax es positivo y Ay es negativo.
Luego, Ay/ Ax < 0 indica que la tasa de cambio promedio es negativa. Aqui, la
funcion f variara en sentido opuesto a x, aumentando cuando x disminuya o
disminuyendo cuando x aumente.

Ejemplo 14.2: La avicultura argentina ha sido caracterizada como un sector
con mucha dinamica de inversiones. Empecemos por conocer algunos datos.
La Tabla 1 muestra la masa promedio (en g) de los pollos en Argentina segin
su edad (en dias).

La Tabla 2 nos muestra el incremento de la masa de los animales AM a me-
dida que transcurren los dias a intervalos de tamafo At = 7 (semanalmente).

La masa de los pollos al nacer es, en promedio, 42 g. En la primera semana
de vida aumentan 125 g y lo hacen a una tasa promedio de 17.86 g/dia. En la
séptima semana registran su mayor aumento promedio, 96.64 g/dia. Desde su
nacimiento hasta la séptima semana la tasa promedio aumenta (y registra su
mayor variacion por dia), mientras que a partir de la octava semana, si bien
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Tabla 1. Masa de los pollos en criadero.

Edad (Dia) Masa(g) Edad(Dia) Masa(g)

0 42 35 1881.5
7 167 42 2474
14 428.5 49 3150.5
21 819.5 56 3579
28 1316 63 3997

Tabla 2. Tasa promedio diaria de la masa de los pollos.

Semana  Dia Ganancia de Tasa‘promedio Var. porcentual
masa semanal (g) (g/dia) semanal
1 7 125 17.86 297.62 %
2 14 261.5 37.36 156.59 %
3 21 391 55.86 91.25%
4 28 496.5 70.93 60.59 %
5 35 565.5 80.78 42.97 %
6 42 592.5 84.64 31.49 %
7 49 676.5 96.64 27.34%
8 56 428.5 61.21 13.60 %
9 63 418 59.71 11.68 %

la masa sigue aumentando, la variacion promedio diaria decrece. La Gltima
columna indica que la variacion porcentual relativa siempre es positiva y
disminuye semana a semana; sin embargo, la masa semanal aumenta.

Ejemplo 141.3: La Tabla 3 muestra los datos de las ventas totales mensuales en
millones de pesos, a precio constante, de Argentina en los anos 2021y 2022.

En 2021 las mayores variaciones absolutas se dan en los meses de julioy
diciembre. En julio, el aumento en las ventas totales del pais fue de 2019.5
millones de pesos representando el 63.94 % respecto del mes anterior, mien-
tras que en diciembre su aumento fue alin mayor, 3389.8 millones de pesos,
es decir, 64.80 % respecto de noviembre. También senalamos que las mayores
disminuciones se dieron en los meses de abril (1631.3 millones de pesos
menos, lo que representa el 35.57 % respecto del mes de marzo) y de mayo
(las ventas totales disminuyeron 1401.9 millones de pesos, 47.44 % respecto
del mes de abril).

En 2022 se registro un aumento importante en el mes de diciembre, de
3202.2 millones de pesos, siendo un 57.12 % mas respecto del mes de no-
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Tabla 3. Ventas totales mensuales en millones de pesos

Ventas totales del pais

. Variaciones mensuales
Mes  aun precio constante

2021 2022 2021 2022

1 4000.5 4927.4

2 4002.8 5325.9 2.3 398.5
3 4586.4 5716.1 583.6 390.2
4 2955.1 5915.7 -1631.3 199.6
5 1553.2 5964.1 -1401.9 48.4
6 3158.2 6766.8 1605.0 802.7
7 5177.7 7594.5 2019.5 827.7
8 4854.9 5614.8 -322.8 -1979.7
9 4468.8 5054.7 -386.1 -560.1
10 6054.9 6548.6 1586.1 1493.9
1 5231.0 5606.2 -823.9 -942.4
12 8620.8 8808.4 3389.8 3202.2

Tabla 4. Variacion porcentual respecto del mes anterior

Mes 2021 2022 Mes 2021 2022
1 63.94 12.23
2 0.06 8.09 8 -6.23  -26.07
3 14.58 7.33 9 -7.95 -9.98
4 -35.57 3.49 10 35.49 29.56
5 -47.44 0.82 n -13.61  -14.39
6 103.33 13.46 12 64.80 57.12

viembre. Mientras que en los meses de agosto, septiembre y noviembre se
produjeron disminuciones en las ventas totales. En agosto se produce la mayor
caida en las ventas de un orden de 1979.7 millones de pesos representando
un 26.07 % menos respecto de julio.

Ejemplo 14.4: En un determinado afo un comerciante realizo un registro de los
precios en pesos, al comienzo de cada mes, del articulo de mayor consumo de
su negocio. Obtuvo el modelo lineal p(t) = 66t + 235, donde t indica el tiempo
transcurrido a partir del primer registro, en meses. Asi, t = 0 corresponde
al primer dia de enero; t = 1 al primer dia de febrero, y asi sucesivamente.
Calcule la variacion promedio mensual del precio entre los meses:
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1. enero-marzo; 2. abril-septiembre; 3. enero-diciembre.

Solucién. Al principio del mes de enero el precio de este producto es p(0) =
235 pesos, mientras que p(3) = 433 es el precio del producto a principios del
mes de abril, en pesos. Para responder las consignas, calculamos la variacion
promedio mensual del precio para:

1. enero-marzo: [p(2) - p(0)]/2 = $66/mes;
2. abril-septiembre: [p(8) - p(3)]/5 = $66/mes;
3. enero-diciembre: [p(11) - p(0)]/11 = $66/mes.

Notemos que la variacion promedio mensual del precio de este producto
es constante. Esta caracteristica es propia de cualquier modelo lineal.

Ejemplo 14.5 (Costo promedio diario): Un fabricante de muebles determina
que la funcion de costos diario en miles de délares esta dada por

C(x) = §x3 - 4x%+10x + 2,

donde x representa la cantidad en cientos de muebles fabricados por dia.
Calcule lavariacion promedio diaria producida en el costo si se desean fabricar
50 unidades adicionales a partir de:

1. 100 unidades. 2. 200 unidades.

Solucion. Consideramos que la cantidad de muebles esta dada en cientos de
unidades. Por lo tanto, para resolver el item 1, 100 muebles se correspondera
con x = 1,y para 150 muebles tendremos que x = 1.5, de modo que la variacion
promedio por dia se calcula mediante la expresion

AC _ C(1.5)-C(1) _

H - 1.5—_1 ~ 3.167,
lo cual indica que si se aumenta la produccion de muebles a 150 unidades a
partir de 100, la tasa de cambio promedio del costo aumenta en 3167 ddlares
por unidad de x (o por cada 100 unidades de muebles) aproximadamente. Si
el aumento en 50 unidades adicionales se hace a partir de 200 unidades, el
costo promedio diario aumenta en

AC _ C(2.5)-C(2)

Aix ™" 25-2 C 218

es decir, aumenta en 2167 dolares por cada cien muebles aproximadamente.

Observacion 2: Es conveniente recordar que un nimero aproximado es un
ndmero tal que difiere «ligeramente» de un nimero exacto. Si se toma un
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valor menor que el nimero exacto decimos que aproximamos por defecto,
mientras que si se toma un valor mayor que dicho nimero decimos que
aproximamos por exceso.

En este texto adherimos al siguiente criterio de aproximacion.

1. Utilizaremos dos cifras decimales como minimo.

2. Si la primera cifra decimal descartada es menor o igual que cinco, las cifras
decimales no se alteran.

3. Si la primera cifra decimal descartada es mayor que cinco, la Gltima cifra
decimal se ve incrementada en una unidad.

Ejemplo 14.6: Redondeando el nimero m a cuatro cifras decimales se tiene
3.1416; a tres cifras decimales, 3.141, y a dos cifras decimales 3.14. El nimero
de Neper, e redondeado a dos cifras decimales es 2.72, pero a tres cifras
decimales es 2.718.

Ejemplo 1.1.7: Calcule e interprete el incremento y la tasa de cambio promedio
de la funcion
y=f(x)=x2-6x+10

en los intervalos

1.[1, 3] 2.[6, 8]

3.[2,4] 4.[x, x + Ax] si Ax > 0.

Solucién. Para los incrementos calculamos la diferencia Ay = f(x + Ax) - f(x),

. . . A
mientras que para las tasas de cambio promedio calculamos A—y.
X

1. Si consideramos el primer intervalo, el incremento es f(3)- f(1) = -4y la
tasa de cambio es [f(3) - f(1)]/2 = -2. Esto nos dice que, en promedio, f
disminuye dos unidades por cada unidad de x a partir de x = 1.

2. En el segundo intervalo el incremento es f(8) - f(6) = 16 y la tasa de
cambio es [f(8) - f(6)]/2 = 8. Esto nos dice que, en promedio, f aumenta
ocho unidades por cada unidad de x a partir de x = 6.

3. En el tercer intervalo el incremento es f(4) - f(2) = 0 y la tasa de cambio
es [f(4)- f(2)]/2 = 0. Esto nos dice que, en promedio, f no aumenta ni
disminuye por cada unidad de x a partir de x = 2.

4. En el caso general, tenemos que el incremento viene dado por
F(x+Ax) - f(x) = (x + Ax)? - 6(x + Ax) + 10 - x2 + 6x - 10
= X2+ 2XAX + (AX)? -6x-6Ax +10 - x% +6x - 10
= 2x Ax + (AX)? - 6 Ax
= AX(AX + 2x - 6).

26



Para la tasa de cambio tenemos

f(x +Ax) - f(x) i} Ax(Ax +2X - 6)

Ax Ax =AX+2x-6.

Estas expresiones dependen tanto de Ax como de x.

La primera y tercera situacion estan representadas en la Figura 2, donde se
. . A . . .
visualiza que A—y coincide con la pendiente de la recta secante en cada una
X

de las situaciones.

y y
10 4 5%
8+ 4 +
2u
6t 3 T‘
4| 2 f----- "
21 1+
: | X
1 2 3 4 5
(a) Situacion 1. (b) Situacion 3.

Figura 2. Interpretacion geometrica de
la tasa de cambio promedio.

Note, en el grafico correspondiente a la Situacion 3, que la funcion en el
intervalo considerado presenta un tramo creciente y otro decreciente, pero
su variacion en promedio es cero. Por tanto, la variacion promedio no refleja
completamente el comportamiento de la funcion.

EJERCICIOS 1.1

1. Si la utilidad al producir y vender x articulos esta dada, en ddlares, por
la funcion U = U(x), y el nGmero de unidades producidas y vendidas pasa
de xq a x4, exprese el significado de cada una de las siguientes cantidades
y las respectivas unidades de medida:

C U(xq) - U(Xo)_

a. U(xg) - U(xq). b. U(x;) - U(xg). X=X

2. Con base en la Figura 3 que representa una funcion de costos C = C(x),
donde C esta dado en miles de pesos y x en cientos de unidades, determine
e interprete:

C(8) - C(6)

a. C(8) - C(6). b. =
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: : : : : ¢

4 5 6 7 8 9

Figura 3. Funcion C = C(x) de costos en
miles de pesos.

3. El grafico de la Figura 4 muestra la cantidad de suscripciones mundiales a
telefonia movil entre 2013 y 2018.

7899
7756 |

7509 +

7182 ¢
6999 |

Suscr. tel. movil
(miles de mill.)

6662 |

2013 2014 2015 2016 2017 2018
Ano

Figura 4. Suscriptores mundiales a
telefonia movil.

Considerando los datos del grafico:

a. Elabore una tabla que muestre la variacion absoluta y porcentual de
suscriptores ano a ano;

b. Redacte un parrafo que describa la situacion considerando la infor-
macion mas significativa.
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4. Un comercio de la ciudad de Santa Fe vende café en grano por kg. En el
mes de junio de 2020 se elabord una tabla semanal con datos empiricos
de la venta de este producto. Con base en los datos de la Tabla 5, realice
las siguientes actividades.

Tabla 5. Kilogramos de granos de café vendidos por semana.

Semana 1 2 3 4

Venta de café en grano (kg) 1750 1970 2975 2890

a. Agregue filas a dicha tabla que muestren las variaciones absolutas y
porcentuales semanales.

b. Redacte un parrafo descriptivo de las ventas del comercio.

c. Calcule el incremento promedio en el volumen de ventas en el mesy
en las dltimas tres semanas del mes.

5. Considere las funciones f(x) = -2x + 8 y g(x) = x2 - 4.

a. Calcule la tasa de cambio promedio de f y g con respecto a x, en los
intervalos dados a continuacion:

i. [-5,-2]. ii. [-3,3]. iii. [2, 6].

b. Una vez realizados los calculos, responda:

i. ¢En cual funcion la tasa de cambio promedio es constante y en
cual es variable?

ii. ;Como interpreta la tasa de cambio promedio de g en el interva-
lo[-3,3]?

ili. ;Qué otras funciones conoce en las cuales la tasa de cambio
promedio sea variable?

6. Suponga que la funcion de costos diarios (en cientos de dolares) de una
compaiiia fabricante de bicicletas para competicion esta dada por la expre-
sion C(x) = 20 + 10x - 2.5x2 + 0.42x3, donde x es la cantidad de bicicletas
fabricadas por dia, siendo la capacidad maxima de produccion de la em-
presa de 10 unidades por diay la minima de 2. Calcule:

a. El costo de producir 2 bicicletas por dia.
b. El costo promedio cuando se pasa de producir 2 a 5 bicicletas por dia.

c. El incremento porcentual en el costo diario cuando la produccion
aumenta de 2 a 5 bicicletas por dia.
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d. Latasa media de variacion y el porcentaje de cambio cuando se pasa
de producir 5 a 8 bicicletas por dia.

e. A partir de los resultados obtenidos, ;qué conclusion puede elaborar?
7. La poblacion de la provincia de Santa Fe, Argentina, fue de 3194537 habi-
tantes en elano 2010y de 3 556 522 habitantes en el ano 2022. Si asumimos

que el crecimiento de la poblacion puede estudiarse con un modelo expo-
nencial P(t) = Cef donde t es el tiempo en afios a partir de 2010, determine:

a. elaumento en la poblacion entre los afios 2010 a 2015 y también desde
2015 a 2020;
b. el aumento promedio anual en cada periodo.
8. La Tabla 6 muestra la cotizacion del dolar oficial en Argentina desde di-

ciembre de 2022 hasta diciembre de 2023, consultado el primer dia habil
de cada mes.

Tabla 6. Cotizacion del dolar oficial en Argentina

Tipo de cambio

Afio  Mes de referencia
2022  Diciembre 174.75
Enero 184.75
Febrero 194.50
Marzo 204
Abril 216.50
Mayo 230.50
2023 Junio 249.50
Julio 270
Agosto 287.50
Septiembre 365.50
Octubre 365.50
Noviembre 365.50
Diciembre 376.50

Con los datos proporcionados:

a. determine la variacion absoluta y la variacion porcentual del valor do-
lar en el periodo de diciembre de 2022 a diciembre de 2023 e interprete
en términos economicos;

b. encuentre el mes donde se produce la mayor variacion promedio;

c. redacte un parrafo que describa la evolucion de la cotizacion del dolar
oficial en el pais en el periodo dado.
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LIMITES

Como mencionamos en la seccion anterior, muchas veces se desea conocer
la tasa de cambio de y cuando el incremento Ax es muy pequeno. Es decir,
se quiere saber como es el comportamiento de Ay/ Ax a medida que Ax es
cada vez mas cercano a cero.

Ya sabemos que si la variable y es una funcion de la variable x, esto es,
y = f(x), y la variable independiente varia de x = x5 a x = xo + Ax (Ax # 0)
donde X, Xo + Ax y todo valor intermedio se encuentran contenidos en Dy,
entonces la tasa de cambio promedio de y respecto de x se expresa como

Ay - f(xo + Ax) - f(Xo)
Ax Ax ’

Supongamos que y = C(x) = 2x> - 8x + 12 representa la funcién de costo
para cierto producto, donde x representa las unidades del mismo y C esta
dado en dolares. Tenemos que la tasa de cambio promedio del costo, cuando
la produccion varia en Ax # 0 a partir de una produccion de x, unidades, es

Dy 2(Xg+Ax)? - 8(xo + AX) + 12 - (2x3 - 8%y + 12)

Ax Ax
2[x3 +2xg - Ax + (DX)?] - 8Xg - 8 Ax + 12 - 2x3 +8x, - 12
) Ax
_ 4xg - Ax + 2(AX)? - 8 AX
h Ax
_ Ax(4xy-8+2Ax)
h Ax
=4xy-8+2AxX.

Si hacemos Ax cada vez mas pequeiio, cercano a cero (jpero nunca igual
a cero!), vemos que Ay/ Ax se acerca cada vez mas al valor de 4x, - 8. Esto
dice que si la produccion actual es de x, unidades de producto, un pequeno
incremento en la produccion en Ax unidades adicionales provocara que
el costo aumente, aproximadamente, en 4x, - 8 dolares por cada unidad
adicional. Debemos notar que, en este caso, el cambio en el costo depende
de xq. Si, por ejemplo, la produccion actual es de 3 unidades (x, = 3), un
pequefio incremento (Ax) en la produccion generara un aumento en el costo
muy cercano a 4 - 3 - 8 = 4 dolares por unidad adicional. Mientras que
si el valor inicial de produccion es de 1 unidad (x, = 1), el costo variara
aproximadamente en 4 - 1 - 8 = -4 dolares por cada unidad adicional a partir
de esa produccion inicial, esto es, disminuira en unos 4 dolares por unidad
adicional a partir de producir una unidad.

Que Ay/ Ax se acerca cada vez mas al valor de 4x, - 8 cuando Ax se acerca
a cero se suele simbolizar como: Ay/ Ax — 4x, -8 cuando Ax — 0. O decimos
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también que «el limite de Ay/ Ax cuando Ax tiende a 0 es 4x, - 8». Es habitual
expresarlo mediante la igualdad

. Ay .
lim — = lim (4x, -8+ 2Ax) = 4x, - 8. 1
Ax—0 AX Ax—>0( 0 ¥ ) 0 M

Este ejemplo ilustra un tipo comin de situacion donde se desea analizar la
tasa de cambio «instantanea» de una variable en funcion de otra; situacion
que tiene que ver, como veremos mas adelante, con la definicion de derivada.

Limite de una funcion

Por el momento, nos concentraremos en comprender el concepto de limite,
en el sentido de conocer el comportamiento de una funcion f que depende
de una variable x, cuando x se aproxima a un valor particular c y estudiar si,
para cualquier funcion f es posible determinar la tasa de cambio instantanea
en x = ¢. Para ello, retomaremos el calculo de limites como el dado en (1).

Ejemplo 1.24: Consideremos la funcion f: R — R, dada por f(x) = x2 +2x - 1.
¢A qué valor se acerca f cuando x se acercaa 1?

Si tomamos valores cada vez mas cercanos a 1, pero no iguales a este,
y evaluamos f en ellos, se obtienen resultados como los que se dan en la
Tabla 7.

Tabla 7

X f(x) X f(x)

0 -1 2 7

0.5 0.25 1.5 4.25
0.7 0.89 1.2 2.84
0.9 1.61 11 2.41
0.99 1.9601 1.05 2.2025

0.995 1980025 1.01 2.0401
0.999 1996001 1.001 2.004001

Esto indica que a medida que nos acerquemos mas a x = 1, en un sentido
0 en otro, los valores de f parecen acercarseay = 2.

Esto mismo se evidencia en la grafica de f que se ilustra debajo: si tomamos
valores de x cercanos a 1, tanto menores como mayores que este, vemos que
las imagenes de los mismos (los valores f) se asemejan cada vez mas a 2,
que, casualmente, es también el valor de f(1), aunque no siempre sucedera
esto como veremos en los proximos ejemplos.
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f(x)=x2+2x-1

Figura 5. Limite de f en x = 1.

Decimos entonces que «el limite de f cuando x tiende a 1 es 2». En simbolos,
escribimos
f(x)=x?+2x-1-2 cuando x - 1,

o también lo denotamos por

lim(x?+2x-1)=2.

x—1

como indicamos en la introduccion de esta seccion.

iCuidado! Si bien estos métodos de analisis mediante tablas o graficas per-
miten dar una primera idea de limite, cuando disponemos de la expresion
explicita de f no resultan ser los procedimientos mas adecuados a la hora
de justificar por qué el valor limite obtenido es ese y no otro. Por un lado,
el calculo de limites por medio de tablas de valores es altamente sensible
a la eleccion de estos; unos pocos valores pueden no ser suficientes o ser
poco representativos del comportamiento de f. Asimismo, el método grafico,
dependiendo del grosor del trazo o la precision en la escala que se emplee,
puede darnos una idea erronea del valor al que se acercan las imagenes
f cuando x se acerca a un valor c. Aunque tampoco daremos la definicion
matematica precisa de limite, puesto que excede los alcances de este curso,
si veremos métodos para el calculo de limites que contaran con la suficiente
rigurosidad matematica que se espera que el estudiante desarrolle.

Damos ahora una definicion mas general de limite de una funcion.
Definicion 1.2 (Limite de una funcion): Sea f una funcidn definida al menos en
un conjunto de la forma (c-Ax, c)u(c, c+Ax) para algin Ax > 0, arbitrariamente

pequeno. Es decir, f esta definida para todos los valores de x cercanos a c,
excepto, quizas, para x = c.

33



Se dice que el nimero L es el limite de f cuando x tiende a ¢ si podemos
acercar los valores de f(x) a L tanto como se desee, con tal de tomar un valor
de x suficientemente cerca de ¢, pero no necesariamente igual a c. Si esto
ocurre, lo expresamos en simbolos como

limf(x)=L obien f(x)—> Lcuandox — c.

X—=C
Cuando esto sucede, esto es, cuando el limite de f en x = ¢ es un nimero L,
decimos que el limite de f en x = c existe.

En el Ejemplo 1.2.1 tenemos que f(x) = x> +2x-1,c=1yL =2,y f cumple
estar bien definida cerca de ¢ = 1 (mas aln, en todos los reales).

Observacion 3: Debemos notar que en la definicion de limite no se requiere
considerar el valor de f(c) para determinar el valor del limite de f cuando x
tiende a c. Ni aln siquiera es necesario que f(c) exista, esto es, no se pide que
¢ € Dy. Lo Gnico que interesa es conocer como se comporta f en un entorno
de valores de x suficientemente cercanos a c.

Ejemplo 1.2.2: Consideremos la funcién f: R — R dada por

~ x2+2x-1 sixz1,

3 six=1.

Como la misma coincide, excepto en x = ¢ = 1, con la funcidn f(x) = x> +2x -1
del Ejemplo 1.2, para todo valor de x cercano a ¢ = 1 tanto f como f se
comportan de igual manera, y tendremos que también es

lim f(x) =2,

como vemos en la Figura 6. Es decir, no importa que f(1) = 3 # 2 = f(1) al
momento de hallar el limite cuando x — 1, pues las dos funciones son iguales
en todos los demas valores cercanosac = 1.

Ejemplo 1.2.3: Conjeture el valor de

X3+ x2-3x+1
lim&¥Q—_~"*=
xX—1 x-1

Solucion. Lo primero que deberiamos detectar es que la funcion involucrada,
denominémosla g, g(x) = (x3 + x2 - 3x + 1)/(x - 1), no esta definidaen x = 1,
esto es, que D, = R\ {1} (léase «todos los reales excepto el uno»). Pero como
mencionamos en la Observacion 3, esto es irrelevante para determinar el
limite de g cuando x — 1.
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x2+2x-1 sixz1,
3 six=1.

f(x) =

Figura 6. Limite de f en x = 1.

Entonces, ;como se comporta g cerca de x = 1? Si hacemos la grafica de g
podemos notar en la Figura 7 que la misma presenta un «agujero» en x = 1
pues no esta definida alli.

Figura 7. Limite degen x = 1.

A pesar de ello, podemos acercarnos a 1 con valores menores 0 mayores
que este, en todos los cuales g esta bien definida, y conjeturar que, tal y
como sucedio con la funcion f del ejemplo previo,

3 2 _
lim g(x) = lim XHxT-3x+1
X—

x—1 x-1 2. (2)

Algo similar puede conjeturarse mediante la evaluacion de g en valores
cercanos a x = 1 como se hizo en la Tabla 7.

Ejemplo 1.2.4: Pruebe que la conjetura (2) es cierta.

Solucion. Primero comencemos observando la Figura 7: ;acaso no luce taly
como la grafica de la funcion del Ejemplo 1.2.1 (Figura 5) pero con un «agujero»?
Efectivamente. Y esto se debe a que la funcion g(x) = (x> + x> - 3x + 1)/(x - 1)
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se puede escribir como la funcion f del Ejemplo 1.2.1 fuera de x = 1. ;Como
comprobamos esto algebraicamente?

Notemos que el polinomio numerador de g, x3 + x> - 3x + 1, se anula en
x=1yaque1*+12-3-1+1=0. En otras palabras, x = 1 es raiz de dicho
polinomio o, también, (x - 1) es uno de sus factores. Mediante, por ejemplo,
la regla de Ruffini podemos obtener que el polinomio x3 + x? -3x + 1 se puede
factorizar como

X3+ x2-3x+1=(x-1)(x*+2x-1),

lo que implica que, para x # 1, se tiene que

x3ex2-3x+1  x=A)(x?+2x-1)

— y2 _
Y1 1 =x“+2x-1.

g(x) =

Hacemos hincapié en que la funcion de este ejemplo no es la misma que
la del Ejemplo 1.2.1 porque tienen dominios diferentes; ambas coinciden solo
para x € R\ {1}. Sin embargo, a los efectos del limite, podemos afirmar que
las dos funciones tienden a 2 cuando x — 1 porque, recordemos, el valor del
limite de x? + 2x - 1 es independiente del valor de dicha expresion en x = 1.
Es decir, es cierto que

x3+x2-3x+1

1 —:‘ 2 - =
fin P < e+ 26-1)=2,

lo que confirma la conjetura (2).

Si consideramos las funciones f, f y g de los Ejemplos 1.21, 1.2.2 y 1.2.3,
respectivamente, todas tienden a 2 cuando x — 1. Mas aiin, todas ellas son
iguales siempre que x # 1. Esta coincidencia de limites no se da solo con
estas funciones, sino que es mas general.

Proposicion 1.2.: Si f y g son dos funciones tales que f(x) = g(x) para todos
los valores de x suficientemente proximos a x = ¢ excepto, quizas, en x = ¢,
entonces lim,_,. f(x) = lim,_ . g(x), cuando este limite exista.

Notemos que de las tres funciones mencionadas, la funcion del Ejemplo 1.2.1
cumple que lim,_; f(x) = f(1), es decir, se puede determinar mediante una
sustitucion de la variable por el valor de ¢ = 1 al que se acerca x, y por
ello el calculo del limite fue mas sencillo de realizar. No siempre tendremos
funciones de este tipo, donde el limite se reduce a la sustitucion de x = cenla
funcion. Es por ello que necesitaremos de otras herramientas para el calculo
de limites cuando no dispongamos de funciones con estas caracteristicas
(veremos mas adelante que el hecho de tener que una funcion f cumpla que
lim,_ . f(x) = f(c) esta relacionado con el concepto de continuidad).
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EJERCICIOS 1.2.1
1. Suponga que conoce el lim f(x) para las funciones f dadas a continuacion.
X—=C

Compruebe que la funcion g dada posee el mismo limite que f en x = c.
Contraste su respuesta usando Ge@Gebra.

=2, f(x)=x+2,9(x)=(x2-4)/(x-2).

c=0, f(x)=x2+1, g(x) = (x> +x)/x.

c=-3; f(x)=x3-3x2+x-3,9(x) = (x* - 8x2-9)/(x +3).
€=3,f(X)=(x+1)/(x+2);9(x) = (x> - 4x? + x + 6) /(x> - 3x% - bx + 12).

c =0, f(x) = e g(x) = (e¥-1)/(e* - eX). (Sugerencia: sacar factor
comin e* en el denominador).

> 20 T 9

2. Conjeture el valor del lim f(x) para cada una de las funciones dadas en el
X—=>C

ejercicio anterior, ayudandose con una grafica. Compare, en cada caso, las
graficas de f y g cercade x = c.

Propiedades de los limites

Existen muchas propiedades de limites que nos ayudaran en el calculo de los
mismos. Todas ellas permiten determinar un limite a partir de otro u otros
conocidos, que por lo general son mas simples de calcular.

Primero veamos el caso de una funcion constante. Es claro que si f(x) = b
con b un nimero real cualquiera, la funcion esta bien definida en todo x € R
y si nos acercamos a x = ¢, siempre tendremos que f(x) — b pues es el Gnico
valor que puede tomar la funcion. Esto indica que el limite de una (funcion)
constante es la misma constante:

limb = b. 3)

X—=C
Es facil comprobar que la funcion identidad f(x) = x posee limite cen x = c,
pues justamente cuando x — ¢, f(x) = x - c. Esto se expresa como

limx =c. (4)

X=C

De estas dos propiedades, y de las dadas en el siguiente teorema, sera posi-
ble determinar los limites de otras funciones sencillas como las polinomicas,
las racionales y algunas combinaciones de estas.

Teorema 1.2.2 (Propiedades de los limites): Sean f y g dos funciones que
poseen limite en x = c. Entonces valen las siguientes relaciones:
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1 limyL o (F(x) £ g(x) = lim, ¢ f(X) £ lim, . g(x);
2. cualquiera sea a € R, lim,_ (af(x)) = alim,_ . f(x);
3. lim,, (f(x)g(x)) = lim, ¢ f(x) - lim,_, . g(x);

4 sineN, lim, . (f(x))n = (lim,¢ f(x))n;

5. sin € N es impar, lim,_,.4/f(x) = §/lim,_,. f(x), mientras que si n es par,
vale la misma propiedad solo si lim,_,. f(x) 2 0;

6. silim, . g(x) # 0, también se tiene que

i FO0 _ limys £()

x=cg(x) lim,. g(x)

Coloquialmente, la propiedad 1 dice que el limite de la suma (o de la resta)
de funciones es la suma (o la resta) de los limites de cada una de ellas,
mientras que las propiedades 3y 6 indican que el limite del producto es el
producto de los limites, y lo correspondiente sucede con el cociente, pero
siempre y cuando la funcion que tengamos en el denominador no tenga
limite cero en x = c. La propiedad 2 nos dice que podemos «sacar» las
constantes afuera de los limites. Por otro lado, la propiedad 4 muestra que,
para potencias naturales, podemos «sacar» la potencia afuera, y algo similar
sucede con las raices n-ésimas segin se plantea en la propiedad 5. Para usar
esta Gltima propiedad, tendremos que tener cuidado con el valor del limite
de la funcion radicando cuando el indice de la raiz sea par.

Trataremos de deducir ahora los limites de funciones conocidas.

Ejemplo 1.2.5: Demuestre que

lim(mx + b) = mc + b, (5)

X—=C

para cualesquiera nimeros reales m,b y c. En otras palabras, compruebe
que las funciones afines tienen limite en todo su dominio y que el mismo se
calcula evaluando a la funcion en el valor al que se acerca la variable.

Solucién. Usando (3), (4) y las propiedades de los limites 1y 2, resulta que

lim(mx + b) = lim(mx) + lim b

X—=C X—=C X=C
=m (lim x) +b
X—=C
=mc+b,

que es lo que queriamos demostrar.
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Ejemplo 1.2.6: Usando una o mas propiedades, halle el limite
lirq[(x - 4)(x +2)? - 5(3 - 4x)]
X—

en el caso de ser posible.

Solucién. Dado que todas las funciones involucradas son afines, poseen
limite en x = 1 por (5). Podemos aplicar las propiedades de la resta, del
producto de funciones, de la potencia, y del producto por una constante, y
deducir que

Um[(x - 4)(x +2)? - 5(3 - 4x)] = lim{(x - 4)(x + 2)] - iM[5(3 - 4x)]

= m(xw)-(m(mz))z -5 lim(3 - 4x)
=(1-4)(1+22-5(3-4-1)
=-3.32-5.(-1)

= -22,

que es lo que queriamos encontrar.

Ejemplo 1.2.7: Usando una o mas propiedades, halle el limite

lim [(3x2 - 1) + (4x3 + 6)7]

x—-1
en el caso de ser posible.
Solucion. Deberemos calcular primero, si existen, los limites de las funciones

sumandos f(x) = 3x2 -1y g(x) = 4x3 + 6 en x = -1. En ambos casos, mediante
las propiedades 1, 2 y 4, junto con (4) y (3), obtenemos

2
lim(3x2—1)=3(lim x) - lim1=3(-12-1=2

x—-1 Xx—-1 x—-1

3
lim (4x3+6)=4(lim x) s lim 6= 4(-1)3+6=2.

x—--1 X—-1 Xx—-1

Ahora podemos aplicar la propiedad 1, y la propiedad 4 conn = 7:

lim [(3x2 - 1) + (4x3 + 6)7] = Xlim1(3x2 1)+ Xlin_11 [(4x3 + 6)7]

x—-1

7
24| lim (4x3 6)]

x—=-1
= 2 + 27
=130,

que es el limite buscado.
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Ejemplo 1.2.8: Usando una o mas propiedades, halle el limite

[2x+8+"§/x+1
3

lim e

X—2

en el caso de ser posible.

Solucién. Vemos que el primer término es un cociente de funciones afines, y
como sus limites existen en cualquier punto, bastara comprobar que el limite
del denominador no es cero:

lim(x+1)=2+1=3=0.
X2

Por lo tanto, de la propiedad del cociente y (5), resulta que

lim 2x+8 lim,,(2x+8) 2-2+8

= — = =4,
x-2 X+1 lim,_,(x + 1) 3

El otro sumando es una constante por la raiz cuarta de un polinomio lineal
con limite 3 > 0. Entonces, de las propiedades 2y 5,

lim X+ ——hm{/x+1=§ l|m(x+1) ;%= !

X—2 3 3 x=2 A 27.

Sumando ambos limites

lim cim 28 g T,
x-2 X+1 xX—2 3 4/27

X—2

2X+8 x+1
x+1

que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 1.2.9: Usando una o mas propiedades, halle el limite

lim X=22
x=0/x2+9

en el caso de ser posible.

Solucién. En este caso tenemos el limite de un cociente. Aqui deberemos
tener en cuenta que el denominador es una raiz de indice par, n = 2, de la
funcion g(x) = x2 +9, por lo que deberemos ver que el limite de g en x = 0
exista y sea positivo (tanto para la buena definicion de la funcion como para
poder aplicar las propiedades de limite de la raiz y del cociente). Usando las
propiedades 1y 2,

2
um(x2+9)=(nmx) +lim9=02+9=9>0.
x—0 x—0 x—0
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Con lo cual, de la propiedad 5,

lim\/x2+9=\/lim(x2+9)=\/§=3¢0.
x—=0 x—0

Resulta entonces que el limite solicitado se puede determinar mediante la
propiedad del cociente, usando los calculos anteriores y las propiedades 1
y 2 en el numerador:

limx2-25__limxﬁo(xz-25)_(limxﬁox)z--limxﬁozs _0%-25 _ 25

x>0 /x2+9  lim,,oVXx2+9 3 3 3’

que es lo que queriamos determinar.

En los ejemplos previos seguramente pudo observar que los limites de
las funciones polindmicas cuando x — ¢ coinciden con los valores de las
mismas en x = ¢. Se puede comprobar que no solo ocurre con las funciones
de los ejemplos, sino con todas las que sean de ese tipo, si combinamos
las propiedades 1, 2 y 4 podemos deducir este hecho (ver Ejercicio 1). Asi,
cualquier f(x) = a,x" +--+a,x%+a,x +ay, Con ay, a, ..., a, constantes, verifica

lim £(x) = (c)

para cada c € R.

Esta propiedad que vale para funciones polindmicas también se da en
funciones racionales, en los valores de ¢ que no anulen al polinomio deno-
minador. Esto es, si f(x) = p(x)/q(x) con p, g polinomios tales que g(c) # 0,
usando que py g satisfacen lo de arriba junto con la propiedad 6, se deduce

) limeep(d) _ plo)
SO =10 000 ™ e at) a1

Las propiedades anteriores se resumen en el siguiente resultado.

Corolario 1.2.3: Para todo x € Dy se tiene que

1. si f es una funcion polindmica, entonces

lim f(x) = f(c).
X—=C
2. Si f es unafuncion racional de la forma f(x) = p(x)/q(x) con p, g polinomios,
y X = ¢ no es raiz de g, entonces lim,_,. f(x) = f(c). En otras palabras, si
q(c) # 0,
lim P& _ PLc)

x=c q(x) ~ qc)’

Veamos qué sucede cuando el denominador de una funcion racional se
anula en x = ¢, es decir, cuando no podemos aplicar el resultado anterior.
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Ejemplo 1.2.10: Determine, si es posible,

lim 2x3 - 4x2-14x -8
x—ob X3-7x2+14x-8"

Solucién. Como tenemos una funcion racional, para poder aplicar el resultado
anterior debemos comprobar que el polinomio denominador g(x) = x3 - 7x2 +
14x -8 noseanulaenx = 4:

ql)=43-7-42+14-4-8=64-112+56-8=0.

No podemos usar, entonces, el Corolario 1.2.3. ;:Como determinamos si el
limite existe entonces?

Observemos que, en realidad, el polinomio numerador p(x) = 2x3 - 4x? -
14x - 8 también vale cero en x = 4:

p(b)=2-43-4-42-14.4-8=128-64-56-8=0.

Luego, los dos polinomios se anulan en x = 4, lo que plantea una situacion
donde el cociente de los polinomios es de tipo «0/0» en x = 4 al intentar una
sustitucion directa para el calculo del limite.

Como p(4) = q(&4) = 0, los dos polinomios tienen a (x - 4) como factor, por
lo que podriamos simplificar la expresion racional para decidir si tiene limite.
Aplicando Ruffini con cada uno de ellos tenemos que p(x) = (x - 4)(2x? +4x+2)
y q(x) = (x - 4)(x? - 3x + 2). Factorizando los polinomios cuadraticos que se
obtuvieron como cocientes (con la formula resolvente o cualquier otro tipo
de método de factorizacion), se puede comprobar que p y g ya no comparten
ningln otro factor (x - 4) pues

p(x) = 2(x = 4)(x + 1%, q(x) = (x = &4)(x = 1)(x - 2).
La funcion racional se puede simplificar entonces, para x # 4, como

23 -4x?2-14x-8  2Mx=&)(x+1)2  2(x+1)?2  2x2+4x+2

X3-7x2+14x-8 ~ x~&)(x-1)(x-2) (x-1)(x-2) x2-3x+2°

Teniendo en cuenta la Proposicion 1.2.1y el Corolario 1.2.3 ya que ahora el
polinomio denominador no se anula en x = 4, podemos escribir
2x3 - 4x2-14x-8 2X2+4X+2_2-42+4'4+2_§

o e 7x s Tox—8 M e 3x+2  @-3.4+2 -3

Es importante que observemos que la funcion racional no esta definida en
X = 4, pero si tiene limite cuando x - 4.

El ejemplo anterior evidencia una situacion en la que, al hacer la sustitucion
por x = ¢ en la funcion racional, se tiene un cociente de tipo «0/0», lo que
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se considera un tipo de indeterminacion. Esto indica también que ¢ no es
un elemento del dominio de dicha funcion, pero ya dijimos en reiteradas
oportunidades que esto no es lo que interesa a la hora de calcular el limite
para x — c. Que se tenga una indeterminacion en el limite no quiere decir
que no se pueda conocer su valor, sino que deberemos realizar un analisis
mas profundo de la funcion en cuestion para determinar el valor del limite, o
determinar si el limite no existe (es decir, no es un niamero L). Estudiaremos
este tipo de indeterminaciones con mas detalle en la Seccion 1.2.6.

Asi como obtuvimos propiedades para limites de funciones polindmicas
y racionales, podemos enunciar otras referidas a los limites de funciones
exponenciales y logaritmicas. Sin embargo, no haremos la deduccion de las
mismas pues escapa a los contenidos de este curso.

Proposicion 1.2.4: Sea a una constante positiva con a # 1. Entonces

1. lim,_,.a* = a¢ para cualquier nimero real c;

2. lim,_, . log (x) = log,(c) para todo namero real positivo c.

Mas generalmente, si f es una funcion tal que lim,_, . f(x) = L, entonces
3. lim,, . a® = at;

4. lim,_,log (f(x)) = log,(L) siempre que L > 0.

Ejemplo 1.241: Determine el limite
N X _ 2
)l(m (2¢-(x+3)%)
siempre que sea posible.

Solucién. Para determinar si existe lim,_,; (2" -(x+ 3)2), podriamos descom-
poner a la funcion y mirar si cada término tiene limite en x = 1.
Por un lado, de la proposicion anterior con a = 2, que es una constante
positiva y distinta de 1, podemos garantizar que
lim2¥=2"=2.

x—-1

Por otro lado, la otra expresion es polindmica asi que tendra limite en x = 1,
siendo este

lim(x +3)? = (1+3)? = 42 = 16.

X—

Por la propiedad para la diferencia de limites enunciada en el Teorema 1.2.2,
obtenemos que el limite dado existe y es

lim (2% - (x +3)?) = lim 2% - lim(x + 3)2 =2 - 16 = - 14,
x—1 x—1 x—1
que es lo que se queria determinar.
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Ejemplo 1.2.42: Determine el limite
lim (e + ex*
Xx—0 ( ¥ )

siempre que sea posible.

Solucién. En este caso, tenemos dos funciones exponenciales de base e. Cada
una de ellas tendra limite si las funciones exponentes lo tienen, con base
en la propiedad 3 de la proposicion anterior. Resulta que ambas funciones
exponentes son polindmicas y tienen limites

lim(-x3)=-03=0, lim(x+1)=0+1=1.
x—0 x-0
Entonces sera
lim(e™ +ex")=lime™ +lime*! = +e' = 1+¢,
x—-0 x—-0 x—0
que es el limite buscado.
Ejemplo 1.213: Determine el limite
Xllr[]1 log,,(x* + 1)
siempre que sea posible.

Solucion. La base del logaritmo es a = 10 por lo que las propiedades enun-
ciadas en la proposicion anterior valdran para este. Dado que
lim(x2+1)=(-12+1=2>0,

x—-1

tendremos de dicha proposicion que
Xllr[]1 log,,(x? + 1) = log,,(2)
es el limite buscado.
Ejemplo 1.244: Determine el limite
lim In(2x - 6)
Xx-3
siempre que sea posible.
Solucion. Tenemos que notar que
lim(2x-6)=2-3-6=0.
X-3

Como no es un nimero positivo, no podremos calcular este limite mediante
la Proposicion 1.2.4. Esto alin no dice que el limite no existe. Sin embargo,
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teniendo en cuenta el comportamiento de las funciones logaritmicas de base
a > 1 podemos notar que, a medida que el argumento se acerca a x = 0,
los valores de y = log (x) se hacen infinitamente pequefios como vemos en
la Figura 8 por lo que no se acercara a un nimero. Precisaremos esto mas
adelante, en la Seccion 1.2.5.

Figura 8

EJERCICIOS 1.2.2
1. Compruebe la validez del Corolario 1.2.3, parte 1.

2. Halle el limite de las funciones f del Ejercicio 1 de la seccion anterior,
mediante propiedades de los limites. Luego, compruebe que lo obtenido
para cada una de ellas coincide con lo conjeturado en el Ejercicio 2 de
dicha seccion.

3. Aplicando propiedades, determine, si es posible, los siguientes limites:

im [x2(x - - i Z9)2 + 2x3
a. )l(l_)n; [x3(x - 1)+ 5(x - 20)]. b. Xll_)rg J(x-2)2 +2x3 +0.25.
. lim[(x®+5x-2)°( - x2+3)*].  d. lim [ln(2)x2 -5e+ \/E]

x—=0 X—2

. x2+x R16x . x*-5x3-12x? +80x - 64

e'xll>r(])T5|: L8 ] F I e —6x2-16x+9
g lim Y2285 h. lim —2=X

x—-1 x2-1 x—>83_/x+1
. . e 2, _
i. )l(l_)ﬁ; [log, (2 + 4) - log,(x7)]. . )l(l_rﬂ) (e2X°+5 - 3x°2),
k. lim In (e>7). L lim 4080,

X3 X—-5
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4. Determine, si existen, los valores de ¢ € R para los cuales las siguientes
funciones poseen el limite indicado en x = c. Recuerde tener en cuenta el
dominio de las funciones involucradas.

a. lim(3x+1)=2. b. lim(x? +2) = 4.
X—=C X—=C
c. limy5x+14=8. d. im[(x - 2)(x +3) - 5] = -5.
X—=c XxX—c
2 _
e.limX+1=4. f lim X 4=0.
x—=c X -2 x—»c X2
2 -
glimXtl_q, h. im X121 1
x—c X2 - 4 X—=C X 2
i. lim log (x? - 9) = 2. jo lim 2%7-4x3 2 q,
ads X—C
. x2+1 s In(xed
k. limIn(=>—:]=0. L lim e = ¢ + 1.
X—C X2 -4 X—C

Limites laterales

Hasta el momento, mediante el Teorema 1.2.2, hemos podido calcular limites
de funciones f que verifican que lim,_,. f(x) = f(c), y también, haciendo uso
de la Proposicion 1.2.1, pudimos determinar otros que a priori no podian
evaluarse sustituyendo x por c.

Supongamos que tenemos una funcion definida por tramos. Por ejemplo,
la funcion valor absoluto f(x) = | x| es, en realidad, una funcion definida a
trozos, pues se escribe como

X six=z0,

f(x) = :
-X six<0.

Dependiendo de como decidamos acercarnos a x = 0, tendremos que analizar
qué sucede si nos acercamos por la recta y = x (valores de x mayores a cero)
y, por otro lado, qué ocurre si lo hacemos por la recta y = -x (valores de x
menores a cero). Y dado que las expresiones a uno y otro lado de x = 0 son
diferentes, no podemos calcular el limite sin tener esto en consideracion.
Este mismo cuidado habra que tener en otras funciones definidas por tramos,
principalmente cuando intentemos determinar el limite en aquellos valores
de x = ¢ donde se produzca el cambio de definicion.

Esto conduce a trabajar con dos clases de valores de x cercanos a x = ¢,
los que estan a su izquierda y son menores que este, y los que estan a su
derecha y son mayores que este. Para que el limite en x = c exista deberia
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dar lo mismo si nos acercamos por un lado o el otro. Debido a ello, y a otras
cuestiones que comentaremos luego, es que sera conveniente considerar los
denominados limites laterales.

Definicion 1.2.2 (Limites laterales): Supongamos que una funcion f esta defi-
nida en un intervalo de la forma (c, ¢ + Ax) con c € Ry Ax > 0. Decimos que f
tiende a L por derecha en x = c (o que el limite de f por derechaen x =ces L)
cuando f se acerca a L a medida que x toma valores cada vez mas cercanos a
¢, en el dominio de f, que son mayores que c. Lo escribimos como

lim f(x) = L.

X—ct

Similarmente, para una funcion f que esta definida en un intervalo de la

forma (c - Ax,c) con c € Ry Ax > 0, decimos que f tiende a L por izquierda
en x = ¢ (o que el limite de f por izquierda en x = c es L) cuando f se acerca a
L a medida que x toma valores cada vez mas cercanos a ¢, en el dominio de
f, que son menores que c. Lo denotamos por

lim f(x) = L.

X—>C
Observacion 4: Al igual que ocurria con el limite definido en la seccion anterior,
debemos notar que en la definicion no se requiere que ¢ € Dy, sino que f
esté definida para todo x € (c - Ax, ¢) en el caso del limite lateral izquierdo, o
todo x € (c, ¢ + Ax) para el derecho para algin Ax > 0.

Con base en esta definicion, el limite o limite bilateral de f existe en x = ¢
si y solo si ambos limites laterales existen en x = ¢ y son iguales a un valor L,
es decir,

)l(inl fx)=L leg f(x)=L= Xllrrc1 f(x).

En otras palabras, si sabemos que el limite bilateral existe y es L, tenemos
ya calculados los limites laterales que toman el mismo valor L. Y, si en cambio
tenemos calculados los limites laterales y ambos existen, solo deberemos ver
si coinciden o no sus valores para determinar la existencia de limite bilateral.

Es importante mencionar que los limites laterales surgen de forma natural,
independientemente de los limites bilaterales. Por ejemplo, al considerar
funciones cuyo dominio es un intervalo abierto I, digamos, | = (a,b) con a < b.
En tal caso, el Gnico limite que podemos considerar en x = a es el limite por
la derecha, lim,_,,. f(x), mientras que en x = b solo podremos considerar
el limite por la izquierda, lim,_,,- f(x). Algo similar ocurrira si el dominio es
un intervalo cerrado [a, b], semiabierto como (a, b] o [a, b), o incluso una
semirrecta del tipo (a, +o), [a, +o), (-0, b) 0 (-, b].

Un caso tipico de esta restriccion de dominio se evidencia al estudiar la
funcion f(x) = /x, e intentar ver qué ocurre con ella cuando x — 0. Esta
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funcion esta definida en D¢ = [0, +o0) por lo que para estudiar lo que ocurre
cerca de x = 0, el Gnico limite que tiene sentido es el limite lateral derecho,
lim,_ 0. /X, pues no tenemos funcién a la izquierda de cero. Vemos en la
Figura 9 que si tomamos valores de x > 0 cada vez mas cerca de 0, entonces
f se acerca a+/0 = 0. Asi, lim,_,q. /X = 0.

LY
fx) =x
2 £
1 £
X
0 <
Figura 9

Observacion 5: A pesar de que la Definicion 1.2.1 no contempla estos casos
donde el dominio de la funcion «impide» acercarse a x = ¢ por ambos lados,
extenderemos dicha definicion de la siguiente manera: cuando estemos tra-
bajando con funciones cuyo dominio es un intervalo, convendremos en que
el limite de la misma en los extremos (finitos) del intervalo coincidira con el
limite lateral que tenga sentido calcular. Asi, si una funcion f no esta definida
a uno u otro lado de x = ¢, esto es, si solo lo esta en un intervalo (c - Ax, )
0 (c,c + Ax) para algln Ax arbitrariamente pequeno, independientemente
de lo que ocurra en x = ¢, el limite bilateral sera igual al limite lateral que
corresponda. Por ejemplo, convendremos que lim,_,,+/X existe y es igual a
lim,_ . v/X. Definimos, entonces, que lim,_o+/x := lim,_q. /X = 0 (léase a :=
como «lo establecemos como»).

Ejemplo 1.245: Pruebe que lim,_, x| = 0.

Solucion. Para que esto suceda, deberemos ver que los limites laterales en
x = 0 coinciden. Y esto es sencillo pues cada tramo coincide con un polinomio
de grado 1a un lado o al otro de cero. Esto es, usaremos la Proposicion 1.2y
la existencia de limite de las funciones afines (5):

lim x| =limx=limx=0
X—0* X—-0+ x-0
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fig = i (0 = im0 =

Luego, lim,_q. |x| = lim,_,- |x| = 0y se concluye que lim,_, | x| = 0.

Ejemplo 1.216: Determine, si existe, el limite de f(x) =vx+1en x=-1.

Solucion. Primero debemos tener en cuenta que D = [-1, +o0), por lo que
en x = -1 el Gnico limite lateral que tiene sentido determinar es el lateral
derecho. Y, por la convencion adoptada en la Observacion 5, diremos que
el limite (bilateral) sera coincidente con este. Puesto que lim,_,_1.(x + 1) =
lim,_,_4(x + 1) = 0 por ser una funcion polindmica de grado 1, podemos decir

lim1 VX + =\/6=0,
X—-1*

por lo que lim,_,_y/x+1=0.

Ejemplo 1.247: Considere la funcion dada en la siguiente figura:

—y=fx)

Figura 10

Con base en la grafica, determine los limites laterales de f en los puntos
de abscisas x = -1,x = 0y x = 2. ;Existen los limites bilaterales alli?

Solucion. En x = -1, cuando nos acercamos por la izquierda, vemos que las
imagenes decrecen a 0. Y, si nos acercamos por la derecha, ocurre lo mismo:

Xllr]q_f(X) =0, ler_qj(X) = 0.

Entonces, el limite (bilateral) en x = -1 existe y lim,_,_; f(x) = 0. Aqui,
observamos que ademas coincide este limite con el valor de f(-1).
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En x = 0, si nos acercamos por izquierda, por el tramo de recta, f se acerca
ay = 2. Entonces
lim f(x)=2.
Xx—0-

Por otra parte, si nos acercamos por la derecha a x = 0, los valores de f
recorren la curva aproximandose también a y = 2. Luego,

fi 79 =2

Entonces existe el limite bilateral lim,_,, f(x) = 2. Observemos que f(0) = 3,
que no coincide con el limite en x = 0, pero ya comentamos en varias oportu-
nidades que este hecho no afecta al valor del limite.

En x = 2 observamos del grafico que al acercarnos por izquierda, con
valores de x menores que 2,

lim f(x) =1,
X—2-
pero si nos acercamos con valores mayores que 2, tenemos que
lim f(x) =2,
X—2*

que coincide ademas con el valor de f(2). Luego, ambos limites laterales
existen. Sin embargo, como los valores de estos limites difieren, resulta que
lim,_,, f(x) no existe.

Ejemplo 1.248: Para la funcion

1x2-4 Si X < 4,

fx) =42
12-2x six>4,

calcule, si es posible:
1. lim f(x), 2. lim f(x), 3. lim f(x).
X—3 X—6 X—h

Soluciéon. A diferencia del ejemplo anterior, aqui disponemos de la expresion
de la funcion, por lo que haremos uso de ella para el calculo de limites.
Este ejemplo servira como referencia para el estudio de limites de funciones
definidas por tramos.

1. Vemos que la funcion esta definida como f(x) = %xz -4 en un entorno que

contiene a x = 3, por lo que no sera necesario estudiar los limites laterales
en este punto. Tenemos, del Corolario 1.2.3, que

im0 = (L)< 19-4 -]
fim 0 = fim (3¢ -4) = 3943
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2. Aqui pasa algo similar, en el sentido que cerca de x = 6 la funcion toma la
misma expresion a izquierday a derecha. Asi, podemos calcular nuevamente
por el Corolario 1.2.3,

lim f(x) = lim(12-2x)=12-2-6=0.
X—6 X—6

3. En x = 4 la funcion cambia de una expresion a otra y, por ello, no pode-
mos calcular directamente el limite (bilateral). Veamos qué sucede si nos
acercamos a x = 4 por derecha e izquierda. Observemos que si bien 4 ¢ Dy,
la funcion esta definida a una lado y a otro de x = 4, por lo que podemos
intentar estudiar ambos limites laterales en x = 4.

Si x = 47, entonces x < 4 y corresponde analizar el comportamiento de la
expresion dada para f en ese tramo. Para esos valores de x, es f(x) = %xz -4
por lo que

i ctim (Y- tim(Ye-a)=duz s e
fim 700 fi (357 -4) = fim (327 -4) = 31 =4

Por otro lado, cuando x — 4*, tenemos que x > 4 y para esos valores la
expresion de la funcion es f(x) = 12 - 2x. Por lo tanto,

lim f(x)= lim(12-2x) = lim(12-2x)=12-2-4 = 4.

X4+ X—b* X—4
Entonces tenemos que los dos limites laterales existen en x = 4y, ademas,
vemos que valen lo mismo. En consecuencia, lim,_,, f(x) = 4.

Los resultados encontrados pueden visualizarse graficamente en la Figura 11.

1., .

=X“-4 SIXxX<4,
flx) =12 _

12-2x sSIix>4.

Figura 11. Funcion del Ejemplo 1.218.

Ejemplo 1.2.19: Determine el valor de la constante m para que la funcion
mx+5 sixs<T,

f(x) =

x-8 Six>1
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tenga limite en x = 1.

Solucién. Para que exista el limite en x = 1, bastaria con ver que ambos
limites laterales existen y son iguales. Calculemos cada uno:

« Para el limite por izquierda nos acercamos por valores menores que 1, por
lo que la expresion de f que corresponde a este tramo es mx + 5, que
coincide con una funcion polindmica de grado 1. Luego,

lim f(x)= lim(mx +5)=lim(mx+5)=m-1+5=m+5.
X—1- xX—1- x—1

- Por derecha tomamos valores mayores que 1, y alli interviene la otra expre-
sion, que coincide con otra funcién polinémica lineal:
lim f(x)= limx-8=1limx-8=1-8=-7.
X—1* xX—1+ x—1

Por lo dicho antes, los valores obtenidos deben coincidir, y tiene que ser
m+5=-7.Asi,m=-12y

-12x+5 six<1,

f(x) =

x-8 six>1.

es la funcion resultante.

EJERCICIOS 1.2.3

1. Haciendo uso de la grafica de la funcion f, determine el valor de los limites
laterales y el limite (bilateral) en el valor de x = ¢ dado, en caso de que
existan. Justifique.

a.c=2 b.c=1
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c.c=-3 dc=0

> X
2 4
e.c=4 fc=2
2
y y
4 **‘ 3¢
3 | 2,, :
. Y
1 | ‘
| e " X
| > X '3
-2\ 2 -1 eg
) -2t

2. Para las siguientes funciones definidas por tramos, determine el limite
indicado en cada caso:

s i 00 b iy 10
i F) - [1 six <3, . f(x)=[2x s!xzz,
X Six>3. -X SIx<2
C. llm f(x) d Xl_i)r_r}‘f(x)
sixz0, . 2x-3 six#-1,
s'f(x)z[o si x = 0. S'f(x)zL six=-1.
e l|m f(x) f. )l(|_)n1 f(x)
K1 six<2, ) x3 six<1,
si f(x)_[?) six>2. ! f(x)=[\/; six>1
g lim f(x) h. lim £(x)
. 3% six>3, ) log, (x*) six<4
si f(x) = [3X cixs<3. Slf(x)=[\/3xz_£4) oo
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3. Determine elintervalo dominio I de cada una de las funciones dadas. Luego,
calcule los limites de la funcion f en los extremos (finitos) de I.

a. f(x)=V1-x2 b. f(x) =

4 - x2

7
d. f(x) = { . ox

X-5 si0<sx<1, si1<x<2,

si1T<x<3. Si2<x<h,

¢ f(x) = l

4. Encuentre todos los valores de la constante a para que las siguientes
funciones posean limite en x = c.

a.c=2,
£ 3x-5 sixz2, £0) = x2+a% six<0,
X) = X
six=2. 7x+1 sixz0.
c.c=1,
00 Ix+1 six=1 00 [ sixs3,
X) = = .
a-vy1-x six<1. S1x>3.
e.c=-1,
£ ax + 1 six>-1, ) = (x+1)2 six<a,
X) = X
(ax+1)? six<-1. Xx+3 six>a.
g.c=0, h.c=1,
2% six 20, ln(x2+1) six#-1,
f)=1 , .
ax? six<0 ln(a) six=-1.
Limites y continuidad

Los diferentes ejemplos ya presentados evidencian no solo que el limite de
una funcién cuando x — c¢ puede existir independientemente del valor de
la funcion en x = ¢, sino también que no siempre podremos hallar dicho
limite evaluando la funcion en x = ¢, pues puede no coincidir con f(c), aln
cuando este valor exista. Solo podremos calcular limites por medio de la
sustitucion de x por ¢ en la funcion f cuando esta posea una grafica «sin
saltos» ni «agujeros» en x = ¢. Si comparamos las funciones dadas en los
Ejemplos 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3, la que posee esta propiedad en x = 1 es la primera
de ellas. Lo que ocurre con esta funcion es que es continua alli. Precisaremos
ahora este concepto.
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Definicion 1.2.3 (Funcién continua en un punto): Una funcion f se dice que es
continua en x = ¢ € Dy, si la misma cumple que

1. lim,_, f(x) existe, es decir, lim,_,. f(x) = L con L un nimero real;

2. f(c) = lim,, ¢ f(x).

Si alguna de las condiciones anteriores falla en x = ¢ € Dy, se dice que f
es discontinua en x = c. Cuando una funcion f es continua en cada ¢ € Dy
diremos que f es continua en todo su dominio, o simplemente que es continua.

iCuidado! Debemos notar que, seglin esta definicion, no tiene sentido hablar
de si una funcion es o no continua en un punto que no pertenezca al dominio
de la misma. Por ejemplo, la funcién f(x) = 1/x es continua en todos los
valores de su dominio pues este consiste en todos los nimeros reales excepto
x = 0,y en todos ellos se obtiene, por el Corolario 1.2.3, que lim,_,. f(x) =
1/c = f(c). No es cierto que f sea discontinua en x = 0 pues ese valor no esta
en su dominio.

Con base en la definicion de limites laterales, la primera condicion de conti-
nuidad puede reescribirse como:

1. lim,, . f(x)y lim,_ .- f(x) existen y son iguales a un mismo nimero real L.

Ejemplo 1.2.20: Revisitemos nuevamente los Ejemplos 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3 para
observar lo siguiente: La funcion f es continua en x = 1 porque, COMo vimos,
f(1) = 2 = lim,_, f(x). En cambio, f no es continua en x = 1 porque si
bien se cumple que 1 € Dsy que lim,_, f(x) existe, ocurre que f(1) = 3 #
2 = lim,_, f(x). Por dltimo, la funcién g cumple que 1 ¢ Dy por lo que no
corresponde estudiar la continuidad de la misma en x = 1. De hecho, g es
continua en todo su dominio, el cual es Dg = R\ {1}.

Ejemplo 1.2.21: Estudie la continuidad de la siguiente funcion en x = 2:

x3-67x+126
f(x): 5X—10
5 Six =2.

Si X #2,

Solucion. Observemos primero que x = 2 € Dy, por lo que tiene sentido
estudiar la continuidad de f alli. Para ello, deberiamos ver si existe el limite
en x = 2y, en caso de que exista, si este es igual a f(2) = 5.

Notemos que si intentamos hacer una sustitucion en la expresion racional
del tramo correspondiente a x # 2 tanto numerador como denominador se
anulan en x = 2 lo que indica que la expresion se puede simplificar.
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Dividiendo al numerador por (x - 2) (mediante, por ejemplo, la regla de
Ruffini) y sacando factor comin en el denominador, para todo x # 2 resulta
que

x3-67x+126  [x~2)(x?+2x-63) 1,,
E-10 - 5x—2) ‘§(X +2X - 63).
La funcion del lado derecho si tiene limite en x = 2 por ser polinémica. Con
base en la Proposicion 1.2.1 tenemos que

o ox3-67x+126 . 1,, 1., ey
imw—im (X +2X 63)—5(2 +2:2 63)— 11.

Entonces, se cumple la primera condicion de continuidad pero no la segunda
porque

lim2 f(x)=-1125=f(2).

X—

Por lo tanto, la funcion es discontinua en x = 2.

Ejemplo 1.2.22: Determine si la funcion f(x) = |x + 1| es continua en x = -1.

Solucion. Para verlo, reescribamos primero la funcion dada, que no es mas
que la funcion g(x) = |x| trasladada horizontalmente en 1 unidad hacia la
izquierda:

x+1 six+120, x+1 sixz-1,
fx)=1x+1] = . = .
-(x+1) six+1<0, -x-1 six<-1.

Vemos que -1 € D¢ con f(-1) = 0,y que en x = -1 se produce un cambio
en la expresion de la funcion. Entonces, debemos tratar la continuidad por
limites laterales, teniendo en cuenta la condicion 71’

Para el limite lateral izquierdo debemos tener en cuenta la expresion
correspondiente a los valores de x menores que -1:

lim £(x) = lim (-x-1)=<-1)-1=0,

Mientras que para determinar el limite lateral derecho se debe considerar la
otra expresion, cuando los valores de x son mayores que -1:

lim f(x)= lim (x+1)= (-1)+ 1 =0.

En ambos casos el resultado es cero y coincide con el valor de la funcion en
x = -1. Es decir, que el limite en x = -1 existe y cumple

tim £(x) = (1),

de lo que resulta entonces que f es continua en x = -1.
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Ejemplo 1.2.23: Estudie la continuidad de la funcion

X2 -4 six<3,
f(x) =

-2x si x> 3,
en todo su dominio.

Solucion. Esta funcion esta bien definida en todos los reales, asi que Dy = R.
Primero observemos que si x # 3, la funcion es continua por ser polindomica
en cada uno de los tramos.

Resta ver qué sucede en x = 3, donde f(3) = 5. Para ello, nuevamente sera
necesario estudiar lo que ocurre a izquierda y derecha de x = 3, pues no
disponemos de una expresion Gnica para f.

Sinos acercamos por derecha, ya es posible ver que f no puede ser continua
porque en ese caso corresponde considerar el tramo lineal lo que conduce a

lim f(x)= lim(-2x)=-2-3=-6 #5.

X—3* X—3*

Esto es suficiente para decir que f no es continua en x = 3.
Si hubiéramos comenzado calculando el limite lateral izquierdo, no podria-
mos haber afirmado nada adn pues

lim f(x) = lim (x? - 4) = 3% - 4 = 5 = f(3).

X—3"

Es decir, el limite por izquierda coincide con el valor de la funcion, pero
no asi el limite por derecha, por lo que el limite en x = 3 no existey f es
continua Gnicamente en R\ {3}.

Cuando uno de los limites laterales en x = ¢ coincide con el valor de la fun-
cionen x = ¢, como ocurre en el ejemplo anterior, se habla de una continuidad
lateral de la funcion en x = ¢. Formalizamos esta nocion a continuacion.

Definicion 1.2.4 (Continuidades laterales): Se dice que una funcion f es conti-
nua por izquierda en x = ¢ € Dy, si la misma cumple que

1. lim,, .- f(x) existe;
2. f(c) = lim,_, f(x).

Similarmente, se dice que una funcion f es continua por derechaen x = ¢ € Dy,
si la misma cumple que

3. lim, . f(x) existe;

4. f(C) = limx—»c* f(X)
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Con base en ella, la funcion del Ejemplo 1.2.23 es continua en todo x # 3,y
continua por izquierda en x = 3.

Observacion 6: Como consecuencia inmediata de la definicion anterior tene-
mos que una funcion f es continua en x = ¢ € Dy siy solo si es continua por
izquierda y por derecha en x = c.

Mediante el concepto de continuidad lateral es posible extender la nocion
de continuidad para funciones definidas sobre intervalos.

Definicion 1.2.5 (Continuidad de una funcién en un intervalo): Dado un inter-
valo abierto (a, b) con a < b, decimos que una funcion f es continua en (a, b)
si es continua en todo ¢ € (q, b).

Dado un intervalo cerrado [a, b] con a < b, decimos que una funcion f es
continua en [a, b] si

1. f es continua en todo c € (aq, b);
2. f es continua por derecha en x = q;

3. f es continua por izquierda en x = b.

Estas definiciones se extienden de forma natural a intervalos semiabiertos
o infinitos. Es decir, se tendra

continuidad de f en[a, b) si f es continua en todo ¢ € (a,b) y f es continua
por derecha en x = q;

continuidad de f en (a, b] si f es continua en todo ¢ € (a,b) y f es continua
por izquierda en x = b;

continuidad de f en (a, +) si f es continua en todo ¢ € (q, +»);

continuidad de f en [a, +) si f es continua en todo ¢ € (a,+x) y f es
continua por derecha en x = g;

continuidad de f en (-c0, b) si f es continua en todo ¢ € (-, b);

continuidad de f en (-o0,b] si f es continua en todo ¢ € (-oo,b) y f es
continua por izquierda en x = b.

Las funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] tienen algunas pro-
piedades (tiles, que trataremos en la Seccion 1.8.2.

Coloquialmente, solemos decir que la grafica de una funcion continua en
un intervalo I, contenido en su dominio, es una curva que se puede dibujar en
un solo trazo, sin levantar el lapiz, en todo ese intervalo. Es una curva que no
tiene «saltos» ni «agujeros» en I. En la figura siguiente se muestran las graficas
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de cuatro funciones, siendo solo la primera continua en I = [a, b], puesto que
las tres restantes presentan algunas de las caracteristicas mencionadas en
sus graficas.

Figura 12

En lineas generales, muchas de las funciones elementales que conocemos
son continuas en todo su dominio. Por ejemplo:

« las funciones polindmicas de cualquier grado son funciones continuas en
el conjunto de los nimeros reales, porque en el Corolario 1.2.3 vimos que
todas cumplen lim,_,. f(x) = f(c) para todo c € R;

las funciones racionales son funciones continuas en todo su dominio, pues
los valores de x que anulan al denominador no forman parte de él,y porque
nuevamente gracias al Corolario 1.2.3 se tiene para ese tipo de funciones
que lim,_, f(x) = f(c) siempre que c € Dy;

« las funciones exponenciales de la forma f(x) = a*, con a una constan-
te positiva y distinta de 1, seran continuas en todo R (se deduce de la
Proposicion 1.2.4);

las funciones logaritmicas f(x) = log,(x) con a una constante positiva y
distinta de 1, seran continuas en todo su dominio, el intervalo (0, +o) (se
obtiene también de la Proposicion 1.2.4);

las funciones radicales, esto es, del tipo f(x) = 4/x son continuas en todo
su dominio (el cual depende de la paridad del indice n € N), con base en
el Teorema 1.2.2, inciso 5, y teniendo en cuenta la convencion sobre limites
en el extremo de los intervalos.

Es asi que para todas estas funciones, y otras que veremos posteriormente,
podremos calcular el limite de f cuando x — ¢ para todo ¢ € Dy mediante
sustitucion.

Gracias a las propiedades de los limites podemos garantizar que muchas
operaciones entre funciones continuas devuelven funciones que son también
continuas.
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Teorema 1.2.5: Sean f y g dos funciones continuas en x = c. Entonces
1. f£gescontinuaen x =c;

2. af es continua en x = ¢ para cualquier nimero real g;

3. fg es continua en x = c;

4. f/g es continua en x = ¢ siempre que g(c) # 0.
También se tiene el siguiente teorema para la composicion de funciones.

Teorema 1.2.6: Si g es continua en x = cy f es continua en x = g(c), la funcion
compuesta f - g es continua en x = c.

El ejemplo siguiente muestra que al tomar limites para la variable inde-
pendiente tendiendo a un valor ¢ de funciones continuas en el dominio que
contiene a ¢, basta con calcular el valor de la funcion en c. Si bien, ya hemos
calculado limites de manera intuitiva, la nocion de continuidad de la funcion
justifica este procedimiento.

Ejemplo 1.2.24: Evalie el limite
lim(2x - 5)
X—3
ratificando previamente la continuidad de la funcion.

Solucién. Puesto que la funcion dada es polindmica de grado 1, la misma es
continua en todo punto y podemos calcular

lim(2x-5)=2-3-5=1,
X-3

que es lo que se queria determinar.

Ejemplo 1.2.25: Evalle el limite

2., ., 8
i'_,”%(3x 2’“3)

ratificando previamente la continuidad de la funcion.

Solucién. Nuevamente tenemos una funcion polindmica (esta vez de grado
3) que es continua en todos los reales. Asi,
8

(25 5 5 _2 5 2.8 _
i'fl(?x 2X+3)'32 2:20+ 3=

16 8
3 8370
que es lo que se queria calcular.

60



Ejemplo 1.2.26: Evalle el limite

lim 4/x+2

x—-1
ratificando previamente la continuidad de la funcion.
Solucién. La funcion dada es radical y, por ser de indice par, su dominio
viene dado por todos los x donde x + 2 2 0, esto es, x € [-2, +o). Por lo dicho

anteriormente, esta funcion sera continua en este intervalo. Como ¢ = -1
pertenece al mismo, el limite cuando x — -1 puede calcularse por evaluacion:

im §/x+2=4-1+2=41=1,

x—-1

que es el limite buscado.

Ejemplo 1.2.27: Evalie el limite

lim e/

x—-0

ratificando previamente la continuidad de la funcion.

Solucion. Como la funcion dada es exponencial de base e > 1, es continua en
R.Y dado que la funcion exponente es continua en todo [-1, ), que contiene
a x = 0, resulta que podemos resolver el limite por sustitucion:

lim e¥**1 = V0+1 = ¢,

x—=0

que es lo que se queria evaluar.
Ejemplo 1.2.28: Evalie el limite

lim ln(;)

X—6
ratificando previamente la continuidad de la funcion.

Solucion. Tenemos la funcion logaritmica f(x) = In(x), de la cual sabemos que
sera continua en todo su dominio, que es el intervalo (0, +o0), pero estamos
componiéndola con la funcion racional g(x) = (x + 1)/(x - 2), que es continua
en todo su dominio, esto es, es continua en cualquier nimero real distinto
de 2 (Gnico valor que anula al denominador). Asi, 6 € Dg. Como queremos
evaluar el logaritmo en dicha funcion g, debemos asegurarnos que en x = 6
la imagen pertenezca al dominio de la funcion logaritmica:

6+1 7
9(6)—m—z>0.
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Del teorema anterior entonces podemos decir que la funcion compuesta es
continua en x = 6 y asi evaluar el limite por sustitucion directa:

P x+1 7
fim n(23) =0 (7).
que es lo que se pedia hallar.
EJERCICIOS 1.2.4

1. Determine si la funcion f dada es continua en x = c. Suponga en cada caso
que el dominio es el mayor conjunto donde la expresion tiene sentido.

1 x2-9
a.f(x)-X+1,c-1, b.f(x)-x+3,c-—3,
X9 §ix#-3, W22 X #2AX2 -2,
C f(x)=1x3 c=1; d. f(x) =1 x2 1C=2;
-6 six=-3 4 six=2
x+1 six>4,
e. f(x) = . €= b f. f(x)=2"3,¢c=3;
5-x% sixc<h

3x+1 six <0,

. x=ex17w,c=1; h. f(x) = ,c=0;
g f(x) =15 st

i. f(x) = ln(x—‘:’) c=-1;

2. Para cada una de las funciones del Ejercicio 3 de la Seccion 1.2.3, decida
si son continuas en los extremos (finitos) del intervalo dominio segin
corresponda. Con base en sus conclusiones, indique si las funciones son
continuas en todo su dominio segin la Definicion 1.2.5.

3. Exhibe ejemplos (pueden ser graficos) de funciones f definidas en el inter-
valo [0, 1] que cumplan las condiciones dadas en cada caso.

a. f es continua en todo su dominio, excepto en x = %, donde falla la
primera condicion de continuidad.

b. f es continua en todo su dominio, excepto en x = 0.4, porque alli no
se verifica la segunda condicion de continuidad.

¢. f es continua en todo su dominio, excepto en el extremo x = 1.
. .. 11 3
d. f es continua en todo su dominio, excepto en x = Ty aen todos los
cuales falla solo la segunda condicion de continuidad.

4. Determine la veracidad o falsedad de los siguientes enunciados, justifican-
do adecuadamente.
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a. Una funcidn racional es continua en todos aquellos valores en donde lo
sea cada polinomio que la determina.

b. La funcidn f(x) = (x2 - 1)/(x + 1) puede definirse en x = -1 de forma tal
que resulte continua en todo R.

c. Existe una funcion continua en x = 0 tal que f(0) =2y f(1) = 5.

d. Si f es una funcion tal que c € Dy y lim,, f(x) existe, entonces f es
continua en x = c.

e. Toda funcion f continua en x = ¢ cumple que los limites laterales en
x = c existeny lim,_, - f(x) = lim,_,.. f(x).

f. Si Ds = [a,b] con a < b nimeros reales, y f es continua por derecha en
X = ay continua por izquierda en x = b, entonces f es continua en [a, b].

Discontinuidades. Limites infinitos. Asintotas verticales

Hasta ahora hemos podido calcular diversos limites mediante sustituciony ha-
ciendo uso de algunas propiedades, gracias a la continuidad de las funciones
involucradas. También hemos visto como hallar limites de algunas funciones
definidas por tramos, tanto grafica como analiticamente, las cuales estan
determinadas por tramos de funciones continuas, pero no necesariamente
se obtenian funciones que fueran continuas en todo su dominio.

En el Ejemplo 1.2.21 vimos que la funcion

x3-67x+126
f(X): 5x-10
5 six=2,

sixz2,

era discontinua, pues poseia limite en x = 2 pero dicho limite no coincidia con
el valor de la funcion en x = 2. Graficamente, podemos ver que algo similar
ocurre en la situacion presentada en la Figura 12(b), donde la funcion tiene
ambos limites laterales iguales en x = ¢ pero no coincide con f(c).

En general, cuando lim,_,. f(x) existe pero lim,_,. f(x) # f(c), se dice que
f presenta una discontinuidad evitable o removible en x = c. Este nombre
se debe a que uno podria evitar o remover esa discontinuidad simplemente
redefiniendo el valor de f(c) para que coincida con el limite y la funcion sea
continua. Esta situacion se evidencia también en la funcién f del Ejemplo 1.2.2
enx=1.

Por otro lado, en el Ejemplo 1.2.23 analizamos el caso de un funcion para
la cual existian ambos limites laterales en x = 3, pero no eran coincidentes.
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Graficamente, lo que ocurre es que se produce un «salto» en la grafica en
x = 3. Algo similar se observa en la grafica de la Figura 12(c).

Cuando ambos limites laterales de f existan en x = ¢, para ¢ € Dy, pero
sean diferentes (independientemente del valor que tome la funcion en x = ¢),
diremos que f presenta una discontinuidad de salto finito.

Otra situacion que puede darse es que al intentar hacer la sustitucion x = ¢
en una cierta expresion f obtengamos algo del tipo ¢/0 con ¢ € R\ {0} (por
ejemplo, ante un cociente de funciones, obteniendo el caso no incluido en la
propiedad de los limites 6). Es claro que no podemos dividir por cero porque
no esta bien definido. ;Como entendemos el limite en estos casos? ;Existe?

Ejemplo 1.2.29: Queremos determinar si existe

Mediante una sustitucion obtendriamos 1/0 que no esta definido. Lo que
ocurre es que el cociente 1/x se hace arbitrariamente grande (positivo) a
medida que x — 07, y arbitrariamente pequefio (negativo) si x — 07, y por
ello 1/x no puede acercarse nunca a un niimero cuando x — 0. En este caso
diremos que el limite no existe, ya que no es un nimero.

Se suele describir este comportamiento diciendo que 1/x tiende a +o por
derecha en x = 0, y tiende a -oo por izquierda en x = 0. Se lo denota por

.1 -1
lim —=+00 y lim = = -oo,
x—-0+ X x—=0- X

y la grafica de la Figura 13 muestra este hecho:

y

Figura 13

iCuidado! Si bien escribimos que lim,_, . 1/x = +o0, esto no quiere decir que
el limite exista. Simplemente es una notacion para indicar que los valores
de la funcion se hacen arbitrariamente grandes (o arbitrariamente pequefios
segln indica lim,_ - 1/x = -o0).
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En el caso de la funcién f(x) = 1/x? ninguno de los dos limites laterales
existe pues se tiene una situacion similar al caso anterior, donde el cociente
1/x? se hace indefinidamente grande a medida que nos acercamos a x = 0.
Sin embargo, como el cociente 1/x2 > 0 siempre, tenemos que

lim 1. +00,
x—=0* X2 x-0- X
En estos casos, en los que los limites laterales sean de tipo infinito con el
mismo signo, podemos resumirlo como

Su grafica puede verse en la Figura 14.

fx) =

X2

Figura 14

Ejemplo 1.2.30: ;Qué podemos decir de la continuidad de la funcion

x 12 six>o0,
h(x) = .
0 six<0,

en x=0?

Solucion. La funcion se puede expresar como
1 six>0,
0 six<0.

Puesto que lim,_o.y/X = 0, tenemos que el cociente 1//x crece indefinida-
mente, tomando siempre valores positivos, por lo que podemos afirmar

P .1
S ) = iy 7 = o

Esto implica que h no es continua en x = 0 € D, y no se podria redefinir de
ninguna forma para que lo sea.
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Lo que ocurre con la grafica de la funcion h del ejemplo anterior es algo
similar a lo que se observa en la Figura 12(d). Se tiene un salto en la grafica,
pero este salto ahora es infinito.

En general, si f es una funcion tal que ¢ € D¢, pero al menos uno de los
limites laterales en x = ¢ no existe y es de tipo oo, se dice que la funcion f
presenta una discontinuidad de salto infinito en x = c.

iCuidado! Las funciones f(x) = 1/x y g(x) = 1/x? no son discontinuas en x = 0
porque 0 no esta en el dominio de ninguna de ellas. Son ambas funciones
continuas en todo su dominio, R \ {0}.

Ejemplo 1.2.31: Muestre que la funcion

— six<1,
G(x)=4x-1

X sixz21,
presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 1.

Solucién. Podemos hablar de continuidad/discontinuidad en x = 1 porque
este valor esta en el dominio de G. Dado que lim,_,. G(x) = lim,_,4.x = 1,
para que G presente una discontinuidad de salto infinito deberia darse en
el limite lateral izquierdo en x = 1. En efecto, como x-1<0parax<1yse
hace tan cercano a cero como uno desee cuando x se acerca a 1, su reciproco
1/(x - 1) < 0 se hace tan grande en valor absoluto como se quiera, es decir,
P p 1
Jm G0 = lim 5= =~

como queriamos comprobar.

n

>
Figura 15

La funcion G tiene entonces una discontinuidad de salto infinito en x = 1,
como puede visualizarse en la grafica de la Figura 15.

Resumimos en el siguiente cuadro las condiciones que deben darse para
tener los tipos de discontinuidades que estuvimos discutiendo.
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Definicion 1.2.6 (Tipos de discontinuidades): Sea f una funcion y sea c € Ds.
Decimos que f presenta una discontinuidad

« evitable en x = ¢ si lim,_, . f(x) existe pero no coincide con el valor de f(c)
(es decir, se podria evitar redefiniendo la imagen de x = ¢);

« de salto finito en x = ¢ si ambos limites laterales en x = ¢ existen pero son
distintos (pueden o no coincidir alguno de ellos con f(c));

« de salto infinito en x = ¢ si al menos uno de los limites laterales en x = c es
de tipo too.

Nos concentraremos ahora en analizar el caso de discontinuidades de salto
infinito. Si uno observa las graficas de diferentes funciones que presentan
limites infinitos cuando x se acerca a cierto valor ¢, ya sea por izquierda o
por derecha, se tienen situaciones como las de los ejemplos anteriores. En
todas ellas, las graficas se acercan a la recta vertical x = ¢, la cual tiene un
nombre propio, que damos en la siguiente definicion.

Definicion 1.2.7 (Asintotas verticales): Una recta de ecuacion x = ¢ se deno-
mina asintota vertical de una funcion f si se cumple al menos una de las
condiciones siguientes:

lim [f(X)] = +eo, Uim [f(x)] = +00,  lim [f(x)| = +oo.
X—=>C X—c* X—=C

Observacion 7: La definicion anterior indica que la recta x = ¢ es una asintota
vertical cuando al menos una de estas situaciones ocurran:

lim f(x) = +00, lim f(x) = -0, lim f(x)=+o0, lim f(x) = -o0.
X—>C X—=>C X—>c* X—=>C*

Es claro que una funcion puede tener una o mas asintotas verticales. Por
otra parte, es conveniente que observemos que la grafica de una funcion
puede cortar a una asintota vertical en a lo sumo un punto, el de coordenadas
(c, f(c)), si c € Dy (lo que se debe simplemente a la unicidad de imagen por
ser funcion). En el caso de que ¢ € Dy y x = ¢ sea una asintota vertical de
f, esto equivale a decir que f tiene una discontinuidad de salto infinito en
X=C

Ejemplo 1.2.32: Las funciones f(x) = 1/xy g(x) = 1/x?, y la funcién h del
Ejemplo 1.2.30 tienen al eje y (la recta vertical x = 0) como asintota vertical,
mientras que la funcion G dada en el Ejemplo 1.2.31 tiene una asintota vertical
en x = 1. En los dos primeros casos, las funciones no intersecan a la recta
asintota, mientras que en los dos Gltimos si la cortan en un punto.
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Ejemplo 1.2.33: Determine las asintotas verticales de

1

0= e3P

y luego bosqueje su grafica.

Solucion. Para hallar tales rectas, si las hubiera, nos interesan los valores de
x = ¢ donde el limite por izquierda o derecha de |f(x)| sea de tipo +oo.

Como f es una funcion racional, los candidatos son los valores que anulan
al denominador. ;Por qué? Porque a medida que nos acerquemos a las raices
del denominador, el mismo sera muy cercano a cero, y entonces el inverso
sera arbitrariamente grande en términos absolutos.

Para la funcion dada, vemos que x = -1y x = 3 anulan al denominador, y
ninguno de estos anulan al numerador. Entonces, al calcular los limites del
valor absoluto de f en cada uno de estos valores, tenemos que

llm [f(x)] = 1 m = +00;

P 1
)l(l_)rT; [f(x)] = lm;m +00,

Asi, tanto x = -1 como x = 3 son asintotas verticales de f.

Para bosquejar su grafica, sin embargo, no seran suficientes los limites
anteriores pues no nos dan informacion precisa sobre el sentido de las
«ramas» a izquierda y a derecha de las asintotas verticales.

Para ello, conviene estudiar mejor los limites laterales de la f hacia las
asintotas:

1

l|m fx) = l|m m:-m;
1

l|m f(x)- l|m m=+oo;
1

l|m f(x) = l| M XTx-3R = +00;

l|m f(x) = l| 2 = +00;

3(X+’I)X—3)2 !

donde para determinar los signos de (x + 1)(x - 3)> hay que tener en cuenta
como son tales factores cerca de -1 o de 3, dependiendo del lado por donde
nos acerquemos. Una tabla auxiliar como la Tabla 8 puede ser de utilidad
para determinarlos.

En ningln otro valor tendremos un limite de tipo infinito porque f es
continua en todo su dominio, decir, siempre obtendremos que lim,_,. f(x) =
f(c) para todo c € R\ {-1, 3} (por el Corolario 1.2.3). En la Figura 16 se muestra
la grafica de f asi como las asintotas halladas.
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Tabla 8

(x+1) (x-3) fx)

X<-1 - + -
-1<x<3 + + +
3<x + + +

y

4 1

3 — 0= ey
2| :
i i + : t —> X

32M | 12345
2|

Figura 16

Ejemplo 1.2.34: ;Qué puede decir del comportamiento de la funcion f(x) =

[n(x) a medida que x se acerca a cero?

Solucion. Aqui es claro que no podemos evaluar la funcion en x = 0 porque

no es un valor de Dy = (0, ). Sin embargo, puede probarse que

lim In(x) = -oco.

x—-0*

Es decir, el limite no existe en x = 0, y la funcion tiene asintota vertical x = 0.

Algo similar ocurrira con las funciones logaritmicas de la forma y = log,(x)
con b > 1, mientras que si b < 1, el limite en x = 0 también sera infinito
(teniendo la misma asintota vertical x = 0) pero positivo. No veremos por qué

ocurre esto pues escapa a los contenidos del curso.

EJERCICIOS 1.2.5

1. Determine, si existen, los valores de x en los que la funcion dada presenta
discontinuidades. En caso de haberlas, clasifique el tipo de discontinuidad
y justifique su respuesta de manera adecuada. Recuerde tener en cuenta el

dominio al momento de estudiar la discontinuidad.

b. f(x) = ﬂ

x+1

2
X2+ X

a. f(x) =
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1 six#-1
C. f(x) = {x+2x1 . d. f(x) = log,, (x* - 4).
-2 six=-1
X2 sixz4nAXx>0, e six<%
e. fx)=1 % . f. f(x) = N
" SI X = 4. 4x +5 S|x25

5 x2-2x six<2
2 ix<1 ,
g.f(x)=[X+ X+5 six<d, h. f(x)=4{2x-7 si2<x<5,

4(1+x) sixz1. )
VX+4 six25.

. Halle las asintotas verticales de las funciones dadas en el ejercicio anterior,
en caso de que existan.

. Decida si los siguientes limites existen o no. Si existen, calcilelos. Si no
existen, indique si son de tipo oo y por qué.

.1

a'i‘—%ﬁ' b')llthz—T
¢ )l(I—T) xz)i x d- )l(|_)rr; \{f—_;'
e. lim ZXX__: f. lim In(x +1).

. Bosqueje graficas de funciones f que verifiquen las siguientes condicio-
nes, siempre que sea posible. De lo contrario, explique por qué no puede
construirse una funcion f de ese tipo:

a. tiene una discontinuidad evitable en x =1y f(1) = 0.

b. presenta una asintota vertical en x = -2 y lim,_,_,. f(x) = 0.

c. tiene una discontinuidad de salto finito en x = 2 con lim,_,,. f(x) =
f(2).

d. presenta 3 asintotas verticales, y es continua en todo su dominio.

e. Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 0 con lim,_,, f(x) = f(0).

f. Tiene una discontinuidad evitable en x = -3, una discontinuidad de
salto finito en x = 0 y una de salto infinito en x = 1.

g. tiene una discontinuidad evitable en x = 4 y lim,_,3 f(x) = +co.
h. limx—>0' f(x) =5, Ijmx—>0* f(x) = -c0y f(0) = 2.
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Limites indeterminados

Puede ocurrir como hemos visto en secciones anteriores que al intentar
calcular el limite de f cuando x — ¢, haciendo la sustitucion x = c en f, se
obtenga un resultado indeterminado de la forma «0/0», esto es, que tanto
numerador como denominador tengan limite 0 cuando x — c. ;Por qué
decimos que es indeterminado? Porque no podemos determinar si el limite
existe 0 no ya que no hay propiedades que nos indiquen qué sucede en estos
casos. Para tratarlos, debemos recurrir a otros métodos para asi poder tomar
una decision.

Ya nos hemos encontrado con este tipo de indeterminaciones cuando
estudiamos el limite en x = 1 de la funcion

X3+ x2-3x+1

9(x¥) = ———3

en el Ejemplo 1.2.4. Al intentar evaluar en x = 1, se observa la indeterminacion
mencionada de la forma «0/0». En dicho ejemplo pudimos ver que el limite
en realidad existia y lo hicimos mediante la factorizacion del polinomio
numerador. Debido a que los polinomios numerador y denominador poseen
a x =1 como raiz comln es que luego de la factorizacion y cancelacion de
los factores comunes, se llega a una expresion equivalente, salvo en x = 1,
que ya no presenta indeterminaciones. Un método similar utilizamos en los
Ejemplos 1.2.10 y 1.2.21.

Este procedimiento, en el caso de las funciones racionales, nos permite
hacer lo que coloquialmente llamamos «salvar la indeterminacion» pues
justamente eliminamos los factores de los polinomios que la originaron. Sin
embargo, esto no quiere decir que siempre, después de «salvarla», el limite
exista.

Ejemplo 1.2.35: Determine, si existe, el limite de la funcion

_ x>-5x2+8x-4
T X3-4x2+5x-2

f(x)
parax=1yx =2.

Solucion. Antes de comenzar el analisis, notemos que en x = 1y x = 2 ambos
polinomios (numerador y denominador) se anulan, por lo que en ambos
valores tendremos una indeterminacion del tipo «0/0».

Tratemos cada limite pedido:

« Sabemos que el hecho de que ambos polinomios se anulen en x = 1 tiene
que ver con que 1 es raiz de ambos, o equivalentemente, que (x - 1) es
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factor de ambos. Realizando la division de cada polinomio por (x - 1) via
la regla de Ruffini, resulta que podemos expresar

X3 -5x2+8x -4 =(x-1)(x?-4x+4)=(x-1)(x-2)?

X3 =4x?2+5x-2=(x-1)(x?-3x+2)=(x-1)%x-2).

Entonces, usando la Observacion 3,
lim x3-5x2+8x-4 _ lim ~)x~2)(x-2) _ i
x=21 X3 =4Xx2 +5X -2 x>1 (x=1)(X - 1)(Xx=2)  x-

Como lim,_;(x - 2) = -1 < 0 pero aln se anula el denominador en x = 1,
tenemos que

X-2
x-1

-

. X=-2 . X=2

lim —= =+00, |lim —= =-o0

x=1* X =1

Por lo tanto, el limite en x = 1 de f, que era inicialmente una indetermina-

cion, no existe.

Cabe senalar que los limites anteriores indican que la recta x = 1 es una
asintota vertical de la funcioén.

Al tomar limite en f cuando x — 2 volvemos a tener una indeterminacion

de la forma «0/0», pero utilizando la factorizacion anterior resulta que el

limite en x = 2 se puede reescribir (por la Observacion 3) como
x3-5x2+8x-4 . x-2 lim_,(x-2) 0

lim = lim = — ===0.
X 4xZ+5x-2 b x-1 limy_,(x-1) 1

Aqui, hemos usado la propiedad para el cociente de limites dado que ambos
existen y el limite del denominador no es cero.

En este caso, la indeterminacion resulto en un limite cero.

Hemos probado que el limite existe solo para uno de los valores solicitados.

Los ejemplos muestran que no podemos garantizar ningin resultado de
un limite que proviene de una indeterminacion. Tendremos que estudiar la
funcion con mas precision para poder calcularlo o ver que no existe.
Pueden darse indeterminaciones también en otro tipo de funciones, como
por ejemplo en aquellas que involucran radicales. En este tipo de expresiones
sera (til recordar la técnica de racionalizacion de fracciones. Una vez que
avancemos con el concepto de derivadas en el proximo capitulo, podremos
trabajar con otras técnicas que nos permitiran salvar indeterminaciones de
limites de cocientes de funciones que involucren, por ejemplo, funciones
exponenciales y logaritmicas.

Ejemplo 1.2.36: Halle, si es posible, el siguiente limite:

x—1 x-1
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Solucién. Una sustitucion directa por x = 1 produce una indeterminacion de
tipo «0/0», por lo que tendremos que trabajar el cociente de funciones.
Una forma de hacerlo, cuando aparecen raices cuadradas, es racionalizando
la expresion, esto es, multiplicando numeradory denominador por un término
adecuado, de modo que el producto de ambos resulte en una diferencia de
cuadrados. En este caso, el término adecuado es x + 3 + 2, pues

(323 +2)« (3 -2

Haciendo esto tenemos que, para x # 1,

VX+3-2 Jx+3-2 Yx+3+2
x-1 x-1 Jx+3+2
() -2
(x-1)(ﬁ+2)
_ X+3-4
-1 (Vxe3+2)
_ =1
_N( X+3+2)
1

VX+3+?

La expresion equivalente que obtuvimos ahora no genera ninguna indetermi-
nacion y podemos calcular (por Observacion 3) que

Vx+3-2 1 1 1

lim = lim —.

1 X1 1 xa342 Jie3e2 B

El limite existe y es igual a %

Finalmente, consideremos otro tipo de indeterminacion que puede surgir en
la practica: «oco-oo». Con esto queremos decir que si se tienen dos expresiones
que tienden al mismo tipo de infinito (ambas a +c0 0 ambas a -»), y se restan,
no se puede decidir el valor del limite inmediatamente. Uno puede pensar
que hay una compensacion y que el resultado es cero, pero no siempre sera
asi. Veamoslo mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2.37: Estudie la existencia de

lim 2x* + 1 21
x—0\ X2 x2 /"
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Solucion. Si intentamos usar la propiedad para la diferencia de los limites,
nos encontramos con que

1
x2

. 2x2+1
lim =
Xx—0 X

= +00,

+00 Yy im

x—0

por lo que realmente no podemos aplicarla. Estariamos obteniendo la inde-
terminacion mencionada, «+co - (+co)»,

Sin embargo, conviene que observemos que la funcion dada tiene una
expresion mas sencilla para todo x # 0:

Entonces, el limite si existe pues, de la Observacion 3

2
lim(zx + 1 -l)=lim2=2.

x—0 X2 X2 x—0

Muchas veces es recomendable trabajar algebraicamente con la expresion
para reducirla a una que resulte mas apropiada para el calculo del limite, y
usar la Observacion 3.

Ejemplo 1.2.38: Estudie la existencia de

. [1+x% 1
lim -=].
Xx—0* X X
Solucién. Observamos que
.1+ x2 .1
lim =+00 y lim = = +oo,
X—0* X x—=0+* X

donde en el primer limite estamos teniendo en cuentaque 1+x2>0y x>0
para x — 0*.

Al restar las expresiones, el limite cuando x — 0* es indeterminado. Luego,
estudiaremos la diferencia de las dos expresiones para «salvar la indetermi-
nacion». Resulta que

T+x2 1 1+x2-1 x?
-—= =—=x, x#0
X X X X
Entonces 5
l (1”‘ -1)_umx=o
X—0 X X X—0*

En este caso, se produce una compensacion entre los términos, lo que se
debe a que los dos términos tienden a +co de manera similar, es decir, no
«gana» uno por sobre otro.
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Ejemplo 1.2.39: Estudie la existencia de
5 _ 2
Xl|_)n3*(ln(x) In(x2)).

Solucién. Para este limite, debemos recordar el Ejemplo 1.2.34. Tanto la fun-
cion y = In(x) como la funcién y = In(x?) = 2 In(x) se comportaran de forma
similar cerca de cero, por lo que estamos nuevamente ante una indetermina-
cion de tipo «-co - (-co)».

Por las propiedades de logaritmo es posible escribir

[n(x) - In(x?) = In(x) - 2 In(x) = - In(x).

Si bien esta funcion no tiene limite en x = 0, ya no es indeterminado. Podemos
afirmar que
lim (In(x) - In(x?)) = lirrg (- In(x)) = +oo.

x—0*

x—-0*
Ejemplo 1.2.40: Estudie la existencia de
lim ( X X )
x> \x2-1 x3-x/"
Solucién. Para este caso, si estudiamos los limites de cada término por
separado obtenemos que

lim =
X—1* X2 -1

+00,

porque para x — 1%, x2-1=(x+1)(x-1) >0y x > 0, mientras que

lim -~ lim ! ©
= =+ .
x—1* X3 - X x—1* X2 -1

Entonces, la suma de las expresiones no presenta ninguna indeterminacion,
porque ambos términos crecen indefinidamente cuando x — 1*. Es decir, el
limite no existe pero se puede expresar como

lim ( X + X )-+m
x-1\Xx2-1 x3-x '

Podriamos haber operado algebraicamente la expresion a partir de una
expresion mas sencilla:

i (e e 2= i (e 1)
ot \X2 =1 x3-x/] x> \x2-1 x2-1
. ox+1

= lim — X1
ot (= 1)(x + 1)
. 1

= [Im — =+
X—1* x-1

para llegar al mismo resultado.
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Ejemplo 1.2.41: Estudie la existencia de

lim ( X X )

x-1\Xx2-1 x3-x/°
Solucién. Ahora estamos ante un limite que es indeterminado, pues los
limites de cada término son de tipo +co como se hallo en el inciso anterior.
Deberemos trabajar con la expresion para poder definir si el limite de la resta

existe o no.
Operando tenemos que, para x # 1,

X X X 1
X2-1 x3-x x2-1 x2-1
x-1
x2 -1

x-1
(x=-1)(x+1)

1

x+1

Tomando limite

lim (- )= im = e o
xo1\X2=1 X3-x/ xsrx+1 1+1° 2

vemos que el mismo existe pues puede evaluarse por sustitucion.

Los ejemplos anteriores nos permiten afirmar que una indeterminacion de
tipo «oo - co» puede devolver cualquier resultado, e incluso puede no existir
el limite. Como en los demas casos de indeterminacion, se necesita efectuar
un analisis mas profundo de la expresion para poder evaluar el limite, o
comprobar que no existe.

EJERCICIOS 1.2.6
1. Determine los siguientes limites, indicando primeramente si se trata o no
de una indeterminacion:

a. lim X2+ ZX. b. lim .
x—0 X x—0 X2 +2X

c. lim )(2_6—)”5 d. lim )(2_6—)”5
x=21 X2+ 4X -5 x5 X2 +4X - 5

e. lim L f. lim ﬁ
x—>-1 X2 +2x+1 x—3 X2+ 9

g lim —X*2 h. lim Y2 1=1

X—-2 /7 -X - 3' x—0 X2

2. Decida si los siguientes limites existen o no. De ser necesario, estudie los
limites laterales.
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2 2
a. lim(x *2"-1). b. lim (X ”‘-1).
X X

x—0 X Xx—=-1 X

. [x2-bx 4 . [x-2  x-&
C>l<|—>n;( x-2 +x—z)' d'im(x—4 _x2—16)'
e. Xl_l)rT} (In(3 + x2) - In(x + 1)). f. Xll_)rr11 (log,(x) - log,(1 - x)).

Limites en el infinito. Asintotas horizontales

En esta seccion nos enfocaremos en como se comportan ciertas funciones
cuando la variable crece o decrece de forma indefinida.

Ejemplo 1.2.42: La funcion f(x) = 1/x cumple que a medida que x crece
indefinidamente, los valores de f se acercan a 0. Se suele decir que f tiende
a cero cuando x tiende a infinito lo que se puede expresar como

Graficamente, en la Figura 13 se evidencia que la funcion f se acerca cada vez
mas a la recta horizontal y = 0 a medida que x crece en sentido positivo.

Algo similar ocurre con esta funcion si la evaluamos en x negativos, y
tomando valores cada vez mas pequenos. Los valores de f también se acercan
cada vez mas a cero, pero mediante valores negativos. Esto también puede
resumirse en un limite,

donde x — -oo indica que x toma valores cada vez menores y negativos.
Nuevamente, vemos que a medida que x decrece, la grafica de la funcion
f(x) = 1/x se acerca a la recta horizontal y = 0 (ver Figura 13).

Definicion 1.2.8 (Limites en el infinito): Se dice que una funcion f tiene limite
L cuando x — +o0, y se denota por
lim f(x)=L,
X—+00
si los valores de f son cada vez mas cercanos a L cuando x toma valores
arbitrariamente grandes.
Similarmente, se dice que una funcion f tiene limite L cuando x — -0,y
se denota por
lim f(x)=L,

X—-00
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si los valores de f son cada vez mas cercanos a L cuando x toma valores
arbitrariamente pequenos, esto es, valores negativos con valores absolutos
arbitrariamente grandes.

Las propiedades de los limites conocidas valen también cuando x — *co
en lugar de x — c. Las resumimos en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.7 (Propiedades de los limites en el infinito): Sean f y g dos
funciones que poseen limite para x — +oo. Entonces valen las siguientes
relaciones:

1 1My e (F(X) £ g(X)) = limy, oo F(X) £ limy, 100 G(X);

2. cualquiera sea a € R, lim,_,,.(af(x)) = alim,_,,. f(X);
3 limy.oo(f(X)g(X)) = limy, oo F(X) - limy, 400 g(X);

4o SN €N, limy e (F))" = (iMye F(X);

5. sin e Nesimpar, lim,_,. 8/ f(x) = §/lim, .o f(x), mientras que si n es par,
vale la misma propiedad solo si lim,_,,., f(x) > 0;

6. silim, .. g(x) # 0, también se tiene que
i F00 _ limy e £
X—>+00 g(X) lirnx—>+o<: g(X)

Para el caso en que fy g sean dos funciones que poseen limite para x — -oo,
las mismas propiedades valen cambiando +oo por -co en todas las apariciones.

Ejemplo 1.2.43: Estudie el comportamiento de la funcion f(x) = (1 +3x)/x
cuando x tiende a -oo.

Solucion. Notemos que para todo x = 0,

1+3x 1 3x 1
:—+—=—+3_
X X X X

Puesto que el limite de una constante debe ser dicha constante pues la misma
es independiente de la variable, podemos decir que lim,_,_., 3 = 3. Y usando
el ejemplo anterior y la propiedad para la suma de limites, obtenemos que el
limite de f para x —» -oo de la funcion dada existe y es

lim 3%~ (im (1+3)= lim 4 lim 3=0+3=3.
X—-00 X—-00 X

X—-00 X—-00

Graficamente, podemos observar que la funcion f esta cada vez mas cerca
de la recta horizontal y = 3, a medida que los valores de x disminuyen.

El lector puede comprobar en la Figura 17 que también se tiene un compor-
tamiento analogo cuando x — +oo.
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6 A
3 F(x) = 1 +X3X
.‘\ t t X
-4 -2 2 4
31
Figura 17

Lo que ocurre con la funcion f(x) = 1/x cuando x — *oo, se evidencia
también en funciones racionales de la forma f(x) = 1/x", con n > 0, siempre
que la potencia x" esté bien definida.

Teorema 1.2.8: Para cada nimero real n > 0, se tiene que

lim 1 = 0.

x—+o0 XN

Y siempre que x" esté bien definido para todo x < 0, entonces

Ejemplo 1.2.44: Por ejemplo, si n = 2, x? esta bien definido para todo nimero

real, por lo que

lim l=0 y lim l=0.

x—+00 X2 x—-c0 X2

Sin=1/2,x"2 = /x solo esta bien definido para x 2 0, por lo que 1/,/x esta
bien definido cuando x > 0. El teorema anterior indica que

Ejemplo 1.2.45: Determine, si existe,

lim X2 -5x+1
x—+00 3X2 + 4X -4~

Solucién. Puesto que a medida que x se hace arbitrariamente grande, tanto
el numerador como el denominador toman valores cada vez mayores, no es
claro si el cociente posee o no un limite.
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En el caso de funciones racionales como la dada, una buena estrategia
para trabajar limites en el infinito es la de dividir al numerador y al deno-
minador por la mayor potencia de x que aparezca entre todos los términos
involucrados; en este caso es x2. Como solo nos interesan valores grandes
de x, podemos asumir que x # 0 para poder hacer la division mencionada. Es
asi que, haciendo uso del teorema anterior y las propiedades de los limites,
tenemos que

Xx2-5x+1 1 5 1
lim X2 -5x+1 - lim 2 _ lim ';*;_1—0+0_1
xo100 3X2 4+ hX = b xoseo FhXh T Lo g & & T 3+40-0 3
x2 X x2
y
2
X“-5x+1
X) =
) 3x2+4x -4
HEEY — > x
/ 4 6
Figura 18

Si observamos la grafica de la funcion racional f(x) = (x? - 5x + 1)(3x? + 4x - 4)
en la Figura 18, vemos que la misma se acerca a la recta horizontal de ecuacion
y =1/3 a medida que x — +oo.

Como hemos podido visualizar en los ejemplos anteriores, los limites en el
infinito tienen su contraparte grafica.

Definicion 1.2.9 (Asintotas horizontales): Una recta de ecuacion y = L se
denomina asintota horizontal de una funcion f si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

Xlim fx)=L o Xlir_n f(x) =L

De la definicion se sigue que una funcion puede tener dos, una o ninguna
asintota horizontal. En el caso de estas rectas, la funcion la puede cortar en
infinitos, finitos o ningiin punto; todo depende de la forma en que se acerca
la funcion a la recta asintota, y si lo hace de manera oscilante o no.

Ejemplo 1.2.46: De la grafica de la Figura 19 para cierta funcion f podemos
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deducir que tiene asintota horizontal y = 5/2 porque

lim £(0) =2,

X—+00

pero que también posee otra asintota horizontal de ecuacion y = -1/2 debido
aque

im £ =-5.

Figura 19

La funcion presenta también una asintota vertical, x = 2, pues vemos que
ambos limites laterales en x = 2 son de tipo infinito. Mas precisamente,

lim f(x) = -00, lim f(x) = +o0

X—2- X—2*

es otra forma de expresarlo.
Finalizaremos esta seccion analizando limites infinitos en el infinito.

Definicion 1.2410 (Limite infinito en el infinito): Se dice que una funcién f tiene
limite infinito cuando x — +co, y se denota por

lim f(x)=+0 0o lim f(x)=-c0

X—>+00 X—>+00
si los valores de f son tan grandes (resp. pequefios) como se desee cuando x
toma valores arbitrariamente grandes.

De forma similar, se dice que una funcion f tiene limite infinito cuando

X — -0,y se denota por

lim f(x)=+0 0o lim f(x)=-o0

X—-00 X—-00
si los valores de f son tan grandes (resp. pequefios) como se desee cuando x
toma valores arbitrariamente pequenos y negativos.
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Ejemplo 1.2.47: Determine, si es posible, los limites en el infinito de cada una
de las siguientes funciones:

x2+2x+1 x-3
1. f(X) = ————; 2. f(x) = ———.
X+1 Vvx+1-2
Solucion.

1. Observamos que la funcion es racional y que tanto el numerador como el
denominador se hacen muy grandes cuando x — +oo por lo que podemos
intentar emplear la técnica de dividir por la mayor potencia que aparece
para ver qué ocurre. Es decir, reescribimos

) X2+2x+1 _I+2+‘I
X+2X+‘|= X2 - X X2
x+1 x .2

X2 X  x2

El numerador tiende a 1, pero el denominador tiende a cero, ambos me-
diante nimeros positivos. Ya sabemos que esto significa que el cociente se
hace tan grande como uno desee, esto es,

. ox2+2x+1
lim — = -+

X—>+00 x+1

Otra forma de resolverlo hubiera sido notando que

x2+2x+1 (x+1)?
x+1 Tox+1

=x+1, x=z-1,

que tiende a +oo cuando x — +co.

;Qué ocurre cuando x — -o? Algo similar. Porque si miramos ahora la
ltima expresion, x + 1 - -oo cuando x — -oo. Asi,
L X2+ 2x+1
lim ————— = -c0
X—>-0o x+1
Podemos comprobar lo obtenido en la Figura 20, lo que muestra que la
grafica de f es una recta con un «agujero» en x = -1.

2. Aqui debemos notar que, dado que /x + 1 solo tiene sentido para x = -1,
podremos Unicamente estudiar el comportamiento de f cuando x — +oo.

Dado que el numerador y el denominador crecen de forma indefinida
cuando x — +oo, puede ser (til racionalizar el denominador para obtener
una expresion equivalente para x # 3:

x-3 =(X—3)(\/X+1+2)=(X-3)(\/X+1+2)= 142
PoT-2 T ey LR
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2,,
/ X2 +2x+1
—y-

xX+1

Figura 20

Puesto que esta ltima expresion crece indefinidamente para x — +oo,

Esto se evidencia en la Figura 21.

AI:N)J-L\U'I

Figura 21

Podemos ver que el comportamiento en el infinito de las funciones ra-
cionales depende de lo que ocurre con la relacion entre los grados de los
polinomios numerador y denominador. Esto puede comprobarse aplicando la
estrategia desarrollada en los ejemplos, que consistia en dividir numerador
y denominador por la mayor potencia involucrada entre ambos.

Proposicion 1.2.9: Sea f una funcion racional de la forma f(x) = p(x)/qg(x) con
p,q polinomios.

1. Sigr(p) = gr(q), con a el coeficiente principal de p y b el coeficiente principal
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de g, entonces
lim f(x)= %

X—+00

2. Sigr(p) < gr(qg), se tiene que
lim f(x)=0.

3. Sigr(p) > gr(q) y los coeficientes principales tienen el mismo signo, se tiene
que
lim f(X) = +00,

X—+00

mientras que si tienen diferente signo,

Xlim f(x) = -oo.

Coloquialmente, los dos Gltimos casos dicen que si el polinomio denomi-
nador «le gana» al polinomio numerador en término de grados, entonces el
limite es cero. Mientras que si el polinomio numerador «le gana» al polinomio
denominador, el limite es infinito. En el primer caso, al ser de igual grado, los
polinomios tienen un comportamiento similar y no hay uno que «le gane» al
otro, por lo que el limite sera el cociente entre los coeficientes principales
de ambos.

Ejemplo 1.2.48: Con base en la proposicion anterior, podemos decir que

lim X>-3x2+1
x—+00 =4x8 = X5 + 5x -
porque el polinomio numerador tiene grado 5, menor que el grado del poli-
nomio denominador, que es 8.

También podemos establecer que

. 2X%-2x+4
lim ————— = +00

X—>+00 x2+1

ya que ahora el polinomio numerador supera en grado al polinomio denomi-
nador y los coeficientes principales son ambos positivos.
Por otro lado,
lim “4x®-xt+x-8 4
X—>+00 3x6 + x2 3

pues ambos polinomios son de igual grado.

Ejemplo 1.2.49: Las funciones de tipo exponencial de base a > 1, las cuales
estan definidas en todos los nimeros reales, tienen el aspecto general de la
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Figura 22, lo que ilustra el siguiente hecho (que puede ser demostrado de
forma precisa pero no veremos aqui).

lim a¥ = +00, lim a*=0.

X—+00 X—>-00

En particular, el segundo limite indica que y = 0 es una asintota horizontal
para f(x) = a*, para cualquier a > 1.

1
F—/ X

Figura 22

Para bases 0 < a < 1 el dominio sigue siendo R pero el comportamiento de
la grafica cambia siendo ahora un «reflejo» respecto del eje de ordenadas
de lo que ocurria con la correspondiente grafica de la base inversa 1/a > 1,
como puede verse en la Figura 23. Asi, vemos que paraO<a< 1,

lim a*=0, lim a* = +oo.

X—+00 X—-0

—y=0a% 0<a<1

1
N = X

Figura 23

Nuevamente, notamos que y = 0 es una asintota horizontal para f(x) = a*
cualquieraseaO<a<1.
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~ "

——y=log,(x), a>1 ——y=log,(x), 0<a<1

(@) (b)

Figura 24

Ejemplo 1.2.50: Para el caso de las funciones de tipo logaritmicas, el aspecto
seglin sea la base a positiva y distinta de 1, es el de la Figura 24.

Como el dominio de estas funciones es el intervalo (0, +), el Gnico limite
en el infinito que corresponde analizar es para x — +oo.

Mediante las graficas anteriores podemos conjeturar que

lim log,(x) = +0, a>1,
X—+00

mientras que
lim log (x)=-o, O<a<1.

X—>+00

En ninglin caso estas funciones presentan una asintota horizontal.

EJERCICIOS 1.2.7
1. Determine los limites en el infinito de las siguientes funciones, cuando el

dominio lo permita:

X*-3x+5 X2-3x+5
a. f(X)= m. b. f(X)= —X3—X2+6'
x3 Vx+5+1
¢ fX) = s oxa7 d- f00 = =7
1 x2-x 1 X2 -5x+7
e f0= 55 R
)
8 f(¥) =3 h. f(x) = log,(x? + 1).
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3x2+1

. i 2
. x3 sixz20, . 2 - x2 SIX> 2.
=1 i f={ 27"
2* six<0. — sixs<2.
V2-x+1

2. Con base en los resultados del ejercicio anterior, determine cuales de las
funciones presentan asintotas horizontales y cuales son.

3. Exhiba ejemplos (pueden ser graficos) de funciones f definidas en todo
R que cumplan las condiciones dadas en cada caso, si es posible. De lo
contrario, explique por qué no es posible construir una funcion f con las
caracteristicas indicadas:

a. presenta una asintota horizontal en y = 0 y una asintota vertical en
x =1,y posee limite infinito cuando x — -co.

b. presenta dos asintotas horizontales y una asintota vertical, siendo
solo discontinua en x = 0.

c. presenta una asintota horizontal en y = 1y dos asintotas verticales
enx=-1Tyx=2.

d. tiene limites infinitos para x — oo, y lim,_,5 f(x) = +oo.

e. presenta solo una discontinuidad, de salto finito en x = 1y posee una
asintota vertical el x = -3.

f. tiene tres asintotas horizontales y tres asintotas verticales.

Limites especiales: el nimero e

El nimero e, o nimero de Euler, que es la base del logaritmo neperiano, fue
introducido como tal por Jacob Bernoulli para resolver problemas de interés
continuo compuesto. En su trabajo, la constante e aparece como el limite

1 n
e=lim (1 + —) ,

n—-oo n
donde n representa el nimero de intervalos en un afo en los que se evaliia el
interés compuesto. Si bien este limite se efectla en el caso discreto (n es un
naimero natural), se puede expresar también como un limite en el continuo.
La definicion del niimero e que nos sera mas conveniente es la siguiente.
Definicion 1.2:11 (Nimero de Euler): El niimero e se define por

e=lim(1+x)"*.

x—0
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Uno puede pensar que esta definicion no se parece a la dada por Bernoulli.
Pero veremos en el proximo ejemplo que, en realidad, son equivalentes.

Observemos que, si no tuviéramos esta definicion, e intentaramos evaluar
el limite del lado derecho, veriamos que 1+x — 1y 1/x — *co cuando x — 0%,
por lo que resultaria que toda la expresion tiende a algo como «1%». Esto es,
en realidad, una indeterminacion que, en este caso, es igual a e. Uno podria
pensar que algo que tiende a 1 elevado a algo que tiende a infinito es igual a
1 pues 1 elevado a cualquier potencia es 1. Pero la base no es exactamente 1,
y la potencia que tenemos requiere también un proceso de limite. Es por ello
que esta definicion de e atenta contra nuestra intuicion.

Por lo general, si en la evaluacion de un limite obtenemos que el mismo
devuelve «1°», entonces posiblemente estemos ante un limite que involucra
al nimero e.

Ejemplo 1.2.51: Compruebe que

P 1\*
lim (1 + —) =e.
X—>*00 X
Solucién. Lo anterior quiere decir que e es el limite de la expresion dada tanto
para X — +o00 como para x — -oo. De comprobarlo, estariamos recuperando
la definicion de Bernoulli en el contexto continuo.

Si definimos la variable auxiliar y = 1/x, resulta que decir que y - 0*
equivale a decir que x — +co mientras que y — 0™ equivale a x —» -o0. Como
x = 1]y, entonces

X—>t00

1\ 1

li (1 —) = lim (1+y)7 .
im 1+~ yggi( +y)
Como ambos limites laterales en 0 coinciden por la definicion del nimero e,
se obtiene

. 1\ lim (1 1

|_ (1 —) = y =

x—|>Too ¥ X yl—rJ?)( +y) €

que es lo que queriamos demostrar.

Como mencionamos antes, los limites que devuelvan «1%» al evaluarlos,
estan muy relacionados con el nimero e. Lo que ocurre con la funcion f(x) = x
puede extenderse a otras funciones de similares caracteristicas.

Proposicion 1.2110: Sea f una funcion continua definida en algin intervalo de
la forma (a, +o0), con a € R, para la cual se conoce que

lim f(x) = +co.

X—+00
Entonces

lim

Jim (12 m)m e,
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Similarmente, si f es continua y esta definida en algln intervalo de la forma
(-o0,a), con a € R, para la cual se conoce que

lim f(x) = -co.

X—-00
Entonces

lim

tim (1 m)m e,

Ejemplo 1.2.52: Compruebe que

1 X
lim (1 + —) =e.
X—+00 Xz
Solucién. Podemos aplicar la proposicion anterior con f(x) = x?, la cual es
continua en todo Ry verifica que lim,_,,, f(x) = +c0. Por dicho resultado,

1\
lim(1+=] =e,
X—+00 X2

que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 1.2.53: Compruebe que
3 1 3x
Xl_l)rpm (‘I + ﬁ) =e.

Solucién. En este caso, basta considerar f(x) = 3x que es continua en R,y
cumple que lim,_,_,, f(x) = -co. Mediante la proposicion anterior,

. 1 3x
Xlirrloo (1 * y) - e’

que es lo que se pedia comprobar.

Ejemplo 1.2.54: Compruebe que

In(x)
Xl—l>rpoo(1 * ln(x)) =€

Solucién. Aqui, f(x) = In(x) es continua y esta definida en (0, +0), y como
vimos en el Ejemplo 1.2.50, lim,_,, ln(x) = +co. Asi,

p 7\t
Xllrll, (1 * ln(x)) e

que es lo que queriamos demostrar.
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Ejemplo 1.2.55: Compruebe que

c

lim(1 +§) =e, con c=z0.

x—=0

Solucién. Para este limite, como es para x — 0, conviene volver a la definicion
del nimero e. Puesto que ¢ # 0, también lim,_,, x/c = 0. Por tanto,

iy (1+2) = (1) =m0 e

como queriamos comprobar.

Ejemplo 1.2.56: Determine el limite de la siguiente expresion
(1+3)
X

Solucién. Observamos que la expresion no es exactamente de la forma dada
en la Proposicion 1.2.10 aunque f(x) = x cumple lo deseado. Sin embargo,
mediante propiedades de potencia, la expresion dada se reescribe como

5

R ()

Usando la propiedad 4 del Teorema 1.2.7

5x

cuando x — +oo,

5x

115% 1\ 5
lim (1+—) =| lim (1+—)] =ed
X—+00 X X—+00 X

que es lo que queriamos hallar.

Ejemplo 1.2.57: Determine

Solucién. Vemos que el limite no esta en la forma dada en la Proposicion 1.2.10.
Pero mediante propiedades de potencia, podemos expresar

1 X 1 X2 1 2
(o) =(+z) ()
donde el primer factor tiene limite e cuando x — +oo.
;Tiene limite el otro factor? Si, solo que ahora el exponente es constante, por

lo que aqui tenemos un limite de los trabajados en las secciones anteriores.
De hecho, podemos usar la propiedad 4 del Teorema 1.2.7 para afirmar que

2,42

2 2
lim (1+%) -[ tim (1+l)] =12 =1,

X—>+00 X—>+00 X2
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Por lo tanto, de la propiedad 3 del Teorema 1.2.7

lim

X—>+oo( X—+00 X—+00 X2

X 1 x2 1
1+—2) =lim(1+—2) ~lim(1+—) =e-1=e
X X
que es el limite solicitado.
EJERCICIOS 1.2.8

1. Calcule los siguientes limites, ya sea usando la definicion del nimero e o
la Proposicion 1.2.10, y teniendo en cuenta las propiedades de los limites:

) 1\2 ) 17\
a. lim (1 +—) . b. lim (1 +—)
X—+00 X X—+00 4X
1 7 1 x2+2x
c. lim (1 + ) . d. lim (1 + —) .
X—>+00 X+1 X—>+00 (X + ‘])2
. 1 2% . 1 3x+6
e‘xlirpoo(1+?) ’ ﬁxlirpoo(1+x+2)
5 3
3

S ; 3\
g.)l(l_l’)]'(])('] 5X)x. h.)l(m(1+x) .

2. ;Es cierto que
3. ¢Es cierto que

4. ;Es cierto que

LA DERIVADA

La derivada permite conocer la sensibilidad de una variable respecto al
cambio de otra si estan vinculadas mediante una relacion funcional. Nos
interesaremos en «idear» un método de comparacion entre los cambios o
incrementos que experimenta una variable y con respecto a cambios infi-
nitesimales que tienen lugar en la variable x de la cual depende y, con el
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objetivo de anticipar comportamientos en intervalos concretos. Para ello,
retomemos el concepto de tasa de cambio promedio de y respecto de x
en todo un intervalo visto anteriormente, la cual habiamos expresado de la
siguiente manera:
Ay _ f(xo +Bx) - f(xo)
Ax Ax
A este cociente se lo suele llamar cociente incremental de f respecto de x.

Una vez fijado el valor de x, esta tasa depende del incremento Ax dado a
la variable x. Cuando Ax tiende a cero, es decir, cuando el incremento de x
es cada vez mas pequenio, tenemos la tasa de cambio instantanea, y ella nos
dara la variacion instantanea que experimenta la variable y cuando x sufre
un cambio muy «pequefio» (infinitesimalmente).

Cuando hacemos que el incremento Ax se vuelva cada vez mas pequeno, el
cociente incremental deja de describir un cambio «promedio» en un intervalo
y pasa a capturar el comportamiento local de la funcion en el punto x,. Si
ese limite existe, obtenemos un nimero que sera de sumo interés.

Conceptualizacion e interpretacion

Lo presentado en esta introduccion es un caso de lo que llamamos la derivada
de una funcion en un punto de abscisa x,.

Definicion 1.31 (Derivada en un punto): Sea y = f(x) una funcion, y sea
(%o, f(Xg)) un punto de la grafica de f. La derivada de la funcion f en x,,
simbolizada por f'(xg), es

f(Xo + AX) - f(xo)

(o) = lim ——~ =
f ( 0) Ax—0 Ax !
siempre que el limite exista.

El valor f'(x,) medira la tasa instantanea de cambio en x, de la funcion
f y constituira una medida aproximada de la razon de cambio promedio en
el intervalo (x, - Ax, X, + Ax) cuando Ax > 0 (similarmente, en el intervalo
(xq + AX, Xo - Ax) cuando Ax < 0). Esta aproximacion es tanto mejor cuanto
mas pequeno sea Ax.

Si consideramos el punto (a, f(a)) y Ax = h, tenemos una expresion mas
simple para denotar la derivada de f en un punto:

Af _im flax hg - f(a)

f'(a)= LI-% h ~ hoo

siempre que el limite exista.
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Ejemplo 1.3.: Para la funcion de costo del inicio de la Seccion 1.2 (p. 31) dada
por C(x) = 2x? - 8x + 12 se comprobd que
Aljr_n)0 g = Aleo (4Xp - 8 + 2 AX) = 4x, - 8.

La tasa instantanea de cambio de y con respecto a x es 4x, - 8. Asi, cuan-
do x, = 5 la tasa instantanea del costo es 12 dolares por unidad de producto.
Esto se puede interpretar como sigue: a un nivel de produccion de cinco uni-
dades, el costo crece, aproximadamente, 12 dolares por cada unidad adicional.
En cambio, si x, = 1, se entiende que a partir de un nivel de produccion de una
unidad el costo disminuye, aproximadamente, en 4 dolares por cada unidad
adicional. Esta aproximacion sera tanto mejor cuanto mas cerca se esté del
punto de referencia.

Ejemplo 1.3.2: Determine si f'(-3) existe cuando f(x) = 2x + 1y, en caso
afirmativo, halle cual es su valor. Interprete su significado.

Solucion. Sea f(x) = 2x + 1y a = -3. Entonces,

(3+h)-F(3) _ o 23+h)+1-Q2:(-3)+1)
h h—-0 h
-6+2h+1+6-1
h

lim f
h-0

= lim

h-0
= lim 2h
- h-0 h

=lim2
h-0

:2’

lo que prueba que f'(-3) existe y su valor es f'(-3) = 2. Esto es, la funcion f
aumenta, aproximadamente, 2 unidades por cada unidad de variacion de x a
partir de x = -3.

Ejemplo 1.3.3: Para f(x) = x> compruebe que f'(a) existe para todo a € R.
Evalle f'y fena=-3,a=0,a=2 e interprete los resultados.

Solucién. Sea f(x) = x2. Entonces, para cadaa € Ry h # 0, podemos escribir

Af _ fla+h) - f(a)
h h
(a+h)?-a?
h
a? +2ah + h? - a2
h
_h(2a +h)
= =
=2a+h.
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Tomando limite para h — 0 se tiene que

limA—f= lim2a+h=2a
h—0 h—-0

para cada a € R. Como este limite existe sin importar cual es el valor de g,
f'(a) = 2a paratodo a € R.

Evaluamos en los valores indicados: en a = -3, f(-3) =9y f'(-3) = -6. El
valor de la funcion en -3 es 9 y f disminuye aproximadamente 6 unidades por
cada unidad de variacion de x respecto de -3. El signo negativo en la derivada
nos esta indicando un decrecimiento de f.Ena =0, f(0) =0y f'(0) = 0. El
valor de f en cero es ceroy f'(0) = 0 indica que la variacion instantanea es
cero, es decir, cuando x aumenta o varia en una pequena cantidad respecto
de cero, no hay casi variacionen f.Ena =2, f(2) = 4y f'(2) = 4. El valor de
la funcion en a = 2 es 4y f aumenta aproximadamente 4 unidades por cada
unidad de variacion de x. El signo positivo de la derivada nos esta indicando
un crecimiento de f.

Observacion 8: En el Ejemplo 1.3.2 se calculd f' en un valor particular, mientras
que en el Ejemplo 1.3.3 se hizo para todo valor posible de la variable y luego se
evaluo en los valores elegidos. Esto Gltimo podria haberse realizado también
en el Ejemplo 1.3.2. Sin embargo, cuando solo necesitamos conocer la derivada
en un valor de a particular, y no en varios de ellos, resulta conveniente hacer
el estudio del limite para ese valor preciso, ya que los calculos se reducen
considerablemente.

Hasta ahora hemos estudiado la derivada de una funcion en un valor fijo
a que pertenece al dominio de la funcion. Desde otra perspectiva, hacemos
variar el nimero a, reemplazando a por x, obteniendo lo que llamaremos
funcion derivada.

Definicion 1.3.2 (Funcion derivada): Sea f una funcionyseay = f(x). La funcién
derivada de f con respecto a x, simbolizada por f' o dy/dx se define como

fx+h) - f(x)
h

)= lim

siempre que el limite exista.
Si se considera h = Ax, equivalentemente se puede escribir

P00 = lim B g S0 202109

Ax—0 AX Ax—0 Ax

siempre que el limite exista.

Observacion 9: La expresion f'(x) se lee «f prima de x», y dy/dx se lee
«derivada de y con respecto a x».
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A la derivada también se le da el nombre de cociente diferencial y la opera-
cion de calcular la derivada de una funcion se llama derivacion. Si la derivada
de una funcion existe en un punto particular, decimos que f es derivable
en dicho punto. Frecuentemente, denotamos a dy/dx como y’ (se lee «y
prima») dando por supuesto que y depende de una sola variable, y entonces
se deriva respecto a ella. Otras notaciones son:

d df d
d_X(y)' d_X’ a(f)r nyr y Dxf

Asi, la derivada puede considerarse desde dos puntos de vista. Como un valor
definido, obtenido para un valor prefijado de x (la derivada en un punto), o
como una funcién de x (la derivada en todos los puntos posibles).

Observacion 10: La notacion dy/dx representa un solo simbolo y por ahora
no debera interpretarse como el cociente de dy y dx. Note que dy/dx indica
la derivada de y con respecto a x, mientras dC/dq indica la derivada de C
respecto a g, siendo C funcion de g, C = C(q). También, si x = x(u), entonces
dx/du es la derivada de x respecto a u.

Ejemplo 1.3.4: Determine f'(x) para f(x) = x> - 2x - 4, siempre que exista.
Represente graficamente fy f'.

Solucién. Calcularemos los cocientes incrementales de f reduciéndolos a
una minima expresion que permita hallar luego su limite. Tenemos que

by f(x+Bx)-f(x)

Ax Ax
(X +DX)? - 2(x +AX) - 4 - (x2 - 2x - &4)
- Ax
_ (X2 +2x - Ax + (AX)?) -2X -2 -AX -4 - x> +2X + &
- Ax
_2x - Ax + (BX)? - 2 A
h Ax
_ Ax(2x + Ax - 2)
h Ax
=2x-2+AxX.
Tomando limite se tiene que
lim &y _ lim (2x + Ax - 2) = 2x - 2.

Ax—0 AX  Ax—0

Esto es, f'(x) = 2x - 2 para cada x € R.
En la Figura 25 se muestran las graficas de fy f'.
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1 : 1 X

TN

_47,L,

f(x)=x%>-2x-4 — f'(x)=2x-2

(a) (b)

Figura 25

Ejemplo 1.3.5: Determine, siempre que sea posible, f'(x) para f(x) = mx + b,
con my b constantes reales y m # 0. Analice lo que ocurre con f segin el
signo de m.

Solucién. Calcularemos, en primer lugar, los cocientes incrementales de f
reduciéndolos a una minima expresion, para luego hallar el limite, si este
existe. Para cada m # 0 y b reales resulta que

By _ f(x+B0-F(x)

Ax Ax
_m(x+Ax)+b-(mx+Db)
h Ax
_mx+mAx+b-mx-h
- Ax
_ mAx
T Ax
=m.

Como m es constante ya sabemos que el limite es dicha constante, por lo
que f'(x) existe siempre y es
. Ay
‘(X)= lim —==m
f00 Ax—0 AX
para cualquier x.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la funcion es lineal, podemos inferir
segiin sea m lo siguiente: si m > 0, ante una variacion en x, los valores de f
aumentan aproximadamente m unidades por cada unidad adicional de x; si
m < 0, los valores de f disminuyen aproximadamente m unidades por cada
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unidad de variacion en x; y si m = 0, ante una variacion en x, los valores de f
se mantienen constantes.

EJERCICIOS 1.3.1
1. Para la funcion y = f(x) = -2x? + 3x determine:

a. latasa de cambio promedio de y con respecto a x en el intervalo [2, 4];
b. la razon de cambio instantanea en x = 2 e interprete su significado;

c. la razon de cambio instantanea de y con respecto a x en un valor
arbitrario a;

d. la funcion derivada f'.

Visualice las funciones f y f' con ayuda de Ge¢Gebra para corroborar
los resultados obtenidos.

2. Para la funcion y = f(x) = -5x + 10 calcule:

a. larazon de cambio instantanea en x = -1 e interprete su significado;

b. la razon de cambio instantanea de y con respecto a x en un valor
arbitrario a;

c. lafuncion derivada f'.

Visualice las funciones f y f’ con ayuda de GecGebra para corroborar
los resultados obtenidos.

3. Sea R(g) = -g% + 1000qg la funcién de ingresos de un fabricante de un
determinado producto donde R se expresa en miles de ddlaresy g en
cientos de unidades. ;A qué tasa varia el ingreso cuando se venden 250,
500y 750 unidades, respectivamente? Luego, interprete cada resultado en
términos econdmicos.

4. Dada la siguiente funcion

g(x) = X+2

determine para qué valores de x existe g'(x) y halle su valor en tales casos.
Recuerde que la derivada se calcula tinicamente en valores que pertenecen
al dominio de la funcion.

5. Para un cierto bien la funcion de demanda es p = f(q) = % +10, donde p

se expresa en cientos de dolares y g en miles de unidades.

a. Determine la tasa media de cambio en el intervalo [1, 3]. Interprete
economicamente.
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b. Determine e interprete f'(1).

c. Analice latendencia del precio del producto a medida que su demanda
aumenta indefinidamente.

Interpretacion geométrica de la derivada

En la Figura 26(a) se muestra la recta secante a la grafica de la funcion que pasa
por los puntos Ay B, de coordenadas (a, f(a))y (a+h, f(a+h)), respectivamente.
Si tomamos el incremento en x cada vez mas pequeno, esto es, h —» 0, vemos
que el punto B se aproxima al punto A como se muestra en la Figura 26(b),
por lo que la recta secante se transforma en la recta tangente a la curva (o
grafica) en el punto A = (q, f(a)).

f(x)

fla+h)-f(a)

(a) (b)

Figura 26

En términos geomeétricos, la razon

Af _ fla+h)- f(a)
h h
representa la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos Ay B.
Cuando h — 0 la pendiente de la recta secante se aproxima a la pendiente
de la recta tangente en A. De este modo, el limite
Af

o
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es, si existe, la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el
punto A.

Figura 27

Si observamos en detalle haciendo un «acercamiento» en el punto A de la
grafica (Figura 27) podemos notar que cuanto mas nos aproximamos al punto
A mas parecera que la curva f es una recta. La pendiente de la recta tangente
en A se llama, también, pendiente de la curva en el punto A.

Por otro lado, si consideramos que la Figura 26(a) muestra la tasa promedio
de cambio representada por la pendiente de la recta secante que une los
puntos Ay B, y si determinamos la tasa de cambio promedio en intervalos de
longitud cada vez mas pequenos, vemos que el punto B se aproxima al punto
A, por lo tanto, esta tasa se transforma en la tasa de cambio instantanea de
la funcion en el punto A. De esto se desprende la siguiente propiedad:

Proposicion 1.3.1: La derivada de una funcion f en el punto A = (q, f(a)) se
puede interpretar como

« la tasa de cambio instantanea de la funcion en x = q;

« la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en A;

« la pendiente de la curva representativa de la funcion en A.

Ejemplo 1.3.6: Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion f(x) =
X% -2x-4del Ejemplo1.3.4enx=-2,x=1yx=2.

Solucién. Podemos utilizar la ecuacion de una recta dada por la formula
punto-pendiente y - y, = m(x - Xy). Para responder necesitamos los valores
de las coordenadas del punto por donde pasara la recta, y el valor de la
pendiente en dicho punto. Retomando el Ejemplo 1.3.4, tenemos que

eenx =-2 f(-2) = 4y f'(-2) = -6. Por lo tanto, la ecuacion de la recta
tangente en el punto (-2,4) esy - 4 = -6(x - (-2)) = -6x - 12, es decir,
y =-6x-8;
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«enx=1,f(1)=-5y f'(1) = 0 asi que la ecuacion de la recta tangente en el
punto (1,-5) sera simplemente y = -5;

«enx=2,f(2)=-4vy f'(2) = 2, por lo que la ecuacion de la recta tangente
en el punto (2,-4) esy - (-4) =2(x - 2), esto es, y = 2x - 8.

De esta forma, hemos encontrado las tres rectas tangentes buscadas.

Observacion 11: Para determinar la ecuacion de la recta tangente también
se puede utilizar la formula y = mx + b, donde m es la pendientey b es la
ordenada al origen de la recta. Del ejemplo anterior se sabe que la grafica
de f pasa por el punto (-2,4) y la recta tangente a f en dicho punto tiene
pendiente m = f'(-2) = -6 por lo que planteamos y = -6x + b y, utilizando el
punto, hallamos el valor de b: 4 = -6(-2) + b por lo que b = 4 - 12 = -8. Esto
devuelve la misma recta hallada previamente, y = -6x - 8.

Ejemplo 1.3.7: Determine f'(x) para f(x) = y/x cuando x > 0y las ecuaciones
de las rectas tangentes a la graficade f en x =1y en x = 5.

Solucion. Primero calculemos los cocientes incrementales, donde usaremos
el método de racionalizacion para «salvar» la indeterminacion que surgira al
querer tomarle el limite:

Ay _Vx+Ax-y/x

Ax Ax
h Ax VX DX /X
) AX(M+\/})
_ X+ AX - X
i A’X’(M+\/})
1

) \/x+Ax+\/}.

Cuando Ax — 0 resulta que

im &Y g !

1
= mfm —o———.5=——
b0 X x>0 [ A+ X 24X
Asi, para cada x > 0 obtenemos que f'(x) = 1/(2y/).

Calculamos la pendiente de la recta tangente en los puntos indicados y la
ecuacion correspondiente.
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« Enx=1,f(1)=1y f'(1) = 0.5. Utilizando cualquiera de las formulas antes
mencionadas tendremos que la ecuacion de la recta tangente en el punto
(1,1) esy =0.5x+0.5.

« Enx =5, f(5) =5y f'(5) = 1/(2/5), obteniendo que y = (x - 5)/(2v/5) +/5

es la ecuacion correspondiente a la recta tangente en el punto (5, /5).

De esta forma, hemos encontrado las dos rectas tangentes buscadas.

EJERCICIOS 1.3.2
1. Determine la ecuacion de la recta tangente a las graficas de las funciones
siguientes en los puntos indicados. Grafique cada situacion utilizando

GeoGebra.
a. f(x)=8-4xenx=-1. b. g(t) = (t+2)? ent=0.

c.w(z)=2;—+1enz=2. d. f(x)=8-4xenx=aqa,a€R.

2. Encuentre los puntos (x, f(x)) y grafique cada situacion donde la recta tan-
gente a la grafica de la funcion f(x) = -2x% +2x + 12 cumple las condiciones.

a. Sea horizontal.
b. Tenga pendiente 3.
c. Sea paralela a la recta que pasa por los puntos (-1,2) y (2,-1).

d. Sea perpendicular a la recta de ecuacion 2y + 4x - 3 = 0.

3. Dada la funcion f(x) = 3x?> -5y la recta y = 6x + b, halle el valor de b para
que la recta sea tangente a la grafica de f en el punto (1,-2). Grafique.

Crecimiento: una mirada desde las pendientes de las rectas tangentes

Como vimos, la derivada esta relacionada con el concepto abstracto de limite,
pues es el limite al cual tiende el cociente incremental cuando el incremen-
to dado a x tiende a cero. Cuando calculamos la derivada obtenemos una
funcion en la variable independiente correspondiente. Asi, la derivada de
una funcion es también una funcion, cuyos dominios pueden coincidir o
no. A priori podemos decir que el dominio de la derivada estara incluido
en el dominio de la funcion porque para calcular la derivada en un punto
se requiere que el mismo sea de su dominio. Sin embargo, el limite de los
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cocientes incrementales podria existir en todo punto, o existir en un conjunto
«mas pequeno» de valores.

:Como puede ser til trabajar con la expresion genérica de la derivada?
;Qué puede decir de f la expresion genérica de la derivada, f’, con respecto
a f? Lo realizado hasta aqui permite vincular el signo de la derivada con el
crecimiento o decrecimiento de f.

Observemos esto recurriendo al Ejemplo 1.3.4, donde f(x) = x2 - 2x -4y su
derivada es f'(x) = 2x - 2. La Figura 28 muestra la grafica de ambas funciones.
Observamos que la derivada puede ser negativa, cero o positiva.

y
12
f(X)=x2-2x-4
— f'(x)=2x-2
t ' X
4 5
Figura 28

En elintervalo (-, 1), f* es negativa, es decir, la pendiente de cada recta
tangente en cada x < 1 es negativa, indicando que a medida que los valores
de x aumentan a partir de uno fijo, los valores de f disminuyen, por lo que la
funcion f decrece en dicho intervalo.

En el intervalo (1, o), f’ es positiva y la pendiente de cada recta tangente
en cada x > 1 es positiva, esto es, a medida que los valores de x aumentan a
partir de uno dado, los de f aumentan; por tanto, f es creciente alli.

El vértice de la parabola se encuentra en (1,-5),y f'(1) = 0 por lo que en
x =1 la pendiente de la recta tangente es cero y es horizontal de ecuacion
y = -5; podemos decir que en las cercanias de x = 1, practicamente, no hay
variacioneny.

Por otro lado, en el Ejemplo 1.3.7 la derivada de f(x) = \/x parax >0 es la
funcion f'(x) = 1/(2/x). En (0, +o0) la derivada f’ es positiva por lo que f es
creciente alli.

Ejemplo 1.3.8: Halle la funcion derivada de f(x) = 1/x y grafique ambas
funciones. Realice un analisis de los signos de la funcion f’ en relacion
con el crecimiento o decrecimiento de f.

Solucion. En primer lugar notemos que el dominio de la funcion f es R \ {0}.
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3
, | £ = x
1
— ()= —=
1 2/x
— X
-1 1 2 3 4 5
11
Figura 29

Hallaremos f’(x) aplicando la definicion. Para ello, calculamos el cociente
incremental en su minima expresion:
1 1
DY emx x _l( 1 _1)_l(x—x—AX)_ -1
Ax ~  Ax T Ax\x+Ax x/ Ax\x2+xAx

T X2+ XA
Ahora aplicamos limite cuando Ax tiende a cero:

. Ay . -1 -1
lim —= = lim —— = — =-x72.
A)!—»O Ax A)!—>O X2+ xAx  x2 X
Esto es, f'(x) = -x72 siempre que x # 0. Notemos que para todo x € Dy, f'(x)
existe; por lo que en este caso, D¢ = Dy, = R\ {0}.
La grafica de las funciones f y f’ se muestran en la Figura 30.

y
4 | 1
f(x)= X
2 4
— )=
)
2 4 X
Figura 30

En (-c0,0) y en (0, ) f' es negativa, es decir, la pendiente de cada recta
tangente en cada x es negativa, por lo que la funcion f decrece alli.

Esta misma conclusion puede obtenerse independientemente del grafico,
analizando la expresion de f’. Asi, notamos que para todos los x en (-o0,0) y
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en (0, ), f' es negativa por ser el cociente entre una constante negativa y la
potencia de exponente pary base no nula.

El signo de la derivada en un intervalo no necesariamente coincide con el
de la funcion. En el caso de la funcion f(x) = 1/x tanto la derivada como la
funcion tienen signo negativo en (-0, 0), mientras que en el intervalo (0, +c0),
f es negativay f es positiva.

Observacion 12: La definicion de derivada dada corresponde a funciones de
una sola variable independiente. En una seccion posterior veremos como se
extiende este concepto a mas de una variable independiente.

EJERCICIOS 1.3.3

1. Halle la funcion derivada de f(x) = -x% + 4x + 10 y grafique f y f'. Realice
un analisis de los signos de la funcion f’ en relacion con el crecimiento o
decrecimiento de f.

2. En la Figura 31 se representa la primera derivada de la funcion y = g(x), con
x € R*. Con base en la informacion que proporciona el grafico responda
los siguientes items, fundamentando cada respuesta.

y

Figura 31

g(3+h)

. P -g(3 . -
a. ;Existe el }’Im 93)7 En caso afirmativo, ¢cual es su valor?

-0 h
b. ;En qué valores de x, la grafica de g presenta rectas tangentes hori-
zontales?

c. ;En qué intervalo/s la funcion g es creciente?
d. ;En qué intervalo/s la funcion g es decreciente?

e. ;Cambia el signo de g’ a izquierda y derecha de la abscisa de A?
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3. La funcion de demanda de un producto esta dada por p(q) = —%q +1000,
donde p es el precio del producto en délaresy g es la cantidad demandada
en toneladas.

a. Halle la expresion analitica de la funcion ingreso, R = R(q), e indique
su dominio.

b. Calcule R(1000), R’(1000) e interprete los resultados.

c. Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de R.

Existencia y no existencia de la derivada

No debe suponerse que la derivada de una funcion f exista necesariamente

para todos los valores de x de su dominio, dado que se requiere, ademas de

la existencia de f(x), la existencia del limite del cociente incremental. Una

funcion puede tener derivada en algunos puntos de su dominio y en otros

no. Para abordar esta tematica consideremos la expresion para la derivada
e f(a+h)- f(a)
. a+h)-f(a

(a) = lim ———~

'@ h—0 h

siempre que el limite exista.

Si escribimos x = a+h entonces h = x -a. Dado que h se aproxima a cero, la
expresion para la derivada de la funcion f en x = a se puede reescribir como
o i J(X) - f(a)
flay=lim=—a
Por lo estudiado en la Seccion 1.2.3 sobre limites laterales, el limite de arriba

existira siempre y cuando existan y sean iguales los limites laterales.

Definicion 1.3.3 (Derivadas laterales): Cuando x — a por derecha, tendremos
la derivada lateral derecha y la expresamos como:

f(x) - f(a)

fia) = X“JL‘ X-a
siempre que el limite exista.
Cuando x — a por izquierda, tendremos la derivada lateral izquierda y la

expresamos como:
x) - f(a)

fi(a) = lim f(x) - f(a)

X—a- X-a
siempre que dicho limite exista.
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En consecuencia, la derivada en un punto x = a existe si y solo si las
derivadas laterales existen y son iguales. En simbolos:

f'(a) existe < f.(a)y f:(a) existeny f.(a) = f(a).

Asi, si una o ambas derivadas laterales de f en x = a no existen, o bien
existen pero son distintas, la funcion f no sera derivable en x = a.

Definicion 1.3.4 (Situaciones de no derivabilidad de una funcion continua):
Sea f una funcion continua en x = ¢ que no es derivable en x = c. Se dice que
la grafica de f tiene

« un punto anguloso en x = c si las derivadas laterales en x = ¢ existen ambas
(es decir, son finitas) pero son distintas;

- una clspide en x = ¢ cuando las derivadas laterales en x = ¢ son ambas
infinitas pero con distinto signo.

« recta tangente vertical en x = c si las derivadas laterales en x = ¢ son ambas
infinitas y con el mismo signo.

<

/

Punto anguloso. Punto cuspide. Recta tangente
vertical.

\, \ /

Figura 32

Ejemplo 1.3.9: Estudie la derivabilidad de f(x) = |x] en x = 0 y analice qué
sucede con la recta tangente en este punto.
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Solucién. Como se vio al inicio de la Seccion 1.2.3, f se puede escribir como
una funcion por tramos

X sixz0,
f(x)= .
-X six<0,
conDs = R.
Analicemos si existe la derivada en x = 0. Para ello, calculemos el limite
lateral derecho del cociente incremental en x = 0:

lim f0-10) _ lim DL i X -
x—0+ X - x-0+ X x-0+ X  x-0*
Entonces f.(0) existe y es iguala 1.
Calculemos el limite lateral izquierdo del cociente incremental en x = 0:

lim M= lim I lim =X = im -1 = -1.
Xx—0- x-0 x-0- X x-0- X Xx—0-
Luego, f/(0) también existe pero es igual a -1.
Asi, existen ambas derivadas laterales pero son distintas: f;(0) # f2(0). Por
lo tanto, no existe la derivada de f en x = 0y, en tal caso, no hay recta
tangente en x = 0 (ver Figura 33).

No es derivable “1
en x = 0. fx) = 1x]
2 1
N x
-4 =2 2 g
_2 +
_4 +
Figura 33

Ejemplo 1.3:10: Estudie la derivabilidad de f(x) = 3/x en x = 0 y analice la
existencia de la recta tangente en este punto.

Solucién. Observamos que el dominio de la funcion f es R. Calculemos el
limite lateral derecho del cociente incremental en x = 0:

lim f(x)-1(0) _ lim ﬂ: lim x3 = (im i/l=+oo.
x—0* x-0 x-0+ X x—0* x—0* X2
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Como este limite es infinito se interpreta que no existe la derivada lateral
derechay, por tanto, f no es derivable en x = 0. Para analizar la existencia de
la recta tangente, vemos que la derivada lateral izquierda en x = 0 devuelve
también el mismo limite +o y, al ser f continua en x = 0, podemos afirmar
que existe recta tangente vertical en este punto, y su ecuacion es x = 0.

La grafica de f se muestra en la Figura 34 asi como la recta tangente
vertical x = 0.

fix) = 3/x

X

Figura 34

Ejemplo 1.311: Estudie la derivabilidad en x = 1 de

x2+1 six>1,

f(x)

% six<1,

y represente graficamente la situacion.

Solucién. La funcion esta definida en todo R, y al calcular la derivada lateral
derecha para x = 1 vemos que existe pues

- 2 -
i fOU=F() o xe1-2
x—-1+ xX-1 x-1+ xX-1
. X2-
=)(1er11 x-1
- lim x=A)(x+1)
Tt x=1
= lim(x+1)=2.
X1+

Por lo tanto, f.(1) = 2. Veamos si existe la derivada lateral izquierda:

lim f(x):{(1) = tim 222 - lim 2x-1) lim 2 = 2.

x-1- X x-1 X-= x-1 X- X—1-
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Resulta que si existe y es f/(1) = 2 = f.(1).

Por lo tanto, existe la derivada de f en x = 1y su valor es f'(1) = 2.
Concluimos que f es derivable en x = 1y que, en este caso, la recta tangente
en el punto (1, f(1)) = (1, 2) tiene pendiente 2. La ecuacion de dicha recta es
y = 2X.

oV
71 5 .
x“+1 six>1,
el f(x)={2 :
X sixs .
4,,
3,,
2,,
1,,
1 > X
-1 A1 1 2 3
Figura 35

La grafica de las funciones f y la recta tangente en x = 1 se muestran en la
Figura 35.

Ejemplo 1.3.12: Estudie la derivabilidad en x = 0 de la funcion
flx) =3 = 203
y represente graficamente la situacion.

Solucién. Eldominio de lafuncion es D¢ = R, por lo que tiene sentido estudiar
la derivada en x = 0 por ambos laterales. Si bien la expresion no cambia a un
lado y otro de cero, veremos que conviene distinguir ambos casos pues el
signo de x influira en el resultado del limite.

Analicemos la existencia de la derivada lateral derecha en x = 0.

im -0 _ . Vx2-0

x—0* X - x—-0* X -

= lim = +00,
X—=

0 W
Este limite no existe, lo cual nos dice que la derivada lateral derecha en 0
no existe. Podemos concluir, entonces, que esta funcion no es derivable en
x=0.

Si analizamos la existencia de la derivada lateral izquierda, resulta que
tampoco existe, pues se tiene que

lim — = -oo.

1
x—0- {/}
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Los dos limites laterales anteriores indican que las rectas tangentes se vuel-
ven mas y mas empinadas cuando x se acerca a 0: por el lado derecho son
cada vez mas grandes y positivas, mientras que por el lado izquierdo son cada
vez mas grandes en valor absoluto pero negativas. La grafica de la funcion f
presenta una cispide en el punto x = 0y, en este caso, f no presenta recta
tangente vertical, como puede verse en la Figura 36.

No es derivable | ‘ ; ;
enx=0.\ 4 -2 ... 2 4

Figura 36

Ejemplo 1.313: Estudie la derivabilidad en x = 0 de

3x sixz0,

X) =
9(x) 2 six=0

y represente graficamente la situacion y reflexione sobre la existencia de la
recta tangente en x = 0.

Solucion. Notemos que la funcion g dada tiene la misma expresion analitica
a ambos lados de 0, y como solo un punto no respeta la regla, a priori
estudiaremos el limite bilateral. Por tanto,

lim 9%9-90) _ ;0 3X=2 55 2

Xx—0 X - x-0 X x—-0 X
Este limite es infinito y, para determinar su signo, sera necesario analizar los
limites laterales.

Para x < 0, -2/x > 0 por lo que

g(x) - g(0)

iy 20900 _ iy (3-2) o
x—0- x-0 x—=0- X
mientras que para x > 0 es -2/x < 0, de donde obtenemos que

im 9X=90) _ 5, (3 - Z) = o0,
x—0* x-0 x=0° X
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3 0 3x six#0,
X) = )
g 2 six=0.

Figura 37

Concluimos que g’(0) no existe y, en consecuencia, la funcion no es derivable
en el punto (0, 2).

¢Existe la recta tangente en x = 0? Notemos por la Figura 37 que g es
discontinua en este punto, por lo no tiene sentido preguntarnos acerca de
ello.

EJERCICIOS 1.3.4
1. Estudie la derivabilidad de las funciones en los puntos indicados. En el
caso que exista, de la ecuacion de la recta tangente en el punto.

a. f(x)=|x-2]enx=2.
x2+1 six<0,

b. f(x)= . enx=0.
1 st x>0,

¢ f(x)=yxenx=1
-x2+4 sixs-1,

d. f(x)=[ enx=0.

-2x+1 six>-1,

2. Analice la existencia de la derivada lateral derecha de la funcion f(x) = \/x
enx=0.

3. Organizados por el docente en grupos de trabajo, propongan diferentes
funciones continuas para estudiar la derivabilidad en un punto conocido.
Expliciten en la pizarra sus respuestas y sométanlas a debate con sus
companeros.
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Derivabilidad y continuidad

En ejemplos anteriores se estudiaron muchas funciones continuas pero no de-
rivables en determinados puntos. Esto muestra que no toda funcion continua
es derivable, lo que graficamente se evidencia en funciones cuyas graficas pre-
sentan puntos angulosos, clspides, o bien poseen rectas tangentes verticales
en algln punto.

La continuidad no es, entonces, suficiente para garantizar la derivabilidad
de la funcion. Sin embargo si es una condicion necesaria. Es decir, que si f es
derivable en un punto, entonces resulta continua alli.

Teorema 1.3.2 (Condicion necesaria de derivabilidad): Si f es una funcion
derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

El contrarreciproco del teorema anterior proporciona una estrategia Gtil
para el analisis de la derivabilidad de una funcion en un punto.

Corolario 1.3.3: Si la funcion f es discontinua en x = ¢, entonces f no es
derivable en x = c.

iCuidado! Si sabemos que una funcién no es derivable en un punto de su
dominio, no podemos decir que no puede ser continua alli. El claro ejemplo
de ello es la funcion valor absoluto, estudiada en el Ejemplo 1.3.9, que no es
derivable en x = 0 pero si continua en x = 0. Asi, se debe tener cuidado en
como se utiliza el corolario anterior.

Ejemplo 1.314: La funcion f del Ejemplo 1.2.2 de la Seccion 1.2,

70 x2+2x-1 sixz1,
X) =

3 six=1,
es discontinua en x = 1, por lo que no puede ser derivable alli. Sin embargo,
en los demas puntos sera derivable, con

f'(x)=2x+2, x=1.

Ejemplo 1.315: La funcion del Ejemplo 1.3.13,

3x six=#0,

g(x) = [2 six=0,

vimos que no era derivable en x = 0 por definicion. Sin embargo, como no
es continua en x = 0, ahora podemos afirmarlo gracias al Corolario 1.3.3
probando que es discontinua en x = 0. Esto es sencillo de comprobar pues
el limite de g existe en x = 0:

limg(x)=1lim3x=3.0=0,
x—0 x—0
12



pero g(0) = 2 # 0. Tiene una discontinuidad evitable en x = 0 como se observa
en la Figura 37.

Es conveniente comentar un error com(n que aparece cuando estudiamos
la derivabilidad de una funcion, para lo cual veremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.316: ;Es correcto afirmar que f'(x) = 2 entodo x € R para la funcion

2X six<0,
5

f(x) =

“lox+1 sixz0

Solucion. La respuesta es negativa. Si bien cada tramo de la funcion corres-
ponde a una funcion polinomica de grado 1, con pendiente 2, es posible decir
que la derivada es igual a 2 solo para los valores de x # 0.

De hecho, f es discontinua en x = 0 porque

lim f(x)=0 pero lim f(x)=1#0.
X—0- X—0*

Asi, por el Corolario 1.3.3 sabemos que entonces f’'(0) no existe y, en conse-
cuencia, f'(x) = 2 para todo x # 0. Graficamos la derivada junto a la funcion
en la Figura 38.

—y=f(x)
—y=f'(x)

Figura 38

iCuidado! Mas generalmente, si sabemos que f’ existe para todos los va-
lores de x a izquierda y derecha de ¢, cercanos, y tenemos una expresion
para f'(x) en cada uno de esos x, excepto para x = ¢, es erroneo calcular
f'(c) = lim,_. f'(x). Si esta igualdad valiera, esto hablaria de que la funcion f*
es continua en x = c. Pero existen funciones que son continuas y derivables
que poseen funciones derivadas que no son necesariamente continuas. Aun-
que los ejemplos de este hecho escapan a los contenidos de este curso, es
necesario enfatizar que es incorrecto calcular una derivada tomando limite
sobre la funcion derivada en puntos cercanos.
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Ahora bien, cuando sabemos de antemano que f es continuaen x = ¢,y
queremos analizar la derivabilidad de f en x = ¢, si podemos hacer uso del
comportamiento de f'(x) alrededor de x = ¢, siempre que f’ exista como
funcion cerca de dicho valor.

Esto sera particularmente Gtil cuando f es continua en x = ¢ pero no
derivable alli, y querramos clasificar el tipo de situacion que se evidencia en
la grafica de f en x = c: punto anguloso, clispide o recta tangente vertical.

Las condiciones para hacer dicho analisis se presentan en el siguiente
resultado. Deberemos tener muy presente que las mismas son, en general,
suficientes pero no siempre necesarias (Carena, 2024). A pesar de ello, nos
ayudaran a decidir mas sencillamente lo que ocurre con f en un punto de no
derivabilidad, principalmente en los casos de clspides y rectas tangentes
verticales.

Proposicion 1.3.4: Sea f una funcion continua en x = ¢ y supongamos que f’
existe en un intervalo que contiene a x = ¢ pero no en x = ¢. Consideremos
I=1lim f'(x), D= lim f'(x).

X—=>C X—>cC*

1. Sily D existen (ambos son nimeros reales) y son distintos, f tiene un punto
anguloso en x = c.

2. Sil=+00yD =-00,0bienl =-c0oyD = +o0, la grafica de f presenta una
clspide en x = c;

3. sil=D=+00,0bien|=D = -0, la grafica de f presenta una recta tangente
vertical en x = c.

Ejemplo 1.347: Haciendo uso de la Proposicion 1.3.4 podemos volver a clasificar
las situaciones dadas en los ejemplos 1.3.9, 1.3.12 y 1.3.10, respectivamente.

1. Para la funcion f(x) = | x| tenemos que

00 -1 six<0
X) =

1 six>0,
de donde es inmediato que I = limy_ - f'(x) = -1y D = lim,_q f'(x) = 1.
Ambos limites existen, pero son distintos, por lo que en x = 0 la grafica de
f presenta un punto anguloso.

2. Enelcaso de lafuncion f(x) = 3/ x2, tenemos que f'(x) = 2/3-x""3parax 2 0
y resulta que I = lim,_,o f'(x) = -0 mientras que D = lim,_ . f'(X) = +oo.
Segln la proposicion anterior hay una cispide en x = 0.

3. Para la funcion f(x) = 3/x resulta que f'(x) = 1/3 - x2/3 siempre que x # 0.
De esto se desprende que I = D = +o0 y entonces podemos comprobar que
hay una recta tangente a la grafica de f en x = 0 que es vertical.
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EJERCICIOS 1.3.5

1. Decida si puede aplicar el Corolario 1.3.3 para determinar la no derivabilidad
de f en x = c. De lo contrario, realice un analisis adecuado de la funcion
para comprobar su no derivabilidad en dicho punto.

x2-9 .
Sl X #-3,
a. f(x)={xs3 en x = -3.
0 six=-3,

2x+5 six>1,

b. f(x)= ‘ enx=-7.

8-x sixg1,

X2-bx+b .
— sIX<2,
c f(x)= [ x-2 enx=2.

2-X sixz2,

d. f(X)=‘W six>0, en x

0 six<O,

0.

2. Encuentre el/los valor/es de m para que la funcion

x) X2 six<3,
X) =
J mx-9 six>3,

resulte derivable en x = 3.

3. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justifi-
cando adecuadamente su respuesta.

a. Existe una funcion que es continua en x = 0 pero no derivable alli.

b. Existe una funcion derivable en x = 0 que no es continua alli.

c. Si f esta definida en x = c y presenta una asintota vertical en x = c,
entonces f tiene una recta tangente vertical en x = c.
4x%2 six<0,

. es continuay no derivable en x = 0.
3x sixz20

d. Lafuncion f(x) = [

.. 4x+1 six<0,
e. La funcion f(x) = [ 4(x+1) six20

fi £ =l £ =4

es derivable en x = 0 pues

4. Estudie la derivabilidad de la funcion h(x) = |x| +a, con a € R.
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REGLAS DE DERIVACION

El calculo de la derivada de una funcion en un punto o de la funcion derivada
mediante la definicion puede resultar tedioso. Si una funcion esta construida
a partir de funciones mas simples, entonces su derivada puede ser hallada a
partir de las funciones mas simples que la integran. Ya hemos calculado deri-
vadas de algunas funciones sencillas a partir de la definicion. A continuacion
desarrollaremos reglas basicas para calcular la derivada de funciones ele-
mentales asi como las reglas combinadas para derivar un miltiplo constante
de una funcion, o funciones construidas en base a procesos algebraicos de
suma, resta, producto y cociente.

Derivadas de funciones potencia

Comenzaremos mostrando que la derivada de una funcion constante es cero.
Sea y = f(x) = ¢ para todo x € R, siendo ¢ una constante. Entonces

Y LB -FO) iy €€ i

— =0.
dx ax-o0 AXx Ax—0 AX Ax—0 AX

Asi, f'(x) = 0 para todo x € R, es decir, la funcion derivada es la funcion que
es constantemente cero.

Ejemplo 1.4.: Halle la derivada de las siguientes funciones:
1. f(x) = In(2) 2.9(x)=m 3.h(x) = /5.

Solucion. Notemos que estas funciones son constantes. Por tanto, sus deri-
vadas existen en todo punto y son todas la funcion cero: f'(x) =0,g’(x)=0y
h'(x) = 0 para todo x € R.

La siguiente regla que veremos da una formula para hallar la derivada
de «x elevada a una potencia constante», es decir, la derivada de f(x) = x",
donde n es un nimero real arbitrario. Una funcion de esta forma se llama
«funcion potencia».

Comenzaremos trabajando con exponentes enteros positivos para luego
generalizar a todo niimero real.

Sea y = f(x) = x, es decir, n = 1. Su derivada es

Y _ i T - FO) gy X AX X Ay

dx ax—o0 Ax AX—0 Ax Ax—0 AX

en cualquier valor de x. Asi, f'(x) = 1, es decir, la derivada de f(x) = x" es la
funcion constantemente uno.
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;Qué se obtiene cuando n = 2? En este caso es y = f(x) = x?, y su derivada
vendra dada por

dy . (x+Ax)?-x?
dx Al)!TO Ax
X+ 2xAx + (AX) - X
= lim
Ax—0 Ax
- lim Ax(2x + AX)
Ax—0 Ax
= lim (2x + Ax) = 2x,
Ax—0

que existe para cualquier x € R.

Procediendo de forma similar, podemos ir aumentando de uno en uno
el exponente de la funcion potencia f(x) = x" para calcular la derivada,
obteniendo los resultados de la Tabla 9.

Tabla 9. Derivadas de f(x) = x" para n entero positivo

Exponente 1 2 3 4 5 n

Derivada 1 2x  3x2  4x3 5x* .. nx"?

Se observa que la forma general de la derivada de x" esn - x", x € R.

Ejemplo 1.4.2: La derivada de f(x) = x" es f'(x) = 15x"4, para todo x € R,
mientras que la derivada de h(x) = x99 es h’(x) = 1000x°°°, para todo x € R.

Lo observado para potencias enteras positivas es también valido para
cualquier exponente real.

Teorema 1.4.1: Si n es cualquier nimero real y f(x) = x", entonces su derivada
es f'(x)=n-x"", donde f’ esté definida.

Esto es, la derivada de una potencia constante de x es igual al producto
del exponente por x elevada a un exponente disminuido en una unidad con
respecto al de x en la funcion original.

Ejemplo 1.4.3: En el caso de exponentes no naturales, corresponde escribir
los exponentes de la forma dada en el teorema anterior.

1. Para derivar f(x) = 1/x?, se escribe f(x) = x> de modo que su derivada es
f'(x) = (-2)x~3 para todo x # 0.

2. Para derivar y = y/x, se escribe y = x'/2 de modo que su derivada es
dy/dx = 1/(2/x) para todo x > 0.

3. Laderivadadey = x/2 es y' = \/fx‘/i‘1 para todo x > 0.
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EJERCICIOS 1.4.1
1. Halle la derivada de las siguientes funciones usando la regla para derivar
una funcion potencia y explicite las restricciones adecuadas.

a. f(x) = I b. w(t) = In(e®).
c.g(2)= Zi 7%, d. h(t) = e>'n(®),

2. Pruebe que las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de y = x°
son positivas para todo x # 0. ;Qué sucede en el caso de la funcion y = x*?

Reglas generales de derivacion

Vamos a empezar a combinar funciones para obtener mas reglas de derivacion
y so6lo demostraremos las mas sencillas.

Seany = f(x) ey = g(x) dos funciones derivables en x, y sea ¢ una constante.
La derivada de h(x) = cf(x) es h'(x) = cf'(x). En efecto, si f es derivable en x
sabemos que existe el siguiente limite

< fx+Ax) - f(x) o,
AE!TO AXx = (%),
y aplicando la definicion para h tenemos que

lim h(x + Ax) - h(x) i} c-f(x+Ax)-c-f(x)

Ax—0 Ax Al)ETO AXx
_ | i F(X*DAX) - f(X)
- C(Al;ino Ax )
=cf'(x),

donde hemos usado la propiedad 2 de limite. Concluimos entonces que h’(x)
existey es h’'(x) = cf'(x). En otras palabras, (cf)'(x) = cf'(x) para cada x donde
f'(x) existe.

La derivada de h(x) = f(x)+g(x) es h'(x) = f'(x) +g'(x). Como f y g son deri-
vables en x, los limites f'(x) y g'(x) existen, por lo que usando la propiedad 1
de limites resulta que

h(x+ 80 - h(x) _

y Fx+ ) + gOx + %) - (F(X) + g(x)

lim

Ax—0 AX Ax—0 Ax
= im Y 8%) - f(x)) + (g(x + Ax) - g(x))
Ax—0 Ax
i FOCB0 £ gl 80 - g(0)
AXx—0 AX Ax—0 Ax
= f'(x) + g'(x).
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Por lo tanto, h’(x) existe y es igual a f'(x) + g’(x) en cada x donde fy g son
derivable. Lo podemos expresar también como (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x) para
cada x donde existen tanto f’(x) como g’(x).

Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2: Si f y g son dos funciones derivables en x, y ¢ es una constante,
entonces cf, f +gy f - g son derivables en x. Mas ain:

d(cf) _ df

dx dx
, df+9) _df  dg
odx dx dx
, df-9)_df dg
T dx dx dx

Estas son «la derivada de una constante por una funcion es igual a la cons-
tante por la derivada de la funcién» y «la derivada de la suma (o diferencia)
de dos funciones es la suma (o diferencia) de las derivadas de las funciones».

Ejemplo 1.4.4: Halle la derivada de la funcion
y(x) = x° + In(2)x?
en todos los valores en los que exista.

Solucién. Aquila funcién y es la suma de las funciones x° y In(2)x2, ambas
derivables en todo x real. Por lo tanto, la suma también es derivable en
todo x por el teorema anterior. Aplicando en cada término las reglas vistas
anteriormente tenemos que

dy _dx® _d(In(2)x?)
dx ~ dx dx

dx?
_Cy b ax=
=5x% +1n(2) ax
=5x* +(n(2) - 2x
=5x*+21n(2)x.

Ejemplo 1.4.5: Halle la derivada de la funcion
£)=5vt-
w(t) = )

en todos los valores en los que exista.
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Solucién. En este caso la funcion w = w(t) tiene dominio en (0,) y es la
resta de las funciones Sﬁy 1/t% = t2. Estas funciones son derivables simul-
taneamente cuando t > 0. Por lo tanto, la resta también es derivable para
cada t > 0. Si aplicamos las reglas anteriores obtenemos que

dw _ d(5/1) _d(t?)
dat - dt dt

_5__( Z)t—Z‘I
2/t
51 2
2\/’ 3’

para cadat > 0.
Ejemplo 1.4.6: Halle la derivada de la funcion
z(x) = X 6+ 6x 6

en todos los valores en los que exista.

Solucién. La funcién z = z(x) es suma de dos funciones, 1/6x® y 6x7'/¢, de
donde observamos que D, = (0, o). Cada una de ellas es derivable para x > 0,
por lo que se aplica la regla de la derivada de la sumay resulta que

dz _ d(%x6) . d(6x1/%)

dx ~ dx dx
Ve e (1) 706
-ﬁﬁx+6(5)x
= x5 - xS,

para cada uno de esos valores de x.

Hasta ahora hemos derivado funciones resultantes de sumar, restar o
multiplicar por un nimero real una o varias funciones simples y vimos las
reglas de derivacion para estos casos. También podemos combinar funciones
mediante el producto o cociente de dos o mas. A continuacion se dan las
reglas para obtener sus derivadas.

Teorema 1.4.3:Si f = f(x) y g = g(x) son dos funciones derivables en x,
entonces f - g es derivable en x,y f/g, siempre que g(x) # 0, es derivable en
x. Ademas, se verifica que:

dflg) o915

A9 I o ; do _
% ~dx g2

dx  dx

1.
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En otras palabras, la derivada de un producto de dos funciones es igual a
la derivada de la primera funcion por la segunda funcion sin derivar, mas la
primera funcion sin derivar por la derivada de la segunda funcion.

Por otro lado, la derivada de un cociente de dos funciones es igual a la
derivada de la funcion del numerador por la funcion del denominador, menos
la funcion del numerador por la derivada de la funcion del denominador,
todo ello dividido por el cuadrado de la funcion del denominador.

Ejemplo 1.4.7: Halle las derivadas de
y(x) = (5x2 + 2x)(y/x + 3x)
mediante la regla del producto, siempre que sea posible.

Solucion. En primer lugar identificamos las funciones que forman el producto,
las cuales son f(x) = 5x2+2xy g(x) = \/x+3x. Sus derivadas se pueden calcular
con las reglas vistas en el Teorema 1.4.2, obteniendo

df

d—X=10x+2 y

dg _ 1
dx  2./x

donde la primera existe en todo x pero la segunda solo para x > 0. Luego, y
sera derivable en cada x > 0.

Aplicamos a continuacion la regla del producto para obtener dy/dx, lle-
vandola hasta su minima expresion:

+3,

%=(5x2+2x)-(

_ 5x2
2/x
= gx3/2 +15x2 + /X + 6x + 10x3/2 + 2,/x + 30x2 + 6x

= 22—5x X + 3y + 45x2 + 12x.

1
2\/}+3)+(\/}+3x)-(10x+2)

+15x2+%+6x+10x\/}+2\/}+30x2+6x
X

Notemos que, en este caso, podriamos haber desarrollado primero el
producto de funciones, y luego derivado usando las reglas dadas en el Teore-
ma 1.4.2. Se deja al lector comprobar que se obtiene el mismo resultado.

Ejemplo 1.4.8: Halle las derivadas de

R(t) = (t1/2 + 4¢2) .

~| =

mediante la regla del producto, siempre que sea posible.
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Solucién. Ahora, R(t) = f(t) - g(t), siendo f(t) = t1/2 + 42 y g(t) = t'. Estas
funciones tienen las siguientes derivadas

%- '%rm vat, y Qo2

dt dt

La primera de ellas existe para todo t > 0 mientras que la segunda existe
siempre que t # 0.

Mediante la regla del producto obtenemos dk/dt para cadat > 0, donde
las derivadas de cada factor existen:

dr . i af 1.
- (12 + 422) (-£2) + 1 (_Et 3/2 +8t).

Aplicamos propiedad distributiva y reducimos la derivada:

1

dk _ 512 _ 4 - 5t-s/z +8 = _;t—S/Z + 4,

En
Observemos que en este caso podriamos haber aplicado también la pro-
piedad distributiva al principio, quedando la funcién k(t) = t3/2 + 4t, para
luego derivar la sumay los calculos serian mas sencillos. O también se podria
haber escrito a la funcion como un cociente de funciones, f como antes y
g(t) = t, para aplicar la regla para el cociente, teniendo cuidado de verificar
las condiciones del Teorema 1.4.3.

Si bien en los ejemplos anteriores es posible evitar usar la regla del pro-
ducto pues las funciones se pueden reescribir inicialmente de una forma mas
sencilla, no siempre podremos hacer esto. Es asi que es conveniente tener
presentes todas las reglas para usar la mejor en cada situacion.

Ejemplo 1.4.9: Obtenga la derivada de la funcion
6-x
y(x) = X2 -6
utilizando la regla del cociente siempre que sea posible.

Solucién. Primero identificamos las funciones f y g de modo que y = f/g.
Obtenemos las derivadas de f y g, para finalmente aplicar la regla del cociente
para los valores donde g # 0 y donde ambas derivadas existan.

Para y(x) = (6 - x)/(x? - 6) consideramos f(x) = 6 - x y g(x) = x? - 6, siendo
f'(x) = -1y g’'(x) = 2x, ambas derivables en todo x. Como g(x) = 0 cuando
x = +/6, la funcién y sera derivable en todo su dominio.
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Tenemos que
dy _ (=1)(x*-6) - (6 - x)(2x)
dx (x2 - 6)2
_-x2+6-12x+2x?
(- 6
_X>-12x+6

por regla del cociente.

Ejemplo 1.4.40: Obtenga la derivada de la funcion

10t
y(t)_ 5_2t

utilizando la regla del cociente siempre que sea posible.

Solucién. Primero identificamos las funciones f y g de modo que y = f/g.
Obtenemos las derivadas de fy g, para finalmente aplicar la regla del cociente
para los valores donde g # 0 y donde ambas derivadas existan.
En este caso, f(t) = 10t, g(t) = 5-2t, f'(t) = 10y g'(t) = -2. Aplicamos la
regla del cociente
dy _ 10(5 - 2t) - 10t(-2)
dt (5-2t)2
50 -20t + 20t
T (5-2t)
50
(5 - 2t)2

paracadate D, =R\ {5/2}.
Ejemplo 1.4.11: Determine los puntos sobre la curva y = (x + 1/x) - (x? + 6x) en
donde las rectas tangentes tengan una pendiente de -8 unidades.

Solucién. Para obtener la derivada de la funcion dada aplicamos la regla
para derivar el producto de dos funciones. Sean

u(x)=x+%=x+x‘1 Yy v(x)= X%+ 6x.

Entonces u’(x) = 1+(-1)-x"2y v’(x) = 2x + 6. La derivada de u existe para todo
x #0,yladev paratodo x en R.
A continuacion, hallamos y’:

O {11} 00
=2X2+6X+2+9+X2+6X—1—§
X X

=3x2+12x+ 1.
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Para obtener los valores de x donde la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcion es -8 resolvemos la ecuacion 3x% + 12x + 1 = -8, la cual
equivale a buscar las raices de 3x2 +12x +9 = 0, que son x; = -1y X, = -3.

Para x; = -1, ¥, = y(-1) =10,y para x, = -3, y, = y(-3) = 30. Asi, los puntos
buscados son (-1,10) y (-3, 30).

Ejemplo 1.4.12: Determine la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la
funcion g(x) = (x> - 4)/(x? + 1) en x = -2.

Solucién. En este caso aplicamos la regla para derivar el cociente de dos
funciones. Sean u(x) = x> -4 y v(x) = x2 +1; entonces u’(x) = v'(x) = 2x. Ambas
derivadas existen para todo x en R. A continuacion, hallamos y’:

dy 2x-(x>+1)-(x2-4)-2x _ 10x

dx (x2+1)2 T (x2+1)2’

la cual existe siempre porque v(x) # 0 en todo x.
Para obtener la pendiente de la recta tangente evaluamos la derivada en
x = -2, obteniendo que la misma es m = g'(-2) = —g. Como y(-2) = 0, la

. 4 4 8
ecuacion de la recta tangente es y = —g(x +2)= X o

EJERCICIOS 1.4.2

1. Aplique las reglas de derivacion para hallar las derivadas de las siguientes
funciones. Para cada caso indique los valores de la variable para los cuales
dichas expresiones son validas.

a. f(x) = (3x + 7)(5 - x2). b. g(x) = ";

c h(t)=t-(t2+9). d. z(t)=2[net+%.

e.p(x) = a+bx", conx >0yaybfqt)= at:s:+c, a, by c constantes.
constantes.

g. h(x) = % - (x2 +5) - (x3 - 2x). h. u(y) = (y + ;3_/) -(v? - 5y).

. _ (22+1)(22+3) . - -3 t3-1

L f(2) = 3.1 J-9(t) 241 242"

2. Halle la derivada de las siguientes funciones, siendo f(x) = x*y g(x) = x~'/3,
Indique todos los valores en donde h’ existe.

a. h(x) = \2f(x). b. h(x) = e* + f(x) - g(x).
c. h(x) = mg(x) - 2f(x) - 3g(x). d. h(x) = % + 3f(x).
e h(x) = f(x) % £ h(x) = f2(x).
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10.

. Si f(x) = 2/x, halle el o los puntos en los cuales la recta tangente a la

grafica de f es paralela a la recta y + 8x - 2 = 0. Encuentre la ecuacion de la
recta tangente. Grafique.

. ¢Acaso la grafica de y = x3 + 1/x3 tiene rectas tangentes horizontales en

los puntos (-1,-2) y (1, 2)? Justifique adecuadamente.

. Considere la funcién f(x) = 3x3 - x + 2 y halle la ecuacion de las rectas

tangentes horizontales a la grafica de f. Con la ayuda de GeaGebrg,
represente la funcion f, y utilice el comando «Tangente» con un punto
sobre la curva para determinar los intervalos donde la pendiente de la
recta tangente es positiva y donde es negativa.

. Sea la funcién f(x) = # cona>0.

a. Analice el signo de la derivada en su dominio.

b. Relacione lo obtenido en el item anterior con crecimiento y decreci-
miento de f.

c. Con ayuda de GecxGebra grafique la funcion y su derivada.

. Dada la funcion g(x) = 1’(7, la cual representa a un tipo de curva denomi-

nada serpentina, halle los puntos donde la misma posee rectas tangentes
horizontalesy sus ecuaciones. Utilizando GeGebra, grafique la funcion,
las rectas tangentes halladas y la funcion derivada primera. Interprete lo
que observa graficamente.

. Encuentre las condiciones sobre las constantes a, b, c y d para que la grafica

del polinomio f(x) = ax3 + bx? + cx + d tenga:

a. exactamente dos tangentes horizontales,
b. exactamente una tangente horizontal y

¢. ninguna tangente horizontal.
Ejemplifique todos los items anteriores.

Determine una funcion de la forma y = f(x) = ax? + bx + ¢ cuya grafica tenga
una interseccion con el eje de abscisas en x = 1, una interseccion con el
eje de ordenadas en y = -2 y una recta tangente de pendiente -1 en la
interseccion con el eje de ordenadas.

Determine la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones. Justifi-
que cada una de ellas.

a. La pendiente de la recta tangente a la funcion f(x) = X':—X1, k>0,en
x =0 es 1 para algln valor de k.
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b. Si f = f(x)y g = g(x) son funciones derivables en R siendo g(x) # 0, y
h = g +a- f con a constante no nula, entonces h'(x) = a- (ﬂ )

gZ
c. Siendo f(2)=-3,9(2) = 4, f'(2) =-2y g'(2) = 7, entonces la derivada
de h=5f-4g+f-gevaluadaen?2es-1.

ANALISIS MARGINAL

Una relacion entre variables economicas se puede expresar por medio de
una funcion. Se admite corrientemente que se trata de funciones derivables
en sus dominios.

En economia, considerando la funcion y = f(x), es frecuente estudiar la
variacion de la variable y con respecto a la variable x utilizando los conceptos
de tasa de cambio promedio y el concepto de «marginalidad». EL primero ex-
presa la relacion por cociente entre la variacion de y en un intervalo completo
de valores de x, mientras que el segundo se refiere a la variacion o cambio
en y en el «margen», es decir, para cambios muy pequenos en x a partir de
un valor dado. Asi, el costo medio expresa la relacion por cociente entre el
costo total de una determinada produccion en un intervalo productivo. El
costo marginal permite medir aproximadamente el cambio que experimenta
el costo cuando, en cierto nivel de produccion, esta varia en una cantidad
muy pequena.

El concepto marginal solo tiene sentido como limite de la tasa de cambio
promedio cuando la variacion en x tiende a cero, es decir, cuando Ax — 0.
Por tanto, esta asociado a la derivada de la funcion que relaciona y con x.

De ahora en adelante, cuando nos refiramos a cantidad utilizaremos la
variable g y designaremos al precio con la variable p siguiendo la bibliogra-
fia especifica de economia. Aclaramos que todos los ejemplos y ejercicios
relacionados con economia se dan bajo ciertos supuestos de modo que nos
permitan trabajar con funciones sencillas.

Costo marginal
El costo total es la suma de los costos variables y los costos fijos. Los costos
fijos representan la suma de todos los costos que son independientes del

nivel de produccion, como la renta o los seguros. Estos costos deben pagarse
independientemente de que la empresa produzca o no, mientras que los
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costos variables son la suma de todos los costos dependientes del nivel de
produccion, como mano de obra y materiales.

Asi, la funcion de costo total de un fabricante, C = C(q), proporciona el costo
total C de producir g unidades de un producto. Si se aumenta la cantidad
producida a partir de un cierto nivel de produccion en un incremento Ag, el
incremento correspondiente al costo sera AC y el cociente AC/Aq representa-
ra la tasa promedio de cambio del costo. Segln el signo que tenga AC el costo
tendra un aumento (positivo) o una disminucion (negativo). El aumento o la
disminucion del costo por cada unidad de produccion adicional o anadida
sera entonces la razon AC/Aq. Es decir, el costo medio o tasa de cambio
promedio del costo correspondiente a un cambio en la produccion desde g a
g +Aq.

A medida que el incremento de la produccion se hace mas pequeno se
tiene la tasa de cambio del costo en el margen de la produccion g, el cual
es el limite de AC/Aq cuando Ag — 0, y esto no es mas que la derivada
del costo con respecto a la produccion. Esta derivada se denomina costo
marginal de la produccion g, lo que en simbolos expresamos como

dc . AC
C(@)=—=lim —.

(a) dg ag-0Ag

La misma se interpreta como la variacion aproximada del costo para una
unidad adicional producida a partir de un nivel de produccion determinado.

En resumen, AC/Aq es la tasa promedio del costo mientras que C’(g) es la
tasa instantanea del costo o costo marginal.

Ejemplo 1.54: Suponga que C(q) = 0.2g% + 8 es una funcion de costo, donde
C esta expresado en miles de dolares y g en unidades. Entonces el costo
marginal esta dado por la funcion C’(q) = 0.4q y, por ejemplo,

« elvalor C'(10) = 4 significa que si se aumenta la produccion de 10 unidades
en una unidad adicional, el costo total aumentara en, aproximadamente,
4000 dolares. Es decir, la unidad adicional «casi» cuesta 4000 dolares.

« Por otro lado, C'(5) = 2, lo que indica que el costo aumenta aproximada-
mente 2000 doblares si se aumenta la produccion en una unidad a partir de
5 unidades.

Costo promedio marginal

Si C es el costo total de producir q unidades de un producto, el costo promedio
por unidad es C(q) = C(q)/q. Se deduce que el costo total es el producto del
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niimero de unidades producidas por el costo promedio unitario, C(q) = gC(q),
de modo que el costo promedio marginal esta dado por

— dc . AC

C(a)= dq ~ AqITO Ag’

Ejemplo 1.5.2: Retomando la funcion de costo del ejemplo anterior, la funcion
de costo promedio esta dada por

_C(g) _0.2¢>+8

C(q) q q

8
=0.2g + —.
9 q
La derivada nos dara la funcion de costo promedio marginal, E'(q) =0.2-8/q%
Entonces

. E'(10) = 0.12 significa que si se aumenta la produccion de 10 unidades
en una unidad adicional, el costo promedio aumentara en 120 dolares
aproximadamente. Es decir, la unidad adicional, en promedio, cuesta apro-
ximadamente 120 dolares.

Es necesario distinguir las interpretaciones de C’(10) yfl(10). La primera se
refiere a la variacion aproximada en el costo total al aumentar la produccion
de 10 unidades a 11 unidades, mientras que la segunda refiere al incremento
promedio aproximado por unidad al aumentar la produccion de 10 a 11
unidades.

« Por otra parte se tiene que E'(S) = -0.12, lo que muestra que el costo prome-
dio disminuye 120 dolares, aproximadamente, si se aumenta la produccion
en una unidad a partir de 5 unidades.

En este caso, si bien al aumentar la produccion en una unidad a partir de
5 unidades el costo aumenta aproximadamente en 2000 dolares, el costo
promedio por unidad adicional disminuye aproximadamente 120 dolares.

Ingreso marginal

La ecuacion de demanda de un bien cualquiera, bajo determinadas condi-
ciones, suele expresarse como una relacion entre el precio p y la cantidad
demandada q. Es habitual escribirla como una funcion p = p(q) que es con-
tinua y decreciente respecto de la cantidad demandada (o simplemente
demanda), g.

El ingreso total es también una funcion continua de la demanda. Se utiliza
la letra R para designar al ingreso debido a la voz inglesa «revenue»; asi,
escribiremos al ingreso total como R(q) = g - p(q).
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Si se aumenta la cantidad demandada y vendida, a partir de un cierto nivel
de ventas, en un incremento Ag, entonces el incremento correspondiente al
ingreso sera ARy el cociente AR/Aq representara el ingreso medio o tasa de
cambio promedio del ingreso correspondiente a un cambio en la demanda
desde g a g + Ag.

A medida que el incremento de la demanda se hace mas pequenio, es decir,
cuando Ag — 0, tendremos la derivada del ingreso con respecto a la demanda,
la cual se denomina ingreso marginal. En simbolos, el ingreso marginal es

, dr . AR
R(q) = dg - Al(;TO A’

Este valor tiene sentido matematico cuando el ingreso y la demanda varian
de una manera continua, pero puede considerarse como un valor aproximado
de la variacion del ingreso que corresponde a un pequeino aumento en la
demanda, desde un nivel determinado de la misma.

En conclusion, AR/Aq es la tasa promedio del ingreso mientras que R'(q)
es la tasa instantanea del ingreso o ingreso marginal.

El ingreso marginal, en este caso, es una funcion de q y su valor depende
siempre del nivel particular de la cantidad demandada considerada.

Para el caso en que la ecuacion de demanda se exprese en funcion del
precio p, es decir, g = q(p), el ingreso sera una funcion del precio, R(p) = p-q(p).

En tal caso,
dr . AR
R'(p) = — = lim —
() dp ap-o0Ap
es la tasa instantanea de variacion del ingreso respecto del precio, pero nos

referiremos a ella como ingreso marginal.

Ejemplo 1.5.3: La funcion de demanda de un determinado producto esta dada
por p = 1000 - g2, donde g representa la cantidad de unidades demandadas y
p el precio unitario expresado en u.m. Determine la funcion ingreso marginaly
calcule su valor cuando el precio de venta del producto es 775 u.m. e interprete
el resultado en términos econémicos.

Solucion. Primero, hallamos la expresion de la funcion ingreso R(q) = g(1000-
g?). A continuacion, derivamos R(q) para obtener la expresion de la funcion
ingreso marginal.

R'(q) = 1000 - g2 + g - (-2q) = 1000 - 3¢*

La funcion R’(g) necesita como parametro un valor de g. Dado que p = 775,
obtenemos q a partir de la funcion de demanda:

775 = 1000 - g2
-225 = -q?
V225=|q] = q=15
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pues g > 0.
Evaluamos para g = 15, obteniendo R’(15) = 325. Este resultado se puede
interpretar de dos formas:

« Cuando el precio es 775 u.m. y se incrementa la venta en una unidad, el
ingreso aumenta en 325 u.m. aproximadamente.

« Por la venta de una unidad adicional a partir de 15, el ingreso aumenta
aproximadamente 325 u.m.

Ejemplo 1.5.4: El azlicar es un producto esencial en el mercado doméstico de
Argentina y, Gltimamente, la demanda se vio comprimida por la contraccion
de los ingresos. No obstante, el consumo per capita tomando el promedio
de mas de una década se ubica en torno a los 40 kg/per capita/ano, siendo
este valor casi el doble del consumo mundial, que se encuentra en 24 kg
per capita/afo (segin el Centro Azucarero Argentino). La Tabla 10 muestra
la cantidad de ventas totales en Argentina y el precio de venta del azlcar al
inicio de los tres primeros meses de 2021.

Tabla 10
Mes y afio Precio por kg (en$) Demanda (en millones de kg)
Enero 2021 88 10
Febrero 2021 86 1
Marzo 2021 84 12

Formule la funcion de ingreso total en términos del precio, comprobando
previamente que la demanda sigue un modelo lineal, y calcule la tasa de
variacion del ingreso para los precios del inicio de cada mes. ;A partir de qué
precio el ingreso deja de aumentar y empieza a disminuir?

Solucion. Lafuncion ingreso esta determinada por el producto entre el precio
y la demanda. En la tabla identificamos dos unidades de referencia: el precio
por kg se expresa en pesos y la cantidad vendida en millones de kg.

Para comprobar que la demanda sigue un modelo lineal, calculamos las
pendientes de a dos puntos, esto es:

11-10 _12-11 _12-10 _ 1
86-88 84-86 84-88 2

Otro procedimiento posible es elegir dos puntos cualesquiera, determinar la
ecuacion de la recta que pasa por ambos y comprobar luego que el tercer
punto pertenece a la recta.
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Dado que la ecuacion de demanda es lineal, en base a la pendiente hallada
previamente tenemos que el modelo de la misma es

~11-10

9-11=35-88

(p-86) = q=-%p+54.
A partir de funcion de demanda, la funcion de ingreso esta dada, en térmi-
nos del precio, por

1 1
R(p) = p(—ip + 54) = —ip2 +54p.

Notemos que si p se mide en pesos por kg y g en millones de kg el ingreso
queda expresado en millones de pesos.

Asi, R'(p) = -p + 54 para p € (0, 108). Evaluando esta funcion en los precios
al inicio de cada mes, tenemos

R'(88) = -34, R'(86)=-32, R'(84)=-30,

lo cual nos dice que aumentando en una unidad el precio a partir de 84, 86 u
88 pesos el ingreso disminuye.

Para responder la pregunta «;A partir de qué precio el ingreso deja de au-
mentar y empieza a disminuir?» conviene visualizar la grafica de las funciones
demanda e ingreso dadas en la Figura 39.

60 1 1500 7

50 | 1250 |

40 | 1000 |

30 | 750 |

20 | 500 |

10 | 250 |
———————>7p ——p
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
—q(p) = —%p + 54 —R(p) = —%pz +54p

(@) (b)
Figura 39

El dominio de ambas funciones es 0 < p < 108. Note que la funcion demanda
decrece en todo su dominio. Se observa que la grafica de la funcion ingreso
es una parabola que abre hacia abajo, por lo que alcanza el maximo valor en
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el vértice, siendo este el punto (54, 1458). Asi, el ingreso es maximo cuando
el precio del kg es 54 pesos, y el maximo ingreso sera de 1458 millones de
pesos. El analisis en este caso indica que no siempre que se aumenta el precio
el ingreso aumentara. De hecho, la grafica del ingreso crece a la izquierda del
maximo y decrece a su derecha.

Observemos que los valores en los que, anteriormente, calculamos R’(p)
corresponden a precios pertenecientes al intervalo de decrecimiento del
ingreso. Si calculamos, por ejemplo, R’(p) para un precio de 50, esperamos
que dicho valor sea positivo, indicando un aumento del ingreso al aumentar
el precio en una unidad. En efecto, R'(50) = 4, es decir, que el ingreso aumenta
en 4 millones de pesos, aproximadamente, al aumentar el precio del kg de
50 a 51 pesos.

Utilidad marginal

La utilidad se define como el ingreso total menos el costo total. Considerando
la funcion ingreso R = R(g) y la funcion costo total C = C(qg), la utilidad es
entonces
U(q) = R(g) - C(q).
La utilidad marginal sera la diferencia entre el ingreso marginal y el costo

marginal, esto es,
du _drR dC

dg ~dg dq’
La misma significa que, para un nivel de produccion g, si se aumenta la
produccion en una unidad, la utilidad tiene una variacion (positiva o nega-
tiva) de U’(q,) unidades monetarias (u.m.). En otras palabras, representa
aproximadamente la variacion de la utilidad cuando la produccion y venta se
ven afectadas en un pequeio incremento a partir de qo.

Ejemplo 1.5.5: El costo total de producir g articulos esta dado por
C(q) = 0.02g3 - 1.2g° + 26q

y se sabe que cada articulo se vende a 14 dolares. Determine la funcion
utilidad U = U(q), y exprese el significado de las cantidades:

1. U(20) y U’(20); 2. U(Lk) y U'(42).

Solucién. La funcion utilidad es la diferencia de la funcion ingreso con la
funcion de costo, U(q) = R(q) - C(q). La funcion ingreso es R(q) = 14q pues
cada articulo se vende a 14 dolares. Luego

U(q) = 149 - (0.02g3 - 1.2g2 + 26q) = -0.02q° + 1.2g% - 12q.
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1. Por un lado, U(20) = 80. Esto indica que cuando se producen y venden 20
unidades, la utilidad total es de 80 dolares.

Por otro lado, U’(20) = 12 significa que un incremento en la producciony
venta de una unidad adicional a partir de 20 unidades aumentara la utilidad
en 12 dolares, aproximadamente.

2. Setiene que U(44) = 91.52, lo que indica que cuando se producen y venden
44 unidades la utilidad total es de 91.52 délares.

Por otra parte, U'(44) = -22.56, lo que significa que un incremento en
la produccion y venta de una unidad adicional a partir de 44 unidades,
disminuira la utilidad en 22.56 dolares, aproximadamente.

La Figura 40 muestra la grafica de la funcion utilidad y las rectas tangentes
alamismaen g =20y q = 44. Obsérvense los signos de las pendientes en
relacion con la variacion aproximada de la utilidad por unidad de variacion
de g a partir de estos valores.

y
200 |
150 |
100 |

50 |

-50
-100 ~

+ + + { X
20 30 40 \§0
Figura 40

La utilizacion de tasas marginales es amplia en los negocios y en la eco-
nomia. Ademas de las funciones marginales vistas anteriormente podemos
encontrar:

« Productividad marginal: la funcion de produccion hace referencia a la canti-
dad de bienes que se pueden producir como maximo teniendo una cantidad
determinada de recursos. En la produccion de cualquier bien (o servicio)
las empresas necesitan trabajo, es decir, recursos humanos (trabajadores),
y también capital como maquinaria y otros recursos productivos (ordena-
dores, vehiculos, etc.). En general, la funcion de produccion dependera de
dos variables, la cantidad de trabajo y del capital.

En economia se utiliza L para identificar a la mano de obra («labour»)
empleada en horas-hombre (por ejemplo, por semana) y se considera a Y
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como la cantidad de produccion (por ejemplo, el nimero total de articulos
producidos por semana). La «productividad marginal de la mano de obra»

viene dada por
dy

dL
y mide la variacion aproximada en la produccion por unidad de mano de
obra adicional.

Y'(L) =

« Rendimiento marginal: si se invierte una cantidad S de u.m., un inversio-
nista obtendra un rendimiento en la forma de ingresos Y, también en u.m.,
en un determinado tiempo. El «rendimiento» es una funcion del capital
invertido, esto es, Y = f(S) y

, dy

f'(S)= s

representa el rendimiento por unidad monetaria adicional invertido cuando
se realiza un pequeno incremento en el capital.

Propension marginal al consumo y al ahorro: si C = f(I) es una funcion de
consumo, la misma expresa una relacion entre el ingreso nacional total de
un pais, I, y el consumo nacional total, C. Estas cantidades, en general, se
expresan en miles de millones de cierta unidad monetaria e I se restringe
a cierto intervalo.

La diferencia entre el ingreso y el consumo es lo que se conoce como el
«ahorro» S, esto es,
S=1-C.

Se dice que «la propension marginal al consumo» es la derivada

dc
di

mientras que «la propension marginal al ahorro» corresponde a la derivada

ds dc

2=

dl di’

Observemos que esta dltima relacion indica que la suma de ambas propen-
siones es 1.

Tasa de cambio relativa y porcentual

Sea y = y(x) unarelacion funcional. Hemos definido en la Seccion 1.1a Ay como
la diferencia de dos valores de la funcion, lo que denominamos variacion
absoluta. A partir de ella consideramos el cociente incremental Ay/Ax como
la tasa promedio de cambio de y, es decir, el cambio en promedio que sufre
y en el intervalo Ax. 134



La derivada, al ser limite del cociente de las tasas promedio de cambio, es
la medida de la tasa instantanea de cambio para algin x del dominio. Pero
muchas veces esta informacion resulta mas (til si se la compara con el propio
valor de y. A esto se lo conoce como la tasa de cambio relativa de y, la cual
se escribe como el cociente

y'(x)

y(x)’
Expresada como un porcentaje tenemos la tasa de cambio porcentual:
m -100.
y(x)

~

Ejemplo 1.5.6: Suponga que un fabricante vende un determinado producto
a 5 dolares la unidad. La funcion lineal de ingreso es R(q) = 5q y su derivada,
R'(g) = 5, es una funcion constante. En este caso, independientemente de la
produccion y venta g, el ingreso aumenta 5 dolares por unidad vendida; es
decir, la variacion media del ingreso coincide con la tasa de cambio instan-
tanea, cualquiera sea el intervalo de cantidades vendidas que se considere.
Veamos qué nueva informacion aparece al comparar la tasa de cambio R’(q)
con el ingreso R(q) en la Tabla 11.

Tabla 11

Cantidad Ingreso Tasa instantanea Tasa de cambio  Tasa de cambio

relativa porcentual

5 25 5 0.2 20%
10 50 5 0.1 10%
20 100 5 0.05 5%
30 150 5 0.03 3%

Las tres primeras columnas de la Tabla 11 indican que al incrementar las
cantidades vendidas, el ingreso aumenta 5 dolares por unidad adicional;
las dos Gltimas, muestran que cuanto mas grandes sean las ventas, menor
es el valor que la unidad adicional agrega al ingreso. La expresion de la
tasa de variacion relativa R'(q)/R(q) = 1/q, g > 0, indica una relacion de
proporcionalidad inversa entre R'(q)/R(q) y q, respondiendo al modelo 1/q.
Esta tasa tiende a 0 a medida que g tiende a +co.

Ejemplo 1.5.7: Consideremos la funcion lineal y(x) = mx, para m # 0, cuya
derivada es y’(x) = m y cuya tasa de cambio relativa es
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Si x > 0, esta funcion generaliza a la funcion de ingreso vista en el ejemplo
anterior, en la cual m =5y g > 0 era la variable independiente en lugar de x.

Se observa que, en general, la tasa relativa de una funcion lineal de la forma
y = mx es 1/x y depende de x inversamente. Esto muestra que a medida
que x se hace mas grande la tasa de cambio relativa disminuye puesto que
lim,,.. 1/Xx =0.Y si x se acerca a cero, las tasas relativas aumentan, debido
a que lim,_o1/x = +oo, Esta situacion se observa en la Figura 41.

5y SY 5y
4 4 | 4
3 37 3
2 2 1 2
1 1+ 1
X X X
a - y_1
—y=2X y' = y "X
(a) (b) ()
Figura s

Por otra parte, podemos pensar en la funcion y(x) = mx+b,conm # 0, b # 0
y x > 0. En este caso también se tiene que y’(x) = m, pero ahora la tasa de
variacion relativa se escribe como

yix) m m 1

y(x) mx+b m{x+ ) x+ 2

que también es una funcion de x. La tasa de variacion relativa verifica que

P 1 p 1 m
lim ~=0, vy lim ==
X—>+oox+_ X—>Ox+_ b

m m
por lo que, a medida que x crece, la tasa de variacion relativa disminuye, pero
si x se hace cada vez mas cercano a cero, ahora las tasas relativas aumentan

hasta un tope, el valor % Esta situacion se observa en la Figura 42.

EJERCICIOS 1.5

1. Fundamente la veracidad o falsedad de cada enunciado, sabiendo que
C = C(qg) modela el costo de produccion de g articulos de una determinada
empresa.

a. C(q,) representa el costo de produccion de g articulos.

b, &) representa el costo promedio de g, unidades.

90
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Figura 42. En el grafico (c) tenemos
m=2yb=1porloque
limyoy'/y =2

c. C’(q) representa el costo extra aproximado por el articulo adicional
cuando la produccion del mismo sufre un incremento unitario a partir
de qo.

d. €(91)-C(qo)

91-Go
intervalo de produccion [gg, 4]

, G1 > qq, representa el costo promedio por unidad en el

2. Un comerciante desea conocer como el precio de cierto producto afecta a
sus ventas. Supongamos que al precio p, en dolares, se vende una cantidad
q de las unidades del producto. Si g = f(p), explique el significado de cada
una de las siguientes expresiones:

a. f(100) = 2100. b. f/(100) = 10.
¢. f(150) = 2000. d. f'(150) = -25.
3. Elabore un modelo economico que se ajuste a la informacion suministrada

en el enunciado y, de acuerdo con este modelo, responda la pregunta
planteada.

Quien vende un cierto producto observa que, si el precio de la
unidad es de 1500 pesos, el ingreso por ventas aumenta ante un
aumento «relativamente pequeno» del precio. Sin embargo, cuando
ha fijado el precio unitario en 2000 pesos, los ingresos por ventas
disminuyen ante un aumento en el precio, «por mas pequeno que
este sea». Se pregunta: ;hasta donde sera posible aumentar el
precio del producto sin resentir el ingreso?

4. Sea R = R(q) la funcién que representa el ingreso, en miles de pesos, que
tiene una empresa por vender g unidades de un producto.

137



a. ;Cual es el significado econdmico del ingreso marginal? ;Cuales son
sus unidades?

b. Interprete en términos economicos el significado de R'(20) = 10y de
R'(20) = -10.

c. ¢Elingreso marginal es siempre una funcion creciente? Justifique la
respuesta.

120000

5. La funcion C(q) = 0.48q +
en u.m. para producir q unidades de cierto producto. Determine:

+ 1500, con g > 0, representa el costo total

a. La tasa de cambio promedio si la produccion aumenta de 400 a 500
unidades. Interprete el resultado en el contexto del problema.

b. Para g = 400 halle el costo marginal y dé su significado geométrico y
economico.

c. Determine la funcion de costo promedio y analice su comportamiento
cuando la cantidad de unidades producidas crece sin limite.

d. Utilice GeaxGebray grafique las funciones de costo y de costo
marginal. Compare y redacte una conclusion econémica.

6. Una empresa de embutidos ha acordado con una cadena de supermercados
vender el jamon que produce. Dependiendo de las cantidades demandadas,
el precio por kg variara linealmente de acuerdo con las condiciones de la
Tabla 12.

Tabla 12

Cantidad demandada (en kg)  Precio (en $/kg)
230 70
500 55

a. Determine la funcion de ingreso total R = R(q). ;Cuanto varia en
promedio el ingreso por kg cuando la demanda aumenta de 100 a 300
kg?

b. Determine la variacion aproximada del ingreso cuando se vende 1 kg
mas de jamon a partir de 400 kg.

c. A un precio por kg de $80 el fabricante evalda la posibilidad de au-
mentarlo $1. Use el analisis marginal para analizar la conveniencia de
esta decision.

d. Utilice GeeGebray grafique la funcion de ingreso total junto con
la funcion de ingreso marginal. Compare y redacte una conclusion en
términos econdmicos.
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7. El costo semanal en dolares de producir un determinado producto esta
dado por la funcion de costos totales C(gq) = 100 + 12qg - 0.1g% + 0.005g°.
Dicho producto se vende a 20 délares.

a. Determine la funcion de costo marginal. Evalie en un valor de su
eleccion y explique su significado.

b. Determine la funcion utilidad y la funcion utilidad marginal.
c. ;En qué rango se debe variar la produccion para evitar pérdidas?

d. Halle la relacion que existe entre el costo marginal y el ingreso margi-
nal cuando la utilidad marginal es nula.

Grafique en GexGebratodas las funciones e interprete econdmicamen-
te dichos graficos.

8. Sip(g) = 100 - g2 es la funcion de demanda del producto de un fabricante,
donde p se mide en dolares y g en cientos de unidades, calcule y exprese
el significado en términos econdmicos de las cantidades.

: : p'(5) p'(9)
a.p'(5)yp'(9) b. 205) 100y 209) 100.

9. El ingreso semanal de un fabricante de un determinado producto esta
dado por R(q) = 50q, expresado en miles de dolares, y se sabe que su
produccion semanal es a lo sumo de 25 unidades de su producto. Grafique
en GeeGebrallas funciones de ingreso, de ingreso marginal y de tasa
relativa del ingreso. Compruebe que para este tipo de funcion de ingreso
la tasa relativa del ingreso depende de la cantidad de unidades que vende
y no del precio de venta.

10. El costo total mensual de un fabricante de un determinado producto esta
dado por C(q) = 2q + 20, expresado en miles de dolares. Se sabe ademas
que su produccion mensual es a lo sumo de 100 unidades de producto.
Grafique las funciones de costo, costo marginal y la tasa relativa del costo.
Constate que, en este caso, la tasa relativa del costo depende de la cantidad
de unidades que el fabricante vende, de los costos fijos y de los costos
variables.

11. Para cierto fabricante el ingreso diario (en dodlares) obtenido al vender g
unidades de un producto esta dado por R(q) = 60g - 0.6g>.

a. ;Qué tan rapido cambia diariamente el ingreso cuando se venden diez
unidades?

b. Halle la tasa de cambio relativa y la porcentual del ingreso al vender
diez unidades.

139


https://www.geogebra.org/calculator
https://www.geogebra.org/calculator

c. Interprete en términos econémicos los resultados obtenidos en el
item anterior.

d. Utilice GeaxGebra para graficar la funcion ingreso y la funcién
ingreso marginal. Interprete graficamente.

12. La funcion de costo total de un fabricante esta dada por C(qg) = Zi; +100,
donde C se expresa en cientos de dolares y g en miles de unidades.

a. Aun nivel de produccion de 2000 unidades, ;cual es el costo promedio
de cada unidad?

b. Calcule el incremento promedio del costo por unidad cuando la pro-
duccion aumenta de 2000 a 5000 unidades.

c. Determine el aumento aproximado en el costo cuando la produccion
varia de 2000 a 3000.

d. Halle la tasa de cambio relativa y la porcentual del costo al producir
2000 unidades. Interprete en términos econémicos.

13. Dada la funcion de costo C = C(q), compruebe que si el costo promedio
marginal es cero (esto es, j—g = 0), entonces la funcion de costo marginal es
igual a la funcion de costo promedio.

REGLA DE LA CADENA Y TASAS RELACIONADAS

Frecuentemente se presentan situaciones donde una variable se relaciona
con otra en «forma de cadena». Por ejemplo, en economia, el ingreso total
depende de la cantidad vendida pero, a su vez, la cantidad vendida depende
del tiempo (dias, meses, etc.).

Tiempo Cantidad Ingreso

t I ) —R s RGGW) —— RO

[ (R-q)(t) J

En matematica, la funcién y = v2x3 + 4 es un ejemplo de una «combinacion»
de dos funciones elementales, la raiz cuadrada y el binomio de tercer grado,
2x3 + 4. Para hallar la derivada de este tipo de funciones no es suficiente con
aplicar las reglas que hasta ahora conocemos porque esta funcion no puede
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reducirse a una suma, diferencia, producto o cociente de funciones. Para ello,
introduciremos un método conveniente.

En términos generales, consideremos que y depende de u y que, a su vez,
u depende de x, lo cual se expresa como y = y(u) y u = u(x). Asi, y depende
indirectamente de x a través de la funcion u. Estamos en presencia de la
composicion de dos funciones, y y u, lo cual se escribe como y(x) = (y - u)(x) =
y(u(x)), con restricciones de dominio adecuadas.

A continuacion vamos a analizar como se determina la derivada de una
funcion compuesta. Daremos el siguiente teorema sin demostracion.

Teorema 1.6 (Regla de la cadena): Si y = y(u) y u = u(x) son ambas funciones
derivables, entonces la derivada de y con respecto a x existe y es igual al
producto de la derivada de y con respecto a u por la derivada de u con

respecto a x. En simbolos:
dy dy du
dx du dx’
De otra forma, si y es tal que y = (f - g)(x) = f (g(x)) con g derivable en x y
f derivable en g(x), entonces

D(F-9)=F (90 g'(x)

Esto es, si existen dy/du y du/dx también existe dy/dx en el dominio
correspondiente, y se obtiene como el producto de las dos derivadas ante-
riores.

Si x cambia en una unidad, ;como cambia u? Para responder esta pregunta
se deriva y se obtiene du/dx. Pero cada cambio de una unidad en u implica
un cambio en y es decir, dy/du. Entonces ;cual es el cambio en y si x cambia
en una unidad? Esta claro que este cambio depende tanto del cambio de u
respecto a x asi como del cambio de y respecto a u. Esta relacion es lo que se
evidencia en el teorema previo: el cambio en y respecto de x es el producto
de los cambios dy/du y du/dx.

Esta regla nos permite derivar funciones mas complejas y por ello es nece-
sario identificar que la funcion dada se puede escribir como la composicion de
funciones mas simplesy aplicar las reglas de derivacion para estas funciones.
Los siguientes ejemplos ilustran lo anterior.

Ejemplo 1.6.1: Calcule la derivada de la funcion
y = (X% +3x +5)1°,
Solucién. Lafuncion y = (x? + 3x + 5)'0 resulta de componer dos funciones:

y(w)=u" y u(x)=x%+3x+5.
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Las derivadas de cada una existen y son

du
9 —_—
10u” vy ax 2x + 3.

dy _
du ~

Aplicando regla de la cadena con u = x? + 3x + 5 tenemos que

dy dy du

dx du dx
=10u® - (2x +3)
= 10(x% + 3x + 5)°(2x + 3),

que es lo que queriamos encontrar.

Ejemplo 1.6.2: Calcule la derivada de la funcion
y=Vx3+Xx.

Solucién. ldentificamos las funciones que se han compuesto: y(u) = \/u 'y
u(x) = x3 + x. Las derivadas de cada una de ellas respecto de la variable
independiente son:

dy ! d—u=3X2+'|.

du o/ 7 dx

Luego, de la regla de la cadena con u = x3 + x resulta que

dy _dy du
dx ~du dx
1
— . (3x%2+1
ZJU( )
_3x%+ 1
2\/x3+x,

que es la derivada buscada.

Ejemplo 1.6.3: Calcule la derivada de la funcion

2
VX2 +1
Solucién. La funcidn y = v/2/\/x2 + 1 se puede reescribir como el producto

y =/2(x2 + 1)71/2. Observamos que la expresion /2(x2 + 1)-1/2 es el resultado
de componer y(u) = v2u /2 con u(x) = x? + 1, cuyas derivadas son

dy _ _¥2 s y du_

du 2 ' dx 2x.
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Usando la regla de la cadena con u = x? + 1 se obtiene

dy _dy du
dx du dx
V2

- _Ve ,-3/2,
5 u 2X

= —@(x2 +1)73/2.(2x)
_ o

T (x2+1)32"

que es lo que se pedia encontrar.

Los ejemplos que siguen muestran como proceder para derivar funciones
donde tenemos que combinar las reglas vistas hasta el momento, derivada
de un producto, de un cociente y regla de la cadena.

Ejemplo 1.6.4: Calcule dy/dx para
y = (x* +5x%) (4x + 3)°.

Solucion. En primer lugar, analicemos la expresion de la funcion observando
sus operaciones. La funcion y = (x* + 5x2)(4x + 3)° esta conformada sobre la
base de una operacion principal que es el producto de dos funciones, fy g,
donde f(x) = x* + 5x2 y g(x) = (4x + 3)3, por lo que comenzamos aplicando la
regla del producto:

dy _d(f-g)
dx dx
L4, 40
dx dx
= :—X(x" +5x2) - (4x +3)3 + (x* + 5x2) - dd_x(4X +3)3.

Ahora determinamos la derivada de f aplicando la derivada de la sumay de
la potencia

ar 4x3 + 10x.
dx

Para la derivada de g usamos la regla de la cadena. Asi, a g(x) = (4x + 3)? la
escribimos como g(u) = u® donde u(x) = 4x + 3, de modo que

dg _dg du

dx du dx
=3u%-4
=3(4x+3)2-4
= 12(4x + 3)%.
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De acuerdo con todo lo anterior tenemos que

gy (6x3 + 10X)(4x + 3)3 + (x* + 5x2)12(4x + 3)2.

Uno podria detenerse aqui o reescribir la expresion de otra forma. Por ejem-
plo, se obtendria

S—V = 2x(4x + 3)2[(2x? + 5)(4x + 3) + 6(x> + 5x)]
= 2x(4x + 3)% (14x3 + 6x? + 50x + 15)

sacando factor comiin 2x(4x + 3).

Ejemplo 1.6.5: Calcule dy/dx para
= (2x + TWx2 + x.

Solucién. Esta funcién esta conformada por el producto de las funciones
f(x)=2x+1yg(x)=+vx2+x. Aplicamos la regla del producto para obtener

dy
ax dx(f g)
_df L f dg
Tdx dx
=2VXx2+ x+(2x + ”dix (\/x2 + x).
Aplicando la regla de la cadena para g queda:
dg _ 2x+1
dx  o/x2+x

Por lo tanto,

dy c /XX (2x +1)?

24 x2 + x
que es lo que queriamos encontrar.

Ejemplo 1.6.6: Calcule dy/dx para
2X

\/X2+1.

Solucioén. La funci()n y = 2x/v/x2 + 1 consiste en un cociente de dos funciones,
f(x) = 2xy g(x) = Vx2 + 1. Aplicaremos la regla del cociente para calcular su
derivada:

y:

dx g?
) 2Ux2 + —2X-%(\/X2+1)
) (Ve ) '
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Nuevamente necesitaremos usar la regla de la cadena para la derivada de g:

dg  2x

X
dx  2/x@+x xzex

y, en consecuencia,

) _ 2x2
dy 1T
dx X2 +1

= 2(x2 +1)2 - 2x2(x2 4 1)1,

que es lo que queriamos encontrar.

En los ejemplos siguientes veremos aplicaciones donde existe alguna rela-
cion entre dos o mas derivadas, por lo que se habla de tasas relacionadas.
Este concepto nos va a permitir encontrar la razon a la que alguna cantidad
esta cambiando conociendo las tasas de variacion de otras cantidades con
las cuales la primera esta relacionada, directa o indirectamente.

Sea y = f(x) y supongamos que x varia en funcion del tiempo t, entonces y
también variara en términos del tiempo t. Sean, entonces, y = f(x), x = x(t) y
supongamos que las derivadas df/dx y dx/dt existen en un dominio apro-
piado para la composicion. Por la regla de la cadena sabemos que podemos
hallar la variacion instantanea de y con respecto a t de la siguiente forma:

dy _dy dx
dt ~dx dt’

Observacion 13: En ocasiones, usaremos la notacion

dy

I para indicar la evaluacion d—y(a),
X=a

dx

y evitaremos usar y’(a) cuando estemos trabajando con la regla de la cadena
para evitar ambigiiedades respecto a qué variable se esta derivando y a qué
variable corresponde el valor a en que se evalia la derivada.

Ejemplo 1.6.7 (Tasas relacionadas con incremento relativo y absoluto): La
funcion de costo mensual de un fabricante es

C(qg) = 4000 + 20q - 0.2g2 + 0.0044°3,

medida en délares cuando se producen g articulos. Se conoce que la pro-
duccion crece mensualmente a una tasa variable dependiendo del nivel de
produccion q. Calcule la tasa de variacion mensual del costo en cada una de
las situaciones planteadas.
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1. Cuando se producen 50 unidades y la produccion esta creciendo a una tasa
del 2 % mensual.

2. Cuando se fabrican 10 unidades y la produccion esta decreciendo a una
tasa del 5 % mensual.

3. Cuando se fabrican 50 unidades y la produccion se incrementa en dos
unidades cada mes.

4. Cuando se fabrican 80 unidades y la produccion esta decreciendo en tres
unidades cada mes.

Solucién. Dado que el objetivo es «calcular la tasa de variacion mensual del
costo», debemos estudiar como cambia la funcion costo respecto al tiempo,

es decir
dcC(t)

dt ’
teniendo en cuenta que los costos dependen de la cantidad de articulos
producidos mensualmente, es decir, C = C(q), pero que, a su vez, la produccion
depende del tiempo en meses, esto es, g = q(t) con t medido en meses. Con
estos datos, y a partir de la regla de la cadena, esta derivada se calcula como
sigue:
dc(t) _ dC(q(t)) _dC dq

dt dt ~dqg dt’
donde dc

—— = - 2

i 20 - 0.4q + 0.012q2.

Notemos que dC/dq se expresa en ddlares por unidad y dg/dt en unidades
por mes. Por tanto, dC/dt queda expresado en dolares por mes.

1. Si g =50, dC/dg (50) = 30, y como la produccion crece a una tasa relativa
del 2 % mensual a ese nivel de produccion, esto se interpreta como

dg
dq dq
at =
q 002 = It 0.02q.
Asi,
dc dcC dg
— = — - — =30-(0.02-50) = 30.
dt dg 4=50 dt

Por lo tanto, en un nivel de produccion de 50 articulos mensuales, el costo
crece en 30 dolares por mes, aproximadamente, cuando la produccion esta
creciendo a una tasa del 2 % mensual.
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2. Sig =10, dC/dq (10) = 17.2, y como la produccion decrece a una tasa
relativa del 5 % mensual a ese nivel de produccion, interpretamos

dq
dq dg
dt _ 24
7 0.05 = o =-0.05q.
En consecuencia,
dc dC dg

" dal,, dt =17.2-(-0.05-10) = -8.6,

por lo que, en un nivel de produccion de 10 articulos mensuales, el costo
por articulo adicional decrece en 8.6 ddlares por mes, aproximadamente,
cuando la produccion esta decreciendo a una tasa del 5 % mensual.

3. Nuevamente, si g = 50, dC/dg (50) = 30, y como la produccion crece a una
tasa absoluta de dos unidades mensuales a ese nivel de produccion, se
establece que

dq
=< -2
dt
Por tanto,
dCc dC dg

E— ﬁ q=50'a=30'2=60.

Luego, en un nivel de produccion de 50 articulos mensuales, el costo crece
en 60 dolares por mes, aproximadamente, cuando el nimero de unidades
se incrementa en dos unidades mensualmente.

4. Sig =280, dC/dg (80) = 64.8, y dado que la produccion decrece a una tasa
absoluta de tres unidades mensuales a ese nivel de produccion, sera

9.
Asi,

‘(jj—f = g—g » . i—‘z = 64.8-(-3) = -194.4.
Por tanto, en un nivel de produccion de 80 articulos mensuales, el costo
decrece en 194.4 dolares por mes, aproximadamente, cuando el niimero

de unidades se reduce en tres unidades mensualmente.

EJERCICIOS 1.6
1. Obtenga la derivada de las siguientes funciones:
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a,y=(4x2+4x+5)25. b.y =v4x2+3.
c.y = (3x+6)* (10xC - 4x)"". dy=2.

. Considere las siguientes funciones:
a.y=(3x+6)" b.y:X‘*(X"—'I)S. cy=27x

Mediante Ge¢xGelbra obtenga su grafica y la de su derivada. Seleccione
tres puntos: uno donde y’ > 0, otro donde y’ = 0 y otro tal que y' < 0,
siempre que sea posible. Grafique la recta tangente en cada uno de esos
puntos y relacione el signo de la derivada con el comportamiento de la
funcion.

. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a las curvas siguientes en el

punto dado. Grafique la curva, su derivada y la recta tangente utilizando
GeaGebra.

a.y=(x+3)en(-1,8). b.y=yx+2en(7,3)
2x+ 4
cCy= m en (0,4).

. Determine la tasa de cambio porcentual de y con respecto a x para los
valores dados de x. Interprete.

ay=02x+1Penx=-2,x=0yx=2.
1
(1

b.y= enx=2yenx=10.

. Suponga que p(g) = 100 - /g2 + 20 es la funcién que modela la demanda
de un determinado producto de un fabricante.

. . d . . -
a. Analice el signo de d—p en su dominio. Interprete en el contexto econo-
q
mico.

b. Calcule la tasa de cambio porcentual para algunos valores de q. Inter-
prete cada uno de ellos.

c¢. Halle la funcion de ingreso marginal. Evalile para g = 10y g = 60.
Interprete ambos resultados.

. La funcion de costo de un fabricante esta dada por
C(q) = 4000 + 20q - 0.2g2 + 0.004g>

en miles de dolares.

Si el nivel de produccion actual es de 100 unidades y la misma esta cre-
ciendo a una tasa de 3 al mes, calcule la tasa mensual de los costos de
produccion. Interprete en términos economicos.
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7. La funcion de costo para un fabricante, en miles de dolares, es

10.

C(g) = 1000 + 5q - 0.05g2 + 0.001g3,
y la funcion ingreso esta dada por
R(g) = 32.5g - 0.025¢?,

también en miles de dolares, donde g representa las unidades producidas
y vendidas. Si el nivel de produccion actual es de 100 unidades y esta
creciendo a una tasa de 2 unidades al mes, calcule la tasa a la que esta
creciendo el ingreso mensualmente. ;La utilidad aumenta o disminuye
mensualmente? ;A qué tasa?

. La ecuacion de demanda del producto de un fabricante es pg +2p-50q = 0

en donde g unidades pueden venderse a un precio p, en dolares, cada
una. Si la demanda crece a una tasa de 4 unidades por semestre cuando
la demanda alcanzada es de 10 unidades, calcule a qué tasa semestral
esta cambiando el ingreso si el fabricante ajusta su precio a esa demanda
cambiante.

. Una empresa fabrica localizador con un costo fijo mensual de 20 000 d6-

lares, y con un costo variable por la fabricacion de g localizadores dado
por
V(q) = 0.000001q3 - 0.01g? + 50q,

en ddlares. La empresa obtiene un ingreso R(q) = 0.02g%+150q por la venta
de g localizadores por semana, donde 0 < g < 7500 doélares. La produccion
de esta empresa se ajusta al tamano de los pedidos que vende por mes. Si
en un determinado mes se sabe que la demanda del producto fue de 2500
localizadores y la misma esta creciendo a razon de 50 unidades por mes,
;a qué tasa estan aumentando las ganancias de la empresa?

Un fabricante determina que m empleados produciran un total de g uni-
dades de cierto articulo por dia, donde g(m) = 4m(m + 1)3/2. La funcion de
ingreso total por la produccion y venta de g articulos diarios esta dada por

50qg

R(q) = ——1
@ /7000 + 3¢

expresada en miles de dolares.

a. Halle el ingreso total R cuando hay 12 empleados y el precio por
unidad (al centavo mas cercano).

b. Halle el ingreso marginal para 12 empleados. Interprete el resultado
en términos econdmicos.
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c. Si llamamos producto del ingreso marginal a :—:, determine este pro-
ducto cuando el nimero de empleados es 12. Interprete el resultado
en términos econdmicos.

PROCEDIMIENTOS ADICIONALES DE DERIVACION

En esta seccion desarrollaremos nuevas reglas para derivar funciones cuyas
expresiones contienen logaritmos y formas exponenciales de la variable.
Ademas, estudiaremos dos procedimientos: uno para hallar la derivada cuan-
do la funcion esta dada en forma implicita, y otro para derivar expresiones
funcionales donde la variable independiente aparece tanto en la base como
en el exponente. También enunciaremos la propiedad para las derivadas de
funciones inversas.

Derivada de la funcion logaritmica

La derivacion logaritmica es una herramienta matematica poderosa que sim-
plifica el proceso de derivar funciones complejas, especialmente aquellas que
involucran productos, cocientes o potencias. Este método es particularmente
atil en situaciones donde la funcion original es «dificil de manejar» mediante
técnicas de derivacion convencionales. En esta seccion, exploraremos como
y cuando utilizar la derivacion logaritmica, destacando su aplicacion en la
resolucion de problemas que aparecen en economia.

Seay = f(x) = log,(x),a>0ya=#1,para x > 0. Hallaremos a continuacion
la derivada de esta funcion por definicion.

Para cada x > 0y Ax # 0 tenemos que

Ay = f(x + Ax) - f(x)
= log,(x + Ax) - log, x

y, dado que log (A) - log (B) = log (A/B), tenemos

Ax
= logq (1 + 7)
Dividiendo miembro a miembro por Ax, y multiplicando y dividiendo el lado
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derecho de la Oltima igualdad por x, obtenemos que
Ay 1 x Ax
Ax - X Bx % (1 * 7)
y, dado que B log,(A) = loga(AB), tenemos
(14 A_X);]_
X

Se sabe por el Ejemplo 1.2.55 de pagina 90 (con x y ¢ reemplazados por Ax
y X, respectivamente) que

Ay 1

Bx " x %%

lim (1 + E)Ax =e.
Ax—0 X
Luego, podemos aplicar el limite para Ax tendiendo a cero al cociente incre-
mental planteado y operar utilizando propiedades de limites, junto con el
resultado anterior para deducir que
Ay (1 . A_X)A_x )
X

Al)!TO Ax - Al)!T ( log,

y, dado que lim,_,, c f(x) = clim,_,, f(x), tenemos

lim A—y=—l|m log, [1+—A_]

Ax—0 AX X ax—0

1 ) X\
=;loga Al)!m 1+— ]

pues log (x) es continua en x = e. Luego

Ay 1
l|m A T X log,(e).

Recordando que log (e) = &z; ln(a —— (por la propiedad de cambio de base),

el limite anteriormente obtenido puede escribirse como

. Ay 1
Al>!r—n>oA_X ~ xIn(a)

Por tanto, la derivada de y = log (x) existe paratodo x >0y es

d 1
&(loga(x)) " xIn(a)’

En particular, cuando a = e se tiene que para y = In(x) su derivada es y' = 1/x.
Hemos probado asi el siguiente resultado.
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Teorema 1.7.1: Para cadaa>0,a# 1,y todo x > 0,

d 1
a5 (98,00 = S

Para el caso especial del logaritmo de base e se tiene
d 1
(0 = <

Observacion 14: Si u = u(x) por la regla de la cadena se deduce:

1 du
uln(a) dx’

3 (log,(u) =

Para el caso especial del logaritmo de base e se tiene que

1

Dy =1
Ejemplo 1.7:1: Halle la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacion
= In(x) para
1.x = 0.5. 2.x =e. 3.Xx=R,kR>0.

Solucion. En primer lugar recordamos que la ecuacion de la recta tangente
esta dada por y = mx + b, donde m es la pendiente de la recta que coincide
con el valor de la derivada de la funcion en el valor de x dado. Para y(x) = ln(x)
sabemos que dicha pendiente sera y’(x) = 1/x.

1. Para x = 0.5 tenemos que y'(0.5) = 2, de modo que la ecuacion de la recta
tangente es y = 2x + b. Como y(0.5) = In(0.5) sera b = In(0.5) - 1. Entonces
la recta tangente a la curva en el punto (0.5, n(0.5)) tiene ecuacion

y =2x+1n(0.5) - 1.

2. Para x = e se tiene y(e) = In(e) = 1 e y’(e) = 1/e, por lo que la ecuacion
de la recta tangente es de la forma y = gx +b, con b = 0. Esto es, la recta
tangente en (e, 1) es

1
y=5x

3. Para x = R,k > 0, tenemos que y(k) = In(R) e y’(R) = 1/k. Se sigue de ello
que la ecuacion de la recta tangente se escribe como y = %x + b, siendo

= In(R) - 1. Es decir,
y- %x+ n(k) - 1.

Ejemplo 1.7.2: Pruebe que la derivada de la funcion y = [n | x| es igual a 1/x,
para cualquier valor de x real distinto de cero.
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Solucién. En primer lugar observamos que el dominio de la funcion es el
conjunto de los reales excepto el cero, por lo cual tiene sentido estudiar la
derivada en tales valores. Vamos a considerar dos casos: x >0y x < 0.

CASO 1 Si x > 0 se tiene que |x| = x, por lo que In |x]| = In(x) y asi, por el
Teorema 1.7.1 es
Y=,
X
CASO 2 Cuando x < 0 se tiene que |x| = -x, de donde In |x| = In(-x). Es
importante notar que -x > 0 por lo que In(-x) esta bien definido. Para
derivar aplicamos la regla de la cadena para x < 0y el Teorema 1.7.1:

Y= (1=,

De este modo, para todos los valores no nulos de x se verifica la igualdad

d 1
G
En la Figura 43 observamos que para x > 0 la derivada de y = In|x]| es
positiva, que es donde la funcion es creciente, mientras que para x < 0 la
derivada es negativa, y alli la funcion es decreciente.

y
41 —y=Inlx|
-1
y_x

Figura 43. Funcion y = In |x| y su
derivada.

Ejemplo 1.7.3: Veamos dos formas distintas de hallar la derivada de la funcion
y = In(y/x).

En un primer procedimiento utilizaremos propiedades de logaritmos. Esto
se debe a que la funcion y = In(y/x) se reescribe como y = In(x"/2) = % (n(x),
de donde se tiene que su derivada es



Un segundo procedimiento consiste en derivar la funcion compuesta. Asi,
considerando y = In(u) y u = /x, y aplicando regla de la cadena, llegamos al
mismo resultado

dy dy du_1 1 1 1

dx " dudx T u o/x  o(fxp 2%

Los dos procedimientos son validos. No obstante, vemos que la aplicacion
de propiedades de logaritmos facilita la obtencion de la derivada.

Ejemplo 1.7.4: Verifique que y = In(x + e) satisface la relacion dy/dx =e”.

Solucion. La consigna nos solicita comprobar la igualdad dy/dx = e, para
lo cual desarrollaremos cada miembro de la igualdad por separado hasta
lograr una expresion simple, de modo que resulte obvia la igualdad de ambas
expresiones.
Comenzamos por derivar y = In(x + e) aplicando la regla de la cadena para
y =In(u), siendou =x +e:
dy dy du 1 du 1 1

y_ =y e _ 12 1=

dx du dx u dx u x+e

Por otro lado, sustituimos y en el lado derecho de la igualdad a probary
operamos algebraicamente usando la relacion entre exponenciales y logarit-
mos de igual base:

eV = e—ln(x+e) = eln(x+e)'1 = (X + e)_1 = .
X+e

Las expresiones finales son iguales, por lo que podemos afirmar que la
funcion y = In(x + e) satisface a la igualdad dy/dx =e™.

EJERCICIOS 1.7.1

1. Para las siguientes funciones halle la ecuacion de la recta tangente en
los puntos indicados. Utilice GecxGebra para graficar la funcién, su
derivada y la recta tangente encontrada. En todos los casos escriba un
parrafo interpretando la situacion visualizada.

a.y=3In(x)enx =e.

b.y =/In(x)en x = 2.

c.y=xln(x)en x=1.

2. Considere la funcion y = x [n(x).

a. Compruebe que y’ =0siysolosix=e.
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b. Explicite la ecuacion de la recta tangente en x = e™".

c. Analice el signo de la derivada a la izquierda y a la derecha de este
punto relacionandolo con el comportamiento de la funcion.

d. Utilice GeaxGebra para visualizar la situacion graficamente.

3. La funcion de demanda semanal de cierto articulo es g(p) = 200 ln(25 - p?),
donde p se mide en délares y g en miles de unidades.

a. Determine el dominio de la funcion en el contexto economico.

b. Encuentre la cantidad demandada si el precio del articulo es de dos
dolares.

c. Halle el signo de :_Z y dé su interpretacion.

d. Interprete el resultado de j—z enp=2.

e. Determine la funcion de ingreso R = R(p) y R'(p).

f. Calcule la tasa de cambio semanal del ingreso cuando el precio del
articulo es de dos ddlares y esta aumentando a razon de 0.2 % por
semana.

4. Los ingresos semanales R, en cientos de pesos, de una compaiia cosmética
se relacionan con la cantidad g de una cierta crema antiedad, que actual-
mente se esta publicitando, mediante la funcion R(q) = q In (g% +2). Ademas,
se ha ajustado la dependencia de las ventas respecto del tiempo del anun-
cio publicitario, en dias, de acuerdo con el siguiente modelo: q(t) = -t? +40t.
Determine la tasa de cambio del ingreso respecto del tiempo después de
una semana de publicidad.

5. La funcion de costo promedio semanal de un fabricante esta dada por

- 400
Q)= ———=,

@)= fig+20)
donde g es el nimero de unidades producidas, y C se mide en cientos
de pesos. Encuentre el costo marginal del fabricante cuando fabrica 20
unidades de su producto por semana.

6. Una funcion de costos utilizada en economia y negocios es la funcién de
costos logaritmica dada por C(q) = a+ bln g, donde C(qg) es el costo total
de producir g unidades, a son los costos fijos y b es el costo variable por
unidad de produccion.

a. Compruebe que esta funcion de costos refleja la idea de que la reduc-
cion de costos por el aumento de produccion no es constante, sino
que disminuye a medida que aumenta la produccion.
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b. ;La afirmacion anterior significa que el costo marginal, o el costo
adicional de producir una unidad mas de produccion, es inversamente
proporcional al nivel de produccion?

c. La afirmacion «Cuanto mas se produce menos cuesta producir cada
unidad adicional», ;es verdadera?

d. Laafirmacion siguiente, ;es cierta?: «Una funcion de costos logaritmica
implica que el costo marginal de produccion aumenta a medida que
aumenta la produccion».

e. Las economias de escala ocurren cuando el costo promedio de pro-
duccion disminuye a medida que aumenta la produccion. ;Podria la
funcion de costos logaritmica modelar este tipo de economia?

Derivacion implicita

Hasta ahora hemos trabajado con funciones cuya expresion analitica se puede
escribir como y = f(x) y, en este caso, decimos que la funcion esta dada en
forma «explicita». Sin embargo, x e y pueden encontrarse ligadas por una
ecuacion del tipo F(x,y) = 0. Si la funcion y = f(x) definida en cierto dominio
es tal que al sustituirla en F(x, y) = 0 se convierte en una identidad respecto a
x, entonces la funcion y = f(x) recibe el nombre de «funcién implicita» dada
por F(x,y) = 0.
Por ejemplo, la ecuacion

x2+y?2-9=0
determina implicitamente dos funciones elementales:
Y1 =v9 - x2 e Vo = -V/9 - X2,

En efecto, al sustituir cada expresion en F(x,y) = x2 +y? -9 = 0, la converti-
mos en una identidad pues y? = y2 = 9 - x? y se tiene que

x2+(9-x%)-9=0.

Las expresiones de arriba se han obtenido mediante la resolucion de
x2 +y? -9 = 0 respecto de y. Sin embargo, no siempre es posible hallar
la forma explicita de una funcion dada en forma implicita en términos de
funciones elementales, o bien puede hacerse pero requiere conocer técnicas
mas avanzadas para hacerlo. Por ejemplo, en la ecuacion y +e¥ - x = 0 no se
puede despejar y en términos exclusivamente de x.
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Veremos ahora como se obtiene la derivada de expresiones dadas en forma
implicita, donde el objetivo es determinar y’ o dy/dx sabiendo que y es
una funcion de x. Ilustraremos este método tomando como ejemplo la curva
implicita dada arriba, x2 +y? -9 = 0.

Para ello, derivamos a ambos miembros con respecto a x:

2x+2y-y' =0

Notemos que hemos utilizado la igualdad dy/dx =y’ para que la expre-
sion se visualice con mas claridad. Una vez obtenida la ecuacion para y’
simplemente la despejamos: .

y = V'
donde la derivada esta definida en tanto sea y # 0. Vemos que y’ depende
tanto de x como de y.

Una funcion implicita F describe una curva en el plano, la cual consiste
en todos los puntos (x, y) que verifican F(x, y) = 0. Por ejemplo, la relacion
x? +y% -9 = 0 determina graficamente una circunferencia de radio 3 y centro
en el origen de coordenadas (0,0). Al igual que en el caso de funciones
explicitas, uno puede determinar las pendientes de las rectas tangentes a
la curva cuando ella esta definida de forma implicita, pero deberemos tener
en cuenta que ahora la derivada relaciona tanto x como y. Esta situacion se
ilustra con el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.7.5: Halle aquellos puntos (x, y) donde la recta tangente a la curva
de ecuacion x? + y2 - 9 = 0 es horizontal.

Solucién. Si buscamos aquellos puntos (x,y) donde la recta tangente es
horizontal, es decir, donde la misma tiene pendiente cero, debemos resolver
y' = -x/y = 0. Esta condicion se cumple cuando x =0 e y # 0. Sin embargo,
no todos los puntos de la forma (0, y) con y # 0 son puntos de la curva.

Para ver cuales corresponden a ella, reemplazamos por x = 0 en la ecuacion
implicita de la curva x2 +y? -9 = 0:

02+y?2-9=0 = y?=9 = y =13,

Por tanto, los puntos de la circunferencia donde la recta tangente es horizontal
son (0,3)y (0,-3), y las ecuaciones de las respectivas rectassony =3 ey = -3.

La circunferencia y las rectas tangentes horizontales se visualizan en la
Figura 44.
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x2+y2-9=0

Figura 44. Tangentes horizontales a la
circunferencia de centro (0,0) y radio 3.

Ejemplo 1.7.6: Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la curva de
ecuacion y2 - x +1 =0 en los puntos (2,1) v (2,-1). Explicite las ecuaciones
de las rectas y visualice en una grafica la situacion.

Solucién. Primero verificamos que los puntos dados pertenecen a la curva.
Para (2,1), reemplazamos x por 2 e y por 1 en la ecuacion y?> - x + 1 = 0,
resultando 1 -2 + 1 = 0, es decir, se verifica la igualdad. Por tanto, el pun-
to pertenece a la curva. Procediendo analogamente con el punto (2,-1) se
verifica que este pertenece a la curva pues (-1)2-2+1=0.

A continuacion encontraremos y’, para luego poder calcular el valor de
la misma en los puntos indicados. Derivamos implicitamente:

Jz-x+1= 20

dx
d, . dx d,.
dx(y)_dx_dx(1)_0

d . dy _
d—y(y) ax 1-0=0
dy . _
2yd—X— =0.
Cuando y # 0 se tiene que
fa
y - 2y‘

En este caso, el valor de la derivada depende Gnicamente de la ordenada
del punto. Para (2,1) y (2,-1), tenemos:

|1, Ay
dxf,, 2 dxf,_, 2

Por lo tanto,

- en el punto (2, 1) la recta tangentees y - 1 = %(x -2), 0 bien, y = Ix.

2
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« enelpunto (2,-1) dicharectaesy+1 = —%(x -2), 0 bien, y = -%x.

La Figura 45 muestra la situacion.

y
3,,
2+ y2-x+1=0
11 /
t t t X
2 3 4 5
-1+
-2+
-3+

Figura 45. Parabola horizontal y dos de
sus rectas tangentes.

En el ejemplo anterior se podria haber despejado y en términos de x, lo
cual devuelve dos curvas explicitas:

yi=vx-1, e y,=-Jyx-1,

la primera correspondienteay >0y la segundaay < 0.

Se pueden luego determinar las derivadas de cada unay evaluarlas donde
corresponda: la derivada de y; =+/x - 1en (2,1)y la derivada de y, = —/x - 1
en (2,-1). Sin embargo, la derivacion implicita es mas eficiente ya que puede
usarse para obtener las pendientes de ambas rectas tangentes.

Observacion 15: Es importante notar que si bien la definicion de funcion
implicita indica que la ecuacion debe ser de tal modo que se pueda reescribir
en la forma F(x,y) = 0, no es necesario en el proceso de derivacion que la
ecuacion esté escrita en dicha forma.

Si pensamos en el caso de la circunferencia de ecuacion x> +y?>-9=0y
escribimos la ecuacion en la forma y? = 9 - x?, podemos derivar a ambos
lados y llegar al mismo resultado que antes:

d 2_1 —x2
dX(y)_dX(g X)
d o dy
@(Y) Ix - X
2y -y =-2x
y’—_i
yl
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Ejemplo 1.7.7: Considere la curva de ecuacion 2x? + 2y? = 6 - 2xy.

1. Halle los puntos (x, y) donde la curva presenta rectas tangentes horizontales
y encuentre las ecuaciones de dichas rectas.

2. Utilice el GexGelbrapara graficar la curva y las rectas tangentes halladas.

Solucién. Para responder las consignas necesitamos hallar dy/dx, teniendo
en cuenta que y es funcion de x, es decir y = y(x).

Derivamos ambos miembros con respecto a x y usamos las propiedades
de derivacion que ya conocemos:

S22 = T(6-2x9)

dx
dix(zxz) + diX(Zyz) =0- dd_x(2xy)
Lx+2 - diy(yz) . % = -2(%(()()/)
4x+2-2y'% =—2(y+Xg—i)
LX + 4y% =-2y - 2xg—i.

A continuacion, despejamos dy/dx, obteniendo

dy -4x-2y R-(-2x-y) 2x+y

dx ~ 4y+2x  R-(2y+Xx) 2y +X

siempre que 4y +2x # 0.
Ahora respondemos las consignas.

1. Sabemos que la pendiente de una recta tangente horizontal es cero, lo cual
conlleva a buscar los valores de x e y tales que

dy _
I
2x+y
2y +x

2x+y =0
y = -2X.
Reemplazamos y = -2x en la ecuacion de la curva 2x2 + 2y? = 6 - 2xy:
2x2 +2y? =6 - 2xy
2x2 +2(-2x)% = 6 - 2x (-2X)
2x% + 8x%2 = 6 + 4x?
6x2 =

X =1,

[e)]
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Por lo tanto, los puntos donde la recta tangente es horizontal son (1,-2)
y (-1,2). Luego, las rectas tangentes horizontales tienen ecuaciones y = 2
ey=-2

2x2+2y? = 6-2xy

23 2\ 1} 3
_1 1
ko o

Figura 46

La Figura 46 muestra la grafica de la curva de ecuacion 2x2 +2y? = 6 - 2xy

y las rectas tangentes horizontales.

EJERCICIOS 1.7.2

1.

Compruebe que derivando implicitamente x - y = 1 se obtiene la misma
derivada que si se deriva la potencia y = x™".

. Halle j—i de 3(x? +y?)? = 100xy y la ecuacion de la recta tangente a la curva

en el punto (3, 1). Grafique y verifique en GeoGebra.

. Halle la ecuacion de la recta tangente a la curva x3 + y3 = 3xy en el punto

53

. Halle los puntos sobre la curva x? + 3y? = 2xy + 48 donde la recta tangente

sea horizontal.

. Considere la curva de ecuacion ax? + by = 2x +cy siendoy = y(x)ya, by c

constantes.

a. Halle las condiciones que deben cumplir g, by ¢ para que j—y exista.
X

b. Considerea=1,b=3yc =2,y halle los puntos donde la curva tiene
una recta tangente horizontal.

. Si x e y satisfacen la relacion xy = a, con a una constante, probar que

dx _ x dy _ y

dy y © dx X
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7. Pruebe que la curva de ecuacion 3yx? - y? = 1 - 4x no tiene pendiente
definida en aquellos puntos (x, y) de la curva donde y = %xz.

8. Calcule latasa de cambio de g con respecto a p para la relacion de demanda
7g+qln(p+1)=2.

9. Supongamos que una empresa produce dos tipos de bienes, cuyas cantida-
des son x e y, en condiciones técnicas y de factores de produccion dadas.
La relacion F(x,y) = K se denomina «funcion de transformacion» de la
empresa y expresa las posibilidades productivas alternativas de las ofertas
disponibles de los factores de produccion. La derivada j—i representa la

Tasa Marginal de Transformacion (TmT), que mide el costo de oportunidad
de producir mas unidades del bien x en términos del bien y. Un valor abso-
luto bajo sugiere que es relativamente «barato» en términos de y aumentar
la produccion de x, mientras que un valor alto indicaria que producir mas
de x requiere sacrificar muchas unidades de y.

Sea 4x3+2y3+10x+8y = K, K > 0, la funcion de transformacion semanal de
cierta empresa. Calcule :—i para 4000 unidades de produccion de x y 10 000

unidades de produccion de y. Interprete economicamente el resultado.

10. Suponga que la produccion de una fabrica esta dada por la expresion
Q =Q(x,y) = 4x% + 2x%y + 23,

donde x representa el nimero de horas de trabajo calificado e y el de
trabajo no calificado. La fuerza laboral actual consta de 30 horas de trabajo
calificado y 20 horas de trabajo no calificado. Halle el cambio que deberia
realizarse en el trabajo no calificado y para compensar un aumento de una
hora en trabajo calificado x de manera que la produccion se mantenga en
su nivel actual.

Derivacion logaritmica

Lo estudiado hasta el momento nos permite derivar un gran cuerpo de expre-
siones algebraicas, pero no resulta suficiente para otras funciones recurrentes
en el ambito de la economia, como pueden ser funciones con exponentes
variables.

No debemos caer en el error de suponer que, por ejemplo, una funcion de
la forma a* tiene por derivada x - a*, es decir que no debemos extrapolar
las propiedades de la forma x9 a funciones de la forma a*.
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Entonces, ;como derivamos este tipo de funciones? Sabemos como derivar
funciones si las partes variables se estan sumando o restando, si estan siendo
elevadas a ciertos niimeros, o si se estan multiplicando o dividiendo. Si el
problema es que la variable aparezca en el exponente, ;acaso no tenemos for-
ma de convertir esa operacion en otra que si sepamos derivar? Pues si. Como
sabemos, los logaritmos cuentan con algunas propiedades fundamentales:

log,, (f - g) = log,(f) + log,(g),
IOgb (fl9)= lOgb(f) - logb(g),

es decir, pueden «convertir» productos y cocientes en sumasy restas. También

log,, (f9) = g - log,(f) (6)

que nos permite transformar una potencia para tener un producto. Claro esta
que no sera tan facil como «componer la funcion con un logaritmo y ya».
Razonemos el proceso a partir de una funcion de la forma

y(x) = f(x)*™

para hallar dy/dx, donde f y g son funciones derivables en un dominio
comn D, siendo f(x) >0y f(x) # 1 para todo x € D. Como ya hemos dicho, la
idea sera aplicarle al lado derecho de la igualdad un logaritmo (por ejemplo,
el logaritmo natural) para aprovechar sus propiedades. Pero para garantizar
que la igualdad se conserva, debemos hacer esto miembro a miembro:

In(y) = n (9)

y luego usar la propiedad (6) del logaritmo para obtener

In(y) = g - In(f).

Ahora bien, para derivar esta expresion lo mas conveniente en esta situa-
cion es hacer uso de la derivacion implicita. Aplicando ademas la regla de la
cadenay del producto tenemos que

d d
ax In(y) = ax [g - In(f)]

1dy dg d
y&_ dX ln(f)+gdx I‘n(f)

1dy _dg df
ydx ~ dx n(5) dx

dy _(dg g df
dx -(&ln(fﬁ Ta)y

+ 9
7
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y, dado que y(x) = f(x)g(x), tenemos

dy _(dg gdf )
Y- (Zwn-2L)s
por lo que hemos encontrado una forma para derivar y, la cual no depende
de derivadas de potencias. Si f y/o g son potencias también, entonces el
proceso se puede repetir para determinar f'y g'.
Resumimos lo hallado en el siguiente teorema.

Teorema1.7.2: Sea h(x) = f(x)g(x), con fy g funciones derivables en un dominio
comin D, f(x) >0y f(x) # 1 para todo x € D. Entonces h es derivable en x y

00 = (900 n(F00) + 23 7°00) 70 )
f(x)

Observacion 16: Cabe destacar que no es necesario memorizar la ecuacion (7)
del Teorema 1.7.2. Basta con recordar que al encontrarnos con funciones
variables en los exponentes, debemos componer con logaritmos antes de
empezar a derivar.

Podemos resumir el proceso, denominado derivacion logaritmica, en los
siguientes pasos:

PASO 1 Componemos la funcion de la forma y(x) = f(x) ) con un lo-
garitmo natural a ambos lados (puede hacerse con un logaritmo en
cualquier base, pero la derivada de este es mas sencilla como vimos en
el Teorema 1.71).

PASO 2 Aplicamos propiedades de los logaritmos para desarmar la po-
tencia.

PASO 3 Derivamos implicitamente y al finalizar reemplazamos por la
funcion original y(x) = f(x)°*.

Pongamos en practica este método en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.7.8: Halle la derivada de la funcion y(x) = x*, siendo x > 0.

Solucién. Por ser una funcion de exponente variable aplicaremos el método
mencionado componiendo con el logaritmo natural miembro a miembro, para
lo cual es importante que x > 0. Resulta de (6) que

y=x*
In(y) = ln(x¥).
Dado que n (AB) = B [n(A), tenemos

In(y) = x In(x),
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y derivamos impléitamente:

din(y) d(xIn(x))

dx dx
;—/%=g—xln(x) Xdldn)((x)
;—/%-1 n(x) + x ;
;I—/%=ln(x)+1

que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 1.7.9: Determine la derivada de la funcion y = a*, siendoa>0ya # 1.

Solucién. Aplicamos el proceso de derivacion logaritmica aplicando logarit-
mo natural

X

y=a
In(y) = In (a)
In(y) = x - In(a).

A partir de esta igualdad derivamos en forma implicita para obtener

din(y) d(x-In(a))

dx dx
1dy _
yax " In(a)
dy _
ax - In(a)-y
y, dado que y = a*, tenemos
dy _ X
ax - In(a) - a*.

Notemos que, en este ejemplo, en lugar del logaritmo neperiano, puede
resultar mas conveniente aplicar logaritmo en base a.
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Finalmente, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.7.3 (Derivada de una funcion exponencial): La derivada de la fun-
cion y(x) =a*,dondea>0ya=1,es

y'(x) = In(a)a*.
Para el caso especial de base e, esto es, y(x) = e*, se tiene que y'(x) = e*.

Observacion 17: El teorema anterior indica, en otras palabras, que si la base
de la funcion exponencial es el nimero e, entonces la derivada coincide con la
funcion. Esto es, la pendiente de la recta tangente en cada valor de x coincide
con el valor de la funcion en dicho x. En particular, en x = 0, la pendiente de
la recta tangente a y(x) = eX es e® = 1.

Por otro lado, también puede leerse que la tasa de cambio instantanea en
cada valor de x coincide con el valor de la funcion, es decir:

y'=y.

Observacion 18: Si consideramos la funcion y(x) = Ca* con C cualquier cons-
tante,a >0y a = 1, entonces la tasa relativa de cambio es

y' _ Cln(a)a* _
VS C - n(a).

Es decir, es una constante k = ln(a).

De hecho, esta propiedad solo la cumplen las funciones exponenciales
por lo que la funcién donde la tasa de cambio es proporcional a si misma
(v'(x) = Ry(x) con k constante) o, dicho de otra manera, donde la tasa relativa
de cambio es constante, es una funcion exponencial de la forma y = Ca* con
C una constantey basea >0, a = 1.

EJERCICIOS 1.7.3
1. Emplee la derivacion logaritmica para hallar la derivada de las siguientes
funciones:

a.y=02x+1)-v3x2+1. by = |2

x+3

.y = xin®), d.y=e".
2. Compruebe aplicando la derivacion logaritmica que la derivada de y(x) = x,
con rreal, es y'(x) = rx™1. Calcule y’ para y(x) = x" y y(x) = x~°.

3. Aplique la derivacion logaritmica para calcular la derivada de y(x) = 3 %
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4.

5.

8.

10.

Compruebe que la recta tangente a y = e* tiene pendiente 1en x = 0.

Deduzca la expresion de la derivada de la funcion y = a*, paraa > 0y
a # 1, aplicando derivacion logaritmica y utilizando el logaritmo en base a.
Compare con el resultado obtenido en el Ejemplo 1.7.9.

. Considere las siguientes funciones de demanda:

p = f(q)=30e%"9,  p=g(q)=10e"/%.
Para cada una de ellas:

a. Halle la tasa de cambio del precio para una determinada cantidad
demandada, g.

b. Grafique en Ge@Gebrd la funcién de demanda y la funcion de
demanda marginal. Interprete ambas relacionandolas segiin el signo
de la funcion marginal.

. Para la funcion de costo C(q) = 8000e9/8%0 de un determinado producto,

halle el costo marginal, el costo promedio y el costo promedio marginal.
Evalle en un valor determinado e interprete en términos econdmicos.

Sea la funcion de costo promedio

E(q) = @ + ﬂe(2q+6)/800'
q q

qg>0.

Halle la funcion de costo marginal y la funcion de costo promedio margi-
nal, y luego evallie ambas en g = 97. Interprete el resultado en términos
economicos.

. La ecuacién de demanda de un determinado producto es p = 10e7019,

donde p es el precio en dolares y g es la cantidad demandada en cientos
de unidades.

a. Halle el precio de venta del producto y el precio marginal cuando se
demandan 200 unidades.

b. Halle la tasa relativa porcentual de cambio en el ingreso cuando se
demandan 200 unidades, e interprete en términos economicos.

En una determinada empresa la produccion diaria en el dia t esta dada por
q(t) = 1000 (1 - e02),

a. Encuentre latasa de cambio de la produccion g con respecto at, en los
dias quinto, décimo y vigésimo. Interprete los resultados en términos
economicos.
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b. Grafique en Ge¢xGebra la funcion g y su derivada, y conteste las
siguientes cuestiones:

i. ;Cual es el signo de la funcion derivada primera de g?

ii. ;Cual es el limite de la funcion derivada primera de g? ;Lo podria
explicar en términos econdémicos y en términos geométricos?

ili. Describa en un parrafo el comportamiento de la produccion de
esta empresa.

11. La funcién y(t) = pe™, conp > 0,c > 0y k > 0 constantes, se llama
«funcion de Gompertz», y se utiliza para modelar el crecimiento poblacio-
nal y en funcion del tiempo t. Verifique que su derivada es una funcion
exponencial negativa. ;Qué significado tiene en términos poblacionales?

12. El pBI de un pais se puede modelar como y(t) = Ae"?, donde y es el PBI, A
es una constante, r es la tasa de crecimiento y t es el tiempo. Obtenga %

;Cual es su significado?

Derivacion de funciones inversas

La funcion exponencial de base e, f(x) = e, y la funcion logaritmo natural
g(x) = In(x) son funciones inversas una de la otra puesto que f-g(x) = e"® = x
paratodo x > 0y g-f(x) = ln(eX) = x para todo x € R. Es decir, la composicion
de ellas nos da la funcion identidad en ambos sentidos. Nos preguntamos si
es posible relacionar de alguna forma las derivadas de funciones inversas.

Sea y = f(x) una funcion que admite inversa y sea su inversa x = g(y).
Entonces la composicion (g - f)(x) = x, cualquiera sea el valor de la variable
x € Dy. Por tanto, si f es una funcion derivable en x € D¢ y g es una funcion
derivable en y = f(x) € Dy, derivando a ambos lados de la composicion
anterior, y aplicando la regla de la cadena se tiene que:

d dx
a(g - f)(x) = ax

d d
dy (Y)'a (x)=1.
Teniendo en cuenta que x = g(y) e y = f(x), tenemos

dx dy _

& o (8)

siempre que ambas derivadas existan.
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En palabras, el producto de las derivadas de una funcion y de su inversa
es igual a 1 (siempre que ambas existan). Entonces podemos decir que la
derivada de la funcion inversa es el reciproco de la derivada de la funcion
«directa» cuando dy/dx # 0. En simbolos:

de_ 1
dy @’
dx

En términos geomeétricos, las pendientes de las rectas tangentes a las graficas
de una funcion y su inversa son una la reciproca de la otra (nuevamente,
siempre que existan).

Observacion 19: Si dy/dx = 0 en cierto punto, entonces y presenta una recta
tangente horizontal en él, por lo que su inversa presentara una recta tangente
vertical en dicho punto.

Ejemplo 1.710: Verifique la igualdad de la ecuacion (8) para las funciones
y =e‘yx=ln(y).

Solucion. De los teoremas 1.71y 1.7.2, ambas son funciones derivables en los
correspondientes dominios (y es derivable en todos los nimeros reales y x
en todos los niimeros reales positivos). Como ya mostramos, una funcion es
la inversa de la otra, por lo que el resultado anterior nos dice que podemos
plantear, por ejemplo,

d_1_1_1
dy dr ex 'y
dx
pues y > 0. 0 bien
dy 1 1
Ay YT
dy
Por tanto,
dx dy 1 . dx dy 1
ayaxy y=1 o también dy dx & eX=1.

La igualdad se verifica por ambos caminos.

Ejemplo 1.741: Verifique la igualdad de la ecuacion (8) para los siguientes
pares de modelos de demanda, siendo a, b y ¢ constantes reales no nulas.
1.p=a-bqyq=(a-p)/b; 2.p=(a-bq)*yq-=(a-p)/b;
3.9°=(a-p)byp=a-bg>

Solucién. Con el fin de verificar la igualdad hallamos las derivadas corres-
pondientes, las multiplicamos y comprobamos que el resultado sea idéntica-
mente 1.
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1.

Parap=a-bqges dp/dg =-b,y paraq=(a-p)/bsetiene dq/dp = -1/b.
Por tanto,

dp dg _ _, (_1).

dg dp = b ( b)_1'

Siendo p = (a - bg)?, por la regla de la cadena es dp/dq = -2b(a - bq). Y
paraq =(a-,/p)/b=a/b-,/p/b, obtenemos que dq/dp =-1/(2b,/p). As],

1 1
o) P )
donde hemos usado que a - bq = ,/p despejando de cualquiera de las dos
ecuaciones de demanda dadas.

dp dq__ B B
aq dp " 2b(a bq)(

-

Sig? =(a-p)/b, sera dg/dp =-1/(2bq) (por ejemplo, usando derivacién
implicita). Y para p = a - bg? tenemos que dp/dq = -2bgq. Entonces

dp dq _ LR
dqg dp° 2b"( zbq)”-

Finalmente tenemos las técnicas necesarias para calcular la mayoria de

las derivadas que nos interesan: la derivada de una suma algebraica de
funciones, la derivada de un producto y de un cociente, la derivada de una
funcion compuesta (regla de la cadena) y la derivada de la funcion inversa de
otra, mas las derivadas tipicas. Todas estas seran suficientes para hallar las
derivadas de diversas funciones, aiin cuando sea muy compleja su expresion
analitica. Nuestros desafios consisten, entonces, en identificar correctamente
qué técnica es mas eficaz para cada funcion.

EJERCICIOS 1.7.4

1.

Siendo y = \/x, determine la funcion inversa y compruebe que la composi-

cion entre ambas da por resultado la funcion identidad. Ademas, verifique
la relacion entre las derivadas: j—x LY,
y

X

. Para los siguientes modelos de demanda encuentre la expresion analitica

de la funcion inversa y compruebe que se cumple la identidad S—Z . S—Z =1,

siendo a, b y ¢ constantes apropiadas.

a.p=—-c b. p=,/a- bq.

g+b
c.g=a-ebr d.g=bp+c.

. Considere las funciones siguientes:

f)=Vx-4,  g(x)=n(/x).
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a. Halle la funcion que en cada punto del dominio representa la pen-
diente de la recta tangente a la grafica de la funcion. Haga lo mismo
con respecto a la funcion inversa.

b. Verifique que el producto de estas funciones (producto de pendientes)
esiguala.

c. Halle la ecuacion de la recta tangente en el punto (8,2) para f,y en
el punto (1,0) para g.

d. Visualice la situacion graficando las funciones y las rectas tangentes
en el GeaGebra.

LA DERIVADA EN CONTEXTO

En esta seccion exploraremos la derivada como una herramienta fundamental
del calculo diferencial y su aplicacion en problemas practicos. Nos enfoca-
remos en tres cuestiones o areas clave: calculos de limites indeterminados,
problemas de optimizacion en el ambito de las ciencias economicas y esti-
macion de errores.

Regla de 'Hopital

Hasta el momento, cuando tenemos que resolver limites del tipo

0 ) g S0

)l<|—>n1 m © X—>+00 g(X)
y los mismos presentan formas indeterminadas del tipo «0/0» o del tipo
«oo [coy, utilizamos recursos algebraicos para «salvar» dichas indeterminacio-
nesy algunas veces resulta un trabajo tedioso. La técnica llamada «regla de
['Hopital» nos ayudara en muchos casos, pues su idea basica consiste en estu-
diar el cociente de derivadas f'(x)/g’'(x) y deducir de él informacion relativa
a f(x)/g(x). Esta regla nos permite reducir el trabajo y calcular limites que de
otra forma no se podrian conseguir con las estrategias vistas en la Seccion 1.2.

Teorema 1.8.1 (Regla de U'Hépital): Supongamos que f y g son funciones
derivables de x y que g’(x) # 0 en un intervalo (a, b) que contiene a c, excepto
quizas en c. Si

limf(x)=0 y limg(x)=0

X—=C X=C
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o bien

lim f(x)| 0y |lim g(x)| .
X—=C X—=C
entonces ,

lim M & lim f(x)

x> g(x)  x-cg(x)
siempre que el limite del lado derecho exista o sea de tipo zoo.

Observacion 20: En ocasiones es necesario aplicar la regla de I'Hopital mas
de una vez para eliminar una forma indeterminada.

La regla de 'Hopital afirma que el limite de un cociente de funciones es
igual al limite del cociente de sus derivadas, siempre que se satisfagan las
condiciones dadas. Antes de aplicar la regla de ['Hopital es muy importante
comprobar las condiciones sobre los limites de f y g, y sobre el limite del
cociente de las derivadas.

La regla también sirve para limites laterales y limites en el infinito, es decir,
«x — c» puede reemplazarse por x - ¢*, X - €, X = +00 0 X = -co. En
los casos de limites en el infinito, se requiere que g'(x) # 0 a partir de un x
suficientemente grande (+o0) o suficientemente grande en valor absoluto (-oo).

Ejemplo 1.8.1: Halle lim,_, (e** - 1)/x.

Solucién. Observe que tanto f(x) = ¥ - 1 como g(x) = x tienden a 0 cuando
x tiende a 0, por lo que este limite presenta la forma indeterminada del
tipo «0/0». Como f(x) = e - 1y g(x) = x son funciones derivables en Ry
g'(x)=1=0,

). 2e¥

= 2020 =2,
x—-0 g'(X) x-0 1 €

Por la regla de 'Hopital tenemos que

2X 2e2x

lim =—— = lim =2.
x—=0 X x=0 1

Ejemplo 1.8.2: Considere la funcion h(x) = In(x)/(x - 1). Calcule lirq h(x) y
X—
estudie la existencia de asintotas verticales y/o horizontales a la grafica de h.

Solucién. Observar primero que el dominio de la funcion h son los reales
positivos, excepto x = 1. Para calcular el limite solicitado tomamos f(x) = In(x)
y g(x) = x -1y vemos que lim,_,; f(x) =0y lim,_,; g(x) = 0. Por tanto,

tiene la forma indeterminada «0/0x».
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Tanto f como g son funciones derivables para x > 0,y g'(x) =1 # 0 en
cualquier x. Ademas,

]
)N
i'i‘? g'(x)_xI 11 =1

Puede entonces aplicarse la regla de I'HOpital resultando que

!

lim {n(x) =1.
x-1X-1
Con respecto a la existencia de una asintota vertical concluimos que la
funcion h(x) = In(x)/(x - 1) no tiene una asintota vertical en x = 1 pues el
limite anterior no es de tipo infinito.
;Tiene asintotas horizontales? Para ello solo miramos el caso del limite en
+0o ya que la funcion no esta definida para x < 0. Otra vez, encontramos una
indeterminacion ya que

lim In(x)=+0 y lim x-1 = +o0.

X—+00 X—+00

Como ya dijimos, g'(x) =1 # 0, con lo cual, por la regla de 'Hopital

lim

X—+00

1
b9 lim £ = lim 1=0.
X—1 X—>+oo1

Entonces, la funcion tiene una asintota horizontal en y = 0, como podemos
visualizar en la grafica siguiente.

Muchas veces aplicaremos la regla de I'HOpital a la vez que analizamos lo
que ocurre con el limite del cociente de las derivadas y veremos si efectiva-
mente existe o es de tipo oo para resolver la indeterminacion.
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Ejemplo 1.8.3: ;Es y = 0 asintota horizontal de la funcion h(x) = In(x)/x?

Soluciéon. Para responder calculamos lim,_,,. In(x)/x (solo tiene sentido
cuando x — +o pues D, = (0, +)). Considere f(x) = In(x) que es deriva-
ble para x > 0,y g(x) = x, que es derivable también alli con g'(x) =1 # 0, por
la regla de ['Hopital

]
lim Mi lim %= lim = =0.

X—+00 X X—+00

Ello indica que y = 0 es asintota horizontal de la funcion h.

Ejemplo 1.8.4: Evalle lim,_,_,, x?/e™.

Solucién. La indeterminacion es del tipo co/co y se dan las condiciones para
aplicar la regla de I'Hopital ya que f(x) = x2 y g(x) = e son funciones
derivables en todo Ry g’(x) # 0 siempre. Luego,

2
lim XT = li 2x

X—-c0 € X—-00 —e‘X'
Este Gltimo limite da la forma indeterminada oo /0, y podemos aplicar nue-
vamente ['HOpital pues las condiciones se cumplen, como el lector puede
comprobar. Asi,

lim 2x = lim 2 = lim 2eX=0.

x—-c0 —@7X X—-co € X—-00

Por tanto lim,_,_o, x?/e™* = 0.

Ademas de las formas indeterminadas vistas en los ejemplos anteriores,
hay otras formas como «0 - co» 0 «oo - co» que no estan contempladas en
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la regla de 'Hopital. En los Ejemplos 1.8.5 y 1.8.6 siguientes se muestra la
resolucion de estas formas; basicamente, se busca convertirlas en las formas
del tipo «0/0» o del tipo «oo/co» para poder aplicar esta regla.

La forma «oo - co» ya se trato en la seccion 1.2.6. La forma «0- co» es indeter-
minada en el sentido que no determina el valor del limite ni la existencia del
mismo, como se evidencia en los siguientes limites (que no desarrollaremos
pero que el lector puede comprobar facilmente):

1.limx.1=1; 2.limx.2=2;
x—0 X x—=0 X

3.limx- l—0- z.limex-l—oo
x—=0 ex - 'x—>0 X_ '

Todos son del tipo «0 - co» y no puede conocerse a priori su resultado.

Ejemplo 1.8.5: Calcule lim e*/x.

X—+00

Solucion. La sustitucion directa produce la forma indeterminada «0- co». Para
poder evaluarlo o decidir si no existe reescribimos el limite adaptandolo a la
forma «oo/co», expresando el producto como un cociente.
X

lim e*yx = lim £

X—+00 X—+00 eX
Ahora estamos frente a la indeterminacion mencionada y podemos aplicar
la regla de I'Hépital (con f(x) = /x y g(x) = ¥, ambas en las condiciones del
Teorema 1.8.1), como sigue:

. . H . 2
lim e*yx = lim £= mi—ll
X—>+00 X—+00 X—>+oo ex X—>+00 2\/_eX

El limite existe y es cero.

Ejemplo 1.8.6: Halle lim,_ . [1/In(x) - 1/(x - 1)].

Solucion. La sustitucion directa da la forma «oo - co». Al resolver la resta
tenemos la forma indeterminada del tipo «0/0»

m ( 1 1 )-l' x-1-1n(x)

o) x-1) <ot k= 1) Inx)’

en la que ya es posible aplicar la regla de I'Hopital.
Para ello, se considera f(x) = x -1 -ln(x) y g(x) = (x - 1)In(x), ambas
derivablesen x>0,y g'(x) =1-1/x +In(x) # 0 fuera de x = 1:

1

i (L_L)ﬂ P P e B

x=>r\ln(x) x-1) x=1q_1, tn(x) " x>10x-1+xIn(x)’
X

X—)'I
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Este limite sigue siendo indeterminado, con lo cual aplicamos nuevamente
'Hopital (las condiciones estan dadas con f(x) = x -1y g(x) = x - 1+ x In(x)
como puede comprobarse):

p - 1 p 1
il xIn(x) ~ Jm, Tex-1eln(x) m s (n(x)
X

1
-

Por lo tanto, el limite existe y es lim, ;. (1/In(x)-1/(x-1))=1/2.

EJERCICIOS 1.8.1

1. Describa el tipo de indeterminacion, si la hay, que presentan los siguientes
limites usando sustitucion directa. Evalle los limites y, de ser necesario,
aplique la regla de ['Hopital.

- 2 _ -
a. lim 3(x 3). b. lim w
x—=3 X2-9 x—-1 X+1
_ 3_4y2
¢ lim ¥X*5-3 d. ljm 24X+ 2
x-4 X-4 x—1 x3-1
. x3-2x? . 3x3-x2+1
e. lim . f. lim ———
x—0 X3 X—+00 X —1
2
g lim X12X*5 h. tim N0/X)
X—-00 3X2 —1 X—+00 X2
2X -2X
i lim X j. lim e+ 1)
X—>+00 @2X = X X—-00
1 s
k. lim (— - —) l. lim e™*x-.
x-0+\ X ex - 1 X—+00

2. Estudie la existencia de asintotas verticales y horizontales para las graficas
de las funciones dadas y, en el caso que existan, explicite las ecuaciones
de las mismas.

X/[2
a. f(x) = “L(f). b. g(x) = ex .
10 3 t-3
C. h(X)= 7——2 d. Z(t)= m

176



Optimizacion de problemas economicos

El analisis del comportamiento grafico de funciones y, especificamente, de
funciones que representan fendmenos economicos, permite considerar as-
pectos relevantes para la toma de decisiones. En este sentido, abordaremos
el tema de optimizacion de una funcion, lo cual nos lleva a estudiar los temas:
maximos y minimos relativos y absolutos, concavidad y puntos de inflexion.

Debemos recordar que la consideracion de algunos puntos de una funcion
para la representacion grafica no nos garantiza informacion suficiente acerca
de su forma. La graficacion considerando solo algunos puntos es insuficien-
te para analizar el comportamiento de la funcion. Es por esto por lo que
comenzaremos por analizar maximos y minimos en forma teorica.

La palabra «maximo» en el lenguaje comiin hace referencia al «valor mas
grande» respecto de «otros valores» o «limite superior o extremo al que
puede llegar algo». Asimismo, la palabra «minimo» en el lenguaje coloquial
indica el «menor valor» respecto de «otros valores» o «limite inferior o
extremo al que puede llegar algo». En términos matematicos, lo definiremos
de la siguiente manera:

Definicion 1.8 (Extremos absolutos de una funcion): Se dice que la funcidn
f, de dominio Dy, tiene un maximo absoluto (o maximo global)enx=ce Df
si f(c) 2 f(x) para todo x perteneciente a Dy. EL nimero f(c) se llama valor
maximo de f en Dy.

De manera analoga, se dice que f tiene un minimo absoluto (o minimo
global) en x = ¢ € Dy si f(c) < f(x) para todo x en Dy. En este caso, el nimero
f(c) se denomina valor minimo de f en Dy.

Los valores maximo y minimo absolutos de f se conocen en conjunto como
valores extremos absolutos de f.

Existen funciones que tienen ambos extremos absolutos en su dominio,
funciones que solo poseen uno de ellos, y otras que no tienen ningin extremo
absoluto.

La funcion identidad f(x) = x no tiene ningin extremo absoluto en su
dominio pues los valores de x se pueden hacer tan grandes o tan pequenos,
en términos absolutos, como uno quiera.

La funcién f(x) = -x%+6 cuyo dominio es R tiene maximo absoluto en x = 0,
siendo f(0) = 6 dicho maximo, y no hay valor minimo; mientras que la funcion
g(x) = x? + 2, también con dominio en R, tiene minimo absoluto en x = 0,
siendo g(0) = 2 dicho minimo, y no hay valor maximo. Ambas situaciones se
muestran en la Figura 49(a).

Ahora bien, si consideramos dominios acotados la situacion puede modifi-
carse. La funcion f(x) = -x? + 6 con dominio en [-1, 3] tiene maximo absoluto
en x = 0, y este valor es f(0) = 6. Ademas, presenta el minimo absoluto en
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x = 3, siendo el minimo valor f(3) = -3.
La funcidn g(x) = x? + 2, definida en [-2, 1], tiene valor minimo absoluto 2
en x = 0 y maximo absoluto 6 en x = -2, como se observa en la Figura 49(b).

-6 |

-8+
—y=x%*+2 —y=x%*+2
—— y=-x2+6 —— y=-x2+6

(a) (b)

Figura 49

Observemos la Figura 50 donde se presenta la grafica de una funcion f,
continua, con dominio acotado [a, b].

Esta funcion tiene maximo absoluto en x = a y minimo absoluto en x = x;,
dado que (a, f(a)) es el punto mas alto y (x, f(x;)) el mas bajo de la grafica
en el dominio. Sin embargo, es posible hallar valores maximos o minimos en
las proximidades de un x dado, perteneciente al intervalo abierto (a, b), lo
que da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 1.8.2 (Extremos relativos de una funcién): Una funcion f posee
un maximo relativo (o maximo local) en x = ¢ si f(c) = f(x) para x en algin
intervalo abierto que contiene a c.

En cambio, f posee minimo relativo (0o minimo local) en x = ¢ si f(c) < f(x)
para x en algln intervalo abierto que contiene a c.

Los valores maximos y minimos relativos de f se denominan en conjunto
como valores extremos relativos de f.

Observando la grafica de la Figura 50 podemos establecer que si solo
consideramos valores de x cercanos a x,, resulta que f(x,) es menor que
todos los valores de f(x) cercanos a x = x,; es decir, f(x;) es un «minimo
relativo» de la funcion f. De modo semejante, f(x;) es un valor «maximo
relativo» de f, mientras que f(x;) es minimo relativo y, también, el minimo
absoluto de f. En X = X,, X = X5 y X = b no hay maximos ni minimos. Podemos
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max. absoluto

min. relativo y
min. absoluto

Figura 50

afirmar que f(a) es maximo absoluto, aunque no se considera como extremo
relativo de la funcion pues es un extremo del intervalo dominio.

Ejemplo 1.8.7: La funcion que se muestra en la Figura 51 es continua y su

dominio es R. Su valor maximo absoluto (y relativo) es 1y su valor minimo
absoluto (y relativo) es -1; ambos ocurren en infinitos valores de x.

\‘/\N JAWAW

Figura 51

Ejemplo 1.8.8: La funcion y = x3, cuya grafica se muestra en la Figura 52, es
continua en su dominio R, no posee maximo ni minimo absoluto ni valores
extremos relativos.

Ejemplo 1.8.9: Analice los maximos y minimos de la funcion
. 1,83 30
y = 2x + 3x 3x
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Figura 52

en el intervalo [-1, 4].

Solucién. La funcion dada es polindmica y, por tanto, es continua en todo el
intervalo [-1, 4]. Como puede verse en la Figura 53, un valor minimo relativo
es f(1) = -5/6. El valor minimo absoluto es f(-1) = -37/6, pero este minimo
absoluto no es un minimo relativo porque se presenta en un punto extremo.
En x = 0 hay un maximo relativo con valor f(0) = 0, mientras que f(3) =9/2 es
el valor maximo absoluto y es también un valor maximo relativo. En x = 4, f
no tiene minimo relativo por ser el extremo derecho del dominio, y tampoco
corresponde a un minimo absoluto.

Figura 53. Funcion del Ejemplo 1.8.9.

Ejemplo 1.810: La funcion g definida en el intervalo [0, 7) que se ilustra en la
Figura 54 es discontinua en x = 1y en x = 6. No tiene minimo absoluto y los
valores minimos relativos son g(2) = 2 y g(5) = 3. Por otro lado, en x = 4 tiene
un maximo absoluto (y también relativo) con valor g(4) = 5,y en x = 6 hay un
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maximo relativo con valor g(6) = 4. En x = 0 no hay minimo absoluto (y no es
relativo porque no se consideran los extremos del dominio en la definicion).

Figura 54

Ejemplo 1.8:11: La funcion f de la Figura 55 no tiene maximo absoluto, pero si
un maximo relativo en x = 2 y un minimo absoluto en x = 4.

—_
N
w
e

Figura 55

Ejemplo 1.842: La funcion g de la Figura 56 tiene maximo absoluto en x = b,
minimo absoluto en x = x,, maximos relativos en x = x4 y en x = x3, minimos
relativos en x = x, (que también es absoluto) y en x = x,. Notemos que el
valor minimo relativo en x = x, es mayor que el valor maximo relativo en
X = X4. Esto evidencia que no siempre todo valor maximo relativo es mayor o
igual que todo valor minimo relativo, aunque esta desigualdad si es cierta
cuando se compara un maximo absoluto con un minimo absoluto.
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Figura 56. Grafica de la funcion del
Ejemplo 1.812.

El teorema siguiente da condiciones suficientes con las cuales se garantiza
que una funcidén continua posea valores extremos.

Teorema 1.8.2 (Teorema de los valores extremos): Si f es continua en un
intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un valor maximo absoluto f(c)
y un valor minimo absoluto f(d) en algunos valores c y d perteneciente al
intervalo [a, b].

Lo que enuncia este teorema lo podemos evidenciar en los Ejemplos 1.8.9
y 1.8.12. Sin embargo, pueden existir funciones que tengan ambos extremos
absolutos sin ser continuas en todo su dominio; es por ello que la condicion
de continuidad es suficiente pero no necesaria.

Hasta el momento hemos analizado las graficas de funciones para determi-
nar la existencia o no de extremos. Ahora bien, ;qué caracteristica podemos
enunciar respecto de las pendientes de las rectas tangentes en los puntos
extremos?

En las graficas de la Figura 57 podemos distinguir tres situaciones que
presentan las funciones continuas: en la Figura 57(a) observamos que la
recta tangente en los puntos donde existen los extremos es horizontal o de
pendiente cero, es decir, f'(b) =0y f'(c) = 0. En la Figura 57(b) se observa
que f'(b) no existe; sin embargo, tenemos un maximo relativo en x = b. Por
altimo, en la Figura 57(c) si bien f'(b) = 0, no hay maximos ni minimos alli.

Lo que podemos asegurar es lo siguiente:

Teorema 1.8.3: Si la funcion y = f(x) tiene un maximo o un minimo relativo
en x = cy f'(c) existe, entonces f'(c) = 0.
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Figura 57

El teorema implica que si f es derivable en x = c y tiene un extremo relativo
alli, entonces necesariamente la derivada es nula, esto es, la recta tangente es
horizontal. Sin embargo, si f es derivable en x = c y la pendiente alli es cero,
no necesariamente hay un extremo relativo como se vio en la Figura 57(c).

Observe que no se puede aplicar el teorema en puntos donde la funcion
no es derivable. Sin embargo, podria haber extremos relativos o absolutos
en puntos donde la grafica presenta puntos angulosos o clspides como el
caso mostrado en la Figura 57(b).

Lo que el teorema sugiere es que se pueden empezar a buscar los extremos
de f detectando los valores ¢ donde f’(c) = 0, o bien, donde f’(c) no exista.
Estos valores se denominan «criticos».

Definicion 1.8.3 (Valor critico): Un valor critico de una funcioén f es un valor
c € Dy tal que f*(c) = 0 0 f'(c) no existe.

Ejemplo 1.813: La funcion f(x) = | x| tiene un valor minimo absoluto (y relativo)
en x =0y f'(0) no existe.

Ejemplo 1.844: La funcion f(x) = x3 no tiene valores extremos; sin embargo,
en x = 0 se cumple que f'(0) = 0.

Como muestran todos los ejemplos anteriores, para poder afirmar que un
valor critico es un extremo relativo hace falta probar algo mas. Con el fin
de realizar un estudio mas preciso de esta condicion, veamos la siguiente
definicion.

Definicion 1.8.4 (Crecimiento y decrecimiento): Sea f una funcién con dominio
Dy y sea | € Dy un intervalo.

« Se dice que f es creciente en el intervalo | si para cada par de valores
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X1, X5 € I que verifican x; < X, se cumple que f(x;) < f(x,). En el caso en que
la Gltima desigualdad sea estricta, entonces se dice que f es estrictamente
creciente.

« Se dice que f es decreciente en el intervalo I si para cada par de valores
X1, X, € 1 que verifican x4 < x, se cumple que f(x;) 2 f(x;). En el caso en que
la Gltima desigualdad sea estricta, entonces se dice que f es estrictamente
decreciente.

Ejemplo 1.8.15: Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion definida
por f(x)=9x - }3x3, con base en la grafica de la Figura 58.

Solucion.

1. Enelintervalo I = [-3, 3] observamos que, conforme x aumenta, los valores
de f también aumentan y la curva asciende, sin importar si son positivos o
negativos. Es decir, si x; y X, son dos puntos cualesquiera del intervalo |,
tales que x4 < Xy, entonces f(x4) < f(x,), es decir se mantiene la desigualdad
y, por la Definicion 1.8.4, f es estrictamente creciente en el intervalo .

2. En el intervalo I = [3, ) observamos que, al aumentar x, los valores de
f(x) disminuyen y la curva desciende. Es decir, si x; y X, son dos puntos
cualesquiera del intervalo I tales que x; < x5, entonces ahora f(x) > f(x;)
lo que indica que f es estrictamente decreciente en el intervalo I.

3. Aplicando el mismo razonamiento que en el caso anterior podemos afirmar
que f es también estrictamente decreciente en el intervalo | = (-o0,-3].

Recordemos que f'(x) representa la pendiente de la recta tangente a la
curva y = f(x) en el punto (x, f(x)) e indica la direccion en la cual la curva
progresa en cada punto. Por ello, es de esperar que la derivada nos informe
acerca del crecimiento o decrecimiento de una funcion.

Retomando la funcion del ejemplo anterior, podemos ver (Figura 58) que
en el intervalo (-3, 3) las pendientes de las rectas tangentes son positivas,
por lo que f'(x) debe ser positiva en este intervalo. Una derivada positiva
implica que la curva esta elevandose.

En el intervalo (3, ), las pendientes de las rectas tangentes son negativas,
por lo que f'(x) < 0 en dicho intervalo. Una derivada negativa implica que la
curva desciende. Algo similar esta ocurriendo en el intervalo (-co, -3).

En x = -3y x = 3 las pendientes de las rectas tangentes son nulas, que
es donde se producen los cambios de crecimiento de la funcion. En ambos
vemos que, ademas, hay extremos relativos.

En realidad, el analisis anterior acerca del signo de las derivadas o pen-
dientes puede extenderse a cualquier funcion derivable en un intervalo.
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Figura 58. Funcion del Ejemplo 1.815.

Teorema 1.8.4 (Condicion suficiente de crecimiento o decrecimiento): Sea f
una funcion continua en un intervalo I, y derivable en el interior de I.

CASO 1 Si para todo x en el interior de | se tiene que f'(x) > 0, entonces
f es estrictamente creciente en /.

CASO 2 Si para todo x en el interior de | se tiene que f'(x) < 0, entonces
f es estrictamente decreciente en I.

Observacion 21: Debemos entender que si | es un intervalo de la forma [a, b],
(a,b), [a, b) o (a, b], su interior se refiere al abierto (a, b), esto es, los extremos
no forman parte del interior. Similarmente, para intervalos infinitos de la
forma [a, ») 0 (a, ) su interior es (a, ©), mientras que para los de la forma
(o0, b] 0 (-0, b), su interior corresponde a (-, b).

iCuidado! Que una funcion sea estrictamente creciente (o decreciente) en
intervalos disjuntos no implica que lo sea en la union de estos.

Ejemplo 1.846: Aplique el teorema anterior para estudiar el crecimiento y
decrecimiento de la funcion f(x) = 9x - 1/3x3 y comparar con lo analizado en
el Ejemplo 1.8.15.

Solucién. Para aplicar el teorema determinamos la derivada de f, la cual
es f'(x) = 9 - x2. Como debemos estudiar su signo, resolvemos la inecuacion
9-x%50:

9-x250 & x?<9 < |x|<3.

Entonces, f'(x) > 0 siy solo si x € (-3,3), y como f es continua en todo R,
también lo es en [-3, 3]. Por lo tanto, f es estrictamente creciente en [-3, 3].
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Asi, de la continuidad de f en (-o0,3]y en [3, ), y del hecho que f'(x) <0
en los intervalos (-o0,-3) y (3, ®), se deduce por el Teorema 1.8.4 que f es
estrictamente decreciente en | = (-o,-3]y en [ = [3, o).

El camino de analisis del estudio de los signos de la derivada primera
utilizando las inecuaciones se hace mas complicado cuando las expresiones
analiticas de las funciones son mas complejas. Esto se hace mas sencillo
si hallamos en primer lugar los valores criticos de la funcion, teniendo en
cuenta también el dominio de f, para poder plantear los intervalos de creci-
miento/decrecimiento. Con base en el ejemplo anterior, procedemos como
sigue:

PASO 1 Hallamos f'. En el ejemplo, f'(x) = 9 - x2.

PASO 2 Hallamos todos los x para los cuales f'(x) = 0 o f'(x) no existe.
En el ejemplo, solo seran del primer tipo:

9-x2=0 < x=-3 0 x=3.

A

[ S
w 0

<Y

PASO 3 Teniendo en cuenta el dominio de f, los intervalos de conti-
nuidad, y también los valores criticos, determinamos los intervalos
abiertos en los que se divide el dominio y en los cuales haremos el
analisis del signo de f'. En este caso, obtenemos los intervalos (-oo, -3),

(-3,3) y (3, 0).

-3 3 X

PASO 4 Para cada intervalo abierto designemos un valor cualquiera que
sera el representante en su intervalo. Asi, por ejemplo, elegimos -4 en
(—OO, _3)1 Oen (_31 3) y 4en (31 00)

-4 -3 0 3 4 X
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PASO 5 Evaluamos f’ en cada uno de estos valores representantes. El
signo de la derivada para este representante indicara el signo de la
derivada en todo el intervalo.

CASO 1 Si x = -4, entonces f'(-4) = -7 < 0, por lo que f'(x) < 0 para
cada x € (-o0, -3).

CASO 2 Si x = 0, entonces f'(0) = 9 > 0, por lo que f'(x) > 0 para
todo x € (-3, 3).

CASO 3 Si x = 4, entonces f'(4) = -7 < 0, por lo que f'(x) < 0 para
cada x € (3, o).

f'(x)>0
pues

f'(0)>0

(=N o)

De esta forma podemos concluir que f es estrictamente decreciente en
los intervalos (-0, -3] y [3, =), y es estrictamente creciente en [-3, 3] por ser
continua en todos los reales.

Veamos ahora por qué es valido decir que el signo de la derivada no cambia
dentro de cada uno de los intervalos en los que se parte el dominio, segiin
los valores criticos y las discontinuidades de la funcion.

La respuesta a esto la devuelve el teorema de Bolzano que enunciamos a
continuacion:

Teorema 1.8.5 (Teorema de Bolzano): Si g es una funcion continua en un
intervalo cerrado [a, b]y el signo de g(a) es opuesto al signo de g(b), entonces
existe algln c € (a, b) tal que g(c) = 0.

Tomemos uno de estos intervalos | de analisis. La funcion f' debe ser
continua y estar definida en este intervalo pues, si no lo fuera en algln punto
c € | entonces, o bien ¢ & D o bien ¢ seria un valor critico, y, por lo tanto, en
cualquiera de los casos deberia haber sido el extremo de dos intervalos de
analisis consecutivos, I, e 15, y no estar contenido en uno de ellos.

Es decir, si sucediera lo del grafico siguiente y ¢ = 3 fuera un valor no
perteneciente al dominio de f o un valor critico de la misma, no podria ocurrir
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lo de la izquierda sino que tendria que haberse realizado una particion como
la de la derecha.

Si f* es continua en I, ;como sabemos que siempre tiene el mismo signo
en [? Supongamos que no es asi, y que para algiin a € I, f'(a) > 0 y para otro
b eI, f'(b) < 0. Por el teorema de Bolzano, dado que f’ es continua tiene que
existir algiin c entre ay b tal que f'(c) = 0. Esto quiere decir que c es un valor
critico de f, por lo que I estaria conteniendo un valor critico y estariamos
como en lo descripto previamente. Esto nos garantiza entonces que los signos
dentro de los intervalos de analisis no cambian.

Es importante recalcar que necesitamos la certeza de que f’ sea conti-
nua en cada intervalo, y por eso tenemos que prestar atencion a las tres
caracteristicas que nos determinan los intervalos: el dominio, los valores de
discontinuidad y los valores criticos.

Ejemplo 1.817: Determine los intervalos que servirian para realizar el estudio
de crecimiento y decrecimiento de la siguiente funcion:

1 si-5<x<-3,

f(X)= X+5 Si-3SX<—1,

3
4X—% si1T<sx<3.

Solucion. Procedemos de la siguiente forma:
PASO 1 Dado que el dominio de esta funcion es
Df = [_51_1) U [113)

descartamos los valores -1y 3, dos de los extremos de los intervalos
que definen este dominio, marcados con un punto gris. Ademas, se
muestran de gris los intervalos que no forman parte del dominio de f.

PASO 2 Luego, descartamos los valores en donde se producen disconti-
nuidades, lo cual solo ocurre en x = -3.
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PASO 3 Por ultimo, descartamos los valores criticos de f: x = 2 donde
la derivada se anula, x = -3 donde habia un punto de discontinuidad
de f y por tanto, no existe la derivada alli, y los extremos del dominio
x =-5y x =1 donde tampoco existe la derivada.

Py b I ! e

-5 -3 -1 1 2 3 X

De este modo, los valores eliminados determinan cuatro intervalos abiertos
en los que tenemos que hacer el estudio del signo de f’, los que se pintan
de gris oscuro.

Es decir, haremos el analisis en los intervalos
(_51_3)7 (_31_1)1 (172] y [213)'

Retornando a la determinacion de valores extremos, sabemos que si f
tiene un valor maximo o un minimo relativo en ¢, este debe ser un valor
critico de f. Sin embargo, no todos los valores criticos dan lugar a un maximo
0 un minimo como ya vimos. Es necesario confirmar mediante algiin método
adicional, como el que llamamos la «prueba de la primera derivada» si ese
valor critico es un maximo o un minimo o no es ninguno de ellos.

Definicion 1.8.5 (Prueba de la primera derivada): Sea ¢ un valor critico de f,
donde f es una funcion derivable al menos en un entorno alrededor de c.

CASO 1 Si f' cambia de positiva a negativa en x = ¢, entonces f tiene un
maximo relativo en x = c y el valor maximo es f(c).

CASO 2 Si f' cambia de negativa a positiva en x = ¢, entonces f tiene un
minimo relativo en x = c y el valor minimo es f(c).
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CASO 3 Si f' no cambia de signo en x = ¢, entonces f no tiene extremos
relativos en x = c.

La Tabla 13 aplica la prueba de la primera derivada al Ejemplo 1.8.16, lo que
permite sintetizar el estudio realizado y establecer los valores extremos.

Tabla 13

Intervalo Representante Signode f' f

(-0,-3) -4 - Decreciente
(-3,3) 0 + Creciente
(3,00) 4 - Decreciente

Un maximo relativo se alcanza en x = 3 y su valor es f(3) = 18. Mientras que
hay un minimo relativo en x = -3, con valor f(-3) = -18. Estos se observan en
la Figura 58.

Ejemplo 1.848: Determine los valores extremos de las siguientes funciones, si
existen:

1 f(x) = x* -2x% + 3; 2.g(x) = 1/4x* - x3; 3.h(x)=%/x-1.

Solucion. Para cada una de las funciones analizamos su dominio, hallamos
los valores criticos y los puntos de discontinuidad, estudiamos los intervalos
de crecimiento y decrecimiento, y establecemos los maximos y/o minimos
relativos.

1. El dominio de f(x) = x* - 2x? + 3 es el conjunto de los reales, y es continua
por ser polindomica. Para hallar los valores criticos estudiamos su derivada

() =4x3 - 4x

que también es continua en R. Se deduce que no hay valores donde f’ no
exista, asi que solamente aquellos x donde f’(x) = 0 seran valores criticos
de f.

Vemos que f'(x) = 0 cuando 4x(x>-1) = 0, lo que ocurreparax =0y x = £1.

Asi, el dominio quedara dividido en los intervalos (-, -1), (-1,0), (0,1) y
(1, ). Estudiamos ahora cuales solo los intervalos donde f crece y donde
f decrece, con la Tabla 14 que resume el proceso.

Concluimos que los valores extremos relativos de la funcion f(x) = x4-2x2+3
son x = -1 donde ocurre un minimo relativo con valor f(-1) = 2, x = 0 donde
f(0) = 3 es un valor maximo relativo, y x = 1 donde se tiene otro valor
minimo relativo con valor f(1) = 2. Observe que en ambos minimos relativos
se alcanza el mismo valor.
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Tabla 14

Intervalo Representante Signode f' f

(-00,-1) -2 - Decreciente
(-1,0) -% + Creciente
(0,1) % - Decreciente
(1, 00) 2 + Creciente

2. La funcién g(x) = 1/4x* - x3 es polindmica y continua en R. Su derivada es
g'(x) = x3 - 3x?, también definida y continua en R.

Buscamos los valores de x donde g’(x) = 0:
g(x)=x3-3x?=0 < x*(x-3)=0 < x=0 o x=3.

Estudiamos el signo de la derivada con la Tabla 15 y concluimos sobre el
crecimiento y decrecimiento de g.

Tabla 15

Intervalo  Representante Signog’ g

(-o0,0) -1 - Decreciente
(0,3) 1 - Decreciente
(3, 0) 4 + Creciente

La funcion tiene un Gnico extremo en x = 3. El valor minimo es g(3) = -27/ 4.
Note que, aunque x = 0 es valor critico de g, no existe un extremo en este
valor pues no hay cambio de signo de la derivada a izquierda y derecha
del mismo.

3. Consideremos ahora la funcion h(x) = ¥/ x - 1, con dominio en R. Estudiemos
la existencia de valores criticos de esta funcion. Aplicando las reglas de
derivacion, su derivada es

hx)=(x-1y23=—1_ .1 X %1,

CRD
Como observamos, no existe x tal que h’(x) = 0. Pero, como h es continua
en x = 1 debemos estudiar la existencia de la derivada en x = 1. Veremos
que conviene realizarlo a través de las derivadas laterales. La derivada
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lateral derecha en x = 1 se obtiene mediante el limite

i B0 -h() A1) -0

x>1 x-1 x-1  (x-1)
- lim —
= +00,

Como este limite no existe, h,(1) no existe y, por tanto, h no es derivable
en x = 1. Asi, x = 1 es valor critico de f.

Para determinar si en el punto (1,0) existe o no recta tangente vertical
analizamos la derivada lateral izquierda:

x>1 X=1 o3 fx -1
= +00,

Dado que las dos derivadas laterales en x = 1 son de tipo +o, en x =1 la
curva tiene una recta tangente vertical (ver Definicion 1.3.4).

Estudiemos ahora el signo de la derivada en aquellos intervalos en los
cuales esta existe con la Tabla 16.

Tabla 16

Intervalo valor de prueba Signoh” h

(-0, 1) -1 + Creciente

(1, o) 2 + Creciente

Concluimos que h es una funcion siempre creciente y no posee valores
extremos. En la Figura 59 se evidencia que en x = 1 tiene una recta tangente
vertical.

Ejemplo 1.8.19: Determine los extremos absolutos de f(x) = 2x3 + 3x? - 36x
en el intervalo [-6, 3].

Solucién. Observamos que la funcion esta definida y es continua en el domi-
nio acotado [-6, 3]. Por el Teorema 1.8.2 van a existir extremos absolutos en
este intervalo. Estos pueden alcanzarse Gnicamente en el interior (valores
criticos de f) o en los extremos del intervalo. No existen otros candidatos a
extremos absolutos para una funcion continua en un intervalo cerrado.
Determinamos los valores criticos de f al resolver la ecuacion

f'(x)=6x%+6x-36=6(x-2)(x+3)=0.
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11 h(x)=3x-1
>—o—o—o—44 X
-5-4-3-2-1 23 45
/
/
Figura 59

Las soluciones son x = -3y x = 2, ambas pertenecientes al dominio.

Bastara hallar y comparar los valores de la funcion en los extremos del
intervalo y en los valores criticos por lo dicho anteriormente. Esto se resume
en la Tabla 17.

Tabla 17
X f(x)
-6 -108
-3 81
~bl
3 -27

Luego, en x = -6 se alcanza el valor minimo absoluto siendo este -108, y
en x = -3 el valor maximo absoluto de 81.

Concluimos entonces que para determinar los extremos absolutos de una
funcion continua f en un intervalo [a, b], proceda de la siguiente manera:
PASO 1 Encuentre los valores criticos de f en (a, b).

PASO 2 Evalle f en todos los valores criticos y en los extremos del
intervalo dominio ay b.

PASO 3 El mayor de los valores obtenidos en el paso anterior es el valor
maximo absoluto de f en [a, b] y el menor valor es el minimo absoluto
de f en[aq,b].

Ejemplo 1.8.20: Analice la veracidad o falsedad de cada uno de los siguientes
enunciados si la Figura 60 representa la grafica de la funcion derivada primera

de f.Justifique su respuesta.
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. Lafuncion f presenta un maximo local en x = -1y un minimo local en x = 1.
. La funcion f es decreciente en el intervalo (-1, +o0).
. En x = 0 la grafica de la funcion f posee recta tangente horizontal.

. La ecuacion de la recta tangenteen x =0esy = 0.

>
>

=N W s

X

Figura 60

Solucion. La grafica presentada corresponde a la funcion derivada primera,
es decir, f’, y dado que para todo niimero real existe un valor de la derivada,
f es continua en el conjunto de los nimeros reales.

1. Verdadero. Tanto -1 como 1 son puntos de continuidad y valores criticos

de f pues f'(-1) = f'(1) = 0.

En (-o0,-1), f' es positiva lo cual implica que f es creciente; en (-1,1), f' es
negativa lo cual implica que f es decreciente; en -1, f pasa de ser creciente
a decreciente. Entonces, en x = -1 f tiene un maximo local.

En (-1,1), f' es negativa lo cual implica que f es decreciente y en (1, o), f’
es positiva lo cual implica que f es creciente. En x = 1, f pasa de decrecer
a crecer. Entonces, en x = 1, f presenta un minimo local.

. Falso. Como f’ > 0 en (1, +), f no puede ser decreciente en todo el inter-
valo (-1, +c0).

. Verdadero. Como f'(0) = 0, la pendiente de la recta tangente a la grafica
de f en x = 0 es 0, entonces la recta tangente en este punto es horizontal.

. Falso. Para determinar la ecuacion de la recta tangente en un punto se
necesita mas informacion de la que dispone. Si bien, se conoce la pendiente
de la recta y la abscisa del punto de tangencia, se desconoce la ordenada
correspondiente a la abscisa. En consecuencia, no es posible establecer la
ecuacion de la recta.
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EJERCICIOS 1.8.2
1. En cada inciso, si es posible, trace la grafica de una funcion continua f con
las propiedades indicadas en el intervalo [-10, 10].

a. f tiene un minimo absoluto en x = -10 y un maximo absoluto en
x =10.

b. f tiene un minimo absoluto en x = 0 y un maximo absoluto en x = 7.

c. ftiene exactamente dos maximos absolutos y dos minimos absolutos.

d. f tiene un maximo relativo en x = -5y no es derivable en él, tiene un
maximo absoluto en x = -10 y un minimo absoluto en x = 5.

e. f tiene un minimo absoluto en x = 0 pero ninglin maximo absoluto.

2. Sea f(x) = 2x - 6x2 - 18x + 50. Determine los valores extremos absolutos,
si los hay, en cada uno de los intervalos indicados.

a. [-2,4] b. [2, 4] c. [-3,5] d.[-1,5]

3. Considere la grafica de la Figura 61.
a. Establezca la o las abscisas de los puntos donde f presenta maximos
0 minimos absolutos y/o relativos.

b. Analice la existencia de la recta tangente en x = 2, x = 3y x = 4,
Justifique.

Figura 61

4. Determine los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de las siguientes funciones:

a. f(x) = x3-6x2+4x+12. b. f(x) = x> - 4x3 +1.

X x3
s d. f(x) = .

c f(x)=
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e. f(x) = x2 In(x). f f(t)=t-e.
g fX) = 7. h fx) = <.
i. f(x) = x - In(x). j. f(x) = xe™.

5. Si x = ¢ es un punto critico de f, explique en qué casos no hay maximo ni
minimo relativo en x = c. Ejemplifique.

6. Apartirde las representaciones graficas que siguen, determine los extremos
absolutos y relativos de las funciones correspondientes.

c) d)

7. Las siguientes figuras muestran la grafica de la primera derivada de una
funcion. Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los
extremos relativos, asumiendo que el comportamiento de la funcion es el
que sugiere el grafico.
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8. Cierta empresa de tecnologia ha estimado que, al cabo de t meses, el
porcentaje de usuarios (sobre la poblacion total de Argentina) que adoptan
su mas reciente plataforma digital esta dado por

900
PO = 55w ~ %0

a. Calcule e interprete p(0) y p(12). ;Cual es el incremento promedio
mensual en el porcentaje de usuarios que se estima durante el primer
ano?

b. Estudie, si existe, l|m p(t). Si existe, hallelo e interprete el resultado
en el contexto del problema

c. Compruebe que p’(t) > 0 paratodo t > 0.

d. ;Cual es la relacion entre el valor obtenido en b. y lo analizado en c.?

e. Utilice GetxGelbra para graficar la funcién p y verificar visualmente
los resultados de los items anteriores.
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Concavidad de una funcion

Hasta el momento estudiamos qué informacion nos brinda la derivada prime-
ra de una funcion respecto al crecimiento/decrecimiento de la misma. Esto
nos permitio identificar maximos/minimos relativos y absolutos. Sin embargo,
todavia no podemos determinar la forma o la «curvatura» que presenta la
grafica de la funcion ni caracterizar el «tipo de crecimiento/decrecimiento»
de la misma.

Para este analisis es necesario recurrir a la derivada de la derivada, deno-
minada segunda derivada de la funcion. La derivada f' de f es en si misma
una funcion y, en consecuencia, puede tener una derivada propia. Si f’ es
derivable, entonces su derivada se denota por f” o dzy/dxz.

En tanto haya derivabilidad es posible continuar el proceso de derivacion
para obtener la tercera derivada de f denotada por f, la cuarta derivada de
f que se expresa como f") o f*),y asi sucesivamente. El nimero de veces
que f se deriva se llama el orden de la derivada. La derivada de n-ésimo
orden se denota como d"y/dx" = f(")(x). Para los calculos se aplican las
reglas de derivacion vistas anteriormente.

En las graficas de funciones crecientes o decrecientes se presentan diversas
situaciones como se muestra en la Figura 62.

Creciente Decreciente

-/
s

Conc. positiva

Conc. negativa

b.
: \
Figura 62
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Podemos observar que las funciones de las graficas ay ¢ son crecientes
pero «se ven» distintas porque flexionan en direcciones diferentes, o tienen
curvaturas diferentes. Similar situacion encontramos al comparar las graficas
de las funciones by d, ambas decrecientes.

Observemos las posiciones que toman las rectas tangentes. En las Figuras 62
ay b dichas rectas se encuentran por debajo de la curva; en cambio, en las
Figuras 62 cy d se encuentran por arriba de la curva. Esta situacion da lugar
a la siguiente definicion.

Definicion 1.8.6 (Concavidad de la grafica de una funcion): Si la grafica de una
funcion f se ubica por arriba de todas las rectas tangentes en un intervalo
(a, b), entonces la grafica es concava hacia arriba en dicho intervalo.

Si la grafica de una funcion f se encuentra por debajo de todas las rectas
tangentes en un intervalo (a, b), entonces la grafica es concava hacia abajo
en dicho intervalo.

Dicho esto, nos preguntamos, ;es posible relacionar la curvatura de f con
el concepto de derivada?

Observemos que en las Figura 62 ay b la pendiente de la tangente aumenta
a medida que x aumenta; esto quiere decir que la derivada f’ es una funcion
creciente. Pero en las Figuras 62 ¢y d la pendiente de la recta tangente
disminuye a medida que x aumenta, por lo cual la derivada f’ es decreciente.
Estos resultados se expresan en el teorema que sigue.

Teorema 1.8.6 (Concavidad y derivada primera): Si f es una funcion derivable
en el intervalo (a, b) entonces la grafica de f es concava hacia arriba en (a, b)
si f' es creciente en dicho intervalo.

En cambio, la grafica de f es concava hacia abajo en (a, b) si f* es decreciente
en ese intervalo.

Ejemplo 1.8.21: La grafica de f(x) = ax? con a > 0 es concava hacia arriba en
R porque su derivada f'(x) = 2ax es creciente en R, mientras que sia <0, la
grafica resulta concava hacia abajo. La Figura 63 muestra graficas para dos
valores de a.

Ejemplo 1.8.22: Si a > 0, la grafica de cada funcion f(x) = ax® es concava hacia
abajo en (-o0,0) pues f'(x) = 3ax? es decreciente en este intervalo, mientras
que en (0, +o0) la grafica de f es concava hacia arriba porque la derivada es
creciente.

Para valores negativos del parametro a la grafica de cada funcion g(x) = ax®
es concava hacia arriba en (-o0,0) y concava hacia abajo en (0, +o0).

La Figura 64 muestra graficas para diferentes valores de a.
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-5-4

f(x) = x? — f'(x) = 2x
—g'(x) = -x

g(x) = -3x2

Figura 63

f(x)=x3 — f'(x) = 3x2
90x) = -2° — =%
@) (b)
a
Figura 64

Por lo anteriormente visto, si la derivada de la derivada es positiva en
un intervalo (a, b), entonces f’ es creciente en dicho intervalo. De la misma
manera, si la derivada de la derivada es negativa en (q, b), entonces f’ es
decreciente en dicho intervalo. Lo expresado se explicita en el siguiente
teorema.

Teorema 1.8.7 (Concavidad y derivada segunda): Sea f una funcion dos veces
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derivable en el intervalo abierto (a, b).

CASO 1 Si para todo x € (a, b) se tiene que f"(x) > 0, entonces la grafica
de f es concava hacia arriba en (a, b).

CASO 2 Si para todo x € (a, b) se tiene que f"(x) < 0, entonces la grafica
de f es concava hacia abajo en (a, b).

Los puntos del dominio de f donde se manifiestan cambios de concavidad
tienen un interés especial, por lo que hay una terminologia asociada con
ellos.

Definicion 1.8.7 (Punto de inflexion): Si f es continua en un intervalo abierto
que contiene a c y si la grafica de f cambia la concavidad en el punto (c, f(c)),
entonces se dice que (c, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f.

El siguiente teorema nos da una condicion para identificar posibles puntos
de inflexion.

Teorema 1.8.8 (Condicion necesaria para tener puntos de inflexion): Si f es
continuaen x = cy(c, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f, entonces
f"(c) =00 f"(c) no existe.

Ejemplo 1.8.23: Para la funcion f(x) = 3x3-54x2 + 400 determine los intervalos
en los que f es concava hacia arriba y concava hacia abajo. Identifique los
puntos de inflexion y confirme resultados con una grafica que relacione los
conceptos.

Solucién. El dominio de f es Ry las derivadas primera y segunda resultan
ser f'(x) = 9x2-108x y f”(x) = 18x - 108, respectivamente. Notemos que f, f
y f” son funciones derivables (y, por lo tanto, continuas) en todo su dominio,
por ser funciones polindmicas.

Para analizar los intervalos en los cuales f es concava hacia arriba o hacia
abajo, determinaremos aquellos intervalos en donde f’ crece o decrece, para
lo cual resolvemos la ecuacion f(x) = 0 obteniendo la solucion x = 6. Asi, en
(-o0,6) f* decrece, pues f” < 0. Se concluye que en este intervalo la grafica
de f es concava hacia abajo. En (6,0), f' crece pues f” > 0; por tanto, f
es concava hacia arriba alli. En x = 6 hay un punto de inflexion porque hay
cambio en la concavidad de la graficay f es continua en un entorno de x = 6.
EL punto (6, f(6)) = (6,-896) es el punto de inflexion de la funcion f.

La Figura 65 muestra la grafica de f, f' y f”, donde podemos observar lo
expresado.
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f es conc. abajo si f’" es decreciente si
f'" es decreciente f” es negativa

ey o A
) £ 7

f es conc. arriba si f' es creciente si
f' es creciente f” es positiva
Figura 65

Ejemplo 1.8.24: Para la funcion g(x) = 3/(x - 2)5 con dominio en R, tenemos

g(0=23-22 vy g=g -2 xe2

La derivada segunda no existe en x = 2. Dado que en (-,2) es g” < 0,
entonces la grafica de g es concava hacia abajo en este intervalo. En (2, ©)
se tiene que g” > 0, entonces la grafica de g es concava hacia arriba en este
intervalo. Por tanto, como g es continua en x = 2, el punto (2,g(2)) = (2,0) es
un punto de inflexion.

Observacion 22: Note que el hecho de que f(c) = 0 0 no exista f”(c) no basta
para garantizar que (c, f(c)) sea un punto de inflexion. Por ejemplo, la funcion
f(x) = x® satisface f”(0) = 0 pero (0,0) no es un punto de inflexion pues su
grafica es concava hacia arriba en todo su dominio. Por otro lado, f”(c) puede
no existir porque f es discontinua en x = c y, en tal caso, (c, f(c)) no puede
ser un punto de inflexion. Por ello, es importante destacar que un punto de
inflexion se presenta si y solo si f es continua en x = c y el punto (c, f(c))
separa concavidades opuestas.

Otra aplicacion de la derivada segunda es la prueba para encontrar los
valores maximos y minimos relativos.

Proposicion 1.8.9 (Prueba de la derivada segunda): Sea f una funcion dos
veces derivable y c un valor critico de f.

CASO 1 Si f”(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en x = c y el
valor minimo es f(c).
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CASO 2 Si f”(c) < 0, entonces f tiene un maximo relativo en x = cy el
valor maximo es f(c).

CASO 3 Si f”(c) = 0 no es posible decidir acerca de la existencia de un
extremo relativo en x = c y por lo tanto el criterio falla.

Observacion 23: Si f”(c) = 0 en un valor critico de f, tendremos que usar
la prueba de la derivada primera. Esta Gltima es mas general que la de la
derivada segunda porque podemos aplicarla incluso en valores criticos donde
la derivada no exista, siempre que la funcion sea continua en él. La prueba
de la derivada segunda se aplica a valores criticos donde la funcion es dos
veces derivable y solo se obtiene informacion si f”(c) # 0.

Ejemplo 1.8.25: Utilice, siempre que sea posible, la prueba de la segunda
derivada para encontrar los extremos relativos de la funcion f(x) = 2x° - 10x3;
si no, recurra a otro procedimiento.

Solucién. Para resolverlo, vamos a seguir la siguiente secuencia:

1. Identificamos el dominio de la funcion: R. Observamos, ademas, que f es
derivable al menos dos veces en su dominio por ser una funcion polindomica.

2. Obtenemos la derivada primera, f'(x) = 10x*-30x2 y, para hallar los valores
criticos, planteamos la ecuacion f'(x) = 0 resolviendo para x:

10x4-30x2=0 < 10x%(x2-3)=0 < x=00x=v/30x=-/3

3. Calculamos la derivada segunda: f“(x) = 40x3 - 60x.
4. Estudiamos el signo de la derivada segunda en los valores criticos:

. f"(-\/§) < 0. Entonces, en X = /3, f tiene un maximo relativo.

. f”(\/§) > 0. Por tanto, en x = /3 la funcidn f tiene un minimo relativo.

« Como f"(0) = 0 no podemos determinar si en x = 0 hay un valor extremo
o un punto de inflexion.

Por el criterio de la derivada primera analizamos el signo de f' en los
intervalos a ambos lados de x = 0. Para todos los valores de x en el
intervalo (-/3,0), f'(x) < 0, y en el intervalo (0,+/3) se tiene también que
f’(x) < 0. Como no hay cambio de signo en la derivada primera, no hay un
valor extremo en x = 0.

La Figura 66 muestra graficamente los resultados obtenidos analiticamente.
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Figura 66

A continuacion analizaremos como interpretar la derivada primera y segun-
da en un contexto variacional, con el fin de caracterizar el tipo de crecimiento
o decrecimiento de una funcion.

Dada una funcion f dos veces derivable, su derivada f' mide la tasa de
cambio de la funcion f. Por la misma razon, la funcion derivada segunda f” es
la medida de la tasa de cambio de la derivada primera f'. Es decir, la derivada
segunda mide la tasa de cambio de la tasa de cambio de la funcion original
f.Sea x, un punto del intervalo abierto (a, b) contenido en el dominio de f.
Entonces:

1. f'(x,) > 0 significa que el valor de la funcion tiende a aumentar a medida
que x aumenta a partir de x,.

2. f'(x) < 0 significa que el valor de la funcién tiende a disminuir a medida
que x aumenta a partir de xo.

3. f"(xo) > 0 significa que la pendiente de la curva tiende a aumentar a medida
que x aumenta a partir de x,.

4. f"(xo) < Osignifica que la pendiente de la curva tiende a disminuir a medida
que x aumenta a partir de x,.

De este modo, una derivada primera positiva junto con una derivada se-
gunda positiva en x = X, implica que la pendiente de la curva aumenta en un
intervalo suficientemente pequeno que contiene a x,. En tal caso, decimos
que la funcion crece con una tasa creciente. Analogamente, una derivada
primera positiva junto con una derivada segunda negativa, hacen que la
pendiente de la curva sea positiva y decreciente, por lo que la funcion se dice
que crece a tasa decreciente.

En el caso de que f'(xg) < 0y f"(xo) > 0, la pendiente negativa de la
curva tiende a ser menos empinada cuando se incrementa x. Es decir, el
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decrecimiento se va desacelerando. En esta situacion decimos que la funcion
decrece a tasa creciente.

En cambio, cuando f'(xp) < 0y f“(xg) < 0, esto indica que la pendiente
negativa tiende a ser cada vez mas empinada cuando se incrementa x, por
lo que la funcion decrece a tasa decreciente. Es decir, su decrecimiento se
acelera.

La Tabla 18 y la grafica ilustran a través de los puntos A, B, C,D,Ey F lo
recientemente expresado.

Tabla 18

Valor Signoovalorde f* Signodef” Punto en lagrafica

X1 + - A
X3 0 - B
X3 - - C
Xy - + D
X5 0 + E
Xe + + F

Las tres primeras situaciones reflejan una curva en forma de U invertida
(concava hacia abajo) mientras que las dltimas tres reflejan una curva en
forma de U (concava hacia arriba).

Figura 67

Ejemplo 1.8.26: Determine si los siguientes enunciados son verdaderos o
falsos, teniendo en cuenta que la grafica de la Figura 68 corresponde a la
funcion derivada primera de f. Justifique su respuesta.

1. La funcion f presenta tangentes horizontales en los puntos de abscisas
X=1yX=h.
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2. La funcion f presenta un maximo local en x = 1.
3. La funcion f es creciente en el intervalo (4, +oo).

4. En el intervalo (-o0, 1) la funcion f es concava hacia abajo.

1 ——— > X
_1/1\3/+5

Figura 68

Solucion. Observe que la grafica corresponde a la derivada primera de f.

1. Verdadero. Dado que f'(1) = f'(4) = 0, la pendiente de las rectas tangentes

a la grafica de f en estos puntos es 0y, por lo tanto, se trata de rectas
horizontales.

2. Falso. Si bien f'(1) = 0, f' no cambia de signo a izquierda y derecha de
x =1, siendo no positiva en un intervalo abierto que contiene a este punto.

3. Verdadero. Como f’ es positiva en este intervalo, f es creciente alli.
4. Falso. En este intervalo, f' crece, por lo que su derivada f” es no negativa.

Asi, f es concava hacia arriba en (-oo, 1).

Ejemplo 1.8.27: Para los siguientes enunciados considere la grafica de la
segunda derivada de la funcion continua y = f(x) que se muestra en la
Figura 69. Decida la veracidad o falsedad de cada uno de ellos:

1. f es concava hacia abajo en el intervalo (-, a).
2. f presenta puntos de inflexion en los puntos con abscisas x =ay x = b.
3. f' es decreciente en el intervalo (a, b).

Solucion. Para responder debemos considerar la informacion que proporcio-

na la grafica, en cuanto al signo de f“(x)y a los intervalos de crecimiento (o
de decrecimiento).
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Figura 69

1. Verdadero. Dado que f” < 0 en (-c0, a), la funcion f es concava hacia abajo
en este intervalo.

2. Falso. En x = b, f"(b) = 0, por lo que b es punto critico de f'. Ademas,
f"(x) > 0 en el intervalo (a, b) y en (b, ). Como f” no cambia de signo a
izquierda y derecha de b, no existe punto de inflexion de abscisa b.

3. Falso. Como en(a,b), f” = (f')" > 0, en consecuencia, f' es creciente en este
intervalo.

Ejemplo 1.8.28: En la siguiente figura se muestra la grafica de la primera deri-
vada de una funcion continua g en todo R. A partir de la misma y justificando
su respuesta, determine:

1. Abscisas de los puntos donde la recta tangente a g es horizontal.
2. Intervalos de crecimiento de g.

3. Maximos locales y minimos locales.

4. Intervalos donde la grafica de g es concava hacia abajo.

5. Puntos de inflexion, si existen.

Solucioén.

1. Las abscisas de los puntos donde la recta tangente es horizontal corres-
ponden a los ceros de g’ y se producenen x =-5,x=-1,x=1y x = 3.

2. En los intervalos (-5,-1), (0,1) y (3,0), g’ > 0y por lo tanto g es creciente.

207



N

645-4-322-Y | N3 4

Figura 70

Tabla 19

Intervalo Representante Signodeg’ g

(-0, -5) -6 - Decreciente

(-5,-1) -4 + Creciente
(-1,0) -0.5 - Decreciente
0,1) 0.5 + Creciente
(1,3) 2 - Decreciente
(3,00) 4 + Creciente

3. En primer lugar, detectamos los valores criticos de g. Como se observa de
la graficaen x = -5, x = -1, x = 1y en x = 3 la derivada es cero, mientras
que en x = 0 no existe. A continuacion analizamos el signo de la derivada
en los intervalos correspondientes con la Tabla 19.

Como se deduce del analisis presentado en la siguiente tabla, la funcion
alcanza maximos locales en x = -1y en x =1y minimos localesen x=-5y
en x = 3. Dado que x = 0 es punto de continuidad de g y la derivada cambia
de signo a izquierda y derecha de este punto, se tiene un minimo local
en x = 0. Cabe aclarar que en los puntos donde la derivada vale cero, la
continuidad esta asegurada por lo que el cambio de signo a izquierda y
derecha de estos puntos ya garantiza la existencia de extremos locales.
No obstante, en el caso en que la derivada no exista, como sucede en
x =0, sin la hipotesis de continuidad no puede asegurarse la existencia de
extremo local por medio de derivadas, pues sin ellos, y aiin sabiendo que
no hay continuidad, se puede probar la existencia de extremos locales por
definicion.

4. En los intervalos (-3,0) y (0,2), g’ es decreciente y, por tanto, la grafica de
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g es concava hacia abajo.

5. Enx =-3yenx =2, g’ tiene extremos locales y, dado que g”(-3) = g"(2) = 0,
son puntos de continuidad de g’ y también de g. El signo de la derivada
segunda cambia de izquierda a derecha de estos puntos pues se observa
en la grafica que las pendientes de las rectas tangentes cambian de signo.
Se concluye que en x = -3y en x = 2 son abscisas de puntos de inflexion.
En x = 0 hay un punto anguloso, pues g es continuay g’ no existe. No hay
punto de inflexion.

Ejemplo 1.8.29: El producto bruto interno (PBI) de un pais en vias de desarrollo
desde 2015 a 2023 puede ser aproximado mediante el modelo

G(t) = -0.2t3 + 2.4t% + 60,

donde G se expresa en miles de millones de dolares y el tiempo t se mide en
anos a partir del comienzo de 2015, 0 <t <9.

1. Con base en las graficas de G’ y G”, y la informacion que surja de las mismas,
identifique:
a. El periodo en el cual el crecimiento del PBI se acelero y crecio;
b. El periodo en el cual el crecimiento del pPBI se desacelero;

c. Elmomento en el que la tasa de crecimiento del PBI alcanzo su maximo
valor;

d. El valor maximo de la tasa de crecimiento del PBI.
2. ;Cual es el maximo pBI alcanzado durante el periodo 2015-2023?

3. Imaginen que ustedes son asesores economicos del ministro de economia
de este pais. El ministro esta muy contento con la evolucion del pBI en los
Gltimos 10 anos y analiza la posibilidad de impulsarla aceptando un crédito
de muchos miles de millones de délares del Fmi a devolver durante los
proximos 20 anos. Asumiendo que se pueden hacer proyecciones con el
modelo del pBI por los proximos 20 anos, ;qué le aconsejarian al ministro
y por qué? Justificar usando conocimientos matematicos del Calculo.

Solucion.
1. Obtenemos las expresiones de las derivadas

G'(t) = -0.6t2 + 4.8t
G"(t) = -1.2t + 4.8,

y graficamos ambas funciones, teniendo en cuenta que el dominio de ambas
es el intervalo (0, 9).
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a. Paraver cuando el crecimiento del PBI se acelero, buscamos los valores
de t en los cuales tanto G' como G” son positivas. Notamos que en el
intervalo (0, 4) las graficas de G’ y G” se encuentran por encima del
eje x, por lo que ambas son positivas en este intervalo. Asi, G crece a
tasa creciente desde el inicio de 2015 hasta el final de 2018, esto es,
el crecimiento del pBI se acelero en dicho periodo.

b. Ahora buscamos los valores de t donde G’ sigue siendo positiva pero
G” es negativa. Esto ocurre en el intervalo (4, 8), pues alli la grafica de
G’ se encuentra por encima del eje x y lade G”, por debajo. Concluimos
que G crece a tasa decreciente desde el inicio de 2019 hasta el final de
2022, siendo éste el periodo donde el pBI desacelero su crecimiento.

c. Buscamos el maximo absoluto de la derivada G’, que es la que re-
presenta la tasa de crecimiento del pBI. Para ello, buscamos primero
sus puntos criticos, esto es, donde G” se anula (por ser polindmica).
Visualizamos que G"(4) = 0. Ademas, si 0 < t < 4, G”(t) > 0, mientras
que si4 <t<9,G"(t) < 0. Esto indica que G'(t) alcanza un maximo
local en t = 4. Observando la grafica de G’(t) podemos afirmar que en
t = 4 la derivada alcanza el maximo absoluto; es decir, al final de 2018
0 comienzo de 2019 la tasa de crecimiento del PBI es maxima.

d. Elvalor maximo de la tasa de crecimiento del PBI es G'(4) = 9.6 miles
de millones de dolares.

2. Para buscar ahora el mayor valor del pPBI, analizamos los puntos criticos
de G. Dado que Gnicamente G'(8) = 0, entonces 8 es el Gnico valor critico
de G. Evaluamos la funcion G en los extremos del intervalo [0,9] y en el
valor critico:

G(0)=60, G(8)=111.2, G(9)=108.6.
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Afirmamos que a fines de 2022 o principios de 2023 el pBI alcanzé su maxi-
mo absoluto, siendo este maximo de 111.2 miles de millones de délares.

3. Si se mantuviera el comportamiento del PBI durante los proximos 20 anos,
como G decrece a tasa creciente a partir de 2023 (G’ y G” son ambas
negativas para t > 8), el PBI a partir de 2023 no solo decrece sino que
lo hace a un ritmo muy acelerado. Por ello, no aconsejamos al ministro
aceptar el préstamo.

EJERCICIOS 1.8.3
1. Si f es una funcion dos veces derivable y el punto (c, f(c)) de su dominio es
un punto de inflexion, ;f’ tiene un extremo local en este punto? Justifique.

2. Explique si una funcion polindmica de grado 2 puede tener un punto de
inflexion. ;De qué depende el tipo de concavidad de una funcion cuadrati-
ca?

3. Las siguientes figuras muestran la grafica de la primera derivada de una
funcion. Determine los puntos de inflexion y los intervalos donde la grafica
de f es concava hacia arriba 'y donde es concava hacia abajo.
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4. Responda las siguientes preguntas:

a. Si f"(a) = 0, ;es suficiente para poder afirmar que f tiene un punto de
inflexion en x = a?

b. ;Por qué f(x) = Y/2x -1 no es derivable en x = % pero si tiene un
punto de inflexion alli?

5. Sabiendo que la grafica dada corresponde a la funcion derivada prime-
ra de f, determine si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.
Justifique.

a. Lafuncion f es creciente en el intervalo (-1, 4).
b. En x = 0, f presenta un maximo relativo.
c. f"(x) <0 para todo x € (0, +c0).

6. Determine si los enunciados siguientes son verdaderos o falsos. En todos
los casos, justifique su respuesta.

a. La grafica de la funcion y = 2x - 4ln(x - 1) es concava hacia arriba en
todo su dominio.

b. Si f es una funcion derivable en R tal que f'(c) =0y f'(x) > 0 para
todo x # ¢, entonces f alcanza un minimo relativo en x = c.

c. Si x = X, es un punto critico de la funcion continua f, entonces f
alcanza un extremo relativo en x = x,.

d. Se puede asegurar que la funcion

x2+2x+2 sixe[-2,-1)u(-1,1),

f(x) = 5

six=-1
tiene un minimo relativo en x = -1.

7. En cada item analice la verdad o falsedad de lo que se afirma. Justifique.
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a.

La funcion f(x) = a-e?*, a # 0, a, b y ¢ constantes, es decreciente
cuandoa-b<0.

Para que la funcion g(x) = ax3 + 2bx? + 6x - 4 con a y b constantes no
nulas, tenga punto de inflexion en x = 3 es necesario que a = %b

La utilidad para una empresa esta dada por la siguiente funcion:
U(s) = -1/10s3 + 12s% + 500, donde s representa lo que gasta en
publicidad; sy U se expresan en miles de dolares. La Utilidad Marginal
maxima es 40.000 dolares.

8. La ecuacion de demanda de un producto es p = 800 - 4q y la funcion de
costo promedio es C(g) = 0.4q+8+800/q, donde g es el nimero de unidades
demandadas; tanto p como C se expresan en cientos de dblares. Determine
la utilidad maxima y el correspondiente precio al que debe venderse el
producto.

9. Enundeterminado pais, elindice de precios al consumidor (Irc, en unidades
porcentuales) desde 2013 a 2023 puede ser aproximado mediante el modelo
I(t) = -0.2t3 + 3t2 + 100, donde el tiempo t se mide en afos a partir del
comienzo de 2013,0 <t < 11.

a.

b.

C.

Con base en las graficas de I’ e I”, y la informacion que surja de las
mismas, identifique:

i. El periodo en el cual el crecimiento del 1pcC se acelero.
ii. El periodo en el cual el crecimiento del IPc se desacelero.

iii. El momento en el que la tasa de crecimiento del 1pc alcanzo su
maximo valor.

iv. El valor maximo de la tasa de crecimiento del IpPc.
;Qué valor maximo alcanzo el ipc durante el periodo 2013-2023?

Imaginen que ustedes son asesores financieros de un grupo de em-
presarios interesados en abrir nuevas sucursales de venta de electro-
domeésticos en este pais, pero estan preocupados por la evolucion del
IPC en los Gltimos anos. Asumiendo que se pueden hacer proyecciones
con el modelo por los proximos 5 anos, ;qué les aconsejarian a los
empresarios y por qué?

10. El porcentaje P de casas con servicios de television digital desde principios
de 2013 (t = 0) hasta fines de 2023 (t = 11) en un cierto pais se comporta
segin el modelo P(t) = -0.02t3 + 0.3t2 + 30.

a.

¢En qué periodo la demanda de television digital acelerd su crecimien-
to?

. ¢Cuando la tasa de variacion instantanea de P alcanzo su valor maxi-

mo? ;Cual es el valor maximo alcanzado por esta tasa?
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c. ;Cual es el periodo durante el cual el ritmo de crecimiento de este
negocio fue decayendo?

d. ;Qué valor maximo alcanzo el porcentaje P de casas con servicios de
television digital durante el periodo 2013-2023?

e. Imaginen que ustedes son asesores financieros de una empresa de
television digital que busca ampliar su mercado en este pais. Asumien-
do que se pueden hacer proyecciones con el modelo por los proximos
5 anos, ;qué les aconsejarian a los empresarios y por qué? Justifique
analiticamente.

Trazado de curvas

A modo de cierre, hemos integrado todas las nociones conceptuales y proce-
dimientos que destacan las caracteristicas mas importantes de las funciones.
Las graficas juegan un papel crucial al ofrecer una visualizacion clara de
los aspectos del modelo representado por la funcion. Aunque la tecnologia
permite crear graficas con gran precision, su efectividad depende del uso
inteligente que se haga de ella. Las herramientas analiticas proporcionadas
por el Calculo son imprescindibles para descubrir las caracteristicas mas
detalladas de las funciones, permitiendo el calculo exacto de puntos maxi-
mos, minimos e inflexiones, en lugar de limitarse a aproximaciones. Asi, las
graficas y las herramientas analiticas se complementan para proporcionar
una comprension mas completa y precisa de las funciones.

Sea y = f(x), dada mediante su expresion analitica. Para obtener una grafica
que muestre los aspectos mas importantes de ella, es necesario analizar:

1. Dominio: Es muy Qtil determinar los valores de x para los cuales f esta
definida.

2. Intersecciones: La interseccion con el eje y es f(0); con el eje x, resuelva

f(x)=0.

3. Asintotas: Plantear los limites correspondientes para el analisis de la exis-
tencia de las asintotas tanto verticales como horizontales.

4. Extremos: En este momento, se deben buscar los valores criticos y a través
de la derivada primera se analizan los intervalos de crecimiento o decreci-
miento para obtener valores extremos. También se puede aplicar el criterio
de la derivada segunda.
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5. Concavidad: Hallar los puntos de inflexion a través del analisis de los
cambios de concavidad de la grafica de la funcion.

6. Graficar la curva: Con la informacion obtenida se puede dibujar la curva
correspondiente a la funcion en estudio.

El siguiente ejemplo muestra el estudio completo de una funcion.

Ejemplo1.8.30: Grafique f(x) = xe* y corrobore la grafica obtenida con GeGebra.
Solucion. Utilizaremos el procedimiento descrito anteriormente.

1. Dominio: El dominio de esta funcion es el conjunto de los niimeros reales
R. La funcion f es continua en todo su dominio.

2. Interseccion con el eje x: Al hacer y = 0, obtenemos la ecuacion xe* = 0,
cuya solucion es x = 0. Por tanto, el punto de interseccion con el eje x es
(0,0).

3. Interseccion con el eje y: Dado que f(0) = 0 la funcion interseca al eje y en
(0,0).

4. Asintotas: Esta funcion no tiene asintota vertical ya que es continua en
todo el dominio. Con el fin de determinar si existe asintota horizontal
planteamos y calculamos los limites:

lim xeX = +oo y lim xeX = 0.

X—00 X—-00
El segundo limite se calcula reescribiendo el producto para poder aplicar
la Regla de ['Hopital.

. . LH . 1
lim xeX = lim %= lim

X—>-00 X—-00 x—-c0 —@7X

=0.

Concluimos que la funcion tiene una asintota horizontal por izquierda en
y =0.

5. Extremos: Para hallar los valores criticos planteamos la ecuacion f'(x) = 0,
y resolvemos para x.

f'(x)=0 < e*+xe*=0 < e¥(1+x)=0 < x=-1.

Aplicamos criterio de la primera derivada, que ilustramos en la Tabla 20.

En x = -1 hay un minimo relativo y el valor minimo es f(-1) = -1/e.

Observacion 24: Por el criterio de la segunda derivada [legamos a la misma
conclusion. En efecto, f”(x) = eX(2 + x), el signo de f”(-1) es positivo, por
lo que en x = -1 hay un minimo relativo cuyo valor es f(-1) = -1/e.
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Tabla 20

Intervalo Valor de prueba Signo f* f

(-00,-1) -2 - Decreciente

(-1, 0) 2 + Creciente

6. Concavidad: Para analizar si existen puntos de inflexion planteamos y
resolvemos la ecuacion f”(x) = 0.

f'"(x)=0 < eX+e*(1+x)=0 < e*2+x)=0 < x=-2.
Estudiamos el signo de la derivada segunda con la Tabla 21.

Tabla 21

Intervalo Representante Signo f”* f

(-00,-2) -3 - Concava hacia abajo

(-2, 00) 3 + Concava hacia arriba

Asi, en x = -2 hay un punto de inflexion que es (-2,-2/¢e?).

Resumiendo: la funcién f(x) = xe* con dominio en R es continua, con
minimo relativo en (-1,-1/e) y punto de inflexion en (-2,-2/e?). Presenta
asintota horizontal izquierda de ecuacion y = 0. Su grafica se muestra en la
Figura 72.

f(x) = xe*

=N WP Ou;

10 -8 -6 -4 -2 2

Figura 72

Ejemplo 1.8.31: Grafique f(x) = (x - 4)?/3 y corrobore la grafica obtenida con

GeoGebra.

Solucion. Utilizaremos el procedimiento descrito anteriormente.
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1. Dominio: El dominio de esta funcion es el conjunto de los nimeros reales,
Ry f es una funcion continua en todo su dominio.

N

. Interseccion con el eje x: Al hacer y = 0, la ecuacion (x - 4)2/3 = 0 tiene por
solucion el valor x = 4. Por tanto, el punto de interseccion con el eje x es
(4,0).

. Interseccion con el eje y: Al hacer x = 0, el valor de f(0) es i/ 16. Por tanto,
la funcion interseca al eje y en (0,3/16).

w

4. Asintotas: Por ser f continua en todo el dominio, no tiene asintota vertical.
A continuacion, analizamos la existencia de asintota horizontal.

lim (x - 4)2/3 = +oo, lim (x - 4)2/3 = +o0.
X—00 X—-00
5. Extremos: Comenzamos igualando f'(x) = 2/[3(x - 4)'/3] a cero. Dicha ecua-
cion no tiene solucion, por lo que no existe x donde la derivada primera
se anule. Dado que x = 4 es punto de continuidad de f y no pertenece al
dominio de f’, estudiamos qué sucede con la derivada en este punto:

lim (x-4rP-0 lim ! = +00
X4+ X-4 - X4+ (X - 4)1/3 - !
m X0 1
X—4- X-4 - X—4- (X - 4)1/3 -

Se deduce que f no es derivable en x = 4 (f'(4) no existe), 4 es valor criticoy
el punto (4, 0) es un punto cuspidal. Ahora bien, analicemos con la Tabla 22
el crecimiento y decrecimiento mediante la derivada primera.

Tabla 22

Intervalo  Representante Signo f' f

(-o0, 4) -2 - Decreciente

(&4, ) 5 + Creciente

En este punto clspide el estudio de la derivada primera indica que hay un
minimo relativo en él, siendo ese minimo f(4) = 0.

6. Concavidad: Analizamos la derivada segunda f"(x) = -2/[9(x - 4)*/3]. Vemos
que f”(x) no se anula para ningin valor del dominio y no existe en x = 4,
punto de continuidad de f (se deja esta Gltima comprobacion al lector).
Estudiemos, seguidamente, la concavidad de la grafica de f mediante la
Tabla 23.

Esto indica que a ambos lados de x = 4, f es concava hacia abajo.
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Tabla 23

Intervalo Representante Signo f* f
(-0, 4) 1 - Concava hacia abajo

(4, ) 5 - Concava hacia abajo

Resumiendo: f con dominio en R es continua, tiene un minimo relativo en
(4,0) y la grafica es concava hacia abajo a ambos lados de x = 4. Su grafica
se muestra en la Figura 73.

f(x) = (x - 4)*°

-2 2 4 6 8 10

Figura 73

Ejemplo 1.8.32: La funcion de costo de un fabricante de zapatos de cuero
es C(q) = 4000 - 16g + 0.8q2 ddlares cuando se producen q pares por dia. Si
deben producirse como minimo 10 pares diarios y no mas de 200:

1. Determine el minimo costo promedio de produccion de cada par.

2. Grafique utilizando Ge@Gebra las funciones costo promedio y costo
marginal y determine el punto de interseccion de ambas graficas.

3. Interprete la situacion cuando el costo promedio es mayor que el marginal,
y viceversa.

Solucion.

1. La expresion del costo promedio es C(q) = (4000 - 16q + 0.8g2)/qg, con
dominio [10,200]. Es una funcion continua por lo que alcanza sus extremos
absolutos en dicho intervalo. Para hallar los valores criticos resolvemos la
ecuacion E'(q) = 0. La solucion en el contexto del problema es g = 50.

A continuacion, evaluamos el costo promedio en el valor critico y en los
extremos del dominio. C(10) = 392, C(50) = 104 y C(200) = 164.

218


https://www.geogebra.org/calculator

Concluimos que el minimo costo promedio es 104 dolares por par de
zapatos.

2. Lafuncion de costo marginal es C’(q) = -16 + 1.6q. Para hallar el punto de
interseccion resolvemos la ecuacion C’(q) = C(q) resultando g = 70.

300¥
250 ¢
200 ¢
150 |
100 +

50

35 70 105 140 175

X

Figura 74

3. A partir de las graficas observamos que al producir menos de 70 pares
(aproximadamente), los costos promedios resultan mayores a los costos
marginales. Esto indica que los costos promedios estan disminuyendo con
la produccion adicional, lo cual es una senal de que la empresa esta expe-
rimentando economias de escala, donde producir mas unidades reduce
el costo promedio por unidad. Cuando la produccion excede los 70 pares
(aproximadamente), es decir, el costo promedio es menor que el costo
marginal, indica que los costos estan aumentando con la produccion adi-
cional. Esto puede ser una senal de ineficiencia o de que la empresa esta
alcanzando su capacidad maxima de produccion.

En términos generales, es ideal que el costo marginal sea igual o menor
que el costo promedio, ya que esto sugiere que la empresa esta operando
de manera eficiente y que los costos adicionales de produccion no estan
aumentando desproporcionadamente.

EJERCICIOS 1.8.4
1. Segln los datos disponibles, se pudo establecer que el precio de una libra
(=~ 454 g) de azicar blanca en Estados Unidos desde 2000 a 2006, sigue la
formula ] 1, 1,
p(t) = 55 (—§t v 1228t s 70)
donde t se mide en anos desde inicios de 2000, esto es, 0 <t < 6,y p se

mide en dolares.
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a. ;En qué ocasion el azlcar tuvo el precio mas bajo durante el periodo
de 2000 a 20067 ;Y en qué momento alcanzo su precio mas alto?

b. ;Cuales son los precios minimo y maximo que tuvo el azlcar en el
periodo mencionado?

¢. ;En qué periodo de tiempo el precio decrece a tasa creciente?
2. Una empresa de componentes electronicos lanzo un nuevo producto el 1
de enero de 2020. Durante el afo siguiente, una estimacion aproximada de

la cantidad de pedidos, N, recibidos t semanas después del lanzamiento
del producto esta dada por N(t) = e%5-3-5(1000t)2.

a. ;Después de cuantas semanas la empresa recibio el mayor nimero
de pedidos?
b. ;Cual es el nimero maximo de pedidos? (Redondear al entero mas

proximo).

3. La ecuacién de demanda de cierto producto es g = 1000e7%92?, p en ddlares
y g en unidades de producto.

a. Halle la variacion media de la cantidad demandada cuando el precio
del articulo aumenta 3.2 % a partir de $20. Interprete en términos
economicos.

b. Muestre que la demanda decrece a medida que aumenta el precio.
c. Determine el precio p que maximiza el ingreso y el correspondiente
ingreso maximo.

4. El departamento de produccion de una empresa que puede producir hasta
500 unidades diarias determina que la funcion de costo diario para ese
producto es C(q) = 0.4g3-2.4g%+2.1g+12, donde g esta dado en cientos de
unidades y C en miles de délares. Con este dato, el gerente de produccion
desea saber:

a. ;Cual es el costo fijo?

b. Cuando se producen 100 unidades, ;el costo esta aumentando o dis-
minuyendo? ;Y a qué ritmo lo hace?

c. ;Cual es el nivel de produccion con minimo costo? ;Cual es dicho
costo?

d. ;A qué nivel de produccion el costo marginal es minimo?

5. Las funciones de demanda y costo promedio para cierto producto estan
dadas porp = j—% y C(q)=0.5+ “;ﬁ respectivamente, donde g representa

las unidades del producto y p su precio en dolares.
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6.

10.

a. Halle el nivel de produccion que maximiza el beneficio.
b. Calcule el maximo beneficio y el correspondiente precio.

c. Demuestre que el ingreso marginal es igual al costo marginal en ese
punto.

La ecuacion de demanda de un articuloes p = b-a- gy la funcion de
costo es C(q) = c+d - q donde p es el precio del articulo y g es la cantidad
vendida.

a. Exprese la funcion utilidad U(q).

b. Determine el valor de g que maximiza esta funcion, en términos de
las constantes.

c. Estudie las condiciones que deben cumplir los parametros (constan-
tes) para que el modelo propuesto sea consistente.

. Demuestre analiticamente que si el costo marginal es menor al costo

promedio, entonces el costo promedio marginal es negativo.

. La curva de costos de una compaiia responde a corto plazo al modelo de

Cobb-Douglas, C(q) = K -q'/? + F, donde a es una constante positiva, F es
el costo fijo y K > 0 mide la tecnologia con que cuenta la compahia.

a. Compruebe que esta curva de costos siempre crece.

b. Demuestre que, si a > 1, la funcion de costos es concava hacia abajo.
;Cual es el significado en términos economicos?

c. La empresa TechSmart produce celulares inteligentes y utiliza una
tecnologia avanzada que permite producir celulares de manera mas
eficiente. El costo total de produccion de g celulares esta dado por
C(q) = 59°8 + 200 000, compruebe que el costo promedio por unidad
decrece a medida que aumenta la produccion.

. Para cada una de las siguientes funciones encuentre los maximos y minimos

en los intervalos especificados.
a. f(x) = x3e ¥ en[1, 4]. b. g(x) = @ en|[1,e].

Con frecuencia las ventas totales de un producto nuevo en el mercado
responden al modelo logistico. Esto es, cuando el producto aparece en el
mercado las ventas aumentan, al inicio, rapidamente. Pasado un tiempo,
como muchas personas ya lo compraron, las ventas comienzan a dismi-
nuir. Suponga entonces que las ventas totales de un nuevo celular en un
determinado pais, responden a la siguiente funcion:

532
1+869e130t

donde t representa el tiempo en meses y V en miles de unidades.

V(t) =
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a. Calcule las ventas que se produjeron al momento del lanzamiento del
nuevo celular.

b. Con base en el modelo, estime el limite maximo de ventas alcanzable
para este producto.

c. ;Las ventas siempre crecen? En caso afirmativo, caracterice dicho
crecimiento.

d. Halle el punto de inflexion. ;Qué indica este punto?

e. Con ayuda de Ge¢xGebraanalice el comportamiento de V(t), de su
derivada V'(t) y de la segunda derivada, V" (t). Reflexione sobre ello.

11. La funcion logistica tiene, en general, la forma:

_ L
1+ Ce-kt’

f(t) =
con constantes L, C, kR positivas.

a. Considere k = 1y con ayuda de GeGebra analice la funcion para
diferentes valores de L. Explique el efecto de dicho parametro.

b. Sea ahora L = 1. Con ayuda Ge¢Gebra analice la funcion para
diferentes valores de K. Explique el efecto de dicho parametro. ;Qué
representa el parametro L?

c. Halle f'(t)y f"(t). Interprete.

Linealizacion de funciones

Existen muchas situaciones, dentro y fuera de la matematica, en que necesi-
tamos estimar una diferencia entre valores de una funcion cuando la variable
independiente varia «muy poco» a partir de uno dado. Segin lo estudiado
hasta ahora podemos suponer que una curva se aproxima bien a su recta
tangente cerca del punto de tangencia. La ecuacion de esta recta constituye
la mejor aproximacion lineal a la funcion en las cercanias del punto de tan-
gencia. Asi, aproximaremos la diferencia Ay mediante la diferencia sobre la
recta tangente, a la que denominaremos diferencial de la funcion, dy.

Sea y = f(x) una funcion derivable en x,. Tomamos, a partir de x,, abscisa
del punto A = (xg, f(Xp)), un pequeno incremento Ax que, en este contexto,
lamaremos dx (léase «diferencial de x»). Sea B el punto de coordenadas
(X1, f(xq)) = (xo + AX, f(xg + Ax)). El incremento correspondiente en la funcion
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A = (Xo, (o))

B = (xq, f(x1))
= (Xo + AX, f(xo + Ax))

f(x1) = f(xo + Ax)

dy = f'(xo) Ax

Figura 75

es Ay = f(xo + Ax) - f(x) y dy es la variacion de y sobre la recta tangente en
el mismo rango de variacion de x.
Podemos notar graficamente que, para valores suficientemente pequenos
de Ax,
Ay = dy.

La pendiente de la recta tangente en x, es f'(X,) y, ademas, por definicion
de pendiente de una recta, podemos escribir f'(xy) = dy/Ax = dy/dx. De
aqui surge que

dy = f'(xg) - dx.

Resumiendo, el diferencial dy indica el cambio aproximado en los valores de
la variable dependiente y cuando x cambia de x, a x, + Ax.

Los diferenciales se utilizan a menudo en la estimacion de errores que se
cometen al medir cantidades. Asi, dx indica el error en x, y el consecuen-
te error en y esta dado en forma aproximada por dy = f'(x)dx. La razon
dx/x estima el error relativo en x y dy/y el error relativo en y. Si estas ra-
zones se multiplican por 100, obtenemos el error porcentual de la variable
correspondiente.

Ejemplo 1.8.33: La funcion de costo (en cientos de ddlares) para cierto fabri-
cante es C(g) = 200 + g + 0.05g/2, q en unidades.

1. Estime el cambio en el costo si el nivel de produccion se incrementa de
100 a 110 unidades. Compare con el cambio real.

2. Calcule el costo aproximado de producir 110 unidades. ;Qué error porcen-
tual se produce en la aproximacion?

Solucion.
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1. Para x, = 100 y dx = 10, teniendo en cuenta que AC es aproximadamente
igual al diferencial dC, planteamos:

C(110) - C(100) = C’(100) - 10

de donde
C(110) - C(100) = 17.5.

Concluimos que al aumentar la produccion en 10 unidades a partir de
100, el costo aumenta aproximadamente 1750 dolares, mientras que el
aumento real es C(110) - C(100) = 1768 dolares.

2. Para este calculo aplicamos la aproximacion lineal
C(110) = C(100) + C’(100) - 10.

Por tanto, C(110) = 367.5. Es decir, el costo de producir 110 unidades es,
aproximadamente, 36 750 dolares. Como, de acuerdo con el modelo C(q)
dado, el costo real de producir 110 unidades es C(110) = 36 768 dolares,
el error al aproximar es 36 750 - 36 768 = -18. En términos porcentuales,
se comete un error por defecto de 0.05 %.

Ejemplo 1.8.34: Un fabricante estima que las ventas seran de 400 unidades en
la semana proxima con un error porcentual aproximado del 3 %. Si la funcion
de ingreso esta dada por R(q) = 20g - 0.02g?, en cientos de délares, estime
el error maximo en el ingreso al vender 400 unidades.

Solucion. Siq = 400, el ingreso es R(400) = 4800. Dado que el error porcentual
maximo estimado en las cantidades es del 3 %, entonces dgq/q = 0.03. De esta
expresion se deduce que dg = 0.03 - 400 = 12. A continuacion, planteamos la
expresion para calcular el error aproximado en el ingreso:

dR =R’(q)-dqg = (20 - 0.04q) - dq.
Reemplazando en la expresion anterior g por 400 y dg por 12 obtenemos:
dR = (20 - 0.04 - 400) - 12 = 48.

Asi, el error maximo estimado en el ingreso de la semana proxima es de 4800
dolares. En términos porcentuales

dR 48
F“IOO—W“IOO—’I.

Esto significa que la estimacion en las ventas de la semana proxima con un
error maximo del 3 %, ocasionara un error maximo en el ingreso del 1 %.
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EJERCICIOS 1.8.5

1. Un gerente de ventas estima que su equipo vendera 20 000 unidades del
producto el proximo mes, con una posible fluctuacion del 2.5 % en la
cantidad vendida. Si la funcion de utilidad es U(q) = 2g - 0.000 08g?, en
miles de dolares mensuales, y g es el nimero de unidades vendidas por
mes, use el diferencial para estimar la variacion maxima en la utilidad.

2. Lafuncion de demanda de cierto producto es p = 100-101n(9q + 1), donde
p se mide en cientos de dolares y g en miles de unidades.

a. Estime el cambio en el ingreso si el nivel de produccion se incrementa
de 4000 a 6000 unidades. Compare con el cambio real.

b. Calcule el ingreso aproximado por la venta de 6000 unidades. ;Qué
error porcentual se produce en la aproximacion?

3. Con el fin de aumentar los ingresos mensuales, el equipo de ventas de una
compania cosmética sugiere incrementar un 10 % el precio de venta de
su crema antiedad, que cuesta actualmente 12 mil pesos. La funcion de
demanda para este producto es g = 100e?/2%, con p en miles de pesosy q
en unidades. Estime el cambio porcentual en el ingreso y concluya acerca
de la conveniencia de llevar adelante la propuesta del equipo de ventas.

4. La funcion de demanda semanal de un determinado producto esta dada
por p = 90-0.06q, y el costo de producir g unidades por semana esta dado
por C(q) = 3000 + 10g - 0.02g>. Actualmente, la compafiia esta produciendo
500 unidades. Si se espera que las ventas disminuyan alrededor del 2 % en
la proxima semana, estime el maximo impacto porcentual en las utilidades.

ELASTICIDAD PUNTUAL DE LA DEMANDA

Los economistas utilizan el concepto de elasticidad de la demanda para estu-
diar como las variaciones de precio afectan a la demanda de un cierto bien.
Podemos preguntarnos, ;en cuantas unidades variara la cantidad demandada
si el precio aumenta una unidad monetaria? La respuesta a esta pregunta es
un niimero concreto, sin embargo, hay varios aspectos a considerar en esta
respuesta. La variacion de una unidad monetaria en un kilo de pan puede ser
significativa mientras que ese mismo aumento en el precio de un automovil es
insignificante. Para solucionar este problema, la medicion de la sensibilidad
de la demanda ante cambios en el precio se calcula utilizando variaciones
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relativas, garantizando que el nimero que se obtiene como respuesta es
independiente de las unidades en que se midan cantidades y precios. En
esta seccion, trataremos la respuesta a la pregunta: ;cual es la variacion
porcentual de la cantidad demandada cuando el precio aumenta en uno por
ciento (1 %)?

Para ello, consideremos la funcion demanda q = f(p), g representa la canti-
dad demandaday p el precio. Supongamos que el precio sufre un incremento
Ap, cambiando de p a p + Ap, por lo que la cantidad demandada cambiara de
g a g +Aq donde:

q+Aq = f(p+Ap)
Aq=f(p+Ap)-q
Aq = f(p + Ap) - f(p)

Ahora bien, el incremento en el precio es Ap, el cociente Ap/p es la variacion
relativa del incremento respecto al precio p, y Ap/p - 100 es la variacion
porcentual del precio. Es decir, si el precio original por unidad es 4 u.m.y el
nuevo precio es 4.10, el incremento es Ap = 0.10. El cociente Ap/p = 0.10/4 =
0.025 es la variacion relativa al precio original, y 0.025- 100 = 2.5 % es la
variacion porcentual del precio.

De forma analoga podemos pensar el incremento en la cantidad deman-
dada, de modo que el incremento en la demanda es Ag, el cociente Aq/q
es la variacion relativa del incremento respecto a la demanda original g, y
Ag/q - 100 es la variacion porcentual correspondiente.

Con el fin de comparar estos cambios consideremos la razon

Cambio porcentual en la demanda _ (Ag/q)-100 p Ag

Cambio porcentual en el precio ~ (Ap/p)-100 q Ap

a la cual se denomina «elasticidad media de la demanda». No obstante,
resulta mas conveniente medir la elasticidad cuando el incremento en el
precio sea tan pequeno como se desee; de este modo se evita calcular el
cociente Aq/Ap. Para ello, se aplica limite cuando Ap — 0, resultando:

sp—0\q Bp|” q m=obdp q dp’

La «elasticidad puntual de la demanda», que se denota con la letra griega
n (léase eta), se define como sigue:

Definicion 1.9 (Elasticidad puntual de la demanda): Sea g = f(p) una funcion
derivable en p y tal que f(p) # 0. La elasticidad de q con respecto a p es

p dq 2 P .
= - o también = — .
n g dp n (p)

f(p)
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En consecuencia, si Ap es pequeno, la razon entre el cambio porcentual en
la demanda y el cambio porcentual en el precio es aproximadamente igual

an:

P.hg_p dg_
qg Ap q dp
Por tanto,
Cambio porc. en la demanda ~ n Cambio porc. en el precio. (9)
En simbolos:

AG% = n - Ap%.
Observacion 25: La elasticidad carece de unidades.

Observacién 26: Para un comportamiento comln de la demanda, a un aumen-
to (disminucion) en el precio corresponde una disminucién (aumento) en la
demanda. Esto se corresponde con una derivada dq/dp negativa. Ademas,
como py g son positivos, n sera negativa, y asi se considerara en este texto.

Observacion 27: Como n = (p/f(p))f'(p), podemos escribir, n = p- f'(p)/ f(p) y
afirmar que la elasticidad es igual al precio por la tasa de cambio relativa de
la cantidad en funcion del precio.

Ejemplo 1.9.1: Determine la elasticidad de la demanda para cada valor de p
indicado, e interprete sabiendo que la funcion demanda es g = 100(20 - p).
1.p=5 um. 2.p=10 u.m. 3.p=15 u.m.

Solucion. En primer lugar identificamos el dominio de la funcion demanda: p
variara en 0 < p < 20. Como dqg/dp =-100, resulta

p dq p -p
= — ¢t — = — . —1 = —.
f q dp 100(20 - p) (-100) 20-p

Observamos que la elasticidad depende del valor de p.

1. Sip = 5, n = -1/3. Significa que cuando el precio es de 5 u.m. y éste se
aumenta 1 %, la demanda disminuira 0.33 % aproximadamente.

2. Si p = 10, n = -1. Significa que cuando el precio es de 10 u.m. y éste se
aumenta 1 % la demanda disminuira también en 1 % aproximadamente.

3. Sip=12,n=-3/2 =-1.5. Significa que cuando el precio es de 12 u.m.y
éste se aumenta 1 % la demanda disminuira en 1.5 % aproximadamente.

A partir de este ejemplo, introducimos que la demanda se puede clasificar
en términos de elasticidad del siguiente modo.
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Definicion 1.9.2 (Clasificacion de la demanda): Sea 1 la elasticidad de la de-
manda. Entonces:

CASO 1 Sin < -1: el cambio porcentual de la demanda es mayor que el
cambio porcentual del precio. En este caso, decimos que la demanda
es eldstica.

CASO 2 Sin = -1: el cambio porcentual de la demanda es igual al cambio
porcentual del precio. En este caso, la elasticidad es unitaria.

CASO 3 Si-1<n < 0:el cambio porcentual de la demanda es menor que
el cambio porcentual del precio. Decimos entonces que la demanda es
inelastica.

Ejemplo 1.9.2: En referencia al Ejemplo 1.94, decimos que la demanda es
inelastica para p = 5 u.m., es elastica para p = 12 u.m. y unitaria para p = 10
u.m.

Ejemplo 1.9.3: Si para cierto producto se sabe que, al aumentar el precio en
1 %, la demanda disminuye en 2 %, ;cual es la elasticidad de este producto?

Solucién. Considerando la relacion (9), resultan = -2 %/1 % = -2.

Ejemplo 1.9.4: Si para cierto producto se sabe que, la elasticidad es -1.5, ;en
cuanto disminuira la demanda cuando el precio aumente 2 %?

Solucién. Considerando la ecuacion (9) tenemos que la demanda disminuira
aproximadamente 3 %.

Hasta ahora hemos analizado la elasticidad puntual de la demanda cuando
g depende de p, es decir, la cantidad demandada depende del precio, sin
embargo, es frecuente que la funcion de demanda se explicite como p = f(q),
es decir, el precio dependiendo de la cantidad demandada. Estas funciones
son inversas entre si, por lo que es valido: dp/dqg = 1/(dq/dp), con lo cual,
tenemos la siguiente igualdad:

n:Bd_q:Bl
gdp q 9’
dg

Ejemplo 1.9.5: Halle la elasticidad puntual de la demanda si la funcion de
demandaesp=-1/2g+20paraqg=10,g=30yq =20y clasifiquela.
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Solucién. En esta funcion de demanda la variable g es la variable indepen-
diente, por lo que para calcular la elasticidad aplicamos la formula:

_p. 1
=q &
dq
Asi,
_ —1/2q+20. 1 _1_@
n= q -0.5 ~ q’
Entonces:

« Para g = 10 se tiene que n = -3, por lo que la demanda es elastica.

« Para g = 30 se tiene que n = -0.33, por lo que la demanda es inelastica.

« Para g = 20 se tiene que n = -1, por lo que la demanda es unitaria.
Ejemplo 1.9.6: Siendo la funcion de demanda genéricap=mg+bconm<0y
b > 0, verifique que la elasticidad puntual decrece a medida que aumenta p.
Solucion. Para calcular la elasticidad aplicamos la formula:

p .
q &
dq

n:

Asi,
_p1_P
=4 m mq (10)
Dado que la funcion de demanda es p = mq + b, se tiene en consecuencia

que p - b = mq. Reemplazando esto en la ecuacion (10) se tiene

p p

1" b

Ahora bien, siendo n = p/(p - b), calculamos dn/dp.
dn _ b

dp ~ (p-b)?
Como b >0y (p-b)?>0,entonces dn/dp <0,y por lo tanto la elasticidad
es decreciente respecto al precio p. Es decir, cuando la demanda es lineal, si
aumenta el precio, disminuye la elasticidad.

A continuacion estudiaremos la relacion entre la elasticidad de la demanda
y el ingreso. Consideremos la funcion ingreso R(p) = g - p donde g = f(p).
Calculamos dR/dp por medio de la regla del producto:
drR dg _ '(1+p_dq)-

ap " Pap T g
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Dado que p/q - dg/dp es n, tenemos:

drR
E-Q'U*W)-

Del analisis de esta igualdad surge la siguiente interpretacion.

1. Si la demanda es elastica, n < -1y 1+n < 0, siendo la derivada del
ingreso negativa. De modo que un aumento en el precio dara lugar a una
disminucion en la demanda proporcionalmente mayor, por lo cual el ingreso
disminuye.

2. Si la demanda es inelastica, -1 <n <0y 1+n >0,y latasa de cambio
del ingreso es positiva. Asi, al aumentar el precio la cantidad demandada
disminuira en menor proporcion, por lo que el ingreso aumentara.

3. Si la demanda es unitaria, n = -1,y entonces 1 +n = 0. Un aumento en el
precio motivara una disminucion proporcionalmente igual en la demanda;
en consecuencia, el ingreso no cambia.

Ahora, consideremos la funcion demanda p = f(q), el ingreso R(q) = p - q,
en funcion de g entonces:

dr dp ( q dp) ( 1)
_—= + _ = 1 + — o« — | = 1 + — .
dg P94 “P\""p dq) P\' "y

1. Si la demanda es elastica, n < -1, el ingreso marginal es positivo. Asi, para

una demanda dada, una reduccion en el precio produce un incremento
relativo mayor en la cantidad demandada, lo que hace crecer el ingreso.

2. Sila demanda es inelastica, -1 < n < 0, una reduccion en el precio produce
un incremento relativo menor en la cantidad que se demanda. Entonces, el
ingreso marginal es negativo y, en consecuencia, el ingreso disminuye.

3. Si la demanda es unitaria, n = -1, una reduccion en el precio produce que
la cantidad demandada aumente en la misma proporcion, lo que hara que
el ingreso no se modifique.

Relacionando las situaciones presentadas g = q(p) y p = p(q), tenemos:

1. Sila demanda es elastica, un aumento en el precio causa que el ingreso
disminuya. En cambio, si se reduce el precio, aumentara el ingreso.

2. Sila demanda es inelastica, un aumento en el precio causa que el ingreso
aumente. En cambio, si el precio disminuye, el ingreso también disminuira.

3. Si la demanda es unitaria, un aumento en el precio no causa cambio en el
ingreso. Un precio menor, también deja sin cambio al ingreso.
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A modo de sintesis, podemos decir que si la demanda es elastica conviene
disminuir el precio para que aumente el ingreso; en cambio, si la demanda
es inelastica, conviene aumentar el precio para que aumente el ingreso.

Ejemplo 1.9.7: La funcion de demanda de un determinado producto esta dada
por q = 36 - 4p?, con g en unidades de producto y el p precio unitario en
miles de dolares.

1. Halle la elasticidad, la funcion ingreso y verifique que dR/dp =g - (1 +n).

2. Determine las cantidades demandadas para los que la demanda sea elasti-
ca, inelastica y unitaria. Relacione estas elasticidades con el ingreso.

Solucion.

1. Hallamos la expresion de la elasticidad,

_P .99 P g, 80 8’
"qdp T q U Tz

Ahora bien, la funcion ingreso es R(p) = 36p - 4p3, de donde derivando

obtenemos

dR . ..,
ﬁ_36 12p2. (11)

En relacion con la elasticidad, tenemos que:
q-(1+n)=(36-4p>)(1+n)

-8p?
Rl =)

2 -8 2
= 36 - 4p? - 8p?
=36 - 12p>. (12)

En consecuencia, a partir de las ecuaciones (11) y (12), podemos afirmar la
igualdad, dR/dp =g - (1 +n).

2. Para responder este item los calculos van a resultar mas simples si expre-
samos la elasticidad en funcion de gq. Reemplazamos p? = (-1/4)q +9 en
n = -8p?/q obteniendo, n = (2g - 72)q. Ahora analizamos la demanda:
- es elastica cuando

2g-72

<-1 = 0<q<24
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. es inelastica cuando

_1<2q—72

<0 = 24<q<36

« y es unitaria cuando
2g-72
q
Por lo tanto, cuando se demandan 24 unidades del producto, el ingreso
alcanza su valor maximo, siendo éste de 41570 dolares. En cambio, cuando
se demandan hasta 24 unidades el ingreso crece, y decrece cuando se
demandan entre 24y 36 unidades.

=-1 = q=24.

En la Figura 76 pueden apreciarse tanto la grafica de la funcion de la de-
manda y la del ingreso (ambas en funcion de g a fines comparativos) y las
regiones de elasticidad para q.

p R(q)
40 |
30 | unitaria
20
109 elastica ipelastic
—————————>( ——————+—>(
6 12 18 24 30 36 6 12 18 24 30 36
—p=f(q) — R=R(q)
(a) Funcion de demanda (b) Funcion de ingreso
Figura 76

Ejemplo 1.9.8: Para la funcion de demanda p = -5q + 2500, g en unidadesy p
en dolares, halle las cantidades demandadas para las cuales la demanda es
elastica, inelastica y unitaria. Relacione con el ingreso.

Solucion. En primer lugar hallamos n. Asi,
(-5g+2500) 1 q-500

q 5 g
Tenemos que la demanda es elastica cuando

4-500 . 1 — g<q<250.
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En cambio, sera inelastica en el caso en que

<9739 4 — 250<g <500,

Sera unitaria para
g - 500

=-1 = g =250.

Por otro lado, el ingreso marginal dR/dq en funcion de la elasticidad es

Luego, si 0 < g < 250, la elasticidad es elastica(n < -1),conlocualp(1+1/n) >
0, y entonces R es creciente en (0,250).

Si 250 < g < 500, la elasticidad es inelastica (-1 < n < 0), de donde
p(1+1/n)<0.Entonces R es decreciente en (250, 500).

Si g = 250, la elasticidad es unitaria (n = -1), por lo que p(1+1/n) = 0,
siendo el ingreso maximo en g = 250.

En la Figura 77 se muestran la grafica de la funcion de la demanda y el
ingreso y las regiones de elasticidad.

2500 P R(a)
300000 +
2000 1 o
000 250000 unitaria
1500 + 200000 |
1000 | 150000 |
100000 |
500 | 50000 |/ elastica | inelastica
: : : : ' q 1 1 : : ' q
100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
—— p(q) = -5q + 2500 —— R(q) = -5g?% + 2500q
(a) Funcion de demanda (b) Funcion de ingreso
Figura 77

Hasta aqui nos hemos dedicado a estudiar la elasticidad puntual de la
demanda, es decir, qué tan sensible es la demanda de un bien ante un
cambio muy pequeno en su precio. No obstante, este concepto no se limita
exclusivamente a funciones de demanda, ya que podrian estudiarse, por
ejemplo, la elasticidad de la oferta, del costo, o de una funcion cualquiera,
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respecto a alguna de sus variables independientes. El concepto de elasticidad
de una funcion, en términos generales, se define como sigue.

Definicion 1.9.3 (Elasticidad): Sea y = f(x) una funcion derivable en x tal que
f(x) # 0. Entonces, la elasticidad de y con respecto a x es:

_Xdy

n-= )—/ dx fl(x)'

o también n

- X
f(x)
Ejemplo 1.9.9: Determine la elasticidad de las siguientes funciones.

1.y = ax, a # 0 constante. 2.xy = a, a # 0 constante.

3.y=axb,az0yb#0constantes. 4.y = ce™, c # 0y k constantes.
Solucion. Aplicamos definicion de elasticidad.
1. Para y = ax, tenemos

2. Para xy = q, resulta

3. Paray = ax®, la elasticidad es

- ﬁ—i - Xaboxt=b,
4. Paray = ce™®™, tenemos
xd X
1= = R = e

La funcidn potencia y = ax?, cona # 0y b # 0 constantes, tiene elasticidad
igual a b. Si, por ejemplo, la constante b es negativa, la elasticidad es negativa
y constante en todos sus puntos.

La elasticidad de una funcion varia, en general, con el valor que se tome
para x, como se observa en la funcion y = ce™®*.

EJERCICIOS 1.9
1. Halle la elasticidad de la demanda n para las siguientes leyes de demanda
y su correspondiente precio.

a. p=500-2qgyp=100.
b. g=600-pyq=200.
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c. p=1000 - g2, g en decenas de unidades, para g = 200 unidades.
d. p=,/1000-2g, p =25

. La ley de demanda de un determinado producto es g = 10e7%%%°, con q
en unidades y p en dolares. Halle la elasticidad de la demanda cuando el
precio del producto es 100 dolares, clasifique y relacione con el ingreso.

. La funcion de demanda de un determinado producto es g - p> = 81000 al
demandarse g unidades a un precio unitario de p dolares. Compruebe que
a partir de cualquier valor de g, si el precio se aumenta en 1%, la demanda
caera tres veces mas. Relacione con el ingreso.

. La demanda de un determinado articulo esta modelada por p = 80 - 2¢?,
donde p esta expresado en dolares y g en cientos de unidades. Obtenga la
elasticidad de la demanda cuando el precio es de 32 dolares y cual debe-
ria ser la reduccion porcentual en el precio para producir un incremento
aproximado del 10 % en la demanda.

. Para cada funcion de demanda siguiente, donde g esta expresado en cientos
de unidades y p, el precio unitario, en miles de dolares

a.p=120-12g% b. 2p? + 800q = 36 000;

determine:

a. las cantidades g para las cuales la elasticidad es elastica, inelastica 'y
unitaria;

b. la funcion de ingreso e ingreso marginal y compruebe que la igualdad

R p(1 + l) se cumple;
dg n '

c. la grafica de la funcion ingreso e indique donde n <-1,-1<n<0y
n=-1

. Si la funcion de demanda es g - p” = a, donde n es un entero positivo
y a un nimero real positivo, demuestre que la elasticidad puntual de la
demanda es la constante -n e interprete econdomicamente este resultado.
Con la ayuda de GetxGebrag, asigne valores a los parametros y grafique
las funciones de demanda e ingreso. Relacione con la elasticidad.
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Hasta ahora hemos estudiado funciones de una sola variable, en las que una
cantidad depende de un Gnico factor. Sin embargo, en el ambito de las cien-
cias economicas es frecuente encontrar situaciones en las que una variable
depende de varios factores simultaneamente. En esta seccion introducimos
las funciones de dos variables reales, desarrollamos herramientas para ana-
lizarlas (como las curvas de nivel y las derivadas parciales) y estudiamos sus
aplicaciones al analisis economico, en particular a la optimizacion.

Introduccion

En las ciencias economicas se encuentran multiples situaciones en las cuales
ciertas variables dependen de muchas otras. Por ejemplo, la demanda de
cierto producto depende no so6lo de su tipo, sino también de su precio,
del precio de otros productos, de factores estacionales, de la moda, etc. El
ingreso de una familia depende, entre otras, de la cantidad de integrantes
que trabajan, del nivel de estudio, del tipo de trabajo. En la vida cotidiana,
la cantidad de personas que se encuentran en una playa de cierta ciudad
depende de la hora del dia, del estado del dia (lluvioso, nublado, soleado),
del dia de la semana (lunes/domingo), etc.

Abordaremos el estudio de las funciones de varias variables y nos abo-
caremos a resolver problemas de optimizacion inherentes a las ciencias
econdomicas. Mas precisamente, vamos a presentar las funciones de dos
variables independientes.

Definicion 110:1 (Funcion real de dos variables): Sea D € R2un conjunto de
pares ordenados de nimeros reales (x, y). Una funcion real de dos variables
reales es una regla que asigna a cada par ordenado (x,y) en D un (nico
nimero real, denotado por f(x,y).

El conjunto D es el dominio de la funcion y el conjunto de todos los valores
de la funcion es el conjunto imagen de f.

Observacion 28: Cuando se tiene una funcion de dos variables, se suele utilizar
z para representar los valores de la funcion: z = f(x, y). La variable z es la
variable dependientey x e y, las variables independientes. Sin embargo, como
esto solo es una convencion, a veces pueden usarse otros simbolos para las
variables involucradas.

Observacion 29: Si el dominio de una funcién z = f(x, y) no esta explicitado,
se entiende que este es el conjunto de todos los pares (x, y) para los cuales la
funcion esta definida. Es decir, quitando de R? los puntos (X, y) que incurran
en alguna restriccion algebraica o de contexto.



Definicion 1.10.2 (Grafica de una funcién de dos variables): Sea z = f(x,y)
una funcion con dominio D. La grafica de f es el conjunto de los puntos
(x,v,2) € R3 tales que z = f(x,y) y (x,y) € D.

La grafica de una funcion de dos variables puede interpretarse como una
superficie en el espacio tridimensional, cuya proyeccion sobre el plano xy
es el dominio de la funcion. Asi como no todas las curvas del plano pueden
ser descritas como la grafica de una funcion y = f(x), no todas las superficies
representan la grafica de una funcion z = f(x, y). Se debe cumplir que a todo
par ordenado (x,y) € D le corresponde una nica imagen. Por ejemplo, una
esfera es una superficie en el espacio de tres dimensiones que no puede ser
representada como la grafica de una funcion z = f(x, y).

Ejemplo 110.:1. f(x,y)=x?+y?+1,D = R2

Figura 78

2. f(x,y)=\ly-x%, D ={(x,y) € R? | y 2 x?}.

2 1 1 2

Figura 79
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3. f(x,y)=In(x+y), D={(x,y) e R? | y > -x}.

Figura 80

Curvas de nivel

Al estudiar funciones de varias variables, surge de forma natural un concepto

que tiene muchos usos en las ciencias econdmicas.

Definicion 110.3 (Curva de nivel): La curva de nivel ¢ de una funcidn z = f(x, y)
para un nimero real cualquiera c es la curva que surge como la interseccion
de la grafica de f y el plano z = c. Es decir, la curva dada por f(x,y) = c.

Ejemplo 1:10.2: Se muestran algunas funciones y sus curvas de nivel a conti-

nuacion.

1. Para z = x? + y? veamos las curvas de nivel 1,4y 9.
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Figura 81

2. Para la funcion z = x? - y? veamos las curvas de nivel 1, -1, 4 y -4,

Figura 82

Vamos a mostrar ahora algunos usos especificos de las curvas de nivel en
contextos economicos.

Ejemplo 1.10.3 (Curvas de indiferencia): Una funcion de utilidad u = f(q4, g5),
con g4, g, 2 0, cuantifica el nivel de satisfaccion o preferencia de una persona
al adquirir g4 y g, unidades de dos bienes. Si bien la utilidad es un concepto
subjetivo que no puede medirse, podemos simularla mediante la funcion u.

El conjunto de las diferentes combinaciones de las cantidades g4 y g, para
las cuales se obtiene el mismo nivel de utilidad u, se denomina curva de
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indiferencia. Notemos que una curva de indiferencia no es otra cosa que una
curva de nivel.

Supongamos que la utilidad de una persona en un mercado de pantalonesy

buzos, al comprar g, pantalonesy g, buzos, esta dada por u = (g4, >) = 24,G5.
Algunas curvas de indiferencia son:

« Si ug = 6,tenemos que 6 = 2g4q,. Luego, g, = 3/g;.
« Si up = 8, tenemos que 8 = 2g4q,. Luego, g, = 4/q;.
« Siup =12, tenemos que 12 = 2g4q,. Luego, g, = 6/q;.

En el contexto del problema g4 y g, no pueden ser negativas, por lo que
podemos ver las curvas de indiferencia en el primer cuadrante del plano g49,
en la Figura 83.

Figura 83

Ejemplo 1.10.4 (Isocuantas): Sean g, y g, las cantidades de dos insumos uti-
lizados en la elaboracion de un dnico producto. La cantidad Q de producto
fabricado esta dada por Q = f(g4,q>) con g4,9, = 0. Una isocuanta es una
curva de nivel de la funcion de produccion, es decir, es la curva que propor-
ciona todas las combinaciones de insumos que generan el mismo nivel de
produccion.

Sea Q = f(g4,9,) = 10q]/3q§/3 una funcion de produccion. Algunas isocuan-
tas son:

« SiQp=1000, tenemos que 1000 = 10q]/3q§/3. Luego, g, = 1000q]1/2.

« Si Qg = 4000, tenemos que 4000 = 10g1/3q2’3. Luego, g, = 8000g;"/.
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+ Si Qg = 9000, tenemos que 9000 = 10q]/3q§’3. Luego, g, = 27 000q}”2.

Las funciones de produccion de la forma Q = (g4, g5) = Aq‘{qf, como la de
este ejemplo, se llaman funciones de Cobb-Douglas.

En el contexto del problema g, y g, no pueden ser negativas, por lo que
podemos ver las isocuantas en el primer cuadrante del plano g,g5:

Observacion 30: De forma similar, podrian estudiarse curvas de nivel de
funciones de costo, ingreso, beneficio, entre otras, dando lugar a curvas de
isocosto, isoingreso o isobeneficio. Muchas de estas curvas tienen ademas
otras caracteristicas propias relacionadas con conceptos econdmicos, pero
que escapan a los objetivos de este libro.

Derivadas parciales

Consideremos una funcion z = f(x, y) de dos variables, donde x e y son varia-
bles independientes y z es la variable dependiente. Las derivadas parciales
de primer orden de f se denotan y se definen de la siguiente manera:

i _n f(X+h1y)_f(le)
ax(x'y) h rlyl—% h '

af T f(le"'k)_f(Xty)
oy Xey) = im k :

Estas expresiones representan la tasa de cambio de f con respectoax ey
respectivamente, manteniendo la otra variable constante.
Podemos calcular derivadas parciales de orden superior también. Por ejem-
plo, la segunda derivada parcial con respecto a x se denota como:
’f 9 (af)

ox2  ox \ox

y la segunda derivada parcial mixta con respecto a x e y se denota como:

*f o (of
axdy ax\oy/

De todos modos, cuando calculemos derivadas parciales en general evita-
remos calcular el limite correspondiente, pues podemos aplicar las reglas
conocidas de derivacion de funciones de una variable, asumiendo que la
variable que no se ve afectada se considera constante.

Otra notacion que suele usarse para derivadas parciales es mediante sub-
indices que indiquen respecto a cual variable se realiza la derivada, es decir:

Fx) = 00, £ = L)
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Ejemplo 110.5: Se dan a continuacion algunos ejemplos de derivadas parcia-
les.

1. Si f(x,y) = X3 - 3xy + y?, entonces f,(x,y) = 3x> -3y y fy(x,y) = -3x +
2y, recordando que cada variable se trata como una constante cuando
derivamos respecto a la otra.

2. Si f(x,y) = \x2 + y*, entonces usando la regla de la cadena tenemos que

fulxy) = 3 (2 ey )" @x) 2 x (2 ey,

1 -1/2 -1/2
)= 5 (X +y4) T (ay?) = 2y (2 + y4)
Ademas, si quisiéramos, por ejemplo, calcular f,, deberiamos usar la regla
del producto:

Fax(X,y) = (X2 + y4)_1/2+x (—%)(x2 + y‘*)_3/2 (2x) = (x? + y‘*)_m—x2 (x*+ y‘*)_3/2 .

3. Si f(x,y) = xy/ln(x), entonces para calcular f, podemos usar la regla del
cociente, pero para calcular f, no es necesario porque x se trata como una
constante:

yInG) - Xy7yin(x) -y
(Inx)y ()R’
X
fy(X, y) = m

fxx,y) =

Relaciones entre bienes: una caracterizacion conceptual

En general, la demanda de un bien puede verse afectada no sélo por su
propio precio sino también por el precio de otro bien relacionado con él.
Por ejemplo, la demanda de carne vacuna puede verse afectada no solo por
el propio precio por kg, sino por el precio por kg de carne aviar. Cualquier
cambio en el precio del kg de la carne aviar afectara siempre la demanda
de la carne vacuna, y viceversa, dado que algunos consumidores estaran
dispuestos a cambiar un producto por otro. Se presentan los siguientes tipos
de relaciones entre bienes, a saber:

« Bienes sustitutos: son productos o servicios que pueden satisfacer las
mismas necesidades o deseos que otro producto o servicio. También se
dice que son bienes competitivos. Por ejemplo, Coca-Cola y Pepsi son
bienes sustitutos.
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+ Bienes complementarios: son productos o servicios que se utilizan juntos
para satisfacer una necesidad o deseo. Por ejemplo, los automoviles y el
combustible son bienes complementarios.

« Bienes independientes: son productos o servicios que no tienen relacion
directa entre ellos. Por ejemplo, un libro y un par de zapatos son bienes
independientes.

Estos conceptos son fundamentales en economia y marketing. Es posible
profundizarlos estudiando la elasticidad de la demanda y como se ve afectada
por la existencia de bienes sustitutos o complementarios, la estrategia de
marketing y como las empresas pueden aprovechar la relacion entre los
bienes para promocionar sus productos o estudiar la competencia y como las
empresas pueden diferenciar sus productos para evitar la sustitucion, entre
otros.

Sean Ay B dos bienes relacionados tales que el precio de uno afecta la
demanda del otro. Denotemos p, y pg los precios unitarios de los dos bienes.
Sus demandas, x, y xg son funciones de ambos precios, esto es:

Xa = f(Pa, Ps) y Xg = g(Pa, Pa)-
Podemos calcular cuatro derivadas parciales de primer orden:

opa’ opg’ opa’ 9pg’

La derivada parcial ox,/dp, representa la demanda marginal de A respecto
del precio p,. De manera analoga, dx,/dps es la demanda marginal de A con
respecto a pg, y mide aproximadamente cuanto varia la demanda de A ante un
incremento unitario en el precio de B. Las otras dos derivadas se interpretan
de manera similar.

A continuacion analizamos los signos de las derivadas parciales de primer
orden. Si el precio del articulo B se mantiene fijo, entonces, en general,
un incremento en el precio de A da como resultado una disminucion en la
demanda x,; esto se refleja en el signo negativo de la derivada parcial:

<0.
opPa y ops

Las derivadas cruzadas 0x,/9pg ¥ 0xz/0p, pueden ser positivas o negati-
vas dependiendo de la interaccion entre los dos bienes.

Por ejemplo, si el precio de A permanece constante y aumenta el precio de
B, puede producirse un aumento en la demanda de A, es decir,
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ya que algunos consumidores cambiaran del bien B al bien A. De manera
similar, si el precio de B se mantiene y aumenta el precio de A, la demanda
de B puede aumentar:

2%

opa
porque algunos consumidores cambiaran de A a B.

En este caso, los bienes Ay B son sustitutos (o competitivos) entre si cuando

se cumplen ambas condiciones:

opa opg

es decir, cuando un aumento en el precio de uno provoca un aumento en la
demanda del otro.

Ejemplos de bienes sustitutos son: la carne vacuna y la carne de cerdo, el
pany las galletitas, el azlcar y la miel, etc.

En otras situaciones, un aumento en el precio de un bien provoca una
disminucion en la demanda del otro, manteniéndose constante su precio. En
tal caso, ambas derivadas cruzadas son negativas:

>0, >0,

opa ops

Se dice entonces que los bienes Ay B son complementarios.

Ejemplos de bienes complementarios son: el motor de autos y el aceite
de motor, el lapiz y la goma de borrar, la raqueta y las pelotas de tenis, etc.
Cabe destacar que la complementariedad no siempre es mutua: por ejemplo,
cierto software puede ser complementario de una computadora, pero no
necesariamente a la inversa, ya que la computadora puede utilizar otros
programas.

Por Gltimo, existen pares de bienes entre los cuales no hay relacién de
dependencia: se dice que son bienes independientes, dado que un cambio en
el precio de uno no afecta la cantidad demandada del otro. En este caso se
verifica que:

<0, <0.

opa ' Oops
Ejemplos de bienes independientes son: las legumbres y el cemento, la
ropa deportiva y el azlcar, etc.

Ejemplo 1:10.6: A continuacion se presentan algunas funciones de demanda
para ciertos bienes Ay B, para determinar si son sustitutos, complementarios
o independientes.

1. Los bienes Ay B cuyas demandas estan dadas por

X =300 -0.6p2 - 4p2,  xg =400 - 0.4p2 - 6p2,
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son complementarios, ya que

6XB aXA
~— =-0.8p, <0, — =-1.2pg <0,
A Pa 3Ps Ps

y se supone que p, >0, pg > 0.

2. Los bienes Ay B cuyas demandas estan dadas por
Xp =30 +5pg - pa, Xg =40+ 3p, - 6pg,

son sustitutos, ya que

M5 _350, Ha_s5,o
p

Optimizacion

De una manera similar a la usada en funciones reales de una variable real
y = f(x), vamos a buscar puntos criticos y extremos locales en funciones
reales de dos variables reales z = f(x, y).

Para determinar los puntos extremos locales de una funcion de unavariable,
buscamos los puntos donde la grafica tiene una recta tangente horizontal.
Es decir, los maximos y/o minimos locales, si estos existen, aunque también
podia suceder que la recta tangente en el punto no estuviera definida. Es
decir, para optimizar una funcion y = f(x), analizamos los puntos criticos
x = ¢, tales que f’(c) = 0 o f'(c) no existe.

Analogamente, para una funcion de dos variables hallamos los puntos don-
de la superficie tiene un plano tangente horizontal. En estos determinamos
maximos locales, minimos locales, o puntos de silla, si estos existen. Asi, el
estudio de maximos y minimos locales de una funcion de varias variables es
una extension del caso de una variable. No vamos a considerar en este libro
puntos criticos en los cuales el plano tangente no esté definido.

En general, es usual hablar de funcion suave cuando tanto la funcion como
sus derivadas son continuas, tanto como sea necesario. En tal caso, nunca
pasara que el plano tangente en un punto del dominio no esté definido.

Definicion 1.10.4 (Extremos locales): La funcion z = f(x, y) tiene un maximo
local en el punto (xg, ¥o) Si

f(XOryO) > f(xry)

para todo punto (x, y) «cercano» a (Xq, ¥o) Yy distinto de (xg, Vo)

245



La funcion z = f(x, y) tiene un minimo local en el punto (X, ¥o) Si

f(X01yO) < f(xvy)

para todo punto (x, y) «cercano» a (Xq, ¥o) ¥ distinto de (xg, Vo)

El valor f(xg,Yo) se denomina valor maximo local o valor minimo local
segiin corresponda. A veces se utilizan las palabras extremo u 6ptimo para
referirse tanto a maximos como a minimos.

Ahora bien, ;como buscamos los puntos criticos para hallar potenciales
extremos locales para funciones z = f(x,y)?

Definicion 1.10.5 (Punto critico): Dada una funcion suave z = f(x, y) con domi-
nio D, un punto (xo, ¥o) € D es un punto critico de f si fy(xo, ¥o) = f,(Xo, ¥o) = 0.

Es decir, para hallar los puntos criticos debemos buscar las soluciones del
sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incognitas

De aqui inferimos que para localizar puntos extremos de una funcion
debemos examinar los puntos criticos. Sin embargo, debemos tener en cuenta
que un punto critico puede resultar ser un maximo relativo, un minimo relativo
0 ninguno de estos.

Ejemplo 1:10.7: Hallar los puntos criticos de f(x,y) = X% + 2y? - 4x + 4y - 3.

Solucion. Las derivadas de primer orden son f,(x,y) = 2x-4y f,(X,y) = 4y +4,
por lo que tenemos el sistema

2X-4=0
4y + 4 =0.

de donde obtenemos un Gnico punto critico, que es (2,-1).

De manera similar al caso de funciones de una sola variable, existen funcio-
nes donde las derivadas parciales son ceros en el punto critico y sin embargo
en ese punto no se alcanza ni un maximo ni un minimo relativo, como veremos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.10.8: Consideremos la funcidn z = f(x, y) = x? - y?, cuya grafica se
asemeja a una silla de montar como puede verse:
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Figura 84

En este caso tenemos el sistema

2x=0
-2y =0

de donde obtenemos un Gnico punto critico, que es (0, 0). Pero como podemos
ver en el grafico, ese punto no puede ser un maximo local, pues la funcion
crece en la direccion de x, y no puede ser un minimo local, pues la funcion
decrece en la direccion de y.

Un punto critico de este tipo se denomina punto silla.

Como puede verse en el grafico del ejemplo anterior, no todo punto critico
va a indicar la existencia de un 6ptimo local en él. En el caso general, las
denominadas condiciones de segundo orden nos van a servir para identificar
en cada punto critico la presencia de un maximo, un minimo, o un punto silla.
Para ello, vamos a recordar la definicion de determinantes de matrices de
2x2:

Definicion 1.10.6 (Determinante de una matriz cuadrada): Dada una matriz de

2x2delaformaA-= (‘CJ Z), su determinante es:

a b

A=

=ad - bc.

Definicion 110.7 (Matriz hessiana): Dada una funcién suave z = f(x,y), su
matriz hessiana, denotada por D?f, es la matriz formada por sus derivadas
parciales de segundo orden de la siguiente manera:

2 - fxx(xry) fxy(xry))
D) (fyx(x. Y fyon)
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Teorema 1.10.1 (Condiciones de segundo orden): Sean z = f(x, y) una funcion
suave y (Xg, ¥o) Un punto critico de f.

1. Si |D2f(x0,y0)| > 0y f(Xo,¥o) > 0, entonces f tiene un minimo local en
(XOryO)'

2. Si |D2f(x0,y0)| > 0V fu(X0, Vo) < 0, entonces f tiene un maximo local en
(X01 yO)

3. Si |D?f(xo,¥o)| < 0, entonces f tiene un punto silla en (xo, Yo)-

4. Si |D2f(x0,y0)| = 0, no podemos afirmar cual es la naturaleza de la funcion
en el punto critico, por lo que el criterio falla.

Ejemplo 1.10.9: Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcion
F(x,¥) = x3+3xy? -3x2 -3y? + 4.

Solucion. En primer lugar, notemos que sus derivadas de primer orden son
fx(x,y) = 3x2 +3y? - 6x y f,(X,y) = 6xy - 6y. Por ello, para hallar los puntos
criticos debemos resolver el sistema

3x2+3y?-6x=0
6xy -6y =0.

La segunda ecuacion puede escribirse como 6y(x - 1) = 0, de donde dedu-
cimos que 6y =00 x -1 =0, ya que para que un producto de nimeros reales
sea cero, debe ser cero alguno de los factores involucrados. De aqui tenemos
quey=0(pues6z0)ox=1.

Ahora usaremos estos datos en la primera ecuacion, por lo que tenemos
dos casos.

CASO 1 y = 0: La primera ecuacion queda 3x2 +3 - 0% - 6x = 0, es decir
3x2 - 6x = 0. Esta ecuacion puede escribirse como 3x(x -2) = 0y
obtenemos que3x =00 x-2 =0, es decir que x = 0 0 x = 2 (también
podriamos haber usado la formula resolvente). Por lo tanto de este
caso obtenemos dos puntos criticos: (0,0) y (2, 0).

CASO 2 x = 1: La primera ecuacion queda 3- 12 +3y?-6-1 =0, es decir
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3+3y?-6=0. Luego, 3y% - 3 = 0. De aqui:

3y2-3=0
3y2-3+3=0+3
3y2=3
1,5, 1
3 73
y2 =
J2=i1
lyl =1,

de donde obtenemos que y = 1 0 y = -1 (lo cual también puede ob-
tenerse resolviendo la ecuacion cuadratica 3y? - 3 = 0 con la formula
resolvente). Por lo tanto de este caso obtenemos dos puntos criticos:

1,My(@,-1).

Hasta aqui, hemos encontrado los cuatro puntos criticos de la funcion anali-
zada, siendo estos (0, 0), (2,0), (1,1) y (1,-1), pero ademas queremos clasi-
ficarlos. Para ello vamos a necesitar conocer f,, y |D2f|. Recordemos que
fx(x,y) = 3x2 +3y? - 6xy f,(X,y) = 6xy - 6y. Luego fy(x,y) =6x-6y

6x -6 6y
6y 6x -6

|D2f|= fxx(Xry) fxy(xry) -

_ _fy2 2
fux(6y) - fry(x,y) ‘-(6)( 6)° - 36y°.

Con esto, podemos armar la Tabla 24 para clasificar a cada punto critico
(X0, Yo)- En (0, 0) la funcion tiene un maximo local, y el valor de f es f(0, 0) = 4.

Tabla 24

(X0, ¥0)  Fax(Xo,¥0)  ID*f(xo,¥0)|  Clasificacion

(0,0) -6 36 Maximo local
(2,0) 6 36 Minimo local
(1,1) 0 -36 Punto silla
(1,-1) 0 -36 Punto silla

Por otro lado, en (2,0) la funcion tiene un minimo local, y el valor de f es
f(2,0)=0.

EJERCICIOS 1.10
1. Hallar el dominio de cada una de las siguientes funciones. Luego, calcular

las derivadas parciales de primer y segundo orden.
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a. f(x,y) = 2x +y. b. f(x,y) = x? + 2xy + y2.

c f(x,y) =\t -x2-y2, d. f(x,y) = %
e. f(x,y)=ln(x?>+y?-9). f. f(x,y) = e,

. En cada una de las siguientes funciones encontrar los puntos criticos y
clasificarlos. En los minimos y maximos locales, encontrar el valor corres-
pondiente de la funcion.

a. f(x,y) = 3+2x+2y-2x%-y2-2xy.b. f(x,y) = X2 +y? - 3x + Xy + 2.
C f(x,y) = -2x2 - y? + 8x + 10y - 5xy.d. f(x,y) = -x2 - y3 + 12y2.
e fx,y) = x* +y? - 3x. ff(x,y) = X+ 23 - x - by,

. Determine la relacion, si existe, entre los bienes Ay B si las funciones de
demanda estan dadas por:

2 3
+

a. X, = 1000 -0.01p, - 0.005pg y x5 = 1500 + .
path  pp+2

b. Xp = 400 - sz +Pg VY Xg = 300 + 3pA - LI-pB.

. El propietario de una jugueteria estima que la cantidad de unidades z que
podria vender en el afio de un nuevo juguete es funcion de lo que invierte
en publicidad a través de plataformas digitales y television por cable, de
acuerdo con la ley:

z(x,y) = 7200x + 6000y - 20x2 - 12.5y2 - 50xy,

donde x e y representan montos anuales pagados por publicidad en televi-
sion por cable y en plataformas digitales, respectivamente, expresados en
millones de pesos. Actualmente se destinan 60 millones a anuncios publi-
citarios en television y 30 millones a anuncios en plataformas digitales.

a. Calcule la cantidad de juguetes que actualmente se espera vender en
un ano.

b. Utilizando derivadas parciales, analice si conviene aumentar en un
millon la inversion en television o en plataformas digitales.

c. Determine si existe una combinacion de montos a invertir en cada
medio para que las ventas anuales alcancen el valor maximo.

. Una empresa fabrica velas y las vende en cajas de 50 unidades, en dos
ciudades de la provincia de Santa Fe, una ubicada al sur (ciudad A), y otra
en el norte (ciudad B). El costo de produccion diario (en dolares) de x cajas
en la ciudad A esta dado por Cy(x) = 0.05x2 + 4x + 275, mientras que el
costo de produccion diario (en délares) de y cajas en la ciudad B esta dado
por Cg(y) = 0.02y? + 4y + 500. Cada caja de velas se vende a 15 ddlares, sin
importar la ciudad en que se produzca.
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a. Halle la funcion beneficio conjunta B(x, y).
b. Calcule B(100,30)y %(100,30) e interprete en términos econdmicos
cada resultado.

c. Determine la cantidad de cajas de velas que se deben fabricar y vender
en cada ciudad para obtener un beneficio maximo. ;Cual es dicho
beneficio?

6. Las demandas semanales de dos articulos X e Y se comportan segln los
modelos x =12-p, ey = 32—3 - %pz, donde x e y son cantidades demandadas
(en kilos) de X e Y, respectivamente, y p, y p, son los correspondientes
precios por kilo de producto, en dolares. La funcion de costos totales esta
dada por C(x,y) = 3x% + xy + 2y2.

a. Halle la expresion de la utilidad semanal U(x, y).

b. ;Cuanto debe venderse por semana de cada producto para lograr la
maxima utilidad? ;A qué precios?

c. Obtenga la utilidad maxima.

7. Usando L unidades de mano de obra y K unidades de capital (en miles de
dolares), la produccion semanal de una empresa esta dada por P(L,K) =
10K + 11L + 2LK - [? - 2K? siendo L >0y K > 0.

a. Actualmente, se utilizan por semana 36 horas de manos de obra 'y
5000 délares de capital. Si la empresa desea aumentar la produccion,
¢;le aconsejaria aumentar las horas de mano de obra o aumentar el
capital?

b. Halle la cantidad de horas de mano de obra y de capital que se deben
usar, semanalmente, con el fin de maximizar la produccion.

8. Una empresa utiliza dos tipos de materias primas, X e Y, en su produccion.
Usando x unidades de X e y unidades de Y, la empresa puede elaborar
P unidades del producto, con P = 0.52x + 0.48y + 0.12xy - 0.07x2 - 0.06y2.
El costo de cada unidad de x es 5.10 dolares y de 1.80 dolares por cada
unidad utilizada de Y, y la empresa puede vender todas las unidades que
produce a 12 dolares cada una.

a. ;Qué cantidades de X e Y tendran que usarse para maximizar las
utilidades?

b. ;A cuanto asciende la maxima utilidad?

9. Un comercio vende dos tipos de té, Ay B, cuyos costos por kilogramo, son
de 60y 75 dolares, respectivamente. Su propietario sabe, por experiencia,
que si vende cada kilogramo de té clase A en p, dolares y cada kilogramo
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10.

1.

12.

de té tipo B en pg dolares, las cantidades vendidas, en kg, de cada uno
pueden determinarse a través de las siguientes expresiones:

qa = 4800 - 75p, +37.5ps, Qg = 600 - 37.5p, + 37.5p,.

a. Estos bienes ;son competitivos, complementarios o no estan relacio-
nados?

b. Encuentre la funcion que representa el beneficio para el comercio en
base a los precios unitarios.

C. ¢A qué precio deberia vender el kilogramo de cada tipo de té para
maximizar su beneficio?

d. ;Cual es el maximo beneficio?

Una industria lactea ha determinado que cada corrida de produccion de
leche en polvo tiene un costo total (en u.m.) dado por la funcion C(x, y) =
6x2 + 8y? - 10xy + 6x - 28y + 40, donde x representa el nimero de horas-
maquina (en cientos) e y la cantidad (en miles) de kilogramos de leche
elaborada.

a. Hallar e interpretar en el contexto del problema §(10,25) y %(10,25).

b. Determinar la cantidad de horas-maquinay la cantidad de kilogramos
a producir que minimizan el costo total de la corrida de produccion.

Una compania vende dos productos que son sustitutos parciales uno del
otro, por ejemplo, té y café. Las cantidades demandadas, g, y g5, se dan
como funcion de los precios p; y p,, como sigue:

qq = 517 - 3.5p‘| + 0.8p2 qr = 770 + 1.4p1 - 4.4p2

a. Halle R(p4, p»), es decir, el ingreso por ventas totales en funcion de p;,
Y P2-

b. ;Qué precios debera cobrar la compaiia con el fin de maximizar el
ingreso por las ventas totales?

En un determinado periodo de tiempo la produccion mensual P (en miles
de litros) de una cerveceria esta dada por la funcion de Cobb-Douglas
P=1.1-1%.K% [ esla mano de obra (en cientos de h-hombre) y K el
capital invertido, en miles de dolares.

a. Halle la produccion total para 3000 horas-hombre semanales y una
inversion mensual de 70 000 doélares.

b. Determine e interprete econdmicamente las productividades margi-
nales en las condiciones dadas en el item anterior.
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13. El volumen de ventas mensuales V de cierto articulo depende de su precio
py de la cantidad A que el fabricante invierte en publicidad (ambos en
dolares), modelado por

V(p; A) = 4000 - (5 -p- e'0.0'IA).
Analice qué sucede con las ventas en los siguientes casos.

a. Se aumenta el precio del producto en una cantidad muy pequena a
partir de su precio actual de 8 dolares, y se fija la inversion publicitaria
en 400 dolares.

b. Se aumenta la inversion en publicidad en una cantidad muy pequena
a partir de 400 dolares, y el precio se mantiene en su valor actual de
8 dolares.

c. Basandose en lo obtenido, ;qué recomendaria al gerente comercial
de esta compania?
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2 Calculo integral

El calculo integral, una rama fundamental del calculo matematico, ha sido una
herramienta esencial en el avance de la ciencia y la tecnologia. Su historia
es tan fascinante como su aplicacion, y este capitulo tiene como objetivo
explorar ambos aspectos.

La historia del calculo integral se remonta a la antigua Grecia, donde ma-
tematicos como Eudoxo y Arquimedes hicieron las primeras tentativas de
entender el concepto de area bajo una curva, mediante aproximaciones suce-
sivas de areas de poligonos . Sin embargo, no fue hasta el siglo xvii cuando
dos matematicos brillantes, Isaac Newton (1643 - 1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 - 1716), en forma independiente, desarrollaron lo que ahora
conocemos como calculo integral.

Newton, un fisico, astronomo y matematico inglés, utilizo el calculo inte-
gral para formular sus leyes del movimiento y la gravitacion universal. Por
otro lado, Leibniz, un fildosofo y matematico aleman, introdujo la notacion
integral que usamos hoy en dia. Aunque hubo una disputa sobre quién fue
el verdadero inventor del calculo, ambos contribuyeron enormemente a su
desarrollo y aplicacion.

El calculo integral es mas que un simple ejercicio matematico. Ha encon-
trado aplicaciones en diversas disciplinas. Particularmente, en el campo de
las ciencias econdmicas, algunas de sus aplicaciones las encontramos en el
calculo de indices como el de Gini, excedente del consumidor y del productor
y para obtener los modelos de costo total, ingreso y utilidades a partir de
sus respectivas tasas de cambio.

A lo largo de este capitulo, estudiaremos los conceptos fundamentales,
las técnicas y aplicaciones del calculo integral con el fin de comprendery
manejar so6lidamente este campo de conocimiento.

ANTIDERIVADAS

Hasta ahora en nuestro estudio del calculo, nos hemos ocupado del proceso
de diferenciacion (esto es, conceptualizacion, calculo y aplicacion de las
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derivadas de funciones). Esta parte se denomina calculo diferencial. Ense-
guida abordaremos el segundo campo de estudio dentro del area general
del calculo, denominado calculo integral, en el que nos interesara el proceso
inverso a la diferenciacion.

Por ejemplo, podemos estar estudiando un modelo de costos en que el
costo marginal, C' = C’(q), es una funcion conocida del nivel de producciony
necesitamos calcular el costo total de producir g articulos, C = C(q). O bien,
podriamos conocer la tasa de crecimiento del capital en funcion del tiempo,
C’ = C'(t) y querer calcular el valor de la inversion al cabo de cierto periodo,
C = C(t). Es decir, estamos necesitando obtener informacion de la funcion
original a partir de su tasa de cambio.

El proceso de determinar la funcion cuando se conoce su derivada se llama
integracion, y la funcion a determinar se denomina antiderivada o primitiva
de la funcion dada.

es derivada de E—
e

(- es antiderivada d

Hallar la antiderivada de alguna funcion f significa encontrar una funcion
F, cuya derivada sea igual a f.

Por ejemplo, si f(x) = 3x2, entonces F(x) = x> es «una» antiderivada de
f. Ahora bien, ;hay otras antiderivadas posibles? Debe observarse que esto
es asi, pues las funciones G(x) = x3 + 4 y H(x) = x> + 2 también tienen a
f(x) = 3x%2 como derivada. De hecho, para cualquier constante C, x> + C tiene
derivada 3x? y, en consecuencia, F(x) = x>+ C es la «familia» de antiderivadas
de f(x) = 3x? para cualquier C. La constante C, que puede tener un valor
arbitrario, se conoce como constante de integracion.

Cada antiderivada de f en un intervalo | puede expresarse de la forma
F(x) + C, siendo C un valor constante.

Definicion 241 (Antiderivada): Una funcion F es una primitiva o antiderivada
de f en un intervalo I dado, si la derivada de F es igual a f para toda x del

intervalo. Es decir 4F ()
X
dX - f(x)

paratoda x € 1.

La familia de funciones de la forma F(x)+C recibe el nombre de antiderivada
general de f.
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Observamos que, dada una antiderivada de f, entonces cualquier otra
antiderivada difiere de ella s6lo por una constante, como se enuncia en la
siguiente proposicion.

Proposicion 21.1: Si F, y F, son dos antiderivadas de una funcién f en un
intervalo I, entonces existe una constante C tal que

F4(x) - F5(x) = C.

En consecuencia, una vez que se conoce una antiderivada particular de f
en un intervalo I, todas las demas antiderivadas en ese intervalo se pueden
obtener sumando constantes a la antiderivada conocida.

El teorema siguiente resume lo expresado hasta aca.

Teorema 2:1.2: Si F es cualquier antiderivada de f en un intervalo I, entonces
para cualquier constante C, F(x) + C es, también, una antiderivada en ese
intervalo. Ademas, estas son todas las antiderivadas de f posibles. Es decir,
cada antiderivada de f en el intervalo I puede expresarse en la forma F(x) + C,
siendo C una constante real.

Dado que la constante de integracion puede ser cualquier nimero real, la
integral asi obtenida recibe el nombre mas propio de integral indefinida.

La expresion
f f(x)dx

se utiliza para denotar a un miembro arbitrario del conjunto de antiderivadas
de f y se lee integral de f(x) respecto de x. En tal expresion, la funcion f a
integrar se denomina integrando y el simbolo [ es el signo de integral. El
signo de integral y dx van juntos. El signo de integral indica la operacion de
integracion y el diferencial dx especifica que la variable de integracion es x.
El integrando siempre se coloca entre el signo de integral y la diferencial de
la variable de integracion.
Integrando Antiderivada de f

|

f F(x)dx = F(x) + C.

Diferencial de la variable Constante de integracion

Cuando la integral se resuelve, tanto el signo de integral como la diferencial
desaparecen, dando lugar a F(x) + C.

Ejemplo 2.1.1: Represente graficamente algunas funciones de la familia de
antiderivadas F(x) + C, siendo f(x) = 3x2.
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Solucion. Integramos la funcion fy, por lo visto anteriormente, resulta:
f3x2dx=x3+C.

La antiderivada general o simplemente la integral indefinida de f(x) = 3x2 es
F(x) = x3+C.Si C = 0, se obtiene la antiderivada F(x) = x3. Otras antiderivadas
posibles son : F5(x) = x3 + 1, F5(x) = x3 - 1, F,(x) = x3 + 2, etc. como puede
verse en la Figura 1.

X3
x3-1
x3+2
X
Figura 1

Ejemplo 2.:1.2: Para la funcion del ejemplo anterior, obtenga la antiderivada
cuya grafica pasa por el punto (2, -4).

Solucién. Se busca la funcion de la familia F(x) = x3 + C cuya grafica pase el
punto (2, -4). Reemplazamos x por 2y F(x) por -4 y resolvemos la ecuacion
para C: -4 = 23 + C. Se obtiene C = -12. Asi, la antiderivada buscada es
y=x3-12.

Se deduce de este ejemplo que para hallar el valor de C en una situacion
particular sera necesario contar con informacion adicional referida a la fun-
cion que se quiere obtener. A continuacion analizaremos otro ejemplo que
ilustra esta cuestion.

Ejemplo 21.3: Considerando que la tasa de crecimiento del ingreso por la
venta de un determinado producto es una constante positiva, halle la funcion
que representa el ingreso total.

Solucién. Se tiene como dato la funcion de ingreso marginal, R'(q) = k, kR > 0
y g = 0. La funcion de ingreso total se obtiene integrando:

fR’(q)dq=fkdq-
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Resolver esta integral implica buscar funciones cuya derivada sea una cons-
tante. Por lo que sabemos del proceso de derivacion, el resultado es

fkdq=kq+c.

Ahora bien, ;qué valor toma C en la funcion ingreso total? Si R es funcion
ingreso, entonces R(0) = 0; esta condicion permite obtener el valor de C = 0.
Asi, la expresion de la funcion ingreso total es R(q) = kq, siendo g 2 0.

Ejemplo 24.4: Halle la expresion de la funcion que representa el costo total,
C = C(q), si la tasa de cambio del costo de un producto puede modelarse
mediante C'(q) = 2q, g 2 0 siendo el costo fijo 100 u.m.

Solucién. La expresion del costo total estara dada por una funcion cuya
derivada sea justamente C’(q) y tal que se cumpla la condicion estipulada.
En primer lugar, buscamos la antiderivada de C’(g), integrando:

fC'(q)dq=f2qdq=q2+K-

Para evitar confusion entre la constante de integracion y la denominacion
de la funcion, llamamos K a la primera. Como el costo fijo es 100 u.m. quiere
decir que el punto (0, 100) pertenece a la funcion costo total buscada. Con-
siderando C(0) = 100 resulta que K tiene el valor de 100 u.m. Por tanto, la
funcién que modela el costo total de acuerdo con los datos es: C(g) = g2 +100.

Observacion 31: Es menester aclarar que [ dx esiguala [ 1dxynoa f0dx.

A partir de la definicion de integral indefinida, se sigue que

1S rmax] = 10,

Con el fin de establecer reglas y procedimientos que nos permitan el calcu-
lo de integrales, comenzaremos analizando el proceso de integracion para
funciones de la forma y = x".

Una de las actividades matematicas principales refiere a la blisqueda de
«regularidades» o «repeticiones en la evolucion de un proceso». Esta bis-
queda nos lleva a determinar una formula para la situacion que se esta
estudiando, sin embargo, la validacion de la formula necesita de una «demos-
tracion» formal para utilizarla sin cometer errores en su campo de aplicacion.
En nuestro caso, trabajaremos el proceso de la bisqueda de la formulay la
validaremos mediante una proposicion.

Comenzaremos con la funcion mas sencilla e iremos aumentando la poten-
ciay el campo numeérico. Asi,
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1. Tomando n = 0, f(x) = x° = 1, una antiderivada es F(x) = x puesto que
F(x)=1.

2. Sin =1, f(x) = x, una antiderivada es F(x) = x?/2 puesto que F'(x) = x.
3. Sin =2, f(x) = x?, una antiderivada es F(x) = x3/3 puesto que F'(x) = x2.

4. Sin =3, f(x) = x3, una antiderivada es F(x) = x*/4 puesto que F'(x) = x3,y
asi sucesivamente.

Hasta aqui, se observa que una antiderivada de f(x) = x" es otra funcion
potencia cuyo exponente es una unidad mayor que el dado, multiplicada por
el reciproco de su nuevo exponente.

Ahora bien, analicemos si este resultado se mantiene en el caso de tener
exponente entero negativo. Volvemos a calcular algunas antiderivadas.

1. Sin = -2, f(x) = x2 = 1/x?, una antiderivada es F(x) = x'/(-1) = -1/x
puesto que F'(x) = x2.

2. Sin =-3, f(x) = x3, una antiderivada es F(x) = (-1/2)x™% = -1/(2x?) puesto
que F'(x) = x73.

La siguiente proposicion valida lo anterior.

Proposicion 2:1.3 (Formula de la potencia): Sea x" un monomio en la variable
x, tal que n # -1. Entonces

" Xn+‘l
fx dx=n+1+C (n=-1).

Esta formula puede comprobarse derivando la integral indefinida:

d (x™ 1 d ay ] _
d_X(n+‘I+C)= _(Xn )_n+1(n+1)xn_xn.

Ejemplo 2.4.5: Halle la antiderivada de

[xmdx.

Solucién. Por la proposicion 2.1.3, dado que el integrando es de la forma x”,
con n = 10, tenemos que su antiderivada es

10+1 11
104y = X A
fx dx= 157 *C=77+C

que es lo que se queria determinar.

Ejemplo 24.6: Halle la antiderivada de

1
[ﬁdx
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Solucién. En esta situacion, es conveniente reescribir 1/x2° como x2°. Asi,
tenemos:

1 _ 20 _ X-20+'I _X-19 __1 19
fﬁdX—/X dX—_20+1+K—_19+K—EX +K,

que es lo que se queria encontrar.

Ejemplo 24.7: Halle la antiderivada de

1
f L dt.
Jt
Solucién. Aligual que en el inciso anterior, lo conveniente aqui es reescribir
1/\Jt como t7/2. Luego,

1

: 1 i 1
[Tdt=ft'5dt= L am=Lam=2tem, t>0,
t -—+1
2

que es la antiderivada pedida.

Ejemplo 24.8: Halle la antiderivada de

2
X
— dx.

Jx
Soluciéon. En este caso, para lograr un integrando de la forma x" aplicamos
propiedades de potencias de igual base, obteniendo: x?//x = x3/2. Por consi-
guiente:

2 5/2
X_dX=fX3/2dX=X +C=%-X5/2+C,
X

\/_ 5/2
y obtenemos la antiderivada buscada.
Ejemplo 24.9: ;Cual es la antiderivada de y = x" cuando n = -1?

Solucion. En este caso, no es posible aplicar la proposicion 21.3ya que n = -1.
Afortunadamente, conocemos una funcion cuya derivada es 1/x, a saber, el
logaritmo natural de x.

Para x > 0, d/dx In(x) = 1/x. Entonces, lo reinterpretamos como

[x‘1 dx=f%dx=lnx+K, para x > 0.
Si x < 0 sabemos que n(x) no esta definido y no puede ser una antiderivada

de 1/x. Sin embargo, si lo esta In(-x) y d/dx In(-x) = 1/(-x) - (-1) = 1/x por
la regla de la cadena. Asi,

fx‘1dx=[;dx=ln(—x)+K, para x < 0.
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Esto significa que n(x) es una antiderivada de 1/x para x > 0 mientras ln(-x)
es una antiderivada de 1/x cuando x < 0. Relacionando el argumento con
|x|, se pueden unificar estas formulas como:

fx‘“dx=f;dx=ln|x|+K,

que es lo que queriamos responder.

Proposicion 2:1.4: Otras integrales elementales son:

1._/-\/}dx=2"/F+K 2./2'1\/_dx=\/§+c

3 X

3.[x‘1dx=f%dx=ln|x|+K z..fe"dx=e"+M

A continuacion, avanzaremos con algunas propiedades que resultaran de
utilidad para el calculo de integrales de otras funciones.

Teorema 2..5 (Integral del producto de una constante por una funcion): La
integral del producto de una constante por una funcion de x es igual a la
constante por la integral de la funcion. Asi, si ¢ € R, entonces

[cf(x)dx=cff(x)dx.

iCuidado! Las variables o factores que no sean constantes no pueden extraerse
como factores fuera del signo de integral. Por ejemplo,

[xe‘xdx¢xfe‘xdx.

Teorema 2.6 (Integral de la suma o resta de dos funciones): La integral de la
suma (o diferencia) de dos funciones es igual a la suma (o diferencia) de sus
integrales. En simbolos:

[tz geatax= [ foodxs [ gbax

Observacion 32: Estos resultados pueden extenderse a cualquier suma alge-
braica de un nimero finito de funciones. Esto es,

[ 1011092 01500 £ - £ 0, fy(0] dx

-0 [ fidxsa, [ fldxz-za, [ fi(0dx
=F1+C1iF2+C2i"'iFn+Cn
=FtFt2F +C
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Note que la introduccion anticipada de las constantes de integracion
C4,C,, ..., C, originan problemas que se pueden evitar insertando la cons-
tante de integracion en el resultado final, en vez de hacerlo en los calculos
intermedios, es decir, colocar al final, C.

Ejemplo 2:1.10: Calcule la integral de (x - 1/(2x))? y verifique el resultado
obtenido.

Solucién. Desarrollamos (x-1/(2x))? con el objetivo de expresar el integrando
como una suma de funciones potencia.

2

1 _ 2 4, 1
f(x ﬂ) dx-f(x 1+4X2)dx
]
=fx2dx—[dx+fmdx
=fx2dx—1 dx+%fx‘2dx

2+1 -2+1
X X+ 1(X—)+C

T2+1 TR\ T2
x3 1
= -§- -X- Z;E +C.

Por Gltimo, podemos comprobar que

d (x3 1 1
d—X(%—X—E+C)=X2-1+m=(x'1/(zx))21

que es el resultado derivando la integral indefinida.

Ejemplo 2444 Calcule la integral de (7 - 2t + 5t2 + t3)/t2.

Solucion. Comencemos aplicamos la propiedad distributiva.

7-2t+5t2+1t3 7 2
f(—tz )dt——[(t—z—?+5+t)dt
=7ft‘2dt—2[%dt+5fdt+[tdt

t—2+1 t1+1
=7(—)—2ln|t|+5t+1+1 +C

-2+1

2
=—%—2[n|t|+5t+%+C,

que es lo que queriamos calcular.

Ejemplo 2:.42: Determine f(x), si f'(x) = (x? + 1) (4x - 3) y f(1) = 5.
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Solucion. Aplicamos propiedad distributiva en la expresion de f’, para luego
integrar:

f/(x) = (x?+1)(4x - 3)

=4x3-3x2+4x-3
Si integramos m.a.m. tenemos
[ f(x)dx = f (4x3 - 3x2 + 4x - 3) dx
4 3 2
F(x) = 4(%)-3(%)+4(%)-3x+c
f(x)=x*-x3+2x%-3x+C,

donde C es la constante de integracion. Ahora bien, como f(1) = 5 obtenemos
el valor de la constante C:

F()=(1)*-(1P+2(1)?-3(1)+C = 5=-1+C = 6=C,

por lo que concluimos que f(x) = x* - x3 + 2x? - 3x + 6.
Ejemplo 2443: Una empresa produce actualmente 100 unidades por sema-

na de producto. Se sabe ademas, que el costo marginal en dolares/unidad
producida esta dado por

C'(q) = 50 - 0.04q.

Determine el aumento en el costo semanal al elevar la produccion de 100 a
200 unidades.

Solucién. El costo marginal es la derivada de la funcion de costo. Asi, la
funcion de costo se obtiene integrando la funcion de costo marginal.

c@= [ c@da= [ (50-0.040)dg

2
- 50q - 0.04 - % +K = 50q - 0.02q2 + K,

donde K es la constante de integracion. No tenemos la informacion suficiente
para determinar el valor de K. Sin embargo, deseamos calcular el incremento
en el costo que resulta de aumentar g desde 100 a 200 (es decir C(200) -
€(100)).

Asi, pues

« €(200) = 50(200) - 0.02(200)? + K = 9200 + K

. €(100) = 50(100) - 0.02(100)? + K = 4800 + K
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y, por consiguiente,
C(200) - C(100) = (9200 + K) - (4800 + K) = 4400.
El incremento en el costo semanal seria por tanto 4400 dolares.
Ejemplo 24:14: Una compania tiene ingresos marginales que siguen el modelo

lineal
R'(g) =30-0.02q,

donde R’ se expresa en cientos de ddlares/unidad de producto.
1. Determine la funcion de ingreso, R = R(q).

2. Encuentre la expresion de la demanda, p = f(q), para el producto de la
empresa.

Solucién.
1. La funcion de ingreso R(q) es la integral de la funcion de ingreso marginal.

Asi que

2
R(q) = f R'(q)dq - f (30 - 0.029) dg = 309-0.022-+ = 30g-0.01g7+¢

en donde C es la constante de integracion. Con el fin de determinar C,
usamos el hecho de que el ingreso debe ser cero cuando no se venden
unidades. Es decir, si g = 0 entonces R = 0. Usando esta condicion en
nuestra expresion de R(g) obtenemos

0 =30(0) - 0.01(0%) + C
lo que da C = 0. Por consiguiente, la funcion de ingreso es

R(q) = 30g - 0.01q>.

2. Si cada articulo que la empresa produce se vende a un precio p, se sigue
que el ingreso obtenido por la venta de g articulos esta dado porR =p - q.
Asi que

p-q=30qg-0.01g> obien p=30-0.01q

que es la relacion de demanda requerida.

EJERCICIOS 2.1
1. Compruebe la veracidad de las siguientes proposiciones:

a. d‘ix[ [ f(x)dx]: £(x) b. [ cf(x)dx = ¢ f £(x) dx
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2. Determine si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justifique
adecuadamente. Aqui, M, C y K son constantes arbitrarias.

a.ftdt=t+M. b.fexdx=eX+M.

C. ‘[(e+2)-xe+1 dx = xe*2 + M. d.fx-ln(Z)dx=ln(2)+K.
3
e.fln(x)dx=c. ﬁ[e3‘"(")dx=3x+c.
n(x)
3
g.f\/3xdx=23£\/g+c. h. f(t—2)(t+4)dt=%+t2—8t+c.

i.fe’”‘dx=%e’”‘+c,k¢0.

3. La funcion de ingreso marginal de cierta empresa es R'(q) = 200 - 0.2q -
0.03g?, en ddlares/unidad. Calcule e interprete en términos econémicos
R(100), R'(100) y halle el precio unitario cuando se venden 100 productos.

4. Latasa de crecimiento de la demanda de dispositivos digitales en Argentina
se ha estimado mediante el modelo N’(t) = 160 + 10et, donde N esta expre-
sado en cientos de dispositivos por mesyt = 0 corresponde al 1 de enero
de 1990. Si después de cinco meses de comenzada la medicion, el namero
de dispositivos vendidos fue 80 000 unidades, encuentre la expresion de
la funcion que determina el nimero de dispositivos vendidos al cabo de t
meses.

5. Para quien produce un determinado articulo los ingresos marginales estan
dados por R'(q) = 100 - 5/8q. ;Para qué rango de valores de g la demanda
es elastica?

METODO DE SUSTITUCION

No todas las integrales pueden obtenerse a partir de lo visto en la seccion
anterior. A continuacion veremos que, mediante un cambio de la variable de
integracion, la integral dada puede expresarse como una integral ya conocida.
Tal método se conoce como método de sustitucion y corresponde a la regla
de la cadena en derivacion.

Suponga que F es una antiderivada de f, de modo que

f F(x)dx = F(x) + C.
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En esta ecuacion podemos cambiar el nombre de la variable de xau y

resulta:
ff(u)du - F(u)+ C

Si u es una funcion de x, esto es u = g(x), siendo g cualquier funcion
derivable, podemos reemplazar u por g(x) y la igualdad anterior sigue siendo
valida. En este reemplazo, du = g'(x) dx. Asi, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Método de sustitucion): Si [ f(u)du = F(u)+C,y g es derivable,
entonces

[ o009 dx = Flgbi « .

Ejemplo 2.2.1: Halle [ (0.5x +2x - 8)4 (x +2)dx.

Solucién. Observamos que la diferencial de 0.5x% + 2x - 8 es igual a (x + 2) dx,
que aparece en la integral. Usando esta sustitucion, la integral se reduce a

4 5
f (0.5x2 +2x-8) (x+2)dx = fu‘*du =L .c
. ——r T 5
g(x)=u g’'(x)dx=du
1 5
= £(0.5x% +2x-8) +C (1)
donde en la ecuacion (1) hemos sustituido el valor de u.

Ejemplo 2.2.2: Calcule [ 1/(x In x)dx.

Solucién. Al expresar el integrando como un producto podemos reconocer
que el factor (1/x) dx es el diferencial de In x, lo cual induce la sustitucion
In x = u. Asi,

f f —dx f du=lnju|+C
xlnx lnx E—

=In |ln x|+ C,
después de sustituir u por n x.

Observamos que al aplicar este método buscamos una funcion u = g(x) cuya
diferencial g'(x) dx aparezca en la integral original. El resto del integrando
debe ser una funcion simple de u. La eleccion de la sustitucion no siempre es
del todo obvia.

Ejemplo 2.2.3: Halle [ et"-t(8 - 4t) dt.
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Solucion. Observemos que (8 - 4t) dt = -2(2t - 4) dt. La integral dada puede
reescribirse como sigue:

f et™-4t (8 — 4t) dt = f et4[_2(2t - 4)] dt = -2 - f ef™-4t (2t - 4) dt

Al hacer la sustitucion u = t? - 4t, el diferencial es du = (2t - 4)dt y por
tanto,

-2- et2'4t(2t—4)dt=—2-[e“du=—2-e“+c
du

=-2. et2—4t +C,

que es lo que queriamos calcular.

Este ejemplo nos muestra que algunas veces la diferencial exacta no apa-
rece en la integral original, pero mediante transformaciones algebraicas
apropiadas puede «salvarse» esta situacion.

Ejemplo 2.2.4: Encuentre [ /3x + 4 dx.

Solucion. Al sustituir u por 3x + 4 obtenemos du = 3-dx y, equivalentemente,
dx =1/3-du. Luego,

f\/3x+4dx=[ﬁ-%-du=%fu”zdu

=%-%-u3/2+c=§(3x+4)3/2+C,

que es lo que queriamos calcular.

Ejemplo 2.2.5: Calcule [ x2e*’*2dx.

Solucién. La derivada de x3 +2 es 3x2. Puesto que la expresion x? dx aparece
en el integrando, esto nos sugiere hacer u = x3 + 2. Luego, du = 3x?dx, y asi
x2dx =1/3-du:

1 1 1
2 5x3+2 _ ul L - _ u . = Lpx3+2
fxe dx-fe (3du) 3fed zei+C=5e""+C

También podemos hacer que aparezca 3x? dx al multiplicar y dividir la
integral por 3:

f x2eX°*2dx = %fx2ex3*2 dx = f 3x2eX°*2 dx

_1 x3+2 2 _1[u _1u _1x3+2
-3fe 3x0|dx-3 edu-3e +C-3e +C,
u

llegando al mismo resultado.
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El Ejemplo 2.2.4 es uno de un tipo especial de sustitucion denominada
sustitucion lineal. En el teorema 2.2.1 si elegimos u = ax + b, en dondeay b
son constantes (a # 0). Esto es, g(x) = ax+by g'(x) = a. Entonces, el enunciado
del teorema se transforma en

ff(ax+b)-adx=F(ax+b)+C1.
Dividiendo ambos miembros por ay C = C;/a tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2: Sean a y b dos constantes cualesquiera tal que a # 0. Si
J f(x)dx = F(x) + C entonces

ff(ax+b)dx = %F(ax+b)+c

EJERCICIOS 2.2
1. Calcule las siguientes integrales, siendo a, b constantesy a = 0.

a.f\/ax+bdx. c.fe‘““bdx.

2. Calcule:

a. f(4x+6)-dx2+3xdx. b.[12x-e3X2+2 dx.
(n(3x + 1)? f 2
————dx. d. ———dx
2x+2/3 /15 - 3x

P 3
x2+ln x -
e.fe dx. £[2X(5+lnx)dx

-/‘i/;; h.fﬁdx

i.f;(lnz)3 dz.

3. Determine la veracidad de los siguientes enunciados. Justifique su respues-
ta.

a. Sig'(x) = e /\/x y g(0) = 4, entonces g(1) = 2(e + 1).
b. f(e)=1ln(1+e)si f'(x)=(x+xInx)"yf(1)=0.
4. Si f'(x) = g(x), calcule las siguientes integrales:

a.fg(3x)dx. b.[xg(xz)dx.
c.[ex‘g(ex)dx. d.fx‘1g(lnx)dx
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5. Un estudio realizado por el departamento de marketing de una empresa
determind que, una vez lanzado al mercado un nuevo producto, la tasa
de crecimiento de sus ventas estara dada por la funcion V'(t) = 4000 -
3000 - e%5-905t 0 < t < 60, donde t representa el tiempo en meses desde
el lanzamiento y V'(t) se expresa en unidades por mes. Ademas, se estima
que al momento del lanzamiento, es decir, t = 0, ya se habran vendido
90000 unidades en concepto de preventa.

a. Determine una expresion que calcule el nimero de unidades del pro-
ducto V = V(t) que se venderan t meses después que estén disponibles
en el mercado.

b. Calcule la cantidad de productos que se venderan al primer mes, al
segundo mes, a los 60 meses.

c. Calcule entre qué meses se dara el minimo de las ventas.

d. V“(t) es positiva para 0 <t < 60. ;Qué implica este hecho en términos
de ventas?

6. A partir de la crisis econdmica iniciada al comienzo de 1989, t = 0, el porcen-
taje de desempleados crecio a razon de D'(t) = 0.5e7%2t/(1 + e"%%)? donde t
es el tiempo en meses. Dado que inicialmente habia 5 % de desempleados,
halle el porcentaje de desempleados 10 y 20 meses después.

INTEGRACION POR PARTES

Este método de integracion suele usarse cuando el integrando se puede
expresar mediante un producto entre una funcion y el diferencial de la misma
u otra. La formula que nos sera de utilidad surge de la derivada del producto
de dos funciones derivables. Del calculo diferencial sabemos que

d

Ix LOVE] = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)

o bien

HOOV'(3) = & (WO - V).

Integrando ambos lados con respecto a x, obtenemos la tesis del siguiente
teorema.
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Teorema 2.3.1 (Formula de integracion por partes):
f u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - f u'(x)v(x) dx. (2)

Es comun escribir esta identidad en la forma

[udv=uv—fvdu

después de introducir las diferenciales du = u’(x) dx y dv = v’(x) dx. Una ma-
nera alternativa de escribirla es como sigue.

Sea u(x) = f(x) y v'(x) = g(x). Se sigue que podemos escribir v(x) = G(x),
en donde G(x) denota la integral de g(x) y, entonces, la ecuacion (2) del
Teorema 2.3.1 se transforma en

[ £00g09dx = £0060 - [ (0600 dx.

Este método resultara Gtil cuando la integral de f'(x)G(x) sea mas facil de
calcular que la integral del producto original, como lo ilustra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.3.1: Halle [ xe®*2dx.

Solucién. Elijamos f(x) = x y g(x) = €¥**2, de modo que la integral dada tiene
la forma [ f(x)g(x)dx. Se sigue que f'(x) = 1y G(x), la antiderivada de g(x),
esta dada por la expresion G(x) = 1/3e3**2 + C,, en donde C, es una constante
de integracion. Sustituyendo estas expresiones tenemos

[ F0ag00dx = £0600 - [ F(0600 dx
f xe3+2dx = x(%e“*2 + C1) - f1 -(%e3"*2 + C1)dx
= %xe“+2 +CyX - % f e3*2dx - f C; dx
= %xe“+2 +CyX - %e3"*2 -Cix+C
- 5 Bx-1)etac
en donde C es una constante de integracion.

Observacion 33: Al integrar por partes siempre sucede que la primera cons-
tante de integracion que surge al integrar g(x) se cancela en la respuesta
final. Asi, en la practica basta tomar G(x) como cualquier antiderivada de g(x)
siendo la opcion mas sencilla la que corresponde a C = 0.
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Si en el Ejemplo 2.3.1 cambiamos las elecciones de f(x) y g(x) haciendo
f(x) = e**2 y g(x) = x, entonces f'(x) = 3e3*2 y G(x) = %xz, de modo que la
formula de integracion por partes se convierte en

f Xe3x+2 dx = 3e3x+2 . %XZ _ f %Xz . 3e3x+2 dx

y, aunque esta igualdad es correcta, no es de mucha utilidad, dado que la
integral del lado derecho es mas complicada que la integral original.
A continuacion mostramos algunos «tips» Gtiles para elegir f y g.

CASO 1 Sielintegrando es el producto de un polinomio en x y una funcion
exponencial, a menudo es (til elegir f(x) como el polinomio dado.

CASO 2 Si el integrando contiene una funcion logaritmica como factor,
con frecuencia conviene elegir esta funcion como f(x). Si el integrando
consta por completo de una funcion logaritmica, elegiremos g(x) =

En el siguiente ejemplo se ilustran ambos principios.

Ejemplo 2.3.2: Halle [ x2 In x dx sabiendo que x > 0.

Solucién. Elegimos f(x) = Inx y g(x) = x2. Luego, f'(x) = 1/x y G(x) = x3/3.
Sustituyendo en la formula de integracion por partes, obtenemos

flnx'xzdx=lnx-1x3—f1-1x3dx
——lnx——fxzdx

3
=X—lnx ) +C,

que es lo que queriamos calcular.
Ejemplo 2.3.3: Calcule [ Inxdx.

Solucion. En este caso, podemos expresar el integrando como un producto
escribiendo f(x) = In x y g(x) = 1. Se sigue que

£ 5

Integrando por partes resulta

flnxdx xIlnx- f— xdx
=xlnx—[dx

=xlnx-x+C
=x(lnx-1)+C,

y G(x) = x.

que es la integral buscada.
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Tanto el método de sustitucion como el método de partes pueden combi-
narse para calcular integrales, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.4: Calcule [ tIn(t? + 4)dt.

Solucién. Al elegir u = t? + 4, du = 2t dt, por lo que du/2 = tdt. Asi

ftln(th:.)dt:flnu-%du 3)

1
iflnudu

%u(lnu—1)+C.

Ahora bien, por el Ejemplo 2.3.3 tenemos
1
ftln(t2 +4)dt = §(t2 +4)[In(t? + 4)- 1]+ C.

Note que en la ecuacion (3) se integrd esa expresion usando el método de
integracion por partes bajo la variable u.

En general, la evaluacion de integrales es una tarea que requiere el cono-
cimiento de una gran variedad de métodos. Aqui s6lo hemos visto algunas
estrategias. Sin embargo, podemos apoyarnos en un buen nimero de tablas
de integrales en las que se consignan las antiderivadas de diversas familias
de funciones, por lo que solo sera necesario ubicar en la tabla la integral
dada y extraer la respuesta correcta.

EJERCICIOS 2.3
1. Utilizando GeaxGebra, calcule las siguientes integrales

a.f&dt. b.'/.x'e3"dx. c.fln(4x)dx.
t+1 )
d.fﬁdt. e.fx - In(ex) dx. f.fln(x+1)dx.

2. Para cada item anterior, responda y resuelva lo que corresponda:
a. ;Porqué debe aplicarintegracion por partes? Compruebe si la solucion
dada por la aplicacion es la correcta.

b. Grafique la antiderivada para la constante de integracion igual a cero.
Halle los valores maximos o minimos relativos, si los tiene.

c¢. Halle las asintotas horizontales y/o verticales, si existen. Explique
porqué son asintotas.

d. La funcion antiderivada ;cambia su concavidad? ;Tiene algiin punto
de inflexion?
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3. Se estima que las ventas mensuales de un determinado producto disminu-
yen a unatasa de V'(t) = -4-t-e%" productos por mes, donde t es tiempo en
meses y V(t) es la cantidad de productos vendidos por mes. Si actualmente
(t = 0) se venden 5000 productos, encuentre la expresion de la funcion
que determina la cantidad de productos que se venden por mes. ;En qué
mes se producen las ventas maximas? ;Es esta una funcion concava hacia
abajo? Si es cierto, ;qué significa este hecho para las ventas?

4. Una empresa tiene un costo marginal diario por unidad de su producto y
viene dado por C'(q) = 4000 - In(g + 10)/(g + 10)?, en donde g es el nivel de
produccion. Si los costos fijos ascienden a 200 dolares diarios, determine
la funcion de costo y el costo de producir 120 unidades.

5. La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = h(x) en cualquier punto
(x, h(x)) esta dada por h’(x) = /x - In(x). Si el punto (1,0) esta en la grafica,
determine la expresion de la funcion h.

6. Escriba la familia de antiderivadas utilizando la tabla de integrales. Verifi-
que la respuesta.

_1 2
a.fx(%—h) dx. b'/\/g)_)(ﬁdx'

c.fte-3fdt. d.ftln(t)dt.

ECUACIONES DIFERENCIALES

Las palabras «ecuacion» y «diferencial» nos deben hacer pensar en su signifi-
cado. Por un lado, sabemos lo que significa «ecuacion», pues hemos resuelto
ecuaciones lineales, cuadraticas, exponenciales, logaritmicas, etc. Hemos
aprendido a resolverlas y a encontrar su conjunto solucion.

Por otra parte, el término «diferencial» hace referencia a la derivada. Asi,
siy = f(x) entonces y’' = dy/dx es un cociente de diferenciales.

Frecuentemente, los datos que proporciona la investigacion cientifica se
relacionan con cambios de pequena magnitud en las cantidades correspon-
dientes. En el limite, estos cambios dan lugar a derivadas o diferenciales de
las variables involucradas. Asi surgen modelos que incorporan informacion
sobre tasas de cambio o diferenciales, a través de los cuales se buscara
encontrar la relacion funcional existente entre las variables. De este modo,
se tendran ecuaciones en las que aparecen una o mas derivadas de una
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funcion «desconocida». Aprenderemos a formularlas a partir de problemas
sencillos y a resolverlas, es decir, encontraremos la solucion. Este nuevo tipo
de ecuacion, se denomina ecuacion diferencial, y resolverla implica hallar
esta funcion desconocida.

Las ecuaciones diferenciales se destacan por su utilidad en el modelado
de fendomenos de distintas ciencias. En general, los modelos matematicos
aportan el lenguaje y la estructura conceptual necesaria para expresar reglas
generales de comportamiento y obtener predicciones de validez general.

Problemas de motivacion y conceptualizacion

Los siguientes ejemplos muestran ecuaciones diferenciales que abordan pro-
blematicas particulares.

Ejemplo 2.4.: Si el costo de produccion diario para un cierto producto, expre-
sado en dolares, presenta una variacion instantanea constante de k dolares
por unidad de producto, la expresion de esta relacion involucra la derivada
de la funcion costo, dC/dq = k. Esta es una ecuacion diferencial. Resolverla
significa encontrar todas las funciones de costo que satisfacen esta condicion.

Ejemplo 2.4.2: Sea C, un monto de capital que se invierte a una tasa de interés
nominal del R % anual, donde los intereses se acumulan en forma continua.
Dado que t = 0 senala el momento en el cual se invierte el capital inicial, se
tiene que C(0) = C,. Deduce la expresion de la tasa de cambio del valor de la
inversion C(t), en cualquier instante t, es decir, el modelo diferencial asociado
a esta situacion.

Solucion. Comenzaremos suponiendo que se realizan n capitalizaciones en un
anoy llamando At a la amplitud de cada periodo de capitalizacion, entonces
nAt =1ano o At = 1/n anos.

Si C(t) y C(t + At) son los montos de la inversion en los tiempos t y t + At, el
incremento en el capital, es decir el interés ganado en el periodo [t,t + At],
viene dado por

AC = C(t + At) - C(t).

Si R es la tasa nominal anual de interés, R/n es la tasa de interés efectiva
(expresada en porcentaje) en cada periodo de amplitud At. El interés ganado
en dicho periodo se calcula mediante

Porcentaje de interés efectivo

Capital inicial x

100
Matematicamente, el interés periodico se expresa como
_ * R/n - * R 1 - *
AC = C(t) 755 = C(t) 555 = C(EIrAt,
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donde C(t*) es el capital al inicio de cada periodo de duracion Aty r = R/100.
Por tanto, dividiendo miembro a miembro por At se obtiene la igualdad

AC

A—t=rC,

segln la cual, la tasa media de variacion del capital en cada intervalo de
amplitud At es proporcional al capital inicial de dicho periodo, siendo r la
constante de proporcionalidad.

Si el interés se capitaliza en forma continua, n crece indefinidamente; esto

es,n > ooy
]

At=— - 0.
n
En consecuencia, tomando limite para At - 0* en ambos miembros, se
tiene que la tasa media de variacion del capital en el intervalo de amplitud
At tiende a la tasa instantanea de cambio de la inversion. Simbolicamente,

% =rC,
lo cual significa que la tasa de cambio del valor de la inversion en cual-
quier instante t es proporcional al valor de la inversion en dicho instante.
Equivalentemente
()
r=—=,
C(t)
que es la llamada tasa instantanea de rendimiento que resulta una medida
de la intensidad de crecimiento relativo del capital.
Esta ecuacion que involucra tanto a C(t) como a su derivada es una ecuacion

diferencial.

Ejemplo 2.4.3: Sea P = P(t) el nimero de individuos de una poblacion en
el instante t. Una suposicién razonable para una poblacion (de bacterias,
animales, personas, etc.) en condiciones ideales; es decir, ambiente ilimitado,
nutricion adecuada, ausencia de depredadores, etc. es «en cualquier instante
t la poblacion crece en una cantidad proporcional a su tamano». Halle la
expresion matematica que modela la situacion.

Solucién. Si P = P(t) es el nimero de individuos de una poblacion en un
determinado momento t con la derivada dP/dt expresamos la rapidez de
crecimiento de dicha poblacion, en cualquier momento t. Ademas, como la
rapidez de crecimiento es proporcional al tamano de la poblacion, P, podemos

escribir la ecuacion:

dp
o kP

donde k es la constante de proporcionalidad.
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Esta ecuacion es el primer modelo para el crecimiento poblacional; es
una ecuacion diferencial porque contiene una funcion desconocida P y su
derivada dP/dt.

Podemos reescribir esta ecuacion como sigue:

P(t)

P(D) R,

lo que se traduce: en cualquier instante t, la «tasa relativa de crecimiento de
la poblacion es constante». Asi, los dos enunciados: «en cualquier instante, t,
la poblacion crece en una cantidad proporcional al tamano de la poblacion»
y «la tasa relativa de crecimiento de la poblacion es constante, en cualquier
instante t» son equivalentes. Simbolicamente se expresan como dP/dt = kP
oP[P=Rk.

Observacion 34: Las expresiones resultantes de las dos Gltimas situaciones
analizadas, dC/dt = kC (ecuacion diferencial de interés compuesto continuo)
y dP/dt = kP (ecuacion diferencial de crecimiento poblacional) son ejemplos
particulares del modelo matematico diferencial dy/dt = ky donde k es un
namero real distinto de cero.

Definicion 2.4.1 (Ecuacion diferencial de orden n): Sea y = f(t) una funcién n
veces derivable respecto de ty sean y’,y”", ...,y las primeras n derivadas
dey.

Una ecuacion diferencial de orden n de la funcion y es una ecuacion que
relaciona las variables t,y,y’, y", ..., y™.

El orden hace referencia a la derivada de mayor orden que aparece en la
ecuacion diferencial.

El grado de la ecuacion diferencial es el exponente al que esta elevada la
derivada de mayor orden.

« Las ecuaciones diferenciales presentadas en los ejemplos son de orden 1
(o de primer orden) y de primer grado.

. La ecuacion y” - e = 0 es de segundo orden y de primer grado.
« La ecuacion yt" = t2 es de orden n y grado 1.

« dy/dt = Ry es de orden y grado 1.

. (dy/dt)2 -3yx =0esdeorden 1ygrado 2.
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Ecuaciones diferenciales lineales

Una ecuacion diferencial para y = f(t) se dice lineal si solo aparecen la varia-
ble y o cualquiera de sus derivadas sumadas, restadas y/o multiplicadas por
una constante o una funcion que solo depende de t, o bien si solo aparece
una funcion de t.

Ejemplo 2.4.4: La ecuacion y’ = ry es lineal, siendo r una constante.
Ejemplo 2.4.5: La ecuacion dP/dt = RP es lineal con k constante.

Ejemplo 2.4.6: La ecuacion y” -e¥ = 0 no es lineal ya que la variable y aparece
como argumento de la exponencial y no puede reescribirse de otra manera
para hacerla lineal.

Ejemplo 2.4.7: La ecuacion y” = 5(y’)? no es lineal porque aparece una poten-
cia de y’ mayor que uno.

Ejemplo 2.4.8: La ecuacion y” = In(t? + 1)y’ + ey es lineal (la variable t puede
aparecer de cualquier forma).

Ejemplo 2.4.9: La ecuacion e = e’ no es lineal, pero podemos escribirla
como la ecuacion diferencial lineal ty = t?y’, usando propiedades de la
exponencial.

Resolver una ecuacion diferencial implica hallar todas las soluciones de la
ecuacion. Es decir, todas las funciones que la satisfacen. En general, no es
un asunto facil, en este texto solo nos limitaremos a estudiar las ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden de «variables separables». A continua-
cion daremos las definiciones correspondientes a «solucion de una ecuacion
diferencial».

Definicion 2.4.2 (Solucion de una ecuacion diferencial): Diremos que la fun-
cion y(t) es solucion de una ecuacion diferencial dada si al sustituir y y sus
derivadas, la ecuacion se satisface para todo t en el dominio de y.

Ejemplo 2.410: La funcion y = t? es una solucion de la ecuacion diferencial
lineal de primer orden t dy/dt - 2y = 0 porque dy/dt = 2t y al reemplazar en
el lado izquierdo de la ecuacion, ésta se verifica.

tj—{ -2y = t(2t) - 2t? = 2t - 2t2 = 0.

Ejemplo 2.4.11: La funcion y = e®, con k constante, es una solucion de la
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ecuacion diferencial lineal de 2" orden d®y/dt? = k2y porque dy/dt = ke*,
d’y/dt? = k2ekt y asi

d’y = p2okt _ p2

W =k e = R y.

Ejemplo 2.4.12: La funcion y = 2 In(t), con t > 0, no es solucion de la ecuacion
diferencial no lineal de 2" orden

d’y 1(dyY_,
dtz 2\dt/ ~

porque dy/dt =2/t, d’y/dt? = -2/t2 y resulta

dy 1 d_yz_ﬁ_l(Z)z_ﬁ_E__iw
diz 2\dt) t2 2\t/] t© © ©
Al resolver una ecuacion diferencial encontramos dos tipos de soluciones.

Definicion 2.4.3 (Soluciones de una ecuacion diferencial): Llamamos solucién
general a la expresion de una familia de curvas cuyas expresiones junto
con las de sus derivadas satisfacen la ecuacion diferencial. Esta expresion
contiene constantes arbitrarias en nimero igual al orden de la ecuacion.
Llamamos soluciéon particular a la que se obtiene dando a las constantes
arbitrarias valores particulares. En la practica, una solucion particular se
obtiene de la general considerando las condiciones iniciales del problema.

Observacion 35: La expresion de la solucion general contiene infinitas solu-
ciones particulares.

Observacion 36: Existen otras soluciones de la ecuacion diferencial denomi-
nadas singulares y son las que no se obtienen a partir de la solucion general.
En este texto no trataremos este tipo de soluciones.

Ejemplo 2.43: El costo, en délares, de producir diariamente g gramos de un
cierto producto presenta una variacion instantanea constante de 2 délares
por gramo. Ademas, se sabe que el costo fijo es de 1000 dolares. ;Cual es la
funcion de costo total? y ;cual es el costo total si en un dia se producen 2 kg?

Solucién. Denominando a la funcion de costo total, C = C(q), la expresion
«variacion instantanea constante de dos dolares por g» hace referencia a
su derivada, esto es, dC/dg = 2. Como esta expresion involucra la derivada
de una funcion estamos en presencia de una ecuacion diferencial lineal
de primer orden. Para hallar la funcion de costo total, reacomodamos la
expresion planteando:

dc
E-Z < dC=2dq,

279



e integramos miembro a miembro:

fdc:fqu.

Si bien aparece un término constante como resultado de cada operacion, para
sintetizar se conviene agregar la constante de integracion en el lado donde
se integra la variable independiente. Obtenemos asi, la solucion general,

C=2-q+K

siendo K la constante de integracion.

Para obtener la solucion particular, debemos hallar el valor de K utilizando
el dato del costo fijo, C(0) = 1000. Reemplazamos g por 0 e igualamos a 1000.
Resolviendo la ecuacion para K, resulta K = 1000. Asi, la solucion particular
de la ecuacion diferencial es

€(g) =2 - q +1000.

Como se desea saber el costo cuando se producen 2 kg diarios del producto,
reemplazamos g por 2000 obteniendo C(2000) = 5000.

Finalmente, respondemos las preguntas: la funcion de costo total bajo las
condiciones del problema es C(q) =2 -q + 1000 y cuando se producen 2 kg
diarios de este producto, el costo total es de 5000 dolares.

En este problema podemos verificar que tanto la solucion la general como
la particular satisfacen la ecuacion diferencial dC/dq = 2.

Ejemplo 2.4.14: Retomemos la ecuacion diferencial del Ejemplo 2.4.2 para
capitalizacion continua: dC/dt = rC y determinemos la solucion particular
que satisface C(0) = C,.

Solucion. Una forma equivalente de la ecuacion es:

dc
< - rdt.

De esta forma, todos los términos con C aparecen de un lado, y los de t, del
otro. Ahora integramos a ambos lados, segiin indican los diferenciales

dc
[T-[rdt
fldc—rfdt
cdc-

In(C)=rt+K,, puesC>0
C-= ert+K1

= Ke', siendo K = ef.
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Como sabemos cuanto vale C en't = 0, podemos determinar K:
Co = C(0) = Ke™ =K.

Asi, C(t) = Cye™, es decir, cuando el interés se capitaliza en forma continua
la inversion crece exponencialmente.

Proposicion 2.4.1: La ecuacion diferencial dy/dt = Ry en donde k es una
constante dada, tiene la solucion y = Ce®t, siendo C una constante arbitraria.

Ejemplo 2.4.45: Halle la funcion y = y(x) tal que la tasa de variacion instanta-
nea es igual al valor de la funcion en cada x.

Solucién. Siendo y = y(x), en simbolos, la expresion «tasa de variacion
instantanea es igual al valor de la funcion en cada x», se escribe como:

dy/dx =yoy =yoy'/y=1.
Para hallar la solucion, reacomodamos las variables de modo que los
términos con y aparezcan de un lado y los de x del otro, quedando:

ﬂ=dx.
y

A continuacion segin el diferencial, se integra en ambos lados.
f Q = f dx
y
1
—dy-= f dx
/3%
In|y] =x+C.
Considerando el signo de y, resulta:
« Siy>0,tenemos y = ¥t = ¢¥. e%, denominando C = €%, y = C - eX.

« Siy<0,In|y| = In(-y), tenemos -y = e**C1 = X . e%, denominando C = -e%,
y=C-e*

Paray’ =y, podemos comprobar que cada curva de la familia de las funciones
exponenciales y = C - e¥ es la solucion general de esta ecuacion diferencial.
La Figura 2 muestra la familias de curvas solucion para C >0y para C < 0.

Ecuaciones diferenciales separables

Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden es separable si puede
expresarse en la forma

Y- st
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Figura 2

Su resolucion es simple, pues basta separar los términos que dependen
de y y los que dependen de ty luego integrar:

s
f(y)

f%y)dy=fg(t)dt.

Cuando se trabajo con la ecuacion lineal dy/dt = Ry con k una constante,
se resolvio de esta forma, alin sin conocer que la ecuacion era separable.

dy = g(t)dt

y asi

Observacion 37: Debemos tener en cuenta que este procedimiento puede
hacer perder soluciones, pues estamos dividiendo por la funcién f(y) que
podria anularse para algin y. En esos casos, tendremos que verificar si ese
valor de y es 0 no una solucion de la ecuacion original.

Ejemplo 2.446: Determine la solucion general de la ecuacion diferencial
dy/dx +2y = xy. Luego, encuentre aquella que satisface la condicion inicial

y(2)=0.
Solucion. Reescribamos la ecuacion para ver si es separable y resolvemos:

dy _ - vlx - Tdv=(x-
&-xy 2y =y(x-2) = ydy-(x 2)dx,
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siempre que y # 0. Integramos para hallar la solucion general:

f;—/dy=f(x—2)dx
2

ln|y|=%—2x+c, CeR

x2

Iyl - e7—2X+C
_ .C ﬁ—2X

[yl =e"-e>

XZ
y(x)=Aez > conA=zteC#0.
Para poder saber si tenemos todas las soluciones, nos falta verificar qué
ocurre con y = 0, la solucion idénticamente 0. Por un lado, tenemos que
y’ = dy/dx = 0 para esta funcion, por lo que el lado izquierdo de la ecuacion
diferencial original es
dy

&+2y=0+2-0=0,

mientras que el lado derecho es xy = x-0 = 0.

Por lo tanto, y(x) = 0 es también una solucion de la ecuacion dada. Esta
se corresponde con el caso A = 0 en la forma hallada anteriormente. Asi,
podemos decir que la solucion general es

XZ
y(x)=Aez > AeR.

;Cual de todas ellas verifica y(2) = 0? Para ello hacemos

22

0=y(2)=Aez"?

2-pe? = A=0.

La solucion que cumple esto es y(x) = 0. Esto lo podriamos haber deducido
simplemente notando que la exponencial nunca es cero, por lo que la Gnica
posibilidad es que A sea 0.

Ejemplo 2.447: Si la elasticidad de la demanda para cierto bien es -2 para
todos los valores de su precio unitario, determine la relacion de demanda
g = f(p) si la demanda es de 20 unidades cuando el precio es 10 dolares.

Solucion. Si g es el nimero de unidades demandadas a un precio p, la elasti-
cidad es
_pda _,

“qdp
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0 bien

dg -2
b A
D p

q

dg -2

bl R
fq p °P

Infgl=-2ln|p|+C
Ing=-Iln(p?)+C, puesq,p>0
Ing+ln(p?)=C
In(gp?) = C
gp? = e = D.
Esta Gltima ecuacion es la solucion general de la ecuacion diferencial. Para
hallar la solucion particular (la ecuacion de demanda solicitada) tenemos

en cuenta que g = 20y p = 10; por tanto, 20 - 10% = D, entonces D = 2000. La
ecuacion de demanda que se solicita es: g = 2000/p?.

Ejemplo 2.448: La elasticidad de la demanda de un cierto bien esta dada por
n =(q - 400)/q, donde 0 < g < 400, g se expresa en unidades de productoy p
en dolares.

1. Determine la funcion de demanda p = f(g), si a un precio de 5 délares la
demanda es de 380 unidades.

2. Para este precio, ;la demanda es elastica o inelastica? ;Se mantiene esta
caracteristica en todo el dominio de la demanda?

Solucion.

1. Para hallar la funcion de demanda utilizamos la formula de elasticidad.
Sabiendo que

= pdg _ g-400
qdp q
y reescribiendo se tiene que
q dq = d_p

q-(q - 400) p
Simplificamos g:

dg _dp
q-400  p

e integramos miembro a miembro:

Jwm [T
g-400 " J p

In]g-400] =ln|p| +C.
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Como 0 < g < 400, g - 400 < 0, por lo que |g - 400| = 400 - g. Ademas, p
representa un precio por lo que es positivo y se obtiene:

In(400-qg)=Ilnp+C
400 - g = enp+C
400-q =e€.elnp,
Llamando A =e,A> 0y como e"P = p,
400-q=A-el?
qg=400-A-p.

Esta es la solucion general de la ecuacion diferencial. Ahora, comop =5y
q = 380,

380 = (400 -A-5)
A=,

y la funcion demanda p = f(q) es,

_400-q _ _ 1
p=—f =100-7q
para 0 < g < 400.
2. Para el precio p = 5, la elasticidad es
_380-400 _ 1
h 380 17

Entonces n > -1, lo que indica que la demanda es inelastica. Pero esto no
se mantiene en todo el dominio porque n > -1 cuando

n:q_;00>—1 < q-400>-qg < q>200,

es decir, que solo sera inelastica cuando la demanda esté comprendida
entre 200 y 400 unidades.

Ecuacion lineal de primer orden con coeficientes constantes
Una ecuacion lineal de primer orden con coeficientes constantes es una ecua-

cion del tipo

dy _
E_ky".b
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donde ky b son constantes, con k # 0. Ya vimos como se resuelve el caso
b = 0. Usaremos ese caso para resolver esta nueva ecuacion diferencial. Como

k # 0, escribimos
dy _ b
o -y 3)
y hacemos el cambio de variable z=y + b/k.
Entonces, como b/k es una constante, dz/dt = dy/dt, y la ecuacion se

transforma en
dz

a =
Sabemos que la solucidon general es z = Ce®, con lo cual la solucion general
de la ecuacion original es

Rz.

2D ekt b
y=2z k-Ce s

Proposicion 2.4.2: La ecuacion diferencial

dy

E = ky + b

en donde k # 0y b son constantes dadas, tiene la solucion y = Ceft - b/k, en
donde C es una constante arbitraria.

Ejemplo 2.419: La funcion C = C(t) representa el valor de una inversion en el
instante t medido en anos. Se sabe que la tasa de cambio de C es proporcional
al valor de la inversion en dicho instante.

Si la inversion inicial fue de 40000 dolares y la tasa nominal de interés
correspondiente a los primeros dos anos es 0.5 %, exprese la funcion que
determina:

1. Elvalor de la inversion en cualquier momento t.

2. Elvalor de la inversion en cualquier momento t si por ano, se adiciona a la
inversion una suma fija de 5000 dolares.

Solucion.

1. Como se ha deducido antes, el modelo para determinar el valor del capital
al cabo de un tiempo, t, expresado en afos es C(t) = Ke'. Teniendo en
cuenta que la inversion inicial es 40000 dolares, K = 40000 y la tasa
efectiva anual es r = 0.005/2 = 0.0025. Entonces, la funcion capital es
C(t) = 40 000 - 00025t

2. En el caso para el cual se adiciona una suma constante por afno consecutivo,
la funcion capital es C(t) = 2 040 000 - €%-9925t - 2 000 000.
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En la ecuacion diferencial de crecimiento poblacional dP/dt = kP (k es la
constante de proporcionalidad) se tiene que b = 0 lo cual indica que no hay
restricciones en el ambiente que limiten el crecimiento de la poblacion.

Cuando la poblacion se ve afectada, por ejemplo, por la inmigracion cons-
tante de miembros externos, o bien por la emigracion constante de sus
miembros, eso significa que la ecuacion

dP
b
es mas apropiada, pues R representa la tasa de crecimiento especifico, la
cual no se ve afectada por otros factores, y el término b, que es una tasa
constante, indica que la poblacion ademas sufre un incremento constante,
b > 0 debido a la inmigracion, o b < 0 debido a la emigracion.
Este Gltimo caso (b < 0) puede significar también que la poblacion pierde
miembros, lo que es fundamental conocer para lograr la preservacion de las
especies.

RP+b

Ejemplo 2.4.20: El Censo Nacional de Poblacion y Vivienda de 2023, divulgados
por el INDEC, informa que la poblacion de la ciudad de Santa Fe de la Vera
Cruz, capital de la provincia de Santa Fe, Argentina, es de 572 265 personas
(a mayo de ese afio) y es un 9 % mas que en 2010, cuando habia 525 093.
Suponiendo un modelo de crecimiento exponencial, y que se mantiene la
tasa de crecimiento anual entre 2010 y 2023:

1. Estime la poblacion de dicha ciudad para el ano 2030 y 2050, sin considerar
migraciones en la ciudad.

2. Si100 personas por ano se van de la ciudad a otra dentro de la Argentina o
al extranjero, estime la poblacion de dicha ciudad para el aho 2030 y 2050.

Solucién. En principio, definimos t como el tiempo transcurrido desde 2023
en anos y P(t) la poblacion de dicha ciudad en el tiempo t.

Puesto que el ano 2023 corresponde a t = 0 entonces Py = 572 265 personas.
La tasa anual de crecimiento de la poblacion entre el ano 2010y 2023 puede
suponerse constante siendo su valor de k = 0.66 %.

1. Por tanto, la ecuacion diferencial

dp = 0.0066 - P
dt

modela la situacion y la poblacion de la ciudad en el tiempo t esta dada
por:
P(t) = PO : ekty

es decir,
P(t) = 572 265 - 00066,
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Para el ano 2030 habran transcurrido desde 2023, 7 anos,

P(7) = 572265 - 00667 ~ 599 323,

Para el ano 2050 habran transcurrido desde 2023, 27 afios,

P(27) = 572 265 - e%006627 683 890.

Por tanto, en el ano 2030, la poblacion de la ciudad de Santa Fe de la
Vera Cruz sera, aproximadamente de 599 323 habitantes. En el ano 2050,
la poblacion sera, aproximadamente, de 683 890 habitantes.

2. Considerando que 100 personas salen de la ciudad para vivir en otro lugar,
la ecuacion diferencial que modela esta situacion es:

d—P =0.0066 - P -100.
dt
Al resolver tenemos:
100
_ (. p0.0066:
P(t) = C- &2 + 55066

donde C =557113y 100/0.0066 =~ 15 152. Resulta entonces

P(t) = 557 113 - @*0066t 4 15152,

Asi, para el afio 2030 la poblacion de la ciudad de Santa Fe de la Vera Cruz,
sera aproximadamente de 598 607 habitantes, mientras que en 2050, sera
aproximadamente de 680941 habitantes.

Ejemplo 2.4.21: Un pequeiio pueblo decide realizar una colecta para comprar
un camion de bomberos que cuesta 800 000 dolares. La cantidad inicial de
la colecta es de 50000 dolares. Con base a colectas anteriores, se determiné
que t meses después del inicio de la colecta anterior, la tasa, dx/dt, a la que
se recibe dinero es proporcional a la diferencia entre la cantidad deseaday
la cantidad total x que haya en el fondo en ese momento. Con estos datos:

1. Halle la expresion diferencial que modela la situacion.
2. Halle la solucion general y particular.

3. Si se sabe que después de un mes de iniciada la Gltima colecta se tiene
200000 dolares en el fondo, s;cuanto se tendra después de tres meses?

4. Sielgobierno municipal otorga un subsidio por el 10 % del valor del camion,
scuanto tiempo se demorara en obtener este nuevo monto para la compra
de la unidad?
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Solucion.

1.

Sea x(t) la cantidad de dinero (en délares) en el fondo al instante t (siendo
t el tiempo en meses). Teniendo en cuenta que la tasa a la que se recibe
el dinero es proporcional a la diferencia entre la cantidad deseada y la
cantidad total x que haya en el fondo en ese momento; podemos plantear
la siguiente expresion diferencial que modela la situacion.

3—" = k(800 000 - x).

. Considerando que x < 800 000, podemos expresar la relacion anterior como

una ecuacion diferencial de variables separables y resolver integrando
ambos miembros:

dx
800 000 X

800000 - x ooo X f Rt
-In(800000-x)=k-t+C
800000 - x = e™Rt=C
x=800000-A-e*, conA=e®".

= kdt

Con lo cual, la solucion general viene dada por
x(t) = 800000 -A-e  conA>0.

Para determinar una solucion particular, partimos de que la cantidad inicial
(t = 0) es de 50000 dolares, de este modo:

50000 = 800000 -A-e*® = A =750000.
En consecuencia, una solucion particular sera:

x(t) = 800 000 - 750 000e™kt,

. Sabemos que después de un mes se tienen 200 000 dolares en el fondo,

es decir x(1) = 200 000, y ademas x(0) = 50 000. Entonces, evaluando en la
solucion particular hallada, tenemos

200000 = 800000 - 750 000e~*"

_«_ 600000
~ 750000
r_ 12
15
ke ln (12)
k=022,
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de modo que la funcion resultante sera:
x(t) = 800 000 - 750 000022,

Luego, para calcular el dinero recaudado al cabo de 3 meses, tomamos
t = 3, obteniendo

x(3) = 800000 - 750 000e70-223 ~ 412 361.5.

Es decir, al cabo de tres meses habra un fondo de 412361 dolares aproxi-
madamente.

4. Si se desea conocer el tiempo necesario para la compra de la unidad
consideramos, sabiendo que k = 0.22:
800000 - 0.90 = 800 000 - 750 000e™0-22t

80 o0t
750 ~ ©

n(755)- (523 -

t=10.17.
Lograran recaudar el dinero aproximadamente en 10 meses.
EJERCICIOS 2.4

1. Indique ordeny grado y decida si son o no lineales las siguientes ecuaciones
diferenciales:

dy\* _ dy _ d’ du _ », _
a.(a) =4-y. b.a tm-ty. C'dy yeu =2.
d’y , (dy\’ _ dy _ 502
d-w*(a) =y gDy

2. Decida si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justifique su
respuesta.

a. Toda funcion de la familia f(x) = (In(x) + C)/x con C € R es solucion
de la ecuacion diferencial x2y’ + xy = 1.

b. Lacurva de ecuacion y = e¥/2 pasa por el punto (0, 1)y tiene pendiente
x -y en cada punto (x, y) € R? de la curva.

¢. Unasolucion de la ecuacion diferencial y'-0.5y+2 = 0 es y = 2e%5%+4,

d. Siy = f(x) es una funcion derivable que verifica y’ = 2y con condicion
inicial y(0) = e, entonces y(-1) = e™2.
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e. Latasa de cambio del niimero de ventas de autos en cierto pais, entre
1998 y 2012, sigue la formula f(t) = -0.186 - 7292, donde t se mide en
anos a partir de 1998 y la tasa se mide en miles de autos por ano. Si
se sabe que en 2012 se vendieron 7080 autos, podemos deducir que
en el ano 1998 se vendieron aproximadamente 90 autos.

f. En cierta ciudad, la poblacion N en cualquier tiempo cambia a una
razon proporcional a la poblacion existente. Si en 1985 era de 40 000
habitantes y, en 1995, de 48 000, una ecuacion aproximada para la
poblacion en el tiempo t, donde t es el nimero de anos después de
1985 viene dada por N(t) = 40 000 - e™0-018t,

g. La poblacion P de cierta ciudad satisface la ecuacion diferencial
dP/dt = kP, siendo t la cantidad de afos transcurridos desde el
2018 y k una constante positiva. Si en ese ano la poblacion fue de
160 000 habitantes y en 2024 es de 198 025, entonces la poblacion
en el ano 2030 sera de 211600 habitantes.

h. Si para un determinado producto cuyo precio maximo es de 20 dolares
por unidad, la elasticidad depende de la cantidad demandada x, con
0 < x < 20/3, segln la ecuacion n = (3x - 20)/(3x), entonces la funcion
de demanda esta dada por p = -3x + 20.

3. Suponga que las utilidades, P de una compania como funcion del gasto G
en publicidad satisface la ecuacion diferencial dP/dG = R(C - G) en donde
k y C son constantes positivas.

a. Resuelve la ecuacion diferencial, hallando P(G) y sabiendo que P(0) =

Py.
b. Si P, =100, P(100) = 1100, P(200) = 1600, calcule el gasto optimo en
publicidad.

4. Considere la familia de funciones y = x? + k con k una constante cualquiera.
Compruebe que existe una Gnica funcion de esta familia que es solucion
de la ecuacion diferencial 2y - xy’ = 20 y que ninguna de ellas puede ser
solucion de xy” -y' +1=0.

5. Se extrae continuamente petroleo de un pozo a una razén proporcional a la
cantidad de petroleo que hay en éste (expresada en millones de barriles).
Inicialmente habia 1 millon de barriles de petroleo en el pozo y, seis anos
después, solo quedaban 500 000 barriles.

a. Halle la ecuacion diferencial que modela esta situacion.

b. ;A qué tasa esta decreciendo la cantidad de petroleo en el pozo
cuando quedan 700000 barriles?
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6.

10.

c. ;Alcabo de cuantos anos el contenido del pozo sera de 50 000 barriles
de petroleo?

La elasticidad de la demanda de cierto bien es n = (x - 150)/x, 0 < x < 150,
siendo x el nimero de unidades. Determine la funcion de demanda p = f(x),
donde p es el precio en ddlares, sabiendo que se demandan 90 unidades a
180 dolares.

. Sea dV/dp =-V/(2(p + 3)) un modelo que describe las relaciones entre el

precio y las ventas semanales de cierto producto, donde V es el volumen
de ventas (en millones de euros) y p el precio del producto (en euros).

a. Encuentre el volumen de ventas en funcion del precio si se sabe que
la semana anterior se tuvo un volumen de ventas de 7 millones de
euros y el precio de venta fue de 6 euros.

b. ;Qué precio debera tener el producto para lograr un volumen de
ventas de 10 millones de euros?

. Elvalor de una accion crece en forma continua a partir de su valor inicial

de 10 dolares a una tasa de interés nominal anual del 3.5 %.

a. Determine el modelo del valor de la accion al cabo de t anos.

b. Calcule el valor de la accion dentro de 2 anos.

c. Después de cuantos anos la accion alcanzara el doble de su valor
inicial.

Justifique por qué el modelo del que surge la solucion del problema es
diferencial.

. Si la tasa de cambio de la esperanza de vida E al nacer, de las personas

gue nacen en un determinado lugar, puede modelarse mediante E’(t) =
12/(2t + 50), donde t es el nimero de anos a partir de 1940. Ademas, se
conoce que la esperanza de vida en 1940 era de 63 anos.

a. Encuentre la esperanza de vida para las personas que nacieron en
1998.

b. Compruebe que la funcion E(t), para t > 0, tiene un ritmo de creci-
miento cada vez mas lento.

La asociacion civil de rescate y rehabilitacion de caballos maltratados, S.0.S.
Caballos Santa Fe, en abril de 2024, rescata un animal muy enfermo. Urge
realizar una cirugia, cuyo costo es 1700 000 pesos. La comision directiva
de la asociacion decide realizar una colecta para afrontar la cirugia, ya que
ella cuenta con s6lo 100000 pesos. Con base en las colectas anteriores,
se determin6 que t horas después del inicio, la tasa dx/dt a la que se
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1.

12.

13.

recibe dinero es proporcional a la diferencia entre la cantidad deseada y
la cantidad total x que haya en el fondo en ese momento. Con estos datos:

a. Halle la expresion diferencial que modela la situacion.

b. Obtenga la solucion general de la ecuacion diferencial y la solucion
particular, sabiendo que la colecta termina cuando se alcanza el dinero
para la cirugia.

c. Sial cabo de dos horas de iniciada la colecta se tienen 250 000 pesos
en el fondo, ;cuanto habra después de 12 horas?

d. Si el equipo médico veterinario contribuye bonificando un 10 % de lo
presupuestado, ;cuanto demorara la asociacion en obtener el monto
necesario?

Una familia desea constituir un fondo de inversion para afrontar a futuro los
estudios universitarios de su hijo de 10 anos. Para tal fin, invierte una suma
inicial de 5000 dolares en un sistema de capitalizacion continua a una tasa
nominal anual de 5 % e invierte cada ano una suma adicional fija de 1000
dolares, justo antes de cada capitalizacion. En promedio las matriculas en
universidades piblicas de EEUU cuestan 5250 dolares anuales. Determine
si el fondo al cabo de 8 afios, (momento en el que se espera el ingreso a
la universidad), resultara suficiente para costear una carrera de 4 anos de
duracion.

En 2019, el Banco Central de la Repiblica Argentina (BCRA) debia retirar
de circulacion aproximadamente 510.6 millones de billetes de $5 y reem-
plazarlos por billetes de mayor denominacion. Este proceso comenzo en
agosto de 2019 y se debia completar en febrero de 2020. Se habia planifica-
do llevar a depositar en los bancos para su destruccion, semanalmente,
un promedio de 18.24 millones de billetes. Sea y(t) la cantidad de billetes
viejos, en millones, que se encuentra en circulacion a tiempo t, en semanas.
Suponiendo que la tasa instantanea de variacion porcentual semanal a la
que decrece la cantidad de billetes viejos en circulacion es constante de
4 %.

a. Halle la cantidad de billetes de $5 que habia en circulacion para cada
tiempo t, en el periodo: ago/19 - feb/20.

b. Calcule la cantidad de tiempo necesario para que el 50 % de los billetes
viejos sea reemplazado por nuevos billetes de mayor denominacion.

c¢. ;Cuanto tiempo llevara reemplazar el 95 % de los billetes viejos?
;Cumplio el BCRA con su objetivo de maxima?

Una empresa lanza un modelo de celular a un precio de 150 dolares y
se sabe que su valor varia en funcion del tiempo, quedando siempre por
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encima de 15 dolares. La demanda de este bien esta dada por:

y la oferta por qo = 40 + 3p(t) + %,

dp

qp = 160—5p(t)—3a

dondet es el tiempo medido en anos y p el precio en délares.

a. Encuentre la funcion del precio, p = p(t), cuando la demanda es igual
a la oferta: qp = qo.

b. ;Cual sera el precio del celular al cabo de dos anos?

LA INTEGRAL EN CONTEXTO

La derivada permite analizar como cambia una cantidad; la integral, en cambio,
permite acumular esos cambios. En esta seccion introducimos la integral
definida a partir de un problema concreto de acumulacion, desarrollamos
las herramientas para calcularla y estudiamos sus aplicaciones al analisis
econdmico, como el calculo de areas y la medicion de excedentes.

Integral definida

Comenzaremos planteando y resolviendo un problema sencillo.

Los picos de consumo eléctrico representan un verdadero desafio para
los sistemas energéticos en todo el mundo. Los paises invierten en una gran
infraestructura que solo se utiliza durante unos minutos al dia, mientras
que el resto del tiempo permanece subutilizada. Para abordar este problema,
muchos paises implementan un esquema tarifario basado en bandas horarias,
donde el precio del kilovatio por hora (kW h) varia segiin el momento del
dia. En general, los paises admiten que el precio mas bajo se encuentra
entre la medianoche y las 7 de la manana y durante las horas «pico», que
corresponden al momento de mayor consumo, el precio es mas alto. La
Figura 3 muestra una posible funcion p = p(t) que representa la distribucion
del costo del kilovatio por hora durante 24 h.

Si una familia se va de vacaciones, no seria muy raro que su hogar tuvie-
se un consumo eléctrico aproximadamente constante durante todo el dia.
Supongamos que ese consumo es de 2 kW h.
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Momento del dia (h)

Figura 3. Distribucion del costo del
kW h en cada momento del dia.

podemos deducir el costo por hora, f(t), utilizando la tarifa

1

A partir de esto
y el consumo:

con 0 <t< 24,

2p(t),

)

f(t

fica de esta funcion, que es la tasa

ongra

.-

La Figura 4 muestra la representaci
de cambio del precio que debera abonar ese dia en particular una familia, de

acuerdo con el consumo en ese dia.

(4/$) e1p 19p eI0Y B) B 0173dSal
01502 13p olquied ap ese|

Momento del dia (h)

Figura 4. Distribucion del costo por

hora teniendo en cuenta su consumo

en un diay el precio de la energia en

cada momento del dia.

Observamos que desde la medianoche hasta las 7 de la manana, la tasa es
constante. Mientras que, en otros intervalos del dia aumentay en otros dismi-
nuye, hasta retomar su valor constante a las 23 horas. La situacion planteada
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permite formular las siguientes preguntas, referidas a un dia determinado:

1.

;Cuanto debera abonar la familia por el consumo ocurrido desde la media-
noche hasta las siete de la manana?

2. ;Y en el periodo de siete a diez de la manana?
3. ;Cual es, si consideramos de 13 ha 19 h?

4. ;Cual es el costo de la energia eléctrica que se abona en un dia completo?

Vayamos respondiendo estas preguntas una a una por casos:

CASO 1 A partir de la grafica de la Figura 4 podemos ver que ese costo
es constante, es decir $24 por cada hora transcurrida. Asi, la tarifa que
abona esta familia entre la medianoche y las siete de la manana se

calcula como:
24 $/h-(7h-0h),

0 168 pesos. Si se examina la grafica de la funcion observamos que
este valor es el area de la region rectangular que se encuentra limitada
arriba por la grafica de f, debajo, por el eje t,entre0 <t <7vyala
izquierda y a la derecha por las rectas verticalest=0yt=7.

CASO 2 Ahora bien, en el intervalo de 7 h a 10 h podemos ver que el
precio a pagar es variable, por lo que aca la situacion se complejiza.
Una forma de comenzar a tratarlo seria dividir el intervalo por cada
una de las horas y calcular en cada intervalo como se ve en la Tabla 1.
A partir de esos valores se obtiene

24 +32 + 40 = 96,

es decir $96.

Tabla 1

t 7 8 9
f(t) 24 32 40
$/h 24 32 40

En la Figura 5 se puede ver una representacion del modelo que esta-
riamos usando en el caso de adoptar esta estrategia. Como podemos
apreciar, no es una aproximacion muy buena, ya que realmente, por
ejemplo, a las 7:30 h el costo es superior a $24.

Tratemos ahora de trabajar con un intervalo de tiempo mas pequeno,
como por ejemplo de media hora. Asi, se tiene que
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Tabla 2

t 7 75 8 85 9 95
ft) 24 28 32 36 40 44
$/30min - 12 14 16 18 20 22

$24.0.5+528-0.5+$32-0.5+5$36-0.5+540-0.5+544-0.5 = $102. (4)

En la Figura 6 se puede ver una representacion de este nuevo modelo
con divisiones cada media hora. Nuevamente, aunque es una mejor
aproximacion, no es suficientemente buena.

Antes de continuar, notemos que cada uno de los términos de la izquier-
da en la ecuacion (4) representa también el area de los rectangulos que
aparecen sombreados en la Figura 6, pues 0.5 en cada caso representa
la medida de la base y la altura es el monto por hora.

Este razonamiento lo podemos extrapolar a una subdivision menor de
los intervalos de tiempo, como por ejemplo de 15 min.

Tabla 3

t 7 725 75 775 8 825 85 875 9
) 24 26 28 30 32 34 36 38 40
$/15min 6 65 7 75 8 85 9 95 10

A partir de estos datos tenemos que el costo total aproximado es de
$105. En la Figura 7 se puede ver que la suma de las areas de estos
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rectangulos, a medida que se toman intervalos mas pequenos, aproxi-
man cada vez mas el area que hay bajo la curva. Por ello, nos podemos
aventurar a pensar que el costo real es el valor limite que tenemos
cuando la amplitud de cada intervalo de tiempo tiende a cero y que,
por consiguiente, coincidirian con dicha area.

50 §
40 |
30 |
20 |
10 |

Figura 7

Otra forma de abordar este calculo es considerar que podemos des-
componer esta superficie y calcular el area como la suma del area del
rectangulo mas el area de un triangulo, como puede verse en la Figura 8,
es decir:

(10-7)-24+(10-7) - (48 - 24)/2 = 108

por lo que el costo correspondiente al uso entre las 7h y las 10 h es de
$108.

Notemos que la division de una region en rectangulos de base cada vez
mas pequena parece ser la técnica adecuada para el calculo de areas.

Ahora bien, para responder a la tercera pregunta, es decir hallar el costo
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Figura 8

por consumo entre las 13 hy las 19 h, tendremos que calcular el area de la
region limitada superiormente por una parabola (una curva), debajo por el eje
typorlasrectast=13yt=19,alaizquierday a la derecha, respectivamente
(Figura 9). Por supuesto, por el momento no tenemos una expresion para
hallar el area de este tipo de superficies asi que cabe preguntarnos: ;como
se aborda este problema?
50
40 |
30 1
20

10 1

Figura 9

Esta situacion refiere al segundo problema fundamental del calculo: cal-
cular el area de una region limitada arriba por la grafica de una funcion f,
no negativa en el intervalo [a, b], abajo por el eje x y a la izquierda y dere-
cha por las rectas verticales x = ay x = b, respectivamente. En particular,
consideraremos funciones continuas en el intervalo [a, b].

Esta area se llama «area bajo la curva de f» en el intervalo [a, b], o desde
a hasta b.

Particularmente comenzaremos analizando el periodo 13 <t < 16, en el
cual la funcion f decrece.

Haremos una aproximacion utilizando areas de rectangulos (cantidades
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que se pueden calcular) para ayudar a definir el area bajo la curva de una

funcion.

1. Dividiremos el intervalo [13, 16] en tres subintervalos. Tendremos tres rec-

tangulos cuya base es de 1 unidad y si consideramos el extremo izquierdo,
valor maximo de la funcion en el intervalo, como altura del rectangulo
(Figura 11(a)), tendremos que el area se calcula

42-(14-13)+32-(15-14)+26- (16 - 15)

Area de A Airea de B Area de C
yes 100$/h-h=$100.

504 50 "~~~
O+ Ne - 40*>/ ****************
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20\% ----- 20%/ _____
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Figura 11

Por otro lado, si consideramos el extremo derecho, valor minimo de la
funcion en el intervalo, como altura del rectangulo (Figura 11(b)) tendremos
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que el area es, aproximadamente:

32-(14-13)+26-(15-14)+24-(16 - 15)
AreavdeD /:\rez:deE Are;deF
yes825/h-h=582.

Quiere decir entonces, que el costo de energia eléctrica entre las 13hy 16 h
va a estar entre $82 y $100, pues la primera suma realizada supera el valor
del area y la segunda es menor.

2. Sin embargo podemos lograr una mejor aproximacion dividiendo el in-
tervalo [13, 16] en mas subintervalos. Por ejemplo, si lo hacemos en seis
subintervalos (Figura 12) tendremos que la base del rectangulo es 0.5 v, si
la altura es el valor maximo de la funcion en cada intervalo, resulta

42-05+365-05+32-05+285-0.5+26-0.5+24.5-0.5
y es 94,755/h-h = $94,75.

50 g---------- - 50 g---—---------m- -

B ‘*0’%
30%/ 7 30"/%/‘ ********** :
20017 .
10»é Z ————— 10»~Z

Figura 12

Si la altura de cada rectangulo es el valor minimo de la funcion en el
intervalo correspondiente, el valor del area es

36.5-0.5+32-0.5+28.5-0.5+26-0.5+24.5-0.5+24-0.5,

0, lo que es lo mismo, $85.75.

Quiere decir entonces, que el costo de energia eléctrica entre las 13 hy 16
h va a estar entre $85.75 y $94.75.

Observamos que cuanto mayor es la cantidad de subintervalos utilizados
mas nos aproximamos al verdadero valor.
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Sumas superiores e inferiores

El procedimiento utilizado en la situacion planteada, puede generalizarse
de la siguiente manera: Consideremos una region plana limitada en su parte
superior por la grafica de una funcion y = f(x) continua y no negativa en un
intervalo [a, b]; en su parte inferior por el eje x, y a la izquierda y a la derecha
por las rectas verticales x = ay x = b, como lo muestra la Figura 13(a).

(a) (b)

Figura 13

Para aproximar el area de la region, se empieza subdividiendo el intervalo
[a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b - a)/n (ver Figura 13(b)).

Como f es continua, el teorema del valor extremo garantiza la existencia
de un valor minimo y uno maximo en cada subintervalo.

Sean f(m;) el valor minimo de f en el i-ésimo subintervalo y f(M;) el valor
maximo de f en el i-ésimo subintervalo.

Sea un «rectangulo inscrito» dentro de la i-ésima subregion de altura f(m;)
y un «rectangulo circunscrito» de altura f(M;), ambos de base Ax. El area del
rectangulo inscrito en la subregion i es:

f(m;) - Ax.
El area del rectangulo circunscrito en la subregion i es
f(M;) - Ax.

Para cada i, el area del rectangulo inscrito es menor o igual al area del
rectangulo circunscrito.

f(m;)- Ax < f(M;) - Ax

La suma de las areas de los rectangulos inscritos recibe el nombre de suma
inferior, y la suma de las areas de los rectangulos circunscritos se conoce
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como suma superior. En simbolos,

n
Suma inferior = s(n) = Z f(m;)- Ax,
i=1
’I"I
Suma superior = S(n) = Z f(M;) - Ax.
i=1
En la Figura 14 se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual
a la suma superior, S(n). Ademas, el area real de la region se encuentra entre
estas dos sumas.

—
[~
AN N N
AN
a b a b
(a) Suma inferior (b) Suma superior
Figura 14

Estamos en condiciones de presentar el siguiente teorema:

Teorema 2.5 (Limites de las sumas superior e inferior): Sea f continua y
no negativa en el intervalo [a, b]. Los limites cuando n — o de las sumas
superior e inferior existen y son iguales entre si. Esto es,

n n
lim s(n) = n“ll;f(m")'“ = nangogf(M,-)-Ax = lim s(n)

donde Ax = (b-a)/ny f(m;)y f(M;) son los valores minimo y maximo de f
en el subintervalo i.

Debido a que ambas sumas tienen el mismo limite resulta indistinto elegir
cualquier valor de f en el i-ésimo intervalo, lo que da lugar a la siguiente

definicion:

Definicion 2.5.1 (Area de una region en el plano): Sea f continua y no negativa
en el intervalo [a, b]. El area de la region limitada por la grafica de f, el eje x
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y las rectas verticales x =ay x = b es

n—oo &

n
Area = lim Zf(c,-)~Ax
i=1
donde xi_; s¢i< x;yAx=(b-a)/n.

Hasta el momento hemos definido subintervalos de igual amplitud, sin
embargo, esta condicion no es necesaria y se fundamenta en que cuando n
crece, la amplitud del subintervalo de mayor longitud tiende a cero y, por
ende, lo haran los de menor amplitud. Esta es la caracteristica clave del
desarrollo de las integrales definidas.

La siguiente definicion se debe a Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-
1866), quién generalizo el concepto de suma para cubrir una categoria mas
amplia de funciones.

Definicion 2.5.2 (Suma de Riemann): Sea f una funcion definida en el intervalo
cerrado [a, b] y sea una particion de [a, b] dada por:

A=Xg<X{<Xy<-<Xyq<X,=Db

donde Ax; = x; - x;_; es la amplitud del subintervalo i-ésimo.
Si ¢; es cualquier punto en el i-ésimo subintervalo entonces la suma

f(c;)-Ax; donde x;_.1<¢j<X;

n
i=1
se llama Suma de Riemann de f para la particion dada.

Notar que aqui la funcion f no tiene otra restriccion que haber sido definida
en el intervalo cerrado [a, b]. Anteriormente, se pidio que la funcion f sea
continua y no negativa debido a que se asoci6 con el concepto geométrico

de area.
A continuacion definimos la nocion central de esta seccion.

Definicion 2.5.3 (Integral definida): Se dice que una funcion f es «integrable»
en el intervalo cerrado [a, b] si el limite

n
lim Z f(C,‘) - AX;
n—oo i:'l

existe y no depende de la eleccion de las particiones ni de la eleccion de los
puntos ¢; en los subintervalos. Este limite se denota por

[b f(x)dx
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y recibe el nombre de integral definida de f de a a b. EL nimero a es el limite
inferior de integracion y el nimero b, el limite superior.

Las funciones continuas satisfacen la condicion de integrabilidad en cual-
quier intervalo cerrado incluido en el dominio.

Observacion 38: Las integrales definidas y las integrales indefinidas son no-
ciones matematicas diferentes. Una integral definida es un niimero mientras
que una integral indefinida es una familia de funciones.

Para que una integral definida sea interpretada como un area, la funcion f
debe ser continua y no negativa en [q, b], como se establece en el siguiente
teorema.

Teorema 2.5.2 (Area de una region): Si f es continua y no negativa en el
intervalo [a, b], entonces el area de la region acotada por la grafica de f, el
eje x y las rectas verticales x = ay x = b esta dada por:

Area = fbf(x)dx.

Retomando el problema representado en la Figura 9, el area esta dada por:

B 16
Area = f p(t) dt.
13

Ahora bien, resolver la integral a partir del limite de sumas inferiores o
superiores es un procedimiento muy engorroso, por lo que el denominado
Teorema fundamental del calculo proporciona una herramienta sencilla para
el calculo de integrales definidas y, a su vez, es extremadamente podero-
so en tanto establece la relacion entre diferenciacion e integracion. Esta
conexion fue descubierta en forma independiente por dos grandes matema-
ticos: Sir Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). La
demostracion escapa a los objetivos del libro.

Teorema 2.5.3 (Teorema fundamental del calculo): Si una funcion f es con-
tinua en el intervalo [a,b] y F una antiderivada de f en el intervalo [a, b],
entonces

f " £(x)dx = F(b) - F(a).

En virtud de la igualdad anterior, se justifica el uso de la notacion [ para
las antiderivadas.
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Observacion 39: Resulta conveniente utilizar la siguiente notacion:
b b
[ £00dx=[FA, = F0) - Fl@).
a

Retomando el problema inicialmente planteado, podemos aplicar este
altimo resultado para calcular el costo del servicio de energia eléctrica.

Area = p(t) dt.
13
Para determinar la expresion de la funcion p = p(t) podemos recurrir a una
aplicacion tecnologica o bien plantear un sistema de ecuaciones con tres
puntos pertenecientes a la funcion. Asi, obtenemos que:

p(t) = 2t? - 64t + 536.

De esta manera, el area buscada es:

16 16
Area = f (212 - 64t + 536) dt = [§t3 S3212+ 536t]
13 13

=(%-163—32-162+536-16)—(§-133—32-132+536-13)

=90.

Anteriormente habiamos determinado que, entre las 13 hy 16 h, el costo de
energia eléctrica aproximadamente estaba entre $82 y $100, o entre $85.75
y $94.75. Ahora sabemos que es, efectivamente, de $90.

Ahora bien, estamos en condiciones de responder la tercera pregunta,
ccuanto debera abonar la familia por el consumo desde las 13 ha19 h en un
dia determinado? Puesto que la grafica de la funcion es simétrica respecto de
larectat = 16, bastara multiplicar por dos el valor $90. Asi, en un determinado
dia, la familia debera abonar $180.

Finalmente, respondemos la pregunta: ;cuanto debera abonar la familia por
el consumo las 24 h de un dia determinado?, planteando la siguiente suma:

Area total = Area 1+ Area 2 + Area 3 + Area 4 + Area 5 + Area 6 + Area 7
=$168 +$108 +$132 + $180 + $132 + $36 + $24 = $780.

Concluimos que el costo de electricidad en un dia determinado de una
familia tipo es de $780. En un mes de treinta dias sera, aproximadamente,
$23 400 (valores estimados a mayo 2024 en la provincia de Santa Fe).

Ejemplo 2.5.1 (Estimacion ventas totales en supermercados de Argentina): La
Tabla 4 muestra el total de ventas de los productos del sector almacén en los
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supermercados del pais (Argentina) en el mes de enero de 2024. Los datos
corresponden a las ventas ocurridas el primer dia de cada semana de dicho
mes. La semana quinta consta sélo de tres dias y, ademas, el 1 de febrero las
ventas fueron de 45 millones. Estime el monto total de las ventas en el mes
de enero de 2024.

Tabla 4

Semana 1 2 3 4 5
Ventas (millonesde S pordia) 35 40 42 43 44

Solucién. Sisuponemos que las ventas se mantuvieron en 40 millones cada
dia de la primera semana, en 42 millones cada dia de la segunda semana,
y continuando asi, para realizar una estimacion por exceso de las ventas
totales del mes, realizamos el siguiente calculo:

Ventastotales=40-7 +42-7+43-7+44-7+45-3
= 1318 millones de pesos/dia x dia
= 1318 millones de pesos.

Ahora bien, si tomamos los valores al comienzo de cada semana tendremos
una estimacion por defecto del valor de las ventas totales, asi:

Ventastotales=35-7+40-7+42-7+43-7+44-3
= 1252 millones de pesos/ dia x dia
= 1252 millones de pesos.

Entonces, las ventas totales del sector almacén de los supermercados
argentinos en el mes de enero de 2024, estuvieron entre 1252 millones y
1318 millones. Podemos tomar el promedio de ambos valores dandonos un
monto estimado de 1285 millones.

Ejemplo 2.5.2 (Flujo de vehiculos en una calle): El medio Aire de Santa Fe
publico en mayo de 2024 datos sobre el volumen de vehiculos que transitaron
la calle San Jeronimo en la ciudad de Santa Fe en un dia en particular. A partir
de estos datos se elaboro la siguiente grafica en donde se puede ver la tasa
de cambio de los vehiculos que transitaron por hora en cada momento del
dia.

Determine el nimero de vehiculos que transitaron durante todo el dia.

Solucion. Para conocer el nimero total de vehiculos que transitaron es ne-
cesario acumular todos los valores de la tasa de cambio entre 0y 24. Si
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consideramos que la funcion f cuya grafica se muestra en la Figura 16 esta
compuesta de tres tramos: el primer tramo (f;(x)) se aproximara mediante
un modelo cuadratico; el segundo, (f5(x)), por una funcion lineal y por Gltimo,
el tercero, (f5(x)), por una funcion exponencial. Las expresiones que definen
la funcion son:

9.8(2x - 5) si0sxs7,
f(x)={-9.46x + 857.21 si7<x<18,
1.257X+47:25 Si 18 < x < 24.

Luego, calculamos el area de las regiones A, B y C mediante las integrales:
. 7
Area A = f (9.8(2x - 5)?)dx = 1394.87,
0
B 18
Area B = [ (-9.46x + 857.21) dx = 8128.56,
7
3 24
Area C = f (1.25-%°47.25) dx = 2250 46.
18
El area total es 11 782,89 y, en consecuencia, la cantidad de autos que tran-
sitan en el dia es 11783, aproximadamente. En la Figura 16 se muestra la
interpretacion geométrica del calculo realizado.
Cambio total a partir de una tasa de cambio
Integrar la tasa de cambio de F = F(x) con respecto a x en un intervalo [a, b]
da como resultado el cambio que ocurre en el valor de F(x) cuando x se
incrementa desde a hasta b. En otras palabras, si f = f(x) es la tasa de

cambio de una cantidad, entonces, el cambio total en la cantidad entre x = a
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y x = b esta dado por:

f ’ F(x)dx = F(b) - F(a).

Como hemos observado en lo estudiado hasta aqui, en la integral definida

fbf(x)dx

la unidad de medida que se genera es el producto de las unidades para f(x)
y el de las unidades para x.

Por ejemplo, si f(x) y x tienen las mismas unidades, entonces la integral
fab f(x)dx se mide en unidades al cuadrado. En el caso en que la unidad de
ambos factores sea m, el resultado de la integral tendra por unidad mxm
sera m2.

Analogamente si f(q) se mide en dolares/unidad de producciony g en uni-
dades de produccion, entonces, la medida de la fab f(q)dg, es (dolares/uni-
dad de produccion) x (unidad de produccion) igual a délares; que es lo que
esperamos porque la integral representa cambio en unidades monetarias.

Ejemplo 2.5.3: Si C'(q) es el costo marginal expresado en dolares/unidad de
produccion, cuando se aumenta la produccion de a unidades a b unidades,
(a < b), el incremento en el costo es:

b
[ c@da=cor-ca

y su unidad de medida es dolares. Es decir, la integral proporciona la cantidad
que cuesta aumentar la produccion de a unidades a b unidades.

Si C(0) es el costo fijo, entonces, el costo variable total de producir b
unidades esta dado por:

b
[ c@da=co)-co.



El costo total de producir b unidades es el costo fijo mas el costo variable
total:

b
C(b) = C(0) + ]; C'(q)dq.

Ejemplo 2.5.4: Si R'(q) es el ingreso marginal de un determinado producto,
expresado en miles de doélares/unidad vendida, siendo a < b, la integral:

b
[ R(@dq=R®)-R@)

es la variacion del ingreso cuando se pasa de vender a unidades a b unidades.
Su unidad de medida es miles de dolares.

Ejemplo 2.5.5: Si U’(q) es la utilidad marginal que se produce por la produccion
y venta de un determinado producto, expresado en miles de dolares/unidad
producida y vendida, siendo a < b, la integral:

b
[ v@da=ue)- v

es el aumento o disminucion, segin el signo, en la utilidad cuando se pasa
de produciry vender a unidades a b unidades. Su unidad de medida es miles
de dolares.

Ejemplo 2.5.6: Si C'(t) es la funcion de costo marginal de calefaccionar una
vivienda tipo en un determinado lugar, expresado en délares por dia, y t, el
tiempo medido en dia. Para calcular el costo de calefaccionar dicha vivienda
en 31 dias, a partir del 1 de enero de 2024 (t = 0) hasta fin de mes, debemos
calcular,
31
C'(t)dt = C(31) - C(0)
0
cuya unidad de medida es: (dolares/dia)x(dia), que equivale a dolares.

Ejemplo 2.5.7: Si un capital crece de manera continua y C’'(t) es la tasa de
crecimiento de dicha inversion en el tiempo t en dias, para calcular la ganancia
obtenida luego de 30 dias debemos hallar

30
C'(t)dt = C(30) - C(0)
0

siendo C(0) el valor de la inversion al inicio de la operacion. La unidad de
medida es: u.m./(dia) por dia, que equivale a u.m.

Ejemplo 2.5.8: Durante los meses de verano, el ingreso de un emprendimiento
que vende ropa de playa crece a la tasa R'(t) = 2t>+100 ddlares por dia, donde

0 <t <90. Halle el ingreso total de este emprendimiento en la temporada.
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Solucién. Sabemos que R’ = R'(t) representa la tasa de variacion del ingreso
y R es una antiderivada de R’, entonces

90
f R'(t)dt
0

nos dara el ingreso total de la temporada. Resolvemos,

90

90
f (2t + 100) dt = [§t3 . 100t] - % .90 + 100 - 90 = 495 000.
0 0

El ingreso del emprendimiento en la temporada es 495000 dolares.

Ejemplo 2.5.9: La tasa de cambio del costo diario de produccion de g cientos
de kg de pastas (en miles de délares) que elabora una fabrica responde al
modelo: C'(q) = e9(q - 2)/q3, donde q 2 2. Determine el aumento del costo
total cuando la produccion se incrementa de 200 kg a 300 kg por dia.

Solucién. Para determinar la variacion producida en el costo integramos en
forma definida el costo marginal, C'.

3 3 54(A - q13
f C’(q)dq=f Lﬂdq{e—z] = 0.384 46.
2 2 q q

2

Al aumentar la produccion de 200 a 300 kg por dia, los costos diarios au-

mentan aproximadamente 384, 46 dolares. Para los calculos se ha utilizado
GeaGebra.

El teorema dado a continuacion indica que toda f continua admite una
antiderivada.

Teorema 2.5.4 (Segundo teorema fundamental del calculo): Si f es continua
enun intervalo abierto I que contiene a a, entonces, para toda x en el intervalo,

=/ " Fde) = 100

Las siguientes propiedades resultan de utilidad a la hora de trabajar con
expresiones que involucren integrales definidas.

Proposicion 2.5.5 (Propiedades de la integral definida): Sean a, b, c y k niime-
ros reales y f y g funciones integrables en [a, b] . Entonces:

1. faf(x)dx = 0.
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2. /;bf(x)dx=—/;af(x)dx.

3. [abf(x)dx=[acf(x)dx+[cbf(x)dx.

4 /;bk-f(x)dx=k-fabf(x)dx.

b b b
5. [ (F0zg0dx= [ foodxx [ g0

Observacion 40: La propiedad 5 de esta proposicion puede extenderse a
cualquier nimero finito de funciones.

EJERCICIOS 2.5.1
1. La Tabla 5 muestra el consumo per capita de electricidad en kWh de la
poblacion de Argentina en el periodo 2017-2022.

Tabla 5

Ano 2017 2018 2019 2020 2021 2022

Consumo

(KWh/afio) 30172 2973.6 28581 27855 28742  2793.8

Estime el consumo de electricidad de la poblacion Argentina en el periodo
2017-2022.

2. La Tabla 6 muestra el consumo de gas por usuario tipo (equivale a 3.5
personas) metros clbicos por dia, en el transcurso de un afo, en Argentina.

Tabla 6
Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 12
Consumo
(m?/dia) 17 11 12 19 3 51 6 5 35 2 1.1 1

Suponga que febrero tiene 28 dias y estime el consumo anual de gas de un
usuario tipo en Argentina.

3. La Tabla 7 muestra el consumo de racion, en g/dia, de los pollos de criadero
de acuerdo con el tiempo de vida. La informacion presentada corresponde
al primer dia de cada semana.
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Tabla 7

10.

1.

dias 7 14 21 28 35 42 49 56

Consumo
(g/dia)

16.7 457 813 1045 1476 164 190 227

Estime el consumo de los pollos de criadero desde su nacimiento hasta
los 56 dias de vida.

. El costo marginal de cierta empresa esta dado por C’(q) = 31.4 - 0.004q

mientras que su ingreso marginal es R'(q) = 44 - 0.008q, ambas funciones
estan dadas en dolares/unidad. Determine el incremento en las utilidades
de la empresa si las ventas se incrementan 20 % a partir de 500 unidades.

. La funcion de costo marginal diario para una compania esta dada por

C'(q) = 2g%-36q + 140 dolares por unidad. Si el costo fijo es de 500 délares
diarios, calcule el costo total de producir 20 unidades del producto.

. Si P = P(t) es una poblacion (de plantas, animales o personas en el tiempo

t, describe el significado de P'(t) y de ftfz P’(t) dt.

. Si V'(t) es la tasa de cambio del nivel de ventas mensuales de un deter-

minado producto de una empresa manufacturera dado en dolares/mes,
describe el significado de fou V'(t)dt y sus unidades.

. Suponga que la recta tangente a una curva y = f(x) tiene pendiente m(x)

en x. ;Qué representa la fx’f m(x)dx?

. Si el ingreso marginal de un fabricante esta dado por la funcion, R'(q) =

500 - 2q - 0.4qG?, expresado en dolares por unidad vendida, determine el
incremento en el ingreso total del fabricante si la venta se incrementa de
15 a 25 unidades.

Determine si los enunciados siguientes son verdaderos o falsos. Justifique.

b b 2 _ 2
a.f f(x)dx > 0. b.f xdx = 2229°
a a 2

b b
c.f dx = 0. d.f xdt = x(b - a).
a a

La grafica de f se muestra en la Figura 17 y esta compuesta por segmentos
de rectay un semicirculo. Evalie cada integral definida. En lo posible, utilice
dos modos diferentes de hacerlo. Compare y concluya.

a. fo  f(x) dx. b. f2  fx) dx. . f : £(x) dx.
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12.

13.

14.

15.

3
\/?\
. ! . —> X
42 | 2 4 6
-2+
-3t

Figura 17

Evallie cada integral utilizando f; x3dx, f;‘ xdxy f; dx.

2 2 4
a.[ x dx. b.f x3dx. c.f 4x dx.
4
4
d.[(-x3+4)dx. [(x3 3x+2)d ff dx.
2

Dadasf f(x)dx =7, fo x)dx = 10yf0 f(x)dx = 2 halle:

a. f 25 F(x) dx. b. f 20 £(x) dx.

Halle F'(x) en cada item y verifique que se cumple el Segundo teorema
fundamental del calculo.

a. F(x) = [ :(tz _2t)dt. b. F(x) = fs it

Determine si el enunciado siguiente es verdadero o falso. Si es falso, expli-
car por qué o proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

Si F'(x) = G’(x) en el intervalo [q, b], entonces F(b) - F(a) = G(b) - G(a).

Calculo de areas

En esta seccion nos dedicaremos al calculo de areas de regiones acotadas
por curvas. Por definicion, el area de una region es un valor no negativo.

De acuerdo con el Teorema fundamental del calculo:
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Si una funcion f es continua y no negativa en el intervalo [a,b] y F es una
antiderivada de f, entonces el area A comprendida entre la grafica de y = f(x),
el eje x y las rectas verticales x = ay x = b, esta dada por la integral definida

b
f £(x)dx = F(b) - F(a).
a
Ilustraremos su aplicacion mediante algunos ejemplos.
Ejemplo 2.5.10: Evaliie el area de la regidn limitada por la grafica de f(x) = x3,
eleje xylasrectasx =0y x = 2.

Solucién. En la Figura 18 se ha representado el recinto cuya area se desea
calcular. Notemos que f(x) = x3 es no negativa y continua en el intervalo
0 < x < 2 por tanto, calculamos la integral definida:

2 472 4
f x3dx=[x—] =2——0=4.
A bl

Por lo tanto, el area es 4 unidades cuadradas.

N B O 0 O

X

ve 1 2

Figura 18

Ejemplo 2.5.11: Determine el area de la superficie acotada por el eje x, la
grafica de la funcion f(x) = 2x2 + 3x + 4 y las rectas verticales x = 1y x = 4.

Solucion. La region sombreada en la Figura 19 tiene area dada por:

4 3 2 4
f(2x2+3x+4)dx=[2i+3x +4X]
1 3 2 1

3 3.42 13 3.12
=(234 +324 +4_4)_(231 +321 +4_1)

153
)
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ya que la funcion f es positiva y continua en el intervalo de interés. El area
es 153/2 unidades cuadradas.

60 + /
50 ¢

40 |
30 |
20 |

10”/

Figura 19

Frecuentemente el calculo de la integral requiere utilizar el método de
sustitucion. El ejemplo que sigue ilustra como se procede en esta situacion.

Ejemplo 2.542: Determine el area de la region limitada por el eje x, la grafica
de la funcion f(x) = 2x/(x? + 4) y las rectas verticales x =0y x = 10.

Solucién. La superficie cuya area se desea calcular esta sombreada en la
Figura 20. Siendo f no negativa y continua en el intervalo 0 < x < 10, el area

esta dada por:
fm(—zx )dx
o \XZ+4]

Resolvemos la integral definida aplicando sustitucion, de la siguiente mane-
ra. Sea u = x2+ 4y du = 2x dx. En funcion del cambio de variable realizado los
extremos de integracion se modifican teniendo en cuenta la nueva variable.
Para x = 0 corresponde u = 4y para x = 10, corresponde u = 104. Asi, se tiene

la siguiente igualdad:
10 2x 104 du
/; (x2+l+)dx__/4 (7)

Resolvemos para u:
104
[ (%“) = In(u)|!® = 1104 - In4 = In 26 = 3.2581.
4

Asi, el area es, aproximadamente, 3.2581 unidades cuadradas, o bien [n(26)
unidades cuadradas.
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0,25 |

X

2 4 6 8 10

Figura 20

Consideremos ahora el caso correspondiente a la region acotada por la
curva representativa de una funcion f continuay f <sOyelejexparaa< x <b.
Es claro que la region en cuestion esta situada por completo por debajo del
eje x, como se advierte en la Figura 21.

¢
a b

AN

\_/—_\

Figura 21

Para resolver esta situacion, definimos la funcion g = -f, g 2 0 y continua
para a < x < b. Integrando g resulta:

[ otax= [-raax=- [ six

= =(F(b) - F(a)) = F(a) - F(b)

= _/; f(x)dx.

En el dltimo paso se aplico el Teorema fundamental del calculo. Esta igualdad
indica que el area de la region bajo la grafica de g y sobre el eje x entre
X =ay x =Dbeslamisma que la de la Figura 21, dado que una region puede
obtenerse reflejando la otra con respecto al eje x.
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En consecuencia, el area de la region situada por debajo del eje x y acotada
inferiormente por la grafica de f, entre las rectas x = ay x = b, esta dada por

la integral definida:
b a
- x)dx = x)dx.
fa F() [b F(x)

Ejemplo 2.543: Halle el area de la region limitada por la grafica de la funcion
f(x)=x3 elejexylasrectasx=-2yx =0.

Solucién. Es conveniente representar graficamente la region cuya area se
desea calcular. La Figura 22 ilustra la situacion.

Figura 22

Como podemos observar la region se encuentra debajo del eje x. Por tanto,

el area esta dada por
0 -2
—f f(x)dx=[ x3dx = 4.
-2 0

Por tanto, el area solicitada es 4 unidades cuadradas.

Ejemplo 2.5.14: Halle el area de la region determinada por f(x) = x3, el eje x y
las rectas x = -2y x = 2.

Solucion. La Figura 23 muestra la region cuya area debemos calcular.

Como se visualiza en la grafica, hay una parte de la region sobre el eje
x y otra por debajo del mismo. Esto nos obliga a considerar dos integrales
definidas; la suma de ambos resultados sera el area buscada.

0 2
—f x3dx+f x3dx=4+4=8.
2 0

Por lo tanto, el area de la region indicada es de 8 unidades cuadradas.
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Figura 23

Dado que la grafica de la funcion es simétrica respecto al origen de coor-
denadas, el area entre x = -2y x = 0 es la misma que entre x =0y x = 2, por
lo que bastara calcular una sola integral y multiplicarla por dos.

Ejemplo 2.545: Determine el area de la region sombreada que se muestra en
la Figura 24.

R1

Figura 24

Solucién. Como se observa en el grafico el area A de la region es la suma de
las areas A1y A2 de las subregiones R1y R2 respectivamente. La funcion es

no negativa en el intervalo [-2,-1] y no positiva en el intervalo [-1, 2], por
tanto:

. 11
Al =f (xz—x—z)dx=€,

2
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2 -1
A2 =—f (xz—x—2)dx=f (x2-x-2)dx = 2
_'I 2 2
En consecuencia, A=11/6 +9/2 = 19/3 unidades cuadradas.
A continuacion estudiaremos como hallar el area de regiones limitadas

por dos 0 mas curvas. Consideremos el area de la region mostrada en la
Figura 25(a), limitada pory = f(x) e y = g(x), y lasrectas x =ay x = b.

f = f— f =

A2 Al l

(a) (b) (0

Figura 25

La integral fab f(x)dx representa el area mostrada en la Figura 25(b) y

jab g(x)dx, el area mostrada en la Figura 25(c). El area de la region entre fy g
es la diferencia entre A1y A2.

b b b
A= [ foodx- [Tgtdx= [ (£00-g00)dx

Observacion 41: En realidad, el procedimiento vale ain cuando f o g sean
no negativas en el intervalo de integracion. Es suficiente que f = g en [a, b];
esto es equivalente a decir que f - g = 0 en [a, b], de modo que el integrando
(f(x) - g(x)) dx sea significativo para el area.

Ilustraremos esta cuestion en los siguientes ejemplos:
Ejemplo 2.5:16: Determine el area de la region limitada por las graficas de las
funciones f(x) = /x y g(x) = x.

Solucién. Notemos que no estan explicitados los limites de la region. Po-
demos explorar la situacion haciendo el grafico de ambas funciones. En la
Figura 26 observamos que ambas graficas se intersecan en dos puntos y, para
hallarlos resolvemos el sistema de ecuaciones siguiente:
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y=x

y = X.
El conjunto solucion es S = {(0,0),(1, 1)}. Asi, la region queda limitada por las
graficas de las funciones f(x) = /x y g(x) = x y las rectas x = 0y x = 1. Su area
es:

! 1
A= ([x-x)dx = =.
o 6

Por consiguiente, A = 1/6 unidades cuadradas.

1

Figura 26

Ejemplo 2.547: Determine el area de la region limitada por las graficas de las
funciones f(x)=x-1yg(x)=5-2xylasrectasx =0y x = 4.

Solucién. Al graficar la region observamos que esta constituida por dos
subregiones que no se superponen, R1y R2; por tanto su area A sera la suma
de las areas de las subregiones, es decir, A1y A2, respectivamente. Como en
R1,g-f=20yenR2, f-g=0es necesario determinar el valor de x donde
ocurre este cambio, es decir, donde se intersecan las rectas.

y=x-1
y=5-2x.

La solucion es el punto (2, 1). Asi, el area de cada subregion es:

2 2 3x2 |
A1=f(5—2x)—(x—1)dx=f(6—3x)dx=6x—— =6,

0 0 2 1,

4 4 3x2 4
A2=f((x—1)—(5—2x))dx=f(3x—6)dx=T—6x - 6.

2 2 2

Entonces, A = 6 + 6 = 12 unidades cuadradas (Figura 27).
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Figura 27

Ejemplo 2.518: Determine el area de la region limitada por las graficas de las
funciones f(x)=x?>+1yg(x)=9-x?ylasrectasx = -3y x = 3.

Solucién. Notamos que la region es simétrica respecto del eje y (Figura 28).
Asi, para calcular su area consideraremos sélo la region comprendida entre
0 < x < 3y luego multiplicaremos por dos el valor obtenido.

En [0, 3] esta region esta acotada superiormente por dos curvas distintas.
Para hallar el punto de interseccion entre ambas graficas, resolvemos el
sistema de ecuaciones de segundo grado,

y:X2+1
y=9-x2

cuyo conjunto solucion es S = {(-2,5),(2,5)}.
Sean A1y A2 las areas de R1y R2 respectivamente. Entonces

2

2 2 3
A1=f(9-x2)-(x2+1)dx=f(8_2X2)dx=8x_2i (32
0 0 3 0 3
3 3 2X3 3 1
A2=f((x2+1)—(9—x2))dx=f(2x2—8)dx=__8x _ 14
2 2 3 2 3

El area de la region completa es A =2 - (A1 + A2) = 92/3 unidades cuadradas.

En ocasiones resulta mas facil integrar respecto de la variable y, en lugar
de x. El proceso de integrar con respecto al eje y para determinar el area
de una region implica que el observador adopta una perspectiva diferente
en relacion con la representacion grafica de la region, ubicando el eje y
horizontalmente respecto de quien observa.

Ejemplo 2.5.19: Determine el area de la region limitada por las graficas de las
funciones, y> = xy x-y = 2.
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W

-3 -2 -1 1 2

Figura 28

Figura 29

Solucién. En la Figura 29 se representa graficamente la region cuya area se
desea calcular. Para hallar los puntos de interseccion se resuelve el sistema
no lineal de ecuaciones
y?=x
y=x-2.

Reemplazando x por y? en la segunda ecuacion, resulta: y = y? - 2, lo que
equivaleay?-y-2=0,dedondey = -1, y = 2. Luego, reemplazando en la
primera ecuacion resulta, x = 1y x = 4. Por tanto, las graficas se intersecan
en los puntos (1,-1) y (4, 2).

A continuacion, mostraremos el calculo del area de dos maneras distintas.

CASO 1 Integracidon respecto al eje x: Al despejar y de y? = x, se obtiene
y =Xy y = -/x. Como se observa en la Figura 29(a), para calcular el
area de la region son necesarias dos integrales. A la izquierda de x = 1,
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calculamos el area de la region R1 (A1):

31

1 1 3
A1=f (ﬁ-(-ﬁ))dx:j 2. Jxdx= 22| - &
o o 3 3
0
A la derecha de x = 1, calculamos A2, area de la region R2:
4 4
A2 = f -(x-2) dx [ (Jx-x+2)dx = 142 ] 1o
: 2 , 6

Por tanto, el area del recinto es A = A1 + A2 = 9/2 unidades cuadradas.

CASO 2 Integracion respecto al eje y: Integrando respecto a la variable
y nos simplifica el trabajo dado que el area se puede calcular me-
diante una sola integral. Tomando y como variable independiente, las
expresiones de las funciones son x = y + 2 e x = y2. Luego,

2

2 2
y L 2
A=f(y+2-y2)dy= —+2y——-y] =5
» 2 37,72

Asi, el area es 9/2 unidades cuadradas.

EJERCICIOS 2.5.2
1. Halle el area de la region limitada por las graficas de:

a. f(x)=-1Ix|+1yg(x)=x*-

b. f(x)=(x-1)? ()-—x+3 X=-2yX=h
c f(x)=x- mx-—1yx 2.

d. f(x)=-x*>+4,9(x)=(x-2)*y x =3.

e. f(x)= 2,g(x) X, x=05yx =4

f. f(x)=2+Ilnx,(e-1)-y=-2x+2eyx =4
g f(x)=eXg(x)=e*-1,x=0yx=2.

2. Calcule el area de la region limitada por la grafica de la funcion

8x-2x2 sixs<4,

= . y lasrectas x =0, x =5y el eje x.
-8x+32 sSix>4

3. Determine el area de la region sombreada que se muestra en la Figura 30.
Las expresiones de las funcionessony = (x+ 1)+ (x-2)-(x-3)y y = 4x - 4.

4. Describe dos maneras distintas (siempre que sea posible) de realizar el
calculo del area de las regiones A, By C de la Figura 31. Las funciones son
f(x)=-x?+7x-6yg(x)=-2x + 8. Calcule dichas areas.
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f L1 23 L

Figura 30

Figura 31

. Utilice dos maneras distintas (o mas si existen) para realizar el calculo de
las areas de la region limitada por las curvas y> - x = 0y x - y = 2. Verifique
usando GeaGebra.,

. Grafique y sombree una region cuya area esta expresada por las integrales
3
[ 0= gonax [ (g - fxnax

. Exprese mediante una integral el area de la region que se muestra en la
Figura 32.

. Sugiera un nombre para cada curva y proponga una expresion que permita
calcular el area de la region sombreada en cada una de las siguientes
iguras. Si es necesario, aproxime las intersecciones.

y

o Y M

"

Figura 32


https://www.geogebra.org/calculator
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Coeficiente de desigualdad para distribuciones de ingreso

La curva de Lorenz se representa en un plano donde en el eje x se ubica la
proporcion acumulada de la poblacion, ordenada de menor a mayor ingreso,
y en el eje y la proporcion acumulada del ingreso total que recibe ese grupo.
Por ejemplo, el punto (x, y) = (0.5,0.25) indica que el 50 % de la poblacion mas
pobre recibe el 25 % del ingreso total. De forma analoga, el punto (0.9, 0.55)
indica que el 90 % de la poblacion con menores ingresos concentra el 55 %
del ingreso. Se considera que la equidad perfecta se da cuando el 50 % de
la poblacion de menores ingresos recibe el 50 % de los ingresos totales, el
10 % recibe el 10 %, etc.

En la practica, la curva de Lorenz real siempre se ubica por debajo de
esta bisectriz. Cuanto mas proxima esté a la recta y = x, mas equitativa
sera la distribucion; en cambio, cuanto mas se aleje, mayor sera el grado de
desigualdad.

Formalmente, si denotamos la curva de Lorenz como una funcion y = f(x),
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se cumplen las condiciones f(0) = 0 (ningln ingreso para poblacion nula)
y f(1) = 1 (todo el ingreso acumulado en el total de la poblacion). Tanto x
como y toman valores en el intervalo [0, 1].

A partir de esta curva se definen indicadores de desigualdad, como el
coeficiente de Gini, que mide la proporcion de area comprendida entre la
linea de igualdad perfecta y la curva de Lorenz con respecto al area bajo la
linea de equidad perfecta en el dominio. La Figura 33 ilustra graficamente
dos ejemplos de curvas de Lorenz.

y
1 £+
0,8 + ,/
0,6 |
//
04|
02
z X
0,20,40,60,8 1
Figura 33

El coeficiente de Gini fue desarrollado por Corrado Gini (1884-1965) en 1912
y es el cociente entre el area de la superficie que se encuentra entre la curva
y larectay = x y el area bajo esta Gltima y sobre el eje x, 0 < x < 1. Esta
superficie se llama area de concentracion. Cuanto mayor sea, mas concentrada
estara la riqueza; cuanto mas pequena sea esta area, mas equitativa sera la
distribucion de la renta del pais representado. El coeficiente de Gini (o de
desigualdad) se define como:

_ Area entre la recta y la curva

L - -
Area bajo la recta

El area bajo la recta y = x es el area de un triangulo, de modo que esta
dada por:

N| =

%xbasexaltura=%x1x1=

Por tanto, el coeficiente de Gini se obtiene como:
1
L =2 xAreaentre larectay la curva = 2 f (x - f(x)) dx,
0
donde y = f(x) es la funcion de la curva de Lorenz.

Ejemplo 2.5.20: La distribucion del ingreso de cierto pais esta descrita por
la curva de Lorenz dada por y = 19/20x2 + 1/20x, en donde x representa la
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proporcion de la poblacion que recibe ingresos, ordenada desde los mas
bajos ingresos a los mas altos e y, es la proporcion del ingreso total del pais.

1. Explique el significado del valor de la funcion para x = 0.10.
2. ;Qué proporcion del ingreso total recibe el 20 % mas pobre de ese pais?

3. ;Qué proporcion del ingreso total recibe el 20 % del sector con mejores
ingresos?

4. Determine el coeficiente de Gini actual para este pais.

Solucién. Notar que tenemos como dato la expresion analitica de la curva
de Lorenz, entonces a partir de ella, responderemos lo solicitado.

1. En este primer item calculamos y(0.10) = 0.0145, lo cual indica que el 10 %
de la poblacion mas pobre recibe el 1.45 % de los ingresos del pais.

2. Evaluamos, y(0.20) = 0.048, lo cual significa que el 20 % de la poblacion
mas pobre recibe el 4.8 % de los ingresos del pais.

3. La pregunta es equivalente a: ;qué proporcion del ingreso total recibe
el Gltimo 20 % de la poblacion (el 20 % mas rico)? EL 20 % mas rico co-
rresponde a la poblacion entre x = 0.8 y x = 1, por tanto calculamos
y(1)-y(0.8) = 1-0.648 = 0.352, lo cual significa que el 20 % de la poblacion
mas rica recibe el 35.2 % de los ingresos del pais.

4. Aplicamos la formula para hallar el coeficiente de Gini:

L = 2 x Area entre la recta y la curva

! 19 , 1
-2[0 (X—%X —Ex)dx

19
= 2~m = 0.317.

Curva de aprendizaje

En produccion industrial, la administracion a menudo debe estimar de an-
temano el nimero total de horas-hombre que requerira con la finalidad de
producir un nimero determinado de unidades de su producto. Una herra-
mienta que con frecuencia se utiliza para tal prediccion se denomina «curva
de aprendizaje». Se sabe que una persona tiende a requerir menos tiempo
en la ejecucion de una tarea particular si ya la ha realizado antes un nimero
de veces. En otras palabras, cuanto mas repita una persona una tarea, sera
mas eficiente y empleara menos tiempo al realizarla de nuevo. Asi, entre mas
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unidades se produzcan en una serie de produccion, el tiempo necesario para
producir cada unidad ira descendiendo.

Si se conoce la tasa de variacion del tiempo total T respecto de la produc-
cion de x unidades, dT/dx, entonces

Xo+R
f T'(x) dx
X

0

representa el tiempo total en horas-hombre que demanda la produccion de
k unidades adicionales a partir de xq.

Ejemplo 2.5.21: Después de pintar 40 autos del mismo modelo en una semana,
el departamento de pintura de una fabrica de automotores estima que la curva
de aprendizaje es f(x) = 10 - x 925, Luego, el nimero total de horas-hombre
para pintar 60 autos mas por semana se calcula por f41000 10-x7925 dx = 209.56.
Se concluye que la fabrica debe disponer de, aproximadamente, 210 horas-

hombre adicionales para realizar esta tarea.

Maximizacion de la utilidad con respecto al tiempo

Cierto tipo de actividades, después de un tiempo de explotacion de un re-
curso natural de interés se tornan no rentables. Ejemplo de esto suelen ser
las empresas que se dedican a la explotacion de minas o perforacion de
pozos petroleros. La tasa de cambio en el ingreso, R’(t) es alta al inicio de la
operacion, pero decrece a medida que transcurre el tiempo, mientras que la
tasa de variacion del costo, C'(t), es pequena al comienzo y aumenta con el
paso del tiempo por factores como mantenimiento de las maquinarias, costo
de extraccion mas altos, entre otros.

En estas operaciones hay un momento a partir del cual la tasa instantanea
del costo es mayor que la tasa ingreso, con lo cual la empresa comienza a
perder dinero. Es de interés determinar en qué momento sucede esto, y asi
poder conocer el plazo maximo en que la operacion es rentable.

Sean R'(t), C'(t) y U’(t) las tasas de variacion del ingreso, costo y utilidad,
respectivamente. Sean R(t), C(t) y U(t), el ingreso total, el costo total y la
utilidad total desde el inicio de la operacion hasta el instante t. Tenemos
que:

Ut) = R(t)-C(t) vy U'(t) = R'(t)- C'(t).

La utilidad maxima ocurre cuando U’(t) = 0, es decir cuando R'(t) = C'(t).
Entonces, la operacion deberia realizarse hasta el instante t, en el cual se
tiene R'(ty) = C'(tp).
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La variacion en las utilidades desde el inicio hasta el instante t, esta dada
por

t t
AU:fO U(t)dt=[o (R(t) - C'(1)) dit.

Puede interpretarse como el area encerrada por las curvas de las funciones
R'(t)y C'(t)entret =0yt =t,. Si se desea obtener la utilidad maxima real, se
debe restar de AU el costo fijo.

Ejemplo 2.5.22: Las tasas de costo y de ingreso de una operacion de perfora-
cion petrolera estan dadas por C'(t) = 40 +2t"/2 y R'(t) = 80 - 3t"/2, en donde t
se mide en anosy Ry C se miden en miles de millones de dolares. Determine
en cuanto tiempo se obtendra la utilidad maxima y cual es su valor, si los
costos fijos para iniciar la operacion son de 1 200 millones de dolares.

Solucién. Buscamos el valor de t para el cual las dos tasas son iguales.
Es decir,

C'(t)=R'(t)
40 +2t"/2 = 80 - 3t"/2
5t"/2 = 40
t12=8
t = 64.

Por tanto, la operacion debera mantenerse por t, = 64 anos, y la utilidad
maxima sera:

64 64
u(ndt-12=_['(40-5ﬂﬂ)dt—12=8533-L2z8511
0 0

En 64 anos, la utilidad real obtenida es de 852 100 millones de dolares.

Superavit de consumidores y Superavit de productores

El comportamiento del consumidor se representa mediante la funcion de
demanda, que muestra la cantidad de un bien adquirida, g, a distintos precios,
p. Por su parte, la curva de oferta describe el comportamiento de los produc-
tores u oferentes, indicando la cantidad g del bien que estan dispuestos a
vender o suministrar a diferentes precios p.

El mercado alcanza un punto de equilibrio cuando la cantidad demanda-
da coincide con la cantidad ofrecida. A este precio se lo denomina precio
de equilibrio, p,, y la cantidad correspondiente, cantidad de equilibrio, g,.
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p (Precio/unidad)

P1
Pe®------
Po

g (Cantidad)

de a1

Figura 34. Curvas de oferta y demanda.

De este modo, el punto de equilibrio del sistema oferta-demanda queda
expresado como E = (g, p.), el cual corresponde a la interseccion de ambas
curvas.

La Figura 34 ilustra graficamente esta situacion.

En equilibrio, hay cierto nimero de consumidores que han comprado el
producto a un precio menor del que estaban dispuestos a pagar por él, de
modo que estan beneficiandose de este menor precio p,. En referencia a esta
situacion podemos definir lo siguiente.

Definicion 2.5.4 (Superavit de consumidores): El superavit del consumidor
mide la ganancia total de los consumidores por la compra. Es la cantidad total
que ganan los consumidores al comprar el producto al precio de equilibrio,
en lugar de haberlo comprado a un precio que hubieran estado dispuestos a
pagar (superior al de equilibrio).

A continuacion analizaremos como se calcula esta medida. Para ello con-
sideremos la funcion demanda p = f(q). De acuerdo con su definicion, hay
consumidores que estarian dispuestos a pagar mas que p,. Por ejemplo, al
precio p, por unidad los consumidores comprarian g, unidades y su gasto
es p, - qq. Para determinar el gasto total de estos consumidores suponiendo
que todos los consumidores compran el articulo al precio maximo que estan
dispuestos a pagar subdividimos el intervalo entre 0y g, en intervalos de
longitud Aq. La Figura 35(a) muestra que una cantidad Ag de productos se
venden a un precio cercanoa py p - Ag puede considerarse como la cantidad
total de dinero que los consumidores gastarian comprando Ag unidades de
producto si el precio por unidad fuese p. Por consiguiente, si todos los con-
sumidores que estaban dispuestos a pagar un precio mayor que p, pagaron
lo que estaban dispuestos a pagar, entonces, a medida que Ag — 0 tenemos

9e
Gasto del consumidor = f f(q)dq,
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cuya interpretacion geométrica puede verse en la Figura 35(b).

p

(b) Gasto del consumidor

Figura 35

Pero, como el precio en realidad es p, esos consumidores s6lo gastan p,-q,,
lo que representa el gasto real del consumidor, si todos los consumidores
pagaran el precio de equilibrio. De aqui que, el superavit del consumidor es
la diferencia entre el gasto total del consumidor, si todos los consumidores
pagaran el precio maximo que estan dispuestos a pagar, y el gasto real del
consumidor, si todos los consumidores pagaran el precio de equilibrio. Por lo
que:

Ge
Superavit consumidor = f f(@)dqg - p.- q.
0

- — — — )
- — — — )
> — — —

Pe - e = Superévijc del
consumidor

o\,

o
)

-

—~

O

N

o

Ka}

1

Figura 36

Del mismo modo que ocurre con los consumidores, hay algunos provee-
dores que hubieran estado dispuestos a producir/ofrecer el producto a un
precio menor al de equilibrio. En relacion con los oferentes, podemos definir:
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Definicion 2.5.5 (Superavit de productores): El superavit del productor mide
la ganancia total de los proveedores por la venta, al precio de equilibrio. Es la
cantidad total que ganan los productores por vender al precio de equilibrio
en lugar del precio que hubieran estado dispuestos a aceptar (menor al de
equilibrio).

Consideremos la funcion de oferta p = g(q). Si los productores venden
todos los productos al precio de equilibrio p,, su ganancia esta dada por el
producto p, - g.. Sin embargo, hay productores que venden su producto a
un precio menor al de equilibrio; por consiguiente, si los productores estan
dispuestos a vender su producto a un precio menor que p,, entonces, la
ganancia real del sector esta dada por:

9e
Ganancia real del productor = f g(q)dg.
0
El superavit del productor ahora es la diferencia entre la ganancia total, si
todos los productores vendieran al precio de equilibrio, y la ganancia real

del productor, si todos los productores vendieran el producto a un precio por
debajo del de equilibrio. Por tanto:

%
Superavit del productor = p, - g, - f g(q)dq
0

Es decir, el superavit del productor esta representado por el area limitada
por la recta horizontal p = p, y la curva de la funcion oferta, para 0 < g < q,.
Visualizamos lo anterior en la Figura 37.

I I
| |
| |
| |
Py é >

- — — — )

Pe Qe - qeg(q)dq = Superavit del
0 productor

Figura 37

Observacion 42: Frecuentemente se utilizan las formulas

sc- [“(f@-pada v 5P [“(p.-ala)dq
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EJERCICIOS 2.5.6

1.

Calcule el coeficiente de desigualdad si la curva de Lorenz es la de ecuacion
y = 0.94x2 + 0.06x.

. Calcule el coeficiente de la desigualdad (en funcion de a) para la curva

de Lorenz y = ax? + (1 - a)x, en donde a es una constante positiva. Asigne
valores a la constante a y estudie la distribucion de la riqueza para los
distintos valores de a.

. Realice una bisqueda en soportes electronicos del coeficiente de Gini, para

Argentina, en distintos anos, y para paises limitrofes. Compare y saque
conclusiones.

. Suponga que se ha establecido el equilibrio del mercado. Determine y

grafique el superavit del consumidor y del productor si las funciones de
demanday de oferta del producto son:

a. p=370/(qg +6); p=3.8+0.2q.
b. p=1200-1.5g% p =200 +g>.

. La elasticidad de la demanda para cierto bien es n = (q - 400)/q, para

0 < g < 400.
a. Determine la funcion demanda p = f(q) sabiendo que el precio es 5
dolares cuando se vende 380 unidades del producto.

b. Halle el superavit del consumidor y del productor si la funcion oferta
esp=4/25q +18.

. Si el ingreso marginal de un fabricante es R'(q) = 100-(3/2),/4q, expresado

en délares/unidad, determine:

a. La funcion de demanda p = f(q).
b. El precio al cual se venden 400 unidades de su producto.

c. El superavit del consumidor si el precio hallado en b. es el precio de
equilibrio.

d. Elincremento delingreso cuando la produccion aumenta 200 unidades
a partir de 600.

. Las tasas de ingreso y costo de cierta operacion son R'(t) = 40 - 8t'/3 y

C’'(t) = 8 + 8t"/3 respectivamente, donde t se mide en afios y Ry C se miden
en millones de dolares. Determine por cuanto tiempo debera continuar
la operacion con la finalidad de obtener la utilidad maxima. ;Cual es el
monto de la utilidad maxima suponiendo que los costos fijos de operacion
inicial son de 6 millones de dodlares?
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8. Las tasas de ingreso y costos de una actividad son: R'(t) = a - bt'2 y
C'(t) = ¢ - dt'/2, Asigne valores a los parametros a, b, c y d de modo que el
instante t, de obtencion de maxima utilidad sea positivo y entero. Luego,
determine la utilidad maxima para el t, obtenido. Explicite al menos tres
posibilidades de valores para los parametros.

9. Elensamblado de las primeras 100 calculadoras demanda 80 horas-hombre
en total. El tiempo necesario para ensamblar cada lote de 100 calculadoras
se modela mediante la curva de aprendizaje

f(x) = 80x7933,

donde x es el nimero de lote de 100 calculadoras (x = 1 para el primer
lote de 100, x = 2 para el segundo, etc.) y f(x) se mide en horas-hombre
por lote. Estimando el proceso de forma continua, ;cuantas horas-hombre
se invertiran en ensamblar las primeras 1500 calculadoras?

INTEGRAL IMPROPIA

Hemos visto que, si f es una funcion continua y no negativa, la integral
fab f(x)dx es el area de la region ubicada entre la curva y = f(x) y el eje x,
desde x = a hasta x = b. Podemos extender esta idea del calculo de areas a
regiones abiertas, como se puede visualizar en la Figura 38.

y

Figura 38

En lenguaje simbolico,

_C " f(x) dx
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expresa la idea donde el extremo superior del intervalo de integracion tiende
a oo, De la misma manera, podemos plantear

[b f(x)dx

donde el extremo inferior del intervalo de integracion es -oo.
Estas integrales se denominan impropias y para calcularlas recuperamos
la idea de limite.

Definicion 2.6 (Integral impropia): Sea y = f(x) una funcion continua en
[a, ), entonces

f “ f0dx = tim [ £ dx.

b—oo a

Sea y = f(x) una funcidn continua en (-, b], entonces

/_-bf(x)dx = al_i)rpw_/’bf(x)dx.

En el caso de existencia del limite, la integral impropia es convergente y, de
lo contrario, es divergente.

Ademas podemos definir la integral impropia donde ambos extremos son
infinitos.

Sea y = f(x) una funcion continua en (-0, ), entonces

[:f(X)dX=[;f(X)dmfcmf(X)dx,

donde c es un niimero real arbitrario, aunque suele ser conveniente elegir el
cero. Si convergen ambas integrales impropias del segundo miembro, enton-
ces converge la integral impropia del primer miembro y es igual a la suma de
las dos integrales. Cuando una de las dos integrales del segundo miembro es
divergente, entonces, f_‘: f(x)dx es divergente.

Las integrales impropias convergentes en las cuales el integrando es una
funcion continua y no negativa para x<a 6 x 2 b 6 -0 < X < oo representan
el area de la region abierta limitada superiormente por la grafica de f e
inferiormente por el eje x.

En este texto solo abordaremos integrales impropias con limites de inte-
gracion infinitos de funciones continuas en el intervalo de integracion: las
denominadas integrales de primera especie.

Ejemplo 2.6.1: Determine si la integral impropia
f 1 dx
;X
es convergente o divergente. Interprete geométricamente.
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Solucion. Calculamos:
oo b
f Tax=tim [ lax
1 X b—oo 1 X
- iy o,
= blim (Inb-1ln1)

=limlnb

b—>co

= 00,

La integral impropia j1°° 1/x dx es divergente, por lo que la region determi-
nada por la grafica de f(x) = 1/x y el eje x, para x = 1, tiene area infinita.

Ejemplo 2.6.2: Determine si la integral impropia
“ 1
[ — dx
1 X2
es convergente o divergente. Interprete geométricamente.

Solucion. Calculamos la integral

La integral impropia f1°° 1/x% dx es convergente. Esta integral impropia se
interpreta como el area de la region no acotada delimitada por la grafica de
f(x)=1/x%y el eje x, para x 2 1, la cual es igual a 1 unidad cuadrada.
Ejemplo 2.6.3: Determine si la integral impropia

1
—dx
b7

es convergente o divergente. Interprete geométricamente.
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Solucion. Realizamos el calculo primero de la integral impropia:
® 1 - b
—dx = lim — dx
-[ \/} b-o J4 \/}
b
lim 2\/}|
b—oo 1

fim (2-/b-2)

= 00,

La integral impropia f1°° 1//x dx es divergente. Luego, la region no acotada,
limitada entre la grafica de f(x) = 1/\/x y el eje x, para x > 1, tiene area
infinita.

Ejemplo 2.6.4: Determine si la integral impropia

f eXdx

es convergente o divergente. Interprete geométricamente.

Solucién. Primero dividimos la integral como sigue:

oo 0 oo
f e"dx=f e"dx+[ e*dx.
-0 -0 0

Entonces, por un lado tenemos que

0 0
[ e¥dx = lim eXdx
-0 a—=-0 Jg
0
a

lim e*|
a—-oo0
= lim (e°-e%)

a—-co

=1,

y, por otro lado,

o) b
f eXdx = lim [ e*dx
0 b—eo Jg
- b
lim eX
b— oo |0
lim (e - €)

b—oo

= 00,

La integral impropia f_(; e* dx es convergente, mientras f0°° e*dx es diver-
gente. En consecuencia, [_: e* dx es divergente. Se interpreta que la region
entre f(x) = eXy el eje x, sobre todo R, es no acotada de area infinita.
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EJERCICIOS 2.6
1. Estudie la convergencia de las integrales.

® 3

a.f X :1dx. b. f e?* dx. f
. X

d.f 2xe™ dx. e.[ (1-x)-e*dx. f .eX/2dx.
—oo 1 0

2. Calcule el area comprendida entre la curva y = e y el eje x, para x = 0.
Represente graficamente.

3. Estudie para qué valores de a € R es convergente la integral de la funcion
f(x)= % en el intervalo [1,00) con a > 0.

4. La mutual de una ciudad de 500 000 habitantes desea constituir un fondo
para ayudar a los jovenes a estudiar en la universidad por medio de becas.
Para ello se propone realizar aportes continuos capitalizables a una tasa de
variacion que responde al modelo f(t) = 20te"t en millones de délares/afo.
;Cual es la maxima cantidad que podra reunir este fondo desde el momento
de su creacion?
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3 Sucesiones y series

Las sucesiones y series son herramientas matematicas fundamentales con
aplicaciones amplias en las ciencias econdmicas. Pueden modelar el com-
portamiento de variables economicas a lo largo del tiempo. En economia,
las sucesiones son (tiles para modelar fendomenos como la evolucion de
precios, el crecimiento de una poblacion o la rentabilidad de una inversion
pues proporcionan un marco para observar y predecir tendencias a futuro.

Las series son esenciales para estudiar procesos de acumulacion discreta.
Por ejemplo, en finanzas, las series geométricas permiten calcular el valor
acumulado de intereses compuestos y son fundamentales en el analisis de
créditos y amortizacion de préstamos. En econometria, las series ayudan a
estimar modelos que proyectan el comportamiento de variables macroecono-
micas y facilitan la toma de decisiones estratégicas en politicas de inversion
y gasto.

Desde un punto de vista historico, las sucesiones y las series surgen de
la necesidad de comprender procesos que involucran cambio, repeticion y
acumulacion. Ya en la Antigliedad, problemas filosoficos como las paradojas
de Zendn —en particular la paradoja de la flecha y la de Aquiles y la tortuga—
planteaban interrogantes sobre el movimiento y la divisibilidad del espacio y
deltiempo, que pueden interpretarse como el estudio de una sucesion infinita
de instantes o distancias. Mas adelante, en el desarrollo de la matematica
griega y, siglos después, en el surgimiento del calculo infinitesimal, estas
ideas se formalizaron mediante sucesiones y series, permitiendo describir
rigurosamente procesos continuos a partir de aproximaciones discretas.

Comprender estos conceptos proporciona una base para tomar decisiones
informadas en economia, finanzas y administracion, permitiendo a los profe-
sionales modelar, analizar y prever el comportamiento de los mercados y los
recursos en el tiempo.
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SUCESIONES

En esta seccion formalizamos el concepto de sucesion y estudiamos sus
propiedades fundamentales: monotonia, acotamiento y convergencia. Finali-
zamos con dos familias de especial relevancia en economia y finanzas: las
sucesiones aritméticas y las geomeétricas.

Introduccion

En matematicas, la palabra sucesion se usa en un sentido muy parecido al
del lenguaje usual. Se dice que una coleccion de objetos o eventos esta en
sucesion cuando la coleccion esta ordenada de manera que tiene un primer
elemento, un segundo elemento, y asi sucesivamente. Este orden lo logramos
listando los elementos de la sucesion por medio de los nimeros naturales.

Definicion 3.1.1 (Sucesion): Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el
conjunto de los nimeros naturales. Mas formalmente, f es una sucesion si
f:N->R.

Consideremos la funcion f: R - R, f(x) = (1/2)" cuya grafica esta repre-
sentada en la Figura 1(a).

Al restringir su dominio al conjunto de los niimeros naturales, se tiene que
la funcién f: N — R luce como en la Figura 1(b).

y
y
1\

|

= t-----0
N e
wie

> e
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—
[<3]
~
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o
~

Figura 1
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Esta funcion es una sucesion, y las imagenes obtenidas

1 1 1 1 1 1

fM=5 f@)=7, f@)= 8 f(4) = 16’ f(5) 3 f(6) = A
son los elementos de dicha sucesion.

La notacion empleada para indicar una sucesion es a través de un nombre
y de un subindice. Por lo general, dada la funciona: N - R, decimos que
a cada n € N le corresponde un elemento de la sucesion, a(n), el cual lo
escribiremos de forma mas compacta con el subindice correspondiente a,.

Los elementos del dominio indican el orden en que se suceden los valores
de la variable dependiente. Es decir, al nimero 1 le corresponde el valor a,, al
nimero 2, el valor a,, y asi sucesivamente, al nimero natural n le corresponde
el valor a,. De este modo se puede denotar la sucesion de alguna de las
siguientes maneras:

{an}neN = {an}n21 = {01 y a2, 03,0y, ..., Ay, .. }

Por lo tanto, una sucesion numeérica es una secuencia de niimeros orde-
nados de una forma predeterminada. Los nimeros a,, a,, as;, etc. son los
términos de la sucesion y a,, cualquiera sea n = 1, indica el término general.

Para el ejemplo de sucesion dado arriba, tenemos

RO O Y 0
ninz1 — 2 ,,21_ 2,4,8,16,32,..., > yoee [ o

Observacion 43: En ocasiones, es conveniente empezar una sucesion en n = 0,
es decir, extender el dominio al conjunto de los enteros no negativos, que se
denota como N,. De este modo, los términos de la sucesion seran: ag, a,, a,, as,
etc., donde el primer término ahora sera ay, el segundo término sera a4, y asi
sucesivamente. En estos casos, escribiremos la sucesion de la forma {a,}en,
o bien, {a,}nso-

Ejemplo 3.4.1: Determine los primeros elementos de la sucesion

{ankns1 =3+ (-1)"} ;-
Solucion. Los elementos

3+(_1)11 3+(_1)21 3+(_1)31 3+(_1)A1
2, 4, 2, 4,

son los primeros de la sucesion {a,},»1-

Ejemplo 3.4.2: Determine los primeros elementos de la sucesion

{bp}ns1 = {%}nﬂ .
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Solucion. Los elementos

_11 _§1 57 71
son los primeros de la sucesion {b,},»1.

Ejemplo 3.4.3: Determine los primeros elementos de la sucesion

n2
{Cnlns1 = [ﬁ} .
nz1

Solucion. Los elementos

12 22 32 42
27-1" 22-1 -1t -1
1 4 2 16
1 37 7' 151

son los primeros de la sucesion {c,},»1-

Sucesiones monotonas

Un aspecto fundamental al analizar el comportamiento de una sucesion es
determinar si sus términos siguen una tendencia constante de crecimiento o
decrecimiento a medida que avanza el indice n.

Definicion 3.1.2 (Sucesion monétona): Una sucesion se dice monétona cuando
es creciente o decreciente. Es decir, una sucesion es

« monétona creciente si a,, < a,,, para todo n en el dominio, o
« monétona decreciente si a,, 2 a,,; para todo n en el dominio.

Si la desigualdad es estricta diremos que es estrictamente creciente o
estrictamente decreciente.

Ejemplo 3:1.4: La sucesion {e,},»0 = {3n/(n + 1)}, s mondtona creciente. La
desigualdad que queremos probar es e, < e,.; para todo n € Ny, es decir

3n . 3(n+1) 3n+3

n+1 - (n+1)+1 n+2’' vn € No.
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Puesto que todos los factores son positivos, obtenemos la desigualdad equi-
valente
3n(n+2)<(3n+3)n+1).

Desarrollando cada miembro tenemos que
3n?2+6n<3n2+6n+3,

y cancelando los términos que se repiten, llegamos a 0 < 3, lo cual es una des-
igualdad verdadera. Podemos concluir entonces que la sucesion es monotona
creciente.

Ejemplo 3.1.5: La sucesion {a,}.1 = {n/(2n + 1)} .. es estrictamente creciente.
Podemos proceder como en el ejemplo anterior, o probarlo de la siguiente
forma: restamos dos términos consecutivos y mostramos que la diferencia es

positiva cualquiera sea n € N. Es decir,

n+1 n
2n+1)+1 2n+1
_(n+1)(2n+1)-n(2n +3)
h (2n +3)(2n + 1)
-1 9

2n+3)2n+1) '

Qpyq —Qp =

lo cual es cierto para todo nimero natural n,yaque2n+3>0y2n+1>0
paran=1.

Ejemplo 3.1.6: La sucesion {a,}.1 = {2/(n + 1)} ,, es monotona decreciente
porque
2 2 2n+1)-2(n+2) -2

M)+ ne1- (nedn+)  medmen) 0

Qp.q =0y =
para cualquier nimero natural n.

Otra manera de comprobar si una sucesion a, es mondtona decreciente
(creciente) consiste en argumentar que la derivada de una funcion derivable
asociada a la sucesion es negativa (positiva) en el intervalo [1, o). Esta funcion
g debera cumplir que g(n) = a,, para cada n € N. Si la sucesion comienza en
n = 0, tendra que verificarse lo mismo pero en el intervalo [0, o).

En el ejemplo anterior, la funcion f: [1,00) —» R dada por f(x)=2/(x+1)
es la que denominamos funcion asociada, puesto que trivialmente verifica
f(n) = a, para cada n € N. La derivada de dicha funcion es

, -2
fr(x)= TR
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la cual es negativa en todo su dominio. Entonces tenemos que la funcion es
decreciente, lo que implica que la sucesion también es decreciente (pues los
términos de la sucesion son los valores de f cuando su dominio se restringe
aN).

Este criterio es una condicion suficiente. Pueden existir sucesiones mono-
tonas tales que las funciones derivables asociadas no cumplan tener esa
misma monotonia sobre todo el intervalo [1, o) (o sobre todo el intervalo
[0, ), seglin corresponda).

Ejemplo 3.4.7: Consideremos la sucesion {d,}p»1 = {(n - 5)%}p»1 ¥ @analicemos su
monotonia:

o = dp = ((n+1)-5)>-(n-5)
=n%?-8n+16-(n%-10n+25)
=-9+2n.

En este caso d,,1 - d, no tiene el mismo signo para todo n, pues sin =1
entonces d, - d, = -7 <0, pero si n = 10 entonces d1 - d1p = 11 > 0. Luego, la
sucesion d, no es monotona.

Aquitambién podriamos haber utilizado el criterio de la derivada. La funcion
asociada a la sucesion {d,}n-1 es f(x) = (x - 5)?, para x = 1, cuya derivada es
f'(x) = 2(x - 5) = 2x - 10. Vemos que

f'(x)>0 para x>5 y f'(x)<0 para x<5.

Luego, la funcion asociada no es mondtona decreciente en todo el intervalo
[1,00), y la sucesion tampoco lo sera.

Ejemplo 34.8: La funcion f: [1,0) = R, f(x) = (1/2)* esta asociada con la
sucesion {ap}ys = {(1/2)”}n>1. Su derivada es f'(x) = In(1/2)(1/2)", que es
negativa en todo su dominio. Luego, tenemos que f es decreciente, y esto
conduce a que la sucesion correspondiente es también monotona decreciente.

Ejemplo 3:1.9: Vimos anteriormente que la sucesion {ap},s1 = {3+(-1)"} .,
alternaba entre los valores 2 y 4. Esta sucesion no sera monotona porque, por
ejemplo, a; =2 < 4 = a, pero a, = 4 > 2 = as. Es decir, no vale que a, < a,,; ni
que a, 2 a,,; paratodon € N.

Veamos otros ejemplos en forma grafica.

Ejemplo 34.10: La sucesion {a,},»7 no es monotona, como vemos en el grafico
de la Figura 2, dado que a; =-2 < 4 =a, peroa, = 4 ¢« -8 = as.
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Ejemplo 31.11: La sucesion {b,},»1 Si es monotona. Si bien esto se observa
en el grafico de la Figura 3, siempre que se disponga del término general de
la sucesion, debe hacerse la comprobacion analitica. En este caso, tenemos
que la expresion de la sucesion verifica que b, = f(n), n 2 1, siendo la
funcion f(x) = 2x/(1 + x). Si derivamos f tenemos que f'(x) = 2/(1+x)?> >0
para todo x 2 1. Luego, la sucesion {b,}n.1 = {2n/(1+n)} . es monotona

creciente.

b
b; by Y 2n
{bn}ns1 ={m} 1
nz

Figura 3

Ejemplo 34.12: Para el caso de {c,},»1, vemos en la grafica de la Figura 4 que la
sucesion no es monodtona ya que crece inicialmente y decrece después. Para
justificar que no es monotona es suficiente exhibir términos donde esto se
evidencie: 1=¢;<c, =4/3,pero9/7 =c3 > ¢, = 16/15, con lo cual podemos
afirmar que no es monédtona.

347



2,5+ n2
21 {cntnsn = [ﬁ}m
1,5 + G G
' G ® e G
1+ .1 I I ® (s
] | | | °
o5{ .
| | | | | n
1 2 3 4 5
Figura 4
Sucesiones acotadas

Otra propiedad esencial para el estudio de la convergencia es determinar
si los términos de la sucesion pueden crecer o decrecer indefinidamente, o
si, por el contrario, su magnitud se mantiene restringida dentro de un rango

finito.

Definicion 34.3 (Sucesiones acotadas): Se dice que una sucesion {a,},»; €s
acotada inferiormente si todos sus términos son mayores o iguales que un
cierto nimero m, que llamaremos una cota inferior de la sucesion, es decir,

a,zm, VneN.

Por otro lado, se dice que una sucesion {a,},», e€s acotada superiormente
si todos sus términos son menores o iguales que un cierto nimero M, que
[lamaremos una cota superior de la sucesion, es decir,

a,<M, VneN.

Si una sucesion es acotada superior e inferiormente, se dice que es una
sucesion acotada. En caso contrario, diremos que la sucesion es no acotada.

Observacion 44: Las cotas inferiores y superiores no son (nicas. Cualquier
nimero mas pequeno que una cota inferior m también es cota inferior, y
cualquier nimero mayor que una cota superior M es otra cota superior. Es
decir, cuando busquemos cotas inferiores y superiores no necesitamos ser
tan precisos. Lo que importa para decidir la acotacion o no de una sucesion
es que podamos encontrar alguna cota inferior y alguna cota superior.

Ejemplo 3.143: Demuestre que la sucesion {2n/(n +3)} .. es acotada y mono-
tona creciente.
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Solucién. Existen distintos procedimientos para analizar la monotonia y aco-
tacion de una sucesion. En este primer caso, comenzamos por analizar si la
sucesion es monotona a partir del signo de la derivada primera de la funcion
asociada f, tal que f(x) = 2x/(x + 3),x 2 1. Como f'(x) = 6/(x + 3)? es positiva
para x = 1, entonces f es creciente y, en consecuencia, la sucesion es mono-
tona creciente. Dado que es mondtona creciente, esta acotada inferiormente
por el primer término, 1/2. Para constatar si existe cota superior calculamos
el lim,_ . 2n/(n + 3). Este limite es 2 y es cota superior. En consecuencia, la
sucesion esta acotada.

Ejemplo 31.44: Demuestre que la sucesion {a,}, = {(4-n?)/(2+ n)}n>1 es
acotada superiormente y monotona decreciente. i

Solucién. Observamos que (4 - n?)/(2 +n) = 2 - n. Para analizar la monoto-
nia planteamos la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera,
obteniendo a,,; -a, =2-(n+1)-(2-n)=-1. Al ser negativa esta diferencia,
Qp.q < a,, por lo que concluimos que la sucesion es monotona decreciente y,
por tanto, esta acotada superiormente por el primer término, 1.

Ejemplo 3.1.5: Demuestre que la sucesion {n3/(n? + 1)}n>1 es acotada inferior-
mente y mondtona creciente. i

Solucién. Notamos que todos los términos de la sucesion son positivos, por
lo que 0 es una cota inferior. Seguidamente, estudiamos la monotonia a través
del signo de la derivada primera de la funcion asociada f(x) = x3/(x% + 1),
para x > 1. La derivada f'(x) = x? - (x2 + 3)/(x? + 1)? es positiva en el dominio
de f. Luego, f es creciente y, por tanto, la sucesion es monotona creciente.

Ejemplo 3.1.16: Demuestre que la sucesion {(-1)"/2} ., es acotada y no mono-
tona.

Solucién. Notemos que (-1)" = 1sin es pary (-1)" = -1 si n es impar, por
lo que los términos de la sucesion seran 1/2 y -1/2, respectivamente. Esta
sucesion esta acotada superiormente por cualquier real mayor o igual que
1/2 e inferiormente por cualquier real menor o igual que -1/2, por lo que
esta acotada. Ademas, no es monotona puesto que crece y decrece.

Ejemplo 31.47: Demuestre que la sucesion {(-1)" - n},»; no es ni acotada ni
mondtona.

Solucion. En este caso, cuando n es par, los términos de la sucesion crecen
indefinidamente ya que lim,,,n = o. Cuando n es impar, decrecen sin
limite pues lim,_(-n) = -. Asi, los términos de la sucesidon aumentan y
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disminuyen alternadamente a medida que n crece; por tanto, la sucesion no
es acotada ni monotona.

Ejemplo 3.118: Demuestre que la sucesion {ln(n)},,; es mondtona creciente y
acotada inferiormente por 0, pero no es acotada superiormente.

Solucién. Analizamos la monotonia a partir del signo de la derivada primera
de la funcion asociada f, tal que f(x) = In(x),x 2 1. Como f'(x) = 1/x es
positiva para x = 1, f es creciente y, por ende, la sucesion es monotona
creciente. Una cota inferior sera el primer término, In(1) = 0. Para constatar
si existe cota superior calculamos el lim,_,, In(n) = . En consecuencia, la
sucesion no esta acotada superiormente.

Ejemplo 34.19: La sucesion {e"},.; es mondtona creciente, acotada inferior-
mente por el nimero e pero no acotada superiormente, mientras que la
sucesion {e™"},,; es monotona decreciente, acotada inferiormente por 0y
superiormente pore™' = 1/e.

Limite de una sucesion y convergencia

Como una sucesion es una funcion con dominio en N, s6lo podemos analizar
la tendencia de sus valores a medida que n se hace cada vez mas grande en
ese conjunto numeérico.

Definicion 3.1.4 (Sucesion convergente): Si los términos de la sucesion {a,},»1
seacercanaunnimero L cuando n se acerca a o, es decir, si el término general
de la sucesion posee limite finito L, se dice que la sucesion es convergente.
Esto es,

{a,},»1 es convergente siy solo si ,}L”; a, = L.

Si el limite no existe, se dice que la sucesion es divergente.

Ejemplo 3:1.20: ;Es convergente la sucesion {a,} = {(1 /2)”}n>1?

Solucién. Podemos visualizar su comportamiento graficando sus primeros
términos en los ejes cartesianos como se ve en la Figura 5, o en la recta real
como se ve en la Figura 6.

Vemos en ambos graficos que la sucesion {a,},», decrece a 0. Luego, po-
demos decir con base en los mismos que la sucesion es convergente con
lim, . (1/2)" = 0.
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El siguiente teorema permite aplicar las propiedades de limite de funciones
de variables reales a limites de sucesiones.

Teorema 3.4.1: Sea f una funcion definida sobre x € [1, ) con x € R. Si

1. f(n) = a, paracadan €N, 2. lim f(x) =1L,

X— 00

entonces la sucesion {a,} es convergente y lim,_,, a, = L.

Observacion 45: Si la sucesion {a,} comienza en n = ng, bastara con que la fun-
cion f esté definida para todo x = ny y coincida con la sucesion; es decir, que
se verifique f(n) = a, para todo n 2 n,. Por ejemplo, si queremos estudiar la

convergencia (o también la monotonia) de la sucesion {ap},.¢ = {nzlw/n - 5} ,
nz6

vemos que su funcion asociada es f(x) = x2/\/x - 5. Esta funcidn no esta defi-
nida para todo x = 1 pero nos basta con que lo esté para todo x = 6, y esto si
lo cumple.

El reciproco del Teorema 3.1.1 es falso, esto es, la sucesion puede tener limite
y la funcion de variable real no. Mas aiin, como la funcion debe coincidir con la
sucesion solo sobre nimeros naturales, pueden definirse muchas funciones
diferentes asociadas a la sucesion, algunas de las cuales podran tener limite
y otras no. No veremos en este texto funciones de este tipo.

También puede ocurrir que la sucesion no tenga una funcion real asociada,
es decir, que cierta funcion u operacion tenga sentido para niimeros natu-
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rales pero no para nimeros reales en general. Tal es el caso de la sucesion
{(-1 /2)”}n>1 que es convergente a 0 pero no proviene de una funcion real ya
que las po_tencias aX, cuando a < 0, no estan bien definidas sobre los nimeros
reales (por ejemplo, pensar si x = 1/2,-3/4, ). Veremos mas adelante otros
ejemplos de sucesiones que no poseen una funcion asociada conocida.

Ejemplo 3.1.21: Como la sucesion {a,},»1 = {3+(-1)"},»1 alterna entre los valores
2y 4,no posee limite. Por lo tanto, la sucesion es divergente. Aqui no podemos
aplicar el teorema anterior ya que no esta bien definida la funcion f(x) = (-1)*
para x € R.

Ejemplo 3.1.22: Para la sucesion {b,},»1 = {n/(1-2n)} .., consideramos f(x) =
x/(1-2x), para x 2 1, de la cual sabemos que lim,_,, f(x) = -1/2. Del Teore-
ma 3.1.1 tenemos entonces que también la sucesion {b,},s1 converge a -1/2.

Ejemplo 3.1.23: Para la sucesion {c,}p»1 = {(n - 5)?}p»1, podemos considerar la
funcion f(x) = (x - 5)? definida sobre [1, ). Sabemos que lim,_,, f(x) = oo,
con lo cual no es posible aplicar el Teorema 3.1.1. Veremos luego un criterio
gue nos permitira decir qué limite poseen este tipo de sucesiones.

Ejemplo 34.24: La sucesion {d,},.; = {3n/(n + 1)},,, tiene como funcion aso-
ciada a f(x) = 3x/(x + 1), con x = 1. Esta funcion converge a 3 cuando x — oo,
con lo cual lim,_, d, = 3 por el Teorema 3.1.1.

Ejemplo 3.1.25: La sucesion {ln(n)},s; tiene como funcion asociada a f(x) =
[n(x) (x = 1) la cual verifica lim,_,., f(x) = o0, y no podemos aplicar el Teore-
ma 3.1.1.

Ejemplo 3.1.26: Para analizar la convergencia de {f,}n.1 = {(2n + 1)/e"} .., po-
demos considerar la funcion asociada f(x) = (2x + 1)/e*, y calcular su limite
cuando x — oo. Como tanto el numerador como el denominador de la expre-
sion crecen indefinidamente, no podemos hallar directamente el lim,_, ., f(x);
estamos ante una indeterminacion de tipo oo /co. Podemos aplicar la Regla
de L'Hopital para funciones, notando que g(x) = 2x + 1y h(x) = e* son ambas
funciones derivables en todo x con h’(x) = e* # 0. Entonces

im 221 - im 2 -0,

X—00 ex X—o00 ex

En consecuencia, lim, o, f, = lim,, . (2n +1)/e" = 0.
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Ejemplo 34.27: Para calcular el limite de la sucesion {g,},»; dada por

L e
i)

también debemos recurrir a la Regla de L'Hopital para la funcion asociada

1
fo= 21,
ln (1 + ;)
ya que tanto el numerador como el denominador tienden a cero cuando
n — oo. Aqui, debemos chequear que g(x) = e"/* - 1y h(x) = In(1 + 1/x) sean
derivables, lo cual se cumple para todo x > 0 (esto basta ya que el limite se
toma para x — ), y que h tenga derivada no nula para estos x:

, 1 1 X 1
h(x):m.(_ﬁ)=x+1(—x—2)¢0

X

x>0,

para todo x > 0. Entonces, estamos en condiciones de aplicar la regla:

X‘L’Il,m = im T

1
X T+-
X

SR
X

Entonces resulta que lim, . g, = 1.

Aligual que ocurria con los limites de funciones, tenemos propiedades para
los limites de sucesiones, las cuales son una consecuencia inmediata de las
correspondientes propiedades para los limites de funcionesy el Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.2 (Propiedades de limites de sucesiones): Si {a,} y {b,} son suce-
siones convergentes y ¢ es una constante cualquiera, entonces las sucesiones
{a, +b,},{a, - b}, {ca,}y{a, - b,} son convergentes. Mas aiin, se verifican las
siguientes propiedades:

1. lim,Le(a, +b,) =lim, o a, +lim,_. b,;
2. lim,,(a,-b,) =lim, e a, - lim,, . bp;
3. lim,, . ca, =clim,_a,, Yy, en particular, lim,_ . c = c;
4. limg(a, - by) = (limy 0 an) (limy, 0 by);

Si, ademas, lim,_,. b, # 0, la sucesion {a, /b,} es convergente y en ese caso
vale
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. a, lim a
5. lim,_ o o2 = ——n22 0
bn I'Imn—>oo bn
Por otro lado, si {a,} es una sucesion de términos no negativos y p es una
constante positiva, también {(a,)P} es convergente con

6. lim,_(a,)P = (lim,_q an)p-

Criterios de convergencia

Veremos algunos criterios que nos permitiran decidir si una sucesion es con-
vergente o divergente. El primer criterio brinda una condicion suficiente sobre
convergencia.

Teorema 3.3 (Condicion suficiente de convergencia): Toda sucesién monoto-
nay acotada es convergente.

Es decir, si sabemos que una sucesion es monotona y acotada, podemos
afirmar que es convergente. Pero si no es monotona o no es acotada, no
podemos decir que es divergente usando este teorema. El Teorema 3.1.3 se
puede utilizar para decidir si una sucesion es no monoétona o no acotada,
sabiendo de antemano que es divergente.

Por otro lado, el siguiente teorema da un criterio de divergencia:

Teorema 3.1.4: Toda sucesion convergente es acotada.

Esto indica que las sucesiones que no posean alguna de las dos cotas, no
pueden ser convergentes.

Ejemplo 3.1.28: Vimos que la sucesion {(1 /2)”}n>1 era convergente, lo cual po-

driamos haber deducido del Teorema 3.1.3 ya que sabiamos que era monétona
decreciente y acotada.

Ejemplo 3.1.29: Vimos que la sucesion {3 +(-1)"} , era divergente. Luego, por
el Teorema 3.3, 0 bien no es monotona, o bien no es acotada. Como acotada
si es (acotada inferiormente por 2 y superiormente por 4), el Teorema 3.1.3
nos permite decir que la sucesion no es monoétona.

Ejemplo 31.30: La sucesion {(-3)"}, ., = {1,-3,9,-27,81,-243,729,...} es una

sucesion no acotada (ni superior ni inferiormente). Luego, es divergente por
el Teorema 3.1.4.
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Ejemplo 31.31: La sucesion {5 - \/ﬁ} = {5,4,5-12,5-1/3,3,5-1/5,..} es
n=0

divergente como indica el Teorema 3.1.4, puesto que es no acotada inferior-

mente.

Ejemplo 3.4.32: La sucesion {n2/(n + 1)}n>1 es no acotada superiormente, por

lo que sera divergente segin el Teorema 3.1.4.

Ejemplo 3:1.33 (EL niimero e): La sucesion {(1 + 1/n)"}n>1 ={2,9/4,64/27,...} es
mondtona creciente ya que si miramos la funcion asociada f(x) = (1 + 1/x)",

con x = 1, su derivada puede calcularse por diferenciacion logaritmica y

resulta .
oY 1 1 1
Fo=(1e3) [m(1+5)- 4]
la cual es positiva' para todo x = 1. Ademas, la sucesion es acotada (in-
feriormente por 2 y superiormente por 3). Luego, por el Teorema 3.1.3, es

convergente. Su limite es el niUmero e, la base de la funcion exponencial y
del logaritmo neperiano, es decir lim,_ (1+1/n)" = e = 2.718 281 828.

Ejemplo 31.34: La sucesion {(—1 /2)"}n>1 es acotada (superiormente por 1/4 e
inferiormente por -1/2), pero no es mondtona. Sin embargo, ya indicamos
que era convergente. No podemos afirmarlo a partir del Teorema 3.1.3.

Si sabemos el tipo de monotonia y de acotacion que presenta una sucesion,
tenemos entonces un criterio para decidir si la misma es convergente o
divergente.

Teorema 3.4.5: Dada la sucesion de nimeros reales {a,}:
1. Si es mondtona creciente y acotada superiormente, es convergente.
2. Si es mondtona creciente pero no acotada superiormente, es divergente.

3. Si es mondtona decreciente y acotada inferiormente, es convergente.

4. Si es monotona decreciente y no acotada inferiormente, es divergente.

Ejemplo 34.35: La sucesion {3n/(2+n)} ., es mondtona creciente porque
f(x) = 3x/(2 + x) tiene derivada

f'(x)=6/(2+x)>>0, Vxz0.

Ademas, esta acotada superiormente por 3 por lo que podemos afirmar, del
Teorema 3..5 (inciso 1) que la sucesion es convergente.

"No nos detendremos a probar que esa derivada es positiva en este momento. No es
inmediato que la expresion entre corchetes, g(x) = In(1+1/x) - 1/(x + 1), es positiva para
x 2 1, aunque puede obtenerse con los conceptos tratados previamente en este texto.
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Ejemplo 34.36: La sucesion {-4"},., es monotona decreciente y no acotada
inferiormente. Por el Teorema 3..5 (inciso 4), es divergente.

Ejemplo 3..37 (Factorial de un niimero natural n): Dado n € N, se define el
factorial de n como el producto de los primeros n niimeros naturales, el cual
se denota por n!y se calcula de forma recursiva como

1M=1 nl=n-(n-1)
Esto es, el factorial de n es igual a n por el factorial de n - 1. Se conviene,
ademas, que 0! = 1. Asi, por ejemplo,

20=2-11=2-1=2,

31=3:21=3:2=6,

4l=4.30=4-6=24,

51=5.41=5.24 =120.
Podemos observar que la sucesion {n'},,; es mondtona creciente ya que para

cadan €N,
nt=n-(n-1)0=2(n-1)

Sin embargo, no esta acotada superiormente (porque dado cualquier nime-
ro M > 0, éste no puede ser una cota superior ya que siempre tiene al menos
un término de la sucesion que lo supera, por ejemplo, el factorial del primer
natural mayor o igual que M). Por lo tanto, la sucesion {n!},,; sera divergente
(Teorema 3.5 (inciso 2)).

Sucesion geométrica

La sucesion {a,},»1 = {(1/2)"},,, presenta algunas particularidades que vamos
a destacar. Observemos que cada nuevo término se genera multiplicando
por una constante fija al término anterior:

1

a1=§
=111,
2742 22

P A L
3782 4 2 72
a=t-1.1_1,
716 2 8 2 3
=1 1.1,
732 2 16 2“4
q _(1)””_1(1)”_1.0
n17\2 “2\2) "2 "



También podemos decir que el cociente entre un término y el anterior es
constante pues

Qp+
ap

N| =

N| =

S8
£l|&
n
NI =
I

1
21

218
S|

Cuando una sucesion presenta esta caracteristica se denomina sucesion
geométrica. La constante se denomina razén de la sucesion; en esta sucesion
la razon es 1/2.

Si conocemos el primer término de una sucesion geométrica y su razon,
podemos construir los demas términos de la sucesion a través de potencias
de la razon y asi obtener el término general a,. Por ejemplo, para la sucesion
anterior tenemos que su primer término es a; = 1/2 y que su razén es 1/2
por lo que cada término se consigue haciendo:

1
a1=§

a, =a;-

a,=a;-

as =a, -

(
a3=a1-(
(
(

Definicion 3.1.5 (Sucesion geométrica): Una sucesion {a,} que cumple con la
condicion que el cociente entre un término y el anterior es constante se llama
sucesion geométrica. Es decir, cuando para todo n se tiene que

Qniq

a, -9 a0

siendo g la razon de la sucesion.

El n-ésimo término de una sucesion geométrica que iniciaenn = 1 es
a, = a;q"", mientras que si la sucesion comienza en n = 0, su n-ésimo
término es a, = ayq".

Notemos que cuando la razon g es positiva, por la forma general que tiene
una sucesion geométrica, a, = a;q""", la misma resulta ser una restriccion de
una funcion exponencial de base g > 0. Mas precisamente, es una restriccion
de la funcion exponencial f(x) = a;g*" al conjunto de los nimeros naturales.

357



Ejemplo 31.38: La sucesion geométrica dada por {3, 6, 12,24, 48, ...} tiene tér-
mino general a, =3-2"", n 21, ya que el primer término es 3y la razon es
g =2, lo que se deduce haciendo

6 12 24 48
32 =2 3:2 5;=2

Ejemplo 31.39: El término general de la sucesion geométrica {1/3, 1/9, 1/27,
1/81,1/243,1/729,...} se puede expresar como

a,=1/3-(1/3)"" = (1/3)"
para n = 1, puesto que el primer término es 1/3 y la razon también es q = 1/3.

Ejemplo 3.1.40: El término general de la sucesion geométrica {1, 1/3, 1/9,
1/27,1/81,1/243,...} también se puede expresar como

a,=1-(1/3)"=(1/3)"
con n 2 0, puesto que el primer término es 1 = (1 /3)° ylarazonesq=1/3.

Ejemplo 31.41: El término general de la sucesion geométrica {4, -8, 16, -32,
64,..}esa, = 4-(-2)"", paran 2 1, ya que el primer término es 4 y la razon
es g = -2. Observar que podemos expresarla también como

ap=(-20-(-2)"" = (-2)™", n=1

o también como
a,=(-2)", nz22.

Convergencia de la sucesion geométrica

Las sucesiones geomeétricas juegan un papel fundamental en el calculo. Su
comportamiento a largo plazo —es decir, si los términos se desvanecen, se
estabilizan o crecen indefinidamente— esta determinado exclusivamente por
el valor de su razon comiin g en relacion con la unidad.

Proposicion 3.1.6 (Criterio de convergencia de una sucesion geométrica): Dada
la sucesion geométrica {a,}ns0 = {aq"},s0, Siendo ay g nimeros reales,y a # 0,
tenemos que:

« Si|gl <10q=1,lasucesion es convergente.

« Si|g] >10q=-1, lasucesion es divergente.
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Ejemplo 34.42: Si g = -1, las potencias q" = (-1)" alternan entre 1y -1,
dependiendo de si n es par o impar. Por tanto, ag" = a(-1)" alterna entre los
valores ay -a, y entonces lim,_,., ag" no existe, es decir, la sucesion diverge
en este caso.

Ejemplo 34.43: Si g < -1, las potencias g" oscilan entre valores que crecen o
decrecen indefinidamente, por lo que lim,_ . g" no existe; en consecuencia,
tampoco existe lim,_ . aq" cualquiera sea a # 0, esto es, la sucesion es
divergente.

Ejemplo 3.1.44: La sucesion {(2/3)”} es geométrica de razén g = 2/3. Como
gl =2/3 <1, resulta convergente y su limite es cero.

Ejemplo 3.1.45: La sucesion {2"} es geométrica de razon g = 2. Puesto que
lg| =2 > 1, resulta divergente.

Ejemplo 31.46: La sucesion {(—1 /4)”} es geométrica de razén g = -1/4. Como
gl = 1/4 < 1, resulta convergente y su limite es cero.

Ejemplo 3.1.47 (Interés compuesto): En el mundo de la inversion es importante
conocer la sucesion geométrica por su velocidad de crecimiento. El régimen de
capitalizacion denominado «interés compuesto» es un ejemplo de aplicacion
de la misma. Consideremos una suma invertida C, a una tasa de interés de
R por ciento anual (constante). ;Cual es el factor por el cual se multiplica la
inversion cada ano? ;Cual es la formula del valor de la inversion C, después
de n anos?

Solucion. Elinterés que genera la inversion luego del primer ano viene dado
por Cy - R/100, por lo que al cabo de un afo el valor de la inversion es

C, =c0+co-% =c0(1 +%).
Si llamamos i = R/100 a la tasa de interés, entonces podemos escribir

Cqi = Co(1 +1).

En el segundo ano, el valor de la inversion sera

Cy=Ci+Ciei=C1+0)=Co(1+i)

Similarmente, en el tercer ano sera
C3 = Co(1 +1)°.

El factor por el que se multiplica la inversion cada ano es, entonces, 1 +1i.
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Después de n anos, el valor de la inversion se puede expresar como
Cy = Co(1 +i)".

Como mencionamos, la sucesion {C,},-o de los montos de inversion anua-
les es una sucesion geométrica, con primer término Cy y razon q = 1 + 1.
Como 1 +i > 1 independientemente de la tasa de interés, esta sucesion
crecera indefinidamente (es divergente y, en este caso, podemos escribir
que lim,_, C, = o).

Si, por ejemplo, se invierten $12 000 a una tasa del 18 % anual, al cabo
de 5 afios la inversion sera de Cs = 12000(1 + 18/100)° = 12000(1.18)° =
27 453.10 pesos. En este caso, la razon de la sucesion geomeétrica {C,}ns0 =
{12000(1.18)"},50 €s g = 1.18 y su primer término es C, = 12 000.

Ejemplo 3.1.48: Una persona gana cada mes una cuarta parte mas de lo que
gano el mes anterior. Si el primer mes gan6 2000 pesos, ;cuanto ganara al
sexto mes? ;Cuanto deberia ganar el primer mes para que el sueldo sea de
$10000 al sexto mes?

Solucién. Si el sueldo (en pesos) de la persona a los n meses es S,,, entonces
sabemos que S; = 2000. Como cada mes gana 1/4 mas que el mes anterior,
el segundo mes ganara

1 1 5. 5
S2=51+ 251 =(1+Z)s1 = 25, = 22000 = 2500

pesos. El tercer mes ganara

1 5 5\? 5\?
S1=5+75 =25, =(Z) 3 =(Z) .2000 = 3125

pesos. De esta manera, podemos expresar la sucesion de salarios, en pesos,

de la persona como
5 n-1
{(Sudosn = {(Z) 2000}

Vemos que esta sucesion es geométrica de razon q = 5/4 y término inicial
S, =2000.
Con base en la expresion obtenida, al sexto mes la persona ganara

nz1

6-1 5
Se = (g) 2000 = (2) 2000 = % . 2000 ~ 6103.52

pesos.
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Si ahora queremos averiguar el valor del sueldo inicial S; para que al sexto
mes la persona gane 10000 pesos, planteamos

Se = 10000
55
(Z) S, = 10000
3125
22> +5,=10000
1024
512100005222
S, = 3276.80.

Asi, la persona debera ganar $3276.80 el primer mes para poder obtener un
salario de $10000 al sexto mes.

Ejemplo 31.49: Se sabe que la maquinaria de una fabrica pierde cada afho
un 20 % de su valor y que la misma costo 4 millones de dolares. ;En cuanto
se valorara después de 4 anos? ;Y después de 10 anos? Si la fabrica desea
reemplazar la maquinaria antes de que pierda la mitad de su valor, ;en qué
momento deberia realizar el reemplazo?

Solucién. Para responder estas preguntas, analicemos los datos. Sabemos
que el valor inicial de la maquinaria es V; = 4, en millones de dolares. Si
denotamos con V, el valor de la maquinaria después de n anos queremos
determinar los valores de V, y V;q.

Como la maquinaria se deprecia un 20 % anualmente, al cabo del primer
ano valdra

20
Vi=Vo-Vo 155 = Vo 08=4-08=32
millones de dolares. Luego de dos afos, su valor sera
20 5
VZ = V1 - V1 . m = V1 M 0.8 = V0(0.8) = 4 M 0.64 = 2.56

millones de dolares. Sucesivamente, encontraremos que el valor de la ma-
quinaria, en millones de dolares, al cabo de n anos sera

V, = V,(0.8)" = 4(0.8)".

Esto indica que la sucesion de valores de la maquinaria es una sucesion
geométrica de primer término V, = 4 y razon q = 0.8.

Tenemos que V, = 4(0.8)* = 1.6384 y V,, = 4(0.8)"° = 0.429 496 7296. Es
decir, después de 4 anos la maquinaria se valorara en 1638400 dolares,
mientras que a los 10 afos valdra alrededor de 429 496.73 dolares.

Ahora bien, cuando V, = 2, la maquinaria valdra la mitad de lo que costo
comprarla. ;En qué momento se dara esto? Para determinarlo, buscamos el
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valor de n tal que esto ocurra:

V,=2
4(0.8)" = 2
(0.8)" = 0.5
[n ((0.8)") = In(0.5)
n In(0.8) = In(0.5)
n= ::Egg; 3.1,

La fabrica debera reemplazar la maquinaria aproximadamente a los 3 anos
desde su adquisicion.

Sucesion aritmética

Analicemos la sucesion cuyos primeros términos son:
a,=-1, a=1 a=3, a,=5 a5=7, ag=9.
Observamos que la diferencia entre un término y el anterior es siempre 2:
02—01 = 1 —(—1)=2
03 - (12 = 3 - 1 = 2
a,-a;=5-3=2
(15 - 04 = 7 - 5 = 2
Gg-0a5=9-7=2.

Si este comportamiento se mantiene, podemos obtener una formula para el
término general:

ay=0;+2=a;+1-2=-1+(2-1)-
a3 =0a,+2=0,+2-2=-1+(3-1)-
a,=03+2=0a;+3-2=-1+(4-1)-
)
)

as=0a,+2=0a,+4-2=-1+(5-1)-
Gg=05+2=0;+5-2=-1+(6-1)-

N N N NN

S S S S S
1
o g &~ W N

nz1: a,=-1+(n-1)-2=2n-3.

La representacion grafica de esta sucesion en los ejes cartesianos viene
dada por la Figura 7. Como vemos, tiene como funcion asociada a la funcion
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afin f(x) = 2x - 3 para x = 1. La constante 2, que era la diferencia entre
dos términos consecutivos de la sucesion dada, coincide con el valor de la
pendiente de la grafica de f en cada punto.

o)

T ,’/ {ankns1 ={2n - 3},,21

Figura 7

Este tipo de sucesiones reciben un nombre especial.

Definicion 3.1.6 (Sucesion aritmética): Una sucesion {a,} que verifica que la
diferencia entre un término y el anterior es constante se llama sucesion
aritmetica. Es decir, cuando para todo n se tiene que

Gna1 - 0p =d,

siendo d la diferencia o distancia de la sucesion.

El n-ésimo término de una sucesion aritmética de diferencia d que inicia
en n =1 se calcula como a, = a; +(n - 1)d para cada n = 1, mientras que si la
sucesion comienza en n = 0, su n-ésimo término es a, = ay + nd, para cada
n 0.

Notemos que, asi como hemos dicho que la sucesion geométrica de razon
g > 0 es la restriccion de una funcion exponencial al conjunto de los niimeros
naturales, la sucesion aritmética es la restriccion de una funcion afin al
conjunto de los nimeros naturales.

Propiedades de la sucesion aritmética

Dependiendo de la diferencia d se tienen las siguientes caracteristicas:
« Sid > 0, lasucesion aritmeética es creciente y no esta acotada superiormente.

En efecto, como a,,; - a, = d > 0 para cualquiern = 1, a, < a,,; para todo n,
por lo que la sucesion es creciente. No esta acotada superiormente porque
la sucesion crece indefinidamente: lim,, . a, = lim,_, ., a; +(n - 1)d = .
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« Sid <0, lasucesion aritmética es decreciente y no esta acotada inferior-
mente.

En este caso, a,,; - a, = d < 0 para cualquier n > 1, es decir, a,,; < a, para
todo n, por lo que la sucesion es decreciente. No esta acotada inferiormente
porque la sucesion decrece indefinidamente:

lima, = lima; +(n-1)d = -oo.
n—oo

n—oo

« Sid =0, la sucesion es de términos constantes.
Efectivamente, si d = 0, a, = a, para cualquier n, esto es, es una sucesion
de términos constantes, todos iguales al término inicial.

« La sucesion aritmética solo converge para d = 0.

Como vimos antes, para d > 0y d < 0 la sucesion es divergente. En el caso
d = 0, como la sucesion es constante, su limite existe y es esta misma
constante.

Ejemplo 34.50: La sucesion {a,},s = {5 - 3n},s0 €s aritmética porque
Qpa1-ap=5-3(n+1)-(5-3n)=5-3n-3-5+3n=-3

para cualesquiera dos términos consecutivos, es decir, la diferencia es cons-
tante, d = -3. Dado que d < 0, sabemos que esta sucesion es decreciente, no
acotada inferiormente y divergente. Su grafica es la siguiente:

{Ankns0 =1{5- 3n}n20

+ + + + n
2 3 4 5 6
[ ]

-12

-15
Ejemplo 3.1.51: La sucesion {b,},.; = {(2 + 3n)/7} _, es también aritmética ya
que

n1

_2+3(n+1) 2+3n _2+3n+3-2-3n 3

7 7 7 7
para todo n = 1. Su grafica es la siguiente:

bn+‘| - bn
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3,5+

! 2+3n
3+ ° {bntnz1 = [ 7 }
2’5 1 ° nx1

05| *

n

1T 2 3 45 6 7
La diferencia entre dos términos consecutivos es siempre d = 3/7. Puesto que

d > 0, sabemos que esta sucesion es creciente, no acotada superiormente y
divergente.

EJERCICIOS 3.1
1. Obtenga los primeros 6 términos de las siguientes sucesiones y clasifique
en monotonas y/o acotadas.

a. {ap}ps1 = {n3n+1 }n21-
b. {bn}nz1 = {(_1)n}nz1'
(S {Cn}nzo = {n!}nzo-

2. Observando las representaciones graficas de las sucesiones de la Figura 8,
determine cuales son convergentes y cuales divergentes. Justifique en
cada caso. Observacion: asuma que las sucesiones mantienen la misma
tendencia mas alla de los limites de la grafica.

3. Determine si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes. Si
convergen, calcule su limite (considere en todos los casos n = 1).

a. [3”2—':5} b. [4(§)n] c. {3+2n}.
o) o) E
g [53—32} h. {Va 1 - V). i (67).
2 Al-2)}

4. Determine si las siguientes sucesiones son monotonas crecientes o decre-
cientes, 0 no mondtonas.
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,An

°
1 _goeecccssssse ¢
°
°
°
°
°
°
[ J e ® n
Figura 8
2
{3}, A R
nlps n+5l. n+1 nz1
1\" 2 -
d. [(5) ]nzo. e. {(n +2n-14)e n}nzo' f. {2n + 5}p50.

. Determine el término general de las siguientes sucesiones, sabiendo que
son sucesiones geomeétricas o aritméticas:

a. 1,4,7,10,13, ... b. 2,0,-2, -4, -6, ... 2,132
32 8 32

d. 1,22 %9, PN . S S f -1,-5,-9,-13, ..

55 5°5 3°9 27 81
. Si lima, =5y lim b, = -2, calcule:

n—oo n—oco

a. lim(a, + b,). b. lim(a, - b,). c. lim 3a,,.
n—oo n—oo n—oo

d. lim a,b,,. e. lim 2n. f. lim 20”—+3b”.
n—oo n—oo bn n—-oo an

. Dada la sucesion geométrica {a,}ns0 = {a, aq, ag?,aqg?, aq*, ...}, con a, g cons-
tantes no nulas, demuestre que:

Si g < 0, la sucesion no es monotona.

Si0<g<1ya>0,lasucesion es monotona decreciente.
Si0<g<1ya<0,lasucesion es monotona creciente.

Sig>1ya->0,lasucesion es monotona creciente.

P 2 n T 9

Sig>1ya<0,lasucesion es monotona decreciente.
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f. Sig =1, lasucesion es constante.

8. Sise invierten $10000 al 5 % de interés compuesto anual, encuentre el
valor del capital final al cabo de 4 afos. ;Cual deberia ser la tasa de interés
anual para obtener $13 000 al cabo de 4 afos?

9. Un productor agropecuario compra una sembradora al valor de 160 000
dolares, la cual deprecia su valor un 8 % cada ano. ;Al cabo de cuantos
anos, aproximadamente, la maquina conserva un tercio de su valor?

10. Una compafiia compra una maquina por $475 000, la cual se deprecia en un
30 % por ano. Encuentre una formula para el valor de la maquina después
de n anos. ;Cual es su valor después de 5 anos? ;Es cierto que al cabo de 2
anos la maquina vale menos de la mitad de su valor inicial?

11. Hace 10 meses, una empresa de comida rapida incorporo un servicio de
entregas a domicilio. Los registros muestran que los ingresos mensuales, en
cientos de dolares, han aumentado un 1.5 % mes a mes. Si el Gltimo valor
registrado es de 576 cientos de dolares, ;cual es la tasa media de variacion
mensual del ingreso desde que la compania cuenta con ese servicio?

12. Para cada caso, dé un ejemplo de una sucesion {a,} que verifique las
condiciones indicadas.
a. Es acotada pero no mondtona (ni creciente ni decreciente).
b. Es monoétona creciente y convergente a cero.
c. Es una sucesion geométrica divergente de términos positivos.
d. Es una sucesion aritmética decreciente.

13. Determine la veracidad o falsedad de los siguientes enunciados. Justifique
en cada caso.

a. Toda sucesion monotona es convergente.

Si una sucesion es convergente, es acotada.

c. El limite de la suma de dos sucesiones convergentes existe y es la
suma de los limites de cada sucesion.

d. El limite del cociente de dos sucesiones convergentes existe y es el
cociente de los limites de cada sucesion.

o©

Las sucesiones geométricas son siempre convergentes.
f. Una sucesion aritmética no constante puede ser convergente.
g. Existe una sucesion creciente y divergente.

h. Si{a,} es una sucesion acotada superiormente y mondtona creciente,
es convergente.
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i. No existe sucesion mondtona y acotada que sea divergente.

j. Toda sucesion que sea alternada en signo sera divergente.

. .- - . 3 .
14. Considere la sucesion cuyo término general es b, = Z— para n =1, siendo
a, el término general de alguna de las siguientes:

]
a,=n% a,=n*-2n+1, a,=e", a,==, a,=vVn+1.

Decida cual o cuales (podrian ser mas de una o, incluso, ninguna) de estas
sucesiones hacen que:

a. limb, =0. b. lim b, = 1.
n—-oo n—oo
c. limb, =2. d. lim b, = 0.
n—oco n—co
SERIES

En esta seccion introducimos las series numéricas como sumas de infinitos
términos de una sucesion y estudiamos cuando esa suma tiene un valor
finito. Analizamos la convergencia mediante el concepto de limite de sumas
parciales, estudiamos en detalle la serie geométrica y presentamos criterios
generales para determinar si una serie converge o diverge.

Introduccion

Las series numéricas se emplean como modelos en distintas ciencias y es-
pecialmente en las finanzas. El concepto de serie nos permitira responder
la pregunta: ;una suma de infinitos términos puede dar como resultado un
nimero?

Consideremos nuevamente la sucesion {a,},»1 = {(1 /2)”}n€N. Comencemos
por realizar las sumas de los dos primeros términos, de los tres primeros
términos y de los cuatro primeros términos, para comparar los resultados y
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extraer algunas primeras conclusiones:

S-]:a-]:%
S3=a1+02+a3=1+1+1=z
2 4 8 8
S4=a1+az+a3+a4=1+1+1+l=E.
2 4 8 16 16

Observemos que cada uno de los resultados anteriores son cocientes de
dos nimeros consecutivos, siendo el denominador la potencia de 2 corres-
pondiente a la cantidad de términos sumados. Es decir, las sumas siguen el
patron:

1
2
3
4 _
54=%=2241

Conjeturamos que, en general, se tendra que la suma de los primeros
n términos de la sucesion es

2" -1
5n=a1+02+“'+an=7,

o también

Si deseamos conocer la suma cuando la cantidad de términos n es cada
vez mas grande, tomamos limite y obtenemos que

fim 8, = fim (1 55) = 1-0-

Respondiendo a la pregunta inicial: si es posible que una suma de infinitos
términos genere un resultado finito. En este caso vemos que la suma de infini-
tos reciprocos de potencias de 2 esigual a 1, un valor finito. Geométricamente
esta suma se puede interpretar como en la Figura 9, en donde esta suma se
corresponde con el area de un cuadrado de lado 1 [u].

Definicion 3.24 (Serie): Formalmente, dada una sucesion {a,},.1, al sumar sus
infinitos términos obtenemos la expresion

a1+02+a3+---+an+..
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© | =

1[u]

N =

YN

Figura 9

la cual se denomina serie infinita o simplemente serie, y se denota mediante

(oo}
2 an
n=1

donde ¥ (sigma) es el operador de sumatoria.

Definicion 3.2.2 (Sucesion de sumas parciales): Dada {a,},;, la sucesion
1
51 = 01 = Z a,‘,
i=1
2
a; +0ay = Z aj,
i=1

S;

Sn

n
Gy +Gy+A3++0y = ) a,
i=1

se llama sucesion de sumas parciales de la serie 3, ap.

Limite y convergencia de una serie

Sibien la adicion es una operacion algebraica definida para una cantidad finita
de términos, la idea de «sumar infinitos nimeros» requiere una fundamenta-
cion mas rigurosa, ya que no es posible realizar la operacion aritméticamente.
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Para otorgar un significado matematico preciso a una serie infinita, debe-
mos analizar el comportamiento de las sumas acumuladas a medida que
incorporamos mas términos, trasladando el problema al calculo de limites
de sucesiones.

Definicion 3.2.3 (Limite y convergencia de una serie): Dada una serie

Zan=a1+02+a3+-~+an+...
n=1

si la sucesion de sumas parciales

{Snlns1 = [Z ai]

i=1 nz1

es convergente, esto es, si existe un nimero S tal que

lims, =S,

n—oo

diremos que la serie es convergente y que su suma es S. De lo contrario, si la
sucesion {S,},»1 es divergente, entonces diremos que la serie es divergente.

Es decir, la suma de una serie es el limite de la sucesion de sumas parciales,
siempre que este exista.

Cuando hablemos del caracter de la serie, estaremos refiriéndonos a si la
misma es convergente o divergente.

No se debe confundir el limite de la sucesion {a,},.; con el limite de la
sucesion de sumas parciales {S,},,1. Pueden existir ambos, solo uno de ellos,
o ninguno de los dos. Y, alin cuando ambos existan, no tienen que ser necesa-
riamente iguales. El ejemplo al inicio de este capitulo permite mostrar esto:
la sucesion {a,},» = {(1 /2)”}n>1 es convergente a 0, mientras que la sucesion

. . n
de sumas parciales de la serie {Sp} , ={1-(1/2) }‘121 converge a 1.
Las series pueden comenzar a sumarse desde otros valores, diferentes de
1. Esto no modificara el caracter convergente o divergente de la serie, pues
lo que determina la existencia del limite de la sucesion de sumas parciales
es lo que ocurre con los Gltimos términos que se suman, es decir, con los
«Oltimos» términos de la sucesion {S,}.
Por ejemplo, las series
[ee] [ee] (o]
1 1 1
>3 23 2w
n=1 n=0 n=5
son todas convergentes ya que la primera lo es, como vimos arriba.
En el caso de las series divergentes ocurrira lo mismo, ya sea que sumemos
desde n = 0 o desde n = 1, o desde otro valor de n, todas estas series seran
igualmente divergentes.
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En el caso de la series convergentes, debemos tener en cuenta que cambiar
el indice inicial de la sumatoria puede modificar el resultado de la suma S.
Por ejemplo, si consideramos la serie

> o
n=0

esta es convergente, pero su suma es ahora S = 2. Esto se debe a que estamos
sumando un término adicional, correspondiente al indice n = 0:

1 1 1
Zr@{z—nﬂ” =2.
n=0 n=1

Esto también lo podemos deducir de la sucesion de sumas parciales, cuyos
términos tendran todos este sumando adicional. Teniendo en cuenta la for-
mula hallada para la sucesion de sumas parciales desde n = 1, podemos
obtener que, si sumamos desde n = 0, la sucesion {S,},, tiene la siguiente

expresion:
1 1
5n=1+(1-5)=2-2—n
la cual ahora converge a S = 2, como mostramos antes.

De las propiedades para limites de sucesiones se pueden deducir facil-
mente las siguientes propiedades para las series convergentes. Con ¥ a,
denotaremos la serie cuyo término general es a,, pudiendo comenzar la
sumatoria en cualquier valor de n.

Proposicion 3.2.1 (Propiedades elementales de las series): Si Y a, y Y b, son
series convergentes y ¢ es una constante, entonces

1. Y ca, es convergentey  ca, =cy a,.

2. S(a, tb,) es convergentey 3(a,+b,)=Ya,+5 b,,.

Serie geomeétrica

Las series geomeétricas constituyen uno de los modelos matematicos mas
fundamentales debido a su amplia aparicion en diversos contextos, desde
el calculo de intereses compuestos y el valor presente en finanzas, hasta
procesos fisicos y biologicos. Se construyen sumando los términos de una
sucesion donde la razon entre términos consecutivos se mantiene constante.
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Definicion 3.2.4 (Serie geométrica): Dada una sucesion geométrica de razon
g y primer término a4, una serie geométrica viene dada por

[oe]

qun_1 =01 +0;19 + 01>+ a,G> + -

n=1

Para las series geométricas es posible aplicar un criterio de convergencia
propio de estas series.

Teorema 3.2.2 (Criterio de convergencia para series geométricas): Una serie
geomeétrica de la forma

(o]

Z a, qu ’

n=1

con a, # 0, tiene por sucesion de sumas parciales

a(1-qg"
S, = 12_qQ)’

y es convergente siempre que |g| < 1y su suma es

- O
S=174

Si |g| = 1, entonces la serie geométrica es divergente.

Demostracion. Consideremos la n-ésima suma parcial de la serie geométrica
Sp =01 4019 +0.G% + - +a,q"".
Multiplicando por g a ambos miembros tenemos que
qSn =19+ 01G° + a1¢° + - + 01 q".
Entonces, restando ambas ecuaciones tenemos

Sn=QSn =(a1+ 019 +a1G* + - +0a,9"") - (a1 + a1G* + a1G> + - + 0,q")
Sp(1-q)=a;-a:.q"

a;(1-qg")
Sn = %, q# 1.
Si g = 1, la suma parcial es facil de calcular, ya que todos sus términos son
iguales a a,. Asi, parag = 1 lasuma es S, = na,.
Para analizar la convergencia o divergencia de la serie debemos calcular el
limite de la sucesion {S,},»1. Este limite va a depender del comportamiento

de g, por lo que se deben tener en cuenta distintos casos:
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CASO 1 si |g| < 1, esto es, si -1 < g < 1, sabemos que lim,_ . q" = 0.

Entonces (1 n) (1 0)
P T a, -q - a, B - a,
Am Sh= 1M =S T-q 1-q

Es decir, el limite existe y podemos afirmar que la serie es convergente
y susumaesS = a;/(1-q) (el cociente entre el primer término y 1
menos su razon).

CASO 2 si g > 1, sabemos que lim,_, ., q" = oo, por lo que también sera
lim,_ . S, = o. Es decir, la sucesion de sumas parciales diverge, por lo
que la serie geomeétrica sera divergente.

CASO 3 sig =1, tenemos que lim,_, . S, = lim,_,. na,. Esté limite tiende
a -0 0 oo seglin el signo de a,. En este caso también es divergente la
serie geométrica.

CASO 4 si g = -1, la sumas parciales toman distintos valores segln si n
es par o impar. Para n par tenemos que (-1)" = 1 por lo que

- a;(1-(-1)") _a;-0

S = =0.
" 1-(-1) 2
Mientras que si n es impar, (-1)" = -1 y resulta
(-1 .
S - a1(1 ( 1) ) - a1 2 =a1 ¢0.

n 1-(-1) 2

Asi, la sucesion {S,},»1 alterna entre dos valores diferentes, por lo que
sera divergente. En consecuencia, la serie geométrica diverge para

qg=-1.

CASO 5 si g < -1, sabemos que lim,_, q" no existe, por lo que la serie
geomeétrica sera divergente.

En conclusion, la serie geométrica solo converge para |[g| < 1y su suma en

ese caso es
a,

1-qg°
En cualquier otro caso, es divergente. O

S =

En el caso de considerar la serie geométrica escrita de la forma

[oe]
> 9" = ag +agq + agq? + -,

n=0

el Teorema 3.2.2 se puede aplicar igualmente pues es la misma serie que antes,
solo que el primer término es a, en lugar de a;. La serie sera convergente,
entonces, solo para |g| < 1 con suma S = a,/(1 - g). Sin embargo, en esta
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serie la suma parcial S,, denota la suma de los primeros n + 1 términos de la
serie (sumamos desde 0 hasta n), y se puede comprobar que tiene la forma
ag(1 - g™
S, = ol1-4 ).
1-q

Es decir, cambia la potencia a la que se eleva la razon g en el numerador
porque ahora se estan sumando n + 1 términos. Esto no influye en la suma
S de la serie pues se trata de un limite y tanto g" como g™ convergen a 0
cuando n — oo, siempre que [g]| < 1.

Ejemplo 3.2:1: Apliquemos el criterio dado en el Teorema 3.2.2 a la serie
geométrica que estabamos analizando, ¥, 1/2", cuyo término general es
a,=1/2"=(1/2)",n21.

Observemos que su primer término esa; = 1/2,ylarazbnesqg=1/2, la
cual calculamos como siempre, o también podemos notar que

1 /1\""
0n=§(§) =a,q"".

Anteriormente demostramos que esta serie converge y que su suma es 1. Si
aplicamos el Criterio de convergencia para series geomeétricas, obtendremos
el mismo resultado: como la razdn g = 1/2 verifica |q| = [1/2] =1/2 < 1, por
dicho criterio la serie es convergente y su suma es

Ejemplo 3.2.2: Analicemos el caracter de la serie
[oe] 2 n
> 3(5)
n=0
¢Es una serie geométrica? Sabemos que, para que lo sea, debe verificar que

el cociente a,,,/a, es siempre una constante q (razon), donde a, = 3(2/5)"
en este ejemplo. Si calculamos este cociente obtenemos, para todo n = 0, que

M=3(§)n+1 5

a o T5° 9
"3()
Entonces la serie si es geométrica de razon g = 2/5 y tiene primer término
Qg = 3(2/5)0 = 3. Dado que |g| = 2/5 < 1, podemos afirmar que la serie es
convergente y que su suma es

=5

n

n

n

n
alw|lw

por el Teorema 3.2.2.
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Ejemplo 3.2.3: ;Es convergente la serie

>s(3)"

n=

=y

Hacemos el mismo analisis que en el ejemplo anterior. Observar que la (nica
diferencia entre esta serie y la anterior es el valor en el cual inicia la serie. Es
facil ver que sigue siendo una serie geométrica de razén q = 2/5, con lo cual
es convergente. Sin embargo, ahora su primer término es

2\' 6
a=3(5) -2

Luego, su suma es

n
n
n
n
glwlunilo
n
N

Es decir, como mencionamos anteriormente, cambiar el valor de inicio de la
serie no produce un cambio en el caracter de la misma, solo puede modificar
el valor de su suma, en el caso de que la misma converja.

Ejemplo 3.2.4: Determinemos si la siguiente serie es convergente:

©o

Observemos que el término general es a, = (-3)5" y el cociente de dos
términos consecutivos es

Qpar _ (3)5"7

=———=5

a,  (-3)5n

Luego, esta serie es geomeétrica de razon g = 5. Como la razén es mayor que
1, la serie es divergente y, por lo tanto, no tiene suma finita.

Ejemplo 3.2.5: Analicemos el caracter de la serie
(oo} 7 n
> (s)
n=1

La misma sera convergente pues
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una constante, y |q| = 7/8 < 1. Su primer término es a, = -7/8 por lo que

A Ly
- 8 __8__°L
R

sera su suma.

Ejemplo 3.2.6 (Programa gubernamental): Un programa gubernamental que
actualmente cuesta a los contribuyentes 4.5 mil millones de dolares por ano,
se va a reducir 20 % por ano.

1. Hallar una expresion para la cantidad presupuestada de este programa
después de n anos.

2. Calcular los anos que tardara este programa en reducir su costo a la mitad.

3. Plantear la serie generada por esta sucesion. ;Esta serie es convergente? Si
es asi, hallar su suma e interpretar este resultado en funcion del contexto
planteado.

Solucion. Para responder el item 1, notemos que este problema nos presenta
los siguientes datos: un valor inicial a; = 4.5 (mil millones de doélares), y
la reduccion de este valor en un 20 % por ano, es decir a razon de 0.20. Al
transcurrir un ano, la cantidad presupuestada para este programa, en miles
de millones de dolares, estara dada por

a; =45-45-0.20 = 4.5-0.80 = 3.6.
Para el segundo ano, tenemos la cantidad
a,=3.6-3.6-0.20=3.6-0.80 = 4£.5-0.80 - 0.80 = 4.5(0.80)% = 2.88
mil millones de délares, mientras que para el tercer aio tendremos:
a; =2.88-2.88-0.20 = 2.88-0.80 = 4.5-0.80-0.80 - 0.80 = 4.5(0.80)3 = 2.304

mil millones de dolares.
Asi, transcurridos n anos, tendremos la siguiente expresion para calcular
la cantidad presupuestada, en miles de millones de ddlares:

a, = 4.5(0.80)".

Esto nos facilitara el calculo que se pide en el inciso 2, acerca de la cantidad
de anos que llevara reducir el costo de este programa a la mitad, es decir, a
2.25 mil millones de délares. Planteamos

a, =2.25
4.5(0.80)" = 2.25
(0.80)" = 0.5.
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Aplicando logaritmo neperiano en ambos miembros de la igualdad resulta
[n ((0.80)") = Ln(0.5)
n [n(0.80) = Ln(0.5)
_ In(0.5)
" In(0.80)’
es decir, n = 3.11. Por tanto, podemos afirmar que el costo del programa
llegara a la mitad de lo que es actualmente en aproximadamente 3 anos.
Ahora solo nos resta responder el item 3. La serie asociada a la sucesion
es Y, 4.5(0.80)", la cual es una serie geométrica de razon q = 0.80. Pues-
to que |g| < 1, es convergente y podemos calcular su suma. Dicha suma
esS=ay/(1-q)=45/(1-0.80)=4.5/0.20 = 22.5.
Concluimos que este programa tendra un costo final de 22.5 mil millones
de dolares a pesar de la reduccion que se hace afo tras ano.

Ejemplo 3.2.7 (Sistema de ahorro a futuro): Una persona esta pensando su
futuro econdmico para el momento en que esté jubilada. Para ello, planea un
sistema de ahorro, a partir de los 40 anos en una entidad que le asegura un
incremento de 0.5 % mensual. Se plantean dos situaciones:

1. Si deposita 20 000 dolares por Gnica vez:

a. Escribir los primeros cinco términos de la sucesion de capitales al
inicio de cada mes. ;Cumple con la definicion de sucesion geométrica?
Justificar la respuesta.

b. ;Cuanto dinero retirara a los 70 anos?

c. Si desea obtener a los 70 afnos una suma igual a 200000 dolares,
ccual deberia ser el monto inicial del ahorro? Aproximar a dos cifras
decimales.

2. Sila persona opto por colocar al inicio de cada mes una suma fija de 500
dolares en la misma entidad financiera, ;cual es el importe reunido al
momento de jubilarse?

Redondear los resultados a dos decimales.
Solucién. En la primera situacion, item 1, consideramos como valor inicial
a, = 20000 dolares, que es el deposito inicial. Luego, para el primer mes

el capital a4 sera el capital inicial mas un incremento del 0.5 % mensual,
resultando

a, = 20000 + 20000 - 0.005
=20000(1 + 0.005)
=20000-1.005
=20100 dolares.
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Asi, en el segundo mes, tendremos el capital a; mas un 0.5 % adicional sobre
éste, es decir,

a, =20100+20100-0.005
=20100-1.005
= 20000(1.005)?
=20200.5 dolares.

En el tercer mes, el capital sera de

a; = 20200.5 - 1.005
=20000(1.005)3
= 20301.50 dolares.

Finalmente, para el cuarto mes, el capital sera de

a, =20301.5-1.005
=20000(1.005)*
= 20403.01 dolares.

La sucesion de capitales (en dolares) al inicio de cada mes tendra como
término general
a, = 20000(1.005)".

Es una sucesion geométrica ya que el cociente de cualesquiera dos términos

consecutivos

apq 20000(1.005)™
S 205 4005, nso,
a, - 20000(1.005)" M

es una constante, la cual es la razon de la sucesion, g = 1.005.

Para responder cuanto dinero retirara a los 70 anos debemos considerar
que transcurren 30 anos desde que la persona empieza a ahorrar. Como el
incremento se efectla mensualmente, el tiempo a considerar es de 360 meses
(30 afios por 12 meses). Calculamos, entonces, el término asg,, dado por:

@360 = 20 000(1.005)360 = 120 451.50 délares.

Asi, al cumplir 70 anos, tendra ahorrado y podra retirar, de acuerdo con las
condiciones, alrededor de 120 451.5 dolares.

Ahora bien, si desea llegar a 200000 dolares cuando se jubile, debera
depositar un monto inicial a, de modo que

Q360 = 00(1.005)360 =200000.
De aqui que

200000

= = ~ 33208
% = 7 005y = 3320839,
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por lo que la persona debera depositar al inicio unos 33 208.39 ddlares para
lograr la suma deseada al jubilarse.

Para responder a la segunda situacion, item 2, analizamos qué ocurre con
los depositos fijos mensuales. Consideramos como valor inicial a, = 500
dolares, el primer deposito. Para el primer mes el capital a, sera el capital
inicial mas un incremento del 0.5 % mensual, mas 500 délares, resultando

a, =500 +500-0.005 + 500
= 500(1 + 0.005) + 500
=500 - 1.005 + 500 dolares.

Posteriormente, en el segundo mes, tendremos el capital inicial a, que genera
interés por dos periodos de tiempo, mas a, que genera interés por un solo
periodo de tiempo mas los 500 dolares fijos que se depositan en dicho mes.
Asi,
a, = 500 - (1.005)2 + 500 - 1.005 + 500
=505.0125 + 502.5 + 500
= 1507.51 dolares.

En el tercer mes, el capital sera de

a; = 500 - (1.005)3 + 500 - (1.005)2 + 500 - 1.005 + 500
= 2015.05 dolares,

pues ahora el primer depdsito se capitaliza por 3 meses, el segundo deposito
por 2 meses, el tercer deposito por un mes, y se agrega el deposito de 500
délares del tercer mes.

Sucesivamente, vemos que para el n-ésimo mes, el capital sera de

a, = 500 - (1.005)" + 500(1.005)"" + - + 500 - 1.005 + 500 délares,

lo cual puede expresarse mas precisamente como la suma

n
dp = » 500(1.005)".
k=0

Esta suma no es mas que la n-ésima suma parcial de una serie geomeétrica
de primer término 500 (cuando k = 0) y razon g = 1.005.

Como queremos calcular el capital al cabo de 30 anos de hecho el primer
deposito, buscamos el valor, como en la situacion anterior, de asq. Este se
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puede calcular como

360
dsg0 = » 500(1.005)"
k=0
1 - (1.005)360+1
1-1.005
1 - (1.005)3¢"
~0.005
~ 505 268.81.

=500

=500

Por lo tanto, al cumplir 70 anos, la persona podra retirar lo ahorrado que
asciende a 505 268.81 dolares.

Ejemplo 3.2.8 (Recursos agotables): Se calcula que a inicios del afio 1999 las
reservas de oro de la mina Yanacocha (mina aurifera peruana considerada la
mas grande de América del Sur y la segunda a nivel mundial) ascendian a un
total de 32.9 millones de onzas (1 onza equivale a aproximadamente 28.3495
g). Sin embargo, luego de esa medicion, se sabe que se produjeron 1.66
millones de onzas de oro.

a) Si se mantiene el nivel de produccion de 1999, ;en qué afio se agotaran las
reservas?

b) Suponga que la produccion se reduce un 1 % cada afio a partir del afio
2000. ;Cuanto duraran las reservas de oro en este caso?

Redondear los resultados a dos decimales.

Solucién. En el item a) la produccion se estd manteniendo constante, lo que
quiere decir que, en principio, se tienen en reserva a, = 32.9 millones de
onzas. En ese ano se extraen 1.66 millones de onzas, de modo que quedan en
reserva a; = 32.9 - 1.66 millones de onzas; al segundo ano las reservas seran
de a, =32.9 - 2-1.66 millones de onzas; sucesivamente, en el n-ésimo ano,
medido a partir de 1999, tendremos a,, = 32.9 - n - 1.66 millones de onzas de
oro en la mina. Por tanto, para saber en qué ano se agotaran las reservas
planteamos la ecuacion:
0=329-n-1.66,

y resolvemos para hallar el afio n en el que esto ocurrira. Sera n = 19.82, lo
cual quiere decir que en el término de aproximadamente 19 anos, 9 meses y
25 dias se agotaran las reservas de oro. Esto es, alrededor del afio 2018 se
agotarian estas reservas.

El item b) plantea una reduccion de la produccion del 1% anual a partir del
ano 2000. Entonces tenemos que calcular cuando la suma de las producciones
anuales ascendera a 32.9 millones de onzas, agotando asi las reservas. En
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este caso, si p, denota la produccion, en millones de onzas, al aiio n medido
desde 1999, tenemos los siguientes datos:

Po = 1.66
pq=1.66-1.66-0.01=1.66-0.99
P2 = Py - Ppq-0.01 = 1.66(0.99)?
ps =P, - Py - 0.01 = 1.66(0.99)3

Pn = Pn-1 - Pn-1 - 0.01 = 1.66(0.99)".

Asi, po, p1, -, Pn indican las extracciones que se efectlian cada ano, de modo
que la suma de todas ellas, S,,, dara la totalidad de las extracciones.

Observar que la sucesion {p,}ns0 €S geométrica de razon g = 0.99 y primer
término p, = 1.66. Luego, la suma S, puede calcularse como

n n
1.66(1 - (0.99)
Sy = % P = % 1.66(0.99)k = ( 899 ). = 166(1 - (0.99)™").

Planteamos S, = 32.9 para encontrar el ano en que se agotan las reservas:

S, =32.9
166(1 - (0.99)™7) = 32.9
329
_ n+sl _ <7
1-(0.99)"" = ==
_ 329 _ el
1- 255 =(099)
1331
In (W) = (n + 1) n(0.99)
(1331)
1660 -
n(0.99) ~
20.98 = n.

En conclusion, si la produccion se reduce un 1% cada ano a partir de 2000,
las reservas se agotaran transcurridos casi 21 anos a partir de 1999, esto es,
en el ano 2020.

Criterio de la divergencia

Antes de ver esta proposicion, veremos una condicion necesaria para que
una serie sea convergente.

382



Teorema 3.2.3 (Condicion necesaria de convergencia de una serie): Si la serie
Y a, es convergente, entonces lim,_,., a, = 0.

Demostracion. Sea ¥ a, una serie convergente. Por simplicidad, supondremos
que la serie inicia en n = 1, aunque el teorema vale si la serie inicia en
cualquier otro valor.

Queremos ver que lim,,_, ., a, = 0. Para ello, explicitemos dos sumas parcia-
les consecutivas, S,_1 YV S,,, cuando n 2 2:

Spo1 = Qg +Qy + -+ 0y

Sp =0+ Ay +- 40y +0p.

La resta de ambas es
Sn=Sp-1=0p,

es decir, el término general de la serie para n = 2.
Asi, si queremos hallar el limite de a,,, podemos hallar el limite de S, - S,,_4
puesto que son iguales para cada n > 2.
Como la serie 3, a, es convergente a un cierto nimero S, sabemos que
le Sn = lim Sn_1 =S.
n—oo

n—oo

Entonces, por la propiedad del limite de la resta,
lima, = lim(S,-S,.q)=limS,-limS,,=5-5=0,
n—oo n—oo n—oo n—-oo

como queriamos demostrar.
Por lo tanto, cualquier serie convergente cumple que su término general
converge a 0. O

Observacion 46: El reciproco del teorema anterior no es valido, es decir, si
lim,, . a, = 0, no podemos afirmar que la serie asociada es convergente. En
otras palabras, existen series divergentes cuyo término general tiende a cero.

Por ejemplo, si tomamos la serie 3*, 1/n, tenemos que lim,_,, 1/n = 0.
Sin embargo, la serie es divergente como veremos mas adelante.

El contrarreciproco del Teorema 3.2.3 nos da un criterio para determinar la
divergencia de una serie.

Teorema 3.2.4 (Criterio de la divergencia): Si lim a, # 0 0 no existe el limite,
n—oo
entonces la serie asociada ¥ a, es divergente.

Ejemplo 3.2.9: Consideremos la serie 3, n/(2n + 1). Si analizamos la conver-
gencia del término general de la serie a, = n/(2n + 1), tenemos que

lim L

n-oo 2N + 1 =§¢0.
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Esto nos permite asegurar, por el Criterio de la divergencia, que la serie
asociada es divergente.

Ejemplo 3.210: La serie aritmética

§2+4(n—1)
n=1

es divergente por el Criterio de la divergencia, ya que lim (2 + 4(n - 1)) = co.
n—oo

Ejemplo 3.241: Si consideramos la serie geométrica 3, ,(-1)", sabemos que
la misma es divergente pues su razén es g = -1. Podemos comprobarlo nue-
vamente usando el Criterio de la divergencia, dado que la sucesion {(-1)"},
es oscilante (alterna entre los valores -1y 1)y, por lo tanto, divergente.

Convergencia de series de términos positivos

Una serie de términos positivos es toda serie 3 a, tal que a, > 0 para todo n.
Estudiaremos diferentes criterios para este tipo de series.

Observacion 47: Vale la pena aclarar que todos los criterios que veremos de
aqui en adelante no dan informacion acerca de la suma de una serie conver-
gente. Solo permiten decidir el caracter de una serie. Esto no significa que no
existan formulas para las sumas de series convergentes no geométricas, pero
la obtencion de las mismas requiere de otros conceptos que escapan a este
curso.

Criterio de la integral

En la unidad de Calculo Integral determinamos areas de regiones no acotadas
mediante integrales impropias y, en algunos casos, fue posible determinar el
valor de ellas; deciamos, entonces, que la integral impropia existia, es decir,
era convergente. Analizaremos en este apartado la convergencia de series
de términos positivos mediante el analisis de convergencia de integrales
impropias.

Teorema 3.2.5 (Criterio de la integral): Sea f: [1,0) — R una funcion conti-
nua, positiva y decreciente en [1, ), y sea {a,},»1 Una sucesion de términos
positivos tales que para n = 1 se cumple que a, = f(n).

Entonces, la integral impropia f1°° f(x)dx convergesiysolosilaseriey,’, a,
converge.
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Veamos la interpretacion geométrica de este criterio a través de la Figura 10.

y

Figura 10

La integral impropia f1°° f(x)dx representa el area de la region que se
encuentra debajo de la grafica de f para x 2 1. Por otro lado, la serie 3, a,
representa una aproximacion a este area por medio de areas de rectangulos
por exceso, mientras que la serie ., a, representa una aproximacion del
mismo area por defecto.

Teniendo esto en cuenta, si la integral impropia converge, entonces la
serie 3", a, converge por ser mas pequefia y, en consecuencia, la serie
Y10y =0y +3, 0, también converge.

Similarmente, si la serie Y , a, converge, la integral impropia también por
ser mas pequena que la serie.

Ejemplo 3.2.42: Para la sucesion {a,} = {(1 /2)"}, vimos que su serie asociada

es -

Z(l)"=1+1+1+L+l+i+...

£\2 2 4 8 16 32 64

Si consideramos f(x) = (1/2)*, vemos que es una funcion positiva, continua

(es de tipo exponencial) y decreciente en [1, o) porque su derivada verifica
f'(x)=1n(1/2)(1/2)* < 0 (ya que el logaritmo de un nimero menor que 1 es
negativo). Luego, como f(n) = (1/2)" = a, , la serie es convergente si y solo si
lo es la integral impropia f1°° f(x)dx. En base a lo estudiado para integrales
impropias, tenemos que

© [ 1\X ‘ b 1\% ‘ (l)x .
J G e [ G) o= fin | =Sy
1 2
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Por lo tanto, la integral impropia es convergente, y por el teorema podemos
asegurar que la serie correspondiente también.

Notar que, como ya sabemos, la suma de la serie es S = 1, pero aqui
obtuvimos que la integral impropia converge a un nimero distinto de 1, por
lo que podemos observar claramente que f1°° (1/2)"dx # S. Esto muestra que
el Criterio de la integral es cualitativo, no cuantitativo.

Ejemplo 3.213: Vamos a analizar si la serie ¥, n/(n? + 1) es convergente.
Para aplicar el Criterio de la integral analizamos si la funcion asociada, f(x) =
x/(x? +1), cumple las condiciones requeridas. Claramente, si x 2 1, es una
funcion positiva, y es continua en todos los reales. Para determinar si es
decreciente analizamos el signo de su derivada:

(x2+1)-x(2x)  -x2+1 .

Fr) N PR}
siempre que -x% + 1 < 0, esto es, siempre que |x| > 1. Asi, para x > 1 es
decreciente. Luego, f satisface las condiciones del Criterio de la integral. Inte-

gramos para ver la convergencia de su integral impropia, usando la sustitucion
u = x%+1,y cambiando los extremos de integracion correspondientemente:

© . 2x ”2”1
[1 (X2+1)dx_bl|—>n302f X7 9= bl—>n;102_[

o l|m1ln b? + 1 = o0
5 b—oo 2 2 o

f'(x) =

- fim 30

Luego, como la integral impropia es divergente, la serie diverge por el Criterio
de la integral.

Ejemplo 3.244: Consideremos la serie ¥, 1/(n + 1) y analicemos su conver-
gencia. La funcion f(x) = 1/(x + 1) es positiva y continua para x =2 1. Ademas
su derivada f’(x) = -1/[(x + 1)?] es negativa para x = 1y en consecuencia f
es decreciente en [1, o). Por tanto, satisface las condiciones del Criterio de la
integral.

Planteamos la integral impropia de f y resolvemos con la sustitucion u =
x + 1, cambiando los extremos acorde a ella:

© b4 b+1 4
f 1 ax=tim [ - dx = lim f 1au
1 (X+1) b—o 1 X+ b—oo 2 u

b+1
l|m ln(u)

2 b—>oo 2

= lim In|u] o,
b—oo

Entonces, la serie diverge pues la integral impropia asociada es divergente.

Ejemplo 3.245: Estudiaremos la serie 3, e™. Veamos si satisface las condi-
ciones del Criterio de la integral. Sea f(x) = e™*. Esta funcion es positiva y
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continua para x = 1. Su derivada es f'(x) = -e™ es negativa para x = 1, por lo
cual f es decreciente alli. En consecuencia, f satisface las condiciones del
Criterio de la integral. Planteamos la integral y resolvemos:

) b b
p p p 1
f e dx = lim f eXdx = lim-e*| =lim-eP+e= o
1 1

b— b— b—o

1

Por tanto, la integral impropia converge, la serie converge.
Ahora bien, ;a qué converge la serie 3 e™"? Por ser una serie geométrica
de razén g = 1/ey primer término a; = 1/e, es convergente y es posible

calcular la suma
a _ 1e 1

S=1—q_1—1/e_e—1'

Asi, la serie 3", e™ converge a 1/(e - 1) pero f1°° eXdx=1/ez1/(1-e).

Observacion 48: El teorema asegura que si la integral impropia es convergente,
la serie es convergente, pero no informa a qué converge la serie.

Observacion 49: Cuando se use la prueba de la integral no es necesario
iniciar la serie o la integral en 1. Por ejemplo, para la serie 3., 1/(n - 3)* lo
natural es analizar la integral impropia f4°° 1/(x - 3)2 dx. De igual manera, no
es necesario que f sea siempre decreciente pero si que lo sea a partir de algin
momento. Asi, por ejemplo, la funcion asociada a la serie 3>, 1/(3n - 13)% es
f(x)=1/(3x - 13)? y la misma es decreciente para todo x > 13/3 = 4.33 por
lo que deberemos estudiar la convergencia de la integral impropia f5°° f(x)dx.
Esto nos permite afirmar qué ocurre con la serie 3. 1/(3n - 13)?, pero lo
mismo le pasara a la serie original pues los 4 primeros términos no van a
modificar el caracter de la serie. Una cantidad finita de términos no van a
cambiar la convergencia o divergencia de una serie.

Serie armonica y series p
Se denomina serie p a toda serie de la forma:
[oe]
>
np
n=1
siendo p un nimero real. En el caso en que p = 1, la serie 3*, 1/n es mas
conocida como serie armonica. Para estudiar la convergencia de la serie
conviene distinguir los cinco casos siguientes:
CASO 1 p < 0: observamos que el término a, crece indefinidamente a

medida que n crece, esto es, lim,_,, 1/nP = 0. Luego, por el Criterio de
la divergencia, la serie p, con p negativo, diverge.
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CASO 2 p = 0: resulta que todos los términos son iguales a 1, por lo que
lim,,.a, = 1 # 0. Nuevamente, por el Criterio de la divergencia, la
serie p con p = 0 diverge.

CASO 3 0<p < 1:aqui, se tiene que lim,_, 1/nP = 0, con lo cual, no
podemos afirmar nada sobre la convergencia o divergencia de la serie.
Sin embargo, si consideramos la funcion f(x) = 1/xP, con x = 1, esta
funcion cumple: f(n) = a,, f es positiva y continua para esos valores de
X,y como f'(x) = -p/xP*1 es negativa por serp >0y x > 1 cumple las
condiciones del Criterio de la integral.

Luego, basta analizar la integral impropia asociada a f en [1, oo):

b

[o¢] b —p+1
[ %dx —tim [ xPdx= lim X = lim
:

bP1-1
b—o Jq b—)oo-p+1 1_b—>oo —p+1

dado que -p+1 > 0. Luego, si 0 < p < 1, la integral diverge y por lo tanto,
la serie también.

CASO 4 p = 1: Este se corresponde con la que se conoce como serie
armonica. Como en el caso anterior, lim,_, 1/n = 0, con lo cual, no
podemos afirmar nada sobre la convergencia o divergencia de la serie
armonica. De todas formas, podemos proceder como antes, ya que
f(x) = 1/x cumple las hipotesis del Criterio de la integral. Aqui, la
diferencia esta en la antiderivada de f:

oo b b
f Tax=tim [ Ldx=timtn|xl| = tim tn(b) - n(1) = co.
1 X b—oo J4 X b—o 1 b—o
Tenemos pues, que la integral diverge, por lo que la serie armonica
también es divergente.

CASO 5 p > 1: Observamos que también en este caso lim,_,, 1/n? = 0,
pero esto no nos da informacion sobre convergencia de la serie. Re-
pitiendo el procedimiento anterior, como la funcion f(x) = 1/xP es
decreciente para x = 1, siempre que p > 0, y es continua y positiva para
x > 0, aplicamos el Criterio de la integral. Resulta que, como -p +1 < 0,
entonces

© q b 5 X-p+1 b
f —dx = lim xPdx= lim
1 XP b— 1 b—>oo —p + 1 1

- lim bP1-1_ 0-1 1
Tboo -p+1  -p+1 p-T1

Entonces, la integral es convergente. Por lo tanto, la serie también es
convergente.
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Los casos contemplados arriba se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.6 (Convergencias de series p): La serie p, dada por

]
np’

M s

S
n
=y

es convergente solo si p > 1y es divergente si p < 1.

Observacion 50: En particular, note que este teorema garantiza que la serie
armonica Y., 1/n es divergente.

Criterio del cociente o Criterio de D’Alembert

Para una serie de términos positivos 3, a,, este criterio permite determinar
convergencia o divergencia de la serie estudiando el limite de la razon de
dos términos consecutivos.

Teorema 3.2.7 (Criterio del cociente): Dada 3., a, una serie de términos
positivos:

e Silim,, e ap.q/a, =L <1, laserie es convergente.
e Silim,,ean./a, =L >1,laserie es divergente.

e Silim,,ean.q/a, =L =1, el criterio no es concluyente.

Ejemplo 3.216: Determinar la convergencia de la serie

Solucion. Vemos que esta serie tiene términos a, = n/4" positivos. Estudie-
mos el limite del cociente de términos consecutivos:

n+1
. a p . . 4" n+1 . 1n+1 1
lim =21 = |im £~ = c— = lim =<1
n-o dp n—oco __ n—co 4n+1 n n—oco n 4

4n

Entonces, la serie 3, n/4" es convergente por el Criterio del cociente.

Ejemplo 3.217: Estudiar la convergencia de la serie

3
ﬁ-

M s

S
n
-
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Solucién. En este caso, los términos son a,,
Criterio del cociente:

3/5" positivos. Aplicamos el

lim %21 < fim 2T < im = = im 1+ =
n—oo an n—oo - n—oo 5n+1 n 005

Luego, la serie es convergente por el Criterio de D'Alembert.

Podriamos haber estudiado esta serie sin este criterio, puesto que es una
serie geométrica con razon q = 1/5 (lo que se observé cuando hicimos los
cocientes a,,,/a,)y primer término 3/5. Vista como serie geométrica también
obtenemos que es convergente, y, mas aln, podemos calcular su suma

_3/5 3
S1-1/5 &

la cual no puede determinarse mediante el Criterio del cociente.

Ejemplo 3.218: Apliquemos el Criterio del cociente a la serie
oo 4n
2 e
n=1

Resulta que

4no1
. a,, . ap 4n?
lim 2241 = (im 2 < im > =451,
n-oo Qpn n—oo 4_ noo N%2+2n+1

nZ

por lo que la serie es divergente.

Ejemplo 3.249: Si estudiamos la convergencia de una serie p con el Criterio
del cociente, encontramos que, cualquiera sea p € R,

1

+ - p - p
lim 2040 2 (jm O iy llm( n )
n+1

n—oo an n—oo l n—oo (n + )p n—oo
npP

Es decir, el criterio no es concluyente para ningin p. Sin embargo, sabemos
que para p < 1, la serie diverge y para p > 1, converge. Esto muestra que
puede haber casos en los que el criterio no da informacion, y puede ocurrir
que la serie converja o diverja, pero hay que determinarlo con otro criterio.

Criterio de la raiz o Criterio de Cauchy
Este criterio también lo aplicaremos a series de términos positivos, princi-

palmente a aquellas cuyos términos generales contengan potencias n-ésimas.
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Teorema 3.2.8 (Criterio de la raiz): Dada 3|, a, una serie de términos positi-
vos:

e Silim,,«4&/a, =L <1, laserie es convergente.
e Silim,,.4%/a,=L>10lim,_%/a, = o, la serie es divergente.

e Silim,,«&/a, =L =1, el criterio no es concluyente.

Ejemplo 3.2.20: Analice la convergencia de la serie

> (s)

n

-

Solucion. Aplicando raiz n-ésima y tomando limite, tenemos que:

. .o n \3"
lim 4/, = lim {/(5:7)

=lim(

n—oo

no\3
3n+5)'

Como el limite de la base existe, entonces

. . n \
fim /@, = fim 7<)
1 1
“(3) =57 <"
Por el Criterio de la raiz, la serie es convergente.
Ejemplo 3.2.21: Decidir si es convergente o divergente la serie

Sty

n=

-

Solucion. Podemos aplicar el Criterio de la raiz:

; < 1\ IO 1Y
fim = fm (10 7) = fim (143)" = fim (14 5) <o

Luego, la serie es divergente.

Ejemplo 3.2.22: Usar el Criterio de la raiz para estudiar la convergencia de la
serie
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Solucion. Calculamos el limite de la raiz n-ésima:

. - a[{5\" . 5 _5
fim /e, = fm 3/ (5) = fim 3 =5

Luego, la serie es divergente. Podemos ver que esta serie es geométrica de
razon g = 5/3, por lo que podemos afirmar, por ese otro criterio, que es
divergente ya que g > 1.

Criterio de Raabe

Este es el Gltimo criterio que estudiaremos para el caso de series de términos
positivos. El mismo suele ser de utilidad cuando el Criterio del cociente no
es concluyente.

Teorema 3.2.9 (Criterio de Raabe): Dada ¥, a, una serie de términos positi-
VOS:

e Silim,,n(a,/a,.-1)=L>1,laserie es convergente.

e Silim,,,n(a,/a,,-1)=L<1,laserie es divergente.

o Silim,,,n(a,/a,. -1)=L=1,elcriterio no es concluyente.
Observacion 51: Note que el cociente involucrado en este criterio es a,,/ap.q Y

no el utilizado en el criterio del cociente. También, las conclusiones respecto
al valor del limite cambian.

Ejemplo 3.2.23: Estudiar la convergencia de la serie

= 1
;(Znﬂ)f

Solucién. Notemos primero, que si aplicamos el Criterio del cociente, este
no es concluyente:
;
. . 1)+ . 2 1 2 . 2
lim 8021 _ |jm &0 iy (2n+1)* _ 4n? + 4n + 1

n-oo Qapn n—-oo 1 n—oo (2” + 3)2 - n-o 4n2+12n +9 -
(2n+1)2

Estudiamos, entonces, el limite propuesto por el Criterio de Raabe:

2
lim n( an —1)— lim n(4n *12n+9 1)
n—-oo Qi1 n-oco

4n2+bn+1
=limn(lmz+12n+9—4n2—4n—1)
n—oo 4n?2 + 4n + 1
=[imn(ﬂ)=im8nz—+8n=§=2>1.
nsoo \4N2+4n+1/ nowbn2+4n+1 4
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Luego, la serie ¥, 1/(2n + 1) es convergente por el Criterio de Raabe.
Ejemplo 3.2.24: Estudiar la convergencia de la serie

= n
Z(n+

n=1

Solucion. Siaplicamos el Criterio del cociente, vemos que

* _ lim (n+1® . n>+3n?+3n+1

= = _—— =1
n—oo Cl,, n—oco ___ n—oo n(n + 2)2 n—oo n3 + ll-nz +4n

y no es concluyente. Mediante el Criterio de Raabe tenemos que

[im n an -1 lim n M -
n—oo a,,+1 n—oo n3 + 3n2 +3n+1
lim nf—_xn-1__
noe \N3+3n2+3n+1
n+n%?-n

m -————-=1
r!‘—»oon3+3n2+3n+1 !

que tampoco es concluyente. ;Qué criterio utilizamos para decidir si es 0 no
convergente?

Podemos aplicar el Criterio de la integral, ya que la funcion asociada f(x) =
x/(x +1)? es continua y positiva en [1, ), y su derivada esta dada por f'(x) =
(1-x)/(x+1)3<0parax 2 1.Su integral impropia es

.[ ()<+1)2 _b—>oo_/ (x+1
e (x+1)-1
‘JEL[ e &

i b1 1
-t [ (e g

b+1

=lmnf (1-lﬁdu

b—>o 2 u U2

b+1

=nm0mm+1 )

b— o u 2

1 1
b+14Mﬂ—ﬂ-m

donde se hizo la sustitucion u = x + 1 cambiando los extremos de integra-
cion. Al ser divergente la integral impropia, es también divergente la serie
Yo n/(n+1)%

=m%mw+n+

b—oo
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Ejemplo 3.2.25: Estudiar la convergencia de la serie

= = lim =\/'m— 1—1
n-co /n+1 noo \ N+1 n-ooo N+ 1

pero no es concluyente. Ahora, si aplicamos el Criterio de Raabe, racionali-
zando obtenemos que

lim n( An -1): lim n(E-1)= lim n(—‘/”T‘\/ﬁ)

n—oo an+1 n—oo n n—oo \/ﬁ
= lim lim L
R RN

. 1 . 1 1
=lim ——-=lm —===<1,

n—»w\/m*-_l n—>oo\/1+71+1 2
n n

por lo que la serie resulta divergente.

La serie dada también podria haberse estudiado mediante el Criterio de
las series p. La misma es un miltiplo constante de la serie p = 1/2 que es
divergente pues p < 1.

Series alternadas

Una serie se dice serie alternada (o alternante) si sus términos son alterna-
damente positivos y negativos. En general, una serie de este tipo tendra como
término general a, = (-1)"b,, 0 bien a, = (-1)"'b, siendo {b,} una sucesion
de términos positivos. Esto es, en cualquier caso sera b, = |a,| para cada n.
Para estas series, tenemos el siguiente criterio de convergencia.

Teorema 3.2.10 (Criterio de la serie alternante o Criterio de Leibniz): Dada la
serie alternante 3. a, = ¥ ,(-1)""'b,, donde b, > 0 para todo n = 1, si se
cumple que

e by, sb,paratodonz1,y

« limb, =0,

n—oo
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entonces la serie alternante es convergente.

Observacion 52: Si alguna o ambas condiciones no se cumplen, el criterio no
puede aplicarse. De ninglin modo significa que la serie diverge; deberemos
recurrir a otro método para analizar el caracter de la serie.

Ejemplo 3.2.26: Estudiar la convergencia de la serie armonica alternada

® _1n-1
2

Solucion. Aqui, b, = 1/n > 0, la cual verifica lim,_ b, = lim,_, 1/n = 0.
Ademas, es decreciente pues, comon+1>n,b,,,=1/(n+1)<1/n=b, para
todo n 2 1. Entonces, por el Criterio de Leibniz, la serie armonica alternante
es convergente.

Observacion 53: El ejemplo anterior muestra que una serie puede ser diver-
gente (la serie armédnica), pero su serie alternada puede ser convergente (la
serie del ejemplo).

Ejemplo 3.2.27: Determinar si la serie siguiente es convergente:

= (-1)"3n
Z 4n-1"

n=1

Solucién. Consideramos b, = 3n/(4n-1) > 0. En este caso, vemos que
lim,50 b, = 3/4 # 0, por lo que no podemos aplicar el Criterio de la se-
rie alternante. Sin embargo, dado que se tiene ese limite, podemos decir que
lim, L6 @, = lim, L (-1)"b, no existe (para los valores de n pares, a, tiende a
3/4 mientras que para los n impares, a,, tiende a -3/4). Asi, por el Criterio de
la divergencia, la serie alternada dada es divergente.

Observacion 54: Cuando una serie alternante verifica que lim,_ |a,| # 0,
resultara que lim,_, ., a, no existe y, por el Criterio de la divergencia, la serie
alternante correspondiente diverge.

Ejemplo 3.2.28: Analice la convergencia de la serie alternada

= (-1)"n
z n+1"-

n=1

Solucién. En este caso, tenemos que b, = n/(n+1) > 0. Si estudiamos la
funcién asociada f(x) = x/(x + 1), su derivada es f'(x) = 1/(x +1)> > 0, por
lo que b, no es decreciente. No es posible usar el Criterio de Leibniz. Sin
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embargo, basta observar que lim,_,,, b, = 1 # 0, de donde lim,,_,, a, no existe.
En consecuencia, el Criterio de la divergencia nos permite afirmar que la serie
alternada dada diverge.

Ejemplo 3.2.29: Estudie la convergencia de la serie

- (1)
Z en °

n=1
Solucion. Aquisera b, =1/e" =e™">0.Comoe>1,bp,=e""<e" =b,
para todo n, por lo que podemos afirmar que b, es decreciente. Ademas,
lim,_ . b, = 0. Por lo tanto, por el Criterio de Leibniz, la serie alternante es
convergente.

Otra forma de estudiar esta serie es observando que su término general es
a, = (-1/e)", con lo cual la serie es de tipo geométrica de razon g = -1/ey
primer término a, = -1/e. Puesto que |g| = 1/e < 1, la misma es convergente,
como ya vimos con el Criterio de Leibniz. Mas alin, sabiendo que es geomeétrica,
podemos calcular su suma:

EJERCICIOS 3.2
1. Identifique cuales de las siguientes series geométricas son convergentes.
Justifique cada caso y calcule la suma correspondiente.

b. g(-w(%)n. . i(-nn (%) .

[oe] (oo} 2
(-3)5". £ 5

n=1 n=0 n=1

n

23 3(3)

o
M s
N
—_——
Ul o
N —
o]
™M

wa
gk
B
—
w| &~
~—
=
Ms
Elon

—_

3

o

>

l‘
Me 2Me

(%) ‘-

2. Halle el término general de las siguientes series geométricas y exprese
cada una utilizando el simbolo de sumatoria.

—_
NS,
—
~
Ms

S
11
N
S
1
N
S
1]
w

2 4 8 16 32 5 5 5 5
Al+s+ot—=+—+——+... b5S+—+—+—+_—+..

3 9 27 81 243 4 16 64 256

3 3 3 3 15 45 135 405
C.-3-c-sc-75g - 255 - d.5-——+—=-—F—+—=-..

5 25 125 625 4 16 64 256

396



3. Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifi-

que.

o n T 9w

. Si 3, a, es divergente, entonces la sucesion {a,},.1 es divergente.
. Si¥ ", a, esconvergente, entonces la sucesion {a,},»; es convergente.
. Si la sucesion {a,},.1 diverge, entonces la serie -, a, es divergente.

. Silasucesion {a,},»1 converge, entonces la serie 3, | a, es convergen-

te.

. Silaserie 3, a, es convergente, entonces para todo k # 0 la serie

> ,(a, + k) es convergente.

f. Silim,,.a, =1, entonces la serie 3, a, es divergente.

. Silim,,.a, =0, entonces la serie 3 ; a, es divergente.
. Silim,,a, =0, entonces la serie 37 . a, es convergente.

n

. La serie Z;,";O(—3)(§) es convergentey susumaesS = 2.
n

. La serie Z;,";O(—B)(E) es convergente y susumaesS = -5.
n

. La serie Z;,";(—Z)(%) es convergente y susumaes S = -3.

. 1 N . P . . 1
. Laserieyy (1- En) es una serie aritmética con diferencia d = -syes

convergente por ser |d]| < 1.

. El Criterio del cociente permite afirmar que la serie armoénica es di-

vergente.

. El Criterio de la integral permite hallar el valor de la suma de una

serie conve rgente.

. Cualquier serie p es convergente, sin importar el valor de p.

p. Existe una serie divergente 3. a, tal que la serie alternada corres-

pondiente 3 .(-1)""a, es convergente.

4. Una empresa multinacional realiza el primer afio una donacién de $50 000,
y cada ano siguiente, dona la tercera parte de lo que dond el ano anterior.
Si la donacion se hace por tiempo indeterminado, ses posible determinar
a cuanto ascendera la donacion? Justifique la respuesta y, si es posible,
calcule dicho valor.

5. Una estimacion del total de reservas de petroleo de la plataforma continen-
tal noruega es de 6 - 10° toneladas a principio de 1980. Suponiendo que la
produccion de aquel afio fue de 2-10° toneladas y que a partir de entonces
la produccion se reduce en un 1% cada ano, resuelva los siguientes items:

a.

Halle los cinco primeros términos de la sucesion que indica la cantidad
de toneladas de petroleo producidas al cabo de n anos a partir de
1980. ;Qué tipo de sucesion es? Fundamente.
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b. Identifique qué representa la serie asociada en términos del problema.
Si es posible, calcule su suma.

c. ;Se podra asegurar la existencia de reservas para un tiempo indefini-
do?

6. Unfabricante de juegos electronicos que produce un nuevo producto estima
que las ventas anuales seran de 8000 unidades y sabe que cada afo el 5 %
de las unidades vendidas dejan de funcionar.

a. Calcule la cantidad de unidades que estaran en uso después de dos
anos y después de tres anos.

b. ;Cuantas unidades estaran en uso después de n anos?

c. ¢Escierto que, pasados 10 anos, habra menos del 80 % de las unidades
funcionando?

7. Analice la convergencia de las siguientes series con el criterio que crea
conveniente:

oo 2 co l ( ) [ 1
a.znn?. bZ% C.ZF.

n=1 n=3 n=1

(o0} [ee) (o] n
d. S n22£’1. . z(-n"%. f 23(%) .

n=1 n=1 n=0

oo il 2n ©
g D ne” h'z(3rfr-'1) 'Zg_:

n=1 n=1 n=1
) ; n2 : ; n! % n+5

8. Halle el valor de la constante a para que la suma de la siguiente serie sea
igual 3:

— a-16"2
> &
n=1
9. Halle todos los valores de la constante k para que la serie
= (9k?)"
> (%)
n=1

sea convergente y su suma sea igual a 1.

+ n . - .-
10. Justifique por qué la serie 3 , (22—n1) es divergente, y por qué la sucesion

2n+1\N
( ) es convergente.
2n nx1
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Tablas de referencia

Tabla de derivadas

(f(x)- g(x)) = f(x)g'(x) + g(x)f"(x).

1.

i
SEFCIRCHORCHO
L X g) o)
3. d%f(g(x» F(g0) - g'(x).
d

4. —a*=a*lna

l 1
3 08, X “Xxlna'

Tabla de integrales
Observacion Se omite la constante de integracion y el lector debera agregarla.

(ax + b)™1

an+1) '
2. f(ax+b)-1 dx=%ln|ax+b|.

1 [(ax +b)"dx = (n#-1).

1 ~Jax+b b
3. [X(ax+b)” dX—E(ax+b)” [m—m], (n¢—1,—2).
_ x b
4.fx(ax+b)1dx=a—§ln|ax+b|.

L4

ax+b

1 1 X
6’fx(ax+b)d =p M | x+b|’(b¢0)'
5/2 3/2
A B e |

fx(ax+b)-2dx=%[ln|ax+b|+ b ]

5 3
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8[ X_d

vax+b
1 1

o [ oz = 5g 1|

10.

1"

12.

13.

14.

15.

/

o
) a2 - x2

f e dx = 1e‘”‘.
a

/

X

a2 + x2

X = 20;((1—24b\/ax +b.

X+a|
x-al

dx = t%ln |aZiX2|.

1
a*dx = —a”.

lna

= -Ja2 - x2,

1
f xe™dx = E(ax - 1)e%,

1 n
f x"e dx = Ex”e‘”‘ -3 f x"-Te dx.

16. fln [x]dx = xIn|x| - x.

17.

18.

ax

=

xn

dx

_eGX

1. _12
[xln|x|dx-2x In|x| 3 X

) (n - 1)xn-1

f
+
n_l

eGX

xn-1
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Material habilitado para uso en examenes

Tabla de derivadas
. SE () 9(3) = (¥ () + GOOT (0. 2 5 g = gL,
3. (G0 = F(G(x) - 6/ (x). b La=atna.
d L _1
5. a ogax = m

Tabla de integrales
Observacion Se omite la constante de integracion y el lector debera agregarla.

n+1
1.[(ax+b)"dx- ("a)z*ba) L (n#-1). 2. [(ax+b)’1 dx=%ln|ax+b|.
ndx = - nafax+b f AggeX_ b
3.[x(ax+b) dx-az(ax+b) [n+2 n+1](n¢ 2 4 [ dox+byTdx=% - Dinjaxebl.
1 b 1 1 X
-2 - [ = — —_—
5.[x(ax+b) dx = z[lnlax+b|+ax+b. 6.[X(0X+b)dx bln‘ax+b|,(b¢0).
5/2 3/2 -
7. fxxlax+ dx— (ax+ b) b(GX+b) X 8.] X dx = 2ax 4b\/ax+b.
5 3 axeb 3a2
1 1 X+a X ] 2.2
9'[de'%ln|x—a" 10.]mdx-tiln|a +x2|.
11.[ aZX-x2 dx = Va2 - x2. 12.fe""dx= %e‘”‘.
13.[0" dx = Lax. 14.[xe‘”‘ dx = l(ax—1)e‘“‘.
lna a2
15.[x"e°xdx= %x"e”x—g[x”’1eaxdx. 16.[ln|x|dx=xln|x|—

_1 5 12 eax _ —eax eax
17.fxln|x|dx-§x In |x] x5 18.Ivdx-m+ —1_[x"1






Respuestas de los ejercicios

CAPITULO 1

Ejercicios 1.1 (p. 27)

1.a. La variacion de la utilidad cuando se pasa de producir x; unida-
des a x, unidades. La unidad de medida es en ddlares.

1.b. La variacion de la utilidad cuando se pasa de producir x, unida-
des a x4 unidades. La unidad de medida es en dolares.

1.C. Es la variacion promedio de la utilidad cuando se pasa de pro-
ducir x, unidades a x; unidades. La unidad de medida es dola-
res/unidad.

2.a. Al aumentar la produccion de 600 a 800 unidades, el costo se

incrementa en $16 000.

2.b. Al aumentar la produccion de 600 a 800 unidades, el costo se
incrementa en promedio $8000 por cada 100 unidades.

3.a.

. Variacion absoluta  Variacion

Ano (miles de millones) porcentual
2013 - -
2014 337 5.06 %
2015 183 2.61%
2016 327 4.55%
2017 247 3.29%
2018 143 1.84%
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3.b.

4.a.

4.b.

4.C.

5.a.i.

5.a.ii.

s.a.iii.

5.b.i.

5.b.ii.

5.biii.

6.a.

Durante el primer ano se registro el mayor incremento en la
cantidad de suscriptores. En el segundo aio, dicho crecimiento
se redujo aproximadamente a la mitad, para luego repuntar en el
tercer ano. En los tres anos posteriores se observa un aumento
sostenido pero cada vez mas moderado, es decir, contindan
incorporandose nuevos suscriptores, aungque en una proporcion
decreciente ano tras ano.

Semana 1 2 3 4

Ventadecafe .., 5., 2975 2890

en grano (kg)
Variacion
absoluta (kg) 220 1005 85
Variacion 4,500 51.00%  2.86%
porcentual

Durante las dos primeras semanas, las ventas aumentaron regis-
trando el mayor incremento entre la segunda y tercera semana.
En la semana siguiente las ventas disminuyeron 2.86 %.

Podemos calcular el incremento promedio de las ventas de café
P 2890-1750

en las dltimas tres semanas: ———— = 380 kg / semana. Los

datos no son suficientes para calcular la variacion en todo el

mes.

En el intervalo [-5,-2], f disminuye en promedio 2 unidades

por cada unidad de x mientras que g también disminuye en
promedio 7 unidades por unidad de x.

En el intervalo [-3, 3], f disminuye en promedio 2 unidades por
cada unidad de x mientras que la variacion promedio de g es
nula.

En el intervalo [2, 6], f disminuye en promedio 2 unidades por
cada unidad de x mientras que g aumenta en promedio 8 uni-
dades por cada unidad de x.

La tasa de cambio promedio se mantiene constante en la funcion
f y variable en la funcion g.

En este intervalo, en promedio, g no aumenta ni disminuye por
cada unidad de x.

Funciones polinomicas de grado mayor que 1, exponenciales,
logaritmicas. Hay mas respuestas correctas.

El costo de producir 2 bicicletas por dia es 3336 dolares.
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6.b.

6.C.
6.d.

6.e.

7.a.

7.b.

8.a.
8.b.

8.c.

El costo promedio cuando se pasa de producir 2 a 5 bicicletas
por dia es 888 dolares por bicicleta.

El incremento porcentual es de, aproximadamente, 79.86 %.

El costo promedio por bicicleta cuando se pasa de producir 5 a
8 bicicletas por dia es 3168 dolares y el incremento porcentual
correspondiente es de, aproximadamente, 158.4 %.

El costo promedio es menor cuando se producen cinco bicicletas
por dia, en comparacion con cuando se producen dos bicicletas
por dia.

Con k = 0.009y C = 3194537, el aumento en la poblacion en
el periodo 2010-2015 es de 147 038 personas y en el periodo
2015-2020 es de 153 805 personas.

En el periodo 2010-2015, la poblacion, en promedio, aumen-
ta aproximadamente 29 408 personas por ano y, en 2015-2020,
30761 personas por ano.

201.75 - 115.45 %.

El mes donde se produce la mayor variacion promedio es sep-
tiembre.

Se observa un incremento significativo en el valor promedio del
dolar de diciembre de 2022 a diciembre de 2023. El aumento
supera el 100 %, en un ano, es de 115 %, aproximadamente.

Ejercicios 1.2.1 (p. 37)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

1.e.

X2-h _ (x-2)(x+2) _

g(x) = oy — X+2.
_ x3_+x _ox(02e1) o
g(x) = — == =X +1.
h_@y2_ +3)(x3-3x2+X-
g(X)=X 8x’ 9=(x3)(x 3x X3)=X3—3X2+X—3.
Xx+3 x+3
(X) _ x3-hx2ex+6 (x+1)(x-3)(x-2) _ x+1
9 = s (x+2)(x-3)(x-2)  x+2°
_e1 et 1 - oX
g(x) T oerxeex ex(ex-1) T ex e

Las graficas de f y g cerca de x = ¢ se aproximan al valor de
lim f(x). Valores conjeturados para los limites: a. 4; b. 1; c. -60;
X—C

d.4/5 e. 1.
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Ejercicios 1.2.2 (p. 45)

1.

3.a.

3.b.

3.C.

3.d.

3.e.

3.f.

3.8

3.h.

3.0

3.

3.k.

3.l

4.a.

Sea f(x) una funcion polinomica de grado n de la forma
F(X) = apx" + @, X"+ ...+ a.x + ag,
conneNya, #0.Asi,

i =i -1
)l(l_r)rlf(x) = l|m apX"+a, X"+ v agx+qg

= l|m a,,x”+l|m Apog X"+ L+ limagx + limag
X—=

X—=>C X—=>C X—=C
=a, limx"+a,_; limx""+ ... +a,limx+ag
X—=C X—=C X—=C
n n-1
=a,,(l|mx) + 0,4 (llm x) +..+ 0, (llmx)+ao
X—=C X—=C X=C

= A,C" + Ay " + .+ aqC + Q.

Puesto que f(c) = a,c" +a,_,c"" +...+a,c+aq, por lo desarrollado
anteriormente, podemos concluir que lim,_,. f(x) = f(c).
a.L=4;b.L=1;¢c.L=-60;d.L=4/5;e.L=1.

lim,_,5 [x2(x - 1)+ 5(x - 20)] =

My, V(X -2)2+2x3+0.25 = %
limy o [(X7 + 5x - 2)°0¢ - x* + 3)*] = -2592.

llmx_,z[ln(z 5e+\/_] 41n2 -5e+4/2.

Xx2+x 3\/16)(

limy_o5 [
lim x4-5x3-12x2+80x-64 _ 0

X=h T 6x2-16x+96 )
lim Vx+26-5 1

X1 0 20°
- 8-x
lim, g ——= =

3-x+1

lim, .5 [log,g(2x + 4) - log,(x")] = -
. . ; 1
lim, o (ez"2 5-3%2)=e°- 5
lim s In(e") = 4.

2
limx—>—5 410g2(9+x) =16.

lim,,.(3x+1)=2siysolosic-= %
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4.b.

4.C.

4.d.

4.e.

4.f.

4.8

4.h.

4.i.

4.j.

4.k.

4.1

lim, (X2 +2) = 4 si y solo si ¢ = +/2.
lim,,.+/5x+ 14 =8siysolosic=10.
lim,,[(x-2)(x+3)-5]=-5siysolosic=2vc=-3.
lim,_,. X1 2 gsi ysolosic=3.

X-2
. xX2-4 . .
lim,_, . — Osiysolosic==22.

. . 249
No existe ¢ € R para que lim,_,, X2—+4 =1
X2-

-1

lim,_,. = -siysolosic=0.

1
2
lim,_, log,(x*-9) = 2siysolosic = /34,
lim,_2X**3 =1siysolosic=3vc=1.

No existe c € R para que lim,_,ln ()X;—i) = 0.

lim,_.e"™®*M = ¢c+1siysolosic>-1.

Ejercicios 1.2.3 (p. 52)

1.a.
1.b.

1.C.

1.d.

1.e.

1.f.

2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

2.e.

2f.

lin21_ fx)=1y lirr21* f(x) = 2 por lo que lim,_,, f(x) no existe.

lim f(x)=-1y lim f(x) = -1 por lo que lim f(x) = -1.

x—1- x—=1* x—1

lim3 f(x)=o0y lim3 f(x) = o0 por lo que lim,_,_; f(x) no existe.
X—-3- X—-3*

lirg f(x)=-oc0y lirrol f(x) =1 por lo que lim,_,, f(x) no existe.
xX—0- X—0*

lim f(x)=0y lim f(x) =0 por lo que lim f(x) = 0.

X—4 X—4* X4

lin31_ f(x)=3y lin31* f(x) = -1 por lo que limx_% f(x) no existe.

X—>E x—»;
lim f(x) = 1.

X—3"

lim f(x) = -2.
X—2-

lim f(x)=-1.
x—0*

Jim, 1) =5

)l(i_)rr;f(x) =5.
)l(l_[q fx)=1.
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2.8.
2.h.

3.a.

3.b.

3.C.

3.d.

4.a.
4.b.

4.c.
4.d.

4.e.

4.f.

4.8.
4.h.

lim f(x) =

X—3*

No existe lim f(x).
X—=4

El intervalo dominio es | = [-1, 1]. El limite en cada extremo es
lim1 f(x)=0ylim,_, f(x) = 0.
X—>-

El intervalo dominio es |

= ( ,2). El limite en cada extremo es
limzf(X) = ooy lim,,; f(x) =
X—-

El intervalo dominio es I = [0, 3). El limite en cada extremo es
lirrg) f(x)=-5ylim,,;f(x)=7.
X—

El intervalo dominio es I = [1, 4]. El limite en cada extremo es
lin’1| f(x)=1ylim,, f(x) = 24.

X—

Para que f tenga limite en ¢ = 2 basta con tomar cualquier a € R.

Para que f tenga limite en ¢ = 0 se debe tomar a = #1.

Para que f tenga limite en ¢ = 1 se debe tomar a = /2.

Para que f tenga limite en ¢ = 3 se debe tomar a = %

Para que f tenga limite en ¢ = -1 se puedetomara=0o0a=1.
Para que f tenga limite en ¢ = a se puede tomara=-2o0a-=1.
#a € R para que f(x) tenga limite en ¢ = 0.

Para que f tenga limite en ¢ = 1 basta con tomar a > 0.

Ejercicios 1.2.4 (p. 62)

1.a.
1.b.
1.C.
1.d.

1.e.

1.f.

18.
1.h.

1.0

2.

La funcion f(x) es continua en x = 1.
No tiene sentido estudiar la continuidad en x = -3 para f(x).
La funcion f(x) es continua en x = 1.
La funcion f(x) no es continua en x = 2.
La funcion f(x) no es continua en x = 4.

La funcion f(x) es continua en x = 3.

)
)
)
La funcion f(x) es continua en x = 1.
La funcion f(x) es continua en x = 0.
No tiene sentido estudiar la continuidad en x = -1 para f(x).

a. Es continua; b. Es continua; ¢. No es continua en x = 1; d. No
es continua en x = 2.
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3.a.

3.b.

3.Cc.

3.d.

4.a.
4.b.
4.c.
4.d.
4.e.

4.f.

x sixe[0,1),

X) =
Jx) 0 six=1.
X si0sx< 1,
4
1 Six= 1,
4
1 silexel
4 4 2!
1
f(x)={-1 S|x-5,
X - 1 silex<?
4 2 4!
%(%+x) SI%SXS'I,
0 six=2.
4
Falso.
Verdadero.
Verdadero.
Falso.
Verdadero.
Falso.

Ejercicios 1.2.5 (p. 69)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

1.e.

1.f.

El dominio de f es R\ {0, -1}. Es continua en todo su dominio.

El dominio de f es Rg. Es continua en todo su dominio.

El dominio de f es R. La funcion es continua en R\ {-1}y tiene
una discontinuidad de salto infinito en x = -1.

El dominio de f es (-, -2) U (2, ). Es continua en todo su do-
minio.

El dominio de f es R. La funcion no presenta ninguna disconti-
nuidad.

El dominio de f es R. La funcion presenta una discontinuidad
de salto finito en x = % Por tanto es continua en R \ {%}
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18.
1.h.

3.a.

3.b.

3.C.

3.d.

3.e.

3.f.

3.8

3.h.

El dominio de f es R. La funcion es continua en R.

El dominio de f es R. La funcion presenta una discontinuidad
de salto en x = 2. Por tanto es continua en R\ {2}.

La funcion f(x) = % del inciso a. tiene dos asintotas verticales:

1 six#-1
las rectas x = 0y x = -1. La funcidn f(x) = { ¥**2x+1 '
-2 six=-1

del inciso c. tiene una asintota vertical en x = -1. La funcion
f(x) = log(x? - 4) del inciso d. tiene dos asintotas verticales,
X=-2yx=2.

lim — 2 4oo; lim 1 -00
x—0+ X1/3 ’X—)O’ x1/3

1 1
. o . X So
lim 2 +o0: lim = -co0.
x—1+ X2 - " x=1- X2 -1
. . 1
lim =lim—=1.
x=0 X2 +X x-0X+1
lim vx-3 1
X—9 X—9 - 6
. 2%-4 0
lim =—=0.

lim In(x +1) = -co.

x—-1
4 4
lim x+2 ?‘)wlim X+2 2 _eo
_ =+ M _ = - .
x=2* X2+ X -6 "x52-X2+X-6
lim eX-16 = e0 = 1.
X4
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p —

f.

e. No existe funcion que sa-

tisfaga esas condiciones.

+ MmN -
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Ejercicios 1.2.6 (p. 76)

1.a. Indeterminacion del tipo «0/0». Se tiene lin"(n) X2 imx+2=2.
X—

X x—0

1.b. Indeterminacion del tipo «0/0». Se tiene l|m =lim L =1,
0 X2+2x X—=0 x+2 2

2_6x+5 - -5
1.C. Indeterminacion del tipo «0/0». Se tiene l|m X = lim £
X—1 X2+4Xx-5 x—=1 x+5
2

3

Xx2-6x+5

1.d. No se presenta ninguna indeterminacion. El limite lim es
X—5 X2+4Xx-5
cero.
1.e. Indeterminacion del tipo «0/0». El limite no existe.
1.f. No se presenta ninguna indeterminacion. El limite llm3 =5 &
cero. =
1.8. Indeterminacion del tipo «0/0». Setiene lim —— = lim /7 - x-
X—-2 \/TX 3 x--2
3=-6.
1.h. Indeterminacion del tipo «0/0». El limite no existe.
2.a.  Ellimite lim (X2+2X - 1) no existe.
x—-0 X X
2.b.  Ellimite lim (X2+X 1)es1.
X—=-1 X X
2.c. El limite lim (Xz'l'x + i) es 0.
x—=2\ x-2 X-2
2.d.  Ellimite lim (ﬁ'2 - X )es iy
X—b4 \ X-4 x2-16 8
2.e. Ellimite lim (In(x® + x?) - In(x + 1)) es 0.
x—-1
2.f. El limite Xll_m (log,(x) - log,(1 - x)) no existe.

Ejercicios 1.2.7 (p. 86)

. Xx2-3x+5 1
1.a. lim = -,

X—to0 3x2+x-1 3

- 2_3x+45
1b lim Z=22 =
X—>too X3-X2+6
3 3
1.C. lim —X— =+ y lim X -
X—>+00 3X2-2x+7 X—>-00 3X2-2x+7
.. A VX+5+1 .
1.d. Ellimite lim 22 = [im es igual a cero, mientras que
X—+00  X+h X—+00 X+5-1

J_1

no se puede estudiar lim

X—-00
[_51 00)

pues el dominio de f(x) e
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1.e.

1.f.

1.8.

1.h.

1.0

1,j.

3.a.

3.b.

3.C.

3.d.

3.e.

3.f

lim |—+=—([=0
Xx—ztoo | X3 X4
. 1 X2-5x+7 . -x%2+5x-5 - 1 Xx2-5x+7
lim|[—-——|=lim —— =-c0y lim — - ——— = +c0.
X—+00 | X-2 Xx-2 X—+00 Xx-2 X—-00 X-2 Xx-2
. 1\X
lim — = lim (—) =0y
X—>+00 3% X—+00 \3 X
. - 1 1
lim — = lim (=) = +oc0 pues a = - es mayor que ceroy menor
3 3 3
X—>-00 3*¥  x—>-00
queuno,0<a<1

lim log,(x> + 1) = +co pues b, base del logaritmo es positiva,

X—>t00

b>1.
lim f(x)=+o0y lim f(x)=0.

lim 21 2 =3y lim =L =0

X—+00 2-x2 X—-00 2-x+1

Las funciones que presentan asintotas horizontales son las co-
rrespondientes a los incisos 1.a, 1.b, 1.d, 1.e, 1.g y 1.j.

e six<

fx) =1 1 .
— six>1
1-Xx
1 six<0
fg={x =
1 sixz20
+1 six<-1
X+1
f(x)=4x* si-1<sx<2.
X‘Ifz‘i"l SiX>2

[In|x-3|| sixz3

fx) 0 six=30"

Al tener una asintota vertical, se presenta también una disconti-
nuidad infinita, por lo tanto, no es posible encontrar tal funcion.

Dado que una funcion puede tener sdlo dos asintotas horizon-
tales como maximo, no es posible encontrar tal funcion.

Ejercicios 1.2.8 (p. 91)

1.a.

1.b.

X

El limite lim (1 + %)2 esez.

X—+00

1 -4x
El limite lim (1 + —) ese.
X—>+00 4X



1.C.

1.d.

1.e.

1.f.

1.8

1.h.

El limite lim 1+

X—+00

L ese

x2+2x
El limite Xl_|>rpm(1 + x+1)2) ese.

El limite lim

X—+00

1+—) ese.

3x+6

El limite lim 1+ ) es e3.

X—-00
El limite lin’(n)(‘l - 5x)§ ese®
X—
3
El limite lim (1 + x3)* es €.
x—0

Falso.
Falso.

Verdadero.

Ejercicios 1.3.1 (p. 97)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

2.a.

2.b.

2.C.

La tasa de cambio promedio de y con respecto a x en el intervalo
[2,4] es -9.

La razon de cambio instantanea en x = 2 es -5. Esto quiere
decir que cuando x = 2, la funcion f(x) decrece, aproximada-
mente, en 5 unidades por cada unidad adicional en la variable
independiente.

La razon de cambio instantanea de y con respecto a x en un
valor arbitrario a es f'(a) = -4a + 3.

La funcion derivada de f es f'(x) = -4x + 3.

La razon de cambio instantanea en x = -1 es -5. Esto quiere
decir que cuando x = -1, la funcion f(x) decrece, aproximada-
mente, en 5 unidades por cada unidad adicional en la variable
independiente.

La razon de cambio instantanea de y con respecto a x en un
valor arbitrario a es f'(a) = -5.

La funcion derivada de f es f'(x) = -5.
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5.a.

5.b.

5.C.

Tenemos R’(2.5) = 995, R'(5) = 990 y R'(7.5) = 985. De esto
se puede interpretar que: a. En un nivel de produccion de 250
unidades, el ingreso crece, aproximadamente, en 995 mil dolares
por cada 100 unidades adicionales fabricadas. b. En un nivel de
produccion de 500 unidades, el ingreso crece, aproximadamente,
en 990 mil dolares por cada 100 unidades adicionales fabricadas.
¢. En un nivel de produccion de 750 unidades, el ingreso crece,
aproximadamente, en 985 mil dolares por cada 100 unidades
adicionales fabricadas.

La funcion derivada g’(x) existe para todos los valores del do-

minio de g(x). Para cada x en el dominio de g se tiene que
-

g'(x) =

X2+hx+h

La tasa media de cambio en el intervalo [1,3] es i—i = -0.207.
Esto quiere decir que el precio de un articulo baja, en promedio
por unidad, $20.7 cuando la demanda pasa de 1000 unidades
a 3000 unidades (o cuando la demanda se incrementa en 2000
unidades a partir de 1000).

Tenemos que f'(1) = -0.2267. Se puede interpretar expresando
que si a partir de mil unidades la demanda aumenta en mil
unidades, el precio disminuye aproximadamente en $22.67.

Dado que lim f(g) = 10, si la demanda aumenta indefinidamen-
g—o

te, el precio tendera a estabilizarse en los 1000 dolares.

Ejercicios 1.3.2 (p. 101)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

2.a.

2.b.

La ecuacion de la recta tangente a f(x) = 8 - 4x en el punto
(-1,12) esy = -4x + 8.

La ecuacion de la recta tangente a g(t) = (t+2)? en el punto (0, 4)
esy =4t + 4.

La ecuacion de la recta tangente a w(z) = 2;—1 en el punto (2, %)

esy=-2x+—

T
La ecuacion de la recta tangente a f(x) = 8 - 4x en el punto
(a,8-4a)esy=-4x+8.

La funcion f(x) = -2x? + 2x + 12 presenta una recta tangente
horizontal en el punto (1, E)

22
La funcion f(x) = -2x2 + 2x + 12 presenta una recta tangente con

pendiente 3 en el punto (-%, 9;1)
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2.C.

2.d.

La funcion f(x) = -2x? + 2x + 12 presenta una recta tangente

paralela a la recta pasa por los puntos (-1,2) y (2,-1) en el

3 99
punto (Z, E)
La funcion f(x) = -2x? + 2x + 12 presenta una recta tangente

perpendicular a la recta de ecuacion 2y + 4x - 3 = 0 en el punto
(3 399

8" 32 /'
Para que la recta y = 6x + b sea tangente a la grafica de f(x) en
el punto (1,-2) hay que tomar b = -8.

Ejercicios 1.3.3 (p. 104)

1.

2.a.

2.b.

La funcion derivada de f(x) es f'(x) = -2x + 4. En el intervalo
(-0,2), f' es positiva, por lo que la funcion crece en dicho in-
tervalo. En el intervalo (2, ), f' es negativa, por tanto, f(x) es
decreciente en ese intervalo. Se observa también que f'(2) = 0,
por lo que podemos decir que en las cercanias de x = 2 practi-
camente, no hay variacion en y.

y
141
12|
10

f'(x)

t t t X
-4 -2 AN
-2+

Existe ,Elrrg) 9B+h)-9(3) y su valor es 0.

La funcion g(x) presenta rectas tangentes horizontales en x = 1,
X=3yX=h
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2.C.
2.d.
2.e.

3.a.

3.b.

3.C.

La funcion g(x) es creciente en (0,1) y en (4, o).
La funcion g(x) es decreciente en (1, 4).
El signo de g’ se mantiene negativo.

La funcion ingreso esta dada por la ecuacion: R(q) = p(q)- q =
-%qz +1000qg su dominio es D = [0, 4000].

Tenemos R(1000) = 750000 y R’(1000) = 500. A partir de esta
informacion, sabemos que en ingreso para mil toneladas es
750000 dolares. Ademas, aumentar el nivel de produccion en
una tonelada implica un aumento aproximado en el ingreso de
500 délares.

Elingreso crece en el intervalo (0,2000) y decrece en el intervalo
(2000, 4000).

Ejercicios 1.3.4 (p. 111)

1.a.
1.b.

1.C.

1.d.

No existe la derivada de f(x) en x = 2.

Existe la derivada de f en x = 0y f'(0) = 0. La ecuacion de la
recta tangenteenx=0esy = 1.

Existe la derivada de f(x)enx =1y f'(1) = % La ecuacion de la
recta tangenteenx="1esy = %x + %

Existe la derivada de f(x) en x =0y f'(0) = -2. La ecuacion de la
recta tangenteen x=0esy = -2x + 1.

El limite cuando x tiende a 0 por derecha del cociente incremen-
tal para la funcidén f(x) = /x es infinito. Por esto, no existe la
derivada lateral derecha y, por tanto, f no es derivable en x = 0.

Algunos ejemplos de funciones podrian ser:

| x] si x <3,

-f(x)=[ en x

x2-6 six>3

1}
w

-(x+2)® sixs-1,

'f(X)=[ enx=-1.

X Si x> -1

e f(X)=-|x-3]enx=3.

Ejercicios 1.3.5 (p. 115)

1.a.

La funcion es discontinua en x = -3. Luego, por el Corolario 1.3.3,
la funcion no es derivable en x = -3.
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1.b.

1.C.

1.d.

3.a.
3.b.

3.C.
3.d.

3.e.

No es posible aplicar el Corolario 1.3.3 para asegurar la no deri-
vabilidad en x = -7. Las derivadas laterales existen y coinciden
en x = -7, por lo que existe f'(-7).

No es posible aplicar el Corolario 1.3.3 para asegurar la no deri-
vabilidad en x = 2. Las derivadas laterales no coinciden. Por lo
tanto, no existe f'(2).

No es posible aplicar el Corolario 1.3.3 para asegurar la no deri-
vabilidad en x = 0. La derivada lateral derecha no existe, por lo
cual no existe f'(0).

Para que la funcion resulte derivable en x = 3 se debe tomar
m =6.

Verdadero.

Falso.

Falso.

Verdadero.

Falso.

h'(x) = . S! x<0, , por lo que h es derivable en R \ {0}.
1 six>0

Ejercicios 1.4.1 (p. 118)

1.a.
1.b.
1.C.

1.d.

2.

5

Si x # 0 entonces f'(x) = —%x 3.
Sit € R entonces w'(t) = 2t.

5
Si z € R* entonces g'(z) = —%z'Z.

Sit € R* entonces h’(t) = 5t*.

Las pendientes a f(x) = x> para cada x vienen dadas por f'(x) =
5x“%. Dado que x* >0 parax#0, f'(x)>0six#0, por lo que se
tiene lo que se queria probar.
Por otro lado, si g(x) = x* entonces g'(x) = 4x3, por lo que solo
seran positivas las pendientes de las rectas tangentes donde
x >0y negativas donde x < 0.

Ejercicios 1.4.2 (p. 124)

1.a.

1.b.

Si x € R entonces f'(x) = -9x? - 14x + 15.

~4x2-2x+12

Si x € R entonces g'(x) = 23y
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1.C.

1.d.

1.e.

1.f.

18.
1.h.

1.0.

1.j.

2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

2.e.

6.a.
6.b.

Sit € R entonces h'(t) = 3t2 + 9.
3
Sit € R} entonces z'(t) = 2 + %ti.

Si x € R* entonces p'(x) = bnx"1.

2a’t+a’b+at?-c

. _n2 ! =
Sit € R\ {-a?} entonces q'(t) (@

Si x € R entonces h'(x) = 3x° + gx" +6x3 + gxz -10x - 5.

Siy € R\ {0} entonces u’(y) = 3y? - 10y + 3.

1223+322-62-11

Size IR\{%} entonces f'(z) = Gy

3t2 2(t-3)t+ 1 +2(t3-1)t
2+t (t2+1)2 241 (+t2)2

Sit € R entonces g'(t) = -
Si x € R entonces h'(x) = 4/2x3.

Si x € R\ {0} entonces h'(x) = 4x3 + T

Si x € R\ {0} entonces h'(x) = jv—i -8x3

X4

3

Si x € R\{0} entonces h'(x) = l”(3) x2B3+12x3 0 h'(x) = "'2/ +12x3,
Si x € R\ {0} entonces h'(x) = = X3 113\/_

Siendo h(x) = f2(x) = f(x) - f(x); x € R entonces h’(x) = 8x’.

Los puntos donde las rectas tangentes son paralelasa y+8x-2 =
0 son (%,4) y (—%,—4). Las rectas tangentes sony = -8x +8 e
y =-8x-8.

Verdadero.

Las rectas tangentes horizontales son y = % eys= % La pen-
1

diente de las rectas tangentes son positivas en (—oo, —%) y (5, oo),
y negativas en (—%, %)
La derivada es positiva si x < 0 y negativa si x > 0.

La funcion f es creciente donde f'(x) > 0 y decreciente donde

f'(x)<0.

Los puntos donde la misma posee rectas tangentes horizontales
son (—1,—%) y (1, %) Las ecuaciones de las rectas son y = —% e

=1
y=3
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8.a.

8.b.

8.c.

9.

10.a.
10.b.
10.C.

Para que f(x) tenga exactamente dos tangentes horizontales se
debe cumplir b > 3ac.

Para que f(x) tenga exactamente una tangente horizontal se
debe cumplir b? = 3ac.

Para que f(x) no tenga tangentes horizontales se debe cumplir
b? < 3ac.

Una funcion que cumple esas condiciones es f(x) = 3x% - x - 2.

Verdadero.
Falso.
Falso.

Ejercicios 1.5 (p. 136)

1.a.
1.b.
1.C.
1.d.
2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

4.a.

Verdadero
Verdadero
Verdadero
Verdadero

Cuando el precio de venta es de 100 dolares se venden 2100
productos.

Cuando el precio de venta es de 100 dolares, aumentarlo en 1
dolar produciria un aumento de 10 unidades en las ventas. Esto
puede ocurrir para ciertos productos llamados sustitutos; por
ejemplo, pan y galletitas. Un aumento en el precio de la harina,
impacta en el precio del pan quizas en menor medida que en el
de las galletitas. Esto podria provocar que la demanda del pan
aumente a pesar del aumento de su precio.

Cuando el precio de venta es de 150 dolares se venden 2000
productos.

Cuando el precio de venta es de 150 dolares, aumentarlo en 1
dolar produciria una disminucion de 25 unidades en las ventas.

Un posible modelo para la funcion demanda correspondiente a
2
la informacion suministrada es g(p) = —p7 +500p. A partir de este

modelo se puede decir que el precio unitario puede aumentarse
hasta $1750 sin resentir el ingreso.

El ingreso marginal nos indica la variacion aproximada del in-
greso en miles de pesos por la venta de una unidad adicional a
partir de g, unidades.
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4.b.

4.C.

5.a.

5.b.

5.C.

5.d.

6.a.

6.b.

6.c.

6.d.

La expresion R’(20) = 10 nos dice que por la venta de una unidad
adicional a partir de 20 unidades, el ingreso aumenta aproxima-
damente en 10000 pesos. Mientras que R’(20) = -10 nos dice
que por la venta de una unidad adicional a partir de 20 unidades,
el ingreso disminuye aproximadamente en 10 000 pesos.

El ingreso marginal no es siempre creciente.

La tasa de cambio promedio % = -0.12 nos dice que

si la produccion aumenta de 400 a 500 unidades, entonces el
costo disminuira 0.12 u.m. en promedio por unidad adicional.

120000
rat

El costo marginal es C'(q) = 0.48 - Evaluando se obtiene

C'(400) = -0.27 y, en términos economicos, nos dice que el costo
total disminuira aproximadamente a razon de 0.27 u.m. por una
unidad adicional en la produccion. En términos geométricos nos
dice que la pendiente de la recta tangente a la funcion costo es
-0.27 cuando la produccion alcanza 400 unidades.

120000 . 1500
2 .

La funcion de costo promedio es C(q) = % =0.48+

q
Cuando la cantidad de unidades producidas crece sin limite, el
costo promedio es 0.48.

Se observa que la funcion costo tiene una grafica similar a una
recta cuando g > 800 aproximadamente, lo cual implica que la
pendiente de la recta tangente tendera a ser constante partir
de ese valor, tal como lo observamos en el inciso anterior.

Elingreso total esta dado por la funcion R(q) = p(q)-q = —%+%q.
Cuando la demanda aumenta de 100 a 300 kg, el ingreso varia

en promedio 60.55 u.m. por unidad.

Cuando se vende 1 kg mas de jamon a partir de 400 kg el ingreso
aumenta aproximadamente 38.33 u.m.

Si R(p) es la funcion de ingreso respecto a p, entonces R’(80) =
-1390, por lo que, a este nivel de precio, el ingreso disminu-
ye. Sin tener informacion sobre los costos, no hay decisiones
concluyentes.

El ingreso crece hasta que la demanda llega a los 745 kg. Luego
comienza a decrecer hasta que la demanda llega a 1490 kg.
Aunque elingreso crece significativamente, al observar el ingreso
marginal, vemos que el aumento del ingreso por cada unidad
adicional no es tan significativo y, de hecho, va en decremento.
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7.a.

7.b.

7.C.

7.d.

8.a.

8.b.

12.a.

12.b.

12.C.

La funcién de costo marginal es C’(g) = 12 - 0.2g + 0.015g2.
Y €’'(10) = 11.5 nos dice que producir una unidad adicional a
partir de 10 unidades aumenta el costo aproximadamente en
11.5 dolares semanales.

La funcion de utilidad es U(g) = -100 + 8g + 0.1g% - 0.005¢g>. La
utilidad marginal es U’(q) = 8 + 0.2g - 0.015g2.

El dominio de la utilidad es Dy = R y es no negativa cuando
q €[11.7,45.5].

Cuando la utilidad marginal es cero, el ingreso marginal es igual
que el costo marginal. En términos economicos significa que el
ingreso aumenta la misma cantidad que aumenta el costo por
una unidad adicional.

Que p’(5) = -10 significa que el precio disminuye aproximada-
mente en 10 dolares cuando g pasa de 5 a 6, es decir de 500 a
600 unidades. Analogamente, p’'(9) = -18 significa que el precio
disminuye aproximadamente en 18 ddlares cuando g pasa de 9
a 10, es decir de 900 a 1000 unidades.

La magnitud % -100 = -13.33 nos dice que al pasar de producir

de 500 a 600 unidades, el precio disminuye 13.33 %. Por otro
lado, la magnitud % -100 = -94.73 nos dice que al pasar de

producir de 900 a 1000 unidades, el precio disminuye 94.73 %.

El ingreso marginal en 10 es R'(10) = 48. Es decir, cambia a razon
de 48 dolares aproximadamente.

R’ (10)

La tasa de cambio relativa del ingreso es —— = 0.088 aproxi-

madamente. En consecuencia, la porcentual es de aproximada-
mente 8.8 %.

Los valores obtenidos anteriormente indican que en un nivel
de produccion de diez articulos, incrementar la produccion y
venta en un articulo repercute en un incremento del 8.8 % en el
ingreso.

Dado que C(2) = 53, el costo promedio por cada unidad es 5300
dolares.

Dado que —= 5) @ _s, 14, el incremento promedio del costo por

unidad cuando la produccion aumenta de 2000 a 5000 unidades
es 514 dolares.

Dado que C’(2) = 4.5, el aumento aproximado en el costo cuando
la produccion varia de 2000 a 3000 es de 450 dolares.
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12.d.

La tasa de cambio relativa es % = 0.042. En consecuencia, la

tasa de cambio porcentual es 4.2 %. Esto dice que incrementar

la produccion en mil unidades a partir de 2000, representa un
incremento en el costo de un 4.2 %.

Ejercicios 1.6 (p. 147)

1.a.
1.b.
1.C.
1.d.

3.a.

3.b.

3.C.

4.a.

4.b.

W = 25(4x2 + lix + 5)% - (8 + 4).

dx
dy _ 4x
dx N

% = 12(3x + 6)3(10x3 - 4x)"° + 10(3x + 6)*(10x3 - 4x)°(30x? - &4).

dy _ 3(4x+10)-(3x+1)4

dx (4x+10)2
La recta tangente a la curva generada por y = (x +3)3 en el punto
(-1,8) esy =12x + 20.

La recta tangente a la curva generada por y = y/x + 2 en el punto
(7,3)esy = %x+ %

2X+ 4
(1-x)2

en el

La recta tangente a la curva generada por y =
punto (0,4) es y = 10x + 4.

Para x = -2, latasa relativa es -1.333, es decir, cuando x aumenta
en una unidad desde -2, el valor de y disminuye en un 133.3%,
esto indica un cambio muy rapido y decreciente en y. Para x = 0,
cuando x aumenta una unidad desde 0, el valor de y aumenta en
un 400% de su valor actual. Esto indica un aumento muy rapido.
Para x = 2: Cuando x aumenta una unidad desde 2, el valor de y
aumenta en un 80% de su valor actual. Esto indica un aumento
significativo, aunque no tan rapido como en el caso de x = 0.

Para x = 2, latasa de cambio relativa es -400, lo cual significa que
si x aumenta ligeramente a partir de 2, el valor de y disminuye
en un 400% de su valor actual. Es decir, hay una disminucion
muy rapida en el valor de y. Para x = 10,la tasa relativa es
aproximadamente -60, por lo que si x aumenta ligeramente a
partir de 10, el valor de y disminuye en un 60% su valor actual.
La disminucion es mucho menos pronunciada que en el caso
anterior.
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5.a.

5.b.

5.C.

Eldominio de lafuncion demanda es [0, 100), pues esto garantiza
que p(q) > 0. Como Z—Z < 0 para todo g > 0 en nuestro dominio,

la demanda es decreciente. Es decir, a medida que aumenta la
cantidad demandada (g), el precio (p) disminuye.

La tasa de cambio porcentual nos indica el porcentaje en que
cambia el precio cuando la cantidad aumenta en un 1%. Su-
pongamos que queremos calcular la tasa de cambio porcentual
para g = 10.Esto significa que cuando la cantidad demanda-
da aumenta en un 1% desde 10 unidades, el precio disminuye
aproximadamente en un 1.025%.

La funcion de ingreso es R(q) = 100q - g4/q2 + 20 y el ingreso
marginal es R’'(g) = 100 - /g2 + 20 - g%(q? + 20)71. La evaluacion
en 10 es R’(10) = 79.92 y en 60 es R’'(60) = -20. Esto quiere decir
que cuando el nivel de produccion es diez (o sesenta) unidades,
el ingreso aumenta (o disminuye) en 79.92 (o 20) por unidad
adicional aproximadamente.

La tasa del costo de produccion es 300 u.m. por mes. Esto quiere
decir que cuando el nivel de produccion actual es de 100 unida-
des, pero se incrementan a una tasa de 3 por mes, los costos se
incrementan en 300 u.m. por mes.

La tasa de cambio % = 3—5(100)- % = 55 significa que en un nivel

de produccion de 100 unidades, el ingreso esta aumentando a
una tasa de 55 mil dolares por mes aproximadamente cuando
las unidades se incrementan en dos unidades por mes. La tasa
de cambio ‘Z—Lt] = 3—5(100)- Z—Z = 5 significa que la utilidad esta
aumentando a una tasa de 5 mil dolares por mes aproximada-
mente cuando las unidades se incrementan en dos unidades

por mes.

La tasa de cambio Z—’: = 3—5(10)- Z—‘t’ = 194.44 significa el ingreso

esta aumentando a una tasa de 194.44 dolares por semestre

cuando la demanda es de 10 unidades y esta creciendo a una
tasa de 4 unidades por semestre.

La tasa de cambio (:Tt’ = 3—5(2500) . j—‘z = 11562.5 significa que
las ganancias de la empresa estan aumentando a una tasa de
11562.50 dolares por mes cuando el nivel de produccion es de

2500 unidades y la misma crece a razon de 50 unidades por mes.
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10.a.

10.b.

10.C.

La cantidad producida por 12 empleados es q(12) = 2249.86. Lue-
g0, R(2249.86) = 1277.86 miles de dolares, es decir, 1277 869.24

dolares. El precio por unidad es % =567.98 dolares.

R'(2249.86) = 0.32 significa que el ingreso marginal es aproxima-
damente 0.32 miles de dolares por unidad adicional producida,
lo que equivale a 320 dolares.

La tasa de cambio es j—: = 143.07. Esto significa que al incre-

mentar el nimero de empleados cuando hay 12, el ingreso total
aumentara en aproximadamente 14307 dolares.

Ejercicios 1.71 (p. 154)

1.a.

1.b.

1.C.

2.a.

2.b.

2.C.

3.a.
3.b.

3.c.

3.d.

3.e.

.. 3
La ecuacion de la recta tangenteen x =eesy = X

.. 2Iln2-1
La ecuacion de la recta tangenteen x =2 esy = —— + .
g y 4yln2 2Jln2

La ecuacion de la recta tangenteen x=1esy=x-1.
y =lnx+1=0silnx=-1,estoessiysolosix=e".
La recta tangentees y = —g pues y’ = 0 cuando x = e™".

Enx=0.35<e™,y =1n0.35+1 = -0.0498, por tanto la derivada
es negativa a la izquierda de e”'. Analogamente, en x = 0.37 > e,
y' =1n0.37 + 1 = 0.005 747, por tanto la derivada es positiva a
la derecha de e”". Esto nos dice que la funcion decrece si x < e’
y crece si x > e,

Dado que g >0 A p >0, el dominio es D, = [0, J24).

La cantidad demandada es 608 900 unidades.
dg _ _ 400p
dp - 25-p2
decreciente en el dominio correspondiente.

El signo de la derivada es < 0y la demanda es

La tasa 3—2(2) = -38 095 significa que si el precio aumenta de 2 a
3 dolares la demanda disminuye 38 095 unidades aproximada-
mente.

Las funcion de ingreso es R(p) = 200p In(25 - p?) y el ingreso

marginal es R'(p) = 200 (In(25 - p?) - 2-).
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3f

6.a.

6.b.
6.c.
6.d.
6.e.

‘(‘j—f = j—s : ‘Z—‘t’ = 532.71-2-0.002 = 2.13084 lo que significa que

la tasa de cambio semanal cuando el precio del articulo es dos
dolares y aumenta a una razon del 0.2 % semanal, el ingreso
semanal aumenta aproximadamente 2.13 dolares.

La tasa de cambio es :—': = R'(231)-q'(7) ~ 12.885 x 26 =~ 335
(cientos de pesos/dia).

Dado que C’(20) = 93.73, el costo marginal del fabricante cuando
fabrica 20 unidades de su producto por semana es $9373.

C'(q) = S Si g crece, C'(q) decrece.

Verdadero.
Verdadero.
Falso.

Verdadero.

Ejercicios 1.7.2 (p. 161)

2.

3.

4.

5.a.

5.b.

.. 13 10
La ecuacion de la recta tangente es y = X5

La ecuacion de la recta tangente es y = -x + 3.

Los puntos son (v24,v24) y (-/24, -/24).

Para que % exista debe pasar que b # c.

El punto donde la recta tangente es horizontal es (1, 1).

N . P d
Derivando implicitamente con respecto a y tenemos d—x =X
y y
. L d
Derivando implicitamente con respecto a x tenemos d—y =-1
X X
Derivando implicitamente con respecto a x obtenemos y’ =

~4x3-6 .o . . . .
3’(2 2xy. Al ser una funcion racional y’ existe si 3x2 - 2y # 0. Al
Xe-2y

despejar obtenemos que esto pasa siy = gxz.

. . . . d
Derivando implicitamente con respecto a p obtenemos que d—q =
p

9
(p+1)(7+In (p+1))”

Para 4000 unidades de produccion de x y 10 000 unidades de
produccion de y obtenemos que g—i ~ -0.32. Este valorindica que,
en el punto dado de produccion, para aumentar la produccion
de x en una unidad, la empresa debe reducir la produccion de y
en aproximadamente 0.32 unidades.
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10.

Para mantener el nivel de produccion de 160 000 unidades, al
aumentar una hora de trabajo calificado a partir de 30 horas, la
cantidad de horas de trabajo no calificado debe disminuir desde
20 horas en 22/7 = 3.14 horas aproximadamente.

Ejercicios 1.7.3 (p. 166)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

6.a.

6.b.

L= (2x+ W T (s ),

dx 2x+1  3x2+1

dx 2 x+3

dy _ 1 [23+x [6x2+1 1
2x3+x x+3/)°

dy =2ln_X.XlnX

dx X

d 2
Y- oxe’’.
dx

Al aplicar logaritmo natural a ambos miembros tenemos

Iny=lnx"=rlnx

y_r
y X
%:)—C-x':rx"“.

Utilizamos el resultado anterior para calcular y’ paray = x" e
y = Xx7¢, respectivamente: y' =m-x" ey = -e-x¢",

dy_15x—2(1 1)
x-2  x+2/°

dx 5 X+2
La derivada es y’ = e*. Luego, y(0) = €% = 1.

Aplicamos logaritmo de base a a ambos miembros:

log,y = log,a* = xlog, a = x
y’ -
y-lna
dy

—_— = . - X
X y-lna=a*lna.

La tasa de cambio del precio para una determinada cantidad
demandada es f'(q) = -0.03e%0019 y g'(q) = —13—0e'5q para cada
una de las funciones de demanda dadas.

Para ambas funciones de demanda, la funcion demanda marginal
es negativa en su dominio. Esto significa que el precio baja a
medida que aumenta la cantidad de unidades producidas.
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9.a.
9.b.

10.a.

10.b.i.

10.b.ii.

8000
q

4
e 800

Para la funcion C(q) dada tenemos: C'(q) = 10e$, C(q) =
g-800

yC(q)=10 =

Para g = 200, C(200) = 10272 representa que el costo de pro-
ducir 200 unidades de cierto producto es de 10272 u.m. apro-
ximadamente, mientras que C’(200) = 12.84 representa que al
producir una unidad adicional a partir de 200 unidades, el costo
se incrementa en 12.84 u.m. aproximadamente. Por otro lado,
C(200) = 51.36 representa que el costo promedio por unidad
al producir 200 unidades es de 51.36 u.m. aproximadamente,
mientras que C (200) = -0.19 representa que al aumentar la
produccion en una unidad a partir de 200, el costo promedio
por unidad aumenta 0.19 u.m. aproximadamente.

4
@800,

— 2q+6 — _ M_
Para C(q) dadatenemos: C'(q) = 10es0 y C (q) = qu

La expresion C'(97) ~ 12.84 representa que aumentar la produc-
cion en una unidad a partir de 97, e} costo aumenta 12.84 u.m.
aproximadamente. Por otro lado, C (97) = -0.5 representa que
al aumentar la produccion en una unidad a partir de 97, el costo
promedio por unidad disminuye 0.5 u.m. aproximadamente.

p(2) ~ 8.19 dolares; p’(2) ~ -0.82 dolares.

Sea % -100 = E -100 = 40 %. Esto significa que al aumentar las
ventas en cien unidades a partir de 200, se presenta un aumento

en los ingresos de un 40 %.

q'(5) = 73.78,g'(10) = 27.07 y q’(20) =~ 3.66. Esto representa que
la produccion diaria de la empresa aumenta en 74 unidades
aproximadamente del quinto al sexto dia, aumenta 27 unida-
des aproximadamente del décimo al onceavo dia, y aumenta 4
unidades aproximadamente del vigésimo al vigésimo primero.

El signo de la funcion derivada primera de g es positivo.

El limite de la funcion derivada primera de g es igual a 0. Esto re-
presenta que al aumentar el nimero de dias de forma indefinida,
el incremento de la produccion por cada dia adicional a partir
de cierto dia tiende a ser 0 por lo que la produccion tiende a
mantenerse constante. En términos geométricos, a medida que
t toma valores mas grandes, la funcion de produccion marginal
se acerca cada vez mas a cero.
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10.h.iii. La produccion de la empresa aumenta a medida que transcu-

1.

12.

rren los dias, presentandose un incremento diario mayor en
los primeros dias. A medida que la cantidad de dias aumenta,
la produccion se incrementa diariamente en una cantidad de
unidades cada vez mas pequeia, por lo que para una cantidad
de dias indefinidamente grande, la produccion diaria tiene a
mantenerse constante.

La derivada de la funcion es y’ = pcke ¢¢™*kt_Esto significa que
la poblacion aumenta continuamente.

% = A-r-e". Esto significa que al aumentar el tiempo en una
unidad, el PBI presenta un incremento aproximadamente igual al
producto de la tasa de crecimiento por el PBI en ese momento.

Ejercicios 1.7.4 (p. 170)

1.

2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

3.a.

3.b.

3.C.

La funcion inversa de y = \/x es x = y2. Si f(x) = \/_yg(x) X2,
g(f(x)) = Vx2 = x. Ademas, setlenequed—-Zy 2\/_y—=—

‘/;’
dx dy
por tanto — dx_z X 2\/;_1.
+p)2
Se5‘Q=i—b.Luego,d_p.d_q=_ a_ . _(aby _ 4
pre dg dp  (g+b) a

- Pa d d9__b 1, ~ba =
Seaq = . Luego, N 2Ja-bg=1

-b dg dp b

q

tn > dg d -1
Seap=-—=.Luego, - =_gb-ebpr. =1
b dp dq ba-e-bp
b L da (@0 bl
-a(g-c)a -ba
Seapz_”,Luego'_q._p=q—1.—1=‘|
g-c dp dq ba a(g+c)a*’

Sean f(x) = x2 + 4y g~'(x) = e las funciones inversas de f y g,
respectivamente. Las funciones que representan la pendiente de
la recta tangente a la grafica de cada funcion son: f'(x) = —

g () = =, (F)(x) = 2/x =4y (g7) (x) = 2e2.
FOO- (0= s 22X -4 =10/ (x) (g7 (x) = - - 2>

Sea f'(8) = % yg'(1)= % Las ecuaciones de las rectas tangentes
en el punto (8,2) para f,y en el punto (1,0) para g son y = %x y

1,1 .
y = SX - -, respectivamente.
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Ejercicios 1.8.1 (p. 176)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

1.e.

1.f.

18.

1.h.

1.i.

1.j.

1.k.

1.l

lim 3(x - 3) = (im 3. 1. La indeterminacion es de tipo «2.
x->3 X2-9 x—3 2X 2 0

4x2-2X-6 LH 8x-2

lim ————— = lim = -10. La indeterminacion es de
x—-1 x+1 Xx—=-1 1

. 0

tipo «.

X+5-3 LH 2/x+5 1
—_— = 1m

. . .s . 0
.Laindeterminacion esdetipo «.

2x3-4x2+2 H . 6x%-8x 2 . L
————— = |lim ——— = -=. La indeterminacion es
x—=1 x3 -1 x=»1  3X2 3

de tipo «g»,

3_9y2 2 _ _
lim X - 2x & lim 3x° - 4x = lim bx 4. El limite no existe. La
x—0 x3 x—0 3x2 x—=0 6Xx

. o .. . 0
indeterminacion es de tipo «»

. 3x3-x2+1 W . 9x2-2x . L

im 2222 %1 = jim 22 =22 - . La indeterminacién es de
X—00 ooX -1 X— 00 1
tipo «—».

2
XS+ 2x+5 H . 2x+2 1 .
lim 2222272 2= (im Y2 _ . Laindeterminacion es de
X—-c0 3x2 -1 x—-00 OX 3
tipo —
In /X :

.o Inyx w5 . .. . ™

lim = lim 2X = 0. La indeterminacion es de tipo «Z».
Xx—o0 X2 x—c0 2X oo

. 2x + X - 1+ % . . .. . )
lim = lim £~ = 1. Laindeterminacion es de tipo «—».
X—00 @2X = X x—w 1 - ]

e2x

In(e¥+1) tn

lim —~ _ =-2.laindeterminacion es de
X—-00 o X—-00 1 + ezx
tipo «—».
[o0]
. eX-1 H . 1 1 . . ..
lim ——— = lim = —=. La indeterminacion es de
x—0* X%X +ex -1 x—=0" 2 + X 2
tipo «-».
0
2
. X .2 H . 2 . . ..
lim — = lim — = lim = = 0. La indeterminacion es de
X—-00 eoo X— 00 ex X— 00 ex
tipo «—».
[o0]
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2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

In(x) LH 1

Como lim —= lim — = 0. La funcion tiene una asintota
X—o00 X2 X—00 2X2
. . In(x) LH .. 1 ..
horizontaleny = 0. Como lim — = lim,_, ;. — = co. La funcion
. B . x-0° X2 2x2
tiene una asintota vertical en x = 0.
. X2 LH . exn2 . .
Como lim — = lim — = 0. La funcion tiene una asintota ho-
X—>-00 X X—-00
. . ex/2 LH . ex/2 ..
rizontal en y = 0. Como lim — = lim,_,- - =% La funcion
X->0- X
tiene una asintota vertical en x = 0.
- 10 3 .o . . .
Como lim — - ==0.la funcion tiene una asintota horizontal
X—-00 X
P 10 3 .o . -
eny =0.Como llrrg) —-==-c.la funcion tiene una asintota
X— X X

vertical en x = 0.
No tiene asintotas.

Ejercicios 1.8.2 (p. 195)

2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

3.a.

3.b.

4.a.

4.b.

En x = -1 hay un maximo absoluto y es 60. En x = 3 hay un
minimo absoluto y es -4.

En x = 4 hay un maximo absolutoy es 10. En x = 3 hay un minimo
absolutoy es -4.

En x = -1y x = 5 hay un maximo absolutoy es 60. En x =3y
x = -3 hay un minimo absoluto y es -4.

En x = -1y x = 5 hay un maximo absoluto y es 60. En x = 3 hay
un minimo absoluto y es -4.

En x = 3y en x = 6 hay un maximo relativo. En x = 4 hay un
minimo absoluto. En x = 2 hay un minimo relativo.

La recta tangente en x = 2 no existe pues la funcion es disconti-
nua en ese punto. La tangente en x = 3 existe y como la funcion
tiene un maximo relativo en ese punto entonces f'(3) = 0. La
recta tangente en x = 4 no existe pues no existe la derivada en
ese punto ya que presenta un punto anguloso.

f'(x) =3x2-12x+4y f'(x) = 0 cuando x = 0.37 y cuando x = 3.63.
Entonces f(0.37) = 12.7 es un maximo relativo y f(3.63) = -4.7
es un minimo relativo. En (-0, 0.37) y en (3.63, ) f es creciente.
Es decreciente en (0.37,3.63).

Maximo relativo: x = - [ 2, y = 6.94. Minimo relativo: x = z y=
5 5

-4.95. Intervalos de crecimiento: (—oo, —\/?), (E, oo). Intervalos
de decrecimiento: (—\/g, \/g)
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4.C.

4.d.

4.e.

4.f.

4.8.

4.h.

4.j.

f'(x) Xk y f'(x) = 0 cuando x = 2 y cuando x = -2. Entonces

(x2+4)2
f(2) % es un maximo absoluto y f(-2) = % es un minimo
absoluto. Luego, f es decreciente en (-, -2), f es creciente en

(-2,2)y f es decreciente en (2, »).

f(x) = 2:261); y f'(x) = 0 cuando x = 0. Luego f(0) = 0 es un punto
critico de la funciony como f'(-1) = 1y f'(1) = 1 entonces la
funcion es creciente en todo su dominio. Por lo tanto, f no tiene

extremos.

f/(x) = x+2xIn(x) y f/(x) = 0 cuando x = e”'/2, Luego como
f'(-0.5) =-0.19y f'(0.7) = 0.2 entonces la funcion es decrecien-
te en (0,e7"/2) y creciente en (e7'/2, o). Asi, f tiene un minimo
absoluto en x = e”'/2, El dominio es el conjunto de reales positi-
vos, y el limite de f cuando x — 0 es cero.

f'(t)=e(1+t)y f'(t) = 0 cuando t = -1. Como f'(-2) = -0.13
y f'(0) = 1 entonces la funcion es decreciente en (-o0,-1) y
creciente en (-1, ), por lo que f tiene un minimo absoluto en
t=-1.

Observemos que f tiene asintotas verticalesen x = -3 yen x = 3.

—x2- .o

Luego f'(x) = (x)z(-gif Como f'(x) nunca se hace 0, la funcion no
tiene puntos criticos. Como f’(1) = -0.15 entonces la funcion es
decreciente en todo su dominio y no tiene extremos.

Observemos que x = 0 no pertenece al dominio de la funcion.
Ademas f'(x) = @ y f'(x) = 0 cuando x = 1. Asi, f es decre-
ciente en (-o0,0) y en (0, 1), y creciente en (1, o). Por lo tanto f
tiene un minimo relativo en x = 1

Observemos que el dominio de la funcion son los reales po-
sitivos. Luego f'(x) = 1 - i y f'(x) = 0 cuando x = 1. Como

f'(0.5)=-13y f'(2) = % entonces la funcion es decreciente en

(0,1) y creciente en (1, o) Luego f tiene un minimo absoluto en
x=1
Maximo relativo: x = \/g, y = 0.43. Minimo relativo: x = —\/g,

y = -0.43 Intervalos de decrecimiento: (—oo, -\/g), (\/g, oo). Inter-

valos de crecimiento: ('\E' \/g)
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8.a.

8.b.

8.c.

8.d.

Si x = ¢ es punto critico de f, f'(c) = 0 o f'(c) no existe. Si
f'(c)=0y f”(c) = 0, puede existir un punto de inflexion de f; tal
es el caso de f(x) = x", con n impar y no hay maximo ni minimo
relativo en x = ¢. Si f'(c) no existe, como en el caso de la funcion
y = i/x en x = 0, no hay maximo ni minimo local pues dicha
funcion es creciente en todo el dominio.

a. No existen extremos absolutos. Maximo relativo en x = -2,
minimos relativos en x = 0y en x = 2. b. No existen extremos
absolutos. Maximos relativos en x = -2 y en x = 1. ¢. Minimo
absoluto: x = 0. d) Maximos relativos: en todos los puntos del
intervalos [-2, 0).

a. Intervalos de crecimiento: (-, -3), (0, 1), (2, ). Intervalos de
decrecimiento: (-3,0), (1,2). En x = -3y en x = 1 hay maximos
relativos. En x = 0y en x = 2 hay minimos relativos. b. Intervalos
de crecimiento: (-o0,-1), (1, 2), (4, ). Intervalos de decrecimien-
to: (-1,0),(0,1),(2,4). En x = -1y en x = 2 hay maximos relativos.
En x = 1y en x = 4 hay minimos relativos. c. Intervalos de cre-
cimiento: (-0, 0), (2, ). Intervalos de decrecimiento: (0, 2). En
x = 0 hay maximo relativo. En x = 2 hay minimo relativo. d. Inter-
valos de crecimiento: (-2, 0), (1, ®). Intervalos de decrecimiento:
(-%0,-2), (0,1). En x = 0 hay maximo relativo. En x =-2yen x =1
hay minimos relativos.

p(0) = 0. Al momento del lanzamiento de la plataforma digital, el
porcentaje de usuarios de la misma es 0 %.Y p(12) = 48.33, por lo
que al cabo de un ano la cantidad de usuarios es el 48.33 % de la
poblacion argentina. El porcentaje promedio mensual estimado
es del 4 %, aproximadamente.

tlim p(t) = 90, lo cual indica que el maximo porcentaje de la

poblacion argentina que adquirira la plataforma digital es del
90 %.
p'(t) = LO"Z La derivada es positiva Vt € D, y p es creciente.

(1+e°01t)

La grafica presenta asintota horizontal: p = 90.
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Ejercicios 1.8.3 (p. 211)

1.

4.a.

4.b.

5.a.
5.b.

5.C.
6.a.
6.b.
6.c.
6.d.
7.a.
7.b.

7.C.

Como (c, f(c)) es punto de inflexion, f*(c) = (f')'(c) = 0, por lo
que x = ¢ es punto critico de f'. Ademas, f cambia de concavidad
aizquierda y derecha de x = c. Si f pasa de concava hacia arriba
a concava hacia abajo, f' pasa de creciente a decreciente y en
x = ¢ hay un maximo local. Por el contrario, si f pasa de concava
hacia abajo a concava hacia arriba, existe un minimo local en
x = c. Por tanto, f' tiene un extremo local en x = c.

Dada una funcién de la forma y = ax? + bx +ccona # 0, su
segunda derivada sera y” = 2ay y” # 0. Por lo tanto, una funcion
polindmica de segundo grado nunca tendra un punto de inflexion
y, de esta forma, siempre tendra la misma concavidad, la cual
depende del signo de a.

a. La grafica de f es concava hacia arriba en los intervalos (-3, -2)
y (0,3), y es concava hacia abajo en el intervalo (-2, 0). Puntos
de inflexion: (-2, f(-2)) y (0, £(0)). b. La grafica de f es concava
hacia arriba en el intervalo (-3,-1), y es concava hacia abajo en
el intervalo (-1, 3). Puntos de inflexion: (-1, f(-1)). c. La grafica
de f es concava hacia arriba en el intervalo (-4, 4) por lo que
no presenta puntos de inflexion. d. La grafica de f es concava
hacia arriba en el intervalo (-0, 0), y es concava hacia abajo en
el intervalo (0, o). Punto de inflexion: (0, f(0))

No, porque tiene que cambiar la concavidad, es decir, cambiar
el signo de f” a izquierda y a derecha de x = a.

f(x) = ¥/2x -1 no es derivable en x = 1/2 puesto que f'(x) =
(2x - 1)2/3 y 3f'(1/2) (Hay recta tangente vertical en x = 1/2).
Pero en (-, 1/2), f* > 0, mientras que en (1/2, +), f” < 0. De
esto, en x = 1/2 hay punto de inflexion.

Verdadero, f' es positiva en este intervalo.
Falso, x = 0 no es punto critico de f.
Verdadero, f* decrece en este intervalo.
Verdadero.

Falso.

Falso.

Falso.

Verdadero.

Verdadero.

Verdadero.
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9.a.i.

9.a.ii.

9.a.iii.

9.a.iv.

9.b.
9.C.

10.a.

10.b.

10.C.

10.d.

10.e.

Si se venden 90 unidades, la utilidad alcanza un maximo de
3494000 dolares, y el precio de cada unidad es $44 000 dolares.

En0O<t<b5.

En5<t<11.

Ent=5.

I'(5) = 15.

1(10) = 200.

Aconsejaria no abrir nuevas sucursales ya que el IPC ira decre-
ciendo.

La demanda acelero su crecimiento desde el principio de 2013
hasta finales de 2017. En este periodo la funcion crece a tasa
creciente.

La tasa de variacion instantanea de P alcanzo un maximo en
t = 5, es decir, a fines de 2017 y el maximo incremento porcentual
por ano en el nimero de casas con servicio de television digital
se produjo a fines de 2017,y es de 1.5 %.

El ritmo de crecimiento del negocio fue decayendo desde prin-
cipios de 2018.

El maximo porcentaje P de casas con servicios de television
digital durante el periodo 2013-2023 fue del 40 %.

Le aconsejaria no ampliar su mercado en este pais, porque el
porcentaje de casas con servicios de television digital continua
disminuyendo desde principios de 2018, a una tasa creciente.

Ejercicios 1.8.4 (p. 219)

1.a.

1.b.

1.C.

2.a.

2.b.
3.a.

El azlcar alcanzo el precio mas bajo en 2004 y el precio mas alto
en el ano 2000.

El precio minimo alcanzado por el aziicar es de 0.082 délares
por libra aproximadamente, mientras que el precio maximo es
de 0.23 délares por libra aproximadamente.

El precio decrece a tasa creciente del ano 2000 a 2004.

La empresa recibio el mayor nimero de pedidos después de
cuatro semanas.

El nimero maximo de pedidos es 65 388.

Cuando el precio del articulo aumenta 3.2 % a partir de $20, la
demanda disminuye 13.33 unidades por dolar, en promedio.
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3.b.

3.c.

4.a.
4.b.

4.C.

4.d.
5.a.
5.b.

5.C.

6.a.
6.b.

6.C.

8.a.

8.b.

3 . ..
Puesto que g’ = -20e s y la derivada de la ecuacion de la de-
manda es negativa en su dominio, la demanda decrece a medida
que aumenta el precio.

El precio que maximiza el ingreso es de 50 doélares, siendo el in-
greso correspondiente de 18393.97 ddlares aproximadamente.

El costo fijo es de 12000 dolares.

Dado que C'(1) < 0y C"(1) < 0, es posible decir que cuando
se producen 100 unidades, el costo esta disminuyendo a ritmo
decreciente.

El costo minimo es de 7100 dolares y se alcanza cuando se
producen 350 unidades.

El costo marginal es minimo cuando se producen 200 unidades.
El beneficio se maximiza cuando se producen 2500 unidades.

El maximo beneficio es de 250 délares, siendo el precio por
unidad producida de 1 doélar.

Veamos que el ingreso marginal es igual al costo marginal en
q = 2500:

, , 25

R'(g)=C'(g) = —==05 = 50=,/g = ¢ =2500.
Ja

La utilidad viene dada por U(q) = -ag® + (b -d)q - c.
El valor de g que maximiza la funcion utilidad es %.
Para que el modelo propuesto sea consistente los parametros
deben satisfacer que a, b, c,d € R*, con b > d.

Si C'(q) < C(q), tenemos que

= _Ca)-9-Cq) _C(9)-9-C(q) _C(g)-C@) _ 0 _
C (q) - q2 < qz B q2 - ? - 0'
y esto demuestra que el costo promedio marginal es negativo.

,
La derivada de C respecto a g es C'(q) = g -q5'1 es positiva, por
lo que la funcion de costos crece en su dominio.

Dado que C"(q) = K%(% - 1)q%'2 <0si % -1 < 0y esto pasa si
a > 1. Al ser la funcion costo creciente (C'(q) es positiva para
toda g) y concava hacia abajo, interpretamos que la funcion
crece a tasa decreciente.
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8.c.

9.a.

9.b.

10.a.

10.b.

10.C.

10.d.

11.b.

.. . —7 5 59%8+200000 .
La funcion de costo promedio es C(q) = ‘JT y su derivada,

084200000 . ..
q+—2, es negativa en todo su dominio; por tanto, el

costo promedio por unidad decrece a medida que aumenta la
produccion.

Hay un maximo absoluto en x = g y es f(g) ~ 0.168. Hay un
minimo absoluto en x = 4y es f(4) ~ 0.021.

Hay un maximo absoluto en x = g y es g(g) = 0.73. Hay un
minimo absoluto en x = ey es g(e) ~ 0.622.

V(0) = 0.6115. Las ventas que se produjeron al momento del
lanzamiento del nuevo celular son 611 unidades.

Puesto que V(t) - 532 cuando t — . Dado que V es creciente,
podemos decir que el limite de ventas totales para este producto
es 532 000 unidades.

_ 601000.4e("300

Dado que V'(t) > 0 para todo t, las ventas siempre

1+869e(-1.30t)
crecen.
. .o In 869
Hay un punto de inflexion ent = :30 . Interpretamos que la
.. . ’ In 869
funcion crece a tasa creciente para0 <t < y crece a tasa

1.30
. ln 869
decreciente parat > :30

Para L > 0 la funcion es creciente para todo t. La funcion tiende
a L a medida que t aumenta indefinidamente, asi, si L aumenta,
la funcion alcance maximos mas altos.

Para L = 1 la funcion es creciente para todo ty tiende a 1 a me-

dida que t aumenta indefinidamente. A medida que k aumenta,
la funcion tiende mas rapidamente a 1.

-k

La derivada primera es f'(t) = (1kL(;C:kr;2 y la derivada segunda
wpgy _ —RELCE™®
f (t) - (1+Ce—kt)4'

Ejercicios 1.8.5 (p. 225)

1.

2.a.

Usando el diferencial, se estima que la utilidad puede disminuir
hasta 600 000 dolares debido a la variacion del 2.5 % en la
cantidad de unidades vendidas.

El cambio estimado en el ingreso si el nivel de produccion se
incrementa de 4000 a 6000 unidades es de dR ~ 108.2 cientos
de dolares, mientras que el valor real del incremento es de
R(6) - R(4) ~ 104 cientos de dolares.
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2.b.

El ingreso si se venden 6000 unidades es de aproximadamente
35956 dolares. Como el valor aproximado del ingreso para esta
cantidad de unidades es de 36 388 dolares, se esta produciendo
un error del 1.2 % por defecto en la aproximacion.

Al aumentar un 10 % el precio del producto la crema antiedad,
el ingreso aumenta en 3.2 % aproximadamente, por lo cual la
propuesta resulta conveniente.

A lo sumo, las utilidades disminuiran 1.48 % aproximadamente.

Ejercicios 1.9 (p. 234)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

5.a.

1

n=-4
n=-2.
n =-0.75.

Puesto quen = 1;eL_OM-(—0.05e‘°~5) = -0.5, lademanda es inelastica

cuando el precio es $100. Asi, un aumento en el precio produce
un aumento en el ingreso. Una disminucion en el precio produce
una disminucion en el ingreso también.

Puesto que n = p oSOp% - (81000 - (-3)p™*) = -3, la elasticidad
no depende del precio al ser constante; esto es, al incrementar
el precio en 1 % la disminucion en la demanda sera siempre
el triple, lo que produce una disminucion en el ingreso. Sin
embargo, una disminucion en el precio, produce un aumento en
el ingreso también.

Para producir un incremento aproximado del 10 % en la deman-
da, la reduccion porcentual en el precio deberia ser del 30 %.

1 120-12q2 1 120-12g2 P
1Ln=2.2- . = 9 La demanda es elastica
q = q -24q -24q2

sig< \/?, inelastica si \/1;0 < g <10y unitaria si q = \/? 2

Derivando implicitamente %(sz +800g = 36000) y despejando

tenemos S—Z = % La elasticidad de la demanda en funcion de

1 - . .
gesn==-gF==+——=——= . La demanda es elastica si
— q -200 200q q

g < 30, inelastica si 30 < g < 45 y unitaria si g = 30.
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5.b.

1.R(q) = q-p(q) = q(120-¢?) = 120q—12q3y d—R = 120-36q>. Por
otro lado, ? =p(1+ %) = (120 - 12g2)(1 + 120 - 12¢2 +

120~ 12q2 )

-24q2
(120-12g?)- 12‘02‘*1"2 - = 120-1292-24q2 = 120-3642. Se cumple la

igualdad.2.R(g ) q-p q) q-20,/45 - y— = 20,/45 - g+q- \/F'

Por otro lado = -p (1+-)=20,/45-q- (1 + 0) =20,/45-q+
20/45-¢q - zqqq-zom—m.Se cumple la igualdad.
g-p=a = q—; = q'= 7

n. el
et e,

Sin = 1,la demandatiene elasticidad unitaria, es decir, el ingreso
no sufre variacion ante una variacion en el precio.

Ejercicios 1.10 (p. 249)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

1.e.

Dominio: R2. Las derivadas parciales de primer orden son: f, = 2;
fy = 1. Las derivadas parciales de segundo orden son: f,, = f,, =

fyxzfyyzo

Dominio: R2. Las derivadas parciales de primer orden son: f, =
2x +2y; f, = 2x + 2y. Las derivadas parciales de segundo orden

SoN: fx =fxy =fyx =fyy =2.

Dominio: {(x,y) € R? : x? +y? < 4}. Las derivadas parciales de

primer orden son: f, = ~————; f, = -———. Las derivadas
fi-xz—y2' 1Y /4 22"
. 4-
parciales de segundo orden son: f,, = —yz; fxy = fyx =
(4-x2-y2)2
Xy 4-x2

ER) fyy = E
(4-x2-y2)2 (4-x2-y2)2

Dominio: {(x,y) € [R<2 : x # y}. Las derivadas parciales de primer

2
orden son: f, = ( 2, fy = . Las derivadas parciales de
X-Y) x
_ oy, 2x2
segundo orden son: f,, = » y)}, fxy fyx = 00 et foy = el

Dominio: {(x,y) € R2 x2+y? > 9}, Las derivadas parciales primer

orden son: f, = X2+y2 > i fy = X2+y2 . Las derivadas parciales
2(-x2+y2-9) -x2+y2-9) -4Xy

segundo orden son: f,, = oy fxy = fyx = R foy =

2(x2-y2-9)

(x2ey2-9)2
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1.f.

2.a.

2.b.

2.c.
2.d.

2.e.

2.f.

3.a.
3.b.

4.a.

4.b.

4.C.

5.a.

5.b.

Dominio: R?. Las derivadas parciales de primer orden son: f, =
3-e3%; f, = (-6) - e¥%. Las derivadas parciales de segundo
orden son: fy, = 9-e¥*%; f, = f,, =-18.e>*%; f =369,

La funcion tiene un maximo local en (0, 1) y su valor maximo es
f(0,1) =4,

La funcion tiene un minimo local en (2,-1) y su valor minimo es
f(2,-1)=-1.

La funcion tiene un punto silla en (2, 0).

La funcion tiene un punto silla en (0, 0); maximo local en (0, 8) y
su valor maximo es f(0, 8) = 256.

La funcion tiene un punto silla en (-1, 0). La funcion tiene un
minimo local en (1,0) y su valor minimo es f(1,0) = -2.

La funcion tiene un punto silla en (1,-2) y en (-1,2); minimo
local en (1,2) y su valor minimo es f(1,2) = -6; maximo local en
(-1,-2) y su valor maximo es f(-1,-2) = 6.

Ay B son complementarios.
Ay B son sustitutos o competitivos.

La cantidad de juguetes que espera vender en un ano es z(60, 30) =
438750 juguetes.

Si se aumenta en un millon la inversion en television, la cantidad
de juguetes vendidos aumenta en z,(60,30) = 3300 unidades.
Si se aumenta en un millon la inversion en plataformas digitales,
la cantidad de juguetes vendidos aumenta en z,(60, 30) = 2250
unidades.

Dado que |D?f(x,y)| = -1500 < 0 no existe una combinacion de
montos a invertir en cada medio para que las ventas anuales
alcancen el valor maximo.

La funcion beneficio conjunta diaria es: B(x, y) = -0.05x2-0.02y2+
11x+ 11y - 775, B en dolares.

B(100,30) = 137 indica que al producir y vender 100 cajas de
velas de la ciudad Ay 30 de la ciudad B se obtiene una ganancia
diaria de 137 délares.

%(100,30) = 9.8 lo que indica que a partir de producir 100
cajas de velas en la ciudad Ay 30 en la ciudad B, si se vende
una caja mas de B, manteniéndose constante la cantidad de
cajas vendidas de la ciudad A (100), el beneficio diario aumenta
aproximadamente 9.8 dolares.
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5.C.

6.a.
6.b.

6.C.
7.a.

7.b.

8.a.

8.b.
9.a.
9.b.

9.c.

9.d.

10.a.

10.b.

Para obtener el maximo beneficio se deben producir y vender
110 cajas de velas de la ciudad Ay 275 de la ciudad B, es decir
un total de 19 250 velas por dia. El beneficio maximo obtenido
es de 1342.5 dolares diarios.

U(X,y) = -4x? - 4y? + 12x + 33y - xy.

El punto critico de la funcion utilidad es (1, 4) y aplicando el Teo-
rema 1 se obtiene que representa un maximo local de la funcion.
Por lo tanto para lograr la maxima utilidad debe venderse 1 kg
del producto X a 11 dolares y 4 kg del producto Y a 25 délares.

La utilidad maxima es U(1,4) = 72 dolares.

Es conveniente aumentar el capital, pues por los siguientes mil
dolares adicionales la produccion semanal aumentara aproxi-
madamente en 62 unidades, mientras que el aumento de una
hora hombre reducira la produccion en 51 unidades.

La productividad de la empresa es maxima cuando las horas de
mano de obra son 16 y el capital invertido es de 10500 dolares.

Para maximizar las utilidades deben venderse 21.25 unidades
de Xy 24 unidades de Y.

La maxima utilidad asciende a 59.63 dolares aproximadamente.
Son competitivos.

La funcion beneficio es: B(pa, pg) = -75p2 + 75ppg + 6487.5p, -
37.5p% + 1162.5p; - 333 000.

El tipo de té A se debe vender a 102 dolares el kg y el de tipo B
a 117.5 dolares el kg.

El beneficio maximo es de 66 159.4 dolares.

§(1 0,25) = -124 se interpreta como que si se producen 25000
kg de leche empleando 1000 horas-maquina y se aumenta la
cantidad de horas en 100 manteniendo la misma cantidad de kg
de leche, la corrida de la produccion de leche en polvo disminuye
en 124 u.m. aproximadamente. Por otro lado, %(10, 25) =272 se

interpreta como si se producen 25000 kg de leche empleando
1000 horas-maquina y se aumenta la produccion de leche en
1000 kg, la produccion de leche en polvo aumenta en 272 u.m.
aproximadamente.

Para minimizar el costo total de la corrida de produccion de
leche se requiere producir 3000 kg de leche empleando 200
horas-maquina.
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11.b.

12.a.

12.b.

13.a.
13.b.

13.C.

La funcion ingreso es: R(p4, p,) = -3.5p% - 4.4p3 +517p, + 770p, +
2.2p1py.

p; =110y p, = 115, ambos en las unidades monetarias corres-
pondientes.

Tomando 4 semanas por mes, 3000 horas-hombre semanales
equivalen a 12000 horas-hombre mensuales, es decir, L = 120.
Ademas, 70 000 dolares equivalen a K = 70. Entonces,

P(120,70) = 1.1- 12096 . 7004
= 106.4.
Por lo tanto, la produccion total es aproximadamente 106 400
litros de cerveza por mes.

Las productividades marginales son

oP - -0.4 0.4 oP - 0.6 |¢-0.6
aL-'I.'I 0.6 L™K %, aK-‘I.1 0.4 L7°K™2°,
Evaluando en (L, K) = (120, 70):
oP oP
57 (120,70) = 053, 5 (120,70) = 0.61.

Interpretacion: si K = 70 (es decir, 70 000 dolares mensuales) y
se incrementa L en 1 unidad (esto es, 100 h-hombre mensuales),
entonces la produccion aumenta aproximadamente 0.53 miles
de litros, es decir, 530 litros. Por otro lado, si L = 120 (esto es,
12 000 h-hombre mensuales)y se incrementa K en 1 unidad (esto
es, 1000 dolares mensuales), entonces la produccion aumenta
aproximadamente 0.61 miles de litros, es decir, 610 litros.

Las ventas disminuyen en, aproximadamente, 73.26 dolares.
Las ventas aumentan, aproximadamente, 5.86 dolares.

Aumentar la inversion en publicidad y mantener el precio.

CAPITULO 2

Ejercicios 2.1 (p. 265)

2.a.
2.b.
2.C.
2.d.

Falso.
Verdadero.
Verdadero.
Falso.
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2.e.

2.f.

2.8
2.h.

2.1

Falso.

Falso.

Verdadero.

Verdadero.

Verdadero.

R(100) = 9000, R’(100) = -120, p = 90. Esto significa que cuando
se venden 100 unidades, se obtiene un ingreso de 9000 doélares.
El ingreso disminuira, aproximadamente, a razon de 120 dolares
cuando se vende una unidad adicional a partir de 100 unidades.
N(t) = 160t + 10et - 10e°.

La demanda es elastica, para 0 < g < 160.

Ejercicios 2.2 (p. 269)

1.a.

1.b.

1.C.

2.a.

2.b.

2.C.

2.d.

2.e.

2.f.

2.8.
2.h.

2.0.

3a.
3.b.

4.a.

2 b): + C
g(ax+ )2 +C.
%lnlax+b|+C.

l eax+b +C.
a

A 3
§(X2 +3x)z + C.

2e3x2+2 +C.

[In(3x+1)]?
2

+C.

- !

2(15-3x)3 +C.

led s

2

gln(5+lnx)+c.
2

2(t3 +8)3 + C.

3(3 -2x)" +C.

(In2)*+C.
Verdadero.
Falso.

% F(3x) + C.
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4.b.

4.c.
4.d.

5.a.
5.b.

5.C.

5.d.

SF02) +

f(e*)+C.

f(lnx) + C.

V(t) = 4000t + 60 000 - e%5-0-05 - 892318,

Luego de un mes: V(1) = 89175 unidades. Luego de dos me-
ses: V(2) ~ 88586.3 unidades; Luego de sesenta meses: V(60) ~
236002 unidades de produccion.

El minimo en las ventas se da entre el cuarto y quinto mes y
empiezan a crecer aproximadamente a partir del cuarto mesy
siete dias.

V" (t) = 150e%>-995t mayor que cero para todo t. Graficamente, la
funcion ventas es concava hacia arriba. En los cuatro primeros
meses (hasta el minimo de ventas) las ventas estan disminuyen-
do, se vende poco o incluso se pierden ventas, pero, como V"(t)
es positiva la tasa de ventas esta mejorando lentamente. A los
cuatro meses y siete dias (aprox) se alcanza el minimo de ventas.
Ese es el punto de cambio. A partir de ahi las ventas creceny
como V”(t) es positiva la tasa de crecimiento se acelera, es decir,
las ventas crecen a tasa creciente.

El porcentaje de desempleados luego de diez meses es D(10) =
5.95 % y luego de veinte meses es D(20) = 6.2 %.

Ejercicios 2.3 (p. 273)

2.b.

2.C.

2.d.

a. Minimo es -1. b. Minimo es —%. ¢. Minimo es —%. d. Minimo es
aproximadamente -1.84. e. Minimo es -e~3/9. f. Minimo es 0.

a. Asintota horizontal: y = 0. b. Asintota horizontal: y = 0. c. No
tiene. d. Asintota horizontal: y = 0. e. No tiene. f. No tiene.

a. Tiene punto de inflexion en t = 1. b. Tiene punto de inflexion
en x = —%. c. No tiene. d. Tiene punto de inflexion en t = —%.

3
e. Tiene punto de inflexion en x = e 2. f. No tiene.

Se alcanza el maximo cuando t = 0. Es una funcion con grafica
concava hacia abajo, lo que significa que la venta disminuye
cada vez mas rapido.

ln(q+10) 4000 In(g+10) 4000+

C(q) = 40002 - 222+600+400 [n(10) ~ ~4000 2 - 223

1521.03. El costo de producw 120 unidades es C(120) = 1340.49
dolares.
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6.a.

6.b.

6.C.

6.d.

3 3
h(x)= 2lnXx-x2 - 23 + =
3 9 9
a=1,b=-4,2x+161n|5-4|+c
2 2
a=—2,b=5,—§(x+5)\/5—2x+C.
a=-3,-2(3t+1)e+C.

l2Int- 12+
2 4

Ejercicios 2.4 (p. 290)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.
1.e.

2.a.
2.b.
2.C.
2.d.
2.e.

2.f.

2.8
2.h.
3.a.
3.b.

4.

5.a.
5.b.

5.C.

7.a.
7.b.

Es una ecuacion diferencial no lineal de primer orden y grado 2.
Es una ecuacion diferencial lineal de orden 2 y grado 1.

Es una ecuacion diferencial lineal de grado y orden 1.

Es una ecuacion diferencial no lineal de orden 2y grado 1.

Es una ecuacion diferencial lineal de orden y grado 1.

Verdadero.
Verdadero.
Verdadero.
Falso.
Falso.
Falso.
Falso.

Falso.

P(G)=k-G-(C-G/2)+P,.

El gasto 6ptimo en publicidad es G = 250.
Si, existe una Gnica solucion, k = 10.
dP/dt = -0.1155P.

Esta disminuyendo a una tasa de 0.8085 al ano, cuando hay
700000 barriles.

El contenido del pozo sera de 50 000 barriles al cabo de 26 anos
aproximadamente.

p = 450 - 3x.
V(p)=21-(p+3)"/%

Para lograr un volumen de ventas de 10 millones de euros el
precio del producto debera ser de 1.41 euros aproximadamente.
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8.a.
8.b.
8.c.
9..
9.b.

10.a.

10.b.

10.C.

10.d.

1.

12.a.

12.b.

12.C.

13.a.

13.b.

A(t) = 100035,

A(2) = 10.725 dolares.

Al cabo de 19.8 anos aproximadamente.
E(58) ~ 70.2 anos.

E"(t) = -6/(t + 25)%> < 0 para todo t > 0.

dx
i k(1700000 - x).

X(t) = 1700000 - 1600 0007,

Después de 12 horas se tendran aproximadamente 813 644.18
pesos.

Aproximadamente a las 46 horas la asociacion obtendra el monto
necesario para realizar la cirugia con el descuento del 10 %.

No alcanza el fondo para costear los estudios dado que el fondo
al cabo de 8 anos seria de 17 295.6 dodlares aproximadamente y
se necesita 21000 dolares para costear los 4 anos de estudio.

La cantidad de billetes de $5 que habia en circulacion para
cada tiempo t, en el periodo ago/19 - feb/20 esta dado por la
expresion y(t) = 510.6e %04,

Aproximadamente 17 semanas.
Aproximadamente 75 semanas.
p(t) = 15 + 135e72,

p(2) ~ 17.47 dolares.

Ejercicios 2.5.1 (p. 312)

1.

2
3
4.
5

El consumo eléctrico fue 14396.9 kWh.

943 m3.

5984.65 g.

1040 dolares.

El costo total diario de producir 20 unidades del producto de la
compania es aproximadamente 1433.33 dolares.

P’(t) es la tasa de variacion de la poblacion P(t); ftfz P'(t) dt re-
presenta el total de la variacion de la poblacion de t; hasta
t.

Son las ventas totales en los doce meses siguientes a partir del
momento cero.
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10.a.
10.b.
10.C.
10.d.

11.a.

11.b.

11.C.

12.a.
12.b.

12.C.

12.d.

12.e.

12.1.

13.a.
13.b.

14.a.

14.b.

15.

Representa la variacion de f(x) entre x; y X,.
2966.6 dolares.

Falso.

Verdadero.

Falso.

Verdadero.
.

-6.
3.
4
—fz xdx = -6.
0.
4 [} xdx = 24.
4 4
-5 x3dx+l+f2 dx = -52.
—f24x3dx+f24xdx—f24dx = -46.
0.
15.
5.
F(x) = %x3 -x%+ 23—0, entonces F’(x) = x? - 2x = f(x) por lo que se

verifica el teorema.

4 1
F(x) = %xi - 12, entonces F'(x) = x3 = f(x) por lo que se verifica
el teorema.

Verdadero.

Ejercicios 2.5.2 (p. 324)

1.a.

1.b.
1.C.

1.d.

1.e.
1.f.
1.8.

7 . -
A= 3 unidades de area.

A = 15 unidades de area.
A = 4,003 unidades de area aproximadamente.

16 . P
A= 3 unidades de area.

59 . -
A= 5 unidades de area.

A = 7.78 unidades de area aproximadamente.

A = (e? + e?) unidades de area.

447



76 . -
2. A= 3 unidades de area.

3. A = 24.17 unidades de area aproximadamente.

4. Region A: A = 38/3 unidades de area; Region B: A = 37/3 unida-
des de area; Region C: A = 44/3 unidades de area.

5. Respecto a x:

1 4 9
[0<&+ﬁ)dx+[1<ﬁ—<x—z»dx=§.

Respecto a y:

2 9
f (-y?+@+y)dy=3.
-1

6. f(x)=-x+1;9(x) = (x - 1)3.
7. J(F(0) - g(x)) dx.

8a. A= i (f(x)-h(x))dx+ fj(g(x) - h(x)) dx.

8b. A= [2(g(x)- F(x)dx+ [2(f(x) - g(x)) dx.
8c. A= [A(f(x)-g(x))dx+ [(g(x) - F(x))dx.

8.d. A= f01 f(x)dx + f12 g(x)dx.

Ejercicios 2.5.6 (p. 333)
1. L=31%.

2. L=2.
3

4.a. SC =363.08u.m.y SP = 96.1 u.m..

4.b. SC = 8000u.m.y SP = 5333.3 u.m..

5a. p=100-0.25q.

5.b. SC =5000 doélares y SP = 3200 délares.

6. a.p(q) = 100-2,/g; b. p(400) = 60 dolares; ¢. SC = 5333.3 délares;
d. R(800) - R(600) ~ 4139.05 dblares.

7. La maxima utilidad se alcanza al cabo de los 8 anos, y la misma
es de 58 millones de dolares.
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c-a

2
t= (ﬂ) cond # by (c-a) miltiplo de (d - b) para que t € Z.
Ejemplos de valores paraa,b,cyd:a=2,b=2,c=4yd =4
a=3,b=1c=12yd=4,a=4,b=5c=-10yd =-2. La

utilidad es Uy = (a - C)(E)Z o(d- b)(ﬁ)i

El ensamblado de las calculadoras demorara aproximadamente
593 horas-hombre.

Ejercicios 2.6 (p. 339)

1.a.
1.b.

1.C.
1.d.

1.€.

1.f.

2.

La integral es divergente.
La integral converge a %

La integral es divergente.
La integral converge a 0.
La integral converge a -e™".
La integral converge a 4.

El area es = 1u?. Su representacion grafica, acotada entre cero y
cinco, es

-1 1T 2 3 4 5

La integral es convergente sia > 1.

Se podra reunir 10 millones de dolares como maximo.
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CAPITULO 3

Ejercicios 3.1 (p. 365)

1.a.

1.b.

1.C.

3.a.

3.b.
3.C.
3.d.
3.e.
3f

3.8
3.h.
3.i.

3.l

4.a.
4.b.

4.C.
4.d.
4e.

. . P . .. 1 2

Los primeros seis términos de la sucesion son a; = 5102 =5,

a3 = =, 0, = -, a5 = — y ag = ——. La sucesién es monotona
3% 3w = 5505 = 0V Gs =

. - . 1 . .
decreciente y esta acotada superiormente por ;e inferiormente
por 0.

Los primeros seis términos de la sucesion son b, = -1, b, = 1,
b;=-1,b,=1,bs=-1y bg = 1. No es una sucesion mondtonay
esta acotada superiormente por 1 e inferiormente por -1.

Los primeros seis términos de la sucesion son ¢y = 1, ¢; = 1,
C;=2,C3=6,c, =24y C5 = 120. La sucesion es mondtona cre-
ciente y esta acotada inferiormente por 1 pero no esta acotada
superiormente.

Las primeras tres sucesiones son convergentes, mientras que la
altima es divergente.

.. 2
La sucesion es convergente y converge a 3

La sucesion es convergente y converge a 0.

La sucesion es divergente.

La sucesion es convergente y converge a /3.
La sucesion es convergente y converge a 1.
La sucesion es convergente y converge a 0.
La sucesion es convergente y converge a -9.
La sucesion es convergente y converge a 0.

La sucesion es convergente y converge a 0.
.o 3
La sucesion es convergente y converge a 5

La sucesion es divergente.

La sucesion es convergente y converge a e®.
La sucesion es monotona decreciente.

La sucesion es monotona creciente.

La sucesion es monotona creciente.

La sucesion es monotona decreciente.

La sucesion no es monotona.
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4f.
5.a.
5.b.

5.C.

5.d.

5.e.

5.f.

6.a.
6.b.
6.c.
6.d.

6.e.

6.f.

10.

1.

12.

13.a.
13.b.
13.C.
13.d.
13.e.

13.f.

13.8.

La sucesion es monotona creciente.
EL término general viene dado por3n-2sin=1.

El término general viene dado por2-2nsin 0.

n
EL término general viene dado por %(%) ,sinz0.

EL término general viene dado por g sinz1.

n
El término general viene dado por —g (—%) sinz0.

EL término general viene dado por3-4nsin=1.

El limite es 3.
El limite es 7.
El limite es 15.
El limite es -10.

El limite es —g.

El limite es g

El capital final al 5 % es aproximadamente $12155. La tasa de
interés anual debe ser de alrededor del 6.8 % para lograr el

objetivo deseado.

La maquina valdra un tercio de su valor original pasados 13 afnos

y 2 meses aproximadamente.

Luego de cinco afios la maquina valdra $79 833.25. Es cierto que
al cabo de 2 anos la maquina valdra menos de la mitad de su

valor inicial.

El ingreso de la compaiia aumentd en un promedio de 796.8
dolares por mes desde que cuenta con el nuevo servicio.

a {(-1)"} ;; b.{—%}m; c.{2,,; d.{5-n} ..

Falso.
Verdadero.
Verdadero.
Falso.
Falso.
Falso.

Verdadero.
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13.h.
13.0.
13.j.

14.

Verdadero.

Verdadero.

Falso.

Sia,=n?a,= 21 0 a, =yn + 1 entonces b, tiende a infinito. Si

a, = n® -2n + 1 entonces b, tiende a 1. Si a, = e" entonces b,
tiende a cero.

Ejercicios 3.2 (p. 396)

1.a.

1.b.

1.C.

1.d.

1.e.

1.f.

1.8

1.h.

1.1

1.j.

1.k.

1.L

2.a.

La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
1
|E| < 1.Su suma es 6.

La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
1 2
|-5| < 1.Su suma es 3

La serie es divergente por ser una serie geométrica de razon
7

R
3
La serie es divergente por ser una serie geométrica de razon
HE

5
La serie es divergente por ser una serie geométrica de razon
[5] > 1.

La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
2
|§| < 1.Susuma es 4.

La serie es divergente por ser una serie geométrica de razon
|é| > 1.

3
La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
1 5

|-| <1.Susumaes -.

4 3

La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
3 9

|--| <1.Susumaes —.
4 28

La serie es divergente por ser una serie geométrica de razon
|§| > 1.
4

La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
1 1

|-| < 1.Susumaes —.

4 12

La serie es convergente por ser una serie geométrica de razon
1 1
|5| < 1.Su suma es >

. 2\N
La seriees ), (5) .
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2.b.
2.C.

2.d.

3.a.
3.b.

3.c
3.d.
3.e.
3f
3.8
3.h.
3.i.
3.
3.k
3.L

3.m.

3.n.
3.0.
3.p.

5.a.

5.b.

5.C.

6.a.

6.b.

Laserieesy 5 (%)n
La serie es Z;,";O(—3)(%)n.
Laserieesy 5 (—%)H.

Falso.
Verdadero.
Verdadero.
Falso.
Falso.
Verdadero.
Falso.
Falso.
Falso.
Verdadero.
Falso.
Falso.
Falso.
Falso.
Falso.
Verdadero.

El posible determinar a cuanto ascendera la donacion. La em-
presa podra donar como maximo $75 000.

Los cinco primeros términos son a, = 200000, a; = 198 000
a, = 196020 a; = 194059.8 a, = 192119.202. Se trata de una
sucesion geométrica de razoén 0.99: {a, = 2 - 10° - (0.99)"}.

La serie representa la produccion total si se extrajeran reservas
de petroleo por tiempo indeterminado. La suma es 2 - 107.

Es posible asegurar la existencia de reservas de petroleo para
un tiempo indefinido.

Después de dos afos estaran en uso 22 820 unidades y después
de tres anos 29 679 unidades.

Después de n afios estaran en uso u, = 160000(1 - 0.95"*")
unidades.
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6.C.

7.a.
7.b.

7.C.
7.d.

7.€.

7f.

7.8.
7.h.

7.1
7.

7.k.

7.L

10.

No es cierto que pasados 10 afios habra menos del 80 % de las
unidades funcionando.

Con el Criterio de la divergencia podemos ver que la serie diverge.
Con el Criterio de la integral podemos ver que la serie diverge.
Con el Criterio de la integral podemos ver que la serie converge.
Con el Criterio de la integral podemos ver que la serie diverge.

Por la prueba de la divergencia, la serie asociada diverge.

. P P .
Dado que es una serie geometrica con razon " concluimos que
converge.

Con el Criterio del cociente podemos ver que la serie converge.
Por Criterio de la raiz, la serie es convergente

Por la prueba de la divergencia, la serie es divergente.

Por el Criterio de Leibniz, la serie es convergente.

Con el Criterio del cociente podemos ver que la serie converge.

Por el Criterio de la integral, la serie es divergente.
Para que la suma sea igual a 3, debe sera = %

Para que la serie sea convergente y su suma sea 1, debe ser

k:+£
=5

P 2n+1\" .2 . .
Como lim,_, (;’—n) = /e, la sucesion converge. La serie diverge
porque ese limite no es cero (Criterio de la divergencia).
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Calculo para Ciencias Econémicas. Abordaje conceptual y
significativo ofrece un recorrido riguroso y accesible por
los principales contenidos del calculo diferencial e inte-
gral, e incorpora ademas una introduccion al estudio de
sucesiones y series. La obra ha sido escrita para la for-
macion del profesional de las ciencias economicas, pri-
vilegiando la comprension conceptual y la construccion
de significados por sobre la mera aplicacion mecanica
de procedimientos. Los ejemplos y problemas desarro-
llados en contextos economicos promueven la transfe-
rencia y extrapolacion de los conocimientos matemati-
cos a situaciones nuevas y relevantes, mientras que la
incorporacion de herramientas digitales contribuye a
enriquecer los procesos de exploracion, analisis y apren-
dizaje. El libro esta dirigido a estudiantes que se inician
en el pensamiento variacional, indispensable para la
comprension de los fendomenos de cambio, variacion y
acumulacion.

UNIVERSIDAD

NACIONAL peL LITORAL






