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Resumen

Existe en la literatura evidencia que sugiere que la dindmica de los sistemas fisio-
l6gicos es compleja y no lineal. Dicha complejidad provee al organismo de un me-
canismo de respuesta ante cambios abruptos del ambiente. En este sentido, el gra-
do de complejidad de un sistema, esta estrechamente relacionado con los estados
normales y patolégicos del organismo. Es importante contar con medios para me-
dir cuantitativamente la complejidad de un sistema fisiolégico, que sirva de ayuda
tanto para el diagndstico como para medir la respuesta de un individuo ante algtin
tratamiento. En las sefiales biomédicas se refleja de manera directa el estado del
sistema fisiolégico del cual provienen. Surge entonces la necesidad de desarrollar
tecnologias que permitan medir de forma confiable el grado de complejidad de un
sistema fisiol6gico a partir de ellas. Para cubrir esta necesidad, se han desarrollado
conceptos tedricos y herramientas algoritmicas, que se agrupan principalmente en
la teoria de dindmicas no lineales, la teoria del caos y la teoria de la informacion.

El objetivo principal de esta tesis doctoral es presentar dos desarrollos diferentes
que permiten caracterizar la complejidad de un sistema. El primero esté relaciona-
do con la entropia aproximada (ApEn) de una serie temporal y el segundo con la
dimension de correlacion (D) y la entropia de correlacion (K,) de un sistema dina-
mico.

La ApEn es un estadistico capaz de medir la regularidad de una serie temporal. Uno
de sus mayores problemas es la alta dependencia de sus pardmetros. Por este mo-
tivo, algunos autores propusieron la ApEn,,,, como un estimador de regularidad
mads consistente. No obstante, el nivel de ruido (o) presente en la serie temporal
disminuye la capacidad de discriminacién tanto de la ApEn como de la ApEn,,,,.
En respuesta a esto propusimos el estimador h,,,,, que se define como el valor de
escala h para el cual ApEn alcanza su valor méximo. Utilizando sefiales provenien-
tes de sistemas de alta y baja dimension, hemos estudiado el comportamiento de
ApEn,,.. v h,... ante diferentes niveles de ruido y longitudes de datos. Como con-
clusion, h,,,, provee valiosa informacion para diferenciar entre dindmicas de dife-
rente regularidad, especialmente en casos con alto nivel de ruido. Ademds, para di-
ferenciar entre dindmicas de distinta regularidad, es mejor utilizar conjuntamente

\Y



Resumen

ApEN,,.ux V e, que cada uno por separado. Hemos desarrollado dos aplicaciones:
una para la detecciéon de episodios ictales a partir de una sefial de electroencefalo-
grafia y un detector de voces patolégicas a partir de la sefnal de voz, superando los
desempenos reportados en la literatura.

El segundo desarrollo de esta tesis doctoral guarda relacion con la estimacion de D
y K. Estos invariantes se calculan a partir de la integral de correlacion, estimada
mediante el algoritmo de correlacion. Esta integral recibe varios nombres depen-
diendo de la funcion nucleo que se utilice para su cdlculo. Por un lado est4 la in-
tegral de correlacion estdndar (Grassberger y Procaccia), y por otro, la integral de
correlacion de nucleo Gaussiano (ICG) propuesta por Diks. El problema de la in-
tegral de correlacion estandar es que no permite estimar D y K, en presencia de
ruido. La ICG mejora parcialmente este inconveniente. Sin embargo, el célculo de
K, mediante la ICG presenta problemas de convergencia y necesita contar con un
gran volumen de datos. Como primer paso en la solucién de este inconveniente,
proponemos una nueva integral de correlacion, la cual denominamos integral de
correlacion asistida por ruido (ICAR). Para calcularla hemos desarrollado el algo-
ritmo de correlacion asistido por ruido. Mediante resultados analiticos y evidencia
numérica, demostramos que la integral de correlacion estandar y la ICG pueden
considerarse casos particulares de la ICAR. Como segundo paso, proponemos la
integral de correlacion U (ICU). Esta integral de correlacion también es un caso
particular de la ICAR. A diferencia de la integral de correlacion estdndar y la ICG,
la ICU permite incorporar informacion de la dimensién de inmersion en la funcion
ntcleo. La consecuencia directa de esto es una mejoria notable en la estimacion de
K. A partir de la ICU, desarrollamos una serie de estimadores que nos permiten
calcular D, K, y o a partir de una serie temporal. Estudiamos el comportamiento
de estos estimadores ante diferentes condiciones de ruido y longitud de datos. Los
resultados muestran que los estimadores propuestos brindan estimaciones confia-
bles delosinvariantes D, K, y 0. Ademéds, disehamos un algoritmo automético para
la estimacion de invariantes, que ha sido validado estadisticamente.



Abstract

There exist a lot of evidence suggesting that the dynamics of physiological systems
is complex and nonlinear. Thanks to this complexity, the individual has a defense
mechanism to respond to environmental changes. In this sense, the degree of com-
plexity of the system is linked to normal or pathological states of the organism.
Therefore, it is important to quantitatively measure the complexity of a physiolog-
ical system, since this information can be useful to diagnose or to follow-up the
treatment of a certain pathology. The condition of a physiological system is di-
rectly reflected in the biomedical signals that it produces. There have been pro-
posed theoretical concepts and algorithms founded on nonlinear dynamics theory,
chaos theory and information theory. However, it is still necessary to develop new
methods and technologies able to provide reliable measurements of the degree of
complexity of a system from the biomedical signals.

The objective of this thesis is to introduce two different approaches that allow us
to characterize the complexity of a system, in particular in presence of noise. The
first one is related with the approximate entropy (ApEn) of a temporal series and the
second one with the correlation dimension (D) and the correlation entropy (K,) of
a dynamical system.

The ApEn is a statistic that measures the regularity of a signal. One of its major
problems is related to the high dependency on the value of its parameters. For this
reason some authors have proposed ApEn,,,, as a more consistent regularity mea-
sure. However, the noise level (o) in the temporal series undermine the discrimi-
nation capacity of both ApEn and ApEn,,,,. As solution we have proposed the es-
timator h,,,,, that is defined as the value of the scale i at which ApEn achieves its
maximum value. Using time series from low- and high-dimensional systems, we
have studied the behavior of ApEn,,,, and h,,,, under different noise conditions
and data lengths. We can conclude that h,,,, provides valuable information useful
for classification purposes. Moreover, the use of h,,,,, in conjunction with ApEn,,,,
as features, can significantly decrease the misclassification rate of a linear classifier,
in comparison with their isolated use. Based on these results, we have developed
an ictal episode detector from electroencephalographic signals and a pathological
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Abstract

voice detector that outperform the results reported in the literature.

The second result of this thesis is related with the estimations of D and K,. These
invariants are estimated through the correlation integral, which is calculated us-
ing the correlation algorithm. There exist two types of correlation integrals: on one
hand there is the classical correlation integral (Grassberger and Procaccia), and on
the other one there is the Gaussian kernel correlation integral (GCI) proposed by
Diks. The main problem of the classical correlation integral is that in presence of
noise it is unable to estimate D and K,. The Gaussian kernel correlation integral
(GCI) partially solves this issue, however it presents convergence problems when
computing K. As a first step in the solution of this problem we have proposed the
noise assisted correlation integral (NCI) and for its estimation, we have created the
noise assisted correlation algorithm. Through analytic deductions and numerical
simulations we have shown that the classical correlation integral and the GCI are
particular cases of the NCI. As a second step, we have developed the U correlation
integral (UCI). This correlation integral is also a particular case of the NCI. Unlike
the GCI and the standard correlation integral, the UCI is able to incorporate infor-
mation about the embedding dimension in its kernel function. The direct conse-
quence is a notably improvement in the estimation of K,. Based on the UCI we have
deduced coarse-grained estimators for D, K, and o. We have studied their behav-
ior under different noise conditions and data lengths. The results show that these
estimators lead to reliable estimations of D, K, and o. Moreover, we have designed
an automatic estimator of invariants which have been statistically validated.

Keywords: nonlinear dynamics, complexity measures, biomedical signals, approx-

imate entropy, correlation integral, correlation dimension, correlation entropy, U
correlation integral, noise assisted correlation integral.
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El caos es un orden por descifrar.

Saramago

Dinamicas no lineales, atractores y caos

El estudio de la dindmica de los sistemas fisicos tiene su origen a mediados del siglo
XVI, cuando Sir Isaac Newton desarroll6 las ecuaciones diferenciales para resolver
el problema de calcular la trayectoria de la tierra alrededor del sol, a partir de la ley
de atraccion gravitacional. Décadas més tarde, algunos fisicos y matematicos bus-
caron resolver este mismo problema pero considerando también la masa de laluna
(problema de los tres cuerpos). Después de muchos intentos, se concluyé que era
imposible encontrar una solucion analitica. En el siglo XIX el Francés Henri Poin-
caré introdujo una metodologia [6], basada en la geometria, que permite analizar
de forma cualitativa el comportamiento a largo plazo de sistemas como éste. Gra-
cias a ello, Poincaré describi6 la posibilidad de tener sistemas deterministicos cuya
dindmica es impredecible, introduciendo de esta forma la primera nocién de caos.
Este importante descubrimiento quedo relegado en la literatura hasta mediados
del siglo XX, cuando la invencion de las computadoras permitié experimentar con
la dindmica de sistemas no lineales. En 1963 el matemadtico y meteor6logo Edward
Norton Lorenz, en su andlisis de un modelo simplificado del movimiento por con-
veccion de la atmoésfera terrestre, “redescubrié” las dindmicas caéticas [7]. El obser-
vO que la solucion a sus ecuaciones nunca convergia a puntos estables o a Orbitas
periddicas. En cambio, oscilaban de forma no periddica e irregular. También ob-
servo que si partia de dos condiciones iniciales muy préoximas, las soluciones ob-
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tenidas eran muy diferentes. Si analizamos este resultado en términos fisicos, se
podria traducir en la imposibilidad de ser exacto a la hora de hacer predicciones
meteorolégicas. A pesar de todo lo anterior, Lorenz demostré que existe estructura
dentro del caos, ya que al graficar las trayectorias en tres dimensiones, el resultado
fue un conjunto de puntos que asemeja la forma de una mariposa. En la década
de los 70s surgieron muchos mds desarrollos en esta materia. En 1971 Ruelle y Ta-
kens [8] utilizaron el término “atractor extrafio” para referirse al tipo de estructura
formada por la dindmica de un sistema en régimen cadético. Pocos afios después,
May [9] encontr6 un ejemplo de caos en la dindmica de un modelo de poblacién
bioldgica (transformacion logistica). De esta misma forma se han descubierto sis-
temas caéticos en campos como la quimica, la mecénica de fluidos, la electrénica,
etc. El continuo avance de la tecnologia ha hecho posible un estudio més profundo
de sistemas con dindmicas no lineales. Hasta la fecha se conoce que un gran nu-
mero de fendémenos naturales poseen caracteristicas caoticas. Esto lleva a pensar
que tal vez el caos es la forma mas eficiente que tiene el universo para encontrar un
orden.

1.1 Dinamicas no lineales y sistemas

Existen dos grandes tipos de sistemas dindmicos: las ecuaciones diferenciales y las
aplicaciones iteradas (ecuaciones en recurrencias o los mapas iterados). La dife-
rencia entre éstos radica en que el primero modela sistemas de tiempo continuo,
como el sistema de Lorenz. El segundo modela sistemas de tiempo discreto, como
la transformacioén logistica (mapa logistico o aplicacion logistica) [10]. Se dice que
un sistema continuo o discreto es no lineal si sus variables y/o sus derivadas se re-
lacionan de forma no lineal, por ejemplo, un producto, una potencia u otro tipo de
relaciones como las trigonométricas. La principal diferencia entre los sistemas li-
neales y los no lineales es que para encontrar la solucion de un sistema lineal, este
puede ser dividido en partes mas simples. Luego, cada subsistema puede ser re-
suelto por separado y la solucion final serd la suma de cada solucién. Es decir, un
sistema lineal goza de la propiedad matemaética de aditividad de sus soluciones, y
fisicamente se puede interpretar como la suma de sus partes. Por otro lado, aunque
un sistema no lineal puede ser descompuesto en subsistemas, éstos no trabajan de
forma independientes. Siempre que exista algiin tipo de relacion entre subsistemas
(cooperacion, competencia, etc) ésta serda modelada de forma no lineal. Por ejem-
plo, el siguiente modelo:

X1 =YXy — X, (LD
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permite estudiar la evolucion de la cantidad x,, de bacterias de una poblacion, cu-
yo comportamiento dependera del pardmetro u € R*. Es posible ver que el nimero
de bacterias en la siguiente generacion (x,,, ;) depende de la diferencia entre dos
términos, uno lineal y otro no lineal. Para u > 1, el término lineal describe el creci-
miento de la poblacién que seria incontrolable si los recursos fueran ilimitados. Sin
embargo, al disponer recursos limitados existe una competencia entre los diferen-
tes individuos, lo cual es modelado mediante el término cuadratico [11].

Las no linealidades en estos sistemas hacen que encontrar una soluciéon analitica
muchas veces sea una tarea imposible. Existe una forma alternativa de estudiar fe-
némenos cuyas expresiones analiticas son dificiles de resolver, esta radica en un
andlisis geométrico de la dindmica. Para ello necesitamos una representacion geo-
métrica de la dindmica en un espacio abstracto. Por ejemplo, tomemos el movi-
miento de un péndulo cuya ecuacion esta dada por:

§+§sen9:0,
L

donde 6 es el angulo del péndulo respecto a la vertical, § su segunda derivada tem-
poral, g eslaaceleracién dela gravedad y L eslalongitud del péndulo. Esta ecuacién
diferencial puede ser transformada en el sistema no lineal:

x=y

y= —£senux,
donde x representa la posicion del péndulo e y su velocidad. Ahora nuestra dina-
mica esté caracterizada por dos magnitudes que evolucionan conjuntamente en el
tiempo. Por ser un sistema deterministico, una vez conocida su posicién inicial x (0)
y su velocidad inicial y (0) es posible calcular la solucién del sistema para cualquier
tiempo t, en otras palabras, conocemos x (¢)y y (¢). Ahora imaginemos un espacio
bidimensional abstracto en cual los puntos (x (t),y (t)), Yt, forman una curva. Es-
ta curva representa en el espacio bidimensional R?, lo que se denomina trayectoria
del sistema y el espacio es conocido como espacio de fase o espacio de estados [10].
La cuestion principal es que el comportamiento geométrico de la trayectoria en el
espacio de estados (para t — ©0) nos da mucha informacién acerca del comporta-
miento del sistema modelado por la ecuacion diferencial. Es decir, nos describe la
naturaleza de la dindmica del fen6meno sin necesidad de resolver analiticamente
su ecuacion'|[12].

1Observar que en el caso que nos ocupa, podriamos obtener una solucién aproximada explicita,
mediante la aproximacion lineal del término no lineal —% sin §.
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Figura 1.1. Transformacion logistica con y = 4. (a) Se muestran dos soluciones x,(}) y x,(f)

cuya diferencia en la condicién inicial es x(()l) — (()2) =10"*. (b) En el espacio de estados bi-

dimensional, se aprecia el atractor del sistema. Las trayectorias correspondientes a ambas
condiciones iniciales se sumergen en la misma regién geométrica.

Otro fenémeno que surge de la no linealidad de los sistemas cadticos es la sensibili-
dad alas condiciones iniciales. Errores del orden de milésimas en la medicién de la
condicidn inicial se magnifican al correr del tiempo. Es decir que, atin conociendo
la ecuacion de la dindmica, es imposible hacer predicciones acertadas en futuros
distantes. Lo anterior puede verse en la figura[l.1aldonde se presentan dos solucio-
nes, x!Vy x1?, de la transformacién logistica (ecuacién con u = 4 (valor para el
cual este sistema es cadtico). La diferencia entre las condiciones iniciales de ambas
soluciones es menor a 107*. Se observa que ambas soluciones son cercanas para
las primeras iteraciones de la transformacion, sin embargo, rdpidamente sus com-
portamientos son muy diferentes. Esto nos indica que, dos soluciones pueden ser
muy distintas a pesar de que provienen del mismo sistema y que sus condiciones
iniciales sean muy proximas. Esto dificulta enormemente su andlisis.

Este comportamiento impredecible es conocido como caos. Si bien el concepto de
caos ya era conocido por el matematico Henri Poincaré en el siglo XIX, este feno-
meno no tomo importancia hasta 1975, cuando Tien Y. Li y James A. Yorke [13] acu-
fiaron el término “caos” en sus estudios sobre el transformacién logistica. El caos se
define como una dindmica deterministica, aperiddica, acotada y con sensibilidad
alas condiciones iniciales [14]. En esta definicién cada palabra tiene un significado
especifico. Deterministico significa que existe una regla de evoluciéon definida sin
elementos aleatorios. Es decir, existe un tinico valor para el estado x,,; determina-
do porlaregla f(x,). Aperiodicidad se refiere a que el mismo estado no se repite més
de una vez. En la practica, esto no se cumple estrictamente debido a que contamos
con precision finita en nuestras computadoras. Sin embargo, la presencia de largos
ciclos de aperiodicidad en simulaciones computacionales es evidencia de posible

4
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caos. Acotado se refiere a que en las sucesivas iteraciones de la dindmica, las solu-
ciones permanecen en un rango finito de valores, en otras palabras, las trayectorias
se mueven en una region acotada del espacio de fase. Por ultimo, la sensibilidad a
las condiciones iniciales, significa que dos trayectorias correspondientes a condi-
ciones iniciales muy proximas, se separardn exponencialmente. Lo anterior tiene
consecuencias profundas, ya que implica que nunca podremos predecir cual serd
el estado de un sistema caotico a largo plazo, debido a que es imposible conocer
con certeza absoluta el valor de la condicion inicial.

Una de las motivaciones para el estudio de las trayectorias es que, para sistemas
disipativos, éstas permanecerdn acotadas para casi toda condicién inicial. Es decir,
si tomamos un volumen inicial en el espacio de estados donde cada punto es una
condicién inicial y dejamos que el sistema evolucione segin su dindmica, cada tra-
yectoria, con el tiempo, serd atrapada por un subconjunto acotado de puntos en
el espacio de estados. Este conjunto es llamado atractor del sistema [12]. Este he-
cho tiene grandes consecuencias para el andlisis de dindmicas no lineales ya que
implica que un conjunto de puntos que esté disperso por el espacio de estados, se-
rd contraido por accion de la dindmica hacia el atractor del sistema. Es decir, que
cualquier trayectoria, sin importar su condicion inicial, terminaré en el atractor del
sistema. En la figura[1.1b|se muestra el atractor de la transformacion logistica en el
espacio de estados. La reconstruccion fue hecha a partir de dos trayectorias con di-
ferentes condiciones iniciales. Se observa que aunque las soluciones difieren tem-
poralmente (ver figura[l.1a), las trayectorias formadas a partir de estas soluciones
visitan todos los puntos que conforman el atractor. Esto reduce el estudio de la di-
ndmica de un fenémeno al anélisis de las propiedades de su atractor. Por tanto, las
caracteristicas morfologicas y dindmicas de este atractor proporcionan mucha in-
formacion acerca del fenémeno fisico de interés.

Finalmente, pero no menos importante, debemos destacar que a pesar de las di-
ficultades que puede representar el modelar un fenémeno fisico mediante siste-
mas de ecuaciones no lineales (o sistemas de ecuaciones en diferencias no linea-
les), existe mucha evidencia que indica que este tipo de dindmicas abundan en la
naturaleza [10,12,[15,[16].

1.2 Atractores

Para comenzar a hablar de conjuntos atractores es necesario conocer dos concep-
tos importantes. El primero es el concepto de conjunto invariante y el segundo es
el concepto de cuenca de un conjunto invariante. Dada una topologia en el espa-
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cio de fase, un conjunto 2 en este espacio es invariante respecto a la dindmica f si
f(©)=9Q. Es decir, si una trayectoria comienza dentro del conjunto (2, permanecera
en €l por siempre [12]. Un conjunto abierto U que contenga a 2 se llama cuenca de
(2 si para todo subconjunto abierto V' que contenga a Q, f(U) € V (f* denota la
composicién de f con ella misma ¢ veces), para todo ¢ lo suficientemente grande
[17]. En otras palabras, las trayectorias que comienzan en U se aproximan a {2 de
formardpida y uniforme. Entonces, llamamos atractor de un sistema a un conjunto
invariante Q2 que tiene una cuenca de atraccién U [17].

Una definicién alternativa para el atractor de un sistema estd basada en la idea de
que en experimentos fisicos y simulaciones numéricas es inevitable la presencia de
ruido dinamico. Por tanto, un atractor es observable fisicamente si éste es robusto
ante ruido dindmico de muy baja magnitud. Entonces, un atractor es un conjun-
to invariante para el cual, en presencia de ruido dindmico de muy baja magnitud,
cualquier trayectoria que comience en él permanecerd en él. Ademads se pide que
exista “comunicaciéon” entre diferentes puntos del atractor, es decir, que el atractor
no pueda ser dividido en atractores mds simples [17]. Observar que esta definicién
ya no considera una cuenca de atraccion.

La diferencia con la primera definicion puede ser analizada mediante la transfor-
macion logistica (ecuacién[1.1) con u = 4. Si una trayectoria comienza en x, =0
permanece en el conjunto invariante {0}. Es sabido que para este valor de u la trans-
formacion logistica cuenta con dos conjuntos invariantes [14]. El {0} y el intervalo
(0,1), al cual converge cualquier trayectoria que comience en este intervalo. Esto
nos deja con dos conjuntos invariantes para un mismo sistema, en este caso. No
obstante, bajo ruido dindmico infinitesimal el conjunto {0} ya no serd un conjunto
invariante debido a que cualquier trayectoria que comience en x, = 0 escapard ra-
pidamente hacia el conjunto (0, 1), a causa de la perturbacién del ruido, revelando
la verdadera dinamica del sistema [17].

1.3 Reconstruccion del espacio de estados

La informacién contenida en el atractor de un sistema es suficiente para caracteri-
zar sudindmica. Para reconstruir el atractor cuando no se dispone de las ecuaciones
del sistema, es necesaria la observacion directa de sus variables. Por ejemplo, para
reconstruir el atractor del péndulo, si se tuviera un péndulo fisico yno se conocieran
los pardmetros de la ecuacion[1.1} serfa necesario medir directamente su posicién y
velocidad de manera conjunta por un periodo prolongado de tiempo. En la practi-
ca muchas veces las mediciones directas son imposibles. En ciertos casos, se puede



1.3. Reconstruccion del espacio de estados

contar con mediciones indirectas del tipo s;, = h; (x,) donde h; es una funcién con-
tinuamente diferenciable y de valor real. Por ejemplo, la medicién directa de la dis-
tancia de una estrella a la tierra es una tarea imposible, en su lugar los astronomos
utilizan la intensidad de la luz irradiada por la estrella que se observa (mide) en los
telescopios terrestres. El problema es como reconstruir el atractor de un sistema a
partir de medidas indirectas de los estados. La solucién fue dada por Mané en [18].
El demostré que si tenemos m mediciones de un sistema y, = (81,1, S, -+ +» Spn) Y Si
m > 2d,, donde d,, es la dimensiéon de conteo por cajas del atractor 2 (ver subsec-
ci(’)n, entonces la funcién G : x,, € Q — y, € R™ tiene la propiedad genéric
de ser uno a uno. Lo anterior nos dice que, salvo en algunas excepciones, si m > 2d,
entonces el atractor reconstruido con mediciones y,, serd topolégicamente equiva-
lente al verdadero atractor del sistema.

En otros escenarios, no se cuenta con mediciones de todas las variables del sistema,
s6lo con mediciones temporales de una sola de las variables. La pregunta ahora es
cOmo reconstruir un atractor a partir de una tnica serie temporal. Esta brecha en-
tre la practica y la teoria encontré una primera solucién cuando Packard y col. [19]
propusieron el método de “derivative coordinates” que consiste en calcular las de-
rivadas de orden superior de la serie temporal y utilizarlas en lugar de las variables
faltantes del sistema. Por ejemplo, para el sistema dindmico del péndulo puede ser
dificil medir de forma simultdnea la posicién x (¢) y velocidad y (¢). Sin embargo si
contamos con mediciones de la posicion, podemos estimar la velocidad median-
te la derivada temporal X (¢) de la posicion. Asi la trayectoria del sistema puede ser
reconstruida utilizando los puntos (x (¢), X (¢)). El mayor problema de esta metodo-
logia es que el proceso de derivacion tiende a producir ruido de alta frecuencia, que
sumado al ruido proveniente de la serie temporal hacen que las reconstrucciones
no sean muy buenas [20].

Como alternativa, Takens [21] propuso el método de retardo de coordenadas (“de-
lay coordinates”). Sea M una variedad (“manifold”) d-dimensional suave (M € C?)
que constituye el espacio de estados de un sistemay ¢ : M — M su dindmica. Su-
pongamos que sélo tenemos acceso a una funcion escalar s (n) = h (x,) dada por la
funcién h : M — R, donde x,, = ¢ (X,) es un estado del sistema que evolucion6 a
partir de la condicion inicial x, y ¢ " denota la composicion de ¢ con ella misma n
veces. Es posible construir una funcioén de retardo de coordenadas F como [21,22]:

F:M—R"
Xp—Vn=FX))=(s(n),s(n+71),...,s(n+(m—1)1)),

2Se dice que una propiedad es genérica para una clase de funciones F si F tiene un conjunto
abierto y denso para el cual la propiedad se cumple [17].
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Figura 1.2. Reconstruccion de un atractor mediante retardo de coordenadas. Se presenta
un diagrama de la reconstruccién del espacio de estados de una dindmica a partir de una
serie temporal. Figura reproducida de [22].

donde m es la dimension de inmersiony 7 es el retardo de inmersion. Esta funcion
lleva un estado x,, del espacio original del sistema M € R¢ a un espacio reconstruido
en R™. Takens demostré que si m >2d + 1, entonces F tiene la propiedad genérica
de ser una inmersion (“embedding”) de M en R"™. Es decir F es una funcién uno a
uno entre M yR™ [22]. En este caso por propiedad genérica se entiende que el sub-
conjunto de pares (k, 7) que conducen a una inmersion es abierto y denso dentro
del conjunto de todos los pares (h, 7) [22]. En la figura[1.2/se muestra un esquema
del teorema de reconstruccion.

Este teorema fue modificado por Sauer y col. de dos maneras [23} 24]. La primera
reemplazala condicién m > 2d+1 por m > 2d,, donde d,, es la dimensién de conteo
por cajas del atractor Q € M (ver subseccion[2.2.1). Esto representa una gran ven-
taja para sistemas fisicos que posean un atractor de baja dimension que viva en un
espacio de estados de alta dimensién, como por ejemplo, el sistema de ecuaciones
de Navier-Stokes [25]). En este sentido, para reconstruir un atractor con dimension
d,(©2) = 5, inmerso en un espacio con dimensién d = 100, seria suficiente una di-
mension de inmersion m > 10.
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La segunda modificacion del teorema es que F tiene la propiedad prevalente de ser
una inmersion (no genérica como indica Takens), lo cual significa que “casi todo’
par (h, 7) conducird a una inmersion [22]. Esto quiere decir que el método de retar-
do de coordenadas puede reconstruir una gran diversidad de atractores, por este
motivo es el método de reconstruccién mds utilizado en la literatura referente al
tema.

Es de resaltar que el método de retardo de coordenadas depende basicamente de
dos pardmetros que deben ser fijados antes de la reconstruccién. El primero es el
retardo de inmersion (7) y el segundo es la dimension de inmersion (m). La correcta
seleccion de sus valores es crucial para la adecuada reconstruccién del atractory en
consecuencia para la estimacion de los invariantes del sistema.

1.3.1 Retardo de inmersion

El teorema de reconstruccion no impone restricciones sobre como elegir el retardo
de inmersion, es decir, desde un punto de vista matemadtico 7 podria tomar un valor
arbitrario [22]. En otras palabras, diferentes valores de 7 pueden conducir a atrac-
tores difeomoérficamente equivalentes. Sin embargo, en la préctica solo se cuenta
con un nimero de datos limitado y de precision finita. Debido a esto, T no pue-
de ser fijado de manera arbitraria y su valor es muy importante para la adecuada
reconstruccion del atractor de un sistema [12].

Podemos analizar como varia la reconstruccion de un sistema dindmico depen-
diendo del pardmetro 7. Por ejemplo en el caso del sistema de Rossler:

X=—y—z,
y=x+ay,
z=b+z(x—c),

cona=>b=0.2yc =5.7. Cuando el valor de T es muy pequefo las coordenadas del
vector reconstruido son muy parecidas y por tanto la nube de puntos se agrupan
alrededor de una recta en el espacio de estados (ver figura[l.3a). En este caso, es
muy dificil reconocer cualquier tipo de estructura.

Por otro lado un valor muy grande de T puede producir dobleces en el atractor re-
construido. Estos dobleces son un problema ya que hacen que puntos que no son

3En el correspondiente contexto se esta trabajando en un espacio topoldgico medible por lo que
existe una medida u. “Casi todo” se refiere a que el conjunto de puntos donde no vale la propiedad
tiene medida cero y entonces se dice que la propiedad vale "u-para casi todo punto".
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Figura 1.3. Reconstrucion del sistema de Rossler con diferentes retardos de inmersion.
(@) T =1, muy pequeno. (b) T =8, adecuado. (c) T = 16, muy grande. (d) Atractor original
del sistema.

vecinos en el atractor original lo sean en el reconstruido. Particularmente se debe
tener cuidado en presencia de ruido donde los vectores de estado presentan una
desviacion de su lugar original. Ademas, un valor muy grande de T puede ocasionar
que los vectores de estado sean totalmente independientes, removiendo cualquier
relacion con la dindmica del sistema. Esto se evidencia como un plegado excesivo
del atractor reconstruido, en el cual las trayectorias se entrecruzan unas con otras
(ver figura[1.3c) y en consecuencia la reconstruccion deja de ser biyectiva por pro-
blemas de precision numérica [22].

Un valor adecuado de 7 garantiza que la reconstruccion preserve las caracteristicas
del atractor original (ver figuras[1.3bJy[1.3d). Existen varios criterios para elegir el va-
lor del retardo de inmersién. No obstante, los dos mas utilizados estan basados, uno
en la funcién de autocorrelacién y otro en la funcién de informacién mutua [15].

La funcién de autocorrelacién da cuenta de las correlaciones lineales entre mues-
tras desplazadas de la serie temporal. Por este motivo, se suele elegir como valor de
T al tiempo para el cual esta funcién alcanza su primer cruce por cero. Muchas veces
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1.3. Reconstruccion del espacio de estados

esta funcion siempre es positiva; para tales casos, se elige como retardo de inmer-
sion al valor temporal para el cual la funcién de autocorrelaciéon decae por debajo
de e~![11,[15]. El principal problema de utilizar la funcién de autocorrelacién es que
ésta es un estadistico lineal, por tanto no tiene la capacidad para detectar correla-
ciones de tipo no lineal debidas a la dindmica del sistema. No tener en cuenta este
tipo de correlaciones puede llevar a utilizar un valor de T mds grande del necesario.

Como alternativa se utiliza la funciéon de informacién mutua [15]:

Pr{s(n),s(n+T)}
Pr{s(n)}Pr{s(n+T)}|

N
I(T)=ZP1r{s(n),s(n+T)}log2 (1.2)
n=1

donde Pr{s(n)} es la probabilidad de observar s(n)y Pr{s(n),s(n+ T)} es la pro-
babilidad de observar conjuntamente s(7n)y s(n+ T). Esta funcién mide el grado
de redundancia o correlacion no lineal entre muestras de la serie temporal. En otras
palabras, la funcién de informaciéon mutua nos indica cudnta informacion sobre la
muestra s (n + T) esta contenida en la muestra s(n) [12, 15]. En este sentido, T es
fijado como el valor de tiempo para el cual esta funcién encuentra su primer cruce
por cero [11,[12,[15}26].

1.3.2 Dimension de inmersion

El teorema de reconstruccién nos indica que la dimensiéon de inmersién m debe ser
mayor a dos veces la dimension de conteo por cajas del atractor. En esencia, cual-
quier valor de m > 2d,, seria suficiente para alcanzar una inmersion, sin embargo,
se deben tener en cuenta dos cuestiones. La primera es que la mayoria de los in-
variantes de un sistema requieren para su célculo la estimacién de una medida de
probabilidad inherente al atractor (ver capitulo[2). Por consiguiente, sila dimension
de inmersién crece, también lo hara el nimero de datos necesarios para alcanzar
una buena estimacion. Es decir, si en una dimensién uno son necesarios L vecto-
res de estado para una buena estimacion, en dos dimensiones serdn necesarios L?
vectores de estado. La segunda es que el incremento en el niumero de datos lleva
consigo un incremento en el costo computacional de los algoritmos de estimacion
[12]. En base a esto y sabiendo que, por lo general, no se tiene conocimiento previo
de la dimension de conteo de cajas de un sistema, es necesario encontrar el valor
de m mas pequenio que cumpla con la condicién impuesta por el teorema de re-
construccion. Este valor de m se lo llama minima dimensién de inmersién m,.

Existen varios criterios para estimar la minima dimensién de inmersion, sin em-
bargo el més conocido es el método de “falsos vecinos” propuesto por Kennel y col.
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Figura 1.4. Falsos vecinos: se muestra sobre el atractor de Hénon tres puntos, dos azules
y uno naranja. En una dimensién m = 2 el punto naranja no es vecino de los azules (a),
pero cuando se proyectan en una dimensién menor m =1 silo son (b). Figura reproducida
de [27].

[27]. Conceptualmente, los falsos vecinos son puntos que son cercanos debido al
proceso de inmersién y no a la dindmica del sistema [15} 28]. Para explicar esta idea
retornemos por un instante al los espacios de estados de sistemas dinamicos da-
dos por ecuaciones diferenciales y consideraremos la hipotesis de que la dindmica
de evolucion de un sistema en el espacio de estados es una funcién suave (funcién
continuamente diferenciable). En este sentido, si un par de estados son vecinos, las
trayectorias que comiencen en ellos deberdn permanecer cercanas en un corto pe-
riodo de tiempo, incluso si la dindmica es cadtica [12]. Por tanto, los falsos vecinos
son estados aparentemente cercanos (debido a que son proyecciones en dimen-
siones inferiores a la minima dimension de inmersidn) cuya evoluciéon temporal
inmediata es muy diferente. Para ilustrar esto, ahora en relacién con series de datos
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1.3. Reconstruccion del espacio de estados

discretas, digamos que contamos con muestras s (1) de un sistema cuya minima di-
mension de inmersion es m, = 2. Ahora, supongamos un espacio reconstruido con
m =1 donde los vectores de estado x,, = s (1) yy4 = s (1), n # 71, son vecinos, pero su
evolucién luego de un tiempo 7 (corto) X,,, = S (17 + 7)Y Yay: = § (2 + 7) son muy di-
ferentes. Si realizamos la inmersién con m = 2 obtendremos que los vectores de es-
tado correspondientes en esta dimensionx, =(s(n),s(n+ 7)) yya=(s(72),s(n+ 1))
no son vecinos, ya que su segunda coordenada es muy diferente. Por ejemplo, en
la figura(1.4]se presenta una reconstruccion, en una y dos dimensiones, de la trans-
formacién de Hénon:

Xpp=1l—ax’+bx, (1.3)

donde a =4y b =0.3. Este sistema dindmico discreto es uno de los més estudiados
en el drea de las dindmicas no lineales ya que estd bien caracterizado. Podemos
ver en la figura|1.4a claramente c6mo el punto naranja no es vecino de los puntos
azules. Sin embargo, en la figura[l.4b|se observa que al proyectar el atractor en una
dimensi6on menor, los puntos azules y el naranja se convierten en vecinos. Es decir,
la segunda componente del punto naranja y aquella correspondiente a los puntos
azules difieren en gran medida. En consecuencia, en un espacio de dimension uno,
el punto naranja es un “falso vecino” respecto a los puntos azules, mientras que
estos ultimos son verdaderos vecinos.

Debemos ahora pensar en un estadistico que nos permita estudiar este fenémeno.
Si m es mayor o igual a la minima dimensién de inmersién, el nimero de falsos
vecinos debe ser igual a cero. En este sentido, un posible estadistico es el porcentaje
de falsos vecinos presentes en una inmersién dada [27]. Consideremos entonces
una serie temporal {s (i)}i.\]: , v los vectores de estado reconstruidos:

x,=(s(n),s(n+1),...,s(n+(m—1)7)) con n=12,....L=N—(m-—1)r,

de dimensién m. Para cada vector de estado x,, debemos encontrar su vecino mas
proximo y, utilizando alguna medida de distancia. Luego debemos incrementar
la dimensién de inmersion en una unidad, obteniendo asi un vector de estado X,,
en un espacio de dimension (m + 1) y su respectivo vecino mds cercano y; en esa
dimension:

m—1)7),s(n+mt))
m

a=(s(n),s(n+71),...,s(n+(
,S

a=(s(n),s(n+7),....,s(n+(m—1)7),s(An+m7)).

Un criterio para saber six, yy; son falsos vecinos consiste en comparar la diferencia
entre sus distancias en un espacio m-dimensional y (m + 1)-dimensional contra un
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parametro Ry [27]:

2 o 2_ S 2 . 2
1 si ||Xn Yn” ||Xn Yn” — (s(n+m7t)—s(A+mt)) ZR
FNN={ " ||%a—val| [|%a—val|” .
0, en otro caso.

En base a este criterio podemos obtener el porcentaje de falsos vecinos como:

L FNN
%FNN = 100 —

n=1

donde L es el namero total de vectores de estado. El pardmetro R; debe ser fijado
segun la distribucién espacial de los puntos en el espacio de estados reconstruidos
[15]. Si R es muy pequeio, verdaderos vecinos serdn contados como falsos. Por el
contrario, si este parametro es muy grande, algunos falsos vecinos no serdn teni-
dos en cuenta. Ademads, a medida que m crece el atractor se va desdoblando, por
tanto R debe cambiar su valor [15]. Kennel y col. [27], basados en conocimientos
empiricos sugieren que 10 < Ry < 30.

El mayor problema de la metodologia propuesta por Kennel y col. es que el valor
del parametro R; es dependiente de la aplicacion y de los datos. No existe un con-
senso general para elegir su valor. Como alternativa Cao [29] propuso un algoritmo
diferente para encontrar la minima dimension de inmersion. Si bien este algorit-
mo estd basado en el principio de contar “falsos vecinos”, su formulacién elimina
la necesidad de fijar un pardmetro externo, como Ry, para contarlos. Cao propone
calcular la cantidad:

Hin _}_’ﬁ
Hxn —Va
conn=1,2,...,L=N—m7t que describe la razon entre la distancia de dos puntos

(m+1)-dimensionales y la distancia entre sus correspondientes proyecciones en
un espacio de dimension m. Con estas cantidades se define el estadistico:

a(n,m)=

)

donde
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Cao encontré que si la dindmica proviene de un atractor, E1(m) deja de cambiar
cuando m es mayor que algun valor m,. Por tanto m, + 1 es la minima dimension
de inmersidn. El algoritmo de Cao puede estimar la minima dimension de inmer-
sion de forma guiada por los datos. Por este importante motivo hemos decidido
utilizarlo en nuestras simulaciones.

1.4 Sistemas fisioldgicos y dinamicas no lineales

En medicina se define una crisis como un punto crucial, en la evolucién de una pa-
tologia, donde se define la vida o muerte del paciente [30]. Es una prioridad de la
medicina poder detectar crisis, ya que a partir de ellas es posible realizar un diag-
nostico que indique su causa. Desde tiempos ancestrales la medicina ha tratado de
abordar esta laboriosa tarea. En palabras del mismo Hip6crates de Cos: “Detecta
una crisis, descubre su causa y luego ensefia como diagnosticarla” [30]. Con este fin,
el médico debe recaudar informacion a partir de sefiales del cuerpo humano, con
ella debe detectar anomalias y mediante un proceso de razonamiento l6gico debe
encontrar su causa. Sin embargo, hasta un médico experimentado es propenso a
pasar por alto algun sintoma, lo cual puede repercutir en el posterior diagndstico.
Por este motivo, uno de los objetivos de los médicos e ingenieros es mejorar la sen-
sibilidad y especificidad en la deteccion de crisis. Esto ha derivado en la creacion e
implementacion de diversas herramientas electronicas e informéticas que permi-
tan sobrepasar la sensibilidad de los sentidos humanos.

Con el fin de automatizar el proceso de deteccién de patologias, es necesario prime-
ro registrar digitalmente las sefiales fisiologicas provenientes del cuerpo humano.
En este punto dichas sefiales se transforman en informacién que puede ser guarda-
day procesada mediante algoritmos. La naturaleza de estas metodologias de pro-
cesamiento esta estrechamente ligada a la naturaleza del sistema en estudio, mds
concretamente a las hipotesis que el investigador establezca sobre este sistema. En
el procesamiento digital de sefiales existen dos corrientes basicas para el anélisis de
senales fisiol6gicas. La primera es la escuela cldsica que trata a los sistemas fisiologi-
cos como sistemas de naturaleza lineal. Es decir, cada sistema fisiol6gico puede ser
subdividido en sistemas mds pequefnos e independientes entre si. De esta forma ca-
da subsistema puede ser estudiado en forma aislada. Los adeptos a esta escuela en-
cuentran especial utilidad en técnicas lineales, como el andlisis tiempo—frecuenci
mediante la transformada de Fourier o la transformada Ondita [31].

4Los esquemas tiempo-frecuencia o tiempo-escala en realidad suponen que el sistema puede
considerarse lineal pero durante un periodo lo suficientemente corto de tiempo [31].
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Por otro lado, esté la corriente que modela los sistemas fisiol6gicos como sistemas
complejos cuya dindmica es no lineal. Al igual que los sistemas lineales, este tipo
de sistemas también puede ser dividido en subsistemas, sin embargo, los mismos
no son independientes entre si. En otras palabras, los diferentes subsistemas com-
parten informacion. Esta interaccion es la que causa que la dindmica sea no lineal.
Existe amplia evidencia experimental que muestra que los sistemas fisiolégicos son
sistemas complejos cuya dindmica es no lineal [30,(32439]. Estd bien establecida la
idea de que el grado de complejidad de un sistema fisiologico esta estrechamente
ligado con estados normales y patolégicos [32]. En estado normal, el grado de com-
plejidad de los sistemas de control fisiol6gicos es alto. Dicha complejidad provee al
organismo de “grados de libertad” para poder reaccionar ante cambios intempes-
tivos en el entorno. Por lo tanto, la pérdida de complejidad por parte los sistemas
de control fisiolégico a causa de factores como el envejecimiento, es el origen de
algunas patologias [32].

Las sefales biomédicas son el resultado de la dindmica de los sistemas fisiologicos
de los cuales provienen. En este sentido, contienen informacién acerca del estado
en el que dichos sistemas se encuentran. Debido a la naturaleza de la fisiologia hu-
mana, tiene sentido estudiar esta sefiales por medio de técnicas basadas en la teoria
de las dinamicas no lineales.

En las siguientes subsecciones describiremos dos sistemas fisiologicos de especial
interés para el desarrollo de este trabajo. El sistema nervioso central y el sistema
productor de la voz humana. Hemos decidido trabajar con estos sistemas debido a
que sus senales fisiologicas pueden ser adquiridas de manera no invasiva y por la
amplia experiencia en ellas que acredita el grupo de trabajo en el que se desarrollé
esta tesis doctoral.

1.4.1 Sistema nervioso central

El sistema nervioso humano puede ser dividido en dos grandes subsistemas: el sis-
tema nervioso central y el sistema nervioso periférico. El sistema nervioso central
estd, a su vez, compuesto por el encéfalo o cerebro y por la médula espinal. El sis-
tema nervioso periférico estd compuesto por nervios que conectan al sistema ner-
vioso central con el resto de 6rganos del cuerpo [40]. El sistema nervioso central, es
el centro de procesamiento de la informacién que proviene de las ramas aferentes
del sistema nervioso periférico. En particular, el cerebro es quién determina si, ante
un estimulo, es necesaria una respuesta. De serlo, ésta es enviada por la via eferente
hacia su 6rgano objetivo (principalmente musculos y glandulas) [41].

16



1.4. Sistemas fisiol6gicos y dindmicas no lineales
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Figura 1.5. Se presenta la anatomia y fisiologia del cerebro. Algunas imagenes fueron mo-
dificadas de [42].

El cerebro es la estructura més importante que compone el sistema nervioso cen-
tral. Su alta complejidad y versatilidad ha maravillado a los investigadores por si-
glos. Este ha sido objeto de estudio constante, partiendo desde niveles basicos co-
mo su composicién quimica, hasta el estudio de mecanismos avanzados como la
memoria y el aprendizaje [40]. El encéfalo, que se presenta en la figura[1.5 esta di-
vidido en: los hemisferios cerebrales, el diencéfalo, el mesencéfalo, el cerebelo, la
protuberancia y el bulbo raquideo [43]. La unidad basica funcional que compone el
sistema nervioso es la neurona. Estas células se encargan de procesar y transmitir
informacion de un lugar a otro de este sistema. Existen muchos tipos de neuronas,
las cuales se diferencian por su tamano, forma y funcién [40]. Generalmente, una
neurona estd conformada por el soma o cuerpo, del cual se desprenden las dendri-
tas y el axon (ver figura[1.5). Las dendritas son pequenas ramificaciones utilizadas
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para recibir informacién procedente de neuronas vecinas [41], la cual es retransmi-
tida a otras neuronas por medio del axén [43]. El mecanismo de transmisién de in-
formacién entre neuronas es de tipo electro-quimico. Este comienza en la sinapsis,
que es el lugar donde la parte terminal del ax6n de una neurona, llamada neurona
presindptica, se encuentra con las dendritas o el soma de otra neurona, denomina-
da postsindptica. En la sinapsis, la informacion eléctrica que viaja por la neurona
presindptica, llamada potencial de accién (ver figura[1.5), es transformada en infor-
macién quimica (neurotransmisores) para ser comunicada a la neurona postsinap-
tica [40]. Luego esta informacion es codificada de nuevo en impulsos eléctricos que
viajan a través del ax6n de la neurona postsindptica. Esto se da gracias a un inter-
cambio de iones entre la neurona y el medio circundante [41]. Al final, la neurona
postsindptica se transforma en neurona presindptica para continuar con la trans-
mision de la informacion.

La transmisién sindptica es el paso mds vulnerable en el proceso de comunicacién
entre neuronas. Esto se debe a que los receptores sindpticos estan expuestos al flui-
do extracelular, lo que los hace accesibles a diferentes compuestos quimicos como
drogas y venenos [41]. Diferentes problemas en la transmisién sindptica han sido
vinculados con algunas patologias como la esquizofrenia, la depresion y el Parkin-
son [41].

Una patologia de especial interés en esta tesis es la epilepsia. Esta se caracteriza
por una actividad excesiva e incontrolada de las neuronas en todo el sistema ner-
vioso o en partes de él [43]. Esta enfermedad se puede clasificar en tres tipos: grand
mal, petit mal y focal. La epilepsia grand mal se distingue por descargas neuronales
extremas en todas las dreas del cerebro. Estas son transmitidas por la médula es-
pinal y los nervios a los musculos, provocando convulsiones ténicas generalizadas
en la totalidad del cuerpo. Estos ataques pueden durar desde pocos segundos hasta
cuatro minutos. La epilepsia petit mal se caracteriza por tres a treinta segundos de
inconsciencia. Durante este periodo la persona puede sufrir de contracciones mus-
culares leves en la boca o en los parpados. Este tipo de epilepsia se presenta, por lo
general, al final de la infancia y eventualmente puede iniciar un ataque epiléptico
de tipo grand mal. La epilepsia focal puede involucrar partes de la corteza o estruc-
turas internas més profundas. Esta es el resultado de lesiones en el tejido nervioso o
de anomalias funcionales localizadas, como un tumor. El tejido afectado por estas
lesiones produce descargas rdpidas que pueden expandirse al tejido circundante.
Por ejemplo, cuando la lesion estd cerca del 4rea motora puede desencadenar mo-
vimientos involuntarios. En ocasiones, estas descargas focalizadas pueden ser tan
fuertes que desencadenan un episodio epiléptico de gran mal [43].
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Para desarrollar los diferentes procesos que permiten el normal desenvolvimiento
de una persona, es necesario que un nimero grande de neuronas estén trabajan-
do de forma colectiva. En una neurona, la transmisién de potenciales de accién
modifica electroquimicamente el medio circundante. Este efecto es muy débil. Sin
embargo, si sumamos los efectos que producen millones de neuronas trabajando
juntas obtenemos una senal eléctrica que puede ser medida en el cuero cabelludo
mediante electrodos. Esta sefial eléctrica nos provee mucha informacion sobre el
funcionamiento del cerebro y puede ser adquirida mediante una técnica llamada
electroencefalografia (ver figura[1.5) [43].

Seiiales de Electroencefalografia

Los diferentes procesos fisioldgicos que se llevan a cabo en el cerebro generan sefia-
les en diferentes partes de la corteza cerebral. La actividad colectiva de las neuronas
produce un campo eléctrico lo suficientemente fuerte para ser registrado por me-
dio de electrodos posicionados en el cuero cabelludo [40]. El electroencefalograma
(EEG) consiste en el registro de sefiales eléctricas, provenientes principalmente de
la corteza cerebral, mediante electrodos adecuadamente posicionados en el cuero
cabelludo. La morfologia de las sefiales de EEG es por lo general oscilatoria y repeti-
tiva, por este motivo se les conoce también como ritmos [40]. La amplitud y el rango
de frecuencias de estos ritmos estdn estrechamente relacionadas con la actividad
neuronal y pueden ser utilizadas para caracterizar diferentes estados mentales. Por
ejemplo, oscilaciones de alta frecuencia y baja amplitud estdn relacionadas con es-
tados de alerta, mientras que sefales de baja frecuencia y alta amplitud se asocian
a estados de reposo [43].

La amplitud del EEG, que oscila generalmente entre 0 y 100uV, describe el grado
de sincronizacién a la cual las neuronas de la corteza interaccionan [40]. La sincro-
nia entre neuronas causa que la actividad eléctrica se sume de forma coherente. En
este sentido, los ciclos de excitacién sincronica generan sefiales ritmicas de gran
amplitud. Por el contrario, la excitacion asincrénica de grupos distintos de neuro-
nas genera sefales de EEG irregulares y de baja amplitud como se muestra en la

figural[1.6a|[44].

Las patologias del sistema nervioso central también se reflejan en la sefial de EEG.
Esta sefial ha sido indispensable en la préctica clinica para detectar crisis epilépti-
cas. Su importancia radica en su gran resolucion temporal y que puede ser adquiri-
da de forma econdémicay no invasiva [35]. Las sefiales eléctricas registradas durante
una crisis epiléptica se denominan EEGs ictales [40]. En general, estos contiene os-
cilaciones anormales con patrones de onda tipo picos y con incrementos repenti-
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Figura 1.6. Sefial de electroencefalograma. Se presentan segmentos de EEG (a) normal y
(b) ictal. El segmento ictal corresponde a una crisis epiléptica del tipo petit mal

nos de amplitud. El EEG registrado al comienzo de los episodios ictales se caracteri-
za por un aumento subito de la frecuencia [40]. Los episodios ictales de la epilepsia
de tipo grand mal se distinguen por descargas sincronicas de gran amplitud sobre
la totalidad de la corteza cerebral. Por otro lado, el EEG de una epilepsia petit mal
presenta un patrén de espiga-onda, como se muestra en la figura[1.6b| La porcién
de las oscilaciones en forma de espiga son muy parecidas a las de la epilepsia grand
mal, sin embargo la onda que le prosigue es su sello distintivo.

Debido a que la senal electroencefalogréfica se obtiene de electrodos posicionados
en el cuero cabelludo presenta dos problemas: baja relacion sefial a ruido y baja
resolucién espacial. Existen otras técnicas para medir las sefales eléctricas de la
corteza cerebral que mejoran las deficiencias de la sefial de EEG pero a costa de ser
invasivas. La electrocorticografia utiliza arreglos de electrodos que son implanta-
dos en la corteza. Esto mejora en gran medida la relacién sefial a ruido. De forma
similar, la estéreo-encefalografia utiliza pequefios electrodos implantados en regio-
nes focalizadas del cerebro. Esta técnica presenta un excelente resolucion espacial
y alta relacion sefial a ruido, lo que la hace ideal para detectar focos epilépticos [35].

Por todo lo mencionado con anterioridad, vemos que el sistema nervioso central
y en especial el cerebro es un sistema altamente complejo desde el punto de vista
biolégico. Sibien se han realizado muchos descubrimientos acerca de su comporta-
miento mediante el uso de técnicas lineales, lainformacion que las mismas proveen
es limitada. Esto radica principalmente en que la dindmica cerebral es altamente no
lineal. La no linealidad es introducida a nivel celular ya que el mecanismo de acti-
vacion de la neurona involucra operaciones de integracién, umbralado y satura-
cion. Existen quienes abogan por la idea de que un arreglo de millones de unidades
no lineales puede modelarse a gran escala de forma lineal, sin embargo, es claro
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que la dindmica de patologias como la epilepsia es no lineal [35]. Por estos motivos
muchos investigadores han dirigido su atencién al uso de técnicas no lineales para
analizar la complejidad del cerebro a partir de sefiales de EEG [30, [36} 45-48]. Por
ejemplo, Kelso y col. mostraron que existe una gran similitud entre sefiales de EEG
registradas durante crisis epilépticas del tipo petit mal y dindmicas provenientes del
sistema caético de Shilnikov [49]. Este tipo de avances ha dado lugar para que otros
investigadores disefiaran algoritmos para la detecciéon automadtica de episodios ic-
tales a partir de EEG, combinando técnicas no lineales y teoria de reconocimientos
de patrones y clasificacion [50456].

1.4.2 Sistema fonador

Lavoz humana es una onda de presién sonora que viaja a través del aire hasta el sis-
tema auditivo del oyente, donde es procesada para luego formar una idea del men-
saje recibido. El aparato fonador puede ser descrito como un sistema que trans-
forma energia muscular en energia actstica [57]. En la figura[1.7]se presenta una
imagen anatémica del aparato fonador y debajo una representacion fisiol6gica de
la produccion de la voz. Este sistema se puede dividir en tres subsistemas interco-
nectados llamados: respiratorio, laringeo y tracto vocal [58].

El subsistema respiratorio es el encargado de llevar a cabo el proceso de respira-
cién. Este proceso visto desde la mecénica consiste en el ingreso de aire desde el
ambiente hacia el interior de los pulmones (inspiracion) y el egreso de aire desde
el interior de los pulmones hacia el ambiente circundante (espiracioén). Durante la
inspiracion, el aire ingresa por un descenso de presion intrapulmonar, consecuen-
cia del incremento de la capacidad volumétrica de la cavidad tordcica. Este efecto
es logrado a partir de la accion conjunta de los musculos intercostales y el diafrag-
ma. Su funcién més importante es la de provocar el descenso del limite inferior de
la cavidad tordcica durante la inspiracion, asi como también regular la cantidad de
aire expulsada en el momento de la produccién vocal propiamente dicha [59].

La laringe es un 6rgano superficial que se puede palpar a través de la piel. Esta si-
tuado en la parte media anterior del cuello, debajo del hueso hioides y por delante
de la faringe con la cual se contintia hacia arriba. La variabilidad de sus dimensio-
nes entre los distintos individuos redunda en la emisién de voces més agudas o mds
graves. Dentro de lalaringe se encuentran las cuerdas vocales que internamente es-
tdn compuestas por ligamentos y tejido muscular. Esto les confieren propiedades
de elasticidad y contractilidad, indispensables para efectuar la fonacién.

De acuerdo al estado de contraccion o relajacion, entre las cuerdas vocales queda
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Figura 1.7. Se presenta un esquema anatémico y fisiolégico del aparato fonador. Imagen

tomada de [57].
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Figura 1.8. Seiial de voz. Se presentan segmentos de voz correspondientes a una vocal /a/
sostenida. (a) Voz sana. (b) Voz patolégica. Estas sefales provienen de la base de datos “Voi-
ce disorders database” de Kay Elemetrics Corp. [62].

comprendido un espacio de forma triangular y dimensiones variables denominado
glotis [60]. La laringe tiene un esqueleto y musculos intrinsecos y extrinsecos que,
de acuerdo con las circunstancias, le permiten cerrar o abrir su luz (glotis), tensar
las cuerdas vocales y/o desplazarse verticalmente en el cuello, segin lo requiere la
deglucidn, la respiracion o la fonacién [59]. En relacion con el proceso de la voz, la
laringe actia como la fuente de energia actstica a partir del flujo de aire provisto
por el subsistema respiratorio [58].

El tracto vocal estd conformado por las estructuras que se hallan “por encima” de la
laringe. Estas comprenden las vias aéreas superiores, la faringe ylas cavidades bucal
y nasal [60]. Durante la produccion del habla el tracto vocal actiia como un filtro
acustico variable en el tiempo que modifica la onda sonora producida en la glotis
(ver figura[1.7). La variabilidad es causada por la modificacién de la geometria de
este tracto al hablar [58], es decir, por el movimiento del paladar blando, la lengua,
los labios yla mandibula. Se denomina articulacion al proceso de “ajustar” el tracto
vocal para producir los diferentes sonidos del habla.

La produccién de la voz normal posee cuatro atributos principales: tono apropiado
segun la edad y el género; la sonoridad suficiente para la situacion en la cual se
desenvuelve el individuo; resonancia oral y nasal apropiada y calidad agradable al
ser escuchada. La carencia de alguno de estos atributos es considerado un trastorno
vocal que segin Lehto se define como la “posible causa de cambios en la estructura
o en la funcién del mecanismo laringeo de la produccién de la voz, a un grado tal
que no permite al hablante cubrir las necesidades bdsicas funcionales de uso de su
voz” [61].
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Los trastornos vocales se pueden clasificar segtin su etiologia en trastornos estruc-
turales y neurolégicos [63]. Los trastornos estructurales son causados por una al-
teracion de la anatomia y/o la fisiologia normal de la laringe en si misma o de otra
estructura o mecanismo nervioso que altere, su forma o funcién [64]. Los trastornos
organicos se clasifican a su vez en estructurales o neurogénicos. Los estructurales
son aquellos trastornos asociado a alguna anomalia fisica de la laringe en si mis-
ma, ya sea por una lesion traumatica o la presencia de una formacion histolégica
anormal que interfiera directamente con el movimiento de las cuerdas vocales. Co-
mo ejemplos de este tipo de trastornos se encuentran los nédulos, los pdlipos, la
laringitis, entre otros. Los sintomas mas comunes son la disfonia, ronquera con voz
aspera, tendencia al uso de tonos graves. Por otra parte, los trastornos neurogénicos
son aquellos causados por una alteracién en el sistema de inervacion de la laringe,
ya sea a nivel de sistema nervioso periférico o central [63]. Puede decirse que la afec-
cién de las neuronas motoras laringeas a nivel periférico puede ocasionar cuadros
de pardlisis de las cuerdas vocales. Por ejemplo, la disfonia espasmddica se caracte-
riza por una produccién vocal excesivamente forzada, debida a una falta de control
motor del mecanismo laringeo [65].

Seial de voz

Con motivo de llevar a cabo el proceso de deteccién de patologias vocales, es preci-
so contar con sefales provenientes del aparato fonador que provean informacion
sobre su estado. Desde un punto de vista biomédico, la voz es el resultado de la ge-
neracion, propagacion, modificacion y emision de una onda sonora, desde el inte-
rior del cuerpo hacia el medio circundante [66]. La voz, como onda sonora, produce
en el aire una ligera modificacion alternante de la presion atmosférica. Esta varia-
cién puede ser capturada y transducida mediante el empleo de un micr6fono que
es un elemento transductor actstico-eléctrico capaz de producir un correlato eléc-
trico a partir de una sefial de presidn acustica. El registro de la sefial de voz a partir
de micréfonos ha sido, la técnica de medicién mdas empleada por los patélogos del
sistema fonador [67]. En la figura[1.8] se presentan dos sefiales de voz correspon-
dientes a una vocal /a/ sostenida. Es posible ver en la figura[1.8a) coémo para una
persona sana la sefial de voz presenta una estructura cuasi-periodica, en el caso de
un fonema sonoro. Por el contrario en la figura[1.8b|se puede apreciar cémo pa-
ra una persona que padece una patologia vocal, la morfologia cuasi-periédica se
ha perdido y la sefial muestra una morfologia mucho mas irregular que el caso no
patolégico.

El estudio de las diferentes patologias vocales mediante técnicas no lineales ha da-
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do lugar a numerosos trabajos. En [68] Jiang y col. caracterizaron voces patoldgicas
y normales utilizando la dimensién de correlacion (ver subsecci(’)n. Ellos con-
cluyeron que el sistema vocal es caracterizado por una baja dimensién, tanto para
voces sanas como patolégicas. Este estudio y muchos otros abrieron las puertas pa-
ra que otros investigadores propusieran detectores automaticos de patologias vo-
cales, combinando medidas no lineales con teoria de reconocimiento de patronesy
clasificacion. Tal es el caso de Vaziriy col. [34] quienes, combinando caracteristicas
no lineales como la dimensién de correlacion o el maximo exponente de Lyapunov
(ver seccién2.4), con un clasificador basado en maquinas de soporte vectorial, lo-
graron tasas de reconocimiento de patologias del 94.4 % y 88.89 % respectivamente.
Esta linea de trabajo ha dado lugar a muchos més estudios como [69-71].

1.5 Conclusiones

En este capitulo repasamos algunos conceptos importantes en las teorias de las di-
ndmicas no linealesy del caos. Se present6 como a partir del teorema de reconstruc-
cién es posible reconstruir el atractor de un sistema a partir de la medicion indirec-
ta de una de sus variables. Gracias a esta herramienta podemos estudiar diferentes
sistemas dindmicos, entre ellos los fisiol6gicos. En el siguiente capitulo revisaremos
algunos conceptos que permiten caracterizar el atractor de un sistema dindmico.
El resto de capitulos mostraremos los avances que esta tesis doctoral ha aportado a
la teoria del andlisis de las dindmicas no lineales y al estudio de las sefiales que los
sistemas biologicos proveen.
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A very small cause which escapes our notice de-
termines a considerable effect that we cannot fail
to see, and then we say that that effect is due to
chance. If we knew exactly the laws of nature and
the situation of the universe at the initial moment,
we could predict exactly the situation of that same
universe at a succeeding moment. But, even if it
were the case that the natural laws had no longer
any secret for us, we could still only know the initial
situation approximately. It may happen that small
differences in the initial conditions produce very
great ones in the final phenomena. Prediction be-
comes impossible, and we have the fortuitous phe-
nomenon.

Poincaré

Medidas de complejidad

Es materia de este capitulo el revisar los conceptos més importantes acerca de las
diferentes medidas de complejidad definidas en la literatura. Describiremos tres
tipos principales de invariantes. Comenzaremos por aquellos basados en concep-
tos geométricos, tales como las dimensiones. Luego, abordaremos aquellos que en-
cuentran su fundamento en la teoria de la informacion, como por ejemplo las en-
tropias. Por ultimo, discutiremos los invariantes basados en el concepto de diver-
gencia de trayectorias cercanas. También describiremos los algoritmos que permi-
ten estimar estos invariantes a partir de series temporales.

2.1 Introduccion

Como mensionamos en el capitulo[l} la dindmica de un sistema deterministico di-
sipativo tiende a un conjunto de puntos llamado atractor del sistema[14]. La estruc-
tura geométrica de este conjunto es materia de estudio, ya que refleja la compleji-
dad de un sistema. Por ejemplo, la accion de la transformacion triangular (transfor-
macion de la “Tienda” o Tent map):

2Xx si 0<x<0.5
Xpp1 = { " (2.1)

2—2x, si 0.5<x<1
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Figura 2.1. Transformacién triangular.

sobre el intervalo [0, 1] nos muestra el tipo de alteraciones geométricas esenciales
para crear caos [17]: el estiramiento y el doblado sobre si mismo. En la figura [2.1]
se aprecia como esta transformacion toma el intervalo [0,0.5] y lo alarga llevando-
lo al intervalo [0, 1]. También puede verse como el intervalo [0.5,1] es plegado en
x, = 0.5 y redirigido al intervalo [0,0.5]. Las alteraciones de alargamiento derivan
en sensibilidad a las condiciones iniciales y los pliegues son necesarios para man-
tener acotadas las soluciones. Estas dos propiedades le confieren a un conjunto de
puntos el cardcter de atractor.

Existen dos puntos de vista complementarios para estudiar la evolucion de funcio-
nes o transformaciones sobre un atractor. El primero es un enfoque geométrico ya
que mucha informacién sobre la dindmica se refleja en la dimensién del atractor.
Por ejemplo un atractor cuya dimensioén sea un nimero no entero es llamado frac-
tal y su dindmica casi siempre es cadtica. Por otro lado, la dimensién de un atractor
también provee una cota para la cantidad de informacién necesaria para recons-
truir el atractor y su dindmica.

Desde un punto de vista estadistico, la sensibilidad a las condiciones iniciales de
un sistema cadtico afecta la predictibilidad de valores de la dindmica distantes en
el tiempo. Sin embargo, esta dindmica goza de cierta regularidad estadistica basada
en una Unica medida de probabilidad, fisicamente relevante, sobre el atractor. Di-
cha medida de probabilidad es denominada medida natural del sistema y describe
la frecuencia relativa con la cual la dindmica visita las diferentes partes del atractor,
es decir, describe como la dindmica a medida que el tiempo avanza va poblando el
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atractor. Por ejemplo, para uno muy complejo (con alta dimension) la probabilidad
de que una trayectoria visite una porciéon determinada de éste es muy baja, por tan-
to se deberd esperar mucho tiempo para que esto ocurra. En conclusién el estudio
de la dindmica de un sistema puede ser simplificado al estudio de las propiedades
de su medida natural. En este sentido es necesario formalizar un poco este concep-
to.

Una medida de probabilidad 7 sobre un conjunto M C R es invariante (estacio-
naria) con respecto a una funcion invertible f: M — M si para cada conjunto de
BoreA c M, 7'c( f (A)) = 1 (A) [17], es decir, la funcién f preserva una distribu-
cién estacionaria. Por ejemplo, si escogemos X, € M de manera aleatoria de una
distribucién 7 e iteramos {Xn = f"(Xy),n € Z*} (f™ denota la composicion de
f con ella misma n veces), podemos observar que la distribuciéon marginal de X,
serd igual a 7. Adicionalmente, la distribucién conjunta de {an y Xyrene Xn,,,} yde
{Xpn.., Xp,..,--, X, ..}, donde m,c € Z* serd la misma. Esto nos dice que la dis-
tribucién conjunta de un niimero finito de X,, es invariante ante corrimientos del
indice temporal [17].

Ademads de ser estacionaria, 7t también puede ser ergddica con respecto ala dindmi-
ca f. Decimos que una medida de probabilidad estacionaria 7t es ergddica con res-
pecto a f, si para cada conjunto invariante A, es decir A= f'A, 1(A)=00 7 (A)=1
[74]. Gracias a esta propiedad, podemos afirmar que si 7w es ergédica y ¢ es una
funcién tal que f |¢ (x)|m(x) dx < 00, entonces se cumple que [17,/75]:

N—1
%qu(X,,):fq)(x)n(x)dx para N — ©0.
n=0

El lado izquierdo de esta ecuacion es la media muestral del observable ¢ sobre la
trayectoria X,,. La parte derecha es la media poblacional de ¢ bajo la distribucién
7t [17]. En el contexto de un sistema dindmico, esto nos dice que la frecuencia re-
lativa (asint6ticamente hablando) con la que una trayectoria visita un conjunto de
puntos A pertenecientes al atractor M es igual a la probabilidad 7 (A) donde 7 es la
medida de probabilidad asociada al atractor [17].

Otra consecuencia de esta ecuacion es que si definimos ¢ como la funcién delta de

1Un conjunto de Borel es un elemento de una o -algebra de Borel. Dado un conjunto X, una o -
dlgebra de Borel es la o-algebra mas pequefia que contiene todos los subconjuntos medibles de
X [72,[73].
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Dirac:
1 si x=X,
p=0 X, =
0 en otro caso,
entonces la distribucién empirica dada por > 6 x, tomard gradualmente la forma
de la distribucién 7.

Un atractor M puede admitir varias medidas de probabilidad ergédicas. Atin més,
este tipo de medidas es comun, y se obtienen facilmente si la dindmica del siste-
ma es continua. Sin embargo, de todas las posibles medidas ergédicas admisibles
la mas relevante es aquella que concuerda con las observaciones fisicas (medida
natural). Para definir dicha medida existen dos propuestas. Una planteada por Kol-
mogorov, en la cual, al sistema dindmico se le agrega una pequefia cantidad de ruido
hasta cierto nivel, controlado por el pardmetro €. Para este sistema estocastico es
casi seguro que exista una medida invariante tinica .. Entonces la medida natural
del sistema deterministico serd el lim,_,, 7., si este existe y es tinico [17,[75]. La se-
gunda propuesta estd basada en la medida de Lebesgue. Este enfoque dice que si
existe un conjunto W con medida de Lebesgue positiva entonces para todo x € W
la distribucién empirica inducida por la trayectoria que comienza en x converge a
la medida natural del sistema [74].

En conclusion la medida natural de un sistema dindmico es una medida de proba-
bilidad tunica, ergédica y fisicamente observable. Esta es inherente al atractor del
sistema y da cuenta de la frecuencia con que una trayectoria visita las diferentes
regiones de éste.

Determinar la medida natural de un sistema puede ser una tarea dificil. Sin embar-
go puede ser caracterizada mediante varias cantidades, tales como las dimensiones
y las entropias. Gracias al teorema de reconstruccion (ver seccion(1.3) sabemos que
estas cantidades son invariantes ante este procedimiento y, por tal motivo, son muy
utilizadas para caracterizar sistemas dindmicos [11,15]. En el resto de este capitulo
revisaremos varias de estas medidas de complejidad.

2.2 Dimensiones

Lacomplejidad de un sistema est4 reflejada parcialmente por su dimension. De esta
forma una dindmica proveniente de un sistema de alta dimension es mas compleja
que aquella extraida de uno con baja dimensién. En esta seccion se exploraran dos
medidas de dimensién cominmente utilizadas: la dimensién de conteo por cajas
(en inglés “Box-Counting Dimension”) y la dimension de correlacion (D).
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2.2.1 Dimensién de conteo por cajas

En la geometria Euclidea cldsica un punto tiene dimension cero, una linea tiene di-
mension uno y un plano dimension dos. Sin embargo, existen en la naturalezay en
la matematica objetos (conjuntos) cuya dimensién no es un nimero entero, estos
los llamamos fractales. En la geometria cldsica la dimensién de un objeto se traduce
como la cantidad de coordenadas necesarias para posicionar un punto dentro del
objeto [76]. Esto tiene sentido si la dimension del objeto en estudio es un nimero
entero. Paralos fractales la definicion de dimensidn cldsica no tiene mucho sentido.
Por este motivo es necesario una definiciéon de dimensién con la cual podamos ca-
racterizar los conjuntos fractales y a su vez conservar la interpretacion clédsica para
conjuntos con dimensién entera [14].

La definicién que buscamos encuentra su base en el concepto de autosimilaridad
que es una propiedad de los conjuntos fractales. Desde un punto de vista geomé-
trico la palabra “similar” significa “diferente en tamafio o en posiciéon mas no en
forma”. Tomemos entonces un segmento de linea de tamafo /. Podemos pensar
que este segmento estd compuesto por 2 copias de él mismo pero de tamafo /2
cada uno. Dos cantidades caracterizan esta forma de ver el segmento inicial co-
mo un segmento autosimilar, la primera el nimero de copias N (€) y el segundo es
el tamano € de estas copias. Podemos entonces escribir la siguiente relacion [17]:
N ()= le™!. Esta da cuenta del ntimero de segmentos de tamafio € necesarios pa-
ra cubrir un segmento de tamano /. Este concepto se puede extender facilmente a
objetos en cualquier dimensiéon como N (€) ~ €%, donde la constante de propor-
cionalidad dependera de la forma del objeto en estudio. Si el lim,_,—2 ) existe y

Ine
es igual a d, entonces llamamos a d, la dimension de conteo por cajas [17].

Consideremos el ejemplo anterior con un segmento de linea de tamano [/ = 1. Ve-
mos que si dividimos el segmento en dos partes se cumple que N (1/2) = 2. De forma
general, si dividimos el segmento en k partes tendremos que N (1/k) = k. Se pue-
de demostrar entonces que la dimensidn por conteo de cajas para este segmento
eslim,_, —% =1. La anterior deduccién puede hacerse para formas geométricas
clasicas como un cuadrado o un cubo, dando como resultado 2 y 3 respectivamen-
te. Esto demuestra que esta definicién de dimension es congruente con el enfoque

clasico.

Por otro lado consideremos un objeto fractal como el conjunto de Cantor. Este con-
junto se construye tomando el segmento [0, 1], dividiéndolo en 3 partes iguales y
removiendo la parte central. Este proceso puede ser iterado dando como resultado
el conjunto presentado en la figura[2.2]
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0 1
0 1/3 2/3 1
0 1

Figura 2.2. Conjunto de Cantor obtenido tomando el segmento [0, 1], dividiéndolo en 3 par-
tes iguales y removiendo la parte central.

Aplicando la anterior metodologia, vemos cO6mo este conjunto se puede cubrir con
dos segmentos[0,1/3]U[2/3,1] de tamafio 1/3. De esta misma forma lo podemos cu-
brir con 4 intervalos de tamafo 1/9. De forma general podemos decir que el conjun-
to de Cantor puede ser cubierto con 2™ intervalos de tamafo 37”*. En consecuencia
N (37)=2"ysudimension es igual a dy =lim,_,, }E—g =0.6309. Como la dimensién
calculada no es un niimero entero clasificamos al conjunto de Cantor como un ob-
jeto fractal. La propiedad de autosimilaridad hace facil el computo de la dimensién
de conteo por cajas para este tipo de conjuntos. No obstante para conjuntos mads

irregulares se debe utilizar la siguiente metodologia [14]:

Algoritmo 1. Algoritmo de conteo por cajas.

1: Cubrir todo el objeto con cajas de tamafio €,. Si el objeto es una imagen
entonces las cajas serdn cuadrados y si el objeto yace en un espacio tridi-
mensional, entonces las cajas serdn cubos. Luego se debe contar cudntas
de estas cajas fueron necesarias para cubrir el objeto

2: Repetir el paso 1 utilizando cajas con tamano €; = €,/2' con i =1,2,... para
formar la funcién P (€).

3: Calcular:
_ In[P(€;41)/P(e:)]

In[e; /€]

0

Las mayores dificultades de utilizar este algoritmo son su alto costo computacional,
lanecesidad de grandes cantidades de datos para obtener resultados fiables yla alta
dependencia al valor del parametro i [14].

2.2.2 Dimension de correlacion

Un problema de la dimension de conteo por cajas es que estima la dimension de
un atractor de forma geométrica, lo que no brinda informacién sobre cémo la di-
namica del sistema va poblando las diferentes partes del atractor. El concepto de
dimension de correlacion suple parcialmente las dificultades presentadas por la
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dimensi6n de conteo por cajas. Esta medida de dimension estd ligada a la medi-
da natural del sistema, por tanto brinda informacién de su dindmica. A diferencia
de la dimensién de conteo por cajas, puede ser calculada de manera eficiente y no
requiere un nimero muy grande de datos para su convergencia.

Para describir laidea bésica detrds de esta medida de dimensién es necesario consi-
derar los vectores aleatoriosx ey, cuya funcion de probabilidad es la medida natural
7 del sistema dindmico. Se define entonces la variable aleatoria Z = ||x—y|| como
la distancia entre estos vectores. Comunmente se utiliza la distancia euclidea o la
distancia infinito. Generalmente para sistemas dindmicos cadticos se cumple que
para h > 01la Pr{z < h} se comportara como hP”. Por tanto, si

lfm In(Pr{Z < h})
-0  In(h)

existe y esigual a D entonces llamamos a D la dimension de correlacién del atractor
con respecto a la medida natural del sistema.

La dimension de correlacion se relaciona con el comportamiento local de la medida
natural 7t del sistema. Sea B, (/) la bola de radio & centrada en el vector de estado
x. Entonces:

Pr{z < h}=Pr{|x—y|| < h}=E[r(B(h)]~h",

donde E [-] denota el valor esperado. Como D es el exponente en la ley de escala-
miento del primer momento de 7t (B, (h)), entonces un valor alto de dimensiéon de
correlacién implica que al sistema le tomard un largo tiempo (en promedio) visitar
una determinada regién del atractor. Por tanto, una dimension alta indica que la
complejidad del sistema es alta [17].

Todos los aspectos importantes en la estimacién de esta medida de dimensiéon a
partir de una serie temporal serdn tratados en la seccion 2.5

2.3 Entropia

La entropia de un sistema dindmico es un invariante que estd estrechamente ligado
con la cantidad de informacién que contiene una serie temporal acerca del sistema
del cual proviene. Motivado en parte por el trabajo de Shannon sobre la teoria de la
informacién en la década de los 40, Kolgomorov propuso en 1958 una extension de
esta teoria para sistemas dindmicos ergdédicos [77,78]. La entropia de un sistema se
define como la tasa de generacion de nueva informacion o la tasa de destruccion de
vieja informacion. Es decir, la entropia es una medida de cuan rdpido la informa-
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ciénrelacionada con un estado del sistema se hace irrelevante para predecir futuros
estados [76].

Para explicar esto consideremos las trayectorias {x,} y { yn} de un sistema dindmi-
CO que comienzan cerca y permanecen cerca. Bajo esta condicion, la informacion
que se puede obtener sobre el estado {x,,;} a partir del estado { yn+,-} es aproxima-
damente constante [15]. Por el contrario, para sistemas con sensibilidad a las con-
diciones iniciales, las trayectorias {x,} y { yn} divergen rdpidamente. Esto significa
que la informacion compartida entre trayectorias decae a una alta velocidad a me-
dida que el tiempo avanza. Otra forma de ver el mismo fenémeno es considerar que
a medida que avanza el tiempo se estd generando nueva informacion [15]. Existe
una conexion entre el concepto de entropia usado en el contexto de las dindmicas
no lineales y la termodindmica. En ambos contextos la entropia estd relacionada
con la informacién. En termodindmica es utilizado para cuantificar la cantidad de
desorden de un sistema, es decir, la cantidad de informacién necesaria para especi-
ficar con cierta precision un estado del sistema, lo que concuerda con la definicién
de entropia para sistemas dindmicos [11].

2.3.1 Entropia de Kolgomorov-Sinai

Como se menciong antes, la entropia de un sistema dindmico guarda relacion con
la informacién I (k, T') obtenida al observar una trayectoria del sistema con preci-
sion h durante un tiempo T. Se define entonces la entropia de Kolgomorov-Sinai
como [79]:

I(h,T
K =lim lim g
h—0 T—00 T

La precisién h también representa la incertidumbre en la medida de alguna de las
coordenadas del vector de estado. Observar que en la anterior ecuacion el limi-
te temporal se toma antes que el limite relacionado con la precision. Para siste-
mas caoéticos, dada una precision fija lo suficientemente cercana a 0, K serd una
constante mayor que cero, indicando que I (k, T) crece linealmente a medida que
T — o0. Para sistemas deterministicos no caéticos K =0y para sistemas puramen-
te estocdasticos K — oo.

Con el fin de calcular K es necesario encontrar una forma de cuantificar la infor-
macion I (h, T). Esta serd definida mediante una particién del espacio-tiempo de la
serie temporal en cajas de lado £, tal como se muestra en la figura([2.3| Se define en-
tonces P; ;, ;.; como la probabilidad conjunta de que una solucion esté en la caja
i, para un tiempo t = 7, en la caja i, para un tiempo ¢ =27 y en la caja iy para un
tiempo ¢ = T 7. A partir de esta probabilidad podemos definir la entropia de orden
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Figura 2.3. Particion del espacio-tiempo para una solucién de la transformacién triangular.
Imagen reproducida de [79].

g como [79]:
1 1
K, =limlim lim ——ln( > Bl }). 2.2)
To0h=0T=c0 TT 1—¢ =

Para g > 0, esta entropia es invariante ante transformaciones suaves como el proce-
so de inmersion. Ademas es una funcion que decrece de forma mondétona con res-
pecto a g. La entropia de Kolgomorov-Sinai puede ser calculada como K =lim,_,; K,,.
Elmayor inconveniente para estimar K es que, dado un sistema dindmico, su calcu-
lo requiere observar un namero grande de trayectorias con resolucion y precision
infinitesimales por un periodo muy largo de tiempo. Esto es computacionalmente
muy costoso. Mds aun, la presencia de una pequefia cantidad de ruido en las series
temporales puede distorsionar los resultados. Existen varias simplificaciones de es-
ta entropia. Una en particular ha sido ampliamente utilizada en varios campos de
las ciencia y por eso le dedicaremos la seccién 2.6

2.3.2 Entropia de correlaciéon

Existe otro caso particular de la entropia generalizada cuyo computo puede reali-
zarse de una manera mas simple que la entropia de Kolgomorov-Sinai. Para g = 2
la ecuacion|2.2]se puede escribir como [80]:

1
K, =1imlim lim —ln( E P? )
70 h—0T—oo TT {ivizpmir}

i1,05mniT
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Esta entropia es llamada entropia de correlacion (K5). P%h bois) €S el cuadrado de
la probabilidad de que la solucién del sistema visite una particién determinada
del espacio-tiempo. Lo que hace que esta entropia pueda ser calculada facilmen-
te es que, para un h dado, la probabilidad Pi]vl’z,myl']‘} es aproximadamente igual a la
Pr{”xi —xj” < h} donde x; y x;€ R” son vectores de estado formados a partir de los
segmentos de solucion x;, ;. e Xjsr CON k=1,2,...,T.En otras palabras, el cuadrado
de la probabilidad de que dos segmentos de solucién pasen por la misma particion
del espacio-tiempo es aproximadamente igual a la probabilidad de que los vectores
de estado formados a partir de ellos sean vecinos en el espacio de estados. Es decir

que el problema se reduce a contar vecinos en el espacio de estados [79].

Como se menciono antes, la entropia generalizada K, es una funcion que decrece
de forma mondtona para g creciente. Esto implica que K > K, y por tanto un valor
de 0 < K, < oo implica que la serie temporal proviene de un sistema dindmico
caotico.

2.4 Divergenciaentre trayectorias: Exponentes de Lya-
punov

Los exponentes de Lyapunov son una clase de invariantes relacionados con la evo-
lucién dindmica de las trayectorias de un sistema. Estos son una medida indirecta
del error de prediccion no lineal, ya que cuantifican la divergencia (o convergencia)
de trayectorias que en un principio son cercanas. Para un sistema d-dimensional,
existen d exponentes de Lyapunov A, A,,..., A, [15]. Con el fin de ilustrar el fun-
damento de los exponentes de Lyapunov consideremos una transformacién unidi-
mensional y = f(x). Esta transformacion al ser iterada producird la serie temporal
Xp1=f(x,),cont=1,2,.... Ahora consideremos dos soluciones del sistema, con
condiciones iniciales x, y x = x, + dx que difieren infinitesimalmente. Podemos
calcular la diferencia entre las soluciones después de una iteracién como [17]:

dx, =f (x)— f (xo)

=l @)= f )] T
=f"(xy)dx, (2.3)

X — X

donde f’ indica la primera derivada de f respecto a x. Utilizando la regla de la ca-
dena es posible demostrar que la diferencia entre las soluciones después de m ite-
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raciones es:

d-xm:f/(xo)f xl) f (xm l)dx

Esta ecuacion indica que la diferencia inicial entre soluciones dx es amplificada
por un factor igual al producto f’(x,) f'(x;)...f’(x,,—1). Es mds conveniente estu-
diar el promedio del logaritmo natural de la magnitud de este producto, es decir

m:)1 In|f’(x,)|/m.Estaoperacion equivale a calcular el valor esperado delIn| f” (x,)|
alolargo de la trayectoria. Por tanto, para un sistema ergédico con medida natural
7t (x) vemos que:

m—1

In|f'(x)l/m — KZJlnlf’(x)lﬂ(X) dx

t=0

Tomemos como ejemplo la transformacion triangular. De la ecuacién (2.1) pode-
mos ver que su primera derivada es f'(x) =2 o f’(x) =—2 (no esta deﬁnlda para
x =0.5). Teniendo en cuenta la discusién anterior es posible deducir que para este
sistema el exponente de Lyapunoves A=Y "" 0 'In| f'(x;)|/m =In2. Por tanto, si dos
trayectorias cercanas divergen con una velocidad de e*™, entonces la cantidad de
iteraciones m necesarias para que dx,, =2dx es m =1n(2) /A = 1. En otras palabras,
para esta transformacion sélo se necesita de una iteracion para que dos trayecto-
rias cercanas se encuentren al doble de su distancia inicial. Esto indica que errores
pequeiios de medicion en la condicidn inicial pueden ser magnificados en pocas
iteraciones de la transformacion. Una metodologia similar puede ser aplicada para
calcular los exponentes de Lyapunov para sistemas de mayor dimensién [15}[17].

Es importante resaltar que los exponentes de Lyapunov no dependen de las condi-
ciones iniciales elegidas. Mds importante atn es el hecho de que un sistema dina-
mico cerrado y acotado es llamado cadtico siy sOlo si tiene al menos un exponente
de Lyapunov positivo [17]. Entonces, para sistemas con sensibilidad a las condicio-
nes iniciales existe por lo menos un exponente positivo. Sistemas con mds de un
exponente positivo los llamamos hipercaéticos [15].

La suma de todos los exponentes de Lyapunov es una medida de la expansion o con-
traccion de un volumen finito bajo la accién de la dindmica del sistema. Por tanto,
para sistemas disipativos esta suma es negativa y para los conservativos es igual a
cero. Es de resaltar que, si el sistema es continuo, por lo menos uno de sus exponen-
tes debe ser igual a cero. Esto implica que para estos sistemas el caos requiere de
por lo menos de tres dimensiones, para asegurar que el sistema sea disipativo [15].

Una propiedad muy 1til del espectro de Lyapunov (4,, A,,...,A;) es que puede ser-
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vir para calcular la entropia de Kolgomorov-Sinai mediante laidentidad de Pesin [76]:

K = A’l’ Si A’l’ > 0

M=

i=1

Esta relacion entre la entropia de Kolgomorov-Sinai y los exponentes de Lyapunov
era esperable ya que ambos miden la tasa con la que se crea nueva informacion.

2.5 Integral de Correlacion

La integral de correlacion es la funcion de la cual se pueden estimar la D y K, de
un sistema dindmico. La definicién de la integral de correlacién involucra en pri-
mer lugar la reconstruccion del espacio de estados del sistema a partir de una serie
temporal (ver seccion [1.3). Estos vectores de estado pueden ser interpretados co-
mo muestras aleatorias tomadas a partir de la distribucion de probabilidad ligada al
atractor del sistema (medida natural del sistema) [12]. Dados dos vectores aleatorios
x ey € R distribuidos conforme a la medida natural £y un pardmetro h € R* se
puede definir, de forma general, la integral de correlacion G,,, (h) como [16]:

G (R) = J Jg(||x—y||/h)ﬁm’(x)ﬁ"”(y)dxdy
:Jg(z/h)f;’”)(Z) dz, 2.4)

donde Z = Hx—y“ es una medida de distancia entre los vectores aleatorios x e y,
fz(m)(Z) su funcién de distribucion de probabilidad (FDP) y m es la dimensién de
inmersion. Puede verse en la ecuacion que la integral de correlacién puede in-
terpretarse como el valor esperado de una funcién g (Z; h) que llamaremos funcién

nucleo.

La integral de correlacion propuesta por Grassberger y Procaccia C,,(h) (estdndar)
puede obtenerse a partir de la ecuacion (2.4) si utilizamos como ndcleo la funciéon
escalon H(1—2z/h)[81,/82]:

Cm(h):fH(l—Z/h)fZ(m)(Z)dZ. (2.5)
Para sistemas dindmicos cadticos en ausencia de ruido se comportara como:

Cp(h)=¢e "™h” para m—o0,h—0, (2.6)
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donde ¢ € R es una constante de normalizaciony 7 es el retardo de inmersion. Par-
tiendo de la ecuacién (2.6) es posible determinar que la dimensién de correlacion
y la entropia de correlaciéon pueden ser calculadas mediante los funcionales:

dinC,, (h) 2.7
dinh '
y
1. C,u(h)
—Zn2Z K, 2.8
T Cu(h) -
respectivamente.

Un resultado muy importante fue obtenido por Ghez y col. en [83]. Ellos demostra-
ron que si una funcién g (¢) cumple con dos propiedades, entonces la integral de
correlacion que la use como funcién ntcleo escalard como indica la ecuacion (2.6).
Estas propiedades son: (i) g (¢) debe decrecer de forma monétona para ¢ > 0y (ii)
ésta debe hacerlo mas rapido que una potencia, es decir:

%ling h™Pg(t/h)=0 parat >0 vy cualquier p >0. (2.9)

Esto nos abre la posibilidad para explorar otras funciones niicleo ademads de la fun-
cién escalon.

En aplicaciones reales, debido a la presencia de ruido o al niimero finito de datos
en la serie temporal, la estimacién de invariantes siempre esta sesgada (se desvia
del régimen de escala de la ecuacion (2.6)). A pesar de que la integral de correlacién
estandar (ecuacion (2.5)) estima correctamente los invariantes de atractores de ba-
ja dimension, es practicamente inutil cuando las series temporales provenientes
de estos sistemas estdn inmersas en ruido [11} [15} [16} [84} [85]. Esto se debe a que
las hip6tesis de esta metodologia involucran que el sistema observado tiene una
dimension finita y sin presencia de ruido [15].

Cuando la desviacidn de la ley de escalas se da por causa de ruido, el investigador
tiene dos opciones. La primera es intentar reducir el nivel de ruido (o) presente en
la sefial. Esta actividad no siempre es posible, ademads, un nivel de ruido muy peque-
fio (2%) puede afectar de forma dramaética la estimaciéon de invariantes mediante
la integral de correlacién estandar [86]. La segunda opcién es intentar modelar la
influencia que tiene o en la integral de correlacion. Desafortunadamente, este tipo
de andlisis es particularmente dificil para la integral de correlaciéon estdndar, debido
a que su funcién nucleo (funcién escalon) no es derivable [16].
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Como alternativa, Diks propone cambiar la funcién nticleo por g(z; h) = e =2/
dando lugar a la integral de correlacién de niicleo Gaussiano (ICG) [16}[87]:

T, (h)= J e F M fm 2y dz (2.10)

donde, a diferencia de la ecuacién , fz(m)(Z) denota la distribucién de la dis-
tancia entre vectores de estado reconstruidos en presencia de ruido blanco Gaus-
siano de media cero varianza o?. Por tanto, esta integral de correlacion escalard
como [16,/87,[88]:

T,.(h)= ¢ k™ (h* +02)Tm e "% para m— o0,V h2+02—0. (2.11)

Se puede ver que en la ecuacion estd contemplada la accion del ruido en el
célculo de esta integral de correlacion. Ademas, si o — 0, la ICG escala de igual for-
ma que la integral de correlacion estdndar (ecuaci(’)n), es decir, lim,_, T,,(h) =
C,,(h). En la practica o es un valor fijo distinto de cero, por tanto la expresion
vh2+ 02 enla ecuacién no puede tender a cero. Sin embargo se espera que
dicha ecuacion tenga validez en un rango valores de h cercano a cero, contando
con que el nivel de ruido no es muy grande.

De forma similar a las ecuaciones (2.7) y (2.8) podemos definir funcionales para
D y K, a partir de la ICG. De la ecuacion (2.11), tenemos que el funcional para la
dimensién de correlacion se puede escribir como [35]:

dInT, (h) _ 35 Tu(h)

dinh  T,(h)
m  h?*(D—m)
=h| —+—"—
(h h?+ o2 )
_mo*+Dh? 2.12)
~ h24o2 '
y el funcional para la entropia de correlacién como [85]:
1 Tm+1(h)_ 1 2 2y 12—k,
—;lnm——;ln[h(h +O') e ]
= 1 W+ o’ + K (2.13)
27 h2 2 '

Se puede observar que los funcionales de dimensién (ecuacién|2.12) y de entropia
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de correlacion (ecuacién[2.13) presentan un sesgo que depende del valor de nivel
de ruido. Si 0 — 0, entonces estos funcionales tienden a D y a K, respectivamen-
te. Sin embargo, para valores altos de ruido, o > h, el funcional de dimensién de
correlacién tiende a m (la dimensién de inmersién) y el funcional de entropia de
correlacion tiende a sobrestimar K.

De igual forma que existen funcionales para D y Kj, es posible definir un funcional
para o a partir de la integral de correlacion de nucleo Gaussiano. Schreiber encon-
tr6 que, para valores de m grandes, o puede ser estimado mediante el funcional de
nivel de ruido [84]:

dInT,,,,(h) dInT,,(h)
AT ]’l — m+1 _ m
m(R) dinnh dinnh
0.2
S o2+ h?’

(2.14)

donde el superindice T denota que este funcional se calcula a partir de T,, (h). Po-
demos observar que A; (h)—1parah—0 yAg1 (h) — 0 para h — oo. Es decir, este
funcional decrece de forma mondtona de 1 a 0 a una velocidad proporcional a o.

Es importante aclarar que para las simulaciones correspondientes a la integral de
correlacion, en este trabajo de tesis, las series temporales utilizadas han sido nor-
malizadas para tener varianza unitaria. Por tanto o es el nivel de ruido después de

la normalizacion, es decir:
o
n

2 2’
Voito?
donde o, es la varianza del ruido y o es la varianza de la serie temporal limpia.
En consecuencia un o = 0 corresponderia a una serie temporal limpiayun o =1

implicaria una serie temporal compuesta solo por muestras de ruido idénticamente
distribuidas.

Podemos establecer una concordancia entre o, y la relacion sefial a ruido. Partien-
do de la ecuacion (2.5) podemos establecer que:

1-o0*
RSR=10log,,| —— |dB,
o

en este sentido un nivel de ruido o =0.2 equivale a una RSN ~ 13.8 dB.

La ICG estima de forma mads precisa los invariantes D y K, que la integral de co-
rrelacion estdndar [15]. Esto es porque modela el efecto que el nivel de ruido tiene
sobre la integral de correlacién y los funcionales derivados de ésta. Ademads, poder
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estimar el nivel de ruido es de vital importancia a la hora de concluir sobre los resul-
tados de una investigacion. Lo anterior es consecuencia de que el valor de o sesga
la estimacion de los otros dos invariantes. Por tanto, en presencia de mucho ruido
se debe tener cuidado en la interpretacion de los resultados. Mds atin, el valor de o
debe ser reportado para que la comunidad cientifica pueda juzgar las conclusiones
de una investigacion.

Es de resaltar que aunque la ICG es mucho mejor que la integral de correlacion
estdndar, ésta presenta serios problemas en la estimacion de la entropia de corre-
lacién [15]. Estos problemas radican en que es necesario un valor de dimension de
inmersion muy alto para poder converger, incluso en ausencia de ruido [15]. Un
valor de dimensidn de inmersi6n muy alto implica que se necesitan muchos datos
para poder de estimar de forma adecuada la integral de correlacion. Por tanto, para
series temporales cortas, la estimacion precisa de K, es una tarea casi imposible.

Como comentario final debemos decir que existen en la literatura otras expresio-
nes analiticas que modelan la influencia del ruido tanto en la integral de correlacién
estdndar como en la ICG. De estas expresiones se han deducido otro tipo de funcio-
nales para D, K, y o. Por ejemplo, para la integral de correlacion estandar se puede
consultar [89,90] y para la ICG [11,91,92].

2.5.1 Estimadores dependientes de la escala

Para estimar los invariantes D, K, y o de un sistema dindmico, es necesario elegir
un tipo de integral de correlacion y su modelo de escala. Luego se debe estimar la
integral de correlacion utilizando el algoritmo de correlacion (ver subseccion|2.5.2).
Una vez obtenidos los perfiles de la integral de correlacion se cuenta con dos op-
ciones. La primera es encontrar los valores de D, K, y o haciendo una regresién no
lineal sobre el modelo elegido [16}/87]. Esta metodologia tiene como desventaja que
es altamente dependiente del rango de escalas elegido para la regresion, ademds no
existe un consenso general de como elegir este rango.

La segunda opcion es utilizar estimadores dependientes de la escala (EsDE). Estos
son expresiones analiticas de D, K, y o en funcién de h y m [11]. Los EsDE son muy
utiles para estudiar integrales de correlacion en casos donde éstas solo muestran un
escalamiento aproximado, tipico en casos con presencia de ruido. La desviacion del
régimen de escalamiento puede ser facilmente observada en la evolucion de estos
estimadores como funciones de /. Se han reportado en la literatura varios estima-
dores de este tipo [11,[89592], sin embargo se destacan aquellos EsDE propuestos
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por Nolte y col. [88]:

_dInT,(h) [m—S5ER]AT (k)

T —_—
P M= =g 1-AT (k) 19
T _1( Tu(h) 1. g )
K, (h)=—(In Tm+1(h)+21n(1 AT (h)], (2.16)
y
h2AT (h)
T _ m
o,,(h)= T=A7 (1) (2.17)

donde D' (h), K (h)yo?® (h)sonlosestimadores dependientes dela escala para D,
K, y o respectivamente. A! (h) estd dado por la ecuacién li Debemos aclarar
que el superindice T denota que estos estimadores son calculados en base a T,,, (h).

Estos EsDE tienen la ventaja de que no requieren grandes recursos computacio-
nales. Ademads, dependen sé6lo de integrales de correlacion de nucleo Gaussiano
calculadas para valores consecutivos de m. Es decir, no necesitan la manipulacién
de ninglin pardmetro externo por parte del usuario para su estimacion. Por estos
méritos los hemos elegido para comparar nuestros resultados.

2.5.2 Algoritmo de correlacion

La integral de correlacion se estima utilizando la suma de correlacion Em (h). Dada
una serie temporal {xn}’n\’:1 y los pardmetros m € Ny 7 € N se deben formar los vec-
tores de estado m-dimensionales x; = {xi, X(i+1) Xit21) > x(,-+(m_1m} conl<i<L=
N —(m—1)7. Se define entonces la distancia euclidea entre estos vectores como:
Z, = |[xi—x||, donde w = {(i, j)/i # j, i=1,2,...L, j=1,2,...,L} y Q= L(L—1)
(ntmero total de distancias entre vectores de estado). Entonces la suma de corre-

lacién puede calcularse como [16]:

G (h)= L; x—x|| /h)

L
(I—1) &

L
> gl
=1
J#i

1 Q
=5 2.8 Zu/h) (2.18)
w=1

1

donde g(¢) es la funcién nicleo. Es importante notar que la segunda sumatoria en
la primera ecuacion no cuenta los valores j = i. Esto quiere decir que la distancia
de un vector consigo mismo no es tenida en cuenta en el cdlculo de la suma de co-
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0L =nh
21 > I

6, = h
Zw 5 |

Figura 2.4. Algoritmo de correlacién: Las distancias entre todos los vectores de estado Z,,
son comparadas contra un umbral de valor 8 = h para producir una salida binaria c,,, estas
son luego promediadas para producir la suma de correlaciéon C (h).

rrelacion.

Este procedimiento puede ser traducido en un algoritmo llamado “algoritmo de co-
rrelacion” que consiste en cinco etapas. La primera es la conformacién de los vecto-
res de estado m-dimensionales a partir de la serie temporal. La segunda involucra
el calculo de la distancia entre cada uno de estos vectores. La tercera etapa requie-
re obtener el valor de la funcién nicleo g(Z,,/h) para cada valor de w con h fijo. A
continuacion, la suma de correlacion se calcula como el promedio de los valores de
la funcién ntcleo a través w. Finalmente los cuatro primeros pasos deben repetirse
para diferentes valores de h.

La suma de correlacion es un estimador de la integral de correlacidn, la cual es un
funcional de la medida natural del sistema en estudio. A partir de una muestra de
vectores de estado m-dimensionales finita, dicho estimador sera insesgado so6lo si
los vectores de estado estan descorrelacionados (respecto a la medida natural) en
el espacio de inmersion (de dimensién m). Los datos provenientes de la serie tem-
poral, de la cual se forman los vectores de estado, estan correlacionados tempo-
ralmente. Esto entra en contradiccion con el requerimiento antes mencionado. Sin
embargo, si dicha correlacion es “débil” como en el caso de sefiales provenientes de
un sistema altamente caético (con un exponente de Lyapunov grande), el sesgo in-
troducido en la estimacion de la integral de correlacion serd minimo. Por el contra-
rio, si esta misma serie temporal se muestrea con una frecuencia de muestreo (f,,)
muy alta (en comparacion con la tasa de divergencia del sistema), la correlacion
temporal entre muestras puede tener una influencia catastréfica en la estimaciéon
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2.5. Integral de Correlacion

Algoritmo 2. Algoritmo de correlacion de Grassberger y Procaccia.
1: Formarlosvectores de estado m-dimensionales a partir de la serie temporal
y calcular todas las distancias Z, con 1 < w < Q = L(L—1) entre pares de
vectores de estado.
2: Fijar el valor de h y calcular la variable binaria:

(o, si z,—hz>0,
C“’(h)_{ 1, en otro caso.

3: Obtener la suma de correlacién como:

—~ 1
Cu)= 52 culh).
Q w=1

4: Repetir los pasos 1 —4 para todos los valores de h y m.

de la integral de correlacion. Para solucionar este inconveniente basta con conocer
el tiempo méaximo ¢,,,, para el cual los datos estan correlacionados temporalmente
yrechazarlos P =2t,,,, f,, vecinos mds cercanos a cada vector de estado al calcular
la suma de correlacion clésica.

Un caso muy especial de este algoritmo ocurre cuando la funcién ntcleo es la fun-
ci6n escalon. Esta version del algoritmo de correlacion fue propuesta por Grassber-
ger y Procaccia [82] (ver algoritmo. Este busca comparar cada una de las distan-
cias Z,, con un umbral 8 = h para producir una salida binaria c,,. Luego estas salidas
son promediadas para producir la suma de correlacién C,, (k). Es importante resal-
tar que esta version del algoritmo de correlacion puede ser vista como un conjunto
de comparadores en paralelo (ver figura[2.4). Esta configuracion se asemeja al mo-
delo de funcionamiento del bien conocido conversor andlogo-digital (CAD).

Con el fin de ilustrar el funcionamiento de la suma de correlacion y como puede
ser utilizada para la estimacion de los distintos invariantes, hemos hecho algunas
simulaciones utilizando una serie temporal proveniente de la transformacién trian-
gular. Como modelo hemos elegimos la integral de correlacion de nucleo Gaus-
siano.

En la figura 2.5/ se muestra el logaritmo de la ICG en funci6n del In i para varios
valores de m y T = 1. Esta fue calculada a partir de una serie temporal en ausencia
de ruido con la cual se formaron L = 5000 vectores de estado. Es posible observar
que las curvas para diferentes valores de m presentan todas la misma pendiente
para valores de Inh < —3. La pendiente de estas porciones de recta es la dimen-
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Figura 2.5. Graficalog-log dela integral de correlacion para la transformacién triangular sin
ruido. Se presentan las curvas calculadas con m ={2,3,4,5} (m =2 curva superiory m =5
curva inferior) parala ICG.

si6n de correlacion. Lo anterior se puede verificar observando la figura[2.6/donde
se presenta el funcional para D (ecuacion (2.12)) versus el In &. Se aprecia que para
valores de h pequenos esta derivada oscila alrededor del valor tedrico de la dimen-
sion de correlacion D =1 [93]. Al avanzar sobre h las curvas para diferentes valores
de m tienden a ser aproximadamente constantes, esto es evidencia de la presencia
de una regla de escalamiento. Finalmente estas curvas comienzan a diverger para
valores grandes de 5.

La estimacion de K, puede observarse en la figura[2.7jdonde se muestra el funcional
de entropia de correlacién (ecuacion|2.13) de la ICG, calculado para varios valores
de m y en funcion del In h. Es facil observar como este funcional se aproxima al
valor teérico de la entropia de correlacion de esta transformaciéon K, =In2[17] para
el rango de valores —8 <In h < —5, salvo para m =2 (curva superior).

En la figura|2.8]se presenta el comportamiento de la ICG en presencia de ruido. Se
muestra una grafica del logaritmo de la ICG en funcién del In h para m = {2, 3,4, 5}.
Esta integral de correlacion fue calculada a partir de una serie temporal provenien-
te de la transformacion triangular con un nivel de ruido o = 0.05. Es posible ob-
servar como la ICG presenta diferentes valores de pendiente al avanzar sobre h.
Para valores chicos de & (In 2 <—2) la pendiente de la ICG tiene valor elevado. Esta
es una caracteristica de la presencia del ruido, que domina las bajas escalas de la
dindmica y cuya dimension tiende a la dimension de inmersion m. Sin embargo,
para un rango de valores de & (—1.8 < Inh < —0.4) aun se puede observar que las
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Figura 2.6. Estimacion de D parala transformacion triangular en ausencia de ruido. Se pre-
senta la derivada logaritmica de la ICG para m = {2,3,4}. El valor teérico de D se muestra
en linea negra discontinua.
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Figura 2.7. Estimacion de K, para la transformacion triangular en ausencia de ruido. Se
presenta el funcional de entropia de la ICG para m = {2, 3,4}. El valor reportado de K se
muestra en linea negra discontinua.
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Figura 2.8. Gréfica log-log de la integral de correlacién para la transformacién triangular
con ruido o =0.05. Se presentan las curvas calculadas con m ={2,3,4,5} (m =2 curva su-
perior y m =5 curva inferior) para la ICG.
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Figura 2.9. Estimaci6én del nivel de ruido para la transformacién triangular con ruido
(0 =0.05). Se presenta el funcional de nivel de ruido de la ICG (naranja) y la funcién
A, (h)=0?/(0?+ h?) (linea negra discontinua).
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curvas de ICG escalan de la misma forma que en ausencia de ruido. Este rango de
valores de h se hace mas corto a medida que el nivel de ruido aumenta, haciendo
mas dificil la estimaci6n de cualquier invariante. En la figura[2.9/se presenta el fun-
cional para el nivel de ruido A; (h) (ecuacion ) en funcién de h. Es posible
observar como las curvas para los diferentes valores de m decrecen a medida que
h crece, ademas, para 0.01 < h < 0.05 estas curvas siguen la tendencia de la fun-
cion A, (h) = 02/(02 + hz), tal como lo indica la ecuacién (2.14). Es en este rango
de valores de i donde es posible estimar o mediante una regresion no lineal.

2.6 Entropia aproximada

La entropia aproximada (ApEn) encuentra su origen en la entropia de Kolgomorov-
Sinai [77]. En [76] Eckmann y Ruelle introdujeron una forma de estimar la entropia
de Kolgomorov-Sinai a partir de una serie temporal finita. Modificando el algoritmo
de correlacion de Grassberger y Procaccia (ecuacion (2.18)) ellos propusieron que
K puede ser estimado mediante [76]:

K=1lim lim lim [¢™* (h)— 9™ (h)], (2.19)

T h—0 m—oo L—oo

donde

y g(t) es una funcién nicleo. Los limites presentes en esta ecuacién nos indican
que para su convergencia necesitamos series temporales con un nimero de da-
tos que tiende a infinito y sin ruido. Esto hace que la estimacion de la entropia de
Kolgomorov-Sinai para series temporales reales sea una tarea muy dificil de llevar
a cabo.

Enlos afios 90, Pincus, inspirado en el trabajo de Eckmann y Ruelle propuso la ApEn
como un estadistico para medir la regularidad de una serie temporal [94]. Su idea
bésicamente fue relajar algunos limites dela ecuacion (2.19). En este sentido defini6
la ApEn como:

ApEn(m,h)= %}i‘?o[‘f’ml(h)_‘?m(h)]’ (2.20)
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donde
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Existen dos diferencias principales entre las ecuaciones y (2.20). La prime-
ra es que los limites respecto a las variables h y m en la ecuacién han sido
removidos en la ecuacion (2.20). El segundo es que en la definicion de la cantidad
G (h) en la ecuacion la sumatoria permite que i = j lo que no pasa en la
ecuacion (2.19). Estas modificaciones nos dicen que la ApEn es una familia de fun-
ciones dependientes de los pardmetros m y h. Ademds, para evitar el In(0) en la
ecuacion , es decir G™" (h) =0, es permitido el “autoconteo” [95]. En otras pa-
labras, la distancia de un vector de estado consigo mismo es tenida en cuenta en
el cdlculo de la ApEn. Gracias a estas modificaciones la ApEn posee la capacidad
para cuantificar la regularidad de una serie temporal de pocas muestras e inmersa
en poco ruido. Es importante destacar que un valor positivo de ApEn no garantiza
que la dindmica provenga de un sistema caoético [96].

La ApEn mide el logaritmo de la verosimilitud de que dos vectores de estado x; y
x; € R™ que son vecinos en un espacio m-dimensional, sigan siendo vecinos en un
espacio de dimension (m + 1). Por lo tanto, para sistemas con dindmica irregular el
valor de esta verosimilitud es pequefio en comparacion con sistemas de dindmica
mads regular. En consecuencia la ApEn serd mayor para el sistema cuya dindmica
sea mads irregular [97]. Existe una relacion estrecha entre el grado de regularidad y
la complejidad de una serie temporal. Los sistemas que son muy complejos se ca-
racterizan por una alta dimensién y exponentes de Lyapunov positivos. Esta com-
binacion genera series temporales muy irregulares.

Existen en la literatura dos versiones de la entropia aproximada: uno es la ApEn
estdndar, propuesta por Pincus, que se obtiene utilizando como funcién ntcleo la
funcién escalén H(1— Hxi—x,-”OO /h) y la distancia infinito como medida de dis-
tancia [97]. La segunda es la entropia aproximada de nicleo Gausiano (GApEn),
propuesta por Xu y col. [98], obtenida utilizando la funcién e [=ill/" como funcién
ntcleo y la distancia euclidea como medida de distancia. La ApEn ha sido amplia-
mente utilizada en varios campos de la ciencia y ha encontrado en el drea biomé-
dica diversas aplicaciones [30,/33]]. Se ha utilizado para caracterizar la dindmica de
diferentes sistemas fisiolégicos como el cardiaco [99-101], el sistema nervioso cen-
tral [102H104], el sistema productor de la voz [34], entre otros. De forma similar la
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Figura 2.10. Entropia aproximada en funcién de & calculada con m ={2,3,4,5} (m =2 cur-
va superior y m =5 curva inferior). La ApEn fue calculada a partir de L = 5000 vectores de
estado obtenidos de una serie temporal proveniente de la transformacién triangular.

ApEn se ha utilizado como caracteristica para detectar diferentes tipos de patolo-
gias como episodios ictales [52,[105,[106], apnea del suefio [107] y voces patolégicas
[70].

En la figura 2.10] se muestra el comportamiento de la ApEn en funcién de h pa-
ra m = {2,3,4,5}. Se utilizé6 una serie temporal, proveniente de la transformacién
triangular, de la cual se formaron L = 5000 vectores de estado. Vemos como a través
de h la ApEn aumenta su valor rdpidamente hasta alcanzar su valor maximo y luego
decrece de forma mondétona hasta cero. De forma general la ApEn es una funcién
decreciente respecto al pardmetro m, es decir, ApEn(m, h,L)> ApEn(m+1,h, L).
Esto se evidencia en la figura[2.10[donde se ve que la curva de mayor valor pertenece
am=2.

La accién de autoconteo mencionada anteriormente hace que ApEn(m, h, L) sea
un estimador sesgado del estadistico ApEn (m, h). Por ello este estadistico resulta
inconsistente [95} 96]. Es decir, para dos dindmicas de diferente regularidad el es-
timador ApEn(m, h, L) puede sugerir que una dindmica es mds regular que otra
para un valor determinado de los parametros m y h. Sin embargo, para otros valo-
res, puede sugerir todo lo contrario. En conclusion el estimador ApEn (m, h, L) es
altamente dependiente del valor de sus pardmetros. En vista de esto y a las limi-
taciones computacionales de la época, Pincus propuso fijar el valor del pardmetro
m a un valor de 2 o 3 y el valor de & a un valor entre 0.1 y 0.3 veces la desviacion
estandar de la serie temporal en estudio [96].
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Figura 2.11. Entropia aproximada en funcién de h y ApEn,,,, para una sefal senoidal
(azul punteado), un chirp lineal (naranja) y ruido blanco Gaussiano (negro). Todas las se-
fiales han sido normalizadas para tener varianza unitaria. Se marca con un punto el valor
de ApEn,,,, para cada senal. Figura reproducida de [108].

Para comprender las implicaciones de las sugerencias de Pincus debemos enten-
der primero como afecta el valor de los pardmetros m y h a la ApEn. Recordemos
del capitulo[1/que el propésito de la inmersion de una serie temporal es reconstruir
el atractor del sistema del cual proviene. Para tener una buena reconstruccion es
necesario que el pardmetro m sea mayor que dos veces la dimension por conteo de
cajas del sistema (m > 2d,). Por tanto uno podria utilizar cualquier valor de m que
cumpla con esta condicion, sin embargo, utilizar un valor de m muy grande para
calcular la ApEn implica un alto costo computacional. Ademds, entre mds grande
sea m mas grande es el nimero de vectores de estado necesarios para poder es-
timar adecuadamente la cantidad G/” (k) en la ecuacion (2.20). Es decir si en una
dimension se necesitan N datos en dos dimensiones serdn necesarios N2, Sumado
a esto, una vez que se fija la longitud N de la serie temporal, un valor de m gran-
de disminuye el nimero de vectores de estado L disponibles para el calculo de la
ApEn. Por este motivo Pincus sugiere utilizar valores de m chicos como 2 o 3. Por
otro lado, una reconstruccion pobre del espacio de estados de un sistema lleva a
cometer errores en la estimacion de la ApEn. Como se mencioné antes, la ApEn
cuantifica el logaritmo de la verosimilitud de que dos vectores vecinos en un es-
pacio m-dimensional sean también vecinos en un espacio (7 + 1)-dimensional. El
problema es que en un atractor mal reconstruido es comun la presencia de falsos
vecinos (ver subsecci(’)n, es decir, vectores de estado que son vecinos por cau-
sa de una mala reconstruccién mas no por la dindmica del sistema [15,(109]. Este
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fenémeno puede llevar a la ApEn a sugerir resultados equivocados. En este sentido
siempre se recomienda utilizar valores de m cercanos a la minima dimension de
inmersién [27], la cual puede calcularse utilizando el algoritmo propuesto por Cao
en [29]. Debemos mencionar que a pesar de que la anterior discusiéon ha sido am-
pliamente difundida, hay investigadores que aun utilizan las recomendaciones de
Pincus para calcular la ApEn. Por ejemplo Aletti y col. [110] utilizaron m = 2 para
evaluar posibles malformaciones congénitas del corazon en nifios a partir de se-
fiales de variabilidad de frecuencia cardiaca (VFC). De forma similar Zarjam y col.
[104] utilizaron m =2y m = 3 sobre sefiales de EEG para identificar cambios en las
respuestas del cerebro ante tareas con diferentes grados de complejidad cognitiva.

Con respecto al parametro h, Pincus propuso fijar su valor entre 0.1 y 0.3 veces la
desviaciéon estandar de la senal [33} 111]. Esta recomendacion se funda en el he-
cho de que para series temporales con pocos datos un valor muy pequeno de i no
permitird una buena estimacion de la cantidad G/” (1) en la ecuacion . Ade-
mas, la influencia del ruido en la serie temporal se manifiesta en las bajas escalas
(valores de h pequenos). Por otro lado, dado que los atractores son conjuntos aco-
tados, un valor de h muy grande podria abarcar todo el atractor impidiendo hacer
distinciones detalladas [96]. Aunque esta metodologia ha tenido sus adeptos [112-
114], otros autores aseguran que puede llevar al andlisis equivoco de la verdadera
regularidad de una sefial [74,[108,/115]. En su lugar Chon y col. propusieron el esti-
mador ApEn,,,, que se define como el valor méximo de ApEn(m,h,L)conmy L
fijos [108].

En la figura[2.11se presenta una grafica de la ApEn (5, h,3500) en funcién de i para
tres sefales de diferente complejidad y varianza unitaria. Es posible observar como
para el rango 0.1 < h <0.3 la ApEn sugiere de forma errénea que la sefial senoidal y
el chirp lineal son mucho mas irregulares que la sefal de ruido blanco. Sin embar-
go, si se observa el valor del estimador ApEn,,,, vemos que el orden de complejidad
queda bien establecido comenzando en orden creciente por la sefial sinusoidal, si-
guiendo con el chirplineal y finalizando con el ruido blanco.

Otra solucién al problema de la inconsistencia presentada porla ApEn eslallamada
entropia muestral SampEn propuesta por Richman y Moorman [95]. La diferencia
entre la ApEn y entropia muestral (SampEn) radica en que esta tiltima no permite el
autoconteo (j # i) en el cdlculo de la cantidad G" (h)enlaecuacion (2.20). La Sam-
pEn es un estimador de regularidad mucho mads consistente que la ApEn [74,[95],
sin embargo ambas cantidades son altamente influenciadas por el nivel de ruido
presente en la serie temporal [116].
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2.7 Conclusiones

En este capitulo se reviso el estado del arte en materia de medidas de complejidad y
los algoritmos para su cdlculo. Se mostr6 que los distintos grupos de invariantes nos
ayudan a caracterizar la geometria de un atractor y la dindmica que lo gobierna. Se
mencionaron y describieron medidas de dimension, de entropia y de divergencia.
También se presentaron los distintos algoritmos para el cdlculo de estos invariantes
y se dio evidencia gréfica de su utilidad. Este material serd de gran importancia para
abordar el resto de capitulos de este documento.
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I'm trying to understand cosmology, why the Big
Bang had the properties it did. And its interesting
to think that connects directly to our kitchens and
how we can make eggs, how we can remember one
direction of time, why causes precede effects, why
we are born young and grow older. It’s all because
of entropy increasing.

Sean M. Carroll

Entropia aproximada y cambios de
regularidad

A principios de los afios 90, Pincus [94] propuso la entropia aproximada (ApEn) co-
mo un estadistico capaz de medir la regularidad de una serie temporal de pocas
muestras e inmersa en ruido. Desde entonces la ApEn ha sido utilizada en diver-
sas disciplinas cientificas ya que permite caracterizar la dindmica de un sistema 'y
diferenciarla de otra. Existe evidencia de una fuerte dependencia de la ApEn con
el valor de sus parametros m, h y N, lo cual crea inconsistencias al estimar la re-
gularidad de una senal. Es decir, para un valor determinado de sus pardmetros la
ApEn puede sugerir que una dindmica es mds irregular que otra, pero al cambiar
el valor de estos parametros puede sugerir todo lo contrario. Como solucién se ha
propuesto el estimador ApEn,,,, (valor mdximo de ApEn(m,h,N)con my N fi-
jos) como un estimador de complejidad mds consistente [108]]. A pesar de ésto, el
nivel de ruido presente en la serie temporal deteriora significativamente el poder
de discriminacion de ApEn,,,.

Teniendo en cuenta estas limitaciones, en este capitulo se tratard un nuevo enfo-
que basado en el estimador #,,,,, que se define como el valor de h para el cual
ApEn(m,h,N)= ApEn,,, .. Esta nueva propuesta no solo mejora la capacidad de
discriminacién entre dindmicas de diferente complejidad, sino que también es mds
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robusta ante la presencia de ruido. Analizaremos esta nueva metodologia con se-
fiales provenientes de sistemas dindmicos de baja y alta dimension para luego ex-
tenderla a sefiales de EEG y de voz.

3.1 Introduccion

La ApEn [94] depende de tres pardmetros principalmente: la dimensién de inmer-
sion (m), la escala o umbral (h) y la longitud de la serie temporal (N)'| (ver sec-
ci(’)n. Es conocido que el estimador ApEn(m, h, N) es altamente dependiente
del valor de los pardmetros elegidos para su célculo [95,(96]. Esto hace que dicho
estimador sea muy inconsistente y que los resultados basados en él sean dificiles
de reproducir. Con el fin de dar solucién a este inconveniente Pincus propuso que
el valor de la dimensién de inmersién sea m =2 o m = 3 [96,[117]. Esta sugeren-
cia encuentra su justificacién en que una vez que N se fija, un valor muy alto de
m produce estimaciones pobres de la ApEn. Esto se debe a que para un valor de m
alto son necesarios muchos vectores de estado para estimar la probabilidad condi-
cional de que dos vectores que son vecinos en un espacio m-dimensional lo sigan
siendo en un espacio (m + 1)-dimensional. A lo anterior se le suma que el nimero
L de vectores disponibles decrece con el valor de m. Dicha metodologia puede ser
acertada para analizar sistemas dindmicos de baja dimensién. Sin embargo, el uti-
lizar valores de m pequefios en sistemas de alta dimensién puede provocar malas
estimaciones de ApEn(m, h, N) debido a una pobre reconstruccién del espacio de
estados [15, 109].

Con respecto al valor del pardmetro &, Pincus sugirio que este fuese fijado a un va-
lor entre 0.1 0 0.3 veces la desviacion estandar de la senal analizada [33,(111]. Esto
se fundamenta en que para escalas pequeiias las trayectorias de un sistema estdn
gobernadas principalmente por ruido. Ademads, un valor muy pequefio de % no per-
mitird una estimacién adecuada de la distribucién de probabilidades del atractor
[117]. Por otro lado, un valor de h muy grande abarcaré todo el espacio de estados
del sistema haciendo imposible cualquier cédlculo. Esta metodologia ha tenido un
vasto numero de adeptos [112-114]. Pese a esto, Chon y col. mostraron con varios
ejemplos que el enfoque propuesto por Pincus era incapaz de analizar la verdade-
ra complejidad de una senal [108]. En su lugar propusieron utilizar el estimador
ApEn,,,, (el maximo valor de ApEn(m, h, N) para my N fijos) como una medida
mas consistente de regularidad [74,[108}[115] (ver secci(’)n.

'En realidad la ApEn depende del nimero de vectores de estado L disponibles para su célculo.
Sin embargo L depende en gran medida de la longitud de la serie temporal L=N —(m—1)7.
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Figura 3.1. Entropia aproximada en funcién de h, ApEn,;., YV hna, para una sefial se-
noidal (azul punteado) y un chirp lineal (naranja) inmersos en ruido blanco Gaussiano
(RSR= 30 dB). Las dos senales han sido normalizadas para tener varianza unitaria. Para
cada una se marca el valor de ApEn,;,, ¥ hmay con lineas horizontales y verticales respecti-
vamente. Los valores préximos de ApEn,,,, errbneamente sugieren que ambas dindmicas
poseen casi la misma regularidad.

En base aresultados experimentales con sefiales de VFC Castiglioniy col. [118] con-
cluyen que el uso de ApEn,,,, permite cuantificar mejor la complejidad de una se-
fial , en comparacién con cualquier otro valor de ApEn. Por otro lado, Liu y col.
[100] observaron que ApEn,,,, era incapaz de distinguir entre un grupo de pacien-
tes saludables y otro con insuficiencia cardiaca en experimentos con sefales de
VEC. Recientemente, Boskovic y col. [119], presentaron evidencia de la inestabili-
dad del estimador ApEn,,,,. Ellos observaron que para dos series temporales de
diferente complejidad, este estimador sugeria resultados opuestos al disminuir la
longitud de datos. Es decir, para cierta longitud de datos ApEn,,,, sugeria que una
dindmica era m4s irregular que otra y al disminuir N este estimador indicaba todo
lo contrario.

El nivel de ruido presente en la serie temporal tiene un influencia muy importante
en la estimacion de la ApEn(m, h, N) y por tanto también afecta en gran medida
a ApEn,,,,. Pincus asegura que la confiabilidad de la ApEn se compromete seria-
mente cuando la relacion sefal a ruido (RSR) esta por debajo de 3 dB [117]. Mas
aun, la presencia de ruido disminuye significativamente la capacidad de discrimi-
nacion de ApEn,,,, haciéndola una herramienta inutil. En la figura[3.1/se muestra
el estimador ApEn (5, h,3500) en funcién de h para una sefial senoidal y un chirpli-
neal, ambos normalizados para tener varianza unitaria e inmersos en ruido blanco
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Capitulo 3. Entropia aproximada y cambios de regularidad

Gausiano (RSR= 30 dB). Es posible observar como los valores de ApEn,,,, para am-
bas sefales son muy préximos, indicando que ambas sefales tienen casi la misma
regularidad. Es decir, el ruido deteriora la capacidad de discriminacién de ApEn,,,,,
(comparar con la figura[2.11). Por otro lado vemos que existe una diferencia mar-
cada entre los valores de h para los cuales cada senal alcanza su valor maximo de
entropia.

Entendiendo las limitaciones del estimador ApEn,,,,, en este capitulo proponemos
el uso de un nuevo estimador denominado h,,,,, que es el valor de h para el cual
ApEn(m,h,N) = ApEn,,,, con my N fijos. Demostraremos que este estimador
brinda informacion til que puede ser utilizada con fines de clasificacién. Veremos
también como el uso conjunto de ApEn,,,, con h,,,, provee una metodologia ro-
busta para diferenciar entre dindmicas de diferente complejidad, incluso en pre-
sencia de ruido.

3.2 ApEn,,,., h,.. y cambios de regularidad

En presencia deruido, el estimador ApEn,,,, puede ser incapaz de diferenciar dind-
micas con diferente complejidad. La hipétesis a tratar entonces es que el estimador
y h,.., brinda valiosa informacion que puede ser ttil para el proceso de clasifica-
cion.

Con el fin de evaluar esta hip6tesis realizamos 3 simulaciones utilizando series tem-
porales provenientes de sistemas de baja y alta dimensién como lo son los mode-
los de Shilnikov y de Mackey-Glass respectivamente. En la tabla 3.1 se presentan
estos modelos y el valor de los pardmetros utilizados para obtener las series tem-
porales. También se muestran el valor de los pardmetros utilizados para calcular la
ApEn(m, h, N).

3.2.1 Simulaciones con senales artificiales

Comenzaremos estudiando las sefiales obtenidas a partir del modelo de Mackey-
Glass. Este modelo fue seleccionado debido a la necesidad de observar el compor-
tamiento de ApEn,,,, V h,... €n series temporales provenientes de un sistema de
alta dimensién (D ~ 8) [120]. Ademas, este sistema ha sido ampliamente utilizado
para estudiar otro tipo de invariantes [80] y para modelar la dindmica de sistemas
fisiolégicos como el sistema neurolégico [120], el sistema respiratorio [121] y el sis-
tema hematopoyético [121].
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Modelo Ecuacion Pardmetros del Modelo Pardametros de la Simulacion
c=1{4.5,6} m={2, 3,...,20}
o a=09 h={0, 5x107°,...,0.035}
~ X = _  —Dbx(t _ _
Mackey-Glass X ax1+[x(t—?t)]” x(t) b=0.3 7=283
A=80 N =5000
At=1
a ={0.008, 0.2217} m=1{2,3,...,20}
x=y £=0.55 h={0,5x107%,...,0.035}
Shilnikov y=z ©=0.65 T=10
t=px—y—ez—ax’—bx* b=0.65 N =5000
At =0.2

Tabla 3.1. Modelos y pardmetros utilizados en las simulaciones. At es el paso utilizado para
obtener las soluciones numéricas. La cota superior del intervalo de valores de & es igual al
desvio estandar de la serie temporal normalizada.

Construimos dos conjuntos de 240 sefiales cada uno. Para el primero utilizamos el
pardmetro ¢ = 4.5y para el segundo elegimos ¢ = 6, con el fin de simular dindmi-
cas con diferente grado de complejidad. Cada realizaciéon conté con una condicion
inicial distinta escogida de forma aleatoria de una distribucién ¢/ (0;0.01).

De cadarealizacion de 20000 puntos descartamos los primeros 15000 puntos y for-
mamos series temporales de N =5000 puntos que luego normalizamos para tener
energia unitaria. Para calcular el valor de 7 calculamos la funcién de informacién
mutua (ver ec. (1.2)) para dos series temporales, una de cada grupo. Elegimos el va-
lor de T correspondiente al primer minimo local de cada funcioén, y seleccionamos
como retardo de inmersion al mayor de estos valores (7 = 83). Luego calculamos el
estimador ApEn(m, h, N) para cada serie temporal con los valores de m y h lista-
dos en la tabla(3.1] Finalmente, para cada serie temporal registramos los valores de
ApPEn,,,.. Y Npay- De forma adicional estimamos la minima dimensiéon de inmer-
sion de cada senal utilizando el algoritmo de Cao [29].

Para evaluar el comportamiento de ApEn,,,, ¥ h,... €n presencia de ruido, a cada
serie temporal le adicionamos ruido blanco Gaussiano hasta alcanzar relaciones de
sefial aruido de 5 dB y de 0 dB. Luego, cada serie temporal ruidosa la normalizamos
para tener energia unitaria y ApEn,,,, y B, l0os calculamos como mencionamos
antes.
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Figura 3.2. Sistema de Mackey-Glass. Intervalo de confianza del 95%. Sin ruido:
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Enla figura[3.2)se presentan los resultados de la simulacién con el sistema de Mackey-
Glass para dos grupos de dindmicas con distinto valor del pardmetro c. Se muestran
los intervalos de confianza del 95% para ApEn,,,, ¥ h,,., calculados con distintos
valores de m ={2,3,...,20}. Estos intervalos de confianza fueron hallados de forma
empirica. Primero se ordenaron de mayor a menor las estimaciones de ApEn,,,,,
V h,,.. para las 240 realizaciones. Luego se tomaron los percentiles 2.5 y 97.5 co-
mo los limites inferior y superior del intervalo respectivamente. En la figura[3.2a]se
puede observar que, en ausencia de ruido, las curvas de ApEn,,,, paralos dos gru-
pos de dindmicas diferentes se hacen mads cercanas a medida que crece m. Estas
curvas alcanzan su méaxima diferencia cuando m = 2. Por el contrario, en la figu-
ra|3.2b/se puede apreciar que la diferencia entre las curvas de h,,,, pertenecientes
a diferentes dindmicas aumenta a medida que m crece.

El efecto que tiene la presencia de ruido en la serie temporal (RSR=5dB) en el com-
portamiento de ApEn, ,, ¥ By, puede observarse en las figuras[3.2¢y[3.2d respec-
tivamente. En comparacion con el caso sin ruido, tanto el valor medio de ApEn,,,,,
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3.2. ApEn,,,, h,,., y cambios de regularidad

como el de #,,,, se han incrementado y los intervalos de confianza en ambos ca-
sos se han reducido. En segundo lugar podemos observar en la figura[3.2¢/ que el
estimador ApEn,,,, ha perdido la capacidad de discriminacién entre las diferentes
dindmicas para valores de m > 6. Por el contrario, el estimador h,,,, conserva su
poder de discriminaci6n para un rango mayor de valores de m (ver figura[3.2d).

Estos resultados sugieren que el estimador #,,,, puede ser utilizado para discernir
entre dindmicas de diferente complejidad atin en presencia de ruido.

Para comprender mejor el funcionamiento de estos estimadores, estudiamos su uti-
lidad para el caso de series temporales provenientes del sistema de Shilnikov. Esco-
gimos este sistema ya que su dindmica para valores diferentes del parametro a ase-
meja a la dindmica de sefiales de EEG normales y durante una crisis epiléptica de
tipo petit mal [122] (ver subseccién[1.4.1). La simulacién cont6 con 240 realizacio-
nes de N = 5000 datos de la variable x. Cada realizacién la calculamos partiendo
de una condicion inicial obtenida aleatoriamente de una distribucion 2/(0;0.01) y
luego normalizamos cada serie para tener energia unitaria. Para cada serie tempo-
ral calculamos las curvas de ApEn(m,h,N)con m ={2,3,...,20} y T = 10. De ellas
obtuvimos los estimadores ApEn,,,,, Y h,.,- Practicamos el mismo procedimiento
con series temporales con relacion sefial a ruido de 5 dB y 0 dB.

En la figura [3.3]se presentan los intervalos de confianza del 95% para ApEn, ,, y
h,,... en funcién de m. Las curvas corresponden a grupos diferentes de dindmicas
provenientes del sistema de Shilnikov con y sin ruido. En ausencia de ruido se apre-
cia en la figura[3.3a que el estimador ApEn,,,, solo puede discernir entre los dos
tipos de dindmicas para un rango limitado de valores de m (4 < m < 12). De la
misma forma es posible observar en la figura[3.3b|que el estimador h,,,,,, solo dife-
rencia estas dos dindmicas para m > 13. Se pude concluir que existe una relacion
de complementariedad entre ApEn,,,, V h... alo largo de los distintos valores de
m.

En presencia de ruido (RSR=5 dB) en las figuras[3.3c|y[3.3d/se puede observar que
tanto la distancia entre las curvas de ApEn,,,, como entre las de h,,,,, es mucho mds
corta que en el caso sin ruido, incluso es mads corta que la distancia entre las curvas
de ApEn, ., ¥ hpay correspondientes al sistema de Mackey-Glass (ver figura[3.2).
Se aprecia que la varianza de ambos estimadores también se ha reducido conside-
rablemente. Estos resultados nos llevan a pensar que la utilizaciéon en conjunto de
los estimadores ApEn,,,,, Y h., podria permitir una mejor deteccion de dindmicas
con diferente complejidad.

Para probar la anterior hipétesis, en la figura[3.4]se presenta un grafico de disper-
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Figura 3.3. Sistema de Shilnikov. Intervalo de confianza del 95%. Sin ruido: (a) ApEn .y
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sion de ApEn,,,, versus h,,,, para ambos modelos con ruido (RSR= 5dB), usando
m =2y m = 12. En la figura[3.4a)se muestra que para el sistema de Mackey-Glass
en presencia de ruido, basta utilizar el estimador ApEn,,,, con m =2 para diferen-
ciar correctamente ambas dindmicas. Sin embargo, es evidente que h,,,, provee
informacion ttil para facilitar el proceso de clasificacién. Una realidad diferente se
puede observar en la figura[3.4c|para el sistema de Shilnikov. Es posible apreciar
que no es posible diferenciar las diferentes dindmicas utilizando s6lo el estimador
ApEn,,,, calculado con m = 2. No obstante, con la informacién que aporta h,,,,
estas dos clases pueden ser separadas de una forma que, si bien no es 6ptima, es
mas conveniente.

Como mencionamos anteriormente, ante la presencia de ruido en la serie tempo-
ral, la estimaci6n de ApEn,,,, puede ser mds precisa si se utiliza un valor de m
mayor o igual a la minima dimension de inmersion que si se utiliza m = 2. Para es-
tos dos sistemas inmersos en ruido, el algoritmo de Cao [29] sugiere que la minima
dimension de inmersion es m = 12. Este valor tan alto de m es el resultado de la pre-
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Figura 3.4. Grafica de dispersion de ApEn,,,,, VS h,,,y en presencia de ruido (RSR= 5dB).
Sistema de Mack-Glass: (a) m = 2. (b) m = 12. Sistema de Shilnikov: (c) m =2. (d) m =12.

sencia de ruido. Podemos ver en la figura[3.4b|que para el sistema de Mackey-Glass
la capacidad de discriminaciéon de ApEn,,,, calculado con m = 12 es casi nula. Por
otro lado, vemos que con la ayuda de h,,,, ambos grupos de dindmicas pueden ser
adecuadamente separados. Esto se debe al comportamiento complementario de
ApPEN .. ¥ g, alolargo de los valores del pardmetro m. De forma similar se pue-
de apreciar en la figura[3.4d que en el caso del sistema de Shilnikov, el uso conjunto
de ambos estimadores permite que los datos de agrupen de manera conveniente
para su clasificacion. Lo anterior refuerza la idea de que los estimadores ApEn,,,,
Vv h,..x deberian ser utilizados conjuntamente para aumentar la capacidad de dis-
criminacion entre dindmicas de diferente complejidad.

Analisis de seleccion de caracteristicas

Para verificar cuantitativamente la capacidad de discriminacién de los estimadores
ApEn,... ¥ h,..., realizamos una validacion cruzada de 10 particiones utilizando
maquinas de soporte vectorial (MSV) de tipo lineal [123] como clasificador. En este
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tipo de validacion cruzada, el conjunto de datos es dividido en 10 subconjuntos, de
los cuales nueve son utilizados para entrenar el clasificador y el conjunto restante
es dejado como grupo de prueba. Este procedimiento es repetido 10 veces, dejando
siempre un conjunto de prueba diferente [124]. Con respecto al clasificador, la idea
bésica de las MSV lineales es separar las clases utilizando un hiperplano 6ptimo,
es decir, una funcién de decision lineal que maximice la distancia entre los puntos
mads cercanos de cada clase al hiperplano [123]. Es importante que el clasificador
sea lineal ya que dentro de los clasificadores basados en MSV este es el mds simple.
Esto nos ayudara a revelar el verdadero poder los estimadores ApEn,,,,, Y B, para
discriminar entre diferentes dindmicas.

En la figura[3.5/se presenta la tasa de error de clasificacion (TEC) en funcién de m.
Esta tasa se calcul6 como el nimero de sefiales clasificadas incorrectamente sobre
el total de sefales para tres clasificadores diferentes. El primer clasificador fue en-
trenado s6lo con el estimador ApEn,,,,, el segundo sélo con h,,,, y el tercero cuenta
con lainformacién provista por ambos estimadores en conjunto. Estos estimadores
fueron calculados con series temporales provenientes del sistema de Mackey-Glass
(figuras|3.5a}[3.5b]y|3.5¢), el sistema de Shilnikov (figuras(3.5d}(3.5€]y[3.5f) y la trans-
formacion logistica (figuras|3.5g} [3.5h]y 3.5i) bajo diferentes niveles de ruido (sin
ruido, RSR=5dB y RSR=0dB). De forma adicional, se prob6 esta metodologia con
series temporales provenientes de la transformacién logistica (ecuacion (1.1)). Los
dos grupos de dindmicas se obtuvieron con y =3.75y u = 3.95 respectivamente.

En la figura[3.5/se muestran comparativamente los resultados de la simulacién pa-
ra cada caso. Para el sistema de Mackey-Glass en ausencia de ruido se aprecia en
la figura[3.5a]que la TEC del clasificador basado en ApEn,,,, se incrementa con m,
alcanzando su maximo (0.065) para m = 19. Por su parte, el clasificador basado en
h,... presenta una TEC diferente de cero solo para m > 15. Sin embargo la TEC del
clasificador entrenado con ambos estimadores es cero para 2 < m < 14 con un va-
lor maximo de 0.006 para m = 15. Un resultado parecido puede observarse para
este sistema inmerso en ruido (RSR=5 dB). En contraste con el caso sin ruido, en
la figura [3.5b|se puede apreciar que la TEC del clasificador que cuenta solo con la
informacién de ApEn,,,, muestra un notable incremento. También se puede ver
que utilizando solo la informacién de h,,,, el clasificador tiene una TEC diferente
de cero para 2 < m < 4. No obstante, la TEC del clasificador que utiliza ambos es-
timadores en conjunto permanece igual a cero para todo valor de m. Al aumentar
el nivel de ruido a RSR=0 dB (figura[3.5¢), se puede ver que la TEC del clasificador
con los dos estimadores siempre es menor o igual que la TEC de los otros dos clasi-
ficadores. Este resultado es una clara evidencia de que en conjunto ApEn,, .. V
proveen caracteristicas robustas ante el ruido.
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Con respecto alos resultados con el sistema de Shilnikov, se aprecia en la figura[3.5d|
que, para 3 < m < 11 la TEC del clasificador basado en ApEn,,,, es menor que la
TEC del clasificador entrenado con h,,,, . Por el contrario, param =2y 12<m <20
la TEC de clasificador basado en h,,,, es menor que la del basado en ApEn,,,,. Sin
embargo, la TEC del clasificador basado en ambos estimadores siempre se encuen-
tra por debajo dela TEC de los otros dos, siendo cero para4 <m <11y 16 < m < 20.
De esta misma forma, en presencia de ruido (RSR=5 dB) se aprecia en la ﬁgura
que para todos los valores de m la TEC del clasificador basado en ApEn,,,,. V h,,ux
siempre estd por debajo o es igual a la menor TEC entre los otros dos clasificado-
res, siendo cero para 8 < m < 12 y alcanzando el valor de 0.004 para m = 12. Para
niveles de ruido mayores (RSR=0 dB) se observa en la ﬁgura que para m > 8 se
pueden alcanzar tasas de error de clasificacion muy bajas utilizando solo ApEn,,,,,
o en conjunto h,,,, y ApEn,,,,, siendo cero para 10 < m < 15.

Los resultados obtenidos para la transformacién logistica se muestran en las figu-
ras|3.5g, [3.5h] y[3.5il Se puede ver que la TEC del clasificador que usa en conjunto
a ApEn,,.. v h,.. es cero para todos los valores de m en el caso sin ruido y para
m >3 en el caso con RSR=5 dB. De la figura 3.5i se puede ver que la TEC del clasi-
ficador basado en ApEn, ., ¥ h,,.. €stéd por debajo de la de los otros dos para todos
los valores de m. Esta es cero para 8 < m <9y tiene un valor muy bajo para valores
de m > 5. Estos hallazgos ilustran la utilidad de esta metodologia para discriminar
entre series temporales provenientes de sistemas dindmicos discretos.

Es importante resaltar que cuando las series temporales provenientes de estos sis-
temas (Mackey-Glass, Shilnikov y la transformacién logistica) estdn inmersas en
ruido con una baja RSR (ver figuras|3.5c}(3.5f y[3.5i), los peores resultados fueron
obtenidos para valores bajos de m (especialmente m = 2). Esto sugiere que incre-
mentar la dimensién de inmersion puede traer beneficios a la hora de discriminar

entre dindmicas. Por tanto, concluimos que para alcanzar tasas de error pequenas,
se deben utilizar de forma conjunta ApEn,,,, Y ... calculados para valores de m
cercanos a la minima dimensién de inmersion.
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Capitulo 3. Entropia aproximada y cambios de regularidad

Con el proposito de evaluar nuestra metodologia ante las variaciones en el tamafo
de la serie temporal N, realizamos una simulacién contando con dindmicas de un
sistema de baja dimensién como la transformacién logistica y uno de alta dimen-
sién como el de Mackey-Glass. Se construyeron dos grupos de 30 realizaciones. En
cada grupo se utilizaron valores distintos del pardmetro R para la transformacién
logistica y del pardmetro c para el sistema de Mackey-Glass. Se normaliz6 cada se-
rie temporal, para tener energia unitaria. Para la transformacion logistica ApEn,,,,
Y Rpax S€ estimaron con m = {2,3,8,20}, T =1y N = {0.5,1,2,3,4,5,8,10} x 10°.
Luego se calcul6 la TEC de un clasificador, basado en MSV lineales, a través de un
proceso de validacion cruzada de k-particiones (“Leave one out”). Este clasificador
estd alimentado por las estimaciones de ApEn,,,, V h,., €n conjunto. La misma
metodologia fue aplicada a sefiales contaminadas con ruido blanco (RSR=5 dBy
RSR=0dB). Esimportante mencionar el valor de m = 8 corresponde a la estimacién
de la minima dimensién de inmersion arrojada por el algoritmo de Cao para este
sistema bajo RSR=0 dB. De esta forma se repiti6 la misma simulacién para el siste-
ma de Mackey-Glass con m ={2,3,12,20}, 1 =83y N ={1,2,3,5,8,10, 15,20} x 103.
La minima dimensién de inmersion para las series temporales provenientes de este
sistema con RSR=0 dB es m = 12. Finalmente debemos aclarar que las estimacio-
nes para m = 20 con el sistema de Mackey-Glass se calcul6 para todos los valores
de N excepto para N =1000, ya que esa longitud de datos es muy corta para poder
calcular la ApEn.

En la figura[3.6)se muestra la tasa de error de clasificacion para un clasificador ba-
sado en MSV de tipo lineal, calculada a través de una validacion cruzada de k par-
ticiones. En el eje de las abscisas se encuentra la longitud de las series temporales
utilizadas. Estas provienen del sistema de Mackey-Glass (figuras|3.6a}[3.6b|y[3.6¢) y
de la transformacién logistica (figuras 3.6d}(3.6e]y|3.61).

Para el sistema de Mackey-Glass en ausencia de ruido, se puede observar en la fi-
gura[3.6alque, para longitudes de datos cortas, la mayor TEC se alcanza utilizando
m =20 (N =2000) y m =12 (N =1000). Esto ocurre porque para estos valores de
m la cantidad de vectores de estado disponibles es pequeiia, lo que repercute en
malas estimaciones. No obstante, al incrementar el tamafio de la serie temporal, la
TEC es igual a cero sin importar el valor de m. Es deresaltarqueparam =2y m =3
la TEC es cero para todo N. Por otro lado, en la figura[3.6b|se ve que, comparado
con el caso sin ruido, para m =2 (N =1000) y m = 3 (N = 2000) la tasa de error
se ha incrementado, mientras que la TEC para m = 12 y m = 20 se ha reducido a
cero para N = 2000. Es de resaltar que para N > 3000 la TEC es cero para todos
los valores de m. Se muestra en la ﬁgura que al incrementar la RSR a 0 dB, las
mayores tasa de error son alcanzadas para m =2y m = 3 (excluyendo el error 0.48
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3.2. ApEn,,,, h,,., y cambios de regularidad

para m =12 en N =1000). Estos nos lleva a pensar que ante la presencia de ruido
es importante incrementar la dimension de inmersién. Sin embargo hay que tener
en cuenta que para longitudes de datos cortas, utilizar un valor de m muy grande
puede resultar perjudicial.

En el caso de la transformacién logistica en ausencia de ruido se puede ver en la
figura[3.6d que para N =500 la mayor TEC (0.08) pertenece al clasificador entrena-
do con ApEn,,, Y h.. calculados con m = 20. La segunda tasa de error més alta
(0.017) se obtiene con m = 2. Por otro lado, para N > 1000 la TEC es cero para todos
los valores de m. Al incrementar el nivel de ruido RSR=5 dB, se ve en la figura[3.6{]
que los peores resultados son obtenidos con m = 2, excepto cuando N = 10000.
Sin embargo, hay que resaltar que la TEC para m = 8 es igual a cero independien-
temente del valor N. Ademas el error obtenido utilizando m = 20 siempre estd por
debajo o es igual al error obtenido con valores de m mads chicos. Finalmente de la
figura|[3.6f se puede observar que los peores resultados son obtenidos para m = 2
con independencia del tamafio de la serie temporal. Para m = 3 la situacién ante-
rior solo mejora para valores de N > 8000. No obstante, para longitudes de datos
cortas, la TEC calculada para m = 8 y m = 20 estd siempre por debajo de aquella
calculada con valores menores de m.

Losresultados obtenidos con esta simulacién nos llevan a concluir que para sefiales
temporales limpias, el utilizar en conjunto los estimadores ApEn,,,,, Y hna. calcu-
lados con m > 2 permite una adecuada clasificacion entre dindmicas de diferente
complejidad en sistemas de baja y alta dimension. Para mantener los buenos resul-
tados en condiciones de ruido vemos que es necesario incrementar la dimensién
de inmersion por encima de m = 3. Se debe recordar que para un N fijo, utilizar
un valor de m muy grande puede llevar estimaciones inconsistentes. Por tanto se
sugiere trabajar con una estimacion de la minima dimensién de inmersion.

3.2.2 Aplicaciones con sefiales reales

Gracias a las sefales sintéticas generadas a partir de modelos no lineales pudimos
estudiar el comportamiento de los estimadores ApEn,,,, ¥ h,,., ante diferentes ni-
veles de ruido y longitud de datos. Es menester ahora estudiar el comportamiento
de estos estimadores en sefiales fisiol6gicas reales.
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Figura 3.7. Senal de EEG con episodios pre-ictales e ictales: (a) Primeros episodios pre-
ictales e ictales. (b) Segundos episodios pre-ictales e ictales.

Detector automatico de episodios ictales

En la figura[3.7|se muestran dos porciones de una sefial de estéreo EEG (ver subsec-
cién|1.4.1) obtenida mediante ocho electrodos implantados en el hipocampo de un
paciente [1]. La sefial fue amplificada y filtrada (entre 1 —40 Hz) mediante un filtro
pasa banda. Se utiliz6 un filtro pasa bajos de tipo Butterworth de cuarto orden co-
mo filtro anti-aliasing. Esta sefal fue digitalizada a 250 Hz a través de un CAD de 10
bits. En las figuras [3.7ay[3.7b|se presentan dos episodios pre-ictales y dos ictales,
cada uno con 3000 datos de longitud. El primer episodio pre-ictal se encuentra en
el intervalo n = [1500,4500] y su consecutivo episodio ictal esta ubicado en el in-
tervalo n =[5000,8000]. Los segundos episodios pre-ictales e ictales se encuentran
en los intervalos n =[18000,21000] y n =[21400, 24 400] respectivamente. Segun el
andlisis visual de un médico, el paciente presenta un foco epileptogénico en el area
del hipocampo con propagacién inmediata a la circunvolucion del cingulo y el area
motora suplementaria del hemisferio izquierdo.

Cada episodio fue normalizado para tener energia unitaria. El valor de 7 fue elegido
utilizando el criterio de la funcién de informacién mutua entre las cuatro sefales,
es decir, se calcul6 un valor de 7 para los cuatro segmentos y luego se eligi6 el mayor
paralasimulacion (7 = 10). Los estimadores ApEn,,,, V h,., fueron calculados para
2 < m £ 20.Deforma adicional, sele agreg6 a cada episodio ruido blanco Gaussiano
hasta alcanzar una RSR=>5 dB (la RSR de la sefial original es desconocida).

En la figura[3.8]se presenta el comportamiento de los estimadores ApEn,,; ¥ Ry
en funcién del pardmetro m parala sefial de EEG con diferentes niveles de ruido. En
la figura([3.8a/se puede observar que, para el caso de la sefial original sin ruido agre-
gado, al utilizar el estimador ApEn,,,, las diferencias entre episodios pre-ictales e
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Figura 3.8. Comportamiento de ApEn, ;. Y hmax €n funcién de m para dos episodios pre-
ictales y dosictales. Senal original: (a) ApEn,,;4x. (D) Rypgy- RSR=5dB (c) APEN ;05 (d) Bpay-

ictales son minimas. Sin embargo, utilizando h,,,,, para valores de m > 2 se pueden
distinguir con claridad entre los episodios pre-ictales y sus respectivos episodios
ictales (figura[3.8b). Para valores menores de sefial a ruido se observa en las figu-
ras [3.8c/y[3.8d|que la distancia entre curvas de ApEn,,,, se ha reducido atn mads.
No obstante utilizando la informacién provista por h,,,, para valores de m > 14 se
puede diferenciar los episodios pre-ictales de sus respectivos episodios ictales.

Dado que el método aqui propuesto permite separar los episodios pre-ictales de
sus episodios ictales consecutivos, podemos a concluir que una posible forma de
detectar estos episodios sea evaluando la evolucion temporal de los estimadores

ApEnmux y hmax'

Para evaluar esta idea contaminamos la sefial de EEG con ruido blanco Gaussiano
(RSR=5 dB) y consideramos una ventana temporal mévil de N = 1000 y desplaza-
miento igual a 128 datos. Normalizamos cada ventana para tener energia unitaria'y
los estimadores ApEn,, . V h,,.. los calculamos para 2 < m <6 con 7 = 10. Forma-
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mos las matrices C* y C¥, donde la entrada C/; es el valor del estimador ApEn
calculado con el i-ésimo valor de m para la k-ésima ventana. De igual manera for-
mamos la matriz CH con las estimaciones de h,,,,. Cada matriz la normalizamos
por columnas para tener media cero y varianza unitaria. De esta forma la evolucién
temporal de los estimadores ApEn,,,, Y h,,.. calculados con el i-ésimo valor de m
se puede evidenciar en la i-ésima columna de las matrices C* y C! respectivamen-
te. Conformamos una tercera matriz llamada C* con la concatenacion horizon-
tal de las dos matrices anteriores, es decir, C*" = (C*| CR). Vemos que cada matriz
cuenta con informacién de ambos estimadores calculados para varios valores de
m. Esto puede dar lugar a informacion redundante, por tal motivo realizamos un
anadlisis de componentes principales [124]. De este procedimiento se obtuvo la pri-
mera componente principal de cada matriz, las cuales representan més del 94 % de
la variabilidad de los datos. La misma puede ser vista como un buen resumen de la
informacion recolectada por estos estimadores a través de todos los valores de m.
Finalmente para detectar los diferentes episodios ictales utilizamos un algoritmo
de deteccién de cambios en valores medios (CUSUM) [125] sobre la primera com-
ponente principal de cada matriz. Para este algoritmo la media objetivo y el valor
de referencia los fijamos como el promedio y dos veces el desvio estdndar de los
primeros 20 datos, respectivamente.

Los resultados de este estudio se presentan en la figura[3.9| Se muestran cuatro epi-
sodios ictales (figura[3.9a) marcados entre lineas verticales y los resultados del al-
goritmo de CUSUM aplicado a la primera componente principal de cada matriz
(figura[3.9b). Se puede ver de la figura[3.9b|que los cuatro episodios ictales han sido
detectados utilizando la informacién contenida en cada matriz. Se observa que pa-
ra algunos episodios es mejor utilizar el estimador ApEn,,,, en lugar de h,,,, y en
otros se prefiera lo inverso. Un detector de episodios ictales més consistente pue-
de ser implementado utilizando la informacién provista por ambos estimadores en
conjunto. Este resultado sugiere que la habilidad para discriminar entre diferen-
tes dindmicas se incrementa considerablemente al utilizar ambos estimadores en
conjunto. Esto se debe a que, eventos que no pueden ser detectados en la evolucion
temporal de uno de los estimadores, pueden aparecer distinguibles en la evolucién
temporal del otro.

Finamente es importante resaltar que los anteriores hallazgos solo sugieren la po-
sibilidad de utilizar ApEn,,,, ¥ h,,... €n la deteccién de episodios ictales a partir de
sefiales de EEG. Queda como trabajo futuro el evaluar esta metodologia estadisti-
camente.
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Figura 3.9. Deteccion de episodios ictales utilizando ApEn,,,, V I, a partir de una sefial de EEG con ruido aditivo (RSR=5 dB). (a) Senal
de EEG. (b) Algoritmo de CUSUM aplicado a la primera componente principal de la matriz CA (azul punteado), a la primera componente
de la matriz CH (naranja discontinuo) y a la primera componente de la matriz CAH (negro). Los episodios ictales se marcan entre lineas
verticales.
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Detector automatico de voces patolégicas

Debido a que la mayoria de los trastornos de la laringe causan cambios notables en
la sefial actistica de la voz, su estudio ha sido ampliamente utilizado por los fonoau-
di6logos para diagnosticar y tratar patologias vocales. Gracias a que la adquisicion
de la sefial de voz se hace de forma no invasiva y a muy bajo costo, muchos investi-
gadores han dedicado sus esfuerzos a mejorar el diagnostico de patologias vocales a
partir de esta sefal [67]. El complejo comportamiento de la sefial de voz durante un
estado patolégico ha guiado a diferentes investigadores a buscar respuestas en el
area de las técnicas de procesamiento no lineal, con el fin de extraer caracteristicas
que permitan una clasificaciéon adecuada entre voces sanas y voces patoléogicas [68].
Por ejemplo, Torres y col. [126] concluyeron que se pueden establecer diferencias
significativas entre sujetos sanos y patolégicos utilizando medidas de complejidad
tales como: la ApEn, la complejidad de Lempel-Zivy medidas de informacién como
la g-entropia y la entropia relativa.

Esta ha sido un area fructifera de la cual existe en la literatura cientifica una amplia
gama de trabajos. Debido a esto Sdenz-Lechdn y col. [69] han propuesto una serie
de consejos metodolégicos a tener en cuenta en el disefio de sistemas automaticos
de detecciones de voces patolégicas, en un intento por unificar aspectos técnicos
para poder reproducir y comparar resultados entre las diferentes metodologias. En
[34] Vaziri y col. propusieron una metodologia para detectar voces patoldgicas a
partir de invariantes como la D, el maximo exponente de Lyapunov, la ApEn, la di-
mension de conteo por cajas (dimension fractal) y la complejidad de Lempel-Ziv.
Como resultado ellos reportaron una tasa de reconocimiento del 94 % utilizando
MSV como clasificador. En [70] Arias-Londofio y col. evaluaron diferentes medi-
das de complejidad sobre la la base de datos de trastornos vocales del “Massachu-
setts Eye & Ear Infirmary”, distribuida por la “Kay Elemetrics” [62]. En la tabla[3.2]se
muestran los resultados de sensibilidad, especificidad y exactitud reportados para
diferentes grupos de caracteristicas, entre los que se destacan la combinacién en-
tre D y el maximo exponente de Lyapunov y la combinacion entre ApEn y entropia
muestral. Es necesario recordar que la sensibilidad es definida como la razén entre
el nimero de voces patologicas clasificadas correctamente (verdadero positivo) y
el nimero total de voces clasificadas como patolégicas. La especificidad es la razon
entre el nimero de voces patolégicas clasificadas como normales (falso negativo) y
el namero total de voces clasificadas como normales. La exactitud se define como
el nimero de clasificaciones correctas dividido el nimero total de clasificaciones
realizadas.

En voces patolégicas, la sefial de voz correspondiente a la emision de vocales sos-
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Sensibilidad [%] Especificidad [%]
MEL 76.30 77.40 82.10
D 89.00 84.90 92.30
ApEn 76.30 86.80 84.10
SampEn 84.40 94.40 91.20
GApEn 72.80 79.30 80.00
GSampEn 78.60 75.40 83.32
MEL/D 88.44 98.11 90.71
ApEn/SampEn 87.30 90.71 92.70

Tabla 3.2. Resultados de Arias-Londofio y col. en la clasificacion de voces patoldgicas uti-
lizando diferentes medidas de complejidad: maximo exponente de Lyapunov (MEL), di-
mension de correlacion (D), entropia aproximada (ApEn), entropia muestral (SampEn), en-
tropia aproximada de ntcleo Gaussiano (GApEn), entropia muestral de nticleo Gaussiano
(GSampkEn). Esta tabla fue extraida de los datos publicados en [70].

tenidas estd caracterizada por una irregularidad prominente en comparacién con
emisiones hechas por sujetos normales [127]. En este &mbito tiene sentido el pro-
poner un detector de voces patologicas basado en los estimadores ApEn, .., Y Bnax-

Con el fin de incrementar la velocidad en el cdlculo de estos estimadores vamos
a utilizar un algoritmo de optimizacién global llamado optimizacién por enjam-
bre de particulas, en inglés “Particle Swarm Optimization” [128]. La idea detras de
este algoritmo consiste en un grupo (enjambre) de puntos (particulas) que son po-
sicionados aleatoriamente en el dominio de busqueda de la funcién objetivo. En
cada iteracion, cada particula ajustard su posicion y velocidad tomando en cuenta
la mejor posicion histérica alcanzada por ella misma y la mejor posicion alcanzada
dentro del enjambre entero. Al final, se conserva la mejor posiciéon alcanzada por
el enjambre entero. Para nuestra aplicacion se utiliz6 una version de este algoritmo
propuesta por Zheng y col. [129], en donde la regla de actualizacién de la velocidad
(vl.k ) yla direccién ( yl.’C ) de la i-ésima particula en la k-ésima iteracion estd dada por:

Ko — k
k max
w :k—(wmin_wmax)+wmax’
max

k+1 k. k k k k k k k
v =w vl + @ uf (pbf — y )+ ¢ uy (80" —yF),

k+1 _ k k+1
=y

donde pbl.k es la mejor posicion que ha alcanzado la i-ésima hasta la iteracion k.
La variable gb* denota la mejor posicion alcanzada por el enjambre entero hasta

la k-ésima iteracion. El coeficiente de inercia w* se incrementa en cada iteraciéon
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Figura 3.10. Comportamiento de ApEn,,,,, ¥ h;u., €n funcién de m para voces normales y
patolégicas. (a) ApEnax. (b) Ry

desde w,,;,, = 0.4 hasta w,,,, = 0.9. Finalmente, u{‘ y ué“ son nimeros aleatorios con
distribucién ¢4(0, 1) y los pardmetros ¢, y ¢, fueron fijados a un valor de 2.

Para esta simulacion utilizamos la base de datos de trastornos vocales del “Massa-
chusetts Eye & Ear Infirmary”, distribuida por la “Kay Elemetrics” [62]. Siguiendo
[130], escogimos 226 emisiones (53 normales y 173 patolégicas) de una emision de
vocal /a/ sostenida. De acuerdo con Parsa y Jamieson [130]], las edades y géneros
en este subconjunto estdn uniformemente distribuidos entre ambas clases. Cada
grabacion fue sub-muestreada a 10 kHz. Cuatro registros fueron excluidos de este
estudio por tener menos de 9000 muestras, dejando un total de 222 grabaciones (53
normales y 169 patoldgicas) para analizar.

Siguiendo la metodologia propuesta por nosotros con anterioridad, tomamos una
muestra de N = 9000 datos de cada registro y la normalizamos para tener energia
unitaria. Luego calculamos los estimadores ApEn,,,, V h,,., para m ={2,3,...,17}
usando 7 =15.

La figura muestra el comportamiento de los estimadores ApEn, ;. V hyp, €0
funcién del parametro m para voces normales y patologicas. En la figura[3.10a/se
presenta la media y un intervalo de confianza del 95 % para el estimador ApEn,,,,,.
Se puede apreciar que las voces patoldgicas presentan un valor medio de entro-
pia mds alto que las voces normales. Este resultado concuerda con lo publicado en
[127]. Ladispersiéon ApEn,,,, paravoces patolégicas es mayor que para voces sanas,
ademds, dicha dispersion tiende a decrecer al avanzar sobre m. En la figura[3.10D)
se presenta la media y un intervalo de confianza del 95% para estimador A,,,,. Es
posible observar que este estimador presenta un valor medio mayor para voces pa-
toldgicas que para voces normales y su dispersion aumenta con m para ambas cla-
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Figura 3.11. Sensibilidad (negro), exactitud (naranja discontinuo) y especificidad
(azul punteado) en funcién de m para un clasificador de voces sanas y patolégicas basado
en MSV. El clasificador fue entrenado con los estimadores ApEn, ;4. V h;uq €0 conjunto y
probado mediante una validacién cruzada de k-particiones.

ses. Es importante resaltar que tanto para ApEn,,,, como para h,,,,, existe un gran
solapamiento entre clases, esto es debido a la dispersion de los estimadores calcu-
lados para voces patoldgicas. Lo anterior puede ser debido a la gran heterogeneidad
de las patologias presentes en la base de datos.

Con estos resultados en mente hemos disefiado otra simulacién para estudiar la
capacidad de discriminacion de estos estimadores. Mediante una validacién cru-
zada de k-particiones se calcul6 la sensibilidad, la especificidad y la exactitud de
un clasificador basado en MSV de tipo lineal, entrenado con ambos estimadores en
conjunto para cada valor de m.

Enla figura[3.11]se presentala sensibilidad, la exactitud yla especificidad en funcién
de m. Estas cantidades fueron calculadas mediante una validacién cruzada de k-
particiones. Es posible observar que la sensibilidad estd por encima del 95% para
todos los valores de m, alcanzando su maximo (98.7 %) para m = 3. Por otro lado, la
especificidad decrece al incrementarse el valor de m alcanzando un valor méximo
de 73.6% y un valor minimo de 56.3% para m = 2y m = 16 respectivamente. El
resultado anterior se ve reflejado en la exactitud, que decrece al incrementarse m,
alcanzando un maximo de 90.1% en m = 2 y un minimo de 81.1% para m = 16.
Estos resultados sugieren que la mejor forma para clasificar voces patolégica con
ApPEn ... ¥ hpay €s utilizar toda la informacion provista por estos estimadores para
todos los valores de m.
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Figura 3.12. Detector automatico de voces patoldgicas. Grafico de dispersién para voces
patoldgicas y sanas luego de una reduccion de dimensionalidad mediante el discriminante
lineal de Fisher y una proyeccién en direccién de las dos primeras componentes principa-
les.

En[70]y[71] Arias-Londofio y colaboradores (y col.) analizaron la capacidad de dis-
criminacién de 11 estimadores de complejidad sobre la misma base de datos. Entre
estos se encuentran el maximo exponente de Lyapunov, D, la ApEn, la SampEn y
la entropia aproximada de nticleo Gaussiano. De sus resultados surge que el mayor
valor de sensibilidad (89 %) y de exactitud (88 %) se logré utilizando la dimensiéon
de correlacion. De este estudio, también se observa que el mayor valor parala espe-
cificidad (94.3 %) se alcanza utilizando la SampEn. Los resultados alcanzados uti-
lizando en conjunto los estimadores ApEn,,,, v h,.., sugieren que el uso de estos
estimadores tienen un mejor desempeno (por lo menos en términos de sensibili-
dad y exactitud) que cada uno de los estimadores evaluados por separado en [70] y
[71].

Gracias a las simulaciones anteriores hemos podido estudiar y comprender el com-
portamiento de los estimadores ApEn,,,, V h,,.. sobre sefiales de voz de sujetos sa-
nos y con alguna patologia. Con esta informacion se disefi6 un detector de voces
patolégicas. Este consta de tres etapas principales: la primera comprende el célcu-
lo de ambos estimadores para diferentes valores del parametro m. En este estudio
se obtuvo un total de 32 caracteristicas (un valor de ApEn,,,, y uno de h,,,, por ca-
da valor de m) para cada sefial de voz. El siguiente paso consiste en una reduccion
de dimensionalidad utilizando el discriminante lineal de Fisher [124] seguido de
una proyeccion en la direccién de las dos primeras componentes principales. Para
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Condiciéon
Patologicas Normales Precision
Patolégicas 160 9 0.947
Test
Normales 3 50

0.98 0.84
Sensibilidad | Especificidad

Tabla 3.3. Matriz de confusién para el detector automadtico de voces normalesy patoldgicas
aqui propuesto.

finalizar se utiliz6 un MSV de tipo lineal como clasificador.

Se presenta en la figura[3.12|una gréfica de dispersion para los grupos patolégicos y
sanos. Es posible ver como, en general, con la metodologia descrita podemos lograr
que ambas clases se agrupen de una forma conveniente para su clasificacion. La
evaluacion cuantitativa se resume en la tabla|3.3| donde se presenta la matriz de
confusion calculada a partir de una validacién cruzada de una iteracion.

Se observa en la tabla 3.3/ que con esta metodologia podemos alcanzar una sensi-
bilidad final del 98.2 %, una especificidad total del 84.7 % y una exactitud total del
94.6 %. Debemos resaltar que, comparado con los resultados de la figura[3.11} cada
una de estas cantidades ha incrementado su valor. Esto sugiere que es muy conve-
niente utilizar la informacién provista por ApEn, ., V R, €0 conjunto calculados
para varios valores de m. En comparacion con otros estudios sobre la misma base
de datos (ver tabla[3.2), es posible concluir que en términos de sensibilidad y exacti-
tud el uso de ApEn,,,, y h,,.. presenta un mejor desempefo que otros estimadores
de complejidad.

3.3 Conclusiones

La entropia aproximada es reconocida por su habilidad para diferenciar distintas
dindmicas a partir de series temporales de corta longitud e inmersas en ruido de
amplitud moderada. Sin embargo, la presencia de grandes cantidades de ruido y
una incorrecta seleccion de los pardmetros m y h puede afectar gravemente su ca-
pacidad de discriminacion. Para superar estas dificultades hemos propuesto el uso
conjunto de los estimadores ApEn,,,, Vv h,,., COmo caracteristicas para discernir
entre dindmicas. Mediante simulaciones con sistemas dindmicos de bajay alta di-
mension hemos estudiado el comportamiento de estos estimadores en funcién de
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la dimensién de inmersion y la longitud de datos en escenarios con diferente can-
tidad de ruido. De los resultados podemos concluir que h,,,,, provee valiosa infor-
macion, util para fines de clasificacion. Gracias a la relacién de complementarie-
dad que presentan estos estimadores al variar el pardmetro m, el uso conjunto de
ApEn,,,, con h,,,. proporciona una metodologia robusta frente a cambios en di-
cho pardmetro. Esto es confirmado por los resultados de clasificacion obtenidos
mediante validacion cruzada.

En presencia de ruido, estos estimadores conservan su relacion de complementa-
riedad permitiendo la clasificacion de series temporales con baja relacién sefial a
ruido. Es importante resaltar que bajo estas condiciones los mejores resultados son
obtenidos utilizando los estimadores ApEn,,,, Y h,,., calculados con valores de m
mayores a 3. Esto contradice lo reportado en la literatura donde se aconseja que
m =20 m=23yque h seaigual a un valor entre 0.1 —0.3 veces la desviacién estan-
dar de la sefial.

En base a los resultados en series temporales sintéticas, hemos disefiado un detec-
tor automadtico de episodios ictales a partir de sefnales de EEG y un detector auto-
matico de patologias vocales a partir de sefales de voz. El ntcleo central de estos
algoritmos es el uso conjunto de los estimadores ApEn,,,, vV h,,., calculados para
varios valores de m. Los resultados de estos algoritmos dan testimonio de la utilidad
de estos estimadores en aplicaciones biomédicas con sefiales fisioldgicas.

Aln queda por investigar la relacién del estimador #,,,, con la complejidad de un
sistema dindmico. Queda entonces abierta la pregunta de si es posible que este es-
timador pueda ser utilizado por si solo para saber si una dindmica es mas compleja
que otra. Larespuesta a esta pregunta nos ayudard arevelar el verdadero significado
fisico de h,,,,,.

Los resultados mostrados en este capitulo fueron publicados en [1H4].
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EI heroismo no consiste en carecer de miedo, sino
en superarlo.

Roberto Gémez Bolafnos

Integral de correlacion
asistida por ruido

En este capitulo presentaremos las bases teéricas que soportan el desarrollo de la
integral de correlacion asistida por ruido (ICAR) y demostraremos cémo la integral
de correlacion estdndar [81] y 1a ICG [16] pueden ser consideradas como casos par-
ticulares de la ICAR.

4.1 Introduccion

Enlasubsecci6n[2.5.2|describimos el algoritmo de correlacién propuesto por Grass-
berger y col. [82] (ver figura [2.4). Mencionamos ademads que este algoritmo puede
ser visto como un arreglo de comparadores en paralelo, similar al implementado
en los CADs [131]. Se sabe que el desempefo de los CADs puede ser mejorado a
través de la técnica de “dithering” que consiste en agregar una sefal aleatoria (ge-
neralmente ruido blanco Gaussiano) a la sefial de entrada antes de ser digitalizada
[132]. El mejoramiento del desempefio de la conversion analégico digital a causa de
la adicién de ruido se conoce como resonancia estocastica [133,/134]. La resonancia
estocdstica es un fenémeno no lineal por medio del cual la adicién de ruido puede
mejorar el desempefio de un sistema de procesamiento de sefiales [135]. En nuestro
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Figura 4.1. Algoritmo de correlacién asistido por ruido: Consiste en Q comparadores con
umbral 8 = 0. La entrada a cada comparador estd compuesta por la resta de una realizacién
de distancia Z,, entre vectores de estado m-dimensionales y unarealizacion de ruido blanco
U, cuya FDA depende del parametro k. La salida binaria de todos los compradores s, se
promedia para producir la suma de correlacién asistida por ruido S, (k).

caso, consideramos como el algoritmo de correlacion se relaciona estrechamente
con el modelo de resonancia estocdstica supraumbral [136].

Elmodelo de resonancia estocdstica supraumbral consiste en un arreglo de compa-
radores en paralelo que producen una salida binaria. A cada comparador le ingresa
como entrada una copia de una sefal (puede ser deterministica [135] o estocdsti-
ca [137]) mas una realizacién de ruido independiente e identicamente distribuida
(iid), también independiente de la sefial de entrada. La respuesta global del modelo
puede ser calculada como el promedio de la salida de todos los comparadores. El
fendmeno de resonancia estocdstica es observado debido a que el ruido agregado
produce diferentes respuestas en cada comparador ante una misma entrada. Esto,
a su vez, induce una mejor representacion de la informacion contenida en la sefial
de entrada [135,137,[138].

Chapeau-Blondeau y col. demostraron en [137] que la estimacién de pardmetros
estadisticos de una sefial aleatoria es optimizada mediante el modelo de resonan-
cia estocdstica supraumbral. Esto nos indujo a pensar en la posibilidad de mejorar
la estimacion de los invariantes D, K, y o a través del fendmeno de resonancia es-
tocéstica.
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4.2 Deduccion analitica

Para explorar esta idea planteamos una versién modificada del algoritmo de corre-
lacién inspirada en el modelo de resonancia estocdstica supraumbral. En la figu-
raf4.1]jmostramos el algoritmo de correlacion asistido por ruido. Este consiste en Q
comparadores binarios con umbral 8 = 0. A cada comparador le ingresa como en-
trada una realizacién de una variable aleatoria Z,, ~ f;’")(z), donde Z,, representa
una realizacion de la distancia entre dos vectores de estado m-dimensionales, me-
nos una realizacién de ruido iid u,, con funcién de distribucién acumulada (FDA)
F,, también independiente de Z,,. La salida de cada cuantizador s, esta regida por:

iz —u,. >
Sw:{o, Si Z,—U,=>0,, @

1, en otro caso.

La salida global del algoritmo S, (1) se calcula como el promedio entre la salida de
todos los comparadores.

Podemos estimar la probabilidad de que la salida del w-ésimo comparador sea igual
a cero dada la entrada Z,, como:

Pr{sw = 0|Zw} = Pr{Zw—,uw > Bw}
=Pr{z,—u, >0}
=Pr{u, <Z,}
:Fp(zw);

y la probabilidad de que la salida sea igual a uno dada la entrada Z,, como:
Pr{s,=1|z,} =1—Pr{s,=0|z,}

= I_P;,L(Zco)

Si § denota el niimero de comparadores encendidos (salida igual a uno) entonces
la probabilidad de que S = k dada la entrada Z,, estd dada por la distribucién bino-
mial:

Pr{§:k|2w}:( (Ig )[I—FH(Zw)]kﬂt(zw)Q—k.

Por tanto, la probabilidad marginal de tener k comparadores encendidos es:
s _ oo Q ~ 1k = \0—k £(m)/ = ~
Pr{S=k}= ; [1-E.(2,)] E(2,)° " fI"(z,) dz,,
0
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y el valor esperado de S se puede calcular como:

E[§]=QJ [1- F.(2.)]fi™(2,) dZ,.
0

Definiendo el estimador S,,(h)=E [§ ] /Q, haciendo el cambio de variable 2 =2,y
suponiendo que la distribucion del ruido agregado depende de un parametro £, es
decir F,(Z,,) = E,(Z,,; h), podemos escribir la ecuacion anterior como:

:J E(z;h)f"™(2) dz, (4.2)
0

donde I:; (z; h) esla funcion de distribuciéon acumulada complementaria (FDAC) del
ruido agregado. Llamaremos la ecuacion (4.2) la integral de correlacion asistida por
ruido.

Es posible observar que la ecuacién (4.2) es similar a la ecuacién (2.4) del capitu-
lo |2\ La diferencia radica en que ahora la funcién ntcleo es g(Z; h) = l::: (Z;h). En
otras palabras, el ruido agregado al algoritmo de correlacion induce una integral de

correlacién cuya funciéon nucleo depende de la naturaleza del ruido utilizado.

Recordemos que en la seccion 2.5/ presentamos las condiciones que debe cumplir
una funcién ntcleo para poder estimar invariantes a partir la integral de correla-
cion. Esta claro que toda FDAC es monétona decreciente lo cual cumple con la
primera de las condiciones. La segunda condicién (ecuacién(2.9)) es cumplida por
distribuciones con soporte compacto como la distribucién uniforme o por distribu-
ciones cuya FDAC decaiga igual o més rdpido que la funcién exponencial. Quedan
excluidas entonces funciones de distribucién de cola pesada como la distribucion
normal logaritmica o la distribucion de Pareto, entre otras.

Algo muy interesante es que tanto la integral de correlacion estdndar (propuesta
por Grassberger y Procaccia) como la ICG (propuesta por Diks) pueden ser consi-
deradas casos particulares de la ICAR.
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4.2.1 Caso particular 1: Integral de correlacién estandar

La integral de correlacion estandar [81] puede ser calculada mediante el algoritmo
de correlacion asistido por ruido si agregamos ruido u,, con distribucién determi-
nistica o degenerada. Esta es la distribucién que tendria una variable aleatoria dis-
creta cuyo valor es constante sin importar el evento, por ejemplo un dado con to-
das sus caras marcadas con el mismo nimero. La FDP de esta variable aleatoria es
fu(zZ;h)=06[zZ/h—1]ysuFDAes F,(Z; h)= H(Z/h—1). Por tanto es posible rescribir
la ecuacién como:

Sm(h)=f [1-H(z/h—1)]f"(z)dz
0

:f H(1-%z/h)f"™(z)dz

Esta es la integral de correlacion estandar (ver ecuacion([2.5)).

4.2.2 Caso particular 2: Integral de correlacion de niicleo Gausiano

La funcién nucleo de esta intgral de correlacion puede ser inducida utilizando rui-
do con distribucién de Rayleigh u,, ~ R (Z ; ﬁh) Esta es la distribucién que sigue
una variable aleatoria definida como la distancia euclidea entre dos vectores alea-
torios bidimensionales iid con distribucién normal multivariada de media cero y
varianza 2h? [139]. Dado que su FDAC es 1:::(2, ﬁh) = e~%'/""* podemos reescribir
la ecuacién como:

S, (h)= f e F MM 2) dz
0

=T, (h).

Es muy importante resaltar que estas dos resultados analiticos demuestran que tan-
tola C,,(h) (ecuacion (2.5)) como la T;,(h) (ecuacion (2.10)) son casos particulares
de la ICAR, lo que indica que pueden ser inducidas agregando ruido u,, al algorit-
mo de correlacion. En la siguiente seccion ilustraremos de forma numérica estos
resultados.
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4.3 Simulaciones

Para ilustrar numéricamente los resultados analiticos obtenidos en la seccion an-
terior, estimaremos los invariantes D y K, a partir de la ICG y de la ICAR con ruido
de Rayleigh. Presentamos a continuacion el algoritmo para calcular la suma de de
correlacion asistida por ruido:

Utilizaremos el algoritmo 3| con series temporales provenientes de la transforma-
cion de Hénon (ecuacién con a =4y b =0.3. Este es uno de los sistema discre-
tos de dos variables més simples que muestran comportamiento cadtico. Gracias
a esto, ha sido ampliamente utilizado para comparar resultados en el cédlculo de
invariantes [16}(82}87].

Algoritmo 3. Algoritmo de correlacion asistido por ruido.
1: Formarlos vectores de estado m-dimensionales a partir de la serie temporal
y calcular todas las distancias Z, con 1 < w < Q = L(L—1) entre pares de
vectores de estado.

2: Fijar el valor de h y obtener Q realizaciones de ruido u,, con distribuciéon

fulws ).

3: Calcular la variable binaria:

0, Si Z - H 2 0)
h — w w
o (1) { 1,  enotro caso.

4: Obtener la suma de correlacion asistida por ruido como:

- 1<
Su(l)=5 2 50(h).
Qi

5: Repetir los pasos 1 —4 para todos los valores de h 'y m.

En la figura[4.2|se muestra una grafica del logaritmo de la ICAR con ruido de Ray-
leigh y de la ICG versus el In(h). Tanto la ICG como la ICAR se calcularon a partir de
una serie temporal de longitud N = 5000 datos, en ausencia de ruido, con retardo
de inmersién 7 = 1y para diferentes valores de m = {2,4,6,8,10}. La serie temporal
fue normalizada para tener media cero y varianza unitaria. Es posible observar co-
mo laICAR oscila alrededor de la ICG para valores pequefios de /. Sin embargo para
valores mayores de & ambas integrales de correlacion convergen a los mismos va-
lores. Tanto las curvas correspondientes a la ICG como aquellas correspondientes a
la ICAR presentan la misma pendiente. Esto significa que ambas deben converger
al mismo valor de D. Esto puede verificarse en la figura[4.3/donde se presenta la de-
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Figura 4.2. Gréfica log-log de la integral de correlacién para la transformacién de Hénon
sin ruido. Se presentan las curvas calculadas con m ={2,4,6, 8,10} (i =2 curva superior y
m = 10 curva inferior) parala ICG (azul punteado) ylaICAR con ruido de Rayleigh (naranja).

rivada logaritmica de la ICG y de la ICAR en funcion de In (/). Vemos como ambos
estimadores oscilan alrededor del valor reportado de D =1.22 [16,87]. Ademas, se
apreciar como esta oscilacion es mayor para valores pequenos de i que para valo-
res mds grandes.

La estimacién de K, se muestra en la figura[4.4| Es posible observar que las cur-
vas pertenecientes a K, calculadas a partir de la ICAR oscilan alrededor de aquellas
calculadas a partir de la ICG. También se aprecia como ninguno de los dos estima-
dores converge al valor reportado K, = 0.3 [16,[87]. Esto muestra que, para estimar
K, a partir de la integral de correlacion de ntcleo Gausiano, es necesario trabajar
con valores muy grandes de m.

Las oscilaciones presentadas en la estimacion de los invariantes a partir de la ICAR
son causadas porque el nimero de vectores de estado disponibles para su calculo
es limitado. Por tanto, éstas pueden ser reducidas de dos maneras distintas. La pri-
mera es aumentar la longitud de la serie temporal, lo cual no siempre es posible. La
segunda es crear copias de cada distancia Z,, y agregarles una realizacion de ruido
diferente. Esto incrementard el nimero de comparadores Q. Luego se debe proce-
der con el umbralado para finalmente obtener la integral de correlacion asistida
por ruido S, () como el promedio de la salida de todos los comparadores. Hemos
observado que la amplitud de las oscilaciones decrece al incrementar el niumero de
copias.
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Figura4.3. Estimacion de D parala transformaciéon de Hénon en ausencia de ruido. Se pre-
senta la derivada logaritmica de la ICG (azul punteado) y de la ICAR con ruido de Rayleigh
(naranja) para m = {2,4,6,8,10}. El valor reportado de D se muestra en linea negra discon-
tinua.

Como mencionamos en la seccion 2.5/las series temporales utilizadas en todas las
simulaciones de este documento han sido normalizadas para tener varianza unita-
ria. Por tanto o es el nivel de ruido después del escalado:

0.11
2 2’
JoZ+o?

donde o, es la varianza del ruido y o es la varianza de la serie temporal limpia.
En consecuencia o = 0 corresponderia a una serie temporal limpiay o = 1 impli-
caria una serie temporal compuesta solo por muestras de ruido independientes e
idénticamente distribuidas.

g =

En la figura[4.5/se muestra una grafica del logaritmo de la ICAR y de 1a ICG versus el
In(k). Ambas integrales de correlacion se calcularon a partir de una serie temporal
delongitud N =5000 datos, con un nivel de ruido o = 0.05, con 7 = 1 y para diferen-
tes valores de m = {2,4,6,8,10}. Es posible observar coémo para valores pequefos
de h, tanto la ICG y la ICAR presentan una pendiente mds elevada que para valores
mads grandes de h. Esta es la marca de la presencia de ruido en la serie temporal.
Ademas, se puede ver que ambas integrales de correlacién convergen a los mismos
valores. Esto da mads evidencias que demuestran que la ICG puede ser inducida uti-
lizando ruido de Rayleigh en el algoritmo de correlacion asistido por ruido.

La mayor diferencia entre el algoritmo de correlacién (figura[2.4) y el algoritmo de
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Figura4.4. Estimacion de K, parala transformacién de Hénon en ausencia de ruido. Se pre-
senta el funcional de entropia de la ICG (azul punteado) y de la ICAR con ruido de Rayleigh
(naranja) para m = {2, 4,6, 8}. El valor reportado de K, se muestra en linea negra disconti-
nua.

correlacion asistido por ruido se basa en la naturaleza del umbral utilizado para
comparar las distancias Z,,. El primero utiliza un umbral deterministico y el segun-
do utiliza un umbral estocéstico. El ruido u,, agregado a las distancias Z,, es equi-
valente a comparar dichas distancias con un umbral cuya distribucién es igual a la
del ruido.

Una ventaja del algoritmo asistido por ruido esta relacionada con la evaluacién de
la funcién nicleo. Con el fin de estimar la integral de correlacion es necesario calcu-
lar la suma de correlacion lo cual demanda muchas evaluaciones de dicha funcion.
Para funciones ntcleo que requieran integracion numérica para su evaluacion, el
algoritmo de correlacion clésico resulta ser computacionalmente costoso. Sin em-
bargo, si esta funcion nucleo puede ser escrita como la FDAC de alguna distribu-
cion, seria posible utilizar el algoritmo asistido por ruido para calcular la suma de
correlacion.

Uno de los mayores problemas de la ICG es que para estimar K, necesita valores
muy altos de m [15]. Esto es por que su funcién ntcleo, e~#/"* es independiente
del valor de m utilizado para reconstruir los vectores de estado. Sila distribuciéon de
las distancias entre vectores de estado, f;””(Z), cambia para cada valor de m, tam-
bién lo deberia hacer la funcién ntcleo. Sabemos que la distribuciéon de Rayleigh es
un caso particular de la distribucién Chi () cuando 8 =2. La X, es la distribucion
que sigue la distancia euclidea entre dos vectores aleatorios -dimensionales iids
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Figura 4.5. Gréfica log-log de la integral de correlacién para la transformaciéon de Hénon
con ruido (o =0.05). Se presentan las curvas calculadas con m ={2,4,6,8,10} (n =2 curva
superior y m = 10 curva inferior) parala ICG (azul punteado) ylaICAR con ruido de Rayleigh
(naranja).

con distribucién (0, £2). Esto nos lleva a pensar que es posible generalizar la ICG
utilizando ruido con distribucién X4 en el algoritmo de correlacién asistido por rui-
do. Este tipo de ruido nos permitiria inducir una funcién ntcleo con la capacidad
de incorporar informacién de la dimensiéon de inmersion, lo que no es posible uti-
lizando el nacleo Gausiano. Esto podria ayudar en la estimacion de la entropia de
correlacion. Exploraremos esta idea en el siguiente capitulo.

4.4 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado las bases analiticas de la ICAR. Se fundament6
su origen en el algoritmo de correlacion asistido por ruido, inspirado en el modelo
de resonancia estocdstica supraumbral. Se demostré analiticamente que la integral
de correlacion estdndar y la ICG pueden ser considerados casos particulares de la
ICAR. Los hallazgos analiticos han sido verificados experimentalmente utilizando
series temporales proveniente de un sistema dindmico cadético. Es importante resal-
tar que estos resultados muestran que agregar ruido a las distancias entre vectores
de estado en el algoritmo de correlacion induce una funcién ntcleo. Podemos de-
cir que la ICAR abre la posibilidad de incorporar funciones de ntcleo diferentes al
Gausiano y cuya evaluacion directa requiere de métodos numéricos. Esto permitira
analizar analiticamente fenémenos fisicos que se alejen de la gaussianidad.
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Let the future tell the truth, and evaluate each one
according to his work and accomplishments. The
present is theirs; the future, for which I have really
worked, is mine.

Nikola Tesla

Integral de correlacion U

Introduciremos un caso particular de la ICAR llamado la integral de correlacién U
(ICU). Deduciremos su expresion analitica y mostraremos que puede ser interpre-
tada como una generalizacion de la ICG. Deduciremos también los funcionales que
permitirdn estimar la D, la K, y el o a partir de esta integral de correlacion. Final-
mente los resultados analiticos serdn comprobados con evidencia numérica.

5.1 Introduccion

En la seccion[2.5/mostramos que la ICG presenta serios problemas en la estimacion
de la entropia de correlacion. Estos problemas radican en que es necesario un valor
de dimension de inmersion muy alto para poder converger, incluso en ausencia de
ruido [15].

LaICU tiene su origen en la ICAR y puede interpretarse como una generalizacion de
1aICG. En el capitulo[4vimos que la diferencia entre el algoritmo de correlacion cla-
sico [82] (ver figura[2.4) y el asistido por ruido (ver figura[4.1) radica en la naturaleza
del umbral utilizado para comparar las distancias Z,, entre vectores de estado. El
primero utiliza un umbral deterministico, mientras que el ruido u,, utilizado en el
segundo induce un umbral estocéstico con igual distribucion. Se demostr6 también
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Capitulo 5. Integral de correlacién U

en ese capitulo que la ICG puede ser inducida utilizando ruido con distribucién de
Rayleigh.

El cdlculo dela integral de correlacién involucra la funcién nicleo g (Z; h) y la distri-
bucién de la distancia euclidea Z entre vectores de estado fz(m)(Z) (ver secci()n.
Es natural pensar que esta tltima sea dependiente de la dimensiéon de inmersién
m utilizada para reconstruir dichos vectores. En este sentido el cdlculo de la ICG
(ecuacion (2.10)) para diferentes valores del parametro m involucra una distribu-
cién que cambia con m y una funcién ntcleo g (Z; h) = e /4" que es independiente
de este pardmetro. En consecuencia de esto, la ICG necesita valores muy altos de m
para estimar K, [15]. El nimero de vectores necesarios para poder estimar fz(m)(Z)
crece a medida que se incrementa m. Si para m = 1 son necesarios L vectores de
estado, para m = 2 serian necesarios L? vectores de estado. El problema es que en
aplicaciones reales siempre se cuenta con un ntimero finito de datos.

Podemos pensar que si la distribucion de la distancia Z es una funcion de la di-
mension de inmersion, asi también lo deberia ser la funcién nucleo. Por tanto, la
hipétesis a tratar en este capitulo es que la incorporaciéon de informacién sobre la
dimensién de inmersion en la funcion nicleo puede ayudar a estimar los invarian-
tesD,K,yo.

5.2 Deduccion analitica

Para poder trabajar sobre la hip6tesis planteada, es necesario primero proponer
una funcién nticleo que permita incorporar informacién concerniente a la dimen-
sién de inmersion mediante uno de sus pardmetros. Dicha funcién es:

I(B/2, z/h?)
Th)= —————
= br2)

dondeT (a, t)eslafuncién Gamma Incompleta Superior, I' (a) es la funcién Gamma
y z=2? es el cuadrado de la distancia euclidea Z. Esta funcion es la FDAC de la
distribucién Chi cuadrada (1) con 8 grados de libertad y varianza h?. Se escogi6 la
X, por que modela la distribucién del cuadrado de la distancia euclidea entre dos
vectores 3-dimensionales iids con distribucion N (0, 22). Por tanto, el pardmetro
es el que podria incluir la informacién de la dimensién de inmersion en la funcion
nucleo.

) (5.1

Debemos resaltar que en este caso optamos por no trabajar con la distancia eu-
clidea z, sino que en su lugar utilizamos su cuadrado (z = z%). Esto es debido a
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que computacionalmente es mds costoso trabajar con distancias euclideas que con
sus cuadrados. Adicionalmente, es mas eficiente generar realizaciones de ruido con
distribucién X, que con distribucién X . Lo anterior también implica que la variable
de entrada al algoritmo de correlaciéon asistido por ruido (ver ﬁgura es z,=Z>.

El dltimo ingrediente para poder deducir una expresion analitica para la ICU es
la funcién de distribucién del cuadrado de la distancia entre vectores de estado.
Oltmans y col. [140] encontraron una expresiéon para la funcién de densidad de
probabilidad del cuadrado de la distancia euclidea entre vectores de estado m-
dimensionales, formados a partir de una serie temporal proveniente de un sistema
dindmico contaminada con ruido aditivo N/ (0, 02). Esta es [140, ec. (18)]:

"™ (o;2)

m/2—1 _
z r'(D/2) (m D m._ z )’ 5.2)

T 2020 PT(m/2)" '\ 2 "2’ 402

donde F (a, b;t) es la Funciéon Hipergeométrica Confluente. Utilizando las ecua-
ciones 1! y li en la ecuacion lh podemos definir la ICU (Urg(h)) como:

*T(B/2,z/h?) zm?' T(DJ2) (m—D m =z
(1) — m_ z
Un(h) JO r(B/2) 2(za)m—Dr(m/2)lFl( 2 2’ 402)‘12

Resolviendo se obtiene:

¢
Bipy=2
Unlh)=5 0 I(B/2)T(m/2+1)

) ) )

)De_szr(D/z)r((/Hm)/z) (ﬂ)m . (/5+m m—D m+2 —hz),
20) 2 2 2 402
(5.3)
donde a es una constante de normalizaciony F (a, b; c; t) es la Funcion Hipergeo-
métrica de Gauss y  son los grados de libertad del ruido u,,, nos referiremos a este
pardmetro como “la dimension del ruido” utilizado en el algoritmo de correlacion
asistido por ruido.

5.3 Caso particular: ICUP=2

Demostraremos que la ICG puede ser considerada un caso particular de laICU. Para
esto basta con hacer 5 =2 en la ecuacion (5.3):

UP=2(h)=

" 402

)

N [S)

m/2
(402)D/21"(D/2)e_’”’<2 h* m+2 m—D m+2  h?
402 Zil2 72 2 '

93



Capitulo 5. Integral de correlacién U

Teniendo en cuenta que: F (a,b;a; )= (1— )b y utilizando la ecuacién ( se
verifica que:

UP=2(h) =G 2P T (D /2) k" (hP+40?) * e ek
= % 2CP-Ur(D/2) T, (h/2).

Es facil ver que la integral de correlacién U con 8 =2 (ICUP=2) es solo una version
escalada de la ICG.

5.4 Caso particular: ICUP=™

Recordemos que la ecuacion introduce el parametro § (lamado dimensién
del ruido) en la estimaci6n de la integral de correlacién. La idea principal es que
B nos permite incorporar informacion sobre la dimensiéon de inmersion m en la
funcién nucleo y esto serd 1til en la estimacion de los invariantes.

Comenzaremos entonces haciendo # = m enla ecuacién (5.1) y definiendo la inte-
gral de correlaciéon U ’ﬁ:m(h) como:

¢

xr 20_ De—m7,'K2
? 20)

r(D/2)T(m) [ h* \""* m—D m+2 —h?
I'(m/2)T(m/2+1)\ 402 ) *! T T T e )
(5.4)

de esta integral de correlaciéon podemos entonces deducir el funcional para la di-
mension de correlacion como (ver Apéndice:

UP="(h)=

dInUf=(h)  2m(m—D)( h? \.E(m+L 2+ 1 24170 55)
dnh ' m+2z |40 B (m, 752575235 '

En el Apéndice[A|demostramos que este funcional se aproxima a D cuando o < h
y a m cuando o > h. Este comportamiento es similar a otros funcionales basados
tanto en la integral de correlacion estandar como en la ICG [11}[12,[16,/81].

Por otro lado, definimos el funcional parala entropia de correlacién como (ver Apén-

dice[B):

L Ung o (m—i—l)(h) E(m+2,22+1; 22 41,75
E

UL="(h) m+2 m, g i )

)}—ZTKZ. (5.6)
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En el Apéndice[B|se muestra que cuando o < h este funcional se aproxima a:

B=m+2
U, h D
1n’"gi—m() = ln(— + 1) —21K, (5.7)
Un ~(h) m

y, para valores de m mucho més grandes que D, se puede ver que:

p=m+2

—zi In Umgf—m(h) ~ K.
T Un (B

Con relacion al nivel de ruido o presente en la serie temporal, recordemos que las
series temporales utilizadas en las simulaciones han sido normalizadas para tener
varianza unitaria. Por tanto o = 0 implica una serie temporal limpia, mientras que
o =1 se refiere a una serie temporal compuesta sé6lo por ruido (ver seccion[5.5).

Inspirados en [34], proponemos el funcional para el nivel de ruido presente en la
serie temporal (Apéndice[C):

1{dinUPZ"(h)  dInUP="(h)
2| dinh dinh

2

AV (h)=

40 (5.8)

a0+ b '
Podemos observar que A%(h)(h) — 1 cuando h — 0y que A%(h) — 0 cuando
h — oo. Esto nos indica que éste es un funcional que decrece de 1 a 0 con una velo-
cidad que solo depende de o. Este comportamiento es similar a otros estimadores

de nivel de ruido como los presentados en [11,[84,88}[141].

5.5 Simulaciones

En esta seccidn presentaremos los resultados numéricos obtenidos en la estima-
cién de los invariantes D, K, y o a partir de la integral de correlacion U con f =m
(ICUP=m), Utilizaremos series temporales provenientes de la transformacion de Hé-
non (ecuacion ) cona =4y b =0.3. Las integrales de correlaciéon ICG y ICUP="
fueron calculadas para m = {2,4,6,8,10} con 7 = 1. El nimero pares de distancias
entre vectores de estado fue mantenido constante Q = 5000 a través de los diferen-
tes valores de m.

Enla ﬁgura se presenta una grafica del logaritmo de ICG y de ICUP=" en funcion
del In &z, en ausencia de ruido. Como puede observarse, las curvas para m = 2 (arri-
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Figura 5.1. Grificalog-log delaICGylaICUA=™ parala transformacién de Hénon sin ruido.
Se presentan las curvas calculadas con m ={2,4,6,8,10} (m = 2 curva superior y m = 10
curva inferior) para la ICG (azul punteado) y la ICUP=" (naranja).

ba) de ambas integrales de correlacion coinciden. Esto es esperable ya que, como
demostramos antes, la ICG es un caso particular de la ICUP=™ cuando m = 2. Se
verifica que las curvas de ambas integrales de correlacién presentan la misma pen-
diente, lo que indica que ambas deben converger a la misma D. Podemos verificar
lo anterior observando la figura[5.2/donde se presenta la derivada logaritmica de la
ICGydelalCUP=" en funcién deln k. Vemos como ambas integrales de correlacion
oscilan alrededor del valor reportado para D [16].

En la figura[5.1]se evidencia también una de las principales diferencias entre la ICG
yla ICUP=™_Es posible observar que la distancia entre curvas para diferentes valo-
res de m es mds uniforme para la ICUP=" que para la ICG. Teniendo en cuenta que
la estimacion de K, se basa en integrales de correlacion con distinto valor de m, lo
anterior sugiere que la ICUP=" sea mds adecuada que la ICG para el cédlculo de la
entropia de correlacion. Esto se verifica en la figura[5.3)donde se muestra el funcio-
nal de entropia basado en la ICUP=" y el funcional de entropia basado en la ICG
(ecuacion (2.13)) en funcién del In(h) para m = {2,4, 6,8}. Se puede ver facilmente
como las curvas pertenecientes a la ICUP=" convergen mejor al valor reportado de
la entropia de correlacion (K, = 0.3 [16}[87]) que el funcional basado en la ICG que
necesitaria un valor mds grande de m para converger.

La presencia de ruido en la serie temporal hace que la integral de correlacion se
desvie de su escalamiento como ley de potencia. Este fen6meno es observado en
la figura[5.4/donde para valores pequefios de In / las curvas de ambas integrales de
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Figura 5.2. Estimacion de D para la transformacion de Hénon en ausencia de ruido. Se
presenta la derivada logaritmica de la ICG (azul punteado) y de la ICUA=™ (naranja) para
m=1{2,4,6,8,10}. El valor reportado de D se muestra en linea negra discontinua.
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Figura 5.3. Estimacién de K, para la transformacién de Hénon en ausencia de ruido. Se
presenta el funcional de entropia de correlacién de la ICG (azul punteado) y de la ICUB=™
(naranja) para m = {2, 4,6, 8}. El valor reportado de K, se muestra en linea negra disconti-

nua.
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Figura 5.4. Grificalog-log de1aICG yla ICUP=" parala transformacién de Hénon con ruido
o =0.05. Se presentan las curvas calculadas con m ={2,4,6,8,10} (m = 2 curva superior y
m = 10 curva inferior) para la ICG (azul punteado) y la ICUB=" (naranja).
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Figura 5.5. Estimacion del nivel de ruido para la transformacién de Hénon con ruido (o =
0.05). Se presenta el funcional de nivel de ruido de la ICG (azul punteado) y de la ICUS=m
(naranja) para m = {2,4,6,8}. La funcién A, (h) = 40/ (40 + h?) se muestra en linea ne-
gra discontinua.
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5.6. Conclusiones

correlacion (ICUP=" y ICG) presentan una pendiente mas alta. Esto es debido a que
el ruido tiene dimension infinita y domina completamente las escalas bajas. Por
otro lado, para valores de In & > —1.8 el escalamiento habitual de ambas integrales
de correlaciéon es recuperado.

Bajo estas condiciones de ruido es posible analizar el comportamiento del funcio-
nal A% (h). Enla ﬁgura se presentan los funcionales de nivel de ruido basados
en la ICUB=™ yenlaICG, con m ={2,4,6,8}. Se muestra también el valor de la fun-
cion A, = 40?/ (402 + hz) en negro punteado. Se puede apreciar como las curvas
para ambos estimadores decaen de 1 a 0 al incrementarse k. Es de resaltar que las
curvas pertenecientes a la ICUP=™ se acercan cada vez més a la funcién A, (ecua-
cion (5.8)) al incrementar el valor de m. Podemos observar también que las curvas
para m = 2 (superior) de la ICUP=" y la ICG coinciden. Recordemos que esto se da
por que la ICG y la ICU coinciden cuando m = 2.

5.6 Conclusiones

En este capitulo hemos introducido la ICU (ecuacion (5.3)). Esta integral de corre-
lacién también puede ser vista como un caso particular de la ICAR en la cual la
funcién nucleo estd dada por la ecuacion . Dicha funcién, a diferencia de la
funcién de nicleo Gaussiano, permite incorporar informacion sobre la dimension
de inmersién en el calculo de la integral de correlacion.

A partir de la ICUP=" (ecuaci6n ) hemos propuesto, definido y analizado el
comportamiento de un funcional de dimension de correlacion (ecuacion[5.5), uno
de entropia de correlacién (ecuacion|5.7) y uno de nivel ruido (ecuacién|5.8). Estas
deducciones analiticas han sido posibles gracias a la versatilidad de la funcién Hi-
pergeométrica de Gauss que cuenta con un vasto conjunto de identidades y de la
cual hay una documentacién extensa.

Hemos realizado simulaciones que corroboran los resultados analiticos sobre cada
funcional. En cuanto a la dimensién de correlacién podemos decir que en ausen-
cia de ruido nuestro funcional converge a D. También mostramos analiticamente
que nuestro funcional de nivel de ruido escala en proporciéon a o . El resultado mas
sorprendente es que el funcional de entropia definido para la ICUP=" converge de
mejor forma a K, que el funcional definido para la ICG. Esto es debido a la incor-
poracion de informacién sobre la dimensiéon de inmersion.
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No, el éxito no se lo deseo a nadie. Le sucede a uno
lo que a los alpinistas, que se matan por llegar a la
cumbre y cuando llegan, ;qué hacen? Bajar, o tra-
tar de bajar discretamente, con la mayor dignidad
posible.

Gabriel Garcia Marquez

Estimadores basados
en la integral de correlacion U

Enel capitulopresentamos la integral de correlacion U (ICUP=™). A partir de esta
definimos una serie de funcionales para estimar D, K, y 0. En presencia de gran-
des cantidades de ruido, como cualquier otra integral de correlacion, la ICUP=™
se desvia notablemente del régimen de escalamiento habitual (ecuacion (2.6)). En
consecuencia, los funcionales presentados en las ecuaciones , y son
incapaces de estimar con precision los invariantes D, K, y o respectivamente. Con
el fin de solucionar este inconveniente se proponen los estimadores dependientes
de la escala (EsDE) que son expresiones analiticas para D, K, y o en funcion de los
pardmetros my h [11,12].

En este capitulo deduciremos las expresiones analiticas de los EsDE basados en la
ICUP=™ para D, K,y 0. Estudiaremos mediante simulaciones sus comportamien-
tos bajo diferentes condiciones de ruido y contrastaremos estos estimadores con
EsDE existentes en la literatura.

También propondremos una metodologia basada en los estimadores aqui propues-
tos que nos permitird estimar de forma automatica los valores de D, K, y o a partir
de una serie temporal. Para finalizar, esta metodologia serd evaluada estadistica-
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mente.

6.1 Introduccion

Se demostro en el capitulo[2Jque la presencia de ruido en la serie temporal introduce
un sesgo en la estimacion de la integral de correlacion [12]. Este sesgo se traduce en
un incremento de la pendiente de la graficalog-log de la integral de correlacion para
valores pequenos de h (ver figura[5.4). A su vez, esto reduce el rango de escalas en
donde seria posible estimar los invariantes del sistema dindmico.

La solucién para este inconveniente consiste en modelar analiticamente la influen-
cia del ruido sobre la integral de correlacién. Por ejemplo, bajo la presencia de ruido
con distribucién N (0, 02), la ICG escala como [16]:

D—m

T.(h)=¢h™(h*+0%) 7 e para m— o0,V h2+02—0.

En esta ecuacion vemos que la varianza del ruido o es introducida como un para-
metro en la funciéon de escala. De forma similar podemos encontrar en la literatura
otros modelos que permiten modelarla influencia de ruido [11,91,192]. Recordemos
que en el capitulopropusimos la funcion de escala de la ICUP=" (ecuaci6n ).

Una vez escogido el modelo a utilizar y estimada la integral de correlacion, es posi-
ble determinar los invariantes de un sistema mediante dos caminos. El primero es
una regresion no lineal sobre la funcion de escala elegida [16,/87]. Esta metodologia
tiene la desventaja de que es altamente dependiente del rango de escalas elegido
paralaregresion, con el agravante de que no existe un consenso general en la litera-
tura sobre como escogerlo. Mds importante aun, si se quiere determinar que la serie
temporal en estudio proviene de un sistema deterministico, es necesario compro-
bar que los invariantes no dependen del rango de escalas escogido [12]. Esto solo
puede hacerse mediante inspeccion visual. Con el fin de superar las dificultades de
esta metodologia surgen los EsDE o “coarse-grained estimators” 11,12} 83]. Estos
son expresiones analiticas para D, K, y o en funcion de los pardmetros m y h.

Como ejemplo tenemos los EsDE propuestos por Nolte y col. en [83] y presentados
enel capitulo Los estimadores Drg (h) (ecuacién ), K nf (h) (ecuaciéon ) y
o! (h) (ecuacién ) cuentan con la ventaja de que no requieren grandes recur-
sos computacionales para su cdlculo y lo mas importante, estos dependen solo de
las ICGs calculadas para valores consecutivos de m, es decir, no necesitan ningin
parametro externo para su estimacion.
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6.2. Estimador dependiente de la escala para D

En este capitulo presentaremos nuevos EsDE basados en la ICUP=™, Estudiaremos
el comportamiento de estos estimadores ante distintas longitudes de datos y niveles
de ruido. Para comparar nuestros resultados con aquellos publicados en la literatu-
ra, hemos optado por utilizar los EsDE propuestos por Nolte y col. [88] ya que por
sus caracteristicas no requieren de la manipulacion de ningin pardmetro por parte
del usuario, convirtiéndolos en estimadores robustos para hacer comparaciones.

El andlisis de grandes bases de datos requiere una manera eficiente de estimar los
invariantes D, K, y o . Por tal motivo, desarrollaremos también en este capitulo
una metodologia para el cdlculo automético de estos invariantes. Esto nos permitird
realizar un andlisis estadistico de los nuevos estimadores aqui propuestos.

6.2 Estimador dependiente de la escala para D

En esta seccion deduciremos la expresion analitica del EDE basado en la ICUP=™
para dimensién de correlacion (D fr{ (h)). Para esto utilizaremos la definiciéon de la
ICU y varias identidades de la funcién hipergeométrica de Gauss [142].

Para encontrar una expresion analitica para D ,f{ (h) esnecesario estudiar la derivada
logaritmica de la ICUP=™_ Partiremos entonces de la forma general de 1a ICU (ecua-

cion (5.3)):

Uﬁ(h)_ﬂ )De_mTKF(D/Z ((/5+m)/2)(£) 2E(ﬂ-%m,m D,m+2’—h2).
2 T(B/2)T(m/2+1) 2 2 2 40
(6.1)
Definiendo:
B+m m—D m+2
a= : b= ; c= :
2 2 2
B g
“T 4o dh ~ 202 6.2)
y
Py 8 oy HOATUPUE o,

2 (/3/2) (m/2+1)

Vemos que podemos escribir la ecuacién (6.1) como:

UP(z)=Pz""? E(a,b;c;z).
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Capitulo 6. Estimadores basados en la integral de correlacién U

La derivada de Urf(z) con respecto a h es:

d d dz
—UP(z)=—[Pz""* F
thm(z) [ z (a,b;c; z)]dh
Usando [143, eq. 15.2.1]:
d —Ph b
—Ub(R)= S 2" Z E(a,b;c;z)+ aTzE(a+1,b+1;c+1;z) .

La derivada logaritmica de Un/j (h) se puede obtener como:

dlnU? h d
n m(z): 4 o
dinh Ul (z)ydh "

2abz F(a+1,b+1;¢c+1;2)
=m+ . (6.3)
c JF(a,b;c;z)

Para continuar utilizaremos una de las identidades de la funcién hipergeométrica
de Gauss [142, Ec. 9.137-9]:
abz ,F(a+1,b+1;c+1; z) c—a E(a—1,b;c;z) c—a—bz

— . 6.4
c JE(a,b;c;z) 11— z ,E(a,b;c;z) 1—-2z (6.4)

Vemos como el término de la derecha de la ecuacion (6.4) puede ser transformado
en la derivada logaritmica de la ecuacion (6.3), es decir:

dinUP (h 2(c—a),E(a—1,b;c;z) 2(c—a—bz
dlnh -z  ,F(a,b;c;z) 1—-z
Ahora, es necesario encontrar un estimador para el cociente % Utilizando
las ecuaciones (6.1) y (6.2) definimos el estimador:
UP2(z —2 F(a—1,b;c;z
w2 B ) 6.6)

Uf(z)  2(a—1) ,E(a,b;c;z)

Usando las ecuaciones (6.5) y encontramos que:

dinUf (z) - 4(c—a)(a—1)UP?(2) _ 2(c—a—bz)
dinh (1-2)(B—-2) UL(2) -z
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6.2. Estimador dependiente de la escala para D

Despejando b:

2b =

)

1—2z [dan,g (=) ]_4(a—1)(c—a) Ul2(z) L 2e—a)

z dlnh z(/j—z) U£(Z) z

restaurando los valores de a, b, ¢, z (ecuacion li ), haciendo f=m, y despejando
D, definimos el EDE para la dimension de correlacion D% (h) como:

402+h2)dan£:m(h) 40 lU,{lj:m_Z(h) l
— 1. (6.7)

D,f{(h):( + (2m—2) —
h? dinh h? Ul="(n)

Es necesario aclarar que el estimador U rg:’”_z(h) debe entenderse como la ICU cal-
culada con vectores de estado de dimensién m y dimensién de ruido f = m —2.

De la ecuacion anterior podemos ver que:

lim DY h)_dan,g:'"(h) 6.8
R T 0

es decir, que en ausencia de ruido, el Df,{ (h) tiende al funcional de dimensién de co-
rrelacion (ver ecuacion (5.5)). Este tipo de comportamiento lo podemos observar en
otros EsDE como el propuesto por Diks [1 1], por Noltey col. [88] y por Jayawardenay
col. [91].

En la ﬁgura se muestra el comportamiento del nuestro estimador DY (h) y el
propuesto por Nolte y col. D (h), en funcién del In &. Estos se calcularon a partir
de series temporales normalizadas (varianza unitaria), provenientes de la tranfor-
macién de Hénon bajo distintos niveles de ruido o = {0, 0.05, 0.2} y distinto nimero
de vectores de estado L = {500,5000, 10000}. Se presenta ademas el valor para la di-
mension de correlacion (D = 1.22) reportado en la literatura [16].

Es posible observar en las figuras|6.1a}[6.1d]y[6.1g que, para series temporales sin
ruido el estimador DV (h) oscila alrededor del valor reportado para D. La ampli-
tud de dicha oscilacion se atentda al incrementar el nimero de vectores de estado
disponibles para el calculo de la ICUP=", También vemos que para L = 500 (figu-
ra i el estimador DV (h) estd mas cerca del valor reportado de D que el estima-
dor D (). Sin embargo para valores de L mayores los resultados son muy similares

(figuras[6.1b|y[6.1c).
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6.3. Estimador dependiente de la escala para K,

En el caso de valores moderados de ruido (o = 0.05), se puede apreciar en las fi-
guras|6.1b}[6.1e|y|6.1h|que el rango de valores de In & adecuado para estimar D ha
disminuido en comparacién al caso sin ruido para DY (h)y para D (h). Algo muy
interesante acerca del estimador DY (h) puede observarse en la ﬁgura Este es-
timador se acerca a D cuando las curvas calculadas para diferentes valores de m
estdn mds cerca entre si (In 4 ~—1.3). En otras palabras, DY (1) se aproxima a la di-
mension de correlacion cuando la varianza de este estimador a través de m es mini-
ma. Este fendmeno también es evidente en la figura[6.1eJpara L =5000 (In 2 ~ —1.9)
y en la figural6.1h|para L =10000 (Inh ~—1.7).

Las figuras|6.1c} [6.1f y[6.1i muestran cémo para niveles grandes de ruido o = 0.2
es dificil encontrar un rango de valores de £ el cual se pueda estimar la dimension
de correlacién tanto para DY (k) como para D[ (h). No obstante, puede observar-
se una vez mds que el estimador Dnl{ (h) se acerca a D cuando la distancia entre
las curvas para diferentes valores de m se hace minima (Inh ~—0.5 para L = 500,
Inh~—0.8 para L=5000yInh ~—1.3 para L =10000).

6.3 Estimador dependiente de la escala para K,

La deduccion analitica del EDE para la entropia de correlacién KV (k) involucra las
integrales de correlacion U n/f:’”(h) yU p :m+2(h). Partiendo de la definiciéon de la ICU

m+2

(ecuacion (6.1)) y utilizando la ecuacion (6.2) podemos escribir:

I'(a)e "k (—z)""

r(B/2)T(c) °*

UP(z)=M E(a,b;c;z), 6.9)

con

M= %(20)’3 I'(D/2).

Utilizando la ecuacion 1@' podemos escribir el cociente Uflizz (z)/U nfj(z) como:

Upiplz) _ T@+2T(5)T(e) (-2)E(a+2 b+lict12)

m+2 _

Ub(z) T(@T(Z2)T(c+1) JE(a,b;c;z)
_2a(a+1) (—z),E(a+2,b+1; cﬂ—l;z)e_zm2
B c,FE(a,b;c;z) '
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Capitulo 6. Estimadores basados en la integral de correlacién U

Haciendo w = a + 1, la dltima ecuacion se transforma en:

Ul2(z) 2(w—1)w(~2),F(w+1,b+1l;c+1;2) _, . 6.10)
= e 2, .
Ul(2) B c,F(w—1,b;c;z)

Utilizando la identidad [142} ec. 9.137-9]:

b( 1)u/zZE(LthLl,b+1;c+1;z) ( 1 b2) LE(w,b;c;z) 6.11)
— =(c—w)—(c—w— , (6.
“ c,F(w—1,b;c;z) ¢ ¢ “ E(w—1,b;c;2)
podemos escribir la ecuacion (6.10) como:
bt —2(w—1 F(w,b;c;z
ml-gZ(Z): (w )lc—w—(c—w—bz) A ) le‘”KZ. (6.12)
Ub(z) Bb(l—2z) JE(w—1,b;c;z)

Reemplazando a = w—1y sabiendo que c—a—1=—f/2 (ecuacion (6.2)), entonces
podemos hallar que:

6.13
JE(a,b;c;z) 2 ( )

Ul(2) —2a Kﬁ bz)zﬁ(a+1,b;c;z) Ele—ZTKz
5 :

Ulz) BbO—2)|[\2

Usando la ecuacion (A.5) en la ecuacion (6.13) vemos que:

UL (h) ek {2a/5 (/5 th)[dann@(m ”
B - h? -5~ +p

Ublin)y Bb(1+.) 2 2 402 dinh

e 27k (] dinUP (h) h? [dInUP (h)

(1+%){%[ ““Tdmn ]+402/5l dinh ]}

Restaurando los valores de a y b tenemos que:

B+2 2 dInUL (h) 9 dinUf (h)
Um+2(h)_e—2TK2 40 (m— dinh ) h ( dinh

B m—D h2+402 p

1|]. 14
TS o o7 +) (6.14)

Tomando = m, aplicando logaritmo a ambos lados de la ecuacion (6.14) y despe-
jando obtenemos:

B=m+2 2 dInUL="(n) 2 dInUL="(n)
U h 40 m——3— h — g
27K, =—In—22 - ( )+ln dinh 4 S |
Ul="(n) h2+407? m—D h2+40? m
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6.3. Estimador dependiente de la escala para K,

Substrayendo In(D/m + 1) ambos lados:

Un‘ffz’””(h)_ln(D )

D
2TK2—1n(—+1):—ln o —+1
m Un "~ (h) m
dinUL=™(h) dinU=™(h)
+In 40° m— =g + h? oy 41
h2+402 m—D h2+402 m
(6.15)

Finalmente el EDE para la entropia de correlacion KY (h) sera:

1 402 m_danm=m(h) 72 dinu) ™" (h)
Krg (h) In ( dInh n dinh 41

:E h2+4c02 m—D h2+402 m
B=m+2
U D
_ln%—ln(E—i—l) . (6.16)
U,

Enel Apéndicedemostramos quesio — 0, entonces dIn Urgzm(h)/dln h — D.Por
tanto KV (h)— K, —In(D/m+1)/27 y para valores de m > D el estimador KV (h) se
aproximard a K.

En la ﬁgura se presenta el comportamiento de los EsDE K g (h)y K nf (h) en fun-
cién del Inh para m = {2,4,6,8}. Estos estimadores se calcularon a partir de se-
ries temporales provenientes de la transformacion de Hénon bajo distintos niveles
de ruido o = {0,0.05,0.2} y normalizadas para tener varianza unitaria. El nime-
ro de vectores de estado fue fijado en los valores de L = {500,5000,10000}. Tam-
bién se muestra el valor reportado en la literatura para la entropia de correlacion
K, =0.3[16].

Al aumentar el nivel de ruido (o = 0.05) se puede ver en las figuras|6.2b}(6.2€|y[6.2h
que el rango de valores de h donde estimar K, se ha reducido en comparacién con
el caso sin ruido. Esto pasa tanto para el estimador KV (h) como para el estima-
dor K nf (h). Sin embargo, podemos observar que el estimador K ng’ (h) converge a un
valor mds cercano a la entropia de correlaciéon en comparacién con K ! (h).
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6.4. Estimador dependiente de la escala para o

Para altos niveles de ruido (o = 0.2) se muestra en las figuras|6.2c}[6.2h]y[6.2i|que ya
no se puede distinguir un rango de i donde estimar K, a partir de K (h). Por otro
lado, para KV (h) es posible distinguir un pequeno intervalo de valores de i donde

estimar la entropia de correlacion, incluso para bajas longitudes de datos (L = 500).

En funcién de los resultados podemos afirmar que el estimador KY (i) supera a
su contra parte basado en la ICG, ya que no depende fuertemente del parametro
m ni de la longitud de la serie temporal. Este comportamiento sigue presente en
situaciones con ruido moderado y alto. Es muy interesante ver que para el caso sin
ruido y L = 10000 (figura[6.2a) el valor al que converge K (h) (K, ~0.28) es menor
que el reportado en la literatura.

6.4 Estimador dependiente de la escala para o

Recordemos que las series temporales utilizadas en este estudio estdn normaliza-
das para tener varianza unitaria. Esta normalizacion se realiza luego de contaminar
con ruido los datos. Por tanto un valor de o = 0 implica series temporales limpias y
unvalor de o = 1 hace referencia a que la serie es solo ruido blanco (ver seccion[2.5).

Para llegar a la ecuacion de nuestro EDE para el nivel de ruido oV (h) partiremos
del funcional A% (h) (ver secci()n:

1{dinU""(n)  dInUP=(h)

m+2

2 dinh dinh ’

U ()=

AL (h)=

que para valores de m grandes se comporta como (ver Apéndice|C):
40?

AY (h)=——. 6.17
m () 10T (6.17)

Despejando o de la ecuacién (6.17) definimos el EDE para el nivel de ruido como:

h | AU(h
agl(h)ZE #;()h) (6.18)
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6.5. Estimador automatico de invariantes

En la ﬁgura se presenta el comportamiento de los EsDE 0'% (h)y O'Z;I (h) en fun-
cién del Inh con m = {2,4,6,8}. Estos estimadores se calcularon a partir de series
temporales provenientes de la transformacion de Hénon bajo distintos niveles de
ruido o = {0,0.05,0.2} y distinto nimero de vectores de estado L = {500, 5000, 10 000}.
Ademas, el valor numérico de o se presenta en cada figura.

Podemos ver en las figuras|6.3a}[6.3d|y[6.3g que, en ausencia de ruido, los estima-
dores a% (h)y 0'3;1 (h) se acercan al valor verdadero de nivel de ruido (o = 0) para
valores pequefos de / y sin importar el valor de m. Vemos también que el estima-
dor oY (h) tiene un comportamiento oscilatorio cuya amplitud se ve atenuada al
incrementar el nimero de vectores de estado.

Para niveles de ruido pequenos (o = 0.05) se muestra en las figuras y
que pueden distinguirse tres tipos de comportamientos diferentes para tres
regiones de In h. Para valores pequefios de £, el estimador oV (h) se caracteriza por
un oscilacién de gran amplitud (region I). A continuacién encontramos la region I1
donde hay una disminucién importante de la varianza del estimador o” (h). Final-
mente, en laregion III, oY (h) incrementa su valor rapidamente. Se puede observar
que laregion Il es en la que mejor se aproxima o (h) a 0. Ademas, este comporta-
miento se repite para los diferentes valoresde my L.

Paravalores de ruido maés elevados (o = 0.2) ladependencia de 0% (h)de h también
puede ser dividida en las tres regiones antes mencionadas (figuras|6.3c}(6.3fy[6.3i).
La region II sigue siendo el mejor lugar para estimar o, sin embargo ésta es mas

pequena en comparacion con casos de menor nivel de ruido. Por dltimo se puede
ver que el estimador 0}7; (h) tiene un comportamiento similar al de 02’1 (h) pero con
menos oscilaciones.

6.5 Estimador automatico de invariantes

Con el fin de realizar un andlisis estadistico de los estimadores dependientes de la
escala aqui propuestos, hemos disefiado un algoritmo que nos permitira calcular
los invariantes o, D y K, a partirde o¥ (h), DY (h) y KY (h), respectivamente. Esta
metodologia estd basada en el estudio del comportamiento de cada EDE presenta-
do en secciones anteriores.

Enla ecuacion se puede observar que DV (1) depende de o para ser estimado.
A su vez, la ecuacion 1i nos muestra que K (h) depende de la estimaci6én de
o y de D. Por otro lado, el estimador oV (h) (ecuacién ) no depende de la
estimacion de ninguno de los otros dos invariantes. En este sentido, el orden l6gico
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para estimar estos invariantes es primero o, luego D y finalmente K.

La metodologia propuesta comienza con el clculo de las integrales de correlacion
Urg:’”(h) y Un/ifzm(h) para valores de m > 2. Luego, se debe estimar 0% (h) utilizando
la ecuacion y estas dos ICUs. El siguiente paso consiste en buscar un rango
adecuado de valores de h donde poder estimar . Como ya se sabe o es un inva-
riante, por tanto no debe depender del valor de /. En este sentido, o debe ser esti-
mado en un rango de valores de h donde 0'% (h) sea aproximadamente constante.
En consecuencia para encontrar este rango de valores de h se usard la derivada de
o (h). Se elegird como centro de este intervalo al valor de h para el cual el valor ab-
soluto de dicha derivada sea mds cercano a cero. De esta forma se estimara el nivel
de ruido para cada uno de los valores de m y finalmente o serd igual al promedio

de éstos.

Una vez encontrado o se procede a estimar la dimension de correlacién D. Con
este fin se calcula Drg (h) mediante la ecuaciéon , utilizando las ICUs U rg:m(h),
U rg:’"‘z(h) y el valor de o obtenido con anterioridad. Como se mencion en la sec-
cion ‘ el estimador DY (h) se aproxima a D cuando la distancia entre las curvas
para diferentes valores de m es minima (ver figura[6.1b). En consecuencia, para en-
contrar un rango adecuado de valores h donde estimar D se usara la varianza de
DY (h) a través de m. Este rango se centrara en el valor de h para el cual esta va-
rianza sea minima. Luego, se calculara la dimensién de correlacién para cada valor
de m y D seré fijado como el promedio de estos valores.

Por ultimo, la entropia de correlacion puede ser estimada utilizando K ,;’ (h) (ecua-
cion ), calculada con Urgzm(h), Un/f;m”(h) ylos valores de o y D encontrados
previamente. Como K, es un invariante, esta no debe depender del valor de £, por
tanto, el rango de valores de h donde se estimara K, se escogerd observando la de-
rivada de KV (h). Dicho rango se centrard en el valor de h para el cual el valor ab-
soluto de esta derivada sea mds cercano a cero. Luego, se debe calcular la entropia

de correlacion para cada valor de m y K, serd su promedio.

Debemos mencionar que la implementacién de esta metodologia (ver algoritmo 4)
requiere que las derivadas sean aproximadas utilizando la transformada ondita [144]
ya que esto mejora su convergencia.

Para estudiar estadisticamente el comportamiento de nuestro algoritmo utilizamos
128 realizaciones de la transformacién de Hénon, cada una con una condicién ini-
cial distinta. Cada serie temporal fue contaminada con distintos niveles de ruido
y normalizada para tener varianza unitaria. Luego las ICUs requeridas por el al-
goritmo fueron calculadas utilizando m = {4,5,...,8}. En la figura[6.4] se presenta
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un gréfico de cajas de la estimacion automatica de los invariantes o, D y K, para
diferente numero de vectores de estado L = {500, 1000,3000,5000,10000} y bajo
diferentes niveles de ruido o = {0,0.05,0.2}. Se muestra también el valor reportado
de cada invariante.

Algoritmo 4. Detector automatico de invariantes utilizando los estimadores
dependientes de la escalac? (h), DY (h)y KU (h).

1: Calcular Unf:’"(h) mediante el algoritmo utilizando el cuadrado de la dis-
tancia z,, entre vectores de estado y ruido u,, ~ y2 (h).

2: Calcular U,ff;" (h) mediante el algoritmo ‘ formando vectores de estado
con dimensién (m + 2), calculando el cuadrado de la distancia z,, entre ellos
y utilizando ruido u,, ~ xZ (h). Notar que los grados de libertad de la distri-
bucién Chi cuadrada es m.

3: Obtener el EDE 0;’1 (h) usando la ecuacion . Estimar o dentro de un
rango de valores de i centrado en el i dondela |d 0'% (h)/dh|estamas cerca
de cero. | -| denota el valor absoluto.

4: Calcular el EDE D n’{ (h)usandola ecuaciéon ylaestimacion de o obteni-
daen el paso 3. Estimar D dentro de un rango de valores de h centrado en el
h donde la varianza de D rfl’ (h) paralos diferentes valores de m sea minima.

5: Obtener el EDE KU (h) usando la ecuacion y los valores de o y D ob-
tenidos en los pasos 3 y 4. Estimar K, dentro de un rango de valores de h
centrado en el & dondela |d K n({ (h)/dh| estd mas cerca de cero.

La estimacién de o se muestra en las figuras 6.4, [6.4b|y[6.4cl De forma general

vemos que la metodologia propuesta logra una buena estimacién del nivel de ruido,
incluso para grandes cantidades de ruido y poca cantidad de datos (ver L = 500
en la figura [6.4c). En ausencia de ruido es posible observar en la figura que
esta metodologia sobrestima a o, sin embargo, para niveles de ruido mayores este
algoritmo subestima a o (figuras|6.4b]y[6.4c). Vemos también que la varianza de la
estimacion decrece al incrementar el nimero de vectores de estado disponibles.

La estimacion de la dimensi6n de correlacién se puede observar en las figuras|6.4d,
6.4€|y[6.4f, Para el caso sin ruido vemos en la figura [6.4d que la estimacién de D
por medio de este algoritmo estd muy cerca del valor reportado en la literatura
(D = 1.22). Vemos también que la varianza de la estimacion decrece al aumentar
L. Para niveles moderados de ruido (o = 0.05) se observa en la figura[6.4e/que esta
metodologia sobrestima ligeramente a D. No obstante, el buen desempeiio es difi-
cil de mantener para niveles mayores de ruido (o =0.2). En la figura[6.4flvemos que
aunque la estimacion de D no es precisa, la mediana de la estimacién no esté lejos
del valor reportado para la dimensién de correlacién.
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6.5. Estimador automatico de invariantes

En las figuras|6.4g}|6.4hly[6.4i se presenta la estimacién de K,. En ausencia de ruido
vemos que esta metodologia converge a valores muy cercanos al reportado en la
literatura (K, = 0.3). De forma interesante vemos que para L = 10000 la mediana de
la estimacién esigual a 0.28, siendo este un valor menor al reportado en la literatura.
Esto nos lleva a pensar que tal vez el valor de K, para este sistema sea menor a 0.3.
Sin embargo estos resultados son numéricos y no existe en la literatura un resultado
tedrico para esta transformacién. Se muestra en la figura[6.4h| que al aumentar el
valor del ruido a o = 0.05 este algoritmo subestima ligeramente al valor reportado
de K.Y aunque para valores mayores de ruido (o = 0.2) la estimacion de K, no es
precisa, el valor alcanzado por el método aqui propuesto se acerca mucho al valor
reportado.

Los resultados anteriores nos permiten afirmar que el algoritmo presentado en esta
seccion alcanza muy buen desempefio en la estimacién de los invariantes o, D y
K,. Para grandes niveles de ruido la estimacién de D y K, no es precisa debido a los
errores cometidos en la estimacion o . Sin embargo, los valores estimados no estan
lejos de los valores reportados en la literatura.

A continuacién, analizamos el desempeifio de la metodologia propuesta utilizando
el sistema de Mackey-Glass (ver tabla con pardmetros a =0.2, b =0.1,c =10y
A =23. Escogimos este sistema ya que sus valores de dimensién y entropia de co-
rrelacién estan disponibles en la literatura [79]. Utilizamos 128 realizaciones, cada
una con una condicidn inicial distinta, a las cuales se les agreg6 ruido hasta alcanzar
diferentes niveles (o = {0,0.05,0.2}). Ademds se normalizaron para tener varianza
unitaria. Las ICUP="g fueron calculadas para m = {4,6,...,16} y el retardo de in-
mersion 7 fue elegido utilizando la funcién de informaciéon mutua (7 = 20). Los
15 vecinos mads cercanos de cada vector de estado fueron descartados para evitar
correlaciones temporales [12].

Los resultados de esta simulaci6n se resumen en la figura[6.5/donde se muestran los
graficos de cajas correspondientes a la estimacion de o, D y K, para diferente nu-
mero de vectores de estado L = {1000,3000,5000,7000,10000} y niveles de ruido.
Podemos ver en la figura[6.5a que, en el caso sin ruido, la estimacién de o es menos
precisa para este sistema que para la transformacion de Hénon para longitudes de
datos cortas. No obstante, para Q > 5000 la convergencia al verdadero valor de o
es muy buena. Para niveles de ruido moderado (o = 0.05) vemos en la ﬁgura@
que o es ligeramente subestimado. En la figura 6.5 se observa que para grandes
niveles de ruido o = 0.2 la precision de este algoritmo para estimar o, decrece en
comparacion con lo obtenido para niveles menores de ruido. Sin embargo, el valor
de la mediana de cada caja estd muy cerca al valor real de . Como seria de espe-
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rar, la varianza de la estimacion decrece al incrementar el nimero de vectores de
estado disponibles.

Los resultados en la estimacién de D se muestran en las figuras|6.5d} [6.5¢|y|6.5f|
Para los casos sin ruido (figural6.5d) y o =0.05 (figura[6.5€) vemos que este algorit-
mo subestima ligeramente el valor de la dimension de correlacién reportada para
este sistema (D = 2.44 [79]), atn asi, dicha estimacién es muy cercana a este valor.
Es de destacar que para valores grandes de ruido (o = 0.2) la figura 6.5 muestra
convergencia al valor reportado de D. Comparando estos resultados con los obte-
nidos para la transformacién de Hénon nos hace pensar en la posibilidad de que el
valor reportado en la literatura para este invariante pueda ser un poco menor a 2.3.
Sin embargo, cabe la posibilidad de que la estimaciéon de D esté sesgada debido a
imprecisiones en la estimacion de o.

Por otro lado, vemos en las figuras [6.5g} |6.5h| y [6.5i que la estimacién de K, por
medio de esta metodologia es coherente con su valor reportado K, = 0.008 [79].
Esto se da incluso para altos niveles de ruido y con imprecisiones en la estimacién
deo yD.

Un aspecto importante para el buen funcionamiento de método aqui propuesto es
el uso de la transformada ondita para aproximar derivadas. Esta implementacion
incorpora un filtro pasa-bajos el cual ayuda a mitigar las oscilaciones de alta fre-
cuencia caracteristicas de los estimadores basados en la ICU.

Claramente, otra forma de mitigar estas oscilaciones es incrementando el niimero
de comparadores en el algoritmo de correlacion asistido por ruido (ver figura[4.1).
Lo anterior puede ser llevado a cabo mediante dos caminos: el primero consiste en
incrementar la longitud de la serie temporal, lo que no es siempre posible. El se-
gundo camino consiste en calcular todas las distancias Z,, (o sus cuadrados) entre
todos los vectores de estado. Esto incrementard el nimero de comparadores en el
algoritmo. Luego, habria que hacer copias de cada distancia Z,, y a cada copia agre-
garle una realizacion de ruido u,, diferente. Esta informacién debera pasar a los
comparadores donde se realiza el proceso de umbralado. Finalmente, la suma de
correlacién asistida por ruido S () serd calculada como el promedio entre la salida
de todos los comparadores. Es necesario aclarar que la suavidad de las curvas y el
costo computacional se incrementan con el niimero de copias.
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6.6 Conclusiones

En este capitulo se dedujeron analiticamente los estimadores dependientes de la
escala oV (h), DV (h)y KV (h) para los invariantes o, D y K, respectivamente. He-
mos estudiado el comportamiento de estos estimadores ante diversos niveles de
ruido y longitudes de datos. En comparacion con los EsDE propuestos por Nolte y
col. podemos concluir que tanto los estimadores de nivel de ruido O'% (h) yalfl (h)
como los de dimensién de correlacién DY (h)y D (h) se comportan de forma simi-
lar. Por otro lado, el estimador K n({ (h) es muy superior a su contraparte K”Tl (h) para
la estimacion de K,.

En base a los estimadores ¥ (k), DV (h) y KY (h) hemos propuesto un algoritmo
parala deteccién automatica de los invariantes o, D y K,. Mostramos que esta me-
todologia estima de manera confiable cada uno de estos invariantes, incluso ante la
presencia de grandes niveles de ruido. Pese a que la precision de dicha estimacion
estd fuertemente ligada a la precision en el cdlculo de o, los resultados obtenidos
con modelos cldsicos usados en la literatura muestran un muy buen desempeiio
del enfoque aqui propuesto.
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Somewhere, something incredible is waiting
to be known.

Carl Sagan

Conclusiones finales y trabajos futuros

Esta tesis doctoral contiene dos avances diferentes que permiten caracterizar la
complejidad de un sistema. Hemos investigado profundamente cada una de estas
metodologias y presentamos aqui nuestras conclusiones.

El primer avance estd relacionado con la ApEn. Este estadistico presenta dos pro-
blemas principales: la alta dependencia al valor de sus parametros y la incapacidad
para discriminar dindmicas de diferente complejidad bajo niveles altos de ruido.
El primero de estos problemas es parcialmente solucionado al utilizar el estimador
ApEn,,,,. Sin embargo altos niveles de ruido también disminuyen la capacidad de
discriminacién de este estimador. Como solucién propusimos el estimador h,,,,,.
Mediante simulaciones con sistemas dindmicos de baja y alta dimensién, estudia-
mos el comportamiento tanto de h,,,, como de ApEn,,,, en funcién de sus para-
metros. Observamos que a medida que cambia la dimensién de inmersion estos
estimadores se complementan. Es decir, cambios de regularidad que no se reflejan
ApEn,,,., pueden reflejarse en h,,,, y viceversa. En este sentido concluimos que
h,,... brinda informacién ttil para el proceso de discriminacién entre dindmicas.
Mas atn, el uso conjunto de h,,,, y ApEn,,,, hace que el proceso de clasificacion
sea robusto ante grandes cantidades de ruido y poca longitud de datos.

En base a estos resultados disefiamos un detector de episodios ictales a partir de
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sefiales de EEG. Los resultados muestran que, en la sefal estudiada, es posible de-
tectar este tipo de episodios epilépticos utilizando conjuntamente ApEn, .., V Ripay -
No obstante, es necesario un estudio estadistico profundo con una base de datos
completa. También, hemos disefiado un detector de voces patolégicas a partir de
sefales de voz. Este detector fue puesto a prueba utilizando una base de datos. Los
resultados de validacién cruzada, nos permiten concluir que utilizando los estima-
dores ApEn,,,. Y h... €s posible clasificar voces patoldgicas y normales. También
que la clasificacion es més robusta cuando se utiliza estimaciones de ApEn,,,,, Y
h,... para varios valores de m superiores pero cercanos a la minima dimensién de
inmersion.

El segundo avance contenido en este documento guarda relacién con los invarian-
tes D y K,. Estas cantidades se estiman a partir de la integral de correlacién, que a
su vez, se calcula a partir de algoritmo de correlacién. En la literatura se reportan
dos tipos de integrales de correlacion: la estdndar y la ICG. En presencia de ruido
la integral de correlacién estandar es incapaz de estimar adecuadamente D y K.
Esta deficiencia es superada por la ICG. Sin embargo, ésta presenta problemas para
estimar K,. Como solucién propusimos la ICAR y la ICU, las cuales pueden ser cal-
culadas mediante el algoritmo de correlacién asistido por ruido. Un resultado muy
importante de este estudio es que la integral de correlacién estandar y la ICG son
casos particulares de la ICAR. Concluimos que agregar ruido a las distancias entre
vectores de estado en el algoritmo de correlacién es equivalente a calcular la inte-
gral de correlacion con una funcién nicleo asociada a la naturaleza del ruido. Es
decir, el ruido induce una funcion ntcleo. En base a esto, propusimos la ICU cuya
funcién nucleo incorpora informacién sobre la dimensién de inmersion. Las simu-
laciones con la ICU nos permiten concluir que ésta es capaz de estimar D y o de
forma similar a la ICG. Sin embargo, es importante resaltar que la estimaciéon de K,
es mucho mejor a partir de la ICU que de la ICG.

En base a la ICU deducimos estimadores dependientes de escala para D, K, y o
y disefiamos una metodologia para estimar automdaticamente estos invariantes. La
validacién estadistica de esta metodologia nos lleva a concluir que mediante los
EsDE propuestos es posible aproximar los invariantes D, K, y o de forma confiable,
incluso en presencia de ruido.
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7.1 Trabajos futuros

Con respecto al estimador h,,,, ain queda por investigar su relaciéon con la regu-
laridad de una sefnal. Es decir, debemos responder la pregunta de si este estimador
puede medir regularidad. Esto nos llevaria a comprender su posible interpretacion
fisica.

Los buenos resultados de la ICU nos animan a buscar aplicaciones con sefiales bio-
médicas. Queda como trabajo futuro aplicar esta idea al estudio y deteccién de pa-
tologias.

Debido a la estrecha relacion entre el algoritmo de correlacién y el algoritmo uti-
lizado para calcular la ApEn y la SampEn, cabe la posibilidad de extender la idea
general del algoritmo de correlacion asistido por ruido al cdlculo de estos invarian-
tes.
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Apéndice A

En este apéndice se presentaran las deducciones de varias expresiones analiticas
obtenidas y utilizadas en esta tesis para:

dan£=m(h)
dinh

’

que es el funcional que permite encontrar D a partir de la U n/f:m(h). También ana-
lizaremos su comportamiento con y sin ruido.

A.1 Funcional para D basado en ICU#=™

Recordemos que en su forma general la ICU es (ecuacion (5.3)):

T(D/2)T((B+m)/2) (i)m F(ﬂ+m m-D_ m+2_—h2)

r(B/2)T(m/2+1) \20 2 7 2 7 2 402
(A.1)

UP(h)= % (20)Pe 7k
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Definiendo:
p+m m—D m+2
a= ; b= ; c= ;
2 2 2
h? dz h A2)
z=—— -V =0 .
402 dh 202
Yy

iz @ r(D/2)T(m+p)/2) ..
P=(-1) ( ) ([3/2) 2+ 1) e )

Vemos que podemos escribir (A.1) como:
UP(z)=Pz"" E(a,b;c;z).
La derivada de U n/f(z) con respecto a h es:

d d d
—-US(2)=——[P2"" E(a,bic;2)] d;.

Usando [143] ec. 15.2.1]:

iUﬂ( )= thm/z m

ab
dh ™ 202 272 E(a,b;c; Z)"‘— F(a+1,b+1;¢c+1;2)|.

La derivada logaritmica de U n/j (h) se puede obtener como:

dinUf(z)  h d

= —yP
dinh gl g dn o)

zpzm/2+l [ m

ab
= —Fabcz+—Fa+1b+1c+1z
Pzm/2 F(a,b;c;z)[2z* 1 ) ( )]

2abz F(a+1,b+1;¢c+1;2)
=m+ ) (A.3)
c E(a,b;c;z)

y reemplazando los valores de a, b, ¢ y z obtenemos:

dInUP(h) 2m(m—D) ( h? \.E(m+1, 252+ 1252 41,7 ) "
—:m— .
dn m+2  \do?) F(m, 527550

Podemos encontrar otras expresiones para dlnU n/l’:m(h)/ dIn /2 utilizando algunas
de las identidades de la ,F (a, b; c; t). Por ejemplo, a partir de la ecuacién 1D y
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A.2. Comportamiento de din U,{,’”"(h)/ dinh

utilizando la identidad [142] ec. 9.137.12]:

F(a+1,b;c;z)—,E(a,b;c;z),

2

zb
Tzﬁ(a+l,b+1;c+l;z):

podemos escribir:

dann/j(z)_2 ,E(a+1,b;c;2) A5)
dinh ¢ JF(a,b;c;z) p- '
Asimismo, utilizando (zab/c),F (a+1,b+1;c+1;2)=(c —1)[,E (a, b;c—1;2)— E (a, b; c; 2)]
encontramos que:
dInU? (z) 2(e—1) ,E(a,b;c—1;z) A6)
dinh ¢ JE(a,b;c;z) '

A.2 Comportamiento de dIn U,ﬁzm(h)/ dinh

Para series temporales muy ruidosas (o > h), z — 0. Tomando en cuenta que
,E(a,b;c;0)=1yhaciendo f = m obtenemos a partir de la ecuacién (A.5) que:

danrg(h)
dinh

Cuando la series temporales estan libres de ruido o contiene una cantidad relativa-
mente pequeia (o < h)el valor de z — —o0. Utilizando [143] ec. 15.3.7] y el hecho
dequel/z —0:

I'(c)T'(b—
2E((Z,b;c,z)—FEZ))I_((C_Z;(—z)_“zlf(a,1—c+a;1—b+a;l/z)
I'(c)T'(a—b) b
+——(— F(b,1—c+b;1—a+b;1
T@(e—p) 2 Alb1=e a+b;l/z)
I'(c)I'(b— I'(c)I'(a—b
(e)I( 01)(_Z)_a+ (c)l(a )(—z)_b.
I'(b)T'(c—a) I'(a)T(c—b)
Podemos reescribir la ecuacion como:
AR _ | zab Bl s
- c)(b—a —a c)l(a—b
dinh ¢ ll:gb))li"((c—a% (_Z )b + ll:ga))ll:((c—b%
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Finalmente, teniendo en cuenta que a > b y restaurando el valor de b podemos ver
que:

dannff(h)_m_Zab F(c+1)1"(a—b)]/[F(C)l"(a—b)]
dinnh ¢ [T(a+1)I'(c—b)] |LT(a)T(c+b)
=m—2(ab/c)(c/a)
=D. (A.7)

Hemos demostrado que bajo condiciones ideales el funcional dInU ,ﬁzm(h)/ dinh
esigual ala dimension de correlacion. Por el contrario para sefiales con unarelacion
sefial a ruido pequeiia este funcional tiende a la dimensién de inmersién m.
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Apéndice B

En este apéndice se deduciré la expresion analitica para:

Uﬂ:m+2(h)

ln m+2

Un"(h)

que es el funcional que permite encontrar K, a partir de la U rf:m(h). También ana-
lizaremos su comportamiento con y en ausencia de ruido.

B.1 Funcional para K, basado en ICUP=™

Partiremos de la forma general de la ICU (ecuacion (5.3)):

Uﬁ(h)zﬂ(ZG)De_mTKZF(D/Z)T((/j+m)/2) (i)sz(/}-i-m, m—D; m+2; —hz).
" 2 r(B/2)T(m/2+1) \20) '\ 2 2 2 402
(B.1)
Haciendo: _
M = %(ZU)DT(D /2), (B.2)

utilizando las definiciones de la ecuacién (A.2) yla ecuacién (B.2) podemos escribir
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la ecuacion (B.1) como:

B — r(a) _\m/2 . —-m7K,
U, (z) M—F(ﬂ/Z)F(c)( z)"* FE(a,b;c;z)e . (B.3)

Escribimos el cociente U,,/f +2

(2)/UP(z) como:

UL (z)  Tla+2)r(B/2)(c ., JE(a+2,b+1;c+1;2)
Uliz) T(@r((p +2)/2)r(c+1) F(a,b;c;z)
_2a(a+1) JF(a+2,b+1;¢c+1;z) _,
~ Bc 7 Flabica)

(B.4)

Restituyendo los valores de a, b, ¢, z y haciendo 5 = m obtenemos:

In

"y | \m+2 JE (m, 52 2, 2

ﬂm+2 2 2m—D 1m+2 1—h2
U h 1 h m+ + +’02
Lw_ln{(m ()AL 4)}_% .

B.2 Comportamiento deln U ,ﬁ v *2(h)/ U,ﬁ:m(h)

Teniendo en cuenta que para series temporales con un elemento de ruido aprecia-
ble o> hyque F (a,b;c;0)=1, es facil ver a partir de la ecuacion lb que:
Uﬂ m+2 ( h)
_—

1 m+2

Us="(h)

De igual forma en la que procedimos en el Apendice[A] Para casos sin ruido o con
una cantidad relativamente poca (o < h) el valor de z — —o0. Partiendo de la ecua-
ci6n (B.4), utilizando [143, eq. 15.3.7] yelhecho de que 1/z — 0 es posible demostrar
que:

2 O (b—a—1) | _b—a—1 , T(c+1)[{a—b+1)

lm U£+2( ) 2a(a—1)t b+1 D) %) T Taroieh) -2k,
AP—" T(ONba) [ \b—a | T ab) ’

/220 U, (2) Be o 2)  + FareDh)
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B.2. Comportamiento de In U lﬁ ="2(h) /UL (h)

+2

y sabiendo que a > b:

UL (z) 2a(a+1) F(c+1)1"(a—b+1)] [F(c)l“(a—b)]e_zmz

== glz)  Pe I(a+2)I(c—b) ]"|T(a)T(c+b)
_a=b (B.6)
B ' '

Restaurando los valores de a, b, z y tomando logaritmo a ambos lados de la ecua-

cion (B.6):

ULk (D
In 5 :1n(—+1)—271<2, (B.7)
U (h) B
y haciendo 8 = m:
Ubs*(h) (D
Un (h) m

Finalmente, podemos analizar de la ecuacién (B.8) que cuando m > D:

Uﬂ:m+2(h)

ln m+2

= —2K,T. (B.9)
UL~ (h) ’
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Apéndice C

En este apéndice se presentara la deduccion analitica para AV (h), que es el funcio-
nal que permite encontrar ¢ a partir de la ICU. Encontraremos una aproximacion
que facilite su cdlculo y analizaremos su comportamiento.

C.1 Funcional para o basado en ICUP="

Nos basaremos en la metodologia planteada en [84]. Partimos entonces del estima-
dor

AU (h)_

n,m - (Cl)
’ n,m

1 [dInUP(h) dInUP(h)
dinh  dnh

Utilizando la ecuacién (A.5) y haciendo n = m+2 podemos escribir la ecuacién (C.1):

(m+2,b;¢;2) E(m+1,b;c;z)
} (C.2)
+1,

m
( —2m?2
m

AY (2) 1{2(m+1)ZE
zZ)=— y
m 2 E b;¢;z) ,E(m,b;c;z)

donde b=(m+2—D)/2, é=(m+4)/2, b=(m—D)/2, c=(m+2)/2y z =—h?/40?.

2

Analizaremos el estimador A% (h) como una funcién de h con un o fijo. Si h — 0,
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z—0y ,F(a+l,b;c;z)/,FE(a,b;c;z)=1.Por tanto:

limAY (z) :% 2(m+1)—2m]

z—0

=1. (C.3)

Por otro lado, cuando h — 00, z — —o0. Utilizando [143} eq.15.3.7] y el hecho de
que 1/z — 0 podemos demostrar que:

JF(a+1l,b;c;2) a—Db

= : C.4
JE(a,b;c;z) a €4
yeéen consecuencia:
1 +2—D —D
nmAU(z):_{2[m+1_m—]_z[m_m_]}
z—0 2 2 2
=0. (C.5)

Podemos observar entonces que AY (z) es una funcién que decrece de forma mo-
notona desde 1 hasta 0 a una velocidad determinada solo por el valor de .

Para series temporales provenientes de sistemas dindmicos de baja dimensiéon y
para m y n grandes se puede ver que b ~ ¢ y b ~ c. Teniendo en cuenta que
JE(a,b;b;z)=(1-2)"1a ecuaciénpuede reducirse a:

AU (2)~ 1[2(m+1)_ 2m ]
m 2 1-z 1—z
! (C.6)
11—z '

Es posible analizar que la ecuacion (C.6) también cumple con los limites presenta-
dos enlas ecuaciones (C.3) y (C.5). Finalmente reemplazando el valor de z tenemos
que:

402

AY (W)~ ———.
n () 402+ h?

(C.7)

Para finalizar debemos aclarar que para estimar el funcional A% (h) se necesita la
integral de correlacion U,g:;" que es la ICU con dimension de inmersion m +2'y

dimensién de ruido = m.
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