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Resumen

Este trabajo explora la relación entre la estabilidad de pequeñas perturbaciones
de sistemas de Haar y la geometría del dominio de las funciones del espacio L2

subyacente.
La teoría de las integrales singulares se instala en dos puntos centrales de todo

el desarrollo:

1. proveyendo el recurso técnico mas importante de toda la tesis; el Lema de
Cotlar,

2. recibiendo, como contraprestación, una nutrida familia de ejemplos que per-
miten resolver algunos problemas abiertos de análisis armónico en espacios
de tipo homogéneo, como el de caracterización de los pesos de Muckenhoupt
como aquellos que garantizan la acotación en espacios de Lebesgue de ciertas
familias de integrales singulares.

Así, la tesis contiene aportes de la teoría de integrales singulares al estudio de
perturbaciones de bases de Haar y recíprocamente. Que también puede verse como
una interacción entre las líneas que, no sin riesgo de imprecisión, podemos llamar
moderna y clásica del análisis armónico.

En la dirección �herramientas clásicas� → � resultados modernos� mencionamos
que el Lema de Cotlar nos permite:

desarrollar técnicas para el análisis de la estabilidad dentro de la clase de
las Bases de Riesz de L2 por pequeñas �perturbaciones geométricas� en los
soportes de sistemas de Haar en contextos euclídeos, euclídeos ponderados y
en espacios métricos con medida,
construir bases de Riesz regulares con soportes ajustados a los cubos diádicos
regularizando las wavelets de Haar por convolución. Como consecuencia las
funciones regulares obtenidas tienen soporte compacto y son C∞,
desarrollar una estrategia similar a la de L2(R, dx) en L2(R, wdx), con w un
peso de Muckenhoupt y obtener bases de Riesz suaves y de soportes ajustados
a diádicos tanto en el modo producto tensorial (multiparamétrico) como en
el modo �uniparamétrico� de L2(Rn, wdx) cuando w es un producto tensorial
de pesos Ap(R),
obtener condiciones geométricas su�cientes en términos de dimensiones de
cubos diádicos y de sus fronteras en espacios de tipo homogéneo para que
los procesos de aproximación estudiados en el caso euclídeo, conduzcan a
resultados de estabilidad.

En la dirección inversa, se analizan las integrales singulares que surgen en la
confección de los sistemas de Bessel regulares. Estas integrales singulares también
resultan operadores de tipo Calderón-Zygmund, por lo tanto se prueba la acotación
de estas en los espacios Lp(X,µ) y los espacios pesados Lp(X, νdµ). En Rn los pesos
de Muckenhoupt se caracterizan por la acotación del operador maximal y por la
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6 RESUMEN

acotación de las transformadas de Riesz (ver [19]). Mostramos que el mismo tipo
de caracterización es válida en el caso de las integrales singulares inducidas por los
métodos de sumabilidad en la teoría de wavelets.

Finalmente demostramos una caracterización, via wavelets de Haar, de espacios
de Banach de funciones. La herramienta principal es un teorema de extrapolación.



Introducción. Idea central de la Tesis

La transformada de Hilbert, de�nida por Hφ = v.p. 1
x
∗ φ para una función test

de Schwartz φ por

Hφ(x) = ĺım
ϵ→0

ˆ

|x−y|>ϵ

φ(y)

x− y
dy,

es el paradigma de integral singular. Es imposible exagerar la importancia del im-
pacto que la comprensión de las propiedades de este operador tiene en el análisis
armónico y en toda la matemática.

En algún sentido la transformada de Hilbert compite con la función maximal de
Hardy-Littelwood en protagonismo en el análisis armónico. Pero más cierto es que
cooperan y, desde un punto de vista más general, ambas pueden ser vistas como
integrantes de una misma familia de operadores.

Para introducir la idea central de la tesis en relación con el uso del Lema de
Cotlar y el análisis en escalas vamos a descomponer la transformada de Hilbert
en operadores autosimilares escalados diádicamente. Sea K(x, y) = χ(x,y)

x−y
, donde

χ(x, y) = 1 si 1 ≤ |x− y| < 2 y χ(x, y) = 0 fuera de esa franja, la �gura siguiente

representa a la función K(x, 0).
El reescalamiento diádico de este núcleo, para cada j ∈ Z, produce la sucesión de

núcleos Kj(x, y) = 2−jK(2−jx, 2−jy) que tienen la particularidad de descomponer
el núcleo de la transformada de Hilbert de una manera especial

1

x− y
=
∑

j∈Z
Kj(x, y).

Lo interesante de la descomposición precedente ha sido observado por Mischa Cotlar
en la primera aplicación de su célebre Lema ([18]). El hecho fundamental detrás de
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8 INTRODUCCIÓN. IDEA CENTRAL DE LA TESIS

esa descomposición, que induce la descomposición

H =
∑

j∈Z
Tj

a nivel de operadores, con Tjf =
´

R
Kj(x, y)f(y)dy, es la casi-ortogonalidad de la

sucesión de los Tj. Los detalles de la prueba pueden encontrarse en el libro �Real
Análisis Methods in Fourier Analisis� de Miguel de Guzman ([32]). Esto permite
demostrar la acotación en L2(R) de la transformada de Hilbert prescindiendo de la
transformada de Fourier. La prescindencia de la transformada de Fourier no sería
un logro importante si no fuera que en las aplicaciones en sumabilidad de series de
wavelets, los núcleos singulares no son invariantes por traslaciones y la transformada
de Fourier no se puede usar.

Es precisamente el tipo de descomposición de H en suma de operadores casi-
autosimilares y casi-ortogonales lo que esta tesis explota como un hecho central.

Las integrales singulares más clásicas del contexto euclídeo Rn tienen que ver
con la teoría del potencial. En particular con derivadas segundas del potencial de
Newton. Los potenciales localmente integrables, de campos centrales y conservativos,
como es el de Newton tienen singularidades débiles (integrables). Pero sus derivadas
segundas tienen la singularidad no integrable. Ni local ni globalmente. En efecto,
como el potencial de Newton es homogéneo de grado −n+2, sus derivadas segundas
son homogéneas de grado −n. Pero, entonces, una compensación asombrosa ocurre,
los núcleos derivados no son absolutamente integrables pero tienen media nula en la
esfera unitaria y esto les devuelve consideración como valores principales.

Los potenciales de tipo Newton o Riesz son fáciles de de�nir en espacios Ahlfors
y aún en espacios de tipo homogéneos generales usando la normalización de Macias
y Segovia.

Sin estructura diferencial, las integrales singulares, en cambio, son más difíciles
de construir en contextos generales. Desde el punto de vista de la de�nición de núcleo
de Calderón-Zygmund tradicional, la expresión �las integrales singulares son difíciles
de construir� carece de sentido puesto que K(x, y) ≡ 0 es un núcleo de Calderón-
Zygmund en cualquiera de los contextos generales en los que trabajamos. Lo que
queremos decir es construir K(x, y) �realmente� singulares. ¾Cómo interpretar lo
de �realmente� singular?. Un modo es preguntarnos cuán lejos o cerca está de la
Maximal de Hardy-Littlewood que es en todos los contextos un control central del
Análisis Armónico. En particular sabremos que algo es �realmente singular� si es
capaz de detectar los pesos de Muckenhoupt.

En Rn las n transformadas de Riesz forman un conjunto chico de integrales
�realmente singulares� porque si todas son acotadas en Lp con peso w, entonces w
está en Ap de Muckenhoupt. Y por lo tanto la maximal de Hardy-Littlewood está
acotada en Lp de tal mismo w. En la parte B de la tesis usaremos los métodos
de sumabilidad para regularizaciones de wavelets de Haar para producir integrales
�realmente singulares� en espacios de tipo homogéneo.

En (1964), en [11] A.P. Calderón introdujo una fórmula, hoy conocida como
fórmula de Calderón o resolución de la identidad de Calderón, que ya contiene los
dos ingredientes esenciales de la que luego sería la teoría de wavelets: análisis en
escala y localización. La fórmula es

(0.0.1) f =

ˆ ∞

0

ψt ∗ ψt ∗ f
dt

t
,
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donde ψ tiene momentos nulos, es radial, suave y ψt(x) = t−nψ(x/t).
La transformada de Fourier Ff(ω) = 1√

2π

´

e−iωtf(t)dt da una representación del

contenido de frecuencia de f . La localización en el tiempo puede ser aproximada si
partimos primero la señal f y tomamos una porción g(s− t)f(s) bien localizada de
f por la ventana g, y entonces le calculamos su transformada de Fourier

(0.0.2) Twinf(w, t) =

ˆ

f(s)g(s− t)e−iωsds.

Esta es la trasformada de Fourier localizada. Muchas elecciones pueden hacerse de
la función ventana g en el análisis de señales, en particular puede elegirse g con
soporte compacto y con una suavidad razonable.

La transformada wavelet provee de una descripción similar de tiempo-frecuencia
con algunas importantes diferencias. La fórmula análoga a (0.0.2) de la transformada
wavelet es la siguiente

(0.0.3) Twavf(a, b) = |a|− 1
2

ˆ

f(t)ψ

(
t− b

a

)
dt.

La transformada wavelets y la transformada localizada calculan el producto in-
terno de f con una familia de funciones indexada en dos niveles, gω,t(s) = eiωsg(s−t)
en (0.0.2), y ψa,b(s) = |a|− 1

2 ψ
(
s−b
a

)
en (0.0.3). Las funciones ψa,b se llaman "wave-

lets", "ondeletas", "ondículas", "onditas".
El estudio de las wavelets comienza en 1982 con los trabajos de Morlet, Arens,

Fourgeau y Giard, Morlet(1983), Grossmann y Morlet (1984).
En el ya clásico libro �Ten lectures on wavelets�, I. Daubechies ([22], (1992)) vuel-

ca el desarrollo de varios trabajos referidos al análisis provisto por la transformada
wavelet y en particular de la construcción de wavelets suaves con soporte compacto.

Las primeras bases ortonormales de wavelets para L2(R) son las de Haar. La
función básica de Haar es

(0.0.4) h(x) =





1 si 0 ≤ x < 1
2

−1 si 1
2
≤ x < 1

2

0 en otro caso

El sistema {hjk(x) = 2−
j
2h(2−jx − k)} es una base ortonormal de L2(R), más

aún, es una base incondicional para Lp(R) con 1 < p < ∞ (ver [22]. cap. 1 y cap.
9). La propiedad de tener soporte compacto es crucial, sin embargo, debido a que
no son continuas, estas wavelets no resultan adecuadas cuando el análisis involucra
funciones regulares.

Por otra parte una base ortonormal de wavelets regulares de L2(R), sin soporte
compacto, es la de Littlewood-Paley, cuya función básica esta dada en términos de

su trasformada de Fourier ĥ(ξ) = (2π)−1/2χ(π,2π](|ξ|) o
(0.0.5) h(x) = (πx)−1(sen2πx− senπx),

cuyo decaimiento es h(x) ∼ |x|−1 para x → ∞. Posteriormente se fueron constru-
yendo sistemas de bases ortonormales de wavelets que conservan lo mejor posible
las propiedades de los sistemas dados por Haar y por Littlewood-Paley. La primera
construcción fue dada por Stromberg (1982), su wavelet tiene decaimiento exponen-
cial y son Ck con k arbitrario pero �nito. El siguiente ejemplo fue dado por Meyer
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(1985), su wavelet cumple que ĥ tiene soporte compacto y es Ck. En 1987 Tcha-
mitchian construye un sistema de wavelets biortogonales. También en 1987 Battle y
Lamarié en 1988 construyeron bases de wavelets ortogonales h ∈ Ck con decaimiento
exponencial. Battle se inspira en técnicas de mecánica cuántica mientras que Lama-
rié en las de Tchamitchian. En 1986 S. Mallat e Y. Meyer desarrollan el análisis de
multiresolución el cual prueba ser una herramienta muy útil para la construcción de
otras bases. Precisamente una de las contribuciones mas importantes de Daubechies
a la teoría es su construcción de wavelets suaves con soporte compacto. Auscher
y Hytönen en [10] hacen un importante aporte al construir wavelets regulares con
decaimiento exponencial en el contexto de espacios métricos con medida.

Un elemento crucial en el resultado de Daubechies es la relación creciente en-
tre regularidad de wavelet y tamaño del soporte. Es decir, a mayor regularidad
requerida, mayor tamaño del soporte. En esta tesis mostramos que los procesos de
regularización que son usuales en el análisis armónico pueden aplicarse para obtener
bases con tanta regularidad como se quiera (o se pueda según el contexto) sin perder
el control del soporte por las familias diádicas subyacentes. Esto puede hacerse si
las condiciones de ortonormalidad se debilitan a quasi-ortonormalidad medida en
términos de bases de Riesz.

Las nocion de base de Riesz sera dada en el Capítulo 1, de preliminares.
Cuando {fk, k ∈ Z} es una sucesión de Bessel en un espacio de Hilbert H con

cota B y {ek, k ∈ Z} es una base ortonormal, el operador T de�nido por

Tf :=
∑

k∈Z
⟨f, fk⟩ ek

está acotado en H con cota B. Inversamente si T está acotado sobre H, entonces
{fk, k ∈ Z} es una sucesión de Bessel con cota ∥T∥.

Cuando fk = ek, T es la identidad. En general, cuando H = L2, T es un operador
integral singular en un sentido amplio. Las técnicas del análisis armónico para la
acotación de operadores incluyen el Lema de Cotlar, cuyo enunciado y demostración
están en el Capítulo 1.

Nuestro interés radica en el caso particular de H = L2, cuando el sistema de
Bessel y la base ortonormal se construyen por dilataciones y traslaciones del espacio
subyacente. En tal caso el operador T tiene una descomposición natural como T =∑

j∈Z Tj. Algunas veces la base ortonormal puede ser elegida de tal manera que los
operadores Tj resulten casi ortogonales en el sentido de Cotlar. Nosotros utilizaremos
esta técnica para producir sucesiones de Bessel regulares y bases de Riesz regulares
y localizadas.

En este trabajo se presentan diferentes versiones de perturbaciones de sistemas de
Haar, algunas de ellas son perturbaciones regulares con soportes localizados. Conti-
nuando con la idea de encontrar sistemas de funciones que conserven las propiedades
de las wavelets de Haar y las de Littlewood-Paley, buscamos sistemas de funciones
con soporte compacto que gocen de algún nivel de regularidad y que caractericen,
de alguna manera, los espacios funcionales Lp, tanto en el contexto euclídeo como en
el de espacios métricos con medida. Otras perturbaciones exploran mejor la relación
del sistema de Haar con el contexto geométrico en el que están de�nidas. En este
sentido cabe mencionar que la estabilidad de perturbaciones por aproximación de
soportes está relacionada de manera natural con cierta regularidad de las fronteras
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de cubos diádicos medida en términos de la relación entre la dimensión de un cubo
y la de su frontera.

La monografía se divide en dos partes, y diez capítulos, en la Parte A se trabaja
en el contexto de espacios euclídeos y consta de cinco capítulos. En el primer capítulo
se enuncian resultados preliminares y herramientas básicas con las que trabajaremos.
En el Capítulo 2 se construyen bases de Riesz, no regulares, con soportes localizados,
por perturbaciones de sistemas de Haar. Las ideas generales de cómo vincular el lema
de Cotlar y el teorema de estabilidad de Favier y Zalik son expuestas en este capítulo
y serán adaptadas a lo largo de toda la monografía.

En los Capítulos 3 y 4 se construyen bases de Riesz regulares en el contexto
euclídeo, considerando en el primero la medida de Lebesgue y cambiando la medida
de Lebesgue por wdx, para w un peso de Muckenhoupt, en el segundo. En el Capítulo
5 se construyen bases de Riesz regulares en espacios L2 con pesos de Muckenhoupt
especiales en Rn.

En la Parte B se trabaja en el contexto de espacios métricos con medida, explo-
rando las relaciones entre geometría y análisis. Para ello en el Capítulo 6 se repasan
resultados de integrales singulares y propiedades básicas de espacios de tipo homo-
géneo y de espacios de Banach generales que serán usados en el desarrollo posterior.

En el Capítulo 7 se estudia la estabilidad como bases de Riesz de perturbaciones
geométricas de sistemas de Haar en L2(X), para X un espacio métrico con medi-
da. En el Capítulo 8 se estudian los operadores integrales singulares inducidos por
sistemas de Bessel de funciones regulares obtenidas por perturbaciones de sistemas
de tipo Haar. Se obtiene la teoría Lp(X) para esos operadores. En el Capitulo 9
se estudian los operadores del Capítulo 8 en espacios pesados Lp(X, νdµ), con ν
un peso en la clase de pesos diádicos de Muckenhoupt y se obtiene un teorema de
caracterización de pesos en términos de integrales singulares. En el Capítulo 10 se
demuestra una caracterización de ciertos espacios de Banach de funciones de�nidas
sobre espacios de tipo homogéneo via wavelets de Haar. Finalmente se detallan las
Conclusiones Generales basadas en los resultados principales de cada capítulo.





Parte A - Contexto Euclídeo





Capítulo 1

Preliminares de análisis funcional y armónico

En este capítulo se presentan resultados cruciales que serán utilizados a lo largo
de esta monografía, está dividido en seis secciones, en la Sección 1 se ilustra, enuncia
y demuestra el Lema de Cotlar, los resultados básicos sobre pesos de Muckenhoupt
se introducen en la Sección 2 mientras que en la Sección 3 se enuncia y demuestra el
Lema de Schur, lema que será utilizado individualmente para la acotación diversos
operadores en algunos casos y en otros se aplicará para complementar el Lema
de Cotlar. En la Sección 4 se enuncian los conceptos y resultados ligados a Marcos,
Sucesiones de Bessel y Bases de Riesz. Uno de los principales teoremas que usaremos
a lo largo de toda la tesis es el �Teorema de estabilidad de Favier y Zalik� cuyo
enunciado se da en la Sección 5. En la Sección 6 se reúnen los conceptos y propiedades
principales de un sistema ortonormal de Haar en L2 con la medida de Lebesgue.

1.1. Lema de Cotlar

Cuando se trabaja con una sucesión de operadores {Tj} de�nidos sobre un espacio
de Hilbert H, y estos cumplen la condición de tener sus normas uniformemente
acotadas por una cota B y además son ortogonales entre si, en el sentido que T ∗

j Ti =
TjT

∗
i = 0 si i ̸= j, entonces el operador de�nido como T =

∑
Tj está acotado sobre

H. En efecto si m y N son números naturales entonces la norma del operador
TN =

∑
|j|≤N Tj cumple la siguiente estimación

∥TN∥2m =

∥∥∥∥∥[(
N∑

i=1

T ∗
i )(

N∑

j=1

Tj)]
m

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥(
N∑

i,j=1

T ∗
i Tj)

m

∥∥∥∥∥

≤
N∑

i1,i2,...,i2m=1

∥∥T ∗
i1
Ti2 ...T

∗
i2m−1

Tim
∥∥ ,

como los operadores Tj son ortogonales entonces sólo sobreviven las composiciones
en las cuales se cruzan los mismos subíndices, esto es

∥TN∥2m ≤
N∑

i=1

∥(T ∗
i Ti)

m∥ =
N∑

i=1

∥Ti∥2m

≤
N∑

i=1

B2m = N B2m,

por lo tanto ∥TN∥ ≤ N1/2mB, haciendo tender m a in�nito obtenemos que la norma
de TN está acotada uniformemente en N por B.

Esta observación puede verse en [43] (Lema 4.1). Cotlar demuestra que el mismo
resultado se obtiene si se debilita adecuadamente la hipótesis de la ortogonalidad
de la sucesión {Tj}. Enunciamos el siguiente resultado debido a Mischa Cotlar [18]
que es conocido como el lema de Cotlar o el lema de ortogonalidad de Cotlar-Stein.
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Lema 1.1.1. Lema de Cotlar. Sea {Ti} una sucesión de operadores lineales y
continuos sobre un espacio de Hilbert H. Supongamos que existe s : Z → (0,∞) tal

que
∑

k∈Z s(k)
1
2 = A <∞, y

∥T ∗
i Tj∥ ≤ s(i− j) y

∥∥TiT ∗
j

∥∥ ≤ s(i− j).

Entonces ∥∥∥∥∥

N∑

i=−N

Ti

∥∥∥∥∥ ≤ A,

Para todo N ∈ N.

Demostración. Sea N ∈ N y T =
∑N

j=−N Tj, dado m ∈ N podemos escribir,

∥T∥2m = ∥(T ∗T )m∥ =

∥∥∥∥∥

[(
N∑

i=−N

T ∗
i

)(
N∑

j=−N

T ∗
j

)]m∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

(
N∑

i,j=−N

T ∗
i Tj

)m∥∥∥∥∥ ≤
∑

k1,...,k2m

∥∥T ∗
k1
Tk2 ...T

∗
k2m−1

Tk2m
∥∥ .

Teniendo en cuenta que
∥∥T ∗

k1

∥∥ =
∥∥T ∗

k1
Tk1
∥∥1/2 ≤ s(0)1/2, y que lo mismo ocurre

con ∥Tk2m∥, acotamos cada sumando de dos maneras,
∥∥T ∗

k1
Tk2 ...T

∗
k2m−1

Tk2m
∥∥ ≤

∥∥T ∗
k1

∥∥ ∥∥Tk2T ∗
k3

∥∥ ...
∥∥Tk2m−2T

∗
2m−1

∥∥ ∥Tk2m∥
≤ s(0)1/2s(k2 − k3)...s(k2m−2 − k2m−1)s(0)

1/2 =M,

y
∥∥T ∗

k1
Tk2 ...T

∗
k2m−1

Tk2m
∥∥ =

∥∥T ∗
k1
Tk2
∥∥ ∥∥T ∗

k3
Tk4
∥∥ ...

∥∥T ∗
k2m−3

Tk2m−2

∥∥ ∥∥T ∗
k2m−1

T2m
∥∥

≤ s(k1 − k2)...s(k2m−1 − k2m) = P.

Luego cada sumando en la estimación para ∥T∥2m se acota por la media geomé-
trica de M y P , y obtenemos

∥T∥2m ≤
N∑

k1,...,k2m=−N

√
MP

≤
N∑

k1,...,k2m=−N

s(0)1/2s(k1 − k2)
1/2s(k2 − k3)

1/2...s(k2m−2 − k2m−1)
1/2s(k2m−1 − k2m)

1/2

= s(0)1/2
N∑

k1,...,k2m−1=−N

s(k1 − k2)
1/2s(k2 − k3)

1/2...s(k2m−2 − k2m−1)
1/2

N∑

k2m=−N

s(k2m−1 − k2m)
1/2

≤ s(0)1/2A
N∑

k1,...,k2m−1=−N

s(k1 − k2)
1/2s(k2 − k3)

1/2...s(k2m−2 − k2m−1)
1/2

≤ s(0)1/2A2m−1

N∑

k1=−N

1 ≤ (2N + 1)A2m.

Por lo tanto ∥T∥ ≤ (2N + 1)1/2mA, tomando m → ∞ obtenemos el resultado
deseado.

�
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En [32] puede hallarse la aplicación detallada del Lema de Cotlar a la acotación
en L2 de la transformada de Hilbert. En [1] se aplica a integrales singulares generales
en espacios de tipo homogéneo. Entre sus aplicaciones más notables se incluye la
demostración del Teorema T (1).

1.2. Pesos de Muckenhoupt en Rn

Una referencia ya clásica sobre la teoría de los pesos de Muckenhoupt es el libro
de García Cuerva y Rubio de Francia [30].

Definición 1.2.1. Sea 1 ≤ p < ∞. Una función localmente integrable y no
negativa w de�nida sobre Rn es un peso de Muckenhoupt Ap, con p > 1, si existe
una constante C tal que la desigualdad

(
ˆ

Q

w

)(
ˆ

Q

w− 1
p−1

)p−1

≤ C |Q|p

se cumple para todo cubo Q de Rn.
Decimos que el peso w está en la clase A1 de Muckenhoupt si se cumple la

siguiente desigualdad, para todo cubo Q en Rn.

1

|Q|

ˆ

Q

w(y) dy ≤ c inf.ess
Q

w(y).

La clase A∞(Rn) es la unión de todas las clases Ap.

En nuestro desarrollo ulterior serán muy importantes las dos propiedades si-
guientes de los pesos de Muckenhoupt. La primera es una simple y muy conocida
propiedad de la clase A∞ que implica la condición doblante para la medida w(x)dx,
debida a B. Muckenhoupt, es la desigualdad

(1.2.2)

( |E|
|Q|

)p

≤ C
w(E)

w(Q)

que se cumple para alguna constante C y cualquier subconjunto medible E de cual-
quier cubo Q, siempre que w ∈ Ap. Aquí w(E) =

´

E
w(x)dx.

Por otra parte el Teorema 2.9, pág. 401 en [30], establece lo siguiente.
Coifman-Fe�erman. Si w ∈ Ap, 1 < p < ∞ entonces existen constantes

positivas y �nitas c y γ tal que la desigualdad

(1.2.3)
w(E)

w(Q)
≤ c

( |E|
|Q|

)γ

se cumple para cualquier cubo Q y cualquier subconjunto medible E de Q.
Las clases de Muckenhoupt están íntimamente relacionadas con las propiedades

de acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood.

Definición 1.2.4. Dada una función f localmente integrable sobre Rn el opera-
dor Maximal de Hardy-Littlewood aplicado a f se de�ne como

Mf(x) = sup
B∋x

1

|B|

ˆ

B

|f(y)| dy.

Donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen a x. Con Md denota-
remos al operador maximal diádico de Hardy-Littlewood de�nido por
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Mdf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

ˆ

Q

|f(y)| dy,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos diádicos Q que contienen a x.

El operador maximalM es del tipo débil (1, 1) y además está acotada en Lp para
1 < p ≤ ∞. Una prueba de esta acotación se encuentra desarrollada [25].

El resultado clásico principal sobre los pesos Ap es la caracterización de los pesos
para los que la maximal de Hardy-Littlewood es acotada en Lp(w). Precisamente en
[30] ( Teorema 2.8, pág.400) se prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5. Sea w un peso en Rn y sea 1 < p <∞. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) M es del tipo débil (p, p) con respecto a w, esto es, existe una constante C
tal que para cualquier función f ∈ L1

loc(R
n) y cualquier λ > 0

w({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤ Cλ−p

ˆ

Rn

|f(y)|pw(y)dy,

b) existe una constante C tal que para cualquier función f ≥ 0 en Rn y cualquier
cubo Q

(
1

|Q|

ˆ

Q

f(y)dy

)p

w(Q) ≤ C

ˆ

Q

f(y)pw(y)dy,

c) w ∈ Ap,
d) M está acotada sobre Lp, esto es, existe una constante C tal que para cual-

quier función f ∈ Lp(w) :
ˆ

Rn

Mf(y)pw(y)dy ≤ C

ˆ

Rn

|f(y)|pw(y)dy.

La maximal diádica Md es mas chica que M , la clase de pesos para los que está
acotada es más grande. Estos pesos son los Ady

p .

Definición 1.2.6. Sea 1 ≤ p < ∞. Una función localmente integrable y no
negativa w de�nida sobre Rn se dice un peso diádico de Muckenhoupt Ady

p , con
p > 1, si existe una constante C tal que la desigualdad

(
ˆ

Q

w

)(
ˆ

Q

w− 1
p−1

)p−1

≤ C |Q|p

se cumple para todo cubo diádico Q de Rn.
Decimos que el peso w está en la clase diádica Ady

1 de Muckenhoupt si se cumple
la siguiente desigualdad, para todo cubo diádico Q en Rn.

1

|Q|

ˆ

Q

w(y) dy ≤ c inf.ess
Q

w(y).

La clase diádica Ady
∞(Rn) es la unión de todas las clases Ady

p .
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1.3. Lema de Schur

El lema de Schur es una extensión de la desigualdad de Young en contextos no
invariantes por traslaciones.

Lema 1.3.1. (Lema de Schur) Sean (X,µ) e (Y, ν) dos espacios de medida σ-
�nita. Sea K : X × Y → R, tal que

a)
´

X
|K(x, y)| dµ(x) < M c.t.p y ∈ Y .

b)
´

Y
|K(x, y)| dν(y) < M c.t.p x ∈ X.

para alguna constante M > 0. Entonces el operador Υ, 1 < p <∞ de�nido por

Υg(x) =

ˆ

Y

K(x, y)g(y)dν(y)

está acotado de Lp(Y, ν) en Lp(X,µ) y además ∥Υ∥ ≤M .

Demostración. Aplicando la desigualdad de Hölder y las hipótesis del enun-
ciado resulta

∥Υg∥pLp(X) =

ˆ

X

|Υg|p (x)dµ(x) ≤
ˆ

X

(
ˆ

Y

|K(x, y)| |g(y)| dν(y)
)p

dµ(x)

≤
ˆ

X

(
ˆ

Y

|K(x, y)|1/p′+1/p |g(y)| dν(y)
)p

dµ(x)

≤
ˆ

X

(
ˆ

Y

|K(x, y)| dν(y)
) p

p′
ˆ

Y

|K(x, y)| |g(y)|p dν(y) dµ(x)

≤Mp/p′
ˆ

Y

|g(y)|p
ˆ

X

|K(x, y)| dµ(x) dν(y)

≤M
p
p′
+1 ∥g∥pLp(Y ) =Mp ∥g∥pLp(Y ) .

�

1.4. Marcos, Bases de Riesz, Sucesiones de Bessel

En un espacio de Banach B general, el concepto de base fue introducido por
Schauder en 1927. La idea de una base de Schauder es la de una familia de vectores
con la propiedad de que cualquier elemento del espacio pueda ser representado de
manera única en términos de los vectores de la base. Más especí�camente, una
sucesión de vectores {ek, k ∈ Z} pertenecientes a B es una base de Schauder para
B si, para cada f ∈ B existe una sucesión única de escalares {ck(f), k ∈ Z} tal que
f =

∑
k ck(f)ek. Este concepto general de base es heredado en el caso particular de

un espacio de Hilbert H.
Un marco también es una sucesión de elementos {fk, k ∈ Z} de H con la ca-

racterística de que podemos escribir a un elemento f ∈ H como serie in�nita de
elementos del marco, sin embargo los coe�cientes no son necesariamente únicos. Las
de�niciones y resultados de esta sección siguen la linea de [15].

Definición 1.4.1. Una sucesión {fk, k ∈ Z} de elementos de un espacio de
Hilbert H es un marco para H si existen constantes A,B > 0 tales que

(1.4.2) A ∥f∥2H ≤
∑

k

|⟨f, fk⟩|2 ≤ B ∥f∥2H para toda f ∈ H.
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Las constantes A y B se denominan cotas del marco.
Existen dos categorías de marco que representan un interés particular para no-

sotros.

Un marco se denomina justo si podemos elegir A = B como cotas del marco.
Si al quitar un elemento de un marco, éste deja de cumplir la desigualdad de
la izquierda en (1.4.2) entonces este marco se denomina marco exacto.

Dos conceptos ligados a estas categorías de marco, y los cuales serán ampliamente
utilizados a lo largo de toda la monografía, es la de sucesión de Bessel y la de base
de Riesz. Especí�camente

Definición 1.4.3. Una sucesión {fk, k ∈ Z} en un espacio de Hilbert H es una
sucesión de Bessel con cota B si la desigualdad

∑

k∈Z
|⟨f, fk⟩|2 ≤ B ∥f∥2H

se cumple para toda f ∈ H.

Si {fk, k ∈ Z} es una sucesión de Bessel con cota B y {ek, k ∈ Z} es una base
ortonormal para un espacio de Hilbert separable H, entonces el operador T sobre
H de�nido por

Tf :=
∑

k∈Z
⟨f, fk⟩ ek

está acotado sobre H con cota B. Inversamente si T está acotado sobre H, entonces
{fk, k ∈ Z} es una sucesión de Bessel con cota ∥T∥.

Definición 1.4.4. Una base de Riesz para un espacio de Hilbert H es una familia
de la forma {Uek, k ∈ Z}, donde {ek, k ∈ Z} es una base ortonormal para H y
U : H → H es un operador biyectivo y acotado.

El siguiente enunciado es una caracterización de Bases de Riesz que puede ha-
llarse en ([15], Teorema 3.6.6).

Teorema 1.4.5. Dada una sucesión {fk, k ∈ Z} en un espacio de Hilbert H,
las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {fk, k ∈ Z} es una base de Riesz para H.
ii) {fk, k ∈ Z} es completa en H y además existen constantes positivas A y B

tales que, dada cualquier sucesión numérica �nita {ck}, se cumple

(1.4.6) A
∑

|ck|2 ≤
∥∥∥
∑

ckfk

∥∥∥ ≤ B
∑

|ck|2

Por otro lado también en [15] (Teorema 6.1.1) el autor prueba que ser una base
de Riesz en un espacio de Hilbert H es equivalente a ser un marco exacto. Esto
implica que una base de Riesz en un espacio de Hilbert H cumple las estimaciones
en (1.4.2), más aún, de la demostración del Teorema 3.6.6 en [15] se desprende el
hecho de que las constantes A y B en (1.4.6) son las mismas que en (1.4.2).
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1.5. Teorema de Estabilidad de Favier-Zalik

El teorema de Favier-Zalik da una versión cuantitativa precisa de un hecho in-
tuitivo: pequeñas perturbaciones de Bessel no cambian el carácter básico de una base
de Riesz. La demostración puede hallarse en [28].

Teorema 1.5.1. Teorema de estabilidad de Favier-Zalik de bases de Riesz. Sea H
un espacio de Hilbert, {fn} una base de Riesz en H con cotas A y B. Sea {gn} ⊂ H
tal que {fn − gn} es una sucesión de Bessel con cota M < A. Entonces {gn} es una

base de Riesz con cota [1−
(
M
A

) 1
2 ]2A y [1 +

(
M
B

) 1
2 ]2B.

El Teorema 1.5.1 se aplicará directamente en el caso en que las funciones {fn}
sean bases de Riesz conocidas, en el contexto de L2(Rn) y L2(X), como por ejemplo
el sistema de Haar u otras bases de Riesz con las que trabajaremos, y las funciones
gn sean perturbaciones de las primeras.

1.6. Sistema ortonormal de Haar en L2(Rn)

Presentamos en esta sección la base ortonormal de wavelets en L2(Rn) más senci-
lla. Esta base es conocida con el nombre de sistema de Haar o sistema de waveletes
de Haar y debe su nombre al trabajo de Alfred Haar (1885-1983) en [33].

Sea D([0, 1]) =
∪

j∈Z Dj([0, 1]) la familia de intervalos diádicos del [0, 1], esto es,

Dj([0, 1]) = {Ijk = [2−jk, 2−j(k + 1)), k = 0, ..., 2j − 1}. El sistema de Haar en el
intervalo [0, 1], H([0, 1]), consiste en las dilataciones y traslaciones diádicas de la
función básica h dada en (0.0.4) normalizadas en L2([0, 1]), esto es,

H([0, 1]) = {hjk(x) = 2j/2h(2jx− k), j ∈ Z, k = 0, ..., 2j − 1}.
En [33], el autor demuestra que este sistema es una base ortonormal de L2([0, 1]).
Este resultado es luego generalizado para el caso de toda la recta Real, esto es, si
D =

∪
j∈Z Dj =

∪
j∈Z{Ijk, k ∈ Z} es la familia de intervalos diádicos en R, con

I = Ijk = (2−jk, 2−j(k + 1)) y la wavelet de Haar asociada a este intervalo es

hI(x) = hjk(x) = 2j/2h(2jx− k), entonces el sistema

H = H(R) = {hI , I ∈ D(R)},
es una base ortonormal para L2(R). Una demostración de este resultado se puede
hallar por ejemplo en el capítulo 1 de [22].

También existen versiones de wavelets de Haar en L2(Rn). En efecto, si Q ∈
D(Rn) es un cubo diádico en Rn, entonces éste se puede escribir como el producto
de sus n proyecciones πi(Q) a los ejes coordenados, las cuales resultan ser intervalos
diádicos en D(R), esto es Q =

∏n
i=1 πi(Q). Si Q ∈ Dj(Rn) entonces cada proyección

πi(Q) pertenece aDj(R). Dado λ = (λ1, ..., λn) ∈ {0, 1}n\{(0, ..., 0)} := Λ, de�nimos
la wavelets de Haar asociada a Q y a λ como

hλQ(x) =
n∏

i=1

λiχπi(Q)(xi) + (1− λi)hπi(Q)(xi).

Se puede demostrar que el sistema de Haar {hλQ, Q ∈ D(Rn), λ ∈ Λ} es una base

ortonormal para L2(Rn) (ver [52], pág. 103), además se desprende de la de�nición

y del hecho de que
∣∣hπi(Q)(xi)

∣∣ = |πi(Q)|−1/2 para todo i = 1, ..., n, que entonces∣∣hλQ(x)
∣∣ =

∏n
i=1 |πi(Q)|

−1/2 = |Q|−1/2 .
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Como el cardinal de Λ es 2n−1, podemos referirnos al sistema de Haar en L2(Rn)
como {hmQ , Q ∈ D(Rn), m = 1, ..., 2n − 1}.

Una base ortonormal en L2(R, wdx), con w localmente integrable, es la siguiente
versión desbalanceada del sistema de Haar (ver [51], pág. 313).

Definición 1.6.1. Para cada I ∈ D, se de�ne la wavelets desbalanceada asociada
a I como

(1.6.2) hwI (x) =
1√
w(I)

{√
w(Ir)

w(Il)
χIl(x)−

√
w(Il)

w(Ir)
χIr(x)

}
.

Donde w(E) =
´

E
w dx, Il es la mitad izquierda de I y Ir es su mitad derecha.

Notar que, si w = 1, con la notación anterior h1I es la wavelet estándar de Haar hI
para L2(R).

Podemos ver que {hwI : I ∈ D} de�nida en (1.6.2) es una base ortonormal para
L2(R, wdx). En efecto, para j ∈ Z, sea

Vj = {f ∈ L2(wdx) : f es constante sobre cada I ∈ Dj}
y observemos que

∪
j∈Z Vj es denso en L2(wdx). Como w no es integrable, (1.2.3)

implica que wdx es duplicante, también obtenemos que
∩

j∈Z Vj = {0}. Para I ∈ D
�jo, el espacio vectorial de dimensión dos de las funciones f de�nidas sobre I que
son constantes sobre cada mitad Il e Ir de I, { χI√

w(I)
, hwI } es una base ortonormal

con el producto interno de L2(wdx). Para j ∈ Z, de�nimos Wj como el complemento
ortogonal en L2(wdx) de Vj en Vj+1, en otras palabras, Vj+1 = Vj ⊕Wj.

De las propiedades de multiresolución de {Vj : j ∈ Z} vemos que

L2(wdx) =
⊕

j∈Z
Wj

Como, para j ∈ Z �jo, la familia {hwI : I ∈ Dj} es una base ortonormal de Wj

obtenemos que {hwI : I ∈ D} es una base ortonormal para L2(wdx).
Una versión de sistemas ortonormales de L2(X) para espacios métricos con me-

dida duplicante, como Rn con la medida de Lebesgue |·|, puede encontrarse en [6],
pág.23.

A continuación describimos brevemente una construcción de sistemas de tipo
Haar en L2(Rn, wdx) para un función, no negativa y localmente integrable w tal que
su integral sobre cualquier cuadrante en Rn sea in�nita.

Si consideramos en Rn la familia de cubos diádicos estándar D =
∪

j∈Z Dj y

de�nimos Vj := {f ∈ L2(Rn, wdx)/ f es constante sobre cada Q ∈ Dj} entonces
la familia {Vj} cumple las propiedades de un análisis de multiresolución, esto es,
Vj ⊂ Vj+1, como el espacio generado por {χQ, Q ∈ D} es denso en L2(Rn, wdx)

obtenemos que
∪

j∈Z Vj = L2(Rn, wdx), y como la integral cobre cualquier cuadrante
de w es in�nita entonces

∩
j∈Z Vj = {0}.

Para j ∈ Z y Q ∈ Dj, sea O(Q) := {Q′ ∈ Dj+1/ Q′ ⊂ Q}, elegimos un cubo
Q′

0 ∈ O(Q) cualquiera y de�nimos O′(Q) := O(Q)\{Q′
0}.

Sea Vj+1(Q) la restricción de Vj+1 al cuboQ, entonces el espacio vectorial Vj+1(Q)
tiene como base algebraica a la familia {χQ} ∪ {χQ′ , Q′ ∈ O′(Q)}. Aplicando el
algoritmo de ortonormalización de Gram-Schmidt (u otro), con el producto ⟨, ⟩w
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de L2(Rn, wdx), comenzando con la función χQ, obtenemos una base ortonormal

Bj+1(Q) := {χQw(Q)
−1/2}∪ {hw,Q′

Q , Q′ ∈ O′(Q)}. Como ♯O′(Q) = 2n− 1, podemos

escribir sin pérdida de generalidad Bj+1(Q) := {χQw(Q)
−1/2}∪{hw,m

Q , m = 1, ..., 2n−
1}. Sea Wj la clausura en L2(Rn, wdx) del espacio lineal generado por el conjunto
{hw,m

Q , Q ∈ Dj, m = 1, ..., 2n − 1}. Es fácil veri�car que Vj+1 = Vj ⊕Wj, lo cual

implica que L2(Rn, wdx) =
⊕

j∈ZWj.

La familia Hw := {hw,m
Q , Q ∈ D, m = 1, ..., 2n − 1} es una base ortonormal

de tipo Haar, para L2(Rn, wdx) inducida por la familia diádica D. Es claro que
´

Q
hw,m
Q wdx = 0 y que hw,m

Q es constante sobre cada Q′ ∈ O(Q), esto es, hw,m
Q =∑

Q′∈O(Q)C
m,Q
Q′ χQ′ . El proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt no deja claro

si las constantes Cm,Q
Q′ son distintas de cero siempre, sin embargo es podible construir

sistemas de Haar de modo que cada Cm,Q
Q′ ̸= 0 y además existan constantes c1 y c2

mayores que cero y dependiendo sólo de la dimensión n y de w tal que c1w(Q)
−1/2 ≤∣∣∣Cm,Q

Q′

∣∣∣ ≤ c2w(Q)
−1/2. Veremos brevemente esto en el contexto abstracto.





Capítulo 2

Perturbaciones de bases de Haar por aproximación de
soportes en el espacio euclídeo

En este capítulo exploraremos, en tres secciones, la estabilidad del carácter básico
de perturbaciones de sistemas de Haar por contracción de soportes. En las dos
primeras secciones consideraremos los casos euclídeos invariantes por traslaciones y
en la tercera abordaremos el caso desbalanceado por pesos de Muckenhoupt. En la
Parte B de esta tesis exploraremos los mismos problemas en contextos geométricos
más generales y daremos condiciones geométricas su�cientes para obtener el mismo
tipo de estabilidad.

2.1. Perturbaciones del sistema de Haar de L2(R)

En esta sección construimos perturbaciones de un sistema de Haar que resultan
de aproximar las wavelets soportadas sobre los intervalos diádicos por combinaciones
lineales de características de subconjuntos de éstos. Probaremos que el nuevo sistema
perturbado resulta una base de Riesz de L2(R) si la aproximación de los soportes es
su�cientemente justa.

Para cada j ∈ Z consideramos la familia de intervalos diádicos en R de nivel
j, Dj = {I = [k2j, (k + 1)2j), k ∈ Z} y sea D =

∪
j∈Z Dj la familia de intervalos

diádicos usuales en R. Sea H = {hI , I ∈ D} el sistema de wavelets de Haar en
L2(R).

Comenzaremos por aproximar los intervalos diádicos desde adentro por subcon-
juntos simétricos. Motiva esta construcción particular, su eventual uso en aproxima-
ciones suaves de tipo "spline"para las funciones de Haar.

Para cada I ∈ D, tendremos subconjuntos EI ⊂ I simétricos respectos del centro
de I y tal que la medida de la diferencia I\EI sea su�cientemente pequeña. Una
grá�ca de estas funciones h

ϵ

I se presenta en la siguiente �gura

Teorema 2.1.1. Sea c =
√
6
[
1 + 2

(
1/ 4√2

1−1/ 4√2

)]
y 0 < ϵ < c−2, para cada I ∈ D

sea EI un subconjunto de I que satisface las siguientes propiedades,

i) EI es unión de dos sub-intervalos de I, simétricos con respecto al centro dei
intervalo I,

25
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ii) |I\EI | ≤ ϵ |I| , para todo I ∈ D.

Entonces la familia {hϵI = hIχEI
, I ∈ D} es una base de Riesz en L2(R), con

cotas Aϵ = (1− (c2ϵ)1/2)2 y Bϵ = (1 + (c2ϵ)1/2)2.
Más especí�camente {hϵI : I ∈ D} es base de L2(R) y para toda f ∈ L2(R), se

veri�can las siguientes desigualdades

(2.1.2)
(
1− (c2ϵ)

1
2

)2
∥f∥2L2(R) ≤

∑

I∈D

∣∣∣
⟨
h
ϵ

I , f
⟩∣∣∣

2

≤
(
1 + (c2ϵ)

1
2

)2
∥f∥2L2(R) .

Para probar el Teorema 2.1.1 utilizaremos el Teorema de Favier-Zalik 1.5.1, el
Lema de Cotlar 1.1.1 y Lema de Schur 1.3.1.

Demostración. Sea ϵ > 0, consideramos la sucesión de diferencias {bϵI = hI −
h
ϵ

I , I ∈ D}. Observemos que como {hI , I ∈ D} es una base de Riesz con cotas
A = B = 1 en L2(R), aplicando el Teorema 1.5.1 será su�ciente probar que {bϵI} es
una sucesión de Bessel con cota Bessel Cϵ = c2ϵ. Esto es, dada f ∈ L2(R) veremos
que

∑

I∈D

∣∣∣
⟨
f, b

ϵ

I

⟩∣∣∣
2

≤ Cϵ ∥f∥2L2(R) .

Para esto consideramos el operador sobre L2(R) de�nido por

Tf(x) :=
∑

I∈D

⟨
f, b

ϵ

I

⟩
hI(x).

Notemos que, por la ortonormalidad de H, resulta ∥Tf∥2L2(R) =
∑

I∈D

∣∣∣
⟨
f, b

ϵ

I

⟩∣∣∣
2

, en

consecuencia lo que queremos probar es que ∥Tf∥2L2(R) ≤ Cϵ ∥f∥2L2(R).
Dado que

Tf(x) =
∑

j∈Z

∑

J∈Dj

⟨
f, b

ϵ

J

⟩
hJ(x) =

∑

j∈Z
Tjf(x)

donde Tjf =
∑

J∈Dj

⟨
f, b

ϵ

J

⟩
hJ , aplicaremos el Lema de Cotlar 1.1.1 con la sucesión

de operadores {Tj}. Es necesario entonces encontrar la expresión de T ∗
j . Para f y g

en L2(R) tenemos

⟨Tjf, g⟩ =
∑

J∈Dj

⟨
f, b

ϵ

J

⟩
⟨hJ , g⟩ =

⟨
f,
∑

J∈Dj

⟨hJ , g⟩ b
ϵ

J

⟩
=
⟨
f, T ∗

j g
⟩

de donde se deduce que T ∗
j f =

∑
J∈Dj ⟨f, hJ⟩ b

ϵ

J para cada j ∈ Z.
A continuación analizamos ∥T ∗

i Tj∥. Por la ortogonalidad de H, si i ̸= j, resulta

T ∗
i Tjf =

∑

I∈Di, J∈Dj

⟨
f, b

ϵ

J

⟩
⟨hJ , hI⟩ b

ϵ

I = 0,

en cambio, si i = j tenemos que

∥∥T ∗
j Tjf

∥∥
L2(R)

= ∥Tjf∥2L2(R) =
∑

J∈Dj

∣∣∣
⟨
f, b

ϵ

J

⟩∣∣∣
2

≤
∑

J∈Dj

∥f∥2L2(J\EJ )

∥∥∥bϵJ
∥∥∥
2

L2(J\EJ )
.
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Como |hJ(x)| ≤ 1

|J | 12
, de la hipótesis y la de�nición de b

ϵ

J resulta,

∥∥∥bϵJ
∥∥∥
2

L2(R)
=

ˆ

J\EJ

∣∣∣bϵJ
∣∣∣
2

dx ≤ |J\EJ |
|J | ≤ ϵ.

Por lo tanto, como la familia {J\EJ , J ∈ Dj} es disjunta de a pares obtenemos∥∥T ∗
j Tjf

∥∥
L2(R)

≤ ϵ ∥f∥2L2(R) . Resumiendo,

(2.1.3)
∥∥T ∗

j Ti
∥∥ ≤

{
0 si i ̸= j
ϵ si i = j.

Estimamos ahora
∥∥TiT ∗

j

∥∥. Puesto que ahora TiT ∗
j f =

∑
I∈Di,J∈Dj ⟨f, hJ⟩

⟨
b
ϵ

J , b
ϵ

I

⟩
hI ,

la interferencias entre escalas distintas no está controlada ya que no hay, a priori,
ninguna ortogonalidad en la familia {bϵJ}. Pero

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(R)

=

∥∥∥∥∥
∑

I∈Di

⟨
∑

J∈Dj

⟨f, hJ⟩ b
ϵ

J , b
ϵ

I

⟩
hI

∥∥∥∥∥

2

L2(R)

(2.1.4)

=
∑

I∈Di

(
∑

J∈Dj

⟨f, hJ⟩
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩)2

.

Para estimar la suma precedente aplicamos el Lema de Schur 1.3.1 en el siguien-
te contexto, X = Di, Y = Dj, con µ y ν las medidas contadoras sobre X e Y
respectivamente. Sea Υ el operador sobre L2(Y ) de�nido por

Υg(I) =
∑

J∈Dj

⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩
g(J) =

ˆ

Y

Kϵ(I, J)g(J)dν(J),

donde Kϵ(I, J) =
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩
. Podemos observar que para el caso particular en que

g(J) = ⟨f, hJ⟩ la ecuación (2.1.4) puede escribirse como

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(R)

=

ˆ

X

|Υg(I)|2 dµ(I).

Veamos que el operador Υ está acotado de L2(Y ) en L2(X) con una constante
dependiendo de ϵ, i y j adecuada. Consideramos separadamente los casos j ≥ i y
i > j. Comenzamos suponiendo que j ≥ i. Para J ∈ Dj dado, por las propiedades

del soporte de b
ϵ

J , el producto escalar
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩
di�ere de cero para a lo más un I ∈ Di.

Por lo tanto resulta
ˆ

X

|Kϵ(I, J)| dµ(I) =
∑

I∈Di

∣∣∣
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩∣∣∣ =
∣∣∣∣
ˆ

J\EJ

b
ϵ

I(x)b
ϵ

J(x)dx

∣∣∣∣

≤ |J\EJ |
|I| 12 |J | 12

=
ϵ |J |

|I| 12 |J | 12
≤ ϵ2

−(j−i)
2 .(2.1.5)

Con esto probamos la primera de las hipótesis en el Lema de Schur para el núcleo

Kϵ con M = ϵ2
−(j−i)

2 . Para chequear la segunda de las hipótesis, en el mismo caso
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j ≥ 1, dado I ∈ Di, para estimar
´

Y
|Kϵ(I, J)| dν(J) partimos el espacio Y = Dj en

tres conjuntos

A = A(I) = {J ∈ Dj/sop b
ϵ

J ∩ sop b
ϵ

I = ∅};
B = B(I) = {J ∈ Dj/ b

ϵ

Iχsop b
ϵ
J
es una constante no nula};

C = C(I) = Dj\A ∪ B.

Es fácil ver que si J ∈ A entonces
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩
= 0.

Por otro lado, la hipótesis i) implica que
´

EJ
h
ϵ

J(x)dx = 0 para cualquier intervalo

J ∈ D, y como hJ también tiene integral nula, se deduce que
´

J
b
ϵ

J(x)dx = 0 para

todo J ∈ D. Por lo tanto si J ∈ B como la función b
ϵ

I es constante sobre el soporte

de b
ϵ

J y b
ϵ

J tiene promedio nulo obtenemos
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩
= 0.

Por último, notemos que C está constituido por aquellos intervalos J que contie-
nen a los extremos de cada componente conexa en la que queda dividido el soporte
sop b

ϵ

I = I\EI , como este conjunto tiene tres componentes conexas y cada uno es un
intervalo entonces ♯(C) = 6, por lo tanto resulta

(2.1.6)

ˆ

Y

|Kϵ(I, J)| dν(J) =
∑

J∈C

∣∣∣
⟨
b
ϵ

I , b
ϵ

J

⟩∣∣∣ ≤ 6ϵ 2
−(j−i)

2 , I ∈ Di, y j ≥ i.

El caso i > j se deduce del anterior cambiando los roles de X y de Y . Las
estimaciones que se obtienen son las mismas.

Así, de (2.1.5) y (2.1.6) podemos asegurar que
ˆ

X

|Kϵ(I, J)| dµ(I) ≤ 6ϵ2
−|i−j|

2 , ∀J ∈ Dj.

Análogamente
ˆ

Y

|Kϵ(I, J)| dν(J) ≤ 6ϵ2
−|i−j|

2 , ∀I ∈ Di.

Luego, aplicando el Lema de Schur 1.3.1 deducimos la acotación del operador Υ.
Poniendo g(J) = ⟨f, hJ⟩ resulta
(2.1.7)

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(R)

= ∥Υg∥2L2(Di) ≤ 62ϵ22−|i−j| ∥f∥2L2(R) .
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Por último, las desigualdades (2.1.3) y (2.1.7) nos permiten aplicar el Lema de Cotlar
1.1.1, con la sucesión s(j) = 6ϵ2−|j|/2. Como

∑

k∈Z
s(k)1/2 =

√
6ϵ
∑

k∈Z
2−|k|/4 =

√
6ϵ

[
1 + 2

(
1/ 4

√
2

1− 1/ 4
√
2

)]
,

poniendo c =
√
6
[
1 + 2

(
1/ 4√2

1−1/ 4√2

)]
podemos concluir que ∥T∥ ≤ c

√
ϵ, lo cual implica

que la sucesión {bϵI} es una sucesión de Bessel con cota c2ϵ, que es precisamente lo
que queríamos probar. �

Como dijimos al principio de la sección, la simetría del conjunto EJ , así como
el hecho de que éste sea la unión de dos subintervalos de J responde a un método
de regularización que mostraremos en el siguiente capítulo, sin embargo, podemos
prescindir de la simetría si pedimos en la hipótesis del teorema que los conjuntos EJ

sean interiores a J y tales que las perturbaciones h
ϵ

J = hJχEJ
conserven su promedio

nulo. Por otro lado la hipótesis de que cada EJ sea unión de dos intervalos puede
ser reemplazada por la de que la clausura de J\EJ tenga a lo sumo m componentes
conexas, donde m no depende del intervalo J . En cambio la hipótesis de aproxima-
ción de las medidas parece mas fundamental. En este sentido, siguiendo los mismos
lineamientos que en la demostración anterior, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.8. Sea I ∈ D y EI un subconjunto de I cumpliendo las siguientes
propiedades,

i)
´

EI
hIdx = 0, para todo I ∈ D.

ii) Existe m, independiente de I ∈ D, tal que el complemento del conjunto

cerrado I\EI tiene a lo sumo m componentes conexas.
iii) |I\EI | ≤ ϵ |I| , para todo I ∈ D.

Entonces si c =
√
2m
[
1 + 2

(
1/ 4√2

1−1/ 4√2

)]
y 0 < ϵ < c−2, la familia {hϵI =

hIχEI
, I ∈ D} es una base de Riesz en L2(R), con cotas Aϵ = (1 − (c2ϵ)1/2)2 y

Bϵ = (1 + (c2ϵ)1/2)2.
Más especí�camente {hϵI : I ∈ D} es base de L2(R) y para toda f ∈ L2(R), se

veri�can la siguientes desigualdads

(2.1.9)
(
1− (c2ϵ)

1
2

)2
∥f∥2L2(R) ≤

∑

I∈D

∣∣∣
⟨
h
ϵ

I , f
⟩∣∣∣

2

≤
(
1 + (c2ϵ)

1
2

)2
∥f∥2L2(R) .

Antes de �nalizar la sección observamos que la simplicidad geométrica del do-
minio aproximante parece esencial si pretendemos estimar la norma de la pertur-

bación usando el Lema de Cotlar. Una aproximación en medida del tipo h
j

k(x) =
2j/2h(2jx − k) con h(x) = h(x)χE puede obtenerse con E un conjunto simétri-
co con respecto a 1/2 que en (0, 1/2) es el complemento relativo del conjunto∪∞

l=1(ql−δ/2l, ql+δ/2l) donde {ql} es una numeración de los racionales en (0, 1/2) y
δ es un número positivo pequeño. En este caso, aunque el promedio se preserva y el
conjunto de diferencia entre h y h tiene medida tan chica como se quiera, su frontera
es demasiado grande como para tener algún control del cardinal de interferencias
entre niveles distintos.
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2.2. Perturbaciones del sistema de Haar en L2(Rn)

En esta sección construiremos perturbaciones de un sistema de Haar sobre L2(Rn)
por aproximación del soporte, conservando aspectos generales de la sección anterior.
Las condiciones geométricas que usaremos están lejos de ser necesarias, pero en la
parte B, en el contexto abstracto, obtendremos condiciones su�cientes más ajusta-
das y notaremos que una relación adecuada entre las dimensiones de las fronteras
de las aproximaciones y del espacio es, en algún sentido, natural.

Si se considera la familia de cubos diádicos D(Rn) y un sistema de Haar asociado,
podemos reproducir la misma demostración que en la prueba del Teorema 2.1.1 para
una familia de perturbaciones a las cuales denotamos por h

m,ϵ

Q , estas preservan la
propiedad de tener promedio nulo y, su soporte EQ, cumple la condición del control
de la medida de Q\EQ relativo a |Q|, dado por |Q\EQ| ≤ ϵ |Q|. Manteniendo el
objetivo de utilizar, en el capítulo siguiente, estas perturbaciones para regularizar
bases de Riesz y siguiendo los lineamientos R los conjuntos EQ asociados a cada
cubo diádico Q son la unión de cubos de lados paralelos a los ejes o, un poco
más generalmente, una unión de convexos. Una posible grá�ca de una wavelet de
Haar {hmQ} y las perturbaciones por aproximación de soportes {hm,ϵ

Q } para n = 2 se
representa en la siguiente �gura.

Denotaremos con H(Rn) a un sistema de Haar sobre L2(Rn) dado por {hmQ , Q ∈
D(Rn), m = 1, ..., 2n − 1}. El resultado principal de estas sección es el siguiente.

Teorema 2.2.1. Sea ϵ > 0 dado. Supongamos que para cada Q ∈ D y para cada
Q′ ∈ O(Q) está dado un abierto convexo en Q′ cuya clausura, KQ′, está contenida
en Q′. Supongamos además que |Q′\KQ′ | ≤ 2−nϵ |Q| y que los diferentes KQ′ para

Q′ ∈ O(Q) están balanceados de modo que h
m,ϵ

Q = hmQχEϵ
Q
tenga integral nula, cuando

Eϵ
Q =

∪
Q′⊂QKQ′. Entonces el sistema {hm,ϵ

Q = hmQχEϵ
Q
, Q ∈ D, m = 1, ..., 2n − 1}

es una base de Riesz en L2(Rn) con cotas Riesz Aϵ = [1 − (C2ϵ)1/2]2 y Bϵ = [1 +
(C2ϵ)1/2]2, con C dependiendo sólo de n.

Demostración. Desde el punto de vista del análisis funcional la demostración
sigue las mismas líneas que las del Teorema 2.1.1. En cambio la di�cultad geométrica
es ahora mayor y merece especial consideración.

Puesto que |Q′\KQ′ | ≤ 2−nϵ |Q| resulta que |Q\EQ| ≤ ϵ |Q|, además como∣∣hmQ(x)
∣∣ ≤ C |Q|− 1

2 entonces, la diferencia b
m,ϵ

Q := hmQ − h
m,ϵ

Q , satisface
∣∣∣bm,ϵ

Q (x)
∣∣∣ ≤

C

|Q|1/2 . En consecuencia, si tomamos j, i ∈ Z, i > j, J ∈ Dj y Q ∈ Di tales que
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩
̸= 0, entonces

(2.2.2)
∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩∣∣∣ ≤ C
|Q\EQ|
|J | 12 |Q| 12

≤ Cϵ2
−(i−j)n

2 .



2.2. PERTURBACIONES DEL SISTEMA DE HAAR EN L2(Rn) 31

Como antes, aplicaremos el Lema de Cotlar para acotar el operador

(2.2.3) Tf =
∑

i∈Z

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

⟨
f, b

m,ϵ

Q

⟩
hmQ =

∑

i∈Z
Tif.

Para estimar ∥T ∗
i Tjf∥L2(Rn) procedemos como en el Teorema 2.1.1. Si i ̸= j de la

ortogonalidad de H(Rn) se tiene que ∥T ∗
i Tjf∥L2(Rn) = 0, y si i = j

(2.2.4) ∥T ∗
i Tjf∥L2(Rn) ≤ Cϵ ∥f∥L2(Rn) ,

en efecto
∥∥T ∗

j Tjf
∥∥
L2(Rn)

= ∥Tjf∥2L2(Rn) =
∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
f, b

k,ϵ

J

⟩∣∣∣
2

≤
∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

∥f∥2
L2(sop b

k,ϵ
J )

∥∥∥bk,ϵJ

∥∥∥
2

L2(sop b
k,ϵ
J )

,

debido a que la familia {sop bk,ϵJ , J ∈ Dj} es disjunta, y que
∥∥∥bk,ϵJ

∥∥∥
2

L2(sop b
k,ϵ
J )

=

ˆ

sop b
k,ϵ
J

∣∣∣bk,ϵJ

∣∣∣
2

dx ≤ C

|J |
∣∣∣sop bk,ϵJ

∣∣∣ = Cϵ,

obtenemos la desigualdad (2.2.4).
Por otro lado, procediendo como en (2.1.4)

(2.2.5)
∥∥TiT ∗

j f
∥∥2
L2(Rn)

=
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1




∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

⟨
f, hkJ

⟩ ⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩



2

.

Para estimar (2.2.5) podemos usar de nuevo el Lema de Schur o hacer las consi-
deraciones que siguen.

Si i > j, para todo Q ∈ Di hay sólo un J(Q) ∈ Dj tal que Q ⊂ J(Q) y por

consiguiente para cada Q ∈ Di hay a lo sumo un J(Q) tal que sop(b
m,ϵ

Q )∩sop(bk,ϵJ(Q)) ̸=
∅ para algún m y algún k, por lo tanto podemos escribir la suma en (2.2.5) como

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

(
2n−1∑

k=1

∣∣⟨f, hkJ(Q)

⟩∣∣
∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J(Q)

⟩∣∣∣
)2

≤ C(n)
2n−1∑

k=1

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣⟨f, hkJ(Q)

⟩∣∣2
∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J(Q)

⟩∣∣∣
2

≤ C(n)
2n−1∑

k=1

∑

J∈Dj

2n−1∑

m=1

∑

Q∈Di

Q⊂J

∣∣⟨f, hkJ
⟩∣∣2
∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩∣∣∣
2

≤ C(n)
2n−1∑

k,m=1

∑

J∈Dj

∣∣⟨f, hkJ
⟩∣∣2 ∑

Q∈Di

Q⊂J

∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩∣∣∣
2

,

ya que Di =
∪

J∈Dj{Q ∈ Di : Q ⊂ J}.
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Procedemos a estimar la suma interior. Para cada J ∈ Di distinguiremos tres
tipos de cubos Q ⊂ J dependiendo de su posición en el interior de J . Diremos que

Q ∈ A(J) si el soporte de b
m,ϵ

Q no interseca al soporte de b
k,ϵ

J , entonces es evidente que

el producto
∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩∣∣∣ se anula. Por otro lado denotaremos con B(J) a la familia de

cubos Q tales que Q ⊂ sop(b
k,ϵ

J ), entonces b
k,ϵ

J es constante sobre el soporte de b
m,ϵ

Q , y

debido a que b
m,ϵ

Q tiene promedio nulo resulta que
∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩∣∣∣ = 0 en este caso. Por

lo tanto los únicos cubos Q que debemos considerar en la suma
∑

Q⊂J

∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J(Q)

⟩∣∣∣
2

son aquellos que intersecan tanto al soporte de b
k,ϵ

J como a su complemento relativo

a J , a esta familia la denotamos por C(J). Como el soporte de b
k,ϵ

J está contenido
en el conjunto J\Eϵ

J entonces los cubos Q en C(J) son aquellos que intersecan la
frontera de Eϵ

J , debido a que cada Eϵ
J es la unión de abiertos convexos tales que

su clausura son los conjuntos Kϵ
J ′ con J ′ ∈ O(J), entonces los cubos en C(J) son

aquellos cubos en Di tal que intersecan la frontera de algún Kϵ
J ′ . La �gura ilustra el

caso en que KQ′ es un cubo de lados paralelos a los ejes coordenados concéntricos
con Q′.

Especí�camente, �jado J ∈ Dj, debemos considerar aquellos cubos Q contenidos
en J , tales que intersequen a la frontera de Eϵ

J . Como Eϵ
J es la unión de KJ ′ con

J ′ ⊂ J , y cada Kϵ
J ′ es convexo entonces su frontera tiene dimensión n−1 y la medida

n − 1 dimensional de su frontera es equivalente a 2−j(n−1) que es esencialmente la
medida n− 1 dimensional de la frontera de J ′. Por lo tanto la frontera de Eϵ

J tiene
dimensión n − 1 y la cantidad de cubos, del nivel i, que la intersecan es de orden
2(i−j)(n−1), entonces el cardinal de C(J) es c2(i−j)(n−1), con c dependiente sólo de la
dimensión n, por lo tanto aplicando la desigualdad (2.2.2) obtenemos

∑

Q⊂J

∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J(Q)

⟩∣∣∣
2

=
∑

Q∈C(J)

∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J(Q)

⟩∣∣∣
2

≤ ♯(C(J))Cϵ22−(i−j)n2(i−j)(n−1) = Cϵ22−(i−j).

Por consiguiente

(2.2.6)
∥∥TiT ∗

j f
∥∥2
L2(Rn)

≤ Cϵ22−(i−j)
∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

∣∣⟨f, hkJ
⟩∣∣2 ≤ Cϵ22−(i−j) ∥f∥2L2(Rn)
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Por otro lado si j > i, con la notación anterior, para Q ∈ Di dividimos la familia
Dj del siguiente modo Dj = A(Q) ∪ B(Q) ∪ C(Q), donde

A(Q) = {J ∈ Dj/(J\EJ) ∩ (Q\EQ) = ∅},
B(Q) = {J ∈ Dj/ b

m,ϵ

Q χJ\E
J
es constante y no nula },

C(Q) = Dj\A ∪ B.
Como en el caso anterior C(Q) consiste en todos aquellos cubos J ∈ Dj que inter-
secan a la frontera de EQ, y como EQ tiene dimensión n entonces su frontera tiene
dimensión n− 1, de lo que se deduce que ♯C(Q) ≤ C2(j−i)(n−1).

Aplicando la desigualdad de Schwartz, la desigualdad (2.2.2) y el hecho de que
las familias C(Q) son disjuntas al cambiar Q ∈ Di, obtenemos

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1




∑

J∈C(Q)
k=1,...,2n−1

⟨
f, hkJ

⟩ ⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩



2

≤
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1




∑

J∈C(Q)
k=1,...,2n−1

∣∣⟨f, hkJ
⟩∣∣2







∑

J∈C(Q)
k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q , b
k,ϵ

J

⟩∣∣∣
2




≤ (2n − 1)♯(C(Q))Cϵ22−(j−i)n
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∑

J∈C(Q)
k=1,...,2n−1

∣∣⟨f, hkJ
⟩∣∣2

≤ Cϵ22−(j−i) ∥f∥2L2(Rn)(2.2.7)

De las estimaciones para ∥T ∗
i Tjf∥L2(R) y

∥∥TiT ∗
j f
∥∥
L2(R)

, tenemos que la sucesión

numérica {s(j) = Cϵ2
−|j|
2 } establece la propiedad de casi-ortogonalidad para la

sucesión de operadores {Tj}. De aquí que, por el Lema de Cotlar 1.1.1, el operador
T dado en (2.2.3) está acotado de L2(Rn) en L2(Rn) y su norma es menor que C

√
ϵ,

por lo tanto la sucesión de diferencias {bm,ϵ

Q } es una sucesión de Bessel con cota C2ϵ.
Tomando ϵ < C−2 y aplicando el Teorema 1.5.1 obtenemos el resultado deseado. �

Es importante notar que le mismo resultado puede probarse para conjuntos Kϵ
J ′

con J ′ ∈ O(J) mucho más generales siempre que mantenga la relación dimensional
entre perímetro y volumen.

2.3. Bases de Riesz en L2(Rn, wdx) de perturbaciones del sistema de
wavelets de Haar desbalanceadas

En lo que sigue probaremos un resultado de estabilidad por aproximación de
soportes de wavelets de Haar desbalanceadas por pesos de Muckenhoupt. Notable-
mente la condición A∞ de los pesos de Muckenhoupt será la propiedad relevante
para hacer posible la aplicación del Lema de Cotlar en este contexto en el que la
autosimilaridad se pierde. De alguna manera la condición A∞ garantiza una casi-
autosimilaridad que será la clave en la prueba del resultado principal de esta sección.

Como mencionamos en la introducción, en L2(Rn, wdx) existen versiones des-
balanceadas del sistema de Haar asociado a una familia diádica D, que son bases
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ortonormales de L2(Rn, wdx). Sea Hw = {hw,m
Q , Q ∈ D,m = 1, ..., 2n − 1} uno de

tales sistemas.
Dada hw,m

Q ∈ Hw. Denotaremos con Q′ ⊂ Q a un cubo diádico perteneciente a
la resolución siguiente a la que pertenece Q, es decir , Q′ es un hijo de Q.

Se sabe que hw,m
Q es constante sobre cada Q′, denotamos a esa constante Cm,Q

Q′ ,
esto es

hw,m
Q =

∑

Q′⊂Q

Cm,Q
Q′ χQ′ ,

además, como Hw es ortogonal y en particular cada hw,m
Q es perpendicular a las

constantes en Q, resulta

(2.3.1)

ˆ

Q

hw,m
Q wdx =

∑

Q′⊂Q

Cm,Q
Q′ w(Q′) = 0.

Dado ϵ > 0 de�nimos

(2.3.2) Km,ϵ
Q′ := {x ∈ Q′/ d(x,Q′c) ≥ ρm,ϵ

Q′ }

donde elegimos los valores de ρm,ϵ
Q′ todos positivos de modo que

(2.3.3) w(Q′\Km,ϵ
Q′ ) ≤ ϵ2−nw(Q′),

y

(2.3.4)
∑

Q′⊂Q

Cm,Q
Q′ w(Km,ϵ

Q′ ) = 0.

La identidad (2.3.4) implica que la perturbación h
w,m,ϵ

Q := hw,m
Q χ{ ∪

Q′⊂Q

Km,ϵ

Q′ } tiene

promedio nulo. Podemos calcular una cota del valor de ρm,ϵ
Q′ , en efecto, observamos

de la de�nición de Km,ϵ
Q′ que la medida de Lebesgue de Q′\Km,ϵ

Q′ es c ρm,ϵ
Q′ 2−(n−1)(j+1),

con c dependiendo de n. Por lo tanto si suponemos que Q ∈ Dj, de la desigualdad
para pesos de Muckenhoupt (1.2.3) sabemos que existe γ tal que

w(Q′\Km,ϵ
Q′ )

w(Q′)
≤ c

(∣∣Q′\Km,ϵ
Q′

∣∣
|Q′|

)γ

≤ c

(
C
ρm,ϵ
Q′ 2−(n−1)(j+1)

2−n(j+1)

)γ

= c(ρm,ϵ
Q′ 2

j)γ

por lo tanto para satisfacer (2.3.3) será su�ciente tomar ρm,ϵ
Q′ ≤ c2−j (ϵ2−n)

1
γ para

alguna constante c que depende de n y del peso w.
Por otro lado siempre es posible construir subconjuntos que cumplan la condición

(2.3.4), debido a que la medida wdx es continua, y entonces resulta que la función

f(ρ) :=

ˆ

{x∈Q′/ d(x,Q′c)>ρ}
w(x)dx

crece continuamente a w(Q′) cuando ρ tiende a cero. Por lo tanto siempre podemos
lograr que el vector

(
w(Km,ϵ

Q′ )
)
Q′⊂Q

sea un múltiplo del vector (w(Q′))Q′⊂Q. Preci-

samente esta es la propiedad que buscamos, pues ambas sumas en (2.3.1) y (2.3.4)
pueden verse como un producto escalar entre dos vectores.

El resultado principal de esta sección es el siguiente.
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Teorema 2.3.5. Sea w un peso en la clase A∞ de Muckenhoupt, y Hw el sistema
de wavelets de Haar desbalanceadas en L2(Rn, wdx). Dado ϵ > 0, su�cientemente
pequeño, consideramos la familia {Km,ϵ

Q , Q ∈ D, m = 1, ..., 2n − 1} de�nida como
en (2.3.2), que satisface (2.3.3) y (2.3.4). Las perturbaciones por aproximación de
soportes de las wavelets de Hw de�nidas por

(2.3.6) h
w,m,ϵ

Q =
∑

Q′⊂Q

Cm,Q
Q′ χKm,ϵ

Q′
, Q ∈ D, m = 1, ..., 2n − 1.

Constituyen una base de Riesz de L2(Rn, wdx), con cotas Riesz Aw
ϵ = [1− (cϵ)1/2]2

y Bw
ϵ = [1 + (cϵ)1/2]2.

En la demostración de Teorema 2.3.5 trabajaremos con las diferencias b
w,m,ϵ

Q :=

hw,m
Q − h

w,m,ϵ

Q . Enunciamos el siguiente resultado, el cual reúne las propiedades más

importantes de las funciones b
w,m,ϵ

Q . Aquí ⟨f, g⟩w :=
´

fg wdx.

Lema 2.3.7. Dado i ∈ Z, m ∈ {1, ...., 2n − 1} y Q ∈ Di �jos, entonces las
siguientes estimaciones se cumplen,

´

Q
b
w,m,ϵ

Q wdx = 0,∣∣∣bw,m,ϵ

Q (x)
∣∣∣ ≤ cw(Q)−1/2, con c dependiente de w y de la dimensión n,

si j < i, J ∈ Dj, k ∈ {1, ..., 2n − 1} y J ⊂ Q entonces

∣∣∣
⟨
b
w,m,ϵ

Q , b
w,k,ϵ

J

⟩
w

∣∣∣ ≤
w

(
Q\ ∪

Q′⊂Q

Km,ϵ
Q′

)

w(J)
1
2w(Q)

1
2

≤ cϵ

(
w(Q)

w(J)

) 1
2

≤ cϵ2−
n
2
(i−j)γ,

donde γ es el exponente de la desigualdad (1.2.3) correspondiente al peso w,∥∥∥bw,m,ϵ

Q

∥∥∥
L2(Rn,wdx)

≤ cϵ1/2.

La demostración del Lema 2.3.7 se deja para el �nal de la sección. A continuación
damos la prueba del Teorema 2.3.5.

Prueba del Teorema 2.3.5. Aplicaremos el Teorema de estabilidad de bases
de Favier y Zalik 1.5.1, comparando la base de Riesz Hw con las perturbaciones
{hw,m,ϵ

Q }. Sea

Tf :=
∑

i∈Z

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

⟨
f, b

w,m,ϵ

Q

⟩
w
hw,m
Q =

∑

i∈Z
Tif,

con b
w,m,ϵ

Q := hw,m
Q − h

w,m,ϵ

Q .

Veremos que el operador T está acotado sobre L2(Rn, wdx) y su norma está
acotada por cϵ1/4, con c dependiendo sólo de la dimensión n y del peso w. En efecto,
aplicamos el Lema de Cotlar 1.1.1 con la sucesión de operadores {Ti}. Un cálculo
sencillo muestra que

T ∗
i f =

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

⟨
f, hw,m

Q

⟩
w
b
w,m,ϵ

Q .
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Como Hw es un sistema ortonormal entonces

T ∗
i Tjf =

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

⟨
f, b

w,k,ϵ

J

⟩
w

⟨
hw,k
J , hw,m

Q

⟩
w
b
w,m,ϵ

Q = 0,

para todo i ̸= j.

Por otro lado si i = j, debido a que la familia de soportes {sop bw,k,ϵ

J } es disjunta
y al Lema 2.3.7, obtenemos

∥∥T ∗
j Tjf

∥∥
L2(Rn,wdx)

= ∥Tjf∥2L2(Rn,wdx) =
∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
f, b

w,k,ϵ

J

⟩
w

∣∣∣
2

≤
∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

∥f∥2
L2(sop b

w,k,ϵ
J ,wdx)

∥∥∥bw,k,ϵ

J

∥∥∥
2

L2(sop b
w,k,ϵ
J ,wdx)

≤ cϵ ∥f∥2L2(Rn,wdx) ,

lo cual implica que
∥∥T ∗

j Tj
∥∥ ≤ cϵ.

Nos resta analizar el operador TiT
∗
j . Por la ortogonalidad del sistema Hw obte-

nemos que

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

=
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
T ∗
j f, b

w,m,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

=
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣∣∣∣∣∣

∑

J∈Dj

k=1,...,2n−1

⟨
f, hw,k

J

⟩
w

⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣∣∣∣∣

2

.

Si i > j, dadoQ ∈ Di, existe a lo sumo un único J = J(Q) tal que
⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w
̸=

0, en cuyo caso aplicando el Lema 2.3.7 resulta

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

=
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣∣∣∣

2n−1∑

k=1

⟨
f, hkJ

⟩
w

⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣∣∣

2

≤ c

2n−1∑

k=1

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
f, hw,k

J

⟩
w

∣∣∣
2 ∣∣∣
⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣
2

≤ cϵ22−n(i−j)γ

2n−1∑

k=1

∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
f, hw,k

J

⟩
w

∣∣∣
2

≤ cϵ22−n(i−j)γ ∥f∥2L2(Rn,wdx) ,

por lo tanto
∥∥TiT ∗

j

∥∥ ≤ cϵ2−(n/2)(i−j)γ si i > j con c dependiente de la dimensión y
del peso w.

Si j > i dividimos la familia Dj en tres subconjuntos como sigue,
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A = A(Q,m) = {J ∈ Dj/ J ∩ sop b
w,m,ϵ

Q = ∅},

B = B(Q,m) = {J ∈ Dj/ J ⊂ sop b
w,m,ϵ

Q },

C = C(Q,m) = Dj\A ∪ B.

Notemos que si J ∈ A entonces
∣∣∣
⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣ = 0, por otro lado si J ∈ B
entonces J está incluido en algún hijo Q′ ∈ O(Q) y de aquí b

w,m,ϵ

Q es constante

sobre J , debido al promedio nulo de b
w,k,ϵ

J (ver Lema 2.3.7) resulta otra vez que∣∣∣
⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣ = 0.

En consecuencia

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

=
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∣∣∣∣∣∣∣

∑

J∈C
k=1,...,2n−1

⟨
f, hw,k

J

⟩
w

⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣∣∣∣∣

2

≤
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∑

J∈C
k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
f, hw,k

J

⟩
w

∣∣∣
2 ∑

J∈C
k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣
2

,

Notar que C consiste en aquellos cubos J ∈ Dj cuya intersección con la frontera de
Km,ϵ

Q′ es distinta de vacío para algún Q′ ∈ O(Q). De la de�nición se desprende el

hecho de que la frontera de cada Km,ϵ
Q′ tiene dimensión n − 1 y sus diámetros son

comparables con (1/2)i, por lo tanto la medida de Lebesgue n − 1 dimensional de
cada conjunto es comparable con (1/2)i(n−1). Por otro lado la intersección de cada
J ∈ C con la frontera de Km,ϵ

Q′ tiene también dimensión n − 1 y sus diámetros son

comparables con (1/2)j, en consecuencia la medida de Lebesgue n− 1 dimensional
de cada intersección es comparable a (1/2)j(n−1). Como la familia de interseccio-
nes de cada J ∈ C con cada Km,ϵ

Q′ es un cubrimiento disjunto de su frontera y

♯O(Q) = 2n entonces podemos decir que ♯C(1/2)j(n−1) = c(1/2)i(n−1), por lo tanto
♯C = c(1/2)(i−j)(n−1), con c dependiendo sólo de la dimensión del espacio.

En consecuencia aplicando el Lema 2.3.7, el hecho de que los cubos en C son
disjuntos y la estimación (1.2.3) resulta
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∑

J∈C
k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
b
w,k,ϵ

J , b
w,m,ϵ

Q

⟩
w

∣∣∣
2

=
2n−1∑

k=1

∑

J∈C

(
ˆ

sop b
w,k,ϵ
J

b
w,k,ϵ

J b
w,m,ϵ

Q wdx

)2

≤ c

2n−1∑

k=1

∑

J∈C

[
w(sop b

w,k,ϵ

J )

w(J)1/2w(Q)1/2

]2

≤ cϵ2
2n−1∑

k=1

∑

J∈C

w(J)

w(Q)
= cϵ2

2n−1∑

k=1

w
(∪

J∈C J
)

w(Q)

≤ cϵ2

(∣∣∪
J∈C J

∣∣
|Q|

)γ

≤ cϵ2
(
♯C |J |

|Q|

)γ

= cϵ2
(
♯C (1/2)(j−i)n

)γ

≤ cϵ2(1/2)(j−i)γ.

Por lo tanto obtenemos

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

≤ cϵ2(1/2)(j−i)γ
∑

Q∈Di

m=1,...,2n−1

∑

J∈C
k=1,...,2n−1

∣∣∣
⟨
f, hw,k

J

⟩
w

∣∣∣
2

≤ cϵ2(1/2)(j−i)γ ∥f∥2L2(Rn,wdx) ,

lo cual implica que la
∥∥TiT ∗

j

∥∥ ≤ cϵ(1/2)(j−i)γ/2 cuando j > i. Junto con las demás

estimaciones podemos deducir que la sucesión s(j) = cϵ(1/2)|j|γ/2 establece la pro-
piedad de casi ortogonalidad, en el sentido de Cotlar, para la sucesión de operadores
{Tj}, y de aquí que ∥T∥ ≤ cϵ1/2, con c dependiente sólo de la dimensión y del peso
w. Por otro lado, por de�nición de T , esto implica que la sucesión de diferencias
{bw,m,ϵ

Q } constituyen una sucesión de Bessel sobre L2(Rn, wdx) con cota cϵ. Toman-
do ϵ su�cientemente pequeño podemos aplicar el Teorema de estabilidad de Favier
y Zalik 1.5.1 y de aquí se sigue el resultado deseado. �

Finalmente damos la demostración del Lema 2.3.7.

Prueba del Lema 2.3.7. Notemos primero que como los conjuntos {Km,ϵ
Q }

cumplen la estimación (2.3.4) entonces, de la de�nición de la funcion h
w,m,ϵ

Q ob-

tenemos que
´

Q
h
w,m,ϵ

Q wdx =
∑

Q′⊂QC
m,Q
Q′ w(Km,ϵ

Q′ ) = 0, por otro lado la wavelet

hw,m
Q también tiene promedio nulo, por lo tanto de aquí se tiene que la diferencia

b
w,m,ϵ

Q = hw,m
Q − h

w,m,ϵ

Q también tiene integral nula sobre su soporte, lo cual prueba
el primer item del Lema. El segundo item del Lema se deduce del hecho de que∣∣∣Cm,Q

Q′

∣∣∣ ≤ Cw(Q)−1/2, por lo tanto podemos ver que
∣∣∣bw,m,ϵ

Q

∣∣∣ ≤ cw(Q)−1/2.

Para el tercer item observemos que, de la de�nición de cada diferencia b
w,m,ϵ

Q ,

se puede ver que sop b
w,k,ϵ

J =
∪

J ′⊂J J
′\Kw,k,ϵ

J ′ , entonces por la estimación anterior,
(2.3.3) y (1.2.3) obtenemos que
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∣∣∣
⟨
b
w,m,ϵ

Q , b
w,k,ϵ

J

⟩
w

∣∣∣ ≤
ˆ

sop b
w,k,ϵ
J

∣∣∣bw,m,ϵ

Q

∣∣∣
∣∣∣bw,k,ϵ

J

∣∣∣wdx

≤ c
w
(∪

J ′⊂J J
′\Kw,k,ϵ

J ′

)

w(J)1/2w(Q)1/2
≤ cϵ

(
w(J)

w(Q)

)1/2

≤ cϵ

( |J |
|Q|

)γ/2

≤ cϵ(1/2)(j−i)nγ/2.

Finalmente si m = k e i = j podemos reproducir una estimación análoga a la
anterior y resulta

∥∥∥bw,m,ϵ

Q

∥∥∥
L2(Rn,wdx)

=
⟨
b
w,m,ϵ

Q , b
w,m,ϵ

Q

⟩1/2
w

≤ cϵ1/2.

�





Capítulo 3

Regularización del sistema de Haar en L2(R)

Como ya dijimos en la introducción, el afán por encontrar wavelets regulares que
conserven las ventajas de las wavelets de Haar ([33]) y de las de Littlewood-Paley
(0.0.5), se remonta a los comienzos del estudio de las transformadas wavelets. En
este aspecto Ingrid Daubechies en [23], combina resultados de S. Mallat por un lado
y de P. Burt y E. Adelson por otro, para construir un base ortonormal de wavelets
{ψmn(x) := 2−

m
2 ψ(2−mx−n)} de soportes compactos, correspondiente a una función

básica ψ ∈ Ck. Los tamaños de los soportes crecen linealmente con la regularidad
requerida de ψ.

Un base de Riesz de funciones con soporte compacto, que caracteriza L2(R) y sus
soportes no crecen con la regularidad de la función básica, ha sido construido por
Govil - Zalik ([31]). En [4] se obtiene una regularización por convolución del sistema
de Haar en L2(R) que resulta una base de Riesz con cotas Riesz cercanas a uno.
En dicho trabajo se construyen funciones regulares que tienen soporte compacto
con solapamiento acotado, los cuales resultan ser ϵ-entornos de los soportes de las
wavelets de Haar, es decir, entornos de los intervalos diádicos cuya medidas resultan
un múltiplo (1 + ϵ) de la medida de estos intervalos. En la prueba del resultado
principal los autores utilizan propiedades de funciones de variación acotada en R.
Combinando estos resultados con el trabajo de Zalik ([53],Lema 2.5 ) se pueden
extender los resultados a L2(Rn).

En las siguientes secciones mostramos algunos resultados concernientes a la regu-
larización de bases ortonormales de tipo Haar. Lo que, entendemos, es la herramienta
novedosa en el enfoque es el Lema de Cotlar de acotación de sumas de operadores
casi ortogonales en L2(R).

3.1. Regularización por convolución de las funciones de Haar

Sea h(x) = χ[0, 1
2
)(x)− χ[ 1

2
,1)(x) la función de Haar en R y ϕ ∈ C∞, con soporte

incluido en el (−1, 1), par y decreciente a la derecha del cero, dado ϵ > 0 con ϕϵ

denotaremos como antes la función ϕϵ(x) =
1
ϵ
ϕ(x

ϵ
). Sea hϵ(x) = h ∗ ϕϵ(x).

Dados j y k en Z consideramos las funciones

(3.1.1) hjϵ,k(x) = 2
j
2hϵ(2

jx− k)

La �gura muestra esquemáticamente una de las hjϵ,k.

41
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Enunciamos a continuación el teorema principal de esta sección.

Teorema 3.1.2. Para todo δ ∈ (0, 1) existe ϵ > 0 tal que la familia {hjϵ,k}(j,k)∈Z2

de�nida en (3.1.1) es una base de Riesz en L2(R) con cotas Riesz Aδ = 1 − δ y
Bδ = 1 + δ.

Para demostrar el Teorema 3.1.2 haremos uso de la autosimilaridad inherente al
sistema de Haar y a su regularización por convolución. Sean A y B subconjuntos
�nitos y arbitrarios de Z, sea TA,Bf :=

∑
(j,k)∈A×B

⟨
f, bjϵ,k

⟩
hjk =

∑
j∈A Tjf , donde

bjϵ,k = hjk − hjϵ,k y

(3.1.3) Tjf(x) =
∑

k∈B

⟨
f, bjϵ,k

⟩
hjk(x) =

ˆ

R

f(y)

(
∑

k∈B
bjϵ,k(y)h

j
k(x)

)
dy.

Lema 3.1.4 (Autosimilaridad). Sea ∆t : L
2(R) → L2(R) la isometría en L2(R)

de�nida por ∆tg = t
1
2 g(tx), y sea Tj el operador de�nido en (3.1.3), entonces

1. ∆∗
t = ∆t−1,

2. Tj = ∆2jT0∆2−j ,
3. T ∗

j = ∆2jT
∗
0∆2−j ,

4. TiT
∗
j = ∆2iT0T

∗
j−i∆2−i = ∆2jTi−jT

∗
0∆2−j ,

5. T ∗
i Tj = ∆2iT

∗
0 Tj−i∆2−i = ∆2−jT ∗

i−jT0∆2−j ,

6.
∥∥TiT ∗

j

∥∥ =
∥∥T0T ∗

j−i

∥∥ = ∥Ti−jT
∗
0 ∥, ∥T ∗

i Tj∥ = ∥T ∗
0 Tj−i∥ =

∥∥T ∗
i−jT0

∥∥.
Demostración.

1. ⟨∆tf, g⟩ =
´

t
1
2f(tx)g(x)dx =

´

f(y) 1

t
1
2
g(y

t
) dy =

⟨
f,∆ 1

t
g
⟩
.

2. Dado que ∆2−jf(x) = 2−
j
2f(2−jx) entonces

T0(∆2−jf)(x) =

ˆ

2−
j
2f(2−jy)

∑

k∈B
b0ϵ,k(y)h

0
k(x) dy

=

ˆ

f(y)
∑

k∈B
2

j
2 b0ϵ,k(2

jy)h0k(x)dy

=

ˆ

f(y)
∑

k∈B
bjϵ,k(y)h

0
k(x) dy

luego

∆2j (T0∆2−jf) (x) =

ˆ

f(y)
∑

k∈B
bjϵ,k(y)2

j
2h0k(2

jx) dy

=

ˆ

f(y)
∑

k∈B
bjϵ,k(y)h

j
k(x) dy = Tjf(x).
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3.

T ∗
j f(x) =

ˆ

f(y)
∑

k

bjϵ,k(x)h
j
k(y) dy =

ˆ

f(y)2
j
2

∑

k∈B
b0ϵ,k(2

jx)2
j
2h0k(2

jy) dy

= 2
j
2

ˆ

2−
j
2f(2−jy)

∑

k∈B
b0ϵ,k(2

jx)h0k(y)dy

= 2
j
2T ∗

0 (∆2−jf)(2jx) = (∆2jT
∗
0∆2−j) f(x)

4. Primero vemos que

∆2−iT ∗
j f(x) = ∆2−i

(
ˆ

f(y)
∑

k∈B
2

j
2 b0ϵ,k(2

j·)hjk(y) dy
)

=

ˆ

f(y)
∑

k∈B
2

j−i
2 b0ϵ,0(2

j−ix− k)2
j
2h00(2

jy − k)dy

=

ˆ

2−
i
2f(2−iz)

∑

k∈B
2

j−i
2 b0ϵ,0(2

j−ix− k)2
j−i
2 h00(2

j−iz − k) dz

=

ˆ

∆2−if(z)
∑

k∈B
bj−i
ϵ,k (x)h

j−i
k (z)dz

= T ∗
j−i∆2−if(x).(3.1.5)

Ahora usando 2 obtenemos

TiT
∗
j = ∆2iT0∆2−iT ∗

j = ∆2iT0T
∗
j−i∆2−i .

Por otro lado como

Ti∆2jf(x) =

ˆ

∆2jf(y)
∑

k∈B
2

i
2 b0ϵ,k(2

iy)2
i
2h0k(2

ix) dy

=

ˆ

2
j
2f(2jy)

∑

k∈B
2

i
2 b0ϵ,k(2

iy)2
i
2h0k(2

i−jx2j) dy

= 2
j
2

ˆ

f(z)
∑

k∈B
2

i−j
2 b0ϵ,k(2

i−jz)2
i−j
2 h0k(2

i−jx2j) dz

= 2
j
2

ˆ

f(z)
∑

k∈B
2

i−j
2 b0ϵ,k(2

i−jz)2
i−j
2 hi−j

k (2jx) dz

= ∆2jTi−jf(x),

con lo cual resulta

TiT
∗
j = Ti (∆2jT

∗
0∆2−j) = ∆2jTi−jT

∗
0∆2−j .

5. De la ecuaciones en 4 podemos escribir en forma similar a lo hecho en (3.1.5)

∆2−iTj = Tj−i∆2−i ,

luego, usando 3

T ∗
i Tj = ∆2iT

∗
0∆2−iTj = ∆2iT

∗
0 Tj−i∆2−i .

Por otra parte de (3.1.5)

T ∗
i ∆2j = ∆2jT

∗
i−j
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luego por 2

T ∗
i Tj = T ∗

i ∆2jT0∆2−j = ∆2−jT ∗
i−jT0∆2−j .

6. Como ∆t es una isometría en L2 de 4. podemos deducir que
∥∥TiT ∗

j

∥∥ =
∥∥T0T ∗

j−i

∥∥ = ∥Ti−jT
∗
0 ∥ .

�

Demostración del Teorema 3.1.2. Si i, j son números enteros cualesquiera
el item 6 del Lema 3.1.4 tenemos que ∥T ∗

i Tj∥ = ∥T ∗
0 Tj−i∥. Por lo tanto en lugar de

analizar la norma del operador T ∗
i Tj podemos concentrarnos en el operador T ∗

0 Tj.
Para A y B como antes

T ∗
0 Tjf(x) =

∑

k∈B

⟨
h0k, Tjf

⟩
b0ϵ,k(x) =

∑

k∈B

⟨
h0k,
∑

k′∈B

⟨
f, bjϵ,k′

⟩
hjk′

⟩
b0ϵ,k(x)

=
∑

k∈B
b0ϵ,k(x)

∑

k′∈B

⟨
f, bjϵ,k′

⟩ ⟨
h0k, h

j
k′

⟩
.

Notar que si j ̸= 0 entonces T ∗
0 Tj = 0. Por otro lado para j = 0 obtenemos

∥T ∗
0 T0f∥L2(R) = ∥T0f∥2L2(R) =

∑
k∈B

∣∣⟨f, b0ϵ,k
⟩∣∣2 donde

∣∣⟨f, b0ϵ,k
⟩∣∣ =

∣∣∣∣
ˆ

R

f(x)bϵ(x− k) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
ˆ

R

f(x+ k)bϵ(x) dx

∣∣∣∣ .

La función bϵ es distinta de cero sólo sobre los intervalos [−ϵ, ϵ], [1
2
− ϵ, 1

2
+ ϵ] y

[1− ϵ, 1 + ϵ].

Por lo tanto

∣∣⟨f, b0ϵ,k
⟩∣∣ =

ˆ ϵ

−ϵ

f(x+ k)bϵ(x) dx+

ˆ 1
2
+ϵ

1
2
−ϵ

f(x+ k)bϵ(x) dx+

ˆ 1+ϵ

1−ϵ

f(x+ k)bϵ(x) dx,

si aplicamos la desigualdad de Schwartz en la primer integral resulta

∣∣∣∣
ˆ ϵ

−ϵ

f(x+ k)bϵ(x) dx

∣∣∣∣ ≤
(
ˆ ϵ

−ϵ

|f(x+ k)|2 dx

) 1
2
(
ˆ ϵ

−ϵ

|bϵ(x)|2 dx

) 1
2

≤ (2ϵ)
1
2

(
ˆ ϵ

−ϵ

|f(x+ k)|2 dx

) 1
2

.
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Procediendo análogamente con las otras dos integrales y sumando sobre k ∈ B
deducimos que

∥T0f∥22 ≤
∑

k∈B
18ϵ

(
ˆ ϵ

−ϵ

|f(x+ k)|2 dx+
ˆ 1

2
+ϵ

1
2
−ϵ

|f(x+ k)|2 dx+
ˆ 1+ϵ

1−ϵ

|f(x+ k)|2 dx
)

≤ cϵ ∥f∥22 .
Para el análisis del operador TiT

∗
j recordemos que (TiT

∗
j )

∗ = TjT
∗
i , por lo tanto

como
∥∥TiT ∗

j

∥∥ =
∥∥(TiT ∗

j )
∗∥∥ = ∥TjT ∗

i ∥ podemos aplicar el Lema 3.1.4, item 6, para
deducir que ∥∥T0T ∗

j−i

∥∥ =
∥∥TiT ∗

j

∥∥ = ∥TjT ∗
i ∥ =

∥∥T0T ∗
i−j

∥∥ ,
o lo que es lo mismo

∥∥T0T ∗
j

∥∥ =
∥∥T0T ∗

−j

∥∥. Podemos suponer, entonces, sin pérdida

de generalidad que j > 0, y en consecuencia 2j ∈ Z. La ortogonalidad del sistema
de Haar nos permite deducir la siguiente igualdad

∥∥T0T ∗
j g
∥∥2
2
=
∑

k∈B

∣∣∣∣∣
∑

l∈B

⟨
g, hjl

⟩ ⟨
bjϵ,l, b

0
ϵ,k

⟩
∣∣∣∣∣

2

.

Por un lado aplicando el cambio de variable y = x− k obtenemos
⟨
bjϵ,l, b

0
ϵ,k

⟩
=

ˆ

2
j
2 bϵ(2

jy + 2jk − l)bϵ(y) dy =
⟨
bj
ϵ,l−2jk

, b0ϵ,0

⟩
.

Luego si denotamos con B̃ = {l − 2jk, l ∈ B} resulta

∥∥T0T ∗
j g
∥∥2
2
=
∑

k

(
∑

l∈B

∣∣⟨g, hjl
⟩∣∣ ∣∣⟨bjϵ,l, b0ϵ,k

⟩∣∣
)2

=
∑

k

(
∑

l∈B

∣∣⟨g, hjl
⟩∣∣
∣∣∣
⟨
bj
ϵ,l−2jk

, b0ϵ,0

⟩∣∣∣
)2

=
∑

k


∑

l∈B̃

∣∣⟨g, hj
l+2jk

⟩∣∣ ∣∣⟨bjϵ,l, b0ϵ,0
⟩∣∣



2

.

Dividimos el conjunto B̃ en los siguientes subconjuntos disjuntos

A =
{
l ∈ B̃/ sopb0ϵ,0 ∩ sopbjϵ,l = ∅

}
,

B =
{
l ∈ B̃/b0ϵ,0 sea continua y no idénticamente nula sobre el soporte de bjϵ,l

}
,

C = B̃\A ∪ B.
Notar que si l ∈ A entonces el producto entre b0ϵ,0 y bjϵ,l es cero, por lo tanto

∥∥T0T ∗
j g
∥∥2
2
≤ 4

∑

k



(
∑

l∈B

)2

+

(
∑

l∈C

)2

 .

Observemos que C consiste de todos aquellos subíndices l correspondientes a las
diferencias bjϵ,l cuyos soportes contienen algunos de los puntos de discontinuidad de

b0ϵ,0 o bien contienen alguno de los puntos donde la función pasa de valores distintos
de cero a anularse. Por lo tanto si suponemos que ϵ es lo su�cientemente pequeño
como para que los soportes de las diferencias bjϵ,l de la resolución j se solapen sólo
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si son vecinas, entonces para j grande el cardinal de C es a lo sumo 6. Notemos
también que independientemente de l y de j, las normas de las diferencias están
acotadas por una constante, por lo tanto la desigualdad de Schwartz nos permite
obtener la siguiente estimación

∣∣⟨b0ϵ,0, bjϵ,l
⟩∣∣ ≤

ˆ

sopbjϵ,l

∣∣b0ϵ,0(x)
∣∣ ∣∣bjϵ,l(x)

∣∣ dx ≤ máx
∣∣b0ϵ,0

∣∣
ˆ

sopbjϵ,l

∣∣bjϵ,l(x)
∣∣ dx

≤ c

(
ˆ

sopbjϵ,l

∣∣bjϵ,l(x)
∣∣2 dx

) 1
2 ∣∣sopbjϵ,l

∣∣ 12

≤ c
(
6ϵ2−j

) 1
2 .

Entonces

∑

k

(
∑

l∈C

⟨
g, hj

l+2jk

⟩ ⟨
bjϵ,l, b

0
ϵ,0

⟩
)2

≤ cϵ2−j
∑

k

(
∑

l∈C

⟨
g, hj

l+2jk

⟩
)2

≤ cϵ2−j
∑

k



(
∑

l∈C

∣∣⟨g, hj
l+2jk

⟩∣∣2
) 1

2

(♯C) 1
2



2

= cϵ2−j
∑

k

∑

l∈C

∣∣⟨g, hj
l+2jk

⟩∣∣2

≤ cϵ2−j ∥g∥22 .
Para analizar que pasa sobre B debemos notar que el subíndice l también iden-

ti�ca la posición del intervalo diádico Ijl . Debido a que el soporte de la función b0ϵ,0
mide 6ϵ tenemos que el cardinal de B es del orden de ϵ2j.

Por otro lado podemos ver fácilmente de la de�nición de hϵ = h0ϵ,0 que
∣∣∣dh

0
ϵ,0

dx

∣∣∣ ≤
ϵ−1 máx |ϕ′|. Lo mismo se deduce para

∣∣∣db
0
ϵ,0

dx

∣∣∣ en sus intervalos de diferenciabilidad.

En consecuencia debido a que bjϵ,l tiene promedio nulo, aplicando el teorema del valor

medio en la región de diferenciabilidad de b0ϵ,0 podemos escribir

∣∣∣∣∣

ˆ

sopbjϵ,l

bjϵ,l(x)b
0
ϵ,0(x) dx

∣∣∣∣∣ =
3∑

p=1

∣∣∣∣∣

ˆ

sopp(bjϵ,l)

bjϵ,l(x)
(
b0ϵ,0(x)− b0ϵ,0(x

p
j,l)
)
dx

∣∣∣∣∣

≤
3∑

p=1

ˆ

sopp(bjϵ,l)

∣∣bjϵ,l(x)
∣∣ ∣∣b0ϵ,0(x)− b0ϵ,0(x

p
j,l)
∣∣ dx

≤ máx
sop bjϵ,l

∣∣∣∣
db0ϵ,0
dx

∣∣∣∣
3∑

p=1

ˆ

sopp(bjϵ,l)

∣∣bjϵ,l(x)
∣∣ ∣∣x− xpj,l

∣∣ dx

≤ c2
j
2

ϵ

3∑

p=1

ˆ

sopp(bjϵ,l)

∣∣x− xpj,l
∣∣ dx

≤ c2
j
2

ϵ
cϵ2−j

3∑

p=1

ˆ

sopp(bjϵ,l)

dx ≤ c2−
3
2
jϵ
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donde hemos usado la notación sopp(bjϵ,k) con p = 1, 2, 3 para referirnos a los

intervalos que constituyen el soporte de bjϵ,k y xpj,l es un punto cualquiera del interior

de sopp(bjϵ,k). Con esto último obtenemos

∑

k

(
∑

l∈B

∣∣⟨g, hj
l+2jk

⟩∣∣ ∣∣⟨bjϵ,l, b0ϵ,0
⟩∣∣
)2

≤ c2−3jϵ2
∑

k

(
∑

l∈B

∣∣⟨g, hj
l+2jk

⟩∣∣
)2

≤ cϵ22−3j♯B
∑

k

∑

l∈B
|⟨g, hl+2jk⟩|2

≤ cϵ32−2j ∥g∥22 .

Si recopilamos todos los resultados obtenemos que
∥∥TiT ∗

j

∥∥ ≤ cϵ
1
22−

|i−j|
2 , ∥T ∗

i Tj∥ = 0

si j ̸= i, y también que
∥∥T ∗

j Tj
∥∥ ≤ cϵ

1
2 . Por lo tanto de�niendo la sucesión numérica

s como

s(j) = 2−
|j|
2 cϵ

1
2 , j ∈ Z

entonces
∑

j s(j)
1
2 < ∞, ∥T ∗

i Tj∥ ≤ s(i − j) y
∥∥TiT ∗

j

∥∥ ≤ s(i − j), por lo tanto
podemos aplicar el Lemma de Cotlar 1.1.1 y obtener la acotación del operador TA,B

sobre L2(R). Por otro lado como la norma es independiente de A y B obtenemos
que el operador de�nido por

Tf =
∑

(j,k)∈Z2

⟨
f, bjϵ,k

⟩
hjk

está acotado de L2 en L2 con ∥T∥ ≤ cϵ
1
4 . Esto quiere decir que la sucesión {bjϵ,k} es

una sucesión de Bessel con cota cϵ
1
2 . Aplicando aquí el Teorema de Favier y Zalik

1.5.1 obtenemos el resultado deseado. �

3.2. Regularización de perturbaciones por aproximación de soportes
del sistema de Haar

En esta sección usaremos los resultados del Capítulo I y perturbamos una base de
Riesz para obtener otra base de Riesz que ahora es regular y con menor solapamiento
de soportes.

A continuación trabajamos con la base de Riesz {hϵI , I ∈ D} del Teorema 2.1.1.
Siguiendo las ideas generales de [4], procedemos a convolucionar estas con una dila-
tación conveniente de una función φ ∈ C∞(−1, 1), y así lograr funciones regulares
soportadas sobre intervalos diádicos.

Comenzamos tomando una función in�nitamente diferenciable φ, no negativa,
par, decreciente a la derecha del cero, con soporte en (−1, 1) y tal que

´ 1

−1
φ dx = 1.

Si ϵ > 0 es el mismo que en el Teorema 2.1.1, para cada I ∈ D de�nimos las
funciones

(3.2.1) hϵI := h
ϵ

I ∗ φϵ|I|, I ∈ D,
donde φϵ|I|(x) :=

1
ϵ|I|φ(

x
ϵ|I|). Debido a las propiedades de la operación convolución,

las nuevas funciones {hϵI , I ∈ D} resultan regulares y con soporte contenido en el
correspondiente intervalo I. En la siguiente �gura se esquematiza la situación.
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Estamos ahora en condiciones de enunciar el teorema principal de esta sección.

Teorema 3.2.2. La familia {hϵI , I ∈ D} constituye una base de Riesz de L2(R)
con cotas Riesz tan cercanas a 1 como se desee dependiendo de la elección de ϵ. Más
especí�camente {hϵI , I ∈ D} es una base y además si Aϵ y Bϵ son las constantes
del Teorema 2.1.1, existe C > 0 independiente de I ∈ D y f ∈ L2(R) tal que si
llamamos

Cϵ =

[
1−

(
ϵC

Aϵ

)1/2
]2
Aϵ, Cϵ =

[
1 +

(
ϵC

Bϵ

)1/2
]2
Bϵ

resulta

(3.2.3) Cϵ ∥f∥2L2(R) ≤
∑

I∈D
|⟨f, hϵI⟩|2 ≤ Cϵ ∥f∥2L2(R)

Demostración. Como en el Teorema 2.1.1 probaremos que las diferencias
bϵI := h

ϵ

I − hϵI constituyen un sistema de Bessel con constante chica. Sea Tif(x) :=∑
I∈Di ⟨f, bϵI⟩hI(x) y Tf(x) :=

∑
i∈Z Tif(x). Aquí la función hI es la wavelet de Haar

en L2(R) soportada sobre el intervalo diádico I.
Nuevamente T ∗

i f =
∑

I∈Di ⟨f, hI⟩ bϵI . Para ver que el operador T está acotado
sobre L2(R) usamos el Lema de Cotlar 1.1.1. Por la ortogonalidad de la familia
H = {hI , I ∈ D}, resulta que

T ∗
i Tjf(x) = 0, si i ̸= j.

Si i = j, por de�nición de bϵJ observamos que

∥bϵJ∥22 =
ˆ

sop bϵJ

|bϵJ |2 ≤ |J |−1 |sop bϵJ | ≤ cϵ

y entonces como en la prueba de (2.1.3), obtenemos
∥∥T ∗

j Tjf
∥∥
L2(R)

≤ cϵ ∥f∥2L2(R) . Por

lo tanto para funciones f con norma igual a uno, se obtiene que ∥T ∗
i Tif∥L2(R) ≤ cϵ.

Para ponernos en la hipótesis del Lema 1.1.1, podemos escribir que

(3.2.4) ∥T ∗
i Tj∥

{
= 0 si i ̸= j
≤ cϵ si i = j.

,

Analizamos ahora

(3.2.5)
∥∥TiT ∗

j f
∥∥2
L2(R)

=
∑

I∈Di

(
∑

J∈Dj

⟨f, hJ⟩ ⟨bϵJ , bϵI⟩
)2
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Notemos que la doble suma en (3.2.5) puede verse como la norma en L2(Di) del
operador

Υg(I) :=
∑

J∈Dj

g(J)Kϵ(I, J)

de�nido para funciones sobre Dj, cuando en ambos espacios consideramos la medida
contadora correspondiente, si el núcleo Kϵ se de�ne como el producto Kϵ(I, J) =
⟨bϵI , bϵJ⟩ y g(J) = ⟨f, hJ⟩.

Para acotar el operador Υ podemos aplicar el Lema de Schur 1.3.1. En efecto,
�jando J ∈ Dj analizamos primero el caso en que j ≥ i, de esta manera existe un
único I(J) ∈ Di tal que J ⊂ I(J). Si sop bϵI(J) ∩ sopbϵJ ̸= ∅ entonces

∑

I∈Di

|Kϵ(I, J)| =
∣∣⟨bϵI(J), bϵJ

⟩∣∣ ≤
ˆ

sopbϵJ

∣∣bϵI(J)(x)
∣∣ |bϵJ(x)| dx ≤ C

ϵ |J |
|I(J)| 12 |J | 12

≤ Cϵ
|J | 12

|I(J)| 12
≤ Cϵ2−

j−i
2 .(3.2.6)

Por otro lado si i > j muchos intervalos en Di pueden intersecar el soporte de
bϵJ , por lo tanto procedemos a hacer una partición de Di en tres conjuntos.

A(J) = {I ∈ Di/sopbϵI ∩ sopbϵJ = ∅}
B(J) = {I ∈ Di/sopbϵI ∩ sopbϵJ ̸= ∅ y bϵJ es continua sobre sopbϵI}
C(J) = Di\A(J) ∪ B(J).

Con esta notación∑

I∈Di

|Kϵ(I, J)| =
∑

I∈Di

|⟨bϵI , bϵJ⟩| =
∑

I∈A(J)

+
∑

I∈B(J)
+
∑

I∈C(J)
.

Notemos que si I ∈ A(J) entonces |⟨bϵI , bϵJ⟩| = 0. Por otro lado, para estimar
la segunda suma utilizamos dos propiedades de las diferencias. La primera de ellas
es la regularidad de bϵJ . En efecto, si I ∈ B(J), como bϵJ es continua, entonces I
está totalmente incluido en uno de los intervalos que componen el sop bϵJ , entonces,
si x, y están en el mismo intervalo donde bϵJ es continua y distinta de cero resulta
h
ϵ

J(x) = h
ϵ

J(y), por lo tanto

|bϵJ(x)− bϵJ(y)| =
∣∣∣hϵJ ∗ φϵ|J |(x)− h

ϵ

J ∗ φϵ|J |(y)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

ˆ

|x− z| < ϵ |J |
|y − z| < ϵ |J |

h
ϵ

J(z)
1

ϵ |J |

[
φ

(
x− z

ϵ |J |

)
− φ

(
y − z

ϵ |J |

)]
dz

∣∣∣∣∣∣

≤ ∥φ′∥∞
ˆ

|x− z| < ϵ |J |
|y − z| < ϵ |J |

∣∣∣hϵJ(z)
∣∣∣ 1

ϵ2 |J |2
|x− y| dz

≤ C ∥φ′∥∞
|x− y|
ϵ2 |J |2

ϵ |J | 1

|J | 12

≤ C

ϵ |J | 32
|x− y| .

La segunda propiedad a la que hacemos referencia establece que el soporte de
bϵI puede ser dividido en cuatro intervalos, todos de longitud ϵ |I|, sobre los cuales



50 3. REGULARIZACIÓN DEL SISTEMA DE HAAR EN L2(R)

la integral de bϵI es nula. Haciendo un re-escalamiento y una traslación conveniente,
será su�ciente demostrar que

´ ϵ

−ϵ

[
χ(0,∞)(x)− χ(0,∞) ∗ φϵ(x)

]
dx = 0.

Notar que

χ0,∞(x)−
(
χ(0,∞) ∗ φδ

)
(x) =

0 si |x| ≥ δ
χ0,δ(x)−

(
χ(0,δ) ∗ φδ

)
(x) si |x| < δ.

Entonces
ˆ δ

−δ

[
χ0,∞(x)−

(
χ(0,∞) ∗ φδ

)
(x)
]
dx =

ˆ δ

−δ

[
χ0,δ(x)−

(
χ(0,δ) ∗ φδ

)
(x)
]
dx(3.2.7)

= δ −
ˆ δ

−δ

(
ˆ δ

0

1

δ
φ

(
x− y

δ

)
dy

)
dx

= δ −
ˆ δ

0

(
ˆ δ

−δ

1

δ
φ

(
x− y

δ

)
dx

)
dy

= δ −
ˆ δ

0

dy = 0

Volviendo al caso general, si llamamos sopp(bϵI), p = 1, ..,4 a cada uno de los
intervalos en los que se divide el soporte de bϵI y xp ∈ sopp(bϵI) y utilizando las
propiedades anteriores, obtenemos

|⟨bϵI , bϵJ⟩| =
∣∣∣∣∣

4∑

p=1

ˆ

sopp(bϵI)

bϵI(x) [b
ϵ
J(x)− bϵJ(xp)] dx

∣∣∣∣∣

≤ C

ϵ |J | 32

4∑

p=1

ˆ

sopp(bϵI)

|bϵI(x)| |x− xp| dx

≤ C

ϵ |J | 32
ϵ |I|
|I| 12

ϵ |I| = Cϵ2−
(i−j)3

2 ∀I ∈ B(J).
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Por lo tanto, teniendo en cuenta que ♯B(J) . |J |
|I| = 2−(j−i), obtenemos

∑

I∈B(J)
|⟨bϵI , bϵJ⟩| ≤ Cϵ2−

i−j
2 .

Por último observando que ♯C(J) ≤ 8 podemos escribir
∑

I∈C(J) |⟨bϵI , bϵJ⟩| ≤ 8ϵ2−
i−j
2 .

Con esto arribamos a que si i > j resulta
∑

I∈Di

|⟨bϵI , bϵJ⟩| =
∑

I∈A(J)

+
∑

I∈B(J)
+
∑

I∈C(J)
≤ Cϵ2−

i−j
2 .

Junto con (3.2.6) concluimos que
∑

I∈Di |⟨bϵI , bϵJ⟩| ≤ Cϵ2−
|i−j|

2 ∀J ∈ Dj y análoga-

mente podemos probar que
∑

J∈Dj |⟨bϵI , bϵJ⟩| ≤ Cϵ2−
|i−j|

2 , I ∈ Di.

Aplicando el Lema de Schur 1.3.1 resulta que el operador Υ está acotado de

L2(Dj) en L2(Di) y su norma es ∥Υ∥ ≤ Cϵ2−
|i−j|

2 , por lo tanto poniendo g(J) =
⟨f, hJ⟩ resulta

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(R)

= ∥Υg∥2L2(Di) ≤ Cϵ22−|i−j| ∥g∥2L2(Dj) ≤ Cϵ22−|i−j| ∥f∥2L2(R)

y por el Lema de Cotlar 1.1.1 deducimos que
∑

I∈D |⟨f, bϵI⟩|2 = ∥Tf∥2L2(R) ≤ Cϵ ∥f∥2L2(R) .

En de�nitiva, hemos probado que la sucesión {bϵI = h
ϵ

I − hϵI , I ∈ D} es una
sucesión de Bessel con cota Cϵ. Si combinamos este resultado con el Teorema 1.5.1
y Aϵ y Bϵ son las constantes del Teorema 2.1.1, llamando

Cϵ =

[
1−

(
ϵC

Aϵ

)1/2
]2
Aϵ, Cϵ =

[
1 +

(
ϵC

Bϵ

)1/2
]2
Bϵ

concluimos que

Cϵ ∥f∥2L2(R) ≤
∑

I∈D
|⟨f, hϵI⟩|2 ≤ Cϵ ∥f∥2L2(R)

Lo que prueba el Teorema 3.2.2.
�





Capítulo 4

Estabilidad de bases de Haar desbalanceadas por pesos de
Muckenhoupt

Este capítulo está dedicado a la regularización de sistemas de Haar en los espacios
L2(Rn, wdx), para pesos w de Muckenhoupt.

Veremos cómo la condición A∞ de Muckenhoupt aparece, como en muchos otros
problemas de análisis armónico, de un modo natural.

4.1. Construcción de la regularización, enunciado y demostración del
Teorema

En lo que sigue construiremos un sistema de perturbaciones suaves del sistema
de Haar desbalanceado y aplicaremos el Lema de Cotlar 1.1.1 para demostrar que
éste resulta una Base de Riesz con propiedades de soporte localizado para el espacio
L2(wdx) donde w es un peso de Muckenhoupt.

Para introducir el problema comenzamos dando algunas ilustraciones simples.
Sea ψ una wavelet de Daubechies de soporte compacto en R. Asumimos que sopψ ⊂
[−N,N ]. El sistema {ψ̃j

k(x) = 2
j
2ψ(2jx3 − k) : j, k ∈ Z} es una base ortonormal

de funciones con soportes compactos para L2(R, 3x2dx). Mas generalmente si w(x)
es una función localmente integrable y no negativa sobre R y W (x) =

´ x

0
w(y)dy,

entonces el sistema ψ
j

k(x) = 2
j
2ψ(2jW (x)−k) es una base ortonormal para L2(wdx).

En efecto, cambiando de variables
ˆ

R

ψ
j

k(x)ψ
l

m(x)w(x)dx = 2
l+j
2

ˆ

R

ψ(2jW (x)− k)ψ(2lW (x)−m)w(x)dx

=

ˆ

R

ψj
k(z)ψ

l
m(z)dz,

donde ψj
k como es usual denota la función 2j/2ψ(2jx− k), obtenemos la ortonorma-

lidad del sistema {ψj

k : j ∈ Z, k ∈ Z} en L2(R, wdx). Es fácil de veri�car en el caso

de w(x) = 3x2, para j �jo la longitud del soporte de ψ
j

k tiende a cero con |k| → +∞.

Por otro lado para k = 0 el parámetro de escala es 2−
1
3 .

Notar también que si w está acotado por arriba y por debajo por constantes

positivas la sucesión {ψj

k} es una base ortonormal para L2(wdx) con un control
métrico sobre el tamaño de los soportes provisto por la escala.

En esta sección damos condiciones su�cientes sobre pesos w más generales que
0 < c1 ≤ w(x) ≤ c2 <∞, x ∈ R, con el objeto de construir un sistema Ψ = {ψI , I ∈
D} con las siguientes propiedades,

1. Ψ es una base de Riesz para L2(wdx) con cotas cercanas a uno,
2. cada ψI es continua,

53
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3. existen constantes A1 y A2 tal que las desigualdades

A1 |I| ≤
∣∣sopψj

k

∣∣ ≤ A2 |I|
se cumplen para cualquier j ∈ Z y cualquier k ∈ Z.

Notar primero que si 0 < c1 ≤ w(x) ≤ c2 <∞, entonces ψ
j

k(x) = 2
j
2ψ(2jW (x)−

k), con ψ una wavelet de Daubechies, resuelve el problema. Por otro lado, para un
peso mas general w, como podemos mostrar en el ejemplo anterior con w(x) = 3x2,

obtenemos que {ψj

k} satisface 1 y 2 pero no 3.
Una base ortonormal en L2(R, wdx) que satisface 3 pero no 2 cuando w es local-

mente integrable, es la versión desbalanceada del sistema de Haar de la De�nición
1.6.1 (ver [51]).

(4.1.1) hwI (x) =
1√
w(I)

{√
w(Ir)

w(Il)
χIl(x)−

√
w(Il)

w(Ir)
χIr(x)

}
.

donde w(E) =
´

E
w dx, Il es la mitad izquierda de I y Ir es la mitad derecha.

Frecuentemente usaremos aI y bI para denotar los extremos izquierdo y derecho de
I respectivamente, para cada I ∈ D.

Los números reales con la distancia usual y dµ = wdx y w un peso de Mucken-
houpt, constituyen un espacio de tipo homogéneo. Algunas construcciones de bases
tipo wavelets sobre espacios de tipo homogéneo están contenidas en [6] y [10]. Las
de [6] no son regulares y las de [10] no están compactamente soportadas. En la parte
B de esta tesis consideraremos este contexto general.

En estas sección veremos que la condición A∞ de los pesos de Muckenhoupt es
su�ciente para construir bases de Riesz satisfaciendo las propiedades 1, 2 y 3.

Lema 4.1.2. Si w ∈ Ap para algún p > 1, la función W (x) =
´ x

0
w(y)dy de�ne

un cambio de variable uno a uno y sobreyectivo sobre R con Jacobiano w.

Demostración. La inyectividad se deduce de (1.2.2), puesto que esto implica
que si y < x entonces W (x) −W (y) =

´ x

y
w(z)dz ̸= 0. Por otro lado la sobreyecti-

vidad se deduce de la absoluta continuidad de W y la no integrabilidad de w. �

Para obtener la regularización del sistema {hwI } de (4.1.1) primero de�nimos
el cambio de variables W−1 y tenemos otra base ortonormal {Hw

I } en el espacio
L2(R, dx). Luego regularizamos estas últimas por convolución con una función φ
suave y con soporte compacto. Producimos así una base de Riesz sobre L2(R, dx) la
cual será denotada por {Hw,ϵ

I }. Finalmente para obtener la regularización deseada
hw,ϵ
I de {hwI } regresaremos a L2(R, wdx) mediante el cambio de variables x→ W (x).

Como la función regularizante φ puede asumirse tan suave como se desee, la regula-
ridad de cada hw,ϵ

I está sólo limitada por la regularidad deW (x) la cual es, al menos,
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absolutamente continua localmente. Precisamente de�nimos las tres familias {Hw
I },

{Hw,ϵ
I } y {hw,ϵ

I }.
Para cada I ∈ D sea Hw

I = hwI ◦W−1. Notar que

(4.1.3) Hw
I (x) =

1√
|I ′|

{√
|I ′r|
|I ′l |

χI′l
(x)−

√
|I ′l |
|I ′r|

χI′r(x)

}

donde I ′ = {W (y), y ∈ I}. Ahora tomamos una función φ en C∞, no negativa, no-
creciente a derecha del 0, par y soportada en (−1, 1) con

´

R
φ = 1. Con la notación

estándar φt(x) =
1
t
φ(x

t
), t > 0, de�nimos

(4.1.4) Hw,ϵ
I (x) =

(
φϵw(I) ∗Hw

I

)
(x)

Finalmente, sea

(4.1.5) hw,ϵ
I (x) = (Hw,ϵ

I ◦W ) (x)

para ϵ lo su�cientemente pequeño y positivo.

El resultado principal de este capítulo está contenido en el siguiente enunciado.

Teorema 4.1.6. Sea w un peso en la clase A∞(R). Entonces existe ϵ0 > 0
dependiendo sólo de w tal que

a) para cada ϵ < ϵ0 , el sistema {hw,ϵ
I . I ∈ D} es una base de Riesz para L2(wdx)

de funciones absolutamente continuas,
b) las cotas Riesz de {hw,ϵ

I , I ∈ D} pueden resultar tan cercanas a uno como se
desee tomando ϵ lo su�cientemente pequeño,
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c) el soporte de cada hw,ϵ
I es un intervalo Iϵ = [aϵI , b

ϵ
I ]. Además aϵI ↗ aI , b

ϵ
I ↘ bI

cuando ϵ→ 0 y 0 < |Iϵ|
|I| − 1 < Cϵ

1
p si w ∈ Ap para alguna constante C.

Observemos que la regularidad de hw,ϵ
I es mayor si w es suave.

4.1.1. Demostración del Teorema 4.1.6. Comenzamos la sección mostran-
do cómo (1.2.2) nos permite acotar uniformemente el solapamiento de ciertos inter-
valos que aparecerán naturalmente en la prueba del Teorema 4.1.6.

Lema 4.1.7. Sea w un peso en Ap. Para un intervalo diádico I, sean aI , bI y cI
el extremo izquierdo de I, el extremo derecho y el centro de I, respectivamente. Sean
Il y Ir las mitades izquierda y derecha de I. Entonces

a) Si C es la constante en (1.2.2) y ϵ < (1
2
)p 1

2C
obtenemos que 2ϵw(I) < w(Il)

y 2ϵw(I) < w(Ir);
b) con C como antes y ϵ < 1

C
1
3p

también tenemos que
∑

I∈Dj χW ϵ(I)(x) ≤ 2 para
cualquier j ∈ Z, donde W ϵ(I) es el ϵw(I)-entorno del intervalo W (I), en
otras palabras W ϵ(I) = (W (aI)− ϵw(I),W (bI) + ϵw(I)).

Demostración. a) Usando (1.2.2) con J = I, E = Il obtenemos

w(Il)

w(I)
≥ 1

C

( |Il|
|I|

)p

=
1

C2p
> 2ϵ.

La misma desigualdad es cierta para Ir en lugar de Il.
b) Consideramos I, K y J tres intervalos consecutivos en Dj con bI = aK y

bK = aJ . Sea M el intervalo obtenido de la unión de I, J y K.

de (1.2.2) vemos que

ϵ <
1

C

1

3p
=

1

C

( |K|
|M |

)p

≤ w(K)

w(M)

Aquí ϵ(w(I) + w(J)) ≤ ϵw(M) ≤ ϵw(K) = W (aJ) −W (bI), por lo que W (bI) +
ϵw(I) < W (aJ)− ϵw(J). Entonces, ningún punto x ∈ R puede pertenecer a más de
dos intervalos W ϵ

I .
�
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Prueba del Teorema 4.1.6. Dado un conjunto E ⊂ R escribiremos E ′ para
denotar la imagen de E por W . En otras palabras E ′ = {W (x), x ∈ E}. Sea
D =

∪
j∈Z Dj la familia de todos los intervalos diádicos en R, donde Dj es la colección

de todos los intervalos diádicos con longitud 2−j. Escribimos D′ =
∪

j∈Z D′
j para

denotar la familia de todas las imágenes I ′ de los intervalos I ∈ D por W .
Para cada I ∈ D usaremosHw

I para denotar la composición hwI ◦W−1. Es fácil ver

que Hw
I (x) = 1√

|I′|

{√
|I′r|
|I′l|χI′l

(x)−
√

|I′l|
|I′r|χI′r(x)

}
y que {Hw

I , I ∈ D} es una base

ortonormal de L2(R, dx). En efecto, para f ∈ L2(dx) obtenemos ⟨f,Hw
I ⟩L2(dx) =

⟨f ◦W,hwI ⟩L2(wdx) para cualquier I ∈ D. Además

∑

I∈D

∣∣∣⟨f,Hw
I ⟩L2(dx)

∣∣∣
2

=
∑

I∈D

∣∣∣⟨f ◦W,hwI ⟩L2(wdx)

∣∣∣
2

= ∥f ◦W∥2L2(wdx) = ∥f∥2L2(dx) .

Seguidamente regularizamos por convolución la función Hw
I para I ∈ D para

obtener Hw,ϵ
I de�nida por Hw,ϵ

I = φϵw(I) ∗ Hw
I ; I ∈ D donde φ es como la descrita

anteriormente y ϵ es tan pequeño como en el Lema 4.1.7.
Para demostrar el item a) del Teorema 4.1.6 aplicamos el teorema de estabilidad

de Favier-Zalik (Teorema 1.5.1), por lo que estimaremos la cota Bessel en L2(dx)
para la diferencia bϵI = Hw

I −Hw,ϵ
I entre Hw

I y su regularización Hw,ϵ
I .

Precisamente, se de�ne

Tϵf =
∑

I∈D
⟨f, bϵI⟩Hw

I

y Tjf =
∑

J∈Dj ⟨f, bϵJ⟩Hw
J entonces Tϵ =

∑
j Tj. Por lo tanto como

∑
I∈D |⟨f, bϵI⟩|2 =∥∥∑

I∈D ⟨f, bϵI⟩Hw
I

∥∥2
2
=
∥∥∥
∑

j∈Z Tjf
∥∥∥
2

2
, para probar que {bϵI : I ∈ D} es una sucesión

de Bessel con cota pequeña, aplicamos el Lema de Cotlar (Lema 1.1.1) a la sucesión
{Tj} de operadores en L2(R). Comenzamos estimando ∥T ∗

i Tj∥ y
∥∥TiT ∗

j

∥∥ donde T ∗
i

es el operador adjunto de Ti dado por T ∗
j f =

∑
J∈Dj ⟨f,Hw

J ⟩ bϵJ .
Como la familia {Hw

I , I ∈ D} es ortonormal, entonces para i ̸= j obtenemos
T ∗
i Tjf =

∑
J∈Dj , I∈Di ⟨f, bϵJ⟩ ⟨Hw

J , H
w
I ⟩ bϵI = 0. Por otro lado para i = j

∥∥T ∗
j Tjf

∥∥
2
= ∥Tjf∥22 =

∑

J∈Dj

|⟨f, bϵJ⟩|2 .

Como Hw
J es constante a trozos, para ϵ su�cientemente pequeño el soporte de

bϵJ se puede dividir en tres intervalos, cada uno centrado en la imagen por W de
los dos puntos extremos aJ , bJ de J y su centro cJ . Todos ellos tienen la misma
longitud 2ϵw(J). Precisamente si denotamos con Sϵ

J al soporte de bϵJ obtenemos
que Sϵ

J =
∪3

m=1 S
ϵ,m
J , donde Sϵ,1

J = ( W (aJ) − w(J)ϵ , W (aJ) + w(J)ϵ ), Sϵ,2
J =

( W (cJ) − w(J)ϵ , W (cJ) + w(J)ϵ ) y Sϵ,3
J = ( W (bJ) − w(J)ϵ , W (bJ) + w(J)ϵ ).

Ahora, por la desigualdad de Schwartz obtenemos

⟨f, bϵJ⟩2 ≤
(
ˆ

Sϵ
J

|f |2
)(
ˆ

|bϵJ |2
)

Para estimar
´

|bϵI |2, primero notemos que |bϵI | ≤ |Hw
I | + |Hw,ϵ

I | ≤ 2 |Hw
I |≤

2√
w(I)

máx {
√

w(Ir)
w(Il)

,
√

w(Il)
w(Ir)

}. Como wdx es una medida doblante tenemos que
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máx {
√

w(Ir)
w(Il)

,
√

w(Il)
w(Ir)

} ≤ C que depende sólo de w, por lo tanto |bϵI | ≤ Cw(I)−1/2.

Entonces
´

|bϵI |2 ≤ C2

w(I)
|Sϵ

I | = 6C2ϵ.

Entonces, de b) en el Lema 4.1.7 obtenemos

∥∥T ∗
j Tjf

∥∥ ≤ 6C2ϵ
∑

J∈Dj

ˆ

Sϵ
J

|f |2 ≤ 6C2ϵ
∑

J∈Dj

ˆ

W ϵ(J)

|f |2

≤ 6C2ϵ

ˆ

R

(
∑

J∈Dj

χW ϵ(J)

)
|f |2 ≤ 12C2ϵ ∥f∥22 .

Por lo tanto
∥∥T ∗

j Tj
∥∥ ≤ 12C2ϵ, y como ∥T ∗

i Tj∥ = 0 para i ̸= j, cualquier s(k) con
s(0) ≥ 12C2ϵ y s(k) ≥ 0 para k ̸= 0 es admisible para la estimación ∥T ∗

i Tj∥ ≤ s(i−j)
requerida por el Lema de Cotlar.

El comportamiento de la sucesión
∥∥TiT ∗

j

∥∥ es un poco mas sutil pues TiT
∗
j f =∑

I∈Di

∑
J∈Dj ⟨f,Hw

J ⟩ ⟨bϵJ , bϵI⟩Hw
I , y ahora las funciones {bϵJ} no son ortogonales. En

este caso la suavidad Lipschitz de cada bϵJ fuera de sus puntos de discontinuidad y
sus propiedades de promedio nulos jugaran un rol importante. Estas propiedades se
enuncian en las siguientes a�rmaciones, las cuales se probaran al �nal de la sección.

A�rmación 1: Para cada I ∈ D con I = [aI , bI) centrado en cI , sobre cada uno
de los segmentos σ1 = (−∞,W (aI)), σ2 = (W (aI),W (cI)), σ3 = (W (cI),W (bI))
y σ4 = (W (bI),∞) la función bϵI es de clase Lipschitz con norma acotada por una

constante veces ϵ w(I)−
3
2 .

A�rmación 2: Sobre cada una de las tres componentes conexas Sϵ,m
I de su

soporte obtenemos
´

Sϵ,m
I

bϵI = 0 m = 1, 2, 3.

Asumimos que las a�rmaciones 1 y 2 se cumplen y continuamos con la prueba
del Teorema.

Para estimar
∥∥TiT ∗

j

∥∥ observemos que, debido a que {Hw
I , I ∈ D} es una base

ortonormal, obtenemos

(4.1.8)
∥∥TiT ∗

j f
∥∥2
2
=
∑

I∈Di

(
∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩ ⟨bϵI , bϵJ⟩

)2

.

Asumimos primero que j > i. Para I ∈ Di �jo, consideramos la partición de Dj

provista por los tres conjuntos,A(I) = {J ∈ Dj : Sϵ
J∩Sϵ

I = ∅}; B(I) = {J ∈ Dj\A :
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bϵI es continua y no idénticamente nula sobre Sϵ
J} y C(I) = Dj \ (A(I) ∪ B(I)). Para

J ∈ A obtenemos que ⟨bϵI , bϵJ⟩ = 0, entonces, por la desigualdad de Schwartz,

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
2
=
∑

I∈Di


 ∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨f,Hw

J ⟩ ⟨bϵI , bϵJ⟩




2

≤
∑

I∈Di


 ∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨f,Hw

J ⟩2



 ∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨bϵI , bϵJ⟩2




=
∑

I∈Di


 ∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨f,Hw

J ⟩2



 ∑

J∈C(I)
⟨bϵI , bϵJ⟩2




+
∑

I∈Di


 ∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨f,Hw

J ⟩2



 ∑

J∈B(I)
⟨bϵI , bϵJ⟩2




≤ A+B

Para estimar A notamos que C(I) tiene a lo sumo seis elementos. Por otro lado,
de (1.2.3)

|⟨bϵI , bϵJ⟩| ≤
ˆ

Sϵ
J

|bϵI(x)| |bϵJ(x)| dx

≤ C
ϵw(J)

(w(I)w(J))
1
2

≤ Cϵ
1

2(j−i) γ
2

,

por lo tanto

A ≤ Cϵ22−γ(j−i)
∑

I∈Di

∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨f,Hw

J ⟩2

≤ Cϵ22−γ(j−i)
∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩2 ♯{I ∈ Di : J ∈/ A(I)} ≤ Cϵ22−γ(j−i) ∥f∥22 .(4.1.9)

Estimamos ahora B. Debido a que para J ∈ B(I) la función bϵJ es Lipschitz sobre
el soporte de bϵI , por lo tanto por la A�rmación 1 y 2 y aplicando otra vez (1.2.3)
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obtenemos, con xmJ el centro de la m-ésima componente conexa del soporte de bϵJ ,

∑

J∈B
|⟨bϵI , bϵJ⟩|2 =

∑

J∈B

∣∣∣∣∣

3∑

m=1

ˆ

Sϵ,m
J

bϵJ(x) (b
ϵ
I(x)− bϵI(x

m
J )) dx

∣∣∣∣∣

2

≤
∑

J∈B

C

ϵ2w(I)3

(
3∑

m=1

ˆ

Sϵ,m
J

|bϵJ(x)| |x− xmJ | dx
)2

≤ C
∑

I∈B

1

ϵ2w(I)3
|Sϵ

J |2
1

w(J)
ϵ2w(J)2

≤ Cϵ2
∑

J∈B

(
w(J)

w(I)

)2
w(J)

w(I)

≤ Cϵ2
∑

J∈B

( |J |
|I|

)2γ
1

w(I)

ˆ

J

w(x)dx

≤ Cϵ2
(
1

2

)2(j−i)γ
1

w(I)

ˆ

R

∑

J∈B
χJ(x)w(x)dx

≤ Cϵ2
(
1

2

)2γ(j−i)
w(Ĩ)

w(I)

≤ Cϵ2
(
1

2

)2γ(j−i)

donde Ĩ es el intervalo concéntrico con I y una constante veces su longitud.
Así para j > i

(4.1.10)
∑

J∈B(I)
|⟨bϵI , bϵJ⟩|2 ≤ Cϵ22−2(j−i)γ

por lo tanto

B ≤ Cϵ22−2(j−i)γ
∑

I∈Di

∑

J∈B(I)∪C(I)
⟨f,Hw

J ⟩2

≤ Cϵ22−2(j−i)γ ∥f∥22 ,(4.1.11)

�nalmente, de (4.1.9) y (4.1.11)

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
2
≤ A+B ≤ Cϵ22−γ(j−i) ∥f∥22 .

Por lo que, para j > i tomando s(j − i) = Cϵ2−
γ
2
(j−i) tenemos una sucesión que

cumple con las hipótesis del Lema de Cotlar.
Para i ≥ j e I ∈ Di no hay más de dos intervalos J ∈ Dj tales que Sϵ

I ∩ Sϵ
J ̸= ∅,

con lo cual la suma interior en (4.1.8) tiene a lo sumo dos sumandos y entonces, con



4.1. CONSTRUCCIÓN DE LA REGULARIZACIÓN 61

la notación anterior, dado J ∈ Dj, obtenemos las tres clases A(J), B(J) y C(J),

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
2
≤ C

∑

I∈Di


 ∑

{J∈Dj/ Sϵ
I∩Sϵ

J ̸=∅}
⟨f,Hw

J ⟩2 ⟨bϵI , bϵJ⟩2



≤ C
∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩2


 ∑

I∈C(J)∪B(J)
⟨bϵI , bϵJ⟩2




≤ C
∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩2


 ∑

I∈C(J)
⟨bϵI , bϵJ⟩2


+ C

∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩2


 ∑

I∈B(J)
⟨bϵI , bϵJ⟩2




Para el primer sumando, notemos que si I ∈ C(J), obtenemos de (1.2.3) como
antes

|⟨bϵI , bϵJ⟩| ≤
ˆ

Sϵ
I

|bϵJ(x)| |bϵI(x)| dx

≤ C
ϵw(I)

w(J)
1
2w(I)

1
2

≤ Cϵ2−(i−j) γ
2 ,

como el número de elementos de C(J) está acotado resulta

∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩2


 ∑

I∈C(J)
⟨bϵI , bϵJ⟩2


 ≤ Cϵ22−γ(i−j) ∥f∥22 .

Para el segundo término observamos que si I ∈ B(J) e ymI es el centro del
intervalo Sϵ,m

I entonces, por la A�rmación 1

⟨bϵI , bϵJ⟩2 ≤
(

3∑

m=1

ˆ

Sϵ,m
I

bϵI(y) (b
ϵ
J(y)− bϵJ(y

m
I )) dµ(y)

)2

≤
(

C

ϵw(J)
3
2

3∑

m=1

ˆ

Sϵ,m
I

bϵI(y) |y − ymI | dµ(y)
)2

≤
(

3Cϵw(I) |Sϵ
I |

ϵ w(J)
3
2w(I)

1
2

)2

≤ Cϵ2
(
w(I)

w(J)

)3

,

Entonces

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
2
≤ Cϵ22−(i−j)γ ∥f∥22 + Cϵ22−(i−j)2γ

∑

J∈Dj

⟨f,Hw
J ⟩2


 1

w(J)

∑

I∈B(J)
w(I)




≤ Cϵ22−(i−j)γ ∥f∥22 + Cϵ22−(i−j)2γ ∥f∥22 .
De este modo obtenemos que

∥∥TiT ∗
j

∥∥ ≤ Cϵ2−
γ
2
(i−j), para i ≥ j.

Por lo tanto tenemos las hipótesis del Lema de Cotlar 1.1.1 para la sucesión {Tj}
con s(k) = Cϵ2−

γ
2
|k|, k ∈ Z. Entonces por el Lema de Cotlar vemos que ∥Tϵ∥ ≤ Cϵ

1
2 ,

0 < ϵ < ϵ0 = mı́n{2−p

2C
, 3−pC} donde C es la constante en la ecuación (1.2.2).

Ahora del Teorema de estabilidad de Favier-Zalik (Teorema 1.5.1), obtenemos que
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{Hw,ϵ
I : I ∈ D} es una base de Riesz para L2(R, dx) con cotas

(
1−

√
Cϵ

1
2

)2
y

(
1 +

√
Cϵ

1
2

)2
. Como hw,ϵ

I = Hw,ϵ
I ◦W y para f ∈ L2(wdx) obtenemos la identidad

∑

I∈D
⟨f, hw,ϵ

I ⟩2L2(wdx) =
∑

I∈D

⟨
f ◦W−1, Hw,ϵ

I

⟩2
L2(dx)

inmediatamente vemos que {hw,ϵ
I : I ∈ D} es una base de Riesz para L2(R, wdx)

con cotas
(
1±

√
Cϵ

1
2

)2
. Esto prueba a).

La absoluta continuidad de cada hw,ϵ
I sigue de la regularidad de Hw,ϵ

I y la ab-
soluta continuidad de W . La parte b) en el enunciado del Teorema 4.1.6 se sigue
directamente de la forma que presentan las cotas Riesz de {hw,ϵ

I : I ∈ D} obtenidas
anteriormente.

Para probar c). Con aI y bI los extremos izquierdo y derecho de I tenemos que el
soporte de hw,ϵ

I es el intervalo Iϵ = [W−1(W (aI)− ϵw(I)), W−1(W (bI) + ϵw(I))] =
[aϵI , b

ϵ
I ] conteniendo a I. Notemos que W (aI)−W (aϵI) = ϵw(I) y W (bϵI)−W (bI) =

ϵw(I), de la continuidad de W−1 se sigue que aϵI → aI y b
ϵ
I → bI cuando ϵ→ 0. Una

estimación más cuantitativa de esta aproximación puede obtenerse usando otra vez
(1.2.2). En efecto, denotamos con I∗ al intervalo concéntrico con I y tres veces su
longitud. Sea J el intervalo [aϵI , aI ], entonces de (1.2.2)

aI − aϵI
3 |I| =

|J |
|I∗| ≤ C

(
w(J)

w(I∗)

) 1
p

= C

(
ϵw(I)

w(I∗)

) 1
p

≤ Cϵ
1
p .

De manera similar
bϵI−bI
|I| ≤ Cϵ

1
p . Por lo tanto |Iϵ|

|I| = 1 +
aI−aϵI
|I| +

bϵI−bI
|I| y 0 < |Iϵ|

|I| −
1 < Cϵ

1
p donde C depende de la constante Ap de w. Notar que la velocidad de

aproximación mejora con p tendiendo a 1.
�

Finalmente probamos las a�rmaciones (1) y (2).

Prueba de la Afirmación 1: Para x, y ∈ σi, i = 1, ..., 4. obtenemos que
HI(x) = HI(y), entonces

|bϵI(x)− bϵI(y)| =
∣∣Hw

I ∗ φϵw(I)(x)−Hw
I ∗ φϵw(I)(y)

∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ

R

Hw
I (z)

ϵw(I)

(
φ

(
x− z

ϵw(I)

)
− φ

(
y − z

ϵw(I)

))∣∣∣∣

Como φ es suave, aplicando el teorema del valor medio resulta

|bϵI(x)− bϵI(y)| ≤
∥φ′∥∞
ϵ2w(I)2

|x− y|
ˆ

{|x−z|≤ϵw(I)}∪{|y−z|≤ϵw(I)}
|Hw

I (z)| dz

≤ c
∥φ′∥∞
ϵ w(I)

3
2

|x− y|

como pretendíamos. �
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Prueba de la Afirmación 2: Es fácil ver que
´

bϵI dx = 0. En efecto, pode-
mos observar de 4.1.3

√
|I ′|
ˆ

I′
Hw

I (x)dx =

√
|I ′r|√
|I ′l |

ˆ

I′
χI′l

(x)dx−
√
|I ′l |√
|I ′r|

ˆ

I′
χI′r(x)dx

=

√
|I ′r|√
|I ′l |

|I ′l | −
√
|I ′l |√
|I ′r|

|I ′r| = 0.

Por otro lado, como
´

φ(z)dz = 1, también obtenemos que
´

Hw,ϵ
I dx = 0.

Notar que, luego de la normalización,
´

Sϵ,1
I
bϵIdx = 0 debido a que

´ δ

−δ

[
χ(0,∞)(x)−

(
χ(0,∞) ∗ φ

)
(x)
]
dx = 0 para δ > 0. Como un argumento similar

prueba que
´

Sϵ,3
I
bϵIdx = 0 y

´

bϵI = 0 obtenemos también
´

Sϵ,2
I
bϵIdx = 0.

�





Capítulo 5

Bases de Riesz continuas para espacios L2 con pesos de
variables separadas en Rn

Hemos notado en las situaciones descritas hasta aquí que, en los casos de regu-
larización de sistemas de Haar, dos propiedades han sido cruciales:

(1) la relación dimensional entre los intervalos diádicos y sus fronteras y (2) la
anulación de la integral de las perturbaciones sobre las componentes conexas de sus
soportes. Como veremos en la Parte B, la propiedad (1) puede obtenerse en contextos
más generales. En cambio la propiedad (2) es más sutil y es en particular la que nos
induce la restricción de que los pesos que consideramos en este capítulo sean de
variables separadas, esto es w(x) = w(x1, ..., xn) =

∏n
i=1wi(xi) con wi ∈ A∞(R)

para cada i = 1, 2, ..., n.
Para simpli�car diremos que un peso con esas características es un peso en

Av.s
∞ (Rn). Es claro que Av.s

∞ (Rn) ⊂ A∞(Rn), pero también que la inclusión es es-
tricta, puesto que los pesos que son potencias de la distancia al origen en Rn no
tienen variables separadas.

Con estas condiciones en w el espacio L2(wdx) tiene una estructura particular
dado que su medida es de nuevo una medida producto. En efecto wdx =

∏n
i=1widxi.

Al menos dos construcciones de bases de Riesz suaves para L2(wdx) con w ∈
Av.s

∞ (Rn) y soportes compactos son posibles usando los resultados del Capítulo 4.
La primera, más elemental aprovechando la estructura del peso, es la de producto
tensorial (caso multiparamétrico). La segunda (caso �uni� paramétrico), más delica-
da, pretende recuperar a los cubos diádicos de Rn como los (casi) soportes de las
funciones básicas. Abordaremos ambas en dos secciones separadas.

5.1. Caso multiparamétrico

En la literatura clásica sobre wavelets, ver por ejemplo la Proposición 5.1 en el ca-
pítulo 5 del libro de Wojtaszczyk [52], se obtiene una base ortonormal de L2(Rn, dx)
como producto tensorial de wavelets unidimensionales con escalamientos multipa-
ramétricos. En esta sección extenderemos los resultados en dos sentidos. Las bases
ortonormales pueden sustituirse por bases de Riesz y los espacios L2 por espacios
con medidas no invariantes por traslaciones absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue.

El resultado principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 5.1.1. Sea wi, i = 1, ..., n, funciones medibles no negativas y local-
mente integrables y sea w(x) :=

∏n
i=1wi(xi) con x = (x1, ..., xn). Sea Λ una familia

de índices y {ψ(i)
l , l ∈ Λ} una base de Riesz en L2(R, widxi), con cotas Ai y Bi

65
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respectivamente. Dado λ = (l1, ..., ln) ∈ Λn, sea

ψλ(x) =
n∏

i=1

ψ
(i)
li
(xi).

Entonces la familia {ψλ, λ ∈ Λn} es una base de Riesz sobre L2(Rn, wdx). Además
las cotas Riesz se pueden obtener como producto de las cotas Riesz de las bases
factores, mas especí�camente, si A =

∏n
i=1Ai y B :=

∏n
i=1Bi, resulta

A ∥f∥2L2(Rn,wdx) ≤
∑

λ∈Λn

⟨f, ψλ⟩2 ≤ B ∥f∥2L2(Rn,wdx) .

Demostración. Veremos primero que {ψλ} satisface las desigualdades que la
de�nen como marco, luego veremos que es exacto. En efecto, dada f ∈ L2(Rn), de la
de�nición de ψλ, y de la estructura del peso w se puede deducir la siguiente igualdad.

⟨f, ψλ⟩ =
ˆ

R

ψ
(n)
ln

[
ˆ

R

ψ
(n−1)
ln−1

(
...

ˆ

R

ψ
(1)
l1
f(x1, ..., xn)w1dx1...

)
wn−1dxn−1

]
wndxn

=
⟨
ψ

(n)
ln
,
⟨
ψ

(n−1)
ln−1

, ...
⟨
ψ

(1)
l1
, f
⟩⟩⟩

,

donde cada producto escalar
⟨
ψ

(k)
l , g

⟩
debe entenderse en dimensión uno con res-

pecto a la variable xk y con el peso wk(xk), mientras que las eventuales restantes
variables de g se piensan �jas en esta operación.

Por lo tanto, usando las hipótesis acerca del carácter Riesz de los sistemas ψ
(k)
l ,

obtenemos las siguientes estimaciones.

∑

λ∈Λn

|⟨f, ψλ⟩|2 =
∑

l1∈Z
...
∑

ln−1∈Z

∑

ln∈Z

∣∣∣
⟨
ψ

(n)
ln
,
⟨
ψ

(n−1)
ln−1

, ...
⟨
ψ

(1)
l1
, f
⟩⟩⟩∣∣∣

2

≤ Bn

∑

l1∈Λ
...
∑

ln−1∈Λ
||
⟨
ψ

(n−1)
ln−1

, ...
⟨
ψ

(1)
l1
, f
⟩⟩

||2L2(R,wndxn)

≤ Bn

ˆ

R

∑

l1∈Λ
...
∑

ln−1∈Λ

∣∣∣
⟨
ψ

(n−1)
ln−1

, ...
⟨
ψ

(1)
l1
, f
⟩⟩∣∣∣

2

wndxn

≤ BnBn−1

ˆ

R

ˆ

R

∑

l1∈Λ
...
∑

ln−2∈Λ

∣∣∣
⟨
ψ

(n−2)
ln−2

, ...
⟨
ψ

(1)
l1
, f
⟩⟩∣∣∣

2

wn−1dxn−1wndxn

...

≤
n∏

i=1

Bi ∥f∥2L2(Rn,wdx) ,

y
∑

λ∈λn ⟨f, ψλ⟩2 ≥ (
∏n

i=1Ai) ∥f∥2L2(Rn,wdx). Esto prueba que {ψλ : λ ∈ Λn} es

un frame. Para concluir que es una base de Riesz, según [15] (Teorema 6.1.1) nos
resta ver que la familia {ψλ, λ ∈ Λn} es un marco exacto. Esto es, que si sacamos un
elemento de la sucesión entonces esta deja de ser un marco. Sea λo = (l01, ..., l

0
n) ∈ Λn,

veamos que la familia {ψλ, λ ∈ Λn}\{ψλ0} no es un marco.
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Como {ψ(i)
l , l ∈ λ} es una base de Riesz sobre L2(R, widxi), entonces la familia

{ψ(i)
l , l ∈ Λ, l ̸= l0i } no es un marco, por lo tanto cualquiera sea la sucesión numérica

{ck} tal que ck → 0 con k → ∞ necesariamente existe f i
k ∈ L2(R, widxi) tal que

∑

l∈Λ
l ̸=l0

i

∣∣∣
⟨
f i
k, ψ

(i)
l

⟩∣∣∣
2

< (ck)
1/n
∥∥f i

k

∥∥
L2(R, widxi)

.

Por lo tanto al de�nir fk(x) :=
∏n

i=1 f
i
k(xi), obtenemos que fk ∈ L2(Rn, wdx) y

además

∑

λ∈Λn

λ ̸=λ0

|⟨fk, ψλ⟩|2 =
∑

l1∈λ
l1 ̸=l01

...
∑

ln∈Λ
ln ̸=l0n

n∏

i=1

∣∣∣
⟨
f i
k, ψ

(i)
li

⟩∣∣∣
2

=
∑

l1∈λ
l1 ̸=l01

...
∑

ln−1∈Λ
ln−1 ̸=l0n−1

n−1∏

i=1

∣∣∣
⟨
f i
k, ψ

(i)
li

⟩∣∣∣
2 ∑

ln∈Λ
ln ̸=l0n

∣∣∣
⟨
fn
k , ψ

(n)
ln

⟩∣∣∣
2

≤ (ck)
1/n ∥fn

k ∥2L2(R, wndxn)

∑

l1∈Λ
l1 ̸=l01

...
∑

ln−1∈Λ
ln−1 ̸=l0n−1

n−1∏

i=1

∣∣∣
⟨
f i
k, ψ

(i)
li

⟩∣∣∣
2

...

≤ ck

n∏

i=1

∥∥f i
k

∥∥2
L2(R, widxi)

= ck ∥fk∥2L2(Rn, wdx) .

Con lo cual obtenemos que la desigualdad de la izquierda en la de�nición de
marco no puede cumplirse para la familia {ψλ, λ ̸= λ0}, como queríamos.

�

Corolario 5.1.2. Dado ϵ > 0, sean wi, con i = 1, ..., n, pesos de Muckenhoupt
pertenecientes a las clases A∞(R). Sean {hwi,ϵ

I , I ∈ D(R)}, el sistema de Riesz en

L2(R, widxi), dado en (4.1.5). Dado J⃗ = (J1, ..., Jn) ∈ D(R)n, sea

ψϵ
J⃗
:=

n∏

i=1

hwi,ϵ
Ji

.

Entonces el sistema {ψϵ
J⃗
, J⃗ ∈ D(R)n}, es una base de Riesz sobre L2(Rn, wdx),

donde w =
∏n

i=1wi. Cada ψ
ϵ
J⃗
es continua y tiene soporte compacto.

La demostración del Corolario 5.1.2 consiste en aplicar los resultados del Teorema
4.1.6 y el Teorema 5.1.1.

Es importante observar que las constantes de la base de Riesz {ψϵ
J⃗
, J⃗ ∈ D(R)n}

son tan cercanas a uno como se desee, y esto se desprende de que cada cota de Riesz
de las bases {hwi,ϵ

I , I ∈ D(R)} lo son y que los soportes J⃗ no necesariamente son
cubos diádicos en Rn pero si son productos de intervalos diádicos uno dimensionales.
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5.2. Caso uniparamétrico

El carácter uniparamétrico que pretende re�ejar el título de la sección es sólo
por contraste de la Sección 5.1. Nos referimos a que las bases de Riesz regulares
que construiremos en esta sección tienen soportes en entornos pequeños de cubos
diádicos de Rn y no de rectángulos o paralelepípedos con aristas diádicas en R1. De
los dos casos éste es el más interesante y también el más difícil. Un teorema de R.
Zalik (ver [53]) da un criterio cuantitativo para obtener sistemas de Bessel en Rn

como producto de sistemas de Bessel en R1 con cotas explícitas para las constantes
de Bessel. Esto permite obtener regularizaciones de wavelets de Haar en L2(Rn, dx)
a partir de la construcción de regularizaciones de Haar unidimensionales.

El Lema 2.5 de [53], sin embargo no se aplica directamente al caso de espacios
L2 no invariantes por traslaciones como es el de las medidas inducidas por pesos de
A∞ que nos ocupa en esta sección.

El resultado principal de esta sección debe verse más como la construcción de un
sistema de Riesz, suave de funciones soportadas en los diádicos dilatados levemente,
que como un resultado de estabilidad ya que no estamos perturbando cualquier
sistema de Haar en L2(Rn, wdx).

Como antes w(x) =
∏n

i=1wi(xi) con cada wi ∈ A∞(R). Dado un cubo Q diádico
de Rn, denotaremos con πi(Q) al intervalo diádico de R con el mismo nivel que Q

que se obtiene proyectando Q sobre el eje xi. En otros términos, si Q = k⃗2j + 2jQ0,
entonces πi(Q) = (ki2

j, (ki + 1)2j).
Comenzamos por construir un sistema de funciones de tipo Haar soportadas en

los cubos diádicos de Rn que resultará ser una base ortonormal en L2(Rn, wdx).
Usamos la notación del Capítulo 4, en particular, con hwi

I denotaremos la función
de Haar desbalanceada de la variable unidimensional xi dada por (4.1.1) con el peso
wi.

Consideremos las funciones características de los intervalos diádicos normalizadas
en L2(R, widxi)

χwi
I =

χI

wi(I)
1
2

,

y las n bases ortogonales, cada una correspondiente a L2(R, widxi), {hwi
I , I ∈ D(R)}

con i = 1, ..., n, dadas en 4.1.1.
Sea Λ = {0, 1}n\{(0, 0, ..., 0)}. Dado λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ y Q =

∏n
i=1 πi(Q) ∈

D(Rn) de�nimos la wavelet de Haar desbalanceada en L2(Rn, wdx) como

(5.2.1) h
w,λ
Q (x) :=

n∏

i=1

[
(1− λi)χ

wi

πi(Q)(xi) + λih
wi

πi(Q)(xi)
]
=

n∏

i=1

h
w,λ
Q,i (xi),

donde h
w,λ
Q,i (xi) = (1− λi)χ

wi

πi(Q)(xi) + λih
wi

πi(Q)(xi).

Proposición 5.2.2. El sistema {hw,λ
Q , Q ∈ D(Rn), λ ∈ Λ} es una base orto-

normal de L2(Rn, wdx).

Demostración. Veamos primero que {hw,λ
Q } es ortonormal, en efecto, si Q y J

son dos cubos diádicos distintos, dados λ y γ en Λ es fácil ver que
⟨
h
w,λ
Q , hw,γ

J

⟩
w
= 0

debido al carácter de medida producto de wdx y al hecho de que la familia {hwi
I }

es ortogonal y que cada función hwi
I tiene promedio nulo para todo i = 1, ..., n. Por

otro lado si Q = J y λ ̸= γ, entonces existe i tal que λi ̸= γi, podemos suponer
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sin pérdida de generalidad que λi = 1 y γi = 0, en consecuencia en el producto⟨
h
w,λ
Q , hw,γ

Q

⟩
w

aparece el factor
⟨
hwi

πi(Q), χ
wi

πi(Q)

⟩
wi

= 0, por lo tanto otra vez por

el carácter de medida producto de wdx obtenemos que
⟨
h
w,λ
Q , hw,γ

Q

⟩
w

= 0. Como

∥χwi
I ∥L2(R,widxi)

= ∥hwi
I ∥L2(R,widxi)

= 1, es fácil ver que
∥∥∥hw,λ

Q

∥∥∥
L2(Rn,wdx)

= 1.

Como el espacio VQ de las funciones en Q que son constantes en cada Q′ ∈ O(Q)
tiene dimensión 2n, y como las funciones simples sobre cubos diádicos son densas
en L2 nos vasta demostrar que para Q �jo en D la familia {hw,λ

Q : λ ∈ Λ\0} que

junto con χQ/
√
w(Q) forman una vase de VQ es linealmente independiente. Pero ya

probamos que estas funciones son ortonormales.
�

Como vimos antes, dado ϵ > 0, cada sistema {hwi
I } tiene una base de Riesz aso-

ciada, en L2(R, widxi), de funciones regulares {hwi,ϵ
I }, con cotas Riesz tan cercanas

a uno como se desee.
Recordemos que, en la construcción de cada función hwi,ϵ

I , intervino una función
regular φi, y que cada elemento del sistema de Riesz se puede escribir como

hwi,ϵ
I =

[(
hwi
I ◦W−1

i

)
∗ φi

ϵwi(I)

]
◦Wi,

donde Wi(t) =
´ t

0
wi(xi)dxi. Las funciones φi pueden tomarse todas iguales pero el

modo preciso de regularizar no es relevante.
Aplicando el mismo proceso de regularización a las funciones χwi

I , obtenemos

χwi,ϵ
I :=

[(
χwi
I ◦W−1

i

)
∗ φi

ϵwi(I)

]
◦Wi.

Podemos ver, por la analogía de su construcción, que las funciones χwi,ϵ
I son de clase

Lipschitz y además que la constante de la desigualdad lipschitz es la misma que la
de las funciones hwi,ϵ

I . Reunimos ésta y otras propiedades en el siguiente lema.

Lema 5.2.3. Sea w un peso de Muckenhoupt en la clase A∞(R) entonces se
cumplen las siguientes a�rmaciones.

a) Fijado I ∈ D(R), x, y ∈ I resulta

|hw,ϵ
I (x)− hw,ϵ

I (y)| ≤ c

ϵ w(I)
3
2

∣∣∣∣
ˆ y

x

w(z)dz

∣∣∣∣ .

b) Para I ∈ D(R), x, y ∈ I.

|χw,ϵ
I (x)− χw,ϵ

I (y)| ≤ c

ϵw(I)
3
2

∣∣∣∣
ˆ y

x

w(z)dz

∣∣∣∣ .

c) Dado I = [aI , bI ] ∈ D, si denotamos con cI al centro del intervalo I, podemos
dividir el soporte de la función hw,ϵ

I en cinco subconjuntos, a saber,

Iw,ϵ
1 = [W−1 (W (aI)− ϵw(I)) ,W−1 (W (aI) + ϵw(I))] = W−1(Sϵ,1

I ).
Iw,ϵ
2 = [W−1 (W (aI) + ϵw(I)) ,W−1 (W (cI)− ϵw(I))].
Iw,ϵ
3 = [W−1 (W (cI)− ϵw(I)) ,W−1 (W (cI) + ϵw(I))] = W−1(Sϵ,2

I ).
Iw,ϵ
4 = [W−1 (W (cI) + ϵw(I)) ,W−1 (W (bI)− ϵw(I))].
Iw,ϵ
5 = [W−1 (W (bI)− ϵw(I)) ,W−1 (W (bI) + ϵw(I))] = W−1(Sϵ,3

I ).
d) Dado I ∈ D, la diferencia hwI −hw,ϵ

I tiene integral nula sobre cada componente
conexa Iw,ϵ

k con k = 1, ..., 5.
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e) Si I = [aI , bI ] ∈ D(R), al igual que las funciones regulares hw,ϵ
I , el soporte de

las funciones χw,ϵ
I es el intervalo

[
W−1 (W (aI)− ϵw(I)) ,W−1 (W (bI) + ϵw(I))

]
.

f) Dado I ∈ D, la diferencia χw
I −χw,ϵ

I tiene integral nula sobre cada componente
conexa Iw,ϵ

k con k = 1, ..., 5, del soporte de χw,ϵ
I

Demostración. Para la prueba del item a) aplicamos la misma técnica que en
la demostración de la A�rmación 1, utilizada en la prueba del Teorema 4.1.6, en
efecto, por la de�nición de hw,ϵ

I obtenemos la siguiente estimación

|hw,ϵ
I (x)− hw,ϵ

I (y)| = |Hw,ϵ
I ◦W (x)−Hw,ϵ

I ◦W (y)|
=
∣∣[Hw

I ∗ φϵw(I)

]
(W (x))−

[
Hw

I ∗ φϵw(I)

]
(W (y))

∣∣

≤
ˆ

|Hw
I (z)|

1

ϵw(I)

∣∣∣∣φ
(
W (x)− z

ϵw(I)

)
− φ

(
W (y)− z

ϵw(I)

)∣∣∣∣ dz

≤ ∥φ′∥∞
ϵ2w(I)2

|W (x)−W (y)|
ˆ

{|W (x)−z|<ϵw(I)}∪{|W (y)−z|<ϵw(I)}
|Hw

I (z)| dz

≤ ∥φ′∥∞w(I)−1/22ϵw(I)

ϵ2w(I)2
|W (x)−W (y)| = c

ϵw(I)3/2

∣∣∣∣
ˆ y

x

w(z) dz

∣∣∣∣ .

La prueba del item b) es análoga a la anterior puesto que sólo hemos usado la norma
in�nito de HI que es la misma que la de χw

I .
Para el item c) observemos que por la de�nición de Hw,ϵ

I sabemos que sopHw,ϵ
I =

[W (aI)− ϵw(I),W (bI) + ϵw(I)]. Esto último implica que

sophw,ϵ
I = [W−1 (W (aI)− ϵw(I)) ,W−1 (W (bI) + ϵw(I))],

y el resultado sigue, notando que Iw,ϵ
k son intervalos que lo cubren.

Para probar el item d) notamos que por la A�rmación 2, utilizada en la prueba
del Teorema 4.1.6, sabemos que la diferencia bϵI = Hw

I − Hw,ϵ
I tiene integral nula

sobre cada componente conexa Sϵ,m
I con m = 1, 2, 3.

Si k es impar, aplicamos el cambio de variable z = W−1(x) y utilizamos el
resultado de la A�rmación 2 par obtener

ˆ

Iw,ϵ
k

(hwI (z)− hw,ϵ
I (z))w(z)dz =

ˆ

Sϵ,m
I

(Hw
I (x)−Hw,ϵ

I (x))dx = 0.

Si k es par, como Hw
I = Hw,ϵ

I sobre W (Iw,ϵ
k ), aplicando el mismo cambio de

variable z = W−1(x) obtenemos
ˆ

Iw,ϵ
k

(hwI (z)− hw,ϵ
I (z))w(z)dz =

ˆ

W (Iw,ϵ
I )

Hw
I (x)−Hw,ϵ

I (x)dx = 0.

El resultado del item e) se deduce de la de�nición de χw,ϵ
I .

Para la prueba del item f) notemos que la diferencia χw
I − χw,ϵ

I se anula en
los intervalos centrales de su soporte Iw,ϵ

k , k = 2, 3, 4. Por otro lado para k = 1, 2
aplicamos el cambio de variable z = W−1(y) y obtenemos
ˆ

Iw,ϵ
k

[χw
I (z)− χw,ϵ

I (z)]w(z)dz =

ˆ

W (Iw,ϵ
k )

[(
χw
I ◦W−1

)
(y)−

(
χw
I ◦W−1

)
∗ φϵw(I)(y)

]
dy,

re-escalando la prueba se sigue como en 3.2.7.
�
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Dado Q ∈ D(Rn), Q =
∏n

i=1 πi(Q) y λ ∈ Λ, de�nimos las funciones regulares en
L2(Rn, wdx) sustituyendo en (5.2.1) cada función por su correspondiente regulari-
zada en el sentido descrito,

(5.2.4) h
w,λ,ϵ
Q (x) :=

n∏

i=0

[
(1− λi)χ

wi,ϵ
Ii(Q)(xi) + λih

wi,ϵ
Ii(Q)(xi)

]
=

n∏

i=0

h
w,λ,ϵ
Q,i (xi),

donde h
w,λ,ϵ
Q,i (xi) = (1− λi)χ

wi,ϵ
Ii(Q)(xi) + λih

wi,ϵ
Ii(Q)(xi).

Notar que el soporte de cada función h
w,λ,ϵ
Q es el producto cartesiano de los

soportes de la funciones hw,λ,ϵ
Q,i , como el soporte de cada una de éstas es un ϵ entorno

del intervalo diádico πi(Q) obtenemos que el soporte de h
w,λ,ϵ
Q está incluido en un ϵ

entorno de Q.

Estamos en condición de enunciar el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.2.5. Dado ϵ > 0 su�cientemente pequeño, la familia de funcio-
nes {hw,λ,ϵ

Q } de�nida en (5.2.4) es una base de Riesz de funciones continuas en

L2(Rn, wdx) con cotas tan cercanas a uno y con soportes tan ajustados a los cubos
diádicos como se quiera.

Para demostrar este resultado usaremos el Teorema de estabilidad de Favier
y Zalik 1.5.1. En otras palabras, veremos que la sucesión de diferencias {bw,λ,ϵ

Q =

h
w,λ
Q − h

w,λ,ϵ
Q , Q ∈ D(Rn), λ ∈ Λ} es una sucesión de Bessel con cota que tiende a

cero cuando ϵ tiende a cero. Siendo {hw,λ
Q , Q ∈ D(Rn), λ ∈ Λ} la base ortonormal

de L2(Rn, wdx) de�nida en (5.2.1). Como en el caso unidimensional, para probar la
condición de Bessel para esta sucesión usaremos el Lema de Cotlar 1.1.1.

Antes de comenzar la demostración del Teorema 5.2.5 enunciaremos el lema
siguiente, cuya prueba será dada al �nal de la sección.

Lema 5.2.6. a) Dado λ ∈ Λ, �jo, podemos escribir

bw,λ,ϵ
Q =

n∑

k=1

(
n−k∏

i=1

h
w,λ
Q,i

)(
h
w,λ
Q,n−k+1 − h

w,λ,ϵ
Q,n−k+1

)( n∏

i=n−k+2

h
w,λ,ϵ
Q,i

)
.

donde, para simpli�car la notación convenimos que
∏n

i=n+1 h
w,λ,ϵ
Q,i =

∏0
i=1 h

w,λ
Q,i =

1.
b) Existe c > 0 tal que, dado Q ∈ D(Rn) y λ ∈ Λ �jos, el soporte de la función

bw,λ,ϵ
Q tiene medida mas chica que cϵw(Q) en (Rn, wdx). Esto es

w(sop bw,λ,ϵ
Q ) =

ˆ

sop bw,λ,ϵ
Q

wdx ≤ cϵw(Q).

c) Dado Q ∈ D y λ ∈ Λ �jos, existen constantes positivas m(λ, n, ϵ, w) ≈
1/ϵn−1 y c independiente de Q y λ tal que, el soporte de la función bw,λ,ϵ

Q
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puede escribirse como la unión de rectángulos n-dimensionales Rm, con m =
1, ...,m(λ, n, ϵ, w) tales que se cumplen las siguientes desigualdades

ˆ

Rm

bw,λ,ϵ
Q (x)w(x)dx = 0, para todo m = 1, ...,m(λ, n, ϵ, w),

∣∣∣∣
ˆ yi

xi

wi(t)dt

∣∣∣∣ ≤ cϵwi(πi(Q)) para x, y ∈ Rm, para todo m = 1, ...,m(λ, n, ϵ, w), y

w(Rm) =

ˆ

Rm

wdx ≤ cϵnw(Q) para todo m = 1, ...,m(λ, n, ϵ, w).

d) Dados x, y ∈ Rn, Q ∈ D y λ ∈ Λ entonces se cumple la siguiente desigualdad
de tipo Lipschitz

∣∣∣hw,λ,ϵ
Q (x)− h

w,λ,ϵ
Q (y)

∣∣∣ ≤ c

ϵw(Q)
1
2

n∑

k=1

1

wk(πk(Q))

∣∣∣∣
ˆ yk

xk

wk(t)dt

∣∣∣∣ .

Admitiendo la validez del lema anterior, continuamos ahora con la demostración
del resultado principal de esta sección.

Prueba del Teorema 5.2.5. Como el cardinal de Λ es 2n − 1, podemos �jar
λ ∈ Λ y acotar sobre L2(Rn, wdx) el operador

Tλf : =
∑

Q∈D(Rn)

⟨
f, bw,λ,ϵ

Q

⟩
h
w,λ
Q

=
∑

i∈Z

∑

Q∈Di(Rn)

⟨
f, bw,λ,ϵ

Q

⟩
h
w,λ
Q

=
∑

i∈Z
Tif.

Aplicaremos el Lema de Cotlar 1.1.1 a la sucesión de operadores {Ti} para ver
que el operador Tλ está acotado sobre L2(Rn, wdx) con norma tan pequeña como se
desee.

Nuevamente tenemos que T ∗
i f =

∑
Q∈Di(Rn)

⟨
f, hw,λ

Q

⟩
bw,λ,ϵ
Q . Por lo tanto, la or-

togonalidad del sistema {hw,λ
Q } implica que

T ∗
i Tjf =

∑

Q∈Di(Rn)

∑

J∈Dj(Rn)

⟨
f, bw,λ,ϵ

J

⟩⟨
h
w,λ
J , hw,λ

Q

⟩
bw,λ,ϵ
Q = 0 parai ̸= j.

Por otro lado, si i = j, tomando f ∈ L2(Rn, wdx) tal que ∥f∥L2(Rn,wdx) = 1, la

ortogonalidad del sistema {hw,λ
Q } junto con el resultado del Lema 5.2.6 y el hecho

de que
∣∣∣bw,λ,ϵ

Q

∣∣∣ ≤ cw(Q)−
1
2 nos permite escribir
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∥T ∗
i Tif∥L2(Rn,wdx) = ∥Tif∥2L2(Rn,wdx) =

∑

Q∈Di(Rn)

∣∣∣
⟨
f, bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

≤
∑

Q∈Di(Rn)

∥f∥2
L2(sop bw,λ,ϵ

Q ,wdx)

ˆ

sop bw,λ,ϵ
Q

∣∣∣bw,λ,ϵ
Q

∣∣∣
2

wdx

≤ cϵ
∑

Q∈Di(Rn)

∥f∥2
L2(sop bw,λ,ϵ

Q ,wdx)

≤ cϵ ∥f∥L2(Rn,wdx) = cϵ.

Para el análisis de la composición TiT
∗
j vemos que, por la ortonormalidad del

sistema {hw,λ
Q }, resulta

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

=
∑

Q∈Di(Rn)


 ∑

J∈Dj(Rn)

⟨
f, hw,λ

J

⟩⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩



2

.

Si suponemos primero que i ≥ j, tomando ϵ lo su�cientemente pequeño, podemos
lograr que los soportes de las diferencias bw,λ,ϵ

J tengan solapamiento acotado por una
constante que depende sólo de la dimensión n y del peso w . Por lo tanto, teniendo
en cuenta que, dado Q ∈ Di(Rn), existe a lo sumo un único J ∈ Dj(Rn) tal que

Q ⊂ J , entonces la cantidad de funciones bw,λ,ϵ
J , tales que sus soportes intersecan el

soporte de bw,λ,ϵ
Q , esta acotado por la cota del solapamiento de los soportes. De este

modo resulta
∥∥TiT ∗

j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

≤ c
∑

Q∈Di(Rn)

∑

J∈Dj(Rn)

sop b
w,λ,ϵ
Q

∩sop b
w,λ,ϵ
J

̸=∅

∣∣∣
⟨
f, hw,λ

J

⟩∣∣∣
2 ∣∣∣
⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

.

Por otro lado, aplicando el resultado del Lema 5.2.6 y la desigualdad (1.2.3)
obtenemos ∣∣∣

⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣ ≤
ˆ

sop bw,λ,ϵ
Q

∣∣∣bw,λ,ϵ
Q

∣∣∣
∣∣∣bw,λ,ϵ

J

∣∣∣wdx

≤ cw(Q)−
1
2w(J)−

1
2w(sop bw,λ,ϵ

Q )

≤ cϵ

(
w(Q)

w(J)

) 1
2

≤ cϵ

( |Q|
|J |

) γ
2

(5.2.7)

≤ cϵ

(
1

2

) (i−j)n
2

γ

,(5.2.8)

por lo tanto, para i ≥ j obtenemos

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

≤ cϵ2
(
1

2

)(i−j)nγ ∑

Q∈Di(Rn)

∑

J∈Dj(Rn)

sop b
w,λ,ϵ
Q

∩sop b
w,λ,ϵ
J

̸=∅

∣∣∣
⟨
f, hw,λ

J

⟩∣∣∣
2

≤ cϵ2
(
1

2

)(i−j)nγ

∥f∥2L2(Rn,wdx) .
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Para el caso en que i ≤ j, dado Q ∈ Di(Rn), partimos el conjunto {J ∈
Dj(Rn)/ sop bw,λ,ϵ

J ∩ sop bw,λ,ϵ
Q ̸= ∅} en dos subconjuntos.

Sea B(Q) := {J ∈ Dj(Rn)/ sop bw,λ,ϵ
J ∩ sop bw,λ,ϵ

Q ̸= ∅ y bw,λ,ϵ
Q χJ es continua y no

idénticamente nula}.
Sea C(Q) := {J ∈ Dj(Rn)/ sop bw,λ,ϵ

J ∩ sop bw,λ,ϵ
Q ̸= ∅}\B(Q).

Obtenemos así

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

=
∑

Q∈Di(Rn)


 ∑

C(Q)∪B(Q)

⟨
f, hw,λ

J

⟩⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩



2

≤
∑

Q∈Di(Rn)

∑

C(Q)∪B(Q)

∣∣∣
⟨
f, hw,λ

J

⟩∣∣∣
2 ∑

C(Q)∪B(Q)

∣∣∣
⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

.(5.2.9)

Notar que C(Q) consiste en los cubos J ∈ Dj(Rn) en donde bw,λ,ϵ
Q es discontinua.

La expresión del Lema 5.2.6 nos permite ver que si bw,λ,ϵ
Q es discontinua en x =

(x1, ..., xn), entonces debe existir xi tal que la diferencia h
w,λ
Ii(Q)−h

w,λ,ϵ
Ii(Q) es discontinua

en xi, pero este hecho ocurre sólo cuando xi es uno de los extremos o el centro del
intervalo πi(Q). Esto implica que x ∈ ∪Q′⊂Q ∂Q

′.

Por lo tanto C(Q) consiste en los cubos J ∈ Dj(Rn) tales que intersecan a∪
Q′⊂Q ∂Q

′. Como ∂Q tiene dimensión n− 1 y los cubos J ∈ C(Q) tienen diámetros

comparables a (1/2)j, entonces el cardinal de C(Q) es comparable con el cociente de
los diámetros, elevado a la potencia n− 1, mas especí�camente

♯C(Q) ≈
(
diam (Q)

diam (J)

)n−1

= c

(
1

2

)(i−j)(n−1)

.

En consecuencia, si llamamos Q∗ al cubo concéntrico con Q pero cuyo diámetro
es el doble del de Q, tomamos ϵ lo su�cientemente pequeño como para asegurar que
J ⊂ Q∗ para todo J ∈ C(Q), por 5.2.7 obtenemos

∑

J∈C(Q)

∣∣∣
⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

≤ cϵ2

w(Q)

∑

J∈C(Q)

w(J)

= cϵ2
w
(∪

J∈C(Q) J
)

w(Q)
≤ cϵ2




∣∣∣
∪

J∈C(Q) J
∣∣∣

|Q∗|




γ

(5.2.10)

≤ cϵ2

(
♯C(Q)

(
1

2

)(j−i)n
)γ

≤ cϵ2 (1/2)(j−i)γ ,

donde γ es el exponente de la desigualdad 1.2.3 para w.
Por otro lado, debido a que los cubos de C(Q) son los que intersecan a las fronteras

de los hijos Q′ de Q, entonces los cubos J ∈ B(Q) están ubicados en sectores del

soporte de bw,λ,ϵ
Q en donde se cumple que hw,λ

Q (x) = h
w,λ
Q (y), para todo x, y ∈ J . Esto
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implica que, si aplicamos el Lema 5.2.6, y suponemos que xm ∈ Rm obtenemos

∣∣∣
⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

ˆ

sop bw,λ,ϵ
J

bw,λ,ϵ
J (x)bw,λ,ϵ

Q (x) wdx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

bw,λ,ϵ
J (x)

(
bw,λ,ϵ
Q (x)− bw,λ,ϵ

Q (xm)
)
wdx

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

bw,λ,ϵ
J (x)

(
h
w,λ,ϵ
Q (x)− h

w,λ,ϵ
Q (xm)

)
wdx

∣∣∣∣∣∣

≤
m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

∣∣∣bw,λ,ϵ
J (x)

∣∣∣
∣∣∣hw,λ,ϵ

Q (x)− h
w,λ,ϵ
Q (xm)

∣∣∣ wdx

≤ c

w(J)
1
2

m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

∣∣∣hw,λ,ϵ
Q (x)− h

w,λ,ϵ
Q (xm)

∣∣∣ wdx

≤ c

w(J)
1
2 ϵw(Q)

1
2

m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

n∑

k=1

1

wk(πk(Q))

∣∣∣∣
ˆ xm

k

xk

w(t)dt

∣∣∣∣ wdx

≤ cϵ

w(J)
1
2 ϵw(Q)

1
2

m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

n∑

k=1

wk(πk(J))

wk(πk(Q))
wdx

≤ c

w(J)
1
2w(Q)

1
2

m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

n∑

k=1

( |πk(J)|
|πk(Q)|

)γk

wdx

≤ c

w(J)
1
2w(Q)

1
2

(
1

2

)(j−i)mı́nk(γk) m(λ)∑

m=1

ˆ

Rm

wdx

≤ c

w(J)
1
2w(Q)

1
2

(
1

2

)(j−i)mı́nk(γk)

w(sop bw,λ,ϵ
J )

≤ c

w(J)
1
2w(Q)

1
2

(
1

2

)(j−i)mı́nk(γk)

ϵw(J)

≤ cϵ(1/2)(j−i)mı́nk(γk)

(
w(J)

w(Q)

)1/2

.

Por lo tanto, si Q∗ es el cubo concéntrico con Q y cuyas aristas miden el doble
que las de Q, para ϵ su�cientemente pequeño podemos decir que J ⊂ Q∗ para todo
J ∈ B(Q). Obtenemos

∑

J∈B(Q)

∣∣∣
⟨
bw,λ,ϵ
J , bw,λ,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

≤ cϵ2(1/2)2(j−i)mı́nk(γk)
1

w(Q)

∑

J∈B(Q)

w(J)

≤ cϵ2(1/2)2(j−i)mı́nk(γk)
1

w(Q∗)

∑

J∈B(Q)

w(J)

≤ cϵ2(1/2)2(j−i)mı́nk(γk).(5.2.11)
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Si juntamos los resultados en (5.2.10) y (5.2.11) con la expresión obtenida en la
desigualdad (5.2.9) obtenemos

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(Rn,wdx)

≤
(
cϵ2 (1/2)(j−i)γ + cϵ2(1/2)2(j−i)mı́nk(γk)

)
∥f∥2L2(Rn,wdx)

≤ cϵ2 (1/2)(j−i)γ ∥f∥2L2(Rn,wdx) .

En de�nitiva, hemos probado que la sucesión de operadores {Tj} cumple la pro-
piedad de casi ortogonalidad, y que una posible sucesión que controla la norma de

las composiciones T ∗
i Tj y TiT

∗
j es s(i − j) = cϵ (1/2)

|i−j|γ
2 . Lo cual, por el Lema de

Cotlar, garantiza que el operador Tλ está acotado en L2(Rn, wdx) con norma cϵ
1
2 .

Como la prueba no depende de λ ∈ Λ, podemos deducir del Teorema de estabilidad
de Favier y Zalik 1.5.1, que la sucesión {hw,λ,ϵ

Q , Q ∈ D, λ ∈ Λ} es una base de Riesz

en L2(Rn, wdx) con cotas Riesz tan cercanas a uno como se desee. Esto culmina la
prueba del Teorema 5.2.5. �

A continuación probamos el Lema 5.2.6.

Prueba del Lema 5.2.6. Para probar el item a) y simpli�car la notación lla-

mamos fi = h
w,λ
Q,i , f =

∏n
i=1 fi, gi = h

w,λ,ϵ
Q,i y g =

∏n
i=1 gi. Por lo tanto bw,λ,ϵ

Q = f − g.
Procedemos por inducción. Para n = 2 obtenemos

f1f2 − g1g2 = f1(f2 − g2) + (f1 − g1)g2

por el caso n = 2 y suponiendo que la igualdad es verdadera para n resulta

n+1∏

i=1

fi −
n+1∏

i=1

gi =

(
n∏

i=1

fi

)
fn+1 −

(
n∏

i=1

gi

)
gn+1

=

(
n∏

i=1

fi

)
(fn+1 − gn+1) +

(
n∏

i=1

fi −
n∏

i=1

gi

)
gn+1

=

(
n∏

i=1

fi

)
(fn+1 − gn+1)+

n∑

k=1

(
n−k∏

i=1

fi

)
(fn−k+1 − gn−k+1)

(
n∏

i=n−k+2

gi

)
gn+1

=

(
n∏

i=1

fi

)
(fn+1 − gn+1)+

n∑

k=1

(
n−k∏

i=1

fi

)
(fn−k+1 − gn−k+1)

(
n+1∏

i=n−k+2

gi

)

=
n+1∑

k=1

(
n+1−k∏

i=1

fi

)
(fn+1−k+1 − gn+1−k+1)

(
n+1∏

i=n+1−k+2

gi

)
.

Para el Item b) utilizamos el resultado del item a) el cual nos permite deducir

propiedades de bw,λ,ϵ
Q a partir de las propiedades de las diferencias h

w,λ
Q,i − h

w,λ,ϵ
Q,i .

En efecto, del Lema 5.2.3 sabemos que el soporte de cada función h
w,λ,ϵ
Q,i puede ser
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dividido en cinco intervalos πi(Q)
wi,ϵ
k con k = 1, ..., 5,. Esto permite encontrar el

soporte de las diferencias bw,λ,ϵ
Q , puesto que dependiendo de la coordenada λi, la

diferencia h
w,λ
Q,i − h

w,λ,ϵ
Q,i , es la diferencia hwi

πi(Q) − hwi,ϵ
πi(Q) (para λi = 1) o χwi

πi(Q) −χwi,ϵ
πi(Q)

(para λi = 0).

En el primer caso h
w,λ
Q,i − h

w,λ,ϵ
Q,i es cero sobre los intervalos πi(Q)

wi,ϵ
k con k = 2, 4,

mientras que en el segundo, es cero para k = 2, 3, 4, podemos ver esta situación en
la siguiente �gura.

Por la expresión del item a) observamos que bw,λ,ϵ
Q será distinta de cero sobre

rectángulos n-dimensionales tales que, al menos una de las diferencias hw,λ
Q,i − h

w,λ,ϵ
Q,i

sea distinta de cero. Esto ocurre cuando el rectángulo en cuestión es el producto de
intervalos donde, al menos uno de ellos, es un intervalo πi(Q)

wi,ϵ
k en el que hw,λ

Q,i −h
w,λ,ϵ
Q,i

no se anula. Por lo tanto podemos dividir el soporte de bw,λ,ϵ
Q en, a lo sumo, una

cantidad N de rectángulos de la forma
∏n

i=1 πi(Q)
wi,ϵ
k(i) tales que existe i que veri�ca

que h
w,λ
Q,i − h

w,λ,ϵ
Q,i es distinta de cero sobre πi(Q)

wi,ϵ
k(i) . Además la constante N sólo

depende de la dimensión n. En la siguiente �gura se ilustra esta situación para
n = 2 y λ = (1, 1).

Debemos observar que las diferencias hw,λ
Q,i − h

w,λ,ϵ
Q,i son distintas de cero, sólo sobre

intervalos que, en (R, widxi), miden 2ϵwi(πi(Q)). Esto implica que cada uno de los

rectángulos n-dimensionales que cubren el soporte de la función bw,λ,ϵ
Q es el producto

de intervalos donde al menos uno de ellos tiene longitud 2ϵwi(πi(Q)) por consiguiente

w(sop bw,λ,ϵ
Q ) ≤ cϵw(Q).



78 5. BASES DE RIESZ CONTINUAS PARA ESPACIOS L2 CON PESOS

Observemos también que si todas las diferencias hw,λ
Q,i −h

w,λ,ϵ
Q,i son distintas de cero

sobre los intervalos πi(Q)
wi,ϵ
k(i) , entonces el rectángulo n-dimensional

∏n
i=1 πi(Q)

wi,ϵ
k(i)

es tal que cada intervalo πi(Q)
wi,ϵ
k(i) mide 2ϵwi(πi(Q)) por lo tanto es un cubo n

dimensional de medida 2nϵnw(Q), más importante aún es que si x e y pertenecen

a este cubo entonces entonces cada componente xi, yi cumple que
∣∣∣
´ yi
xi
wi(t)dt

∣∣∣ ≤
cϵwi(πi(Q)).

Si no estamos en el caso anterior en el que la longitud de todos los intervalos
πi(Q)

wi,ϵ
ki

es 2ϵwi(πi(Q)), entonces dividimos aquellos intervalos πi(Q)
wi,ϵ
ki

que ten-
gan longitud comparable con wi(πi(Q)) en sub-intervalos de longitud comparable a
ϵwi(πi(Q)). Por ejemplo, si πn(Q)

wn,ϵ
kn

no tiene longitud 2ϵwn(πn(Q)) entonces es uno

de los intervalos donde h
w,λ
Q,n − h

w,λ,ϵ
Q,n es cero, por lo tanto dividimos este intervalo

en sub-intervalos Jn
s , con s = 1, ..., r(λ, ϵ, wn) de longitud comparable a ϵwn(πn(Q))

por lo que r(λ, ϵ, wn) ≈ 1/ϵ y como h
w,λ
Q,n − h

w,λ,ϵ
Q,n es cero sobre todo πn(Q)

wn,ϵ
k(n) , en

particular lo es sobre cada Jn
s , lo cual implica que

ˆ

∏n−1
i=1 πi(Q)

wi,ϵ

k(i)
×Jn

s

bw,λ,ϵ
Q wdx = 0,

además πn(Q)
wn,ϵ
k(n) =

∪r(λ,ϵ,wn)
s=1 Jn

s .

Luego cada conjunto
∏n

i=1 πi(Q)
wi,ϵ
ki

puede escribirse de la siguiente manera

n∏

i=1

πi(Q)
wi,ϵ
ki

=
n∏

i=1




r(λ,ϵ,wi)∪

si=1

J i
si




=

∏n
i=1 r(λ,ϵ,wi)∪

m=1

Rm,

en particular si πi(Q)
wi,ϵ
ki

es uno de los intervalos que tiene longitud 2ϵwi(πi(Q))

entonces r(λ, ϵ, wi) = 1 y J i
si
= πi(Q)

wi,ϵ
ki

, de esta manera Rm es el producto carte-
siano de intervalos cuyo i-ésimo factor tiene longitud comparable a ϵwi(πi(Q)) y por
consiguiente w(Rm) ≈ ϵnw(Q), además

ˆ

Rm

bw,λ,ϵ
Q wdx = 0,

y debido a la longitud de los intervalos factores de Rm se tiene que si x, y ∈ Rm

entonces ∣∣∣∣
ˆ xi

yi

widxi

∣∣∣∣ ≤ cϵwi(πi(Q)).

Por lo tanto el soporte de bw,λ,ϵ
Q puede escribirse como la unión de conjuntos Rm,

m = 1, ...,m(λ, ϵ, w), por último como en los productos
∏n

i=1 πi(Q)
wi,ϵ
ki

siempre hay

al menos un intervalo tal que r(λ, ϵ, wi) = 1 entonces m(λ, n, ϵ, w) ≈ 1/ϵn−1.
En la siguiente �gura se representa esta situación para el caso en que n = 2 y

λ = (1, 1).
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Finalmente para el item d) sumamos y restamos oportunamente los productos

cruzados h
w,λ,ϵ
Q,k (xk)

∏n
i=k+1 h

w,λ,ϵ
Q,i (yi) con k = 1, ..., n − 1, del mismo modo como se

procedió en la prueba del item a), y obtenemos∣∣∣hw,λ,ϵ
Q (x)− h

w,λ,ϵ
Q (y)

∣∣∣ =
n∑

k=1

n−k∏

i=1

h
w,λ,ϵ
Q,i (xi)

(
h
w,λ,ϵ
Q,n−k+1(xn−k+1)− h

w,λ,ϵ
Q,n−k+1(yn−k+1)

) n∏

i=n−k+2

h
w,λ,ϵ
Q,i (yi)

usando el hecho de que
∣∣∣hw,λ,ϵ

Q,i

∣∣∣ ≤ cwi(πi(Q))
− 1

2 y el Lema 5.2.3 obtenemos

∣∣∣hw,λ,ϵ
Q (x)− h

w,λ,ϵ
Q (y)

∣∣∣ ≤
n−1∏

i=1

wi(πi(Q))
− 1

2
c

ϵwn(πn(Q))
3
2

∣∣∣∣
ˆ yn

xn

wn(t)dt

∣∣∣∣

+
n−1∑

k=2

n∏

i=1

c

wi(πi(Q))
1
2

1

ϵwn−k+1(πn−k+1(Q))

∣∣∣∣∣

ˆ yn−k+1

xn−k+1

wn−k+1(t)dt

∣∣∣∣∣

+
c

ϵw1(π1(Q))

∣∣∣∣
ˆ y1

x1

w1(t)dt

∣∣∣∣
n∏

i=1

wi(πi(Q))
− 1

2

=
c

ϵw(Q)
1
2

n∑

k=1

1

wk(πk(Q))

∣∣∣∣
ˆ yk

xk

wk(t)dt

∣∣∣∣ .

�
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Capítulo 6

Espacios de tipo homogéneo

En este capítulo presentamos algunas de�niciones y resultados de Análisis Ar-
mónico sobre espacios de tipo homogéneo y en el contexto de espacios de funciones
de�nidas sobre estos. Mucha de la teoría clásica de Análisis Armónico contienen
resultados que podrían clasi�carse de orden cero o de orden fraccionario según los
máximos grados de regularidad involucrados en los teoremas. La mayor parte de ellos
puede extenderse a espacios casi métricos con medida duplicantes. Los fractales au-
tosimilares, las variedades Rimanianas y muchísimas otras estructuras presentan una
estructura austera como ésta. El triángulo de Sierpinsky es una imagen clara de un
espacio no euclídeo que tiene excelentes propiedades en la relación métrica y medida
cuando esta última es la de Hausdor� del orden correcto. La consideración de casi
métricas está asociada a la necesidad de contemplar estructuras bastantes heterogé-
neas que al normalizarse producen auténticas casi métricas que no son distancias.

6.1. Espacios de tipo homogéneo

Comenzmos de�niendo la noción de casi métrica en un conjunto.

Definición 6.1.1. Una casi-métrica sobre un conjunto X es una función ρ :
X ×X → [0,∞) tal que

ρ(x, y) = 0 si y sólo si x = y;
ρ(x, y) = ρ(y, x) para dodo x, y ∈ X;
existe K > 1 tal que ρ(x, y) ≤ K (ρ(x, z) + ρ(z, y)) para todo x, y, z ∈ X.

Cuando la constanteK en la de�nición anterior es igual a uno entonces la función
ρ es una métrica y la denotamos con d en lugar de ρ. Un espacio casi-métrico (X, ρ)
es un conjunto X dotado de una casi-métrica ρ.

Invitamos al lector interesado en �sgar más sobre espacios métricos a la lectura
[17], [12], ver también [41].

La interacción adecuada entre una casi-métrica ρ y una medida de Borel µ, sobre
un mismo conjunto X, son la base de la estructura necesaria en un espacio que hace
de éste un lugar idóneo para el análisis armónico.

Definición 6.1.2. Un espacio de tipo homogeneo (X, ρ, µ) a un espacio casi-
métrico con una medida µ, doblante respecto de la casi-métrica ρ, esto es, existe
A > 0 tal que para todo r > 0 se veri�ca

µ(Bρ(x, 2r)) ≤ Aµ(Bρ(x, r)) para todo x ∈ X

Donde Bρ(x, r) := {y ∈ X/ ρ(x, y) < r} es la bola de centro x y radio r.
Se sabe que las ρ-bolas no son generalmente conjuntos abiertos. Sin embargo en

[41], R. Macías y C. Segovia probaron que si ρ es una casi-métrica sobre X, entonces
existe una métrica d y un número κ ≥ 1 tal que ρ es equivalente a dκ, y las dκ-bolas

83
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son conjuntos abiertos. Debido a esto podemos, en algunos problemas, considerar
que (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo donde d es una métrica sobre X.

Para poder aplicar el teorema de diferenciación de Lebesgue supondremos que
las funciones continuas son densas en L1(X,µ).

Definición 6.1.3. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Diremos que X
es α-Ahlfors si existen c1 y c2 constantes positivas tales que

c1r
α ≤ µ (B(x, r)) ≤ c2r

α

para cualquier 0 < r < diamX, y todo x ∈ X.

6.2. Familias diádicas

Una construcción de familias del tipo diádica en espacios casi-métricos, con con-
trol métrico de la medida de los conjuntos diádicos, fue dada por Christ en [14]. En
un espacio de tipo homogéneo siempre existen familias diádicas que tienen propieda-
des análogas a los cubos diádicos en Rn. Precisamente presentamos a continuación
la construcción dada por Christ en [14]. Dado (X, ρ, µ) un espacio de tipo homo-
géneo con una casi-métrica ρ y una medida duplicante µ, para δ ∈ (0, 1), diremos
que una familia Zj = {xjk, k ∈ Ij ⊂ Z} ⊂ X, j ∈ Z, es una familia δj-dispersa

en X, si ρ(xjk, x
j
m) ≥ δj, siempre que m ̸= k. Por otro lado si Zj es una familia

δj-dispersa maximal diremos que Zj es una δj-red en X. Notar que el hecho de que
Zj sea una familia δj-dispersa maximal implica que, si x ∈ X, existe al menos un
elemento xjk ∈ Zj tal que ρ(x, xjk) < δj. Por supuesto las δj-redes no son únicas en
X. Sea {Zj, j ∈ Z} una sucesión de familias que son δj-redes en X. El proceso de
construcción de cubos diádicos dado por Christ asocia a cada cubo un �centro� que
es precisamente un elemento de las δj-redes con las que estamos trabajando. Para
entender mejor el proceso de selección de los �centros� es preciso de�nir un orden
parcial en la familia de pares A := {(j, k), j ∈ Z, k ∈ Ij}. Si K es la constante
de la desigualdad triangular de la casi-métrica ρ, entonces de�nimos el orden par-
cial ≼, �descendiente de�, sobre A como sigue: dado (j − 1, k) ∈ A diremos que
el par (j,m) desciende de (j − 1, k), (j,m) ≼ (j − 1, k), si ρ(xjm, x

j−1
k ) ≤ 1

2K
δj−1.

Como Zj−1 es una δj−1-red, dado (j,m) ∈ A siempre existen elementos xj−1
k ∈ Zj−1

tal que ρ(xjm, x
j−1
k ) < δj−1 pero podría no existir ningún elemento xj−1

k ∈ Zj−1

tal que ρ(xjm, x
j−1
k ) < 1

2K
δj−1, si este es el caso elegimos arbitrariamente un único

�ansestro� del par (j,m) de entre los pares (j − 1, k) tal que ρ(xjm, x
j−1
k ) < δj−1.

Finalmente la relación ≼ es un orden parcial sobre A si además le pedimos re�e-
xividad, (j, k) ≼ (j, k), y transitividad, si (j, k) ≼ (l,m) y (l,m) ≼ (n, p) entonces
(j, k) ≼ (n, p). Cada conjunto diádico de Christ Qj

k se de�ne a partir de los elemen-
tos de A descendientes del par (j, k), más precisamente, dado a1 ∈ (0, 1) de�nimos
el cubo diádico de la resolución j ∈ Z y la posición k ∈ Ij como sigue,

Qj
k :=

∪

(l,m)≼(j,k)

B(xlm, a1δ
l).

Denotaremos con Dj a los cubos diádicos pertenecientes a la resolución j y
D :=

∪
j∈Z Dj es una familia diádica en X.

Si los parámetros δ y a1 se eligen adecuadamente entonces se puede probar el
siguiente teorema, cuya demostración se encuentra en [37] (Teorema 3.6).
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Teorema 6.2.1. Para la familia diádica D, existen constantes δ ∈ (0, 1), a1 ∈
(0, 1), η > 0, a2 < ∞, C < ∞ y N ∈ N dependiendo de la constante geométrica K
y de la constante de duplicación A tal que los siguientes enunciados se cumplen,

(a) cada Qj
k ∈ D es abierto,

(b) cada Qj
k ∈ D contiene a la bola B(xjk, a1δ

j),

(c) para cada Qj
k ∈ D se cumple que diam(Qj

k) < a2δ
j,

(d) para cada Qj
k ∈ D, y l < j existe un único m ∈ I l tal que Qj

k ⊂ Ql
m,

(e) si j ≥ l, k ∈ Ij y m ∈ I l entonces sucede uno de las siguientes a�rmaciones,
o Qj

k ⊂ Ql
m o Qj

k ∩Ql
m = ∅,

(f) para cada Qj
k ∈ D se cumple

♯{Qj+1
m ∈ Dj+1 : Qj+1

m ⊂ Qj
k} ≤ N,

(g) para cada j ∈ Z

µ

(
X\

∪

k∈Ij
Qj

k

)
= 0,

(h) para cada Qj
k ∈ D

µ
(
{x ∈ Qj

k : ρ(x,Q
j
k) < tδj}

)
≤ Ctηµ(Qj

k),

para todo t > 0, donde Qj
k es la clausura de Qj

k.

La familia diádica construida por Chrits no es única, es su�ciente cambiar el
valor de δ para obtener una familia distinta que cumpla las mismas propiedades,
más aún, cualquier familia de conjuntos que cumpla las propiedades establecidas en
el teorema anterior permite construir, sobre L2(X), un análisis de multiresolución, es
por ello que es necesario de�nir el tipo de familias diádicas con las que trabajaremos.

Definición 6.2.2. Decimos que D =
∪

j∈ZDj es una familia diádica sobre X

con parámetro δ ∈ (0, 1), abreviadamente que D pertenece a D(δ), si cada Dj es una
familia de conjuntos abiertos Q de X, tal que

(d,1) Para cualquier j ∈ Z los cubos en Dj son disjuntos de a pares.
(d,2) Para cualquier j ∈ Z la familia Dj cubre casi todo X en el sentido que

µ(X −∪Q∈DjQ) = 0.

(d,3) Si Q ∈ Dj y i < j, entonces existe un único Q̃ ∈ Di tal que Q ⊆ Q̃.
(d,4) Si Q ∈ Dj y Q̃ ∈ Di con i ≤ j, entonces Q ⊆ Q̃ o Q ∩ Q̃ = ∅.
(d,5) Existen dos constantes a1 y a2 tales que para cada Q ∈ Dj existe un punto

x ∈ Q para el cual B(x, a1δ
j) ⊆ Q ⊆ B(x, a2δ

j).

Las propiedades principales de la familia diádica D de�nida antes están dadas
en el siguiente resultado (ver [6]).

Proposición 6.2.3. Sea D una familia diádica en la clase D(δ).Entonces

(d,6) Existe un entero positivo N , dependiendo sólo de la constante de duplicación,
tal que para cualquier j ∈ Z y todo Q ∈ Dj la desigualdad 1 ≤ #(O(Q)) ≤ N
se cumple. Donde O(Q) = {Q′ ∈ Dj+1 : Q′ ⊆ Q}.

(d,7) X está acotado si y sólo si existe un cubo diádico Q en D tal que X = Q.
(d,8) Las familias D̃j = {Q ∈ Dj : #({Q′ ∈ Dj+1 : Q′ ⊆ Q}) > 1}, j ∈ Z son

disjuntas de a pares.
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6.3. Funciones maximales

En esta sección presentamos la de�niciones de los operadores maximales con los
que trabajaremos en esta parte de la monografía.

Definición 6.3.1. Dada f ∈ L1
loc(X) el loperador Maximal de Hardy-Littlewood

se de�ne como

Mf(x) := sup
r>0

ˆ

B(x,r)

ˆ

B

|f(y)| dµ(y),

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B centradas en x y radio r > 0.

Definición 6.3.2. El operador maximal diádico de Hardy-Littelwood asociado a
D está de�nido, para una función localmente integrable f , por

Mdyf(x) = sup
Q∋x

1

µ(Q)

ˆ

Q

|f | dµ,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos diádicos Q ∈ D conteniendo a
x, y cero fuera de la unión de los diádicos.

Dado Q ∈ D y f localmente integrable, denotamos al promedio sobre el cubo Q
de f como

mQf =
1

µ(Q)

ˆ

Q

|f | dµ.

Definición 6.3.3. Dada f localmente integrable de�nimos el Operador Maximal
Sharp Diádico de Hardy-Littlewood asociado a la familia diádica D como

M ♯, dyf(x) := sup
D∋Q∋x

1

µ(Q)

ˆ

Q

|f(y)−mQf | dµ(y)

Donde el supremo se toma sobre todos los cubos diádicos en D que contienen a x.

6.4. Pesos de Muckenhoupt sobre (X, d, µ)

En esta sección damos las de�niciones general y diádica de pesos de Muckenhoupt
en el contexto de espacios métricos con medida. La característica fundamental de los
pesos de Muckenhoupt es que la condición Ap es necesaria y su�ciente para el tipo
debil (1, 1) y fuerte (p, p), 1 < p <∞, del operador maximal de Hardy-Litlewood.

Definición 6.4.1. a) Sea 1 < p < ∞, una función w no negativa y localmente
integrable sobre X pertenece a la clase Ap si y sólo si existe una constante �nita y
positiva C tal que para toda bola B se cumple la siguiente desigualdad

(
1

µ(B)

ˆ

B

wdµ

)(
1

µ(B)

ˆ

B

w− 1
p−1

)p

≤ C.

b) El peso w está en la clase A1 si existe C �nita y positiva tal que

1

µ(B)

ˆ

Q

wdµ ≤ C inf.ess
B

w,

para toda bola B.
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Para referirnos a un peso w de Muckenhoupt diremos que w pertenece a la clase
A∞ :=

∪
p≥1Ap.

A continuación damos las de�niciones de las cases diádicas de Muckenhoupt en
el contexto de espacios de tipo homogéneo.

Definición 6.4.2. Sea D(X) ∈ D(δ) una familia de cubos diádicos en X.

Asociado a D de�nimos la clase de pesos diádicos Ady
p para

1 < p <∞ como las funciones medibles ν loc. int., no negativas tales que
(
ˆ

Q

νdµ

)(
ˆ

Q

ν−
1

p−1dµ

)p−1

≤ Cµ(Q)p, ∀Q ∈ D

ν ∈ Ady
1 si ∃C tal que

(6.4.3)
1

µ(Q)

ˆ

Q

νdµ ≤ C inf.ess
Q

ν ∀Q ∈ D

Ady
∞ =

∪
p≥1A

dy
p

En [5] se probó que Ap ⇒ Ap−ϵ además también se obtiene la caracterización

ν ∈ Ady
p ⇔ ∃C, δ / ν(E)

ν(Q)
≤ C

(
µ(E)

µ(Q)

)δ

∀Q ∈ D, Q ⊂ E medible.

A continuación enunciamos un resultado referente a la acotación del operador
maximal diádico Mdy. La prueba se encuentra desarrollada en ([6], Teorema 4.1),
ver también ([47], Proposición 3.4).

Teorema 6.4.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Entonces

i) Si w ∈ Ady
p , 1 ≤ p <∞, la desigualdad débil (p, p)

w({x ∈ X :Mdyf(x) > λ}) ≤ C

λ
∥f∥pp,w ,

se cumple para alguna constante positiva C, para cualquier λ > 0 y cualquier
función localmente integrable f .

ii) Si w ∈ Ady
p , 1 < p <∞, existe una constante C tal que la desigualdad

∥∥Mdyf
∥∥
p,w

≤ C ∥f∥p,w
se cumple para cualquier función localmente integrable f .

iii) Si w ∈ Ady
p , 1 < p < ∞, existe una constante C dependiente de p, de la

constante Ady
∞ de w y de las constante geométricas del espacio tales que la

desigualdad
ˆ

X

[
Mdyf

]p
wdµ ≤ C

{
w(X) [mX |f |]p +

ˆ

X

[
M ♯,dyf

]p
wdµ

}

se cumple para cualquier f tal que Mdyf ∈ Lp(w).
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6.5. Integrales Singulares

La teoría clásica de integrales singulares de Calderón-Zygmund tiene como mo-
delo clásico a la transformada de Hilbert en Rn cuyo núcleo es la distribución v.p 1

x

y cuya transformada de Fourier es la función −isigno(ξ). En dimensión n > 1, las
transformadas de Riesz Ri (i = 1, ..., n) son operadores de convolución con núcleos

dados por Kj(x) = v.p.
xj

|x|n+1 cuyas transformadas de Fourier son K̂j(ξ) =
ξj
|ξ| . Más

generalmente los núcleos clásicos de Calderón-Zygmund tienen la formaK(x) = Ω(x)
|x|n ,

dónde Ω es homogénea de grado cero, suave fuera del origen y tiene promedio nulo.
Una formulación más general para la teoría de integrales singulares introducida por
Coifman y Meyer en [16] se presenta a continuación.

Definición 6.5.1. Si ∆ = {(x, x), x ∈ Rn} decimos que K : Rn × Rn → C es
un núcleo estándar si existen γ > 0 y C > 0 tales que

|K(x, y)| ≤ C

|x− y|n ,(6.5.2)

|K(x, y)−K(x, z)| ≤ C
|y − z|γ

|x− y|n+γ si |x− y| > 2 |y − z| ,(6.5.3)

|K(x, y)−K(w, y)| ≤ C
|x− w|γ

|x− y|n+γ si |x− y| > 2 |x− w| .(6.5.4)

Definición 6.5.5. Sea K(x, y) un núcleo estándar, y sea T un operador acotado
en L2(Rn), que tiene la siguiente representación integral para toda f con soporte
compacto

Tf(x) =

ˆ

Rn

K(x, y)f(y)dy, x /∈ sopf.

El operador T así de�nido se denomina operador de Calderón-Zygmund.

Teorema 6.5.6. Si T es un operador de Calderón-Zygmund, entonces T es de
tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p), para 1 < p <∞. Esto es

|{x ∈ Rn/ |Tf(x)| > λ}| ≤ C/λ ∥f∥1 ,
∥Tf∥p ≤ C ∥f∥p , 1 < p <∞.

Este resultado se puede ver por ejemplo en el libro de Duandikoetxea ([25], pág.
99).

Una de las herramientas más importantes en la teoría de integrales singulares es
la descomposición de Calderón-Zygmund.

Teorema 6.5.7 (Descomposición de Calderón-Zygmund). Dada f no negativa
e integrable y λ positivo, entonces existe F ⊂ D, la familia de cubos diádicos, tal
que

CZ1) Si I ̸= J y ambos están en F entonces I ∩ J = ∅,
CZ2) 1

|I|
´

I
f > λ para todo I ∈ F ,

CZ3) 1
|I|
´

I
f ≤ λ para todo I en D tal que existe J ∈ F con I ( J ,

CZ4) 1
|I|
´

I
f ≤ λ para todo I ∈ D tal que I ∩

(∪
J∈F J

)
= ∅,

CZ5) {Mdf(x) > λ} =
∪

J∈F J := Oλ,
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CZ6) la función f se puede escribir como f = g + b, donde b =
∑

I∈F bI y cada bI

se de�ne como bI =
(
f − 1

|I|
´

I
f
)
χI ,

CZ7) |g(x)| ≤ cλ,
CZ8)

´

R
bI = 0,

CZ9) ∥b∥1 ≤ 2 ∥f∥1.
Una prueba de este teorema puede hallarse por ejemplo en [25] (pag. 34) y una

versión mas general para espacios de tipo homogéneo está desarrollada en [2].
Presentamos a continuación otra herramienta central del análisis armónico: el

Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz, el cual es muy utilizado en la teoría de
integrales singulares, por ejemplo en la prueba del Teorema 6.5.6.

Si (X,µ) y (Y, ν) son dos espacios de medida y T es un operador de Lp(X, dµ)
en el espacio de las funciones medibles de Y en C, diremos que T es del tipo débil
(p, q), q <∞, si existe C > 0 tal que

ν({y ∈ Y/ |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C ∥f∥p
λ

)q

.

Teorema 6.5.8. [Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz]
Sean (X,µ) e (Y, ν) dos espacios de medida, 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, y sea T un

operador sublineal de Lp0(X,µ) +Lp1(X,µ) a las funciones medibles de�nidas sobre
Y , tal que es débil (p0, p0) y (p1, p1). Entonces T es fuerte (p, p) para p0 < p < p1.

Más especí�camente, si A0 y A1 son las constantes de las desigualdades débiles
(p0, p0) y (p1, p1) de T respectivamente, y dado 0 < θ < 1 sea 1/p := θ/p1 + (1 −
θ)/p0, entonces

∥Tf∥Lp(Y ) ≤ 2p1/p [1/(p− p0) + 1/(p1 − p)]A1−θ
0 Aθ

1 ∥f∥Lp(X) .

Una prueba de este teorema se puede hallar por ejemplo en [25] (Teorema 2.4,
pág. 29).

La de�nición de núcleo de Calderón-Zygmund provee una suerte de estimación
superior de la �monstruosidad� posible para una singularidad. Pero nada obliga a la
�maldad�. Asi el cúcleo K(x, y) ≈ 0 es un núcleo de Calderón-Zygmund. Entonces
¾la autenticidad de un cúcleo de Calderón-Zygmund en cuanto a su �maldad� cómo
puede medirese?.

Una respuesta estándar: si su acotación implica la de la maximal de Hardy-
Littlewood. Para esto bastaría saber que la acotación del operador en Lp(wdµ) im-
plica que w ∈ Ap. ¾ Son su�cientemente �malas� las integrales singulares que hemos
construido?. De otra manera ¾basta, como en Rn, un número chico de integrales
singulares acotadas en Lp(wdx) para que w ∈ Ap?.

A continuación enunciamos un resultado muy utilizado en el contexto de inte-
grales singulares, para ello usaremos la notación ∆ := {(x, x) ∈ X} para referirnos
a la diagonal en el espacio producto X ×X.

Teorema 6.5.9. Sea T acotado sobre L2(X) y sea K una función sobre X×X\∆
tal que, si f ∈ L2(X) tiene soporte compacto, entonces

Tf(x) =

ˆ

X

K(x, y)f(y) dµ(y), ∀x ∈/ sopf
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Además supongamos que K satisface

(6.5.10)

ˆ

d(x,y)>2d(y,z)

|K(x, y)−K(x, z)| dµ(x) ≤ C

(6.5.11)

ˆ

d(x,y)>2d(x,w)

|K(x, y)−K(w, y)| dµ(y) ≤ C

Entonces T es débil (1, 1) y fuerte (p, p) , 1 < p <∞.

La demostración de este teorema para el caso euclídeo se puede hallar en [25]
(Teorema 5.10), y en espacios métricos con medida ver [1]. Las condiciones (6.5.10)
y (6.5.11) se denominan condiciones de Hörmander.

Definición 6.5.12. Sea (X, d, µ) un espacio α-Ahlfors, la función K : X ×
X\∆ → C es un Núcleo Estándar si existe γ > 0 tal que

(6.5.13) |K(x, y)| ≤ C1

d(x, y)α

(6.5.14) |K(x, y)−K(x, z)| ≤ C2
d(y, z)γ

d(x, y)α+γ
si d(x, y) > 2d(y, z)

(6.5.15) |K(x, y)−K(w, y)| ≤ C3
d(x, w)γ

d(x, y)α+γ
si d(x, y) > 2d(x, w)

Proposición 6.5.16. Si X es normal α entonces un núcleo estándar K cumple
las condiciones de Hörmander (6.5.10) y (6.5.11).

A continuación damos una breve demostración de este resultado.

Demostración. Para ver (6.5.10) usamos (6.5.14) para escribir
ˆ

d(x,y)>2d(y,z)

|K(x, y)−K(x, z)| dµ(x) ≤ C2

ˆ

d(x,y)>2d(y,z)

d(y, z)γ

d(x, y)α+γ
dµ(x)

≤ C2d(y, z)
γ

ˆ

d(x,y)>2d(y,z)

1

d(x, y)α+γ
dµ(x)

≤ C2d(y, z)
γ
∑

k≥1

ˆ

2k+1d(y,z)>d(x,y)>2kd(y,z)

1

d(x, y)α+γ
dµ(x)

≤ C2d(y, z)
γ
∑

k≥1

µ{x ∈ X/ 2k+1d(y, z) > d(x, y) > 2kd(y, z)}
2k(α+γ)d(y, z)α+γ

≤ C2

∑

k≥1

c2kα(2α − 1)d(y, z)α

2k(α+γ)d(y, z)α
≤ C2c

Para ver (6.5.11) se procede análogamente. �

Definición 6.5.17. Un operador T se dice Operador de Calderon-Zygmund ge-
neralizado si

1. T está acotado en L2(X).
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2. Existe un núcleo estándar K tal que para f ∈ L2(X) con soporte compacto
se tiene que

Tf(x) =

ˆ

X

K(x, y)f(y) dµ(y) x ∈/ sop(f).

6.6. Espacios de Banach de funciones y teorema de extrapolación

Sea (X,µ) un espacio de medida σ-�nita. Escribiremos Mµ para denotar el con-
junto de todas las funciones µ-medibles f : X −→ [−∞,+∞] y M+

µ al subconjunto
de Mµ de las funciones cuyos valores están en [0,∞], respectivamente. Una norma
es una función ρ : M+

µ −→ [0,∞] tal que para todo f, g y fn en M+
µ , n ∈ Z, los

siguientes enunciados se cumplen

ρ(f) = 0 si y sólo si f = 0 µ-a.e.,
para todo a > 0 obtenemos que ρ(af) = aρ(f),
ρ(f + g) ≤ ρ(f) + ρ(g),
si 0 ≤ g ≤ f µ-a.e., entonces ρ(g) ≤ ρ(f),
si 0 ≤ fn ↗ f µ-a.e., entonces ρ(fn) ↗ ρ(f),
si E ⊆ X con µ(E) <∞, entonces ρ(χ

E
) <∞,

para cada E ⊆ X con µ(E) < ∞, existe una constante positiva C tal que
´

E
fdµ ≤ Cρ(f).

Un E.B.F B = {f ∈ Mµ : ∥f∥B < ∞} es un espacio de Banach normado donde la
norma esta dada por ∥f∥B = ρ(|f |).

Si B denota un espacio de Banach de funciones de�nidas sobreX con norma dada
por ∥·∥B, de�nimos el espacio escala Br, 0 < r < ∞ como el conjunto de funciones

f µ-medibles tales que |f |r ∈ B, con norma dada por ∥f∥Br = ∥|f |r∥
1
r
B . Si r ≥ 1,

entonces Br es un E.B.F. Sin embargo, si r < 1, entonces Br no es necesariamente
un E.B.F., un simple ejemplo es el caso de B = L1(X) ([13]).

El espacio asociado B′ es el conjunto de las funciones µ-medibles f : X →
[−∞,+∞] tales que

sup

{
ˆ

X

|f(x)g(x)| dµ(x), g ∈ B, ∥g∥B ≤ 1

}

es �nito . Este espacio B
′
es un E.B.F. y la siguiente desigualdad de Hölder genera-

lizada se cumple
ˆ

X

|f(x)g(x)|dµ(x) ≤ ∥f∥B∥g∥B′ ,

para toda f ∈ B y g ∈ B
′
.

Una importante herramienta utilizada para la prueba del Teorema 9.1.1 es un
teorema de extrapolación en E.B.F. que generaliza los resultados conocidos, cuya
autoría se debe a Rubio de Francia. Para enunciar el teorema de extrapolación damos
la siguiente de�nición.

Definición 6.6.1. (Familia B-admisible) Sea F una familia de pares ordenados
(f, g)de funciones no negativas y medibles sobre X. Decimos que F es B-admisible
si dada (f, g) ∈ F el siguiente enunciado se cumple

(´
X
f(x)p0w(x) dµ(x)

) 1
p0 <∞ para algún p0 > 1 y para cualquier w ∈ Ady

p0
.
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∥f∥B <∞.

Ahora estamos en posición de enunciar el teorema de extrapolación.

Teorema 6.6.2. (Extrapolación) Sea D una familia diádica sobre X tal que
D pertenece a D(δ). Sea B un E.B.F. sobre X. Sea F = {(f, g)} una familia B-
admisible. Suponemos que existe p1 > 1 tal que B1/p1 es un E.B.F. y

(6.6.3)
∥∥Mdyv

∥∥(
B

1
p1

)′ ≤ C ∥v∥(
B

1
p1

)′

para cualquier función v ∈
(
B

1
p1

)′
.

Si existe p0 ∈ (1,∞) tal que para todo w ∈ Ady
p0

(6.6.4) ∥f∥Lp0 (X,wdµ) ≤ C0 ∥g∥Lp0 (X,dwµ) ∀(f, g) ∈ F

con C0 = C0(w, p0) independiente de (f, g), entonces la desigualdad

(6.6.5) ∥f∥Bq ≤ C1 ∥g∥Bq ∀(f, g) ∈ F

se cumple con C1 = C1(B, q) independiente de (f, g), y 1/p1 < q.

En el contexto euclídeo, este resultado fue probado en [20] y [19], ver también
[30]. El mismo resultado puede obtenerse como un corolario del siguiente resultado
de extrapolación (ver Teorema 5.1 en [46]).

Teorema 6.6.6. Sea D una familia diádica sobre X tal que D pertenece a la
clase D(δ) y sea B un E.B.F. sobre X. Sea F una familia B-admisible. Suponemos

que para algún p0, 0 < p0 <∞, y cualquier w ∈ Ady
1 ,

ˆ

X

f(x)p0w(x)dµ(x) ≤ C

ˆ

X

g(x)p0w(x)dµ(x).

Si existe q0, p0 ≤ q0 < ∞, tal que B1/q0 es un E.B.F. y Mdy está acotada sobre
(B1/q0)′, entonces

∥f∥B ≤ C ∥g∥B .

En Rn el teorema anterior fue probado en [19], (Teorema 3.7) para una familia
más general que la clases de cubos diádicos, y la misma prueba puede ser adaptada
al contexto de espacios de tipo homogéneo.

6.7. Sistema de Haar

La estructura algebraica en el contexto de espacios euclídeos es crucial para la
construcción de sistemas de wavelets. De hecho, ellas pueden obtenerse por dilatación
y traslación de una función escala. En el contexto mas general de espacios de tipo
homogéneo esta estructura no está dada y debemos reemplazarla por argumentos
geométricos.

Para una familia diádica D en la clase D(δ) fue probado en [3] y [6] que siempre
podemos construir una base de tipo Haar H, de funciones reales h, medibles Borel
y satisfaciendo las siguientes propiedades .
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(h,1) Para cada h ∈ H existe una única j ∈ Z y un cubo Q = Q(h) ∈ Dj tal que
{x ∈ X : h(x) ̸= 0} ⊆ Q, y esta propiedad no se cumple para ningún cubo en Dj+1.

(h,2) Para cualquier Q ∈ D =
∪

j∈Z Dj existe exactamenteMQ = #(O(Q))−1 ≥
1 funciones h ∈ H tales que (h,1) se cumple. Escribiremos HQ para denotar el
conjunto de todas esas funciones h.

(h,3) Para cada h ∈ H obtenemos que
´

X
hdµ = 0.

(h,4) Para cada Q ∈ D̃ sea VQ el espacio vectorial de todas las funciones sobre Q

que son constantes sobre Q
′ ∈ O(Q). Entonces el sistema {χQµ(Q)

− 1
2}∪HQ es una

base ortonormal para VQ. Además, si hQ ∈ HQ entonces hQ =
∑

Q′∈O(Q)C
Q
Q′χQ′ y las

constantes CQ
Q′ pueden elegirce de modo que

∣∣∣CQ
Q′

∣∣∣ ≈ µ(Q)−1/2 para todo Q′ ∈ O(Q).

Por H̃ denotaremos el sistema de Haar H cuando µ(X) = ∞ y H∪ {µ(X)−1/2}
cuando la µ(X) <∞.

Como una consecuencia de las propiedades anteriores, en [6] los autores obtienen

el siguiente resultado. En este contexto Lp0(X,wdµ) = {f :
(´

X
|f |p0 wdµ

) 1
p0 <∞}.

Teorema 6.7.1. Sea D una familia diádica sobre X tal que D pertenece a la
clase D(δ). Entonces el sistema de tipo Haar H̃ asociado a D es una base ortonormal
en L2(X,µ).

También se prueba que un sistema de tipo Haar asociado a los cubos diádicos
de Christ son una base incondicional para los espacios Lp0(X,wdµ) con w ∈ Ady

p0
y

1 < p0 <∞, más especí�camente demuestran el siguiente resultado.

Teorema 6.7.2. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea H̃ un sistema
de tipo Haar asociado a la familia diádica D; sea S la función cuadrado. Si 1 <
p0 < ∞ y w ∈ Ady

p0
entonces existen dos constantes positivas C1 y C2 dependiendo

de la constante Ady
p0

de w tal que para toda f ∈ Lp0(X,wdµ) obtenemos que

C1 ∥f∥Lp0 (X,wdµ) ≤ ∥S(f)∥Lp0 (X,dwµ) ≤ C2 ∥f∥Lp0 (X,wdµ) .

Además, H̃ es una base incondicional para Lp0(X,wdµ).

Finalmente queremos mostrar que, como enunciamos en la sección 1.6, pueden
contruise las wavelets de Haar de manera que

∣∣hmQ
∣∣ ≈ 1/

√
Q para todo Q. Dado

Q ∈ D(X) y 1 ≤ m ≤ ♯O(Q)− 1, sea

hmQ(x) =

♯O(Q)∑

l=1

cm,Q
l µ(Q′

l)
−1/2χQ′

l
,

buscamos condiciones sobre las constantes cm,Q
l de modo que todas ellas sean distin-

tas de cero, estén acotadas inferior y superiormente por constantes independientes
de Q y m y que la familia {hmQ} sea una base ortonormal en L2(X, d, µ) y que ade-
más cumplan que sus promedios se anulan sobre su soporte. Esta última condición
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implica que

ˆ

Q

hmQdµ =

♯O(Q)∑

l=1

cm,Q
l µ(Q′

l)
1/2

ˆ

Q

χQ′
l
dµ

=

♯O(Q)∑

l=1

cm,Q
l µ(Q′

l)
−1/2 = 0.(6.7.3)

Si analizamos (6.7.3) desde un punto de vista vectorial observamos que es equiva-

lente a que el vector
−−→
cm,Q = (cm,Q

1 , ..., cm,Q
♯O(Q)) y el vector−→uQ = (µ(Q′

1)
−1/2, ..., µ(Q′

♯O(Q))
−1/2)

sean ortogonales en R♯O(Q). Esto implica que se pueden elegir a lo sumo ♯O(Q)− 1

vectores
−−→
cm,Q, m = 1, ..., ♯O(Q) − 1, ortogonales entre si, y a su vez, ortogonales al

vector −→uQ. Elegimos entonces vectores
−−→
cm,Q ortogonales entre sí en el ecomplemento

ortogonal de −→uQ. El hecho que estos vectores sean ortogonales entre si implica que
si 1 ≤ m, s ≤ ♯O(Q)− 1, m ̸= s, entonces

ˆ

Q

hmQh
s
Qdµ =

♯O(Q)∑

l=1

cm,Q
l cs,Ql µ(Q′

l)
−1

ˆ

Q

χQ′
l
dµ

=
⟨−−→
cm,Q,

−→
cs,Q
⟩
R♯O(Q)

= 0.

En consecuencia, la elección de tales vectores junto con las propiedades de los cubos
diádicos nos permiten asegurar que el sistema {hmQ} es ortogonal. Para lograr que

cada hmQ tenga norma en L2(X) igual a uno es su�ciente elegir los vectores
−−→
cm,Q con

módulo igual a uno, en efecto

∥∥hmQ
∥∥
L2(X)

=

(
ˆ

Q

∣∣hmQ
∣∣2 dµ

)1/2

=




♯O(Q)∑

l=1

∣∣∣cm,Q
l

∣∣∣
2

µ(Q′
l)
−1µ(Q‘l)




1/2

=
∥∥∥
−−→
cm,Q

∥∥∥
R♯O(Q)

= 1.

Finalmente para obtener la existencia de constantes c1 y c2 tales que

(6.7.4) c1µ(Q)
−1/2 <

∣∣hmQ(x)
∣∣ < c2µ(Q)

−1/2,

para casi todo x ∈ Q, debemos elegir vectores unitarios
−−→
cm,Q de modo que el módulo

de cada componente cm,Q
l , l = 1, ..., ♯O(Q) esté acotada superior e inferiormente por

c1 y c2 respectivamente y que estas constantes sean independientes de m, l y Q. Es
decir

(6.7.5) c1 <
∣∣∣cm,Q

l

∣∣∣ < c2,

para todo Q ∈ D, todo l = 1, ..., ♯O(Q), y todo m = 1, ..., ♯O(Q)− 1.
Una posible manera de hacer la elección es la de usar la información del vector

unitario
−→uQ

∥−→uQ∥
R
♯O(Q)

. En efecto, como se sabe que existen constanes a1 y a2 mayores

que cero tal que

a1µ(Q) < µ(Q′
l) < a2µ(Q),
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para todo Q ∈ D y todo l = 1, ..., ♯O(Q), entonces

a
1/2
1 <

(
µ(Q′

l)

µ(Q)

)1/2

< a
1/2
2 .

Como ∥−→uQ∥R♯O(Q) = µ(Q)1/2 entonces la componente l-ésima del vector
−→uQ

∥−→uQ∥
R
♯O(Q)

es-

tá acotada inferiormente por a
1/2
1 y superiormente por a

1/2
2 , con a1 y a2 independien-

tes de Q ∈ D y de los índices m y l. Si consideramos la base canónica {e1, ..., e♯O(Q)}
de R♯O(Q) y una rotación RQ �adecuada� de modo que RQ(e♯O(Q)) =

−→uQ

∥−→uQ∥
R
♯O(Q)

y

las componentes de los vectores rotados de RQ(em), m = 1, ..., ♯O(Q)− 1 conserven

la propiedad de que sus módulos esten acotados inferior y superiormente por a
1/2
1

y a
1/2
2 respectivamente, eligiendo

−−→
cm,Q = RQ(em), para m = 1, ..., ♯O(Q) entonces

obtenemos (6.7.5) con c1 = a
1/2
1 y c2 = a

1/2
2 . Bajo estas consideraciones el sistema

{hmQ} es una base ortonormal de L2(X) cumpliendo (6.7.4).





Capítulo 7

Perturbaciones de bases de Haar por aproximación de
soportes en espacios Ahlfors

En este capítulo consideramos el problema análogo al del Capítulo 2 en espacios
de tipo homogéneo α-Ahlfors. Conviene, después de tanto uso del Lema de Cotlar,
compararlo aunque sea brevemente con el Lema de Schur. Por decirlo de alguna
manera comparativa, el Lema de Schur es una generalización de la desigualdad de
Young para la convolución con núcleos de L1, en cambio el Lema de Cotlar describe
mejor la convolución con valores principales de núcleos no integrables aunque con
cancelación.

Sea H = {hmQ , Q ∈ D, m = 1, ...,O(Q) − 1} una base de Haar en el espacio

de tipo homogéneo (X, d, µ). Sea CQ,m
Q′ el valor constante que hmQ toma sobre Q′ ∈

O(Q). Sean ϵQ,m
Q′ (x) funciones soportadas en Q′ y acotadas. Consideraremos las

perturbaciones de hmQ dadas por

ĥmQ(x) =
∑

Q′∈O(Q)

(
CQ,m

Q′ + ϵQ,m
Q′

)
χQ′(x).

Entonces

ĥmQ(x)− hmQ(x) =
∑

Q′∈O(Q)

ϵQ,m
Q′ χQ′(x).

Si queremos encontrar condiciones en las perturbaciones ϵQ,m
Q′ (x) bajo las cuales

se pueda aplicar el Lema de Schur usando las estrategias desccriptas en los capítulos
precedentes, tendremos que

∑

Q

∑

m

∣∣∣
⟨
f, ĥmQ − hmQ

⟩∣∣∣
2

=
∑

Q

∑

m


 ∑

Q′∈O(Q)

ˆ

Q′

ϵQ,m
Q′ fdµ



2

=

∥∥∥∥∥∥

∑

Q

∑

m


 ∑

Q′∈O(Q)

ˆ

Q′

ϵQ,m
Q′ fdµ


hmQ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(X)

.
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Por lo tanto la acotación del primer miembro es lo mismo que acotar el operador
cuyo núcleo es

K(x, y) =
∑

Q,m


 ∑

Q′∈O(Q)

ϵQ,m
Q′ (y)χQ′(y)


hmQ(x)

=
∑

Q,m


 ∑

Q′∈O(Q)

ϵQ,m
Q′ (y)χQ′(y)




 ∑

Q′′∈O(Q)

CQ,m
Q′′ χQ′′(x)




=
∑

Q

∑

m

∑

Q′∈O(Q)

∑

Q′′∈O(Q)

ϵQ,m
Q′ (y)CQ,m

Q′′ χQ′(y)χQ′′(x).

Entonces

|K(x, y)| ≤
∑

Q

∑

m

∑

Q′∈O(Q)

∑

Q′′∈O(Q)

∣∣∣ϵQ,m
Q′ (y)

∣∣∣
∣∣∣CQ,m

Q′′

∣∣∣χQ′(y)χQ′′(x)

≤
∑

Q

∑

m

∑

Q′∈O(Q)

∑

Q′′∈O(Q)

∥∥∥ϵQ,m
Q′

∥∥∥
∞

∣∣∣CQ,m
Q′′

∣∣∣χQ′(y)χQ′′(x)

Por consiguiente

ˆ

|K(x, y)| dµ(y) ≤ c
∑

Q

∑

m

∑

Q′∈O(Q)

∑

Q′′∈O(Q)

∥∥∥ϵQ,m
Q′

∥∥∥
∞
µ(Q)−1/2µ(Q′)χQ′′(x)

≤ c
∑

Q

sup
m,Q′

∥∥∥ϵQ,m
Q′

∥∥∥
∞
µ(Q)1/2χQ(x).

Como lo mismo vale para
´

|K(x, y)| dµ(x) si las perturbaciones se eligen de
modo que el último miembro en las desigualdades precedentes sea pequeño, podemos
aplicar elTeorema de Favier y Zalik y obtener que las perturbaciones constituyen un
sistema de Bessel con cota menor que uno y por consiguiente el sistema ĥmQ es una
base de Riesz. Por otra parte para las aproximaciones por soportes de las wavelets
de Haar el Lema de Cotlar es mas sensible que el de Schur. Este capítulo tiene
el propósito de abordar este problema es espacios de tip homogéneo. Obtenemos
condiciones geométricas su�cientes para la estabilidad de perturbaciones de soportes.
Para ello introducimos variantes de la dimensión �box� asociada a los cubos diádicos
de M. Chrits.

7.1. Perturbaciones de soportes de sistemas de Haar

De las técnicas desarrolladas en los capítulos precedentes surge naturalmente que
un punto clave para la estabilidad por perturbación de soporte, es que éstas tengan
lugar en conjuntos pequeños en relación con el soporte de la wavelet que perturban.
A la pequeñez de esos conjuntos se suma que la dimensión de las fronteras de los
conjuntos diádicos debe ser chica. En particular es importante que la dimensión de
las fronteras de los cubos sea estrictamente menor que la de los cubos mismos. Esto
no es un hecho trivial dado el carácter general de la construcción de Christ.
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Aprovecharemos los cubos diádicos de la familia D, de parámetro δ, del espacio
para introducir (replicar) la idea de �upper box counting dimension� (u.b.c.d.) en
espacios de tipo homogéneo usando precisamente a los cubos diádicos como cajas.

Supondremos en lo que sigue que (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo y
que D es una familia diádica con parámetro δ < 1.

Sea F un subconjunto de X, para j ∈ Z �jo llamamos Nj(F ) al cardinal del
conjunto de los Q ∈ Dj tales que Q corta a F . Es decir

Nj(F ) = ♯
(
{Q ∈ Dj : Q ∩ F ̸= ∅}

)
.

Definición 7.1.1. De�nimos la dimensión �box diádica superior� de F con res-
pecto a D, como

dimB,D(F ) := ĺım sup
j→∞

log∆Nj(F )

j
,

donde ∆ = 1/δ.

Este concepto brinda indirectamente un criterio de comparación que será funda-
mental en el resultado central del capítulo.

Lema 7.1.2. Sea (X, d, µ) un espacio α-Ahlfors y sea F un subconjunto medible

de X tal que dimB,D(F ) = β < α. Entonces µ(F ) = 0.

Demostración. Como dimB,D(F ) = β entonces para todo η > 0 existe J ∈ Z
tal que si j ≥ J vale que

log∆Nj(F )

j
< β + η.

Entonces Nj(F ) ≤ ∆(β+η)j para todo j ≥ J . Por otra parte los cubos de Dj que
tocan a F forman un cubrimiento de F , es decir

F ⊂
∪

Q∈Dj

Q∩F ̸=∅

Q,

para todo j ≥ J . Entonces

µ(F ) =
∑

Q∈Dj

Q∩F ̸=∅

µ(Q) ≤ c
∑

Q∈Dj

Q∩F ̸=∅

δjα

≤ cNj(F )δ
jα < c∆(β+η)jδjα = cδj(α−β−η).

Como β < α podemos elegir η > 0 tal que β + η < α y tenemos que el últi-
mo miembro en las estimaciones precedentes tiende a cero cuando j → ∞ y por
consiguiente µ(F ) = 0. �

Diremos que una familia {F (t), t ∈ T} de subconjuntos medibles de X tiene
�dimensión box diádica superior (d.b.d.s ) uniforme menor que β� si

ĺım
J→∞

sup
j≥J

log∆(Nj(F (t)))

j
< β,
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uniformemente en t ∈ T . Esto es, existe un J independiente de t ∈ T tal que

sup
j≥J

log∆Nj(F (t))

j
< β,

para todo t ∈ T .
Los siguientes lemas serán cruciales en la prueba del teorema principal

Proposición 7.1.3. Si {F (t), t ∈ T} es una familia de subconjuntos de X con
d.b.d.s. uniforme menor que β entonces existe un J ∈ Z tal que

Nj(F (t)) = ♯
(
{Q ∈ Dj : Q ∩ F (t) ̸= ∅}

)
≤ ∆jβ,

para todo j ≥ J y para todo t ∈ T .

Demostración. Por de�nición existe J tal que para todo j ≥ J y para todo
t ∈ T vale que

log∆Nj(F (t))

j
< β.

De aquí que Nj(F ) < ∆jβ para todo j ≥ J y para todo t ∈ T . �

Lema 7.1.4. Supongamos ahora que (X, d, µ) es α-Ahlfors para algún α > 0.
Sea Q ∈ D y sea KQ(ρ) := {x ∈ Q : d(x, ∂Q) > ρ}. Supongamos que la familia
{∂KQ(ρ) :, ρ ≥ 0} tiene d.b.d.s uniforme menor que β, con β < α. Entonces la
función µ(KQ(ρ)) es monótona creciente y continua y por consiguiente µ(Q\KQ(ρ))
también es continua.

Demostración. Sea ν > 0, entonces

µ(KQ(ρ+ ν))− µ(KQ(ρ)) = µ(KQ(ρ+ ν)\KQ(ρ))

= µ ({x ∈ Q : ρ ≤ d(x, ∂Q) ≤ ρ+ ν}) .
Por la Proposición 7.1.3 existe J ∈ Z tal que para todo ρ positivo y para todo

i ≥ J tenemos

Ni(∂KQ) = ♯
(
{I ∈ Di : I ∩ ∂KQ(ρ) ̸= ∅}

)
≤ ∆iβ.

Entonces para δi+1 < ν < δi con i ≥ J y alguna constante c tenemos que

KQ(ρ+ ν)−KQ(ρ) ⊂
∪

{k: Iik∈Fi(ρ)}
B(xik, cδ

i),

donde Fi(ρ) := {I ∈ Di : I ∩ ∂KQ(ρ) ̸= ∅}.
Por consiguiente

µ(KQ(ρ+ ν)−KQ(ρ)) ≤
∑

{k: Iik∈Fi(ρ)}
µ(B(xik, cδ

i))

≤ c♯ (Fi(ρ)) δ
jα

≤ c̃∆iβδiα = c̃δi(α−β) = cν(α−β).

En realidad hemos probado que la función µ(KQ(ρ)) es Lipschitz α− β. �
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La autosimilaridad en la estructura euclídea se pierde en los contextos generales
en los que estamos trabajando. Sin embargo todo el tiempo estamos recurriendo a
argumentos de casi autosimilaridad. La siguiente hipótesis sobre la dimensión de las
fronteras de aproximantes internos de los cubos diádicos de D tiene ese ingrediente.

Definición 7.1.5. Hipótesis H(β).
Para (X, d, µ) y D en las condiciones precedentes, diremos que (X, d, µ,D) sa-

tisface la hipótesis H(β) si para cada Q ∈ D y cada ρ > 0 los conjuntos ∂KQ(ρ) con
KQ(ρ) = {x ∈ Q : d(x, ∂Q) > ρ} tienen d.b.d.s. menor que β uniforme relativa a
la escala de Q. Precisamente, existe J ∈ Z independiente de ρ y de Q ∈ Dj tal que,
si I ∈ Di

sup
j≥J+i

log∆Nj(∂KI(ρ))

j − i
< β.

Observamos que en los casos euclídeos la existencia de la medida �de super�cie�
n − 1 dimensional sobre las fronteras de los KQ(ρ) convierten a estos conjuntos en
espacios β-Ahlfors con β < α, entonces, H(β) se cumple.

El siguiente Lema es la clave en el conteo de los cubos de la clase C, con la
notación que hemos venido usando en la Parte A.

Lema 7.1.6. Sea (X, d, µ) α-Ahlfors y D una familia diádica con parámetro δ.
Supongamos que cumple al hipótesis H(β), con β < α. Entonces para cada cubo
I ∈ Di y cada ρ > 0, el cardinal de los cubos Q ∈ Dj tal que j > i+ J que cortan a
la frontera de KI(ρ) está acotado superiormente por ∆(j−i)β = δ(i−j)β.

Demostración. Como

sup
j−i≥J

log∆Nj(∂KI(ρ))

j − i
< β,

entonces
log∆Nj(∂KI(ρ))

j − i
< β

para todo j ≥ J + i, de donde se sigue que

Nj(∂KI(ρ)) < ∆(j−i)β = δ(i−j)β.

�

La conservación del promedio nulo y el control de la medida de los soportes de
las onditas perturbadas serán, como antes, esenciales.

Lema 7.1.7. Sea (X, d, µ) un espacio α-Ahlfors, D una familia diádica con pa-
rámetro δ que satisface H(β) para algún β < α y H = {hmQ , Q ∈ D, 1 ≥ m ≥
♯O(Q) − 1} un sistema de Haar en L2(X). Entonces para cada ϵ > 0 �jo y para
cada hmQ ∈ H podemos elegir {ρm,ϵ

Q′ , Q′ ∈ O(Q)} todos estrictamente positivos tales
que si

(7.1.8) Km,ϵ
Q′ := {x ∈ Q′/d(x, ∂Q′) > ρm,ϵ

Q′ },
tenemos,

(A)
´

X
hmQ(x)χ

∪

Q′∈O(Q) K
m,ϵ

Q′
(x)dµ(x) =

´

X
hmQdµ = 0.

(B) µ
(
Q′\Km,ϵ

Q′

)
≤ cϵµ(Q′).
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Demostración. Notar que la propiedad de anulación de la integral de hmQ puede
verse como la perpendicularidad de los vectores en Rp con p = ♯O(Q). En efecto,

0 =

ˆ

Q

hmQdµ =
∑

Q′∈O(Q)

CQ,m
Q′

ˆ

Q′

χQ′dµ

=
∑

Q′∈O(Q)

CQ,m
Q′ µ(Q′).

Si
−−→
cQ,m denota el vector de las constantes y −→uQ el de las medidas tenemos que−−→

cQ,m⊥−→uQ. Como además todas las componentes de −→uQ son positivas y del mismo
orden, podemos achicarlas a todas manteniendo la perpendicularidad. Por el Lema
7.1.4 esto puede hacerse eligiendo ρm,ϵ

Q′ chico y tomando, en lugar de µ(Q′) el número

µ(Km,ϵ
Q′ ). En particular eligiendo los ρm,ϵ

Q′ podemos conseguir (A) y (B). �

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal del capí-
tulo.

Teorema 7.1.9. Sea (X, d, µ) un espacio α-Ahlfors con α > 0. Sea D una
familia diádica con parámetro δ. Supongamos que el sistema (X, d, µ,D) satisface la
propiedad H(β) para algún 0 < β < α. Sea H un sistema de Haar asociado a D.
Sea H el conjunto de las funciones

(7.1.10) h
m,ϵ

Q = hmQχ
∪

Q′∈O(Q) K
m,ϵ

Q′
=
∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ χKm,ϵ

Q′
.

Entonces para ϵ su�cientemente chico se tiene que H es una base de Riesz para
L2(X,µ) con cotas Riesz tan cercanas a uno como se quiera.

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema 2.1.1. Por el
Teorema 1.5.1 es su�ciente ver que la sucesión de diferencias {bϵQ = hQ−h

ϵ

Q, Q ∈ D}
es una sucesión de Bessel en L2(X) con cota Bessel tan pequeña como se desee.

Sea f ∈ L2(X), escribimos

(7.1.11) Tf(x) :=
∑

j∈Z

∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, b

m,ϵ

Q

⟩
hmQ(x) =

∑

j∈Z
Tjf(x).

Procedemos a aplicar el Lema de Cotlar 1.1.1 para acotar el operador T .
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Debido a la ortogonalidad de H se puede ver que T ∗
i Tjf(x) = 0 si i ̸= j. Por otro

lado si i = j entonces, como sopb
m,ϵ

Q = Q\∪Q′⊂QK
m,ϵ
Q′ , por el Lema 7.1.7 resulta

∥∥T ∗
j Tjf

∥∥
2
= ∥Tj∥22 =

∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, b

m,ϵ

Q

⟩2

=
∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

∥f∥2L2(sop b
m,ϵ
Q )

∥∥∥bm,ϵ

Q

∥∥∥
2

L2(sop b
m,ϵ
Q )

≤
∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

∥f∥2L2(sop b
m,ϵ
Q )

µ(sop b
m,ϵ

Q )

µ(Q)

≤ Cϵ
∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

∥f∥2L2(sop b
m,ϵ
Q )

≤ Cϵ ∥f∥2L2(X) .

Para el análisis de

(7.1.12)
∥∥TiT ∗

j f
∥∥2
L2(X)

=
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩ ⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩



2

,

consideramos en primera instancia i ≥ j. En este caso, dados m y n �jos, tomando
I ∈ Di podría no existir Q ∈ Dj tal que sop b

m,ϵ

Q ∩ sop b
n,ϵ

I ̸= ∅; en cuyo caso⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩
= 0. Pero si existe Q ∈ Dj tal que sop b

m,ϵ

Q ∩ sop b
n,ϵ

I ̸= ∅ entonces es

único. Por lo tanto (7.1.12) nos queda

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

=
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




♯O(Q(I))−1∑

m=1

⟨
f, hmQ(I)

⟩ ⟨
b
m,ϵ

Q(I), b
n,ϵ

I

⟩



2

≤ c
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

♯O(Q(I))−1∑

m=1

⟨
f, hmQ(I)

⟩2 ⟨
b
m,ϵ

Q(I), b
n,ϵ

I

⟩2
,

por el Lema 7.1.7 obtenemos

∣∣∣
⟨
b
m,ϵ

Q(I), b
n,ϵ

I

⟩∣∣∣
2

≤
(
ˆ

sopb
n,ϵ
I

∣∣∣bn,ϵI (x)
∣∣∣
∣∣∣bm,ϵ

Q(I)(x)
∣∣∣ dµ(x)

)2

≤
[

Cϵµ(I)

µ(I)
1
2µ(Q(I))

1
2

]2
= Cϵ2

δiα2

δiαδjα
= Cϵ2δ(i−j)α.

Por lo tanto

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
2
≤ Cϵ2δ(i−j)α

∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

♯O(Q(I))−1∑

m=1

⟨
f, hmQ(I)

⟩2 ≤ Cϵ2δ(i−j)α ∥f∥22 .
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Por otro lado si j > i, para cada m y n �jos e I ∈ Di, dividimos la familia Dj

en los siguientes tres subconjuntos,

Am,n(I) = {Q ∈ Dj/sop b
m,ϵ

Q ∩ sop b
n,ϵ

I = ∅ o b
n,ϵ

I (x)χsop b
m,ϵ
Q

= 0}
Bm,n(I) = {Q ∈ Dj/b

n,ϵ

I (x)χsop b
m,ϵ
Q

= cte ̸= 0}
Cm,n(I) = Dj\Am,n(I) ∪ Bm,n(I).

Si Q ∈ Am,n(I) entonces
⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩
= 0. Por otro lado si Q ∈ Bm,n(I), debido a

que b
m,ϵ

Q tiene promedio nulo y b
n,ϵ

I es constante y distinto de cero entonces obtenemos

otra vez
⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩
= 0. Por lo tanto la suma interna de (7.1.12) se realiza sólo sobre

los cubos de Cm,n(I), en consecuencia obtenemos

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

=
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩ ⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩



2

≤
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2







∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩2



≤
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2







∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

Cϵ2
µ(Q)2

µ(Q)µ(I)




≤ Cϵ2
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2


 δ(j−i)α máx

m,n
♯Cm,n(I)(7.1.13)

Usaremos el Lema 7.1.6 y por lo tanto la hipótesis dimensional H(δ) para hallar
una cota para máxm,n ♯Cm,n(I). Por de�nición, dados i < j, I ∈ Di, m y n �jos;
Cm,n(I) consiste en todos los cubos Q en Dj que intersecan la unión de las fronteras
de los conjuntos Kn,ϵ

I′ con I ′ ⊂ I. Una grá�ca que la situación es la siguiente.
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Por lo tanto ♯Cm,n
I =

∑
I′∈O(I)Nj(∂K

n,ϵ
I′ ). Como I ′ ∈ Di+1 si j − (i+ 1) > J , por el

Lema 7.1.6 Nj(∂K
n,ϵ
I′ ) < δ(i+1−j)β = cδ(i−j)β, por lo tanto ♯Cm,n(I) ≤ c♯O(Q)δ(i−j)β

entonces en (7.1.13) resulta

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

≤ Cϵ2δ(j−i)(α−β)
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2




≤ Cϵ2δ(j−i)(α−β) ∥f∥2L2(X)

para j > J + i+ 1
Si j − (i + 1) ≤ J , esto es j − i < J − 1, acotamos el cardinal de Cm,n(I) por

la cantidad total de cubos Q ∈ Dj con Q ⊂ I. Como µ(I) =
∑

Q⊂I µ(Q) entonces

δiα ≈ ♯{Q ⊂ I}δjα, en consecuencia ♯Cm,n(I) ≤ ♯{Q ⊂ I} ≤ cδ(i−j)α. Entonces
aplicando nuevamente el Lema 7.1.7 procedemos de la siguiente manera

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

≤
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2







∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
b
m,ϵ

Q , b
n,ϵ

I

⟩2



≤
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2







∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

µ(sop b
m,ϵ

Q )2

µ(Q)µ(I)




≤ cϵ2♯Cm,n(I)δ(j−i)α
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Cm,n(I)
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2




≤ cϵ2 ∥f∥2L2(X)

para todo 0 < j − i ≤ J − 1.
Por lo tanto la sucesión de operadores {Tj} cumple la propiedad de casi ortogo-

nalidad y una posible sucesión que controla las normas de las composiciones TiT
∗
j y
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T ∗
i Tj es

s(j) =

{
Cϵ si 0 < |j| < J − 1

Cϵδ|j|
(α−β)

2 si |j| ≥ J − 1

Finalmente, aplicando el Lema de Cotlar 1.1.1, el operador T dado en (7.1.11) está

acotado en L2(X) y su norma es del orden de cϵ
1
2 , que es el resultado deseado. �

Con respecto al modo �box� de dimensionar las fronteras de los aproximantes
Km,ϵ

Q , referimos a Falconer [27] donde se prueba que

dimH(F ) ≤ dimMB(F ) ≤ dimMB(F ) = dimP(F ) ≤ dimB(F ),

donde dimH denota la dimensión de Hausdor�, dimP denota la dimensión Packing
y dimMB es la dimensión box modi�cada. Nuestra hipótesis de �nitud y acotación
uniforme de las dimensiones de las fronteras es la más fuerte en esta escala. También
más fuerte que la �nitud y acotación de la dimensión de Hausdor� de ∂Km,ϵ

Q es el
supuesto que sobre cada ∂Km,ϵ

Q haya una medida de Borel ν con la que (∂Km,ϵ
Q , d, ν)

resulte un espacio β-Ahlfors con β < α. Hipótesis que también es su�ciente para el
conteo de las clases Cm,n, pero que luce estructuralmente más exigente que el enfoque
que propusimos en este capítulo.



Capítulo 8

Integrales Singulares y sumabilidad de perturbaciones
regulares de sistemas de Haar

En el teorema de caracterización de espacios de Lebesgue Lp con 1 < p < ∞,
usando wavelets de Haar, juega un rol central el comportamiento de una familia de
operadores integrales singulares de la forma

(8.0.14) Tf =
∑

I∈D
ϑI ⟨f, hI⟩hI

con ϑ = {ϑI, I∈D} una sucesión numérica con |ϑI | = 1.
La acotación uniforme en ϑ de tales operadores en los espacios Lp (1 < p <

∞) sigue de su evidente acotación en L2 y de su tipo débil (1, 1) uniforme en ϑ.
Precisamente la propiedad de tipo débil (1, 1) para estos T ϑ

0,0 no se obtiene, como es
de uso en la teoría de integrales singulares, de condiciones de Hörmander dado que
los núcleos heredan las discontinuidades del sistema de Haar. La prueba es debida
a Y. Meyer y se basa en las propiedades de soporte de las wavelets de Haar usando
descomposiciones de Calderón-Zygmund con soporte diádicos.

Con los procesos de regularización del sistema de Haar introducidos en los capí-
tulos precedentes, podemos considerar los operadores inducidos análogos a los de la
familia {T ϑ

0,0} pero usando ahora alguna versión regularizada hϵI de hI . En particular
veremos que estos son operadores de Calderón-Zygmund en los que se recupera la
regularidad del núcleo, en un sentido aún más fuerte que el de la condición de Hör-
mander. Sin embargo el comportamiento de esta regularidad empeora al disminuir
ϵ. Esto conduce a que, �nalmente, y salvo para p = 2 las cotas de las normas de
operadores como

(8.0.15) Tf(x) :=
∑

I∈D
ϑI ⟨f, hϵI⟩hϵI(x),

donde hϵI se de�nen como en (3.2.1), tiendan a in�nito cuando ϵ tiende a cero.
Los operadores clásicos de Calderón-Zygmund tienen núcleo homogéneo de grado

−n. Por ejemplo las transformadas de Riesz Rjf tienen núcleo v.p.
xj

|x|n+1 = Kj.

La familia de núcleos de sumabilidad de wavelets en Rn tienen una propiedad de
homogeneidad débil similar en escalas diádicas. En efecto si

Kϑ(x, y) =
∑

I
m=1,...,2n−1

ϑm
I ψ

m
I (x)ψ

m
I (y),

107
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donde ψm
I (x) = 2nj/2ψm(2jx− k) si I = k + 2jQ0 con k ∈ Zn, j ∈ Z y Q0 = [0, 1)n,

entonces

Kϑ(2
lx, 2ly) =

∑

I
m=1,...,2n−1

ϑm
I ψ

m
I (2

lx)ψm
I (2

ly)

= 2−ln
∑

I
m=1,...,2n−1

ϑm
Il
ψm
I (x)ψ

m
I (y)

= 2−lnKϑ(l)(x, y),

donde si I = k + 2−jQ0 entonces Il = k + 2−(j−l)Q0 y ϑ(l) = {ϑ(l)mI } es tal que
ϑ(l)mI = ϑm

Il
.

En este capítulo estudiamos los operadores que tienen el aspecto general

(8.0.16) Tf =
∑

λ∈Λ
mλ ⟨f, αλ⟩ βλ,

donde {αλ} y {βλ} son sistemas de Riesz asociados y {mλ} es un multiplicador
de l∞(Λ). La asociación en {αλ} y {βλ} estará de�nida por los procesos de re-
gularización introducidos hasta aquí. En particular cuando αλ = βλ y ambas sean
regularizaciones de un sistema de Haar tendremos que T es un operador de Calderón-
Zygmund con un núcleo estándar. El objetivo de este capítulo es la construcción de
una familia profusa de operadores de Calderón-Zygmund asociados a estos métodos
de sumabilidad. Los problemas centrales serán tres: 1) la acotación en L2(X,µ), y 2)
la acotación en Lp(X,µ), (1 < p <∞) y 3) la acotación en espacios con pesos . Las
técnicas serán: otra vez el Lema de Cotlar para el problema 1), la Teoría de Calderón-
Zygmund generalizada para el problema 2) y la teoría de pesos de Muckenhoupt para
el 3). Para facilitar los enunciados del capítulo describiremos a continuación todos lo
operadores involucrados en un modo que pretende ser uni�cado y al mismo tiempo
registrar todos los ingredientes importantes en la construcción de cada uno de ellos.

La notación general tendrá el siguiente aspecto

T
ϑ,ϵmáx {i,j},k,l
i,j f.

Los subíndices i, j tomarán los valores 0 o 1. El índice i será cero si αλ en (8.0.16) son
discontinuas y uno si son continuas. El índice j será cero si las βλ son discontinuas
y uno si son continuas. El primer supra-índice será siempre ϑ la sucesión acotada
del multiplicador y reservamos otros supra-índices para denotar el parámetro de
regularización y para describir el contexto, de acuerdo a las siguientes convenciones.
El número positivo ϵ será el parámetro de regularización. La variable k denotará el
contexto. Cuando k sea 1 entenderemos que estamos trabajando en R1. Cuando k
sea n entenderemos que estamos trabajando en el espacio euclídeo n-dimensional y
cuando k sea X en un espacio de tipo homogéneo. En los casos que sea necesario
aclararemos el carácter general, o Ahlfors de X, que siempre vendrá equipado con su
métrica d y su medida µ. El último índice, l, registrará tomando el valor (simbólico)
w o 1 si estamos usando pesos de Muckenhoupt generales en la construcción de
operador o solamente la medida subyacente en el espacio.

Esperamos que la siguiente proposición comience a justi�car el despropósito no-
tacional para nuestra familia de operadores.
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Proposición 8.0.17. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Sea w ∈
A∞(X, d, µ). Sea H un sistema de Haar desbalanceado en (X, d, wdµ). Sea 1 <
p <∞ y v ∈ Ap(X, d, wdµ).

Entonces la familia de operadores T ϑ,0,X,w
0,0 está acotada en Lp(X, vwdµ) unifor-

memente para |ϑ(h)| ≤ 1.

Demostración. Como w ∈ A∞(X, d, µ) la nueva medida dν = wdµ también
es duplicante y (X, d, ν) también es un espacio de tipo homogéneo. En este contexto
pueden aplicarse los resultados en [9] y [6]. �

Desde el punto de vista de la teoría clásica nos interesan más los operadores
para los que alguno de los dos sub-índices son no nulos. La familia más parecida se
obtiene cuando los dos sub-índices son 1.

El valor 1 en un subíndice está asociado a un procedimiento de regularización
de un sistema de Haar H que procedemos a describir. Dado Q ∈ Dj y ϵ > 0
su�cientemente pequeño, se de�ne el conjunto Kϵ

Q como sigue

Kϵ
Q := {x ∈ Q/ d(x,Qc) > ϵδj}, .

que resulta compacto si (X, d) es completo.
Asociado a cada subconjunto Kϵ

Q de�nimos las funciones

(8.0.18) ϕϵ
Q(x) :=

d(x,Qc)

d(x,Qc) + d(x,Kϵ
Q)
.

de�nimos las funciones

(8.0.19) ψϵ
Q :=

ϕϵ
Q

´

ϕϵ
Qdµ

.

Definición 8.0.20. Sea ϵ > 0 su�cientemente pequeño y sea {ψϵ
Q} la sucesión

de funciones dadas en (8.0.19). Dada la wavelet de Haar hmQ =
∑

Q′⊂QC
Q,m
Q′ χQ′,

de�nimos su �función regular asociada� como

h̃m,ϵ
Q :=

∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ µ(Q′)ψϵ

Q′ .

Tomando el sistema de Haar H = {hmQ} y el correspondiente sistema de regulares

asociadas H̃ = {h̃m,ϵ
Q } podemos construir las cuatro familias de operadores corres-

pondientes a tomar i, j ∈ {0, 1}. Ya sabemos que los operadores T ϑ,0,k,l
0,0 son todos

acotados en los correspondientes espacios de Lebesgue. Nos dedicaremos en este ca-
pítulo sólo a los casos en los que alguno de los sub-indices sea no nulo T ϑ,ϵ,k,l

0,1 , T ϑ,ϵ,k,l
1,0

y T ϑ,ϵ,k,l
1,1 . El capítulo se divide en cinco secciones. En la Sección 1 estudiaremos la

acotación en L2 de estos operadores. En la Sección 2 estudiaremos que propiedades
de �Núcleo Estandar� tienen los núcleos de esos operadores. En la Sección 3 desa-
rrollamos la teoría Lp. En la Sección 4 estudiamos el operador cuadrático Sϵ y en la
Sección 5 investigamos la acotación con pesos de los operadores T .

8.1. La Teoría L2

Observamos primer que si en la expresión formal
Tf =

∑
λ∈Λmλ ⟨f, αλ⟩ βλ los dos sistemas {αλ} y βλ son bases de Riesz entonces

T es acotado en L2. En efecto, por el Teorema 1.4.5, la acotación de {mλ} y (1.4.2)
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∥Tf∥22 =
∥∥∥
∑

mλ ⟨f, αλ⟩ βλ
∥∥∥
2

2

≤ C
∑

|mλ|2 |f, αλ|2

≤ C sup
λ

|mλ|2
∑

|⟨f, αλ⟩|2

≤ C ∥f∥22 .

Por consiguiente tenemos la acotación en L2 para todos los operadores T ϑ,ϵ,k,l
i,j

para los que hayamos probado que la regularizadas son bases ortonormales.

8.1.1. T ϑ,ϵ,X,1
1,0 . Suponemos que (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo

Recordemos que dado Q ∈ Dj existen constantes a1 y a2, que sólo dependen de
las constantes del espacio X, y un elemento xQ ∈ Q tal que

(8.1.1) Bd(xQ, a1δ
j) ⊂ Q ⊂ Bd(xQ, a2δ

j),

para todo Q ∈ Dj y todo j ∈ Z, (ver De�nición 6.2.2).
Dado Q ∈ D, denotamos a su complemento como Qc y de�nimos las funciones

(8.1.2) ϕQ(x) =
d(x,Qc)

d(xQ, Qc)
.

Observemos que la desigualdad (8.1.1) implica que 0 ≤ ϕQ(x) ≤ a2/a1.
Más adelante necesitaremos que nuestras funciones bases tengan integral uno,

por lo cual de�nimos la sucesión de funciones {ψQ, Q ∈ D} de la siguiente forma,

(8.1.3) ψQ(x) =
ϕQ(x)
´

X
ϕQ dµ

Utilizaremos las funciones ψQ para construir una sucesión de funciones regulares

como sigue. Dada una wavelet de Haar hmQ =
∑

Q′⊂QC
Q,m
Q′ χQ′ , sea

(8.1.4) χ̃m
Q =

∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ µ(Q′)ψQ′ .

Comenzamos estableciendo una proposición que contiene propiedades que serán
usadas para probar el resultado y que demostraremos al �nal de la subsección.

Proposición 8.1.5. Si Q ∈ Dj y ϕϵ
Q está dada por (8.0.18), dados x e y en X,

se cumple que

(A)
∣∣ϕϵ

Q(x)− ϕϵ
Q(y)

∣∣ ≤ c

ϵδj
d(x, y).

(B) Dado Q ∈ Dj, sea ϵ > 0 su�cientemente pequeño tal que B(xQ, a1δ
j/2) ⊂

Kϵ
Q ⊂ Q. Entonces, dados x e y en X la función ψϵ

Q es Lipschitz uno y se cumple
que ∣∣ψϵ

Q(x)− ψϵ
Q(y)

∣∣ ≤ c

ϵδjµ(Q)
d(x, y).

(C) La familia de funciones de la De�nición 8.0.20 {h̃m,ϵ
Q , Q ∈ D, m = 1, ..., ♯O(Q)−

1}, cumple las siguientes propiedades:

C1
´

Q
h̃m,ϵ
Q dµ = 0.
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C2
∥∥∥h̃m,ϵ

Q

∥∥∥
L2(X)

≤ c, donde c es independiente de Q y de m.

C3 Si x e y están en X entonces

∣∣∣h̃m,ϵ
Q (x)− h̃m,ϵ

Q (y)
∣∣∣ ≤ c

ϵδjµ(Q)
1
2

d(x, y).

C4 Si I ∈ Di, Q ∈ Dj, i ≥ j y m, n están �jos, existe c > 0, independiente de
Q, I, m y n, tal que

∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
Q , h̃n,ϵI

⟩∣∣∣ ≤ c

ϵ

µ(I)
1
2

µ(Q)
1
2

δi−j ≤ c

ϵ
δi−j.

El resultado principal de esta subsección queda expresado en el siguiente teorema.

Teorema 8.1.6. Dado ϵ > 0 su�cientemente pequeño, la sucesión de funciones
{h̃m,ϵ

Q , Q ∈ D, m = 1, ..., ♯O(Q) − 1.}, dadas en la De�nición 8.0.20, constituyen

una sucesión de Bessel en L2(X) de funciones con soporte localizado, lo que es

equivalente a decir que el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,0 dado en (8.1.7) está acotado en L2(X).

Demostración. Debemos probar que existe una constante c, que sólo depende
del espacio X, tal que

∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

≤ c ∥f∥2L2(X) .

Como antes, escribimos al operador T ϑ,ϵ,X,1
1,0 como sigue

T ϑ,ϵ,X,1
1,0 f :=

∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
hmQ =

∑

j∈Z

∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
hmQ(8.1.7)

=
∑

j∈Z
Tjf,

y aplicamos el lema de Cotlar 1.1.1. Por lo tanto, el objetivo de esta demostración
es ver que la sucesión de operadores {Tj} cumple la condición de casi ortogonalidad.

Analizamos primero la expresión de la composición T ∗
i Tj. Un cálculo sencillo

muestra que T ∗
i f =

∑
I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

ϑn
I ⟨f, hnI ⟩ h̃n,ϵI . Entonces, de la ortogonalidad del

sistema de Haar, si i ̸= j obtenemos que

T ∗
i Tjf =

∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
ϑn
Iϑ

m
Q

⟨
hmQ , h

n
I

⟩
h̃n,ϵI = 0.
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Por otro lado, si tomamos f ∈ L2(X) tal que ∥f∥L2(X) = 1 y consideramos i = j,
aplicando el resultado de la Proposición 8.1.5, item C2, resulta

∥∥T ∗
j Tj
∥∥
L2(X)

= ∥Tjf∥2L2(X) =
∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩∣∣∣
2

≤
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

∥f∥2L2(Q)

∥∥∥h̃m,ϵ
Q

∥∥∥
2

L2(Q)

≤ c
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

∥f∥2L2(Q)

≤ c ∥f∥2L2(X) = c.

En consecuencia, para una f ∈ L2(X) arbitraria, obtenemos que
∥∥T ∗

j Tjf
∥∥
L2(X)

≤
c ∥f∥L2(X).

Para el análisis de la composición TiT
∗
j vemos que por la ortogonalidad del sis-

tema de Haar resulta

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

=
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Dj

m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, hmQ

⟩ ⟨
h̃m,ϵ
Q , h̃n,ϵI

⟩



2

.

Si suponemos primero que i ≥ j entonces dado I ∈ Di, n y m �jos, existe a lo

sumo un único cubo Q ∈ Dj tal que
⟨
h̃m,ϵ
Q , h̃n,ϵI

⟩
̸= 0, denotando a este cubo Q(I) y

aplicando el resultado de la Proposición 8.1.5, item C4, resulta

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

≤ c
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

∑

m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣⟨f, hmQ(I)

⟩∣∣2
∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
Q(I), h̃

n,ϵ
I

⟩∣∣∣
2

≤ c

ϵ2
δ(i−j)2

∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

∑

m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣⟨f, hmQ(I)

⟩∣∣2

≤ c

ϵ2
δ(i−j)2 ∥f∥2L2(X) .
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Por otro lado, si consideramos j > i, podemos aplicar nuevamente la desigualdad
del item C4 de la Proposición 8.1.5 para obtener

∥∥TiT ∗
j f
∥∥2
L2(X)

=
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Dj , Q⊂I
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, hmQ

⟩ ⟨
h̃m,ϵ
Q , h̃n,ϵI

⟩



2

≤
∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Dj , Q⊂I
m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣⟨f, hmQ
⟩∣∣2







∑

Q∈Dj , Q⊂I
m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
Q , h̃n,ϵI

⟩∣∣∣
2




≤ c

ϵ2
δ(j−i)2

∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1




∑

Q∈Dj , Q⊂I
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2







1

µ(I)

∑

Q∈Dj , Q⊂I
m=1,...,♯O(Q)−1

µ(Q)




≤ c

ϵ2
δ(j−i)2

∑

I∈Di

n=1,...,♯O(I)−1

∑

Q∈Dj , Q⊂I
m=1,...,♯O(Q)−1

⟨
f, hmQ

⟩2

≤ c

ϵ2
δ(j−i)2 ∥f∥2L2(X) .

En conclusión vemos que la sucesión {s(j) = cδ|j|/ϵ} puede considerarse para
mostrar que la familia de operadores {Tj} cumple la condición de casi ortogonalidad.

Por lo tanto, aplicando el Lema de Cotlar, obtenemos que el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,0 está

acotado sobre L2(X), lo cual nos conduce al resultado deseado.
�

Finalizamos esta subsección con las demostraciones de las proposiciones utiliza-
das en la prueba del teorema anterior.

Prueba de la Proposición 8.1.5. (A) Es su�ciente probar el resultado para
x, y ∈ Q\Kϵ

Q. Vemos primero que por de�nición de los conjuntos Kϵ
Q, dado z ∈

Q\Kϵ
Q se cumple que

ϵδj ≤ d(Qc, Kϵ
Q) ≤ d(z,Qc) + d(z,Kϵ

Q) ≤ 2ϵδj.
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Para continuar supondremos sin pérdida de generalidad que ϕϵ
Q(x) ≥ ϕϵ

Q(y), por lo
tanto

∣∣ϕϵ
Q(x)− ϕϵ

Q(y)
∣∣ = d(x,Qc)

d(x,Qc) + d(x,Kϵ
Q)

− d(y,Qc)

d(y,Qc) + d(y,Kϵ
Q)

=
d(x,Qc)

d(x,Qc) + d(x,Kϵ
Q)

− d(y,Qc)

d(y,Qc) + d(y,Kϵ
Q)

± d(x,Qc)

d(y,Qc) + d(y,Kϵ
Q)

=
d(x,Qc)− d(y,Qc)

d(y,Qc) + d(y,Kϵ
Q)

+ d(x,Qc)

(
1

d(x,Qc) + d(x,Kϵ
Q)

− 1

d(y,Qc) + d(y,Kϵ
Q)

)

≤ d(x, y)

d(y,Qc) + d(y,Kϵ
Q)

+ ϵδj
(
d(y,Qc) + d(y,Kϵ

Q)− d(x,Qc)− d(x,Kϵ
Q)

(ϵδj)2

)

≤ d(x, y)

ϵδj
+

(
d(y,Qc)− d(x,Qc) + d(y,Kϵ

Q)− d(x,Kϵ
Q)

(ϵδj)2

)

≤ d(x, y)

(ϵδj)2
+

(
2d(x, y)

cϵδj

)

≤ c

ϵδj
d(x, y),

como queríamos demostrar.
(B) Como B(xQ, a1δ

j/2) ⊂ Kϵ
Q ⊂ Q podemos ver primero que

ˆ

Q

ϕϵ
Q(z)dµ(z) =

ˆ

Q

d(z,Qc)

d(z,Qc) + d(z,Kϵ
Q)
dµ

≥
ˆ

B(xQ,
a1
2
δj)

dµ = µ(B(xQ, a1δ
j/2))

≥ cµ(Q),(8.1.8)

por lo tanto, aplicando el resultado de la Proposición 8.1.5 obtenemos

∣∣ψϵ
Q(x)− ψϵ

Q(y)
∣∣ =

∣∣ϕϵ
Q(x)− ϕϵ

Q(y)
∣∣

´

ϕϵ
Qdµ

≤ c

ϵδjµ(Q)
d(x, y),

que es lo que queríamos demostrar.
(C)



8.1. LA TEORÍA L2 115

(C1) La primera propiedad se deduce del hecho de que las funciones ψϵ
Q dadas en

(8.0.19) tienen integral igual a uno. Por lo tanto

ˆ

Q

h̃m,ϵ
Q dµ =

ˆ

Q

∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ µ(Q′)ψϵ

Q′dµ

=
∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ µ(Q′)

ˆ

Q

ψϵ
Q′µ

=
∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ µ(Q′)

=

ˆ

Q

hmQdµ = 0.

(C2) Como 0 ≥ ϕϵ
Q ≤ 1 para cualquier Q ∈ D, utilizando la desigualdad probada

en (8.1.8) podemos escribir

∥∥∥h̃m,ϵ
Q

∥∥∥
2

L2(X)
=

ˆ

X

∣∣∣∣∣
∑

Q′⊂Q

CQ,m
Q′ µ(Q′)ψϵ

Q′

∣∣∣∣∣

2

dµ

=
∑

Q′⊂Q

∣∣∣CQ,m
Q′

∣∣∣
2

µ(Q′)2
ˆ

Q′

∣∣ψϵ
Q′

∣∣2 dµ

≤
∑

Q′⊂Q

∣∣∣CQ,m
Q′

∣∣∣
2

µ(Q′)2
´

Q′

∣∣ϕϵ
Q′

∣∣2 dµ
(
´

Q′ ϕ
ϵ
Q′dµ

)2

≤
∑

Q′⊂Q

∣∣∣CQ,m
Q′

∣∣∣
2

µ(Q′)2
µ(Q′)

cµ(Q′)2
= c

∑

Q′⊂Q

∣∣∣CQ,m
Q′

∣∣∣
2

µ(Q′)

= c
∥∥hmQ

∥∥2
L2(X)

= c.

(C3) Basta ver el caso en que x e y están en Q′\Kϵ
Q′ . Recordemos que si hmQ =∑

Q′⊂QC
Q,m
Q′ χQ′ entonces cada constante CQ,m

Q′ ≈ µ(Q)−
1
2 . Si ϵ cumple las

condiciones de la Proposición 8.1.5 se puede ver fácilmente

∣∣∣h̃m,ϵ
Q (x)− h̃m,ϵ

Q (y)
∣∣∣ ≤

∣∣Cm,ϵ
Q′

∣∣µ(Q′)
∣∣ψϵ

Q′(x)− ψϵ
Q′(y)

∣∣

≤ c
1

µ(Q)
1
2

µ(Q′)
d(x, y)

ϵδjµ(Q′)

=
c

ϵδjµ(Q)
1
2

d(x, y).
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(C4) Para probar la última propiedad de la Proposición 8.1.5 aplicamos la de�ni-

ción de h̃n,ϵI para obtener

ˆ

I

∣∣∣h̃n,ϵI

∣∣∣ dµ =

ˆ

I

∣∣∣∣∣
∑

I′⊂I

CI,n
I′ µ(I

′)ψϵ
I′

∣∣∣∣∣ dµ

=
∑

I′⊂I

∣∣∣CI,n
I′

∣∣∣µ(I ′)
ˆ

I

|ψϵ
I′ | dµ

≤ cµ(I)−
1
2

∑

I′⊂I

µ(I ′)

≤ cµ(I)
1
2 ,(8.1.9)

donde la constante c sólo depende del espacio. Por lo tanto, aplicando la
desigualdad del item 1 y la del item 3 podemos escribir

∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
Q , h̃n,ϵI

⟩∣∣∣ =
∣∣∣∣
ˆ

I

h̃n,ϵI h̃m,ϵ
Q dµ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ

I

h̃n,ϵI (x)
(
h̃m,ϵ
Q (x)− h̃m,ϵ

Q (xI)
)
dµ(x)

∣∣∣∣

≤
ˆ

I

∣∣∣h̃n,ϵI (x)
∣∣∣
∣∣∣h̃m,ϵ

Q (x)− h̃m,ϵ
Q (xI)

∣∣∣ dµ(x)

≤ c

ϵδjµ(Q)
1
2

ˆ

I

∣∣∣h̃n,ϵI (x)
∣∣∣ d(x, xI)dµ(x)

≤ cδi

ϵδjµ(Q)
1
2

ˆ

I

∣∣∣h̃n,ϵI (x)
∣∣∣ dµ(x)

≤ cδi−j

ϵ

µ(I)
1
2

µ(Q)
1
2

≤ c

ϵ
δi−j.

�

8.1.2. Acotación de T ϑ,ϵ,X,1
1,1 . Procedemos primero a escribir el operador T ϑ,ϵ,X,1

1,1

como sigue

T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f : =

∑

J∈D
m=1,...,♯O(J)−1

ϑm
J

⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩
h̃m,ϵ
J

=
∑

j∈Z

∑

J∈Dj

m=1,...,♯O(J)−1

ϑm
J

⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩
h̃m,ϵ
J

=
∑

j∈Z
T̃jf.

Teorema 8.1.10. Si X es α-Ahlfors entonces el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 está acotado

sobre L2(X) con cota independiente de la sucesión ϑ. Más precisamente
∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f
∥∥∥
L2(X)

≤ c

ϵ1/2
∥f∥L2(X) .
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Demostración. Como vimos, el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 se puede escribir como la

suma de los operadores T̃j =
∑

J∈Dj

m=1,...,♯O(J)−1

ϑm
J

⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩
h̃m,ϵ
J , y además, se puede

mostrar que T̃j = T̃ ∗
j . Luego, mostraremos la acotación de T ϑ,ϵ,X,1

1,1 utilizando el

Lema de Cotlar 1.1.1, analizando solamente la composición T̃iT̃j.

∥∥∥T̃iT̃jf
∥∥∥
2

L2(X)
=
⟨
T̃iT̃jf, T̃iT̃jf

⟩

=

⟨
∑

Q1∈Di

n1=1,...,♯O(Q1)−1

ϑn
Q1

⟨
T̃jf, h̃

n1,ϵ
Q1

⟩
h̃n1,ϵ
Q1

,
∑

Q2∈Di

n2=1,...,♯O(Q2)−1

ϑn2
Q2

⟨
T̃jf, h̃

n2,ϵ
Q2

⟩
h̃n2,ϵ
Q2

⟩

=
∑

Q1,Q2∈Di

n1,n2=1,...,♯O(Q)−1

ϑn1
Q1
ϑn2
Q2

⟨
T̃jf, h̃

n1,ϵ
Q1

⟩⟨
T̃jf, h̃

n2,ϵ
Q2

⟩⟨
h̃n1,ϵ
Q1

, h̃n2,ϵ
Q2

⟩
.

Por un lado, como sop h̃nQ ⊂ Q entonces
⟨
h̃n1,ϵ
Q1

, h̃n2,ϵ
Q2

⟩
= 0 si Q1 ̸= Q2, además por

el resultado de la Proposición 8.1.5, item 2, obtenemos que
∣∣∣
⟨
h̃n1,ϵ
Q , h̃n2,ϵ

Q

⟩∣∣∣ ≤
∥∥∥h̃n1,ϵ

Q

∥∥∥
L2(X)

∥∥∥h̃n2,ϵ
Q

∥∥∥
L2(X)

≤ c,

con c independiente de Q, n1 y n2. Por lo tanto podemos escribir

∥∥∥T̃iT̃jf
∥∥∥
2

L2(X)
≤ c

∑

Q∈Di

n1,n2=1,...,♯O(Q)−1

∣∣∣
⟨
T̃jf, h̃

n1,ϵ
Q

⟩∣∣∣
∣∣∣
⟨
T̃jf, h̃

n2,ϵ
Q

⟩∣∣∣

≤ c
∑

Q∈Di

n1,n2=1,...,♯O(Q)−1

2∏

s=1

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

J∈Dj

m=1,...,♯O(J)−1

ϑm
J

⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩⟨
h̃m,ϵ
J , h̃ns,ϵ

Q

⟩
∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ c
∑

Q∈Di

n1,n2=1,...,♯O(Q)−1

2∏

s=1

∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
J , h̃ns,ϵ

Q

⟩∣∣∣

≤ c
∑

Q∈Di

♯O(Q)−1∑

n1=1

♯O(Q)−1∑

n2=1

2∏

s=1

∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
J , h̃ns,ϵ

Q

⟩∣∣∣

≤ c
∑

Q∈Di




∑

n=1,...,♯O(Q)−1

∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
J , h̃n,ϵQ

⟩∣∣∣




2

≤ c
∑

Q∈Di

n=1,...,♯O(Q)−1




∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
J , h̃n,ϵQ

⟩∣∣∣




2

.
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Si i ≥ j, dado Q ∈ Di, existe un único J = J(Q) ∈ Dj tal que J ∩Q ̸= ∅. Por lo
tanto, aplicando el resultado de la Proposición 8.1.5, item C4, y el Teorema 8.1.6,
obtenemos que

∥∥∥T̃iT̃jf
∥∥∥
2

L2(X)
≤ c

ϵ2
δ(i−j)2

∑

Q∈Di

n=1,...,♯O(Q)−1

∑

m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J(Q)

⟩∣∣∣
2

≤ c

ϵ2
δ(i−j)2 ∥f∥2L2(X) .

Por otro lado si j ≥ i, otra vez aplicamos la Proposición 8.1.5, item C4, y el
Teorema 8.1.6, para obtener

∥∥∥T̃iT̃jf
∥∥∥
2

L2(X)
≤ c

∑

Q∈Di

n=1,...,♯O(Q)−1

∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
2 ∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
h̃m,ϵ
J , h̃n,ϵQ

⟩∣∣∣
2

≤ c

ϵ2
δ(i−j)2

∑

Q∈Di

n=1,...,♯O(Q)−1

∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
2 1

µ(Q)

∑

J∈Dj , J∩Q ̸=∅
m=1,...,♯O(J)−1

µ(J)

≤ c

ϵ2
δ(i−j)2 ∥f∥2L2(X) .

De este modo se probó que la sucesión de operadores {T̃j} cumple la propiedad

de casi ortogonalidad, y que la norma de los operadores T̃ ∗
i T̃j y T̃iT̃

∗
j está controlada

por cδ|i−j|/ϵ. Por el Lema de Cotlar, el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 está acotado sobre L2(X)

y su norma está acotada por c/ϵ1/2, que es lo que queríamos demostrar.
�

8.2. Los Núcleos

Los núcleos de los operadores T ϑ,ϵ,X,1
1,1 tienen especial interés pues, como veremos a

continuación, resultan ser núcleos estándar lo cual re�eja la naturaleza de integrales
singulares de estos operadores.

8.2.1. Nucleo de T ϑ,ϵ,1,1
1,1 . Si de�nimos el núcleo

(8.2.1) Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y) :=

∑

I∈D
ϑIh

ϵ
I(x)h

ϵ
I(y),

entonces el operador T ϑ,ϵ,1,1
1,1 tiene la siguiente representación integral

T ϑ,ϵ,1,1
1,1 f(x) =

ˆ

R

f(y)Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)dy,

al menos cuando f es una combinación lineal de funciones hϵI .
Este se comporta como una integral singular y, como lo veremos a continuación,

tiene la mismas propiedades que un operador singular de Calderón-Zygmund. Preci-
samente el siguiente teorema muestra que aunque el operador no es de convolución
su núcleo tiene las propiedades de �núcleo estándar� , en el sentido de la De�nición
6.5.1.

Teorema 8.2.2. El núcleo Kϑ,ϵ,1,1
1,1 dado en (8.2.1) es un núcleo estándar.
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Demostración. Para probar (6.5.2) notemos primero que si x e y tienen dis-
tinto signo entonces no existe ningún intervalo diádico que los contenga simultá-
neamente, por lo que Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, y) = 0. Es decir Kϑ,ϵ,1,1
1,1 se anula en el segundo y

cuarto cuadrante de R2. Por otro lado si x ̸= y y tienen el mismo signo, denotamos
con I0 ∈ Dj0 al intervalo diádico más pequeño que los contiene a ambos. Entonces∑

I∈Dj hϵI(x)h
ϵ
I(y) = 0 para todo j > j0. Notemos también que |x− y| < |I0| = 2−j0 .

Teniendo en cuenta que los intervalos diádicos de una misma resolución son disjuntos
resulta

∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∑

I⊇I0

ϑIh
ϵ
I(x)h

ϵ
I(y)

∣∣∣∣∣ ≤
∑

I⊇I0

1

|I| =
∑

j≤j0

2j ≈ 2j0+1 ≤ 2

|x− y| ,

lo que prueba (6.5.2).
Notemos primero que cualquiera sean y y z en R, la regularidad del núcleo

regularizante φ nos permite a�rmar que para cada I ∈ D

|hϵI(y)− hϵI(z)| =
∣∣∣∣
ˆ

{|y−τ |<ϵ|I|}∪{|z−τ |<ϵ|I|}
hI(τ)

1

ϵ |I|

[
φ

(
y − τ

ϵ |I|

)
− φ

(
z − τ

ϵ |I|

)]
dτ

∣∣∣∣

≤ C
|y − z|
ϵ |I| 32

.

Para obtener las estimaciones en (6.5.3) bajo el supuesto que |x− y| > 2 |y − z|,
supondremos que x > 0 ya que el caso x < 0 tiene un trato similar. Si y < 0 y z < 0
entonces Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, y) = 0 y Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, z) = 0 y no hay nada que probar.

Supongamos que y > 0 y z < 0. En este caso Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, z) = 0. Si tomamos

I0 ∈ D el menor diádico tal que x e y están ambos en I0 tenemos

∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, z)
∣∣∣ =

∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∑

I∈D
ϑIh

ϵ
I(x) [h

ϵ
I(y)− hϵI(z)]

∣∣∣∣∣

≤ C
|y − z|
ϵ

∑

I⊇I0

|hϵI(x)|
|I| 32

≤ C
|y − z|
ϵ

∑

I⊇I0

1

|I|2

≤ C
|y − z|
ϵ

1

|I0|2
≤ C

|y − z|
ϵ |x− y|2

.

Si consideramos ahora y < 0 y z > 0 de un modo enteramente análogo obtenemos∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, z)
∣∣∣ ≤ C |y−z|

ϵ|x−z|2 . Puesto que |x− y| > 2 |y − z|, tenemos

que |x− z| ≤ 3/2 |x− y| y por consiguiente
∣∣∣Kϵ,ϑ

1,1(x, y)−Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, z)

∣∣∣ ≤ C̃ |y−z|
ϵ|x−y|2 .

El caso restante y > 0 y z > 0 procede de la misma manera tomando I0(x, y)
como el menor intervalo diádico que contiene a x y a y y I0(x, z) el menor diádico
que contiene a x y a z. Como x pertenece a ambos uno de ellos contiene al otro. Ese
intervalo I0(x, y, z) contiene a los tres y
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∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, z)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

I∈D
ϑIh

ϵ
I(x) [h

ϵ
I(y)− hϵI(z)]

∣∣∣∣∣

≤ C
|y − z|
ϵ

∑

I⊇I0

|hϵI(x)|
|I| 32

≤ C
|y − z|
ϵ

∑

I⊇I0

1

|I|2

≤ C
|y − z|
ϵ

1

|I0|2
≤ C

|y − z|
ϵ |x− y|2

.(8.2.3)

lo que prueba (6.5.3) con γ = 1. En conclusión obtenemos que Kϑ,ϵ,1,1
1,1 es un

núcleo estándar, que es lo que queríamos probar. �

8.2.2. Núcleo de T ϑ,ϵ,X,1
1,1 . Dada f ∈ L2(X) ∩ Lp(X), con X α-Ahlfors pode-

mos escribir al operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 como sigue

T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f(x) =

∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)

=

ˆ

X




∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q h̃

m,ϵ
Q (x)h̃m,ϵ

Q (y)


 f(y)dµ(y)

=

ˆ

X

Kϑ,ϵ,X,1
1,1 (x, y)f(y)dµ(y).

Teorema 8.2.4. El núcleo Kϑ,ϵ,X,1
1,1 del operador T ϑ,ϵ,X,1

1,1 es un núcleo estándar.

Demostración. Veamos (6.5.13). Dados x, y ∈ X, x ̸= y, notemos que el

producto h̃m,ϵ
Q (x)h̃m,ϵ

Q (y) es distinto de cero sólo si x e y pertenecen al cubo Q. Si

suponemos que Q ∈ Dj, por la De�nición 6.2.2 existen xQ ∈ X, a1 y a2 constantes
positivas tales que B(xQ, a1δ

j) ⊂ Q ⊂ B(xQ, a2δ
j). Esto implica que si d(x, y) > a2δ

j

entonces

h̃m,ϵ
Q (x)h̃m,ϵ

Q (y) = 0.

Luego, solo se debe considerar j ∈ Z tal que d(x, y) < a2δ
j.
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Por lo tanto, como los cubos en Dj son disjuntos obtenemos

∣∣∣Kϑ,ϵ,X,1
1,1 (x, y)

∣∣∣ ≤
∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

x,y∈Q∈Dj

♯O(Q)−1∑

m=1

∣∣∣h̃m,ϵ
Q (x)

∣∣∣
∣∣∣h̃m,ϵ

Q (y)
∣∣∣

≤ c
∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

x,y∈Q∈Dj

1

µ(Q)
≤ c

∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

x,y∈Q∈Dj

1

δjα

≤ c

(
1

δα

)ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

=
c

δ
1

ln(δ)
ln(cd(x,y)α)

≤ c

d(x, y)α
.

Para ver (6.5.14) tomamos x, y, z ∈ X tal que d(x, y) > 2d(y, z).

Debemos considerar la resolución desde donde los productos h̃m,ϵ
Q (x)h̃m,ϵ

Q (y) ̸= 0

y h̃m,ϵ
Q (x)h̃m,ϵ

Q (z) ̸= 0.
La desigualdad d(x, y) > 2d(y, z) implica que

d(x, y)

2
> d(y, z) ≥ d(x, z)− d(x, y),

por lo tanto, (3/2)d(x, y) > d(x, z). En consecuencia consideramos los cubos en Dj

tal que a2δ
j ≥ d(x, y) > (2/3)d(x, z). Aplicando el resultado de la Proposición 7.1.3,

item C, obtenemos las siguientes estimaciones.

∣∣∣Kϑ,ϵ,X,1
1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,X,1

1,1 (x, z)
∣∣∣ ≤

∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

x,y∈Q∈Dj

♯O(Q)−1∑

m=1

∣∣∣h̃m,ϵ
Q (x)

∣∣∣
∣∣∣h̃m,ϵ

Q (y)− h̃m,ϵ
Q (z)

∣∣∣

≤ c
d(y, z)

ϵ

∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

x,y∈Q∈Dj

♯O(Q)−1∑

m=1

∣∣∣h̃m,ϵ
Q (x)

∣∣∣
δjµ(Q)

1
2

≤ c
d(y, z)

ϵ

∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

x,y∈Q∈Dj

1

δjµ(Q)

≤ c
d(y, z)

ϵ

∑

j<ln(
d(x,y)
a2

)/ ln(δ)

1

δj(α+1)

≤ c
d(y, z)

ϵ d(x, y)α+1
.

Debido a que Kϑ,ϵ,X,1
1,1 es simétrico, el análisis para (6.5.15) es análogo al de

(6.5.14). Por lo tanto, podemos concluir que Kϑ,ϵ,X,1
1,1 es un núcleo estándar. �
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8.3. La Teoría Lp

En esta sección mostraremos las acotaciones en Lp del los operadores T ϑ,ϵ,1,1
1,1 ,

T ϑ,ϵ,X,1
1,0 y T ϑ,ϵ,X,1

1,1 .

8.3.1. Acotación en Lp(R) de T ϑ,ϵ,1,1
1,1 .

Teorema 8.3.1. Dado ϵ > 0, sea T ϑ,ϵ,1,1
1,1 el operador de�nido en (8.0.15). Si

1 < p <∞ entonces existe c tal que

∥∥∥T ϑ,ϵ,1,1
1,1 f

∥∥∥
Lp(R)

≤





c

ϵ
2
p−1

∥f∥Lp(R) si 1 < p ≤ 2

c

ϵ
2
p‘

−1
∥f∥Lp(R) si 2 < p <∞.

Prueba del Teorema 8.3.1. Debido a que la acotación sobre L2(R) de T ϑ,ϵ,1,1
1,1

y que Kϑ,ϵ,1,1
1,1 es un núcleo estándar en el Teorema 8.2.2, el resultado principal de

que T ϑ,ϵ,1,1
1,1 es de tipo débil (1, 1) y acotado en Lp(R), 1 < p < ∞, se deduce del

Teorema 6.5.6. Por lo tanto, nos resta hacer las estimaciones correspondientes a las
cotas de las normas del operador.

Para estimar la constante en la desigualdad de tipo débil (1, 1), dada f ∈ L1∩L2,
aplicamos la descomposición de Calderón-Zygmund (ver Teorema 6.5.7) y obtenemos
que f = g +

∑
I∈F bI = g + b, por lo tanto

|{|T ϵ
ϑf | > λ}| ≤ |{|T ϵ

ϑg| > λ/2}|+ |{|T ϵ
ϑb| > λ/2}| .

Como g pertenece a L2(R), para el primer sumando por el Teorema 6.5.7, CZ7 y
CZ9 obtenemos

∣∣∣
{∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1

1,1 g
∣∣∣ > λ/2

}∣∣∣ ≤
ˆ

{|Tϑ,ϵ,1,1
1,1 g|>λ/2}



2
∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1

1,1 g(x)
∣∣∣

λ




2

dx

≤ 4

λ2
c2

ˆ

R

|g|2 dx ≤ c

λ
∥g∥1

≤ c

λ
(∥b∥1 + ∥f∥1) ≤

c

λ
∥f∥1 .(8.3.2)

Por otro lado dado I ∈ F denotamos con I∗ al intervalo concéntrico con I y tal
que |I∗| = 4 |I|. Entonces si x ∈ I∗c y z, y ∈ I entonces |x− y| > 2 |y − z|. Luego
llamando O∗

λ =
∪

I∈F I
∗ obtenemos de CZ5) que |O∗

λ| ≤ k |Oλ| ≤ c
∥f∥1
λ

, entonces

∣∣∣
{∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1

1,1 b
∣∣∣ > λ/2

}∣∣∣ ≤ |O∗
λ|+

∣∣∣
{
x /∈ O∗

λ :
∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1

1,1 b
∣∣∣ > λ/2

}∣∣∣

≤ c
∥f∥1
λ

+ 2/λ

ˆ

{x/∈O∗
λ: |Tϑ,ϵ,1,1

1,1 b|>λ/2}

∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1
1,1 b(x)

∣∣∣ dx

≤ c
∥f∥1
λ

+
c

λ

ˆ

R\O∗
λ

∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1
1,1 b(x)

∣∣∣ dx.
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Por un lado por CZ6) y CZ8), dado I ∈ F si zI ∈ I entonces

T ϑ,ϵ,1,1
1,1 b(x) =

ˆ

R

b(y)Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)dy

=

ˆ

R

∑

I∈F
bI(y)K

ϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)

=
∑

I∈F

ˆ

I

bI(y)
(
Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, zI)

)
dy,

como Kϑ,ϵ,1,1
1,1 cumple la desigualdad (8.2.3), entonces

ˆ

|x−y|>2|y−z|

∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, z)
∣∣∣ dx ≤ c

ϵ

ˆ

|x−y|>2|y−z|

|y − z|
|x− y|2

dx

≤ c

ϵ

∞∑

k=1

ˆ

2k+1|y−z|>|x−y|>2k|y−z|

|y − z|
|x− y|2

dx

≤ c

ϵ

∞∑

k=1

1

2k2 |y − z|

ˆ

2k+1|y−z|>|x−y|>2k|y−z|
dx

≤ c

ϵ

∞∑

k=1

2k+1 |y − z| 2− 2k |y − z| 2
2k2 |y − z|

=
c

ϵ
,

aplicando CZ9) obtenemos
ˆ

R\O∗
λ

∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1
1,1 b(x)

∣∣∣ dx ≤
ˆ

R\O∗
λ

∑

I∈F

ˆ

I

|bI(y)|
∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, zI)

∣∣∣ dydx

=
∑

I∈F

ˆ

I

|bI(y)|
ˆ

R\O∗
λ

∣∣∣Kϑ,ϵ,1,1
1,1 (x, y)−Kϑ,ϵ,1,1

1,1 (x, zI)
∣∣∣ dxdy

≤ c

ϵ
∥f∥1 .

Con esto último probamos que
∣∣∣
{∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1

1,1 b
∣∣∣ > λ/2

}∣∣∣ ≤ c
ϵλ
∥f∥1, en consecuencia por

la desigualdad probada en (8.3.2) obtenemos
∣∣∣
{∣∣∣T ϑ,ϵ,1,1

1,1 f
∣∣∣ > λ

}∣∣∣ ≤ c ∥f∥1 /ϵλ.

Finalmente aplicando el teorema de interpolación de Marcinkiewicz 6.5.8 con
A0 = c/ϵ y A1 = c2, donde c2 es la constante en la acotación en L2 de T ϑ,ϵ,1,1

1,1 ,
obtenemos el resultado deseado.

�

8.3.2. Acotación en Lp(X) de T ϑ,ϵ,X,1
1,0 . En esta subsección aplicaremos la

teoría de integrales singulares en espacios de tipo homogéneo desarrollada en [2]
para obtener resultados análogos a los ya conocidos para el sistema de Haar. Por
el Teorema 8.1.6tenemos que el operador T ϑ,ϵ,X,1

1,0 está acotado en L2(X), y que

su norma es menor que cϵ−
1
2 . Veremos a continuación que este tipo de operadores

también están acotados sobre Lp(X) con 2 < p <∞ y su adjunto sobre Lp(X) para
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1 < p < 2. La herramienta principal de la prueba es el resultado de la descomposición
de Calderón-Zygmund expuesto en el Teorema 6.5.7.

El resultado principal de esta subsección es el siguiente.

Teorema 8.3.3. Si (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo α-Ahlfors y ϵ > 0

su�cientemente pequeño, entonces el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,0 de�nido en (8.1.7), está aco-

tado sobre Lp(X) para 2 ≤ p < ∞ con cota dependiente de ϵ. Por lo tanto, por

dualidad, (T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗ está acotado en Lp(X) para 1 < p ≤ 2 con cota dependien-

te de ϵ. Más especí�camente
∥∥∥(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗f
∥∥∥
Lp(X)

≤ cϵ−
1
p ∥f∥Lp(X) , 1 < p ≤ 2 y

∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1
1,0 f

∥∥∥
Lp(X)

≤ cϵ
− 1

p′ ∥f∥Lp(X) , 2 ≤ p <∞.

Prueba del Teorema 8.3.3. Dada f ≥ 0, f ∈ L1(X), utilizaremos la des-
composición de Calderón-Zygmund expresada en el Teorema 6.5.7. Si µ(X) < ∞
entonces tomamos

0 < λ ≤ mXf =
1

µ(X)

ˆ

X

|f | dµ,

por lo tanto

µ({
∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗f
∣∣∣ > λ}) ≤ µ(X) ≤ ∥f∥1

λ
.

Si mXf < λ por CZ,6) podemos escribir f = g + b y obtener

µ
(
{
∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗f
∣∣∣ ≥ λ}

)
≤ µ

(
{
∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗g
∣∣∣ ≥ λ

2
}
)
+ µ

(
{
∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗b
∣∣∣ ≥ λ

2
}
)
.

Como g ∈ L2(X), por CZ,7) y CZ,9) obtenemos

ˆ

X

|g|2 dµ ≤ cλ

ˆ

X

|g| dµ ≤ cλ

(
ˆ

X

|b| dµ+

ˆ

X

|f | dµ
)

≤ cλ ∥f∥1 ,

entonces, por la desigualdad de Chebyshev y la acotación en L2(X) de (T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗,

obtenemos

µ

({∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗g

∣∣∣ > λ

2

})
≤ 4

λ2

ˆ

X

∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗g

∣∣∣
2

dµ

≤ c

ϵλ2

ˆ

X

|g|2 dµ

≤ cλ

ϵλ2
∥f∥L1(X)

≤
c ∥f∥L1(X)

ϵλ
.

Ahora veamos que {
∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗b
∣∣∣ > λ

2
} ⊂ Oλ, para ello probaremos que si x /∈ Oλ

entonces (T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗b(x) = 0. En efecto, sabemos que

∑
Q∈F bQ converge en L1(X) a
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b. Por otro lado

(T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗b(x) =

∑

Q∈F
(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗bQ(x)

=
∑

Q∈F

∑

J∈D
m=1,...,♯O(J)−1

ϑm
J h̃

m,ϵ
J (x)

ˆ

X

bQ(y)h
m
J (y) dµ(y).

Si Q ∩ J = ∅ entonces
´

X
bQ(y)h

m
J (y) dµ(y) = 0. Por otra parte si Q ∩ J ̸= ∅ y

J ⊆ Q, como x /∈ Oλ resulta que x /∈ J , por lo tanto h̃m,ϵ
J (x) = 0. Supongamos

ahora que Q ∩ J ̸= ∅ y Q ⊆ J . Como F ⊂ D entonces hmJ es constante sobre Q y
por CZ,8) obtenemos

ˆ

X

bQ(x)h
m
J (x) dµ(x) = c

ˆ

X

bQ(y)dµ(y) = 0,

por lo tanto (T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗b(x) = 0 si x /∈ Oλ. Luego {

∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗b

∣∣∣ > λ
2
} ⊂ Oλ y, en

consecuencia,

µ

(
{
∣∣∣(T ϑ,ϵ,X,1

1,0 )∗b
∣∣∣ > λ

2
}
)

≤ µ(Oλ) ≤
∑

Q∈F
µ(Q)

≤
∑

Q∈F

1

λ

ˆ

Q

f dµ ≤ ∥f∥1
λ

.

Con esto último arribamos a que (T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗ es débil (1, 1) con cota independiente

de ϑ, pero dependiente de ϵ en la forma c/ϵ. Usando el Teorema de interpolación de

Marcinkiewicz (ver [25], pág.30) deducimos que (T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗ está acotado en Lp(X)

para 1 < p ≤ 2, especí�camente∥∥∥(T ϑ,ϵ,X,1
1,0 )∗f

∥∥∥
Lp(X)

≤ cϵ−
1
p ∥f∥Lp(X) .

Luego, por dualidad, obtenemos
∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1

1,0 f
∥∥∥
Lp(X)

≤ cϵ
− 1

p′ ∥f∥Lp(X) para 2 ≤ p <∞.

Que es lo que queríamos probar. �

8.3.3. Acotación en Lp(X) de T ϑ,ϵ,X,1
1,1 . Aplicaremos a continuación la teoría

de integrales singulares sobre espacios de tipo homogéneo, para probar la acotación
en Lp(X) del operador T ϑ,ϵ,X,1

1,1 .

Teorema 8.3.4. Si X es α-Ahlfors entonces el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 está acotado

sobre Lp(X) para 1 < p <∞. Más especí�camente
∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f
∥∥∥
p
≤ c

ϵ1/p
∥f∥p 1 < p ≤ 2

∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f

∥∥∥
p
≤ c

ϵ1/p′
∥f∥p 2 ≤ p <∞.

Demostración. Por el Teorema 8.1.10 el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 está acotado en

L2(X) además como vimos antes si f ∈ L2(X) ∩ Lp(X) entonces

T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f(x) =

ˆ

X

Kϑ,ϵ,X,1
1,1 (x, y)f(y)dµ(y),
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y por el Teorema 8.2.4 sabemos queKϑ,ϵ,X,1
1,1 es un núcleo estándar, luego aplicando el

Teorema 6.5.9 y la Proposición 6.5.16, obtenemos la acotación de T̃ϵ,ϑ sobre Lp(X).
Para hallar la constante de la desigualdad débil (1, 1) se aplican los métodos es-

tándar de acotación de operadores integrales singulares análogamente a lo hecho en
la prueba del Teorema 8.3.3, y se obtiene que µ({|T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f | > λ}) ≤ (c/ϵ) ∥f∥L1(X).

Como la norma en L2(X) es c/ϵ
1
2 , aplicando el teorema de interpolación de Marcin-

kiewicz se obtiene el resultado deseado. �

8.4. El Operador Cuadrático Sϵ

En esta sección introducimos el operador cuadrático, o también denominado fun-
ción cuadrado, Sϵ asociado a la familia de funciones regulares {h̃m,ϵ

J } de la De�nición
8.0.20, como sigue.

(8.4.1) Sϵf(x) :=
∑

J∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

∣∣∣
⟨
f, h̃m,ϵ

J

⟩∣∣∣
2 ∣∣∣h̃m,ϵ

J (x)
∣∣∣
2

.

Mostraremos la acotación de este operador sobre Lp(X). El resultado principal
de esta sección saldrá como corolario del siguiente teorema, el cual establece un
control de la norma en Lp(X) de Sϵ por la norma de T ϑ,ϵ,X,1

1,1 .

Teorema 8.4.2. Dado ϵ > 0 , si 1 ≤ p < ∞, existe una constante positiva Bp,
que depende de p y no de ϑ, tal que

∥Sϵf∥Lp(X) ≤ Bp

∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f

∥∥∥
Lp(X)

.

Demostración. Si consideramos a ϑm
Q como una función constante de�nida

sobre el (0, 1), podemos aplicar la desigualdad de Khintchine (cf: [52], pág. 176 o
[39], pág. 66) y deducir que, para x �jo, existe Ap y Bp, independientes de ϑ, tal
que

Ap

∥∥∥∥∥∥∥∥

∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥
Lp(0,1)

≤ Sϵf(x)

≤ Bp

∥∥∥∥∥∥∥∥

∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥
Lp(0,1)

.

Elevando todo al exponente p resulta



8.4. EL OPERADOR CUADRÁTICO Sϵ 127

Ap
p

ˆ 1

0




∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q(t)

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)




p

dt ≤ (Sϵf(x))
p

≤ Bp
p

ˆ 1

0




∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q(t)

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)




p

dt.

Por lo tanto

Ap
p

ˆ

X

ˆ 1

0




∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q(t)

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)




p

dtdµ(x) ≤
ˆ

X

|Sϵf(x)|p dµ(x)

≤ Bp
p

ˆ

X

ˆ 1

0




∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q(t)

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)




p

dt dµ(x)

≤ Bp
p

ˆ 1

0

ˆ

X




∑

Q∈D
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q(t)

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)




p

dµ(x) dt

≤ Bp
p

∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f

∥∥∥
p

Lp(X)
,

que es el resultado deseado.
�

Teniendo en cuenta el resultado del Teorema 8.3.4 obtenemos el siguiente coro-
lario del Teorema 8.4.2.

Corolario 8.4.3. Si X es α-Ahlfors entonces el operador Sϵ está acotado en
Lp(X).
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8.5. Acotación en Lp(X, νdµ) de T ϑ,ϵ,X,1
1,1

En esta sección veremos que el operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 , está acotado sobre Lp(X, νdµ),

cuando ν es un peso diádico de Muckenhoupt (ver De�nición 6.4.2). Para la prueba
del resultado principal, haremos uso de las propiedades y resultados de acotación
de los operadores maximales Mdy y M ♯,dy dados en las de�niciones 6.3.2 y 6.3.3
respectivamente.

Finalizando la sección presentamos un resultado de su�ciencia, vía wavelets de
Haar, que deben cumplir un par de pesos (ν, w) para estar en la clase Ady

p

El resultado principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 8.5.1. Sea 1 < p < ∞, ν ∈ Ady
p , entonces el operador T ϑ,ϵ,X,1

1,1 está
acotado sobre Lp(X, ν), con constante c/ϵ. Más especí�camente

(8.5.2)
∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f
∥∥∥
Lp(X,νdµ)

≤ c

ϵ
∥f∥Lp(X,νdµ) .

Antes de demostrar el resultado principal, cuya prueba incluiremos con el objeto
de determinar la dependencia de la constante en (8.5.2) en función de ϵ, enunciamos
un resultado intermedio que relaciona puntualmente a Mdy y M ♯,dy. Obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 8.5.3. Si X es α-Ahlfors, dada f localmente integrable, 1 < s <∞ y
T ϑ,ϵ,X,1
1,1 es el operador con el que venimos trabajando, entonces

M ♯,dy(T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f)(x) ≤ c

ϵ

[
Mdy(f s)(x)

] 1
s .

Demostración. Sea Q ∈ D, f = f1 + f2 donde f1 = fχQ, entonces

1

µ(Q)

ˆ

Q

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f(y)− T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f2(x)
∣∣∣ dµ(y) ≤ 1

µ(Q)

ˆ

Q

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f1(y)

∣∣∣ dµ(y)

+
1

µ(Q)

ˆ

Q

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f2(x)− T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f2(y)
∣∣∣ dµ(y)

≤ I + II.

Sea cs la constante de la acotación sobre Ls(X) del operador T ϑ,ϵ,X,1
1,1 , dada en

el Teorema 8.3.4, esto es, cs = c/ϵ1/s, si 1 < s < 2, o cs = c/ϵ1/s
′
, si 2 ≤ s < ∞.

Podemos estimar I usando la desigualdad de Hölder, de la siguiente manera

I ≤ 1

µ(Q)

(
ˆ

Q

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f1(y)

∣∣∣
s

dµ

) 1
s

µ(Q)
1
s′ =

(
1

µ(Q)

) 1
s ∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f1

∥∥∥
Ls(X)

≤ cs

µ(Q)
1
s

(
ˆ

Q

|f1|s dµ
) 1

s

≤ cs
[
Mdy(f s)(x)

] 1
s .

Para II procedemos de la siguiente manera.
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II =
1

µ(Q)

ˆ

Q

∣∣∣∣∣∣∣

∑

J∈D
n=1,...,♯O(Q)−1

ϑn
J

⟨
f2, h̃

n,ϵ
J

⟩
(h̃n,ϵJ (x)− h̃n,ϵJ (y))

∣∣∣∣∣∣∣
dµ(y)

≤ 1

µ(Q)

∑

J∈D
n=1,...,♯O(J)−1

∣∣∣∣
ˆ

X

f2(z)h̃
n,ϵ
J (z)dµ(z)

∣∣∣∣
ˆ

Q

∣∣∣h̃n,ϵJ (x)− h̃n,ϵJ (y)
∣∣∣ dµ(y)

Por un lado, si J ∩ Q = ∅ entonces
´

Q

∣∣∣h̃n,ϵJ (x)− h̃n,ϵJ (y)
∣∣∣ dµ(y) = 0. Además,

como f2 es cero sobre Q entonces
´

X
f2(z)h̃

n,ϵ
J (z)dµ(z) = 0 para todo J ⊆ Q. Por

lo tanto, sólo consideramos los cubos J = J(Q) tal que Q ( J . Si suponemos que
Q ∈ Di y J(Q) ∈ Dj, entonces por el resultado de la Proposición 8.1.5, item C3, la

estimación
∣∣∣h̃n,ϵJ(Q)

∣∣∣ ≈ µ(J(Q))−
1
2 y el hecho de que el diámetro de Q es equivalente

a δi y la desigualdad de Hölder con s y s′, obtenemos la siguiente estimación de II.

II ≤ 1

µ(Q)

∑

j<i
n=1,...,♯O(J(Q))−1

∣∣∣∣
ˆ

J(Q)

f2(z)h̃
n,ϵ
J(Q)(z)dµ(z)

∣∣∣∣
ˆ

Q

∣∣∣h̃n,ϵJ(Q)(x)− h̃n,ϵJ(Q)(y)
∣∣∣ dµ(y)

≤ c

ϵµ(Q)

∑

j<i
n=1,...,♯O(J(Q))−1

ˆ

J(Q)

|f2(z)|
∣∣∣h̃n,ϵJ(Q)(z)

∣∣∣ dµ(z) 1

µ(J(Q))
1
2

ˆ

Q

d(x, y)

δj
dµ(y)

≤ c

ϵµ(Q)

∑

j<i
n=1,...,♯O(J(Q))−1

1

µ(J(Q))

ˆ

J(Q)

|f2(z)| dµ(z)δi−jµ(Q)

≤ c

ϵ

∑

j<i
n=1,...,♯O(J(Q))−1

1

µ(J(Q))

(
ˆ

J(Q)

|f2(z)|s dµ(z)
) 1

s

µ(J(Q))
1
s′ δi−j

≤ c

ϵ

∑

j<i
n=1,...,♯O(J(Q))−1

(
1

µ(J(Q))

ˆ

J(Q)

|f2(z)|s dµ(z)
) 1

s

δi−j

≤ c

ϵ
[Mdy(f s)(x)]

1
s

∑

j<i
n=1,...,♯O(J(Q))−1

δi−j

≤ c

ϵ
[Mdy(f s)(x)]

1
s .

En consecuencia

1

µ(Q)

ˆ

Q

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f(y)− T ϑ,ϵ,X,1

1,1 f(x)
∣∣∣ dµ(y) ≤ (cs +

c

ϵ
)
[
Mdy(|f |s)(x)

] 1
s .

Entonces deducimos que

M ♯,dy(T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f)(x) = sup

x∈Q∈D
ı́nf
a∈R

1

µ(Q)

ˆ

Q

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1 f(y)− a

∣∣∣ dµ(y) ≤ c

ϵ

[
Mdy(|f |s)(x)

] 1
s ,

que es lo que queríamos probar. �
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Prueba del Teorema 8.5.1. Sea F ⊂ D tal que ♯(F ) < ∞, trabajamos pri-
mero con el operador

T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f =

∑

Q∈F
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q .

Dada f localmente integrable, vemos que

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f(x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

Q∈F
m=1,...,♯O(Q)−1

ϑm
Q

⟨
f, h̃m,ϵ

Q

⟩
h̃m,ϵ
Q (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ c
∑

Q∈F,Q∋x
m=1,...,♯O(Q)−1

1

µ(Q)
1
2

ˆ

Q

|f(z)|
∣∣∣h̃m,ϵ

Q (z)
∣∣∣ dµ(z)

≤ c
∑

Q∈F,Q∋x
m=1,...,♯O(Q)−1

1

µ(Q)

ˆ

Q

|f(z)| dµ(z)

≤ c ♯F Mdyf(x).

Como Mdy está acotada sobre Lp(X, ν), podemos deducir que T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f está en

Lp(X, ν). Podemos ahora aplicar el Teorema 6.4.4, item iii), y deducir la existencia
de una constante c dependiente sólo de p, de la constante Ady

p de ν y de las constantes
geométricas del espacio, tal que

ˆ

X

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∣∣∣
p

ν dµ ≤
ˆ

X

∣∣∣Mdy
(
T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

)∣∣∣
p

ν dµ

≤ cν(X)mX

(∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∣∣∣
)p

+ c

ˆ

X

∣∣∣M ♯,dy
(
T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

)∣∣∣
p

ν dµ.(8.5.4)

Recordemos que mXf = 1
µ(X)

´

X
|f | dµ.

El primer sumando de la última desigualdad sólo aparece cuando µ(X) < ∞ y
si este es el caso entonces existe Q ∈ D tal que Q = X. Si tomamos s > 1 sabemos,
por el Teorema 8.3.4, que el operador T ϑ,ϵ,X,1

1,1 está acotado sobre Ls(X) y que su

norma es menor que c/ϵ, de aquí se deduce lo mismo para T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F . Utilizando la

desigualdad de Jensen podemos escribir

mX

(∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∣∣∣
)s

≤ 1

µ(X)

ˆ

X

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∣∣∣
s

dµ

≤ c

ϵsµ(X)

ˆ

X

|f |s dµ =
c

ϵs
mX (|f |s) .
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Obtenemos entonces

ν(X)mX

(∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∣∣∣
)p

=

ˆ

X

[mX

(∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∣∣∣
)s
]
p
s ν dµ

≤ c

ϵp

ˆ

X

mX (|f |s)
p
s ν dµ

≤ c

ϵp

ˆ

X

[Mdy (|f |s) (x)] ps ν(x) dµ(x).

Utilizando lo anterior junto con el resultado del Teorema 8.5.3 para el segundo
sumando de (8.5.4), podemos concluir que

ˆ

X

∣∣∣T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f(x)

∣∣∣
p

ν(x) dµ(x) ≤ c

ϵp

ˆ

X

[Mdy (|f |s) (x)] ps ν(x) dµ(x),

donde c no depende de F ni de ϑ. Como ν ∈ Ady
p , existe s > 1 tal que ν ∈ Ady

p/s (ver

[5]). Por lo tanto, como Mdy está acotada sobre Lp/s(X, ν) obtenemos la siguiente
estimación.

∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∥∥∥
p

Lp(X,νdµ)
≤ c

ϵp
∥∥Mdy (|f |s)

∥∥ p
s

L
p
s (X,νdµ)

≤ c

ϵp
∥|f |s∥

p
s

L
p
s (X,νdµ)

=
c

ϵp
∥f∥pLp(X,νdµ) .

Por último, como c no depende de F ni de ϑ, resulta∥∥∥T ϑ,ϵ,X,1
1,1,F f

∥∥∥
Lp(X,νdµ)

≤ c

ϵ
∥f∥Lp(X,νdµ)

como queríamos demostrar.
�

Finalmente abordamos el problema de la detección de Ap como condición necesa-
ria para la acotación con pesos de integrales singulares como las consideradas antes.
Comenzamos por el caso de las integrales singulares inducidas por las wavelets de
Haar en espacios de tipo homogéneo. Sea H un sistema de Haar en (X, d, µ) tal que
si h ∈ H y Q es el soporte diádico de h entonces |h(x)| ≈ µ(Q)−1/2 para todo x ∈ Q.
Para abreviar diremos que h“ ∈′′ Q si Q es el soporte diádico de h. Tomando

ϑ1

h
(h) =

{
1 si h = h
−1 si h ̸= h

y
ϑ2(h) ≡ 1

tenemos que 1/2(ϑ1
h
+ ϑ2) = δhh. Por consiguiente

1

2

(
T

ϑ1

h
,0,X,1

0,0 + T ϑ2,0,X,1
0,0

)
(f)(x) = πh(f)(x)

=
⟨
h, f

⟩
h(x).

De modo que, si sabemos que los operadores de la familia T ϑ,0,X,1
0,0 (ϑ = ±1)

son acotadas en Lp(wdµ), uniformemente en ϑ, necesariamente cada πh es acotado
en Lp(wdµ) con cotas uniformes para h ∈ H. Siguiendo de alguna manera, los
lineamientos para la demostración ya clásica del hecho que Ap es necesaria en Rn

para la acotación de las n transformadas de Riesz podemos probar que la acotación
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uniforme en Lp(wdµ) de {πh : h ∈ H} implica que w ∈ Ap(X, dµ). Supondremos
la siguiente propiedad que es trivial para los sistemas de Haar clásicos en el espacio
euclídeo.

⋆ Existe una constante c > 0 tal que para todo Q y para toda elección de x e y
en elementos distintos de ϑ(Q) se tiene que

−
∑

h”∈”Q
h(x)h(y) ≥ c

µ(Q)
.

Precisamente, si x ∈ Q′
1, y ∈ Q′

2 con Q′
1 y Q′

2 dos hijos distintos de Q entonces
la suma

∑
h“∈′′Q h(x)h(y) es negativa y su valor absoluto es del orden de µ(Q)−1.

Teorema 8.5.5. Supongamos que H veri�ca ⋆. Si la familia de operadores
T ϑ,0,X,1
0,0 está acotada uniformemente en Lp(wdµ) para toda sucesión ϑ con |ϑ| = 1,

con 1 < p <∞, entonces w ∈ Ap(X, d, µ).

Demostración. Por las observaciones que proceden al enunciado del Teorema
sabemos que existe una constante c̃ tal que para todo Q

w

({
x ∈ X :

∣∣∣∣∣
∑

h”∈”Q
πh(f)(x)

∣∣∣∣∣ > λ

})
≤ 1

λp

ˆ

X

∣∣∣∣∣
∑

h”∈”Q
πhf(x)

∣∣∣∣∣

p

w(x)dµ(x)(8.5.6)

≤ c̃

λp

∑

h”∈”Q

ˆ

X

|πhf(x)|pw(x)dµ

≤ c̃

λp

ˆ

X

|f |pwdµ.

Sea Q′
i uno cualquiera de los hijos de Q. Sea f ≥ 0, con integral positiva so-

portada en Q′
i. Sea x ∈ Q\Q′

i =
∪

l ̸=iQ
′
l. Entonces por la propiedad ⋆, tenemos

que

∣∣∣∣∣
∑

h”∈”Q
πhf(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

ˆ

Q′
i

(
∑

h”∈”Q
h(y)h(x)

)
f(y)dµ(y)

∣∣∣∣∣

≥ c

µ(Q)

ˆ

Q′
i

fdµ.

Por lo tanto si λ = c
2µ(Q)

´

Q′
i
fdµ tenemos que el conjunto que w mide en el primer

miembro de (8.5.6) contiene a
∪

l ̸=iQ
′
l. Entonces con esta observación y aquel valor

de λ la desigualdad (8.5.6) nos informa que

∑

l ̸=i

w(Q′
l) ≤

c(
1

µ(Q′
i)

´

Q′
i
fdµ

)p
ˆ

Q′
i

f pwdµ.

Si en particular tenemos f ≡ 1 en Q′
i y nula fuera, tenemos que

∑

l ̸=i

w(Q′
l) ≤ cw(Q′

i).

De aquí que
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w(Q′
i) ≤ w(Q) = w(Q′

i) +
∑

l ̸=i

w(Q′
l)

≤ (1 + c)w(Q′
i).

En otras palabras la medida wdµ, como µ misma, tiene la propiedad de dupli-
cación diádica. Entonces para alguna constante a > 0 tenemos

a

(
1

µ(Q)

ˆ

Q′
i

fdµ

)p

≤
(

1

µ(Q′
i)

ˆ

Q′
i

fdµ

)p

≤ c

w(Q)

ˆ

Q

f pwdµ,

para todo i = 1, ...,O(Q)− 1. De aquí que
(

1

µ(Q)

ˆ

Q

fdµ

)p

≤ c

w(Q)

ˆ

Q

f pwdµ.

Como es usual, tomando f = w− 1
p−1 se obtiene la condición Ap diádica para w.

�





Capítulo 9

Sistemas de Haar y espacios de Banach de funciones
de�nidas sobre espacios de tipo homogéneo

En este capítulo obtenemos caracterizaciones de espacios de Banach de funciones
(E.B.F) en términos de coe�cientes de Haar.

En el contexto de L2(Rn) una de las propiedades más importantes de una base
ortonormal de wavelets es que ellas constituyen una base incondicional para muchos
espacios de funciones que aparecen en el análisis armónico. Por ejemplo, si Ψ es
una de esas bases con ciertas propiedades dadas entonces el sistema Ψ es una base
incondicional para los espacios pesados de Lebesgue Lp

w(R
n) with 1 < p <∞, donde

el peso w pertenece a la clase de pesos de Muckenhoupt Ap .
Lo mismo vale cuando consideramos los espacios de Lorentz Lp,q(Rn) con 1 <

p, q <∞.
La caracterización de esos espacios funcionales está dada en términos de los

coe�cientes wavelets en la representación de las funciones (ver por ejemplo [50]).
Además si suponemos ciertas propiedades de regularidad sobre las funciones ψ ∈ Ψ,
entonces se sabe que el sistema Ψ es también una base incondicional para una clase
grande de espacios que incluyen los mencionados anteriormente como también los
espacios de Sobolev W k,p(Rn) y los espacios de Hardy Hp(R

n) ([42], [22]).
En el contexto euclídeo, Izuki probó en [36] que las bases de wavelets con ciertas

condiciones de regularidad son una base incondicional para el espacio de Lebesgue
de exponente variable Lp(·)(Rn). Para probar el resultado en [36], el autor usó las
técnicas de extrapolación debidas a Rubio de Francia ([48], [49]), debido al hecho
de que la acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood se satisface sobre
Lp(·)(Rn). Para aplicar el teorema de Extrapolación Izuki usa los resultados de [7].

En espacios de Lebesgue de exponente variable, muchos autores estudiaron las
propiedades de continuidad de ciertos operadores que aparecen en conección con
ecuaciones diferenciales parciales modelando una alta variedad de situaciones. Par-
ticularmente, en [24] y [21] los autores probaron la acotación del operador maximal
de Hardy-Littlewood sobre Lp(·)(Rn) suponiendo ciertas propiedades de continuidad
sobre el exponente p(·), y en [34] el mismo resultado fue probado en el contexto de
espacios métricos.

El sistema Ψ mencionado anteriormente caracteriza los espacios funcionales en
el sentido de que la norma de la función f pude obtenerse en términos de los coe�-
cientes wavelets ⟨ψ, f⟩ en la fórmula de representación

∑ ⟨ψ, f⟩ψ. En esta sección
adoptamos este punto de vista en el ámbito de espacios métricos con medida doblan-
te o espacios de tipo homogéneo. Más precisamente, probamos que el los sistemas de
tipo Haar son una base incondicional para ciertos espacios de Banach de funciones
(E.B.F). Como una aplicación de nuestro resultado principal obtenemos la caracte-
rización de varios espacios via los coe�cientes wavelets, tales como los espacios de

135
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Lorentz y Lebesgue sobre espacios de tipo homogéneo y sus versiones variables. La
técnica usada es análoga a la de [36] y los resultados de [6].

9.1. Caracterización de espacios de Banach de funciones por wavelets
de Haar

Para enunciar nuestro resultado principal damos algunas de�niciones con las
que trabajaremos. Denotamos L∞

c al espacio de las funciones acotadas con soporte
compacto de�nido por

L∞
c = L∞

c (X,µ) = {f ∈ L∞(X)/ sop(f) ⊂ B(x0, r) para algún x0 ∈ X, r > 0}.
Diremos que B es un E.B.F. con la propiedad A, si L∞

c es denso en B y existe un
número real p1 > 1 tal que B1/p1 es un E.B.F. cumpliendo que

∥∥Mdyf
∥∥
(B1/p1)

′ ≤ c ∥f∥(B1/p1)
′ ,

donde Mdy es el operador Maximal diádico de Hardy-Littlewood dado en la De�ni-
ción 6.3.2.

Ahora estamos en condición de enunciar y probar el resultado principal del ca-
pítulo.

Teorema 9.1.1. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de
Haar. Sea B un E.B.F. con la propiedad A. Entonces H es una base incondicional
para B. Además, existen dos constantes positivas c1 y c2 tales que, para cualquier
f ∈ B, las siguientes desigualdades se cumplen

(9.1.2) c1 ∥f∥B ≤ ∥Sf∥B ≤ c2 ∥f∥B ,
donde

(9.1.3) S(f)(x) =
(
∑

h∈H
| ⟨f, h⟩ |2|h(x)|2

)1/2

.

Notemos que, en principio, dada una función arbitraria f en B, la de�nición de
Sf puede no tener sentido. Sin embargo como trabajamos sobre B con la propiedad
A, el operador S puede de�nirse usando un argumento de extensión.

Prueba del Teorema 9.1.1. Sea f ∈ L∞
c y F ⊂ H con ♯(F ) <∞ entonces

SFf =

(
∑

h∈F
|⟨f, h⟩|2 |h|2

) 1
2

∈ L∞
c ⊂ B.

De�niendo F1 = {(|f | , Sf) : f ∈ L∞
c } y F2,F = {(SFf, |f |) : f ∈ L∞

c },
obtenemos dos familias B-admisibles (ver De�nición 6.6.1) y por el Teorema 6.7.2
es fácil veri�car que las siguientes desigualdades se cumplen

C1 ∥f∥Lp0(X,wdµ) ≤ ∥Sf∥Lp0 (X,wdµ) ; ∥SFf∥Lp0(X,wdµ) ≤ C2 ∥f∥Lp0 (X,wdµ) ∀w ∈ Ady
p0
.

Ahora, por hipótesis y aplicando el Teorema de Extrapolación 6.6.2 obtenemos la
existencia de dos constantes positivas C ′

1 y C ′
2 tal que

(9.1.4) ∥f∥B ≤ C ′
1 ∥Sf∥B
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y

(9.1.5) ∥SFf∥B ≤ C ′
2 ∥f∥B .

Es importante notar que C ′
2 no depende de F ⊂ H.

Sea {Fn} una sucesión tal que Fn ⊂ Fn+1 y ∪Fn = H. Entonces para cualquier
función f ∈ L∞

c y x ∈ X obtenemos que SFnf(x) ↗ Sf(x), y de este modo, por las
propiedades de E.B.F. y (9.1.5)

(9.1.6) ∥Sf∥B = ĺım
n→∞

∥SFnf∥B ≤ c2 ∥f∥B para toda f ∈ L∞
c (X).

Entonces, de (9.1.4) y (9.1.6) podemos concluir que

(9.1.7) c1 ∥f∥B ≤ ∥Sf∥B ≤ c2 ∥f∥B para toda f ∈ L∞
c (X).

El resultado general para f ∈ B se deduce aplicando un argumento de densidad,
como sigue. Primero veamos que ∥Sf∥B ≤ c2 ∥f∥B para toda f ∈ B. Sea {fk} ⊂ L∞

c

tal que ∥fk − f∥B → 0 cuando k → ∞. Usando el Lema de Fatou podemos escribir

Sf(x) ≤ ĺım inf
k→∞

Sfk(x)

y consecuentemente, por (9.1.7)

(9.1.8) ∥Sf∥B ≤ ĺım inf
k→∞

∥Sfk∥B ≤ c2 ĺım inf
k→∞

∥fk∥B ≤ c2 ∥f∥B para toda f ∈ B.

Del hecho que Sfk(x) ≤ 2 [S(f − fk)(x) + Sf(x)] la otra desigualdad puede ob-
tenerse del caso previo, de la siguiente manera

∥f∥B = ĺım
k→∞

∥fk∥B ≤ c ĺım inf
k→∞

∥Sfk∥B

≤ c
(
ĺım inf
k→∞

∥S(fk − f)∥B + ∥Sf∥B
)

≤ c
(
ĺım inf
k→∞

∥fk − f∥B + ∥Sf∥B
)

≤ c ∥Sf∥B para toda f ∈ B.(9.1.9)

Esto concluye la prueba de (9.1.2).
Ahora veremos que el sistema de Haar es una base incondicional para B.
Dada h ∈ H ⊂ B′, de�nimos h∗ : B → R por h∗(f) :=

´

X
hfdµ = ⟨f, h⟩. Estos

operadores satisfacen

h∗(g) =

{
1 si g = h
0 si g ̸= h

.

Para F ⊂ H con ♯(F ) <∞ de�nimos

TFf =
∑

h∈F
⟨f, h⟩h.

Usamos el resultado previo para veri�car que estos operadores están acotados en B
con constante independiente de F . En efecto, dada f ∈ B y g ∈ H obtenemos que

⟨TFf, g⟩ =
∑

h∈F
⟨h, f⟩ ⟨h, g⟩ =

{
⟨f, g⟩ si g ∈ F
0 si g /∈ F
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y entonces

S(TFf)(x) =

(
∑

g∈H
|⟨TFf, g⟩|2 |g(x)|2

) 1
2

=

(
∑

g∈F
|⟨f, g⟩|2 |g(x)|2

) 1
2

≤ S(f)(x)(9.1.10)

Finalmente, por (9.1.9), (9.1.10) y (9.1.8) obtenemos

∥TFf∥B ≤ C ∥S(TFf)∥B ≤ C ∥S(f)∥B ≤ C ∥f∥B .
Ahora probaremos que el span lineal de H̃ es denso en B. Por las hipótesis sobre

B, es su�ciente probar que el span lineal de H̃ es denso sobre L∞
c con la norma

∥·∥B. Sea ϵ > 0 dado y g ∈ L∞
c . Como el span lineal de H̃ es denso en Lp0

w (X) para

1 < p0 <∞ y w ∈ Ady
p0

(ver [6], Teorema 9.1) y g ∈ Lp0
w (X), existe f ∈ span(H̃) tal

que

∥f − g∥Lp0
w (X) ≤

ϵw(B)
1
p0

C1 ∥χB∥B
=

∥∥∥∥∥
ϵw(B)

1
p0

C1 ∥χB∥B
χB

w(B)
1
p0

∥∥∥∥∥
L
p0
w (X)

,

donde B es una bola �ja en X y C1 es la constante en (6.6.5).
Por otro lado, f − g ∈ L∞

c (X) ⊂ B, f − g ∈ Lp0
w y ∥f − g∥B <∞.

Ahora consideramos la familia F := {(f − g, ϵ χB

C1∥χB∥
B

)}. Debido a que B tiene la

propiedad A podemos aplicar el Teorema 6.6.2 para obtener

∥f − g∥B ≤ C1

∥∥∥∥ϵ
χB

C1 ∥χB∥B

∥∥∥∥
B

= ϵ,

de este modo el resultado de densidad está probado.
�

9.1.1. Algunos casos particulares. En esta subsección mostramos algunos
ejemplos de E.B.F. los cuales satisfacen las hipótesis del Teorema 9.1.1.

a) B = Lp(X,µ), 1 < p <∞. El Teorema 9.1.1 no es más que el Teorema 6.7.2 (el
cual es el Teorema 7.1 en [6]). De hecho, en [6] los autores probaron la acotación de
Mdy en Lp(X,µ) para cualquier 1 < p <∞ y la densidad de L∞

c (X,µ) en Lp(X,µ),
que es la propiedad A en este caso.

b) B = Lp,q(X,µ) los espacios de Lorentz con 1 < p, q < ∞, de todas las

funciones medibles f de�nidas sobre X tal que ∥f∥∗p,q :=
(

q
p

´∞
0
(tpf ∗(t))q dt

t

) 1
q
<∞,

donde f ∗ es la reordenada no creciente de f . Se sabe que ∥·∥∗p,q no es una norma en
Lp,q(X,µ) pero podemos siempre de�nir una norma equivalente sobre ese espacio,
(ver por ejemplo [35] y [40]).

En este contexto el Teorema 9.1.1 está contenido en el Teorema 6.1 de [46],
debido a que en el mismo artículo el autor prueba que Mdy está acotada sobre
Lp,q(X,µ) para cualquier 1 < p, q <∞.
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c) B = Lp(·)(X,µ) los espacios de Lebesgue de exponente variable.
Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo localmente compacto y p : X →

[1,∞) una función medible. Para A ⊂ X de�nimos

p−A := ı́nf
x∈A

p(x) p+A := sup
x∈A

p(x).

Por simplicidad denotamos p+ = p+X , p
− = p−X . También supondremos que 1 < p− ≤

p(x) ≤ p+ <∞ para x ∈ X.
El espacio de Lebesgue de exponente variable Lp(·)(X) = Lp(·)(X,µ) consiste en

las funciones µ-medibles f de�nidas sobre X tales que, para algún λ positivo, el

funcional modular convexo ρ(f/λ) :=
´

X
|f(x)/λ|p(x) dµ(x) es �nito. Una norma de

Luxemburg puede de�nirse en Lp(·)(X) tomando

∥f∥p(·) := ı́nf {λ > 0 / ρ(f/λ) ≤ 1} .
Esos espacios son un caso especial de espacios de Museliak-Orlicz, (ver [45]), y

generalizan los espacios de Lebesgue clásicos.
Algunos de los siguientes resultados fueron obtenidos en el contexto euclídeo (ver

por ejemplo [38]), pero puede probarse que también se cumplen en el contexto de
espacios de tipo homogéneos (para espacios métricos ver [34]). Por ejemplo, puede
verse que (Lp(·)(X), ∥·∥p(·)) es un E.B.F. por otro lado el espacio dual de Lp(·)(X) es

Lp′(·)(X) y la desigualdad de Hölder se cumple, esto es
ˆ

X

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤ C ∥f∥p(·) ∥g∥p′(·) .

También fue probado en [34] que C0(X,µ), y consecuentemente L∞
c (X,µ), son

densos en Lp(·)(X,µ) cuando X es un espacio localmente compacto. De este mo-
do el Teorema 9.1.1 se cumple si pedimos que M esté acotada sobre Lp(·) con
1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞. En [34] los autores probaron que si X es un espacio
α-Ahlfors con medida �nita y p(·) satisface las condiciones de continuidad log-Hölder

|p(x)− p(y)| ≤ c

− log(d(x, y))

cuando d(x, y) < 1
2
, para alguna constante positiva C, entonces M está acotada

sobre Lp(·)(X,µ).

d) B = Lp(·),q(·)
w (Ω) los espacios de Lorentz pesados de exponente variable. Si

Ω es un subconjunto abierto de Rn, en [26] los autores de�nieron los espacios de

Lorentz pesados de exponente variable, como el conjunto Lp(·),q(·)
w (Ω) de las funcio-

nes medibles f tales que la norma ∥f∥Lp(·),q(·)
w (Ω)

:=
∥∥∥w(t)t

1
p(t)

− 1
q(t)f ∗(t)

∥∥∥
Lq(·)([0,|Ω|])

es

�nita.
En el mismo artículo los autores prueban que este es un E.B.F. con la propiedad

A (ver [26], Teorema 3.12), cuando w(t) = tγ(t), para una cierta función γ, y para
p, q ∈ P1([0, |Ω|]), que consiste en aquellas funciones r de L∞([0, |Ω|]) tal existe el
límite cuando t→ 0 y cuando t→ |Ω| de r(t) y además 1 < r− ≤ r+ <∞.





Conclusiones

Si a cada wavelet de Haar hQ en L2(Rn, wdx), con w un peso de Mucken-
houpt, se le achica su soporte, multiplicándola por la característica de un
conjunto interior a éste χEQ

, la familia de funciones perturbadas constituye
una base de Riesz, siempre y cuando el conjunto Q\E tenga medida su-
�cientemente chica, y además la función perturbada conserve el promedio
nulo.
Hallamos bases de Riesz por perturbación de sistemas de Haar de funcio-
nes regulares y que además tienen soporte compacto y cercanos a los cubos
diádicos.
La estabilidad como base de Riesz de los sistemas de Haar perturbados por
reducción de soporte está garantizada si la proporción en cada escala y cada
lugar entre las medidas de los soportes perturbados y los soportes originales
es uniformemente chica. En casos euclídeos.
Obtenemos condiciones geométricas de dimensión para garantizar la validez
de la estabilidad del punto anterior en espacios Ahlfors.
Para espacios L2 con pesos de variables separadas en Rn las bases de Haar
pueden regularizarse hasta continuidad practicamente sin perder soporte.
Las integrales singulares asociadas a sumabilidad de perturbaciones son de
Calderón-Zygmund y su acotación en espacios Lp se extiende a los espacios
de Lebesgue con pesos de Muckenhoupt.
Hay su�ciente integrales singulares en espacios de tipo homogéneo como para
que los pesos de Muckenhoupt y por lo tanto la acotación de la maximal
de Hardy-Littlewood, queden caracterizadas por la acotación de integrales
singulares.
Caracterizamos varios espacios funcionales entre ellos los de Lebesgue con
exponentes variables, usando las wavelets de Haar en espacios de tipo homo-
géneos.
Se pone en evidencia de nuevo, la versatilidad del Lema de Cotlar y de la
Teoría de Calderón-Zygmund.
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