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Resumen

Este trabajo explora la relacion entre la estabilidad de pequenas perturbaciones
de sistemas de Haar y la geometria del dominio de las funciones del espacio L2
subyacente.

La teoria de las integrales singulares se instala en dos puntos centrales de todo
el desarrollo:

1.

2.

proveyendo el recurso técnico mas importante de toda la tesis; el Lema de
Cotlar,

recibiendo, como contraprestacion, una nutrida familia de ejemplos que per-
miten resolver algunos problemas abiertos de andlisis armonico en espacios
de tipo homogéneo, como el de caracterizacion de los pesos de Muckenhoupt
como aquellos que garantizan la acotacion en espacios de Lebesgue de ciertas
familias de integrales singulares.

Asi, la tesis contiene aportes de la teoria de integrales singulares al estudio de
perturbaciones de bases de Haar y reciprocamente. Que también puede verse como
una interaccion entre las lineas que, no sin riesgo de imprecision, podemos llamar
moderna y cldsica del analisis armonico.

En la direccién “herramientas clasicas” — “ resultados modernos” mencionamos
que el Lema de Cotlar nos permite:

= desarrollar técnicas para el analisis de la estabilidad dentro de la clase de

las Bases de Riesz de L? por pequenas “perturbaciones geométricas” en los
soportes de sistemas de Haar en contextos euclideos, euclideos ponderados y
en espacios métricos con medida,

construir bases de Riesz regulares con soportes ajustados a los cubos diadicos
regularizando las wavelets de Haar por convoluciéon. Como consecuencia las
funciones regulares obtenidas tienen soporte compacto y son C'°,
desarrollar una estrategia similar a la de L*(R, dz) en L*(R,wdz), con w un
peso de Muckenhoupt y obtener bases de Riesz suaves y de soportes ajustados
a diadicos tanto en el modo producto tensorial (multiparamétrico) como en
el modo “uniparamétrico” de L?(R", wdx) cuando w es un producto tensorial
de pesos A,(R),

obtener condiciones geométricas suficientes en términos de dimensiones de
cubos diddicos y de sus fronteras en espacios de tipo homogéneo para que
los procesos de aproximacion estudiados en el caso euclideo, conduzcan a
resultados de estabilidad.

En la direccion inversa, se analizan las integrales singulares que surgen en la
confecciéon de los sistemas de Bessel regulares. Estas integrales singulares también
resultan operadores de tipo Calderéon-Zygmund, por lo tanto se prueba la acotacion
de estas en los espacios LP(X, ) v los espacios pesados LP(X, vdu). En R™ los pesos
de Muckenhoupt se caracterizan por la acotacion del operador maximal y por la

5



6 RESUMEN

acotacion de las transformadas de Riesz (ver [19]). Mostramos que el mismo tipo
de caracterizacion es valida en el caso de las integrales singulares inducidas por los
métodos de sumabilidad en la teoria de wavelets.

Finalmente demostramos una caracterizacion, via wavelets de Haar, de espacios
de Banach de funciones. La herramienta principal es un teorema de extrapolacién.



Introduccion. Idea central de la Tesis

La transformada de Hilbert, definida por Hy = v.p.% * o para una funcion test
de Schwartz ¢ por

Ho(z) = lim 40 dy,
=0 lz—y|>e L — Y
es el paradigma de integral singular. Es imposible exagerar la importancia del im-
pacto que la comprension de las propiedades de este operador tiene en el analisis
armonico y en toda la matematica.

En algin sentido la transformada de Hilbert compite con la funcion maximal de
Hardy-Littelwood en protagonismo en el anélisis armoénico. Pero més cierto es que
cooperan y, desde un punto de vista mas general, ambas pueden ser vistas como
integrantes de una misma familia de operadores.

Para introducir la idea central de la tesis en relacién con el uso del Lema de
Cotlar y el analisis en escalas vamos a descomponer la transformada de Hilbert
en operadores autosimilares escalados diddicamente. Sea K(x,y) = %’;’), donde

X(x,y)=1si1<|z—y| <2y x(z,y) =0 fuera de esa franja, la figura siguiente

representa a la funcion K(z,0).

El reescalamiento diadico de este niicleo, para cada j € Z, produce la sucesion de
nicleos K;(z,y) = 277K (2792,277y) que tienen la particularidad de descomponer
el nicleo de la transformada de Hilbert de una manera especial

LS Ky,

x_
Y e

Lo interesante de la descomposicion precedente ha sido observado por Mischa Cotlar
en la primera aplicacion de su célebre Lema (|18]). El hecho fundamental detras de

7



8 INTRODUCCION. IDEA CENTRAL DE LA TESIS

esa descomposicion, que induce la descomposicion

H=>"T,
JEL

a nivel de operadores, con T;f = [, K;(z,y)f(y)dy, es la casi-ortogonalidad de la
sucesion de los Tj. Los detalles de la prueba pueden encontrarse en el libro “Real
Analisis Methods in Fourier Analisis” de Miguel de Guzman ([32]). Esto permite
demostrar la acotacion en L?(R) de la transformada de Hilbert prescindiendo de la
transformada de Fourier. La prescindencia de la transformada de Fourier no seria
un logro importante si no fuera que en las aplicaciones en sumabilidad de series de
wavelets, los nucleos singulares no son invariantes por traslaciones y la transformada
de Fourier no se puede usar.

Es precisamente el tipo de descomposicion de H en suma de operadores casi-
autosimilares y casi-ortogonales lo que esta tesis explota como un hecho central.

Las integrales singulares mas clasicas del contexto euclideo R™ tienen que ver
con la teoria del potencial. En particular con derivadas segundas del potencial de
Newton. Los potenciales localmente integrables, de campos centrales y conservativos,
como es el de Newton tienen singularidades débiles (integrables). Pero sus derivadas
segundas tienen la singularidad no integrable. Ni local ni globalmente. En efecto,
como el potencial de Newton es homogéneo de grado —n+ 2, sus derivadas segundas
son homogéneas de grado —n. Pero, entonces, una compensacion asombrosa ocurre,
los niicleos derivados no son absolutamente integrables pero tienen media nula en la
esfera unitaria y esto les devuelve consideraciéon como valores principales.

Los potenciales de tipo Newton o Riesz son faciles de definir en espacios Ahlfors
y aiin en espacios de tipo homogéneos generales usando la normalizacion de Macias
y Segovia.

Sin estructura diferencial, las integrales singulares, en cambio, son més dificiles
de construir en contextos generales. Desde el punto de vista de la definiciéon de nicleo
de Calderon-Zygmund tradicional, la expresion “las integrales singulares son dificiles
de construir” carece de sentido puesto que K(z,y) = 0 es un ntcleo de Calderon-
Zygmund en cualquiera de los contextos generales en los que trabajamos. Lo que
queremos decir es construir K(z,y) “realmente” singulares. ;Como interpretar lo
de “realmente” singular?. Un modo es preguntarnos cuan lejos o cerca esta de la
Maximal de Hardy-Littlewood que es en todos los contextos un control central del
Analisis Armonico. En particular sabremos que algo es “realmente singular”’ si es
capaz de detectar los pesos de Muckenhoupt.

En R" las n transformadas de Riesz forman un conjunto chico de integrales
“realmente singulares” porque si todas son acotadas en LP con peso w, entonces w
estd en A, de Muckenhoupt. Y por lo tanto la maximal de Hardy-Littlewood esté
acotada en LP de tal mismo w. En la parte B de la tesis usaremos los métodos
de sumabilidad para regularizaciones de wavelets de Haar para producir integrales
“realmente singulares” en espacios de tipo homogéneo.

En (1964), en [11] A.P. Calderon introdujo una féormula, hoy conocida como
formula de Calderon o resolucion de la identidad de Calderén, que ya contiene los
dos ingredientes esenciales de la que luego seria la teoria de wavelets: analisis en
escala y localizacion. La formula es

o d
0.01) F= [ wovinr
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donde 1) tiene momentos nulos, es radial, suave y (x) =t "¢ (x/t).

La transformada de Fourier §f(w) = \/% [ e~ f(t)dt da una representacion del
contenido de frecuencia de f. La localizacion en el tiempo puede ser aproximada si
partimos primero la sefial f y tomamos una porcion g(s — t) f(s) bien localizada de
f por la ventana g, y entonces le calculamos su transformada de Fourier

(0.0.2) TV f(w, t) = /f(s)g(s —t)e ds.

Esta es la trasformada de Fourier localizada. Muchas elecciones pueden hacerse de
la funciéon ventana g en el andlisis de senales, en particular puede elegirse g con
soporte compacto y con una suavidad razonable.

La transformada wavelet provee de una descripcion similar de tiempo-frecuencia
con algunas importantes diferencias. La formula analoga a (0.0.2) de la transformada
wavelet es la siguiente

(0.0.3) TV f(a,b) = |a| "2 / F)w (?) dt.

La transformada wavelets y la transformada localizada calculan el producto in-
terno de f con una familia de funciones indexada en dos niveles, g*(s) = e“*g(s—1)
en (0.0.2), y 9®b(s) = |a]_% ¥ (23%) en (0.0.3). Las funciones ™" se llaman "wave-
lets", "ondeletas", "ondiculas", "onditas".

El estudio de las wavelets comienza en 1982 con los trabajos de Morlet, Arens,
Fourgeau y Giard, Morlet(1983), Grossmann y Morlet (1984).

En el ya clasico libro “Ten lectures on wavelets”, I. Daubechies ([22], (1992)) vuel-
ca el desarrollo de varios trabajos referidos al anélisis provisto por la transformada
wavelet y en particular de la construccion de wavelets suaves con soporte compacto.

Las primeras bases ortonormales de wavelets para L?(R) son las de Haar. La
funcion bésica de Haar es

1 si 0<z< %
(0.0.4) hz)=< -1 si 1<z<3
0 en otro caso

El sistema {hl(z) = 275h(277z — k)} es una base ortonormal de L*(R), mas
aln, es una base incondicional para LP(R) con 1 < p < oo (ver |22]. cap. 1 y cap.
9). La propiedad de tener soporte compacto es crucial, sin embargo, debido a que
no son continuas, estas wavelets no resultan adecuadas cuando el analisis involucra
funciones regulares.

Por otra parte una base ortonormal de wavelets regulares de L*(R), sin soporte
compacto, es la de LittleW(/)\od—Paley, cuya funcién béasica esta dada en términos de
su trasformada de Fourier h(€) = (27) Y2y (r 20 (|€]) ©

(0.0.5) h(z) = (mz) *(sen27z — senwx),

cuyo decaimiento es h(z) ~ |z|”" para x — co. Posteriormente se fueron constru-
yendo sistemas de bases ortonormales de wavelets que conservan lo mejor posible
las propiedades de los sistemas dados por Haar y por Littlewood-Paley. La primera
construccion fue dada por Stromberg (1982), su wavelet tiene decaimiento exponen-
cial y son C* con k arbitrario pero finito. El siguiente ejemplo fue dado por Meyer
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(1985), su wavelet cumple que T tiene soporte compacto y es C*. En 1987 Tcha-
mitchian construye un sistema de wavelets biortogonales. También en 1987 Battle y
Lamarié en 1988 construyeron bases de wavelets ortogonales h € C* con decaimiento
exponencial. Battle se inspira en técnicas de mecanica cuantica mientras que Lama-
rié en las de Tchamitchian. En 1986 S. Mallat e Y. Meyer desarrollan el analisis de
multiresolucion el cual prueba ser una herramienta muy util para la construccion de
otras bases. Precisamente una de las contribuciones mas importantes de Daubechies
a la teoria es su construccion de wavelets suaves con soporte compacto. Auscher
y Hytonen en [10] hacen un importante aporte al construir wavelets regulares con
decaimiento exponencial en el contexto de espacios métricos con medida.

Un elemento crucial en el resultado de Daubechies es la relacion creciente en-
tre regularidad de wavelet y tamano del soporte. Es decir, a mayor regularidad
requerida, mayor tamano del soporte. En esta tesis mostramos que los procesos de
regularizaciéon que son usuales en el analisis armoénico pueden aplicarse para obtener
bases con tanta regularidad como se quiera (o se pueda segiin el contexto) sin perder
el control del soporte por las familias diddicas subyacentes. Esto puede hacerse si
las condiciones de ortonormalidad se debilitan a quasi-ortonormalidad medida en
términos de bases de Riesz.

Las nocion de base de Riesz sera dada en el Capitulo 1, de preliminares.

Cuando {fx, k € Z} es una sucesion de Bessel en un espacio de Hilbert H con
cota By {ey, k € Z} es una base ortonormal, el operador T definido por

Tf:= (f fx)ex

kEZ

esta acotado en H con cota B. Inversamente si 1" esta acotado sobre H, entonces
{fr, k € Z} es una sucesion de Bessel con cota ||T|.

Cuando f = eg, T es la identidad. En general, cuando H = L?, T es un operador
integral singular en un sentido amplio. Las técnicas del andlisis armoénico para la
acotacion de operadores incluyen el Lema de Cotlar, cuyo enunciado y demostracion
estan en el Capitulo 1.

Nuestro interés radica en el caso particular de H = L2, cuando el sistema de
Bessel y la base ortonormal se construyen por dilataciones y traslaciones del espacio
subyacente. En tal caso el operador 7' tiene una descomposicion natural como 1" =
Zjesz. Algunas veces la base ortonormal puede ser elegida de tal manera que los
operadores Tj resulten casi ortogonales en el sentido de Cotlar. Nosotros utilizaremos
esta técnica para producir sucesiones de Bessel regulares y bases de Riesz regulares
y localizadas.

En este trabajo se presentan diferentes versiones de perturbaciones de sistemas de
Haar, algunas de ellas son perturbaciones regulares con soportes localizados. Conti-
nuando con la idea de encontrar sistemas de funciones que conserven las propiedades
de las wavelets de Haar y las de Littlewood-Paley, buscamos sistemas de funciones
con soporte compacto que gocen de algin nivel de regularidad y que caractericen,
de alguna manera, los espacios funcionales L, tanto en el contexto euclideo como en
el de espacios métricos con medida. Otras perturbaciones exploran mejor la relacion
del sistema de Haar con el contexto geométrico en el que estan definidas. En este
sentido cabe mencionar que la estabilidad de perturbaciones por aproximacion de
soportes esta relacionada de manera natural con cierta regularidad de las fronteras
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de cubos diaddicos medida en términos de la relacion entre la dimension de un cubo
y la de su frontera.

La monografia se divide en dos partes, y diez capitulos, en la Parte A se trabaja
en el contexto de espacios euclideos y consta de cinco capitulos. En el primer capitulo
se enuncian resultados preliminares y herramientas basicas con las que trabajaremos.
En el Capitulo 2 se construyen bases de Riesz, no regulares, con soportes localizados,
por perturbaciones de sistemas de Haar. Las ideas generales de como vincular el lema
de Cotlar y el teorema de estabilidad de Favier y Zalik son expuestas en este capitulo
y seran adaptadas a lo largo de toda la monografia.

En los Capitulos 3 y 4 se construyen bases de Riesz regulares en el contexto
euclideo, considerando en el primero la medida de Lebesgue y cambiando la medida
de Lebesgue por wdzx, para w un peso de Muckenhoupt, en el segundo. En el Capitulo
5 se construyen bases de Riesz regulares en espacios L? con pesos de Muckenhoupt
especiales en R".

En la Parte B se trabaja en el contexto de espacios métricos con medida, explo-
rando las relaciones entre geometria y andlisis. Para ello en el Capitulo 6 se repasan
resultados de integrales singulares y propiedades bésicas de espacios de tipo homo-
géneo y de espacios de Banach generales que seran usados en el desarrollo posterior.

En el Capitulo 7 se estudia la estabilidad como bases de Riesz de perturbaciones
geométricas de sistemas de Haar en L?*(X), para X un espacio métrico con medi-
da. En el Capitulo 8 se estudian los operadores integrales singulares inducidos por
sistemas de Bessel de funciones regulares obtenidas por perturbaciones de sistemas
de tipo Haar. Se obtiene la teoria LP(X) para esos operadores. En el Capitulo 9
se estudian los operadores del Capitulo 8 en espacios pesados LP(X,vdu), con v
un peso en la clase de pesos diddicos de Muckenhoupt y se obtiene un teorema de
caracterizacion de pesos en términos de integrales singulares. En el Capitulo 10 se
demuestra una caracterizacion de ciertos espacios de Banach de funciones definidas
sobre espacios de tipo homogéneo via wavelets de Haar. Finalmente se detallan las
Conclusiones Generales basadas en los resultados principales de cada capitulo.






Parte A - Contexto Euclideo






Capitulo 1

Preliminares de anlisis funcional y arménico

En este capitulo se presentan resultados cruciales que seran utilizados a lo largo
de esta monografia, esta dividido en seis secciones, en la Seccion 1 se ilustra, enuncia
y demuestra el Lema de Cotlar, los resultados basicos sobre pesos de Muckenhoupt
se introducen en la Seccion 2 mientras que en la Seccion 3 se enuncia y demuestra el
Lema de Schur, lema que seréd utilizado individualmente para la acotacion diversos
operadores en algunos casos y en otros se aplicard para complementar el Lema
de Cotlar. En la Seccién 4 se enuncian los conceptos y resultados ligados a Marcos,
Sucesiones de Bessel y Bases de Riesz. Uno de los principales teoremas que usaremos
a lo largo de toda la tesis es el “Teorema de estabilidad de Favier y Zalik” cuyo
enunciado se da en la Seccion 5. En la Seccion 6 se retinen los conceptos y propiedades
principales de un sistema ortonormal de Haar en L? con la medida de Lebesgue.

1.1. Lema de Cotlar

Cuando se trabaja con una sucesion de operadores {77} definidos sobre un espacio
de Hilbert H, y estos cumplen la condicion de tener sus normas uniformemente
acotadas por una cota By ademds son ortogonales entre si, en el sentido que 177; =
T;TF = 0sii # j, entonces el operador definido como T = > T; esté acotado sobre
H. En efecto si m y N son nimeros naturales entonces la norma del operador
Tn =)<y Tj cumple la siguiente estimacion

T = H[(Z (3T

N
< Y mzn,.T T

12m—1" tm

=||(>_ TT)"

ij=1

Y

11,12,y 12m =1

como los operadores T} son ortogonales entonces soélo sobreviven las composiciones
en las cuales se cruzan los mismos subindices, esto es

N N
T ™™ < Y NTT)™ =Y 1T
=1 i=1

N
< ZBQm _ NB2m7
i=1

por lo tanto ||T|| < N'/?2™B, haciendo tender m a infinito obtenemos que la norma
de Ty estd acotada uniformemente en N por B.

Esta observacion puede verse en [43] (Lema 4.1). Cotlar demuestra que el mismo
resultado se obtiene si se debilita adecuadamente la hipotesis de la ortogonalidad
de la sucesion {7}}. Enunciamos el siguiente resultado debido a Mischa Cotlar [18]
que es conocido como el lema de Cotlar o el lema de ortogonalidad de Cotlar-Stein.

15



16 1. PRELIMINARES DE ANALISIS FUNCIONAL Y ARMONICO

LEMA 1.1.1. Lema de Cotlar. Sea {T;} una sucesion de operadores lineales y
continuos sobre un espacio de Hilbert H. Supongamos que existe s : Z — (0,00) tal

que D pez S(k)% =A <00,y

| TT5] < s(i = j) y | LT || < s(i = ).

Entonces

< A,

N
> n
i=—N

Para todo N € N,

DEMOSTRACION. Sea N e Ny T = Z;V:_NJ}, dado m € N podemos escribir,

TP = (1) = (Z T) (Z Tj)

N m
ij=—N

. 1/2 .

* _ * 1/2
Teniendo en cuenta que HT,C1 H = ||Tle;Cl H < 5(0)'/2, y que lo mismo ocurre
con ||Tk,,.||, acotamos cada sumando de dos maneras,

L e L
S 8(0)1/28(1{32 - k?g)...S(k’Qm_Q - kgm_1)8(0)1/2 = M,

< Y T T Tr,, T |-
k1,..., kam

HTngkT”T/;;mflTk?mH = ||T1:1Tk2H HT’;TMH HTI;k2m73Tk2mf2H HleszlTQmH
S S(k’l — k‘g)...S(k‘Qm_l — k‘zm) =P

Luego cada sumando en la estimacion para ||T]|2m se acota por la media geomé-
trica de M y P, y obtenemos

N
TP < > VMP

N
S Z 8(0)1/2S<k’1 — k2)1/28<k2 — ]{53)1/2...8(l€2m_2 — k?gm_l)l/QS(k’Qm_l — ka)l/Q
ki,....,kom=—N
N N
= 8(0)1/2 Z S(k?l — ]{32)1/28(1{32 — ]{33)1/2...8(]€2m_2 — kgm_1)1/2 Z S(k’gm_l — kgm)l/Q
ki,....kom_1=—N kom=—N
N

S 8(0)1/2A Z 8(]{31 — ]{32)1/28(1{32 — kg)l/z...s(kﬁzm_g — k’gm_l)l/Q

N
< s(0)'7A% N 1< (2N 1) A

ki=—N

Por lo tanto |T|| < (2N + 1)Y/?2™ A, tomando m — oo obtenemos el resultado
deseado.

O
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En [32] puede hallarse la aplicaciéon detallada del Lema de Cotlar a la acotacion
en L? de la transformada de Hilbert. En [1] se aplica a integrales singulares generales
en espacios de tipo homogéneo. Entre sus aplicaciones més notables se incluye la
demostracion del Teorema T'(1).

1.2. Pesos de Muckenhoupt en R”

Una referencia ya clasica sobre la teoria de los pesos de Muckenhoupt es el libro
de Garcia Cuerva y Rubio de Francia [30].

DEFINICION 1.2.1. Sea 1 < p < oo. Una funcion localmente integrable y no
negativa w definida sobre R" es un peso de Muckenhoupt A,, con p > 1, si existe
una constante C' tal que la desigualdad

() (=) <ot

se cumple para todo cubo () de R™.
Decimos que el peso w estd en la clase Ay de Muckenhoupt si se cumple la
siguiente desigualdad, para todo cubo () en R™.

1] / y)dy < c meess w(y).

La clase Ax(R") es la unidn de todas las clases A,.

En nuestro desarrollo ulterior serAn muy importantes las dos propiedades si-
guientes de los pesos de Muckenhoupt. La primera es una simple y muy conocida
propiedad de la clase A que implica la condicion doblante para la medida w(x)dzx,
debida a B. Muckenhoupt, es la desigualdad

[EN" _ ~w(E)
(122) (|@|> <@

que se cumple para alguna constante C' y cualquier subconjunto medible £ de cual-
quier cubo @, siempre que w € A,. Aqui w(E) = [, w(z)dz.
Por otra parte el Teorema 2.9, pag. 401 en [30], establece lo siguiente.
Coifman-Fefferman. 57 w € A,, 1 < p < 0o entonces existen constantes
positivas y finitas ¢ y 7y tal que la desigualdad

(1.2.3) % <e (:g:)

se cumple para cualquier cubo Q) y cualquier subconjunto medible E de Q).
Las clases de Muckenhoupt estan intimamente relacionadas con las propiedades
de acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood.

DEFINICION 1.2.4. Dada una funcion f localmente integrable sobre R™ el opera-
dor Maximal de Hardy-Littlewood aplicado a f se define como

Vi) =g g [ 170y

Donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen a x. Con My denota-
remos al operador mazimal diddico de Hardy-Littlewood definido por
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Mg f(x) = sup |Q’/If )| dy,

Q3
donde el supremo se toma sobre todos los cubos diddicos () que contienen a x.

El operador maximal M es del tipo débil (1, 1) y ademas esta acotada en LP para
1 < p < co. Una prueba de esta acotacion se encuentra desarrollada [25].

El resultado clasico principal sobre los pesos A, es la caracterizacion de los pesos
para los que la maximal de Hardy-Littlewood es acotada en LP(w). Precisamente en
[30] ( Teorema 2.8, pag.400) se prueba el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2.5. Sea w un peso en R™ y sea 1 < p < 0co. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) M es del tipo débil (p,p) con respecto a w, esto es, existe una constante C
tal que para cualquier funcion f € L} (R™) y cualquier X > 0

loc

w({z €R™: Mf(x) > A}) < CAP / )P w(y)dy,

n

b) existe una constante C' tal que para cualquier funcion f > 0 en R"™ y cualquier

cubo Q
(@ ! W) wi@) < € | swruay
e,

d) M estd acotada sobre LP, esto es, eriste una constante C' tal que para cual-
quier funcion f € LP(w) :

[ Mtwrewiyc [ 1P ey

La maximal diddica M, es mas chica que M, la clase de pesos para los que esta
acotada es més grande. Estos pesos son los Agy.

DEFINICION 1.2.6. Sea 1 < p < oo. Una funcion localmente integrable y no
negativa w definida sobre R™ se dice un peso diddico de Muckenhoupt A , con
p > 1, si existe una constante C' tal que la desiqualdad

(o) (=) <ot

se cumple para todo cubo diddico ) de R™.
Decimos que el peso w estd en la clase diddica Afy de Muckenhoupt si se cumple
la siguiente desigualdad, para todo cubo diddico ) en R™.

\Q! / y)dy <c mf ess w(y).

La clase diddica A%(R") es la unidn de todas las clases A%
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1.3. Lema de Schur

El lema de Schur es una extension de la desigualdad de Young en contextos no
invariantes por traslaciones.

LEMA 1.3.1. (Lema de Schur) Sean (X, u) e (Y,v) dos espacios de medida o-
finita. Sea K : X XY — R, tal que

a) [y | K(x,y)|du(z) <M ctpyeY.
b) [, |K(z,y)|dv(y) <M ctpxeX.

para alguna constante M > 0. Entonces el operador Y, 1 < p < oo definido por

- /YK(JJ, y)g(y)dv(y)

estd acotado de LP(Y,v) en LP(X, u) y ademds || Y] < M.

DEMOSTRACION. Aplicando la desigualdad de Hdélder y las hipotesis del enun-
ciado resulta

allyi) = [ Yol @yinte) < [ ([ 1K<x,y>rrg<y>\du<y>)pdu<x>
< [ ([ |g<y>|dv<y>)pdu<x>
< [ ([ 1t ) [ 1 llal vty duta)

< Ml / o) / K (2, 9)| du(a) dvly)

+1
< My HgHLP(Y = M? HgHLP(Y

1.4. Marcos, Bases de Riesz, Sucesiones de Bessel

En un espacio de Banach B general, el concepto de base fue introducido por
Schauder en 1927. La idea de una base de Schauder es la de una familia de vectores
con la propiedad de que cualquier elemento del espacio pueda ser representado de
manera unica en términos de los vectores de la base. Més especificamente, una
sucesion de vectores {er, k € Z} pertenecientes a B es una base de Schauder para
B si, para cada f € B existe una sucesion unica de escalares {cy(f), k € Z} tal que
f =21 ck(f)ex. Este concepto general de base es heredado en el caso particular de
un espacio de Hilbert H.

Un marco también es una sucesion de elementos {fi, k¥ € Z} de H con la ca-
racteristica de que podemos escribir a un elemento f € H como serie infinita de
elementos del marco, sin embargo los coeficientes no son necesariamente tnicos. Las
definiciones y resultados de esta seccion siguen la linea de [15].

DEFINICION 1.4.1. Una sucesion {fx, k € Z} de elementos de un espacio de
Hilbert H es un marco para H si existen constantes A, B > 0 tales que

(1.4.2) AN < DI P < BIAR para toda f € H.
k
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Las constantes A y B se denominan cotas del marco.
Existen dos categorias de marco que representan un interés particular para no-
sotros.

= Un marco se denomina justo si podemos elegir A = B como cotas del marco.
= Si al quitar un elemento de un marco, éste deja de cumplir la desigualdad de
la izquierda en (1.4.2) entonces este marco se denomina marco ezacto.

Dos conceptos ligados a estas categorias de marco, y los cuales serdn ampliamente
utilizados a lo largo de toda la monografia, es la de sucesion de Bessel y la de base
de Riesz. Especificamente

DEFINICION 1.4.3. Una sucesion { fr,k € Z} en un espacio de Hilbert H es una
sucesion de Bessel con cota B si la desiqualdad

DIl < BIFIG

kEZ

se cumple para toda [ € H.

Si {fx,k € Z} es una sucesion de Bessel con cota By {ex, k € Z} es una base
ortonormal para un espacio de Hilbert separable H, entonces el operador T' sobre
H definido por

Tf = Z<f7fk> €k

kEZ

esta acotado sobre H con cota B. Inversamente si T esta acotado sobre H, entonces
{fx, k € Z} es una sucesion de Bessel con cota ||T|.

DEFINICION 1.4.4. Una base de Riesz para un espacio de Hilbert H es una familia
de la forma {Uey, k € Z}, donde {ey, k € Z} es una base ortonormal para H y
U: H — H es un operador biyectivo y acotado.

El siguiente enunciado es una caracterizacion de Bases de Riesz que puede ha-
llarse en (|15], Teorema 3.6.6).

TEOREMA 1.4.5. Dada una sucesion {fi, k € Z} en un espacio de Hilbert H,
las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {fx, k € Z} es una base de Riesz para H.
i) {fr, k € Z} es completa en H y ademds existen constantes positivas A y B
tales que, dada cualquier sucesion numérica finita {cx}, se cumple

(1.4.6) AN el < [ ek < BY Il

Por otro lado también en [15] (Teorema 6.1.1) el autor prueba que ser una base
de Riesz en un espacio de Hilbert H es equivalente a ser un marco exacto. Esto
implica que una base de Riesz en un espacio de Hilbert H cumple las estimaciones
en (1.4.2), més ain, de la demostracion del Teorema 3.6.6 en [15] se desprende el
hecho de que las constantes A y B en (1.4.6) son las mismas que en (1.4.2).
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1.5. Teorema de Estabilidad de Favier-Zalik

El teorema de Favier-Zalik da una versiéon cuantitativa precisa de un hecho in-
tuitivo: pequenas perturbaciones de Bessel no cambian el cardcter bdsico de una base
de Riesz. La demostracion puede hallarse en [28].

TEOREMA 1.5.1. Teorema de estabilidad de Favier-Zalik de bases de Riesz. Sea H
un espacio de Hilbert, { f,} una base de Riesz en H con cotas A y B. Sea {g,} C H
tal que {f, — gn} es una sucesion de Bessel con cota M < A. Entonces {g,} es una

base de Riesz con cota [1 — (%)%]2A y 1+ (%)%]2B-

El Teorema 1.5.1 se aplicara directamente en el caso en que las funciones {f,}
sean bases de Riesz conocidas, en el contexto de L?(R") y L*(X), como por ejemplo
el sistema de Haar u otras bases de Riesz con las que trabajaremos, y las funciones
g, sean perturbaciones de las primeras.

1.6. Sistema ortonormal de Haar en L?(R")

Presentamos en esta seccion la base ortonormal de wavelets en L?(R™) mas senci-
lla. Esta base es conocida con el nombre de sistema de Haar o sistema de waveletes
de Haar y debe su nombre al trabajo de Alfred Haar (1885-1983) en [33].

Sea D([0,1]) = U,z D’ ([0, 1]) la familia de intervalos diadicos del [0, 1], esto es,
Di([0,1]) = {I] = [277k,279(k + 1)), k = 0,...,27 — 1}. El sistema de Haar en el
intervalo [0, 1], #([0,1]), consiste en las dilataciones y traslaciones diadicas de la
funcion basica h dada en (0.0.4) normalizadas en L?([0, 1]), esto es,

H([0,1]) = {hl(x) = 27?n(2x — k), j€Z, k=0,...,29 —1}.
En [33], el autor demuestra que este sistema es una base ortonormal de L*([0, 1]).
Este resultado es luego generalizado para el caso de toda la recta Real, esto es, si
D = UJ'EZ DI = Ujgz{li, k € Z} es la familia de intervalos diadicos en R, con
I =1, = (277k, 277 (k + 1)) y la wavelet de Haar asociada a este intervalo es
hi(z) = hj,(v) = 29/2h(27x — k), entonces el sistema
H=H(R)={h;, I € D(R)},

es una base ortonormal para L*(R). Una demostracion de este resultado se puede
hallar por ejemplo en el capitulo 1 de [22].

También existen versiones de wavelets de Haar en L*(R"™). En efecto, si Q €
D(R"™) es un cubo diddico en R", entonces éste se puede escribir como el producto
de sus n proyecciones m;(Q)) a los ejes coordenados, las cuales resultan ser intervalos
diadicos en D(R), esto es Q =[], m(Q). Si Q € DI(R") entonces cada proyeccion
7;(Q) pertenece a D (R). Dado A = (A, ..., \,) € {0,1}"\{(0,...,0)} := A, definimos
la wavelets de Haar asociada a () y a A como

() = [ Mxm@ (@) + (1 = X,y ().
=1

Se puede demostrar que el sistema de Haar {1}, @ € D(R"), A € A} es una base
ortonormal para L*(R™) (ver |52], pag. 103), ademés se desprende de la definicion
y del hecho de que | q)(z;)| = 17:(Q)|7"/? para todo i = 1,...,n, que entonces

()] =TTy Im (@) = Q72 .
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Como el cardinal de A es 2" —1, podemos referirnos al sistema de Haar en L?(R")
como {h3, Q@ € D(R"), m=1,...,2" — 1}.

Una base ortonormal en L*(R, wdx), con w localmente integrable, es la siguiente
version desbalanceada del sistema de Haar (ver [51], pag. 313).

DEFINICION 1.6.1. Para cada I € D, se define la wavelets desbalanceada asociada
al como

(1.6.2) he(x) = {\/ X (x }

Donde w(E) = [,w dm, I; es la mitad izquierda de I y I, es su mitad derecha.
Notar que, si w = 1, con la notacion anterior h} es la wavelet estandar de Haar h;
para L*(R).

Podemos ver que {hY : I € D} definida en (1.6.2) es una base ortonormal para
L*(R,wdx). En efecto, para j € Z, sea

V; = {f € L*(wdz) : [ es constante sobre cada I € D’}

y observemos que (J;c; V; es denso en L*(wdzx). Como w no es integrable, (1.2.3)

implica que wdz es dupllcante también obtenemos que ﬂ]ez ={0}. Para I € D

fijo, el espacio vectorial de dimension dos de las funciones f deﬁnidas sobre I que
1 XI w

son constantes sobre cada mitad I; e I, de I, {m, hY'} es una base ortonormal

con el producto interno de L*(wdz). Para j € Z, definimos W; como el complemento
ortogonal en L*(wdz) de V; en Vj41, en otras palabras, Vj 11 = V; & W;.
De las propiedades de multiresolucion de {V; : j € Z} vemos que

L2 wdzx) @ W;
JEZ

Como, para j € Z fijo, la familia {h} : I € D’} es una base ortonormal de W;
obtenemos que {h¥ : I € D} es una base ortonormal para L*(wdz).

Una version de sistemas ortonormales de L?(X) para espacios métricos con me-
dida duplicante, como R™ con la medida de Lebesgue |-|, puede encontrarse en [6],
pag.23.

A continuacion describimos brevemente una construccion de sistemas de tipo
Haar en L?(R"™, wdz) para un funcién, no negativa y localmente integrable w tal que
su integral sobre cualquier cuadrante en R™ sea infinita.

Si consideramos en R" la familia de cubos diddicos estandar D = (J;c;, D’y
definimos V; := {f € L*(R™,wdx)/ f es constante sobre cada @ € D’} entonces
la familia {V;} cumple las propiedades de un anéalisis de multiresolucion, esto es,
V; C Vj41, como el espacio generado por {xg, @ € D} es denso en L*(R™, wdz)
obtenemos que | J A L*(R", wdx), y como la integral cobre cualquier cuadrante
de w es infinita entonces [),;, V; = {0}.

Para j € Zy Q € D’ sea O(Q) := {Q' € D'/ Q' C Q}, elegimos un cubo
Qp € O(Q) cualquiera y definimos O'(Q) := O(Q)\{Q}-

Sea Vj11(Q) la restriccion de V4 al cubo @), entonces el espacio vectorial V;1(Q)
tiene como base algebraica a la familia {xo} U {xo, @ € O'(Q)}. Aplicando el

algoritmo de ortonormalizacion de Gram-Schmidt (u otro), con el producto (,),
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de L*(R",wdz), comenzando con la funcién yg, obtenemos una base ortonormal
Bii(Q) = {xqu(Q) 2} U {hs?, @ € O'(Q)}. Como £ O'(Q) = 2" — 1, podemos
escribir sin pérdida de generalidad B;41(Q) := {xquw(Q)/*}U{hy™, m =1,...,2"—
1}. Sea W; la clausura en L?(R", wdz) del espacio lineal generado por el conjunto
{hg™, Q € D/, m =1,..,2" — 1}. Es facil verificar que Vi1, = V; @ W}, lo cual
implica que L*(R", wdz) = @;, W

La familia HY = {hg’m, Q €D, m=1,..,2" — 1} es una base ortonormal
de tipo Haar, para L?*(R",wdr) inducida por la familia diadica D. Es claro que
fQ hg™wdr = 0y que hy™ es constante sobre cada Q" € O(Q), esto es, hy™ =

ZQ,GO(Q) C’gL,’QXQ/. El proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt no deja claro
si las constantes C’g/Q son distintas de cero siempre, sin embargo es podible construir
sistemas de Haar de modo que cada CZ;,’Q # (0 y ademés existan constantes ¢; y o
mayores que cero y dependiendo solo de la dimension n y de w tal que cw(Q)™Y? <

‘Cm/Q‘ < cow(Q)~Y2. Veremos brevemente esto en el contexto abstracto.






Capitulo 2

Perturbaciones de bases de Haar por aproximacién de
soportes en el espacio euclideo

En este capitulo exploraremos, en tres secciones, la estabilidad del caracter bdsico
de perturbaciones de sistemas de Haar por contracciéon de soportes. En las dos
primeras secciones consideraremos los casos euclideos invariantes por traslaciones y
en la tercera abordaremos el caso desbalanceado por pesos de Muckenhoupt. En la
Parte B de esta tesis exploraremos los mismos problemas en contextos geométricos
més generales y daremos condiciones geométricas suficientes para obtener el mismo
tipo de estabilidad.

2.1. Perturbaciones del sistema de Haar de L*(R)

En esta seccion construimos perturbaciones de un sistema de Haar que resultan
de aproximar las wavelets soportadas sobre los intervalos diddicos por combinaciones
lineales de caracteristicas de subconjuntos de éstos. Probaremos que el nuevo sistema
perturbado resulta una base de Riesz de L?(R) si la aproximacion de los soportes es
suficientemente justa.

Para cada j € Z consideramos la familia de intervalos diadicos en R de nivel
g, DV ={I = [k2,(k+1)2), k € Z} y sea D = |J;; D’ la familia de intervalos
diadicos usuales en R. Sea H = {h;, I € D} el sistema de wavelets de Haar en
L*(R).

Comenzaremos por aproximar los intervalos diadicos desde adentro por subcon-
juntos simétricos. Motiva esta construccion particular, su eventual uso en aproxima-
ciones suaves de tipo "spline"para las funciones de Haar.

Para cada I € D, tendremos subconjuntos E; C I simétricos respectos del centro
de I y tal que la medida de la diferencia I\ E; sea suficientemente pequena. Una
grafica de estas funciones E; se presenta en la siguiente figura

A

] 1 ]
T T T .
k2—J (2k 4+ 1)2-G+D (k+1)277

TEOREMA 2.1.1. Sea ¢ = /6 [1 +2 <1i/15/3/§>] y 0 <e<c 2 para cada I € D
sea Er un subconjunto de I que satisface las siguientes propiedades,
i) Er es union de dos sub-intervalos de I, simétricos con respecto al centro dei
intervalo I,

25
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i) |[I\NE;| < €|lI|, para todo I € D.

Entonces la familia {h; = hixg,, I € D} es una base de Riesz en L*(R), con
cotas A = (1 — (c?€)V/?)? y B, = (1 + (c%¢)/?)2.

Mads especificamente {h; : I € D} es base de L*(R) y para toda f € L*(R), se
verifican las siguientes desiqualdades

012 (1-@0F) Wl < S| (1) = (14 @93) 17

Para probar el Teorema 2.1.1 utilizaremos el Teorema de Favier-Zalik 1.5.1, el
Lema de Cotlar 1.1.1 y Lema de Schur 1.3.1.

DEMOSTRACION. Sea € > 0, consideramos la sucesion de diferencias {b; = h; —
hy, I € D}. Observemos que como {h;, I € D} es una base de Riesz con cotas
A= B =1en L*(R), aplicando el Teorema 1.5.1 sera suficiente probar que {b;} es
una sucesion de Bessel con cota Bessel C. = c?c. Esto es, dada f € L*(R) veremos

que
—e\ |2
S(rB)| < e
I1eD

Para esto consideramos el operador sobre L?*(R) definido por

Tf(x) = (£5r) hula).

1eD

Y

o\ |2
Notemos que, por la ortonormalidad de H, resulta ||Tf”iz ®) = 21D ‘<f, b1> en

consecuencia lo que queremos probar es que ||TfHL2 < C. ||f||L2(R

Dado que
=33 (15 hale) = ST f ()

JE€Z JeDI JEZ

donde T f = 3~ ;cpi <f, l_f]> h s, aplicaremos el Lema de Cotlar 1.1.1 con la sucesion

de operadores {7}}. Es necesario entonces encontrar la expresion de T;. Para fyyg
en L*(R) tenemos

<7}fag>: Z<f7[_);> hJ7 <f Z hJ: bJ>:<f77}*g>
JeDi JeDi
de donde se deduce que T} f = >, p; (f, h;)b; para cada j € Z.
A continuacion analizamos ||77T;||. Por la ortogonalidad de H, si i # j, resulta
T = > (L) e )b =0,
I€Di, JeDi

en cambio, si ¢ = j tenemos que

15T oy = T3 ey = 3 [ 55)] < 2 Wl [P
JeDi

ey
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Como |hy(z)| < —¢ r | , de la hipotesis y la definicion de b; resulta,
T€ 2 T€ E
:/ b, dx§|J\ "'g
L2(R) J\E; ]|

Por lo tanto, como la familia {J\E;, J € D’} es disjunta de a pares obtenemos
* 2 .
HTJ ijHLQ(R) < €| fl72 () - Resumiendo,

) 0 si Q4]
(2.1.3) HTjTiHS{ e si i=j.

Estimamos ahora ||T1T]* H Puesto que ahora T;T f = 3"/ pi jeps (f5 h) <53,5§> hr,
la interferencias entre escalas distintas no esta controlada ya que no hay, a priori,
ninguna ortogonalidad en la familia {b;}. Pero

2

(2.1.4) T 1o = |2 <Z (f, hJ>Bf,,B§> hy
IeDi \JeDi L2(R)
2
¥ (z i) <5;,63>) |
IeDi \JeDj

Para estimar la suma precedente aplicamos el Lema de Schur 1.3.1 en el siguien-
te contexto, X = D', Y = D’  con u y v las medidas contadoras sobre X e Y

respectivamente. Sea T el operador sobre L*(Y') definido por
To(I) = <b,,bJ /Ke (I, J)g(J)dv(J),
JeDi

donde K<(1,J) = <5§,l_73>. Podemos observar que para el caso particular en que

g(J) = (f, hy) la ecuacion (2.1.4) puede escribirse como

T2 sy = [ IaDF dut)

Veamos que el operador T esta acotado de L?(Y) en L?(X) con una constante
dependiendo de €, 7 y j adecuada. Consideramos separadamente los casos j > 1y
t > 7. Comenzamos suponiendo que j > . Para J € D7 dado, por las propiedades

del soporte de 1_73, el producto escalar <5j~, 53> difiere de cero para alo mas un I € D",
Por lo tanto resulta

J R Dldutn = 3555 -

/ 5 ()5 () da
IeDi A

< Nl el
|f|2|J|2 T

(2.1.5) <e2 7

Con esto probamos la primera de las hipotesis en el Lema de Schur para el ntucleo
K¢ con M = €27z . Para chequear la segunda de las hipotesis, en el mismo caso
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j >1,dado I € D', para estimar [, |K(1,J)|dv(J) partimos el espacio Y = D7 en
tres conjuntos

A= A(I)={J €D /sopb; Nsopb; = 0}
B=B()={JeD!/ Z;;Xsopgs es una constante no nula};
C=C(I)=D\AUB.

€A ec

1

cB

Es facil ver que si J € A entonces <l_);,53> = 0.

Por otro lado, la hipotesis ¢) implica que [ E; E;(x)dx = 0 para cualquier intervalo
J € D, y como h; también tiene integral nula, se deduce que [, bf](:r)d:x = 0 para

. . TE

todo J € D. Por lo tanto si J € B como la funcién b; es constante sobre el soporte
de 53 y 53 tiene promedio nulo obtenemos <5§,l_93> = 0.

Por 1ltimo, notemos que C esta constituido por aquellos intervalos J que contie-
nen a los extremos de cada componente conexa en la que queda dividido el soporte

sop E; = I\ E;, como este conjunto tiene tres componentes conexas y cada uno es un
intervalo entonces f(C) = 6, por lo tanto resulta

(2.1.6) /\Kflj\dy Z(<b,,bJ>’

El caso ¢ > j se deduce del anterior cambiando los roles de X y de Y. Las
estimaciones que se obtienen son las mismas.
Asi, de (2.1.5) y (2.1.6) podemos asegurar que

/X KL, )| du(T) <

IeD, yj>i.

v.J e DI,

Anéalogamente

/ KL, J)] dv(J) < VI e D

Luego, aplicando el Lema de Schur 1.3.1 deducimos la acotacion del operador Y.
Poniendo ¢(J) = (f, h;) resulta

* 2 —li—j
(2.1.7) |TT; £ oy = 1Tl z2psy < 62227 | £ 7w
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Por dltimo, las desigualdades (2.1.3) y (2.1.7) nos permiten aplicar el Lema de Cotlar

1.1.1, con la sucesion s(j) = 6¢2711/2. Como
1/v/2
s(k)Y2 =v6e) 274 = Vee (142 —LF—— ||,
Z ( ) Z 1— 1/\4/5

keZ keZ
4

poniendo ¢ = v/6 [1 +2 (1?1;/?/5)] podemos concluir que ||T']| < ¢y/€, lo cual implica

que la sucesion {5;} es una sucesion de Bessel con cota c?e, que es precisamente lo

que queriamos probar. 0

Como dijimos al principio de la seccion, la simetria del conjunto E;, asi como
el hecho de que éste sea la unién de dos subintervalos de J responde a un método
de regularizacion que mostraremos en el siguiente capitulo, sin embargo, podemos
prescindir de la simetria si pedimos en la hipotesis del teorema que los conjuntos £y
sean interiores a J y tales que las perturbaciones E; = hjXg, conserven su promedio
nulo. Por otro lado la hipd6tesis de que cada E; sea unién de dos intervalos puede
ser reemplazada por la de que la clausura de J\ F; tenga a lo sumo m componentes
conexas, donde m no depende del intervalo J. En cambio la hipotesis de aproxima-
cion de las medidas parece mas fundamental. En este sentido, siguiendo los mismos
lineamientos que en la demostracion anterior, podemos probar el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.8. Sea I € D y E; un subconjunto de I cumpliendo las siquientes
propiedades,
i) sz hrdx = 0, para todo I € D.
ii) Erxiste m, independiente de I € D, tal que el complemento del conjunto

cerrado I\ E} tiene a lo sumo m componentes conezxas.

iii) |I\NEr| < e€l|l|, para todo I € D.

Entonces si ¢ = 2m [1—1—2 (11/17{:2/5” y 0 < € < ¢ 2 la familia {E; =
hrxe,, I € D} es una base de Riesz en L*(R), con cotas A. = (1 — (c?e)V/?)? y
B, = (14 (c%)'/?)2,

Mis especificamente {hy : I € D} es base de L*(R) y para toda f € L*(R), se
verifican la siguientes desigualdads

219) (1= @) Wl < S [T )| < (14 (@02) 1 ey
1eD

Antes de finalizar la seccion observamos que la simplicidad geométrica del do-
minio aproximante parece esencial si pretendemos estimar la norma de la pertur-

bacion usando el Lema de Cotlar. Una aproximacion en medida del tipo 7, (z) =
2120(2x — k) con h(z) = h(z)xg puede obtenerse con E un conjunto simétri-
co con respecto a 1/2 que en (0,1/2) es el complemento relativo del conjunto
U (@ —6/2', ¢+6/2") donde {g;} es una numeracion de los racionales en (0,1/2) y
0 es un nimero positivo pequeno. En este caso, aunque el promedio se preserva y el
conjunto de diferencia entre h y h tiene medida tan chica como se quiera, su frontera
es demasiado grande como para tener algtin control del cardinal de interferencias
entre niveles distintos.
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2.2. Perturbaciones del sistema de Haar en L?*(R")

En esta seccién construiremos perturbaciones de un sistema de Haar sobre L?(R"™)
por aproximacion del soporte, conservando aspectos generales de la seccion anterior.
Las condiciones geométricas que usaremos estan lejos de ser necesarias, pero en la
parte B, en el contexto abstracto, obtendremos condiciones suficientes mas ajusta-
das y notaremos que una relacion adecuada entre las dimensiones de las fronteras
de las aproximaciones y del espacio es, en algin sentido, natural.

Si se considera la familia de cubos diadicos D(R") y un sistema de Haar asociado,
podemos reproducir la misma demostraciéon que en la prueba del Teorema 2.1.1 para
una familia de perturbaciones a las cuales denotamos por Eg’e, estas preservan la
propiedad de tener promedio nulo y, su soporte Eg, cumple la condiciéon del control
de la medida de Q\Eq relativo a |Q|, dado por |Q\Eg| < €|Q|. Manteniendo el
objetivo de utilizar, en el capitulo siguiente, estas perturbaciones para regularizar
bases de Riesz y siguiendo los lineamientos R los conjuntos Eg asociados a cada
cubo diddico () son la uni6on de cubos de lados paralelos a los ejes o, un poco
mas generalmente, una uniéon de convexos. Una posible grafica de una wavelet de

. . . Tm,€e
Haar {h3} y las perturbaciones por aproximacion de soportes {hq" } para n = 2 se
representa en la siguiente figura.

m e
/7(2 h(}

—0Q

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Denotaremos con H(R") a un sistema de Haar sobre L*(R") dado por {3}, Q €
D(R™), m =1,...,2" — 1}. El resultado principal de estas seccion es el siguiente.

TEOREMA 2.2.1. Sea € > 0 dado. Supongamos que para cada QQ € D y para cada
Q' € O(Q) estd dado un abierto convezo en Q' cuya clausura, K¢, estd contenida
en Q. Supongamos ademds que |Q\Kqo/| < 27"€|Q| y que los diferentes K¢ para
Q' € O(Q) estdan balanceados de modo que FS’E = thEeQ tenga integral nula, cuando
EG = UQ,CQ K. Entonces el sistema {hg’6 = thEé, QeD, m=1,.,2"—1}
es una base de Riesz en L*(R™) con cotas Riesz A. = [1 — (C%)'?)2 y B, = [1 +
(C%e)Y22, con C dependiendo sdlo de n.

DEMOSTRACION. Desde el punto de vista del analisis funcional la demostracion
sigue las mismas lineas que las del Teorema 2.1.1. En cambio la dificultad geométrica
es ahora mayor y merece especial consideracion.

Puesto que |Q\Kqo| < 27"€|Q)] resulta que |Q\Eg| < €]Q|, ademas como

h(z)| < C|Q| 72 ent la diferencia by := B — hyy*, satisface |by (z)| <
|hg ()| < C'|Q|™2 entonces, la diferencia by, := h{} — he", satisface |by" ()| <
MLI/Q. En consecuencia, si tomamos j,i € Z, i > j, J € DI y Q € D' tales que
—m,e ke

<bg b > =# 0, entonces

—m,e Tk,e E —(=j)n
(2.2.2) K%3£M§C£@J¥§OQ<N.
| J]2 1Q?
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Como antes, aplicaremos el Lema de Cotlar para acotar el operador

(2.2.3) Tr=% Y <f, Bg“> =3 Tif.

i€Z  QeD: i€z

m=1,...,2"—1
Para estimar ||T;T} f|| 2 gn) procedemos como en el Teorema 2.1.1. Si i # j de la
ortogonalidad de H(R") se tiene que || T T} f|| 2oy =0, y sii =j
(2.2.4) T35y < O I iy

en efecto

T3 gy = 1T = 5 (235

< it [ e
JEDI (sop L2(sopby")
k=1,...,2"—1

debido a que la familia {sop Z_)i’e, J € D7} es disjunta, y que

L2(sopb’y) /sop 5’3’

obtenemos la desigualdad (2.2.4).
Por otro lado, procediendo como en (2.1.4)

H—ke —ke

C —k,e
dr < —’sopb ’ ‘ = (e,
] g

2

029 - X | T ()

Para estimar (2.2.5) podemos usar de nuevo el Lema de Schur o hacer las consi-
deraciones que siguen.

Si i > j, para todo @ € D hay solo un J(Q) € D7 tal que Q C J(Q) y por
consiguiente para cada @ € D" hay a lo sumo un J(Q) tal que sop(gg’e)ﬂsop(l_pﬁ’;@) +
() para algin m y algin k, por lo tanto podemos escribir la suma en (2.2.5) como

> (fzju,hk )

QeD?

m=1,...,2" —1
i —m,e —k:e 2
OD ISR RA A ‘<bQ Diq >’
k=1 QeDt
m=1,...,2" —1

2" —1

DY Y )

k=1 JeDi m=1 QeD?

(7))

- QCJ .
DD SN SR T
k,m=1 JjeDj QeD:

QCJ

vaque D' =J, ., {QeD: QCJ}
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Procedemos a estimar la suma interior. Para cada J € D' distinguiremos tres
tipos de cubos ) C J dependiendo de su posicion en el interior de J. Diremos que

. —m, . —k, ,
Q) € A(J) siel soporte de bg “ no interseca al soporte de bJE, entonces es evidente que

el producto ‘<I;g’€, l_)?€>‘ se anula. Por otro lado denotaremos con B(.J) a la familia de

—k,e —k,e —m,e
cubos @ tales que ) C sop(b; ), entonces b, es constante sobre el soporte de bg ,y

= 0 en este caso. Por

. Tm,e . . -m,e Tk,e
debido a que b tiene promedio nulo resulta que ’<bQ b >

. . k
lo tanto los inicos cubos () que debemos considerar en la suma ZQCJ ‘<bg 6, bJ(eQ)>‘

. Tk, .
son aquellos que intersecan tanto al soporte de b; como a su complemento relativo

a J, a esta familia la denotamos por C(J). Como el soporte de 1;?6 estd contenido
en el conjunto J\ES entonces los cubos @) en C(J) son aquellos que intersecan la
frontera de EY, debido a que cada E es la unién de abiertos convexos tales que
su clausura son los conjuntos K9, con J' € O(J), entonces los cubos en C(J) son
aquellos cubos en D¢ tal que intersecan la frontera de algin K¢,. La figura ilustra el

caso en que K¢ es un cubo de lados paralelos a los ejes coordenados concéntricos
con Q'

€ ALJ) €B(J) ec())

sopB?‘ ‘

Especificamente, fijado J € D?, debemos considerar aquellos cubos @ contenidos
en J, tales que intersequen a la frontera de E5. Como Ef es la uniéon de K con
J' C J,y cada K, es convexo entonces su frontera tiene dimension n—1y la medida
n — 1 dimensional de su frontera es equivalente a 2771 que es esencialmente la
medida n — 1 dimensional de la frontera de J'. Por lo tanto la frontera de EY tiene
dimension n — 1 y la cantidad de cubos, del nivel 7, que la intersecan es de orden
2(=3)("=1) "entonces el cardinal de C(J) es 209~ con ¢ dependiente sélo de la
dimension n, por lo tanto aplicando la desigualdad (2.2.2) obtenemos

—m,e ke —m,e ke
> ’<bQ ’bJ(Q)> = > ‘<bc2 ’bJ(Q)>
QCJ QeC(J)
< ﬂ(C(J))0622*(1'*]')"2(1'*]')(”*1) — (Oe¢29-i=4)

2 2

Por consiguiente

220) BT |y <O 6D S (B < 026 e



2.3. BASES DE RIESZ EN L*(R", wdz) 33

Por otro lado si j > 1, con la notacién anterior, para Q € D! dividimos la familia
D7 del siguiente modo D/ = A(Q) U B(Q) U C(Q), donde

AQ) ={J € D’/(J\E,;) N (Q\Eq) = 0},
B(Q)={JeD’/ F576XJ\EJ es constante y no nula },
C(Q) =D\AUB.

Como en el caso anterior C(Q) consiste en todos aquellos cubos J € D7 que inter-
secan a la frontera de Fg, y como Eg tiene dimensiéon n entonces su frontera tiene
dimension n — 1, de lo que se deduce que 1C(Q) < C2U=D(=1),

Aplicando la desigualdad de Schwartz, la desigualdad (2.2.2) y el hecho de que
las familias C(Q) son disjuntas al cambiar Q € D, obtenemos

2

S RIS

QED: JeC(Q)
2

D SN D SRR I D SR

< @ - npe@)Ce2 i N ST ([

QeDi Jec(Q)
m=1,...,2" —1 k=1,...,27 —1

(2.2.7) < CE2 0| [y

De las estimaciones para [|T7T;f[ 2 ¥ | 717 tenemos que la sucesion

f HL?(R)7
numérica {s(j) = 062#} establece la propiedad de casi-ortogonalidad para la
sucesion de operadores {7};}. De aqui que, por el Lema de Cotlar 1.1.1, el operador
T dado en (2.2.3) esta acotado de L*(R™) en L?(R") y su norma es menor que C'\/e,
por lo tanto la sucesion de diferencias {Ege} es una sucesion de Bessel con cota C?e.
Tomando € < C~? y aplicando el Teorema 1.5.1 obtenemos el resultado deseado. []

Es importante notar que le mismo resultado puede probarse para conjuntos K9,
con J' € O(J) mucho mas generales siempre que mantenga la relacion dimensional
entre perimetro y volumen.

2.3. Bases de Riesz en L*(R",wdz) de perturbaciones del sistema de
wavelets de Haar desbalanceadas

En lo que sigue probaremos un resultado de estabilidad por aproximaciéon de
soportes de wavelets de Haar desbalanceadas por pesos de Muckenhoupt. Notable-
mente la condiciéon A, de los pesos de Muckenhoupt serd la propiedad relevante
para hacer posible la aplicacion del Lema de Cotlar en este contexto en el que la
autosimilaridad se pierde. De alguna manera la condicion A., garantiza una casi-
autosimilaridad que sera la clave en la prueba del resultado principal de esta seccion.

Como mencionamos en la introduccion, en L*(R™, wdx) existen versiones des-
balanceadas del sistema de Haar asociado a una familia diddica D, que son bases
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ortonormales de L*(R", wdz). Sea H* = {h$,"", @ € D,m = 1,...,2" — 1} uno de
tales sistemas.

Dada hg’m € H™. Denotaremos con ) C @) a un cubo diadico perteneciente a
la resolucion siguiente a la que pertenece ), es decir , @' es un hijo de Q.

Se sabe que h,™ es constante sobre cada (', denotamos a esa constante Cg,’Q,

esto es
) — ?Q
he™ =Y Coxar,
Q'cQ
ademas, como H" es ortogonal y en particular cada h’é’m es perpendicular a las
constantes en (), resulta

(2.3.1) /h“’mwdx— > o w(@) =0.
Q

Q'cQ
Dado ¢ > 0 definimos

(2.3.2) Ko i ={z €@/ dz,Q°) > poi‘}
donde elegimos los valores de pg,/“ todos positivos de modo que
2.33) W(@\KG) < 2 "u(@),

y

(2.3.4) > Cow(Ky) =0.
Q'CQ
La identidad (2.3.4) implica que la perturbacion Eg’m =ho" Xt U KTy tiene
Q'ce

promedio nulo. Podemos calcular una cota del valor de pg,’e, en efecto, observamos
de la definicion de K que la medida de Lebesgue de Q'\ K/ es cpg,’€2_("—1)(j+1),
con ¢ dependiendo de n. Por lo tanto si suponemos que Q € D’, de la desigualdad
para pesos de Muckenhoupt (1.2.3) sabemos que existe v tal que

m,e m,e v m,eq—(n—1)(j Y
w(Q\Kgy") <. |Q\K 5| Y 2 ( ‘1)(J+1) oy
w(@) T Q'] = 2-n(G+1) Q

por lo tanto para satisfacer (2.3.3) serd suficiente tomar py* < 27/ (62*")% para
alguna constante ¢ que depende de n y del peso w.

Por otro lado siempre es posible construir subconjuntos que cumplan la condicion
(2.3.4), debido a que la medida wdx es continua, y entonces resulta que la funcion

f(p) = w(z)dx

/{mGQ’/ d(z,Q'*)>p}
crece continuamente a w(Q’) cuando p tiende a cero. Por lo tanto siempre podemos
m,e . . / .
lograr que el vector (w(KQ, ))Q,CQ sea un miltiplo del vector (w(Q')) g q- Preci-
samente esta es la propiedad que buscamos, pues ambas sumas en (2.3.1) y (2.3.4)
pueden verse como un producto escalar entre dos vectores.

El resultado principal de esta secciéon es el siguiente.
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TEOREMA 2.3.5. Sea w un peso en la clase Ay de Muckenhoupt, y H" el sistema
de wavelets de Haar desbalanceadas en L*(R™ wdx). Dado ¢ > 0, suficientemente
pequenio, consideramos la familia {K5, Q € D, m =1,...,2" — 1} definida como

n (2.3.2), que satisface (2.3.3) y (2.3.4). Las perturbaciones por aprozimacion de
soportes de las wavelets de H" definidas por

JTWw,m,e

(2.3.6) he"t = O”?QXKQ,E, QeD, m=1,.,2" —1.

Q'CQ
Constituyen una base de Riesz de L>(R™ wdx), con cotas Riesz AV = [1 — (ce)'/?]?
y B = [1+ (ce)'?].

En la demostracion de Teorema 2.3.5 trabajaremos con las diferencias Eg’m’e =
hg’m — Eg’m’g. Enunciamos el siguiente resultado, el cual retine las propiedades més
importantes de las funciones l_)g CAqui (f, 9), = [ fgwdz.

LEMA 2.3.7. Dado i € Z, m € {1,...,2" — 1} y Q € D' fijos, entonces las
stguientes estimaciones se cumplen,

wdx =0,

fQ bQ

Tw,m,€e

(x )’ < cw(Q)™Y2, con ¢ dependiente de w y de la dimension n,
wsij<i, JED, ke{l,.. 2" -1} y J CQ entonces

w (Q\ U Ké}ﬁ‘) 1
‘<bgme b?ke>w‘ < RIcq < ce (w(CJg)> < c€2-%(i—j)77

w(J)zw(Q)z w(J)
donde v es el exponente de la desigualdad (1.2.3) correspondiente al peso w,
Tw,m,€e < 661/2.
L2(R"wdz)

La demostracion del Lema 2.3.7 se deja para el final de la seccién. A continuacion
damos la prueba del Teorema 2.3.5.

PRUEBA DEL TEOREMA 2.3.5. Aplicaremos el Teorema de estabilidad de bases

de Favier y Zalik 1.5.1, comparando la base de Riesz H" con las perturbaciones

{hg "} Sea
Tf =Y > (RBT) mgt =3 TS,
i€Z  QeDi v i€z
m=1,...,2n —1
con FE™ o o _

Veremos que el operador T estd acotado sobre L?(R™ wdz) y su norma esta
acotada por ce'/*, con ¢ dependiendo solo de la dimension n y del peso w. En efecto,
aplicamos el Lema de Cotlar 1.1.1 con la sucesion de operadores {7;}. Un calculo
sencillo muestra que

QeDi

m=1,...,2" —1
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Como HY es un sistema ortonormal entonces

pnge XS () () 5o

para todo i # J.

Por otro lado si @ = j, debido a que la familia de soportes {sop l_)lju’k’e} es disjunta
y al Lema 2.3.7, obtenemos

1Tl iy = 1T i = 30 (£ T

2

JeDI
k=1,..2n—1
2
2 _kave
< ¥ i ’
- HfHLQ(SOPbIJU “wda) ||77 L2(sop by wdz)

JeDi
k=1,...,27—1

2
< ce Hf“L2(R",wdx) ’

lo cual implica que HTJ*T]H < ce.

Nos resta analizar el operador T;T7". Por la ortogonalidad del sistema H" obte-
nemos que

—Ww,m,€ 2
I iy = 22 [(T7586™),

QeD?

m=1,...2"—1

= X | X () E)

QEeD! JeDi
m=1,...,20—1 |k=1,...,2"—1

Sii > j,dado Q € D', existe a lo sumo un tinico J = J(Q) tal que <[§3”k’671§g’m’6> £
0, en cuyo caso aplicando el Lema 2.3.7 resulta v

2m—1

* —w,k,e —w,m,e
I iy = Do | D0 (P, (55557
k=1

QEeD?
m=1,...,2" —1
2" —1 . 9
< c < hw,k> ‘ )<bw7 ,€ w,m,e>
S [ [,
k=1 QeDi
m=1,...,27 —1
2" —1
§C€22—n(z j)'yz Z ‘<f, hl}/,kz> ‘
k=1 QeD:

< ce2omi=iy ||f||L2(]R",wd£L‘) ’

por lo tanto HTZT]*
del peso w.
Si 7 > 4 dividimos la familia D7 en tres subconjuntos como sigue,

< €2~ (/2=0)7 gi § > j con ¢ dependiente de la dimension y
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A= AQum) = {7 € DI/ JrisopTy™ = 0}

B=B(Qm)={JecD!/JC sopl_)g’m’e},

C=C(Q,m)=D\AUB.

Notemos que si J € A entonces

7 7k7€ Fw,m,e .

<bqj ,bgm > ‘ = 0, por otro lado si J € B
w

entonces J estd incluido en algin hijo Q' € O(Q) y de aqui bg’m’e es constante

sobre J, debido al promedio nulo de l_)f})’k’e (ver Lema 2.3.7) resulta otra vez que
‘<Fj,k,e’gg,m,e> ‘ —0.

En consecuencia

* w, —w,k,e w,m,e
||CTZ7} f“i2(R"7wd:p) - Z Z <f’ hJ k>w <bJ 7bQ >'w

2
w,k w,k,e —w,m,e
< XX | X [Eem) |
QeDi Jec Y Jec v
m=1....2n—1 k=1,...,2""—1 k=1,...,27 —1

Notar que C consiste en aquellos cubos J € D’ cuya interseccion con la frontera de
K¢/ es distinta de vacio para algin Q" € O(Q). De la definicion se desprende el
hecho de que la frontera de cada K, tiene dimension n — 1y sus didmetros son
comparables con (1/2)%, por lo tanto la medida de Lebesgue n — 1 dimensional de
cada conjunto es comparable con (1/2)"™~Y. Por otro lado la interseccion de cada
J € C con la frontera de ng/,e tiene también dimensiéon n — 1 y sus didmetros son
comparables con (1/2)7, en consecuencia la medida de Lebesgue n — 1 dimensional
de cada interseccién es comparable a (1/2)7"~1. Como la familia de interseccio-
nes de cada J € C con cada K es un cubrimiento disjunto de su frontera y
10(Q) = 2" entonces podemos decir que #C(1/2)7"~1 = ¢(1/2)" ™1 por lo tanto
1C = ¢(1/2)=)™=1 con ¢ dependiendo solo de la dimension del espacio.

En consecuencia aplicando el Lema 2.3.7, el hecho de que los cubos en C son
disjuntos y la estimacion (1.2.3) resulta
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Por lo tanto obtenemos

1T £ e oy < €@/ S0 )<f’h3"’k>w\2

QeD:! JEC
m=1,...,2n—1 k=1,..., -

< 062(1/2>(j_i)7 ||f||L2(R",wda:) ’

lo cual implica que la ||T;T7|| < ce(1/2)9797/2 cuando j > i. Junto con las demés
estimaciones podemos deducir que la sucesion s(j) = ce(1/2)19/2 establece la pro-
piedad de casi ortogonalidad, en el sentido de Cotlar, para la sucesion de operadores
{T;}, y de aqui que ||T|| < ce/2, con ¢ dependiente solo de la dimension y del peso
w. Por otro lado, por definicion de T, esto implica que la sucesion de diferencias
{Bg’m’s} constituyen una sucesion de Bessel sobre L?(R", wdx) con cota ce. Toman-
do € suficientemente pequeno podemos aplicar el Teorema de estabilidad de Favier
y Zalik 1.5.1 y de aqui se sigue el resultado deseado. 0]

Finalmente damos la demostracion del Lema 2.3.7.

PRUEBA DEL LEMA 2.3.7. Notemos primero que como los conjuntos {/¢ "}
cumplen la estimacion (2.3.4) entonces, de la definicion de la funcion Eg’m’e ob-
tenemos que fQ Eg’m’ewdm = > .0co Z;,Qw(KQ/ ) = 0, por otro lado la wavelet
hg™ también tiene promedio nulo, por lo tanto de aqui se tiene que la diferencia

ggme =hy™ — Eg’m’e también tiene integral nula sobre su soporte, lo cual prueba

el primer item del Lema. El segundo item del Lema se deduce del hecho de que
‘Cg,’Q < Cw(Q)™2, por lo tanto podemos ver que lgg,m,e‘ < cw(Q)~Y2,

. . ., . . Fw,m,€e
Para el tercer item observemos que, de la definicion de cada diferencia by ",

7k:76 . ., .
se puede ver que sopb, " = Usycy J’\K}",’k’e, entonces por la estimaciéon anterior,
(2.3.3) y (1.2.3) obtenemos que
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AL
AL (ww)”? o (|J|)

w(Q) Q|

—w,m —w,k,e

bQ wdx

= () Pu(Q)

< 66(1/2)(j—i)m/2'

Finalmente si m = k e ¢ = j podemos reproducir una estimaciéon anéloga a la
anterior y resulta

bQ bQ < ce/?.

H—wme —w,m,e —wme> 1/2

L2(R™,wdx) < w






Capitulo 3

Regularizacion del sistema de Haar en L*(R)

Como ya dijimos en la introduccion, el afan por encontrar wavelets regulares que
conserven las ventajas de las wavelets de Haar ([33]) y de las de Littlewood-Paley
(0.0.5), se remonta a los comienzos del estudio de las transformadas wavelets. En
este aspecto Ingrid Daubechies en [23], combina resultados de S. Mallat por un lado
y de P. Burt y E. Adelson por otro, para construir un base ortonormal de wavelets
{mn(x) == 272 9(27™x—n)} de soportes compactos, correspondiente a una funcién
basica ¢ € C*. Los tamaifios de los soportes crecen linealmente con la regularidad
requerida de .

Un base de Riesz de funciones con soporte compacto, que caracteriza L?(R) y sus
soportes no crecen con la regularidad de la funcion bésica, ha sido construido por
Govil - Zalik ([31]). En [4] se obtiene una regularizacion por convolucion del sistema
de Haar en L*(R) que resulta una base de Riesz con cotas Riesz cercanas a uno.
En dicho trabajo se construyen funciones regulares que tienen soporte compacto
con solapamiento acotado, los cuales resultan ser e-entornos de los soportes de las
wavelets de Haar, es decir, entornos de los intervalos diddicos cuya medidas resultan
un multiplo (1 + €) de la medida de estos intervalos. En la prueba del resultado
principal los autores utilizan propiedades de funciones de variacién acotada en R.
Combinando estos resultados con el trabajo de Zalik ([53],Lema 2.5 ) se pueden
extender los resultados a L?(R").

En las siguientes secciones mostramos algunos resultados concernientes a la regu-
larizacion de bases ortonormales de tipo Haar. Lo que, entendemos, es la herramienta
novedosa en el enfoque es el Lema de Cotlar de acotacion de sumas de operadores
casi ortogonales en L*(R).

3.1. Regularizacién por convolucién de las funciones de Haar

Sea h(z) = X[o,%)(x) — X[%,l)(x) la funcién de Haar en R y ¢ € C*, con soporte

incluido en el (—1,1), par y decreciente a la derecha del cero, dado € > 0 con ¢,
denotaremos como antes la funcion ¢ (z) = 2¢(2). Sea he(z) = h * ¢().

€

Dados j y k en Z consideramos las funciones
(3.1.1) W (x) = 28R (200 — k)

La figura muestra esquematicamente una de las h?,.

41
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Enunciamos a continuacion el teorema principal de esta seccion.

TEOREMA 3.1.2. Para todo 6 € (0,1) existe € > 0 tal que la familia {hz,k}(j,k)eﬁ
definida en (3.1.1) es una base de Riesz en L*(R) con cotas Riesz As = 1—10 y
Bs =1+5.

Para demostrar el Teorema 3.1.2 haremos uso de la autosimilaridad inherente al
sistema de Haar y a su regularizaciéon por convoluciéon. Sean A y B subconjuntos
ﬁnitos y arbitrarios de Z, sea Tapf = > peaxn (f, bik> hy, = > jeaTif, donde
bly="h,—hiyy

(3.1.3) Tif(z) =Y {f.bl,) hi(x) / fly ( <y>hﬁ;<x>>dy.

keB

LEMA 3.1.4 (Autosimilaridad). Sea A; : L*(R) — L*(R) la isometria en L*(R)
definida por Ayg = t%g(tx), y sea T} el operador definido en (3.1.3), entonces

1. A = Ay,

2. Tj = Ay Ty Ay,

3. Tr = DNgi Ty Ny,

/. TT = Ay TyTs Ngi = Dy Ty Ty Ao,

J. T*T AoiT T] iDo—i = N T jT()Aij,

6. |TT ) = |TT | = Ty T, T T = WT Tl = [T T
DEMOSTRACION.

(Af.g) = [ 2 f(t)g(a)de = [ F(y)Lg(d) dy = (£ A19).
2. Dado que Agfjf<l'> = 275 f(2792) entonces

To(By s f) (&) = / 2 £(279) S0, (9)H() dy

keB
/f ) > 2800 (27y)h () dy
keB
- [ Xt
keB

luego

Agi (ToAg-i f) ( /f Zbik )23 hY(27) dy

keB

/f )S U () () dy = T/ (x).

keB
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/f Z L (@R (y dy—/f )28 00 (27)25h0(27y) dy
keB
_ / 3 1(277y) S0 (P 0)h (y)dy

keB
= 2575 (A0 f)(20) = (A Ty Do) f(2)
4. Primero vemos que

Ao T} f(x) = Ages (/f ZszO (27 )R ( )dy>

keB

/f ) > "2 00, (27 — k)25 R)(27y — k)dy

keB

= /2—%f(2—iz) ST 2002 — k)2 B2 — k) de

keB

_ / Do f(2) S (@) (2)d2

(3.1.5) = T;‘_iAg_if(x).
Ahora usando 2 obtenemos
E]}* - AQiToAgfijj; - AQiT()CT;LiA27i.

Por otro lado como

TiAij(x):/Ay )3 2800, (21)28 1Y (27) dy

keB

- / 24 £(27y) 37 2480, ()28 h0(27227) dy
keB

_ ;/f Zz 700, (2792)2 hY(21V22) d=
keB

- %/f )3 2700 (277 2)2 5 by (27 de
keB

:A2jT‘i—jf( )7

con lo cual resulta
TT; =T, (AyT5Ays) = Dgi T jT5 Ao
5. De la ecuaciones en 4 podemos escribir en forma similar a lo hecho en (3.1.5)
Ag-iTy =T; i Ay,
luego, usando 3
TIT; = ATy Ag—iTy = A THT; ;Ao
Por otra parte de (3.1.5)
T Ay = AT
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luego por 2
T7Ty =T AgiToAg-5 = Ag-i T [ ToAg-.
6. Como A, es una isometria en L? de 4. podemos deducir que

IT.T7 || = 1T = 1T T3

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1.2. Si 4, j son nimeros enteros cualesquiera
el item 6 del Lema 3.1.4 tenemos que ||T7T;|| = ||T3T;—i||. Por lo tanto en lugar de
analizar la norma del operador 7;T; podemos concentrarnos en el operador 7;7;.
Para A y B como antes

TTif(x) =Y (hj, ij>bi’,k<x>=Z<h2,Z<f,bi,k/>h£/>b£’,k(x>

keB keB k'eB
= Z bg,k’(x) Z <f7 bz’k’> <h‘27 h’j/> .
keB k'eB
Notar que si j # 0 entonces TjT; = 0. Por otro lado para j = 0 obtenemos

% 2
IT5To fll 2wy = ||T0f||iQ(R) =Y e [(f, bg,k>’ donde

(£, 00| = ‘/Rf(ﬂﬂ)b (z — = /Rf(xjtk)b (z) dx

La funcion b es distinta de cero solo sobre los intervalos [—e¢, €], [5 — €, + ¢ vy

[1—¢€1+¢.

Por lo tanto

1
ate

1+e
|(f, 02,0 = fx+k) (x) dx + ) flz+ k)b (z) dx+/1 flz+ k)b (z) dx,

si aplicamos la desigualdad de Schwartz en la primer integral resulta

[ et S(/ sl d””f( (o) d:r;)é
é(/ |flx + k) dx)

ol m
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Procediendo analogamente con las otras dos integrales y sumando sobre k € B
deducimos que

€ %-‘,—e 14-€
ITofl; < Zl8e< |f(:c+k)l2dx+/ |f(:c+k)|2dw+/ |f<w+k:)|2dw)
kEB —€ %76 1—e
< ce|fls-

Para el andlisis del operador T; T} recordemos que (TZT]*)* = T;T;, por lo tanto
como |11 | = (77"
deducir que

JT7|| podemos aplicar el Lema 3.1.4, item 6, para

1T = (|75
o lo que es lo mismo HTOT;‘H HTOT*]H Podemos suponer, entonces, sin pérdida

de generalidad que 5 > 0, y en consecuencia 27 € Z. La ortogonalidad del sistema
de Haar nos permite deducir la siguiente igualdad

all, =D D" o) (vl bl

keB |leB

= |17 = | Ty

2
|75

Por un lado aplicando el cambio de variable y = x — k obtenemos
(b7, 00,) = /2565(2@ + 27k = Dbely) dy = (B, )

Luego si denotamos con B = {l — 27k, | € B} resulta

2
Izl = 5 (52 4o I El,bs,k>r)
k leB
2
:Z Z| g,h] |‘< € 1—2i k> 60>‘>
k leB

2

:Z ZKQ, +2Jk>H<bel7 eo>‘

k leB
Dividimos el conjunto B en los siguientes subconjuntos disjuntos
» A= {l € B/ sopb? ﬂsopbj = @},
" B= {l € B/ » sea continua y no idénticamente nula sobre el soporte de v }
= C=B\AUB.
Notar que si [ € A entonces el producto entre bg}o y bil es cero, por lo tanto

BN SES)

leB leC

HTDT*

Observemos que C consiste de todos aquellos subindices [ correspondientes a las
diferencias v’ ., cuyos soportes contienen algunos de los puntos de discontinuidad de
boO o bien contienen alguno de los puntos donde la funcién pasa de valores distintos
de cero a anularse. Por lo tanto si suponemos que € es lo suficientemente pequeno
como para que los soportes de las diferencias bi,z de la resolucion j se solapen sélo
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si son vecinas, entonces para j grande el cardinal de C es a lo sumo 6. Notemos
también que independientemente de [ y de 7, las normas de las diferencias estan
acotadas por una constante, por lo tanto la desigualdad de Schwartz nos permite
obtener la siguiente estimacion

(800,17, g/ Ittate) V(@) de <max || [ 9 ,(@)] da
S0 sopb’
p . PO
. 2 2 .1
§c</ , bzl(as)‘ daz) !sopbil 2
sopbiyl
<c (662_j)%
Entonces
2
Z <Z< hg+21k>< el 0>> <C€2_jz Z<g, 1427k )
k \leC & \leC
1 2
2
<C€2_jz <Z‘<g, j+2jk>}2) (ﬁC)%
lec
= ce2” JZZ| 95 hl+2ak
k leC
< ce277 g3

Para analizar que pasa sobre B debemos notar que el subindice / también iden-
tifica la posicion del intervalo diadico Ij. Debido a que el soporte de la funcion bgo

mide 6¢ tenemos que el cardinal de B es del orden de €2/.
dn

dx <

Por otro lado podemos ver facilmente de la definicion de he = h?, que

dbg0

| en sus intervalos de diferenciabilidad.

e ' méx|¢'|. Lo mismo se deduce para )

En consecuencia debido a que bj tiene promedio nulo, aplicando el teorema del valor
medio en la region de d1ferenc1ab1hdad de 0? co podemos escribir

3
Z [ ) (o) — tholad) o
sop? (b ;)

p:

[ vy o
sopbi’l ’

bg,o(x) - bS’O(:UP ){ dx

Jsl

IA
1M
%\

) db?o
< méx Z Hx xé’l‘dx
sop b’ sop? (b
c22
< / _ ’x - x]l{ dz
€ =1 sopP (b))
J 3
c22
< ce2™ / dr < 2727
€ p—1 v sop? (b))
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donde hemos usado la notacion sopp(b{ ) con p = 1, 2, 3 para referirnos a los
intervalos que constituyen el soporte de b6 kY xj , es un punto cualquiera del interior
de sopp(bik). Con esto tltimo obtenemos

> (Sl latl) = @S (Sliannl)

leB leB

< ce?27%4B Z Z (g, hl+21k>|

K 1EB
<279 ||g]l; -

LTl =0
si j # 1, y también que HTJ*T] H < cez. Por lo tanto definiendo la sucesién numérica
$ como

Si recopilamos todos los resultados obtenemos que ||TT*’

Gl 1

(]) - 2_7 57 .] € Z
entonces s(j)z < oo, |15 < s(i—37)y HETJ* < s(i — j), por lo tanto
podemos aplicar el Lemma de Cotlar 1.1.1 y obtener la acotacion del operador T4 5

sobre L?(R). Por otro lado como la norma es independiente de A y B obtenemos
que el operador definido por

Tf= Z <f7b£,k>hi

(4:k)€Z?

esta acotado de L2 en L? con ||T|| < cet. Esto quiere decir que la sucesion {b),} es

una sucesion de Bessel con cota ce?. Aplicando aqui el Teorema de Favier y Zalik
1.5.1 obtenemos el resultado deseado. U

3.2. Regularizacién de perturbaciones por aproximacién de soportes
del sistema de Haar

En esta seccion usaremos los resultados del Capitulo I y perturbamos una base de
Riesz para obtener otra base de Riesz que ahora es regular y con menor solapamiento
de soportes.

A continuacion trabajamos con la base de Riesz {h}, I € D} del Teorema 2.1.1.
Siguiendo las ideas generales de [4], procedemos a convolucionar estas con una dila-
tacion conveniente de una funcion ¢ € C*(—1,1), y asi lograr funciones regulares
soportadas sobre intervalos diddicos.

Comenzamos tomando una funcién infinitamente diferenciable ¢, no negativa,
par, decreciente a la derecha del cero, con soporte en (—1,1) y tal que fjl pdr=1.

Si e > 0 es el mismo que en el Teorema 2.1.1, para cada I € D definimos las
funciones

(3.2.1) hS = hy % @qr, I €D,

donde @7 (x) = €|[‘¢(€‘I|) Debido a las propiedades de la operacion convolucion,

las nuevas funciones {h5, I € D} resultan regulares y con soporte contenido en el
correspondiente intervalo /. En la siguiente figura se esquematiza la situacion.
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i k5
hr I

f } —— } f f
k27 (2k 4 1)2-(@+D) (k+1)277 k2—i (2K + 1)‘2—(,741) (k4 1)277

Estamos ahora en condiciones de enunciar el teorema principal de esta seccion.

TEOREMA 3.2.2. La familia {hs, I € D} constituye una base de Riesz de L*(R)
con cotas Riesz tan cercanas a 1 como se desee dependiendo de la eleccion de €. Mads
especificamente {h5, I € D} es una base y ademds si A. y Be son las constantes
del Teorema 2.1.1, existe C > 0 independiente de [ € D y f € L*(R) tal que si

llamamos
2
O\ V2 N O\ /2
= 1 - A Ae; € — 1 Be

e [1-(§) o= i+ (%)
resulta
(3.2.3) C, ”inQ(R) < Z (f,h)|* < Ce Hf”iQ(R)

IeD

DEMOSTRACION. Como en el Teorema 2.1.1 probaremos que las diferencias
b = hy — h$ constituyen un sistema de Bessel con constante chica. Sea T; f(z) =
Y orepi (209) hi(x) y Tf(x) == ) ",; Tif(z). Aquila funcion h; es la wavelet de Haar
en L*(R) soportada sobre el intervalo diadico I.

Nuevamente 77" f = >, pi (f, hr) bg. Para ver que el operador T" esta acotado

sobre L?(R) usamos el Lema de Cotlar 1.1.1. Por la ortogonalidad de la familia
H = {h;, I € D}, resulta que

T/Tif(x) =0, sii#].

Si i = j, por definicion de b5 observamos que
515 = el < 1 o b < oo
sop b9

y entonces como en la prueba de (2.1.3), obtenemos HY}*Y}fHLQ(R) < ce Hf”iz(R) . Por

lo tanto para funciones f con norma igual a uno, se obtiene que ||T;7; f|[ 12y < ce.
Para ponernos en la hipotesis del Lema 1.1.1, podemos escribir que

=0 si i#]
<ce si i=7.

9

(3:2.4) 731§
Analizamos ahora

(3.2.5) |77 1y = D (Z (f:h) SJ??))

IeDt \JeDjJ
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Notemos que la doble suma en (3.2.5) puede verse como la norma en L*(D) del
operador
T(D) = 3 g(N)K(L, J)
JeDi

definido para funciones sobre D7, cuando en ambos espacios consideramos la medida
contadora correspondiente, si el nicleo K¢ se define como el producto K¢(I,J) =
(b b5) ¥ 9(J) = (£, ha).

Para acotar el operador T podemos aplicar el Lema de Schur 1.3.1. En efecto,
fijando J € D7 analizamos primero el caso en que j > 7, de esta manera existe un
tnico I(J) € D' tal que J C I(J). Si sop by, N sopb # @ entonces

€ € € € €|J‘
DKL) = (b5, 05)) S/ |5 (@) | 165 ()] dz < Cﬁ
IeDs sopb [1(J)|% | J]2
yE
(3.2.6) < ce < CceT
[1(J)|?

Por otro lado si 4 > j muchos intervalos en D’ pueden intersecar el soporte de
9, por lo tanto procedemos a hacer una particion de D" en tres conjuntos.

A(J) = {I € D"/sopb; Nsopb; = 0}
B(J) = {I € D'/sopb; Nsopb; # O y b es continua sobre sopb; }
C(J) =D\A(J)UB(J).
Con esta notacion
DKL D=3 1005 = ) + Z >
IeD? IeD? IeA(J) IeB(J IeC(J)

Notemos que si I € A(J) entonces |(b5,b05)| = 0. Por otro lado, para estimar
la segunda suma utilizamos dos propiedades de las diferencias. La primera de ellas
es la regularidad de b5. En efecto, si I € B(J), como b5 es continua, entonces [
esta totalmente incluido en uno de los intervalos que componen el sop b5, entonces,
si z,y estan en el mismo intervalo donde b5 es continua y distinta de cero resulta

h5(x) = h5(y), por lo tanto
65(2) = b5 ()] = [ % pan(a) = B + g )

foyesy Pt (i) o ()

2| < el
< |i¢'l (2)| bl
= 90 o0 |$7Z|<E|J‘ J |J|2 r — y VA

ly —z| < elJ]

|z — 9| 1
< C ¢l el —

e2|J| |J|2

S §|$_y|‘
elJ|?

La segunda propiedad a la que hacemos referencia establece que el soporte de
¢ puede ser dividido en cuatro intervalos, todos de longitud € |I|, sobre los cuales
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la integral de b5 es nula. Haciendo un re-escalamiento y una traslacion conveniente,
serd suficiente demostrar que [ [X(0,00)(%) — X(0,00) * ¢e(2)] da = 0.

1 1
X(0,00) X

(0,00) * Pe
-3

X(0,00) ~ X{0,00) * Pe

BN
B

Notar que

0 si || >4

X0.0() = (Xooo) #05) (0) = oy (o s) (1) si ] <6

Entonces

5 5
(3.2.7) /5 [Xo,oo(x) - (X(o,oo) * 906) (ﬁ)} dx = /5 [Xo,&(x) - (X(o,é) * 905) (95)} dx
L))
5 5 r_
i [ (L))o
5
=§— /0 dy =0

Volviendo al caso general, si llamamos sop”(b$), p = 1,..,4 a cada uno de los
intervalos en los que se divide el soporte de b5 y =, € sopP(bg) y utilizando las
propiedades anteriores, obtenemos

4
05,050 = |3 [ bila) B5() — b ()] d
p=1 Y sop? (b7)
Z/ ybe ) |2 — | dar
el JIE 55 o
C €|l i—j
< Monz e viesw).

e|JIF |1)*
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Por lo tanto, teniendo en cuenta que $8(J) < % =2-0-9 obtenemos

> bl < e
IeB(J)

Por 1ltimo observando que §C(J) < 8 podemos escribir }rcq( s [(07,05)] < 82~
Con esto arribamos a que si ¢ > 7 resulta

Z|<;, Z Z Z<062

IeD: IeA(J IeB(J IeC(J

'y analoga-

Junto con (3.2.6) concluimos que Zlepi | (b b5>

\Z J|

mente podemos probar que Y p; [(05,09)| < Ce2=72, [ € D"

Aplicando el Lema de Schur 1.3.1 resulta que el operador T esta acotado de

L*(D?) en L*(D%) y su norma es ||Y|| < Ce27 =, por lo tanto poniendo g(J) =
(f,hy) resulta

* r]]2 2 —|i—j 2 —li—j 2
||Tsz fHLg(R) = HTgHL2(Di) < ¢l HgHL2(D7) < Cery HfHL2(R)
y por el Lema de Cotlar 1.1.1 deducimos que > ;.p |(f, b |* = ||Tf”iz(R) < Ce ||f||iz(R)

En definitiva, hemos probado que la sucesion {b5 = h; — hS, I € D} es una
sucesion de Bessel con cota Ce. Si combinamos este resultado con el Teorema 1.5.1
y Ac vy B son las constantes del Teorema 2.1.1, llamando

() ()

2 A2 A 2
Collf 2@ < D KERDE < Cellf 172wy
I€D
Lo que prueba el Teorema 3.2.2.

Q Aea C B€

concluimos que






Capitulo 4

Estabilidad de bases de Haar desbalanceadas por pesos de
Muckenhoupt

Este capitulo estd dedicado a la regularizacion de sistemas de Haar en los espacios
L*(R", wdz), para pesos w de Muckenhoupt.

Veremos como la condicién A, de Muckenhoupt aparece, como en muchos otros
problemas de analisis armoénico, de un modo natural.

4.1. Construcciéon de la regularizacién, enunciado y demostraciéon del
Teorema

En lo que sigue construiremos un sistema de perturbaciones suaves del sistema
de Haar desbalanceado y aplicaremos el Lema de Cotlar 1.1.1 para demostrar que
éste resulta una Base de Riesz con propiedades de soporte localizado para el espacio
L?*(wdz) donde w es un peso de Muckenhoupt.

Para introducir el problema comenzamos dando algunas ilustraciones simples.
Sea 1 una wavelet de Daubechies de soporte compacto en R. Asumimos que sopt) C
[~ N, N]. El sistema {4 () = 224(2/2® — k) : j,k € Z} es una base ortonormal
de funciones con soportes compactos para L*(R, 3z?dz). Mas generalmente si w(z)
es una funcion localmente integrable y no negativa sobre R y W(x) = foxw(y)dy,

entonces el sistema EC (x) = Z%w(QjW(:c) — k) es una base ortonormal para L?(wdx).
En efecto, cambiando de variables

/}R T () (z)da = 2 / GEIW (z) — k)YbEW () — m)w(z)dz
_ / Bl (2)dz,

donde v, como es usual denota la funcion 21/24)(2x — k), obtenemos la ortonorma-
lidad del sistema {4, : j € Z, k € Z} en L*(R, wdz). Es facil de verificar en el caso

de w(z) = 3z2, para j fijo la longitud del soporte de ¢, tiende a cero con |k| — +oc.
Por otro lado para k = 0 el parametro de escala es 23,

Notar también que si w estd acotado por arriba y por debajo por constantes
positivas la sucesion {,} es una base ortonormal para L?*(wdz) con un control
métrico sobre el tamano de los soportes provisto por la escala.

En esta seccion damos condiciones suficientes sobre pesos w mas generales que
0<c <w(x) <ecy <o,z €R, con el objeto de construir un sistema ¥ = {¢;, I €
D} con las siguientes propiedades,

1. ¥ es una base de Riesz para L?(wdx) con cotas cercanas a uno,
2. cada 1y es continua,

53
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3. existen constantes A; y Ay tal que las desigualdades
Ay 1] < Jsopisy| < Ay |1
se cumplen para cualquier j € Z y cualquier k € Z.
Notar primero que si 0 < ¢; < w(x) < ¢ < 00, entonces Ei(x) = 2%¢(2jW(x) —

k), con ¢ una wavelet de Daubechies, resuelve el problema. Por otro lado, para un
peso mas general w, como podemos mostrar en el ejemplo anterior con w(z) = 32,

obtenemos que {1} satisface 1 y 2 pero no 3.

Una base ortonormal en L*(R, wdz) que satisface 3 pero no 2 cuando w es local-
mente integrable, es la version desbalanceada del sistema de Haar de la Definicion
1.6.1 (ver [51]).

(4.1.1) hY(x) = \/% {W / Z((Z)) Xn () =4/ Z(([[l)) XI,.<1L')} :

w
h

t
ar by

donde w(E) = [,w dz, I; es la mitad izquierda de I y I, es la mitad derecha.
Frecuentemente usaremos a; y by para denotar los extremos izquierdo y derecho de
I respectivamente, para cada I € D.

Los ntiimeros reales con la distancia usual y du = wdz y w un peso de Mucken-
houpt, constituyen un espacio de tipo homogéneo. Algunas construcciones de bases
tipo wavelets sobre espacios de tipo homogéneo estéan contenidas en [6] y [10]. Las
de [6] no son regulares y las de [10] no estan compactamente soportadas. En la parte
B de esta tesis consideraremos este contexto general.

En estas seccién veremos que la condiciéon A, de los pesos de Muckenhoupt es
suficiente para construir bases de Riesz satisfaciendo las propiedades 1, 2 y 3.

LEMA 4.1.2. Siw € A, para algin p > 1, la funcion W(x) = fox w(y)dy define
un cambio de variable uno a uno y sobreyectivo sobre R con Jacobiano w.

DEMOSTRACION. La inyectividad se deduce de (1.2.2), puesto que esto implica
que si y < x entonces W(x) — W(y) = fyxw(z)dz # 0. Por otro lado la sobreyecti-
vidad se deduce de la absoluta continuidad de W y la no integrabilidad de w. [

Para obtener la regularizacion del sistema {hY{} de (4.1.1) primero definimos
el cambio de variables W~! y tenemos otra base ortonormal {H¥} en el espacio
L*(R, dz). Luego regularizamos estas tltimas por convolucién con una funciéon ¢
suave y con soporte compacto. Producimos asi una base de Riesz sobre L*(R, dr) la
cual serd denotada por {H;“}. Finalmente para obtener la regularizacion deseada
hyc de {h¥} regresaremos a L?(R, wdx) mediante el cambio de variables z — W (x).
Como la funcién regularizante ¢ puede asumirse tan suave como se desee, la regula-
ridad de cada hy’“ estd solo limitada por la regularidad de W (z) la cual es, al menos,
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absolutamente continua localmente. Precisamente definimos las tres familias { H}},

(YY) y (b0,
Para cada I € D sea HY = h¥ o W~!. Notar que

(4.1.3) HY(z) = \/’1[_’ {\/E" xr(z) — \/%xu(:v)}

t
Wiay)

donde I' = {W(y), y € I}. Ahora tomamos una funcion ¢ en C*, no negativa, no-
creciente a derecha del 0, par y soportada en (—1,1) con fR ¢ = 1. Con la notacion
estandar ¢, (z) = $¢(%), t > 0, definimos

(4.1.4) H(2) = (@ewry * HY) (2)

{Peuny 1

Finalmente, sea
(4.1.5) hy(x) = (H o W) (x)

para € lo suficientemente pequeno y positivo.

W (W (bp) + ew(I))

i

}
\\ ar \\ [[
: J
WL (W(ay) — ew(I))

El resultado principal de este capitulo esta contenido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 4.1.6. Sea w un peso en la clase A (R). Entonces existe g > 0
dependiendo solo de w tal que

a) para cada € < €y , el sistema {h7"“. I € D} es una base de Riesz para L*(wdx)
de funciones absolutamente continuas,

b) las cotas Riesz de {hy™, I € D} pueden resultar tan cercanas a uno como se
desee tomando € lo suficientemente pequeno,
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c) el soporte de cada hy™* es un intervalo I¢ = [a$,b5]. Ademds a5 /" ar, b5 N\ by

cuando e = 0 y 0 < % 1< Cer siwe A, para alguna constante C'.

Observemos que la regularidad de h}™ es mayor si w es suave.

4.1.1. Demostracion del Teorema 4.1.6. Comenzamos la secciébn mostran-
do como (1.2.2) nos permite acotar uniformemente el solapamiento de ciertos inter-
valos que apareceran naturalmente en la prueba del Teorema 4.1.6.

LEMA 4.1.7. Sea w un peso en A,. Para un intervalo diddico I, sean ar, by y cr
el extremo izquierdo de I, el extremo derecho y el centro de I, respectivamente. Sean
I; y I, las mitades izquierda y derecha de I. Entonces

a) Si C es la constante en (1.2.2) y € < (3)P55 obtenemos que 2ew(I) < w(l)
y 2ew(l) < w(l,);

b) con C como antes y € < &35 también tenemos que > ;op; Xwer)(x) < 2 para
cualquier j € Z, donde W<(I) es el ew(I)-entorno del intervalo W(I), en
otras palabras We(I) = (W (ay) — ew(I), W (br) + ew(I)).

DEMOSTRACION. a) Usando (1.2.2) con J = I, E = I; obtenemos

wil) LY _ 1
m020<m) > e

La misma desigualdad es cierta para [, en lugar de I;.

b) Consideramos I, K y J tres intervalos consecutivos en D7/ con by = ax y
bx = ay. Sea M el intervalo obtenido de la unién de I, Jy K.

ew(l) ew(.J)

W (by) Wi(ay)

de (1.2.2) vemos que

11_1G@Y§wm)

‘~cx c\M) = wm

Aqui e(w(I) +w(J)) < ew(M) < ew(K) = W(ay) — W(bs), por lo que W(br) +

ew(I) < W(ay) — ew(J). Entonces, ningan punto x € R puede pertenecer a mas de
dos intervalos W7y.

U
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PRUEBA DEL TEOREMA 4.1.6. Dado un conjunto £ C R escribiremos E’ para
denotar la imagen de E por W. En otras palabras £’ = {W(x), z € E}. Sea
D=Ujez D’ la familia de todos los intervalos diadicos en R, donde D7 es la coleccion
de todos los intervalos diadicos con longitud 277. Escribimos D' = |J ez D; para

denotar la familia de todas las imagenes I’ de los intervalos I € D por W.
Para cada I € D usaremos H}’ para denotar la composicion h¥ oW 1. Es facil ver

que HY(z) = IF { /i’; i \/ II’ XI } y que {H}’, I € D} es una base

ortonormal de L?(R,dz). En efecto, para f € L*(dr) obtenemos (f, H{’) 124,y =
(f o W) 12(ary Para cualquier I € D. Ademds

Z ’<f7 H}U>L2(d:p) 2 = Z ‘(f © VV? h?)LQ(wdx)

1€D 1eD

= 1 o WllEaguary = 12 -

Seguidamente regularizamos por convolucion la funcion H} para [ € D para
obtener H;” definida por H;“ = Cew(ry * Hi’; I € D donde ¢ es como la descrita
anteriormente y € es tan pequeno como en el Lema 4.1.7.

Para demostrar el item a) del Teorema 4.1.6 aplicamos el teorema de estabilidad
de Favier-Zalik (Teorema 1.5.1), por lo que estimaremos la cota Bessel en L?(dz)
para la diferencia b = Hf — H;”“ entre H}’ y su regularizacion H;™

Precisamente, se define

Tf = (f,by) HY

1eD

YT f =3 jeps (f,b5) HY entonces T, = 3, T}. Por lo tanto como »;cp [(f, b)|* =
€ w 2 2
HZIED (f,b7) Hy Hz = HZ]’EZ Taf‘ )

de Bessel con cota pequena, aplicamos el Lema de Cotlar (Lema 1.1.1) a la sucesion
{T;} de operadores en L*(R). Comenzamos estimando ||T77}|| y ||7;77|| donde T}
es el operador adjunto de T; dado por T f = >, p; (f, HY) 0.

Como la familia {H}, I € D} es ortonormal entonces para i # j obtenemos
TXTif =3 eps, 1epi (5 05) (HY, HY) by = 0. Por otro lado para i = j

1T f|], = IT5f1l5 = > (0517

JeDJ

, para probar que {05 : I € D} es una sucesion

Como HY es constante a trozos, para e suficientemente pequeno el soporte de
b se puede dividir en tres intervalos, cada uno centrado en la imagen por W de
los dos puntos extremos ay, by de J y su centro c;. Todos ellos tienen la misma
longitud 2ew(J). Precisamente si denotamos con S§ al soporte de b5 obtenemos
que S5 = U _, S5™, donde S§' = ( W(ay) — w(J)e , W(ay) +w(J)e ), S5* =
(W(es) —w(Ne, W(es) +w(Ne )y ST = ( W(by) —w(J)e, W(bs) +w(J)e ).
Ahora, por la desigualdad de Schwartz obtenemos

(.05 < ( [ \f|2> (fsr)

Para estimar [ |b$|%, primero notemos que |b| < |H¥| + |[HP| < 2|HY|<

w(l)
w([l ’

max { %} Como wdz es una medida doblante tenemos que

Vw(l)
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1751((2))’ w(Il 55} < € que depende solo de w, por lo tanto [bj| < Cw(I)~ 1/2,

Entonces [ [b5]* S 02 |SI| = 6C"%.
Entonces, de b) en el Lema 4.1.7 obtenemos

|T3T; f|| < 6C2e Z/ 1fI> < 602 Z/

JeDs JeDI

<607 / (ZW >|f| < 12C%¢ ]2

JeDI

max {

Por lo tanto ||T;T;| < 12C%€, y como || T7Ty|| = 0 para i # j, cualquier s(k) con
s(0) > 12C%ey s(k) > 0 para k # 0 es admisible para la estimacion | T} Tj|| < s(i—j)
requerida por el Lema de Cotlar.

El comportamiento de la sucesion ||TzTJ*‘ es un poco mas sutil pues ;T f =
Y orepi 2ogepi (L HY) (b5,b%) HY, y ahora las funciones {05} no son ortogonales. En
este caso la suavidad Lipschitz de cada b9 fuera de sus puntos de discontinuidad y
sus propiedades de promedio nulos jugaran un rol importante. Estas propiedades se
enuncian en las siguientes afirmaciones, las cuales se probaran al final de la seccion.

Afirmacioén 1: Para cada I € D con I = [as,br) centrado en cy, sobre cada uno
de los segmentos o1 = (—oo,W(ay)), oo = (W(ay),W(er)), o3 = (W(er), W(by))
y o4 = (W(by),00) la funcion b5 es de clase Lipschitz con norma acotada por una
constante veces ew(I)" 2.

by (x) = HY (x) — Hy " (x)

Afirmacion 2: Sobre cada una de las tres componentes conezxas S7™ de su
soporte obtenemos fS;,m b5 =0m=1,2,3.

Asumimos que las afirmaciones 1 y 2 se cumplen y continuamos con la prueba
del Teorema.

Para estimar HTZTJ*
ortonormal, obtenemos

observemos que, debido a que {H}’, I € D} es una base

(4.1.8) LT fll =Y (Z (f, HY) §,bf]>) :

1eD* \JeDJ

Asumimos primero que j > 4. Para I € D’ fijo, consideramos la particion de D’
provista por los tres conjuntos, A(I) = {J € D7 : S5NS§=0}; B(I) ={J € D'\ A :
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b es continua y no idénticamente nula sobre S5} y C(I) = D7\ (A(I) U B(I)). Para
J € A obtenemos que (b5, b5) = 0, entonces, por la desigualdad de Schwartz,

ITzrls =" > (HD G

IeDi \JeB(I)uCc(I)

< SOoE Y )

1eDi \ JeB(I)uc(I) JeB(I)ue(I)
w\ 2 e 7€\2
= Z (f, HY) Z (07, 0%)
[eDi \ JeB(I)uC(l) Jec(I)
w\ 2 € 7€\2
_'_Z Z <f7HJ> Z <b17bJ>
1eDi \ JeB(I)UC(I) JEB(I)
<A+B

Para estimar A notamos que C([) tiene a lo sumo seis elementos. Por otro lado,
de (1.2.3)

07,8501 < [ b3 ()| (o) do

S5

& < Ce .1,
(w(Duw())z — 207

<C

a0
2

por lo tanto

A<Ce2T N N (f HY)?

1eDt JeB(I)UC(I)
(4.1.9) < CE27UID N (f HY) I €D JEAI} < CE270T | £l3.

JeDi

Estimamos ahora B. Debido a que para J € B(I) la funcion b5 es Lipschitz sobre
el soporte de b}, por lo tanto por la Afirmacion 1y 2 y aplicando otra vez (1.2.3)
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obtenemos, con 2} el centro de la m-ésima componente conexa del soporte de b9,

2

> (b5, b)) =

JeB JeB

< (; / (@)l e — dx)

JeB

Z/mzf ) (b5 () — b5 (")) dax

m=1

A
Q
[
N
—_
@
—_
m[\')
s
=

< (1)27(j—i) w(l
6 — [ ——

) 1 27(j_i)
<C =
<02 (3)

donde I es el intervalo concéntrico con I y una constante veces su longitud.
Asi para j > 1

(4.1.10) D5, b9) 7 < Cer2mmin
JeB(I)

por lo tanto

B<Ce2 -y NT (f HYY

IeDi JeB(IUC(I)
(4.1.11) < 0270113,

finalmente, de (4.1.9) y (4.1.11)

()

L <A+ B <O £

Por lo que, para j > i tomando s(j — i) = Ce2720~9 tenemos una sucesion que
cumple con las hipotesis del Lema de Cotlar.

Para i > j e I € D' no hay mas de dos intervalos J € D7 tales que S§ N .SG # 0,
con lo cual la suma interior en (4.1.8) tiene a lo sumo dos sumandos y entonces, con
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la notacién anterior, dado J € D’, obtenemos las tres clases A(J), B(J) y C(J),

,<CY > (L H (05, 09)?

IeD? \{JeDi/ SsnSs+#0}

<Oy (LHED D by

|1T.T5

JeDi IeC(J)UB(J)
<O THHENDY S @60 03 (LHED YD .69)
JeDi Iec(J) JeDI IeB(J)

Para el primer sumando, notemos que si I € C(.J), obtenemos de (1.2.3) como

antes
038501 < [ 150 i) o

<o _ o0t

w(J)zw(l)z

como el nimero de elementos de C(.J) esta acotado resulta

g

SOLHD DY 05,09 | <270 1.

JeDI IeC(J)

Para el segundo término observamos que si [ € B(J) e yJ* es el centro del

intervalo ST entonces, por la Afirmacion 1

(5.5’ (Z /b ) (b5 b?(y}”))du(y))
( Z Z/ y)ly — yzldu(y)>

l\)\w

it JL §'> < ce (%)3

Entonces

2 —(i—j —(i—j w 1
|, < Ce2 | fI5 + Ce27 0D N " HY)? w(]) > w(I)

JED; 1eB(J)
< e I fll; + Ce2T I £
De este modo obtenemos que ||T;T7|| < Ce2-209) parai > j.
Por lo tanto tenemos las hipotesis del Lema de Cotlar 1.1.1 para la sucesion {7}
con s(k) = Ce2- 2l E Z. Entonces por el Lema de Cotlar vemos que |7, < Cez,

0 <e<e = mln{ 2=, 377C} donde C es la constante en la ecuacion (1.2.2).
Ahora del Teorema de estabilidad de Favier-Zalik (Teorema 1.5.1), obtenemos que

|1T.T5
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2
{H°: I € D} es una base de Riesz para L?*(R,dr) con cotas (1 - OG%) y

2
(1 +V C€%> . Como h}Y“ = H" oW y para f € L*(wdz) obtenemos la identidad

Z <f hwe L2 wdzx) Z <f © W I{w6>L2 dzx)

1€D 1eD

inmediatamente vemos que {h};“: I € D} es una base de Riesz para L*(R, wdz)

2
con cotas (1 + C(—:%> . Esto prueba a).

La absoluta continuidad de cada h}" sigue de la regularidad de H; y la ab-
soluta continuidad de W. La parte b) en el enunciado del Teorema 4.1.6 se sigue
directamente de la forma que presentan las cotas Riesz de {h7“: I € D} obtenidas
anteriormente.

Para probar ¢). Con a; y by los extremos izquierdo y derecho de I tenemos que el
soporte de h}™ es el intervalo I. = [W~Y(W (a;) — ew(I)), W=HW (br) + ew(I))] =
[a$, bS] conteniendo a I. Notemos que W(a;) — W(a$) = ew(I) y W(b5) — W (b;) =

w(I), de la continuidad de W~ se sigue que a5 — a; y b5 — b; cuando € — 0. Una
estimacion maéas cuantitativa de esta aproximacion puede obtenerse usando otra vez
(1.2.2). En efecto, denotamos con I* al intervalo concéntrico con [ y tres veces su
longitud. Sea J el intervalo [a{, az], entonces de (1.2.2)

= <o () =e (59) <

o bS—b 1 _
De manera similar ﬂT‘I < Cer. Por lo tanto |‘I;|| =1+ a’ma’ + 0 II\ Ly (< |‘II|‘

1 < Cer donde C depende de la constante A, de w. Notar que la velocidad de
aproximacion mejora con p tendiendo a 1.

U
Finalmente probamos las afirmaciones (1) y (2).

PRUEBA DE LA AFIRMACION 1: Para x,y € o;, i« = 1,...,4. obtenemos que
H(z) = H/(y), entonces

b7 (z) — 03 (y)| = |H}U * @ew(l)(@ — Hp x SOew(I)(y)‘
HY (2 T —z —z
8 ew<(r>) (“” (ewm) o (fwm))‘

Como ¢ es suave, aplicando el teorema del valor medio resulta

'l
1b7(z) =05 (y)| < 25 lr — |HY'(2)| dz
ew(I)? {le—2l<ew(I)}0{ly—z|<ew(1)}
¢l
—y
ew(])3 = |

como pretendiamos. 0
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PRUEBA DE LA AFIRMACION 2: Es facil ver que [ b5 dx = 0. En efecto, pode-
mos observar de 4.1.3

, _ VI it
VI pwyae = [ xqar = Y | i

I/

_ VI I - |17 T
VI |17

Por otro lado, como [ ¢(z)dz = 1, también obtenemos que [ H;“dx = 0.

Notar que, luego de la normalizacion, fse,1 bydx = 0 debido a que
I

fis [X(O,oo) (x) — (X(o,oo) * go) (x)} dr = 0 para 0 > 0. Como un argumento similar
prueba que [osbjdz =0y [bf = 0 obtenemos también [ bjdz = 0.

I I

O






Capitulo 5

Bases de Riesz continuas para espacios L? con pesos de
variables separadas en R"

Hemos notado en las situaciones descritas hasta aqui que, en los casos de regu-
larizacion de sistemas de Haar, dos propiedades han sido cruciales:

(1) la relacién dimensional entre los intervalos diaddicos y sus fronteras y (2) la
anulacion de la integral de las perturbaciones sobre las componentes conexas de sus
soportes. Como veremos en la Parte B, la propiedad (1) puede obtenerse en contextos
més generales. En cambio la propiedad (2) es mas sutil y es en particular la que nos
induce la restriccion de que los pesos que consideramos en este capitulo sean de
variables separadas, esto es w(z) = w(xy,...,x,) = [[[; wi(z;) con w; € Ax(R)
para cadat=1,2,...,n.

Para simplificar diremos que un peso con esas caracteristicas es un peso en
AVE(R™). Es claro que AYS(R") € A (R"), pero también que la inclusion es es-
tricta, puesto que los pesos que son potencias de la distancia al origen en R™ no
tienen variables separadas.

Con estas condiciones en w el espacio L?(wdz) tiene una estructura particular
dado que su medida es de nuevo una medida producto. En efecto wdx = []}_, w;dz;.

Al menos dos construcciones de bases de Riesz suaves para L*(wdz) con w €
AYS(R™) y soportes compactos son posibles usando los resultados del Capitulo 4.
La primera, mas elemental aprovechando la estructura del peso, es la de producto
tensorial (caso multiparamétrico). La segunda (caso “uni” paramétrico), mas delica-
da, pretende recuperar a los cubos diddicos de R™ como los (casi) soportes de las
funciones basicas. Abordaremos ambas en dos secciones separadas.

5.1. Caso multiparamétrico

En la literatura clasica sobre wavelets, ver por ejemplo la Proposicion 5.1 en el ca-
pitulo 5 del libro de Wojtaszczyk [52], se obtiene una base ortonormal de L?(R™, dz)
como producto tensorial de wavelets unidimensionales con escalamientos multipa-
ramétricos. En esta seccion extenderemos los resultados en dos sentidos. Las bases
ortonormales pueden sustituirse por bases de Riesz y los espacios L? por espacios
con medidas no invariantes por traslaciones absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue.

El resultado principal de esta seccion es el siguiente.

TEOREMA 5.1.1. Sea w;, ¢ = 1,...,n, funciones medibles no negativas y local-
mente integrables y sea w(x) = [[[_, wi(x;) con x = (x1,...,x,). Sea A una familia
de indices y {z/zl(z), | € A} una base de Riesz en L*(R,w;dx;), con cotas A; y B;

65
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respectivamente. Dado X\ = (l1,...,1,) € A", sea

= H%Ul(z) (Iz)
i=1

Entonces la familia {1y, X\ € A"} es una base de Riesz sobre L*(R™, wdx). Ademds
las cotas Riesz se pueden obtener como producto de las cotas Riesz de las bases
factores, mas especificamente, si A =T[_, A; y B =[], B;, resulta

2 2 2
A HfHL?(R”,wdz) < Z <f7 1/})\> <B HfHLQ(R",wdx)'

AEA™

DEMOSTRACION. Veremos primero que {1} satisface las desigualdades que la
definen como marco, luego veremos que es exacto. En efecto, dada f € L?(R"), de la
definicion de 1y, y de la estructura del peso w se puede deducir la siguiente igualdad.

(fia) = /R%(:) {/R %(:_—11) (.../;bl(ll)f(xl,...,xn)wldxl...) wn_ldxn_l} wpdx,
= (ol (00, 1))),

donde cada producto escalar <¢l(k), g> debe entenderse en dimensién uno con res-

pecto a la variable z; y con el peso wg(x), mientras que las eventuales restantes
variables de ¢ se piensan fijas en esta operacion.

Por lo tanto, usando las hipotesis acerca del caracter Riesz de los sistemas wl(k),
obtenemos las siguientes estimaciones.

S =3 3 S (u . (w ))]

AEAR LWeZ ln 1€ZInEZ
n—1
< B, Z Z || <77Z)l(n 1)7"‘< ll ’ >> ||%2(R,wndxn)
llEA ln IEA
2
<B, /Z S [l (o )] e,
R ln—1€A
2
<BB [ [ 3 3 [ () s,
Rien _2€A

n
2
<TIB: 1172 e -
i=1

¥ Yonens (F00)° = (T2 A 1 172 iy Bsto prueba que {gr = X € A"} es
un frame. Para concluir que es una base de Riesz, segin [15] (Teorema 6.1.1) nos
resta ver que la familia {¢,, A € A"} es un marco exacto. Esto es, que si sacamos un
elemento de la sucesion entonces esta deja de ser un marco. Sea \> = (19, ..., 1) € A",
veamos que la familia {15, A € A"}\{¢x0} no es un marco.
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Como {wl(i), [ € A} es una base de Riesz sobre L*(R, w;dz;), entonces la familia

{@Zzl(i), [ € A, 1 # 19} no es un marco, por lo tanto cualquiera sea la sucesion numérica
{cx} tal que ¢ — 0 con k& — oo necesariamente existe fi € L*(R, w;dx;) tal que

SO < @ 1l gt

leA
119

Por lo tanto al definir fj,(x) := []\_, fi(z:), obtenemos que f € L*(R", wdx) y
ademas

PRIV H ]<f,i,w§f)>\2

AEA™ l1eX ln€A =1
A#AO 1A Al
n—1
. 2 2
. i, () n ()
=3 X T[] X ()
l1eX ln—1€EAN =1 Iln€A
n#9 1,90 In A1),

n—1
. 2
n n||2 i 7
< () I sty D >0 LT[ (A0

l1EA ln—1EA =1
WA 1

n
< Cn H Hfl:;Hi2(R,IUzd$1) = G ||fk||i2(anw‘i$) ’
=1

Con lo cual obtenemos que la desigualdad de la izquierda en la definicion de

marco no puede cumplirse para la familia {1y, A # A\°}, como querfamos.
]

COROLARIO 5.1.2. Dado € > 0, sean w;, con i = 1,...,n, pesos de Muckenhoupt
pertenecientes a las clases Ax(R). Sean {h7"*, I € D(R)}, el sistema de Riesz en
L*(R,w;dz;), dado en (4.1.5). Dado J = (Jy, ..., J,) € D(R)", sea

w;—‘ = H h’l;?E.
i=1

Entonces el sistema {4, J € D(R)"}, es una base de Riesz sobre L*(R™, wdx),
donde w = [[;_, w;. Cada ¢} es continua y tiene soporte compacto.

La demostracion del Corolario 5.1.2 consiste en aplicar los resultados del Teorema
4.1.6 y el Teorema 5.1.1.

Es importante observar que las constantes de la base de Riesz {@b}, J e D(R)"}
son tan cercanas a uno como se desee, y esto se desprende de que cada cota de Riesz
de las bases {hY"“, I € D(R)} lo son y que los soportes .J no necesariamente son
cubos diddicos en R™ pero si son productos de intervalos diddicos uno dimensionales.
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5.2. Caso uniparamétrico

El caracter uniparamétrico que pretende reflejar el titulo de la seccién es solo
por contraste de la Seccion 5.1. Nos referimos a que las bases de Riesz regulares
que construiremos en esta seccién tienen soportes en entornos pequenos de cubos
diadicos de R" y no de rectingulos o paralelepipedos con aristas diddicas en R!. De
los dos casos éste es el mas interesante y también el més dificil. Un teorema de R.
Zalik (ver |53|) da un criterio cuantitativo para obtener sistemas de Bessel en R"
como producto de sistemas de Bessel en R! con cotas explicitas para las constantes
de Bessel. Esto permite obtener regularizaciones de wavelets de Haar en L?(R",dx)
a partir de la construccion de regularizaciones de Haar unidimensionales.

El Lema 2.5 de [53], sin embargo no se aplica directamente al caso de espacios
L? no invariantes por traslaciones como es el de las medidas inducidas por pesos de
Ao que nos ocupa en esta seccion.

El resultado principal de esta seccion debe verse més como la construccion de un
sistema de Riesz, suave de funciones soportadas en los diddicos dilatados levemente,
que como un resultado de estabilidad ya que no estamos perturbando cualquier
sistema de Haar en L*(R", wdz).

Como antes w(z) =[], w;(z;) con cada w; € A (R). Dado un cubo @ diadico
de R™, denotaremos con 7;((Q)) al intervalo diddico de R con el mismo nivel que @
que se obtiene proyectando () sobre el eje x;. En otros términos, si () = k27 + 27Qo,
entonces 7;(Q) = (k;27, (k; + 1)27).

Comenzamos por construir un sistema de funciones de tipo Haar soportadas en
los cubos diddicos de R™ que resultard ser una base ortonormal en L*(R" wdxr).
Usamos la notacion del Capitulo 4, en particular, con h}" denotaremos la funcion
de Haar desbalanceada de la variable unidimensional z; dada por (4.1.1) con el peso
W;.

Consideremos las funciones caracteristicas de los intervalos diadicos normalizadas
en L*(R, w;dz;)

_XI
wi(1)2

y las n bases ortogonales, cada una correspondiente a L*(R, w;dz;), {h}, I € D(R)}
coni=1,...,n, dadas en 4.1.1.

Sea A = {0,1}"\{(0,0,...,0)}. Dado A = (A1,...,\,) € Ay Q =[], m(Q) €
D(R™) definimos la wavelet de Haar desbalanceada en L*(R", wdz) como

wi _
X1 =

n

(5.2.1) US’A(I) = H [(1 - )\i)X:f(Q)@i) + )\ih:ru;(Q)(xi)} = H bg?(l’i)a
i=1

i=1
w,A w; w;
donde 57 (2:) = (1 — X)) (@) + Nl o) (22).
PROPOSICION 5.2.2. El sistema {hg’)‘, Q € DR"™), X\ € A} es una base orto-
normal de L*(R"™ wdz).
DEMOSTRACION. Veamos primero que {hg’)‘} es ortonormal, en efecto, si Q y J

son dos cubos diadicos distintos, dados A y v en A es facil ver que <[jg”\, {)1}”> =0

w
debido al caracter de medida producto de wdx y al hecho de que la familia {h}"}
es ortogonal y que cada funcion A} tiene promedio nulo para todo i = 1,...,n. Por
otro lado si @ = J y A # 7, entonces existe ¢ tal que \; # ;, podemos suponer
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sin pérdida de generalidad que \; = 1 y 7; = 0, en consecuencia en el producto
<h8’k,bg’7> aparece el factor <h;":(Q),XfZ(Q)> = 0, por lo tanto otra vez por

el caracter de medida producto de wdz obtenemos que <[j“”’\, hg’7> = 0. Como

X7 2 (Rowidei) = = ||h} ||L2(Rwld$) = 1, es facil ver que HbQ ‘ ) =1.

Como el espacio Vg de las funciones en () que son constantes en cada @' € O(Q)
tiene dimension 2", y como las funciones simples sobre cubos diddicos son densas
en L? nos vasta demostrar que para @ fijo en D la familia {hg”\ . A€ A\0} que

junto con x¢/+/w(Q) forman una vase de V; es linealmente independiente. Pero ya
probamos que estas funciones son ortonormales.

O

Como vimos antes, dado € > 0, cada sistema {h}’} tiene una base de Riesz aso-
ciada, en L*(R,w;dz;), de funciones regulares {h}"“}, con cotas Riesz tan cercanas
a uno como se desee.

Recordemos que, en la construccion de cada funcion h7", intervino una funciéon
regular ¢°, y que cada elemento del sistema de Riesz se puede escribir como

= (Ao W) = ] oW,

donde W;(¢ fo w;(z;)dw;. Las funciones ' pueden tomarse todas iguales pero el
modo premso de regularizar no es relevante.
Aplicando el mismo proceso de regularizacion a las funciones 7, obtenemos

XpC = [(X?l °© Wfl) * SOiw(I } o W;.

Podemos ver, por la analogia de su construccion, que las funciones x; " son de clase
Lipschitz y ademas que la constante de la desigualdad lipschitz es la misma que la
de las funciones h7"‘. Reunimos ésta y otras propiedades en el siguiente lema.

w;,€

LEMA 5.2.3. Sea w un peso de Muckenhoupt en la clase Ax(R) entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones.

a) Fijado I € D(R), x,y € I resulta

w,€ w,e c v
|hy“(z) — hy*(y)| < 3 / w(z)dz| .
cw(l)2 |Jz
b) Para I € D(R), z,y € I.
w,e w,€ c Y
X7 (@) = X7 (W) < 3 / w(z)dz| .
ew(l)z |Jz

¢) Dado I = [a;,bs] € D, si denotamos con cr al centro del intervalo I, podemos
dividir el soporte de la funcion hy“ en cinco subconjuntos, a saber,

= Iy = W (War) — ew(D)), WH (W (ar) + ew(]))] = WS,
o I = W (War) + ew(l), W= (W(er) — ew(]))].

= = (W (W (er) — ew(I)), W™ (W (er) + ew(D))] = WH(S77).
= 1= [WH(Wer) + ew(D)), W™H (W (br) — ew(D))].

o = W (W (br) = ew(D), W (W (br) + ew(D))] = WH(S}).

“ tiene integral nula sobre cada componente

d) Dado I € D, la diferencia hf —hy"
coneza I;"" con k=1,...,5.
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e) Si I =[as,br] € D(R), al igual que las funciones requlares hy™, el soporte de
las funciones X7 es el intervalo
(W= (W(ar) — ew(I)), W™ (W(by) + ew(]))] .

f) Dado I € D, la diferencia XY —x7 ' tiene integral nula sobre cada componente
coneza I, con k =1,...,5, del soporte de x;*

DEMOSTRACION. Para la prueba del item a) aplicamos la misma técnica que en
la demostracion de la Afirmacion 1, utilizada en la prueba del Teorema 4.1.6, en
efecto, por la definicion de h7™ obtenemos la siguiente estimacion

\hy“(x) — hy*(y)| = [Hp o W(z) — Hp" o W (y)|
= |[H} * pewny] (W () — [HY * eewin)] (W(y))]

<[ (Cai )~ ()l

[=d|

< > |Wi(x) — W(y)| |HY' (2)| d=
ew(l)? (W (@) —2|<ew(I}O{W () —=|<ew(D)}
10/ || oo w(I) ™/ 22ew(I) o /y

La prueba del item b) es anéloga a la anterior puesto que s6lo hemos usado la norma
infinito de H; que es la misma que la de x7.

Para el item ¢) observemos que por la definicion de H;”“ sabemos que sop H; ™ =
(W(ar) — ew(I), W(br) + ew(I)]. Esto ultimo implica que

sop hy™* = (W™ (W(ar) — ew(1)), W™ (W(by) + ew(1))],

y el resultado sigue, notando que I, son intervalos que lo cubren.

Para probar el item d) notamos que por la Afirmacion 2, utilizada en la prueba
del Teorema 4.1.6, sabemos que la diferencia b5 = H}' — H;™ tiene integral nula
sobre cada componente conexa S;™ con m = 1,2, 3.

Si k es impar, aplicamos el cambio de variable z = W™1(z) y utilizamos el
resultado de la Afirmacion 2 par obtener

| ) = hp ey e = [ (7@ - By (a)da =0,
I;Cu,e S;,m

Si k es par, como HY = H}” sobre W(I;”), aplicando el mismo cambio de
variable z = W~!(z) obtenemos

[ e = @eds = [ HpG) - H@)ds o
e W (1)

El resultado del item e) se deduce de la definicion de x7™“.

Para la prueba del item f) notemos que la diferencia x¥ — x7* se anula en
los intervalos centrales de su soporte I,”, k = 2,3,4. Por otro lado para k = 1,2
aplicamos el cambio de variable z = W~1(y) y obtenemos

/Iw X7 (2) = X7 (2)] w(z)dz = /WUM) [(F oW ™) () = (XT o W) * ey ()] dy,

re-escalando la prueba se sigue como en 3.2.7.
O
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Dado @ € D(R"), Q =[], m(Q) y A € A, definimos las funciones regulares en
L*(R™, wdx) sustituyendo en (5.2.1) cada funcién por su correspondiente regulari-
zada en el sentido descrito,

(5.2.4) ho™(x) = H [ N)XT ey (@) + NG ( } H b (x;

=

donde bg?e( )=01-=\ )XIIUZ(Q)(ZE”J + Ai h}uz@)(%)

Notar que el soporte de cada funcion l‘)w’\6 es el producto cartesiano de los

soportes de la funciones hQ’.’ como el soporte de cada una de éstas es un € entorno

w,\, €

del intervalo diddico m;(Q) obtenemos que el soporte de b, esta incluido en un €

entorno de Q.

Estamos en condicién de enunciar el resultado principal de esta seccion.

TEOREMA 5.2.5. Dado € > 0 suficientemente pequeno, la familia de funcio-
nes {hw’\€} definida en (5.2.4) es una base de Riesz de funciones continuas en
L*(R™, wd:r;) con cotas tan cercanas a uno y con soportes tan ajustados a los cubos
diddicos como se quiera.

Para demostrar este resultado usaremos el Teorema de estabilidad de Favier
y Zalik 1.5.1. En otras palabras, veremos que la sucesion de diferencias {bg’)"6 =
hg’ - by M€ Q e D(R™), A € A} es una sucesion de Bessel con cota que tiende a
cero cuando € tiende a cero. Siendo {hg’A, Q € D(R™), X € A} la base ortonormal
de L*(R",wdz) definida en (5.2.1). Como en el caso unidimensional, para probar la
condicion de Bessel para esta sucesion usaremos el Lema de Cotlar 1.1.1.

Antes de comenzar la demostracién del Teorema 5.2.5 enunciaremos el lema
siguiente, cuya prueba serd dada al final de la seccion.

LEMA 5.2.6. a) Dado \ € A, fijo, podemos escribir
w,\€e _ w,\,€ w)\e
=3 (T ) (o) (T o).
k=1 =1 i=n—k+2

donde, para simplificar la notacion convenimos que [ [;— nal wa = H?:l fJES? =
1.
b) Existe ¢ > 0 tal que, dado Q € D(R™) y XA € A fijos, el soporte de la funcion

by M tiene medida mas chica que cew(Q) en (R™, wdz). Esto es

w(sop bg’)“) = / N wdz < cew(Q).
sopbw €

c) Dado Q € D y A\ € A fijos, existen constantes positivas m(A\,n, e, w) ~
1/e"1 y ¢ independiente de Q y X tal que, el soporte de la funcidn bg”\’G
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puede escribirse como la union de rectangulos n-dimensionales R,,, con m =
1, ....,m(\n, e, w) tales que se cumplen las siguientes desiqualdades
) ) ) ) Y

/ bg”\’g(x)w(x)dx =0, para todo m =1, ..., m(\, n, €, w),
Yi
/ wi(t)dt‘ < cew;(m;(Q)) para z,y € Ry, para todo m = 1,....m(\, n,e,w), y
w(Ry,) = / wdzr < ce"w(Q) para todo m =1, ....m(\, n, €, w).

m

d) Dados x,y € R", Q € D y X\ € A entonces se cumple la siguiente desigualdad

de tipo Lipschitz
Yk
/ wk(t)dt’ .
Ty

c 1
hw A E bw A, e( ) ‘
‘ cw(Q)2 ; wi(m(Q))
Admitiendo la validez del lema anterior, continuamos ahora con la demostracion
del resultado principal de esta seccion.

PRUEBA DEL TEOREMA 5.2.5. Como el cardinal de A es 2" — 1, podemos fijar
A € A y acotar sobre L?(R", wdx) el operador

Bfi= Y (L0508

QED(R™)

_ Z Z < bg,/\,e> bg,)\
1€EZ QEDI(R™)
— Z T.f.

iE€EZ

Aplicaremos el Lema de Cotlar 1.1.1 a la sucesion de operadores {T;} para ver
que el operador T) est& acotado sobre L?(R", wdz) con norma tan pequeia como se
desee.

Nuevamente tenemos que T7"f = > pi(rn <f, hz’?’)‘> bg’)"e. Por lo tanto, la or-

togonalidad del sistema {f)g”\} implica que

T f = Z Z <f,bj}"’A’e>< ,bw’\>bw)‘€:0 parai # j.

QEDi(R") JeDI (RM)

Por otro lado, si i = j, tomando f € L*(R",wdz) tal que || f|| 2 (gn yawy = 1; la
ortogonalidad del sistema {f) } junto con el resultado del Lema 5.2.6 y el hecho

’bg’“ < cw(Q)—% nos permite escribir

de que
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2
« 2 w, A€
17 Tif“fﬂ(Rn,wdx) = ||Tif||L2(Rn,wdx) = E ‘<f7 bQ >

QED'(R™)
2
2 A,
< Z ||f||L2(SOpbg’>\’E,wda‘)/ o by | wdx
QeDi(R") s0pr’ ’
2
S ce Z ||f||L2(sopbg,)\,e7wdx)

QeD*(R")
< ce |l fll parn wazy = CE
Para el analisis de la composicion T;T; vemos que, por la ortonormalidad del
sistema {bg”\}, resulta

2

||ET;in2(R",wd$) - Z Z <f’ 1;7)\> <b1f])7}\7€’ bg7/\76>
QEDi(R™) \ JeDI(R")

Si suponemos primero que ¢ > j, tomando € lo suficientemente pequeno, podemos
lograr que los soportes de las diferencias bf}”)"6 tengan solapamiento acotado por una
constante que depende solo de la dimension n y del peso w . Por lo tanto, teniendo
en cuenta que, dado Q € D'(R"), existe a lo sumo un tinico J € D’/(R") tal que
@ C J, entonces la cantidad de funciones bf’,]”\’g, tales que sus soportes intersecan el
soporte de bg’)"e, esta acotado por la cota del solapamiento de los soportes. De este
modo resulta

* 2 w,A\ 2 W€ WA E 2
|7 1 iy S € D S [ [yt es)
QeDi(R™) JeDi(R™)
sopbg’k’eﬂsopsz)\’e?ﬁ@

Por otro lado, aplicando el resultado del Lema 5.2.6 y la desigualdad (1.2.3)

obtenemos
W€ 1WA E
(o5e,5™)

(5.2.7 < ce (%) <ee(19)

1
5.2.8 < —
(5:2.8) <eef3)
por lo tanto, para 7« > j obtenemos
9 9 1 (i—g)ny A 2
I i < (3) X 5 [(re5)

QED(R™) JeDI (R")
sop bg’)\’eﬂsop b}U’A’S;é(Z)

9 1 (i_j)n7 9
< ce B HfHL2(Rn,wd:r) ‘
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Para el caso en que i < j, dado @ € D'(R"™), partimos el conjunto {J €
DI (R™)/ sop b N sop bg’A’e # ()} en dos subconjuntos.

Sea B(Q) := {J € DI(R™)/ sop b’ Nsop bg’A’E #0y bg”\’GXJ es continua y no
idénticamente nula}.

Sea C(Q) := {J € DI(R")/ sop b N sop bg’)"e # 0\B(Q).

Obtenemos asi

|71

A DEN D SRR (A A K (Ve

QeDi(R™) \C(QUB(Q)

YRS W o (250 I o

QED(R™) C(Q)UB(Q) C(QUB(Q)

Notar que C(Q) consiste en los cubos J € D/(R™) en donde bg’A’E es discontinua.
La expresion del Lema 5.2.6 nos permite ver que si bg”\’e es discontinua en x =
(21, ..., ), entonces debe existir x; tal que la diferencia b}i’(AQ) — }”(’2;) es discontinua
en x;, pero este hecho ocurre sélo cuando z; es uno de los extremos o el centro del
intervalo 7;(Q). Esto implica que x € Uy 0Q".

Por lo tanto C(Q) consiste en los cubos J € D/(R") tales que intersecan a
Ugico 9Q'. Como Q) tiene dimension n — 1y los cubos J € C(Q) tienen didmetros

comparables a (1/2)7, entonces el cardinal de C(Q) es comparable con el cociente de
los diametros, elevado a la potencia n — 1, mas especificamente

1C(Q) ~ (%)”‘1 . (%)(i—j)(n—l).

En consecuencia, si llamamos Q* al cubo concéntrico con () pero cuyo didmetro
es el doble del de @), tomamos ¢ lo suficientemente pequeno como para asegurar que
J C Q* para todo J € C(Q), por 5.2.7 obtenemos

> [y ne) “< wc(e@ S w()

JeC(@)
v (UJGC(Q) J ) < o ‘UJGC(Q) J ‘
w(Q) - Q]

g (hC(Q) (%)())

< ce2 (1/2>(j—i)’y :

(5.2.10) = cé?

donde v es el exponente de la desigualdad 1.2.3 para w.

Por otro lado, debido a que los cubos de C(Q) son los que intersecan a las fronteras
de los hijos " de @, entonces los cubos J € B(Q) estan ubicados en sectores del
soporte de bg)"e en donde se cumple que f)g’A(aj) = hg’/\(y), para todo x,y € J. Esto
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implica que, si aplicamos el Lema 5.2.6, y suponemos que ™ € R, obtenemos

(1520052 = | [ P57 00 )t
sopb ;"
m(\)
- Z/ by (@) (05 (2) — b (")) wa
m(\)
_ Z/ bwke bg)\e( )_thu,)\,E(xm)> wdz
m(\)

IA

Z/ (bw“ Hh“’“ — M m)’ wdi

<- o @) - 0| wde

m(\) zm
< w(t)dt| wdzx
<o Z/RW;W,C | [ v

IA
=4
=
3|8
@

-
:a\
gg
SELE
S

g

ISH

8

| N

Yk
Z / (|7Tk > wdx
Rm 121 | (@

c (=) ming (y) ™)
1 1 (—) Z/ wdx
w(J)2w(@)z \2 = J R,

m=1

c 1 (j—1) ming () \
< (—) w(sopb2™)
W) u(@F \2

c 1 (3—4) ming (vi) J
< - - |z
< ot () )

< eeppo-mined () g

Por lo tanto, si @Q* es el cubo concéntrico con () y cuyas aristas miden el doble
que las de @), para € suficientemente pequeno podemos decir que J C Q* para todo
J € B(Q). Obtenemos

> ()

w\»-‘

IN

< c2(1/2)20- mekm)% 3 w()

JEB(Q) W sem@
1
< ce?(1/2)707mimbn) N ()

(5.2.11) < ce?(1/2)20—0) mink (k)
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Si juntamos los resultados en (5.2.10) y (5.2.11) con la expresion obtenida en la
desigualdad (5.2.9) obtenemos

* 2 % ) min 2
||T‘ZT’] f }LQ(R",wdz) < < (1/2) b= + ce (1/2) b= k) ) ||fHL2(]R",wdx)

< 662 (1/2)(3_1)7 HfHLQ(R”,wdx) :

En definitiva, hemos probado que la sucesion de operadores {T};} cumple la pro-

piedad de casi ortogonalidad, y que una posible sucesién que controla la norma de
B J\

las composiciones T;T; y T;T; es s(i — j) = ce(1/2) 2 . Lo cual, por el Lema de

Cotlar, garantiza que el operador Ty esta acotado en L*(R™, wdz) con norma cer.
Como la prueba no depende de A € A, podemos deducir del Teorema de estabilidad
de Favier y Zalik 1.5.1, que la sucesion {h,™ M Qe D, Ae A} es una base de Riesz
en L*(R™, wdx) con cotas Riesz tan cercanas a uno como se desee. Esto culmina la
prueba del Teorema 5.2.5. 0

A continuacién probamos el Lema 5.2.6.

PRUEBA DEL LEMA 5.2.6. Para probar el item a) y simplificar la notacion lla-

mamos f; = f)Ql, f=1l fi 9= [Jw“ v g = [1;-, g;- Por lo tanto bg”\’e =f—g.
Procedemos por inducciéon. Para n = 2 obtenemos

fifo— 9192 = [i(fa — g2) + (f1 — 91)92

por el caso n = 2 y suponiendo que la igualdad es verdadera para n resulta
n+1 n+1 n n
115119 = (H fi | Josr — (H gi) In+1
i=1 i=1 i=1 i=1
= (H fi| (for1 = Gnia) + (H Ji— H%) Gn+1
i i=1 i=1
= (H fi| (for1 = Gna)+

n

(H f1> (fnkarl - gn7k+1) ( H 91) 9n+1
k=1 \i=1 i=n—k-+2
= (H fl> (fn+1 - gn+1)+

Z (H fz) (fn—k:—l—l - gn_k+1) ( H gi)

k=1 \i=1 i=n—k+2

n+l /n+l1-k ntl
- Z < H fi) (frat1—k41 — Gnti—k+1) ( H gi> )
k=1 \ i=1

i=n-+1—k+2

Para el Item b) utilizamos el resultado del item a) el cual nos permite deducir
propiedades de by M a partir de las propiedades de las diferencias hQ — hw)‘e.
En efecto, del Lema 5.2.3 sabemos que el soporte de cada funciéon bQ’ “ puede ser
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dividido en cinco intervalos 7;(Q)." con k = 1,...,5,. Esto permite encontrar el

soporte de las diferencias bg’)"e, puesto que dependiendo de la coordenada )\;, la
bw)\e

w; ,€

diferencia f)g’Z es la diferencia h" ) — h ') (Para A = 1) 0 X" ) — X1 (o)
(para \; = 0).

En el primer caso [’Jg es cero sobre los intervalos m; (@), con k = 2,4,
mientras que en el segundo, es cero para k = 2, 3,4, podemos ver esta situacion en

la siguiente figura.

hw)\e

Por la expresion del item a) observamos que bg’ “ sera distinta de cero sobre

. . . . . , A
rectangulos n-dimensionales tales que, al menos una de las diferencias f)g bw “

sea distinta de cero. Esto ocurre cuando el rectangulo en cuestion es el producto de

intervalos donde, al menos uno de ellos, es un intervalo m;(Q), " en el que f)g by e

no se anula. Por lo tanto podemos dividir el soporte de bw”\’6 en, a lo sumo, una

cantidad N de rectangulos de la forma [];_, 7rl-(Q)w(“)6 tales que existe ¢ que verifica
Wi,

que hg: es distinta de cero sobre m;(Q) ()E Ademés la constante N solo

depende de la dimension n. En la siguiente figura se ilustra esta situaciéon para
n=2yA=(1,1).

hw)\e

e Ly nY Lyt LS
Debemos observar que las diferencias hg bw’\€ son distintas de cero, s6lo sobre
intervalos que, en (R, w;dx;), miden 26wi(7rZ(Q)) Esto implica que cada uno de los
. . . s wW,\, €
rectangulos n-dimensionales que cubren el soporte de la funcion by ™" es el producto
de intervalos donde al menos uno de ellos tiene longitud 2ew;(m;(Q))) por consiguiente
wW,\, €
w(sop by ™) < cew(Q).
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., . . . A A, ..
Observemos también que si todas las diferencias b7 —he;" son distintas de cero

sobre los intervalos m;(Q),/), entonces el rectingulo n-dimensional J[, WZ(Q)Z’(Z;

es tal que cada intervalo Wi(Q)Z;(i) mide 2ew;(m;(Q)) por lo tanto es un cubo n
dimensional de medida 2"€"w(Q)), més importante atin es que si z e y pertenecen

a este cubo entonces entonces cada componente x;, y; cumple que ‘fwyl wi(t)dt‘ <
CE@UZ(TQ(Q))

Si no estamos en el caso anterior en el que la longitud de todos los intervalos
Ti(Q) es 2ew;(m;(Q)), entonces dividimos aquellos intervalos m;(Q),"“ que ten-
gan longitud comparable con w;(m;(Q)) en sub-intervalos de longitud comparable a
ew;(m;(Q)). Por ejemplo, si 7,(Q),," no tiene longitud 2ew, (m,(Q)) entonces es uno
de los intervalos donde hgi — hg;\le es cero, por lo tanto dividimos este intervalo
en sub-intervalos JI', con s = 1, ...,7(\, €, w,,) de longitud comparable a ew, (7,(Q))
por lo que r(\ €, w,) ~ 1/e y como bgi — bgi‘f es cero sobre todo WH(Q)Z(’;)G, en
particular lo es sobre cada J', lo cual implica que

/ by M wdz = 0,
T mi(Q)dy

ademas wn(Q)Z’(ﬁl’; = UZ(:’\{G’”") Jm

Luego cada conjunto [[i_, (@), puede escribirse de la siguiente manera

en particular si 7;(Q);"“ es uno de los intervalos que tiene longitud 2ew;(m;(Q))
entonces (X, €, w;) = 1y J!, = m(Q).", de esta manera R, es el producto carte-
siano de intervalos cuyo i-ésimo factor tiene longitud comparable a ew;(m;(Q)) y por

consiguiente w(R,,) ~ ¢"w(Q), ademés

/ bg’/\’ewdx =0,

y debido a la longitud de los intervalos factores de R,, se tiene que si z,y € R,,

entonces
Zq
Yi

Por lo tanto el soporte de bg’/\’e puede escribirse como la uniéon de conjuntos R,,,
m = 1,...,m(\, e,w), por dltimo como en los productos [[;_, 7;(Q), " siempre hay
al menos un intervalo tal que r(\, e, w;) = 1 entonces m(\,n, e, w) ~ 1/e"~L,

En la siguiente figura se representa esta situacion para el caso en que n = 2y
A=(1,1).

< cew; (mi(Q)).
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Finalmente para el item d) sumamos y restamos oportunamente los productos
cruzados hgze(:ck) | bw’\e(yz) con k =1,...,n — 1, del mismo modo como se
procedi6 en la prueba del item a), y obtenemos

‘bw)\e w)\e ‘_
n n—=k
w)\e w)\e
Z h Qn k+1($n k+1) hQn k+1 yn k+1 H b
k=1 i=1 i=n—k+2

< cw;(m(Q))"2 y el Lema 5.2.3 obtenemos

usando el hecho de que ‘hw e

w, A€ 'w)\e 1 c Yn

P 7 d

by (x) — ‘ < sz mi(Q 6?%(%(@))3 /xn wy (1) t‘

T 1 Yn—k+1

' ; :lel wl z 2 €EWn—k+1 (Wn—k-l-l(Q)) /g:nk+1 wn—k+1(t)dt

C 1 n .

e m@) / wi{)de illez-m(@))
c - 1

Yk
/ wk(t)dt‘ .
Tk

D=

ew(Q)2 = wi(m(Q))
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Capitulo 6

Espacios de tipo homogéneo

En este capitulo presentamos algunas definiciones y resultados de Analisis Ar-
monico sobre espacios de tipo homogéneo y en el contexto de espacios de funciones
definidas sobre estos. Mucha de la teoria clasica de Analisis Armonico contienen
resultados que podrian clasificarse de orden cero o de orden fraccionario segtin los
maximos grados de regularidad involucrados en los teoremas. La mayor parte de ellos
puede extenderse a espacios casi métricos con medida duplicantes. Los fractales au-
tosimilares, las variedades Rimanianas y muchisimas otras estructuras presentan una
estructura austera como ésta. El tridngulo de Sierpinsky es una imagen clara de un
espacio no euclideo que tiene excelentes propiedades en la relacion métrica y medida
cuando esta tltima es la de Hausdorff del orden correcto. La consideracion de casi
métricas estd asociada a la necesidad de contemplar estructuras bastantes heterogé-
neas que al normalizarse producen auténticas casi métricas que no son distancias.

6.1. Espacios de tipo homogéneo
Comenzmos definiendo la nociéon de casi métrica en un conjunto.

DEFINICION 6.1.1. Una casi-métrica sobre un conjunto X es una funcion p :
X x X —[0,00) tal que
w p(x,y) =0 siy sélo six=vy;
v p(z,y) = p(y,x) para dodo x,y € X;
v existe K > 1 tal que p(z,y) < K (p(x, 2) + p(z,y)) para todo z,y,z € X.

Cuando la constante K en la definicion anterior es igual a uno entonces la funcion
p es una métrica y la denotamos con d en lugar de p. Un espacio casi-métrico (X, p)
es un conjunto X dotado de una casi-métrica p.

Invitamos al lector interesado en fisgar mas sobre espacios métricos a la lectura
[17], [12], ver también [41].

La interaccion adecuada entre una casi-métrica p y una medida de Borel u, sobre
un mismo conjunto X, son la base de la estructura necesaria en un espacio que hace
de éste un lugar idoneo para el anélisis armonico.

DEFINICION 6.1.2. Un espacio de tipo homogeneo (X, p, i) a un espacio casi-
métrico con una medida p, doblante respecto de la casi-métrica p, esto es, existe
A > 0 tal que para todo v > 0 se verifica

p(By(z,2r)) < Apu(B,(x,r)) para todo v € X

Donde B,(z,7) :={y € X/ p(x,y) < r} es la bola de centro x y radio r.

Se sabe que las p-bolas no son generalmente conjuntos abiertos. Sin embargo en
[41], R. Macias y C. Segovia probaron que si p es una casi-métrica sobre X, entonces
existe una métrica d y un nimero k > 1 tal que p es equivalente a d*, y las d"-bolas

83
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son conjuntos abiertos. Debido a esto podemos, en algunos problemas, considerar
que (X, d, ) es un espacio de tipo homogéneo donde d es una métrica sobre X.

Para poder aplicar el teorema de diferenciacion de Lebesgue supondremos que
las funciones continuas son densas en L'(X, p).

DEFINICION 6.1.3. Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo. Diremos que X
es a-Ahlfors si existen ci y co constantes positivas tales que

or® < p(B(z,r)) < cor

para cualquier 0 < r < diamX, y todo x € X.

6.2. Familias diadicas

Una construcciéon de familias del tipo diadica en espacios casi-métricos, con con-
trol métrico de la medida de los conjuntos diadicos, fue dada por Christ en [14]. En
un espacio de tipo homogéneo siempre existen familias diddicas que tienen propieda-
des analogas a los cubos diddicos en R™. Precisamente presentamos a continuacion
la construccion dada por Christ en [14]. Dado (X, p, ;1) un espacio de tipo homo-
géneo con una casi-métrica p y una medida duplicante p, para § € (0, 1), diremos
que una familia 2/ = {a], k € I C Z} C X, j € Z, es una familia ¢’-dispersa
en X, si p(x},2l) > &7, siempre que m # k. Por otro lado si Z7 es una familia
§’-dispersa maximal diremos que Z7 es una ¢’-red en X. Notar que el hecho de que
77 sea una familia 6/-dispersa maximal implica que, si € X, existe al menos un
elemento 27, € Z7 tal que p(z,r]) < &/. Por supuesto las d’-redes no son tinicas en
X. Sea {Z7, j € Z} una sucesion de familias que son §’-redes en X. El proceso de
construccion de cubos diddicos dado por Christ asocia a cada cubo un “centro” que
es precisamente un elemento de las ¢/-redes con las que estamos trabajando. Para
entender mejor el proceso de seleccion de los “centros” es preciso definir un orden
parcial en la familia de pares A := {(j,k), j € Z, k € I’}. Si K es la constante
de la desigualdad triangular de la casi-métrica p, entonces definimos el orden par-
cial <, “descendiente de”, sobre A como sigue: dado (j — 1,k) € A diremos que
el par (j,m) desciende de (5 — 1,k), (j,m) < (j — 1,k), si p(zd,, 2] ") < S0,
Como Z/~! es una 6/~'-red, dado (j,m) € A siempre existen elementos z] € Z/~!
tal que p(zl,, 21 ") < ¢/~ pero podria no existir ningin elemento z, ' € Z7~!
tal que p(v,, 21 ') < 550771, si este es el caso elegimos arbitrariamente un tnico
“ansestro” del par (j,m) de entre los pares (j — 1,k) tal que p(zf ,xl') < 671,
Finalmente la relacion < es un orden parcial sobre A si ademas le pedimos refle-
xividad, (7,k) =< (j, k), y transitividad, si (j,k) < (I,m) y (I,m) < (n,p) entonces
(7, k) = (n,p). Cada conjunto diddico de Christ QZ; se define a partir de los elemen-
tos de A descendientes del par (7, k), mas precisamente, dado a; € (0, 1) definimos
el cubo diddico de la resolucién j € Z y la posiciéon k € I como sigue,

Qi = U B(xﬁn, a1(5l).
(L.m)=(5.k)
Denotaremos con D’ a los cubos diddicos pertenecientes a la resoluciéon j y
D := ez D’ es una familia diddica en X.
Si los parametros 0 y a; se eligen adecuadamente entonces se puede probar el
siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra en [37] (Teorema 3.6).
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TEOREMA 6.2.1. Para la familia diddica D, existen constantes § € (0,1), a; €
(0,1), n >0, ay < 00, C < oo y N € N dependiendo de la constante geométrica K
y de la constante de duplicacion A tal que los siguientes enunciados se cumplen,

(a) cada Q) € D es abierto,

b) cada QL. € D contiene a la bola B(x),a167),
¢) para cada QL € D se cumple que diam(Q),) < ayd?,
d) para cada Qi €D, yl < j existe un unico m € I tal que Qi cQ,
e) sij>1, kel yme I entonces sucede uno de las siquientes afirmaciones,
0 QL CQh oQiNQL, =1,
(f) para cada @), € D se cumple

HQIF e DT QIYt C Q) <N,

(
(
(
(

(9) para cada j € Z

p (X\ U @i) =0,

keli
(h) para cada QL € D

p({zeQl: pl.Q)) <t9}) < Cru(@)).
para todo t > 0, donde Q_fc es la clausura de ch

La familia diddica construida por Chrits no es unica, es suficiente cambiar el
valor de § para obtener una familia distinta que cumpla las mismas propiedades,
més aun, cualquier familia de conjuntos que cumpla las propiedades establecidas en
el teorema anterior permite construir, sobre L?(X), un an4lisis de multiresolucion, es
por ello que es necesario definir el tipo de familias diddicas con las que trabajaremos.

DEFINICION 6.2.2. Decimos que D = UJEZDj es una familia diddica sobre X
con pardmetro § € (0,1), abreviadamente que D pertenece a D(0), si cada D’ es una
familia de conjuntos abiertos QQ de X, tal que

(d,1) Para cualquier j € Z los cubos en D’ son disjuntos de a pares.

(d,2) Para cualquier j € 7 la familia D’ cubre casi todo X en el sentido que

(X UQE’D] Q) = 0.

(d,3) Si Qe D’ yi<j, entonces existe un tinico Q €D tal que Q C Q.

(d4) SiQeDi yQeD coni<j, entonces QCQ 0o QNQ = 0.

(d,5) Ezisten dos constantes a; y ay tales que para cada Q € D7 existe un punto

x € Q para el cual B(z,a,67) C Q C B(z,ayd”).

Las propiedades principales de la familia diadica D definida antes estan dadas
en el siguiente resultado (ver |6]).

PROPOSICION 6.2.3. Sea D una familia diddica en la clase D(0). Entonces

(d,6) Eziste un entero positivo N, dependiendo sdlo de la constante de duplicacion,
tal que para cualquier j € Z y todo Q € D’ la desigualdad 1 < #(O(Q)) < N
se cumple. Donde O(Q) = {Q' € D' . Q' C Q}.

(d,7) X estd acotado si y sdlo si existe un cubo diddico @ en D tal que X = Q.

(d,8) Las familias D! = {Q € D’ : #({Q' € DI*' : Q' C Q}) > 1}, j € Z son
disjuntas de a pares.
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6.3. Funciones maximales

En esta seccion presentamos la definiciones de los operadores maximales con los
que trabajaremos en esta parte de la monografia.

DEFINICION 6.3.1. Dada f € L},.(X) el loperador Mazimal de Hardy-Littlewood

Se deﬁne como
M f(x) := sup f du
( ) i>0 /B(x,r) /B | (y)| (y)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B centradas en x y radio r > 0.

DEFINICION 6.3.2. El operador mazimal diddico de Hardy-Littelwood asociado a
D esta definido, para una funcion localmente integmble f, por

dy —
M@ f(x) =S /Ifl 4,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos diadicos () € D conteniendo a
x, y cero fuera de la unién de los diddicos.

Dado @Q € Dy f localmente integrable, denotamos al promedio sobre el cubo @)

de f como
— dp.
CIRLL

DEFINICION 6.3.3. Dada f localmente integrable definimos el Operador Mazimal
Sharp Diddico de Hardy-Littlewood asociado a la familia diddica D como

M5 W) = sup —— |f —mqf|du(y)
D3Q3x M

Donde el supremo se toma sobre todos los cubos diddicos en D que contienen a x.

6.4. Pesos de Muckenhoupt sobre (X, d, ;)

En esta seccion damos las definiciones general y diadica de pesos de Muckenhoupt
en el contexto de espacios métricos con medida. La caracteristica fundamental de los
pesos de Muckenhoupt es que la condicién A, es necesaria y suficiente para el tipo
debil (1,1) y fuerte (p,p), 1 < p < oo, del operador maximal de Hardy-Litlewood.

DEFINICION 6.4.1. a) Sea 1 < p < 00, una funcion w no negativa y localmente
integrable sobre X pertenece a la clase A, si y sdlo si existe una constante finita y
positiva C' tal que para toda bola B se cumple la siguiente desigualdad

(ot f ) Gy ) =€

b) El peso w estd en la clase Ay si existe C' finita y positiva tal que
),
——— [ wdp < Clinf.ess w,
1(B) Q B

para toda bola B.
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Para referirnos a un peso w de Muckenhoupt diremos que w pertenece a la clase

Ay = Up21 A,.
A continuacion damos las definiciones de las cases diddicas de Muckenhoupt en
el contexto de espacios de tipo homogéneo.

DEFINICION 6.4.2. Sea D(X) € ©(0) una familia de cubos diddicos en X .

» Asociado a D definimos la clase de pesos diddicos Agy para
1 < p < oo como las funciones medibles v loc. int., no negativas tales que

(/@ ”d“> </Q ”_’*dﬂt)p_l <Ou@P. VQeD

= v e AV s 3C tal que

(6.4.3) @ /Q vdp < C inféess vVQ €D

o Al =, A

p=>1-"p

En [5] se prob6 que A, = A,_. ademas también se obtiene la caracterizacion

é
veAY 30, 5 ) ZES; gc(%) ¥Q € D, Q C E medible,

A continuacién enunciamos un resultado referente a la acotacién del operador
maximal diddico M. La prueba se encuentra desarrollada en ([6], Teorema 4.1),
ver también ([47], Proposicion 3.4).

TEOREMA 6.4.4. Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo. Entonces
i) Siwe AW, 1 <p < oo, la desigualdad débil (p, p)

w(fr € X : M5(@) > ) < S I

p?w )
se cumple para alguna constante positiva C, para cualquier X > 0 y cualquier

funcion localmente integrable f.

i) Siwe Agy, 1 < p < o0, existe una constante C' tal que la desiqualdad

s, < CIf

p7w -

p,w
se cumple para cualquier funcion localmente integrable f.

i) Siw € Agy, 1 < p < o0, existe una constante C' dependiente de p, de la
constante AY de w y de las constante geométricas del espacio tales que la
desigualdad

[ ey i < 0 fuCo s 117 + [ e i

X

se cumple para cualquier f tal que MY f € LP(w).
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6.5. Integrales Singulares

La teoria clasica de integrales singulares de Calder6n-Zygmund tiene como mo-
delo clésico a la transformada de Hilbert en R™ cuyo ntcleo es la distribucion V.pi
y cuya transformada de Fourier es la funcion —isigno(¢). En dimension n > 1, las
transformadas de Riesz R; (i = 1,...,n) son operadores de convolucién con nucleos
dados por K;(z) = V.p.laij+1 cuyas transformadas de Fourier son Kj(f) = % Mas
generalmente los ntcleos clasicos de Calderén-Zygmund tienen la forma K (x) = ?x(ffl),
donde €2 es homogénea de grado cero, suave fuera del origen y tiene promedio nulo.
Una formulacion mas general para la teoria de integrales singulares introducida por

Coifman y Meyer en [16] se presenta a continuacion.

DEFINICION 6.5.1. Si A = {(x,z), € R"} decimos que K : R" x R — C es
un nicleo estdndar si existen v > 0 y C > 0 tales que

C
6.5.2 K(x, < —,
(65.2) Kl <
v
y—z"
(6.5.3) |K(x,y) — K(z,2)|] < C’—’:i —y]n|+7 si |lx—yl>2y— 2|,
v
T —w ,
(6.5.4) K (z,y) — K(w,y)| < Ow si |z —y[>2]z—wl.

DEFINICION 6.5.5. Sea K(z,y) un nicleo estindar, y sea T' un operador acotado

en Lz(R"), que tiene la siguiente representacion integral para toda f con soporte
compacto

Tf(x)= | K(x,y)f(y)dy, z ¢ sopf.
Rn
El operador T asi definido se denomina operador de Calderon-Zygmund.

TEOREMA 6.5.6. St T es un operador de Calderon-Zygmund, entonces T es de
tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p), para 1 < p < oo. Esto es

Hx e R"/ [T f(x)] > A} < C/X|flly,
ITfll, <Clfll,, 1 <p<oo.

Este resultado se puede ver por ejemplo en el libro de Duandikoetxea (|25|, pag.
99).

Una de las herramientas mas importantes en la teoria de integrales singulares es
la descomposicion de Calderén-Zygmund.

TEOREMA 6.5.7 (Descomposicion de Calderén-Zygmund). Dada f no negativa
e integrable y A positivo, entonces existe F C D, la familia de cubos diddicos, tal
que

Si I # J y ambos estin en F entonces I NJ = (),
|—}|f1f>)\pamtodole]:,

)

)

CZ3) ﬁf;f < A para todo I en D tal que existe J € F con I C J,

) ﬁflf < X para todo I € D tal que I N (UJGIJ) =0,
) {Mdf('r) > >\} = UJe]—‘J:: O)\,
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CZ6) la funcion f se puede escribir como f = g+0b, donde b= br y cada by

se define como by = <f— |71|f1f> X1,
CZ7) |g(z)] < e,
CZ8) [, br =0,
Cz9) [|bll, < 2111,

Una prueba de este teorema puede hallarse por ejemplo en |25] (pag. 34) y una
version mas general para espacios de tipo homogéneo esta desarrollada en [2].

Presentamos a continuaciéon otra herramienta central del andlisis armoénico: el
Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz, el cual es muy utilizado en la teoria de
integrales singulares, por ejemplo en la prueba del Teorema 6.5.6.

Si (X, p) y (Y,v) son dos espacios de medida y T" es un operador de LP(X,du)
en el espacio de las funciones medibles de Y en C, diremos que T es del tipo débil
(p,q), ¢ < o0, si existe C' > 0 tal que

C q
e vy i) < (FEe)

TEOREMA 6.5.8. [Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz|

Sean (X, p) e (Y,v) dos espacios de medida, 1 < py < p; < 00, y sea T un
operador sublineal de L (X, u) 4+ LP* (X, 1) a las funciones medibles definidas sobre
Y, tal que es débil (po,po) y (p1,p1). Entonces T es fuerte (p,p) para po < p < pi.

Mas especificamente, si Ay y Ay son las constantes de las desigualdades débiles
(po,po) y (p1,p1) de T respectivamente, y dado 0 < 0 < 1 sea 1/p :=0/p; + (1 —
0)/po, entonces

1Tl oy < 207 [1/ (0 = o) + 1/ (o1 = D) As AT | Fll 1o -

Una prueba de este teorema se puede hallar por ejemplo en [25] (Teorema 2.4,
pag. 29).

La definicion de nicleo de Calderon-Zygmund provee una suerte de estimacion
superior de la “monstruosidad” posible para una singularidad. Pero nada obliga a la
“maldad”. Asi el cicleo K(z,y) ~ 0 es un nucleo de Calderon-Zygmund. Entonces
.Ja autenticidad de un cucleo de Calderén-Zygmund en cuanto a su “maldad” como
puede medirese?.

Una respuesta estandar: si su acotacion implica la de la maximal de Hardy-
Littlewood. Para esto bastaria saber que la acotacion del operador en LP(wdp) im-
plica que w € A,. ; Son suficientemente “malas” las integrales singulares que hemos
construido?. De otra manera ;basta, como en R”, un nimero chico de integrales
singulares acotadas en LP(wdx) para que w € A,7.

A continuaciéon enunciamos un resultado muy utilizado en el contexto de inte-
grales singulares, para ello usaremos la notacion A := {(x,z) € X} para referirnos
a la diagonal en el espacio producto X x X.

TEOREMA 6.5.9. Sea T acotado sobre L*(X) y sea K una funcion sobre X x X\ A
tal que, si f € L*(X) tiene soporte compacto, entonces

H@ZAMMM@W@, Vo & sopf
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Ademds supongamos que K satisface

(6.5.10) / K (2,y) — K(z,2)| du(z) < C
d(z,y)>2d(y,z)

(6.5.11) / |K(z,y) — K(w,y)|du(y) < C
d(z,y)>2d(z,w)

Entonces T es débil (1,1) y fuerte (p,p) , 1 < p < oo.

La demostracion de este teorema para el caso euclideo se puede hallar en [25]
(Teorema 5.10), y en espacios métricos con medida ver |1]. Las condiciones (6.5.10)
y (6.5.11) se denominan condiciones de Hérmander.

DEFINICION 6.5.12. Sea (X,d, ) un espacio a-Ahlfors, la funcion K : X X
X\A — C es un Nucleo Estandar si existe v > 0 tal que

(65.13) K| < o
(6.5.14) K (2,y) — K(z,2)] < @% sid(z,y) > 2d(y, 2)
(6.5.15) |K(x,y) — K(w,y)| < 03% st d(x,y) > 2d(z,w)

PROPOSICION 6.5.16. S% X es normal o« entonces un nicleo estindar K cumple
las condiciones de Hormander (6.5.10) y (6.5.11).

A continuacién damos una breve demostracion de este resultado.

DEMOSTRACION. Para ver (6.5.10) usamos (6.5.14) para escribir

d(y, z)7
K (2,y) — K(z,2)| duz) < C / Ay 2"
/d(z,y)>2d(y,z) d(z,y)>2d(y,z) d(xv y)a—l-'y

1
S O2d(ya Z)’y/

d(e.y)>2d(y,2) AT, Y)* T

dpi(z)

dp(z)

T

S OQd(ya Z)’y /
=1 S ra s day)> 2t AT Y

< Cyd(y, oy Y HAZEX 20l 2) > d(w,y) > 2y, )

k(a+ a+
k}Zl 2 ( ’Y)d<y’ Z) K

c2ke (2% — 1)d(y, )~
<Gy Z 2k(a+~/)d<y7 Z)O‘ < Gac
k>1

Para ver (6.5.11) se procede analogamente. O

DEFINICION 6.5.17. Un operador T se dice Operador de Calderon-Zygmund ge-
neralizado st

1. T estd acotado en L*(X).
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2. Existe un nicleo estindar K tal que para f € L*(X) con soporte compacto
se tiene que

L/ny Vduly) £ sop(f).

6.6. Espacios de Banach de funciones y teorema de extrapolacion

Sea (X, t) un espacio de medida o-finita. Escribiremos M,, para denotar el con-
junto de todas las funciones y-medibles f : X — [~00, +00] y M al subconjunto
de M,, de las funciones cuyos valores estan en [0, 00|, respectivamente. Una norma
es una funcion p : M — [0,00] tal que para todo f,gy f, en M}, n € Z, los
siguientes enunciados se cumplen

» p(f)=0siysolosi f=0 u-a.e.,

» para todo a > 0 obtenemos que p(af) = ap(f),
= p(f +9) < p(f) + p(9),

» 5i 0 < g < f p-a.e., entonces p(g) < p(f),

v s5i0< f, " f p-a.e., entonces p(f,) 7 p(f),
» si £ C X con pu(F) < 0o, entonces p(x,) < 00,

» para cada F C X con u(E) < oo, existe una constante positiva C' tal que
Je fdu < Cp(f).
Un EBF B ={f € M, :|flls < oo} es un espacio de Banach normado donde la
norma esta dada por || f||g = p(|f])-
Si B denota un espacio de Banach de funciones definidas sobre X con norma dada
por ||-||g, definimos el espacio escala B", 0 < r < oo como el conjunto de funciones

1
f w-medibles tales que |f|” € B, con norma dada por ||f|lz = [||f]"|lg. Sir > 1,
entonces B” es un E.B.F. Sin embargo, si 7 < 1, entonces B" no es necesariamente
un E.B.F., un simple ejemplo es el caso de B = L'(X) ([13]).
El espacio asociado B’ es el conjunto de las funciones p-medibles f : X —
[—00, +00] tales que

sup{ [ 1ol duta). 9 €5, ol <1}

es finito . Este espacio B’ es un E.B.F. y la siguiente desigualdad de Holder genera-
lizada se cumple

/Wf D)ldu(@) < |zl

paratoda fEBygeB.

Una importante herramienta utilizada para la prueba del Teorema 9.1.1 es un
teorema de extrapolacion en E.B.F. que generaliza los resultados conocidos, cuya
autoria se debe a Rubio de Francia. Para enunciar el teorema de extrapolacion damos
la siguiente definicion.

DEFINICION 6.6.1. (Familia B-admisible) Sea § una familia de pares ordenados
(f,g)de funciones no negativas y medibles sobre X. Decimos que § es B-admisible
si dada (f,q) € § el siguiente enunciado se cumple

1
(fX x)Pow(x) du(x ))”0 < 00 para algin py > 1 y para cualquier w € Agg.



92 6. ESPACIOS DE TIPO HOMOGENEO

" [ flls < oo

Ahora estamos en posicion de enunciar el teorema de extrapolacion.

TEOREMA 6.6.2. (Extrapolacién) Sea D una familia diddica sobre X tal que
D pertenece a D(5). Sea B un E.B.F. sobre X. Sea § = {(f,9)} una familia B-
admisible. Suponemos que eziste p; > 1 tal que BYP* es un E.B.F. y

(6.6.3) HM%H(B;I)/ < C||U\|(Bp11>/

1 /
para cualquier funcion v € (IB%PI) )

Si existe py € (1,00) tal que para todo w € Agg

(664) Hf“LPO(X,wd,u) < CO ||g||LP0(X,dw,u,) v(fv g) €
con Cy = Co(w, po) independiente de (f,q), entonces la desigualdad
(6.6.5) 115 < Cillgllza V(f.9) €T

se cumple con C; = C1(B, q) independiente de (f,q), y 1/p1 < q.

En el contexto euclideo, este resultado fue probado en [20] y [19], ver también
[30]. EI mismo resultado puede obtenerse como un corolario del siguiente resultado
de extrapolacion (ver Teorema 5.1 en [46]).

TEOREMA 6.6.6. Sea D una familia diddica sobre X tal que D pertenece a la
clase ©(0) y sea B un E.B.F. sobre X. Sea F una familia B-admisible. Suponemos
que para algin py, 0 < pg < 00, y cualquier w € A‘liy,

/X f(@)w(z)du(z) < C /X g(@)Pw(a)du(x).

Si existe qo, po < qo < 00, tal que BY% es un E.B.F. y Mg, estd acotada sobre
(BY/%©)' entonces

1Flls < Cliglls -

En R" el teorema anterior fue probado en [19], (Teorema 3.7) para una familia
més general que la clases de cubos diddicos, y la misma prueba puede ser adaptada
al contexto de espacios de tipo homogéneo.

6.7. Sistema de Haar

La estructura algebraica en el contexto de espacios euclideos es crucial para la
construccion de sistemas de wavelets. De hecho, ellas pueden obtenerse por dilatacion
y traslacion de una funcion escala. En el contexto mas general de espacios de tipo
homogéneo esta estructura no estd dada y debemos reemplazarla por argumentos
geométricos.

Para una familia diddica D en la clase ©(d) fue probado en [3] y [6] que siempre
podemos construir una base de tipo Haar H, de funciones reales h, medibles Borel
y satisfaciendo las siguientes propiedades .
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(h,1) Para cada h € H existe una tinica j € Z y un cubo Q = Q(h) € D’ tal que
{z € X : h(x) # 0} C Q, y esta propiedad no se cumple para ningin cubo en D7+,
(h,2) Para cualquier @ € D = |J;; D’ existe exactamente Mg = #(0(Q))—1 >
1 funciones h € H tales que (h,1) se cumple. Escribiremos Hg para denotar el

conjunto de todas esas funciones h.
(h,3) Para cada h € H obtenemos que [, hdu = 0.

(h,4) Para cada @) € D sea Vo el espacio vectorial de todas las funciones sobre @)
que son constantes sobre Q' € O(Q). Entonces el sistema {xou(Q) 2} Hg es una
base ortonormal para Vq. Ademds, si hg € Hg entonces hg = 3 oico(q) C’g,fo y las

~ 11(Q)~2 para todo Q' € O(Q).

Por H denotaremos el sistema de Haar H cuando u(X) = co y H U {u(X)"1/?}
cuando la pu(X) < oc.

constantes C'<, pueden elegirce de modo que ‘CQ,

Como una consecuencia de las propiedades anteriores, en [6] los autores obtienen
1
el siguiente resultado. En este contexto L (X, wdp) = {f : ([ |f|"° wdp)? < oo}

TEOREMA 6.7.1. Sea D una familia diddica sobre X tal que D pertenece a la

clase D(0). Entonces el sistema de tipo Haar H asociado a D es una base ortonormal
en L*(X, ).

También se prueba que un sistema de tipo Haar asociado a los cubos diddicos
de Christ son una base incondicional para los espacios L (X, wdu) con w € Agg/ y
1 < po < 00, més especificamente demuestran el siguiente resultado.

TEOREMA 6.7.2. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema
de tipo Haar asociado a la familia diddica D; sea S la funcion cuadrado. Si 1 <
Po < 00 yw E Agg entonces existen dos constantes positivas C y Cy dependiendo

de la constante Agg de w tal que para toda f € LP°(X,wdpu) obtenemos que
Ch ||f||LPO(X,wdu) < ||S(f)”LPO(X,dwu) < Cy ||f”LPO(X,wdu) :

Ademds, H es una base incondicional para L7 (X, wdp).

Finalmente queremos mostrar que, como enunciamos en la seccién 1.6, pueden
contruise las wavelets de Haar de manera que |h8} ~ 1/4/Q para todo Q. Dado
QeED(X)y1<m<tOQ) — 1, sea

10(Q)
(@)=Y "“n@) " *xa;
=1

buscamos condiciones sobre las constantes c;"’Q de modo que todas ellas sean distin-
tas de cero, estén acotadas inferior y superiormente por constantes independientes
de Q y m y que la familia {7} sea una base ortonormal en L3(X,d,p) y que ade-
mas cumplan que sus promedios se anulan sobre su soporte. Esta tltima condicion
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implica que
10(Q)

[ gin="3" rou@ / Yy
Q =1 Q
10(Q)

(6.7.3) Z Q)2 = 0.

Si analizamos (6.7.3) desde un punto de vista vectorial observamos que es equiva-

lente a que el vector ¢ = ("9, .., ;'29( )) ¥ el vector us = (u(Q) 12, s 1 Qho)

sean ortogonales en R*(@) Esto implica que se pueden elegir a lo sumo $O(Q) — 1
vectores ¢ m = 1,...,40(Q) — 1, ortogonales entre si, y a su vez, ortogonales al

vector u—é Elegimos entonces vectores ¢"* ortogonales entre si en el ecomplemento
ortogonal de u—Q> El hecho que estos vectores sean ortogonales entre si implica que
sil<m,s <t0(Q)— 1, m # s, entonces

10(Q)

/thhsczduz ; (@) /XQ’dN
_ <cmﬁ> =0

REO(Q)

En consecuencia, la eleccion de tales vectores junto con las propiedades de los cubos
diadicos nos permiten asegurar que el sistema {h¢}} es ortogonal. Para lograr que

cada h¢) tenga norma en L*(X) igual a uno es suficiente elegir los vectores c™ e con
modulo igual a uno, en efecto

) 1/2 10(Q) 9
193], = ( / 5] du) = (3 el wenu@
=1
Finalmente para obtener la existencia de constantes c; y ¢ tales que

(6.7.4) (@) < |hG ()] < ep(@) 72,

1/2

RﬁO(Q)

para casi todo x € ), debemos elegir vectores unitarios cm’5 de modo que el modulo
de cada componente ¢;" Q ,L=1,...,40(Q) esté acotada superior e inferiormente por
€1y ¢y respectivamente y que estas constantes sean independientes de m, [y Q). Es
decir

(6.7.5) < ‘c}”’Q‘ < ¢,

para todo @ € D, todo [ = 1,...,80(Q), y todo m = 1,..., 0(Q) —
Una p081ble manera de hacer la eleccion es la de usar la mforma(non del vector

unitario | En efecto, como se sabe que existen constanes a; y as mayores

‘uQHRﬁO(Q)
que cero tal que

a (@) < p(@Q) < axp(Q),

/2)
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para todo @ € Dy todo [ = 1,...,#0(Q), entonces

AN 172
a;/2<(%) <all?.

entonces la componente [-ésima del vector #
Q|| gto(Q)
R

) P 1/2 . 1/2 . .
ta acotada inferiormente por a;’” y superiormente por a, °, con a; y az independien-
tes de @ € Dy de los indices m y [. Si consideramos la base canonica {e1, ..., ;o) }

—

_)
Como HUQHRW(Q) = M(Q)m €s-

de R*O@ y una rotacion Rq “adecuada” de modo que Rg(ezo(q)) = W

Q|pto(Q)
las componentes de los vectores rotados de Rg(e.,), m = 1,...,4O0(Q) — 1 conserven
la propiedad de que sus modulos esten acotados inferior y superiormente por ai/ 2
y aé/Z respectivamente, eligiendo ¢™% = Rg(ey,), para m = 1,...,§0(Q) entonces
obtenemos (6.7.5) con ¢; = a}/2 y Cp = aé/Z. Bajo estas consideraciones el sistema
{h$} es una base ortonormal de L*(X) cumpliendo (6.7.4).






Capitulo 7

Perturbaciones de bases de Haar por aproximacién de
soportes en espacios Ahlfors

En este capitulo consideramos el problema analogo al del Capitulo 2 en espacios
de tipo homogéneo a-Ahlfors. Conviene, después de tanto uso del Lema de Cotlar,
compararlo aunque sea brevemente con el Lema de Schur. Por decirlo de alguna
manera comparativa, el Lema de Schur es una generalizacion de la desigualdad de
Young para la convolucion con niicleos de L, en cambio el Lema de Cotlar describe
mejor la convolucion con valores principales de niicleos no integrables aunque con
cancelacion.

Sea H = {h}y, Q@ € D, m =1,...,0(Q) — 1} una base de Haar en el espacio

de tipo homogéneo (X, d, i1). Sea CS/m el valor constante que h¢) toma sobre Q" €

O(Q). Sean eg}m(x) funciones soportadas en @' y acotadas. Consideraremos las
perturbaciones de hgy dadas por

) = Y (C8m+ ) xorle).
Q'eO()

Entonces

hi(x) = hg(@) = Y g xo ().

Q'EO(Q)

Si queremos encontrar condiciones en las perturbaciones eg}m(x) bajo las cuales

se pueda aplicar el Lema de Schur usando las estrategias desccriptas en los capitulos
precedentes, tendremos que

2
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Por lo tanto la acotacion del primer miembro es lo mismo que acotar el operador
cuyo ntcleo es

K@y)=> | Y " wxaW)| ()

Qm |Qeo@)

Yo D0 Eg/m(y)xcy(y) Z Cxor (@)
Qm Q0@ Qe0(Q
2
Q

Z Z Z EQ/ Q// XQ’(y)XQ”(x)'

Q”GO
Entonces
‘K(x7y)‘ S Z Z EQ/ ‘ ‘Cg;l XQ/ XQ// (:U)
Q m Qe0Q) Q”e
<22 Eg?mH C&| xorw)xer(@)
Q m QeoQ)Q'eO(Q)

& @2 u(@)xqr ()

o0

[ 1 duty) < ;; >

'e0(Q) Q"e0(Q
@

(6. >1/2><Q<x>.

Como lo mismo vale para [ |K(z,y)|du(z) si las perturbaciones se eligen de
modo que el iltimo miembro en las desigualdades precedentes sea pequeno, podemos
aplicar elTeorema de Favier y Zalik y obtener que las perturbaciones constituyen un
sistema de Bessel con cota menor que uno y por consiguiente el sistema h¢) es una
base de Riesz. Por otra parte para las aproximaciones por soportes de las wavelets
de Haar el Lema de Cotlar es mas sensible que el de Schur. Este capitulo tiene
el proposito de abordar este problema es espacios de tip homogéneo. Obtenemos
condiciones geométricas suficientes para la estabilidad de perturbaciones de soportes.

Para ello introducimos variantes de la dimension “box” asociada a los cubos diddicos
de M. Chrits.

7.1. Perturbaciones de soportes de sistemas de Haar

De las técnicas desarrolladas en los capitulos precedentes surge naturalmente que
un punto clave para la estabilidad por perturbacion de soporte, es que éstas tengan
lugar en conjuntos pequenos en relacion con el soporte de la wavelet que perturban.
A la pequenez de esos conjuntos se suma que la dimension de las fronteras de los
conjuntos diadicos debe ser chica. En particular es importante que la dimensiéon de
las fronteras de los cubos sea estrictamente menor que la de los cubos mismos. Esto
no es un hecho trivial dado el caracter general de la construccion de Christ.
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Aprovecharemos los cubos diddicos de la familia D, de parametro d, del espacio
para introducir (replicar) la idea de “upper box counting dimension” (u.b.c.d.) en
espacios de tipo homogéneo usando precisamente a los cubos diadicos como cajas.

Supondremos en lo que sigue que (X,d, i) es un espacio de tipo homogéneo y
que D es una familia diddica con parametro o < 1.

Sea F' un subconjunto de X, para j € Z fijo llamamos N;(F') al cardinal del
conjunto de los Q € D7 tales que Q corta a F. Es decir

Ni(F)=t({QeD;: QNF #0}).

DEFINICION 7.1.1. Definimos la dimension “box diddica superior” de F' con res-
pecto a D, como

- 1 N;(F
dimp p(F) := lim sup OgA—_j()

Jj—o0 J

?

donde A =1/§.

Este concepto brinda indirectamente un criterio de comparacion que sera funda-
mental en el resultado central del capitulo.

LEMA 7.1.2. Sea (X, d, 1) un espacio a-Ahlfors y sea F un subconjunto medible
de X tal que dimpp(F) = < a. Entonces u(F) = 0.

DEMOSTRACION. Como dimpgp(F') = (3 entonces para todo n > 0 existe J € Z
tal que si j > J vale que
logx N;(F
ga ‘]( ) < 5<+7%
Entonces N;(F) < ABI para todo j > J. Por otra parte los cubos de D’ que
tocan a F' forman un cubrimiento de F', es decir

Fc U e

QeDi
QNF#£(Q

para todo 57 > J. Entonces

pF) =Y p@) <e > &

QEeDiI QEDI
QNE#() QNE#(D

< eN;(F)§™ < cAB+I gia — 5ila=B—n)

Como < « podemos elegir n > 0 tal que 4+ 1 < « y tenemos que el ulti-
mo miembro en las estimaciones precedentes tiende a cero cuando j — oo y por
consiguiente u(F) = 0. O

Diremos que una familia {F(t), t € T} de subconjuntos medibles de X tiene
“dimension box diadica superior (d.b.d.s ) uniforme menor que 5”7 si

i sup loga (N;(F(1))) _ 8.

J—Nnsz ]
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uniformemente en ¢t € T'. Esto es, existe un J independiente de ¢t € T tal que
logn N;(F(t
o 1028 V(1)
j>J J

< B,

para todot € T.
Los siguientes lemas seran cruciales en la prueba del teorema principal

PROPOSICION 7.1.3. Si {F(t), t € T} es una familia de subconjuntos de X con
d.b.d.s. uniforme menor que B entonces existe un J € Z tal que

Ni(F() =t({QeD’: QnF(t)#0}) < A7,
para todo 7 > J y para todo t € T.

DEMOSTRACION. Por definicion existe J tal que para todo j > J y para todo
t € T vale que

logs Ny(F(1) _

De aqui que N;(F) < A% para todo j > J y para todo t € T. a

LEMA 7.1.4. Supongamos ahora que (X, d,pn) es a-Ahlfors para algin o > 0.
Sea Q@ € D y sea Kg(p) = {x € Q: d(z,0Q) > p}. Supongamos que la familia
{0Kq(p) =, p > 0} tiene d.b.d.s uniforme menor que B, con B < «. Entonces la
funcion u(Kq(p)) es mondtona creciente y continua y por consiguiente u(Q\Kq(p))
también es continua.

DEMOSTRACION. Sea v > 0, entonces
1(EKq(p+v)) — n(Kq(p)) = n(Kqlp + v)\Kq(p))
=p({reQ: p<d0Q)<p+v}).

Por la Proposicion 7.1.3 existe J € Z tal que para todo p positivo y para todo
1 > J tenemos

N;(0Kg) =t ({I € D': INdKg(p) # 0}) < A
Entonces para 7! < v < §% con i > J y alguna constante ¢ tenemos que
Kolp+v)—Kqlp)< |  Blaj,ed),
{k: I} €5i(p)}
donde §i(p) :=={I € D': INOKgy(p) # 0}.
Por consiguiente
w(Eolp+v) Kol < Y u(Blahci))
{k: Il €3i(p)}
<t (Bilp) 0
< AP = ¢510P) = epleh),

En realidad hemos probado que la funcion pu(Kqg(p)) es Lipschitz oo — f. O
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La autosimilaridad en la estructura euclidea se pierde en los contextos generales
en los que estamos trabajando. Sin embargo todo el tiempo estamos recurriendo a
argumentos de casi autosimilaridad. La siguiente hipotesis sobre la dimension de las
fronteras de aproximantes internos de los cubos diadicos de D tiene ese ingrediente.

DEFINICION 7.1.5. Hipdtesis H([).

Para (X,d, ) y D en las condiciones precedentes, diremos que (X,d, u, D) sa-
tisface la hipdtesis H(B) si para cada @ € D y cada p > 0 los conjuntos 0Kg(p) con
Kg(p) ={z € Q: d(z,0Q) > p} tienen d.b.d.s. menor que [ uniforme relativa a
la escala de Q). Precisamente, existe J € Z independiente de p y de Q € D7 tal que,

si ] €D | N (0K
198 OKs ()

> T4 J—1

< 0.

Observamos que en los casos euclideos la existencia de la medida “de superficie”
n — 1 dimensional sobre las fronteras de los K¢(p) convierten a estos conjuntos en
espacios f-Ahlfors con 8 < «a, entonces, H(f) se cumple.

El siguiente Lema es la clave en el conteo de los cubos de la clase C, con la
notacion que hemos venido usando en la Parte A.

LEMA 7.1.6. Sea (X,d, u) a-Ahlfors y D una familia diddica con pardmetro §.
Supongamos que cumple al hipdtesis H(B), con 5 < a. Entonces para cada cubo
I €Dy cada p >0, el cardinal de los cubos QQ € D’ tal que j > i+ J que cortan a
la frontera de K;(p) estd acotado superiormente por AU=D8 = §G=3)8,

DEMOSTRACION. Como
| N (0K
sup OgA ]( I(P))

joi>Jd J—1

< B,
entonces
loga N;(0K(p))
] —1
para todo j > J + 14, de donde se sigue que

<p

N; (0K (p)) < AU=D8 — 56-958
[

La conservacion del promedio nulo y el control de la medida de los soportes de
las onditas perturbadas serdn, como antes, esenciales.

LEMA 7.1.7. Sea (X, d, n) un espacio a-Ahlfors, D una familia diddica con pa-
rametro & que satisface H(B) para algin 5 < o y H = {h, Q € D, 1 > m >
10(Q) — 1} un sistema de Haar en L*(X). Entonces para cada ¢ > 0 fijo y para

m,€e

cada hiy € H podemos elegir {py°, Q' € O(Q)} todos estrictamente positivos tales
que St

(7.1.8) Ky ={z € Q'/d(z,0Q") > p)*},
tenemos,
(A) J BN ooy iy (D)) = [ B3y = 0.
(B) 1 (Q\Ky ) < cep(@Q).
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DEMOSTRACION. Notar que la propiedad de anulacion de la integral de h¢y puede
verse como la perpendicularidad de los vectores en R? con p = $O(Q). En efecto,

O:/hgdu: > Cg;m//XQ,du
@ Qe0Q) @
= > Cg"u@).

Q'e0Q)

. ’ — .
Si ¢?™ denota el vector de las constantes y ug el de las medidas tenemos que

3
cQ’mJ_u_Q). Como ademas todas las componentes de u_Q> son positivas y del mismo
orden, podemos achicarlas a todas manteniendo la perpendicularidad. Por el Lema
7.1.4 esto puede hacerse eligiendo pg),° chico y tomando, en lugar de ;1(Q’) el nimero
(K ). En particular eligiendo los pgy podemos conseguir (A) y (B). O

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal del capi-
tulo.

TEOREMA 7.1.9. Sea (X,d,pn) un espacio a-Ahlfors con o > 0. Sea D una
familia diddica con pardmetro §. Supongamos que el sistema (X, d, u, D) satisface la
propiedad H(B) para algin 0 < f < a. Sea H un sistema de Haar asociado a D.
Sea H el conjunto de las funciones

TITLE 1 - Q.m
(7110) hQ = hQXUQ’eO(Q) Kg/,e = Z OQ/ XKS/,E.
Q'CQ

Entonces para € suficientemente chico se tiene que H es una base de Riesz para
L*(X, 1) con cotas Riesz tan cercanas a uno como se quiera.

DEMOSTRACION. La demostracion es andloga a la del Teorema 2.1.1. Por el
. . . . € 5 €
Teorema 1.5.1 es suficiente ver que la sucesion de diferencias {bQ =hqg—hg, Q € D}

es una sucesion de Bessel en L*(X) con cota Bessel tan pequeiia como se desee.
Sea f € L?(X), escribimos

(7.1.11) TH@) =Y > (LB ) ) = Y T/ ().

JEZ  QeDi =
m=1,...,40(Q)—1

Procedemos a aplicar el Lema de Cotlar 1.1.1 para acotar el operador 7.
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Debido a la ortogonalidad de H se puede ver que 77T} f(x) = 0 si ¢ # j. Por otro
lado si ¢ = j entonces, como sopl_)g’e = Q\Ugcq Ko por el Lema 7.1.7 resulta

Tm,e 2
T, == > (1E)

QeDi
m=1,...,40(Q)—1

2
2 Tm,e
= Tm,€ b
Q%D:J' ||f||L2(SOpr ) ‘ Q L2(sopbg’©)
m=1,...,§0(Q)—1
p(sopby™)
< Z Hf“i?(sopgm’e) 72
5 @) u(@)
m=1,...,40(Q)—1
2
< Ce Z ||f||L2(sopBgL’€)
Q€eDI
m=1,...40(Q)—1
2
< Cellfllzacx -
Para el analisis de
2
% 2 m —M,e TN,E
(7112) T G = > (L)) |

IeD! QeDi
n=1,...,40(I)=1 \ m=1,...,40(Q)—1

consideramos en primera instancia ¢ > j. En este caso, dados m y n fijos, tomando
I € D' podria no existir Q € D7 tal que sopgg’e Nsopb; " # 0; en cuyo caso
<l_)g’€,5?’€> = 0. Pero si existe Q € D’ tal que sopl_jg’€ Nsopb, # 0 entonces es
tinico. Por lo tanto (7.1.12) nos queda

2

) fo(Q(I))-1 o
It = | X (k) (Bain )
i m=1

10(Q(I))-1 ) 2

S SES ST O
IeDt m=1

n=1,... 40(I)—1

por el Lema 7.1.7 obtenemos

—m,e TN,E 2
‘<bc2(1>’bf > = (/
sopb;’

2 .
Cenl) 1 _ce 0" cagioie
(D)2 p(Q(D)* s

7| )| o))

Por lo tanto

|71

, 10(Q)) -1 )
i—j)a m i—f)a || £112
|2 < O E g (f, hQ(I)> < CeESTI 1l
IeD? m=1

n=1,...40(I)—1
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Por otro lado si j > i, para cada m y n fijos e I € D¢, dividimos la familia D’
en los siguientes tres subconjuntos,

A™(I) = {Q € D fsopbg” N s0pby” =0 0 by (2)Xeopipe = 0}

B (1) = {Q € D [} () Xyopiy< = cle # 0}
cmn(I) = DINA™™(I) U B™"(I).

Si @ € A™™(I) entonces <5$’6,5?’6> = 0. Por otro lado si Q € B™"(I), debido a
7m,e . . 7Nn,€ - .
que by tiene promedio nulo y b;" es constante y distinto de cero entonces obtenemos
€ TTLE

otra vez <gg ,b; > = (. Por lo tanto la suma interna de (7.1.12) se realiza s6lo sobre

los cubos de C™™(I), en consecuencia obtenemos

T = X | X () ()

IeD? Qec™n(I)
n=1,...40(I)=1 \ m=1,...,10(Q)—1

2

m\ 2 TM,e TN,E

< X > (1) > ()
IeDi Qecmn(I) Qec™n(I)
n=1,...40(I)—-1 \ m=1,...,10(Q)—1 m=1,...,10(Q)—1

m\ 2 2LQ)2
< ¥ > AR > O

IeDi Qec™ (1) QeC™(I)
n=1,...40(I)=1 \ m=1,...,40(Q)—1 m=1,...,40(Q)—1
2 m\ 2 (=)o 4 m,n
(7.1.13) <ce > (Lhg) [ VT max (1)
eD? QeC™n(I)

n=1,..,40(I)=1 \ m=1,...,40(Q)—1

Usaremos el Lema 7.1.6 y por lo tanto la hipotesis dimensional H(0) para hallar
una cota para max,,, fC™"(I). Por definicion, dados i < j, I € D, m y n fijos;
C™"(I) consiste en todos los cubos @ en D’ que intersecan la unién de las fronteras
de los conjuntos K7 con I' C I. Una grafica que la situacion es la siguiente.
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Por lo tanto #C}"" = 37 coy Nj(OK}). Como I' € D' si j — (i +1) > J, por el
Lema 7.1.6 N;(0K}) < 801798 = ¢§0=98 por lo tanto C™"(I) < cO(Q)§=9P
entonces en (7.1.13) resulta

7735

,;(X)ch(g(j—i)(a—ﬂ) Z Z <f’ h8>2

IeDi Qecmn(I)
n=1,...40(I)—1 \ m=1,...,§0(Q)—1

< Cergimie?) HfH;(X)
paraj > J+1+1
Sij—(i+1)<J, estoes j—i < J—1, acotamos el cardinal de C™"(I) por
la cantidad total de cubos @ € D7 con @ C I. Como pu(I) = 7, (@) entonces
5 =~ #{Q C I}5, en consecuencia 1C™"(I) < #{Q C I} < 6079 Entonces
aplicando nuevamente el Lema 7.1.7 procedemos de la siguiente manera

. 12 2 e =n,e\ 2
12T ey < 22 > (fhg) > (BN
IeD? QeC™n(I) Qec™n(I)
n=1,...40(I)=1 \ m=1,..,10(Q)—1 m=1,...,§0(Q)—1
Tm,e
2 p1(sop by’ )?
< Y | X ouw|| Xt
IGDi Q€C'm,n(1) QeCnL,n(I)
n=L,...,40(I)=1 \ m=1,...,10(Q)—1 m=1,...,10(Q)—1

< cgemn(I)g0e N ST (fhE)

IeD? QeC™n(I)
n=1,..., fO(I)—1 m=1,..., 10(Q)—1

2
<cé || fll2x)

paratodo 0 < j—1i < J —1.
Por lo tanto la sucesion de operadores {1} cumple la propiedad de casi ortogo-
nalidad y una posible sucesion que controla las normas de las composiciones T;T7 y
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, Ce si 0<]jl<J—1
sU) = { Cedli™z” s |j|>J-1
Finalmente, aplicando el Lema de Cotlar 1.1.1, el operador 7" dado en (7.1.11) esta
acotado en L?(X) y su norma es del orden de ce%, que es el resultado deseado. [

Con respecto al modo “box” de dimensionar las fronteras de los aproximantes
K¢, referimos a Falconer [27] donde se prueba que

dimp(F) < dimy(F) < dimyg(F) = dimp(F) < dimg(F),

donde dimy denota la dimensién de Hausdorff, dimp denota la dimensién Packing
y dimyp es la dimension box modificada. Nuestra hipotesis de finitud y acotacion
uniforme de las dimensiones de las fronteras es la mas fuerte en esta escala. También
mas fuerte que la finitud y acotacion de la dimension de Hausdorff de 9K es el
supuesto que sobre cada 0K haya una medida de Borel v con la que (0K, d, v)
resulte un espacio S-Ahlfors con § < «a. Hipotesis que también es suficiente para el
conteo de las clases C"™", pero que luce estructuralmente mas exigente que el enfoque
que propusimos en este capitulo.



Capitulo 8

Integrales Singulares y sumabilidad de perturbaciones
regulares de sistemas de Haar

En el teorema de caracterizaciéon de espacios de Lebesgue LP con 1 < p < o0,
usando wavelets de Haar, juega un rol central el comportamiento de una familia de
operadores integrales singulares de la forma

(8.0.14) Tf=> 0;{f hi)hs

1eD

con ¥ = {J; jep} una sucesion numérica con |J;| = 1.

La acotacion uniforme en ¥ de tales operadores en los espacios LP (1 < p <
o) sigue de su evidente acotaciéon en L? y de su tipo débil (1,1) uniforme en 9.
Precisamente la propiedad de tipo débil (1, 1) para estos Tég,o no se obtiene, como es
de uso en la teoria de integrales singulares, de condiciones de Héormander dado que
los niticleos heredan las discontinuidades del sistema de Haar. La prueba es debida
a Y. Meyer y se basa en las propiedades de soporte de las wavelets de Haar usando
descomposiciones de Calderon-Zygmund con soporte diddicos.

Con los procesos de regularizacion del sistema de Haar introducidos en los capi-
tulos precedentes, podemos considerar los operadores inducidos analogos a los de la
familia {Tgo} pero usando ahora alguna version regularizada h{ de h;. En particular
veremos que estos son operadores de Calder6n-Zygmund en los que se recupera la
regularidad del niicleo, en un sentido aiin mas fuerte que el de la condicién de Hor-
mander. Sin embargo el comportamiento de esta regularidad empeora al disminuir
€. Esto conduce a que, finalmente, y salvo para p = 2 las cotas de las normas de
operadores como

(8.0.15) Tf(x):=>_ 9r(f, hy) (),

1eD

donde h{ se definen como en (3.2.1), tiendan a infinito cuando € tiende a cero.
Los operadores clasicos de Calder6n-Zygmund tienen niicleo homogéneo de grado
—n. Por ejemplo las transformadas de Riesz R;f tienen nicleo v.p.mwT?;rl = K;.

La familia de ntucleos de sumabilidad de wavelets en R" tienen una propiedad de
homogeneidad débil similar en escalas diddicas. En efecto si

Kp(z,y) = > 9790 @Yr (),
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donde ¢ () = 2"/2ym(2x — k) si [ =k +2/Qycon k € Z", j €Z y Qo = [0,1)",
entonces

K2z, 2y) = > oryp ey (2'y)
I
m=1,..., 2m 1

=27 N ()¢ (y)
I

= 2_an19(l) (I‘, y)7
donde si I = k + 277Qq entonces [; = k +2-U70Q, y 9(I) = {9(1)7} es tal que

T =07
En estel capitulo estudiamos los operadores que tienen el aspecto general
(8.0.16) Tf=> m(f o) b,

AEA

donde {a,} y {f,} son sistemas de Riesz asociados y {m,} es un multiplicador
de [*(A). La asociacion en {a,} y {5\} estara definida por los procesos de re-
gularizacion introducidos hasta aqui. En particular cuando a, = () y ambas sean
regularizaciones de un sistema de Haar tendremos que 7' es un operador de Calderon-
Zygmund con un niticleo estandar. El objetivo de este capitulo es la construccion de
una familia profusa de operadores de Calderén-Zygmund asociados a estos métodos
de sumabilidad. Los problemas centrales seran tres: 1) la acotacion en L*(X, i), y 2)
la acotacion en LP(X, 1), (1 < p < o0) y 3) la acotacion en espacios con pesos . Las
técnicas seran: otra vez el Lema de Cotlar para el problema 1), la Teor{a de Calderon-
Zygmund generalizada para el problema 2) y la teoria de pesos de Muckenhoupt para
el 3). Para facilitar los enunciados del capitulo describiremos a continuacion todos lo
operadores involucrados en un modo que pretende ser unificado y al mismo tiempo
registrar todos los ingredientes importantes en la construccion de cada uno de ellos.
La notacion general tendra el siguiente aspecto

E?jemax {z,j},k,lf.
Los subindices i, j tomarén los valores 0 o 1. El indice i seré cero si oy en (8.0.16) son
discontinuas y uno si son continuas. El indice j sera cero si las 3, son discontinuas
y uno si son continuas. El primer supra-indice serd siempre ¢ la sucesion acotada
del multiplicador y reservamos otros supra-indices para denotar el pardmetro de
regularizacion y para describir el contexto, de acuerdo a las siguientes convenciones.
El ntimero positivo € sera el pardmetro de regularizacion. La variable k£ denotara el
contexto. Cuando k sea 1 entenderemos que estamos trabajando en R!. Cuando k
sea n entenderemos que estamos trabajando en el espacio euclideo n-dimensional y
cuando k sea X en un espacio de tipo homogéneo. En los casos que sea necesario
aclararemos el caracter general, o Ahlfors de X, que siempre vendra equipado con su
métrica d y su medida p. El tltimo indice, [, registrara tomando el valor (simbolico)
w o 1 si estamos usando pesos de Muckenhoupt generales en la construccion de
operador o solamente la medida subyacente en el espacio.

Esperamos que la siguiente proposicion comience a justificar el desproposito no-
tacional para nuestra familia de operadores.
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PROPOSICION 8.0.17. Sea (X,d,p) un espacio de tipo homogéneo. Sea w €
Ao (X, d, ). Sea H un sistema de Haar desbalanceado en (X, d,wdp). Sea 1 <
p<ooyve A(X, d,wdy).

Entonces la familia de operadores T(}%bo’X’w estd acotada en LP(X, vwdu) unifor-
memente para |[V(h)| < 1.

DEMOSTRACION. Como w € Ay (X,d, ) la nueva medida dv = wdyu también
es duplicante y (X, d,v) también es un espacio de tipo homogéneo. En este contexto
pueden aplicarse los resultados en [9] y [6]. O

Desde el punto de vista de la teoria clasica nos interesan mas los operadores
para los que alguno de los dos sub-indices son no nulos. La familia méas parecida se
obtiene cuando los dos sub-indices son 1.

El valor 1 en un subindice estd asociado a un procedimiento de regularizacion
de un sistema de Haar H que procedemos a describir. Dado Q € D/ y ¢ > 0
suficientemente pequeno, se define el conjunto K¢, como sigue

Ko :={z€Q/ d(x,Q°) > e },.

que resulta compacto si (X, d) es completo.
Asociado a cada subconjunto K¢, definimos las funciones

d(z, Q°)
d(z, Q%) +d(z, K§)

(8.0.18) o (x) =

definimos las funciones

(8.0.19) v = sz‘;du.

DEFINICION 8.0.20. Sea € > 0 suficientemente pequeno y sea {wa} la sucesion

de funciones dadas en (8.0.19). Dada la wavelet de Haar hiy = ZQ,CQ C’Q}me/,
definimos su “funcion reqular asociada” como

Im.e . Qm
hy =) CQM Q)G
Q'cq

Tomando el sistema de Haar H = {h¢;} y el correspondiente sistema de regulares
asociadas H = {h¢*} podemos construir las cuatro familias de operadores corres-

. o 9,0,k,1
pondientes a tomar 7,7 € {0,1}. Ya sabemos que los operadores Ty son todos
acotados en los correspondientes espacios de Lebesgue. Nos dedicaremos en este ca-

) ) oo O,ek,l ekl
pitulo s6lo a los casos en los que alguno de los sub-indices sea no nulo 7; , T

0,6k, ) . . . . .

777" El capitulo se divide en cinco secciones. En la Seccion 1 estudiaremos la
acotacion en L? de estos operadores. En la Seccion 2 estudiaremos que propiedades
de “Nicleo Estandar” tienen los nicleos de esos operadores. En la Seccion 3 desa-
rrollamos la teoria LP. En la Seccién 4 estudiamos el operador cuadratico S, y en la

Seccion 5 investigamos la acotacion con pesos de los operadores 7.

8.1. La Teoria L?

Observamos primer que si en la expresion formal
Tf =25 eamr ([, ax) B los dos sistemas {ay} y By son bases de Riesz entonces
T es acotado en L?. En efecto, por el Teorema 1.4.5, la acotacion de {my} y (1.4.2)
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1751 = || 32 4500 84
<Oy Imal’|f, en
< Csup mal® ) 1(f el
< ClIfll5-

. . 0,6k,
Por consiguiente tenemos la acotacién en L? para todos los operadores T je
para los que hayamos probado que la regularizadas son bases ortonormales.

8.1.1. Tl%e’X’l. Suponemos que (X, d, 1) es un espacio de tipo homogéneo
Recordemos que dado ) € D’ existen constantes a; y as, que s6lo dependen de
las constantes del espacio X, y un elemento z¢g € @ tal que

(811) Bd(xQ,aléj) C Q - Bd(ZL‘Q,ag(Sj),

para todo @ € D7 y todo j € Z, (ver Definicién 6.2.2).
Dado @ € D, denotamos a su complemento como ¢ y definimos las funciones
d(z, Q)

(8.1.2) do(z) = r et

Observemos que la desigualdad (8.1.1) implica que 0 < ¢g(x) < as/a;.
Mas adelante necesitaremos que nuestras funciones bases tengan integral uno,
por lo cual definimos la sucesion de funciones {1g, @ € D} de la siguiente forma,

(5.1.3 Yolw) = ﬁj;—fﬁm

Utilizaremos las funciones 1¢ para construir una sucesion de funciones regulares
como sigue. Dada una wavelet de Haar hiy = 3¢ C’g;mXQ/, sea

(8.1.4) X6 =Y Camu(Q) g
Q'Cq
Comenzamos estableciendo una proposicién que contiene propiedades que seran
usadas para probar el resultado y que demostraremos al final de la subseccion.

PROPOSICION 8.1.5. §i Q € D7 y ¢g estd dada por (8.0.18), dados x ey en X,
se cumple que

€ € C
(A) |¢Q(x) - ¢Q(?J)| < @d(rr,y)‘
'; ' ) 1 J
(B) Dado Q € D7, sea € > 0 suficientemente pequeno tal que B(xg, a18’/2) C
K§ C Q. Entonces, dados x ey en X la funcion g es Lipschitz uno y se cumple

que
c

Vo () — g < ——d(z,y).
| Q( ) Q(y>‘ Efsj,u(Q) ( y)

(C) La familia de funciones de la Definicion 8.0.20 {hyy*, Q € D, m =1, ...,£O(Q)—
1}, cumple las siguientes propiedades:

C1 [y, hey“dp = 0.
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C2 Hizge < ¢, donde c es independiente de ) y de m.
L2(X)

C3 Six ey estan en X entonces

Cc

——d(z,y).
@i Y

7 (@) = g (y)] <

C4 SileD), QeDl,i>jym,n estin fijos, existe c > 0, independiente de
Q, I, m yn, tal que

(i)

El resultado principal de esta subseccion queda expresado en el siguiente teorema.

1
< CHU)R oy Csivi

€u(Q)? ¢

TEOREMA 8.1.6. Dado € > 0 suficientemente pequeno, la sucesion de funciones
{~g’€, QeD, m=1,.,80(Q) — 1.}, dadas en la Definicion 8.0.20, constituyen
una sucesion de Bessel en L*(X) de funciones con soporte localizado, lo que es
equivalente a decir que el operador Tf’OE’X’l dado en (8.1.7) estd acotado en L*(X).

DEMOSTRACION. Debemos probar que existe una constante ¢, que sélo depende
del espacio X, tal que

2 2
<cl[fllizaex) -

> |(rhs)

. 0,6, X,1 .
Como antes, escribimos al operador Tl’be’ como sigue

17 T = Y g (L rs =% Y s (fhg)ng

QED JEZ QeEDI
m=1,...,§0(Q)—1 m=1,...,§0(Q)—1
= E 15 f,

JEZ

y aplicamos el lema de Cotlar 1.1.1. Por lo tanto, el objetivo de esta demostracion
es ver que la sucesion de operadores {7} } cumple la condicion de casi ortogonalidad.

Analizamos primero la expresion de la composicion 7;7;. Un célculo sencillo
muestra que T f =3 ,;.pc U7 (f,h})h]". Entonces, de la ortogonalidad del

sistema de Haar, si 7 # j obtenemos que

TTf= > S (FRE ) g (g B =0,
e Bt O]
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Por otro lado, si tomamos f € L*(X) tal que Hf||L2(X) =1y consideramos i = j,
aplicando el resultado de la Proposicion 8.1.5, item C2, resulta

- 2
1Ty = T o = > (1 5)]

2

< Z ||f||2L2(Q)

2
<c Z 1 172(q)

IeDt
n=1,...,§0(I)—1

2
<c ||f||L2(X) =¢

7m,e
hQ

L*(Q)

En consecuencia, para una f € L*(X) arbitraria, obtenemos que ”T;Y}f”m(x) <

Nl 2 xy:
Para el analisis de la composicion T;T; vemos que por la ortogonalidad del sis-
tema de Haar resulta

It = 32| 2w ()

Si suponemos primero que i > j entonces dado I € D% n y m fijos, existe a lo
sumo un tinico cubo @ € D7 tal que <Bg’€, ﬁ76> # 0, denotando a este cubo Q(I) y
aplicando el resultado de la Proposicion 8.1.5, item C'4, resulta

~ - 2
ITT; ey < 0 S g (R )]

=< 6%5(i7j)2 > > [l

€D m=1,..40(Q)—1

IN
(o9
-~
I
no
=
~
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Por otro lado, si consideramos 7 > ¢, podemos aplicar nuevamente la desigualdad
del item C'4 de la Proposicion 8.1.5 para obtener

1775 e = 22 ST g () (R R

< > | T wwmr|] o i)

IeDi QeDI, QCI QeDI, QcCI
n=1,. 40(I)=1 \ m=1,...,.0(Q)—1 m=1,...,40(Q)—1
< Est-i2 v | [ Q)
IeD? QeDI, QCI QeDI, QcCI
n=1,...40(I)=1 \ m=1,...,40(Q)—1 m=1,...,50(Q)—1
C c 2
_ (3—1)2 m
< 50 > > (fohG)
IeDt QeDI, QcI
n=1,...§O(I)~1 m=1,... O(Q)—1
C .
j—1i)2 2
< 6—25( 21 -

En conclusién vemos que la sucesion {s(j) = ¢Vl /e} puede considerarse para
mostrar que la familia de operadores {7} cumple la condicion de casi ortogonalidad.
Por lo tanto, aplicando el Lema de Cotlar, obtenemos que el operador Tf’gf’x’l esta

acotado sobre L?(X), lo cual nos conduce al resultado deseado.
O

Finalizamos esta subseccion con las demostraciones de las proposiciones utiliza-
das en la prueba del teorema anterior.

PRUEBA DE LA PROPOSICION 8.1.5. (A) Es suficiente probar el resultado para
z,y € Q\K§. Vemos primero que por definicion de los conjuntos K, dado 2z €
Q\K§ se cumple que

o < d(Q°, KG) < d(=,Q°) + d(z, K5) < 2687,
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Para continuar supondremos sin pérdida de generalidad que ¢g(x) > ¢5(y), por lo
tanto

€ € _ d(ZE, QC> d(ya QC)
196(®) = %Wl = 309 T atw kg ~ @5, + iy Kg)
C dwe) ) Az, Q)
d(r,Q°) +d(x, K§)  d(y,Q°) +d(y, Kg)  d(y, Q°) + d(y, K)

= d(y, Q%) + d(y, K§)
L (d(y’ Q°) + dly, Kg) — d(, Q°) — d(, K(f?))

(ed7)?
d(z,y) d(y,Q°) — d(z,Q°) + d(y, K§) — d(x, K§)
<450 ( )
d(x,y) 2d(z,y)
= (esi)? +( ced7 )
< —d(,y).

como querfamos demostrar.
B) Como B(zg,a10’/2) C K§ C (Q podemos ver primero que
Q Q

6 B Az Q)
/Q b5 (2)dp(z) = /Q 09 T

>/ dn = p(Blrg, i [2))
B(xQ,%(sj)

(8.1.8) > cp(@Q),

por lo tanto, aplicando el resultado de la Proposicion 8.1.5 obtenemos

_ |oa(@) — ¢5)|
J dqdn

< md(%y),

|5 (2) — vo(y)]

que es lo que queriamos demostrar.

(©)
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(C1) La primera propiedad se deduce del hecho de que las funciones g, dadas en
(8.0.19) tienen integral igual a uno. Por lo tanto

/hmfdﬂ / D M@y dp
QQ/CQ

= 3" g ul /szyu

Q'cQ

- Y g

Q'ce

= / h¢ydp = 0.
Q

(C2) Como 0 > ¢g < 1 para cualquier () € D, utilizando la desigualdad probada
en (8.1.8) podemos escribir

i, - |35 et
2
— Z Cg,’m w( @) | |vh 2
Q'cQ @
2 f , Cbe/ 2
e o .
Q'CQ (fQ/ ¢22/d,u>
2
<Y |egn| maey =Y g ue
Q'CQ Q'Cq
= c[[hg 2, = <

(C3) Basta ver el caso en que x e y estin en Q"\K§,. Recordemos que si hfj =

> 0co CS;mXQ/ entonces cada constante C%™ ~ u(Q)"2. Si € cumple las
condiciones de la Proposicion 8.1.5 se puede ver facilmente

B (@) = ()] < 105 | wl@) v () = v (v)]
1 n d(z,y)
= - ‘ d(l’,y)
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(C4) Para probar la dltima propiedad de la Proposicion 8.1.5 aplicamos la defini-
cion de h7° para obtener

/ﬁ}“ du:/ > oy I | d
1 I'cl
-3 fet|ucn /w,,w
r'cl

<eu(I)72 > p(l')

Icl
1

(8.1.9) < cu(l)?,

donde la constante c¢ so6lo depende del espacio. Por lo tanto, aplicando la
desigualdad del item 1 y la del item 3 podemos escribir

- ’/ﬁ?’eﬁg’edu‘
1
Iﬁﬁfcx>(ﬁgﬁor>—-ﬁ$‘<xa)cumx>

< [ i@ g @) = g o) o

edip(@Q)* /I
cd’

wwwﬁ

0 p(I)z
€ u(Q):

(R 1)

IN

(@) d(e, ) dp()

IN

B (@) dule)

i—j

IN

VAN

O

9,6,X,1 X1
8.1.2. Acotacién de 77"". Procedemos primero a escribir el operador T} f‘

como sigue

T1197,16,X,1f - Z ﬁrJn, <f; BT7€> iLGn7e

=3 X (R

TEOREMA 8.1.10. Si X es a-Ahlfors entonces el operador Tf’f’xl estd acotado
sobre L*(X) con cota independiente de la sucesion . Mds precisamente

Xl
HT’BE

o S ar 112 x) -
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DEMOSTRACION. Como vimos, el operador Tf%’f’x’l se puede escribir como la
suma de los operadores T; = > ,.p, U7 <f, h}”’e> R,y ademas, se puede

m=1,....40(J)—1

. N . O, X1
mostrar que T; = T7. Luego, mostraremos la acotacion de T1 0 utilizando el

Lema de Cotlar 1.1.1, analizando solamente la composicion TT

’TT :<TZTJf7 [ ~jf>
X
< o (TRRG )RG> g (TR hgz‘>
Q1€D! OreD
n1=1,...,§0(Q1)—1 no=1,...,40(Qq)—1
- Z 798119522 <j}f> hgll’6> <'ij7 h?22276> <hgllvﬁ’ h”Q, > .

Q1,Q2€D¢
ni,mo=1,..., tO(Q)—1

Por un lado, como sop ﬁg C @ entonces <i~zgll’6, 71"226> = 0 si Q1 # @2, ademas por
el resultado de la Proposicion 8.1.5, item 2, obtenemos que

In1,e LNn2E
(o) <)

con ¢ independiente de (), ny y no. Por lo tanto podemos escribir

s X msi)| )

ny,ng9=1,...,0(Q)—1

s 2 H > (AR (R )

QeD: JeDi
Tm.e T Mg,€

(AR

<c

— 9

L*(X)

7.n1,€ 7.n2,€
hQ hQ

L2(X) ‘

<e > I X [rwr)

QeD: s=1JeDi, JNQ#D
n1,mg=1,..,40(Q)—1 m=1,...,}0(J)—1

—-140(Q)—-1 2

XY YIS (57

QeDt ni=1 n2=1 s=1JeDi, JNQ#D
m=1,...,40(J)—1

| /\

IN

D1 D VIO (G

QeDi | n=1,..40(Q)-1 J€DI, JNQ#D
m=1,..., $O(J)—1

(LAl

2

LDV D D Ll Gty

QeD? JeDI, JNQ#D
n=1,...40(Q)—1 \ m=1,....40(J)—1
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Sii > j, dado Q € D', existe un tinico J = J(Q) € D’ tal que JNQ # 0. Por lo
tanto, aplicando el resultado de la Proposicion 8.1.5, item C4, y el Teorema 8.1.6,
obtenemos que

Ti;|

2 c .. 3 2
= s—5)2 m,e
oo = @ 2. > ‘<f hJ(Q)>’

QeDi m=L1,.. 40(J)—1

< S6 £y

Por otro lado si j > 4, otra vez aplicamos la Proposicion 8.1.5, item C4, y el
Teorema 8.1.6, para obtener

. - 2 " - 2
‘ 5T f‘ L2(X) se Z Z ‘<f’ hT,€>‘ Z ‘<h7}176’h86>‘
QeDi JeDi, JNQ#D JeDI, JNQHAD
n=1,..,40(Q)—1 m=1,...,§O(J)—1 m=1,...,§0(J)—1

S D YD SN 0375 D STt

QeDt JeDi, JNQ#AD JeDi, JNQ#AD
n=1,..,40(Q)—1 m=1,....,4§0(J)—1 m=1,...,40(J)—1

§6—25( D2 £ 112

De este modo se prob6 que la sucesion de operadores {T]} cumple la propiedad
de casi ortogonalidad, y que la norma de los operadores T*Tj y T;T; estéa controlada

por ¢6"=7 /e. Por el Lema de Cotlar, el operador T1 1 esta acotado sobre L*(X)

y su norma esta acotada por c/€'/2, que es lo que queriamos demostrar.
O
8.2. Los Nrcleos
Los ntucleos de los operadores T’ 11 X! tienen especial interés pues, como veremos a

continuacion, resultan ser nicleos estandar lo cual refleja la naturaleza de integrales
singulares de estos operadores.

8.2.1. Nucleo de Tf’ﬁ’l’l Si definimos el niicleo
(8.2.1) Kyt (a,y) =) 0rhi(x)
IeD

d,e,1,1 . - o
entonces el operador 777" tiene la siguiente representacion integral

T%”ﬂm:/f@Kﬁ“mw@,
R

al menos cuando f es una combinacion lineal de funciones hj.

Este se comporta como una integral singular y, como lo veremos a continuacion,
tiene la mismas propiedades que un operador singular de Calderén-Zygmund. Preci-
samente el siguiente teorema muestra que aunque el operador no es de convoluciéon
su nucleo tiene las propiedades de “nicleo estandar” , en el sentido de la Definicion
6.5.1.

TEOREMA 8.2.2. El nicleo Ki’f’l’l dado en (8.2.1) es un nicleo estandar.
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DEMOSTRACION. Para probar (6.5.2) notemos primero que si x e y tienen dis-
tinto signo entonces no existe ningun intervalo diddico que los contenga simulté-
neamente, por lo que Kf’f’l’l(x y) = 0. Es decir Kﬁ’ 1 se anula en el segundo y
cuarto cuadrante de R2. Por otro lado si z # y y tienen el mismo signo, denotamos
con Iy € D% al intervalo diddico mas pequenio que los contiene a ambos. Entonces
> repi M5 (2)h5(y) = 0 para todo j > jo. Notemos también que |z — y| < |Io] = 277,
Teniendo en cuenta que los intervalos diddicos de una misma resolucion son disjuntos
resulta

Z Orhs (x)hs (y

121y

19,6,1,1
K11 33 'Y ‘ =

Z i Z 27 g Qd0tl < 2

121, i<jo ~lr =yl

lo que prueba (6.5.2).
Notemos primero que cualquiera sean y y z en R, la regularidad del ntcleo
regularizante ¢ nos permite afirmar que para cada I € D

== ‘/w rl<el [} ==l <el 1} Rr !11| [QP (ye\—f!T) o (ZEI;IITH o

!y—ZI
Vi

Para obtener las estimaciones en (6.5.3) bajo el supuesto que |z —y| > 2|y — z|,
supondremos que z > 0 ya que el caso x < 0 tiene un trato similar. Siy <0y z <0
entonces Kﬁ’f’l’l(x,y) =0y Kﬁ’f’l’l(x, z) = 0 y no hay nada que probar.

Supongamos que y > 0y z < 0. En este caso Kﬁ’f’l’l(x,z) = (0. Si tomamos
Iy € D el menor diadico tal que = e y estan ambos en [ tenemos

KIP (y) = KV (@) = [ K0 @) | = ZW ) 05 (y) = B (=)
< O|y — 7| Z |h
121y
\y — 7|
< (C——-
X
0

— 1 —
Cly 2| _<cC ly ZIQ_
€ |l €lr —yl

Si consideramos ahoray < 0y z > 0 de un modo enteramente anélogo obtenemos
Kﬁ’f’l’l(x, y) — Kﬂ’f’l’l(cc, 2)| < Cl=» |y . Puesto que |x —y| > 2|y — z|, tenemos

que |x — z| <3/2 |z —y| y por cons1gu1ente ‘Kljl(x,y) — Kﬁ’f’l’l(x,z) < Ce||g Z:
El caso restante y > 0y z > 0 procede de la misma manera tomando Iy(z,y)

como el menor intervalo diadico que contiene a z y a y y Io(x, z) el menor diadico

que contiene a x y a z. Como x pertenece a ambos uno de ellos contiene al otro. Ese

intervalo Io(z,y, z) contiene a los tres y
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Kyi (e, y) = Kip (@, 2)

S rhie) 05 (y) — =)

IeD
< C’y — 2| Z \hf(ﬂsf)’
¢ o 7
ly — 2| 1
ol =y
=0 1
— 1 —
€ [l elr -yl

lo que prueba (6.5.3) con v = 1. En conclusion obtenemos que Kﬁ’f’l’l es un
nucleo estandar, que es lo que queriamos probar. 0

8.2.2. Nicleo de Tf%’f’x’l. Dada f € L?*(X) N LP(X), con X a-Ahlfors pode-

1. J,e,X,1 :
mos escribir al operador 77} como sigue

T ) = Y I () (@)
QeD
m=1,...,.40(Q)—1

[ X e @iy | o)

TEOREMA 8.2.4. El nicleo Kﬁ’f’x’l del operador Tf”f’X’l es un nicleo estandar.

DEMOSTRACION. Veamos (6.5.13). Dados =,y € X, x # y, notemos que el
producto ﬁge(:ﬁ)ﬁge(y) es distinto de cero solo si z e y pertenecen al cubo Q. Si
suponemos que ) € D’ por la Definicion 6.2.2 existen zg € X, a1 y as constantes
positivas tales que B(zg, a10’) C Q C B(xq, asd?). Esto implica que si d(z, y) > agd?
entonces

ﬁge(x)izge(y) = 0.

Luego, solo se debe considerar j € Z tal que d(z,y) < asd’.
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Por lo tanto, como los cubos en D? son disjuntos obtenemos

10(Q)-1

9,6,X, me 7m.e
K} 1(1’79)‘ Z Z ‘h )HhQ (3/)‘
j<In(4EL)/1n(s)
avyeQeDJ

1 1
<c Z ﬁﬁc Z (53_"‘

F<n(42) /1n(s) F<In(2EL) /1n(s)

z,yEQEDI z,yEQEDI
(z,y)
_ (1 1mi@ivmw>_ .
= 0o o 6% In(cd(z,y)®)
< c
~ d(z,y)

Para ver (6.5.14) tomamos z,y,z € X tal que d(z,y) > 2d(y, 2). )
Debemos considerar la resolucion desde donde los productos hy,(x)hgy“(y) # 0

y R @hG () # 0.
La desigualdad d(z,y) > 2d(y, z) implica que

U

(z,9)
2

por lo tanto, (3/2)d(x,y) > d(x,2). En consecuencia consideramos los cubos en D’
tal que axd? > d(x,y) > (2/3)d(x, z). Aplicando el resultado de la Proposicion 7.1.3,
item C, obtenemos las siguientes estimaciones.

>d(y,z) > d(x,z) —d(x,y),

10(Q)—
%,6,X,1 %,6,X,1 m e 7m,e 7m,e
K (z,y) — Ky (95,2)‘ < Z Z ‘h )‘ ‘hQ () — hg (2)‘
j<in(42)/n(s) M=t

x,yeQeDJ'

10(Q)-1 hmﬁ()‘

< Cd(% z) Z Z
€ 5]

j<n(4L&)/1n(s) M=

z UEQEDJ

d(y, z) 1
= 2 5

J<In(*E2) /In()

©,y€QEDI
d(y, ) 1
sc € Z Sila+1)
J<n(42) /1n(s)

<. d(y, z) _
ed(z,y)ot!

T L
2

K’l?,E,X,].

Debido a que es simétrico, el andlisis para (6.5.15) es analogo al de

(6.5.14). Por lo tanto, podemos concluir que Kﬂ %1 es un nicleo estandar. U
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8.3. La Teoria L?

. : 0,e,1,1
En esta seccion mostraremos las acotaciones en LP del los operadores 777",
¥,e,X,1 0,6, X, 1
Ty 17

8.3.1. Acotacion en LP(R) de Tf%’f’l’l.

TEOREMA 8.3.1. Dado € > 0, sea Tﬁ Y1 el operador definido en (8.0.15). Si
1 < p < oo entonces existe ¢ tal que

?HfHLp(R) st 1<p<?2
<

|rrety| <
LP(R) ? Hf”LP(R) st 2<p<oo.

PRUEBA DEL TEOREMA 8.3.1. Debido a que la acotacion sobre L*(R) de Tﬁ obt
y que Kﬁ’f’l’l es un nucleo estandar en el Teorema 8.2.2, el resultado pr1nc1pal de

que T{%’f’l’l es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(R), 1 < p < oo, se deduce del
Teorema 6.5.6. Por lo tanto, nos resta hacer las estimaciones correspondientes a las
cotas de las normas del operador.

Para estimar la constante en la desigualdad de tipo débil (1,1), dada f € L'N L2,
aplicamos la descomposicion de Calderon-Zygmund (ver Teorema 6.5.7) y obtenemos
que f =g+ ,crbr = g+b, por lo tanto

{IT5 /1 > A < [{IT591 > A/2}H + RIT500 > A/2} ]

Como g pertenece a L*(R), para el primer sumando por el Teorema 6.5.7, CZ7 y
CZ9 obtenemos

{

2
2|1 g()|

>)\2‘ / | dz
/ } {|riict g|>a/2) A

<—@/MMM<!MM

(8.3.2) < X(Hblh +171,) < X [nale

19,6,1,1
17

Por otro lado dado I € F denotamos con [* al intervalo concéntrico con [ y tal
que |I*| = 4|I|. Entonces si x € I*®y z,y € I entonces |z —y| > 2|y — z|. Luego
llamando O = {J,;.»I* obtenemos de CZ5) que |03 < k|O0y] < c”f||1 entonces

J,6,1,1

> )\/QH <|0: + Hx ¢ 0} ‘T{?’f’l’lb

<l o f
xgO5:

<ol e
N X o

> )\/2}‘

T19 6,1,1b( )’ d

T b[>A/2}

T b(a )‘ dz.
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Por un lado por CZ6) y CZ8), dado I € F si z; € I entonces

TP eM(g) = / b(y) K5 (2, y)dy
R

)

= [ D b ()

Rier
=Y [ut) (K15 ) - KL 20
rer’1
como Kﬁ’f’l’l cumple la desigualdad (8.2.3), entonces
c —z
/ Kﬁ’f’l’l(x,y) — Kﬁ’f’l’l(x,z)‘ doe < - / |y—|2dx
=yl >2ly—2] € Ja—yl>2y—2 [ = |

¢ & y—=
<3 ol
€ AT 2R y—z|>lo—y|>2ky—2| [T — Y]
~ € 1 2k2 |y — Zl 2k+1\y—2|>\x—y|>2k|y—z|
< ¢ 22k |y — 2|2 — 2F |y — 2|2
€ k=1 2k2|y_z|
c
=
€

aplicando C'Z9) obtenemos

[ fzetew)de< [ 5 [l K25 ) - K2 o) dyde
R\O3 R\O% I

1eF

=3 [l [ [ )~ K )| dody
I R\O%

IeF

C
< — X
> erHl

Con esto tltimo probamos que H‘Tf”f’l’lb > )\/2}) < 5 ||f]ly, en consecuencia por

la desigualdad probada en (8.3.2) obtenemos

{ HEGINEY

Finalmente aplicando el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz 6.5.8 con
Ay = c¢/e y Ay = g, donde ¢, es la constante en la acotacion en L? de Tﬁ’f’l’l ,
obtenemos el resultado deseado.

9,e,1,1
T1,1€ f

O

8.3.2. Acotaciéon en LP(X) de Tl%e’X’l. En esta subseccion aplicaremos la
teoria de integrales singulares en espacios de tipo homogéneo desarrollada en [2]
para obtener resultados anédlogos a los ya conocidos para el sistema de Haar. Por

el Teorema 8.1.6tenemos que el operador Tl%ﬁ’X’l estd acotado en L*(X), y que

Su norma es menor que ce~2. Veremos a continuacion que este tipo de operadores
también estan acotados sobre LP(X) con 2 < p < oo y su adjunto sobre LP(X) para

dx
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1 < p < 2. La herramienta principal de la prueba es el resultado de la descomposicion
de Calderéon-Zygmund expuesto en el Teorema 6.5.7.

El resultado principal de esta subseccion es el siguiente.

TEOREMA 8.3.3. Si (X,d, i) un espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors y e > 0
suficientemente pequeno, entonces el operador Tl%e’X’l definido en (8.1.7), estd aco-
tado sobre LP(X) para 2 < p < oo con cota dependiente de €. Por lo tanto, por
dualidad, (Tﬁg’x’l)* estd acotado en LP(X) para 1 < p < 2 con cota dependien-

3,6, X,1\ % _1
(75 ™) <ce [ fllpxy: L<p <2y

te de €. Mds especificamente

PRUEBA DEL TEOREMA 8.3.3. Dada f > 0, f € L'(X), utilizaremos la des-
composicion de Calderén-Zygmund expresada en el Teorema 6.5.7. Si pu(X) < oo
entonces tomamos

LP(X)

1
Tlﬁ,(’JE’Xylf <ce ¥ Hf”LP(X) , 2<p<oo.

‘LP(X)

1
A - d
0<Arsmxf ,U(X)/X|f| .

por lo tanto

||fH1

{’ ﬂeXl

) < u(X) <

Si mxf < A por CZ,6) podemos escribir f = g+ by obtener
€ € * )\ € *
(s = 00) < (e = 51) v (g

Como g € L*(X), por CZ,7) y CZ,9) obtenemos

[ 1ot du<cA/|g|du<cA(/ |b|d,u+/|f|dp)

< Al

zg})-

entonces, por la desigualdad de Chebyshev y la acotacion en L?*(X) de (Tf’{f’x’l)*,

obtenemos
“ ({}(T&gx,w*g %}) <= / ‘ TﬁeXl
ﬁ/x|g|2dﬂ

cA
o2 11l ex

< CHfHLl(X)
- €A

IN

IN

Ahora veamos que {’(T{%{f’x’l)* > 2} C Oy, para ello probaremos que si z ¢ O,

entonces (Tlﬂ(fx Y*b(x) = 0. En efecto, sabemos que > ger bg converge en L'(X) a
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b. Por otro lado

(T @) = S0 (T bo()

QeF

D> ﬁ%?@é%@wwmw.

QEF JeD

Si @ NJ = 0 entonces [y bo(y)h7}(y) du(y) = 0. Por otra parte si Q N J # @y

J C @, como x ¢ O, resulta que = ¢ J, por lo tanto izf,“(x) = 0. Supongamos
ahora que QN J # 0y Q C J. Como F C D entonces h'J" es constante sobre Q y
por C'Z.8) obtenemos

| volip ) duta) = ¢ [ bot)duta) =0

por lo tanto (TfOEXI) b(z) = 0 si x ¢ Oy. Luego {’(T&e,x,l)*b

consecuencia,

> 2} C Oyy, en

( {‘ Tﬂ,e,X 1

Con esto tltimo arribamos a que (TI9 1) e débil (1,1) con cota independiente
de ¥, pero dependiente de € en la forma c¢/e. Usando el Teorema de interpolacion de
Marcinkiewicz (ver [25], p4g.30) deducimos que (T&f’X’l)* esta acotado en LP(X)
para 1 < p < 2, especificamente

|t rys| < e 1 g

‘L P(X)
¢,e,X,1
Ty f

Que es lo que queriamos probar. [l

Luego, por dualidad, obtenemos ‘ ’ . <ce ¥ Hf||Lp para 2 < p < o0.
LP(X

8.3.3. Acotacion en LP(X) de Tﬁ’f’x’l. Aplicaremos a continuacion la teoria
de integrales singulares sobre espacios de tipo homogéneo, para probar la acotaciéon
en LP(X) del operador Tf’f’X’l.

19€X1

TEOREMA 8.3.4. Si X es a-Ahlfors entonces el operador T ; estd acotado

sobre LP(X) para 1 < p < co. Mds especificamente

4,e,X,1 c
S| < gl <<
T’L9 € X 1

DEMOSTRACION. Por el Teorema 8.1.10 el operador 77 esta acotado en
L?*(X) ademés como vimos antes si f € L*(X) N LP(X) entonces

TV f /K“Xl y).f(y)dp(y),

9,6,X,1
T1,1e f

C
| <amlil,  2<p<oe
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y por el Teorema 8.2.4 sabemos que Kﬁ’f’X’l es un nucleo estandar, luego aplicando el

Teorema 6.5.9 y la Proposicion 6.5.16, obtenemos la acotacion de T, sobre LP(X).

Para hallar la constante de la desigualdad débil (1, 1) se aplican los métodos es-
tandar de acotacion de operadores integrales singulares analogamente a lo hecho en
la prueba del Teorema 8.3.3, y se obtiene que u({]Tﬁ’f’X’lf\ > A1) < (/) 1l prix)-

Como la norma en L*(X) es c/e%, aplicando el teorema de interpolacion de Marcin-
kiewicz se obtiene el resultado deseado. 0

8.4. El Operador Cuadratico S,

En esta seccion introducimos el operador cuadrdtico, o también denominado fun-
cion cuadrado, Se asociado a la familia de funciones regulares {h’}“} de la Definicion
8.0.20, como sigue.

(8.41) si@= S [ |

Mostraremos la acotacion de este operador sobre LP(X). El resultado principal
de esta seccion saldrd como corolario del siguiente teorema, el cual establece un
control de la norma en LP(X) de S, por la norma de Tﬁ’f’x’l.

TEOREMA 8.4.2. Dado € >0, si 1 < p < oo, existe una constante positiva B,
que depende de p y no de ¥, tal que

1Sef |l 1o(x) < By T119’,1€,X,1f

Lr(X)

DEMOSTRACION. Si consideramos a ) como una funcion constante definida
sobre el (0,1), podemos aplicar la desigualdad de Khintchine (cf: [52], pag. 176 o
[39], pag. 66) y deducir que, para z fijo, existe A, y B,, independientes de 9, tal
que

LP(0,1)

<B | Y 0 (nhg) ()

QeD

m=1,..., 10(Q)—1 LP(O,].)

Elevando todo al exponente p resulta
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p

1
w1 X v (i) ige | as e
0 QeD
m=1,..., 10(Q)—1

Por lo tanto

1
X JO
p

<o [ [ X wolig)ige |

p

S o (LAY i) | didp() < /X 1S.f(@)P du(x)

QeD
=1,...,40(Q)—1

p

1
< B / / ST o) (£hg) ) | dute) d

0 JX €D

m=1,...,40(Q)—1
p

<Bp T’l9,€,X,1
— “p 1,1 f LP(X)’

que es el resultado deseado.
O

Teniendo en cuenta el resultado del Teorema 8.3.4 obtenemos el siguiente coro-
lario del Teorema 8.4.2.

COROLARIO 8.4.3. Si X es a-Ahlfors entonces el operador S, estd acotado en
LP(X).
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8.5. Acotacion en LP(X,vdu) de Tﬁ’f’X’l

X,1 .
En esta seccion veremos que el operador T1 77 esta acotado sobre LP(X, vdpu),

cuando v es un peso diddico de Muckenhoupt (ver Deﬁnicién 6.4.2). Para la prueba
del resultado principal, haremos uso de las propiedades y resultados de acotacion
de los operadores maximales M% y M*® dados en las definiciones 6.3.2 y 6.3.3
respectivamente.

Finalizando la seccion presentamos un resultado de suficiencia, via wavelets de
Haar, que deben cumplir un par de pesos (v, w) para estar en la clase Agy

El resultado principal de esta secciéon es el siguiente.

TEOREMA 8.5.1. Sea 1 < p < o0, vV € Agy, entonces el operador Tf’f’x’l estd
acotado sobre LP(X,v), con constante c/e. Mds especificamente

(8.5.2) ‘ T f

< - .
ey < < 17

Antes de demostrar el resultado principal, cuya prueba incluiremos con el objeto
de determinar la dependencia de la constante en (8.5.2) en funcion de €, enunciamos
un resultado intermedio que relaciona puntualmente a M% y M4 Obtenemos el
siguiente resultado.

TEOREMA 8.5.3. Si X es a-Ahlfors, dada f localmente integrable, 1 < s < 0o y
Tﬁ’f’X’l es el operador con el que venimos trabajando, entonces

1
s

MEW(TTEN ) () <

ml(‘:

[MY(f) ()]

DEMOSTRACION. Sea Q € D, f = f1 + f2 donde f; = fxq, entonces

1 9.6,X,1 ﬂeXl L ﬁ,e,Xl
i [T - ﬁ<w<>sM@Q 1) duty)
1 196X1 ’196X1
+m 0 folz) = fo(y)| d
<I+11.

Sea ¢, la constante de la acotacion sobre L°(X) del operador Tf’f’X’l, dada en
el Teorema 8.3.4, esto es, ¢, = c/e/*,si 1 < 5 < 2,0c, = c/e'/¥ 12 < s < o0.
Podemos estimar I usando la desigualdad de Holder, de la siguiente manera

IS@(Q T ity d >iu(Q>3’=(@> |7

g % (/ Ik du>1 < ey [MY(f°)(z)]

® =

19, X1
€ fl

Ls(X)

w =

Para I procedemos de la siguiente manera.

p(y)
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= bl () B~ R)| )

H JED
n=1,...,.§0(Q)—1
= 1 Z Fa(2)R™(2)dp(z) / () — ﬁ”’g(y)‘ du(y)
~ u@) JeD X ! Q ! /

Por un lado, si J N Q = 0 entonces fQ hY () — B?E(y)‘ du(y) = 0. Ademas,

como f, es cero sobre @ entonces [, fo(2)h(2)du(z) = 0 para todo J C Q. Por
lo tanto, solo consideramos los cubos J = J(Q) tal que @ € J. Si suponemos que
Q € D'y J(Q) € DI, entonces por el resultado de la Proposicion 8.1.5, item C3, la

estimacion V/}{Q)‘ 2 u(J(Q))’% y el hecho de que el diametro de () es equivalente

a 0" y la desigualdad de Holder con s y s', obtenemos la siguiente estimacion de I7.

5@ = B )] duty

1
RS

j<i
n=1,...,40(J(Q))—1

(@) Z /J(Q 2=

c 1 i

j<i
n=1,...,§0(J(Q))—1

/J IRCLEACLTE

IN

)| | (2)

1 d(z, y)
d i L2¥)
)y | T

IN

c 1 s : L siej

j<i
----- 1oJ(Q) -1

IN

f Z (an . R du)) 6

J<t
n=1,...40(J(Q))—1

E dy( £s é i—j
I () )] Z 5
J<t
,,,,, 10(J(Q))—1

IN

IN

@ =

< E[Mdy(fs)(w)] -

€
En consecuencia

1 #,e,X,1 e X1 T dy
@) L [T 1) = T ) o) < e D 7))

Entonces deducimos que

1
s

1
s

[MY(1f1°) ()]

que es lo que queriamos probar. [l

Mﬁ’dy(T{%’f’X’lf)(a:) = sup iInf —— / ‘TﬂEX Ly (y) — a‘ du(y) <

C
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PRUEBA DEL TEOREMA 8.5.1. Sea ' C D tal que §(F) < oo, trabajamos pri-
mero con el operador

T = Y (LR g

()] By (=) dut2)

<c /lf ) du(2)

< cﬁFMdyf(x).

Como MY esta acotada sobre LP(X,v), podemos deducir que Tlﬁflfflf esta en

LP(X,v). Podemos ahora aplicar el Teorema 6.4.4, item iii), y deducir la existencia
de una constante c dependiente so6lo de p, de la constante Agy de v y de las constantes
geométricas del espacio, tal que

/}Tff?lf‘p’/dﬂﬁ/‘Mdy Tlﬁlgp)’“f)’de#
X

(8.5.4) < e(X)my ( ffjflfD +c/ ‘Mﬂdy ()| v an.

Recordemos que mx f = fX |f| dp.

El primer sumando de la tltima desigualdad solo aparece cuando p(X) < ooy
si este es el caso entonces existe @ € D tal que () = X. Si tomamos s > 1 sabemos,
por el Teorema 8.3.4, que el operador 77 VXl asta acotado sobre L*(X) y que su
norma es menor que ¢/¢, de aqui se deduce lo mismo para Tf’f’}(’l Utilizando la
desigualdad de Jensen podemos escribir

m

T )" < o [ | an

s _C s
_m/xm dﬂ—gmx(m)-
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Obtenemos entonces

o ([T 7)) = [ e (|70 1]) 150

c o\ B
<& [ 1) v d

c
< — [ MY (") (@)]*v(x) dp(z).
& Jx
Utilizando lo anterior junto con el resultado del Teorema 8.5.3 para el segundo
sumando de (8.5.4), podemos concluir que

[ [z vie) aute) < £ [ a0 (719 @) Fv(o) duto)

donde ¢ no depende de F' ni de 9. Como v € Agy, existe s > 1 tal que v € AZ% (ver

[5]). Por lo tanto, como M% esta acotada sobre LP/*(X,v) obtenemos la siguiente
estimacion.

Tﬂ,e,Xl ‘ My = .
[T ey S o I Uy S G T iy = 5 1
Por ultimo, como ¢ no depende de F' ni de 1, resulta
4,6, X,1
| < 2 I
como queriamos demostrar.
O

Finalmente abordamos el problema de la deteccién de A, como condicién necesa-
ria para la acotacion con pesos de integrales singulares como las consideradas antes.
Comenzamos por el caso de las integrales singulares inducidas por las wavelets de
Haar en espacios de tipo homogéneo. Sea H un sistema de Haar en (X, d, i) tal que
sih € Hy Q@ es el soporte dladlco de h entonces |h(z)| ~ u(Q)~/? para todo z € Q.
Para abreviar diremos que h“ €” @ si @ es el soporte diddico de h. Tomando

1 si h=h
VL (h) = ) -
F( ) { —1 si h#h
y
9*(h) =
tenemos que 1/2(0 + ¥?) = d,5. Por consiguiente

1 ([, PLOX1 e
§(To,8 +To07 ) (@) = 7))

= (h. f) h(x)

De modo que, si sabemos que los operadores de la familia TS%Z)O’X’1 (0 = +1)
son acotadas en LP(wdu), uniformemente en 1, necesariamente cada 7, es acotado
en LP(wdp) con cotas uniformes para h € H. Siguiendo de alguna manera, los
lineamientos para la demostracion ya clasica del hecho que A, es necesaria en R"
para la acotacion de las n transformadas de Riesz podemos probar que la acotacion
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uniforme en LP(wdp) de {m, : h € H} implica que w € A,(X,du). Supondremos
la siguiente propiedad que es trivial para los sistemas de Haar clésicos en el espacio
euclideo.

* Eriste una constante ¢ > 0 tal que para todo Q) y para toda eleccion de x ey
en elementos distintos de ¥(Q) se tiene que

hner

Precisamente, si x € @}, y € Q5 con Q) y Q5 dos hijos distintos de ) entonces
la suma Y, «cno M(2)h(y) es negativa y su valor absoluto es del orden de 1(Q)~".

TEOREMA 8.5.5. Supongamos que H verifica . Si la familia de operadores
Té%bo’x’l estd acotada uniformemente en LP(wdp) para toda sucesion 9 con |9 = 1,
con 1 < p < oo, entonces w € Ay(X,d, p).

DEMOSTRACION. Por las observaciones que proceden al enunciado del Teorema
sabemos que existe una constante ¢ tal que para todo @)
Z mf (2)

(8.5.6) w ({x € X g /\}) - ):\lp /X e’ Q

<—Z/|th (x)dp

h’c Q

<5 [ 17w

Sea @} uno cualquiera de los hijos de Q). Sea f > 0, con integral positiva so-
portada en Q. Sea x € Q\Q); = Ul# ();. Entonces por la propiedad *, tenemos
que

p

> m(f)() w(@)dp(x)

hneﬁQ

Z 7Thf

h” E”Q

(Z hly > f(y)duly)

hnenQ

C
— dy.
- Q) Q;f :

Por lo tanto si A = WCQ) fQ< fdp tenemos que el conjunto que w mide en el primer
miembro de (8.5.6) contiene a |J,; Q;. Entonces con esta observacion y aquel valor
de X la desigualdad (8.5.6) nos informa que

! ¢ P
%?MMS(ﬁELJWYA/wW'

Si en particular tenemos f =1 en )} y nula fuera, tenemos que

> w(@)) < cw(@)).

I#£i

De aqui que
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w(@)) < w(@) =w(@) + > w(Q))

I£i
< (1+cJw(Q)).
En otras palabras la medida wdy, como p misma, tiene la propiedad de dupli-
cacion diadica. Entonces para alguna constante a > 0 tenemos

1 : 1 :
a(m/@fd“) S(m;)/%fd“)

c
< —— [ ffwdp,
w(Q) /Q
para todo i = 1,...,O(Q) — 1. De aqui que

(s ) =i [ e

Como es usual, tomando f = w™ »-T se obtiene la condiciéon A, diddica para w.

O






Capitulo 9

Sistemas de Haar y espacios de Banach de funciones
definidas sobre espacios de tipo homogéneo

En este capitulo obtenemos caracterizaciones de espacios de Banach de funciones
(E.B.F) en términos de coeficientes de Haar.

En el contexto de L?(R") una de las propiedades mas importantes de una base
ortonormal de wavelets es que ellas constituyen una base incondicional para muchos
espacios de funciones que aparecen en el andlisis armoénico. Por ejemplo, si W es
una de esas bases con ciertas propiedades dadas entonces el sistema ¥ es una base
incondicional para los espacios pesados de Lebesgue LP (R™) with 1 < p < 0o, donde
el peso w pertenece a la clase de pesos de Muckenhoupt A, .

Lo mismo vale cuando consideramos los espacios de Lorentz LP?(R") con 1 <
D, q < 00.

La caracterizaciéon de esos espacios funcionales estd dada en términos de los
coeficientes wavelets en la representacion de las funciones (ver por ejemplo [50]).
Ademas si suponemos ciertas propiedades de regularidad sobre las funciones ¢ € U,
entonces se sabe que el sistema ¥ es también una base incondicional para una clase
grande de espacios que incluyen los mencionados anteriormente como también los
espacios de Sobolev WH*P(R") y los espacios de Hardy H,(R") (|42], [22]).

En el contexto euclideo, Izuki probé en |36| que las bases de wavelets con ciertas
condiciones de regularidad son una base incondicional para el espacio de Lebesgue
de exponente variable LP()(R™). Para probar el resultado en [36], el autor uso las
técnicas de extrapolacion debidas a Rubio de Francia ([48], [49]), debido al hecho
de que la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood se satisface sobre
LPC)(R™). Para aplicar el teorema de Extrapolacion Izuki usa los resultados de [7].

En espacios de Lebesgue de exponente variable, muchos autores estudiaron las
propiedades de continuidad de ciertos operadores que aparecen en coneccién con
ecuaciones diferenciales parciales modelando una alta variedad de situaciones. Par-
ticularmente, en [24] y [21] los autores probaron la acotacion del operador maximal
de Hardy-Littlewood sobre LP()(R") suponiendo ciertas propiedades de continuidad
sobre el exponente p(-), y en [34] el mismo resultado fue probado en el contexto de
espacios métricos.

El sistema ¥ mencionado anteriormente caracteriza los espacios funcionales en
el sentido de que la norma de la funciéon f pude obtenerse en términos de los coefi-
cientes wavelets (1, f) en la formula de representacion Y (¢, f) . En esta seccion
adoptamos este punto de vista en el &mbito de espacios métricos con medida doblan-
te o espacios de tipo homogéneo. Mas precisamente, probamos que el los sistemas de
tipo Haar son una base incondicional para ciertos espacios de Banach de funciones
(E.B.F). Como una aplicacion de nuestro resultado principal obtenemos la caracte-
rizacion de varios espacios via los coeficientes wavelets, tales como los espacios de

135
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Lorentz y Lebesgue sobre espacios de tipo homogéneo y sus versiones variables. La
técnica usada es andloga a la de [36] y los resultados de [6].

9.1. Caracterizacion de espacios de Banach de funciones por wavelets
de Haar

Para enunciar nuestro resultado principal damos algunas definiciones con las
que trabajaremos. Denotamos L2° al espacio de las funciones acotadas con soporte
compacto definido por

LY =L>X(X,pu) ={f € L=(X)/ sop(f) C B(xg,r) para algun zo € X, r > 0}.

Diremos que B es un E.B.F. con la propiedad 2, si L° es denso en B y existe un
nimero real p; > 1 tal que BY/?' es un E.B.F. cumpliendo que

1M £l gsony < € gy

donde MY es el operador Maximal diddico de Hardy-Littlewood dado en la Defini-
cion 6.3.2.

Ahora estamos en condicion de enunciar y probar el resultado principal del ca-
pitulo.

TEOREMA 9.1.1. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo y H un sisterna de
Haar. Sea B un E.B.F. con la propiedad 2. Entonces H es una base incondicional
para B. Ademds, existen dos constantes positivas ¢y y co tales que, para cualquier
f € B, las siguientes desigualdades se cumplen

(9.1.2) a llfllg < 1Sfllg < el flls -
donde
1/2
(9.1.3) S(f)(z) = (Z | {f. h) |2|h(93>|2) :
heH

Notemos que, en principio, dada una funcion arbitraria f en B, la definiciéon de
S f puede no tener sentido. Sin embargo como trabajamos sobre B con la propiedad
2, el operador S puede definirse usando un argumento de extension.

PRUEBA DEL TEOREMA 9.1.1. Sea f € L° y F' C H con #(F') < oo entonces

Spf = (Z (f, ) W) €LF CB.

heF

Definiendo & = {(|f],5f) : f € L&} y Sor = {(Sefi|f]) : f € LT},
obtenemos dos familias B-admisibles (ver Definicion 6.6.1) y por el Teorema 6.7.2
es facil verificar que las siguientes desigualdades se cumplen

Cl ||f||LP0(X,wdu) S ||Sf||LPO(X,wdu) ) ||SFf||LpO(X,wdu) S 02 ||f||Lp0(X,wdu) Vw € Ag(};

Ahora, por hipoétesis y aplicando el Teorema de Extrapolacién 6.6.2 obtenemos la
existencia de dos constantes positivas C] y C} tal que

(9.1.4) Iflle < C1IISfIlz
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y
(9.1.5) 1Srflls < Collfllg -
Es importante notar que C, no depende de F' C H.

Sea {F,} una sucesion tal que F,, C F, .1 y UF,, = H. Entonces para cualquier
funcion f € L° y x € X obtenemos que Sk, f(z) 7 Sf(x), y de este modo, por las
propiedades de E.B.F. y (9.1.5)

(9.1.6) ISFlls = lim [ISe, flls < callflls  para toda f € LE(X).

Entonces, de (9.1.4) y (9.1.6) podemos concluir que
(9.1.7) cl[flls <UISflle < 2l fll para toda f € L(X).

El resultado general para f € B se deduce aplicando un argumento de densidad,
como sigue. Primero veamos que ||Sfl|z < c2 || f||z para toda f € B. Sea {f,} C L
tal que || f — fl|lzg = 0 cuando k — oco. Usando el Lema de Fatou podemos escribir

Sf(x) <liminf Sfi(x)
k—o0
y consecuentemente, por (9.1.7)
(9.1.8) [[Sfllp < 1f]£gglf 1S fellp < c2 ll’g(i)glf 1 fillz < 2 llf Il para toda f € B.

Del hecho que Sfi(z) < 2[S(f — fi)(z) + Sf(x)] la otra desigualdad puede ob-

tenerse del caso previo, de la siguiente manera
=1 < climinf
IFlls = Y il < clminf |5l
< ¢ (tminf |S(fi — )l +115715)

< ¢ (tminf | fi — flls + 15£11s)
(9.1.9) <cl||Sfllg para toda f € B.

Esto concluye la prueba de (9.1.2).

Ahora veremos que el sistema de Haar es una base incondicional para B.

Dada h € H C B, definimos h* : B — R por h*(f) := [, hfdu = (f,h). Estos
operadores satisfacen

s v |1 si g=h
h@—{o s gAh
Para F' C H con #(F') < oo definimos
Tpf =Y (f,h)h.
heF

Usamos el resultado previo para verificar que estos operadores estan acotados en B
con constante independiente de F'. En efecto, dada f € By g € H obtenemos que

<TFf,g>—Z<h’f><h,9>—{ | 6g> : 52?

heF
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y entonces
S(Trf)(z) = (Z (Trf.9)I" Ig(fv)IQ)
geEH
= <Z|<f7g>|2|9(w)l2)
(9.1.10) < S(f)(x)

Finalmente, por (9.1.9), (9.1.10) y (9.1.8) obtenemos
1T7flls < CIS(Tr s < CUSHlls < CllF s -

Ahora probaremos que el span lineal de H es denso en B. Por las hipotesis sobre
B, es suficiente probar que el span lineal de H es denso sobre L2° con la norma
||||g- Sea € > 0 dado y g € L°. Como el span lineal de H es denso en L?(X) para
l<py<ooywéeE Agg (ver [6], Teorema 9.1) y g € LF°(X), existe f € span(#) tal
que

ew(B)n  xp
Ch lxallg w(B)%

1
ew(B)ro

1f = gllzro () < =
BP0 = Crxally

L2 (X)
donde B es una bola fija en X y Cy es la constante en (6.6.5).
Por otro lado, f —g € L*(X)CB, f—ge L2y ||f — gl < oo.
Ahora consideramos la familia § := {(f — g, EWBB”B)} Debido a que B tiene la

propiedad 2l podemos aplicar el Teorema 6.6.2 para obtener

XB
If—gllzg < C1 e
E Ch HXBHIB%

de este modo el resultado de densidad esta probado.

€ €,

B_
O

9.1.1. Algunos casos particulares. En esta subseccion mostramos algunos
ejemplos de E.B.F. los cuales satisfacen las hipotesis del Teorema 9.1.1.

a)B=LP(X,u),1 < p<oo. El Teorema 9.1.1 no es mas que el Teorema 6.7.2 (el
cual es el Teorema 7.1 en [6]). De hecho, en [6] los autores probaron la acotacion de
MY en LP(X, u) para cualquier 1 < p < oo y la densidad de L°(X, ) en LP(X, u),
que es la propiedad 2 en este caso.

b) B = LP(X, ) los espacios de Lorentz con 1 < p,q < oo, de todas las

1

funciones medibles f definidas sobre X tal que || f[|; , := (% fo @ f (t))q%) ' <o,

donde f* es la reordenada no creciente de f. Se sabe que ||-||7 , no es una norma en
LP49(X, u) pero podemos siempre definir una norma equivalente sobre ese espacio,
(ver por ejemplo [35] y [40]).

En este contexto el Teorema 9.1.1 esta contenido en el Teorema 6.1 de [46],
debido a que en el mismo articulo el autor prueba que MY estd acotada sobre
LP9( X, ) para cualquier 1 < p,q < oc.
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¢) B = L0 (X, 1) los espacios de Lebesgue de exponente variable.
Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo localmente compacto y p : X —
[1,00) una funcién medible. Para A C X definimos

py = inf p(z) ph = supp(z).
z€A z€EA

Por simplicidad denotamos p™ = pk, p~ = p%. También supondremos que 1 < p~ <
p(z) < pt < oo paraz € X.

El espacio de Lebesgue de exponente variable LPC)(X) = LPO)(X, 1) consiste en
las funciones p-medibles f definidas sobre X tales que, para algin A positivo, el
funcional modular convexo p(f/A) == [, |f(z ) /AP dp(x) es finito. Una norma de
Luxemburg puede definirse en LP)(X) tomando

£l = mE{A >0/ p(f/A) <1},

Esos espacios son un caso especial de espacios de Museliak-Orlicz, (ver [45]), y
generalizan los espacios de Lebesgue clésicos.

Algunos de los siguientes resultados fueron obtenidos en el contexto euclideo (ver
por ejemplo [38]), pero puede probarse que también se cumplen en el contexto de
espacios de tipo homogéneos (para espacios métricos ver |34]). Por ejemplo, puede
verse que (LPO(X), ||- [,(y) es un E.B.F. por otro lado el espacio dual de LPO(X) es

LP0)(X) y la desigualdad de Holder se cumple, esto es
[ 15@a@ldn(e) < €17l ol

También fue probado en [34] que Co(X,p), y consecuentemente L(X, p), son
densos en LP0)(X, w) cuando X es un espacio localmente compacto. De este mo-
do el Teorema 9.1.1 se cumple si pedimos que M esté acotada sobre LP() con
1 <p < p(x) <p" < oco. En [34] los autores probaron que si X es un espacio
a-Ahlfors con medida finita y p(-) satisface las condiciones de continuidad log-Ho6lder

Ip(z) — p(y)| < “log(d(z,y))

cuando d(z,y) < %, para alguna constante positiva C, entonces M esta acotada
sobre LPO)(X, ).

d) B = E’Z,(')’Q(')(Q) los espacios de Lorentz pesados de exponente variable. Si
2 es un subconjunto abierto de R™, en [26| los autores definieron los espacios de

Lorentz pesados de exponente variable, como el conjunto ﬁﬁ,(')’Q(')(Q) de las funcio-

nes medibles f tales que la norma ||f||Lp(A),q(A)(Q) = Hw(t)tﬁ_flﬂf*(t)‘

finita.

En el mismo articulo los autores prueban que este es un E.B.F. con la propiedad
2 (ver [26], Teorema 3.12), cuando w(t) = ') para una cierta funcion v, y para
p,q € P1([0,|92]]), que consiste en aquellas funciones r de L>([0, |€2|]) tal existe el
limite cuando ¢ — 0 y cuando t — || de r(¢) y ademas 1 <r~ <r* < oc.

es
La0)([o,|Ql])






Conclusiones

Si a cada wavelet de Haar hg en L*(R™, wdz), con w un peso de Mucken-
houpt, se le achica su soporte, multiplicAndola por la caracteristica de un
conjunto interior a éste xg,, la familia de funciones perturbadas constituye
una base de Riesz, siempre y cuando el conjunto Q\F tenga medida su-
ficientemente chica, y ademas la funciéon perturbada conserve el promedio
nulo.

Hallamos bases de Riesz por perturbacion de sistemas de Haar de funcio-
nes regulares y que ademas tienen soporte compacto y cercanos a los cubos
diadicos.

La estabilidad como base de Riesz de los sistemas de Haar perturbados por
reduccion de soporte esta garantizada si la proporcion en cada escala y cada
lugar entre las medidas de los soportes perturbados y los soportes originales
es uniformemente chica. En casos euclideos.

Obtenemos condiciones geométricas de dimension para garantizar la validez
de la estabilidad del punto anterior en espacios Ahlfors.

Para espacios L? con pesos de variables separadas en R" las bases de Haar
pueden regularizarse hasta continuidad practicamente sin perder soporte.
Las integrales singulares asociadas a sumabilidad de perturbaciones son de
Calderén-Zygmund y su acotacion en espacios LP se extiende a los espacios
de Lebesgue con pesos de Muckenhoupt.

Hay suficiente integrales singulares en espacios de tipo homogéneo como para
que los pesos de Muckenhoupt y por lo tanto la acotaciéon de la maximal
de Hardy-Littlewood, queden caracterizadas por la acotaciéon de integrales
singulares.

Caracterizamos varios espacios funcionales entre ellos los de Lebesgue con
exponentes variables, usando las wavelets de Haar en espacios de tipo homo-
géneos.

Se pone en evidencia de nuevo, la versatilidad del Lema de Cotlar y de la
Teoria de Calderén-Zygmund.
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