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Resumen

Sea L = —A+V el operador de Schrodinger en R™ con n > 3, donde A es el operador
Laplaciano en R™ y V una funciéon no negativa que satisface una desigualdad de Holder
inversa de orden ¢, para algin gy > 3, esto es

(ﬁ/QV(W’);O < %/QV(y)dy,

para alguna constante C'y para toda bola () C R".

Relacionada al potencial V', estd definida una funcion llamada radio critico p,

1
p(x):sup{r>0: _2/ Vgl},
T B(z,r)

para cada r € R".Esta funcion tiene un importante papel en la estimacion de operadores
asociados a L. En particular, en nuestro trabajo, nos ocuparemos, de la integral fraccio-
naria. Este operador puede ser expresado en términos del semigrupo del calor generado
por L en la forma

Tof(z) =L 2f(zx) = /Ooe_tﬁf(x)tg%, 0<a<n.

0

Aqui, para cada t > 0, el operador e~** es un operador integral con un ntcleo k(z,y).

Ademas, consideramos su correspondiente conmutador

Ia,bf = bIaf - Za(bf>7

donde b es una funcion es un espacio asociado a la funcién de radio critico p y més amplio
que el espacio BMO de funciones de oscilacion media acotada.

En este trabajo se determinan condiciones suficientes, relacionadas con p, sobre pares
de pesos (u, V) que garantizan desigualdades débiles y fuertes en R™ entre espacios LP con
pesos para Z, e Z,p. Los métodos utilizados, involucran la demostracion de acotaciones
con dos pesos de adecuados operadores maximales definidos en el contexto Schrodinger y
desigualdades de tipo Fefferman-Stein, que permiten relacionar los operadores de interés
en norma fuerte y débil entre espacios L? con pesos con los operadores maximales defi-
nidos, extendiendo algunos resultados clasicos. Ademaés, con argumentos analogos a los
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empleados para Z, e Z,, logramos extender las desigualdades fuertes para los conmu-
tadores de orden superior 777, obteniendo como consecuencia de estos resultados, que el
operador I, es acotado de LP(M gy (MM FDElw) p2®=5)) 3 [P(w) para s < p con as < n,
donde M, ,, es el operador maximal fraccionario Schrédinger y M [(m+1)p] eg el operador
maximal de Hardy- Littlewood iterado [(m + 1)p] veces, donde [(m + 1)p] es la parte
entera de (m + 1)p y w es una funcién no negativa localmente integrable en R™.

Finalmente, exploramos nuevamente una desigualdad de tipo débil para la integral
fraccionaria pero bajo condiciones diferentes sobre los pares de pesos que, en cierto senti-
do, resultan menos exigentes que las anteriores, suprimiendo la condicion pedida al peso de
llegada p y fortaleciendo la condicion al par de pesos (p, ), con una "power-bump'sobre
el peso p.



Introduccién y preliminares

Consideremos el operador de Schrédinger en R™ con n > 3, definido por
L=—-A+YV,

donde V' > 0 es una funciéon que satisface una desigualdad de Holder inversa de orden g,
para algin gy > %, esto es

(@ /Q V<y>q0)ql° <G /Q V(y)dy,

para alguna constante C' y para toda bola ¢ C R™. El conjunto de funciones con esta
propiedad usualmente es denotado por RH,.

En los ultimos anos este operador ha sido objeto de estudio por diversos autores
(ver [19], [20], [18], [24] y [39], entre otros). En particular, se han estudiado una serie
de operadores derivados de L, tales como las transformadas de Riesz y las integrales
fraccionarias. En dichos estudios juega un papel fundamental la siguiente funcion

1
L[ vewn
T B(z,r)

para x € R". Esta funcién es conocida como funcion de radio critico y tiene, como dijimos,
tanto un importante papel en la estimacion de operadores asociados a L, asi como en la
descripcion de los espacios relacionados (ver, por ejemplo, 5], [6], [18], [19], [20] y [39]).
En particular, ella establece, informalmente hablando, un "limite", dentro del cual los
operadores guardan una estrecha semejanza con los operadores clésicos y més alla de él,
tienen un comportamiento mejor. Este es, precisamente, el concepto en el que se basan
muchos de los trabajos sobre el tema para dividir el estudio de los operadores en local y
global. Con respecto a la funciéon p, una de sus propiedades fundamentales es la siguiente,
que indica un modo de comparar sus valores en puntos distintos.

p(x) =sup{r >0:

Proposicion 1. [39/

1. Para toda x € R",0 < p(x) < o0
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2. Eniste Cy y Ny > 1, tal que

N,

Citoto) (14 £ ')_NO < o) < Coptar) (14 221) A

para toda x,y € R™.

A lo largo de nuestro trabajo, consideraremos R™ con la métrica uniforme, por lo
tanto una bola B(x,r) con tal métrica serd un cubo con centro en z y lados paralelos a
los ejes coordenados de longitud 2r, el cual sera denotado por Q(z, 7). Ademas, dado que
la métrica uniforme y la métrica euclidea son métricas equivalentes, podemos escribir la
propiedad 2 de la funcion p en términos de la métrica uniforme de la forma

Cy'n ¥ p(a) (1 n dgfjj))_ " < ply) < Con T p(a) (1 n d;f;j)) )

Una obvia consecuencia de la propiedad anterior es la siguiente.

Proposiciéon 4. Sean 7 > 0y z,y € Q(zg,1r), donde Q = Q(zq,r) es tal que r < p(zg),
entonces

p(z) < Cp(y)

para una constante C que depende de T,mn y las constantes de (3).

Demostracion. Sea Q = Q(xq, p(xg)), asi por (3) resulta

4 _No d(LxQ))NO _No d(x,2q) Mot
Ci'n™=2 p(x <1+— < plx) < Con>@otD) p(x 1+ ——= .
Luego

_1 _DMNo —Np __No _No
Con 2 (1+7) 7 plag) < p(r) < Con?@o+0 (1 + 7)Mo+ p(z0)

para toda xz € 7Q).
Por lo tanto, para z,y € 7Q) es inmediato que

2N +N@

p(x) < ConT™or0 (14 7) %ot p(zg) < C2nTWor) (14 )Tt +No

p(y)-
0

A su vez, esta relacion es el punto de partida para cubrir el espacio R™ con bolas que
llamaremos “criticas” y que servirdn para analizar comportamientos locales.

Proposicion 5. [19] Eziste una sucesion de puntos {x;}32, en R", tal que la familia de
bolas criticas Q; = Q(xj, p(z;)),j > 1, satisface
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1. U;Q; =R
2. Para todo > 1, existen constantes C, Ny, tales que Zj XpQ; < CpM

Ahora, llamando criticas a bolas de la forma Q(z, p(z)), para € R", y utilizando
para ellas la notacion @),, podemos probar la siguiente relacion de proximidad.

Proposicion 6. Sea (), un cubo critico. Luego existe f > 1, que depende sdlo de las
constantes en (3) tal que

U @ cBQ.=Q.

Qy
Qy N Q70

Demostracion. Sea @, tal que, Q, Q. # 0. Sea w € Q[ Q-

Sea z € Qy; luego dado que y,w € Qy; w,x € @, por Proposicion 4 resulta
p(y) = p(w), vy p(w) = p(z), con constante C' dependiente solo de las constantes en (3) y
en consecuencia

d(z,z) < d(z,w) + d(w, x)
< 2p(y) + p()
< 2Cp(w) + p(a)
< 2C%p() + p(2)
< (20 + 1)p(a).

Asi la proposicion queda probada tomando 8 = 202 + 1. [

Volviendo al tema de los operadores relacionados con el operador de Schrédinger, en
nuestro trabajo nos ocuparemos, en particular, de la integral fraccionaria. Este operador
puede ser expresado en términos del semigrupo del calor generado por L en la forma

Tof(z) =L f(2) = /Ooe_tﬁf(a:)tg%, 0<a<n.

0

Aqui, para cada t > 0, el operador e~** es un operador integral con un nicleo k(z,y)

que tiene un mejor comportamiento lejos de la diagonal que el ntcleo clasico del calor
(el asociado al operador £ con V' = 0, esto es, el Laplaciano), en el sentido de que decae
muy rapido (ver [26]). Ademas, esta acotado superiormente por el nicleo del operador
clasico del calor, lo que arroja como conclusion inmediata, por ejemplo, que esta integral
fraccionaria también es un operador acotado de L” en L%, con % = i — 2. Con el mismo
razonamiento es claro que también valen las mismas acotaciones entre espacios de Le-
besgue con pesos que para el operador clasico. En particular, tenemos que si wr esta en
la clase Alﬂ% de Muckenhoupt, luego Z, es un operador acotado de LP(w) en L(w?),

con % = % — 2, (ver [28]). Sin embargo, como mencionamos, el nicleo tiene “mejor” com-

portamiento con respecto al clasico y esto se puede ver inmediatamente a través de los
resultados de los lemas que presentamos a continuacion.
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Lema 7. [/26] Dado N > 0, existe Cy, tal que para toda z,y € R™:

el (1 LV ﬁ) N .

ky(2,y) < Oyt ™2e™ 5
@y) < On o) o)

Como consecuencia del lema anterior se tiene

para toda z,y € R", donde KCp(z,y) = fooo ki(z,y)tz % para 0 < a < n, es el nicleo de
7Z,. Asi, es obvio que

Lo(f)(x) < CL(f)(x)

donde I, denota la integral fraccionaria clasica, relacion de la que ya habiamos hablado.

El segundo lema se refiere a la suavidad del nicleo.

n

Lema 8. [21] Dado N > 0, y 0 < 6 < min(1,2 — ), entonces existe una constante
C > 0 tal que

(2, y) — Ka(20,9)| < C (%)Jt%/%_mgy? <1 + % + T\/yf)) N

para toda v,y € R con |z — zo| < V1.

Teniendo en cuenta este mejor comportamiento, cabe preguntarse si los resultados de
acotacion no pueden probarse para clases de pesos mas amplias. Efectivamente, en este
sentido, en [5] se introducen clases de pesos més generales que las de Muckenhoupt que
resultan suficientes para que valga la citada acotacion con un peso. Mas concretamente,
estas clases, dado p > 1, estan formadas por funciones no negativas w que para algin par
de constantes C' > 0y 6 > 0 satisfacen

(1 o) (o [y 7o)< (1555

con las obvias modificaciones cuando p = 1, donde p es la funcién de radio critico. Los
pesos que verifican la condicién anterior se dice que estan en la clase Ag’g.

Siguiendo con linea de esa investigacion, en nuestro trabajo nos dedicamos, en un
primer lugar, en el Capitulo 1, a la determinaciéon de condiciones suficientes sobre pares
de pesos (u, V) que aseguren la acotacion débil y fuerte de ciertas maximales fraccionarias
que estan relacionadas de manera natural, tanto puntual como en norma, con la integral
fraccionaria Schrodinger y sus conmutadores. El capitulo tiene sus antecedentes en [30] y
[37] para el caso clasico, asi como también en [3] para la integral fraccionaria usual pero
en el ambito de espacios de tipo homogéneo.
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Posteriormente, en el Capitulo 2, nos dedicaremos a probar una desigualdad que
relaciona maximales con maximales “sharp” asociadas al operador de Schrodinger, esto
es, una extension de la conocida desigualdad de Fefferman-Stein a la presente situacion.
Luego, aplicaremos esta desigualdad para obtener resultados de acotacion con dos pesos
tanto para la integral fraccionaria como para sus conmutadores. Aqui hemos extendido
tanto argumentos como teoremas de [40]. Nuestras conclusiones estan en la linea de [35],
381, [36], [14], [8], [12], [13] y [17].

En el Capitulo 3 presentamos resultados correspondientes a conmutadores de orden
superior de la integral fraccionaria Schrédinger que resultan una version al ambito de este
trabajo de los contenidos en [2] para el caso clasico en espacios de tipo homogéneo.

Por su parte, el Capitulo 4 esta dedicado a ofrecer una alternativa a los métodos de
demostracion seguidos en el 2. En particular, se aplican técnicas basadas en la descom-
posicion de los operadores en una parte local y una global que ya fueron aplicadas en [5]

y [7].

Por dltimo, en el Capitulo 5 exploramos nuevamente una desigualdad de tipo débil
para la integral fraccionaria pero bajo condiciones diferentes sobre los pares de pesos. Las
técnicas que utilizamos estan inspiradas en las aplicadas por J. M. Martell en [27], en el
contexto de espacios de tipo homogéneos con anillos no vacios y constituyen, creemos, un
aporte en si mismo porque la adaptaciéon es a un espacio de medida finita en donde dicha
propiedad no se cumple.






Capitulo 1

Acotacién con dos pesos para
Operadores Maximales-Schrodinger

1.1. Preliminares.

1.1.1. Clase A, de Muckenhoupt.

Un peso w en R™ es una funciéon no negativa localmente integrable que toma valores en
(0,00) en casi todo punto. Luego, si w es un peso y % es localmente integrable, entonces
% también es un peso.

Dado un peso w y un conjunto medible £/ C R", usaremos la notacion

W(E) = /E wdzx

para denotar la w-medida del conjunto E. Dado que los pesos son funciones localmente
integrables, w(E) < oo para todo conjunto medible E contenido en alguna bola. Los
espacios LP con la medida wdzx seran denotados por LP(R™, w) o simplemente LP(w), asi

PR, w) = {f R" SR / () Puo(z)de < oo} |

n

Las desigualdades con pesos surgen naturalmente en el anélisis de Fourier. Por ejem-
plo, la teoria de pesos desempena un papel importante en el estudio de problemas con
valores en la frontera de la ecuacion de Laplace en dominios, asi como en estimaciones
de ciertas clases de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Las ideas relacionadas
con desigualdades con pesos aparecieron casi simultaneamente con el nacimiento de las
integrales singulares y en los anos setenta fueron estimulados por la caracterizacion de
Muckenhoupt de funciones positivas w localmente integrables para las cuales el operador
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Maximal de Hardy-Littlewood, M, lleva LP(R", w(z)dx) en si mismo. Esta caracteriza-
cién condujo a la introduccion de la clase de pesos A, cuya definicién serd presentada a
continuacion.

Definicién 1.1.1. Un peso w pertenece a la clase A, de Muckenhoupt, 1 < p < 0o si

o o) () <

donde el supremo se toma sobre todas las bolas en R™. Dicho supremos es llamado cons-
tante caracteristica de Muckenhoupt A, para w y serd denotado por [w]a,.

Un peso w pertenece a la clase A; de Muckenhoupt si

aup (o / s(abe) [l =< o

y este supremo serd llamado constante caracteristica de Muckenhoupt A; para w y sera
denotado por [w]4,.

A continuacién presentaremos uno de los principales resultados de la teoria de pesos,
la desigualdad de Holder inversa para pesos A,, la cual asegura que todo peso A, que se
encuentra a priori en L} _(R"), se encuentra en un espacio mejor L; 77 (R"™), para algunos
o > 0 dependiendo del peso, tal como lo enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. Sea w un peso en la clase A,, para 1 < p < oco. Existen constantes
C,~v > 0, dependiente unicamente de la dimension n,p y la constante caracteristica [w]a
tal que para toda bola ) de R™ se tiene

(o) < [

Es facil probar que para 1 < p < ¢ < o0, se tiene que A, C A,. Més ain, como
consecuencia de la desigualdad de Holder inversa resulta

P

Corolario 1.1.3. Sea w € A,, 1 < p < 00, luego existe € > 0 tal que w € A,_.

Como se mencioné anteriormente, las clases A, crecen cuando p aumenta y por lo
tanto es natural considerar su limite cuando p — oo.

Definicion 1.1.4. Se define la clase de pesos A,, de Muckenhoupt como

=] 4

p>1

Las siguientes proposiciones caracterizan a los pesos en la clase A,
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Proposicion 1.1.5. Un peso w esta en la clase A si y solo si, existen constantes C, 0
tal que para todas las bolas () de R™ y todos los subconjuntos medibles E de () se verifica

w(k) [E[\
o =c(ia) (116

Se puede probar que 1.1.6 es equivalente a una desiqualdad similar en donde la medida
de Lebesgue aparece en lugar de w y viceversa.

Proposicion 1.1.7. Un peso w esta en la clase Ay si y solo si, para cada € > 0, eziste
0 > 0, tal que para todas las bolas () de R™ y todos los subconjuntos medibles E de () se
verifica

|E] < 0]Q| = w(E) < ew(Q).

Las demostraciones de estos resultados pueden consultarse en [23] (capitulo 9).

1.1.2. Espacios de Tipo Homogéneo. Definiciones y Resultados.

Dado un conjunto X, una funcion d : X x X — R{ es llamada casi-métrica en X si
las siguientes condiciones se verifican,
1. para toda z,y € X,d(z,y) > 0y d(z,y) = 0siy solosix=y.
2. para toda x,y € X,d(z,y) = d(y, z)
3. existe una constante K > 1, tal que:
d(x,y) < K(d(z, z) +d(z,y))

para toda z,y,z € X.

Una casi-métrica d(.,.) define una estructura uniforme en X.

Sea p una medida positiva en la o-algebra de subconjuntos de X generada por las
d — bolas. Asumimos que p satisface una condicién de duplicacion, esto es, existe una
constante A tal que:

0 < uw(B(x,2r)) < Ap(B(z,r)) < oo
para todaz € X y r > 0.

Una estructura (X, d, 1), con d y pu como arriba, es llamada espacio de tipo homogéneo
(e.t.h.). Las constantes K y A son llamadas las constantes del espacio.
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Sea (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo. Para 0 < v < 1, denotaremos por M, al
operador maximal fraccionario definido por,

My f(e) = sup s [ 11wl duty).

para toda f en L} (X, du).

loc

Considerando X en lugar R”, la casi-métrica d en lugar de la métrica uniforme y la
medida duplicante p en lugar de la medida de Lebesgue, se obtienen la correspondientes
definiciones de pesos en el e.t.h, (X, d, 1), como asi también la de pesos A, de Mucken-
houpt 1 < p < o0, A vy sus correspondientes propiedades mencionadas en la seccion
anterior.

Bernardis y Salinas (|3|) probaron el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. [3] Sean (X,d,pu) e.t.h, 0 <y <1, 1<p<g<ooy(w,v) un par de
1

pesos con 0 = v 1 en Ay. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

(1.1.9) M, : LP(X,vdp) — LY (X, wdp).
(1.1.10) w(/?()é;f(l(%);_l <C < oo paratoda @ C X.

Observacion 1.1.11. El Teorema anterior fue probado por Carlos Pérez en [30] en el
contexto Euclideo.

Definiciéon 1.1.12. Sean 0 <y < 1,1 < p < ¢ < oo. Un par de pesos (w, ), que verifica
1
la condicién (1.1.10) con o = v~ #=1 se dice que esta en la clase A} . Si p =1, definimos

la clase A, como el conjunto de pesos (w,v) que verifican
1
M(?zq supr ' < C < oo
Q'™ g

para todas las bolas @) C R™.
Observacion 1.1.13. Notar que para vy = 0, p = ¢ y pesos iguales (w = v), (w,w) € A)
siy solo siw € A,.

El siguiente teorema explora las acotaciones de tipo débil para M,

Teorema 1.1.14. Sean (X,d,pu) et.h, 0 < v < 1,1 < p < q < co. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes,

(1.1.15) M, : LP(X,vdp) — LY*°(X, wdp).

(1.1.16) (w,v) € A] ..

Para la demostracion de este Teorema utilizaremos el siguiente lema de cubrimiento
probado por Coifman y Weiss (|9], pag 69 Teorema 1.2).
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Lema 1.1.17. Sean (X,d,u) e.t.h, E C X, E acotado y {B(z,r(x))} un cubrimiento
de E. Entonces existe una sucesion de bolas disjuntas {B(x;,r;)}: tal que la coleccion de
bolas dilatadas {B(x;, kr;)}i forma un cubrimiento de E. La constante k depende sdlo de
las constantes del espacio X.

Demostracion del Teorema 1.1.14. Supongamos que (1.1.15) se verifica. Veamos que

(1.1.16) se cumple. Sea @) una bola en (X, d, u). De (1.1.15) resulta, en particular, para

f:JXQy)‘:%dOHdGU:V_ﬁ que

#%w ({x € X : My(oxq)(z) > %}) <C (/X v Ty y)g,

Esto es,

Q)
@)

Dado que para toda z en (@), se verifica

({x € X : M,(oxo)(z) > ﬂ}) < Co(Q)r.

Ma(oxo)(z) > >

la desigualdad anterior nos conduce a

o(Q) v
WW(Q)Q < Co(Q),
de donde es inmediato que (w,v) estd en la clase A7  lo que prueba (1.1.16).

Inversamente, supongamos que (1.1.16) se cumple. Usando un argumento de densidad,
sera suficiente con probar (1.1.15) para funciones acotadas y de soporte compacto en X.
Sea A > 0, definimos

Ey={ze X :M,f(x)> A}

Para cada M € N definimos E) yy = Ex[) B(xo, M), con zy € X fijo. Luego, para cada
x € E, u existe una bola BM que contiene a x tal que

g [ @) > A (11.18)

Asi, E) s es un subconjunto acotado del espacio de tipo homogéneo (X,d, u) y {BM} es
un cubrimiento de F) ;. Luego por Lema 1.1.17, existe una sucesion de bolas disjuntas
{BM} tales que la familia {kBM} forma un cubrimiento de E3!, donde k depende solo
de las constantes de X.

Luego usando que p < ¢, 1.1.18 y la propiedad de duplicacion de u resulta,

W(EY)S < ( /U kBMw(x)du)q

7 7
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Luego, si p > 1, aplicando la desigualdad de Hoélder con % + i% =1, el hecho que el par
de pesos (w,v) esta en la clase A7 'y que las bolas {BM} son disjuntas se obtiene,

> kBM 1q7”1p (/BM \f(y)lvi’(y)vé(y)du(y)>

»r:\'c

| /\

A

© (kB (kBMY 1 .
Z N ( /15w V(y)du(y)>

Z W (/BM y)l"v(y )du(y)>

< Oﬁ/X|f(y)|pV(y)du(y)'

| /\

El caso p = 1 se obtiene siguiendo las mismas lineas de razonamiento con obvias modifi-
caciones.

Luego para todo M € N,

sy < ok ([ wpvinann)

Finalmente, haciendo M — oo resulta,

w(B) = 0 ([ i)

lo que completa la prueba. O

1.1.3. Espacios de Orlicz. Definiciones y Propiedades Bésicas.

Una funcion B : [0,00) — [0, 00) es llamada funcion de Young si es continua, convexa,
creciente, B(0) =0y si B(t) — oo cuando t — o0.
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Definicién 1.1.19. Sean A y B dos funciones de Young,

1. Diremos que A es equivalente a B y denotamos esto por A &~ B, si existen constantes
to, C1 y C5 tales que,
C1A(t) < B(t) < CRA(t)

para toda t, t > t.

2. Diremos que B domina a A y denotamos esto por A < B si existe ¢ > 0 tal que,
A(t) < B(ct)

para toda t, t > 0. Si esto es cierto para toda t > ¢, > 0, diremos que A < B
asintoticamente.

3. B se dice duplicante si existe una constante positiva C' tal que,
B(2t) < CB(t)
para toda t, t > 0.
4. B es llamada submultiplicativa si existe una constante positiva C' tal que,
B(st) < CB(s)B(t)
para todo s,t > 0.

Claramente B(t) = t" con r > 1 es submultiplicativa. A partir de un célculo sencillo
se puede probar que B(t) = t* [log(e 4+ t)]”, con a > 1,b > 0 es también submultiplicativa.

Dado un conjunto no vacio £ en R™ y una funciéon de Young B, el espacio de Orlicz
Lp(FE) es el espacio de Banach de las funciones f medibles Lebesgue tal que B (%) es

integrable Lebesgue en F, para algin A > 0. Este espacio es equipado con la norma de

Luxemburgo,
lepiey = {3 > 00 [ 5 (4} e <2},
E A

Cuando E tiene medida finita (por ejemplo, un cubo) se puede normalizar la medida

reemplazandola por %. En particular, dada una bola ) de R™ y una funciéon f definida

en @, se define la norma media de Luxemburgo de f en @) por

» 1 /()
HfuB,Q—mf{»o.@/QB(T) da:él}.

Cuando B(t) =t" con 1 <r < o0,

1/r
1z = (ﬁ /Q \f(:c)Vd:v)
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la cual coincide con la norma (normalizada) en L"(Q).

De la definicién de norma media de Luxemburgo resulta que si A < B asintoticamente
entonces existe una constante C, dependiente de A y B, tal que para todos los cubos )
y funciones f,

10 < C|fllsaq

Definicion 1.1.20. Dada una funcion de Young B la funcion de Young complementaria,
B, es definida por

B =sup{st — B(s)}, t>0.

s>0

By B verifican la siguiente desigualdad: t < B-1(t)B(t) < 2t.

A lo largo de nuestro trabajo necesitaremos la siguiente version generalizada de la
desigualdad de Holder, la cual fue probada por O’Neil [29].

Lema 1.1.21. Dada una funcion de Young B para todas f y g y todos los cubos ) resulta

o / Folde < 20|/ ls.0ll9ll5.0

Mas generalmente, si A, B y C son funciones de Young tales que para todo t > 0,
BT (t)CTH(t) < A7),

entonces
1f9llae < 2[flzelldllce

1.2. Acotacion con dos pesos para operadores
Maximales Schrodinger.

Debemos recordar que en el estudio de la integral fraccionaria clésica, una de las
herramientas principales la constituye el operador maximal fraccionario, ya que es posible
probar que guardan una estrecha relacion que hace que muchas de las propiedades de la
maximal se trasladen a la integral fraccionaria o permitan deducir otras de manera répida.
En nuestra investigacion sobre la integral fraccionaria asociada al operador de Schrodinger
los operadores maximales que presentamos a continuacion juegan el mismo papel.

Definicién 1.2.1. Sean 0 <7 < 00, 0 < a < n, f una funcion localmente integrable en
R", el operador maximal fraccionario Schrédinger M, , se define por,

Man(f)(@) = sup (Q)|Q| / F)ldy:
z€Q
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donde el supremo se toma sobre todos las bolas ) que contienen a x 'y ¥(Q) = (1 + =~ >,
Q = Q(zo, 7).

Para el caso particular a = 0, se obtiene el operador maximal Schrédinger M, ,,
el cual por simplicidad sera denotado por ./\/l,, esto es,

My()(e) = s ‘Q, /|f )Idy

El operador maximal sharp Schrédinger, Mfl, se define por:

ME(f)(x) = sup / |f(y) — fqldy + sup / |f(y)ldy,
K zeQ( xo,?") |Q| “ zeQ( xg, |Q|
r<p(zo) r>p(z0)

donde fgo = %‘fQ f(y)dy.

Observacion 1.2.2. Aligual que en el caso clasico, se puede probar la siguiente equivalencia

sup / |f(y) = foldy = sup inf / |f(y) — Cldy. (1.2.3)
z€Q(xo0,T) |Q| zeQ( xo,r) |Q|
r<p(zo) r<p(zo)

Para mas detalles ver [16].

Observacion 1.2.4. Para el caso clasico tenemos V' = 0 y la definicion de p lleva a p = oo
y por lo tanto, con nuestra definicién de la maximal, ¢(Q)) = 1, en consecuencia M, ,,
M,y ./\/lg7 y coinciden con sus respectivas versiones clasicas M,, M y M?.

Observacion 1.2.5. Para f € L*(R"), My, f(z) < oo c.t.p z € R™. En efecto, sea Qo
una bola tal que sopf C @y, luego, para cualquier bola ) C R" de radio r tenemos

HQ) Q! / )y <

||f||L1(Qo) — O, st r— o0,

1
( )nfa
H(Q) mr—l/u Yy < 1012 1w < 051 Fls si 7 < 6.

Definicién 1.2.6. Sea B : [0,00) — [0, 00) una funcién de Young, 0 < oo < n, 0 <1 < o0
y [ € L}, .(R"). El operador maximal fraccionario Orlicz- Schrédinger, Mz, se
deﬁne por

Mp,an(f)(x) = sup Q)R fllpe:

Observacion 1.2.7. Para el caso clasico tenemos V' =0y Mg, coincide con su version
clasica Mp . Si B(t) =t se obtiene el operador Maximal Fraccionario Schrodinger M., ,,.

Para las aplicaciones posteriores estaremos interesados en la funcion de Young B(t) =
tlog(e+1t) y denotaremos por My og,an @ su correspondiente funcion Maximal Fraccio-
naria Orclicz-Schrodinger.
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Observacion 1.2.8. Para f € L°(R™), Mponf(x) < 0o c.t.p x € R". En efecto, dado que
B es duplicante, se tiene que existe py tal que para todo § > 1y todo r, B(6r) < CoP° B(r),
en particular

B(t) < Ct*, para t>1

lo que demuestra que B(t) <t en el infinito, luego

H(@Q) QI f 5.0
H(@Q) QI || fllpo.0

WQYWMWﬂk<g%g%ﬁ)m=L

y tenemos

I — 0, cuando |Q| — oo, si n es suficientemente grande o py < % (para B(t) =
tlog(e +t) po = 1 + € para cualquier € > 0).

I <O flloes s 1Q] < 1.

Uno de nuestros objetivos es caracterizar los pares de pesos (u,v) para los cuales
M., es un operador acotado de LP(R",v) a LI(R", pu), para 1 < p < ¢ < oo. Pérez en
1

[30] demuestra que si v~ 7—1 es un peso en la clase Ay, el operador Maximal fraccionario
clasico, M,, es un operador acotado de LP(v) a L(u) para 1 < p < ¢ < o0, si y sblo
si el par (u,v) € A5 . Teniendo en cuenta este resultado y el hecho que M, f(z) <
M, f(z) para toda x € R, resulta que las mismas hipotesis aseguran que M, , es un
operador acotado de LP(R™ v) a L9(R", u). Ahora bien, si tenemos en cuenta que en el
operador M, ,,, es precisamente, un operador mas pequeno que M,, nos parece natural
preguntarnos si podemos tomar los pesos en una clase més amplia que las consideradas.
Bongioanni, Harboure y Salinas en [5], con el objeto de obtener desigualdades con pesos
para operadores relacionados al operador de Schrédinger, definen una clase de pesos en
términos de la funcion de radio critico p y que contiene a la clase A, de Muckenhoupt.
Concretamente,

Definicién 1.2.9. Sea # > 0. Un peso w esta en la clase Ag’e, si existe una constante
C' > 0 tal que para toda bola Q(z, ) se tiene,

(ITIBI/QUJ) (ﬁ/Qw—pil)p_l <OPQ)’; 1<p<oo (1.2.10)

.ﬁ/{o?w < Cw(Q)aigfw; p=1. (1.2.11)

p(x)

donde como antes ¥ (Q) = (1 + L)

Observacion 1.2.12. Para el caso clasico V = 0, resulta p = oo y se obtiene la condicion
A, de Muckenhoupt.
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Claramente las clases A]’j’@ son crecientes con ¢ y para 6 = 0 se obtiene la clase A, de
Muckenhoupt. Se define la clase de pesos A>> como

Ap = ] Ap?

0>0

Tomando p = 1y w(x) = 1+|z[7, con v > n(p—1) puede verse que la inclusion A, C A
es propia.

Por otro lado, la clase szl"c se define como la de los pesos w que satisfacen (1.2.10)
o (1.2.11) para bolas @) = Q(x,r) subcriticas, es decir con r < p(z). En [5] se prueba el

siguiente resultado,

Proposicién 1.2.13. Sea 1 < p < oo. Luego A0'*° = Abrlec para cada 3> 1.

Propiedades anélogas a las de los pesos A, de Muckenhoupt son satisfechas también
por los pesos en las clases A9, Las traslaciones, dilataciones y miultiplos escalares de
pesos Ag’oo(Ag’loc) son también pesos Ag’oo(Az’l"c), tal como lo enuncia la siguiente pro-
posicion .

Proposicion 1.2.14. Sea w € Az’oo(Ag’loc), para todo 1 < p < 00, entonces

(1.2.15) w(Az) € AL®(ALY) VA ER.
(1.2.16) w(x — z) € AU (ALI) vz e R™
(1.2.17) Aw € AL (ARTe) WA > 0,

Estos resultados se obtienen mediante un sencillo cambio de variables.

A continuacién, definiremos a los pesos duplicantes en el contexto Schrodinger. Dire-
mos que un peso w es p — duplicante, si existen constantes C,n > 0 tales que

w(Q(z,2r)) < Cw(Q(z,1)) (1 + M) , (1.2.18)
para toda bola Q(x,r) en R™.

La siguiente proposicion establece que todo peso en A9> es p — duplicante y se
demuestra siguiendo las lineas del caso clasico (ver Proposicion 9.1.5 en |23]).

Proposicion 1.2.19. Sea 1 < p < oo y w € AP™ entonces existen constantes positivas
C y n tales que
7
r
(Q(r.20) < CulQa ) (14 -5
p()
para toda bola Q(x,r) en R™.

Otra propiedad de los pesos en AZ’;’OO, es la desigualdad de Holder inversa, la cual fue
probada por Bongioanni, Harboure y Salinas en [5].
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Lema 1.2.20. Sea 1 < p < oo y w € AP™ entonces existen constantes positivas d,n,C

( ’ | /(;2 < ‘ ’ /(;2 / (:U)

para toda bola () en R™.

Como en la teoria clésica de pesos, del resultado anterior se desprende la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.2.21. Siw € A1 < p < oo, entonces eviste € > 0 tal que w € A},

Las clases A (Az’loc) son crecientes en p y por lo tanto tiene sentido considerar la
uniéon de todas estas clases obteniendo una nueva clase de pesos.

Definiciéon 1.2.22.

P00 P30
A = Ar
p>1
p,loc __ p,loc
Apfoe = | ] Aptee,
p>1

Observacion 1.2.23. Claramente A%°° D AP sin embargo esta contencion es estricta y
se prueba con el siguiente ejemplo.

Consideremos p = 1, que corresponde al caso V = cte > 0 y el peso p(x) = e/l

En primer lugar probaremos que p esta en Ag’loc para todo 1 < p < oo y por lo tanto
en Agg“. Para ello basta probar que para toda bola subcritica, esto es B = B(xg,r),r <

p(zg) = 1, se tiene
—1

u(B) (w7i(B))" <CIBP.

Sea B = B(xg,r) con r < 1. Consideraremos dos casos

» |zg| > 2r. Para este caso, teniendo en cuenta que B(zg,7) C B(0, |zo|+r)\B(0, |zo|—
r), tenemos

|z| _ =l Pl lzo|+ _ lzgltr p—1
e®ldx e rldx < Clefolrmynt e 71 dx
B B B(zo,r)

S Ce|m0|+re—\xo\+r

<C.

p—1
</ e|“;|dm) (/ e_vlllda:) < Celwol”rn(?””)p_l
B B

w x| < 2r.
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1
De ambos casos resulta que p € A%

Probaremos que p ¢ A% y para ello serd suficiente con mostrar que p no es p—duplicante
(Proposicion 1.2.19). Lo probaremos para el caso particular n = 3, el caso general resulta
siguiendo las mismas lineas.

Supongamos que j es p duplicante, asi por (1.2.18) existen constantes C,n > 0 tales
que

p(B(xo,2r)) < Cu(B(xo, 7)) (1 + p(;)) : (1.2.24)

para toda bola B = B(xg,r) € R3. Tomemos en particular las bolas de R? con centro en
el origen de coordenadas, esto es B = B(0,r). Luego

w(B(0,2r)) = / el*ldx

B(0,2r)
2r
= Sy / e't?dt
0
=9, (4T2€2T — 4re® + 2e% — 2) .
De manera analoga se obtiene
w(B(0,7)) :/ el dz
B(0,2r)
=5 (7’26’” —2e" +2¢" — 2) .
Luego, dado que suponemos u p — duplicante, en virtud de (1.2.24) se deberia verificar
So (4T2€2T — 4re® 4+ 2% — 2) < CS,y (rQeT —2¢" + 2" — 2) (147r)"
para todo r. En particular, para r grande se tendria

4e*r? < Ce'r? (1 +1)".
67‘

— <

(14" =7

lo que es absurdo. Luego p no es p — duplicante y por lo tanto no es un peso en A%>.

Anélogamente, se prueba que u(z) = e~ 1#l esta en A2°° y no esta en A%,

Luego, de la Proposicion 1.2.14 (1.2.15), resulta que para cualquier 8 € R — {0},

J— 7l A )
p(z) = Pl € Artoc vy no estd en A%

La siguiente proposicion es la version para pesos locales de la Proposiciéon 1.1.5. La
demostracion sigue las mismas lineas.
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Proposicion 1.2.25. Si w € A%, entonces existen constantes C,0 > 0 tales que para
toda bola Q = Q(zo,7) C R™ con r < p(xy) y todo conjunto medible E, E C @, se tiene

w(E) E\"
o) < (@> , (1.2.26)

Se puede probar que 1.2.26 es equivalente a una desiqualdad similar en donde la medida
de Lebesgue aparece en lugar de w y viceversa.

A partir de las clases de pesos en términos de la funcion de radio critico p mencionadas
anteriormente, definimos una clase de pares de pesos asociada a p que contiene a la clase
A7, ya conocida.

Definicién 1.2.27. Sean 0 < a < n'y 6 > 0. Diremos que el par de pesos (i, ) pertenece
a Ag’g’e si existe una constante C' > 0 tal que para toda bola Q(z,r) se tiene

( ! ) W(Q) v QP < CV(Q), 1<p<q< oo

Q)
|MQ(|1)5 Sup v P<Oop(), p=1
donde, como antes, ¥(Q) = <1 + p(rm)>.

También, como antes, consideramos la uniéon sobre 6 > 0 de las clases, Ag’qp’“ =
U Ap,0
6>0“"pq -

A continuacién construiremos un ejemplo de pares de pesos en esta nueva clase.

Sean 1 <p<qg<oo,0<a<nyp=1. Consideremos los pesos

wla) = |zl B > —n
viz)=lz|" +1,7 > —n.

Determinaremos /3 y v, para que (u,v) € A;,’qp’oo-

Resulta sencillo probar que u,v € L}, (R") para 3,7 > —n.

loc
En primer lugar, consideremos 1 < p < ¢ < oo. Debemos probar que existen constantes
C,0 > 0, tales que

p

p(B)iv s (B!
1B|(=%)r

<Cc@1+r) (1.2.28)
para toda bola B(xg,r) C R™.

Sea B = B(xg,r) una bola en R". Se verifica ([23|, ejemplo 9.1.6),

[ pars {0l
B(zo,r) Tn|x0|,8; |I0 > 2r

Consideremos dos casos,
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w |zo| < 2r

¢ EEEREEN
(Situo [21742) " (firy py (14 12177777 d)

|B(ao, r)| 1757
T(B‘f’n)%rn(p—l)

<C

rnp—ap
< Oy E—ntap

Para que 1.2.28 se verifique, basta tener 0 < (5 + n) § —n+ap<§é.

w |zg| > 2r

a U O
(Sitaon [21742) " (firy py (14 12l 77 d)

|B(ao, r)| (1757
<C (r”|x0|6)§ pr(p=1).—np+ap

< Cra TP 5| P

Luego, si 8 < 0, se obtiene

(fB(xw) ‘x|ﬁd$)5 (fB(:uOJ‘) (1+ |;z:m*p%1 d:v)

| B(xg, )| (=5

p—1

< OpB+n)f—ntap

<Cc@+r).

Esto tltimo, eligiendo, como en el caso anterior, 0 < (5 + n) § —n+ap<4.

Luego

verifican (u,v) € Agy’g’(’, parap=1,0 > (f + n) § —n+apy por lo tanto (i, ) € AP

Veamos si existe S que verifique las condiciones dadas.

De la condiciones, 0 < (8+n) 2 —n+apy <0, resulta (n —ap — %) L<p<0,
np

. ) % < 0y esto tltimo se cumple

por lo tanto existiran 3’s siempre y cuando <n —ap —

siysolosi+>1_—2a
q p n
A continuaciéon veremos el caso p = 1, esto es la existencia de 3y 7, tal que

1
(B
|B|'"»

< Cf%fl/ (1+7),
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para toda bola B(zg,r) C R™, donde C,# son constantes positivas.

Sea B = B(zg,r) una bola en R", analogamente al caso p > 1, consideremos dos casos
w x| < 2r

(fB |x|ﬁdx)l/q

(B+n):
B SO

,rn—oc

Bon_
< CratiTte

Luego, si tenemos § + % —n + «a > 0, teniendo en cuenta, ademas, que i%fz/ >1
para toda bola B C R", se obtiene

1/q
(fB mﬁdw) By _nia,
WSC(l—FT)q q I%fV

<C(1+r)mfu,
para92§+%‘—n+o¢

w |zg| > 2r.

B n
(fp l2de) """ Jaol v
BT

/,nTL*CY

< C\xolgr%*"m.

Si tomamos 3 < 0, teniendo £ +2 — n 4+« > 0, la desigualdad anterior nos lleva a
q g

x|Pdx Y
% SCi%fz/ (1+7)°
para92§+§—n+a.

Luego,

. 0,0 _ R
verifica (u,v) € A7) parap=1,0 > (8 +n) % —n+ay por lo tanto (u,v) € A7
Como en el caso p > 1, notemos que para asegurar la existencia de 's que cumplan las
condiciones mencionadas, se debera tener % >1-2
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Luego, resumiendo, para 1 < p < ¢ < 00, 0<a<ncon—>——— p=1

p(x) = |z|°, —n<p<0
vizg)=1+|z]", —n<~y
0<(B+n)L —n+ap, (1.2.29)
q

son tales (u,v) € ASP.

Por otra parte, u € A%® ya que p(x) = |z|® con —n < B < 0 estd en AP2° para
cualquier p > 1 (en [23], se prueba que |z|* es un peso A,, 1 < p < oo si y solo si
—n < a<n(p—1)y |z|* es un peso Ay si y solo si, —n < a < 0). Siguiendo un
razonamiento similar, a partir del hecho que v € Af*° para todo p > 1, resulta que

1 .
o=v r1 € A%> para cualquier v > —n.

En la teoria clasica de pesos, que el par (u, /) esté en Aj , no garantiza necesariamente

que 0 = y € A. Es por ello que ambas condiciones deben suponerse para demostrar
que el operador maximal M, es un operador acotado de LP(v) a L9(pu) paral < p < g < o0
(C.Pérez, [30]). Lo mismo sucede para pesos en A%/, Pese a que en (1.2.29) hemos
construido pesos (p,v) en AP con ambos p, 0 en AP’ , no es una regla general. Para
visualizar este hecho, consideremos para 1 < p < ¢ < oo, p = 1, los pesos

Pl

p(z) =
v(z) =M 5>0
ng n+ap>0 (1.2.30)

Por Observacion 1.2.23, resulta que p, o € Ap’l"c mas ain p, o ¢ A%>®. Resta probar que

(1, v) € Ag:P>. Lo haremos para p > 1, el caso p = 1 se obtiene de manera similar.
Sea B = B(xg,r) una bola en R", dado que 5 > 0 resulta
2 p—1
([ e leldz) (f e vl ) 8 n(p—1)
<C

|B| 1—7 - rnp—ap

p_
S C’I“n‘l n-+ap

como ademaés n%’ —n+ ap > 0, se obtiene

(e ) (Jy i)

‘B’(lf%)p

<C(1+71)

para 0 > n’a’ —n + ap. Notemos que la condicion n§ —n 4+ ap > 0 es equivalente a pedir
% > % — 2. Esto muestra que existen valores de o, p y ¢ que verifican la condicion pedida.

A continuacion, presentaremos una propiedad de los pesos en Aj:»*



18 Acotacion con dos pesos para Operadores Maximales-Schrodinger

Proposicién 1.2.31. Sean 1 < p < q < o0, luego Ag’g’loc = Ag‘f”’l"c para cada B > 1.

La demostracion de la proposiciéon anterior se obtiene de manera similar a la de la
Proposicion 1.2.13 (para mas detalles ver Corolario 1 en [5]).

En el siguiente teorema, bajo ciertas condiciones iniciales, caracterizamos los pares de
pesos para los cuales M, ,, es un operador acotado de LP(v) a LI(pu).

Teorema 1.2.32. Supongamos que 0 < v < n, 1 < p < q < oo. Sea (u,v) un par de
1
pesos con o =v -1 € A’o’gf"c. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1.2.33) 3C > 0,19 > 0, [ Man(f)llag < Cllfllzeey, 1= no.
(1.2.34) (1, v) € AZPo,

Observacion 1.2.35. El resultado anterior extiende el obtenido por Lin Tang para un peso.
Para mas detalles, ver Teorema 2.2 en [40].

Demostracion. Supongamos que la desigualdad 1.2.33 se verifica. Veamos que 1.2.34 se
cumple. Sea ) = Q(y,r) una bola en R™. Por definicién de M, se tiene que para todo

xeQ
H(Q) QIR / v (g)dy < Ma(v 7T x)(@).
Q

En consecuencia

q

HQ) QI (Qu(Q)F < ( /Q |Ma,n<u—p11><@><x>|qu<x>dx)

Luego, de 1.2.33 con f(z) = V_TLXQ<x), la desigualdad anterior nos conduce a

Y(Q)QI o (Q)u(@)

fo(Q)P!
D@ oy

Asi (p,v) € A% para 6 > np y por lo tanto, (u,v) € A%

Q-
=

<o(Q)r,

Inversamente, supongamos que (1.2.34) se cumple. Usando un argumento de densidad
bastara con probar 1.2.33 para funciones acotadas y de soporte compacto en R".

Descomponemos el operador M, , como suma de los operadores

(Ma,n)loc<f)(x) = Mam(fXQ(a:,p(x)))(x)v
(Ma,n)glob<f)<x) = Ma:n(fXQc(:c,p(ac)))(x)'

Probaremos

(Man)ioe - LP(v) — L(p) (1.2.36)
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(Man)giob = LP(v) = L (1) (1.2.37)

Veamos 1.2.36. Sea {Q;} el cubrimiento de R" dado en la Proposicion 5. La Proposicion

6 asegura la existencia de § > 1, independiente de j, tal que si denotamos @j = BQ;,
resulta

U Q@.p(z)) € Q;

xTe Qj
y, en consecuencia,
(Manioe(f)() < ZXQJ M (FXQ@pa) (@) < ZXQJ Ma(fxg,)(x). (1.2.38)
Ademaés,
Ma(fxg,)(2) S Ma;(f)(z), Vz€Q; (1.2.39)

donde, para cada j, M, ; denota a la maximal fraccionaria en el espacio de tipo homogéneo
Q; con la métrica uniforme y la medida de Lebesque restringida en ;. Veamos 1.2.39

Mylfxg,)(a) = suplQlE- /\fo )ldy

Seaz € QQ; vy Q = Q(zg,r) una bola en R" tal que = € @, luego, si zq € @j, Qﬂéj es
una bola en el espacio de tipo homogéneo @); y por lo tanto;

— _-———————— d
|QP’ l/foQj ) dy QNG /ngfoQ} y)| dy
S Ma,j(fX(%)( )

Por otra parte, si zq ¢ Qj, dado que d(a: ('3@]) > (B —1)p(x;), donde 0Q3 denota la
frontera de Qj, existe un cubo Q* C QﬂQ] tal que x € Q" y |Q*| = |Q]\ Luego;

1 1
= /Q 1, 0y < e /Q 1fxg,Wldy

C
d
|Qﬂ1 IfXQﬂ y)ldy

< CMa,j(fXQj)(x)'

Luego, sustituyendo (1.2.39) en (1.2.38), obtenemos

(Man loc ZXQJ oz] fXQ])( ) (1-2-40)

Luego, usando la propiedad de solapamiento controlado de {@;}; (ver Proposicion 5), del
hecho que ¢ > 1, se tiene

Mol < [ (Moot @)11(2) d

Rn
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< cz / (Zka Mar(Frg,) (@ >>qu<x> dz
< cz / 3G, @) Mol g, @) ) do

< czz/m o Mas(Fxg @) P(e) do
<Yy / X0, ()Mo s Fxg,) (@) () dr
<0y / (Z Yo, <x>> Mo (fxg,)(@)plx) de

<CZ/ Mas(fxg,) (@) () do. (1.2.41)

Por lo tanto bastara con probar que para cada k, M, : Lp(@k, vdzr) — Lq(@k, pdzx),

con constante independiente de k. Dado que M, denota la Maximal Fraccionaria en el

espacio de tipo homogéneo (@k, d, dx/@k), veamos que estamos en condiciones de aplicar
el Teorema 1.1.8.

1. 0 € Aoo(@k). En efecto, debemos probar que existen C,d > 0 tales que para toda

bola @ = Q(zg, ) en Qy, y todo conjunto medible £, E C @

Hec(Z8y).

Sean () = Q(:cQ, r) una bola en el espacio @k y E un conjunto medible & C Q.

Luego zq € Qy. Es claro que basta con considerar r < QT(Qk) = 26p(zx). Como
g € Qr es inmediato que existe una bola Q' (xQ,r) en R™ tal que @ = Q') Qx

y, ademas, |Q| > ‘ 191 Ahora bien, como zg € Qp, en virtud de la Proposicion 4,
resulta p(xk) = p(:cQ) con constante dependiente de n, Cy, Ny y de la dilatacion £.
Asi r < C(B,n, Cy, No)p(zg) = Tp(zg)- Luego, por Proposicion 1.2.13, resulta que
o € ATPl¢ v en consecuencia,

% =2 ||5/|| <20 (U((g))>5 <cC (%)6 (1.2.42)

. (p,v) € Afj,q(ék). Para ello debemos probar

fo(Qr g
AP 0 s s s

Sea ) = Q(zg,r) una bola en el espacio Q1 v Q' como en 1.
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Por Proposicion 1.2.31 Ayploc = Acreloc Y > 1, con constante dependiente de 7,
luego

% p—1 2(n a)p g Np—1
IUJ(Q) U(?) S ILL(Q ) (Q ) S C« (1243)
QI Q0
donde en la ultima desigualdad, hemos usado que (u,v) € Ag‘gp’loc, para Q) =
Q' (zg,r) con r < 7p(xg), donde T es la constante dada en 1.

Luego estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.1.8, de donde se sigue que, para
todo k, My : LP(Qy,vdx) — LY(Qy, pdz), con constante independiente de k. Ademas,
usando el hecho que ¢ > p y nuevamenete la propiedad de solapamiento controlado de
{Qr}r dada en la Proposicion 5, la desigualdad (1.2.41 conduce a

w o O dKOZ(/ Fxa, )|pV(:L’)dx)Z
=C (Z/ ’fX z)|Pv(x)d >
(/ (ZX%> o)v(a )dx>z

< Cll 2oy

lo que completa la demostraccion de 1.2.36.

LAY

Veamos ahora 1.2.37. Sea z € R" y Q = Q(zq,r) tal que = € Q. Luego, por la
Propiedad 3 de la funcion p, resulta

¥Q) = <1 i P(;Q))

> 1+

Copla) (1-+ ez ) ™o
- C% (1 " P(Tx) (1 + df(;@)&)
- C% (1 " d(j(’;)Q))NOH (1 + %)

>Co_1 (1+ r )NolJrl
Vn p(x) '

Ahora bien, para toda y € Q) Q°(z,p(x)) resulta r > d(yf) y, por lo tanto, de la
estimacion anterior )

¥(Q)™" < C(Cy,m) (1 + d(y’x)) o (1.2.44)
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entonces

(Ma,n)glob(f) (l‘) = sup w(Q)—T}'QP/n—l/ |fXQ“(:c,p(z)) (y)|dy
z€Q Q

|fXQC(x,p(z))|(y)

= (C'sup
z€Q JQ w(Q)n rn-o
< C(Co, )Sup/ 7v) ——dy
oo (o152
< Cpla)m [ WL,
Q<(z.p(x)) d(y, ) NoF1

o0

- O
26Q,\28—1Q, d(y7 I)nfa‘km

< Cpla 22 w51) ()0 Mo / 1 (y)ldy

Q%

< Cp(-?ﬂ)ﬁ

DD SR VTN

k=0 Qs

donde, para cada k, Q% = Q(z,2*p(x)). Nuevamente consideramos la coleccién de bolas
crltlcas {Q;} dadas en la Proposiciéon 5y § > 1 dado en la Propos1c1on 6. Denotemos

k = 2kQ),. Luego, la eleccion de (3 asegura que 2FQ, C k para toda x en
J iY j 8o, g
QJ De la estlmamon anterior resulta,

| (Mam)glob(f) HL‘Z(M)

(M)t ) (@) >dm)

< ( /R ) (Zp(m)(a‘mz’“(“*m) /2 . f(y)|dy) M(@@;)q

I
N\
T

S i:: (/Rn (p(:v)(o‘ n)gk(n—ot 5y ) /2sz 1 )|dy>qu(x)d$> ‘

: 5:32_k<n_a+m+l> (Z/jp(x)(“_")q (/2sz| ( )Idy>q (x)dx)é

S iz"“(”—wmﬂ) (; p(xj)mn)q/] (/?| ( )|dy>qﬂ($)d$>q

. i ) (Z pla) (@) < /Q k |f(y)|w’(y)up(y)dy> ) E
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Q|

q
P g

f <y>|pu<y>dy> v QY

5 io:Q_k(”_‘H—No"'l Zp 1'] (a—n) Qk) (/Q

k=0 J

Recordemos que (1, v) € Agfe, Qvf = Q(z;,2"Bp(x;)) con lo cual tenemos

&

q

u@)o@? < 0 (14 ZLED) T a0 2507

donde 6,C > 0.

Asi, de esta ultima desigualdad, el hecho que g > p y el solapamiento controlado de
{Q,};, resulta

I (May)gion (f) [lzo

1
q 1

- n—« Oé 7’1, 9*(1 n—a n—o ’
< S okt w) Zp )28 T (g </~k If(y)|pV(y)dy>

i) (3 ( A If(y)!”V(y)dy>

J J

q
p

B =

<y o) (2 / k If(:c)l”V(ﬂf)de>
>

o+ (wm7) /R f@)lw(a) (Z X@jk_(x)) d:z:) p

< iz—’f(w&l—i—f“) < R f(x)|py(x)dx)p

<3 2 ) | £

Luego tomando 7 tal que n > (N; + g)(No + 1) = 1o resulta,

H (Ma,n)glob(f) HL‘I(;L)SH / ”Lp(l’)

]

Observacion 1.2.45. Notemos que, para probar que el operador global (Mam)gzob es un
operador acotado de LP(v) a L?(u) para n > 19, solo hemos usado del par (u, ) que esta
en A%,

p,q
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Observacion 1.2.46. Notemos que en el Teorema 1.2.32, le hemos pedido al peso o = yTT

que esté en AP°¢ en lugar de A%, lo cual por Observacion 1.2.23 resulta ser una condicion
menos exigente. Ademas, tomamos pesos (u,v) € A5»>. En (1.2.30) hemos dado un
ejemplo de pesos en A5# con pu,o ¢ AL, pero si o € Aploc - Sin embargo este hecho
no es una regla general, es por ello que ambas condiciones se incluyen en las hipotesis
del Teorema 1.2.32. A continuaciéon daremos un ejemplo de pesos (u,v) € Ao, con
o ¢ Aploc,

Consideremos para 1 < p =g < oo, a« =0, p = 1, los pesos

plz) =1

y(x) = e Vel

Probaremos, en primer lugar, que (u,v) € A5#°°. Sea B una bola en R",

1 p-1
(fB 1 dx) (fB e dm> Crnrn(p—l)
<

|B|p - rnp

<C.

1
—e|1‘

A continuacion, probaremos que o(z) = e ¢ Arloc v para ello serd suficiente con
mostrar que o no es localmente duplicante. Supongamos que o es localmente duplicante.
Sea B = B(x,r) una bola en R™ con r << 1y consideremos las bolas By (1, §), Ba(z2, )
con 1 = (4,0,...,0) y 25 = (%r, 0,...,0) contenidas en B. Luego, dado que suponemos
o localmente duplicante tenemos

r r
o(Bi(z1, 7)) = o(Ba(zz, 7). (1.2.47)
Luego, sea B (71, 5) con 71 = (g,0,...,0). Nuevamente, usando la condicion de duplica-

cion de o y el hecho que o es una funcién creciente resulta,
r ~ T ot
o(By(xy, Z_l)) < Co(By (7, g)) < Cr'e ®". (1.2.48)

Ademads, teniendo en cuenta nuevamente que o es creciente se tiene

2

0 (Ba(z2, g)) > COr'e ", (1.2.49)

De (1.2.47), (1.2.48) y (1.2.49) obtenemos

S
S

e " < Ce “",

y, en consecuencia

3N

66 (E%—l) S C’

para todo r << 1. Haciendo r — 0 se obtiene una contradiccion. Asi, o no es localmente
duplicante y, por lo tanto, no es un peso en Ag’;f"c.
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Al igual que para M, (Teorema 1.1.14), el operador M, verifica una desigualdad
tipo débil (p, q) con dos pesos que incluye el caso limite p = 1, resultado que enunciamos
a continuacion.

Teorema 1.2.50. Supongamos que 0 < a <n, 1 < p < q < oco. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1-2-51) 1C > 07770 > 0, ”Moa,n(f)HLq’Oo(u) < C”fHLp(V)’ n > Mo-
(1.2.52) (u, V) € Ag’,g,oo.

Demostracion. Supongamos que (1.2.51) se verifica. Sea () una bola en R". De (1.2.51)
a(Q)

S
W donde 0 = v r—1 que

resulta, en particular para f =oxg y A =

2(Q)"
SQmIQIT

pero, dado que para toda x en Q,

[t ({w €R": Moy,(oxg)(z) > 2w(c(2j)<nc|26?2|12 }) < Co(Q)?,

Q0@
@lel= ~ 2@QpierE

Man(oxg)(x) = 7

la desigualdad anterior nos lleva a

WQ)Z"( !%)\(Zlmqﬂ(@ < Co(Q)r

0, lo que es lo mismo

wQ)io(Q)!
Qe =

Asi (p,v) esta en la clase Ag:;ﬁ para 6 > np, lo que demuestra (1.2.52).

Cp(Q)™.

Inversamente, supongamos que (1.2.52) se verifica. Por un argumento de densidad es
suficiente probar (1.2.51) para funciones acotadas y de soporte compacto en R™. Proce-
deremos de manera similar a lo hecho en la demostracion del Teorema 1.2.32, esto es
descomponemos el operador M, ,, como suma de operadores local y global, donde

(Ma,n)loc(f) ($) = Ma,ﬁ(fXQ(a:,p(z)))(x) )
(Ma,n)glob(f> (I) = Ma,n(fXQc(z,p(a:)))(x)

y probaremos que cada uno es acotado de LP(v) a L?*°(u). De la Observacion 1.2.45
resulta que existe 1y > 0 tal que (M, ) g0 €s un operador acotado de LP(v) a L(u) para
1n > no y por lo tanto se verifica la correspondiente desigualdad tipo débil.

Resta ver que (Mg )0 €s un operador acotado de LP(v) a L°(pu).

Nuevamente consideramos el cubrimiento de R™ por bolas criticas {@;} dado en la
Proposicion 5. Para cada j, consideramos I; = {k: Qx () Q; # 0}.
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Recordemos que en la demostracion del Teorema 1.2.32, hemos obtenido la siguiente
estimacion para (Mo, ) (ver (1.2.40))

(Man)ioc <CZ><QJ Ma;(fxg,)(x), VreR",

donde para cada j, M, ;, denota a la Maximal Fraccionaria en el espacio de tipo homo-

géneo (Q;, con la métrica uniforme y la medida de Lebesgue restringida a @j. Con esta
estimacion, para A > 0, podemos escribir

{x € R" : (May)ioef(x) > A} C {:L‘ e R": ZXQk(I)Ma,k(fX@k)(Q?) > %}

CU{I'GQ] ZXQk ock fXQ,)() g}
cuu{xe@m@k Mos(F1g)@) > gy b

c U{ € G Mas(ng o) > Gy }-

Luego

n({r € R : (Mop)ioof ( >A}<Zu({$€@f ak(fXQk)()>CLM}>

<> ({x € O : Mas(fxg,)(x) > CLM}) |

Por lo tanto, bastara con probar que, para cada k, M, : Lp(@k, vdr) — Lq"x’(@k, pdzx)
con constante independiente de k. Ahora bien, dado que M, ; denota la maximal fraccio-
naria en el espacio de tipo homogéneo (@k, d, dm/@k) y el par de pesos (i, v) € A;q(@k)
con constante independiente de k (probado en el Teorema 1.2.32), dicho resultado queda
asegurado a partir del Teorema 1.1.14. Asi, dado que ¢ > p, y teniendo en cuenta el
solapamiento controlado de {Qy}x se obtiene

Ip({x e R": (May)ioef(x) > A})

< (CM)q;(CLM)qNGerk Mai(fxg,) (@) > CLMD
<oy (f )

<c (/ (Zka ) v)Ply )dy>,,
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<o ([ wrvm)"
lo que, combinando con el resultado ya probado para (Mg,)gi0b, prueba (1.2.51). ]

Hasta el momento hemos obtenido resultados de acotacién con dos pesos para el opera-
dor maximal fraccionario Schrodinger M,, ,,. Ahora, nuestro propdsito es obtenerlos para
el operador maximal fraccionario Schrédinger Llog L. Claramente, M, ,f < Mpiog.a.nf
y por lo tanto no podemos asegurar que las condiciones exigidas a los pesos u, v en el
Teorema 1.2.32 aseguren que M, o1,y S€a un operador acotado de LP(v) a L9(yu), pero,
como se verd a continuacion, My iog 1., f puede controlarse por determinados operadores
maximales fraccionarios Schrédinger M, ,y, con o, 7’ dependientes de a y 1), que sumado
a una condicién méas exigente al peso v nos permitiran probar lo deseado. Como se vera
en el capitulo siguiente, los resultados de acotacion de My iog1,q,y Seran ttiles para de-
mostrar los correspondientes del conmutador de la integral fraccionaria de Schrodinger.
En el siguiente teorema, bajo ciertas condiciones iniciales, caracterizamos los pares de
pesos para los cuales M og 1,0 €5 un operador acotado de LP(v) a LI(pu).

Teorema 1.2.53. Supongamos que 0 < v < n, 1 < p < q < oo. Sea (u,v) un par de

_1 . . .
pesos con 0 = v r-1 € AL Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1.2.54)  3C > 0,m0 > 0, [Mpiog Lam ()L < Cllflleewy, 1> 0.
(1.2.55)  (u,v) € AP,

Cruz Uribe y Fiorenza (Teorema 4.2, en [12]), demuestran desigualdades en norma
con dos pesos para el operador maximal fraccionario Orlicz clasico, M, g, donde B es
una funcion de Young sujeta a ciertas condiciones.

Para probar este teorema utilizaremos las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.2.56. Sean 0 <n < oo y 0 < a < n entonces

Moa,nf(x) S MLlogL,a,nf(x)a

para toda v en R™.

Demostracion. El resultado es inmediato, a partir de que para toda () en R™ se verifica

Qr /Q Fldy <1 F sz

Proposicion 1.2.57. Sea 0 <np < oo yr >1 tal que 0 < ar < n entonces

MLlogL,om]f(x) S CMon“,r]T(’fV)

1
P

(z), (1.2.58)

para toda r en R™.
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Demostracion. Por definicion,

MLlogL,a,nf(m) - Sggw(Q)_n|Q|% || f HLlogL,Q

Denotemos por B(t) = t log(e + t), luego B~!(t) =
0 < ar < n entonces

ety ([29]). Sea r > 1 tal que

B_l(t)gt —_¢1 <)¢2 ()7

donde ¢y(t) = "y ¢o(t) = t" log(e + t). Por lo tanto, aplicando el Lema 1.1.21) para
toda bola () tenemos

[ llzrog .0 < 2[[fllzrq

Ahora bien, dado que ||xg||¢,,0 = 1, resulta

[l <2 (ﬁ /Q If(y)|rdy>

Xl

S =

y, por lo tanto,

1
T

Mg tanf(z) < Csup (WMW,@ / 1 rdy) < CMay (117 ().

z€Q
]

Demostracion del Teorema 1.2.53. De la Proposicion 1.2.56 y Teorema 1.2.32 se sigue
trivialmente que (1.2.54) implica (1.2.55).

Ahora supongamos que (1.2.55) se cumple. Por un argumento de densidad seré sufi-
ciente probar (1.2.54) para funciones acotadas y de soporte compacto en R™.

A partir de la Proposicion 1.2.57 sabemos que, para todo r > 1 con 0 < ar < n,

Mrog Lan(f) (@) < C (Mo ([ f]7))

Luego teniendo en cuenta los resultados de acotacion con dos pesos del Operador Maximal
Fraccionario Schrodinger (Teorema 1.2.32), bastara con probar que existe r, 1 <r <p <
q < oo tal que se verifiquen las siguientes condiciones

3=

(x), VzeR"

VTT € Apler (1.2.59)
(n,v) € AP (1.2.60)

Veamos 1. 2 59. De la hipotesis resulta que 0 € AP™ para algin [, 1 <1 < co y por lo

tanto o~ 1 € Al Luego, oy 0~ -1 T verifican una desigualdad de Holder inversa (Lema
1.2.20), esto es existen constantes positivas Cy, Cy, 01, b2, 11,72 tales que

i 1+51)1+151 (i ) m
<|Q|/QU <0 |Q|/QO (@)™,
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(ko)™ 26 s

para toda bola @) de R™. Sea 6 < min{dy, >} luego de éstas dos ultimas desigualdades

resulta
1 1+6) (L —%ﬁ)ll
(\@r/(f r@\/f
1 146 |\ (FD(+)
C| = i1 (m1+n2)(1+6)
: (\QI/Q") (/Q" ) vQ)
| o\ 146
ol (= 4 (m+n2)(1+6)
: ((1@\/;’) (/Q“ ) ) vQ)

< Cw(@)(ﬁﬂhﬂlz)(lﬂs)’

donde la tultima desigualdad se sigue del hecho que o € Alp’g1 para algin 6; > 0. Asi,
o = T A7 y por lo tanto en A%, En consecuencia, tomando r tal que
11:‘15 = El_l esto es, r = 1+‘Sp se obtiene (1.2. 59) con 1 < r < p Dadoque a <ny?id
se puede elegir suﬁmentemente pequeno, es posible elegir ¢ tal que también se verifique

ar < n.

Ahora veamos (1.2.60) se verifica. Sea () una bola en R”. La elecciéon de § asegura

p—1

BTy e Q) ey (1@
B Q5% @

o t(@Q)7QIF (v (Q)
ST e

1 p—1
o“@q_ifuﬁ?ﬁ (@)

1 p—1

O
QI
< C@ZJ(Q)’“(”_IHG

p—1

w(@mr

< C’# ¢(Q)m(p—1)7
donde en la ultima desigualdad hemos usado que (u,v) € Ag;g’(’ para algin 6 > 0.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.2.32, con lo que se tiene

( o Mar,nT(|f|T)(J7)Z,u(I)dI); <C ( i |f(90)|pu(:r)d;p> ,

para todo n > 0 con nr = (Ny + W)(N0 +1), donde 7 = “tep.
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Finalmente, de la Proposicion 1.2.57 y la desigualdad anterior, resulta que para todo
12 = (N 4 B (R,

T

lo que finaliza la demostracion. O

Teorema 1.2.61. Supongamos que 0 < a <nyl <p<q < oo. Sea (u,v) un par de
pesos en ASPY para algin 0 > 0 y r tal que 1 <r < p y ar < n. Entonces eziste ng > 0

para el cual MLlogL,a,n D LP(v) — L%(u) paran > 2.

Demostracion. Por hipotesis (u,v) € ASmP? por lo tanto, por Teorema 1.2.50 My €5

un operador acotado de L (v) a L+°°(u) para nr > 1. Finalmente, de la Proposicion
1.2.57 se sigue lo deseado. [

Los resultados de acotacion para el operador Maximal My o614, €n el punto limite
p = 1 requieren una técnica mas compleja que los obtenidos para el caso p > 1 y para
ello nos hemos basado en las usadas por D. Cruz-Uribe y A. Fiorenza, quienes prueban
desigualdades tipo débil con y sin pesos para la correspondiente version clasica My iog 1,0,
(ver [12] y [13]) y las de Lin Tang ([40]), que prueba una desigualdad modular punto
limite con un peso para My og 1,4, andloga a la obtenida por Cruz-Uribe y A.Fiorenza.
Es imporante destacar que el resultado de Cruz-Uribe y Fiorenza sin pesos se refiere, més
precisamente, a operadores maximales Orlicz mas generales. Para presentarlo, introduci-
mos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.62. (|12]) Dada una funcién de Young B, se define la funciéon hp por

= —=, 0<s< o0 1.2.63
B0 (1.2.63)

Observacion 1.2.64. Dado que B es creciente, se sigue que hpg es finita para 0 < s < 1.
Si ademés, B es duplicante entonces es finita para toda 0 < s < oco.
Observacion 1.2.65. Si B es duplicante entonces hp es duplicante.

Observacion 1.2.66. Para cualquier funcion de Young B, para todo s,t > 0, B(st) <
hp(s)B(t). Si ademés B es submultiplicativa hp = B.

Ahora podemos enunciar siguiente desiguladad modular punto limite para Mg 4.
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Teorema 1.2.67. (/12]) Dado 0 < o < n, sea B una funcion de Young tal que %

es decreciente para toda t > 0 y tlz'm fS’ = 0. Luego existe una constante C' dependiente
—o0 to

unicamente de B, tal que para toda t > 0, Mp , satisface la siguiente desigualdad modular

tipo débil
O(r e B Mpafe) > ) < ¢ [ 5 (1)

para toda funcion no negativa f € Lg(R™), donde ® es una funcion tal que:

0 si s =0,
P(s) < C1®y(s) = s si s> 0.

hp(sn)

Para la demostracion de este resultado, se usan los siguientes lemas.

Lema 1.2.68. (Lema 3.1 en [11]) Si B es una funcion de Young luego, hp es no negativa,
submultiplicativa, creciente en [0, 00), estrictamente creciente en [0,1] y hp(1) = 1.

Lema 1.2.69. (Lema 3.12 en [12]) Dado o, 0 < a < n, sea B una funcion de Young

tal que B0 es decreciente para toda t > 0. Luego la funcion ®; en el Teorema 1.2.67 es

ta
creciente, y QlT(S) es decreciente. Mds ain, existe una funcion ® tal que ®(s) < C1P1(s)
con O invertible.

Lema 1.2.70. ([25]) Si & es decreciente, luego para toda sucesion positiva {x;};,

i <ZJ: xj> < zjjcb(a;j).

Lema 1.2.71. Dada una funcion f no negativa, localmente integrable y 0 < o < n,
supongamos que para alguna funcion de Young B, una bola QQ yt > 0,

Q]| fllpq > t.

Entonces existe un cubo diddico P tal que Q C 3P y una constante positiva C, ,,, depen-
diente inicamente de o y n, tal que

‘p‘%HfHB,P > Ca,nt-

o
n

Este Lema fue probado en [10] para B(t) = t¢. El caso general se prueba siguiendo un
razonamiento similar con obvias modificaciones.

Para el caso particular B(t) = tlog(e + t), los mismos autores prueban en [13] la
siguiente version con un peso del Teorema 1.2.67.

Teorema 1.2.72. Dado o, 0 < a < n, B(t) = tlog(e +t), ®(t) = 10;(;%%) y U(t) =

(t log(e + t%))#. Luego, si w € Ay, existe una constante C tal que

w{z eR": Mpf(x) >t}) <CU (/ B (@) hq>(w(m))dx) .
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Observacion 1.2.73. Con respecto a la funciéon he de la desigualdad anterior notemos
que, hg = O, donde O(t) = t'" 7 log(e +t~») =t B(t™=). En efecto, en primer lugar, de
la definicion de ®, el hecho que hp es submultiplicativa (Lema 1.2.68) y que hg = B,
resulta

) =

. st hp(th)
o6 hp((st)*

En 2015, Lin Tang (]|40]) obtiene, siguiendo las ideas de D. Cruz Uribe y A. Fiorenza,
la siguiente desigualdad modular punto limite con un peso para el operador maximal
fraccionario Orlicz - Schrédinger.

Teorema 1.2.74. [/0] Dado o, 0 < o < n, B(t) =tlog(e+1t) y w € AY™, luego existen
constantes C' > 0 y ny > 0 tal que para todo t > 0

P (w({r eR": MpiogLaqnf(x) >1})) < C’/n B <@) he(w(x))dz

1—&
t n
log(e+t n)’

para todo n > ng, donde ®(t) =

Nuestro objetivo es extender el resultado de Lin Tang a dos pesos. En particular,
probaremos
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Teorema 1.2.75. Supongamos que o, 0 < a<n, 1 < g <ooy B(t) =tlog(e+1t). Sea
(u,v) un par de pesos en A(i’f’oo, entonces existen constantes C > 0 y ng > 0 tal que para
todo t > 0

o, <(,u({x €R™ : MyiogLanf(z) > t}))%) <c| B <@) ha, (v(2))dz.

t

para todo 1 2 Mo, donde (I)O(t> = log(e+t)

Para probar nuestro resultado, necesitamos el siguiente Lema el cual demostramos
usando una adaptacion de las técnicas aplicadas para probar el Lema 3.14 en [10].

Lema 1.2.76. Dada una funcion f no negativa localmente integrable y o, 0 < o < n,
supongamos que para alguna funcion de Young B, una bola QQ = Q(z,7) yt > 0 se verifica

W(@Q)Q | fllo >t

donde ¥(Q) = (1 + ﬁ) Entonces existe un cubo diddico P tal que ) C 3P y una
constante positiva C' tal que,

G(P) ™07 P | f|lg,p > Ct.

Demostracion. Sea Q = Q(x,7) una bola en R" y k € Z tal que 2*~! < 2r < 2%, Es claro
que existen cubos diadicos Py, P, ....., Py, 1 < N < 2", de lado 2¥, que cortan al interior
de Q. Dado que, para todo j, |Q| < |P;| y P; corta al interior de @ resulta Q C 3P;. Mas
ain |Q| = |P;|.

En virtud de la hipotesis;

> 1.

H?ﬂ(@)‘"!@\zf
BQ

Luego por definiciéon de norma media de Luxemburgo resulta

Y (zz)(@mizﬁu(m) < fjﬁ / . (zz)(@mizﬁu(m) .

En consecuencia, existe un cubo diadico P = P(xzp,rp), P = P; paraalgin j, j =1,...,N

tal que
”|Q| |f(z )|> 11
al B (e R AT

y por lo tanto, teniendo en cuenta que |Q| > 2—n|, resulta,

22n $(Q) QI f ()]
1< | B ( ; ) da. (1.2.77)
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Por propiedad de la funciéon de radio critico (desigualdad 3), el hecho que r > =y
() C 3P se obtiene

r No_ ] d(xz,xp) ~wot
V(Q)=1+—=>1+-rpCylyn Mot (+ )
@=1+2m 21t amr% o) ' )
Z 1+C rp <1+ 37”p > No+1
p(zp) p(zp)

No

> 14+ 02 <1+—TP > o
p(zp) p(zp)
rp 7W?“ rp rp 7%
> 1+ ) +C (1+ )
( p(zp) p(zp) p(rp)
rp \ o Tp
> (14 ) <1+c )
( p(zp) p(zp)

s ) mort
p(zp)

> Cp(P) ™t

Ahora, usando esta tultima desigualdad, el hecho que B es creciente y convexa y recor-
dando que |Q| < |P|, la desigualdad 1.2.77 nos conduce a

92n —n =
A (w(Q) Q| If(x)\) i
1Pl Jp t
2n b r =
< L[ (eI,
1Pl Jp t
Esto es,
C “Nodl | P|2
ol 7]
t
B,P
o equivalentemente,
J— a t
V() TP fllsr > &,
donde C' es una constante C' = C(Cy, No,n), que es lo que queriamos probar. O

Demostracion del Teorema 1.2.75. Probaremos el Teorema para f > 0 acotada y de so-
porte compacto en R"™. El caso general se sigue através de un argumento de densidad.
Para t > 0 definimos

Et = {$ cR": MLlogL,a,nf(x) > t}‘
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Si t es tal que F; es vacio, no hay nada que probar. En otro caso para cada x en FE; existe
una bola (), que contiene a x tal que

(Qx) " Qul || f]

Luego, por Lema 1.2.76, existe un cubo diadico P, tal que ), C 3P, y una constante C
tal que

B,Qs =~ t.

Y(Py) S|P3 | fllpp, > Ct (1.2.78)

Asi obtenemos un cubrimiento numerable de E;, {3P,}.cg,, del que podemos extraer una
subcubrimiento {3P;}; tal que los {P;}; son disjuntos. En efecto, dado que dos cubos
diadicos son disjuntos o bien uno esta contenido dentro del otro, agrupamos a los cubos
diadicos {P,} en cadenas de inclusion y probaremos que cada cadena tiene un elemento
maximal. Estos maximales nos daran el subcubrimiento buscado.

Dado que f es acotada y de soporte compacto en R™ se tiene
1

1f 1|6, < [1f]|zo - (1.2.79)
B-1 ( |Pe | )
[Pz () sopf|
En efecto,
1 / (|f(y)!) 1 (H Hoo>
B|—==)dy < B|———)dy
|Pe| Jp, A [Pl J b 50t A
1 XP, ﬂsopf(y)
< B | /= | dy,
’Px’ Pu ( I )Hoo
lo que prueba
1116, < 1f 1|z [xP. N sops | 3.2,
pero, dado que || xp, NsopsllB,P, = W, se obtiene la desigualdad (1.2.79). En-
TPy M sop]

tonces, de (1.2.78) y (1.2.79), resulta

_ n [
Ct < Y(Py) M1 |Py|» | f| P,
1

—1 |Px‘
B (IPzﬁsoz)fl)

\Pxﬂsopﬂ%.

< Y(Pe) M| Poln || £ o

(IPI : fl)z
xSop

< oo

= ”fHL . ( P, | )

|PxNsopf|

Por lo tanto, si los cubos diddicos P, no tienen tamano acotado, teniendo en cuenta que

lim Ej(ﬂt) = 0, haciendo |P,| — oo en la desigualdad anterior llegamos a una contradiccion.
t—o0 1

Esto demuestra que cada cadena tiene un elemento maximal. Sea {P;}; la subcoleccion
disjunta maximal. Cada P; verifica (1.2.78), esto es,

U(P) TP
Ct

> 1.
B,P,
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Luego, dado que B(st) < hg(s)B(t), By hp son crecientes y submultiplicativas, se tiene

) NP £(y)
|P|/ )dy

Ct

Sy (|P(J|) [ (w(f’j)”f“f(y)> "
<t (1) B () [ n (E2)

3”10g(6+1)hB(C_1) hp (\313]‘ <&)
3P| 1)(3P;) Mot t

’ ((I:sw(?)ﬂ)%“

o ) [ (),
|35 (3F;) Mot Py !
1
<C = / B <@) dy, (1.2.80)
o ((spiwery=e) )
donde, en la tltima desigualdad, se ha usado que hB(tt%) i s (tLg). Esta estimacion, se
0 n

sigue del hecho que para cada p > 0, log(e + t?) = 1 + log™ ¢, en efecto

hp(tn)  tolog(e+tn)
t t
_ log(e+tn)
?
log(e+t1 ")
1

o ap=t (1.2.81)

Ahora bien, dado que E; C U3 y ¢ > 1 aplicando el Lema 1.2.70 se obtiene,

Q=

m»—

Do (p(Er)7)

) < P (U 3P> < @ (Z M(3P]);> < Z@o (M(SP])%> :

La desigualdad anterior y 1.2.80 nos llevan a

Do(uE)) < 0 %o (‘L(?’]Dj)%) i /PB(f(y))dy

j <1>0<(|3Pj|¢(3pj)w5+1)1") 2N

<O ha, B3P - LB(M> dy.

7 \(BrlepysE) e AT
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Por tltimo, teniendo en cuenta que el par de pesos (p, V) esta en A‘fqp’ , para algin 6 > 0

y hg, es creciente y duplicante (ver Lema 1.2.68 y Observacion 1.2.65) tomando 7 tal que
n > 0(No + 1)L~ = 1o, resulta
o)

1

O (u(Er)e) < CZh% (Cmfy

\_/

que es el resultado que buscabamos. [

Observacion 1.2.82. Nuestro resultado (Teorema 1.2.75) extiende el resultado de Lin Tang
(Teorema 1.2.74) a dos pesos, en efecto, sean 0 < o < n y w € AP, asi existe 6; > 0 tal
que w € A‘f’el. Luego, para toda bola () de R" se verifica

W@ 0D 15
() osviart syt

Lo que demuestra que el par de pesos (w,w!' ™) pertenece a Ao"p’ para ¢ > 6;(1—-2)y,
por lo tanto, en Aa 70 . En consecuencia, estamos en condiciones de aplicar el Teorema

‘n

1.2.75 para q = Aa31 existen constantes C' > 0y ny > 0 tal que para todo t > 0

O (w({x eR": Mpiogr,anf(z) > t})1_7> <C . B <f(t )) he, (w 1"(:6))dx.

para 1 > 1g. Pero ®o(t!~%) = ®(t). En efecto, dado que log(e +t?) =2 1 +log™ t para cada
p > 0, resulta

Oyt 7) = _
‘ log(e + t' =)
=%
"1 +log™t
t=%
- log(e + t=)
= ®(1),

lo que demuestra que en este caso, los miembros izquierdos de los Teoremas 1.2.74 y
1.2.75 son equivalentes.
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Comparemos los miembros derechos. Para ello notemos que hg,(t'™n) < he(t). En

efecto, recordando hB(ttﬁ) o - (t}_g) ((1.2.81)), hp es submultiplicativa y hp = B, resulta
0 n

ha, ('™ n) = sup———>
wo(t ) =sup— S

Do ((st)! )

N i;llo) Po(stn)
= C(a,n)sup st = hs(st)
s>0hp((st)n) s
~ thp(s™)
~ b hs((sh)%)
hp((st)»t ™)

= tsu =
b hp((st)®)

< tsuphB«St)%)th(t_%)
~ U0 ha((st)h)

>~ thg(t™n)

>~ 't n log(e + 1)

= ho(t),

con lo que queda probado que nuestro resultado implica el del Teorema [40].

1.3. Condiciones de tipo Sawyer sobre los pesos

En [37] E. T. Sawyer prueba el siguiente resultado sobre desigualdades en norma con
dos pesos para el operador maximal fraccionario clasico, M, para 0 < o < n 'y el maximal
de Hardy-Littlewood (o = 0).

Teorema 1.3.1. Seanp yq, 1 <p<g< oo, a,0 < a<ny (uv) un par de pesos, las
stguientes afirmaciones son equivalentes

1. Sio =v'"? luego para toda bola Q,

(f Mm@q,m)é < m); .

2. Eziste C' > 0 tal que para toda f € LP(v) se verifica

</R(Maf)qudx) "<C ( 5 |f|pyd:p) ’
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Nuestro objetivo aqui es probar una version de este teorema para la maximal frac-
cionaria Schrodinger M, ,,. Para presentar nuestro resultado, introducimos la siguiente
clase de pares de pesos.

Definicién 1.3.2. Sean 1 < p < ¢ <o00,0<a<nyr7>0.Diremos que el par de pesos
(u,v) esta en la clase MZ:P", si existe una constante C' > 0 tal que para toda bola @ de
R™ se tiene;

</ Ma,T(UXQ)quda:) ' <C (/ o*dx) " < 00,
Q Q
donde o = ',

) . . >

Ademids definimos la clase M> como la union sobre 7 > 0 de las clases M7, esto es
a,p,00 _ @,p,T

My U,og MSPT.

720 """ pg

Ahora podemos enunciar nuestro teorema.

Teorema 1.3.3. Sean 1 < p < g <o00,0<a<ny(uv) un parde pesos. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(1.3.4) (1, v) € ML,

(1.3.5)3C > 0, ny > 0, </ (Ma,nf)q,ud:c) ' <C (/ \f]puda:) ’ , Y > no.

Observacion 1.3.6. Notar que (1.3.4) implica que el par de pesos (u,v) esta en la clase
ASp2°. En efecto, sean (p, v) un par de pesos en la clase M, luego existen 7,C > 0
tal que para toda bola () de R”

1 1
(/ /\/lmT(aXQ)qudx> ' <C (/ odx) "
Q Q
De aqui facilmente se sigue que
<C ( / adx) ,
Q

Q|G VPa Q)P u(Q)s < Cy(Q)™.

Q=
B =

(¥(Q)QI% V10 (Q)"(Q))

que es equivalente a

Asi (p,v) estéd en A22? para 0 > 7p y, por lo tanto, en A2#>,

Demostracion. Claramente (1.3.5) implica (1.3.4), basta con sustituir en (1.3.5) f por
oXq, donde ) es una bola de R".

Inversamente, supongamos que (1.3.4) se cumple. Probaremos (1.3.5) para f > 0
acotada y de soporte compacto en R”. El caso general se sigue através de un argumento
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de densidad. Como en la demostracion del Teorema 1.2.32, descomponemos el operador
M, como suma del operador global y local definidos por

(Map)ioc()(@) = May(fxe.) (@)
(Ma,n)gion(f)(2) = May(fxqs) (),

donde @, = Q(z, p(x)) denota la bola critica centrada en x. Probaremos que cada uno
de ellos es un operador acotado de LP(u) a Li(v).

De la Observacion 1.3.6 resulta que (1.3.4) implica que el par de pesos (u,v) es-
ta en la clase A7/»> y, en consecuencia existen constantes Cy > 0y m > 0 tal que
[(Mam)giobllLagy < Cillfllze) para n > my (ver Observacion 1.2.45). Para el caso del
operador local, notemos que

(Mo )toeF(2) = Mon(FX.)(®)
— swp Q) !Qll” / Fxa. (v)ldy

z€Q(z0,7)

1
< sp — / F(y)ldy.
JJEQ(I()T|Q|1 QN Q=

Entonces, para el cdlculo de la maximal local serd suficiente con tomar cubos de radio
p(z) como méaximo. En efecto, si z € Q) = Q(zo,7) con r > p(z) luego,

1 1
— d — dy.
are L 1wy < ey [ 1wy
Asi tenemos
(Ma)ioof (@) < sup  — / FOldy = Mopf().  (137)
QNQz

seeom QI
r<p(x)

Ahora, para k € Z, definimos
={zeR": 2" <M, f(x) <2},
Entonces, para cada z € (), existe un cubo Q** de radio r < p(z), que contiene a z,
para el cual se verifica
o [ Uy > 2
J(y)ldy .
[Q7 =% Jgur e,

Luego, por el Lema 1.2.71, sabemos que existe un cubo diddico P** tal que Q** C 3P**
y |P%*| =2 |Q**| para el cual se verifica,

1

— dy > C 2%, 1.3.8
s [, 0y (139

para alguna constante C'. Asi obtenemos un cubrimiento numerable de €2, {3Pz’k}xegk,
del que, siguiendo un razonamiento similar al de la prueba del Teorema 1.2.75, podemos
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extraer una subcubrimiento {3P}} tal que los {P}} son disjuntos. Luego, Q C U; 3Py
y cada Pf verifica la desigualdad 1.3.8.

Definimos la siguiente particion de €2

Ef =3P ()%
Ey = (3P2k\3p1k)ﬂ9k

= (313;“\@ 3Pﬁ) %

Luego, para todo k € Z ), = U 1E]'-“. Asi, de la desigualdad (1.3.7), de la definicion de
j:
los Qs y la desigualdad (1.3.8), resulta

[ a1 o
< [ 01 @) oo

<20y u(Ef)2

gk
q
k
<205 3 (W [ <y>|dy>

q

q f

1 Spe £ @)]o(y)dy
<200, 930N (BN | = / o(y)dy :
: < 7O\ BPEE Japr f3pfa(y)dy

_ C’(a,n,q)/XT <£)qdw.

donde X es el espacio N X Z, con la medida w dada por

| ) 1 !
w(j, k) = p(E}) (W /Pka(y)dy> :

y, para toda funcion no negativa, medible h, el opertador T est& definido por

Jpr hodz
J
Joprodx

Es claro que si T es un operador acotado de LP(R" o) a LI(X,w), entonces

/n(Ma,n)zochu < C/XT (g)qw

Th(j, k) =
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e ()
ey

lo cual implica la desigualdad (1.3.5). Veamos que, efectivamente, lo es. En primer lugar,
T es un operador acotado en L™ en efecto, pues si h € L*°(0) resulta

fpk \h|odx
f3P’f odx

< |2l 2o (o)

ITh(j, k)| <

< [Pl oo o)-
para toda (j,k) en X. Luego
ITh| o) < Pl Lo (o)

Luego, por el Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz serd suficiente probar que T es
de tipo débil (1, z%)' Para ello consideramos h acotada y de soporte compacto.

Para A >0y N € N, sean

={0,k) € X :Th(j, k) > A}y,
FY ={(j,k) € F\:1<j<NA-N<k<N}.

Claramente FYY  Fy, para N — oo. Dado que, por (1.3.4), el par de pesos (u, V) esta
en la clase M/, existe 7 > 0 tal que (u,v) € M7, luego

wEY) = Y w(k)

(j.k)erN
q
1
= (Ek) —_/ o
( q
Z / — o| wp(z)d
|3Pk”1 /3131C )
EFN J
D(3PE)T !
= > Y3 / 3P’f—]1—a/ oxzpr | p(x)de
(k) eFN Ej | j| " J3py
<O Z / a,T OXSPk) [Ldl‘
Gkyery B

donde, en la ultima desigualdad, se ha usado que 1/1(3Pf) = (' donde C' es una constante

independiente de 5 y k. Esto vale porque siendo Pf = Q(mf,rf) un cubo diadico tal
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que 3ij contiene al menos un cubo critico ), con = € {2, y que, por construccion se
verifica que 'r’k < 2p(z), resulta que el cubo critico dilatado 6@Q), contiene a 3Pk En
consecuencia, de la Proposicion 4, p(z%) = p(x) con constantes independientes de j y k,
lo que demuestra nuestra afirmacién.

Dado que F¥ tiene una cantidad finita de elementos, existe una subcoleccion disjunta
maximal {P;} de {P} : (j,k) € F\¥}. Ademas, teniendo en cuenta que los conjuntos EF
son disjuntos dos a dos y Ef - 3Pf para todo 7,k y por lo tanto U(j’k)GFAN E;, C 3F;,

PFCP;
resulta

w(FY) <C’Z Z / aTO-Xgpk)ILLdI<CZ/ M- (ox3p,) nde.

- k
i Grery ' E
PkCP

Dado que el par de pesos (u,v) esta en la clase M:>" resulta

w(FN) <CZ(/ Ud:v)q.

Para cada i, P, = P} para algin (j, k) € F}'. Por lo tanto, por definicion de F}Y, teniendo
en cuenta que los P/s son disjuntos y % > 1 resulta

W(FY) < O; G/Pha)

hSIS

A

Q
R
> =

v

>

3] q
N~
=R

Finalmente, haciendo N — o0, se obtiene que T es débil (1, %) y, en consecuencia (M p)ioc
es un operador acotado de LP(v) a LI(u). O






Capitulo 2

Desigualdades de Fefferman-Stein

2.1. Desigualdades de tipo Fefferman-Stein.

En el capitulo anterior hemos definido la maximal Schrodinger M,, y la maximal sharp
Schrodinger ./\/l§7 Aqui vamos a probar conexiones entre ellas a través de desigualdades
de tipo Fefferman-Stein, esto es relaciones a través de normas fuertes y débiles. Estas
juegan un importante papel para probar resultados de acotaciéon con dos pesos para la
integral fraccionaria Schrédinger y su conmutador.

Nuestras desigualdades, en realidad, muestran una relacion entre versiones ligeramente
més generales de las maximales citadas. Més precisamente entre los operadores

Misuf(@) = My(|f°)5 (2)
MG, f(x) = ME(IFI)s (@),

con 6,1 >0y f € L (R"). Efectivamente, con esta notacion tenemos

SO |

Teorema 2.1.1. Desigualdad fuerte de Fefferman-Stein.
Sean 0 < q,0,m < 00, 0 < q, ju un peso en AP°° entonces existe una constante C > 0 tal
que, para toda g en L} (R™)

| Mogg@)u@)dz<C [ M g(x) () d.

Teorema 2.1.2. Desigualdad débil de Fefferman-Stein.

Sean n > 0,0 < 6 < 1. Si pn es un peso en AL y ¢ (0,00) — (0,00) una funcion
creciente y duplicante, entonces existe una constante positiva C' tal que

sup d(M)p ({z € R™ : My 5f(z) > A}) < Csup ¢(\)u ({x ER": M ;f(2) > A})

A>0 A>0

para toda f € L (R™).

loc
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Observacion 2.1.3. La desigualdad fuerte de Fefferman-Stein, fue probada de alguna ma-
nera por Bongioanni, Harboure y Cabral (Teorema 4, [4]), aunque con un método distinto.
Por otro lado, Lin Tang obtiene las correspondientes versiones diddicas de estas desigual-

dades, con condiciones mas exigentes sobre el peso u, mas precisamente considera a
p € AL (Corolario 2.1, [40]).

Para probar el Teorema 2.1.1, es necesario introducir algunos operadores maximales
auxiliares. Los mismos ya fueron considerados en [6].

Definicién 2.1.4. Sea § > 0, se definen las siguientes maximales para g localmente
integrable en R” y  en R"

Mysgr) = s oo [ 1ol

zeQ( yr
r<Bp(y

M* ,g(z) = sup /Ig 9al-
PP ery, ’Q|
r<Bp(y

Dado un cubo fijo Qy C R™, z € Qg

1
Mg,g(r) = sup ——=—— 9.
° weQ(y.) QM Qol Jonao
y€Qo
M? g(z) sup ! lg—g |
= —_— —9QNQol-
o veQ(y) RN Qol Jone, e
yelo

Notar que si consideramos g restringida al cubo Qo Mg,g vy Mgog coinciden con las
definiciones estdndar de la funciéon maximal de Hardy-Littlewood y la funciéon maximal
sharp en (Qy, considerando a )y como un espacio de tipo homogéneo con la métrica
uniforme y la medida de Lebesgue restringida a Q).

Para los operadores recién definidos podemos probar.

Lema 2.1.5. Sean 1 < p < o0 y i un peso en la clase AP’ZOC, entonces existen constantes

C>0,8<1yvy>1tal que si {Qr}32, es una coleccion de bolas criticas que cumplen
las condiciones de la Proposicion 5 entonces;

1 p
/n M, pg(x)Pp(x)de < C/ dl’"‘CZM Q) (m o \g(x)|dx)

para toda g € L,.(R™).
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Observacion 2.1.6. Bongioanni, Harboure y Salinas en [6] probaron este lema en R™ sin
pesos. La demostracion de esta version con pesos es similar, con obvias modificaciones, a
la dada por ellos.

Ahora estamos en condiciones de proceder con la demostraciéon de nuestro primer
teorema.

Demostracion del Teorema 2.1.1. Sean 3 < 1,7 > 1 las constantes mencionadas en el
Lema 2.1.5. Luego,

M ng(z)p(z)d

R

[ (1))l
:/ e Saal \@1/ 9(2) dz) wla)de

< sup / 19(2) p(z)de +
/" zeQ( yr)w ‘Q’

r<Bp(y)
5
/ s AU Y
sup —— [ |g(z w(x)dx
o | zequn V(@)Q Jq
r>Bp(y)
< [ Mol + [ | s [ 1o | ateyis
R™ n xGer ’Q‘
r>Bp(y
= ]1 + ]2.

Entonces, dado que, por hipotesis, u € A%y § < g, por Lema 2.1.5 resulta

h= [ Mysllal )@ (oo

<c</ (g (@)tp d“Z“Qk(y@k\/Qk W)q)

N 1,1 + ]1 2.

)

Ahora bien,
5
M;_ (Ig°) (=)

1 / 4 1
= s — [ [lg = (19") |
zeQun) 1Ql Jo (19,

r<vp(y)
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1 1
< sup —/‘191‘5— (191%) ‘+ sup —/ ’!g!‘s—(lgl‘s) ‘
Q) |Ql Jo @ Q) Q] Jg @

r<p(y) p(y)<r<~p(y)
<Ml + s o |l
z€Q(y,r) |Q|
p(y)<r<vp(y)
< Mg+ s 2@ [ o
! 2€Q(y,r) Y(@)"Q| Jg
p(y)<r<vp(y)

< OMi(lgl°)(x)-
Luego,

L <C Mﬁ(lgl )(@)? plx)de

M () ().

R

Para estimar [; » teniendo en cuenta que las bolas ) tienen solapamiento controlado y

¥ (2Qy) es una constante para todo k, resulta

q

1 5
L5 < C;N(Qk) (m /2Qk !9(2)|5d2)

<(JZ / (m / |g<z)|5dz) u(z)da
<y / ME(1g1°) () ()
<y | xa @M g(oyuta)da

<c . (Zm( >) M, 9(a) (@) da

<O [ M gla)p(x)dr,

R

Asi, de las estimaciones de I y I 2, se sigue;
L <C Mang( ) p(z)de

Veamos I,. Denotando por @), al cubo critico con centro en y, tenemos

wp L[
zeQ( yr ’Q|

r>Bp(y
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<  sup /]g]‘s sup /‘g‘a
z€Q(y,r) ‘Q| z€Q(y, r |Q‘
Bp(y)<r<p(y) r>p(y
\Qy|< (Qy )) 1 5 5
< swp 1gl° + M (1g]°)(2)
2€Q(y,7) QI \ ¢(Q) V(Qy)"|Qy] Qy K
Bp(y)<r<p(y)
1

lgI” + M (lgI*) ()

sup

= B eQy.ply (Qy) 1@y Qy
< CME(lg)(a )7

donde hemos usado que ¥ (Q) > S(Q,).
Luego,

L<C Mﬂ<|g| )(2)3 p(x)dw

M5, (9) () () dz.

R”

Finalmente las estimaciones de [; e I; nos permiten obtener la conclusion del Teorema.
O

Demostracion del Teorema 2.1.2. Bastara con probar el teorema para 6 = 1. En efecto,
pues, para 0 < § < 1, denotando o(\) = )\%, claramente p es creciente y duplicante
en (0,00) y, por lo tanto, lo es la funcion compuesta ¢ o p. Luego, si suponemos que el
teorema se verifica para 0 = 1, resulta

§213¢(A)u({$€R”rMn,af( )>A})—Sup¢og (\%) ({xGR”‘ W(LF10) (@) > X°})
<C’sup¢og ({xERnMﬁﬂf’ ) (z )>)\5})

= Csup p(A)y ({x R Mi(If)(e) > A})

A>0

Veamos el caso 6 = 1. De la definicién de M,, se sigue,

M, f(x) < sup / )|dz 4+ sup / )|dz
nf( ) zeQ( yr |Q| |f | zeQ( yr |Q| |f |
r<p(y r>p(y
= M) M)

Notemos, en primer lugar, que trivialmente, de la definicion de /\/ljj se sigue que
M f( ) < /\/l’if( ). Por otra parte, para N € N, consideremos la bola B = B(0,N) y
tomemos {Q;}, una colecciéon de bolas criticas que cumplen las condiciones de la Propo-

sicion 5. Dado que B(0, N) es compacto, existe una subfamilia finita de {QJ} tal que

B(0,N) C U;Zjl Qj. Asi,
SO (€ BON) : Myf(2) > A})

J1
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< o0 ({o € BO.N M1 > 51+
oo ({ € BON) My i) > 5})
A)zj:u({xEB M@ My fa) > 5 )+
e ({x ER": Mif(1) > %})

/\)ZN:;L ({x €Q;: M;?“bf(:v) >

3}) + o\ ({a: ER": MEf(z) > i})

[\
[\

Luego,
oM {z € B0, N) : My f(z) > A})
Z“ ({x €Q;: M f(z) >

J=1

g}) 6 <{x ER": M f(z) > %}) .

(2.1.7)

A continuacion, estimaremos u ({x €Q;: M;;“bf(x) > %}) En primer lugar notemos

que, sea x € @Q)j;

MEf(@) = sup / £(2)]dz
" z€Q(y,r) ’Q‘
r<p(y)
< sup / f(2)|d=.
xEQ y r ’Q| | |
r<p(y

Asi, dado que por Proposicion 6, existe 5 > 1 independiente de j tal que,

U @, cBQ =0
0, (10,40

resulta,

M f() < (2)ldz

s
w€Qlyr IQﬂle/n 5, )l

r<p(y

< Mj(fX@j)( z)

para toda x en (); donde, para cada j, M; denota al operador maximal clsico en el espacio
de tipo homogéneo (), con la métrica uniforme y la medida de Lebesgue restringida en
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éj. Luego, para todo A > 0,7 = 71, Jo, -...., JN, tenemos

oo ({re @i mpsin) > 3 1)
< (M) ({m € Q;: Mi(fxg,)(@) >

)

< oM ({l’ € Q;: Mi(fxg,)(w) > 5}) : (2.1.8)

> N

Ahora bien, si 0 <X < 4fg , dado que ¢(@j) = (1 + ) podemos escribir

|Qj / 179) (1+ﬁ)

Asi, para cada z € @j, /\/l??f(x) y por lo tanto

(1+ﬁ)

w({re@oming)w=3}) <u({red M >3} @19

para toda A < 4f@j.

Por otra parte si A > 4féj, dado que, por hipotesis u € AP°¢ 1o cual implica que

1 E Aoo(@j) con constante independiente de j (probado en el Teorema 1.2.32), aplicando
un razonamiento analogo al mencionado en la Proposicion 3.4 en [34] (p.85) se obtiene,

w({z @ mting) 0> 3}) (2.1.10)
<cn(foed ttng)@ > 5} + o ({re@ om0 > 3})
(2.1.11)

donde d; es la constante de la condicion AP para el peso p y la constante A > 1 es
arbitraria y sera elegida convenientemente.

Recordemos que, en el espacio de tipo homogéneo Qj es suficiente tomar bolas de
tamano limitado, a saber r < 2fp(x;). Asi, para x € @),

. fxg, — (f X@) ond,

p e —
Q) |Q N Q| Jora,
yGQ]

M (fxg,) () =

1

sup
mg@(w) IQ N Q| Jong;

fxa, — (fX@)QmQj’ +

R

sup
_ zeQ(y.r) !Q N Q]\ QNQ;
y€Qj, p(y)<r<2Bp(y)

fxa, — (fX@j) oG, ‘
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=1+ II
Ahora bien,

= mgsc;l(g,r) \Q%le QmQJ‘fXQ]_fQ‘JF'(fXQJ)

yeQ;, r<p(y)

QNQ; - fQ‘

< ! i fol +
< sup Q
2€Q(y,r) IQﬂQJ! QNQ; IQﬂQ]! QNQ;

yeQ;,7<p(y)

2TL
< @/|f—fQ|+‘Q|/rf fal

yeQ;, r<p(y

< sup /If fal
ng@r) Kw

y€Qj,7<p(y)

< "M f(x).

fxa, — fo

Ademés,

2

Sup —_— _
e QN Q5 Jena;
YEQ; p(y)<r<Bp(y)

2n+1 ||
< sup / /
2€Q(y.1) IQI

Yy€Qj, p(y)<r<pBp(y

< (142B8)127H!
<ueet e [

yeQ;, p(y)<r<pp(y)

< 2T (14 B) M f (),

IT < fxa,

De las estimaciones de I y IT se sigue
M;(fxg,)(x) <272 (1+ B)" Ml f(x), Vo € Q.
En consecuencia, (2.1.11) nos lleva a
i({ze@omiing )0 >3}) 2112
<Cu ({m €qQ,: M (fxg) (@) > 2n+n+3AA(1 ey }) + (2.1.13)

%“ <{$ € Q;: My(fxg)() > 2}) 7 (2.1.14)

para todo A > 4féj'
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Luego, de (2.1.9) y (2.1.14), se tiene que para j = ji, jo, ..., jn ¥ para cada A > 0 se
verifica

S\ ({x € Q;: My(fxg,)(z) > %})
<oun ({redatsi > 72
Co(\) ({a: € Q;: Mi(fxg)(x) > 2n+n+3(i+ 5)m4}> *
< o ({x € Q;: My(fxg)(a) > 2}) -

Ahora, sumando en 7, resulta

idﬁ(k)ﬂ ({93 € Q;: My(fxg,)(x) > g}>

_ S ({ac € Qs M) > 3}) '

J=j1

03 oo ({re s Mg o> 251 +

J=n

oo (fredming)w>31).

J=n

donde By = 4(1+ B)"y By = 2T3(1 4 B)".
Entonces, usando la propiedad de solapamiento controlado de los cubos {Q;}, se tiene

S 600w ({re@:Mrw> 5 1)

J=n

< () /
( )zj: {xER”:M%f(z)>B%}

A ) d
= )/{xeRmM'},f(xbgl} (;XQJ- (x)> pla)dz

< OBV / u(z)dz

{weRm: M) f(2)> 2}
=Cop(Nu ({:1: eR": Mﬁf(x) > E}) ,

y analogamente para la segunda suma

S o0 ({re@: Mng)w> 25 1)

J=n

Xg, (@) p(x)dx
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< Co\p ({x ER™: M f(x) > B;}) |
Luego,
_Zﬁ w({redming)o>3})
< CoH(\u <{a: ER™: Mif(z) > é}) 4

oS o ({re@ming)w>31).

J=J1

donde se ha usado que By < BsA. Sea t > (0. Tomando el supremo para X\ de 0 a t a
ambos lados de la desigualdad anterior resulta,

Sup — ¢ Zu({xe@“j:Mj(fX@)@p2}).

0<ALt

Dado que la funcion ¢ es creciente y duplicante, resulta ¢(ByAN) < C(ByA)"¢(N), para
algin r dependiente de la duplicacion. Luego, haciendo un cambio de variables se tiene,

sup ¢(A ZM ({95 € Q;: Mi(fxgp (@) > A})

0<A<L e
< CA" sup ¢(A ({xER” ./\/lﬁf :U)>)\})+
0<A<t
sup ¢(A )Zu ({:c € @j : Mj(fxéj)(:c) > /\}> :

0<)\< 5 J=j1

A%

Teniendo en cuenta que,
s 600 > ({r € @ Mg ) = 2} <0 (1) SO 4(@) < o

t . .
0<A<i j=j1 J=n

se sigue que

(1—%) 03\1}; d(A Zu({xé@j :Mj(fxéj)(x) >)\}>

J=n
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< CA” sup ¢(A ({xER” Mﬁfx)>)\}).

0<A<t

Entonces, eligiendo A tal que 1 — % > (), podemos escribir

sup o) Y- i ({o € @y s My(fxg)(@) > A })
0<)\<£ j=j1
< C sup ¢(A ({xER" ./\/lﬁfx)>)\}).
o<t

Con esta estimacion podemos, ahora, sumar en (2.1.8) en j de j = j; a j = jn. Luego,
tomando el supremo para A de 0 a ¢, haciendo cambio de variables y usando la estimacion
anterior resulta,

p 60 S ({ree:mmr@ > 3})

0<A<t i—i
=i N )
< C sup ¢(N) Zu ({x €Q;: Mj(fX@j)(x) > )\})
0<A<i J=j
< Csup oA\ ({z € R™ Mﬂfx)>)\}).
0<A<t

A su vez, con esta desigualdad, tomando en (2.1.7) el supremo para A de 0 a ¢ se obtiene,

sup o(A)p ({x € B(0, N) : My f(x) > A})

0<A<t

JN \

<o Lo ({re@ meo > 5f)
J=j1

+ s&ip d(A)p <{a: eR": Mflf(:v) > %}) :

0<A<t
< C sup ¢\ ({z € R* : Mif(z) > A}).
0<A<Lt

En consecuencia para cada A en (0,¢) y N en N tenemos

d(AN)p({x € B(O,N) : My f(z) > A}) < C sup ¢(\)p ({z € R" : M f(x) > A})

0<A<t

Asi, con N — oo y tomando luego el supremo para A en (0,¢) resulta,

sup p(A)p ({z € R : M, f(z) > A}) < C sup ¢(Mp ({z € R" : ML f(z) > A}),

0<A<t 0<At

donde t > 0 es arbitrario. Finalmente, haciendo ¢ — oo se obtiene lo deseado. [
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2.2. Aplicaciones.

2.2.1. Desigualdades con dos pesos para Z,

Recordemos que la integral fraccionaria de Schrédinger de orden «, 0 < a < n, puede
escribirse como
Lof(x) = [ Kalz,y)f(y)dy
R’ﬂ

donde K, (x,y) = fooo ky(z,y)t2 %, siendo k; el ntcleo del operador de semigrupo e **,

para el cual, en la introduccion, hemos presentado algunas estimaciones que nos seran
utiles aqui. Recordemos que, a partir del Lema 7, se obtiene la siguiente estimacion de

IC&J

C
Koz, y) < 77 2.2.1
() < (22.1)
para toda z,y € R", de donde resulta
Zof(z) < Claf(2), (2.2.2)

donde I, es el operador integral fraccionario clasico (V=0). De esta ultima estimacion
tenemos que para f acotada y de soporte compacto en R", Z,, f(x) < oo.

Nuestro objetivo es obtener desigualdades con dos pesos para Z,. Para la version
clasica, I,, Muckenhoupt y Wheeden en [28| caracterizan los pesos w para los cuales
Iy LP(wP) — L9(w?) para 1 < p < Z, % = }—17— e I, LP(wP) — LP®(wT), para
1<p<2z, % = % — =. Para la obtencion de estos resultados, los autores comparan la
integral fraccionaria con la maximal fraccionaria. Mas precisamente, prueban que para

pesos w € Ay, 0 < p < o0, se verifican las siguientes desigualdades

/Rn | o f(2)|w(z)dz < C - M, f(x)|w(z)dx (2.2.3)
ili% alw({z e R" : |I,f(x)] > a}) < Cili%)aqw ({x e R" : M, f(x)] > a}). (2.2.4)

Luego, los resultados deseados se obtienen a partir de demostrar los mismos para M,,.
Posteriormente, C. Pérez, en [30], teniendo también en cuenta (2.2.3) y (2.2.4), prueba
la siguiente version para dos pesos de Muckenhout y Wheeden.

Teorema 2.2.5. Sean 0 < a < n, 1 < p < q < oo y (u,v) un par de pesos con
1
v -1 € Ay. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

(2.2.6) (m,v) € Ay,
(2.2.7) I, : LP(v) — L% ().

Por lo mencionado en (2.2.2),

Lo f(z) < Claf(2),
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luego, es inmediato que las condiciones sobre los pesos dadas por C. Pérez, aseguran
que Z, es un operador acotado de LP(v) a Li(u), para 1 < p < ¢ < oo. Ahora bien el
Lema 7, nos proporciona mejor informacion. En efecto, de el se deduce que el nicleo de
la integral fraccionaria de Schrodinger tiene un mayor decaimiento en el infinito que el
correspondiente a la version clasica y por lo tanto podria esperarse que la acotacion se
verifique para pesos con condiciones menos exigentes. En efecto, probaremos aqui que
vale el siguiente resultado

Teorema 2.2.8. Sean 0 < a < n, 1 < p < q < o0, (u,v) un par de pesos tal que
p € Arlec y (u,v) € Ag’g’e para algin 0 > 0, luego

(22.9) Sil<p<g<oo, 0= VT € APlocentonces I, - LP(v) — L(p).
(2.2.10)Si1 < p < g < o0, entonces L, : LP(v) — LT*(u).

Observacion 2.2.11. En el Capitulo 1, (1.2.30), proporcionamos un ejemplo de par de
pesos (i, ) que cumplen las condiciones del teorema anterior.

Nuestras técnicas también se basan en comparar la integral fraccionaria con una ade-
cuada maximal fraccionaria, méas especificamente con M, ,, el operador considerado en
el Capitulo 1. En particular nuestros resultados de comparaciéon estan enunciados en el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.12. Sean 0 < q,1 < 0o y j un peso en APL°¢. Existen constantes Cy,Cy > 0
tal que

(2.2.13) / |Zo f ()| p(x)dx < Cy | Mapf(x)?p(z)de
R R”
(2.2.14)
supA\? p ({x € R" 1 |Z, f(z)| > A}) < CosupA? p ({z € R" : M, f(z) > A}),
A>0

A>0

para toda f acotada y de soporte compacto en R™.

Para la prueba de este teorema emplearemos la desigualdad fuerte de Fefferman-Stein
y una estimacién puntual que relaciona Z, y M, ,.

Proposicion 2.2.15. Sean 0 <n < oo y 0 < <1, entonces existe una constante C' tal
que

Mgm(Iaf)(x) < CMy,f(x), para casi todax € R"
para toda f localmente integrable en R™.
Observacion 2.2.16. Adams, D.R en |1] prueba el resultado anterior para el caso clasico

(V = 0).

Para la demostracion de esta ultima proposicion, utilizaremos la desigualdad de Kol-
mogorov y un lema técnico probado por Crescimbeni, Hartzstein y Salinas.
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Lema 2.2.17. Desigualdad de Kolmogorov [22]
Sea 0 < r <l < oo. Definimos,

Ifxels 1_1
-

Ixells = s

Nl,r(f) = %

donde el supremo es tomado sobre todos los conjuntos medibles E con 0 < |E| < 00 y xXp
denota la funcion caracteristica de E. Luego

I \+
WMMSMAﬂS&jQ T

Lema 2.2.18. Dados s,p y 3 reales positivos y N > 0, existe una constante C' tal que,

(2.2.19) /Ooo ui—)

Dados s >0, N >0, p>0y p €R luego para cada M > [+ N existe una constante
Chur tal que,

> _8
(2.2.20) / e 7
o (1+ \/E)N

L
t

dt 1
e —
t

<C—r—
T osP1+ N

<k ok

dt o\M-N 1
Doy (2 —_
t = M<s> oB(1+2)N

Demostracion. Veamos (2.2.19). Haciendo el cambio de variables u = % tenemos,

© 43 _2dt 1 [ us _.du
—\/Ze t_:_ﬁ —sNe —.
0 (l—f-?) t % Jo (1+p\/a) u
Si ¢ <1ent 14+ 5<2 o tanto —22 < 44 < 217 _ Por otro lad
lp < entonces +p < y, por 1o tanto (1+p\s/a)N S U2 < (H—%) or otro lado, si

%> 1 entonces 1 + 2 < 22y, por lo tanto, | ul o < “(%ZN < 2N w2 o Luego,

L e

)N

Veamos (2.2.20). Haciendo el mismo cambio de variables que para probar (2.2.19), el
hecho que sup,.; t"e™" < Oy para toda M > 0 y para alguna constante Cy, y siguiendo
los mismos pasos que en la prueba de (2.2.19), se sigue

w“”

e

2 dt 1 *© s B+N du 1
P G 2 2 Ve ' — < (——— .
t —35(1_,_%)1\1/ (w2 +u 2 e o 36(1+%)N

<k

/‘7 72 _a2dt 1 /°° us _.adu
0 (1+ﬁ)N t sP (%)2 (1+p\f> u

1 M prN—M _du

<O w2z +u oz )—

=TSt )Y /(5)2( ) "
P
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< Oy ()P 4 (Do)

sP(1+ )N Vo o
1 s
<C (_)ﬂ+N7M
— S N
8'8(1 + ;)
gM—-N-8

<
=Y M-N S\N

A partir de estos resultados, podemos proceder con nuestra demostracion.

Demostracion de la Proposicion 2.2.15. Fijemos x € R" y sea Q~: Q(x, ) una bola que
contiene a x. Descomponemos f = fi + f2, donde fi = fxg5, Q@ = 2Q = Q(zo,2r). De
(1.2.3), resulta

M, (Tof)(x)
= M(Z. fI)7 ()
%
< sup 1nf< /HIf C"S|dy> + sup <@/} /|I 5dy)
T€Q(zo,r) ‘Q’ z€Q(z0,7) ’Q‘
r<p(zo) r>p(x0)

Consideraremos dos casos respecto de r, r < p(xg) y r > p(xo).

Caso 1. 7 < p(x0). Fijemos C = [ (Za.f2) |, luego dado que 0 < § < 1 se obtiene

(|Q|/||If | (Zuf) | |dy)6
<|Q|/||If |@ofalo )
< (g | 17t = @) de)‘%

(\@1/’1 i de) *(1@/‘1 Faly ””Q'dy)l

=I+11.

Para estimar [, aplicando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17), teniendo en
cuenta que Z, es de tipo débil (1 que 1¥(Q) = 1 resulta

’ n— a)

C
|Q|1 A ||:Z’_ f||Ln a’

S@T/@U(y)
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< ClO)F () /Q F()ldy
< CM,, f(x).

Veamos I1. Dado que 0 < § < 1 resulta

C
1< o /Q /Q [ Kl ) = K] )] ot dy,

donde, K, denota al nicleo de la integral fraccionaria de Schrédinger. Ahora bien, para

y,z€Qwe Q°,
> o dt > o dt
Kayow) ~ Kol = | [kt - | kt<z,w>t27\
0 0

t

4nr gdt 00 gdt
< / |kt(yaw)_kt(zaw)|t2?+/ |kt(y7w)_kt(zaw>|t2?
0 4

nr2

= K + Ko

Para K, teniendo en cuenta que ¢ > 4nr? y por lo tanto |y — 2| < v/t para cualesquiera
Y,z en (@, resulta en virtud del Lema 8 que para cualquier N > 0, 0 < v < min(1,2 — :—0)
y w en R", existe una constante C' tal que

o0 o dt
Ky = / |Ee(y, w) — kt(%@W;
4

nr?

30/1 Cy_d)tﬁyﬁéﬁ(y+1@) £5 0%
4nr2 \/¥ p(y) t
[o%) _ntrv—a
< CTV/ t 2 6_\?/*01;1\2 ﬂ
- 2 Vi N t
Anr (1 + _)

p(y)

Luego, usando el Lema 2.2.18 (2.2.19) con un cambio de variables se sigue,

1 ly —w|\ "
KQSCTVT(1+ ) .
|y — w|rtve p(y)

Notemos que, dado que y esta en Q(xo,7) y w en @(xo, 2r)¢ resulta |y — w| = |xg — w|.
Por otro lado, por ser @) subcritico, p(y) = p(xg), asi

1 |zo — w|)_N
K<Ore—mo———— (1 + —F . 2.2.21
’ 2o — w[rtr—e p(zo) ( )

Para K7 usando el Lema 7, resulta que, para cualquier N > 0, existe una constante Cy
tal que para cualesquiera y,w, z en R™ se cumple

4Anr? Anr?
o dt o dt
K, §/ ki(y, w)tz — +/ ki(z,w)tz —
0 t 0 t
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P AN T e f dt
< / t_Te_lthl (14-—\/_ ) —+/ t_Te_‘ or (1—|——\/_ ) —.
0 P(y) t 0 P(Z) t

Luego, dado que para cualesquiera y en () y w en Q° tenemos ly — w| = |zg — w| > 2r
(analogamente para z en lugar de y), aplicando en la expresion anterior el Lema 2.2.18
(2.2.20), se obtiene que, para cada M > n — « + N, existe una constante C); tal que

r M-N 1 r M—-N 1
= (ﬁ) v+ COw <ﬁ) v
y—uw rn—a (1 + y_w|> S rn-a (1 + Z_w|>

o(y) p(2)

Al igual que en la estimacion de Ko, |y — w| = |zg — w| y p(y) = p(xo) para todo y en Q
y w en Q. Luego, tomando M =n — a+ N + v, se obtiene la siguiente estimacién para
K

1 zo—w|\ "
K, < OTVW (1 + %) . (2.2.22)
Ahora, de 2.2.21 y 2.2.22, resulta
v 1 o — w7 Se
1Koy, w) — Koz, w)| < Cr W(l—i—m) , Yy,z€Q,w e Q°.

(2.2.23)

Denotando por Qy, = Q(z0, 2r) y aplicando la estimacion de los nicleos recién obtenida,
11 se puede, a su vez, estimar de la siguiente manera

1 \w—xol)N
IlgCr”/— w (1+— dw
- Tw _$0|n+,,,a|f( )| (7]

Q
= 1
<oy — / | f(w)|dw
k=1 (QkT)n+V—0c (1 + p%x;)) Qr+1—Qk

<O M@0 [ Ifw)lde
k=1 Q

k+1

< O3 @) Q) M [ 1wl
k=1 k

<O 27M(Q) N Mo f ().
k=1

Recordemos que N > 0 es arbitrario. Asi, eligiendo N > 7, se obtiene
II < CMy, f(x).

lo que completa la prueba en el caso 1.
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Caso 2. 7 > p(x). Con la divisién planteada para f tenemos

-
?<|@!/’ Tofly 6‘”“’) ;
W<@ / !Iafl(y)!‘sdy) +@(@ / L )dy)

=1+ 11

Para I, siguiendo un razonamiento analogo al considerado en el caso 1, se obtiene

< le\al/lf )Idy
o ) 10] ! / o

7]77

< —— )
V(Q)°
< CMayf(),

donde, en la ultima desigualdad, se ha usado que 0 < 0 < 1y por lo tanto 7 —n > 0.

Para I, teniendo en cuenta otra vez que 0 < § < 1 obtenemos

1
< / T foly)ldy

|Q|//C w)| [Ko(y, w)| dw dy

A partir del Lema 7, resulta que para cada N > 0, existe una constante C'y tal que

N

ee n—o \y* \2 \/g - dt
Kal(y,w) < C / }25% (1+_) dt
,w) < Cv | o)
<c !
n—o \w $|
w—anpe (1+222) "

donde la tltima desigualdad se obtiene del Lema 2.2.18 (2.2.19) y del hecho que |y —w| =
|w — x| para todo y en Q = Q(z0,7) y w en Q°. Luego, denotando Qy, = Q(zo, 2%r), I1
se convierte en

1
[I<—// ~ dwd
’Q| c _ w rg\) Y

— ol (1+ 555

1
~ dw dy
’Q| ~/Q /Qk-u —Qk m0|)

|w N (1+ ‘w(y)
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1
|Q| / / - Y dw dy. (2.2.24)
Q Qr41— Qk (2167«)71 a <1 + >

p(y)

Aplicando la propiedad de la funcion de radio critico citada en (3), dado que y esta en
Q(zo,7) y 7 > p(x0), resulta;

Ng

ot (ﬁ) < 25 <% (péo))%'

Entonces, para todo y en @,

k k —
2fp 2 No+1
2 e 2 ( r ) °
p(y) p(wo) \ p(x0)
No
r No+1 ok
. C<p<xo>> :p(xo)
- 0
. No+1
(p(wo)>
14 2r
Z C P( 0) N

k NogT
_C<l+ QT) ,
p(wo)

y, por lo tanto, (2.2.24) se transforma en

> o by \ “WorT
nsediien (14 25) [ e

<cC Zw Q0@ IR [ 1)

[e.9]

< S P(QR)" T M, f (@),

k=1

donde N > 0 es arbitrario. Luego, dado que r > p(zg) resulta que ¢(Q) = 1+ pQ(Zg) > 2k,

y, en consecuencia, eligiendo N tal que n — +1 < 0, se obtiene

N
IT < C Mg, f(@).

lo que completa la prueba del caso 2 y por lo tanto concluye la prueba de la Proposicion.
n
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Notemos que en la demostracion de la Proposicion 2.2.15 (ver (2.2.23)), hemos obte-
nido la siguiente estimacion relativa a IC,.

Lema 2.2.25. Dado N >0, y 0 < v < min(1,2 — qﬂo), existe una constante C > 0 tal
que

v 1 ’ZL’O — 7“U| -
"Ca(va)_lca(sz)’ <COrf'—————— |1+ ——— )

|x0 _ w|n+1/7a

para todo y, z en Q(xo,7) Yy w en @(:co, 2r)¢, donde r < p(xo).

Nuestra intencion para probar el Teorema 2.2.12, es aplicar la desigualdad fuerte de
Fefferman-Stein (Teorema 2.1.1) a la funcion Z,f, donde f es una funcion acotada y
de soporte compacto en R™ para ello, en primer lugar, debemos verificar que Z,f es
localmente integrable en R".

Proposiciéon 2.2.26. Sea ¢ > 1 entonces I,f € L] .(R") para toda f acotada y de
soporte compacto en R"

Demostracion. Seré suficiente demostrar que para f acotada y de soporte compacto en
R"™, Z,.f es acotada. En efecto, sea Qo(xg,ro) una bola en R"™ tal que sopf C @, luego
de la estimacion (2.2.1) de K, obtenemos

Taf(z)] < / FW)IKale,y)dy < 11 e / !

Qo(wo,r0) |z —yl

n

Consideraremos dos casos. Si « ¢ 2Qo, dado que y € Q, resulta |x —y| = |z — z¢| y dado
que ademas |z — xo| > 2rg, (2.2.27) se convierte en

Zaf (@) S S loor6™"r6 = 1 flloor5- (2.2.28)

Si & € 2Q), dado que ademés y € Qo, entonces d(x — y,0) < |z — y| < 4y/nrg, luego
haciendo un cambio de variables y pasando a coordenadas polares, (2.2.27) toma la forma

1

’ |nfa

4y/nro
Z0@) < 17 | = Clfl [ 5 g | flrt (2229
0

Q(0,4y/nro)
De las desigualdades (2.2.28), (2.2.29) y (2.2.27) obtenemos

Zof(@)| SN flleoms, Vo €R,

obteniendo de esta manera que Z, f es acotada, y por lo tanto esta en L] (R™) para todo

q> 1 O

Con las herramientas introducidas estamos en condiciones de probar facilmente el
Teorema 2.2.12.
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Demostracion del Teorema 2.2.12. Sea § < q. Teniendo en cuenta que w € A% y que
Z.f es localmente integrable en R™ (ver Proposicion 2.2.26), la inmediata estimacion
I.f < /\/ln(|Iaf|5)% = M, (Z,f), nos permite obtener, a partir del Teorema 2.1.1,

[ L@ n(e)dr < | Moy (T f) ) ()

<O [ M (L) @) pla)de

]Rn

<C [ Moyf(@)ip(z)de.

R’!L

donde en la tultima desigualdad se ha aplicado la Proposicion 2.2.15. Analogamente,
aplicando el Teorema 2.1.2 resulta

supA? pu ({w € R" : [T f(2)] > A}) < Cﬁg}g”ﬂ({x € R": Myy(Zaf)(x) > A})

A>0

< CsupA?p ({:c eR™: Mgm(Iaf)(:v) > /\}>

A>0
< CsupM p({z € R" : My, (f)(z) > A}).
A>0
donde como antes, en la ultima desigualdad se ha aplicado la Proposicion 2.2.15. O

A su vez, el teorema anterior arroja como rapida consecuencia el Teorema 2.2.8.

Demostracion del Teorema 2.2.8. El Teorema 2.2.12, nos permite trasladar el problema
de acotacion de Z,, al operador maximal M, ,,. Asi, el Teorema 2.2.8 es inmediato a partir
del teorema anterior y los Teoremas 1.2.32 y 1.2.50 probados en el Capitulo 1. [

2.2.2. Desigualdades con dos pesos para Z,;

Para alguna funcién b consideremos el conmutador de primer orden del operador Z,,
Z.p, definido por

Lopf(x) = b(z)Lof(x) — Za(bf)(2)
= [ bla) = o) Kl f0)d,
donde KC,(z,y) denota el nicleo de Z,.

Recordemos la definicion del espacio BMO.

Definicién 2.2.30. Sea b una funcién localmente integrable en R™. Se define

1
1bllsaro = sup — / b(z) — bol dz,
o 1QlJo
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donde el supremo es tomado sobre todas las bolas () de R". La funcién b es llamada
de oscilacion media acotada si ||b]|pyo < oo y BMO(R™) es el conjunto de todas las
funciones localmente integrables en R™ con ||b||gro < oc.

Es conocido que |||[pymo no es una norma. El problema es que si ||bl|gypo = 0, no
implica que b = 0, pero si implica que b es una constante. Luego si identificamos los
elementos en BMO que difieren en una constante, ||||gao resulta una norma.

Los conmutadores I,; fueron introducidos por primera vez por Chanillo [8], quien
prueba que, para 1 < p < 2, % = }—17 — 2y be BMO, vale la acotacion Iy : LP(R™) —
L4(R™). Esto se corresponde con las desigualdades en norma satisfechas por I,. Ahora

bien, para el caso limite, p = 1, I, verifica la siguiente desigualdad tipo débil (1, "),

n

n—a

|{:17€R”:\Iaf($)>t!}\§0<%/ |f(:1:)|d:v> , Vt>0.

n

Sin embargo, un célculo sencillo con f(x) = xp1(x) y b(z) = log(14+2)x1,0) (), muestra
que I, no es débil (1, -"—). D. Cruz Uribe y A. Fiorenza, en [12], prueban que I, verifica
una desigualdad tipo débil Llog L. Mas precisamente

Teorema 2.2.31. Sean 0 < o < n, b € BMO(R") y las funciones B(t) = tlog(e + t),
W(t) = (tlog(e + t%))m. Luego, existe una constante positiva C' tal que para toda t > 0,

e R s 1ot @] >0 <00 ([ B (oo™ o)

Este resultado de acotacion se obtiene a través de una comparacion con el operador
maximal fraccionario Orlicz My 10e 1o Para el que, estos autores, prueban que cumple una
desigualdad andloga a la expuesta. Ademas, en ese mismo trabajo, prueban la siguiente
desigualdad fuerte (p, q) con un peso para I,;, la cual generaliza el resultado original de
Chanillo.

Teorema 2.2.32. Sean 0 < a <n, 1 <p <2 yq con é =

satisface la condicion A, ,, esto es para toda bola () C R",

(@ =) (@ f) <o

Luego, dada una funcion b € BMO, I, satisface la siguiente desigualdad tipo fuerte
(p. ),

(0%
=. Sea w un peso que

D=

</ ua’bfququ> < C|bl| pmro (/ |f|”w”>
R™ R

Observacion 2.2.33. Notemos que w € A, siy solosi w? € Ay, q.
P
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La condicién A,, es equivalente a la acotacion fuerte (p,q) con un peso para I,,
resultado probado por Muckenhoupt y Wheeden en [28]. Dado esto, D. Cruz Uribe y A.
Fiorenza, conjeturaron que, para el caso limite p =1, ¢ = -, la condicion que asegura
el tipo débil (1, =) para I,, esto es w? € A; (también probado por Muckenhoupt y
Wheeden) podria ser suficiente para que valga una version con un peso del Teorema
2.2.31. Sin embargo, en [12] construyen un ejemplo que muestra que esta conjetura no es

cierta. Finalmente, en [13], prueban el siguiente resultado.

Teorema 2.2.34. [13] Sean 0 < o < n, b € BMO(R") y las funciones B(t) = tlog(e+t),
U(t) = (tlog(e+tn))™ = y 0(t) = t'"nlogle + t™n). Si w € Aj, entonces existe una

constante positiva C' tal que para toda t > 0,
x
B (||b||BMO@) Q(w(x))dx) )

w({r e R |Iopf(x)] > t}) < CU (/
Rn

Por Lema 7, el niicleo de la integral fraccionaria de Schrodinger tiene un mayor decai-
miento en el infinito que el correspondiente a la version clésica y por lo tanto es natural
preguntarse si para obtener resultados de acotacion para Z, las funciones simbolo b po-
drian tomarse en un espacio de funciones mas amplio que el BM O, como asi también los
pesos considerados. A este respecto, Bongioanni, Harboure y Salinas, en [6], definen el
siguiente espacio de funciones.

Definicion 2.2.35. Sea 6 > 0, el espacio BM Oy(p) esta dada por el conjunto de funciones
b localmente integrables que verifican,

1 N
[Q(z,7)| /Q(m) b(y) = beldy < © <1 + m) (2.2.36)

para toda x € R" y r > 0, donde by = @ fQ b. Una norma para b € BMOg(p), denotada

por ||b]| Bao,(p), esta dada por el infimo de las constantes en (2.2.36), luego de identificar
las funciones que difieren en una constante.

Definimos BMOu(p) = |J BMOy(p).

0>0

Observacion 2.2.37. Claramente BMO C BMOy(p) C BMOy(p) para 0 < 6 < 0"y
por lo tanto BMO C BM O (p). Sin embargo, es una clase mas amplia. Como ejemplo,
cuando p es constante (el cual corresponde al caso en que V' es una constante positiva)
las funciones b;(z) = |z;|,1 < j < n, estan en BMOq(p), pero no en BMO (ver [6]).

También en [6], se prueban algunas propiedades de este espacio.

Proposicion 2.2.38. Sean 6 >0y 1 < s <oo. Sibe BMOy(p) entonces,

1 € r A\
b)) < b <1+ )
(|Q|| ol ) lasion 1+

para toda bola Q = Q(z,7) con x € R", r > 0, donde &/ = (Ny+1)0 y Ny es la constante
que aparece en (2).
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En [40], Lin Tang prueba el siguiente anilogo de la desigualdad de John-Niremberg
en el espacio BMOgy(p), 0 > 0. Antes de enunciarlo, recordemos que para Q(z,r) bola de

R, (Q) = (1+ 555)-

p(z)

Proposicion 2.2.39. Si b € BMOy(p), 6 > 0, entonces existen constantes positivas
C1, Cy, dependientes unicamente de la dimension n, tal que dado cualquier bola ) en R"
y A >0, se tiene

CoA

{2 € Q: [b(x) — bgl > A} < C1|Qle "Byonm* @
donde, como en la Proposicion 2.2.38, ' = (No + 1)0.

Corolario 2.2.40. Si b € BMOy(p), 0 > 0, entonces existen constantes positivas C' y 3
tal que

1 D Ie— L COR oY
SUp— e ' BMOg(p)$(Q)° dx < C.
Q 1QJq

Siguiendo las ideas de D. Cruz Uribe y A. Fiorenza en |12] y [13], Lin Tang (ver [40])
obtiene desigualdades con un peso para Z,;. Para explotar la propiedad de decaimiento
de K,, Lin Tang considera las funciones simbolo b en el espacio BMOy(p) para algin
6 > 0, y a los pesos en una clase mas amplia que la A, , (Teorema 2.2.32) y en término
de la funcién de radio critico p, mas precisamente, sea # > 0. Un peso w pertenece a a
clase Az:g si existe una constante positiva C' tal que para toda bola Q(x,r) se tiene

Lp N1 N ;Y
(@/dex) <@/Qw ) SC(1+T1’)) I<p<qg<oo.

) 1t < (15 5)
— [ widx w o< Cll+—| , 1<g< .
(1 fyae) 71 @

4 P00 _ p,0
Ademas, AP = |Jys0 A0

Con estas definiciones estamos en condiciones de introducir los resultados de Lin Tang.

Teorema 2.2.41. Sean 0 <a<n,1<p< 2y
0 >0 yw esun peso en la clase AP°° entonces

% i— & Sibe BMOy(p), para algin

1
([ East@Pateyc)" < Clpllavo ([ IroPotera)
R" Rn
Teorema 2.2.42. Sean 0 < v < n, b € BMOy(p) y las funciones B(t) = tlog(e + t),

U(t) = (¢t log(e+t%))# y O(t) =t wlog(e +t7n). Siw € AP, entonces existe una
constante positiva C' tal que para toda t > 0,

w{z € R |[Zapf(x)] > t}) < CB(B(||bl| Broy(p)) ¥ (/R" B (M) Q(W(l’))dl’) :
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Nuestro objetivo es obtener extensiones para el caso de dos pesos de los teoremas
anteriores. Para ello, adaptaremos las técnicas de D. Cruz Uribe, A. Fiorenza y Lin Tang.
En primer lugar probamos el siguiente resultado que establece una comparaciéon en norma
L3(y) entre los operadores Znp ¥ M iog Lam-

Teorema 2.2.43. Sean 0 < o <n, ¢ >0y b e BMOy(p) para algin 0 > 0. Si u estd en
la clase APlo¢ existe una constante positiva C, tal que para todo n > 0 suficientemente
grande, y toda f acotada y de soporte compacto en R™, se cumple

[ Eesf @ uta) e < Clolosion | Mutossnnf (@) ) do.
R™ R

Observacion 2.2.44. De la Proposicion 2.2.38 resulta que si b € BMOy(p) entonces b €
L*(K), para todo s > 1 y todo compacto K. Esto garantiza la buena definicion del
conmutador Z,,f para f acotada y de soporte compacto.

Para demostrar el resultado anterior serédn claves la desigualdad fuerte de Fefferman-
Stein y una comparaciéon puntual relativa a Z,p, Zo ¥ Mpiogr.a,, que enunciamos a
continuacion.

Proposicion 2.2.45. Sean 0 < o < n, 0,€ tales que 0 < 26 < e < 1 yb € BMOy(p)
para algin 60 > 0. Entonces existe una constante positiva C' tal que para todo n > 0
suficientemente grande y toda funcion f acotada y de soporte compacto en R™ se tiene

M (Zapf) (@) < ClbllBrroge) (Men(Zaf) (@) + MriogLanf (%)), petz e R

Observacion 2.2.46. Resultados para el caso clasico (V' = 0) fueron obtenidos en [12] por
D. Cruz Uribe y A. Fiorenza y en [15] por Ding Yong, Lu Shanzhen y Zhang Pu.

Demostracion. Para cualquier constante A, dado que |Z,f(x)| < oo e Z, es un operador
lineal, resulta,

Lo(bf = Af)(z)

Zopf(z) = b(x) o f(z) — Zo(bf)(x)
— T ((b— N f)(2). (2.2.47)

Sea x € R" y Q) = Q(xo,r) una bola en R™ que contiene a . Tomemos la descomposicion
[ = fi+ fa, donde fi = fxg5, @ = 2Q. Para probar el teorema, consideraremos dos casos
respecto de 7, esto es r < p(xg) y r > p(zo)-

Caso 1. 7 < p(xp). Dado que 0 < § < 1, para A\ y Cg a determinar se tiene

(F;/Q [1Zaof I = 1Cal°| dy)é

1 s \°
— o —Col°d
< (|Q| /Q Tanf(y) - Col y)
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=

< (ﬁ/ () ~ N Taf (9) — Zal(b = N f)(y) - CQ!5d9>

(|Q'/| eI dy) +C(|@|/|:f A>f1><y>|%w)é

e
+c(|Q|/\z M) - Col' dy)’
=1 + I1I + Il

Para estimar [ fijamos A = b@ el promedio de b sobre @ Luego, para todo ~ tal que
1 <~ < §, aplicando la desigualdad de Holder con % + % = 1, utilizando la Proposicion

2.2.38 y el hecho que w(@) = 1 resulta,
o NF 1 L
Y 5/ ¥
i) (g [ Easwra)

ch(ré'/Q’b(y)—b@

< bllsaroq o (0) ¥+ (“Q) /Q T W)l dy)e

Q|
S 10l B30, () Men(Za f) (2)-

Para estimar /7, aplicando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17) y el hecho que
T, es de tipo débil (1, ") resulta

C
1< |Q|1 —w 1 Za(d = bg) fill 25

< G o=ttt

Luego, aplicando la desigualdad de Holder generﬁlizada_(Lema 1.1.21) para la funcion de
Young B(t) = tlog(e + t) y su complementaria B con B(t) 2 e' — 1, se obtiene

11 < ORI b= bl 5l fll5.a-

Por Corolario 2.2.40, existen constantes positivas 5y C (en particular se puede tomar
C > 2) tal que

B
1 = |b(z)—bg|
@ } eHb||B]\109(p)"p(Q)(NO+1>9 Q dx < C.

Asi es inmediato que

|Q|/ ( EISYEN )¢(Q)(N0+1)9|b(r)—bé| _ 1) dr < 1,




2.2 Aplicaciones. 71

lo que, utilizando la convexidad del integrando, nos lleva a

B8
1 = [b(z)—bg]
|~| 6CIIbHBwfoe(p)w(Q)(N0+1)0 @ —1 dx S 1.

Luego, dado que B(t) = e* — 1, por definicién de norma media de Luxemburgo,

o C HbHBMoe(p)w(é)(No-i-l)G
ollBg = 7

con lo que tenemos la siguiente estimacion para [I7,

11 < C|Q| 7 (1]l Barog (o) (Q) N0+ (Q) "Nfllza
S 0 Brog () MLiog Lo f (),

donde en la ultima desigualdad hemos usado que w(é) > 1.

Finalmente, para estimar I11, elegimos Cg = (Z,(b— b@)fz)@, esto es el promedio de
Zo(b—bg)f2 en Q. Dado que 0 < < 1 resulta,

1
==
(|Q|

<0@ (b= bg)f2)(y) = (Zalb = bg) f2)a dy

N C@/ ‘@/ /n _(b(w) = bg) f(w)Ka(y, w)dw dz
19 / /n ba) f (w)Ko(z, w)dw dz
|Q|2///n w) = bg| [f (W) |Ka(y, w) = Ka(z,w)| dw dz dy,

donde IC, es el niicleo de la integral fraccionaria Schrodinger, esto es

@
t

(6= b)) (0) — (Zulb — bg) ool dy)l

dy

ICoc(ya w) = / kt(yv w) t%
0

Luego, en virtud del Lema 2.2.25 y teniendo en cuenta que @C = Up—y @r+1 — @k, donde
Qr = Q(z0, 2Fr) se obtiene la siguiente estimacion para I11,

 he —N
II]SCT”[ Mu(wﬂ(um_%l) dw

. w_x0|n+u o P($0)

- b(w) —bs _ -N
cory [ ey (14 o)
k=1 Qr+1—Qr |U) - x0| p(l’o)
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= [ /
<C w) — bs| f(w)|dw
;2’“”ka b(w) — bg|f(w)]
B |Q | b(w) — bg, | f(w)dw
=1 Qk
0 - kv
¥ Z iy s |ka|/ w)lduw
= III, + 1112,
donde 0 < v < min(1,2 — —) En 111, aplicando la desigualdad de Holder generahzada
para la funcion de Young B(t) = tlog(e +t) y su complementaria B(t) = e’ — 1 y usando
nuevamente el Corolario 2.2.40 se obtiene
o 92— kv
I, < CZ HQF Qi 116 = bo, 15,0, 1111 L10g .4
0 29— kv
< Cllllamont Y a4 ¥ Qo) flues
k=1
92— kv

< C“b”BMOg MLlogLoc’r]f Z¢ Qk; N 6(No+1)—n "

Entonces, eligiendo N lo suficientemente grande como para que N — 0(Ny + 1) —n > 0,
resulta

111 < C“bHBMOg MLlogLanf( )-

Para estimar /115, usamos que, para toda k, |bg —bg,| < Cky(Qr)? |6l Brro,(p)» en efecto,
recordando que, Qr = Q(xg, 2r) y Q = Q, resulta

k
|b@ - ka| < Z |ij—1 - ij|
=2
k on
< A ’b - ij|
; Qi1 Jqg,
k ; 0
20
< Clpllawonn Y- (142 5)
=2

p(xo
< CkY(Q)° (1Bl Brr0g(p)- (2.2.48)
Asi,

0 2- kuk
18 < Clbllssonn 3

QoY V(@) ™" Q| I/Qk |f (w)|dw

o0

2k
< C|bll Bros(py Man f (2 Zw

N077
"~ (Qr)
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Notando que M, , f(x) < MpiogL,a.f(x) y recordando nuestra eleccion de N tenemos
111, < Cbl|Bro,p)Mriog Lag f ().

Combinando las estimaciones de 11, e 1115, podemos escribir
ITI < CJbl| proy(p)Mriog Lan f (),

lo que concluye el Teorema para el caso 1.

Caso 2. 7 > p(xg). Como antes

(ara / Tasf ) dy)’

< (22)3 (%,/@I(b(y) — N f(y) _I“((b—k)f)(y)ﬁdy)é
= V(Q 5 Q)3 (F;/ b(y) — /\|5|Iaf(y)|5dy)5
i ?<IQ|/’I <)|5dy)

<|@|/ L= N0 y)

=1 +II + II1.

Para estimar 7, siguiendo un razonamiento analogo al considerado en el caso 1 se obtiene,

s (s o=l ) (g f o)

3 bl saro0y o (O) Vot (% /Q rzaf<y>rdy)‘

~otNo+1) ”bHBMOo(p)Me,n(Iaf)(x)-

9(N0+1)
1 1

Asi, tomando 1 > resulta

6 €

I < C|bl| BMoy(pyMen(Zaf) ().

Para estimar /7, nuevamente siguiendo un razonamiento analogo al considerado en el
caso 1, se obtiene

C
1< ool Q17 1161l 511050 (Q) ™[ £l 5.5
< Cv (Q) (No+1)— n+ngHBM09 \Q’ “(Q )anHBQ
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S CHbHBMOe(p)MLlogL,a,T]f<$)7

donde en la dltima desigualdad, se ha usado la eleccion de 7 considerada en I y por lo
tanto O(No +1) — 1 +n < 0.

Por tltimo, para estimar /17, teniendo en cuenta que 0 < § < 1y ¥(Q) > 1, resulta

117 < @ / Za((b — M) f2) )]y

<ol / ol ) ) — b () vy

A partir del Lema 7, resulta que para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

-N

. y—w|? t dt

/ca<y,w>scN/ e e (1+f> =
0

p(y) t
1

<C _ (2.2.49)
— n—o |lw—mo|
lw — x| <1 + 50 )

donde la tltima desigualdad se obtiene del Lema 2.2.18 (2.2.19) y del hecho que |y —w| =
|w — x|, para todo y en Q = Q(xg,7) y w en Q°. Luego, denotando Q) = Q(xg, 2*r), se
obtiene la siguiente estimacion para 11

C > 1
s o / 2 / w [b(w) = bg| | £(w)| dw dy
|Q| Q p—1 Y Qr+1—Qk |w _ :Lv0|n—a (1 + |w— ro\)

p(y)

1
b(w) — bl [f(w)| dw dy.
|Q|/Cv2 /Cv?k+1 —Qk 2/€ n— a(l_{_%)N @

Aplicando la propiedad de la funcion de radio critico citada en (3), teniendo en cuenta
que y esta en Q(zo,7) y r > p(xp), resulta

No

ot (P(;o)> S <% <P(;0)) R

entonces, para todo y en )

ks ok ~ o
No+1
1+———>1+O 4 (7’) ’
p(y) p(ro) \ p(wo)
No
r No+1 2k
C
>C p(zo) - p(z0)
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ok No+1
—C (1 + =L ) . (2.2.50)

Por lo tanto,

00 o
"™ o) — b | Faw) deo

11 <c /
; @rt1 (4 2kp | No+1
- Raen)

‘Qk n 1
<C
% on @ o,

+CZ |Q’“‘W k—bQ|/ w)|dw

k=1 Y(Qr) Mo
Para estimar I1[; razonamos primero como en [ del caso r < p(xy) para obtener

[b(w) = bgy| | f (w)]dw

=11 + I1l,.

|Qk|7
IIL <C E —bau B0, 1l 210g .04
=1 Y (Qk )NO+

__N a
< Cl|bll a0y () Z¢(Qk) ST TN Q1) TN Qe s .

w(Qk>*$+n+9(No+l)

[M]¢

< C||b|| Moy (p) M Liog Lo f ()

i
I

Ahora, eligiendo N > 0 tal que —Né\jrl +n+60(No+ 1) <0y recordando que oy = L
de donde resulta 1(Qy) > 2F, se obtiene

> N
111 < C||bl| BMOy(9)ML10g L f () ZQk w71 HnH0(No+1))
k=1

< C||b|| Moy (p)MLiog Lam f ().

Para estimar I11, otra vez como en [115 del caso r < p(xy), podemos probar que

M1 < €Y k(@)™ @ (@) [ Ifw)ld
k=1 Qk
< Cbl| Broy(pyManf(x ka N(])V+1+7]+9

SCHbHBMOoo MLIOgLanf ka Qk N0+1+n+9

k=1
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Ahora bien, de la elecciéon de N realizada en la estimacion de 1117, resulta que —% +
0+mn <0, ast

> (N
I11, < OBl 5010y Mrtog Lan f (x) Y k27 Fort =170
k=1

< C|b|| MOy (p) M Li1og Lo f ().

Finalmente, de los casos 1 y 2, la demostracion queda completa. O

Para probar el Teorema 2.2.43, aplicaremos la desigualdad fuerte de Fefferman-Stein
(Teorema 2.1.1) a la funciéon Z,;,f, donde f es acotada y de soporte compacto en R™.
Para ello, en primer lugar, debemos verificar que Z,;f es localmente integrable en R",
resultado que exponemos a continuacion.

Proposicién 2.2.51. Sea ¢ > 1, b € BMOy(p) para algin 0 > 0, luego L, f € L] (R")
para toda f acotada y de soporte compacto en R™.

Demostracion. Como en la demostracion de la Proposicion 2.2.26, bastara con probar que
para f acotada y de soporte compacto en R", b € BMOy, Z,;f es acotado. En efecto,
sea Qo(xg,r0) una bola en R™ tal que sopf C @y, luego teniendo en cuenta la igualdad
(2.247), Zop f(x) = (b(x) — boy)Zaf(x) — Zo((b — bg,) f)(x), la Proposicion 2.2.26 y la
estimacion (2.2.1) de IC, obtenemos

Lo f ()] < [b(2) = boo | [[Zaf oo +/Q [FW)IIb(y) = bay |Kal, y)dy

1

L — 2.2.52
‘|fc —y[re ( )

< 16(2) = oo | [|Zafloo + HfHoo/Q [b(y) = bao

Resta por probar que el segundo término de (2.2.52) esta acotado. Sea s tal que 1 < s <
——, aplicando la desigualdad de Holder con % + § = 1 resulta

1 1
, 4 1 5
Lot @l < ([ 100 -talan)” (| )
@ Q7 = 3]0

Dado que por hipotesis b € BMOy(p), se obtiene de la Proposicion 2.2.38

1

7 o’
/ S 1 T
( b(y) — bgo® dy) S 16l Brioy )| Qol ¥ (1 + ) < 00,
Qo p(wo)

con 0" = (Ny + 1)6.

Por 1ultimo, siguiendo un razonamiento analogo al de la demostracion de la Proposicion
2.2.26, resulta que para 1 < s < -2~

n—ao’

1
1 B a_n+ﬂ
- < s
</QO |x_y|(n—a)sdy> ~ To < 00

Luego, Z, [ es acotado, y por lo tanto esta en L} (R™) para todo ¢ > 1. O

loc
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Con el resultado anterior, estamos en condiciones de demostrar el Teorema 2.2.43.

Demostracion del Teorema 2.2.43. Sean 0, ¢ tales que 0 < 20 < € < 1 y 1 lo suficiente-
mente grande para poder aplicar las Proposiciones 2.2.15 y 2.2.45.

Dado que pu € A2°¢, T, f, T, f son localmente integrables en R™ (Proposiciones 2.2.26
y 2.2.51), aplicando la desigualdad fuerte de Fefferman-Stein (Teorema 2.1.1), resulta
tomando § < ¢

[ Bt @ n(o)is
[ Mool )
<O | M (o) @) p(a)da

Luego de las Proposiciones 2.2.45 y 2.2.15, y haciendo uso nuevamente de la desigualdad
fuerte de Fefferman-Stein, obtenemos

< Cllony ( | MenlTud o) nla)d +
< Wl ([ M (TS o)) +
< o ([ Mart @010+ [ Mg (a0

Rn

SCHbHBMo@ p)/ MLlogLan )( ),u({l?)dx.

MuogL,a,n<f><x>qu<x>dx)

R

MLlogL,a,n(f)(fU)qu(fv)d:v>

R

]

A partir del Teorema 2.2.43 y los resultados de acotacion con dos pesos para el ope-
rador maximal M 1o 1,,a,, Obtenidos en el Capitulo 1, Teorema 1.2.53, resulta inmediata
la acotacion fuerte con dos pesos para el conmutador Z,; tal como lo enuncia el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.53. Sean 0 < a < n, 1<p<q<ooyb€BM09() para algin 6 > 0.
Si (p,v) estd en ASP>®, e ADC y o =71 € A2 entonces

([ |Ia,bf<x>rqu<x>); < Ihsionn [ \f(x)|pV(rv)>; ,

para toda [ en LP(R"™,v).

Observacion 2.2.54. En la acotaciéon con un peso para Z, ;, enunciada en el Teorema 2.2.41

(Lin Tang, [40]) solo se supone que el peso w estd en A2, debido a que esta condicién
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implica w? € A%> vy, de esta manera, es posible aplicar la desigualdad de Fefferman-
Stein con el peso w?. En contraste, en nuestro resultado, la hipdtesis (i, v) € AP no
implica necesariamente que pu € A%y o € A% ( ver (1.2.30), capitulo 1). Asi, para
poder aplicar un método similar en nuestro caso, reforzamos las hipotesis pidiendo que
el peso de llegada esté en la clase Ag’ol"c. De esta manera, podemos aplicar el Teorema
2.1.1 y trasladar el problema de acotaciéon al operador maximal My e . Por otra
parte, también reforzamos la hipotesis con la condicién o € A% para poder asegurar
que el operador maximal M 1og 1, a,, €s un operador acotado de LP(v) a L?(u) (Teorema
1.2.53). A continuacion desarrollamos un ejemplo de pesos que cumplen exactamente las
condiciones del Teorema 2.2.53.

Seal<p<g<oo,p=1
p(x) = e
viz) =1+ |z, —n<~

n]—)—n+ap20.
q

Por Observacion 1.2.23, se sigue que p € A%°° mas atn u ¢ A%, Como ya se vio en
(1.2.30) 0 € AZ>™. Resta probar que (u,v) € A5:»>. Lo haremos para p > 1, el caso
p = 1 se obtiene de manera similar.

Sea B = B(xg,r) una bola en R",

(J )

2
q

p—1
(i (0 Ja) ™77 o) S (o)
<C m
|B‘<1—%)p 71”(1*;)17
P
q

S 7,n —n+ocp'

Luego, si 60 > n§ —n -+ ap tenemos

p

u(B)s o(B)P~!
|B’(1*%)p

<C(1+7r)

Asi (p,v) € Ag:p>. Notemos que la condicion n§ —n 4+ ap > 0 es equivalente a pedir
>

Q=

%} — 2. Esto muestra que existen valores de «, p y q que verifican la condicion pedida.
Para el caso limite, p = 1, obtenemos que Z, verifica la siguiente desigualdad modular
Llog L, la cual siguiendo los argumentos mencionados en en la Observacion 1.2.82, resulta
que extiende el resultado de Lin Tang a dos pesos (Teorema 2.2.42). Antes de enunciar
nuestro resultado, recordemos que en el Capitulo 1, secciéon 1.2, hemos definido, para una
funcion de Young arbitraria ®, la funcion he dada por
D (st)
he(s) =sup———, 0<s < o0.
) =505
En ese mismo capitulo también se mencionan ciertas propiedades que verifica la funcién
ho.
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Teorema 2.2.55. Sean 0 < a < n, 1 < g < 00, b € BMOy(p) para algin 6 > 0,

B(t) = tlogle +1) y ®o(t) = m, Si el par de pesos (p,v) estd en la clase ATP™ y

p € Aplecexiste una constante C' tal que para todo t > 0;

il € R Tuaf @] > )5 < CBEDlasiono) B ( [ 8 (L) hoy o).

Demostracion. Bastara con probar el teorema para f acotada y de soporte compacto en
R™, pues el resultado general se sigue utilizando un conocido argumento de densidad.
También sera suficiente con probar la desigualdad para ||b||grro,(,) = 1, esto es

< CB (/ B (@) h%(z/(x))dx) . (2.2.56)

ya que si ||b]| o, = 0, luego b es constante y el resultado es trivial, mientras que si
16| Broy(p) 7# 0, aplicando (2.2.56) para b = v 9 = ||bl| Moy (p) f, ¥ Tecordando
que B es submultiplicativa resulta

Q=

p{z e R : [Tapf(x)] > t})

b
ol Barog ()

n({z €R™: |T,,f(x)| > t})7

=L ({x eER":|Z, 59(x) > t});

<CB ( / B ('g(t—”') hq>0(u(m))dx)

<CB (/ B (HbuBMog(p) 'f(f”) hcpo(v(a:))dx>

< cB@plavoc)s [ 5(H) naowar)

t

Veamos (2.2.56). Por homogeneidad sera suficiente probar el resultado para t = 1.
Para ello notemos que

Q=

p({z e R [Zopf ()] > 1})
= B(B(1)) p({z e R": |Zopf(2)] > 1})

Q=

L
B(B(1))
p({z e R": Loy f(2)] > t})

Qe

1
< Csup——
= BBO)

1
< Csup——
=" BBO)

Q=

p{r e R": Msy(Zapf)(x) > 1})7 .

Entonces, dado que pu € Aflc ¢(t) = es creciente y duplicante y que Z,,f €

1
B(B(3))
L} .(R™) (Proposicion 2.2.51), es posible aplicar la desigualdad débil de Fefferman-Stein
(Teorema 2.1.2) para obtener,

n({zx € R™: [Topf(a) > 1))
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< C'sup ¢(t)p ({x eR": ./\/lgm(Ia,bf)(-iE) > t}) g

t>0

< Osup o(t)p ({x €R": Mcy(Zaf)(@) + MriogL,anf(2) > é}) E ’

donde, en la ultima desigualdad, se ha aplicado la Proposiciéon 2.2.45 tomando 9, € arbi-
trarios con 0 < 20 < € < 1 y 7 suficientemente grande. Luego, usando la propiedad de
duplicacion de la funcion ¢, un sencillo cambio de variables y nuevamente la desigualdad
débil de Fefferman-Stein, resulta

Q=

p({z e R |Zopf(x)] > 1})

< Csup o(t)p ({x € R": M, (Zof)(x) > %}) E
>0
+ Csup () ({x ER": Miiogranf (@) > %} ‘

t>0

N—

q

i

< cswo (&) ({rer mu@new > 5

t>0

Ql&k N————

t
+ CSUpr (5) i <{I < R"™ : MLlogL,a,nf(‘r) >

t>0

S

< OStl>1103 p(t)p ({z e R™: Mﬁ}n(laf)(x) >t})

+ OSUp gb(t):u ({ZE eR"™: MLlogL,a,nf(x) > t}) :

t>0

Q=

Asi, usando Proposicion 2.2.15, obtenemos
1
p({z €R": Loy f(a)] > 1})

£\ 7
< Csupo(t)u <{x eER": MpiogLanf(x) > 6})
>0

+ C'sup ¢(t)p ({:c eR": Mpiogranf(x) > é}) !

t>0

< Csupp(t)p ({z € R" : Mpiogn,a0f(x) > t})% )

t>0

En consecuencia, para probar el Teorema sera suficiente con probar la desigualdad anéloga

para el operador maximal Orlicz Schrédinger Llog L. De esta manera, recordando que

o(t) = B(B%(t)), teniendo en cuenta el Teorema 1.2.75 y el hecho que B es submultiplicativa,

podemos probar

in({z € R |Tpf(2)] > 1})7
< csupo(©)5 ([ 5 (L) haioac)

t>0 t
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1 1
< Canp gz BOEB ([ B b (o))
<cn ([ B ha o),
lo que concluye nuestra demostracion. O]






Capitulo 3

Desigualdades con dos pesos para
conmutadores de orden superior

3.1. Introduccién

Sean 0 < a < n, b € BMOy(p) y f una funciéon acotada y de soporte compacto en
R™. Definimos el conmutador de orden m € Ny de la integral fraccionaria de Schrédinger
como

L3 (0) = [ 0a) = b)) Kalo) )y

Recordemos que el nicleo de la integral fraccionaria de Schrodinger, K. (z,y), es no
negativo. Si colocamos valor absoluto a la diferencia b(z) — b(y) obtenemos un nuevo
operador, el cual denotaremos por Igfgf esto es

Ty f(x) = | 1b(@) = b()|™ Ka(z,y) f(y)dy.

R

Claramente para toda f > 0,
Z f ()| < TV f ().

En el Teorema 2.2.53 hemos obtenido desigualdades fuertes con dos pesos para el conmu-
tador de orden 1 de la Integral Fraccionaria de Schrodinger, Z,;, para 1 < p < ¢ < oo.
Este resultado fue obtenido por comparacién en norma L?(yu) del conmutador Z,; con el
operador maximal fraccionario Orlicz-Schrodinger Llog L, My 10610,y (Teorema 2.2.43),
trasladando de esta manera el problema a este operador maximal para el cual ya se ha-
bian obtenido resultados de acotacion (Teorema 1.2.53). Para obtener la comparacion en
norma L7(u) entre estos operadores, resultan claves la desiguadad fuerte de Fefferman-
Stein (Teorema 2.1.1) y una estimacion puntual relativa a Z, 5, Zo ¥ MLiog L0,y (Teorema
2.2.45).
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En este capitulo demostraremos dos tipos de desigualdades con pesos en LP(R™) para
. La primera establece que, para pesos en Apilec el operador 7., es controlado en
norma L9 con pesos por el operador maximal fraccionario Orlicz-Schrédinger Mg, o,
donde B,, es la funcion de Young dada por B,,(t) = t(log(e + t))™. La segunda desigual-
dad es una consecuencia de la primera y muestra que el operador Z7, es acotado de
LP(M sy (MUHDPIG) g0P=9)) ' [P(w) para s < p con as < n, donde M, es el ope-
rador maximal fraccionario Schrodinger y MUI™+DPl es el operador maximal de Hardy-
Littlewood iterado [(m+ 1)p] veces, donde [(m+ 1)p] es la parte entera de (m—+1)p y w es
una funcién no negativa localmente integrable en R™. De la primera desigualdad también
se obtienen desigualdades con dos pesos de L” a L? para 1", generalizando los resultados
obtenidos previamente para Z, e Z,, (Capitulo 2).

3.2. Espacios de Orlicz y la funcién maximal asociada:
definiciones y resultados preliminares

En el Capitulo 1, secciéon 1.1, hemos definido funciones de Young y espacios de Orlicz
y mencionamos algunas de las propiedades relacionados con ellos. A continuacion defini-
remos una clase de funciones de Young que desempenan un papel clave en los resultados
que expondremos en este capitulo.

Definicién 3.2.1. Sea 1 < p < oo. Diremos que una funciéon de Young duplicante ¢
satisface una condicién B, si existe una constante ¢ > 0 tal que

0o 00 ' p—1
T
donde ¢ denota la funcién de Young complementaria asociada a ¢ (Definiciéon 1.1.20).
Ejemplos simples de funciones de Young que verifican la condicién B, son tP~# y
2 (log(1+)) """ con g > 0.

La reelevancia de la condicién B, deriva de su relacién con la acotacion de la siguiente
funciéon maximal, definida en términos de ¢,

My f(z) =sup || flls.q
z€eQ

donde || f||s0 denota la norma media de Luxemburgo en el espacio de Orlicz Ly(Q), la
cual ya fue introducida como caso particular en el Capitulo 1.

Pradolini y Salinas en [33| probaron el siguiente teorema para M, en el contexto
de espacios de tipo homogéneo (X,d, ). Cabe mencionar que el mismo resultado fue
probado por R. Wheeden y C.Pérez en 32|, pero bajo la hipotesis adicional de que todo
anillo en (X, d, p) es no vacio.
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Teorema 3.2.2. Sean (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo con u(X) =00, 1 <p < o0
y ¢ una funcion de Young duplicante. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(3.2.3) ¢ € B,.

Ezxiste una constante positiva C' tal que

(3.2.4) /X (M, f(2)) dp(x) < C /X @) Pdu(o),

para todas las funciones medibles f.

3.3. Desigualdades con dos pesos para Mg, .,

En el capitulo 1 seccion 1.2, se ha definido el operador maximal fraccionario Orlicz-
Schrédinger Mg, ,, donde B es una funcion de Young arbitraria, 0 < o <ny n > 0.
Como hemos mencionado al comienzo del capitulo, para cada m € Ny, denotaremos
por B,, a cada una de las funciones de Young B,,(t) = ¢ (log(e +t))™. En particular,
utilizaremos Mpy o.n = May ¥ MB,.an = MriogLan-

En el Teorema 1.2.53 se ha probado el siguiente resultado para m = 1. La misma
demostracion, con adaptaciones menores, se puede aplicar al caso general para m € N.

Teorema 3.3.1. Supongamos que 0 < a < n, 1 < p < q < 0o. Sean (p,v) un par de
1
pesos con 0 = v »—1 € AL, Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(3.3.2) 3C > 0,1m0 > 0, IMp,,.an(llew < Cllfllzewy, 1= 0.
(3.3.3) (1, v) € Apie.

3.4. Desigualdades con dos pesos para 77

A continuacién, presentamos unos de los principales resultados del capitulo.

Teorema 3.4.1. Sean 0 < a <n, m € Ny, 1 <p<qg<ooybe BMOy(p) para algin
1
0> 0. 8i (u,v) estd en ACP>, e A%y o = v 51 € AL, entonces

(/R |I$bf(x)\qu(x)dx) " < Clbllaroy) </R ,f(x)‘py(x)dx) Z

Como ya se mencion6 al comienzo del capitulo, para probar el resultado anterior sera
suficiente demostrar el siguiente teorema, que establece una comparacién en norma L9(u)
m
de I, con Mg, o4
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Teorema 3.4.2. Sean 0 < a < n, B,(t) = t(tlog(e+1t))™ con m € Ny, ¢ > 0 y
b € BMOy(p) para algiin 6 > 0. Si p estd en AP¢ existe una constante positiva C tal
que para todo n > 0 suficientemente grande y toda f acotada y de soporte compacto en
R™ resulta

[ et ds < Clblio,) | Moo (0)uta)ds
Rn R

Como en la demostracion del Teorema 2.2.43, un punto clave para la prueba de este
resultado es una desigualdad puntual que compara un conmutador con otros de menor
orden.

Lema 3.4.3. Sean 0 < o < n, §,¢€ tales que 0 < 2§ < e < 1, B,,(t) =t (log(e +1))™ con
m € N yb e BMOy(p) para algin 0 > 0. Entonces existe una constante positiva C' tal
que para todo n > 0 suficientemente grande y toda funcion f > 0 acotada y de soporte
compacto en R™ se tiene

M;, (T f)(x) < C (Z 1l Brs0, (s Mea(Ta £)(x) + IIbII”B?Mog(p)MBm,a,nf(SC)> :

para casi todo x € R™,

Observacion 3.4.4. El caso particular m = 1 de este lema lo hemos probado en el Capitulo
2 seccion 2.2 (Proposicion 2.2.45). Resultados analogos para el caso clasico (V' = 0) fueron
obtenidos en |15 por Ding Yong, LU Shanzhen y Zhang Pu en R" y en |2| por Bernardis,
Pradolini y Hartzstein en el contexto de espacios de tipo homogéneo .

Para probar el Lema 3.4.3 necesitaremos el siguiente lema técnico.

Lema 3.4.5. Sean 0 < a <n, m € N, b € BMOy(p) para algin 0 >0 y c, A € R. Luego
existe una constante C' = C(m) tal que

T2t () — e < C Z bw) = AT @)+ 1Zalb = A ) — e (3.46)
para toda f > 0 acotada y de soporte compacto en R™ y toda y € R™.

La demostracion de este resultado sigue las lineas de razonamiento de Bernadis, Pra-
dolini y Hartzstein (Lema 5.3 en [2]), en el que prueban nuestro resultado para el caso
clasico, por lo tanto s6lo expondremos un esquema de la demostracion.

Demostracion. Si A es una constante arbitraria, podemos escribir (ver [31])

—_

Toyf (@) = ) Com(b(@) = N)" I3, f(2) + Za((A = b)™ ) (@), (3.4.7)

0

3

i
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donde Cj,, son las Constantes que aparecen en la formula de Newton. Claramente si m
es par Ierf( ) =TI f(z), y por lo tanto (3.4.6) se sigue de (3.4.7). Ahora, asumamos
que m es impar. Escribiendo b(z) —b(y) = (b(x) — A) + (A — b(y)), es facil mostrar que

T f () < [b(a) = AT f(2) + T (b= AL f) (@), y (3.4.8)
T2 f () = T2 (b = M) () — [ble) — AIZEy  f (), (3.4.9)

Por otro lado, resulta sencillo ver que
i) ) S T () + [b(e) = AT f (@), (3.4.10)

Luego, como m — 1 es par, usando (3.4.7), (3.4.8) y finalmente (3.4.10) obtenemos

-1
T f() < Crmlb(w) = ™I f(2) + Za([b — A" ) (2), (3.4.11)
0

3

T

donde awn = |Clml-

Analogamente, de (3.4.7), (3.4.9) y (3.4.10) se obtiene

3

I f(2) = =Y Crmlb(@) = A" I8 () + Za (b — A™ f)(2). (3.4.12)

0

b
Il

Luego, (3.4.6) se sigue para m impar de (3.4.11) si Z);" f(z) — ¢ > 0 y de (3.4.12) si
05 f(x) — e <. O

Para la prueba del Lema 3.4.3, seguiremos los argumentos utilizados para concluir la
Proposicion 2.2.45, es por ello que solo desarrollaremos un esquema de la demostracion.

Demostracion del Lema 3.4.3. Sea x € R" y Q = Q(xo,7) una bola en R" que contiene

a x. Tomemos la descomposicion f = fi + f2, donde f1 = fxg, Q = 2Q. Para probar el
teorema, consideraremos dos casos respecto de 7, esto es 1 < p(xg) y r > p(zo).

Caso 1. r < p(zg). Dado que 0 < § < 1, aplicando el Lema 3.4.5 para A = bg ¥
C = Cq = (Zap(|b—bs|™ f2))q se tiene

(g7 | s st 1o ay)
< (1 J, st st = ol an)
<|Q|/ (ZV’ — bg|" IS F(y) + [Za(lb = b5 ) (y)

= Tasllo = bgl" el ) )

IN

N

|
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m—1

s;(m%l /Q b(y) — b ™I 1y >|6) vo(g / L.l bgl" F) )y

0

1 m m
+C(@/Q\Ia(|b—b@| f2)(y) = (Zap([b = g f2>>QV‘S)
=1+ 1II+1II

Sl

Para estimar I, 1] y I11, seguimos los argumentos detallados en el caso respectivo (r <

p(xg)) de la Proposicion 2.2.45, esto es, para estimar [ aplicamos la desigualdad de Holder
1

con = + % =1, donde 1 < 7y < %, luego la Proposicion 2.2.38 y finalmente el hecho que

@b(@) = 1, obteniendo de esta manera

)_|

m—

IS HbHBMOg (p)™— kMen@iJf)(:r)-
k=0

Para estimar /7, aplicando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17), el hecho que Z,
es de tipo débil (1, -%-), la desigualdad de Hélder generalizada para la funcién de Young

B (t) = t(log(e + t)) y su complementaria B,, con B,,(t) = e!™ la propiedad de las
funciones en BMOy(p) dada por el Corolario 2.2.40 y el hecho que ¥(Q) = 1, se obtiene

I] 5 ||b||7gM09(p)MBmaaﬂ7f(x)'

Finalmente, para estimar I/, teniendo en cuenta que 0 < § < 1, obtenemos

\Q!Q///n w) = ba|™ | f(w)||Kaly, w) — Koz, w)| dw dz dy,

donde K, es el nicleo de la integral fraccionaria Schrodinger. Luego, en virtud del Lema
2.2.25 y teniendo en cuenta que Q° = J,_, Qr+1 — Qx, donde Qi = Q(xo,2r) se obtiene
la siguiente estimacion para I117,

1120 gl [ )~ s
— 27" o
S ———— Q| o, — bsI™ d
0y ¢(Qk)N|@k| o bl [ 1)l
— I1I, + IT1,,

donde 0 < v < min(1,2 — ﬂo) y N > 0 es arbitrario y serd elegido convenientemente. En
I11, aplicando la desigualdad de Holder generalizada para la funciéon de Young B, y su
complementaria B,, y usando nuevamente el Corolario 2.2.40 se obtiene

. & 27k1/
I < C“bHBMOe(p)MBmvamf(x) Z ¢(Qk)N—me(No+1)_n

k=1
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Entonces, eligiendo N lo suficientemente grande como para que N —mé(Ny+1) —n > 0,
resulta

111, < C||b||BMOg Mg, anf ().

Para estimar [11, tenemos en cuenta que, para toda k, |bg, —bg| < Cky(Qr)°11bl B30y ()
(ver (2.2.48)). Asi,

111y < C|0lBr10g(pyM B an f ()

Caso 2. 7 > p(xg). Teniendo en cuenta que 0 < 6 < 1y aplicando nuevamente el Lema

3.4.5, tenemos
(w |@|/ o JW)I
m—1
N

+0@ (o /|z (b= A" )y >|5dy)

=

sw@)?jzl(l%w [ )~ AT g >dy)
£ (@t (Tclm At A|Mf1><y>|5dy)5
+ (@)t (|712| /Q T (b Almfz)(y)!‘sdy>
=T+ I1T+1I1.

Fijemos A = bg. Para estimar /, siguiendo un razonamiento analogo al considerado en el
caso 1 se obtiene,

TS (@) 3Homormes Z 1ol B2z, Mean(Tag (),

donde v es tal que 1 < v < $. Eligiendo 7 tal que —% +60(No + 1)m+ < 0, la estimacion
anterior se convierte en
m—1
k’
IS ||b||BMO GaH(Ia,Ij_f>(x)'
k=0

Para estimar [/, nuevamente siguiendo los mismos argumentos que en el caso 1, se obtiene

171 < w(Q) Mo 1) m’Q‘iHbHBMOg s, O



90 Desigualdades con dos pesos para conmutadores de orden superior

Tomando 1 > §6(Ny + 1)m, obtenemos

II S./ ||b‘|gM09(p)MBm7av77f(x)

La estimacion de I11, se obtiene siguiendo las lineas de razonamiento empleadas en el
respectivo caso de la demostracion de la Proposicion 2.2.45, obteniendo de esta manera

IQI / / w) [b(w) — bg|™ | (w)| dw dy

|@k|n !
S b(w) — bg, |™ d
kEIij 1o M) bl ()

|Qk’77

+C lbo, — bs |m | f(w)|dw
;w@k) ¢ / o

= [II, + I,

donde como antes, Q = Q(xg,2Fr) y N > 0 es arbitrario y seré elegido convenientemente.
Para estimar I1]; razonamos primero como en [I1; del caso r < p(zq) para obtener

S N O(No+1)m
IIIl < HbHBMOg p)'/\/le7 ,nf Zw NU+1+T]+ ( o+ ) .
k=1

Ahora, eligiendo N > 0 tal que — N TN+ O(No + 1)m < 0 y recordando que ( 5 = 1,
de donde resulta 1)(Qy) > 2F, se obtiene

II[]- S CHbHTélMOQ(p)MBmvavnf(x)
Para estimar 111, otra vez como en [115 del caso r < p(xg), podemos probar que

II]2 < ||b||BMOOO p)MBTIL7 777f Z N0+1—¢9Tn—?7—m'
k=1

Ahora bien, la eleccion de N considerada en la estimacion de I11;, asegura que N(])V+1 —
Om —n —m > 0, asi

111y S 08000 (9 M Bonsain f ()
Finalmente, de los casos 1 y 2, la demostracion queda completa. O

Ademas para la prueba del Teorema 3.4.2 seran ttiles las siguientes proposiciones.

Proposicion 3.4.13. Sea f > 0 acotada y de soporte compacto en R", b € BMOy(p)
para algin 0 > 0. Luego para toda m € Ny, +f € L] (R™) para todo g > 1.
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Demostracion. Procederemos utilizando el método de induccion.

Notemos que para m = 0, Ig’;f =1, f,y latesis se cumple en virtud de la Proposicion

2.2.26.

Para m = 1, sean ¢ = max{q, ="~ + 1} y Q(y,r) una bola en R™. Notemos que

q > ——. Aplicando el Lema 3.4.5, la desigualdad de Holder con % + % =1donde v > 1
y teniendo en cuenta que ¢ > ¢ resulta

([ )
Q
< ( /Q |b—Arqrzafrq) +( /Q \zaub—Arf)rq)
< </Q|b—)\|7q) (/Q|Iaf|‘”> + Q|7 (/Q|Ia(|b—)\|f)|q) . (3.4.14)

Dado que, por hipotesis, b € BMOy(p), tomando A = by se obtiene, en virtud de la
Proposicion 2.2.38,

1 o'
Yq 1 r
b— A" < |Ib QW(I—I——) < 00
(/Q| | > 101l Baro, () |Q e

para @ = Q(y,7), 0/ = (Ng + 1)0, donde Ny es la constante que aparece en 2. Asi, dado
que el resultado es vélido para m = 0, el primer sumando de (3.4.14) resulta finito.

Por ultimo, para estimar la segunda suma de 3.4.14, teniendo en cuenta que Z, :
LP — L1, donde % = %4— % | es acotada y de soporte compacto en R” y nuevamente la
Proposicion 2.2.38 se obtiene

— q _ bAlP|£IP g —_bAlP ’
(fzw=nnr) <o ([ w=rarisr)" <cisle ([ p-tor) <

Lo que concluye la proposiciéon para el caso m = 1.

Q=

Ahora supongamos que I;:ff € L] (R™) para todo ¢ > 1y para toda

m =0,1,....k —1 donde £ € N,k > 1. Probaremos que la propiedad es valida para
m = k.

Sean ¢ y (Q otra vez como antes. Aplicando el Lema 3.4.5 y luego la desigualdad de

Holder para % + % = 1 donde v > 1 es arbitrario resulta

/ 5 e
Q

k-1 1

S ([ m=tel o)« ([ mon=tolsr)’
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k—1 1 1
< b—b (k—j)vq)w( It 7q>”+< Z.(lb—b k Zi)
> ([ v [ | = ol )

J

il

Luego, cada término de la suma sobre j es finito, en virtud de la hipotesis inductiva y la
Proposicion 2.2.38. Con respecto al k + 1—ésimo término, recordando que Z,, : LP — L7
con zlo = %—l— %, | es acotada y de soporte compacto en R" y nuevamente la Proposicion
2.2.38, obtenemos que esta tltima expresion es finita lo que concluye la prueba. O

De la proposicion anterior, es inmediato el siguiente corolario

Corolario 3.4.15. I, f € Ll (R™) para toda ¢ > 1 y f acotada y de soporte compacto
en R™.

Proposicion 3.4.16. Sean b € BMOy(p) para algin 6 > 0, € y q tales que € < q, p un
peso en AP¢ yn >0 suficientemente grande. Luego para toda k € N,

HMem( f)HLq(M < CkHbHBMOe(p HMBk,a,anqu

para toda f > 0 acotada y de soporte compacto en R".

Demostracion. Nuevamente aplicaremos el método de induccién.

Para k = 0, la desigualdad se verifica como consecuencia de la desigualdad fuerte de
Fefferman-Stein, Teorema 2.1.1, y la Proposicion 2.2.15 dada en el Capitulo 2.

Veamos el caso k = 1. En virtud de la Proposiciéon 3.4.13, Il+f € L .(R"), luego
aplicando la desigualdad fuerte de Fefferman-Stein (Teorema 2.1.1) seguldamente el Lema
3.4.3 para 0 < 2¢ < ¢; < 1 y usando el resultado para k£ = 0 resulta

1, )
IMen(Zy Dlfagy < CIME(Zoy P
< CUl% 210y M. Za ) %y + CHOIE 210000 1M B0 ()
S ||b||BMOg(p ||MB1704777(f>||%€1(M)'

Luego la estimacion es valida para k = 1.

Supongamos que el resultado es cierto param =0,1,2,...,k—1, donde k € N, k£ > 1.
Probaremos que se verifica para m = k, esto es

1M T ey S Cullbl o, M B an(HlL,

Nuevamente en virtud de la Proposicion 3.4.13, Z +f € L}, .(R"), luego aplicando la
desigualdad fuerte de Fefferman-Stein y seguidamente el Lema 3.4.3 para 0 < 2e < ¢; < 1
resulta

IMen(Zay Do
< C|Mi, (I“f)H
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k—1
k—j ,
<O Pbllgriet oM an(@2s Hllag + ClEI 0,0 1M Bran(Flldo)
j=0

Luego, aplicando la hipoétesis inductiva y el hecho que para toda j = 0,1,....k — 1
M, am(F Loy < IMBam(F)lITa,) obtenemos

||Men(Ik+f)||

< ZC 115370 o 10100 1M B, ([0 + LB 10 () 1M B ()

< CkHbHBMOQ HMBk,a,n(f)Hqu(u)

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 3.4.2.

Demostracion del Teorema 3.4.2. Sea f acotaday de soporte compacto. Como ya se men-
cion6 al comienzo del capitulo

[ Zot f ()| < I3 f(2)

para toda f > 0. Luego sera suficiente probar

| B e < Ol o, | IMbnanf@)tuta)ds,

para toda f > 0 acotada y de soporte compacto. El caso general para cualquier f acotada
y de soporte compacto se sigue del hecho que |Z7, f| < Z; il

Notemos que, a partir de la Proposicion 3.4.13, sabemos que I;”;)Jrf es localmente
integrable. Luego, considerando 0 < 20 < ¢ < 1, § < ¢ y 7 suficientemente grande, una

aplicacion de la desigualdad fuerte de Fefferman-Stein (Teorema 2.1.1) seguida del Lema
3.4.3 nos conduce a

|z e
< [ WMal@y N@)lna)da
< [ M@ @)t ds
scmz_;||b||BMog<p><m—'€>an€,n<z’f+f>|| -+ Ol 00 M g

Finalmente, el hecho que para toda k < m, Mg, o,f(z) < Mg, o,f(z) para toda
x € R y la Proposicion 3.4.16 nos conducen a

[z f@ e
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m—1

<37 Clllbllsaro, (0) ™1, o0 o M B 1% + 181700 o M ainf [
k=0

S Cuallbll 3310, (0)™ M B 1 1ay + 10158005 () 1M Brssain f | 2oy

S Cm HbHBM09 HMBm,ameLq(#)
[]

Observacion 3.4.17. Denotemos por IZg* al operador adjunto de Z7,. Es facil ver que
Ki(z,y) = Ka(y, ) para toda z,y en R" y dado que ademés K, es simétrico, resulta que
el Teorema 3.4.2 también se verifica para su adjunto, esto es, para todo peso pu € APLc
tenemos

[ rwlmalde < ClblRo,p [ Moanf (@) (o),

A partir del Teorema 3.4.2; el cual establece una comparacion en norma L?(j) entre
los operadores Iy y Mg, oy, v €l Teorema 3.3.1, que determina condiciones necesarias
y suficientes para que Mp, ., sea un operador acotado de LP(v) a L(p), para 1 < p <
q < oo, resulta inmediata la demostracion del Teorema 3.4.1.

Demostracion del Teorema 3.4.1. Basta con probar este resultado para f > 0 acotada y

de soporte compacto en R", ya que el caso general se sigue a través de un argumento de
densidad.

Dado que, por hipotesis, u € A%¢, por Teorema 3.4.2 resulta

/R T @)l ) < Colro, / My f(2)|1(2)

para 1 > 0 suficientemente grande. Teniendo en cuenta que, también por hipotesis, o €
A% y el par de pesos (p, ) estd en la clase Aa’é” resulta por Teorema 3.3.1 que el
operador maximal Mg, ., es un operador acotado de LP(v) a Li(v) y, en consecuencia,
lo mismo se sigue para Z.',. []

A continuacion probaremos un resultado de acotacion para Z'", bajo condiciones muy
generales sobre el peso w.

Teorema 3.4.18. Sean 0 < a < n, 1 < p < oo, m € Ny, w € L, (R"), w > 0. Si
b€ BMOy(p), para algin 0 > 0 entonces existe una constante C' tal que para todo n > 0
suficientemente grande

[ Izl wta)ds < ClbEo, [ 7@ Maw (M) )

para toda s < p tal que 0 < as < n, donde MI™HVPL es el operador mazimal de Hardy
Littlewood iterado [(m + 1)p] y [(m + 1)p] representa la parte entera de (m + 1)p.
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Observacion 3.4.19. En el caso ap < n el rango de s permite s = p.

El teorema anterior fue probado por Pérez y Wheeden en [32] para operadores integra-
les que abarcan la integral fraccionaria clasica (V' = 0, m = 0) en el contexto de espacios
de tipo homogéneo. Sin embargo los espacios de tipo homogéneo considerados en su tra-
bajo satisfacen la condicion que todos los anillos son no vacios. Esta restriccion implica,
en particular, que los espacios son de medida infinita. Mas adelante Bernardis, Pradolini
y Hartzstein en [2| probaron el Teorema anterior para el caso clasico en el contexto de
espacios de tipo homogéneo méas generales que los considerados en [32].

Para la prueba de este teorema necesitaremos los siguientes resultados.

Lema 3.4.20. Sean 0 < o <n,n >0, m € Ny y By,(t) = tlog(e+t)™. Luego eziste una
constante C' > 0 tal que

Mg, anf (@) < CMay(M™f)(2), x€R"
para toda © € R", f € L, .(R™) tal que M™f € L} (R").

Observacion 3.4.21. Este lema fue probado para el caso clasico (V' = 0) en [15] dentro
del contexto Euclideo y en [2| en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Para la
demostracion de nuestro resultado usamos una combinaciéon de ideas de ambos trabajos.

Demostracion. Sea x € R™ y @ una bola que contiene a x. En [15] (p.886, Lema 3.1), se
prueba

£z < CIQI [ A1)
Q
Luego,
Q)N [ fll B < C¢(Q)_”|Q|g_1/QMmf(y)dy, < Moy (M™f)(z)
y por lo tanto
M, anf(x) < CMay(M™ f)(x)
lo que completa la prueba. [

Lema 3.4.22. Seag € L} (R"),0 <~y <n,n>0y0<e<1entonces (M. ,g)" € AP™.

loc

Demostracion. Sera suficiente probar que existe constantes no negativas C' y 6 tal que
para toda bola Q(zg,rg) de R", se verifica

i ‘ T 91’:{1 €
Q| /Q(M”’"g) sC (1 + p(m@) of (Mo)"- (3.4.23)
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Separamos g = ¢ + g2, con g; = gxsg- Luego por ser M, , un operador sublineal,
podemos acotar el primer miembro de 3.4.23 de la siguiente manera

1 L 1 5
@/Q(M%ng) < 9] /Q(M%ngl) + Q| /Q<M%ng2>
= I + II.

Para I, dado que 0 < ¢ < -~ usando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17) y

n—y’
luego teniendo en cuenta que M., es de tipo débil (1, #) resulta

¢ ]
I< |CQ|(1—_%)€HM’Y:77<91>||L7LEWOO

1 €
<c (—vnglny)
5013

CHEQ™ (% [ o)

rQ K
C (1 + p(xQ)) M, 9(x) Vo e Q.

IN

Luego,

ne
TQ , €

I<C|1 f
B ( +P(1’Q)> 0 (Mia9)

Para estimar /1, observemos en primer lugar que para cualesquiera y, z € )

M., 92(y) < CM,, ,95(2). (3.4.24)

En efecto, sea @' una bola tal que y € Q. Como g» = gx(3g) para que la bola @’
proporcione un promedio no nulo se debe verificar que 2r¢g > 2r¢g y por lo tanto Q) C 3@Q)".
Entonces,

NE-1 N—n Ot
@@ [ Lot

< CBQI U (B3Q) / gal0)]dt
3Q’
<CM,,92(2) VzeQ

lo que prueba (3.4.24). Luego elevando ambos miembros a la potencia e, fijando y y
variando z se obtiene

(M%nfh)e (y) < C%f (M%ng)e .

Tomando a ambos lados promedio sobre () resulta

1 ;
1T = @/Q(M%m‘&)
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< Cigf (My.09)

ne
rQ , €
<C|1+ inf (M .
<01+ 50) iy W
Luego, de las estimaciones de I y IT, resulta que (M., g)° € AP’ para todo 6 > ne, y
por lo tanto, es un peso en AP, ]

La aparicion del factor p(x)*~) en el resultado del Teorema 3.4.18 introduce una
novedad con respecto al caso clasico (V' = 0), (Teorema 1.2 en [2]), particularmen-
te cuando ap > n (si ap < n siempre podemos elegir s = p y recuperar el aspec-
to de la desigualdad cuando V' = 0). Al respecto, cabe mencionar que en dicho caso
Mo (MUmHUPl) = 00 ct.pw, lo que aqui no necesariamente es cierto. El siguiente
lema aporta informacion sobre el factor extra que aparece en el Teorema 3.4.18 respec-
to a su correspondiente version clasica, la que nos resultara ttil en la demostracion del
Teorema.

Lema 3.4.25. p(x)~° € AP para toda & > 0.

Demostracion. Es suficiente probar que existen constantes no negativas C'y 6 tales que
para toda bola Qg = Q(z¢,79) de R™,

1 s To ’ , -5
— p(x dmgC(l—i— ) inf p(x)°.
|Q0| Qo ( ) ,0(130) z€Qo ( )
En virtud de la propiedad de la funcion de radio critico citada en 3 tenemos
= et < o [ iRt (1408 )W
. < 0 _ 0
1Qol Jq, Qo Jq, ’ p(zo)
, Nos
< CO (V)N p(xo)~° (1 + —°> : (3.4.26)
p(o)

Sea x € (g, nuevamente aplicando la mencionada propiedad de la funcién de radio critico
obtenemos

—d6Ng

p(@)~7 > C(v/m) Mo plag) (1 n p—)) o

y en consecuencia
§Ng

Ny,
inf p(z)° > C —5(1+ TO) .
mlenQop(x) - ,0(330) p(xo)

Ahora, aplicando esta estimacion en 3.4.26 se obtiene

SNo (s +1)
1 s i s To 0\ Np+1
—— | p(x)°dx < C inf p(z) (1 + ) :
(@l Ja 250 p(xo)

Esto demuestra que p(z)~° € A?? para 6 > 5N0(ﬁ+1) y, por consiguiente, el resultado

que buscamos. [
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La siguiente proposicion es una extension al caso de los pesos A7:°° de un bien conocido
resultado para pesos A,. Su demostracion sigue las mismas lineas del caso clasico (ver
Teorema 9.5.1 en [23]).

Proposicion 3.4.27. Sean wy,w, € AP, 1 < p < oo, entonces wiwy P € AP,

La siguiente estimacion también serd tutil para demostrar el Teorema 3.4.18.

Proposicion 3.4.28. Sean 5,17 > 0 tal que n > nB(Ny + 1) entonces

QI
sup

npf
e (Q)" < Cel)

Demostracion. Sea x € R", Q = Q(xg,rg) una bola tal que = € Q. Por propiedad de la
funcion de radio critico citada en (3) resulta

(1+ (TQ>>2 1+ C(Cy,n) A
[4¢s) rg \ Mo+t
p() <1 + p(2)> "

y en consecuencia

QP g pla) 7Ty
—5 < C ——=C e (3.4.29)
(@) ()™ e

Sirg < p(x), dado que 5 > 0 de la desigualdad 3.4.29 resulta

i N tns

e 7 = C—p(x) : — < Cp(x)".
rQ No+1

(1 + p(mQ)> plw) o

Por el contrario, si r¢ > p(z), dado que m’h > nf3, resulta

_n nﬁ
’Q‘B p(aj) No+1 :rQ
(1+ 7)) R
p(zq) e,
< Cpla) oy o7
< Cp(x)"”

lo que completa la prueba. O
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Ahora estamos en condiciones de proceder con la demostracion del Teorema 3.4.18.

Demostracion del Teorema 3.4.18. Es claro que, utilizando un argumento de dualidad es
suficiente mostrar que

[T @ pla) 0 Moy M) @) P < C [ (@) wla)
Rn Rn
(3.4.30)

Elegimos r > p'. Luego 0 < % < 1y en consecuencia por Lema 3.4.22 resulta

/—1

Mg (MUPHDPL) () 7T € AP,

Dado que, ademas, por Lema 3.4.25 p(z)*®=)(1=P) ¢ AP regulta, de la Proposicion
3.4.27

pele= =) g (LDl ) 1-p el (-p) { M Ml 1pl ) B }”
es un peso en A2 C A2, Luego aplicando Teorema 3.4.2 y el Lema 3.4.20 obtenemos
/]R (20 £ )] pla)™ P90 M (MU P) (2)1
: O/ (M, a0 (@)1 pla) ) Mo (MO DP0) (2) 7 de
< C’/ (MBm,mgnf@))p/ p($)a(p_s)(1_p/)./\/lB[(mH)p]7a8,nw(:v)1_p/d:v. (3.4.31)

Tomando 7 suficientemente grande y aplicando Proposicion 3.4.28 resulta,

. Q|+ ,
M, a2 f(2)" < sup o 1 15,0
TEQ <1+ TQ )
Qzq,rqQ) plzq)
|Q|%(p75)(p’*1) ’Q|%p’f%(p78)(p’fl) ,
< 51615 7~ Slelg P ||f||pm,Q
T TQ T TQ
Qzqrq) (1 + p(m)) Qzqrrq) (1 * P(xQ)>

’
, p
p

alp—s)(p'~1) QI (-=)
< Cp(a)* =)@ sup o7 Ifls.e
(1 + P<$Q>>

Qzq,rq)
pl
alp—s)(p'— |Q%Z
< Cp(x) (p—s)(p'—1) 31618 ﬁ”f”Bm,Q
Qzq,rq) < + P(“?Q))

/

/ p
< C«p(a/,)a(P—S)(p -1) (MB ‘”,nf(x)> .
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Por lo tanto, de (3.4.31) se sigue que
/ |Z—2:Ll;*f<x)|p'p< ) a(p—s)(1— p)M (M[ m~+1)p] )( )17pldgj
Rn

/_ p/ alp—s)(1—p' )
<C [ @y (M f@) ) M o0

/

<C [ (Mo,zaf@) M w(a) ™ da.
= . B, % [(m+1)p] 051

Entonces, para probar (3.4.30) sera suficiente mostrar

v , / /
/n (MBm’%v”f(@) My (2) 7 de < C/ | ()P w(z) ™ da.

n

Tomando g = faf% la desigualdad anterior puede escribirse
1 P i /
| (Mo afao)@)” Mapgsisla) o <€ [ Jgla)l' .
Para B,,(t) = tlog(e + t)™ no es dificil ver que B, (t) = I(T Sea € > 0, luego

B;l(t) e 17 log(e +8) 7 = L (1) (1),

con (t) = t?log(e + t)mHIP=IHe v (1) = 17 log(e + )~ (HFP' =1 Sea x € R" y  una
bola tal que z € (). Luego por Lema 1.1.21 obtenemos
1 1
lgwr 8.0 < 2ll9lls.cllw? v,
de donde, eligiendo € > 0 tal que (m + 1)p — 1+ e = [(m + 1)p| obtenemos
1
gl < 2glseloll . o

Multiplicando a ambos miembros por ¢(Q)™"|Q| resulta

$(@Q) pna < 2glloa (¥(Q77Q
Ahora, tomando el supremo a ambos lados, se obtiene
MBm,%m(gwE)CB) < CM(i)g(x)MB[(erl)p],ozs,nw(x)

Finalmente, dado que es facil ver que ¢ satisface una condicion By, el Teorema 3.2.2 nos
conduce a

14 ’
| (Maalgoh) @) Magono(a) 7 do

as
n

1
P
]Q) :

'c\»—‘

’

’ P o
S C R M¢g($)p MB[(m+1)p]7a5777w($) P MB[(m«Fl)p]?O‘Svnw(:U)l P dx

<C | Myg(z) da

]Rn

<c / g(2) P da

que es lo que queriamos probar. O



Capitulo 4

Otro Método

En el capitulo 2, a partir de una adecuada desigualdad de tipo Fefferman - Stein y,
usando resultados de acotacion de ciertos operadores maximales asociados al operador
de Schrédinger desarrollados en el Capitulo 1, probamos acotaciones fuertes y débiles
con dos pesos para Z, y su conmutador Z, ;. En este capitulo exploraremos otro método
para probar algunos de los resultados de acotacion de Z, e Z,,. En particular, la idea
es descomponer los operadores como suma de un operador local y otro global, donde,
para funciones f acotadas y de soporte compacto y para cada x en R"”, el operador local
consiste en evaluar Z, (o Z,;) en f cortada en la bola critica Q(z, p(z)) y el operador
global consiste en evaluar los correspondientes operadores en la funcién f cortada en el
complemento de dicha bola critica. Esta descomposicién permite obtener los resultados
de acotacion probandolos para los operadores locales y globales. Como ya se vera més
adelante, en el operador local se usaran resultados de acotacion de los operadores clasicos
en ciertos espacios de tipo homogéneo, mientras que en la parte global las estimaciones
del niicleo del operador de semigrupo del calor, e *, nos seran de suma utilidad. Esta,
técnica fue utilizada por Bongioanni, Harboure y Salinas para obtener acotaciones con
un peso para varios operadores asociados al operador de Schrodinger (ver [5] y [7]).

4.1. Desigualdades con dos pesos para Z,

4.1.1. Preliminares

En el marco de un espacio de tipo homogéneo (X, d, ) (Capitulo 1, seccion 1.1.2),
para una funcion f definida en X acotada y de soporte compacto, la integral fraccionaria
clasica de orden ~, I, con 0 <~y < 1, se define por

|f(v)]

L6 = |, it g )
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En lo que sigue, denotaremos por L°(X,du) al conjunto de funciones acotadas y con
soporte compacto en X.

En el Capitulo 1, secciéon 1.1.2, mencionamos resultados de acotacién con dos pe-
sos de la maximal fraccionaria, M., en espacios de tipo homogéneo (Teoremas 1.1.8 y
1.1.14). Como consecuencia, ahora, probando las siguientes relaciones en norma L9(X, 1)
y L?(X, p) entre M, e I, para el espacio de tipo homogéneo particular X = Qo, con
Qo bola de R™ que, como se verd mas adelante, es el que necesitaremos, obtendremos las
correspondientes acotaciones con dos pesos de I, en Q.

Teorema 4.1.1. En el espacio (Qo,d,dz/Qp), sean 0 < a < n, 0 < ¢ < 00 y w un peso
en A, entonces existen constantes Cy,Cy > 0, tales que

(4.1.2) supa’w ({z € Qo : |Iof(z)| > a}) < C’lililo) a'w ({z € Qo : |[Muf(z)| > a})

a>0

(4.1.3) / L(f) ()| "wz)dz < C / M ()(@) ()

0

para toda f € L°(Qo, dx).

Para demostrar este resultado, seguiremos las lineas de B.Muckenhoup y R.Wheeden
(|28]), quienes prueban el Teorema 4.1.1 en el contexto Euclideo R™ estableciendo, pre-
viamente, el siguiente lema.

Lema 4.1.4. [28] Sea 0 < o < n, existen constantes B, K dependientes unicamente de
a y den tales que si a > 0,d > 0,b > B, f no negativa, QQ es una bola en Qq tal que
I,(f)(z) < a para algin v € Q y E es el subconjunto de Q donde ambos condiciones
I,(f)(x) > ab y M,(f)(x) < ad se verifican, entonces

d\ 7=
B < K0 (g) .

Ademas, para la prueba del Teorema 4.1.1, necesitaremos el siguiente lema de cubri-
miento probado en [9].

Teorema 4.1.5. [9] Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo, A & X abierto, entonces
existe una coleccion de bolas B; = B(x;,1;) tales que

2. Cada punto de A puede estar en a lo mds M bolas B;.

3. Las bolas hB; = B(x;, hr;) cortan al complemento de A.
Las constantes M, h dependen de X.
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Demostracion del Teorema 4.1.1. Sea f € L2°(Qp). Asumimos que f es no negativa, ya
que reemplazando f por |f| tnicamente crece el lado izquierdo de (4.1.2) (o (4.1.3)) y no
afecta el lado derecho.

En primer lugar probaremos (4.1.2). Sea a > 0, definimos

Ey={z € Qo: I(f)(x) > a}

Por Lema 4.1.5, E, se puede escribir como la union de bolas B;(x;,r;) en Qq, tal que
todo punto de E, puede estar en a lo sumo M bolas B;, y para cada i, I,(f)(z) < a para
algin punto de hB;, donde h dependende de n.

Sean B, K, las constantes del Lema 4.1.4 y b = max(1, B). Sea ¢ correspondiente a
€ = 537077 en la Proposicion 1.1.7 (w € Ay). Elijo D tal que § = Kh™ (£)"=. Sea d
satisfaciendo 0 < d < D.

Sea E; = {z € hB;: I,(f)(x) > ab A\ M,(f)(x) < ad}. Dado que hB; es una bola en
Qo tal que I,(f)(z) < a para algin x y E; C hB;, donde se verifican I,(f)(z) > aby
M, (f)(z) < ad es posible aplicar el Lema 4.1.4, obteniendo

n

1| < K|hBy| (%)

n

D\ n-a
< Kh" (3) | Bi

donde en la ultima desigualdad hemos usado 6 = Kh" (%)ﬁ Luego dado que w es un
peso A, se tiene
CL)(EZ) SEM(Bz), VZ:L,M

Sumando en ¢ resulta,

1
< _— pa ,
<3 b g w(By)

1
< —bTMw(E
< gapt " Mw(E)
1
< Ebqu(ECL).
Luego, de la definicién de los F;, obtenemos

w({z € Qo L(f)(x) > ab A My(f)() < ad}) < %b‘qw(Ea), Vd,0 < d < D.

De aqui resulta por ser w localmente integrable que

ol € Qu: L)) > ab}) < Sh({r € Qo : L(f)(x) > a})
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+w{z € Qo: My(f)(x > ad)}), (4.1.6)

para todo d, 0 < d < D. Multiplicando ambos lados de (4.1.6) por a? y tomando el
supremo para 0 < a < N con N € N, (4.1.6) se transforma en

sup a’w({z € Qo : I.(f)(z) > ab}) < %b‘q sup a'w({zx € Qo : I.(f)(z) > a})

0<a<N 0<a<N
+ sup a®w({z € Qo : My (f)(x > ad)}). (4.1.7)

0<a<N

Haciendo el cambio de variable

sup a’w({zx € Qo : I.(f)(z) > ab}) = sup a®d w({zr € Qo : I.(f)(x) > a}).

0<a<N 0<a<bN
OSuENaqw({x €Qo: My(f)(x>ad)}) = O<Su<13Vdaqd’qw({x € Qo: My(f)(x >a)}),

y usando el hecho que b > 1, (4.1.7) se transforma en

sup a’b w({z € Qo : I.(f)(x) >a}) < %b_q sup alw({z € Qo : I.(f)(x) > a})

0<a<bN 0<a<Nb
+ sup ald w({z € Qo: Mu(f)(x > a)}).
0<a<Nd

Usando nuevamente que w es localmente integrable la desigualdad anterior se convierte
en

lb’q sup alw({z € Qo : I(f)(x) >a}) <d™? sup a'w({xr € Qo : M,(f)(z > a)}).

2 0<a<Nb 0<a<Nd

Finalmente, haciendo N — oo se tiene

supalw({x € Qo : I,(f)(x) > a}) < 2b%d Isupalw({x € Qo : Mu(f)(z > a)}),

a>0 a>0

completando de esta manera la prueba de (4.1.2).

Para probar (4.1.3), basta con multiplicar ambos lados de (4.1.6) por a?"' y luego
integrando respecto de a, de 0 a NV, donde N es un ntmero natural arbitrario se obtiene

/0 a'w({z € Qo : In(f)(z) > ab})da < %bq/o " 'w({z € Qo : La(f)(2) > a})da

i / " w({x € Qo : Malf)(@ > ad)})da.
(4.1.8)

Luego de un sencillo cambio de variables, (4.1.8) se transforma en

b_q/o a’ 'w{z € Qo : I(f)(x) > a})da
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<

b_q/o a’ twl{x € Qo : I(f)(x) > a})da

N —

+

Nd
d_q/o a’ 'w{z € Qo : Mo(f)(z > a)})da. (4.1.9)

Dado que b > 1, el intervalo de integracion (0, V) de la primera integral del lado derecho
de (4.1.9) puede sustituirse por el intervalo de integracion de (0, Nb), y como ademads, w
es localmente integrable el primer término de (4.1.9) es finito, obteniendo

Nb
%b—q /0 aw({z € Qo L(f)(x) > a})da
< dq/o = w({z € Qo : Ma(f)(z > a)})da.

Haciendo N — oo se obtiene

—q —q
@) < S [ M) @) ),
2q Qo 4 JQo
que era lo que esperabamos. O

Como dijimos antes, de los Teoremas 1.1.8, 1.1.14 y 4.1.1, es inmediato el siguiente
resultado.

Teorema 4.1.10. Consideremos el espacio de tipo homogéneo (Qq,d,dx/Qo), 0 < a < m,
1<p<qg< oy (w,v) un par de pesos, luego

(4.111)Sip > 1l,w,0 = YT € A (Qo), entonces 1, : LP(Qo,v) — LY (Qo,w)
51y sdlo si(w,v) € Aj (Qo).

(4.112)Sip > 1yw € Ax(Qo), entonces I, : LP(Qo,v) — LP*°(Qo,w) siy
sdlo si(w,v) € Ay (Qo).

4.2. El Teorema 2.2.8 revisitado

Recordemos el enunciado del Teorema 2.2.8.

Teorema 2.2.8 Sean 0 < @ < n, 1 < p < ¢ < o0, (i,v) un par de pesos tal que
p € Arlee vy (u,v) € A;‘;;’H para algin 6 > 0, luego

(42.1) Sil<p<g<oo, 0= VT € Artoc entonces I, : L (v) — L(u).
(4.2.2) Sil <p < q < oo, entoncesT, : LP(v) — LT™(u).
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Demostracion. Es obvio que podemos asumir que f es no negativa. También asumiremos
que f es acotada y de soporte compacto, ya que, en este caso, un argumento clasico de
densidad nos conduce al resultado general.

Para cada x € R™ descomponemos el operador Z, como
Ia.f = (Ioc)locf + (Ia)globf7
donde

(Za)iocf (z) = Za(fxq. ) (@).
(Zo) giob f () = Ia(fXQg)($)7

para (), la bola critica centrada en x. Luego serd suficiente probar que, bajo las hipo-
tesis dadas, cada uno de estos operadores, local y global, verifican los correspondientes
resultados de acotacion.

Veamos (4.2.1).

Para empezar, notemos que

h od
@t [T([ Wl i) 5

Por lema 7, dado N > 0 existe una constante Cy tal que para toda x,y en R”

o —yl? <1 N ﬁ)‘N

ki(x,y) < C tZe Bt 4
e y) < On @ o)
N
S CNt—n/2€_‘Tgi/| (1 + \/7_5)
p(z)

Por otro lado, dado M > 0, sabemos que existe C'; tal que
e’ > CMSM/ 2,

Luego, dados N, M > 0, existen Cy y C) tales que, para todos x,y en R", se verifica

ﬂfn/zw (1 Vi )—N

Cum |-T - ?J|M

p(z)
M—n
t t
5 —2M (1 + i)
lz — 9l p(z)
Entonces

(Tt (@) /OO(/Q ( |f(y)!%(1+r\f)) d;,)ts%

S
(z,p(x))e
- N
([ (e ) e (f fLy)
0 p() t Qapa))e 1T — Yl

kt(xa y) <

—-N
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S I I

Elegimos N > M >n—a,asi M —n+a >0y M —n+a— N <0. Luego

N

Ir:/ (1+1£> pnpree At
0 p(:c) t

p(z)? o0
S / t*ﬂ«ké&f«k& @ + p(x)N / t 7n+l\/12+a71\1 ﬁ
0 t (@) t

—n+M+«o —n+M+a—N

p(x) p(x)
=~ TP
2 2

5 p(x)—n—i-M—i—a'

Y, también,

e[ L,
Qapla))e 1T — Y]

S i i,

26Q,\2(h-DMQ, 2k ,0(:6)

<cyr @ [ ity

FQu

Con estas estimaciones tenemos

(] )3 [l (123

2kQq

Sea {Q;} el cubrimiento de R” dado en la Proposicion 5. La Proposicion 6, por su parte,
asegura la existencia de 3 > 1 independiente de j tal que si Q); = 8(Q); tenemos

€ Q)

Denotemos por @? a 2’“C§j. Luego, para toda = € Q;, 28Q, C @f y, por lo tanto, en virtud
de la Proposicion 4, se tiene p(z) = p(x;). Asi podemos probar que
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1

gk (Z [ ([ If(y)ldy)qu(ﬂs)dﬂf) q
2 <Z/ ) (/ 1y rdy> () )
2~ M Zj:p(fﬂj)(‘"+a)qu(62j) (/@ |f(y)|dy> )
2kM ;p(%)("*““u(@?) ( /@ : If(y)ldy> q)i

S22 X ple) (@) ( /Q k If(y)|pV(y)dy) G

Q=

Recordemos que (u,v) € AZf°, con lo cual tenemos

S N2 o Qkﬁ J % n—a)q
W@ 1@ < 0 (14 0T gt
< C(Qk)9%+(n—a)qp(xj)(nfa)q7

donde 6,C > 0. Luego, teniendo en cuenta la estimacion anterior, el hecho que ¢ > py el
solapamiento controlado de los {Q}; (ver Proposicion 5), la desigualdad 4.2.4 nos lleva

a
Q—k(M—g—nJra) Pu(y)d ’
;(/@?uw ) y>

27k(M7%fn+a) P d ’
; /Q F@)Po(y) y>

DY / ) \f(y)|”><@§<y)V(y)dy>
< 3 o) 1wl (Z X (y)> u(y)dy>

k=0

00 1/p
— —% nta—N;
Szt ([ p)puay)
k=0 R

k(M-8 —pta—N
N DR A [ PP
k=0

I (Za)giob(f) llag S

S

S

A
M I 10

2\
B
g

8
ISl

i
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Asi, eligiendo M suficientemente grande, se obtiene el resultado deseado.

Notar que para probar que (Z, )0, €s un operador acotado de LP(v) a L%(u), solo
hemos usado la hipotesis que el par de pesos (u, ) esta en la clase ApPee. Por lo tanto,
resulta que (Z,) g0, también es un operador acotado de LP(v) a LT™(pu).

Veamos ahora que (Z,)oc :
bolas criticas dada en la Proposicioén 5, @),

6y es tal que Uerj Q. C @j. Definimos

Luego

Por lo tanto, bastara con probar que, (I,)o

I

Ioz)(l(f)”%q(

(To)ioe(f)(2) < C /

(I)o(F) = >_xa,a(fxg,)l

f()

Q. |7 =y

<CTe [, oy

< CZXQJ‘(IF)/QV' %dy

= C(la)o(f)(x)

dy

/ (ZXQ] g, >|> () dz

= Z/ (ZXQj(x)Ila(fXQj)(IN) pu(x)dz
<Z/ > xo, (@) a(fxg,) (@) u(z)de

Qr
N> /Q e, @l ) )
M) | e @lalrxg) @u(r)da
S Y [ ana@liig Wl

J A{kQrNQ;#2}

N Z/ X (@) | Ha(fxg,) (@) p(z)dx

{E:Qu ﬂ Q;#2}

LP(v) — L%pu). Como antes, sea {Q;}; la coleccion de
= BQ; donde B > 1 es dado por la Proposicion

(4.2.5)

: LP(v) — L9(u). Para ello notemos que
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$3 [ etrxg, e (1.26)

donde, en el dltimo paso, se ha usado la Proposicion 5. Asi, sera suficiente probar que, para
cada j, I, es un operador acotado de LP(Q], v)a L4 (Q], i) con constante independiente
de 7, considerando cada Q], con la métrica uniforme d y la medida de Lebesgue restringida

a (); como un espacio de tipo homogéneo. Para ello utilizaremos el Teorema 4.1.10 (item
(4.1.11)). De manera similar a lo hecho para el Teorema 1.2.32, donde se prueba 1.2.36,
se puede verificar que las hipotesis aseguran que i y o estan en Aoo(@j) y que el par
de pesos (i, v) esta en la clase qu(@j) con constante independiente de j (ver (1.2.42)
y (1.2.43)). En consecuencia, por Teorema 4.1.10, resulta que I, es un operador acotado
de LP(CNQj, V) a Lq(CN)j, i) con constante independiente de j. Asi 4.2.6 nos lleva a

CEGIPEDY g, @
D RICIET

/ (Z XQJ> @)v(a)da

donde, en la dltima desigualdad, se ha usado la propiedad de solapamiento controlado de
la coleccion de bolas criticas {@;} dada en la Proposicion 5. Esto completa la prueba de
(4.2.1) para f acotada y de soporte compacto.

Veamos (4.2.2).

Dado que ya hemos probado que (Z,,) 0, €s un operador acotado de LP(v) a L9(yu), solo
resta probar dicha acotacion para (Z,,);e.. Nuevamente consideremos el cubrimiento de R”
por bolas criticas {@;} dado en la Proposicion 5. Para cada j, sea [; = {k: Q[ Q; # 0}.
Sea a > 0, luego, de 4.2.5, resulta

{e €R":|(T)iod > a} € fo €R™ 2 (L)o(f)(2) > 5}
Ut €53 naolialing )l > &l
c U Ute € @n Qi (fxg)@)] > 517}
c Ute € Qe L(fxg) @) > 7zt

donde M es tal que >, xq, < M. Luego,

plfe € R (Tl > ah) 3 ({o € Qo Llixg)l > 57 })
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<> ({w € Qr: L(fxg,)| > COJLW}) : (4.2.7)

Por lo tanto, bastara con probar que, para cada k, I, es un operador acotado de Lp(ék, V)
a L?°(Qg, 1) con constante independiente de k. Nuevamente las hipotesis aseguran que

1 es un peso en la clase Ao (Qr) y el par de pesos (i, v) estd en la clase A;‘yq(@k) con
constante independiente de k (ver (1.2.42) y (1.2.43), Teorema 1.2.32) y, por lo tanto,
por Teorema 4.1.10 (item (4.1.12)), usando el hecho que ¢ > p y la Proposicion 5 resulta

' ({r € B (Ll > a}) < (OM)" Y (7)o ({2 € Qe Lixg)l > 7))

k

<o) (f \f<y>|pv<y>dy)‘q’
¢ (Z [ (aw) If(y)|”V(y)dy)

¢ ( /. (Z . <y>> !f(y)\”V(y)dy> p

<o ([ wwmia)

q
p

IN

IN

Esto completa la prueba de (4.2.2) para f acotada y de soporte compacto.

4.3. Desigualdades con dos pesos para 7,

4.3.1. Preliminares

En el Capitulo 2, seccion 2.2.2, hemos definido el espacio BM O (p). Observemos que
una funciéon en este espacio tiene, en particular, oscilacion media acotada sobre bolas
sub-criticas, esto es bolas Q(x,r) con r < p(z). Denotaremos por BM Oy, (p) al conjunto
de funciones con esta propiedad.

En [7], Bongioanni, Harboure y Salinas demuestran la siguiente propiedad relativa a
BMOloc (p) .

Proposicion 4.3.1. [7] Para cualquier constante C' > 0, BMOyoe(p) = BMOyoe(Cp) y
las normas son equivalentes con constante dependiente de C.

Para la demostracion del Teorema 2.2.53 nos seran tutiles los siguientes resultados.
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Lema 4.3.2. [7] Sean b € BMOy(p) para algin 6 > 0, u un peso que verifica una
desigualdad de Hélder inversa para bolas subcriticas, esto es existe 6 > 1 tal que

1 5)é<i
<|Q|/Q“ ~ el o™

para toda bola () subcritica. Luego, para cualesquiera q,& > 0, existe una constante H > 0
tal que

e ( R b(y)\édy) e S N bl BIEHCE)

para toda bola subcritica B y todo A > 1.

En el Capitulo 1 hemos presentado algunas estimaciones satisfechas por k;(z,y) (na-
cleo del operador del calor e~*¢). Ahora también necesitaremos una estimacion para el
ntucleo

Gi(z,y) = ki(z,y) — ke(2,y)

para todo z,y € R" y t > 0, donde %t(x,y) es el nucleo del operador césico del calor
e~ 2. Esta estimacion ha sido probada por J. Dziubaiiski y J. Zienkiewicz en [19]. Antes
de enunciarla es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 4.3.3. Una funcion o tiene decrecimiento rapido si, para todo N > 0, existe
una constante Cy tal que

lo(@)] < Cw (1+ |2))
para toda x € R".

Si 0 es una funcién real en R" y ¢ > 0, definimos

()
o\ %)
Lema 4.3.4. (/19]) Eziste una funcion de decrecimiento rapido o > 0, tal que

ey < C (ﬁ) oz — )

p(z)

oi(r) =

~
wl3|

para todo x,y € R™ yt >0, donde qy es tal que V € RH,,.

Wenming Li, Xuefang Yan y Xiauwu Yu en [41] derivan, en el contexto de espacios de
tipo homogéneo, desigualdades con dos pesos para conmutadores de operadores de tipo
potencial, los cuales incluyen a I,. Las condiciones requeridas sobre los pesos involucran
“Orlicz- bump”. Los operadores considerados son integrales potenciales Tk en espacios de
tipo homogéneo (X, d, ) definidos por,

Tif(a) = /X K (2,9) f(5)du(y).
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donde el nicleo K (z,y) es una funcion medible, no negativa, definida para x # y. Asociado
con Tk se define un funcional ¢, sobre bolas B C X de la siguiente manera

¢(B)= sup K(z,y),

z,yeB
d(z,y)>cr(B)

donde ¢ es una constante geométrica suficientemente pequena (ver [35]). En este trabajo,
asumen que existe una constante Cy tal que

(a) El funcional ¢ es duplicante, esto es
H(2B) < Cyd(B) (43.5)
para todas las bolas B C X.

(b) Existe € > 0 tal que, dada una bola By,

r(B)
7(Bo)

o(B)u(B) s@( ) o(Bo)u(By)

para todas las bolas B C By.

Para nuestro interés, Tx = I,,, la integral fraccionaria clésica, cuyo nicleo es K (z,y) =

rE Luego tenemos, ¢(B) = |B|»~!, que trivialmente verifica las condiciones (a) y

(b) citadas arriba.
Asi el resultado de [41] (Teorema 2.3) se puede enunciar de la siguiente manera.

Teorema 4.3.6. [/1] Sean 1 < p < g < 00, n > 0 un entero, ¥, 7,0, y 0, funciones
de Young tales que

O, € By, 0, € By, 0,1 (1)U, () < &, '(t), O, (1)U} (1) < &, (1),

n

donde @, (t) = tlog(e +t)". Sea Tk un operador potencial, ¢ el funcional asociado a Tk
definido en (4.3.5) y b € BMO. Si el par de pesos, (u,v) es tal que

1

o(B)u(B) ¥ ullg, plv™ w6 < C.

para toda bola B C X, entonces el conmutador T]bg" satisface la siguiente desigualdad
Juerte (p, q)

(/X \szénf(:v)|qu(9£)qcl/ub(:z:)>é <C (/X |f(56')|pv(:c)pdu(;c)>p

4.3.2. El Teorema 2.2.53 revisitado

Recordemos el enunciado del Teorema 2.2.53.
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Teorema 2.2.53 Sean 0 < o <n, 1 <p<g<ooybe& BMOy(p), para algun 0> 0.
Si el par de pesos (j,v) esta en la clase A% y ademas € A2y o = v 7~ T e APSe

entonces y y
([ Zr@in) " < Wlasoso ([ 1500Pv(o))

para toda f en LP(R", v).

Demostracion. Asumimos que, sin pérdida de generalidad, f es acotada y de soporte
compacto. Como en la prueba del Teorema 2.2.8, seccion 4.2, descomponemos el operador
2L, como suma de los operadores local y global, esto es

abf ( ab)locf+( ab)globf

Luego, otra vez, serd suficiente probar que, bajo las hipotesis dadas, cada uno de estos
ultimos operadores verifican los correspondientes resultados de acotacion.

Veamos que (Zop)gi0b © LP(R", vdz) — LY(R"™, pdz). En efecto, siguiendo un razona-

miento analogo al usado en el operador (Z, )., (Teorema 2.2.8, seccion 4.2) para obtener
la desigualdad 4.2.3, se puede probar

(Tl @) & 3opte) ™27 [ 15 I0) = o)l

donde M > 0 es arbitraria.

Sea nuevamente {();} el cubrimiento de R™ dado por la Proposicion 5y f > 1 la
constante de la Proposicién 6, tal que si (); = 8Q);, resulta

z€Q;

Denotemos por @5 = 2k@j. Luego 2FQ, C @? y, por lo tanto, en virtud de 4, se tiene
p(z) = p(z;) para toda z € );. Entonces

| (Ia,b)globeLq(R"#dz)

S ( /R (%:p(x)—nwz—’“” /2 o, | f()|b(y) — b(x)dy>qﬂ(x)dx>};
SO (/R pla) (12T ( /2 o, F()]1b(y) — b()] dy)qu (x)dxy,
e (zh el

k J

£ )llb(y) - b<x>|dy) M(:E)dx) q
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1 ! :
S Yo (Yot | L)) - da)ldy | )iz )
s (e, (i fy

(4.3.7)
Ahora tenlendo en cuenta que Qk’ Q(z;,2"Bp(z;)) y aplicando Holder con ¢, tal que
= —|— + = =1 se obtiene

1 q
/j <p(x—j)n /é; | f(W)I[b(y) —b(:c)|dy) j(z)dx

ngokng L — bz q z\)dx
— (26)M2 /Q j<ré§| /Q 0)100) = b >\dy> ()

202’“"‘1/62 1 ( [F(y)lv (y)lb(y)—b(x)!ffl’(y)dy> p()d

1@k
kng
S </ o dy)

Por Lema 4.3.2, resulta que existe una constante H > 0 tal que

q

(/V V‘Z(y)dy>7/ u(w)< . Ib(y)—b(x)lcdy> da.
a* . a*

J (4.3.8)

hSAESY

g

/ (/ b(y) — bz >|<dy> dx < (2°8) 6% 0s0,0) H(QIQ51E.

Ademas, por hipotesis, o € A2y, por lo tanto, por Lema 1.2.20, o verifica una desigual-
dad de Holder inversa, esto es existen constantes C,0,& > 0 tales que para toda bola
Q(z,7) en R" se satisface

(ﬁ/ W) |Q|/ ( +_>> |

Asi podemos escribir

p—1

1 145\ 10 1 S p—1 r &(p—1)
(@/Q“) SC(@/Q“) (“m) |

149
p—1’

3, x L 1~ p—1
(%) ‘<o (ﬂ) (2¢ )€1,
Q5] B QS|

Recolectando estas estimaciones y aplicandolas en (4.3.8) podemos escribir

/Q‘ (ﬁ /@@ [F(y)llb(y) — b(:c)|dy) () da

Eligiendo v > 0 tal que 1 =
en

la desigualdad anterior para la bola Q) = @f se convierte
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leq 5

< Clollsasonm s D H@I s gy~ (@)
J

B

oknq+kH - ,/fv/p(@’?) g
< Clblb a0y = am=m | M@ | —= [RAR
Qo T Q%] L@
q
2knq+k£(q7%)+kH o V_ﬁ(/vf) p—1\ »
< b ||BM09 (p) |©k|% 11 j)q W Hf”Lp(Qk
j J

2k(nCI+§(Q**)+H) ~
< OBl 0, (m

(p) |©§|%+q—;
Dado que (u,v) € A;“:;”OO, resulta

1 q
/j <p(a7j)" /@; |f()llbly) — b(x)|dy> p(z)dz

2’€(nq+£(qﬂ)+H+9q)

< C” ||BMOg(p) |©k|q— 1_&) ||f||Lp(Qk
n —)+H 97704 «
< CJbl g0,y 25O B T () AN 2o

para algin # > 0. Consecuentemente, de la estimacioén anterior y del hecho que ¢ > p,
(4.3.7) se convierte en

|(Zap) gion f 1| Lo o)

1 ! ‘
< —kM ;) S b(y) — b(x)|d x)dx
N;2 (;p( ;) /Qj <p(xj)n /éﬁ LFW)]b(y) = b(x)] y) pu(x) )
5 Hb”BMOe(p)ZQ—k(anqfﬁ(qf%)*H79%+aQ) (Z ( )ozq aq||f||Lp(Qk >
k

J

N 1
2\ ¢

S [bllasroy ) 2R 3 ( [ 1wy >dy>
k .

Qj

1
P
k(M —ng—€(q—9)—H—0% +a
& Illnoy 320 e tien | 3 o dy)
k

D=

_ —ng—E(g— IV —H—-09 4«
S Nl a0, y 27T T |y / x@?@)\f(y)wy)dy)
k j n

_ Cn—E(g— Y H—091a P
< [bllaropy 32 M —ra-ela= 0%+ “N“( [ |f<y>|pv<y>dy) ,
k
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Finalmente, dado que M > 0 es arbitario, eligiendo M > ng+&(¢— %)+ H+0% —ag— N,
se obtiene el resultado deseado.

Ahora verifiquemos que (Z,3),,. : LP(R", vdr) — LI(R™, pdx). En efecto, dado que

Iop < 00 (f es acotada y de soporte compacto en R™), podemos escribir
9/ loc y

| (Zop)ioe S1 =1 (Zap)oe = Tas)ioe) 1+ L) f1-
= L + Is.

En primer lugar estimaremos I

= ’Iab(fXQz)( )_ Olb(fXQz)( )’
/Nﬂ»W)—b|/ bu(e,) — Rl )| 13 Sy

/|<ﬂw —b|/|%xyw—@

Por Lema 4.3.4, existe una funciéon con decrecimiento rapido ¢ > 0 tal que

|%@wns0(§%)%%&@—w

para toda t > 0, z,y € R", donde gy es tal que V € RHqy y o/(z) = tn%g <%> Ademas,
por ser ¢ una funciéon con decrecimiento rapido, para cada N > 0 existe una constante

Cy, tal que
1 z—y\ "
o(z —y) < CNt_% 1+

Vit

Luego, de estas estimaciones, resulta

o odt
| el
0

_ =N /’(1’)2 n n o [e'¢) n o a
p(x)* w0 Jo t p(x) w ) t
Dado que V' € RHgqy, con qo > 3, podemos suponer que qo =~ 3, y asi la segunda

integral es convergente. Por otro lado, la primer integral converge eligiendo N > 0 tal
[0

que % > —1—1—%—1—%, es decir N = —2+qﬂo+n—a+e, con € > 0 a determinar,
teniendo en cuenta, ademas, que para y € Q,, |r — y| < v/np(zx), obtenemos

[ latens® < oy (2L

En consecuencia, obtenemos la siguiente acotacion para [y

hs/|ﬂmww—mm“$

lz —yv

)afnJrN

dy
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<y / FW)IIb) — b 2,
- =0 Y Qx,27Fp(2))\Q(z,2=* 1) p(x)) |z —y|N

A
WE

Qk(z%nmdp(x)a—"/ |F()Ib(y) — blz)|dy

Q(z,27*p(z))

e
I

0

A
WE

oM ey [ ) lIb(y) - b(a)ldy

Q(x,27*p(x))

b
I

0

9~ k(27—76 hk( )

A
Mg

i

0

donde hi(x) = 2~ p(a)* ™" [0ty 1 ()1D(9) = B@)]dy. Lego,

[ (@i~ s F@) e £ Y2075 [ hoptaydn . (13.9)
k

Nuevamente consideremos el cubrimiento de R™ por bolas criticas {Q;} dado en la
Proposicién 5. Aplicando descomposici(’)n diadica, es claro, para cada j,k, existen 2"*

bolas de radio 27%p(z;), Q7 = Q(a7* ,2 Fp(x;)), tales que Q; C U?j QM ¢ 20,
salvo un conjunto de medida nula, y 21:1 Xgit < 2" Mas atin, esta construccion puede
l

hacerse de manera tal que, para cada k, la familia de una dilatacion fija {@{k}]l sea un

cubrimiento de R" y
2nk

ZZX@{* <C,
ralr=

donde C' es una constante 1ndependlente de k. Para nuestro proposito tomamos una
dilatacion Qj = C(Cy, Ny, N)Q/ * tal que

U 27"@. cof*
zEQ{’k
Veamos que existe una dilatacion asi. Sea x € Qj’k y sea z € 27%Q,, luego
d(z, 2% < d(z,z) + d(x, 2)")

< 27" p(x) + 27 p(x;)
< C(Co, No,n)2 " p(x),

donde, en la ultima desigualdad, hemos usado que z,z; € 2Q); y por lo tanto p(x) = p(z;)
(Proposicion 4). Asi, para cada k,

/nhk dg:<2/ hy(x

znk

<gzék u(z)da.
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A continuacion, estimaremos fQj”“ hi(z) () de.
l

Teniendo en cuenta que para cada = € Q{’ *Q, C Q , aplicando la desigualdad
de Holder con % + % + % =1 con ( y v a determinar, resulta

/Qg%k hi () p(z)dz
< 2o ([ 1) - i) wi

<C /Q 2 e ( /Q [f@)lIb(y) - b(l’)|dy> p(x)da

< Oy (g ) /Q ( /Q @@ @)by) —b<x>|dy) p(w)da

q q

C k(n—a)q (a—n)q Py d ' Vi% d '

<2 plz;) </@{*k [F@)Iv(y) y) (/@?k (v) y)
— X ¢ < x)ax.

/Q{-,k (/@{,k |b(y) — b(z)] dy) p(z)d

Como en la estimacion de (Z, ) q00, para el factor relacionado con la funcién simbolo b

usamos Lema 4.3.2 y para el asociado al peso o = v T la desigualdad de Hélder inversa.
Asi, con v = -5 (1 4 0) tenemos

| etz
Qp*
< C(Co, Ny, m) 120 ) @ [BJg | QP 24500 (@) v (@) 7

(1.

l

If(y)|pV(y)dy> -

Dado que (p,v) € Ag:P>° tenemos
~ . 1~ o q ~ . _a
(@) (QFF) T < ClQFF |,

Asi podemos escribir

/Q{’k hi(x)? p(z)dx

n—a a-n ok o
< C2M () OBl 0, QP[5I (/@M

l

RS2

|f (y)l”V(y)dy>
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g

P

< C2 0 () B0, Q1455 RN </~.k\f<y>|””<y>dy)

Js
@

SIS

< OO ) bl o, 1014 </Q

l
< CHbHBMOg(p </@j,k

1

A (y)lpV(y)dy>

9
p

| f(y) I”V(y)dy>

Teniendo en cuenta la estimacion anterior, el hecho que ¢ > py el solapamiento controlado
de los {Q7"}, resulta

2!Lk
/ hi(x)p(z)dz < ZZ/ p(x)dx
n ] Q]k
an %
< Clbl a0, ZZ ( / vy >dy>
J
i :

< Clol s, ZZ(/ VoY)

< Wl ( [ 150wty

Luego, combinando esto con 4.3.9, se sigue
| (@t = Fei))) @)t}
< Z2k(2q%6)/ hy(z)? () dx
k- n

< ClblErs000) (/ |f(y)Pv(y dy) 22 2379,

Finalmente, eligiendo € tal que 2 — & — ¢ > 0, se obtiene que Iy : LP(p) — LI(v).

Resta probar que (I,p)ic €s un operador acotado de LP(v) a L?(u). Para ello, una
vez més, tomamos el cubrimiento de {Q;} dado en la Proposicién 5. Luego, aplicando la

Proposiciéon 6, con ij = ((Q; tenemos

H a,b locf”L‘I(]R"

<y /Q N(Tetoef ) ()
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g}JLJQMMJuﬂ—Lan@> 2)lu( tm+§:/|hbﬁx (&) u(2)d
=3 [ Bera dx+2/ Lol fxX5.) (@0)|p(x) de. (4.3.10)

donde, para cada j, I}(z) = |(Zap)ioef () — Iab(fxé )(z)|. Consideremos, para cada j,
el espacio de tipo homogéneo (@], d, dx/éj) donde como antes, d representa la métrica
uniforme y dz/ QJ la medida de Lebesgue restringida a Q] Probaremos que el conmutador

de la integral fraccionaria clasica, I, p, es acotado de LP(Q], V) en Lq(QJ, {t), con constante

independiente de j. Para ello utilizaremos el Teorema 4.3.6. Veamos que se verifican sus

hipotesis. Aqui sabemos que, b € BMOy(p), 6 > 0, en consecuencia b € BMO(Q);) con
1 1

constante independiente de j. Denotemos por u = p¢ y v = vr. Debemos encontrar
funciones de Young ¥, ¥ O y O que verifiquen las condiciones del Teorema 4.3.6.

Definamos,
W(t) =9, U(t) = tP

donde g5 = q(1+0), p. = p'(1+€) con 6, ¢ > 0 las constantes de la desigualdad de Holder
inversa para ju,o (por hipotesis p, o € A%¢ por lo tanto siguiendo los argumentos de
(1.2.42), Teorema 1.2.32, resulta que p,0 € A(Q;), para todo j).

~ | (tlog(e+1))%; t<1
o) = { log(e + 1)%t9"; > 1

con qg <q <{.
pé- <
@(t) { (tlog(e+t)) 1t <1

log(e + 1)Pet?"; ¢ > 1

con p. < p* < p. Claramente de la definicion de W, \Tf, Oy O resulta © € B, Oe By,
O () w1(t) < TIem) o Y O 1) UL(t) < aery- Sea Q una bola en el espacio de tipo

homogéneo Q);, luego

) s (@Y (@)
‘Q|q 1+"||UH\1,QHU 1||\IIQ < C|Q|q + <M|Q| ) (V |Q| )
1 L 1 z
< (grmr@v Q)
S Ca

donde en la tltima desigualdad se ha usado que (y,v) € A5:»> y por lo tanto (p,v) €
A, ,(Q;) con constante independiente de j (ver (1.2.43), Teorema 1.2.32). Luego, estamos
en condiciones de aplicar el Teorema 4.3.6, donde concluimos que I, : LP(Q;,v) —
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Lq(@j, {t), con constante independiente de j y por lo tanto

Z/ sl Fxg) @)l dx<cz/ 13 (@) Po(a)de

</ (Z x@jm)) (@) Pr(a)de

<C . |f(x)]Pv(x)dx, (4.3.11)

donde en la ultima desigualdad hemos usado el solapamiento controlado de las bolas {@J}
(Proposicion 5).

A continuacion, para cada j, € Q;, estimaremos I3 (x)

(@) = |Uashoef (2) = Tas(Frg) ()]

= |1(bfx@.)(@) = b(@) La(Fx.)(@) — Ln(bf x5, )(x) + b(@) La(fxg, ) ()
= La(=bfx5,,0,) (@) = b(@)La(—fXg,00.) (%)

= [Las(=Fxg,00.)@)]

Ib(y) — ()
S/@J_\Qz' ey

dado que y € @j\@m, x € (Q); y por lo tanto p(z) = p(x;) (Proposicion 4) resulta,

: 1
I(r) < C——— b(y) — b(x)|d
(@) < Oy o [f(@)llb(y) — blz)ldy
1
< = b(z) —b d+~ = )b(y) — bg.|d
o Qj\f()ll() g, 1y = /!f MIb(y) = bg,|dy.

Luego aplicando en la segunda integral la desigualdad de Holder con s tal que % + 5 =1,
se obtiene

() < Ib(x) — 1 N; s |
H(@) S @) - bg '<|@]|1 P 1w y>+<|Qj|1_is/@j|f(y)|dy>

1

1 , O\
[ b —bx1°d .
<|Qj|/c§j| W) =5 y)

Recordemos que, por hipotesis, b € BMOy(p). Asi, en virtud de la Proposicion 2.2.38,

resulta L

7

1 o\
(@ /@ b(y) — b@j|8 dy> < CHbHBMOe(P)
] J
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Entonces, para toda z € Q;

1
s

1

1
b d bl| Broy(p ol
I(z) < |b(z) — |< |f()|y>+|||| 0 )<|Q!1

55 ls I >|dy)

y, en consecuencia,

Z/ ()" ju()de

1 ! ,
3 <| 5 /Q | If(y)\dy> /Q ) b ()

+ 101 500040 Z (@;138/@“(5‘/)‘8@) 1(Q;)- (4.3.12)

Dado que b € BMOy(p) y, como ya sabemos, ju € A%¢ = Abrloc teniendo en cuenta la
Proposicion 2.2.38 y la desigualdad de Hélder inversa para u, es facil probar que

L 1) = b @) < Cpllso Q)

®

Por lo tanto el primer término en (4.3.12) se puede acotar de la siguiente forma

%:(@]11_ G |dy> / b(z) — b, ()

< Ol 3 (ﬁ /Q | If(y)ldy>qﬂ(@j)

< ClPluioun 3 m% < /Q | |f<y>|v%<y>ui(y)dy>qﬂ<c§j>
el ||BMOMZ|Q] = (/ F@Pu( >dy>g(/@ vy >dy>5' u(Q;)
scnbanMOep)Z(@'l 5 H W@y v > (/ |f(y)Pr(y dy)

Luego, teniendo en cuenta que (u,v) € AP, q > py el solapamiento controlado de las
bolas {Q;}, resulta

1 1 .
; (,@j‘lz /Q 'ﬂyﬂdy) /Q [bl) = by, [(w)da
< Clwoun 3 ( /Q |f<y>|pv<y>dy>
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< Cllaro, (Z L |f<y>rpu<y>dy>p

< Clblui0, (Z [ g va )
< CWlloniy ( [ 11 0Pty dy)

Para el segundo término de 4.3.12 tenemos

J

=

< 10l B0, p>Z 11 Yy ( @llf(y)ISV(y);V(y);dy> 1(Q;)

(B
< Plaonin 2 1y, = /Q ly)” <>czy> u(@).

donde en la tdltima desigualdad se ha aplicado la desigualdad de Hélder con el exponente

@ 3

|
:\sz
\
:
_*cs
T
&.
NS
~_—
ke
RS

p

o, para s > 1 a elegir. Luego, dado que (f)/ = 1:’ obtenemos

aq

1 :
o 3 (W / f <y>|sdy) #Qs)

< 1015210, (1) L= 1 (/ |f(W)[Pr(y dy) (/@_V(y);sdy> p Q).

En virtud de la hipotesis, lfp%l € Ar> y por lo tanto verifica una desigualdad de Holder
inversa, esto es existen constantes C ¢, 7, > 0 tales que

1 plme))ﬁe C( L)u L
(|@|/” S ey |@|/Q”

para toda bola Q(x,r). Luego, eligiendo s tal que, zﬁ = ;f;, esto es s = (lpfr P g6 tiene

1 :
”quBMOe(P)Z (W/@ If(y)lsdy) 1(Q;)
1 1 L
< 101 %104 (s Z O (@J’/ v(y) psdy>

J

W@,) < A If(y)|pV(y>dy> p
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Ahora, teniendo en cuenta que % (’3 —op—E=+p— 1) =q (1 — —) la hipotesis (u, v) €

s

AS:p>° el hecho que ¢ > p y el solaparmento controlado de {Qj} de R™, resulta

HbIIqBMog(mZ <ﬁ /@: |f(y)|sdy> 1(Q;)

< Mo 3 gy "M@ 0@

[of

X( : If(y)|pV(y)dy>p

Qj

< ol aro, (Z A |f(y)|pV(y)dy> p
< OB (/ ) Pv(y) )

»

Luego

Z/ L(a) p(a)da < ClIblIE a0, </R !f(y)\pl/(y)dyy‘ (4.3.13)

Finalmente, de (4.3.10), (4.3.11) y (4.3.13), resulta que (I,)ic €s un operador acotado
de LP(u) a Li(v), lo que concluye la prueba. O






Capitulo 5

Condicién de tipo "power-bump"

5.1. Introducciéon

En los Capitulos 2 y 4 hemos probado por distintos métodos, que Z,, es un operador
acotado de LP(v) a L?>°(u) para 1 < p < ¢ < oo donde el par de pesos (u,v) esta
en la clase A2:#*> y el peso de llegada, p, en Aploc En este capitulo probaremos este
resultado de acotacion suprimiendo la condicion sobre p y pidiendo al par de pesos (u, V)
que verifique una condicién AJ#*>° con una "power-bump" sobre el peso p. Precisamente,
obtenemos el siguiente resultado;

Teorema 5.1.1. Sean 0 < a < n, 1 < p < q < oo y (u,v) un par de pesos para los
cuales existen r > 1, 0 > 0 tales que para toda bola Q = Q(z,l) en R,

1

QA (@/@u(yydyyq (@/QV(@/)“”'dyy <C <1 + p(lm)>6, p>1  (5.12)

Qi <Mlz| /Q u(y)fdy):q (%fy(y)>_l <c <1 n p(lx)y p=1 (513

entonces L, verifica la siguiente desigualdad tipo débil (p,q)

<o ([ o)’

Observacion 5.1.4. Claramente, aplicando la desigualdad de Holder, las condiciones
(5.1.2) y (5.1.3) aseguran que el par de pesos (u,v) se encuentra en la clase A5, pero
no aseguran que el peso de llegada p se encuentre en A%°¢. Para visualizar este hecho,
consideremos para 1 < p =g < oo, a =0, p = 1, los pesos

Q=

s;irgw({x €R": [Lof(z)| > A})

1

3]
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Siguiendo argumentos andlogos a los dados en la Observacion 1.2.46, se puede probar que
el par (u,v) verifica la condicion (5.1.2) para cualquier 7 > 1y sin embargo u ¢ Arloc.
A partir de este ejemplo podemos decir que, en cierto sentido, las condiciones (5.1.2) y
(5.1.3) sobre los pesos pu, v son menos exigentes que las dadas en el Teorema 2.2.8, (item
(2.2.10)).

Para probar el Teorema 5.1.1, consideramos la descomposiciéon de Z, como suma de
su parte local y global usada en el Capitulo 4, esto es

Iaf<x) = (Za)100f<x> + (Ia>globf<x>'

Esta descomposicion, como ya sabemos, permite obtener los resultados de acotacion pro-
bandolos para cada uno de los operadores local y global. La demostracion de la parte
global resulta trivial, ya que, si observamos la demostracion del Teorema 2.2.8 dada en
el capitulo 4, se ha probado que (Z, )0 €s un operador acotado de LP(v) a L>°(u) para
1 < p < q < oo soblo con la hipotesis (i, v) en ApPe, condicion que se verifica en virtud
de la Observacion 5.1.4. Asi, resta probar el Teorema 5.1.1 para (Z, ). Anélogamente,
como en la demostracion del Teorema 2.2.8 (Capitulo 4), para el operador local se usaran
resultados de acotacion de la integral fraccionaria clésica en espacios de tipo homogéneo
de la forma (Qy,d,dx/Qo), donde @y es una bola en R". Esto hace necesario probar el
siguiente resultado

Teorema 5.1.5. Para (Qy una bola en R™, consideremos el espacio de tipo homogéneo
(Qo,d,dzr/Qp). Sean 0 < a < mn, 1 < p < g < o0 y (u,v) un par de pesos para los que
existen v > 1, 0 > 0 tal que, para toda bola Q = Q(z,1) en Qo, se tiene

05 (g L) (g [ o) <csivs1 )
@ (g [ toras)” (e viv) Csosipmt Ga)
QUM ) = -

entonces I, verifica la siguiente desigualdad tipo débil (p,q) en Qo,

<c (/Q \f<x)|pu(;c)dx) " (5.1.8)

Q=

Sup A g ({z € Qo : [Inf(x)] > A})

J.M.Martell, en |27], prueba el Teorema 5.1.5 para operadores potenciales mas genera-
les en espacios de tipo homogéneo (X, d, i) que cumplen con la condicion adicional de que
todo anillo en X es no vacio, esto es, paratodaz € X y 0 <r < R, B(x, R)\B(z,r) # 0.
Claramente esta condicion no es satisfecha en los espacios de tipo homogéneo de nuestro
interés. Sin embargo adaptando algunas de las técnicas de Martell podemos probar el
Teorema 5.1.5 en el espacio de tipo homogéneo (Qq, d, dx/Qy), cuyos anillos podrian ser
vacios.
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5.2. Cubos diaddicos y la funciéon maximal de Hardy-
Littlewood

En lo que sigue consideraremos el espacio de tipo homogéneo (Qo,d,dz/(Q)y), donde
Qo es una bola en R", d es la métrica uniforme y dx/Qy denota la medida de Lebesgue
restringida a ()y. Para cada m € Ny, denotamos por D,, la coleccion de cubos diddicos en
(o con lados de longitud al menos “;3,?), esto es, comenzamos con una red fija de cubos
diadicos en (Jy y donde los ancestros estan definidos s6lo hasta llegar a (). Asociada
con los cubos de D,,, se define para cualquier funcion f € L} (Qp) la funcién maximal

loc
diddica de Hardy-Littlewood,

zeD
D€D77L

M2 f(z) = sup ﬁ /D F()ldy.

Recordar que, las longitudes de los lados de los cubos en D,,, son de al menos l(g,?) y, por

lo tanto, los promedios de este operador maximal son tomados sobre conjuntos que no
son arbitrariamente pequenos.

Se puede probar que M¢? es de tipo débil (1,1) a través del siguiente lema de cubrimien-
to, cuya demostracion puede hacerse facilmente siguiendo las lineas de la descomposicion
de Calderén-Zygmund.

Lema 5.2.1. Sea f >0, f € L} (Qo). Para A > 0, sea Qy = {z € Qo : M2 f(x) > \}.

loc
Luego, existe una coleccion de cubos diddicos {Q?}j C D,, disjuntos dos a dos tal que,

1
0, = A — .
A IjIQ] Yy Q) /Q;f(y)dy> A

Mas aun, estos cubos diddicos son maximales, esto es, si D € D,, y fp > \ entonces
D C Qg\ para algin j. Por otro lado, para D 2 Qj‘ se tiene fp < .

A continuacion, presentamos un funcional introducido en [14].

Definicién 5.2.2. Dado r > 1 y un peso p, se define la funciéon de conjunto Aj, sobre
conjuntos medibles £ C @)y por,

ae) =g ([ u(x)rdx)"l' ~ 18 (o [ u(fc)’“dfvy-

donde la segunda igualdad se verifica siempre que |E| > 0.

En [14] (Lema 3.2) se prueban algunas de las propiedades del funcional A7, las cuales
nos resultaran tutiles en el desarrollo de este Capitulo.

Lema 5.2.3. Para todar > 1y todo peso p, la funcion de conjunto A}, tiene las siguientes
propiedades
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1. Si E C F entonces

2. W(E) < AL(E).

3. Si{E;}; es una coleccion de conjuntos disjuntos y Uj E; = E, entonces

ZAT’ ) < AL(E).

Para probar el Teorema 5.1.5 también sera ttil el siguiente resultado.

Proposicion 5.2.4. Consideremos el espacio de tipo homogéneo (Qo,d,dz/Qo) y sean
0< feLlX(Q),0<qg<oo,r>1ypun peso, entonces para cada \ > fq,, existe una
subcoleccion {R;‘} C D,, de cubos de la familia dada por el Lema 5.2.1, de manera tal
que

(5.2.5) ]R’\]/ fRA|dy>EA Yy

(5.2.6) sup M ({z € Qo : M f(x) > \}) < C sup AqZA” (R}) + f8,A(Qo),

A>0 A>fqq

donde las constantes € y C' dependen inicamente de n,q y r.

Demostracion. Sea 1o = min{r, 1~ q} para 0 < g <1y ro=r para g > 1. Notar que

ro > 1. Como 1y < 7 se tiene que AJP(E) < AJ(E) para todo conjunto medible E.
Luego, sera suficiente probar 5.2.6 para ry. Podemos asumir que el lado derecho de 5.2.6
es finito ya que, en otro caso, no hay nada que probar. Por otro lado, podemos asumir
que u es acotado y con soporte compacto en ()y. Para probar el caso general, tomamos
e = min{p, k}xs( (2 k) donde zg, denota al centro de @)y, que es acotado y tiene
soporte compacto. Luego 5.2.6 se cumple para ug. Dado que pp ' p, el Teorema de la
convergencia monotonona nos permite obtener la desigualdad deseada para .

Sean i, f € L°(Qo), f >0y N =1+2" > 1. Para A > f, obtenemos, a partir del
Lema 5.2.1, que Qp) = Uj Qé” C =, @} v, por la maximalidad, dado 7, Qév’\ cQ?
para algun 7. Entonces, a partir del Lema 5.2.3, resulta

A (Qa) quu
<XIZA"0 @M
_ )\qz Z Aro N)\

QN)\CQ)\
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S \? ZALO U Q;VA

QI Q)

<A AR QAN Q). (5.2.7)
Sea 0 < € < N~9%. Separamos los indices i en dos conjuntos,

. . 1 A
i€ F si— [ [f(y) — f3ldy < e

Q7 Q}

1

ieG st —/\/ |f(y) —f5_|dy > €.

Q7 Q) '

Dado que {Q; : i € G} seran la familia deseada, nos referiremos a sus cubos como {R}};.
Por otro lado, notemos que, si z € Qx,NQ? y Q es un cubo diddico en D,, con z € Q, ya
que Q y Q2 son cubos diadicos en D,, que tienen a z en comiin, se debera tener Q? C Q o
bien Q C Q7. Si Q) C @, por maximalidad fo < A < fQZ{\ y, por lo tanto, para el calculo
de M f(x) sera suficiente considerar cubos @ contenidos en Q2. Asf

1

Mif(z)= sup / f(y)dy
Qep. Q| Jo
TEQAQCQ?

1

= s o (e
QEDm |Q| Q

TEQAQCQ}

= My (fxo))(@),

para cada z € Q) N Q) y, en consecuencia,
NX < M2 f(z)
= M (fxg)(@)
< M2 (It = for + forxaal) (@)
< M3, (0 = forlxy ) (@) + M (forxgn)(@)

< My, (!(f = f@leiA) () + for- (5.2.8)
Ahora bien, sea Q;\’* el "padre" de Q7. Luego, por maximalidad, ng,* < Ay, entonces,

Q)
Qe =t

O Sea



132 Condicién de tipo "power-bump"

Luego, de 5.2.8, se obtiene que, para todo x € Q) N Qj,
My, <|(f - anle_»> (z) > NA— 2"\ = \. (5.2.9)

Sea i € F, usando (5.2.9) y por la desigualdad tipo débil (1,1) de M2 en cada uno de
los espacios de tipo homogéneo Q?, resulta

QN @ < |{z e @ ML (I - farlxan ) (@) > A}

1

< = _

<30~ da )iy
1 A

< <eAQF]

= Q7,

donde, en la peniltima desigualdad, se ha usado que ¢ € F. Asi hemos obtenido,

Qv N QM < €@}, VieF. (5.2.10)

Puesto que QyyNQ} C Q7 aplicando (1) del Lema 5.2.3 y luego 5.2.10, resulta que, para
toda 1 € F,

QN QN
)" v

< e A(Q)). (5.2.11)

AP (QyyNQ;) < (

Entonces, de (5.2.7), separando los subindices de la sumatoria segiun ¢ € F' o bien i € G
y luego usando (5.2.11), se tiene, para A > fo,,

N Q) S AY AP (QnaNQY)

2

<A AP QAN Q)+ A D AN QY) (5.2.12)
1EF 1€G
SN Y CAR(QY) + AT Y AP(RY)
i€l J
<A Y CA(QN) + XY AR(RY). (5.2.13)
i J

Sea 0 < A < fg,.- En este caso, notemos que los cubos del Lema 5.2.1 se reducen
solamente a (Qg. Asi, si ademas N < fq,, entonces {Qév’\}j = {Qy}. Por el contrario, si
NX > fq,, entonces Qj-v’\ C Qo para todo j y, en consecuencia, a partir del Lema 5.2.3,

resulta Y-, A7(QY) < Ar(UJ; Q) < Aj2(Qo). Luego, si 0 < A < fq,

ZAZO(Qé”) < AR (Qo)- (5.2.14)
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Tomando A > 0, podemos escribir

sup )\qZA’"O QNA < sup X’ZATO QN)‘ sup )\QZATO QNA. (5.2.15)

0<a<d 0<A< S, ; fooSA<H

Usando en el primer sumando la desigualdad (5.2.14) y en el segundo la (5.2.13) se obtiene

sup )\qZATO N)‘)

0<A< A

1
< fo, A0 (Qo) + €t sup AqZA’“ (@) + sup AqZATo (R).

fog<A<d fog<A<

Haciendo un cambio de variables en el primer miembro de la desigualdad anterior tenemos

1
sup \? AT (QN) <NIfL Ao + N%0 sup N AT (Q)
e Zj: ¥ Q) Jau 4, (@) 0<>\£)A XJ: #(Q)

+ qungLAAq > AR(RY). (5.2.16)
< .

Notemos que sup A4 3" Ar(Q}) < oo. En efecto
0<A<A

sup A? Z AR QA

0<A<A

< su XJATO NA
0</\EA <L;J QJ >
< sup MAP()

0<A<A

1
]_ 0
— sup N[ (— u(x)?’o) ’
0<A<A |Q/\| Qa
1

= sup A1 70 [| el 2o o)

< O

1

e T

" sup A "o 0
- O(QO)0</\EA ”f“Ll(QO)

donde, en la ultima desigualdad, se ha usado que el operador M,‘fl es tipo débil (1,1).
Luego, teniendo en cuenta que g > Ti,, la desigualdad anterior nos permite asegurar que
0

1

su )\q AT() < CA 0 i, ) < 0,
0</\I<)A Z HMHL O(QO)”f”Ll(QO)

debido a que p, f € LX(Qp). Asi, (5.2.16) nos conduce a

(1 — qu’"f)> sup )\qZATO ) S NUfE AR (Qo) + N7 sup M ZATO RA)

0<A<A fag<A<A
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1
y, dado que e < N~70, 1 — N% > 0y, por lo tanto,

sup XIZATO ) < Cfh AP (Qo) + C  sup X’ZATO (R}).

0<A<A , fogSA<A

Puesto que u(2)) < Z;x’ Al (Q?), podemos escribir

[e.o]

sup Au(Qy) < Cfh AP (Qo) +C  sup )\qZALO(R;‘),

0<A<A Qo SA<A

donde A > 0 es arbitrario. Finalmente, haciendo A — oo se obtiene lo deseado. 0

5.3. Discretizaciéon de I,

Sea (Qo,d,dx/Qo) el espacio de tipo homogéneo considerado en la secciéon anterior.
En lo que sigue asumimos f en L2°(Qy) vy no negativa. Para cada m € Ny y x € Qo
definimos el operador I"" f(x) de la siguiente manera

R =

1(Q J— n—«
x725’n£%)c x y|

= La(fxp,, uQ) ). ().

Notar que I"™ f(z) / I,f(x) cuando m — oo, para toda x € Q.

Consideremos ahora, nuevamente, D,,, la colecciéon de cubos diddicos en )y con lados
de longitud, al menos, Z(QO . Claramente D,, tiene una cantidad finita de elementos.

Para x € o, es inmediato que, para cada y en B(x ,éﬂf’?ﬁf)c, d(x,y) > l;,?ff y, en
)

consecuencia, existe k < m + 1 tal que l(gf < d(z,y) < ( Por otro lado, como Qg
puede escribirse como la union disjunta de cubos diddicos de lado Qk 1 ,donde k—1 < m,
existe un tnico cubo diadico D tal que x € Dy (D) = Z(QO) . Denotemos por =, el centro
de D, luego
d(zp,y) < d(zp,z) +d(z,y)
Q) UQ)
- 2 2k 1
4 U(Qo)
2k 7
lo que demuestra que y € 3D.
Luego, para = € Qq, y € B(x, ;Sf?fl))a resulta
1 1

<
|z —y|" T d(z,y)me
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1
L %=
(KQO))
2k—1
1
B
hS Z D= XD (z) x3p(y)-
DGDm |
Entonces,
= AW,
B(:E,Qmjol)c |ZL‘ - yl
1
</ i) [ Y e xo@xan(y) | dy
B(z, 20 )e g%; |DJ'™w
1
< Z (ﬁ/ f(y)dy) Xp(z).
pep, MPIT Jap

Definimos la version discreta de I'* como,
- 1
i = ¥ (s [ 5000) wlo) = 3 dD)ot)
pepy, MPIT Jap DED,
y, claramente, se tiene que 7' f(x) < fg”f(x)

Proposicion 5.3.1. Sean m € Ny y f no negativa en L2°(Qo). Luego Z;”f es no negativa
y estd en L(Qo) y, por lo tanto, I"f € L1(Qy) para todo 1 < g < 0.

Demostracion. Por su definicion resulta f?f > 0 en )g. Ademas, como D,, son cubos
diddicos en @), es inmediato que sop [['f C (). Por otra parte

i = 5 (s [ 1) o

DeDy,
D
<0 Y 2P lexo(@)
pep,, 1P
<Clfllee D DI xp(x) < o0
DEDy,
pues D,, tiene una cantidad finita de cubos. O

5.4. Resultados auxiliares y demostracion del Teorema
5.1.1

La primer parte de esta seccion estd dedicada a obtener algunos lemas que seran
usados para probar el Teorema 5.1.5. Los mismos fueron obtenidos por Martell (|27]) para
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operadores potenciales generales, los cuales incluyen a [, en espacios de tipo homogdneo
(X,d, u) arbitrarios. Esto genera constantes dependientes del espacio X y del potencial.
Para el caso de nuestro interés (I, en espacios de tipo homogéneo consistentes en bolas
de R™) las constantes se simplifican, obteniendo de esta forma los siguientes resultados.

Lema 5.4.1. Sean f no negativa en L}, .(Qo) y ¢ > 1. Luego existe una constante C,
dependiente de la dimension n, « y C, tal que para todo cubo Q) € D,y,,

\D|n/ f dy<crcz|n/ I

Observacion 5.4.2. Para el caso del espacio Euclideo R™ con la medida de Lebesgue, este
resultado fue obtenido por Sawyer y Wheeden en [35] para tratar la integral fraccionaria
clasica.

DED,,
DCQ

_ UQo)
= 23

Demostracion. Sea Q) € D,,, asi existe kg € Ny, kg < m tal que 1(Q) . Para cada

k € Ny, k < m, denotemos D* = {D € D,, : [(D) = @} Luego

/ My <y Y \Dln/g \eo ) (W)dy.

DeD k=ko DeDE,

Ahora bien, para D € D¥, D C @Q, tenemos

o= (") = (B59) - @) =2l

2k 2k

donde kg < k < m y, en consecuencia,

DJ = 2700k
Asi,
m—ko
RLE / UECEDIERDY | xeol sy
DED,y, Deprtho ¢Q
DCQ Dch

clE 2 [ X e | (54

DeDpitFo
DCQ

A continuacion probaremos que > x¢p(y) < C((,n) < oo.

DeDpio
DCO

Sea y € Q. Consideremos la bola B(y, 21«97811) Claramente

Z Xep(y) < # {D € Do (DN By, 2;3021) £ @}

DeDpif*o
DCQ
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Estimemos M. Para ello, a continuaciéon, mostraremos que el nimero de cubos diddicos
(o diadicos dilatados) de una generacion fija que cortan a una bola B es finita. Sea

{D;}}1, € D% tal que (D; N B(y, W) # () para todo j. Luego ¢D; C B, donde B
denota una dilatacién de B. En efecto, sean x; € (D; N B(y, Qkiko)ﬂ) y 2 € (Dj, luego

d(z7 y) S d(Z, ij) + d(ya xj)
[(Qo) | UQo)

— 2C2k+k’0+1 + 2k+k’o+1

)
AT

Entonces, (D; C (3¢ +1)B para todo 1 < j < M. Asi, dado que la coleccion {D;}}1; es
disjunta (por ser cubos diadicos de una misma red), resulta

M M I n
Ui =2 iml = (5
j=1

J

(3¢ +1)B| =

y, por lo tanto,

k+ko
M= |E¢+1)5) (iél))

= (3¢ +1)" (lﬁiz)n (ZQ(kC;l;;)n
=(3¢+1)" (5.4.4)

Aplicando esta estimacion en (5.4.3) obtenemos

S o / Py < 1QF 3 (2 / (3¢ + 1) F(y)dy

DeD,, k—0 ¢Q
DCQ
1 «
= g I [ sy
" d
Ql /< Sy

Lema 5.4.5. Sean [ no negativa en L°(Qo) y Q € D,,. Luego

|Q|/|Imf — (I f)qldz < |Q|1 / I

donde la constante C solo depende de n y «.

Demostracion. Tomando Q) € D,,, separamos 7;” de la siguiente forma

I3 f(x)xq() = ( > a(D)XD(fC)> Xxq(7)

DeDy,
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= > aD)xplx)+ Y a(D)xe(x)
ey ocB

= I(z)+ IIxg(x).

Notemos que el segundo término es constante sobre (). Luego, por Lema 5.4.1, resulta
17 f(2) = (I f)glda
als

1
\Ql / (@ IQ|d“}+@/Q|UXQ(iE) — (ITxq)qldx

IN

T

(101 / f(y)dy) xo(@)d
2/ fly

O /3@ fy)dy.

que es el resultado buscado. O

[ Sl

IN

|/Q<>d
H/QDD,

O

IN

§|w

Lema 5.4.6. Sea f no negativa en L}, (Qq), y sean Q € D,,, ¢ > 1 y s > 0 tales que

Q" /Q fy)dy > s. (5.4.7)

Entonces existe un cubo diddico P € Dy, con l(P) =1(Q) tal que PNCQ # D y

(QC (2 +1)P=nP
PC(2+0Q=mnq

y, para alguna constante C dependiente de n, o y C,

s /P f(y)dy > Cs.

Demostracion. Sea Q € Dy, asi [(Q) = (2%?), para algin kg < m. De manera similar a lo

probado en (5.4.4) (Lema 5.4.1), se obtiene
4{DeD : DACQAD} =My < (240",
My
UDic@+0@Q para {Dj}}5 ={DeDy:DNQ+#0}. (5.4.8)

j=1



5.4 Resultados auxiliares y demostracion del Teorema 5.1.1 139

Ahora bien, dado que (Q C Uj‘iol D;, los cubos D; son disjuntos y |D;| = |Q)] resulta
My
@ [ swdy< Yol [y
¢Q j=1 D;

My
= Nt dy.
Z D, /D Ty

Asi, de (5.4.7), resulta que existe un cubo D; que denotaremos P, con I(P) = [(Q),
PN¢Q # 0 tal que

s /P f0)dy > 5 = C(n. s

Ademas, de (5.4.8), es obvio que P C (2 + ()@ = mQ. Resta probar (Q) C 7, P, para
algin 71. Denotemos por xp al centro de P y fijemos z € PN (Q). Sea z € (Q, luego

d(z,zp) < d(z,2z) +d(z,zp)

Qo) | Qo)
§2C2k0+1 +2ko+1

[
= (2 +1) 2k(oQ+0)1’

lo que demuestra que (Q C (2¢ + 1)P =1, P. [
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 5.1.5

Demostracion del Teorema 5.1.5. Probaremos el teorema para p > 1. El caso p = 1 se
prueba de manera analoga. Por un argumento de densidad, bastara con probar (5.1.8) para
f no negativa en L°(Q)g). Ademas, dado que, para toda x € Qo, I f(x) /' I, f(x) cuando

m — oo e I f(x) < CIIM(x) seréd suficiente, en virtud del Teorema de la convergencia
mondétona, demostrar (5.1.8) para cada una de las versiones discretas, I* con m € Ny,
esto es

q
P

sup A ({x €Qo:|IMf(z)] > A}) <C ( o f(:v)py(x)dx> (5.4.9)

A>0

donde C' es independiente de m.

Para k = 0,1,...,m, denotemos, como antes, D™ * = {D € D,, : I(D) = é(mQ—f,Z}
Para cada Q € D™, existe una sucesiéon de cubos Q* = Q Cc Q' Cc Q> C ... C Q™, con

m?

QF € D7k, De esta manera,

I fWxaw) = > a(D)xp)xqy)

DeDy,
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:Z Z a(D)xpne(y)

k=0 pepm—*

= (Z a(@)) xo(y)-

k=0

Esto ultimo demuestra que fglf es constante en (). Luego, para x € (), tenemos

ME(IT ) (2) > I f(y)dy = I f ().

1
[Ql Jo
Dado que esto se verifica para todo cubo ) en D] y estos cubos cubren a )y, salvo
conjunto de medida nula, resulta que I™f(x) < M<(I™f)(x) para casi todo x € Qq ¥,
por lo tanto, (5.4.9) se reduce a probar que, para toda m € Ny, M¢ verifica la siguiente
desigualdad con dos pesos

q
sup Au ({:c € Qo: M(I™f)(z) > )\}> <C ( f(z)? V(x)dx) " (5.4.10)
A>0 Qo
Sabemos (Proposicion 5.3.1) que fg”f es no negativa y esta en L2°(Qo) asi, por Proposicion
5.2.4, existen €, C' > 0, dependientes de n,q y r, tal que, para todo A > (T;”f)QO, existe
una colecciéon de cubos diddicos {Rj\}}]:l en D,,, con J < oo, disjuntos dos a dos, tal que
las siguientes condiciones se verifican,

|RA|/ T f(x Jmf) ldz > e, (5.4.11)

sup A\ ({x € Qo : M,i(l;”f)( ) > )x}) <C sup XIZAT R)\ (T(Tf)qQOAZ(QO)

A>0 ([mf)
(5.4.12)

Ahora, del Lema 5.4.5 y la desigualdad (5.4.11) obtenemos,

gy - ),

f(x)dz

|R§‘|1_5 3R

para todo j, 1 < j < J. Luego, el Lema 5.4.6 con s = eAC; ' asegura, para cada R;‘,
j=1,2,...,J, la existencia de Pf € D,,, con Z(Pj’\) = l(R;‘), y de las constantes 7,75 y
Cs tal que

A A A A A A
P)N3RY#0, 3R)CnP),  PCnR
1

Para la familia de cubos {P;'}7_; tomamos la subcoleccion disjunta maximal {S;}/_; con
1 < I < J. De esta manera, todo S; es un PJA para algun j y, por lo tanto, (5.4.13) se
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cumple para S;. Mas aun, si 1 < 7 < J, existe 1 <i < [ tal que PjA C S; y, por lo tanto,

7'1Pj’\ C 115; vy, dado que R? C 7'1Pj’\, resulta también Rg\ C 715;. Notar que los cubos

{R}} son disjuntos dos a dos. Luego, por Lema 5.2.3, resulta para todo A > (f;”f)Qo
J I I
WA =N S A A U R a A
Jj=1 i=1 J i=1 1<5<J
R?CTlsi RACTls

Asi, recordando que, por Definicion 5.2.2,

1 :
AT Sz - S@ T~ " 5
"(nS) = I '(|nsi|/ns,.“>

de la desigualdad (5.4.13), resulta

S =
1S}

i

' " S; } </& fpy)
<C) <|7151'|Z a ’1’(| sl /. ) (ﬁ /s le/)’“> (/5 fpy)p

Luego, dado que el par de pesos (u,v) verifica (5.1.6), ¢ > p y usando que los cubos
{S;}_, son disjuntos dos a dos, resulta
/e
S.

J
)
:

IA
Q
M- |
E)
2
=
|
i
3R
g
O
—_
tﬁ
N——— J
Q
QH
=
N———
’U\

[N
0
~
=
N

Asi, (5.4.12) nos conduce a

SIS

sup A\ ({x €Qo: ML) () > )\}) <C </ 1P 1/) +(I” 0 )6, An(Qo).  (5.4.14)

A>0
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Resta probar que el segundo sumando de (5.4.14) se puede acotar por arriba por HquLp(“)

/ ic dx—/QODeD Xp(z)dzx
- fo 5 o L s

- |Dv/’f

DeDyy,

< ClQo|" o f(y)dy,

donde en la ultima desigualdad se ha aplicado el Lema 5.4.1. De la estimaciéon anterior
obtenemos

;fQo'

(I7 g, < C|Qo

En consecuencia,

(I )b, A (Qo)
goﬁm%wﬁ(éi w)r

ag 1 _1 4 1 %
< C|Qo|" q( Jvrv p) (m/ //)
Qo Qo

g

I+St-at )" (L 1-p/ v 1 T)i
< C|Qu| (/Ofu) (|QO|/QOV > (|Q0 /Qo“
q q
b (L 1¢>“(J; r)” ( p)P
SCO%' (@dgf @d/ﬂ /f”

(L)

donde, en la ultima desigualdad, se ha usado (5.1.6). Por lo tanto de esto y (5.4.14)
podemos concluir

a

sup A ({m € Qo : ML) (z) > A}) <C (/ Vi u) .

A>0

lo que completa la demostracion de (5.4.10). O
Finalmente podemos proceder con el resultado principal de este capitulo.

Demostracion del Teorema 5.1.1. Como mencionamos al comienzo del capitulo, para de-
mostrar este teorema descomponemos, como en el Capitulo 4, el operador Z, como suma
de su parte local y global, esto es

7 f ( )locf+( )globf
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La hipotesis (5.1.2) ((5.1.3)) sobre (u, ) implica claramente que (u,v) € A3 (A7)
y, por lo tanto, repitiendo el razonamiento aplicado en la demostracion del Teorema 2.2.8
(Capitulo 4) resulta que (Z,)g0p €s un operador acotado de LP(v) a L@>°(u).

Para probar que (Z, ). €s un operador acotado de LP(v) a L?*°(u), consideramos la
desigualdad (4.2.7), probada en el Teorema 2.2.8 (Capitulo 4), esto es,

(e € R (T (0)] > 1)) £ ({ € Qu: Lolfxg,)| > %})

para todo A > 0, con C independiente de Ay f, donde {Qy}x denota el cubrimiento de R"
por bolas criticas dado en la Proposiciéon 5 y @k = BQy, con § > 1 independiente de k tal
que | J,. or @ C ka (Proposicion 6). Por lo tanto, bastara con probar, que para cada k,
I, es un operador acotado de Lp(@k, vdz) a Lq’“(@k,uda’) con constante independiente
de k. Nuevamente la hipotesis (5.1.2) ((5.1.3)) dada en el Teorema 5.1.1 asegura que
(11, v) verifica la condicion (5.1.6) ((5.1.7)) en Q, con constante independiente de k,
y, en consecuencia, el Teorema 5.1.5 nos asegura que, para cada k, I, : Lp(@k,v) —
Lq’oo(@k, ). Luego, teniendo en cuenta, ademés, que ¢ > p, la desigualdad anterior, y el
solapamiento controlado de {@;}, nos permiten concluir

Ny ({z € Rt [(Za)ioef ()] > A}) < CTY <g)q“ ({x € Qu: L(fxg) > %D

k

Esto completa la demostracion. [






Conclusiones

= Es posible comparar el operador maximal Schrédinger, M,, n > 0 y el operador
maximal sharp Schroédinger, M%, en LP(R" w), LP>*(R™, w), p > 0, donde el peso w
esta en APl¢ obteniendo de este manera una desigualdad de tipo Fefferman-Stein
en el contexto Schrodinger. Estas desigualdades, permiten comparar la integral frac-
cionaria de Schrédinger, Z,, 0 < a < n, con la maximal fraccionaria Schrodinger
M., extendiendo de esta manera el resultado clasico de Muckenhoupt y Whee-
den. Ademaés, permiten relacionar el conmutador de orden m con m € Nj de la
integral fraccionaria Schrodinger, 77", con el operador maximal Orlicz Schrédinger

M L(10g L) -

= Para pares de pesos (u,v) en A5/ con el peso de llegada u en Apilec obtenemos

que Z,, 0 < a < n, es un operador acotado de LP(v) a L»*(u) para 1 < p < g < oo.
1

Si, ademds, tenemos que o = v~ 71 esta en A%°° obtenemos que Z,, es un operador

acotado de LP(v) a L9(u) para 1 < p < g < oo. Estos resultados se obtienen
siguiendo dos métodos distintos. Ademas, para el caso de las desigualdades débiles,
hemos explorado condiciones, en cierto sentido, menos exigentes para los pesos,
més precisamente logramos obtener dicho resultado de acotacion para pesos (u,v)
en una clase del tipo A:»> con una "power-bump"sobre el peso de llegada, p, y
ninguna condicién extra es pedida al peso p.

= El conmutador de orden m, con m € Ny, de la integral fraccionaria de Schrédinger,
I, 0 <a<n,be BMOy(p), para algin 6 > 0, es un operador acotado de LP(v)
a L9(pn), para 1 < p < g < ooy los pesos (u,v) en A5:»>, 1 en Aplec y o en AP,
Para el caso limite p = 1, hemos obtenido resultados para el conmutador de orden
1, T, 5, més precisamente, para pesos (u,v) en A7y pen A%, T, verifica una
desigualdad modular del tipo Llog L en R™.

= El operador I, es acotado de LP (Mg, (MM TPlw) p20=9)) & [P(w) para s < p con
as < n, donde M, es el operador maximal fraccionario Schrédinger y MIm+Dp] og
el operador maximal de Hardy- Littlewood iterado [(m+1)p] veces, donde [(m+1)p]
es la parte entera de (m+1)p y w es una funciéon no negativa localmente integrable
en R", es decir le permitimos a w que valga cero en un conjunto de medida positiva.

Trabajos pendientes:

e Explorar condiciones de tipo power bump sobre los pares de pesos para obtener
desigualdades fuertes de LP(p) a L?(p) para la integral fraccionaria Schrédin-
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ger, para 1 < p < q < oo. Ademés, explorar este tipo de condiciones sobre
los pesos para obtener desigualdades fuertes y débiles con dos pesos de su
correspondiente conmutador.
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