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Resumen

En esta tesis se estudian desigualdades mixtas para distintos operadores del Analisis Armoni-
co. Como es bien sabido estas desigualdades surgieron, entre otras cosas, ante la necesidad de
pruebas alternativas de la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood entre espacios
de Lebesgue con un peso en la clase A, de Muckenhoupt. La idea original de Sawyer consiste
en definir un operador auxiliar S que resulta ser una perturbacion no estdndar del operador
maximal M, la cual es ocasionada por un peso v de la clase A;. Concretamente, el resultado
de Sawyer establece que, si u y v son pesos en la clase A; y S es el operador definido por
Sf = M(fv)/v, entonces S es de tipo débil (1, 1) con respecto a la medida du(z) = u(zx)v(x)dz.
Otros autores consideraron variantes de estas desigualdades en relacion a los pesos y a los ope-
radores involucrados. Por ejemplo, se conocen desigualdades mixtas para el operador M y para
operadores de Calderén-Zygmund, con peso u perteneciente a la clase A; de Muckenhoupt y
con v € Axo(u). Sin embargo, no hay antecedentes en la literatura de este tipo de desigualdades

para los conmutadores de operadores clasicos del Analisis Arménico.

En la primera parte de esta tesis se estudian desigualdades mixtas para conmutadores de
operadores de Calderén-Zygmund, 77", con simbolo b en la clase BMO y para el caso u € Ay
y v € Ax(u). La desigualdad mixta obtenida es de tipo modular e involucra a la funcién de
Young ®,,(t) = t(1+log™ ¢t)™. En el caso v = 1, se obtiene la desigualdad de tipo débil modular
de dicho conmutador, la cual es conocida en la literatura. Se prueban ademas desigualdades
mixtas para una amplia gama de operadores, y sus conmutadores de orden superior con simbo-
los en BMO. Estos operadores son de convoluciéon con un nicleo que satisface condiciones de
regularidad asociadas a funciones de Young. Estas condiciones resultan ser generalizaciones
de la cléasica condicién de Hormander para operadores de Calderén-Zygmund. Los resultados

obtenidos extienden los conocidos para el caso v = 1 y estan contenidos en el Capitulo 2.

En el Capitulo 3 se aborda el estudio de desigualdades mixtas para el operador maximal
fraccionario, M,, 0 < v < n. En esta instancia, una herramienta 1til es una desigualdad puntual
de tipo Hedberg con pesos entre M., y M, sumado a las estimaciones mixtas conocidas para este
ultimo operador. Una vez obtenida la desigualdad mixta para M., un teorema de extrapolacién
permite derivar el resultado para el operador integral fraccionaria I,. Como aplicacién directa de

las estimaciones obtenidas se prueban desigualdades mixtas para conmutadores de operadores
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de Calderén-Zygmund y de I, ambos con simbolos pertenecientes a la clase Lipschitz.

Finalmente, en el Capitulo 4 se exhiben desigualdades mixtas para generalizaciones de los
operadores M y M,. Dichas generalizaciones se relacionan con operadores maximales Mg¢ y su
correspondiente versién fraccionaria, M, ¢, asociadas a una funcién de Young ®. En particu-
lar, la funcién ®,, introducida anteriormente, define operadores maximales que se relacionan
estrechamente con los conmutadores de los operadores de Calderén-Zygmund y del operador
integral fraccionaria, ya que ejercen un control en norma sobre los mismos. Se prueban asi de-
sigualdades mixtas en el caso en que los pesos u y v son independientes. Se estudian, ademas,
desigualdades mixtas para Mg donde una de las funciones peso involucrada no es ni siquiera
localmente integrable.

Las demostraciones de todos los resultados obtenidos se encuentran en el Capitulo 5.



Introduccion

En Analisis Armonico resulta de interés conocer propiedades de continuidad de ciertos ope-
radores, los cuales surgen a partir del estudio de la regularidad que presentan algunas soluciones
de ecuaciones en derivadas parciales. Ejemplos clasicos de estos operadores son los de Calderén-
Zygmund (OCZ) y sus conmutadores, operadores de tipo convolucién con un nicleo que satisface
cierta condicion de tamano y regularidad y el operador integral fraccionaria, entre otros. El pro-
blema entonces reside en poder estimar el “tamano” de T f en términos del “tamano” de f, los
cuales vienen dados por una norma en algin espacio de medida, como los espacios de Lebesgue

clasicos. De esta manera, las desigualdades que se buscan obtener, a veces, son de la forma

1T fll Loy < CIFl o) »

donde v y w son funciones positivas y localmente integrables, denominadas pesos.
Con el objeto de lograr tales estimaciones resulta de gran utilidad asociarle a cada opera-
dor 7, una funcién maximal M que lo “controle” en algtn sentido. Este control se ve reflejado

en un tipo de desigualdad muy estudiada en Andlisis Armdnico, que es la siguiente

/ T (@) Pw(z) de < / (M f())Pw(z) dr, (0.1)
Rn Rn

donde 0 < p < 0o y w es un peso. Cuando w = 1, esta desigualdad fue probada en [9] para el
caso en que 7 es un OCZ y M7 es el operador maximal de Hardy-Littlewood clasico, definido

por

Q>z

Por otra parte, en [2] se probé la correspondiente versién en el caso en que T es el operador

M () = sup 32' /Q ) dy.

integral fraccionaria y M7 la maximal fraccionaria. Estas dos desigualdades fueron extendidas
luego en [10] y [33] respectivamente, cuando w es un peso de la clase A, de Muckenhoupt.
En esta direccion, conocer el comportamiento de los operadores maximales resulta de utilidad
para obtener estimaciones de otros operadores. En [32], el autor da condiciones necesarias y
suficientes en la funcién peso w en R para que el operador maximal M resulte acotado en
LP(w). Estas condiciones dan origen a las clases A, de Muckenhoupt.
Este resultado fue extendido luego a mayores dimensiones en [10]. Cuando p = 1 se sabe que

el operador no es de tipo fuerte (1,1) pero, sin embargo, resulta ser de tipo débil (1,1). Esto
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es, para todo t > 0, se verifica
w(fe e R Mf@) > 1) < T [ (@) ds

si y solo si w € Aj. Los lemas de cubrimiento clasicos hacen posible obtener estimaciones
como la de arriba de una forma mas o menos sencilla. Esta desigualdad nos muestra que el
comportamiento de M no es el mismo para el caso extremo p = 1 que para p > 1. Dado que
LP(w) C LP*°(w), podemos decir que el comportamiento de M en el caso extremo es “peor”.
No obstante, por el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, las estimaciones de tipo débil en
el extremo permiten obtener las acotaciones de tipo fuerte. Esta idea fue utilizada por Sawyer
en [41] y dio origen a lo que conocemos como desigualdades mixtas. La filosofia de este trabajo
consistié en definir un operador auxiliar S, que es una perturbacion del operador M a través

de la intervencién de un peso v de la clase A;. Precisamente,

Sf(a) = M,

Sawyer demostré que, si u y v son pesos de la clase A, entonces la desigualdad

w({x e R:Sf(z) >t}) < f/ |f(z)|u(x)v(x) d (0.2)
R

vale para todo t > 0. La prueba de este resultado es bastante compleja dado que el peso v que
aparece dividiendo hace que los conjuntos de nivel se modifiquen drasticamente, de modo que los
argumentos clasicos de cubrimiento no aplican. Una motivacién importante para estudiar este
tipo de desigualdades es el hecho de que las mismas permiten dar una demostracién alternativa
(y muy sencilla) de la acotacién de M en LP(w) cuando w € A,. En efecto, (0.2) nos dice que
S es de tipo débil (1,1) con respecto a la medida du(x) = u(z)v(z)dz, y no es dificil ver que
también es de tipo fuerte (0o, 00) con respecto a la misma medida. El teorema de interpolacién
de Marcinkiewicz permite luego concluir que S es de tipo fuerte (p,p) con respecto a pu, para
todo 1 < p < oco. Por otro lado, si w € A, puede descomponerse como w = wv'™P, donde u y v
son pesos de la clase A1, en virtud del teorema de factorizacién de Jones. Asi,
/(Mf(x))pw(x) dzx = / (W)pu(:ﬂ)v(w) dx
R R v(x)
= [S¢ @) u@ls) da

Otro tipo similar de estimaciones con pesos ya habia sido estudiado previamente en [34], donde

se prueba que la desigualdad

{z e R: T f(@)|(w(x))/? > t}] < t(;:/ |f (@) [Pw(z) d (0.3)
R
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vale para todo ¢ > 0, siempre que p > 1y w € A,. Mas adelante, en [4] se prueba que si u € A;
y v(z) = |z|7¢, con d # 1, entonces se verifica que
uv ({xER: [Tr)l >t}) SC’/ |f(x)|u(x) dz. (0.4)
v(z) R
En ambos casos T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o la transformada de Hilbert.
En [41] se plantea la conjetura de que la desigualdad (0.2) es cierta también para la transfor-
mada de Hilbert. Esta conjetura fue demostrada veinte anos mas tarde en [11]. En este trabajo
se extiende la estimacion de Sawyer a mayores dimensiones, tanto para el operador maximal de
Hardy-Littlewood como para OCZ. Se consideran, ademas, dos tipos de condiciones diferentes
en el par de pesos: u,v € Ajou € Ay y v € Ax(u). La segunda condicién es més adecuada para
trabajar con herramientas clasicas, como por ejemplo la descomposiciéon de Calderén-Zygmund.
Esto se debe a que, en este caso, los pesos u y v estan relacionados, en el sentido de que
uv € As. La otra condicion, que es la considerada por Sawyer en su trabajo, exige realizar un
argumento de descomposiciéon muy delicado. La idea central es utilizar un argumento de “cubos
principales”, que fue presentado en [34] para la prueba de (0.3). Otro aspecto importante para
destacar de [11] es que el resultado principal puede obtenerse si se prueba la desigualdad mixta
para Mp, el operador maximal de Hardy-Littlewood definido sobre cubos diddicos de R™. Una
vez obtenido este, un teorema de extrapolacién que involucra al conocido algoritmo de iteracion
de Rubio de Francia para construir pesos de la clase Ay, permite deducir la correspondiente
desigualdad mixta para M y T, con T' un OCZ.
Por otra parte, en [11] se conjetura que las desigualdades mixtas probadas deberfan ser
ciertas también en el caso més general u € A1 y v € As. Esta conjetura fue probada reciente-
mente en [25]. Concretamente, se prob6 que si u € Ay, v € As y T es el operador maximal de

Hardy-Littlewood o un OCZ, entonces

w <{x AN t}) <C [ 1f@)lu(e)v(a) da.

v(x)
En vista de lo expuesto hasta aqui, las desigualdades anteriores valen no solo cuando el pro-

ducto de los pesos involucrados es bueno, sino también en casos donde puede ser muy singular.

En esta tesis se extenderan algunos de los resultados mencionados a otros operadores del
Analisis Armonico. En el Capitulo 2 se presentan desigualdades mixtas para conmutadores 7;"
de un OCZ, con simbolo b € BMO en el caso en que u es un peso de Ay y v estd en Ay (u).
A diferencia de lo que ocurre con 7', su conmutador no satisface una desigualdad de tipo débil
(1,1), sino que verifica una desigualdad de tipo modular que involucra a la funcién de Young
®,,,(t) = t(1 +1ogt )™, tal como se muestra en [37]. La desigualdad mixta que se obtiene en
este caso también es del mismo estilo y, cuando v = 1, permite recuperar el tipo débil modular
correspondiente. También se estudian desigualdades para operadores de convolucién con un

ntcleo que satisface una regularidad de tipo Hormander generalizada, la cual es una extension
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de la clésica condicién de suavidad que satisface un OCZ. Para ello, fue necesario obtener
primero una estimacién mixta para el operador, la cual se utilizé luego para la obtencion de las
correspondientes estimaciones para los conmutadores de orden superior.

Los resultados finales extienden, en algin sentido, las estimaciones dadas en [26] para el
operador y para sus conmutadores de orden superior.

En el Capitulo 3 se exploran desigualdades mixtas en el contexto fraccionario. La idea en
esta parte es similar a la utilizada en [11]: estudiar primero el operador maximal fraccionario
M, y luego, sabiendo que el par (If, M, f) satisface una estimacién del estilo de (0.1) una
adaptacién del teorema de extrapolacion mencionado anteriormente permite concluir el mismo
tipo de estimacion mixta para I,. La clave para obtener la desigualdad mixta para M., es utilizar
una desigualdad puntual que la relaciona con el operador maximal de Hardy-Littlewood clasico,
y luego utilizar las estimaciones mixtas conocidas para éste tltimo.

Como aplicacién directa de estas estimaciones se obtienen desigualdades mixtas para con-
mutadores de cierta clase de OCZ y de I, ambos con simbolo Lipschitz. La idea para lograr

estas acotaciones consiste en utilizar otra estimacién puntual, del estilo
T ()] < Cly|f](2),

donde T es uno de los operadores mencionados y 7o es un indice adecuado.

Finalmente, en el Capitulo 4 se exhiben desigualdades mixtas para operadores maximales
generalizados Mg, definidos a partir de promedios asociados a una funcién de Young ®. Estos
operadores son, en general, més singulares que el operador M y las estimaciones débiles que
verifican incluyen expresiones de tipo modular que involucran a la funciéon ®. En este capitulo
se considera una familia de funciones de Young que incluye a ®,,(t) = t(1 +log™ ¢)™. Este tipo
de funciones tiene especial interés dado que sus operadores maximales asociados son los que
controlan, en el sentido de (0.1), a los conmutadores de orden superior de un OCZ. Siguiendo
algunas ideas de los trabajos [41] y [11] se prueban desigualdades mixtas para Mg, con ® una
funcién de Young con ciertas propiedades, para el caso en que los pesos u y v son independientes.
Estas estimaciones extienden los tipos débiles conocidos, que se recuperan al considerar v = 1.
Como aplicacién de estos resultados se obtienen desigualdades mixtas para el operador maximal
fraccionario generalizado M., ¢. Estas estimaciones permiten dar una demostracién alternativa
de la acotacién de este operador en espacios de Lebesgue con pesos.

Los resultados originales presentados en esta tesis estan expuestos en los Capitulos 2, 3 y 4.

A continuacién se exhibe el listado de las contribuciones realizadas:

& Fabio Berra, Marilina Carena and Gladis Pradolini. Mixed weak estimates of Sawyer type
for fractional integrals and some related operators. J. Math. Anal. Appl., 479(2):1490—
1505, 2019.
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B Fabio Berra. Mixed weak estimates of Sawyer type for generalized maximal operators
Proc. Amer. Math. Soc., 147(10):4259-4273, 2019.

& Fabio Berra, Marilina Carena and Gladis Pradolini. Mixed weak estimates of Sawyer type

for commutators of generalized singular integrals and related operators. Michigan Math.
J., 68(3):527-564, 2019.

& Fabio Berra, Marilina Carena and Gladis Pradolini. Improvements on Sawyer type esti-

mates for generalized maximal functions. Math. Nachr. Journal, in press.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos los conceptos y definiciones necesarios para la lectura de esta
tesis. La mayoria de los resultados aqui expuestos son bien conocidos, por lo que no incluiremos
su prueba. No obstante, el lector interesado podré encontrar las demostraciones omitidas en el
Apéndice. En la primera seccion definiremos las funciones de Young y algunas de sus propiedades
mas importantes. En la segunda, introduciremos los espacios funcionales clasicos con los que
trabajaremos. Los mismos se describen en términos de una medida p que estara dada, en general,
por la expresion du(z) = w(z) dz, donde w es un peso. Este caso incluye a la medida de Lebesgue
cuando w = 1. Las clases de pesos que consideraremos, junto a sus propiedades elementales,
estan expuestas en la Seccion 1.3. Finalmente, en la Seccién 1.4 introduciremos los operadores
maximales que apareceran a lo largo de la tesis, junto a las propiedades de continuidad mas

relevantes de los mismos.

1.1. Funciones de Young

Entenderemos por funcién creciente a una funciéon que crece en sentido amplio, es decir,
si s < t entonces f(s) < f(t). Cuando esta ultima desigualdad es estricta diremos que f es
estrictamente creciente.

Con la notacién f < g entenderemos que existe una constante positiva C' de modo que la
desigualdad f(t) < Cyg(t) vale para todo t en el dominio de f y g. En general, en una cadena
de desigualdades del tipo < conservaremos el simbolo C para la constante que aparece en cada
paso, aun cuando la misma cambie de un miembro al siguiente. Diremos que dos funciones f y

g son equivalentes, y lo denotaremos f~g¢g,si f Sgy g =< f.

Una funcién f : [0,00) — [0, 00] es convexa si se cumple que

f(0s+(1—0)t) <0f(s)+ (1 —0)f(1),

para todo 0 < 6 <1y todos 0 < s,t < o0.
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Decimos que @ : [0,00) — [0,00] es una funcién de Young si es estrictamente creciente,
convexa, ®(0) = 0y lim;_,o O(t) = 0.

Si bien esta definicién permite que las funciones tomen el valor infinito en un conjunto de
medida positiva, en esta tesis trabajaremos con funciones de Young que son finitas en todo
punto. En este caso, la convexidad de ® implica la continuidad en [0, 00). Ejemplos tipicos
son las funciones de tipo potencia ¢(t) = t para 1 < p < oo, y las de tipo LlogL dadas por
() =t"(1+1log™t)% conr>1,8 >0y donde log" ¢t = méx{logt,0}.

Sea @ : [0,00) — [0, 00] una funcién. Decimos que ¢ es submultiplicativa si
D(st) < B(s)D(t),

para todos s,t > 0.
Decimos que @ es duplicante o satisface la condicién A, si existe una constante positiva
C de modo que
d(2t) < CD(2), (1.1)

para todo t > 0.

Es inmediato de estas definiciones que toda funcién submultiplicativa es duplicante.

Lema 1.1. Sean &,V : [0,00) — [0,00] funciones crecientes, tales que W € Ao y existe una

constante L > 1 de modo que

U(t/L) < ®(t) < W(Lt), para todo t.
Entonces & ~ V.
Lema 1.2. Sea ® una funcion convexa que verifica ®(0) = 0. Entonces:
(a) ®(at) < a®(t), para 0 <a <1;
(b) ®(At) > Ad(t), para A > 1.

Observacion 1.3. El item (b) del lema anterior nos dice que si ® es de Young, entonces U(t) =

®(t)/t es creciente. En efecto, si t; < to entonces

t
O(t) 2 ®(n) _ ° (81) o)
t1 N t1 19 - to to

En particular, lim,_,o+ ®(s)/s < ®(t)/t, para todo t > 0. Esto nos dice que toda funcién de

Young es derivable por derecha en ¢ = 0. Denotaremos con ®'(0) = lim;_,q+ ®(t)/t.

Sea @ : [0, 00) — [0, 00| una funcién creciente. La inversa generalizada de ® esta definida
como

d1(t) = inf{s > 0: B(s) > t},



1.1 Funciones de Young 17

con la convencién inf ) = co.
En general, si ® : [0,00) — [0,00] es una funcién, denotaremos con ®~1(¢) a su funcién
inversa generalizada evaluada en t y con (®(¢))~! al reciproco del niimero real ®(t), siempre

que sea positivo, a fin de evitar ambigiiedades.

En [20] se demuestran algunos de los resultados que siguen a continuacién para el caso de
funciones més generales. Aqui daremos la prueba de los méds importantes para nuestros propdsi-

tos. El siguiente lema reune algunas propiedades ttiles de las funciones inversas generalizadas.

Lema 1.4. Sean @,V : [0, 00) — [0, 00] funciones crecientes y continuas por izquierda. Entonces

se cumple que:

(a) @~ es creciente y @1 (®(t)) < t, para todo t;

(b) @1 es continua por izquierda y ®(®~1(t)) < t, para todo t;

(c) si ® <V, entonces U1 < &L,

(d) si ®(0) =0, entonces (1)1 = ®.

Demostracion. Para probar el item (a) observemos que, si t; < ta, entonces

{s>0:®(s) >t} C{s>0:PD(s) >t1},

lo cual implica que ®~1(t1) < ®~!(¢3). Fijado t > 0, notar que
te{s>0:(s) > P(t)},

de donde inmediatamente se tiene que ®~1(®(t)) < ¢.

Pasemos a la prueba de (b). Para ver la continuidad por izquierda, fijemos ¢t > 0 y con-
sideremos una sucesion {t;}, tal que t; * t. Por ser ®~! creciente, ®~!(t;) < ®~!(¢) para
todo k. En consecuencia, el limite limy_,o, ®~!(¢;) existe y no supera a ®~1(¢). Para ver la otra

desigualdad veamos primero que, para todo € > 0,
t< (D L(t) + o). (1.2)

En efecto, notemos que si ®(u) < t entonces ®~1(t) > wu. Si suponemos que (1.2) no vale,
tomando u = ®71(t) + & obtenemos que ®~1(t) > ®~1(¢) + ¢, una contradiccién. Entonces
podemos concluir que

© (D (1) +¢) >t

para todo € > 0. De esta manera,

t= lim ¢t < lim & (<I>‘1(tk) +5) ) < im (I)_l(tk) +5> )

k—o0 k—o0 k—o0
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Combinando esta estimacién con el item (a) concluimos que

k—00

() <ot ((I) ( lim &~ 1(t;,) + 5>> < lim O (ty) + ¢,
—00

para todo € > 0. Entonces limy_.oo @ 1(¢;) = ®71(¢), como queriamos demostrar. Para ver la
desigualdad supongamos, por el contrario, que ®(®~1(¢)) > t. Como ® es continua por izquierda,
existe ¢ > 0 tal que ®(®~1(t) — ) > t. Entonces s = ®~1(¢) — ¢ es uno de los elementos que
compite para el nfimo en la definicién de ®~!(¢), de donde ®~1(¢t) < ®~1(t) — ¢, lo cual es
absurdo.

Para probar (c) notemos simplemente que

{§>0:P(s) >t} C{s>0:¥(s) >t},

y al tomar fnfimo obtenemos W~1(¢) < ®~1(¢).
Por ltimo, probemos (d). Si ¢t = 0 la igualdad es inmediata. Consideremos ¢ > 0y 0 < € < t.
Si0<s<®(t—¢),laparte (a) nos da @~ 1(s) < ®~1(P(t —¢)) < t — . Entonces,

(@ H7t) =mf{s >0: D7 1(s) >t} > D(t —¢).

Como @ es continua por izquierda, haciendo ¢ — 0% obtenemos que (®1)71(¢) > ®(¢).

Para ver la otra desigualdad, consideremos £ > 0 y observemos que si ®(s) > ®(t) + ¢,
entonces s > t, y la definicién de inversa generalizada implica que ®~!(®(t) +¢) > t. Aplicando
(@~ 1)~! y utilizando las partes (a) y (b) tenemos que (®~1)~1(¢) < ®(¢) + . Haciendo € — 0T

obtenemos la desigualdad deseada. O

Observacion 1.5. Si ® es una funcién invertible y creciente, entonces su funcién inversa gene-

ralizada coincide con la inversa usual. En efecto, es facil ver que
{s>0:P(s) >P(t)} ={s>0:5>1t}

y entonces

t=1inf{s>0:5>t} =if{s>0:d(s) > 0(t)} = H(D(t)).

El siguiente resultado nos da estimaciones similares a las del Lema 1.2 para la funcién inversa

generalizada.

Lema 1.6. Sea ® : [0,00) — [0,00] una funcion convexa y creciente que verifica ®(0) = 0.

Entonces tenemos que:
(a) @ 1(at) > ad® 1(t), si0<a<1;

(b) @~ 1(At) < ADY(t), si A > 1.
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Lema 1.7. Sea ® : [0,00) — [0, 00| una funcion convexa y continua por izquierda que verifica

®(0) =0 y limy_yoo () = 00. Si definimos
to=sup{t>0:P(t) =0} y too=mf{t>0:P(t) =00},

entonces
0, si t <ty

OHPR(t) =X t,  si to<t<to;
too, S0 t>tloo.

Demostracion. Como ® es continua por izquierda tenemos que ®(¢t) = 0 para 0 < ¢t < ty vy,
en consecuencia, ®~1(®(¢)) = 0 para todo t < t. Consideremos ahora tg < t < t. Como ®
es convexa y positiva en este intervalo, tenemos que es estrictamente creciente y por lo tanto
invertible. Asi, ®~1(®(¢)) = ¢ en virtud de la Observacién 1.5. Finalmente, si t > to, entonces
D(t) =0y D HD(t)) = teo. O

Observacion 1.8. En el caso en que la funcién ® sea de Young, tenemos que tg = 0y too = 00,

con lo cual ® es invertible y se verifica que ®~1(®(¢)) = ¢ para todo t.

Lema 1.9. Sean ®,¥ : [0,00) — [0,00] dos funciones crecientes tales que ® ~ V. Entonces

existe una constante L > 1 tal que
& t/L) < UL(t) < dTY(LL),
para todo t > 0.
Demostracion. Por hipétesis, sabemos que existen dos constantes positivas C7 y C5 tales que
ChY(t) < ®(t) < Co¥(t)
para todo ¢t > 0. Sea L = max{Cy !, Cy}. Entonces

U Ht) =inf{s > 0: W(s) >t} >inf{s > 0: ®(s) > C1t} = d~L(Cyt) > o~} (ltL) ,

pues &~ ! es creciente. Por otro lado,
d1(tL) > inf{s >0:U(s) > té} >inf{s>0:W(s) >t} =0 L(1),
por ser ! creciente. Luego, hemos obtenido que
®~H(t/L) < WTH(t) < DTH(L),

y esto completa la prueba. ]

Combinando los Lemas 1.1 y 1.9 podemos obtener el siguiente resultado, del cual haremos

uso luego.
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Corolario 1.10. Sean ®,¥ : [0,00) — [0,00]| dos funciones crecientes tales que ® ~ U y
U1 e Ny. Entonces U= ~ 1.

En algunas ocasiones podremos debilitar la condiciéon de que la funcién involucrada sea
creciente. Diremos que una funcién @ : [0,00) — [0, o] es casi creciente si existe una constante
K > 1 tal que

O(s) < KP(t)

para todo 0 < s < t.

Integrando la desigualdad anterior con respecto a s obtenemos que

/t O(s)ds < Ktd(t),
0

lo cual implica que
1 t
t/ ®(s)ds < K®(t), paratodot> 0. (1.3)
0
Si @ satisface (1.3) diremos que es una funcién débilmente casi creciente.

Sea @ : [0, 00) — [0, 00] una funcién que verifica que lim;_,o+ ®(¢) = 0, im0 P(¢) = 00, s
continua por izquierda y ®(t)/t es casi creciente en (0,00). La funcién complementaria de

® se denota por y se define, para t > 0, como
®(t) = sup{ts — ®(s) : s > 0}.

De esta definicién se sigue inmediatamente que ® y @ satisfacen la desigualdad de Young
(ver, por ejemplo, [40]), es decir,
st < B(s) + d(t). (1.4)

El siguiente lema retine algunas propiedades importantes de las funciones complementarias.

Lema 1.11. Si @ : [0,00) — [0,00] es una funcidn con las propiedades mencionadas anterior-

mente, entonces

(a) ®(0) = 0;

(b) P es convexa, creciente y continua por izquierda;
(¢) limy_,o+ ®(t) = 0 y limy_,0e P(t) = 0.

Demostracion. Para probar el inciso (a), por la definicién de ® tenemos que
®(0) = sup{—®(s) : s > 0} = 0.

Veamos (b). Si t; < t9 entonces t15 — ®(s) < tas — $(s), para todo s > 0. De esta manera,

sup{ti1s — ®(s) : s > 0} < sup{tes — P(s) : s > 0},
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lo cual muestra que (i)(tl) < Cf)(tg). Para mostrar que d es convexa, dados t1, to y 0 < 0 < 1,

notemos que

OOty + (1 — O)ty) = sup{s(At; + (1 — O)tz) — B(s)}

s>0
= it>118{9(8h —®(s)) + (1 = 0)(st2 — ©(s))}
< eigg{stl —®(s)}+(1-0) ig}g{(stz — ©(s))}

= 0D(t1) + (1 — 0)D(ty).

Probemos ahora la continuidad por izquierda. Sea to, = inf{t > 0 : ®(t) = co}. La convexidad
implica continuidad en [0, t). Si oo = 00 no hay nada que probar. Si to, < 00, entonces es claro
que ®(t) = 00 en (to, 00). En este caso basta con mostrar la continuidad por izquierda en to.
Para cada 0 < A < 1 tenemos que ® (o) < ®(ts), lo cual implica que limsupy ;- (M) <
@(too). Sea ahora m < ®(ts) y to tal que totos — CI:)(to) > m. Entonces, por la definicién de ®,
tenemos:

lim inf ® (M) > lim inf (fo Moo — @(t0)) = toteo — D(to) > m,

A—=1— —1-
y haciendo m — ®(ts) obtenemos que limy_,;- ®(Moso) = P(too).

Para terminar, veamos (c¢). Como lim;_,q+ ®(¢) = 0, existe s; > 0 tal que ®(s1) < co. Para
todo t > 0, ®(t) > s1t — B(s1), 0 bien ®(t) + ®(s1) > s1t. Esto nos dice que limy_, ®(t) = co.
Por otro lado, existe s > 0 tal que ®(s2) > 0. Por la condicién casi creciente de ®(t)/t tenemos
que

D(s2) _ ®(s)

<
Kso s

, para todo s > so.
Asi,

B(t) = sup{ts - @(s)}

< sup {ts — ®(s)} + sup{ts — ®(s)}

0<s5<s2 8>52
d(s
< tsg 4 sup {ts — (2)5} .
5>5o Ksg

Notar que si t < ®(s2)/(Ks2), el supremo en la ultima desigualdad es cero. Esto, combinado

con el hecho de que ® > 0, nos permite concluir que lim, o+ @(t) =0. O

Observacion 1.12. Si ®(t) =t entonces ®(t) = 0oX(; o) (t). Este ejemplo nos muestra que, aun
cuando ®(t) < oo para todo ¢, su funcién complementaria puede tomar el valor co. También es

claro que si ®(tg) = oo para algin to, entonces ®(t) = co en [tg, o0) dado que ® es creciente.

Lema 1.13. Sea ® : [0,00) — [0,00] una funcion convexa y continua por izquierda, tal que
limy o+ ®(t) = 0 y Hmy 0o ®(t) = 00. Si b = lim;_,q+ ®(t)/t = ®'(0), entonces (t) = 0 si y
solo sit <b.
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Demostracion. Como P es convexa, U(s) = ®(s)/s es creciente. En particular, b < ¥(s) para

todo s. Ademaés:

O(t) = sup {s (t = V(s))}

s>0

Si ¢t < b, entonces t — ¥(s) < 0, con lo cual ®(t) = 0. Reciprocamente, si t > b existe un sg > 0
tal que t — W(sg) > 0. Asi, ®(t) > 0. O

El siguiente lema nos da una relacién importante que verifican las inversas de una funcién

de Young y su complementaria.

Lema 1.14. Sea ® una funcion de Young. Entonces

<o N (1) < 2,

DN | o+

para todo 0 < t < oo.

Demostracion. Por la definicién de ® podemos escribir, para s > 0,

0(52) -0} -mp{o(2-2).

Como ® es de Young, U(t) = ®(t)/t es creciente, con lo cual el supremo de arriba se alcanza en

0, 5. Asi,
aw {=(B0-"0) = (T <000

Por otro lado, eligiendo z = s

P (2@(“3)) = sup {2,2(1)(8) — @(z)} > 28(s) — B(s) = B(s).

S 2>0 S

De esta manera, tenemos que

) (q’@) <O(s) < P <2@(3)> .

S

Dado que ® es de Young, fijado ¢t > 0 existe s > 0 tal que ®(s) =ty ®~!(t) = s en virtud de

la Observacion 1.8. Entonces

s Ol(t)

Utilizando la parte (a) del Lema 1.4 obtenemos que

O 1(P(u) < dL(t) < 2u =

o-1(t)’
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de donde se sigue que &1 (t)d~1(¢) < 2t.

Para ver la otra desigualdad, supongamos primero que ®'(0) = lim, ,o+ ®(¢)/t = 0. En
este caso, por el Lema 1.13 tenemos que i)(t) > 0 para todo t > 0. El Lema 1.7 nos da
O 1(®(u)) = min{u, us }, donde 1 = inf{s > 0 : ®(s) = 0o}. Si u < Uy, entonces por (1.5)
tenemos que

u= 0" Hd(u)) < O (1)
o, equivalentemente, t < &1 (£)®1(t). Si u > us entonces co = ®(u) < ¢t < oo, con lo cual
este caso no puede ocurrir.

Supongamos ahora que ®'(0) = b > 0. Definimos 7(t) = ®(t) — bt. Entonces 1 es convexa y
7'(0) = 0. Como ®(t) < 2méax{bt,n(t)}, la parte (c¢) del Lema 1.4 y el Lema 1.6 nos permiten

concluir que
1
o (s) > 3 min {%’ 7771(3)} . (1.6)

Por otra parte, si s > b obtenemos que

D(s) = sup{zs — ®(2)} = sup{z(s — b) — (B(2) — 2zb)} = 7j(s — b).

z>0 2>0

Si 0 < s < b entonces el segundo supremo de arriba es 0, con lo cual
(i)(S) = ﬁ(méx{s - ba 0})7
dado que 77(0) = 0. Con esto,

T t)+b=1nf{z>0:7(2) >t} +b
=if{z+b:2z>0yq(z) >t}
= inf{u>b:ij(u—1b) >t}
= inf{r>0:d(r) >t}
= o L(1).

Entonces

Combinando (1.6) y (1.7) obtenemos que

1 t

3 (1D (1) > Qmm{b,ww} b+ (1) =

)

N | =+

dado que n~1(t)771(t) > t por lo probado en el otro caso, ya que 7/(0) = 0. La prueba queda
completa. O

En algunas ocasiones resultard de utilidad acotar una funcién por otra de tipo potencia.

Para ello, definiremos los conceptos de tipo superior e inferior.
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Dado 0 < ¢ < oo, diremos que una funcién ® : [0,00) — [0,00] es de tipo inferior ¢ si

existe una constante positiva C' de modo que

O(st) < Csid(t),
para todo t > 0 y todo 0 < s < 1. Anédlogamente, ® es de tipo superior g si la desigualdad de
arriba vale para todot >0y s > 1.

Decimos que una funcién @ : [0, 00) — [0, 0o] pertenece a la clase B, 1 < p < 00, si existe

una constante positiva ¢ de modo que

/OO i(j) % < 0. (1.8)

S

Esta condicién fue introducida por C. Pérez en [39] y guarda estrecha relacién con la aco-
tacién del operador maximal generalizado Mg asociado a la funcién ® de Young (ver Teore-
ma 1.57).

Existe una relacién entre las clases B, y el tipo superior de ®, la cual se resume en la

siguiente proposicion.

Proposicién 1.15. Seanr > 1 y ® : [0,00) — [0, 00] una funcion de tipo superior r. Entonces

® € B, para todo p > r.

Demostracion. Fijemos p > r. Tomando ¢ = 1 podemos estimar

[20 [,
1 s Ty

trp 1
= lim < — >
t—oo \ T — D r—p

< o0. O

El siguiente lema establece un control para las funciones de Young en B, por otra de tipo

potencia, para t suficientemente grande.

Lema 1.16. Sean 1 < p < 0o y ® una funcién de Young en la clase B,. Entonces existe una
constante positiva Cy, tal que ®(t) < CutP, para todo t > ¢, donde c es la constante que aparece
en (1.8).

Demostracion. Como ® € B, sabemos que 0 < oy, < 0o, donde

*© ®(s) ds
= sPs
(&
Entonces, sit > ¢

2t 2t P _
a, > D(s) ds > (1) sPlds = L)(t) (t—P — (2t)‘p) = L)(t) ut‘p
P t sP S t p p 2 ’

y esto implica la tesis tomando C), = aprPQ—il. O
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La siguiente proposicién resultard util para estimar una funcién de Young evaluada en un
producto por la suma de dos funciones de Young adecuadas, evaluadas en cada uno de los facto-

res. Esta estimacién permite deducir la desigualdad de Holder generalizada (ver Teorema 1.53).
Proposicién 1.17. Sean ®, ¥ y 7 :[0,00) — [0, 00| tres funciones de Young tales que
Uy (t) < @7 H(8),
para todo t. Entonces, tenemos que
B(st) < W(s) +n(t),
para todos s y t.

Como mencionamos al comienzo, las funciones del tipo L"(logL)® con 7 > 1y § > 0 son de
Young. Finalizaremos esta seccién enunciando algunas propiedades de este tipo de funciones,
que seran de utilidad en la prueba de los resultados principales. La demostracién de las mismas

puede encontrarse en el Apéndice.

Proposicién 1.18. Sea ®(t) = t"(1 +log™ t)?, donde r > 0 y § > 0. Entonces:

(a) @ es submultiplicativa;

(b) @(t) ~ U(t), donde V(t) = t"log(e +1)°;

(c) @7H(t) ~ /7 (1 +log™ )",

() sir>1, &) ~t"(1+1logT )=/ Sir=1y5>0, d(t) = (etl/é —e)X(1,00)(t);

(e) para cada € > 0 existe una constante positiva C' tal que ®(t) < Ct"*¢, para t > 1.

1.2. Espacios de medida

Sea X un conjunto no vacio. Un dlgebra A sobre X es una coleccién no vacia de subcon-
juntos de X que es cerrada bajo uniones finitas y complementos, es decir que si 41,..., A, € A,
entonces | J; ; A; € Ay quesi A € A, entonces A° € A. Una o-algebra C sobre X es un lgebra
que es cerrada por uniones numerables.

Sea X un conjunto no vacio, dotado con una o-algebra C. Una medida p es una funcién

wu:C —[0,00] tal que

= si {A;}52, es una coleccién disjunta de elementos en C entonces

pl U4 | =D nA4)).
j=1 j=1
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Si C es una o-algebra, entonces (X,C) es un espacio medible y los elementos de C son con-
juntos medibles. Si p es una medida en (X, C) entonces diremos que (X,C, 1) o directamente
(X, 1) es un espacio de medida.

Si X es un espacio euclideo, la medida clasica por excelencia es la medida de Lebesgue. Si E
es un conjunto medible Lebesgue, denotaremos con |E| a la medida de Lebesgue de E. Si X = R
y E = (a,b), entonces |E| = b — a. Mds generalmente, en R, [\ (a;, b;)| = [[i,(bi — ai).

Sean (X,Cx) e (Y,Cy) espacios medibles. Diremos que una funcién f: X — Y es (Cx,Cy)-
medible o simplemente medible si {z € X : f(z) € B} € Cx para todo B € Cy. Sea (X, u) un
espacio de medida. Un conjunto N C X que verifica u(N) = 0 se llama conjunto nulo. Si una
propiedad se verifica para todo punto x € X salvo para puntos de un conjunto nulo, diremos
que la propiedad se satisface en casi todo punto con respecto a p y lo denotaremos c.t.p.(u).

Si f es una funcién medible definida sobre X, diremos que f es integrable si

/ (@) dulz) < 0.
X

Si E es cualquier subconjunto medible de X, f es integrable sobre F si fXr es integrable. Aqui
Xg denota la funcién caracteristica del conjunto E, que toma el valor 1 si z € E, y 0 si no.
Cuando resulte claro del contexto cudl es la medida con la que estamos trabajando y no sea

necesario explicitar la variable de integracién, usaremos la notacién

/E £(z) du(z) = /E ;

Los espacios LP(X, 1) son espacios de funciones que juegan un papel muy importante en la
acotacién de algunos de los operadores més conocidos del Analisis Armoénico. Para 1 < p < oo,

estos espacios resultan normados y completos con la norma dada por

1/p
liren = ([ 1r@Pa@) " 1<p<o.

Para p = oo se define

[l = 0E (M > 0 p({e € X : | f(a)| > M}) = 0}.

Los espacios LP(X, ) se definen entonces como los conjuntos de funciones p—medibles

cuya norma p es finita, es decir,

LP(X, p) = {f : X = Cmedibles : || fll1p(x ) < oo}.

El caso p = 1 corresponde al espacio L'(X, ) de las funciones integrables. Denotaremos
con LZIOC(X ) al espacio de las funciones localmente integrables sobre X, es decir, aquellas
que son integrables sobre conjuntos compactos de X. Mas generalmente, dada una funcién ¢
podemos definir LY (X) como el espacio de funciones que verifican que ¢(f) € L}, (X). En el

(X).

caso ¢(t) = t? denotaremos esto directamente como L} |
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Cuando X = R"™ y u sea la medida de Lebesgue escribiremos simplemente LP en lugar de
LP(X, ).
Cabe destacar que cuando 0 < p < 1, LP(X, i) no es un espacio normado pues no se verifica

la desigualdad triangular. Sin embargo, si se trata de una casi-norma pues se puede probar que

1 + 9oy < 297 (1 oy + 19 )

Diremos que dos funciones f,g € LP(X, p1) son iguales si f(x) = g(z) en c.t.p.(n) z € X.
Dado 1 < p < oo denotaremos con p’ al exponente conjugado de p, es decir, el niimero
que satisface 1/p + 1/p’ = 1. De esta relacién, p’ = p/(p — 1). Ademés, para los casos extremos

p =1y p= oo denotamos respectivamente 1’ = co y oo’ = 1.

El siguiente teorema nos da la clésica desigualdad de Holder para los espacios LP(X, i), la
cual nos dice que el producto de una funcién de LP(X, ;) y otra de LP' (X, 1) siempre es una

funcién de L'(X, u). La prueba puede encontrarse, por ejemplo, en [18].

Teorema 1.19 (Desigualdad de Holder). Sea (X, 1) un espacio de medida. Si f y g son fun-

ctones medibles y 1 < p < oo, entonces

1£90 1y < o 19l o
donde p' es el exponente conjugado de p.
Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente desigualdad.

Corolario 1.20. Sean (X, ) un espacio de medida, E C X un conjunto de medida finita, p > 1
y f € LP(X, u). Entonces

L @ldut)) < = [ 1P dute).
(1 /. 2 s

Esto nos permite probar, ademds, que si u(X) < oo, LP(X, ) C LY(X, ) cuando 1 < g < p.

Observacion 1.21. La desigualdad anterior es valida en un contexto méas general. Mds precisa-

mente, si ¢ es una funcién no negativa y convexa, entonces

oo [ 1f@ldr) < = [ o(f@)]) de,
(E|/E ) E] Jp

para cualquier conjunto medible E con 0 < |E| < oco. Esta desigualdad se conoce como De-
sigualdad de Jensen.
La funcién de distribucién d; : [0,00) — [0, 00] de una funcién medible f en (X, u) esta
dada por
df(t) = p({z € X o [f(z)] > t}).
Esta funcién nos da alguna informacion acerca del “tamano” de f y es sencillo ver que es

decreciente, entre otras propiedades.
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La siguiente proposicién resulta de utilidad para calcular integrales con respecto a una
medida g de expresiones que involucren a cierta funciéon f, a través de una integral en R

utilizando su funcién de distribucién dy. Una prueba de la misma puede encontrarse en [13].

Proposicién 1.22. Sean (X, p) un espacio de medida y ¢ : [0,00) — [0,00) una funcion

creciente, derivable y que verifica que ¢(0) = 0. Entonces

/ o(f(z)) du(z) = / h @' (t)dy(t) dt.
X 0

Otro espacio que consideraremos es el denotado por LP**°(X, ) y también conocido como
LP(X, pu)-débil. Este espacio se define como el conjunto de todas las funciones p-medibles tales

que la cantidad

C p
T Pp— {c S 0:d; () < (Q }

= suptdy ()P
t>0

es finita. Se puede ver que || f|| Lpoo(X,) 1O €8 UNa NOrma, dado que no se verifica la desigualdad
triangular. Luego, si 0 < p < oo, LP*°(X, i) es un espacio vectorial casi-normado.

El espacio L*°(X, p)-débil coincide, por definicién, con L% (X, u). El siguiente resultado
establece una relacién entre LP(X, u) y LP>°(X, p).

Teorema 1.23 (Desigualdad de Tchebychev). Sea 0 < p < oo y f € LP(X, u). Entonces

1)
o< (Vs

Esta desigualdad implica directamente que LP(X,pu) C LP°(X,pu). Ademds, como es bien
sabido, esta contencion es estricta.
Si f es una funcién medible en un espacio de medida (X, p), se define la reordenada no

creciente de f como la funcién f*: [0,00) — [0, 00] dada por
fr(t) =inf{s > 0:ds(s) < t}.

De esta definicién, podemos observar que f* es decreciente y, en el caso en que u(X) < oo,

estd soportada en el intervalo [0, u(X)]. También puede probarse (ver, por ejemplo, [18]) que

supt® f*(t) = supr(ds(r))®, 0<s<oo. (1.9)
t>0 r>0

Si (X, u) es un espacio de medida y 0 < p, ¢ < oo, se define

(fooo(tl/pf*(t))q%)l/q, si g < oo;

SUDy~0 tl/pf*(t), si g = oo.

Hf”Lp,q(X,u) = {
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El conjunto de todas las funciones medibles f en (X, ut) tales que || f||;p.q (X, < 00 se conoce
como espacio de Lorentz LP4(X, 11). Cuando ¢ = oo, usando (1.9) se deduce que estos espacios
son los LP(X, p)-débiles.

La siguiente proposicién, cuya demostracion es directa, serd de utilidad en algunas estima-

ciones.

Proposicién 1.24. Sean (X, p) un espacio de medida, f una funcién medible y 1 < p < co.

Entonces

1
1 oo ey = 171 Py -

Si (X, ) es un espacio de medida y ® es una funcién de Young, se define el espacio de

Orlicz L*(X, 1) como el conjunto de funciones medibles sobre (X, 1) que verifican que

/ @ (e|f(x)]) du(x) < oo para algin € > 0.
X

Si consideramos el funcional
palf) = [ B(17(@)) duta).

entonces la cantidad

1oy = inf{)\ 50 /X o (If(;)l) du(z) < 1}

define una norma en L*(X, p).

Los espacios L®(X, i) pueden verse como una generalizaciéon de los LP(X, u). No es dificil

comprobar que si consideramos ®(t) = t?, 1 < p < 0o, tenemos que L®(X, u) = LP(X, 1), pues

/. @(f (f)’) dule) <1 [ 1P du(o) <3
= (/. If(x)l”dﬂ(ﬂf)>1/p <

y el infimo de tales A resulta ser justamente || f{|1»(x ,,)-

Otras propiedades interesantes de la norma ||| e x ) son que ||f| e (x ) < 1 siy solo si

pa(f) <1y que po(f/ I fllL2(x,)) < 1. Una prueba de las mismas puede encontrarse en [40].

El espacio de Orlicz débil L®(X, 1) se define como el conjunto de funciones medibles en
(X, n) para las cuales

igg®(t)u({w € X :[f(z)] > t}) <oo.

Variantes ttiles de todos los espacios introducidos resultan ser los espacios pesados, donde
la medida estd dada por dv(z) = w(z) du(x), siendo w un peso, es decir, una funcién positiva

v localmente integrable. Mas adelante se detallaran propiedades importantes de estas funciones
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y las clases més usuales de las mismas. Asi, por ejemplo, el espacio LP(X,v) estd dado, para

1 < p < 0o, como el conjunto de funciones medibles para las cuales

([Qf@Ww@wmuoup<m.

Entonces, se tiene que f € LP(X,v) si y solo si fwl/? e LP(X, ). Para el caso p = oo, notar

que, si E es v-medible,
W(B) = [ wia)du(a),

y esto nos dice que dv/dy = w y v es absolutamente continua con respecto a p, es decir,
w(E) = 0 implica v(E) = 0. Ademas, si v(E) = 0 entonces debe ser p(F) = 0 ya que w es un
peso. Asi, los conjuntos nulos con respecto a ambas medidas coinciden, lo que nos conduce a
que L*(X,v) = L™(X, u).

Cuando X = R" y u sea la medida de Lebesgue, denotaremos a estos espacios simplemente
por LP(w).

1.3. Clases de pesos

En la seccion anterior se definié un peso w como una funcion positiva y localmente integrable.
FEn esta seccién consideraremos el espacio X = R" y u la medida de Lebesgue. Los pesos juegan
un papel muy importante a la hora de establecer las acotaciones de algunos operadores del
Anilisis Arménico, tales como la maximal de Hardy-Littlewood o los operadores de Calderén-
Zygmund. Gran parte de la teoria de integrales singulares involucra el problema de determinar
cudles son los pesos adecuados para lograr acotaciones entre diferentes espacios. Uno de los
primeros resultados sobre esto, que motivé la definicién de las conocidas clases A,, se debe a

Benjamin Muckenhoupt en los afios 70.
Sea w un peso y E C R™ un conjunto medible con medida positiva. Denotaremos con

w(E) = [pw(x)dz y definimos el promedio de w sobre E por

w(E)
Bl

wWE =

También denotaremos con infgpw y supgpw al infimo y supremo esencial de w sobre el

conjunto F, respectivamente. Esto es,
i%fw =sup{M >0: {r e E:w(x) <M} =0}, y
supw = inf{M >0: |{z € E: w(x) > M}| = 0}.
E

Para las definiciones que siguen utilizaremos cubos en R™ con lados paralelos a los ejes
coordenados, es decir, @ = [[;"[a;,b;] donde a; < b;, 1 < i < n. Con ¢(Q) denotaremos a la
longitud del lado del cubo @, esto es, £(Q) = b; — a;, para todo i.
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En algunos casos sera ttil trabajar con bolas en lugar de cubos. Para x € R* y r > 0,

denotaremos con B(z,r) a la bola centrada en el punto = y con radio 7, es decir,
B(z,r)={yeR": |z —y| <r}.
Dada una funcién medible f denotaremos con Ly al conjunto de puntos de Lebesgue
de f. Este conjunto esta dado por

Lf:{a;E]R”: h’ml/ ]f(a:)—f(y)]dy:O}.
B(z,r)

r—0+ |B(z,7)]

Cuando f € L., [R"\Ly| = 0 (ver, por ejemplo, [14]).

loc?

Observacion 1.25. Dado un nimero r > 0, si @, es el cubo centrado en x con £(Q)) = 2r entonces

B(z,r) C Q, C B(x,+/nr),

con lo cual B(z,r) y @, tienen medida comparable. Ademds, cada uno estd contenido en un
dilatado del otro, también con medidas comparables. Esto nos permite trabajar indistintamente
con bolas o cubos en la definicién de L. Mds atin, los operadores maximales que introduciremos

mas adelante, definidos a partir de bolas o de cubos, resultan equivalentes.

La primera familia de pesos que presentaremos es la clase A, de Muckenhoupt. Diremos
que un peso w esta en A,, para 1 < p < oo, si existe una constante positiva C' tal que para todo

cubo Q C R” se satisface

(@/Qw(x) dx) <Kl?‘/@w(x)l—p’ dac)p_l < (1.10)

donde p y p’ son exponentes conjugados.

La desigualdad (1.10) puede reescribirse de la siguiente manera

1|y, H H ‘l/pX‘ < . 1.11
sup|Q) [ Q| |[v P, <00 (1.11)

Observacion 1.26. Notar que el producto de los promedios que aparecen arriba es siempre mayor

1= (1/ wl/Pw—l/p>
Q[ Jo
1 / )1/17( 1 / - >1/P
<= w _ w p'/p
<|Q Q QI Jg
1 / >1/p< 1 / 1_p/)l/p’
=|—= [ w — [ w )
(!Q Q Ql Jg
y elevando a la p ambos miembros resulta

= (o) (o )

o igual que 1. En efecto,

/
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Siademds w € Ap, este producto de promedios estd acotado superiormente. Esto permite pensar
a la clase A, como una especie de desigualdad de Holder “al revés”. Mas adelante veremos que,

efectivamente, los pesos de A, verifican una desigualdad de este estilo.

Cuando p = 1 decimos que w pertenece a la clase A7 de Muckenhoupt si existe una constante

positiva C tal que, para todo cubo (Q C R", se tiene
1
/ w(z)dr < Cw(z), (1.12)
QI Jg

para casi todo x € ). De esta definicion se desprende rapidamente que si w € A;, entonces el
promedio de w sobre el cubo () es comparable al infimo esencial de w en ese cubo. Teniendo en

cuenta (1.11), si p = 1, entonces p’ = 0o y obtenemos la siguiente forma equivalente de (1.12):

S'éplQ\fl lwXoll 11/ wXg| e < oo (1.13)

Si p = 00, se define la clase A, como
A = 4.
p>1

Existen muchas otras maneras de describir la clase A,,. Las mismas pueden encontrarse

en [18]. Una de las mds conocidas es la siguiente: w € Ao si y solo si existen constantes

w(E) 20N
w(@) =° <|@|> (1.14)

para todo cubo Q) y todo subconjunto medible E de Q.

positivas C' y ¢ tales que

Dado w € Ay, la constante mas chica para la cual se verifican las condiciones (1.10) o (1.12)
se denomina constante caracteristica A, de w y se denota por [w]a,.

La siguiente proposicién nos da algunas de las propiedades mas importantes de los pesos A,,.
Proposicion 1.27. Para un peso w valen las siguientes propiedades:

(a) [w]a, > 1, para 1 < p < o0;

(b) las clases A, son crecientes en p, es decir, si 1 < p < q < oo, entonces A, C A, y

[w]a, < [w]a,;
; e oy 1—p’ — .
(c) siw € Ay, conl<p<oo, entonces o :=w P € Ay con o], = [w]AP ;
(d) siwy,w; son pesos de la clase Ay, entonces wowifp € Ay, para todo 1 < p < oo,

(e) siw e A, para algin p, entonces la medida dp(x) = w(x)dx es duplicante, esto es, existe

una constante C = C(n,p) > 1 tal que

w(2Q) < Cw(Q),

para todo cubo @Q C R".
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Demostracion. Las pruebas de los incisos (a) a (d) pueden encontrarse en [18] o en [13]. Probe-

mos entonces (e). Si @ C R™, de la hipdtesis en w y la Observacién 1.26 tenemos

-’ p-1 —p
= (32) (2782 (-0

< fula, 2 (wlp/(@) - (M9 uie)

Q| Q|
< [w]a, 2w (Q). a

La reciproca del inciso (d) de la proposicién anterior también es cierta, y forma parte de un

importante teorema debido a Peter Jones en [22].

Teorema 1.28 (Teorema de factorizacién de Jones). Un peso w pertenece a la clase A,, 1 <

. . . 1—
p < o0, si y solo si existen pesos wo,wy en la clase Ay tales que w = wow; *.

La siguiente proposicién da una manera de estimar el conjunto de nivel de un peso de Ay
cuando estd restringido a un cubo @ de R™. Si bien en [34] esta propiedad se prueba suponiendo

que w estd en la clase Ay, la misma demostracién puede adaptarse para w € A

Proposicion 1.29. Sea w € Ay, A > 0 y Q un cubo de R™. Entonces, existen constantes

positivas Cy y & de modo que

1+¢
{w(z) > A} N Q| < Col0) [AﬁQ,/Qw(x) dw} |

Demostracion. Como w € Ay, existen constantes positivas C' and ¢ tales que, para cada cubo

Q@ y cada F C ) medible, se tiene que

w(B) (B
w(@ =€ (\Q!) | (1.15)

Sea E) = {w(z) > A} N Q. Utilizando la desigualdad de Tchebychev y (1.14) tenemos que

1 2N
Bl < que) < (1) v

1/(1—¢)
Bl<l(5gu@) -

Tomando & = 1/(1 —¢) — 1y Cy = C/(179) e sigue el resultado. O

y esto implica que

Una propiedad importante que satisfacen todos los pesos de la clase 4,, 1 < p < oo, es la
propiedad reverse Holder o propiedad de Hélder al revés. Dado un ntimero s > 1 decimos

que w € RH; si existe una constante positiva C' tal que, para todo cubo @ C R", se tiene:

<|@/ ()d”“”)l/s |@|/ (1.16)
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El nombre “Hélder al revés” proviene del hecho de que la desigualdad en sentido contrario
vale trivialmente utilizando la desigualdad cldsica de Holder con exponentes s y s'.

Para s = 0o, se define la clase RHy, como el conjunto de todos los pesos w que satisfacen

supw < < w(z) dz. (1.17)
Q QI Jo

La constante mas chica para la cual valen las desigualdades de arriba se denota [w]gp,. Las
clases RH; son decrecientes en s, y ademas RH,, C RH; para todo s > 1.
La condicién reverse Holder la cumplen todos los pesos de A,, y permite probar que estas

clases son abiertas. Es decir, si w € A, con p > 1, entonces existe € > 0 tal que w € A,_.. Estos

resultados se establecen en la siguiente proposicion.
Proposicién 1.30. Si w € A, entonces:

(a) existe s > 1 tal que w € RH,;

(b) eziste § > 0 tal que w'*® € A;

(c) sip>1, existe e >0 tal que w € A,_..

Observacion 1.31. Siw € A, se tiene que w® € A, para todo 0 < o < 1, lo cual es consecuencia
inmediata de la desigualdad de Jensen. En general, no es cierto que w” € A, para cualquier
r > 1, pero la parte (b) de la proposicién anterior nos dice que esto vale siempre que el exponente

sea suficientemente cercano a 1.

Una relacién importante entre las clases RH y las clases A, debida a Strémberg y Wheeden,

puede encontrarse en [42] y se enuncia a continuacion.
Proposiciéon 1.32. Un peso w € RHg, 1 < s < 00, si y solo si w® € A.

Como consecuencia inmediata de esta proposiciéon y de la Observaciéon 1.31, tenemos que

RH,; C Ay para 1 < s < oco. Para probar la proposicién anterior usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.33. Sean p > 1 y s > 1. Entonces w € A, N RH, st y sélo si w® € Ay, donde
g=1+s(p—1).

Demostracion. Supongamos primero que w € A, N RH,. Entonces, puesto que ¢ —1 = s(p—1)

y s(1 —¢') =1—p', tenemos que

() Gl v s o) )™
< [wli, [l

Tomando supremo sobre todos los cubos @), obtenemos que w*® € A,.
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Reciprocamente, supongamos que w® € A, con ¢ = 1+s(p—1). Veamos primero que w € Ap:

s s ) _ <1 ) (1 su-q»)(‘l‘”/s
(\Qr/Qw> (!Q\/Q“’ Q|/Q“’ \Qr/Q“’
1 1/s 1 , (¢—1)/s
- s il s(1—q")
<<Q|/Qw) <\Q1/Q“’ >

< [wy?,

lo que nos dice que w € A,. Por otra parte, utilizando esto y la Observacién 1.26

k= o) G f) ™ o)
< [w?]a, (@/Qwsu_qf))s(l‘p)
< [w']a, (@ /Q w)ﬂ

y elevando a la 1/s obtenemos que w € RH;,. O

Demostracion de la Proposicion 1.32. Notemos que, para demostrar que w® € A, bastard con
probar que RH; C A Si esto vale, entonces existe p > 1 tal que w € RH; N A,. El Lema 1.33
establece entonces que w® € A1+s(p_1) C A.. Veamos entonces que RH; C A,. Fijemos un

cubo Q C R" y E un subconjunto medible de ). Entonces, por la desigualdad de Holder,
w(E) < (w(E))"*|E"*

w® 1/s
o (£2)

< [l w(Q) (é})/

y esto nos dice que w € A, en virtud de (1.14). Reciprocamente, si w® € Ay, entonces existe

g > 1tal que w® € Ay, y tomando p =1+ (¢—1)/s el Lema 1.33 nos dice que w € A,NRH,. [

Una propiedad muy importante de la clase RHy, es que cualquier potencia positiva de un
peso en esta clase, sigue perteneciendo a la misma. Esto es precisamente lo que establece el

siguiente resultado.
Proposicion 1.34. Si w € RHy, entonces w” € RHy para todo r > 0.

Demostracion. Supongamos primero que r > 1. Entonces, si @ C R", se tiene que
r  [WRHL '
supw” < w(x) dx
Q QI Jg

gmﬁﬂaéw@m
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en virtud de la desigualdad de Jensen. Si 0 < r < 1, puesto que RHy, C Ao y w = (w")l/" € Ay,

tenemos que w" € RHy, debido a la Proposicién 1.32. Con esto,

o (g [

1
< [lhur. [0, /Q o () de,

lo que nos da el resultado deseado. ]

La siguiente proposicién retine algunas propiedades referentes a los espacios A, y RH,, que
seran utilizadas a lo largo de la presente tesis. La prueba de las mismas puede encontrarse
en [12].

Proposicion 1.35. Valen las siguientes afirmaciones:

(a) w € As sty solo si w = wiws, con wy € Ay y we € RHoo;
(b) siw € Ay, entonces 1/w € RHoo;

(c) siu,v € RHy, entonces uv € RHoo.

Observacidon 1.36. El inciso (a) es equivalente a afirmar que w € A siy solo si existen nimeros
p,s > 1 de modo que w = wiws, con w; € Ay NRH, y wa € RH N A,. Por otra parte, la
propiedad (b) establece que los inversos multiplicativos de pesos de A; siempre pertenecen a
RH. Sin embargo, puede probarse que la reciproca no siempre vale: existen pesos w de RHyo
tales que 1/w ¢ A;. Para ilustrar un ejemplo, consideremos el peso w = |z|™ definido en R™.
Como dijimos anteriormente, es equivalente trabajar en todas las definiciones con pesos o con
bolas, y como w es un peso radial, para este caso las cuentas resultan mas sencillas sobre bolas.

Separemos las bolas de R™ en dos familias
Fir={B=(zp,R): |zg| <R} y Fo={B = (zp,R) : |tg| > R}.

Notemos que las bolas de la familia F; contienen al origen, y las de F» no. Para las bolas B € F;
podemos estimar

" < 2|z — xp|" + |up|") < 2R,

mientras que para las de F»
2| < 2"(Jo — xp|" + |zp[") < 2M(R" + |ep|") < 27 ap"

Ademads, tenemos que

1 1
W/B|x|”d:sz” y |B|/B|x|”dx%]x3]”,
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para las bolas de las familias F; y Jo, respectivamente. Combinando estas estimaciones, se sigue
facilmente que supgw < C|B|~! [z wdzx. Es decir, w € RHy, pero es claro que wl ¢ Ay (ver,
por ejemplo, [18], Example 9.1.6).

No obstante, si es cierto que los inversos multiplicativos de pesos de RH, elevados a cierta
potencia, pertenecen a la clase A;. Este hecho se enuncia en la siguiente proposicion, cuya

prueba también puede encontrarse en [12].
Proposicién 1.37. Siw € RHy N A, entonces wh P e A,

Otra propiedad interesante de los pesos de la clase RHy, es que al multiplicarlos por pesos

de Ay, el producto se preserva en As,. Mds precisamente, probamos el siguiente resultado.
Proposicion 1.38. Siu € RHy y w € Ay, entonces uw € Ax.

Demostracion. Para probar que uw € Ay, bastard con ver que existe un nuimero real s > 1
tal que uw € RH,, en virtud de la Proposicién 1.32. Como w € A, por la parte (a) de la
Proposicién 1.35 tenemos que w = wjws, con w; € Ay y we € RHy. La parte (c¢) del mismo

resultado nos dice que uws € RHy. Como wy € Aq, existe s > 1 de modo que w; € RH,. Luego

(a1 L) = (i fyomwamr)
1/s
cxpen(3 )
< fuws ) feon ), (@ /Q m) (@ /Q wl>

< [uwa]ru., [w1]Rn, [w1] 4, (fgf wl) @/Qum

1
< [uwz]rH,, [W1]RH, [wl]/h@ uw,
Q
lo que completa la prueba. ]

En general, no es cierto que el producto de un peso de A; por otro de A, permanezca en la
clase A,. Sin embargo, si es cierto si elegimos una potencia suficientemente chica del segundo

peso. La siguiente proposicién establece este resultado, que fue probado en [11].

Proposicién 1.39. Seau € Ay yv € Ay, con1 < p < oco. Entonces existe g > 0, que depende

solamente de [u]a,, tal que uwv® € Ay, para todo 0 < € < &.

Otra clase de pesos que desempena un papel fundamental en la acotacion de los operadores

fraccionarios es la clase Ay, 4. Sean 1 < p, g < oo. Diremos que w € A, 4 si existe una constante

L w? Ha (1 w—p’>1/p/
(|Q|/Q > rc2|/Q =6 (1.18)

positiva C tal que
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para todo cubo @ C R"™.

Notemos que la desigualdad anterior puede escribirse, de manera equivalente, como
1/p—1/q—1
QNP [wig|| o 11/ wiXgll . < C,

para todo cubo (Q C R”. Esta ultima expresién nos permite ver cémo resulta la condicién
para los casos extremos, p = 1 o ¢ = oco. En dichos casos los promedios correspondientes son
reemplazados por el supremo esencial de 1/w o de w en el cubo @, respectivamente. Tales

condiciones resultan

1 1/(1 1 ( )
w e Ay, si su (/ wq) — X, < 00 1.19
! Q ‘Q| Q w Q oo
y
1 AV
weE Apoo  si sup |[wAg|l (/ wp> < 00, (1.20)
Q Ql Jq

La menor de las constantes C' para las que valen (1.18), (1.19) o (1.20) se denomina cons-
tante caracteristica A, , de w y se denota por [w]a, .
Las clases A, , guardan una relacién con las clases A, antes definidas. Dicha relacién esta

contenida en la siguiente proposicién, cuya prueba puede encontrarse en el Apéndice.
Proposicion 1.40. Sean w un peso, 1 <p < oo y 1 < g < oco. Entonces se cumple que:
(a) we Apy siy solo siw? € Ajyyy;

(b) we Apg siy solo si w? e Ay g5

(c) we Aps sty solo si wP e Ay;

(d) we Ay siy solo siw? € Ay.

A continuacién introduciremos una variante de la familia A,. Fijado un peso u, y 1 < p < oo,

la clase Ap(u) se define como la coleccién de pesos w que satisfacen

sup <u(1Q) /Q w(z)u(z) dx) (u(lQ) /Q (w()) " u(z) dx)p_l < 0.

Si u = 1, la clase anterior coincide con la clase A, definida en (1.10). Para los casos p =1y

p = 00, las clases A,(u) se definen como en (1.12) y (1.14), respectivamente, reemplazando la

medida de Lebesgue por du(x) = u(x) dz.

Observacion 1.41. Estas variantes de las clases A, tienen un comportamiento similar a las A,
clasicas. Es facil comprobar que satisfacen las propiedades de la Proposicién 1.27, siempre que

u sea un peso duplicante.
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Por otra parte, si consideramos un peso u € A, la clase Ap(u) tiene algunas propieda-
des interesantes que resumimos en la siguiente proposicién. Si bien las demostraciones de los

incisos (a) y (b) estdn contenidas en [11], se incluyen aqui para facilitar la lectura.
Proposicién 1.42. Sea u un peso en la clase A1. Entonces se tiene que:

(a) sive Ap(u) entonces uwv € Ap, para todo 1 < p < oo;

(b) v € Asc(u) siy solo si uv € Axo;

(c) Ap(u) C A,, para todo p;

(d) siv e Ax(u) entonces u € A1(v);

(e) siuv € Ay entonces v € Ax.

Demostracion. Para probar el punto (a), consideremos primero 1 < p < oo y fijemos un cubo
Q@ de R™. Entonces, como u € A7, para casi todo punto z € @, tenemos:

u(@)
QI

< [u]x‘hu(x)

Entonces,

<L612|/Qw) (W;I/Q(”“)l_p)p_l < <@/¢20u> (@2' <m> —P’/Qvl_p/u>p—1
’ p—1
= [u]’), (u(lQ) /Qvu> <u(1) Qvl—P u)

y esto nos dice que uv € Ay, con [uv]a, < [uly [v]4, @)

Para el caso p = 1, tenemos

1/ vu < [v] inf v

y multiplicando miembro a miembro por u(Q)|Q|~!, obtenemos
1 . uw(@)
— | vu < |[v|g 0 | Infv ) —=.
|Q|/Q _[]Al()<Q ) Ql
Esto implica que
1/ vu < [v] [u] 4, Inf v infu < [v] [u] 4, Inf vu
Ql Jo" = A [wla; fafoinfu < Jola, ], B ou.

Finalmente, si p = 0o, existe un nimero 1 < ¢ < oo tal que v € A,(u). Esto implica, por lo

probado anteriormente, que uv € A; C Ax.
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Para probar (b) notemos que, por el inciso (a), se tiene que v € A (u) implica que uv € Ax.
Reciprocamente, si uv € Ay, consideremos un cubo ) y un subconjunto medible E de Q.

Usando la condicién (1.14), se tiene que existe € > 0 tal que

< [uv]a [ulfy, <ZES§> CEED
< [uv]a, [uli, (ZES;)a ’

y esto nos dice que v € Ay (u).

Probemos (c). Para ello notemos que, fijado @ C R", tenemos
TN (L > 1y’ (& [o) (& [ )
(e dr) (e < () () G
-(6rws) G ) G o)™
- < Q| "‘Z‘f’u> u(@) /Q“ u(@) /Q ¢

< [y, [v] 4, (w)-

Veamos ahora (d), para lo cual debemos probar que existe una constante positiva C' tal que

para todo cubo @ se tenga

u:((QQ)) < CiIQlfu.

Por (b), sabemos que uv € Ao y esto implica que existen p,s > 1 de modo que uv € A, "RH;.
En virtud de la Observacién 1.36 y el inciso (a) de la Proposicién 1.35, existen dos pesos wi, wo
tales que wv = wywsy, con w; € Ay NRH; y wo € Ay N RHe. Por (b) y (¢) de la misma

proposicion, z := wa/u € RHy. Con esto, podemos escribir

w(Q)  wiw2(Q)

v(Q) B w12(Q)
Jo wiw2

N infg wl% sz

B 1 1 1 /

2RHe 77— oA [ Wiw2
infg w supg 2 |Q| Jo

< [Z]RHOO < 1 /‘ s> 1/s < 1 / s,>1/8/
< === | o1 . w2
infqwisupg 2z \ |Q] Jo QI Jg

[lri,.  [wi]ra,w1(Q) [wo]ru, w2 (Q)
~ infg wy supg 2 Q| Q|
L ZU
M= 101 Jo supg 2

IN

< [wi]a, [w1]rn, [w2]ra,, [2]
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u(@)
Q)

< [wi]a, [wi]rn, [wo]ru,, [2]RH.. [U] A, fgf u.

< [wi]a, [w1]rn, [w2]rn,, [2]RE..

Finalmente, para probar (e), escribimos uv = wjws, donde w; € Ay y we € RHy, de acuerdo
a la parte (a) de la Proposicién 1.35. Si z se define como arriba, entonces z € RHy, en virtud
de los incisos (b) y (c¢) de la misma proposicién. Luego, v = w1z € A, nuevamente por el
item (a). O

Observacion 1.43. La parte (d) de la proposicién anterior nos indica una especie de dualidad
entre u y v al intercambiar los roles que tienen los mismos, como peso y medida. Esta propiedad
resultard de crucial importancia a la hora de probar algunos de los resultados principales de

esta tesis.

1.4. Operadores maximales y sus caracteristicas

El objetivo de esta seccion es introducir los distintos operadores maximales con los que
vamos a trabajar a lo largo de la presente tesis, asi como también dar las acotaciones de los
mismos en diferentes espacios.

Un operador es una aplicacién T : X — Y, donde X e Y son espacios funcionales. Para
expresar que 1 estd evaluado en una funciéon f escribiremos T'f. En general, T'f resulta en
una nueva funcién, por lo que cuando sea necesario explicitar que se evalia en un punto x,

escribiremos T'f(x).

Diremos que T es lineal si T'(af 4+ g) = T f + Tg, para todo par de funciones f, g y todo
escalar a.

También diremos que 7" es sublineal si |T'(f +g)(x)| < |Tf(x)| + |Tg(z)|, para todo par de
funciones f,g y ademds |T'(af)| = |a||T f| para todo escalar .

Sean (X, u) un espacio de medida y 1 < p,q < oo. Diremos que un operador 7" es de tipo
fuerte (p, q) si T mapea continuamente LP(X, u) en LY(X, u). Més precisamente, si existe una

constante positiva C' tal que

1T Fll Lacx ) < C U Lo »
para toda f € LP(X, u).

Diremos que T es de tipo débil (p,q) si T mapea continuamente LP(X, u) en L2 (X, p),

es decir, si existe una constante positiva C' tal que para toda f en LP(X, u) vale la desigualdad

1T Fll oo () < C Nl o (x 0y -

Esta ultima desigualdad nos dice que, para todo t > 0,

q/p
u({e € X1 [Tf()] > 1)) < (f / \f(w)\”du(w)> .
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Es facil ver que si un operador T es de tipo fuerte (p, ¢), entonces es de tipo débil (p, q), pero
en general la implicacién reciproca no es cierta. Sin embargo, conocer ciertas acotaciones débiles
de un operador sublineal nos permite inferir algo acerca de sus acotaciones fuertes, hecho que

esta contenido en el siguiente teorema.

Teorema 1.44 (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz). Sean 1 < p1,p2,q1,q2 < 00, con
pi < qiparai = 1,2 yq # qo. Sean (X,pu) e (Y,v) dos espacios de medida y T : X — Y
un operador sublineal, que verifica ser de tipo débil (p1,q1) y de tipo débil (p2,q2). Para cada
0 <t <1 definimos

1 1 1 1 1 1

—:(l—t)—+t—, *:(l—t)*-i-t*.
p b1 D2 q q1 q2

Entonces T es de tipo fuerte (p,q).

Para definir los operadores que nos interesan, consideraremos X = R" y u la medida de

Lebesgue.

Para f € L . se define el operador maximal de Hardy-Littlewood M como

M) = sup o [ 17wl dy,
032 1@l Jg
donde el supremo se toma sobre todos los cubos contenidos en R™, con lados paralelos a los
ejes coordenados, que contienen a x. Observemos que M es un operador positivo, ya que M f =
M(|f]) > 0 para toda funcién f € L] . Es fdcil ver que este operador acota superiormente a la
funcién a la que se aplica, es decir, que para casi todo x € R", se tiene que |f(z)| < M f(x),
lo cual se deduce del teorema de diferenciacién de Lebesgue. Es conocido de la literatura que
este operador es de tipo fuerte (o débil) (00, 0) y ademds de tipo débil (1,1). El teorema de
interpolacién de Marcinkiewicz nos permite obtener, entonces, que es de tipo fuerte (p, p) para
todo 1 < p < o0, esto es || M f|;», < C | fll;»- Una pregunta interesante es bajo qué condiciones
en un peso w la desigualdad anterior es cierta en el espacio LP(w). En [32], B. Muckenhoupt
caracterizé tales pesos como los pertenecientes a la clase A,. Si bien la prueba dada en ese
trabajo es en R, el resultado vale en R" e incluso, en ciertos espacios de medida més generales,
como los espacios de tipo homogéneo (ver, por ejemplo, [10], [8] y [3]). El mismo se detalla a

continuacion.

Teorema 1.45. La desigualdad

w(fe € R0 f@) > 1) < 5 [ |f@)Pule) do

=

vale st y solo siw € Ay, 1 < p < oo. En particular, existe una constante positiva C' tal que

IM fll 2oy < C I o)

para toda f € LP(w) siy solo siw € A,, 1 <p < o0.
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Si w es un peso arbitrario, no necesariamente en alguna clase A,, puede obtenerse un resul-

tado un poco mas débil para el operador M.

Teorema 1.46. Para cada 1 < p < o0, existe una constante positiva C de modo que la de-

sigualdad .
[ ots@rede < 5[ |f@pMu) ds

P Jpn

vale para todo t positivo y todo peso w. Mds aiun, cuando p =1 se tiene la siguiente desigualdad

w({z € R™: Mf(z) > 1}) < f/ ()| Muw(z) da.

n

El siguiente resultado, clasico en la literatura, nos da una herramienta para generar pesos

en la clase A;. Una prueba puede encontrarse en [15].
Proposicién 1.47. Sea f € L}y 0<§ < 1. Entonces (Mf)° es un peso de la clase Aj.

Dado 1 < p < o0, una variante de este operador maximal es el operador M), definido como

1 1/p
) = PY ()P = { sup — p .
My f(z) = (M(|f[")(z)) {QSI;|Q|/QU(?J)! dy}

Utilizando la desigualdad de Jensen, resulta inmediato que M f < M, f. Un resultado andlogo
al Teorema 1.45 para este operador es el siguiente.

Teorema 1.48. Dado 1 < g < oo, la desigualdad

w({x e R" : M, f(x) > t}) < g/n |f(z)[Pw(x) dz

vale si y solo siw € A q < p<oo. En particular, existe una constante positiva C tal que

p/q>
1Mo f 1Ly < C 1l o

sty solo st w € Ap, ¢ <p < oo.

Otro tipo de operadores maximales importantes con los que trabajaremos son aquellos aso-
ciados a funciones de Young.

Si @ es una funcién de Young, p es una medida de la forma du(x) = w(x) dx, donde w es un
peso y E es un conjunto medible tal que 0 < |E| < oo, el promedio de tipo Luxemburgo

| fllg . de f sobre E esta dado por

a0 =0 {05 s [ (V) e <1}

Observar que cuando w = 1, p es la medida de Lebesgue. En este caso denotaremos simplemente

1flle 5.0 = 1flle £
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P

locs €l operador maximal

Si ® es una funcién de Young entonces se define, para f € L

Mg f como
Mg f(x) = sup [[flleq-
Q>3

A continuacién daremos algunas propiedades importantes de los promedios |-||¢ g ,,- Como

consecuencia de la definicién, tenemos que

@l
w<E>/E‘I’<\|f||¢,E,w> (=1 -2y

En efecto, por ser un infimo, existe una sucesién {\;}; de reales positivos de modo que A

i (222

para todo k. Luego, en virtud del lema de Fatou, podemos escribir

. 7‘]0(%)‘ w(z ac:L imin |f (=)l w(z) dz
w<E>/E‘I’<Hqu>,E,w> e = gy [ timinte (5 v

Shkni}gfw(l@/cg@<|f)(\?|>w(aj)dx

<1

decrece a || f[lg g, ¥ tal que

Y
tal como se queria probar.

Proposiciéon 1.49. Sean ® una funcion de Young, w un peso y E un conjunto medible con

0 < |E| < o0. Supongamos que

i (1) s

para ciertas constantes positivas A y C. Entonces || f|lg g, < méx{1l, C}A.

Demostracion. Si0 < C < 1, la conclusién es inmediata por la definicién de || f{|g g, S1C > 1

entonces basta observar, por el Lema 1.2, que

et [ () o gyt [ (M) oiursr

Proposiciéon 1.50. Sean A y B conjuntos medibles con medida positiva y finita, tales que

A C B yw(B) < Cw(A), para alguna constante positiva C. Si ® es una funcion de Young,

entonces || fllg 4., < maX{C, 1} ||fllg g, para cualguier funcion f.

Demostracion. En virtud de la Proposicion 1.49 bastard ver que

BN HORY.
w(A)/A‘I’<||f||¢,B,w> (r)de= ¢
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En efecto, utilizando la hipétesis y (1.21) tenemos que

1 F@l ), o, C HERY
w(A)/A‘I’<||fH¢,B,w> () Sw(B)fjg‘D(ufn@,B,w) = -

La siguiente proposicién establece que si dos funciones de Young son comparables para ¢
grande, entonces sus promedios de tipo Luxemburgo sobre un conjunto £ también lo son. Esto

es, los valores que toma una funcién para valores de t pequenos no afectan a dichos promedios.

Proposicién 1.51. Sean ® y ¥ funciones de Young que verifican ®(t) ~ ¥(t) para todo t >

to > 0. Entonces ||-HQE’w ~ ||'H\II,E7w'

P

Demostracién. Consideremos una funcién f € L, .

Por hipétesis existen dos constantes positi-

vas Cq y C tales que
ChV(t) < ®(t) < Cr¥(t),

para t > ty. Entonces, para A > 0, tenemos que

w(lE) /E(D <|{\’> v w(lE) /Eﬂ{|f<t0>\} ¢ <|§|) v w(lE) /Eﬂ{f|>to>\} ¢ <‘§|> v

<o)+ ooty [ ()

Si A= || flly ., entonces concluimos que

w(lE)/E(I) ('{\’) w < ®(tg) + Co,

con lo cual || fllg 5., < (2(t0) +C2) || flly g 4> €0 virtud de la Proposicién 1.49. La otra desigual-

dad es andloga intercambiando los roles de ® y W. O

La siguiente proposicién nos da una manera util de calcular los promedios de tipo Luxem-
burgo a partir de ciertas expresiones de tipo modular. La prueba puede obtenerse mediante una

adaptacién de lo demostrado en [24].

Proposicion 1.52. Si ® es una funcion de Young, E es un conjunto medible acotado con

medida positiva y w € Ay, entonces existen constantes positivas C1 y Co tales que

Cillflle gw < g{;) {T * w(TE)/E(I) <|f(7-x)|> w(z) dm} <O fllo g

El siguiente teorema nos da una versiéon generalizada de la desigualdad de Holder clésica,

en términos de funciones de Young. Una prueba puede encontrarse en [24].
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Teorema 1.53 (Desigualdad de Holder generalizada). Sea w un peso duplicante. Sean @,V y

1 funciones de Young que satisfacen la desigualdad
VO TH(t) < c@TH(D),
para alguna constante positiva ¢ y todo t > ty > 0. Entonces existe una constante K tal que

1f9lle 5w < K1 fllw w9l 2w
donde E es cualquier conjunto medible acotado con |E| > 0.

Como caso particular de este resultado, en virtud del Lema 1.14 se tiene la siguiente de-

sigualdad

1 /
—— [ 1f9l <21 Fle. 5w 1916 5w - 1.22
o) EI | [ lo, 2 191l 5. (1.22)

Como la definicién del operador Mg involucra promedios de tipo Luxemburgo sobre cubos
o bolas de R", el conjunto E que consideraremos sera de este tipo.

Cuando trabajemos con las funciones ®,, () = t(1 + log™ ¢)™ y su funcién complementaria,
D, (1) = et — 1, denotaremos a las correspondientes normas de Luxemburgo sobre un cubo

@ con respecto a w como || - [|Logrym.Quw ¥ || lexpri/m s T€Spectivamente.

Observacion 1.54. En realidad, ®,,(t) = (etl/m — €)X(1,00)(t). Sin embargo, es facil ver que
Q:)m(t) ~ '™ 1 para t > e, con lo cual podemos usar cualquiera de estas expresiones en la

definicién de || - [|oxpr1/m g €0 virtud de lo expuesto en la Proposicién 1.51.

El siguiente lema nos da una relacion entre los promedios de tipo Luxemburgo, con y sin

pesos, asociados a la funcién ¢(t) = €' — 1.
Lema 1.55. Sea p(t) = e! — 1 y supongamos que w € RH; para algin s > 1. Entonces
1fllexpr,@uw < 28 [wlri, || fllexpr -

Demostracion. Fijemos A = &'|| f|lexpr.0- Para mostrar que ||f|lexpr.ow < 2% [w]rn, A, serd

suficiente probar que

para cada cubo @, en virtud de la Proposicién 1.49. Aplicando la desigualdad de Holder y la

condicion RH; de w, obtenemos
1 / Lf ()] 1 / | ()]
—_— e x —1llwlx)dr < —— e x w(x)dr
2@ Jo ( Ju)de < S | e uta)

WI<1 H$Ld>W(1 . d)“
= 0@ @Zf @ de |@4w“)x
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1 1S ()] 1/s!
S [w]RHS (M/QelfexpL,Q dl‘>

1 1S ()] 1/s'
— [w]RHS (M/é <€ Hf“expL,Q — 1> dw + 1>

< 2V [w]gy,,

donde en la tltima desigualdad hemos utilizado (1.21). Esto completa la prueba. O

La siguiente proposicién nos da una version de la desigualdad de Jensen para promedios de

tipo Luxemburgo.

Proposicién 1.56. Sean ® una funcidn de Young, f € L2 y r > 1. Entonces existe una

loc

constante positiva C' tal que para todo cubo Q)

1 leo < CllfM lag-

Demostracién. Notemos que si t > 1, entonces ®(t!/") < ®(t). Tomando \ = HfrHl/r podemos

escribir

1 If(y)\> 1 (!f(y)!> 1 <\f(y)\>
S B Y (REACTIR I QEACZI N R Y EACZIR
!Q\/Q ( A YTl Jongnen A YTl Qn{m»} A ’

1
< P(1 d
=POE @ fontrion (IIf’“Hch) Y
1
< P(1 —
W 1ar (Hfruq)Q)
< ®(1) + 1,
con lo cual

fleo < ClFfI¥s- 0

Las propiedades de continuidad del operador maximal Mg guardan estrecha relacion con la

funcién ® involucrada, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.57 ([38], Thm. 1.7). Sean 1 < p < oo y ® una funcién de Young duplicante.

Entonces son equivalentes
(a) ® € By;

(b) eziste una constante positiva C' de modo que

| otap@yiz<e [ i@
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(c) existe una constante positiva C tal que para cualquier peso w
[ tg@ypu) s <o [ 15@PMue) .
n R"
Del teorema anterior es directo que, si w pertenece a la clase A;, y ® € B, entonces
Mg : LP(w) — LP(w).
Es bien conocido que si w es un peso de la clase A;, entonces Mw(x) < [w]4,w(z) en casi
todo punto z. El siguiente lema nos da condiciones suficientes para tener una estimacion similar

para el operador Mg.

Lema 1.58. Sea w € A1 N RH;, para algin s > 1 y ® € By. Entonces existe una constante

positiva C' tal que Mow(x) < Cw(x), para casi todo punto x.

Demostracion. Como ® € By, existe Cs tal que ®(t) < Cst®, para t > tg, en virtud del Le-

ma 1.16. Fijemos = y un cubo ) que contiene a x. Entonces, para A > 0, tenemos que

1 w@g ! <mw> 1 (wwv
- P 2 ) qy= — ol —22) d — o —=|d
rQ|/Q ( X ) Y10 onteenns VA ) YA Jonpusiony S U x )

§C+|QQ<A 4

< O+ S M@w)).

Tomando A = (M (w*)(x))*/* obtenemos

@/@@(@) dy < C,

y por la Proposiciéon 1.49 podemos concluir que
lwllg,q < C(Muw*(x))"/*

en virtud de la Proposicion 1.49. Asi, tomando supremo sobre los cubos () que contienen a x

obtenemos que
Maw(z) < C(Muw®(x))"* < Cw(z),

ya que el Lema 1.33 asegura que w® € Aj. O

El siguiente teorema nos da un resultado de acotacion con pesos para el operador Mg. Si
bien en [5] se prueba una versién mds general en el contexto de los espacios de Lebesgue de

exponente variable, enunciaremos la versién correspondiente del caso clésico.

Teorema 1.59 ([5], Thm. 2.5). Sean 1 <r < p < oo y ® una funcidn de Young que satisface

® € B, para cada p>1r. Siw e A entonces Mg estd acotada en LP(w).

p/r>

Por otra parte, Mg satisface una acotacién de tipo débil modular. Esto se sintetiza en el

siguiente teorema, que puede encontrarse en [23].
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Teorema 1.60. Sean ® una funcion de Young y w un peso. Entonces existe una constante

positiva C' de modo que la desigualdad

w({x eR": Mg f(x) >t}) <C <I)<
R
vale para todo t positivo.

Notar que cuando ®(t) =t, se tiene Mg = M. Luego, el resultado anterior extiende el tipo
débil del Teorema 1.46.

Existe una relacién entre el operador maximal M de Hardy-Littlewood y el operador Mg,
para ®(t) = t(1 + log™ )™, con m € N: Mg es equivalente a M™+! donde M™*! denota la
composicién del operador M consigo mismo m + 1 veces. Méas precisamente, existen constantes

positivas Cy y Cs tales que
CiM™ ! f(z) < Mo f(a) < CoM™ f (), (1.23)

para toda f € L}I;c y todo z. Una prueba de esta estimacién puede encontrarse en [6].

1.4.1. Interpolacion modular

El teorema de interpolacién de Marcinkiewicz es una herramienta poderosa que permite
conocer acotaciones de tipo fuerte (p, p) de ciertos operadores sublineales siempre que satisfagan
dos acotaciones de tipo débil. Estas desigualdades de tipo débil y fuerte estdn intimamente
relacionadas con las normas LP:>° y LP| respectivamente, asociadas a su vez a la funcién de
Young ¢(t) = tP. Cuando en las desigualdades aparecen expresiones que involucran a una
funcién de Young més general, estas no son exactamente estimaciones de tipo fuerte o débil,
sino que simplemente nos referimos a ellas como “desigualdades de tipo débil modular”. En
consecuencia, el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz no aplica y es necesario encontrar
condiciones suficientes que aseguren una acotacién, por ejemplo, de tipo fuerte. En esta seccién
daremos algunas definiciones, notacién y resultados necesarios para enunciar un teorema de
interpolacién en este contexto, que son adaptaciones de los que aparecen en el trabajo [1] de
Acinas y Favier.

Dadas dos funciones ®, ¥ : Rt — R™, diremos que ® < ¥ si la coleccién {¥(z)®(a/z)}a0
es una familia de funciones débilmente casi creciente con una constante independiente de .

En vista de la definicién anterior, si ® < ¥ entonces existe una constante positiva p tal que

la desigualdad
1 X
/ U(t)P(a/t)dt < p¥(x)P(a/x)
T Jo

vale para todo x > 0 y todo a > 0.

El teorema de interpolacién que utilizaremos en este contexto es el siguiente.
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Teorema 1.61. Sean u una medida y ® : R™ — R* una funcién no decreciente. Sean F' y G

funciones no negativas que satisfacen

p{z e R": F(z) > A\}) <C G(:c)) du(z), (1.24)

dt
{z:G(x)>cA} A

para algin par de constantes positivas C y c, y todo X > 0. Sea ¥ una funcion en C1([0,00)) tal

que ¥(0) =0, ¥’ es no decreciente y ademds ® < ¥'. Entonces, tenemos que

/n U(F(x))du(xz) <C - v <2G(az)> du(z).

C

Demostracion. En virtud de la Proposiciéon 1.22 y de la hipdtesis, tenemos que

| vr@)due = [ T u({r s F@) > Ab) dy

<c/ (/001%) (NP (G(f)> d)\) du(z).

Como ® < ¥, podemos escribir

c1G(x) T
/0 V()P <G< )> i\ < pB()e G )W (G (x)).

Ademads, observemos que

ya que ¥’ es no decreciente. Entonces,

/ HE@) @ <0 [ W <2GC(””)> du(z). 0

Observar que en la hipdtesis del teorema anterior, la estimacién de tipo débil modular
involucra una integral sobre un conjunto maés chico que R™. Esta hipdtesis puede asegurarse

utilizando el siguiente lema.

Lema 1.62. Sean u una medida, T un operador sublineal y ® una funcion de Young. Supon-

gamos que

| /(@)
e i@ > <c [ o () dua),

para algun par de constantes positivas C y ¢, y para todo A > 0. Supongamos también que

1Tl oy < Co |l fll ooy~ Entonces

pz: |Tfx)] > A}) <C

o <2c|f(:v)|> dyi(x).
{w:1f(2)|>A/(2C0)} A
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Demostracion. Fijemos A > 0y definamos f1 = fX(s>a/2c0)) ¥ f2o = [ — f1. Asi,

A A
o @) > ) < ({100 > 5 ) ({100 3}).
y observemos que el segundo término es cero. En efecto, si x satisface |T fa(z)| > \/2 tenemos
que

A
5 < Tfellzee(y = CollfollLeoq »

que es una contradiccion. De esta manera, aplicando la hipétesis a f; obtenemos que

w({z: |Tf()] > A) = ({x T fa(z)] > ;})
<o @ <2Cf;\(x)‘> dp()
2c|f (z)]

> dp(z). O

<c P (
{w:f(2)[>7/(2C0)} A

1.4.2. Operadores diadicos

En esta seccién introduciremos la version diddica de los operadores maximales definidos
anteriormente, las cuales seran ttiles en algunos de los resultados principales de esta tesis. Para
ello, necesitamos introducir el concepto de grilla diddica.

Una grilla diadica D es una coleccién de cubos de R™ que satisface las siguientes propie-
dades:

1. cada cubo Q en D tiene lado de longitud 2%, para algin k € Z;
2.8iP,QeDy PNQ # D entonces PC Qo Q C P;

3. D = {Q € D : ¢(Q) = 2*} es una particién de R” para cada k € Z, donde £(Q) denota la
longitud de los lados de Q.

Dada una funcién de Young ® y una grilla diadica D, se define el operador maximal

P
Mg p, para f en L;, ., como

Mopf(z)= sup |flleq-
Q3z,QeD

Cuando ®(t) = t, escribiremos directamente Mg p = Mp.

Una propiedad importante de los operadores maximales diddicos es que sus conjuntos de
nivel pueden ser escritos como unién numerable de cubos diddicos de la grilla. Este hecho se

enuncia en la siguiente proposicién.
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Proposicion 1.63. Dados A > 0, una funcion de Young ®, una funcion f acotada de soporte
compacto y una grilla diddica D, existe una familia de cubos diddicos disjuntos {Q;} de D que

satisface
{z eR": Mppf() >} =@,
J

y 1]
Demostracion. Fijemos A > 0. Para k € Z definimos Ey f(x) = > oep, [|fllo,q Xo(x). Con esta

8,Q, > A para cada j.

definicién, podemos escribir Mg p f(x) = sup;, Ey f(x). Consideremos ahora los conjuntos
Ap={zeR": Eyf(zx) >y Ejf(x) < Asij>k}.

Entonces, tenemos que

{33‘ € R": M<1>7Df($) > )\} = UAk
k

En efecto, si x € {Mopf(x) > A} existen k € Zy Q € Dy, tales que || f|p o > A, y esto significa

que Ejif(z) > A. Veamos que | f[|4 o tiende a cero cuando |Q| — oo. Para ello, fijado € > 0
arbitrario, observamos que

ol (2) =@ o (M) =+ (M)

donde K es el soporte de la funcion f. Esta tltima cantidad es menor o igual que 1 siempre que

Q| > @ (%) |K|=:M. Entonces, si |Q| > M tenemos que | f||g o < €, como querfamos ver.
En consecuencia, Fy f(x) — 0 cuando k — oo. Esto implica que existe ko € Z tal que si j > ko,
E;f(x) < A. Ahora, si para cada i que verifica k < i < kg tenemos que E;f(x) < A, entonces
x € Ag. Sino, sea ig el mayor entero menor o igual que ko para el cual E;, f(z) > A. En este

caso, x € A;,. Esto prueba que
{.T e R": Mq;}pf(l“) > )\} - UAk
k

Para probar la inclusién opuesta, si @ € |J, Ag, existe ko tal que € Ay,. Esto significa que
Ejy f(z) > A, lo que nos da Mo pf(z) > A

Finalmente, observemos que cada conjunto Aj puede escribirse como una unién de cubos de
Dy, con la propiedad deseada, pues para = € Ay fijo, tenemos que y € Ay para todo y € Q(k),
donde Q(k) es el cubo Dy, que contiene a x. O

Como consecuencia inmediata de esta proposicion, tenemos la version diadica del Teore-

ma 1.60, que demostraremos a continuacién.

Teorema 1.64. Dados una grilla diddica D, una funcion de Young ® y un peso w, existe una

constante positiva C' de modo que la desigualdad

w{z eR": Mgpf(x)>t}) <C o <‘f(tx)‘> Mpw(x)dx
R’VL

vale para todo t > 0.
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Demostracién. Sea t > 0. Por la Proposicién 1.63, existe una sucesién de cubos diddicos {Q;}

en D tal que
{reR": Mopf(zx) >t} = UQ]7

y ademds ||f||¢7Qj > t para todo j, lo que equivale a

1 !f(w)|>
1<|Qj’ Qj@( " dx.

w({z eR": Mppf(x)>t}) =w UQj
Z IQ!

w(Q;) |f ()]
<27, /‘I’< ‘ >d"“’

J

<Z/ ( )Mw( ) do
g/nQJ(’f(tM)MDw(x)dx. 0

El siguiente teorema es bien conocido y brinda una herramienta clasica muy 1til al momento

Entonces,

de probar la acotacién de algunos operadores del Anélisis Arménico (ver, por ejemplo, [18]).

Teorema 1.65 (Descomposiciéon de Calderén-Zygmund). Sea p una medida duplicante, f €
LY(u) definida en R™ y t > 0. Entonces existen una sucesion de cubos diddicos disjuntos {Q;};

y funciones g,b definidas en R™ de modo que
(a) f=g+0b;

(b) t < (u(Q;)~* fQj |f(2)] du(z) < Cpt, para cada cubo Q;;

(©) Ngllprey < Ifll g1y y también [[g]l ooy < Cnt;

(d) b= Zj bj, donde cada funcion b; estd soportada en un cubo diddico Q;. Mds ain, cuando

J #k, Q; y Qy tienen interiores disjuntos;

fQ x)dp = 0 para todo j.

En general resulta mas sencillo trabajar con versiones diddicas de operadores maximales.
Esto se debe a las propiedades de los cubos involucrados en su definicién. Luego, un argumento
de control permite obtener estimaciones para las maximales originales. El siguiente teorema es

util para lograr este objetivo. La demostracién puede encontrarse en [35].
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Teorema 1.66. Ezxisten grillas diddicas DO 1 <4 < 3" tales que, para cada Q C R™ eziste
Qo perteneciente a una de tales grillas, satisfaciendo @ C Qo y £(Qo) < 34(Q).

Como consecuencia inmediata de este teorema tenemos el siguiente resultado de control del

operador Mg por suma de operadores maximales diddicos.

Corolario 1.67. Sea ® una funcion de Young. Entonces

377.
Mg f(x <CZM<DD ) f(2).
=1

Demostracion. Fijemos x € R™ y () un cubo que contiene a z. Por el Teorema 1.66 existen una
grilla diddica D@ y Qo € DY, 1 < i < 3™, que verifican Q C Qq y 2(Qo) < 3¢(Q). Entonces,

Qi 1 W) .
d | ———]d 3".
@l (wm@) V=101 Qo] Ja, Qmu%)y<

Luego, por la Proposicién 1.49,

oo < 3" 1 flleg, < 3" Mg pe f(x) < 3" ZM<1>D<z)f z).

De esta manera, tomando supremo sobre todos los cubos ) que contienen a x tenemos la

estimacién deseada. O

1.4.3. Operadores de tipo fraccionario

En esta seccién introduciremos los operadores de tipo fraccionario con los que trabajaremos.

Sea 0 <y < n. Para f € L] _, el operador maximal fraccionario M, se define como

loc?
1
M, f(z) = Zgl; W/Q | f(y)] dy.

Notemos que este operador puede verse como una generalizacién del operador maximal de
Hardy-Littlewood ya que, si tomamos v = 0, entonces M, = M. Asi como los pesos A, ca-
racterizan la acotaciéon de M en LP(R™), los pesos que caracterizan la acotacién de M, para
0 <y < mn, son los de la clase A, 4, donde p y ¢ son dos exponentes que se relacionan mediante
la igualdad 1/q = 1/p — «v/n. El siguiente resultado retune las propiedades de acotacién para
M., probadas en [33].

Teorema 1.68. Sean 0 <y <n, 1 <p<n/yyl/qg=1/p—~/n. Entonces, la desigualdad de
tipo débil
1/p
Wt (o € B 0 G0) > 1) <€ (5 [ 1f@Pere) de )
vale si y solo siw € Ap 4. Ademds, si 1 < p <n/v, la desigualdad de tipo fuerte

1My (Fwl e < Cllfwlgy

vale si y solo siw € A, 4.
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Observacion 1.69. En el caso en que p = n/7, entenderemos que ¢ = 0.

La siguiente desigualdad es muy 1til y permite acotar puntualmente a M, por expresiones
que involucran al operador maximal de Hardy-Littlewood. La misma fue demostrada en [17] en
el contexto mas general de los espacios de Lebesgue de exponente variable. Incluimos aqui una
adaptacién de esta prueba al caso més simple de exponentes constantes. Esta desigualdad es

una generalizacién de la probada en [21] por Hedberg.

Proposicién 1.70. Sean 0 <y <n, 1<p<n/y,1/q=1/p—~/nys=1+q/p'. Entonces

¥/n
M (7)) < b ([ prar)

para toda funcion no negativa w y f € LP.

Demostracion. Definimos g = |f[P/*w=%/%, con lo cual |f|/w = ¢*/Pw=+9/P, Fijemos z € R"
y @ un cubo que contiene a x. Entonces, aplicando la desigualdad de Holder con exponentes

n/(n — ) y n/v, obtenemos que

1 / ] 1 / s/p,,—1+a/p
NI S A . S
QI Jo w QI Jq

1 — n_s n— n
— W/le v/n gs/pty/n=1y,av/

1 1—y/n v/n
< < / g> ( / g(S/p+7/n—1)n/qu>
QI Jo Q
v/n
< My(a)*/® ( / \f|p) 7

yaque l—v/n=s/qy (s/p+~/n—1)n/v = s, por la definicién de s. Tomando supremo sobre

todos los cubos @) que contienen a x, tenemos la desigualdad deseada. ]

Observacion 1.71. Si en la prueba de arriba aplicamos la desigualdad de Jensen con exponente

s > 1 en el promedio de g, podemos concluir que

¥/n
(1) < artrrwmyn ([ ) (1.25)

desigualdad que utilizaremos luego.
El siguiente lema técnico es esencial en la obtencién de acotaciones mixtas correspondientes

al operador maximal fraccionario M,.

Lema 1.72. Sean 0 <y <n, 1 <p<n/vy y~y =py. SivE Ay, entonces para toda f acotada

Yy con soporte compacto tenemos que

MG ¢ gy (all?oa))

v(x) A
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Demostracion. Fijemos x € R™ y un cubo @) que contiene a x. Entonces, aplicando Holder,

L 1 1/p, 1/p' L 1 ( D >1/p< >1/p,
o(@) rQP—v/n/Qf R T /Qf ° /Q
1

B 1 ” 1/p <1 U> 1/p
= o) (|@1wn /Qf ) |Q|/Q

[U]z/lpl ( D 1/p ]_/p’
o) M (o) @) @)
Uy Moy (fP0)(2)\ /7

= bl (F )

Finalmente, tomando supremo sobre todos los cubos () que contienen a x obtenemos la de-

sigualdad buscada. O

Finalizaremos este capitulo introduciendo un operador de tipo fraccionario que generaliza a

Mg. Dados 0 < v < n'y ® una funcion de Young se define el operador maximal fraccionario

P
loc

generalizado M, s, para f € L} como

M,y of(z) = CSQUP Q™ 1 fllg.0-
Sx

Observacion 1.73. Notar que cuando v = 0, M, ¢ = Mg. Por otro lado, si consideramos la

funcién ©(t) = ¢ entonces || f|l¢ o = Q! fQ |f(y)|dy, con lo cual en este caso M, o = M,.
En [7] se prueba un resultado de equivalencia que permite concluir que M, ,(Mg) =~ M, w,
donde p > 1, p(t) = tP, ®(t) = t?(1 +log™ t)? y ¥(t) = t?(1 +log™ t)?+!. Este mismo resultado

permite probar una versién fraccionaria de la estimacién dada por (1.23), a saber:
My (M™) = Mg,

donde ®,,(t) = t(1 + log™ t)™.
El siguiente resultado, probado en [5], nos da acotaciones de tipo fuerte para el operador
M, .

Teorema 1.74. Sean r > 1,6 > 0, ®(t) = t"(1 +log™t)%, 0 < v < n/r,r < p < n/yy

1/q =1/p —v/n. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

(8) 10| paguny < C 11y

(b) w' e Ap/r,q/r'

Recordar que en las estimaciones de continuidad de los operadores M o M, el valor limite
inferior para p es 1. En estos casos las acotaciones de tipo fuerte fallan, pero en su lugar
se obtienen estimaciones de tipo débil. Esto sucede también para el operador M, ¢, solo que

en este caso el limite inferior para p es r, es decir, el exponente de t en la definicién de .
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Una estimacién de tipo débil, para el caso en que p = r, fue probada en [16] en el contexto de
espacios de tipo homogéneo. A continuacién enunciamos una versioén de este resultado adaptada

al espacio euclideo R".

Teorema 1.75. Sean 0 < v < n/r, r > 1,8 > 0, ®(t) = t"(1 4+ log" t)°, ¥(t) = " "(1 +
log™ t=7/™)% () = (t(1 4 log™t t7/™)0)/ ("= Entonces, para cada peso w existe una cons-

tante positiva C' de modo que la desigualdad

w({z €R™: M, of(x) > t}) < Cyp (/ o (W) W (Muw(z)) dx)

vale para todo t positivo.

Para la obtencion de desigualdades mixtas para el operador M, ¢ utilizaremos, de manera
similar a lo que se hard para M., una desigualdad puntual que la relaciona con otro operador
maximal mas sencillo. La siguiente estimacién es similar a la Proposicién 1.70 e involucra a los

operadores Mg y Mg .

Proposicién 1.76. Sean 0 <y <n, 1 <p<n/vy,1/g=1/p—v/nys=1+q/p. Sean ®,¢

funciones de Young que verifican t7/"¢1(t) < C®~(t), para todo t > to. Entonces para todo
w no negativo y f € LP tenemos que

M, e <£> (x) < C | Mg <1J:;Z> (@] s/q </n ) dy>wn.

Demostracion. Sea g = | f|P/w=9/5. Entonces se tiene que

Il = ¢*/Py/P~1,
w

De esta manera, utilizando el Teorema 1.53, podemos estimar

/" = Q™

s/p,,q/p—1 H
g $,Q

= ’Qp/n Hgl—v/ngS/erv/n—lqu/n

7
Wile,Q

@7Q

< C|Q|v/n gs/p+v/n—1qu/n

1—’)//71” ‘
g
ng

v/n
% ( [ s i)

< (egfa)) (| If(y)l”dy>7/n,

Rn

Ln/7,Q

<Clg

donde hemos utilizado la Proposicién 1.56. O

Notemos que de la prueba del resultado anterior también podemos concluir que

e (D@ zeu (L))" ([ wora)”






Capitulo 2

Desigualdades mixtas para

conmutadores de OCZ

Este capitulo estara dedicado al estudio de desigualdades mixtas para operadores de tipo
integral singular. Antes de introducir estas estimaciones, mostraremos la motivacion que dio
origen a su estudio y como fueron obteniéndose avances en esta direccion.

En particular, exhibiremos los resultados obtenidos en esta tesis para conmutadores de ope-
radores de Calderén-Zygmund. También mostraremos las correspondientes estimaciones mixtas
obtenidas para operadores de tipo convolucién cuyo ntcleo satisface una condicién de regulari-

dad de tipo Hormander.

Introduccién

Las desigualdades mixtas fueron introducidas por E. Sawyer en [41], en el ano 1985, aunque
otro tipo de desigualdades similares fueron estudiadas en 1976 por B. Muckenhoupt y R. Whee-
den en [34]. En este dltimo trabajo los autores prueban que, dado 1 < p < co y w € A, existe

una constante positiva C' tal que la desigualdad

C
Hx eR:Tf(x)w'P(z) > t}’ < tp/ |f(z)|Pw(x) dz (2.1)
R
vale para todo ¢ positivo, donde T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o la transforma-
da de Hilbert. Esta desigualdad supone una alteracion no trivial de los conjuntos de nivel de T'f
por medio del peso w, lo que sugiere que las técnicas de descomposiciéon o lemas de cubrimiento
clasicos no apliquen directamente.

En el trabajo original de Sawyer se probd el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sean u y v dos pesos en la clase A1, y sea M el operador mazimal de Hardy-

Littlewood. Entonces existe una constante positiva C tal que la desigualdad

w ({:r €R: ]‘W > t}) < f/R\f(x)\u(x)v(x) da (2.2)
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vale para todo t positivo.

Esta desigualdad es un poco mas general que (2.1) ya que la medida de Lebesgue se reemplaza
por el producto uv. Una de las motivaciones para estudiar este tipo de estimaciones es que las
mismas constituyen una herramienta que permite probar, de manera alternativa, la acotacién
de M en LP(w) cuando w € A,. Para ilustrar esto, fijemos 1 < p < oo y w € A,. Utilizando
el teorema de factorizacion de Jones (Teorema 1.28) existen pesos w,v € A; de modo que

w = uv'~P. Entonces, definiendo el operador Sf(x) = M(fv)(x)/v(z), y denotando con g = f/v

/R M f(2)Pw(x) dx = /R <W>pu(aj)v(aj) do

~ [ (Sg(a))u(e)o(a) da.
R

podemos escribir

Si el operador S es de tipo fuerte (p, p) con respecto a la medida du(z) = u(x)v(z) dz, entonces

podemos concluir que

/ (M f ()P () de = / (Sg(x))Pu(z)o(x) dr.
R R

lo que implica la desigualdad deseada para M.

Para ver que efectivamente S es de tipo fuerte (p,p) con respecto a pu, observar primero que
es de tipo fuerte (o débil) (oo, 00) con respecto a esta medida. En efecto, p es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue, por lo tanto, L>(u) = L. Fijados  y un cubo

Q lo contiene, tenemos que
1/ F@W)lo(y) dy < 1]l oo []a, [o(@)) o ()
v(@)|Ql Jo - '

= [oar [ fllzee

y tomando supremo sobre todos los cubos @) que contienen a z,

I < pla 11
Finalmente, tomando supremo en z obtenemos que ||Sf||;0 < [v]4, || f]| . Por otro lado, el
Teorema 2.1 nos dice que el operador S es de tipo (1,1) débil con respecto a la medida p. El
teorema de interpolacién de Marcinkiewicz implica entonces que S es de tipo fuerte (p,p) con

respecto a u, que era lo que queriamos probar.

En el mismo trabajo, Sawyer conjeturd que estas estimaciones deberian ser ciertas para la
transformada de Hilbert. Asi, surgi6é una serie de interrogantes sobre la posibilidad de que otros

operadores del Analisis Armonico satisfagan desigualdades de este tipo.
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En el ano 2005, D. Cruz Uribe, J. M. Martell y C. Pérez dieron una respuesta positiva
a la conjetura planteada por Sawyer 20 anos atras. En su trabajo extendieron este tipo de
estimaciones mixtas al espacio euclideo n-dimensional, tanto para el operador M como para
los operadores de Calderén-Zygmund (OCZ). Ademas de considerar dos pesos u, v en la clase
Ay de Muckenhoupt, los resultados fueron probados para una condicién diferente en el par de
pesos: u € A1 y v € Ax(u). Esta condicién es més sencilla de manipular que la anterior, en el
sentido de que el producto uv es un peso de la clase Ao, (ver Proposicién 1.42) y esto permite
utilizar herramientas clasicas, como por ejemplo la descomposicion de Calderén-Zygmund, y la
prueba de la desigualdad mixta correspondiente es menos dificultosa. En contrapartida, el caso
u,v € Ay es més delicado. Por ejemplo, se sabe que los pesos de tipo potencia en R" w(x) = |z|*
pertenecen a la clase A4, si y solo si —n < o < n(p — 1). Asi, si u = v = |2|7/? el producto
uv es |x|™™, que no es siquiera localmente integrable en R™. La idea central en este trabajo es
probar primero la desigualdad mixta para el operador maximal diddico Mp, y luego utilizar el

resultado de extrapolacién que enunciamos a continuacién.

Teorema 2.2 ([11], Thm. 1.7). Sea F una familia de pares de funciones no negativas. Supon-
gamos que para algun 0 < py < oo y todo w € Ay
/ P )w(x)de < C [ ¢ (z)w(x)dz, (2.3)
R” R”

para todo par (f,g) € F tal que el lado izquierdo sea finito, donde C depende solo de [w]a,, .

Entonces, siu € Ay yv € Ay, tenemos que

f

5 para todo par (f,g) € F.

<l

L0 (uv) L1 (uv)

Este teorema de extrapolacién establece que si (f,g) es un par de funciones no negativas
que satisface una desigualdad como (2.3), para algiin 0 < p < oo y para todo w € A, entonces,

siu € A; yv € Ay se verifica que

iggtuv <{xeR":£Eg >t}> gCiggtuv ({xeR”:iEg >t}>.

Cuando T es un OCZ, es bien conocido de la literatura que los pares (M f, Mpf) y (|Tf|, M f),
satisfacen (2.3) (ver, por ejemplo, [13] y [10], respectivamente). Luego, a partir de lo obtenido
para Mp, se deduce la correspondiente estimacién para M y T. Concretamente, el resultado

probado en [11] es el siguiente.
Teorema 2.3. Sean u,v dos pesos que satisfacen una de las siguientes condiciones:
(1) u,v € Al}

(i) ue A1 yv e Ax(u).
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Entonces, existe una constante positiva C tal que para todo t positivo
C
uv <{£U eR": W > t}) < t/ |f(z)|u(x)v(x) dz, (2.4)

donde T es el operador mazimal de Hardy-Littlewood o un OCZ,

En este mismo trabajo, los autores conjeturan que (2.4) deberia valer también en el caso
mas general u € Ay, v € Ay observar que estas condiciones son més débiles que cualquiera de
las dos hipdtesis consideradas en el Teorema 2.3. Recientemente, esta conjetura fue probada en
[25], donde se combinan ideas de la descomposicién en cubos principales utilizada por Sawyer

en [41] y la técnica de dominacién sparse para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sean u,v dos pesos que satisfacen u € A1 y v € As. Entonces, existe una
constante positiva C' tal que para todo t > 0 se tiene que
C
uv <{x eR": |T(f(v))(:1:)| > t}) < t/ |f(z)|u(x)v(z) dx, (2.5)
v n

donde T es el operador mazimal de Hardy-Littlewood o un OCZ.

Por otra parte, pueden encontrarse en la literatura desigualdades mixtas que involucran
otras condiciones en los pesos u y v. En [36] se consideran desigualdades mixtas para funciones

—nr

singulares v(z) = |z|™™ con r > 1 y u > 0 arbitrario en el contexto euclideo. En este contexto,

el resultado que obtienen es el siguiente.

Teorema 2.5 ([36], Thm. 1.3). Sean u >0 y v(x) = |z|™"", para algin r > 1. Entonces existe
una constante positiva C' tal que para todo t > 0

w <{x eR": ]‘W > t}> < f/ |f ()| Mu(z)v(z) d. (2.6)

En relacién a los conmutadores de OCZ, Ty", es conocido que los mismos satisfacen una de-
sigualdad de tipo débil modular, que involucra una funcién de Young estrechamente relacionada
con estos operadores. En este sentido, buscamos desigualdades mixtas para 1}™ que generalicen

este resultado. Esto estd contenido en la siguiente seccién.

2.1. Estimaciones mixtas para conmutadores de OCZ

Diremos que T es un operador de Calderén-Zygmund (OCZ) si es un operador acotado

en L? y tal que para toda f € L? con soporte compacto se tiene la representacion

Tf(@)= | K@y)f@dy paraz g sop() @7)

donde K es una funcién medible de R™ x R™\A — C que satisface la condicién de tamano

1
K(z,y)| S ——, 2.8
Ko S = (28)
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v las condiciones de suavidad, también llamadas condiciones de tipo Lipschitz

K (o) = K2 £ 2, syl > 2ly = 2 (29
r—w .
K(op) = Klwa)| $ 5t sile =l > 2o~ ul. (2.10)

Diremos que K € H para indicar que verifica las condiciones dadas por (2.9) y (2.10). Mas
adelante, introduciremos variantes de estos espacios.

Si T es un OCZ, para € > 0 definimos el operador truncado 7. como
i@ = [ K@pfe)dy,
ly—z|>e

y decimos que T es un operador integral singular de Calderén-Zygmund (OISCZ) si se
cumple que

gl’_I}(l)Tsf(x) = Tf(x),

para casi todo x.
Uno de los ejemplos més emblematicos de OCZ es la transformada de Hilbert, definida
como

Hf(x) = % v.p. a{(_yz/ dy.

En principio esta definicion tiene sentido para funciones f en la clase de Schwartz S. Sin em-

bargo, H puede extenderse a funciones f en LP(R), con 1 < p < oo (ver, por ejemplo, [13]).

El principio de Calderén-Zygmund establece que todo operador de tipo integral singular
estd controlado, en algin sentido, por un operador maximal apropiado. En [10] los autores

prueban la siguiente estimacién.

Teorema 2.6. Sean 0 < p < 00, w € As, y T un OCZ. Entonces

/ T Pu(e)de < C | (Mf(@)w(z) dz,
R™ R”

donde M es el operador mazximal de Hardy-Littlewood.

Observar que, para el caso en el que w € A, y 1 < p < oo, esta desigualdad combinada con

el Teorema 1.45 nos da
/ |Tf(x)|Pw(z)de < C |f(z)Pw(x) dz. (2.11)
R R

En el caso extremo p = 1 se sabe que la desigualdad (2.11) no se satisface, al igual que lo
que ocurre con el operador maximal de Hardy-Littlewood. Sin embargo, si se verifica que T es

de tipo débil (1,1) con respecto a w, esto es, si w € A; entonces

1Tl 1oy < C Il E1 () -
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Por otro lado, los OCZ no son en general de tipo fuerte (0o, 00). Por ejemplo, se puede probar

que si f(z) = Xjp1)(x) en R, entonces H f(z) = 7~ log|z/(z — 1), que no es acotada.
Dados T un OCZ, b € L}

tador de orden m de T', 1", de la siguiente manera:

loc ¥ Un entero no negativo m, se define inductivamente el conmu-

TbO =T, Tblf: [va]f:be_T(bf)7

y T/* = [b,7,"""]. A la funcién b con la que se conmuta se la conoce como simbolo del

conmutador.

La siguiente proposicién nos da una manera de escribir al conmutador 77" en términos del

operador T'. La prueba es sencilla y la omitiremos.

Proposicién 2.7. Sean b € L} , m un entero positivo y Ty" el conmutador de orden m de un

loc?

operador T'. Entonces

m

T f(x) = > (=1)7C(m, )™ (2)T(V f)(x),

Jj=0

donde C(n, k) =n!/((n —k)!k!).

Se puede demostrar por induccién, utilizando (2.7) que, si T' es un OCZ, la siguiente igualdad
1 f(a) = [ (@) = b0) " K ()1 0) dy (212)

vale para = ¢ sop(f).

La funcién simbolo que aparece en los conmutadores T;" generalmente tiene algunas carac-
teristicas adicionales. Estas propiedades del simbolo juegan un papel importante a la hora de
acotar los conmutadores. En la presente tesis trabajaremos con simbolos en la clase BMO y

Lipschitz.

2.1.1. La clase de simbolos BMO

Sea b € Lloc Diremos que b pertenece a la clase de funciones de oscilacién media acotada o
clase BMO (sigla proveniente de su nombre en inglés, Bounded Mean Oscillation) si
1
|16l BMO := sup / |b(x) — bg|dx < oco. (2.13)
Q 1QlJg
De hecho, || - ||pmo no es una norma, dado que si b es constante, entonces ||b||pyo = 0. Sin

embargo, si se trata de una norma en el espacio cociente BMO mddulo el espacio de funciones
constantes. Un ejemplo tipico de funcién en BMO es f(z) = log |z| (ver [18]). Notemos que esta

funcién es exponencialmente localmente integrable, es decir, que

/ ef®) dy < o,
K
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para cualquier compacto K C R”. Esta no es una propiedad exclusiva de dicha f, sino de toda

funcion de BMO. Este hecho es consecuencia de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.8 (Desigualdad de John-Niremberg). Sea b € BMO. Entonces ezisten constan-
tes positivas C1, Co tal que para todo cubo @,

{z € Q: |b(z) —bg| > t}| < C1|Qe~=!/IPlmuo, (2.14)
para todo t > 0.
Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.9. Sean 1 <p < oo y f € LY . Entonces

loc®

1 1/17
Ifllsio = sup <@ /Q F (o) - fQ|Pda:)

es una norma en BMO equivalente a || - ||Bmo-

Para funciones de BMO, se sabe que la norma de tipo Luxemburgo exponencial de la osci-
lacién de b en un cubo Q se controla por la norma BMO de b. Esto se expresa en el siguiente

lema, cuya prueba puede encontrarse en [15], y que es una consecuencia de la Proposicién 2.8.

Lema 2.10. Sea b € BMO y ¢(t) = €' — 1. Entonces existe una constante positiva C tal que
16 = bQllexpr.@ < Cllbl[BMO-
Otro resultado importante que utilizaremos es el siguiente.
Lema 2.11. Dada f € BMO existe una constante positiva C tal que
|fQ - f2kQ| < Ck|| fllBmo,
para todo entero mo negativo k y todo cubo Q.

Demostracion. Fijemos un cubo @) y un entero no negativo k. Entonces

W

|fo — fargl S f2a’+1Q—f2a'Q|

IN

|f(z) = fatiqldz
| 21Q

&)
?T‘O
,_.

‘23+1Q‘ 2i+1Q |f(l‘) - f2j+1Q’ dx

< Ck[ fllB7mO- O

IN
hQ
M
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En ciertas ocasiones usaremos la siguiente version pesada del espacio BMO.

Sea w un peso. Definimos la clase BMO}, como el conjunto de funciones f que verifican

que
1
I£lmviog, =sup o [ 1f(@) = fohu(e) do < o
" w@) Jg ¢
donde fg denota el promedio usual de f en @) con respecto a la medida de Lebesgue.

El siguiente lema nos da una caracterizacién de esta clase BMO);, cuando w es un peso de

la clase A;.
Lema 2.12. Sea w € A;. Entonces las normas || - |Bmo ¥ || - [[Bmoz, son equivalentes.

Demostracion. Puesto que w pertenece a A7, tenemos que

1 1
m/@lf(:v)—fcz!d ) |Q| /!f — folda

]y — folw(x) dx
< w6} | 1@ ~ falw(a) d

< [w]a, || flIB™mOX, -

Por otra parte, w € A; implica que existe un nimero s > 1 tal que w € RH,. Entonces, por la

desigualdad de Holder y el Corolario 2.9, obtenemos que

1 /‘f(m) folo@) de < !QI ( /|f ; S>1/Sf< 1 / S)l/s
— — folw — [ w
w(Q) Jo ¢ Ql ¢ @l Jo
@
< Clolnas | o ~2 = [ w(e) da
w(@) Q[ Jo
= Clwlrn, | fllBmo- O
La correspondiente versién del Teorema 2.6 para T;" fue probada por Pérez en [39]. El
resultado se exhibe a continuacion.

Teorema 2.13. Sean 0 < p < 00, w € A, T un OCZ, m € N y b € BMO. Entonces

| s@Pre e < Clblgholul ™ [ (0 @) i) de

Rn
donde M™*! es el operador M compuesto con si mismo m + 1 veces.

Como consecuencia de este resultado, podemos inferir el tipo fuerte (p,p) de los conmuta-
dores de orden superior de un OCZ para pesos en la clase A,. Més precisamente, si 1 < p < oo

y w € A,, entonces tenemos que

/ T @) Pw(e)de < C | |f(@)Pw(x) da. (2.15)
R R”
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2.1.2. Resultado de acotacién mixta para T;" cuando b € BMO

El resultado que presentaremos a continuacién da una acotacién mixta para 7", donde T' es
un OCZ, para el caso en que los pesos u y v estan relacionados. Cabe aclarar que la demostracion
de este resultado no involucra el estudio previo de algiin operador maximal asociado que controle
en cierto sentido a 7}". Mas ain, esta misma demostracién puede adaptarse para el caso m = 0,
obteniendo una prueba alternativa a la dada en [11].

La idea central de la prueba para este caso se basa en un argumento de descomposicion de
Calderén-Zygmund asociado a una medida duplicante. Con el objetivo de hacer las cuentas lo
mas claras posibles, presentaremos primero el caso correspondiente a m = 1. El caso general se

obtendra como consecuencia de aplicar induccién en m.

Teorema 2.14. Sean u y v dos pesos tales que u € A} y v € Ax(u). Sean T un OCZ y
b € BMO. Entonces, para todo t > 0, tenemos que

w ({x ER": ’[b D)) | t}) < c/ <||b\|BMo|f(f)|> u(z)v(z) dz,

v(x)
El correspondiente resultado para conmutadores de orden mayor es el siguiente.

donde ®(t) = t(1 +log™ t).

Teorema 2.15. Sean u,v dos pesos tales que u € A1 yv € Axo(u). Sean T un OCZ, b € BMO

y m un entero no negativo. Entonces, para todo t > 0, se tiene que

wv ({x cR": ’Tm(f”)( 2|5 t}) < c/ ( [ If(:“)I) w@)v(z)de,  (2.16)

(z)
Cuando v = 1, ambos teoremas, 2.14 y 2.15 fueron probados en [37]. Cabe destacar que

donde ®,,(t) = t(1 + logt t)™

el mismo resultado se obtiene con dos herramientas del Andlisis Armdnico bien distinguidas:
en nuestro caso, y como ya dijimos anteriormente, utilizamos la clasica descomposicién de
Calderén-Zygmund. En cambio, en [37] se prueba primero una estimacién de tipo débil para el
operador M™t1 vy luego se combina un argumento de tipo “good-A" con la siguiente estimacion

puntual
m—1

ME(Tf)(x) < Cliblleymo Y M(TY £)(@) + Bl M™ ™ f (), (2.17)
7=0

donde 0 < § < ¢ < 1. El operador Mf se define como Mg#f(m) = (M#(|£]°)(z))"/?, donde

# = dy.
M7 f(z) Z‘;ﬁ\@/'f — foldy

La desigualdad (2.17) permite concluir que

sup Y (1) [{z € R™ ¢ [T}" f ()| > t}] < Csup g (t)[{z € R" : M™H! f(z) > t}], (2.18)
t>0 t>0
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con Y, (t) = 1/, (2).

Vale la pena observar que la desigualdad (2.18) es valida también si reemplazamos la medida
de Lebesgue por un peso w € Ax.

De esta manera, los Teoremas 2.14 y 2.15 extienden las desigualdades de tipo débil en el
extremo de 7)™, que, a diferencia del operador T', no verifican ser de tipo débil (1,1) sino que
satisfacen una desigualdad que involucra expresiones modulares relacionadas con la funcién de

Young ®,,.

2.2. Desigualdades mixtas para operadores con ntucleo de tipo

Hormander

En esta seccién estudiaremos desigualdades mixtas para operadores que generalizan a los ya
considerados. Sea T un operador integral singular, acotado en L? y que verifica
Tf(x)=v.p. A K(z —y)f(y) dy,
donde K es una funcién medible definida fuera del origen que cumple con la condicién de
tamano (2.8). En vistas de considerar una clase mas amplia de operadores, se introduciran
condiciones més débiles que la condicién HY definida por (2.9) y (2.10). Decimos que K verifica

la condicién de tipo Hormander si existen constantes positivas C' y ¢ de modo que
/ K(z — ) — K(2)|dz < C, (2.19)
|z|>clyl

para todo y € R™. Denotaremos a esta clase de nicleos con Hj. Se puede ver que HY C H; y

que esta contencién es estricta.

Observacion 2.16. Cuando el nicleo K de un operador de este tipo satisface la condicién Hj,

T resulta acotado en LP para todo 1 < p < oo (ver, por ejemplo, [13]).

Para la prueba del Teorema 2.6 ([10]) se utiliza fuertemente la condicién HZ del nicleo del
operador T. En [29] se muestra que este resultado ya no es cierto si se reemplaza la condicién
H por H;. Entonces surgi6 el interrogante: jhay alguna condicién intermedia entre HZ y
H1, que conduzca a la acotacién dada en el Teorema 2.67 La propuesta fue entonces introducir
nuevas clases para los ntuicleos K, que definiremos a continuaciéon. Para 1 < r < oo, decimos
que K verifica la condicion L"-Hormander, y lo denotamos por K € H, si existen constantes

c¢>1y C, >0 de modo que la desigualdad

o0 1/r
Z(QjR)”/T' (/ e |K(x —y) — K(x)|" dac) <G, (2.20)

Jj=1
vale para todo y € R™ tal que c|y| < R. Con la notacién |z| ~ s indicaremos al conjunto

{z : s < |z| < 2s}. Cuando r = oo entenderemos la clase Hy, como el conjunto de nicleos K
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que satisfacen

Se tiene entonces que H} C Hoo C H; C H, C Hy, 1 <7 <5 < o0.

Estas clases pueden extenderse a un contexto mas general si reemplazamos los espacios L"
por espacios de Orlicz. Mas precisamente, tenemos la siguiente definicién.

Dada ® una funcién de Young, decimos que K satisface la condicién L®—Hérmander, y
lo escribimos K € Hg si existen constantes ¢ > 1y Cg > 0 tales que, para cada y € R" que

verifique R > c|y|, se tiene
o
SC@ R K~ )~ KOl ppsin < Ca (2.21)
j=1

En general, dado m € N, decimos que K € Hg ,, si existen constantes ¢ > 1y Cg ,, > 0 tales

que, para cada y € R™ con R > cly|, se tiene que
o0 .
S (@R IE( = y) = KOl pmair < Com (2.22)
j=1

Es de esperar que, como estamos considerando una clase mas amplia de nucleos, estos
operadores se tornen mas singulares y las estimaciones para los mismos, menos suaves. En
efecto, en [28] se prueba la siguiente versién del Teorema 2.6. Recordemos que, si ¢ es una

funciéon de Young, ¢ denota su funcién complementaria.

Teorema 2.17. Sean ® una funcion de Young y T un operador integral singular, acotado en
LP, para algin 1 < p < oo con nicleo K € Hg. Entonces, para todo 0 < p < oo y todo w € Ay,

se verifica que

/n |Tf(z)Pw(z)de < C (Mi,f(m))pw(x) dz,

Rn
para toda f acotada con soporte compacto.

Por otra parte, la correspondiente estimacion para los conmutadores de orden superior de
T fue probada en [26].

Teorema 2.18. Sean m un entero no negativo, b € BMO y T un operador de tipo integral
singular con nicleo K que verifica K € Hg N H 4y, donde A y B son funciones de Young que
satisfacen A= (t)B~1(t)(logt)™ < t, para todo t >ty > 0. Entonces para cualquier 0 < p < 0o
yw € As, se tiene que
[t sapude < ¢ [ (1) w() ds
R R

siempre que el lado izquierdo sea finito.
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En [5] se prueban acotaciones de tipo fuerte para estos operadores T' con nicleos en Hg,
y para sus conmutadores, en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable. A
continuacién resumimos estos resultados adaptados al caso en que p(-) = p es un exponente

constante.

Teorema 2.19. Sean p > 1 y ¢ una funcion de Young. Supongamos que existe 1 < < p de
modo que ¢ € B, para todo p > 3. Sea T un operador integral singular con nicleo K € Hg. Si
wP € Ay, entonces

|wT fllr < CllwfllLr

para toda funcion f acotada con soporte compacto, siempre que el lado izquierdo sea finito.

Teorema 2.20. Sean p > 1 y 1 < 8 < p. Sean n y ¢ dos funciones de Young tales que
71t (t)(logt)™ < t parat >ty > 1, m € N, y ij € B, para todo p > 3. Sea b € BMO y
Ty el conmutador de orden m del operador integral singular T con nicleo K € Hy, N Hyy 4. St
wP € Ay, entonces

[wTy" fllze < ClblEollw s e,

para toda funcion f acotada y con soporte compacto, siempre que el lado izquierdo sea finito.

Con respecto a estimaciones de tipo débil en el extremo, en [27] se prueba el siguiente

resultado para T;".

Teorema 2.21. Sean m un entero no negativo, b € BMO y T un operador de tipo integral
singular con nicleo K que verifica K € Hg N H g, donde A,B son funciones de Young que
satisfacen A= (t)B~1(t)(logt)™ < t, para todo t > to > 0. Si A es submultiplicativa y w € Asy

entonces

wite B @ > <0 [ (bl 1

para todo t > 0.

> Muw(z) dz,

A diferencia de los OCZ, no disponemos de una estimacién previa para un operador de este
tipo que nos permita derivar resultados para sus correspondientes conmutadores. Presentaremos
a continuacién condiciones suficientes en los pesos u y v para lograr acotaciones mixtas en ambos

Casos.

Teorema 2.22. Sean 1 < ¢ < 00 y ¢*/(2¢ — 1) < B < q. Supongamos que v € A; N RH,
para algin s > 1 y o™ € Ay gy(u), donde r = B(q —1)/(q — B). Sea T un operador de tipo
convolucién con nicleo K € Hy,, donde ¢ es una funcién de Young que satisface ¢ € B,, para
cada p > min{f, s}. Entonces existe C > 0 tal que
T C
uw <{x eR": ' (f(”))(ﬂl?) > t}) < t/ |f (z)|u(x)v(x) dz,
v(x n

para todo t positivo y toda funcion f acotada con soporte compacto.
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Observacion 2.23. Por la Proposicién 1.27, si u € A; existe s > 1 tal que u € RHj, con lo cual
se podria pedir solamente que u € A;. Sin embargo, explicitamos el espacio reverse Holder en
la hipdtesis porque las propiedades que debe cumplir la funcién ¢ guardan relaciéon con este

exponente.

El correspondiente resultado de acotacién mixta para los conmutadores T} con ntcleos
generales, cuando el simbolo b estd en BMO, es el siguiente. Recordemos que ®,,(t) = ¢(1 +

log™ t)™.

Teorema 2.24. Sean 1 < ¢ < < y ¢*/(2¢ — 1) < B < q. Supongamos que u € Ay N RH;
para algin s > 1, v" € A(g/py(u), donde r = 3(q —1)/(q — B) y b € BMO. Sean m un entero
positivo y T un operador integral singular con nicleo K € H, N H,, ,, donde 1, son funciones
de Young tales que i (t)p 1 (t)(logt)™ < t, parat > e y ij € B, para cada p > min{B, s}.

Entonces existe una constante positiva C tal que
|f ()]

w <{1: crr . | BV >t}> <c/ a, (||b\|7§MO ; )u(az)v(aj) da,

para cada t > 0 y toda funcion f acotada con soporte compacto.

v

Observacion 2.25. Notemos que, para el caso m = 1, la condiciéon K € H,; implica que

K € H,1 N H,. En efecto, es claro que K € H,. Por otro lado, es facil ver que

donde 1 (t) = e' — 1. Entonces, por la desigualdad de Holder generalizada, tenemos que

1K =y) = KOl apzir < IEC=y) = KOl gzt r 1L, 50261 R) -

Pero la dltima norma es una constante ya que, para toda bola B,
1
o1 [ (L/A) dy = p(1/A),
1Bl /5

que es menor o igual que 1 siempre que A > 1/log 2.

Las hipdtesis en el Teorema 2.24 pueden parecer demasiado restrictivas. Para enriquecer
mas el teorema, exhibiremos un ejemplo de funciones que cumplan con estas condiciones, para
el caso m = 1.

Fijemos un nidmero real 0 < v < min{p — 1, p/2}, donde p = min{s3, s} > 1. Sea « elegido
de modo que méx{p/2,1} < a <p—-vyd = (1—-v/a)d > 0.Sift) =t*1+log"t)’ y

o(t) = ta/(l + log™ t)5, entonces por la Proposicién 1.18 tenemos que, para t > e,

/o tl/a’
(log t)/ (log )9/’

it (e () logt < logt = t,
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ya que v/a + §/a/ = 1. Por otro lado, 7(t) € B, para todo p > p. En efecto, fijemos p > p.
Como « < p, existe 0 < € < 1 tal que oo < p — . Tomando ¢ = e y utilizando la parte (e) de la

Proposicion 1.18 podemos escribir

> 1%(1 +log™ t)7 > t*(1 + logt)”
/ (1+1log )dt:/ (1+logt)”
trt+1 trt+1
e
oo
< Cepy ta—Pite gy
e
e¥—pte

=Cepy— <,
p—a—¢

dado que a — p+¢ < 0.



Capitulo 3

Desigualdades mixtas para

operadores fraccionarios

Introducciéon

En este capitulo exhibiremos desigualdades mixtas para operadores de tipo fraccionario.
Comenzaremos presentando resultados de acotacién para el operador M, que extienden las
estimaciones mixtas para el operador M dadas en [11]. Utilizando estos resultados y un teorema
de extrapolacién podremos obtener estimaciones andlogas para el operador I, aprovechando
su relacién con M, (ver Teorema 3.4). Como aplicacién de estos resultados podremos deducir
desigualdades mixtas para OISCZ y conmutadores de I, de orden superior, ambos con simbolo

en la clase Lipschitz-¢.

Cabe aclarar que no existen antecedentes en la literatura sobre desigualdades mixtas para
operadores de tipo fraccionario. Al intentar extender las estimaciones a este contexto surgieron
los siguientes interrogantes: ; qué significa una desigualdad mixta para operadores fraccionarios?,
jcudles son las condiciones a pedir en el par de pesos u y v? En virtud de lo establecido en
los Teoremas 1.68 y 3.4, parece razonable pensar en la posibilidad de probar una desigualdad
de tipo débil (p,q) para cierto par de pesos y algin operador auxiliar adecuado. El enfoque
que adoptamos entonces es similar a la motivacién dada por Sawyer en [41]: encontrar una
desigualdad que permita dar una demostracion alternativa de la acotacién fuerte del operador
M., con peso w, cuando w € Ay, 4, donde 1 <p <n/yy1l/q=1/p—~/ny que permita derivar,
cuando v = 1, la desigualdad (1,n/(n — ~)) débil de M.

Comenzaremos definiendo un operador auxiliar S, para 0 < v < n. Fijado w € 4, 4, por la
Proposicién 1.40 tenemos que w? € Ay y,/y =: A, y, por el teorema de factorizaciéon de Jones,

existen pesos u y v en A; tales que w? = uv'~". Un primer intento es definir, para algunos
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valores o y 8 a determinar, el operador

S f(x) = ]‘W

Veremos que si S, : LP(2P) — L%(29), para algin z a determinar, entonces se verifica que

M, : LP(wP) — L9(w?). Para ello, tomando z = u/9%u(1=7)/4+8  podemos escribir

1/ — O, 1/
(/ (va)qwq> ! _ ( Mv(fgﬁq v )quv1—rvﬂq> !
n Rn

1/q
= ( Sv(fva)q2q>
Rn

1/

o[ i)’
1/

o[ )"

siempre que v~ 2P = wP o bien v~ %z = w. Entonces debe cumplirse que

w11/ ayBy = — yl/ay(1=r)/a.

lo cual es cierto si 8 — o = 0, es decir o = 5. El operador S, queda entonces determinado por

M, (fv*)(x)
v (x)

Svf($) =

1 1—r
para cualquier «, y la medida con la cual debemos trabajar es du(x) = u(x)Ev(a:)TJra dz. Si
tomamos o = 1, de la definicién de r resulta du(z) = u(x)9(z)"/P dz. La acotacién que se

necesita obtener, entonces, es

< / (5yf (x))qz(x)"dx> v <C ( / @) dx)l/p7 (3.1)

donde z(z) = u(z)Y%(z)/? y u,v son tales que w = uv'~".

3.1. Resultados de acotacién mixta para M,
El resultado de acotacién mixta para el operador M, es el siguiente.

Teorema 3.1. Sean 0 < v < n, 1 <p < n/yy sea q definido por 1/g =1/p—~/n. Siu yv

son pesos tales que vale alguna de las siguientes condiciones:
(i) u,v?P € Ay;

(il) wo=9? € Ay y vl € Ano(uv=9?);
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entonces existe una constante positiva C tal que para cada t > 0 y toda funcion f acotada con

soporte compacto tenemos que

uv?/P ({az err: MUV@) t})l/q < ¢ (/ |f(2)|PuP/9 (z)v(x) dx) l/p.

v(z) t

Observemos que, en contraste a lo que se mostré para el operador M en la pagina 60, la
medida que surge en estas acotaciones depende de los exponentes p y q y, por lo tanto, también
de los espacios de medida que mapea el operador .. Para poder obtener el tipo fuerte de este
operador sera preciso utilizar un resultado de interpolacién pero, a diferencia de lo que se hace
para M, aqui serd necesario obtener todos los tipos débiles (p, q) de S, respecto a p.

Notemos que si en el Teorema 3.1 consideramos el caso limite v = 0, obtenemos p = q. En
particular, cuando p = 1 la acotacién mixta resultante coincide con la dada en el Teorema 2.3
para el operador M, al igual que las hipétesis en u y v. Por esta razén, el Teorema 3.1 puede verse
como una extensién del resultado de Cruz Uribe, Martell y Pérez al contexto fraccionario, no solo
para p = 1 sino también para todos los valores (p, q) tales que 1 <p <n/yy1l/q=1/p—~/n.

Si en el Teorema 3.1 tomamos p = 1, v = 1 y reemplazamos la condicién u € Ay por u? € Ay
obtenemos el tipo débil (1,n/(n—7)) de M,. En efecto, si u € A 4 entonces la Proposicién 1.40

implica que u? € A; y, del Teorema 3.1 con v = 1 tenemos que

C

W (o M f@) > ) < [ ifla

con g =n/(n—").

Observacion 3.2. En vista de la extensién probada para el operador M en [25], surge el inte-
rrogante sobre si la estimacién dada en el Teorema 3.1 es cierta bajo la condicién v € A; y
v1/P € A. La respuesta es afirmativa para el caso p = 1, donde podemos utilizar la misma
prueba que la del Teorema 3.1. Sin embargo, para 1 < p < n/v la demostracién depende del

Lema 1.72, donde se utiliza fuertemente el hecho de que v9/? € A;.

Veamos a continuacién cémo el teorema anterior permite obtener (3.1) en un caso concreto.
Para ello, fijemos 0 <y <ny 1 <p<mn/y. Sea q el exponente que verifica 1/¢g =1/p—v/ny
supongamos que u y v son dos pesos que satisfacen u, v9/? € A;. Esto implica que existe s > 1
tal que v9/? € RH, y, en virtud del Lema 1.33, tenemos que VI8P e Aj. Supongamos ademéas

que existe un ndmero «g suficientemente chico tal que
uw® € Ay para la| < ap. (3.2)

Entonces el Teorema 3.1 nos permite concluir (3.1). En efecto, sea 0 < ¢ < p — 1 a elegir.

Seleccionamos

o o b1
pr=p—¢€ Yy Q1—1 LY

n
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y entonces es inmediato que p1 < py q1 < ¢. Ademds, 1/¢q1 = 1/p1 — v/n. De la misma forma,

seleccionamos

P2=p+te Y @=71Tpm

n

y con esto pa > p, g2 > qy 1/q2 = 1/pa — v/n. Observar que g2 > 0 siempre que € < np/(q7y).
Puesto que «q es suficientemente pequeiio podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

ap < ¢/p. Elijamos entonces

npag pn
@ (1% + ao) s

0 <e <min p—1
Con esta eleccién de e, tenemos que |q/p — qi/pi| < ag para i = 1,2y, ademds, que v92/P2 € A;.
En efecto, es sencillo ver que ¢1/p1 < q/p < q2/p2. Luego, la condicién q/p—q1/p1 < ap equivale

a
npaq

qy (% - ao)

Ademas, la condicién ga2/p2 — q/p < agp equivale a

e<

npag

E< —F——~
CJ’Y(%-HXO)

5
con lo cual basta pedir solamente la segunda restriccion para €. Por otra parte, la desigualdad
e < pn/(qys’) equivale a q2/p2 < sq/p e implica, a su vez, que € < pn/(qy). Esto permite
concluir, en virtud del Lema 1.33, que v%2/72 € A;.

Luego, la condicién (3.2) nos dice que los pesos u; = ww?/P~0/P1 y yy = yp9/P~92/P2 perte-
necen a la clase Aj. De esta manera, aplicando el Teorema 3.1 con exponentes (p;,q;) y pesos

u; y v, para ¢ = 1,2, obtenemos que

1/pi
wvti/Pi({z S, f(x) > /e < % (/n |f(x)|piufi/qi (x)v(x) dac) )

Observando ademas que

wv?/Pi = /P y ufi/qiv = (up?/PyPi/i,
podemos escribir las desigualdades de arriba como

1/p;
w?P({x S, f(x) > tHe < ¢ (/ ‘f|pi(uUQ/p>pi/Qi> g ,
t \Jgrn

para i = 1,2. Procediendo como en la prueba del Teorema 3 en [33], consideramos el peso
W(z) = w?P y el operador auxiliar S'Vg = S,(gW/™). Aplicando la tltima desigualdad a
f=gW"/" parai=1,2, obtenemos:

- 1/pi
Wi Sg0) > 0 < S ([ lawpwea)

n
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Esto nos dice que 5‘7 es un operador de tipo débil (p1,q1) ¥ (p2,q2) respecto de la medida
dv(x) = W (x) dz. Utilizando el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, S., es de tipo fuerte

(p, q) respecto de v. Esto equivale, finalmente, a (3.1), puesto que

gy wwas) <o [ )
( )

puede reescribirse como

1/p

(SsawE@ ) <o [ 1w
(L )

Observacion 3.3. Ejemplos tipicos de pesos que satisfacen la condicién (3.2) son las funciones
radiales de tipo potencia. Si consideramos u = |z|™ y v = |z|™, entonces u y v4/P son pesos de
la clase Ay siy solosi —n <1 <0y —np/q < ra < 0. En este caso, wv® = |z|"T"2%, Esta

funcion resulta ser un peso de A; siempre que —n < r1 + ary < 0, lo que equivale a la condicién
n—+nr

!
—— < a< - .
T2 2

De esta manera, podemos elegir ag < min{r;/ro, (—n — r1)/r2,€0/2}, donde ¢ es el nimero

dado por la Proposicién 1.39.

3.2. Resultados de acotacion mixta para I,

Sea 0 < v < n. El operador integral fraccionaria I, se define como

i@ = [ A

n |z —y[m

para toda funcién f tal que la integral sea finita en casi todo punto z. Notar que I, f(x) se
puede pensar como la convolucién de f con el nicleo dado por K(z) = |z[7~".

Existe una relacion estrecha entre este operador y M., que permite deducir que estos ope-
radores tienen propiedades de continuidad similares. Esta relacion se establece en el préximo

teorema, probado en [33].

Teorema 3.4. Sea 0 < v < n. Entonces para todo 0 < g < 0o y todo w € As tenemos que
[ @@ de <0 [ 06 f(@) ) de
R R”

Notemos que w € A, 4 equivale a w? € A;,/,y, en virtud del inciso (a) de la Proposicién 1.40,
de donde se tiene que w? € As. El préximo resultado, también probado en [33], utiliza este

hecho para dar estimaciones con pesos para I, combinando los Teoremas 1.68 y 3.4.



78 Desigualdades mixtas para operadores fraccionarios

Teorema 3.5. Sean 0 <y <n, 1 <p<n/yyl/qg=1/p—~/n. Entonces, la desigualdad de
tipo débil
1 1/p
ut (o e R 1) > ) < 0 (5 [ 1@pear )
Rn

vale si y solo st w € Ap 4. Ademds, si 1 < p < n/y, la desigualdad de tipo fuerte

15 (Pwlle < Cllfwll gy
vale si y solo siw € Ay 4.

Si p = n/v, entonces ¢ = 00, y si bien el Teorema 1.68 nos dice que M, es de tipo fuerte
(n/,00), esto no ocurre para 1. En realidad, se puede ver que I, mapea el espacio de Lebesgue

v/ V(w”/ 7) en una versién pesada de BMO. Concretamente, la desigualdad

| XQwl| o
Q)

vale para todo cubo @ y C independiente de @ si y solo si w € Ap . Este resultado puede

/Q\Ivf(x) — (I f)gldx < C </Rn (@) Pua)? dx>1/p

encontrarse también en [33].

En [11], los autores utilizan la estimacién dada por el Teorema 2.6 para probar desigualdades
mixtas para un OCZ conociendo la correspondiente estimacion para M via el resultado de
extrapolacién dado por el Teorema 2.2. Puesto que el operador M, controla a I, en el sentido
expuesto en el Teorema 3.4, una aplicacién del Teorema 2.2 a este contexto permite conocer

desigualdades mixtas para I,. Este resultado se enuncia a continuacion.

Teorema 3.6. Sean 0 <y <n, 1 <p<n/yyl/g=1/p—~/n. Si u,v?/P € Ay, entonces

existe una constante positiva C' tal que

‘ L(fv)

Y
para cada funcion f acotada y con soporte compacto.

Lq,OO(uvq/p)

e

v Lq,w(uvq/p)

Demostracion. Fijada una funcién f podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que es no
negativa. Definimos F' = (I,(fv))% 4" y G = (M, (fv))%~9/P". Probaremos que, para todo
namero real positivo pg y todo w € A, vale la desigualdad

/ FPo(@w(z)de < C [ GP(2)w() da. (3.3)

n ]Rn

En efecto, sea w € As. Como v¥/? € Ay, entonces v~%? € RHy, por la Proposicién 1.35. Esto
implica, en virtud de la Proposicién 1.34, que v~%/?" ¢ RH,. Dado que w € A, resulta que
wp := v /Py es un peso de la clase Ay, en virtud de la Proposiciéon 1.38. Entonces, por el

Teorema 3.4 podemos estimar

[ @ s = [ (@0 @)™ ww) ds
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sC¢ /. (M (f) ()™ wo(x) da

=C | GP(z)w(x)dz.
RTL

Aplicando ahora el Teorema 2.2 al par (F,G), tenemos que existe C' > 0 tal que

HFU—q/p‘

<cferv

Llaoo(uv‘I/P) -

LLOO(U'UQ/P) )

Entonces, utilizando la Proposicién 1.24, obtenemos que

Ly(fv) —q||1/q
’ PYT L9 (uv/P) B HLY(fU)qU qHLLOO(UUq/p)
el
L1:%° (yva/P)
1
< el
L1:00 (yv/P)

=C HM,Y(fv)qv_qu/q

L1°0 (yva/P)
|t .
v

Lq,w(uyq/p)

Ahora estamos en condiciones de enunciar las acotaciones mixtas del operador integral frac-
cionaria, I.
Teorema 3.7. Sean 0 <y <n, 1 <p<n/vyyq que satisfacen 1/q=1/p —~v/n. Siu y v son

pesos que verifican alguna de las siguientes condiciones:

(1) u,v9? € Ay;

(ii) w9 € Ay y vl € A (uv™47");
entonces existe una constante positiva C' tal que para cada t > 0 y cada funcion f acotada con
soporte compacto tenemos que

w?/? <{x cR": W > t})l/q < % (/ 1 (2) PP/ () (2) dx)l/p.

Observacion 3.8. Formalmente, si consideramos v = 0 obtendriamos un resultado analogo a la
estimacion dada en el Teorema 2.3 para OCZ. Notar también que, al igual que lo expuesto para
M., si suponemos que p =1, v = 1 y u? € Ay obtenemos el tipo débil (1,n/(n —7)) de I,, dado

en el Teorema 3.5.

3.3. Aplicaciones

Como aplicacién de los resultados presentados en este capitulo daremos acotaciones mix-
tas para conmutadores de OISCZ y de I,, ambos con simbolo en la clase Lipschitz, la cual

introduciremos a continuacion.
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3.3.1. Estimaciones mixtas para I.Tb

Sea 0 < § < 1. Diremos que una funcién f pertenece a la clase Lipschitz-d, y lo denotamos

b € A(0), si existe una constante positiva C' tal que para casi todo z,y € R"™ se tiene que

|f(@) = ()l < Cla =y, (3-4)

A la menor constante para la que se satisface (3.4) se la denota || f| -

1

Los conmutadores de orden m del operador I, denotados con I;”b, se definen para b € L

por
Ly f(x) = b, 1) f(x) = b(2) L, f (x) — L,(bf) (),

y para m > 1, como

I f = [b, 17"

Cuando el simbolo b estd acotado, podemos tener una representacién integral de I;”b f en

todo punto z, la cual se enuncia en el siguiente resultado.

Lema 3.9. Sib € L™ ym > 1, entonces para toda f acotada y de soporte compacto se tiene

que
f(y)

— Ly,
@ — yrr Y

mfe) = [ o) - )"
para todo x.

Demostracion. Fijemos x € R™. Procederemos por induccién en m. Para el caso m = 1, las

hipdtesis para b y f nos aseguran que las integrales

fy) fy)
foum® ¥ LSO

son finitas, y por lo tanto
Laf@) =) [ Ly [ b Ty
f(y)

- [ 0@ b)),

— gy,
x -y Y

Ahora supondremos que vale para m = k y lo probaremos para m = k + 1. En efecto,

TS (@) = b) I8, (2) = 18 (01 ()

=) [ 0te) b L0 [ v - b))

- [ o -y LYy,

|z —y|n

f(y)

_ Yy
@ —y[r Y

y en consecuencia el resultado vale para todo m. O
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Mediante esta representacion de I;”b f podemos establecer un control puntual de este opera-
dor por una integral fraccionaria de f, para cierta fraccion adecuada, cuando el simbolo b esta

en la clase Lipschitz-4.

Lema 3.10. Sean 0 <y <n, m € N, 0 < 6 < min{(n —~)/m,1} y b € A(d). Entonces, para

todo x € R™, tenemos que
1% (F) (@) < 1K 5y Ly+mal £1(2),

para toda funcion f acotada y con soporte compacto.

Demostracion. La idea de la prueba es utilizar la estimaciéon dada por el Lema 3.9. Por lo tanto,

supongamos primero que b € L*. Entonces,

@l =| [ 0 - L

m f W)
< ||bHA(6) /]R" |JJ - y|n_(7+m5) dy

< 1ol x5y Lymsl f1()-

dy

Asi, conseguimos la estimacién deseada para b € A(5) N L. Si ahora b ¢ L™, fijamos N € Ny

definimos la sucesién de funciones {by} dadas por

N, si b(z) < —N;
by(z) = ¢ b(z), si —N <b(z) < N;
N, si b(z)> N.

Entonces se tiene que |by(x) — bn(y)| < |b(x) — b(y)|, (ver Seccién A.3 del Apéndice) lo cual

implica que [|bx |55 < [|bllo(s)- Asi, obtenemos que

f()

|z —y|=

JRCERNO dy| < 10155, Ly mal £1(2):

para todo N € N. Por otro lado, si K(x,y) = |z—y|?™", tenemos que (by(x)—bn(y))" K (z,y)f(y)
converge puntualmente a (b(z) — b(y))" K (z,y) f(y), y la sucesién esta uniformemente acotada
por una funcién de L', con lo cual el teorema de la convergencia dominada nos da la estimacién

deseada. O

Con el control puntual provisto por el lema anterior, y conociendo una estimacién mixta
para I, podemos obtener acotaciones analogas para I;”b. Mas precisamente, combinando el

Teorema 3.7 con el Lema 3.10 podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 3.11. Sean 0 < v < n, m € N, 0 < 6 < min{(n —y)/m,1} y b € A(5). Sean
1<p<n/(y+md) yq tales que 1/q = 1/p — (v +md)/n. Si u y v son pesos que satisfacen

algunas de las siguientes condiciones
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(1) u7qu/p S Al;
(i) wo=9? € Ay y vl € Ano(uv=0?);

entonces la estimacion
1/q
I™ (fo)(x 1/p
ol ({xeRn:W>t}) < S0tz ([ 11w ae)
Rn

v(x

vale para alguna constante positiva C, todo t > 0 y para toda funcion f acotada y con soporte

compacto.

3.3.2. Estimaciones mixtas para conmutadores de OISCZ con simbolo Lips-
chitz

La herramienta fundamental para lograr esta acotacién es una desigualdad puntual entre

Ty y el operador I, para un valor particular de v, la cual estd contenida en el siguiente lema.

Lema 3.12. Sean m € N, 0 < § < min{n/m,1}, b € A(0) y T un OISCZ. Entonces, para casi

todo x € R™, tenemos que
T3 f(2)] < ClIbllX(s) Imsl f1(2),

para cada funcion f acotada y con soporte compacto.

Demostracion. Supongamos primero que b € L. Podemos escribir
b(@)T f(x) = T(bf)(z) = lim b(x)K (z,y) f(y) dy — lim b(y)f(y) K (z,y) dy.
e—0 ly—z|>e =0 ly—z|>e
Como b € L, ambos limites anteriores existen, y tenemos que
Tpf(x) = lim (b(x) = b(y)) K (z,y) f(y) dy.
e—0 ly—=|>e

Procediendo por induccién en m se puede probar que

7" f(x) = lim (b(x) = b(y))" K (z,y)f (y) dy,

e—0 ly—z|>e

para casi todo punto x € R™. De esta manera, sera suficiente demostrar que

‘ /| @) = b)) " K )] () dy| < € 615 Ll 1(2),
y—x|>€e

uniformemente en e. Para ello, dado € > 0, tenemos que

< / 1b(x) — ()" K (2,9) || £ ()] dy
ly—x|>e

<Clly [ W,

ly—z|>e |'7; - y|nfm§

‘ / ‘ (b(z) — b(y))™ K (z,y) f(y) dy
Yy—x|>€
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m fly
<Ry [ s

— C b5 Ls F1(2):

donde hemos utilizado la condicién Lipschitz de b y la condiciéon de tamano de K.
Si b ¢ L, procedemos como en la prueba del Lema 3.10, considerando la misma sucesién

de funciones {by} y utilizando la estimacién

< C bl Xis) Imal f1(),

[ o) =t K sy
y—xz|>¢e

valida para todo N y con C independiente de N. Esto completa la prueba. O
Combinando este resultado con el Teorema 3.7 podemos obtener la siguiente estimacion.

Teorema 3.13. Sean m un entero positivo, 0 < 6 < min{n/m,1}, 1 <p < n/(md) y q tales que

1/g=1/p—md/n. Sean u y v son dos pesos que satisfacen alguna de las siguientes condiciones:
(i) u,v9? € Ay;
(ii) ww=9? e Ay yv? € Ago(uv= 9P,

Sibe A) yT es un OISCZ, entonces existe una constante positiva C' tal que la estimacion

it (fo ez OO NV Cpppe ([ pppwnpieraz)

vale para todo t > 0 y toda funcion f acotada y con soporte compacto.






Capitulo 4

Desigualdades mixtas para

operadores maximales generalizados

Introduccién

En este capitulo se estudiaran desigualdades mixtas para los operadores maximales M,
donde ¢ es una funcién de Young perteneciente a una clase adecuada. Las funciones que se
estudian estdn dadas por ¢(t) = t"(1 +log™ t)°, con r > 1y ¢ > 0. En particular, para m € N,
la funcién ®@,,(t) = t(1+logt )™ guarda estrecha relacién con el conmutador de orden m de un
OCZ, Ty". Esto puede verse en el Teorema 2.13, donde se muestra que Mg, controla a Ty" en
la norma LP(w), cuando w € A. Ademads, las desigualdades mixtas que se probaron para 7;"
resultan una extensién del tipo débil conocido para estos operadores, probado en [37]. Alli se
muestra que este operador satisface un tipo débil modular que involucra a ®,,. Un interrogante
natural que surge en este sentido es si existe alguna acotacién mixta anéloga a la probada en [41]
para estos operadores maximales generalizados. La principal diferencia con el operador maximal
de Hardy-Littlewood clasico es que, en lugar de trabajar con promedios usuales, la definicién
de M, implica tratar con promedios de tipo Luxemburgo, lo que hace que las técnicas a utilizar
varien sustancialmente. Por otra parte, la condicién a pedir en los pesos deberia modificarse
adecuadamente segin las caracteristicas de la funcién ¢ que intervenga.

Como aplicaciéon de los resultados obtenidos, se exhibirdn y demostraran resultados de aco-
tacién mixta para el operador maximal generalizado fraccionario M, ,, donde ¢ es una funcién

de Young como las descriptas arriba.

4.1. Caso u > 0 y v una funciéon potencia

En el Capitulo 2 hablamos sobre los origenes de las desigualdades mixtas, a través de los

resultados de Muckenhoupt y Wheeden en [34] y de Sawyer en [41]. Desigualdades similares a
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estas fueron estudiadas también por diferentes autores. Por ejemplo, Andersen y Muckenhoupt
probaron en [4] que, si u € A; y d # 1 entonces

/ ey do < S [ p@lute) o,
{@:lz| 4| T f (=) [>t} R

donde T es el operador maximal de Hardy-Littlewood o la transformada de Hilbert. Este re-
sultado establece una desigualdad mixta en R para los operadores mencionados, en el caso en
que v(z) = |z|~¢. Més atin, los autores muestran que el resultado es falso en el caso d = 1. Una
extension a mayores dimensiones de este tipo de estimaciones fue probada luego en [30] para
OCZ.

Por otra parte, en [36] los autores prueban una desigualdad mixta de este estilo para M,
pero sin la suposicién adicional de que u sea un peso de la clase A;. El resultado se resume a

continuacion.

‘—7’”‘

Teorema 4.1. Sean u >0 y v(z) = |z , con T > 1. Entonces existe una constante positiva

C tal que la desigualdad
uv <{x e R": M{fo)(z) > t}) < f/n |f(z)|Mu(x)v(x) dz

vale para todo t > 0.

El primer resultado sobre acotaciones mixtas que obtuvimos para operadores maximales

generalizados es el siguiente.

Teorema 4.2. Sean u > 0 yv(z) = |z|?, con B < —n. Definimos w(z) = 1/® ([v(z)]™!), donde
®(t) =t"(1 +1log™ )%, conr>1 1y 8§ > 0. Entonces, la estimacion

S\ Py P (L ) PP

vale para todo t > 0.

Observacion 4.3. El teorema anterior extiende al Teorema 4.1, ya que si consideramos r =1y

d =0, entonces ®(t) =t, My = M y w = v, como en dicho teorema.

4.2. Caso u y v independientes

Como ya establecimos previamente en el Capitulo 2, en el Teorema 2.3 los autores suponen

dos condiciones diferentes en el par de pesos u y v involucrados en la acotaciéon mixta para M:
(i) u,v € Ay;

(ii)) ue A1 y v e Ax(u).
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En el caso (ii) decimos que los pesos estan relacionados, dado que puede verse que el producto
uv es un peso de la clase Ay,. En contrapartida, la condicién (i) es més singular, en el sentido
de que puede ocurrir que el producto uv no sea siquiera localmente integrable. En este caso,
decimos que los pesos u y v son independientes entre si.

El préximo resultado es una extension de la estimacion mixta para el operador maximal de
Hardy-Littlewood dada por el Teorema 2.3 en el caso en que los pesos son independientes. Por
esta razon, es necesario utilizar argumentos de descomposicion similares a los de la prueba del
Teorema 2.1, la cual se basa en la construccién de “cubos principales”. Hay, obviamente, cambios
sustanciales debido a la naturaleza de los promedios que estan involucrados en la definicién de

M,,. El resultado obtenido se expone a continuacion.

Teorema 4.4. Seanr > 1,6 > 0 y ®(t) = t"(1 +logt t)?. Si u,v" son pesos de la clase Ay y
w(z) =1/ ([v(x)] 1), entonces existe una constante positiva C de modo que la desigualdad

R AN Dy Y () IR PR

v(x)

vale para cada t positivo y toda funcion f acotada y con soporte compacto.

El resultado presentado en este teorema resulta ser, entonces, una extension de las acotacio-
nes mixtas conocidas para el operador M. Todo esto sugiere que cuando se estudian operadores
maximales mas generales el peso v que aparece en el lado izquierdo se transforma en su corres-
pondiente versiéon general w. Por otra parte, si consideramos r = 1 y § = m, donde m es un
entero positivo cualquiera, estamos en el caso del operador Mg, . El Teorema 2.13 nos da la
pauta de que si T' es un OCZ, el par de operadores (T;", Mg,,) estd intimamente relacionado,
v los tipos débiles en el extremo de estos operadores coinciden. Por lo tanto es heuristicamente
adecuado suponer que las acotaciones mixtas de ambos también. Sin embargo, comparando la
desigualdad que acabamos de probar con la dada en el Teorema 2.15 encontramos diferencias
sustanciales: en el segundo podemos ver que la medida subyacente en ambas expresiones de
la desigualdad es el producto uv, mientras que en el primero obtenemos uw a la izquierda y
u®(v) a la derecha, si usamos la submultiplicatividad de ®. Este desequilibrio entre las medi-
das de ambos lados hace que la desigualdad encontrada no sea homogénea en el peso v. Mas
precisamente, dado A > 0 tomemos vy = Av. Es facil ver que si v € Ay, vy € A1 y ademas
[ua]la, = [v]4,. Escribiendo la desigualdad del Teorema 4.4 para vy obtenemos

iNJLW({xERn:W”}) =C an’<w>u(x)dx,

y esta expresién no resulta independiente de A.
Por otra parte, recordemos que una motivacién importante para estudiar las desigualdades
mixtas es que éstas permiten dar una prueba alternativa de la acotacion de ciertos operadores

del Andlisis Armonico. En vistas de esto ultimo, y a partir de la desigualdad mixta probada,
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quisiéramos poder obtener una demostracién alternativa de la acotacién de Mg. Sin embargo,
no es claro que esta disparidad en la medida y el hecho de que la desigualdad no sea homogénea
en v permitan utilizarla para obtener tal acotacion.

En resumen, de todo lo expuesto anteriormente surge el interrogante de si la desigualdad
obtenida puede mejorarse, en algin sentido. La respuesta es afirmativa, y a continuacién exhi-
biremos un resultado que mejora el Teorema 4.4 y permite dar la acotaciéon de Mg utilizando

técnicas de interpolacién que involucran desigualdades de tipo débil modular.

En lo que sigue consideraremos una familia de funciones de Young un poco més general que
contiene a la clase de funciones ya estudiadas. Dado un nimero r > 1, definimos la clase F,
como el conjunto de todas las funciones ® de Young que son de tipo inferior r, submultiplicativas

y que verifican que existen constantes Cy,6 > 0y tg > 1 de modo que

P(t
t(T) < Co(logt)’, parat > to. (4.2)
Observar que si ®(t) = t"(1+log™ t)? conr > 1y § > 0, entonces ® € F,. Ademés, podemos

considerar las funciones del estilo
d(t) = t"log(e + log(e 4 1))°

donde r > 1y § > 0. Estas funciones también estdan en F,.
El resultado de acotacién mixta obtenido para funciones de la clase F, se detalla a conti-

nuacion.

Teorema 4.5. Sean r > 1 y ® € F,.. Si u,v" son pesos que pertenecen a la clase A1 de
Muckenhoupt, entonces existe una constante positiva C tal que la desigualdad
Mg (fv)(x
uv” xeR”:M>t <C 0] m uv”
v(x) Rn t

vale para todo t > 0 y toda funcion f acotada con soporte compacto.

Recordemos que si dos funciones de Young ®, ¥ son equivalentes para todo t > tg, entonces
sus promedios Luxemburgo resultan equivalentes. Esto implica que Mg f ~ My f, hecho que
permite extender la estimacién del teorema anterior a una clase mas amplia de funciones de

Young.

Corolario 4.6. Seanr > 1, ® € F, y u,v" pesos de la clase A1 de Muckenhoupt. Sea ¥ una
funcion de Young que verifica VU(t) ~ ®(t), para todo t > t* > 0. Entonces existen constantes

positivas C1 y Cy de modo que la desigualdad

w (frem s MU V) [ g (%A1

vale para todo t > 0.
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El Teorema 4.5 parece mas adecuado para obtener una prueba alternativa de la acotacién
del operador Mg en LP(w). Si comparamos esta estimacién con la del Teorema 4.4 vemos que
resulta ser homogénea en el peso v y que la medida subyacente es uv” en ambos lados de la
desigualdad. Para el caso particular en que ® = ®,,, la acotacion mixta obtenida es similar a
la del Teorema 2.15 para el caso del conmutador T;" de un OCZ cuando el simbolo b estd en la
clase BMO, como se habia conjeturado.

A continuacién utilizaremos este resultado para dar una prueba diferente de la acotacion
del operador Mg cuando ® € F,., como nos habiamos propuesto al comienzo. Concretamente,

fijado 7 < p < oo, probaremos que si w € A,/ entonces M, : LP/’"(w) — Lp/’"(w). Para ello,

p/T
definimos el operador Sg como

Mo (fv)(z)
prm— 4.
entonces la estimacion del Teorema 4.5 puede reescribirse como

w" ({z e R": Spf(z) >t}) <C | <‘{|> wv" dx,
R

con lo que el operador Sg satisface una desigualdad de tipo débil modular con respecto a la
medida du = uv” dx. Para lograr la acotacién de Mg utilizaremos el Teorema 1.61, para lo cual

probaremos algunos lemas previos.

Lema 4.7. Sean ® € F,, S¢ el operador dado por (4.3) y u,v" € A;. Entonces, existe una

constante positiva C' tal que

HS’I)f”LOO(uvT) <C HfHLOO(uvT) :

Demostracion. Observemos primero que L (uv") = L ya que los conjuntos que tienen me-
dida de Lebesgue nula coinciden con aquellos que miden cero con la medida u, con du(z) =
u(z)v"(x) dz. Entonces, serd suficiente con probar el lema para la medida de Lebesgue. Supon-
dremos ademds que || f]|;~ = 1y el caso general se seguira luego por homogeneidad.

Como v" € Aj, existe ¢ > 0 tal que v"™° € A;. Como ® € F,, si t > tg tenemos
que ®(t) < Copt"(logt)? < Ct™+, en virtud del inciso (e) de la Proposicién 1.18. Quere-

mos estimar Mg (fv)(z)[v(z)]~!. Fijemos un punto = y un cubo @ que lo contiene. Eligiendo

A= (1@t fyorte)
1 f 1
ale(5) <@ LeG)
1
1 IO RS ()

< (ty) + é'/Q (%)HE

<C.

tenemos que
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De esta manera,
fvllgo < CX< Ol u(z),  ctp.zeq,

y tomando supremo sobre todos los cubos Q que contienen a x, Mg (fv)(x)[v(z)]~! < Co.

Finalmente, tomando supremo sobre x podemos concluir la estimacion deseada. O

El siguiente lema trata con la relacién < definida previamente en el Capitulo 1. Recordemos
que si @ < ¥ entonces existe una constante positiva p tal que la desigualdad

1 / V()P (a/t) dt < p¥(z)®(a/a)
0

T

vale para todo z > 0 y todo a > 0.

Lema 4.8. Si ® € F,., p>r y¥(t) = ptP~L, entonces ® < 1.

Demostracién. Observemos primero que si ®o(t) = t"(1 + log™ ¢)? entonces ®(t) < ®y(t), para
cada t > 0. En efecto, si t < tg podemos usar el hecho de que ® € F, para obtener

o(t) = <ti)t0> <G, (t)rq’(fo) < CP(t).

to

Por otro lado, si t > tg tenemos que
®(t) < Cot"(logt)’ < CPo(t).

Por lo tanto,

[e.9]

L ewe(§)a=tS [ voe(s)a

k=0

1 x/2k ok+1
< - Z/ W(t)® <a> dt
X =0 $/2k+1 X

1 a 0 I/Qk
< = hd k+1
~ 37(1) (:U) kzzo/x/gkﬂ YRR dt

Como p > r, existe ¢ > 0 tal que p — r > €. Recordando que 9(t) = ptP~! y ®g(t) < Cv= 1"+,

para cada v > 0y t > 1 podemos estimar

1 [ a 1 /a) , 2" _
L[ ewe(5) ars o () 2 2 /z/wptp Lt
1 > . zP 2P
s (3) 2 20 <2k - 2<k+1>p>
Lo (@) S ol (r+e-p)
S’;C(I)(x);fkﬂ +e=p) ,p
Sv@e(2)
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Procedamos finalmente a mostrar la acotacién de Mg. Por el Teorema de Factorizacion
de Jones, podemos escribir w = w™I=P/T) = 4P, donde u,v” son pesos de la clase Aj.
Combinando los dos lemas anteriores con el Teorema 4.5, podemos aplicar el Teorema 1.61 con
du(x) = u(x)v"(x)de, o = O, F = Sof, G = f y 1(t) =t para obtener

/ (So.f(x))Pu(z)v"(z)de < C | [f(z)[Pu(z)v" (z) d.
n Rn

Con esto, si g = f/v podemos escribir

[ ons@rowa = [ (M) o @)a

— [ Sug@)rua)’ @) ds
<0 [ Jg@)Puay (@) dr
.

=C | [f(@)w(z)de.
Rn

4.3. Aplicacién: desigualdades mixtas para el operador M, &

En el Teorema 1.74 se caracteriza la acotacion que verifica el operador M, ¢ cuando ®(t) =
t"(1 4 log™ )%, con r > 1y § > 0. Continuando con la motivacién de encontrar desigualdades
mixtas que sirvan como herramienta auxiliar para dar una prueba alternativa de esta acota-
cién, buscamos las condiciones que deben cumplir los pesos u y v para lograr este propdsito.
Consideremos entonces ®(t) = t"(1 +log™ )%, 0 <y < n/r,r < p < n/y, 1/qg = 1/p —v/n

y w un peso que verifica w" € A Esto implica, en virtud de la Proposicién 1.40 que

p/T.a/T
wl € A1+(q/,,)/(p/r)/ = A;. Entonces, por el Teorema 1.28 existen pesos u y v en A; tales que

w? = wv'~t. Sea z = u!/2%==)/(P) Definimos el operador

_ My e(fv)(2)
Syaf(z) = @)
Si se cumple que
18,0l ooy < C 1 L oer (4.4)

entonces tenemos una prueba alternativa de la acotacién fuerte (p,q) de M, 5. En efecto, si

g = |f|/v podemos escribir

1/q
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—o( [ Irorewa) "

La demostracién de (4.4) puede obtenerse, para un caso concreto de pesos u y v, de la misma

forma que se hizo para el operador M, en la Pagina 75. Para ello, y debido a que la medida es
diferente en ambos miembros, es necesario conocer todas las estimaciones de tipo débil de S, &

respecto a estas medidas. Mds precisamente, si sabemos que se verifica

HS ,<I>fHLq7<>O(zq) < C HfHLp(zp) s

para todo r < p < n/v, ¢ que cumple 1/¢ = 1/p —v/n y z = u!/9!=®=7)/(P) E] siguiente

teorema establece precisamente esta estimaciéon para Sy s.

Teorema 4.9. Sea ®(t) =t"(1 +log™t)?, conr>1y35>0. Sean 0 <~y < n/r,r <p<n/y

yl/g=1/p—~/n. Siuy vI/PHL™) som pesos de la clase A1, entonces tenemos que

wpd/p+1/7) ({x cR" - W > t}>1/q <C [/n (W)pup/q@)(v(x))up/w da 1/p.

Observacion 4.10. Cuando r =1y ¢ = 0 tenemos que M, ¢ = M, y en este caso obtenemos la

desigualdad mixta dada en el Teorema 3.1 para el caso en que los pesos no estan relacionados.

Para el caso extremo p = r, la estimacién obtenida estd contenida en el siguiente teorema.

Teorema 4.11. Sea ®(t) = t"(1 +logtt)’, conr > 1y d > 0. Sean 0 < v < n/r y 1/q =

1/r—~/n. Siu yv? son pesos de la clase Ay, entonces existe una constante positiva C' de modo

uvt ({a: cR": W > t}) <y </ o, (W) v (ul/q(x)v(x)) dx) :

donde (t) = [t(1 + log" )]9/", W(t) = #7(1 + log™ (19/m)™/=) y B_(t) = B(t)(1 +
10g+ t)Jr'y/(nfr'y) )

que

Observacion 4.12. La estimacién obtenida en este teorema cuando v = 1 es similar a la del
Teorema 1.75, aunque la funcién que interviene en el miembro derecho es més grande que la
funcién ® que aparece en dicha estimacién. En este sentido, este resultado parece no ser éptimo.
Sin embargo, cuando ®(t) = ¢, tenemos r = 1 y § = 0. En este caso, obtenemos la desigualdad

mixta correspondiente a p = 1 del Teorema 3.1, cuando los pesos u y v son independientes.



Capitulo 5
Demostraciones de los teoremas

Esta seccién estd dedicada a las demostraciones de los resultados principales, los cuales

fueron enunciados en los Capitulos 2, 3 y 4.

5.1. Teoremas del Capitulo 2

Demostracion del Teorema 2.1/4. Dado que [b,T](f/|bllsmo) = [b/|bllBMmo, T]f, podemos su-
poner que ||b]|pmo = 1. Podemos suponer ademds, sin pérdida de generalidad, que f es una
funcién no negativa, acotada y con soporte compacto.

Fijemos t > 0. Utilizando el Teorema 1.65 hacemos la descomposicién de Calderén-Zygmund
de f a nivel ¢, con respecto a la medida duplicante p dada por du(x) = v(x) dx (notar que p es
duplicante pues, por la Proposicién 1.42, v € Ay (u) implica v € Ay). Esto nos da una coleccién
de cubos diddicos disjuntos {Q); }‘;‘;1, tales que t < féj < C't para algin C' > 1, donde fgzj estd

definido por

v — 1 v
16, = @) Jo, fv(y) dy.

De esta descomposicién tenemos que, si ) = U;il Qj, entonces f(x) <t en casi todo x € R™\Q.

También descomponemos f = g + h, donde

() f(x), si xeR™\Q;
x =
g fg)j, si x€Qj,

y h(@) = Y52 by (), con
hi(@) = (f(@) = 13, ) Xa, ().

Se sigue entonces que g(x) < Ct en casi todo x. Ademés, cada h; estd soportada en Q; y

| ey =o. (5.1)

J
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Sea Q7 =3Q; y Q" =, Q;. Entonces

uv({xeR":’W >

ofremw [R5 3))
+ (uv) ()
el o )
=T+ 1II+1II.

Estimaremos cada término por separado. Como v € A (u), existe ¢ > 1 tal que v € Ay (u),
y entonces se tiene que v!77 € A,(u). Luego, aplicando la Proposicién 1.42, concluimos que

uvl™? € A,. Utilizando la desigualdad de Tchebychev con ¢ > 1 obtenemos
L (L g | BT @)t
v(x) 2
C

< [ 1B Tlgu)(@) " u(@) (v(x) 7 da
R

<o [ o) tut)v() do

<9 [ s@u@p(a) de,
Rn

ya que uwv'™? € A, implica que el conmutador [b,T] estd acotado en LI(uv'™9) en virtud

de (2.15), y g(z) < Ct. De la definicién de g y la parte (d) de la Proposicién 1.42 tenemos que

I< ¢ f(@)u(z)v(z) dz + ¢ > (w0)(@;) fy)v(y) dy

t Jrm\g t = v(@5) Ja,

c
< T o f(@)u(x)v(x)de + — Z Jo(z) dx
<[ jap@n) i

Por otra parte, como uv es duplicante, y de la parte (d) de la Proposicién 1.42 obtenemos que

IT = w(Q2%) Zuv

< CZU(Q;‘)W(QJ)
<C Z 1nfu / f(z)v(z)dx

J
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C
<% [ @) do

Observando que

b, T)(hv) (b, T)(hjv) (b—bg,)T(hjv) T ((b — ij)hjv)
v B Z v N Z v Z v ’
J J J
la estimacién de I11 puede hacerse como sigue
(b— bQ T'(hjv) t
II7I < n * . J _
<uv | ¢z € R"Q Z >
J
T((b—bo,)hyv)| _ ¢
R™MO* : J -
+uv [ ¢ z € R"\ Z » >

J
=A+B.

Estimemos primero A. Utilizando la desigualdad de Tchebychev, el teorema de Tonelli y (5.1)

tenemos que

C
asf o 32 ) = b I hy)@utr)

<fz [ e =bo,l| [ hitwowK ey dy

”\Q* j

u(x) dx

u(x) dx

*Z / n\Q* %) = oyl / hj(y)o(y) [K(z,y) — K(z,2q,)] dy

< t;/@j [ (y)lv(y) /RR\Q; |b(z) — bo, | | K (2,y) — K(z,2q,)| u(z) dz dy.

Dado un cubo Q;, denotemos con g, a su centro, £(Q;) la longitud de sus lados, r; = 2714(Q;)

y Ajp = {z: 28r; < |z —xq,| < 2""r;}. Entonces, para cada y € Q;, de (2.9) tenemos que

/ Ib(z) — bo, ||K (z,y) — K(z, 20, u(z) dz
RM\Q

ly — zq,|
< Q| u(z) dz
z [, o) b
-y ”’/ b(z) — bo. |u(z) dz.
> ! (Qk )n+1 okt1Q, J

Utilizando que u € Aj, junto con los Lemas 2.11 y 2.12, podemos escribir

rj
— b—b <C b—bgo.
Y T g, P Zukﬂm g, b

oo
CZ |2k+1Q | Jarnig, b= byrsiq,fu
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+ CZ ‘216-&-1@]‘ 2kH1Q; ’b2k+1Qj - bQﬂ‘u

w(2F1Q,) 1
< 2=k I b — bok
CZ 2F41Q;| u(2F1Q;) /QkHQj b= byrsrg, [u

+ CZ 27FC(k + Du(y) < Cul(y).
k=1

Luego, por la Proposicién 1.42 parte (d), tenemos que

A< T [ )
gf;(@Jf() dy+/ To,u )
< fz ( [ S dy + %f;) [ s dy>
<$ [ iwuwpw
.

Para terminar, estimaremos la parte B. Observemos que, si x € R™\Q* entonces

T (b—bo,)h ZT j0)(@).

J

La prueba de esta igualdad puede encontrarse en la Seccién A.2 del Apéndice. Aplicando el

Teorema 2.3 para 1" obtenemos

B s% . > (b(x) — bg, () | ul@)v(z) dz
< fZ / b)) o+ > 1)~ by el
=D+ By

Para estimar Bj, aplicamos la desigualdad de Holder generalizada (Teorema 1.53) con respecto a
w = uv, con las funciones de Young ®1(t) = t(1+log™ t) y su complementaria. Luego, utilizamos
los Lemas 1.55 y 2.10 que permiten estimar la norma exponencial de las oscilaciones b — bg; por

IbllBMO, ¥ finalmente la Proposicién 1.42; parte (d). Asi, obtenemos

C
B, < T Zuv(Q])Hb — b, [lexpL.Q;uv ”f”LlogLQj,uv
J

C
< ? zj: (UU)(Q])Hb — ij HexpL,Qj,uv 71:I>1% {7’ + (UU)’?QJ) /éj ) <7Ji> ’LL’U}
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<Cz<uv (Q)) /QJ ({)uv)

<C P <f> Uv.
R t

Para estimar Bs, sea s el exponente reverse Holder del peso uv. Entonces, aplicando la desigual-
dad de Holder con sy s’, obtenemos

/

1/s 1/s
By < - Z ‘QJ ( o fly )U(y)dy> <|Ql]|/Q \b—ijP/) <\Qlj| Q(uv)s>

< —Z (ww Qj Fy)v(y) dy

] Qj

< C; Z%lfu ’ fy)o(y) dy

<C fy)u(y)o(y) dy,

R

y el resultado queda probado. O

Demostracion del Teorema 2.15. Procederemos por induccién en m. El paso base, correspon-
diente a m = 1, se encuentra en el Teorema 2.14. Supongamos que el resultado vale para todo 1 <
i <m—1, y probémoslo para i = m. Notemos nuevamente que 7;"(f/||b|lBmo) = Tg’;Hb”BMO(f),
con lo cual podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ||b||pmo = 1. También suponemos
que f es una funcién no negativa, acotada y con soporte compacto.

Fijemos t > 0. En virtud del Teorema 1.65, consideramos la descomposicién de Calderdn-
Zygmund de f a nivel ¢ con respecto a la medida duplicante p dada por du(z) = v(z)dx.

Utilizando la misma notacion que en la prueba del Teorema 2.14 tenemos que

(e [ oo 2] 2

v(x)
+ un () + uv ({x e RMNQ" : W

+3})

La estimacion de I es andloga a la del Teorema 2.14, utilizando el tipo fuerte con pesos para

=I+I11+1I1.

7 (2.15). La estimacion de I es exactamente igual a la del mencionado teorema.
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Centremos ahora la atencién en I1T1. Observar que h;v estd soportada en @), con lo cual si

€ Q; podemos escribir
Ty (o)) = / (b(z) — bu))"™ K () (o) dy
- Zcem =)™ [ (b~ b)) K e p)hy(0)ol0) dy
= Com(b(z) — bq,)" T (hjv)(x) + ChpT (b — bg,;)™hjv) (x)

+ > Com(blz) —bg,)™ /n(b(y) —bq;) K (x,y)h;(y)o(y) dy.

Luego, expandiendo nuevamente la expresién binomial (b—bg,)™ ", obtenemos (ver Figura 5.1)

que

Asi,

> Cim [ (b(a) = bw) (bly) ~ b, )" K )y ()o(y) dy

m—1

= ComT((b—bg;)"hjv)(@) + Y CimTy ((b—bg,)" "hyv) (x),

i=1
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con lo cual

ST (hjv) () Comz x) = bg,)" T (hjv)(x)
J

+ [Com Z T ((b—bg,)"hjv) (z)

m—1
+13 N CimTi((b — bg,) ™ hjv) ()] -
i =1

J

Entonces podemos estimar 111 como sigue:

IIT < ww ({IE c Rn\ﬂ* . CO,mZ (b— ngln(lj;(hjv)(m) > é})

+ uv r € RM\Q*: mmz (- bQ hv)( ) >é
m—1 7 _ m—i )z

+ uv <{x€Rn\Q*: Z(Jime(Zj b :Z;)) hi0)(@) > é})
i=1

=1L+ I+ Is.

Para estimar I; utilizamos la desigualdad de Tchebychev para obtener:
C m
I < " E (b(x) = bg,;)" T (hjv)(z)| u(r) dx
RM\Q* |5

u(zx) dx

/Q (K (2.y) — K(x,70,)) hi(w)o(y) dy

J

= fZJ:/Q hj(y)lv(y)/ o b(z) — b, |"|K (2,y) — K (z,2q,)u(z) dz dy

o0

¢ m ‘y B J:Q"
< 7 Z/ s (y)|v(y) Z/ b(z) — bg,| mu(a:) dx dy
J Qj k=1 Qj
C oo
< — _ |m
< ;/ y)|v(y Z |2k:+1Q]| 1, |b(x) — bg,|™u(r) dx dy,

donde Aj es el conjunto definido en la prueba del Teorema 2.14, y xq), es el centro de );. Para

y € @; podemos acotar la suma sobre k£ por la expresién

Z |2k+1Qj| b(z) — bg,|"u(z) dz

2k+1Q
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m m
+2 Z ’2k+1Q‘ 2kH1Q; ’bQJ ka+1Qj‘ u(:c) dx

= K + K>.
Con un cambio de variable, tenemos que

9™ lexprrrm @ = I9llexpr.Q (5.2)

para cada cubo (. Combinando esta estimacion y la desigualdad de Holder generalizada, para

y € Q; obtenemos que
(e.)
Ky < O3 27K(0— b)) loxpraim i1, 1 Logiym 2416,

k=1

o0
<C> 27 M- bor+1Q; llexpr 28+10, ML10gLym u(Y)
k=1

< OM™ u(y)
< Culy),

donde hemos utilizado (1.23) y que u € Aj.

Por otra parte, por el Lema 2.11 tenemos que K5 se acota por

< 1)m
K, CZ‘QkHQ‘ i, (k+ 1)"u(x) dx

< Cu(y 22 Rk +1)m
k=1
= Cu(y).

De esta manera,
n<® Z / Jo(y) dy.

y desde este punto podemos proceder como en la estimacién correspondiente a I; en la prueba

del Teorema 2.14. Para estimar Iy aplicamos el Teorema 2.3 a T’ para obtener

< S [ |52 - bo,) (@) ule)elz) da
c .
gt;/% b(2) — bay " () u(z)o () d
<S5 [ @) - bo, " Fa)uta)ota) da
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=11+ Izpo.

Utilizando la desigualdad de Holder generalizada con respecto a la medida p definida por

du(x) = u(x)v(x) dz, y en virtud de (5.2) tenemos que

C
Iy < — D w (@)1 = b0,)™ lexpri/m @, wollFll Lo0gLy™ @y
i

< & Y@~ by k.0, {t+ w(tQj) X (ﬂf)) u(@)o(a) dm}
J

J

w@) o, fx) u(z)v(z) dr
§C;<U(Qj)v(62j)+/cgq>m( r ) ()()d>

J

< CZ <1 o f(@)u(x)v(z) de +/ ®,, <f(f)> u(z)v(z) d:c)

<C - D, (f(x)) u(z)v(z) dr, |

t

donde hemos usado la Proposicién 1.42, parte (d).
Para I aplicamos la desigualdad de Holder con exponentes s y ', donde s > 1 es tal que

uv € RHg. Entonces,

1/s 1/s
c ‘QJ| 1 ms’ 1 s
I g — b—bg,
22 % — 1 v(Qy) (\Qﬂ Q]-| 2| ) <\le Qj(uv)> Q]fv

< O @) [y d
J

3 U<Qj) Qj
< [ s@ut@p) dr,
o

aplicando nuevamente la Propoisicién 1.42, parte (d). Solo resta estimar I3.

m—1 Tz(z ( bQ )m zh ") ( ) " })
L<Y w|{zerRMQ |2 J S L
3 ; ({ v(@) C
m—1 i B m—i
<Y w ({ e mr\q - | 22 (07 b0 A v)(@)
i=1
m—1
+ Z uv ({1: € RM\Q*:
i=1

v(z)
=131+ I32.

>

)
)

Estimemos entonces I3 1 e I3 2 por separado. Usaremos la hipétesis inductiva y la Proosicién 1.17.

t
C

Ty (32, (b—bo,)" ', Xo,0)(x)| ¢
v(x)

>

Ql

Tomemos « tal que as’ < Co, donde Cy es la constante que aparece en la Proposicién 2.8

para b, y s’ es el exponente conjugado de s que verifica uv € RH;.
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Sea W;(t) = e®"’" _ 1. En virtud de lo obtenido en la prueba de la parte (d) de la Proposi-
cién 1.18 tenemos que W; () = (log(e+1))’. Ademas, por el inciso (c) de la misma proposicién,
. 1(t) =~ t/(log(e +t))™. De esta manera,

m

UL () ~ M(log(e 1)) = ;ﬁ ~ @7 ().

Por la Proposicién 1.17 concluimos que
@i(st) < @m(s) + \I/m_i(t),

para todo 0 < s,t < oco. Combinando la hipdtesis inductiva junto a este resultado, obtenemos

que

m—1 m—i

t
1
m—1 o _ m—i T
sc; Z/_@» <(b( ) thﬂ) f )>u(x)v(x)dx
1= J J

< cm_lzj: / (@m <f(f)> W () — ij)m—i)> w(z)o(z) da.

Ahora, aplicando la desigualdad de Holder, la Proposicién 2.8 y la parte (d) de la Proposi-

cién 1.42 tenemos que

/ Ui ((b(z) — ij)mfi) u(x)v(z) dz

J

S/ ea‘b(m)_ij‘u(x)v(w) dx

J

1 )b s 1/s 1 1/s
z)—bq,las d sd ]
: (|le o m) (IQjI o, @) m) &

o 1/s

< ( [ asericee dA) (u0)(@Q)
0

— Cuv(@))

<o (Q)) o(Q;)

</f (¢) da

I31 < % - P, (f(:;)) u(z)v(z) d,

Asi,

tal como se queria ver. En el caso de I3 notemos primero que

fgjil

dy< C’t C,
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ey
con lo cual @, < f”) < &,,(C). Esto nos conduce a

(blx) — b, )™ 13,

m—1
13’2§CZZ/ <I>Z-< , >u(m)v(m)dw
i=1 j 3
m—1 fg) »
C ®,, L w(x)v(z) de W,—i ((b(x) —bo. )" ") u(x)v(x) dx
gz(/@ <t><><> # [ s (00 ~0g) )()())

m—1
u(Q) o
<C ; > (@) (@)

J

IN

C
< — (@)u(z)v(z) dz,
t Jan
que es la estimacién deseada para ¢ = m, y el teorema queda probado. ]

Demostracion del Teorema 2.22. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f es no
negativa. Fijemos t > 0. Utilizando el Teorema 1.65 hacemos la descomposiciéon de Calderdn-
Zygmund de f a nivel ¢, con respecto a la medida duplicante dada por du(x) = v(x)dx: en
efecto, por hipétesis tenemos que v € Ay gy (u) € Ax(u), y esto tiltimo implica que v € A
(ver Proposicién 1.42, parte (e)). Obtenemos asi una coleccién de cubos diddicos disjuntos
{Q; };’il, que verifican t < fg?j < C't para C' > 1, donde fg?j estd definido como en la prueba del
Teorema 2.14. De la descomposicion realizada, resulta que si {2 = U;’il Q); entonces f(z) <ten
ct.p. z € R"\Q.

También descomponemos f como f = g+h, donde g y h se definen como en el Teorema 2.14.
Sean Q; =2cy/nQ;y Q= j Q;f, donde ¢ > 1 es la constante que aparece en la condicién H,,
de K. Entonces

e L2 v 2

+uw ({z e RM\Q* : | L)

=I+II+1II

) e

2

Estimaremos cada término por separado. Aplicando la desigualdad de Tchebychev con ¢ > 1

obtenemos
C - C
I< 2 | [T(gv)(@)|fu(z)o ™ (z)de = = | [T(gv)(2)|"w(z) dz,
t? Jrn t9 Jrn
donde w? = uv'™9 € A,/5. En efecto, como v" € A,y (u), la Observacién 1.41 nos dice que
r(1=a/B) ¢ Ag/p(u) o, equivalentemente, vl € Ag/p(u). De esta forma, la Proposicién 1.42
nos da uwv'~4 = w? € A, /5. Si |T(gv)w||, < oo entonces el Teorema 2.19 nos permite obtener

/ )@@ dr < € [ (glape) i@ de=C [ @au@p@de.  (63)
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Veamos entonces que el lado izquierdo de la desigualdad anterior es finito. En efecto, podemos
suponer como primer paso que w? € L. Como 8 > ¢%/(2q — 1), esta condicién asegura que v?
es localmente integrable. Por la Observacion 2.16, T' estd acotado en L?, con lo cual
[ reo@ituta) de < C ol [ g@)t(e)do < €l gl [ vi(a)de < .

" R™ sop(g)

Entonces, el lado izquierdo de la desigualdad de arriba es finito y la estimacién vale para
estos pesos. A continuacién definimos, para N € N, w} = min{w?, N}. No es dificil ver que
wl € Ag/p Yy que [W?V]Aq/ﬁ < C’[wq]Aq/B, con C independiente de N. Entonces (5.3) puede
obtenerse para todo N, con constante independiente de N. La desigualdad entonces se consigue
al hacer N — oo. Asi,

I< ¢ gl(z)u(z)v(z)de < ¢ g(x)u(x)v(z) dx.
t? Jrn t Jgn
Luego, la estimacion de [ se sigue como en la prueba del Teorema 2.14. La estimacion de 17 es
la misma que en la pagina 94.

Finalmente, estimaremos I11. Sea A;; = {z : 2871r; < |2 — rQ;| < 2kr;}, donde rQ; es el
centro del cubo Q; y 7 = ¢\/nl(Q;). Notar que para cada j, B(zq,,7;) = B(%q;,! (Q*)/Q) cQr,
y entonces R"\Q; C Urey Ajx (ver Figura 5.2). Ademds, si y € QQ; entonces

0Q,)  Q;)

c|y—ij|§c\/ﬁT]<T:rj, (5.4)

lo cual usaremos para poder aplicar la condicién de Hormander.

Figura 5.2: B(zq,,r;) C Qj.

Usando que |, Q hjv = 0 junto a la desigualdad de Holder generalizada con B;-“ = B(zg,, 2k+1rj) C

2’““62}5, tenemos que

T (hjv)|

IIT < R™MQ* . _—
<wv | ¢z eR™\ g o>

C
< T g |T(hjv)(x)|u(x) dx
n\Q* "

< t /

t
2

/ W) (K (@ —y) — Kz — 2q,)) dy| u(z) da
n\Q*
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<Z/ SWlte) [ 1K@~ y) - Ko~ g, )lu(z) dudy

—Z/ b)Y [ K 0) Ko~ ue) ey

k=1 Aik

72, et )3 [ 1K) = Ko - a0, (e

k=1

< fz/ ) 32 @) K= ) = K =0 )X O,y 1ol
< fz]:/j|ha(y)\v(y);(2km)"HK( = (= 20,)) = KOl jajenr, 10llg 200100
<Y [ Il Mputy) dy

donde hemos utilizado la Proposicién 1.50, el hecho de que K € H, (ver (5.4)) y el Lema 1.58.

Asi, con la misma estimacién que en la pagina 96 obtenemos que

1< S [ fwutt)dy
.

y el teorema queda probado. O

Para la demostracién del Teorema 2.24 utilizaremos el siguiente resultado auxiliar, en el cual

asumimos para q y para los pesos u y v, las mismas hipétesis que en dicho teorema.

Lema 5.1. Si f es una funcion acotada con soporte compacto y m es un entero no negativo,

entonces existe una constante positiva C tal que
[ ot <o [ e
R" R

Demostracién. Supongamos primero que tanto b como w? = uv'~7 pertenecen a L>®. A fines
de aplicar el Teorema 2.20 debemos ver que [, |T;™(fv)|%uv' 4 es finita. En efecto, en virtud

de la Proposicién 2.7 y la Observacién 2.16 tenemos que

1T (Fo)wll gy = || Y Conb™ TV fo)w

Jj=0 La

<C Z Hbm_jT(bjfU)wHLq

J=0

m ) , 1/q
<O Nl ([ 0 o) )

J=0
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1/q
< O bl wll e 111l ( / o(x) daz>
sop(f)

< 0.

Entonces podemos aplicar el Teorema 2.20. De esta manera, si w? € A,/3 N L™

/Rn T (fo) ()| u(z)o' 1 (x)de < C | | f(2)| u(@)v(z) dz, (5.5)

para todo b € BMO N L, y con C' = C([|bl|smo, [w]a,,,)- A continuacién, para cada N € N
definimos la sucesién de funciones {by}ny de la misma forma que se hizo en la Pagina 81. y
entonces ||by|lBmo < 2|b|Bmo. Luego, se tiene (5.5) con b reemplazado por by, para todo
N € N. Observar que bJNf — b/ f en L9, para 0 < j < m, dado que f es acotada y de soporte
compacto. Por la Proposicién 2.7, T, f — T;™ f en L9, y por lo tanto existe una subsucesion

{Ng}i tal que Tlfkaf — 17" f en casi todo punto x. De esta manera, por el lema de Fatou,

/ |Tbm(fv)|quvl_q:/ liminf [T} (fv)]9uv’ ™9

< Ch’knligf /Rn |Tg7vk (fv)’quvlfq

SC/ | f|%uv.
R’ﬂ

Asi, vale (5.5) para todo b € BMO y w € Ay 5N L.

Finalmente, teniendo en cuenta que w € A,/g, definimos para J € N, w;(x) = min{w(z), J}.
Aq/p < [w]Aq/B'
que wy(x) S w(x) para J — o0, el teorema de la convergencia monéntona nos asegura que

Entonces wy € Ay vy [w] Aplicando el caso ya probado con wy y utilizando

5.5) vale para w. O
(

Demostracion del Teorema 2.24. Procederemos por induccién. Comenzaremos probando el caso
correspondiente a m = 1. Sin pérdida de generalidad, supondremos que f es no negativa y que
|Ib][BMo = 1. Como en la prueba del Teorema 2.22, fijamos t > 0 y hacemos la descomposicién
de Calderén-Zygmund de f a nivel ¢, con respecto a la medida du(z) = v(x) dz. Obtenemos asf

0, {Q51, [, 9y I como alli, de modo que

o ({o ez [BILION Ny o (£, e [0

[b, T (hv)(z)
v(x)

> ;}) + ()
>3})

+ uv ({a: e RM\Q*: '

=1+1I+1I1I.
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Asi, aplicando la desigualdad de Tchebychev con ¢ > 1 y el Lema 5.1 a la funcién g,

obtenemos que
C 1—
I's oo |1 TH(gv)(@)|Tu(z)v ™4 (z) do
Rn

< m 91 (z)u(z)v(x) dr.
Rn

Desde este punto, podemos proceder exactamente igual que en la pagina 94. La estimacién

de I7 es idéntica a la del Teorema 2.22. Para estimar I11, escribimos

b.T1(Ae) _ 5~ B TU0s0) _ (b —bg,)T(hv) > T((b—b,)ht)

% - - v -
J J J
y entonces
(b—bg,)T(hjv)| _t
111 < O k —
< wuw r € RM\Q Z ” >
J
o T((b—bg,)hjv)| _t
+ uv x e R"\Q": Z ” >
J
=A+B.

Para la estimacién de A, notar que

a<t S (b() - ba,) ( [ =)~ K~ )hu)el) dy) u(x) da

< fz | sl [ g K =8 = Ko = ) 0) by o)y

<< Z /Q k)Y /A (= 0) = Ko = ) (e) = b ) e dy
(+)

C oo
22 [ @@ [ 1K) K o), ~ b ) dr d,
1 J k=1 gk

g

(%)
donde Aj es el conjunto definido en la prueba del Teorema 2.22. Para y € @; fijo, utilizando
la desigualdad de Hoélder generalizada con 17, ¢, y \i/(t) = ¢! — 1 y la Proposicién 1.50, tenemos
que

b— kaHQj pr Bk HUHﬁ,Bf
2

() < O @4r)" | IK( — (= 20,)) = K()IXa,, O],
k=1
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00
< CZ(rij)n HK( - (y - ij)) - K(.)Hw,\x|~2k7~j ‘b - b2k+1Qj HuHﬁ,Qk-ﬁ-lQ; )
k=1

@72k+1Q;¢

donde B]]? = B(zq;, okt 1y ;) como en el teorema anterior. Por otro lado, utilizando la desigualdad

de Holder generalizada con 7,7 y el Lema 2.11 obtenemos que
oo
(k%) < C @) "k ||IK (- = (y — q,)) — K(-)\XAJ-,;C(‘)HWB? lull;,
k=1 |

o0
< O3 @)K~ (5= 20,) = KO, o, 1l 201
k=1

nuevamente por la Proposicién 1.50.

Notar que ambas sumas estan acotadas por C,Mj(u)(y). Entonces

A<Z/ ) o(y) Mau(y dy<Z/ Yuly) dy,

en virtud del Lema 1.58. Desde aqui podemos proceder como en la pagina 96.

Para finalizar la prueba de este caso usaremos el Teorema 2.22 para estimar B. En efecto,

T (3,(b— b, ko)

B <uv reR": ” > %
<9 [ 20— b,y | ul@p(e) d
< fz /Q 1) = b s @)ue)ee)

Utilizando la definicién de h reescribimos la tltima integral como suma de dos integrales, a las
cuales denotamos con By y Ba, respectivamente, como en las pdginas 96 y 97. La acotacion de

las mismas es andloga y esto completa la prueba para el caso m = 1.

Supongamos ahora que el resultado vale para cada 1 < £ < m — 1. Probaremos que es cierto
para £ = m. Para ¢t > 0 fijo, consideramos nuevamente la descomposiciéon de Calderén-Zygmund
de f a nivel ¢ con respecto a la medida duplicante p dada por du(x) = v(x) dx. Procediendo de

manera analoga al caso correspondiente a m = 1 escribimos

w({oere: B ob) < ({o e [0
+ uv ({xeR"\Q* : ‘Tbm(hv)(x)

v(z
=1+ I1I+1III
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Para estimar I utilizamos la desigualdad de Tchebychev con exponente ¢ > 1 y el Lema 5.1

aplicado a g para obtener

1
I<— | |1 (gv)|uv' ™1
4 Jgn

< = q
S gu

y desde este punto podemos proceder como en la pagina 94 .

La estimacién de I es la misma que en el Teorema 2.22. Para estimar [11, utilizamos la

)
)

descomposicién hecha en la pagina 99 para obtener

22(0(x) = bg, )" T (hjv)(x)

()
*5))

+ uv ({:c e R™MQ* ’Czj T(( _Uléi;)mhjv)(x)
T (32, (b = bg,)™ hyv)(x)
¢ Z v?x)

+u ({x e RM\Q*:

:Il+I2+13.

11T < wuw ({x e RM\Q*: ’C

S|+

Acotemos primero la expresién correspondiente a I7.

n<? 3 (0(w) b, )" T (hyo) ()| () d

R\ Q*

<Z/ ) — bg,|™

”\Q*

u(z) dx

/Q (K (x — y) — K(z — 2q,))hs(y)v(y) dy

J

< 72 / ) L. ;0 = bR = 5) = K (& g, ute) s dy

<Z/ W) [oly Z/ 271b(2) — by, " (2 — y) — K (z — 7, u(z) dz dy

/

(*)
+ = Z/ Y|y Z/ Mogeiig, — bo, " IK (x — y) — K(z — xq,)|u(z) da dy.

/

(%)

Sea \Ilk(t) = et"* _ 1, donde « es el parametro que seleccionamos en la demostracion del
Teorema 2.15. Primero aplicamos la desigualdad de Holder generalizada con las funciones 7, ¢

y U}, para obtener

[e.9]

() <CY @)™ | K(- = (y — wq,)) — K(')H%mwkw
k=1

b—bokt1p. U\l * .
2k+1Q; Ty, 25H1 Qs “7772’“+1Qj
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Luego, aplicamos la misma desigualdad con las funciones n y 7 junto al Lema 2.11. Asi,
[e.e]
k
(06) S CY (2" K™ [|K(- = (4 = 2,)) = KO, gy, 10l 26012 -
k=1

para cada y € @Q;. Ambos términos estan acotados por C,Mzu(y) que a su vez se acota por

Cu(y), en virtud de la hipétesis y del Lema 1.58. Entonces, obtenemos que
C
B 5 [ Il .
j j

y desde aqui podemos proceder como en la pigina 96. Para estimar Io utilizaremos el Teore-

ma 2.22. Para ello, escribimos

=11+ Iz5.

Las correspondientes estimaciones para I>1 e Io2 son analogas a las hechas en la pdgina 101

y 101. Finalmente, acotaremos I3.

m—1
I3 < Z uv ({x e RM\Q*:

Tf(Zj(b - bQ]’)MJfXQjU)(x)
v(x)

/=1
m—1 Tf (b—b _mff v Xo.v)(x
N ({xeR”\Q*: B2 (b —bg,) ™ [, Xg,v) (x) >é}>
P v(z)
=131+ I3p.

Para I3 1 usamos la hipétesis inductiva, ya que K € H, N H,, implica que K € H,y para cada
1 < /¢ < m. Entonces

ml (b—bo. )" fXo.
1371 SCZ / (I)g <Z]( QJ) f Q] ’U/de

t

o, <Zj(b —ba,)" "'t ) woda.

) t
=1 j J

y desde aqui podemos tener las cotas deseadas para I3 e I32 procediendo como en las pagi-
nas 102 y 103. O

5.2. Teoremas del Capitulo 3

Demostracion del Teorema 3.1. Como M, (fv) = My(|f|v), podemos suponer sin pérdida de

generalidad que f es no negativa. Fijemos 1 < p < n/v y supongamos que fRn fPuP/y es finita.
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Consideremos primero la condicién (i). Poniendo gy = q/p > 1, la desigualdad deseada puede

reescribirse como sigue

W <{x err: M@ t})l/qo < S @) Pt/ @)o(a) da.

U($) tP Rn
Denotemos entonces 79 = pvy. De esta manera,
1/go=p/a=1—py/n=1-"/n,

y 0 < < n yaque p < n/y. Podemos asi aplicar la Proposicién 1.70 para obtener

Yo/m
My (o)) < Mg e ([ ) (5.6

para todo w no negativo y fo € L. Consideremos entonces w = u'/% y fy = fPu'/%y. Entonces

fo € L' por la suposicién anterior. Utilizando el Lema 1.72 y (5.6) tenemos que

v(z)

< [U]Al U(SL‘)

=[] ¥ My (£) @) "
! v(z)

1
< o | (M ow ) @)\ o/
< [v]4, @) o Jo
Entonces, aplicando el Teorema 2.3 con g = fow™ ®v™ % uy = u y vg = v%, obtenemos que
1/90 40— G0 Lpyp q0 1/q0
uv?®® <{w : M, (fv)(x) > t}) <w® (s M(fow™ v~ 09%)(x) . (V] 4,
U(I) vQO(gj) (IR" fo)'y()/n

[U}p*1 Yo/m o 1/q0
<C Ay </ f()) < Fow Dy qom}qo>
tp n Rn

— g fpul/qov
P Jgn ’

/p

tal como se queria.

Finalmente, supongamos que u y v satisfacen (ii). Definimos ahora fy = fow, donde w =
ul/%=1/?" Entonces fo/w = fvy Iy = fPuP/%y. Aplicando la desigualdad (1.25) que aparece

en la Observacién 1.71, podemos estimar

q p/q
il (L MaU0@ N e ([ MU @) t
({2000 ) < [ Ml (L

/q
—a/v CM(fEwm ) (x) 14 ?
< g9yt ({x : 0 ) > G gt dy)(”/n })
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C ) pY/n . y p/q
< — w™ " yv?/P ,
<5 (L) ([ st

en virtud del Teorema 2.3 aplicado a g = flw ™7, uy = wv= /Y v vg = v?. Notemos ahora

~

que
w™ P = 1,

y entonces la dltima expresion de la desigualdad precedente puede escribirse como

C ) p(/at/n) o .
w ( - fo(y) dy> = » o fo (v) dy,

y el resultado queda probado. O

Demostracion del Teorema 3.7. Consideremos primero el caso en que u y v cumplen con (i) .

Fijemos ¢ > 0. Utilizando los Teoremas 3.1 y 3.6 obtenemos que

et ([ L ) (o 0 Y

I«,(fv) b
v L OO(qwq/p)
H Mv(f?)
v L w(uvq/p)

= C'sup
t>0

o ({ocae 0500 )"

<[00 [ (@ uap o) ds]

t>0

— C/ z)|Pu(x p/qv( ) d,
y de aqui se sigue la estimacién buscada.

A continuacién, probaremos el resultado para el caso en que u y v verifican (ii). Observemos
primero que la hipétesis y la Proposicién 1.38 implican que uv?/P = uv~9/P'v9 € A, y esto nos
permite concluir que

of — wp?/P
wy—9/?
es un peso de la clase Ay, en virtud de la Proposicién 1.42. Asi, aplicando el Teorema 2.2,
L (fv)

v

= [, oo

[1,00 uva/p

Lq,w(qu/z))

- H f’U q,U quj,/lqoo (uv —q/p’ v9)

< O|(an, (o))t

L1, (yv—a/P v4)
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Lq,w(m}—q/p’vq)

L‘Iaoo(uy‘Z/p)

Entonces,

Puv?/? ({x eR": L {f0)(@)] > t})p/q < sup [tpuvq/p <{a: e R": 15 (fo) ()] > t})p/q]

v(x) >0 v(z)

I (fv)

v

LqYOO(uvq/p)

S C HMW(fU) b
v

Lq7M(uvq/p)

o 240 )

<cuup|eC ([ P a)]

t>0

= C'sup
>0

=C [ |f@)Pu?i(z)o(z) d,
Rn

de donde se sigue el resultado deseado. O

5.3. Teoremas del Capitulo 4

Comenzaremos esta seccion con la prueba del Teorema 4.2. Para esto, necesitaremos enunciar
y probar dos resultados técnicos. El primero de ellos es una adaptacion del Lema 5.1 que aparece
en [36].

Lema 5.2. Sea f € L}ic una funcion positiva. Entonces, para cada v, A > 0 existe un nimero

a > 0 que depende de f y que satisface

</| - @(f(y))dy> a =\

Demostracion. Consideremos la funcién g definida por

9(z) = </y|sw o(f(v)) dy) 2"

Entonces se tiene que g es una funcién continua. Ademas, ¢(0) =0y lim,_, g(2) = oo, con lo

cual el teorema del valor intermedio nos asegura que existe a de modo que se verifica la tesis. [

Proposicién 5.3. Sea w un peso, {Ay}rez una sucesion de conjuntos que particionan R™ y

{bi}kez una sucesion estrictamente decreciente de nimeros no negativos que satisface

Iim by =00, Ilimb=0 gy C;<——<L(0q,
k——o0 k—o00
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donde Cy y Cy son menores que 1 e independientes de k. Entonces existe una constante positiva

Cy tal que

S bew({z € Ay : |f(@)] > bea}) < co/ w({z € R™: |f(x)] > £}) dt.
keZ 0
Demostracion. En virtud de la condicién sobre {bx} v {Ax} podemos escribir

00 b
/0 w({xeR":|f(x)|>t})dt:Z/b w({z € R : |f(x)| > 1) di

keZ " "k

by
>3 [ e e A @) > )

kez  Or+1
by /C1
:ch/ wifz e Ap s LUy gy
kez  Jber1/Ch =
by /C1
>Y 0 [ e € A @) > b de
keZ bi+1/C1

=) w({z € Ak : [f(2)] > bs1}) (b — br1)-
Notar que la condicién sobre {b;} implica que
b
br — bry1 = by, <1—];)Zl> > by (1 - Cy),

lo cual implica finalmente que

1

Zbkw({x € Ag : [f(z)] > brsa}) < 1—C,

keZ

/Ooow({xGR”:|f(x)|>t})dt. O

Demostracion del Teorema 4.2. Siguiendo la notacién de la prueba del Teorema 4.1, definimos
los conjuntos G, = {z : 2F < |z| < 281}, I = {x: 281 < |o| <282} L = {2 : 2M2 < |2|} v
Cr = {x : |z| < 2¥~1}. Sin pérdida de generalidad podemos escribir g = fv y suponer que ¢ = 1

por homogeneidad. Entonces

ww ({z € R": Mg(g)(z) > v(z)}) < Zuw ({z € G : Ma(gXr,)(x) > v(x)})
kEZ

+ Zuw ({x € G : Ma(gXL,)(z) > v(z)})
keZ
+uw ({z € R" : Mo(9Xc, )(2) > v(x)})

=+ 1I+1I1I.

Comenzaremos estimando /. Recordando que w = 1/®(1/v) y que v(z) = |2/, si 2 € Gy

tenemos que
218 < y(x) < 28,



5.3 Teoremas del Capitulo 4 115

y también
1 1

— < w(x) < -
@ (gt ) ® (35)

Usando estas estimaciones y el tipo débil modular de Mg (ver Teorema 1.60) con peso u

obtenemos que

- keEZ @u ({x € Gy : Mo(9&1,)(2) > 2(k+1)6})

<> (}B) /n o (%ﬁﬁfg) Mu(z) d
<cY q)(ll)q) <2iﬁ> /Ik (g(x)) Mu(z) dz

2k

gCZ/ O(g(x))Mu(x) dx

=C | ®(g9(z))Mu(z) dz,
Rn

donde hemos usado la submultiplicatividad de ®. Esto nos da la estimacién deseada para I.

_ g ®(g(y))
=1 n/|y|>|z w

Para estimar 1 definimos

|y|"

para x € G, y donde ¢, es el area de la superficie de la esfera unitaria S"~!. Fijemos 2 € G}, y sea

B = B(z0,7) una bola que contiene a x. Queremos obtener una cota superior para ||gX7, |4 5-

Notar que, si y € Li N B, como ademéas x € G tenemos que yl > |z|, y entonces

\y!

2r 2y —al 2 |yl = |z > 7.

Como @ es submultiplicativa, esto nos conduce a
9L, (y) > 1 / »
!BI/ <1/<1> 1(1/F(z))) Bl /5 (@ (1/F(2)))®(9&L, (y))
1 1

cnd” ®(9(v))
< d
/y|>ﬂc| /

- F(x) ly[™
1
De esta manera,
1

l9%e.lo.s < G170y

y podemos proceder como sigue

IT<) uw <{x € Gyt <I>—1(1}F(x)) > v(iﬂ)})

kEZ
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g (free o <)

keZ
= uw({z € G : F(x) > w(x)})
kEZ
< L ul sz eGy: Flx)> .

1
® (2(k+1)6 >

A continuacién aplicaremos la Proposicién 5.3 con las sucesiones b, = 1/®(27%), Ay = G} y con
peso u. Es claro que {by} es estrictamente decreciente, limy_, ., by = 0o y que limg_,, by = 0.
Veamos la otra condicién que debe cumplir la sucesién {by}. Usando la submultiplicatividad de

® podemos escribir
b1 ®(59) 5 1
b 1 — o278y’
k P (2(k+1)5) ( )

y, por ser 8 < 0,

_\2kBJ < 9B
1
o <2(k+1)6)

en virtud del Lema 1.2. Entonces podemos elegir C; = 1/®(27%) y Cy = 2P, Asi,

1 1 oe
Zilu xGGk:F(z)>7l SC/ u({xr e R": F(x) > t}) dt
keZ(I)(W) q’(m) 0

=C - F(x)u(z)dr
1
=c [ e /W| u(x) dz dy

<C » ®(g(y)) Mu(y) dy,

lo que nos da la estimacién del segundo término.

Finalmente, estimemos I11. Para ello definimos, para x € G,

4"¢c,,
() = T /|y|s§' B(g(y)) dy.

Para x € Gy, fijo, tomemos B = B(x,r) una bola que contiene a . Si y € Cj, obtenemos que
ly| < ‘Qﬂ Siguiendo las mismas ideas que en la estimacién de II tenemos que [|gXc,[lp 5 <
1/(®7Y(1/H(x))). En consecuencia,

ITI <uw({x € R": H(z) > w(x)}).

Sea v = n/(—n — rf). Notemos que 7 > 0 ya que, por hipétesis, § < —n. Aplicando ahora el

Lema 5.2 con 7 y A = 1, existe a > 0 que verifica

( /| | @(g(y))dy> an=1. (5.7)
yl<a¥
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Entonces,

1
uw ({x e R": H(x wl(x = uw zlxl <a¥, = o) d _
({z € R™: H(z) > w(x)}) 2] < /| (o) dy > )

el

o0
C 1
+Zuw z: 2% < |z < 2M a7, |£B|T;L/ " ®(g(y)) dy > —
k=0 ‘?AST @ (W)
= A+ B.
Procederemos a estimar A y B por separado. Notemos que, si C,, = 4™¢,,, entonces
1
Cy 1 *(3r)
P— ) dy > —— 7 = r———=>C 7 ad" ). 5.8
oiin /| (9(0)) dy > e ] R (5.8)
x

Si denotamos z = |x|~? entonces

1
o7 () =27 g 2)° = (14 g 2)° = (),

donde oo = r + n/3, que es positivo por ser § < —n. Por la Proposicién 1.18, parte (c), existe
una constante D > 1 tal que

1

le/a(l +logt 2)7%* < o71(2) < D21 4 log* )70/,

Luego, podemos estimar (5.8) como sigue

{x co(|z)7P) > C;lan} = {:E 7P > so‘l(Cgla")}

c { (Cglan)l/a }

D(1 + logt(Cptan))d/e

_ { - <<1 - log+<cn1a“>>5)”°“ N mﬁ}

Cilan

(1 ey /(@)
:{x;pl/ﬁ<<1“°g (Cya ))) <|xr}

Citan

1/ﬁ C—l *1/(‘15)
= - D n T < .
’ ((1 +1og+<cn1an>>6> @ < el

)—1/(aﬂ)

7P >

8

-1
Como D > 1, tenemos que D/P ( O =: Cy < 1. Asi, obtenemos que

(1+logt (Cr tan))s

A <uw ({x: Coa? < |z| <a})

< /|x|>com u(z)v" (x) dz

o0

u(x)v" () dz

el /6’02k1a7<|x<002ka“/



118 Demostraciones de los teoremas

G 1
< T ey "

k=1

- 1
= Q"C’T’BQ(k_I)(""'Tﬁ)/ D(g(y / u(z)dz | dy
lczl ’ ly|<a™ (9(w)) (2ka7)n |z| <2k a7y @)

<C [ 9w)Muly) dyy 2k Dintrs)
k=0

<C » ®(g(y)) Mu(y) dy,

dado que n + r8 < 0. Para finalizar la prueba, solo resta estimar la parte B.
o
B < ZUUT ({x 2R < x| < 2k+1a7}>
k=0
= 1
< u(x) dx
Z ( ) /:13|§2k+1a’Y
i (2k+1 1
(

0
x)dx
2kﬂ r,B 2k+1]7) /x|<2k+1m u( )

e

k

1
— 0 gnok(n+r) / o 1 / o)
kZO ly|<a? (o) (2k+Lg7)n |z|<2k+1a7 (z) Y

<C [ @(gy)Muly) dyy  2Hrtrh)
k=0

<C - ®(g(y)) Mul(y) dy,

o

lo que completa la prueba.

O]

Ahora procederemos a demostrar el Teorema 4.4. Debido a que la prueba de este resultado

es bastante delicada, enunciaremos y demostraremos algunos lemas previos con el objeto de que

resulte lo més clara posible. Asimismo, enunciaremos algunas afirmaciones dentro del cuerpo

de la prueba principal que serdn demostradas al final de la misma. Recordemos que ®(t) =

t"(1+1log™t)° conr>1yd>0.

Lema 5.4. Dado un nimero a > 1 definimos, para k € Z, by, = 1/®(a™*). Entonces,

b
r< L < @(a),
b

para cada k.

Demostracion.

brt1 a”"*(1 4+ logt a=F)°

by, o afr(k+1)(1+10g+ a—(k+1))§

6
T 1+ 10g+ ak o 5
- <1+10g o) ) T4 (pr(a))’.
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Notemos que

17 si k 2 0’
pr(a) = ¢ 1+loga, si k=—1;
1 .
1+ %, si k< -1

De aqui podemos deducir que

1 <¢pla) <1+logt a.

Elevando cada miembro al exponente § y multiplicando por a” obtenemos la tesis. O

Dado un ntimero a > 1 fijo definimos, para cada k € Z, el conjunto
O = {z € R" : Mpuv(z) > a*} N {z € R" : My py(x) > a*},

donde v" € A; y g es una funcién que se define luego en la prueba del Teorema 4.4. Para
cada k, ;. puede escribirse como la unién disjunta de cubos diddicos {Qg’?}j contenidos en la
grilla diddica D. En efecto, por la Proposicién 1.63 cada conjunto en la definicién de 2 puede

escribirse de esta manera. Luego,
Q = (U Rg> n (U Sf) = (rEnst) =Jet, (5.9)
l i 0 J

donde Q? = Sf si Sf - Rf y Q? = Réf en otro caso, para cada (¢, i) para los cuales la interseccién

es no vacia. Para estos cubos, tenemos que

inf Mpv < 1'nkfv. (5.10)

Los préximos lemas se relacionan con los cubos diddicos maximales {Q;‘: }; que descomponen

a Qk
Lema 5.5. Sean k € Z, vi(z) = min{v"(z), bg41} conv € Ay y by, como en el Lema 5.4. Si Q?
es un cubo como en (5.9) con £ > k, entonces

g, 1
r § 4

vg(z) de < bgiq.

Demostracion. La segunda desigualdad vale trivialmente por la definicion de vg. Para ver que
vale la primera, consideremos los subconjuntos de Qf definidos por A = {z € Qg- cog(z) =07 (x)}

y B= Qﬁ\A. Notemos entonces que

! v L [/ vr—&—/ b ]
— k= 7 k+1
|Q§| Q5 |Q§| A B
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1
> — [(info")|A| + by, 1]B|]
Q] [ A i
1

> @ [(mfv )| A] + by, bk+1|B\

Usando (5.10) y el Lema 5.4 tenemos que

1 1 at "\’
| > [<) |A| + bkarlBl}
Q51 Jo Q5| L\ [v]a,

1 ak " bk
> A "B
IQﬂ[QMm>’ e,

by | |A|+ |B| by,
— o], QS G o,
donde hemos usado que £ > k y a"® > by, por la definicién de ®. O

Definamos ahora I' = {(k, j) : |Q§C N{z:v(z) < a**}| > 0}. Asi, si (k,5) € T obtenemos

que

k 1
T < inf Mpv < mfv / v]a, 1nfv < [v] 4, 0™ (5.11)
[U]Al [ ]A1 Qk
Ademds, los cubos cuyos indices pertenecen a I' poseen la siguiente propiedad que resultard

fundamental en la prueba del Teorema 4.4.

Lema 5.6. Sea QL un cubo tal que (t,5) €T, v" € Ay y E = QLN {x: Mpv(z) > a*}, k € Z.

Entonces, existen constantes positivas C > 0 y n > 1 tales que
u(E) < Cuy(QL)al =k,
Demostracion. Notar que
E=Q'n{z: (Mpv(z))" >} C Q' n{z:v"(x) > akT/[v]TAl} =: F.

Usando la Proposicién 1.29 para v" € A1 C A, tenemos que existen constantes positivas C' y

e < 1 tales que

kr 1 1/(1—¢)
|E| < |F| = ‘Qi n {x o' () > [Z]A}‘ < ClQ! [a’“!Q’;! /Qg " () d:):] . (512)

Asi, para dicho ¢, elegimos p > 1/e y aplicamos la desigualdad de Holder con exponentes p

y p'. De la definicién de v; y de (5.12) obtenemos

1/p )
/wﬁ(/ﬁ)lﬂw
E FE
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1/(p'(1—¢))
QU ]

/ 1
< Chyy1 Q4P IQ4MP [ / v
t
Usando (5.11), los Lemas 5.4 y 5.5 y eligiendo n = 1/(p'(1 — €)) tenemos que

b
/ v dr < Cilbt@g]a(t_k)m
E bt

< CO(a)ur(QL)a"—Pr
= Cvy(QL)al!=FIn, O

Demostracion del Teorema 4.4. En virtud del Corolario 1.67, serd suficiente probar la desigual-
dad para el operador Mg p, para D una grilla diddica cualquiera. Fijemos entonces ¢t > 0, una
grilla diddica D y escribamos g = fv/t. Entonces, bastaré probar que
w({z e R": Mo p(g)(x) >v(z)}) <C [ @(g(x)) u(z) dz.
Rn
También podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que g es una funcién acotada con soporte
compacto. Fijemos un nimero a > méx{2", L}, donde L es una cantidad que serd elegida en
forma conveniente més adelante. Para cada k € Z consideramos los niimeros a¥, by = 1/®(a~F)

y el conjunto
O = {z € R": Mpuv(z) > "} N {z € R": Mg pg(x) > a"},

el cual se puede escribir como unién disjunta de cubos diddicos maximales {Qéc }; (ver (5.9)).
Notar que, si Ay = {z: ak < v(z) < akH}, entonces para cada k vale que
AN {z : My pg(x) > v(z)} C{z: Mpv( )>ad*yn{z:v(z) <Y n{z: My Dpy(x) > a®}

Ji(k.j)er

excepto por un conjunto de medida cero, siendo I' como en la pagina 120. También, si z € A

entonces by, < w(z) < byy1. Combinando esto, podemos escribir

w({x e R" : Mg pg(x) >v(x)}) = Zuw({Mq;pg > v} N Ag)

kEZ
< Z b];);rlbku({M@pg > U} N Ak)
keZ
)Y Y bau(QF)

keZ j:(k,j)er

(@)
da2, 3w \Q’“I ’

kEZ j:(k,j)€T
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donde hemos usado los Lemas 5.4 y 5.5.
Fijamos a continuacién un entero negativo N y definimos I'ny = {(k,j) € I' : £ > N}. El

objetivo es probar que existe una constante positiva C', independiente de N, para la cual

v k
S w@)™ Y <o [ age)ute) dr

k
(k.d)ETw @] R
Si podemos lograr esta estimacion, el resultado se sigue haciendo N — —oc.

Para probar dicha desigualdad, sea Ay = {Qk : (k,7) € Tn}. Dados dos cubos en Ay, o
bien son disjuntos o uno esta contenido en el otro. Observar también que, si k > ¢, . C €y,
con lo cual si existen cubos Qf, Q! para los cuales Qf N QL # 0 necesariamente debemos tener
que Q% C QL.

Sin > 1 es la constante que aparece en el Lema 5.6, elegimos 1 < a < 7 y definimos una

sucesion de conjuntos inductivamente de la siguente manera:
Go={(k,j) € T : QF es maximal en Ay},

donde la maximalidad se entiende en el sentido de la inclusiéon de conjuntos. Una vez definido G,
y de una forma coloquial, un par (k, j) en Iy pertenece a G4 si el cubo Q? tiene un “ancestro”

L ocon (t,s) € G,y Qf es el “primer descendiente” en I'y que satisface ,u(Q}“) > (@), donde
,u(Q’,;) es el promedio pesado dado por

by 1
@ [Q1] Jo

w@Qy) = u(z) dz,

en el sentido de que u(QY) < u(Q.) para cada (£,i) € Tn y Q? C QY C Q. En resumen,
definimos para n > 0, G,,4+1 como el conjunto de pares (k,j) € I'y tales que existe (¢,s) € Gy,

con Q;‘? C Q' y de modo que valen las desigualdades

1 b 1
— u(z) dx > gF—Dor L w(z) dz 5.13

Y 1 by 1
— u(z) dr < alt=tor L x)dzx, 5.14
QL1 Joe () de < be |QL] Jor ule) (5:14)

con (¢,i) e’y y Q? - Qf C QL.
Observemos que si Gy, = () para algin ng, entonces G,, = ) para todo n > ngy. Sea P =

U,n>0 Ga- Si (t,s) € P diremos que el cubo Q% es un cubo principal.

Afirmacién 1. Existe una constante positiva C' tal que

> |Qk| u(@u(@h) < C Z |Qk| QHu(Qb).

(k,j)€lN k.j)ep
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Posponemos la demostracién de esta afirmacién hasta el final de la prueba de este teorema.
Para cada k € Z fijo, consideremos la coleccién disjunta de cubos diddicos maximales {Qf I
dados por la Proposicién 1.63, cuya unién es el conjunto {x € R" : Mg pg(z) > a*}. Entonces,

para cada 7 se sigue que

@ < llgllg. g - (5.15)

que equivale a

5 ® (%‘?) dy. (5.16)

|QF|
Como Q? C {z: Mg pg(z) > a*}, para cada j existe un tnico i = i(j, k) tal que Q? C Q%. Por

la Afirmacién 1, el Lema 5.5 y la condicién (5.16) tenemos que

2 |Qk, CALCHESEDD m H(@u(Q)

(kvj)eFN ( 7j)eP

<c > b’;):l |Qk’) Aﬁf@(ﬁ?) dz.

(k,j)eP

Dado que @ es submultiplicativa y por la definiciéon de b; obtenemos que

— v, (QF a ! a " U(Q;C) x))dx
I CAICHE ¢ 3 g g /@@@( )

(kvj)GFN
_C /

=C [ hz)o(g(z))de,
R

donde h(z) = 3y jyep |QF u(Q) Xge (x).

Para finalizar, solo resta mostrar que existe una constante C' > 0 tal que h(z) < Cu(z).

(k,j) EP ‘

Dado = € R", podemos suponer que u(x) < oo. Para cada k fijo existe a lo sumo un cubo
Qf que verifica x € Qf Si existe, lo denotamos con Qk y definimos entonces los conjuntos
P, ={(k,j) € P: Q" C QF} y G = {k : P, # 0}. Recordemos que k > N, lo que implica
que G esta acotado inferiormente. Sea kg el minimo de G. Construiremos una sucesion en G de
la siguiente manera: elegido k., para m > 0, seleccionamos ky,+1 el entero mas chico en G y

mayor que k,, que satisface

Gt S (y) dy G| Join (y) dy (5.17)
Es claro que, si ky, < ¢ < k41, entonces
1
(y)dy < u(y) dy. (5.18)

ﬁ~u d<~lC )
Q| Jgr |QFm | JGrm
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La sucesion {k, }m>0 asi construida tiene solo una cantidad finita de términos. En efecto,
si no fuera el caso, aplicando la condicién (5.17) repetidamente, obtendriamos que
1
[wlau@) 2 =— [ uly)dy >2"—— [
|QFm | JGgrm Q| JGro
para cada m > 0, y tomando limite para m — oo llegariamos a una contradiccion. Por lo tanto,
{k’m} = {k‘m}%io

Utilizando este hecho y denotando F,,, = {{ € G : ky, < { < kp+1} podemos escribir

h(z) = Z u(QF) Xge ()

u(y) dy

u(Q’?) 1
UL — u(y) d
kz')gP u(QF) (\Qk\ /Q‘“ ) y)
u(Q)
= d “J
mZOZEZF: <|Q€ / v y> j'(Mz‘):EPz U(Qe)

<23 (i ) ¥ 3

LEFm j:(£,j)EP, (Q )

donde en la tdltima desigualdad hemos usado la condicién (5.18).

Afirmacién 2. Existe una constante positiva C tal que

DS

CEFm j:(£,5)EP, (QZ) -

Si esta afirmacién vale, habremos terminado. En efecto, si denotamos Cy,, = [QFm|~1 kam u

y usamos la estimacién de arriba obtenemos que

h(z) < C ioj Cn <C f: g2

m=0 m=0

mo
= CCmg27™ Y 2™ = CCpy2 ™0 (20 — 1)

m=0

< CChyy < Clu] a,u(z). O

Para completar la prueba, demostraremos a continuacién las Afirmaciones 1 y 2.

Demostracion de la Afirmacion 1. Fijemos (t,s) € Py definamos
I(t,s) ={(k,j) € I'n: Q? C Q% y @ es el cubo principal més chico que contiene a Q?}

En particular, cada Q? con (k,j) € I(t,s) no es principal, a menos que (k,j) = (¢, s). Usando

la condicién (5.14) podemos escribir

we(QF) bty b w(QY) W (QF)
(kag(t,s) 51 Ha = (k,j)ezf(t,s>a b TR (@) e
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Ademads, en virtud del Lema 5.5 con k > t tenemos que

con lo cual

v (OF u(Q t
Z k(Q])u(Q;?)S‘I)(a)[U]Zh ’gS) Z a(k_t)o‘rbfbfkvt(Qﬁ)

(k,j)€I(t,s) (k,g)EI(t,8)
Qt —l)ar
< ®(a)[v]’y, ](Qt) Z a* Dy, (Qf N {z : Mpu(z) > a¥}).
)])el(tvs)

Usando el Lema 5.6, obtenemos que

v k U t
v %90 < ooy, U9 T by, (Qtyat-br
’Q]’ |Qs|

(k,j)EI(t,s) (k,j)EI(t,s)
Q —R)r(n—«
< C®(a)v]}y, |(Qty) t(Qi)Za(t k)r(n—o)

k>t

Ca (@)}, ,(Qci,) w(QL),

vaquen—a>0ya>2"> 1. En definitiva, hemos concluido que

(@) o < caaer 19, o
LT g < orb @)

y al sumar sobre todos los (¢, s) € P tenemos que

Uk(Q g ( f)
2 QF " DU D T

(k,j)eln (t,8)€P (k,j)EI(t,s)

va que U gep I(t,s) =I'n. O

Demostracion de la Afirmacion 2. Supongamos, por el momento, que existe un nimero positivo

v tal que, si (£,7) € Py y kpy < € < kp41, entonces
a(gfkm)'y 1

W 1 e

1
— dy. 5.19

Con esto, si y € Q?,

u(y)[ula, u(z) dz

o1
— Qs Jo

a(e_km)'7 1

—_— d
Q[U]Al |Qf| Q@U(?J) Y
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y en consecuencia,

b Q)
2ulf, Q]

=: ],

lo que implica que
U Q§§{$€Qz:u(x)>)\}.
Ji(&.5)EPe

Dado que u € Ay C A, existen constantes positivas C'y v que verifican E g <C (I QI) para

todo F C ) medible. Por la desigualdad de Tchebychev y la definicién de A tenemos que

oouw@)y=u| U @

](€7j)€P£ j(‘evj)epi

u({z € Q : u(z) > \})
< Cu(dY) (r{x € Q' ulx) > A}\)”

Q]

- 1 v
< @) (57 [, 0 )
— Cu(@uteno,

y finalmente

2. 2

LEFm 5:(L,5)EP,

C (km—£)y
(@ ) <oyl

LEF,
<C Z akm=07 — C,
>k

dado que a > 1. Esto da la prueba de la afirmacién.

Probaremos ahora que vale (5.19). Seleccionamos (¢,5) € Py con ky, < ¢ < kyq1. Como
Qe C Q. , por maximalidad existe un unico s tal que Qe - ka. Queremos ver que (kp,, s) € I'y.
Si (K, s) € P no hay nada que probar, ya que P C I' 5. Entonces, supongamos que (ky,, s) & P.
Por las definiciones de G' y P, , QFm contiene un cubo ka con (kn,,p) € P. Veremos, como

primer paso, que Q¥ C Q¥ . En efecto, existe un tinico i(s) tal que QZ C Qkn C ka Ademads,
{x : Mo pg(x) > ae} C {x Mg pg(z) } UQk

con lo que existe un uinico iy que verifica Q§ cQfc Qfo’" Por otro lado, tenemos que z € QFm

yx € Qfom con lo cual debe ocurrir que
Yo _ Akm _ Akm
Qhn = @k = @,

que implica directamente que Q’;m - ka. De hecho, esta contencién es estricta debido a que

tanto Q’;m como Q’;m estén contenidos en QFm, y S # p.
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Recordemos que Q% es un cubo maximal del conjunto {x : Mg pg(z) > a*»} y que QFm

es maximal en
O, = {x €R™: Mpv(z) > a*} N {x € R" : Mg pg(x) > a*m}.

Debido a que Q%= C QF» concluimos que Q" es un cubo diddico maximal del conjunto
{x : Mpv(x) > a*m}. Asi,

Qk | / y)dy < 2"akm < gfmt (5.20)

y esto nos dice que |Q¥ N {z : v(z) < a*mF1}| > 0. En efecto, si no fuera el caso, denotando

con E = QN {z:v(z) > a**1} tendriamos que

1 1 1
IQ'“”I/’“m v(y)dy = Bl /ka v(y) dy > B W) dy > an

lo que contradice a (5.20). Entonces (k,,s) € 'y y por lo tanto Q% estd contenido en, al
menos, un cubo principal. Sea Q¥ el cubo principal més chico que contiene a Q™. Usando las

condiciones (5.13) y (5.14) podemos escribir

|Qz| / dy S o= k)on“l;]; |C;]§| o u(y) dy > al—Fkm arbz;n ’ka‘ km
Por otro lado, de (5.18) tenemos que
1 2 1
i s s [y <2, 0 < 2pla o [

Con estas dos desigualdades obtenemos la siguiente estimacién:

(b—km)ar “km km
be \Q’“’”I i

1 (Z km)ar

2[u]a, (®(a))t—hm \Qf! ol

donde hemos usado el Lema 5.4. Supongamos primero que § > 0. En este caso aplicamos

1
— u(y)dy > a
QS gt

>

u(y) dy,

la Proposicién 1.18, parte (e) con 0 < ¢ < r(a — 1). Entonces, para ¢ > 1, tenemos que
®(t) < Cot"*e, con Cy = max{1, (6/¢)°}. Asf,
1 1 gt—km)ar—r—e) 1
|Q—§| o u(y) dy > Sl L 0] Jo

Recordemos que a > méx{2", L}. Elegiremos L de manera que

u(y) dy.

QT s CO-

Si Cy = 1 esta condicién se cumple trivialmente dado que aor —r —e > 0. Si no, basta con tomar
L = (§/)%/(r(@=1)=¢)_ Entonces, eligiendo v = log,(Cy 'a®"~"~¢) obtenemos (5.19).
Si § = 0, entonces ®(t) = t" y all-Fmlor /gll=km)r — ¢(t=km)(e=1)r Ep este caso podemos

tomar v = (a — 1)r. O
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Antes de dar la prueba del Teorema 4.5, enunciaremos y demostraremos el siguiente lema

técnico.

Lema 5.7. Sea f la funcion definida en [0, 00) por

1+H7 s z>0
1, s z=

Entonces 1 < f(x) < elle, para cada x > 0.

Demostracion. Observemos que

f'<x>:f<:c>(1jx)2(mg(1+;>_1) § 250

Es facil ver que f tiene un méximo relativo en z = 1/(e — 1) cuyo valor es f(1/(e — 1)) = el/.

Por otro lado,
lim f(z) = lim f(z) =1,

x—0t T—00

que directamente implica la tesis. O

Demostracion del Teorema 4.5. La prueba de este resultado seguird ideas similares a la del
Teorema 4.4, con algunos cambios importantes. Utilizaremos, en general, la misma notacién
que en esta prueba. Fijemos ¢ > 0, una grilla diddica D y denotemos g = fv/t. Serd suficiente

demostrar que

W ({z € R” : Mop(g)(@) > v(2)}) < o/ o ({) .
Fijemos un ntimero a > 2™ y, para cada entero k, definimos el conjunto
O = {z € R": Mpu(x) > a*} N {z € R" : Mg pg(x) > a"},

que puede ser escrito como unién disjunta de cubos diddicos {Q?}j, en virtud de la Proposi-
cion 1.63.
Como antes, consideramos el conjunto I' = {(k, j) : |Q§3 N{z : v(z) < a#*'}| > 0}. Como

v € Ay, si (k,j) € T entonces tenemos que

1 1
T < inf Mpv < infv< —— [ v <[], mfo < [v]a,a". (5.21)
[v]a, @F & T Q7] Jox Q5

Como v" € Aj, también tenemos que

1 1 v 1
o Lo lon L) Sl [ e
|Q]’ Qk |Q]’ Qk |Q]| Qk
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Combinando esta estimacién con (5.21) obtenemos que

akr 1

[v]4,

A continuacién, observar que si Ay =

que

< — v
Q%[ Jor

"< 0], o), a7 (5.22)

{z:a" <wv(z) < a*}, para cada entero k tendremos

AN {Mypg > v} C {MDU > ak} N {v < ak+1} N {M@)pg > ak}

c U @

J:(k,g)er

excepto por un conjunto de medida nula. De esta manera,

w"({z € R" : Mg pg > v}) =

donde hemos utilizado (5.22).

> w"({Mepg > v} N Ay)
kez

<a" Z aFru({ Mg pg > v} N Ay)
kEZ

< arz Z akzru<Q;c>

k€Z j:(k,j)el

<d'| Alz Z

keZ j:(k,j)eT

v (QF)
IQkI ’

Fijemos ahora un entero negativo N y definamos I'y = {(k,j) € I' : £ > N}. Veremos que

existe una constante positiva C, independiente de NV, para la cual

DY

k>N ji(k,j)eln

o (QF)

u(@)

<C i) <f> uv’.
en \ t

[oid

Si logramos probar esta estimacion, el resultado se sigue directamente al hacer N — —oo.

Sea Ay = {Q? :

(k,j) € T'ny}. Dados dos cubos en Ay, o bien son disjuntos, o uno esta

contenido en el otro. Notar ademéds que, si k > t, 2, C Q. Asi, si los cubos Qf y QL verifican

Q;? N Q% # (), entonces necesariamente debemos tener Q? C Q.

Como v" € A; C A, existen constantes positivas C' y 1 tales que, para cada cubo @ C R"

y cada subconjunto medible FE de @,

v"(E)
(@)

(i)

Sea 0 < 8 < n y definamos la siguiente sucesién de conjuntos de manera inductiva:

Go =

{(k,j) € Tn : Q¥ es maximal en Ay},
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y a partir de G, definimos G,,+1 como el conjunto de pares (k,j) € I'y que cumplen que existe

un par (t,5) € G, con Q% C Q% y de modo que las desigualdades

1
— u(z) dz > aF~VP u(x) dz, 5.23
Y 1 1
— u(x)de < a8 _— u(x) dx 5.24
Q1 o " @l o " 20

: ; k 14 t
se verifican con (¢,4) € 'y y QF € Q; C Q.
Sea P = UnZO Gy, el conjunto de indices correspondiente a los cubos principales.
A continuacion enunciaremos algunas afirmaciones claves para este resultado. La prueba de

las mismas se pospondra para el final de esta demostracién.

Afirmacién 3. FExiste una constante positiva C tal que

v (QF v (QF
Z (QJ)U(Q;?)SC Z (ij)u( ?)

k

Para cada k € Z fijo consideraremos la familia {Qf }i de cubos diddicos maximales dada por
la Proposicién 1.63, que descomponen al conjunto {z € R" : Mg pg(x) > a*}. Entonces, para

cada i, se sigue que

k . . K
a” < Hg”«b,@f 0, equivalentemente, Flloge (5.25)
Afirmacién 4. FExiste una constante positiva C que cumple que
C’—k ¢ (f> v (x) dx, (5.26)
Q7] Jor  \1

para cada cubo Qf

Supongamos entonces que las afirmaciones son ciertas. Dado que Qf C{z: My pg(z) > a*},
para cada j existe un unico ¢ = i(j, k) para el cual Q? - Qf Aplicando las Afirmaciones 3 y 4

tenemos que

k: k
2 |@k| @U@ =€ 3 |@k| Jul@;)

e (k,j)eP
<C 3 d"u(@))
(k.j)eP
< o (1@ ]
B (k%;P Q| /Qk : )Y (z) dz
) e
mo 2
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=cf @ <t> h(z)v" (z) dz,

donde h(z) = . yep Q5 u(@) Xgp ().

Para finalizar, solo resta mostrar que existe una constante positiva C' tal que h(z) < Cu(z).
La prueba de esta desigualdad es similar a la que aparece en [41]. La incluimos para mayor
claridad.

En efecto, dado = € R™, podemos suponer que u(z) < co. Para cada entero fijo k existe, a lo
sumo, un Qf que satisface x € Qf Si este cubo existe, lo denotamos por QF y ademads definimos
los conjuntos P, = {(k,j) € P : Q? C Q") y G ={k: P, #0}. Recordemos que k > N, por lo
que G esta acotado inferiormente. Sea kg el minimo de G. Construiremos una sucesion en G de
la siguiente manera: elegido k,,, para m > 0, seleccionamos k;,+1 como el entero més chico en

G y mayor que k,, que verifique

1 2
G| /ka+1 (y) dy G| Join (y) dy (5.27)
Es claro que, si £ € Gy ky, < € < kppq1, entonces
= () dy < — (v)d (5.28)
— ul\y Ys —= ~ ul\y Y. .
Q /g |QFm ] S grm

ucesion > { construi iene un numero fini Srmin u notarem n
La sucesién { &y, }m>0 asi construida tiene ero finito de té 0s, que denotaremos co
mg. En efecto, si este no fuera el caso, aplicando la condicién (5.27) repetidamente, tendriamos

que

1
() > 2 [ ugyaysom L[
' |QFm | J Gt Q| Jko

para cada m € N, y haciendo m — oo llegarfamos a una contradiccion.

u(y) dy

Si denotamos con Fy, = {¢ € G : kyp, < £ < kp41} podemos escribir

)= 3 |Qk| u(Q}) X ()

(k,j)eP
w(@h) /1
kz)ép u(QF) <\Qk\ /@’“ " dy>
u(Qf)
N d NJ
mZOEEZF <|Qf / v y> '-(%6& u(@)
mo 1
<2 Ak
3 (@ o >eezm<mz>:epe 1

donde en la dltima desigualdad hemos utilizado (5.28).

Afirmacién 5. FEziste una constante positiva C que satz’sface

>y

CEFm j:(t5)eP, & Q )
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Si esta afirmacion vale, habremos terminado. En efecto, denotando con C,,, = |ka |~1 J. Olom U

y utilizando la estimacién de arriba junto con (5.27) tenemos que

h(z) < C ioj Cpp < C ioj Ciy 2™

m=0 m=0
mo
= CCpy27™ Y 2™ = CCp 270 (20t 1)
m=0
< CCpy < Clu]a,u(x). O
Para completar la prueba, probaremos entonces las tres afirmaciones.
Demostracion de la Afirmacion 3. Fijemos (t,s) € Py definamos el conjunto de indices

I(t,s) = {(k,j) el'n: Qf C Q' y @' es el cubo principal més chico que contiene a Q?} :

Particularmente, cada Qg’? con (k, j) € I(t, s) no es principal, salvo que (k, j) = (¢, s). Utilizando

la condicién (5.24) podemos estimar

" k u
3 (@) (@)<Y at-nsids) (Q9), » (@Qh)

k t
(k.g)€El(t,s) @] (k.g)€l(t,s) @l
<C |(%’) Z a(k_t)B’UT(Q?)
U (kg)El(t,s)
<C ’(QQt ’) Z a* D8y (Qf N {z : Mpu(z) > a*}).

(k.j)€el(t,s)

Por otra parte, usando la condicién Ay, de v", la desigualdad de Tchebychev y (5.21) obtenemos

que

v (QY x:|vjav(x ak
0" (QL N {z : Mpu(x) > a*}) < (@.nd vj(]c;l) (z) > })UT(QE)

r ’Ql; N {:L' : [U]Alv(.%') > ak}‘ nvr t
< 0 Q) ) @

<) (glfgk R dx) (@)

< [0 an (afo]h,)7al =P (QL).

Combinar estas dos desigualdades nos conduce a

0" (QF) u(Ql B T
Z |QkT U(Q;C) =C ’(Qt’) Z I (0)d)
(kg)el(t,s) %7 s J)EI(t,s)

k
]Qt Qt Z (t=k)(n—B)

k>t
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u(Q%)
| QL]

vaquen— L8>0y a>2"> 1. Hemos obtenido entonces que

”T(Qﬁ) k u(QY)
2. gr U@ =CTg]

<C 0" (QY),

v (QY),

(k.g)el(t,s)

y si sumamos sobre todos los pares (¢, s) € P se sigue que

v (QF) v (QF) v (QL
> toru@s Xy Srtueh <o Y S,
(k,j)€l N J (t,8)EP (k,j)€l(t,s) J (t,s)eP s
dado que U gep I(t,5) =T'n. O

Demostracion de la Afirmacion 4. Fijemos uno de los cubos Qf, y consideremos los conjuntos

definidos por A = {z € Q¥ : v(z) < toa”}, donde tg estd dado en (4.2) y B = Q¥\ A. Entonces,

=I+1I.

< %] + et
®,Qk ak X5 ®,Qk

< || e tal
o,QF T

De aqui podemos deducir que, o bien I > 1/2 o IT > 1/2. Si se da el primer caso, por la

submultiplicatividad y el tipo inferior r de ®, tenemos que
1 2
L[ o (M),
|Qz | Ja ta

a5 ()
o(£0) 7,

t ) thakr

lo que significa que

L @)
af o Jor ® (t) v (x) dx.

Para el segundo caso, si escribimos J; = {¢ : Q’; - Qf}, entonces B C [y ;. | Q?. En
efecto, B = Qf N{v > tga"} C Qf N {Mpv > a*}, y esto implica que

B CQFn{x: Mpu(x) > d"}n{x: M pg(z) > "} = QF N Q.

En consecuencia,

pe@in| U et = U (@nak) = U e (5:29)

eEJi,k ZEJi,k ZGJLk
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Luego, como ® € F,, entonces

!C;f! 5 (W) dz
S (£2)e (52) () Saguptaris
!Q’“! ( > a’(“f) (10g (Uéf)>)6?f@§m3<x) dx,

y usando (5.29) podemos escribir

a*" < 0|Q1k| < <log < (5?))6 Xopop(@) da

(x

<) w2 (z) d,

t

Led; &
donde wg(z) = (log (%)) XkaB( x).
Notemos que, como v" € A7, existe un exponente s > 1 tal que v" € RH;. Sean
bo=mix{d, 1}y eo=min{1/(s/[o]{" @l "]k, d0 — 1), 1}

Fijados 0 < e < gpy v = 1+ ¢, tenemos que v/ = 1 + 1/e. Asi, aplicando la desigualdad de

Holder con exponentes v y 7/, con respecto a la medida du(z) = v"(x) dz, obtenemos que

1/~ 1/4'
kr i r k 1 |:(I) <f):|V r 1 v
a®" < |Qf| KEZJMU (Qy) (v’“(@?) /Q’Z : v 7117(@?) /Q’,_f wy v . (5.30)

A continuacién probaremos que el segundo promedio estd acotado por una constante K,
independiente de e. En efecto, usando (5.21), que log(t) < £~'t¢, para cada t,£ > 0y la

desigualdad de Holder con exponentes s y s’, podemos estimar

s’ 1/ /

1/s 1/s
!/ |ng| 1 v 1 rs
5 = .
= ( Qb (ng\/ 'f) <|Q';|/Q;;” )

< (01 al/S[ "I, 507's')

1/
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2/e

donde hemos utilizado la definicién de € y el Lema 5.7. Asi, podemos elegir K = e“/¢. De esta

manera, hemos probado que

O PRCIC YA 0] K9 S

y observemos que, si W(t) = t7, la expresién entre paréntesis es ||®(f /ﬂ”\l/,zﬂ,@f' Usando la

Proposicion 1.52 tenemos que

1SCf /D)l or ot < T (IQ:)/ [@ <{)]7v (5.32)

para cada 7 > 0. Combinando las estimaciones dadas por (5.31) y (5.32) tenemos

kr<C£€§J:< |Qk’) E};| o [@({)]Vw).

Como los cubos en J; j son diddicos y ademds

U @i car,
ZEJi,k
podemos concluir que
r(Ok Cri— Y
<ot (~ka) + 7'~k [ [‘I) <f>} v, (5.33)
Q7 Q7 Jar t
Observar que
1
— v () dx < (14 a"[v]y, [v"] 4, )a*". (5.34)
QFI 1

En efecto, observar primero que

(re Qv >ayc | @k

éGJiyk

y entonces

% ) vr(m)dx:% / v’ﬂ(ac)alac—i—/~ v (x) dz
Q71 /o Q71 [/ Qintvsaty QFn{v>a*}

’QZ 1 r d
]§ GHIQH Jop

< a*" + o]}y, [v"]a, 0"

< (L [o]y, [v']a,a7)a™,

en virtud de (5.22).
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Asi, escogemos 7 tal que C7(1 + [v]) [v"]a,a") = 1/2. Observar que 7 < 1. Usando la

definicién de v y (5.33) tenemos que

ot <20 <2c<1 ¥ [v]zlzh [vr]Alaw) r@lﬂ o {@ <f(f)>](”””) *

para cada 0 < € < gg. Luego, haciendo € — 0 y usando el teorema de la convergencia dominada

obtenemos que

a* < (4C)%(1 + [v]gl[vr]Alar)’(;k’ - ® (> v (x) dz,

lo que completa la prueba de la afirmacién. O

Demostracion de la Afirmacion 5. Supongamos primero que, si (¢,7) € Ppy kpy < € < ki1,

entonces
1 a(é_km)ﬁ 1

— dy > ———— —— dy. 5.35
’%‘%@@)y>2mm @qéﬂ@)y (5.35)

Con esto, siy € Q;,

1 all=km)8 1
wlia > o | )8 > S [
y en consecuencia
u(y) > M@ =\

2[uly, QY
Esto implica que
U Q?Q{xé@zzu(x)>/\}.
J:(J)EP,
Como u € A; C A, existen constantes positivas C' y v para las cuales vale la desigualdad
uE) < <@>V, para cada conjunto medible £ C @Q. Entonces, utilizando la desigualdad de

u(Q) %]
Tchebychev y la definicién de A, tenemos que

Yoo u@)=u| U &

](EJ)EP(’ J(Zvj)epf

<u({z e Q' :u(z) > \})

~ T Nﬁ:um Y
< Cu() (I{ €Q m( ) > AH)

< @) (357 [, 0 )
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= Cu(@g)a(k’”_g)ﬁ”.

Finalmente,

Y Y Moy o

%mewje& Q) LeFm,

<0 a0t _ g,

0> km

dado que a > 1.

Para terminar la prueba de la afirmacién, veamos que vale la desigualdad (5.35). Tomemos
(£,7) € Py con ky, < £ < kpmg1. Como Qy C Q. por maximalidad, existe un tnico s que
satisface Qg C @%m. Probaremos que (K, s) € T'y. Si (ki,s) € P no hay nada que probar, pues
P C T'n. Supongamos entonces que (ky,,s) € P. De la definicién de G y Py, , QFm contiene un
cubo Q’Ijm con (kpy,,p) € P. Veremos primero que Q¥» C Q% . En efecto, existe un tinico i(s)
para el cual Qf C Qhn C Qf(’;). Ademis,

{a: : Mg pg() > c/} C {x : Mg pg(z) > ak’”} = UQ?’",

y esto implica que existe también un tnico ig tal que Q§ c Q' cC Qfo’" Por otro lado, de la

definicién de QF, z € Qb y x € Qfom Esto nos lleva a concluir que
k;"L — kfnl — k‘m
Q5 = Q3" = @™,

lo que directamente implica que Q’;m C QFm. De hecho, la contencién es estricta porque tanto
QFm como Q’;m estdn contenidos en Q¥ y s # p.
Observar que Q" es un cubo maximal del conjunto {z : Mg pg(z) > abm} y QFn es un

cubo maximal de la descomposicién de
Q,, = {r €R": Mpv(z) > a*} N {x € R" : Mg pg(x) > a*"}.

Como QFm C Q% tenemos que Q¥ es un cubo diddico maximal del conjunto {z : Mpuv(z) >
a*m}. Esto significa que
y)dy < 2"abm < ghmtt (5.36)

km
|Qs™|
ya que a > 2", lo que nos conduce a que |Q* N {z : v(z) < a*m*1}| > 0. En efecto, si no fuera

el caso, denotando E = Q¥ N {z : v(z) > a*»*1} obtendriamos que

1
m+1
Q5] Jopon "W = \E\/ 00 > [ o) dy > o
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lo que contradice (5.36). Por lo tanto, (k,,s) € Tn y Qljm estd contenido en, al menos, un cubo
principal. Sea Q¥ el cubo principal més chico que contiene a Q. Usando las condiciones (5.23)

y (5.24) podemos escribir

Msﬁl o VW P A ”Mkm>6u9§m| i "

También, por (5.28), tenemos

1 2 , 1

10 Jor u(y) dy < 3] Jon u(y) dy < 2[u]a, 5&5 u < 2[U]A1@ o u(y) dy.
Combinando estas dos estimaciones tenemos que

[ uydy > a0 [ gy dy > ——aEP [ () ay,

Q] Jo QE ] Jogn 2, G Jar
y esto completa la demostracion. O

Demostracion del Corolario 4.6. Por la equivalencia entre @ y W, existen constantes positivas
Ay B de modo que
AV (t) < ®(t) < BY(t),

siempre que t > t*. La Proposicién 1.51 establece entonces que existen dos constantes positivas
D y E de modo que
DMg(fv)(z) < My(fv)(z) < EMs(fv)(x),

para casi todo punto z. Luego, utilizando el Teorema 4.5 tenemos que

uvr<{x€R":W>t}>§uvr<{x€Rn:W>;}>

<C ) (E\f|> uv”.
an t

De manera similar a lo que se hizo en el Lema 4.7, podemos probar que existe una constante

positiva Cy de modo que

M\p fU
"() = 150 fll oo unry < Co 11l oo )
v [, (uv’f)

y, en consecuencia, del Lema 1.62 obtenemos que

w’ <{x ER": W > t}) SCJ e ® (W) w(z)o" (@) da

<o <E*> / ) (W> u(x)v" (z) dx
Cot {z:|f(z)|>t/(2Co)} ¢

- B <E> / v <2Cot|f(”5)|> (@) (z) de
Cot {z:|f(x)|>t/(2C0)} t

OU@IN
sclww(t)<><m. 0
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Demostracion del Teorema 4.9. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f es no negativa.

nr no 1 1
o= , v= y ﬁ=q<+,>.
n—ry por

Consideremos

Sea ¢ la funcién auxiliar definida por

£(t) = ta/8, s 0<t<1,
t7(1+logt t)¥, si t> 1.
Entonces, para todo ¢t > 1 tenemos que
tl/o—i—'y/n tl/r
/™ ~ - = - ~ O 1(t).
(1 +logtt)y»/o (1 +log™t)d/r

Observar ademés que o < ¢, ya que r < p. Esto implica que 8 > 1. En efecto, es claro que

q/(or") > 1/r". Por otro lado,

—1-pL<1-r2,
n n

V QI3

lo cual implica que ¢/p(1 — ry/n) > 1 o, equivalentemente, ¢/p(1/r — v/n) > 1/r. De esta

manera,

Combinando la Proposicién 1.56 con la Proposiciéon 1.76 podemos concluir que

fo gﬁ/q 1/8 v/n

J0 p

Nh¢<w>@ﬂ367ﬂQ o | @) (RM%@ME> :

Observar que & es equivalente a una funcion de F,, para t > 1. Si fy = fwv, dado que

q(1/p + 1/r") = Bo podemos utilizar el Corolario 4.6 para estimar

wﬂum+uw><{xrﬂiw?i§ﬂx)>t})::uvmy({xzﬂiw?zsﬂx)>t}>

M <f(1)95/qw*ﬁ> (x) y e
vﬁ(m) (f|f0|p)5’y/n

/4 (y)BP/a—1) /nB
SC/n§<fp6 Q(wtﬁ)ﬁpq ' [/n fp(wv)p}’y )uv"ﬁ

=C [ eNuw?
Rn

_c ( /A N + /B 5<A>uv”6) ,

]v/nﬁ

< w’ x:

donde
fP8/4 () BP/a=1)

) e

i
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A={z eR": \z) <1} y B=R"\A. Por definicién de { tenemos que
/ EN@))u(@)[v(@)]? do = / @) Pu()[v(2)]7" da.
A A
Notar que si w = u/%YP+/" =1 entonces

uv?

A\ BypB = g(wv)p*q [ FP(wo)P

qv/n
[ oy

P av/n
- FP(wo)? Py B+ =) (1/p+1/r").
tq R

Observar que

B+ (p—aq) <1+1,>=q<1+1,>+(p—q) (1+1,> —1+2.
p r p T P r r

También notar que
/ !
(wo)P = uP/ QI HP/T PP — P ey Pl

Por lo tanto,

r 19v/n
/ f()\)’LL’UUB =t4 fpup/qvl+p/7" |: fpup/qvl+p/r’:|
A LJR™ i Rn

I 11+4av/n

<t / fpup/qvl+p/r’
: 19/p

=t PP Gyt Pl
LJRR™ ]

Por otra parte, A(xz) > 1 sobre B,y como £ es de tipo superior ¢/ podemos estimar el integrando
por A/Buu?8. A partir de este punto, la estimacién para B es similar a la de A. Por lo tanto,

hemos obtenido que

wp?(1/p+1/r) ({m cR" - W > t}>l/q <C {/n <f(t$)>pup/q@)(v(x))l+p/r' da l/p‘

O

Demostracion del Teorema 4.11. Supongamos nuevamente que f es no negativa. Por la Propo-
sicién 1.76 tenemos que

M (1) @ < 0| (3:)] o ([ mww)”

donde £(t) = t9(1 + log™ t)¥, con v = éq/r. Entonces, llamando fy = fwv podemos escribir

< uv? ({x : Mg(fg/q/w)(x) > ! }) )
v(z) (S )"
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Como & € F; podemos aplicar el resultado de acotacion mixta para My, con lo cual

o ({o sl Ny co [ (BB s

v(x) wot

El argumento de ¢ en el integrando de arriba puede escribirse como

fg/q ({U‘fgmw/n _ <{>r/q (um)”‘ﬁl </ <{>r (wU)T>Wn

- [(D (wo)' =" (/ <{>r(wvy>wq/(nr>]r

Observemos a continuacién que, para 0 <t < 1, £(t"/9) =", y para t > 1,

/q

(/1) = " (1 + log t™/9)¥

12
=1t" <1+Tlogt) ,
q

con lo cual &(#7/9) < @, (t) = ¢"(1 + log™ )”. Con esto, podemos estimar

3 ( /e ({uiztfé)v/"> <o, <<‘:> (wo) =/ (/ <‘:>T(wu)r)w/(m)>
< ([ (o] o o)

Volviendo a (5.37) y tomando w = u!/? tenemos que el lado derecho se acota por

o (e (] ™) oo (o)

Observar ahora que ®.,(t179/7)t? < ¥(t). Entonces, lo anterior puede acotarse por

o ([ (Ewer]™) Lo (F s

Para terminar, observemos que

t®., (79 )y < /(1 L logt 1) = 197 (1 + logT )29 = o(t). O






Apéndice

Esta parte de la tesis puede considerarse un complemento de lo realizado en los capitulos
previos, puesto que contiene demostraciones y observaciones que pueden resultar conocidas para
el lector familiarizado con los temas abordados. El objetivo de incluirlas aqui es el de lograr un

trabajo lo més completo y autocontenido posible.

A.1. Acerca del conjunto de funciones consideradas

Todos los resultados obtenidos en esta tesis requieren que las funciones a considerar en el
dominio de los distintos operadores estudiados sean acotadas y con soporte compacto. Veremos
aqui que esta hipdtesis no produce pérdida de generalidad puesto que, a partir de esto, pueden
deducirse las mismas estimaciones para funciones medibles.

En efecto, consideremos la siguiente desigualdad, la cual engloba de una forma general a las

desigualdades mixtas estudiadas para los distintos operadores considerados en este trabajo.

o) ({oemes TN ) ccu ([ o (HEI0D) cntutonpoion) ar).
(A.38)
donde u y v son pesos, 7 es un operador sublineal acotado de LP en L4, para algunos valores
p,g > 1, a € {0,1} y £, U, p,(,n y 0 son funciones. Ademds, ¢ es una funcién de Young
submultiplicativa.

Por ejemplo, la desigualdad del Teorema 2.15 puede obtenerse tomando u € Ay, v € Ay (u),
T=T"p=qg=2a=0§t) =T(t) =((t) =n(t)=0(t) =ty ¢ = Pp. Por otro lado, una
de las estimaciones dadas en el Teorema 3.7 puede conseguirse considerando u € Ay, v4/P € Ay,
T =1,,1<p<n/y, qque satisface 1/qg = 1/p —y/n, a = 0, £(t) = V(t) = /P, p(t) = 17,
n(t) =9y 9(t) = ((t) = t.

Supongamos entonces que (A.38) vale para toda funcién f acotada y con soporte compacto.
Queremos ver que esto implica que la misma estimacién es cierta para f medible.

Fijemos ¢t > 0 y f medible no negativa. Podemos suponer que el lado derecho de (A.38) es

finito pues en otro caso no hay nada que probar. Definimos, para k € N, la sucesion de funciones
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{fx}x, donde
Je(w) = f(2)Xp o1 Xa, (2),

y A = {z : |f(z)| < k}. Es claro que cada funcién fj es acotada y de soporte compacto.
Ademas, {fi} es creciente y fi converge a f en todo punto x. Aplicando (A.38) a cada funcién
f1 obtenemos que

o) ({a s PRI 1) cow ([ o (PO cotutanpiuton) an )

v(x) t

con C independiente de f y k. Como |fi| < |f| para todo k, esta desigualdad implica que

o) ({o emrs PRI ) <ou ([ o (P ) cnutanototany ).

v(z t

para todo k.
Observemos a continuacién que frv converge a fv en LP, en virtud del teorema de la con-

vergencia mondtona. Luego,

1T (o)l = [T ((Fe = v+ fo)llLa
<7 ((Fe = o) + T (fo)ll o
<17 ((Fe = Ho)llpa + 1T (f0)ll 2o

< CN(fe = Hollpy + 1T (Fo)l Lo s

puesto que T estd acotado de LP en LY. De esta manera,

Ji ([ T(fev) | o < IT(f0)ll o

Anélogamente,
IT(fo)llpe = [T = fr)v + fev)ll Lo
< T ((fr = F)v) + T (frv)ll Lo
<7 ((fe = Holla + 1T (o)l 2o

<Ok = Holle + 1T (o)l a -

Esto nos permite concluir que

IT(F0) o < Jimn ITCeo)lga

es decir, que T (fxv) converge a T (fv) en L?. Entonces existe una subsucesion {fx, }; de {fx}

de modo que

]151;10 T (fx;v)(x) = T(fv)(x) parac.t.p. . (A.39)
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A continuacién, observamos que para cada N que verifique N > t~! existe jo = jo(INV) que
satisface | T (fr,v)(z) — T(fv)(z)] < N~!, para todo j > jo. Entonces

I T(fo)@)| <IT(fo)(@) =T (fr;0)(@)] + T (fr;0) ()]

( |fr,; (2)|v* ()

N1 )C(n(U(:r))e(v(x)))dx>

<ow ([ oI contutanototany ).

<0 (== ) v (Lo (P2 contutanototany ).

para todo N > t~!. Haciendo N — oo obtenemos finalmente que

o) ({o e s TUADL S by < ow ([ (OO cyuiopotogan) o).

Si f es medible arbitraria, descomponemos f = f* — f~, y aplicando lo anterior a cada una

[N
Q
=
T~ TN T
T
AN

de estas funciones, tenemos el resultado para f.

A.2. Consideraciones sobre OCZ

En la prueba de algunos de nuestros resultados, utilizamos la siguiente igualdad:

T (b—="bg,)hjv) (x v
{NR”\Q*: (= o) )<>>t} fo e, BIO o )

Para verla, observemos que

r (Z(b bo;)h ) / Z =g, )h;(y)v(y) K (z — y) dy,

J

mientras que

ST b o)) = 3 [ (00) ~ bo, by () () K e~ ) dy

J
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Estas representaciones son validas ya que z € R™"\Q* y cada funcién h; estd soportada en el

cubo ;. Denotemos con

Notar que g,,(z) — g(z) en casi todo punto . Supongamos que existe ¢ € L! tal que | g, ()] <

|o(z)| para todo m. Luego, por el teorema de convergencia dominada podemos escribir

| away=[ i gudy= lim [ o) ds

n M—>00 m—oo [Jpn

y esto nos dice que
/n Z —b@;)hji(y)v(y)K(z —y)dy = Z /n(b(y) = b, )i (y)v(y) K (z — y) dy.

Esto nos darfa la igualdad deseada. Veamos entonces que tal funcién ¢ existe. Fijemos un
término de g,,. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que b € L™, v € L® y f es
acotada con soporte compacto.

Afirmamos que existen zyp € R™ y R > 0 fijos tales que la bola B(zg, R) contiene a .
Notemos que si @ es un cubo en R™ tal que Q Nsop(f) = ), entonces fg) = 0. Dado que cada
Q; de Q verifica que féj > t, entonces (); Nsop(f) # 0. Como sop(f) es compacto, existe un

cubo Qo que lo contiene. Ademads, cada cubo Q; de ) verifica que

<@y J, o

Como v € Ay, existe s > 1 tal que v € RH;. Asi

< 1/Qf(y)v(y) dy
1/s 1/s
1 s’ L s |1/s
1/s
1 1/s U(Q)
I, ( A f) v,

Q1M < < 1AL 115 [o]me,

IN

'|1/s.

Esto implica que

~ | =

o bien

Qi) <t 1FILE DN £l [o]i,
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Es decir, existe una cota superior M > 0 para la medida de todos los cubos @);.

Con esto, podemos afirmar que 2 C B, si elegimos xy como el centro del cubo Qp vy R =
2-1diam(Qq) 4+ /nM'/™. Entonces,

[b(y) = b, 17 (W) () [ K (& = y)| < 2[b]| Lo [ £ (W) K (2 = y)[o(y) X, (v)
+ 2[[bll oo [, K (2 = y)|v(y) Xg, (v)
< 2|[bll oo 11l oo 101l oo 1K (2 = 9)| X, nsop(r) (¥)+
+ 2 [bll oo [[0ll oo [[fll 2o [K (2 = )| XQ,nB(Y)
< 40l oo ([ fll oo ([0l oo 1K (2 = y)|XQ;nB(Y)

Con esto, llamando Co = 4 ||b|| o || f]l o ||?]| == POdemos estimar g, como sigue

NE

9m(y)] < > 1(b(y) = b@;)hi(y) K (z = y)|v(y)

1

<.
Il

NE

<> ColK(x —y)|Xg;nB

1

Col K (z — )| 3 Koy
j=1

<
I

< Col K (2 — y)|Xans
< Co| K(z — y)| X

Dado que z € R"\Q* e y € Q, |z —y| > § > 0. Luego, utilizando la condicién de tamafio
para K

/\K(m—y)\dygf C gy < 5B < .
B B lz —yl"

Entonces |gm(y)| < ¢(y) para todo m, donde o(y) = Co| K (z — y)|Xs(y) € L .

A.3. Sobre simbolos BMO y Lipschitz-6

En algunas demostraciones de resultados relacionados a simbolos en las clases BMO y

Lipschitz-0 hemos definido, para N € N, la sucesién de funciones

_N, si b(z) < —N;
by(z) = ¢ b(z), si —N <b(z) < N;
N, s b(z)>N.

Afirmamos que |by(z) — by (y)| < |b(x) — b(y)| para todo x,y. En efecto, dados z e y arbitrarios
notemos que, si b(x) y b(y) son ambos menores que —N o mayores que N, entonces se tiene que

bn(z) — by (y) = 0. Consideremos, luego, los siguientes casos:
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(1) b(x) < =N, b(y) € (=N, N). En este caso tenemos que

lbn(z) — bn(y)| = bn(y) — by ()

=bly)+ N
< b(y) — b(z)
= [b(y) — b(z)|.

(13) b(x) < =N, b(y) > N. Escribimos

lbv(z) — by (y)| = 2N
< b(y) — b(z)
= [b(y) — b(z)|.

(791) b(xz) € (=N, N), b(y) > N. Bajo estas condiciones

lbn(z) — bn(y)| = bn(y) — by ()

=N —b(x)
< b(y) — b(x)
= [b(y) — b(x)].

De esta forma queda probada la desigualdad deseada. En el caso en que b sea un simbolo

en la clase Lipschitz-d, tenemos que
b (@) — b ()] < [b(z) — b(y)| < [Blla(s) 7 — v17,
lo que nos dice que [[by |55 < [[bl[5(s), Para todo N.

Si b € BMO, para todo cubo ) de R™ podemos escribir

|@|/’bN - bw)aldr= IQ/' éi/QbN(y)dy’ o
SW / / b () — b ()] der dy
|Q2//”’ )l drdy
g@/QQQ‘/Q\b( erdx+|Q/\b<y>—erdx) d

1
< ¥lvio + 15 /Q Ib(y) — bo| dy
< 2||b||Bmo,

con lo cual ||by||Bmo < 2||b]|BMmo-
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Si b € A(0) existe una caracterizacién ttil de estas funciones en término de oscilaciones
medias. La misma se establece en el siguiente lema. Una prueba para el caso con peso puede

encontrarse en [19].

Lema A.8. Sea 0 < < 1. Entonces f € A(5) si y solo si
sup1/|f(:1;)—f |dz < o0 (A.40)

Demostracion. Supongamos primero que f € A(d). Fijemos un cubo Q. Entonces

1 1 1
g L) = falds = iz [ | [ )= sy

‘Q’2+5/n//\f y)| dy dx
SW/ / 1l acs) |z — y|° dy dz
|Q|2+6/n//”fHA(6 n®2|Q[°/™ dy da

<2 | fll s -

Reciprocamente, supongamos que vale (A.40). Fijados x e y en Ly, consideramos el cubo
@1 centrado en z y con lado £(Q1) = |z — y|/2. También consideramos el cubo @2 centrado en

y con lado de igual longitud. Entonces

[f(@) = FW < [f(2) = fou | + [F(y) = Jaul + Qs = faul-

Bastard con encontrar la cota deseada para el primer término, ya que los dos restantes son
andlogos. En efecto, si denotamos con Q’f, para k > 1, al cubo centrado en z y con lado
0(Q%) = 2=+ |2 — 4| entonces

m—1
|f(z) = fa.l < lim (|f($) — fopl+ Z |[fgrer = fQ’f|)
k=0

\Qk|/ ka|dz

= OZ@’W

k=0
_ C‘CL‘ N y‘é Z 2f(k+1)5
k=0
< Clz —yl’. O
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A.4. Demostraciones de resultados del Capitulo 1

En esta seccién recopilamos las demostraciones de algunos de los resultados técnicos que
se utilizaron a lo largo del Capitulo 1, los cuales son conocidos en la literatura que aborda

contenidos relacionados a esta tesis.

Demostracion del Lema 1.1. Sea k el menor entero positivo que verifica L < 2¥. Por hipétesis,
observemos que

W(Lt) < U(2%) < CFU(t).

Por otra parte,

U(t/L) > W(27%) > CFw(t).

Entonces podemos concluir que
C7rFU(t) < ®(t) < CFU(1). O
Demostracion del Lema 1.2. Para probar el item (a) usamos la convexidad para escribir
®(at) = P(at + (1 — a)0) < a®(t) + (1 — a)@(0) = ad(t),
ya que ®(0) = 0. Para el inciso (b), simplemente observamos que
B(t) = P(A1(AL) < A71d(Ar),
en virtud de (a). Reordenando esta expresién obtenemos la estimacién deseada. O

Demostracion del Lema 1.6. Para probar la parte (a), fijemos 0 < a < 1. En virtud del Lema 1.2

tenemos que

{skO:@(s)Zat}Q{sZO:@(g)Zt},

con lo cual
~!(at) = fnf{s > 0: ®(s) > at} > inf {s >0:d (2) > t} = adL(t).
Para probar (b), consideramos A > 1 y aplicamos la parte (a) a A~!, obteniendo asf
dt) =1 (A AL > A (A,
lo cual implica la tesis. ]
Demostracion de la Proposicion 1.17. Serd suficiente probar que si

O(z) > W(s) +n(t), (A.41)
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entonces z > st. De aqui, por la definicién de inversa generalizada, podemos concluir directa-

mente que
st < @71 (W(s) +n(1)),

y aplicando ® en ambos miembros implica la tesis, en virtud de la parte (a) del Lema 1.4.
Veamos entonces que (A.41) implica que z > st. Por un lado, de (A.41) podemos deducir que

U(s) < ®(2) y n(t) < ®(z). Por ser ¥ y n funciones de Young podemos estimar

s= U U(s) S UTHR(), v t=ntn) < nH(@(2).
Entonces, por hipdtesis,

st < (D)) (D(2)) < BH(@(2)) = =

ya que ® es de Young. ]

Demostracion de la Proposicion 1.18. Comencemos con el inciso (a). Supongamos primero que

st > 1. Entonces podemos escribir

®(st) = (st)" (1 + log(st))°

= (st)"(1

< (st)"(1 +log* s+ logt t)?
s"(1+log™t s)°t"(1 4 log™ t)°

B(s)D(1).

+log s + logt)®

IN

Si st < 1, entonces
O(st) = s"t"
< s"(1 +1log* s)°t"(1 + log* t)°
= ®(s)P(t).
Para probar el inciso (b) mostraremos que
1
F &) <w(t) < 2°d(t).

En efecto, notemos primero que si 0 < ¢ < 1, entonces ®(t) = " < t"log(e + t)° = W(t). Si

t > 1, tenemos que

®(t) = t"(1 + logt)°
< t"(log(e + t) + log(e + t))°
= 201" (log(e + t))°
= 200(¢).
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Luego, para todo t vale que ®(t) < 20W(t). Para la otra desigualdad, si ¢ < e, entonces
(t) < ¢ (log(2€))° < log(2€)7D(1).
Ademss, sit > e, e+t < t? y entonces log(e +t) < 2logt. Con esto,

(t) < 29" (logt)?
< 2°#"(1 +log* t)°
= 2°0(t).

Entonces podemos concluir que ¥(t) < 25@(t), para todo t. Combinando las dos estimaciones
se tiene el resultado.
Veamos (c). Sea ¢(t) = tY/7(1 + log™ t)~%/". Supongamos primero que r > 1. Queremos

encontrar dos constantes positivas C7 y Cy de modo que se verifique
Cip(t) < @7H(t) < Cap(t).

Como & es de Young, en virtud de la Observacién 1.8, la desigualdad anterior equivale a mostrar
que

P(Cr(t)) <t < P(Corp(t)).

Veamos la primera desigualdad. Observemos que

é
D(p(t)) = t 1+ log™ e
7 (1+1logTt)? 8 (1+1log™ t)o/m

t
< ,1
(1+logt)? < og?

Luego, sit > 1

1+1 A+ logt) (1+logt)

B(p(t)) < 1ogt) <t,

(1+ logt (1+1logt)®
ysio<t<1

D(p(t)) =1,
lo que nos da la primera desigualdad con C7 = 1. Para ver la segunda, notemos primero que,

para 0 < & < 1 a elegir y ¢t > 0 cualesquiera, se tiene que
1
1+logt < —t°. (A.42)
€
En efecto, si f(t) = e~ 1t —logt — 1, entonces es facil comprobar que

lim f(t) = lim f(t) = +oc.

t—0+ t—o00

Por otro lado, f'(t) = t*~! — ¢!, para todo ¢ > 0. Observando que f’(t) es negativa para
0 <t < 1y positiva para t > 1, podemos ver que f tiene un minimo absoluto en ¢ = 1 cuyo
valor es f(1) =1/e —1 > 0, de donde se deduce (A.42).
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Elegimos Cy > (J + r)%". Esta eleccién permite tomar & tal que C’;r/a <e<1/(6+r).

También, esta restriccion sobre £ equivale a

1—e6\°
3 ( Ts ) >1, (A.43)
e implica que ¢ < 6~!. Entonces, si t > 1, utilizando (A.42) y estas condiciones sobre ¢ podemos
estimar
0
o(C (t))—0r¥ 1+1logt | C L
2P0 = T log 1)? & A\ 1+ 10g0)7
1)
> 141 ( 1/r—ed/r 5/7’))
= +logt 5( +log { Cot ¢
— 141 ( 5/T> 1 tl/r 56/7")
1+logt5(+0g Coe + log
1—ed o
— 5/r)
1+logt 5 <1—|—log Cge < " )logt)
Por (A.43),
1—¢€d —-r —r
1+ log (CQE(S/T> + (f) logt > C /9 +C, Mlogt,
por lo que

T t -7
(Cap(t)) = C3 mcg (1+logt)’ =t.

Si0<t<1, dado que ® es creciente y Cy > 1, entonces
B(Cop(t)) = B(Cot'/™) > oty =1t

De esta manera, probamos la equivalencia cuando r > 1.
Si 0 < 7 < 1, definimos n(t) = (®(t))"/" = t(1 + log™ t)*/" y por lo probado anteriormente
tenemos que 1~ '(t) ~ t(1 4 log™ t)7%/7. Observar ademds que n~'(t) ~ ®~(¢"). Asi,

d(t) =t <t1/’“> ~ tY7(1 +logt t) 7O/,

Pasemos a la prueba del ftem (d). Si r > 1, el Lema 1.14 nos asegura que ®~1(t) ~ g(t),
donde g(t) = t/®~1(t), para todo 0 < t < co. Entonces, utilizando el inciso anterior, tenemos
que

g(t) ~ Y1 4 logt 1)/ = £1/7 (1 + log )9/ = B(2).

Dado que ! € Ay el Corolario 1.10 conduce a
g_l(t) =~ /B_l(t) >~ t'f’/(l + 1Og+ t)—d/(’f‘—l)

y, en consecuencia, g~ ! es duplicante. Aplicando nuevamente el Corolario 1.10 podemos concluir

que (@_1)_1 ~ ¢!, y esto implica que ® ~ ¢!, en virtud del Lema 1.4, parte (d).
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Consideremos, por tltimo, el casor =1y 0 > 0. Si 0 < ¢ < 1, entonces ts — ®(s) < 0 para todo

s > 1. En consecuencia,

B(©) = supfts = $(s)} = sup {s(t = 1)} =0

Asi, ®(t) = 0 para todo 0 < t < 1. Si ahora t > 1, por el inciso (c) tenemos que ®~!(t) ~
t(1 +log™t)7%. Si h(t) = "’ — e entonces () = log(e + )% ~ (1 +logt)® en virtud de la
parte (b). Utilizando el Lema 1.14 obtenemos

LRIt~ t = )T,

de donde se sigue la estimacion deseada combinando el Corolario 1.10 con el Lema 1.4, parte (d).

Para finalizar, probemos (e). Consideremos C' = méx{(d/¢)?,1}. La desigualdad puede ob-

tenerse mostrando que

1< CYoEl —logt, (A.44)
para todo ¢t > 1. Para ello, definamos f(t) = C1/0¢eld logt. Entonces, para t > 1, tenemos que

/4
iy — st 1
J(t) 50 ralalre

Luego, f'(t) > 0 si y solo si t > (§/¢)%/2C~1/%. Por la eleccién de la constante C, esta tltima

desigualdad vale siempre. Ademds, notar que f(1) = CY% > 1. Como f es una funcion creciente,

esto implica directamente (A.44). O

Demostracion de la Proposicion 1.40. Para el punto (a), notemos que si elevamos a la p los

factores de la condicién (1.18) obtenemos

1 . p/a (1 _p/)p/p’ o
Q@L“) méw =

y llamando r = 1 + ¢/p’ tenemos que

P=q/(r=1)=q('=1) y p/p'=0/q)r-1).

Asi, obtenemos que

L . p/q (1 _p,)p/p’ B (1 q)p/q (1 q(l_r,)>(p/Q)(r—1)
Qméw) méw ‘|@Lw |@Lw ’

lo que prueba el inciso (a).
Para probar (b), notemos que si s =1+ p’/q, entonces ¢ = p'/(s —1) = p'(s’ — 1). Elevando

los factores de (1.18) a la p’ resulta

(k) G o) = Ga o) (k)
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Para (c), notemos que supg w = (infg 1/w)~!, con lo cual

i -’ v
() G )<

1/p’
(1/ wp/> gcmfl,
Q[ Jo Q w

y elevando a la p’ tenemos la equivalencia deseada.

equivale a

Finalmente, para ver que vale (d), notemos que w € A 4 nos indica que
1/q
1 1
(/ wq> sup — < C,
1Ql Jg QW

1/wq§Cl’nfu}q,
Q[ Jo Q

que es precisamente la condicién w? € Ajy. O

y esto puede reescribirse como






Conclusiones

En esta tesis se obtuvieron resultados de acotacion mixta para diferentes operadores del
Anélisis Arménico. Como ya se expresé anteriormente, estos resultados extienden algunas esti-
maciones de tipo débil conocidas en la literatura cuando tomamos v = 1.

En el Capitulo 2 se obtuvieron resultados de acotacién mixta para conmutadores de orden
m € N de OCZ. Estas desigualdades son de tipo modular y guardan relacién con las funciones
de Young ®,,(t) = t(1 + log™ ¢t)™. También se consiguieron estimaciones mixtas para opera-
dores de convolucién con ntcleos que satisfacen una regularidad asociada a ciertas funciones
de Young. Estos operadores son maés singulares que los OCZ tradicionales y las estimaciones
mixtas son validas bajo hipdtesis ligeramente més restrictivas en los pesos involucrados. Todas
las estimaciones conseguidas refieren al caso en que los pesos estdan relacionados entre si, lo que
significa que el producto es un peso de la clase Ay, y, por lo tanto, las pruebas permitieron la
aplicacién de técnicas cldsicas del Andlisis Arménico. Un problema abierto en esta direccién es
determinar si las desigualdades antes mencionadas son ciertas para el caso mas delicado en que
los pesos son independientes entre si.

En el Capitulo 3 se estudiaron desigualdades mixtas para el operador maximal fraccionario
M,, con 0 < v < n. Estas desigualdades extienden las propiedades conocidas de continuidad
de M, con pesos de A,, cuando 1 < p < n/y, 1/¢ = 1/p —v/n y v = 1. Es importante
destacar que no solo se consideré el caso extremo correspondiente a p = 1, sino también todas
las acotaciones intermedias para 1 < p < n/~. Estas estimaciones permitieron dar una prueba
alternativa de la acotacion fuerte con pesos en espacios de Lebesgue de M., via un argumento
de interpolacién, para un caso concreto de pesos v y v. La estimacién mixta de M, permitid, a
su vez, obtener la correspondiente desigualdad mixta para el operador integral fraccionaria I,
mediante una adaptacién de un resultado de extrapolacién. Las estimaciones para I, permitieron
concluir ademas desigualdades mixtas para otro tipo de operadores, como los conmutadores de
integrales singulares de Calderén-Zygmund y del mismo operador I, ambos con simbolo en la
clase Lipschitz-¢. El correspondiente problema para los conmutadores de orden superior de I,
con simbolo en la clase BMO permanece abierto.

En el Capitulo 4 se exhibieron resultados de acotacién mixta para operadores maximales

generalizados Mg, donde ® es una funcién de Young. La clase de funciones consideradas es
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una familia que abarca a la funcién ®,, mencionada anteriormente, la cual estd intimamente
relacionada con las estimaciones de conmutadores de orden m de un OCZ. Uno de los resultados
para estos operadores es un caso especial en el que u es una funcién no negativa y v una
potencia que no es si quiera localmente integrable. Por otro lado, se consideré también el caso
en que los pesos son independientes, y ambos en la clase A; de Muckenhoupt. La conjetura
que establecemos en este contexto es que el mismo tipo de desigualdades probadas para este
ultimo caso deberia ser cierto bajo una hipdtesis menos restrictiva: ©u € A; y v € As. Los
fundamentos para justificar esta conjetura se basan en la estimacién mejorada para el operador
maximal de Hardy-Littlewood y para OCZ establecida en [25]. Por tltimo, cabe aclarar que las
estimaciones obtenidas en este capitulo sirvieron de herramienta para demostrar desigualdades
mixtas para el operador maximal fraccionario M, ¢, para cierta clase de funciones ®. Estos
resultados extienden tanto las estimaciones conocidas en espacios de Lebesgue con pesos para

este operador como las mixtas obtenidas para M., cuando se considera ®(t) = t.
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