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Resumen

La mayoria de los procedimientos estadisticos clasicos para estimar los parametros del modelo
de regresion lineal multivariado estan desarrollados para modelos cuyas hipétesis son rigidas,
tales como errores normales y errores igualmente distribuidos, entre otras. Si bien bajo
estas hipétesis se deducen procedimientos 6ptimos, estos métodos son muy sensibles al
incumplimiento de las mismas, por ejemplo, ante la presencia en la muestra de observaciones
atipicas.

Los procedimientos estadisticos robustos tienen como objetivo permitir inferencias validas
aun cuando el modelo no se cumple exactamente o hay una proporcion de datos que no
siguen el modelo. Estos métodos son capaces de detectar y manejar datos “anémalos” y se
esfuerzan por ofrecer estimaciones eficientes. Es decir, buscan proporcionar estimaciones casi
tan precisas como las clasicas cuando los datos siguen el modelo central y, en presencia de
datos atipicos, comportarse de manera similar a los métodos clasicos aplicados a datos no
contaminados.

En este contexto, esta tesis estudia estimadores robustos para los parametros del modelo
lineal multivariado cuando la matriz de coeficientes de regresién es de rango reducido. Se
utilizan estimadores basados en 7-escala para permitir la estimacién simultanea de los
coeficientes de regresién y la matriz de covarianza de los errores. Es importante resaltar
que las bases de los estimadores robustos de tipo 7-escala ya estan definidas y derivan de
trabajos previos, como los de (Garcia Ben et al., 2006), (Lopuhaa, 1991) y (Bergesio et al.,
2021). Aunque estos autores no se centran explicitamente en el modelo lineal multivariado
con la matriz de coeficientes de regresion de rango reducido, sus hallazgos y contribuciones
son fundamentales para el andlisis realizado en este trabajo.

Los objetivos de esta tesis son proponer estimadores robustos de tipo 7-escala para estos
parametros, analizar su consistencia bajo condiciones generales y derivar ecuaciones de
estimacion que se asemejan a las de maxima verosimilitud. Ademas, se estudia el compor-
tamiento asintotico de estos estimadores en dos casos: cuando el coeficiente de regresion
tiene rango completo y cuando tiene rango reducido. Esta investigacion representa un avance
con respecto al estudio previo de (Garcia Ben et al., 2006), ya que, mientras que el trabajo
citado se centra exclusivamente en el comportamiento asintético de la matriz de coeficientes
de regresion, este estudio examina de manera conjunta tanto la matriz de coeficientes de
regresion, en sus escenarios de rango completo y rango reducido, como la matriz de covarianza
de los errores, la cual se considera desconocida.

En el contexto detallado anteriormente, se presentan simulaciones disenadas para ilustrar
las relaciones, distinciones y beneficios de la metodologia propuesta en comparacion con los
métodos existentes. Las simulaciones se llevan a cabo bajo diversas condiciones, replicando
escenarios tipicos de aplicacion que contemplan la presencia de datos atipicos y variaciones
en la estructura subyacente de los datos. A través de estos estudios, se busca resaltar no
solo la efectividad del T-estimador, sino también su posicionamiento dentro del marco de
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estimadores robustos y su relevancia en la estimacion de parametros en modelos lineales
multivariados.

Finalmente, se realiza la validacién de la nueva metodologia de estimacion utilizando datos
reales, lo que permite comparar su desempeno con las técnicas existentes, resaltando asi sus
ventajas y contribuciones al analisis de datos.
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Introduccion

El objetivo de estudiar métodos de regresion es crear un modelo matematico que pueda
explicar la dependencia entre una variable respuesta y una o mas variables independientes.
Teniendo en cuenta esto, una situacion frecuente en el andlisis estadistico es la del modelo
de regresién lineal multivariado (MLM, por sus siglas en inglés) dado por

y = Bix +u, (1)

donde y € R? x € R? y By € RP*Y, con rango(Bg) = d < min{p, ¢}. Se denominard M, a la
distribucion de x y Fj a la distribucion de u € R?, que se asume independiente de x, con
una matriz de covarianza ¥, definida positiva y media 0. La distribucién conjunta de (x,y)
se denotara por P. Si el modelo incluye un intercepto, el ultimo elemento del vector x sera
igual a 1. A partir de ahora, se supondra que el espacio ® de los posibles pardmetros para el
MLM (1) es

©={6=(B,X) e R x 57},

donde S% denota la clase de todas las matrices simétricas definidas positivas de tamafio
q X q. El método més utilizado para la obtencién de estimadores de los parametros del
modelo es el método de méxima verosimilitud (Knight, 1999). Cuando una muestra aleatoria
{(x:,yi) i, € R? x R? de pares que satisfacen el modelo (1) con n < p + ¢, tiene errores
u; ~ N,(0,%)), y el rango de By es completo, i.e. rango(By) = min{p, ¢}, los estimadores
de maxima verosimilitud (MLE, por sus siglas en inglés) de By y % estan dados por,

B = (X'X)'X"Y, (2)

S (B)ul(8), ®

donde X es la matriz n x p cuya i-ésima fila es x!, Y es la matriz n x ¢ cuya i-ésima fila
esyly ul(]g) — vy, — B'x;. Se debe recordar que en la obtencién del MLE de (Bo, ) se
buscan B y 3 tales que

(B,3) = argmaz L(B, %),

B,x

donde la funcién de log-verosimilitud es,

L(B,X) =1In <]j[1 W exp {—;uﬁ(B)z—lui(B)})

= In ((2m) "2 7?) — ; Zn:luﬁ(B)Z_lui(B)

1 n
= S (2m)" = S|SB - 23 ul(B) u(B).
i=1
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Equivalentemente, se buscan B y 3 tales que

(B,X) = argmin L(B,X),

B

2
donde £(B,X) = ——L(B,¥) — In(27)".

n
En el Capitulo 1 se demostrara que cuando u; ~ N, (0, Xy), el MLE de (B, ¥) también
satisface el problema de minimizacion dado por,

(B,X) = argmin|X|
B>

sujeto a (4)
> ui(B)E'w(B) =,

1
n;3

donde \/ug(B)E—lui(B) es la distancia de Mahalanobis para cada i = 1,...,n. Dado que
el MLE en este caso se obtiene a partir del supuesto de normalidad de los errores u; para
1 = 1,...,n, puede resultar muy sensible a valores atipicos y puede ser muy ineficiente
incluso para pequenas desviaciones de la normalidad (Carroll and Ruppert, 1985). Luego, se
busca un estimador alternativo que presente las siguientes propiedades:

1. Alto punto de ruptura, es decir, que sea capaz de tolerar una alta proporcién de
observaciones atipicas sin afectar significativamente su desempeno. Se debe recordar
que el punto de ruptura se refiere a la proporcién de observaciones atipicas que un
estimador puede manejar antes de que su influencia cause un impacto desmedido en
la estimacién, llevandola a resultados incorrectos o inestables.

2. Alta eficiencia de estimacion, que se refiere a la capacidad de un estimador para
proporcionar estimaciones precisas y consistentes, lo que implica que su varianza
asintotica es baja en comparacion con otros estimadores.

Puede observarse que el problema (4) involucra la escala cuadratica de la distancia de
Mahalanobis en la restriccion. En consecuencia, algunos autores han introducido variantes
que reemplazan la escala cuadratica por otras con buenas propiedades de robustez. (Croux,
1994) demostrd que el M-estimador de escala puede combinar alto punto de ruptura con alta
eficiencia en condiciones de normalidad. Sin embargo, (Hossjer, 1992) habia probado que el
estimador de regresion basado en la M-escala no puede satisfacer ambas propiedades. Este
fue el problema que resolvieron (Yohai and Zamar, 1988) proponiendo un 7-estimador en
regresion univariada mediante la minimizacién de una 7-escala de los residuos. En (Garcia Ben
et al., 2006) se presenta una extension de este T-estimador para el modelo lineal multivariado,
reemplazando la restriccién del problema (4) por una restriccion basada en la T-escala robusta.
Esta propuesta demostré que combina ambas propiedades.

El objetivo en esta tesis es analizar el comportamiento asintotico conjunto del T-estimador
(denotado por (B, X)) presentado por (Garcia Ben et al., 2006) tanto para el caso de By con
rango completo como de rango reducido. Este andlisis se realizard a partir de los resultados
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descritos en (Garcia Ben et al., 2006), que estan enfocados en By de rango completo y 3
conocida, en (Bergesio et al., 2021) que analizan la consistencia para el caso de By con
rango reducido y en (Bura et al., 2018), que analizan un M-estimador de regresién con rango
reducido.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se introducen las definiciones y condiciones necesarias para definir el
T-funcional de estimacién, se presentan los resultados de existencia, unicidad y consistencia
para el MLM, y se derivan las ecuaciones de estimacion del 7-estimador propuesto.

En el Capitulo 2, se obtiene la distribucién asintética conjunta de (B, f)) en el contexto de
rango completo.

En el Capitulo 3, se obtiene la distribucién asintética conjunta de (E, f]) para el caso de By
rango reducido.

El Capitulo 4 estd destinado a proporcionar un anélisis detallado del comportamiento de
los nuevos T-estimadores a través de un estudio de simulacion. En este estudio, se llevara
a cabo una comparacién con otros estimadores robustos y estimadores de rango reducido.
Ademas, estos estimadores se someteran a un analisis comparativo bajo la influencia de la
contaminacion.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 se presentaran algunos ejemplos con datos reales con el proposito
de comparar el estimador en estudio con otros estimadores robustos y estimadores de rango
reducido.

Sélo las demostraciones principales seran incluidas en cada capitulo, mientras que las demas
seran referidas a los Apéndices.






11

1 Definicién del 7-funcional y propie-
dades

En este capitulo se presentan las definiciones y resultados esenciales que seran utilizados en
el resto de la tesis. En particular, en la Seccién 1.1 se define el 7-funcional de estimacién.
El 7-funcional de escala para el MLM (1) que da lugar a dicho funcional de estimacién se
define en la Seccién 1.2. En la Seccién 1.3 se expone el 7-funcional de escala basado en
una muestra. Posteriormente, en la Seccién 1.4 se expone un resultado de existencia del
7-funcional de estimacion y en la Seccion 1.5 se presenta el sistema de ecuaciones que define
al T-estimador basado en una muestra. Finalmente la unicidad del 7-funcional de estimacion
y la consistencia del mismo basado en una muestra se expone en la Seccién 1.6.

1.1 Motivacion del 7-estimador para el MLM

Antes de dar la definicién del 7-funcional de estimacién para el MLM (1) y tal como se ha
mencionado en la introduccién, en esta seccién se demuestra que el MLE de (B, %) se
obtiene como la solucién de un problema de minimizacién con una restriccion de igualdad.
Maés precisamente, en el Lema 1.1.1, se demuestra que el MLE para el pardmetro (Bg, X),
bajo normalidad de los errores, satisface el problema de optimizacion planteado en (4).

Antes se introducen algunas definiciones necesarias para tal fin.

Definicién 1.1.1. Sea V € R una matriz simétrica y definida positiva. La norma de
Mahalanobis de u € R? con respecto a 'V, dy; : R? — R, esta definida como,

dy(a, V) = (u'V~tu)'/2,

Observacién 1.1.1. Sea (x,y) un vector aleatorio que satisface el MLM (1). La norma de
Mahalanobis de u(B) = y — B'x con respecto a ¥ se denota como,

d(B, ) :=dy (u(B), =)
=((y - B'x)'S ' (y - B'x))"/%. (1.1)

Definicién 1.1.2. Sean (x;,y;) € R°P x R?, i =1,...,n, una muestra aleatoria que satisface
el MLM (1). Se definen los errores muestrales u;(B), para cualquier matriz B € RP*?,
como

w(B) ==y - B'x;, (1.2)
y en este caso la distancia establecida en la Definicion 1.1.1 resulta
d;(B,X) = (0;(B)'S 1w (B))Y2. (1.3)

Por simplicidad de notacion en algunas ocasiones se denotard u; := u;(By).
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Lema 1.1.1. Sean (x;,y;) € RP x RY, i = 1,...,n, una muestra aleatoria que satisface
el MLM (1) con errores normales w;(By). El par (B,X) que es solucion del problema de
MINIMIZacion

argmin|X|

sujeto a

‘ (1.4)
lzdf(B’E) =4q,

=1
coincide con el MLE (B,X) dado en (2) y (3).

La demostracién de este Lema es presentada en el Apéndice A.1.

Puede observarse que el problema planteado en (1.4) involucra en la restriccién una escala
definida como la escala cuadratica de las distancias de Mahalanobis. En (Garcia Ben et al.,
2006) se propone cambiar la escala cuadratica por un 7-funcional de escala que sera definido
mas adelante en el presente capitulo. A continuacion se presenta la solucién al problema de
minimizacién propuesto por los autores como un funcional de estimacion. En lo que sigue,
se denotara por P(F) al espacio de distribuciones sobre un espacio medible E. Antes se
introduce una definicién.

Definicién 1.1.3. Para cada Q € P(RP"9) y (B,X) € O se define Hopx como la
distribucion de d(B,X) (ver Observacion 1.1.1) cuando (x,y) tiene distribucion Q.

Definicién 1.1.4. Un 7-funcional de estimacion para el MLM (1), estd dado por el
valor (]:3), 2) € O que resuelve el problema de minimizacion

(B, X) = argmin|X|
Bx
sujeto a (1.5)

(Hppx) = K2,

donde el T-funcional de escala 7'2(H pB3) Y ke, seran definidos en la siguiente seccién.

1.2 Definicion del 7-funcional de escala

Para definir el 7-funcional de escala, es necesario introducir el M-estimador de escala, las
funciones a partir de las cuales se definen y sus propiedades.

Definicién 1.2.1. (Yohai, 1987; Maronna et al., 2006) Una p-funcién acotada (o
simplemente p-funcion) es una funcion p : R — Rsq que satisface:

A1) p(0) =0y

A2) p(—u) = p(u);

A3) si0 <wu<w, entonces p(u) < p(v);
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A4) p pertenece a la clase de funciones Cy;
A5) 0 < a=supp(u) < oco;
A6) sip(u) <ay0<u<w, entonces p(u) < p(v).

Asimismo, para asegurar la consistencia de Fisher de un 7-estimador, se impondra otra
condicién a esta p-funcién.

A7) p satisface que 2p(v) — P (v)v > 0 para v > 0, donde v = p' y p' es la derivada de p.

Definicién 1.2.2. Dada una p-funcion y un valor k > 0, un M-funcional de escala para
una distribucion H, estd definido por el valor s(H) que satisface

o)

Definicién 1.2.3. Dado el par (x,y) que satisface el MLM (1), (B, X) € ©, una p-funcion y
un valor k > 0, un M-funcional de escala queda definido tomando v =d(B,X¥) y H = Hpp x
en (1.6). Asi, un M-funcional de escala para el MLM (1), es el valor s(Hppx) que

satisface
d(B,%) \\ _
EHP,B,E (p <5(HP7B72)>> = K. (17)

En lo que sigue, se expondran las definiciones y condiciones suficientes para que el problema
(1.7) tenga solucién unica.

cuando v tiene distribucion H.

Definicién 1.2.4. Sean a € R?, b € R?, ¢ € R con a o b no nulos, se define como
hiperplano H, ) a

Habe = {(x,y) e R :a'x + by = c}. (1.8)
Ademas, se define la siguiente propiedad para ¢ > 0.

S¢) La probabilidad P tiene la propiedad (S¢) si para todo Hap.o), se tiene que P(Hap.o)) <
( that) ) ( taat} )
€. (1.9)

Lema 1.2.1. Si P satisface la propiedad (Sc) entonces P({(x,y) : d(B,X) =0}) <.

La demostracién de este Lema es presentada en el Apéndice A.2.

La propiedad (S.) se utilizard en la demostracion de existencia y unicidad del M-funcional
de escala para MLM, enunciada a continuacion.
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Lema 1.2.2. Sea (x,y) un vector que sigue el modelo MLM (1). Sea p una funcion que
verifica A1)-A6) y P que satisface (S.) para algin 0 < e <1 — E, con a definido en A5) y

a
0 < k < (1 —€)a. Entonces para cada (B,X) € © la ecuacion (1.7) tiene solucion y ademds
es unica.

La demostracién de este Lema es presentada en el Apéndice A.3.

A continuaciéon se define el 7-funcional de escala.

Definicién 1.2.5. Dadas dos p-funciones p1 y p2 y k1 > 0, el T-funcional de escala estd
definido por

P2(H) = $(H) By <p2 (UU)) , (1.10)

donde v tiene distribucion H y s(H) es el M-funcional de escala definido implicitamente por

o )~

Definicién 1.2.6. Sea (x,y) un vector que satisface el MLM (1) y sea (B, %) € ©. Entonces,
el T-funcional de escala para el MLM, se define como

d(B, %)
2(H — s%(H E e
T ( P,B,Z) S ( P,B,Z)) Hpp,x <P2 (S(HP,B,E)>> 7

la ecuacion

donde Hpp s es la distribucion de d(B,X) cuando (x,y) tiene distribucion P, py es una
p-funcion y s(Hpp x) estd definido mediante la ecuacion

dB,X) \\ _

donde p, es una p-funcion y k1 > 0.

Si se cumplen las hipotesis del Lema 1.2.2 para p = p; y K = k1, se establece que el funcional
de escala s(Hpp ) existe para el MLM con (B,X) € ©. Esto garantiza que 7*(Hpp )
también existe para el MLM con (B, ) € ©.

Los funcionales de escala de tipo M y 7 anteriormente definidos cumplen la siguiente
propiedad.
Lema 1.2.3. Para todo A > 0, se verifica que

1
s*(Hppax) = XSQ(HP,B,E)a

1
TQ(HP,B,AE) = XTZ(HP,B,E)-

La demostracién de este Lema es presentada en el Apéndice A.4.
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1.3 7-funcional de escala basado en una muestra

Para representar el 7-funcional de estimacion basado en una muestra aleatoria, las definiciones
de la seccién anterior seran dadas a partir de la medida de probabilidad empirica P, que se
define, para cualquier subconjunto A medible de R?™?, como

1 n
A) = - Z IA(Xia yl)7
nis

donde 14 es la funcién indicadora de A. Aqui Hp, g s denotard la distribucion de d(B, %)
cuando (x,y) tiene distribucién P,.

Definicién 1.3.1. Sean (x;,y;) € RP xR?, ¢ =1,...,n, una muestra aleatoria que satisface
el MLM (1) y sea (B,X) € ©. Se define una M-escala como el valor de s(Hp, B;3:) que es

solucion de
S(ARD) 1 ey

i—1 n;3

1
n
donde Kk es una constante y p una p-funcion. Por simplicidad de notacion en algunas ocasiones
se denotard s,(B,X) := s(Hp, Bx)-

En lo que sigue se presentan las definiciones y condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de una solucién al problema (1.11). Estas son similares a las dadas por (Yohai,
1987) y a las presentadas para el Lema 1.2.2.

Primero se define en el caso muestral el término h,, (Garcia Ben et al., 2006) como el méximo
nimero de observaciones (x;,y;) de la muestra que estdn en un hiperplano, es decir,

ty, t _
Ha||+||b||>o#{ rax; +bly; =c}. (1.12)

hn, .
Observaciéon 1.3.1. Si P, satisface que — < 1 — B entonces P, cumple la propiedad (S.)
n a
h,
para todo € tal que — < e <1 — E Luego, P, estd en las hipotesis del Lema 1.2.1 y por
n

a
lo tanto existe unica solucion para (1.7) que, en el caso de P,, es (1.11) probando asi la
esxistencia y unicidad de la M-escala en este caso.

A partir de la existencia de la M-escala, se define la 7-escala para una muestra de observaciones
de la siguiente manera.

Definicién 1.3.2. Sean (x;,y;) € RP xR, i =1,...,n, una muestra aleatoria que sigue el
MLM (1). La T-escala esta definida por

7’(Hp,Bx) = *(Hp, B5) an( (Hi,i))’ (1.13)

donde py es una p-funcion y s(Hp, B,s) es la M-escala que estd definida mediante la ecuacion

5 (0 (i) =
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p1 es una p-funcion y k1 una constante. Por simplicidad de notacion en algunas ocasiones
se denotard 7,(B,X) == 7(Hp, Bx).

La idea intuitiva que motivo la definicién de esta escala es la siguiente (Ver (Zamar, 1994) para

un caso particular): Si la funcién p, es aproximadamente cuadratica cerca de cero y los valores
d;(B, X d;(B, X

53 LN I

s(Hp,B3) s(Hp,B3)
la T-escala no serd muy diferente de la escala cuadratica de las distancias de Mahalanobis

d;(B,X
presentada en la restricciéon del problema (4). Por otro lado, si los valores (7) son
s(Hp, Bx)

grandes, entonces la influencia de esos puntos sera reducida por las propiedades de la funcion

son relativamente pequenos, entonces 52(H me,g) P2 (

p2. Por lo tanto, los estimadores que se definan con la 7-escala seran eficientes cuando los
datos sean aproximadamente normales y resistentes a la presencia de outliers, siempre que
las funciones p; y ps sean escogidas convenientemente.

Como la T-escala para una muestra es igual al 7-funcional de escala evaluado en P,, por el
Lema 1.2.3, s, y 7, cumplen las propiedades de dicho lema.

1.4 Existencia del 7-funcional de estimaciéon para el
MLM

En esta secciéon se introducen las condiciones suficientes para la existencia del 7-funcional
de estimacion, tanto en el caso poblacional (1.5), como el muestral que serd definido més
adelante.

En lo que sigue, p; y po serdn p-funciones que satisfacen A7)-A7). Asumiendo P como la
distribucion de (x,y), para i = 1,2 se define

Fii= B (pi (d(Bo, %)) (1.14)

Teorema 1. (Bergesio et al., 2021, Teorema 2) Sea (x,y) un vector aleatorio que cumple

con el MLM (1) con P satisfaciendo la propiedad (S.) para algin 0 < ¢ < 1 — ﬂ, con
ai

0<ay=suppi(u) <ooy0<r < (1—c¢€)ay. Entonces, eziste al menos un valor de (B, )

que cumple con las condiciones impuestas por el funcional (B, ) en (1.5).

A partir de la Definicién 1.1.4 del 7-funcional de estimacién se define la versién muestral del
mismo como sigue.

Definicion 1.4.1. El 7-funcional de estimacion evaluado en la medida empirica
para el MLM (1), estd definido como el valor (B,,3,) € ©® que resuelve el problema de
minimizacion
(Bn, X)) = argmin|X|
(B,X)c®
sujeto a (1.15)

7'2(Hme7g) = K.



Capitulo 1. Definicion del T-funcional y propiedades 17

De aqui en adelante cuando no haya ambigiedad, se referird a un T-estimador como un
T-funcional de estimacion evaluado en la medida empirica.

(Garcia Ben et al., 2006) establecieron la existencia de al menos una solucién (B, %,) € ©
para el problema (1.15) siempre que las p-funciones p; y ps cumplan con las condiciones
A1)-A6)y hy/n <1 —Ky/a.

1.5 Ecuaciones que definen el 7-estimador basado en

una muestra

Resolver el problema de minimizacién con una restriccion (1.15) conduce a resolver un sistema
de ecuaciones. Para esto, en (Lopuhaa, 1991) se utilizan multiplicadores de Lagrange. En
esta tesis, se optara por introducir un sistema de ecuaciones que permitira hallar el minimo
de la funcién objetivo y se agregard al sistema la ecuacién impuesta por la restriccion.

Antes de plantear el sistema de ecuaciones, se introduce la notaciéon necesaria para tal fin.

Sean,
6i0) =l v), (1.16)
para i = 1,2, con py, y pa, p-funciones que cumplen las condiciones A1)-A7)y sean, ademaés,
w, (v) :wn$v)7 (1.17)
donde,
Un(v) = Uy g x(v) = Cpth1(v) + Dutha(v), (1.18)
con
1 n
Cn =Cu(B, X) = = > [2p5(d} (B, X)) — v(d; (B, £))d; (B, %)), (1.19)
i=1
1 n
Dy =Dy(B,%) = 1> i (d;(B,2))d: (B, ), (1.20)
i=1
* . dl(Bv Z)
d'L (B7 Z) o m. (1.21)

Observacion 1.5.1. Por la definicion de la M-escala dada en la ecuacion que sigue a
(1.11), como 0 < Ky < a; = sup p1(u) < 0o, entonces existe al menos un d;(B,X) tal que

0 < p1(df (B, X)) < ay y por lo tanto ¥1(d} (B, X)) >0 y di(B,X) > 0 con lo cual D,, > 0.
Observacion 1.5.2. A partir de la observacion anterior, donde se prueba que existe un j

tal que 0 < d;(B,X), resulta que Y p2(di(B, X)) > 0.

Finalmente, utilizando esta notaciéon se tiene el teorema que define el sistema de ecuaciones
resultante.
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Teorema 2. Se supone que P, satisface las condiciones de la Observacion 1.3.1. Cuando
las funciones py y pa verifican las condiciones A1)-A7) y existe una solucion (B,,3,) € ©
para el problema (1.15), entonces dicha solucion satisface las ecuaciones

S w6 (B, D)u(B)x, =0,
i=1
> {qui(d: (B, T))u(B)ul(B) — 2(B, D)y, (d;(B,£)d! (B, DT} =0,  (122)
i=1
S {528, D (& (B.2) — ) 0,
i=1
donde s,(B,X) es la M-escala definida en (1.11) con p=p1 y kK = K.

La demostracién de este teorema se encuentra en el Apéndice A.5.

De acuerdo con la primera ecuacién de (1.22), la j-ésima columna de B, es el estimador
de minimos cuadrados ponderado correspondiente a la regresion univariada cuya variable
dependiente es la j-ésima componente de y, el vector de variables predictoras es x, y la
i-observacién tiene peso dado por w; (df(B,,%,)). Ademés, de acuerdo con la segunda
ecuacion de (1.22), 3, es proporcional a la covarianza muestral ponderada de residuos con
los mismos pesos. Por 1ltimo, la tercera ecuaciéon de (1.22), representa la restriccion que se
le imponia el problema de optimizacion inicial.

En la siguiente secciéon se estudiara la consistencia del 7-estimador para el MLM para el caso
en que los errores en (1) tengan una distribucién eliptica, puesto que tener esta propiedad
serda de gran ayuda para el estudio de la distribucién asintotica.

1.6 Unicidad del 7-funcional de estimacién para el
MLM vy consistencia del mismo basado en una
muestra

Para demostrar la convergencia de (B,, 3, ) hacia una solucién tnica (B,X), es esencial
establecer la unicidad de (B, ) dada en (1.5).

Observacion 1.6.1. Por simplicidad, de ahora en adelante dadas las p-funciones py y pa y
los valores k1 y Ko, se denotard,

35 =13, (1.23)

™ (HpB,x,)
K2

donde r =
1.2.3 se tiene,

. Por la propiedad del M -funcional de escala presentada en el Lema

2 = =
s (HP,BO,E(ﬁ) - EHP,BO,zo (PQ (d(Bgi(;EO))y

(1.24)

donde

k‘o = S(HP,BO,Z)O)- (125)
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Notar que si P = P en (1.14) se tiene que r = 1.

En lo que resta de este capitulo y en el siguiente, se asumira la siguiente condicion:

A8) Sean py y pa p-funciones acotadas y sea f una funcion no creciente y con al menos un
punto de decrecimiento en el intervalo donde ambas funciones py y po son estrictamente
crecientes. La distribucion Fy de u tiene densidad fo(u) dada por

)

fou) = SAEE (1.26)

Bajo esta hipdtesis P tiene la propiedad (S.) para todo € > 0.

Teorema 3. (Garcia Ben et al., 2006, Lema A.12) Sea (X,y) el vector aleatorio, con
distribucion P, que sigue el MLM (1) con pardmetros By y 3¢ donde el error u tiene una
distribucion que satisface A8). Se supone también que los py, k = 1,2 satisfacen A1)-A7).
Entonces el problema:

argmin|X|

)

sujeto a (1.27)

Tz(HP,B,E) = R,

tiene solucion dnica, dada por (B, X5).

En otras palabras, se observa que el Teorema 3 muestra que bajo ciertos supuestos, la funcién
de estimaciéon 7 del MLM esta bien definida en el sentido de que devuelve un solo valor
en el espacio de parametros. También alcanza un minimo en los valores verdaderos de los
parametros, a excepcion de la constante multiplicativa de la matriz de covarianza.

En (Garcia Ben et al., 2006) se estableci6 la consistencia del 7-estimador de rango completo, lo
que garantiza la consistencia para el T-estimador (B,,, 3,,) definido en (1.15). A continuacion,
se enuncia dicho teorema.

Teorema 4. (Garcia Ben et al., 2006, Teorema 4) Sea {(x;,¥:)}i>1 una sucesion de vectores
aleatorios i.i.d. en RP x R? que siguen el MLM (1). Sea (B, %,) el T-estimador definido en
(1.15). Bajo las hipdtesis del Teorema 3 se tiene que,

lim B, =By c.s.
n—oo

lim ¥, =3 c.s.
n—-~aoo
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2 Distribucion Asintética (Caso:
Rango Completo)

En el presente capitulo se prueba la distribucion asintética del T-estimador del MLM (1)
(B, X,) cuando rango(Bj) = min{p, ¢q}. La distribucién asintética de B,, para el caso
particular de ¥ conocida fue estudiada en (Garcia Ben et al., 2006).

Para obtener este resultado, se utiliza el estimador (B,,,3,,) definido como una solucién del
sistema de ecuaciones (1.22). Para comenzar, dicho sistema se presenta de manera matricial
y luego se estudian la distribucién del estimador.

En este capitulo, ademds de las condiciones A71)-A8) se presentan los siguientes supuestos
que seran necesarios para probar algunos resultados:

A9) x es aleatorio, con distribucion My, tiene momento de orden j finito, tiene E(x) =0
y matriz de covarianza ¥y no singular;

A10) Para k = 1,2, existe my, tal que pi(v) es constante para |v| > my,.

A continuacion, se enuncian los resultados que son necesarios para la prueba de la distribucion
asintotica.

2.1 El sistema de ecuaciones (1.22) en forma matricial

Para comenzar se introduce la notacién necesaria para el objetivo propuesto.

Definicién 2.1.1. Cuando las funciones p1 y ps son diferenciables se define, para cada

1=1,...,n,
vec(V; 1 8(B, X, 1))
vech(V; 1 (B, X,1))
A;(B,Xt) == | vec(¥;28(B,%,1)) |, (2.1)
vech(V, 2 5(B, X, 1))
\Iji,Q,mg (B7 27 t)
con
i 4;(B,X)
‘IkaB<B,E,t) = (GSZ(B ;)))UZ<B>X57
¢
by, (HEB2) 4:(B.2)\ [d;(B, =
Vipn(B.S,1) =g (i(B;)>>uZ(B)uZ(B)tt2wk< ( : )) ( ( : )> »,  (22)
¢
d;(B, X
\Ilz2n2(B727t> _t2p2< (t )>_"€27
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para k = 1,2 con w;(B), d;(B,X), ¥1(-) y () definidos en (1.2), (1.16) y (1.3), respectiva-
mente. Ademds se define la matriz

C.(B, )L, 0 D,(B, 2L, 0 0
M(Cn,Dn)(B7 2) = 0 Cn<B7 E)Iq(q+1)/2 0 Dn(Ba E)Iq(q+1)/2 0
0 0 0 0 1
(2.3)
donde C,(B,X) y D, (B, X) fueron definidas en (1.20) y (1.19), respectivamente.
A partir de estas definiciones se tiene el siguiente resultado.
Lema 2.1.1. El sistema (1.22) puede ser escrito como
Mc,.p,)(B. %) > Ai(B, 3, 5,(B, X)) = 0. (2:4)

i=1
La demostracion de este resultado se muestra en el Apéndice B.1.

Para abordar el andlisis de la distribucion asintética del m-estimador (B, X,,) se utiliza
el sistema planteado en (2.4). Para ello, en las siguientes secciones se prueban resultados
asintoticos para cada componente del mismo.

2.1.1 Consistencia de M, p,)(By,,)

Para probar la consistencia de Mc,, Dn)(Bn, 3.,) se estudia el comportamiento asintético de
Cn(B,,%,) y de D,(B,,X,). Para ello se definen,

C(B, %) =Eppp » <2pz (fgg ) — (igg) fgg)

D(B,S) =By, , <¢1 (f§§§§ ) jg%) |

Observacion 2.1.1. Usando las definiciones anteriores y los resultados del Lema 1.2.3, se

obtiene que

(2.5)
D(Ba. %) =iy, (11 (002 ) WBZ)) g, ) (26)

con ko definido en (1.25). Ademds, la matriz Mc,py(Bo, Xo) queda definida de la siguiente
manera

C(Bo, 2oL, 0 D(By, £o)L,, 0 0

Mc,p)(Bo, Xo) := 0 C(Bo, Xo)g(g+1)/2 0 D(Bo, 3o)Iy(g+1)2 0],
0 0 0 0 1

(2.7)

donde C(By, o) y D(Bg, X0) estdn dadas por (2.5) y (2.6), respectivamente.
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Teorema 5. (Lopuhaa, 1991; Garcia Ben et al., 2006) Sea {(X;,¥i)}i>1 una sucesion de
vectores aleatorios i.i.d. en RP xR? que siguen el MLM (1). Se asume que p; satisface A1)-A6)
y A10), pa satisface A1)-A7)y A10), u; definidos en (1.2) satisfacen AS8), y x; satisfacen A9).
Si (B, X,,) es una sucesion consistente (c.s.) de (Bg, Xg) entonces Cp,(B,,, £,,) = C(By, Xo)
y Dy(Bn, ) <% D(By, 5).

La demostracion de este resultado estd en el Apéndice B.2.

Corolario 2.1.1. Se asumen los supuestos del Teorema 5. Si (B,,%,) es una sucesion
consistente (c.s.) de (Bg, ) entonces M(c, p,)(Bn, En) == M(c,p)(Bo, Zo).

2.1.2 Distribucién asintética de ﬁ Y Ai(Bo, X, 5,(Bo, 2f))

1 n
Para probar la consistencia de 7 > Ai(Byg, X5, s0(Bo, X)) se observa que

n

Z Ai(B()v ES? Sn(B07 ES)) =

=1 i

[Ai<B072878n(B0728)) A (B07E <B07E ))}

-

Il
—_

n

+ZAi(B072878(B0723>>a (28>

i=1

por lo que los dos términos de la derecha de esta igualdad se estudian por separado. Para
ello se definen

dy := d(By, o) = ((y — Byx)'S, (v — Bix)', (2.9)
do
df = 20 2.10
y, para 1t =1 ,
di(B07 20)

dz(i)O(BO? Eo) = (211)

ko
donde ky fue definido en (1.25).

El primer resultado corresponde a la convergencia del primer término de (2.8).

Lema 2.1.2. Sea {(x;,y:)}i>1 una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en RP x R? que
siguen el MLM (1). Se asume que py satisface A1)-A6) y A10), py satisface A1)-A7)y A10),
u; satisfacen AS8), x; satisfacen A9). Entonces,

Z i(Bo, 55, 51(Bo, 35)) — Ay(Bo, X, s(Bo, 35))] — 0.

La demostracién de este resultado estd en el Apéndice B.3. A continuacién se analizara la

\/_ZA (Bo, =, s(Bo, ).

distribucion asintética para
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Teorema 6. Sea {(x;,y;)}i>1 una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en RP x R que siguen
el MLM (1). Se supone que py satisface A1)-A6) y A10), py satisface A1)-A7) y A10), u;
satisfacen A8) y x; satisfacen A9). Entonces,

\/_ZA (Bo, 25, 5(Bo, =5)) —= N (0, Var(A;(Bo. 5, 5(Bo, £))))

donde la varianza en la expresion limite se toma respecto de la distribucion de (x,y) bajo el

MLM (1), y

Ly 0 Ls 0 0

0 Ly 0 Loy Lo
Var(A;(Bo, 5, s(Bo. Z)) = | Ll 0 Ly 0 0 |, (2.12)

0 LYy 0 Ly Ly

0 Lty 0 LYy Lss

con

Y

B 2
dy;
L =B [xad] © B (W) . (B (B
(4)0

L13 =F [XZ‘Xﬂ X E

)

(1 (df0)¥a(dlyyo)
a7
L (4)0

) u;(Bo)u;(By)

2
&
Loy =¢°F (M> vech(u; (Bo)ul(Bo))vech! (ui(Bo)ul(Bo)) | + ko [} (dfy0)d (3]

dfiyo

x vech(So)vech! (o) — gk B [} (dfyo)vech(u;(Bo)ul(Bo))| vech! ()

— ghgvech(3) B [1}(dfyyo)vech! (w;(Bo)ul(Bo))|

P1(dfy0)1a( z)O)U
d*?

x vech(Eo)vech!(So) — gk B [ (dfyy0) (o vech(ui(Bo)ul(By)) | vech! ()

— gkgvech(Zy)E [1/1 (disyo)¥2(dyy0)vech’ (ui(BO)ui(BO))} :

{l:agm (o) “2} 1/116(1* (i)O)WCh(Ui(Bo)UE(Bo))

()0

Loy =¢°F ech(u;(Bo)ul(By))vech' (u;(By)ul(By))

+ KO |1 (diyo) o (diye)do]

Los =qFE

k2 * * *
— K2E H;m (d0) — ,.@2} ¢1(d(i)0)d(i)0] vech(Zo),

Va(dfyo) i .
(d*) u;(Bo)u;(Bo)

9

Lss =F [xz } QFE (
()0
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2(diyo i t t ¢ 4
Ly =¢°E (Qpc(i’(";o))) vech(u;(Bo)u;(Bo))vech (u;(Bo)u;(Bo)) | + ko E [¢2( )o)d }

x vech(Zg)vech' () — gkl E [wg(d?i)o)vech(ui(Bo)uf(Bo))} vech' (o)
— gkgvech(Xo) E |3 (dj;)vech! (u;(Bo)ul(By))| ,

2
Lys =qFE {]j?ﬂ? ( >(ki)0> - "92} %;*z l)O)U ch(u;(Bo)u;(Bo))

— k3 H 5, (dio) — “2} valdigo)d; 01 veeh(o)
Lss —kjE [02 ( ?i)o)} - 7H2k(2)E {pz (d?")o)} + A3,
r
con da)o(Bo, ) = d?i)o
La demostracién de este resultado se encuentra en el Apéndice B.4.

A partir del Lema 2.1.2 se prueba entonces que (\/_ ZA B, 25, sn.(Bo, X, ))) es asin-

toticamente equivalente a (\/_ > Ai(Byg, X5, s(Bo, X ))) y por tanto convergen a la mis-

ma distribucién (la dada en el Teorema 6). Como consecuencia de estos resultados se
obtiene entonces el siguiente teorema, que corresponde a la distribucién asintética de

\/— Z A;(Bo, 3, 50(Bo, X))

Teorema 7. Bajo los supuestos del Lema 2.1.2 se tiene que,
1 * *
\/_ZA Bo,EO,Sn(Bo, )) —)N( ,VCLT(AZ(B(),EO,S(B(),EO)))), (213)

con Var(A;(Bo, X, s(Bo, 7)) definida en (2.12).

2.1.3 Convergencia de derivadas

A continuacién, se presenta la deduccion de las derivadas de los elementos que conforman
a Ay(B,X,s,(B,X)) para i = 1,...,n. Para ello, se denota a la derivada de la funcién
n

> Ai(B, %, s,(B,X)) como

i=1
(Fl,n(B)E)7F2,n(sz)) ) (214)
donde la primera columna Fj ,(B, X) corresponde a la de la derivada de Y~ A;(B, X, 5, (B, X))

i=1
con respecto a vec'(B') y la segunda columna, Fy,(B,X), corresponde a la derivada con
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respecto a vech'(X), es decir,

Ovec(V;18(B,%,s,(B,X)))  Ovec(¥;18(B,%,s,(B,X)))]

Jvect(BY) Jvech!(X)
Ovech(¥; 1 %(B,X,s5,(B,X))) dvech(¥,;;x(B,X,s,(B,X)))
Jvect(BY) Jvecht(X)
2 Ovec(V,28(B, X, 5,(B, X)) Ovec(V;28(B, %, s,(B, X))
(Fin(B, %), Fo(B, X)) := ; Jvect(Bt) OJvecht(X)
Ovech(¥; 2 %(B,X,s5,(B,X))) Jvech(¥,;2%(B,X,s,(B,X)))
dvect(Bt) OJvecht(X)
8‘111',27,{2 (B, 2, Sn(B, 2)) 8‘1&"2,,@ (B, 2, Sn(B, 2))
dvect(Bt) dvecht(X)

(2.15)

La expresién matricial anterior es de tamano (2pg + q(qg+ 1) + 1) x (pg+ q(q +1)/2).

Estas derivadas seran parte de la matriz de covarianza de la distribuciéon asintotica del
T-estimador, para la cual también es necesario introducir la siguiente notacion.

Definicién 2.1.2. A partir de dos sucesiones {(B,,,3,)}n>1, {(B, X)) }a>1 contenidas en
O se define la sucesion de matrices

V, = M(Cn,Dn)(an 3,) (Fl,n(ij 22)7 F2,N(B7*w 2;)) (2.16)

de tamano (pqg + q(q +1)/2 4+ 1) X (pg + q(q + 1)/2), con (F1,(B;,37), F2,(B;,, 57)) ¥
Mc,,.0,)(Brn, ) = Mc,(8,,5.),0,B.,5.)(Bn, X)) que fueron definidos en (2.15) y (2.3),
respectivamente.

Para la convergencia en distribucion del T-estimador es necesario el siguiente resultado.

Lema 2.1.3. Asumiendo que las columnas de V,, son linealmente independientes (con
probabilidad uno) la inversa de Moore-Penrose, denotada por VL, de la matriz V,, definida
en (2.16) es la definida en (B.39) y verifica que VIV, = Lpgia(qr1)/2)-

La demostracién de este resultado estd en el Apéndice B.5.

Teorema 8. Sean dos sucesiones {(B,, X,) }n>1, {(B), X)) }n>1 contenidas en © que con-
vergen casi sequramente a (Bo, %), con v # 0. Entonces la sucesion nV,, con VI definida
en el Lema 2.1.3, converge casi sequramente a V' definida en (B.67).

La demostracion de este resultado esta en el Apéndice B.6.
2.2 Normalidad asintética del 7-estimador (rango com-
pleto)

El siguiente Teorema establece la distribuciéon asintética del 7-estimador del MLM (1)
(B,,, ¥,,) cuando By tiene rango completo. En lo que sigue de este capitulo y en los siguientes,
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para simplificar la notacién tanto como sea posible, se concatenaran los vectores columna
sin transponerlos; es decir, se escribira (a, b) en lugar de (a’, b")’, para cualesquiera vectores
ayb.

Teorema 9. Sea {(X;,y:)}i>1 una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en RP x R? que siguen
el MLM (1). Se asume que py satisface A1)-A6) y A10), py satisface A1)-A7)y A10), u;
satisfacen A8) y x; satisfacen A9), para i > 1. Si (B,,X,) es una sucesion que satisface el
sistema de ecuaciones (2.4) y es fuertemente consistente para (B, 35), con r # 0, entonces

Vn(vee(BL — BL), vech(S, — %)) -2 N (0, W),
con
W = VMo (Bo. o) Var [A, (B, . 5(Bo, 53))] Mg, (Bo, S) (V1Y (2.17)

donde A;(+), VI, M(c.py(Bo, o) y Var [A;(Bo, S, s(Bo, £3))] fueron definidas en (2.1),
(B.67), (2.7) y (2.12), respectivamente.

Demostracion del Teorema 9. Sea (B,,,3,,) una sucesién consistente (c.s.) de (Bg, £j) que
satisface el sistema de ecuaciones (2.4). Aplicando el Teorema de Valor Medio en los puntos
(Bn, %) v (Bo, X)) a la funcién Y~ A;(B, X, s, (B, X)) que es continuamente diferenciable

=1
por ser un vector compuesto por funciones continuamente diferenciables, se tiene que

Z Az(Bna Ena Sn(Bn> En)) - Z Ai(B(]a 237 Sn(B07 28)) - (Fl,n<BZa 22)7 FQ,n(ij 2;))
i=1 =1
x (vec(Bl — B}), vech(Z, — X)),
(2.18)

donde, (Fi,, F>,,) es una matriz cuyas columnas son las derivadas de > A;(B, %, 5, (B, X))
i=1

con respecto a vec(B') y vech(X) con tamafo (2pg + q(q+ 1) +1) X (pg + q(q+1)/2), y

(B, Xr) es un valor que se encuentra entre (B,,X,) v (Bo, ). Multiplicando la matriz

M, .p,)(Bn, X;) por izquierda en ambos miembros de (2.18) se tiene que

M(Cn,Dn)(Bn7 En) Z Ai(Bn7 Env Sn(Bna Zn)) - M(Cn,Dn) (Bna En) Z Ai(BOa 28, Sn(BOa 28))
=1 i=1
=Mc,,0,)(Bn, Z) (F1(B}, X7), Fon(By, 37)) (vee(B,, — By), vech(E, — X))
(2.19)

Dado que (B, X,,) cumple con el sistema de ecuaciones (2.4) se tiene que

M(C"’D")(Bn’ Z”> Z Al(an 3, STL(Bna En)) =0.
i=1
Sustituyendo en (2.19) resulta,
~Mc,.p,)(Bn, ) Z A;(Bo, X4, 5,(Bo, X5)) = M(c,,p,) (B, Zn) (Fin(B;,, X5), Fon(B, 35))
i=1

x (vec(Bf, — BY),vech(X, — X))
=V, (vec(B!, — Bf), vech(XE, — X)), (2.20)
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con V,, definida en (2.16). Premultiplicando a ambos lados de la ecuacién (2.20) por v/n V!
con la inversa de Moore-Penrose definida en el Lema 2.1.3, se obtiene

1
—nVIMc, p.)(Bn, =) \/_ ZA Bo, 2%, s5.(Bo, X)) = vn(vece(B:, — BY), vech(X, — 3)).
Ahora, para los términos del lado izquierdo de esta igualdad se tienen los siguientes resultados:

(a) Por el Teorema 8, la sucesién nV! converge casi seguramente a V' definida en (B.67).
(b) Por el Corolario 2.1.1, la sucesién de matrices M(c, p,)(B,, %,) converge en probabi-

lidad a M¢,py(Bo, Xo) definida en (2.7).

(¢) Por el Teorema 7, —7 ZA By, 5, s,(Bo, X5)) converge en distribucién a una

normal con media 0 y matrlz de covarianza (2.12).

Por lo tanto, la distribucién asintética de (vec(B!, — BY), vech(X, — X§)) que es equivalente

(e e )

se obtiene a partir de (a), (b), (¢) y el Teorema de Slutsky, obteniendo asi que dicha

a escribir

distribucién es normal con media
VM c,p)(Bo, 20)0 = 0,

y matriz de covarianza W definida en (2.17). O

Habiendo examinado previamente el Teorema 9, es posible modificar ligeramente las con-
diciones y ain obtener el mismo resultado. Bajo la condicién A8), la propiedad (S.) es
verdadera. Esto implica que existe al menos una solucién para (1.15), es decir, la sucesion
de T-estimadores existe. Ademas, segiin el Teorema 4, esta sucesion de 7-estimadores es
fuertemente consistente. También, conforme al Teorema 2, esta sucesién satisface el sistema
(2.4). Por lo tanto, tiene una distribucion asintdtica establecida en el Teorema 9. De este
modo, el resultado del Teorema 9 puede ser obtenido bajo diferentes condiciones, y se expresa
de la siguiente manera,

Teorema 10. Sea {(x;,y:)}i>1 una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en R? x RY que
siguen el MLM (1). Se asume que py satisface A1)-A6)y A10), py satisface A1)-A7)y A10),
u; satisfacen AS8) y x; satisfacen A9), para i > 1. Si (B,,X,) es una sucesion que satisface
(1.15), con r # 0, entonces

Vn(vee(B! — BL), vech(Z, — 25)) -5 N (0, W),
con
W = VM, p)(Bo, Zo)Var [A;(Bo, Tj, s(Bo, £5))] M ) (Bo, o) (V1) (2.21)

donde A;(+), VI, M(c.p)(Bo, o) y Var [A;(Bo, B, s(Bo, £3))] fueron definidas en (2.1),
(B.67), (2.7) y (2.12), respectivamente.
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El conocimiento de la distribucion asintética de los 7-estimadores tiene implicaciones signifi-
cativas en la inferencia estadistica. Al establecer la distribucion asintotica, es posible deducir
regiones de confianza y disenar tests de hipdtesis robustos. Estas regiones de confianza
cuantifican la incertidumbre en las estimaciones de los parametros, proporcionando intervalos
donde los verdaderos valores probablemente se encuentren. Los tests de hipdtesis basados en
la distribucion asintética de los 7-estimadores evaltian la validez de suposiciones sobre los
parametros del modelo, facilitando la toma de decisiones basadas en datos.

De esta manera, los resultados obtenidos no sélo proporcionan una base tedrica sélida para
los T-estimadores, sino que también abre la puerta a aplicaciones practicas cruciales en la
estadistica inferencial, fortaleciendo la capacidad de los investigadores para realizar anélisis
precisos y fiables.
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3 Distribuciéon Asintética (Caso:
Rango Reducido)

3.1 Preliminares

En el ambito del analisis de datos multivariados, los modelos lineales desempefian un papel
fundamental al permitir la comprensién de las relaciones entre multiples variables predictoras
y una variable respuesta. Sin embargo, cuando se trabaja con un gran niimero de variables, los
modelos de rango completo pueden presentar diversas limitaciones, como la multicolinealidad
y la alta dimensionalidad, que pueden conducir a estimaciones inestables y dificultades en la
interpretacion de los coeficientes.

Para abordar estas problemaéticas, se ha desarrollado el concepto de modelos de rango
reducido. Estos modelos parten del supuesto de que la matriz de coeficientes de regresion
tiene un rango menor que el ntmero total de variables predictoras y de respuesta. Esto
implica que las relaciones entre las variables pueden ser representadas por un menor niimero
de combinaciones lineales, lo que resulta en una reduccién tanto en la dimensionalidad del
problema como en el nimero de parametros a estimar. Como bien indican Velu and Reinsel
(2013), estos modelos ofrecen una alternativa poderosa para el analisis de datos multivariados
al reducir la complejidad del problema y mejorar la interpretacion de las relaciones entre las
variables.

Los modelos de rango reducido se basan en la identificacién de un subespacio de menor
dimension que captura la mayor parte de la variabilidad presente en las variables de respuesta,
dado el conjunto de variables predictoras. Al imponer una estructura de rango reducido en la
matriz de coeficientes, estos modelos no solo mitigan los efectos de la multicolinealidad, sino
que también promueven una mayor estabilidad en las estimaciones y una mejor capacidad
de generalizacién a nuevos datos.

La teoria asintética para estimadores de rango reducido en modelos lineales multivariados se
ha estudiado ampliamente bajo normalidad de los errores cuando el MLE es utilizado (Bura
and Cook, 2003; Velu and Reinsel, 2013; Cook et al., 2015; Bura et al., 2018; Zou et al.,
2022). El objetivo de este capitulo es definir y analizar el 7-estimador, cuando By tiene rango
reducido. Para este objetivo se usara la notacion y las derivadas obtenidas en el Capitulo 2,
ademés de las ideas y resultados presentados por (Bergesio et al., 2021; Bura et al., 2018).

En este capitulo se considera un modelo lineal multivariado de rango reducido (MLMRR),
cuya formulacién es anédloga a la presentada en (1), con la particularidad de que la matriz,
By, posee un rango d < min(p, q). Asi, en adelante, se asumird que el espacio ® de los
posibles parametros para el MLMRR esta definido como sigue:

©,= {0 = (B, X) € RY” x 591, (3.1)
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donde S? representa la clase de todas las matrices simétricas definidas positivas de dimensién
+
q % q, y RYP corresponde al conjunto de matrices ¢ x p de rango d.

Segin Velu and Reinsel (2013), la reduccién en el rango de By tiene dos implicaciones claves:

1. Dado que d < ¢, la matriz B}, tiene d filas linealmente independientes, lo que implica
la existencia de ¢ — d restricciones lineales en la matriz de coeficientes B de la
forma l;Bf) = 0, donde j = 1,...,q — d. Estas restricciones permiten modelar las
combinaciones lineales l§y sin utilizar al vector de variables predictoras x, dependiendo
unicamente de la distribucion de u.

2. La matriz B}, puede expresarse como B}, = ST, donde S y T son matrices ¢ x d y d x p,
respectivamente, ambas de rango d. Las d columnas de S pueden considerarse como una
base para el espacio columna de B, mientras que las d filas de T constituyen una base
para el espacio fila de BY. Por lo tanto, el modelo y = Bfx + u puede reescribirse como
y = S(Tx) + u, donde Tx tiene d componentes que corresponden a d combinaciones
lineales del vector de predictores x, las cuales pueden ser suficientes para modelar las
variables respuestas.

Teniendo en cuenta las ideas presentadas por Velu and Reinsel (2013), es necesario exhibir
de manera formal una forma de particionar la matriz Bj, cuyo rango es d < min{p, ¢}.
Siguiendo a (Bura et al., 2018), se introducen algunas definiciones y notaciones necesarias
para tal fin.

Definicién 3.1.1. Se define la funcion
g - vee(RYY) x vec(RYP) x vech(SL) — vec(RYP) x vech(SY)
(vec(S),vec(T),vech(X)) — (vec(ST),vech(X)).
Si vec(S) y vec(T) fuesen los tnicos que determinaran a vec(ST), se procederia a realizar un
procedimiento similar al propuesto en el Capitulo 2. Sin embargo vec(ST) = vec(SAA™'T)
para cualquier matriz A de tamano d x d invertible. A continuacién usando (Bura et al.,
2018), se construye una parametrizacién de Bf, que permite la unicidad de la descomposicién.

Vale la pena observar que aunque B}, puede descomponerse de infinitas maneras, B}, es
siempre tnico.

Para ello, sin pérdida de generalidad, se asume de aqui en adelante que
By e R} 4= {C € R%*? : las primeras d filas de C son linealmente independientes} .

A nivel poblacional, esta representacion se puede garantizar reoordenando las coordenadas
del vector respuesta y.

En consecuencia, Bl puede particionarse como

t R10 o Id
Bo = <Q0Ro> B <Q0> Ro (3.2)

con Qy € RU=9xd y Ry e RZXP . Entonces tomando en cuenta esta manera de reescribir la
matriz Bf, del MLMRR se presenta la siguiente definicion.
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Definicién 3.1.2. Se definen las siguientes funciones

h s vec(RUUD*) x pec(RYP) x vech(SL) — vec(R}:%, ) x vech(S1)

(vee(Q), vee(R), vech(S)) (vec < QRR> ,vech(E)) ,

har : RUTDXE S RPP x 81— REP, % ST

ans-((§) )

Dado que (B, Xo) € R, ;< ST es el pardmetro del MLMRR, se denota como (Qo, Ro, o) €
Ra—Dxd ]Rgx” x S4 el tinico punto que cumple con hy(Qo, Ro, Xo) = (B}, o).

Lema 3.1.1. Las funciones h y hy; son biyectivas, bicontinuas y dos veces diferenciables.

La demostracién de este Lema se encuentra en la Proposicién 3.2 de Bura et al. (2018).

3.2 Definicién, existencia y unicidad del 7-funcional
de estimacién para el MLMRR en los contextos
poblacional y muestral

En esta secciéon se define el 7-estimador para el modelo lineal multivariado de rango reducido.
Ademés, se cita el teorema que demuestra su existencia y se proporciona una explicacion
detallada de su formulacién y aplicacién dentro del contexto del modelo propuesto.

Definicion 3.2.1. Un 1-funcional de estimacion para el MLMRR estd dado por el
valor (B, 2) € Oy que resuelve el problema de minimizacion

(B, ) = argmin|X|
(B,E)E@d
sujeto a (3.3)

T2<Hp7Byz;> = K.

Observacion 3.2.1. La biyectividad de la funcion hy; permite formular una version equiva-
lente a la Definicion 3.2.1 en el espacio de pardmetros definido por ©} = Ra=d)xd RZXP xSY.
Un 7-funcional de estimacion para el MLMRR estd dado por el valor (Q, R, i)) € O que
resuelve el problema

(Q.R,%) = argmin |3
(QR,X)cO;

sujeto a (3.4)

TQ(HRQ,R;;) = Ka.



Capitulo 3. Distribucion Asintética (Caso: Rango Reducido) 32

En Szretter (2017) y Bergesio et al. (2021) se muestra la existencia del 7-funcional de
estimacion para el modelo Principal Fitted Components (PFC) (Ver Teorema 6.1 y Teorema
2, respectivamente) que puede verse como un modelo lineal multivariado de rango completo
o rango reducido.

En el contexto de la presente tesis, el resultado se puede enunciar a través del siguiente
teorema.

Teorema 11. Sea (x,y) que cumple con el MLMRR y sea P su distribucion. Si py satisface
A1)-A6), py satisface A1)-A7) y P satisface (Se) (Ver (1.9)), existe al menos un valor de
(B,X) € ©, que cumple con las condiciones impuestas por el funcional (]:3), 2)

La demostracién se presenta en Szretter (2017) y Bergesio et al. (2021) y se basa esencialmente
en el trabajo de (Lopuhaa, 1991) que establece la existencia de un 7-funcional en el contexto
de estimar la posicién y la matriz de covarianza para el modelo multivariado.

La atenciéon se centra ahora en la version muestral del 7-funcional de estimacion. Esta
definicién permitird un andlisis de su existencia en el contexto de los datos muestrales,
después de haber establecido su contraparte poblacional. Se presenta a continuacion la
definicién del 7-funcional de estimacion muestral para el modelo de rango reducido.

Definicion 3.2.2. El 7-funcional de estimacion evaluado en la medida empirica
para el MLMRR estd definido como el valor (B,,X,) € ©4 que resuelve el problema de
MINImMizacion
(B, X,) = argmin|X|
(B,X)e®qy
sujeto a (3.5)

T2(Hpn,B,2) = K9g.

De aqui en adelante cuando no haya ambigiiedad, se referird a un T-estimador como un
T-funcional de estimacion evaluado en la medida empirica.

Observacién 3.2.2. Nuevamente, se adapta la definicion a los parametros en ©}. Para ello,
el T-funcional de estimacion evaluado en la medida empirica para el MLMRR estd definido
como el valor (Qn, Ry, %,) € O que resuelve el problema de minimizacion

(Qn, R, 2, = argmin |X|
(QR,Z)cO

sujeto a (3.6)
TQ(HPMQJ{’E) = Kg.

Observacion 3.2.3. La situacion de tener una muestra representa un caso especial del
Teorema 11, lo que implica que la existencia de al menos una solucion del problema (3.6)

. . . . . . R
puede ser inferida directamente de dicho teorema. Si se considera h, < ne <n (1 — 1),
ay

donde h,, estd definido en (1.12) lo cual garantiza que P, estd en las hipdtesis del Teorema 11,
entonces se asequra que eziste al menos una solucion del problema que define a (B,,,3,) € ©y
para P,. Por lo tanto, una condicion suficiente para la ezistencia del estimador (B,,X,) de
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los pardmetros del MLMRR es que las observaciones de la muestra (x;,y;) € RP x RY, para
t=1,...,n, se encuentren en posicion general.

Después de haber establecido la existencia de al menos una solucion para el problema
asociado al T-estimador, se procede a verificar la unicidad de dicha solucién. A continuacion,
se presenta el siguiente teorema que da condiciones suficientes para la unicidad del 7-funcional
de estimacion.

A continuacion se presenta el caso particular de errores que cumplen A8) del Teorema 6.2 de
Szretter (2017).

Teorema 12. (Szretter, 2017, Teorema 6.2) Sea (x,y) el vector aleatorio, con distribucion
P, que sigue el MLMRR con pardmetros By y 3o donde el error u tiene una distribucion
que satisface A8). Se supone también que los py., k = 1,2 satisfacen A1)-A7). Entonces el
problema:

argmin|X|
(B,X)€6y
sujeto a

T (Hppx) = K2,

. e e . *
tiene solucion unica, dada por (Bg, 3).

La existencia y unicidad se han demostrado en términos de (B,X). A continuacion, se

explicarda cémo estos resultados pueden emplearse para establecer la existencia y unicidad en
términos de (Q, R, X).

Observacién 3.2.4. Se conoce por el Teorema 11, que existe al menos un valor (B!, X) €
R%%.a % 8L tal que resuelve (3.3), entonces utilizando la biyectividad de la funcion h(-)
(Ver Lema 3.1.1) existe al menos un elemento (Q,R,X) en el dominio de dicha funcion, tal
que hy(Q,R, %) = (B, X) vy por lo tanto resuelve el Problema (3.6). Ahora bien, la manera
de encontrar los parametros (Q, R, S) es a través de la inversa de la funcion hy(+), que se
define como

hat t REE, 5 x ST — RUDxd  RIP x §7
E t t\—1
<<F> ,2) — (FE (EE') ,E,E) :

E E I
ya que (F) e RLP, , conE € RYP, entonces existe G € R tal que <F> = <<Gd> E)

Por otro lado, por el Teorema 12, el problema (5.3) tiene unica solucidn llamada (B, 3),
entonces a través de la funcion hyj (-) existen tinicos valores (Qq, Ro, %) € ©F tales que
(Qo,Ro, X5) = hy (Bh, X3%), y por tanto es la tinica solucién para el problema (3.6). En
consecuencia, hasta el momento se tiene que existe una solucion del problema (5.6) en
Rl=dxd RZXP x S1 y ademds es inica. En el caso de la muestra, se presenta una situacion
similar, donde por cada (B}, X,) € RY", , x S que resuelve el problema (5.5) hay un dnico

Q..R,,X,) € O tal que resuelve el problema (3.6), (Qn, R, ) = hyt (BE,2,), donde
d M n

t Iy
B = R,.
" (Qn>
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La demostracién de esta Observaciéon se encuentra en el Apéndice C.1.

En las secciones siguientes de este capitulo, se profundizara en el andlisis de la consistencia
y la distribuciéon asintética de los m-estimadores. Estos andlisis son fundamentales para
comprender el comportamiento y las propiedades de los estimadores en el contexto del
MLMRR.

3.3 Consistencia del m-estimador de (Qg, Ro, ()

Se analiza a continuacion la consistencia de los T-estimadores en el contexto del MLMRR,
baséndose en el Teorema 5 de Bergesio et al. (2021). Este teorema establece la consistencia
del estimador (B,,,3,,) como se describe a continuacion,

Teorema 13. (Bergesio et al., 2021, Teorema 5) Sea (X,y) el vector aleatorio con distribucion
P, que sigue el MLMRR con (B, Xo) univocamente definido y donde el error u tiene una
distribucion que satisface A8). Se supone también que los py, k = 1,2 satisfacen A1)-A7).
Sea P, una medida empirica obtenida desde la muestra (x;,y;) € RP xRY, 1 =1,...,n de
observaciones independientes e idénticamente distribuidas de P, entonces nﬁnoo(Bn, 3, =
(Bo, X5) a.s. donde (B,,%,) € O} es el T-funcional de estimacion evaluado en la medida
empirica, definido en la Definicion 3.2.2.

Considerando lo expuesto anteriormente y recordando que B € R%Tit’d, al aprovechar la
definicién y las propiedades de la funcién hy,(-), se logra establecer la consistencia del MLMRR
en funcion de la particion matricial correspondiente, tal como se detalla a continuacién

Teorema 14. Sea (x,y) el vector aleatorio con distribucion P, que sigue el MLMRR

1
con (Qo, Ro, Xo) € O univocamente definido, con Bf = (Qd
0

tiene una distribucion que satisface AS). Se supone también que los py, k = 1,2 satisfa-
cen A1)-A7). Sea P, una medida empirica obtenida desde la muestra (x;,y;) € RP x R,
1 =1,...,n de observaciones independientes e idénticamente distribuidas de P, entonces
n@m(Qn,Rn, 3,) = (Qo,Ro, ) a.s. donde (Qn, Ry, B0) = hyf (B, ), v (B, X,) es el
T-funcional de estimacion evaluado en la medida empirica, definido en la Definicion 3.2.2.

)RO y donde el error u

La demostracién de este resultado se encuentra en el Apéndice C.2.

3.4 Ecuaciones de m-estimaciones

Con la existencia confirmada, a continuacién se presenta, de forma andloga al sistema (1.22),
un sistema de ecuaciones que permite encontrar al 7-estimador para el modelo MLMRR. A
diferencia del sistema de ecuaciones (1.22) expresado en términos de B y X, el sistema de
ecuaciones de las T-estimaciones para el MLMRR ahora esta expresado en términos de Q,
R, y 3. Por la Observaciéon 3.2.3, se sabe que una condicién suficiente para que el estimador
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(Qn, Ry, X)) de los pardmetros del MLMRR exista, es que las observaciones de la muestra
(x;,y:) € RP xR? ¢ =1,...,n estén en posicién general. Para facilitar la notacién de lo que
sigue, se definen hy y hy por

R

Teorema 15. Si las funciones p; y pa verifican las condiciones A1)-A7) y P, satisface
hn

n
Ademds, toda solucion al problema (3.6) satisface las ecuaciones

<1- /i, existe al menos una solucion (Q,,R,,%,) € O} para el problema (3.6).

R & (0y-aa Ly-n) B

e (@) )

3 {07 s (Q. R ) (1 (@ R))u! (s (Q R))) = s (s (Q R )05 (d; (h (Q R ) (ar(Q. R, B)veech(2) } =0,

wir(di (hm(Q, R, X)))vec(u(
wi(di (hu(Q, R, X)))vec(u;(h1(Q, R))

M=

>{ =0
> )} =0

S {52 s QR 3))0s (d: (e (@ R, ) = s} =,
(3.8)
donde w; (-), ¥n(-) y d;(-) estdn definidos en (1.17), (1.18) y (1.21), respectivamente; ademds
by

Sn(hy(Q, R, X)) estd definido en (1.11), con p = p1 y k = Ky.

La demostracion de este teorema se encuentra en el Apéndice C.3.

A continuacion, se define una notacién que se utilizara para presentar el sistema de ecuaciones
de manera matricial para luego estudiar la distribucién asintotica.

Definicién 3.4.1. Se define Gqr,x) como la matriz

R® (0g-gjxa Ig-a)E") 0 0
I, ®((I et 0 0
O N I
q(q+1)/2
0 0 1

de tamano [(¢ — d)d +dp + q(g+ 1)/2 4+ 1] x [pg + q(¢ + 1)/2 + 1], y que depende de los
parametros (Q, R, X).

Lema 3.4.1. Al considerar la matriz definida anteriormente, se tiene que el sistema (3.8)
para el caso reducido se puede escribir de la siguiente forma matricial

GarxMc,.0.)(hu(Q R, X)) Y Ai(hn(Q R, %), 5,(hn(Q, R, X)) =0,  (3.10)

i=1

con A;(-) y Mc,.p,)(+) definidos en (2.1) y (2.3), respectivamente.

Este lema es una consecuencia inmediata del Lema 2.1.1.
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3.5 Normalidad asintética del 7-estimador (rango re-
ducido)

Como el problema de optimizacion depende ahora de Q, R, y 3, entonces se requiere analizar
la convergencia asintotica de los estimadores de estos tres parametros, como se enuncia a
continuacion.

Teorema 16. Sea (x;,y;) € R? x R, con i > 1 una sucesion de vectores aleatorios que
satisface el MLMRR con pardmetros (Qo, Ro, £0) € O} . Para cada n, sea (Q,, R,, %,) € O}
una solucion del sistema de ecuaciones (3.8), o equivalentemente (3.10). Se supone que
la sucesion {(Qn, Ry, ) tn>1 converge a.s. a (Qo, Ro, X7). St se verifican las condiciones
A1)-A10), y r #0, entonces n**(vec(Q, — Qq), vec(R,, — Ry), vech(X, — Xy)) converge a

una distribucion normal con media 0, y matriz de covarianza

WrVar[Ai(ha(Qo, Ro, 25), s(har(Qo, Ro, 25))[(Wr)', (3.11)
con
Wpg = (Vi) G (Qo.Ro.=)M(c,p) (i (Qo, Ro, 2p)), (3.12)
Y
Vi = Gqomox) VIr(Qo, Ro), (3.13)

donde las matrices V, G(qyRo53) ¥ M(c,0)(ha(Qo, Ro, Xp)) fueron definidas en (B.66),
(5.10), y (2.3), respectivamente. Ademds,

04 —d)) I
R ® ( 1 I, ® 0
Jr(Qo,Ro) == | Iy-a P\ Qo . (3.14)

0 0 Lyg+1)2

La demostracion de este teorema se encuentra en el Apéndice C.4.

Usando el Teorema anterior, se obtiene la convergencia asintética

Teorema 17. Sea (x;,y;) € R? x R, con i > 1 una sucesion de vectores aleatorios que
satisface el MLMRR con pardmetros g y By € R?;gud. Se supone que py satisface A1)-AG)
y A8)-A10), y py satisface A1)-A10). Si (B,,X,) es una sucesion de T-estimadores, entonces

nt?(vec(B: —B), vech(E, — %)) converge a una distribucidn normal con media 0, y matriz
de covarianza

Jr(Qo, Ro)WrVar[A;(By, 37, s(ha(Qo, Ro, 2¢)))](Jr(Qo, Ro) Wr)* (3.15)

donde A;(+), Jr(Qo,Ro) y Wg fueron definidas en (2.1), (5.1/) y (3.12), respectivamente.

Demostracion del Teorema 17. Como la funciéon h(-) definida en (3.1.2) es una funcién
continua, dos veces diferenciable, por el Teorema 16, se tiene que n'/?(vec(Q, — Qq), vec(R, —



Capitulo 3. Distribucion Asintética (Caso: Rango Reducido) 37

Ry), vech(%,—3)) converge a una distribucion normal con media cero y matriz de covarianza
dada en (3.11). Entonces aplicando el método delta con h(-) resulta n'/%(h(vec(Qy), vec(Ry,),
vech(X,,)) — h(vec(Qo), vec(Ry), vech(X5))) converge a una distribucién normal con media

cero y matriz de covarianza dada por
Jr(Qo, Ro)WrVar[A;(Bo, 35, ko)l (WR)t<JR(QO» Ro))t,

con

Jvect(Q) dvect(R)

JR(Q07 RO) -
0 0 Ly(g+1)/2

(Qo,R0,3)

(8vec(h(Q,R, ) dvec(h(Q,R, X)) 0 )

0ax (q—a) I,
R! ® ( x4 ) I,® < 0
0 I—a P\ Qo

0 0 Lig+1)/2
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4 Estudios de Simulacion

En este capitulo se exponen dos estudios de simulaciéon destinados a mostrar el desempeno
del 7-estimador y a contrastar su comportamiento con otros estimadores propuestos para el
modelo de regresiéon multivariado, especificamente con otros métodos de estimacion existentes
que resultan robustos ante la presencia de datos que se apartan del modelo en el contexto de
rango reducido. A continuacién, se detallan los estimadores que seran objeto de comparacion.

4.1 Meétodos

El 7-estimador para el MLMRR (1) con matriz de coeficientes Bj € R%", ;, se compara
con cuatro metodologias de estimacion diferentes: el estimador de rango reducido clésico
obtenido por maxima verosimilitud suponiendo que el término del error en el MLMRR tiene
distribucién normal (RRR), (Velu and Reinsel, 2013). El estimador robusto de rango completo
(MM) presentado por Tatsuoka and Tyler (2000), dos estimadores robustos de rango reducido
R4 analizados en She and Chen (2017) y R5 estudiado en Zhao et al. (2017). Ademas del
estimador R5, se considera una variante modificada que se denotarda como R5,4, la cual se
deriva de R5 utilizando el rango que se obtiene mediante validacion cruzada de 5-submuestras.
Este estimador se desarrollé como parte del trabajo de esta tesis para abordar la limitacion
de R5, que necesita recibir el rango de la matriz By como parametro de entrada. Para
el T-estimador se utiliza la implementacién proporcionada por el paquete R: tauPFC (Ver
(Bergesio et al., 2023)), el cual provee la posibilidad de encontrar el T-estimador facilitandole
la informacion del rango, denotado como Tau y la obtencién del 7-estimador usando la
estimacién del rango de la matriz de coeficientes de regresion a través de validacion cruzada
de 5-submuestras para el modelo PFC (Bergesio et al., 2021), este estimador se denota como
Tauy.

Para obtener los 7-estimadores es necesario definir los valores de ciertas constantes rela-
cionadas con las funciones p; y p2 que se elijan para el calculo de los estimadores. Dichas
constantes, k;, m;, i = 1,2 definidas en ecuacién (1.14) y condicién A10) respectivamente,
intervienen en la definicién del punto de ruptura y la eficiencia asintotica del estimador. El
paquete tauPFC permite obtener los valores de estas constantes para el maximo punto de
ruptura 0.5 y la eficiencia deseada. Por otro lado, en el algoritmo que provee dicho paquete, se
utiliza un estimador inicial para (Bg, ¥4) robusto con alto punto de ruptura y alta eficiencia,
para el cual también es necesario definir las constantes k;, m;, i = 1, 2.

Los niveles de eficiencia considerados se dividen en tres casos: el primero, con una eficiencia
del 85 % tanto para el calculo de los estimadores iniciales que requiere el algoritmo como para
el T—estimador; el segundo, con una eficiencia del 90 % para ambos estimadores; y finalmente,
el tercer caso, con una eficiencia del 90 % para definir las constantes de los 7-estimadores y
del 85 % para las estimaciones iniciales. Dado que los resultados muestran errores similares
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en todos los casos, se presentan en las tablas los valores correspondientes al tercer caso.

4.2 Modelo Matricial

Sean (x;,y;) € RP x R? i = 1,...,n, vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos que satisfacen el MLMRR con errores u;. E1 MLMRR se puede expresar de
manera matricial como sigue,

Y =XB,+ U, (4.1)
donde X es la matriz n x p cuya i-ésima fila es x}, Y es la matriz n x ¢ cuya i-ésima fila

t
. Va . I
es vy, U es la matriz n x ¢ cuya i-ésima fila es u}(Bg) = y! — x!Bg y By = R} (Qd0> con

t
R € RP*d (éd> € R4, es decir (Qo, Ro, Xo) € ©}; definido en la Observacién 3.2.1.
0

4.3 Medidas de error

En un estudio de simulacion tipico para evaluar estimadores, se repite el experimento de
generar muestras que siguen un modelo, estimar los pardmetros y comparar las caracteristicas
del estimador (B, %) con los valores verdaderos (Bg, %9). Se denomina N a la cantidad de
veces que se realiza este procedimiento. De esta manera, se obtiene un error en cada una de
las N repeticiones del experimento, y luego estos errores se resumen en una tnica medida de
error.

Se emplean dos medidas de error para evaluar el desempeno de los modelos: el Error
Cuadrdtico Medio recortado al 10 % y el Error Cuadrdtico Medio Ponderado recortado al
10 %. Estas métricas se calculan utilizando la norma de Frobenius || - ||z para medir las
distancias entre matrices. Cuando estas medidas se utilizan para analizar el comportamiento
de proyecciones del tipo XB, se utiliza una nueva matriz de datos que se denomina Xy
generada sin contaminacion bajo el escenario del experimento considerado. Esta estrategia
garantiza una evaluacion robusta de la capacidad predictiva de los estimadores en el contexto
del MLMRR.

Error Cuadratico Medio (MSE por su sigla en inglés): Para cada una de las N
repeticiones queda definida la cantidad MSE dada por

1 N
7HXtestB0 - XtestB’ ’?77 (42)
qntest
donde ny representa el nimero de filas que posee la matriz Xie;.

Error Cuadratico Medio recortado al 10 %: De los N valores (4.2), se considera la

~

media recortada al 10 %. Este error se denota por Err(B).
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Error Cuadratico Medio Ponderado: Para cada una de las N repeticiones se define el
Error cuadratico medio ponderado como la cantidad:

traza ((Xies By — Xiest B) 25! (Kot Bo — Xiest B)') , (4.3)

qntest
donde nyes representa el nimero de filas que posee la matriz Xiest v 2o la matriz de covarianza
del error, descrita en cada escenario.

Error Cuadratico Medio Ponderado recortado al 10 %: De los N valores (4.3), se
considera la media recortada al 10%. Se denota por Err(B, 3).

4.4 Estudio de simulacion 1

Los escenarios considerados en este primer estudio de simulacién son los analizados por She
and Chen (2017) y se describen a continuacion.

Escenario I: Para este escenario en el modelo (4.1) se consideré n =100, p =12, ¢ =8y
rango de By igual a d = 3.

o Las matrices Ry y Qp que forman la matriz de coeficientes By poseen elementos
generados a partir muestras i.i.d. de una distribucién N (0, 1).

e La matriz X es construida generando n filas i.i.d. con distribucion M, dada por

N(0,3,), donde X, es una matriz p X p con elementos 1 en la diagonal, y 0.5 fuera
de ella.

o Las filas de la matriz de errores U se generan mediante el siguiente procedimiento.

Primero, se obtiene una matriz D de tamano n x ¢ donde cada una de la n filas se
genera a partir de una distribucién normal multivariada N (0, I,). Posteriormente, se
calcula el valor

;= 3ISVD(XBo)la. (4.4)

donde [SVD(XBy)], es el d-ésimo valor singular (ordenados en forma decreciente) de
la matriz XBy, y D;; son los elementos de la matriz D. Finalmente, se obtienen los
valores de la matriz U multiplicando cada elemento de D por o.

Escenario II: Este escenario es similar al Escenario I, pero en este caso, las filas de D se
generan a partir de una distribucién A/ (0, A), donde A es una matriz g X ¢ con elementos 1 en
la diagonal, y 0.5 fuera de ella. Asi el Escenario II se diferencia del Escenario I tinicamente
por la matriz de covarianza de los errores.

Como consecuencia de cada escenario de simulacién, se tomard la matriz ¥, aproximada por
0?3 donde ¥ es la matriz de covarianza de los vectores filas de la matriz D , descrita en
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cada escenario, (X = I, en el Escenario I y 3 = A en el Escenario II) y o esta definido por
(4.4). Ademads se observa que el denominador de (4.4) es la norma Frobenius de la matriz D.

En este estudio de simulacion, se busca comparar el desempeno de los estimadores propuestos
para el MLMRR cuando los datos no se ajustan al modelo supuesto como verdadero. Para
esto, se introducen dos tipos de contaminaciéon que modifican una proporciéon de los datos
generados segun los modelos descritos en los Fscenarios I y II. Ademas, una caracteristica
deseable de los estimadores robustos es su buen comportamiento cuando la muestra sigue el
modelo establecido. Por esta razon, los resultados también incluyen los errores cuando los
datos no estan contaminados.

Contaminacién I: Siguiendo la propuesta de She and Chen (2017), los outliers son intro-
ducidos por medio de una matriz C donde sus primeras O % filas son no nulas, cada fila
contiene al vector v que en la coordenada j tiene a la desviacion estandar de la columna
j de XBy, multiplicado por un valor elegido al azar en el conjunto {1, —1} y también
multiplicado por el escalar a@ € {2,4}. Las restantes filas de C son nulas. Se considera

0% € {0%,5%,10%, 15 %, 20 %}.

Para hacer el problema atn méas desafiante, se reemplazan todos los elementos de las dos
primeras filas de X por 10, y se denota esta nueva matriz como X;,. Esto produce valores
atipicos con alto nivel de apalancamiento. El valor O % = 0% indica que la matriz C no estd
contaminada. Sin embargo, como Y se genera calculando Y = X;0By + U + C los datos
presentan la contaminacion que produce la matriz Xyg.

Contaminacién II: La contaminaciéon se produce utilizando el mismo método que se emplea
en el caso de la Contaminacion I, con la excepcién de que en la matriz X se reemplaza el
O % de las primeras filas no nulas por el valor 10.

4.4.1 Resultados

Para los escenarios anteriores se realizaron N = 200 réplicas con n;, = 100. En cada
escenario y para cada método se presentan diagramas de cajas de los errores cuadraticos
medios (MSE) (4.2) que se obtienen en cada una de las N repeticiones. En las tablas
que se presentan en esta seccién, se incluyen los Errores Cuadraticos Medios recortados al
10 %, los Errores Cuadréticos Medios Ponderados recortados al 10 %, calculados siguiendo la
metodologia de (She and Chen, 2017). Ademads, se presentan los errores estandar recortados
al 10 % asociados a los errores cuadréticos medios (MSE), calculados también segtin (She and
Chen, 2017), reportados en las ecuaciones (4.2) y (4.3). Estos errores estdndar, son denotados
como Estandar Err(B) y Estandar Err(B, X), respectivamente. En la columna Rango se
indica el rango promedio obtenido en las N replicaciones con los métodos R4, R5; y Tauy.
En estos métodos el rango d es estimado por el algoritmo. Para los restantes estimadores, se
reporta el rango que se ingresa como parametro del ajuste. El método MM no hace reduccién
de la dimensién, entonces el rango es directamente el valor de min{p, ¢} = 8.

En las Tablas 1 y 2, y en las Figuras 1 y 2, se muestran los errores utilizados para estudiar
cuanto se alejan los estimadores robustos del 6ptimo en escenarios libres de contaminacion.
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Esto implica que los datos no solo estan exentos de la contaminacién proporcionada por la
matriz C, sino también de cualquier alteracién en las primeras dos filas de X. Como es de
esperar, bajo estas condiciones ideales, se observa que el estimador clasico RRR exhibe el mejor
rendimiento en ambas tablas, siendo comparativamente superior a las deméas propuestas.
Para ambos escenarios sin contaminacién, se observa un pobre desempeno del estimador MM
que no tiene en cuenta la reduccién del rango.

Las Tablas 3 a 10 y las Figuras 3 a 18, resumen los resultados para los escenarios I y
II, y contaminaciéon del tipo I y II, con o = 2 y @ = 4. En lo que sigue se realiza un
analisis detallado de cada escenario y nivel de contaminacioén, pero como resultado general
puede observarse que, en presencia de contaminacion, el estimador de maxima verosimilitud
(RRR) no presenta un buen comportamiento. Debido a estos resultados y para una mejor
visualizacién de los graficos, este estimador no se ha incluido en los mismos (aunque si en
las tablas), al igual que los estimadores R5 y R5,. En el caso de la contaminacion 11, solo se
incluy6 a R5, mientras que R5; no se incluyé debido a que mostré resultados similares a R5
(Ver Figuras 11-18).

En contexto del escenario I, con contaminacién I y v = 2 (Tabla 3 y Figuras 3-4) los estimado-
res R5 y el estimador R5,; presentan los peores comportamientos cuando son comparados con
otras propuestas robustas. Por otro lado, R4 presenta el mejor comportamiento y en el caso
del 20 % de contaminacién, se observa que el rendimiento de Tau es muy similar al obtenido
para R4. También se ve en la contaminacion del 20 % que para una replicacién R4 obtiene un
MSE de un orden de magnitud mayor a los restantes, lo cual desfavorece su performance.
Para o = 4 (Tabla 4 y Figuras 5-6) el comportamiento de los estimadores R4, Tau y Tauy ,
es similiar para las contaminaciones del 0 al 15 %, siendo siempre mejor el desempefio del R4.
Para el caso del 20 % de contaminacién, el R4 presenta un incremento notable en los errores,
mientras que los errores de Tau y Tau, se mantienen pequenos. Nuevamente, al aumentar la
contaminacion como puede verse en la Figura 6, la distribucién del MSE del R4 presenta
creciente cantidad de outliers cuyos valores también aumentan.

En el escenario II con contaminacién I (Tablas 5-6 y Figuras 7-10) se observa que R5 y R5,,
como en el Escenario I con la misma contaminacion, son los estimadores que mayor error y
variabilidad presentan entre los estimadores robustos propuestos. Por otro lado, Tau y Tauy
se vuelven mejores competidores del R4, y consiguen mejores resultados para los mayores
porcentajes de contaminacion que se analizan. Nuevamente aparecen outliers en los errores
del R4 en los casos de 15% y 20 % de contaminacion.

Cuando se usa la contaminacién II para el escenario I (Tablas 7-8 y Figuras 11-14), los
estimadores R5 y R5; presentan mejores resultados que para el escenario de contaminacion
anterior, aunque su comportamiento se ve afectado con el aumento del nivel de contaminacion.
Por otro lado, el estimador R4 es el que presenta mejores resultados en este contexto,
mostrando errores comparables con los T-estimadores pero mostrando un comportamiento
levemente mejor para niveles de contaminacién mas altos. Finalmente, el estimador MM
presenta errores mas elevados que el resto de los competidores.

En el caso del escenario II con contaminacion II, para o = 2 'y a = 4 (Tablas 9-10 y Figuras
15-18), los estimadores Tau y Tauy exhiben errores cuadraticos medios méas bajos que el resto
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de los competidores presentando ademas, como también puede notarse en los escenarios
anteriores, una gran estabilidad a medida que el nivel de contaminacién aumenta.
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Tabla 1. Resultados de simulacién del Escenario I sin contaminacion.

Estimadores Err(ﬁ) Esténdar Err(B) Err(B,EO) Esténdar Err(B, %)) Rango

RRR 0.2156 0.1264 0.0750 0.0165 3.00
MM 0.4297 0.2564 0.1476 0.0260 8.00
R4 0.2251 0.1378 0.0772 0.0195 3.16
R5 0.2218 0.1310 0.0769 0.0166 3.00
R5, 0.2289 0.1531 0.0756 0.0155 3.00
Tau 0.2739 0.1665 0.0948 0.0222 3.00
Tauy 0.2777 0.1714 0.0950 0.0225 3.00

Figura 1 — Distribucién de MSE sin contaminar para el Escenario I.
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Tabla 2. Resultados de simulacién del Escenario II sin contaminacion.

Estimadores Err(ﬁ) Esténdar Err(B) Err(B,EO) Esténdar Err(B, %)) Rango

RRR 0.1617 0.1015 0.0733 0.0167 3.00
MM 0.4159 0.2546 0.1470 0.0268 8.00
R4 0.2329 0.1534 0.0916 0.0225 3.11
R5 0.2192 0.1397 0.0968 0.0238 3.00
R5, 0.2198 0.1523 0.0969 0.0241 3.00
Tau 0.2087 0.1369 0.0947 0.0232 3.00
Tauy 0.2086 0.1362 0.0947 0.0235 3.00

Figura 2 — Distribucién de MSE sin contaminar para el Escenario II.
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Tabla 3. Resultados de simulacion del Escenario I con contaminacion [y o = 2.

0%

0%

5%

10 %

15%

20 %

Estimadores

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R5,
Tau
Tauy

RRR
MM
R4

R54
Tau
Taud

Err(B)
51.4735
0.5484
0.3035
4.4187
4.4179
0.3924
0.3965

46.2563
0.5589
0.3113
4.8810
5.0925
0.3954
0.4062

49.9783
0.5813
0.3272
5.4429
0.9823
0.4020
0.4108

95.5951
0.6082
0.3480
6.9620
8.1206
0.4097
0.4269

08.4286
0.6474
0.4215

10.1101

12.2868
0.4267
0.5305

45.7170
0.3588
0.1980
3.0101
2.6927
0.2565
0.2612

42.9088
0.3639
0.2038
3.3268
3.4143
0.2595
0.2731

45.3147
0.3701
0.2130
3.8314
4.0109
0.2583
0.2614

49.7756
0.3880
0.2257
5.2826
5.8288
0.2607
0.2812

52.2743
0.4169
0.2976
8.7684

10.8691
0.2759
0.4098

20.2645
0.1785
0.0990
1.4900
1.4281
0.1284
0.1287

18.5399
0.1825
0.1015
1.7000
1.6298
0.1296
0.1306

19.9959
0.1921
0.1072
1.8883
1.9279
0.1313
0.1322

21.8839
0.2007
0.1146
2.4089
2.5982
0.1347
0.1365

23.1537
0.2131
0.1302
3.5477
3.8815
0.1403
0.1866

19.5846
0.0364
0.0237
0.5670
0.5079
0.0350
0.0355

18.9936
0.0369
0.0242
0.7518
0.6725
0.0343
0.0352

19.4862
0.0398
0.0256
0.9301
0.8371
0.0326
0.0342

20.9081
0.0422
0.0291
1.3801
1.3654
0.0334
0.0366

22.1003
0.0455
0.0360
2.7901
2.5212
0.0346
0.1818

Esténdar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B, %) Rango

2.05
8.00
3.00
3.00
4.94
3.00
3.00

1.91
8.00
3.01
3.00
4.81
3.00
3.00

1.32
8.00
3.00
3.00
4.79
3.00
3.00

1.18
8.00
3.03
3.00
4.66
3.00
3.00

1.10
8.00
297
3.00
4.41
3.00
2.930
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Figura 3 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacién I (5% — 10%) y

a = 2.
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Figura 4 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacién I (15% — 20 %) y
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Tabla 4. Resultados de simulacion del Escenario I con contaminacion Iy o = 4.

0%

0%

5%

10 %

15%

20 %

Estimadores

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R5,
Tau
Tauy

RRR
MM
R4

R54
Tau
Taud

Err(B)
13.3286
0.5097
0.2408
1.3853
1.4256
0.3194
0.3220

20.7278
0.5280
0.2512
1.2535
1.4664
0.3266
0.3299

28.7548
0.5514
0.2708
1.6964
2.0899
0.3370
0.3542

40.5510
0.5810
0.3255
2.2389
2.6924
0.3445
0.3876

52.3554
0.6124
2.2766
3.8979
4.5622
0.3577
0.5375

11.6588
0.3273
0.1561
0.9083
0.7930
0.2055
0.2075

18.9521
0.3376
0.1557
0.8379
0.9177
0.2025
0.2033

25.9513
0.3545
0.1760
1.0882
1.2921
0.2115
0.2313

36.5203
0.3719
0.2373
1.4788
1.8659
0.2181
0.2719

46.6334
0.3862
6.0726
3.3630
3.2901
0.2208
0.4663

4.4537
0.1499
0.0708
0.4292
0.4823
0.0940
0.0944

6.9431
0.1552
0.0750
0.3897
0.4946
0.0971
0.0980

10.0128
0.1631
0.0803
0.5230
0.7133
0.1011
0.1013

14.4711
0.1711
0.0895
0.7034
0.9057
0.1036
0.1077

18.7685
0.1807
0.6987
1.1954
1.5964
0.1077
0.1733

4.3186
0.0243
0.0169
0.1638
0.1703
0.0229
0.0237

7.1322
0.0251
0.0177
0.1851
0.2195
0.0236
0.0242

10.5007
0.0274
0.0198
0.2429
0.3181
0.0251
0.0262

15.9426
0.0298
0.0260
0.4343
0.5230
0.0261
0.0301

19.6109
0.0329
1.9983
1.0639
1.1033
0.0271
0.1988

Esténdar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B, %) Rango

2.10
8.00
3.00
3.00
4.81
3.00
3.00

1.08
8.00
3.00
3.00
4.77
3.00
3.00

1.08
8.00
2.98
3.00
4.72
3.00
3.00

1.01
8.00
2.94
3.00
4.54
3.00
3.00

1.01
8.00
2.75
3.00
4.50
3.00
2.88
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Figura 5 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacién I (5% — 10%) y

a =4.
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Figura 6 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacion I (15% —20%) y

o =4.
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Tabla 5. Resultados de simulacion del Escenario II con contaminacion [y o = 2.

O %

0%

5%

10 %

15%

20 %

Estimadores

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4

R54
Tau
Taud

Err(B)
13.2710
0.4302
0.2094
1.2193
1.2391
0.2161
0.2169

13.8040
0.4455
0.2222
1.4163
1.4979
0.2194
0.2209

15.9741
0.4655
0.2388
1.6292
1.7928
0.2301
0.2292

19.3379
0.4981
0.2574
2.1384
2.4083
0.2349
0.2349

22.7457
0.5463
0.3309
3.4490
3.3896
0.2517
0.2641

12.6121
0.2726
0.1382
0.8243
0.7076
0.1386
0.1394

13.3848
0.2860
0.1526
0.9664
0.9067
0.1424
0.1444

15.0865
0.2971
0.1666
1.1470
1.1513
0.1557
0.1542

17.6435
0.3216
0.1809
1.5603
1.6352
0.1563
0.1567

20.5895
0.3579
0.2436
2.8635
2.4894
0.1713
0.1858

9.0283
0.1492
0.0898
0.7071
0.7546
0.0966
0.0968

9.3036
0.1528
0.0938
0.8325
0.9389
0.0985
0.0991

10.7585
0.1607
0.1007
0.9549
1.1199
0.1022
0.1020

13.1157
0.1686
0.1078
1.2326
1.5743
0.1037
0.1036

15.2833
0.1817
0.1223
2.0356
2.2589
0.1092
0.1104

9.9289
0.0272
0.0212
0.3147
0.3369
0.0206
0.0211

10.1059
0.0261
0.0220
0.4253
0.4977
0.0208
0.0209

11.3799
0.0294
0.0245
0.4840
0.6036
0.0242
0.0244

13.2025
0.0265
0.0261
0.7017
0.9796
0.0229
0.0233

15.5061
0.0326
0.0360
1.5919
1.5740
0.0240
0.0261

Estandar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B, %) Rango

2.08
8.00
3.00
3.00
4.93
3.00
3.00

1.87
8.00
3.00
3.00
4.80
3.00
3.00

1.44
8.00
3.02
3.00
4.78
3.00
3.00

1.16
8.00
3.02
3.00
4.68
3.00
3.00

1.10
8.00
3.01
3.00
4.42
3.00
3.00
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Figura 7 — Distribucién de MSE para el Escenario II con contaminacion I (5% — 10%) y

a = 2.
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Figura 8 — Distribucién de MSE para el Escenario II con contaminaciéon I (15% —20%) y

a = 2.
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Tabla 6. Resultados de simulacion del Escenario II con contaminacion [y o = 4.

O %

0%

5%

10 %

15%

20 %

Estimadores

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4

R54
Tau
Taud

Err(B)
12.4392
0.4401
0.2124
1.2659
1.6147
0.2142
0.2143

18.2494
0.4550
0.2209
1.1582
1.7033
0.2159
0.2158

27.0153
0.4709
0.2402
1.4910

2.085
0.2210
0.2271

37.2504
0.4977
0.3075
1.9367
3.7025
0.2306
0.2332

48.1254
0.5246
1.3117
3.3309
5.5494
0.2446
0.2737

11.4065
0.3315
0.1597
0.9440

1.004
0.1574
0.1577

17.6228
0.3476
0.1747
0.9242

1.045
0.1593
0.1601

24.0243
0.3523
0.1923
1.1480
1.5213
0.1689
0.1751

34.5223
0.3746
0.2754
1.5434
2.7498
0.1776
0.1810

42.2796
0.3976
3.1135
3.1210
4.6433
0.1874
0.2102

9.7440
0.1507
0.0909
0.7513
0.7205
0.0962
0.0959

14.5277
0.1543
0.0933
0.6864
0.7701
0.0963
0.0958

20.3230
0.1624
0.1001
0.8731
1.0056
0.0980
0.0985

28.7597
0.1704
0.1130
1.1260
1.8744
0.1009
0.1015

36.5055
0.1823
0.7088
2.0527
2.8235
0.1059
0.1107

10.2706
0.0251
0.0241
0.3154
0.3218
0.0251
0.0250

15.5410
0.0265
0.0246
0.3578
0.3667
0.0235
0.0232

20.1388
0.0279
0.0250
0.4249
0.5966
0.0242
0.0249

30.1951
0.0303
0.0365
0.6429
1.3195
0.0238
0.0243

36.3531
0.0312
1.9243
1.8553
2.2107
0.0280
0.0325

Estandar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B, %) Rango

2.11
8.00
3.00
3.00
4.80
3.00
3.00

1.40
8.00
3.00
3.00
4.60
3.00
3.00

1.08
8.00
3.00
3.00
4.60
3.00
3.00

1.01
8.00
2.95
3.00
4.70
3.00
3.00

1.00
8.00
2.83
3.00
4.55
3.00
3.00
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Figura 9 — Distribucién de MSE para el Escenario II con contaminacion I (5% — 10%) y

a = 4.
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Figura 10 — Distribucién de MSE para el Escenario II con contaminacién I (15% — 20%) y

o =4.
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Tabla 7. Resultados de simulacion del Escenario I con contaminacion Iy o = 2.

O %

5%

10 %

15 %

20 %

Estimadores Err(B) Estandar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B,3)) Rango

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R5,
Tau
Tauy

0.4750
0.4465
0.2182
0.2824
0.2792
0.2766
0.2860

0.8414
0.4683
0.2315
0.3059
0.3199
0.2859
0.3052

1.4267
0.4969
0.2480
0.4056
0.4048
0.2967
0.3192

2.2312
0.5276
0.2655
0.4848
0.4711
0.3057
0.4300

0.2894
0.2631
0.1258
0.1714
0.1703
0.1650
0.1768

0.5329
0.2787
0.1361
0.1834
0.1971
0.1730
0.1830

0.9089
0.2904
0.1478
0.2630
0.2491
0.1841
0.2085

1.5344
0.3103
0.1606
0.3301
0.2974
0.1882
0.4064

0.1726
0.1542
0.0762
0.0980
0.0972
0.0961
0.0972

0.3277
0.1613
0.0801
0.1063
0.1104
0.0990
0.1012

0.5748
0.1727
0.0864
0.1408
0.1419
0.1024
0.1050

0.8712
0.1830
0.0924
0.1684
0.1666
0.1061
0.1552

0.0932
0.0280
0.0171
0.0246
0.0222
0.0221
0.0231

0.2326
0.0290
0.0172
0.0277
0.0303
0.0222
0.0246

0.4380
0.0299
0.0201
0.0475
0.0444
0.0249
0.0275

0.6484
0.0302
0.0217
0.0575
0.0597
0.0247
0.1766

2.60
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.96
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.48
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.24
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
2.92
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Figura 11 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacién IT (5% — 10%) y

a=2.
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Figura 12 — Distribuciéon de MSE para el Escenario I con contaminacién IT (15% — 20 %) y

o= 2.
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Tabla 8. Resultados de simulacion del Escenario I con contaminacion II 'y o = 4.

O %

5%

10 %

15 %

20 %

Estimadores Err(B) Estandar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B,3)) Rango

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R5,
Tau
Tauy

1.0286
0.4863
0.2304
0.2977
0.2807
0.3020
0.3089

2.4384
0.5017
0.2431
0.3353
0.3162
0.3070
0.3174

4.9032
0.5269
0.2561
0.4591
0.4180
0.3145
0.3514

7.4258
0.5618
0.2790
0.5470
0.5313
0.3260
0.4379

0.7263
0.3272
0.1548
0.2081
0.1829
0.2037
0.2132

1.7729
0.3332
0.1591
0.2305
0.2146
0.2051
0.2218

3.7180
0.3480
0.1675
0.3329
0.2843
0.2050
0.2397

5.4030
0.3782
0.1842
0.3749
0.3922
0.2135
0.3651

0.3561
0.1535
0.0744
0.0957
0.0954
0.0965
0.0980

0.8883
0.1600
0.0789
0.1071
0.1072
0.0984
0.0997

1.9359
0.1689
0.0827
0.1461
0.1399
0.1018
0.1053

2.9218
0.1776
0.0888
0.1779
0.1779
0.1046
0.1411

0.2625
0.0285
0.0196
0.0252
0.0252
0.0249
0.0263

0.7395
0.0283
0.0196
0.0315
0.0296
0.0231
0.0246

1.7642
0.0329
0.0211
0.0502
0.0426
0.0260
0.0307

2.5038
0.0343
0.0223
0.0690
0.0692
0.0269
0.1470

1.68
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.15
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.03
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.05
8.00
2.99
3.00
3.00
3.00
2.94
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Figura 13 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacién IT (5% — 10%) y

a=4.
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Figura 14 — Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminaciéon IT (15% — 20 %) y

a=4.
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Tabla 9. Resultados de simulacion del Escenario II con contaminacion Iy a = 2.

O %

5%

10 %

15 %

20 %

Estimadores Err(B) Estandar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B,3)) Rango

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

0.3883
0.4289
0.2162
0.2759
0.2760
0.2078
0.2088

0.7745
0.4466
0.2284
0.3042
0.3106
0.2112
0.2148

1.3027
0.4768
0.2487
0.4147
0.4059
0.2172
0.2185

2.1246
0.5054
0.2748
0.5000
0.5199
0.2298
0.2587

0.2455
0.2616
0.1353
0.1797
0.1793
0.1284
0.1299

0.5171
0.2689
0.1454
0.1955
0.2021
0.1338
0.1390

0.8412
0.2913
0.1600
0.2804
0.2721
0.1346
0.1377

1.4950
0.3125
0.1875
0.3625
0.3746
0.1498
0.1868

0.2380
0.1529
0.0934
0.1311
0.1277
0.0959
0.0965

0.5163
0.1592
0.0985
0.1481
0.1499
0.0978
0.0987

0.9693
0.1707
0.1084
0.2142
0.2056
0.1023
0.1026

1.4995
0.1818
0.1157
0.2656
0.2631
0.1063
0.1100

0.1599
0.0272
0.0223
0.0386
0.0359
0.0219
0.0221

0.4115
0.0285
0.0229
0.0419
0.0443
0.0222
0.0235

0.8594
0.0296
0.0264
0.0781
0.0719
0.0244
0.0245

1.2396
0.0295
0.0309
0.1075
0.1121
0.0258
0.0300

2.56
8.00
3.02
3.00
3.00
3.00
3.00

1.94
8.00
3.02
3.00
3.00
3.00
3.00

1.48
8.00
3.02
3.00
3.00
3.00
3.00

1.25
8.00
3.04
3.00
3.00
3.00
3.00
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Figura 15 —

Figura 16 —

MSE

Distribucién de MSE para el Escenario II con contaminacién 1T (5% — 10 %) y
a=2.
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Distribucién de MSE para el Escenario I con contaminacién IT (15 % — 20 %) y
a=2.
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Tabla 10. Resultados de simulacién del Escenario II con contaminacion IT y o = 4.

0%

5%

10 %

15 %

20 %

Estimadores Err(B) Estandar Err(B) Err(B,X,) Esténdar Err(B,3)) Rango

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

RRR
MM
R4
R5
R54
Tau
Taud

RRR
MM
R4

R54
Tau
Tauy

0.8543
0.4262
0.2187
0.2714
0.2835
0.2167
0.2194

2.3247
0.4486
0.2315
0.3159
0.3097
0.2169
0.2194

4.0775
0.4784
0.2500
0.4053
0.4188
0.2236
0.2311

6.7090
0.4993
0.2695
0.4913
0.4883
0.2356
0.2563

0.5703
0.2697
0.1504
0.1865
0.1839
0.1532
0.1569

1.7264
0.2817
0.1553
0.2128
0.1988
0.1492
0.1533

3.1678
0.3143
0.1769
0.2868
0.2846
0.1606
0.1727

0.8144
0.3229
0.1887
0.3531
0.3460
0.1684
0.1963

0.5742
0.1547
0.0945
0.1276
0.1343
0.0984
0.0991

1.6125
0.1653
0.1024
0.1530
0.1511
0.1008
0.1014

2.8329
0.1726
0.1095
0.2067
0.2134
0.1043
0.1054

4.6768
0.1852
0.1167
0.2597
0.2588
0.1083
0.1113

0.5222
0.0269
0.0245
0.0351
0.0377
0.0234
0.0239

1.4951
0.0267
0.0266
0.0435
0.0415
0.0223
0.0228

2.5660
0.0289
0.0299
0.0701
0.0745
0.0253
0.0266

4.3882
0.0312
0.0303
0.1002
0.0999
0.0252
0.0282

1.71
8.00
3.00
3.00
3.00
3.00
3.00

1.16
8.00
3.01
3.00
3.00
3.00
3.00

1.05
8.00
3.02
3.00
3.00
3.00
3.00

1.05
8.00
3.04
3.00
3.00
3.00
3.00
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Figura 17 — Distribucién de MSE para el Escenario 1T con contaminaciéon IT (5% — 10%) y

a=4.
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Figura 18 — Distribucién de MSE para el Escenario II con contaminacién IT (15% — 20 %) y

o =4.
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4.5 Estudio de simulacion 2

En esta seccion se lleva a cabo un estudio de simulaciéon utilizando el escenario propuesto
por Zhao et al. (2017). El propésito de este estudio de simulacién es analizar y comparar
el desempernio de alguno de los métodos descritos en la Seccién 4.1, proponiendo distintos
valores para el rango de la matriz By en el modelo (4.1).

Se estudiaron los tamanos muestrales n = 50,100, p = ¢ = 6 y para todos los casos analizados
se considero el rango de By igual a d = 2.

o Las matrices Ry y Qo que forman la matriz de coeficientes By son dadas por Rf =
(1 1 1 -1 -1 -1

0 04 08 12 16 2

el siguiente proceso: Se crea una matriz de tamafio ¢ X d cuyos elementos se generan

t t
I
) y la matriz ( Qd> es generada aleatoriamente usando
0

aleatoriamente en forma independiente siguiendo una distribucién normal estandar.
Posteriormente, esta matriz se somete a una descomposicion en valores singulares, esta
técnica permite descomponerla en tres componentes principales: una matriz de vectores
singulares izquierdos, una matriz diagonal de valores singulares, y la transposicion
conjugada de una matriz de vectores singulares derechos. En este proceso, se seleccionan
los dos primeros vectores singulares izquierdos, representados por la matriz U, y los dos
primeros vectores singulares derechos, representados por la matriz V. A continuacion,
se realiza la multiplicacién de matrices U por la transpuesta de V (UV"), lo que
resulta en una aproximacion de rango reducido de la matriz original, conservando las
caracteristicas mas significativas de la misma.

o La matriz X es construida a partir de una distribucién gaussiana multivariada con
Cov(X;j, X;j1) = p'j_ﬂ. Para este estudio se consideraron p = 0.1, 0.4, 0.7.

e Los elementos de la matriz U, correspondiente al término del error en el modelo
(4.1), contienen observaciones provenientes de las siguientes distribuciones univariadas,
generadas de manera independiente e idénticamente distribuidas:

— Distribucion Normal: Los valores de U se obtienen a partir de una distribucién
normal con media igual a 0 y desviacion estandar igual a o. Los pardmetros
considerados para ¢ son 0.5, 1y 2.

— Distribucion t de Student: Los elementos de la matriz U se generan a partir de
una distribucién ¢ de Student con 3 grados de libertad, a la cual se le multiplica
un valor o. Los valores de o considerados son 0.5, 1 y 2.

— Distribucion Log-normal: Los valores de U provienen de una distribucion log-
normal ajustada para garantizar una desviacion estandar igual a o. Los valores
de o considerados son 0.5, 1 y 2.

Este estudio se realizé sin y con contaminacion, utilizando el siguiente esquema para
contaminar los datos.
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Contaminacién: La contaminacién analizada es similar a la Contaminacion I del Estudio
de Simulacion 1 presente en la Seccién 4.4, es decir, siguiendo la propuesta de She and Chen
(2017) donde los valores atipicos se introducen mediante una matriz C cuyos elementos
son nulos, excepto las primeras O % de sus filas. La matriz C se compone de valores que
son a-veces la desviacion estandar de cada columna de XBj, multiplicada por un valor
aleatorio seleccionado en el conjunto {—1,1}. Dado que en este estudio se desea comparar
el comportamiento de los métodos para diferentes rangos y diferentes distribuciones en los
errores, unicamente se reporté el caso de contaminacién para O % = 10% y a = 2. Con el fin
de aumentar el desafio del problema, se reemplazan todos los elementos de las dos primeras
filas de la matriz de diseno X por el valor 10, dando lugar a valores atipicos con un alto
nivel de apalancamiento. Esta matriz modificada se denota como X;,. Posteriormente, la
respuesta Y se genera utilizando la expresion Y = X,0Bg + U + C.

4.5.1 Resultados

Tal como lo descrito en la Seccién 4.4.1, para cada uno de los escenarios anteriores se
realizaron N = 100 réplicas y se reportan los errores Errores Cuadrdticos Medios recortados
detallados en la Seccion 4.3 y sus errores estandar. En este caso los errores fueron calculados
utilizando niest = H0.

Dado que este estudio de simulacion esta destinado a mostrar el comportamiento de cada
estimador en funcién del rango, de los métodos descritos en la Seccién 4.1 se consideraron
aquellos que se obtienen a partir de algoritmos que utilizan el rango que reciben como
parametro de entrada: RRR, R5 y Tau. Por lo tanto, los estimadores Tau,, R54, que utilizan el
rango que es estimado, fueron excluidos de este estudio como asi también el estimador MM ya
que por su naturaleza es un estimador de rango completo. Si bien el estimador R4 elige el
rango, el mismo si fue considerado en este estudio. Aunque los resultados obtenidos no se
reporta en las tablas, mas adelante en esta misma seccién se comenta sobre su desempeno. Si
bien el verdadero rango (o sea, el rango de By ) es 2, en los distintos ajustes cada algoritmo
fue corrido fijando el valor de d € {1,2,3,4,5,6}.

Los resultados sin contaminacion se reportan en las Tablas 11-19 para los tres tipos de
distribuciones de errores, donde se considerd, por simplicidad de exposiciéon, n = 50 y
d=1,2,3,6, ya que los resultados para n = 100 dan errores mas pequenos pero con la misma
tendencia. También para facilitar la lectura de las tablas se excluyeron los casos d = 4,5, ya
que los resultados presentaban un comportamiento similar a los reportados. En el contexto
de la distribucién normal (Tablas 11-13), se observa que los métodos RRR, R5 y Tau son
comparables, con una leve ventaja para el RRR, como es de esperar ya que es el estimador
optimo cuando los errores tienen distribucién normal. Para errores con distribuciéon ¢ de
Student (Tablas 14-16) y con distribucién lognormal (Tablas 17-19) los estimadores R5 y
Tau tienen un mejor comportamiento cuando es comparado con el RRR. En todos los casos
estudiados sin contaminacién, el estimador R5 presenta resultados levemente mas favorables
que el estimador Tau.

Los resultados con contaminacién se encuentran en las Tablas 20-28 para los tres tipos de



Capitulo 4. FEstudios de Simulacion 64

distribuciones de errores, donde se consideré nuevamente n = 50 y d = 1,2, 3, 6. En todos los
casos puede observarse que el estimador Tau reporta resultados considerablemente mejores
que el resto de estimadores. Mas precisamente, en este caso contaminado puede observarse
que el estimador robusto R5 muestra un mal desempeno, comparable con el estimador clasico
RRR.

Tanto en el caso sin contaminar como en el contaminado, puede observarse que para todos los
estimadores considerados los errores cuadraticos medios recortados mas bajos se obtuvieron
para el rango 2 que es el rango verdadero del modelo. Cuando se subestima el rango, lo
errores son mayores que cuando se sobreestima. Este comportamiento se acentiia mas para
el caso contaminado.

Si bien los errores para el método R4 no fueron reportados en las tablas para diferentes
rangos pues, como se ha mencionado anteriormente este método estima el rango, el mismo
se ha tenido en cuenta en las simulaciones mostrando errores competitivos con el resto
de los estimadores para escenarios sin contaminacién y empeorando considerablemente su
desempeno para casos contaminados.

Finalmente, cuando se comparan los métodos sin y con contaminacién, puede observarse que
en el caso normal y lognormal para ¢ =0.5, 1, el estimador Tau mostré resultados similares
en ambos casos, esto es, sin y con contaminacién (Tablas 11-12, 20-21, y Tablas 17-18, 26-27,
respectivamente). Lo mismo ocurre con la distribucién ¢ de Student con ¢ =0.5 (Tablas 14 y
23). Para el caso contaminado de la normal y lognormal con ¢ = 2 (Tablas 22 y 28) y t de
Student con o = 1,2 (Tablas 24 y 25), el método Tau mostrd peores resultados comparados
con los obtenidos sin contaminar (Tablas 13, 19, 15, 16, respectivamente). Sin embargo,
los errores para el resto de los estimadores aumentaron en un orden de magnitud o mas
resultando, en todos los casos, en errores muchos mayores que aquellos reportados por el
Tau estimador.

Tabla 11. Resultados de simulacién para error normal con n =50, 0=0.5, sin contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 1] 0.3439 0.0670 0.4564 0.0926 0.4770 0.1008
d=2 | 0.0096 0.0030 0.0095 0.0030 0.0095 0.0030
d=3 1| 0.0147 0.0043 0.0147 0.0043 0.0147 0.0043
d=26 | 0.0178 0.0049 0.0178 0.0049 0.0178 0.0049
R5 d=1 1 0.3558 0.0724 0.4743 0.0992 0.4866 0.1042
d=2 1 0.0105 0.0034 0.0104 0.0034 0.0103 0.0034
d=3 1 0.0161 0.0048 0.0160 0.0047 0.0159 0.0047
d=26 | 0.0192 0.0052 0.0192 0.0053 0.0192 0.0053
Tau d=1 1| 0.3667 0.0697 0.4842 0.0977 0.5037 0.1085
d=2 | 0.0137 0.0057 0.0136 0.0056 0.0135 0.0056
d=3 1] 0.0200 0.0065 0.0198 0.0064 0.0198 0.0064
d=26 | 0.0233 0.0065 0.0233 0.0065 0.0233 0.0065
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Tabla 12. Resultados de simulacién para error normal con n =50, 0=1, sin contaminacién.

Estimadores p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=11 0.3611 0.0696 0.4739 0.0953 0.4944 0.1019
d=2 1| 0.0391 0.0129 0.0386 0.0126 0.0384 0.0125
d=3 1 0.0593 0.0174 0.0589 0.0174 0.0588 0.0174
d=6 | 0.0711 0.0198 0.0711 0.0198 0.0711 0.0198
R5 d=11 0.3671 0.0701 0.4833 0.0980 0.5002 0.1044
d=2 | 0.0428 0.0144 0.0424 0.0142 0.0423 0.0143
d=3 1 0.0648 0.0190 0.0643 0.0189 0.0640 0.0188
d=26 | 0.0770 0.0210 0.0770 0.0210 0.0770 0.0210
Tau d=1 1] 0.3924 0.0745 0.5108 0.1014 0.5305 0.1153
d=2 | 0.0560 0.0232 0.0552 0.0228 0.0546 0.0226
d=3 1 0.0802 0.0252 0.0794 0.0253 0.0795 0.0259
d=26 | 0.0933 0.0260 0.0933 0.0260 0.0933 0.0260

Tabla 13. Resultados de simulacién para error normal con n =50, 0=2, sin contaminacién.

Estimadores p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B)
RRR d=1 1] 0.4304 0.0872 0.5415 0.1102 0.5627 0.1155
d=2 1 0.1683 0.0617 0.1640 0.0583 0.1618 0.0558
d=3 1 0.2416 0.0717 0.2392 0.0708 0.2383 0.0711
d=06 | 0.2843 0.0791 0.2843 0.0791 0.2843 0.0791
R5 d=1 1] 0.4394 0.0836 0.5526 0.1106 0.5990 0.2306
d=2 ] 0.1855 0.0715 0.1860 0.0787 0.2109 0.0987
d=3 1| 0.2621 0.0762 0.2599 0.0761 0.2616 0.0768
d=26 | 0.3079 0.0840 0.3080 0.0840 0.3080 0.0840
Tau d=1 1 0.5002 0.1267 0.6196 0.1450 0.6375 0.1526
d=2 | 0.2518 0.1192 0.2458 0.1236 0.2381 0.1111
d=31 0.3299 0.1058 0.3279 0.1111 0.3196 0.1004
d=26 | 0.3732 0.1040 0.3732 0.1040 0.3732 0.1040




Capitulo 4. FEstudios de Simulacion

66

Tabla 14. Resultados de simulacion para error ¢t de Student con n =50, 0=0.5, sin contami-

nacion.
Estimadores p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B) Err(]g) Estandar Err(B)
RRR d=1 1] 0.3554 0.0657 0.4687 0.0893 0.4904 0.0981
d=2 | 0.0276 0.0210 0.0271 0.0183 0.0276 0.0214
d=3 | 0.0482 0.0682 0.0481 0.0683 0.0480 0.0683
d=16 | 0.0556 0.0687 0.0556 0.0687 0.0556 0.0687
R5 d=1 1] 0.3559 0.0669 0.4755 0.0941 0.5013 0.1025
d=2 | 0.0164 0.0062 0.0162 0.0061 0.0162 0.0061
d=3 | 0.0270 0.0089 0.0269 0.0089 0.0270 0.0090
d=6 | 0.0323 0.0102 0.0323 0.0102 0.0323 0.0102
Tau d=1| 03918 0.1157 0.5127 0.1468 0.5246 0.1318
d=2 | 0.0249 0.0097 0.0247 0.0094 0.0247 0.0097
d=3 | 0.0361 0.0130 0.0362 0.0126 0.0364 0.0125
d=6 | 0.0439 0.0147 0.0439 0.0147 0.0439 0.0147

Tabla 15. Resultados de simulacién para error ¢t de Student con n =50, c=1, sin contaminacion.

Estimadores p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(f’)) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=11 04241 0.2177 0.5342 0.1995 0.5547 0.1931
d=2 1 0.1376 0.2982 0.1369 0.3063 0.1299 0.2401
d=31 0.1945 0.2737 0.1935 0.2737 0.1932 0.2737
d=06 | 0.2225 0.2748 0.2225 0.2748 0.2225 0.2748
R5 d=1 1] 0.3804 0.0660 0.4982 0.0902 0.5258 0.1011
d=2 1| 0.0674 0.0262 0.0666 0.0257 0.0688 0.0275
d=3 | 0.1087 0.0358 0.1083 0.0356 0.1088 0.0364
d=26 | 0.1290 0.0408 0.1291 0.0409 0.1290 0.0408
Tau d=1 1 0.4370 0.1180 0.5610 0.1637 0.5698 0.1478
d=2 1 0.1029 0.0412 0.1018 0.0406 0.1014 0.0415
d=3 1 0.1462 0.0529 0.1444 0.0512 0.1443 0.0508
d=26 | 0.1755 0.0587 0.1755 0.0587 0.1755 0.0587
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Tabla 16. Resultados de simulacién para error ¢t de Student con n =50, 0=2, sin contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 1 0.7493 1.0925 0.8336 1.0964 0.8540 1.1372
d=2 | 0.6444 1.1258 0.6204 1.1446 0.6014 1.1053
d=31 0.7976 1.1000 0.7901 1.1004 0.7863 1.1000
d=26 | 0.8898 1.0994 0.8898 1.0994 0.8898 1.0994
R5 d=11 0.5125 0.1072 0.6305 0.1258 0.7692 0.3626
d=2 1] 0.3228 0.1527 0.3436 0.1780 0.4648 0.2780
d=3 | 0.4461 0.1552 0.4460 0.1587 0.4546 0.1663
d=26 | 0.5161 0.1633 0.5160 0.1632 0.5159 0.1632
Tau d=1 1 0.6328 0.1848 0.7636 0.2391 0.7525 0.2019
d=2 | 0.4854 0.2246 0.4628 0.2184 0.4611 0.2139
d=31 0.6043 0.2251 0.5965 0.2225 0.5893 0.2163
d=6 | 0.7018 0.2347 0.7018 0.2347 0.7018 0.2347

Tabla 17. Resultados de simulacion para error lognormal con n =50, 0=0.5, sin contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B)
RRR d=1 1] 0.3438 0.0669 0.4565 0.0928 0.4772 0.1011
d=2 | 0.0097 0.0033 0.0096 0.0033 0.0096 0.0034
d=3 | 0.0151 0.0046 0.0150 0.0046 0.0150 0.0046
d=26 | 0.0180 0.0054 0.0180 0.0054 0.0180 0.0054
R5 d=1 1 0.3568 0.0748 0.4758 0.1015 0.4873 0.1047
d=2 1 0.0076 0.0028 0.0076 0.0027 0.0075 0.0027
d=3 1 0.0120 0.0037 0.0120 0.0037 0.0120 0.0038
d=26 | 0.0143 0.0042 0.0143 0.0042 0.0143 0.0042
Tau d=11 0.3673 0.0691 0.4830 0.0934 0.5028 0.1105
d=2 1 0.0114 0.0049 0.0112 0.0048 0.0113 0.0049
d=3 1 0.0162 0.0058 0.0163 0.0059 0.0163 0.0059
d=26 | 0.0198 0.0068 0.0198 0.0068 0.0198 0.0068
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Tabla 18. Resultados de simulacién para error lognormal con n =50, =1, sin contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=11 0.3610 0.0696 0.4743 0.0957 0.4950 0.1025
d=2 | 0.0400 0.0189 0.0393 0.0178 0.0392 0.018
d=3 1 0.0619 0.0259 0.0618 0.0260 0.0617 0.0260
d=26 | 0.0728 0.0286 0.0728 0.0286 0.0728 0.0286
R5 d=1 1| 0.3607 0.0723 0.4783 0.0994 0.4927 0.1036
d=2 | 0.0188 0.0075 0.0186 0.0074 0.0186 0.0074
d=3 1] 0.0306 0.0104 0.0305 0.0104 0.0304 0.0103
d=26 | 0.0365 0.0122 0.0365 0.0122 0.0365 0.0122
Tau d=1 1 0.3903 0.0814 0.5158 0.1088 0.5282 0.1172
d=2 | 0.0317 0.0146 0.0312 0.0143 0.0312 0.0142
d=3 1 0.0451 0.0175 0.0452 0.0173 0.0452 0.0173
d=26 | 0.0560 0.0201 0.0560 0.0201 0.0560 0.0201

Tabla 19. Resultados de simulacion para error lognormal con n =50, =2, sin contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B)
RRR d=1 | 0.4606 0.2851 0.5650 0.2556 0.5844 0.2591
d=2 1 0.1975 0.2859 0.1927 0.2924 0.1911 0.2936
d=3 1 0.2650 0.2541 0.2649 0.2544 0.2643 0.2539
d=26 | 0.3018 0.2591 0.3018 0.2591 0.3018 0.2591
R5 d=11 03711 0.0718 0.4892 0.0998 0.5059 0.1037
d=2 | 0.0354 0.0162 0.0354 0.0163 0.0357 0.0166
d=3 1 0.0605 0.0245 0.0605 0.0247 0.0602 0.0244
d=26 | 0.0721 0.0287 0.0721 0.0287 0.0721 0.0287
Tau d=1 1 0.4410 0.1311 0.5668 0.1787 0.5764 0.1749
d=2 1 0.0750 0.0355 0.0749 0.0354 0.0750 0.0358
d=3 1 0.1083 0.0459 0.1086 0.0471 0.1093 0.0470
d=06 | 0.1329 0.0522 0.1331 0.0524 0.1331 0.0524
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Tabla 20. Resultados de simulacién para error normal con n =50, 0=0.5, con contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 1 1.0902 0.3327 1.6123 0.4888 2.3356 0.7247
d=2 1 0.7123 0.1975 1.1383 0.3448 1.9020 0.6368
d=31 0.7199 0.2113 1.1570 0.3642 1.9132 0.6535
d=26 | 0.7253 0.2104 1.1624 0.3635 1.9188 0.6530
R5 d=11 0.9379 0.3160 1.4826 0.4965 2.2728 0.7905
d=2 1| 0.6904 0.2335 1.1348 0.3916 1.9455 0.7220
d=3 1 0.6894 0.2154 1.1260 0.3800 1.8775 0.6888
d=06 | 0.7284 0.2128 1.1658 0.3692 1.9176 0.6703
Tau d=11 03713 0.0832 0.4896 0.1120 0.5046 0.1100
d=2 1 0.0143 0.0049 0.0141 0.0048 0.0140 0.0048
d=31 0.0214 0.0065 0.0210 0.0063 0.0209 0.0062
d=26 | 0.0258 0.0072 0.0256 0.0069 0.0255 0.0069

Tabla 21. Resultados de simulacion para error normal con n =50, o=1, con contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B)
RRR d=1 1 1.1435 0.3414 1.6619 0.5023 2.3691 0.7443
d=2 1 0.7432 0.2074 1.1695 0.3569 1.9395 0.6489
d=3 1 0.7669 0.2191 1.2050 0.3741 1.9627 0.6669
d=26 | 0.7855 0.2172 1.2242 0.3725 1.9832 0.6655
R5 d=1 | 1.0967 0.3297 1.6005 0.5145 2.3654 0.8150
d=2 1 0.7719 0.2494 1.2340 0.4241 2.0378 0.7449
d=3 1 0.7784 0.2453 1.2148 0.4020 1.9952 0.7186
d=26 | 0.7953 0.2194 1.2318 0.3772 1.9863 0.6817
Tau d=1 | 0.4060 0.1065 0.5179 0.1248 0.5300 0.1130
d=2 1 0.0615 0.0229 0.0588 0.0215 0.0582 0.0208
d=3 1 0.0878 0.0278 0.0861 0.0265 0.0851 0.0258
d=06 | 0.1048 0.0304 0.1039 0.0296 0.1030 0.0280
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Tabla 22. Resultados de simulacién para error normal con n =50, 0=2, con contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 1 1.2600 0.3628 1.7881 0.5399 2.4756 0.8056
d=2 1| 08771 0.2494 1.3090 0.4069 2.0946 0.7101
d=31 0.9673 0.2553 1.4114 0.4140 2.1783 0.7196
d=26 | 1.0255 0.2532 1.4712 0.4142 2.2425 0.7194
R5 d=1 1] 1.2686 0.3823 1.8066 0.5673 2.5737 0.8955
d=2 | 0.9556 0.3201 1.4160 0.4668 2.2937 0.8182
d=3 1 1.0182 0.2670 1.4742 0.4347 2.2802 0.7667
d=26 | 1.0519 0.2559 1.4978 0.4198 2.2682 0.7389
Tau d=1 1] 0.9439 0.4436 1.0436 0.6010 0.8391 0.5631
d=2 | 0.6317 0.4017 0.6488 0.5937 0.4493 0.5546
d=31 0.7165 0.3872 0.7305 0.5552 0.5388 0.5118
d=26 | 0.7941 0.4075 0.8184 0.5884 0.6212 0.5369

Tabla 23. Resultados de simulacién para error t de Student con n =50, 0=0.5, con contaminacién.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B)
RRR d=1 1] 1.1266 0.3406 1.6413 0.4682 2.3421 0.6473
d=2 1 0.7295 0.2171 1.1450 0.3443 1.8883 0.5994
d=3 1 0.7388 0.2202 1.1661 0.3524 1.9026 0.6085
d=26 | 0.7519 0.2187 1.1799 0.3527 1.9163 0.6088
R5 d=1 1] 1.0063 0.2955 1.5130 0.4450 2.2765 0.7164
d=2 | 0.7141 0.2456 1.1104 0.3669 1.9121 0.6501
d=31 0.7018 0.2049 1.1205 0.3588 1.8410 0.6294
d=26 | 0.7306 0.1938 1.1568 0.3333 1.8855 0.5960
Tau d=11 04149 0.1334 0.5375 0.1745 0.5379 0.1705
d=2 1| 0.0320 0.0132 0.0315 0.0128 0.0315 0.0129
d=3 1 0.0455 0.0176 0.0453 0.0178 0.0461 0.0192
d=26 | 0.0540 0.0193 0.0542 0.0197 0.0552 0.0218
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Tabla 24. Resultados de simulacién para error ¢t de Student con n =50, 0=1, con contaminacién.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 1] 1.2534 0.5044 1.7713 0.6257 2.4477 0.8087
d=2 ] 0.8432 0.4199 1.2656 0.5231 2.0161 0.7595
d=3 1] 0.9003 0.4287 1.3306 0.5397 2.0746 0.7806
d=26 | 0.9392 0.4268 1.3725 0.5396 2.1189 0.7810
R5 d=1 1 1.1858 0.3340 1.6836 0.4959 2.4496 0.7580
d=2 | 0.7986 0.2499 1.2368 0.3845 2.0600 0.6897
d=3 1 0.8285 0.2529 1.2756 0.4010 2.0183 0.6754
d=26 | 0.8501 0.2235 1.2838 0.3690 2.0249 0.6360
Tau d=1 1 0.5445 0.2606 0.6601 0.3029 0.6129 0.2194
d=2 | 0.1937 0.1949 0.1674 0.2033 0.1306 0.0580
d=3 1 0.2433 0.2008 0.2180 0.2062 0.1839 0.0757
d=26 | 0.2784 0.2028 0.2531 0.2057 0.2192 0.0849

Tabla 25. Resultados de simulacién para error ¢t de Student con n =50, 0=2, con contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B) Err(ﬁ) Estandar Err(B)
RRR d=1 1 1.5706 1.4223 2.1200 1.5438 2.8027 1.7562
d=2 | 1.3378 1.4009 1.7714 1.5073 2.5883 1.7349
d=3 ] 1.5683 1.4205 2.0123 1.5301 2.7939 1.7671
d=26 | 1.6906 1.4218 2.1438 1.5330 2.9278 1.7710
R5 d=1 | 1.4051 0.3810 1.9769 0.5798 2.8292 0.8929
d=2 1| 1.1056 0.3725 1.5912 0.5498 2.5097 0.8816
d=3 1] 1.2350 0.3810 1.6940 0.5403 2.5193 0.8539
d=06 | 1.3203 0.3909 1.7815 0.5480 2.5594 0.8527
Tau d=11 12713 0.4452 1.4175 0.6290 1.2547 0.7318
d=2 | 1.0683 0.5042 1.0798 0.6240 0.9659 0.7713
d=3 ] 1.1932 0.5000 1.2037 0.5912 1.1258 0.7359
d=06 | 1.3290 0.5028 1.3370 0.6226 1.2690 0.7750




Capitulo 4. FEstudios de Simulacion

Tabla 26. Resultados de simulacion para error lognormal con n =50, 0=0.5, con contamina-

cién.
Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B) Err(]g) Estandar Err(B)
RRR d=1 | 1.0895 0.3342 1.6139 0.4937 2.3349 0.7271
d=2| 0.7115 0.1967 1.1376 0.3439 1.9020 0.6347
d=3 | 0.7188 0.2098 1.1555 0.3624 1.9112 0.6512
d=6 | 0.7241 0.2091 1.1608 0.3619 1.9167 0.6509
R5 d=1 | 0.9205 0.3064 1.4665 0.4672 2.2871 0.8015
d=2| 0.6957 0.2387 1.1288 0.4026 1.9305 0.7300
d=3 | 0.6857 0.2115 1.1180 0.3832 1.8549 0.6848
d=6 | 0.7260 0.2131 1.1614 0.3687 1.9120 0.6673
Tau d=1 | 0.3766 0.0847 0.4924 0.1094 0.5076 0.1111
d=2| 0.0134 0.0051 0.0132 0.0051 0.0131 0.0051
d=3 | 0.0197 0.0066 0.0196 0.0064 0.0194 0.0065
d=6 | 0.0237 0.0076 0.0237 0.0075 0.0238 0.0076

Tabla 27. Resultados de simulacion para error lognormal con n =50, c=1, con contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(B) Estdndar Err(B) Err(f’)) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 1 1.1464 0.3507 1.6638 0.5123 2.3682 0.7515
d=2 1| 0.7409 0.2047 1.1664 0.3523 1.9375 0.6459
d=31 0.7639 0.2128 1.2013 0.3658 1.9572 0.6576
d=26 | 0.7816 0.2115 1.2190 0.3651 1.9762 0.6565
R5 d=1 | 1.0860 0.3376 1.5878 0.5221 2.3321 0.8275
d=2 1| 0.7348 0.2397 1.1844 0.4071 1.9753 0.7463
d=3 1 0.7338 0.2346 1.1802 0.4025 1.9185 0.7141
d=26 | 0.7655 0.2175 1.2039 0.3740 1.9580 0.6753
Tau d=1 1| 0.4046 0.0953 0.5177 0.1216 0.5429 0.1895
d=2 | 0.0446 0.0194 0.0435 0.0184 0.0432 0.0184
d=3 1 0.0644 0.0230 0.0663 0.0267 0.0663 0.0266
d=26 | 0.0775 0.0254 0.0790 0.0280 0.0800 0.0289




Capitulo 4. FEstudios de Simulacion 73

Tabla 28. Resultados de simulacién para error lognormal con n =50, =2, con contaminacion.

Estimadores | Rango p=0.1 p=0.4 p=0.7
Err(ﬁ) Estdndar Err(B) Err(fﬁ) Estandar Err(B) Err(B) Estandar Err(B)
RRR d=1 | 1.2867 0.3881 1.8117 0.5497 2.4934 0.7980
d=2 | 0.8957 0.3335 1.3214 0.4383 2.1079 0.6916
d=3 1| 09757 0.3160 1.4129 0.4266 2.1748 0.6927
d=26 | 1.0215 0.3190 1.4636 0.4277 2.2296 0.6914
R5 d=11 1.2189 0.3912 1.7401 0.5787 2.5359 0.9131
d=2 1| 0.7981 0.2621 1.2552 0.4447 2.1368 0.8102
d=3 1 0.8260 0.2621 1.2773 0.4239 2.0649 0.7432
d=26 | 0.8395 0.2402 1.2905 0.4061 2.0675 0.7227
Tau d=1 1] 0.4818 0.1840 0.5842 0.1741 0.5888 0.1565
d=2 1] 0.1244 0.0966 0.1158 0.0595 0.1156 0.0626
d=31 0.1786 0.1048 0.1715 0.0789 0.1706 0.0738
d=26 | 0.2120 0.1080 0.2091 0.0842 0.2076 0.0804
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5 Aplicacién a datos reales

En el presente capitulo se evalia el desempeno del 7-estimador (Tau y Tauy) cuando es
aplicado a datos reales y se lo compara con los estimadores analizados en el Capitulo 4
(Seccion 4.1). En cada caso se incluyen las citas bibliograficas de las cuales han sido extraidos
los datos y que proporcionan contexto para la interpretacion de los resultados obtenidos.

5.1 Medida de error

Dado que los valores reales de los parametros (Bg, 3) son desconocidos, se recurre a la
validacién simple para evaluar el rendimiento del modelo. El conjunto de datos se divide de
manera aleatoria en dos subconjuntos: el 70 % de las observaciones se utiliza para entrenar
el modelo, permitiendo la estimacién de los pardmetros, mientras que el 30 % restante se
destina a la fase de validacion, donde se calculan los errores de prediccion. Se repite el proceso
N veces, y los errores son resumidos en una tinica métrica de error que refleja el rendimiento
general del modelo.

Para evaluar el rendimiento del modelo en cada iteracion, se calcula el Error Cuadrdtico
Medio (MSE), que mide la discrepancia al cuadrado entre los valores observados y los valores
predichos por el modelo en el conjunto de validacion de esa iteracion. Matematicamente, el
MSE para cada iteracion se expresa como:
1 B2
MSE — ”Ytest — XteStBHF7 (51)
Ttest
donde X representa la matriz de valores de las caracteristicas en el conjunto de validacién
test )
Ntest €S €l niimero de observaciones en Xiest, V Yiest denota la matriz de valores observados
en el conjunto de validacion.

A partir de los N valores de MSE obtenidos en (5.1), se calcula la media recortada al 10 %,
excluyendo los valores mas extremos para evitar el efecto de los posibles valores atipicos.
Este promedio recortado se denomina Err.

Adicionalmente, se utiliza la técnica de validacion cruzada “dejar uno fuera” (LOOCV, por
sus siglas en inglés) para generar gréaficos de valores observados frente a valores predichos.
En LOOCYV, el conjunto de datos se divide en n particiones, donde n es el nimero total
de observaciones en el conjunto. El modelo se entrena n veces, utilizando en cada iteracion
n — 1 observaciones para el entrenamiento y la restante para la validacion. Este proceso
se repite para cada dato del conjunto, asegurando que todas las observaciones contribuyan
tanto al entrenamiento como a la evaluacion. Los graficos resultantes permiten evaluar la
capacidad predictiva del modelo al comparar visualmente las predicciones con los datos
reales, proporcionando una visién mas completa sobre el ajuste del modelo a los datos.

Por 1ltimo, se estimaron los coeficientes del modelo utilizando el método bootstrap, generando
multiples muestras mediante remuestreo a partir de los datos originales para construir una
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distribuciéon empirica de los estimadores. A partir de esta distribucion, se calcularon los
errores estandar (SE), que reflejan la variabilidad de los coeficientes estimados. Los resultados,
incluyendo los coeficientes estimados y sus errores estandar, se presentan organizados en una
tabla para cada uno de los conjuntos de datos analizados, facilitando la comparacién y el
analisis de las estimaciones.

5.2 Datos bioquimicos

En este analisis se utilizan datos bioquimicos provenientes de un estudio realizado por
Fairfield Smith et al. (1962), que comprenden mediciones de diversas caracteristicas en
muestras de orina tomadas de 17 hombres, clasificados en dos grupos segin su peso: sobrepeso
y bajo peso. Cada sujeto proporcioné dos muestras de orina por la mafiana, con la excepcion
de uno que contribuyé solo con una muestra, resultando en un total de 33 muestras disponibles.
Las muestras son tratadas como independientes, sin tener en cuenta las posibles correlaciones
dentro de las dos determinaciones de cada sujeto. Estos datos fueron analizados en el contexto
de regresion lineal multivariada de rango reducido por Velu and Reinsel (2013) (Secciones

1.5y 2.7).

El objetivo principal del estudio es examinar cémo factores personales, como el peso corporal,
y variables relacionadas con el analisis de orina, como el volumen de orina y la gravedad
especifica, se asocian con las concentraciones de cinco componentes bioquimicos en la orina.
Se busca identificar y analizar las asociaciones entre estas variables predictoras y los niveles
de pigmento de creatinina, fosfato, fésforo, creatinina y colina en las muestras de orina. Las
cinco variables respuesta consideradas en el estudio son

* ¥(.,1) pigmento de creatinina

y(.2) fosfato (mg/mL)

Y(.3) fosforo (mg/mL)

* Yy(,) creatinina (mg/mkL)

Y(.5 colina (ug/mL)
y las tres variables predictoras consideradas son

+ X(.1) peso (Ibs/100)
* X(.2) volumen (mL/100)

» Xx(3) 100 (gravedad especifica - 1).

El conjunto de datos multivariados para este ejemplo se presenta en la siguiente tabla:
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Tabla 29. Datos bioquimicos sobre muestras de orina de pacientes de un estudio realizado
por (Fairfield Smith et al., 1962).

Yen Y2 Yes) Yoo Vs Xen Xe2) o X(3)
17.60 1.50 1.50 1.88 7.50 098 2.05 24
1340 1.65 1.32 224 710 098 1.60 3.20
20.30 090 0.89 1.28 230 1.15 480 1.70
2230 1.75 1.50 224 4.00 128 230 3.00
1850 120 1.03 1.84 200 1.28 215 270
1210 1.90 1.87 240 16.80 1.22 215 2.50
1010 2.30 208 268 090 122 1.90 2.80
1470 235 255 300 200 130 1.75 240
1440 250 238 284 380 130 1.55 2.70
1810 1.50 1.20 260 14.50 1.35 220 3.10
16.90 140 1.15 1.72 800 135 3.05 3.20
23.70 1.65 1.58 1.60 4.90 1.35 275 2.00
18.00 1.60 1.68 200 3.60 135 210 2.30
14.80 245 215 3.12 12.00 140 1.70 3.10
15.60 1.65 142 256 520 140 235 2.80
1620 1.65 1.62 204 1020 141 1.85 2.10
1750 1.05 1.56 148 9.60 141 2.65 1.50
1410 270 277 256 690 1.62 3.05 2.60
2250 0.85 1.65 1.20 3.50 1.62 4.30 1.60
17.00 070 097 124 190 205 3.50 1.80
1250 0.80 080 0.64 070 205 475 1.00
2150 1.80 1.77 260 830 230 195 3.30
13.00 2.20 1.85 3.84 13.00 230 1.60 3.50
13.00 3.55 3.18 348 1830 215 240 3.30
12.00 3.65 240 3.00 1450 2.15 270 3.40
2280 0.55 1.00 1.14 330 230 4.75 1.60
1840 1.05 1.17 136 490 230 490 2.80
870 425 3.62 3.84 1950 262 1.15 250
040 385 336 512 130 262 097 2.80
15.00 245 238 240 20.00 255 3.25 2.70
1290 1.70 1.74 248 1.00 255 3.10 2.30
1210 1.80 200 224 500 270 245 250
1150 2.25 225 3.12 510 270 220 3.40

El presente estudio se inicia con la seleccién del rango adecuado para el modelo lineal
multivariado (1). De acuerdo con la Tabla 2.2 del Velu and Reinsel (2013), las pruebas
de razén de verosimilitud (LR) sugieren que el rango del modelo podria ser 1 o 2. Para
corroborar estas afirmaciones, se empleé la funcién rank_trace del paquete rrr (un paquete
dentro del entorno de R), que estima que el rango adecuado para el RRR es 2. Ademas, los
resultados para el estimador R4 indicaron un rango estimado de 2, mientras que Tauy mostro
un rango estimado de 1.
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En esta direccién, tomando en cuenta lo anterior, se compararan los distintos estimadores
propuestos considerando tanto d = 2 como d = 1. Este enfoque permitira verificar como
varian las estimaciones de los coeficientes de regresion bajo diferentes supuestos de rango, lo
que proporcionara una comprension mas completa del modelo y asegurara que la seleccion
del rango no afecte negativamente la validez de los resultados.

Una vez estimado el rango, se procede a identificar y evaluar los valores atipicos en los
datos mediante la distancia de Mahalanobis de los residuos (1.1), siguiendo un enfoque
similar al descrito en Garcia Ben et al. (2006). Se consideraran como valores atipicos aquellas
observaciones cuyo valor de la distancia de Mahalanobis d; supere el umbral critico y/x3 .99
donde X§70.99 es el percentil 0.99 de la distribucién 2 con 5 grados de libertad, es decir, si

d; > \/X3009 Para i = 1,...,33. En este andlisis, el estimador RRR identific6 un total de 0
valores atipicos, mientras que el 7-estimador revelé 5 valores atipicos para un rango d = 2.

En lo que sigue, para comparar el desempefio de los estimadores propuestos, se llevara a
cabo un anélisis de validacién simple descrito en la Secciéon 5.1, con N = 200, considerando
dos escenarios: uno que incluya todos los datos y otro que excluya los valores atipicos
identificados, con el objetivo de evaluar la influencia de estos en el rendimiento del modelo.
Se empleara el MSE recortado al 10 % (Err) para evaluar la validacién. Adicionalmente, se
aplicara LOOCYV de manera exploratoria para generar graficos de valores observados versus
predichos.

Tabla 30. Errores (Err) para los datos bioquimicos obtenidos a partir de validacién simple
con toda la muestra (n = 33) y diferentes rangos.

Estimadores d=1 d=2

RRR 4551  49.10
R5 53.27  51.61
Tau 49.40  51.60

Al analizar los resultados de la Tabla 30, se observa que el estimador RRR presenta el menor
error para d = 1 con un valor de 45.51, seguido por el estimador Tau, cuyo error es 49.40.
Por otro lado, el estimador R5 tiene el mayor error en este rango, alcanzando 53.27.

Para d = 2, el estimador RRR sigue mostrando un buen desempeno con un error de 49.10.
Sin embargo, el estimador Tau se mantiene competitivo, con un error de 51.60, mientras que
el estimador R5 muestra una ligera mejora al reducir su error a 51.61, aunque sigue siendo el
de mayor error en términos generales.

En conclusion, aunque el estimador RRR tiene el mejor desempeno general, el estimador
Tau se posiciona como una alternativa robusta y competitiva en ambas configuraciones,
destacando especialmente en el rango d = 1.

El estimador Tauy y el estimador R4 no se han incluido en la Tabla 30 debido a que ambos
estiman el rango, lo que los diferencia de los deméas métodos evaluados. El Tau, presenté un
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error de 49.55, ligeramente superior al de Tau, con un rango promedio estimado cercano a 1.
Por su parte, el estimador R4 estimé un rango promedio de 1.52 y obtuvo un error de 57.30.

Figura 19 — Distribucién del MSE para los datos bioquimicos obtenidos a partir de validacion
simple con toda la muestra (n =33) y d = 1.
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Figura 20 — Distribucién del MSE para los datos bioquimicos obtenidos a partir de validacion
simple con toda la muestra (n = 33) y d = 2.
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En las Figuras 19 y 20, se observa que los diagramas de caja de los estimadores presentan
distribuciones bastante similares entre si. En la Figura 19, el estimador RRR muestra un error
mas pequeno al del estimador Tau. Ademas, se pueden observar pocos valores atipicos.

En el caso d = 2, como se muestra en la Tabla 30 y en la Figura 20, el estimador RRR presenta
el menor error, seguido muy de cerca por el estimador Tau, que se mantiene competitivo
en su desempeiio. Sin embargo, en el diagrama de cajas se observa que el Tau-estimador
presenta varios valores atipicos.

Tabla 31. Errores (Err) para los datos bioquimicos obtenidos a partir de validacién simple
retirando los 5 valores atipicos y con diferentes rangos.

Estimadores d=1 d=2

RRR 38.72 41.30
R5 40.22 43.53
Tau 45.19  50.16

Realizando el andlisis bajo el MLM (1) para d = 1y d = 2 y eliminando los 5 valores atipicos
identificados, los resultados presentados en la Tabla 31 muestran una disminuciéon general en
los errores comparados con la Tabla 30.

Para los estimadores con rango 2, el estimador RRR presenta el menor error, con un valor
de 41.30, lo que sugiere un mejor ajuste en ausencia de valores atipicos. Sin embargo, el
estimador Tau, aunque con un error mayor (50.16), sigue siendo competitivo. Por otro lado,
el estimador R5 presenta un error intermedio de 43.53, posicionandose como una alternativa
menos favorable en esta configuracion.

En el andlisis con rango 1, el estimador RRR también obtiene el menor error (38.72), seguido
por el estimador R5 con un error de 40.22. Aunque el estimador Tau presenta un mayor error
(45.19) en esta configuracion, estos resultados reflejan la estabilidad del estimador Tau en
contextos con y sin valores atipicos, reforzando su aplicabilidad en datos con estructuras
complejas.

Cabe destacar que el estimador Tauy, que estima el rango automaticamente, no esta incluido
en la Tabla 31, pero su resultado (45.04) indica un error cercano al reportado por Tau, lo
que lo posiciona como una alternativa viable en escenarios donde el rango no es conocido a
priori. El andlisis realizado para el estimador R4 arroj6é un rango promedio estimado igual a
1.69 y un valor de Err igual a 49.62

Este analisis destaca que los modelos de rango 1 ofrecen un ajuste mas preciso cuando se
eliminan valores atipicos, y que los estimadores cercanos a este rango también se comportan
de manera competitiva.

Por 1ltimo, se llevo a cabo el andlisis de LOOCYV descrito en la Secciéon 5.1. El mismo se
realiz6 utilizando todos los datos sin descontar los datos atipicos y se fijo un rango de d = 1
para evaluar el comportamiento de los estimadores. Dado que los resultados obtenidos para
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el caso de d = 2 se asemejan a los obtenidos en el caso d = 1, se ha decidido no incluir los

graficos correspondientes.

Figura 21 — Valores predichos versus valores observados usando LOOCYV, para la respuesta

¥(.2), utilizando toda la muestra (n = 33) y rango d = 1.
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Figura 22 — Valores predichos versus valores observados usando LOOCYV, para la respuesta
¥(.3), utilizando toda la muestra (n = 33) y rango d = 1.
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¥(.4), utilizando toda la muestra (n = 33) y rango d = 1.
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Figura 23 — Valores predichos versus valores observados usando LOOCYV, para la respuesta

Las Figuras 21-23 revelaron un buen ajuste para las variables respuesta y(.2), ¥(.3) ¥ ¥(-4)
ya que los puntos se acercan bastante a la linea diagonal. En contraste, y(. ;) no exhibe
un ajuste tan preciso, mientras que y(.5) muestra una relacion notablemente mas débil y
opuesta. Por consiguiente, se decidié omitir la presentacion de sus graficos en este analisis.
Entre los estimadores evaluados, Tau y Tau,; muestran un comportamiento similar.

La Tabla 32 muestra los coeficientes de regresién junto con sus errores estandar (SE)
calculados a partir de un procedimiento bootstrap con 1000 muestras, tal como fue descrito
en la Seccion 5.1. Todos los estimadores muestran un comportamiento similar, con coeficientes
que varian ligeramente pero no presentan patrones notables de dispersion, sélo pequenas
desviaciones en los coeficientes estimados dependiendo del rango utilizado o el valor de d,
pero sin diferencias importantes en los errores estandar. Cuando los estimadores RRR, Tau, y
R5 utilizan el mismo rango, sus estimaciones y errores estandar tienden a comportarse de
manera mas similar.



Tabla 32. Coeficientes de regresion y errores estandar para las estimaciones utilizando diferentes estimadores para diferentes rangos,
utilizando toda la muestra (n = 33).

MLE (Rango completo) RRR (d =2) RRR (d=1) Tau (Rango completo) Tau (d = 2) Tau (d =1) Tau, (Rango estimado:1) R5 (d=2) R5 (d=1)

Estimacion SE Estimacion SE  Estimacién SE  Estimacion SE Estimacion SE  Estimacion SE  Estimacién SE Estimacion SE  Estimaciéon SE
Y1
X1 -2.83 0.88 -2.66 0.75 -1.42 0.8 -2.69 1.5 -2.47 1.42 -1.22 1.47 -1.28 1.48 -2.89 0.71 -2.16 1.18
X2 1.96 0.43 2.02 0.42 1.38 0.57 2.03 0.86 1.82 0.95 1.1 0.91 1.13 0.92 2.02 0.38 1.51 0.85
X3 0.12 1.09 0.16 1.15 -1.3 0.75 -0.31 1.63 -0.62 1.61 -1.29 1.53 -1.26 1.56 -0.3 1 -0.67 1.31
Y2
X1 0.58 0.21 0.55 0.21 0.43 0.21 0.41 0.42 0.4 0.4 0.27 0.39 0.28 0.39 0.58 0.25 0.51 0.34
X2 -0.47 0.14 -0.48 0.13 -0.42 0.13 -0.43 0.22 -0.38 0.22 -0.28 0.22 -0.29 0.22 -0.44 0.15 -0.35 0.24
X3 0.29 0.25 0.28 0.22 0.41 0.19 0.31 0.35 0.38 0.32 0.42 0.34 0.41 0.34 0.25 0.22 0.27 0.36
Y3
X1 0.56 0.15 0.54 0.15 0.3 0.16 0.48 0.29 0.45 0.29 0.22 0.27 0.22 0.28 0.54 0.17 0.39 0.25
X2 -0.41 0.1 -0.42 0.09 -0.29 0.1 -0.39 0.17 -0.33 0.18 -0.2 0.16 -0.2 0.16 -0.39 0.11 -0.27 0.17
X3 -0.04 0.17 -0.03 0.17 0.27 0.12 -0.03 0.29 0.07 0.28 0.23 0.25 0.22 0.25 -0.01 0.19 0.15 0.25
Y4
X1 0.6 0.18 0.6 0.19 0.5 0.24 0.49 0.34 0.48 0.36 0.32 0.44 0.33 0.44 0.66 0.23 0.59 0.38
X2 -0.57 0.12 -0.56 0.12 -0.5 0.15 -0.49 0.21 -0.46 0.22 -0.34 0.24 -0.35 0.24 -0.51 0.15 -0.41 0.28
X3 0.36 0.15 0.37 0.15 0.48 0.21 0.45 0.26 0.48 0.27 0.49 0.36 0.49 0.36 0.39 0.18 0.32 0.42
Y5
X1 1.34 1.94 0.78 1.68 1.28 0.72 0.8 347 0.64 2.86 0.72 1.73 0.73 1.78 0.73 2.09 1.25 1.97
X2 -0.52 1.22 -0.91 1.14 -1.31 0.52 -0.56 1.8 -0.75 1.59 -0.85 1.08 -0.86 1.12 -0.24 1.28 -0.72 1.32
X3 3.06 1.77 2.58 1.72 1.5 0.98 2.66 2.63 2.33 2.2 1.6 1.54 1.6 1.55 3.15 1.75 1.8 1.94
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5.3 Factores determinantes de niveles de retinol y beta-

caroteno en plasma

Los datos utilizados en este ejemplo fueron extraidos de https://lib.stat.cmu.edu/
datasets/Plasma_Retinol y analizados anteriormente en Nierenberg et al. (1989) y Gar-
cla Ben et al. (2006). La informacion contenida en estos datos fue recopilada con el objetivo
de investigar el impacto de la ingesta dietética y las concentraciones plasmaticas de retinol,
beta-caroteno y otros carotenoides en el riesgo de desarrollar ciertos tipos de cancer. El
estudio de Nierenberg et al. (1989) examiné los factores determinantes de las concentraciones
plasmaticas de estos micronutrientes, analizando las asociaciones entre la concentracién
plasmatica de beta-caroteno y retinol con once variables predictoras que se detallan a con-
tinuacién. Esta informacién fue recopilada de 315 personas sometidas a procedimientos
quirurgicos electivos durante tres afios para biopsiar o extirpar lesiones, que se determinaron
como no cancerosas, en el pulmoén, colon, mama, piel, ovario o utero.

Siguiendo la metodologia propuesta por Garcia Ben et al. (2006), se reexaminé la informacién
utilizando un conjunto de 14 predictores, en lugar de los 12 originales, para analizar su
influencia en los niveles plasmaticos de beta-caroteno y retinol. Algunas de las variables
originales presentaban dos o tres categorias de respuesta. Se busca entonces comprender
como estas variables influyen en las concentraciones plasmaticas de beta-caroteno y retinol,
y cémo pueden utilizarse para predecirlas de manera adecuada.

Las variables de respuesta consideradas fueron

s y(.1) betaplasma: Beta-caroteno plasmatico (ng/ml)

s y(2) retplasma: Retinol plasmatico (ng/ml)

y las variables predictoras se describen a continuaciéon

x(.1) Edad (afios)

+ X(2) Masculino (1 = Masculino, 0 = Femenino)

smokstat: Esta variable describe el estado de tabaquismo, donde 1 = nunca ha fumado,
2 = ex fumador y 3 = fumador actual.

— X(.3) Ser fumador actual (1 si es fumador actual, 0 de lo contrario)

— X(..a) Ser exfumador (1 si es ex fumador, 0 de lo contrario)

x(.5) quetelet: Indice de masa corporal (peso/(altura®))

vituse: Esta variable describe el uso de vitaminas, donde 1 = “Si, con frecuencia”, 2 =
“Si, no con frecuencia” y 3 = “No”.

— X(.5) Uso frecuente de vitaminas (1 si usa vitaminas con frecuencia, 0 de lo

contrario)
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— x(.,7y No usa vitaminas con frecuencia (1 si no usa vitaminas con frecuencia, 0 de
lo contrario)

e X(.3g) calorias: Numero de calorias consumidas por dia

e X(.9) grasa: Gramos de grasa consumidos por dia

e X(.10) fibra: Gramos de fibra consumidos por dia

e X(.11) alcohol: Numero de bebidas alcohdlicas consumidas por semana
* X(.12) colesterol: Colesterol consumido (mg/dia)

» X(.13) betadiet: Beta-caroteno dietético consumido (mcg por dia)

» X(.1a) retdiet: Retinol dietético consumido (mcg/dia)

Para obtener estimadores con estos datos el primer paso consiste en estimar el rango de la
reduccion. Utilizando toda la muestra, se empled la funcion rank _trace del paquete rrr en
R, que estimé que el rango adecuado para el RRR es 1. Ademas, se calcularon los estimadores
Tauy y R4, los cuales obtuvieron un rango estimado de 1 en ambos casos.

Utilizando entonces el rango estimado igual a 1, considerando el enfoque propuesto por
Garcia Ben et al. (2006), una vez calculados los estimadores RRR y Tau, se identificaron los
valores atipicos, considerando como valores atipicos aquellas observaciones cuyo valor de la
distancia de Mahalanobis d; supere el umbral critico \/x3 9 g9, donde X;O'Qg es el percentil 0.99

de la distribucién y? con 2 grados de libertad, es decir, si d; > 1/ X3090 Parai=1,...,315. La
Figura 24 muestra un diagrama de cajas comparativo para estas distancias del estimador RRR
y del 7-estimador. En este andlisis, se observa que, en promedio, los residuos del T-estimador
son mayores que los del RRR. En efecto, el diagrama de cajas de la Figura 24 revela que el
T-estimador identifica una mayor cantidad de valores atipicos en comparaciéon con el RRR.
Especificamente, el RRR detecta 13 valores atipicos, mientras que el 7-estimador detecta
23. En contraste, en el estudio de Garcia Ben et al. (2006), con un rango completo de 2,
el T-estimador detectd 27 valores atipicos. Esta diferencia en el niimero de valores atipicos
puede atribuirse al uso del modelo de rango 1 y al programa tauPFC, utilizado para estimar
el T-estimador en este trabajo, implementa las funciones p; y po, de la familia p-casi-6ptima
propuesta por Muler and Yohai (2003), mientras que Garcia Ben et al. (2006) utilizé la
familia bicuadrada de Tukey para su estimacion del T-estimador.

Para una evaluacién del rendimiento de los estimadores, se llevd a cabo un analisis de
validacién simple con N = 200 iteraciones, tal como se describié en la Seccién 5.1.

Los resultados obtenidos con toda la muestra (n = 315) y d = 1 muestran que el estimador
Tau presenta el error mas bajo, con un valor de 76305.21, lo que evidencia un buen desempeno
en la prediccion de los niveles de retinol y beta-caroteno en plasma. Por otro lado, el estimador
R4 alcanzé un error de 91093.53, considerablemente superior al error de 77927.44 obtenido
por el estimador RRR. Finalmente, el estimador Taug obtuvo un error de 76378.55, cercano al
de Tau, con un rango estimado préximo a 1. Esto puede apreciarse en la Figura 25.
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Figura 24 — Diagrama de caja de las distancia de Mahalanobis para los residuos calculados
con los métodos RRR y Tau, con d = 1.
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Figura 25 — Distribucién del MSE para los datos de retinol y beta-caroteno (n = 315), con
d = 1, excepto para R4 y Tauy, que estiman el rango.
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Para la validacién simple (ver Seccién 5.1) con N = 200, excluyendo los 23 valores atipi-
cos identificados previamente, los resultados muestran que el estimador Tau presenta un
desempenio muy cercano al estimador RRR, con un error (Err) de 41885.27, solo ligeramen-
te superior al de RRR, que es 40873.01. Por otro lado, el estimador R4 tiene un error de
52726.18, considerablemente mayor. Ademas, el estimador Tauy obtuvo un Err de 41914.57.
Es importante senalar que tanto R4 como Tauy estiman el rango, siendo el promedio de R4
exactamente 1, mientras que el promedio de Tauy es cercano a 1. El estimador R5 fue excluido
del anélisis debido a que present6 un error considerablemente mayor en comparacién con los
otros estimadores. Aunque una posible explicacién podria estar relacionada con la presencia
de variables dicotomicas en este conjunto de datos, no se cuenta con evidencia suficiente para
confirmar esta hipdtesis. Su desempenio inconsistente en este caso justifica su no inclusion en
los resultados reportados.

En la Tabla 33 se presentan los coeficientes estimados de regresiéon para los estimadores
Tau, Tauy, RRR y R4, junto con sus respectivos errores estandar (SE), calculados mediante
el método bootstrap con 1000 muestras, como se detalla en la Seccién 5.1, utilizando la
muestra completa (n = 315). Se incluyeron tnicamente aquellas variables que resultaron
estadisticamente significativas a un nivel del 0.05 para al menos alguna de las dos variables
respuestas, ajustadas mediante el método de minimos cuadrados ordinarios. Para determinar
la significancia estadistica, se realizé un analisis basado en las pruebas de hipotesis sobre
los coeficientes de las variables, evaluando si los valores p asociados eran menores a 0.05.
En caso de que una variable fuera significativa en al menos una de las ecuaciones, esta se
incluyo6 en el conjunto final de variables seleccionadas, independientemente de su desempeno
en la otra ecuacion. A su vez, con el objetivo de evaluar el comportamiento y la robustez
de cada estimador, se emplearon d = 1 y d = 2, permitiendo una comparacion detallada
entre los resultados obtenidos. Este analisis permite ver las diferencias y similitudes entre los
estimadores en la muestra original.

Para la respuesta BETAPLASMA, los estimadores Tau con d = 1 son los que presentan los
SE mas bajos, indicando mayor precision en sus estimaciones, mientras que los estimadores
MLE y RRR tienden a tener SE mas altos en comparacién con los deméas. Aunque el estimador
R4 también muestra SE bajos, sus coeficientes estimados difieren considerablemente de los
otros estimadores. Con la excepcion del estimador R4, los coeficientes estimados con el resto
de los estimadores son similares cuando los errores estandar son pequenos. Sin embargo, para
los coeficientes con SE mas elevados, las estimaciones tienden a diferir entre si, se observan
diferencias mas marcadas, especialmente en las variables x(sy, X(6) vV X(10), al comparar los
estimadores MLE, RRR, Tau (con d = 1 y d = 2) y Tau,. Por otro lado, en RETPLASMA las
estimaciones de los coeficientes difieren considerablemente entre todos los estimadores, sin
un patréon claro observable. Este comportamiento podria explicar los grandes errores Err
obtenidos para todos los estimadores.

En la Tabla 34, se comparan los resultados de los estimadores con y sin la presencia de
valores atipicos. En este andlisis, los valores atipicos fueron eliminados tinicamente de los
estimadores MLE y RRR, mientras que Tau y Tauy utilizaron la muestra completa. A pesar
de considerar todas las observaciones (n = 315), los resultados de los estimadores Tau y
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Tauy son comparables a los obtenidos con RRR cuando el rango utilizado fue 1, especialmente
después de la eliminaciéon de los 23 valores atipicos.

Sin la presencia de valores atipicos, los Tau estimadores funcionan adecuadamente en general
para BETAPLASMA, con excepcion de la variable x(y. En este caso, los coeficientes
estimados mediante Tau presentan SE méas grandes, y sus valores difieren notablemente de los
obtenidos con los estimadores MLE y RRR. Ademads, las estimaciones de los coeficientes tienden
a ser mas consistentes entre los diferentes métodos dependiendo del rango utilizado, ya sea
completo o reducido. Esto sugiere que el rango influye en la consistencia de los resultados
obtenidos por los estimadores.



Tabla 33. Coeficientes de regresion y errores estandar para las estimaciones utilizando diferentes estimadores para diferentes rangos, con

toda la muestra (n = 315).

MLE (Rango completo) RRR (d=1) Tau (Rango completo) Tau (d=1) Tau, (Rango estimado:1) R4 (Rango estimado:1)

Estimacion SE Estimacion  SE  Estimacion SE Estimacion  SE  Estimacion SE Estimacion SE
BETAPLASMA
X(.1) 0.76 0.71 0.74 1 0.85 0.57 0.68 0.77 0.7 0.76 1.68 0.2
X(..2) -34.28 27.13 -28.7 39.28 -37.2 18.94 -36.96 18.51 -36.87 18.62 0.42 0.91
X(.,5) -5.88 1.13 -4.96 1.94 -3.35 0.92 -3.11 1.01 -3.16 1 1.9 0.48
X(.6) 79.58 21.15 69.59 28.39 18.22 19.64 18.9 19.02 18.88 19.06 3.26 5.1
X(.,10) 6.09 3.3 5.3 3.83 3.84 1.67 3.79 1.94 3.8 1.9 -0.37 1.23
X(.,13) 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 ~0 ~0
RETPLASMA
X(.1) 2.58 0.85 0.57 0.87 2.93 1.13 0.37 0.7 0.64 1.13 5.94 0.62
X(.,2) 93.42 53.41 14.9 37.33 14.83 74.18 2.14 31.34 5.24 41.39 1.54 3.16
X(.,5) 1.04 1.95 -0.26 2.12 0.43 2.14 0.13 1.99 0.18 2.02 6.81 1.32
X(.6) 30.65 28.81 13.85 31.67 0.15 40.84 1.56 15.44 1.64 20 11.08 16.42
X(.,10) -3.79 3.25 -0.26 2.61 -5.23 4.09 -0.93 2.7 -1.47 3.36 -1.54 3.32
X(.,13) ~ 0 0.01 ~ 0 0.01 ~0 0.01 ~0 0.01 ~ 0.01 ~ 0.01

§2)Da4 S0IDDP D U0VIYAY ¢ 0nRdny)

68



Tabla 34. Coeficientes de regresién y errores estandar estimados con diferentes métodos para distintos rangos: comparacién entre
estimaciones sin 23 valores atipicos (MLE y RRR) y con toda la muestra (n = 315) (Tau y Tau,)

MLE (Rango completo) RRR (d=1) Tau (Rango completo) Tau (d = 1) Tau, (Rango estimado:1)

Estimacion SE Estimacion ~ SE  Estimacion SE Estimacion ~ SE  Estimacion SE
BETAPLASMA
X(.1) 0.92 0.39 0.82 0.49 0.85 0.57 0.68 0.77 0.7 0.76
X(.,2) -34.8 15.08 -35.56 15.83 -37.2 18.94 -36.96 18.51 -36.87 18.62
X(.,5) -3.85 0.75 -3.82 0.79 -3.35 0.92 -3.11 1.01 -3.16 1
X(..6) 32.69 12.32 31 12.67 18.22 19.64 18.9 19.02 18.88 19.06
X(.,10) 3.15 1.34 3.27 1.47 3.84 1.67 3.79 1.94 3.8 1.9
X(.,13) 0.01 R 0.01 ~ 0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
RETPLASMA
X(.1) 2.53 0.87 0.14 0.38 2.93 1.13 0.37 0.7 0.64 1.13
X(.,2) 33.4 45.67 0.67 14.88 14.83 74.18 2.14 31.34 5.24 41.39
X(.,5) 0.77 1.88 -0.04 1.43 0.43 2.14 0.13 1.99 0.18 2.02
X(..6) 20.62 28.04 1.58 12.26 0.15 40.84 1.56 15.44 1.64 20
X(.,10) -5.05 3.47 -0.18 1.32 -5.23 4.09 -0.93 2.7 -1.47 3.36
X(.,13) ~ 0 0.01 ~ (0 ~ (0 ~0 0.01 ~0 0.01 ~ 0 0.01

§2)Da4 S0IDDP D U0VIYAY ¢ 0nRdny)

06
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6 Conclusiones

En esta tesis, se ha extendido el uso de los 7-estimadores, una clase de estimadores robustos
previamente desarrollada, al &mbito de los modelos lineales multivariados (MLM) de rango
reducido. Esta aplicacién novedosa permite la estimacion conjunta de los coeficientes de
regresion y de la matriz de covarianza de los errores en modelos de coeficientes de rango
reducido. En datos simulados, estos estimadores demostraron ser altamente eficientes, mos-
trando una robustez significativa frente a datos atipicos. Ademas, cuando se aplicaron a
datos no contaminados, los T-estimadores exhibieron un comportamiento comparable al de
los métodos clasicos, lo que valida su versatilidad.

El analisis asintotico de estos estimadores en dos escenarios —con coeficientes de regresion
de rango completo y rango reducido— mostré que los 7-estimadores mantienen propiedades
deseables, como la normalidad asintotica. Esto refuerza su aplicabilidad para la estimacion
precisa de parametros en los modelos lineales multivariados.

Este trabajo se distingue de investigaciones anteriores al explorar el comportamiento de los
T-estimadores en modelos de rango reducido con matriz de covarianza desconocida, lo que
ofrece un marco mas realista y adaptable a una amplia gama de situaciones practicas.

En resumen, los resultados obtenidos confirman tanto la eficacia como la robustez de los
T-estimadores en el contexto de los modelos lineales multivariados de rango reducido. Estos ha-
llazgos representan una contribucion al avance del conocimiento en la estimacion robusta de pa-
rametros y abren nuevas vias para futuras investigaciones.
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A Apéndice del Capitulo 1

A.1 Demostracion del Lema 1.1.1

Demostracion del Lema. Antes de comenzar formalmente la demostracion, se observan algu-
nas propiedades: para k > 0

i In|kX|=InkYX| =qlnk + In|X|,

1 n
ii. =Y d(B, kX
N

- 1

1 n
—[=Y &#B,%)|.
Sul(km) = (L #B.9)
Para ¢ > 0, se denotara (]§C, 25) a la solucién del siguiente problema

m1n]2| sujeto a —ZdQ (B,X) =c. (A.1)
=1
Evaluando una constante veces la funcién de verosimilitud y llamandola nuevamente £, en
(B,, X,), se obtiene

~

~ o~ ~ 12 ~
LB, ) =S|+~ B, 5, Definicion 1.1.1
=

=In |, +¢ porque cumple la restriccién de (1.4).

~ C~
Por otra parte, para ¢ > 0 se observa que el valor (BC, EC> cumple que
q

c 12 o~
LY @B 55 = (13 8B, 5) —a
=1

n; q

~

~ C~
es decir, <Bc, EC> también satisface la restriccién del problema (1.4) pero como, X,
q

A~

minimiza el determinante, entonces £(B,, %,) < In (’Ec

> + ¢, usando la propiedad i.,
para todo ¢ > 0 resulta que,
C(Bq, flq) <glnc—gqglng+qg+1In |§A]C|,

. o (A.2)
<c+1In(|S)) = £(B., =),

ya que r(q) = glnc — ¢ln g + ¢ alcanza su méximo cuando g = ¢. De manera general, sean
(B, X)) € O cualesquiera, que satisfacen el modelo ( ) con u el vector de errores que tiene

una distribucién normal multivariada y ademas, Z d?(B,X) > 0 con probabilidad uno
i=1
(por ser u normal), si se denota

ZdQ B,X) >0, (A.3)

=1
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y usando la definicién (A.1) para ¢; se obtiene que,

L(B,.2.) < L(B,%), (A.4)

ya que (B, Y., ) minimiza la funcién £. Sin embargo, usando (A.2) para ¢ = ¢; se tiene,
por (A.4) que

L(B,, %) <L(B,,%.,) < L(B,X). (A.5)
Esto indica que (B, 2,) es el estimador MLE.

Reciprocamente, sea (E, 2) el estimador MLE, se debe probar que es solucién del problema
(1.4). Lo primero a demostrar es que dicho estimador satisface la restriccién del problema

~

(1.4). Denotando u; = u;(B) se tiene que,

Como (B, ) es MLE, se cumple £(B,X) < £L(B, X) para cada (B,X) € ©. Sea (B,, %,)
tal que cumple la restriccién (1.4), entonces
L(B,2)=In|Z|+¢q
<L(Bg, %) =In[3[ +gq,

asi, In|X| < In|%,| y como la funcién logaritmo (In) es una funcién creciente entonces
12| < |%,|, obteniendo que (B, %) es solucién del problema (1.4). O

A.2 Demostracion del Lema 1.2.1

Demostracion del Lema. Sea P una probabilidad que satisface la propiedad (S.), se quiere

probar que P({(x,y) : d(B,X) = 0}) < e. Se conoce que X € S, por tanto el conjunto

de valores (x,y) que satisfacen la igualdad d(B,X) = 0, son los mismos que satisfacen la
by

igualdad y — B'x = 0. Ademés, tomando la matriz B' = | : | con b; eERPconj=1,...,q,
bq

y considerando a e/ € R? vectores unitarios con i = 1,...,¢q, por la propiedad (S.), los

hiperplanos H(_p, e,,0); - - - H(—b,.e,,0) Verifican

P(H(—bheho)) <6,

P(H(—bq,eq,o)) < €.
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Luego, utilizando dichas desigualdades, se tiene que

P({(xy) : d(B, %) = 0}) =P({(x,y) - y - Bx = 0})
:P(H(—bl,eho) N H(—b2162,0) n...Nn H(—bq,eq,o))
<e,

obteniendo la desigualdad deseada. O

A.3 Demostracion del Lema 1.2.2

Demostracion del Lema. Sea (B,3X) € © fijo y sea S x) : Rog — R definida como

)

S

S(B»E)(S) = EHP,B,): [p (

En primer lugar, S(g x)(s) es una funcién continua. Esta caracteristica se deriva del Teorema,
de Convergencia Dominada y se fundamenta en la estructura de la funcién como una
composicion de funciones, todas ellas continuas en sus respectivos dominios. Luego, empleando
el Teorema de Convergencia Dominada y las propiedades A71)-A5) de la p-funcion, resulta

. , dB,%
lim Spx)(s) = lim By, [p( ( , )>1 =0,

S$—+00 S$—+00

, , dB,X
lim S x)(s) = lim p( ( )> dipp 5

s—0+ s—0t S
d(B,X)
=1 d
gt {d(B,%)>0} ( s ) Arpz
=aP(d(B,X) > 0)
=a[l — P(d(B,X) = 0)].

Ya que P satisface (S.) para algin ¢ < 1 — E, entonces para (B,X) € © se tiene que
a
a[l — P(d(B,X) =0)] > k.

Como S(g,x)(s) es continua, para k > 0 existe s(Hpp,x) que satisface (1.7), es decir, existe
un M-funcional de escala positivo s(Hpg ) para MLM, tal que S ) (s(Hppx)) = k.

Para demostrar la unicidad de (1.7), se procede por contradiccion. Se asume que existen s; y
S9 con §7 < So tales que

e o (122) =B p(22)] o a

52 S1

es decir,
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y va p es una funcién creciente, en casi todo punto se tiene que,

(1B2) (4230
(7))

para d(B,X) > 0 con s; < sg. Usando A6) p < ) = a, esto implica que

s (22)

d(B, 3)
) d
{d(B,z>>0}’0< 59 ) Hire.=

—a[l — P(d(B,X) = 0)].

entonces

(B,X)

Como por hipétesis P satisface (Se¢) y utilizando el Lema 1.2.1, se tiene que P[d(B,X) =

K
0)] < 1 — — y entonces se produce una contradiccion, que vino de suponer (A.6). Teniendo
a

en cuenta este resultado, la solucién de la ecuacion (1.7) es tnica.

A.4 Demostracion del Lema 1.2.3

]

Demostracion del Lema. Sea A > 0, por definicién de s(Hpp x) dada en (1.7), se tiene que

) d(B,X)
K/—EHRB,E [’0< (HPB2)>1

. Hf (u' (B)(\E)~ )( >>1/2>] por (1)

(HP,B,E

=Etpp s [P (Mﬂ ’

por lo tanto, para x > 0 se tiene que s(Hpp \x) existe y

1

(HPB AE) \/X

(HP,B,E)7
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obteniendo el primer resultado deseado. Para la demostracion de la segunda igualdad del
Lema, se usa la definicién de 7-funcional de escala dada en (1.10) para Hpp xs,

d(B,\Y
s(HpBas)

1 d(B, \X
:st(HP,B»E)EHP,B,AZ <p2 (H)) por (A'7)>

%S(HPB,E)
-1

EUP L iy

: d(B,¥)
:XS2(HP,B,2)EHP,B,2 ('02 (S(I’IP,RE)>>
1

:XTQ(HP,B,E) usando (1.10) para Hpg s.

]

A.5 Demostracion del Teorema 2

A continuacion se establecen algunos resultados bésicos que seran ttiles para probar el
Teorema 2.

Lema A.5.1. Las derivadas de d;(B,X) con respecto a vec'(B'), vech' () son,

0d;(B, %) 1

avect(Bt - dz(B, E)Xf ® (ug(B)Eil)v (AS)

)
0B, %) | t
dvecht(Z)  2d;(B,X) [

(B)x™) ® (w;(B)X7)|D,, (A.9)

)

donde Dy es la matriz de duplicacion de tamano q* x q(q+1)/2,que conecta el operador vec
y el operador vech como sigue Djvech(A) = vec(A), para cualquier matriz A € S9.
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Demostracion del Lema A.5. 1.

0d;(B, %) _8((u§(B)2—1)ui(B))1/2
OJvect(BY) Jvect(BY)
1 O((u;(B)X~)u;(B))

A(W(B)S Ju(B) 2 ovec (BY
1 15)

T 2d;(B, ) dvect (BY) [(Yi — B'x,)!2 Ny, — thi)}

1
:mvect {—2271(yi - thi)xf-] resultado de (Petersen and Pedersen, 2012)

vec {—ZZflui(B)Xﬂ

" 24,(B,X)
1
:m [—(Xi ® Iq)(E_lui(B))r por vectorizacién de matrices
_ (uB)E(xeL)
Usando definicién de vectorizacién de matrices y propiedades del producto de Kronecker
resulta

(0(B)X ) (x; @ 1) = vec' (3™ wi(B)xj)
= (x; ® 27 'w(B))’
=x; @ (u(B)=™),
en consecuencia
0d:(B, %)  x;® (w(B)X7)
Jvect(B?) d;(B, %)
Por otro lado, para obtener la derivada de d;(B,X) con respecto a vech!(X) se usaran
resultados presentes en (Petersen and Pedersen, 2012) y (Magnus and Neudecker, 1999). Asi,

0d;(B,%)  0(u}(B)X'u,(B))"/?
Qvecht(X) Jvecht(X%)
_ 1 O(uj(B)X~'u;(B))
- 2(ut(B)X 1w, (B))1/2 Jvecht () ’
luego , por la regla de la cadena se tiene que,

O (B)Z'w;(B))  d(u!(B)T'w;(B)) dvec(X)

Ovech!(X) B dvect(X) Ovecht(XZ)’
En consecuencia,
gj;(;;’é)) :2di(];2)vect(—Z_lui(B)uf(B)E_l)Dq
:m (27" ® 57 Yvee(u(B)ul(B))| D,
= 5ips (W(B) @ w(B) (o B D,
1

m[(UE(B)E”) ® (u/(B)X 1D,
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En lo que sigue, se asumira que se cumplen las hipotesis del Teorema 2.

Lema A.5.2. Las derivadas de la M-escala s,(B,X)(para p = p1 y k = K1) con respecto a
vec'(B') y vech! () son,

n d;(B,X) 1 o B
osmz)  BFLY (255 s (e wim=) .
dvect(B?) ;1/}1 (j;((ﬁi 2))) 4.(B.5)

05,(B.%) sn(B, %) 12:;% (jl((BB’ ;;) 2d‘(]13 2)( (B e (u(B)XHD,
Ovecht(X) Z% <<]]§;§>)> d;(B,X)

(A.11)

Demostracion del Lema A.5.2. Para obtener la derivada de s, (B, X) con respecto a vec'(BY),
a partir de la definicién de la M-escala dada en (1.11), se obtiene
8%1 Z B E)
dvect (BY) o (B )

0
8vect BY)

Como k1 es una constante, se tiene,

_% ZZ: 81}@(:?(Bt) (pl (ii((i7 ?J;))

:% ;wl (jn(( ) 8vect 5 (jn ) por regla de la cadena

:% ;wl (j;((i ?)) gie(ct(Bti - s%)(B C;()R E)W por regla del cociente

gyl emeni
= \sa(B, 2(B,

5 (S0 k- S50
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Se despeja la derivada de s, (B, X) con respecto a B, obteniendo

. ;anwl (di(B,E)> (_x;®(ug<B)z:—1)> - 1

_ g
Ovect(Bt)

Por otro lado, para la derivada de s,,(B, 2) con respecto a vech’(X) se utiliza un procedimiento
similar al anterior, y se obtiene

" 0 d;(B,X)
0= 2:1 vecht () ('01 (sn(B,E)>>

1
n <0
1 & (B, X (B, X
:Z%(dl( ’ )> 0 (dl( ’ )> por regla de la cadena
n ‘ Sn

(B, X)) dvecht(X)

[ 0d;(B,X)

1 & (%’(B,E)) (%echt(E)Sn(B’
)

por regla del cociente

Lo (B [ B e wms)

Z¢1< (B, z)) ( 2d;(B, %) Dq) sn(B,3)
d;(B,X) 0s,(B, X)

_s%(B, 3) 8vecht(2)1

por (A.9).

Despejando la derivada de s, (B, X) respecto a vech'(X) resulta,

§;¢1< fiE))( (u/(B)S ) @ (u(B)S) .

9s,(B, %) n = (B, %) 24;(B, 2) Dq) s5n(B, 2)

dvech!(X) 1 (B,X))\ 4(B,X)
nz%((B&)ﬂRm

=1

S (453 (=)
=
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Lema A.5.3. Las derivadas de d}(B,X) con respecto a vec'(B') y vech'(X) son,

i% (dj(B,E)) xt @ (u}(B)S 1)

od:(B,=) 1 xe Bz o \sa(BX) d;(B,X)
= \s(Bx))
(A.12)
i% dj(B,2)> u’(B) ® u}(B)
0d;(B,x) 1 _(uﬁ(B)@uﬁ(B))+d'(B = sn(B,X) d;(B,X)
dvecht(X)  2s,(B,X) d;(B, %) e iw (dj(B,2)>d(B )
= \s(Bx))
x (Z e 2 HD,. (A.13)

Demostracion del Lema A.5.3. Para obtener la la derivada de d;(B,3) con respecto a
vec'(B") se emplea la regla del cociente,

0d;(B,%) 9d,(B, %) 1 d;(B, ) 9s,(B, %)
dvect(BY)  dvect(Bt) 5,(B, %) s2(B,X) dvect(BY)
[ x®W(B)=) 1 d;(B, %) 0s,(B, X)
_(_ 4;(B,X) ) sn(B,X)  s2(B,X) dvect(B) por (A.8)
(A.14)
x; ® (ui(B)X™Y)  di(B, %)
d;(B,X)s,(B, %)  $2(B,X)
d;(B, X) xt @ (ul(B)X1)
#(B.2) ) 0 sn<B,z>> (‘ 4,(B.3) ) o
X - 4,(B.3) por (A.
S (L) 48D
n d;(B, ) x§.®(u§.(B)2—1)>
xte @(B)E) | 4(B,3) ]lel (sn(B,2)> ( d;(B, %)
4;(B,%)s,(B,X) ' s,(B,% n d,(B,% ’
(B,X)sn(B,X)  su(B,X) ;wl (SnEB,EDdJ(B’E)

asi, la primera afirmacién queda probada. Para la derivada de d;(B,X) con respecto a
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vech'(X) se usard un procedimiento similar al anterior,

0d:(B.E) 0d4(B,E) 1 d(B.X) 95.(B,%)
dvech!(X)  Ovecht(X) 5,(B, %)  s2(B,X) dvecht(X)

:< s E ) B eu®)(E" e 2_1)Dq> sn(I;,E)
d;(B,X) 0s,(B, %)
" $2(B,X) dvechi(X) o
(A.15)

:< Qd(;m( (B)®u(B))(z—1®2—1)Dq>%(];E)
n (B,%)) (W(B)ou/(B)(X'ex)
a3 | B 5w ( (B, z)) 24,(B. 5) q

s2(B,X) Z¢1 (iég%) 4,(B, %) ’

donde la tltima igualdad se obtiene por por (A.11). Luego, simplificando y extrayendo factor
comun, la igualdad anterior se reduce a,

d;(B, %)

0d;(B,X)  (ui(B)@ui(B))(X'®@ X7
) sn(B, %)
)@ui(B))(Z'@X )
i o

D, +

A

B,
B

Y

:MM

dvecht(Z) 2s5,(B,X)d;(B
WAL
)) ( j(sz)
(0

Zm (fi b

(]

J=1

" 25,(B,X) 4:(B,X)

x (' 2 D,
lo cual completa la prueba. O

A continuacién se presenta un problema de minimizacién equivalente al que define al 7-
estimador. Para ello se define la funcién g(B,X) = |X|7*(Hp, B5)-

Lema A.5.4. El problema presentado en (1.15) es equivalente a minimizar g(B,X) con
(B,X) € © que satisface la restriccion de (1.15).

Demostracion del Lema A.5.J. Primero, se verificard que para cualquier valor real A resulta,

¢(B,\X) = ¢(B,X). (A.16)
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En efecto,
9(B,\X) = |\Z|7*(Hp, pax) definicién de g
1
= )\q|Z|ET2q(HPMB,§;>

= [B|r*(Hp, Bx)
= ¢(B,Y). definicién de g

Se quiere probar que el T-estimador del problema (1.15) también minimiza ¢g(B, ¥). Ya que
(B,,, X,) verifica el problema (1.15) resulta

g<Bn7 En) :‘En|T2q(HPn»Bn,2n>
=[x (A.17)

Se toma ahora cualquier (B, ) € ©, existe un ¢ € R tal que
TQ(HPR,B;;) — CR2.

Dado que,

1
Ro = 27-2(HPH,B,E> = TZ(HPTL,B,CE)v (A.18)

(B, cX) satisface la restriccién impuesta en (1.15) entonces,

9(Bn, 3y) =[3,|k3 por (A.17)
<|cZ|7*(Hp, B.cx) por (A.18)
=¢(B, ¢X)
=9(B, %), por (A.16)

en consecuencia, (B, 3,) minimiza la funcién g para todo (B,3X) € ©. Sea (Bin, Xmin)
un valor que minimiza la funcién g(-) y satisface la restriccién presente en (1.15), entonces
para cualquier (B, ¥) € ©® que también satisfaga dicha retriccién se tiene,

9IBoin: Zonin) =|Zmin |7 (Hp, Brir S )
:lzminmg
<y(B,X)
=|%|7%(Hp, %)
=|3|k3,

de manera que, | X,,;,| < |X|. En consecuencia, (By,in, 2min) minimiza el problema (1.15). O
Demostracion del Teorema 2. En esta demostracion cuando no exista ambigiiedad, se de-

notard d; := d;(B,X), df :=d} (B, X) y s := s,(B,X). Por otro lado, se usaré el resultado

obtenido en el Lema A.5.4 y por tanto se minimiza la funciéon g(B,X) = |X|7*(Hp, B x)
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que es equivalente a minimizar log g(B, X),

log(g(B, %)) =log (|Z[7(dy(B, %), ..., dn(B, X))

=log |X| + qlog (s —Zpg (d;(B E))) de (1.13) y (1.21)

=1

—log |3 + g [logs2 +log (711 S s (d!(B, z)))] |

=1

A partir de esta ecuacion se tiene que,

0log — sz (d;(B,X))

0log(¢9(B,%)) _ | Ologs® pat
duec(B) ! |Gvec(B) T Ovec(BY (A.19)
Por un lado,
n t t -1
dlog 52 23 ¢ (d;(B, X)) (-Xi ®d(.ui(B)2 )>
0g s P (B, X)
dvec'(BY) n - por (A.10) (A.20)
> 1 (d;(B, %)) di(B. £)

Por otro lado,

dlog — lez (di (B, %)) 1 0(d; (B 2))1

Oec(B) S (di(B.5)) [Z V2 (4B 2) 7, i )
k=1

luego por el Lema A.5.3, se sigue que,

Dlog - (4(B.2) >t (45(B. )
8vect(Bt) T

s )

O x ® (u}(B)E)
2 (4B 2) =S
> v (d5(B, ) d;(B, %)

oY e (di(B. D)

k=1

sustituyendo (A.20) y (A.21) en (A.19) se obtiene,

- ’ x; ® (uj(B)X)
dlog(¢9(B, X)) Qi_zlwl(di(B’E))(_ d;(B, %) )

Sy (d:(B, )

t(Rt =4 n 7
dvec!(BY) ;wl (d:(B, %)) di(B, X) s’; p2 (di(B, %))
n . Xé. X (uz(B)Z_l)
( Xt ® (uﬁ(B)E‘l)) +di(B, %) L (5=) ™5 5
X — i ) n
(B, %) Z 1 (43(B,2)) d;(B, £)
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Igualando a cero y multiplicando por — Z p2(di(B, X)) > 1 (d; (B, X))d;(B, X), la ecuacién
7 k=1 i=1
se reduce a,

o:—zirﬂf&wwﬁmmlﬂ;mwﬁ—ifﬂf&wu@mmlﬂﬁymm%
3wy | s (e
(@)

(d;

- _ Xj: lw dii X;F ® (uﬁ(B)E_l)] {2 ipz(d;) — Zn:wz(d;)d;}

oy [%C(;f Jxt @ (ug(B)z—l)] fjlz/zl(d;f)d

i=1

Por las definiciones de C,, y D,, dadas en (1.19) y (1.20), respectivamente, la ecuacién resulta,

0

I

wl(df) t t -1 P (df) t t -1
(2w =) + 0, Dt o imy ) )
@

e R T I

=1

I
M=

d; d;

1

<.
Il

iiwi(dﬁxﬁ ® (ui(B)=™) por (117
ii wr (df vec' (B "u;(B)x))
i zn: ;(d:)l}ect(uz(B)Xf)(Ip ® E_l)' (A22)

Postmultiplicando a ambos lados de la igualdad por (I, ® X), se obtiene

0= Zn: wy (df Jvec' (u;(B)x}),

=1

que es equivalente a,

n
0=> wy(d)w(B)x;,
i=1
consiguiendo la primera ecuacion del sistema (1.22). Para terminar, resta calcular la derivada
de log g(B,X) con respecto a vech'(X), es decir,

dlog(9(B.S)  dlog S| m%G;”fBEW

Ovech!(X)  Ovechi(X) +a dvecht (%) (A.23)

Por un lado,

Jlog | X

— 2 —ped (=YD, A.24
Jvecht(X) vec (27)Dy ( )
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Por otro lado,

17Z
01 — d*BE 01 — d; (B, X

c%echt( ) :avecht(E) Jvecht(X%)
(B, D)
2 9s ;% (d(B, %)) dvech!(2)
s Qvecht (%) *

kipz (d;(B. %))

S (B & (u(B)3 )
N S )D

S

i b1 (d(B, ) di(B, %)

2 (d7 (B, X))
_l’_

i
zn: (d:(B, %))
- (u'(B) & u}(B))
]2% (d] ) d,(B,%) 16T D
zn: 1 (d3(B,3)) d;(B, X) |

(A.25)

la dltima igualdad se debe a (A.11) y (A.13). Sustituyendo (A.25) y (A.24) en (A.23) e
igualando a cero, resulta,

— 2d;
0 =vec (XD, +¢{ = | —
Z@bl (d?) d;
S| > () 1 (u(B) © u (B)
+EL — | = (ui(B) ® ul(B)) + di’ - (E e s

> pa(df) | >~ n(d5)d,
k=1 j=1

multiplicando por derecha por s Z V1(d})d; Z p2(d;)L, (X ® 3¥)D, y usando la propiedad
k=1
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D,L,(X®X)D, = (£ ® X)D, (Ver (Magnus and Neudecker, 1980)) se tiene,

0 =vec'( zi: (d7)d; zn:pQ dp) (X X)D, +Q[SZ¢1 (d7) ( ;( f(B)@)Uf(B)))

=1 (

xgym@m+i%@W}£mMﬂ@am0i%@M

D,

+§:¢2(d* d; (E": Uy ( d* (B) ® uﬁ(B))))

n

:vec szn: U ( d* d; Zn:pQ (dp)(X®X)D, + [Z?ﬂl(d?)Q;(—uf(B) ®u§(B))3
Jj=1 = v

i=1

% {zgjpg(d;;) - i%(d;)f} - éwz(dD (2; (u!(B) ® ug(B))> iwl(d;)dj] D

Por definicién de C,, y D,,, y usando que vec (X) = vec (27')(X ® £), la igualdad anterior
se simplifica a,

n

0 e (%) Y ) Y- (0D +ﬁ2m&m<z®®ﬂmma
7=1 k=1
— Z¢2(d* (
=vec( siwl d;)d; zn:pg (d;)D annz
7=1 =

) © u! (B))) snDn] D,

Y(d;) %02( ) : ¢

=1

—ved( Z (d)d; sz d:)D %Zw:(df)(uf(B) % u!(B))D,, por (1.17).
7=1 = =1

n

Multiplicando por 2 la ecuacién anterior, sumando y restando el término s> th(d;)d;
i=1

X Z V1(d5)d; vec'(X)D,, se tiene que



Apéndice A. Apéndice del Capitulo 1 110

n

0 =ved ()25 304 5)d; 32 Py — an 3 w30 wi(B) @ wi(B))D,

+ 82D 0> o (d)d; Z Ur(df)djvec' (2)Dy — 2 zn: Yo (d;)d} zn: U1 (df)djvec' (5)D,
i=1 j=1

i=11i=1

= ) 2sz<dz:>—§wz<dz>dz vec (2D, — gn 3 () (i (B) & (),

+S2Zw2 (d7) d*Zwl (d})divec' (2)D,

_52Z¢1 (d)d: [nC] ved (2 —anw (d7)(u!(B) ® ul(B))D,

+ 5 i:ll/zg(dz‘)dannvect(E)Dq, por (1.19) y (1.20)
:nz ()5 o+ a(d)d; D] vec' (S)D, — qn 3w} () (ul(B) @ ! (B))D,
—s nz “(d5)d] ved (£)D, — qniwwj)(u;(]a) % u'(B))D,, por (1.18)

asi, resulta
32Z[w (d¥)d;] vect( —qu (d})(u}(B) ® ul(B)),

que es equivalente a,

n

n
2 * * * * *
S Z [ (d7)d;] 2 = QZ wy (d; ) uui(B),
i=1 i=1
obteniendo la segunda ecuacién del sistema (1.22). Por dltimo, cabe recordar que se desea que
las soluciones sigan satisfaciendo la condicién impuesta en el problema (1.15), en consecuencia,
la tercera ecuacién vendra dada por la ecuacién de la condicion. O
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B Apéndice del Capitulo

B.1 Demostracion del Lema 2.1.1

Demostracion. En esta demostraciéon cuando no exista ambigliedad, se denotara s, :=
sn(B,X), C, = Cp,(B,X), D, == D,(B,X), u; = w;(B) y df := d;(B,X), que fueron
definidas en (1.11), (1.19), (1.20) y (1.21), respectivamente. Por definicién de A;(-) y
M(c,.p,) () se tiene que,

vec(V;18(B, X, s,)

¢lL, 0 DI, 0 0
M(CmDn)(B7 E)Az (Ba 3, Sn) = 0 Oan(q+1)/2 0 Dan(q+1)/2 0 U@C(\II@Q,B (B, 3, 3n>
0 0 0 0 1

)
vech(V;1 (B, X, s,))

)

)

vech(¥;25(B, X, s,))

Vi r, (B, X, s,)

Chvec(V;18(B, %, s,)) + Dyvec(V, 08(B, X, s,))
=| Cpvech(¥;1%(B, X, s,)) + Dyvech(V; 0 5(B, X, s,)) |

\I’i,Q,m (B7 2; 5n>

utilizando las definiciones de ¥, , g(B, X, s,,), ¥ rx(B, X, s,), v Vi2.,(B, 3, s,) dadas en
(2.2) para k = 1,2 con t = s, y las definiciones de w;(-), ¥ (-), y d;i(-) dadas en (1.17),
(1.18) y (1.21), respectivamente, se tiene que

d; d;
Chvec(¥;18(B, X, s,)) + Dyvec(¥;28(B, X, s,)) =Cvec <w1§*’)u,xf> + D,vec (%C(l*l)uixf)

7 (3

_|: nwlcg* ) + an2§?:>:| vec (uixﬁ)

=wj, (dJvec(uix;),

Crvech(V; 1 (B, X, s,)) + Dyvech(V; 2 5(B, X, s,,)) =¢Cvech (wlc(l )ulu ) — siCnvech (1 (d})drY)

+qD, vech( u;u L) — 52 Dyvech (o(d)dr )
Dy

{n i(d D, Yald; )}vech< f)
—sp | nwl(d*) +Dn@/fz(d*)] d;jvech (%)
=quw,, (d})vech (uiul) — s2r(d)dvech (2,

Y,
\I]i,Q,KQ (Ba 27 Sn) :Sin (d:() — Ka.
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Por lo tanto, » M, p,)(B,X)A4;(B, X, s,) = 0 es

i=1
wy (d )vec (uzx )
Z wy, (d5) UeCh( ) s2x(df)divech () | =0,
=1
San (d;k) — K2

que es equivalente al sistema de ecuaciones (1.22). O

B.2 Demostracion del Teorema 5

Antes de la demostraciéon del Teorema se presentan resultados auxiliares junto con sus
respectivas demostraciones.

Lema B.2.1. Sea (x,y) un vector que cumple con el MLM (1). Sea p una p-funcion que
satisface A1)-A6). Si P satisface (Se) para algin 0 < e <1 — E, entonces el M-funcional
a

de escala para el MLM, s(Hpgx) que estd basado en p, es continuo en Hpg, s, para todo

(Bl, 21) € 0.

Demostracion del Lema B.2.1. Se usa el mismo enfoque del Teorema 3.5 de (Fasano, 2009).
Dado kj = s(Hpg, x,) v 0 < 0 < kj. Se quiere probar que si (B, ) estd en una vecindad de
(B1, Y1) entonces

]{78 —0 < 5<HP,B,2) < ]CS +9

para ello se definen

nteyo) =sw o (P2 B2 coy B2 - Bm<f. (B
wieyn) =i fo (P2 B coy B - @ z<). (B

Como p es continua y acotada los limites de ¢1(x,y,7) v 92(X,y,7) son

; _(d(By, %)
lim g1(x,y,7) =p ( :

kg +0o
) _ (4B, %)
%1{}})92(?(7}’77) =p <k,6_5 :

Como p es acotada, por el Teorema de Convergencia Dominada resulta,

i Bl 9] = [ (“EE2) . B3

lim Bplgx(x,y,7)] =Ep [p (%)] : (B.4)
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Por otro lado,

d(By, %) _ d(By, %) _ d(By, %)
> > )
ki — o ki ki + 6

p d(]?:1721> 2 ,0 d(Bllzl) 2 p d(%luzl) ,
ke — 6 r ko 40

d(By, %) d(By,3%)
E ———— || >k>F —_— B.
P<p< k-0 ))="=""\PTkgte ) (B-5)
d(By, %)
)
del M-funcional de escala para el MLM para todo (B, X) € O, en particular para (B, X1)
resulta que las desigualdades involucradas en (B.5) son estrictas, es decir,

() e n (B2 e

Usando (B.3), (B.4) y (B.6) se observa que existen 79 > 0 y n > 0 tales que

EP[gl (X7 Yy, 70)] S K=", (B?)
EP[92<Xa Yy, ’VO)] Z K+ n.

luego

y, por tanto,

donde k = Ep (p < >> Por el Lema 1.2.2 que garantiza la existencia y unicidad

Por otro lado, por definicién de las funciones g; y g2 se tiene que para todo (B,3) que
satisfaga ||(B, X) — (B, 25)|| < 7o resulta

(B, %)
P\ ke +o

d(B,3)
P\ ks =5

> S gl(X7 Yy, ’70)a

> Z 92(X7 Yy, 70))

para todo x,y. Luego usando (B.7) y ) resulta

( <k0+(5>> Eplg1(x,¥,7%)] <k —n, (B.9)
Ep ( <k0_5>>>Epggxy,’yo)]2/€+n. (B.10)

Por la existencia y unicidad de s(Hpp x) para (B, X) € O garantizada por el Lema 1.2.2 se
tiene que para todo (B, X) tal que ||(B, %) — (B, X1)|| < 70 se tiene que s(Hppx) < kj+9
por (B.9) y s(Hps,x) > ki — 0 por (B.10), lo cual prueba el resultado.

U
Lema B.2.2 (Lema 1 de (Yohai, 1974)). Sea Uy,...,Uy,,... una sucesion de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Sea (fy),k € C, donde C' es un
compacto, una familia de funciones reales medible Borel tal que
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1. |fxl < f donde E(f(Uy)) < 0.
2. 11% fi(Ur) = fr(Uy) c.s. para todo k en C.
—

3. |E(fi(U1))] < A para todo k en C.

Entonces,

lim supsup | Y fe(U;)
n—0o keC

< A c.s.

n

J=1

El siguiente lema se sigue del Lema B.2.2, sustituyendo para nuestro caso particular k£ =
(Ba E): U’L = u,, fk(u) = f(ua (B,E)), f = f*a y A=0.

Lema B.2.3. Sean g : RP™ x C' x I — R una funcién boreliana con C' un conjunto
compacto en RPT? x ST e I = [hy, hy] C Rsg, y g° : RPT? — R otra funcion boreliana. Sean
(X1,¥1) - -5 (Xn, Yn), - - - vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con
valores en RPTY v distribucion P. Se asume que

1. sup ’g((xlayl)a (Ba 27 S))’ < g*<X17y1) con Ep<g*(xlay1)) < 00.
(B,X)eC,sel

2. HmN ~ g((Xl,Y1), (B> 27 §)) = g((X17y1>7 (B7 27 §)) ¢.s. para todo (B> ia §) €
(B,X,5)—(B,%,5)

CxlI.

3. Ep(g((x1,y1),(B,3,5s))) =0 para todo (B,X,s) € C' x I.

Entonces

112
lim sup N Zg(<xi7Yi)a(B7273)) =0 cs.
"0 (B, :yeC,sel M |

Este lema se sigue del Lema B.2.2 sustituyendo para este caso en particular £ = (B, X, s),
Ui = (Xi7yi)7 fk(Ul) = g<<X17y1)7 (B7 27 8))7 f = g* y A=0.

Lema B.2.4. Sean (x;,y;) € RP x R i =1,...,n, una muestra aleatoria que satisface el
MLM (1). Sea p una funcion que satisface A1)-A6), C un conjunto compacto en RP*? x S
Yy [h1, he] un intervalo cerrado con hy > 0. Entonces

122 d;(B,X — Bx)'2" (v — Bt 1/2 s
“up Z(p(“))—Ep <p<((y x)'S"(y — B'x)) )) e
(B,X)eC, s€lhi,h2] [TV =1 S S
Demostracion del Lema B.2.J. Se desea utilizar el Lema B.2.3 con ¢ definida como
9((x,x),(B,X),s) = (B.11)

S S

) <((y - B'x)'’S!(y - th>>1/2> B <p (((y —B'x)'’S!(y - th))m))
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Para ello se deben probar las condiciones 1.-3. de dicho lema: por A5) la condicién 1. se
cumple mientras que la 2. se verifica usando A/)y s € [hy, hs]. Finalmente la condicién 3. es
cierta por la definicién de f dada en (B.11). En consecuencia, por el Lema B.2.3, se obtiene
la convergencia deseada. [

Lema B.2.5 (Lema 4.5 de (Yohai and Zamar, 1986) y Lema 6.3 de (Fasano, 2009)). Sea
(Xi, ¥i);>1 una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en R” x R? que siguen el MLM (1). Sea p

que satisface A1)-A6), v; definidos en (1.2) que satisfacen AS). Sea C un conjunto compacto
en RP*9 x S%. Entonces

sup [s,(B, %) — s(B,X)| == 0, (B.12)
(B,X)eC

donde s(B,X) es el M-funcional de escala para la distribucion Hpp s con p = py y kK = k1 >

a.

Demostracion Lema B.2.5. Se quiere probar que para todo € > 0, existe ng > 0 tal que para
todo n > ng y para todo (B, X) € C, se cumple

s(B,Y) —e<s,(B,X) <s(B,X)+e

Para demostrar dicha desigualdad, se encontrard un § > 0 y un ng = ng(d) > 0 tales que,
para todo n > ng se verifique que

(B, %) 5
4B.X) \_ ¢ |
Blg)f“”zm( (B,X) - >—m+2’ (B.13)
Lo aB.x) ;
n sBE)+e) =Ty B.14
@ecn ;pl (S(B,E) +e> =My (B.14)

Pues con esto, se obtiene que para todo (B, X) € C, se cumple

n (B, %) 1o d,(B,X)
OB ) s g o)
;pl ( B, X) — ) = BE)ecn ;01 (s(B,E) - e) -

=1
- i(B, %) 1 4;(B, %)

TN I - —— | < k1.
Zpl( o) gt (i) <

=1
B,Y)
Ya que k1 = Zpl ﬁ , para todo (B, X) € C vale que

1 & (B, X) (B,X) (B, X)
_— — | > — . B.15
n;m( (B.%) — ) an( (BE) nZ”l( Bz:)+e> (B.15)
De aqui se deduce la desigualdad deseada puesto que si, por ejemplo, valiera s,(B,X) >

1 n dz B,E
S(B, X) + ¢, entonces, por A7) se tendria que - ; P1 <5(B(,E)jze
(Ecuacion (B.15)).

3\*—‘ 3\*—‘

) > K1 lo que contradice

Ahora para encontrar el 6 > 0y el ng > 0 que verifiquen (B.13) y (B.14) se definen

hy = inf s(B,X hy := sup s(B,X).
' (B,Z)eC ( )y ? (B,E%JGC ( )
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Como los u;(By) satisfacen A8) entonces P cumple la propiedad (S,) para todo € > 0y
por lo tanto se verifican las hipotesis de los Lemas B.2.1, B.2.4 y 1.2.2. Por Lema B.2.1 se
tiene que s(B, X)) es continua y positiva y ya que C' es compacto, se tiene que h; > 0y que
ho < 00. Ademas, de acuerdo con el Lema B.2.4 se tiene que,

Tlli 1 di(li,E) ol ((y—BtX)tE;(y—BtX))l/2 ': s
5o (422 o )

lim sup
N0 (B,3)eC, s€lhi /2,2h)]

Para 0 < € < hy/2, sean

91(B,2) := Ep <p1 <(y - Bt};z;gz;)(y;e thw)) ’

00,3 = p (DB

Dado que s(B,X) es el M-funcional de escala para la distribucién Hpp s con p = py, y y de
la unicidad del M-funcional de escala para el MLM garantizada en el Lema 1.2.2 k = Ky, se

_ (y - B'x)'S"(y — B'x)'/2
b <’“ ( S(B.3) >> '

Como € > 0, a partir de A3) se tiene que, ¢1(B,X) < k1 y ¢2(B,¥) > Ky para todo
(B,X) € C. Ademés, g1 y g» son continuas por A4 ), entonces

tiene que

= B. X ;= inf B X .
M (Bg})ecgl( ,2) < K, V2 (Bg:l)ech( , ) > K

Sea 0 := min(k; — 71,72 — k1) > 0. Por (B.16), existe ng = ng(d) para n > ng resulta,

e (42) o )

1=

sup
(B,2)€C,s€|h1 /2,2hs]

Para demostrar (B.13), se observa que para todo (B,X) € C, como hy = inf s(B,¥) <

(B,X)eC
s(B,X)<hy= sup s(B,X)<(B,X)y0<e< hy/2se tiene,
(B,X)eC

h
éghl—egs(B,E)—eghg—eghg,

es decir, s(B,X) — € € [h1/2,2hs]. De esta forma, para todo n > ng, por propiedades de
supremo e infimo' y (B.17) se tiene que,

AR o ()
5o (320) o (-

Si f,g: A — R son funciones acotadas, entonces |sup f—supg| < sup|f—g|,y |ir$ff—i1f1‘fg| <supl|f—g|-
A A A A

< sup

(B,X)eC

1
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De esto se sigue que,

) 1 & d;(B,X) ) (y — B'x)!Z "}y — Btx)!/? b
fo= B ) f E >_2
(B,lg)ec n ; P (s(B, ) - e> (B}g)ec P <p1 ( s(B,X) —e¢ - 2

o equivalentemente,

g d;(B, %) , (y - B'x)'S"!(y - B'x)!/? 6
il — | > 9
(B}g)feo - i:lel (S(B, =) - 6) ( inf FEp (Pl ( 2

~ (B,®)eC s(B,X) —e€
)
= fnf @(B,%)- -
(B}g)ecgz( 2) -5
=79 — g por definicién de 7o
Dado que § < 75 — K1, entonces k1 + 6 < 79, asi para todo n > ng se tiene que
(B, X) ) )
—— ] > 60— —> —. B.18
(BEECTLZ ((BE) >_/<61+ =Mt ( )

Similarmente, para demostrar (B.14), se considera que para todo (B,X) € C' como h; =

inf s(B,X¥) <s(B,X) < sup s(B,X¥)y0<e< hi/2se tiene,
(B,xX) (B,x)eC

hl§h1+€§S(sz>+€§h2+€§2h27

asi, s(B,X) + € € [h1/2,2hs], usando propiedades de supremo e infimo y (B.17) se tiene,

para todo n > ng, que

1. dl(B,Z) (y_BtX)t 1 y Bt 1/2))‘

sup — —————— || — sup E

<Rzic7z22<pl<dfxzn—+e>> Bz f’<”1< s(B.3) +
1 d;(B, %) (y - B'%)'S(y = B%)"2\\| _ 4
LS (o (~HB2 ), (), )
n s(B,X) +e€ s(B,X) + ¢ 2
en consecuencia,

1 (B, X) ) ( ((y —~B'x)'2Y(y - th)1/2>> 5
sup - = a | — sup E < =
(B,Eic’ n ;,01 (3(37 ¥)+e (B,E}:)GC P\~ s(B,X) + € =92

Y

o equivalentemente,

sup 1im<<MRE>>§fw &KM<W—W@@*W—B%W3>+2

B.2)eCc N ;5 s(B,X) + ¢ B,%)eC s(B,X) +e¢
)
= sup qi(B,X)+ -
(B,S)eC 2
) _
=7+ 3 por definicion de v,
Como 0 < k1 — 7 resulta que v; < k1 — 0, asi para todo n > ng se tiene que
1 & d;(B, %) 0 )
- —— | <Kk =0+ =<k — =, B.19
(Bsgicn;pl <S(B,E)+e> =M +2 =Ry ( )

con lo cual B.14 queda probada.
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Lema B.2.6. Bajo los supuestos del Lema B.2.5, sea (B,,X,) sucesion de estimadores que
converge a (Bg, 35). Entonces,

$n(Bn, 2p) = s(Bg, X3).

Demostracion del Lema B.2.6. Se quiere probar que para todo € > 0 existe un natural ng
tal que para n > ng, con probabilidad 1 vale que,

|$n(Bn, 25) — s(Bo, 35)| < €. (B.20)
Por la desigualdad triangular se tiene que,
|0 (Ba, ) — 5(Bo, 30)| <[sa(By, ) — 5(Bp, X)[ + [s(Bn, X5) — s(Bo, )| (B.21)

Como por hipétesis (B, X,) == (B, X5) v como el M-funcional de escala es continuo (Lema
B.2.1), entonces se tiene que s(B,,3,) == s(Bg, 34), v por lo tanto, existe un natural n,
tal que para todo n > nq, con probabilidad 1 vale que,

15(Bn, =) — 5(Bo, 3| < % (B.22)

Sea A un abierto alrededor de (B, 3j). Como (B,,, X,) == (B, X)) existe ny > 0 tal que
(B,,, ¥,) € A para todo n > ny con probabilidad 1. Sea ahora C' un compacto que contiene
a A. Luego, para todo n > ny se tiene que

|$n(Bp, ) —s(Bp, )| < sup  [s,(B, %) — s(B,X)]. (B.23)
(Bn,XZn)eC

Por el Lema B.2.5, existe nz > 0 tal que para todo n > n3 vale que

sup  |s.(B,2) — s(B, )| < <. (B.24)
(B,Z)eC 2
Considerando ng = max{ni,ng,n3} con (B.22), (B.23) y (B.24) resulta (B.20). O

Lema B.2.7 (Lema 4.2 (Yohai, 1985)). Sea g : R¥ x R" — R continua y sea Q una
distribucion de probabilidad sobre R* tal que para algin § > 0,

E( sup \g(z,A)\) < 00. (B.25)

[IA=Xol[<d

Sea N\, una sucesion de estimadores en R" tal que hin Am = Ag c.s. Entonces si z;,
m o0

i=1,...,n son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en R* con

distribucion @, se tiene

LS
im - Zg(zi, An) = Eg (9(z, X)) c.s. (B.26)

i=1
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Lema B.2.8. Bajo los supuestos del Lema B.2.5, sea f: RPT x RP*I x S4 x R — R una
funcion continua tal que, para algin 6 > 0,

Ep sup |f(z,B,%,s(B,X))| | < oc. (B.27)
[1(B,X)—(Bo,X)l|<s

Entonces si z; :== (X;,¥;), con i > 1 son vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos en RPT que satisfacen el MLM (1) y sea {(B,, £,)}ns1 con (B, X,) =2 (Bg, =),
resulta que,

n

l Z f(zi7 B’m En7 Sn(Bna En)) i) EP (f(za B07 267 S(B()a 23))) : (B28)

n;3

Demostracion del Lema B.2.8. Sea A\, = (B, ., $,(B,, X,)), por hipétesis (B, %,) ==
(Bo, X5) v por Lema B.2.6 se tiene (B, ., 5,(Bn, X,)) = (Bo, X5, s(Bo, 3p)), es decir,
An =5 Ao con Ay = (By, 3, s(Bg, X7)). Entonces por el Lema B.2.7 resulta,

n

1 c.s. * *
- Z f(zi) Bn7 En) Sn<Bn7 En)) — EP (f(za B07 207 S(BOJ 20))) )

=
que era lo requerido. O

Lema B.2.9. Bajo las hipdtesis del Lema B.2.5, sea g : RPT x RP*? x ST x R — R™* una
funcion continua tal que, para algun o > 0,

Ep ( sup ||g(z,B,E,s(B,E))H) < 0. (B.29)
1(B,%)

—(Bo,%j)[|<d

Entonces si z; :== (x;,y:), coni > 1 son vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos en RP*? que satisfacen el MLM (1) y sea {(B,, X,)}n>1 una sucesién en © tal
que (B, X,) == (B, 34), resulta que,

n

1 C.S. * *
g Z Q(Zz‘7 B'm En7 Sn(Bna En)) — EP (9(Z7 B07 207 S(B07 EO))) .
i=1

Demostracion del Lema B.2.9. Sea gjx(z,B,3X, s,(B, X)) el elemento (j, k) de la funcién
9(z,B, X, 5,(B, X)). De (B.29) se deduce que (B.27) es valido para g;; pues |g;x(z, B, 3, s(B, X))| <

llg(z, B, X, s(B,X))|| para todo (z,B, 3, s(B, X)). El Lema B.2.8 garantiza la convergencia
casi segura de cada componente de la funcion ¢(z, B, X, s(B, X)), es decir,

1 ° .S, *
n Z gjk(zi> B, X0, s50(By, X)) == Ep (gjk<z> By, X7, s(Bo, Xp))) -

i=1
Y estoocurre para j = 1,...,ly k=1,...,s. Tanto la convergencia de sucesiones de matrices,
como la esperanza de matrices estan basadas en el comportamiento de cada coordenada, en
consecuencia queda probado. O
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Demostracion del Teorema 5. En la siguiente prueba se usara una idea similar a la presentada
en la demostracion del Teorema 5.1 de (Yohai and Zamar, 1986).

Dado que por hipétesis (B, X,) == (Bg, X§) v por Lema B.2.6 5,(B,, X,) == s(Byg, ),
la siguiente convergencia

C,(B,, X,) == C(By, )

es consecuencia del Lema B.2.8; tomando como f(-)

e R

pues, en este caso el Lema B.2.8 implica que,
=3 1202 | TS | —
n; STL(BTH En) Sn(Bn7 En) Sn(Bna Zn)

c.s. d(B07 ES) d(B07 28) d(B()? 28)
— Ep <2P2 (s(Bo,ES)> — g (s(BO,ES)> S(BO,ES)> ;

luego usando que X7 =3, y

d(By,X5)  d(Bo, %)
= or (1.23 el Lema 1.2.3
s(Bo, 2% s(Bo, Zo) por (1.23) y

se obtiene lo requerido. Similarmente, la consistencia
Dn(Bny Zn) i} D(Bo, EO)a

es consecuencia del Lema B.2.8 tomando como f(-)

f(($ay)>B’ E>S(B’ 2)) = @Z)l

pues, en este caso el Lema B.2.8 implica que,

> (Smes) wmesn) = o (0 (eess) Soesy )

B.3 Demostracion del Lema 2.1.2

1 n
La convergencia 7 > [A:(Bo, 5, 5,(Bo, ) — Ay(Bo, B, ko)] 2> 0 es consecuencia inme-
n =

diata del siguiente lema.
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Lema B.3.1. Sea (x;,y:);>, una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en R” x R? que siguen
el MLM (1). Asuma que py y ps satisface A10), My satisface A9), entonces

1 n
T Z [Uec(‘l’i,k,B(Bo, 23, 5n<B0u 28))) - UeC(\I’i,k,B(Bm >, ko))] -5 0,
i=1

Z [vech(V; .5 (Bo, 25, 5,(Bo, 2§))) — vech(V, 1 5(Bo, o, ko))] — 0,
=1

N

1
Vn

\/_ Z vec(V; 2., (Bo, 25, sn(Bo, 25))) — vec(V; 2.4, (Bo, X5, s(Bo, £5)))] 250,

donde VU, . 5(Bo, X5, ), Yirs(Bo, 35,°) ¥ Viox, (Bo, X5, ) fueron definidas en (2.2), para
k=1,2.

Demostracion del Lema B.3.1. Se usa a continuacion el mismo enfoque de Yohai (1985) para
el conjunto de funciones continuas definidas en el intervalo [0.5s(Bg, 7)), 1.55(Byg, 35)], es

decir, C[0.55(By, ), 1.55(By, 37)].
Para t € [0.55(By, ), 1.55(Byg, 35)] sea

Gp,;(1) \/_Z\IJMB By, X5, 1); (B.30)

donde W, g(Bo, X5, t); es el j-ésimo elemento del vector vec(¥; , 5(Bo, 3, t)) para cada
i=1,...,n. Por el Lema B.2.5 5, (B, Zj) - s(Bg, %) v por lo tanto es suficiente mostrar
s10J = 1,...,pg son tight en C[0.55(By, 37), 1.55(By, 37)]. Esta
prueba es anéloga a las pruebas de los Lema 5.2 de Fasano (2009) y Lema 5.1 de Yohai

que las sucesiones G,, (1)

(1985) por lo que serd omitida.

Se quiere ver que G, ;(s,(Bo, 25)) — Gn;(s(Bo, 2f)) 2 0, es decir, para todo ¢, n > 0,
existe N tal que si n > N entonces

P(|Gy,j(sn(Bo, Xp)) — Gr,j(s(Bo, Xg))| =€) <.
Sean € y n > 0 dados, como s, (B, 35) BN s(By, ), existe ng tal que

n > ng = P(|s,(Bo, 3;) — s(Bo, £)| > 0.55(Bg, £f)) <

N3

en consecuencia, para n > ng, se tiene P(s, (B, Xj) € [0.55(Bg, £5), 1.55(Bg, £5)]) > 1 — g

Ya que se supone probado que G, ;(-) es tight, entonces por el Teorema 8.2 de (Billingsley,
1968), existe d; y nq tal que

n>n, = P sup |Gh,j(r) — Gpj(t)] > €| < (B.31)
[r—t|<d1;

r,t€[0.55(Bo,g),1.55(Bo, )]

N3

Sea 6 = min{dy, 0.55(By, 3;) }, por la convergencia de s, (By, 3), existe ny > ng tal que

n > ny = P(s,(Bo, X5) — s(Bg, X)) > 9) < (B.32)

l\D\d
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ademds para todo n > ny se tiene que s,(Bg, 3;) € [0.5s(Bg, 25), 1.5s(Bg, 3)] con alta
probabilidad, entonces

|G ($n(Bo, 35)) — Gn,(s(Bo, 55))| < sup |Gn,j(1) = Gn(E)]. (B.33)
[r—t|<|sn(Bo,2g)—s(Bo,X7)l;
7,t€[0.55(Bo,2¢);1.55(Bo, ¢ )]

Por tltimo, sea N = méx{ni,ns}, usando (B.31), (B.32) y (B.33) para n > N,
P(|Grj(sn(Bo, 3%)) = G i (s(Bo, 3%))| > €)
= P(|Ghj(sn(Bo, X)) = G j(s(Bo, 3g))| = € A [sn(Bo, 35) — 5(Bo, )| < )
+ P(|Gnj(50(Bo, 3)) = G j(5(Bo, Zp))| = € A [sn(Bo, Xg) — s(Bo, 35g)[ > 9)

<P sup. |G j(r) = G ()] = €] + P([sn(Bo, %) — s(Bo, ¥)| = 9)
r—t|<0;
r,te[0. SS(BL p I3 ‘) 1.55(Bo,X7)]
Ny
2 2 ’

ast G j(5.(Bo, Z5)) — Gn.i(s(Bg, 25)) -2 0. Luego, se puede notar que

d (B07 by )
* o B t
U, .8(Bo, 3, s(Bo, Xp)) = g u;(By)x; por (2.2)

( si<(BBff§§>)>

:% (1/\/77d,~(B0, Eo)) .

1/\/rko
1/y/rd;(Bo, o)
( 1/\/rko )
:\Iji,k,B (BOJ 207 k0)7

por (1.23) y el Lema 1.2.3

en consecuencia, \/_ Z vec(V; 1. 8(Bo, X5, 5,(Bo, 25))) — vec(V; . 8(Bo, o, ko))] — 0. De

manera similar para
1 .
Gnﬂ'(t \/—quzkﬁ B0a207 ) )

donde V¥, ;. 5(By, X, t); es el j-ésimo elemento del vector V;  5(By, 3, t) para cada i =
1,...,n. En el caso ¥, ,,(Bo, £§,t), la demostracion es directa por ser continua en t # 0
paracadat=1,...,n.

]

B.4 Demostracion del Teorema 6

Lema B.4.1. Sea (x;,y:);5, una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en RP x R? que siguen
el MLM (1). Para cualquier funcién arbitraria g : R? — R para la cual la esperanza esté
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definida, se cumple que
E [vec(u;(Bo)x})g(w;(By))| = 0, (B.34)
donde vec denota la operacion de vectorizacion.

Demostracion del Lema B.4.1. Usando la Ley de las Esperanzas Iteradas se tiene,

E [vec(u;(By)x!)g(wi(Bo))| =FE [E [vec(u:(Bo)x!)g(ui(Bo))|ui(Bo)] |
=E [g(w:(Bo)) E [vec(u;(Bo)x!) [u;(Bo) |
= [g(ui(Bo))vec (E[uZ(BO)XHuZ-(BO)])} E[] y vec(+) conmutan
=E [g(w(Bo))vee (u;(Bo) E[x!|u;(By)])]
—E [g(w(Bo))vee (w;(Bo) E[x!|wi(By)])| porque x; Il u;(Bo)

]

Demostracion del Teorema. Como {(x;,y;)}i>1 es una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en
R? x R? que siguen el MLM (1), resulta que la sucesion {(A;(By, X5, s(Bo, £5))) }i>1 es de vec-
tores aleatorios independiente idénticamente distribuidos con media E[A;(By, X, s(Bo, X3))]
y varianza Var[A;(By, 3, s(Bo, 3))]. Por las condiciones sobre p1, pa, y sobre las distri-
buciones de u;(By) y de x;, la sucesion {(A4;(Bo, X5, s(Bo, £5))) }i>1 verifica las hipdtesis
del Teorema Central del Limite, por lo que la distribucion limite de la sucesién involucra-
da en el enunciado de este teorema es normal. Para calcular la media y la varianza de
Ai(Bo, X, s(Bo, X)) por simplicidad se denota a d{;),(Bo, Xo) = df;), definido en (2.11). Por
Definicién 2.1.1 la esperanza de A;(By, X3, ko) para k = 1,2 viene dada por las siguientes
componentes,

E[U&C(\I/i717]3 (Bo, ES, S(Bo, Zé)))] :E[UGC(\I/LLB (]307 207 k?()))]

o
=F Ll( (I)O)vec(ui(Bo)Xf)
oy

Y1(dfy0)

i

—-E ME [vec(ui(Bo)XE) |u¢(Bo)}
diivo

Y1(dfy) ¢
—E d(*iso)ovec (ui(Bo)E[Xi|ui<B0)])

dr.
B W@ec (ui(Bo)E[Xm

=F |E vec(u;(Bo)x!)

ui(Bo) ]

=0 va que E[x;] =0y u;(Bg)lLx;.
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De forma analoga se tiene,

V2 (dfy0)

E[UGC(‘I’Z‘727B(B0, ZS, S(Bo, 28)))] :E d*
(4)0

vec(u;(Bo)x!)

=0.
Asimismo, se calculara el siguiente término,

E[vech(\IJLk,g (Bo7 28, S(Bo, Eé)))] :E[Uech(\lli k 2(B0, Eo, k’o))]

= wkc(l* 00)” ch(u;(Bo)uj(Bo)) — kg (diyo)diao
(B.35)
xvech(Xy)]
wk( 0) :
&, VB (Bo)| - S [Wn(dyo)diio]
X vech(Eg). (B.36)

Dado que la distribucion de u;(By) se asume eliptica, tomando z; = ¥ Y *u;(By) resulta
que z; también tiene distribucién eliptica con matriz de covarianza I, obteniendo que,

. _(uf(Bo)Xo'ui(By))"/?
()0 kO
(2iz:)"/?
-
_ |z

ko

Sustituyendo en la ecuacién (B.36) resulta,

ZZ
" (IIk H)
E[vech(V,; 1,5 (Bo, $o, ko))] =¢E Tﬁvech(z”z’z )
ko

o (120
0

=q vech | X, T Z,Z;
(2
ko
— kgE 1/% ||ZZ|| ||ZZ|| U@Ch(E()).
ko ko
Siz=(z,...,2,)" tiene distribucién eliptica, entonces ||z|| y HZH son independientes. Esto
zZ

implica que para cualquier funcién h medible tal que E [|h(||z]])zjzk|] < oo para 1 < j, k <gq
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vale que
Elh(||z]])zjz] = 0si1 < j #k < q,
y
inein=) = £ O o g0 1 <5<
.29
Utilizando estas propiedades y tomando h(]|z||) = ﬁ se tiene,

[124]]

Elvech(¥; i = (Bo, Xo, ko))] =vech (E(l)/zE [@Dk <k> k:0||z,~||] Eé/2>
0

-2 v (120 Ly ez

=5 v (120 | e
||

Z;
0“) k0|\zi||1 vech(Xy)

- E [wk ’
=0.

Por 1ltimo,

By o= B[V, 2,0, (Bo, 25, 5(Bo, )] =F [5*(Bo, 55)ps (diyy0) — 2]
=5(Bo, Z5)E [p2 (djy0)| — r2
=0. por (1.27)

Dado que E[A;(Bo, Xj, s(Bo, X5))] = 0, para calcular la matriz de covarianza de A;(Bg, X7, s(Bo, X7))
es suficiente calcular

Var(Ai(Bo, X, s(Bo, 3))) = E |As(Bo, =5, 5(Bo, £5)) Al(Bo, ¢, s(Bo, 37))| -
Para realizar este célculo, se emplearan las siguientes propiedades de matrices:

B1) vec(ABC) = (C' @ A)vec(C),

B2) Si A, B, C y D son matrices de tal tamano que se pueden formar los productos
matriciales AC'y BD , entonces (A® B)(C ® D) = AC ® BD,

B3) (A® B) = A'® B".



Apéndice B. Apéndice del Capitulo 2 126

A continuacion, se procedera a calcular este valor en detalle

Lll{pqqu} L12{qu¢I(q+1)/2} L13{pqqu}
Lis  Losfgqrny/axatarny/zy Lasfatgrn)/2xpa)
E[Al(Boﬂ 287 S(B[)’ ZS))Af(BQ, 287 S(BO’ ZS))} = Lfi&’. L§3 L33{P¢1><Pq}
% % It
14 24 34
L Lis Lis
Ll4{pqxq(q+1)/2} Ll5{pqx 1}
Loagq(a+1)/2xa(a+1)/2)  La25{q(q+1)/2x1)
Lsagpaxa(a+1)/2} Lsstpax1y |
Luagq(a+1)/2xa(a+1)/2)  Las{a(a+1)/2x1)
Lis Lssg1x13

donde

Ly =E[vec(V; 1 5(Bo, o, ko) )vec' (¥, 1 8(Bo, Xo, ko))]

. 2
=F M vec(u;(Bo)xhvec (w;(Bg)x!)
o
. 2
=F {XiXﬂ@)E (W) ui(Bo)uHBo) , u;(Bo) Lx;,
(i)0

Ly ZE[%C(‘PZ‘,LB(BO, X, ko))WCht(‘I’i,l,z(Bo, X, ko))]
2
d;.
=F |q (W) vec(w;(Bo)x!)vech! (u;(Bo)ul(By))
()0
—k;gwf(d’&-)o)vec(ui(BO)Xf)vecht(EO)] ,
=0, por el Lema B.4.1,
Lz =E[vec(¥;1,8(Bo, X9, ko) )vec' (¥; 2 5(Bo, Xo, ko))]

Y1(dy0)¥2(dyp)
di2
(4)0

—E vee(u;(Bo)x;)vec' (u;(Bo)x;)

) ui(Bo)uE(B(]) ui(Bo)J_LXi,

=LK [Xixﬂ QF

U1(dfy0)¥2(dyp)
d*?
(4)0
L1y =E[vec(V; 1 5(Bo, o, ko) )vech' (¥; 2 5(Bo, Xo, ko))
U1(dfy0)¥2(diy)
d?
(#)0
— kg (o) (dfyyo)vec(wi(Bo)xtyvech! (o) |

=0, por el Lema B.4.1,

—F |q vee(w;(Bo)x!vech! (u;(Bg)ul(By))
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Lys =Efvec(¥;18(Bo, Lo, k0)) Vi 2,4, (Bo, 3¢, s(Bo, 37))]

E wl(*dfi)o)
diiyo
=0, por el Lema B.4.1,

Lo :E[UGCh(‘I’i,Lz(Bo, X, ko))UGCht(‘Di,Lz(Bo, X, ko))]

{5°(Bo, 35)p2 (d@)o) — o fvec(u;(Bo)x;)

(wlc(l* ”0)) veeh(u;(Bo)u!(By))vech! (u; (By)u!(Bo))

— gk E |7 (djy0vech(u;(Bo)ul(By)) | vech! ()
— gkgvech(3o) E [ (djy)vech! (w;(Bo)ul (Bo))]
+ kB [63(diyy0)di3o| vech(So)vech! (o),
Loz =Evech(¥; 1 5(Bo, o, ko))vec' (¥, 2 8(Bo, X0, ko))]
5 qda( *z)slz;bg(d@)o)v
()0
—kigtbr (disy) o diyy Jvech(So)vec! (ui(Bo)x{)|
=0, por el Lema B.4.1,
Loy =Evech(¥; 1 5(Bo, o, ko) )vech' (¥; 5 5(Bo, o, ko))]
?/Jl(d(z)o)?/&(d(z)o)
dijo
— gk E [l/)l(dfi)o)%(d?i)o)UGCh(uz'(Bo)uf(Bo))} vech'(2o)
— gkivech(X0)E [@Dl(d*A O)wg(dz‘i)o)vecht(ui(Bg)uf(BO))}
+ kB [ty (dfyy0)tba(dfi0) diZo | veeh(So)vech! (3o),
Los =E[vech(V; 1 5(Bo, X0, ko)) Vi 2., (Bo, 25, s(Bo, £5))]

ech(u;(Bo)ul(By))vec (u;(Bg)x})

vech(u;(Bo)uj(By))vech' (u;(Bo)uj(By))

=b

{ P00 oo (B (By) — Ky ()i ovech@o)}

(4)0
x {s*(Bog, X5)p2 (d’("i)o) - @}] de (2.2)
: N
08 (5B 35)02 (d30) — 2} o) oo, (Bl (Bo)
i ()0
— E [{s*(Bo, £5)p2 (dfiyo) — ra ki (diyo)diigo] veeh(o),

2 1 d*z 0 t
:qE {ljﬂ (d* ) 2} 1/} <*() )vech(ui(Bo)ui(Bo))

d(i)O

k
— K E H i (d() ) - 52} Yi(diiy)d 0] vech(Xy), por (1.23) y Lema 1.2.3
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Liz =E[vec(V; 5 5(Bo, o, ko) )vec' (¥, 2 8(Bo, o, ko))]

(%( )) vee(u;(Bo)x;)vec' (u;(Bo)x;)

d,
Ua(dye) )
2*@)0 u;(Bo)u;(By)
o

Lsy =E[vec(V; 5 5(Bo, o, ko) )vech' (¥, 2 5(Bo, Xo, ko))

; u;(By) Il x;

=K

(%Cg*)o )) vee(u;(Bo)xt)vech! (u;(Bo)u'(By))

— kb3 (dfyyo)vec(u;(Bo)x )vecht(Zo)}
=0 por el Lema B.4.1,
Lss =Fvec(V; 28(Bo, Xo, ko)) Vi 2., (Bo, 25, s(Bo, 37))]
i [0
(90
=0 por el Lema B.4.1,
Lys =E[vech(Y; 5 5(Bo, X0, ko) )vech (¥, 2 5(Bo, 2o, ko))]

{8*(Bo, 3)ps (dyo) — ra}vec(u;(Bo)x})

<¢2;* )) veeh(w(Bo)u' (Bo))vech! (w;(Bo)u'(By))

— gk} E [03(dfyy0)vech(ui (Bo)ul(By)) | vech! (Eo)
— gkgvech(So) E [ (djy)vech! (u;(Bo)ul(Bo))]
+ Ky E [43(di0)di5o| vech(So)vech! (o),
Lys =E[vech(¥; 25 (Bo, Xo, ko)) Vi 2,6, (Bo, 3¢, s(Bo, 27))]

=5

{ P o ) - ké%(dzz)o)da)ovech(zo)}
x {s*(Bog, X5 )pg< ) /{2}] por (2.2)

[ 2 d*z' 0
=qE |{s*(Bo, £5)p2 (dfyyo) — ng}erch(ui(Bo)uf(Bg))

= B [{5*(Bo, Z)pa (din) — el bfaldipo)di] vech(Z).

0 2 diO t
.y {’“ s (o) — ng}wc(i*())vech(ui(Bo)ui(Bo))

(90

k
~ K E H = (d() ) — @} Pa(dfpo)diyy 0] vech(), por (1.23) y Lema 1.2.3
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Lss =FE |(Wi 2.0, (Bo, 35, 5(Bo, £})))?] por (2.2)
=E[{s*(Bo. Z)p2 (d0) — 2}’
=B [s'(By, 2%3 (df0) — 262" (Bo, ) (d70) + 43

=E s (Bo, 103 (i) | — 262 [s2(Bo, 25)pa (0 )| + 43
(8o, 2 [ (o)) — 2825 (Bo, BH)E [z (dio) | + 43

kOE [pQ ( (1)0)} 2/{2]{;E [ (d*Z )] + K3. por (1.23) y Lema 1.2.3

En consecuencia, la matriz de covarianza de A;(Bog, 35, s(Bg, Xj)) se reduce a,

Ly 0 L3 O 0
0 Ly 0 Ly Lo
Var(A;(Bo, X5,5(Bo, X5))) =Ly, 0 L3 0 0
0 LYy 0 Ly Ly
0 Ly, 0 L' Ls

Sustituyendo los valores de L;; para ,7 = 1,...,5 se obtiene el resultado deseado. O
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B.5 Demostracion del Lema 2.1.3

Demostracion del Lema 2.1.3. Se denota 0, = (B, %)y s, := s,(B,X), por definicién,

Vi :M(CnyDn)(Bna En) (Fl,n(e;:)v FQ,n(Gq*z))

» [(Cn(B, X)L, 0 D, (B, X)I,, 0 0
=2 0 Cn(B, 2)Iy(g11)/2 0 Dn(B, B)ly(g41)2 0
=1 0 0 0 0 1
Ovec(V;18(B,X,s,))  Olvec(V;18(B, X, s,))]
Jvect(B?) Jvecht(X)
Ovech(V;1 =(B,X,s,)) Ovech(V;1x(B,X,s,))
Ovect(BY) Jvecht(X)
" ovec(V;o5(B,X,s,)) Ovec(V,28(B, X, s,))
OJvect(BY) OJvech!(X) o
Ovech(V; 25 (B,X,s,)) Ovech(V,25(B,X,s,))
Ovect(B?) Jvecht(X)
Vg4, (B, X, 5,) Vg4, (B, X, 5,)
Ovect(BY) Jvecht(X)
Jvec(V;18(B, X, s,)) Ovec(V; ,8(B, X, s,))
B, X = D,(B,, X -
lcn( m 2n) dvect(Bt) + Dn(Br, Z) dvect(BY) o
n Ovech(V; 1 x(B, X, s,)) Ovech(V; 2 x(B, X, s,))
= B, X - D,(B,, X =
; [Cn( nr 2in) dvect(BY) + Dn(By, 2n) dvect(BY) o
a\Pi,Q,ﬁg (Ba 27 Sn)
Jvect(BY) o
Ovec(V;18(B, %, s,))] Ovec(V,25(B, X, s,))
B, X - D,(B,, X —
lcﬂ( nr 2n) Jvecht(X) + Dn(Bn, 3n) Jvecht(X) 0
Ovech(¥;1 (B, %, s,)) dvech(¥; 25 (B, %, s,))
Cn(By, X, — Dy (By,, Xy, =
l ( ) Jvech!(X) + Dn ) Jvecht(X) g%
alpi,&ng <B7 27 Sn)
dvech!(X)  |,-
Jiim)  Jizm)
=| fam) fom) | (B.37)

f31m)  fa20m)
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donde ]

o ::iz: _Cn<BmEn)f)vec(\léi;]st((];;)z,sn)) N Dn<BmEn)f)vec(\léii];((];;?,sn))] i}
fram) = é :Cn(Bn, =) 8[“66(\;;’353?5’ sl L po(B,.5) 6“ec(§2i’fzft]<3£:>2’ Sn))] o
o ::Zz: 'Cn<BmEn)f)vech(a;elj(]i)E ,5n)) " Dn(Bna2n>81}60h(;};§§((§t’)27Sn)): .
fa2(n) 32; :Cn(Bm En)avem(avz@lczt((];)z Sn)) + D, (B, En)av60h(;;ié2ézt((§g)2’Sn))- 0
[2(m) :ziZ:; 81{5;;2;; = or

La matriz de Moore Penrose (denotada por V) para columnas linealmente independientes
es de la forma (VL V,,) 'V’ (Maruskin, 2012). A continuacién se calcula,

Jiim)  Jizm)
))
)

f21(n) f22(n)
B (fﬁ(n)fn(n) + foriny fra(m)

n

t t t
ViV, — (fil(n) f2tl(n) fil(n
f12(n) f22(n) f32(n

+ f§1(n)f31(n) ff1(n)f12(n) + f2tl(n)f22(n) + f§1(n)f32(n))
+ faamyf31m)  Fhagmyf12m) + Foamy f22m) T Fiagm) fo2m)

luego, se busca la inversa (VV,)™! particionando la matriz anterior de la siguiente manera
fﬁ(n)fn(n) + f2tl(n)f21(n) + f§1(n)f31(n) yJ12m) + f§1(n)f22(n) + f§1(n)f32(n) (A B)
“\B G

ffz(n)fn(n) + f2tQ(n)f21(n) + f§2(n)f31(n) ffz(n)fu(n) + thQ(n)f22(n) + f{§2(n)f32(n)
considerando Ay E = G — B'A™! B no singulares por Petersen and Pedersen (2012) se tiene,

A B\ (A'+A'BE'B'A' —A'BE™
B G) ‘

E'B'AT! E™!
Por tltimo, falta multiplicar por derecha por V' en (B.38),
A"+ AT'BET'B'ATY —AlBE1> (fﬁ(n) formy Faim

faim)  f32(n)
Famyfrim) + faagmy f21(m)

(B.38)

))

)

— BE_lfﬁz(n)}
E! {—BtA_lf%(n) + f;Q(n)}

(Vflvn)ilvi = ( _EletAfl E*l

obteniendo,
(A {(I +BE™'B'A” )fll(n) BE_lfﬁ(n)] A [(I + BE_IBtA_l)f§1(n)
E~! [—B A i + le(n)}

' [(I + BE_lBtA_l)f§1(n) -
E! {—BtA_lfgun) + f§2(n)}

Vi =

n

A BE™ fly)]

>>.

(B.39)

]
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B.6 Demostracion del Teorema 8

En esta seccion, se emplea la notacién ¢; (B, X) para k = 1,2, definida como:
$ie(B, ) 1= ¢ (d7 (B, X))d; (B, X) — ¢ (d (B, ). (B.40)

Aqui, d; y d! se utilizan como notacién abreviada para d;(B,X) y d;(B,3) con d; (B, X)
definida en (1.21), respectivamente, siempre y cuando no haya confusién en su uso.

Para establecer la convergencia de V1, se procedera a analizar la convergencia de cada

ns
uno de sus elementos, representados por las derivadas asociadas a ¥, ;. g(B, X, 5,(B, X)),
U, ,x(B, X, 5,(B, X)) y V0,,(B,3,5,(B, X)), k= 1,2, como indica la expresién (2.15).
Por consiguiente, el primer paso consistira en calcular estas derivadas, para posteriormente
examinar su convergencia. Una vez establecida la convergencia de las derivadas, se procedera

a derivar la demostracién correspondiente de la convergencia de VL en su totalidad.

Lema B.6.1. Las derivadas de vec(¥;,8(B,%,s,(B,X))), con respecto a vec'(B') y
vech' () son,

———vec(Y, s 0ix(B ’E>vec u;(B)x! 0d;(B, %)
0vect(Bt) (\I]l,k,B(B’E7 n(B,E))) d*2( ’ ) ( Z(B) ’)6vect(Bt)
?/Jk(df(BaE)) :
@k(B E) 1, 9d; (B, %)
8vecht(2)vec(%’k’B(B’E’Sn(B’E))) 4%(B, 3) vee(uy( )X")avecht(z)’
para k =1,2.

Demostracion del Lema B.6.1. Utilizando la definicion de la funcion vec(V; , 5(B, X, s5,(B, X)))
y la igualdad (B.40), junto con las siguientes derivadas

) q

_ dvec(u;(B)x})
Jvect(B?)

Jvect(B?)

_(X’fo ® Iq)»

las cuales son validas segtin Liitkepohl (1996, p. 183, 10.4.1(5)), se tiene que

dvec(V; 1 8(B,X%,5,(B,X))) 0 U(df (B, X))
OJvect(BY) ~ Ovect(Bt)  df(B,X)

Uh(d; (B, 2) grian di (B 2) — duld; (B, 2) ity

Ovect(B?t) Ovect(BY)

vec(u;(B)x!)

7

=vec(u;(B)x})

)

d*(B, %)
i (df (B, X)) dvec(u;(B)xt)
d:(B, ) Ovect(BY)
;(B,X%)
¢z k(B 2>8vect(Bt)
d*(B,X)

Ue(d;(B,X))
T amy el

L 0di(B,X)  y(d:(B, X))
Jectu®r) G )

=vec(u;(B)x!)

[ ¢ik(B,X)
-

(xix; ® L)
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De manera similar para la otra derivada,

dvec(V; 1 8(B,%,5,(B,X))) 0 (alZ (B,
Jvecht(X) ~ Ovecht(X)  d:(B,

. 0 Uk (di (B, X))
=vec(u;(B)x;) dvecht(¥) di(B,X)

(3

2)3)) vec(u;(B)x?)

ety (B | VR (B 2 (B, B) — v (i (B, D)t
e d?*(B, %)
6, (B, 5 20 (B.2)
=vec(u;(B)x!) k(d@(B)a;;h (%) por (B.40)
o ¢i,k(B7 E) _ t 8d: (B’ E)
- [dg‘Q(B, ) Uec(uz<B)Xi)avecht(2)’
obteniendo el valor deseado. O]

Lema B.6.2. Las derivadas de vec(¥; . 5(B, X, 5,(B, X))), con respecto a vec'(B") y vec'(X)
son,

¢k(d;‘k<B> E))

Uec(\Iji,k,E(Ba 27 Sn(Ba 2))) == d* (B 2)

0
duect (BY) (Iq2 + Kq,q)(ui(B)Xzz ® Iq)

— 2sn(B,E)wk(d2‘(B,E))df(B,E)vec(E)gf;;(CtB(’B%)) + (qﬁif((g’g))vec(ui(B)uf(B))

0d: (B, X)

~ [$2(B, 2)u4(d; (B, £))d; (B, ) + 52(B, £)i (d; (B, 5) vec<2>) Su

Y

mvec(ui(B)ut(B))

7

(%Tt(z)vec(\l!i’k’g(B, 3 s5,(B, X)) = {

— $2(B, X)d: (B, D) (di(B, X))vec(E) — s2(B, )iy, (d (B, E))vec@)}m

—25,(B, X)i(d; (B, X))d; (B, X)vec(X) Jvect (%)

— 5,(B, 2)¢i(d} (B, X))d; (B, 2)Lg,

para k = 1,2, donde K, , se define como una matriz de conmutacion de tamano q* X ¢*, que
transforma vec(A) en vec(A") para cualgquier matriz Ay,

Demostracion del Lema B.6.2. Usando la definicién de la funcién vec(V; 5 (B, X, s,(B, X))
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dada en (2.2),
0
&JT(B'*) [vec(¥; 1 2(B, 3, 5,(B,X)))]
~ Ovect(BY) d¥(B, %)
~ g veclu(B)ul(B) |

9 o
Jvect (Bt)

vee(u;(B)ui(B)) — s;,(B, 2)¢x(d; (B, X))d; (B, S)vec(X)

(2

0 ew(d;(B,X))| | n(di(B,X)) dvec(u;(B)uj(B))

1

dvec'(BY)  d:(B,X) (B, 3) dvect (BY)

2(B, 2)(d (B, 2))d: (B, S)vec(S). (B.41)

Por propiedades de (Magnus and Neudecker, 1999) se obtiene

dvec(u;(B)uj(B)) 0 ¢ to N\
(%ect(Bt) B avect(Bt)Uec(( - B Xz)( yi— B Xi) )
= —(Ip + Ko ) ((vi — B'xi)x; @ 1)
= —(Ip + K, ) (w(B)x! @ 1,), (B.42)

0 (di(B, X))

entonces sustituyendo en (B.41), calculando la derivada de Joec (B d(B,3)

, v apli-

cando propiedades de derivadas, se tiene

0

Foee (e Vinn(ByE u(B, )

= q vec(u;(B)ul(B))

[1(d; (B, 2))d; (B, %) — 4 (d; (B, )] e,
d;*(B,%)

df(B,X)

~ vee(®) [Wj(Bt)sﬁB,zwk(d:(B,m)d:(B,m]

ik (B, E)] 9d;(B,X) ¢ (di (B

(= (T + Ky ) (wi(B)x; @ Ty)]

Jvec(B?) LT

= q vec(u;(B)uf(B)) [d@(B? 3) B

— vee(X) [(%65@ 2(B, X)) (d} (B, X))d: (B, 2)1 , (B.43)
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la dltima igualdad se obtuvo por (B.40). Luego, se observa que

0 2 « . _853(B, Y) . §
&)T(Bt)sn(B’ 2)vn(d; (B, X))d; (B, X) —(%T(Bt)wk(di (B,X))d!(B,X)
2 Oy (di (B, X))
+s5.(B, %) Duect (B d:(B,X)
2 * 8d;‘(Ba 2)

=2s,(B, X)¢(d; (B, X))d; (B, X) dvect(BY)

d: (B, 3)
Jvect(BY)
0d: (B, %)
Jvect(BY)

0s,(B, %)
Jvect(BY)
+ [57(B, 2)¢4(d; (B, 2))d; (B, %)

d: (B, %)
dvect(Bt)’

+ 52(B, £)u}(d; (B, £))d: (B, %)
+ 3i<B7 2)¢k<d:<B7 2))

+52(B, 2)¢(d; (B, X))]

aplicando propiedades algebraicas y sustituyendo la igualdad anterior en (B.43), resulta

9
Jvect(BY)

_ g vec(u,(B)u!(B)) [

[vec(V; . x(B, X, 5,(B,X)))]

¢i,k(B72)] 9d;(B,X)  iy(di(B, X))

_ ) , - :
di*(B,X) | dvect(Bt) q d*(B,X) (I + Ky o) (wi(B)x; @ 1)

- vce() 25, (B, 2)0n (1B, ) (B3 G [$28, 240 (B ) (B, )
, . dd: (B, S
F2(B. By (B, 2)] G por (B.AO)

= B E) K D w(B)x @ T,) - 26,(B. Z)i(d: (B, £))d: (B, %)

d:(B,X)
< vee(B) G (qﬁgBB 5 e (Bul(B)) — [5 (B, )04 (B, ) (B. )
+52(B. )0 (d: (B, 3)] vec<2>) )

Ahora, para conseguir la otra derivada se realiza un procedimiento similar al anterior, por la
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definicién de vec(V; , x(B, %, s,(B, X)) dada en (2.2),

[vec(V, k. x(B, 3, s,(B,%)))]

dvect(3)
0 [ EBE) (B, 5)
= Foea®) |1 @ (Bx) LeeuB(B) — (B, D)u(d; (B, T)d; (B, Zjvec(Z)
=q Uec(ui(B)ug(B))aveft(E) W(E?g}f;;)) — Y (df (B, X))d; (B, E)Uec(E)m
Dy (d? od;
2 (B8 (B, S)ec(S) ‘”gijc?fz’)z” — (B, D)y (d;(B, z))vec@)m
(B, )l (B, )i (B, B) 5
. § B ) 0d: (B,X)
— g el (Bui(m)) | HEE D <BC}§<)B gi(dz — ]
25, (B, )0 (B )3 (B Boee(2) 2 5
—52(B,2)d! (B, )vec(X) (w,g(dz(a 2))%) — 55(B, Z)(d; (B, E))vec@)(m
(B Dl (B, 3, ) 0D
— ¢ vec(u,(B)u(B)) [‘Zgg ;ﬂ f’gfe(?(v;) — 25,(B, 2)uy(d;(B, ))d; (B, Z)vec(z)m
—52(B, X)d! (B, Z)vec(X) (w,;(d;‘(B, 2))%) — 53(B, Z)(d; (B, E))vec(E)(m
—52(B, D) (d (B, £))d; (B, D)Lz, por (B.40)
ya que
dvec(X)
aUTt(E) —Ip, (B.44)

las derivadas obtenidas quedan compuestas por derivadas descritas anteriormente, especifica-
mente en los Lemas A.5.2 y A.5.3. m

Lema B.6.3. Las derivadas de vech(V;;x(B,X,s,(B,X))) con respecto a vec'(B') y
vech'(X) son,

0 0
erch(\l’i,k,g(B, %, 50(B, X)) = Lqm [vec(Wip=(B, X, 5,(B, X)))],
Y
0
m“ec}l(‘l’i,k,z(ﬂ 3, 5,(B, X)) = Lqm [vec(Wip2(B, X, 5,(B, X)))] Dy,

para k = 1,2, donde L, es la matriz de eliminacion que proporciona la siguiente igualdad,
L,vec(A) = vech(A) para cualquier matriz simétrica Agxq - Y Dy es la matriz de duplicacion
que proporciona la igualdad Dgyvech(A) = vec(A) para cualquier matriz simétrica Agxq-
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Demostracion del Lema B.6.35.

[vech(V; 1 %(B, X, s5,(B,X)))] =L [vec(V; 1, x(B, X, s,(B,X)))],

duec'(BY) "vect(BY)
y usando
resulta
0

[vech(V; 1. %(B, X, 5,(B,%)))] =L [vec(V; (B, X, 5,(B, X)))] D,.

Jvecht(X) “Ovect (%)

]

Lema B.6.4. Las derivadas de ¥, ,,(B, X, s,(B, X)) con respecto a vec'(B'), vec' (%) y
vech' () son,

ey Wi (B 2.5, (B %) =25, (B E)oa(d: (B, %) G0
+ 52(B, X))y (d; (B, E))m, (B.45)

81}@5*(2)11}LZH2(B7 3, 5,(B, X)) =25,(B, X)p2(d (B, E))(m
FRB LGB )G (Bao)

ey Vi (B (B, ) =25, (B, B) (B, ) 2
+ 52(B, X)u(d; (B, 2))%, (B.47)

Demostracion del Lema B.6.4. Usando la regla de la cadena y propiedades de derivadas se

alcanza el resultado deseado. Estas derivadas se obtienen explicitamente usando el Lema
A.5.2 y Lema A.5.3. O

Para conocer la convergencia de cada entrada de (F,(B,X), F;,,(B, X)) definida en (2.14)
y que compone a V] se presentan los siguientes lemas

Lema B.6.5. Sea {z; = (X;,¥:)}i>1 una sucesion de vectores aleatorios que siguen el MLM

(1) y sea {(By,X,) }n>1 una sucesion contenida en © que satisface (B, %,) —> (Bo, Xj).
Entonces

5n(B, %) %50, (B.48)

Ovect(Bt) (Bo.50)
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5 ] E [wlcgfl())vect (EoluutEDl)]
—5,(B, % ety 0 D,. B.49
i P TR B @) v B

Con dy, dg, y r definidos en (2.9), (2.10) y (1.23), respectivamente.
Demostracion del Lema B.6.5. Por el Lema A.5.2,
e %( (B >> (xﬁ@(ufz(B)zl))
95.(B, %) < )\ 4B
_ . (B.50)
OJvect(BY) i
Z@/Jl (B, X)
(B,%) ® (u'(B)X™)
Sean /(2. B. 2, 5(B. 5)) = (B, D), ( v 9(2.B. 3. 5(B, ) =
(B,X) d(B,X)
d(B,X) . . . .
(0 B3 d(B, ), para z = (x,y) vector aleatorio en RP™?. Ambas funciones continuas,
S )

por ser composicién de funciones continuas, ademas

E sup 1/(2,B, %, 5(B, %))||

[1(B,X)—(Bo,X)l|<s

Por los Lemas B.2.6 y B.2.9, resulta que

. * X ® (u(Bn)> )
~ 2 sn(Bus B )t (d7 (B, Tn)) < d;(Bn, 2,) )

! X' ® (ut<B0>2z;1>>]
iBo.55) )]

LN [s(Bo, 35)¢n (d7(Bo, X)) (

donde d*(By, Xj)) se define como d*(By, £j) :=

y como se conoce, d; (B,,X,) =

Luego usando que X§ =X y

* d(BU7 ES)
B0 ) =By, 3)
d(Bg, 20)
S(Bo. ) por (1.23) y el Lema 1.2.3
=dp, por (2.10) (B.51)
se tiene
1o : X @ (W(B)E ) co [ho o (X' (0(ByS;)
- 22::1 Sn(Bn7 ETL)l/}l (dz (Bn’ En)) < dz(Bna Zn) ) —FE [Twl (dO) ( dO )1

=0 porque ullx y E[x] =
(B.52)
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Por otro lado, para la funcién g(-), se tiene que

E sup l9(z, B, X, s(B, 2))\1 =E [ sup

[1(B,%)—(Bo,Z5)|I<6 [1(B,X)—(Bo,Xp)l|<s

1 (d(B,E)

«(B. z)) 4B, 2)’

y por los Lemas B.2.6 y B.2.8 y la ecuacién (B.51), resulta que

Tll i Y1 (d; (Bn, 25)) di(By, En)&E [ty (d"(Bo, 35)) d(Bo, X7)]

1 *
Usando (B.52) y (B.53) en (B.50), se tiene

_ 9
dvect(Bt) o

C.S.

—0.
(Br,En)

B,X)

Para la otra derivada, recordar que por el Lema A.5.2, y por vec' (2_1u¢(B)u§(B)E—1) _
(ui(B)X ' @ ul(B)X ) resulta,

" d(B,2)) [ved (-1w(B)ul(B)E)
95.(B.%) (B, 2) 2 (sn(B, E)) < 24:(B, ) ) > (B.54)
Jvech! (%) - " (dz’(B» 2) ‘ ‘

Realizando un procedimiento similar al anterior, sea f(z, B, 3, s(B, X)) = s(B, X)¢, <

(vect(u(B)ut(B))
d(B,X)

1=

d(B,X)

) una funcién continua, donde

E l sup |f(z,B,2,s(B,E))] =F l sup

[1(B,%)—(Bo,25)|<d [1(B,%)—(Bo,27)[| <6

S(B7 2)77&1 <$ B
<00,

y por los Lemas B.2.6 y B.2.8, resulta que

5t (D) 48

i=1

vect(u(BO)ut(Bo))] :
(B.55)
Usando (B.53), (B.55), (B.51) y ;! <% 37! en (B.54), se tiene

n

Vi (dg)
o 1E[ ;

vec! (23_1U(B0)ut(30)28_1)]

0 d
n B7 X — =3 D
TS A M E b (d) d(Bo, %) :
1 F Vlgg(g)vect (Eglu(Bo)ut(BO)Ealﬂ
= g B (&) 4] D1



Lema B.6.6. Sea {z, = (x;,¥:)}i>1 una sucesion de vectores aleatorios que siguen el MLM (1) y sea {(Bn,X,)}n>1 una sucesion
contenida en © que satisface (B,,X,) == (Bg, ), entonces para k = 1,2 vale que

C.S.
—MB Bk

avect B n Zvec k(B X, 5,(B,X))) .

donde

¢k<B07 Z)O)

[wk( o)
By

vec(uxt)vect(Eoluxt)] — e (xx' ® Iq)] ,
0

9 1
Jvech*(X)n

C.S.

—Ms s 1
(Bn,X3n)

Zvec zkE(B 3, 5.(B, %))

=1

donde

By, =
ME,E,]{I = — q Lq [mO

2 2 0)vec(uut)vect(EgluutEgl)] D,

[[wk<d*)d* + ¥i(dp)]
dy

+LE

5 vec(Eo)vect(EgluutEgl)] D,

L,E [%(BO’EO)vec(uut)] E [%(dS)vect(EoluutZ}Ol)] D,
do &

Ui (dy
dg

q

T S E [ (dg)do]
Eldo¢r(Bo, 30)]

T 2B [ (dg)do] l

5 () L

)vec(Eo)vect(EoluutEol)] D,

Ademds,

0

Wt() Z\I/ﬂ@ (B, X, s,(B, X))

c.s.
? Mm2,2,2
(Bn,2n)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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donde,
o koE[p2(d6)] Uy (dé) trs—1, . tx1—1
My, s2:= 2B (i (dS)do]E i vecd' (2, uu'¥; )| D,
Yo (d, _ _
2TQE l 2;00) ect(EoluutEol)] D,
Yo (dg)d WPy (df _ B
WE[ [;(1 E)c)l{‘-;)O]do] E [ 1;8 O)Uect(zo luu'%; 1)] D,.
Por dltimo,
90 1 Zvec (B, X, s,(B,X))) =50
Quech!(X) n BB ! (B, S) ’
_ 9 1 Zvec (B, 3, s,(B,X))) =30
dvec(Bt) n B " (B S0 7
0 _1 pr B,%.5B3) <%0
dvecht(Bt) n i.2.: ( n T .
Donde esta definido por: By, e
o et defnide or: (B ) = o | o2 | SE0 T o TS|

respectivamente.

Demostracion del Lema B.6.6. Por el Lema B.6.1 y por la definicién de ¢; x, ecuacién (B.40) se tiene que,

RENSEY ) ity
'y {M“B”W

Z U@C

sz B E Sn(B 2)))

8vect Bi)n n

(Bn,Xn) (Bn,2n)

il

)] dy y dj estan estan definidos en (2.9) y (2.10),

d; (Bn, %))

(Xix; ® IQ>} )
(B.56)

d; (B, 3n)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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usando la ecuacién (A.14) del Lema A.5.3 en la ecuacién anterior, resulta

: Z {mvec(ui(Bn)xt,) [_ dxﬁ ® (u)(B,)En )

(%ect B nZU@C +B(B, X 5,(B,X)))

(Bn,Zn) d*2 Bn7 by ) ' i(Bn7 En)3n<Bna En)
di Bnazn a n B,E : Bn72n
_ 2( ) S (t t) N wk(gz( ))(szf@)lq) ’
s2(Bp, X,,) dvect(B?) (Bo.20) d¥(B,, %,)
aplicando propiedades algebraicas se obtiene
1 & Cbik:(Bm En) t t t -1
,L BE nBE - - : iBn i ; BnEn
0vect Bt Z U@C k, B S ( ))) (Bmgn) n Z:ZI d%(Bna Zn)dzk(Bn, En) UGC(LI ( )Xz)(xz ® (uz( ) ))
(1)
¢i k(BTH En) t aSn(]?)a E) wk<d*(Bn7 En)) t
— ——————"vec(w;(B,)X]) — =+ —— (xx; ®1,)
d;(Bp,2,) dvect(BY) (Bo.55) di(B,, %,) 4

(2) 3)
(B.57)

Para obtener la convergencia de (B.57), se analiza cada uno de los elementos que lo componen, es decir, se analizan los elementos (1), (2)
y (3).

B, X
Para (1): Sea la funcién f(z;, B,, %, s,(B,, %,)) = Gik(Bn, 20)

d?(B,, X,)d:(B,,X,)

vec(u;(B,)x))ul(B,)E, ! (x! ® 1), esta funcién es continua

K3 (3

ademas para algin o > 0,

E sup 1/ (2, B, X, s(B, %))
10B,%)~(Bo,55)|<8

por los Lemas B.2.6 y B.2.8,

- ¢szn>E )

or(Bo, Xf)
*Z “ 2(B,,%,)d:(B,, %,)

2(By, 55)d"(Bo, 3 )vec(ux 'S lx eI, (B.58)

1 (2

vec(n;(B,)x)ul(B,)S, ' (x! ®1,) > F l

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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entonces se puede simplificar la expresion del limite de (B.58) utilizando que X% = 3y, u'S; ' (x' @ 1) = ved (25 'ux') y (B.51)
obteniendo

¢x(Bo, 3¢) . or(Bo, £5) _
E dQ(BO,E(’;)d*(](_%O,Eé)vec(uXt)utzo 'X'ol,)| =F Ws()vec(uxt)vect(ﬁloluxt) :
asi
“ (2 Bn’ E — C.S. —
= Z 7 Bf,; )df(B:, En)vec(ui(Bn)xf)uf(Bn)En1(X§ ®I,) > E [(bk(d%do)vec(ux yec (X, 1uxt)] . (B.59)
. ¢z k(Bna En) t
Para (2): se realiza un procedimiento similar al anterior, sea la funcién f(z;, B,, 3., s,(B,, %,)) = mvec(ui(Bn)xi), esta
funcién es continua, y "
B, X
Bl s [l B35(B,D)] %2 (B | < o0
08,2~ (Bo,55)]| <5 18,2)~ (B0, )lI<5 | 4(B,33)
por los Lemas B.2.6 y B.2.8, resulta que
1 szk(BnaZn) t\ C.S. Qbk(BOyEO) t
2N Pik\Dny Hnj (B,)x! B | 220 =0)
" ; (B, %) vee(w;(B,,)x;)— (B, 3) vec(ux’)
=0 porque ullx y E[x] =0. (B.60)

@ij(d:(Bna En))

Por dltimo, para (3): Sea la funcién f(z;, B, X, s,(B,, 2,)) = —

(x;x; ® 1), se observa que es una funcién continua al

d; (By, 3)
ser composicién de funciones continuas, ademés para algtin § > 0,
s(B,2
E| s [fzB.2sB.5) sup d((B ol
[I(B,%)—(Bo,%7)||<0 (B, X)-(Bo,Zg)lI<6 | @

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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z/”f( Bz)>

d(B,X)
s(B,X)
3« es finita al usar la condicién A9), usando los Lemas B.2.6 y B.2.8 se obtiene la siguiente convergencia

Yr(d*(Bo, 37)) .,
d*(Bo, p) (XX®I")1’

se puede asegurar que esta esperanza es finita, puesto que , es continua al ser composicion de funciones continuas, y porque

1 & u(d (B, 3))
Ez *(Bn,E)

=1 7

(Xixﬁ ® Iq)i> —F [

en consecuencia, por (B.51)

__ Z Vnldi(Bn, %n)) (xix; ®1 )—> B lw k(d)) (xx' ® Iq)] . (B.61)

n df(B,,>,) d

Entonces usando (B.61), (B.59), (B.60) y (B.48), resulta que (B.57) converge a

g _E [st(BQOy EO)
dgdy

Uec(uxt)vect(zoluxt)] B V‘fég@ (xx’ @ Iq)] |

avect Bt Zvec sz B b Sn(B E)))

(Bn 72n)

Realizando el mismo procedimiento anterior para la derivada vec(V; . 8(B, X, 5,(B,X))) , usando el Lema B.6.1 y la

Jvecht(X) (B 50)
ecuacion (A.15) del Lema A.5.3,
0 ik (B, X)) . 0df (B, %)

= v, B.X, s, (B, X = 7 7 (B,)x) — =L

dueci(z) VB2 B2 =g, 5, P e (5],
_¢i,k(BmEn) ) ) 1 Ll ¢ -1 -1
=428, 5,) "B o0 B, )8, 5, BB E 2D,

 di(B.. %) 95,(B, %)
$p(Bn, X)) Qvech! () | g 5 )|

@ ompdy jap apupdy g 2pudy

24!



donde vec' (w;(B,)ul(B,)) = u}(B,) ® u‘(B,), usando propiedades algebraicas, se obtiene

(2

0 Gk (Bn, ) ¢ 1 t t -1 -1
7avecht(2)vec(%’k’B(B’ 3, s,(B, X)) . erc(uz(Bn)Xi) {Qdi(Bn, S.)d (B, 2n)vec (u;(Bn)u;(By)) (X, ® X, ")D,
0s,(B, %)
Qvecht () (Bo.5) } (B.62)

que se puede segmentar de la siguiente manera,

vee (V. 8(B, X, s,(B, X)) =— ’ vee(w;(B,,)x!vec (u;(B,)ul(B,))(Z' ® E;I)Dq

8vecht(2) (Bn zn) 2dz2(Bn7 En)dr(BTH En)
1)
— S S e (uy (B )xd) o -
48,5, B i) .z

(2)
A continuacion, se analizan las convergencias del promedio de los elementos (1) y (2):

Qbi,k(Bna En)
2d2(B,,, 3,)d (B, X,)

Sea f(zi, By, X, 5n(Bn, X)) = — vec(w;(B,)x})vec (u;(B,)ul(B,,)), esta funcién es continua, y

E sup 1/(2,B, X, s(B, %))l
1(B,%)~(Bo,55)]|<8

por los Lemas B.2.6, B.2.8 y por (B.51) se tiene la siguiente convergencia

12 c.S. ¢k(B07 20)
— i» B, 20, 50(Bn, 25 —F |
mODFIC n )= [2612(30,25)@;

i=1

vec(uxvec (uu’)|

¢k (B07 EO)
2d2(By, 35)dj

ademas como depende solamente de u, resulta,

¢k(BD> EO)

erc(uxt)vect(uut)l =0 porque ull x y E[x] =0.

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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En consecuencia,

_7i szk B’mz )
2d?(B,,, X,)d (B, X,)

vec(uy(B,)x)vec (w;(B,,)ul(B,))=>0. (B.63)

7

La convergencia a cero del promedio de (1) es consecuencia de (B.63) y de la hipétesis que implica que (X' ® 1D, converge c.s. a
(2~ @ (25)7")Dy

Cabe notar que el elemento (2) ya fue analizado en la derivada anterior, en la ecuacién (B.60), entonces utilizando (B.49), (B.60), y (B.63)
n (B.62) se obtiene,

Zvec k(B X, 5,(B,X))) 0.
c%echt (Br.S0)

Se ha obtenido hasta el momento la convergencia de dos derivadas, para las restantes el procedimiento es similar, se reescribiran las

derivadas de manera que dependan de la derivada de s,(B,X) que corresponda. Para - Z vech(¥; 1 =(B, %, s,(B, X))

dvect(Bt) n (Bu.Zn)
se usa los resultados de los Lemas B.6.2 y B.6.3,
Ur(di (Bn, X)) i
————vech(V,; 1. =(B, %, 5,(B, X =L, I K (Bn)x; @1
T L M e LR LRt
0s,(B, X)
0B D) (B BN (B ZoveeBn) g |
¢z k( ) t
—_ (B,)u; (B
+ ( d*Z(B En) vee(u;(By,)u;(B,,))
— [s2(Bo, Z0)t4(d; (B, £,))d; (B, )
0df (B, X)

+57 (B, 3,) Uk (d; (B, En))} Uec(2n>>

(Bn,En)}

Jvect(BY)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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luego usando la derivada (A.14), y propiedad distributiva resulta,

2
Jvect(B?)

vech(¥; (B, X, s,(B,X%)))

L {_qwk(d;ﬁ(an =) (T2 + Kq,q)(ui<Bn)X§ ®1,)
(Bn,2n)

d; (B, 3n)

0s,(B, %)

- Qdi(Bna En)wk(d;‘k(Bn’ En))vec(zn) 8U€Ct(Bt)

(Bn,%n)

OurlBr Bn) oy (B, )l (B,) [ @ (u!(B,) ;)]

d; (Bn, X)d7 (B, Xn)

-4

— g (B, ul(B,) 5

+ 44} By, Zn)vec(Sn) [x © (uf

0s,(B, X)
avect( t)
=)

+

+di(Bn, 30)x(d; (Bn, ) Jvec(E,)

Jvect(BY)

(Bn’zn) } ’

(Bn,XZn)
wk (d;k (an Zn))
di(By, %)

vec(X,) [Xf ® (uﬁ(Bn)E#)}

0s,(B, X)
OJvect(BY)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy

vl



extrayendo factor comin

d; (B, 3,
- B B
(BmEn) Z( ny n)
. ¢z,k(Bn72n)
158, 2,) 2B, 3,)
gbi,k(Bna En)

. 0s,(B, %)
~C4B,.5,) BINBIG e

-

95, (B, %)
8vect(Bt) (Bn,=n) 7

vech(¥; (B, X, 5,(B,X))) (Iz + vaq)(ui(Bn)xf ®1,)

Jvect(BY)

(2 n

vec(u;(B,)u(B,,)) [Xf ® (uﬁ(B”)z_lﬂ

(Bn,%n)

] vec(X,) {Xf ® (uﬁ(Bn)Egl)}

—2d;(Bn, 35) Ui (d; (Bn, 25))] vec(X,)

usando la definicién de ¢; , dada en la ecuacién (B.40), la igualdad anterior se reduce a

d; (Bn, Xy,
- B B
(Bnyzn) z( ny n)
. ¢i,k(Bna En)
158, 2.)E(B.. 2,)
gbi,k(Bn) En)

Js,(B, %)
— q————vec(w; (B, U—E B,))7—or
d;(Bn,3,) (ui(Bn)ui(By)) Jvect(BY) (B, Sn)

d; (By, )
(Bnrz’"«) } |

vech(¥,; . 2(B, 3, 5,(B,X))) Iz + Kq,q)(ui(Bn)xf ®1,)

OJvect(BY)

3 3

vee(u;(B,)ul(B,)) [x§ ® (ué(Bn)z—l)}

0s,(B, %)

+dz(Bna Zn)¢z,k(Bna Zn)UGC(Zn)W

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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Como vecd' (X, 'w;(B,)x!) = x! @ (ul(B,)X '), entonces

3 7

- 1/’1@( (Bna En)) t
avect B)n Zvech kxs(B, X, s,(B, X)) . ZLq { (B, %) (Ip+ K, o) (u(B,)x; @1,)

. ¢i,k(Bn7 En)
14 (B, =,)&(B,. 5,)
Gix(Bn, ) 1.1y 95 (B, )
— " "Cvec(w;(By)ui(B,)) ————=
d;(B,,%,) (B (Bo)) dvect(BY) (Bn,En)

1 VR (Bu B))di B B0) + Uuldi (B D)) s 3511 (B, )

di (By, %) l
(anzn) } '

A continuacion, se desea analizar cada uno de los elementos que componen la derivada, para facilitar su tratamiento, se enumeran los

vee(w;(B,)ul(B,,))vec (2, 'u;(B,,)x!)

)

95, (B, %)

—|—d2 (Bn, En)gbz,k (BYH En)vec(zn) a'UT(:Bt)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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términos involucrados,

1 Ur(df (By, X)) ¢
h(¥; =B, X, s,(B, X =— — ! /(B,,)x!
a’U@Ct Bt Z vec k, 2 S ( ))) (Bn zn) n 1:21 Lq q d;k (Bn7 En) (Iq2 + K‘L(I)<u (B )Xz ® Iq)
1)
Gix(Bn, 2,)

vee(w;(B,)ul(B,,))vec (2, 1wy (B,,)x})

7 (2

1B, =) B(B,, %)

(2)
P (B, ul(B,)

Js,(B, %)
Jvect(B?)

(Bnyzn)

3)
o [ dE (B, ) + Y3 (df (Br, 30,))di (Boy, )]
d; (Bn, i)

vee(E, )ved (X, 'w;(B,,)x!)

)

(4)

0s,(B, %)

+ di(By,, 2,)¢i (B, X)) vec(X,) dvect(BY)

(5)

(B.64)

(B'mzn)

Se analiza la convergencia del promedio de cada cada término por separado, que seran consecuencia de los Lemas B.2.6 y B.2.8. Para (1)
notese que

1y (B E,) () cory]
S, 3 I KB x0T, 5 ik | P K 9 1)) <o

ya que ullx y E[x] = 0. Después, la convergencia para el promedio de (2) se expresa como

1. & Gix(Bn, X))
- )
WL 2B B, 3)d (B, 5

7

¢k<B07 20)

vec(uu)vec (25 ux?
BBy, 55) By, ) M Jvee (B )

7 (2

vec(w;(B,)ul(B,))vec' (3, 'u;(B,)x!) =% — L, F [

=0,

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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91 (Bo, Xo)

la igualdad de la convergencia anterior se debe a que el factor (B, %0)d (Bo, 50)

Para (3) se tiene,

B by c.s. By, X
L, Z QZ IZB ”72 3)vec(ui(Bn)u§(Bn));> — qr'PLyE [gbk(;oo)vec(uut) )

luego, para (4)

1 . wk d* Bnazn))d?(BmZ@ "‘wk(df(Bmzn))]

L, vec(Z 5@:1 (B, 5] vec (2, 'w;(B,,)x!)
s d*\d* d* B
— L, vec(X5)E i) 2; Vi 0)]vect(2’5 1u(BO)xt)]
0
=0 porque u_ll x y x es centrado,

y para el elemento (5),

n

L, vec(En)i Z di(B, )0 1(Bn, X)) =L, E (1. (Bo, X0)d(Bo, )] vec(X)

=1

:7’1/2LqE [¢k<B07 Eo)do] U€C(20).

Usando las convergencias obtenidas para (1)-(5), y (B.48) en (B.64) resulta,

8vect B)n Zvech k(B2 5,(B, X)) . - 0.

depende de u y no de x, ullx y E[x] =

0.

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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Para la otra derivada utilizando la regla de la cadena y el Lema B.6.2, se obtiene

a ¢i,k(Bn7 En) t
dvecht(X) [vech(Vxx(B, 3, 5,(B, X)))] A =L, Hq d2(B,,, %) vee(u;(By)u;(B,))
- Si(Bm 3,)d; (B, 30) ¢ (d; (B, X)) )vec(X,)
d0df(B, %)
— 52(B,, 3, (d: (B, 3, » )V =)
Sn( ) )djk( z( ) ))Uec( >}8U€Cht(2) (B Z)
0s,(B, %)
—2 n Bnuzn da'k Bn72n d* Bnyzn En A 14/
S ( )wk( z( ) 1( )U@C( )a’UECht(E) (anzn)]
- Si(Bna En)wk(d: (Bm Zn))d:(Bm Z]n)Iq(qul)/Qa
di}(B,X
al sustituir M por su expresion dada en (A.15), se obtiene

(Bn,3n)

vech(¥;xx(B, X, 5,(B,X)))]

_ Gik(Bn, X5) | t
(Bo,3) L quWC(uz(Bn)ui(Bn))

- Si(an 3,)d; (B, anjllﬂ(d:(Bna 3,))vec(%,)

Jvecht(X) [

(ui(B,) ® uj(B,))(Z,' @ 31)

— 57(By, )¢k (d; (Bo, En))vec@n)} l_ 2d,(B,,

_ di(B,, B,) 95.(B, )
s2(B, X,) dvecht(X)

(Bn,Zn)

=25, (By, X)) Ui (d; (By, ) d; (B, En)vec(zn)ﬁvec

- Si(Bm ) Uk(d; (B, 2,))d; (B, Z)n)Iq(q-S-l)/Q‘

0s,(B, %)

3 En)sn(Bm En)

W(E) <Bn,zn>]

Dq

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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Usando que vec (Z'uu!X ™) = (u! @ ul)(Z~!' @ X1, aplicando propiedad distributiva y extrayendo factor comin resulta,
L . ngl,k(BTu En)
17242 (B, ) 2(B,, %)

+ ;{w;(d;‘(Bn, )+ wk;?éﬂ](g]jf’zf;)) }vec(En)vect(Eglui(Bn)uﬁ(Bn)Egl)Dq

d;(Bn, 3,) Jvecht(X)

9
Jvecht(X)

[vech(V; . x(B, X, s,(B, X)))] vee(w;(B,)ul(B,))ved (X, 'w(B,)ul(B,)X, D,

3 (2 n

(Bn, %)

vec(w;(B,)ul(B,))

(Bn 7211)

i {den,zn)d:(Bm 5 )64(d: (By, 5,)) + di (B, E0)in(d: (B, )

0s,(B, %)

—25,(By, X,)d; (B, X,) ¢ (d} (B, En))}vec(En)avecht<2>

- 5721 (Bm En)l/’k (d;k (Bm Zn»d: (Bm 2n>Iq(q+1)/27

usando la definicion de ¢, j, ver la ecuacién (B.40), y segmentando el promedio de la derivada resulta,

1 = quz k(Bn7 En)
vech(¥; ;= (B, %, s,(B,X))) =—>% L — ’ -
Z (Bnazn) Z ! 2d22 (Bn’ En)d’b (Bn7 En)

vee(w; (B, )ul(B,,))ved (X, vy (B, )ul(B,) 1)

n

(%echt

()]

K3

(B.)=,")| D,

)
qPik(Bn, X0) ; 0s,(B, %)
_ A7nRATEny &n) (B (B Yon D, =)
dz(Bn, En) U€C<uz( ’I’l)uz( n)) 8vecht(2) B3

®3)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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0s,(B, %)

—|—dl(Bn, Zn)¢z,k<Bn7 En)'UGC(En) m

(4)

(Bn,%n)

n

1
_ﬁ Z si Bn, E ﬂfk(df(Bm En»d:(Bm En) Iq(q+1)/2'

(5)

Con los Lemas B.2.6 y B.2.8 se estudia la convergencia c.s. de la derivada anterior. Para ello se analiza la convergencia del promedio de (1),

- ¢szn72)

_72 ¢k(B07EO)
2d?(B,,, X,)d (B, X,)

d*(Bo, %5)d;

_ E gbk:(BOa Z30)
S or d2d

la ultima igualdad se obtuvo al utilizar que 3§ = r¥,. Luego, para el término (2) se obtiene la siguiente convergencia,

- wk; d* Bmz ))d;'k(BmEn) +wk(d2(Bn>En>]

vee(w;(B,)ul(B,,))vec (3, 'w;(B,)ul(B,) X 1) % — —E [ vec(uut)vect(zgluutzgl)l

Uec(uut)vect(Eo_luutzo_l)] ;

- Z 20 (B,. %) vec(X, )ved (2, 'wy(B,)ul(B,)X 1)
=1 ny “~n
i} 2E [(wk(do)d(&+ wk(do))Uec(zé)Uect(zé—luutzs—l)]
0
— iE [(w%(d6>d6 + wk(dS))UBC(EO)UBCt(Eo—luutzo—l)] )
2r dg

Para (3), usando nuevamente que 35 = r¥, se obtiene

—= Z Gix(Bn: En)vec(u,-(Bn)ut.(Bn))&> — qr'?E [%(]Zo, o)

(B3 : vec(uu’)| ,

0
de igual manera para (4) se tiene,

711 Z dz(Bna En)¢z,k(Bna En)UGC(En)gE[d(Bm ES)QSIC(BO’ 20)}1}66(28)

i=1

=r'2E[dypr(Bo, Xo)]vec(Xo),

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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y para (5) resulta

n

1 * * CS * * *
3 B B (0 (B, ) (B, )5 — (B, B [ )
k
OE [ (dg)dg] por (1.25), 35 = r¥, y por el Lema 1.2.3.

Entonces, usando todos estos limites c.s., incluida la convergencia dada en (B.49), es decir

] E [% (da)vect (Eoluutﬁol)]

C.S. dé
H J—
(Bn,2n) 2r3/2 E [wl (dg) dO]

2
Jvecht(X)

sp(B, %) D,

c.S. 1
usando 3,1 =% 32*7! v extrayendo factor comtin se obtiene

(%echt Zvech iks(B, X, s5,(B, X))

cs, 1 By, % - -
%Lq{ —qF [Mvec(uut)vect(ﬁo luu's; 1)]

B.z 2T dgds
+ F [W;(dg)dij ¥(do)] vec(Eo)vect(ZgluutEal)]
0
By, X ; e .
- [@/Jl(q 7 }E [¢k( doo 0)1160(1111 )] [wlc(lo 0) vec' (2, uu 201)]

Eldod(Bo, S0)] . [ (ds
E [0 (dg) o] E[ &
k2

OE [ (dg)dg) Lg(g41)/2

)vec(Eo)vect(Eoluutﬁol)] }Dq

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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-1k l
2r

1
+ —

Qbk(BO? by
dgd;

0) vec(uut)vect(EoluutEol)] D,

|
ZTq[

q

[ (dg)dg + i (dp)]

y vec(Eo)vect(Eoluutﬁol)] D,
0

+

2r E [ty (d)do] "
Eldo¢r(Bo, Xo)]

L E [%(Bo, ) Y1(dy)

vec(uut)] E [ - vect(ZaluutEal)] D,

2rE [y (df)do] !

E [ (dg)dg] Tyg+1y/2-

R

r

Luego, para L
89, P dvect(Bt)

EYSTTZ=YN v, B,X B X
8vect(Bt)UeCh[ i2.n2 (B, 2, 50 (B, 30))]

vech [V, (B, X, s,(B, X))]

L,E [wléil())vec(Zo)vect(EgluutE(jl)l D,
0

(Bn,2n)

0s,(B, X)

:23n(Bn7 En)pQ(d:(Brﬂ En)) avect(Bt)

(Bn,Xn)

(Bn,%n)
adf (B, X)
Jvect(BY)
0s,(B, X)
Jvect(BY)

(Bn,%n)

=25,(Bn, En)pZ (d: (By, En))

(Bn,%n)
1

t (B, E)s(d: (B, ) [—

(Bn’zn)]

Sn(Bna Zn)dz(Bna En)

 di(B,, ) 954(B. )
s2(Bp, X,) dvect(B?)

(x

'®

(ut

se usan el Lema B.6.4 y la ecuacion (A.14) del Lema A.5.3,

t
)

(B)Z™)

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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0s,(B, %)

=25, (B, Zn)p2(d; (Bn, 3,)) dvect(BY)

(Bn,Xn)
d; (B, %))

x; © w(B,)%,")

n

0s,(B,X)
OJvect(BY) (B, 50)
Usando convergencias de los Lemas B.2.6, B.2.8 se tiene que
]- n C.S. * % *k
2= 50(Bu, 2)p2(d; (Bn, X)) =2E[s(Bo, £g)p2(d” (Bo, 7))
i=1
_2Ko proo(d: ¥ =% 1L
= 1n [p2(dp)] porque Xf = r3 y por el Lema 1.2.3
y
RS di(B,, X s _
Lgn aldi(Ba ) (1 oy, 1) <2 l%c(z Vit o u's; 1)] =0 porque wllx
n= r 0

d:(B,, %)
1

Zd B, £,)¢2(d; (B, 2,)) > — Eldgiba(d"(Bo, Zp)))-

=1

Utilizando las convergencias anteriores y la convergencia presente en el Lema B.6.5 resulta

=% 0.
(B Zn)

Zvech 2., (B, 3, 5,(B, X))

8vect Bt)n

Por tltimo, para obtener la convergencia de —————< 5 ht Z vech [V, ., (B, 3, 5,(B, X))] se utiliza el Lema B.6.4 dada por
vec

(Bn,2n)

vech [V, . (B, X, 5,(B, X)) = 28,(Bn, X)) p2(df (B, X,))
(Bn,2n)

9
Jvecht (%)

+8121(an2 >w2<d*(Bn72 )) v

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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aplicando (A.15) y ved (Z'uuiE ™) = (vl @ u})(Z ' ® 1) en la igualdad anterior, se obtiene

0s,(B, X)

vech [U; 0., (B, 2, 5,(B, %))] =25, (B, T,,) p2(d (B, En))m

(Bn,%n)

9
Jvecht(X)

(Br,Xn)
vec (X 1w (B n)u (Bn)Egl)D

4 52(By, S)tald By, E0) {—

(BTHE’”)}

vech [V, 2., (B, %, 5,(B, X))] =25,(B,,, X,)p2(d; (B, X,))
(Bn,%n)

q

d;(B,,%,) 0s,(B, %)
s2(Bp, ;) Qvecht(X)

al aplicar la propiedad distributiva se llega a

0s,(B, %)
Jvecht(X)

9
Jvech! (%) (B, )

ec (X, 'w;(B,)ul(B,)X, D,

n

. ¢2(d;‘k(Bm En))
2d;(B,, X))

0s,(B, %)
— a(d; (Bn, 30))di(Bn, X)) 7t ,
Jvecht(X) (B )
usando los Lemas B.2.6, B.2.8 resulta
1& . PN 2k .
3 250(Bo Bl (B £)) < L E ()
=1
Bna 2 )) — c.s. 1 wQ(d*) _ _
77, Z 2d*(Bn7 D) ) (E uz(Bn)ut(Bn)Enl)DqH - 277“2E dOO vec (EO 1uu7tE}O 1)Dq

l$ s 1 .
- ;wz(di(Bm )i (Bu, )< = 15 B [iha(dg)do]

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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Y luego al usar B.6.5 (ecuacion (B.49)) resulta la siguiente convergencia

(%echt

Z vech [V

ke (B, 2, 8,(B, X))

(Bn,%n)

c.s. kO * b [
e )

Y1 (dp)
dj

vec' (Eoluutﬁol)]
E [t (dg) do]

—27{2 [ T e )]Dq

D,

1
o2

I ko

2R wl do do]

i D

E [t (dg) do] !
vec (Zpluu'sy )] D,

Elis(dg)do]

¥ (d

(
E [d’l( vec! 21uut201>]
e [

¢2(d*
27“2 l ved (S5 uu'S; )| D,

Wald)do] [ ()
2r2Ew1<d3>do}E[ "

ect(ZaluutZ(;l)] D,.

@ ompdy jap apupdy g 2pudy
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Demostracion del Teorema 8. Usando el Lema 2.1.3 y Lema B.6.6 el resultado es directo.
En efecto, empleando la notacién presente en (B.37), y usando los resultados de Lema B.6.6
y del Teorema 5, resulta

,rllfll(n) == i con f1; :=C(By, Xo)Mp g1+ D(Bo, 3¢)Mp B2,
;le(n) =2 fi con fiy :=0,

ifﬂ(m == con fy =0,

Tllfm(n) =2 I3 con fi, :=C(Bo,X0)Ms x1+ D(By, Xo)Ms 5 2,
e =5 £ con ff, =0,

;f:&z(n) BiN fao con fiy : =My, 2.

Obteniendo que

1 C.S.
“V, L5V (B.65)
n
con
fii 0
v=|o0 £ (B.66)
0 [

Se busca encontrar el limite casi seguro de la matriz de Moore Penrose VL, definida por
Maruskin (2012) para matrices V con columnas linealmente independientes, como V=
(V'V)~'V' 1a cual se aplica tanto a la matriz V como a V,,, ambas con columnas linealmente
independientes. Esta definicion es fundamental para analizar la convergencia de nVIL, es
decir, la convergencia de nV! = n(V!V,) 'V Para abordar este andlisis, se utiliza (B.65)
obteniendo,

Lot (L ) es
(Vi) (5 va) = v,
n n

donde

* t px
0
VtV:(llfll o *t*>’
0 22 f22+f32 f32

ya que V'V es invertible,
-1
1 1 -1 s 1 * b px 0
(vgvn) =5 (VIV) = (i 11) U
neen 0 ( 22 Ja2 + f32 f32)
utilizando nuevamente (B.65), se obtiene

1 t 1 -1 1 t C.S. t -1 t
(ann) VLS (V)Y
n "n n
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con

i1t (((fﬂ)tfﬁ)_l(fﬁ)t 0 0 )
(V'V)'V! = » .
0 () fo+ ) i) () () Fo + (F5)' f) ()’
(B.67)

de tamario [pg + q(q +1)/2] x [pg + q(q +1)/2 + 1], O
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C Apéndice del Capitulo 3

C.1 Demostracion de la Observacion 3.2.4

Demostracion. Obsérvese que para F = GR se tiene

o () e () 2)

hu (GRR'(RRY) ™ R, %)
(R
()>)

C.2 Demostracion del Teorema 14

Demostracion del Teorema. Por el Teorema 13, la sucesién de estimadores (Bf, 3,,) resulta
fuertemente consistente a (Bf), ;). Como Bf, € R%:%, 45 entonces, existe un ng a partir del
cual B!, € R‘}ff;tvd. Dado que la funcién hy; es biyectiva, con (Bl 3,) en su imagen, se puede
afirmar que existen sucesiones Q,, € R49*? y R, Rg”’ tales que B,, puede ser expresada
R

como B! = "o

" <Qan>
Considerando las sucesiones Q,, y R,, por la continuidad y biyectividad de la funcion Ay,
(ver Lema 3.1.1) se garantiza que la convergencia se mantiene con los nuevos pardametros y

se obtiene

im (Qn, R, 3,) = lm Ay (har(Qu, R, 25))
= n@m hl\_dl (Bm En)
=hy/ (Bo, 25)
=hat (har(Qo, Ro, 3))
=(Qo; Ro, X5).
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C.3 Demostracion del Teorema 15

Se quiere obtener el sistema de ecuaciones correspondiente al caso de rango reducido, para
ello es necesario comprobar las derivadas a utilizar. Teniendo en cuenta las propiedades
presentadas a continuacion, se pueden hallar las derivadas parciales requeridas.

R
Lema C.3.1. Las derivadas de (QR) con respecto a Q y R, vienen dadas por las siguientes

matrices,
R
0
(a) vec(QR) =R'® (de(q_d)d) de dimensiones pq X (q — d)d
dvect(Q) Iig—a ’
R
Ovec (QR) I, | |
(b) 8—t(R) =I,® Q de dimensiones pq X pd.
vec

La demostracién de este Lema se encuentra en (Bura et al., 2018).

A partir de la Definicién 3.1.2 y la ecuacion (3.7) el pardmetro B viene dado por la imagen
del elemento (Q, R) a través de h;. En consecuencia, el MLM (1) con rango(By) < min{p, ¢}
depende ahora de tres pardmetros (Qo, Ro, Xo), y por ende el sistema de ecuaciones para las
T-estimaciones, serd diferente a (1.22).

Demostracion del Teorema 15. Se usara un procedimiento similar al presentado en la de-
mostracién del Teorema 2, ya que minimizar la funcién log(g(B, X)) = log(|2|7*(Hp, B.x))
es equivalente a minimizar la funcién objetivo del T-estimador, s6lo que ahora se busca
optimizarla sujeto a la restriccion del rango en B. Para tomar en cuenta esta restriccion, se
minimiza la composiciéon log(g(hy(Q, R, X)). Primero se hallan las derivadas parciales de
esta funcién compuesta. Con h; y he definidas en (3.7), las derivadas de la composicién con
respecto a Q, R y X quedan expresadas de la siguiente manera,
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dlog(g(hm(Q,R,X))  0J(logyg)

Jvect(Q) ~ Ovect(hy)

dvec(hy)
(1= (QR) ha—)) D0EC (Q)

81}60( R >
~ 0log(9(B, X)) QR

© Ovect(BY)  Ovect(Q)
Olog(g(hm(Q,R, X))  O(logyg)

Jvect(R) ~ Ovect(hy)

Ovec(hy)
9 Jvect(R)

(h1=h1(Q,R),ho=%

81}60( R >
_ 0log(g(B, %)) QR
~ Ovect(B)  Ovect(R)
dlog(g(hm(Q, R, %)) Ilog(y(B, %))
Jvecht(X) Jvech!(X)

Igualando a cero las tres derivadas parciales, y utilizando las expresiones de las derivadas de
la funcién objetivo log(g(B, X)) que se obtuvieron para el caso de rango completo (A.22) en
la demostracion del Teorema 2, y las derivadas (a) y (b) del Lema C.3.1, se pueden obtener
las ecuaciones que satisfacen los puntos criticos. Las primeras dos resultan

0 =3 w! (d:hyr(Q, R, ) yvec (wy (1 (Q, R))x!) (I, ® IR (Rt ® <Oil(X(qd)d)>> )
i 9

Q

La ecuacién que corresponde a la derivada con respecto a 3 se mantiene igual que en el

0= X up (@ R e @ RN, 237 (Lo (G )

caso de rango completo presentado en el Capitulo 2. Lo mismo ocurre con la ecuacién
correspondiente a la restriccion de la escala 7.

O

C.4 Demostracion del Teorema 16

A continuacion se presenta un resultado necesario, para la demostracion del Teorema 16.

Lema C.4.1. Considerando las sucesiones las sucesiones (Qn, Ry, X,) en las hipdtesis del
Teorema 15 y (Q,R:, %) € ©% que converge a.s. a (Qo, Ro, %), la sucesion n (Vg,)!
de la inversa Moore-Penrose de la matriz Vg, converge casi sequramente a (VR)T, donde
Vi, se define como G(Q,, R, 2,)V,Jr(Q,,R)) y Vg segin la definicion (3.13), donde
las matrices V,,, G y Jgr fueron definidas en (2.16), (3.9), y (3.14), respectivamente.

Demostracion del Lema C.4.1. Para establecer la convergencia de la sucesion de matrices
de Moore-Penrose (VpL,n)Jr para columnas linealmente independientes (Maruskin, 2012),; se
utiliza la convergencia de V,, segiin se muestra en (B.65), la consistencia casi segura de las
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sucesiones (Q,, R, 2,) v (Q, R, 3") a (Qo, Ro, £f), v la continuidad de G y Jg. Asi se
tiene,

1 C.8
—V, 5V,
n

G(Qn7 Rn: En) i>C'*"(Q[h R07 28)7
Jr(Qr, R;) == Jr(Qo; Ro).

De donde se deduce,

1 c.s.
EVRW —Vpi. (Cl)

-1
Ya que Vg, tiene columnas independientes se tiene que (VRn)T = ((VR,n)t VRm) (VR,n)t.
Luego de (C.1),

(vt (i) 2 v v

luego, ya que (Vi)' Vi y (VRvn)t Vi, son invertibles,

1 .1 -1 : -1
—(Vran) —Vigan — ((Vg)'V )
(n(R,)nR,> ((VR)' V&)
1
Por 1ltimo, multiplicando por derecha por — (VR,n)t, se tiene
n

n (Vi) = <i (Vi) ;V}M)_1 ; (Via) <5 (VR) Vi) (Va)' = (Vi)

]

Demostracion del Teorema 16. Para esta demostracion se sigue el procedimiento realizado
en la prueba del Teorema 9, hasta la ecuacién (2.18), es decir, es decir, como (Q,, R, %,)
es una sucesion que satisface el sistema de ecuaciones (3.10) y converge a.s. a (Qo, Ro, X5),
se tiene que

n

Zn: Ai(har(Qus R, i), 50 (har (Qus R, 20))) = D Au(har(Qo, Ro, 35), 50(har (Qo, Ro, 35)))

i=1 =1
vec(Qn) — vee(Qo)
= (Fia(ha(Qy, Ry, 20)), Fon(har(Qr, Ry, 30))) Jr(Qy Ry) | vee(Rn) —vee(Ry) |
vech(3X,,) — vech(X;)
(C.2)

donde, el producto (Fi,(-), Fon(-))Jr(:) es una matriz cuyas columnas son las derivadas

de > Ai(hy(Q, R, X), s, (ha(Q, R, X))) con respecto a vec(Q'), vec(R') y vech(X) de
i=1

tamano [2pqg + q(¢+ 1) + 1] x [pd + (¢ — d)d + q(q + 1) /2], ademads

045 (g—a) I
R R:;t®< i )I®<* 0
JR(QnJ Rn) = ( ) I(q—d) b Qn ?

0 0 Ly(gt1)/2
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v (Qr, R, 3" ) son valores que se encuentran entre (Q,, R, %,) v (Qo, Ro, £;). Se multiplica
por el producto matricial Gq, r, 5.,/ Mc,,0.)(ha(Qn, Ry, X5)) por izquierda en ambos
miembros de (C.2), el resultado obtenido fue

G Rz M(c00) (har(Qn, R, 20)) Y At (Qu Ry Bn), 80 (har (Qn, R, 25)))
=1

- G(Qn,Rn,En)M(Cn,Dn)(hM(QmRmE )ZAz hM Qo;RO, ) Sn(hM<Q0>R07ES)))
i=1

= G Rz M(0,.0,) (a1 (Qn, R, 2n)) (Frn(har (Qry Ry, 357)), Fon(har (Q, Ry, 357)))
vec(Qn) — vec(Qo)
x Jr(Qr,R;) | vec(R,) —vec(Rg) | . (C.3)
vech(3,,) — vech(X;)

Ya que (Q,, R,,X,) cumple con el sistema de ecuaciones (3.8), por el Lema 3.4.1 se tiene

n

G(Qn,Rn,E")M(CmD")(hM(Qn, R, En)) Z Al(hM<Qn7 R,, Zn)a Sn(hM(Qn; R,. En))) =

i=1
Sustituyendo en la ecuacién (C.3), resulta

n

_G(Qn,Rn,Zn)M(C’n,Dn)(hM(QnaRnaEn))ZAz(hM(QmRO; )5n<hM(Q07RO> )))

i=1
vec(Qy) — vec(Qo)
= G(anR‘n,En)Vn‘]R(QrH R:L) UeC(Rn> - UeC(RO) ?
vech(X,,) — vech(Xg)

donde V,, se define en (2.16). Segtn la notacion del Lema C.4.1, se obtiene

n

— G(Qu Rz M(c,,0,) (71 (Qny R, 20)) D Ai(har(Qo, Ro, 55), 80 (har(Qo, Ro, )

vee(Q,,) — vee(Qp) :
= Vg, | vec(R,) —vec(Ry) |. (C4)
vech(X,) — vech(X;)

Luego premultiplicando a ambos lados de la ecuacién (C.4) por /n (V Rm)T, definida en el
Lema C.4.1 resulta que

1 n
-n (VRyn)T G(Q",R"’EH)M(C",D”)(h/M(Qny Rn’ E Z A"L hM Q07 R07 ) Sn(hM(Q()? R07 ES)))
z:l

vec(Qy) — vec(Qp)
= \/ﬁ vec(Rn) — UGC(RO)
vech(X,,) — vech(3y)

3

Ahora, para los términos del lado izquierdo de esta igualdad se tienen los siguientes resultados:

(a) Por el Corolario 2.1.1: la sucesién de matrices M(c, p,)(ha(Qn, Ry, 35,)) converge
casi seguramente a M ¢, py(har(Qo, Ro, X3)) definida en (2.3).
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1 n
(b) Por el Teorema 7: ——= > A;(hy(Qo, Ro, ), 5n(har(Qo, Ro, X)) converge en
Lt
distribucién a una normal con media cero y matriz de covarianza (2.12).

(c) Por la consistencia de la sucesion de (Qn, Ry, X,), se tiene que G(q, r,=,) converge
casi seguramente a G(q, Ry, 5%)-

(d) Por el Lema C.4.1: la sucesion n (Vg,)" converge en probabilidad a (Vz)'.

Por lo tanto, la distribucion asintética de

vec(Q,) — vec(Qp)
vn | wvee(R,) —vec(Ro) |,
vech(X,) — vech(%])

se logra empleando (a), (b), (c¢), (d) y el Teorema de Slutsky. Asi la convergencia en
distribucién es a una normal con media igual a

WRE[A;(har(Qo, Ro, 35), s(har(Qo, Ro, 35)))] = 0,
con
Wi = (Vi)' GaurosyMicn)(har(Qo, Ro, ),
y matriz de covarianza

WrVar [Ai(ha(Qo, Ro, £5), s(har(Qo, Ro, £5)))] (Wr)".
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Notacion

Este capitulo proporciona las notaciones y sus definiciones correspondientes que seran

utilizadas a lo largo de la tesis. Si es necesario, se dan otras definiciones en los capitulos
correspondientes.

C.S.

RZO
pXq

Rd

pXq
Rfirst,d

AL
D

q

L

q

P.q

I

B

denota en las convergencias el caso de casi segura.
es el conjunto de ntimeros reales no negativos.
es el conjunto de matrices de tamano p X ¢ con rango d.

representa el conjunto de matrices RE*? cuyas primeras d filas son linealmente
independientes.

denota independencia entre dos vectores aleatorios.

matriz de duplicaciéon de tamaifio ¢* x ¢(¢ + 1)/2,que conectan el operador vec
y el operador vech como sigue D vech(A) = vec(A).

matriz de eliminacién, de tamano g(g + 1)/2 x ¢*, que conectan el operador vec
y el operador vech como sigue L,vec(A) = vech(A), para cualquier matriz Ay,
simétrica.

matriz de conmutacién de tamafio pg X pq, que transforma vec(A) en vec(A'),
es decir, K, jvec(A) = vec(A'), para cualquier matriz A,

1
matriz de tamano ¢* x ¢* se define como N = 5(12 +K,,), con la propiedad de que

1
Nvec(A) = SVec (A + At) para cualquier matriz A, .,.

indica que un componente del espacio matricial en un espacio producto se identifica
con su imagen a través del operador vec.

denota la convergencia débil.
denota la convergencia en distribucion.

denota la convergencia casi segura.



