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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es establecer nuevos desarrollos cientifi-
cos y tecnoldgicos sobre control 6ptimo de procesos, cuando existe o
se imponen restricciones sobre la variable manipulada, especialmente
utilizando estrategias basadas en el formalismo Hamiltoniano y en el
Principio del Maximo de Pontryagin. El énfasis es puesto en gene-
rar esquemas de control 6ptimo implementables en tiempo real, que
tengan la capacidad de generar trayectorias Optimas en paralelo con el
proceso. Estos problemas son analizados también explorando e imple-

mentando el uso de computacion en paralelo para su resolucién.

Al comienzo de esta tesis se presentan, de manera concisa y metddi-
ca, los elementos y definiciones mds importantes de la literatura rela-
cionada, con el fin de sentar el fundamento tedrico necesario para la

comprension del presente trabajo.

Se aborda por ende el problema de control 6ptimo en dos contex-
tos distintos, siempre asumiendo la existencia de restricciones: (i) el
tratamiento de problemas lineales mediante ecuaciones exactas, recu-
rriendo a la actualizacion de los parametros involucrados en la ley de
control obtenida a través de la solucion de la ecuacion diferencial de
Riccati, y explorando la aparicién de varios periodos regulares, y (i7)
el tratamiento para sistemas no lineales, para el cual se saca ventaja
inicialmente de una férmula existente para la actualizacién del control
cuando no se tienen restricciones, y posteriormente la incorporaciéon

de diferentes variaciones espaciales a la trayectoria de control.

Los tratamientos y estrategias de control obtenidas fueron verificadas a
través de varios casos de estudio, incluyendo un proceso ficticio, apli-

caciones en procesos de ingenieria, y a un problema biomédico: (7) el



proceso ficticio hace referencia al frenado 6ptimo de un tren, con dos
estados, modelo que fue modificado para agregar rozamiento y ser tra-
tado dentro de un dmbito no lineal (en este caso un sistema bilineal),
(77) en un proceso de laminacion de metales, discretizado y modelado
inicialmente con diez estados, (i77) a un conjunto de calderas operan-
do en paralelo, a las cuales se les asigna dindimicamente consignas de
produccion total de vapor, donde ademads se busca abatir eficazmente
perturbaciones aleatorias en los parametros de cada dispositivo, asi-
mismo los ruidos en las sefiales de entrada y salida del sistema, y (iv)
a la administracion de insulina para el control de glucemia a pacientes

diabéticos Tipo 1.

Las estrategias obtenidas para problemas lineales son analizadas y tra-
tadas por intermedio de computacién en paralelo para permitir aproxi-
maciones en tiempo real del control 6ptimo de los procesos involucra-
dos, su aplicacion es presentada mediante aplicaciones numéricas. La
primera aplicacion corresponde al proceso ficticio del frenado 6ptimo
del tren y la segunda aplicacién comprende el proceso de laminacion.
Su implementacién contempla diferentes alternativas tanto a nivel de

madquinas locales multinticleo como en un cluster de procesadores.

La aplicacion de estrategias de control basadas estrictamente en mode-
los en tiempo continuo no siempre es posible. Por ejemplo, el estudio
de administracién de insulina para el control de la glucemia presen-
ta las siguientes propiedades: (7) algunos estados no son observables
en tiempo real, (i7) existen retardos en la evaluacion del paciente y
en la velocidad del médico para tomar decisiones terapéuticas, y (ii7)
la administracién discreta de insulina exdgena (los valores de control
s6lo pueden variar en un conjunto finito de fraccionamientos posibles).
Resulta entonces conveniente elegir esquemas diferentes para tratar el
problema de control y optimizacién que plantea la reduccion de gluco-
sa. En este caso se aplicé la metodologia de “programacion dindmica

hibrida” para determinar la administracion de insulina del paciente.
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T4, no te detengas ante ningln reto.
Y no pases a formar parte de ninguin
gremio. Que nunca te puedan defi-

nir ni encasillar.

Andrés Caicedo

Introduccion

En este capitulo se expone inicialmente la motivacion del trabajo desarrollado,
se da luego una vision general de la tesis doctoral, se realiza un andlisis del valor
técnico cientifico, y de la principal bibliografia involucrada. Se sefialan los aspec-
tos novedosos en esta tesis, se los contrasta con resultados ya existentes sobre los

temas en cuestion, y por dltimo se da una descripcion breve de los capitulos que la

componen.



1. INTRODUCCION

1.1 Motivacion

El objetivo principal de esta tesis es la obtencion de nuevos resultados tedricos
y desarrollos computacionales sobre los problemas de control 6ptimo con restric-
ciones en la variable manipulada, tanto en sistemas lineales como en sistemas no
lineales, con un especial énfasis en la exploracion del uso de computacién en para-
lelo para el tratamiento numérico de problemas que surgen en las aplicaciones.

La mayoria de sistemas se pueden considerar no lineales, aunque muchas ve-
ces pueden analizarse a través de aproximaciones lineales con matrices variantes
en el tiempo A(t), B(t). Los modelos lineales variantes en el tiempo resultantes
ofrecen una buena relacién entre simplicidad y capacidad de descripcién del com-
portamiento del proceso.

Esta tesis también pretende explorar la instrumentacion de las estrategias de
control 6ptimo por intermedio del célculo en paralelo, como una herramienta que
posibilite disponer de las soluciones en tiempo real. En teoria de control el nimero
de ecuaciones o el orden del proceso estudiado pueden generar grandes cantidades
de célculo, y en muchos casos imposibilitar que las soluciones sean obtenidas en los
instantes en que se necesite enviar la estrategia de control al proceso. En principio
el cédlculo en paralelo puede manejar estas limitaciones al reducir el tiempo de
célculo del modelo completo.

La tesis estd escrita desarrollando los dos topicos antes expuestos, buscando la

integracion de ellos, explorando nuevos métodos y extrayendo sus ventajas.
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1.2 Valor cientifico-técnico del trabajo

Esta tesis exhibe nuevos desarrollos cientificos y técnicos que permiten encarar los
problemas de control 6ptimo desde diferentes perspectivas, dependiendo del tipo
de sistema que esté involucrado (sistemas lineales o sistemas no lineales). Mu-
chos de los modelos relacionados a los procesos que se encuentran en ingenieria
o algunas de las disciplinas ligadas, responden a modelos dominados por com-
portamientos no lineales. Estos sistemas dindmicos presentan comportamientos
cualitativamente complejos tales como: multiples equilibrios, bifurcacidn, atracto-
res extrafos, ciclos limites, oscilacion subarmoénica, caos, histéresis. Ademads de
analizar los comportamientos se debe tener en cuenta que en la mayoria de los
procesos se presentan restricciones en las variables (deberédn trabajar en rangos de
operacion seguros y para valores de entrada alcanzables y compatibles con las li-
mitaciones fisicas), ruidos en las mediciones de los sistemas (sefales de entrada
y salida), y perturbaciones ambientales o efectos inesperados en el modelo. Eso
implica que en general las herramientas del dlgebra lineal y las ecuaciones diferen-
ciales lineales resultan insuficientes para describir la estructura de las trayectorias,
excepto en la cercania de los puntos de equilibrio. Por otro lado, se detecta también
en el entorno industrial la creciente preocupacién y necesidad no sélo de controlar
adecuadamente el proceso sino también de optimizar su funcionamiento. Se traba-
ja generalmente con un funcional de costo al que se busca minimizar 0 maximizar
segun el caso.

Las operaciones de “puesta en funcionamiento” y “apagado” de procesos con-
tinuos pueden analizarse como procesos batch, y dado que deben realizarse en un
tiempo acotado, la optimizacién de dichos procesos conduce a problemas de con-
trol 6ptimo con horizonte finito. En general se buscan nuevas estrategias de con-
trol cuando se tienen restricciones en la variable de entrada y cuando deben ser
implementadas en tiempo real. Por ejemplo se hizo uso para ello del ‘formalis-
mo hamiltoniano’ y de técnicas tales como la ‘programacién dindmica hibrida’ en
el control y optimizacién de medicacion de pacientes con diabetes mellitus tipo I,
enmarcado como un problema de la ingenieria biomédica. También se consideran
problemas para los cuales se presentan ruidos en las variable de estado (perturba-

ciones del ambiente) y ruidos en la medicion de las variables de salida, que llevan
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necesariamente al control estocastico. En el caso lineal se aproveché el uso del fil-
tro de Kalman-Bucy para realizar predicciones 6ptimas. Esto es empleado (como
otro ejemplo de aplicacion de la tesis) en la asignacion dindmica de consignas a
unidades de produccidn de vapor, utilizados ampliamente en procesos industriales.

Las herramientas generalizadas para obtener estrategias de control en los trata-
mientos lineales y no lineales fueron adaptadas para resolver diferentes situaciones
en tiempo real (en algunos casos a través de la implementacion con estrategias de
célculo en paralelo), como regulaciones, perturbaciones, cambios en las referencias
o seguimiento de trayectorias, garantizando criterios estdndar de funcionamiento,
robustez y optimalidad. Con esto en mente se proyectaron las siguientes hipdtesis

y se propusieron algunas metas:

e Para procesos lineales la robustez estd garantizada en casos irrestrictos, al ser
posible el uso de la ecuacion diferencial de Riccati para el cdlculo de una

realimentacion de estados.

e Para procesos no lineales es posible desarrollar (o transformar) técnicas pro-
venientes del enfoque Hamiltoniano de control 6ptimo (linealizando a lo lar-
go de las trayectorias para evitar trabajar con las ecuaciones candnicas que
son habitualmente inestables), que pueden ser implementadas en tiempo real,

mejorando robustez y flexibilidad.

e Estas técnicas deben contemplar el filtrado y manejo de restricciones, consi-
derando que existen perturbaciones en las entradas y salidas del proceso, y

otras debido a las interacciones del sistema con el ambiente.

e Permitir el empleo de modelos de procesos en espacio de estados de cual-
quier dimensién. Admitir sistemas no lineales con funcionales de costo y

penalizacién final arbitrarios.

e Integrar herramientas de célculo en paralelo para problemas de control 6pti-
mo, obteniendo mejoras en el rendimiento de tiempos de célculo e imple-
mentaciones en tiempo real. Exhibir posibilidades de implementaciones de

computacion en paralelo y en problemas de control 6ptimo.
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e Analizar diferentes procesos de ingenieria y de biomedicina empleando la

teoria de control 6ptimo y el formalismo Hamiltoniano.

e Incorporacion de filtrado, observacion y retroalimentacion éptimos, a fin de
abatir eventuales perturbaciones del proceso y reducir ruidos en las sefiales

de entrada y salida del sistema.

El incremento en la velocidad de modificacion de estrategias en la optimizacion
dindmica y el control éptimo de los procesos de ingenieria se ha visto restringida
por la capacidad computacional disponible. Por tal motivo se han buscado alterna-
tivas que permitan obtener soluciones adecuadas dentro de las medidas de tiempo
deseadas (“sampling periods”). Se busca una reduccidn total del tiempo de cédlculo
del problema, de acuerdo a la necesidad de los modelos a trabajar. Muchos de los
problemas que se trabajan en la actualidad requieren una gran cantidad de operacio-
nes con un alto nimero de datos significativos, que crecen con la dimensionalidad
del modelo. En algunos casos, como en ciertas aplicaciones de “Model Predictive
Control” (MPC), no se logran los tiempos y las precisiones adecuadas debido a la
complejidad del modelo.

Para esto la computacion en paralelo constituye en si una herramienta amplia-
mente utilizada en diversos campos, que van desde la bioinformatica hasta la eco-
nomia, para la ejecucion de los cdlculos. Pensada en un principio para operar con
problemas de dimensiones altas y volverlos realizables, en algunos casos se le ter-
mina utilizando para acelerar tareas especificas. Teniendo en cuenta que la cantidad
de operaciones que se ven involucradas al simular los modelos matemaéticos (linea-
les y no lineales) crece rdpidamente con la dimension, la computacion en paralelo
utiliza simultdneamente multiples elementos de procesamiento para evaluar dichos
modelos; lo que posibilita resolver de manera mds perenne problemas de mayor
dimensién, mas complejos, en intervalos de tiempo mas reducidos y con mayor
precision.

La necesidad de tener presente las restricciones en los valores del control, pue-
de generar la existencia de varios periodos de saturacion, que pueden ser encarados

con técnicas que involucren optimizacion del modelo a través de desplazamientos
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en los horizontes de cédlculo. Esto implica, para el tratamiento de sistemas linea-
les, la existencia de diferentes soluciones de la matriz de Riccati de acuerdo a la

cantidad de periodos regulares.

1.3 Breve Analisis de la principal bibliografia relacio-

nada con la tesis

La teoria clésica se encargd de abordar los problemas de optimizacion de siste-
mas lineales con una funcién de costo cuadratico asociado [21, 98, 102, 134]. Sin
embargo, los sistemas lineales resultan inadecuados para aproximar todas las tra-
yectorias generadas por estrategias de control admisibles durante un tiempo arbi-
trario en los procesos industriales (o tecnoldgicos) no lineales. La necesidad de una
herramienta eficiente para controlar dichos procesos ha sido ampliamente recono-
cida en la literatura. La “linealizacion global” permite tratar modelos no lineales
con herramientas conocidas para lineales, pero su aplicabilidad depende de que se
cumplan las condiciones del teorema de Frobenius [83], siendo las férmulas de
transformacion complicadas.

Otros intentos por utilizar modelos no lineales han recurrido a estructuras con
coeficientes desconocidos, los cuales deben ajustarse adaptativamente durante el
proceso [89, 90]. Pero estos intentos dejan aun sin resolver el problema de contro-
lar sistemas con una estructura no-lineal generalizada, y con un costo asociado por
optimizar, como es a veces necesario en un proceso industrial.

Los sistemas bilineales fueron considerados de interés desde un punto de vista
préctico por su similitud aparente con los sistemas lineales [20, 96]. Se conocen
resultados sobre los sistemas bilineales con un funcional de costo cuadrético para
el caso de regulacion y cambio de set-point, que conducen a soluciones sub-6pti-
mas del problema dada la validez de la aproximacion realizada. Estos modelos
han sido empleados en estrategias de control donde se combina la actualizacién
de pardmetros, observadores no lineales y el filtro 6ptimo de Kalman — Bucy para
reducir ruidos externos (ver [34]).

Para sistemas no lineales en general y con funcionales de costo arbitrarios, en

problemas de control 6ptimo no se ha obtenido una solucién estdndar y efectiva.
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El formalismo Hamiltoniano ha sido el centro del desarrollo de la teoria de control
optimo cldsica [117]. Cuando el problema para un sistema n-dimensional con
un funcional de costo dado es regular [44, 88], es decir, cuando su Hamiltoniano
puede ser minimizado por un valor unico de la accién de control u dependiente
de las variables restantes (t,x, \), entonces se debe resolver un conjunto de 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias (ecuaciones Hamiltonianas), con condiciones
de borde mixtas. A menudo éste es un problema numérico dificil de resolver, por
sus condiciones de borde mixtas y por su estructura no lineal.

Para el regulador cuadrético lineal (LQR) con horizonte finito existen varios
métodos que transforman el problema de condiciones de borde mixtas en un pro-
blema de condiciones iniciales [134]. Un nuevo método fue desarrollado en [36],
para resolver el problema de las condiciones mixtas para el LQR en tiempo finito
y con penalizacién final «'(¢;)Sx(t;). Esta nueva forma de abordar el problema
muestra la ventaja de no tener que resolver la ecuacion diferencial de Riccati cada
vez que se cambie la penalizacion o el tiempo de optimizacion, ya que se resuelven
una sola vez las ecuaciones propuestas para un rango de valores de t; y S'y se las
guarda en memoria. Si se quiere un cambio en cualquiera de las dos condiciones
de disefio solamente se extraen de ella los datos que se necesiten (condicién inicial
del coestado y final del estado). Ademads estas ecuaciones posibilitan el calculo del
costo a priori, es decir, sin tener que evaluar las ecuaciones Hamiltonianas.

Los sistemas dindmicos Hamiltonianos (modelados por un conjunto de 2n ecua-
ciones diferenciales ordinarias, cuyo campo vectorial puede ser expresado en térmi-
nos de las derivadas parciales de una funcién de energia total, normalmente llamada
el Hamiltoniano del sistema) son objetos importantes de estudio tanto en la Ma-
tematica como en la Fisica. Las ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) para
el estado y el coestado referidos al problema de control 6ptimo constituyen el siste-
ma Hamiltoniano. Richard Bellman contribuy6 en los dos campos, particularmente
en aplicaciones a sistemas simplécticos provenientes de la Fisica (ver para una in-
troduccién [1]). El disefié una ecuacién en derivadas parciales (PDE) para el valor
final del estado x(ty), donde ¢, es el horizonte de optimizacién, como funcién de
la duracion del proceso ¢y —t, y del valor final impuesto para el coestado A\(tf) = ¢
(una de las condiciones de borde mixtas, [14]). Bellman desarrolld estas ideas en

torno a una técnica numérica llamada “invariant imbedding”.
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En [35], esta técnica ha sido generaliza y probada para sistemas unidimensiona-
les con funcional de costo cuadrético y ley de control explicita. Se trata de obtener
el valor del estado final (t;) = p(ts, S) y el coestado inicial A(0) = o (s, .S), con
los cuales es posible iniciar la integracion numérica de las 2n ecuaciones Hamil-
tonianas. Se llega a dos ecuaciones en derivadas parciales (PDEs) que dependen
exclusivamente de dos pardmetros: el horizonte de optimizacion ¢ y la matriz S
involucrada en la penalizacién cuadrdtica final 2’(¢;)Sx (). Estas ecuaciones re-
sultan ser cuasilineales de primer orden y pueden ser integradas simultdneamente.
Los resultados obtenidos deben ser guardados en memoria para su posterior uso en
la puesta en marcha del proceso a controlar. La informacién suministrada no sélo
es util en recuperar las condiciones de borde del sistema Hamiltoniano, sino que
también puede ser utilizada en la etapa de disefio del controlador.

En [36], se realizé una extension de las ecuaciones PDE para el caso multidi-
mensional, donde se arriba a unas ecuaciones similares para o(t;, S) y p(ts, 5).

En [43] se trabaja también con limitaciones en el control, que puede tomar va-
lores dentro de ciertos limites fisicos (controles acotados). Se ilustra en la tesis
para el problema LQR, en el que se involucra penalizaciéon cuadrética final, y del
que se obtienen soluciones numéricas partiendo de unos valores semillas y calcu-
lando nuevas soluciones con el control acotado a través del método del gradiente
y una nueva penalizacion final apropiada para el nuevo problema. Utilizar una
implementacion en tiempo real del esquema implicaria también un mayor uso de
célculo computacional, por lo que se vuelve necesario pensar en implementaciones
con computacion en paralelo, de manera que se obtengan soluciones en periodos
de tiempo acotados y con las exigencias de rendimiento del modelo.

En [45], se trabaja en lo concerniente a la aplicacion a PDEs discretizadas por
el método de linea, lo que implica modelos de estados de dimension alta.

En los dltimos afios de aplicacién del control 6ptimo en la préctica, el incremen-
to de cédlculo numérico ha desbordado las capacidades computacionales existentes,
llevando a buscar alternativas que permitan afrontar problemas para lograr tener
soluciones en tiempo real [6, 113]. Estas estrategias de tiempo real deben res-
ponder y tomar decisiones frente a estimulos externos (tales como perturbaciones)
dentro de periodos de tiempo acotados pequeiios. Cuando se quieren satisfacer

mayores exigencias de rendimiento, los periodos de tiempo necesitan ser menores
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y la complejidad en los algoritmos de control aumenta. Al no ser alcanzadas estas
exigencias dentro de los periodos de tiempo establecidos, se ha debido recurrir a
estrategias mds eficientes via el procesamiento en paralelo [139, 140].

En el estudio de cdlculo numérico en paralelo, y con el fin de aprovechar de
una mejor manera el uso de nuevas herramientas computacionales, es necesario
un entendimiento pleno del funcionamiento, de la arquitectura y de la distribucién
de las méquinas disponibles (hardware). Por esto es importante comprender tanto
las limitaciones fisicas a las estd sometido el equipo computacional, como tomar
las decisiones apropiadas sobre la arquitectura para realizar programacion en alto
nivel, ya que la mayoria de las instrucciones ejecutadas en el programa son salidas
desde un compilador. Por lo tanto, el rendimiento de un computador es afectado por
la calidad del compilador, por lo cual es muy complicado separar las evaluaciones
de la arquitectura de la de su implementacion [74].

El uso necesario de los lenguajes de alto nivel para programacion de métodos
numéricos comtinmente hace referencia a lenguajes como FORTRAN, PASCAL, 0
C/C++, los cuales necesitan compiladores adecuados antes de llegar a la ejecucion
de las instrucciones programadas. En los ultimos afios, para lograr una mayor ca-
pacidad de cdlculo en estas condiciones, se empez6 a implementar el cdlculo en
paralelo, y a profundizar el conocimiento de la arquitectura a la cual pertenece. La
programacion en paralelo se puede dar a través de memoria compartida o memoria
distribuida, y cada una de éstas requiere técnicas diferentes para ser paralelizada.
Se han estudiado técnicas para memoria compartida “OpenMP”, concepto que fue
adoptado como un estandar en 1997 [25]. En el uso de memoria distribuida se ha-
ce necesario hablar de “cluster” (procesadores independientes que poseen un solo
nucleo), por lo que es necesario dominar el paso de mensajes. Ante la gran cantidad
de soluciones comerciales propuestas por las diferentes compaiiias que obligaba a
los usuarios a tomar una serie de decisiones poniendo en compromiso ‘portabili-
dad’, ‘rendimiento’ y ‘prestaciones’, en 1994 se cre6 un estindar denominado MPI
(en ingles “Message Passing Interface™) [132].

Dentro del estudio de los lenguajes de programacién también se han utiliza-
do soluciones con MATLAB como plataforma para resolver métodos numéricos,
aprovechando toolboxes como PCT (Parallel Computing Toolbox), que fue instru-

mentado en distintas versiones desde 2007b en adelante [108].
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En [64] se puede observar un primer acercamiento al uso de computacién en

paralelo para obtener soluciones en tiempo real.

1.4

Aspectos novedosos de los resultados obtenidos

. La incorporacién de diferentes estrategias para la obtencidn del control 6pti-

mo cuando se tienen restricciones en la variable manipulada, ha sido hecha a
través de enfoques diferentes tanto en sistemas lineales como en los sistemas
no lineales [49, 50, 51, 65].

En general las restricciones generan problemas numéricos al perderse la re-
gularidad, lo que llevé a la insercion de herramientas computacionales “en
paralelo” para optimizar los cdlculos y trabajar con sistemas en tiempo real
sin limitaciones, garantizando el cumplimiento de criterios de desempefio:
precision en el modelado del sistema, abatimiento de perturbaciones, robus-
tez, estabilidad, filtrado, y adecuacion a restricciones fisicas. Este enfoque es
nuevo en la literatura de control éptimo. Se aplico a el problema del frenado

Optimo de un tren y al proceso de laminacion.

Esta tesis, ademds de contemplar la existencia de restricciones en sus salidas
y variables manipuladas, analiza comportamientos en los que se presentan
varios periodos de saturacion para las variables de entrada, siempre apun-
tando a la minimizacion del funcional del costo total y al trabajo en tiempo

real.

. En los sistemas no lineales, en cuyo ambito estdn enmarcados la mayoria

de procesos de ingenieria, se ha conseguido un aprovechamiento creativo de
una formulacién (para problemas irrestrictos) descrita por Sontag, asi como
el uso de nuevos planteamientos de estrategias tales como las variaciones
de “Riccati”, “variaciones espaciales” de Pontryagin o las variaciones en los

tiempos de conmutacion (ver [37, 48, 65]).
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ficient Cost Reduction Procedure for Bounded-Control LQR Problem:s.
Computational and Applied Mathematics, Springer (ISSN: 1807—0302),
doi: 10.1007/s40314-016-0393-x [50].

2. Costanza. V., Rivadeneira, P. S. y Gémez Minera, J. A. (2016). Nu-
merical Treatment of the Bounded-Control LQR Problem By Upda-
ting the Final Phase Value. IEEE Latin America Transactions, 14(6),
2687 — 2692, doi: 10.1109/TLA.2016.7555239 [51].

3. Rivadeneira. Pablo S., Gémez Munera. John A. y Costanza. V. Dyna-
mic Allocation of Industrial Utilities as an Optimal Sthocastic Tracking
Problem. Chemical Engineering Science, Elsevier, Vol. 160, 120 — 130,
doi: 10.1016/j.ces.2016.11.022 [125].

e Trabajos en proceso de revision:

1. Gémez Munera. John A., Rivadeneira. Pablo S. y Costanza. V. (2017).
A Cost Reduction Procedure for Control Restricted Nonlinear Systems.

Computational Optimization and Applications, enviado [65].
e Trabajos en preparacion:

1. Gémez Munera, John. A., Costanza, V. y Storti M. (2017). Célculo en

paralelo para el proceso del Rolling mill.

e Trabajos presentados en congresos:
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1. Gémez Munera, J. A. y Costanza, V. (2014). Computacién en paralelo
para control éptimo basado en modelos. XXIV Congreso Asociacion
Argentina de Control Automatico - AADECA, Buenos Aires, Argenti-
na [64].

2. Costanza, V., Rivadeneira, P. S. y Gomez Miunera, J. A. (2015). Subop-
timal control of nonlinear systems under restrictions in the manipulated
variable. XVI Reunién de trabajo en Procesamiento de la Informacion
y Control - RPIC, doi: 10.1109/RPIC.2015.7497061, Cérdoba, Argen-
tina [48].

3. Costanza, V., Rivadeneira, P. S. y Gémez Munera, J. A. (2015). Nu-
merical Treatment of the Bounded-Control LQR Problem By Updating
The Final Phase Value. XVI Reunién de trabajo en Procesamiento de la
Informacién y Control - RPIC, Cérdoba, Argentina [49].

4. Costanza, V. y Gémez Munera, J. A. (2016). Cost Reduction for Non-
linear Systems Under Restrictions on the Manipulated Variables. 5
International Conference on Engineering Optimization, Foz de Iguazu,
Brasil [37].

5. Rivadeneira, P. S., Gobmez Munera, John. A. y Costanza, V. (2016). Pro-
gramacion Hibrida para el Manejo de la Glucemia en Pacientes Diabéti-
cos Tipo I. XXV Congreso Asociaciéon Argentina de Control Automati-
co - AADECA, Buenos Aires, Argentina [124].

1.6 Estructura de la tesis

Los capitulos posteriores de la tesis adoptan la siguiente disposicidn:

e En el capitulo 2 se presenta y se fundamenta el formalismo del problema de
control 6ptimo, base del desarrollo de la investigacion. En primer lugar se
realiza una revision de los objetos de control y el problema de control 6pti-
mo, luego es introducida la funcién de valor y el formalismo Hamiltoniano

resultante, haciendo también una breve exposicion del problema LQR para
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sistemas lineales. Por dltimo se consideran restricciones en la variable ma-
nipulada y se describe la importancia del Principio de Pontriagyn para esta

clase de problemas.

En el capitulo 3 se substancia una estrategia para el tratamiento de siste-
mas lineales con restricciones: en primer lugar para problemas con un solo
periodo regular, para lo cual no es necesaria la integracion de la trayectoria de
estados porque se hace uso de ecuaciones algebraicas. Se utiliza el método
del gradiente, modificando los valores de fase finales, que permiten obtener
la matriz de penalizacién final de la ecuacion de Riccati por intermedio de
un problema relacionado irrestricto. Posteriormente se desarrolla un anali-
sis para problemas que presentan varios periodos regulares, exponiéndose la
metodologia a través de un ejemplo en el que aparecen dos periodos regula-

res.

En el capitulo 4 se plantean dos nuevas estrategias para resolver problemas
de control 6ptimo con la variable de control restricta para sistemas no linea-
les. En la primera de ellas se utiliza un procedimiento sencillo, que realiza
modificaciones por intermedio del método del gradiente en los valores finales
para la linealizacién por trayectoria del modelo. En la segunda, denomina-
da estrategia mixta, se aprovecha un tratamiento ya expuesto para problemas
regulares para empezar la disminucion de costo total a través de una modifi-
cacion en la trayectoria de control, y luego, cuando las variaciones del control
puedan provocar fallas en el método, son utilizadas otro tipo de variaciones.
Dichas variaciones son basadas en diferentes estrategias que proponen pe-
queiias acciones controladas que contribuyan a la reduccién sistematica del
costo, variaciones tales como soluciones de la RDE, variaciones espaciales
de Pontryagin u oscilaciones en el interior de los periodos regulares genera-

das por la modificacién de los tiempos de conmutacion.

En el capitulo 5 se da en primer lugar una descripcidn de la computacién en
paralelo y sus aplicaciones actuales, asi como de algunos aspectos practicos
(esto incluye entornos y lenguajes de programacién). Una relacién con res-

pecto a control 6ptimo y su aplicacién para computacion en paralelo es abor-
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1. INTRODUCCION

dada y presentada mediante aplicaciones numéricas. La primera aplicacion
presentada corresponde al frenado 6ptimo de un tren y la segunda aplica-
cién comprende un proceso de laminacidn, para los cuales son estudiadas e
implementadas diferentes alternativas tanto a nivel de maquinas locales mul-
tindcleo como en un cluster, programadas por medio de software privativos

y libres.

e En el capitulo 6 se estudian problemas especiales de control 6ptimo aplica-
dos, el primero de ellos desarrollando una estrategia de control con progra-
macion dindmica hibrida para el manejo de glucemia en pacientes con dia-
betes tipo I, y el segundo resolviendo la asignacién (distribucidon) dindmica
de servicios suministrados a unidades industriales, en respuesta a la deman-
da de servicios globales de una planta. La naturaleza del modelado también

admite un manejo 6ptimo estocastico de ruido y perturbaciones sistémicas.

e El capitulo 7 estd destinado a exponer las conclusiones obtenidas a lo lar-
go del trabajo elaborado, ademds de plantear las lineas de trabajo a futuro
relacionadas con los temas abordados.
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La ciencia no nos ha ensefiado atin
si la locura es o no lo mas sublime

de la inteligencia.

Edgar Allan Poe

Formalismo del problema de
control 6ptimo

Este capitulo expone brevemente las caracteristicas basicas de los sistemas de
control a tratar, y fija la notacién de las variables principales y sus dominios respec-
tivos. También define el problema de control 6ptimo que se considerard en todas
las aplicaciones de la tesis y los objetos matematicos relacionados. Luego, se in-
troduce la funcién de valor del sistema, el formalismo Hamiltoniano y se describe
como el problema de control dptimo puede ser resuelto a través de varias meto-
dologfas. Por udltimo se lleva a cabo una discusion sobre el tipo de restricciones
fisicas que aparecen en la variable manipulada v y su implicancia en el formalismo

del problema.
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2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

2.1 Sistemas de control y el problema de control opti-

mao.

Los sistemas pueden ser clasificados de acuerdo al tipo de ecuaciones con las que
son descritas, en la figura 2.1 se puede apreciar una clasificacion de los sistemas
(ver [85]), en el cual existe para cada nivel un par de categorias. Las lineas puntea-
das indican la posibilidad de derivacion, similar a aquéllas en el mismo nivel. La

zona demarcada es la correspondiente al énfasis elegido en esta tesis.

Sistema
Parametros Parametros
Distribuidos Agrupados
<l
Estocastico Deterministico
<Ll»
Tiempo Tiempo
Discreto Continuo
<L
No Lineal Lineal
<l
Variante en el Invariante en
Tiempo el Tiempo

Figura 2.1: Clasificacion de sistemas.

Una forma sencilla de visualizar un sistema de control (X)) es mediante la figura
2.2,
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2.1 Sistemas de control y el problema de control 6ptimo.

U— >y

X

Figura 2.2: Sistema de control general

donde la variable de entrada, variable manipulada o “control” u(¢) (se entiende
como una trayectoria de vectores de R") fuerza al proceso a lograr cierto compor-
tamiento (reflejado en los estados del sistema (x) o en las salidas (y)). Esta variable
de control es manejada directamente por un agente externo al proceso. Por ejem-
plo, en el llenado de un tanque, la apertura o cierre de la vdlvula que fija el nivel del
mismo es movida expresamente desde fuera del tanque. De ese modo, la entrada
influencia a las variables a controlar o “estados’ del sistema (representados por =z,
donde x(t) es un vector del espacio euclideo n—dimensional denotado por R" para
cada t). El estado de un sistema es el conjunto mds pequefio de variables (deno-
minadas variables de estado) tal que el conocimiento de esas variables en t = ¢
en conjunto con el valor de la variable de entrada para t > ¢, determinan comple-
tamente el comportamiento del proceso para cualquier tiempo ¢ > t;. Una idea
intuitiva de los estados estd relacionada con la memoria necesaria del proceso para
poder predecir su futuro. Los estados por lo general son variables fisicas como
la temperatura, concentracion, nivel, distancias, o simplemente entes matematicos
abstractos. Se debe aclarar que a lo largo de esta tesis sélo se tratardn procesos
fisicos representados por el formalismo del “espacio de estados” (ver [134]). La
salida y(t) del sistema de control resume las observaciones del proceso fisico. Por
lo general, es un conjunto de variables fisicamente medibles y de dimensiéon menor
o igual a n, con n la dimension de los estados.

En general, el objetivo de un problema de control es lograr que las salidas se
comporten de alguna forma prescrita mediante la manipulacion de las entradas del

sistema de control.
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2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Los estados = se mueven en una region O,, de R", que contiene a las condicio-
nes iniciales zy. La variable manipulable v toma valores en un conjunto U C R™.
Sin pérdida de generalidad, las trayectorias de control admisibles serdn todas las
funciones u : [0,¢7] — R™ dependientes del tiempo ¢ de duracion t; < oo y con-
tinuas a trozos. La relacion entre el control, los estados y las salidas del proceso
estard dada mediante una ecuacion diferencial llamada “La dindmica del sistema”

y otra de observacion:

(2) {L’(t) = f(t,a:,u), x(tO):xO, (2.1)
y(t) = g(t,x,u), (2.2)

con regularidad tal que estdn garantizadas la existencia y unicidad de la solucién
de la ecuacién diferencial (2.1) [29, 76].

El uso de entradas externas o controles u “fuerzan” a que los estados del sis-
tema x partan de sus condiciones iniciales x( y se dirijan a otros estados deseados
(target) . Sin embargo, dicha transicion, si es posible, en general no es tnica y
depende fuertemente de los controles aplicados. En este contexto, naturalmente
surge la inquietud de hallar la mejor manera de realizar dicha transicion, asi que el
“problema de control 6ptimo” consiste en buscar una trayectoria o sefial de control
u(t) que le permita al proceso llegar lo mas cercano posible a su estado “deseado”
minimizando una funcién denominada “costo” o “indice de desempefio”. Dicho
costo estara descrito por un funcional generalizado, al cual llamaremos funcional

de costo, criterio de optimizacién o funcién objetivo:

Ity to, xo,u) = /L(T,$u(7),u(7))d7 + K(z(ty)), (2.3)

to

donde L es el “Lagrangiano” del problema de control optimo y X (z(ts)) representa
a una penalizacién final. El horizonte de optimizaciéon At = t; — t, del problema
es finito si ty < ooy 7 € [to,ts]. La minimizacién del funcional de costo con
respecto a u estd sujeto a la restricciéon impuesta por la “dindmica” del sistema de
control, es decir x,(7) debe ser la solucion de (2.1) correspondiente a la trayectoria

de control u(7), donde ¢, es el tiempo inicial y ¢; es el tiempo final. Dado que
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2.1 Sistemas de control y el problema de control 6ptimo.

normalmente se tomard ¢, = 0 el horizonte de optimizacion At se reduce a ty. Si

existe una trayectoria de control que minimiza (2.3) serd denotada por u*, verificard
w'(:) £ arg fnf 3(t, 0, 20, u(’)), (24)

y una vez aplicada al sistema (2.1) generard la trayectoria ptima de estado x*(t)
de tal modo que x*(+) sea solucién de (2.1) con u(-) = u*(-).

El Lagrangiano L(t, x,u) de la ecuacién 2.3 es una funcién escalar no negativa
(L > 0), es decir, transforma elementos de R x R™ x R™ a elementos de RaL .
Esta funcién se deberia entender como un diferencial del costo de trayectoria. Por
ejemplo, en el caso donde L = 2'Qx + ' Ru, se cuantifica el esfuerzo de llevar
los estados x a cero aplicando la accién de control u suficientemente pequefio a
lo largo del horizonte de optimizacién. Cuando L es diferente a cero, su integral
sigue creciendo al ser una funcién positiva. En un tipico “costo cuadratico”, el
término z'Qx indica el costo instantdneo de los estados y andlogamente v’ Ru nos
da una idea del esfuerzo de control ejercido. En cada aplicacion se debe elegir
qué tipo concreto de Lagrangiano utilizar, sin embargo, lo mds usado son las formas
cuadraticas para x y u, aunque también es posible trabajar con otras formas, como
por ejemplo la “potencia” del sistema definida como el producto de los estados por
el control, los de minima energia del sistema definidas solo a partir del cuadrado
de las acciones de control, o aquellas de tiempo minimo, donde L = 1. El término
K (z(tr)) : R* — R, se entiende como una penalizacion final sobre los estados.
Claramente, introduce un costo adicional al final del horizonte de optimizacion ¢;.
Si por ejemplo, se define como K(z(ts)) = 2'(t;)Sxz(ts), el efecto que se busca
del proceso es que éste intente terminar lo mds cercano de cero (o del punto al cual
se quiere regular, llevado a cero mediante alguna transformacion de coordenada).

El sistema también puede ser visto, no como una ecuacion diferencial, sino a
través de su funcién de transiciéon o mapeo de transicion, la cual define a qué estado
evolucionard el sistema {x(t) = p(t,0, z,w),t € [0,t;]} (ver [88, 134]), donde el
miembro derecho puede leerse como el estado al tiempo ¢ de la transicion, desde
un tiempo inicial o, con x como el estado al tiempo o y w la trayectoria de control
aplicada entre los pares de tiempos inicial y final o y . Definida ¢ de esta forma,

cuando la aplicamos nos brinda el valor exacto del estado en ¢. De esta manera
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2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

podemos reescribir el funcional de costo:

iy
3t to, 20, 1) = / Lt olt, toraovu),u(®) di +K(alty)),  (25)

to

Esta funcion que realiza una transicion de elementos ¢ : R X R x R™ x R™ — R",

también se le conoce como el “flujo” de la ecuacién diferencial (ver [76]).
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2.2 La funcion de valor y el formalismo Hamiltoniano

2.2 La funcion de valor y el formalismo Hamiltoniano

En programacion dindmica, que es una vision clésica de los problemas de optimi-
zacion el papel central es protagonizado por la “funcion de valor” o funcién de
Bellman V (llamada asi dado que Richard Bellman fue pionero en el desarrollo y

el uso de esta funcién), que se define [18, 134] como:
V(t,z) = infJ(ts,t, 7, u), (2.6)

en [to,t7] x R™ y con valores en R, donde ¢, sigue siendo el tiempo final del
horizonte de optimizacién, ¢ € [ty, ], x el estado desde el cual se desea optimizar
a partir de ¢, y u es la trayectoria de control aplicada. Al igual que J, la funcién
de valor V es un costo, sin embargo, ésta nos da el costo minimo entre todas las
posibles trayectorias que comienzan en (t,x), por lo que V(tg, x¢) daria el costo

Optimo total del proceso.

La funcién de valor tiene la siguientes propiedades:

(1) Para cada par s,t talque 0 < t < s < 7 ycadaz € R, para todos los

controles w,
V(t,x) < J(s,t,z,w) +V(s, (s, t,z,w)). 2.7
Si la funcién de Bellman es alcanzada, entonces
V(t,x) =d(s,t,z,w |e) + V(s,0(s,t, 2,0 |1.s)) (2.8)

para un control w éptimo en (¢, x). El andlisis principal es que a lo largo
de cualquier trayectoria 6ptima, se debe considerar el costo 6ptimo como la
diferencia entre la funcién de valor en un punto y la funcién de valor obtenida

al realizar una transicion.

(i1) Paracadas € [tg,tf) yx € R"

t
V(s,z) < / L(1, 2, (7),u(T))dT + V(t,2,(t)) , Vs <t <t;x, Vu.
’ (2.9)

21



2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Esta propiedad es sencilla pero debe ser bien entendida, el término V(¢, z,,)
dice que a partir de las condiciones (¢, z,,) hasta el tiempo final ¢, el costo
optimo es conocido. Por lo tanto, para un v # u* dado, el costo correspon-
diente V(s, x) para el horizonte At = t; — s tiene que ser menor a la suma
de la integral del Lagrangiano y V(¢, x,,), a menos que dicho u sea el ptimo.
En este dltimo caso resulta ser la igualdad. En [134] se puede consultar una

explicacion mds rigurosa de esta propiedad.
(¢43) Condicién de borde, en t = 1,
V(ty, x(ty)) = K(z(ty)), (2.10)

la condicién de borde es obtenida inductivamente de manera que satisface la
ecuacion 2.6.

En el caso discreto la programacién dindmica puede ser implementada mediante
el siguiente algoritmo (para una adecuada fundamentacion tedrica de la técnica
consultar [15, 88, 93, 102, 134]):

1. En primer lugar ha de plantearse el problema de forma que pueda ser des-
compuesto en k subproblemas. Es decir, dividir el problema con un tamafio

ny de forma tal que 1 < ny < n, sea el problema completo.
2. Discretizar los estados en ), = ty,

3. luego por la propiedad (ii7) se calcula el costo, el cual es K(z(ty)) para todos
los puntos z(t),) dentro de la discretizacién de x. Este es el costo Gptimo en
el tiempo final.

4. Se pasa al tiempo t,_q, hacia atrds en la discretizacion del tiempo. Ahi,
para cada punto discreto de x en t;,_; se aplican todas las acciones de con-
trol permitidas en [t;_1,%s], y con sus respectivas trayectorias de estado, se
calcula la integral del Lagrangiano. Por las propiedades (2), (i7) y supo-
niendo que V estd asumida (es decir, existe un control u* tal que V(¢,x) =
min, J(ts, s, z,u)), se escoge la de minimo costo. Para este tiempo 51, di-
cho valor de control sera el 6ptimo. En este momento se guarda el valor del
costo V(ty_1, z(tx_1)) 6ptimo, el control éptimo u*(¢;_1) que lo produce y

el estado 6ptimo «*(¢) final alcanzado.
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5. Luego, nuevamente se va hacia el paso siguiente hacia atras t;_», o de forma
general a un tiempo t,_; con ¢© = 2,3, ..., k, se aplica lo explicado en el
item anterior y se guarda el costo 6ptimo V(tx_;, z(tx—;)), el control 6ptimo

u*(ty—;) y el estado optimo x*(t;_1) correspondientes.

6. El procedimiento se repite hasta llegar a las condiciones iniciales en ¢y, donde

x(ty) = o son conocidos.

Ahora si queremos saber cudl es la trayectoria éptima desde la condicién inicial
x, hasta el final del horizonte de optimizacién ¢, es suficiente con concatenar to-
das las soluciones Optimas guardadas, ya que por el enunciado de Bellman, (“En
una secuencia de decisiones Optima toda subsecuencia ha de ser también 6ptima”)
se ve reflejada en la propiedad (7) sabemos que una solucién calculada como la
suma de soluciones 6ptimas serd Optima también. Este procedimiento (de “progra-
macién dindmica”) describe la forma de encontrar trayectorias ptimas para pro-
blemas generales: el sistema de control es de cualquier tipo (es decir, podria ser
lineal, nolineal, auténomo, variante con el tiempo), el Lagrangiano es una funcién
generalizada, y los estados y el control pueden tener restricciones y estar acotados.

Retomando la formulacién en tiempo continuo y suponiendo que existe una
trayectoria optima de control u*(¢) que produce la trayectoria 6ptima de estados

x*(t), a lo largo de esas trayectorias serd

ty
o) 2V (1) = [ L () () + Ve (1) @D
t
la funcién v es absolutamente continua y tiene derivada con respecto al tiempo:
d
8(t) = = (1) = ~L{t,2"(6), " (1)). (2.12)

Por tanto, a lo largo de una trayectoria 6ptima la velocidad de decrecimiento de la
funcion de Bellman es igual al costo instantdneo negativo. Por otro lado, también
es cierto que la derivada de v(t) con respecto al tiempo es (asumiendo que V resulta
una funcidn lo suficientemente suave de sus variables) © = V, + V,i(t) (donde la
notacion 'V, indica la derivada parcial de 'V con respecto a su variable x), por lo que
al igualarla con la ecuacion 2.12 y reemplazando 7(t) por su respectiva derivada

Optima (Z*(t)), se tiene

Vit 2™ (t)) = —L(t, 2" (1), u" (1)) — Va(t, 2" (1) (£, 27 (1), w" (). (2.13)
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L es una funcioén escalar, por lo que las dimensiones del gradiente V, de 'V deberian
ser las de un vector fila. Se convendra que todas las derivadas parciales de una fun-
cién escalar con respecto a un vector (sea este fila o columna) serdn consideradas
como vector fila.

El Hamiltoniano del sistema asociado al problema de control 6ptimo es definido
como una funcién escalar (véase [44]), continuamente diferenciable que depende

de las variables (¢, z, A, u)
H(t, o, A u) 2 L(t,z,u) + N f(t2,u), (2.14)

y visto como una funcién que mapea [to, £ ;] X R” x R" x R™ — R. En laliteratura,
esta variable auxiliar A es conocida como el “coestado” del sistema, o covector a
partir de su interpretacion geométrica en manifolds (o variedades diferenciales en
espafiol), ya que para cada punto x, A es un elemento que pertenece al plano cotan-
gente 17" M del espacio de estados en la variedad M y se define como un funcional
lineal perteneciente al espacio dual del espacio tangente 7, M en x. También, el
coestado podria ser matemdticamente entendido como un “multiplicador de La-
grange” (usado para encontrar valores extremos de una funcion de n variables),
el cual cumple la tarea de asociar el conjunto de ecuaciones que representan las
restricciones a la funcién que reproduce el modelo del sistema dindmico para el
problema de optimizacion del costo asociado con el Langrangiano.

Se dice que el problema (o el Hamiltoniano J{) de control es regular (véase

[88]), cuando para cada terna (¢, x, \) arbitrarios existe un tnico valor de control
u(t,z, \) £ arg mul’n H(t,z, \u), (2.15)
que minimice el Hamiltoniano del sistema 2.14, es decir, se cumple que
Ht,z, N\, ul(t,z,\) < H(t,z,\,u) VYuecU. (2.16)

Justificados en esta minimizacioén de J, en este caso podemos definir el Hamilto-

[IF4

niano “6ptimo” H® como

HO(t, 2, A) 2 H(t,z, A\, u’(t, 2, 0)) (2.17)
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y en el caso que H resulte una funcidn suave con respecto a todas sus variables, la

definicién de u° implica claramente

H
88—u(t,x,)\,u0(t,x, A))=0, (2.18)

cuya relacion con la funcion de valor es (al combinar las ecuaciones (2.14 - 2.17)),
da lugar a una ecuacién en derivadas parciales asociada al problema de control

Optimo conocida como la “Hamilton-Jacobi-Bellman” (HIB)(ver [44]):

%—Y(t,x) + KO (t,x, {g—Z]/(t, x)) =0, V(t;,z) = K(x(tg)). (2.19)

De (2.15 - 2.19) resulta claro que la trayectoria de coestado dptima \* verifica

N (t) = (g—?j(t,x*(t))) e 0,t], (2.20)

y en particular, para t = t; la ecuacion (2.20) nos brinda la siguiente condicién

final,
oA%

/
N(tp) = =—(tp,z*(t . 2.21
)= (it er) e21)
Ademads, el control 6ptimo Hamiltoniano puede ser expresado como (ver [134], p.
361)

wH(t) = uP (2 (1), N (). (2.22)

La importancia de este resultado es que todo el problema de control 6ptimo se
reduce a hallar la solucién de la HIB. Sin embargo, ésta resulta dificil de resolver
inclusive numéricamente, y si no hay regularidad no existe solucién a menos que
se permita una nocion generalizada de la solucién [21, 134]. Para sistemas lineales
con costo cuadrético, la funcién de valor es cuadratica en x, por ende, la HIB se
reduce a una ecuacion diferencial ordinaria (ODE de su sigla en inglés), conocida
como la “Riccati Differential Equation” RDE, para la cual es posible encontrar
soluciones numéricas.

Del Hamiltoniano y control éptimo surgen las ecuaciones candnicas Hamilto-

nianas (HCEs de su sigla en inglés) (véase [117] para problemas generales y [134],
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2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

p. 406 para el caso con estado final libre)

T = (88—})6\0) (z,\) 2 F(x,\); 2(0) =z , (2.23)
= (55) @M 2 5N A = Sl 2

las cuales definen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dimension

2n para el campo vectorial Hamiltoniano

( i ) - ( fS(EBa;,A))\) ) = X(w,A) . (2.25)

Las soluciones de las ecuaciones (2.23, 2.24) son equivalentes a resolver la HIB
y ademds brindan las trayectorias dptimas tanto para el estado x*(¢) como para el
coestado Optimo \*(t). Para las trayectorias 6ptimas el Hamiltoniano permanece

constante en todo el intervalo [0, ¢¢], o visto de otra manera a través de (véase [1]),

dHO, o (OO HFHO B
W(x (1), A"(t)) = (W) F+ (W) [=§1=0. (2.26)
2.2.1 Formalismo Hamiltoniano en problemas lineales

La solucidn clésica al problema de control 6ptimo se da para sistemas lineales,
variantes en el tiempo y sujeto a un funcional de costo cuadrdtico LQR, dado por la
ecuacion (2.3) de dimensién n, con condiciones finales libres, de horizonte finito y

controles irrestrictos. El funcional de costo

I(u) = /0 " [WQU)e + ROt + /(1) Sa(ty), 2.27)

debe ser minimizado con respecto a todas las trayectorias de control admisibles
(aqui las continuas a tramos) u : [0,t;] — R™, sujeto a la restriccién dindmica

lineal del tipo

T =A(t)r+ B(t)u; x(0) = xo, (2.28)
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2.2 La funcion de valor y el formalismo Hamiltoniano

donde x, © mantienen su definicién de la Seccion 2.1. Las matrices de las ecuacio-
nes (2.27, 2.28) son asumidas con las siguientes propiedades: ()(t), S > 0 (defini-
das semi-positivas) de dimensién n x n, R(t) > 0 (definida positiva) de dimensién
m X m, A(t) esde n x n, B(t) den x m, y el par (A, B) controlable. Los objetos

concernientes al funcional son del tipo:

L(t,z,u) = 2'Q(t)x +u'R(t)u, (2.29)
K(x(ty)) = a'(t;)Sxz(ty), ty <oo. (2.30)

Bajo estas consideraciones el Hamiltoniano H (¢, z, A, u) del problema se expresa

como

F(t, 2, A u) = Lty z,u) + N f(t 2,u) = 2'Q(t)z +u' R(H)u+ N (A(t)z+ B(t)u),

(2.31)

dado que se asumi6 que el Hamiltoniano H (¢, z, A\, u) es diferenciable y de la con-
oK

dicion - = 0 (ecuacion (2.18)), la accion de control Optima u* para este problema

toma la siguiente forma explicita
1
w(t,27(8), A1) = u(t) = =5 R OB [0 (1), (2.32)

(independiente de x), también llamado control “J{-minimo”. La solucién de la

ecuacion HJB para este caso tiene la forma (ver [8, 18, 134])
V(t,z) = 2'P(t)z (2.33)

con el coestado Optimo resultante \* y de acuerdo a la ecuacidon (2.20), la derivada

de la funcidn de valor (véase [99]),

Ne(t) = (g—z) (t,2*(t)) = 2P(1)z*(t) . (2.34)

donde z*(t) denota a la trayectoria Optima de estado y P(t) a la solucién de la

ecuacion diferencial de Riccati (RDE de su sigla en inglés)

P =PW(t)P — PA(t) — A(t)P — Q(t), (2.35)
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2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

con condicién de borde final P(t;) = Sy W(t) = B(t)R*(t)B'(t). La ecua-
cién (2.35) permite obtener la solucién del problema regular sin restricciones en
modo “feedback”, ya que combinando las ecuaciones (2.32, 2.34), la accién de
control en lazo abierto (que depende de los coestados del sistema) se convierte en

una ecuacion con dependencia de los estados
u*(t) = =R ()B'(t)P(t)x*(t). (2.36)

Las trayectorias 6ptimas del estado y coestado son soluciones de las ecuaciones
canonicas Hamiltonianas en el espacio de fase dadas por las ecuaciones (2.23,
2.24). Para este caso en particular, si se considera el Hamiltoniano 6ptimo el dado

por la ecuacién (2.31), resultan ser

i o= A(t)z+ B (42, ) = A(t)r — %W(t))\ , 2.37)
A= 2 [P(t)x + P3| = —20()x — A'(t)X . (2.38)

Las ecuaciones anteriores pueden agruparse en una ecuacion diferencial matricial

lineal, variante en el tiempo, de dimensién 2n

U =H(t)U, (2.39)
con 1
w(t) & ( igg ) H() 2 ( _glggt) ‘_ij‘,/(g) ) (2.40)
y condiciones de borde mixtas
2(0) = w0, Mty) = 25x(ty) . (2.41)

En [18, 134] se pueden consultar los tratamientos detallados de este problema.
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2.3 Controles acotados y el Principio de Pontriagyn

En la mayoria de aplicaciones practicas, la variable manipulada puede s6lo asumir
valores en un conjunto de valores acotados [67, 101, 131]. El termino ‘manipulado’
indica que una persona o un instrumento asigna un valor a una sefial generada
por medios fisicos también llamada ‘entrada’. En algunos casos, para los valores
de estos controles hay limites que no se pueden exceder; por ejemplo la cantidad
de combustible suministrado a un motor, temperatura, corriente, voltaje, etc., no
pueden tomar valores arbitrarios. La variable manipulada se restringe entonces a
tomar valores en el interior y en los limites de un subconjunto acotado del espacio
métrico, entonces es consecuente afirmar que los valores admisibles del control
estan en un subconjunto compacto de R™. La figura 2.3 muestra la saturacion de

la variable manipulada param = 1.

u(t) € U := [Umin, Umax] - (2.42)

uee) A

u T T

MAX

~y

______ — u
MiN

Figura 2.3: Control saturado para dimensiéon m = 1.

Las caracteristicas cualitativas de la soluciones de control éptimo para proble-
mas con restricciones difieren sustancialmente de la solucion del respectivo proble-
ma irrestricto [8, 43, 46, 117]. En la teoria quedan ain preguntas abiertas como:
cuanto realmente difieren dichas soluciones en el costo alcanzado, cudl clase de
problemas generan soluciones “bang-bang”, o cuando las soluciones restrictas son

sOlo saturaciones de trayectorias Optimas del mismo problema sin restricciones.

29



2. FORMALISMO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

La busqueda de soluciones a los problemas restrictos frecuentemente conduce
al Principio del Médximo de Pontryagin (PMP) [117]. Sin embargo, atin cuando sea
computable, la solucién dada por el PMP no es suficientemente flexible para tratar
perturbaciones en los estados, es decir, el PMP genera sdlo trayectorias de control
en lazo abierto (no se garantizan soluciones del tipo feedback).

Si se asume que existe un instante de tiempo 7 € (0, ¢;) para los que el proble-
ma de control 6ptimo restringido toma el valor: u}, (7) € (Ummn, Umax) = Int(U),
tal que exista una solucién de control 6ptimo w;;, (-) (para el problema de control
con restricciones y todas las condiciones iniciales en xy). A partir de resultados
estdndares [88, 134] se deduce que para cada ¢ en alguna vecindad de 7, una tra-

yectoria de control @ definida por
a(t) = ul (27, (8), (1)) (243)
permite construir la estrategia 6ptima correspondiente uy, , de la siguiente manera:

Umin si a(t) S Umin
uwt (t) =@ (t) =< a(t)  SiUmm < G(t) < Upax - (2.44)
Umsx si a(t) 2 Umsx

La saturacion tiene efectos complicados sobre las prestaciones de un sistema
de control: éstos pueden ser bajos rendimientos o inestabilidad a grandes pertur-
baciones. En general, la existencia de saturacién propende a reducir la ganancia
del dispositivo (por ejemplo el amplificador) segun se incrementa la entrada. El
resultado consecuente es, si un sistema es inestable en su rango lineal, este com-
portamiento divergente se puede convertir en una oscilacién automantenida, debido
a la inhibicion creada por el componente de saturacion sobre las sefiales del siste-
ma. Por otro lado, si el sistema es estable en su rango lineal, la saturacion tiende a

bajar la respuesta del sistema, porque se reduce la ganancia efectiva [67, 131].
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Las caracteristicas de la inteligencia
que suelen calificarse de analiticas
son en si mismas poco susceptibles
de andlisis. S6lo las apreciamos a
través de sus resultados. Entre otras
cosas sabemos que, para aquel que
la posee en alto grado, son fuentes
del mas vivo goce.

Edgar Allan Poe

Tratamiento de Sistemas
Lineales

La mayor parte de los problemas fisicos, econémicos, sociales, tecnolégicos o
bioldgicos variantes en el tiempo pueden ser abordados desde el estudio de sistemas
dindmicos. Los sistemas fisicos llamados “sistemas lineales” s6lo 1o son en rangos
de operacion limitados. Aunque los problemas o procesos sean bdsicamente no
lineales, el estudio de sistemas lineales contintia y continuard demandando gran
esfuerzo y tiempo de estudio a la comunidad cientifica en general, ya que éstos
permiten realizar estudios analiticos y partir de soluciones exactas. incluso cuando
se trabaja con sistemas no lineales, son frecuentemente utilizados en alguin grado

los resultados de sistemas lineales.

En el libro [87] el autor escribe en el prefacio

“Linear systems have been under study for a long time, and from several different
points of view, in physics, mathematics, engineering, and many other fields. But
the subject is such a fundamental and deep one that there is no doubt that linear

systems will continue to be an object of study for as long as one can foresee.”
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3. TRATAMIENTO LINEAL

Este capitulo explica el tratamiento para sistemas lineales, empezando con un
tratamiento numérico para problemas con un sélo periodo regular; en el que se
plantea la obtencién del control 6ptimo por medio de la actualizacién de los valores
de fases finales, haciendo uso para ello de objetos matematicos. También se analiza
para sistemas que presentan varios periodos regulares y una forma de acometerlos.

Las estrategias planteadas son exhibidas mediante aplicaciones numéricas.
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3.1 Valores de Fase Finales

3.1 Tratamiento Numérico del Problema LQR por Ac-

tualizacion de los Valores de Fase Finales

Un nuevo enfoque fue desarrollado por el Grupo de Sistemas No Lineales del IN-
TEC del cual formo parte, para aproximar la solucién del problema LQR, basado en
la actualizacién de los estados finales y el coestado del problema regular, y movien-
do ligeramente los tiempos de conmutacién (los instantes donde el control alcanza
los limites). La idea inicial fue la propuesta de un control sub-6ptimo en forma de
feedback usando la solucién de alguna ecuacion de Riccati compatible. El método
del gradiente es aplicado para reducir el costo via férmula explicitas algebraicas
para sus derivadas con respecto a los estados/coestados ocultos del problema regu-
lar y los tiempos de conmutacion. Este método numérico es considerado eficiente
porque no involucra integracion de los estados o costos de trayectoria, ademds de
reducir al minimo la dimensién de los parametros desconocidos en la condicién
final. Los objetos relevantes son calculados desde unas pocas matrices auxiliares,
las cuales son utilizadas sélo una vez.

El LQR es probablemente, el problema mas estudiado y utilizado en la lite-
ratura de control 6ptimo. Por otra parte el formalismo Hamiltoniano (visto en la
seccion 2.2) ha sido central en el desarrollo de la teoria moderna de control Opti-
mo [3, 8, 44, 117, 141]. El problema del regulador cuadratico lineal de horizonte
finito n—dimensional con controles no acotados conduce a 2n ecuaciones dife-
renciales ordinarias (2.23, 2.24). Existen métodos tradicionales para resolver este
problema de condiciones de frontera, a veces transformédndolo a un sistema de con-
diciones iniciales al introducir ciertos objetos matematicos adicionales [40, 134].
En problemas de horizonte infinito, para algunas generalizaciones como el regu-
lador cuadratico bilineal, y también en cambios de set-point, existen intentos por
buscar las condiciones iniciales desconocidas para la variable del coestado a partir
de los datos de cada problema en particular, lo que permite integrar la ecuaciones
Hamiltonianas on-line con el proceso de control relacionado [38].

En el contexto de los controles acotados, el problema de control éptimo es
en general no regular, y todavia no consta con un método estandar de resolucién
[8,94, 118, 127, 134, 137]. Desde los afios sesenta, el PMP ha sido el marco teori-

co necesario para tratar dichos problemas no regulares. Para resolver el LQR con
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3. TRATAMIENTO LINEAL

restricciones se toma ventaja de ciertas relaciones matematicas que existen entre
el PMP y el formalismo Hamiltoniano. El resultado teérico subyacente [43], es
base de esta seccion. El tratamiento puede ser parafraseado de la siguiente ma-
nera: en general, la solucién 6ptima de un problema LQR ‘simple’ con controles
acotados es la saturacion de la solucion de otro LQR irrestricto, este ultimo con la
misma dindmica y la misma funcién de coste que el original, pero con diferentes
condiciones iniciales 7y, y sujeto a una penalizacion final cuadratica con matriz
de penalizacion final S diferente a la original. En este contexto se denomina un
problema LQR ‘simple’ a aquel que posee un dnico periodo regular.

En [45], se desarrollaron estrategias “off-line” y “on-line” (basadas en el méto-
do del gradiente) para detectar las “nuevas” condiciones iniciales Z( y la matriz de
penalizacién final S. Se daban alli férmulas algebraicas para calcular las derivadas
parciales del costo con respecto a S y Zo, con el objetivo de evitar la integracion
numérica de trayectoria de estados, control y/o costo, y bajar el esfuerzo compu-
tacional.

La contribucién principal del método viene de la reformulacion del resulta-
do tedrico previo de [43]. Se muestra que en lugar de la penalizacion final S de
n X n 'y las condiciones iniciales z,, es suficiente encontrar el vector de estados y
coestados finales (p, ;1) de dimension 2n. Entonces, se consiguen nuevas formulas
algebraicas para calcular las derivadas parciales con respecto a los nuevos parame-
tros. Desde el punto de vista practico, buscar estos parametros en lugar de los
originales implica una reduccidn significativa en la dimension de las incdgnitas y
por ende una disminucion del esfuerzo computacional, que para el tratamiento de
sistemas de gran dimension puede resultar determinante en cuanto a la viabilidad
de la instrumentacion.

Se pretende que la estrategia de control trabaje en forma de feedback cuando el
control esté acotado, entonces el conocimiento preciso de la condicidn inicial para
el problema irrestricto LQR relacionado no es sustancial. En este contexto es su-
ficiente conocer la localizacion de los instantes de tiempo donde el control alcanza
los limites. El esquema propuesto actualiza (p, i), y también los tiempos de “con-
mutacion” 7; donde se satura el control, mientras que el costo total es reducido via

el método del gradiente [19, 62, 114]. En general, se espera que la solucién que
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3.2 Problema LQR Regular para sistemas lineales

produce el método sea sub-6ptima, aunque en algunos casos es posible alcanzar la
solucién 6ptima numéricamente.

El esquema numérico toma ventaja de la capacidad de actualizar online las ma-
trices de Riccati que corresponden a un rango de valores de parametros en la pena-
lizacién final, a través de la solucion de un par de ecuaciones diferenciales parciales
de primer orden [33, 39]. Dada esta simplicidad y menor esfuerzo computacional,
el algoritmo puede ser considerado como una potencial herramienta a ser usada
en combinacién con el convencional “receding” o “shrinking horizon” [23], en un
contexto de MPC ampliado, y tal vez podria llegar a ser considerado como una al-
ternativa a enfoques de programacion sofisticados [121], los cuales dependen de la

discretizacion adoptada en el tiempo y espacio.

3.2 Problema LQR Regular para sistemas lineales

El problema LQR invariante en el tiempo estd sujeto a un funcional de costo de
la forma (2.27), y a una restriccién dindmica lineal del tipo (2.28), con matrices
A, B, @, R constantes y de dimensiones apropiadas y con (A, B) controlable. Es-
te planteamiento se denotard como el problema (A, B,Q, R, S,t;,R™ (). En
esta seccion, se mantendrd la dimension de la entrada siempre como m = 1. La
generalizacion para mayores variables manipuladas m > 1, aunque no presenta
obstdculos esenciales, es engorrosa y se deja para estudios posteriores.

Equivalentemente a la ecuacién (2.36), la ley de control ptima por retroali-
mentacion de estados (o feedback) en el caso regular es

us(t,r) = —R'B'P(t)x . 3.1

Cuando los valores de control son restringidos, la regularidad global del Hamil-
toniano no se puede asegurar, por lo tanto es necesaria una busqueda alternativa de
la estrategia de control 6ptimo.

La matriz Hamiltoniana del problema original es de la forma (2.40), y para
el problema invariante en el tiempo, con las matrices constantes queda entonces

determinada por

(A w2
H._(_2Q iyt ) (32)
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asociada a la matriz fundamental del sistema
U(t) := e 8, (3.3)

que seran empleadas en la elaboracion de las féormulas algebraicas para la derivada
parcial del costo. La matriz U(t) es de 2n x 2n, y por conveniencia serd particio-

nada en 4 sub-matrices de n X n denotadas como

Ul(t) Uz(t) o
( Us(t) Us(t) ) =U(). (3.4)

En resultados previos del problema LQR en la forma Hamiltoniana (ver [18, 44,
53, 134]) aparecen otros objetos matemdticos que serdn ttiles en la comprension de
la solucidn con restricciones, por ejemplo, las matrices a(ty,.S) y S(ty, S). Estas

dos matrices auxiliares son definidas como:

( gg; :i §§ ) =Ulty - 1) ( 2{3 ) ~ 3.5)

a(ty, S) ) A ( I ) ( Ui (tr) +2Us(tf)S
= U(t = . 3.6
(5(tf,5) ) 9g Us(ty) + 2U4(t)S (3.6
Las matrices permiten calcular, para un problema LQR sin restricciones, la so-

lucién de la RDE P(-, ty, S) a través de la férmula algebraica [44]

P(i,t},5) = %5(@ —4,8) [alt; — 1,9} Ve [0,1/], (3.7)

ademds las matrices ' y (5 estan también relacionadas a las condiciones de frontera

de las HCEs a través de la siguiente relacion

w(ty) = alty, )7'z(0), MO) = Bty S)a(ty) , AMty) =2Sa(t;).  (3.8)
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3.3 Control con Restricciones. Actualizacion de Esta-
dos y Coestados Finales

Problemas con cotas en la variable de control como los expuestos en el capitulo 2,
seccidn 2.3, serdn tratados en este capitulo con la intencién de explotar el resultado
tedrico expuesto en [43]:

Si se asume que existe un instante de tiempo ¢ € (0,t;) para el cual se veri-
fica: uj (t) € Int(U) = (Umn, Umax), €Ntonces, existird un intervalo de tiempo
I C (0,ty) que contiene a ¢ tal que la trayectoria de fase dptima {x; 0 A 0} del
problema original (A, B,Q, R, S,t;,U, x() coincidird en I con la trayectoria de
fase {i:, 5\}, quien a su vez es Optima para cierto (en general distinto) problema
(A, B,Q,R, S, t;, R, iy).

El problema (A, B, @, R, St 7, R, Zg) no tiene restricciones sobre los valores
de control (U = R), y lo llamaremos el problema ‘oculto’, ‘relacionado’, proceso
‘fantasma’, o el problema ". En lo que sigue, se asumird que existe al menos un
intervalo ‘regular’ (71, 72) C (0, ;) donde el control toma valores en (Umin, Umax)-

El resultado transforma el problema original con controles acotados (cuya so-
lucion debe buscarse en el espacio de dimension infinita de las trayectorias admisi-
bles del control) en una busqueda de dimension finita (para las condiciones finales
ocultas (7o, S )). Un comportamiento tipico de estos objetos es representado en la
figura 3.1.

La generacion de estrategias de control sub-6ptimas basadas en la aproximacion
de los parametros desconocidos {5’ , fo} ha sido publicada recientemente, también
en [43]. En [45] se utilizan férmulas algebraicas para calcular las derivadas parcia-
les del costo total con respecto a los coeficientes de la matriz S y las condiciones
iniciales 7y, sin necesidad de generar las trayectorias de estado ni evaluar el costo.
En dicho caso, el nimero de variables a actualizar fue @, que para aplicacio-
nes de gran dimensién puede resultar poco prictico. Por eso se buscé reducir el
nimero de incdgnitas, evitando todavia la integraciéon numérica de ODEs, como en

los resultados presentados de [45]. Una consecuencia directa es la reduccion del

esfuerzo computacional necesario para minimizar el costo total.
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Figura 3.1: Comportamiento cualitativo tipico de trayectorias de fase 6ptimas para

*

el problema original restringido{xzo,

{a.4}.

3.3.1 Unhecho tedrico relevante para la actualizacion de los parame-

Ao }, y para el proceso relacionado irrestricto

tros

Sea (A, B,Q, R, S ,tr, R, Zy) el problema sin restricciones relacionado, y sea {i:, 5\}

la trayectoria del estado/coestado Optima de dicho problema. Después de definir
pi=2(ty) y = Aty),

/
S = 1w (3.9)
20

(siempre que p’ S'p > 0,sino S := ), se puede afirmar lo siguiente:

Teorema 3.1. El problema (A, B,Q, R, St 7. R, &) tiene las mismas trayectorias
dptimas del estado y coestado que el problema (A, B,Q, R, S .t R, ), 0 sea

{x)\}

Demostracion. Denotaremos a la trayectoria {:I:, 5\} como la solucién a las HCEs

de cualquiera de los problemas (dichas ODEs no dependen de S o S) con condi-
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ciones de frontera Z(t;) = p, S\(tf) = 25p = pu . Asimismo nétese que
Atp) =25p=p=2Sp, (3.10)
y por lo tanto {:I:, 5\} es la trayectoria 6ptima del problema (A, B, @, R, S .t R, o),

{;M} = {g:)\} . 3.11)

Pero ya ambos pares son soluciones de las ecuaciones Hamiltonianas, ellas

es decir

también deben satisfacer \ = 2PF , A = 2152?, con P y P dos soluciones de
la RDE (2.35) con condiciones finales Sy S, respectivamente. Por otra parte la
solucién x de

= (A - W15> z, 2(0) = &y (3.12)

es Gptima para el problema (A, B,Q, R, S,t;,R, o). Ahora, definiendo § := z—

Z, se obtiene
6 = AS—W(Pxz— Pi)=Ad — W(Px — Pi)
— A5~ W(Pz — P#) = (A—WP)(S. (3.13)

Dado que 6(0) = 0, esto significa que x = & = z.0
L]

Corolario 3.1. Pi = Pz = P, y por lo tanto el feedback optimo (3.1) es el

mismo para los problemas "y .

Como consecuencia util de estos nuevos resultados, los pardmetros desconoci-

dos (S, #y) pueden ser reemplazados por (p, 1) desde que: (i) la trayectoria (i:, 5\>

caracterizada por (S, #) también se determina de forma tinica por (p, z1), y (ii) las
matrices de Riccati 15, P son obtenidas de sus valores finales S , 5', respectivamen-
te. Estas tienen el mismo efecto en la construccion del feedback 6ptimo, y por lo
tanto son igualmente ttiles para los propdsitos de control.

sz 2 O . 1 . . s .
También nétese que S tiene (nthn entradas desconocidas (ya que es simétri-

2
ca), y Zo tiene otras n desconocidas. En total @

desconocidas. En el presente
desarrollo el nimero es reducido a 2n (para p, ). Por ejemplo para n = 100
la cantidad de pardmetros desconocidos se reduce desde 5150 a 200. EI proce-
dimiento numérico intentara alcanzar los parametros ocultos (p, 1), comenzando
desde unos apropiados (psemiias fsemitia), Y POT la aplicacion repetida del método

del gradiente, forzando el costo a decrecer hasta alcanzar una convergencia.
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3.3.1.1 Férmulas algebraicas
3.3.1.2 Objetos auxiliares

Los siguientes controles de tipo (2.44), en este caso realimentado serdn utilizados

a menudo en las proximas subsecciones para obtener el control sub-6ptimo del

problema
uml’n, Vt € [0,7-1)
a(t) .= —R'B'P(t, p,p)x(t), Vte[n,n) , (3.14)
Uméx, YVt € [Tg,tf]

donde w(t) es una notacién simplificada para @, - -, (t), la cual es usada para
indicar que el “feedback” estd asociado a los pardmetros (p, i, 7, 72) . La nueva
estrategia propone variaciones de las variables p y p de tal forma que se puedan
generar matrices S; — S. Mds precisamente, el procedimiento deberd tener en
cuenta las siguientes consideraciones:

(7) La matriz inicial Sy serd construida a partir de los valores finales de las
trayectorias Optimas del estado y coestado del problema irrestricto (2.27, 2.28),
aplicando el feedback (3.1). El coestado verificaent; que A(t;) = 2P (ty)x(ty) =
25x(ty), y entonces denotando psemina = T(tf), Hsemina = A(ty), la matriz
semilla S, se puede calcular como

SO — 1 :usemlllalusemzlla (315)
2 psemzllalusemllla
(71) Se adopta la siguiente trayectoria de control “semilla” para iniciar el méto-

do iterativo,

Umin lf - lB/ ( ,S())l’(t) S Umin
usemilla(t) = Umax lf lB/ (t, 0)1’(t) 2 Umsx . (316)
—R1B P(t So)a(t) otro caso

La trayectoria de estados correspondiente a el control e, €empezando en
xo, es decir z,,__ ., se denotard como Tseming. NOtese que a partir del control
semilla y de las ecuaciones de estado, simuladas para la nueva matriz final 5’0, se
pueden detectar, en caso de que existan, los primeros valores de los tiempos de

conmutacion denotados como 71 o < Ta .
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3.3 Control con Restricciones

(7i7) En lo que sigue P(t, p, ) denotard la solucion de la RDE (2.35), con
condicion final P(t;) = S. Cuando sea claro en el texto la dependencia de P con
p, 4, se utilizard la notacién simplificada P(t). De la ecuacién (3.7) se obtiene la

siguiente identidad, que serd de utilidad (paran := p o u)

oP(t,n) O [LB(ty —t,m) [alty — )] "]

on on
1
=3 [ﬁnofl - ﬁoflanofl} (ty—t,n)
1 _
= s [B—2P(tm)agla™, (3.17)
donde o, o) = g—‘;, By = g—ﬁ deben ser evaluadas en (¢; — ¢, p, j1), y a partir de las

ecuaciones (3.4, 3.6), las derivadas parciales «,, 3, resultan

oS oS
Qy = 2U28_77 5 577 = 2U48_77 (318)

(7v) La matriz fundamental “saturada” es:

i t t—T
U (t,T) ::/ At do = eAt/ e 9o = eA(t_T)/ e Yds,  (3.19)
T T 0

y sus matrices relacionadas

i t—r
U(t,7) = / V' (0, 7)Qe " dg = / V(s +7,7)Qeds (3.20)
T 0

i t—7
U(t,7) ::/ e QeA T do :/ e Qe ds, (3.21)
T 0

también serdn necesarias en lo que sigue. Mediante la definicién de las matrices
Fi(A), F5(A), G(A), H(A), K(A), Ly(A), Lz(A), M1(A), y My(A), dependien-

tes del escalar A, de acuerdo con las siguientes particiones:

(50 68) ce ([ 9)a). o
(0H8) con([D L]8). o
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3. TRATAMIENTO LINEAL

[ M(A) K(A) 0 I 0
0 Ly(A) My(A) | :=exp 0 -A Q |A] ; (3.24)
0 0 LyA) 0 0 A

empleando luego algunas férmulas apropiadas para integrales a través de exponen-
ciales especiales de una matriz hamiltoniana [143], recurriendo luego a la integra-
cidén por partes y manipulaciones algebraicas similares (apéndice A); se tiene por

ultimo que las integrales en las ecuaciones (3.19 - 3.21) pueden ser expresadas

como sigue:
U(t,7)=Ft—-1)Gt—1), (3.25)
U(t,7) =M H{Et - 1), (3.26)
Ut 1) =Vt 7)e YDt 1) — K(t—7) ; (3.27)

mostrando que todas ellas pueden ser calculadas sin necesidad de recurrir a inte-
graciones numéricas.

En lo que sigue, en conjunto con la matriz U(t), todas las matrices auxiliares
serdn calculadas, interpoladas off-line y guardadas en memoria para luego ser uti-
lizadas durante el procedimiento de optimizacién. Entonces se asume que estardn
disponibles como funciones de dos variables (¢, 7), en el rango [0, /] x [0, %] .

Cuando u(t) = umm en [0, 7], el estado en 74 resulta
z (1) = ey + (71, 0) Bugy - (3.28)

(v) En este punto es importante notar que el estado en 7, podria ser calculado
del flujo Hamiltoniano. Ya que paracadat € [y, 72) el controles —R™'B'P (t, p, p) z(t)
y el coestado (correspondiente a este subconjunto de trayectoria regular), denotado
como (), es A(t) = 2P (t, p, ) z(t), y

( ig; ) =Un -9 ( ig ) : (3.29)

el estado finalmente resulta en

X (’7'2) = U1(7'1 — ’7'2)1’(’7'1) + U2(7'1 — ’7'2))\(’7'1)
= (Uy(m — 1) + 2Us (11 — 1) P (11,m))x (11) -

En lo que sigue el argumento ¢ de U(¢) serd omitido cuando el contexto sea claro y
lo permita. Cuando u(t) = umax en [72, tf], el estado en el tiempo final ¢ ; resultard

x(ty) = eAltr—m2) (12) + U(ts, 7o) Bumsx - (3.30)
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3.3.1.3 Derivadas parciales del costo

Los resultados publicados en [55] indican que el control 6ptimo u*(-) para el pro-
blema original (A, B, Q, R, S,t;, U, x,) puede ser obtenido por la saturacién del
control 6ptimo (-) correspondiente al problema irrestricto ~. Pero en realidad
no es necesario determinar toda la trayectoria de «(-), mientras que se conozcan
los puntos de saturacion {7y, 72}, y también se conozcan los valores que u(-) asu-
me parat ¢ J £ (71, 72]. Entonces es suficiente con calcular 74, 7 y P(t), con
t € J para definir toda la estrategia v*(-). En lo que sigue este método va a buscar
P, I, T1, T2 con el fin de evitar el cdlculo de lazo abierto u(-) y saturar éste poste-
riormente. Esto es equivalente a determinar un nimero 2(n + 1) de pardmetros a
ser actualizados via el método del gradiente.

Se sabe de [55], que el costo total J(u) es diferenciable con respecto a las
variables (p, u, 71, 72) . Para obtener las derivadas, por conveniencia el costo total
serd dividido en 4 partes:

J(p,p,1,m) :=4d(a) =J1+ Jo+ J5+ Jy (3.31)

donde J; representa el costo de trayectoria asociado con el periodo de saturacién
[0,71), J2 con el intervalo regular |1y, 73], J5 con el otro periodo de saturacion
(T2, ty], y J4 mide la penalizacién final. Los costos parciales pueden ser expresados

de la siguiente manera:

Jy = Ru’, 1 + /0 N (t) Qx (t)dt (3.32)

Jy = ' (1) P (1) & (1) —2' (1) P (12) (1), (3.33)
Jz = Rul g (t; — ) + / / o' (t)Qx (t)dt (3.34)
Jy = (ty) S;Q (tr) . (3.35)

Las derivadas D, con respecto a las variables p y p (denotadas indistintamente

por la variable 1) resultan:

Dy =0, (3.36)
oP oP
D, Js = a'(11) 8577_1) — 4(U; + 2U3P(11)) P(12)U, 8577_1) cee
— (U, +20,P(r) 227 o, 4 ou, P | () | (3.37)

In
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donde las derivadas parciales de P se calculan a partir de las ecuaciones (3.17

-3.18), y
8§kl o 1 122
op 2 Het) (_ (p’u)z) ’ -39
8§kl _ 1 |:Zj/(kl) N (:uk,fil)zpj] (339)
oy 2L(Pm)  (Pu)
donde
Oty pr st l=j yk#j
Ye) Oy, o osi k=jyl#j (340)
0 si k#jyl#]
ty
Ox ((t .
D, Js :/ 27" (4)Q xa(n( )dt =4[a' (1) U(ty,m2) + ...
s OP (7,
i B (t,72)| Ua(r = 72) g; D (e, (3.41)

después de reemplazar 2’ (t) = 2’ (72) e (t=m) 4 By’ (t, T2)Umax, y €xpandiendo

Ox (t oz (T OP (71, p,
87(7 ) _ eA(t—Tz) 8572) _ 6A(t—7'2)2U2(,7.1 _ 7_2) (8177p Iu)l’(’Tl) (3.42)
Finalmente,
P
DnJ4 = 21'/(tf) S 81’@]‘) = 41'/(tf) SGA(tf_TQ)UQ(’Tl — 7'2)—8 (7_1, 77) ,17(7'1) .
on on

(3.43)

Las derivadas con respecto a los tiempos de conmutacién 7, y 75 son
Dy Ji = Rupg, +2'(1)Qu(n), (3.44)

D, Jy, = 22/ (1) P(11)Bumm + ' (1) P(1)) WP (1) x(71)...
() Qu(m) — 2 (my) Pmy) 2T (3.45)

8’7‘1 ’
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3.3 Control con Restricciones

tax (12)

D, J; = / 22’ (1) Qe =) g o
1

T2

tax (12)

= /(eA(t_TQ)iﬁ(Tz) +‘I’(tf,Tz)BUmax)/QeA(t_m)d ar
1

T2

ly

_ l’l (7_2)/€A’(t—72)Q€A(t—Tg)d

T2

t&z (12)
—871

ty
+B/Uméx/\P/(tf,’Tg)QGA(t_TQ)d

T2

tax (12)
8’7'1

0x (1)
8’7'1 '

_ (a: (72) B (ts, ) + tmae B (L, 72)) (3.46)

Para la penalizacion final de la derivada respecto a 7, de la ecuacién (3.30),

)&B (12)
8’7‘1

donde el dltimo termino puede ser expresado en términos de los datos y las matrices

D, Jy =24 (t;)SeAts—™ (3.47)

auxiliares como

Ox (13)
8’7'1

= U1(7'1 — TQ)(A(II(’H) + Bul) — (A — WP(’TQ))(II(’TQ) + ... (348)
2Uy (1 — 7o) [P(11) (W P(7)x(71) + Buy) — (A'P + Q)z(1)].

Similarmente, las derivadas con respecto a 7, son

D.J,=0, (3.49)
Dy, Jy = o' (19) (P(12)WP(72) + Q)x(72) , (3.50)

Dy, Js = —(Rupys, + 7' (12)Q(72)) 3.51)

D, Jy = —22'(t;)Se X ™) (W P(13)x () + Bmay) - (3.52)

45



3. TRATAMIENTO LINEAL

3.3.1.4 Actualizando los parametros

La primera aproximacion 7; o , 720 a los puntos de saturacion optimos, son calcu-
lados después de simular la trayectoria de estados Tgemin, cOmo se describe en

3.3.1.2. Parat € [0,%/] el control es establecido como
aO(t) = usemilla(t) . (353)

Los parametros (p, j4, 71, T2) son actualizados para construir sucesivas estrategias

de control @; ; j = 1,2, ... que decrementen el valor del costo total,
I(Uje1) < 3(uy) < -+ J(usemina) 5 7 =1,2,... (3.54)

de acuerdo con las prescripciones del método del gradiente:

Pj = Pj—1 — ’Yj%(ﬂj—l,ﬂj,ﬁ,jﬁz,j)
) , (3.55)
Hj = Hj—1 — ’Yj@(ﬂj,ﬂj—bﬁ,jﬁz,j)
{ T, = T1j-1— ’Yj(?zTJ(Pj,Nj,ﬁ,j—l,Tz,j) (3.56)
T2, = T2,j—-1 — ’Yja—TQ(Pj,Mj,TLj,Tz,j—l) ’

hasta que se alcance la convergencia o una decision préctica de parada, donde ; es
un pequefio nimero real que mide la porcion del vector gradiente a ser aplicado en
cada iteracion, elegido y modificado por el usuario.

Algunas versiones mas sofisticadas del método del gradiente pueden ser ex-
ploradas en este contexto, por ejemplo, aplicando el método de Fletcher y Reeves
[19, 62]. Las direcciones del gradiente conjugado s’ son calculadas secuencial-
mente comenzando en

Y= -VvJO°), (3.57)

donde p denota los pardmetros involucrados (p, i1, 71, 72), y p° contiene sus valores
semillas. El valor s° es la direccién de biisqueda inicial y V es el operador gra-
diente (fila). Las ecuaciones actualizadas por la direccion de bisqueda (prescrito

por esta técnica) es

VIV I

FT = VI + s "L =12, .., (3.58)
T GV )
y la actualizacién de los pardmetros es realizada de la siguiente manera:
(py s 71, T2) 1 = (P 11 1, )5 + 7587 (3.59)
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3.3.1.5 Descripcion esquematica para el procedimiento numérico

Una instrumentacién practica de los resultados discutidos en las secciones previas
incluye los siguientes pasos bdsicos:

(7) Calcular las matrices auxiliares como se describe en 3.3.1.2, después guar-
darlas en memoria. Obtener las primeras aproximaciones de los estados y de la
trayectoria de control, & emine Y Usemilia T€SPectivamente (por ahora, éstas corres-
ponden a la saturacion del control 6ptimo del problema irrestricto). Estés trayec-
torias proveen valores iniciales tentativos para los parametros (p, i, 71, T2).

(77) Actualizar los pardmetros a través de la version elegida del método del
gradiente y del escalar -y, como se propone en 4.2.1.1.1.

(7i7) Confirmar por integracion numérica si el costo esta realmente decreciendo,
y en tal caso retornar al paso (ii). Este paso puede ser ejecutado después de varias
iteraciones del método del gradiente, de acuerdo a la intuicién del programador y
de las particularidades de la aplicacion.

(7v) Si el costo no decrece, reducir la velocidad del método por intermedio del
pardmetro ~y hasta que lo haga, o

(v) Adoptar el dltimo resultado como mejor aproximacién al control éptimo

alcanzado por este método, y parar.
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3.4 Aplicaciones y Resultados Numéricos de la Estra-

tegia de Actualizacion de los Valores de Fase Finales

3.4.1 Caso de estudio: Frenado éptimo de un tren

El primer caso de estudio de la estrategia de actualizacién de pardmetros por in-
termedio de los valores finales hace referencia a la ‘detencién 6ptima de un tren’
[3, 43, 44, 45, 52], su problema LQR definido por los pardmetros:

1(t) = x2(t); 21(0) =1,
Zo(t) = u(t); x2(0) =—1, (3.60)
u(t) € [0,3]; 0<t<t;=1,

Q@ = 101, R = 0,5,y S = 1001, donde I es la matriz identidad de 2 x 2. La
solucién 6ptima ya fue hallada analiticamente en [43]. El resultado de actualizar los
parametros a través de aplicar el método del gradiente a 7, 75, p, i, €s mostrado en
las figuras (3.3 - 3.6). En la figura 3.3, la semilla y la trayectoria de control 6ptima
son ilustradas. La figura 3.4 muestra la reduccién del costo total contra el nimero
de iteraciones hasta obtener un minimo valor de costo (valor de convergencia), el
valor 6ptimo J* = 15,1632.

La actualizacién de los tiempos de saturacion puede llevar a diferentes situa-
ciones, como las que son representadas en la figura 3.2. Los valores actualizados,
después de la aplicacion del método del gradiente como en la ecuacion (3.56), son
denotados en la figura 3.2 por 7y, 7. La actualizacién de p, ;u puede llevar a dife-
rentes tipos de intervalos regulares, por ejemplo 7} ahl Tzs“t’l} o[r at2 Tzs“t’z}. En
el caso 1, el control es construido como

Ui Sit € [0, 7]
ul(t) == a(t) si t€[r, ] , (3.61)
Umax S1 T € [Ty, ty]
esto es, los valores saturados 7, T, son respetados, forzando al control a presentar

saltos debido a los valores de #(t) en el intervalo regular. En el caso 2,

Ui Si t € [0, Tieh?
u*(t) =<4 at) site [Tfat’z,fzsat’z} , (3.62)

Umsx S1 T E [T;at’z, tf:|
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Figura 3.2: Como actualizar los tiempos de conmutacién bajo diferentes situaciones
en las que el método del gradiente es aplicado.

en los cuales a 71 y 72 les corresponderia tomar valores del control regular @(t) por
fuera del dominio permitido U = [upym, Umax]. Todas las demds situaciones son
manejadas adecuadamente, esto es: 73 y 7, son respetados en cuanto sea posible,
pero los Tl-s“t’j son usados cuando los valores de #(t) caen en el complemento de U.

Se realizaron dos simulaciones para estudiar el comportamiento del pardmetro
~ del método del gradiente: en primer lugar, el valor del pardmetro v fue mante-
nido constante, ¥ = 0,005 (linea negra a rayas en la figura 3.4), y en la segunda
simulacidn se fue actualizando cuando resulté necesario que J siguiera decrecien-
do. Es claro que al principio del método ~y puede tener un valor grande, siempre
y cuando el costo siga disminuyendo. Sin embargo, en alguna iteracion este valor
grande de ~y genera grandes gradientes y por lo tanto podria ‘saltar’ el valor 6ptimo
y caer sobre un eventual minimo local, interrumpiendo la minimizacion del costo.
En este momento ~y tiene que ser reducido. Para este caso de estudio, el primer
valor fue puesto en v = 0,01, y el dltimo valor alcanzado fue de v = 0,005 (linea
azul solida en la figura 3.4). De esta manera, cambiando el pardmetro -y, se obtiene
un mejor desempeio del método que manteniendo el pardmetro constante. En las

figuras 3.5 y 3.6 se muestra la evoluciéon de 7y, 75; y de p, i, respectivamente. Lue-
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go de 700 iteraciones los pardmetros convergen a sus valores Optimos. Los valores
finales fueron : 7, = 0,5753, » = 0,7764, y S1; = 456,613, Sy; = —134,475,
Sy = 39,6015, calculados utilizando la ecuacién (3.9) y los valores de p, i1 que se
muestran en la figura 3.6.

Finalmente, se realizé una comparacion del tiempo de computo necesario en-
tre: (7) el viejo método basado en la actualizacién de la matriz S, descrito en [45],
y (i7) el nuevo método propuesto, basado en la actualizacion de p y u. El tiem-
po necesario para actualizar los coeficientes de la matriz S fue 2,4480 segundos
por iteracion, y la actualizacién de p, p tomo 3,1822 por iteracion, los tiempos de
coOmputo son aproximadamente del mismo orden para los dos métodos, lo cual no
es sorprendente ya que el sistema es de dimensién 2. En este caso la actualiza-
cién de p, p fue alrededor de un 30 % mas lento que actualizar S. Sin embargo,
se debe destacar que en este caso de estudio el método que actualiza p y p llega
a la solucién 6ptima, lo que no se consigue con el método de S, xy. En este caso
de estudio, trabajar con las variables p y p no constituye mejora de tiempo, ya que
el sistema es de dimensiones bajas. Las variables actualizadas en el método 5, z
fueron 3, mientras que en el método con p, i son 4. Para aplicaciones mas comple-
jas como las introducidas en la siguiente subseccion, es posible observar mejoras

del método.

3.4.2 Una tipica situacion de un modelo linealizado: un proceso

de laminacion.

El segundo caso de estudio modela un proceso de laminado como se describe
en [45, 73], cuya dindmica (dimension infinita), viniendo de un balance de energia

estandar, obedece a la siguiente PDE de primer orden

o0 90 Lo
o = Vo talba—0) +b(0; — 6, (3.63)

donde 0(t, z) es la temperatura de la banda metalica al tiempo t y localizacién
en la direccion z, V (t) es la velocidad lineal de la ldmina, y 6, es la temperatura
ambiente (asumida constante en esta configuracion). Los coeficientes a, b pesan
la velocidad de calentamiento debido a la conduccién y radiacion, respectivamen-

te. El sistema es simplificado al despreciar la radiacién (para un b pequefio), y
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Figura 3.3: Estrategias de control resultantes de la aplicacién del método del gradiente
al ejemplo del tren cuando se realizan modificaciones en los valores de fase finales,
problema bidimensional.
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Figura 3.4: Evolucion del costo total con modificaciones en los valores de fase finales
resultante del método del gradiente, problema bidimensional.
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Figura 3.5: Evolucién de los 7, con modificaciones en los valores de fase finales
resultante del método del gradiente, problema bidimensional.
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Figura 3.6: Evolucién de los ps y 115 con modificaciones en los valores de fase finales
resultante del método del gradiente, problema bidimensional.
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suponiendo que la temperatura se mantendra alrededor de un perfil de equilibrio
0ss(2) = 0o + (0o — 0a) exp(—az/Vo) , (3.64)

el cual es la solucion de la ecuacién (3.63) con b = 0, 900/0t = 0, V(t) = Vj, y
0y := 055(0) (algunas constantes apropiadas son caracterizadas para cada configu-

racion fisica). Las siguientes definiciones
AO(t, z) = 0(t,z) —Oss(2) ; u(t) =V(t) -V, (3.65)

permiten expresar de manera aproximada la dindmica de las fluctuaciones a través

de una versién ‘linealizada’ de la ecuacion (3.63),

A A
080 _ [ OR0  ngy |

ot Oz V—O (90 - ea) exp(—az/l/b) u, (366)

despreciando el termino u0Af#/0z, al ser el producto de dos ‘pequenas’ cantidades.
Desde la perspectiva de la teoria de control, el estado x en la ecuacién (3.66)

puede identificarse, en cada tiempo ¢, con la totalidad del perfil de temperatura
x(t) == {A0(t,2),z € [0, L]} . (3.67)
Esto, en principio, hace a la dindmica de dimensidn infinita, de la forma
= F(x,u), (3.68)

F denota el operador asociado al (RHS) de la ecuacion (3.66) (un tratamiento rigu-
roso esta fuera del alcance de este andlisis). Una aproximacion de n dimensiones

ha sido construida al discretizar la variable z en la forma
h:=L/n; zi:=0(—1)h;i=1,...,n; (3.69)

definiendo ahora n variables de estado x; (o equivalente a un vector de variables de

estados x(-) con valores z(¢) en R"),
xi(t) = A0(t,z); 1=1,...,n; (3.70)

z(t) i= (z1(1), 22(t), ..., 2, (1)) ; (3.71)
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3. TRATAMIENTO LINEAL

y finalmente aproximando la derivada parcial z por alguna combinacion lineal apro-

piada de la funcién Af(t, -) evaluada en los valores discretizados z; , por ejemplo,

8A9 ~ Tit1 (t) — {L’Z(t)

— )~ ;i=1,...,n—1; 12
0z (t,zz) h 3 2 ) 1 ) (37 )
OAf _xp(t) — @, (t)

Después de ciertas manipulaciones la siguiente estructura de un sistema de con-
trol lineal es obtenida
= Ax + Bu, (3.74)

donde la matriz A de n x n y el vector columna B de n, toman la forma

aiiZVb/h—a§ Qji+1 Z—Vo/h§ 1=1,...,n—1
A= (aij) : Apn—1 = ‘/O/h ; Anp = _(a + ‘/(J/h) ) (375)
todos los elementos restantes iguales a 0

_ |
%

Los autovalores de la matriz A son dominados por la relacién entre el calor ga-

B = (b) (6o — 0,) exp(—az;/Vp) s i=1,...,n |. (3.76)

nado en cada posicién por conveccion contra el calor extraido en ese punto por el
ambiente, implicita en el término V;/h — a, el cual aparece en la diagonal princi-
pal, excepto en su ultimo elemento. Ahora, de un lado, la evolucién libre tiene que
ser estable para mantener cualquier significado fisico en las ecuaciones (la tempe-
ratura no puede crecer para siempre). Pero, si el control tiene que ser adecuado
para aumentar la estabilidad, es apropiado explorar esas situaciones cerca de donde
el sistema podria perder la estabilidad (por ejemplo, debido a las perturbaciones
ambientales). Con estos objetivos contradictorios en mente, se investigaron los

siguientes valores para los pardimetros

Vo=h=1; a=1001. (3.77)

La version discretizada de la ODE (3.74) de la ecuacién (3.66) confirmé ser
numéricamente una aproximacion aceptable [45]. Los estados iniciales zo = z(0)
utilizados para la simulacion del sistema definido por las ecuaciones (3.74 - 3.76)
fueron

z;(0) =100; i=1,...,n, (3.78)
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con los siguientes valores para las temperaturas de referencia (en °C'):
0. =20, 6y = 700 . (3.79)
Al costo del problema LQR se le asignaron los siguientes pardmetros
ty =05, Q =005I,, R=100, S=15],, (3.80)
y n = 10. Los limites impuestos a los valores de control se eligieron aqui como
[Umin, Umax] = [—1,8, —0,8] , (3.81)

sOlo para ilustrar un caso en el que los costos del problema sin restricciones y la pri-
mera aproximacion, son lo suficientemente diferentes como para justificar buscar
mejores aproximaciones y obtener una importante reduccion de costos mediante la
implementacién del método.

La ‘semilla’ utilizada corresponde al control acotado en forma de ‘feedback’,
éste tiene una mayor variacion con respecto a la tendencia de los controles y pre-
senta un costo superior. Los valores numéricos para dos semillas candidatas son
presentados:

Semilla open loop: 719 = 0,03182, 759 = 0,07705, Jsopenioop = 1,0951 X 108.

Semilla closed loop: 71,0 = 0,0413, 720 = 0,0865, Jsciosedioop = 1,1316 X 109,

Los costos de las semillas candidatas indican que es posible obtener mayores
variaciones con la estrategia en forma de ‘feedback’ o de closed loop, esto debi-
do a que el costo obtenido a través de la optimizacién debe encontrarse entre el
valor de acuerdo con la estrategia elegida y el valor del costo para el control sin
restricciones, el cual es de Jirestricto = 4,3338 x 10°.

En la figura 3.7 la trayectoria de control semilla es ilustrada (linea punteada),
y también el control irrestricto 6ptimo (linea discontinua) y su evolucién hasta
alcanzar el control 6ptimo (linea solida). En este caso de estudio el control 6ptimo
corresponde al valor maximo aplicado en todo el horizonte de tiempo, sobre todo
debido a los altos valores asignados a R y S en la formulacién original del costo.
Después de simular las trayectorias de control y las de los estados, se encontré que
T10 = 0,0413, 700 = 0,0865, Jsemitia = 1,1316 108. El costo 6ptimo fue obtenido

en 25 iteraciones y su valor fue J* = 9,1010 x 10°. La reduccién total de costo
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3. TRATAMIENTO LINEAL

Tabla 3.1: Valores semilla y finales para los pardmetros

Componente | psemilla P Hsemilla %

1 —23,4223 | 24,5168 | —1402,842 | —631, 500
2 31,7068 | —12,7917 634,734 940, 896

3 51,967 —26,5032 | 1383, 567 1518, 771
4 59,4135 | —31,5422 | 1658, 772 1731, 146
5! 62,1500 | —33,3940 | 1759,913 1809, 198
6 63,1557 | —34,0743 | 1797,081 1837, 874
7 63,5253 | —34,3274 | 1810,772 1848, 498
8 63,6609 | —34,3959 | 1815,561 1851, 761
9 63,7122 —34,545 1818, 557 1856, 167
10 63,7254 | —34,3012 | 1816, 606 1850, 087

relativa con respecto al costo de la trayectoria semilla J.,,i;, fue alrededor de
20 %.

Los valores semilla y los finales de p, i son mostrados en la Tabla 3.1. La
verificacion del control 6ptimo u*(t) = —0,8 = upsx V t se comprobé mediante el
célculo de: (7) La solucién de las ecuaciones Hamiltonianas (2.23, 2.24), hacia atrds
desde (p*, u*), la cual reproduce las condiciones iniciales para el estado y (7i) El
Hamiltoniano () a lo largo de la trayectoria, que resulté F(z*(t), \*(t), u*(t)) =
2,2191 x 10°, constante como se esperaba.

El pardmetro v opera como la tolerancia o el método de criterio de parada. El
criterio de parada en este caso de estudio se presenta cuando v > le — 15.

Los valores finales para los tiempos de conmutacién son: 73 = —0,0198, 5 =
—0, 0028, estos valores negativos comprueban la pérdida del periodo regular.

Para este problema de moderadamente alta dimension, se realizé una compara-
cién de tiempo de computo: el primer intento mediante la actualizacion de los 55
coeficientes de la matriz S, y el segundo de ellos mediante la actualizacién de los 20
coeficientes de p, ;. Como se esperaba, el primer experimento tomé 458,95 segun-
dos por iteracién mientras el segundo, solo necesitd 151,79 segundos por iteracion.
Esto significa que el segundo método es 200 % mas rapido que el primero.

La actualizacién de los pardmetros utilizando el método del gradiente conju-
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Figura 3.7: Evolucién de las trayectorias de control con las iteraciones hasta alcanzar
el control 6ptimo.

gado, en este caso de estudio, produce una pequefia mejora del tiempo total de
cémputo requerido respecto al método basico del gradiente. La evolucion de las
variables 7y, 75, p, i se representan en las figuras 3.9 y 3.10. Todos los componen-

tes de p, p convergen a sus valores 6ptimos.
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3. TRATAMIENTO LINEAL

3.5 Varios periodos regulares

En andlisis para sistemas en los cuales se ven involucrados varios arcos regulares,
como los tratados en esta tesis, buscan encontrar una solucién de la RDE (ecua-
cién 2.35), por cada uno de los periodos regulares contenidos, lo cual conduce a
realizar una optimizacién por partes (se realiza como minimo un tratamiento pa-
ra cada periodo regular que tenga el problema), en las que se pretende arribar a
soluciones Optimas o sub-Optimas para cada una de las particiones, pero siempre
teniendo en cuenta que el objetivo es la minimizacion del costo total. Sin embar-
g0, puede resultar dificil expresar todos los objetivos o contribuciones de cada uno
de los arcos regulares dentro de un simple funcional de costo: el problema puede
llegar a entenderse o tratarse como alguna clase de formulacién ‘multiobjetivo’.
Esta formulacion puede ser aplicada en situaciones en donde es imposible satisfa-
cer todos los objetivos simultineamente sin perjudicar el costo total. La estrategia
propuesta modifica los valores finales de los arcos regulares, los cuales a su vez
representan los valores iniciales para el arco regular siguiente, es imprescindible
entonces encontrar un equilibrio de modo que no se vea reflejado en el costo to-
tal. En la programacién multiobjetivo es recurrente que se presenten conflictos, y
por lo general no existe una solucién global tnica. Algunas técnicas para obtener
soluciones eficientes (6ptimos de Pareto) para problemas multiobjetivos pueden
encontrarse en [24].

3.5.1 Dos periodos regulares

El desarrollo trabajado en esta seccidon pretende incorporar al ejemplo ‘detencién
Optima de un tren’ estudiado en la seccidon 3.4, una modificacion de pardmetros
donde se generen dos arcos regulares, con los cuales surgen un nuevo par de tiem-

pos de conmutacion 7, dentro de todo el horizonte de tiempo del problema.

El problema es afrontado resolviendo los periodos de optimizacién en forma
secuencial, de manera que cuando se esté optimizando el primer periodo regular se
tenga en cuenta la contribucién que es generada para el segundo periodo regular
(para problemas con mayor cantidad de periodos regulares es posible utilizar una

estrategia de control similar). Se pretende minimizar un funcional de costo de un
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3.5 Varios periodos regulares

problema LQR, ecuacién 2.27, con los valores de los parametros definidos de la
siguiente manera: () = 2501,, R = 1y S = 100[,. Sujeto a las restricciones en
la variable manipulada, como se describe en la ecuacién 2.42, con uy,, = 0,7y
Umsx = 2. El problema de control 6ptimo no puede encontrarse con las soluciones
tradicionales, y hay que recurrir a métodos numéricos para encontrar o acercarse al

nuevo optimo.

3.5.1.1 Semilla para Dos Periodos regulares

Se calcula primero una semilla con la cual se partird para la confeccién de la op-
timizacion, ésta se puede apreciar en la figura 3.11. La grafica muestra los puntos
donde se presentan los tiempos de conmutacion candidatos, correspondientes a los
diferentes 7,, delimitando dos periodos regulares. Si el sistema estd sujeto a una
dindmica lineal como en la ecuacién 2.28, y siendo el control 6ptimo en el caso
regular de acuerdo a la ecuacion 2.32, al encontrarse con restricciones en las varia-
bles de entrada (saturacion en los controles) el problema deja de ser 6ptimo y no se

verifica el principio del minimo de Pontryagin.

El control llamado ‘semilla’ para el problema es construido en este caso, en la
forma
Unfan S —R7IB'P(t)r < U
W) =< u(t) si Uppm < —RTIB'Pt)r < upax (3.82)
Umax S —RIB'P(t)z > upgy
A partir de la semilla se utilizan métodos que permitan encontrar el mejor con-
trol posible ante la presencia de estas restricciones, verificindose su optimalidad
posteriormente a través del principio de Pontryagin.

La semilla tiene un costo total asociado de
3semilla = 224,3048844 s (383)

correspondiente a todo el horizonte de tiempo; esto es, la suma de las soluciones
desde ?( hasta 75, y desde 7 hasta ¢;. De la figura 3.11 se pueden identificar los
tiempos de conmutaciéon 71 = 0,045, 2 = 0,426, 73 = 0,892, 7, = 0,968, indis-

pensables para realizar los célculos de la optimizacién por partes, ya que se toman
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Control semilla
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Figura 3.11: Control semilla

Tabla 3.2: Costo para el problema regular inicial

Intervalo Costo
[0, 72) 132,6455
[72, 1) 66,2853

ty 25,3699

éstos como semilla para indicar los puntos donde se empieza a realizar la optimiza-
cién. Es importante tener presente que el valor de la S cambiard en los diferentes
periodos regulares, ademds de una optimizacién adicional realizada en el dltimo
periodo de saturacion, elabordndose de una forma diferente para buscar garantizar
que se mantenga A = 25xz(t;). En la Tabla 3.2 muestra el costo asociado a cada

intervalo.

3.5.1.2 Optimizaciéon por medio del proceso “oculto”, “relacionado” o ‘““fan-
tasma”

Se pretende buscar matrices S diferentes para cada uno de los periodos regulares,

mas una adicional correspondiente al dltimo periodo de saturacién por medio de la
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ecuacion 3.9. Este método es valido tanto para sistemas lineales como no lineales.
Con métodos como el propuesto, en problemas no lineales se obtiene el control del
proceso fantasma como una funcién que depende del coestado A (ecuacién 2.22),
luego éste se satura y se aplica en el proceso real. De esta manera no se tienen en
cuenta las perturbaciones que se puedan presentar en los estados reales.

Para iniciar la optimizacion se resuelve la ecuacion diferencial de Riccati hacia
atras, desde el tiempo horizonte ¢, y se almacena para su uso posterior (esta solu-
cion fue requerida también para calcular la solucion del semilla, ya que se hace con
los valores nominales).

Para la actualizacién de los valores de fase finales, asi como para los tiempos de
conmutacién encontrados en la optimizacion del modelo relacionado, se implemen-
tan las ecuaciones 3.55 y 3.56 de manera similar, teniendo en cuenta que se realiza
para cada par de tiempos de conmutacién 7, que se ven involucrados por cada arco

de periodo regular, obtenidos de la implementacién del control en el modelo real.

3.5.1.2.1 Optimizacion desde ¢, hasta 7,

Se resuelve la dindmica hasta 7, y se obtiene el valor de los estados en 7.

0,6937
xsemilla(’@) = ( _0,5330 ) s (384)
siendo posible calcular un valor semilla Asepniza(72)
265,6639
)\semilla(7_2) = 2% P(7_2) * xsemilla(7_2) = ( —1.2995 ) (385)

Los valores de fase finales en esta etapa son definidos como p,, = Zsemiia(T2)
Y fry, = Asemina(T2), modificados en las diferentes iteraciones a través de pequeiias
variaciones y del método del gradiente aplicado al valor del tiempo de conmutacién
T2.

Estos valores en 7, se someten a perturbaciones por medio de las ecuaciones:

pTQ(j-Fl) = pTQ(j) :l: h”TQ? ‘
Hry(j+1) = Hra(d) + sz’ J=L1L2..,n (3.86)
TaGry) = TG T G

con h,, = 0,001, k., = g, = 0,01.
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Tabla 3.3: Valores utilizados en la primera optimizacién

Pardmetro Valor
n 100
hr, 0,001
k-, 0,01
Gry 0,01
y le 2
Vry le™?

A partir de estas variaciones se calcula una S correspondiente al problema re-

lacionado o fantasma, para este caso

/
S(m) = % . % , (3.87)
o ¥ Mr
con pr, y [4-, como los nuevos estados y coestados en 7, respectivamente .

Con los nuevos valores de la matriz de penalizacién en 7, se resuelve la RDE
hacia atrés, y se obtienen nuevos valores de P en el intervalo de [t, 72), denomi-
nada, en la primera optimizacién para diferenciarla de la solucién semilla P. La
solucion es almacenada para ser utilizada en el calculo de la trayectoria de control
del problema real (en este momento hasta 75, y el semilla en el resto del tiempo

horizonte). El control saturado en este intervalo es dado por la ecuacién
W) = (~RTIB'P(t)z(t))*™, VYt € [ty, 7). (3.88)

La trayectoria de control obtenida permite calcular el costo que se genera desde
hasta 5. Para evitar que se presenten modificaciones en x(73) que provoquen que
en la optimizacion del costo total no se logre una disminucién con respecto al costo
semilla (ecuacidn 3.83), se calcula el valor del costo para el problema completo, por
lo que es necesario hallar la contribucion del costo desde 7, hasta £;. Como atin
no se ha optimizado ese intervalo, el costo se obtiene resolviendo la ecuacién de
estados con los valores de la ecuacion de Riccati semilla P(t), sumando ademads
la contribucion debida la penalizacion final. En la Tabla 3.3 se muestran algunos

valores utilizados para la optimizacion del primer periodo regular.
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Variacion Costos Variacion Costo central
24 T T T T T T 24 T T T T T

lteraciones lteraciones
(a) (b)

Figura 3.12: Optimizacion del primer periodo regular. (a) Perturbaciones del costo,
(b) gradiente.

En la figura 3.12 se muestra la reduccién del costo total para n iteraciones
realizadas al optimizar el primer intervalo que contiene un periodo regular, en la
parte 3.12a todos los costos correspondientes a las perturbaciones generadas con
la ecuacién 3.86 y en la parte 3.12b las correspondientes a emplear el método del
gradiente con la ecuacion 3.55.

La figura 3.13 muestra una comparacion entre el control semilla y el iterado,
en la parte 3.13a se muestran los controles sin restricciones, y en la parte 3.13b
cuando se aplica la restriccion en la variable manipulada. El control iterado sin

restricciones esti determinado en esta etapa por la siguiente formula

_ [ —R'B'R()z(t) si  t<m
u”el(t)_{ —R7IB'Pt)z(t) si m<t<tp ' (3.89)

en 3.13b se muestra el control semilla y el iterado para el problema con restriccio-

nes, con la siguiente estructura

Unin  Si —RI'B'P()z 6 — R™'B'P(t)z < Umin
affetl (t) = aitel (t) Si umiri/é _R_lBlpl (t)l’ S Umsx
Unnéx si.o —R7'B'Pi(t)xr 6 — R'B'P(t)x > Unsy
(3.90)
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Figura 3.13: Comparacién de controles en el primer periodo regular optimizado.
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3.5 Varios periodos regulares

En la figura 3.14 se muestran las variaciones en 7» durante las n iteraciones. La

figura 3.15 muestra las variaciones para cada iteracion de S a través de la actuali-

zacion de los valores de fase en 7, para el proceso relacionado. De la figura 3.13

198
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variacion de S11 ent,

20
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variacion de 821 ent,

60

80

100

20

40

60

80

-04
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-06

-0.7

variacién de 812 ent,

variacién de 822 ent,

Figura 3.15: Variacién de S con las iteraciones

el tiempo donde se presenta un pico o discontinuidad en la trayectoria de control

sefiala hasta donde se resuelve con el modelo relacionado para la primera etapa de

la optimizacion, correspondiente al valor 7» obtenido a través del método del gra-

diente. El punto de discontinuidad ocurre porque existe un cambio en la solucién

de Riccati utilizada, pasando de la solucioén por medio de P, en el intervalo [0, 7o)

a P en el intervalo [73,t;], lo que suscita un cambio en la trayectoria de control.

Para ilustracion se resuelve la ecuacion de estados completa y se muestran algunos

resultados obtenidos en la Tabla 3.4.

3.5.1.2.2 Optimizacion desde 7, hasta 7,

Se resuelve la dindmica hasta 7, y se obtiene el valor de los estados en 7y4.

xsemilla(7-4) = (
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3. TRATAMIENTO LINEAL

Tabla 3.4: Valores obtenidos con la primera optimizacion

Variable Valor
™ 0,4970
x1(T2) 0,6565
xo(T2) —0,4909
p1(72) 0,7159
p2(72) —0,5330
zi(t;) | 0,5019
zo(t;) | —0,0483
Jop 994,2832

con el cual se obtiene un valor semilla del coestado Asepmiiia (74)

(3.92)

108,3046
)\semilla(7_4) = 2% P(7-4) * xsemilla(7_4) = ( )

—4.15
Los valores de fase finales de esta etapa son definidos de manera similar al presen-
tado en la etapa previa, en este caso con pr, = Tseminta(T1) ¥ fhry = Asemitia(T4),
modificados junto a el valor del tiempo de conmutacién 7.

Los valores de fase final en 74 y el tiempo de conmutacidén 74, se someten a

perturbaciones por medio de las ecuaciones:

pT4(j+1) = pT4(j) :l: h'7'4) ‘
Hry(i+1) = Hra(h) + ku’ J=1L2..,n (3.93)
Tagry) = TG T G

con h,, = 0,001, k,, = g, = 0,01.
Con estas variaciones se calcula una S correspondiente al problema relacionado
para esta segunda etapa de optimizacion, en este caso S (14) es

T. * !
5(7_4) — /J“ 4 /“1“7'4

1
-kt (3.94)
2 p7'4 * /“1“7'4
con p,, y f4-, como los nuevos estados y coestados en 7, respectivamente .

Para los nuevos valores de la matriz de penalizacion final S(74) se resuelve la
RDE hacia atras hasta 7, obteniendo nuevos valores de la P en el intervalo de

[72,74), denominada de forma consecuente a la primera optimizaciéon como P,. La
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3.5 Varios periodos regulares

Tabla 3.5: Valores utilizados en el segundo intervalo de optimizacién

Pardmetro Valor
n 30
hr, 0,001
k-, 0,01
Gry 0,01
y le™2
Vra le™?

solucion se almacena y luego se obtiene la trayectoria de control del problema real
(hasta 74, mas el control obtenido previamente a partir de la primera optimizacion
y el uso del semilla para el resto del tiempo horizonte). El control saturado en este

intervalo de tiempo analizado es dado segun la ecuacién
W(t) = (~R'B'Py(t)x(t))*™, Vit € [r2, 7). (3.95)

Con la trayectoria de control calculada es posible obtener el costo que se genera
desde 7, hasta 7,. En esta etapa de optimizacidn, al igual que en la primera, se
tiene en cuenta el valor del costo total desde 7, hasta ¢y, por lo que es necesario
ademas hallar la contribucion del costo desde 74 hasta t¢. En este punto se suma el
costo de las dos etapas optimizadas y la de intervalos o etapas posteriores que son
encontradas con el valor semilla de P(t), sumando ademds la contribucién debida
a la penalizacion final con los nuevos estados finales que se van obteniendo. En
la Tabla 3.5 se muestran algunos de los valores utilizados en la optimizacién de la
segunda etapa.

Para esta segunda etapa de optimizacion se muestran los gréficos considerando
solamente desde 7> hasta ty. La figura 3.16 muestra la disminucion total del costo
cuando se optimiz6 el intervalo que contenia al segundo arco regular, esto teniendo
en cuenta las contribuciones que se generan en las etapas posteriores correspon-
dientes. En 3.16a se aprecian los costos debidos a cada perturbacién y en 3.16b
el costo debido al método del gradiente con las ecuaciones 3.93 y 3.55 respecti-
vamente. La figura 3.17 muestra una comparacién entre los controles semilla y el

iterado obtenido con el gradiente, en 3.17a sin saturar el control, y en 3.17b con el
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Variacion costos Variacion costo central

1484

&

Figura 3.16: Gradientes del costo, optimizacidn del segundo periodo regular

Comparando controles sin saturar Comparando controles saturados
45 T T T
Control semllla ol Control semilla
4t Control iterado Control iterado
3.5- 1.8r
3 161
5 257 B 14}
€ €
5 5
8 ol 8
1.21
1.5¢
1k
1L
0.5 081
0 . . . . . 06 . . . .
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t
(@) (b)

Figura 3.17: Comparacién de controles, optimizacioén segundo periodo regular

control saturado. El control 3.17a iterado sin restricciones para estd segunda etapa
esta determinado por

- _ [ —RBRMat) si t<n
u””(t)_{ —R7IB'P(t)z(t) si m<t<ty (3.96)

En 3.17b se muestra el control iterado para el problema con restricciones, con la

siguiente estructura

Unin  Si —RI'BPy(t)z 6 — R'B'P(t)z < tUmin
affetg (t) = aiteg (t) si umiri/é _R_lB/P2 (t)l’ S Umax
Unnéx si. —R7'B'Py(t)z 6 — RIB'P(t)x > Uy
(3.97)
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Variacion t 4
0.964 T

0.9635— b

0.963 - b

0.9625 — _

0.962— _

0.9615— _

0.961 _

0.9605 — b

0.96~ _

0.9595 L : : | L
0 5 10 15 20 25 30

Iteraciones

Figura 3.18: Gradiente de 74

La figura 3.18 muestra las variaciones en 74 durante las n iteraciones y la figu-
ra 3.19 muestra las variaciones para cada iteracioén de S (ecuacion 3.94) a través de

la actualizacién de los valores de fase en 74 para el proceso relacionado.

La figura 3.17 muestra el control iterado para la optimizacién en el segundo
periodo regular. Como en el caso de optimizacion del primer periodo regular se
presenta un pico en el valor de 7, que arroja el método del gradiente, es alli hasta
donde se resuelve con el modelo real con la técnica planteada, esto ocurre porque
al igual que en la primera etapa de optimizacidn, existe un punto donde hay un
cambio en la solucién de Riccati utilizada, en este caso pasa de P, en (T2, 74] @
P en [14,ty], provocando el correspondiente cambio en el control. Después de
esta nueva optimizacion realizada, se observa que el pico que sobrepasaba el valor
de saturacion en la primera optimizacion desciende por debajo de la cota minima
Umm, quedando sélo el pico al final del periodo de optimizacién actual 74. Para
observar los nuevos valores que se alcanzan en ¢ se resuelve la ecuacion de estados

completa, los resultados se ilustran en la Tabla 3.6.
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Variacionde S, ent, Variacién de S, en 1,
112 -4.05
m 41
110
—4.15
109
4.2
108
107 —4.25
106
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Variacionde S, ent, Variacién de S, en 1,
-4.05 -4.05
—41 4.1
-4.15 —4.15
42 4.2
-4.25 —4.25
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.19: Variacion de S con las iteraciones

Tabla 3.6: Valores obtenidos de la segunda optimizacion

Variable Valor
Ta 0,9599
x1(T4) 0,5060
x2(T4) —0,11368
p1(74) 0,4835
p2(T4) —0,1089
x1(ty) 0,5024
xo(ty) —0,0323
Jops 2242515791
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3.5.1.2.3 Optimizacion desde 7, hasta ¢,

Para la dltima etapa de actualizacion del problema completo (adicional, para elimi-
nar los picos presentados en la actualizacion previa), se hacen sé6lo variaciones de
x(ts), siendo p(t;) = x(ts). Las semillas son actualizadas por medio de p(¢;) para
las diferentes iteraciones que utilizan el método del gradiente, los valores iniciales
son los obtenidos después de resolver la segunda etapa de optimizacion en ¢;.

Los valores en ¢y se someten a perturbaciones por medio de las ecuaciones:

PGy = PG E Py (3.98)
,utf(jﬂ) = 2Sptf(j+1) , ] = 1,2, ey N
con h;, = 0,07. Las variaciones permiten calcular una S correspondiente al pro-
blema fantasma, para este caso S (t7) de la siguiente manera
~ Ly * 1,

S(ty) =

= — 3.99
2 p:ff *Mtf , ( )

con p;, y i, como los nuevos estados y coestados en ¢ respectivamente, concer-
nientes a un nuevo proceso relacionado a esta etapa.
con g(t ) se resuelve la Riccati hacia atrds hasta 74, con esto se obtiene un
nuevo valor para la P en el intervalo de [74, ¢ 7], denominada segiin la etapa de op-
timizacién correspondiente, en este caso como 133. El valor de la solucién de la
RDE es guardado para calcular la trayectoria de control del problema real, calcula-
do como
W (t) = (= R'B'Py(t)x(t))*™, Vt € [r4, ). (3.100)

Se tiene en cuenta el valor del costo total desde ¢y hasta t;. Al costo de la
tercera etapa de optimizacion se suman los costos de las dos etapas de optimizacién
previas, ademds de la contribucién debido la penalizacidn final. En la Tabla 3.7 se
muestran algunos de los valores utilizados en la optimizacidn de esta etapa.

En esta tercera etapa de optimizacion se muestran los graficos desde 7, hasta
ty. La figura 3.20 muestra la disminucion total del costo al optimizar el dltimo
intervalo, aunque dicho intervalo no contenga un periodo regular.

La figura 3.21 muestra la optimizacién de la tercera etapa. El pico que se pre-
sentaba durante la optimizacién de la segunda etapa en 7, ya no aparece en el

control, esto debido a que se le agregé una optimizacion para la tercera etapa; en
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Tabla 3.7: Valores usados en el tercer intervalo de optimizacién

Variable Valor
n 40

h, 0,07

v 3e73

costo tercera etapa de optimizacion
28.65 T T T T T T T

28.6 4

28.55 J

28.5 4

28.45 B

28.4 B

costo

28.35 4

28.3 J

28.25 4

28.2F i

5 10 15 20 25 30 35 40
iteraciones

28.15
0

Figura 3.20: Gradientes del costo en la tercera etapa de optimizacién
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Controles iterados

10 Control slin saturar it@:rado

or Control saturado iterado g
sl i
vd® 4
6L i
5L i
a4t 4
3L i
oL

1Lk i
%.4 0j5 0i6 017 0j8 0i9 1

Figura 3.21: Tercera etapa optimizada

Tabla 3.8: Valores obtenidos de la optimizacién completa

Variable Valor
,ol(tf) 0,50295

pa(ty) | —0,09968
1 (t ) 0,5024
zo(t;) | —0,0323

Tops 224.15775

su lugar se observa que en el valor de 7, encontrado en la tdltima etapa de optimi-
zacion se presenta un crecimiento mas acelerado de la accion de control, aunque
al ser mayor a la cota de saturacion u,,sx no presenta relevancia en la disminucion
total del costo.

La trayectoria de control final obtenido se muestra en la figura 3.22, los resul-
tados obtenidos para la optimizacion total del problema con dos periodos regulares
se pueden observar en la Tabla 3.8.
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Trayectorias de control

Control optimizado

—— Control sin saturar optimizado
—— Control saturado optimizado

Il Il Il Il Il Il | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo t

Figura 3.22: Control final obtenido
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3.6 Conclusiones, perspectivas y discusion

Aunque una ley en forma de feedback puede ser preferido en la practica, cuando
se esperan que aparezcan perturbaciones, un control en lazo cerrado es en gene-
ral sub-6ptimo cuando existen restricciones en la variable manipulada. Tomando
estas limitaciones en cuenta, se desarrollé un algoritmo eficiente para aproximar
el control 6ptimo de lazo abierto via feedback, basado en resultados tedricos re-
cientes. Las estrategias resultantes difieren bastante de la forma del control 6ptimo
saturado correspondiente al problema irrestricto con los mismos pardmetros y con-
diciones iniciales, la cual es usada por el algoritmo como la primera aproximacion,

o trayectoria “semilla”.

3.6.1 Un periodo regular

En este caso se asume que existe un tnico intervalo regular J = (74, 72) C (to,ts) .
Un tratamiento sistematico de casos con un nimero contable de arcos regulares
estd en desarrollo a lo largo de lineas similares (como se explicé en la subsec-
cién 3.5).

La idea principal consiste en obtener una reduccion total del costo utilizando
férmulas algebraicas a través de la actualizacion de los pardmetros y los tiempos
de conmutacién . La estabilidad del método estd garantizada ya que (7) al costo no
se le permite aumentar, y (i7) estd acotado previamente.

Algunas caracteristicas positivas del nuevo método iterativo propuesto son:

e El método estd basado en resultados tedricos que aseguran que p, iy los
tiempos de conmutacion 7y, 75, del problema “oculto” son los pardmetros criticos a
ser determinados.

e Calcular la matriz de penalizacién final S en términos de p y p reduce la
cantidad de pardmetros a actualizar. Con el método propuesto en [45], la cantidad
minima de variables a actualizar es w + 2, ya que S es una matriz simétrica.
Mediante el uso de la nueva estrategia el nimero total de variables es reducido a
2n + 2, una reduccidn significativa para los sistemas de alta dimension.

¢ El método toma ventaja de la disponibilidad de las matrices «, 5 como funcio-

nes de (t F—t, 5’) , 'y consecuentemente de la posibilidad de generar las matrices

77



3. TRATAMIENTO LINEAL

de Riccati P(t,ty, p, ;1) online s6lo por operaciones algébricas mientras se actuali-
zan p, j1; esto es, la RDE no tiene que ser resuelta cada vez que cambian los valores
de p, p.

e La actualizacion de parametros (p, i, 71, 72) se hace por el método del gra-
diente, y gracias a las férmulas algebraicas desarrolladas, no se utiliza la integra-
ciéon numérica de ODEs para la prediccion de trayectorias de estado, coestado, y

costo.

3.6.2 Dos periodos regulares

En este caso se asume que existen dos intervalos regulares I = (71, 72) N (73, 74) C
(to,ts), pero se prevé que la técnica desarrollada se pueda usar con un nimero finito
de arcos regulares entre pares de tiempos de conmutacién. Las estrategias utiliza-
das para este nuevo problema son basadas en el calculo de un proceso fantasma u
oculto, el cual debe coincidir con el 6ptimo en el periodo regular del problema real.
Lo que se pretende lograr en la optimizacion es una estrategia de control construi-
da a partir de la ecuacién de Riccati, la cual es valida para el modelo lineal. Esta
estrategia funciona bien ante la correccion por perturbaciones, porque trabaja con
los estados del sistema real, usando la Riccati del modelo fantasma. Los efectos
de las restricciones en la variable de control han sido tratadas en varias publicacio-
nes del Grupo, y la busqueda de soluciones a través del método del gradiente se
puede ver en [43]. Cuando se pretende trabajar un problema no lineal, la trayec-
toria de control necesita ser construida por medio de A (coestados) de acuerdo a la
ecuacion (2.22), por lo que no es posible utilizar una estrategia como la de Riccati,
que tenga en cuenta la correccion de perturbaciones que se presenten en el sistema
real [45]. Para este problema se observa que la reduccion total del costo es insigni-
ficante, porque la trayectoria semilla y el resultado de la optimizacién estdn cerca
del 6ptimo del problema. Estos resultados se obtuvieron con MATLAB y pueden
ser llevados a una distribucion en paralelo usando MATLAB [108] para lograr una
reduccion en el tiempo de cdlculo. Se hicieron unas pruebas con mathematica,

que reforzaron la creencia de que la semilla correspondia casi a la 6ptima.
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La velocidad de computo es el asunto central cuando se piensa en aumentar la
complejidad de las estrategias de control, sobre todo debido a los requerimientos
de tiempo real. El incremento de variables a actualizar en sistemas de gran dimen-
sion genera la necesidad de cambiar los paradigmas actuales de computacion. Es
por eso que se analiza la instrumentacién del algoritmo aqui propuesto mediante
herramientas de computacioén en paralelo, como una alternativa, para alcanzar el

control 6ptimo en tiempo real.
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En el corazén de los mds temerarios
hay cuerdas que no pueden tocarse
sin emocion. Aun el mas relajado
de los seres, para quien la vida y la
muerte son igualmente un juego, sa-
be que hay cosas con las cuales no
se puede jugar.

Edgar Allan Poe

Tratamiento de Sistemas no
Lineales

Aunque muchas relaciones fisicas se aproximan a menudo mediante ecuacio-
nes lineales, en algunos casos el tratamiento no lineal se hace inevitable, sobre
todo si los sistemas evolucionan lejos de sus puntos de equilibrio. Se dice que un
sistema es no lineal si no cumple con el principio de superposicion en algin ca-
so [91, 97, 110]. Esto constituye una de las causas de que no se hayan desarrollado
técnicas de andlisis de sistemas no lineales tanto como aquellas para sistemas linea-
les, ya que las herramientas de anélisis implican una matematica mas avanzada. A
diferencia de los sistemas lineales, donde puede ser posible buscar la solucién ex-
plicita o analitica para cualquier IVP, son escasos los casos en los que éstas pueden
obtenerse para los sistemas no lineales. Las propiedades bésicas para los sistemas
lineales tales como la existencia y la unicidad de soluciones no se mantienen, inclu-
so algunos sistemas no lineales no poseen solucién para determinados IVP dados,
u otros tienen un ndmero infinito de soluciones diferentes; ademas no se cuenta con
la certeza de los sistemas lineales, ya que los sistemas no lineales pueden tender ha-
cia puntos de equilibrios diferentes al variar levemente las IC, o en el caso practico
debido a perturbaciones o ruidos que se puedan presentar de acuerdo a la confor-

macion de un problema determinado a través de un sistema dindmico. En general
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los sistemas dindmicos no lineales presentan comportamientos complejos que im-
piden obtener soluciones analiticas. Debido a la dificultad matemadtica asociada a
los sistemas no lineales, resulta necesario introducir los sistemas lineales “equiva-
lentes” como aproximacion. Tales sistemas lineales equivalentes s6lo son vélidos
para un rango limitado de operaciéon. Una vez que se aproxima un sistema no li-
neal mediante un modelo matematico lineal, pueden aplicarse varias herramientas
lineales para andlisis y disefio.

Esta capitulo pretende exponer herramientas diferentes para analizar sistemas
de control no lineales, el estudio de estas técnicas no lineales son importantes por-
que permiten conservar las caracteristicas de la dindmica, y porque pueden ser exa-
minadas por intermedio de simulaciones que ratifiquen los resultados tedricos. Los
sistemas de control para dindmicas no lineales constituyen en si una gran dificultad.
Si ademas se consideran restricciones al disefio de los controles esta dificultad au-
menta, por eso la necesidad de aguzar el estudio tedrico y la puesta a punto a través
de las simulaciones en la que se evalden los disefios del control, comparando en
caso de rendimientos inapropiados y sugiriendo directivas para la modificacién en
los disefios. Para el tratamiento de sistemas no lineales se propone en primera me-
dida abordarlo a través de una estrategia simple, en el cual se hacen variaciones de
los controles por intermedio de un tnico método, y a través de una estrategia mix-
ta, donde se empieza a obtener las correcciones de control desde una formulacién
para problemas regulares, siendo luego necesario considerar variaciones de otro ti-
po (incluso la propuesta para la estrategia simple). Cada una de las estrategias es

analizada mediante aplicaciones numéricas.
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4.1 Estrategia simple para sistemas no lineales

El disefio y la implementacion de controladores no lineales es una tarea dificil com-
parado con el disefio de controladores lineales. Por lo tanto, hay pocas estrategias
de control que tratan con las restricciones no lineales del control éptimo reporta-
dos en la literatura. Técnicas de aproximacion para la resolucioén de sistemas no
lineales se implementan en [11], donde la solucién de un sistema no lineal se apro-
xima descomponiéndolo en una secuencia de ecuaciones lineales variantes en el
tiempo (LTV), cuyas soluciones se encuentran arbitrariamente cerca de la solucién
del sistema no lineal original. El método mencionado es utilizado en [82], para
estabilizar un sistema cadtico no-homogéneo a través de control 6ptimo lineal con
la solucién de cada una de las LTV convergiendo hacia la solucién no lineal de un
control sin restricciones 6ptimo LQ, donde el control disefiado crea una trayectoria
Optima que sigue una sefial de referencia.

Una representacion de la técnica de aproximaciones LTV se exhibe en [84] pa-
ra controles con restricciones, cuya respuesta también converge a la respuesta de
sistemas no lineales en el limite (en [10, 27] se resuelve explicitamente un proble-
ma de control 6ptimo en el que se demuestra la convergencia del método). Las
técnicas mencionadas anteriormente hacen uso de secuencias aproximadas para las
ecuaciones de Riccati, las cuales hacen posible utilizar métodos de control lineal
en sistemas no lineales permitiendo la implementacion de la teoria de control del
LQR, convirtiendo un problema de control éptimo no lineal en un problema de
control 6ptimo cuadratico LTV para cada iteracion de la secuencia aproximada.

Recientemente [46] ha presentado un resultado novedoso sobre el problema con
controles acotados para sistemas no lineales. El resultado tedrico principal busca
una relacién con el tratamiento propuesto para sistemas lineales (ver seccion 3.1),
vinculando con la existencia del proceso fantasma (ver subseccién 3.3) y la ob-
tencién de los distintos estados/coestados (x, A) iniciales y/o finales. En [46] el
Grupo de Sistemas No Lineales presenta un ejemplo monodimensional en el que, a
través de una de las versiones del método del gradiente para la reduccién del costo
a partir de una trayectoria semilla, conduce a las condiciones faltantes para descri-

bir la solucién 6ptima. Sin embargo, el método requiere la integracion de las HCE
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del sistema no lineal (2.23, 2.24), que debido a su inestabilidad inherente resultan
imprevisibles cuando se aplica a estos sistemas.

Debido a esto y pensando en lo adecuado las herramientas de calculo que son
utilizadas en los sistemas lineales (por ejemplo estrategias del control del tipo feed-
back), se plantea en este capitulo la posibilidad de trabajar con la RDE (2.35) para
la linealizacién de un sistema por trayectoria [38, 42]. Este sistema aproximado
resultante es lineal pero con matrices A(t), B(t) variantes en el tiempo.

La linealizacién se puede calcular a partir de un control semilla ¢4, Obte-
nido (por ejemplo) de la integracion de la ecuacion de HIB (2.19) para el sistema
no lineal. Entonces se aplica el método del gradiente para generar unas nuevas
condiciones pa, pa que provoquen las mayores disminuciones posibles del costo,
y calcular la nueva trayectoria de control U para el sistema lineal. EI control no
lineal resultante es entonces de la forma u = ugemine + U. Luego se aplica este
control, saturado, al proceso y las trayectorias de estado obtenidas de esta aplica-
cidn se convierten en la nuevas trayectorias semillas. Las variaciones U del control
se van generando utilizando las soluciones P(¢) de la RDE para los sucesivos pro-
blemas lineales variantes en el tiempo. Se propone este procedimiento hasta que
el método converge a la solucién 6ptima o hasta que se da una orden de parada
cuando sea conveniente. Se procura en este capitulo minimizar un funcional de

costo cuadrdtico para un sistema no lineal X (ecuacion (2.1)).

4.1.1 Buasqueda del proceso “oculto” , ‘“fantasma” o irrestricto

subyacente para sistemas no lineales

En [46], se muestra que existe un control 6ptimo uj , continuo, para el proble-
ma restricto (con valores dentro del conjunto de valores admisibles), que puede
ser (localmente) construido a partir de la saturacién de la solucién 6ptima de un
problema regular irrestricto con la misma funcién de costo y dindmica pero con
distintas condiciones iniciales y/o finales, en los estados y coestados. Para siste-
mas lineales dicha solucién se construye utilizando la RDE (como se expuso en el
capitulo 3) con una condicién final adecuada. Sin embargo, en los casos no linea-

les, no esté disponible la RDE, por lo que recurriremos a linealizaciones especiales.
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Utilizando un planteamiento parecido al expuesto para sistemas lineales (sec-
cién 3.3), que buscan las trayectorias de control 6ptima para un proceso fantasma

(i:, )\>, se procura encontrar una relacién para sistemas no lineales, la cual que-
daria totalmente determinada si se conocieran sus condiciones iniciales (:i:o, )\0>, 0

finales (i:(t 1), f)> := (p, i) . La bisqueda del problema fantasma requerira en
principio la integracion de las HCE (2.23 - 2.24). En el capitulo 3 y en [43], se
mostré que para sistemas lineales se puede evitar el uso de las HCE a través de una
RDE que termina dependiendo de (p, 1), y que ademas tiene la ventaja de generar
controles del tipo feedback. Siguiendo la misma idea, en las siguientes seccio-
nes se planteard un método numérico para la bisqueda de las condiciones finales
(p, ) del proceso fantasma, sin recurrir a las HCE, con base en linealizaciones del

modelo.

4.1.2 Linealizacion del modelo

Si se conoce una solucion T .1, (t) de la ecuacion (2.1) correspondiente a un cier-
to control Sub-6ptimo e, (), se puede generar una linealizacion valida en las
vecindades de Tsemia(t) ¥ Usemina(t). La dindmica que describe las evoluciones

de las variables

ja
~

S—
|

{L’(t) — Tsemilla (t) (41)
U(t) - usemilla(t),

—~
~
S—

donde el vector de estados x(t) se desviara del vector Tseming(t) debido a las pe-
queifias correcciones de control U(t) que permiten al error X (¢) mantenerse tam-

bién pequefio, verifica:

X(t) = f@®)ult) = f(@semina(t); tsemita(t)) 42)
3_f(xsemma(t), Usemitta (1) X (£) +

T
df
U

Q

d_ (xsemilla (t) s Usemilla (t) ) U(t) .
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4. TRATAMIENTO NO LINEAL

Denotaremos las matrices dependientes del tiempo como

At) :%(a:sem(t),usem(t)) (4.3)
BO) ¢ = S (ren(t) ween)

con lo que aparece un modelo lineal con las matrices de la dindmica variantes en el
tiempo. Al ser un sistema lineal, se puede calcular un feedback U (t) = k(t) X (¢)
a través de la RDE atin si es un sistema variante en el tiempo. La RDE no pre-
senta la inestabilidad propia de las HCE, y ademads brinda una relacién muy util,
A = 2Pz como veremos. En [43] se ha mostrado que para sistemas lineales, la so-
lucion al problema con restricciones queda caracterizado si se encuentra los estado-
s/coestados finales (denotados pa, p1a para las variaciones) del proceso fantasma
descrito anteriormente. Queda entonces planteado el problema de coémo generar

variaciones U (t) que conduzcan al control éptimo a través de actualizaciones del

Usemilla (t) .

4.1.3 Variaciones basadas en la ecuacion diferencial de Riccati

En este caso las variaciones de control U(t) serdn soluciones al problema LQR
consistente de la dindmica linealizada (4.2), y un funcional de costo que se puede

reescribir de la siguiente manera:

t
Jiin(u) = / (X'(T)QX (1) + U'(t)RU(T)]dr + X'(t;)SX(ty), (4.4)
0
donde la matriz () conserva las dimensiones de n X n, pero en este caso pesa las
desviaciones de los estados con respecto a la trayectoria de referencia, la matriz R
de m x m hace lo mismo pero para las desviaciones del control.
En esta subseccion la notacion A indicard objetos matemaéticos con relaciones
al sistema lineal de las variaciones. La solucién de un problema lineal variante en

el tiempo irrestricto, se basa en la soluciéon P, (-) de la RDE

PA(t) = Pa(t)W (t)Pa(t) — Pa(t)A(t) — A'(t) Pa(t) — Q, (4.5)
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4.1 Estrategia simple

con Pa(ty) = Sa, donde
W(t) £ B(t)R™*B'(t), (4.6)

que permite construir una desviacién del control

U(t) = —R'B'(t)PA(t) X (t). (4.7)

Reemplazando la ecuacion (4.7) en (4.2) se obtiene
X(1) = [A@t) = W) Pa()] X (D), (4.8)

donde X (t) se resuelve bajo la condicién final X (¢;) = pa. La matriz de penali-

zacion final para resolver la ecuacion (4.5) se obtendrd por medio de

_ Lhaka

SA_ )
2 Patin

(4.9)

donde p, corresponde a las variaciones de los estados, y i las variaciones de los
coestados desde la trayectoria semilla, donde queda claro que se usa S para lograr
ua = 2S5apa en cada caso. Este tipo de variaciones generan pequefias variacio-
nes desde las trayectorias semillas (debido a las penalizaciones involucradas en el
funcional del costo). Todo esto garantiza que las linealizaciones involucradas en
las definiciones de X, U son también buenas aproximaciones y que las trayectorias
de {z,u} se mantengan cerca de la trayectoria semilla, buscando la reduccién del

costo por el método del gradiente.

4.1.4 Actualizacion de parametros

Las primeras aproximaciones 7; de los instantes de saturacion Optimos 7; pue-
den ser estimados, por el momento, a partir de la solucidn del problema de control
irrestricto disponible de la simulacién (offline) via (2.19), esto es por intermedio
de la solucién de la variable adjunta de la ecuacién (2.20) reemplazada en (2.22).
Los puntos de saturacion 7; o pueden ser entonces adoptados como los puntos don-

de u alcanza las fronteras del conjunto de valores de control admisibles U. Para
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4. TRATAMIENTO NO LINEAL

t € [0,1/] el control adoptado como el candidato inicial uy (llamado la trayectoria

‘semilla’ y denotado semina), de forma similar que la ecuacion (3.53), es,

usemilla(t) = UO(t) = [uo(xsemilla(t), )\semilla(t))]sat 5 (410)

donde Asemina(t) puede ser obtenida de forma similar a la ecuacion (2.20), en este

caso,

v

)\semilla(t) = (%(t,xsemilla(t))) P t e [O,tf] (411)

Los valores de los pardmetros en este caso (pa, fia, 7;) son actualizados para cons-
truir estrategias de control sucesivas de forma que decrementen el valor total de
costo segun la ecuacion (3.54) y por intermedio del método del gradiente similar al

usado en (3.55). El control es actualizado mediante
() = [, () + UOF™, j=1,2,... .12)

donde U; y X; se calculan a partir de las ecuaciones (4.6 - 4.8), y Px resolviendo
la ecuacion (4.5) con condicion final
_ Liashin,

= . (4.13)
2 Ppjhng

Pa(ty) = Sa

4.1.5 Aplicacion numérica para la estrategia simple

Se describe a continuacién la aplicaciéon de la metodologia expuesta en las sub-
seccidnes anteriores (4.1.3, 4.1.4) en un modelo no lineal de dos dimensiones, el
cual es una modificacién al problema tratado en el capitulo 3 que simula el proceso

de frenado de un tren con rozamiento [80, 81].

i’l (t) = {L’Q(t)
To(t) = au(t) + pult)zs(t) (4.14)
u(t) € [0,3] CR,

donde la variable manipulada o de control u(¢) es una funcién con valor escalar y
se interpreta como la accién de frenado en un tren que tiene por estados la posicién

x1 y la velocidad z5. El pardmetro « es una constante que normaliza la unidades
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de la accion de control y § es una constante asociada a la friccion del tren sobre
los rieles. Las condiciones iniciales son elegidas como z1(0) = 1y z5(0) = —1,
los valores de los pardmetros como o« = 1y # = 0,15. El objetivo es minimizar
un funcional de costo cuadrético, donde los valores adoptados para los pardmetros
del costo (2.27) son ( = 101,, R = 0,5, tanto para el problema no lineal como
para su linealizacion, la penalizacién final del problema no lineal es K(z(t;)) =

x(ty) Sxz(ty) con S = 1001,. Las matrices variantes en el tiempo resultan,

Alt) = (8 0,1555“(0) B 2 (1+o,(1)55:2(t)) - @1

4.1.5.1 Solucién 6ptima del problema irrestricto

El modelo (4.14) representa un sistema bilineal de control. En [41] se describe el

problema de control éptimo para esta clase de sistemas, donde el control éptimo

resulta: .
u*(x,t) = —ER_l(B + Nz)' \(t). (4.16)
y las HCE:
& = Ax+ (B+ Nzx)u*; z(0) =g 4.17)
— 20(z —7) — A\ — N\, (4.18)

con condicién final \(¢;) = 2Sz(t;) desconocida. De la aplicacién del principio
de Pontryagin se sabe que el control 6ptimo del problema con controles acotados
tomara la forma de la ecuacion (2.44). Utilizando un método numérico (off-line y
similar al “shooting”) se obtuvo la solucién 6ptima, para comparar los resultados de
la nueva técnica descrita. Los objetos relevantes de la solucion estan en la Tabla 4.1
y ademds: A\;(0) = 43,717479, X\5(0) = 8,677516.

En [41] se demuestra que la relacion A = 2P(¢, x)x, sigue siendo valida, pero

con una matriz P(¢, x) que verifica la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

oP | 0P
= T (A = W,Pr) = (4.19)

—Q— AP—PA+ PW,P+ R YNPz)(B+ Nz
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4. TRATAMIENTO NO LINEAL

donde W, = (B + Nz)R™Y(B + Nz)'y P(t;,z) = S. Notar que si N = 0,
la ecuacion en derivadas parciales se convierte en la RDE para sistemas lineales.
El resultado tedrico para el problema con controles acotados dice que la solucién
Optima para este problema puede encontrarse a través de la saturacién de otro pro-
blema irrestricto pero con condiciones distintas, es decir, zy y S diferentes al del
problema original. Se comprobard, para sistemas bilineales, que existe un proce-
s0 irrestricto con Zo y S tales que @(t) toma la forma de la ecuacién (2.44) con

*

ui, = —R'(B + Nz) P(t,r)z. Para recuperar el proceso fantasma se hizo lo
siguiente: (i) debido a que en el intervalo J los estados y coestados de la solucién
Optima coinciden con el proceso fantasma, entonces se integraron desde 7, hacia el
final del horizonte las HCE (4.17 - 4.18), con lo que se aproximaron los estados/-
coestados finales (p, ;1) fantasma (ver figura 4.1), (i¢) partiendo de estos valores se
integré hacia atrds las HCE para obtener los estados iniciales 7;(0) = 0,484511;
#5(0) = 3,09403 buscados (la matriz de penalizacién del fantasma S calculada
con la ecuacién (4.13) y los (p, i) resulta tener los coeficientes Sy = 1214,89;
Sy = —342,526; Soy = 96,5718), y (iii) se comprobd que la saturacion del con-
trol de ese fantasma coincide con el control de la solucién 6ptima en el intervalo

parat € [y, 7] (ver figura 4.1).

4.1.5.2 Método del gradiente para el problema restricto

En esta subseccion se aplica el nuevo algoritmo mediante los siguientes pasos:

(7) Se calcula una trayectoria semilla a partir de la solucién del problema de
control Optimo irrestricto no lineal, que se satura, con lo que se genera un (), y
se aplica al proceso para obtener Zy(t), y por consiguiente py, ftg, T10, Y T20-

(74) Se obtienen la matrices de la dindmica variantes en el tiempo para el pro-
blema linealizado, correspondientes a A(t), B(t) con los valores semilla Zg, .

(7i1) Se aplican variaciones a la trayectoria de control semilla por intermedio
de las pequeiias variaciones “controladas” del control, al resolver la RDE para la
linealizacién con condicidn final (4.13), y se calculan los diferentes costos de las
variaciones.

(1v) Se calcula el gradiente del costo y se actualiza la trayectoria de control
semilla.

(v) Se envia este control al proceso y se calcula el nuevo estado semilla.
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3.5

;‘ - - -x, fantasma p =(0.2216, 0.7375)
25, - - -X, fantasma ]
) 2 U = (33.2531, -9.3753)
o \‘ —X, optimo -
“ —_— x; optimo

Estados

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo t

Figura 4.1: Modelo relacionado.

Este procedimiento se repite hasta que se alcanza una tolerancia dada en el
valor del gradiente. La trayectoria semilla fue hallada a través de la integracion de
la HIB (2.19) para la funcién de valor. De la solucién se aproximé numéricamente
el valor inicial de los coestados como la derivada parcial de V' con respecto a x, y
evaluada en ¢ = 0, resultando

31,535778618
A0) = (77 . 4.20
(0) ( 1,78205946 ) (420)

La solucién de la ecuacién (2.19), ademas de permitir calcular los coestados tam-
bién predice el costo 6ptimo total del problema irrestricto, que para la trayectoria
semillaes V (0, X (0)) = 14,7514 (ver figura 4.2). La HJB no siempre se puede in-
tegrar a causa de la no linealidad del sistema y su dimensién. Debido a esto y para
futuras aplicaciones, una semilla alternativa podria provenir de las bilinealizaciones
del sistema, utilizando las ecuaciones de la subseccion anterior.

Con la linealizacion se busca construir variaciones “controladas” a los estados/-
coestados y al control por medio de la solucién de la RDE garantizando que las
variaciones del problema original con restricciones se mantenga cerca de la trayec-

toria semilla, que se va actualizando.
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V(0, x1,x2)

2
X1

Figura 4.2: Solucién de la funcién de valor en ¢ = 0.

Los valores obtenidos con la estrategia numérica después de 700 iteraciones se
muestran en la Tabla 4.1. Ademads se compara con la solucién 6ptima del proble-
ma y la trayectoria semilla. El método numérico practicamente llega a la solucién
Optima. La ventaja de la metodologia presentada reside en que permitiria cons-
truir estrategias con leyes de control del tipo feedback, y evitando la integracién
numérica de las HCE.

En la figura 4.3 se muestra la evolucion de las trayectorias de control 6ptimo y
trayectoria final del método numérico. Se grafica también la semilla y una semilla
alternativa proveniente de la bilinealizacién del sistema, generada por intermedio
de la saturacion del control obtenido para una matriz de Riccati P(t, ) como se
propone en [41]. Nétese que la solucion semilla difiere considerablemente de la so-
lucién 6ptima y de la aproximada por el método numérico, atin cuando la diferencia
relativa de los costos es solo del 9 %. Para la semilla alternativa se puede apreciar
una mejor aproximacion, aunque de la misma manera que para la primera semilla la
mejora obtenida por el método propuesto muestra una aproximacion mds cercana
al 6ptimo. La solucién numérica aproxima bastante bien a la solucién éptima por

lo que se puede concluir que esquemas basados en linealizaciones por trayectoria
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Tabla 4.1: Valores numéricos finales estrategia simple

Sol. Sol. Método
Optima semilla numérico
x1(ty) | 0,16657 0,2187 0,1664
xo(ty) | —0,0423 | —0,0137 —0,0456
T 0,5442 0,23 0,565
Ty 0,7688 0,88 0,837
d 15,441 16,779 15,448

del sistema no lineal serfan ftiles en la generacién de controles suboptimos que
cumplen con las restricciones.

La figura 4.4 ilustra la reduccion del costo con las iteraciones por medio del
método del gradiente, y las variaciones de los estados X (¢) para el problema li-
nealizado, que a su vez permite construir una variaciéon de control en forma de
“feedback” de manera sistematica. Después de 700 iteraciones el costo converge
casi al valor 6ptimo.

La figura 4.5 muestra las variaciones de los instantes de saturacion con las itera-
ciones, los cuales se mueven buscando valores criticos para que el intervalo regular

(donde el control no se satura) tienda al intervalo del problema no lineal original.
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2.5

1.5

Trayectorias de control

0.5

16.2

16.1

Costo total J

15.7[

15.5E

15.4

Solucién 6ptima, u*
= = = = Método del gradiente
----- = Trayectoria semilla

--------- Semilla alternativa

Figura 4.3: Trayectorias de control.

15.8f

0.025

-0.005

-0.01

1 1 1 1 1
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lteraciones

-0.015
700

Estados de las variaciones

Figura 4.4: Variacion del costo y de los estados X (t) para el sistema linealizado.
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0 100 200 300 400 500 600 700

0.88 z I T T T

0.86
0.84
0.82F

0.8

0.78 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700

Iteraciones

Figura 4.5: Evolucién de los taus con las iteraciones.
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4.2 Estrategia mixta para sistemas no lineales

La estrategia mixta para un sistema de control no lineal restringido busca reducir
sistemdticamente el costo total asociado con una secuencia particular de estrate-
gias de control, después de proponer una trayectoria inicial ugemiiq, (tratadas de
igual manera que en la seccién 4.1), utilizando una combinacién de enfoques del
problema: (i) a través de la formulacién de Sontag, la cual se basa en un método
numérico donde se incluye el costo total como una variable de estado para un sis-
tema extendido, intentando recursivamente modificaciones de los controles tal que
la diferencia de la nueva variable con la modificacion y la pasada se mantengan
negativas (< 0), (ver [134]), (i) prueba de distintos tipos de variaciones, basa-
das en diferentes estrategias que formulan pequenas acciones “controladas” para
reducir sistemdticamente el costo total. La nueva estrategia permite inicialmente
explotar una expresion tedrica para el diferencial del funcional del costo. Una de
las ventajas de esta férmula es que el decrecimiento del costo puede ser obtenido
sin necesidad de integrar la dindmica no lineal numéricamente. Esta configuracion
es totalmente valida para situaciones regulares, y algunas de sus caracteristicas son
también usadas en muchos casos cuando la saturacion ocurre. Alrededor de la se-
milla el costo y la dindmica son diferenciados y un método iterativo es disefiado
para mejorar las semillas. Las derivadas involucradas implican controles irrestric-
tos y regularidad del problema, las cuales no son garantizadas en este caso (debido
a las restricciones de la variable manipulada). Sin embargo, ellas tienen las si-
guientes caracteristicas principales positivas. (i) la formula resultante produce en
general resultados aceptables durante un cierto nimero de iteraciones, y (i7) la ex-
presion del diferencial del costo debido a las variaciones de control es valida en
cuanto éstas permanezcan pequeias, independientemente si los controles estdn sa-
turados o no, lo cual permite activar una condicién de alerta cuando el diferencial se
vuelve negativo (una clara indicacion que la validez de la configuracién general ha
colapsado). Si se produce una de estas descripciones, un enfoque alternativo es ac-
tivado, entonces un nimero de diferentes perturbaciones de la estrategia de control
actual son generadas y testeadas para forzar una disminucién de costo adicional.
Algunas de las perturbaciones corresponden a las soluciones de la RDE trabaja-

das en la seccidn 4.1, pero en este caso con pequeiias perturbaciones en el estado
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final (no hace uso del método del gradiente, éstas son explicadas mas adelante).
Cuando estas variaciones de control son insuficientes, otras como (¢) ‘variaciones
espaciales’ de Pontryagin, similares a las utilizadas en la generacién de los estados
finales inscritos en el cono terminal [141, 142], y (i) oscilaciones en el interior de
los periodos regulares, por la modificacién de los tiempos de saturacién 7;, o por
afladir cambios admisibles en los valores de control durante pequefios subintervalos

del tiempo horizonte.

4.2.1 Métodos de reduccion del costo

4.2.1.1 Reduccion del costo en problemas regulares

En esta seccion el problema original (ecuacion 4.2), serd ligeramente transformado
en uno equivalente. La nueva formulacién agrega dos nuevas variables de estado
Ze Yy 2z asociado con la funcién original de Lagrange acumulada y la penalizacién
final. El nuevo estado

D ( ¥z T )/ , 4.21)
evolucionard en R"*2 con la dindmica
f(([), U) )
i = (2", u) = 0 2 (0) = | K(z(typ) |, (422)
Ly(z,u) 0

con la funcién del Lagrangiano redefinido como

Ly(z,u) 2 Lz, u) + ti (4.23)
f

por lo que la ecuacion de costo original (2.3) puede ser expresada de la forma de

una penalizacion final pura (problema de control dptimo en la forma de [134]):
J(u) = z.(ty) (4.24)

Las expresiones de los objetos relevantes para el sistema aumentado luego de

su linealizacion alrededor de la trayectoria x, u resultan en [61, 141]

Of (z,q) 0 0 Of (x,u)
oz ou
A*(t) = 0 0 0|, B*t) = 0 , (4.25)
OL(z,a) 1 0 OL(x,a)
ox tf ou
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X (tp)) = (VK(z(tf)), —1,1) (4.26)

donde A\#(t) es el valor final de la variable del coestado para el sistema aumentado.
Los dos nuevos valores de los coestados son obtenidos de acuerdo a la formulacién
de Pontriagyn, en el cual existird un cono & C R™"2, conteniendo estados z7 (¢)
obtenidos como resultado de la aplicacion de perturbaciones a la trayectoria de
control 6ptima, esto implica la existencia de un hiperplano tangente J de dimension
n que, aplicando en el vértice 0, 5, divide a R"*2 en dos partes, dejando los puntos
del cono en uno de los semiespacios. Existird un vector \*(¢;) L T (con el vector

A (t) apuntando hacia el semiespacio donde est4 el cono), tal que
)\#(tf) . {L’#(tf) >0 V$#(tf) € R, 4.27)

en este caso la variable )\f 4o(ty) > 0 de forma que apunte hacia el semiespacio
donde esta el cono de estados de Pontriagyn, si se supone que los estados finales
x(ts) son libres, se debera adoptar un valor de \* 4o(ty) = 1 para evitar que el
vector que apunta hacia el semiespacio sea nulo, ya que se considera z(t;) = 0,,.
Para la variable )\f 11(ts), al estar afectados los estados por la penalizacién final,
se considera de forma que su estado final esta restringido a una superficie dada
8 de dimension [ en R", definida por una funcién suave ¢ : O — RY, a su vez
definida en una abierto O C R". Para arribar estrictamente al punto determinado
por el estado en n + 1, es decir xf 11(ty) = =, correspondiente a la penalizacién

final X(z(ts)) € R, el enunciado del PMP verifica para el arribo a un punto [ = 1,

entonces
d(z?) = K(z) -z
o(z?) = K(a™) -7, (4.28)
DOzt o . a?, z ) = (VK(x1, 29, ..., 2,), —1),
de la expresion se desprende que )\f +1(tf) = —1. Enlo que sigue vamos a obviar el

signo # por simplicidad, asumiendo que el significado del nuevo estado aumentado
y la expresion del costo son claros como en la ecuacién (4.22, 4.24). El enfoque
numérico para la minimizacion de J(u) en el contexto irrestricto [134] procura

calcular una perturbacion x : [0,77] C R™ de wsemqiu, tal que

3(usemilla + h,u) < 3(&) (429)
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para un h lo suficientemente pequefio. Una variacién adecuada se puede elegir
como [134]
p(t) = —B()D(7,1)Alty), (4.30)

donde ®(7,t) es la matriz fundamental asociada con A(-), esto es la solucidn a la

ecuacion lineal (véase [29]):

WU _ Amet), eirr) =1 (4.31)
El diferencial del costo puede ser estimado por la férmula [134]
ty
Ads = )\(tf)'/@(tf,s)B(s)Au(s)ds : (4.32)

0

donde el incremento de control es, para problemas regulares,

Au 2 hpu. (4.33)

4.2.1.1.1 Actualizacion de las trayectorias de control

Las primera aproximacion en la estrategia mixta puede obtenerse de la misma for-
ma que en 4.1.4 via HIB. Esta estrategia permite elegir otras trayectorias de control
semillas, de acuerdo por un lado a la intuicién o el conocimiento de un problema en
particular, o cuando la solucién de la HIB se vuelve dificil de resolver. La trayecto-
ria semilla es actualizada como en (3.54), 1a cual permite estimar las disminuciones

del costo a través de la ecuacion (4.32), donde ahora
Alijyy 2 Gjq — Ty (4.34)

Para tener en cuenta las restricciones del problema que nos ocupa, se hace un primer
intento de disminuir el costo a través de una modificacién natural del procedimiento
descrito anteriormente para problemas regulares. Esta modificacidn consiste en:
(¢)Paraj =0,1,2,...estimar y; delaecuacion (4.30), donde B(t), ®(7,t), A(ts)
son evaluados de trayectorias T sepmijia, Usemiila, €NtONCES
(1) Saturar el control regular actualizado, esto es definir un nuevo control can-

didato pero usando la formula general

1 (t) = [a;(t) + hp]*™, (4.35)
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4. TRATAMIENTO NO LINEAL

para algin h > 0 pequefio. De esta manera, todos los u; siempre tomaran valores
admisibles. El valor de & es elegido para tener un valor negativo AJg, calculado
de la ecuacion (4.32). Si, después de reducir h hasta cierta tolerancia, el AJg no
puede hacerse negativo, entonces el método falla y debera ser abandonado. Si el
método mantiene la reduccidn del costo, todavia es conveniente estar preocupados
por una condicién de alerta

Ads ~ Ady , (4.36)

donde AJ 4 es alguna medida del error generada por la saturacion de la trayectoria
de control, y donde el simbolo = significa que ambos términos son del mismo orden
de magnitud (estas dos afirmaciones serdn discutidas en la subseccién 4.2.1.2). Por
el momento, si la condicién (4.36) es alcanzada, el método debera también ser
abandonado. Si no,

(43) Renombrar tgsepming — Uj41, j < j + 1, y repetir los pasos (i) a (i7i) du-
rante un nimero fijo de modificaciones de e,i;1.. En este momento, es apropiado
actualizar la trayectoria de estados, y entonces

(iv) Evaluar ;4 a través de la integracion numérica de
&= f(x,tj41) ,2(0) = zo , (4.37)

(v) Actualizar Zgeminq <— j+1 y reanudar los pasos (i — v) hasta que AJg sea

considerado lo suficientemente pequeiio.

4.2.1.2 Criterios de alerta de falla durante el procedimiento regular

Cuando las restricciones en la variable de control aparecen, las derivadas con res-
pecto a u del Hamiltoniano o Lagrangiano pueden no estar definidas en las fronteras
del conjunto de valores admisibles de control, y la férmula para el diferencial del
costo podria volverse no vélida. Es entonces de esperar que, cuando se satura la
solucioén Optima, el procedimiento descrito en la seccién 4.2.1.1 puede eventual-
mente dejar de reducir el costo. Se analizan dos criterios para evaluar un eventual
fallo del método regular:

(1) El teorema principal de Pontryagin para control 6ptimo es basado en el
andlisis de los efectos de perturbaciones espaciales en el control sobre los estados

finales alcanzados [142]. El truncamiento de las estrategias de control debido a la
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Figura 4.6: Truncamiento cuando la restriccion es inferior.

existencia de los limites (restricciones) puede ser considerado como una perturba-
cién de control, y sus efectos evaluados via las matrices de sensibilidad descritas
en [117, 141].

Para estrategias de control @** € U en [0, ;] y considerando que las saturacio-
nes (truncaciones) ocurren en los tiempos de saturacion 7; € (0,ty), las variaciones
de control u,(+) con respecto a los controles permisibles @°*(-) pueden ser creados

de la siguiente manera:

Jw vt e [r,7)
us(t) _{ @ty vee[0,7)Ulnty) (*439)

representadas en las figuras 4.6 y 4.7, donde w es el valor de control generado
por el procedimiento regular al instante de tiempo 7 cerca de 7. Llamando zgsa: ()
a la trayectoria de estado correspondiente a 5% (-), y x.(-) la correspondiente a la

variacion ug(-), el valor final del estado sera (ver [141]):

Te(ty) = xgsar (ty) +ecZ(tp) Af(T,w) +el(e) , (4.39)
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u(t) A

™ sat
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Figura 4.7: Truncamiento cuando la restriccion es superior.

donde ¢ es un pequefio nimero, tal que ec = 7 — 7', y [(€) es un vector (infinitesi-
mal) cuya norma tiende a 0 cuando € — 0. El cambio en el valor final es entonces,
aproximadamente,

Ax(ty) = ecZ (ty) Af(r,w) . (4.40)

De las ecuaciones (4.22, 4.24), las variaciones del costo son reflejadas en el dltimo

componente (n + 2), cuya expresion es
Adz = [AV Z, (L) Af(7,0)ln 2 (4.41)

donde At/ & 79+1 — 7J. j = 1,2, ... sustituye a la perturbacién de tiempo previa-
mente explicada para ec.

La matriz de sensibilidad Z, surge de las variaciones espaciales del control,
esto es, de la diferencia del control propuesto en la ecuacion (4.30) y el control
que es verdaderamente aplicado después de la saturacion. Z.(-) es una matriz de
(n +2) x (n + 2), solucién del siguiente problema de valor inicial, definido en
[7_’ ty ] :

Z=Alt)-Z; Z(r)=1,
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4.2 Estrategia mixta

y Af(7,w) es una expresion que representa la diferencia de la funcion f evaluada

con y sin perturbacion en el tiempo de saturacion 7, es decir,

Af(rw) = f(aae (), w) = f(@ae(7), 7)), (4.42)
Considerando ahora la suma de los efectos de las variaciones para un nimero fi-

nito de tiempos de saturacién (k), la ecuacion para los resultados de las variaciones

del costo es i

Adz = A Z (1) A S (7i,wi)na. (4.43)

i=1
(74) El segundo criterio para la deteccidn de fallo reside en la evaluacion de las
variaciones del costo debidas sélo a la saturacion del control, y luego comparar con
la variacion total del costo. La variacion de la saturacion es obtenida por la apro-
ximacioén de la férmula (4.32) cuando se aplican a estas perturbaciones espaciales

de control en intervalos 7', 7),
Adr = At;)®BAuAL (4.44)

donde ® y B son valores promedios para la matriz fundamental y para la matriz de
control entre [7',7), con Au = wy At = At/ tomando el mismo significado que
en el tratamiento previo.

Entonces, considerando la suma de los efectos de las variaciones para un nime-

ro finito de tiempos de saturacion (k), la reduccion total del costo sera
k ~ ~ .
Adr =Atp) > (], 7)B(r}, 7)) Au; At (4.45)
i=1

Cualquiera o ambos criterios (i) y (i) pueden ser calculados y comparados con
la férmula (4.32), y entonces decidir si es necesario abandonar el procedimiento
regular. Cuando el orden de magnitud de cualquiera de los dos criterios es el mis-
mo que la reduccioén total del costo (4.32), entonces nuestra estrategia de calculo
decide abandonar la reduccion de costo regular (a través del método de costo dife-
rencial (4.30)), ya que probablemente se producird un error en una de las siguientes
iteraciones. En general para pequefias variaciones del control los dos criterios arro-

jan resultados similares, entonces se puede decir en adelante

AV FE=WAY PESWAY, P (4.46)

103
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donde AJ 4 permite verificar la condicion de alerta (4.36), como se habia anuncia-
do.

4.2.2 Coémo proceder cuando el tratamiento regular esta proxi-

mo a fallar

Varios tipos de control pueden ser usados para forzar reducciones de costo adi-
cionales después que el procedimiento regular es abandonado. Las variaciones del
tipo de una estrategia simple (subseccion 4.1.3) pueden ser utilizadas para comple-
mentar las del procedimiento regular. Los valores del estado final para resolver la
ecuacion del error (4.8) también pueden adoptarse como X (¢;) = v, para algin
pequefio valor v > 0, no siendo necesario en este caso realizar la busqueda del
problema fantasma, sino s6lo garantizando de acuerdo al valor de v que las co-
rrecciones o variaciones de control realizadas mantengan las nuevas trayectorias de

control y estados cerca de las trayectorias semillas.

4.2.2.1 Otros tipos de variaciones de control

En la iteracion j un nimero M; de puntos de saturacion pueden aparecer en la
estrategia de control. En esta subseccion, el intervalo entre cada par k (k =
1,2,...,M;/2) de subsecuentes puntos de saturacién puede ser denotado como
(71, T2r) . Las siguientes curvas de tercer orden fueron propuestas como alter-
nativas de variaciones de control:
O0sit <7y — 0
pik(t) £ & 0sit > Top + 0o k=1,2,.., M,

(t — 71k + 61)(7* — t)(t — Tor, — 02)e, sino,
4.47)

donde M es el nimero de tiempos de saturacién {7y, 7o, } detectado en la etapa j,

y

T*_71k+72k+52_51
— 5 ,

con J1, 0, perturbaciones de los tiempos de saturacion 71, and 75, respectivamente,

(4.48)

y €, es la amplitud de la desviacion (ver figuras 4.8, 4.9). El control es actualizado

mediante
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Variaciones de control
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Cone, =-7"10°

tal

Cone, =-110°
tau
‘
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Figura 4.8: Variaciones ¢, con los §; constantes para otro tipo de variaciones de con-

trol. 51 = 09 = 0,01

Ui (t) = [a;(6) + ™™, 7=1,2,...

(4.49)

4.2.3 Aplicaciones numéricas en la estrategia mixta

El caso de estudio analizado en la aplicacion mixta es la continuacién del estu-

diado para 4.1.5 con las mismas condiciones iniciales y valores de los pardmetros,

y después de la transformacion en su equivalente, y linealizado aumentado. El

tratamiento ‘regular’ para el problema, como se describe en 4.2.1.1, genera:

1 00 0
0,15a%°(t) 0 0 a | 140,158,(t)
0 0ol BB . . (4.50)
20i2(t) 1 0 @t (t)
Atr) = (200 (t ), 2005 (t ), —1,1). 4.51)
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Figura 4.9: Variaciones §; con el €, constante para otros tipos de variaciones de con-
trol. e, = 1 x 103

El primer valor de h adoptado en la simulacién es h = 0,01. Una alerta de fallo
se detecta cuando (4.32) alcanza el orden de (4.45). El costo obtenido cuando
esto ocurre es Js = 15,4947. La figura 4.10 muestra una reduccion del costo total
cuando se utiliza el método ‘regular’ y posteriormente al utilizar el procedimiento
numérico.

De la ecuacion (4.38), las variaciones de control u,(-) son definidas como

wq Vit € [71/,71)
ug(t) =< wo Vt € [15, 7o) , (4.52)
at(t) vVt e0,7)U[r,n) U (T2, 1)

donde 7,7, son pequefias perturbaciones de los tiempos de saturacién. La figu-
ra4.11 muestra la evolucion de AJ obtenido por el procedimiento formulado en la
subseccion 4.2.1.2. El resultado de la ecuacion (4.32) es comparado con las ecua-
ciones (4.43, 4.45) para decidir cudndo la condicién de alerta (4.36) se activa (esto
ocurre alrededor de la iteracion 30).

La figura 4.12 muestra variaciones alternativas después de aplicar (4.30). Las
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-

Costo total

Costo total J

Figura 4.10: a) Evolucién del costo total resultante del método regular, b) evolucién
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del costo total resultante del método numeérico.
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Figura 4.11: AJ obtenido de la formulacién 4.2.1.2.
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_40 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo t

Figura 4.12: Variaciones de control desde la estrategia regular (4.30).

correciones y(t) en el procedimiento regular pueden resultar altas, pero éstas son
modificadas con h para mantener AJg < 0.

Cuando la alerta es activada, las variaciones de control alternativas son utiliza-
das. En las variaciones de tipo (4.7), la perturbacidon impuesta al final del estado
final es X;(t;) = =£0,01 en todas las direcciones de las componentes 4, y para
las variaciones del tipo 4.2.2.1 ¢, = 1. La figura 4.10 muestra la reduccién del
costo total hasta obtener un minimo valor a través de variaciones alternativas. La
reduccion relativa del costo total después de aplicar las variaciones regulares y al-

Lsemilla=de 4 100 % = 8,67 %, con J, como la reduccién de

ternativas resulta en
costo combinada.
Las figuras 4.13- 4.14 muestran algunas variaciones de control utilizadas en el
tratamiento numérico, generadas a partir de la ecuacion (4.7). La figura 4.13 re-
presenta variaciones obtenidas perturbando los estados finales, y la figura 4.14 las
variaciones relacionadas a la ecuacion de Ricatti de la linealizacién. La figura 4.15
muestra los diferentes controles obtenidos a lo largo de los diferentes métodos usa-

dos. El hamiltoniano es constante en todo el intervalo de optimizacién [0,%],
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0.01

0.005—

-0.005 /

Variaciones de control

-0.01 : : :
0
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Variaciones de control

-0.01 . . .
0
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b)

Figura 4.13: Variaciones de control para todas las variaciones de los estados, a) varia-

ciones positivas, b) variaciones negativas.

he, = —23,56, confirmando la optimimalidad de la trayectoria de control. En la

Tabla 4.2 se exponen otros resultados numéricos relevantes.

El segundo ejemplo en el cual se aplica la estrategia mixta es una modificacién

del problema previo, donde otro tipo de variaciones se hicieron necesarias. El

modelo no lineal bidimensional es modificado agregando un autovalor inestable en

la linealizacidn, y diferentes restricciones en los valores de control:

t1(t)

1,5([)1 (t) + X2 (t)

Las matrices variantes en el tiempo generadas en este caso son:

15 1
0 0,15ﬂsatt
ane| o ' ()
2071(f) 207 (t)

au(t) + Bu(t)ra(t) (4.53)
[—1,1] CR,

0 0 0

0 0 a | 14+0,1535(2)

0 ol B®= 0 . (454
10 ™ (t)
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Variaciones de control
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Figura 4.14: Variaciones de control generadas solucionando la RDE
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Figura 4.15: Estrategia de control mixta para un ejemplo bidimensional.
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Tabla 4.2: Valores numéricos finales estrategia mixta ejemplo 1

) Mejor Mejor trayectoria obtenida
Trayectoria ) . .
. trayectoria de las variaciones alternativas
semilla RPN
‘regular’ (solucién Optima)
x1(ty) 0,2187 0,17370 0,1657952
xo(ty) —0,0137 —0,0485 —0,0450726
T 0,23 0,4570 0,5440
Ty 0,88 0,8130 0,7549
d 16,779 15,4947 15,4408

Las condiciones iniciales en este caso son elegidas como x1(0) = 1y x5(0) =
—0,5. Los otros pardmetros permanecen iguales. Cuando la alerta de falla es de-
tectada por primera vez el costo es J; = 803,8446. La figura 4.16 muestra la re-
duccidn del costo total para el procedimiento regular. El comportamiento del pro-
cedimiento regular, si se mantiene después de que alguna condicién de alerta (4.36)
se active, es mostrado en la figura 4.17. Variaciones de control inaceptables pro-
ducirdn aumento de costo total después de algunas iteraciones, confirmando que el
método regular debe ser abandonado. Entonces, variaciones de control alternativas
fueron utilizadas. En variaciones del tipo (4.7), la perturbacién impuesta en el es-
tado final es X;(t;) = £0,01 en todas las direcciones de las componentes i, y para
las variaciones descritas en la subseccién 4.2.2.1, e, = 1 x 10%y 6; = §, = £0,01.
La parte inferior de la figura 4.17 muestra reducciones de costo total hasta alcan-
zar un minimo valor a través de variaciones alternativas. La reduccion relativa del
costo total después de aplicar las variaciones para el procedimiento regular y las
alternativas resulta en % * 100 % = 80,7 %.

Los resultados de este ejemplo preservan algunas caracteristicas de los proble-
mas previos: el mismo nimero de tiempos de saturacién y un solo periodo regular.
Las variaciones de control asociadas con la ecuacion (4.52) generan reducciones
de costo total AJg (4.32) significativamente mayores que los errores AJ, (4.43);
esto es aceptable durante las primeras iteraciones. Alrededor de la iteracion 40 se
consider6 que el valor absoluto de AJs y AJz estaban demasiado cerca (ver figu-

ra 4.18) como para activar la condicion de alerta de fallo. La figura 4.19 muestra
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Figura 4.16: Evolucién del costo total resultante del método regular.
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Figura 4.18: AJ obtenidos de la formulacion de las ecuaciones (4.32, 4.43)

los diferentes controles obtenidos al usar los diferentes métodos. EIl hamiltoniano
es constante en todo el intervalo de optimizacién [0, /] , h,, = —1438, confirman-
do la optimalidad de la trayectoria de control. En la Tabla 4.3 se exponen otros

resultados numeéricos relevantes.
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Tabla 4.3: Valores numéricos finales estrategia mixta ejemplo 2

) Mejor Mejor trayectoria obtenida
Trayectoria ) . .
illa trayectoria de las variaciones alternativas
semi
‘regular’ (solucion 6ptima)
x1(ty) 3,7361 2,6442 2,617883
xa(ty) 0,2661 —0,8175 —0,887606
Ty 0,035 0,676 0,715
Ty 0,204 0,6850 0,718
d 1449,228 803,8445 802,1658
L= L T T E L PP A TR R TY RN Y '- -
0.8 : -
06 : B
1
o 04r : B
§ 0.2+ l: 4
§ 0.2 : -
g :
F -04f 1 )
aall ------- Trayectoria de control semilla |: i
sk |===Trayectoria de control obtenida de Sontag 1 4
— Trayectoria de control numérica (6ptima) :
-1 L -
0 0‘.1 0‘.2 0‘.3 0‘.4 0.‘5 0‘.6 0‘.7 0‘.8 0‘.9 1

Tiempo t

Figura 4.19: Estrategia de control mixta para el ejemplo bidimensional modificado.
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4.3 Discusion, conclusiones y perspectivas

Las leyes de control de tipo feedback son las deseadas en las aplicaciones industria-
les cuando se espera que aparezcan perturbaciones, pero para sistemas no lineales
con criterios de rendimiento (indice de desempefio) y restricciones en las variable
manipulada, las realimentaciones son dificilmente instrumentables. Con estas li-
mitaciones en mente, un par de algoritmos eficientes se han ideado para aproximar
el control 6ptimo en lazo abierto, basado en resultados tedricos. Las estrategias
resultantes son bastante diferentes de la saturacion del control 6ptimo correspon-
diente al problema irrestricto con los mismos parametros y condicion inicial. Las
saturaciones del control ptimo irrestricto es inicialmente usada como una primera

aproximacion, la cual es denominada como el ‘semilla’.

4.3.1 Estrategia simple

Para la estrategia simple, tomando como base un resultado tedrico reciente, se desa-
rroll6 un método computacional para calcular una aproximacién numérica de la so-
lucién Optima del problema de control con restricciones para sistemas no lineales,
mads eficiente que lo presentado en [46] y tendiendo a que la solucién pueda ser
sintetizable en tiempo real.

Para el problema linealizado se encontré una solucién sub-6ptima cercana a
la solucién Optima encontrada por medio del método offline para el sistema no
lineal. Esto nos indica que trabajar con la linealizacién del problema original e
ir haciendo pequefias modificaciones con respecto al semilla resulta apropiado. El
tratamiento realizado al nuevo problema permite también trabajar con estrategias de
control en lazo cerrado, por lo que se puede tener una mejor respuesta ante posibles
perturbaciones del sistema; esto debido a que la ley de control se construye con la
ecuacion diferencial de Riccati. La linealizacion permitié trabajar también con
ODE:s para la solucién de manera iterativa del problema, evitando asi la solucién
de la PDE de HJB.

En esta estrategia simple la condicién final para la ecuacion de Riccati depende
de los p, 1 que se van generando, y es independiente de la penalizacion final K ()
del problema original. Esta ultima sélo interviene en el computo del costo J y de
su gradiente.
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Para problemas de mayor dimension, es necesario tener en cuenta aspectos rela-
cionados a la velocidad de cémputo para el método propuesto, observar cambios en
la constante de tiempo de respuesta del sistema, y finalmente analizar los efectos
de la estabilidad interna respecto al método. La velocidad de célculo es proba-
blemente uno de los principales temas de preocupaciéon en el mundo de control
computacional, principalmente cuando se pretende implementarlos en tiempo real.
La respuesta para obtener mayor velocidad de cdlculo en problemas de grandes
dimensiones también puede caer en un d4mbito de computacién en paralelo [64],
siendo ésta una herramienta que permite distribuir el calculo del gradiente en varios
procesadores y hace mds competitiva la técnica presentada a través de la estrategia

descrita.

4.3.2 Estrategia mixta o combinada

La estrategia de control mixta permite trabajar con una trayectoria de control se-
milla diferente a la restriccion del control irrestricto, ya que el método no depende
estrictamente de la aproximacion de la trayectoria inicial (semilla); entonces es po-
sible en general evitar resolver el problema no lineal irrestricto. El método procede
entonces recursivamente, basado en la linealizacion de las dindmicas alrededor de
las ultimas trayectorias aproximadas y una férmula ideada para la reduccion del
costo en el contexto regular [134] resulta aqui también util. Dado que el problema
de estudio es generalmente no regular, el procedimiento iterativo puede eventual-
mente fallar, esto es que el costo cesa de decrecer, o éste entra en una zona peli-
grosa donde el error de saturacion es del mismo orden que la reduccién del costo
alcanzada. Entonces una segunda serie de iteraciones son utilizadas, mediante la
introduccién de otras clases de variaciones de control: soluciones de las RDE pa-
ra la dindmica linealizada sometida a un nuevo objetivo de costo (tal como en la
estrategia simple), variaciones cubicas de arcos regulares, y variaciones espaciales
del tipo de Pontryagin con perturbaciones en los tiempos de saturacion.
En general, los controles resultantes después de estas iteraciones resultan subopti-

mos, aunque en los casos estudiados con la estrategia mixta los valores 6ptimos son
alcanzados, en el primero de los ejemplos numéricos tratados, la reduccion del cos-

to relativa al costo de la trayectoria semilla fue J’”Jﬁ * 100% ~ 9%, y en el
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segundo de ellos fue mayor al 80 %, mostrando un comportamiento impredecible
de las trayectorias provenientes de las soluciones regulares cuando éstos se saturan
(las correcciones son del mismo orden del error). En ambos casos los soluciones
Optimas fueron alcanzadas.

La estabilidad del método es garantizada puesto que (7) el procedimiento regu-
lar se detiene después de detectar una condicién de alerta, (77) a la aproximacién
del costo diferencial AJg no se le permite que cambie de signo, y (iii) el cos-
to total proveniente del control previamente restringido es verificado mediante la

integracion de la dindmica cuando se actualiza las trayectorias semilla.
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Nuestro conocimiento es necesaria-
mente finito, mientras que nuestra
ignorancia es necesariamente infi-
nita.

Karl Popper

Computacion en paralelo
para control optimo basado
en modelos

El aumento considerable de cdlculo en problemas de control 6ptimo ha des-
bordado la capacidad de computo disponible para manejar sistemas complejos en
tiempo real. Por tal razén, alternativas como la de computacién en paralelo son
estudiadas en este capitulo, donde se trabaja el problema distribuyendo las tareas
entre varios procesadores, en algunos casos sin la necesidad de realizar comunica-
ciones intermedias. Se pretende explorar el uso de estos métodos en algunos casos
de estudio, analizar e investigar si existe reduccion de tiempo total de célculo, y
también proponer como implementar soluciones en tiempo real, donde se necesi-
tan tomar decisiones en intervalos de tiempo de muestreo establecidos. Se procura
ir aumentando paulatinamente el orden de los problemas estudiados para comparar
las mejoras alcanzadas. Se estudian alternativas de célculo en paralelo tales como
el paquete especializado de MATLAB, programacion de un cluster Beowulf, y tam-
bién a través de multiples elementos de procesamiento dentro de una sola miquina,

con lenguajes de nivel medio y con rutinas apropiadas.
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5.1 Computacion en paralelo

La computacién en paralelo involucra mdltiples procesadores (nticleos) o compu-
tadoras que trabajan como grupo para la realizacion de tareas. Cada nicleo puede
trabajar en una parte del problema y compartir informacién con los demds proce-
sadores a intervalos variables. En general es aplicada para resolver problemas que
involucran gran cantidad de tiempo para obtener su solucion, algunos relacionados
con CFD (sigla del inglés ‘Computational Fluid Dynamics’), prediccion del clima,
modelado de materiales solidos, dindmicas y mecanismos de estructuras, fundicién
de metal, etc.. En [135] se estudian aplicaciones de FEM (siglas del inglés ‘Finite
Element Method’) orientado a problemas CFD corriendo en un cluster Beowulf.
Las arquitecturas paralelas han sido clasificadas [74] en microcomputadoras, mi-
nicomputadores, mainframe y supercomputador. Por otro lado [139] exponen la
clasificacion de Flynn’s, u otras basadas en arreglo de memorias y comunicacién
entre PE (del inglés ‘Processing Elements’), o en las conexiones de PE y médu-
los de memoria, o en caracteristicas naturales de PE, y por ultimo, algunos tipos
especificos de arquitectura paralela. Aquellas basadas en arreglo de memorias pue-
den clasificarse en: (i) procesadores con memoria compartida (ver figura 5.1a), o
(17) procesadores con memoria distribuida o local (ver figura 5.1b).

En procesadores de memoria compartida en los que se dispone de varios proce-
sadores individuales y una memoria comun, cada uno de ellos tiene acceso a cual-
quier variable almacenada en la memoria comun, es decir, todos los procesadores
utilizan el mismo espacio de direccionamiento: éste es el caso de computadoras de
granulado grueso como Cray YMP, Cray C90, etc. En los procesadores distribui-
dos o de memoria local, en cambio, cada procesador dispone de su propia memoria
privada, y en este caso el espacio de direcciones no es comun: todas las direccio-
nes son locales y hacen referencias al espacio propio del procesador. Este caso es
caracteristico de memorias de granulado fino como los hipercubos, mallas de 2D y
3D, los arboles y los clusters [138].

La manera de programar en computadoras paralelas depende altamente de la
manera en que los procesadores acceden a la memoria. El paso de mensajes es uti-

lizado ampliamente en computadoras paralelas escalables con memoria distribuida,
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a través de la red de comunicacidon. Aunque existen algunas variantes, el concepto

de comunicacién de procesos mediante mensajes es la base de todas ellas.

Procesadores (+ MC) Nodos:
Procesador (+ MC) + Memoria principal + E/S + Contr. comunic.

(&)

Red de comunicacion

=k
K lEK———>
=
M= L
;—»
| Bk

( Red de comunicacion )

(a) Memoria compartida. (b) Memoria distribuida.

Figura 5.1: Clasificacién basada en arreglo de memorias y comunicacién entre PE [7].

5.1.1 Aspectos practicos

En el uso de algoritmos en paralelo juegan un rol importante no sélo la arquitec-
tura de hardware y la capacidad de procesamiento, sino también la habilidad del
programador, que serd el encargado de realizar el andlisis de dependencia y la dis-
tribucion de la carga de computo en los elementos de procesamiento, utilizando
para esto distribucion de carga estdtica o dindmica de acuerdo a la necesidad de
implementacidn en tiempo real, asi como de la capacidad de comunicacién entre
los procesos. La posibilidad de paralelismo en una aplicacién aparece al detectar
calculos que se puedan ejecutar simultdneamente. La existencia de interdependen-
cia entre dos célculos a realizar simultdneamente implica que éstos no son muy
apropiados para desarrollarse de manera paralela: en general, a menor dependencia
mayor posibilidad de paralelismo. La presencia de ecuaciones acopladas indica una
mayor complejidad del algoritmo a paralelizar [78], es por eso que la mayoria de
las aplicaciones para sistemas computacionales no han sido usualmente disefiadas
para procesamiento en paralelo.

Los lenguajes de programacion disponibles para el célculo en paralelo se basan

en lenguajes secuenciales estdndares tales como Fortran, C, 0o C++. Para memo-
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ria compartida, se utiliza OpenMP, POSIX, X3H5, PCF, threads o SysV [25],
que permiten mayor control en las zonas de ejecucion en paralelo para el programa.
En el caso de memoria distribuida, para acceder a un dato de otra memoria es ne-
cesario el modelo de paso de mensajes, y para ello se utiliza Express, nCUBE’ s
Vertex, p4, PARMACS, Zipcode, Chimp, PVM, Chameleon, PICL, MPT,
que permiten mds escalabilidad [60, 133]. A continuacién discutimos algunos as-

pectos de estos lenguajes y programas.

5.1.1.1 MATLAB

MATLAB se ha constituido en una herramienta ampliamente utilizada para el desa-
rrollo y simulacion de algoritmos en célculo cientifico debido a su entorno inter-
activo y a la gran cantidad de rutinas de que dispone, como aquéllas utilizadas
para realizar operaciones matriciales, las cuales han sido optimizadas de tal mane-
ra que igualan en prestaciones a otras cuidadosamente elaboradas en lenguajes de
nivel medio (Fortran, C++y C). MATLAB es un lenguaje de programacion de
alto nivel, cuya posibilidad de visualizacién y mayor facilidad de programacion,
en comparacién con los lenguajes de nivel medio, lo hacen muy atractivo y una
excelente plataforma para el desarrollo de computacién en paralelo.

Dentro de MATLARB se han incluido diversos toolbox (paquetes especializados),
en los cuales varian los mecanismos de comunicacion (ver Tabla 1.1 de [60]). El
Lincoln Laboratory del MIT desarroll6 las librerias Mat 1abMP T y pMat 1ab, que
permiten programacion en paralelo en MATLAB con la l6gica de las librerias hechas
para los lenguajes de nivel medio pero con las prestaciones de MATLAB.

Para las versiones de MATLAB 2007b y posteriores, es posible trabajar con
‘Parallel Computing Toolbox (PCT)’, extension de MATLAB que aprovecha las
mdquinas multindcleo y los clusters. Este puede correr de manera local en un
computador multinicleo, hasta con 12 nicleos en MATLAB2011b o versiones
mads reciente (8 nudcleos en versiones mas viejas). El aumento en velocidad de-
penderd del nimero de nucleos fisicos. En MATLAB se toma el término ‘worker’
como equivalente a un procesador. Para poder ser usado en un cluster es necesario
contar con el paquete ‘MATLAB Distributed Computing Server (MDCS)’ el cual se

encarga de controlar la ejecucién en paralelo.
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Figura 5.2: Sesion interactiva parpool o parcluster [108].

Se utilizan también funciones simplificadas del modelo MP I (‘Message Passing
Interface’, Interfaz de Paso de Mensajes) en PCT, cuando se requiere un alto grado
de control sobre el algoritmo paralelo, ya que permiten comunicacién entre los
workers [149]. Cada worker trabaja con su propia memoria y se le asigna un ID
(identificador) o nimero de referencia.

Las aplicaciones se pueden ejecutar de forma interactiva o de manera offline,
en un entorno de procesos por lotes. Para trabajar con un entorno de procesos por
lotes, es necesario cargar el programa completo en un cédigo fuente haciendo uso
de los comando necesarios, siendo indispensable crear un archivo de ejecucién por
lotes (.cmd o .bat), en el que se especifica el nimero de procesadores a utilizar; por
el contrario en las sesiones interactivas ofrecidas por MATLAB y utilizadas también
para realizar la programacion paralela, se puede proceder a través de parpool o
parcluster (ver figura 5.2) y pmode start (ver figura 5.3). Las aplicaciones
después de ser programadas pueden ser ejecutadas en procesadores multinicleos
(localmente) o en un cluster de computadoras segin la configuracién sin necesidad
de hacer cambios en los c6digos.

Algunas de las herramientas utilizadas para la programacién en paralelo con
MATLARB se pueden observar en [108]:
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e Parfor: Es una version paralela del ‘for’. Para poder paralelilzar el for
se debe garantizar en el cddigo que se realicen iteraciones independientes,
de tal manera que se distribuye autométicamente el trabajo sobre los workers
configurados, aunque las iteraciones no son evaluados en ningtin orden en

particular.

e SPMD (del inglés ‘Simple Program Multiple Date’ ): Es un tipo de arquitec-
tura especifica que combina la facilidad de la programacién SIMD (‘Single
Instruction Multiple Data’) con la flexibilidad de MIMD (‘Multiple Instruc-
tion Multiple Data’). SPMD permite intercambio continuo de programacion
en serie y en paralelo. El sistema es controlado por un programa y se ejecuta
un cddigo idéntico en los diferentes workers, aunque cada uno puede tener

diferentes datos.

e Pmode: Se ejecuta en caso de sesiones interactivas y en contraste con spmd
provee una interfaz grafica. Esta herramienta es utilizada con sesiones lo-
cales, funciona de la misma manera que spmd con instrucciones que se eje-
cutan paralelamente en distintos workers; la sesion inicia con el comando
pmode. Cuando se cierra la sesion pmode se eliminan todos los datos y las

variables almacenadas en los workers.

Para algunas pruebas realizadas durante el trabajo de tesis se ha utilizado una
version de MATLAB 2014a con disponibilidad de 8 workers locales. Aunque las
simulaciones ejecutadas utilizaron los 8 workers, es necesario tener en cuenta que
la velocidad estd limitada por los nicleos fisicos. En este caso fueron programadas
en un procesador multinicleo con 4 nicleos fisicos.

En la figura 5.3 se observa una secciéon pmode con tres workers. El comando
pmodebidimensional corresponde al nombre del cédigo realizado para traba-
jar el primer caso de estudio (ver B.1.1).

La versatilidad aportada por MATLAR para trabajar problemas de caracter numéri-
co lo convierten en una herramienta ampliamente utilizada en el mundo académico.
Sin embargo hasta la inclusion del PCT para las versiones posteriores a 2007b no
era posible el uso de célculo paralelo, a menos que se le agregaran las librerias. La
estandarizacion en el MP I Forum (1993 — 1994) no consideraba el uso de MATLAB
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Figura 5.3: pmode con 3 workers.

para aplicaciones paralelas por lo que se generd un desarrollo y adaptacion de gran

cantidad de librerias usadas en programacion tradicional.

5.1.1.2 Lenguaje de nivel medio: Uso de un cluster

Buscando alternativas para aumentar de una manera significativa el cilculo dentro
de cada ‘Sampling Time’, se llega de manera racional a usar un cluster. Enten-
diendo el cluster como un conjunto de computadoras independientes (cada una con
procesador y memoria) que operan mediante la interconexién de una red de 4rea
local de alta velocidad. La configuracién mds popular de los cluster consiste en un
conjunto de nodos del tipo GNU/Linux OS y un software de cédigo abierto para
la implementacién por medio de paso de mensajes. La configuracion descrita es
conocida como Beowulf y fue disefiada para la ejecucion de programas que explo-
tan explicitamente las ventajas del paralelismo. Se obtienen ventajas debido a que
los nodos no necesitan un disco duro y por la facilidad de adherir nuevos nodos al
cluster [135].

Aprovechando la existencia de un cluster en las instalaciones del “CIMEC”, en
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el parque tecnologico CONICET de la ciudad de Santa Fe, se ha optado por abor-
dar el problema con un lenguaje de nivel medio compatible. El cluster utilizado
inicialmente es conocido como Aquiles [26]. También es posible realizar progra-
mas con memoria compartida a través de OpenMP, y correrlos por medio de otros

procesadores disponibles también en dicho instituto.

Para las primeras pruebas realizadas, la programacion se desarrollé en C++ con
funciones de MPI, una configuracién estdndar (MP I Forum) creada debido al cre-
cimiento de aplicaciones paralelas y a la diversidad de soluciones comerciales, que
comprometian portabilidad, performance y prestaciones. Su mayor ventaja es la
portabilidad en procesadores de cualquier tipo, lo cual representa la posibilidad de
ejecucion de manera transparente en sistemas heterogéneos, es decir, en conjuntos
de procesadores de diferentes arquitecturas. MP I es entonces una libreria que con-
tiene funciones que definen la sintaxis y semdntica de paso de mensajes para ser

usado en multiples procesadores [133].

Los programas que se usan con MP I son del tipo SPMD, disefiado especialmente
para aplicaciones de este patron, que realiza autométicamente cualquier conversion
de datos necesaria y utiliza el protocolo de comunicacién correcto. Al arrancar una
aplicacion se lanzan en paralelo N copias (procesos) del mismo programa. Estas no
estdn sincronizadas instruccion a instruccion, por lo que la sincronizacién se debe
hacer por parte del programador, ya que los procesos tienen un espacio en memoria
completamente separado. El mecanismo bésico de comunicacién MP I gobierna la
trasmision de datos entre dos pares: un procesador envia y el otro recibe los datos.
Existen diversas formas de intercambiar mensajes entre dos procesos, en funcién

del modelo y del modo de comunicacién [133].

La solucion numérica de las ecuaciones diferenciales involucradas en el modelo
trabajado en la programacion del cluster con C++ fue llevada a cabo por medio de

Odeint, es una libreria moderna optimizada para dicha tarea [4].
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5.2 Computacion en paralelo aplicada a problemas de

control

La aplicacion préctica del control 6ptimo en los tltimos afios se ha visto restringida
por la capacidad computacional, debido en gran parte a los limites fisicos presentes,
tales como el ciclo de reloj interno de las computadoras, el cual afecta la velocidad
de trasmision entre procesador y memoria. Para ciclos de reloj altos, se producen
también problemas de disipacion de calor. Por tal razon se han buscado alternativas
que permitan atacar problemas de control con gran carga de computo en tiempo
real [13, 113, 138].

En [130], se muestra una configuracion para la evaluacién paralela del problema
de control 6ptimo usando un método iterativo de programacién dindmica, donde el
problema total es reducido a la optimizacién de subproblemas. Aunque el método
no menciona directamente el uso de computacién en paralelo, si realiza una sepa-
racion que permite realizar calculos en paralelo de los subsistemas para conformar
el problema total. Mas recientemente en [75, 119, 120] se utiliza computacién
en paralelo para el optimo de sistemas dindmicos lineales, basado en funciones de
Lyapunov y en la la ecuacién matricial de Riccati. Se reportan también soluciones
obtenidas por medio del uso de GPU (‘Graphics Processor Unit’) como en [16, 17],
o través de la reduccién de modelos (un modelo considerablemente menor que pre-
senta un comportamiento similar al del modelo original) (ver [59]).

En los problemas de optimizacion en tiempo real se utilizan modelos ‘on-line’,
a partir de los que se calculan los estados del sistema real y se realizan los célculos
de prediccidon. Los modelos on-line estan relacionados con los observadores, que
utilizan la salida medida para predecir los estados. No discutiremos observadores
aqui.

Los sistemas de tiempo real deben responder y tomar decisiones frente a estimu-
los externos dentro de periodos de tiempo acotados. Los tiempos de muestreo se
hacen mds cortos cuanto mayores son las exigencias de rendimiento impuestas so-
bre el sistema, y los algoritmos se hacen mas complejos con el desarrollo de la
teoria de control [140].

En este capitulo aparece como ejemplo inicial un problema LQR. EI objetivo

principal es explorar si existen ventajas en distribuir la simulaciéon del modelo del
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sistema y el cdlculo del control en procesadores independientes. En el caso-estudio
relacionado a esta primera exploracidn se utilizaron inicialmente dos procesadores,
uno que emula el modelo y otro que se encarga de calcular el control en tiempo real,
para lo que se emplearon un cluster y MATLAB. En MATLAB se simuld un tercer
procesador para la obtencién del control 6ptimo con actualizacién de pardmetros
en tiempo real. Posteriormente se graficaron los controles obtenidos por los dos
sistemas encargados de calcularlos (el cluster y MATLAB) para observar las dife-

rencias.

5.2.1 Primer acercamiento a una aplicacion de control 6ptimo

Se analiza un problema con una dindmica lineal y un funcional de costo cuadratico
(LQR) con un tiempo final ¢, (coincidente en este caso con el horizonte, o dura-
cién del periodo de optimizacién). Para este primer ejemplo se hace uso de dos
practicas herramientas mediante las cuales es posible realizar computo en paralelo.
Una de ellas corresponde a MATLAB, configurado para trabajar de manera local en
una sola maquina multinicleo. La otra corresponde a un cluster de computado-
ras programado a través de C++ mediante rutinas MPI en el que se utilizan dos

procesadores (ver apéndice B.1.2).

5.2.1.1 Caso de estudio en el frenado 6ptimo de un tren de la seccion 3.4.1

El caso de estudio corresponde al estudiado en la seccioén 3.4.1, con las mismas
condiciones iniciales y pardmetros para el funcional del costo. Se calcula la so-
lucién de la ecuacion (2.35) correspondiente al problema de Riccati para todo el
tiempo horizonte tanto en MATLAB como en el cluster. La solucion de la ecuacion
de Riccati se calcula de manera off-line, de tal modo que se encuentre guardada
para que pueda ser utilizada en el célculo de los estados, control, etc.

El tiempo final serd en este caso t; = 10. Se realiza una division en intervalos
de muestra de duracién A¢ = 1, en cada uno de los cuales se calcula la solucidén
de los estados utilizando para esto la solucién de Riccati. Ademads se usa compu-
tacion en paralelo, con la emulacién del sistema en un procesador y la obtencién

del control en otro.
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Figura 5.4: En la figura superior se encuentran los estados y en la figura inferior las
trayectorias de control. Salidas de MATLAB y el cluster.

La figura 5.4 muestra los estados (velocidad y posicién) calculados en MATLAB
y en el cluster. Las figuras se muestran desde el intervalo de tiempo 6, donde se
pueden observar los mayores cambios que presenta la soluciéon. Adicionalmente en
MATLARB se resuelve también la ecuacion de la dindmica de estados en un segundo
procesador (funcionando de forma similar a un observador), donde se calcula el
valor del control para cada uno de los puntos generados por la solucién numéri-
ca dentro del intervalo de muestra (depende del paso dado para la solucién de la
ODE), y se decide aplicar el promedio de éstos durante el proximo periodo en el
procesador 1 con el fin de alcanzar mejores soluciones de la dindmica pero con-
servando aun el poder aplicar controles constantes. El tamaifio del vector solucién
en la ecuacion de estados se va aumentando de manera de no sobrepasar el limite
de tiempo prefijado para enviar el control hacia el primer procesador. Para esto
se define un contador de tiempo (timer) que permita manejar el incremento de la
solucion.

En la figura 5.4 se observa que para la posicién (primer estado) la solucién es
casi igual en el cluster que en las dos soluciones de MATLARB; para la velocidad (se-
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gundo estado) se pueden observar algunas diferencias. La solucion de la velocidad
correspondiente a la trayectoria verde oscura (lineas y puntos) es la que se realiza
en MATLAB, la cual emula el modelo. La correspondiente a las predicciones en
MATLAB es la que se encuentra de azul claro (linea continua), que coincide en los
intervalos de muestra con los estados iniciales del procesador 1, ya que éstos son
los utilizados para calcular las predicciones. La solucién observada en verde claro
(lineas discontinuas) es la calculada a través del cluster. La figura 5.4 muestra en
su parte inferior los controles obtenidos en MATLAR (trayectoria azul linea conti-
nua) y en el cluster (trayectoria verde lineas y puntos). Los controles tienen, por
disefo, la forma de una funcién constante a trozos que corresponden a el control
aplicado en cada intervalo de muestra. Para los estados es imperceptible el salto
de los valores de control, ya que la solucién de éstos debe permanecer continua a
lo largo de toda la trayectoria hasta el tiempo horizonte. Las condiciones inicia-
les del intervalo de muestra préximo corresponden con las condiciones finales del
intervalo de muestra anterior.

En el programa implementado para el cluster fue necesario utilizar funciones
de comunicacién punto a punto para comunicar los dos procesadores reservados,
uno para la emulacién del modelo y otro para el célculo del control. Tanto la
emulacion del sistema como el calculo del control se llevaron a cabo en el mismo
instante de tiempo. Las diferencias observadas en los controles se deben a que en
el segundo procesador del cluster se reciben los valores finales de los estados en
el tiempo de muestra y con éstos se calcula el control para el préximo intervalo de
tiempo, mientras que en MATLAB se aplica un control refinado, ya que corresponde
al promedio obtenido con la prediccion del procesador 2. Como se resuelve para
todo el intervalo de muestra con las ecuaciones que representan la dindmica del
sistema, se obtienen diferentes valores de control a lo largo del intervalo. Al ser
un control que crece en el transcurso del tiempo, el promedio obtenido es mayor
que el correspondiente al control obtenido con el cluster (se calcula a partir de los
estados al inicio del intervalo de tiempo).

Para MATLAB se ha reservado un tercer procesador con el fin de comparar la
estrategia de tiempo real con la obtencién del control éptimo desde la bisqueda
del problema fantasma (ver secciones 3.1 y 3.5.1.2), encargado de actualizar el

pardmetro S'y a su vez de calcular el control mediante el método propuesto en [43]
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Figura 5.5: Comparacién de controles procesador 2:3 con MATLAB.

y en el capitulo 3. Para los dos primeros procesadores se realiza una comunicacién
reciproca al final de cada intervalo, en el cual se le comunica al procesador 2 los es-
tados finales desde el procesador 1. A su vez desde el procesador 2 se comunica al
procesador 1 el valor del control calculado. Para el procesador que estd emulando
el modelo es imperceptible el proceso de calculo del control: este procesador sélo
necesita al final del intervalo de tiempo contar con el valor del control a utilizar
durante el siguiente intervalo.

En la figura 5.5 se pueden ver los dos controles utilizados para calcular las
soluciones de la dindmica en los procesadores 1 y 3. El control utilizado en el
procesador 1 para calcular su dindmica es el correspondiente al color azul (linea
discontinua, mostrado anteriormente). El control del procesador 3 es el corres-
pondiente al color verde y éste cambia como consecuencia de la actualizacion del
parametro S. La figura 5.5 muestra la visualizacion de los célculos de los proce-
sadores 2y 3. En el procesador 2 se realiza el cdlculo por medio de la saturacién
del control 6ptimo para el problema irrestricto, y se obtuvo el costo a partir de la
ecuacion (2.27), resultando en un valor de J, = 139,7872. En el procesador 3 se

calcula el control luego de actualizar el pardmetro S, obteniendo un nuevo valor del
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costo, menor al anterior J3 = 125,5217. La reduccién del costo fue de 10,2 %. El
parametro actualizado corresponde a la penalizacién final para la solucién ptima
en el caso de estudio con el control saturado [8, 117].

Se demuestra que para encontrar el problema oculto es esencial el cédlculo en
paralelo que permita instrumentar estrategias de control 6ptimo en las cuales estdn
involucradas las restricciones. Para esta parte del andlisis del problema completo
(sin separarlo en intervalos de tiempo) se busca obtener una reduccion del costo
hasta el final del tiempo horizonte a través del método del gradiente aplicado a los
valores finales del estado p y coestado p del problema fantasma (véase el codi-
go en el apéndice B.1.3). La dindmica del problema con restricciones es resuelta
inicialmente para conseguir un valor de costo semilla que permita verificar si se
presenta disminucion de éste a través del método: en este caso el valor obtenido es
Jsemitta = 130,1

Las semillas serdn actualizadas por medio de 7 (t;) y A(t;). Estos valores se-

milla se someten a perturbaciones por medio de las ecuaciones:

(tr) £h,

T
Atg) £k ERY

p
I
con h 'y k a calibrar.

Se adopta una nueva condicion final para el problema fantasma de acuerdo a lo
expuesto con la ecuacion (3.9) con los valores de estado y coestado actualizados
por (5.1).

Se resuelve de nuevo la ecuacién (2.35) con esta nueva condicion final (3.9)
junto a la ecuacién de la dindmica, y los valores de control utilizados se almace-
nan (serian aproximaciones del control fantasma). Los controles almacenados se
saturan (serian aproximaciones del control 6ptimo deseado, en concordancia con el
resultado tedrico) y se usa como una estrategia en lazo abierto para resolver nue-
vamente la ecuacién de la dindmica y el costo dado por la ecuacion (2.27). Se
contindan las aproximaciones de manera iterativa hasta alcanzar convergencia en
el costo. Los valores Z(t;) y A(t;) son actualizados para la siguiente iteracién a
través del método del gradiente de la siguiente manera:

(56 ).~ G

) ) — v (vd) ,j=12,..,30. (5.2)

J

S R
S R
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evolucion del costo con las iteraciones
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Figura 5.6: Gradiente del costo. Los parametros de la iteracion usados fueron h = 0,1,
k=0,5,~v=2x10"3. Corrida con 30 iteraciones.
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En la figura 5.6 son ilustradas las variaciones de los costos y el valor de convergen-
cia de éstos, con lo cual se llega a un valor de J;terqq0 = 106,4.

La reduccion relativa del costo semilla producida por el costo de la dltima ite-
racion es de 18,2168 %. En la figura (5.7) se ilustra el control semilla y el control
obtenido en la ultima iteracion, con sus respectivos tiempos de saturacion. Para
el control semilla, el comportamiento del control y los tiempos de saturacion en la
cota inferior y superior tienen un comportamiento aproximado a lo expuesto cuan-
do el problema fue abordado con las divisiones en los intervalos de muestra. En el
control iterado se puede observar que no existe saturacion en la cota inferior, y el
punto de saturacion en la cota superior se desplazé cerca del tiempo final, lo cual
ilustra que la estrategia conduce a resultados no triviales.

Las corridas del problema en esta nueva etapa fueron hechas en forma secuen-
cial y en paralelo a través de MATLAB, con la intencién de observar mejoras en el

tiempo total de ejecucion. Los resultados obtenidos se muestran a continuacion:

133



5. COMPUTACION EN PARALELO PARA CONTROL OPTIMO
BASADO EN MODELOS

Controles X: 8.66 X:9.9
T . : y:s VY3
3r control semilla u u
control iterado

2.5 _

2 _
=

‘g 1.5 i
(&)

1 _

0.5 i

0 5 ’ m . i

0 2 4 6 8 10

Figura 5.7: Control semilla e iterado

(7) Tiempo serial: t; = 44,112971 segundos.

(¢7) Tiempo en paralelo: ¢, = 11,319160 segundos, con p = 4, con p como el
nimero de procesadores utilizados.

La medida del rendimiento que puede obtenerse al agregar mas nodos de calcu-
lo se define a través de la aceleracion o speedup y de la eficiencia [139]. Con
computacion en paralelo, la aceleracion del tiempo de computo idealmente para

arquitecturas homogéneas es lineal, esto es:
S, =—, (5.3)

con t; tiempo de cdlculo de un solo procesador y ¢, tiempo para p procesadores.
Segun la ecuacion 5.3 el speedup debe ser igual al nimero de procesadores utiliza-
dos en el cdlculo, aunque el speedup real es utdpico ya que todas las fracciones del
c6digo en general no puede paralelizarse y ademéas puede presentarse tiempos de
retardo introducidos por las comunicaciones, sincronizaciones, etc. Si el progra-
ma no se puede paralelizar completamente (no se puede alcanzar una aceleracién

Optima), el speedup es menor o igual al nimero de procesadores. Esto depende
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del porcentaje de cddigo implementado en serie, de acuerdo a la ley de Amdahl y
Gustafson [74].

De la ecuacioén (5.3) el speedup obtenido en el ejemplo seria:
Sy = 3,896952 | (5.4)

de acuerdo a la ley de Amdabhl [5] el speedup es:

1
SPA = 1_Tfs + fs ) (55)
y de acuerdo a la ley de Gustafson [69] el speedup vendria dado por:
Spe =p+ fs(1=p), (5.6)

con f, como la fraccion serial del programa (en este caso es f; = 0,0322), de lo

cual resultarian otros valores para el speedup
Sya = 3,6496 , (5.7)

Sic = 3,9034 . (5.8)

El valor de la fraccidn serial es correspondiente al gasto en el cdlculo de la semilla.
Los valores obtenidos son cercanos al encontrado segtn (5.3).

La eficiencia del programa es medida como:

S,

E,==2%100% . (5.9
p
De (5.9), la eficiencia obtenida es:
E, =97,4238% . (5.10)

De la ecuaciones (5.4, 5.7, 5.8) y (5.10), se desprende que el cilculo en paralelo
se convierte en una opcion eficiente para instrumentar este tipo de estrategias, sobre

todo cuando la dimension del sistema aumenta.
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5.3 Otro acercamiento al control 6ptimo

5.3.1 Computacion en paralelo para el tratamiento numérico de

la seccion 3.1

Al problema del proceso de laminacion proveniente de un balance de energia estindar
y gobernado por una PDE de primer orden estudiado para sistemas lineales via la
actualizacion de la matriz de penalizacion final por intermedio de la actualizacion
de los valores de los vectores de fase final, se le realizaron simulaciones que permi-
tieron observar la reduccion de tiempo cuando se aplica computacion en paralelo
para un problema con gran cantidad de carga computacional, observando las parti-
cularidades que presente el modelo al ir aumentando el orden del mismo.

En esta parte de la simulacion, para realizar operaciones involucradas en el
método propuesto se hizo uso de la libreria Armadillo [128], es una libreria de alta
calidad para operaciones de dlgebra lineal en lenguaje C++.

El problema se trabajé en memoria compartida, y se realizaron pruebas tanto

paralelizando secciones como paralelizando bucles.

5.3.1.1 Paralelizacion del programa a través de secciones

Para trabajar en mejorar la aproximacion lograda con el proceso de laminacién 3.4.2
se utilizaron diferentes dimensiones del modelo, donde se realizaron distintas dis-
cretizaciones espaciales aumentando de manera paulatina las dimensiones del mis-
mo. Usando la ecuacién 3.69 y manteniendo el valor de L = 10, se modificaron los
valores de las dimensiones n y el paso de discretizacion h para obtener los distintos
x;, a;; y b; correspondientes.

Las instrucciones de paralelizacion son realizadas por medio de OpenMP. Las
fracciones de célculo que puede ser paralelizado trabajando de esta manera se ven
limitadas por las 4 derivadas de costo correspondiente (Jy, J2, J3, Jy) de acuerdo
a cada una de las variables involucradas, en la variable 7 por las ecuaciones (3.36,
3.37,3.41, 3.43), para los tiempos de conmutacién 7; en las ecuaciones (3.44- 3.47)
y T2 en (3.49- 3.52), respectivamente. La porcion del programa paralelizada por en-
de corresponde a una distribucién por secciones de cada una de ellas B.2.4, las que

implican mayor carga computacional son las correspondientes a las que calculan
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Tabla 5.1: Medidas por iteracién del programa paralelizado con omp sections

n Sp Ef t1(seg) ta(seq) t1 — ta(seg)
20 | 1,996 | 99.8% | 80,5296 40,3436 40,186
50 | 1,979 | 98,95% | 206,086 104,112 101,974
100 | 1,878 | 93,89 % | 482,959 257,176 225,783
150 | 1,66 83 % 1062,97 639,83 423,14
200 | 1,52 | 76% | 184522 | 1213,28 631,94

los valores de fase finales. Por lo tanto, se obtiene el mayor ahorro de cdlculo a
partir de su paralelizacidn, en este caso con un maximo de 3 secciones debido a el
valor 0 de la ecuacién (3.49). Los resultados trabajando con p = 2 procesadores
locales pueden apreciarse en la Tabla 5.1.

La figura 5.8 muestra el speedup y la ganancia total de tiempo obtenidos al
paralelizar con p = 2 procesadores locales, aunque se evidencia una disminucién
del speedup con el aumento en la dimension n del problema que conlleva conse-
cuentemente a una disminucion en la eficiencia del sistema cuando se habla de una
arquitectura paralela, el tiempo total de calculo se reduce de manera considerable
precisamente ante el incremento de la dimensién. Se puede afirmar entonces que
se obtienen resultados mds rdpidos en grandes dimensiones resignando eficiencia

del sistema paralelo.

5.3.1.2 Paralelizacion del programa a través de los bucles

La paralelizacién del programa por medio de los bucles es realizada sobre las de-
rivadas parciales de la matriz de penalizacion final con respecto a los valores de
fase finales involucrados en la ecuacion (3.18), haciendo una distribucién de los
elementos del vector que conforman los valores de fase finales p;, 1; de las ecua-
ciones (3.38, 3.39) (La fraccion del programa paralelizada a través de los bucles
puede verse en B.2.5).

Los resultados de la paralelizacion trabajando con distinta cantidad de procesa-
dores en el cluster (actualmente el cluster disponible en el CIMEC es denominado
‘coyote’) y diferentes dimensiones del problema de n = 10,20,50 y 100. Para

correr en el cluster es necesario crear un job (ver apéndice B.2.5.2).
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Figura 5.8: Speedup y ganancia total de tiempo para el problema de actualizacién de

fase finales paralelizado con secciones y p = 2 procesadores locales.

Tabla 5.2: Medidas por iteracion del programa paralelizado con omp for en el cluster

con n = 10 y medidas de tiempo en segundos

P 131 12 2] le ls Sp Ef
1 | 80846 | — — — — - -
2 | 80,846 | 40,738 — — — 1,9845 | 99,22 %
4 | 80,846 — 24,7467 — — 3,2669 | 81,67 %
6 | 80,846 — — 16,4298 — 4,921 | 82,01%
8 80846 -— — 16,6895 | 4,844 | 60.55%

En las tablas se presentan los resultados obtenidos para las diferentes dimen-

siones, en la Tabla 5.2 para n = 10, en 5.3 para n = 20, en 5.4 paran = 50 y en la
Tabla 5.5 para n = 100.
La figura 5.9 muestra el entorno del cluster con una descripciéon del mismo,

exhibiendo la distribucion de los nodos con las caracteristicas de los procesadores

que lo componen. Para la ejecucién del programa es necesario ademds cargar el

modulo de armadillo, en el recuadro rojo se marca el identificador del job asignado

(JOBID) después de enviar el programa, para ver el estado de la corrida se utiliza

el siguiente comando:

$ squeue -1
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Tabla 5.3: Medidas por iteracion del programa paralelizado con omp for en el cluster

con n = 20 y medidas de tiempos en segundos

P 131 123 21 le ls Sp Ef

1 164,599 — — — — — —

2 164,599 | 84,5346 — — — 1,94712 | 97,35 %
4 | 164,599 — 43,6946 — — 3,767 | 94,18 %
6 164,599 — — 35,7894 — 4,599 | 76,65 %
8 164,599 — — — 27,5946 | 5,965 | 74,56 %

Tabla 5.4: Medidas por iteracion del programa paralelizado con omp for en el cluster

con n = 50 y medidas de tiempo en segundos

J% 131 12 121 te ls Sp Ef

1 | 493,606 — — — — — -

2 1 493,606 | 293,933 — — — 1,6793 | 83,96 %
4 | 493,606 — 197,504 — — 2,499 | 62,47%
6 | 493,606 — — 165,663 — 2,9796 | 49,66 %
8 | 493,606 — — — 148,489 | 3,302 | 41,28%

Tabla 5.5: Medidas por iteracion del programa paralelizado con omp for en el cluster

con n = 100 y medidas de tiempo en segundos

D 131 12 12} to ls Sp Ef
1 2011,13 — — — — — —
2 | 2011,13 | 1610,05 — — — 1,249 | 62,46 %
4 | 2011,13 — 1409,59 — — 1,4268 | 35,69 %
6 | 2011,13 — — 1347,16 — 1,4928 | 24,88 %
8 |2011,13] — — — 130911 | 1,536 | 19.2%
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El recuadro en amarillo indica el job correspondiente, pudiéndose observar ademas
que se encuentra trabajando en el nodo2 del cluster con un solo nodo (lo cual se
debe a la configuracion del job B.2.5.2), este nodo segtn la descripcion del cluster

cuenta con 8 procesadores.

guest01@coyote:~/ejemplo/Anderson n 6 @ Booo) d 200 Z
quest@1@172.16.254.215's password:
Last login: Wed Feb 22 18:24:31 2017 from 172.16.250.19

* Welcome to the COYOTE HPC cluster (32 active nodes) *

Server : E5335  2.00 2x4 cores

Nodes[2-7] : E5420 2.50 2x4 cores B8GB RAM, Feature=E5420,RAM8
: W3690 3.47GHz 1x6 cores 16GB RAM, Feature=W3696,RAM16

E5-1660 3.30GHz 1x6 cores 16GB RAM, Feature=1660,RAM16
, Feature=1660,RAM16,gpu,T2850

--> Booking of nodes for runs: use 'sbatch' from SLURM job scheduler

--> Nodes's load (inside CCT-Santa Fe): http://172.16.254.215/ganglia/

2612/10/26: upgrade to Fedora 17, NFS4 (TCP).
2015/07/16: besides the system MPI releases, also there are:
Jusr/local/mpich : stable 3.1.4 (Feb 28, 2
Jusr/local/mvapich : stable 2.1 (Apr @ 2

2015)
Jusr/local/openmpi-1.8.7 : stable 1.8.7 (Jul 15, 2015)
2015/69/25: latest Open MPI release:
Jusr/local/openmpi : stable 1.10.8 (Aug 25, 2015)
however, please, ask how to use it.
Disk quota: .6 GB used, 1.0 GB allowed (66 %)
[guest@i@coyote ~]S cd ejemplo/Anderson
[guest@i@coyote Anderson]$ module load armadillo
[guestoi@coyote Anderson]S make maini@@par
g++ -T/usr/local/armadillo/7.866/include -L/usr/local/armadillo/7.866/1ib/ -fopenmp -pg rho_mu_166_par.cpp funciones.cpp -o main106par.bin -03 -funrol
1-loops -larmadillo
[guestBl@coyote Anderson]$ sbatch runjob
submitted batch job 12743
[guest@i@coyote Anderson]$ squeue -1
Wed Feb 22 2@:12: 017
NAME USER TIME TIME_LIMI NODES NODELIST(REASON)
t AGM gquest®1 30:00 1 node2
work wi7e-ext dbustos RUNNING 25 UNLIMITED 1 nodell
work w160-ext dbustos RUNNING 35 UNLIMITED 1 nodel®
work wise-ext dbustos RUNNING 48 UNLIMITED 1 node9
work wi48-ext dbustos RUNNING 6- 55 365-00:00:00 1 node8
work CNT1Fel pquaine RUNNING 6- 32 365-00:00:00 2 node[16-17]
[guestai@coyote Anderson]s fl

Figura 5.9: Corrida en el cluster ‘coyote’.

Las figuras 5.10 y 5.11 representan el speedup y la eficiencia alcanzados en el
cluster, respectivamente. Las medidas de tiempo tomadas en el cluster fueron su-
periores a las tomadas de manera local. Esto se debe al uso de la libreria armadillo,
ya que las bibliotecas en el cluster no suelen estar instaladas a nivel de sistema,
porque a veces se utilizan varias versiones simultineamente. Por eso, al compilar
es necesario indicar directorios adicionales para que el compilador encuentre los
.h, .ay/o .so.

Los resultados obtenidos al aumentar a varios procesadores presentan mejo-
ras significativas cuando las dimensiones n son relativamente bajas. Al aumentar
las dimensiones del modelo (en busca de mayor precision), aunque se siguen pre-
sentando estas mejoras en el ahorro total de tiempo de célculo, la eficiencia de
la arquitectura paralela disminuye. Estos resultados se deben principalmente a la

porcién de codigo que es paralelizada dentro del programa: al no constituir dicha
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Figura 5.10: Speedup para el problema de actualizacion de fase finales paralelizado

con bucles for hasta con p = 8 procesadores.
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Figura 5.11: Eficiencia de la arquitectura paralela para el problema de actualizacién

de fase finales paralelizado con bucles for hasta con p = 8 procesadores.
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porcion una gran cantidad de cddigo ni acaparar la mayor cantidad de calculos, las
mejoras en tiempos se deberdn sélo a lo que pueda aportar la parte paralelizada.
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5.4 Discusion de los resultados

Se exploré la posibilidad de tratar problemas en tiempo real por intermedio del uso
de computacién en paralelo, para soportar una gran carga de célculo en intervalos
de muestra pequefios en problemas de control 6ptimo. Se encontré que al agregar
procesadores se puede reducir el costo total del problema de control en mas del
10 %. En estrategias de ‘MPC’ con restricciones y optimizacién ‘on-line’, el costo
computacional puede llevar a que la entrada de control no sea actualizada en cada
instante del intervalo de muestra. Si estos intervalos de muestra son muy pequefios
y se trabaja con modelos con caracteristicas no lineales, el costo computacional
requerido aumentard significativamente.

El uso del cluster brinda una mayor escalabilidad, gracias a que se cuenta con
muchos nodos. Esto permite pensar en un futuro desarrollo para utilizar técnicas
que impliquen mayor complejidad computacional. Esta complejidad permitird pen-
sar en una distribucién en la cual no s6lo sea necesario comunicacién punto a punto
(en el caso de memoria distribuida), sino también comunicacion colectiva, en la que
se pueda obtener una solucién més cercana a la 6ptima, basandose en comparacio-
nes de las soluciones de los procesadores de manera independiente, permitiendo
esto resolver problemas en tiempo real.

Para el problema de actualizacion de los valores de fase finales 3.1 se explord y
utilizé OpenMP con una configuraciéon de memoria compartida, mostrandose dos
estrategias para paralelizar el problema: (i) a través de la distribucién por medio
de secciones de las derivadas del costo con respecto a los valores finales p, 1y
los tiempos de conmutacion 75, y (ii) a través de la paralelizacion de los bucles
involucrados en los barridos de los valores de fase finales p;, p; (3.38, 3.39).

Se evidenci6 en 5.3.1.2 que para modelos en los cuales la fraccion de progra-
ma que puede ser paralelizada no constituyen mayor parte del problema total, las
mejoras que pueden obtenerse debido a trabajar con computacion en paralelo se
ven limitadas, no siendo posible obtener mejores resultados aunque se incremente
y utilicen paulatinamente mds procesadores del cluster.

La escalabilidad que se puede alcanzar mediante el uso del cluster es importan-
te para la solucién del problema LQR con penalizacion final en el que se presenten

varios periodos de saturacion, lo que implicara una mayor carga computacional.
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5. COMPUTACION EN PARALELO PARA CONTROL OPTIMO
BASADO EN MODELOS

Ademas para el tratamiento de modelos no lineales (ver [46]), se hace mas apro-
piado el uso de la computacuién en paralelo, puesto que ésta puede disminuir los
tiempos de procesamiento cuando se deben simular trayectorias de estados y coes-

tados.
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La préctica deberia ser producto de

la reflexion, no al contrario.

Hermann Hesse

Otros Problemas adicionales
de control optimo

En este capitulo son analizados problemas de control abordados desde métodos
alternativos que buscan estrategias Optimas, pero que no se insertan estrictamente
dentro de las lineas principales de la tesis. El primero de ellos es un método para
prescribir el tratamiento terapéutico de pacientes diabéticos tipo 1, que optimiza un
objetivo médico. El segundo optimiza una realimentacion dindmica determinada
por la asignacién de trabajo individual segtin la demanda global de una planta de
proceso tradicional, para un conjunto de equipos operando en paralelo.

Para la regulacion de pacientes diabéticos se necesita que el manejo sea cuida-
doso, debido a las restricciones inherentes y a que la insulina exdgena sélo reduce
el nivel de glucemia. Teniendo en cuenta las caracteristicas discretas introducidas
por la medicién de los estados involucrados, y en la administracion discreta de la
insulina exdgena para el tratamiento de la enfermedad, se propone una estrategia
hibrida de programacion, la cual admite de forma natural la incorporacién de res-
tricciones y limites seguros de regulacion, tanto en las variables de estado como en
la accion de control. La estrategia propuesta se analiza a través de simulaciones

con pacientes virtuales, obteniéndose resultados promisorios (aunque preliminares)
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que sugieren explorar la continuacién del estudio de esta estrategia en personas con
diabetes mellitus tipo 1.

Para la distribucién de trabajo al conjunto de equipos operando en paralelo, a
las referencias asignadas a cada dispositivo controlado convencionalmente se les
permite cambiar continuamente mientras: (7) se minimiza un costo combinado, el
cual es acumulativo en el tiempo y toma en cuenta la dindmica de todas las calderas
individualmente, y (77) la estrategia puede hacer frente a perturbaciones, al ruido

de mediciones y a los cambios en la composicion del combustible.
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6.1 Programacion dinamica

6.1 Programacion hibrida para el manejo de la gluce-

mia en pacientes diabéticos tipo 1

La Diabetes Mellitus es una alteraciéon del metabolismo, las cuales producen un
conjunto de enfermedades crénicas caracterizadas por eventos de hiperglucemia
asociados con acciones impropias de la insulina. La gravedad depende de la pa-
togenia correspondiente, de la participacion de los factores ambientales, del dafio
progresivo de los diversos 6rganos y tejidos, y del grado de deficiencia de insu-
lina adquirido [63]. Para los pacientes que presentan deficiencia absoluta en la
secrecion de insulina (diabetes mellitus tipo 1 o pacientes insulinodependiente) se
requiere administracion regular de dosis de insulina exdgena para mantener los ni-
veles de glucosa en la zona de normoglucemia. La diabetes mellitus tipo 1 (T1DM)
es una enfermedad que afecta a aproximadamente 25 millones de personas en el
mundo, en [31, 32, 112, 150] se evidencia como el tratamiento intensivo de la glu-
cosa en la sangre aumenta la esperanza de vida en un estudio para pacientes T1DM,
conducido por la Diabetes Control and Complications Trial (DCCT) en el cual se
demostré que mantener los niveles de glucosa en sangre lo mas cercano posible a
una persona sana disminuye en gran medida la aparicion o progresion del decai-
miento de los 6érganos debido a la enfermedad y las complicaciones subyacentes.

La diabetes mellitus es una de las enfermedades mds comunes en casi todos
los paises y estd presentando un aumento significativo en nimero y en importancia,
esto debido en gran parte a los estilos de vida, a la disminucidn de la actividad fisica
y al aumento considerable de personas con problemas de obesidad. En América
Latina el nimero de personas estimado con diabétes tipo 1y tipo 2 en el afio 2000
era de 377500 y 14863700, respectivamente [12], y se valora que la prevalencia de
diabetes mellitus aumentard en 250 % en los préximos 20 afios y pueden representar
un costo alrededor del 6 % [144].

Los niveles hiperglucemicos (como condicion inicial) puede ser comparable
con un episodio postpandrial de un paciente diabético mal controlado. La terapia
tradicional para contrarrestar y controlar los efectos de la enfermedad de pacientes
insulinodependiente que presenten altos niveles de glucosa en la sangre consiste en
la administracion de dosis de insulina exdgena junto con la medicion de los valores

de glucemia durante el dia. Con la aparicién de las nuevas tecnologias, emerge

147
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como una modalidad importante para la implementacién de una terapia intensi-
va, la inyeccion de insulina por medio de bombas de infusién continua subcutdnea
CSII (Continuous Subcutaneous Insulin Infusion), pudiendo resultar ventajoso en
pacientes para los que se tenga un control de glucemia deficiente y que a su vez le
permita funcionar como una alternativa a la terapia por medio de mudltiples inyec-
ciones diarias MDII (Multiple Daily Insulin Injection) y los monitores continuos
de glucosa, ademds en [116, 122] se ha demostrado pequeias mejoras en el control
de la glucemia usando CSII en comparacion con la terapia MDII. El esquema de
dosificacién MDII no garantiza la permanencia en la region segura del nivel de glu-
cosa, y el riesgo de sobre-dosificacion es elevado y potencialmente peligroso, sin
embargo es importante su consideracion en periodos postprandiales donde los nive-
les de glucosa son altos. Por tal motivo ha surgido un gran interés en cerrar el lazo
entre las bombas y los glucometros de medicién continua (CGM) que posibiliten
aplicar una infusién automatica de insulina exdgena y permita mejorar la calidad
de vida de pacientes T1DM, evitando o retardando las complicaciones intrinsecas
de la enfermedad, debido a esto hace més de 50 anos ya fue visionada la idea de
un dispositivo (pancreas artificial) que cierre el lazo de control, en [28] se puede
apreciar una descripcion de la evolucién del AP (abreviatura del inglés “Artificial
Pancreas”) junto con los elementos y configuraciones necesarios para realizarlo.
Uno de los primeros trabajos en esta direccion fue el de [86] aplicando control
“on-off™.

La terapia intensiva con insulina aumenta el riesgo de hipoglucemia, siendo una
complicacién comin en personas con T1IDM que se encuentran bajo tratamiento,
especialmente durante periodos nocturnos. Esta complicacion sigue siendo uno de
los problemas abiertos en el disefio del pancreas artificial. El CGM a permitido
reducir los episodios de hipoglucemia y su integracion con las bombas de insulina
dio inicio al desarrollo del AP al ser los datos del CGM las entradas del algoritmo
de control del AP. Aun asi, la precisiéon del CGM se ve afectada por diferentes
factores, principalmente por el largo tiempo de difusion de la glucosa en plasma
(glucemia) al fluido intersticial considerdndose que existe un retardo entre estos
que oscila entre los 5-15 min dependiendo de la velocidad de cambio de la glucosa,
o por errores de pérdida transitoria de sensibilidad o ruido aleatorio [28, 129]. Por

ende los CGM modernos vienen integrados de algoritmos en tiempo real y modelos
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predictivos para intentar predecir tendencias y generar alertas al pacientes sobre
la proximidad de eventos de hipo- o hiperglucemia al reconstruir la medicién de
glucosa en sangre.

Muchos trabajos han considerado como su primer objetivo la reduccién de
eventos hipoglucémicos en periodos nocturnos, con la restriccién principal de que
el paciente no consuma alimentos en dicho lapso. El mantenimiento nocturno de
la normoglucemia es uno de los grandes desafios, ya que la mayoria de casos seve-
ros de hipoglucemia ocurren en la noche, los cuales representan un 75 % del total
de convulsiones hipoglucémicas en nifos y pueden estar asociadas con el 6 % de
las muertes en pacientes menores de 40 afios con TIDM [115]. Algunos estudios
de regulacién nocturna de la glucosa se presentan en [58, 79, 95, 146], en [95] los
bolos de insulina se administran cada 15 min, lo cual produce una concentracién de
insulina en sangre que es indistinguible de aquellas generadas por administraciéon
de insulina continua, ademds posee la ventaja practica del suministro discreto de
insulina que se incluye dosificacién mds precisa de insulina y optimizacién de la
duracién de la bateria de la bomba. Aparte de los algoritmos de control, también se
ha disefiado un sistema de alarmas con deteccién y/o prediccion de hipoglucemia
para manejar este problema [2]. Un estudio comparativo de las tecnologias actua-
les y los desafios para lograr el uso masivo del pancreas artificial es presentado
en [56].

En los udltimos afios, MPC ha sido una de las estrategias que mds se ha desa-
rrollado en el proyecto de péncreas artificial [57, 66, 68, 106]. Esta estrategia usa
acciones de control discretas de forma escalonada, y para la optimizacion una ver-
sién discreta del modelo de referencia. Asegurar factibilidad y un buen dominio de
atraccion del controlador aumenta considerablemente el costo computacional. El
uso natural de la restricciones, tanto en estados como en acciones de control es la
caracteristica mds significativa de estas estrategias.

Estrategias mds simples de control también se han desarrollado. Por ejemplo,
en [107, 145] se proponen controladores PID, y en [109] una version “inteligente”
es desarrollada utilizando la técnica de “Model free control”, cuya principal ventaja
es la facilidad en la eleccion de los parametros del controlador, asimismo estrate-
gias basadas en l6gica difusa [9] o combinaciones de controladores PID con légica

difusa [136]. En [100, 123] se investiga un algoritmo que trabaja como una capa
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de seguridad alrededor de un controlador principal de glucosa en lazo cerrado (de
cualquier naturaleza), encargado de evitar o reducir eventos de hipoglucemia espe-
cialmente en periodos posteriores a la ingesta de alimentos, es basado en control
de modo deslizante. El algoritmo es robusto contra fallas en los sensores o sobre-
estimacion de la dosis de insulina a administrar. Sin embargo, ninguno de estos
métodos asegura la eliminacién por completo de episodios hipoglucémicos y/o la
sobredosis de insulina.

En esta seccidn se ilustra la utilizacion de una version sofisticada de programa-
cién dindmica para minimizar episodios hiperglucémicos y a la vez evitar que el
sistema entre en la zona de hipoglucemia, es decir, se busca mantener al paciente
T1DM en una zona segura. Esta estrategia tiene las ventajas del MPC, como el
manejo natural de restricciones de estados y control, pero el esfuerzo computacio-
nal es menor, debido a que la mayor parte de los célculos s6lo se realizan una vez y
se guardan en memoria para aplicarlos cuando es necesario. Un punto importante
es elegir el modelo que se utiliza para describir el comportamiento dindmico del
paciente. En este respecto, un nuevo modelo es utilizado [105], el cual a pesar de
ser lineal captura bien las dindmicas principales y corrige algunos defectos de los
modelos tradicionales. Otra caracteristica adicional del modelo es que representa
adecuadamente a largo plazo el comportamiento del paciente T1DM (alrededor de
3 0 4 dias), en contraposicidn con los modelos tradicionales que utilizan las otras
estrategias, donde su rango de validez es sélo de algunas horas. Una desventaja
del modelo elegido es que uno de los estados no tiene mayor significado fisico (la
funcién derivada de la insulina) por lo que se introduce un estado asociado con la
insulina subcutdnea y se plantea un cambio de variables para expresar el modelo en

los nuevos estados fisioldgicos.

6.1.1 Modelo de pacientes con diabetes mellitus tipo 1

El modelo utilizado es el descrito por [105], el cual representa adecuadamente la
interaccion glucosa-insulina en pacientes TIDM. Debido a que se consideran sélo

escenarios nocturnos donde el paciente no ingiere alimentos, se plantean 3 ecua-
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ciones diferenciales:

. 0 —ky 0 ky — ky
=110 0 1 T+ 0 o+ 0 ) (6.1)
0 -1 _2 ky 1 0
T2 Ta . T2

La dindmica de la glucosa obedece a la primera ecuacion diferencial del siste-
ma (6.1), y representa la acumulacién de glucosa que responde a: (i) la concen-
tracion de insulina en sangre (insulinemia), y (#7) la diferencia entre la produccion
enddgena de glucosa en el higado (EGP) y el consumo de glucosa. El término EGP
k; es considerado constante por simplicidad. La tasa de absorcion de glucosa inclu-
ye el consumo del cerebro k; sin necesidad de insulina (también tomado constante),
el almacenamiento que realiza el higado y el consumo de glucosa por los misculos
bajo la accion de la insulina. La diferencia entre la produccion de glucosa EGP
y el consumo del cerebro es considerado bajo un solo pardmetro v, = k; — k.
El ensayo clinico realizado en [77] avala la suposicion de que el término insulino-
dependiente del consumo de glucosa no depende de la concentracion de glucosa
en sangre (ver [105] para mds detalles). Por lo tanto ese término resulta —kg; o,
donde el parametro k;; estd relacionado al factor de sensibilidad a la insulina (ISF)
también conocido como el factor de correccion (CF).

La incorporacion de insulina exdgena a través de la variable de control u (en
Unidades de Insulina ‘UI’) se compone de la inyeccion de insulina y la insulina
basal u,. Larelacion entre esta variable, y la insulinemia, xo (U1 /l), es obtenida de
las caracteristicas farmacocinéticas de la insulina. Tal como se describe en [105],
la dindmica de la insulina se modela con un integrador generalizado de segundo
orden con una sola constante de tiempo 77,.

Notar que este modelo tiene un estado igual a la derivada de la insulina, lo cual
no tiene mayor significado fisico. Debido a esto un nuevo estado es introducido, la
concentracion de insulina subcutdnea igual a x,. = %Tui'g + ;/—ui'g Al incorporar

este estado, se propone el siguiente cambio de variables basados en [104]:

Ty = Ty, T = Ty — Uy, (6.2)

T3 = Tge— Up, U=1U— U (6.3)

donde z,, y x3 representan la concentracion de insulina en sangre y subcutanéa

respectivamente. Ademas v, es el nivel basal de insulina. Simplificando la notacién
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se define ¥ = %ksi, y ¥3 = T,. EI nivel basal entonces es uy = ;/—ug—l = Z—;.
Luego de algunas manipulaciones algebraicas, el modelo resultante es
#(t) = Ax(t)+ Bul(t)
0 =9, 0 0
= |0 -5 & J2®+ |0 ]u@). (6.4)
0 0 -5 >

Notar que este modelo, cuando se analiza en lazo abierto (u = 0), es criticamente

estable con autovalores A\; = Ay = —1%3 y A3 = 0.

6.1.2 Costo asociado a la accion terapéutica

El funcional de costo, representando el *“costo médico total”, a ser minimizado
entre todas las terapias aceptables (de insulina inyectada) se puede disefiar como

sigue:

I(u)= ftif{(% (21 — iBref)2 + @22 + q3T3 + ruz} dt
+5(x1(ty) — Trep)?, (6.5)

y consiste en un “costo de trayectoria” Q) (to; t r; xo; u) (usualmente expresado como
la integral del Lagrangiano L(¢;x;u) o diferencial de costo que ocurre durante el
tratamiento), y un costo final llamado “penalizacion final” K (z(ty)) asociado a la
diferencia entre el estado deseado (referencia) y el estado realmente obtenido. En
este caso el Lagrangiano incluye varios términos no triviales, como (1 — %y f)z,
cuadrado de la diferencia entre la glucosa en sangre y un valor de glucosa desea-
da x,.f; a2, q33 penalizan el exceso de la cantidad de insulina que el paciente
actualmente tiene en el cuerpo debido a la dosificacion, que por ser variables po-
sitivas (el subsistema de insulina es una matriz Metzler) se escriben sin la forma
cuadritica, y el dltimo término ru? es para minimizar la cantidad de insulina a
inyectar.

En este punto cabe mencionar que una version sofisticada del costo podria in-
cluir costos asimétricos para penalizar las desviaciones con repecto a los limites

seguros, tanto de hiper como de hipoglucemia (ver [66]).
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6.1.2.1 La necesidad de discretizar

Plantear un problema de control ptimo en tiempo continuo no es practico para el
caso de pacientes diabéticos TIDM. Sin embargo, la salud del paciente estd some-
tida a un deterioro continuo, posiblemente siguiendo el modelo dindmico (6.4).

El tratamiento actual de la aplicacion de insulina se realiza de manera discreta
y en ciertos tiempos, dependiendo de la medicion de glucosa, sea con el medidor
CGM (mediciones cada 5 min) o mediciones discretas. Esto significa que si bien
las dindmicas y el costo de trayectoria evolucionan en tiempo continuo, es nece-
sario considerar un método hibrido discreto/continuo para resolver el problema de
optimizacion.

La naturaleza hibrida del problema se potencia por () la disponibilidad de me-
didas de algunos de los estados descritos, (i) la administracion discreta de la insu-
lina exdgena, (7i7) restricciones en la variable de control, (iv) retardos tanto en la
evaluacion del paciente como en el tiempo que necesita el médico para tomar deci-
siones terapéuticas. A continuacion se muestra como se discretizardn los estados y
el control para ser utilizados en esta estrategia. Definamos los espacios de valores

de estados y control como:

Xy = {zi, 210 + Avy, 21, 710 + 2824, - -, 11y}
Xo = {wor,or + Ava, Top, Top + 2029, - -, oy }
Xs = {wsp,x3r + Aws, x3r, 30 + 2Aw3, - - -, w30}
W = {ur,ur + Au,up,up, +2Au, -+ uy}

(6.6)

donde los valores inferiores (L) y superiores (U) limitan el tamaifio de paso (A) para
cada variable. Estos limites deben elegirse de acuerdo a restricciones reales, depen-
diendo en algunas variables de las caracteristicas de los instrumentos de medicion,
la dosis minima de aplicacién de insulina, y recomendaciones dadas por los espe-
cialistas médicos. El costo (6.5) debe ser reemplazado, debido a la discretizacion,

por otro con la siguiente forma:
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tf/h

trt1
3(u) - Z/ {(Q1(x1 - xref)z + Qa2 + @373
k=0 vtk
+ T’Ui} dt + S(xl (tf) - x?‘ef)z) (6.7)

tk+1 == t(] + hk’

donde x(t) deben ser entendidos, en cada intervalo [ty,t;.1], como el resultado
redondeado proveniente de la funcién de transicion ¢(t; to, x, u(-)) asociada al mo-
delo continuo (6.4) (la estrategia hibrida proviene entonces del uso de ¢ continua
en combinacién con la discretizacion de los estados, el costo y el control), siendo

2(tpe1) = round (o(t;ty, Ty, Uy)), (6.9)
Uy = U, (6.10)

donde “round” actia sobre x;; de manera “segura”, es decir
2(ty41)= valor mas grande cercano a x(t;1) en X. (6.11)
El Hamiltoniano discreto del problema se define de la siguiente manera:
Hi 2 L4 1y s (6.12)

donde el coestado /;, € R? juega el papel del gradiente de la funcién de valor o (fun-
cién de Bellman) tal como en la formulacién de tiempo continuo (ver seccion 2.2
y [21, 134]).

Luego de tomar variaciones en el funcional de costo, la dindmica del Hamilto-

niano puede describirse como

;{0 oL\
U, = (%) lkt1 + (W) : (6.13)

sujeto a la condicidn final

o (25
N7\ o

=25 (21(tf) — Treyp) (6.15)
N
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donde se usa la siguiente interpretacion de la funcion de transicion discreta

Try1 = fi(Tr, ur) = Q(thsr, b, Te, i) - (6.16)

Ahora ya es posible realizar la integracién hacia atrds iniciando en la condicién
final (6.15). El valor del control 6ptimo local ux_; puede en principio recuperar-
se de la solucién de la ecuacion (6.14). Luego este valor uy_; es reemplazado
en (6.13) con £ = N — 1, y entonces se calcula [y_;. Después el proceso continda
para k = N — 2, ...,0. Sin embargo, las restricciones en u no se pueden agre-
gar facilmente en esta formulacion. Este inconveniente hace que la “Programacién
Dinamica” sea elegida como el método numérico para resolver esta estrategia con-

tinua/discreta en lugar del enfoque Hamiltoniano asociado con (6.12- 6.16).

6.1.3 Aplicacion numérica al problema de diabétes tipo I

El sistema de glucosa-insulina debe evolucionar en una zona segura de actuacion.
Habitualmente una concentracién normal de glucosa en sangre es de aproximada-
mente (70 — 109 mg/dl o 3,09 — 6,04 mmol/l). Si se encuentra fuera del rango
normal, se dice que la persona tiene problemas de glucosa: hiperglucemia (> 140
mg/dl o 7,8 mmol/l) o hipoglucemia (< 40 mg/dl o 2,2 mmol/l) (ver [103]).

Se asume que las mediciones se realizan cada 5 min a través de un sensor de
glucosa subcutdnea, y existe un observador de glucosa en sangre que estima esta
variable. Ademads se supone que inicialmente el paciente se encuentra en la zona

de hiperglucemia, explicitamente:

z1(0) = 300 mg/dl; x2(0) = up pUL/ml (6.17)
x3(0) = wup pUl/mlL

Para la implementacion de programacion dindmica es necesario definir un rango
de posibles valores donde los estados se mueven ante la aplicacion de diferentes
valores de la insulina exdgena. Es evidente que los valores de las variables invo-
lucradas deben estar por encima de 0 por el significado fisiol6gico de cada una de

ellas.
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Los valores maximos de la insulina en sangre y subcutdnea se tomaron en re-
lacién con la aplicacion de la médxima dosis de insulina. Las cotas menores (L) y

superiores (U) se definen como:
1 = 50, oy, — 0, Xr3r — 0, up = 0, (618)

Ty = 300, Toy = 0,2, T3y = 0,5, Uy = 4. (619)

La discretizacion (A) de la variable manipulada deberia responder a la cantidad
minima que la bomba de insulina pueda administrar, o al valor de la minima inyec-
cién que un paciente pueda hacer de forma manual. Para esta aplicacion preliminar

de la estrategia de programacion dindmica se adopt6 la siguiente discretizacion:
Az, =10, Azy = 0,01, Azg = 0,050, Au =0,2. (6.20)

Las constantes del modelo se tomaron del articulo [105] con los siguientes valores:
Y1 = 0,1385 mg/dl/min, ¥ = 11,6230 mg/dl/UI, 93 = 20 min.

Los coeficientes adoptados para el funcional del costo fueron » = 0,5, ¢ =
g3 = 10, g2 = 50, y s3 = 10.

Las figuras 6.1 - 6.3 muestran las diferentes trayectorias (en este caso proyec-
ciones sobre cada plano coordenado) 6ptimas obtenidas como solucion del algorit-
mo de programacién dindmica para diferentes condiciones iniciales en un rango de
andlisis de [0, 600] minutos. Sélo se ilustran hasta los 120 min ya que después de
ese valor las estrategias de control se mantienen en cero.

La figura 6.4 muestra las diferentes trayectorias de control 6ptimas discretas
para las diferentes condiciones iniciales, variando los estados. Como es de espe-
rarse, para el final del intervalo de optimizacion, al acercarse el nivel de glucosa al
rango aceptable la necesidad de inyeccion de insulina exdgena se va desestimando.

En las figuras 6.5 - 6.6 se muestran las salidas del modelo a partir de las con-
diciones iniciales descritas, tanto para el nivel de glucosa en sangre como para el
comportamiento de la insulina en sangre cuando se aplica la estrategia de control
Optimo discreta presentada en la figura 6.7, es decir al inyectar la insulina exdgena.
Se observa que rdpidamente la glucosa es llevada a la zona normal de glucemia
(después de una hora y media de iniciado el tratamiento la glucosa cruza el umbral
de 140 mg/dl), para posteriormente estabilizarse en 80 mg/dl, muy por encima del
umbral critico de 40 mg/dl.

156



6.1 Programacion dinamica

300

250 1
200 b

-

150 1
100

0 ~ ~ N ~ ~

0 20 40 60 80 100 120
Tiempo (min)

Figura 6.1: Trayectorias discretas de nivel de glucosa en sangre x; obtenidas por

programacién dindmica.
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Figura 6.2: Trayectorias discretas de insulina en sangre x5 obtenidas por programa-

cion dinamica.
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Figura 6.3: Trayectorias discretas de insulina subcutdnea x3 obtenidas por programa-

cion dinamica.
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Figura 6.4: Trayectorias discretas de control obtenidas por programacién dinamica.
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Figura 6.5: Trayectoria continua de la glucosa en sangre x; después de la aplicacién

de la secuencia de control obtenida por programacién dindmica.
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Figura 6.6: Trayectoria continua de insulina en sangre xo después de la aplicacion de

la secuencia de control obtenida por programacién dindmica.
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Figura 6.7: Estrategia de control  para un horizonte de 600 min obtenida por progra-

macion dinamica.

6.1.4 Conclusiones

El uso preliminar de un algoritmo de programacién dindmica hibrida para la re-
gulacion del nivel de glucosa en sangre para pacientes con diabetes mellitus tipo
I, en escenarios nocturnos, sin la ingesta de alimentos, ha sido ilustrado. Al estar
el suministro de insulina exdgena (variable de control) s6lo afectando a x5 direc-
tamente, y a los demds estados a tradves de sus integraciones (la accién de control
no se manifiesta en el modelo de forma inmediata), se debe tener precaucién de no
sobredosificar al paciente, ya que esto puede causar episodios de hipoglucemia.
Una de las ventajas de la programacion dindmica es que admite la formula-
cién de funciones de costo complicadas (que por ejemplo admita distintos térmi-
nos competitivos de optimizacion) y el disefio de zonas seguras. En esta seccion
se ha disefiado un costo simple pero que tiene en cuenta lo principal del proble-
ma de regulacién de pacientes diabéticos. Admitiendo que la variable manipulada
se aplica de forma discreta en intervalos regulares, y que los estados evolucionan

de forma continua, se adapt6 el algoritmo de programacion dindmica para incluir
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estos comportamientos llegando a una estrategia hibrida, que evalda el costo y la
dindmica de forma continua pero admite la entrada discreta y ademds restricciones
tanto en los estados como en el control de forma “natural”, manteniéndose la forma
de feedback implicito de las soluciones. La estrategia de control obtenida regula
satisfactoriamente la glucosa en el periodo de tiempo elegido.

Asi también se modific el modelo en el cual estd basada la estrategia para
representar de manera mas fisioldgica a la interaccién de glucosa-insulina en pa-
cientes TIDM. Se propuso un nuevo estado, la insulina subcutdnea x3, y un cambio
de variables para adecuar el modelo.

Los resultados obtenidos son preliminares pero muestran un potencial para la
regulacién de la glucosa en sangre en pacientes diabéticos. Sin embargo, se debe
continuar con el estudio y mejoramiento de esta estrategia que considere los si-
guientes aspectos: (i) un costo asimétrico que permita la definiciéon de una zona
segura de regulacion, (i7) aumentar el nimero de pacientes virtuales, (7ii) per-
mitir la inclusién de escenarios diurnos, es decir, que contemple la regulacion de
perturbaciones por la ingesta de comida,(iv) contemplar variaciones intra e inter
pacientes ademas de la robustez de la estrategia de control,y (v) su generalizacién
a escenarios mds cercanos a la realidad préctica de los personas que conviven con

la enfermedad.
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6.2 Asignacion dinamica de consignas a equipos de
Servicios Industriales como un problema de seguimien-

to 6ptimo estocastico

Los problemas de asignacion Optima tienen una larga tradicidn en la practica de in-
genieria. En procesos quimicos, la optimizacién dindmica frecuentemente se ocupa
de la distribucién de la demanda de servicios globales de la planta hacia objetivos
individuales requeridos para cada miembro del grupo de un equipo de servicio,
mientras se minimiza algin costo generalizado predeterminado. Equipos de servi-
cio tipicos incluyen conjuntos de calderas/generadores de vapor, intercambiadores
de calor, bombas, compresores de aire, y similares [22, 30, 148]. En lo que sigue,
los componentes individuales del ‘grupo’ bajo consideracién serdn concebidos co-
mo una ‘unidad’. Las unidades operan en paralelo para alcanzar la demanda to-
tal requerida por el grupo. Usualmente las demandas individuales son referencias
(consignas) comunicadas a los controladores PID, los cuales son sintonizados para
que funcionen adecuadamente. La suma de las demandas asignadas a las unidades
es siempre asumida igual a la demanda total requerida para el grupo.

Las estrictas politicas ambientales, el aumento en los costos de energia, la cri-
sis de la economia global, y las amenazas del cambio climatico, han provocado un
resurgimiento del tema de optimizacion y se estd haciendo foco en la mejora de
la eficiencia en los procesos industriales. La energia es suministrada (o sustraida
de) a una planta principalmente a través de los servicios publicos. Una reduccién
en el consumo de estas utilidades resultan directamente en un ahorro de energia.
En la figura 6.8 se presenta un diagrama esquemaético de la utilidad de una plan-
ta. En negro se ilustra la estructura de una planta estdndar, donde la potencia de
la energia es generada por un sistema de turbinas en paralelo [92]. Estos equipos
son alimentados por generadores de vapor. La demanda de potencia es producida
por una disputa entra la obtenida del mercado y la actual producida por un opti-
mizador (representada en verde), el cual impone la demanda total de vapor en los
generadores de vapor. En la préctica de ingenieria tradicional el total de demanda
de vapor entra al sistema de calderas como una referencia (constante durante toda

la produccién). Un nuevo esquema es introducido en este punto (representado en
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Figura 6.8: Esquema de control para la supervision con la asignacion de la demanda
Optima de una planta [92].

azul), donde las referencias (w1, us,...u,) de cada caldera son autorizados a cambiar
en el tiempo por un controlador supervisor llamado control de asignacién ptima.

Dos aspectos son revisados en forma novedosa: (i) la metodologia para la de-
cision de las referencias individuales después de que una nueva demanda total es
requerida por el grupo, y (i7) la conveniencia de cambiar las érdenes continuamen-
te en el tiempo, para la optimizacion de algin costo acumulativo durante un tiempo
de horizonte finito fijo.

Este tipo de enfoque (aunque a través de 6rdenes constantes en el tiempo) se
ha aplicado a la generacién de vapor [22] mientras se reducen la energia perdida
al medio ambiente, o de forma equivalente, mientras se maximiza la eficiencia de
un conjunto de unidades, definida ésta a través de ciertas relaciones tedricas entre

las variables fisicas involucradas. Esto da lugar a un problema de programacion

163



6. OTROS PROBLEMAS ADICIONALES DE CONTROL OPTIMO

estitica que admite ser gestionado por programacion lineal y no lineal; por ejem-
plo ver [92], la programacion dindmica es aplicada para resolver el problema de
asignacion.

Otros tratamientos estdndar siguen lineas de optimizacidn estatica, comunes en
la investigacion operativa de ingenieria (ver por ejemplo [71], [147]). Un punto de
vista dindmico s6lo ha sido aplicado para situaciones particulares, como en el caso
de control redundante y problemas relacionados [70].

La estrategia de realimentacion dindmica permite que los valores establecidos
para las unidades puedan cambiar de manera continua. Se identifica la dindmica de
las respuestas de cada unidad a un nuevo punto de referencia, directamente a partir
de datos experimentales. El conjunto de n unidades adoptan un modelo general
con un vector de control de (n — 1)-dimensiones asociado con las demandas de
vapor, con el control restante determinado por el residuo con respecto a la deman-
da total, conocido para cada horizonte de tiempo. Este nuevo sistema ampliado,
junto con un funcional de costo cuadratico tipico como el de la ecuacion (2.27)
conforman un problema de control 6ptimo para un sistema afin (6.25) y conduce a
una ley ‘feedback’ con los coeficientes variantes en el tiempo. Tanto el coeficiente
proporcional y el término de alimentacion directa en la accion de control necesitan
ser calculados una sola vez para una demanda global unitaria. La naturaleza del
modelado también admite un manejo optimo estocdstico de ruido y perturbaciones

sistémicas.

6.2.1 Configuracion tedrica

6.2.1.1 Modelado en espacio de estados para las unidades

Se asume que un grupo de equipos de servicio estd en funcionamiento como una
parte de una planta industrial. Estas unidades trabajan en paralelo, evolucionan
en un rango admisible de sus principales variables, y cada miembro es controlado
eficientemente, de acuerdo a pricticas de ingenieria convencionales para satisfacer
la demanda asignada.

Es comun aceptar que la demanda de cada unidad es en general no lineal [22,

72], de la forma de la ecuacién (2.1). Denotando la variable manipulada como v,
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cuando una nueva consigna (demanda) u para la produccién x; es recibida, enton-

ces la variable manipulada sigue alguna estrategia de control finamente sintonizada
v=k(tu), (6.21)

que maneja ‘eficientemente’ x; hacia u en el debido tiempo.

La ‘produccién’ (estado x1) esta relacionado con el ‘servicio’ requerido del
equipo. Por ejemplo, si la unidad fuera una caldera, entonces el valor x(t) de-
bera reflejar la cantidad de vapor producido por la caldera al tiempo ¢. De esto
se deduce que también habrd un ‘gasto’ o ‘trabajo’ (estado z2), necesario para que
la unidad realice el servicio; otra vez para una caldera, xo(t) debera describir la
cantidad de combustible que la unidad consume al tiempo 7.

Como consecuencia de aplicar las estrategias de control eficientes k, se puede
asumir razonablemente que la dindmica de las variables x1, x5, u resulta aproxima-
damente lineal, es decir, que la unidad controlada deberd reaccionar casi propor-
cionalmente a las estrategias de control bajo diferentes puntos de ajuste admisibles.
Esta hipodtesis ha sido corroborada por datos experimentales en [22, 47, 72, 147],
con lo cual se justifica adoptar un modelo lineal de la forma (2.28). Alli se redefine
x = (x1,x2)’, por lo que A es una matriz de 2 x 2, B es un vector columna de
2 dimensiones y u obra como la nueva variable de control. Los coeficientes son
identificados a partir de los datos registrados de la planta (ver [47]).

Las funciones de demanda son entendidas como una consigna comunicada por
el supervisor a cada unidad. En la literatura de ingenieria se mantiene constante (al
prescribir un valor fijo de u, igual a la porcion de la produccidn requerida del total
del conjunto de las unidades de servicio) durante un periodo de tiempo, hasta que
una nueva demanda sea decidida, es decir, « ha tomado la forma de una funcién
constante a trozos. Dado que la capacidad para seguir las demandas individuales
es preciso y rapido, no hay ningin impedimento técnico para admitir una funcién
continua por trozos u(-) para las demandas individuales, buscando mejorar el ren-
dimiento de todo el grupo. Se propone aqui, entonces, cambiar continuamente la
referencia u(t) para la operacion de cada unidad, con el fin de alcanzar la demanda
total asignada al grupo mientras es optimizado un criterio de costo econémico.

Debe quedar claro que, para tratar de lograr este objetivo, la instrumentacién

de control convencional ya se ha logrado en cada unidad y debe ser preservado y
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sujeto a las normas de mantenimiento estdndar. Estos instrumentos por lo gene-
ral son ampliamente testeados e implementados con controladores PID que siguen
las estrategias (6.21) mencionadas anteriormente; la sintonizacién no es objeto de
andlisis. Sin embargo, en lo que sigue los objetos a optimizar seran los costos de
produccion de las unidades, cuyas nuevas entradas serdn en cada caso una demanda
variante en el tiempo u(-), que a su vez afecta la evolucion de la nueva variable de
estados z(-) como en un sistema de control lineal.

En el caso general, n unidades en paralelo son optimizadas. La identificacién

del modelo lineal para cada una se expresa como

donde z; := (x;1,x;:2) es el vector de estados para la unidad 7 , x;; : variable pro-
ducida, x;5 : variable consumida, u; : valor demandado, y y; : la salida, equivalente
en lo que sigue al estado producido. Para cada caldera las matrices A;, B; son 2 x 2
y 2 x 1, respectivamente.

Cuando una demanda total « es requerida para ser suministrada por las n cal-

deras, entonces necesariamente
Up = O — UL — " — Up_1 - (6.23)

Por lo tanto, a pesar del hecho de que n son los pedidos a las n unidades, s6lo existe
n — 1 grados de libertad para tratar el conjunto total. Esto conduce a una nueva
configuracion para el problema de asignacion 6ptima a n unidades trabajando en

paralelo. Redefiniendo

/

la dindmica para el conjunto de calderas, bajo las restricciones impuestas por la
ecuacion (6.22), se convierte en un sistema lineal afin de 2n dimensiones con una

variable de control con (n — 1) dimensiones, esto es

:‘B:flx—l—Bu—}—go. (6.25)
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con los coeficientes de las matrices

A, 0 -+ 0 B, - 0 0
A:: 0 . : : ,B:: 0 . . L oi=a : ,
Yoo A, O : .o B, 4 0
o --- 0 A, -B, --- —B, B,
(6.26)

Asumiendo que cada modelo en la ecuacion (6.22) estd en su forma candnica (con-
trolable y observable), se deduce de la forma de la matrizflque el sistema global
serd bounded-input bounded-output (UBIBO) si y sélo si lo mismo es cierto para
cada subsistema (unidad). Por lo tanto bajo estas suposiciones, ya que la propiedad
UBIBO es equivalente a la estabilidad interna para cada caldera, el sistema global
sera internamente estable cuando cada matriz identificada A; sea estable (sus auto-
valores tengan parte real negativa). Se puede entonces concluir que las propiedades
de estabilidad del sistema de dimension 2n, serdn dependientes de las de cada una

de las unidades controladas.

6.2.1.2 Asignacion 6ptima como un problema LQR

El problema de control éptimo para el grupo de unidades de servicio expuesto
en 6.2.1.1 serd tratado con el fin de minimizar un funcional de costo cuadrati-
co (2.27) modificado para tener en cuenta el seguimiento de trayectoria. El funcio-

nal reescrito queda de la siguiente forma:

ty
d(u) =/ [(x(t)—2)Q(x(t)—7) + u'(t) Ru(t)] dt + (x(ty) —2)' S (x(t;) —7) ,
0
(6.27)
sujeto al sistema de ecuaciones afin (6.25- 6.26). El valor de referencia
T= (x'lfxlzf Ex;) (6.28)

es un vector de pardmetros de disefio de dimension 2n, cuyos componentes pueden
ser interpretados como el promedio de los valores deseados de la produccion y los

gastos respectivamente, para las unidades : = 1, 2, ..., n.
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De manera usual ) y S son matrices simétricas no negativas de 2n x 2n, y
R de (n —1) x (n — 1) definida positiva. Los coeficientes de @, R, S se adop-
tan usualmente de acuerdo a las caracteristicas de la aplicacién (ver la deducciéon
mds adelante). Las matrices () y S pueden ser construidas a partir de submatrices
simétricas de 2 x 2 desplegadas en diagonal, tal que cada submatriz este relacionada
a cada unidad. Del mismo modo, R = diag(ry,...,7,—1), con todos los r; > 0,
deberé ser una eleccion préctica para ponderar el esfuerzo de la energia de control
asociada al problema. Notese que existen n unidades y sélo n — 1 coeficientes

disponibles r;, una posible opcién es adoptar

r; =71 + 1=1,....,n—1, (6.29)
donde 7; es el peso de control correspondiente a la demanda asignada a cada unidad

i, parat = 1,...n . La férmula (6.29) deberd entonces satisfacer
n—1 n
By =Y rul =Y fwl=E, (6.30)
=1 =1

cuando u; = «a/n (una eleccion tipica para Z;1), i = 1,...n, y E, deberd ser
una buena aproximacion de E, para los valores generales u; bajo las siguientes
restricciones : (i) u; € [0,«],y (ii) u1 + ...+ u, = «a, en este caso. Como es de
esperar, esta eleccion de r; siempre verifica: lim,, ., r; = 7;, parai = 1,...n.
Una pregunta interesante concerniente al problema de control 6ptimo es cémo
elegir los pardmetros (), Ry S involucrados en el funcional del costo. La eleccién
de estas matrices deberd llevar a niveles ‘aceptables’ de x(t), u(t), y «(t;). Un
enfoque clésico [21] inicializa Q;, R; y S;; tentativamente, y luego modifica estos
valores por ensayo y error, hasta alcanzar un compromiso entre el tiempo de res-
puesta y el esfuerzo de control. En literatura mas reciente hay varios articulos que
cubren este tema, por ejemplo [54, 126]. Aqui, los pesos son adoptados por una
diagonal para () y S, de modo que pesan la cantidad de desviacién de cada estado

y de la entrada contribuye al costo total, esto es

Q = diag(q1,q2, s q1,q2), S = diag(sy, Sa, ..., 51, S2). (6.31)
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El siguiente indice
(zin(ty) — 2:1(0))

ly n

serd usado para sintonizar los parametros (), S, y R de tal forma que 7 es maxi-

n
i=1

n= (6.32)

mizado. Este indice puede ser visto como una medida de la eficiencia durante un
periodo ¢, puesto que se refiere a la relacion entre la variable produccion neta de
vapor y el consumo total de la variable de combustible.

Con el fin de aprovechar todas las herramientas existentes en sistemas lineales,
el sistema lineal afin (6.25) que describe la dindmica lineal del grupo se transfor-

mara en uno lineal mediante la introduccién del siguiente vector z.
t

2(t) := /GA(t_T)QO(T)dT, (6.33)

0

que satisface el problema de valor inicial

2(t) = Az(t) + p(t) , 2(0) =0, (6.34)
Después de hacer un cambio de variables x(t) — x(t) — z(t), y r(t) — & — 2(t),

la dindmica de control se convierte, para la ‘nueva’ variable de estado x, en
i = Az + Bu, z(0) = g, (6.35)

y la funcién de costo objetivo (6.27) puede ser escrita en la forma:

Ly

d(u) =/ (@ = 7)Q(z — 1)) + u'Rul dt + (x(t) —r(ty)) S (x(ty) —r(ty)) .

0
(6.36)

Ahora, el problema definido por la ecuaciones (6.35, 6.36) es equivalente al original
expresado en (6.25, 6.27). El problema de tracking 6ptimo tiene como objetivo
conducir el nuevo estado z, ahora gobernado por una dindmica lineal, hacia la
trayectoria de referencia recientemente definida r(¢). El rendimiento del control
puede ser evaluado por un costo cuadratico con los mismos coeficientes que el

problema original.

169



6. OTROS PROBLEMAS ADICIONALES DE CONTROL OPTIMO

El problema de tracking lineal cuadratico tiene algunas caracteristicas del pro-
blema LQR clasico. Por ejemplo, su Hamiltoniano

H(t,z,\u) = (x —r)Q(x —r) +u'Ru+ X (/1:5 - Bu) (6.37)

se minimiza por la misma expresion que en el caso LQR (ecuacion (2.32)); con el

u minimo el Hamiltoniano H° resultante es
H(t,z,\) = (z —1)Q(z —7) — %XW)\ + NAz (6.38)
El término afin induce una funcién de valor cuadritica V
V(t,x) :=2'P(t)x + 26 (t)x + o(t) , (6.39)

con coeficientes variantes en el tiempo: una matriz P (en principio simétrica) de
2n X 2n, un vector columna ¢ de dimensién n, y un factor escalar 0. La ecuaciéon

de HJB (2.19) tiene en este caso la siguiente condicién final

Vity,x) = (x(ty)—r(ty)) S (a(ty) = r(ty)) (6.40)
y debe ser satisfecha por la funcién de valor propuesta y sus derivadas
Tita) = Pty +20€(0) + (1), (6.41)
oV’
(5) o) = 2l +co (642

lo cual requiere para todos los (¢, x) admisibles,

2 P(t)x +22°E(t) + o(t) =

)
—(z =) Qx — 1)+ [P()z + EM)] W [P()z + £(t)] = 2 [P()z + (1)) Ax
(6.43)

y al final del tiempo horizonte
'Sz —28r(ty) +r(ty)' Sr(ty) = 2’ P(ty)x + 28 (tp)x + o(ty) . (6.44)

Dado que estas igualdades involucran polinomios de segundo orden en z, sus co-
eficientes deberdn ser iguales, resultando el siguiente sistemas de ODE’s:

P = PWP—-AP—-PA-Q, P(t;)=5, (6.45)
§ = —(A-WPYE+Qr, &(ty) =—=Sr(ty), (6.46)
o = {WE—rQr, alty) =r(t;)Sr(ty) . (6.47)
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Sus soluciones permiten expresar el control 6ptimo »* en la forma
ui(t) = =R B'[P(t)a"(t) + £(t)] (6.48)

donde x* denota el estado 6ptimo. El costo 6ptimo es calculado a partir de la

funcién de valor (o sea de los coeficientes P, &, o) de la siguiente manera
V(0,x9) = xyP(0)xq + 225£(0) + 0(0) . (6.49)

La ecuacion (6.45) coincide con la RDE para el problema LQR con coeficientes
(/1, B,Q,R, S) , ¥ se encuentra desacoplada de las dos ODE’s restantes. Es im-
portante remarcar que a pesar de que el problema tratado no posee la estructura
LQR, la ecuacién (6.48) puede ser interpretada como una ley de feedback u; para

el sistema lineal afin, es decir
us(t,z) == —R'B'[P(t)x + £(1)] . (6.50)

Por el principio de Bellman es posible afirmar que en algiin momento ¢ el estado ac-
tual = puede diferir del estado Gptimo esperado x*(t), sin embargo, el control 6pti-
mo en ese momento, denotado como u, puede ser calculado con v’ (t) = uy(t, ).
Esta propiedad hace que los resultados anteriores sean robustos contra errores de

estado esporddicos.

6.2.1.2.1 Manejo de los cambios en la demanda total o

Las ecuaciones (6.45, 6.46) tienen condiciones finales (en lugar de iniciales), por lo
que no pueden ser resueltas numéricamente en linea con el proceso. Tienen que ser
resueltas offline y almacenadas en la memoria del controlador. Esto es un incon-
veniente comun en a los problemas LQR, servo y tracking, para los cuales deben
ser actualizados todos los objetos matemadticos relacionados, en todo el horizonte
temporal, en caso de que se modifique la sefial de referencia. Afortunadamente en
este caso, el cdlculo de los coeficientes variantes en el tiempo P(-),&(+) de la ley
de control feedback debe calcularse s6lo una vez, para una demanda total unitaria
(a = 1), del mismo modo que el coeficiente del costo o(-). Estas afirmaciones son

cubiertas en términos precisos por las siguientes dos ecuaciones:

w@)z—RAB{P@m@y+aaw , 6.51)
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I = V(0,20) = 2hP(0)xg + 20z, (0) + 25(0) (6.52)
donde é , 0 denotan los coeficientes calculados para o = 1, o equivalentemente para
Z(t) == z2(t) /o, 7(t) :=1r(t) /o,y T := T /a = (%1,0, 29,0, ...,%,,0), > & = 1.

=1

Las ecuaciones (6.51, 6.52) pueden justificarse de la siguiente manera:

(¢) la solucién de la ecuacién (6.46) con condicion final {(t;) = —Sr(ty) =
—aST es
t
E(t) = al(t ty) —%W@ﬁ+:/@@nﬁQﬂﬂdr = af(t), (6.53)
ty

donde ¥ (¢,;) es la matriz fundamental asociada con el sistema lineal (variante en
. n " /
el tiempo) ) = — (A — WP(t)) ;
(71) de forma similar, para la ecuacion (6.47),

t
o(t) =’ ﬂwy5ﬂwy+/[€@ﬂ&a¢y-w Fldrp =a’5(t) . (6.54)
ty
Ahora se debe decidir cémo manejar los cambios en la demanda total cuando ésta
se produce en algiin momento ¢ del interior de un perfodo [to, %o + t;] . Se asume
que, en tal caso, la optimizacion del sistema debe ser continuada, al menos para
otro intervalo de duracion ¢;. Algunas decisiones de ‘receding-horizon’ se pueden

encontrar en [47].

6.2.1.3 Filtrado 6ptimo

Se producen perturbaciones o ruidos en los pardmetros de cada dispositivo, y en
las mediciones y transmisiones de sefiales durante el funcionamiento de un proce-
so real. La configuracién comiin para modelar estas influencias sobre los objetos

deterministicos es de la siguiente manera
i(t) = Ax(t) + Ba(t) + 1 , (6.55)

y=Cr+ry, (6.56)

donde la notacion = debe entenderse como el diferencial de un proceso Browniano

asociado con los estados del grupo, que resulta de la existencia de ruido blanco
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r; de media cero debido a las fluctuaciones en las condiciones del ambiente; @
denota la variable de entrada @ = (U, ..., Up—1), Up ‘= @ — nz_:l u; ; y donde o
son los ruidos blancos de media cero medidos en la salida v, qilze1 en este caso son
conceptualmente lo mismos estados, es decir, se supone que cada subsistema ¢ es
observable (lo cual es claramente verdad en las plantas modernas). Obsérvese que
y es el vector de salida de todo el grupo.

En este contexto, el problema de minimos cuadrados del filtrado 6ptimo para

el grupo de unidades es conocido por su solucion [61] a través del siguiente par de

ecuaciones
&= A+ Bu+ Ly — Ci(t)) , #(0) = E [z (6.57)
I1 = All + HA" + Q — IIDII ; T1(0) = Cov(z), (6.58)
D:=CR'C, L.=1IC'"R™, (6.59)

donde 7 es la mejor estimacién del estado x; E{r,} = 0, E{r{(¢).7 (1)} = Q.6(t—
7), con Q la matriz de covarianza de 7, y E{ry} = 0, B{ry(t).r4(7)} = R.0(t— 1),
con R la matriz de covarianza (invertible) de 7o, L denota la ‘ganancia’ del filtro,
el cual trabaja andlogamente a un observador; x( es ahora un vector aleatorio con
media E{z,} = %(0) y covarianza inicial E{(zq — 2(0))(zo — 2(0))'} = I1(0), y
finalmente II es la covarianza dindmica, solucién a la ODE del tipo RDE (6.45).
Las matrices C, Q, R, L y Il son de 2n X 2n; y pueden ser convencionalmente

particionadas en la forma

én T ém
G = : : , (6.60)
énl e énn
con éij un bloque de 2 x 2. Se adopta por simplicidad, la notacién C:YZ-Z- = C:YZ-

1=1,..,n.
Las siguientes caracteristicas son naturalmente asumidas por estas matrices:

i) La matriz de observacion C' es

~

¢ = diag (él,--- ,én) 6.61)

yéz = Ig,i: 1,...,77,.
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i1) Los ruidos que afectan a la salida y los estados son independientes de
aquéllos que afectan las otras unidades, por lo que la covarianza de ruidos entre
las unidades es cero (cada unidad trabaja en paralelo). Esto se expresa a través de

la eleccidon

~

Q := diag (Ql, e ,Qn>, R := diag (Rl, e ,Rn>, (6.62)

las matrices ();, y R; son las matrices de covarianza de ry; y ry; en cada unidad
respectivamente. Ademds, como R es ahora una matriz diagonal, su inversa es
S—1 _ 1- H—1 p—1
R —dzag(Rl s, Ry >

i4i) Las fluctuaciones en la condicion inicial dependen sélo del entorno de cada

unidad, entonces la covarianza inicial de la estimacion es:
11(0) := diag (ﬁl(()), . ,ﬁn(())) — diag (Cov(zo,),--- ,Cov(xp.)). (6.63)
Notar que la ecuacion (6.58), en la forma particionada, resulta
iy = Al + M Ay, — [ Dyully + 0y, 11;(0) = Cov(ze)dy,  (6.64)
1 1=y

0 otro caso
de 1 a n (notacién de Einstein).

donde d;; = ,¥1,7, k.l =1,...,n,ylos indices repetidos se suman

Los términos que no estdn en la diagonal de II son irrelevantes, esto se muestra
a continuacion. Considere el caso i # j, y recordando que A, D, y Q son matrices
‘diagonales’ (en el sentido de la ecuacién (6.60)), entonces la ecuacién (6.64) se

convierte en

IL;; = AL + ;A — T DyIly;, 11;;(0) = 0. (6.65)

Vamos a mostrar que las funciones f[ij(t) = 0 satisfacen la ecuacidn (6.65), lo
cual nos permitird descartar los términos no diagonales de (6.64). Notar que los
términos A;11;;, y I1;;A; desaparecen cuando se aplica esta solucién. El término
restante Z;; = f[ikafij es también cero, porque haciendo k = i, f.[iDif.[ij =
0 debido al dltimo IT;;, y para k = j, también I1;;D,II; = 0 debido al primer
f[ij. Ademas para k # i, j el resultado es evidente. Por lo tanto, para i # j, la

conclusion es que Z;; = 0.
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Ahora, considerando el caso ¢ = j, la ecuacion (6.64) se puede escribir
f[i = Aiﬁi + ﬁiA; + Qz - ﬁibiﬁia ﬁi(o) = Cov(y,), (6.66)

que solo depende de ¢, por lo tanto sélo los objetos de la unidad ¢ estdn involu-
crados. Como consecuencia, [1(t) = diag (1:[1 (t),--- ,f[n(t)> es solucién de la
ecuacion (6.58) para todo el grupo.

Dado que la ganancia del filtro se puede escribir como L= diag (Ly, -+, Ly),
donde L; = II;(t)C/R;* para i = 1, ..., n, entonces cada vector de estado 7;(t) en

la ecuacidn (6.57) verifica
#i(t) = Aga(t) + Biita(t) + Li(ys(t) — Cids()) 5 35(0) = Ezo] . (6.67)

independientemente de las otras unidades.
La consecuencia practica de esta configuracion es que los problemas de filtrado
y estimacion pueden ser resueltos para cada unidad del grupo independientemente,

evitando asi la integracion de ecuaciones diferenciales acopladas de 2n x 2n.

6.2.1.4 Control estocastico

En esta subseccion se mostrard como la ley de control derivada del contexto deter-
ministico es también ‘Optima’ bajo perturbaciones aleatorias en aparatos de medi-
da y en los parametros del modelo. Esta optimalidad del control se entiende en el
sentido estocdstico, es decir, teniendo en cuenta que las perturbaciones aleatorias
fuerzan al modelo, especialmente a los estados x(-), a ser considerados como un
proceso estocdstico.

El problema de control 6ptimo estocastico intenta minimizar el funcional

Jest(u) = E / {(@w = 1) Q(wu — 1) + W/ Rub dt + (wu(ty) — r(ty)) S (wulty) — r(ty))

(6.68)
con respecto al control deterministico u(-), donde E denota el valor usual esperado,
r(t) es una trayectoria de referencia determinista dada, y sujeto a la restricciéon
dindmica

i = Az + Bu+r, z(0) =z , (6.69)
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n—1
donde la variable de entrada u = (g, ..., Up_1), Uy := @ — D, U;, Y To €8 Un vector

aleatorio con media E{x(} = #(0) y covarianza inicial F{ (x;_—li:(O)) (xo—2(0))'} =
Ag = T1(0). Las variables &, y II son la solucién a los problemas de filtrado y de
estimacion discutidos en la subseccion 6.2.1.3.

Para el caso deterministico (en la subseccion 6.2.1.2), se demostré que el con-
trol 6ptimo es como en la ecuacion (6.48), donde P, £ son los coeficientes 6ptimos
deterministas descritos por (6.45) y (6.46). Por analogia con el caso del regula-
dor, la hipétesis de separacién propone que el control ptimo para la configuracién

estocastica del tracking sea
U = —RIB [P(t)&(t) + £(1)] . (6.70)

A continuacion, la hipdtesis serd probada, y, ademads, se muestra que el costo opti-

mo €S
ly ly
" (8) = Foun(z0) + / Tr(PQ)dt + Tr(P(0)Ag) + / Tr(PW PIdt. (6.71)
0 0

donde J3., (o) = V(0,z0) (ver ecuacion (6.49)). La prueba requiere el siguiente
cambio de variable
U= U+ u, (6.72)

y re-expresar la dindmica y el funcional de costo. La dindmica resulta
i=(A—WP)x+WP(x—i) — W+ Bi+r,. (6.73)
siAd:=(A—WP),yz:=(z— i), entonces la ecuacién (6.73) se convierte en
i = Ax+ WPi — W&+ Ba+ 1.

De la ecuacion (6.45) y de las transformaciones posteriores se obtienen las si-

guientes igualdades:
Q+PWP=—-P—PA— AP, (6.74)

©'Qr = —a'(P 4+ PA + AP)x — x'(PW P)u. (6.75)
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Los siguientes cdlculos involucrados en los términos del funcional del costo son

necesarios:
(0 +a)R(t+a) = @ Ra+2dRu+ @ Ra, (6.76)
WRi = #'PWPZ+2i'PWE+ EWE, 6.77)
¥ PWP: = 2/PWPz+i#PWPZ—22/PWPE,  (6.78)
2’ PWE = 22/ PWE — 27 PWE, (6.79)
2Rt = —2i#'PBa— 2¢'Ba,
— —2/PBi — 2% PBiu — 2¢'Bi. (6.80)

De la ecuacioén (6.46), la expresion f + flf = r es obtenida, y entonces
(. —7)Qx —r) = 2'Qx — 22'€ — 22/ A + ' Qr. (6.81)

El funcional de costo (6.68), después de realizar algunas manipulaciones algebrai-
cas, se convierte en J.. (1) = E{J!,, + 7%, + 32,,} , donde

est est
ly
1= / (—x’Pa: — %' Pir + 22/ Pry + ¥ PW PF — 2:5’PB&) dt  (6.82)
0
+a(ty) Sa(ty),
ly
2 = / (2:%’PW§ + 2¢6' B + 26" Ax + 22/ — EWE — r'@r) dt, (6.83)
0
ly
Hifst = /ﬂ/Rﬂ dt + T’(tf)/ST’(tf) — 2{L’(tf)/57’(tf). (6.84)
0

En J!,,, teniendo en cuenta que el error T es ortogonal a las mediciones y, y a

la estimacion z, resulta que (ver [111]),

Ly Ly
E /i’PB& dt » =0, E /:B’Prl dt y =0, (6.85)
0 0

y por las propiedades integrales de Ito [111]

d(z' Px) = 2’ Pxdt + 22 Pdx + Tr(PQ) dt. (6.86)
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ty ty
E / FPWPEdt y = / Tr(PW PII)dt. (6.87)
0 0

1

El primer termino J,,

se puede operar para obtener

ty ty ty
E{d;.} = E /—%(z’Pz) dt—}—x(tf)’SB(tf)—{—/Tr(PQ) dt—l—/i’PWPsi dt

0 0 0
ly ly

= E{ 2(0)P(0)z(0) + / Tr(PQ) dt + / P’ PWPE dt

0 0
Ly Ly

= 2(0)P(0)2(0) + Tr(P(0)Ay) + / Tr(PQ) dt + / Tr(PW PII)dt.(6.88)

0 0

Ahora, el término Az puede ser remplazado por Az = &—W Pi—Ba+WE&—r
en la ecuacion (6.83), y por lo tanto el segundo término en el funcional de costo se

convierte en

ty
ot = / (25’(9‘: +WE—r1) — EWE+20'¢ — 7"@7’) dt  (6.89)
0
ty
— —/ (25’:1’: — 267 + 20'E + EWE — 7”@7’) dt, (6.90)

0
De la ecuacién (6.47),y 6 = EWE —r'Qr

T

L= [ (25— 2¢m w26 6) (6.91)

0

Ahora, a partir del calculo de Ito [111],

Ly
E /5’7’1 dt = 0, (6.92)
0
d

(20'€) = 2a2/&dt + 2¢'du. (6.93)
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Mediante la introduccién de las dltimas implicaciones y después de la adiccion

g%, a J2,,, la siguiente ecuacion es obtenida

II-3{36515 + 3251&} = (694)
T T T
= /—di (22/€)dt — 22(T)' Sr(T) —/%(0)dt+r(T)’Sr(T) +/a’Radt
0 0 0
= 22(0)€(0) + (0) + / @' R dt. (6.95)

0

Finalmente, si a la dltima ecuacién se le agrega J._,, el funcional de costo total

resulta o
Jest(i) = E /&’R& dt 3 + z(0) P(0)z(0) + 22(0)'£(0) + o(0)

ty ty
+/TT’(PQ) dt +Tr(P(0)Ao) —l—/Tr(PWPH)dt, (6.96)
0 0

el cual alcanza su valor minimo si y solo si & = 0. Esto prueba la hipétesis y

establece el ‘principio de separacion para el problema de tracking estocdstico LQ’.

6.2.2 Aplicacion numérica: Dos calderas en paralelo

Consideremos el siguiente sistema de dos calderas produciendo vapor en paralelo:

—0,112 0,05 ([ -02 005
Av = ( —0,2 —0,09)’A2_(—0,2 —0,155)’ 6.97)

0,05 (0,125 . (10
B = (0,315)’ BZ’_( 0,4 )’01_02_(0 1)'

Estas realizaciones son canodnicas, los autovalores de A, As son —0,1013+£0,0993:
y —0,1775 £ 0,09741, respectivamente, teniendo la primera caldera una respuesta

mas rapida que la segunda. Para cada caldera, la salida en estado estacionario /.

correspondiente a una entrada constante u(-) = k es y3° = —A; ' Bik,
o { 1,00847 ~ _ { 0,960366
o= ( 1,25896 ) byl = ( 1,34146 )k (65%)
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Esto demuestra que la caldera mas lenta (segunda) estd sujeta a un offf-set (pri-
mer componente de y*°) de alrededor del 4 %, mucho mas grande que el off-set
de la primera. Sin embargo, los coeficientes de cada realizacién transmiten sufi-
ciente informacién sobre el rendimiento esperado de cada caldera controlada con
el PID. Por ejemplo, una medida de la eficiencia estdtica de cada unidad puede ser
calculada como

_ oy wsi,

== (6.99)
1 v (2) Lo

6.2.2.1 Parametros de la funcion de costo para el control determinista

Como se anunci6 en la seccion 6.2.1.2 el indice 7 fue maximizado con el fin de
encontrar los mejores valores de (), Ry S para ser usados en el funcional del
costo, y por simplicidad se toma () = S. El horizonte de optimizacién es fijado
ent; = 20. En la figura 6.9 se ilustra variaciones de los pardmetros ¢;, g para
determinar el valor del indice donde se localice el maximo. Este es encontrado en
g1 = 3,6 yq = 0,1. En la figura 6.10 se muestran variaciones de los parametros
q1,7,y el mdximo es alcanzado para el valor de r = 1,41.

Estos valores fueron los utilizados para llevar a cabo la simulacién: en primer
lugar P, &, o, son calculados, y luego introducidos en la dindmica para obtener el
control 6ptimo u* que se muestra en la figura 6.12. Los parametros utilizados en

la simulacién son
r=141,¢1 =5 =36, 2 =35,=0,1, 2=0,, t; =20, a = 150.

Durante la etapa inicial del proceso, el control resultante pone una gran deman-
da en la segunda caldera. En el medio, los controles de ambas calderas evolucionan
alrededor de «/2 como un patrén no trivial, y al final del tiempo la segunda caldera
es preferida de nuevo. La evolucion de los estados resultantes de aplicar el control

Optimo es ilustrado en la figura 6.11. El costo 6ptimo es J* = 209706.
6.2.2.2 Simulaciones de control estocastico.

Las simulaciones realizadas para el caso de las dos calderas, en presencia de per-

turbaciones en la sefial y de ruido ambiental, se ilustran en las figuras 6.13 y 6.14.
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Eficiencia n

Eficiencia n

//I; 77

Y: Coeficiente r

X:3.6
Y:01
Z:0.02431

4
7777

Y: Coeficiente g,

X: Coeficiente q }

Figura 6.9: n versus ¢ y ¢o.

X: Coeficiente q }

Figura 6.10: n versus q1 y 7.
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160 T T T T
—X Vapor producido por la caldera 1 ’f
..... Xy Combustible consumido por la caldera 1 ,"
1401 ) Pl -
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..... x,- Combustible consumido por la caldera 2| _ _ _ _ _ . cimimimt
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Figura 6.11: Trayectorias de estados.
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Figura 6.12: Trayectorias de control.
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0

Figura 6.13: Trayectorias de estados, estocdstico con lineas solidas, y trayectorias con

ruido con lineas discontinuas.

El ruido de medicién se simulé con media cero y las siguientes matrices de cova-

rianza,
- A 1,34674  0,0318417
@ = QQ‘(0,0318417 2,62 ) (6.100)
- - 2,76926  0,358896
R = Rz_(0,358896 3,67155 ) (6.10D)

El significado de Qi Ri,i=1,2se explicé en la subseccion 6.2.1.3. Sus valores
numéricos se estimaron a partir de datos reales a través de un algoritmo estdndar
de minimos cuadrados. Los coeficientes deterministas usados son los mismos que
en la subseccion anterior 6.2.2.1.

Una confirmacion numérica parcial de la optimalidad estocastica de la ley de
control ‘feedback’ en la ecuacidon (6.70) se obtuvo mediante la evaluacién de los
costos correspondientes a combinaciones apropiadas de las trayectorias en la figu-

ra 6.14; en términos precisos,
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70 T

85 —— Control éptimo deterministico

—— Control éptimo estocastico

2}
=}

Estrategia de control
(43}
o

(53}
o

= Control 6ptimo deterministico
Control deterministico aplicado con ruido

45

40 I I I I I
0 25 5 75 10 125 15 17.5 20

Tiempo ()

Figura 6.14: Trayectorias de control para el problema deterministico y el estocdstico

con los mismos coeficientes.

d —/ [(2(t) —r(2))' Q2 (t) —r(t)) + @ (t) Ra" (t)] dt.

Ot +(&(ty)—r(ty)) S (&(ty)—r(ty)) (6.102)
da —/ [(2(t)—r(2))' QE(t)—r(t) + &' (t) Ru(t)] di

0 + (&(tp)—r(ty) S (@(tp)—r(ty)) (6.103)

donde el significado de las variables en J; esta claro, y en J5 :
a(t) == —R'B' [P(t)a:(t) +af(t)| (6.104)

donde z(-) denota una perturbacién numérica de media cero del 6ptimo Z(-), y Z(-)
denota la solucién numérica (determinista) de la ecuacién de estado (6.55) para las

entradas u;(-),7; = 0,7 = 1,...,n. Los valores resultantes son:

Jest (0°) = J1 = 209706 < 210487 = Jo = Jou(10) . (6.105)
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El resultado (6.105) muestra la importancia del filtrado de Kalman para la iden-
tificacion de los estados no medibles y ante la presencia de ruido blanco aditivo.
La ganancia de realimentacién del error es elegida de forma Optima y consecuen-
temente los valores del funcional del costo son menores, al tener en cuenta las

correcciones de las perturbaciones existentes.

6.2.2.3 Confirmaciones relevantes adicionales

6.2.2.3.1 Evaluando optimalidad

Un experimento numérico simulando el efecto de las perturbaciones sobre la ley
de feedback afin variante en el tiempo de la ecuacion (6.50) fue realizado a través
de la combinacion convexa de una familia de variaciones que cubre tanto al control
6ptimo como a la constante de punto de referencia nominal u(-) = z = a/n. La

expresion es:

u=pu +(1-p)z, (6.106)

donde, para el caso de las dos calderas, u = uq, u* = uj, us = o — uq, @ = 150,
z=175 pfe€[-05,25yQ=R=S5=05]I

Algunas de las variaciones del control son representadas en la figura 6.15, y
sus correspondientes valores de costo Jz son comparados contra el costo 6ptimo

Jd* = J1(u*). Los resultados validan la optimalidad de u* y se representan en la
figura 6.15.

6.2.2.3.2 Eficiencia dinamica

En la préctica de la ingenieria la ‘eficiencia’ > (ver ecuacion (6.99)) de una calde-
ra operando en estado estacionario mide la relacion entre el calor transmitido gene-
rado por el vapor frente al calor asociado con el suministro de combustible. En el
contexto presente, una version dindmica (transitoria) de tal concepto esta ensayado

mediante la siguiente relacion variante en el tiempo, para cada caldera: = 1...n:

() = Toi—1(t) N Vapor producido al tiempo ¢

~ 6.107
x9;(t) Suministro de combustible al tiempo ¢ ’ ( )
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Figura 6.15: Marco principal: Variaciones alrededor del control éptimo. Marco pe-
quefio: Diferencias relativas (Jz — J*) /d* entre el valor del costo generado por cada
variacion de control Jg y el costo éptimo J*. El comportamiento parabdlico del cos-
to bajo combinaciones lineales de controles refleja la naturaleza lineal-cuadratica del
problema.
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Figura 6.16: Eficiencias dindmicas correspondientes a varios miembros de la familia
de control {u = yu*,1 < < 1,4} pero manteniendo una demanda total de o« = 150

para las dos calderas.

donde las variables son tratadas de manera adecuada sin dimensiones. Para el grupo

de calderas, la eficiencia dindmica global puede ser entonces definida como
> 2i-1(t)
i=1
n(t) = =—
> w2(t)
i=1

Si se realizan intentos de generar mds vapor que la asignacién 6ptima, entonces,

(6.108)

correspondientemente, mds combustible se deberd suministrar. Esto conduce a efi-
ciencias dindmicas mas pequeiias, como se refleja en la figura 6.16, la cual muestra
que los resultados LQR-6ptimos también son mds ‘eficientes’ cuando se adapta la

definicidn clasica estacionaria al analisis de transitorios.
6.2.3 Conclusiones

Una estrategia de control 6ptimo para cambiar dindmicamente los valores estableci-

dos para un grupo de equipos de servicio con n unidades en paralelo se demuestran
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y se ilustran.

La ley de realimentacion resultante minimiza la suma de dos objetivos de costo
en disputa: la salida de la produccion de vapor, y el consumo de combustible duran-
te el periodo de optimizacion. Esto proporciona una asignacién Optima online de
la demanda a cada una de las unidades en operacién. El control tiene n — 1 grados
de libertad, ya que todos los objetivos individuales deberdn sumar a la demanda
total proveniente del control supervisor de la planta. La falta del dltimo grado de
libertad, introduce una estructura lineal afin para la dindmica del problema cuando
es planteado para todo el grupo, a través de un cambio adecuado de variables, el
problema es convertido a un problema lineal de tracking.

La combinacién de los costos individuales cuadraticos para las unidades resul-
tan en un costo cuadratico total para el grupo. Entonces el tratamiento para las
dindmicas lineales ampliadas y el costo cuadratico difiere de la configuracion usual
del LQR, estas se asemejan a las ecuaciones asociadas a un problema de tracking.
También se introduce un método heuristico para elegir los pesos de costos. El
método busca los mejores pardmetros (), R y S de tal manera que el indice de
eficiencia es maximizado.

En este caso la solucién para el problema deterministico fue encontrada en
términos de la RDE mds un vector variable en el tiempo que puede ser calculado
una sola vez, entonces los cambios asignados en la demanda total son manejados de
manera simple por introduccién de los nuevos valores como un factor en la ley de
control en forma de feedback. Los pardmetros del control son calculados offline y
no es necesario que sean recalculados después de los cambios en la demanda total.

La eleccion de modelos lineales para cada unidad también permite refinar los
resultados deterministicos resultante en un problema de control 6ptimo desde el
punto de vista estocdstico, haciendo frente a las perturbaciones generales, tales
como cambios en la composicion del combustible y ruidos de medicién. Esto es
posible por una aplicacion rigurosa del principio de separacién y la adicién de un
filtro de Kalman.

En algunas situaciones, el ahorro en el costo de la estrategia 6ptima ha de-
mostrado ser importante con respecto a los generados por estrategias de control
constante a trozos, sobre todo cuando el control 6ptimo indica que se deben to-

mar valores diferentes a una particion equitativa de la demanda total. La eficiencia
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dinamica 7n*(t) correspondiente al control dptimo es siempre mejor que aquellos
correspondientes a estrategias dirigidas a objetivos dindmicos de vapor adicional
(u(t) > u*(t)). En conclusion, los resultados presentados pueden resultar atracti-

vos para implementaciones practicas en plantas quimicas.
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6.3 Discusion, conclusiones y perspectivas

En este capitulo se muestran dos aplicaciones practicas, un tanto apartadas de la li-
nea central de la tesis, utilizando estrategias de control 6ptimo. La primera de ellas
a través del uso de programacion dindmica hibrida explicada en la seccién 2.2, don-
de se tienen en cuenta explicitamente las restricciones en los controles y estados,
la cual es aplicada a un sistema lineal de bajo orden, que modela unicamente los
eventos nocturnos del paciente. La segunda aplicacion muestra un adecuado uso
de la estrategia de control 6ptimo sin restricciones para repartir la demanda de pro-
duccién de una planta industrial entre varios equipos encargados de la generacién
de vapor. Se usa un modelo linealizado de las calderas individuales. El modelo
del grupo se convierte en un sistema lineal afin. En este tratamiento también se
presentan inclusion de ruidos en el ambiente y en las mediciones de los dispositi-
vos, convirtiéndolo en un problema estocastico pero basdndose en la solucion del

control 6ptimo deterministico.

190



Este no es el fin, ni siquiera es el co-
mienzo del final. Pero, posiblemen-
te, sea el fin del comienzo.

Winston Churchill

Conclusiones y perspectivas

El trabajo realizado en esta tesis doctoral muestra una fundamentacidn tedrica
para calcular el control 6ptimo de sistemas con ciertas restricciones y la forma en
que puede ser aplicado a diferentes procesos de ingenieria, con especial énfasis en
la exploracion del uso de computacién en paralelo para el tratamiento numérico de
problemas que surgen en las aplicaciones. Se generan y validan resultados tanto
para sistemas lineales como para sistemas no lineales que presentan limitaciones
fisicas en la variable de control. Los sistemas que son tratados con mayor énfa-
sis a lo largo de la tesis, son aquéllos expresados en modelos deterministicos en
tiempo continuo (como se demarca en la figura 2.1) de dimension finita lineales y
no lineales, autbnomos o variantes en el tiempo; aunque en el capitulo 6 se estu-
dia un ejemplo con un modelo estocéstico. El problema de control dptimo busca
la minimizacién del indice de desempeiio, en general expresado como la integral
del Lagrangiano més una penalizacion final. El Lagrangiano fue considerado de
forma general. La penalizacion final de las estrategias de horizonte finito en mu-
chos de los casos fue forzada a ser cuadrética para simplificar su tratamiento, sobre
todo para resolver la ecuacidn diferencial de Riccati. Para las estrategias plantea-
das a lo largo de la tesis, las soluciones analiticas, incluso para el problema LQR,
no son posibles, por lo que se vuelve imprescindible recurrir a soluciones apro-

ximadas por intermedio de métodos numéricos (por ejemplo utilizando diferentes
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formas del método del gradiente, o a través de variaciones espaciales del control).
Al no poseer una receta que permita encontrar las trayectorias de control restricto
en tiempo real, se ensayé computacion en paralelo para realizar la busqueda a par-
tir de distintos intentos numéricos, con el fin de encontrar la mejor trayectoria de
control de los sistemas restrictos. Se obtuvieron controles subptimos en muchos
de los casos mejores que la restriccion del problema de control 6ptimo irrestricto.
Cuando se presentan estas limitaciones fisicas, el control en la mayoria de los
procesos industriales se satura, lo cual no necesariamente corresponde a la mejor
decisién o la mejor estrategia a implementar. Si la restriccién aparece limitando
zonas de operacion muy pequeias, en algunos casos puede ser solucionado cam-
biando las variables manipuladas por aquéllas que puedan operar en rangos mas
amplios, sin embargo cuando las limitaciones son ineludiblemente innatas del sis-
tema las estrategias deben ser construidas de modo que estds se tengan en cuenta
de antemano. Cuando las saturaciones son frecuentes el sistema opera como si
estuviera en lazo abierto, ya que el controlador sigue su limite mdximo o minimo
de forma independiente de la salida del controlador, hasta que ésta no regrese a su
‘zona de operacién’. Si se conocen previamente las caracteristicas de la variable
manipulada y del sistema, se pueden saber los tiempos en que se entra o sale de
la saturacién (o tiempos de conmutacién). En la tesis es posible observar como
el conocimiento de estos puntos permite también realizar diferentes variaciones

modificando los tiempos de conmutacion.

7.1 Conclusiones generales

Para sistemas lineales:

e Se trabaj6 con la modificacion de la matriz de penalizacion final para el pro-
blema fantasma, construida a partir de los valores de fase finales relacionados
con un problema irrestricto. Dicho problema sustituto tiene el mismo funcio-
nal de costo pero diferentes condicion inicial y matriz de penalizacion final

(utilizada para la solucién de la RDE).

e Se encontraron formulas algebraicas eficientes para calcular las cruciales ma-

trices «, (3 (ver ecuaciones 3.6 de la seccion 3.2), a través de la exponencial
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de la matriz Hamiltoniana H (ver 3.3). Se utilizan modificaciones novedosas
de las ideas de Van Loan [143] para la actualizacién de las matrices.

También se obtuvieron férmulas algebraicas para la determinacion de las
integrales de ciertos objetos matematicos vinculados con la actualizacién de

los pardmetros (ver ecuaciones 3.25, 3.26, 3.27) [143].

En el procedimiento de actualizacion de los valores de fase finales se evito la
integraciéon numérica de la dindmica y del funcional del costo por la incor-

poracién de ciertos objetos matemaéticos relevantes (ver subseccion 3.3.1.3).

Se realiz6 un estudio sobre problemas que pueden presentar varios periodos
regulares, analizando un ejemplo en el que se presentan dos periodos, pro-
poniendo soluciones en las cuales se hacen optimizaciones individuales de
acuerdo al ndmero de arcos regulares, pero teniendo en cuenta siempre la

reduccion total del funcional del costo (ver seccién 3.5).

Para sistemas no lineales, se trabaj6 con base a dindmicas linealizadas alrededor

de trayectorias de control y estados, para aprovechar caracteristicas de lazo cerrado

y robustez ante la aparicion de perturbaciones:

Se explord la relacion con el método del proceso fantasma utilizado en el
tratamiento de sistemas lineales. Siguiendo esa linea se lleg6 a resultados
subdptimos (ver 4.1).

Se trabajo con éxito con perturbaciones de control espaciales para la actuali-
zacion de las trayectorias de control, con lo que se arrib6 siempre a un control
sub-6ptimo mejor que el semilla. El control semilla se propone ain con el
desconocimiento del proceso en general, o de manera tedrica por intermedio
de la solucién de la HIB.

Sobre computacion en paralelo en control 6ptimo:

Se aplic6é de manera novedosa el cdlculo en paralelo a las estrategias de con-

trol 6ptimo cuando se tienen restricciones en la variable manipulada.

Se comprobaron los beneficios de distribuir la cantidad de célculos en pro-

blemas de control.
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e Realizar célculos de manera mas rdapida y eficiente permite trabajar con sis-
temas o procesos en tiempo real, como se mostré al hacer divisiones en in-

tervalos de muestra.

e Se analizaron diferentes arquitecturas de computadores y se ejecutaron calcu-
los numéricos en computadoras paralelas tanto en procesadores multintcleo,
como en los denominados cluster de procesadores (grupo de procesadores

interconectados que son utilizados como una computadora paralela).

e Se analizé y utiliz6 OpenMP para programar c6digo en maquinas de memo-
ria compartida, trabajando dos estrategias diferentes para paralelizar el pro-
blema de actualizacién de los valores de fase finales: (i) distribuyendo por
medio de secciones, y (i7) por intermedio de realizar paralelizacion sobre los

bucles involucrados en los barridos de los valores de fase finales.

e Se evidenci6 para el problema de actualizacion de los valores de fase finales
que el aumento en la dimensién n del modelo, provocaba menor eficiencia
cuando se analizaba sobre la arquitectura paralela. Empero, al observar la
ganancia total de tiempo es posible apreciar que resulta ventajoso utilizar
varios procesadores con respecto a trabajar con un solo procesador. Por lo
tanto, se puede concluir que, en casos en que se decide aumentar la precision
en los cdlculos a través de un refinamiento espacial o temporal, el cdlculo en

paralelo siempre ahorra tiempo.

e Se exhibi6 la facultad de trabajar con diferentes herramientas, lenguajes y

programas permitiendo ser vinculados a los sistemas de control.
En otros problemas de control éptimo:

e Se aplico la técnica “Programaciéon Dindmica Hibrida™ al control de niveles
de glucosa a pacientes con diabétes tipo I. El principal resultado de esta apli-
cacion es la regulacion de eventos nocturnos donde el paciente se encuentre
en hiperglucemia. Las acciones de control complementan a la bomba de

insulina continua que asiste al paciente.
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7.2

Se logré diseiiar estrategias que reducen en promedio la inyeccion de insuli-
na, al mismo tiempo que disminuye un ‘“costo médico total” entre todas las

terapias aceptables.

En la aplicacion a calderas, se diseiid una estrategia de control ptima para
cambiar dindmicamente los valores de consigna establecidos para un grupo

de unidades de servicio trabajando en paralelo para la generacion de vapor.

Se realiz6 una conversion desde un problema lineal afin a través de un cambio

de variable a un problema lineal de seguimiento.

Se demostré que estrategias de control ptimo funcionan de mejor manera
que asignaciones estdticas de la demanda para un grupo de calderas trabajan-

do en paralelo.

Se trabaj6é con un problema estocdstico con el cual se hizo frente a las per-
turbaciones generales, tales como cambios en la composicién del combus-
tible y a los ruidos de medicién, siendo posible por una aplicacién rigurosa
del principio de separacion y la adicién de un filtro de Kalman (ver subsec-
cién 6.2.1.4).

Se exhibié que los ruidos que afectan a la salida y los estados son indepen-
dientes de aquéllos que afectan otras unidades, siendo la covarianza de ruidos
entre las unidades cero. Esto permitié que los problemas de filtrado y estima-
cién puedan ser resueltos para cada unidad del grupo de forma independiente

(ver subseccion 6.2.1.3).

Algunas perspectivas

A partir de los resultados de la tesis sobre el uso de estrategias en control 6ptimo,

diversas lineas de investigacion pueden ser profundizadas, tales como:

e Se impone la extension y simulacidon de problemas que involucren un nimero

finito de arcos regulares entre pares de tiempos de conmutacion, para obtener

conclusiones mas relevantes sobre el método de optimizacion.

195



7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

e Ante la necesidad de generar trayectorias Optimas en linea con el proceso,
otra investigacién podria fomentar el estudio en paralelo de distintos Lagran-
gianos. En el caso por ejemplo del tratamiento para pacientes diabéticos tipo
1 un costo adecuado puede ser ideado para penalizar de diferente forma los
eventos de hiperglucemia y de hipoglucemia.

e En el problema de manejo de restricciones, aunque se presentaron estrategias
tanto en sistemas lineales como en no lineales, atin sigue siendo un problema
abierto, mds teniendo en cuenta que estos tratamientos se vuelven numéri-
cos cuando las limitaciones aparecen. Es posible entonces plantear nuevos
métodos numéricos para los problemas restrictos, algunos utilizando calculo
en paralelo para encontrar soluciones 6ptimas, y sea posible comparar los
resultados.

e Utilizar estrategias MPC para el control de nivel de glucemia mediante el
suministro de insulina en pacientes diabéticos tipo 1, pero en este caso aso-
ciando el denominado control por zonas, sujeto a restricciones con costos
asimétricos, en el que se penalicen las desviaciones respecto a los rangos

seguros de operacion.

e En problemas no lineales el uso de computacion en paralelo resulta ttil tanto
para mejorar la eficiencia en las evaluaciones de la dindmica como para de-
terminar los costos y los gradientes de los costos asociados a la evaluacion
de diferentes puntos de operacion, seleccionados después de realizar una li-
nealizacion del modelo para satisfacer exigencias de control (restricciones en
la variable manipulada), en el que se represente adecuadamente una zona de
operacion del sistema no lineal tratado, y tomando en cuenta el modelo que

mads se aproxima a el comportamiento real del sistema no lineal.
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Calculo de Integrales
Expresadas con Matrices
Exponenciales

Las integrales (3.19 y 3.21) pueden obtenerse de forma casi inmediata de acuer-

do a [143], es necesario Unicamente expresar adecuadamente las matrices involu-

cradas.

A.1 Integral 3.20

t
\il(t,T) = /\IJI(O',T)QQA(U_T)dO'

t o
— / (/ 6A’(cr—s)ds) QeA(cr—T)do.
t o
= {/ (/ e_A/Sds) eA/”QeA”da} e A7, (A.1)

utilizando integracion por partes

/u-{idazu-v—/u-vda, (A2)
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A. CALCULO DE INTEGRALES EXPRESADAS CON MATRICES
EXPONENCIALES

con
o
Al . ’
u:/ e Ads, v = et Qe
T

Para u se tiene que

(o
A/
T /eAsds
T
o—T
Al
— / e A(S+T)d$
0

= (/ e_A/sds) e AT (A.3)
0
vir) = ([ e eren
0

W' (t, T) (e‘A/(t_7)> = / e~ ds, (A4)
0

teniendo que

reemplazando la ecuacion (A.4) en (A.3) se obtiene

w=U(t,1) (e—A’“—T)) AT = W (¢, 7) (e—A’t> . (A.5)
Para obtener v se procede de la siguiente forma
t /
vo= / eV7Qe do
Tt—T ,
— / 6A (O’+T)Q6A(O'+T) do
0
/ t=7 /
— eAT (/ 6A cheAcrdo.) eAT
0
= ATt 1) (A.6)

De las ecuaciones (A.5 y A.6) se obtiene |u - v] de la ecuacion (A.2), y multipli-

cando por el e~47 faltante respecto a (A.1) queda

[u-v]e 7 = W'(t, ) (e‘A/t> e (t, ) e AT = W (¢, T)e VTt 7).
(A7)
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A.1 Integral 3.20

Retomando (A.2) y multiplicando por el e=“7, la segunda parte de la ecuacién
se define como sigue:

t
(/ U-v da) e AT = (/ / — Ao Al sQeAsdsda)
— (/ —A’(U—S)QeAsdsdo_) e—AT
(/ / —A’(U—I—T)eA’SQeAsdsdo_) e A
0

e_A (o=s QeAsdsda) (A.8)

Definiendo A
= / / e )M dsdo, (A.9)
o Jo

cuyo valor puede ser obtenido convenientemente conforme a la matriz exponen-
cial (3.24). La matriz relacionada \if(t, 7) queda determinada en (3.27) por las ecua-
ciones (A.7y A.9).
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Codigos de calculo en
paralelo

En este apéndice se incluyen los c6digos fuentes para trabajar los problemas en
arquitectura paralela estudiados en el capitulo 5 correspondientes al frenado 6ptimo
de un tren y a un proceso de laminacion con actualizacion de los valores de fase

finales.

B.1 Caédigos para el primer acercamiento, caso de es-
tudio: frenado 6ptimo del tren

B.1.1 Cédigo en MATLAB con las divisiones de los intervalos de

muestra

En este programa se muestra el cédigo fuente utilizado en MATLAB para trabajar
de manera local, con un ¢y = 10 y realizando una division de intervalos de muestra
de duracién At = 1.

Configuracion local:

pmode start 3
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B. CODIGOS DE CALCULO EN PARALELO

Cadigo B.1: Pmodebidimensional
% Inicializacion del Programa
clear all
cle
global AB R QW X0 Pv Ptemp tspan Th Umin Umax n Xre Usat

mpiprofile on

% problema bidimensional

n=2;

% Tiempo horizonte
Th = 10;

TO = 0;

% Datos para el problema bidimensional

A = [0 1/Th;0 0];
B = [0; 1/Th];

Q = 10x[1 0;0 1];
R = 0.5;

S = 100x[1 0; O 17;

% Trabaja hasta con 15 decimales
format long

% Divisiones para obtener la solucion en los intervalos de
% muestra fijos de 1
divf=1;

% divisiones
div=0.01;

% Cotas del control
Umin = 0;
Umax = 3;

%W
W = Bxinv(R)*B’;

% tspanr
tspanf=[TO:divf:Th];
% tspan

tspan = [TO:div:Th];

% Condicion inicial
X0 = [1;—17;

% Matriz S vectorizada
Sv = S(:);
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B.1 Cédigos para el primer acercamiento, caso de estudio: frenado 6ptimo

del tren

% Solucion del problema de Ricatti

% Vector solucion de P como un unico vector, P vectorizado
[Tspan Pv] = oded45(  Ricattib’,fliplr (tspanf),Sv);

Pv = flipud (Pv);

% Desde aca necesito realizar el ciclo para que se
% utilice solo una ode subdivision

sub = Th/divf;

barri = fix ((1/div));

% Utilizo barri para el almacenamiento de los estados ,
% es igual al tamano del vector en cada pasada

Ptemp = Pv(1,:);

flag = 0;

flag2 = 0;

% Reordenamiento del vector para la multiplicacion matricial
P = reshape (Ptemp, size (A));

% Control semilla
U = —Thxinv (R)*B’*xPxX0;

% Control son las cotas de saturacion
Usat = min(max (U, Umin) ,Umax);

% Para manejar la variable guardada
aux =0;

aux2=2;

aux3=1;

Ualma = zeros(1,11);

Ualma(1)=Usat;

numlabs ;
for i=1:1:sub;

tiempoinipre = clock;

tiempoinipost = clock;

if labindex==1
tiempoinipl = clock;

% Condicion inicial para el estado en la primera

% toma de muestreo

% Recibe el valor de control U desde el otro lab
if (i>1)
Usat=labReceive (2,21);

end

if i==1
suma = 0;

end
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102

103 tspanl =[flag:div:flag+(Th/sub)];
104 [T XL] = oded45(’statebmue’ ,tspanl ,[X0;0]);
105

106 % Obtencion de la X separada del lagrangiano
107 X = XL(:,[1l:n]);

108

109 % Almacenado de X

110 Xalma ((aux*barri+1):(auxxbarri+l)+barri ,1:n) = X;
111

112 L = XL(length(T),n+1);

113 suma = suma + L;

114

115 % Talma((auxxbarri+1):(auxxbarri+1)+barri,l1)=T;
116 aux=aux+1;

117

118 XO=transpose (X(barri+1,:))

119

120 % Aca se debe mandar el estado X0

121 labSend (X0,2,20);

122

123 % Se realiza la asignacion del nuevo estado X0 para la proxima
124 % corrida

125

126 flag=flag +(Th/sub);

127

128 if i==sub

129 Xfinal = XL(length(T),[1:n])";

130 % costo total

131 J = suma + Xfinal *xS*Xfinal

132 end

133

134 tiempofinpl = etime(clock ,tiempoinipl)
135 end

136

137 if labindex==2

138

139 tiempoinip2 = clock;

140 if (i==1)

141 Xre=X0;

142 end

143

144 % Timer de tiempo(Para calculo del control)

145 tiempo_muestra = timer (’TimerFcn’,’ stat=false;’,’ StartDelay’ ,0.5);
146 start (tiempo_muestra)

147 stat=true ;

148

149 % Reordenamiento del vector para la multiplicacion matricial
150 P = reshape (Ptemp, size (A));

151

152 % Control a mandar si no realiza el promedio en el delta
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B.1 Cédigos para el primer acercamiento, caso de estudio: frenado 6ptimo

del tren

Umo = min(max(—Thx*inv (R)*B’*PxXre ,Umin) ,Umax);

Ptempv=Ptemp (:);
% Para mirar la cantidad de veces que realiza la ode
count_ode = 0;
1=div;
tic
while (stat==true)&&(count_ode <=50)

tspanc=[flag2:1:flag2+(Th/sub)];
% Solucion de la ode para la prediccion
[7,XPcon] = oded45(’statecon’ ,tspanc ,[ Xre;Ptempv]);

if (stat==true)
Xcon=XPcon(:,1:n);
Pcon=XPcon(: ,n+1:2%xn+2);
% Tamano del vector
M = length (Xcon);

% Para visualizar en cada corrida hasta que ode realiza
tama(i) = M;

% Inicializar contador y promedio
countl =0;
promedio=0;

for m=1:M
P=reshape (Pcon(m,1:2x*n),size(A));
Xp=transpose (Xcon(m,1:n));
Up = —Thxinv (R)*B’«P*Xp;
promedio = promedio+Up;
countl = countl +1;
end

promedio/countl ;
count_ode = count_ode+1;
1=1/2;

end
end

Xul=transpose (Xcon(length (Xcon),1:n))

switch aux3

case 1
Xdcl=Xcon;

case 2
Xdc2=Xcon;

case 3
Xdc3=Xcon;

case 4
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204 Xdc4=Xcon;
205 case 5

206 Xdc5=Xcon;
207 case 6

208 Xdc6=Xcon;
209 case 7

210 Xdc7=Xcon;
211 case 8

212 Xdc8=Xcon;
213 case 9

214 Xdc9=Xcon;
215 case 10

216 Xdc10=Xcon;
217

218 end

219

220 time = toc;

221

222 if (I1—time >0)

223 U = promedio/countl
224 Usat = min(max (U, Umin) ,Umax);
225

226 % Ualma=Usat; Almacenamiento del control para la utilizacion
227 % posterior

228 Ualma(aux2) = Usat;
229

230 else

231 Ualma(aux2) = Umo;
232

233 end

234

235 flag2=flag2+divf;

236 aux2=aux2+1;

237 aux3=aux3+1;

238

239  %Aca se debe recibir el estado X0
240 Xre=labReceive (1,20);
241

242 Ptemp = Pv(i+1,:);

243 stat ;

244

245 % Aca se debe enviar el valor del control U nuevo que recalcula
246 % este worker

247

248 if (1—time >0)

249 labSend (Usat ,1,21);
250 else

251 labSend (Umo, 1 ,21);
252 end

253

254 wait(tiempo_muestra)

222



255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305

B.1 Cédigos para el primer acercamiento, caso de estudio: frenado 6ptimo

del tren

tiempofinp2 = etime(clock ,tiempoinip2)
delete (tiempo_muestra)

end

if labindex==3

if i==1
% Matriz calculada con la variacion de S con el gradiente
Sac = [64.94 —2.11; —2.11 99.99];

% Matriz S vectorizada
Sacv = Sac(:);

% Solucion del problema de Ricatti

% Vector solucion de P como un unico vector, P vectorizado
[7, Pacv] = oded45(’ Ricattib’,fliplr (tspanf),Sacv);
Pacv = flipud (Pacv);

tspanl=[flag:div:flag+(Th/sub)];
[T XL] = oded45(’statebmuecos’ ,tspanl ,[X0;0]);

X XL(:,[1:n]);
L XL(length(T),n+1);
sum = sum + L;

X0 = transpose (X(barri+1,:));

% Reordenamiento del vector para la multiplicacion matricial
P = reshape(Pacv(i+1,:),size(A));

% Control
Usat = min(max(—Thxinv (R)*B’*P*xX0,Umin) ,Umax);

Ualma(aux2) = Usat;
aux2 = aux2+(Th/sub);
flag = flag + (Th/sub);

if i==sub
Xfinal = XL(length(T),[1:n])";
% costo total

J = sum + Xfinal ’*«SacxXfinal

end
end

tiempofinpre = etime(clock ,tiempoinipre)
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% Tiempo de espera para sincronizar
pause(l—tiempofinpre)
tiempofinpost = etime(clock,tiempoinipost)

end

if labindex==2
concatena
end

mpiprofile off
mpiprofile viewer

B.1.2 Cédigo en C++ para estudiar la evolucion del costo ante el

refinamiento en la division de los intervalos de muestra

Este programa exhibe el cddigo fuente utilizado en el cluster para el problema
trabajado realizando la division en intervalos de muestra, inicialmente con un valor
de At = 1. Seincluy6 la cabecera mpi . h que permite el uso estandar de librerias
de paso de mensajes. En el programa se utilizaron funciones de comunicacién
punto a punto para comunicar entre si a los dos procesadores reservados, uno para
la emulacién del modelo y otro para el cdlculo del control.

Para la compilacion y ejecucion del programa son necesarios los siguientes

comandos:

$ mpicxx bidimensionalC.cpp —-o Cpar.bin

$ mpiexec —-f machi.dat -n 2 Cpar.bin

Cédigo B.2: Bidimensional C++

/% Problema bidimensional
The cheapest stop of a train
Version MPI

John Anderson Gémez Miinera
*/

#include <iostream>

#include <boost/numeric/odeint.hpp>
#include <boost/numeric/ublas/vector.hpp>
#include <boost/numeric/ublas/matrix .hpp>
#include <boost/numeric/ublas/io.hpp>
#include <fstream>

#include ”gnuplot_i_calnum.h”
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B.1 Cédigos para el primer acercamiento, caso de estudio: frenado 6ptimo

del tren

#include <cmath>

#include <iomanip>
#include <fstream>
#include “algebralineal .h”
#include <mpi.h>

using namespace CALNUM;

#define SLEEP.LGTH 3 //la figura permanece 10 segundos en pantalla

typedef boost::numeric::ublas::vector< double> state_type;

using namespace std;
using namespace boost::numeric:: odeint;
using namespace boost::numeric:: ublas;

//Variables globales
int dim = 100;

double pl1[101] {0};
double p2[101] = {0};
double p3[101] = {0};

double p4[101] = {0};
float Usat;

double x1[11] = {0};
double x2[11] = {0};

//Prototipos de funciones

void rica( const state_type &p , state_type &dpdt

void write_rica ( const state_type &p ,

void inverso (double xpl, double xp2, double xp3,

void write_txt (double xpl, double xp2,

>

double t);

const double t);

double =*p3,

double xp4);

double xp4);

void statebmue( const state_type &x , state_type &dxdt , double

void write_state ( const state_type &x

, const double t);

void rica( const state_type &p , state_type &dpdt

>

double t)

{

dpdt[0] = —1x( 0.2%xp[1]*xp[2] — 1 );

dpdt[1] = —1%(0.2%p[1]*p[3] — O0.1%xp[0]);

dpdt[2] = —1%(0.2%p[3]*p[2] — O0.1xp[0]);

dpdt[3] = —1x( 0.2%p[3]*p[3] — O.1xp[2] — O.1xp[1] — 1);
}

void write_rica ( const state_type &p ,

{

static int i = 0;

const double t)

cout << t << "\t’ << p[0] << "\t’ << p[1] << "\t* \
<< pl2] <<\ t'<<p[3l<< "\t << i << endl;

pl[i] = p[O];
p2[i] = p[1];
p3[i] = p[2];
p4[i]l = p[3];
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i++;

void inverso (double xpl, double xp2, double *xp3, double xp4)
{
//int dim =100,
for(int 1 = 0; 1 < dim; 14+, dim— )
{
double auxl = pl[1];
double aux2 = p2[1];
p3[11];
p4lll;

double aux3
double aux4

pl[1] = pl[dim];
p2[1] = p2[dim];
p3[1] = p3[dim];
p4[1] = p4[dim];

pl[dim] = auxl;
p2[dim] = aux2;
p3[dim] = aux3;
p4[dim] = aux4;

void write_txt(double *pl, double xp2, double xp3, double xp4)
{
static float tt=0;
FILE xERica;
ofstream fout(”datos.txt”);
fout << "PI\t” << "P2\t” << "P3\t” << "P4\t” << endl;
ERica = fopen(” Ricatti.txt”,”w”);
for(int 1=0; I<=dim; 1++)
{
fprintf (ERica,” %\t A\t .\t %\t %\ t\n.",tt , pl[1], p2[1], p3[1], p4[l]);
fout <<tt<<’\t’<< pl[1] << "\ t"<< p2[l]<< "\ t"<<p3[1] <<\ t"<< p4[ll<<endl;
tt+=0.1;
}
fclose ( ERica);
fout.close ();

}
//Solucion de la ecuacion de estados en el primer procesador
void statebmue( const state_type &x , state_type &dxdt , double t)
{
dxdt[0] = (0.1 * x[1]);
dxdt[1] = (0.1 % Usat);
}

//Se obtienen los valores de los vectores de estado
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del tren

void write_-

{

state ( const state_type &x

static int i = 0;
x1[1] = x[0];
x2[1] = x[1];

i++;

int main(int argc, char xxargv)

{

state_type p(4);

pl0] = 100; p[1] = 0; p[2] = 0; p[3]

, const double t)

= 100;

typedef runge_kutta_dopri5S< state_type> stepper;

integrate_const (make_dense_output<stepper >(1E—6 ,1E—6),rica ,p\

,0.0,10.0,0.1, write_rica);

inverso(pl ,p2 ,p3., p4);
cout <<’\n’;

int nd =

Vector<double>

for(int 1

cout << pl[1] <<’\t’ << p2[1] <<’\t’ << p3[1] <<’\t* \

(sizeof (pl)/sizeof (pl[0]));
t(nd), ppl(nd), pp2(nd), pp3(nd), pp4(nd);

= 0; l<nd;1++){

<< p4[l1] <<’ \t'<<1*0.1<<endl;

t[1] =

ppl (1)

pp2(1)

pp3(1)

pp4 (1)
}

cout <<"\mnsize:\t” <<

1%x0.10;

plll];
p2[11;
p3[11;
p4lll;

write_txt(pl, p2, p3, p4 );

//Dibujo de puntos yy versus Xxx

gl.
gl.
gl.
gl.

Gnuplot gl = Gnuplot ();

set_style (”lines”);
set_xlabel ("t”);
set_ylabel ("P”);
plot_xy (t, ppl, "P1.”);

nd << endl;

sleep (SLEEP.LGTH );

gl.plot_xy(t, pp2, "P2.”);

sleep (SLEEP.LGTH);

gl.plot_xy(t, pp3, "P3.”);

sleep (SLEEP.LGTH );

gl.plot_xy(t, pp4, "P4.”);

sleep (SLEEP.LGTH );

//la figura permanece SLEEP_LGTH segundo

//declaraciéon de algunas

int Th = 10;

constantes ,
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167 int TO = 0;

168

169 //divisiones

170 double div = 0.01;

171

172 // cotas de control

173 float Umin = O0;

174 float Umax = 3;

175 int sub = Th;

176 float barri = 1/div;

177 double flag = 0;

178 float flag2= 0;

179 float R = 0.5;

180

181 //B transpuesto

182 matrix <double> Bt (1,2);

183 Bt(0,0) = 0;

184 Bt(0,1) = —2;

185

186 //X0 semilla

187 matrix <double> X0 (2,1);

188 X0(0,0) = 1;

189 X0(1,0) = —1;

190

191 //Xre para la multiplicacion;
192 matrix <double> Xre (2,1);

193

194 // Ricatti semilla

195 matrix <double> Ps(2,2);

196 Ps(0,0) = ppl(1);

197 Ps(0,1) = pp2(1);

198 Ps(1,0) = pp3(1);

199 Ps(1,1) = pp4(1);

200

201 // Ricatti para multiplicar en el procesador 2
202 matrix <double> Ptem (2 ,2);

203

204 matrix <double> tem = prod(Ps,X0);
205 // float teml = —Thx(1/R);

206

207 // control semilla

208 matrix <double> U = prod (Bt,tem);
209

210 float Us = U(0,0);

211

212 Usat = min(max(Us,Umin),Umax);
213

214 //Manejo de variables guardadas
215 int aux = 0;

216 int aux2 = 2;

217 int aux3 = 1;
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B.1 Cédigos para el primer acercamiento, caso de estudio: frenado 6ptimo

del tren

Vector<double> Ualma(Th+1);

//Para recibir

float Xrel, Xre2;

//int ierror;

int myid; /xIdentificador del procesox/

int size; /% Numero de procesosx*/
double startwtimel = 0.0, startwtime2=0.0, \

endwtimel , endwtime?2 ;

int tag=0;
int tagl=1;

int source ,dest

5

// Contadores de tiempo de inicio

//Ininiar el vector de estados

state_type x(2);
MPI_Status status;
MPI_Init(&argc,&argv);

MPI_Comm_rank (MPLCOMM_WORLD, & myid );
MPI_Comm_size (MPLCOMM_WORLD, & size );

for (int i = 0;
{
if (myid == 0)
{
startwtimel
source = 1;
dest =1 ;

if(i>1)

i <= sub; i++)

= MPI_Wtime ();

Usat = MPI_Recv(&Usat,1 ,MPILFLOAT,1 ,tag ,MPLCOMM_WORLD,& status );

x[0] = X0(0,0); x[1] = X0(1,0);
typedef runge_kutta_dopri5< state_type> stepper;

integrate_const( make_dense_output< stepper >(1E-6 ,1E—6) , \

statebmue , x , flag , flag+ 1.0 , 0.1, write_state );

int ndest

= (sizeof(x1)/sizeof(x1[0]));

cout << ”Estado.final.pasada:.” << x[0] << endl;
Vector<double> tst(ndest), xxl(ndest), xx2(ndest), Usatv(ndest);

for(int 1

= 0; I<ndest;l++){

cout << x1[1] <<’\t7 << x2[1] <<\t <<flag + 1x0.1<<endl;

tst[1]

flag+1%0.10;

xx1[1] = x1[117;

xx2[1] = x2[117;

Usatv[1] = Usat ;

}
MPI_Send(&x,2 ,MPI.DOUBLE,1 ,tagl ,MPLCOMM_WORLD) ;
flag = flag + (1l/sub);//Para aumentar el intervalo de muestra
X0(0,0) = x[0]; \
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269 X0(1,0) = x[1];
270 //Se reasignan los valores para la préxima pasada, los estados
271 //quedan con el idltimo valor de la solucién de la ODE

272

273 //Dibujo de puntos X "Estados” versus t "tiempo”
274 Gnuplot g2 = Gnuplot ();

275 g2.set_style (”lines”);

276 g2.set_xlabel (”t”);

277 g2.set_ylabel ("X”);

278 g2.plot_xy (tst, xx1, ”X17);

279 g2.plot_xy (tst, xx2, ”"X27);

280 g2.plot_xy (tst , Usatv, ”Control”);

281

282 endwtimel = MPI_Wtime (); // Calciilo del tiempo del procesador 1
283 sleep (SLEEP.LGTH);

284 //la figura permanece SLEEP_LGTH segundo

285

286 cout << "Tiempoodenejecucidnuprocesadorol:n” << \
287 startwtimel —endwtimel << endl;

288 }Y//Acd sale del procesador 1

289

290 if (myid == 1)

291 {

292 startwtime2 = MPI_Wtime ();

293 if (i = 1){

294 Xre = X0;

295 Ptem = Ps;

296 }

297 tem = prod(Ptem, Xre);

298 //control semilla

299 U = prod(Bt,tem);

300 Us = U(0,0);

301 Usat = min(max(Us,Umin) ,Umax);

302

303 source = 0;

304 dest = 0;

305 //Para recibir el estado

306 MPI_Recv(&x,2 ,MPI.DOUBLE, source ,tagl ,MPLCOMM_WORLD,& status );
307

308 //Para rearmar P

309 Ptem (0,0) = ppl(10xi + 1);

310 Ptem(0,1) = pp2(10xi + 1);

311 Ptem(1,0) = pp3(10xi + 1);

312 Ptem(1,1) = pp4(10xi + 1);

313

314 MPI_Send(&Usat ,1 ,MPI.FLOAT, dest ,tag ,MPLCOMM_WORLD)) ;
315 endwtime2 = MPI_Wtime ();

316 }//Fin del procesador 2

317 }Y//Cierre del for de intervalos

318 MPI_Finalize ();

319 return 0;

230



320

—_ =
— O 0O ® N N kWD =

L) W W L L W NN NN NN NN = = = = = = — —
N A W N = O 0V 0NN kA WN~O\WVWOoK O U W

B.1 Cédigos para el primer acercamiento, caso de estudio: frenado 6ptimo
del tren

}

B.1.3 Cédigo en MATLAB para el problema fantasma

Este programa muestra el c6digo de MATLAR al trabajar el problema fantasma
buscando los valores de fase finales ocultos y sin dividir en intervalos de tiempo.

Para habilitar la seccion paralela como configuracion local se utiliza el comando:

pmode start 4

Cédigo B.3: Fantasma

% Bidimensional , problema del tren resolucion

%a traves del Problema fantasma

cle
clear
global AB R QW Th Umin Umax n Pv tspan Upl Up2 Up3 Up4 UpS5 Up6 Up7 Up8;

tic
% problema bidimensional

n=2;

% Tiempo horizonte
Th = 10;
TO = 0;

% Datos para el problema bidimensional
A = [0 1/Th;0 0];
B = [0; 1/Th];

Q = 10x[1 0;0 1];
R = 0.5;
S = 100x[1 0; O 17;

% Matriz de penalizacion inicial
Sini = 1x[1 0; 0 1];

% Cotas del control
Umin = 0;
Umax = 3;

% Trabaja hasta con 15 decimales
format long

% Estados iniciales
X0 = [1;—17;
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%W
W = Bxinv(R)*B’;

% divisiones

div = 0.01;

% tspan

tspan = TO:div:Th;

% Matriz S vectorizada
Sv = S(:);

% Solucion del problema de Ricatti

% Vector solucion de P como un unico vector, P vectorizado
[Tspan Pv] = oded45(’ Ricattib’,fliplr (tspan),Sv);

Pv = flipud (Pv);

% Costo semilla inicial
JO = 0;

% Solucion de la ecuacion de estados
[T, XJ] = oded45(’ statef’ ,tspan ,[X0;J0]);

Xfinalseed = XJ(length(T),1:n)’;
Lambdafinalseed = 2xSxXfinalseed ;

% %

% % *

% % |

% % |<——— h———>|
% % A———@—x
% % |

% % *

9% El valor de h es la separacion(variacion) de la semilla
9% En X(Estados)

h=0.1;

% % *

% % |

% % |<——— k———>|
% % A———@—x
% % |

% % *

% El valor de k es la separacion(variacion) de la semilla
9% En lambda
k = 0.5;

% Definicion de epsilon para {Xn;Lan} = {Xv;Lav} — epsilonxgrad(J)

epsilon = 2e—3;
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del tren

% Inicializacion de los gradientes
Jt = zeros(1,8,codistributorld());

% Iteraciones
iter = 30;

% Jalma inicializacion del vector para el costo
Jalma = zeros(8,iter);

% Inicializacion de los vectores del gradiente
dJX1 = zeros(1l,iter);
dJX2

zeros (1 ,iter);

dJL1 zeros (1 ,iter);
dJL2 = zeros(l,iter);

for i = 1:iter

for j = drange (1:8) % Comando para distribuir en los

if (labindex==1)

rho = Xfinalseed + [h 0]’;
mu = Lambdafinalseed;

% Calculo de la nueva S condicion final

Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));
Snv = Sn(:);

9% Calculo de la nueva u(final)
uff = —(R"—1)*B’*Snxrho;

% Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia
[, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);

% Obtencion del control
Upl = flipud (PXU(:,4*xn—1));

% Costo
Cco = 0;

% Ecuacion de estados resuelta hacia adelante
[Tha,XJp] = oded45(’statefp’ ,tspan ,[X0;C0]);

% Estados finales
Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

% Costo de trayectoria
Jpl = XJp(length (Tha),n+1);

% Costo debido a la penalizacion final
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138 Jp2 = Xfinal *xSxXfinal;

139

140 % Costo total

141 Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

142

143 end

144

145 if (labindex==2)

146 rho = Xfinalseed — [h 0]’;

147 mu = Lambdafinalseed;

148

149 % Calculo de la nueva S condicion final
150 Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));

151 Snv = Sn(:);

152

153 % Calculo de la nueva u(final)

154 uff = —(R"—1)*B’*Snxrho;

155

156 % Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia atras
157 [, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);
158

159 % Obtencion del control

160 Up2 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

161

162 % Costo

163 Co = 0;

164

165 9% Ecuacion de estados resuelta hacia adelante
166 [Tha,XJp] = oded45(’ statefp2’ ,tspan,[X0;CO0]);
167

168 % Estados finales

169 Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

170

171 % Costo de trayectoria

172 Jpl = XJp(length(Tha),n+1);

173

174 % Costo debido a la penalizacion final
175 Jp2 = Xfinal *+«S*xXfinal;

176

177 % Costo total

178 Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

179

180 end

181

182 if (labindex==3)

183 rho = Xfinalseed + [0 h]’;

184 mu = Lambdafinalseed;

185

186 % Calculo de la nueva S condicion final
187 Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));

188 Snv = Sn(:);
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del tren

9% Calculo de la nueva u(final)
uff = —(R"—1)*B’*Snxrho;

% Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia atras
[, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);

% Obtencion del control
Up3 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

% Costo
Cco = 0;

% Ecuacion de estados

resuelta hacia adelante

[Tha,XJp] = oded45(’statefp3’ ,tspan ,[X0;CO0]);

% Estados finales

Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

% Costo de trayectoria

Jpl = XJp(length (Tha),n+1);

% Costo debido a la penalizacion final

Jp2 = Xfinal *+«S*xXfinal

% Costo total
Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

end

if (labindex==4)

5

rho = Xfinalseed — [0 h]’;

mu = Lambdafinalseed;

% Calculo de la nueva S condicion final
Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));

Snv = Sn(:);

9% Calculo de la nueva u(final)
uff = —(R"—1)*B’*Snxrho;

% Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia atras
[, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);

% Obtencion del control
Up4 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

% Costo
Cco = 0;

% Ecuacion de estados

resuelta hacia adelante
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240 [Tha,XJp] = oded45(’ statefp4’ ,tspan,[X0;CO0]);
241

242 % Estados finales

243 Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

244

245 % Costo de trayectoria

246 Jpl = XJp(length(Tha),n+1);

247

248 % Costo debido a la penalizacion final
249 Jp2 = Xfinal *+«S*xXfinal;

250

251 % Costo total

252 Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

253

254 end

255

256 if (labindex==5)

257 rho = Xfinalseed;

258 mu = Lambdafinalseed + [k 0]’;

259

260 % Calculo de la nueva S condicion final
261 Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));

262 Snv = Sn(:);

263

264 % Calculo de la nueva u(final)

265 uff = —(R"—1)*B’*Snx*rho ;

266

267 % Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia atras
268 [, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);
269

270 % Obtencion del control

271 UpS5 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

272

273 % Costo

274 Co = 0;

275

276 9% Ecuacion de estados resuelta hacia adelante
277 [Tha,XJp] = oded45(’ statefp5S’ ,tspan,[X0;CO0]);
278

279 % Estados finales

280 Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

281

282 % Costo de trayectoria

283 Jpl = XJp(length(Tha),n+1);

284

285 % Costo debido a la penalizacion final
286 Jp2 = Xfinal *xSxXfinal;

287

288 % Costo total

289 Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

290
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del tren

end

if (labindex==6)
rho = Xfinalseed;
mu = Lambdafinalseed — [k 0];

% Calculo de la nueva S condicion final
Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));
Snv = Sn(:);

9% Calculo de la nueva u(final)
uff = —(R"—1)*B’*Snxrho;

% Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia
[, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);

% Obtencion del control
Up6 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

% Costo
Cco = 0;

% Ecuacion de estados resuelta hacia adelante
[Tha,XJp] = oded45(’ statefp6’ ,tspan ,[X0;CO0]);

% Estados finales
Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

% Costo de trayectoria
Jpl = XJp(length (Tha),n+1);

% Costo debido a la penalizacion final
Jp2 = Xfinal ’x«SxXfinal;

% Costo total
Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

end
if (labindex==7)
rho = Xfinalseed;
mu = Lambdafinalseed + [0 k]7;
% Calculo de la nueva S condicion final
Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));
Snv = Sn(:);

9% Calculo de la nueva u(final)
uff = —(R"—1)*B’*Snxrho;

% Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia
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342 [, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);
343

344 % Obtencion del control

345 Up7 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

346

347 % Costo

348 Co = 0;

349

350 9% Ecuacion de estados resuelta hacia adelante
351 [Tha,XJp] = oded45(’ statefp7’ ,tspan,[X0;CO0]);
352

353 % Estados finales

354 Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

355

356 % Costo de trayectoria

357 Jpl = XJp(length(Tha),n+1);

358

359 % Costo debido a la penalizacion final

360 Jp2 = Xfinal *xSxXfinal;

361

362 % Costo total

363 Jt(j) = Jpl + Jp2 ;

364

365 end

366

367 if (labindex==8)

368 rho = Xfinalseed;

369 mu = Lambdafinalseed — [k 0]’;

370

371 % Calculo de la nueva S condicion final

372 Sn = (1/2)*((musmu’)/(rho’*mu));

373 Snv = Sn(:);

374

375 % Calculo de la nueva u(final)

376 uff = —(R"—1)*B’*Snx*rho ;

377

378 % Ecuacion de resolucion para obtener el control hacia atras
379 [, PXU] = oded45( @Ratras, fliplr (tspan),[Snv;rho;uff]);
380

381 % Obtencion del control

382 Up8 = flipud (PXU(:,4*xn—1));

383

384 % Costo

385 Co = 0;

386

387 9% Ecuacion de estados resuelta hacia adelante
388 [Tha,XJp] = oded45(’ statefp8’ ,tspan,[X0;CO0]);
389

390 % Estados finales

391 Xfinal = XJp(length(Tha),1:n)’;

392
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B.2 Paralelizacion con OpenMP. Problema de reduccion del costo por
actualizacion de los valores de fase finales 3.1

% Costo de trayectoria
Jpl = XJp(length (Tha),n+1);

% Costo debido a la penalizacion final
Jp2 = Xfinal ’x«SxXfinal;

% Costo total
Jt(j) = Jpl + Jp2

end
end
% Recoleccion de los gradientes
Jalma (:,i) = gather(Jt)’;

% Uso de la diferencia centrada

%

% {J(X(T)+ h) — J(X(T) — h)}/(2h)
%

% Derivada respecto a la coordenada X1
dJX1(i) = (Jalma(l,i)— Jalma(2,i))/(2*h);

% Derivada respecto a la coordenada X2
dJX2(i) = (Jalma(3,i) — Jalma(4,i))/(2xh);

% Derivada respecto a la coordenada X1
dJL1(i) = (Jalma(5,i)— Jalma(6,i))/(2xk);

% Derivada respecto a la coordenada X2
dJL2(i) = (Jalma(7,i) — Jalma(8,i))/(2xk);

% calculo de los estados para la proxima corrida
Xfinalseed = Xfinalseed — epsilon*[dJX1(i) dIJX2(i)]’;
Lambdafinalseed = Lambdafinalseed — epsilon*[dJL1(i) dJL2(i)]’;

end
toc

B.2 Paralelizacion con OpenMP. Problema de reduc-
cion del costo por actualizacion de los valores de fase
finales 3.1

Inicialmente se presenta el cédigo principal en el cual se hace la definicién del
modelo estudiado y también el cddigo fuente que contiene las funciones utilizadas

para el calculo del problema.
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B.2.1 Programa principal para el problema de dimension n =
100

El programa principal para el c6digo fuente presentado es el correspondiente al de
dimensioén n = 100, aunque para las variaciones de las diferentes dimensiones es

suficiente con cambiar el n, el h y utilizar una semilla apropiada.

Cédigo B.4: Principal

—_ =
— O 0O 0 N N kWD =

BB W W W W W W LW W W W N NN DD NN NN NN e e e e e e e
— O 0 X NN R WD = O 0 0INN R WD~ OO 0N R W

// John Anderson Gémez Miinera
#include “funciones.hpp”

//Declaracidon de variables
n=100;

H(2%n,2%n);

S(n,n);
A(n,n);
Q(n,n);
B(n,1);
X0(n,1);
double Umin,

int
mat
mat
mat
mat
vec
vec
Umax, tf, R, dt;
// Todo el vector X

mat X(n+1,5001);
y 101 es
//Variable de estados para la

la divisién de las

//tiene dimensiones como
muestras en la

integracidn,

globales

n+l porque incluye
ode

usando odeint

typedef vector<double> state_type;

int main (int argc, char sxargv) {

wall_clock timer;
timer. tic ();

omp_set_num_threads (1);

Umin = —1.5, Umax = —0.5, tf
R = 100.0;
dt = 0.0001;

vec X0JO(n+1,1);

//variables del problema

double VO = 1.0; //velocidad

double h = 0.10; // Pasos de

double a = 1.001; // peso en
de calor por conduccién

double theta_a =

double theta_0 =

// estados finales
vec Xf;

700; // temperatura

= 0.5;

cerca del estado estable
discretizacion
la ecuacién del coeficiente de

20; //temperatura ambiente

inicial
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B.2 Paralelizacion con OpenMP. Problema de reduccion del costo por
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//Inicializando el problema
// matriz A

A.zero
for (i
A(k,
A(k,
}
A(n—1,
A(n—1,

//vect
for (i

B(k)
}

s ()

nt k = 0; k < n—1 ; k++){
k) = ((VO/h)—a);

k+1) = —(VO/h);

n—1) = —(a+(V0/h));

n—2) = (VO/h);

or B

nt k = 0; k < n; k++){

= ((a/VO)*(theta_0—theta_a)xexp(—(a/V0)xk));

// Condicion inicial

X0. one
X0 =1

s()s
00%xXO0;

//Condicion inicial y
X0J0.zeros ();

X0JO(span(0,n—1)) = X0

// matriz de penalizacion final

S =15

* eye(n,n);

//S.print(”S:7);

// matriz de penalizacion de estados

Q = 0.05%xeye(n,n);

// W

costo inicial

5

mat W = Bx(1.0/R)*B.t();

//matriz hamiltoniana

H. zero

T T T T

s ()

.submat(span(0,n—1),span(0,n—1)) =
.submat(span(0,n—1),span(n,2%xn—1))
.submat(span(n,2*xn—1),span(0,n—1))

A

—0.5%W;
—2.0%Q;

.submat(span(n,2*n—1),span(n,2*xn—1)) = —A.t();

/7

//semillas del estado

vec rh

rho.lo

o(n,1);
ad (”rhol100.dat”

vec mu(n,l1);

mu = 2

//-
double
taul

tau2 =

*S*xrho ;

taus
taul , tau?2;
1.3166549e¢—01;
1.5594532e¢—01;

auto_detect);

semillas

y coestado del fantasma
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93 //——— variables para el bucle, inicializacién—————: /
94 vec dJtotal;

95 vec taus;

96

97 //Para el gradiente
98 vec rhog;

99 vec mug;
100
101 // variables para el bucle, almacenar inicializacién ——/

102 double iter = 1;
103 double gamma = 1.0;

104

105 //taus gradientes

106 double taulgrad, tau2grad;
107

108 //Almacenamiento de los taus

109 vec taulg(iter);
110 vec tau2g(iter);

111

112 // Inicio del bucle
113

114 for (int k = 0; k < iter; k++){

115 // cdlculo de los dJ/rho_mu(k,l)
116 dJtotal = dJdeta(taul ,tau2 ,rho,mu);
117

118 //delta/rho

119 rhog = dJtotal (span(0,n—1));

120

121 //delta /mu

122 mug = dJtotal (span(n,2*xn—1));

123

124 //uso del gradiente

125 rho = rho — gammasxrhog;

126 mu = mu — gammaxmug;

127

128 // taus gradiente

129 taulgrad = dJdtaul (taul ,tau2, rho, mu);
130 tau2grad = dJdtau2(taul ,tau2, rho, mu);
131

132 //taus nuevos

133 taul = taul — taulgrad;

134 tau2 = tau2 — tau2grad;

135

136 //Almacenando los taus

137 taulg(k) = taul;

138 tau2g (k) = tau2;

139 }

140

141 cout << "\ nEl.valor.de.gammases:.” << gamma << endl;
142

143 double tiempo = timer.toc ();
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B.2 Paralelizacion con OpenMP. Problema de reduccion del costo por
actualizacion de los valores de fase finales 3.1

cout << "\n#.de_segundos:.” << tiempo << endl;

return 0;

B.2.2 Coédigo fuente para las funciones

Cddigo fuente con las funciones utilizadas para la realizacién del programa princi-

pal

Codigo B.5: Cddigo fuente de las funciones

#include ”funciones.hpp”
// John Anderson Gomez Munera
// Funcion para guardar el coste en un archivo. txt
// Calcula la exponencial de la matriz hamiltoniana
mat Emat(double t1, double t2){
mat U = expmat(Hx*(t2—t1));
return U;
}
// Funcion que obtiene alpha y beta
mat albe (mat U, vec rho,vec mu){
mat albe;
mat Smoc = Smo(rho ,mu);
mat I(n,n);
I.eye ()
mat IS;
IS = join_vert(I,2*Smoc);
albe = UxIS;
return albe;
}
//Calcula S por intermedio de rho y mu
mat Smo(vec rho, vec mu){
mat Smo;
double div = as_scalar(rho.t()*mu);
Smo = (1.0/2.0)%(muxmu.t())/div;
return Smo;
}
// Funcion para calcular Riccati
mat Ricca(double t1, double t2, vec rho, vec mu){
mat P;
mat U = Emat(tl ,t2);
mat alphabeta;
alphabeta = albe (U, rho ,mu);
mat alpha = alphabeta(span(0,n—1),span(0,n—1));
mat beta = alphabeta(span(n,2xn—1),span(0,n—1));
P = (1.0/2.0)* betaxalpha.i();
return P;
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38 // Matriz fundamental o matriz de transicion de estados
39 mat Mfund(double t, double tau){

40 mat I(n,n);

41 I.eye();

42 mat tmp(2%n,2xn);

43 tmp. zeros ();

44 tmp . submat(span(0,n—1),span(n,2*xn—1)) = I;

45 tmp.submat(span(n,2xn—1),span(n,2xn—1)) = —A;

46 mat etmp(2*n,2%n);

47 etmp = expmat(tmpx*(t—tau));

48 mat tmp2(n,n);

49 tmp2 = etmp.submat(span(0,n—1),span(n,2xn—1));
50 return expmat(Ax(t—tau))*tmp?2;

51}

52 // Formula algebraica matriz relacionada 1

53 mat MR_1(double t, double tau){

54 mat I(n,n);

55 I.eye();

56 mat tmp(3*n,3xn);

57 tmp. zeros ();

58 tmp . submat(span(0,n—1),span(n,2*xn—1)) = I;

59 tmp. submat(span(n,2xn—1),span(n,2xn—1)) = —A.t();
60 tmp. submat(span(n,2xn—1),span(2*n,3*xn—1)) = Q;
61 tmp. submat(span(2*n,3%xn—1),span(2*n,3xn—1)) = A;
62 mat etmp(3*n,3%n);

63 etmp = expmat(tmpx*(t—tau));

64 mat tmp2(n,n);

65 tmp2 = etmp.submat(span(0,n—1),span(2*n,3*xn—1));
66 return trans (Mfund(t,tau))*expmat(—A.t()*(t—tau))+*MR2(t,tau)—tmp2;
67 }

68 // Matriz relacionada 2

69 mat MR2(double t, double tau){

70 mat tmp(2*n,2x*n);

71 tmp. zeros ();

72 tmp . submat (span(0,n—1),span(0,n—1)) = —trans (A);
73 tmp . submat(span(0,n—1),span(n,2*xn—1)) = Q;

74 tmp . submat(span(n,2xn—1),span(n,2xn—1)) = A;

75 mat etmp(2%n,2%n);

76 etmp = expmat(tmpx*(t—tau));

77 mat tmp2(n,n);

78 tmp2 = etmp.submat(span(0,n—1),span(n,2xn—1));
79 mat tmp3(n,n);

80 tmp3 = etmp.submat(span(n,2*n—1),span(n,2*xn—1));
81 mat tmp4(n,n);

82 tmp4 = tmp3.t();

83 return tmp3.t()*tmp2;

84 }

85 /xsxxxxPara calcular X(taul ) sskksxskkskk*/

86 // Funcion matriz fundamental para integrar

87 vec Xtaul(double t1){

88 return expmat(Axtl)*X0 + Mfund(tl ,0)*BxUmin;
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}

// Funcion para calcular X(taul ,tau2 ,rho,mu) retorna un vector
vec Xtau2(double tl1 ,double t2, vec rho, vec mu)
{
//Se obtienen las componentes para construir X(tau2)
mat U = Emat(tl ,t2);
mat Ul, U2;
Ul = U.submat(0,0,n—1,n—1);
U2 = U.submat(0,n,n—1,2%xn—1);
// Se obtiene Riccati en P(taul)
mat Ptl;
Ptl = Ricca(tf ,tl ,rho ,mu);
return (Ul + 2xU2xPtl)xXtaul (tl);

}

/% sksrskokoskokokok ok X (1 )skokokok ok kokokok ko k/

vec Xtf(double tl1 ,double t2, vec rho, vec mu)
{

return expmat(Ax(tf—t2))*xXtau2(tl ,t2,rho ,mu) + Mfund(tf ,t2)*BxUmax;
}
//calcula la derivada de S respecto a rho(i) en un sistema de nxn
mat dSrho(vec rho, vec mu)

{
double v = as_scalar(rho.t()*mu);
mat M = muxmu.t ();
mat dSr;
dSr.zeros (n,n%*n);
//ciclo para llenar la matriz de salida
for(int k = 0; k < n; k++4)
{
dSr.row(k) = reshape(—M/(2xv*v))*mu(k),l ,nx*n);
}
return dSr;
}

//calcula la derivada de S respecto a mu(i) en un sistema de nxn
mat dSm(vec rho, vec mu)
{
double v = as_scalar(rho.t()*mu);
mat M = muxmu.t ();
mat dSmu;
dSmu. zeros (n,n*n);
mat Z;
Z.zeros(n,n);
/7
for(int j = 0; j < n; j++)
{
for(int k = 0; k < n; k++) {
for (int 1 0; 1 < n; 1++){
if(k == j & | == j) Z(k,1) = 2.0xmu(j);
else if(l == j & k != j) Z(k,1) mu(k);
else if(k == j & | !'= j) Z(k,1) = mu(l);
else Z(k,1) = 0.0;

ciclo para llenar la matriz de salida

i
i
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140 Y//end for 1

141 Y//end for k

142 dSmu.row(j) = reshape ((Z/(2.0%xv))—M™M/(2.0xv*v))*rho(j),l ,n*xn);
143 Y//end for j

144 return dSmu;

145 }

146 // Funcion para calcular la derivada de riccati respecto a rho y mu
147 mat DeRicca(double t1, double t2, vec rho, vec mu)

148 {
149 mat U = Emat(tl ,t2); //Obtiene la exponencial matricial
150 // Matrices involucradas

151 mat U2 = U(span(0,n—1),span(n,2xn—1));

152 mat U4 = U(span(n,2xn—1),span(n,2xn—1));

153 mat alphabeta;

154 alphabeta = albe (U, rho ,mu);

155 mat alpha = alphabeta(span(0,n—1),span(0,n—1)); // Obtiene alpha
156 mat beta = alphabeta(span(n,2xn—1),span(0,n—1)); // obtiene beta
157 mat dSr;

158 dSr = dSrho(rho ,mu); // Derivadas de S respecto a rho(i)

159 mat dSmu;

160 dSmu = dSm(rho ,mu); // Derivadas de S respecto a mu(i)

161 // Inicializacion de las derivadas de Riccati respecto a cada componente
162 mat dPr, dPm;

163 dPr. zeros (n,n%n);

164 dPm. zeros (n,n%*n);

165 for(int k = 0; k < n; k++)

166 {

167 //Llena los valores de la derivada respecto a rho

168 dPr.row(k)=reshape ((1.0/2.0)*2.0xUd*(reshape (dSr.row(k),n,n))\

169 *inv(alpha)—(1.0/2.0)xbetaxalpha.i()*2.0%xU2x«(reshape(dSr.row(k),n,n))\
170  xalpha.i(),l,nxn);

171 //Llena los valores de la derivada respecto a mu

172 dPm.row(k)=reshape ((1.0/2.0)*%2.0xUdx(reshape (dSmu.row(k),n,n))\
173  *inv(alpha) —(1.0/2.0)xbetaxalpha.i()*2.0%xU2«(reshape (dSmu.row(k),n,n))\
174  xalpha.i(),l,nxn);

175 }
176 return join_vert (dPr,dPm);
177 }

178 //calcula el valor de la derivada de X respecto a rho y mu en tau2
179 mat dXr_.mt2(double tl ,double t2, vec rho, vec mu)

180 {

181 mat U = Emat(tl ,t2); //Obtiene la exponencial matricial
182 //Matriz involucradas

183 mat U2 = U(span(0,n—1),span(n,2xn—1));

184

185 // Derivada de la funcion de Riccati

186 mat dPr_mtl ;

187 dPr_mtl = DeRicca(tf,tl ,rho,mu);

188 // Inicializacion del ciclo

189 mat dXrm;

190 dXrm. zeros (n,2*n);
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for(int k = 0; k < 2*n; k++){
dXrm. col (k) = 2xU2xreshape (dPr_mtl .row(k),n,n)*Xtaul (tl);

}

return dXrm;
}
//calcula el valor de la derivada de X respecto a rho y mu en tf
mat dXr_.mt(double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{

// Derivada del estado en tau2

mat dXr_m_t2;

dXr-m_t2 = dXr_mt2(tl ,t2,rho,mu);

// Inicializacion del ciclo

mat dXrmc_tf;

dXrm_tf.zeros(n,2%n);

for(int k = 0; k < 2*n; k++){

dXrm_tf.col(k) = expmat(Ax(tf—t2))*xdXr.m_t2.col(k);

}

return dXrm_tf;

}

/xsxx%x Calculo de los dJ respecto a las variables sssksksxskkx/
//dJl = 0

// dJ2

vec dJ2deta(double tl1,double t2, vec rho, vec mu)

{

// Inicializacion del ciclo

vec dJ2 = zeros<vec>(2%n);

mat U = Emat(tl ,t2); //Obtiene la exponencial matricial

//Matrices involucradas

mat Ul = U(span(0,n—1),span(0,n—1));

mat U2 = U(span(0,n—1),span(n,2%xn—1));

// derivada de ricatti completa en taul (para todas las variables)

mat dPr_.ml ;

dPr_.ml = DeRicca(tf,tl ,rho,mu);

// derivada de ricatti completa en tau2(para todas las variables)

mat dPr_m?2;

dPr_.m2 = DeRicca(tf,t2,rho,mu);

for(int k = 0; k < 2*n; k++){

dJ2(k) = as_scalar (Xtaul (t1).t()*(reshape (dPr.ml.row(k),n,n)—\

4xtrans (Ul+2+«U2xRicca (tf ,t1 ,rho ,mu))* Ricca(tf ,t2,rho ,mu)*U2x\
reshape (dProml.row(k),n,n)—trans (Ul+2+U2xRicca (tf ,tl ,rho ,mu))x*\
reshape (dProm2.row (k) ,n,n)*(Ul+2%xU2«Ricca (tf ,t1 ,rho ,mu)))* Xtaul (tl1));

}

return dJ2;
}Y//End function

// dJ3
vec dJ3deta(double tl1,double t2, vec rho, vec mu)
{

// Inicializacion del ciclo
vec dJ3 = zeros<vec>(2%n);
mat U = Emat(tl ,t2); //Obtiene la exponencial matricial

//Matrices involucradas
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mat U2 = U(span(0,n—1),span(n,2xn—1));

// derivada de ricatti completa en taul(para todas las variables)

mat dPr_ml ;

dPr-ml = DeRicca(tf,tl ,rho,mu);

//ciclo para todas las variables

for(int k = 0; k < 2#n; k++){

dJ3 (k) = as-scalar(4*(trans(Xtau2(tl ,t2,rho,mu))*«MR2(tf,t2)+\

Umax*B. t ()*MR_1(tf ,t2))*xU2xreshape (dPr_ml .row(k),n,n)*Xtaul (tl));

}

return dJ3;
}//End Function

// dJ4
vec dJ4deta(double tl1,double t2, vec rho, vec mu)
{

// Inicializacion del ciclo
vec dJ4 = zeros<vec>(2%n);
mat U = Emat(tl ,t2); //Obtiene la exponencial matricial
//Matrices involucradas
mat U2 = U(span(0,n—1),span(n,2xn—1));
// derivada de ricatti completa en taul(para todas las variables)
mat dPr_ml ;
dPr_.ml = DeRicca(tf,tl ,rho,mu);
//ciclo para todas las variables
for(int k = 0; k < 2#n; k++){
dJ4 (k) = as_scalar (4xXtf(tl,t2,rho ,mu).t()*Skexpmat(Ax(tf—t2))*\
U2xreshape (dPr-ml .row (k) ,n,n)* Xtaul (t1));
}
return dJ4;
} //End Function
// La suma de los costos de las componentes
vec dJdeta(double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{
// Inicializacion del ciclo, para la derivada de etha(i) total
vec dJdetat = zeros<vec >(2%n);
//diferentes vectores para los calculos de los dJ
vec dJ2 = zeros<vec>(2%n);
vec dJ3 = zeros<vec>(2%n);
vec dJ4 zeros<vec >(2%n);
dJ2 dJ2deta(tl ,t2 ,rho ,mu);
dJ3 dJ3deta(tl ,t2,rho ,mu);
dJ4 = dJ4deta(tl ,t2,rho,mu);
dJdetat = dJ2 + dJ3 + dJ4;
return dJdetat;
}
/xxxxxxkx Calculo de los dJ respecto a taul sssssksrsskoksskskkskskskx/
// dJldtaul
double dJldtaul (double tl1 ,double t2, vec rho, vec mu)
{
//derivada del costo respecto a taul
return Rx(UminxUmin) + as_scalar (Xtaul (tl).t()*QxXtaul (tl));
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// dJ2dtaul
double dJ2dtaul (double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{

// W dentro de la funcion

mat W = Bx(1/R)*B.t();

//derivada del costo respecto a taul

return as-scalar(2xXtaul (tl1).t()*Ricca(tf,tl,rho,mu)*BxUmin) + \
as_scalar (Xtaul (t1).t()*Ricca(tf,tl,rho ,mu)«WxRicca(tf,tl ,rho,mu)*Xtaul (tl1))\
—as_scalar (Xtaul (tl1).t()*Q«Xtaul (t1))—as_scalar (2« Xtau2(tl ,t2,rho ,mu).t()*\
Ricca(tf ,t2,rho ,mu)*x dXtau2dtaul (tl ,t2 ,rho ,mu));
}
// dJ3dtaul
double dJ3dtaul (double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{

//derivada del costo respecto a taul

return as_scalar ((Xtau2(tl ,t2 ,rho,mu).t()*MR2(tf,t2) + \
Umax*B. t ()*xMR_1(tf ,t2))*xdXtau2dtaul (t1,t2 ,rho ,mu));
}
// dJ4dtaul
double dJ4dtaul (double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{

//derivada del costo respecto a taul

return as_scalar(2xXtf(tl,t2,rho,mu).t()*S*xexpmat(Ax(tf—t2))\

«dXtau2dtaul (tl1 ,t2 ,rho,mu));

}
//dJdtaul
double dJdtaul (double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{
double dJldtault, dJ2dtault, dJ3dtault, dJ4dtault;
dJ1dtault = dJldtaul (t1,t2, rho, mu);
dJ2dtault = dJ2dtaul (t1,t2, rho, mu);
dJ3dtault = dJ3dtaul (t1,t2, rho, mu);
dJ4dtault = dJ4dtaul (t1,t2, rho, mu);
//derivada del costo respecto a taul
return dJldtault + dJ2dtault + dJ3dtault + dJ4dtault;
}

/xxxxx Calculo de los dJ respecto a tau2 sxsssxx/
// dJldtau?
double dJldtau2(double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{

//derivada del costo respecto a tau?

return O0;
}
// dJ2dtau?
double dJ2dtau2(double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{

// W dentro de la funcion

mat W = Bx(1/R)*B.t();

//derivada del costo respecto a tau?

return as_scalar(Xtau2(tl,t2,rho,mu).t()*(Ricca(tf,t2,rho,mu)\
#WkRicca (tf ,t2 ,rho ,mu) + Q)*Xtau2(tl ,t2,rho ,mu));
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}
// dJ3dtau2

double dJ3dtau2(double tl1 ,double t2, vec rho, vec mu)
{
//derivada del costo respecto a tau2
return —(Rx*(Umax+xUmax) + as_scalar(Xtau2(tl,t2,rho,mu).t()\
*Qk Xtau2 (tl ,t2 ,rho,mu)));
}
// dJ4dtau?
double dJ4dtau2(double tl ,double t2, vec rho, vec mu)
{
// W dentro de la funcion
mat W = Bx(1/R)*B.t();
//derivada del costo respecto a tau2
return as_scalar(—2«Xtf(tl ,t2,rho,mu).t()*S*expmat(Ax(tf—t2))\
*(WxRicca (tf ,t2 ,rho ,mu)* Xtau2(tl ,t2,rho ,mu)+ BxUmax));
}
double dJdtau2(double tl , double t2, vec rho, vec mu)
{
double dJldtau2t, dJ2dtau2t, dJ3dtau2t, dJ4dtault;
dJldtau2t = dJldtau2(tl,t2, rho, mu);
dJ2dtau2t = dJ2dtau2(tl,t2, rho, mu);
dJ3dtau2t = dJ3dtau2(tl,t2, rho, mu);
dJ4dtau2t = dJ4dtau2(tl,t2, rho, mu);
return dJldtau2t + dJ2dtau2t + dJ3dtau2t + dJ4dtault;
}
/xxxkxxxx derivada de X(tau2) respecto a taul sxxksxsxskskkx/
vec dXtau2dtaul (double tl1 ,double t2, vec rho, vec mu)

{

mat U = Emat(tl ,t2); //Obtiene la exponencial matricial

//Matrices involucradas
mat Ul = U(span(0,n—1),span(0,n—1));
mat U2 = U(span(0,n—1),span(n,2xn—1));
// W dentro de la funcion
mat W = Bx(1/R)*B.t();
return Ulx(AxXtaul (t1)+B*«Umin)—(A-WxRicca (tf,t2,rho ,mu))x*\
Xtau2 (tl,t2 ,rho ,mu)+2+U2x(Ricca(tf,tl,rho ,mu)*\
(WxRicca (tf ,tl ,rho ,mu)* Xtaul (t1)+B*xUmin)—(A.t()* Ricca(tf ,tl ,rho,mu)+Q)x* Xtaul (tl1));

}

El header ‘funciones.hpp’ al que se hace referencia contiene los prototipos de

las funciones y los demés llamados de ‘.hpp’ utilizados para correr el programa.

B.2.3 Makefile para la compilacion de manera local

Los ficheros Makefile son utilizados para escribir instrucciones que son llamadas
dependencias, se usan con el comando Make y sirven para dirigir la recompilacion

automatica de los cédigos fuentes de un programa determinado. Es empleado en
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sistemas operativos tipo Unix/Linux.

Codigo B.6: Makefile para la compilacién de manera local
PLUS = g++
CFLAGS = —I/home/anderson/Documentos/ Control/ Versiones_boost/boost_1_62_0

main20par:20 _par.cpp
$(PLUS) —fopenmp $(CFLAGS) —pg 20 _par.cpp funciones.cpp \

—_ =
— O 0O ® N N AW =

—_
[\

—_ =
— O 0O ® N N AW =

—o0 20_par.bin —O3 —funroll—loops —larmadillo

ejecompar:
OMPNUM_THREADS=1 OPENBLAS_NUM._THREADS=1

clean:

B.2.4 Porcion de codigo paralelizado con ‘omp parallel sections’

rm —f *x.bin *.cpp” x*.out

subseccion 5.3.1.1

Porcién de codigo modificada del cédigo fuente ‘funciones.cpp’ para realizar la

programacion sobre las secciones.

./20 _par . bin

Codigo B.7: omp parallel sections

// La suma de los costos de las componentes

vec dJdeta(double t1,double t2,

{

// Inicializacion del ciclo,

vec dJdetat = zeros<vec >(2xn);

vec rho, vec mu)

para la derivada de etha(i) total

//diferentes vectores para los calculos de los dJ

vec dJ2 = zeros<vec>(2%n);

vec dJ3 = zeros<vec>(2%n);
vec dJ4 = zeros<vec>(2%n);

#pragma omp parallel

{

#pragma omp sections

{

#pragma omp section
{

dJ2 = dJ2deta(tl ,t2 ,rho,mu);
} // Fin Section
#pragma omp section
{

dJ3 = dJ3deta(tl ,t2,rho,mu);
} //Fin section
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24 #pragma omp section

25 {

26 dJ4 = dJ4deta(tl ,t2 ,rho,mu);
27 } //Fin section

28 } // Fin sections

29 } //Fin parallel
30 dJdetat = dJ2 + dJ3 + dJ4;

32 return dJdetat;

35 //dJdtaul

36 double dJdtaul (double t1,double t2, vec rho, vec mu)
37 {

38 double dJldtault, dJ2dtault, dJ3dtault, dJ4dtault;
39 #pragma omp parallel

40 {

41 #pragma omp sections

42 {

43 #pragma omp section

44 {

45 dJldtault = dJldtaul (tl,t2, rho, mu);
46 } // Fin section 1

47 #pragma omp section

48 {

49 dJ2dtault = dJ2dtaul (tl,t2, rho, mu);
50 } // Fin section 2

51 #pragma omp section

52 {

53 dJ3dtault = dJ3dtaul (tl,t2, rho, mu);
54 } // Fin section 3

55 #pragma omp section

56 {

57 dJ4dtault = dJ4dtaul (tl,t2, rho, mu);
58 } // Fin section 4

59 } // Fin Sections

60 } // Fin parallel

61 //derivada del costo respecto a taul

62 return dJldtault + dJ2dtault + dJ3dtault + dJ4dtault;
63 }

64

65 double dJdtau2(double tl1,double t2, vec rho, vec mu)
66 {

67 double dJldtau2t, dJ2dtau2t, dJ3dtau2t, dJ4dtault;
68 #pragma omp parallel

60 |
70 #pragma omp sections

71 {

72 #pragma omp section

73 {

74 dJ1dtau2t = dJldtau2(tl,t2, rho, mu);
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} // Fin section 1
#pragma omp section
{
dJ2dtau2t = dJ2dtau2(tl ,t2, rho, mu);
} // Fin section 2
#pragma omp section
{
dJ3dtau2t = dJ3dtau2(tl ,t2, rho, mu);
} // Fin section 3
#pragma omp section
{
dJ4dtau2t = dJ4dtau2(tl ,t2, rho, mu);
} // Fin section 4
} // Fin Sections
} // Fin parallel
//derivada del costo respecto a taul
return dJldtau2t + dJ2dtau2t + dJ3dtau2t + dJ4dtault;

B.2.5 Porcion de codigo paralelizado con ‘omp parallel for’ sub-
seccion 5.3.1.2

Porcién de codigo modificada del cédigo fuente ‘funciones.cpp’ para realizar la

programacion sobre los bucles.

Codigo B.8: omp parallel sections

// Funcion que calcula la derivada de S respecto a los rho(i)
// de un sistema de nxn
mat dSrho(vec rho, vec mu)
{
double v = as_scalar(rho.t()*mu);
mat M = muxmu.t ();
mat dSr;
dSr.zeros (n,n%*n);

//ciclo para llenar la matriz de salida
#pragma omp parallel for //para paralelizar
for(int k = 0; k < n; k++4)

{
dSr.row(k) = reshape(—M/(2xv*v))*mu(k),l ,nx*n);
}
return dSr;

// Funcion que calcula la derivada de S respecto a los mu(i)
// de un sistema de nxn
mat dSm(vec rho, vec mu)
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22 {

23 double v = as_scalar(rho.t()*mu);
24 mat M = muxmu. t ();

25 mat dSmu;

26 dSmu. zeros (n,nx*n);

27 mat Z;

28 Z.zeros(n,n);
29 int j.,k,I;

30

31 #pragma omp parallel default(none) \
32 shared (rho ,mu,n,Z,M,v,dSmu) private(j,k,1)

33 {

34 #pragma omp for

35 // ciclo para llenar la matriz de salida

36 for(int j = 0; j < n; j++4)

37 {

38 for(int k = 0; k < n; k++) {

39 for(int 1 = 0; 1 < n; 1++){

40 {

41 if(k == j & 1 == j) Z(k,1) = 2.0xmu(j);
42 else if(l == j && k != j) Z(k,1) = mu(k);
43 else if(k == j && 1 != j) Z(k,1) = mu(l);
44 else Z(k,1) = 0.0;

45 }Y// end pragma omp

46 Y//end for 1

47 Y//end for k

48

49 {

50 dSmu.row(j) = reshape ((Z/(2.0%xv))—M™M/(2.0xv*v))*rho(j),l ,n*xn);
51 }

52 Y//end for j /———— end of omp for ——— /

53 } // end pragma

54 return dSmu;

55}

B.2.5.1 Makefile para compilar en el cluster ‘coyote’ y agregar armadillo

Cédigo B.9: makefile para la compilacién de manera local

PLUS = g++
ARMA_LIB = —I/usr/local/armadillo/7.800/include
ARMADIR = —L/usr/local/armadillo/7.800/1ib/

mainl00par:100 _par.cpp
$(PLUS) $(ARMA_LIB) $(ARMADIR) —fopenmp —pg $< funciones.cpp \
—o0 $@.bin —0O3 —funroll —loops —larmadillo

O 0 N N R W N =

clean:

—_
[=]

rm —f x.bin *x.cpp” =x.out
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B.2.5.2 ‘script’ para correr el programa en el cluster ‘coyote’

Para correr el programa en el cluster ‘coyote’se debe enviar a una cola con SLURM,
y ademds crear un script (un runjob) con el siguiente contenido (para correr en un

nodo con 8 procesadores).

Cédigo B.10: script para crear el job

#! /usr/bin/bash
#SBATCH —nodes=1 —ntasks—per—node=1 —J AGM —partition=test —t 30

module load armadillo

DIRECC = /u/guestOl/ejemplo/Anderson
cd $DIRECC

$DIRECC/ mainl100par . bin

Para usar el SLURM vy submitir el job se tipea
$ sbatch runjob

con lo cual es asignado un JOBID (un identificador del job).
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