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Resumen

El trabajo con el fractal “copo de nieve” (curva de Von Koch) posibilita un
acercamiento a la nocion de infinito. La construccion de dicha curva facilita una
aproximacion entre las estructuras analiticas y las estructuras graficas. Las mis-
mas, a través de procesos iterativos, repiten infinitamente pasos infinitos y per-
miten obtener una figura autosemejante.

La visualizacion de estos objetos permiten la comprension de los procesos de
cambio de acuerdo a la transformacién de la misma figura como asi también
cuestionarse el porqué de dicho cambio y si el mismo es o no controlable.

Este trabajo presenta una experiencia realizada con cuatro grupos de alumnos
provenientes de dos escuelas santafesinas y pertenecientes a noveno ano de la
Educaciéon General Basica y a primer afio de la Educacién Polimodal. En el
mismo se investiga la construccion de las nocion de infinito mediante la elabora-
cion del fractal “copo de nieve”. Se analizan los resultados.
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Introduccion
La curva de Koch es un fractal que se genera considerando un segmento al que
se le asigna longitud unidad v, siguiendo el presente algoritmo:

Nivel O Se divide un segmento

unitario, en tres partes igua-

les y se construye un

triangulo equilatero sobre el

P segmento central, supri-

Nivel 1 \— miéndose la base del mismo.

Queda asi formada una

poligonal de 4 lados (Nivel
] 1.
Nivel 2 Jm

Si se repite nuevamente el

procedimiento sobre cada

J’\Zm‘\ lado de la poligonal se

Nivel 3 -AJALA-E genera una nueva poligonal
de 16 lados (Nivel 2).

En el Nivel 3 se obtiene
'Jlj;“u{ﬂ una poligonal de 64 lados
Nivel 4 y en el Nivel 4, 256.

En el Nivel n el nimero de lados de la poligonal sera 4n.

Para construir el fractal “copo de nieve"” se comienza con un triangulo equilétero
de longitud 1. Se aplica el algoritmo para construir la curva de Von Koch en cada
uno de sus lados una y otra vez. La curva copo de nieve es la que resulta de
repetir este procedimiento indefinidamente.

En la figura puede observarse la curva obtenida después de un nimero finito de
iteraciones.
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Objetivo de la investigacion

Obtener informacién en forma cualitativa de dos grupos de alumnos, pertene-
cientes a distintos niveles de la ensefianza acerca del concepto que poseen sobre
la nocion de infinito,

Descripcién de la Experiencia

Este trabajo consistié en la elaboracion y posterior puesta en obra de una guia
de autoaprendizaje acerca de la construccién de la curva copo de nieve (fractal
de Von Koch).

En la misma se hizo hincapié en la construccién geométrica del fractal de Von
Koch. Se trabajaron, ademas, las nociones de perimetro, &rea, limite finito e
infinito.

Con todos los grupos se traté de buscar una expresion analitica para el célculo
del perimetro, analizar la evolucién del mismo cuando n crece indefinidamente y
ver qué ocurre con el area.

Marco Teorico

Se trabajé dentro de la perspectiva tedrica de las construcciones mentales,
basada en la teoria psicogénetica de Jean Piaget (1896-1980). Esta teoria con-
cibe el desarrollo evolutivo como un proceso de construcciéon de estructuras de
pensamiento que van desde la légica concreta a la légica abstracta, determinan-
do lo que J. Piaget identifica como los distintos estadios por lo que un sujeto
atraviesa. Nuestros alumnos se encuentran en la etapa de las operaciones for-
males (desde los 14 -15 afos), etapa que constituye el dltimo peldano en el
desarrollo evolutivo. Esta etapa se caracteriza por el desarrollo de un pensa-
miento formal, tanto funcional como estructural, y consiste en trasponer lo con-
creto a un nuevo plano del pensamiento. De esta manera, son capaces de razo-
nar con base en enunciados e hipétesis, no sélo con lo que tienen a su alcance,
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sino también mediante la aplicacion de la logica de proposiciones. Este es el
concepto de abstraccion reflexiva en el cual se basa este trabajo.

J. Piaget es reconocido como el “padre del constructivismo” y como en este
trabajo se han tenido en cuenta los siguientes pardmetros: acciones, procesos,
objetos y esquemas, y los elementos escogidos hacen a la construccion del
conocimiento matematico, es valido recordar las ideas fundantes que caracteri-
zan a este paradigma y que pueden resumirse del siguiente modo:

* El conocimiento esta relacionado al proceso de adaptacion, ya que a través
del conocimiento de las cosas que nos rodean, vamos construyendo la nocion
del mundo y como adaptarnos a él.

= El sujeto nace con una serie de capacidades que al interactuar con la realidad
le permiten desarrollar |a inteligencia, incorporando esta realidad y acomodando
o modificando los esquemas previos, amplidndolos o creando nuevos.

» El sujeto conoce la realidad a través de los mecanismos propios que él tiene.

* En el proceso de desarrollo del sujeto, éste construye representaciones inter-
nas de |a realidad de manera de anticiparse o explicar lo que sucede. Por lo
tanto, se considera que el conocimiento esta situado en el interior del sujeto y
que es producto de un proceso.

* EI constructivismo consiste en un cambio de ideas previas por otras mas
formales o cientificas, es una posicion respecto a los mecanismos del conoci-
miento, basado en la interaccién sujeto-objeto para construir saberes.

Descripcion de la muestra

Se trabajo con cuatro grupos de alumnos, entre los anos 2002 y 2004, A los
mismos se les informé, previamente, acerca de las caracteristicas del trabajo, se
les explicé que debian construir una figura geométrica de determinadas caracte-
risticas y contestar ciertas preguntas relacionadas a la construccion de la mis-
ma. En todos los casos estuvieron de acuerdo en colaborar y mostraron una
excelente predisposicion para hacerlo.

Los alumnos dispusieron de dos clases de 80 minutos cada una, excepto los
alumnos del Grupo 2 que llevaron a cabo la actividad en una sola clase por
razones organizativas.
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Caracteristica de los grupos:

Grupo 1: 33 alumnos, 15 varones y 18 mujeres correspondientes al noveno
ano de E.G.B. de la Escuela n® 442.

Grupo 2: 20 alumnos varones correspondientes al noveno aio de E.G.B. de la
Escuela n° 8106.

Grupo 3: 22 alumnos, 10 mujeres y 12 varones correspondiente al primer afo
Polimodal de Comunicacion, Arte y Disefio de la Escuela n® 442.

Grupo 4: 27 alumnos, 8 varones y 19 mujeres correspondiente al primer ano
Polimodal de Ciencias Naturales de la Escuela n® 442,

Objetivos del trabajo

Los objetivos planteados en la hoja de actividades fueron comprobar si el
alumno era capaz de:

1. Construir el fractal “copo de nieve” siguiendo un algoritmo determinado.
. Analizar |a variacion del perimetro en cada etapa de la construccion.
. Generar la sucesién de los perimetros.
. Encontrar la férmula de recurrencia para el perimetro.
. Determinar el comportamiento para n grande, siendo n el nimero de etapa.
. Analizar la variacion del area.
. Determinar la convergencia o no de las sucesiones

N, wWwN

Descripcién de la guia
En la siguiente tabla se presentan las caracteristicas principales y el tipo de
tarea solicitada en cada uno de los items.
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item | Tarea solicitada Técnica Dispositivo Gesto
empleada
a Construir la curva “copo de | Geométrica Hoja de papel Trazar segmentos
nieve"” hasta Ia etapa 3. cuadriculada. iguales.
Determinar el n° de Geométrica. Lapiz. Regla. Contar segmentos en cada
b segmentos en cada etapa. Numérica Gréfica construida | elapas y regislrarlos en una
Determinar la formula de en el ftem a. tabla.
recurrencia para la etapa n. Tabla de valores. Inferir el nimero de segmentos
para las etapas posteriores.
Delerminar la conslante Numérica Tabla de valores Analizar Tos valores regislrados
c multiplicativa de una etapa a en la tabla,
otra. Calcular la constante.
Analizar Ia variacion de la Geométrica. Grafica. Analizar como evoluciona la
d figura cuando el proceso se | Numérica. Tabla de valores. sucesion generada en el item b y
repite indefinidamente, registrada en la tabla de valores.
Determinar el valor def Geométrico Grafica. Calcular el valor del perimetro.
e perimetro hasta la quinta Numérico Tabla de valores. Registrar los valores obtenidos
etapa y generalizar para la en una tabla,
etapa n.
Determinar Ta constante Numérico Tabla de valores Analizar Tos valores registrados
f multiplicativa de una etapa en la tabla.
otra. Calcular la constante.
[~ Deferminar a que valor fiende| Geometrico Grafica. Deferminar a tendencia del
[4 el perimetro del fractal copo | Numérico Tabla de valores. | valor del perimetro cuando n
de nieve. aumentaindefinidamente.
) izar, de manera infuiliva,| Geometrico Grafica Deferminar fa tendencia del

qué ocurre con el drea.

valor del drea cuando n
aumentaindefinidamente.
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Analisis de las respuestas

I- Alumnos de EGB

* No tuvieron dificultades para construir la figura. El grupo 1 realizé la cons-
truccién de la misma hasta la etapa 3, en cambio el grupo 2 desarrollé sélo dos
etapas, por falta de tiempo.

* Encontraron los términos de la sucesion generada por los nimeros de seg-
mentos en cada etapa.

* Encontraron el término general (enésimo) de dicha sucesion.

* Determinaron la constante multiplicativa para pasar de una etapa a otra en
la determinacion del nimero de segmentos.

« Generaron la sucesion de los valores de los perimetros hasta la etapa enésima.
No pudieron encontrar la expresion general por si solos y hubo que orientarlos.

+ Hallaron, sin dificultad, la constante multiplicativa para el célculo del peri-
metro de una etapa a la otra.

» Determinaron la tendencia del valor del perimetro cuando n aumenta indefi-
nidamente.

* No pudieron determinar, en la gran mayoria de los casos, qué ocurre con el
area.

Consideraciones generales acerca de las respuestas

Al ser interrogados sobre la tendencia del perimetro cuando n aumenta indefi-
nidamente, la gran mayoria de los alumnos manifesté que el mismo crece y
crece sin llegar a un valor determinado, en el grupo 1 algunos alumnos expresa-
ron que el perimetro no tendra fin y otros que tendfa a infinito. Cuando se los
interrogd acerca de lo que esto significaba, manifestaron que era algo “muy pero
muy grande” o lo asociaron a algin fenémeno fisico, por ejemplo: “el espacio es
infinito"”.

Casi todos los alumnos de los dos grupos no pudieron explicar qué sucedia con
el valor del area. Salvo dos o tres alumnos de ambos grupos, todos manifesta-
ron que el valor del area era finito. En el trabajo con el grupo 1 se les propuso
encerrar la figura generada en la iteracion 3 dentro de un cuadrado y se les pidio
que cbservaran y analizaran como evolucionaba la figura interior, se los interro-
g0 si en algun momento la figura saldria fuera del cuadrado y ver si podian sacar
conclusiones. La mayoria no lo pudo hacer.
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ll- Alumnos de Polimodal

* No tuvieron dificultades para construir la figura hasta la tercera etapa.

« Encontraron los términos de la sucesion generada por los nimeros de seg-
mentos en cada etapa.

* Encontraron, sin dificultad, el término general (enésimo) de dicha sucesion.

= Determinaron la constante multiplicativa para pasar de una etapa a otra, en
la determinacion del nimero de segmentos.

* La mayoria de los alumnos de ambos grupos generd, sin dificultad, la suce-
sion de los valores de los perimetros hasta la etapa enésima. A algunos hubo
que orientarlos para encontrar la férmula de recurrencia.

 Hallaron, sin dificultad, la constante multiplicativa para el célculo del peri-
metro de una etapa a la otra.

« Establecieron la tendencia del valor del perimetro cuando n aumenta indefini-
damente.

« Determinaron, con dificultades, qué ocurre con el drea encerrada en la figura.

* No pudieron generar los términos de la sucesion relacionada con el area.

Consideraciones generales acerca de las respuestas

En cuanto a la tendencia del perimetro, cuando n crece indefinidamente, mani-
festaron que el mismo tiende a infinito y al ser interrogados acerca de qué signi-
fica infinito, en la mayoria de los casos, lo asociaron a un fenémeno fisico
(infinito potencial). Algunos alumnos pudieron establecer que el &rea posee un
valor limite finito.

Conclusiones

A partir de este trabajo se observa que, en los alumnos de EGB y Educacion
Polimodal, la nocién de infinito no estd delineada y existe una tendencia a rela-
cionarla con fendmenos fisicos (infinito potencial). En consecuencia existe difi-
cultad en la concepcidn de dicha nocién, lo que requiere un tratamiento especial.
La nocion de infinito, la idea de algo que crece o decrece sin limite (infinito
actual) no es clara para los alumnos.

El trabajo con el fractal copo de nieve es un buen principio para trabajar la
nocién de infinito asociado con el infinito actual y no sélo con el potencial. La
generacion de la sucesion infinita asociada al perimetro de la figura aproxima a
la nocién de divergencia de la misma. Si los alumnos fueran capaces de generar
la sucesién asociada al calculo de las areas, podrian comparar dos sucesiones
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diferentes con tendencias distintas lo que les permitiria concluir que no son de la
misma naturaleza.

Consideramos que con este trabajo hemos dado un paso importante para
acercar a los alumnos a la siempre conflictiva nocién de infinito. Reconocemos

que mucho queda por hacer y en esa direccién estamos trabajando en estos
momentos.
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