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Resumen

El presente trabajo es un informe de la experiencia llevada a cabo por las autoras en
las Facultades de Ingenieria Quimica y de Bioguimica y Ciencias Biolégicas de la
Universidad Nacional del Litoral, Santa Fe, en la ensefianza de las Ecuaciones Dife-
renciales Ordinarias durante el primer y segundo cuatrimestre del afio 1999.

El tiempo que se requiere para desarrollar las herramientas necesarias para encontrar
las soluciones de una ecuacién diferencial no posibilita el desarrollo de otras habilida-
des, como la formulacién de modelos matematicos de problemas o el analisis de las
graficas de las soluciones con miras a obtener datos a partir de ellas y estudiar o pre-
decir comportamientos futuros.

El acceso a distintos y excelentes softwares que permiten abordar de manera diferente
el estudio de las ecuaciones diferenciales, pone al docente frente al desafio de replan-
tear la ensefanza de las mismas.

El objetivo de este trabajo es contar la experiencia realizada con un grupo de
alumnos al estudiar la estabilidad de los Sistemas Dindmicos con el auxilio del
utilitario PHASER.

La preocupacitn por encontrar estrategias que puedan mejorar la comprensién de
los alumnos y favorecer procesos cognitivos en la comprension de la ciencia en el
area de la quimica se centr6 en los ejes que orientaron nuestro trabajo.

Introduccién

Para llevar a cabo el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, se
utilizan tres tipos de técnicas: numérica, gréafica y analitica. De las tres, la prefe-
rida por los docentes y la bibliografia es, en general, la analitica, con lo que las
otras dos son dejadas de lado. El uso de nuevas tecnologias en el aula y el
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acceso facil a una PC han mostrado que la matematica puede estudiarse desde
un punto de vista mas amplio, generando un espacio para las representaciones
numeéricas y gréficas.

En el documento de 1998 Sobre la Ensenanza y Aprendizaje de Matemadticas
en el Nivel Universitario el ICMI (International Commission on Mathematical
Instruction) manifiesta: Mundialmente se estd haciendo mayor uso de
computadoras y calculadoras en la instruccidn matematica. Hay muchos soft-
wares y paquetes de ensefianza disponibles para un gran rango de tépicos
curriculares. Esto, por supuesto, plantea la cuestién de qué es lo que estos
softwares y paquetes ofrecen para la ensenanza y aprendizaje del tema, y qué
problemas potenciales pueden generar para la comprension y el razonamien-
to. Seria beneficioso juntar aquellos ejemplos donde el uso de tecnologfa in-
formdtica y software resulta enriquecedor para la experiencia de los estudian-
tes y deviene en una mejor comprensién y aprendizaje.

El andlisis de este y otros documentos impulsé a las autoras a estudiar una
manera diferente de trabajar el tema de la ensefianza de las ecuaciones diferen-
ciales, destinado a los alumnos que cursan las carreras de Ingenieria Quimica y
Licenciatura en Biotecnologia en las Facultades de Ingenieria Quimica y de
Bioquimica y Cs Bioldgicas respectivamente de la UNL.

El trabajo tuvo su origen en dos problemas diferentes:

1- Al abordar la ensefnanza del tema Ecuaciones Diferenciales en la carrera de
Ingenieria Quimica se detectaron dos dificultades estrechamente relacionadas:
la extension de los contenidos y el escaso tiempo disponible para desarrollarlos.

2- Al usar (nicamente papel y lapiz en este tema, el trabajo no posibilita apro-
vechar la riqueza del estudio cualitativo y el poder de la visualizacion de los
comportamientos de las soluciones.

La resolucién analitica de las ecuaciones diferenciales implica seleccionar un
método preestablecido para encontrar la solucién y esto, en la mayoria de los
casos, demanda excesivo trabajo algebraico gque no permite realizar un andlisis
profundo sobre el comportamiento de esas soluciones.

Una disminucion en el tiempo requerido en la manipulacién manual de resolu-
ciébn provee una oportunidad para enfatizar mas la comprension conceptual
como oposicion de una mera habilidad manual. Los detalles de los procedimien-
tos matemaéticos y algoritmos son olvidados rapidamente a menos que se usen
frecuentemente, pero los conceptos y las ideas subyacentes se transforman en
parte del pensamiento individual y estan siempre disponibles o al menos mucho
menos olvidados que los detalles manipulativos (Boyce, 1994: pp. 365 y 366).



Esto no implica que las expresiones analiticas o las férmulas no sean importan-
tes. Cuando son provechosas y bastante simples para ser entendidas, pueden
ser de primordial importancia. Son la base para una clase de exploracion que
Boyce llama exploracion simbélica (1994: p. 364).

Diversos software, tales como el Mathematica y el Maple, estan disponibles
para trabajar el tema Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; su utilizacién permite
reemplazar los rutinarios célculos de resolucién analitica de una ecuacién dife-
rencia! con el uso de uno o dos comandos. De este modo, el tiempo y esfuerzo
requeridos en esa actividad pueden destinarse, ahora, a otras tres actividades
que son fundamentales en el estudio de las ecuaciones diferenciales:

« El analisis de las soluciones y las conclusiones extraidas a partir de sus
gréficas.

« La realizacién de los modelos de problemas de la Fisica, la Biologia y la
Quimica.

« El estudio de los problemas no lineales, que si bien no siempre son féciles de
resolver, encuentran instrumentos vélidos en las técnicas numéricas o gréficas
para llevar a cabo una investigacién sobre el comportamiento de la solucion sin
usar la expresién simbélica.

Por dltimo, el trabajo en el aula con el utilitario PHASER permite estudiar siste-
mas de ecuaciones lineales y no lineales y problemas de estabilidad de manera
distinta de como se habia hecho en anos anteriores. En esas oportunidades los
alumnos debifan realizar el andlisis del sistema utilizando el lapiz y el papel,
presentando problemas a la hora de pasar del anélisis funcional al andlisis de
graficas. Mostraban dificultades para dibujar, respondian de manera sucinta,
evidenciaban dificultades al graficar el plano de las fases asociado, se notaba
memorizacién de determinadas consignas perc no eran capaces de elaborar
conclusiones a partir de las mismas.

Los fundamentos epistemoldgicos de esta propuesta se basan en considerar
a la matematica como una disciplina dindmica que evoluciona acorde a los
resultados de su desarrollo y aplicacién, y en donde la modelizacién y resolu-
cién de problemas e interpretacién de los resultados implican que los estudian-
tes participen activamente en el desarrollo de las ideas mateméticas, relacio-
nando el aprendizaje con la practica de desarrollar matematica. El rol del alum-
no en clase deberia ser activo al discutir problemas, proponer ejemplos y
contraejemplos, hacer conjeturas y, lo que es méas importante, ser él el cons-
tructor de su conocimiento.
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Metodologia

En la modelizacién de un problema que implica el planteo y posterior resolu-
cién de una ecuacién diferencial en donde el tiempo es la variable independiente,
lo importante no es obtener la funcién solucién en términos de funciones ele-
mentales 0 no, sino saber si la ecuacion tiene solucion y el comportamiento de
la misma en todo tiempo.

Por otra parte, para que el aprendizaje resulte significativo debe estar presente
una estructura cognitiva que le permita al que aprende apropiarse de una idea,
concepto, saber. El docente deberia desarrollar su labor de manera tal de permi-
tirle al alumno la posibilidad de descubrir para lograr una comprensién relacio-
nada, proponiendo, entre otras actividades, situaciones que se transformen en
problemas por resolver.

Para lograr esto, el desarrolio de la experiencia puede enmarcarse en los si-
guientes momentos fundamentales:

* Presentacion de situaciones probleméticas que involucran ecuaciones diferen-
ciales, que el alumno puede modelar y resolver haciendo uso de los conocimien-
tos que posee del célculo.

» Desarrollo de los conceptos tedricos fundamentales y de los algoritmos de
resolucion.

« Aplicacién de los mismos en la solucién de problemas sencillos.

» Uso de los softwares adecuados para obtener las soluciones.

* Planteo de situaciones mas complejas que resolvera, en general, a través de
los medios informéticos.

El estudio de la estabilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden se planted con el auxilio del software PHASER. Los interrogantes
que se propusieron para la realizacion del mismo fueron los siguientes:

¢Qué tipo de resultados se puede esperar al hacer un estudio desde el punto de
vista analitico funcional?

¢Cudles son los resultados al plantear un analisis geométrico funcional?

¢Qué interpretacion realizan de las graficas del plano de fases?

¢Pueden identificar, a partir de las mismas, el sistema que les dio origen?

¢Estan en condiciones de bosquejar una gréfica del plano de fase a partir de un
sistema dado?

Y con estos interrogantes se formularon las siguientes hipétesis:

Los alumnos:

« identifican, observando la gréfica del plano de fase, qué tipo de raices posee
la ecuacién caracteristica asociada a un sistema dado.
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+ son capaces de relacionar la grafica del plano de fase con el sistema asociado
y viceversa.

* pueden asociar la evolucién de cada una de las variables en el tiempo con la
gréfica del plano de fase.

La préctica del tema Sistemas lineales y no lineales se realiz6 con el apoyo del
PHASER. Al trabajar con el auxilio de este software, el anélisis de los campos de
fuerzas o de pendientes permite predecir la grafica de la familia solucién, la
visualizacion del diagrama de fase; las gréficas de las funciones soluciones x,(t)
y x,(t) aportan interesantes conclusiones que sin el auxilio de la computadora
resultaria imposible percibir, ya que demandaria un trabajo muy minucioso a lo
que los alumnos no estan habituados y un tiempo del que no se dispone.

Un modelo de propuesta

Se presenta la ecuacion diferencial y” + 2 y' + y = 0O con las siguientes consig-
nas:

Escriba el sistema correspondiente y:

a- Prediga qué funciones estdn involucradas en la solucion.

b- Establezca los autovalores y autovectores.

¢- Clasifique el punto critico.

d- Analice el comportamiento de las soluciones linealmente independientes en
funcién del tiempo.

Corrobore sus propuestas observando el plano de fase y los gréficos de x,(t) y
x,(t) en funcién del tiempo.

El sistema resultante es: ( ‘i 065][% ]= [ﬂ] de los resultados gréaficos obtenidos
= X X3

al introducir el sistema en el PHASER pueden establecer varias conclusiones:

1- Analizando el campo de direcciones (fig. 1) predecir qué funciones estan
involucradas en la solucién, establecer la naturaleza de los autovalores y si el
origen es fuente o sumidero.

2- Algunas de las hipétesis las podra corroborar cuando realice el plano de las
fases (fig. 2).

3- Analizar el comportamiento de x, y x, en funcién del tiempo (fig. 3 y 4).

Se plantea asi una articulacién entre las representaciones graficas y el sistema
de ecuaciones de primer orden, permitiendo el estudio de las mismas a través de
su campo de direcciones y de la familia de curvas isoclinas. El trabajo conjunto
con utilitarios como el Maple, que permiten encontrar la solucién analitica, posi-
bilitan una mayor comprensién y un mayor andlisis de lo que significa encontrar
la familia de soluciones de la ecuacién diferencial.



Conclusiones
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Los resultados obtenidos fueron excelentes ya que las hip6tesis planteadas en
su momento fueron corroboradas de una manera satisfactoria. Los alumnos no
tuvieron inconvenientes para relacionar el dia;rama de fase obtenido con el tipo
de raices del polinomio caracteristico, ni para identificar el sistema de ecuaciones
diferenciales con la gréfica a que dan origen.

Se puso en evidencia que el trabajar con un software adecuado potencia la
comprension del tema ya que permite la concrecion de diversos conceptos mate-
maticos, y el uso de multiples representaciones (simbélico, numeérico y gréfico)
de un mismo objeto matematico facilita, mediante la observacion de sus diver-
sos aspectos, la induccién de sus variadas propiedades.

La utilizacién de softwares simples se convierte en una herramienta que posibi-
lita, por un lado, ahorrar tiempo al evitar los calculos rutinarios lo que favorece
que puedan dedicarse mas al estudio de las soluciones y a elaborar conclusio-
nes a partir de las mismas y, por otro, desarrollar la comprension intuitiva a
través de la experimentacién. Es conveniente puntualizar que esto no se plantea
como sustituto del estudio de los aspectos analiticos y deductivos que forman
parte de cualquier estudio matematico en serio, sino que se constituye en un
complemento de los mismos.

Por dltimo, debemos mencionar que hemos notado inquietud por parte de los
alumnos de continuar profundizando el tema. Algunos se nos acercan con el fin
de consultarnos acerca de modelos que estan realizando para otras asignaturas,
evidenciando un marcado interés por esta tematica.
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