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RESUMEN: Cuando una base de datos
presenta pérdidas parciales en ciertas
variables y se desea estimar el vector de
promedios y la matriz de covariancias,
algunos de los procedimientos habituales
para el tratamiento de datos faltantes

se caracterizan por su simplicidad pero
descartan informacion de las unidades
incompletas.

Una alternativa es la de calcular dichas
estimaciones a través del método de
maxima verosimilitud, el cual utiliza la
informacion tanto de las observaciones
completas como de aquellas que tienen
datos faltantes en alguna de las variables.
En situaciones en que el mecanismo de
pérdida de la informacion es ignorable, el
esquema de pérdida es mondtono y se
cumple el supuesto de distribucién normal
multivariada, las estimaciones pueden
ser obtenidas a través de la maximizacion

de una secuencia de predicciones por
regresion, que pueden ser realizadas
mediante la aplicacién del operador
"Sweep".

En este trabajo se aplica la metodologia
propuesta para calcular las estimaciones
maximo verosimiles del vector de
promedios y la matriz de covariancias

de variables correspondientes a una

base de datos de nifios y adolescentes
diabéticos atendidos en establecimientos
asistenciales publicos y privados de la
ciudad de Rosario en el afo 2003.
PALABRAS CLAVE: Informacién faltante,
Estimacién méximo verosimil, Operador “Sweep”

SUMMARY: Missing information in biological
data sets. Maximum fikelihood estimation
using the sweep operalor.

When a database presents missing
information for some units of certain

* Este trabajo forma parte de un Proyecto de Investigacion acreditado en la Universidad Nacional

de Rosario.
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variables and the purpose is to estimate the
mean and convariance matrix, some of the
classic methods of treatment are easy to
apply but do not use the information of the
variables not completely observed.

If those estimations are calculated by

the likelihood method, all the available
information can be incorporated for the
estimations.

When the missing data mechanism is
ignorable, the missing pattern is monotone
and the variables follow a multivariate
normal distribution, the maximum
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likelihood estimates can be obtained as the
maximization of a sequence of regression
predictions, which can be performed by the
Sweep operator.

In this work, the methodology is applied

to find maximum likelihood estimates of
the mean and covariance matrix of the
variables of a data set of diabetic children
and young adults that have been assisted
in public and private institutes of Rosario
city, during the year 2003.

KEY WORDS: Missing information, Maximum
Likelihood Estimation, Sweep Operator,

Introduccién

La estimacién de parametros a partir de
bases de datos con informacién faltante es
considerada como un problema primordial
en la inferencia estadistica. Una alternativa
es la de realizar estimaciones maximo ve-
rosimiles utilizando la informacion tanto de
las unidades completas como la de las que
presentan valores faltantes en alguna de las
variables. Dicha estimacion se ve facilitada
ante el cumplimiento de ciertos supuestos y
puede ser realizada mediante la aplicacion
del operador "Sweep". Este algoritmo pro-
vee una forma simple y conveniente para la
obtencion de las estimaciones maximo ve-
rosimiles a partir de una base de datos in-
completa cuyas variables tienen una distri-
bucién normal multivariada.

En este trabajo se utiliza una base de da-
tos biolégicos, en las que se generan pérdi-
das en algunas variables segln un meca-
nismo al azar, se utilizan transformaciones
para lograr el ajuste del conjunto de datos
multivariados a la distribucion normal mul-
tivariada y se reordenan las variables para
obtener un esquema de pérdidas mond-
tono, a fin de cumplir los supuestos para

realizar las estimaciones maximo verosi-
miles mediante la utilizacién del operador
"Sweep”.

Material

A partir de una base de datos correspon-
diente a 94 nifios y adolescentes diabéticos
atendidos en establecimientos asistenciales
puiblicos y privados de la ciudad de Rosario
en el afio 2003, se trabaja con las variables:

*Peso (y1)
*Glucemia (y2)
*Edad (y3)
*Dosis (y4)
=Altura (y5)

Metodologia

Factorizacién de la funcién de

verosimifitud de una distribucion

normmal multivariada ante la presencia

de informacion faftante

La estimacién maximo verosimil de los pa-
rdmetros de una cierta distribucién a través
del método de maxima verosimilitud, pue-
de ser compleja ante la existencia de infor-
macion faltante en la base de datos. Esto se
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debe al hecho que el logaritmo de dicha fun-
cién puede tomar una forma complicada sin
un maximo facilmente obtenible. Dicha maxi-
mizacion se ve facilitada mediante una forma
de parametrizacion alternativa que permite la
descomposicion del logaritmo de dicha fun-
cién en una suma de términos (1 - 2).

Cuando las variables no son completa-
mente observadas segln lo preveia el di-
seno, la matriz de datos Y de orden (nxJ),
donde n es el nimero de unidades y J el de
variables, se puede particionar en dos com-
ponentes de la forma ¥ = (Y, Yw) donde
Y. representa a los valores observados e
Y, alos perdidos.

La funcién de densidad o probabilidad
conjunta de la matriz Y particionada es:
f(Y/8)=f(Y,

ks Yper ! 8)
donde 6 es el vector de los pardmetros de
la distribucién.

La funcion de densidad o probabilidad
marginal de Y, se obtiene integrando la fun-
cién conjunta a través de los datos perdidos:
(Vo 18) = (Y s Yo /€)Y

La funcién de verosimilitud de 8 basada
en Y, para el mecanismo de pérdida igno-
rable puede ser cualquier funcion de 8 pro-
porcional a la funcién marginal de Y !
L{8/Y,,.) = f(Y,,, /6) : ¥ su logaritmo log

@(B!Yobs}}=|(B!Ym)

Para realizar la descomposicion del loga-
ritmo de la funcién de verosimilitud en una
suma de términos se utiliza alguna funcién
de 8. Sea ¢=0(8) una funcion biyectiva de 8,
la descomposicion resulta:

100/ Ye) = Li(®1/ Yops) + 1o (®2/ Yope) + ot i@y / Vo)
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El espacio paramétrico conjunto de
6=(0,.0,...., 9,) es el resultado del producto
de los espacios paramétricos individuales
para cada ¢, j=1,....J y los términos 1(0/Y,,,)
corresponden al logaritmo de funciones de
verosimilitud para casos completos o en for-
ma mas general, para casos con datos in-
completos mas sencillos. En aquellos casos
donde es posible hallar una descomposi-
cidn que cumpla con estas caracteristicas,
la maximizacién de |(¢/Y,,,) puede ser obte-
nida maximizando cada uno de los términos
lii/Y,,.) que conforman la suma.

Cuando el esquema de pérdida es mond-
tono la descomposicion de la factorizacion
toma una forma particular. Dicho esquema
se presenta cuando para cada observacion
i, si el valor dey,, esta registrado, todas las
variables previas también lo estén para di-
cha observacion y alternativamente, si y, ,,
no esta registrado todas las subsiguientes
variables para dicha observacion tampoco
lo estaran (Figura 1).

De las n unidades de la base de datos
se considera que m; (J identifica la varia-
ble) estéan completamente observadas, bajo
el esquema mencionado, existen m,, uni-
dades observadas para todas las variables
excepto para y,, m,, unidades observadas
para todas las variables excepto para y, €
Y, ¥ asf sucesivamente.

La factorizacién apropiada para este es-
quema es:

[T ¥ 18) =TT 40T 100 /Y bsb- T T ¥
=1 1 ) =

siendo f(y, / Yy - Yy @) 12 distribucion
condicional de ¥, dado y,, Y - Yy in-
dexada por el pardmetro ¢j, j=1, ..., J. Si (y,.
Yo - Y,) siguen una distribucion normal
multivariada, luego f(yi‘ ¥ Yipe ¢.) tiene
una distribucién normal con promedio que
es funcién lineal en (y,. Yy -1 ¥;;) ¥ varian-

el Yu-i J‘JJ
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Figura 1: Esquema
de pérdida monétono

unidades

Y1

cia constante. En el espacio paramétrico
irrestricto de ¢, los , son distintos y de este
modo los estimadores maximo verosimiles
de los ¢j son obtenidos a través de las re-
gresiones de y, sobre y,, y,. ... , ¥,;, usando
el conjunto de observaciones para las cua-
IS ¥, ¥, - . ¥, €stén todas registradas.

Los estimadores maximo verosimiles de
los promedios y covariancias de todas las
variables pueden ser obtenidos como fun-
ciones de los estimadores de los parame-
tros de las regresiones mencionadas (3).
Dicho calculo se ve facilitado mediante la
utilizacion del operador “Sweep".

Operador “swgepP”

Sea G una matriz simétrica de dimension
pxp. Para cualquier k € {1,...,p} el operador
“Sweep" (1 - 2) en posicién k, SWP[K], pro-
duce ofra matriz H simétrica pxp, cuyos ele-
mentos son de la forma:

hy ==1/8y

hy=h,=8, /84
hjl =gjl_gji:gl:l"“gkk k#jk=I

k#j

Aplicar el operador Sweep recorriendo
todas las posiciones k de la matriz G, es
equivalente al calculo de —G". Esta inversa

existe sl y sélo si ninguno de los barridos in-
volucra la division por 0. Es decir:

SWP[1,...p]G = SWP[1]... SWP[p]G = -G*

Cuando se realizan barridos en varias
posiciones no es necesario llevarlo a cabo
en un orden particular, dado que el opera-
dor “Sweep" es conmutativo: SWP[jKIG =
SWPk,j]lG para cualquier j = k con j, k &
{1,...p}.

Se define el operador “Sweep"” inverso en
posicién k, y se lo denota con H = RSWIk].
Sus componentes son de la forma:

hy =-1/g;
-8 /8k
hy=g) -gxex /e k#jl#]

h*=hk k#j

El operador “Sweep” inverso es también
conmutativo y ademas, es el inverso del ope-
rador "Sweep", es decir RSW[K]SWP[K]G =
G, para cualquier ke {1,...,.p}.

Se presenta el caso cuando el operador
“Sweep" y el "Sweep” inverso pueden ser
aplicados para encontrar las estimaciones
méximo verosimiles del vector de prome-
dios y la matriz de covariancias de una dis-
tribucién normal muitivariada a partir de un
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conjunto de datos incompletos en el que las
variables han sido convenientemente agru-
padas en blogues con igual nimero de ob-
servaciones dentro de cada uno de ellos,
para obtener un esquema de pérdidas mo-
nétono. Por simplicidad se consideran tres
bloques de variables (Z,, Z, y Z,). La exten-
sién a mas de tres bloques es inmediata.
Los pasos a seguir son:

*Paso 1: encontrar |os estimadores maximo
verosimiles [i, y 2., del vector de prome-
dios |1, y de la matriz de covariancias 2.,
del primer blogue de variables, las cuales
estdn completamente observadas. Estas
estimaciones son simplemente el vector de
promedios y la matriz de covariancias de Z,,
calculados a partir de todas las observacio-
nes muestrales.

*Paso 2: enconirar log estimadores méxi-
mo verosimiles, Bag 1« Bay 1 y 2221

de los interceptos, los coeficientes de regre-
sién y la matriz de covariancias residual de
la regresién de Z, en Z,. Estas pueden ser
encontradas barriendo las variables Z, fuera
de la matriz de covariancias ampliada de Z,
y Z, basadas en las observaciones con Z, y
Z, ambas observadas.

=Paso 3: encontrar los estimadores maximo
verosimiles By 45, Bag 12: Bazaz ¥ Zsasz
de los interceptos, los coeficientes de regre-
sién y la matriz de covariancias residual de
la regresion de Z, en Z, y Z,. Estas pueden
ser obtenidas mediante el barrido de las va-

T

-

SWP|[2]

-

]= RsW[12]|

=
o
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riables Z, y Z, fuera de la matriz de cova-
riancias ampliadas de Z,, Z, y Z, basadas
en las observaciones completas de Z,, Z, y
las observadas de Z,.

*Paso 4: calcular la matriz A de la forma:

o -T
A= sw;=[1]{_1 o ]= {a” a"]
By 2y 3y a8p
donde SWP[1] indica el barrido a través del

conjunto de variables Z,.
=Paso 5: calcular la matriz:

a, 8, PBL, Ci Gy
B=SWP[2] | a,, a, B, [=[Cx Cx
Paos Bay Zzy Cy Cn

donde SWP[2] indica el barrido a través del
conjunto de variables Z,.

«Paso 6: finalmente, la estimacion maximo
verosimil de la matriz de covariancias am-
pliada de Z,, Z, y Z, esta dada por:

c’ﬂ ':|2 c[’ B:ﬂ.‘

[__1 ‘n‘.T]=st[1.2] ca Cz Ca ?E"“
IJ- E 3 ':2: (:3! ﬁ“.'z
an.l ﬁa‘."z BS&JZ zx‘.‘z

Esta matriz contiene las estimaciones méaxi-
mo verosimiles del vector de los promedios
y la matriz de covariancias de Z,, Z, y Z, (4).
Los pasos 4 a 6 pueden ser representados
concisamente por la ecuacion:

-1 ﬁf} ar |pr
SWPI1] . .' | By (P2
[]LH Zy o
Bl

B
z B;Z.ﬂ

ﬁzm B11.1 2.1

Bw,lz Bauz ﬁnuinu_

Esta ecuacion define la transformacién de tT) ae.
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Aplicacién

Dado que se parte de una base de da-
tos con informacion completamente obser-
vada y el objetivo de este trabajo es reali-
zar la estimacion del vector de promedios y
la matriz de covariancias de un conjunto de
datos con informacidn faltante, se generan
pérdidas completamente al azar, con el fin
de que el mecanismo de pérdida sea igno-
rable, en las variables peso, glucemia y do-
sis, aproximadamente en un 10, 15y 30 por
ciento, respectivamente. Para tal fin se utili-
206 el software SAS.

Reordenando las variables en la base de
datos de manera conveniente se obtiene el
siguiente esquema de pérdida mondtono
(Figura 2):

Figura 2: Esquema de pérdida monétono

B«:.a&!a =-0.148 B41,3512 = 0.056 B42.3512 = -0.060

Btassm =-0.276 Bu.zsu =0.284 &«.3512 = 0.2156
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Al verificarse el alejamiento de la distri-
bucién conjuntamente normal de las varia-
bles se aplicaron las siguientes transforma-
ciones: logaritmo neperiano de las variables
peso (y*,) y glucemia (y*,) y potencia de or-
den tres de la variable altura (y*).

Se siguieron los siguientes pasos para la
aplicacién del operador "Sweep”, mediante
la utilizacién del software S- PLUS.

*Paso 1: las estimaciones maximo verosi-
miles de los pardmetros de las distribucio-
nes marginales de (y,, y*) resultan:

Hs

10.32 G,y = 18.4726

[l

iy =326 Gg5=20154 Gyo=545
*Paso 2: las estimaciones de los coeficien-
tes de regresion y la variancia residual para
la regresién de y*, sobre (y,, y*,) resultan:

Bioss=2349 B, =0025

Gyqa5=0.1622

*Paso 3: las estimaciones de los coeficien-
tes de regresion y la variancia residual para la
regresién de y*,sobre (y,, y*,, y*,) resultan:

Bzu.351= 6.816 Bz1.as1= -0.026 B22.351=

Basasi=-01913  Gzzs1=0.1725

Paso 4: las estimaciones de los coeficien-
tes de regresion y la variancia residual para
la regresion de y, sobre las restantes varia-
bles resultan:

B!ms = 0.336
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Resumiendo los Ultimos pasos:

SWr(1)

SWP(35)

=1 1032 326

10.32 1847 545
326 545 201

2.348 0.025 0.3364

6.816-0.026 0.085

0.148 0.055 -0.06

2349
0.025
0.336

D.1622

-0.913

-0.276

N
6.816 -0.148
0026 005
0.085| -0.06
0813 0278
01725)  p284
02813 02156
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=4 a¥l
[a £
(
RSW(2135) SWER)
\

Calculando y reordenando las variables
se obtienen las siguientes estimaciones

maximo verosimiles:

AT

f" =@ 611

0.483 -0.085
., |-0.085 0.190
> =| 2293 -0.456
-0.080 0.059
0.813 -0.126

B A R

10.32 095 3.26]

2.293 -0.080 0.813
-0.456 0.059 -0.126
18.473 -0.055 5.450
-0.055 0.256 -0.080

5450 -0.080 2.015

Resulta de utilidad la comparacién de las
estimaciones obtenidas a partir de la apli-
cacion del operador “Sweep” para las varia-
bles en las que se generaron pérdidas con
respecto a las que se hubieran obtenido de
las variables de la base completa (Tabla 2).

Tabla 2: Estimaciones méximo verosimiles de los promedios y variancias partir de la base completa
y de las obtenidas al aplicar el operados “Sweep”.

Promedios Variancias
Variable Base completa |“Sweep” Base completa |“Sweep”
y*,: In peso 3.70 3.70 0.479 0.493
y*,: In glucemia |6.09 6.11 0.182 0.190
y*,. dosis 0.94 0.95 0.223 0.256
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Se puede observar la cercanfa entre las
estimaciones provenientes de la base com-
pleta con las obtenidas al aplicar el opera-
dor "Sweep”, mostrando asi la precision del
método.

Discusion

Cuando se dispone de un conjunto de
datos que presenta pérdidas parciales en
algunas variables, el método de maxima ve-
rosimilitud resulta una opcidén vélida para
la estimacion de los parametros. El mismo
permite incorporar toda la informacién dis-
ponible de las variables incompletamente
observadas. Su implementacién se ve faci-
litada a través de la utilizacion del operador
“Sweep” cuando se cumplen los siguientes
supuestos: el mecanismo de pérdida es ig-
norable, el esquema de pérdida es mond-
tono y las variables se distribuyen conjunta-
mente normal,

El andlisis del mecanismo de pérdida
puede ser realizado mediante métodos ex-
ploratorios y/o tests probabilisticos; la ob-
tencién de esquemas moncétonos a través
de disposicion conveniente de las variables
v, si es necesario de la eliminacion de algu-
nas unidades y ante la posible falta del cum-
plimiento del supuesto de distribucion de
las variables conjuntamente normal, pueden
aplicarse fransformaciones a las mismas
para un acercamiento a dicha distribucion.

FABICIB = 2007 = 11
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