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RESUMEN: Los modelos mixtos se utilizan 
para analizar datos longitudinales. El uso 
apropiado de estos modelos requiere que 
los supuestos subyacentes en el análisis 
sean validados tan cuidadosamente como 
sea posible, incluyendo los supuestos 
distribucionales. Los residuos son de gran 
importancia para detectar violaciones de 
los supuestos involucrados en el modelo. 
En los modelos mixtos los residuos 
marginales, condicionales y los BLUP, que 
predicen los correspondientes errores y 
los efectos aleatorios respectivamente, se 
utilizan para verificar homocedasticidad 
de varianzas, presencia de outliers y 
normalidad de los errores. Los residuos 
con confusión mínima fueron propuestos 
recientemente para comprobar la 
normalidad del error condicional y su uso no 
está muy difundido entre los investigadores. 
En este trabajo se aborda el estudio de 

los supuestos de un modelo utilizando 
datos obtenidos de una investigación 
para determinar la seguridad cardiológica 
de una nueva droga. Se realizan gráficos 
probabilísticos normales con bandas 
de confianza simuladas (“envelopes”) 
para comparar el comportamiento de 
los residuos con confusión mínima y los 
residuos condicionales clásicos en la 
evaluación del supuesto de normalidad del 
error condicional.
Palabras clave: Estudios 
longitudinales, Modelos lineales mixtos, 
Diagnósticos, Residuos.

SUMMARY: Study of the validity of linear 
mixed model assumptions through the 
analysis of residuals
Mixed models are frequently used in the ana-
lysis of longitudinal data. The appropriate 
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1. Introducción
Los modelos mixtos constituyen una 

valiosa herramienta para analizar datos 
compuestos por mediciones repetidas y en 
particular datos longitudinales. Para evaluar 
la validez de estos modelos se utilizan resi-
duos, cuyo análisis se usa frecuentemente 
para comprobar el cumplimiento de los 
supuestos de los modelos estadísticos. En 
los modelos mixtos se distinguen los resi-
duos marginales, condicionales y los BLUP, 
que predicen los correspondientes errores 
y los efectos aleatorios respectivamente. 
Cada residuo, estandarizado o no, se usa 
para comprobar algún supuesto. Los dos 
últimos residuos mencionados presentan 
confusión en el sentido que no sólo son fun-
ción del error que predicen y pueden ser 
inadecuados para evaluar algún supuesto 
sobre los mismos (1). En los últimos años 
se propuso, para minimizar el efecto de la 
confusión, una transformación lineal de los 
residuos condicionados, surgiendo los resi-
duos con confusión mínima que son resi-

duos condicionales que contienen una 
mínima fracción de confusión (1). 

En este trabajo se presentan técnicas de 
diagnóstico para realizar el chequeo de los 
supuestos del modelo. Para la evaluación del 
supuesto de normalidad del error condicio-
nal se realiza un gráfico probabilístico normal 
con bandas de confianza simuladas (“enve-
lopes”) de los usuales residuos condiciona-
les y de los residuos con confusión mínima, 
sugeridos recientemente y cuyo uso no está 
muy difundido entre los investigadores. Se 
aplican en un estudio para comprobar la 
seguridad cardiológica de una nueva droga.

2. Métodos estadísticos
En los estudios longitudinales las unida-

des experimentales se observan repetida-
mente en varias ocasiones. El modelo lineal 
mixto, adecuado para analizar ese tipo de 
datos, se puede expresar como,

 				    (2.1)
siendo, 

use of these models requires checking the 
vali-dity of the underlying assumptions, inclu-
ding the distributional assumptions. Residu-
als are used to examine the validity of model 
assumptions. In mixed models, the marginal 
and conditional residuals and BLUP are used 
to verify homoscedasticity, the presence of 
outliers and the normality of errors. The least 

confounded residuals are useful to evaluate 
the normality of the conditional error. In this 
paper, we examine the assumptions of 
a model of evaluating the cardiology security 
of a drug.
Keywords: longitudinal data, linear 
mixed models, diagnostics, residuals.
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gráfico probabilístico normal con bandas de confianza simuladas (“envelopes”) de los usuales 
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uso no está muy difundido entre los investigadores. Se aplican en un estudio para comprobar la 

seguridad cardiológica de una nueva droga. 

 

2. Métodos  estadísticos 

En los estudios longitudinales las unidades experimentales se observan repetidamente en 

varias ocasiones. El modelo  lineal mixto, adecuado para analizar ese tipo de datos, se puede 

expresar como, 

  Y Xβ Zb ε                                                                                                              (2.1) 

siendo,  

' ' ' N
1 1 N 1 2 N 1 2 N 1 2 N i 1( , ,..., ) , ( , ,..., ) , ( , ,..., ) , ( , ,..., ) y                 Y Y Y Y X X X X b b b b ε ε ε ε Z Z  donde   

representa la suma directa, Yi, i=1,... N,  el vector ( 1ni  ) de medidas repetidas del i-ésimo 

individuo, iX  y iZ  son matrices conocidas de dimensión ( in ×p ) y ( in ×k ) respectivamente, ib  
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donde ⊕  representa la suma directa, Yi, 
i=1,... N, el vector (ni x 1) de medidas repe-
tidas del i-ésimo individuo, xi y zi son matri-
ces conocidas de dimensión (ni x p) y (ni x 
k) respectivamente, bi es un vector aleato-
rio de dimensión (k x 1), cuyas componen-
tes se denominan efectos aleatorios, ei es 
un vector aleatorio (ni x 1) de mediciones 
de error (intra-sujeto), b un vector (p x 1 ) de 
parámetros.

Los supuestos del modelo son, â

con, 
N

i
i 1

n n
=

= ∑ , 
N= ⊗D I G  y ,

 ⊗  denota el producto Kronecker e IN la 
matriz identidad de orden N y además,

Bajo el modelo (2.1) la matriz de variancias 
y covariancias de Y, cuyos elementos se 
sintetizan en un vector q de parámetros de 
covariancia, es 

3 

 

es un vector aleatorio de dimensión (k 1 ), cuyas componentes se denominan efectos 

aleatorios, iε  es un vector aleatorio ( in 1 ) de mediciones de error (intra-sujeto), β  un vector 

(p 1 ) de parámetros. 

Los supuestos del modelo son, 

2
kN kN n

kN n 2
n n kN

σ
~ N ,

σ





    
            

0b D 0
0ε 0 Σ

, 

con, 
N

i
i 1

n n


  , N D I G  y N
i 1 i Σ R ,   denota el producto Kronecker e NI  la matriz identidad 

de orden N y además, 
iid

2
i k~N ( ,σ )b 0 G  y 

i

ind
2

i n i~N ( ,σ )ε 0 R . Bajo el modelo (2.1) la matriz de 

variancias y covariancias de Y, cuyos elementos se sintetizan en un vector θ  de parámetros de 

covariancia, es  2Var ( ) σ ( )  Y V ZDZ Σ . Cada elemento de la matriz V se simboliza Vi. 

La estimación de los parámetros β y θ  se realiza minimizando la función objetivo, menos dos 

veces el logaritmo de la función de verosimilitud (-2l), mediante el algoritmo de Newton-

Raphson (2). Condicional a D y Σ  el estimador máximo verosímil de β  es, 

1N N
1 1

i i i i i i
i 1 i 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( )


 

 

    
 
 β X V θ X X V θ Y ,  

y la predicción del vector de efectos  aleatorios, denominado BLUP empírico (EBLUP), 

1
i i i i

ˆˆ ˆ ˆ ( ) b DZ V Y Xβ . 

Residuos para los modelos mixtos 

El análisis de residuos se utiliza para chequear la validez de los supuestos subyacentes (3, 4). 

Puesto que los modelos mixtos tienen dos fuentes de variabilidad (intra y entre unidad) se 

definen tres tipos de residuos (1,5): 

i. Residuos marginales, 1 1ˆ ˆ [ ( ) ]      ξ Y Xβ M QY I X XMX XM ξ , que predicen los 

errores marginales, E( )     ξ Y Y Y Xβ Zb ε .                                                     (2.2) 

 
Cada elemento de la matriz V se simboliza Vi.

La estimación de los parámetros b y q 
se realiza minimizando la función objetivo, 
menos dos veces el logaritmo de la función 
de verosimilitud (-2l), mediante el algoritmo 
de Newton-Raphson (2). Condicional a D y 
S el estimador máximo verosímil de b es,

y la predicción del vector de efectos aleato-
rios, denominado BLUP empírico (EBLUP),

.
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El análisis de residuos se utiliza para che-

quear la validez de los supuestos subya-
centes (3, 4). Puesto que los modelos mix-
tos tienen dos fuentes de variabilidad (intra 
y entre unidad) se definen tres tipos de resi-
duos (1,5):

I. Residuos marginales,
 

que predicen los errores marginales, 

				     (2.2)

II. Residuos condicionales

que predicen los errores condicionales, 

				     (2.3)

III. BLUP, 
que predice los efectos aleatorios, 

				     (2.4)

donde, 

De acuerdo con Hilden-Minton (1), un 
residuo se considera puro para un tipo de 
error específico si depende sólo de las com-
ponentes fijas y del error que se supone 
que predice. Los residuos que depen-
den de otros tipos de error se denominan 
“residuos confundidos”. Los residuos e y 
Zb están confundidos con b y e, respecti-
vamente. Esto implica, por ejemplo, que e 
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errores condicionales, E( / )    ε Y Y b Y Xβ Zb .                                                 (2.3) 

iii. BLUP, ˆ   Zb ZDZ QZb ZDZ Qε , que predice los efectos aleatorios, 
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donde, ( ) Q M I T ,  2 1 1σ ( )   M V ZDZ Σ , 1( ) T X MX X M . 

De acuerdo con Hilden-Minton (1), un residuo se considera puro para un tipo de error específico 

si depende sólo de las componentes fijas y del error que se supone que predice. Los residuos 

que dependen de otros tipos de error se denominan “residuos confundidos”. Los residuos ε̂  y 

ˆZb  están confundidos con b y ε , respectivamente. Esto implica, por ejemplo, que ε̂  puede no 

ser adecuado para chequear la normalidad de ε  debido a que cuando b no se distribuye 

normalmente, ε̂  puede no presentar un comportamiento normal aún cuando ε  sea normal.  

Cada tipo de residuo es útil para diagnosticar algún incumplimiento de los supuestos del modelo 

(2.1).  

Los residuos marginales se usan para estudiar la linealidad de la respuesta con respecto a las 

variables explicativas. Para evaluar la validez de la estructura de covariancia intra individuo, 

i i i i V ZDZ R , Lesafre y Verbeke (6) consideran los residuos para la matriz de covariancia 

intra individuo (denominados residuos de covariancia) 
2'

ni i iI RR , siendo 
1
2

i í i
ˆ R V ξ  y A  la 

norma de Frobenius de la matriz A. 

Los residuos condicionales se utilizan para chequear la homocedasticidad y normalidad del 

error condicional e identificar posibles outliers. Pinhero y Bates (7) utilizan ˆ ˆε / σ , siendo σ̂  una 

estimación de σ , en un gráfico probabilístico normal (Q-Q plot) para evaluar la 

homocedasticidad y normalidad del error condicional. Nobre y Singer (5) sugieren estandarizar 
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variancias y covariancias de Y, cuyos elementos se sintetizan en un vector θ  de parámetros de 

covariancia, es  2Var ( ) σ ( )  Y V ZDZ Σ . Cada elemento de la matriz V se simboliza Vi. 

La estimación de los parámetros β y θ  se realiza minimizando la función objetivo, menos dos 
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Raphson (2). Condicional a D y Σ  el estimador máximo verosímil de β  es, 

1N N
1 1

i i i i i i
i 1 i 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( )


 

 

    
 
 β X V θ X X V θ Y ,  

y la predicción del vector de efectos  aleatorios, denominado BLUP empírico (EBLUP), 

1
i i i i

ˆˆ ˆ ˆ ( ) b DZ V Y Xβ . 

Residuos para los modelos mixtos 

El análisis de residuos se utiliza para chequear la validez de los supuestos subyacentes (3, 4). 

Puesto que los modelos mixtos tienen dos fuentes de variabilidad (intra y entre unidad) se 

definen tres tipos de residuos (1,5): 

i. Residuos marginales, 1 1ˆ ˆ [ ( ) ]      ξ Y Xβ M QY I X XMX XM ξ , que predicen los 

errores marginales, E( )     ξ Y Y Y Xβ Zb ε .                                                     (2.2) 

N
i 1 i== ⊕Ó R
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los residuos condicionales, 
ε̂* kε̂ =k ˆ ˆσ / pkk

 siendo kkp̂ un estimador de kkp el k-ésimo elemento 

diagonal de la matriz ΣQΣ  componente de la Var( ε̂ )= 2σ ΣQΣ . Estos residuos se pueden 

utilizar para la identificación de observaciones atípicas. 

Los EBLUP se utilizan para comprobar la normalidad de los efectos aleatorios y para identificar 

individuos atípicos. Pinhero y Bates (7) sugieren graficar los elementos de ib̂  versus el número 

de sujeto para identificar sujetos “outliers” con respecto al j-ésimo elemento del BLUP 

respectivo. En cambio  Waternaux et al. (9) utilizan con el mismo fin el gráfico de los i ï
ˆZ b o la 

distancia '
ï i i i

ˆ ˆ ˆ ˆVar( ) ξ b b b b . 

Residuos con confusión mínima  

Una situación a la que permanentemente se enfrentan los investigadores es la evaluación del 

supuesto de normalidad. En este contexto los residuos con confusión mínima resultan de mayor 

utilidad que los residuos condicionales estandarizados. 

Hilden-Minton (1) comentaron que la habilidad para chequear la normalidad de ε , usando ε̂ , 

decrece a medida que la 2Var [ ]  ΣQZb ΣQZDZQΣ , variancia de una componente de (2.2), 

aumenta en relación a la 2Var [ ] σΣQε ΣQΣQΣ , variancia de una componente de (2.3); esto 

motiva la definición de la “fracción de confusión” para el k-ésimo residuo condicional como, 

k k k k
k

k k k k

0 F 1 1
  
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 

U ΣQZDZQΣU U ΣQΣQΣU
U ΣQΣU U ΣQΣU

,                                                             (2.5) 

donde 
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estudio participaron 48 pacientes los cuales 
fueron asignados a cinco tratamientos, cua-
tro de ellos consistían en suministrar diaria-
mente diferentes dosis de la droga (Gru-
pos 1 a 4) y al restante placebo (Grupo 0). 
A cada paciente se realiza un electrocardio-
grama en 16 oportunidades: antes de reci-
bir la primera dosis (T=0), dos horas des-
pués de haber recibido la primera dosis y 

luego uno diariamente durante 14 días. Se 
registra una medida de interés, la longitud 
del intervalo QTc (obtenido a partir del elec-
trocardiograma), con el fin de comprobar si 
la droga prolonga la longitud del intervalo. 

Se propuso un modelo lineal mixto con 
un efecto aleatorio y errores independientes 
con variancia homogénea.

siendo, las variables indicadoras de grupo, 
Gq = Grupo q, q=0,1,..,4.

Para la aplicación se utiliza el procedi-
miento “mixed” del software estadístico SAS 
(10, 11) y el software estadístico R (12). Los 
modelos estimados por grupo y las varian-
cias de las componentes aleatorias resultan:
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Gráfico 3.1. Residuos marginales versus el tiempo

 

Gráfico 3.2. Residuos de covariancia intra individuo versus sujeto

Se realiza un análisis gráfico de residuos 
con el fin de visualizar la presencia de aleja-
mientos sistemáticos del modelo.

El gráfico 3.1, de los residuos marginales 
versus la covariable, muestra que el modelo 
lineal resulta apropiado.
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El gráfico 3.2. permite comprobar si la 
matriz de covariancias intra sujeto adop-
tada en el modelo es adecuada para todos 
los sujetos. En general se considera que si 
los valores se alejan demasiado de cero la 
matriz no ajusta bien. Para el individuo 49 
se visualiza un residuo de gran magnitud 
indicando que la matriz elegida no repre-
senta bien la covariancia de ese sujeto.

Los residuos condicionales estandari-
zados se utilizan en los siguientes gráficos 
para evaluar la presencia de individuos atí-
picos, gráfico 3.3, y comprobar la homoce-
dasticidad del error condicional, gráfico 3.4.

No se observa la presencia de observa-
ciones atípicas, es decir, observaciones con 
comportamiento diferente al resto de las 
observaciones.

Gráfico 3.3. Residuos condicionales estandarizados versus sujetos 

Garcia, M. del C. y col. • Estudio de la validez de los supuestos en los modelos... 
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Gráfico 3.4. Residuos condicionales estandarizados versus la respuesta estimada

Si bien no se evidencia heterogeneidad 
de variancias aparece un conjunto de valo-
res estimados diferentes al resto. Estos 
valores corresponden al último individuo. 

Para evaluar la normalidad del error con-
dicional se utiliza un gráfico probabilístico 
normal (QQ-plot), que se obtiene grafi-
cando los cuantiles de los residuos ordena-
dos versus los cuantiles de una distribución 
normal estándar. Si los residuos realmente 
tienen una distribución normal se espera 
que el gráfico muestre una línea recta. Pero 
el problema que surge con esta línea es 
que pasa por los cuartiles inferior y supe-
rior y no dice nada acerca de las colas de 

la distribución. Entonces, se puede grafi-
car una banda de confianza simulada, tam-
bién llamada un sobre (“envelope“) de con-
fianza, del 95% para el QQ-plot, de manera 
que si los puntos caen fuera de la banda el 
supuesto de normalidad para los residuos 
no es válido. Para producir una banda de 
confianza por simulación se generan mues-
tras aleatorias de una distribución nor-
mal de residuos estandarizados que tie-
nen la estructura de covarianza idéntica a 
la de los datos. Este procedimiento se rea-
liza usando tanto los residuos condiciona-
les estandarizados como los residuos con 
mínima confusión.



19

Gráfico 3.5. Gráfico probabilístico normal con bandas de confianza 

simuladas de los residuos

 

 (a) condicionales estandarizados               (b) mínima confusión

El grafico 3.1 (a) es el habitual gráfico 
probabilístico normal de los residuos estan-
darizados. Este gráfico sugiere no normali-
dad de los errores condicionales, mientras 
que en (b), donde se grafican los residuos 
condicionales con confusión mínima, no se 

identifican observaciones fuera del intervalo 
simulado, indicando que los residuos trans-
formados muestran normalidad. 

Para corroborar lo visualizado en el grá-
fico anterior se realiza un QQ-plot de la pre-
dicción de los efectos aleatorios.

Gráfico 3.6. Gráfico probabilístico normal con bandas de confianza 

simuladas de los efectos aleatorios 

Garcia, M. del C. y col. • Estudio de la validez de los supuestos en los modelos... 
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El punto que cae fuera de la banda pone 
en duda el cumplimiento del supuesto de 
normalidad de los efectos aleatorios.

Las conclusiones obtenidas de estos dos 
últimos gráficos se resumen como,

• Los residuos condicionales estandari-
zados no muestran normalidad.
• Los residuos con confusión mínima evi-
dencian su utilidad para comprobar la 
normalidad del error condicional.
• Los efectos aleatorios no muestran nor-
malidad.

Esto sugiere que los residuos estanda-
rizados con mínima confusión se pueden 
emplear para evaluar el supuesto de nor-
malidad del error condicional aun cuando 
los efectos aleatorios no sean normales.

4. Discusión
En este trabajo se considera un análisis 

de residuos para detectar alejamientos de 
los supuestos en un modelo lineal mixto.

Se pueden definir varios residuos, sin 
embargo, algunos de ellos están sujetos a 
confusión debido a la presencia de otras 
fuentes de variación. Específicamente, para 
evaluar la normalidad se utilizan los residuos 
condicionales estandarizados que presentan 
confusión en el sentido que no sólo son fun-
ción del error que predicen y pueden no ser 
adecuados para evaluar ese supuesto. Para 
minimizar el efecto de la confusión se sugiere 
utilizar una transformación lineal de los resi-
duos condicionados, los residuos con confu-
sión mínima (“least confounded residuals”).

En la aplicación el uso de residuos per-
mitió comprobar el cumplimiento de los 
supuestos. Además, se mostró mediante 
un gráfico probabilístico normal con bandas 
de confianza (“envelopes”) simuladas que 
el uso de los residuos condicionales puede 

no ser adecuado. En cambio, el uso de 
estos residuos transformados muestra que 
la confusion presente en el error condicional 
se debe tomar en cuenta.
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