“Una mancha en el sol de Euclides”: Hilbert y la teoria euclidea
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Resumen:El articulo examina una de las contribuciones mas importantes a los
fundamentos de la geometria euclidea elemental lograda por David Hilbert en su obra
Fundamentos de la geometria (1899), a saber: la reconstruccién de la teotia euclidea de las
proporciones y de los tridngulos semejantes. Se argumenta que dicha reconstruccioén
no sélo estuvo motivada por la identificacién de Hilbert de suposiciones implicitas en
la teorfa de Euclides, sino que ademas estuvo esencialmente ligada a la preocupacion
por la ‘pureza del método’. Mas aun, se afirma que, en este caso especifico, el
requerimiento de Hilbert por la pureza del método posee un caricter general o
fundacional, esto es, no se refiere a la demostracién de un teorema en particulat, sino
mas bien es planteado respecto de la construccion axiomatica de la teotfa misma.
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Abstract:The paper examines one the most important contributions to the
foundations of elementary Euclidean geometry achieved by David Hilbert in his
book Foundations of Geometry (1899), namely the reconstruction of the Euclidean
theory of proportion and similar triangles. It is argued that this reconstruction was
not only motived by Hilbert’s identification of implicit assumptions in Euclid’s
theory, but also it was essentially linked to the concern for the ‘purity of methods’.
Moreover, it is claimed that in this specific case, Hilbert’s requirement of the putity
of method has a general or foundational dimension, that is, it is not established with
regard to the proof of a particular theorem, but rather it is referred to the very
axiomatic construction of the theory.
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1. Introducciéon

En la conclusiéon de su célebre monografia Fundamentos de la geometria
(1899), David Hilbert (1862-1943) realiza la siguiente observacion en relacion
a las investigaciones axiomaticas alli desarrolladas:

El presente trabajo es una investigacioén critica de los principios de la
geometrfa. En esta investigacion nos guié el principio fundamental
|Grundsatg], segun el cual cada cuestion que se presentaba debia ser
discutida de tal maneraque podiamos contestar al mismo tiempo si su
solucién era o no posible en una direccién prescriptaen funcién de
ciertosmedios auxiliares limitados [eingeschrankten Hilfsmitteln)(...) [Este]
principio fundamental, segin el cual los principios de la posibilidad de una
demostraciéon deben ser discutidosen general, estd intimamente
relacionado con el requerimiento de la “pureza” de los métodos de
prueba, que ha sido mencionado con insistencia por muchos
matematicos.!

Tal como lo advierte aqui Hilbert, la cuestion de la ‘pureza de los
métodos de prueba’ desempelé un papel trascendente —y sumamente
fructifero— en sus investigaciones axiomaticas en el campo de la geometrfa. El
requerimiento de la pureza fue, por ejemplo, una de las motivaciones
centrales detras de las investigaciones wetageométricas en torno al teorema de
Desargues, que ocupan por entero el capitulo V de Fundamentos de la geometria.
Hilbert articula de la siguiente manera dicho requerimiento, al referirse
precisamente al teorema de Desargues:?

I Hilbert, David, “Grundlagen der Geomettie”, en: Festschrift zur Feier der Enthiillung
des Ganss-Weber-Denkmals in Gortingen.Herausgegeben von dem Fest-Comitee, Leipzig,
Teubner, 1* edicién, 1899 (en adelante, Festschrifi), pp. 89-90. A menos que sea
indicado explicitamente, en lo que sigue todas las traducciones son del autor.

2 En su versién mas habitual, el teorema de Desargues (en el plano) afirma lo
siguiente: sean A ABC'y A A’B’C” dos triangulos que se encuentran en un mismo
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Este teorema nos da ahora la oportunidad de discutit una cuestiéon
importante. El contenido [Inbalf] del teorema de Desargues pertenece
completamente a la geometria plana; sin embargo, para su demostracion
debemos utilizar el espacio’Nos encontramos por tanto por primera vez
en la posiciéon de llevar a la practica una critica de los medios de una
prueba [die Hiilfsmittel eines Beweises|. En la matemadtica moderna tal critica es
realizada muy a menudo, donde el objetivo es preservar la pureza del
método, i.e., en la prueba de un teorema se deben utilizar, en la medida de lo posible,
s0lo aquellos medios que son sugeridos por el contenido del teoremat

La pregunta por la ‘pureza’ que se plantea aqui Hilbert consiste en
determinar si es posible probar el teorema de Desargues, en donde sélo estan
involucrados conceptos geométricos ex elplano, sin recurrir a ningun tipo de
construcciéon o consideracion en ¢/ espacio. Gracias a su nuevo método
axiomatico formal, Hilbert se encuentra por primera vez en la posicion de
ofrecer una respuesta rigurosa a este interrogante. En efecto, Hilbert
pruebaque en la demostracién de dicho teorema la apelacion al espacio s6lo
puede ser evitada si se utilizan consideraciones métricas tales como los
axiomas de congruencia. Sin embargo, si tales consideraciones métricas son
consideradas como inadecuadas en virtud de que se trata de un teorema puro
de incidencia, entonces no es posible lograr una ‘demostracién pura’ del
teorema de Desargues.

planos; si las lineas 44", BB’y CC’son concurrentes, los puntos de interseccion de los
lados correspondientes de los dos tridngulos estan alineados, y reciprocamente.
3 La demostraciéon usual del teorema de Desargues en el plano, utilizando
construcciones en el espacio, puede consultarse en Efimov, Nikolai, Geometria superior,
Moscu, Editorial Mir, 1984, pp. 213-215.
“Hilbert, David, Elemente der Eunkiidischen Geometrie, (MS. Vorlesung, WS 1898/9).
Ausgearbeitet von Hans von  Schaper. Niedersichsische Staats und
Universititsbibliothek Gottingen, Handschriftenabteilung, Cod. Ms. D. Hilberr 552,
1898/1899 (en adelante EEG), p. 317. Publicado en Majer, Ulrich y Hallett, Michael
(eds.), David Hilbert's Lectures on the Foundations of Geometry, 1891-1902, Berlin, Springer,
pp. 304-402. El énfasisesmio.
> Cf. Festschrift, teoremas 33y 35.
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En este contexto, por ‘pureza’ se alude entonces a una determinada
relacién de preferencia entre los recursos utilizados para probar un teorema o
resolver un problema y los recursos que se utilizan o se necesitan para
entender o comprender tal teorema o problema. Una demostraciéon o una
solucién ‘pura’ es aquella en la que los medios o recursos empleados son
intrinsecos o inberentes al teorema demostrado o al problema resuelto.®

El objetivo del presente trabajo es sostener que la preocupaciéon por
la ‘pureza del método’ ocupé un lugar central en las investigaciones
geométricas de Hilbert en un nivel miis general, a saber, no ya en la demostracién
de tal o cual teorema en particular, sino ex la construccion axiomdtica misma de la
teoria en cuestion, o sea, de la geometria euclidea elemental. Dicho con mejor
precisiéon: en otro lugar he sostenido que una preocupacién central que
motivée las investigaciones axiomaticas de Hilbert fue el objetivo de
proporcionar una base independiente para la  geometria] BEste objetivo era
equivalente a mostrar que para la construcciéon de una gran parte de la
geometria euclidea elemental no es necesario recurrir a ningin tipo de
consideracién numérica, en particular, al tipo de consideraciones que son
introducidas por medio de los principios de continuidad.Es claro asi que este
tipo de objetivos metodolégicos y epistemoldgicos estin intimamente
conectados con la cuestién de la pureza del método, si bien en un nivel mas
general o fundacional.

Luego, para defender mi tesis, intentaré mostrar cémo la
preocupacion de Hilbert por la pureza esta intimamente asociada a uno de sus

¢ Cf. Detlefsen, Michael y Arana, Andrew, “Purity of Methods”, Philosophers’ Imprint,
11, 2011, pp. 1-20. La cuestién de la pureza del método asociada a lasinvestigaciones
de Hilbert sobre el teorema de Desargues ha sidoanalizada en Hallett, Michael,
“Reflections on the Purity of Method in Hilbert’s ‘Grundlagen der Geometrie™, en:
Mancosu, P. (ed.), The Philosophy of Mathematical Practice, New York, Oxford University
Press, pp. 198-255, 2008; Arana, Andrew y Mancosu, Paolo, “On the Relationships
between plane and solid Geometry”, The Review of Symbolic Logic, 5, 2012, pp. 294-353.
7 Cf. Giovannini, Eduardo, “Bridging the Gap between Synthetic and Analytic
Geometry: Hilbert's Axiomatic approach”, Synthese, 2015, Oanline First. DOI:
10.1007/s11229-015-0743-=.
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principales aportes conceptuales a los fundamentos de la geometria euclidea,
a saber, su reconstrucciéon de la teorfa euclidea de las proporciones y de los
triangulos semejantes.Estas teorfas constituyen una de las partes centrales de
la geometria euclidea elemental.

El articulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 2
presentaré brevemente los conceptos centrales de la teorfa de las
proporciones desarrolladas por Euclides en el libro V de Elementos.
Enseguida, en la seccion 3, utilizaré una serie de notas manuscritas de clases
para cursos sobre geometria, para mostrar como Hilbert fundé sus criticas y
objeciones a aquella teorfa en consideraciones ligadas a la pureza del método.
En la seccién 4 presentaré entonces, de un modo sucinto, las ideas centrales
de la teorfa de las proporciones y de los tridngulos semejantes elaborada por
Hilbert. Finalmente, concluiré con algunas reflexiones finales en torno a la
importancia de la cuestiéon de la pureza del método en las investigaciones
axiomaticas de Hilbert en el campo de la geometria.

2. La teoria de las proporciones enel libro V de Elementos

Es bien sabido que en los primeros cuatro libros de Elementos Euclides
desarrolla una teorfa geométrica pura sin nimeros. No encontramos alli una
nocién de /longitnd de un segmento lineal, ni deamplitud de un angulo, ni se
asignan numeros a las figuras planas en el estudio de las areas. En cambio, en
estos primeros libros todas las figuras planas son estudiadas apelando a una
nocién no definida de congruencia, que intenta expresar que dos figuras
(segmentos, angulos, areas) poseen el mismo “tamafio”. La estrategia de
Euclides consiste en probar la mayor cantidad posible de proposiciones por
medio de los teoremas de congruencia. El libro 1 trata de las figuras
rectilineas congruentes, y culmina con el famoso teorema de Pitigoras. En el
libro II se introduce una suerte de dlgebra geométrica de segmentos y
rectangulos, cuyas propiedades estin también basadas en los teoremas de
congruencia. Finalmente, en los libros III y IV se aplican los resultados
obtenidos en los libros anteriores en el desarrollo de la teotfa de los circulos y
los poligonos regulares.
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Ahora bien, esta estrategia enfrenta una dificultad notable cuando
Euclides debe ocuparse de la teotfa de los #idngulos semejantes, esto es,
triangulos en los que la longitud de los lados correspondientes no es la
misma, pero existe una ragzon comsin entre dichos lados correspondientes. La
teorfa de la congruencia de triangulos puede ser utilizada inmediatamente para
estudiar la semejanza de tridngulos, en el caso de que las razones de los lados
correspondientes sean numeros enteros —o incluso numeros racionales. Sin
embargo, si las razones entre los lados correspondientes de los triangulos son
nuameros #rracionales —i.e., si se trata de magnitudes nconmensurables— entonces
resulta sumamente problematico expresar que la razén entre las longitudes de
los lados correspondientes es la misma, si dichas longitudes no pueden ser
expresadas por medio de ndmeros. Para superar esta dificultad Euclides
interrumpe su exposicion puramente geométrica de los libros I-IV y presenta
en el libro V la célebre teorfa de las proporciones, atribuida usualmente a
Eudoxio de Cnidos.?

La teorfa de las proporciones trata de magnitudes en general —i.e.,
segmentos lineales, areas y volumenes— y es valida tanto para magnitudes
conmensurables como inconmensurables. Mas precisamente, el nicleo de
esta teoria se encuentra en las definiciones 3 a 5. La definiciéon 3 afirma: “Una
razon es determinada relacion con respecto a su tamafio entre dos magnitudes
homogéneas”? Sin lugar a dudas, esta definicién no contribuye mucho a
esclarecer qué debe entenderse geomiétricamente por una razén entre dos
magnitudes. Sin embargo, su utilidad reside en que Euclides aclara aqui que
solo puede existir una razén en el caso de que las dos magnitudes sean
homogéneas o de la misma especie, es decir, dos segmentos lineales, dos areas
o dos volimenes.

8 Por lo general suele afirmarse que Proclo fue quien le atribuy6 a Eudoxio la autorfa
de la teorfa de las proporciones del libro V de Elementos; véase Heath, Thomas,
TheThirteenBooks of Euclid’sElements. 3 Vols. New York, Dover Publications, 1956, 2*
edicién. Sobre el origen de la teorfa de las proporciones en la geometria griega, véase
Knorr, Wilbur, TheEvolution of theEuclideanElements. Dordrecht, Reidel, 1975.
 Buclides, Elementos, V, def. 3 (en adelante Elementos). Trad. de Maria Luisa Puertas
Castanos. Madrid, Gredos, 1994.
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La definicién 4 sefala lo siguiente: “Se dice que guardan razén entre s
las magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a otra”.1 Como
veremos a continuacion, esta definicién cumple un papel fundamental en la
teorfa euclidea de las proporciones. En cierto sentido, puede decirse que
completa la definicién anterior. Por un lado, con esta definicion Euclides
excluye la posibilidad de que una razén sea entendida como una relacion
entre magnitudes finitas y magnitudes infinitamente pequefias o infinitamente
grandes. Por otro lado, lo que resultara central en lo que sigue, por medio de
esta definicion BEuclides se asegura de que la teorfa de las proporciones que va
a desarrollar sea valida para magnitudes tanto conmensurables como
inconmensurables. Como es bien sabido, esta definiciéon equivale al conocido
axioma de Arquimedes, que en su versién mas usual reza como sigue: “Si a y
b son dos segmentos lineales, entonces existe siempre un entero positivo # tal
que 7a>p’ .M

Otrorasgo caracteristico de la teorfa de las proporciones de Euclides-
Eudoxio es que alli no se define qué es mna ragon entre dos magnitudes
generales, sino en cambio cuando dos razones son iguales entre si, o cuando
una es mayor o menor que la otra. En efecto, esta nocién es formulada en la
definicién 5, considerada generalmente como la definicién central libro V:

Dicese que la razén de una primera magnitud a una segunda es igual a la
de una tercera a una cuarta, cuando las primeras y las terceras igualmente
multiplicadas o al mismo tiempo superan, o al mismo tiempo son iguales o
al mismo tiempo son inferiores que las segundas y cuartas igualmente
multiplicadas.

Es usual explicar el contenido de esta definicién, utilizando una
notacién algebraica moderna, de la siguiente manera: dos magnitudes
(segmentos lineales, 4reas, volimenes, etc.) tienen la misma razon respecto de
otras dos (en simbolos @ : & = ¢: d) si tomando » multiplos (enteros positivos)
de @y ¢y » maltiplos (enteros positivos) de by 4, se tiene que:

0 FE fementos, V, def. 4.
W Cfr. Festschrift.
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ma < nb implica que me < nd
ma = nb implica que me = nd

ma > nb implica que me >nd.

Euclides llama entonces proporcionales a las magnitudes que guardan una
misma razén entre si (definicién 6). Ahora bien, en la definicion 7 se
establece ademas, utilizando nuevamente una notacién algebraica moderna,
que dados dos mdaltiplos 7, # (enteros positivos) tal que wa > nb pero me <nd,
entonces se sigue que @ : b > ¢: 4125in embargo, esta definicion plantea una
dificultad. Si se quiere probar que para @ < b se cumple que a : a > a : b,
entonces debemos encontrar dos 7z, # (enteros positivos) tales que ma > na
pero ma <nb. Si tomamos entonces a 7 = 7 + 1, se tiene que

(n+1)a<nb
o bien que,

a<(b—an

Pero ello implica que para las magnitudes @ y 4 = (b — a), debemos
encontrar un # (entero positivo) tal que

nd >a.

12E fementos, NV, def. 7: “Entre los equimultiplos, cuando el multiplo de la primera
excede al maltiplo de la segunda pero el multiplo de la tercera no excede al multiplo
de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda con la segunda una razén mayor
que la tercera con la cuarta.”
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Luego, esta ultima desigualdad esprecisamente el axioma de
Arquimedes, que como hemos visto aparece sugerido en la definicién 4.

Sobre la base de este conjunto central de definiciones, Euclides
desarrolla en el libro V la teorfa general de las proporciones de un modo
“abstracto”. Este caracter abstracto reside en que la totalidad de las 23
proposiciones que componen dicho libro son demostradas a partir de las
definiciones y las nociones comunes, pero sin recurrir en ningiin momento al
tipo de razonamiento geométrico basado en construcciones geométricas
llevadas a cabo segun las reglas estipuladas en los postulados. Por el contrario,
si bien en dichas proposiciones Fuclides identifica a las magnitudes con
segmentos lineales, dicha identificacién obedece mas bien a una finalidad
heuristica o ilustrativa, pero de ningin modo ocupaun lugar relevante en las
pruebas.

La transicién a la geometrfa la lleva a cabo Euclides en el libro
siguiente, cuando aplica la teorfa general de las proporciones a la geometria
plana, desarrollando en el libro VI la teorfa de los tridangulos semejantes. El
resultado mas importante de esta teorfa, utilizado practicamente en todas las
demostraciones subsiguientes, es presentado en la proposiciéon V1.2, a veces
también referida como el teorema de Tales(Fig. 1):

Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un tridngulo, cortard
proporcionalmente los lados del tridangulo. Y si se cortan proporcionalmente
los lados de un triangulo, la recta que une los puntos de seccion sera paralela
al lado restante del tridngulo.
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Fig. 1: Elementos, V1, prop. 2. Teorema de Tales.

En la prueba de esta proposiciéon Euclides apela a la teorfa del area —en
particular a las proposiciones 1.38 y 1.39—, esbozada previamente en el libro 1.
Se trata de una de las demostraciones mas ingeniosas de todos los Elementos,
aunque esta apelacion a la teorfa del area hace que resulte problematica desde
un punto de vista metodolégico. La demostracion de esta proposicion
concentra precisamente el centro de las criticas de Hilbert a la teoria euclidea
de las proporciones y de los triangulos semejantes.

3. ‘Una mancha en el sol de Euclides’

Hilbert sostiene en numerosos lugares que la teoria de las proporciones
de FEuclides-Eudoxio tiene como su teorema mas fundamental a la
proposiciéon VL2, conocido también como el teorema de Tales.Por ejemplo,
en las notas de clase para el curso “Elemente der EuklidischenGeometrie”,
antecedente inmediato de la primera edicién de Fundamentos de la geometria, la
importancia de esta proposicion es resaltada de la siguiente manera:

En efecto, Euclides fundamenta la teotia de las proporciones en las dos
proposiciones siguientes:

28



1. Sien un triangulo ABC se traza la linea paralela 4B’ respecto
de AB, entonces se tiene que AC: BC=_AC:BC.

2. Lainversa: si en un tridngulo AC: BC = A’C: B'C, entonces se
tiene que AB | | A B"13

Ahora bien, a continuacién realiza la siguiente observacion respecto de
la prueba de esta proposicién en Elementos:

En Euclides la demostraciéon de esta proposicién es completamente
rigurosa, en el caso en el que tanto AC como BC se originan por medio de
la sustraccion reiterada de un dnico y mismo segmento lineal.Sin embatgo,
Euclides apela a relaciones generales de magnitudes, puesto que concibe la
anterior proporcién como una ecuacion numérica y concluye que el teorema
es valido para cualquier posicién de A4 y A" Contra esto se debe objetar:
1- Para poder interpretar una proporcion entre segmentos siempte como una
relacion numérica se requiere de un nuevo axioma (que aqui designaremos
V)14, 2- Incluso si este nuevo axioma ha sido introducido, se debe probar
explicitamente que los nuevos nimeros introducidos obedecen las mismas
leyes de operaciones que la de aquellos ya conocidos.

BEEG, p. 363. Observaciones similares se encuentran en:
Hilbert, David, Pringipien der Mathematik; (1 orlesungen, WS 1917/18). Ausgearbeitet
von P. Bernays. Georg—August—Universitit Gottingen, Mathematisches Institut,
Lesesaal, p. 89. Publicado en Ewald, William y Sieg, Wilfried(eds.), David Hilbert’s
Lectures on the Foundations of Arithmetic and Logic, 1917-1933, Betlin, Springer, pp. 59-
214.
Hilbert, David, Uber das Unendliche; (V orlesungen, WS 1924/25). Ausgearbeitet von L.
Nordheim. Georg—August—Universitit Gottingen, Mathematisches Institut, Lesesaal,
p. 692. Publicado en Idem, pp. 668-756.
Hilbert, David, Grundlagen der Geometrie; (MS. Vorlesung, SS 1927). Ausgearbeitet von
A. Schmidt. Georg-August-Universitit Gottingen, Mathematisches Institut, Lesesaal,
p. 57.
14 Hilbert se esta refiriendo aqui al axioma de Arquimedes.
BEEG, p. 363.
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Este interesante pasaje da lugar a una serie de comentarios. En primer
lugar, resulta llamativo que Hilbert califique aqui a la demostracién de
Euclides como “completamente rigurosa”, en el caso de que la linea paralela a
la base del triangulo determine segmentos conmensurables. Como hemos
dicho, esta prueba es una de las mas ingeniosas, pero a la vez de las mas
controvertidas de todos los Elementos. En gran parte, estas dificultades estin
relacionadas con el hecho de que alli se hace un uso esencial de la teorfa del
area, que Euclides desarrollé de un modo insuficiente y rudimentario en los
libros previos, en particular en el libro I. De este modo, en mi opinién, con
esta observacion Hilbert alude mas bien al hecho de que, en el caso de que se
trate de segmentos conmensurables, es posible demostrar correctamente dicha
proposicion utilizando los teoremas de congruencia para triangulos.

En segundo lugar, la afirmacién de Hilbert segin la cual Euclides
interpreta la proporcién anterior (i.e., A:B= A:B’) como una relacion entre
niimeros O numérica |ZLablengleichung] resulta sumamente discutible desde un
punto de vista histérico, sin una debida aclaracién.Como hemos sefialado, es
claro que el libro V de Elementos no posee el caricter puramente geométrico
de los cuatro libros anteriores, en tanto que allf la teorfa general de las
proporciones es desarrollada de un modo ‘abstracto’, en el sentido de que no
se ofrece una justificacion geomsétrica para cada una de las proposiciones. Sin
embargo, de este caracter abstracto no se sigue que en el libro V Euclides
conciba la proporcién entre magnitudes en general, ya sean conmensurables e
inconmensurables, como una relacion numérica o entre nineros. De hecho, en el
libro VII Euclides desarrolla otra teorfa de las proporciones aplicada
exclusivamente a ndmeros (enteros), en donde enuncia y vuelve a demostrar
muchas de las proposiciones previamente demostradas en el libro V. Un
ejemplo emblematico es la definicién 20, cuyo contenido es practicamente
idéntico a la definicién 5 del libro V: “Unos ntimeros son proporcionales cuando
el primero es el mismo mdltiplo o la misma parte o las mismas partes del
segundo que el tercero del cuarto”.

Existe una extensa discusion historiografica respecto de por qué
Euclides decidi6 presentar de forma independiente una teorfa de las
proporciones para numeros enteros, en lugar de aplicar directamente los
resultados alcanzados previamente en la teorfa de las proporciones del libro V
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también para el tratamiento de numeros.!¢ Sin embargo, independientemente
de esta cuestion historiografica que excede los limites del presente articulo,
creo que es posible contextualizar la observacién de Hilbert, de modo que no
resulte tan problematica a primera vista desde un punto de vista
historiografico. Esta explicacién se vincula con la tercera observacion.

El aspecto mas substancial de la objecion de Hilbert se relaciona con la
importancia fundamental que tiene el postulado o principio de Arquimedes
para la teorfa euclidea de las proporciones, y que Hilbert es quizas uno de los
primeros en sefalar de manera explicita. Esta importancia se aprecia, por
ejemplo, en el hecho de que la definicion misma de Euclides de la
igualdad/desigualdad de razones requiere de la validez del axioma de
Arquimedes para poder funcionar. Mas precisamente, Hilbert sefiala que en el
caso de que los dos lados del triangulo sean segmentos inconmensurables, la
recta paralela a la base determinard univocamente los puntos Ay A’sélo si e
axioma de Arquimedes es presupuesto. De esta manera, en un texto posteriof,
Hilbert concluye que un defecto crucial de la teorfa desarrollada por Euclides
consiste en no haber formulado este axioma de un modo explicito: “Existe un
mancha en el sol de Euclides, puesto que él omitié la formulacién de aquel
axioma |[i.e., el axioma de Arquimedes|”.1”

Independientemente de si Euclides incluye o no (una versiéon de) el
axioma de Arquimedes entre sus definiciones, es claro que su teorfa de las
proporciones y de los triangulos semejantes se fundaba en aquella condicion.
Sin embargo, un objetivo central de las investigaciones axiomaticas de Hilbert
consistia en estudiar cuidadosamente y determinar el papel que los principios
de continuidad desempefian en la estructura deductiva de la geometria
euclidea elemental, para mostrar precisamente que tales principios no eran
necesarios para la construcciéon de una parte muy importante de la teoria; en

16 Acerca de esta controversia historiografica, véase Corry, Leo, “La teoria de las
proporciones de Eudoxio vista por Dedekind”, Marhesis, 10, 1994 pp. 35-68; Grattan-
Guinness, Ivor, “Numbers, Magnitudes, Ratios, and Proportions in Euclid’sE/ements:
HowDid He HandleThem?”, Historia Mathematica, 23, 1996, pp. 355-375.
17 Hilbert, David, Uber das Unendliche, p- 693.
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este respecto, la teorfa euclidea resultaba claramente inapropiada para los
objetivos de Hilbert.

Mas atn, junto con esta estrategia general en la reconstruccion de la
geometria euclidea, Hilbert hace ademas una referencia al requerimiento o
condicion de pureza, en relacién a que resulta deseable que la teorfa de las
proporciones y triangulos semejantes sea construida con independencia de los
principios de continuidad, en particular, del axioma de Arquimedes:

Este teotema puede ser demostrado con la ayuda del segundo teorema de
congruencia, en el caso particular donde se sabe que la longitud de los
segmentos es conmensurable con una de las semirrectas.Sin embargo, en
el caso general se requiere del empleo de [un axioma de] continuidad.Desdle
el punto de vista de nuestro abordaje previo, el empleo de la continnidad aparece agni
como una inferencia [Schlussweise] completamente extraia, y de hecho se presenta
ademads como particularmente insatisfactoria, puesto que aquel teorema de
las proporciones es utilizado, entre otras cosas, para probat algunos
teoremas de incidencia, cuyocontenido parece ser independiente de las leyes de
continnidad. De este modo, resultainmediata la pregunta respecto de si es
posible prescindir de aquella condicién de continuidad.!®

Una critica similar a la teorfa euclidea de las proporciones, fundada en
la cuestién de la ‘pureza’, es formulada por Hilbert en un curso postertior:

Sin embargo, es evidente que este teorema [i.e., la proposicion VI. 2] esta
. a
demostrado solamente para el caso [de magnitudes|conmensurables (;es
racional). El caso inconmensurable puede ser demostrado con la ayuda de
la continuidad. Abora bien, nuevamente el mencionado teorema es utilizado de un
modo esencial en la demostracion de importantes y puros teoremas de incidencia [reinen
Schnittpunktsate], que no tienen absolutamente ninguna relacion con la continuidad.*®

Hilbert considera como ‘impura’ toda demostraciéon del teorema de
Tales —o el teorema fundamental de la proporcionalidad— en la que se apelen

18 Hilbert, David, Pringipien der Mathematik, p. 89. Elénfasis es mio.
19 Hilbert, David, Grundlagen der Geometrie, p. 58. Elénfasis es mio.
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a los axiomas de continuidad, o mas especificamente, al axioma de
Arquimedes. Este calificativo obedece, al menos, a dos razones. Por un lado,
el teorema de la proporcionalidad esta inmediatamente ligado a algunos
teoremas de incidencia —por ejemplo, al teorema de Pascal, cuyo contenido
Hilbert considera como completamente independiente de la nocién de
continuidad. En segundo lugar, en tanto que un objetivo explicito de la
construccioén axiomatica de la geometria euclidea llevada a cabo por Hilbert
es proporcionar una base independiente para esta teorfa, en el sentido de
evitar la introduccién de consideraciones numéricas, la apelacién a un
principio de continuidad resulta sumamente inadecuada en la reconstruccion
de la teorfa de las proporciones y de los triangulos semejantes. En efecto, el
aspecto crucial es que, al utilizar el axioma de Arquimedes en la
reconstruccion de esta parte central de la teorfa, se introduce
irremediablemente una consideracién numérica, en la medida de que,?) dicho
axioma supone el concepto de nimero entero; 7) a partir de dicho axioma es
posible asociar un nimero real a cada punto sobre la linea, tal como lo sefiala
Hilbert en sus notas de clases.

De este modo, las criticas de Hilbert a la teotria euclidea de las
proporciones se fundan en consideraciones metodoldgicas y epistemoldgicas
ligadas a la cuestion de la pureza del método. Pero veamos ahora brevemente
cémo reconstruye Hilbert dicha teoria de un modo ‘puramente geométrico’.

4. La teoria de las proporciones y de los triangulos semejantes de
Hilbert

Hilbert elabora su teorfa de las proporciones y de los tridngulos
semejantes en el capitulo III de Fundamentos de la  geometria. Dicha
reconstrucciéon de la teorfa eudoxia de las proporciones su funda en un
resultado previo alcanzado por Hilbert, a saber: el cilculo de segmentos
lineales [Streckenrechnung]. Hilbert mostr6 como era posible definir las
operaciones de suma y producto de segmentos lineales de un modo
puramente geométrico y al mismo tiempo probd, recurriendo a dos teoremas
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clasicos de la geometrfa proyectiva —i.e., los teoremas de Desargues y
Pascal®—, que estas operaciones satisfacian todas las propiedades de un cuerpo
ordenado. La construccion puramente geométrica de un conjunto que satisface
la estructura de un cuerpo ordenado le permitié asi reconstruir la teoria de las
proporciones y de los tridngulos semejantes, de un modo puramente
geométrico y sin apelar a ningrin postulado de continuidad, en particular al axioma
de Arquimedes.

El elemento clave para el caso que venimos analizando es la
caracterizacion que hace Hilbert del producto de segmentos lineales.?! Para
ello Hilbert utiliza la siguiente construccién geométrica: sean a y & dos
segmentos lineales. Elegimos un segmento cualquiera que permanecera fijo —
la unidad lineal- y lo designamos como 1. En uno de los lados de un
triangulo rectingulo trazamos, desde el vértice 0, los segmentos 1 y 4,
mientras que en el otro lado trazamos el segmento . Enseguida, unimos el
punto final del segmento 1 y el punto final del segmento 4, y desde el punto
tinal de 4 trazamos la linea paralela a 1o (Fig. 2). Esta linea determina un
segmento ¢ en el otro lado del triangulo rectangulo, que identificamos con el
producto del segmento a por el segmento 4. La existencia del segmento ¢ esta
garantizada por el axioma de las paralelas.

20 Teorema de Pascal (version afin): Sean dados dos conjuntos de puntos A4, B, C'y
A", B, C’situados respectivamente sobtre dos rectas que se intersecan, de tal manera
que ninguno de ellos se encuentra en la interseccion de estas lineas. Si CB “es paralelo
a BC"y CA’ es también paralelo a AC", entonces BA es paralelo a AB". Festschrift, p.
28.
2l Un analisis detallado del calculo de segmentos de Hilbert puede encontrarse en
Giovannini, Edvardo, David Hilbert y los fundamentos de la geometria (1891-1905),
Londres, College Publicaciones.
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1 B
Fig. 2: Multiplicaciéon de segmentos lineales

Como se puede notar a primera vista, ésta es la construccion
geométrica estandar del cuarto proporcional contenida ya en Elementos, V1.
12, que Descartes utiliz6 por primera vez para definir el producto de dos
segmentos lineales como unsegmento lineal??Descartes y Hilbert interpretaron de
un modo similar la definiciébn de segmentos lineales por medio esta
construcciéon geométrica, en el sentido que ambos afirmaron que esta
definicién no se referfa a numeros sino a magnitudes geométricas; en otras
palabras, ninguno de los dos identific6 a los segmentos lineales con sus
longitudes expresadas numiéricamente. Sin embargo, existe una diferencia esencial
entre las dos interpretaciones de esta operacion aritmética con segmentos
lineales, que resulta fundamental para nuestro caso. En Descartes, la
definicién era obtenida esencialmente a partir de la proposiciéon V1.2 de
Elementos acerca de la proporcionalidad de los tridngulos semejantes; en
consecuencia, Descartes no sélo asumié por completo la teorfa de las

22Sobre la definicién de Descartes del producto de segmentoslinealesvéaseMancosu,
Paolo, Philosophy of mathematics and mathematical practice in the seventeenth century. New
York, Oxford University Press, 1996
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proporciones del libro V de Elementos, sino que también presupuso de un
modo implicito la validez del axioma de Arquimedes. Por el contrario, el
objetivo de Hilbert era mostrar que, partiendo de su definicion de
multiplicacién de segmentos lineales, era posible obtener la nocién de
proporcionalidad y de tridngulos semejantes, y evitar ademas la introduccion
de aquel axioma de continuidad.

Una vez que el producto de segmentos ha sido definido de este modo
puramente geométrico, Hilbert prueba que satisface todas las propiedades
identificadas con esta operacion, es decir, las propiedades asociativa y
conmutativa, la existencia de un elemento inverso del producto y la propiedad
distributiva respecto de la suma. En particular, Hilbert muestra que el
teorema de Pascal —demostrado por él previamente sin utilizar ningin axioma
de continuidad— resulta esencial para garantizar la propiedad conmutativa de
la multiplicacién.

Hilbert utiliza entonces su definicién del producto de segmentos
lineales, junto con sus propiedades, para reconstruir la teorfa euclidea de las
proporciones y de los triangulos semejantes. Una cuestion esencial es que en
ningin momento se asume la validez del axioma de Arquimedes. Su
caracterizacion de la proporcionalidad de segmentos lineales se basa en su
definicion del producto de segmentos lineales:

Definicion 1: Si 4, b, a’, b’ son cuatro segmentos cualesquiera, la
proporcion

a:b=a’:b’
no expresa sino la validez de la siguiente ecuacion

ab’ = a’h23

23 Festschrift, p. 55.
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Con esta definiciéon, Hilbert alcanza el objetivo de mostrar qué
significa geométricamente que dos pares de segmentos son proporcionales, esto
es, la ignaldad del producto de dos pares de segmentos lineales. De este modo, su
caracterizacion evita la intromisién subrepticia de consideraciones numéricas.
Por otro lado, para definir la definicién de semejanza de tridngulos, Hilbert
no apela a la proporcionalidad de los lados correspondientes, sino que utiliza
la congruencia de los angulos correspondientes:

Definicién 2: Dos triangulos se denominansemejantes si sus angulos
correspondientes son congruentes.2*

Hilbert demuestra entonces que si a, b, a’, b" son los lados
correspondientes de dos tridngulos (semejantes), entonces la definicion
anterior de proporcionalidad es valida (Teorema 22). Su exposicién concluye
con la formulacién del teorema fundamental de la proporcionalidad, en una
version adaptada a su propia teorfa:

Teorema fundamental de la proporcionalidad: Si dos rectas
paralelas determinan respectivamente, en los lados de un angulo cualquiera,
los segmentosa, by a’, b’, entonces se verifica la proporcion

3 3 3

Reciprocamente, si cuatro segmentos a, ba’, b’satisfacen esta
proporcidn, y a, a'y b, b’'son construidos de a pares en los lados de un angulo

% Festschrift, p. 55.
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cualquiera, entonces las lineas que unen a los puntos finales deay b,y de 2"y
b, son paralelas.?5

En Fundamentos de la geometria Hilbert no ofrece una demostracién de
este teorema, aunque tal demostracién puede ser obtenida facilmente
utilizando el teorema 22 previamente demostrado.2La definiciéon de la
proporcionalidad de segmentos lineales, junto con el teorema fundamental,
son sin embargo suficientes para obtener integramente los resultados de la
teorfa euclidea de las proporciones y de los tridngulos semejantes. Hilbert no
lleva a cabo dicha tarea, sino que se conforma con caracterizar de un modo
puramente geométrico, y sin apelar a ningun principio de continuidad,
aquellos conceptos y teoremas fundamentales.?

5. Consideraciones finales

Sobre la base que aportan las notas de clases para cursos sobre
geometria, hemos podido mostrar que las criticas de Hilbert a la teorfa
euclidea de las proporciones y de los triangulos semejantes estaban
esencialmente vinculadas al requerimiento de la pureza del método. Este
requerimiento consistfa en que, en la demostracion de un teorema, o en la
solucién de un problema, sélo deben utilizarse aquellos medios o recursos
intrinsecos o sugeridos por el contenido del teorema o problema en cuestion.
Para Hilbert, un defecto fundamental de la teoria de las proporciones de
Euclides era que las definiciones de razén y proporcion estaban basadas en

25 Festschrift, pp. 56-57. En la dltima edicion de Fundamentos de la geometriaeste teorema
aparece como el teorema 42. Cf. Hilbert, David, Grundlagen der Geometrie. Mit
Supplementen von Panl Bernays. Editadopor Michael Toepell. Stuttgart/Leipzig, Teubner,
14* edicion.

26 Hsta demostracion se encuentra, por ejemplo, en Hilbert, David, Grundlagen der
Geometrie, pp. 57-59.

27Un analisis sistematico de estas contribuciones técnicas de Hilbert se encuentra en
Hartshorne, Robin, Geometry: Enclid and Beyond. New York, Springer, 2000.
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consideraciones o presupuestos numéricos, en la medida en que suponian de
un modo esencial la validez de un principio de continuidad como el
postulado de Arquimedes. Dicha teoria carecia por lo tanto de un fundamento
geomsétrico, razoén por la cual no respetaba el criterio fundamental de la pureza
del método. La notable contribuciéon de Hilbert consistié en construir la
teorfa de las proporciones y de los triangulos semejantes, parte central de la
geometria euclidea elemental, sobre una nueva base puramente geométrica,
ie., el calculo de segmentos lineales. Mas ain, una caracteristica fundamental
del calculo de segmentos era que su construccion no dependia en absoluto de
la validez del axioma de Arquimedes, con lo cual el caricter ‘puro’ de dicho
resultado estaba garantizado.

Finalmente, podemos concluir que, en el caso que hemos analizado de
la teorfa euclidea de las proporciones, el requerimiento de la pureza del
método tenfa para Hilbert wn cardcter general o fundacional. En este contexto, su
objetivo explicito no consistfaslo en obtener una ‘demostracién pura’ de un
teorema particular de la teorfa de las proporciones —por ejemplo, el teorema
de Tales— sino que el requerimiento de purezafue impuesto ademas sobre las
definiciones mismas de las nociones de razén y proporcion, y por lo tanto,
sobreel nicleo o fundamento de la teorfa.El analisis que hemos llevado a cabo
de la teorfa de las proporciones y de los triangulos semejantes de Hilbert nos
ha permitido verque el requerimiento metodolégico y epistemoldgico de la
pureza del método constituyéun elemento fundamental en su construccion
axiomitica de la geometria euclidea elemental; mas aun, este ejemplo ilustra
elocuentemente cuan fructiferas y relevantes resultan las preguntas sobre la
‘pureza del método’ en el examen de los fundamentos de una teoria
matematica.
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