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Resumen: Euclides administra dos modalidades comunicativas en la exposicién de sus demostraciones:
una es detallada, minuciosa, la otra mas resumida o esbozada o sumaria. Existen pues en los Elementos de-
mostraciones que combinan (en su comunicacién) ambas modalidades expresivas, y las hay que solo re-
curren a la primera, careciendo de pasajes que ejemplifiquen la segunda. En Seoane (2022) se identifican
estos dos estilos expresivos, denomindndosele al primero polimodal y al segundo unimodal. Por otra parte,
algunos filésofos han resaltado el valor de distinguir entre expresion y estructura de una demostracién. La
polimodalidad apunta, ciertamente, al plano expresivo, pero posee calado estructural. Dado que existen
formas diversas de emerger la polimodalidad en la demostracidn euclidiana, puede resultar de interés
examinarlas atendiendo a la interaccién entre ambos planos y su contexto.

Palabras claves: Euclides, Demostracién geomeétrica, Estilos expresivos, Estructura de la demostracién, Filoso-
fia de la prictica matematica.

Abstract: Euclid administers two communicative modalities in the presentation of his proofs: one is detailed and metic-
ulous, the other more summarized or outlined, abbreviated. There are proofs in the Elements that combine (in their com-
munication) both expressive modalities, and there are those that only resort to the first, lacking passages that exemplify
the second. These two expressive styles are identified in Seoane (2022); the first being called polymodal, and the second
unimodal. On the other hand, some philosophers have highlighted the value of distinguishing between the expression
and the structure of a proof. Polymodality certainly points to the expressive level, but it has structural significance. Given
that there are different ways in which polymodality emerges in the Euclidean demonstrative practice, it may be of interest
to examine them in terms of the interaction between both levels and their context.

Keywords: Euclid, Geometrical proof, Expressive styles, Structure of proofs, Philosophy of mathematical practice.

1.

Todo lector de los Elementos advierte que Euclides administra dos modalidades comunicativas en la ex-
posicién de sus demostraciones; tales modalidades pueden caracterizarse en forma sucinta: una es deta-
llada, minuciosa, la otra mds resumida o esbozada o sumaria (Seoane, 2022). La primera expone en forma
pormenorizada la dimensién estructural o l6gica correspondiente; la segunda, en cambio, resume la ilacién
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inferencial.? El nivel de detalle aludido en la primera opcién no supone la instanciacién de un formato expo-
sitivo ideal, especificado en forma explicita y previamente dado; simplemente surge de la descripcién eucli-
diana ordinaria de lalégica (en sentido lato) de la demostracién. El formato sumario o esbozado lo es entonces
en relacién con el formato minucioso, es decir: relativa, no absolutamente.* En un sentido obvio, es ese formato
comunicacional pormenorizado el modo basico de descripcién estructural usado por el gedmetra; solo deriva-
tivamente recurre a la descripcidn esbozada. Por otra parte, la ruptura del ritmo expositivo minucioso (cuando
ocurre) suele ser perfectamente identificable, pues Euclides la consigna en forma literal. Asi, por ejemplo,
luego de expuesta en forma detallada la demostracién de un componente de una conjuncién, agrega que “de
manera semejante” se puede demostrar el componente restante, indicando sumariamente de esta forma dicha
trama estructural.

Existen pues en los Elementos demostraciones que combinan (en su comunicacién) ambas modalidades
expresivas (a saber: explicita y esbozada), y las hay que solo recurren a la primera, careciendo de pasajes que
ejemplifiquen la segunda. En Seoane (2022) se identifican estos dos estilos expresivos, denomindndosele al pri-
mero polimodal y al segundo unimodal. En sintesis: el estilo polimodal pone en obra (en el contexto de una tnica
demostracién) las dos modalidades comunicativas referidas, mientras el unimodal apela en exclusividad a la
modalidad detallada.*

Ahora bien, como se recordé antes, algunos filésofos han resaltado el valor de distinguir entre expresién y
estructura de una demostracién. El fenémeno que hemos denominado arriba polimodalidad apunta, ciertamente,
al plano expresivo, pero posee asi mismo calado estructural. Podria decirse que permite apreciar interacciones
informativas entre ambos planos. Dado que existen formas diversas (desde el punto de vista expresivo) de emer-
ger la polimodalidad en la demostracién euclidiana, puede resultar de interés examinarlas en esta clave interac-
tiva, tomando asi mismo en consideracién seriamente el contexto comunicacional (esto es, emisor y receptor).
Algunas ideas fueron adelantadas en Seoane (2022); este escrito pretende abordar ahora otros aspectos de aquella
interaccién contextuada —concentrando la atencién en la comunicacién esbozada—.’

Elitinerario es el siguiente. El apartado 2 examina algunos ejemplos del estilo polimodal, distinguiendo
entre casos limitey casos estandar (en atencidn a la forma singular de manifestarse tal fenémeno comunicativo).
Los apartados 3 y 4 evaliian posibles motivaciones estructurales para la adopcién de una u otra alternativa
expresiva, examinando especificamente los pasajes esbozados (implicitos o explicitos); el apartado 5 ofrece
una caracterizacion del contraste entre casos limite y estandar, que recoge la dimensién estructural, pero, a su
vez, hace entrar en escena el contexto comunicacional —mds especificamente: el interlocutor o destinatario
del discurso deductivo—. El apartado 6 examina algunos rasgos salientes del estilo polimodal euclidiano.

2.

Las demostraciones de I.1a L5, por ejemplo, ilustran el estilo unimodal. El caso de 1.6 puede resultar enig-
matico. Veamoslo.*

% Algunos autores han sefialado la importancia de distinguir la demostracién matematica (qua objeto abstracto) de su comunicacion —mas
alla de diferencias terminoldgicas y matices conceptuales, pueden consultarse al respecto, por ejemplo, Weaver (1988:31), Chateaubriand
(2005:284) y Giaquinto (2008:24)—. Denominaré estructura y expresion (de la demostracidn) respectivamente a los planos abstractoy comu-
nicacional.

3 Por ello no debe confundirse este contraste con aquellos en que uno de los formatos se entiende como un estandar universal y ahistérico
de rigor. A veces esa concepcion absolutista se formula en estos términos (cursivas mias): “En consecuencia, un argumento completamente
riguroso es aquel en el que todas las premisas, por obvias o ampliamente aceptadas que sean, se hacen explicitas, y en el que todos los pasos
inferenciales son lo mds pequerios posibles.” (Paseau, 2016:178).

4 Este estilo ocurre en Euclides, pero es habitual en diversos contextos en que se comunican demostraciones, desde un salén de clase a una
sala de conferencias, desde un intercambio informal entre colegas hasta el texto de un articulo de investigacién.

* Usaré libremente el trabajo previo aludido, mencioniandolo exclusivamente en los casos que crea posee algiin interés su consulta.

¢ Seguiremos la traduccion de los Elementos de Puertas Castafios y consultaremos asi mismo la cldsica edicién de Heath.



Este es el enunciado: si dos dngulos de un tridngulo son iguales entre si, también los lados que subtienden
a los dngulos iguales serdn iguales entre si.

Eldiagrama:

La demostracién (cursivas mias):

Sea el tridngulo ABT que tiene el &ngulo ABT igual al 4ngulo AT'B. Digo que también el lado AB es igual al
lado AT'. Pues si AB no es igual a AT, uno de ellos es mayor. Sea AB el (lado) mayor. Y del (lado) mayor AB quitese
la (recta) AB igual al (lado) menor AT, y tricese AI'. Ahora bien, como AB es igual a AT'y BI' es comiin, también
los dos lados AB, BI' son iguales a los dos lados AT, I'B , respectivamente, y el angulo ABT es igual al angulo AI'B
por tanto, la base AT es igual a la base AB, y el tridngulo ABT serd igual al tridngulo AI'B, el menor al mayor; lo
cual es absurdo; entonces los lados AB y AT no son desiguales; luego son iguales. Por consiguiente, si dos n-
gulos de un tridngulo son iguales entre si, también los lados que subtienden a los dngulos iguales serdn iguales
entre si. Q. E. D.

¢El estilo aqui es unimodal? Sin embargo, se asume que AB es mayor que AT'y que tal opcién no afecta la
l6gica de la prueba; esta operacién se hace sin atisbo de justificacién explicita y, en tal sentido, si nos apegamos
alaliteralidad de la comunicacidn, esta resultaria inacabada. ;El estilo es polimodal entonces? Pero, ;cudl es el
tramo esbozado o esquemadtico? Quizd podria responderse: se encuentra implicito. Podria ser un tramo que
aludiera (sumariamente) ala demostracién que conduce, desde el supuesto que AT es mayor que AB, al absurdo
que el tridngulo ATB es igual al tridngulo ABT, “el menor al mayor”. Nétese que no sélo el texto se encontraria
implicito, asi mismo la figura correspondiente. En la demostracién euclidiana, literalmente, no existe la menor
referencia ni a la necesidad de adicionar tal texto, ni de reformar consistentemente el diagrama. Este fené-
meno de discrecién extrema no desdice la conciencia del gedmetra que, desde el punto de vista légico, la
prueba ofrecida no depende de la eleccidén de que AB sea mayor que AI'—unica alternativa explicitamente con-
templada—. La razdn es clara: la otra alternativa es tratable de manera trivialmente semejante a la antes ex-
puesta. No hay déficit légico, la comunicacién explicita da simplemente por sobrentendida esta “parte
complementaria’ de la expresion de la prueba.

Asi puede entenderse la comunicacién de la demostracién, tal cual la leemos en Euclides como confor-
mada por dos “momentos” (uno explicito, otro implicito); el primero minuciosamente expuesto, el segundo
simplemente asumido. Podriamos considerar esta demostracién como un caso limite de ilustracién del estilo
polimodal, pues al tramo explicito se le debe adicionar (por razones légicas o estructurales) una suerte de re-
ferencia (aunque mas no sea implicita y obvia) a una estrategia aniloga (I6gicamente) a la expuesta minucio-
samente. Es decir: la comunicacién de la demostracidn pareceria ejercitar asi (por decirlo de alguna forma) los
dos modos caracteristicos del estilo polimodal: el explicito y el sumario —aunque este @ltimo no se encuentra
en el texto, pues se ha reducido, dicho metaféricamente, “al maximo”, y precisamente por ello podemos consi-
derar este tipo o especie de polimodalidad como limite—.

A favor de esta interpretacién puede anotarse ademas que, a pesar de no existir una referencia en el texto
alaprueba en cuestidn, siexiste una “marca’ sobre el estatus de la desigualdad escogida como premisa: resalté
via cursivas la expresion “Sea” en el texto euclidiano, que precede a la desigualdad, y que cumpliria tal funcién;
esto es, al parecer el gedbmetra no asumiria sin mas la verdad de tal desigualdad. Podriamos parafrasear tal



giro expresivo como equivalente a “tdmese” o “asimase” —algo por cierto bien diferente a la aseveracion a se-
cas—. En tal sentido quizd resultaria excesivo afirmar una ausencia absoluta de evidencia textual acerca del
estatus de la asercidn critica e, indirectamente, acerca del trecho estructural relevante.”

Por supuesto, en los casos paradigmaticos de ilustracién del estilo polimodal, el texto hace explicitamente
referencia (en forma sumaria o esbozada) al desarrollo demostrativo faltante, y es tal pasaje o tramo al que se
puede denominar con propiedad “esbozado” o “sumario”, por contraposicién a un tramo previo en el discurso
deductivo que resulta minucioso o pormenorizado, al que se puede denominar “detallado”. Represento tales
pasajes, por su orden de aparicion en el discurso demostrativo, como “B,” y “B,” respectivamente, es decir: “B,”
representa el tramo detallado y “B,” el tramo sumario. Veamos un ejemplo.

Elenunciado de L.15: si dos rectas se cortan, hacen los dngulos del vértice iguales entre si.

Eldiagrama:

La demostracién:

Asi pues, cortense las dos rectas AB, TA en el punto E. Digo que el angulo AET es igual al (dngulo) AEB y el
(4ngulo) TEB al (dngulo) AEA. B, Pues, dado que la recta AE ha sido levantada sobre la recta I'A formando los
angulos TEA, AEA , entonces los angulos TEA, AEA son iguales a dos rectos [I, 13]. Dado que la recta AE ha sido
levantada a suvez sobre la recta AB formando los dngulos AEA, AEB, entonces los dngulos AEA, AEB son iguales
a dos rectos. Pero se ha demostrado que los (dngulos) 'EA, AEA son iguales a dos rectos; luego los (dngulos)
TEA, AEA son iguales a los (Angulos) AEA, AEB [Post. 4y N. C. 1]. Quitese de ambos AEA; entonces, el (dngulo)
restante I'EA es igual al (dngulo) restante BEA [N. C. 3]; B, de manera semejante demostrariamos que también
los (Angulos) TEB, AEA son iguales. Por consiguiente, si dos rectas se cortan, hacen los dngulos del vértice igua-
les entre si. Q. E. D.

Este, claramente, no es un caso limite: ambos tramos son explicitos (los marco en la demostracién de
acuerdo con las notaciones introducidas arriba). Podriamos decir que aqui el rasgo expresivo polimodal es
evidente: B,/B,.°

Ciertamente en este caso la comunicacién sumaria ofrecida por Euclides es apenas una sugerencia acerca
del entramado inferencial en cuestién: demuestre la igualdad entre los dngulos I'EB y AEA “de manera seme-
jante” (ala demostracién de la igualdad entre los dangulos TEA y BEA). Pero esta modalidad comunicativa lacé-
nica indica, por una parte, un tramo estructural légicamente relevante, y, por otra, que este es ficilmente

7 Se podria tal vez insistir en que, no existiendo texto alguno que refiera a aquella demostracién ausente, no puede presumirse sin mas su
formato expresivo, es decir: no puede asumirse que es de naturaleza esquematica. Pero debe concederse que resultaria mas bien extrava-
gante asumir que su formato es el pormenorizado. Por otra parte, y mas contundente, la omisién expresiva no es problematica porque,
siendo el pasaje estructural insoslayable, puede resolverse trivialmente a imagen y semejanza de la prueba explicitamente presentada. Es-
tos rasgos funcionales justifican plenamente la inclusion de estas pruebas como casos (si bien limite) de polimodalidad.

& Introduje la barra “/” a los efectos de recordar la articulacion que nos ocupa entre ambos fragmentos, pues no se trata meramente de dis-
tinguirlos, sino de captar su interaccién.



concebible (por parte de la audiencia, dadas sus capacidades) usando como modelo la estrategia deductiva des-
cripta en el tramo pormenorizado. Me importa resaltar ahora que, a diferencia de I.6, la demostracién exhibe
un pasaje textual perfectamente identificable que permite catalogarla como ejemplo perspicuo del estilo poli-
modal.

Ahora bien, dado que hay una demanda estructural identificable en ambos casos, spor qué esta concita una
respuesta expresiva diferenciada? ;Por qué no recibe aquella demanda un tratamiento comunicativo uniforme?
O, puesto atin en forma mis directa, spor qué hay casos donde se omite absolutamente la referencia a la prueba
estructuralmente requerida (casos limite), mientras que en otros casos tal omision es relativa (casos estandar)?
Debe advertirse que la interrogante no pretende dilucidar la cuestién histérica, sino identificar una racionali-
dad posible -eventualmente til para las labores del historiador.

3.

Podria conjeturarse que la diferencia entre casos limite y casos estandar quiza residiera en una mayor sim-
plicidad textual-grafica de las primeras demostraciones respecto de las segundas —la doble dimensién lingiiis-
tica/visual respeta la naturaleza heterogénea de la inferencia euclidiana—. Tal conjetura resulta a primera
vista sensata. Cabe recordar que el recurso al estilo polimodal presupone (independientemente de la discusién
de su motivacién) un nivel de exigencia, por asi decirlo, “simple” o “rutinario” de la prueba expresivamente omi-
tida (a la luz de la prueba minuciosamente provista).® Dicho de otra forma: tomada esta Gltima como modelo,
la elaboraci6n de la primera es un ejercicio mds bien sencillo. Luego, podria quiza pensarse que, en los casos
limite, aquellos ejercicios resulten aiin mds simples u obvios. La omisidn expresiva (propia de los casos limite)
reflejaria asi una diferencia (respecto de los casos estandar) en términos del grado de dificultad de la elaboracién
de la prueba omitida en relacién con la prueba ofrecida en forma detallada. Veamos.

En L6 el tramo inferencial no descripto (asumido implicitamente) consiste en la derivacién del absurdo a
partir de una asuncién o supuesto: AI' es mayor que AB. Si queremos describir esta deduccién en, por asi decirlo,
“formato B,” no alcanzaria con movilizar recursos lingitisticos, debiera también operarse sobre el diagrama. Pues
tal prueba requeriria adicionar al diagrama original el segmento relevante. Es decir, algo asi como™

A

El texto podria ser:

Sea AT el (lado) mayor. Y del (lado) mayor AT quitese la (recta) AT igual al (lado) menor AB, y tricese AB.
Ahora bien, como AB es igual a AB y BI' es comiin, también los dos lados AB, BT son iguales a los dos lados AB,
I'B, respectivamente, y el dngulo ABT es igual al angulo AT'B por tanto, la base AT es igual a la base AT, y el
tridngulo ABT serd igual al tridngulo ATB, el menor al mayor; lo cual es absurdo; entonces los lados AB y AT no
son desiguales; luego son iguales.

En L.15 la complecién expresiva (en “formato B,”) podria correr asi:
Pues, dado que la recta EB ha sido levantada sobre la recta AT formando los dngulos I'EB, BEA , entonces

los angulos T'EB, BEA son iguales a dos rectos [I, 13]. Dado que la recta AE ha sido levantada a su vez sobre la
recta AB formando los dngulos AEA, BEA, entonces los angulos AEA, BEA son iguales a dos rectos. Pero se ha

9 La cuestién de la motivacion (subyacente a la opcidn estilistica polimodal) es el tema central de Seoane (2022); me referiré parcial y rapida-
mente a ella en este trabajo en el apartado 5.

'®La opcidn por las letras procurd resaltar la semejanza entre prueba explicita y omitida; obviamente, si se construye un tnico diagrama, las
designaciones de los puntos correspondientes mudarian (y, consecuentemente, el texto de la prueba correspondiente).



demostrado que los (dngulos) TEB, BEA son iguales a dos rectos; luego los (dngulos) I'EB, BEA son iguales a los
(dngulos) AEA, BEA [Post. 4 y N. C. 1]. Quitese de ambos BEA; entonces, el (dngulo) restante I'EB es igual al
(4ngulo) restante AEA [N. C. 3].

Una revision rdpida de ambas labores desafia la conjetura de la mayor simplicidad. Si nos concentramos
en la parte textual, las reconstrucciones requeridas por 1.6 y 1.15 siguen, en forma mds bien mimética, los pa-
sajes minuciosos correspondientes. La extension (es decir, el nimero de “pasos” especificados) no parece dife-
rir en demasia. Si se atiende al plano diagramatico, 1.6 supone un esfuerzo de produccién de un diagrama
nuevo, mientras .15 usa el mismo diagrama. En ese sentido, si debe anotarse alguna diferencia, parece resul-
tar mis exigente la labor correspondiente al tramo esbozado (implicito) en 1.6 que la faena correspondiente al
tramo esbozado (explicito) en L.15.

Adoptemos entonces un punto de vista diferente en la biisqueda de una explicacién tentativa del contraste
expresivo. Esto es, preguntémonos acerca de si hay entre las pruebas necesitadas de explicitacién (en uno y
otro caso) alguna diferencia relevante de tipo procedimental o estratégico. Dicho de otra forma: ;qué rasgos pro-
cedimentales o estratégicos posee la ilacién inferencial critica que anima su omisidn expresiva (absoluta o re-
lativa)? Retornemos a 1.6. Podria describirse su esquema estratégico general, usando terminologia légica
contemporanea, como un caso de eliminacion de la disyuncién; la prueba explicita ofrece el modelo para hacer el
trabajo para un disyunto, la prueba omitida debe hacer lo propio respecto del otro disyunto.

Sin atribuir estrictamente el uso de esta regla l6gica a Euclides, en 1.6 tendriamos esquemadticamente esta
situacién: la asuncién de la negacién de la proposicién P implica una disyuncién Av B. Se asume Ay se deduce
un absurdo. Luego queda demostrada la proposicién P. La naturaleza polimodal radica en que se omite (expre-
sivamente) la demostracién del absurdo a partir de la suposicién de B -tramo este “légicamente” necesario."
En tal sentido una reconstruccién del tramo de la demostracién que interesa ahora podria correr asi (esque-
maticamente)

Estructura / Expresion

P
AVB formato
A MINICIoso
Abs
B omision
: expresiva
Abs
Eliminacion de la disyuncion Abs
P
Esguema T

Elestilo polimodal, como regla general, omite la expresion detallada de un tramo estructural que se espera
resulte perfectamente “representable” a partir del modelo ofrecido por la expresién minuciosa previa.'* Esta
omision posee dos dimensiones: una estructural y una contextual. La estrategia deductiva del primero es apli-
cable al segundo tramo de la ilacién inferencial. La facilidad o simplicidad aludida de tal aplicacién del modelo
es relativa a las capacidades atribuidas al destinatario pretendido de la prueba. El cumplimiento conjunto de
estas dos condiciones hace al éxito del estilo polimodal. La descripcién de un caso de polimodalidad entonces
se ve enriquecida si distinguimos ambos aspectos: la caracterizacién de la estrategia exhibida en el formato
minucioso, y la asuncién de la relativamente ficil identificacidn y reutilizacidén por parte del destinatario o
receptor del discurso deductivo. Luego, en particular, cabe entender asi al Esquema 1: definido en esencia,
desde el punto de vista estructural, como se visualiza arriba, y comprendido por el emisor de la prueba como
disponible por el receptor en base a sus capacidades, dada la modalidad expresiva adoptada.

" Se apunt6 arriba el caracter absoluto de esta omision, pero esto no equivale a la inexistencia de sefiales en la trama lingiiistica que, en
cierta forma, adviertan sobre su caracter polimodal. Como se apuntd oportunamente, la aparicion de “Sea”, aqui precediendo a la afirmacion
de que AB es mayor que AT, podria entenderse en esta clave. En cierto sentido, podria decirse que se marca asi, directamente, la primera
suposicién de la eliminacién e, indirectamente, la polimodalidad de la demostracién.

2 En general, en este trabajo he sacrificado la precision en beneficio de la neutralidad respecto de una concepcién especifica del entramado
estructural. Desde este punto de vista, “representable” me ha parecido una eleccion satisfactoria —la lectora, el lector desconforme puede
sustituir esta expresion por aquella que refleje mejor su propia comprensién de lailacién inferencial—.



Una revisién de los libros I y III provee interesantes ejemplos; su estudio no permite extraer conclusiones
definitivas, pero si se espera que sean suficientes para elaborar hipétesis tentativas razonables. Son casos limite
las demostraciones de las proposiciones 1.6, .26 (dos instancias), 1.29, I11.27: se marca la premisa en cuestion, y
el texto permanece silente sobre la prueba correspondiente. Y se opera de acuerdo al Esquema 1. Son casos estin-
dar las demostraciones de las proposiciones 1.15, 1.16, .17, 1.20, II1.8 (dos instancias), I11.10, III.14: luego del
tramo detallado, se recurre a un tramo esbozado o sumario (de diferente extension, segiin la complejidad de la
demostracion referida). Y no se implementa la estrategia retratada en el Esquema 1. Sin embargo...

4.
Examinemos la demostracién de 1.27.%

El enunciado: si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos alternos iguales entre si, las dos
rectas seran paralelas entre si.

El diagrama:

La demostracién:

Asi pues, al incidir sobre las dos rectas AB, I'A, haga la recta EZ los dngulos alternos AEZ, EZA iguales entre
si. Digo que AB es paralela a TA. Pues si no, prolongadas AB, A, se encontrardn o bien en el sentido de B, A, o
bien en el sentido de A, I'. Prolénguense y encuéntrense en el sentido de B, A en H. Entonces el dngulo externo
AEZ del tridngulo HEZ es igual al dngulo interno y opuesto EZH; lo cual es imposible [I, 16]; por tanto, AB, TA
prolongadas no se encuentran en el sentido de B, A. De manera semejante demostrariamos que tampoco en el
sentido de A, T pero las rectas que no se encuentran en ninguno de los dos sentidos son paralelas [Def. 23]; por
tanto, AB es paralela a T'A. Por consiguiente, si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos alternos
iguales entre si, las dos rectas serdn paralelas. Q. E. D.

Es obvio que este es un caso estindar. La estrategia en obra, sin embargo, no difiere de aquella a la que se
apela en 1.6, en la interpretacion antes propuesta: se trata de eliminar una disyuncién, implicada por la hipé-
tesis critica asumida por la prueba por el absurdo. La diferencia con 1.6 es que aqui, explicitamente, se sefiala
la necesidad de lailacién estructural correspondiente y se explicita el papel modélico de la estrategia deductiva
encarnada en el formato minucioso respecto de la correspondiente al formato sumario. Es decir, hay un texto
que se inicia con “De manera semejante demostrariamos que ..” que lleva adelante esa labor. Brevemente: se
trata de un caso estandar ... que instancia el Esquema 1. Luego, resulta que no alcanza con apelar a dicha estra-
tegia deductiva para adoptar la opcidn expresiva limite.

Aunque respalda la misma conclusidn, la demostracion siguiente (por su mayor complejidad estructural)
ilustra otro aspecto digno de atencidn reflexiva. Se trata de la proposicién III.1. *

 Netz llama la atencién sobre esta prueba y aquellas que poseen una estrategia argumental semejante (podria decirse: de naturaleza infi-
nita), y las identifica en los Elementos (cf. Netz 1999, cap. 6). La razdn de este fildésofo para aislar tal conjunto de pruebas es diferente a las
convicciones que guian la reflexion presente; la motivacion aqui reside (como probablemente la lectora, el lector ya sospecha) en lo que
ensefian sobre la interaccidn expresién/estructura en la demostracion euclidiana.

" Netz Ilama la atencidn sobre esta prueba y aquellas que poseen una estrategia argumental semejante (podria decirse: de naturaleza infi-
nita), y las identifica en los Elementos (véase Netz 1999, cap. 6). La razén de este filésofo para aislar tal conjunto de pruebas es diferente a las
convicciones que guifan la reflexion presente; la motivacion aqui reside (como probablemente la lectora, el lector ya sospecha) en lo que
ensefian sobre la interaccién expresion/estructura en la demostracion euclidiana.



El enunciado: hallar el centro de un circulo dado.

Eldiagrama:

La demostracién:

Sea el circulo dado ABT.

Hay que hallar el centro del circulo ABT.

Tricese en él al azar una recta AB, y dividase en dos por el punto A, y a partir de A tricese AT perpendicular
a ABy prolonguese hasta E, y dividase en dos partes iguales I'E en Z.

Digo que Z es el centro del [circulo] ABT.

Pues supongamos que no, entonces si es posible sea H (el centro), y tricese HA, HA, HB. Ahora bien, como
AA esigual a ABy AH es comun, los dos (lados) AA, AH son iguales respectivamente a los dos (lados) H A y AB,
y la base HA es igual a la base HB, pues son radios; por tanto, el angulo AAH es igual al 4ngulo HAB [I,8]; pero
cuando una recta levantada sobre otra recta hace los dos dngulos adyacentes iguales entre si, cada uno de los
angulos adyacentes es recto [, Def. 10]; por tanto, el ingulo HAB es recto. Pero también es recto el ingulo ZAB.;
por tanto, el ingulo ZAB es igual al ingulo HAB, el mayor al menor;lo cual es imposible. Luego H no es el centro
del circulo ABT. De la misma manera demostrariamos que ningan otro (lo es) excepto Z.

Por consiguiente, el punto Z es el centro del (circulo) ABT.

Es obvio que este es un caso estindar y, nuevamente, que instancia el Esquema 1. La diferencia con 1.6
radica en la distinta complejidad de una y otra demostracién. Dicho directamente: la estructura de esta dltima
es infinita. Luego, aquella ilacién estructural alberga infinitas instancias de pruebas que concluyen el absurdo,
a partir de, respectivamente, asumir los infinitos disyuntos en cuestién como premisa. Sin dudas, al igual que
la demostracién de 1.6, nos muestra que la estrategia eliminativa de la disyuncién no asegura la opcién expre-
siva limite. Pero, ademds, parece evidenciar elocuentemente las dificultades de proponer la comunicacién de
una demostracién que se ajustara al patrdn del caso limite. ;Por qué? Porque resultaria abstrusa una prueba
que dejara en silencio la iteracién infinita de la estrategia argumental modélica, limitdndose exclusivamente
acomunicar la indicacién del segmento estructural correspondiente via el formato minucioso. Es decir, resulta
imprescindible (desde el punto de vista comunicacional) Ia opcién por el formato sumario (adicionado al for-
mato minucioso). Luego, apelando a la estrategia del Esquema 1, no solo no se escoge (como en 1.6) la opcién
expresiva limite, sino que no parece posible elegir (como en I11.1) la opcidn expresiva limite. Expresado en términos
positivos, en casos como este dltimo, parece necesaria la opcién estandar.

Las demostraciones de I.27y de I11.1 nos llevan a preguntarnos, dado el parentesco global estratégico que
las aproxima, qué las distingue o diferencia de las pruebas de los casos limite referidos en la seccién 2. Pues esa
diferencia prometer ser la responsable de que unas y otras presenten formulaciones expresivas diversas, a sa-
ber: las primeras, limite, las segundas, estandar.

5.

Como se recuerda, las pruebas de los cinco ejemplos de casos limite referidos arriba instancian el Esquema
1; este dato no debe minimizarse: si puede apelarse al recurso expresivo polimodal, eso implica que tal estra-
tegia deductiva forma parte del stock de recursos inferenciales en posesién del receptor pretendido. En otro



caso, la opcién expresiva no se justifica. La condicidn estructural es relevante, pero, como se apuntd antes, no
es suficiente: en el contexto polimodal, hay que entenderla en forma contextuada.

Ahora bien, cuando revisamos las instancias del Esquema 1 en los casos limite recogidos nos encontramos
con un rasgo interesante: en todas ellas la negacién (de la hipétesis del absurdo) recae sobre igualdades. Con-
centrémonos ahora en la proposicién que juega este papel en las pruebas de la seccién anterior. ;Qué tipo de
proposicidn se niega 1.27? No es una igualdad, es la articulada por una relacién de paralelismo, a saber: no es
cierto que AB sea paralela a TA. ;Qué tipo de proposicidn se niega en II1.1? No es una igualdad, es la articulada
por la relacién “...es el centro del circulo ..”, a saber: no es cierto que Z es el centro del [circulo] ABT. La primera
relacién estd caracterizada por la definicién 23:

23. Son rectas paralelas las que estando en el mismo plano y siendo prolongadas indefinidamente en am-
bos sentidos, no se encuentran una a otra en ninguno de ellos.

La segunda abreva en las definiciones 15 y 16:

15. Un circulo es una figura plana comprendida por una linea [que se llama circunferencia] tal que todas
las rectas que caen sobre ella desde un punto de los que estin dentro de la figura son iguales entre si.
16.Y el punto se llama centro del circulo.

Estas relaciones son, en un sentido preciso, geométricas. Luego, las proposiciones que las afirman o niegan
poseen, en el mismo sentido, contenido geométrico. La igualdad no es una relacién geométrica (en este sentido).
De alli su tratamiento en las Nociones Comunes. Alvarez lo expresa asi con su habitual elocuencia (cursivas
mias):

...se trata de enunciados que fijan las condiciones bajo las cuales se establece la relacién entre [los que son]
iguales ({oog). Euclides fija esta relacién entre “entidades” o “cosas” a las que se refiere mediante un articulo
indefinido (t®, T, T&), no se limita éinicamente a objetos geométricos, lineas, angulos o figuras que pueden ser igua-
les, y apunta con claridad a un ambito mas general que incluye a todos aquellos dominios de cosas entre las que resulta
pertinente esta relacion de igualdad, la relacion de desigualdad(ser mayor o menor que) y, sobre todo, dominios de obje-
tos o entidades para las que resultan pertinentes las operaciones de ponery quitar. De ello se sigue que este lenguaje
de objetos denotados por un articulo indefinido abarca un horizonte mas amplio que aquel contemplado
por los postulados, por lo que estas nociones comunes cumplen mas bien un papel operativo que consiste
en fijar la tarea que deben cumplir los postulados como enunciados constructivos (Alvarez, 2021:73).

Podriamos decir que tal relacion es general, carece de contenido geomeétrico especifico. Las proposiciones que
afirman o niegan una relacién general, podemos decir que no poseen contenido geométrico especifico. Es decir:
son generales. Luego, mi observacién puede resumirse asi: mientras en 1.6 se parte de una proposicién general, en
I.27 y I11.1 se parte de una proposicién geométrica. Salvo mejor opinidn, estas observaciones recogen un con-
traste claro entre, por una parte, 1.6 (y todos los casos limite referidos arriba) y, por otra, 1.27 y I1L.1.

Pero este apunte parece sugerir una primera conjetura, llamémosla asi, de aspiracion descriptiva: el indicador
o la clave de la decision expresiva (asumiendo la estrategia deductiva correspondiente en el contexto polimodal)
se asocia a la naturaleza de la proposicion critica a tramitar. Si se trata de una proposicion general la eleccién se
inclina por la opcién limite, si se trata de una proposicién geométrica, la opcidn es la estandar. Graficamente:

caso estandar caso limite
Estructura  Expresion Estructura Expresion
A ] B,
Ay B
: t formato o | formato
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La diferencia expresiva parece entonces corresponder (como se adelantd) a la diferente naturaleza de la
proposicidn critica: A, es geométrica (por ejemplo: no es cierto que AB sea paralela a TA), B, es general (por
ejemplo: no es cierto que AB sea igual a AT). La ejemplificacién responde a los casos limite y a su estrategia
deductiva, a saber: el Esquema 1. Pero ya sabemos que el Esquema 1 no es la estrategia deductiva comun a todos
los casos estandar, pues asi nos lo ensefia una inspeccién superficial de la demostracién de I.15. Ademas, la
constatacién del caricter uniforme de la proposicidn critica se ha restringido hasta ahora a los casos limite.
Luego, a los efectos de completar el test de la conjetura descriptiva, resulta necesario enfrentar ambas tareas
respecto de los casos estandar. Es decir: hay que refinar la aproximacién estructural estratégica a tales casos
(agregando al Esquema 1 el complemento necesario) y hay que determinar si los ejemplos examinados se com-
portan acorde a nuestra conjetura en lo que respecta a la naturaleza de la proposicién critica, a saber: su ca-
racter geométrico.

Empecemos por el plano estratégico. Cuando se trata de aquellos ejemplos que instancian al Esquema 1
(como II1.1) el problema estd resuelto. Pero, como se dijo, no todos los casos instancian el Esquema I. Retorne-
mos pues a la demostracién L. 15. Como una primera aproximacion, el esquema pareceria orientarse a la justi-
ficacién de un componente conjuntivo (ya directamente de la proposicidn conjuntiva a demostrar, ya de una, por
asi llamarlo, “conjuncién” intermedia). Usando terminologia légica contemporanea, quizd podriamos repre-
sentar dicha estrategia via la Introduccién de la conjuncién. Es decir, hay que demostrar la proposicién P que
afirma A A B. La ilacién inferencial que prueba A se comunica en un formato expresivo detallado, y el texto
sumario indica la demostracién de B. Una reconstruccién del tramo de la demostracién que ahora interesa
podria correr asi (esquematicamente):

El Esquema 2 (dado el contexto polimodal) se asume facilmente representable de acuerdo con las capaci-
dades del receptor pretendido del discurso deductivo. Por supuesto, como se dijo, el uso de esta estrategia de-
ductiva debe entenderse en un sentido amplio: ya contribuyendo a la conclusién final, ya una conclusién
“intermedia’. En esta acepcién hospitalaria, todos los ejemplos estindar discutidos implementan el Esquema
2 -salvo los casos que implementan el Esquema 1. Brevemente: todos los ejemplos estindar tratados imple-
mentan el Esquema 1 0 el Esquema 2. De modo que se ha resuelto la primera tarea: identificar las estrategias
deductivas en obra.

Es necesario averiguar ahora qué ocurre con la segunda cuestion: ses geométrica la proposicion critica de
las diversas ejemplificaciones de la opcién estandar? La respuesta es afirmativa. Pero su justificacion requiere
algin ajuste previo: debemos reformular la oposicién general/geométrica, sin perder su nicleo fundamental.
¢COémo? Ampliando la segunda categoria. Por supuesto, esta cubrird casos donde, directamente, las relaciones
involucradas sean geométricas -tales como las ejemplificadas antes. Pero el punto decisivo, desde un dngulo
procedimental, es qué distancia, en la economia de la prueba, las proposiciones de un tipo de las del otro. Y la
respuesta es que cuando las proposiciones criticas son generales(es decir: basadas en el protagonismo de re-
laciones generales), determinar el espacio logico de las posibilidades que la demostracién debe considerar se
hace sin apelar a informacidén geométrica. Simplificando: si digo que A no es igual a B, no necesito ninguna
informacién geométrica adicional para circunscribir las posibilidades de las que debe dar cuenta la demostra-
cidn, a saber, las dos obvias, o bien A< es mayor que B< 0 bien es menor. En cambio, hay casos en que la deter-
minacidn del espacio 16gico relevante no puede prescindir de cierta informacidén geométrica adicional. Este
input puede adoptar diversas formas. Puede ser directamente a partir de las definiciones de los términos -
como, por ejemplo, la negacién de la relacion de paralelismo entre AB y a TA . Pero puede también adquirir
otros formatos. Tomemos, por ejemplo, la demostracién de I.15. La proposicién critica es una conjuncién: 'EA
esiguala BEAyT'EB esigual a AEA. ;Es esta conjuncién una proposicién geométrica? En el sentido en que aqui
nos interesa, si. ;Por qué? Porque en el contexto de la prueba, el espacio lgico a atender no queda caracteri-
zado por una proposicién general. Como la lectora, el lector recuerda, lo que afirma el teorema es la igualdad
de los angulos opuestos por el vértice. Pero, ;c6mo se determina qué dngulos deben probarse que son iguales?
Estoes, el espacio légico no queda definido por la informacién codificada en una proposicién general. El punto
critico, segtin entiendo, es c6mo se determina el espacio l6gico. Si se hace basindose en la mera comprensién
de una relacién general o supone una apelacién a informacién geométrica. Asi entendida, la oposicién gene-
ral/geométrica, la respuesta en torno a la proposicién critica merece responderse en forma afirmativa. De este
modo se habria resuelto la segunda tarea: confirmar la dependencia de la eleccidn expresiva estindar de la
naturaleza geométrica de la proposicién critica.

Ahora bien, estos esfuerzos, en el mejor de los casos, ofrecen una suerte de descripcién general de cudndo
emerge (en el discurso deductivo polimodal) una u otra opcién expresiva: estandar o limite. Pero no proveen el



porqué de la eleccién comunicacional; no aporta una posible racionalidad subyacente a la preferencia por una
uotra de las opciones disimiles.

Una segunda conjetura ahora, llamémosle asi, de aspiracion explicativa general. Antes un recordatorio: se-
gin mi punto de vista, la expresién se encuentra sometida (al menos) a tres fuentes de presidn: la estructura
dela demostracién, el destinatario del discurso deductivo, los valores de la matematica, el matematico emisor.
Se ha establecido una caracteristica estructural (de la proposicidn critica), pero ella, por si misma, no parece
explicar la predileccién por una u otra opcidn expresiva. Dicho de otra forma, la diferencia estructural pro-
puesta no nos ofrece, por si sola, la comprensién (en el contexto polimodal) de la preferencia por una u otra
alternativa expresiva (estandar o limite). Luego, asumido aquel contraste estructural (general versus geomé-
trica), ;qué explicaria la diferente “politica” expresiva (limite vs estandar)?

La respuesta: las capacidades atribuidas al interlocutor. Esta es, por supuesto, una conjetura tentativa y
altamente arriesgada; no se pretenden disimular tales rasgos. Quiza su principal valor sea estimular la refle-
xidn sobre una cuestién relevante. He aqui la idea. En el caso de la proposicién geométrica, la determinacién
del espacio légicoy, luego, la necesidad estructural de la descripcién minuciosa omitida no necesariamente es
obvia o, mis dramditicamente, no cabria esperar fuese (de modo trivial) identificada por el interlocutor. La
determinacién del espacio logico, cuando se trata de una proposicién general, resultaria ocioso o superfluo,
explicitarla (dadas las capacidades asumidas del interlocutor) y, consecuentemente, el silencio correspon-
diente al caso limite resultaria comunicacionalmente armdnico con esa asuncién. Nétese que no basta el rasgo
estructural de la proposicidn critica para dar cuenta del diverso comportamiento expresivo, es necesario nue-
vamente apelar a las capacidades de esta suerte de interlocutor pretendido.” Ademds, corresponde resaltar la
independencia de la estrategia deductiva instanciada en cada una de las modalidades -asumiendo, obvia-
mente, que estas son apropiadas para la vigencia del estilo polimodal.

El lector podria observar acertadamente que la apelacién al contexto, a las capacidades del interlocutor,
no es novedosa: se encuentra en la base del éxito expresivo de la alternativa polimodal. Si las estrategias de-
ductivas bisicas no se consideraran disponibles y, en general, la estrategia o el procedimiento encarnado en el
respectivo tramo minucioso no se entendiera como ficilmente representable o concebible por el receptor (en
virtud de sus conocimientos y capacidades), la comunicacién polimodal se desplomaria. No obstante, lo que
pretendo resaltar es que este recurso brinda un servicio doble: la asuncién de estas capacidades y conocimien-
tos estructurales estratégicas explican la vigencia de la opcién expresiva polimodal, la asuncién de capacidades
y conocimientos vinculados a la explotacién de la informacién contenida en la proposicién critica en la identi-
ficacién del espacio légico explicaria la diferencia en la politica expresiva del agente matemdtico a la hora de
elegir la opcidn limite o la opcidn estandar.

6.

Las formas de referir a una prueba omitida son ficilmente identificables en Euclides. Ademas de los casos
discutidos antes (que inician el texto esbozado con la expresion “de manera semejante” o “de la misma manera”)
se encuentran también otras variantes. Asi en la prueba de I11.7 podemos leer (cursivas mias):

Por lo mismo, I'Z es también mayor que ZH.

Mis alld de tales modificaciones, el fenémeno obviamente es el mismo.* Una nota que reviste cierto inte-
rés es que, entendido en los términos que aqui se propone, este rasgo expresivo de alusién sumaria o esque-
matica a un patrén inferencial ocurre siempre (hasta donde alcanza mi conocimiento) en el contexto de la
demostracién de una proposicién. Es decir, atin cuando en una proposicién previamente demostrada se eje-
cute un patrdn inferencial notoriamente similar, no se lo refiere en forma esbozada via los recursos expresivos
comentados. La polimodalidad es siempre local, no articula demostraciones de proposiciones distintas. Por
ejemplo, las demostraciones de II1.5 y II1.6 son salientemente anilogas. Sin embargo, I11.6 conserva un es-
tricto estilo unimodal. Otro rasgo interesante de la polimodalidad (al menos en los casos estudiados) es que se
trata de un fenémeno exclusivamente localizado en la prueba -no en la construccion- de una demostracién

' Diversos fildsofos han enfatizado la importancia del destinatario del discurso deductivo. En particular, véase Lassalle Casanave (2008).

' Merece anotarse que el interés filoséfico de este fendmeno expresivo es sensible a las diversas formulaciones o recursos puestos en obra
para aquella indicacién sumaria de la ilacién inferencial correspondiente, pero se ha propuesto desde el inicio localizar tal interés en la in-
teraccion de los planos expresivo y estructural en contextos especificos. Por ello no debiera sorprender la apelacién al destinatario del dis-
curso deductivo o a los valores del agente matematico emisor como componentes valiosos del enfoque defendido en estas paginas.



euclidiana (para expresarlo siguiendo la tradicional clasificacién de Proclo).” Luego, la naturaleza local de
nuestro fenémeno podria decirse que cifie su efecto articulador al interior de la prueba de una proposicién.

Como ya se resaltd, el cambio de formato expresivo en el curso de una demostracién polimodal supone
una variacion en términos de explicitud estructural. Es decir: en B, (a diferencia de en B,) se bosqueja o se resume
la descripcidn heterogénea del entramado logico (en sentido lato). Dos aspectos merecen recordarse: la opera-
ci6én de resumen frecuentemente compromete ambos medios (texto, diagrama), y, aunque de naturaleza ex-
presiva, importa estructuralmente.

Pero, ademds de aquella variacién entre los dos formatos, podria decirse, definicional, hay otro cambio
relevante: se produce una suerte de “salto” o “mudanza” de nivel discursivo. Sintéticamente: B, se ubica en un
plano meta (respecto de By). Tal ruptura responde a un interés muy neto: llamar la atencién sobre patrones infe-
renciales generales. Es decir, la combinacién de ahorro expresivo y énfasis metacognitivo, al dirigir la atencién
de la audiencia a un patrén argumental perfectamente identificable y manipulable, estimula la comprensién
de ese desarrollo como instancia de una estructura argumentativa singular, cuyo interés no se agota en el caso
particular y, podria agregarse, en una aplicacién o utilizacién particular. Como se ha dicho y es obvio, el obje-
tivo explicito inmediato de tal recurso expresivo es inspirar o guiar la aplicacién al caso andlogo propuesto.
Pero quizd, exista también un objetivo formativo mediato, vinculado a la identificacién y apropiacidn intelec-
tual de patrones inferenciales. Estos propdsitos pedagdgicos contribuyen a realzar la relevancia conceptual del
estilo polimodal.

Diversos aspectos del estilo polimodal euclidiano han quedado relativamente bien establecidos en este
trabajo. Pero es necesario reconocer sin ambages limitaciones importantes en las conjeturas (descriptiva y ex-
plicativa) destinadas a dar cuenta de la racionalidad subyacente a la eleccién entre las opciones expresivas al
interior del estilo polimodal de Euclides. En especial, porque se ha examinado un niimero relativamente pe-
quefio de ejemplos. No obstante, en mi modesta opinidn, la idea principal resulta plausible. Las diferentes
modalidades expresivas (limite, estandar) no se explican por contrastes estructurales entre las respectivas pruebas
comunicadas en forma sumaria. La explicacién en cuestion recae, en cambio, en las condiciones estructurales
y las capacidades de la audiencia matematica para identificar la necesidad de tales pruebas.
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