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Se analizan episodios de dos clases de tercer afio de una escuela media en las cuales los alumnos dis-

cuten entornoa la representacion grafica de unafuncién durante la resolucién del primer problema de

una secuencia de aprendizaje de la tematica de funcién cuadratica. Es nuestro propésito dar cuenta de

la emergencia en elaula de un conjunto de conocimientos relativos tanto a laidea de curva comoa la

potenciay las limitaciones de los diferentes registros de representacion de una funcion. Mostraremos

cémo las interacciones entre pares, sostenidas por la gestion del docente, resultan fértiles para la

formulacién de preguntas potentes en la clase y la construccion de nuevos conocimientos.
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Abstract
Episodes of two classes of the third year of secondary school are
analyzed, where students discuss the graphical representation
of a function, during the resolution of the first problem of a
learning sequence for the learning of quadratic functions. It
is our intention to show the appearance in the classroom of
an amount of knowledge connected to both, the idea of curve
and the power and limitations of the different registers of re-
presentation of the functions. We will show how the interaction
among peers through the teacher’s management proves to be
valuable for the formulation of powerful questions in the class

and the construction of new knowledge.
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1. Introduccion
En este articulo® analizaremos episodios de dos
clases de tercer afio de la escuela media en las
cuales se discute en torno a la representacion
graficade unafuncién. Comointroduccién altema
de funcién cuadratica los alumnos enfrentan un
problema planteado en un contexto geométrico.
Especificamente, los alumnos estdn discutiendo
respecto de la eleccidn de un grafico cartesiano
compatible con unafuncién definida a partirde la
situacién planteada en el problema. Es la primera
vez que se enfrentan a la problematica de la forma
que tendrd la curva que representa una variacion
no uniforme. Los conocimientos construidos sobre
las funciones lineales —el afio anterior— seran
un punto de apoyo importante para esta tarea y
también ofrecerdn una cierta resistencia para la
identificacién de algo nuevo.
Nuestro analisis de lasinteracciones en estas clases
puede enmarcarse en las siguientes preguntas:
- ;Cémosepuede«controlary» laformadeunacurva?
- ¢Cudles son los diferentes usos que hacen los
alumnos de unatabla devalores? ;Qué papeljuega
para ellos el texto del problema?
- ;:Cémo operan los conocimientos sobre funcio-
nes lineales cuando los estudiantes discuten por
primera vez en torno a una situacién de variacion
no uniforme?
- ¢Qué papel puede jugar la produccién de una
formula algebraica parala funcién en la discusion
en torno a siesono lineal?

2. Elementos teodricos que

dan marco a nuestro trabajo
El marco teérico en el cual venimos desarrollando
nuestro trabajo de investigacién en didactica de
la matematica se nutre fundamentalmente de las
ideas de Brousseau plasmadas en la Teorfa de Si-
tuaciones. Brousseau (1986, 1988) considera dos
puntos de partida fundamentales: a) el alumno
elabora conocimiento a partir de la interaccién con
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una problematica (un medio o milieu, pensado y
sostenido con una intencionalidad didactica) que
ofreceresistenciasy retroacciones que operan sobre
los conocimientos matematicos puestos enjuego;y,
b) existe una distancia entre estas elaboracionesy
la produccién matematica en tanto conjunto orga-
nizado de saberes producidos por la cultura.®

Las producciones tedricas de muchos otros autores
nutren nuestra formacién y nuestros modos de
interpretar los hechos de la clase. Identificamos
a continuacién algunos constructos tedricos que
especificamente nos han servido de herramientas
en el andlisis que mostraremos mds adelante.
Distintos autores (Piaget y Garcia, 1982); Sier-
pinska, 1989 citando a Wilder, Robert y Robinet,
1996; Yackel y Cobb, 1997) ofrecen un modelo
de la produccién de conocimientos en el cual se
distinguen el plano de los objetos (conceptos,
teoremas, propiedades, leyes, problemas) de
aquélde las normas que regulan el trabajo (qué es
lo que estd o no permitido hacer en matematica,
qué se considera suficiente para dar porvalido un
enunciado o un procedimiento, cudles son los cri-
terios que permiten establecer que una estrategia
es «matemdticamente pertinente», etc.). Segln
Yackely Cobb (1997) en el complejo proceso de la
elaboracion de normas intervienen: la experiencia
de cadaalumno como productor, lainterpretacién
de laintenciony la expectativa del docente, y los
desequilibrios provocados por los otros cuando
aparecen en el espacio colectivo diferentes puntos
devista. Estos autores plantean que elaprendizaje
en matematica es tanto un proceso de construc-
ciénindividual como un proceso de enculturaciéon
colectiva hacia practicas matemdticas de una
sociedad mds amplia. Para dar cuenta del origen
social de estas normas en el aulay de su especifi-
cidad con respecto al conocimiento matematico,
ellos hablan de normas sociomatemadticas. Esta
nocién nos ha resultado fértil para interpretar
ciertos aspectos de los aprendizajes que se des-
pliegan en la trama social de la clase.
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Otros elementos tedricos que nos han servido
como herramientas en nuestro andlisis son re-
lativos a las nociones e hipétesis de R. Duval en
torno a los registros de representacién semiética
ysu papelen la construccion de conocimientos en
matematica. Duval (1993) toma como punto de
partida que los objetos matemdticos son objetos
conceptuales y no se puede acceder a ellos si no
es mediante una representacién semiética (la cual
no es ni puede ser el objeto en simismo). Pero las
representaciones semiéticas no son un medio de
exteriorizacién de las representaciones mentales,
porelcontrario, el desarrollo de estas lltimas de-
pende de las representaciones semidticas. Duval
sostiene que la coordinacién de varios registros
derepresentacion semidtica, como asitambién la
conversion entre registros, es fundamental para
la aprehensién de un objeto matematico. Para las
funciones, los registros involucrados serian: len-
guaje natural, registro numérico —en particularel
formato tabla—, registro algebraico, registro de
graficos cartesianos. Siguiendo la tesis general
de Duval, no se atrapa a este objeto matematico
solo sabiendo representar esta relacién en uno
0 varios registros, sino fundamentalmente en la
interaccién entre los registros.

Como veremos en los episodios que presentamos
en este articulo, la tarea de coordinacién entre
distintos registros de representacion, y las dis-
cusiones que sostienen los estudiantes en torno
a ello, resultan potentes para la elaboracion de
nuevos conocimientos relativos a funciones de
crecimiento no uniforme.

3. Caracterizacion

de la experiencia
Los hechos que serdn analizados en este articulo
fueron seleccionados dentro de un conjunto de
observaciones mds amplias que llevé adelante el
grupo, en dos terceros afios (estudiantes de 14-15
afios) de la misma escuela® a cargo de dos profe-
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sores diferentes. Ambos sonintegrantes del equipo
de investigacién y coautores de este articulo.®
Ellos fueron formados como docentes® teniendo
como referencia el marco teérico que hemos men-
cionado anteriormente y comparten con el resto
delequipo elvalorde lainteraccién de losalumnos
con los problemasy el debate colectivo en el aula.
En ese sentido, los alumnos que participaronde la
experiencia que vamos a analizar estaban acos-
tumbrados a producir en la clase de matematicay
a discutir con otros sus producciones.

La planificacién de las clases fue realizada en
conjunto por los dos docentes —con la marca que
necesariamente impone la institucién en la cual
desarrollan su tarea— y discutida con posteriori-
dad por la totalidad del equipo. No es el objeto
de la investigacién poner a prueba la propuesta
didactica de los docentes sino aprovecharla para
estudiar la emergencia de ideas en el aula.

Los episodios que analizaremos son parte del tra-
bajo de losalumnos con el primer problema de una
secuencia de aprendizaje de la temdtica de funcién
cuadrética. Especificamente, nos centraremos en el
andlisis de lasinteracciones en la clase a propésito
de la resolucién del item e) de ese problema.

4. Enunciado y breve analisis

del problema
En el problemaintervienen magnitudes variables;
la relacién entre dos de ellas permite estable-
cer una dependencia cuadratica. En el aula se
intentara que los alumnos caractericen algunos
aspectos de esta dependenciay discutan en torno
a la eleccién de un grafico cartesiano compatible
con esa dependencia.
Al elegir este problema, los docentes tuvieron en
cuenta el trabajo previo de los alumnos en torno
a lainterpretacion de graficos de funciones. A su
vez, este problema —y toda la secuencia que se
planeé— fue concebida como una oportunidad
para que los estudiantes pudieran avanzar en ese
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trabajo de interpretacion. Particularmente, se
tuvo laintencién de aprovechar el trabajo delafio
anterior con el concepto de funcién lineal.

Para comenzar con el trabajo en el aula se pidi6 a
losalumnos que, en pequefios grupos, resolvieran
los cuatro primeros ftems del problema:

\
Problema 1:
Se tiene el tridngulo rectangulo isdsceles cuyos
catetos miden 11 cm. Considerar los rectdngulos
que se pueden dibujar dentro de la figura de la si-
guiente manera:

e —

2
a) ;Cudles el drea del recténgulo de base dos? (es
el rectdngulo que estd dibujado)

b) ;Habra algtn rectdngulo de este tipo que tenga
un drea mayor que el que estd dibujado? Si es posible
encontrar alguno, dar la base.

c) ;Habraalgun rectadngulo de este tipo que tenga un
area menor que el de base 2? Si es posible encontrar
alguno, dar la base.

d) ;Habrd algtn rectdngulo de este tipo que tenga
un dreaigual que el de base 27 Si es posible encon-
trar alguno, dar la base. )

Eltrabajo con estos items se pensé como un primer
momento en el cual los alumnos comienzan a fami-
liarizarse con la situacién. En cada aula se conversé
explicitamente sobre qué se queria decir con las
expresiones «dentro de la figura de la siguiente
maneray o0 «algln rectangulo de este tipo», hasta
precisar entre todos el significado del enunciado.
Enambos cursos, luego de trabajar con estos items
se hizo una puesta en comdn de las diferentes res-
puestasy estrategias de resolucién. Los docentes,
a partirde las distintas intervenciones de los alum-
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nos, organizaron la informacién numérica que se
gener6 en una tabla de valores de tres columnas:
Base — Altura — Area.

A diferencia de lo trabajado con funcién lineal
en contextos, en este caso aparece un tipo de
proceso que no es «siempre» creciente ni «siem-
pre» decreciente. En particular existen pares de
valores para la base que se corresponden con el
mismo valor de drea: dado un rectdngulo de base
a es posible encontrar otro rectdngulo con base
11 - a que tiene igual drea (en el aula, a los dos
valores de la base que determinaban igual drea,
se los llamé «compaferos»). No se pensaba que
todos los alumnos, a partir de resolver los primeros
cuatro ftems del problema, llegarian solos a estas
conclusiones, sino que estaba previsto que las
mismas se terminaran de precisar en el espacio
colectivo con participacién del docente.

Al finalizar el trabajo con los cuatro primeros
items, se construyd colectivamente la siguiente
tabla de valores:

Base Altura Area

[y
o

10
18
24
28
30
30
28
24
18

1
& 0 J

O 00 N O U N W N -

R D WA U N 0

=
o

Al construir la tabla, los docentes recortaron del
conjunto de relaciones que se estuvieron estu-
diando, aquellas que caracterizan una determinada
funcién: el area del rectdngulo en funcién de la
base. Anunciaron a sus alumnos que en las clases
siguientes seguirian trabajando con esta funcién.
En este articulo nos proponemos analizar las
interacciones de los alumnos en ambos cursos a
propésito del item e) del Problema 1.
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1 2 A

e) Para cada uno de los siguientes 6 gréficos, decidan si puede corresponder o no a la representacién gréfica de
la variacién del area del rectdngulo en funcidn de la base del mismo. En cada caso, justifiquen su respuesta.

3 A

v

\4
v

6 A

v

-

J

¢Cudl es la intencién de enfrentar a los alumnos
con esta actividad?

Estudiar cada uno de los seis graficos, buscando
razones para aceptarlo o descartarlo, es una ta-
rea que comporta una complejidad diferente a la
de confeccién de un grafico, que clasicamente
se resuelve en la escuela siguiendo el siguiente
recorrido: férmula de la funcién - confeccién
de tabla de valores = marcado de puntos en un
sistema de ejes cartesianos = dibujo de un gréfico
aproximado uniendo los puntos.

Latarea que se propone en elitem e) pretende que
elandlisis de cada grafico se apoye en caracteristi-
casdelfenémeno. Para ello habrd que convertiral
registro de los gréficos cartesianos, los aspectos
identificados en el trabajo previo con el problema
y, al mismo tiempo, al estudiar los gréficos, los
alumnos podran elaborar nuevas relaciones en
torno a la funcién estudiada. Todo esto sin la
presencia de una férmula para caracterizar alge-
braicamente la relacién de dependencia.

Los seis graficos comparten con la funcién area
algunas caracteristicas identificadas a partir de
los ftems anteriores; en ese sentido, decidir si un
grafico corresponde o no a esta funcién obligara
alosalumnos a estudiar de manera mds precisa la
variacion. Por ejemplo, se espera que losalumnos,
al estudiar el Grafico 2, lineal a trozos, identifi-
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quen un aspecto caracteristico de la situacién: el
area «crece primero y decrece después a medida
que la base aumentax. Sin embargo, la linealidad
en la totalidad delintervalo donde el drea crece (o
decrece), es una caracteristica de este grafico que
no se corresponde con la situacién. Para analizar
esto Gltimo es necesario recurrir a los datos nu-
méricos recogidos en la tabla de valores.

La anticipacién que hacian los docentes de las
respuestas de sus alumnos tomaba en cuenta que
muchos de ellos podian llegar a considerar como
posibles varios de los graficos presentados. Los
docentes tenian presente que identificar una por
una las diferentes relaciones no lleva necesa-
riamente a ponerlas en juego en conjunto para
descartar un grafico. En particular los docentes
esperaban que muchos alumnos incluyeran el
Grafico 1 como posible, ademds del 6.

Hacer una tabla de valores no necesariamente
lleva al alumno a establecer alguna relacién
sobre el tipo de variacion del fendmeno que esta
estudiando. Es necesario pensar en un trabajo
sobre la tabla construida para atrapar algunas
caracteristicas de lavariacién. En nuestro andlisis
mostraremos tanto los limites como la potenciali-
dad que comporta el recurso de la tabla de valores
para la tarea de identificacién o construccién de
un grafico cartesiano.
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5. Descripcion y andlisis

de episodios de clase

5.2. Episodios analizados

en la clase de la docente V")
En el aula han comenzado a circular cuestiones
relativas a la variacion del drea: que aumenta y
disminuye, que hay dos valores donde da igual,
que en 5,5 tiene un maximo. Si bien no aparecié
elvalor5,5 en la tabla que se hizo en el pizarrén,
algunos alumnos si lo incorporaron.
El item e) habia quedado como tarea de la clase
anteriory la docente relanza la actividad propo-
niendo un trabajo en grupos en la clasey haciendo
explicito que debe estudiarse cada gréfico:

a N
Profe: —...habia que terminarlo. Laidea es ésta, en

grupos discutan entre ustedes lo que pensaron. No
es solamente decir qué gréfico les parece que es, sino
por qué los demds no sirven, ;se entiende? Ojo que
puede haber 2 6 3 que representan la situacién, no
se queden con uno, por ahi hay varios que pueden
representar la situacién. Entonces laidea es queano-
ten las caracteristicas que ustedes creen que debe
tenerelgraficoy por qué cada uno de estos 6 graficos

sirve 0 no sirve para modelizar la situacién.
N J

5.2. Episodios del trabajo en un grupo
5.2.1. Episodio 1. ;Producir un grafico
a partir de algunos valores o elegir
entre graficos dados?
La actividad de buscar razones por las cuales se
puede descartar un graficoy razones por las cuales
selo podria elegir es nueva para los alumnos. Para
encararla, lo primero que asumen algunos chicos
es elegir «el» grafico correcto. En la clase anterior,
Joaquin habfa comenzado a producir un gréfico,
aparentemente, ubicando en ejes cartesianos los
valores que iba obteniendo.
Este grafico, junto con la tabla, es usado por Joa-
quin como soporte para la eleccién de uno de los
6 gréficos dados.
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Leki: —;Vos cudl elegiste Joaco?
Joaquin: —Yo el 6.
Joaco: —Uno por unoooo.
Leki: —EL primero, ;por qué es o no es?
Joaquin: —Yo puse que no, porque nuestro grafico
muestra la subiday la bajada de la curva que esigual,
sube con la misma... con la misma inclinacién.
Joaco: —Bueno, laidea es que en este caso si este
tuviese un 30...
Joaquin (interrumpiendo): —Pero nuestro grafi-
co... bah, yo por lo menos el que hice, en vez deir
asi va asi (se estaria refiriendo al tipo de curvatura
del grdfico que él produjo).
Joaco: —No hay que hacer segtn el grafico que
hicimos. Segtin vimos hay 2 valores que tienen 30,
0 sea que en un momento va a tener que... 0 sea,
tiene que volver a pasar.
Joaquin: —Pero éste pard... éste si (refiriéndose al
primer grdfico).
Joaco: —Pero si éste es 30... no, éste es 30.
Joaquin: —Si, ponele que éste es 30, éste es 5...
éstees6...
Joaco: —Acd es 30yacd... éste también puedeser...
(refiriéndose al Grdfico 1, como asombrdndose).
Joaquin: —Si, éste puede ser... (refiriéndose al
primero), pasa que nosotros cada vez que vamos
aumentando... de golpe esto va haciendo mds asi
y no asi (vuelve a comparar el tipo de curvatura del
primer grdfico con el grdfico producido por él).
Joaco: —Che, éste puede ser (refiriéndose al primer
grdfico).

S J

Joaquin esta pensando en su grafico y contrapo-
niéndolo al Grafico 1 (mira la forma del dibujo).
Esto lo lleva, en un primer momento, a descartarlo,
porque visualmente no coincide con la imagen de
sudibujo. Parece estar convencido de que el Grafico
1 no sirve, pero no encuentra argumentos para
justificarlo, salvo la comparacién con el suyo. Es
posible que la advertencia de la profesora acerca de
que puede haber mds de un grafico que sirva, junto
con el freno queimpone Joaco, haga que Joaquin,
mas adelante, pida ayuda a otros para justificar.

Joaco esta tratando de interpretar el Grafico 1,
cudl es el maximo, en dénde estdn el 30, el 5y
su compaiiero. No usa el grafico de Joaquin para
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compararlo con el primero, esto lo posiciona en
un lugar distinto al de Joaquin. ;Qué mirar del
grafico? Esto es en lo que esta trabajando Joaco.
En lainteraccién entreambos, Joaquin es llevado
ateneren cuenta caracteristicas ya estudiadas de
la situacién que sise cumplen en el primer grafico
(el hecho de que existen «comparfieros» fue dis-
cutido colectivamente en el aula y es visible para
algunos valores de la tabla). Sin embargo, para
descartar este grdfico, no se apoya en caracte-
risticas de la situacién, ni en la tabla. Su dnico
argumento por ahora es contraponerlo con el
grafico construido por éL

Los argumentos no terminan de convencera Joaco
acerca de la no—pertinencia del Grafico 1y Joaquin
pide ayuda a otro grupo —como se observa en el
préximo episodio— en la bisqueda de argumentos
para descartar el primer grafico.

5.2.2. Episodio 2. La tabla de valores
como herramienta para caracterizar
el tipo de curvatura
4 )
Joaquin (le pregunta a otro grupo): —Chicos,
:qué pusieron en el uno, el primer grafico? ;Cémo
justificaron?
Sebas (pertenece a un grupo cercano al de Joaquin):
—Porque y aumenta cada vez mds, si te fijds y au-
menta cada vez mas; el drea siempreva aumentando
(se refiere al Grdfico 1).
Joaquin: —No, el drea no, la base...
Joaco: —EL 1 puede ser, che, esta bien.
Sebas: —No, no puede ser.
Joaco: —Pero por ahi estd mal la escala, chabén.
Joaquin (sin prestar atencion a lo anterior): —No
entiendo Sebas, ;como justificas?
Sebas: —Fijate la tabla, x=2 el drea es de 18; x=3
eldrea es 24; elx =4 el drea es 28; si te fijds del 18
al 24 aumenta 6 y de 24 a 28, aumenta 4... tiene
que seguir aumentando 2...
Joaquin: —Hasta que no aumenta.
Joaco (insistiendo con su tema): —Por ahf esta mal
la escala, por ahi estd mal la escala, chabén.
Sebas: —No, Joaco para.
Joaquin: —Aaaa (con mucho énfasis) si, ya entendi...
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Sebas: —Si vos lo seguis esto se va mds para arriba
(se refiere al Grdfico 1).

Joaquin: —Acd, el drea va aumentando cada vez
menos, 8, 6, 4 (se estaria refiriendo a la tabla o al
grdfico que él habia producido)... y acd va aumen-

tando cada vez mas (sefialando al Grdfico 1).
S

Sebastidn aporta una nueva estrategia para ana-
lizar los graficos: fijarse en la tabla, considerando
dea pares filas consecutivas, para estudiary com-
parar el crecimiento dey paraintervalosiguales de
x. Enelmarco del estudio de las funciones lineales
el afio anterior, los alumnos hacian este tipo de
maniobra para identificar —a partir de la tabla—
funciones no lineales, o para calcular la pendiente
de funciones ya identificadas como lineales a
partir de un contexto. Ahora Sebastian repite la
maniobra para contestar una pregunta nueva:
ccomo decidir si una curva, en un cierto intervalo,
serd concava o convexa? (aunque por supuesto, él
no se plantea la pregunta en estos términos).
Este es un uso de la tabla diferente al que hizo
Joaquin: para Sebastidn es un soporte para es-
tudiar la velocidad de crecimiento, mientras que
paraJoaquin la conversién de los datos numéricos
al dibujo de puntos en un plano cartesiano (y el
posterior dibujo de un trazo curvo que los une)
no porta necesariamente relaciones relativas a la
variacién deldrea. Sin embargo, la explicacion de
Sebastidn encuentra un lugar en los pensamientos
de Joaquin, que hace suyos los argumentos de su
compaiiero de por qué no sirve el Grafico 1.

Como fenédmeno caracteristico de lasinteracciones
dealumnos que transcurren sin laintervencién (o
el control) docente, la discusién en torno a la po-
sibleinfluencia de la escala en el tipo de curvatura
del dibujo queda sin concluir.

Si bien los planteos de Joaco no son tenidos en
cuenta porJoaquiny Sebastidn, el trabajo que reali-
zaeste (ltimo con los valores de latabla serviria para
responder a Joaco y explicarle por qué la escala no
puede influir en el tipo de curvatura del dibujo.®
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5.3. Episodios durante

la discusion colectiva

5.3.1. Episodio 3. Las ideas sobre

variacion constante en la discusion

en torno al tercer grafico
En el pequefio grupo que hemos estado analizan-
do, después de haber discutido con detalle en tor-
no al Gréfico 1, los siguientes se van descartando
rapidamente. No se detienen a estudiar por qué
podrian servir, simplemente los descartan. En
particular, en el grupo se pasa muy rapido por el
descarte del Grafico 3, ya que tienen la conviccién
de que en 5,5 deberia estar el valor maximo. Por
el contrario, en la discusion colectiva, el Grafico
3 no es descartado de inmediato. Se discute un
buen rato sobre ello. En la discusién se ponen en
juego las ideas construidas por los estudiantes el
afio anterior sobre las funciones constantes: al
estudiar funciones en general, definidas enalgtn
contexto especifico, éste resultaba un soporte muy
fuerte paraanalizarsiunfenémeno era o no cons-
tante. Por ejemplo, a pesar de que en unatabla de
temperaturas se indicaban dos momentos del dia
con 21°, no se inferia de alli que la temperatura
fuera constante entre esos dos instantes.
Con posterioridad se habian estudiado fenémenos
devariacion uniformey en especial las «funciones
constantes» (el grafico que se obtiene, el signi-
ficado de «pendiente cero», la férmula que las
caracteriza). En el contexto de las funciones linea-
les, que fueron objeto de un trabajo prolongado,
se habiaidentificado en elaula que si dos valores
del dominio tienen la misma imagen, se puede
asegurar que la funcién es constante.
En el problema que estamos analizando, y en este
episodio en particular, losalumnos se estdan basan-
dofuertemente en los valores de latabla, en la cual
aparecen consecutivamente dos valores deldominio
con la misma imagen. Las dos ideas mencionadas
anteriormente son sostenidas por diferentes alum-
nosy entran en conflicto en el debate colectivo.
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4 )
Tere: —Es como que primero uno tiene que hacer

como una mirada generaly encontrar lo que mas o
menos se cumple lo que estd pidiendo, hay 2 valores
que tienen 30.

Ana: —Entonces ahi se forma como una constante
(Ana y Tere trabajaron en el mismo grupo)

Profe: —;Ustedes se estan basando en la tabla?
Ana: —S7, ;te la dicto? Poné base, alturaydrea: 1,
10,10;2,9,18;3,8,24;4,7,28;5,6,30; 6,5, 30;
7,4,28;8,3,24;9,2,18; 10, 1, 10 (va dictando de
atresvalores naturales y hace una pausa entre terna
yterna que dicta).

Tere: —Si, lo que yo estaba diciendo es que, a
grandes rasgos, como se ve en ése (sefiala el Grdfico
3), ahi el drea... hay 2 valores que comparten la
misma drea.

Profe: —;Cudles son Tere?

Tere: —EL5yel 6, bah, lo digo por la base. Yo decia
quea grandes rasgos uno primero se tiene que fijar
cudles de los graficos tienen 2 valores que van a
medirigual.

Profe: —Y con ese criterio, por ejemplo, ;cudles
podrias descartar?

Tere: —Podria descartar el primero, el segundo...
Nacho: —No, el primero no lo podés descartar.
Tere: —Si lo podés descartar.

Sebas: —EL 4 también.

Profe: —Tere lo que estd diciendo es que... en el
Grafico 3 Tere claramente ve que hay 2 bases que
tienen la misma drea, ;estamos?, lo que Tere dice
es que con ese criterio ya uno puede empezar a
descartar graficos, ;por ejemplo?

Leki: —Se puede descartar un grafico sélo, eso creo.
Profe: —Por ejemplo este primero, ;se podria des-
cartar usando tu criterio, Tere?

Tere: —Si, porque digamos, porque yo ahi no veo nin-
gun, digamos, no veo ninguna constante, yo no veo.
Ana: —EL Grafico 1 no marca ninguna constante ahi
Mariana: —Pero no es una constante eso.

L (Hablan todos juntos)

J

Terey Ana proponen mirar «a grandes rasgos» los
graficos, a partir de una propiedad que «leen» en
la tabla y comienzan enunciando de este modo:
hay dos valores que tienen la misma drea.

La docente le confiere a esta propiedad un estatu-
to de criterioy propone una nueva tarea a toda la
clase que es utilizarlo para analizar los graficos.
Las respuestas tan discordantes entre Tere y Ana
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porun lado, yelresto de la clase porelotro, hacen
visible que las autoras estdn pensando en algo
mas que lo que enuncian. La vision de la tabla,
en la cual entre 5y 6 no hay ningtn otro valor
de x consignado, y el hecho de que para ambos
el valor de y es 30, induce probablemente a que
ellas consideren que no hay variacién del drea
paraxentre5y 6.

Los conocimientos construidos sobre las funciones
lineales estarian operando aqui: es posible que
ambas calcularan la pendiente de una recta como
«lo que varia y cuando x crece 1». En ese sentido,
los pares ordenados (5; 30) y (6; 30) estarian
mostrando una pendiente nula, y por lo tanto un
tramo constante. Desde esta interpretacion, el
tnico grafico que aceptarian es el tercero.
Finalmente, ellas hacen referencia explicitaa un tra-
mo constante. Sin embargo, la mayoria de los chicos
toma el criteriotal cualfue enunciado en el comienzo
y sefialan suinutilidad para descartar graficos:

4 )
Leki: —Viste que Tere dijo que se podian descartar...

nosé, entodos los gréficos va a haber 2 puntos que
tienen el mismo valor.

Profe: —;Estdn de acuerdo con eso: que en todos
los graficos hay 2 valores de x que tienen el mismo
valor dey?

(Hablan todos juntos)

Lola: —Que en estos... en todos, porque todos

son...y es mds, en uno hay 4.
. J

Otra alumna, Elena, refuta la idea central de Tere
y Ana, en el sentido de que se puede ver que el
tramo entre 5y 6 no es constante si uno calcula
otros valores mas.

/ )
Elena: —A nosotras lo que nos sirvié lo de buscar

la constante, en el sentido de que el tercero que
es una linea asf, o sea, sube, hay una constante y
baja... y lo que mucho después nos dimos cuenta
fue que, o sea, no estamos hablando de puntos
solos sino que, o sea, sivos aumentds la base entre
5y 6, sivos ponés 5,1 va a aumentar también, no
seva a mantener el 30.
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Profe: —;Esta bien lo que dice?

Jero: —Si.

Elena: —Lo que probamos fue hacer 5,5 como base
y nos daba como altura 5,5. Da 30,25.

Profe: —0 sea que sube.

Elena: —Si.

Profe: —Poquitito pero sube.

Elena: —Si. Entonces pusimos, marcamos lo que
seria 30y le sumamos 25 centésimos.

Profe: —;En este grafico? (sefialando el tercero).
Elena: —Claro... suponete que a la linea que estd
constante...

Profe: —Si.

Elena: —...eso marcalo en la y, eso es 30, 30,25
seria un cuartito mas, tendria que subir, el gréafico
lo subis un poquitito, un cuarto.

J

Elestudio de la compatibilidad entre un gréfico car-
tesianoy unafuncién caracterizada totalmente por
un texto escrito, puede hacerse via la confeccién
de una tabla de valores (necesariamente finita).
Ahora bien, un grafico puede ser compatible con
una determinada tabla de valores y no serlo si se
amplia la tabla con nuevos valores de la funcién.
Terey Ana se apoyan fuertemente en la tabla que
fue confeccionada colectivamente —y, como he-
mos visto, leen en ella mds de lo que informa— sin
recurrira lasituaciéninicial del problema. Durante
el trabajo en grupos, Elena y sus compafieras ha-
bian comenzado eligiendo el Grafico 3 desde un
posicionamiento cercano al que sostienen Tere
y Ana. Segn ella misma afirma, fue mucho des-
pués que se dieron cuenta de que podian agregar
nuevos valores a la tabla. Introduce, con esto, un
nuevo asunto que se discutird en el aula.

Al disefiar la actividad, los docentes habian in-
cluido el Grafico 3 como uno de los graficos a es-
tudiar, justamente con laintencion de habilitar la
«maniobrax» de recurriral texto del problema para
ampliar la tabla construida con valores enteros.
En el episodio que sigue presentamos nuevas discu-
siones en elaula en torno a estos mismos asuntos.
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5.3.2. Episodio 4. La compleja relacion

tabla—-grafico—problema escrito
Antes de enfrentar este problema, estos alumnos
han trabajado basicamente con dos tipos de situa-
ciones en relacién con la informacién que provee
el texto escrito:
Los problemas en los cuales el texto escrito pre-
senta un contexto de dependencia entre variables
(la temperatura en una ciudad en distintos mo-
mentos del dia, la altura o el peso de unindividuo
en diferentes edades, etc.) y la informacién de
cémo es esa relacion se provee tanto con unatabla
(datos discretos) como con un gréfico.
Los problemas en los cuales el texto escrito carac-
teriza completamente la dependencia funcional
(problemas en contexto de variacién uniforme, que
por lo tanto se modelizan con una funcién lineal).
Los conocimientos construidos en torno al objeto
«variacion uniforme» les han permitido hacer una
anticipacion de las caracteristicas globales del
graficoasociado a una cierta situacién. Unos pocos
calculos realizados a partir del texto escrito, permi-
ten la realizacion efectiva de un modelo grafico.
La situacién que se les presenta ahora no pertene-
ce estrictamente a ninguno de los dos tipos ante-
riores, y los alumnos la enfrentan desde distintas
posiciones. Estas diferencias crean tensiones en el
aula que permiten la emergencia deideas potentes
acerca de larelacién tabla—grafico, como veremos
en los dos siguientes extractos de la clase.

4 )
(La clase sigue discutiendo en torno del Grdfico 3)

Profe: —Constante es que no aumenta, lo que Lola
dice es que si uno mira la tabla que ella y Viole
tenian, ellas no tenfan el 5,5 ;no lo tienen, no?
Ellas lo que tienen es que para el 5 da 30 y para
base 6, también da 30. Entonces dicen, bueno,
este tramo va (refiriéndose al tramo horizontal que
figura en el dibujo).

Martin: —Pero vos no podés hacer la linea con
una tabla.

Profe: —;Por qué no podés?

Martin: —Son puntos nada mas.

Profe: —Ajd.

Diego: —Porque en la tabla son puntos solitarios.
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Martin: —No se puede hacer el gréfico con una ta-
bla. Se hacen nada mas puntosy no se unen, porque
no sabés (en el momento de trabajo grupal Martin
habia marcado muchos puntos en un sistema de ejes
coordenados que correspondian a pares (x; drea del
rectdngulo de base x) pero no los habia unido).

Diegoy Martin enuncian una vieja norma discutida
elafoanterior durante los primeros aprendizajes
de funciones: si tenés valores sueltos en una tabla
no se puede saber cémo serd el grdfico entre los va-
lores.® Esta norma permite a Martin poner en duda
la eleccion de sus compaiieras del Grdfico 3: no se
puede saber si serd recto el tramo solamente con
dos valores.® La misma norma lo lleva a la impo-
sibilidad de producir un gréfico (continuo) a partir
de una tabla, por mas valores que se tomen.
Explicitada la norma, Lola® la pone en juego de
manera provocativa.

4 N
Viole (a Lola): —Decile...

Lola: —Entonces ninguno de estos graficos estd
bien.

Profe: —;Por qué?

Lola: —Porque con respecto a la tabla... ningdn
grafico se puede usar.

Profe: —Estd bueno lo que esta diciendo Lola, y
estd bueno porque estd complementando lo que
dice Martin, con la tabla, uno no puede sacar toda
lainformacién de la funcién, sacds apenas alguna
que otra informacién, ;si?

Nacho: —Pero la podés pensar, Vale...

Profe: Este Grafico 3 estd puesto... de alglin modo
para hacer pensar en eso, que si uno se basaen la
tabla nada mds, ;si? podemos cometer el error de
pensar que del 5 al 6 es constante. Pero ya Elena
calculd que para una base de 5,5, el drea le da un
poquitito mds grande.

Alumna: —Y ahiya te cambia todo... el grafico.
Profe: —Ahi va. Tenemos la tabla pero tenemos el
problematambién, conocemos que era de rectdngu-
los, que puedoiragrandado la base y achicdndola.
0sea, notengosélo latabla, tengo la tabla mas un
problema que conocemos. Apoyados en el problema
podemos saber que el Gréfico 3 no puede ser.
Ana: —Pero... vos podés ahora elegir un grafico
y... lo que vos ahora estas afirmando que después
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vuelve a bajary después... no, que el 5,5 primero
sube y después vuelve a bajar pero... como que si
vos elegis un grafico puede... no sé cémo decir,
puedevolver... puede hacer asiyvos estds aplican-
do un grafico que capaz tampoco sirve. Como que
hay nlmeros que vos no estds tomando...
Alumna: —Y en el grafico siempre vas a saber
cuanto es el drea para cualquier basey siaumenta
o disminuye.

Sebas: —El grdfico tiene todos los puntos.

Ana: —O0 sea, te estoy diciendo que, cuando vos
tenés latabla, cuandotenésel 5,5 también te estan
faltando datos que te pueden decirsi eldrea sube o
baja. Tenés niimeros, 5,0005 que por ejemplo vos
no lo tomds en cuenta pero puede que eso aumente
o disminuya.

Profe: —Es verdad lo que ustedes dicen. La tabla
junto con el problema lo que nos va a permitir es
afirmar que algunos graficos pueden sery otros no.

Y eso es lo que pedia el enunciado.
S J

Anay Lola, quienes en un principio —cada una
con su compafiera— consideran ingenuamente
s6lo latabla original con 10 valores para graficar,
después lograninsertar en la clase una discusion
que permite precisar mucho la tarea propuesta a
los alumnos.

En un primer momento la profesora enfatiza el
hecho de que la tabla se puede ir agrandando
con todos los valores que se quiera, ya que hay
una situacion descripta verbalmente que lo posi-
bilita. Efectivamente, varios estudiantes han ido
ampliando la tabla para estudiar los graficos.

A partir de la primera version de tabla como con-
junto de 10 valores discretos, los alumnos han
ido construyendo unaidea de tabla que se puede
completar con nlimeros «tan cercanos a los dados
como se quiera». Podriamos decir que estan pen-
sando en una tabla densa como proceso (proceso
en elsentido al que se refiere A. Sfard (1991). En
cadainstante de ese proceso, la tabla permanece
finita y discreta y por lo tanto sustancialmente
diferente del objeto «representaciéon gréficade la
funciény. Las expresiones de los alumnos entorno
a este (ltimo estarian revelando que lo conciben
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con una cierta propiedad de completitud: «el gra-
ficotienetodos los puntos». ;Estaran concibiendo
la curva de una manera global, intuitivamente
continua, sobre la cual los puntos se ubican? ;0
mds bien se estaran refiriendo al resultado de
haber calculado la funcién en «todos los nimeros»
y haberlos marcados en el plano cartesiano?®? No
tenemos elementos suficientes como para poder
decidir cudl de estas dos concepciones se ajustan
mds a las ideas de los alumnos.

En la situacién que estamos estudiando —in-
dependientemente de las ideas en torno a la
relacion punto/curva que los alumnos estén
poniendo en juego— se conciben los puntos de la
curva en relacién directa con un par de ndmeros:
valor de la base y valor del drea del rectangulo
correspondiente. ;Cudal es el conjunto numérico
en el que estardn pensando los alumnos? Si bien
ellos conocen algunos nimeros irracionales, no
han tenido ninguna experiencia de trabajo con
R y probablemente el conjunto numérico que
estdn invocando implicitamente sea Q (con su
propiedad de densidad). Es muy probable que la
compleja nocién de completitud y su diferencia
con lanocién de densidad permanezca opaca para
los alumnos, y que ciertas expresiones de ellos
escondan la idea de que, si uno pudiera calcular
la funcién en todos los niimeros (racionales), con
esa tabla infinita lograria todos los puntos que
aparecen en el gréfico.

En elaula noaparecen explicitamente, nise espera
que aparezcan, ninguna de las discusiones enun-
ciadas en los dos parrafos anteriores (concepcio-
nes de recta y dominio numérico considerado) y
es probable que los alumnos se encuentren en
posiciones muy diferentes en torno a ellas. Si bien
estos asuntos son subyacentes a las cuestiones
que se discuten, los alumnos llegan a ciertos
acuerdos que no comprometen sus diferencias.
A partir de las intervenciones de Ana y Lola, en
la clase se llegan a explicitar los siguientes cono-
cimientos™ en torno a la relacién tabla—grafico—
problema escrito.
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Si ademas de la tabla, hay un problema que ca-
racteriza la funcién, se puede agrandar la tabla
indefinidamente, con valores muy cercanos entre
si. De esta manera pueden descartarse graficos no
compatibles con la situacién.

Por mas que se puedan ir agregando a una tabla
tantosvalores como se quiera, siempre seran finitos
y no se podria asegurar qué comportamiento tiene
una funcién entre dos de los valores calculados, y
por ende no se puede asegurar cual es su grafico.
Finalmente la profesora restituye con precision la
tarea que se les propuso: decidir si un grdfico es
compatible con la variacién del drea en funcion de
la base y por qué. No se buscaba poder asegurar
queun grdficoes, sino que puede ser. Los episodios
analizados hasta acd han mostrado la fertilidad de
la tarea propuesta.

5.4. Episodios en el curso del docente J
En este curso, a diferencia de lo ocurrido en la
clase del docente V, se hizo necesario validar
con argumentos generales que en 5,5 el drea es
mdxima. Esta necesidad surge a partir del cues-
tionamiento de un alumno.

5.5. Episodios durante

la discusion colectiva

5.5.1. Episodio 5. «;Cémo estan

seguros de que es el maximo?»
Aqui podremos ver en detalle este episodio en
el aula de J. En la clase anterior varios alumnos
habfan calculado el drea para valores de la base
cercanosab,5 (5,4;5,45;5,55) logrando construir
una tabla con muchos valores. De este modo los
alumnos se hacen cargo del estudio del comporta-
miento del drea en un «entorno» de 5,5. Estudiar
localmente una funcién es una tarea totalmente
nuevay lo hacen con las herramientas disponibles:
calculando en nimeros cercanos.
En la clase siguiente, al comenzar a analizar los
graficos colectivamente, esta tablaampliada resul-
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t6, para la mayoria, un soporte vélido para asegurar
que el grafico alcanzaba su maxima altura en el
valor x=5,5. Pero no para todos los alumnos.

4 N
Profe: —En este (sefialando el valor 5,5) lo ha-

biamos calculado y el drea daba 30,25. Habian
probado con ndmeros, un poquitito antes y un
poquito después, y daba mds chico.

Michelle: —Claro, entonces dijimos bueno, enton-
ces tiene que haber un punto que sea el mdximo tie-
nequeserun punto, no tiene que ser constante (con
esto da argumentos para descartar el Grdfico 3)
Manuel: —Pero de todos los ndmeros, ;cdmo sabés
cudl es el maximo?

Michelle: —Probamos con 5,3, con 5,4...

Manuel: —Probaste... ;con todos los nimeros?
Belén: —No se va poder con todos, pero... (silencio).
Profe: —Aver, ordeno un poco lo que estd plantean-
do Manuel, dice nosotros nos fijamos en la tabla...
Michelle (interrumpiendo): —Claro, porque él
falté ayer.

Profe: —Esta bien, pero noimporta. Expliquémosle
qué es lo que nosotros habfamos visto. Habiamos
puesto un montdn de valores en la tabla: 1, 2, 3,
4... hasta 10. Entonces dijeron bueno, acd (sefia-
lando los valores de base 5 y 6 en la tabla) como
que estan los maximos, esto es 30, pero después
hicieron algunas cuentas con nimeros con coma
y habiamos descubierto que después de 5, el drea
seguia creciendo. Probaron con algunos nimeros,
ella habia probado con 5,1, con 5,4, con 5,5.
Belén: —Hasta ahi subia. Pero en 5,55 ya daba de
vuelta menos.

Profe: —En 5,5 el drea daba 30,25, y probaron con
5,55yya ledaba menos. Ahora, lo que Manuel dice
«bueno, pero hay mas valores que los que estdn
probando, ¢ probaron con todos?», ;cémo sé que no
hay otro que va a dar de vuelta por ejemplo 30,25
0 que dé mds grande?

Brian: —;No era que 5,5, era un cuadrado perfecto?
Profe: —Si, justo cuando la base sea 5,5 queda
formado un cuadrado porque lo que resta aca
también es 5,5.

Brian: —Entonces, pero si vos le restds un poco
sevaa achicar.

Profe: —;como restar un poco?

Brian: —Si le sacds un poco de altura no va a ser
mds un cuadrado.

Profe: —Estd bien, no va a ser mas cuadrado pero
;como sé que no hay un rectdngulo que tenga area
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mds grande? ;Entienden lo que pregunto? Algunos
dicen «creo que este puede llegar a ser el mas
grande, entonces asegurémonos probando con
otrosvalores». Ahora Manuel dice, «probando con
algunos ejemplos, a lo mejor no engancho uno que
sea mas grande, pero hay otros mas grandes».
Noel: —Sino es probando convalores, ;cdmo hacemos?
Profe: —Eso es lo que estamos tratando de encon-
trar, otra forma que no sea probando, porque probar
con todos los ndmeros, no lo vamos a poder hacer.
Brian: —Nosotros sabemos que con 5,51 el drea
da menor.

Profe: —Pero entre 5,50 y 5,51 hay mds valores,
¢cémo sé que nosigue creciendo? Eso es lo que esta-
mos tratando de ver, en esa duda estamos todos.

N

Manuel es un alumno que falté la clase anteriory
de algtn modo «observa» el trabajo del resto. EL
didlogo anterior muestra que esta parado en una
posicion diferente que el resto de sus compafie-
ros en relacién con los alcances de una tabla de
valores: para él los valores de una tabla (necesa-
riamente finita, por mds que pueda ser ampliada
con nimeros arbitrariamente cercanos entre si) no
permiten garantizar la existencia de un maximo.
Desde esta posicion cuestiona el modo en que sus
compafieros habian llegado a la conclusion de que
en 5,5 el drea es maxima.

En la planificacion de las clases, los dos docentes
habian anticipado que si este tipo de cuestiona-
mientos no aparecia en el aula, iban a aceptar
provisoriamente el uso de la tabla «<ampliada»
parajustificar que en 5,5 el drea era maxima. Era
una decision que se iba a tomar en el momento.
Ante laintervencién de Manuel, el docente J. elige
darlugarala bdsqueda de otro tipo de validacién.
Son necesarias varias intervenciones suyas para
sostener el cuestionamiento de Manuel y lograr
que otros alumnos lo consideren un problema del
que hay que ocuparse.

En cierto momento el docente «pasa en limpio» las
dos posiciones que se plantean en el aula:

- (la posicién mayoritaria): Se puede justificar que
en 5,5 se alcanza la mdxima area probando con
valores cercanos a 5,5:
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- (la posicion de Manuel): Probando con ejemplos
no se puede asegurar que no haya otro valor que
no tenga drea mayor.

La formulacion en el aula de estas dos posiciones
permite la emergencia de una pregunta nueva
c;Como hacemos si no es probando con valores?
Finalmente y retomando la situacién geométrica
original, el docente se hara cargo de organizar
otra manera de validar®9,

Lasrazones que llevan a Manuela dudar de los pro-
cedimientos de sus compafieros «Probaste...; con
todos los nimeros?» son similares a los argumen-
tos de Ana 0. (que hemos estudiado en el episodio
4): «Pero... vos podés ahora elegir un grdfico y lo
que vos ahora estds afirmandox... «estds aplicando
un grdfico que capaz tampoco sirve. Como que hay
nimeros que vos no estds tomando».

Enambos casos setrata de lavozdeun/aalumna/o
que se opone a lo que se esta aceptando mayori-
tariamente. En ambos casos, hay un docente que
sostiene esta voz en disidencia. Las cuestiones
que se discuten en las dos aulas son, sin embargo,
muy diferentes.

EnelcursodeV., sediscuteentornoa losalcances
de una tabla de valores (ampliada arbitraria-
mente) para decidir sobre la forma del grafico
(continuo) y en definitiva el comportamiento de
la funcién en todo punto. No hay elementos sufi-
cientes en la clase como para poder garantizar el
comportamiento de la curva mds alld de los valores
que se incorporan a la tabla®. La intervencion
del docente permite restituir la tarea: se trata de
identificar un grdfico compatible con una funcién
definida en un texto (lo cual permite ampliar
cualquier tabla de valores).

El cuestionamiento que enfrenta J. en su aula se
refiere a las limitaciones de una tabla —por mds
quese leagreguen valores arbitrariamente— para
afirmar la existencia de un maximo. En este caso el
docente «abre» el problemay promueve una bis-
queda de razones apelando al contexto geométrico
de lasituacion. La diferencia con lo que ocurrié en
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elepisodio 4 dela clase V. es que los conocimientos
de los alumnos si son suficientes para construir/
comprender(® una prueba matemdticamente per-
tinente de que en 5,5 se alcanza area mdxima.

5.5.2. Episodio 6. El «cosito»
Los alumnos estan discutiendo ahora en torno al
Grafico 1. El dibujo de este grafico presenta una
leve asimetria, que no habia sido planeada por los
docentes. Es en esta cuestion que se detiene una
alumna de esta clase.

4 )
Noel: —Yo lo descartaria porque si bien nosotros

hicimos la tabla, nos daba que habia un punto mas
altoy de los dos lados eran iguales, de la tabla. Y
aca del lado derecho tiene como un cosito.

Profe: —Bien. O sea, lo que estd diciendo es que
el grafico no es exactamente igual de un lado que
del otro.

Noel: —Y en la tabla vefamos que si eraigual.
Profe: —Y en la tabla vefamos que eraigual de un

lado que del otro.
. )

A partirdeaqui la clase sigue discutiendo en torno
a la simetria, que nombran diciendo «es igual de
un lado que del otro». Al mismo tiempo varios
alumnos descartan el grafico 1, por no ser lineal
ya que para muchos de ellos, el crecimiento de la
funcién estudiada es uniforme.

Noelse ha quedado pensando en sus propias afir-
maciones. Las discusiones anteriores promovidas
por la intervencién de Manuel flotan en el aire y
le hacen dudar.

a N
Noel: —Profe, ;te puedo hacer una pregunta?

Viste que no sé si es casualidad o qué, que en 5,5
era diferente...

Profe: —;Qué era diferente?

Noel: —Que se daba una excepcién en 5,5.

Profe: —;Cudl era la excepciéon?

Noel: —Que daba mas... ;Y el cosito ese no puede
seralguna otra cosa rara?

[24

Profe: —;Este? (sefialando el mdximo en Grdfico 1).
Noel: —No, viste a la derecha.

Profe: —;Acd? ;Que hay como otro piquito que
sobresale? (sefialando el quiebre de la curvatura
que se ve del lado derecho en Grdfico 1).

Noel: —;No puede ser otra cosa rara?

Noel, gracias a las discusiones promovidas por
otros, se estd colocando en una posicién critica
respecto de su propia forma de trabajo: duda sobre
la pertinencia de la tabla (trabajo en el registro
numérico) como argumento suficiente para afir-
mar la simetria. Pareciera que ella necesita pasara
otro tipo de argumentos para aceptar como vélidas
ciertas afirmaciones sobre la funcién. La apelacion
al 5,5 como excepcion de la simetria (es un valor
sin compafiero) puede deberse también a que,
para argumentar que el 5,5 era el valor mdximo,
se hizo un tratamiento «excepcional» apelando
a técnicas de comparacién de areas. Si bien Noel
no intenta apelar a ese tipo de argumentos para
estudiar la posibilidad de la existencia de un
«cositow,” sus dudas constituyen un buen punto
de partida para un cambio en el tipo de racionali-
dad que ella pone en juego.

La intervencion de Noel introdujo en la clase un
hecho no previsto con anterioridad por el docente,
que de este modo tuvo que elegir, en el momento,
sientraba o noen lavalidacién de la simetriay de
qué modo la llevaba adelante.

No agregaremos registro sobre esta parte de la
clase pero si queremos sefalar que el docente
elige hacerse cargo del cuestionamiento de Noel
e intenta ofrecer a toda la clase un argumento
general que asegure que el grafico resulta ser
simétrico. Para ello vuelve a la situacién inicial
y propone un ejemplo numérico para analizar
que los dos valores de bases que determinan
rectangulos deigualdrea son simétricos respecto
del 5,5: propone restar y sumar 1,5 al 5,5 para
obtener las bases 4y 7, que determinan rectdn-
gulos de altura 7 y 4 respectivamente. De lo cual
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resulta que ambos rectdngulos tienen igual drea.
EldocenteJ. eligid, probablemente para controlar
la complejidad algebraica del tratamiento, no
introducir un pardmetro general para sefialar el
corrimiento a derecha e izquierda del valor cen-
tral 5,5. Suintencién era mds bien la de trabajar
con un ejemplo como ejemplo genérico™® de la
simetria del grafico. Los hechos posteriores de la
clase —que no analizaremos—indicarian que para
algunos alumnos no dejé de ser un cdlculo mas.
Tanto en los episodios 4y 5, como en este episodio
6, al realizar la tarea propuesta, los alumnos van
enfrentando un problema mas transversal que
se refiere a los limites que impone una tabla de
valores. En cada uno de los tres episodios hay un
alumno que «denunciax lainsuficiencia de la tabla
y hay un docente que toma una decisién acerca
del tratamiento del tema en la clase. Como ya se
sefald, el docente debe pensar una validacién
adaptada a los conocimientos matematicos de sus
alumnos y eventualmente renunciar a ella.

5.5.3. Episodio 7. ;Se trata

de una funcion lineal?
Desde elinicio del trabajo con este problema, mu-
chos alumnos afirman que se trata de dos rectas.
Probablemente confluyen en esta afirmacion dos
ideas no compatibles: el hecho de que la funcién
crece hasta 5,5 y después decrece, y la relacion
lineal entre la altura y la base que se confunde
con la funcién que se estd estudiando. El docente
permanece durante un tiempo neutral en relacién
con este error.
Por ejemplo, al discutir en torno al Gréfico 1, los
alumnos llegan a producir colectivamente una
afirmacién que el docente escribe en el pizarrén
sin ninglin comentario:
«No sirve este grdfico porque no son rectas ya que
eldreay la base deberian variar en forma propor-
cional, en la misma proporcién.»
En la siguiente clase decide cambiar de posiciény

Valeria Borsani, otros - Discusiones en el aula...

sale de la neutralidad pidiendo una justificacién
de la supuesta linealidad que sostienen los alum-
nos. Esto permitird la emergencia de ciertasideas
construidas entorno a la nocién de funcién lineal
que necesitan ser revisadas.

Analicemos dos episodios que reflejan estas
discusiones.

4 N
Michelle: —Pero profe, tienen que ser dos rectas

y seriguales.

Valentino: —Te quedan rectas, necesariamente
tendrian que ser rectas, porque la tabla también
requiere que sea una recta.

Profe: —Bueno Ahivamos: No sirve el gréfico 1, por-
que no son rectas (cambiando el tono) Igual... ;por
qué tendrian que ser rectas? Me gustaria que trate-
mos de expresar bien qué es lo que es constante.
Lara: —;La variacién?

Profe: —;La variacién de qué?

Lara: —De la base y de la altura.

Profe: —Lavariacion deldrea en funcién de la base,
el tema es por qué necesitamos que el grafico sea
una recta. Ya lo analizamos varias veces (refirién-
dose al trabajo anterior sobre funcion lineal). ;Qué
cosas nos aseguran que una funcién es lineal?
Bruno: —La féormula.

Profe: bueno no tenemos la férmula.

Gabriela (timidamente): —Yo queria decir algo,
si, deben ser rectas. Es constante la variacion
entre la base... yo pensé en hacer la férmula que
y=x.(11x).

Profe: —;Qué es y aca?, ;el drea?... ;A ver como
decis, entonces? Hagamos un paréntesis. Ella dice
que hacemos unaférmulay=x.(11-x). Aver ;quéesy

yquéx? Estaes lax, la base, y éstaes lay, el drea.
S J

Laintervencion docente —hagamos un paréntesis—
permite que durante un rato la clase discuta con
Gabriela tratando de comprender la férmula que
ella produjo. Cuando finalmente todos aceptan su
propuesta, se vuelve a la discusién original.
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Noel: —;Esto para qué te sirve?

Profe: —;Que estdbamos discutiendo nosotros?
Laura: —Siiba a ser recto o no.

Profe: —Bien ;la férmula serviria para esto?
Laura: —Si, ahi es como que si vos reemplazds, o
sea, es como si tuvieras una funcién.

Michelle: —Nos puede servir para calcular la
pendiente...

Profe: —;Cudl es la pendiente entonces?

Laura: —Ahi tenés una funcién. Eso lo que hace
es determinar si es una funcién lineal, si es una
recta...

Profe: —;Por qué, a ver?

Laura: —....la pendiente...

Profe: —;Cudl es la pendiente?

Laura: —«x».

Profe: —Pero la pendiente tiene que ser un ndmero.
Laura: —Bueno, «x» puede ser cualquier ndmero,

el ndmero que vos quieras poner.
N J

La conviccién de los alumnos acerca de la linea-
lidad de la funcién que se estd estudiando, hace
que intenten adaptar la férmula que propone una
compafiera a la «formay de la expresion algebraica
que ellos identifican para las funciones lineales. Al
hacerlo pierden de vista momentaneamente el sen-
tido del concepto de pendiente (que fue trabajado
intensamente al estudiar funciones de crecimiento
uniforme)y cobraimportancia lo que visualmente se
ve en la formula multiplicando a un factor lineal.
Si bien el docente se encarga de refutar esta
respuesta, la clase no abandona la idea de linea-
lidad y continda una larga discusién en torno a la
bisqueda del valor de la pendiente.

Finalmente el docente recupera en el pizarrén la
tabla de valores construida en la clase anteriory
formula una consigna:

e N
Profe: —Bueno, a ver, hagamos una cosa, 5 minutos

para que cada uno pueda comprobar si pueden veren
latablaeso que diceaca. Acd dice «No sirve este grdfico
por que no son rectas ya que el drea y la base deberian
variaren forma proporcional, en la misma proporcion».
¢Como relacionamos esta frase que pusimos aca con
la tabla? No quiero que me contesten ahora; 5 minu-
titos, lo hace cada unoy después lo discutimos.

- J

Alplantear esta nueva tarea, el docente evalué que
losalumnos podrian tener dificultades para estudiar
lano-linealidad de la funcién trabajando tnicamen-
te en el registro algebraico, a partir de la formula
construida por Gabriela; por eso recupera latablay
la propone como soporte para este estudio.

5.6. Episodios del trabajo en un grupo™

5.6.1. Episodio 8. Estudiando

la variacion de la variacion
En este episodio se revela la persistencia de la
supuesta linealidad, lo cual lleva a las estudiantes
a buscar alguna variacién uniforme (que en este
caso, como se trata de una funcién cuadrdtica, se
da en la variacién de la variacion).
Elgrupo estuvo trabajando un buen rato sobre los
valores de la tablay llega a una conclusién.

4 N
E (para el grabador): —Las chicas de adelante van

a decir la conclusion a la que llegaron.

Noel: —Llegamos a la conclusion de que la base
y el drea varian en forma proporcional, pero no
variaban la misma cantidad: uno aumentaba cada
1y otro cada 2.

E: —O0 sea, lo que ustedes dicen es que cuando la
altura aumenta 1...

Belén:—Aumenta2.No, loqueaumentadisminuye 2.
Micaela: —Lo que aumenta no es lo mismo, lo que
es lo mismo es la proporcién.

Belén: —Claro.

Noel: —La base aumenta 1y también... el drea
disminuye, o sea la proporcién disminuye en 2 pero
a la vez estd aumentando el valor.

E: —No me queda claro, chicas.

Belén: —Seria, en el 1, empieza con drea 10y
cuandoaumenta 1, eldrea es 18. Pero después una
vez mas que subis 1, el drea sigue aumentando,
pero disminuye 2.

E: —;Aumenta o disminuye?

Michelle: —Aumenta.

Belén: —Aumenta, pero cada vez menos.

Noel: —Disminuye lavariacion peroaumentaeldrea.
E: —0 sea, ;aumenta el drea, pero lo que aumenta
es menor?

Todas: —Claro.

E: —Y entonces ;es lineal?

S Todas: —Si. )

[26
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En el episodio que acabamos de presentartodas las
participantes delgrupo colaboran discursivamente
para poder precisar lo que ellas hanidentificado en
la tabla, que la variacién del drea para intervalos
de longitud 1, va disminuyendo de dos en dos. Es
la propiedad caracteristica de una funcién cuadra-
tica (la variacién de la variacién es constante), las
alumnas estan arribando a ella después de varias
clases de trabajoy con mucho costo en el lenguaje
necesario para precisarla®.

Sin embargo, la presencia de esa cantidad cons-
tante (la variacién de la variacién) pareceria
reforzar su primitiva idea acerca de la linealidad
de la funcién.

Este problema permite estudiar la variacion de la
variacion de una funcién, cuestién que no tenfa
sentido cuando se trabajé con funciones lineales.
Por otro lado, en aquel momento se hablaba de
«variacién constante, y los didlogos que hemos
presentado muestran hasta qué punto es unaidea
que necesita ser precisada.

Podemos identificar algunas afirmaciones con-
tradictorias®¥ de los chicos en los didlogos de los
episodios 7 y 8: la pendiente de la funcién es «x»;
la variacidn disminuye, pero igual sostienen que
es funcién lineal.

Son contradicciones que estarian dando cuenta de
losintentos de adaptar lo que vanidentificando de
esta nueva funcién con los conocimientos que ya
tenian, en este caso, sobre funciones lineales.
Veamos un (ltimo episodio, donde lasintegrantes
de este mismo grupo finalmente logran traspasar
su aprehensién a lo lineal.

5.6.2. Episodio 9. Enriqueciendo la idea

de qué es una formula de una funcién
Ante laimposibilidad de encontrar una pendiente
parafabricar la férmula, las alumnas comienzana
asumir que no se trata de una funcién lineal. Es a
partir de alli que emerge la idea de que el objeto
que estan estudiando pertenece a una nueva clase
de objetos.

Valeria Borsani, otros - Discusiones en el aula...

4 )
E: —Si es lineal podrian sacar la pendiente. ¢Cudl

serfa la pendiente?

(Después de unos minutos.)

Micaela: —No se puede sacar.

Belén: —;Ah!!!

Michelle: —Si no se puede sacar la pendiente, no
es funcion lineal.

E: —;Estan deacuerdo las 4 con lo que dice Miche-
Lle? Dice: para mf, sino se puede sacar la pendiente
no es funcién lineal.

Micaela: —Porque la funcién lineal tiene una fér-
mula y si no se puede sacar esa formula no...
Belén: —Acd la férmula no se puede sacar, porque
no se puede sacar la pendiente.

E: —Pero Gabriela la sacé la férmula. ;Se puede
sacar la formula?

Noel: —Esta bien, es la férmula pero no la férmula
de una funcién lineal.

Belén: —Va a ser la formula, pero va a ser distinta
a la de la funcién lineal.

Noel: —Para mi es una nueva funcién.

E: —;Qué te parece Belén, es posible eso?

Belén: —Laférmula la podes sacar porque, de hecho,
ahi estd, pero no es la formula de la funcién lineal.
Noel: —Es la formula de funcién, otra.

E: —Hasta ahi llegamos. Listo. Gracias.
N J

Finalmentey sin dudar, lasalumnas de este grupo
llegan ala conclusién de que la funcién que estan
estudiando no es una funcién lineal. EL camino
que recorren parajustificarlo muestra que todavia
quedan cuestiones para trabajar: aparentemente
para las integrantes de este grupo la manera de
determinar si una funcion es lineal es calcular, a
partir de la tabla de valores la pendiente y luego
escribir la formula que corresponde al modelo
lineal con esa pendiente; si no hay pendiente
(hecho al cual arriban considerando tres o mas
pares devalores) no se puede escribir laférmula, y
entonces no es lineal. No estarian habilitadas para
decidir que unafuncién no es lineal solamente por
los valores de la tabla.

En particular, en el dltimo tramo del registro, las
chicas, al verse confrontadas con la férmula pro-
ducida por Gabriela logran enriquecer sus ideas
acerca de qué es una férmula de una funcién: las
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funciones pueden tener una formulay sin embargo
no ser una funcién lineal. El reconocimiento de
que se trata de un nuevo tipo de funciones— pro-
bablementeimpregnado de reglas de contrato—??
conlleva la resignificacion del «viejo» concepto de
funciones lineales.

6. Reflexiones finales

Elandlisis que hemos realizado se ubica, comoya
dijimos, en un momento deintroduccién al estudio
defenémenos cuadraticos, momento que coincide
para estos alumnos con elinicio de un estudio un
poco mas sistemdtico de fendmenos de variacién
no uniforme. Las distancias/tensiones/puntos
de apoyo entre los nuevos asuntos y los viejos
conocimientos ubican a los alumnos en diferentes
posiciones, que al aflorar en el espacio colectivo
crean tensiones en el aula que permiten la emer-
gencia de ideas potentes acerca de la relacion
tabla—grafico-formula.

Estas diferentes posiciones eran esperadas por los
docentes y en parte provocadas a partir de varias
decisiones que tomaron: por un lado, la eleccién
de un primer problema que porta una relacién
entre el texto y el grafico totalmente nueva para
los alumnos; por otro lado, lainclusién de ciertos
graficos —en particular el tercero— que estuvo
comandada por laidea de hacer surgir diferentes
puntos de vista. Estas diferencias fueron también
sostenidas intencionalmente por los docentes
durante las clases.

Nos interesa destacar algunas caracteristicas de
esta gestion que potenciaron la produccién de
nuevos conocimientos en el espacio colectivo. En el
episodio 3, eninteraccién con un pardealumnas, la
docente ayuda a que ellas precisen una afirmacién
que en principio enunciaron vagamente, no toma
partido por la veracidad de lo que se esta afirman-
do, invitaimplicitamente a todos los estudiantes a
poner a prueba como herramienta lo afirmado. En
los episodios 4y 5, el sostén del docente de la voz
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en disidencia de unalumno permite la emergencia
de nuevos asuntos que se discuten en el aula.

En la clase del docente J. se acepta por un tiempo
una afirmacion incorrecta — que se trata de una
funcién lineal a trazos— a la espera de reacciones
que notuvieron lugar. ELdocente pospone plantear
la discusion sobre esta afirmacion —que atraviesa
los episodios 7, 8 y 9— hasta que nuevas relaciones
sobre el problema se hayan construido en el aula.
En relacién con los conocimientos sobre funcién
lineal que tenian los alumnos, nosinteresa desta-
car como fueron sostén y resistencia en distintos
momentos del proceso de estudio de la variacion
no uniforme. Sostén en tanto una estrategia que
los alumnos ponian en juego al estudiar los fené-
menos lineales —comparar el crecimiento dey para
intervalosiguales de x— es adaptada exitosamente
para decidir sobre el tipo de concavidad de un
grafico cartesiano (episodio 2). Y resistencia en
la medida en que los intentos de adaptar la nueva
situacién a lo que se conoce hacen costosa laiden-
tificacién de algo nuevo (episodios 7 y 8).

En relacién con la interaccién entre pares, se-
fialamos en varios episodios cémo el aporte de
un compafiero a prop6sito de los conocimientos
en juego en una tarea, desencadena un proceso
personal de construccion de nuevas relaciones. En
el episodio 2 de nuestro estudio sefialamos cémo
un estudiante, ante la necesidad de justificar una
respuesta que éltiene por segura —que el Grafico 1
no sirve— recurrea un comparieroy entiendealgo
nuevo, a partir de sus explicaciones. En el episodio
5, lairrupcién de Manuel permite cuestionar las
formas de validar aceptadas hasta el momento,
y ese cuestionamiento es asumido luego de ma-
nera personal por otra estudiante (episodio 6).
Comofenémeno relativo a las interacciones entre
alumnos que transcurren fuera del conocimiento
del docente, la discusion (episodio 2) en torno
a la posible influencia de la escala en el tipo de
curvatura del dibujo queda sin concluir.

A lo largo de todos los episodios que estuvimos
analizando, los alumnos han hecho distintos usos
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delatabla devalores, handiscutido susalcancesy
la han considerado como un objeto dinamico que
se amplia con valores arbitrariamente cercanos
si se conoce una situacién que permite generar
nuevos valores, ante la necesidad de coordinar
la informaciéon dada en el registro numérico con
aquella provista en el registro de los graficos car-
tesianos. De este modo, tres registros —numérico,
graficos cartesianosy texto del problema— se pu-
sieron en juego en torno a la variacion del area.

En cuanto al cuarto registro, la férmula algebraica
para lafuncién en estudio —la cualirrumpié de ma-
nera imprevista en una de las aulas— podria haber
sido un soportevélido para estudiar [a no linealidad
de la relacion en juego, pero no funcioné asi para
estos alumnos, que en principio parecen tener co-
nocimientos mas débiles en el registroalgebraico de
representacion de las funciones. Es probable que el
reconocimiento de esta debilidad por parte del do-

Notas

centeJ. lo haya llevado a cambiar el registro —vuel-
vea proponer la tabla— cuando pide una explicacién
para la linealidad que sostienen los alumnos (al fin
del episodio 7). El trabajo en pequefios grupos que
hemosanalizado en los dos (ltimos episodios mues-
tra como lasideas de los alumnos sobre las férmulas
delasfunciones empiezan a enriquecerse. Sin duda
todo el tratamiento algebraico que se desplegara
en torno al estudio de las funciones cuadraticas va
a conferir otro estatuto al registro algebraico de
representacion de una funcién.

Ha sido nuestra intencion en este trabajoiluminar
aspectos de la complejidad que comporta la emer-
genciaen elaula de conocimientos relativos a fun-
ciones de crecimiento no uniforme. En otro plano
identificamos ciertas condiciones del trabajo en el
aula (muy particularmente de la gestion docente)
que pueden ser descontextualizadas mds alla de
la temadtica particular de estas clases.

™ Trabajo realizado en el marco de los proyectos UBACYT X 254 y X207.
@ Parte de los resultados que aqui se incluyen fueron comunicados en el congreso REPEM II, 2008.

© «EL concepto tedrico de situacion adidactica modeliza la interaccion del alumno con el medio en

una produccién de conocimiento independiente de la mediacién docente. Las interacciones entre
docente y alumno a propésito de la interaccién del alumno con el milieu se modelizan a través de la
nocién de contrato diddctico. Esta nocién es una herramienta tedrica que da cuenta de las elabora-
ciones de los alumnos relativas a un determinado conocimiento matematico, como producto de sus
interpretaciones de las intenciones y las expectativas —explicitas e implicitas— del docente. Estos

dos tipos de interacciones que se separan en el andlisis tedrico, constituyen una trama en la cual se

inscriben los procesos personales de aprendizaje». Sadovsky (2005).
@ L a experiencia se realizé en el Colegio Paideia a cuyas autoridades agradecemos muy especialmente

por toda la colaboracién brindada.

®) El equipo de investigacidn estd conformado por los cuatro autores de este articulo, Mara Cedrény
Mercedes Marchesin, quienes participaron de las discusiones previas y colaboraron en las observa-

ciones de las clases que seran analizadas.

® Concluyeron recientemente la carrera del Profesorado de Matemdtica de la Facultad de Ciencias
Exactasy Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

™ Algunos episodios refieren a discusiones en pequefios grupos, sin participacién docente, mientras
que otros corresponden al espacio colectivo regulado por éL.

® Con diferentes escalas, el grafico de una funcién puede tener distintas inclinaciones —si se trata

de una recta— o pueden obtenerse curvas mas o menos abiertas, pero no puede modificarse el tipo

de curvatura (no puede pasar de céncavo a convexo). Es algo que las maniobras de Sebastian sobre

la tabla hubieran podido validar.

Valeria Borsani, otros - Discusiones en el aula...
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©) El tratamiento de funciones lineales, que los alumnos habian realizado posteriormente, de algdn
modo habia sacado de circulacion esta norma: si la funcién es lineal, es pertinente dibujar una recta
a partir de los datos de una tabla.

9 particularmente él lo habia descartado calculando el drea para nuevos valores a partir del texto
del problema.

(1 Violeta y Lola son dos alumnas que también habfan elegido el gréfico 3.

(12) «Rafael Nufiez, Laurie Edwards y Jodo F. Matos (1999) dentro de la perspectiva de la Emboided
cognition y en el marco del andlisis cognitivo que realizan de la nocién de funcién continua, distin-
guen dos concepciones de la nocién de recta. Una de tipo cinemdtica, espontdnea y naturalmente
continua, sobre la cual los puntos se ubican. La otra concepcién considera la recta formada por (la
unién necesariamente no numerable de) puntos que la constituyen». Analia Bergé (2004).

(13 Son conocimientos que se refieren a la forma de trabajo en matematica y se hicieron explicitos en
esta clase como producto de las discusiones que se sostuvieron.

(1% En su planificacién habian pensado una validacién de este hecho que estuviera bien adaptada a
los conocimientos y habitos de sus alumnos. La presentamos en el Anexo.

(15 Es parte de este proyecto de ensefianza trabajar sobre la produccion y transformacién de formulas
algebraicas de funciones cuadrdticas que habilite la lectura de nuevas informaciones. En particular,
via este trabajo algebraico, estos alumnos podran validar que en x=5,5 la funcién alcanza un valor
maximo. Ahora bien, ante la ausencia de las herramientas que provee el cdlculo infinitesimal, la férmula
de la funcién no aportard suficientes elementos para decidir en torno a la curvatura de su gréfico.
(9 | a validacién, que se detalla en el anexo requirié intervencién docente, tanto reformulando la
cuestion en términos puramente geométricos, como organizando los argumentos de los alumnos.
Desde nuestra posicién, intervenciones docentes como ésta no obstruyen los procesos de produccién
auténoma de los alumnos, sino que los fortalecen.

(") La técnica de comparacién de dreas también le hubiera permitido afirmar que la funcién es simé-
trica respecto del 5,5.

(8 L a nocién de ejemplo genérico se debe a Balacheff (1987).

(9 En este grupo estaba presente un miembro de nuestro equipo que participaba haciendo preguntas
a las estudiantes, en el registro serd identificado como E.

@9 Es un conocimiento importante que, sin embargo, no trasciende el dmbito privado del trabajo
de este grupo.

@1 Resultan contradictorias ya que se contradicen con otros conocimientos de los que los alumnos
disponen acerca de la nocidn de funcién lineal.

@2 | os alumnos podian suponer que se trataba de un tema nuevo porque habia cambiado la guia de
problemas.
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Anexo
Tomamos el cuadrado de lado 5,5. Si se toma un
rectangulo que varie una distancia, por ejemplo
h, nos queda un rectangulo de base 5,5 -hy
altura 5,5 + h. Lo que se quiere probar es que,
sin importar el valor de h, este nuevo rectangulo
siempre tendrd drea menor que la del cuadrado
de5,5x%x5,5.
Del nuevo rectdngulo construido en el triangulo,
una parte queda «dentro» del cuadrado originaly
hay un pequefio rectdngulo que «sobra» que tiene
altura h y base 5,5 - h (sombreado de gris claro
en el Grafico).
Por otro lado, del cuadrado original, lo que no
comparte con el nuevo rectangulo es el rectangulo
de base hyaltura 5,5 (sombreado de gris oscuro
en el Grafico).
Vamos a comparar las dreas de los rectdngulos que
estdn sombreados.
El rectdngulo de base h y altura 5,5 resulta tener
mayor drea que el rectdngulo de altura h y base
5,5—-h porque la base de uno es la altura del otro
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pero la altura del primero es mayor que la base
del segundo.

De este modo, resulta que el drea del cuadrado es
mayor que el drea del rectdngulo de base 5,5-h
yaltura 5,5 + h. Y esto es para cualquier valor de
hentre0y5,5.

Por lo tanto el drea del cuadrado es la mayor drea
posible dentro de los todos los rectdngulos que se
pueden construir dentro del tridngulo.

55

55-h h

Grdfico.

Esquema de la situacion.
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