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El objetivo de este trabajo es mostrar los resultados de la aplicacion de una serie de ejercicios sobre

validacién a un grupo de 42 estudiantes ingresantes universitarios y voluntarios de carreras de grado

en Ciencias Naturales e Ingenierias. Los resultados se utilizan para caracterizar la situacién de este

grupo de estudiantes en procesos de validacién de proposiciones matematicas. ELandlisis de los tipos

de respuestas obtenidas es una adaptacion de la clasificacion de Bell (1976) eincorpora la realizada

por Balacheff (2000) acerca de los tipos de prueba que suelen presentar los estudiantes.

Los resultados, en general, evidencian el desconocimiento del lenguaje matematico, lo que dificulta

la lecturay en consecuencia entorpece los procesos de ensefianza y de aprendizaje en situaciones

de validacion. Ponen de manifiesto, ademads, la confusién del estudiante frente a acciones tan

disimiles como verificar y demostrar.
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Abstract

The aim of this work is to show the results of the applica-
tion of a series of exercises on validation to a group of 42
incoming college students and volunteers in careers of
degree in natural sciences and engineering. The results are
used to characterize the situation of this group of students
in process of validation of mathematical propositions. The
analysis of the kinds of answers obtained is an adaptation
of the classification by Bell (1976) and also incorporates
the classification done by Balacheff (2000) about the
types of proof made by the students.

The results, in general, make evidence of the ignorance
of the mathematical language, which complicate the rea-
ding and in consequence hinders the process of teaching
and learning in situations of validation. In addition, they
also show up the confusion of the students in front of

actions as dissimilar as verifying and showing.

Keywords: validation, college stu-
dents, mathematical language,
demonstration.
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1. Introduccion

El presente trabajo es una parte de la investi-
gacién surgida de la tarea docente desarrollada
desde 1984 hasta el presente en la Facultad de
Quimica e Ingenieria «Fray Rogelio Bacon» de la
Pontificia Universidad Catélica Argentina, campus
Rosario. Se fue observando cémo, afio tras afio, se
agudizaba la dificultad del estudiante de carreras
de grado en Ciencias Naturales e Ingenierias en
los cursos de matemdtica a la hora de abordar
la demostracién de proposiciones matematicas.
La investigacién tuvo como objetivo principal
analizar cualitativamente el proceso deductivo
realizado en la demostracién de proposiciones
matemdticas por el estudiante del tipo de carreras
antes mencionadasy presentar un modelo didac-
tico que permita generar un aprendizaje signifi-
cativo y desarrollar capacidad de razonamiento
deductivo con el objeto de enfrentar problemas
nuevos en disciplinas especificas de su carrera,
con métodos y criterios propios.
Especificamente, el objetivo de este trabajo es mos-
trarlos resultados de una serie de ejercicios sobre va-
lidacién aplicados a un grupo de estudiantes ingre-
santesa Ciencias Naturales e Ingenierfas, resultados
que permitieron caracterizaral grupo de estudiantes
y su desemperio frente a tales ejercicios.

2. Marco teorico

2.1. Los diferentes tipos

de demostraciones que puede

presentar un estudiante
Distintos investigadores se han ocupado de las ca-
racteristicasy clasificaciones del tipo de respues-
tasydemostraciones efectuadas por estudiantes.
A continuacién sélo se detallan las que se requi-
rieron para seradaptadas para esta investigacion.
Balacheff (2000) introduce una clasificacién en
la cual el énfasis no esta solamente en la relacion
entre los ejemplos usados y el enunciado que se
quiere demostrar sino en el motivo por el que los
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estudiantes usan los ejemplos. Y as divide en dos
categorias: pragmaticas e intelectuales.

Las pruebas pragmaticas estan ligadas a lo expe-
rimentalya que en ellas predomina una presencia
de saberes practicos. Las justificaciones son rea-
lizadas a través de la representacién de un objeto
concreto. Se clasifican en tres tipos, a saber:

I) El empirismo ingenuo o ndif que se produce
cuando el estudiante valida la proposicion después
deverificarla para algunos casos particulares, sin
un criterio formado al hacerlo. Por ejemplo, para
validar la propiedad correspondiente al cociente
durante el tratamiento algebraico de los limites,
el estudiante simplemente presenta un ejemplo
donde verifica que la propiedad «funciona» para
ese ejemplo. En algunos casos puede presentar
dos o tres porinseguridad pensando que mas de
uno refuerza la validez. El estudiante no genera
conclusion alguna, simplemente realiza la verifi-
cacién como mecanismo de validacién.

II) El experimento crucial consiste en que el
estudiante toma en cuenta la problematica de
la generalidad y la «resuelve» mediante el uso
de un caso particular que reconoce como «no
especialy. Es decir que el estudiante verifica con
un ejemplo que permite descartar alguna conclu-
sién alternativa. Siguiendo con el ejemplo de las
propiedades de limites, para validar la propiedad
correspondienteal cociente, el estudiante plantea
varios ejemplos diferentes. Considera que a partir
de estos ejemplos puede generalizar el resultado
que se quiere demostrar.

III) El ejemplo genérico, que consiste en que el
estudiante justifica la afirmacién operando sobre
un objeto concreto al que considera representante
de todos los pertenecientes al dominio de dicha
afirmacién. Intenta plantear una argumentacién
basada en un ejemplo al que da caracter de repre-
sentante general de la clase. Por ejemplo, en el
algebra de los limites, para validar la propiedad
correspondiente al cociente, el estudiante con-
sidera un ejemplo concreto con cierta carga de
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abstraccién. Considera dos funciones polindmicas:
una cuadratica y una lineal, expresadas en forma
general. Realiza el calculo del limite del cociente
para un hipotético valor al que se aproxima la va-
riable. Observa que el limite del cociente para este
ejemplo mas elaborado es igual al cociente de los
limites, siempre que éstos existany que el limite del
denominador se no nulo. A partir de este ejemplo
genérico se permite concluir la tesis general.

Las pruebasintelectuales provienen de una forma
particular de razonar, donde se articulan cadenas
argumentativas, con una clara produccién en el
lenguaje simbélico propio de la ciencia matema-
tica. Se dejan de lado los objetos materiales y su
relacidn con la experiencia material. Las pruebas
intelectuales se clasifican en tres tipos diferentes
que comentamos a continuacion:

I) El experimento mental se produce cuando el
razonamiento del estudiante se independiza de
la representacion del objeto aunque no necesa-
riamente se trate de una prueba con la estructura
deunademostracion. Aqui los estudiantesinterio-
rizan las acciones realizadas previamente, gene-
ralmente a partir de la observacién de ejemplos, y
las disocian de esas acciones concretas convirtién-
dolas en argumentos abstractos deductivos. Por
ejemplo, en el estudio del dlgebra de los limites,
parajustificar la propiedad correspondiente al co-
ciente, el estudiante vuelve a considerar el limite
del cociente de dos polinomios (suponiendo que
los limites existeny que el del denominadores no
nulo), como sifueran los Gnicos tipos de funciones
existentes. Pero esta vez los polinomios son de
grado ny m respectivamente, para ny m nimeros
naturales. Verifica que la propiedad se cumple
para este ejemplo generalizado (con una construc-
cién mas elaborada que la del ejemplo genérico)
y luego concluye que la propiedad en cuestion se
cumple para cualquier par de funciones.

IT) El cdlculo sobre enunciados es una prueba que
oscila entre la experiencia mental y la demos-
tracion. No tiene la caracteristica de conformar
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una demostracién pero tampoco tiene la carac-
teristica del experimento mental. Se establecen
construcciones intelectuales basadas en teorias
mds o menos formalizadas o explicitas, que se
originan en una definicién o propiedady se basan
en la transformacion de expresiones simbdlicas
formales. Continuando con el ejemplo referido al
algebra de los limites, durante la validacion de la
propiedad correspondiente al cociente (bajo los
supuestos ya considerados), el estudiante esta
vez, se atreve a plantear el limite del cociente
de dos funciones hipotéticas fy g, pensando el
cociente como el producto de la primera por la
reciproca de la segunda. Luego tiene en cuenta el
limite del producto ya probado y lo aplica a este
producto. Pero en su argumentacién, utiliza el
hecho de que el limite de la reciproca de g, existe
yes lareciproca del limite. No tiene en cuenta que
estd aceptando un hecho que estd presente en
lo que quiere probary que atin no esta validado.
Es una limitacién muy comdn en los estudiantes
de los primeros afios, que no distinguen que en
definitiva en la prueba de este tipo se genera una
cadena propia de un sistema axiomatico, donde
cada propiedad probada es unaverdad establecida
que puede ser utilizada en las siguientes. Podria
ocurrir, en el mejor de los casos, que pruebe pre-
viamente la validez del limite de la reciproca de
la funcién g bajo el supuesto de que el limite de
esta funcién es no nulo, para luego establecer el
[imite del producto antes mencionado.

III) La demostracion se produce cuando el razona-
miento que utiliza el estudiante tiene la funcion
de explicar en un lenguaje reconocido por la
comunidad matematica, y cuyas reglas de debate
se sostienen sobre la légica formal.

Por su parte, Bell (1976) se propuso analizar los
intentos de los estudiantes por construir demos-
traciones o elaborar explicaciones en situaciones
matemdticas elementales y comparé la forma en
que difieren de los usos de la demostracion que
realiza un matematico profesional. A la luz de este
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andlisis, elaboré una clasificacion de los tipos de
respuestas que un estudiante puede arrojar, a
través de una categorizacién que distingue entre:
empiricas y deductivas. La primera se caracteriza
por el uso de ejemplos como factor esencial para
la certeza mientras que la segunda se caracteriza
por la utilizacién de la deduccién como elemento
conector con las conclusiones.

La categoria empirica distingue la siguiente sub-
clasificacion:

Completa: el estudiante encuentray comprueba el
conjunto finito completo de los casos requeridos.
Sistematica: el estudiante encuentra al menos
alglin subconjunto completo de casos y esta in-
tentando encontrarlos a todos.

Parcialmente sistematica: el estudiante encuen-
tra algtin subconjunto parcialmente completo de
los casos requeridos y si bien no encuentra todos,
tiene conciencia de la importancia de tal accién.
No sistematica: el estudiante halla algunos de los
casos o ejemplos que se requieren que no constitu-
yen el subconjunto completo y desconoce lo vital
de encontrar absolutamente todos los casos.
Extrapolacion: el estudiante infiere la conclusion
deunresultado generala partir de un subconjunto
de datos suficientemente representativos.
Incapacidad: el estudiante es incapaz de generar
ejemplos adecuados que satisfagan las condicio-
nes impuestas por la proposicion a demostrar.

La categoria deductiva distingue la siguiente
subclasificacion:
Explicacion completa: el estudiante llega a la
conclusidn a través de un argumento conexo que
conecta los datos de la proposicién a demostrary
también datos y principios aceptados.
Conexa: ésta, a su vez, admite dos subclasifica-
ciones, a saber:
- S: el estudiante fracasa en el argumento por-
que éste apela a hechos o principios que no
estan mas aceptados que la propia proposicion
a demostrar.
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- Incompleta: el estudiante realiza un argumento
conexocon calidad explicatoria peroesincompleto.
Relevante: del mismo modo que la categoria an-
terior, esta también admite dos subclasificaciones
que se detallan y describen a continuacién:
- Detalles colaterales: el estudiante hace algtin
andlisis de la situaciony menciona aspectos que
podrian formar parte de una demostracién pero
fragmentariamente, fracasando al conectar las
diferentes subclases en un argumento.
- Reenunciado general: el estudiante no hace
andlisis alguno de la situacién, mencionando
aspectos irrelevantes que representan la si-
tuacién como un todo y se da cuenta de que
existe una conexion deductiva pero es incapaz
de exponerla.
Dependencia: el estudiante intenta unir deduc-
tivamente los datos con la conclusién pero no se
consigue alcanzar una categoria superior.
No dependencia: el estudiante logra trabajaruno o
mas ejemplos correctamente pero no los utiliza para
probar la conclusién generaly no tiene conciencia
de la conexién de los datos con la conclusién.

En general, existen muchos trabajos descriptivos
sobre la demostracién matemdtica, siendo la
geometria la rama de la matematica inspiradora,
ya que los procesos de argumentacién asociados
a la visualizacion son muy representativos.

Bell (1976) es un pionero en este tipo de clasi-
ficaciones, y analiz6 el tipo de respuesta que un
estudiante puede presentar frente a procesos de
validacion. Posteriormente, otros investigadores
siguieron esta linea tomando como base la clasi-
ficacion expuesta. Para la instancia de la prueba
se necesita de un proceso previo que es la deter-
minacién del valor de verdad de una proposicién
y la justificacién que la sostiene. Estos procesos
desarrollan en el estudiante el hdbito de conjetu-
rar, justificar, verificary analizar cuidadosamente
la eleccién de ejemplos y contraejemplos que
sostengan el valor de verdad escogido.
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2.2, La visualizacion

Debe destacarse que lainvestigacion descritaen la
introduccién requiere de la manipulacién del tér-
mino visualizacién, accion vital de ser observada
en los estudiantesy que se constituye en una de las
facetas del lenguaje matematico que se manifiesta
como coloquial, simbélico y visual.

Existen estructuras conceptuales eincluso pruebas
que pueden captarse mejor a través de diagramas,
esquemas o graficas realizadas a mano alzada
o mediante algln software. Son canales para la
comprensién del estudiante y operan de forma
mds inmediata que una explicacién coloquial, y
una exposicion tradicional a través del simbolis-
mo propio de la ciencia matemdtica. De Guzmdn
(1996) cita como ejemplo lasideas elementales del
calculo, cuya génesis se encuentra en conceptos de
orden, distancia, operaciones entre nimeros. Estas
nociones nacen de situaciones de hecho, concretas,
simplesy sustancialmente visuales. Esta captacion
visual puede presentarse eventualy paralelamente
con la explicacién coloquial. Lo simbélico puede
exponerse luego de una primera aproximacion a
través de lo coloquialyvisual. Se trata de proponer
aproximaciones que favorezcan la apropiacion de
la estructura conceptual o procedimental, que re-
sultan mds accesibles para elingresante actual que
una presentacion a través del lenguaje simbélico,
el que requiere una abstraccién directa por lo que
resulta un proceso notan asequible para estos estu-
diantes. El proceso descrito de apropiacién permite
unatransicion desde lenguajes mas concretos hacia
ellenguaje abstracto de la simbolizacion, propio de
la ciencia matemdtica.

3. Los ejercicios de validacion

para los ingresantes

3.1. Generalidades introductorias_
Con el objeto de llevar a cabo el trabajo de cam-
po se realizé una convocatoria voluntaria en
la institucion mencionada al comienzo de este
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trabajo durante el mes de abril de 2010. Los es-
tudiantes voluntarios tenfan que cumplir ciertas
condiciones: debian tener 18 afios de edad, haber
aprobado el curso deingreso, haber egresado del
ciclo medio polimodal no técnicoy ser estudiantes
de las carreras de Ingenieria y Licenciatura en
Quimica Industrial, haber aprobado el curso de
ingresoy estar cursando el primer afio regular de
las carreras antes mencionadas.

Fueron seleccionados para la convocatoria 42 es-
tudiantes, de los cuales 16 perteneciana la carrera
deIngenieria Industrialy habfan egresado del po-
limodal con terminalidad en Economiay Gestién,
16 eran estudiantes de Ingenieria Ambientaly 10
de Quimica, egresados del polimodal con termina-
lidad en Ciencias Naturales. Finalmente resultaron
en cada grupo 50 % de varonesy 50 % de mujeres.
Elcurso deingresé reviséideas fundamentales de
matemdtica vistas en el ciclo medio imprescindi-
bles para el abordaje de los cursos universitarios
de matematica, agrupandose tales contenidos en
unidades tematicas bajo los siguientes titulos: 1.
Conjuntos Numéricos; 2. Expresiones Algebraicas
Enteras y Racionales; 3. Ecuaciones algebraicasy
Sistemas Lineales; 4. Introduccién a Funciones
reales de variable real; 5. Introduccidn a las Fun-
ciones trigonométricas.

Al momento de realizar los ejercicios de valida-
cion, los estudiantes convocados se hallaban
realizando el tercer mes de cursado de las carreras
elegidas por lo cual los contenidos desarrollados
hasta ese momento eran:

- Calculo I de las Ingenierias: Trigonometria. El
ndmero real. Funciones reales de variable real;
-Algebray Geometria de lasingenierias: ELniimero
complejo. Polinomios realesy complejos. Andlisis
combinatorio;

- Matemética I (Algebra e Introduccién al Célculo)
de la Licenciatura en Quimica: Trigonometria. EL
ndmero complejo. Polinomios reales y complejos.

Los ejercicios se realizaron al comienzo del tercer
mes de cursado del primer afio con el objeto de
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que los estudiantes pudieran tomar contacto con
un curso de matemdtica universitaria y tuvieran
la oportunidad de observar y estudiar procesos
de validacién, a fin de superar la concepcién de
que matemdtica es «sentarse a hacer egjercicios»,
seglin expresion textual de los estudiantes acerca
devision general de los cursos de matemdtica que
recibieron en el ciclo medio. Asimismo, se preten-
dia también que el estudiante pudiera tomar con-
ciencia de que en cualquier curso de matemdtica
serequieretener unadecuado soporte tedrico para
poder acceder a las actividades procedimentales.

3.2. El temario de los ejercicios
Sedestaca quejuntoaltemario seadjunté una hoja
con estructuras conceptuales vinculadas con los
temas abordados en los ejercicios de validacion,
a los efectos de que cada estudiante no se pertur-
bara por el recuerdo de una férmula o definicién o
grafica que por elemental que fuese, interfiriera en
el razonamiento de cada ejercicio planteado.
Elandlisis del tipo de respuesta obtenida en cada
uno de los ejercicios es una adaptacion de la cate-
goriaderespuestas de Bell (1976) y elandlisis del
razonamiento seqguido en el proceso de validacién
constituye una adaptacién de la clasificacién de
Balacheff (2000). La eleccién de los ejercicios no
fue arbitraria, sino que se le presentaron respec-
tivamente y en este orden:

- Dos proposiciones verdaderas cuantificadas
existencialmente con una ligera variacién en el
conjunto referencial, de manera que eso permi-
tiera observar si habfa alguna variacién en las
resoluciones.

- Una proposicién falsa cuantificada universal-
mente, con elfin de observar coémojustificaban la
falsedad de la proposicién o elegian un contrae-
jemplo, a partir de la intuicién.

- Una proposicién verdadera cuantificada existen-
cialmente, donde lo esperado era que el estudian-
te pudiera recurrir a la visualizacién.

- Una proposicién verdadera cuantificada univer-
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salmente, donde lo esperado era una prueba in-
formal o unavisualque en cualquiera de los casos
promoviera una aproximacion a la demostracion.
Y finalmente,

- Dos proposiciones verdaderas cuantificadas uni-
versalmente donde lo requerido era la prueba.

En cualquiera de los tres Gltimos casos, se trataba
de pruebas muy elementales y que no revestian
artificiosidad de ningdn tipo.

Como ya se indicd, estos ejercicios fueron apli-
cados a los dos meses de cursado del primer afio,
luego de que los estudiantes realicen un examen
parcialtedrico—prdctico, de forma queya hubieran
adquirido cierta experiencia en desarrollos ma-
tematicos, sus conceptualizaciones y su relacién
con la practica.

3.2.1. Ejercicio 1

e N\
Considera las siguientes proposiciones:

a) Ix e A/ (x-1)-(x-2)-(x-4) =0,
conA={0,1,2,3,4,5}
b) 3x e R/ (x-1)-(x-2)-(x-4) =0

Decide si las proposiciones precedentes son verda-
deras o falsas, justificando coloquialmente la elec-
cion del valor de verdad escogido en cada caso.

J

Este ejercicio presenta una funcién proposicional
cuantificada existencialmente. Es una proposicién
verdadera, siendo el referencial un conjunto siendo
finito (caso a) o infinito (caso b), y por tanto pue-
de o no ser fisicamente realizado su recuento. La
validacién requiere en este caso que el estudiante
compruebe que la funcién proposicional asociada
al cuantificador es verdadera con un dnico valor
(cualquiera) que escoja del referencial. La idea de
este ejercicio fue observar cémo intuitivamente el
estudiante evalda el valor de verdad de las propo-
siciones dadas con diferente conjunto referencial.
Esta diferencia es sustancial, ya que el proceso de
validacién es el mismo para los dos casos, pero es
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fundamental ver qué actitud asume el estudiante
frente a esa diferencia. En la realizacién de este
gjercicio, seapela a la nociénimplicita de recuento
discreto, que direcciona dicha nocién de cuantifi-
cacion desarrollada entre los estadios del final del
periodo preoperacional y el comienzo de las ope-
raciones concretas segtin Piaget (1981). Con esto
se hace referencia a las relaciones cuantitativas
alcanzadas durante la mitad del ciclo primario tales
como: muchos—pocos; todo—nada, entre otras,
imprescindibles para la construccién del ndmero.

- Tipo de respuesta obtenida: incluye el tipo de
razonamiento seguido por el estudiante, de modo
que para el analisis que contintia se adaptd especi-
ficamente la clasificacion hecha por Bell (1976).
Los casos I y IT no corresponden al ejercicio 1
en analisis, mientras que los casos III a VII si
corresponden:

I. Completa universal = Completa Bell: el estu-
diante encuentra y comprueba el conjunto finito
completo de casos requeridos. Este caso corres-
ponde a una proposicion verdadera cuantificada
universalmente siendo el referencial, un conjunto
finito cuyo recuento es posible de ser llevado a
cabo. La prueba de validez de esta proposicién
requiere que el estudiante compruebe que la
funcién proposicional asociada al cuantificador
es verdadera para cada uno de los elementos del
referencial. Es decir que el estudiante es capaz de
encontrar todos los casos requeridos que hacen
verdadera a la funcién proposicional asociada al
cuantificador universal.

II. Incapacidad frente a verdad universal =
Incapacidad Bell: el estudiante es incapaz de en-
contrartodos los casos requeridos que satisfagan
las condicionesimpuestas por la proposicién a de-
mostrar o bien esincapaz de determinar elvalor de
verdad de la proposicién que postula la verdad de
una proposicion cuantificada universalmente.
II1. Completa existencial: el estudiante encuentra
y comprueba que se requiere un Gnico caso para
probar la validez de la proposicién.
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IV. Incompleta inconsistente: el estudiante de-
termina el valor de verdad de la proposicién pero
no justifica su decisién, es decir, no es capaz de
escogervalores del referencial, o llevara cabo otra
accion equivalente.

V. Incompleta inconexa: el estudiante determina
elvalor de verdad de la proposicién pero justifica
inadecuadamente su decision. Por ejemplo, evalla
la funcién proposicionalasociada al cuantificador
enalmenostresvaloresy cree que éstos son nece-
sarios para sostener la verdad de la proposicién,
desconociendo que basta con uno.

VI. Incompleta existencial: el estudiante detecta
que existe alglin caso que prueba la validez de la
proposicién pero no lo indica.

VII. Incapacidad frente a verdad existencial: el es-
tudiante es incapaz de dilucidar que la verdad de la
proposicién se comprueba con solo encontrarunvalor
que lasatisfaga o bien esincapaz de detectar la verdad
de la proposicién cuantificada existencialmente.

4 1

Ejercicio 1.

Cuantificacién existencial verdadera.

2%

3%

M Completa existencial M Incapacidad frente

Incompleta inconsistente a verdad existencial
Incompletainconexa M No responde

Incompleta existencial

Figura 1.

Resultados correspondientes al Ejercicio 1.
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Se advierte a través de los resultados obtenidos
que los estudiantes, en su mayoria, no pudieron
evaluar el valor de verdad de la funcién proposi-
cional cuantificada existencialmente. En algunos
casos, posiblemente desde su intuicién, confun-
den en muchas ocasiones con el referencialy, en
otras, evallan correctamente la funcién propo-
sicional pero no saben justificar su eleccién. Los
estudiantes de esta muestra conocen el simbolo
mostrado simplemente como un simbolo mas, pero
no necesariamente este conocimientoimplica que
la lectura del mismo es meditativay atenta, lo que
influye notablemente a la hora de la prueba. Es
interesante destacar que, de una buena lectura de
la proposicion, se apela a que el estudiante intui-
tivamente «pruebe» la verdad, que en este caso
es la simple exhibicién de un ejemplo. Se observa
también que los pocos estudiantes que pudieron
sostener la verdad de la proposicién con un dnico
caso como se requeria, no distinguieron entre los
itemsayb, o al menos las acciones realizadas no
evidenciaron diferencias entre los referenciales.
Para los dos items establecieron la verdad de la
proposicion y eligieron el mismo valor.

3.2.2. Ejercicio 2

Considera la siguiente proposicién:
VxeR:|x|<0.

Decidessi la proposicion anterior es verdadera o falsa
explicando qué razonamientos sigues parajustificar

la respuesta.
N J

Laidea de este ejercicio es ver como intuitivamen-
te el estudiante reacciona frente a una proposicion
falsa cuantificada universalmente. Primero se
observa coémo evalda su valor de verdad y luego
cémo valida a la misma. En este caso se espera
que el estudiante pueda probar la falsedad de la
proposicién utilizando un contraejemplo o bien
que justifique a través de la definicién de valor
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absoluto o apele a la interpretacién geométrica
de la definicién mencionada. Aqui puede entraren
juego la visualizacién en el dltimo caso, o la mera
justificacién conceptual si apela directamente a
la definicién.

- Tipo de respuesta obtenida (idéntica observacion
a Ejercicio 1):

VIIIL. Falsedad universal completa: el estudiante
encuentra y comprueba el Gnico caso requerido
—contraejemplo— que le permitird probar la
falsedad de la funcién proposicional cuantificada
universalmente.

IX. Falsedad universal incompleta: el estudiante
detecta la falsedad de la funcién proposicional
cuantificada universalmente, no encuentra el
contraejemplo, aunque justifica tal falsedad con
argumentos consistentes.

X. Falsedad universal inconexa: el estudiante
detecta la falsedad de la funcién proposicional
cuantificada universalmente y, al no encontrar
el contragjemplo, intenta justificar tal falsedad
inadecuadamente con argumentos erréneos.®
XI. Incapacidad frente a falsedad universal: el
estudiante es incapaz de detectar tal falsedad
0, detectandola, procede de forma opuesta a lo
requerido para este caso.

XII. Falsedad universal inconsistente: el es-
tudiante detecta la falsedad de la funcion pro-
posicional cuantificada universalmente pero no
justifica su decision.

Luego de la lectura de los trabajos de los estu-
diantes de la muestra se observa que una buena
parte pudo determinaradecuadamente elvalor de
verdad de la funcién proposicional cuantificada
universalmente. Ninguno de los estudiantes supo
encontrar el contraejemplo, pero todos argumen-
taron adecuadamente, ya sea por la definicién
de valor absoluto o mediante la interpretacion
geométrica de la misma. Un porcentaje menor,
habiendo detectado el valor de verdad de la pro-
posicién, no lo justificé o lo hizo erréneamente.
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Ejercicio 2.

Cuantificacién universal falsa.

0%

3%
B Falsedad universal completa B Incapacidad frentea
Falsedad universalincompleta falsedad universal
Falsedad universalinconexa @ No responde

Falsedad universalinconsistente

Figura 2.

Resultados correspondientes al Ejercicio 2.

Agui nos enfrentamos con una duda importante
respectoalroldel contraejemplo para el estudian-
te: ¢no podria considerar que se trata de un caso
particular?, ;realmente tiene conciencia acerca
de la accién que estd llevando a cabo?, ;procede
de manera similara lavalidacion de proposiciones
verdaderas de forma compulsiva y no meditada?

El principio de la verdad (Johnson-Laird, 2001)
describe la tendencia del sujeto a representar los
casos verdaderos mds que los falsos. En un primer
nivel (o representacién inicial), las personas se
representan, inicialmente mediante modelos,
las posibilidades verdaderas, dejando para hacer
explicitas en un momento posterior el resto de la
informacién. Si las personas no suelen represen-
tarse lo que es falso, es necesario explicar cémo
hacen para imaginar situaciones falsas cuando
se les pide. En otro lugar (Santamaria y Espino,
2000) se puede proponer un procedimiento que
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podria usarse en tales situaciones: el heuristico de
negacién. Sufuncionamiento seria muy simple. Si
sele pideaalguien que exprese el caso en que una
proposicién es falsa, producird la representacion
inicial de la situacién en que es verdadera y en-
tonces la negara. Como cualquier heuristico, el de
negacion es adecuado en la mayoria de los casos
(de ahf su utilidad). Se podria citar un ejemplo
muy elemental pero representativo: la diferencia
entre conjuntos. La reaccién usual del estudiante
para probar que esta operacién no es conmu-
tativa, es pensar en la propiedad conmutativa,
y generar un ejemplo consistente en realizar la
diferencia de dos conjuntos, en unoy otro orden.
Finalmente observara, si eligié los conjuntos
adecuadamente, que ambas operaciones ofrecen
resultados diferentes. Por ende, la secuencia de
razonamiento consiste en pensar primero la con-
mutatividad y luego efectuar una comparacion
para ver que la propiedad no se cumple para el
ejemplo propuesto.

3.2.3. Ejercicio 3

Considera la siguiente proposicion:

existe un angulo t tal que cos(t)=t.

Decide si la proposicién anterior es verdadera o
falsa, explicando qué razonamiento sigues para
justificar la respuesta.

Observacion: se sugiere al estudiante que observe
laigualdad dada como laigualdad de dos funciones
reales de variable real y a partir de alli genere la
solucién del problema planteado.

En este ejercicio, tomado de Solow (1992:19),
nuevamente se propone unafuncién proposicional
cuantificada existencialmente que es verdadera,
similarmente al ejercicio 1, pero aqui se apela
a cuestiones totalmente distintas por parte del
estudiante. Los resultados esperados pueden
oscilar desde simples tanteosingenuos, refiriendo
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a la clasificacion que Balacheff (2000) hace sobre
tipos de demostraciones empiricas en las que los
estudiantes utilizan ejemplos para validar enun-
ciados. Por otro lado, se espera que el estudiante
pruebe la validez de esta proposicion haciendo
uso de la visualizacién y generando lo que Hanna
(1995) denomina visual proof (Hanna, 1995:43),
intersecando la funcién identidad con la funcién
cosenoyviendo que existe un valor que en efecto
satisface la proposicién, que el mismo superaaOy
es estrictamente menor que g .Noeslaintencién
que el estudiante encuentre tal valor, sino (inica-
mente que muestre que existe. Téngase en cuenta
la sugerencia que se le hace al estudiante como
observacion, finalizado el enunciado del ejercicio.
Balacheff (1987) considera que los dibujos son, en
sumayoria, auxilio de laimaginacién queayudana
una mejor retencion de las relaciones que se con-
sideran de utilidady que contribuyen a mejorar la
comprensién de los diferentes temas que se tratan
y los problemas que se intentan resolver.

Estos estudiantes estudiaron Trigonometria y
Funciones en el curso deingreso y luego los desa-
rrollaron en profundidad durante los dos primeros
meses. Porende conocen el comportamiento de las
funciones trigonométricasy la funcién identidad,
entre otras. Recuérdese que los estudiantes cuen-
tan con una hoja adicional de férmulas y estruc-
turas conceptualesy entre ellas se encuentran las
gréficas de las funciones trigonométricasyalgunas
otras, en particular la funcién identidad.

- Observacion previa: aqui el tipo de respuesta ob-
tenida noincluye el tipo de razonamiento seguido
por el estudiante, de modo que se consideraron
las categorias adaptadas de Bell (1976) para el

Ejercicio 1. Mientras que para el tipo de razona-
miento seguido se adapté la clasificacién hecha
por Balacheff (2000).

- Tipo de respuesta obtenida

Empirismo perceptivo: el estudiante opera segtin
el empirismo ingenuo descripto por Balacheff
(2000) pero utilizando el comportamiento visual
de la grafica de unafuncién, en este caso particu-
lar: lafuncién coseno. La percepcién aquiactuaria
a través de un disefio con lapiz o virtualmente a
través de la utilizacién del software que permita
tal grafica. Particularmente, el estudianteintenté
observar el comportamiento de la funcién coseno
pero sin sentido alguno, ya que no capté que lo
que debia observar es si la funcién citada y la
funcién identidad tienen puntos en comdn.
Empirismo perceptivo/comparativo: el estudian-
te opera seglin el empirismo perceptivo pero com-
parando con otras graficas. En este caso, compara
con la funcién seno y la funcién tangente, pero
talesintentos como los descriptos en la categoria
anterior fueron procedimientos sin sentido y sin
fundamento por parte de los estudiantes.
Intento de experimento mental o experimento
mental fallido: el estudiante dispara su razona-
miento a partir de un ejemplo particular eintenta
argumentar pero luego vuelve a una simple verifi-
cacion de lo «pocoy débilmenteargumentado». E
inclusive puede ser que especule a partir de una
consideracién genérica o un argumento genérico,
yvuelva sobre la misma a una simple verificacién.
En particular, para este caso, algunos realizaron
una transformacién trigonométrica que luego
termind en una verificacién de esta expresién
transformada, entre otros.

(Tipo de respuesta Cantidad de estudiantes Porcentaje W Figura 3.
Incompleta inconexa 1 2,38 Porcentajes del tipo de respuesta obtenida.
Incapacidad frente a 31 73,81
verdad existencial
No responde 10 23,81
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4 Razonamiento seguido Cantidad de estudiantes Porcentaje ) Figura 4.
Empirismo ingenuo 7 16,67 Porcentajes del tipo
Empirismo perceptivo 4 9,52 de razonamiento seguido.
Empirismo perceptivo/
comparativo 2 4,76
Experimento mental fallido 13 30,95
Ausencia de razonamiento 6 14,29
L No responde 10 23.81

Recapitulando, durante la realizacién de este ejer-
cicio se manifestaron cinco resoluciones distintas,
a saber: 1) un solo estudiante detecté el valor de
verdad de la proposicidn pero no pudo sostenerlo;
2) un grupo realiz6 tanteos aleatorios en la igual-
dad dada buscando ese valor de t e ignorando la
sugerencia; 3) algunos estudiantes enfocaron en el
comportamiento de la grafica de la funcién coseno
observando diferentesvalores; 4) un grupo se enfo-
6 en el comportamiento de las graficas de la fun-
ciones seno, coseno y tangente, comparandolas,
y finalmente; 5) algunos estudiantes se centraron
en la expresion trascendente del coseno e intentd
transformarla a través de identidades clasicas.

La mayoria de los estudiantes estableci6 errénea-
mente el valor de verdad de la proposicién dada.
Y, a pesar de las sugerencias dadas en el ejercicio
como una observacion, algunos estudiantes «tan-
tearon» con la calculadora tal como se pronosticé
en el prolegémeno, no remitiéndose al analisis de
la funcién trigonométrica involucrada, es decir
que no apelaron a la visualizacién. Esta faceta
del lenguaje matematico, que se describié en el
marco tedrico, requiere ejercicio cotidiano, y los
ingresantes actuales no estdn entrenados a tales
efectos. Las argumentaciones establecidas, por
un lado consistieron en la seleccién de valores,
producto de «tanteos» aleatorios por la utilizacién
deunasimple calculadora electrénica, observando
si podian tales valores satisfacer la igualdad plan-
teada. Algunos se remitieron en talargumentacién
alandlisis breve del comportamiento de la funcién
coseno, y en otros casos comparando el comporta-
miento con las funciones senoy tangente, manifes-
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tando que satisfacian el comportamiento planteado
por la proposicidn para las dos funciones (ltimas
mencionadas o para una de ellas, pero desde lo
analitico y no desde el grafico. Debe notarse que
salvo en los casos en que utilizaron la calculadora
electronica, en el resto las observaciones, tanteos
y comparaciones dejaron de lado a la funcién
identidad, ignorando su presencia por completoy
remitiéndose (inicamente a la funcién coseno.

Estaactitud es muy com(n en los estudiantes, y con-
siste en descartar o transformaraquello que puede
entorpecer o demorar una resolucién. Un ejemplo
cldsico aunque elemental es la resolucién de una
ecuacion como 2x=0. Enalgunas ocasiones, el estu-
dianteignoraelOytransforma la ecuacién en 2x=1.
Esto ocurre porque el 0, en estos casos, no significa
absolutamente nada a nivel operacional, es decir, el
estudiante desconoce el rol que este simbolo tiene
en el dlgebra. Algo analogo ocurre con la ecuacion
planteada en este ejercicio. El estudiante observa
que se trata de una ecuacion totalmente diferente
alas que estd acostumbradoyterminareduciéndola
a una identidad trigonométrica, estructura con la
que se encuentra familiarizado. De hecho, los que
transformaron la funcién coseno, generaron una
igualdad delmodo siguiente, ignorando la original:
cos(x) =V 1-sen?(x). A partir de aqui, elevaron al
cuadrado ambos miembros y volvieron a sustituir
el coseno cuadrado por una expresion equivalente
ala citadasin la rafz, conduciendo el razonamiento
aunaidentidad carente de sentido. Pocos recurrie-
rona la representacion grdfica, y los que lo hicieron
no obtuvieron resultados significativos, ya que
no relacionaron la funcién coseno con la funcién
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identidad, que era el objetivo. Simplemente se
limitaron a mostrar visualmente valores notables
en la grafica y compararlos analiticamente con
la imagen de éstos, lo que no varié demasiado
de los «tanteos arbitrarios» que hizo otro grupo.
Por otro lado, el tnico estudiante que postulé la
verdad para esta proposicion no pudo sostenerla
con justificacion alguna.

3.2.4. Ejercicio 4

Considera la siguiente proposicion: toda ecuacién
cuadratica sin término independiente siempre
tiene a 0 como raiz.

Decide si la proposicién anterior es verdadera o
falsa, explicando el razonamiento seguido para
justificar tu respuesta.

- J

La proposiciénincluida en elenunciado, expresada
coloquialmente, se trata de una funcién proposi-
cional cuantificada universalmente que en este
caso resulta verdadera. Aqui lo esperado de parte
de los estudiantes es que, una vez determinado el

valor deverdad de la proposicion, validen la misma
proponiendo la forma de la ecuacién cuadrdtica
sin término independiente en forma genérica, y
la resuelvan, de modo que quede demostrado a
través de esa resolucion que una de las raices es
0. También podria ser vélida la propuesta de ra-
zonamiento visual apoyado en la representacién
grafica de un polinomio del tipo requerido, cuya
gréfica correspondea la de una funcién de segundo
grado sin término independiente. Aqui, se podria
considerar una con coeficiente cuadratico positivo
yotra con coeficiente cuadratico negativo, de modo
que pueda observarse que en cualquier caso, la gra-
fica pasa por el origen. Ambas pardbolas podrian
ser ejemplos concretos, en cuyo caso la cuestion
seguiria la linea del experimento crucial. Asimis-
mo, podria llegar a establecer este razonamiento
mediante una prueba visual en el caso en que no
se trabaje con ejemplos particulares de parabolas,
y una pseudoprueba visual en el caso contrario.
Aguien eltipo de respuesta obtenida se consideré
directamente la clasificacién de Bell (1976), mien-
tras que para el tipo de razonamiento seguido se
considerd la clasificacién de Balacheff (2000).

4 N

Ejercicio 4.

Proposicién universalmente verdadera. a) Tipo de respuesta obtenida. b) Tipo de razonamiento seguido

a) b)

9%

Il No responde No sistematica Il No responde Experimento crucial
Explicacién completa B Incapacidad Célculo sobre enunciados B Ausencia de razonamiento
Extrapolacién Experimento mental fallido

. J
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Figura 5.

Resultados correspondientes al Ejercicio 4.
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Un porcentaje destacado de estudiantes efectué
la prueba. Esto podria ser posible debido a que el
enunciado es meramente coloquial y con ausencia
desimbolos. Los estudiantes creen conocer los sim-
bolos pero este conocimiento suele ser superficial.
También puede deberse a un conocimiento mas pro-
fundo del contenido implicito en esta proposicién,
de modo que a diferencia de las otras consignas, un
considerable nimero de estudiantes mas que argu-
mentar, hizo lo que Resnick (1992) denomina prueba
informal (working proof). Otro buen ndmero no pudo
llegar a generar este razonamiento y se limit6 a la
exhibicién de un ejemplo o dos y a resolverlos, con
lo que le «alcanzé» para sustentar la verdad. Aproxi-
madamente la cuarta parte de la muestra no sélo no
supo ponderar correctamente el valor de verdad sino
que lo justificé de modo inconsistente.

3.2.5. Ejercicio 5

Considera las siguientes proposiciones verdaderas:
1. Siun ndmero entero es par entonces su cuadrado
es par.

2. Siun ndmero entero es impar entonces su cua-
drado esimpar.

¢Coémo probarias la verdad de cada una?

J

En este ejercicio directamente se da por sentada la
verdad de cada proposicién y se interroga al estu-
diante sobre como probaria la verdad de cada una.
La prueba de cada proposicién es simple, y se espera
que el estudiantea partir de la definicion de nimero
paroimpar—en la hojaadjunta el estudiante cuenta
con tales definiciones, por si no las recordara o se
obnubilara en tales recuerdos— eleve entonces al
cuadrado cada expresion del ndimero —ya sea par o
impar—y luego analice si el resultado obtenido es
paroimpar. No debesorprender, dado todo elanali-
sis hecho hasta elmomento, que habra estudiantes
que mostraran simples verificaciones como prueba
de verdad. Aqui el razonamiento seguido incluye
eltipo de respuesta del estudiante combinando las
clasificaciones de Balacheff (2000) y Bell (1976).
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Ejercicio 5.

Prueba cldsica de una preposicion verdadera.
Tipo de razonamiento seguido.

2%

2%

M Cdlculo sobre enunciados Experimento mental fallido

I Ausencia de razonamiento Incapacidad

Empirismo ingenuo B Ejemplo genérico

M No responde

Figura 6.

Resultados correspondientes al Ejercicio 5.

De acuerdo con lo descrito en el prolegémeno
a los resultados del andlisis, una tercera parte
aproximadamente pudo llevar a cabo el razona-
miento esperado bajo diferentes matices, pero
con una conclusién y cierre satisfactorio en cada
caso. Otra tercera parte se limité a verificar. De
estos casos hay que distinguir los que solamente
toman un par o un impary lo elevan al cuadrado
y ven que tal resultado es par o impar; mientras
que otra tercera parte no responde, argumenta
erréneamente o justifica tautolégicamente. Las
citas textuales que se detallan a continuacién son
reveladoras y ponen claramente de manifiesto la
clasica confusién del estudiante entre verificacion
y demostracién, y entre prueba y demostracién.
- «Considero que la prueba es una verificacion
para cada caso».

- «Verificando pruebo pero no demuestro».

- «Tomando algunos valores pruebo la verdad de
la proposicion».
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4. Conclusiones

Los resultados obtenidos en los ejercicios de va-
lidacién para los estudiantes considerados ponen
derelieve el desconocimiento del lenguaje propio
de la matematica, lo cual dificulta la lectura de
proposiciones e impide su validacién, sobre todo
en el caso de aquellas expresadas mediante len-
guaje simbdlico. Los resultados obtenidos en el
grupo de estudiantes sustentan que este lenguaje
es desconocido generalmente por elingresantea
la universidad, salvo casos excepcionales, y esto
es posiblemente producto de la desaparicién de
los desarrollos tedricos en el ciclo medio. Durante
la década del ‘90 comenzé progresivamente a
eliminarse la presentacién formal de teoremas,
los desarrollos tedricos y su vinculacién con la
practica, continuando esta situacién hasta la
actualidad (Legorburuy Miguiarra, 2004).

El ciclo medio, influido por la fuerza arrasadora
de la resolucién de problemas, hizo demasiado
hincapié en estas cuestiones, relegando cierta
formalidad y esta ausencia contribuyé en la
actualidad a retardar el pensamiento formal. La
resolucién de problemas en el ciclo medio, no
tiene una ortodoxia ni apunta al desarrollo de
un razonamiento plausible que puede dotar de
una heuristica que contribuya notablemente al
desarrollo del pensamiento deductivo. Se limitaa
ejercicios de «aplicacién de algoritmos» no conce-
bidos como un procesoy con una bisqueda basada
Gnicamente en que el estudiante seleccione el
algoritmo correcto, sin obligarlo a interactuar
con situaciones que lo lleven a «comprometer
sus conocimientos, a revisarlos, a modificarlos, o
rechazarlos para formar un conocimiento nuevo»
(Parra, 1990:13).

En el estudiante ingresante a la universidad en
carreras de Ciencias Naturales e Ingenierias, la
tarea de abordaje de prueba de proposiciones y
teoremas se hace muy compleja, ya que la misma
requiere madurez en el tiempo. El acceso al pro-
ceso deductivo de validacién de proposiciones
matemdticas expuestas por el profesor en el aula
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les resulta complejo. Por lo general, entienden
qué se espera de ellos cuando se les pide una de-
mostracién y reconocen que la verificacién es un
recurso insuficiente como demostracién.

Estos estudiantesya realizaron la mitad del primer
cuatrimestre de su carrera y observaron procesos
deductivos, aunque no vieron concretamente
cuestiones especificas sobre légica simbdlica o
el lenguaje matematico y notaron la diferencia
entre realizar una deduccién y una verificacion.
Sin embargo, tienden a recurrir a la verificacién
como mecanismo de prueba cuando encuentran
dificultades. Esto probablemente estd asocia-
do al hecho de que en la vida y en las ciencias
experimentales la verificacién es el método de
prueba estdndar, enfrentdndose de esta forma a
un problema epistemolégico no menor. Hay un
requerimiento constante en los cursos universi-
tarios de matematica, y es el sustento de la teoria
para realizar la practica, habito no desarrollado
en el ciclo medio, donde seglin expresion textual
del estudiante: «matematica es sentarse a hacer
ejercicios». Esta praxis, tan alejada del método
matemadtico, persiste en la estructura mental
del estudiante ya ingresado a la universidad,
aunque se les muestre la forma de desempefiarse
que corresponde a la ciencia matematica. Esto
se refleja precisamente cuando se lo somete a
situaciones nuevas para validar e inclusive en
muchas oportunidades cuando se les pide que
demuestren la validez de una proposicién cuya
prueba fue expuesta por el docente en clase. Su
reaccion, pese a conocer cudl es el procedimiento
adecuado, suele ser la exhibicién de ejemplos, sin
saber como escogerlos para que la satisfagan. Esta
actitud puede ser debida a que, aun cuando pueda
parecer que los estudiantes conocen la prueba
de una proposicion matemdtica verdadera no
axiomdtica, siguen sintiendo la necesidad de una
verificacién (Vinner, 1983). Healyy Hoyles (2000)
sostienen que los estudiantes necesitan realizar
ensayos de verificacion —inclusive después de rea-
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lizada la demostracion— porque, precisamente, la
demostracion no los convence y la exhibicién de
ejemplos les refuerza la idea conceptual propug-
nada por la proposiciéon demostrada. Mas alld del
hecho de que una prueba formal confiere validez
generala un enunciado matematico, para confir-
mar esa validez necesitan de controles posteriores
(Fishbein, 1982).

La eleccién adecuada de ejemplos es una tarea
que requiere reflexién y su prdctica cotidiana
contribuye a la construccién del razonamiento
delestudiante. Wasony Mason (2005) establecen
como definicion de ejemplo, a un procedimientoa
partirdel cual el estudiante podria establecer una
generalizacion y definen al proceso de ejemplifi-
cacién como la representacién de una categoria
genérica con la que el estudiante necesita entrar
en contacto para extraer un caso particular. Lo
que se postula a través de estas aproximaciones
es precisamente establecer que el uso de ejem-
plos ayuda al estudiante a la generalizacién. Esta
permite la abstraccién de situaciones concretas,
constituyéndose en el puente para la construccion
de argumentaciones. La eleccién adecuada de
ejemplos y contragjemplos y la guia del docente
en tal bisqueda en las instancias iniciales cons-
tituirian un disparador para la produccién de
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demostraciones. Simplemente atinan a verificar
sin criterio formado a la hora de abordar una
proposicién confundiendo acciones tan distantes
como las de verificary demostrar.

Esa relacién, que deberia estar claramente esta-
blecida y diferenciada desde el ciclo medio, no
existe por lo precedentemente descrito y debe
ser asimilada sin el debido y necesario tiempo de
madurez mayormente en el primerafio dela carrera
elegida; yalno habersido sedimentada en el tiem-
po correspondiente tiende a desdibujarse y a no
quedar comprendida debidamente. La prueba es
caracteristica de la ciencia matemdtica einherente
asu epistemologia. Ignorarla, especialmenteen el
ciclo universitario ya sea para estudiantes de mate-
mdtica pura como para aquellos que utilizan a esta
ciencia como herramienta, seria como exponer un
«recetario» de formulasy conceptos cuyo verdade-
ro sentido va mds alld de la estructura conceptual.
Ya que en estos casos el verdadero objetivo es
disciplinar el raciocinio y la inteligencia, mds alla
de los contenidos, pero las fuertes creencias del es-
tudiante se aproximan mas a una matematica que
tiene que ver con la experiencia vivida en el ciclo
medioy con la resolucion de ejercicios repetitivos
sin un sustento teéricoy donde no hay cabida para
la reflexion y el razonamiento.
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Notas

@ EL presente trabajo es una adaptacién del Capitulo IV de la tesis de Maestria: «Analisis del razo-
namiento deductivo de estudiantes de Carreras de Ciencias Naturales e Ingenierfas en el proceso de
validacién de proposiciones matematicas», realizada en el marco del Programa de Maestria en Ense-
fianza de las Ciencias Exactas y Naturales con mencién en Matemdtica, de la Universidad Nacional del
Comahue (UNCOMA) en Neuquén, Argentina. La tesis fue realizada por el primer autor del articulo,
docente einvestigador de Pontificia Universidad Catdlica Argentina, campus Rosario, bajo la direccién
de Lisandro Curia y la codireccién de Andrea Lavalle, ambos docentes e investigadores de UNCOMA.
@ Las argumentaciones erréneas pueden provenir, por ejemplo, para este caso particular, de espe-
culaciones tedricas que muestran desconocimiento de la estructura conceptual de valor absoluto de
un nimero real.
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