/
Integral definida h

y funcion integral.
Exploracion, formalismo
e intuicion en los futuros
profesores de matematica

Liliana Nitti ) y Mario Alvarez )
liliananitti@santafe-conicet.gov.ar
malvarez@frcon.utn.edu.ar

) Facultad de Humanidades y Ciencias - Universidad
Nacional del Litoral. ©**) Instituto Profesorado Concor-
dia D — 54 - Dpto. Matemdtica

N J

Resumen

Se presenta una propuesta de ensefianza para la integral definida y la funcién integral orientada
para alumnos de profesorados de matematica. La misma estd motivada principalmente en que
muchos autores formulan integrales a partir del concepto de funcién primitiva mientras que otros
lo hacen independientemente de ella. El trabajo se desarrolla dando prioridad a la linea histérica,
es decir, concebir una propuesta de ensefianza en la cual en una primera etapa el concepto de
integral se estudie independientemente del concepto de derivada.

Es de interés destacar que una motivacion interesante para los estudiantes de profesorados es
recorrer en su formacién un camino andlogo al que luego trabajardn en sus clases (en las bases
de una ensefianza para la comprensién, con sélidos fundamentos matematicos en intima relacién
con la creacion y el descubrimiento).

Serealiza unarevision de bibliografia einvestigaciones vinculadas a estos posibles enfoques sobre
el estudio del temaintegrales. La propuesta se encuadra segtn la teoria de «Juego de marcos» de
Regine Douady (1986) que, con relacion al calculo integral, se plasma en el andlisis de los marcos
que se pueden considerary en la incidencia de la relacién dialéctica de la matemdtica como «ins-
trumento de conocimiento» y como «objeto de conocimiento». Se propone una secuencia temdtica
con consideraciones particulares acerca de los problemas sugeridos para la fase de exploracién de

la funcion integraly de posibles construcciones dindmicas con el software GeoGebra.

Palabras clave: educacion, cdlculo,
integrales, primitiva, GeoGebra.
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Abstract
Ateaching proposalis presented for Definite Integral and
Integral Function, aimed to courses preparing mathema-
tics teachers. This work is mainly motivated in the facts
that many the authors develop the integral concept based
on the primitive function, while others do independently
of this. The work is developed, giving priority to the history
of mathematics, designing a proposal for teaching in
which a first stage the integral concept is studied inde-
pendently of the concept of derivative.
Is interesting to note that an important motivation for
the future teachers of mathematics is to recognize in their
formation a travel in a way similar that will work then in
their classes (on the basis of teaching for understanding,
with solid mathematicalfoundations closely related to the
creation and discovery).
A review of literature and research related to these possi-
ble approaches to the study of the subject integrals. The
proposal is based under the theory of «Game Frame» by
Regine Douady (1986), in relation to integral calculus is
reflected in the analysis of frames that can be conside-
red and the incidence of the dialectical relationship of
mathematics as «instrument of knowledge» and «object
of knowledge.» It is also proposed a thematic sequence
with particular considerations of the problems suggested
for the exploration phase of the integral and dynamic
constructions possible with software GeoGebra.

Keywords: education, calculus, inte-
gration, GeoGebra.




1. Introduccion

Esta propuesta de ensefianza tiene como base el
trabajo de la tesina presentada en la Universidad
de Concepcidon del Uruguay (Sede Regional Rio
Parand) para la Licenciatura en Ensefianza de la
Matematica® (Alvarez, 2009).

El tema de estudio se motiva en las siguientes
preguntas de investigacion: sen qué se justifican
los autores que desarrollan el calculo deintegrales
a partir del concepto de «primitiva» respecto de
quienes desarrollan integrales independiente-
mente del calculo de derivadas (incluso antes que
derivadas)? ;Como se sucedieron histéricamente
estos conceptos? ;Qué elementos se pueden
considerar en el disefio de una propuesta de
ensefianza para la integral definida y la funcién
integral que contemple el desarrollo histérico, el
aprendizaje significativo del alumno y el uso de
las nuevas tecnologias, pensando en estudiantes
que serdn docentes de matematica?

2. Contexto de la presente
propuesta de enseianza

El cdlculo infinitesimal ha sido fundamental no
s6lo para la historia de la matematica, sino que
también ha motivado nuevos campos de estudio
yselohapodidoaplicaren lasolucion de diversos
problemas tanto en el campo de la matematica
como en las mds diversas disciplinas.

Sus dos ejes principales, el cdlculo integral y el
calculo diferencial, se motivan por problemas
concretos de facil comprension: la determinacién
de dreas de regiones acotadas y el cdlculo de la
recta tangente a una curva en un punto. En cuanto
al primer problema, matematicos griegos como
Arquimedes y Eudoxo (siglo III a. C.) dejaron su
precedente; respecto del sequndo, las primeras
formalizaciones se dieron a partir del siglo XVII
d. C. (Rey Pastory Babini, 1997).

Estos dos campos, que originalmente se estudia-
ron y desarrollaron de manera independiente,
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fueron relacionados formalmente por Newton y
Leibniz durante el siglo XVII, al demostrar que la
integraciény la derivacién son, en cierto sentido,
operaciones inversas.

Este formidable resultado se conoce como el «Teo-
rema Fundamental del Calculo», en su primera'y
segunda forma (Spivak, 1996).A partir de esto,
se simplifica considerablemente el cdlculo de
integrales (para ciertas funciones) y se potencian
aplicaciones a diferentes campos de la ciencia. 0
sea que laintegraciény la derivacién son esencial-
mente diferentes, pero convergen en un mismo
resultado, potenciandose a si mismas.
Estoinducea preguntarsesi debe ensefiarse primero
derivadas, para formular el concepto de primitivay
a partir de ello integrales indefinidas 6 comenzar
con integrales definidas sin recurrir a las funciones
primitivas (es decir, estudiar integrales indepen-
dientemente del concepto de derivada). También se
genera lainquietud de analizar si existen diferencias
significativas entre estos posibles enfoques. Pero ;es
incorrecta alguna de estas formas de estudio? En un
principio, son posturas diferentes (sélo eso) y las dos
estan plenamente justificadas. Ahora, ;en qué nos
basarfamos para la eleccién de uno u otro enfoque?
Aquellos estudiantes que incorporen primero de-
rivadas con todo su peso formaly prdctico, y luego
desarrollenintegrales mediante el concepto de pri-
mitiva, inmediatamente podran estudiar métodos
deintegracionyen corto plazo resolver problemas
deaplicacién como rectificacién de curvas, volime-
nes de cuerpos, aplicaciones fisicas, econémicas,
etc. Pues, a partir de la primitiva de una funciény
la utilizacién del Teorema Fundamental, serdn ca-
paces deintegrar una funcién cuya grafica sea, por
ejemplo, un arco de pardbola, sin analizar dema-
siado el proceso que le ha costado a la matemdtica
como ciencia obtener dicho resultado.

Este enfoque estd mds orientado a la aplicacion
inmediata de modelos matemdticos. Cuestién que
en el caso de lasingenierias u otras carreras afines
es pertinente para sus modelos y/o simulaciones.
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Las derivadas y las integrales son herramientas
operativas (mds alin trabajando con las compu-
tadoras y software especificos de hoy dia).

Por otro lado, quienes estudien integrales inde-
pendientemente del concepto de derivadas, deben
trabajar de forma mds «artesanal». Se requiere
comprender la propiedad de completitud de los
ndmeros reales, el concepto de continuidad, su-
cesiones, sumatorias, induccién completa, entre
otros, para poder reconocer la integrabilidad
de algunas funciones. Exige una mayor claridad
conceptualyrelacional, pues los conceptos y teo-
remas se construyen fuertemente desde el abanico
de sus conocimientos previos, y mas alin desde el
concepto mismo de drea que trae el estudiante
desde su inicio escolar. Conocer el concepto de
integrabilidad de una funcién, y luego vincular
éste al concepto de derivada, hard que estén
preparados para encontrarse con el Teorema Fun-
damental, pero visto con mas relevancia queen el
enfoque anterior. El estudiante ya sabe integrar
algunas funciones elementales y tiene claridad en
susignificado, ahora percibe que puede optimizar
el calculo para muchas otras integrales con el
estudio de las funciones primitivas.

Bajo esta mirada, la integracién como operacion
inversa de la derivacién cobra otro sentido; el mis-
mo estd conectado a preguntas como por ejemplo:

Limite

;cualquier funcién es la funcién derivada de otra?
Estetipo de preguntas, no siempre facil de respon-
derenuna primera etapa, prepara el terreno para el
estudio de temdticas mas avanzadas en el célculo.
Por otra parte, como pudo ser comprobado en los
resultados de Fustery Gémez (1997), en lasinves-
tigaciones de Orton (1980, citado en Azcarate et
al., 1996) y en el trabajo de campo que sustenta
a esta propuesta, este camino permite que los
alumnos tengan menos oportunidades de cometer
el error de creer que la integral definida

jzf(x) dx

sae define como g(b) - g(a) siendo g una funcién
primitiva def. Cuestion claramente erréneaya que
una funcion puede serintegrable en unintervalo
cerrado y no poseer primitiva . Mas aln, una
funcién que posee funcién primitiva no necesa-
riamente es Riemann - Integrable (ver ejemplos
en Burrill-Knudsen, 1969).

Por todo lo expresado, el enfoque asociado a esta
propuesta deberia ser de interés en las carreras
donde se forman docentes de matematica, pues se
supone que logra un estudio mds bien formativo en
las competencias matematicasyacordeal desarrollo
histérico de los conceptos de integraly derivada.
EnelCuadro 1 se esquematizan (en rasgos genera-
les) estos dos posibles enfoques de estudio:

Derivadas: propiedades. Reglas y aplicaciones

-

Integrales definidas. Proceso de integracién: calcu-
lo de dreas. Propiedades de la funcién integral.

Primitivas. Integrales indefinidas (métodos).

v

Integrales definidas.

v

Teorema fundamental del Calculo.
|

v

Propiedades de la funcién integral.

v

Calculo de areas. Otras aplicaciones.

—— ) ) __ J

[ Teorema fundamental del Calculo.
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v

Métodos de integracion. Otras aplicaciones.

[ Derivadas: propiedades. Reglas y aplicaciones. ]

Cuadro 1.

Posibles enfoques de ensefianza.
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3. Antecedentes

3.1. Antecedentes bibliograficos

en la ensefanza del calculo integral
En cuanto a la bibliografia de estudio, la primera
referencia que se hace es para M. Spivak en suobra
Cdlculo Infinitesimal (1996). Este autor comienza
con la revision formal del concepto de drea. A
partirdealli, desarrolla lasintegrales de Riemann
con sus propiedades y restricciones sin acudir en
ningln momento al concepto de derivada (mds
alld de que la presentd en capitulos anteriores).
Cabe destacar que éste ha sido el libro considerado
como base para eldesarrollo teérico deintegrales
y el Teorema Fundamental del Célculo de esta
propuesta de ensefianza.
La segunda referencia es para Richard Couranty
Fritz John en su obra Introduccion al Célculo y al
Andlisis Matemdtico (1999). En la misma, los auto-
res presentan primerointegralesy luego derivadas.
Motivan la presentacién de las integrales a partir
delconcepto de drea de una region encerrada por la
grafica de una funcién acotada. Le brindan impor-
tancia explicita a la necesidad de trabajar los con-
tenidos del calculo a partir de la intuicién y de los
problemas que le dieron origen. Luego del capitulo
delTeorema Fundamentaldel Calculo, se presentan
las técnicas de derivacién eintegracion.
Por (ltimo, se hace referencia a Miguel de Guzman
y José Célera (1998) en Matemadticas para la COU,
aclarando que este libro, a diferencia de los ante-
riores, no estd pensado para estudios superiores.
Se formalizan las integrales a partir de las primiti-
vas. Eninterés a este trabajo, se destaca unaimpor-
tante referencia al desarrollo histérico del Calculo
Integralyse presentan posibles aplicaciones (tra-
bajo fisico que realiza una fuerza, el espacio que
recorre un mévil, el gasto de energia, el caudal
de agua de un rio, etc.) que permiten resignificar
el concepto de integral y el calculo de drea. De
esta forma, desarrollan la integral como modelo
matemdtico para describir, analizar, comprender
y estimar fenémenos concretos y cotidianos de
absoluta importancia para otras ciencias.
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3.2. Antecedentes de investigaciones
en la ensefianza del calculo integral

Numerosos investigadores han realizado trabajos
vinculados a estos posibles enfoques. Se puede
citar a Fuster y Gémez (1997), de la Universidad
Politécnica de Valencia en Espafa, quienes luego
de realizar un estudio vinculado a la significacién
conceptualy procedimental del cdlculo deintegra-
les en estudiantes de escuelas medias de Espafia
(dondesedesarrolla el estudio deintegrales a par-
tir del concepto de primitivas) proponen alterar el
orden habitual de exposicién. Sugieren explicitar
las imagenes de los conceptos como primer acer-
camiento de estudio. Concluyen los autores que la
construccion de las sumas por defectoy por exceso
seria el primer aspecto a tratar, utilizando de ser
posible algtin software para disefiar una construc-
cién dindmica (interactiva) o una simulacién.
Por otro lado, Azcdrate, Casadevall, Casellas y
Bosch (1996) citan las investigaciones realizadas
por Orton (1980) acerca de las concepciones del
concepto de integral. En ellas se observa un nivel
relativamente bueno en la manipulacién de los al-
goritmos algebraicos que aparecen en los cdlculos
de primitivas de funciones, pero con dificultades
importantes en todo lo que es conceptualizacién
de los procesos de limite asociados al concepto de
integral. Y tomando las palabras de Orton (1980)
sobre que «muchos estudiantes demuestran saber
lo quetienen que hacer, pero cuando se les pregun-
taacerca de sumétodo no saben realmente por qué
lo hacen de esta manera» (Orton, 1980 citado en
Azcdrateetal. 1996:15), proponen considerar que
elaprendizaje del concepto deintegral definida sea
independiente de los conceptos relacionados con
las derivadas y que pueda, incluso, darse antes.
Esgrimen como razén de peso evitar que los alum-
nos consideren en primer lugar a la integracién
como la «operacidninversa» a la derivacion. Y para
que, de esta forma, se pueda estudiar el Teorema
Fundamental del Calculo como una relacién ines-
peraday (til entre las operaciones de derivacion e
integracion (aparentemente independientes).
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4. Encuadre tedrico
de la propuesta

Douady (1986) distingue en el conocimiento ma-
tematico dos aspectos en particular: unovinculado
directamente a la resolucién de problemas y otro
asociadoalconocimiento ensi. 0 sea queatribuyea
los conceptos matemdticos un cardcter no unitario,
identificando dos polos o dimensiones principales
en los mismos: el aspecto objeto (cultural, imper-
sonal e intemporal), plasmado en definiciones y
propiedades; y elaspecto instrumento, que permite
la aplicacién en una determinada tarea.

El aspecto objeto aparece en juego en las fases
de institucionalizacién, normalmente hechas
por el docente, pero también es el resultado de
los procesos de fundamentacién y validacién de
los conocimientos entendidos como entidades
culturales. Por su parte, el aspecto instrumento
se pone en juego en las fases de exploracién y
consolidacién en la resolucién de problemas y
estd del lado del estudiante (o del investigador
matematico que resuelve un problema).

Douady afirma que la dialéctica instrumento-
objeto no puede ser explicada totalmente sin
hacer referencia a la nocién de marco. El uso de
un marco u otro afecta a los procedimientos de
solucién, su eficacia relativa eincluso al plantea-
miento de nuevos problemas. En elaprendizaje de
una nocién matemdtica o en la resolucién de un
problema, el hecho de cambiar de marco permite
desbloquear los procesos de comprension y, en
muchos casos, generalizar una nocién, un proce-
dimiento o un significado matemdtico. La palabra
«marco» se toma en el sentido usual, al hablar de
«marco algebraico», «marco geométrico», etc.,
pero también aparece utilizada como «marco
cualitativo» o «marco algoritmico».

Con este encuadre teérico, la presente propuesta
de ensefianza paraintegrales busca promover una
dindmica einteraccion permanente entre los mar-
cos grafico, algebraico, analiticoy numérico, tan-
to en problemas de exploracién o aplicacién, como
también en aspectos deductivos e inductivos.
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5. Secuencia tematica para

la ensefianza de la integral

definida y la funcién integral
La propuesta de ensefianza se orienta hacia el
estudio deintegralesindependientemente (en una
primera etapa) del estudio de derivadas. Se pretende
una secuencia temdtica en donde prevalezcala clari-
dad conceptualy relacional tanto como la intuicién
ylavisualizaciéon, desde la utilizacién de conceptos,
propiedades y procedimientos ya conocidos.
A continuacion, se explicitan los tépicos a partir
de los cuales se construye la secuencia:
- El desarrollo histdrico del calculo: este tépico
tiene el fin de intentar plasmar la correlacion del
desarrollo matematico histdrico con el enfoque de
estudio elegido, aportar una mirada «humana» a
la Matematica, estimular una actitud critica en el
alumnoy promover lavaloracién del conocimiento
y del pensamiento matemadtico.
- El aprendizaje significativo en los futuros pro-
fesores de Matematica: el objetivo es fomentar
la capacidad de aplicar los contenidos en otras
cienciasyen la resolucién de diversos problemas,
cuestion que redundard en las estrategias que
utilizard a la hora de ensefiar matematica.
- La revalorizacién del Teorema Fundamental del
Céalculo, en su primera y segunda forma (Spivak,
1996) y en su cardcter unificador de los conceptos
del Calculo diferencial e integral.
- Eluso del software libre GeoGebra como material
diddactico: este software por su versatilidad per-
mite explotar significativamente la interaccion
de los distintos marcos: geométrico, numérico y
analitico, siguiendo la teoria de Douady (1986).

Estos topicos son relevantes para una formacién
que ayude a los futuros profesores en sus estrate-
gias de estudioyrazonamiento, en la manipulacion
de distintas representaciones y al discernimiento
en el disefio de sus futuras clases.
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5.1. Secuencia tematica
1) Referencia histdrica a los trabajos de Arquime-
des (siglo III a. C.), ya que se lo considera como
uno de los primeros referentes del concepto de
integral (Rey Pastory Babini, 1997).
2) Problemas de exploracién vinculados al calculo
deintegrales definidas. Significacién del calculo
de dreas en distintos contextos (aspecto «instru-
mento» de laintegral definida). Aproximacién por
sumas por exceso y por defecto (marcos geomé-
trico, numérico y algebraico).
3) Primera construccién con GeoGebra. Aproxi-
macion del area de una regién mediante las sumas
superiores einferiores (uso de los marcos geomé-
tricoy numérico). Visualizacién de la convergencia
de las mismas para funciones continuas o discon-
tinuas en un conjunto numerable de puntos.
4) Formalizacién del concepto de integral segdn
Riemann a partir del problema del cdlculo de
area de una region bajo la grdfica de una funcién
acotada utilizando los infimos y supremos en
la particién de un [a,b] de su dominio (aspecto
«objeto» de la integral definida).
5) Segunda construccién con GeoGebra. Recono-
cimiento del significado de la integral definida
cuando la funcién tiene intervalos de positividad
y negatividad distintos de vacio (uso de marcos
geométrico y numérico).
6) Integracién dealgunas funciones (como f(x)=k
siendo ke R,con alguna discontinuidad finita de
primera especie definida en unintervalo cerrado).
Estudio del cardcter nointegrable seglin Riemann
de la funcién de Dirichlet.
7) Referencia histérica a los trabajos de matema-
ticos precursores a Newton y Leibniz. Como por
ejemplo Kepler (1571), Cavalieri (1598), Fermat
(1601), Barrow (1630), entre otros. Estos trabajos
han sido importantes avances para el desarrollo
del Calculo Integral. Por mencionaralguno, Isaac
Barrow, geométricamente, conocia la relacién en-
tre el problema del cdlculo del dreay el problema
de la recta tangente (Rey Pastory Babini, 1997).
8) Criterio para determinar las funciones Riemann
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— Integrables. Integral definida de las funciones
f(x)=xy f(x)=x? en unintervalo [0,b] siendo b un
ndmero real mayor a cero (marco algebraico).
Estudio de propiedades algebraicas de laintegral
definida (aspecto «objeto»).

Notemos que en esta instancia, ya puede el alum-
no intuir cémo calcular integrales de funciones
polinémicas.

9) Tercera construccién con GeoGebra. Reconoci-
miento de funciones Riemann -Integrables: dado
un valor positivo €, se encuentra una particion
adecuadatal que la diferencia entre la suma supe-
riory la suma inferior es menor al ndmero & (uso
de marcos geométrico, numérico y grafico).

10) Actividad de exploracion geométrica—analitica
delprocesoinverso de laintegracién: digresional
concepto de derivada. Estudio del limite del co-
ciente incremental de la funcién integral cuando
elincremento de la variable tiende a cero.

Se observa que esta actividad es de cardcter crucial
en la propuesta de ensefianza. Induce una diferen-
cia sustancial respecto a las secuencias de estudio
en la bibliografia de uso corriente y en particular a
los posibles enfoques de estudio antes discutidos
para la ensefianza de integrales.

11) Cuarta construccién con GeoGebra: verificacién
de lareciprocidad explorada para la funcién identi-
dad (uso de marcos geométrico y numérico).

12) Referencia histérica a los trabajos de Newtony
Leibniz. Por ser quienes, casial mismo tiempo pero
en diferentes formas de estudio, han sentado las
bases formales del Calculo Diferencialy el Calculo
Integral que se conoce hoy dia, al punto que es
comun llamarlos los «fundadores» del Célculo.
13) Formalizacién del concepto de derivada de una
funcién en un punto (aspecto objeto de la deriva-
da). Interpretacién geométrica. Ecuacién de larecta
tangente. Funcién derivada. Derivacién dealgunas
funciones elementales. Funcién primitiva.

14) Formalizacién del Teorema Fundamental del
Célculo. Regla de Barrow—Newton (uso y limita-
ciones). Calculo de integrales definidas.

15) Métodos de derivacién e integracién (o pro-
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fundizacién en el estudio si se ha trabajado antes
la funcién derivada). Aplicaciones de la integral
definida. Problemas que relacionan los conceptos
deintegraciény derivacién.

Se destaca que el desarrollo y andlisis de esta se-
cuencia se encuentra en la tesina que sustenta este
trabajo (Alvarez, 2009). Para este articulo se ha
considerado presentar propuestas de actividades
paraalgunos de lositems, en particularvinculados
con lafase de exploracién del concepto deintegral
definida, eluso del GeoGebra como material didac-
ticoy la exploracion del proceso inverso a la inte-
gracion. Larazén de esta seleccion se fundamenta
en que en ellos se puede reconocer naturalmente
lainteraccién de los diferentes marcos de estudio
propuestos por Douday (1986).

5.2. Algunos posibles

problemas de exploracion
En el planteo y resolucién de los problemas de
exploracién delcalculo deintegrales mencionados
en elapartado nimero 2 de la secuencia tematica,
se busca destacar principalmente dos cuestiones:
establecer laidea de que el area bajo una curva se
puede aproximar con una suma de dreas de rec-
tangulos, e interpretar el significado del drea en
relacién al problema planteado. Esto comenzaria
a inducir en el estudiante la conjetura de que el
calculointegral estudia los resultados acumulados
de efectos de cambio.
A continuacién se presentan modelos de pro-
blemas que se pueden considerar con algunas
consignas sugeridas para cada uno de ellos (cabe
destacar que los tres primeros son reformulacio-
nes de los problemas presentados por Wenzel-
burger, 1993).

5.2.1. Problema 1
La siguiente figura muestra la velocidad media de
un automoévil en cada hora. Se quiere calcular la
distancia total recorrida en 4 horas.

[76

100
90 1 Velocidad (km/hs)
80 —_—
70

N o

60
50

30

20 |

10
Tiempo (hs)

T e e e e

[XY BE—

Figura 1.

Velocidad media de un automévil
en km por hora.

a) Describir el procedimiento para calcular la
distancia recorrida al final de las cuatro horas,
vinculando las variables del grafico.

b) Representar graficamente la funcién que des-
cribe la distancia recorrida segtin el transcurso del
tiempo. ;Es factible utilizar trozos de rectas para
representar graficamente tal funcion? Justificar.
c) Determinar los intervalos, si existen, de creci-
miento y/o decrecimiento de la grafica.

d) ;Existealguna relacién entre el drea bajo la gra-
ficadelafuncién dadayla distanciafinalrecorrida?
Seobserva que una posible solucién surge deinter-
pretar la distancia recorrida como suma de dreas de
rectdngulos, es decir, se puede promover este cal-
culo desde un marco de naturaleza geométrico.
En el siguiente problema, las razones de cambio
promedio no son constantes sino lineales.

5.2.2. Problema 2
En la figura 2 se muestra el niimero promedio de
ventas de un determinado articulo por afio. Se
desea conocer la venta total en 4 afios.

a) Calcular el drea encerrada bajo la grafica de la

funcién daday el eje x.
b) Comparando con la resolucién del problema an-
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Figura 2.

Nimero promedio de ventas
de articulos por afio.

terior: ;Qué representa el drea calculada en (a)?
Como en el problema anterior, prevalece la
existencia de un marco geométrico, pero con la
diferencia de que ahora se complejiza el célculo
de las dreas requeridas ya que deben calcularse
otras distintas a las de rectdngulos.

En el préximo problema, la tasa de variacion media
es una curva no poligonal.

5.2.3. Problema 3
Consideremos las tasas estimadas de incremento
del consumo de energfa eléctrica en un pais desde
1985 a 1995. Se desea calcular el consumo total
en estos diez afios.

a) ¢Coémo se podria calcular el drea de la regién
encerrada bajo la curva dada, el eje x, y las abscisas
de 1985y 1994?

b) Si se aproxima el drea utilizando rectangulos
cuyas bases tengan por longitud la correspondien-
tea un afo, ;qué altura se podria considerar?

c) Asumiendo que la funcién dada es continua,
aproximar el drea mediante la suma de dreas de
rectangulos considerando como altura el maximo
alcanzado en cada intervalo. Repetir el proceso
utilizando el minimo de la funcién en cada inter-
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1985 1986 1988 1989 1991 1993 1994

Figura 3.

Tasas de consumo de energia eléctrica
en Gwh por afio.

valo. ;Qué puede conjeturar sobre el valor real
del area respecto a los dos valores calculados
anteriormente?

d) ;Cé6mo se podria mejorar la aproximacién antes
calculada?

Se puede observar que en total interaccion se
tienen los conceptos de dreasy de cotas, laaccién
de aproximar ndmeros reales, esto nos lleva a la
consideracién de los marcos geométrico, numérico
y analitico.

En elsiguientey dltimo problema, se pide encontrar
una funcién cuyo resultado exprese elvalor aproxi-
mado deldrea de una regién bajo la gréfica de una
funcidn entre la abscisa 0y una abscisa variable t.

5.2.4. Problema 4
Se hafabricado una bomba de agua para unsistema
deriego, yse haregistrado el caudal deaguavertido
enuntanque en litros/hs durante un dia completo.
Dicho comportamiento se describe aproximada-
mente mediante la funcién L (t) =5 - sen(t) + 7. En
interés de la reqularidad de su funcionamiento, se
necesita conocer elvolumen deagua acumulado en
el transcurso de las horas. En una primera etapa,
interesa el volumen de agua al transcurrir 6 hs.
Pero, para un control posterior, puede necesitarse
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en cualquier momento. Se pide encontrar una ex-
presidn que permita aproximar elvolumen deagua
acumulado al transcurrir una cantidad t de horas.
Luego calcular el valor aproximado parat==6 hs.
En esta situacién problematica se pueden reco-
nocer los marcos analitico y algebraico, ya que
se requiere la construccién de una funcién que
aproxime el valor del volumen acumulado. El
procedimiento utilizado puede constituirse en una
base para formalizar en instancias posteriores el
concepto de funcién integral.

6. Consideraciones de las

construcciones con GeoGebra
Respecto de las construcciones con el software
libre GeoGebra mencionadas en los apartados 3, 5,
9y 11 de la secuencia, se pretende la interaccién
delalumno hacia la exploracién del significado de
laintegral definiday la funcién integral.
En la primera construccién (apartado 3 de la se-
cuencia) se utilizan los comandos «SumaSuperior
[Funcién, Ndmero a, Ndmero b, Ndmero n]»,
«Suma Inferior [Funcién, Ndmero a, Nimero b,
Ndmero n]»y la herramienta «Deslizador». Se pro-
pone graficar una funcién polinémica, por ejemplo
una pardbola, yvisualizar numéricamente c6mo se
mejora la aproximacion del calculo del drea de la
region encerrada por la grédfica de la funcidn, el
eje de las abscisas y las rectas x=a y x=b a medida
que aumenta la cantidad n de rectdngulos de la
particion delintervalo de integracién con subin-
tervalos de igual longitud.
La interaccion se produce al utilizar un Deslizador
para la cantidad n de subintervalos del intervalo
considerado. En la siguiente figura, se observa el
calculo de una suma superior y una suma inferior
para una particién que consta de 15 subintervalos
delintervalo [1,3.5] para la funcién:
f(x) =0.25x%- 2x+5. (Figura 4)
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n=16

5
4 Suma superior: 4.92

Suma inferior: 4.56

N
} N
2
1
0 + +
b 1 2 3 4 5 6

Figura 4.

Aproximacion del drea mediante sumas
superiores e inferiores.

Ademads, las potencialidades del programa permi-
ten trabajar el mismo problema con una extensa
galeria de funciones que el profesor podra selec-
cionar adecuadamente.

En la segunda construccidn (apartado 5 de la
secuencia), se utiliza el comando «Integral [Fun-
cién f, Ndmero a, Nimero b]». Donde se puede
considerar la funcién seno, el valor x=0 como
extremo inferior de integracién y un extremo
superior de integracién variable, controlado con
un Deslizador con valor minimo 0y valor maximo
2m. Estas variables diddcticas son propicias porque
la gréfica entre estos valores antes indicados es
simétrica respecto al punto de coordenadas (; 0),
por lo tanto laintegral de 0 a 27 vale cero. De esta
manera, se quiere mostrar que laintegral definida
esunnidmeroy que lamisma, no siempre representa
el drea de una region. Claramente son muchas y
variadas las opciones con las que se puede trabajar
al respecto. (Figura 5)

La tercera construccion (apartado 9 de la secuen-
cia) essimilara la primera, peroahorasetiene un
fundamento tedrico de apoyo. El criterio de inte-
grabilidad de Riemann asegura que una funcién
es integrable siy solo si, dado un valor € mayor
que cero, es posible encontrar una particién del
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intervalo deintegracion para la cual la diferencia
entre lasuma superiory la sumainferior es menor
que elvalor dado € (Spivak, 1996). Consecuente-
mente se propone, para una funcién integrable,
el cdlculo de la diferencia entre las sumas superior
e inferior para distintos valores de n (siendo n
un ndmero positivo que indica la cantidad de
subintervalos, de igual longitud, que representa
auna particién) y se comparan sus diferencias con
un valor ¢ positivo dado. Se destaca que en esta
actividad prevalecen los marcos de exploracion de
caracter geométrico y numérico, desde los cuales
es el propio alumno que verifica la existencia de
la particion a la que hace referencia el criterio de
integrabilidad de Riemann. (Figura 6)

Resultado de la integral de la
funcion Seno (x) desde x =0
hasta x = 5.6:

El valor de la Integral es 0.22

i

Figura 5.

Reconocimiento del significado
de la funcién integral.

T & R
1 |Valor € dado|Valor n suficiente
2 0.25 64
12+ n=5 3 0.2 80
I — 4 0.15 108
5 0.1 160
104 6 0.05 320
7
8
9
8 | | . 10
Valor de la Suma superior: 12.32 T
6 Valor de la Suma inferior: 9.12 12
1 || 13
Diferencia entre la suma superior 14
. . . 15
. /| y la suma inferior: Ssup - Sinf = 3.2 T
Valor de la Integral desde 1 a 3: 10.67 g
™ Figura 6.
2 —
20 Reconocimiento
AN 21 .
2 de funciones
O v T T T T T T T T T T T T T T 2 Riemann -
001 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 \& J integrables.

[71 Suma Inferior [71 Suma Superior

La cuarta construccién (apartado 11) se inicia
con la representacion de la funcién integral para
laidentidad

X

F(x)=J.tdt=X§,
0

proceso ya conocido, seglin el octavo apartado
de la secuencia. A continuacién, se propone que
elalumno construya la recta tangente (usando el
comando «Tangentes») e indague qué sucede si
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se considera la pendiente de la recta tangente en
cada uno de sus puntos.

Se puede formular la siguiente guia de trabajo:
a) Representar la funcién f(x)=x. Luego, con el uso
de un Deslizador «a», visualizar la region limitada
por la grafica de la funcién, el eje de las abscisas
y la recta x=a. Ingresar en texto el valor del drea
de esta region.

b) Crear un punto P que tenga por abscisa el valor
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x=ay porordenada elvalor del area antes descrito.
Al utilizar el comando «Activa Rastro»: ;qué fun-
cién se estd representando? ;Cudl es la formula
correspondiente a esta funcién?

¢) Ingresar laférmula de la funcién obtenida, uti-
lizar el comando «Tangentes» aplicado al punto P
eindicar el valor del dngulo que esta recta forma
con el sentido positivo del eje x.

d) Visualizar el calculo de la tangente trigonométrica
dedichoangulo. ;Quérepresenta estevalor obtenido
respectoa lafuncinintegral? AlLmover el deslizador
;quérelacion se observa entre este nimeroyelvalor
asignado segun la funcién dada f(x)=x?

Es importante el rol que cumple el uso de un
software como facilitador para la visualizacién
numérica del resultado de este teorema: elalumno

puede observar desde su propia interaccién (al
mover el deslizador) que, en el ejemplo parti-
cular estudiado, numéricamente se verifica que
la derivada, (analizada desde un punto de vista
geométrico) de la funciénintegral en cada punto
de su dominio da por resultado el mismo valor de
la funcién dada f(x)=x.

Esta actividad puede generar un momento pro-
picio para inducir algunos interrogantes en el
estudiante, destacando el significado de que la
derivada de la funcidn integral de una funcién
f(x) es la misma funcién f(x) y a la verificacion del
mismo con otras funciones.

En este punto el interrogante obligado sera: ¢la
propiedad observada se cumplird para cualquier
funcién o para una clase especial de funciones?

10 Figura 7.
Verificacién del Teorema Fundamental
8 t=28 del Cdlculo para la funcién identidad.
6
4 El valor de la derivada de F(x) para x = 2.8 es 2.8

nuestra funcién identidad f(x)=x

Nos esta diciendo que el valor de la funcion deri-
vada de F(x) es el mismo que el valor que asigna

a=70.9°

7. Exploracion del proceso

inverso de la integracion
En el décimo apartado de la secuencia se busca que
elalumno explore el Teorema Fundamental del Cal-
culo planteando el limite del cociente incremental
de la funciénintegral de una funcién continua. Se
busca relacionar desde esta perspectiva la recipro-
cidad del problema delcalculo dedreayelproblema
de la pendiente de la recta tangente a una curva.

[80

14 16

Una aclaracién pertinente en el problema plan-
teado, es que la funcién con la cual se propone
trabajar tiene determinadas caracteristicas que
permiten la simplificacién de los cdlculos y de
las formulaciones posibles, pero siempre debe
ser entendido que corresponde a un caso parti-
culary que luego de comprender el alumno esta
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situacion, se hard la demostracién formal de la
relacién entre la derivada de la funcién integraly
la funcién cuando ésta es continua (primera forma
del Teorema Fundamental, Spivak, 1996).

De esta manera, se puede formular esta consigna:

Representar por medio del software una funcién
g(x) continua, no negativa y creciente en [a,b].
Sean los puntos x y (x+h) pertenecientes a dicho
intervalo, para h>0. Utilizar el teorema de inter-
calacion para calcular el valor de

lim G(X+h)-G(X) ,
h

h—0*

dondeG(x)= jg(t)dt eslafunciénintegraldeg(x).

Comenzando con una observacion visual, el desa-
rrollo podria ser de la siguiente forma:

g(x+h) /

g(x)

Figura 8.

Funcién g(x), como ejemplo, para
las condiciones dadas en el problema.

Laidea esinducir a que el alumno note que el valor
delarea que representa la region limitada por la gra-
ficadelafunciényelejexentre lasabscisasxy (x+h),
verifica la siguiente desigualdad para h positivo:
g(x) - h<G(x+h) — G(x) <g(x+h) - h

Liliana Nitti y Mario Alvarez - Integral definida y funcion integral

Donde g(x).h y g(x+h).h representan las dreas
de los rectdngulos de vértices CEFA y CEDH, res-
pectivamente.

Para plantear el limite del cociente incremental
seinduce a dividir ambos miembros por h y dado
que h es positivo, al calcular el limite para h =07,
se obtiene

lim g(x) < lim W < lim g(x+h) =

h—0* h—0* h—0*

lim G(x+h)-G(x) =g(x)

h—0* h

Dado que la funcién G es continua, se obtiene que
el limite del cocienteincremental de la funciénin-
tegraleselvalorde la ordenada de la funcién dada
g. Es decir, a partir de una funcién g —estudiada
como caso particular bajo los supuestos conside-
rados— se obtiene lafuncidnintegral G, al calcular
este limite a dicha funcién se vuelve a obtener g.
Se vislumbran asi, desde un estudio geométrico—-
algebraico, las primeras conjeturas acerca de con-
siderar la derivaciony laintegracién como procesos
inversos, para las funciones continuas.

Cabe destacar que deigual forma se debe explorar
el procedimiento para h —0-.

8. Reflexiones finales

En esta instancia no sélo es propicio reflexionar
acerca de los fundamentos e intenciones de esta
propuesta de ensefanza sobre la funciénintegral,
sino también sobre el rol que puede cumplir el do-
cente desde la ensefianza del calculo como forma-
dor de futuros profesores u otros profesionales.

Respecto de la propuesta de ensefianza... desde
una concepcién constructivista se busca, median-
te la indagacién y la formulacién de conjeturas,
provocar un desequilibrio cognitivo en elalumno,
entre sus conocimientos previos y la necesidad
de obtener soluciones a nuevas situaciones,
que serviran de plataforma para construir otras
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conceptualizaciones y relaciones. Lo expresado
se plasma, por ejemplo, en el grado de dificultad
creciente en las cuestiones a explorar, en el ana-
lisis del problema del drea como disparador para
el estudio formal deintegrales, en el tratamiento
analitico del Teorema Fundamental del Calculoyen
las actividades sugeridas para el uso de software,
entre otras instancias. Asimismo, se pretende
que todas estas acciones estén interrelacionadas
y conectadas a distintos marcos. Se presenta, por
lotanto, una secuencia tematica que estd centrada
en el alumno, que serd el futuro profesor: con
conviccién sobre su capacidad, sobre como puede
pensary lo que puede hacer e investigar.

En otro aspecto complementario, en el trayecto
formativo de futuros docentes se trata de seguir
el desarrollo histérico del calculo integral, lo que
permite revalorizar los logros obtenidos en los tra-
bajos de matematicos como Arquimedes, Newtony
Leibniz, entre otros. En definitiva, se busca orien-
tara los futuros educadores en unaformacién hacia
la valoracion de los procesos propios de avances
y paradigmas de la ciencia, teniendo presente
los contextos espacio—temporales en los cuales
grandes pensadores fueron consolidando formal-
mente ideas, conceptos y procedimientos que en
la génesis fueron muchas veces intuitivos.
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Respecto al docente... se manifiesta la necesidad
de tratar un problema tan elemental como el
calculo de un drea, o deintroducir las situaciones
problematicas en contextos de familiaridad para el
estudiante, con elfin de evitar reducir la ensefianza
del calculointegrala una légica fria y deshumani-
zada; ya que en las preguntas que dieron origen a
esta rama del analisis matemdtico hay un llamado
al mundo de lo empirico: un objetivo de estricto
interés es mostrar la matematica como producto
delintelecto humano, pero bajo nuestros objetivos
debe estar entrelazada con la cotidianidad.

Por todo esto, el docente de los primeros cursos
de cdlculo debe estimular permanentemente la
intuiciony la visualizacién, es decir, debe apostar
al redescubrimiento conceptual del estudiante,
completamente alejado del mecanicismo algebrai-
co (coincidiendo con las investigaciones mencio-
nadas vinculadas a la ensefianza del concepto de
integral definida).

Por dltimo... resta llevar a la practica dulica esta
propuesta de ensefianza. Para poder registrar el
trabajo de los estudiantes, estar muy dispuestos
a sus aportes e incluso improntas que permitan
mejorar el disefio de las actividades y/o conside-
rar otros aspectos que no hayan sido tratados o
reformularlos en su defecto.

Yupana [n7. 13]



Nota
@ La direccién de la tesina fue realizada por la Dra. Liliana Nitti (FHUC-UNL).

Referencias biliograficas
Alvarez, M. (2009). Integral definida y funcién integral: una propuesta de ensefianza. Tesina de Licen-
ciatura en ensefianza de la Matematica. Universidad de Concepcion del Uruguay en la Sede Regional
Parana de la Facultad de ciencias de la comunicacion y la educacion. Parana, Entre Rios.
Azcarate, Casadevall, Casellas y Bosch (1996). Cdlculo diferencial e integral. Madrid: Sintesis.
Burrilly Knudsen (1969). Real variables. New York: Holt, Rinehart and Winston, Inc.
Courant R.yJohn F. (1999). Introduccion al Cdlculoy al Andlisis Matemdtico. México: Limusa—Wiley SA.
De Guzman Miguel, J. Colera (1998). Matemadticas II - COU. Madrid: Grupo Anaya SA.
Douady, R. (1986). Jeux de cadres et dialectique outil-objet. Recherches en Didactique des Mathé-
matiques, 7(2), 5 - 31.
Fuster J., Gomez F. (1997). Una interpretacion de las dificultades en el aprendizaje del concepto
deintegral. Divulgaciones Matemadticas, 5, 61-76 [en linea] http://www.emis.de/journals/DM/v5/
art7.pdf consultado el 20/02/2009.
Orton, A. (1980). A Cross—sectional Study of the Understanding of Elementary Calculus in Adolescents
and Young Adults. Tesis Doctoral. University of Leeds.
Wenzelburger Guttenberger, E. (1993). Introduccién de los conceptos fundamentales del calculo di-
ferencial eintegral. Una propuesta diddctica. Revista Educacion Matemadtica, 5(3), 93-123. México.
Rey Pastor J., Babini J. (1997). Historia de la Matemadtica. Barcelona: Gedisa.
Spivak M. (1996). Cdlculo Infinitesimal. Mexico: Reverté SA.

Liliana Nitti y Mario Alvarez - Integral definida y funcion integral 83]



