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En este articulo se presentan algunos resultados de una experiencia realizada en el marco de una

investigacion en torno a la problemética de la entrada al dlgebra en la educacién secundaria. Uno

de los propésitos en la ensefianza y el aprendizaje de la matematica en este nivel es el proceso de

modelizacién algebraica. Se parte del supuesto de que, si se los selecciona convenientemente, los

procesos de resolucién de los problemas aritméticos pueden ser tratados como objetos de estudio

en simismos y, de este modo, se los podra tomar como punto de partida para el proceso de mode-

lizacién mencionado. En la experiencia se han implementado dos instancias que se corresponden

con dos etapas del proceso de algebrizacién, correspondientes a la ensefianza basicaya la superior

respectivamente. Se presenta un andlisis de ambas etapas, realizado a partir de la narracién del

docente (investigador/participante) y de las producciones de los alumnos.
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Abstract
In this paper we present some results of an experiment carried
outin the framework of a research on the problem of the entry
to algebra in secondary education. One of the purposes in
teaching and learning mathematics at this level is the process
of algebraic modeling. It is assumed that, if properly selected,
the processes of solving arithmetic problems can be treated as
objects of study themselves and, thus, can be taken as a starting
point for the modeling process mentioned. In the experience,
two instances have been implemented that correspond to two
stages of the algebrization process, corresponding to the basic
and higher education respectively. An analysis of both stages is
presented, based on the narrative of the teacher (researcher/

participant) and student productions.
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1. Introduccion.

La educacion secundaria

Argentina
El ndmero de alumnos ingresantes a una es-
colarizacién secundaria en Argentina se ha
incrementado desde el afio 1984, coincidiendo
con la recuperacién de gobiernos democraticos
en el pais. En el afio 2006, se sanciona la Ley de
Educacién Nacional (26206) que tiene como una
de las metas mas ambiciosas la extension de la
obligatoriedad para el nivel secundario. Este nivel
estd conformado por dos ciclos, uno Basico que es
comtn atodas las orientaciones y otro Orientado,
de caracteristicas diversificadas.
En este trabajo se presentan algunos resultados de
una experiencia realizada en el marco de unainves-
tigacién en torno a la problematica de la entrada
aldlgebra en la educacién secundaria. Uno de los
prop6sitos en la ensefianza y el aprendizaje de la
matemadtica en el nivel secundario es el proceso de
modelizacién algebraica. En el articulo se parte del
supuesto de que, si se los selecciona conveniente-
mente, los procesos de resolucion de los problemas
de calculo aritméticos pueden ser tratados como
objetos de estudio en si mismos y, de este modo,
se los podra tomar como punto de partida para el
proceso de modelizacién mencionado.

2. El algebra en los documentos
curriculares de la educacion
secundaria. Jurisdiccion
provincia de Buenos Aires
Elsistema educativo en Argentina propone que el
proceso de algebrizacién se inicie en los primeros
afios de la educacion secundaria (12 a 18 afios).
Este nivel de escolarizacién atraviesa, ademds de
cambios curriculares, una discusion social sobre
su finalidad y propdsitos.
Por razones de espacio, solo se analizaran los
contenidos de los documentos propuestos en la
jurisdiccion de la provincia de Buenos Aires para
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la ensefianza secundaria. En ellos, Matematica
estd dividida en cuatro ejes como organizadores
de los nicleos tematicos: Geometriay Magnitudes,
Nimeros y Operaciones, Introduccién al Algebra
y el estudio de las Funciones, Probabilidades y
Estadistica.

En el eje correspondiente al Algebra, para1° dela
Educacion Secundaria Basica (ESB) el disefio pro-
pone: «En este eje se trabajara con el pasajede la
aritmética alalgebra permitiendo generalizar pro-
piedades de los nimeros, expresar dependencia
devariables en férmulas y organizar informacién
através del lenguaje de las funciones» (Direccién
General de Culturay Educacién, 2006:177). En el
documento se presentan problemas a tener en
cuenta poreldocente. Para lainiciacién al trabajo
algebraico sugieren el tratamiento de configura-
ciones de embaldosados, guardas geométricas,
secuencias numéricas con el fin de descubrir los
términos generales de estas sucesiones.

En Matemdtica de 2° ESB, con referencia especi-
fica al eje de Introduccién al Algebra y al estudio
de funciones, el disefio propone trabajar con el
pasaje de la aritmética al dlgebra permitiendo
generalizar propiedades de los nimeros. Ademds,
uno de los nlicleos tematicos es ecuaciones de pri-
mer grado con unaincdgnita para las que indica:

Se sugiere iniciar el trabajo de resolucion de
ecuaciones recurriendo a métodos informales que
le otorgardn significado a la forma de resolucion
evitando la automatizacién de reglas sin ningdn
significado para el alumno/a. Por esta razon se
propone excluir la presentacion del tema a través
del llamado «pasaje de términos». Se propondrd
la resolucion de situaciones en orden creciente de
dificultad con la intencion de provocar la necesidad
de encontrar un método que simplifique y sintetice
lo realizado a través de los métodos informales. (Di-
reccion Generalde Culturay Educacién, 2007:334)

No seindican problemas como sugerenciaaldocen-
te para abordar el tratamiento de las ecuaciones.
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En el documento para 3° afio de ESB, para el eje
de dlgebra se expresa que éste es un aprendizaje
complejo puesto que la manipulacién de expre-
siones literales como expresién general de una
propiedad visualizada es la que presenta dificul-
tades (Direccién General de Cultura y Educacién,
2008). Es decir, estos documentos curriculares
proponen que la ensefianza y aprendizaje del
algebra tengan por finalidad la generalizacién
de regularidades, la bdsqueda de férmulas, la
manipulacién de expresiones. Finalmente en el
disefio del Ciclo Superior, Matematica 4to afio, se
propone: «Los alumnos construirdn el concepto
de ecuacién proposicional en la medida que re-
suelvan ecuaciones. Para que esto sea posible es
indispensable que reflexionen acerca del conjunto
de soluciones posiblesy expliciten el concepto de
ecuaciones equivalentes» (Direccién General de
Cultura y Educacién, 2010:19). Esta propuesta
toma una postura de tratamiento légico para la
manipulacion de ecuaciones partiendo de lo que
caracteriza a las funciones proposicionales, que
permitiria una mejor comprension del significado
de sus soluciones.

En los disefios mencionados, los objetos matemati-
cos en cuestion (ecuaciones, funciones, férmulas,
expresiones algebraicas, etc.) estan fragmenta-
dos, sin conexion entre ellos, con actividades que
se presentan aisladas, sin realizar una diferen-
ciacion entre el uso de variables, incégnitas y/o
pardmetros. No se propone unarelacién entre dos
de los objetos matematicos fundantes delalgebra,
las ecuacionesy las funciones, a pesar de ubicarlos
en el mismo eje tematico. Hay, porel contrario, una
clara separacion: las ecuaciones para manipular
expresionesy las funciones para modelizar.
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3. Bisqueda de un marco

teorico para los primeros

aprendizajes algebraicos
Delanalisis realizado en los parrafos anteriores se
puede inferir que la propuesta para ensefianza y
aprendizaje del dlgebra en los primeros afios del
secundario se asume como una generalizacién de
propiedades aritméticas. Este modelo del dlgebra
escolar resalta las similitudes entre aritmética y
algebra, presenta a la segunda como una conti-
nuacién de la primera eidentificaaldlgebra con el
«simbolismo algebraico» o «lenguaje algebraico»,
frente a un supuesto lenguaje aritmético.
Con lo cual, desde una prescripcién curricular
pautada con recomendaciones de actividades para
elaula, con bibliografia acorde para eldocentey el
alumno,™ setorna dificil pensar en otra propuesta
que enmarque al dlgebra y las funciones como
actividades modelizadoras de la matematica,
dando un tratamiento integrador para la ense-
fianza de este eje de contenidos en la Educacién
Secundaria. Ademas, dentro de las instituciones,
eltratamiento delalgebra no acontece en solo un
afo de estudio, sino que se pauta su aprendizaje
mediante determinados contenidos y/o activida-
des en cada afo. Finalmente, si en cada institu-
cién no existe un consenso entre los profesores
de Matematica sobre la ensefianza y aprendizaje
del dlgebra en el transcurso de la secundaria, se
dificulta el cambio de esta perspectiva puesto que
la mayoria se preguntaria porqué cambiar sobre
lo que se prescribe.
Las cuestiones restrictivas explicitadas en parra-
fos anteriores fueron analizadas por Chevallard
(2001) al abordar los niveles de determinacion
de los fenémenos diddcticos. Esta herramienta
se propone dentro del marco de la Teoria Antro-
polégica de lo Didactico (TAD) para explicar por
qué el funcionamiento de un sistema didactico
puede considerarse a la vez como el producto y
resultado de cierta legitimidad que, lejos de ser
responsabilidad de los profesores de matematica,
se genera u origina en instancias mds alejadas,
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incluso de una institucion en particular, como lo
son la propia sociedad y mas adn la cultura.
Chevallard (2001) expone estos niveles de deter-
minacién desde un cuestionamiento a la forma-
cién docentey en particular mirando a aquel que
deberd ensefiar Matemdtica. Este hecho genera,
segln el autor, dos consecuencias importantes
que son separar el estudio de la matematica
ensefiada de la ensefianza de la Matematica y el
rechazo, por parte de los profesores, a asumir las
exigencias intelectuales y culturales aceptando
solo aquellas que se refieren al saber matematico
pero no a cémo ensedarlo.

Para poner en obra la experiencia que se detalla
en este articulo, se hizo énfasis en la Gltima frase
del pdrrafo anterior. Se asume que el docente
deberia problematizar y reflexionar de manera
colectiva acerca de qué es el dlgebra en la secun-
daria y qué implicancias tiene su ensefianza, asi
como también desde qué modelo propuesto por la
Didéctica de la Matematica ensefarla.

En elmarco de la TAD, surge otra visién deldlgebra
escolar que la toma como objeto de estudio en si.
El estudio del dlgebra dentro de esta teoria data
de fines de la década de los ochenta mediante
los trabajos de Chevallard (1989), Gascén (1993,
1999, 2007), Bolea (2003), Bolea, Bosch y Gascon
(2001), Cidy Bolea (2007). Estos autores suponen
la existencia de un proceso de algebrizacion de la
matematica escolar® que comienza en los primeros
afios de la secundariay termina en la universidad.
En este marco, se postula al dlgebra como instru-
mento algebraico y se considera que su aparicion
provoca un cambio sustancial en el trabajo mate-
matico porque permite explicitar y manipular la
estructura de los problemas (Gascén, 2007). No se
consideraaldlgebra como unarama de la matema-
tica, como puede ser la geometria o la aritmética,
sino como un instrumento transversal que puede
ser aplicado para el estudio de una determinada
cuestion de esta ciencia.

La TAD tiene como objeto principal de investi-
gacion a las actividades matemadticas, las cuales
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son analizadas, cuestionadas, problematizadas,
para finalmente ser modelizadas por la didactica
(Bolea et al., 2001). Es decir que se describe a
una actividad matemdtica como una actividad
de modelizacién. La puesta en marcha de estas
modelizaciones se realiza describiendo al saber
matemdtico en el contexto de organizaciones
matemdticas (Chevallard, 1999), que surgen como
respuesta a una cuestion o cuestiones.

En este contexto, eldlgebra seinterpreta como un
instrumento de modelizacién de Organizaciones
Matemdticas (OM) o praxeologias,® que debe
utilizarse para profundizar el estudio de determi-
nadas OM previamente construidas (Bolea, 2003).
Estamos, entonces, frente a un proceso como el
siguiente: una actividad matematica (conformada
por uno o varios problemas) describe un sistema
sobre el cual se quiere obtener ciertainformacion
y se lo modeliza para obtener una organizacion
matemadtica (se conocen sus tipos de problemas,
técnicas, etc.). Si finalmente sobre esta organi-
zacion se realiza una modelizacién algebraica,
entonces lo que se obtendrd es una organizacién
matemdtica algebrizada. Pero, una modelizacion
algebraica, puede modelizar integramente todos
los componentes de la organizacion matematica
o solo las técnicas de dicha organizacién. Con lo
cual, dependiendo de esta caracteristica se puede
hablar del grado de algebrizacion de una organi-
zacién matemdtica.

Los parrafos anteriores han tratado de sintetizar
los conceptos clave sobre los que la TAD propone
un nuevo modelo epistemolégico alternativo de
la ensefianza y aprendizaje del dlgebra, frente al
que se practica y prescribe desde los disefios cu-
rriculares (que la consideran como una aritmética
generalizada).

Los siguientes pdrrafos conformaran las razones
principales por las que se ha determinado a la TAD
como marco teérico de la experiencia presentada
en este articulo y que tiene porintencién el logro
de los primeros aprendizajes algebraicos, median-
te una ruptura entre laaritméticayeldlgebraenla
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medida que se avanza, en complejidad creciente,
con las técnicas algebraicas (maneras de hacer),
siempre con la intencionalidad de conformar un
entramado de descripciones, justificaciones y
explicaciones de esas técnicas, lo cual conforma
una determinada tecnologia.

Gascon (1999) expone en las siguientes lineas
cémo el dlgebra tratado como instrumento de
modelizacién permite trabajar matemdticamente
problemas complejos que son la razén de ser del
algebra escolar:

Aunque la aparicion del dlgebra se caracteriza
materialmente por la proliferacion de expresiones
algebraicas y por la emergencia de una especie de
«lenguaje algebraico», la nueva forma de hacer
matemadtica basa su verdadera potencia en las
inmensas posibilidades técnicas que surgen del
doble juego de las letras como «incégnitas» y como
«pardmetrosy. Entre dichas posibilidades se desta-
can las siguientes: resolver simultdneamente una
amplia clase de problemas, justificar, interpretar
y controlar el dmbito de aplicacion de las técnicas
prealgebraicas (sean «aritméticas», «geométricas»
o0 «combinatorias») y, ademds de obtener la incog-
nita cuando el problema tiene solucidn, explicar
cudles son las condiciones de existencia de dicha
solucién y describir la estructura del conjunto de
las soluciones. (Gascén, 1999:80)

Finalmente, con la intencidon de continuar este
analisis y justificar las elecciones efectuadas
para poner en marcha la experiencia realizada, se
exponen algunos contrapuestos entre la actividad
algebraicay la aritmética:

La resolucién de problemas: en «aritmética», estd
caracterizada por la realizacion de una cadena fini-
ta de problemas simples en los que cada resultado,
de naturaleza numérica es calculable e interpreta-
ble en términos del enunciado y estd formulado
mediante una expresion sencilla del lenguaje
natural. En cambio, la resolucion de «problemas
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algebraicos» supone la produccion de relaciones
algebraicas que representan un «enunciado mate-
madtico», obtenida por una transformacion, o por
una operacion legitima entre una o varias igualda-
des, o por la aplicacion de un teorema.

Los resultados obtenidos: una medida concreta en
el caso de las prdcticas aritméticas. Sin embargo
en las prdcticas algebraicas podria ser una relacion
entre magnitudes.

Los objetos con los que se trabaja: con medidas
concretas en aritmética frente a la manipulacion de
simbolos en dlgebra, que deben ser interpretados
de forma diferente, segtin el contexto en el que
aparezcan (incognitas, «ndmeros generalizados»,
pardmetros, variables).

Significado de los simbolos y de los signos: en la
aritmética los simbolos y signos tienen referentes
muy concretos y un sentido muy preciso, frente a
la actividad algebraica, en la que el significado de
los signos se modifica de manera esencial. (Garcia,
2007:73)

En la organizacién matemdtica preparada para la
experiencia seintentard proponeractividades que
pongan en evidencia estos aspectos.

4. Los Problemas de Calculo
Aritmético (PCA) como
instrumento de los primeros
aprendizajes algebraicos
Una vez tomada la decision de poner en prdctica
unaintroducciénaldlgebra dentro del marco ted-
ricode [aTAD, queda por definir desde qué sistema
inicial intramatemdtico partir para que luego de
una modelizacion algebraica se llegue a una OM
algebrizada del objeto matemdtico original.
Los trabajos de Bolea (2003), Gascén (2007),
Ruiz, Bosch y Gascén (2007) posibilitaron que se
pensara en los Programas de Calculo Aritmético
(PCA) como sistema inicial. Dichos autores sos-
tienen que este tipo de actividades, basadas en
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una secuencia de operaciones aritméticas que se
realizan a partir de ciertos datos, son comunes
en la educacion primaria (criterio que es compar-
tido en Argentina). En esa etapa, estos objetos
no estan matematizados, no se los estudia en
si mismos, no se los relaciona para establecer
cuestiones tecnoldgicas sobre su forma, eficacia,
justificacién o para la obtencién de propiedades.
Con lo cual solo se los utiliza para encontrar un
resultado numérico. La modelizacién algebraica
de los PCA permitira:

- Darsentido a la manipulacién de expresiones al-
gebraicas con los temas que siempre estdn presen-
tes en todo curriculum de dlgebra de secundaria.
- Reagrupar los diferentes tipos de problemas al-
gebraicos en cuatro categorias: los que posibilitan
pasar de su expresion natural, con palabras, a su
traduccién algebraica; los que requieren establecer
la equivalencia entre dos programas de calculo; los
que permiten establecer una comparacién entre
dos programas de cdlculo para determinar condi-
ciones de solubilidad; los que requieren encontrar
un programa de calculo equivalente, pero mas sim-
ple o simplificado que uno ya dado (Bolea, 2003).
- Dar respuestas a problemas didacticos desde la
justificacion de esas prdcticas (bloques tecno-
l6gicos/tedricos) de modo que las dificultades
tradicionales de «manipuleo algebraico» tengan
otro significado o desaparezcan. Por ejemplo,
la validez de la expresion 2x como resultado de
un PCA, la diferenciacién entre 2x y x + 2 como
expresiones de un mismo PCA, el reconocimiento
dequex+2yx-5no provienen de la equivalencia
entre dos PCA (Bolea, 2003).

Finalmente, segtin Bolea, esta modelizacién permi-
te obteneruna OM practicamente completa porque:

incluye los elementos tecnolégicos bdsicos mini-
mos para justificar las técnicas, y (...) contiene al
dlgebra elemental de la Secundaria Obligatoria que
hemos caracterizado como aritmética generalizada.
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Pero, ademds, la organizacion asi obtenida es in-
terpretable facilmente por la cultura escolar ya que
no contiene mucho mds que el cdlculo algebraico
elemental, el cualexiste de forma dispersa, aunque
sin «sentido», en la matemdtica escolar actual.
(2003:183)

Es decir, la modelizacién algebraica de los PCA
puede pensarse como un proceso que se desen-
cadena con los primeros aprendizajes algebraicos
y que necesitara de sucesivas ampliaciones para
responder a cuestiones tecnoldgicas que surgen
sobre el sistema inicial. Se realizard un recorte
sobre dicho sistema para trabajar solo con PCA
cuyas formas simplificadas respondan a la expre-
sion: {PCA(n)=an+b,neN;a, b e Z}.

Se ha considerado que este proceso de algebri-
zacion puede dividirse en tres etapas. La primera
se lleva a cabo en 2° de ESB, comenzando el
trabajo sobre PCA que respondan a expresiones:
PCA(n) =b, PCA(n) = an, teniendo como objetivo
principal la justificacién de técnicas como ser la
propiedad distributiva, la supresién de paréntesis,
laregla de los signos en enteros. Un segundo mo-
mento de esta primera etapa se centrard en el tra-
bajo sobre PCA(n)=an+b=c, donde se comenzara
con el desarrollo de las «técnicas ecuacionalesy, y
seinicia el planteo sobre la existencia de solucién.
La segunda etapa girard en torno a la compara-
cion de dos PCA, para determinar su equivalencia
y, en caso de que ésta no se cumpla, se recurre
nuevamente al cdlculo ecuacional para lograr
establecer las condiciones de solucién. En esta
segunda etapa se trabajard, mas especificamente,
sobre el cambio de significado que tiene el signo
«=»dentro deldlgebra. Ademds, se comenzardna
plantear enunciados que permitan el doble juego
de las letras, comoincégnitasy como parametros.
Esta sequnda etapa de algebrizacion de los PCA,
puede ser desarrollada en el dltimo (3°) afiode la
ESB o en el primero de la secundaria superior (4°).
Finalmente, la tercera etapa de algebrizacion de
los PCA se centrard en este doble significado que
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tienen las letras, comenzando con el estudio de
ciertas funciones, es decir se inicia el recorrido
funcional del cdlculo ecuacional. Ademas, con el
apoyo de recursosinformaticos, se podran resolver
cuestiones tanto deigualdad como de desigualdad
entre PCA. Esta tercera etapa estd pensada para
serimplementada en el primer afio de Secundaria
Superior, porque se podrdn tomar sistemasinicia-
les de diferente indole: geométricos, econémicos,
fisicos, propiamente algebraicos, etcétera.

La experiencia que se detalla a continuacién se
centré en las dos primeras etapas del proceso
de algebrizacion de los PCA (Ruiz et al., 2007),
mediante la puesta en obra de una serie de acti-
vidades de estudio e investigacion que fueron di-
sefiadas de modo tal que en cada etapa se pudiera
establecer una determinada técnica o tecnologia.
Se detallardn las caracteristicas de las mismas
conjuntamente con la experiencia.

5. Analisis de las actividades
de estudio experimentadas

El disefio de actividades de estudio e investiga-
cién se formulé desde una cuestién generatriz
Q: «Dado un conjunto de enunciados, si en cada
uno se puede conocer el resultado de la ejecucion
del PCA, sabiendo o no el ndmero pensado al
comienzo, ;como explicar por qué se conoce ese
resultado y cémo construir nuevos enunciados
para proponer?» Es decir, partimos de una cues-
tién generatriz Q, de la cual emergié un tipo de
problemas y una técnica de resolucién de dichos
problemas, asi como una tecnologia apropiada
para justificar y comprender mejor la actividad
matemdtica correspondiente.

Como ya se menciond, la presente serie de activi-
dades de estudio se desarrollé en dos instancias,
que fueron implementadas casi en forma simul-
tanea con dos grupos para facilitar su andlisis
posterior. Una de ellas, que se corresponde con la
primera etapa de algebrizacion, se realiz6 con un
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grupo de 25 alumnos de 13-14 afios (2° afio ESB)
que tenfan muy pocos conocimientos algebraicos
previos. El trabajo sobre estas actividades se
realiz6 durante 3 semanas (2 encuentros en cada
una de dos horas de duracién). Los enunciados
propuestos se centraron en la forma del resultado
final cuando se expresan por escrito los PCA.

La otra instancia de trabajo, correspondiente
a la segunda etapa de algebrizacion de los PCA,
fue llevada a cabo durante dos semanas (dos en-
cuentros en cada una de dos horas de duracién)
con un grupo de 15-16 afios (4° afio) compuesto
por 22 integrantes. Para esta etapa se les propuso
la manipulacién de la equivalencia entre dos ex-
presiones algebraicas, puesto que la mayoria del
grupo contaba con un buen dominio de «técnicas
algebraicas de resoluciény.

6. Primera etapa del proceso
de algebrizacion de los PCA
Centrdndonos en esta etapa, la eleccién de los
PCA puestos en obra estuvo supeditada a la
blsqueda de enunciados que fueran capaces de
provocar la aparicién de contradicciones en pos
de una primera ruptura entre la ensefianza de la
aritmética y la introduccion al dlgebra. En esta
eleccién se tuvo en cuenta lo propuesto por Garcia
(2007) con respecto a los problemas aritméticos y
resultados obtenidos, ademds de lo que dice Bolea
(2003) sobre dar sentido a la manipulacion de
expresionesy a la reagrupacién de los diferentes
tipos de problemas. Puesto que si bien dichos
enunciados pueden ser resueltos en un principio
por medio de técnicas asociadas a la resolucién
aritmética, tales herramientas se presentan como
insuficientes en el momento de establecer cudles
son las condiciones y elementos tecnoldgicos
que permiten llegar a tales resultados. En fun-
cién de esto precisamente fueron seleccionados
enunciados cuyos resultados, respectivamente,
fueran valores constantes independientes de los
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ntmeros elegidos (PCA(n) =b), o por el contrario
valores dependientes de la eleccion realizada tales
como el doble, triple, mismo ndmero inicial, etc.
(PCA(n) =an).

Los PCA seleccionados (seis en total) se dividie-
ron en 3 grupos (A, By C) y fueron entregados a
cada alumno secuencialmente para que resuelva
los enunciados de forma individual en un primer
momento, luego compare sus resultados con otro
compafieroy entre ambos establezcan relaciones
entre enunciados y resultados justificando las
conjeturas a las que arribaran. A continuacién de
cada resolucion de los diferentes grupos de PCA
se establecié una puesta en comdn con el docente
para compartiry analizar en conjunto los resulta-
dos obtenidos, las distintas conjeturas formuladas
y las justificaciones presentadas.

El primer grupo de PCA con los que trabajaron los
alumnos figura en la Tabla 1.

4 )

P1: Piensa un ndmero natural. SGmale ocho.
Al resultado simale el anterior del ndimero
que pensaste. Ahora réstale el doble del
ndmero pensado y luego réstale cuatro.

(PCA(n) =3)
A
P2: Piensa un ndmero, simale dieciséis.
Simale el doble del nimero pensado. Al
resultado réstale el cuadrado de cuatro.
(PCA(n)=3n)
\ J

Tabla 1.

Primer grupo (A) de PCA seleccionados.

Luego deltrabajo con el grupo A de PCA fue prevista
una puesta en comdn que retomara y analizara las
distintas escrituras realizadas por los alumnos como
también las distintas conjeturas y validaciones en
cuanto al porqué de los resultados obtenidos.

Centrdndose en las resoluciones de los alumnos,
se pudo ver como el trabajo fue realizado uti-
lizando técnicas especificamente aritméticas,

[18

tanto mediante la utilizacién de algoritmos de
sumas y restas, como por medio de una escritura
horizontal del cdlculo, apareciendo en algunos
casos incorrectas utilizaciones del signo igual
(Graficos 1y 2).
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Grdfico 1.

Produccion del problema P1 de la Tabla 1.
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Grdfico 2.

Otra produccion del problema P1
de la Tabla 1.

En cuanto al andlisis de los resultados obtenidos,
se realizaron escrituras del tipo «da siempre lo
mismo», «siempre da 3 sin importar el nimero
que elijas» (en P1) y «da tres veces el nimero» o
«da eltriple» (para P2). Pero, en general, las reso-
luciones no presentaron ninguna argumentacion
acerca de las causas de dichos resultados. Solo
un alumno presenté una justificacién por escrito
donde afirmaba que «da siempre lo mismo porque
lo que se le agrega después se le saca».

Esto fue retomado en la puesta en comdin, donde
elalumno completa suideaydice: «ELnimero que
pienso primero lo sumo pero después lo resto, por
eso sevaynoimporta lo que elija, queda siempre
lo mismo». Lo mismo fue ademdas tomado por otros
alumnos que, sibien no lo expresaron por escrito,
si lo habian discutido entre ellos: «por ejemplo
en el segundo... le sumas dieciséis y después se
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lo restas... te queda el nimero mds el doble del
ndmero, por eso siempre da el triplex.
Conelgrupo B de enunciados (Tabla 2) se preten-
de generar a través de las correspondientes for-
mulaciones simbélicas ademas de los elementos
trabajados en A, material de andlisis en cuanto a
la jerarquia de las operaciones, el uso de los pa-
réntesis y la propiedad distributiva del producto
en relacién con la adicién y sustraccién.

4 )

P3: Piensa un nlamero, stimale ocho. Al
resultado simale el doble del anterior del
nimero pensado. Luego réstale el doble del
ndmero pensadoy finalmente réstale cinco.
(PCA(n)=n+1)

P4: Piensa un ndmero, stimale siete. Al re-
sultado multiplicalo por dos. A lo obtenido
réstale ocho. Luego resta el valor del nime-
ro que pensaste inicialmente y finalmente
réstale seis. (PCA(n)=n)

P5: Piensa un niimero, stimale siete. Al re-
sultado multiplicalo por dos. A lo obtenido,
primero réstale ochoy después réstale seis.
Finalmente resta el doble del nimero que
pensaste inicialmente. (PCA(n) = 0)

Tabla 2.
Segundo grupo (B) de PCA seleccionados.

Enelgrupo C(Tabla 3), con expresion final 10n+b, o
lo que es lo mismo elndmero de dos cifras nb (siendo
nyb, los dos nimeros de una cifra seleccionados),
se pretende trabajartambién en la puesta en comin
aspectos del sistema de numeracién posicional a
partir de las simbolizaciones producidas.
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4 )

P6: Piensa un nimero de una sola cifra,
distinto de cero. Multiplicalo por cinco.
C Réstale cuatroy luego duplica el resultado.
Luego, simale cualquier otro nimero de
una sola cifra y, finalmente, simale ocho.
(PCA(n) =10n +b)

- J

Tabla 3.

Tercer grupo (C) de PCA seleccionados.

Por dltimo, cabe destacar que debido a que los
alumnos no habifan realizado ninglin trabajo de
simbolizacién algebraica previo a esta actividad,
no era esperable que los mismos, desde un pri-
mer momento, efectuaran las simbolizaciones
correspondientes a los PCA enunciados, sino que
precisamente el objetivo recaia en que tales mode-
lizaciones vayan siendo construidasyanalizadasa
lo largo de toda la actividad a partir de las propias
resolucionesy del andlisis conjunto entre paresy
entre alumnos y docente.

En lo que respecta a las diferentes formas de es-
critura, seanalizé la pertinencia de las mismas en
cuanto a permitir un mejor analisis de las razones
de los resultados obtenidos, llegdndose a la con-
clusién de que la escritura horizontal del célculo
completo facilitaba esta tarea. En ese punto se
analizé también la utilizacién del signo igual en
las diversas escrituras.

Ante la sugerencia del docente de establecer una
forma de escritura que sea propia de cada PCA
sin importar el ndmero elegido inicialmente un
alumno hace referencia a que dicho valor podria ser
representado con la letra «x», siendo refutada esta
idea por un compafero quien afirma que «eso es
para buscar la solucién, y acd el nimero puede ser
cualquiera». Se observa una clara referencia a las
posibles primeras experiencias algebraicas vividas
por los alumnos en afios anteriores, donde sélo se
ven enfrentados a ecuaciones con letras que desig-
nan nimeros desconocidos oincégnitas, las cuales
deben «despejar» para encontrar la solucién.
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Finalmente, los alumnos propusieron y acorda-
ron trabajar con el simbolo A para indicar estos
valores. En este punto se discutié y se introdujo
la idea de variable, trabajando también con al-
gunas técnicas de simplificacién que permitieran
transformar expresiones tales como A +2A en la
expresion 3A, surgida de P2.

En cuanto al trabajo posterior con By C, se ob-
servaron distintas formas de resolucién a las
realizadas en el punto anterior. Si bien algunos
alumnos continuaron realizando encadenamien-
tos de algoritmos para llegar a la solucién, la
mayoria opté por escribir el cdlculo, completo o
fragmentado, de forma horizontal.

Un elemento importante a destacar es la no utili-
zacion de variables para representar los ndmeros
elegidos; por el contrario los alumnos continuaron
utilizando ejemplos numéricos (en muchos casos
remarcando cadaintroduccién de esos valores ele-
gidos) y luego intentaron agrupary/o simplificar
las expresiones para llegar a lasjustificaciones de
los resultados obtenidos) (Graficos 3y 4).
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Grdfico 3.

Produccion del problema P4 de la Tabla 2.

Grdfico 4.
Produccion del problema P3 de la Tabla 2.
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Precisamente, en los pocos casos en que aparecié
unintento de utilizar variables, dichas escrituras
fueron desechadas para ser reemplazadas por
ejemplos numéricos. Ante la consulta de las causas
de ese cambio, los alumnos aludieron al hecho
de «no poder escribir el doble del anterior de un
ndmero que desconociany». Posteriormente, en la
puesta en comdn, se discutieron tales aspectos lle-
gando conjuntamente a las escrituras algebraicas
yanalizando las propiedades puestas en juego en
las mismas. Es decir que seintenta dar respuestaa
estos problemas diddcticos, justificando las prac-
ticas de modo que las dificultades tradicionales de
«manipuleo algebraico» tengan otro significado
o desaparezcan (Bolea, 2003).

Por (ltimo, se propuso que fueran los mismos alum-
nos los encargados de formular PCA, que tuvieran
resultados como los ya analizados en prdcticas an-
teriores. Laintencion de esta actividad estd puesta
enanalizar que diferentes PCA pueden dar un mismo
resultado, enfrentando nuevamente esta ruptura
entre aritmética y dlgebra mediante el significado
de los simbolos y de los signos (Garcia, 2007).

7. Segunda etapa del proceso

de algebrizacion de los PCA
En esta etapa, la eleccién de las actividades de
estudio e investigacion estuvo centrada en la
manipulacién de la equivalencia entre expresiones
algebraicas.
Adiferencia del grupo anterior, losalumnos ahora
implicados ya disponian de técnicas relativas a
la manipulacién y al célculo ecuacional. Es por
eso que la eleccién de la tarea y de los PCA pre-
sentados, pretende trabajar desde un aspecto
tecnolégico la existencia de solucién al comparar
dos PCA. Esta comparacion se realizara a partir
delanadlisis de la expresion que resulta cuando se
simplifican los enunciados correspondientes. De
esta manera, la cuestion generatriz presentada a
los alumnos fue P: «En las siguientes propuestas
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debesjustificar en qué casos laigualdad se cumple
para todos los niimeros, en qué casos se cumple
s6lo para algunos nimeros y si en algln caso no
se cumple la igualdad para ningdn nimero». A
partir de esta cuestion, fueron presentados a los
alumnos enunciados para que, mediante la com-
paracién de dos programas de cdlculo, puedan
establecer las condiciones de solubilidad.

Los enunciados fueron separados en dos bloques
(A'y B) con el objeto de realizar una puesta en
comln conjunta al final de cada uno de ellos. A
su vez, la seleccidn de tales enunciados estuvo
realizada de tal manera que en cada uno de los
bloques existieran comparaciones que llevaran a
afirmar la existencia de soluciones tnicas, infini-
tas einexistencia de dicha solucién.

-

P1— ;Puede ser que sia un ndmero lo multiplicamos por nueve, le sumamos dos, le sumamos quince
y le restamos treinta, se obtenga como resultado el doble de ese ndmero? (solucién Gnica).

\

P2— ;Puedeserquesiaunndmero lo multiplicamos por cuatro, le restamos siete, le sumamos trecey
le sumamos ocho, se obtenga el mismo resultado que sia ese nimero le restamos nueve, le sumamos
siete, le sumamos cinco y finalmente le sumamos once? (solucién Gnica).

A
P3— ;Puede ser que si a un nimero lo dividimos por seis, le sumamos dos, le sumamos ocho y al
resultado lo multiplicamos por tres, se obtenga la mitad de ese ndmero? (sin solucién).
P4— ;Puedeserquesiaunndmero le sumamos dos, lo multiplicamos por tres, le sumamos siete veces
elntimero pensadoy le sumamos seis, se obtenga el mismo resultado que sial doble de ese ndmero le
sumamos tres, multiplicamos el resultado por cinco y luego le restamos tres? (infinitas soluciones).

En el trabajo con el grupo A (Tabla 4), la mayoria
de los alumnos no presenté dificultades para la
resolucion de P1y P2y resolvié los PCA a partir de
susimbolizacién algebraica utilizando técnicas de
transformacién sobre las mismas. Solo en casos
puntuales algunos alumnos no utilizaron dichas
técnicas, sino que usaron ejemplos numéricos para
establecer la existencia de solucién (Graficos 5y 6).

Tabla 4.

PCA correspondientes a la sequnda etapa
del proceso de algebrizacion (grupo A).
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Grdfico 5.
Produccion del problema P1 de la Tabla 4.

| H -
da) jtdh -de

_ xq vy xS (e x4
15 .{‘f_l_’u T T\ A 1)

Tia | wlae |y

T a0tys |5 Tonup | el e
T AT Sphas| Vel Melae

36l 3% |5y Ay Ysides WO} 0L 20
?E' S s WS TR R

% \5-_\ [ | +4 |‘\\

il
y5 | A 1l 1A A4

.\Il.\\ 1

Lo | I
153 | Akt [ b3, 54

i % »
y‘ll Loy
s (a0
Grdfico 6.

Otra produccién del problema P1
de la Tabla 4.
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En cuanto a la manipulacién algebraica, la mayoria
de los alumnos simbolizé las condiciones y esta-
blecié unaigualdad desde un principio en pos de
encontrar la solucién de dichaigualdad por medio
de técnicas ecuacionales (Grdfico 7). Por otra
parte, algunos alumnos manipularon las transfor-

maciones algebraicas por separadoy compararon
finalmente las transformaciones realizadas en
funcién de la bisqueda de la solucién, lo que a su
vezindica unainterpretacién delsigno «=» con la
jerarquia de proposicién a validar.
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En P3 y P4 las resoluciones se realizaron de igual
modo que con los enunciados anteriores. Salvo en
algunos casos puntuales (principalmente quienes
trabajaron con los PCA por separado y luego los
compararon), los alumnos presentaron dificulta-

Produccion del problema P2 de la Tabla 4.

des parainterpretar las manipulaciones realizadas
y definir la cantidad de soluciones. Incluso en
algunos casos intentaron modificar las técnicas
empleadas para «adecuar» las resoluciones a la
existencia de una dnica solucién (Grafico 8).
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Posteriormente, en la puesta en comdin se retoma-
ron y analizaron estos aspectos. En cuanto a los
ejemplos numéricos, se establecié su utilidad par-
cial paravalidar el hecho de que la igualdad no se
cumplia paratodos los valores, descartandose esta
técnica para establecer que laigualdad propuesta
se cumplia para algunos nimeros o para ninguno.
También se enfatizé en elandlisis de las diferentes
escrituras algebraicas efectuadas, centrandose en
los diversos aspectos tecnolégicos de las trans-
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Produccion del problema P4 de la Tabla 4.

formaciones realizadas, en la interpretacién que
tiene el signo igual cuando relaciona dos expre-
siones algebraicas y en las ventajas o carencias
de las distintas escrituras para dar respuesta a la
cuestion planteada.

Eltrabajo con el bloque de enunciados B (Tabla 5)
estuvo destinado al momento de la técnica por par-
te de los alumnos como también al andlisis de los
distintos elementos tecnoldgicos puestos enjuego
que fueron trabajados durante la puesta en comdn.
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P5— ;Puede ser que si a un nimero lo multiplicamos por cuatro, le restamos ocho, al resultado lo
multiplicamos por cinco y le sumamos ciento veinticuatro, se obtenga el mismo resultado que si al
ndmero le sumamos diez, le restamos dos, le sumamos veintiunoy lo multiplicamos todo por nueve?

\

P6— ;Puede ser que si a un nimero le restamos dos, le sumamos diez, le sumamos el consecutivo
del ndmero inicial y le restamos el doble del nimero inicial, se obtenga el mismo resultado que si
al nlmero lo multiplicamos por cinco, le sumamos diez, le restamos el nimero inicial, lo dividimos
todo por dosy le restamos el doble del ndmero inicial?

P7— ;Puede ser que si a un nimero le sumamos dos, lo multiplicamos por tres, le restamos diez, le
sumamos quince y le sumamos cuatro veces el nimero inicial, se obtenga el mismo resultado que si
al nimero lo multiplicamos por dos, le sumamos tres, lo multiplicamos todo por cuatroy le restamos
el siguiente del nimero inicial?

P8— ;Puede ser que si a un nimero le sumamos diez, le restamos veinticinco, multiplicamos todo
pordos, le restamos tres, dividimos todo por tresy le sumamos nueve, se obtenga el mismo resultado
quessialnimero lo dividimos por tres, le sumamos dieciocho, le restamos dieciséis, lo multiplicamos
todo por dos y le restamos cuatro?

P9— ;Puede ser quesia un nimero le restamos siete, lo multiplicamos por tres, le sumamos tres veces
elnimeroinicialy le sumamos cinco, se obtenga el mismo resultado que sialnimero lo multiplicamos

por seis, le restamos doce, le sumamos uno y le restamos cinco?

J

Si bien no existi6é ningln condicionamiento res-
pecto del tipo de producciones solicitadas, ya no
aparecieron resoluciones basadas en ejemplos
numéricos ni en tablas, todos los alumnos recu-
rrieron a la simbolizacién algebraica. En cuanto
a ésta dltima, la mayoria opté por realizar la
manipulacién de los PCA por separado para luego
comparar expresiones, aunque algunos continua-
ron con un trabajo ecuacional. En tanto, quienes
trabajaron de esta manera presentaron menores
dificultades en cuanto a establecer las condiciones
de solucién en comparacidn al trabajo realizado
sobre los enunciados del grupo A previos a la
puesta en comdn.

Nuevamente, con esta serie de actividades de
estudio se pretendié dar respuesta a problemas

Leonardo Lupinacci, otros - Los primeros aprendizajes algebraicos

Tabla 5.

PCA seleccionados en la sequnda etapa
del proceso de algebrizacién (grupo B).

didacticos que aparecen con la «manipulacién
algebraica» y que se superan cuando se justifican
esas practicas desde un componente tecnolégico.

8. Algunos comentarios finales

No es el prop6sito obtener conclusiones categéri-
cas de esta primera experiencia pero sf comentar
algunos aspectos relevantes de dos momentos
diferentes en la realizacion de la misma, desde
quien la piensa y la lleva a cabo. Asimismo, la
percepcion de este primerintento esta contenida
en la frase: «es posible hacerlo», o sea, es posible
ensefiar y aprender dlgebra de una manera dife-
rente de la habitual.
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Se pudo evidenciar en el aula un aspecto tedrico
centralde la TAD queimplica consideraraldlgebra
como un proceso creciente de actividad matematica
que permite superar la discontinuidad o encapsula-
miento de los objetos matematicos como ecuacio-
nes, incdgnitas, variables, parametrosy funciones.
Este trabajo matematico hizo factible que, con los
dos niveles de algebrizacion llevados a cabo, se
logre avanzar en las técnicas algebraicas, y tam-
bién en algunos aspectos tecnolégicos mediante
propiedades que permiten el logro de expresiones

equivalentesy el uso de la letra como variable. Si
bien la experiencia fue realizada para dos etapas
dealgebrizacion, almomento de escribir este arti-
culo se esta pensando en continuar con la tercera
etapa, que corresponderia al trabajo funcional,
en donde la letra tomarfa las caracteristicas de
variable y parametro. Es probable que se tome
como experiencia base de esta lltima etapa lo
propuesto para un taller de modelizacién funcio-
nal con pardmetros (Ruiz, Boschy Gascén, 2005).
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Notas
) Se han consultado las ediciones de tres editoriales que son las promovidas por el Ministerio de
Educacién de la Nacion con el envio de ejemplares a las bibliotecas escolares y que estdn acordes con
los dltimos cambios curriculares. Dichos textos estan conformados por once o doce unidades y no
siguen la estructura de los ejes. Se proponen titulos como, por ejemplo: «Iniciacion a las practicas
algebraicas», «¢Se cumple para todos los nlimeros?», «Expresiones equivalentes», «Blsqueda de
regularidades», «Variacion del resultado al variar los factores», «Transformar para interpretars.
@ Se utilizard itdlica para escribir palabras o frase propias de la TAD, tal como figura en los docu-
mentos de consulta.
@ A las organizaciones se las caracteriza s6lo por sus componentes: tipos de problemas o tareas,
técnicas, tecnologias y teorias. Al analizar como se relacionan estos componentes dentro de la
actividad matematica que se plantea para dar respuesta a las cuestiones iniciales se identifican dos
partes en la misma: la practica matemdtica en si, formada por las tareas y técnicas y el razonamiento
sobre dicha practica, conformado por las tecnologias y las teorias. La unién de estos dos aspectos
de la actividad matemdtica, conforma una praxeologia matemdtica (Bolea, Bosch, Gascén, 2001).
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