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Resumen

Este trabajo nace de la inquietud de un grupo de docentes de Matematica ante las dificultades ob-
servadas para la comprensién, por parte de los estudiantes, del teorema de existencia y unicidad de
soluciones para ecuaciones diferenciales de primer orden. Dicho teorema forma parte del programa
analitico de la asignatura Analisis IV de los profesorados de Matematica y de Fisica de la Facultad de
Ciencias Exactas, Quimicasy Naturales dependiente de la Universidad Nacional de Misiones (FCEQyN—
UNaM), que se centra en el estudio de las ecuaciones diferenciales, de los sistemas de ecuaciones
diferenciales y en un estudio introductorio de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Este documento tiene el propésito de, por un lado, mostrar sintéticamente la perspectiva con que
se aborda el estudio de dicho teorema en diferentes libros de texto sugeridos desde la catedra; y
por el otro, la propuesta que se realiza, desde el equipo de docentes, para evaluar su aprendizaje
y por (ltimo, exponer los resultados obtenidos en dicha evaluacién. EL andlisis de las respuestas
dadas por los alumnos refleja las dificultades que tienen para reconocer la estructura légica sub-
yacente a todo teorema y el manejo inadecuado de los razonamientos l6gicos detectado los lleva

a establecer conclusiones erréneas.

Palabras clave: ecuaciones dife-
renciales, teorema de existencia y
unicidad, ensefianza, aprendizaje,
ingenierfa didactica.
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Abstract

This work is developed by the investigators in view of the
concern to handle the perceived difficulties, on the part
of students, in understanding the theorem of existence
and uniqueness of first-order differential equations. This
theorem forms part of Analytical Program of Analysis IV of
the faculties of Mathematics and Physics, from the Faculty
of Exact, Chemical and Natural Sciences dependent of the
National University of Misiones (FCEQyN-UNAM), which
focuses on the study of differential equations, systems of
differential equations and an introductory study of partial
differential equations.

First, this document is intended to show, synthetically, the
perspective from which the study of this theorem is dis-
cussed in different text books suggested from the subject,
and on the other hand, we display the proposal which is
made by the team of teachers to assess learning to, finally
present the results obtained in this evaluation. The analysis
of the answers given by students reflects the difficulties
to recognize the underlying logic of the whole structure
theorem, so in this way, improper handling of logical

reasoning leads them to establish erroneous conclusions.

Keywords: differential equations, exis-
tence and uniqueness theorem, tea-
ching, learning, didactic engineering.
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1. Introduccion

En los dltimos afios, el equipo de cdtedra de la
Asignatura Andlisis IV® de los Profesorados en
Matemdtica y en Fisica de la Facultad de Ciencias
Exactas, Quimicas y Naturales dependiente de la
Universidad Nacional de Misiones (FCEQyN-UNaM)
ha detectado, a partir de observaciones de clase y
delandlisis de las producciones de los alumnos, una
serie de dificultades en lo referente al aprendizaje
delas ecuaciones diferenciales (ED). Laasignatura
mencionada centra suatencién en el estudio de las
ED, de los sistemas de EDy en un estudio introduc-
torio de las ED en derivadas parciales.

Este trabajo se deriva de las investigaciones que
los docentes han venido realizando en el marco
de un proyecto de investigacién® cuyo principal
prop6sito es caracterizar en qué medida los estu-
diantes recurren a conocimientos adquiridos, en
instanciasiniciales de su trayectoria universitaria,
como un recurso para los primeros aprendizajes en
el dmbito de las ED.

El objetivo es mostrar las dificultades halladas
a partir del analisis de las producciones de los
estudiantes referentes al teorema de existencia 'y
unicidad (TEyU) para un problema de valor inicial
de primer orden. Dicho problema se extrajo de la
bibliografia sugerida® desde la catedra después
de haber realizado una revision bibliogréfica para
situar el lugar que ocupa el TEyU como objeto de es-
tudioy laimportanciainstitucional que se le otorga.
Se sostiene que la perspectiva adoptada en los
libros de texto puede influir en la comprensién de
los estudiantes de determinados contenidos. En
ellos se reflejan la concepcién de la Matematica y
delaensefianzaala queadhiere elautory, deforma
indirecta, las teorfas vigentes relativas a la forma
en que deben presentarse los diferentes temas. Los
libros, seglin Campanario y Otero (2000), influyen
significativamente en elaprendizaje porque, porun
lado, los docentes los consultan habitualmente para
orientarydirigir muchas actividades que conforman
sus propuestas dulicasy, porelotro, losalumnos los
usan como material de estudio. Es por eso que se
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estimé conveniente realizar un analisis preliminar
de la presentacién que hacen los libros de texto del
TEyU de soluciones para ED de primer orden.

Por otro lado, en lo referente a la ensefianza en
generalydelas ED en particular, losinvestigadores
coinciden en que es posible lograr aprendizajes
significativos, en términos de Ausubel, Novak y
Hanesian (1983), recuperando los conocimientos
previos de los alumnos para que éstos funcionen
como anclaje de los nuevos que se espera cons-
truir. Estas premisas fueron tenidas en cuenta en
la formulacién de las actividades propuestas a los
alumnos. En tanto, Artigue (1995a) sefiala que las
dificultadas que se observan en la ensefianza del
calculo en eldambito universitario han llevadoa que,
en los dltimos afios, se desarrollen muchos trabajos
de investigacién y de innovacion. Sin embargo,
advierte que no hay una comunicacién fluida entre
losinvestigadores debido a la diversidad de marcos
tedricos que sustentan tales trabajos deinvestiga-
cion. Esta ausencia de un paradigma dominante
también es reconocida por otros investigadores,
que ademads sostienen que en ciertos momentos
esta diversidad puede ser enriquecedora. Sin em-
bargo, el avance de la disciplina y la potenciacién
de sus aplicaciones practicas demandan unificar
esfuerzos para constituir un verdadero programa
deinvestigacion. (Godino, Bataneroy Font, 2007).
Artigue (1995a) realiza una resefa de las inves-
tigaciones que se han venido realizando en los
lltimos afos en el marco de la ensefianza del
calculo eindicaalgunos problemas que tienen los
estudiantes para elaprendizaje de dicha area, los
vincula a una comprension incompleta de algu-
nos conceptos, como los de ndmero real, limite,
funcién, etc. Entre ellas, se destacan las ligadas
con la identificacién de lo que es una funcién:
plantea que se han encontrado dificultades para
articular los diferentes registros simbélicos de
las expresiones de la nocién de funcién (para la
conversion de un registro a otro o para trabajar
dentro de un mismo registro, por ejemplo en el
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registro grafico cuando se deben manejar simul-
taneamente dos niveles de informacién, sobre la
funciény su derivada). Estoinfluye, en efecto, en
el abordaje de la solucién de una ED dado que el
proceso requiere hallar una funcién conocido el
comportamiento de su variacién.

Moreno Moreno y Azcdrate Giménez (2003) coin-
ciden con Artigue y también advierten que las
dificultades se ven potenciadas por el estilo de en-
sefianza predominante en el dmbito universitario,
centrada en el enfoque algebraico y en desmedro
de los enfoques cualitativos que resaltan el valor
de las ED como poderosas herramientas de mode-
lacién del mundo real. Para intentar solucionar
estas falencias se recomienda el estudio de las
ED mediante la integracion de los enfoques ana-
litico, numérico y grafico. Esta postura también
la mantiene Habre (2000, citado por Dullius,
2009), quien sefiala que los avances tecnolégicos
hicieron que el estudio de los enfoques numérico
y cualitativo no tenga impedimentos.

2. Metodologia
Considerando las descripciones de Bardin (1996)
y Ander—Egg (2010) sobre las diferentes meto-
dologias deinvestigacion en Ciencias Sociales, la
modalidad seguida aqui responde a un enfoque
descriptivo: se usaron técnicas de analisis de con-
tenido que posibilitaron la recopilacién de datos.
Estas fueron usadas simultdneamente con las que
provee la metodologia de la Ingenieria Diddctica.
Esta (ltima se caracteriza por plantear un esquema
experimental basado en las realizaciones didac-
ticas en clase, disefiadas a partir de un trabajo de
concepcion, realizacién, observaciényanalisis de
secuencias de ensefianza.
En la Ingenieria Diddctica es fundamental el re-
gistro de los estudios de casos, y la validacién,
a diferencia de otros tipos de investigacion, es
interna y se efectlia mediante la confrontacién
entre el analisis a prioriy a posteriori.
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La Ingenieria Didactica se ejecuta siguiendo
las siguientes fases: 1) analisis preliminar, 2)
concepcién y andlisis a priori de las situaciones
diddcticas, 3) experimentacién y 4) analisis a
posterioriy evaluacién (Artigue, 1995b).

3. Puesta en practica

de la Ingenieria Didactica

3.1. Analisis de la bibliografia
En elmarco de las dos primeras fases de laIngenie-
ria Diddctica se realizé un andlisis epistemoldgico
para identificar las caracteristicas del saber en
juego; se inspecciond una muestra de seis libros
escogidosintencionalmente atendiendo a un dni-
co criterio: estar sugerido en la bibliografia pro-
puesta en el programa analitico de la asignatura
antes mencionada. El propésito de dicha revisién
bibliogréfica fue ubicar el TEyU caracterizando la
secuencia propuesta en los libros de texto, anali-
zar la profundidad con que se lo aborda y a partir
de alliinferir la relevancia que se le confiere.
Como producto de tales acciones se deriva una
serie de reflexiones: en general el TEyU para pro-
blemas devalorinicial de primer orden es aborda-
do en todos los libros examinados. La secuencia
seguida por los autores es similar en la mayoria
de ellos: el teorema se presenta luego de haber
definido la terminologia especifica y explicitado
la simbologia relativa a las ED y antes de los mé-
todos para resolver ED de primer orden (Zill, 1997;
Edwards y Penney, 2001; Nagle, Saff y Snider,
2001; Zill y Cullen, 2002). Sin embargo, en un
libro se estudian en primer lugar las ED lineales, se
enunciay demuestra el TEyU para éstas, luego se
presentan métodos analiticos para resolver ED de
primer orden, finalmente el TEyU para problemas
devalorinicialde primer ordeny su demostracién
se deja para otra seccion (Boycey DiPrima, 2000).
Yeneldltimo de los libros analizados este teorema
se presenta luego de finalizado el Capitulo 1, que
se ocupa del estudio de los métodos analiticos
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de resolucién de ED de primer orden (Kreyszig,
2002). Una reflexion que se deriva de este andlisis
es que serfa mas productivo e interesante poder
establecer si la ED en cuestion en realidad tiene
solucion antes de arremeter con la bisqueda de
la misma. Es por ello que llama la atencién que
este teorema recién sea tratado después de que
se hayan presentado los métodos de resolucion
analiticos. Por otra parte, entodos los libros anali-
zados la demostracién noacompafiaal enunciado
del teorema sino que se deja para otra seccién,
generalmente estd en los apéndices.

Enalgunos de los libros sondeados no seincluye la
demostracién quizds porqueimplica la utilizacién
de conocimientos que no son desarrollados en el
texto (Zill, 1997; Zill y Cullen, 2002). En otros se
establece la equivalencia entre el problema de
valorinicialy la posibilidad de construir una ecua-
ciénintegral. Luego se utiliza el método iterativo
de Picard para generar aproximaciones sucesivas
que convergen a la solucion (Nagle, Saffy Snider,
2001; Boyce y Di Prima, 2000; Edwards y Penney,
2001; Kreyszig, 2002). A propésito de este pro-
ceso constructivo, en las propuestas que realizan
Kreyszig, Boyce y DiPrima, y Edwards y Penney,
seaclara que la hipétesis de la continuidad de las
derivadas incluida en el teorema es mds rigurosa
de lo que se requiere, puede ser sustituida por
una condicién menos restrictiva denominada con-

dicién de continuidad de Lipschitz! que asegura
convergencia en el método de Picard.

3.2. Anadlisis de eventuales dificultades

de los estudiantes y diseiio de la

propuesta didactica implementada
Para continuar con las dos primeras fases de la
Ingenieria también se estudiaron las dificultades
que tienen los estudiantes para la comprension
del teorema, detectadas a partir de observacio-
nes aulicas en afios anteriores. Se seleccioné un
problema que involucra al TEyU sobre la base de
objetivos concretos prefijados por los profesores.
Parafinalizar estas primeras fases de la Ingenieria
se llevo adelante la resolucién experta del proble-
ma afin dedetectar las eventuales dificultades que
podrian surgir para los estudiantes y finalmente
se anticiparon los posibles procedimientos para
su resolucién.
Con respecto al teorema en estudio, en la bi-
bliografia se presentan diferentes enunciados
del mismo, todos ellos equivalentes. El trabajo
durante las clases de la asignatura Analisis IV fue
extraido de Zill (1997) y se expone en la Figura 1.
A fin deidentificar conflictos a los que se enfren-
tan los alumnos y obtener indicios del nivel de
comprensién del teorema antes citado se elaboré
la siguiente actividad (Figura 2).

4 N
d
Resolver: . = f(x,y)
dx
@)
Sujeta a W(xo) = yo
TEOREMA 1.1 Existencla de una solucidén Unica
Sen R wa remon rectanguly del plao xy, defuuda pot a S x S h¢ Sy S 4 que contiene al
punto (xo, va) Sif{x, v) v 9y son conlinuns en F, entonces existe un mtenvalo J, centrado
en Xg, ¥ una funcion tmica. p(x) defimda en J, que satisface el problema de valor inicial Figura 1.
expresado por Ias  ecunciones () - .
o - TEyU trabajado
- / en clase.
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el siguiente problema de valor inicial :

Demuestre que en el intervalo [0, 7] ambas funciones 3, =1 e y, = cosx satisfacen

~

2% ;
—+Jl-y° =0
dx .
y 0) =1 Figura 2.
JPor qué esto no contradice el teorema de existencia y unicidad? Actividad
propuesta a
- J los alumnos.

La resolucién experta del problema permitié
identificar una serie de conocimientos inheren-
tes al mismo pero que no son inmediatos para el
alumno, por ejemplo, las relaciones que existen
entre los siguientes conjuntos del eje x real: el
dominiode lafunciény(x), elintervaloIenelque
la solucion estd definida o existe, y elintervalo I,
donde la solucién existe y es tnica. En ocasiones
los tres conjuntos mencionados no coinciden,
como en el caso que nos ocupa. La funcién y=cos x
estd definida en todo el eje real, en tanto que la
solucion del problema de valor inicial existe solo
en la regién del plano en que f(x,y) =-V1-? es
continua, esto es paray € [-1,1]. Este intervalo
posible para y concuerda con el conjunto imagen
de la funcién y =cos x, en consecuencia x puede
tomar cualquier valor real. Por dltimo, la solucién
del problema de valor inicial es tinica solamente
en elintervalo en que

ofxy) o(-N1-y3)

oy oy 1-y°

es continua, es decir, la variacién de y estara
limitada al intervalo (-1, 1). Esto conduce a la
exclusion de los puntos del dominio de la funcién
y=cos x que tienen como imagenay=1yay=-1,
es decir, la variable independiente x pertenece a
alguno de los intervalos abiertos (nm, (n + 1)7)
para n entero. Para el problema en cuestién, la
condicién inicial y(0) = 1 implica que el punto
(X, ¥,) al que hace referencia el teorema no esté
dentro delintervalo de existenciay unicidad, por
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lo que no se verifican las hipétesis y en consecuen-
cia, nada puede asegurarse sobre la tesis del mis-
mo. Eligiendo cualquier condicién inicial en que
y,sea estrictamente mayor que -1y estrictamente
menor que 1, el problema tendria solucién dnica.
Volviendo a la cuestion de cémo demostrar que
las funciones sugeridas son solucién, dado que
es lo primero que solicita la consigna, se pueden
seguir dos caminos: uno es la simple sustitucion
en la ED a fin de verificar la igualdad, y el otro es
resolverla y corroborar que las soluciones que se
obtienen coinciden con las dadas en el enunciado
del problema. Si bien ambas son viables, en ellas
subyacen dos formas diferentes de pensara la ED.
La primeraimplica reconocery utilizar el concepto
de ecuacion y lo que significa la solucién de una
ecuacion desde un punto de vista algebraico. En
tanto, la segunda requiere el conocimiento de
algdn método de resolucién de ED.

Elegir resolver la ecuacién supone el manejo de
diferentes saberes matematicos, no solamente
aquellos relacionados con una técnica de resolu-
cién. Es de destacar que se requiere tener presen-
tes conceptos de trigonometria, diferenciabilidad
y continuidad de funciones y al mismo tiempo es
necesario reconocer que la funcién constante
Y(x)=1 es una solucién singular de la ED que se
pierde en el proceso de separacion de variables,
dado que no hay eleccién posible de la constante
deintegracién que conduzca a la misma.

A continuacién, como parte del andlisis de cdmo
lo resolveria un experto, se presenta la resolucién
siguiendo el sequndo camino descrito, es decir,
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resolviendo la ED:

g—y+\11—y2=0
x

Usando el método de variables separables, para
valoresdeyen (-1, 1):

dy
—— =—|dx
arcsen(y) =—x+C
y=sen (—x+()

La expresion obtenida antes corresponde a la
solucién general de la ED, puesto que genera
infinitas soluciones de acuerdo a los diferentes
valores que admite la constante de integracion
C. Se llama solucién particular de la ED a la que
se obtiene de la solucién generalasignando cual-
quier valor determinado a la constante arbitraria
C. Atendiendo a la consigna, se usa la condicién
inicial y(0)=1 del problema en anilisis, se tiene:

l=sen(()= (= %n+2nn

En este caso, debido a la periodicidad de la funcién
que resuelve la ED, se obtiene como solucién parti-
cular una expresion queincluye un parametro queda
cuenta de esta periodicidad. La expresion simbdlica
de la solucién particular que satisface la condicién
inicial dada en el enunciado del problema es:

y=sen(—x+%n + ZI‘ITE)

Es natural elegir n=0 , y teniendo en cuenta la
identidad trigonométrica siguiente:

sen (g— x) = Cos(x)

se obtiene la solucién y =cos x dada en el proble-
ma, con lo cual se ha probado que la misma es
una solucién del problema de valor inicial. En el
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intervalo sugerido en el enunciado del problema,
la funcién cos x es inyectiva y su conjunto imagen
incluye alintervalo en que

of (x.y)
oy

es continua, esto es alintervalo abierto (-1,1).
Hay que notar que para la otra solucién propues-
ta, es decir, y(x)=1, no hay eleccién posible de la
constante de integracion C que permita deducir
esta solucién particular a partir de la solucién
general y=sen (-x+C). En efecto, si y(x)=1, para
todo valor de x, se tiene:

1=sen(-x+C()
T oyonm=-x+C
2
C=§+2nn+x

Que contradice elhecho de que Csea una constan-
te puesto que depende del valor de x.

Porotra parte, la ED también admite otras solucio-
nes, por ejemplo, la funcién definida por

cos(x)+C six<0
(P(X)_{l si0<x.

Cabe aclarar que esta solucion tiene relacién con
otros conceptos matematicos ya estudiados, como
por ejemplo funciones definidas por partes, su
continuidad y existencia de su derivada, particu-
larmente en x=0.

Porotra parte, cuando se anticiparon los posibles
procedimientos de resolucion de los alumnos,
se esperaba que no tuvieran dificultades para
demostrar, por sustitucién, que las funciones
dadas son solucién de la ED. Por el contrario, se
pensé que las dificultades se presentarian si los
estudiantes decidian resolver la ED, dado que en
el proceso se obtiene una solucién implicita que
debeser llevada a suforma explicita a fin de poder
compararla con la dada en el problema, y ademds
al ser ésta una funcién trigonométrica, tal como
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se mostré en las lineas precedentes, hay infini-
tos valores de la constante de integracién que
satisfacen la condiciéninicial dada, por lo que es
conveniente elegir uno de ellos y mediante iden-
tidades trigonométricas conocidas, deducir que la
solucion dada se desprende de la solucién general.
También se supuso que resultaria conflictivo el
reconocer que el teorema establece condiciones
suficientes pero no necesarias para la existencia
de solucién. En este sentido, se esperaba que
surja el razonamiento incorrecto que consiste en
negar la tesis del teorema una vez corroborada
que no se cumplen las hipétesis del mismo. Es
decir, se anticip6 que, al no verificarse una de las
condiciones que establece la hipdtesis del teorema
(g—f no es continua), los alumnos responderian
que el problema devalorinicial notiene solucién.

3.3. Implementacion
de la propuesta didactica

Por otro lado, la fase de experimentacién consistié
en la puesta en escena de la actividad elegida. La
misma se ejecutd en el contexto del primer examen
parcial de la asignatura mencionada (cohorte
2012). El problema en estudio era el primero de
un total de cinco ejercicios que conformaban el
examen. El examen fue resuelto en forma indivi-
dualy se destinaron tres horas para su resolucién.
Esta evaluacion se realizé con posterioridad al tra-
tamiento, por parte de la docente, de los tépicos
relacionados con métodos analiticos, graficos y
numéricos de resolucién de ED de primer orden,
resolucion de ED de orden superior con coefi-
cientes constantes y Transformadas de Laplace
aplicadas a la resolucién de ED.

El propésito de incluir esta actividad relacionada
con el TEyU en un examen parcial estaba relacio-
nado con fomentar instancias evaluativas que
permitan mostrar aprendizajes no memoristicos
dado que la resolucién de la situacion elegida
demanda la comprensién del teorema en cuestion
mds que su recitado. Al mismo tiempo requiere

[68

prestar especial atencién a la estructura légica
que subyace al teorema, puesto que un manejo
inadecuado de los razonamientos légicos por
parte de los alumnos lleva al establecimiento de
conclusiones incorrectas.

3.4. Discusion de los procedimientos
empleados por los estudiantes

A partir de lo observado en el transcurso de los
Gltimos afios, se infiere que la comprensién de
este teorema resulta ser una ardua tarea para los
estudiantes.

Las cuestiones mas sobresalientes que surgen del
andlisis realizado sobre la base de las produccio-
nes de los estudiantes se discuten a continuacion.
Elndmero dealumnos que realizé el examen fue de
25, delos cuales 11 resuelven en forma correcta el
problema en cuestiény los demas dan respuestas
incorrectas pero con resoluciones que denotan
diferente nivel de apropiacién de los conceptos
evaluados. Se puede notar que de aquellos que
no logran una comprensién adecuada del teorema
hay cuatro que no tienen dificultades para mostrar
que las funciones dadas (por sustitucién) son
solucién de la ED, y sin embargo no pueden jus-
tificar porque no se contradice el teorema. Otros
citan correctamente el teorema pero identifican
incorrectamente el objeto f(x,y) al que dicho
teorema hace referencia, puesto que consideran
toda la ecuacién diferencial como dicha funcién.
La respuesta dada por un alumno se limita a con-
siderar la continuidad de la derivada de la funcién
f(x,y) con respecto a y; fundado en ello concluye
que, como tal derivada no es continua y se anula
para y=0 (esta dltima cuestién sefialada es total-
mente ajena al TEyU), no se puede asegurar que
exista una solucién Gnica al Problema de Valor
Inicial (figura 3). A su vez, se puede sefialar una
confusién en la notacién, puesto que el estudiante
escribe la derivada parcial de y” con respecto a
y en lugar de la derivada de f con respecto a y.
Posiblemente dicha confusién tenga su origen
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en el hecho de que al escribir la ED en la forma
¥ =f(xy),yderivarambos miembros con respecto
ay se obtiene laigualdad

Ly-L foy.

y© Oy

En caso de elegir trabajar con el primer miembro
de dicha expresion, surge elinconveniente de que
se pierde de vista la relacién de dependencia que
hay entre las variables x e y (Figura 3).

Otros alumnos analizan la continuidad de las so-
lucionesy con sustento en estos analisis obtienen
conclusiones sobre la existencia y unicidad de
éstas, es decir, sobre la base de la continuidad
de las soluciones concluyen que éstas existen.
Siguiendo este razonamiento habria que hallar
la solucién de una ED y analizar su continuidad,
pero si la solucién se puede hallar es porque

existe, y en ese caso no tendria sentido formular
un teorema. Procedimientos de esta indole se
muestran en la Figura 4. Cabe destacar que laidea
derecurriralteorema esjustamente probar que la
ED tiene solucién antes de emprender la tarea de
resolverla. ELproblema principal que seinfiere de
estos razonamientos es que los alumnos no pue-
den identificar la estructura légica que subyace
al teorema, consecuentemente no pueden sacar
conclusiones acertadas sobre la relacién que debe
existir entre la hipétesis y la tesis del mismo.

Otros dos alumnos concluyen que como la derivada
de fi(x,y) con respecto a y no es continua queda
asegurada la existencia de mas de una solucién.
Este razonamiento fue anticipado por las autoras
del presente trabajo en las fases de andlisis a
priori de la Ingenieria. Ademds, uno de ellos no
toma en cuenta la otra condicién del teorema que

4 )
o « é‘;“/ O M;v’l’/vv—h- "/1""’ A KL ~E
LTS &= exen/te
’1 __gm A IAM« /‘f,r'-; WM_/*U
U~ m-v o~ /WCWC-‘T 0T - Lol AT elr
r =7 \L-
D y =-V1=Yy
/ J J-—(-— Y y =___’L\ N}L ("'>"
p A= Ya=y=
L4 <
J\’AAM- Lo, y- i A e o’)‘\m—g& )"r\ 7’-""‘) .o e Figura 3.
/u,r\,v,,w{z péuw OMJ’ - RO ANAND LI ico- Resolucién en la que se
Al L o,( /J',;, {._/',-\,,_p S ’Mbev”/f"‘('/»f- evidencia falta de claridad
J de las hipdtesis del TEyU.
4 )
a.
fale hedhia no condradice el Teoiema de Exstescia ¥ Uewel~
dad poc el herho de Gue (as Punciones solucish Y, € Y. Sua
- . i ~ R B
Cﬂ'\‘\'\ nwuhs Sn ("_l \H\L('_ ‘aia T = [,\3 lﬂ l ] ngura 4
b Ejemplos de
e s \ ' « ot ;
Vﬂi"t@—‘bl-f . e exisRAUS L Lared (azonamlerftos
3 e hadite e Rerems ENTERE N incorrectos: uso
Bea PO crabinve 20 [® o R G L = de la conclusion
N S 23 . , iy S .
porgo. HOAUS X deryeadss Lo bion tc_-v%;“ del teorema para
" . A ‘N N C e
=5 con iR bR 1 5% L e Jjustificar la
_ J respuesta.
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tiene que ver con la continuidad de f(x,y) (Fig. 5a). tenersolucién tnicay, como no se verifica la con-
En la Figura 5b), se transcribe un fragmento del ~ tinuidad de la derivada, concluye que debe haber
examen de uno de estos alumnos (que porrazones ~ mas de una solucién. Al mismo tiempo debemos

de legibilidad no pudo ser digitalizado). En él se indicar que elalumno se equivoca en la manera en
observa que identifica y aplica correctamente las que se denota un punto. Afirma que la derivada no
condiciones que segtn el teorema en estudio, es continua en y(0)=1, y deberia haber indicado

debe cumplir un problema de valoriniciala fin de que no lo es en el punto (0,

] - ; E e
a. p?.'. 1,‘,.-,\,.“:_.. e S0 (e &5 oisca en b H nAB/

ek ED Focdng alepiagnD  MXN de o sk , oth e w

L;:c(:-“,}!: pope (%) =1 @ yulel = n) s vz de

b r\--“n-?(\.f-_J =l & Sdes~ Sep.-h de » £13).

noes continuaen y(0)=1,

b.

Sf(.y)=—1-)* escontinua en[0,7]. Sin embargo B 2 -
241y

por lo tantono verificala hipétesis del teorema de existencia y unicidad, y por ello no verificard

la tesis (no tendrd solucién tinica)

- J

1).

Figura 5.

Ejemplos de razona-
mientos incorrectos:
no se toma en cuenta
que el teorema
establece condiciones
suficientes pero

no necesarias.

En realidad, el teorema asequra que la ED tendrd 4

solucién en caso de que la funcién f(x,y) sea con- Iy ‘1' . 4 t = [o n‘]
= i

tinuay permite asegurar la unicidad de la solucién
si es continua, si ésta no es continua no se puede Ye) -4

saber si va a haber una o mds de una solucién. Y, 00 A Yofx) > oy x
' ’

Por otro lado, tal como ya se mencioné antes,
. 3 =y
se puede demostrar que las funciones dadas son ¥

solucion por dos caminos: la sustitucion en la ED \ = -va -y

o la resolucién de la ED a través del método de
variables separables. e
Tal como fue anticipado, la mayoria de los alumnos
se decidié por lo primeroy en lineas generales no e J
hubo dificultades. Un solo estudiante optd por
resolver la ED usando separacién de variables; el
procedimiento de resolucién en general fue apli-
cado de forma correcta (Figura 6). Sin embargo, ‘ y -
al olvidar incluir la constante de integracién no

puede extraer informacién que le sea de utilidad,
yen consecuencia no puede deducir que y(x)=1 es
una solucion singular y que y(x)=cosx se obtiene

Figura 6.

para la constante de integracion dada por

Falta la constante de integracién
y no obtiene informacion dtil

1 P
(= ?n +2nm , con n un nimero entero. para resolver el problema.
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4. Reflexiones finales
Sobre la base del analisis de las producciones de
los estudiantes se pudo observar que, en lineas
generales, la mayoria tiene problemas con la
implicacién l6gica que subyace al problema: no
se reconoce que la falta de cumplimiento de las
hipétesis del teorema implica que nada puede
decirse sobre la tesis del mismo, es decir, la tesis
puede cumplirse o no, y ahi justamente estd el
motivo de porqué no se contradice el teorema. A
partir de esto, se cree que los alumnos tienen poco
dominio de la estructura deimplicacién légica que
siguen los teoremas.
Asi, surge también la necesidad de efectuar un
andlisis de las practicas docentes y de la biblio-
grafia que se maneja en el dmbito académico a
fin de detectar si éstas realmente permiten la
construccién de modelos, la utilizacién de cono-
cimientos previos, la superacién de obstaculos
y la integracién entre los diferentes contenidos
matematicos abordados a lo largo de su trayecto
por la Universidad.
Resta, como equipo deinvestigacién, plantear un
esquema de trabajo queinvolucre a otras catedras
que se focalizan en el estudio de estructuras y
razonamientos légicos a fin de superar las difi-
cultades detectadas.
Si bien desde el equipo de trabajo se ha discutido
la necesidad de pensar en propuestas de ensefian-
zaqueinvolucren situacionesintramatematicas de
las que emerja el teorema, no se han disefiado adn
situaciones en un contexto extramatematico, por
lo que queda pendiente profundizar acerca de la
construccién de problemas «del mundo real» y su
relacién con el teorema de existencia y unicidad
de solucién de ED de primer orden.
Este estudio puede resultar de interés para quie-
nes ensefian ecuaciones diferenciales, dado que
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caracterizar en qué medida los alumnos recurren
a conocimientos previos para abordar las ED
posibilitara generar propuestas donde el foco
esté centrado en interpretar la ED para extraer
informacién, establecer relaciones entre objetos
matematicos conocidos, hacer uso de propiedades
y teoremas que anticipen caracteristicas de las
soluciones, y de esta manera ocuparse de otras
cuestiones, ademds de las técnicas de solucion.
Especificamente, en esta experiencia se pudo
observar que los alumnos tienen dificultades
para trasladar a otros contextos los aprendizajes
que han adquirido en el ambito de la Légica. Esto
se puede vincular a las premisas del aprendizaje
significativo, que supone que el aprender es un
proceso que implica construcciones y reelabora-
ciones de los esquemas de conocimientos.
Aunque son mltiples los factores queinfluyen en
elaprendizaje de diferentes conceptos, se piensa
que los libros de texto pueden obstaculizar o favo-
recerinstancias de aprendizaje. De la revision bi-
bliografica realizada surge lainquietud de que en
la mayoria de los textos no se enfatiza tanto que el
teorema establece condiciones que son suficientes
pero no necesarias para la existencia de solucion.
En este sentido, solo el texto de Dennis Zill (1997)
lo remarca através de diversos ejemplos aclarando
que sino se cumplen las hipétesis del teorema en
cuestion puede pasar cualquier cosa con la ED:
puede tener solucién o no tener; y en el caso de
que tenga solucidn, ésta puede ser tnica o no.

El desafio pendiente para los docentes es generar
situaciones de aprendizaje que busquen en cierta
forma revertir estos resultados y que posibiliten
un estudiointegrando los enfoques analitico, nu-
méricoy cualitativo acorde a las recomendaciones
hechas por los investigadores.
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Notas
() Una version preliminar de este trabajo fue presentado con el titulo: «Dificultades de los alumnos
para la comprensién del teorema de Existencia y Unicidad» en las Jornadas Cientifico Tecnoldgicas
que organizé la Secretaria de Ciencia y Técnica de la Universidad Nacional de Misiones del 15 al 17
de mayo de 2013 por los mismos autores.
@ La asignatura Andlisis IV se cursa en el primer cuatrimestre de tercer afio de las carreras mencio-
nadas, con una carga horaria semanal de seis horas reloj, distribuidas en dos clases de tres horas
cada una de caracter tedrico practico.
@) El proyecto dentro del cual se enmarca este trabajo se denomina «Contenidos matematicos basi-
cos: sen qué medida son un recurso para los primeros aprendizajes de ecuaciones diferenciales?».
@ Algunos de los libros sugeridos en el programa de la asignatura son: Apéstol, T. (1967). Calculus,
Vols. IyII, Buenos Aires: Reverté; Ayres, F. (1992). Ecuaciones Diferenciales. México: McGraw—Hill;
Blanchard P.; Devaney, R.; Hall, G. (1999). Ecuaciones diferenciales. México: Thomson; Borrelli, R.
y Coleman, C.S. (2002). Ecuaciones Diferenciales. Una perspectiva de modelacién. México: Oxford
University Press; Boyce, W. y Di Prima, R. (2002). Ecuaciones Diferenciales y problemas con valores en
la frontera. México: Limusa Wiley; Edwards, H.; Penney, D. (2001). Ecuaciones diferenciales. México:
Prentice Hall; Kreyszig, E. (2002). Matemdticas avanzadas para Ingenieria, lols. Iy II. México: Limusa;
Nagle, K.; Saff, E. y Snider, A. (2001). Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera.
México: Addison Wesley; Zill, D. (1997). Ecuaciones Diferenciales con aplicaciones de modelado.
México: Thomson; Zill, D. y Cullen, M. (2002). Ecuaciones Diferenciales con problemas de valores en
la frontera. México: Thomson.
®) Condicion de Lipschitz: si R es una region del espacio (x,y) de dimensién 2, entonces se dice que
la funcién f(x,y) es continua de Lipschitz en R, siempre y cuando exista una constante positiva k tal

que | fx,y,) - f(¥,) | <k|ly, -yl
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