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en los primeros grados
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Claudia Broitman, Claudia Castillo
y Alejandro Bernasconi Echeverria

/

Resumen

En este articulo presentamos avances de un estudio sobre conocimientos infantiles y condiciones
diddcticas para el tratamiento de problemas aditivos que buscan ampliar los sentidos del simbolo
igual que habitualmente se tratan en la escuela primaria. Analizamos las respuestas a una coleccién
de problemas presentados en primery tercer grado que exigen analizar la validez de equivalencias
entre calculos o entre calculos y nimeros y, en otros casos, completar equivalencias. Los alumnos
debian determinar la validez de las mismas yjustificar sus respuestas bajo la restriccion de no hacer
calculos, ni obtener resultados numéricos. Las situaciones elegidas ponen en juego un sentido del
simbolo igual que genera una ruptura con el sentido mas usual de las matematicas escolares de
los primeros grados.

El problema didéctico es presentado en didlogo con diferentes enfoques y antecedentes. Hacemos
foco en las respuestas y resoluciones de los alumnos incluyendo un detallado analisis de los errores
yde lasjustificaciones escritas para cada uno de los items que componen los problemas. Asimismo,
compartimos algunos aportes y reflexiones sobre la organizacion de las clases en vistas a generar

espacios de produccién de conocimientos matemdticos nuevos.

Palabras clave: ensefianza de
las matematicas, simbolo igual,
escuela primaria.
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Abstract

In this article we present the advances of a study on children’s knowledge and didactic conditions for
the treatment of additive problems that seek to extend the meanings of the equal sign as it is usually
treated in primary school. We analyze the answers to a collection of problems proposed to first and third
grade students that require analyzing the validity of equivalences between calculations, or between
numbers and calculations and completing equivalences. The students had to determine the validity
of those equivalences and justify their answers neither by making any calculations nor obtaining
numerical results. The chosen situations promote a sense of the symbol that generates a rupture with
the more usual sense of school mathematics in the first grades.

The didactic problem is analyzed in connection with different approaches and precedents. We focus
on the answers and resolutions of the students including a detailed analysis of the errors and justifi-
cations written for each of the items of the problems. In addition, we share some contributions and
reflections on the organization of the classes in order to generate spaces for the production of new

mathematical knowledge.

Keywords: teaching of mathema-
tics, equal sign, primary school.
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1. Introduccion al problema
y antecedentes®
Desde hacevarios afios ha sido reconocida la tensién
cuando los alumnos se inician en el estudio del &l-
gebra en la escuela secundaria dado el quiebre que
se provoca con el tratamiento aritmético propio de
la escuela primaria. La ruptura epistemolégica y
didactica que supone el llamado «pasaje de la arit-
mética aldlgebra» ha sido estudiada por numerosos
investigadores (Arcavi, 1994; Chevallard, 1985,
1989; Barallobres, 2000, 2017; Kierany Filloy Yagie,
1989; Panizza, Sadovskyy Sessa, 1995, 1996, 1999;
Sadovsky, 2005; Sadovsky y Sessa, 2005). En lineas
generales, estos estudios se ubican a fines de la
escuela primaria o en losinicios de la escuela secun-
dariay exploran, entre otras cuestiones, problemas
que motorizan una entrada al trabajo algebraico bajo
una gestion de la clase centrada en la circulacién
de nuevas relaciones y formas de pensar. Uno de
los sentidos de dichos estudios, ha sido apuntar a
un trabajo reflexivo y comprensivo de resolucion
de problemas que exijan un tratamiento algebraico
de manera tal, que los nuevos recursos y modos de
abordaje de los problemas se elaboren a partir de ser
medios necesarios para su resolucién (en oposicion
a aquellas perspectivas cldsicas que se centran en
introducir eluso de ecuacionesy la manipulacién de
expresiones como «traduccion» de los problemas a
un lenguaje algebraico presentado por el docente).
Arcavi (1994) analiza el poder de los simbolos
para mostrar y probar relaciones que superan el
tratamiento aritmético. Plantea que es preciso y
deseable que los alumnos logren interrumpir un
procedimiento mecdnico para buscar otras apro-
ximaciones que impliquen leer expresiones para ir
mds alld de la blsqueda de manipulacién y resul-
tados. Este autor enfatiza que este tipo de trabajo
matemdtico agrega conocimientoy discernimiento,
es decir, mas «capas» de razonamientos que ayudan
atener concienciay sentido de los roles diferentes
que puedenjugar los simbolos en distintos contex-
tos. Senala también que el simbolismo algebraico
deberfa ser introducido desde el comienzo en las
situaciones para que los alumnos puedan apreciar
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cuan poderosos pueden ser los simbolos para
expresar generalizaciones y justificaciones de los
fendmenos aritméticos. Esta tltimaidea constituye
un importante fundamento para pensary analizar
los problemas que aqui se presentan.

Sadovsky y Sessa (2005) y Sessa (2005) compa-
ran las practicas aritméticas con las algebraicas
y caracterizan a estas dltimas. Sefialan que en la
aritmética de la escuela primaria el trabajo se centra
en la resolucién de problemas con enunciados que
requieren una o varias operaciones aritméticas,
con datos determinados y, en general, con una
tinica solucion. Los alumnos deben elegir datos
para operar con ellos y arribar a una solucién; las
relaciones quealliintervienen se utilizan por pasos
sucesivos. Porel contrario, las practicas algebraicas
exigen explicitar relaciones entre conjuntos dein-
cognitasydatos paraarribara la solucion; permiten
un tratamiento de lo general y facilitan la explo-
racién y validacién de propiedades. Estas autoras
explicantambién que el objeto de laaritméticade la
escuela primaria son los ndmeros, mientras que en
el algebra elemental son las relaciones. Balacheff
(2000, citado en Sadovskyy Sessa, 2005) distingue
los modos de control en aritmética y en dlgebra®:
sefala que los contextos extra-matematicos de la
aritmética no exigen demostrar que se han agotado
todas las soluciones, en cambio, esta cuestién esun
punto central en el tratamiento algebraico.
Algunos de los estudios citados han explorado «in-
genierfas didacticas»® (Artigue, 1995) buscando,
entre otras cuestiones, presentar problemas que
posibiliten inicialmente a los alumnos utilizar sus
conocimientos aritméticos; pero, a medida que se
complejizan los problemas, la aritmética les resulta
insuficientey se inicia un tipo de tratamiento mas
algebraico. Grimaldi e Itzcovich (2013), alanalizar
tensiones en el paso de la escuela primaria a la
escuela media, comparten reflexiones sobre las
maneras en las que se viven las matematicas en am-
bos niveles de escolaridad. Nos advierten acerca de
como los mismos objetos pueden adquirir sentidos

Yupana [n11.17] 10]



diferentes segtn el tipo de institucién, tal como
sucede con el simbolo igual. Los autores sefialan
que en la escuela primaria este simbolo es usado
casi exclusivamente en su funcién de anunciar un
resultado, mientras que en las expresiones alge-
braicas adquiere el sentido de la equivalencia. Otras
rupturas analizadas refieren al tipo de practicas:
por ejemplo, las letras en la escuela primaria suelen
representar incégnitas mientras que en la escuela
media representan variables o indeterminadas.
También Barallobres (2000) analiza el estatus del
simboloigualentre las rupturas. En la aritmética de
la escuela es utilizado como anuncio de un resultado
(igualmenteaclara que pueden encontrarse escritu-
rasdeltipo4+3=6+1,enlacualeligualimplicaria
una relacién de equivalencia). Este autor analiza
cémo el estatus aritmético del simboloigual puede
constituirse en un obstaculo para elaprendizaje del
algebra, por ejemplo, provocando la aparicién de
expresiones que violan la transitividad y la simetria
delaigualdad (porejemplo, 18 +12=30-5=25).
Kierany Filloy Yagiie (1989) sefialan que considerar
que elmiembro de la derecha de unaigualdad debe
indicar un resultado, puede permitir a los alumnos
comprender ecuaciones del tipo 3x—5 =2, pero no
otras como 3x - 1=x+5. Sin embargo, también se-
fialan que una comprension pobre del simboloigual
y de las equivalencias no necesariamente significa
baja destreza para resolver ecuaciones.

Papini (2003) considera que la actividad algebraica
es una prdactica, una manera de abordar problemas
matematicos; incluso sefiala que algunos autores la
mencionan como una «minicultura». Esta actividad
usa como apoyo y punto de partida a la aritmética,
perovamdsalld, ampliando horizontes, resolviendo
de modos distintos, a través de nuevas herramientas.
La autora analiza como el dlgebra puede servir para
modelizar dentroy fuera de la propia matemdtica, y
de qué manera esta modelizacion permite generar
conocimiento. Un aspecto importante que forma
partede laactividad algebraica es la generalizacion,
intimamente relacionada con la modelizacién, que
implica un modo de pensary una bdsqueda constan-
te de regularidades, en busca de cuestiones que se
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repiten estructuralmente, para luego inferir que se
cumple la misma estructura para un grupo amplio de
situaciones. Detal modo, elalgebra permiteanalizar
casos genéricos y luego deducir lo que sucederia
con cualquier caso particular, a diferencia de lo que
ocurre con el tratamiento aritmético.

Los diferentes autores mencionados muestran
que aprender dlgebra implica un cambio de tipo
de pensamiento, pasar de situaciones numéricas
concretas a proposiciones mds generales sobre
los nimerosy las operaciones, y pasar de un modo
mas informal a un modo mds formal de analisis de
las situaciones y de representacion y resolucion de
problemas. Compartimos con ellos la concepcién
didacticay de trabajo matematico escolar centrado
en la produccién de los conocimientos a través de
interacciones con un medio resistente que es ge-
nerador de desequilibriosy de nuevos aprendizajes
matemadticos (Brousseau, 1986, 2007).

Desde otra perspectiva, los Gltimos afios han
sido muy fecundos en la produccién de una linea
de investigacién denominada Algebra Temprana
(Brizuela, y Schliemann, 2003, 2004; Carrahery
Schliemann 2002a, 2002b; Carraher, Schliemann
y Brizuela 2000, 2001, 2011; Martinez y Brizuela,
2006; Schliemann, Carrahery Brizuela 2001, 2011;
Schliemann y Carraher, 2002). Estos estudios
intentan instalar desde la escuela primaria, un
pensamiento algebraico y la puesta en circulacién
de consecuentes formas notacionales para el trata-
miento de problemas que, cldsicamente, suelen ser
considerados algebraicos y tratados en la escuela
secundaria. Existe hoy bajo la direccién de estos
autores, entre otros, un programa deinvestigacion
y de formacién docente continua que busca explo-
rar clases de problemas que amplian la tradicién
aritmética de las matematicas escolares iniciales.
Estos investigadores cuestionan la tajante sepa-
racion entre aritméticas para la escuela primaria y
algebra para la escuela secundariay conceptualizan
la posibilidad de abordar una perspectiva algebraica
de problemas aritméticos en las matemdticas de la
escuela primaria, desde la cual los nifios puedan
tratar y representar relaciones entre conjuntos de
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ndmeros. Plantean la posibilidad de «generalizar la
aritmética» y de ofrecer a los alumnos, desde la es-
cuela primaria, herramientas para tratar problemas
algebraicos a partir de situaciones que suelen tra-
tarse de manera aritmética. Esto implica tratar con
variables y no solo con datos concretos, estudiando
las relaciones que se establecen entre las diferentes
variablesy las reglas para entrelazar esas relaciones.
Carraher, Schliemanny Schwartz (2007, traduccién
2013) explican que eldlgebra en la escuela primaria
difiere de la que habitualmente se ensefia en la
escuela secundaria, dado que se desarrolla sobre el
soporte contextual de situaciones problematicas,
introduce la notacién formal de manera gradual y
estd entrelazada con temas del curriculo de este ni-
veldeescolaridad. Para estos autores, el tratamiento
algebraico inicial, implica el pasaje de lo particular
a lo general: letras para designar variables, uso de
tablas, graficos y notaciones algebraicas sencillas.
Concluyen quealusar ciertas herramientas notacio-
nales losalumnos pueden, de forma temporaria, abs-
tenerse del contexto de la situacion problematica,
centrarsuatencién en los simbolos escritosy operar
conellos. En las clases proveen a los alumnos de for-
mas especificas notacionales como medio para una
entrada en el pensamiento algebraico. Desde este
punto de vista, las representaciones se constituyen
en objeto de trabajo explicito en las experiencias
didacticas de estos grupos de investigacion.

Compartimos y hacemos nuestras sus preguntas
acerca de las posibilidades de aprender, en la es-
cuela primaria, a resolver problemas aritméticos
que exijan cierto nivel de tratamiento general —un
analisis de ciertas relaciones y variables— en lugar
de la usual restriccion escolar a tratar cantidades
particularesyabuscar resultados numéricos. Enten-
demos que esta posible ampliacion de los objetos
de estudio escolar constituye en simisma un aporte
valioso para pensar la ensefianza (en particular en
Méxicoy Argentina, donde los documentos curricu-
lares oficiales no abordan estas clases de problemas
y practicas). En el presente estudio, hemos tomado
también de esta sequnda perspectiva algunos tipos
de problemas que motorizan una entrada a un pen-
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samiento algebraicoy los hemos estudiado desde la
primera perspectiva diddctica mencionada®.

En este sentido, quisiéramos explicitar algunas
diferencias en la concepcion de gestion de la clase
con este segundo grupo de estudios. Como partimos
de la idea de que los conocimientos matematicos
deben ser elaborados como medio de solucién de
los problemas a los que los alumnos se enfrentan,
nos interesa centrarnos en la produccion intelec-
tualauténomade los niflosy en una gestion de clase
que esté sostenida, centralmente, por lanocién de
devolucién, es decir, por el conjunto de interven-
ciones docentes dirigidas a otorgar a los alumnos
la responsabilidad intelectual de sus decisiones
matematicas y a instalar un proceso colaborativo
de produccién a partir de los recursos elaborados
por los propios alumnos (Brousseau, 1986). Desde
este punto de vista, consideramos las notaciones
—tanto espontdneas como convencionales— como
marcas o sefiales de las conceptualizacionesy pro-
cedimientos de resolucién infantil.

Entre los antecedentes mas especificos para el
contenido de la parte de esta investigacion que
aqui se reporta, mencionamos el trabajo de Castro
y Molina (2007). Desde el enfoque de «dlgebra
temprana» destacan la importancia de la ense-
fianza del pensamiento relacional. Este tipo de
pensamiento, sefialan las autoras, busca centrar la
atencion en las propiedades de las operaciones y
en latransformacién de expresionesy operaciones.
Se proponen estudiar el desarrollo y la evolucién
de la comprension del igual a partir del analisis
de igualdades que pueden ser, 0 no, correctas. La
investigacion se realiz6 con nifios de 3er grado
(7-8 afios). Indagan las ideas iniciales que tienen
los nifios sobre el simbolo igual y los errores que
aparecen al considerarlo como anticipador de resul-
tado, a la derecha. Por ejemplo, algunos nifios con-
sideran falsa laigualdad cuando el resultado estd a
laizquierda. Las autoras reportan cémo a lo largo
decinco sesiones algunos alumnos pudieron pasar
de una primera forma de entender eligual como un
«estimulo para dar una respuesta» a concebir su
presencia como «expresion de equivalencia». De
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este estudio tomamos algunas de las equivalen-
cias con las que se ha trabajado —aunque nuestra
intencién no estd puesta en evaluar la adquisicion
del pensamiento relacional.

Por otra parte, consideramos que no es potente
analizar las respuestas de los alumnos en términos
de uso/no uso de este tipo de pensamiento, ni
consideramos que se trata de un pasaje definitivo
de una concepcién a otra del igual. Partimos, en
cambio, de la hipétesis de una construccién pro-
gresiva de concepciones en la que pueden convivir
diferentes sentidos del simbolo igual.

Los trabajos de Vergnaud (1990, 1991) han mos-
trado la complejidad que implica el aprendizaje de
un conceptoy la diversidad de problemas, procedi-
mientos de resolucién, formas de representacion,
teoremas en acto —entre otras cuestiones— que
abarca el proceso de conceptualizacién. Tanto en
México como en Argentina numerosos trabajos diri-
gidos a docentes —entre ellos una vasta produccién
de desarrollos curriculares— se han apoyado en sus
estudios sobre los campos conceptuales aditivo y
multiplicativo al proponer la ampliacién del tra-
tamiento diddactico de las operaciones a clases de
problemas que complejizanyvarian la mirada sobre
lasumaylaresta. Uninterés central de este estudio
es, entérminos generales, la pregunta acercade una
posible ampliacién —adn mayor— en la clase, de
problemas matematicos escolares para los primeros
grados en el campo aditivo: aquellos queinvolucran
el andlisis de la validez de ciertas equivalencias
entre calculos, o entre nimeros y calculos, y la
produccién de nuevas equivalencias, problemas
que sin duda han sido elaborados y estudiados
sistematicamente desde la perspectiva del dlgebra
temprana por los investigadores ya mencionados.
En sintesis, este estudio atraviesa varias «zonas» de
tension diddctica: las llamadas rupturas entre las
matematicas de la escuela primaria y las de la es-
cuela media, la posibilidad de cierto trabajo de tipo
algebraico en torno a porciones de matematicas
escolares iniciales, la ampliacién del tratamiento
diddctico del campo aditivo en los primeros grados
y, en particular, del simbolo igual.
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2. Decisiones metodologicas

La investigacién que presentamos® busca ampliar
el conocimiento de los procesos constructivos de ni-
fios en edad escolar sobre un campo de problemas,
en vistas a una posible produccién de situaciones
diddcticas, a la luzde los aportes de la metodologia
de «ingenieria didactica» (Artigue, 1995). Se uti-
lizaron dos estrategias metodoldgicas: entrevistas
(individualesy en pequefios grupos) queinvolucra-
ban la resolucion de problemas eintercambios sobre
los mismos (con alumnos de 2do grado) y clases en
aulas completas (en lery 3ergrado) de una escuela
primaria de la Ciudad de Querétaro, México®”). La
seleccién de la escuela se realizé teniendo en cuen-
ta su enfoque diddctico: precisdbamos para este
estudio que los alumnos estuvieran habituados a
enfrentarse autbnomamente a resolver problemas
matemdticos aln no ensefiados, a elaborar argu-
mentos y justificaciones y a participar en debates
colectivos sobre estrategias de resolucion usadas
y resultados obtenidos, mientras el docente man-
tenfa, provisoriamente, la incertidumbre sobre la
verdad o la validez de las ideas que circulaban.
Las clases estuvieron dictadas por docentes de la
misma escuela. Eltipo de problemas presentados a
los alumnos nunca habfa sido trabajado en ninguno
de los grados de la institucién.

El problema presentado en primer grado fue:

Sin resolver cada cdlculo piensen si estas iqualdades
son V (verdaderas) o F (falsas). Expliquen como se
dieron cuenta.

39+0=39+3

34=34+12

29=29-0

54 -17 =54 +17

Todos los nimeros seleccionados eran menores a
100y las operacionesinvolucradas fueron solamen-
te sumasy restas, portratarse del campo numérico
yde las operaciones con las que los alumnos venian
trabajando. Seintent6 que hubiera casos de suma,
derestayqueinvolucraran en el mismo item ambas
operaciones. Ademds, el item a) fue propuesto
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por dos razones: por tener en ambos términos un
mismo sumando y porque en el segundo término
uno de los sumandos diferentes es 0. Se buscaba
identificar en qué medida los alumnos podian re-
conocer la desigualdad apoydndose en estas dos
caracteristicas. El caso b) fue incluido también por
dos razones: por tener un calculo en el término de
la derecha —rompiendo con la presentacion usual
de los cdlculos en la escuela—y por tener el mismo
ndimero en ambos términos, de modo de promover
el andlisis de que la igualdad no era posible dado
que el otro sumando era diferente de 0. El item c)
se decidid incluir porque también conservaba la
estructura del item b) con respecto al cdlculo a la
derecha —ciertamente disruptiva de la cultura es-
colar—y portratarse de un sustraendo 0, buscando
determinar si los alumnos lograban reconocer la
equivalencia entre ambos términos con el mismo
ndmero. El caso d) fue incluido en este problema
por presentar dos cdlculos que involucraban los
mismos nimeros —diferentes de 0— y que no im-
plicaban la misma operacién, apuntando a que los
alumnos pudieranidentificar que no podia tratarse
de operaciones equivalentes.

En la tarea propuesta a los nifios, en la clase de
primer grado, habfa un ftem: e) 58 = 100 — 58. El
analisis de los resultados nos ha permitido identi-
ficar que, a diferencia de los otros casos, requeria
apelar de manera directa a calculos memorizados;
en este caso 50+50 = 100. Y, si los alumnos inten-
taban argumentar sin apelar a resultados, como
indica la consigna, se forzarba a que dijeran algo
préximo a que «un nimero no puede ser equivalente
a otro nlimero al que se le resta ese mismo primer
ndmeroy y esta serfa una idea falsa —ya que 50 =
100 - 50—. Esta relacién implicaria distinguir, en
la construccion de una nueva relacién, que sies po-
sible cuando se trata de dobles y mitades, cuestién
que excede el nivel de complejidad y deintencion de
este problema. Porambas razones, hemos decidido
noincluir este item en el analisis de este articulo.
Los problemas presentados en tercer grado fueron
los siguientes:
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1) Sin hacer cdlculos, determinen si las siguientes
igualdades son verdaderas o falsas y justifiquen en
cada caso su respuesta.

a)73=73+29

b) 856 + 345 = 345 + 856

c) 289=289+0

d) 129-18=129 - 67

e) 876 =876 +216

f) 77+66=78+65

g) 234-175=235-176

2) Sin hacer cdlculos completen en cada caso con
un ndmero para que la igualdad sea verdadera.
Expliguen cémo pensaron cada uno.

a) 126 +371=371+[ |

b) 228 +49=] |+50

) 124-98=125-| |

d) 365-99=] |-100

Explicitaremos a continuacion las razones de la
eleccion de dichos casos. Todos los cdlculosincluyen
ndmeros menores a 1000, de dos o tres cifras, por
tratarse del campo numérico que los estudiantes
ya dominaban y con el cual operaban. También se
trabajo exclusivamente sobre sumas y restas para
poder realizar una comparacion con los resultados
obtenidos en el primer grado. Para este grupo, se
incluyé ademds un problema 2), que exigia la pro-
duccién de equivalenciasynosolo lainterpretacion
de la validez de equivalencias dadas.

En el problema 1), los items a), c) y €) compartian
la misma estructura de un calculo en el término de
la derecha y un nimero en el de la izquierda —por
ser una presentacion no usual en la escuela—,
compartian también que el ndmero del término de
laizquierda era el mismo que el primer ndmero del
cédlculo de la derecha y que este estaba operando
con una suma de una cantidad diferente de 0, como
ena)oe)y, en cambio, con el ndmero 0 en el caso
c). Estos tres items se diferenciaban, ademds, por
ser cantidades de dos o de tres cifras (ademds del
0). El item b) buscaba indagar si los alumnos re-
conocian laigualdad frente a los mismos niimeros
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y calculos en un orden diferente. La inclusion del
item d) pretendia relevar si los nifios lograban iden-
tificar que frente al mismo minuendo y diferente
sustraendo —diferente de 0— no podria tratarse
de una equivalencia. Estos primeros casos tienen
alglin correlato similar en primer grado. El item f)
fue construido considerando que los dos niimeros
del término de la derecha son respectivamente
mayor en 1y menor en 1 que los ndmeros del cdl-
culo de la izquierda, lo cual permite garantizar la
equivalencia de las expresiones por compensacion
deesa cantidad. Elitem g) apela a la propiedad por
la cual se mantiene la diferencia al ser el minuendo
y el sustraendo mayores con la misma diferencia
(en este caso + 1). La estructura de los dos dltimos
items —dada la mayor complejidad en la exigencia
de las propiedades y relaciones involucradas— no
fue propuesta en primer grado.

Enelproblema 2 se planteaba, a diferencia del pro-
blema 1ydelproblema de primer grado, completar
célculos para producir expresiones equivalentes.
Y del mismo modo que para el primer problema,
estaba la exigencia de justificacion verbal escrita
de las relaciones utilizadas, en este caso para la
eleccion del ndmero. El caso a) fue incluido para
ponerenjuego la propiedad conmutativa, al tratar-
sedeunode los dos sumandosiguales entreambos
términos, aunque en diferente orden. Elitem b) se
corresponde con el f) del problema anterior, dado
que se busca relevar si los nifios reconocen que
deben operar una compensacién de -1 dado que
50 es 1 mayor que el nimero 49 del otro término.
El item c) se corresponde del mismo modo con el
item g) del problema 1 dado que se trata de una
resta en la cual el minuendo del segundo término
es mayor por 1 al del primer término y para que se
conserve la igualdad debe también el sustraendo
ser mayor por 1 al del primer término. Y el item
d), potenciando el andlisis de la misma relacién,
presenta el sustraendo —en lugar del minuendo—
también con una diferencia de +1 con respecto al
sustraendo del término de la izquierda.

La gestion prevista de las clases para ambos grados
involucraba tres momentos diferenciados:
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a) Fase de lectura y explicacién de la consigna por
parte del docente de la tarea, sin dar pista alguna
sobre resultados o formas de resolucién.

b) Fase de resolucién escrita de los problemas en
parejas®.

c) Fase de intercambio colectivo —a partir de la
escritura en el pizarrén por parte del docente,
de cada item y manteniendo provisoriamente la
incertidumbre sobre la validez de las respuestas y
argumentos de los alumnos.

Porrazones de extension, en este articulo nos cen-
traremos especialmente en lafase b) de resolucién
escrita y solamente haremos mencién a la fase c)
cuando las intervenciones orales de los nifios re-
fuerzan o modifican sus propias respuestas escritas.

3. Analisis de resultados

en primer grado
El docente expone la consigna: «Les voy a dar unas
cuentas, unas operaciones y ustedes van a poner si
es verdadero o es falso, pero tienen que explicar por
qué creen que es verdadero o por qué creen que es
falso. No tienen que resolverlas ni tienen que hacer
cdlculos, cuentas. Tienen ustedes que very a partir
de lo que ven y analicen, tienen que decir si lo que
estd ahi es verdadero o es falso.» Y luego presenta
un ejemplo diferente de los que van a resolver.

D: Si yo pongo (escribiendo), 345 + 723 esto es
igual a 345 + 723, ;qué pondrian?, ;que es falso
o verdadero?

Alumno: Verdadero.

D: s Por qué verdadero?, ;en qué te fijaste para decir
que es verdadero?

Alumno: Porque ahi dice lo mismo: 345 + 723 es
iguala 345+ 723

D: Entonces esto es igual a esto, entonces verdadero,
ok, tendrian que poner verdadero y dar una explica-
cion. Falso si ustedes creen que lo que estd de un
lado no es igual a lo que estd del otro.

Otro alumno: jAhh, tiene que estarigualito los dos!
D: No sé como deberian estar. Esto es solo un ejem-
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plo al menos para que lo entiendan. Recuerden que
tienen que poner verdadero o falso y ademds tienen
que poner por qué es verdadero y por qué es falso.

Podemos observar como el docente ante la inter-
vencion de un nifio: «;Ah, tiene que estar igualito
los dos!» responde «no sé como deberian estary. Esta
respuesta del docente es evasiva en tanto busca no
validar la afirmacién delnifio para que su conclusiéon
sobre elejemplo dado no sea generalizada a los otros
casos. Creemos que si el docente hubiera validado
e institucionalizado esta respuesta —que sin duda
es correcta para el ejemplo dado— los alumnos
hubieran apelado a aplicar de manera directa esta
Gnica propiedad creyendo que es lo que debian
buscar en el problema a continuacién. En cambio,
el docente, con su fingida duda, relativiza la con-
clusiény noalienta a que los nifios crean que lo que
fue un criterio devalidez en ese ejemplo, deba serlo
necesariamente en los ftems que luego presentara.
Elmaestro ha elegidointencionalmente un ejemplo
quenoimplicaraapelaraningunade las propiedades
que seran promovidas, y posiblemente desplegadas
luego de maneraimplicita, para que no parezca que
esta presentando un ejemplo como en los modelos
cldsicos de ensefianza en los cuales la tarea delalum-
no consistira solo en una posterior aplicacion de lo
ya ensefiado. Analicemos las respuestas relevadas.

ftem a) 39+0=39+3

Todas las parejas de alumnos reconocieron la
falsedad del enunciado. Podemos suponer que la
inmediata percepcion de las diferencias entre los
miembros por parte de los nifios facilité el recono-
cimiento de la desigualdad de los calculos.
Monzei y Francisco no supieron, a diferencia del
resto, brindar una justificacion. Anacris y Andrea;
Ana Lucia y Andrés y la pareja formada por Emiy
Luzreproducen de manera escrita los miembros con
agregados como «no da» o «no puede ser igual».
Otros alumnos apelan a resolver los cdlculos colo-
cando allado de cada miembro su correspondiente
resultado, por ejemplo, las parejas Maria José y
Biko; Ximena y Rafay la de Pablo y Sofia.
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Jorgey Constanza (Figura 1), realizanjustificaciones
mds elaboradas ya que ponen enjuego la diferencia
numérica entre los sumandos de ambos miembros:
«Falso» «Porque en el primero dise (dice) sero (cero)
yen la otra no dise (dice) sero (cero) dice tres».
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Figura 1.

Respuesta de Jorge y Constanza.

También Andoni muestra que el primer miembro
no esigual al segundo, encerrando con un circulo
los nimeros diferentes (0y 3). Reconocemos que,
igualmente, estas dos dltimas explicaciones no
incluyen la aclaracion acerca de que el otro ni-
mero que se suma en ambos casos si es el mismo,
posiblemente porque para los alumnos haya sido
innecesario porque «se ve».

ftem b) 34 =34+ 12

Todos los alumnos reconocen la falsedad de la
igualdad. Posiblemente los nifios, centrandose
en el dato numérico constante, (34) y teniendo
en cuenta que hay un cdlculo solo en el segundo
miembro, identifican la falsedad de la expresion.
Este ftem pone en juego la propiedad:a#a+bsib
# 0 aunque no se espera que los alumnos la plan-
teen en estos términos o que expliciten que es falso
porgue el ndmero que se suma no es 0.

Monzeiy Francisco no otorgan ninguna explicacion
a la asignacion de falsedad. Otros alumnos justifi-
can la falsedad apelando al resultado del segundo
miembro (46), como hicieron Andoniy las parejas
formadas por Ximena y Rafa y por Ana Lucia y An-
drés. Algunos se limitan a justificar escribiendo
«porque no es igual», como las parejas de Anacris
yAndrea, Maria Joséy Bikoy la formada por Jorgey
Constanza. Otras parejas, como Emiy Luz (Figura 2)
invierten los miembros y los nimeros del sequndo
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miembro para justificar la falsedad. Es posible que
esta eleccién descanse en la estructura que tradi-
cionalmente ofrece la escuela en donde el calculo
serepresentaalaizquierdaya la derecha se coloca
elresultado, cuestion que hemos mencionadoyaen
los antecedentes. En este caso, parecerian empezar
por el 12 para leer el calculo.

whePOr gue 1213t N0 44 3¢

Figura 2.

Respuesta de Emiy Luz.

Pablo y Sofia justifican que es falso escribiendo un
calculo para cada miembro (Figura 3). En el primer
caso suman 0 en un intento de completar «lo que
falta» al miembro de la izquierda. Podria ser que
aparezcaaquilaideade quea laizquierda debe haber
un calculoy que para comparar es preciso que los dos
miembros seaniguales en su estructura. También po-
driamos interpretar esta produccion como un modo
de mostrar que no son equivalentes porque para que
lo fueran seria necesario sumarles el mismo ndmero.

fonmsanra po(ANC HHO=3T 24 117,

Figura 3.

Respuesta de Pablo y Sofia.

ftemc) 29=29-0

Monzei y Francisco corrigen el valor inicial otorgado
(cambian FporV). Elresto de las parejas da unvalorver-
dadero a la equivalencia desde su primera respuesta.
Dos parejas no realizan ninguna justificacién
(Monzei y Francisco; Pablo y Sofia). Seis parejas
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justifican su respuesta centrandose en la opera-
cién del segundo miembro con su correspondiente
resultado y realizando una transcripcion de la
equivalencia. Una de ellas es la pareja de Emiy Luz
quienes ademds «ordenany el cdlculo invirtiendo
los miembros (Figura 4). Sin embargo, al escribir el
segundo miembro de laigualdad, invierten también
el minuendo y el sustraendo. Interpretamos que
estos nifios «leeny el calculo de derecha aizquierda
para que les quede una escritura como las que ellos
conocen: primero el cdlculo, luego el resultadoy por
ello empiezan porel 0. Sibien la respuesta «V» para
la proposicion es correcta, no lo es para su propia
escritura ya que 0 — 29 daria un nlmero negativo,
conocimiento no disponible en primer grado.

% POr que 0-29 S{ 40 Qq

Figura 4.

Respuesta de Emiy Luz.

También Ximenay Rafainvierten los miembros de la
igualdad (Figura5), posiblemente en unintento de
presentar el orden de las operaciones tal como viven
en laaritmética escolar. Ademads, realizan un cambio
deoperacidonalsumar0en lugarderestar. Quizas los
nifios ya sepan que sumary restar 0 no «cambia el
resultado», o bienal primer 29 le sumaron un 0 para
que haya también un cdlculo a la izquierda y luego
seolvidaron de escribirel 0 restando al segundo 29.
0 también es posible que sea solo una confusion.

29 =29-0 /
Voo for que - 2950 - 29,

Figura 5.

Respuesta de Ximena y Rafa.
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Jorge y Constanza producen una justificacién mas
elaborada explicitando la presencia del cero en
uno de sus miembros (Figura 6). Apelan, con sus
palabras, al valor neutro del 0, aunque no aclaran
que «no vale nada» cuando se trata de sumarlo,
suponemos porque lo dan por sobreentendido.
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Figura 6.

Respuesta de Jorge y Constanza.

ftemd) 54 -17 =54 + 17

Frente a este caso, cinco parejas modifican respon-
den que es verdaderoy luego lo corrigen poniendo
F. Suponemos que esto se debe a una primera
lectura rdpida de la escritura dada en la que los
nifios identifican que los nimeros son iguales en
ambos miembrosy un seqgundo momento en donde
identifican que no se trata de la misma operaciény
entonces modifican su respuesta.

Dos de las parejas (Monzei y Francisco; Pablo y
Sofia) no elaboran ninguna explicacion. Otras dan
respuestas no deltodo completas o elaboradas como
las observadas en Anacrisy Andrea quienes afirman
que «no es lo mismox, pero no justifican por qué, o
la de Andoni, la de Ana Lucia y Andrés o la de Emiy
Luz quienes reproducen la escritura o parte de ella.
Tres parejas explicitan la presencia de los simbolos
diferentes con justificaciones: «por qué hay que
fijarse en— o en +» por parte de Jorgey Constanza,
«por qué no son los mismos signos» de Maria Joséy
Biko, y «porque el -y el + no es igual» por parte de
Ximenay Rafa (Figura 7). En este Gltimo caso reali-
zan las cuentas como parte de sujustificacion, casi
como una demostracion para el lector, dado que los
célculos forman parte del texto argumentativo que
elaboran «porque el -y el + no es igual y porque ...
(colocando los cdlculos)».
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Figura 7.

Respuesta de Ximena y Rafa.

Evidentemente estas explicaciones dan por sobre-
entendido que se trata de los mismos ndmeros,
cuestion que desde el punto de vista de estos nifios
parece no requerir aclaracion.

4. Sintesis de resultados
Alconsiderar las 9 parejasy los 4 items resueltos por
cada unasurge un total de 36 respuestas obtenidas.
Como puede apreciarse en el Grafico 1, de las 36
respuestas, 30 (aproximadamente el 83% del total)
otorgaron desde el primer momento, de manera
correcta, la Verdad/Falsedad de los enunciados.
Las otras 6 respuestas (aproximadamente el 17%)
muestran una revision de los valores iniciales asig-
nados. Y no aparecen respuestas erréneas no modi-
ficadas. No tenemosidentificado si el momento del
cambio de las decisiones adoptadas por los alumnos
es previo o posterior al intercambio colectivo. Es
interesante destacar que tales modificaciones se
agrupan solamente en dos ftems: 54— 17 =54+ 17
(5 parejas)y29=29-0 (1 pareja) que presentaron
mds dudas y dificultades a los alumnos. Hipoteti-
zamos que frente al primer caso, una centracién
inicial en la igualdad de los nimeros pudo haber
generado una primera impresién de igualdad, y
en el sequndo, la diferencia entre la cantidad de
ndmeros entre ambos miembros de laigualdad, con
la repeticion de uno de ellos, pudo haber provocado
una primera impresion de desigualdad hasta que
identificaron que se trataba de sumar 0.
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[0 Respuestasiniciales correctas

[ Respuestas iniciales incorrectas y con correccién posterior

S J

Grdfico 1.

Correccion de respuestas
del problema de primer grado.

En las justificaciones escritas se observa que 30 de
las 36 respuestas (aproximadamente el 83%) inclu-
yen una explicacion delvalor otorgadoy 6 respues-
tas (aproximadamente el 17%) no presentan nin-
guna justificacion. Agrupamos las justificaciones
en dos niveles: un nivel menos elaborado, cuando
transcriben partes de la equivalencia, cuando solo
realizan los calculos, o cuando expresan relaciones
correctas pero incompletas tales como «no puede
serigualy», «no puede seriguala...», «no puede ser»
«noes lo mismo» o «porque es igual»; y un nivel mas
elaborado: cuando apelan a ciertas propiedades en
forma mas explicita, aunque l6gicamente, con sus
propios términos (por ejemplo explicar que son
los mismos niimeros en ambos miembros con otra
operacién; mismos niimeros en ambos miembros,
apelar a relaciones que podemos identificar como
la propiedad uniforme de la suma®y la propiedad
fundamental de la resta®®, elemento neutro de la
suma y la resta, etc.). Somos conscientes de que
esta distincion en niveles no es del todo rigurosay
que la consideracion de «<menos elaborada» y «mds
elaborada» es bastante delicada y dependiente de
la edad de los alumnos y de las expectativas de
quien interpreta las respuestas. Sin embargo, alin
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con sus limites, nos permite tener una aproxima-
cioén cuantitativa al tipo de respuestas relevadas.

Una pareja no justifica ninguno de los items: Mon-
zei y Francisco. Cinco parejas realizan en todos
los casos justificaciones menos elaboradas: Emiy
Luz, Ximena y Rafa, Ana Lucia y Andrés y Anacris
y Andrea y por dltimo Andoni. Una pareja realiza
algunas justificaciones menos elaboradas y una
mds elaborada, como el caso de Maria José y Biko.
Una pareja responde en algunos items sin justificar,
en otros produce explicaciones menos elaboradas
y en otro mds elaborada, como es el caso de Pablo
y Sofia. Y solo una pareja responde en todos los
items con un nivel elaborado de justificaciones. Es
decir que encontramos un caso para cada uno de
ambos extremos (ninguna justificacion y justifica-
ciones elaboradas para todos los items), y varias
combinaciones intermedias en las otras parejas,
prevaleciendo la elaboracién de justificaciones
que hemos considerado como menos elaboradas.
En sintesis, como puede apreciarse en el Gréfico 2,
hay 6 respuestas sin justificar (aproximadamente
el 17%), 22 con una justificacién menos elaborada
(aproximadamente el 61%) y 8 (aproximadamente
el 22 %) con un nivel dejustificacién mds elaborada.

[ Justificacion menos elaborada M Ninguna justificacién

M Justificacién mds elaborada

- J

Gridfico 2.

Nivel de justificaciones escritas
del problema de primer grado.
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Cabeaclarar que, si consideramos lasjustificaciones
orales, las repuestas pertenecientes ajustificaciones
mas elaboradas asciende a 10 (aproximadamente el
28%). Varios alumnos quejustificaron transcribien-
do la equivalencia y expresando apenas si son 0 no
son equivalentes, o bien incluso omitieron explicar
por escrito, en el momento colectivo producen
oralmente argumentos que ponen en juego las
propiedades ya mencionadas de las operaciones.
En el espacio colectivo que habilita el docente para
el analisis de las respuestas, logramos identificar
diferencias y avances con respecto a la resolucién
escrita por parte de los alumnos. Ademas, en esta
fase surgen nuevos argumentos ausentes hasta el
momento. Por ejemplo, Andrésy Lucia, para el item
escrito 29=29-0, responden «porque 29=29-0 es 29
asi que no puede ser» mientras que en el espacio
colectivo y oral Andrés explica, con sus palabras,
el valor neutro del cero para la resta: «porque 29
igual a 29, pues da 29 menos 0, no le quitas nada
entonces seria 29». Estos mismos alumnos, frenteal
item 54-17=54+17 en la hoja brindaron un intento
deexplicacion que se encuadra dentro de los niveles
menos elaborados dejustificacién. En cambio, en el
intercambio grupal, ante el pedido de justificacion
por parte del docente Andrés responde «porque 54-
17 da algo menor que 54 que es lo que te deberia dar
v54+17daalgo mds que 54 que era lo que te deberia
dary. Esta explicacion de los alumnos es muy supe-
radora de la que ellos mismos realizaron de manera
escrita eincluso de la de muchos compafieros. Estdn
apelando a una explicitacion de las relaciones entre
los datos para arribarala solucién que no se basaen
los resultados, sino en relaciones entre los nimeros:
«este deberia dar menos y este deberia dar mds». Esta
explicacién es original para estos alumnosy no habia
aparecido antes en la produccion escrita de ninguna
pareja, nien el espacio colectivo hasta ese momento.
Otra de las parejas en las que se observa una evo-
lucién en el espacio colectivo, es la conformada
por Pabloy Soffa; frente a 54-17=54+17 en la fase
escrita no efectdan explicaciones (tampoco para
elresto de los ftems), mientras que en elmomento
de difusion de respuestas, Pablo otorga un nuevo
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argumento mas elaborado centrado en el valor
de los simbolos «+» y «-«: «porque 54-17 te da un
resultado y 54+17 te da otro resultado» y «porque
en uno dice -y en el otro dice +».

También Andoni explica mejor su respuesta frenteal
item 54-17=54+17 dado que habia escrito que era
verdadero. En lajustificacién oral muestra que ha-
biainterpretado como 54-17 +17 =54 expresando:
«sia 54 le saco 17 y después se lo sumo 17 da 54».
Maria José y Biko, quienes también inicialmente
apelana latranscripcion del enunciado 34=34+12,
en lafase oral ofrecen unargumento centradoen la
cantidad de nimeros del segundo miembro. Maria
José dice: «la de antes tiene menos nimeros y en
la otra si tiene mds para sumar». A pesar de que no
aclara que uno de los ndmeros es el mismoy que el
otro que se suma no es 0, podriamos considerarla
como con un nivel de justificacién elaborada dado
que busca explicar que el miembro de la izquierda
quedard menor que el de la derecha.
Lamentablemente, tanto por las diferencias en los
niveles de participacién de los alumnos, como por
el modo de recoleccién de datos, no estamos en
condiciones de cuantificar niveles de justificacin
oral para todos los grupos.

5. Analisis de resultados del

primer problema en tercer grado
Recordamos al lector que en este grupo se presenta-
ron dos problemas. En el primero, al igual que para
primer grado, la situacién exigia determinar la validez
de una igualdad entre dos miembros, uno o ambos
formados por un cédlculo y sin buscar los resultados
de los calculos. En el segundo problema se solicitaba
a los alumnos completar un nimero en un lugar va-
cio de tal manera de que la igualdad sea verdadera,
también sin calcular. Para ello los alumnos debian
apoyarse en eluso de propiedades, aunqueimplicitas.
La primera clase comienza con una breve explicacién
del maestro sobre la actividad que van a realizar:
«Este trabajo lo van a hacer en parejas... La pareja
debe decidir lo que van a responder. Aqui hay varias

Yupana [n11.17] 20]



cuentas, lo que tienen que hacer ustedes es poner si
la cuenta™ es verdadera o si es falsa, pero ;en qué
sentido?, no pueden hacer cdlculos, sino que se tienen
que fijar en los nimeros que estdn y a partir de los
nidmeros decir si lo que estd de un lado del igual es lo
mismo que lo que estd del otro lado. Si es lo mismo
ponen que es verdadero, si no es lo mismo ponen que
es falso; pero tienen que explicar por qué dijeron lo
que dijeron, por qué es verdadero o por qué es falso, en
que se fijaron». Nos interesa resaltar de la consigna
dada poreldocentevarias cuestiones. Porun lado, el
docente otorga la responsabilidad de las decisiones
a los alumnos con la promocién de un trabajo auté-
nomo sobre un tipo de problemas que nunca antes
han resuelto en la escuela. Porotro lado, la consigna
prevé laimportancia de que los miembros de la pareja
se pongan de acuerdo entre si favoreciendo un in-
tercambio deideas previo a la escritura, la exigencia
de argumentacién y (a exclusion de la bisqueda de
resultados numéricos de los calculos involucrados.
Analizaremos ahora los resultados por item.

ftema) 73=73+29

Todos los alumnos responden que es falso y sin
hacer cdlculos, aunque con niveles variados de
explicacién. Algunas parejas realizan justificacio-
nes incompletas apelando a que la suma produce
un aumento o al menos alguna transformacion.
Por ejemplo, Ian y Leonardo explican que es falso
diciendo que si hay una suma no puede serigual,
sin aclarar que hay un ndmero que si esta presente
en ambos miembros (Figura 8). Creemos que esta
ausencia se debe a que a simple vista se pueden
identificar los dos 73 y entonces los alumnos po-
drian considerarinnecesario aclararlo.

ORIED ollo! Por que o uno le Sines
T Un numerg. Pues vwo es ﬂugl

Figura 8.

Respuesta de Ian y Leonardo.
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Sara y Elias repiten los ndmeros involucrados y
refieren al primer miembro como el «resultado»,
repitiendo el 73 (Figura 9). Aunque es correcta la
justificacién no elaboran un argumento mds con-
tundente acerca de por qué no seria posible que
fueran equivalentes.

TB=73+29 DoRAL ! y” ~do 2% ?ﬁ
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Figura 9.
Respuesta de Sara y Elias.

Renata, Armando y Adridn (Gnico grupo de tres) di-
cen que es falso «porque tiene el simbolo de la suma
entonces el resultado deberia ser mds», sin aclarar
que hay un ndmero repetido en ambos miembros.
Otras parejas se centran en el nimero constante
que se repite en ambos miembros. Corinney Andrés
explican que «setenta y tres y veinte nueve no dan
setenta y tres» y Marifer y Matias también elaboran
una respuesta similar (Figura 10).

?3=?3+29FQ\§O B , Cate 13
P-chrisT 13 £S5 alal J. 3
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Figura 10.

Respuesta de Marifery Matias.

Mariano y Lupita justifican la falsedad en que un
ndmero se repite y que el resultado no puede ser
igual a uno de los sumandos (Figura 11). Como es
esperable para este grado de la escolaridad, no
incluyen en su explicacion que podria sumarse 0y
conservarse la equivalencia.
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Figura 11.

Respuesta de Mariano y Lupita.

Manuely Margarita argumentan que es falso porque
«el resultado no puede ser mds pequerio que lo que
sumaste», considerando el primer miembro como
«resultado» del cdlculo del sequndo miembroy sin
que esto les produzca las contradicciones que les
produce a otras parejas. A la vez, ponen en juego
la propiedad «si sumo algo dard mas». También
Yaely Dana resaltan el «cambio» que sufrirfa el 73
generando un nimero mayor (Figura 12).

71=73+29 Rl 5o e 3\ somes H Cﬂmlbio
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Figura 12.

Respuesta de Yael y Dana.

Ana Paulay Regina también realizan una explicacién
centrada en el nimero que repite pero que apela a
cierta generalizacion inicialmente refiriéndose a que
«hay dos iguales». Luego dicha incipiente distancia
de los nimeros involucrados se diluye al escribir el
resto de la justificacion «Porque hay dos iguales y si
tienes 73y 29 no te da el resultadoy. También aqui
prevalece en suargumentacién la mirada clasica del
igual antecediendo al «resultado» a obtener.

Entre las explicaciones mas elaboradas destacamos
lastres siguientes. Alfredoy José Pablo apelanala
propiedad acerca de que la suma (de nimeros na-
turales) produce un aumento en la cantidad inicial
elaborando una explicaciéon genérica—en tanto no
ponen referencias a los nimeros que soniguales ni
a cuanto aumenta— (Figura 13).
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Figura 13.

Respuesta de Alfredo y José Pablo.

Isaac y Nanl sefialan la repeticién de uno de los
ndameros en los dos miembros de la expresion y
que siaese ndmero le aplican una suma el nimero
aumentara: «porque 73y 73 es igual pero si le agre-
gas mds cantidad es mds ndmerox». Encontramos
también aqui una respuesta anticipatoria, y una
explicacién que se aleja de los ndmeros particula-
res, formulando una generalizacion.

Por dltimo, Diego y Maria (haciendo referencia a
que «Ale», la docente del grupo, leyd el item como
una pregunta) identifican sin hacer célculos que
es falso. Los nifios al transcribir la pregunta de la
docente (quien dice «si 73 esigual a 73 mas 29»)
invierten los miembros poniendo en primer lugar el
de la derecha, cuestion que ya hemos mencionado
para otros casos (Figura 14). Destacamos ademds
que en los argumentos acerca de la falsedad, estos
alumnos agregan cudl deberia ser el nimero que
se le deberia sumar a 73 para que se cumpliera la
equivalencia apelando a la propiedad de que solo
sumando 0 a un nimero la suma sera equivalente
a ese mismo ndmero.

i SR ., . Aba o % a
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Figura 14.
Respuesta de Diego y Maria.
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ftem b) 856 + 345 = 345 + 856

Dos parejas de alumnos otorgan un valor falso a la
equivalencia. Ana Paula y Regina justifican: «(aun-
que) sean iguales estdn mal acomodados», y para
ellas, alestar en distinto orden, ya no soniguales (Fi-
gura 15). Podriamos pensar que esta respuesta puede
obedecera no disponerde la propiedad conmutativa
(en términos implicitos) o bien a sus concepciones
sobre qué significa «ser iguales», dado que en tér-
minos figurativos ambos miembros no son iguales,
aunque sean equivalentes en términos matematicos.
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Figura 15.

Respuesta de Ana Paula y Regina.

Corinney Andrés —quienes primero colocan Falsoy
luego lo cambian por Verdadero— explican por qué
es falso: «ochocientos cincuenta y seis y trescientos
cuarenta y cinco y no dan trescientos cuarenta y
cinco» interpretando el primer ndmero luego del
simboloigual como el «resultado» del cdlculo de la
izquierda, error que habfamos mencionado también
en los antecedentes (Figura 16).

856 + 345 =345+ 856 v edalspor UT ochocientos
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Figura 16.

Respuesta de Corinne y Andrés.

Veamos lasjustificaciones de quienes la consideran
verdadera. Renata, Adridany Armando elaboran una
respuesta no del todo completa: «porque esa suma
eselresultadoy. Otras parejas consideran verdadera
esta equivalencia apelando, aunque con sus propias

C. Broitman, otros - Hacia la ampliacion de sentidos...

palabras, a la propiedad conmutativa de la suma,
conocimiento construido por los nifios que posi-
blemente ha funcionado de maneraimplicitay que
esta situacioninvita a poner en palabras. Aparecen
justificaciones como las siguientes: «los resultados
serdn iguales porque son los mismos nimeros, pero
acomodados en otro orden» (Saray Elias); «son los
mismos niimeros, pero en distintos lugares» (Alfredo
yJosé Pablo), «esigual solo cambia de lugar» (Isaac
y Nanl); «es lo mismo solo que al revésy» (Diego y
Marfa), «es igual pero desordenado» (Marifer y
Matias), «porgue son los mismos ndmeros solo que
estdn volteados» (Mariano y Lupita). Una pareja
apela a que ambos miembros tienen los mismos
ndmeros, pero sin referirse al orden en su justifi-
cacion: «porque tiene los mismos nimeros de uno
que del otro» (Manuely Margarita).

Otras parejas no centran sujustificacién en elorden
sino en la operacién entre los sumandos, como
Ian y Leonardo quienes «ven» el mismo nimero
de ambos lados del simbolo igual y a cada lado el
mismo que se le suma (Figura 17). Si bien estdn
considerando la conmutatividad de la suma de
manera implicita no hacen referencia a ese «estar
al revés» como muchos de sus compafieros, sino a
la transformacion que se opera sobre uno de los
ndmeros en ambos miembros.

856 + 345 =345 + 856 Vef‘doc}et’“ai e Sumos
lo MiSmoon Yos des.

Figura 17.

Respuesta de Ian y Leonardo.

La respuesta de Yael y Dana también involucra
una justificacion mds general en las que dan por
sobreentendido que el orden no importa: «porque
sumas las mismas cantidades». En esta respuesta
noaparece unaidea de suma como transformacién
(«agregar» 0 «aumentar»), sino de la suma como
unién de cantidades.
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ftemc) 289=289+0

Una de las parejas (Corinne y Andrés) escribe una
primera respuesta «falso» y luego la corrigen por
«verdadero» sin justificacion. Todas las demas
parejas consideran verdadera la equivalencia y
ofrecen justificaciones.

Algunas respuestas repiten los ndmeros en sus
explicacionesysibien son correctas no resultan del
todo elaboradas dado que no argumentan por qué.
Por ejemplo, las siguientes: «porgue es [6gico que
289 + 0 es 289» (Renata/Adrian/Armando), «289
+ 0 es lo mismo que 289» (Sara y Elias), «289 si le
sumas cero es 289» (Yaely Dana), «289 es lo mismo
que 289 + 0» (Diego y Maria).

Otras respuestas, que consideramos mas elaboradas,
explicitan elvalor del cero como elemento neutro para
la suma: «porque 289 y 289 le sumas cero y da igual»
(Isaacy Nanl). Entre estas explicaciones encontramos
algunas, como la de Alfredoy José Pablo (Figura 18),
que estdn expresadas en términos mds generales y
por lo tanto podrian valer para cualquier nimero: «si
sumas el cero que no vale nada es el mismo nidmero».

29 =289 +0N/{ d ad 360 Sowas el clro Qe
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Figura 18.

Respuesta de Alfredo y José Pablo.

Aparecen algunos argumentos mas elaborados y
expresados también con cierto nivel de generali-
zacion como los siguientes: «verdadero porque el
0 no vale» (Marifer y Matias), «no sumas nada a
ninguno» (Iany Leonardo), «si sumas con zero da
el mismo resultado» (Mariano y Lupita).

Manuel y Margarita explican que «no restas nada»,
suponemos que por una confusion de la lectura del
simbolo de la operacién. Ana Paula y Regina si bien
también apelan al cero como elemento neutro, pa-
receria que consideraran al cero como algo que no es
nlmero: «porque no tiene otro niimero nomds el cero».
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ftem d) 129 - 18 =129 - 67

Todas las parejas otorgan un valor inicial «falso».
Una pareja (Corinney Andrés) nojustifica, igualque
para los otros items. El resto presenta diferentes
niveles de explicacion. Renata, Adridny Armando,
asi como Manuely Margarita muestran que no son
equivalentes apelando al cdlculo y explicando
«no tiene el mismo resultado» y «no da el mismo
resultado entonces no es igual», respectivamente.
Saray Elias escriben: «porque 129-18 no es lo mis-
mo que 129-67» sin explicar por qué. Yael y Dana
reconocen que es falsoy muestran la diferencia en
los nimeros que se restan al 129 sin explicitarlo del
todo, aunque incluyendo un «pero» que refuerza
las diferencias (Figura 19).

129-18= 129-67 Fr 150 P que estue restado
129 -9 f’er@ en€l Ot lujo |26 -67

Figura 19.

Respuesta de Yael y Dana.

Otras respuestas correctas, aunque con un nivel re-
lativamente bajo oincompleto dejustificacién son
«si lo restas te da otra cosa» (Ana Paulay Regina) y
«porque al restar el niimero no daria el mismo resul-
tado» (Marianoy Lupita). Varias parejas se enfocan
en la diferencia entre los sustraendos: Alfredo y
José Pabloy la pareja de Diego y Maria comparten
la respuesta en donde los comparan: «67 es mayor
que 18» aunque noincluyen en su explicacién que
el minuendo es el mismo. También Iany Leonardo:
«le restas mds a unoy.

Una respuesta mas elaborada es la de Matias y Ma-
rifer, quienes explicitan, ademds de la diferencia
entre los sustraendos de las justificaciones ante-
riores, la repeticién de uno de los nlimeros en los
dos miembros de la expresion: «falso porque los dos
son 129 pero los otros niimeros no». También Isaac
y Nanl asi lo explican (Figura 20).

Yupana [n11.17] 24]



L
120.1s—.119-o?q -Poiq e WA | g9
peradvo \e reolyy

v

500) {jun/oj
v 4
7 quee | odp

Figura 20.

Respuesta de Isaac y Nanl.

ftem e) 876 =876 + 216

Todas las parejas otorgaron a esta equivalencia
un valor falso. Corinne y Andrés nuevamente no
justifican. Manuely Margarita explican que es falso
«porgque restas mds» posiblemente confundiendo
las operaciones. Otras respuestas con argumentos
no del todo claros o completos, como la de Ana
Paula y Regina, refieren a que «es falso porque el
resultado es diferente al igual» (Figura 21).

876 = 876+216 - 10,5 Povthe T\ Yo 50l Inyo

£s SLFCYQn&e al iojual

Figura 21.

Respuesta de Ana Paula y Regina.

Varias respuestas se centran en que hay una sumay
consideran al primer miembro como «el resultado»
del cdlculo del segundo miembro, tal como Saray
Elias quienes enfatizan la repeticién del 876 como
resultado y como sumando: «porque el resultado
dice que es 876 pero eso es parte de la suma la suma
es876+216 poreso el resultado es falso». Marianoy
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Lupita expresan: «porque al momento de sumareso
daria otro resultado y porque en uno sumas y en el
otro nox; para Renata, Adridn y Armando es falso
porque «a uno le sumas y al otro no»; para Matiasy
Marifer porque «le sumas a unoy al otro no» y para
Leonardo y Ian porque «le sumas a uno» sobreen-
tendiendo que le sumds «solo» a uno de los dos.
Respuestas mas elaboradas incluyen en la explica-
cién que hay dos nlimerosigualesy una suma opera-
dasobre uno de ellos, en algunos casos enfatizando
quealsumaraumentaria la cantidad. Diegoy Maria
explican «porque 826+216 es mds que 876» y si bien
no se refieren explicitamente a la operacién de la
sumaapelan a la transformacién de la cantidad que
se operaria a partir de la adicién de los sumandos.
Isaac y Nanl justifican la falsedad «porque 876 y
876 es igual pero le sumas mds cantidad a uno que
a otro» yYaely Dana «porque 876 no esigualasile
sumas 216 da un niimero mds grandey.

En términos mas genéricos, elaborando una expli-
cacion independiente de los nimeros, Alfredo y
José Pablo argumentan «porque hay dos iguales y
sisumas mds se va a hacer mayor».

ftems f) 77 + 66 = 78 + 65

yg) 234-175=235-176

Analizaremos ambos items de manera conjunta
dado que estan vinculados. En el item f) la equiva-
lencia esverdaderay poneenjuego, paralasuma, la
compensacion (+1y-1al comparar los respectivos
nmeros entre los miembros), y en el caso de la
resta también es verdadero porque al aumentar
la misma cantidad a minuendo y sustraendo se
mantiene la diferencia. La Tabla 1 ayuda a poner en
relacién las justificaciones de cada pareja.
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Como podemos observar, la cantidad de respuestas
erréneas y de cambios de respuesta es algo mayor
que para los items anteriores. Sianalizamos lasjus-
tificaciones de ambos items, encontramos algunas
relaciones entre los conocimientos puestos enjuego
y los argumentos elaborados en ambos casos. Para
la equivalencia entre sumas, cinco parejas asigna-
ron un valor falso a la equivalencia manteniendo
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Parejas Valor asignado | 77+66 = 78+65 Valor asignado | 234-175 = 235-176

Corinney Corrigen Falso | Nojustifican Falso No justifican
Andrés por Verdadero

Ana Paulay Falso «porque son distintos» Corrigenfalso | «soniguales que
Regina porverdadero | el anterior

Saray Elias Falso «porque la suma es 77+66 | Corrigenfalso | «poreso el resultado
y poreso el resultado no porverdadero | no puede ser»
puede ser 78+65»

Diegoy Maria Falso «porque 77+66=78+65 Corrigen falso | «porque es lo mismo»
es que 78+65 es mds que por verdadero
77+66»

Manuely Falso «porque le restas mds» Falso «porque la primera silaba

Margarita es y la del altimo ndmero
no es igualy

Yaely Dana Verdadero «porque 77+66 es igual a Falso «porque a234yal75y
78+65 porque le quitas al entonces da un resultado
66yleagregasal 77y diferente por dos»
da lo mismoy»

Marianoy Lupita | Verdadero «porque solo agregas un Verdadero «agregas un niimero y
ndmero y quitas uno en quitas uno en cada uno
cada uno de ellos» de ellos»

Isaacy Nanl Verdadero «porque en uno 78+65 es Verdadero «es igual»
igual pero 77+66 es igual
solo cambia de lugar en 1»

Matias y Marifer | Verdadero «porque pones uno y quitas | Verdadero «da lo mismo porque
unox» como es una resta da

el mismo resultado»

IanyLeonardo | Verdadero «porque al de la izquierda Verdadero «es casi lo mismo que
le sumas unoy al de la el de arriba»
derecha le quitas unoy.

Alfredoy Verdadero «Porque le restas a uno Verdadero «Por qué le restas a uno

José Pablo v le sumas al otrox» vy le sumas al otro»
Renata, Adrian | Verdadero «solo se mueve el 1». Verdadero «en el resultado si le
y Armando agregas uno al 234 y al
176 seria lo mismo»
S J
Tabla 1.

Justificacién de cada pareja.

dicho valory corrigiendo en un solo caso. También
encontramos seis respuestas erroneasiniciales para
la equivalencia entre restas, de las cuales tres han
sido luego cambiadas a «verdadero».

Nuevamente Corinney Andrés nojustifican, en esta
ocasién, con una respuesta correctay unaincorrec-
ta. Ana Paulay Regina dan respuestasincorrectas, y
luego para las restas la cambian a correcta, pero sus
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justificaciones centran la mirada exclusivamente en
que los nimeros que operan en ambos miembros
no son iguales, en una respuesta apoyada en as-
pectos mas bien perceptivos. Similares respuestas
y cambio de respuesta para las restas dan Sara 'y
Elias, asi como Diego y Maria, quienes en el caso de
las sumas dicen que el segundo miembro es mayor
seguramente por haberse centrado exclusivamente
en el primer sumando. Y, a pesar de los cambios
para las restas las respuestas no explican por qué
la equivalencia es verdadera.

Manuel y Margarita (en el segundo problema
Manuel trabaja con Eva) dan ambas respuestas
incorrectas. Resulta llamativo que, como les ha su-
cedido para otros items, confundan las operaciones
en sus argumentos. O quizds la resta haga alusion
a la diferencia entre los niimeros (se ha restado
1). Para las restas explican su respuestaincorrecta
diciendo «porque la primera silaba es y la del dltimo
nimero no es igual» apelando a «silabas» para re-
ferirse aparentemente a las cifras de cada nlmero
(las primeras «silabas» —decenas— no cambian,
las segundas «silabas» —unidades— si cambian).
YaelyDana dan una respuesta correctay elaborada
para las sumas en la que manifiestan que lo que se
agregay se quita es lo mismo. Destacamos de esta
respuesta que no hacen alusion, a diferencia de los
casos anteriores, a cuanto «se agrega y se quita»
expresando de alguna manera una propiedad mas
general. Sin embargo, en el sequndo de los items
analizados, ellas, erréneamente, consideran falsa
la sequnda igualdad analizando que la diferencia
es 2, lo cual valdria si fueran sumas (Figura 22).
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Figura 22.

Respuesta de Yael y Dana.
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Seis parejas (Marianoy Lupita; Isaacy Nanl; Matias
y Marifer; Iany Leonardo; Alfredoy José Pablo; Re-
nata, Adridn y Armando) dan respuestas correctas
paraelcasodelassumasy para el caso de las restas.
Para las sumas aluden a la compensacién entre las
diferencias, entre lo que «agregas» y «quitas» y
entre «uno mds» y «uno menos» realizando un
analisis que no se centra en los resultados, sino
en las relaciones entre los nimeros involucrados,
caracteristica que hemos mencionado que muchos
autores consideran una practica algebraica.
IsaacyNanl(Figura 23)yelgrupo de Renata, Adridn
y Armando, en lugar de expresar estas relaciones
COMO «se agrega» o «se quita» o como «uno mas»
0 «uno menosy se refieren a que «solo cambia de
lugaren 1» y a «solo se mueve el 1», lo cual podria
entenderse como 77 + 66 =77 + 65+ 1 =78 + 65
donde se descompuso el 66 en 65 + 1y luego se
asocié ese 1 con el 77, quedando en 78.
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Figura 23.

Respuesta de Isaacy Nanl.

Ahora bien, estas parejas que elaboran justifica-
ciones mds completas y claras para las sumas, no
realizan justificaciones del mismo nivel para las
restas. Cuatro dan explicaciones incorrectas en
tanto repiten la misma ya dada para las sumas o re-
fierenaellasa pesar de que las diferencias entre los
ndmeros son distintas (+1y-1para lassumasy+1y
+1 para las restas). Solamente dos parejas parecen
elaborar justificaciones correctas, aunque no del
todo completas. Matias y Marifer dicen que «da lo
mismo porque como es una resta da el mismo resul-
tadoy, respuesta que no nos permite atrapar si los
alumnos se dieron cuenta de que se han aumentado
ambas cantidadesy con la misma diferencia. Por otra
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parte, Renata, Adriany Armando expresan que «en
el resultado s le agregas uno al 234 y al 176 seria lo
mismoy pero no justifican por qué serfa lo mismo.

6. Sintesis de resultados para
el problema 1 de tercer grado
Este problema agrupa a 7 items y dado que son 11
parejas y un alumno que trabaja solo, es decir 12
respuestas por item, la totalidad de respuestas
obtenidas alcanza a 84. Del andlisis de las mismas
surge que 69 respuestas (aproximadamente el 82%)
otorgan un valor inicial correcto sobre la Verdad/
Falsedad de los enunciados, 8 respuestas (aproxi-
madamente el 10 %) soninicialmenteincorrectasy
asi permanecen. Identificamos 7 respuestas (apro-
ximadamente el 8%) en las que hay una correccién
de los valores iniciales (6 incorrectos que pasan a
correctosy 1 correcto que pasa a incorrecto), como
puede verse en el grafico 3. Como ya hemos sefia-
lado a propésito de los problemas de primer grado,
nuestros datos son insuficientes para afirmar que
todas las correcciones realizadas han sido reali-
zadas durante el proceso de resolucién auténomo
por parte de los nifios o si alguna fue modificada
en un momento posterioralintercambio colectivo.
Es preciso aclarar que tanto las respuestas erréneas
iniciales como las modificaciones de respuesta seagru-
pan en una amplia mayoria en dos expresiones que
hemos analizado de manera conjunta: 77+66=78+65
(4 parejasy 1 pareja que corrige) y 234-175=235-176
(3 valoresincorrectos, 3 correcciones) que evidente-
mentetrajeron mas dudasy dificultades a losalumnos.
A partir del analisis conjunto de los niveles de res-
puesta se deprende, como puede apreciarse en el
Grafico 4, que del total de 84 respuestas (correctas
e incorrectas) solo encontramos 6 sin justificacion
(aproximadamente 6%), 35 respuestas presentan
explicaciones masincompletas o menos elaboradas
(aproximadamente el41%) y 45 incluyen explicacio-
nes mas completasy elaboradas (aproximadamente
53%) —analisis cuantitativo para el cual retomamos
laaclaracién ya realizada sobre sus [imitesy riesgos.
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[ Respuestas iniciales correctas
[ Respuestasiniciales incorrectas
B Respuestas iniciales incorrectas cambiadas a correctas

B Respuestas iniciales correctas cambiadas a incorrectas

Grdfico 3.

Correccion de respuestas
del problema 1 de tercer grado.

[ Justificacién menos elaborada

W Justificacién mas elaborada

M Sinjustificacién

-
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Grdfico 4.

Nivel de justificaciones escritas
del problema 1 de tercer grado.
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7. Andlisis de resultados

del segundo problema

en tercer grado
ftem a): 126 + 371 = 371 + =---mm-
Todas las parejas de alumnos completan el segundo
calculo conelnimero 126. Dos respuestas correctas
no presentan ninguna explicacién, simplemente
dicen que «es lo mismoy, tal como Isaac e Ifaqui
por un lado y Adridn por el otro.
Otras parejas apelan a explicar con sus palabras
la propiedad conmutativa y se centran en que el
orden es inverso:
Saray Elias: «es lo mismo solo que al revés»
Diego y Maria: «es lo mismo pero al revésx»
Manuely Eva: «porque lo volteas»
Yaely Dana: «porque nomas cambias el sentido es
lo mismox»
Sin apelar al orden, otros explican que se trata de
sumar los mismos niimeros o las mismas cantidades:
Marianoy Lupita: «porque tiene un niimero que los
dos tienen un mismo nimerox
Ana Paula y Regina: «porque te va a dar la misma
cantidad con el mismo ndmero que pusimos»
Ian y Leonardo: «le agrego el mismo nimero que
tenia el otro»
CorinneyAndrés: «porque son los mismos nimeros»
Marifery Matias: «porque si pones algo que no suma
126 te dard diferente».
Alfredo y José Pablo: «porque se tiene que sumar
con el mismo nimero (126)»
Notemos como, todas estas explicaciones excepto
las dos (ltimas, no precisan hacer referencia a los
ndimerosinvolucradosy elaboran argumentos mas
genéricos, aunque con menor o mayor nivel de
profundidad. Entre las queincluyen ndmeros, la de
Marifer y Matfas justifica, ademds, que es la Gnica
solucion posible.

ftem b): 228 + 49 = ------ +50

Tres parejas de alumnos completan de manera
incorrecta y lo hacen con el mismo ndmero: 229.
Mariano y Lupita, asi como Iany Leo lo justifican,
respectivamente, de esta manera: «porque es suma
ya los dos le agregamos uno» y «al cuarenta nueve
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agregas otro si le sumas uno a 228 daria lo mismo».
Saray Elias quienes completan con 229, luego bo-
rran las unidades sequramente a partirde una duda,
y les queda escrito el niimero 22..., y, en coherencia
con dicha produccién inicial justifican «es I mds».
Las tres parejas ponen en juego la idea «si se hizo
una transformacién sobre uno de los ndimeros de un
miembro, debe hacerse la misma sobre el otro para
que se conserve laigualdad», idea que funcionaria
para el caso de la resta, pero no para la suma.

El resto de las parejas completa con 227 apelando
a una compensacién entre los dos nimeros para
que la equivalencia se conserve, propiedad que ya
ha sido puesta en juego en el item f) del problema
1. Veamos las diferentes expresiones con las que
aparece esa relacion:

Adridn tuvo una justificacion con un bajo nivel de
explicacion ya que solo enuncia que «228+49 es lo
mismo que 227+50». Alfredoy José Pablo justifican
la eleccion del 227 de la siguiente manera: «porque
228 es mayor que 227 pero 50 es mayor que 49».
Ellos estarianidentificando la compensacion entre
cantidades mediante la comparacion entre los ni-
meros, yaunque pusieron enjuegoimplicitamente
que dichas diferencias deben ser deigual magnitud
no la ponen en palabras.

Las siguientes parejas dan justificaciones mas pre-
cisas en la que enfatizan que se trata de agregary
quitar 1 entre los ndmeros en diferentes variantes
de compensacion, sea entre ambos nimeros del
mismo miembro o entre los correspondientes de
miembros diferentes.

Ana Paulay Regina: «le quitas uno y lo pones en 49
yteda 50».

Isaac elfaki: «porque a 50 le quitas 1y se lo sumas
a227»

Manuely Eva: «le quitas a uno y le pones al otro».
Marifer y Matias: «porque si a uno le quitas se lo
debes poner al otro».

Diego y Maria: «porque le quitas a uno y le pones
a otrox.

Yaely Dana: «porque sia 228 + 49 es igual a 227 +
50, porque a uno le quitas y al otro le agregas y da
lo mismo».
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Corinney Andrés: «porque al 228 le quitas uno y se
lo agregas al 49 son los mismos ndmerosy.

ftem c) 124 - 98 = 125 - ----

Tres parejas completaron de manera incorrecta el
sustraendo del sequndo miembro escribiendo 97
en lugarde 99. Evidentemente este error obedece,
como lo hemos visto para el problema 1, a la ge-
neralizacion de la relacion construida a partir del
item anterior, buscando, como para el caso de las
sumas, compensar las diferencias. Marianoy Lupita
apelan a la resta para explicar «porque es resta y
vimos que era un niimero que se quitaba», para ellos
pareciera que la operacién es un referente para
basar su explicacién ya que hasta lo mencionan
en su justificacion. Otras parejas explicitan con
claridad esta sobregeneralizacién de la relacién
que los lleva a dar una respuesta errénea. Diego y
Maria justifican su eleccion del 97 de la siguiente
manera: «le pones a unoy le quitas al otro» y Manuel
y Eva explican «le restas a uno y le pones al otrox.
Elresto de las parejas completa correctamente con
el ndmero 99. Corinne y Andrés si bien completan
correctamente no escriben ninguna explicacion.
Entre los argumentos de menor nivel de elabora-
cién encontramos los siguientes. Adridn justifica
escribiendo cada miembro con el nexo «es igual»
yIany Leonardo como «es la mismax refiriéndose
a ftems anteriores. Si bien identifican la relacién
involucrada permanece a nivel implicito. Yael y
Dana explican «si es igual porque es uno mds» y
Saray Elias «es I mds».

Las demas parejas que también completaron de
manera correcta con el 99 explican de diferentes
maneras las relaciones entre los nimeros involu-
crados. Algunas no tan claras como las siguientes
en donde suponemos que intentan expresar que
el 98 es uno menos que el 99 y el 124 uno menos
que el 125:

IsaaceIfaqui: «porque a 98 le quitas 1y se lo pasas
al2by»
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Regina y Ana: «porque a 98 le quitas uno y si se lo
pasas a 124 que se convierte en 125»

Y otras con mayor precision:

José Pablo y Alfredo: «porque 125 es mayor a 124
yel 125 es como si se restara 1»

Marifer y Matias: «porque si le pones uno le tienes
que poner al otro»

Notemos que, si bien la mayor parte de las parejas
logré identificar el 99 como respuesta y ensayan
diversas explicaciones sobre las relaciones entre
los ndmeros involucrados, no aparece ninguna
explicacién completa y correcta que apele expli-
citamente a la conservacién de la diferencia entre
los ndmeros en ambos casos, como si aparece en
el item siguiente.

ftem d) 365 - 99 = -—-- - 100

Este problema pone enjuego las mismas relaciones
que el anterior con la diferencia de que el espacio
acompletar es el minuendo del segundo miembro.
Tres parejas lo resolvieron de manera errénea com-
pletando con el nimero 364 nuevamente sobrege-
neralizando la compensacion que es vélida para las
sumas. Diego y Maria repiten el calculo por ellos
completado «porque 365-99 es igual a 364-100».
Manuely Eva justifican con la misma frase que los
dos items anteriores: «le restas a uno y le pones al
otro». Y Alfredo y José Pablo justifican que es 364
«porque 365 si lo restas por 99 te da un resultado
pero 100 es mayor de 99 pero 364 es menor de 365».
Entre las parejas que elaboran una respuesta correc-
tatambién encontramos diferentes niveles de expli-
cacion. Nuevamente Corinney Andrés no justifican.
Otros acompafian la solucién correcta con explica-
ciones poco elaboradas oincompletas. Porejemplo,
Ian y Leonardo dicen «la misma» haciendo refe-
rencia a la explicacion para las sumas (que hemos
transcripto en el andlisis del item b), aunque las
propiedades y relaciones usadas implicitamente
para responder 366 no hayan sido las mismas
(Figura 24).
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Figura 24.

Respuesta de Ian y Leonardo.

Adridn reconoce de manera correcta la solucién
366, pero no lajustifica, sino que repite la equiva-
lenciaya completa. Saray Elias explican que «igual
(refiriéndose a «del mismo modo que para los items
anteriores») es 1 mds». Marianoy Lupita emplean el
mismo argumento que en elanterioritem, «porque
es resta y ponian ustedes y nosotros le quitdbamosy.
Ana Paulay Reginajustifican «porque le restas uno»
aparentemente refiriéndose a que a los niimeros del
segundo miembro es posible restarle 1 para obtener
los que estdn en el primero.

En cambio, otras respuestas correctas van acompa-
fiadas dejustificaciones mds elaboradas que en los

tres casos corresponden a técnicas de resolucion
0 a una descripcién sobre c6mo queda una vez
resuelto. Matias y Marifer justifican «porque si le
pones a uno le tienes que poner al otro». Yaely Dana
completan con 366y lo justifican por medio de una
técnica queapela aagregar la misma cantidad, pero
sin argumentar las razones de su funcionamiento
(Figura 25)
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Figura 25.

Respuesta de Yael y Dana.

Isaac e Inaki, posiblemente la respuesta mds ela-
borada, explican «porque si le restas 365-99 = ....
— 100 aumenta un ndmero y le pones otro para que
deigual o sea asi365—-99=366-100». Repararon
en este caso que se trata de una resta apelando a
la necesidad de mantener la diferencia, para eso si
uno de los miembros aumentd, el otro debe también
aumentar. Altranscribirlo confunden el simbolo de
la resta con el de la suma, aunque mas arriba estd
recuadrado el - 100 (Figura 26).
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Figura 26.

Respuesta de Isaac e Ifiaqui.
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8. Sintesis de resultados para

el problema 2 de tercer grado
Este problema agrupa a 4 items, por lo que consi-
deramos para el analisis 48 respuestas, teniendo
en cuenta las 12 parejas (o alumnos, grupos). En-
contramos que, de las 48 respuestas, 38 otorgan un
valorinicial correcto sobre la Verdad/Falsedad de
los enunciados (aproximadamente el 79 %). Otras
10 (aproximadamente el 20%) presentan desde el
inicio valores incorrectos. No aparecen para este
problema cambios de respuestas. Esta informacion
se refleja en el Gréfico 5.

[7] Respuestas iniciales correctas

I Respuestas iniciales incorrectas

_ J

Grdfico 5.

Correccion de respuestas
del problema 2 de tercer grado.

A partir delanalisis de las justificaciones realizadas
para item se deprende que, de las 48 respuestas
correctas o incorrectas, aparecen 4 sin justifica-
cién (aproximadamente 8,5 %), 17 respuestas
con explicaciones de menor nivel de explicacion
(aproximadamente el 35,5 %) y 27 con un mayor
nivel de elaboracién (56 %), como se representa
en el gréfico 6.
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[ Justificacion menos elaborada
B Justificacién mas elaborada
M Sinjustificacion

- J

Grifico 6.

Nivel de justificaciones escritas
del problema 2 de tercer grado.

9. Analisis de las relaciones

entre los problemas 1y 2

de tercer grado
A continuacién, pondremos en vinculacion las res-
puestas entre algunos items de ambos problemas
que ponen en juego las mismas propiedades para
identificarsi se produjeron algunos cambios en las
justificaciones que puedan dar cuenta de un progre-
so en los conocimientos de losalumnos a partirde la
resoluciényanalisis colectivo del problema 1 —que
exige una interpretacion de las expresiones—, en
vistas al problema 2 —que exige una produccién de
igualdades a partir del completamiento.
Se presentaron dos items que involucraban la
propiedad conmutativa «856+345=345+856» (Pro-
blema 1) y «126+371=371+......» (Problema 2). La
mayor parte de los alumnos resolvié correctamente
ambos problemas. Detengamonos en quienes han
tenido mas dificultades. La pareja formada por Ana
Paula y Regina otorg6 un valor falso al primero de
ellosjustificando que «(aunque) sean iguales estdn
mal acomodados». Unos dias después, frente alitem
delsegundo problema completan con el niimero co-
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rrecto apelando a la propiedad conmutativa. Otra de
las parejas que en el item correspondiente al primer
grupo de problemas otorgdinicialmente unvalor de
falsedad, que luego cambian por «verdadero», es la
conformada por Corinne y Andrés quienes respon-
den correctamente el item del problema 2. Quizas
hayan avanzado en sus conocimientos a partir de
la resolucion del primer problema o de la puesta
en com(n sobre el mismo. O tal vez la exigencia de
buscarun nimero que cumpla la condicién dada, los
puso en una situacion de mayor involucramiento.

Frente a la exigencia de analizar las diferencias
entre los nlmeros y apelar a la compensacion de
cantidades en las sumas, tal como lo proponian los
items «77+66=78+65» (Problema 1) y «228+49 =
----+50» (Problema 2) algunas parejas resolvieron
correctamente ambos items y otras resolvieron
incorrectamente, o bien, no fundamentaron sus
elecciones para ambos casos. Sin embargo, en-
contramos varios casos en los cuales los alumnos
elaboraronjustificaciones mas precisasy correctas

para fundamentar la eleccién del ndmero 227 para
el problema 2y que, porelcontrario, en elitem del
problema 1 no aparecieron con esa rigurosidad. Por
ejemplo, en laTabla 2, seindican las respuestas de
Corinney Andrés.

Varios items involucraban equivalencias entre
restas en ambos problemas, deinterpretacion «234-
175=235-176» (Problema 1) y de produccién «124-
98=125- ---» y «365-99= --- -100» (Problema 2).
También aqui encontramos alumnos que tuvieron
respuestas correctas y justificaciones elaboradas
para los tres ftems, y otros que no respondieron
correctamente ninguno de los casos. Sin embargo,
pudimos reconocer que en cuatro parejas se produjo
una evolucion en sus justificaciones, pasando de
explicaciones menos elaboradas para los problemas
1, basadasen el resultado o laigualdad de los miem-
bros, a respuestas mas elaboradas para los items del
problema 2, donde ponen en juego el aumento de
ambas cantidades de la resta para que se preserve
la equivalencia. Por ejemplo, el caso de Yaely Dana.

( 77+66 = 78+65 | 228+49 =227+ SOW
Corinne | «igualqueel «porque al 228 le
Andrés de arriba» quitas unoy se lo

agregas al 49 son los
mismos numeros»
Tabla 2.

Respuestas de Corinne y Andrés.

( 234-175 = 235-176 124-98 = 125-99 365-99 = 366-100 W
Yael y Dana «porque a234yal7sy «si es igual porque «porque en las restas
entonces da un resultado | es uno mds» se le suma a los dos y
diferente por dos» da lo mismo»
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Tabla 3.

Respuestas de Yaely Dana.
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10. Reflexiones finales

En las situaciones presentadas en primer grado
y en tercer grado de primaria, los nifios debian
determinar y analizar, sin realizar los cdlculos, el
valordeverdad deigualdades, cuyos miembros son
calculos o solo nimeros. También debfan completar
con ndmeros para construir una equivalencia, sin
averiguar los resultados de los calculos involu-
crados. La resolucién de los problemas exigia un
trabajo anticipatorio, usar propiedades de manera
implicita en un primer momento (propiedades que
en varios casos no habian sido ensefiadas ni trata-
das todavia en las aulas), y luego hacer explicitas
dichas relaciones por medio de justificaciones.
Asimismo, les exigia a los alumnos revisar la idea
delsimboloigual como anticipacién de un resultado
y enfrentarse a situaciones que les posibilitaran
ampliar los sentidos de este simbolo. Como dice
Arcavi (1994), analizar significados subyacentes
a expresiones simboélicas es un tipo de actividad
matemdtica que abona a revisar ideas anteriores
y a tratar posibles obstdculos o trabas. Este autor
plantea que estar alerta acerca de que se puede
ser victima de ilusiones simbélicas (por ejemplo,
creer que donde dice igual siempre luego vendra a
la derecha el resultado del célculo de la izquierda)
favorece el aprendizaje de que es preciso controlar
las primeras aproximaciones. Nos hemos propuesto
en este estudio promovery relevar tipos de respues-
tas, argumentosy errores a proposito de un campo
de problemas nuevo para los alumnos. Se buscaba
conocer de qué manera los nifios, enfrentados a
este tipo de situaciones, producen conocimientos
nuevos y los transforman y en qué medida estos
problemas son potenciadores de un trabajo mate-
mdtico que promueve laampliacién de los sentidos
delsimboloigual, la elaboracién dejustificaciones
y elfavorecer un cierto tratamiento mds general de
relaciones entre niimeros y calculos.

Los datos presentados permiten inferir que las
situaciones han resultado posibles y problemdticas
para los nifos de primery tercer grado de primaria,
aunque, como es esperable, con diferentes niveles
deelaboracion dejustificaciones entre ellos. Sin em-
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bargo, enambos grupos, encontramos que los nifios
tienen conocimientos que funcionan como puntos
de partida para resolverlas; les presentan conflictos
y desaffos nuevos que exigen una transformacion
y adaptacién de sus conocimientos anteriores y
generan el despliegue de respuestas, recursos y
relaciones heterogéneos. Los alumnos, a pesar de
no haberse enfrentado previamente con situacio-
nes similares, estan en condiciones de interpretar
la tarea solicitada y de resolverla. Hemos podido
compartir en este trabajo las maneras en las que
elaboran estrategias personales, producen errores
esperables, que surgen de construir relaciones que
tienen sentido —aunque precisen ser revisadas—,
elaboranargumentosyvan también, transformando
susideas a nuevas, o a ideas mds avanzadas.

Interpretary producir equivalencias entre cdlculos
o entre nlmerosy calculos implica una ampliacién
de los sentidos del simbolo igual con respecto al
sentido cldsico tratado en la escuela primaria,
cuyo significado implicito, como hemos mencio-
nado alinicio de este articulo, remite usualmente
a una direccién de izquierda a derecha siendo,
casi, una flecha anticipadora de un resultado, y
a la vez un indicador de que es necesario reali-
zar una operacién para obtener ese resultado.
Encontramos varias respuestas de los alumnos
en las que prevalece este sentido del igual, y en
las que dicha concepcién hace producir ciertos
errores o provoca limitaciones iniciales a la hora
de interpretar algunas equivalencias, asi como
también algunos saltos y cambios de mirada sobre
estas primeras respuestas. En lineas generales,
interpretamos que el grado de conflictividad que
estos problemas han presentado para estos nifios
—y que puede atraparsea partir de la diversidad de
respuestas numéricas y de relaciones explicitas—
nos muestra un campo de problemas propicio para
su tratamiento en las aulas. Del mismo modo, nos
interesa resaltar la potencia, para esta clase de pro-
blemas, de promover una puesta inicial en acto de
conocimientos de manera implicita, una posterior
provocacion de la necesidad de poner en palabras
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las relaciones usadas bajo condiciones didacticas
deincertidumbre de la validez de las mismas, y un
espacio posterior de intercambio y debate acerca
de la produccidon colectiva —aspecto sobre el que
no hemos profundizado en este trabajo.

Creemos que un desafio pendiente seria estudiar, de
qué manera en nuevas clases en torno a problemas
similares, es posibleinstalar una situacion didactica
posterior al intercambio colectivo y a la discusion
sobre la validez de las respuestas, que promueva,
ya conociendo la «verdad», la posibilidad de una
escritura grupal de las relaciones involucradas,
expresada de forma mas generaly sin presencia de
ndmeros (deltipo dealgunas de las que aparecieron:
«hay dosigualesysi sumas mas sevaa hacer mayory,
«si sumas el 0 que no vale nada va a dar el mismo
nlimeroy, etc.). Nos referimos a una situacion de tra-
bajo especifico sobre laformulacién deargumentosy
relaciones en dénde latarea de los alumnos ya no sea
determinar la validez o completar, ni elaborar una
primerajustificacién de su respuesta, sino producir,
en grupos o de manera colectiva, argumentos mds
completos y generales a partir de los aportes de las
producciones iniciales de las parejas.

Ensuma, lariqueza de la producciéninfantil resefiada,
desde nuestro punto de vista, invita a profundizar en
la potenciay en lafactibilidad de sutratamiento diddc-
tico desde una perspectiva de la ensefianza centrada
en [a produccién matematica por partede losalumnos.

Notas

Consideramos que este estudio —sumando a los
antecedentes ya resefiados— permiteinterpelaral-
gunas de las cldsicas rupturas entre las matematicas
de la escuela primariay las de la escuela media en
tanto habilita la posibilidad de cierto tratamiento
algebraico —en los términos expresados en las
primeras pdginas de este articulo— de porciones
de matematicas escolaresiniciales. Evidentemente
los niflos pequerios estan en condiciones de tratar
con relaciones entre los nimeros, de realizar un
trabajo anticipatorio de analisis de escrituras ma-
temdticas sin apelara los resultados, y de elaborar
argumentos que pueden abonara una cierta gene-
ralizacién en suformulacién. No olvidemos que los
datos relevados corresponden a apenas una sola
clase —la primera— de este tipo de trabajo, con lo
cual nos permitimos una mirada optimista respecto
a la fecundidad de una secuencia de varias clases.
Asimismo, como hemos sefialado al inicio de
nuestro trabajo, y ya mds especificamente, consi-
deramos que presentar a los alumnos este tipo de
situaciones didacticas promueve una ampliacion
del tratamiento del campo aditivo en los primeros
grados. Nuestra expectativa es que los datos pre-
sentados y nuevos estudios abonen a una necesaria
produccion didactica mds sistemdtica sobre esta
clase de problemas en vistas a que un futuro proxi-
mo puedan instalarse problemas similares en las
aulas de primaria de México y de Argentina.

@ Los autores agradecen a Andrea Novembre y Verénica Grimaldi los aportes realizados a partir de

la lectura de este articulo.

@ Este autor, como muchos otros en la perspectiva de la diddctica de matemdtica francesa, concibe

que el control de la validez del propio trabajo matemdtico es parte del conocimiento y las practicas

a construir por parte de los alumnos.

® LaIngenieria Didactica es una metodologia de investigacion propia de la Diddctica de las Matema-
ticas en la cual el objeto de estudio son las situaciones de ensefianza.
“ Hemosidentificado la presencia de este tipo de escrituras erréneas (18 + 12=30-5=25) en nifios

de primaria al producir célculos para resolver un problema aritmético de dos pasos.

®) Agradecemos a Bérbara Brizuela la autorizacién para usar en nuestro estudio problemas mate-
maticos de sus propios trabajos y la predisposicién alintercambio sobre perspectivas diddcticas en

vistas a futuros estudios.

C. Broitman, otros - Hacia la ampliacion de sentidos...

Yupana [n11.17] 35]



©) Este estudio seinscribid en el Centro de Investigaciones Psicoldgicas y Educativas (CIPE) de la Facultad
de Psicologia de la Universidad Auténoma de Querétaro (UAQ), México entre julio de 2015 y julio de
2016. El proyectoinicial fue elaboradoy dirigido por Claudia Broitman y Ménica Alvarado quien participé
de las primeras instancias del estudio. Las informaciones se recogieron en la ciudad de Querétaro. EL
analisis que aqui se presenta se realizd en la Universidad Nacional de La Plata. Ademds de los autores
deestetrabajo, participé del equipo deinvestigacién en Argentina Pilar Cobefias a quien agradecemos
por sus aportes. Hacemos también extensivo el reconocimiento al Prof. Héctor Botello y a la Prof.
Alejandra Pérez Valtierra, docentes de la escuela en la que se tomaron los datos y quienes han dictado
y colaborado en las clases. Héctor Botello también ha participado en el primer andlisis de estas clases.
(™ En este articulo reportamos solamente los problemas que involucran célculos eigualdades, pero esta
investigacion abarcé también el trabajo en torno a problemas verbales que involucran transformacio-
nes con cantidades indeterminadas (con nifios de lery 2do grado), problemas queimplican comparar
variaciones funcionalesy problemas con unaincégnitay una variable (con nifios de 4to y 5to grado).
® En primer grado quedaron formadas 8 parejas y un alumno solo que no quiso integrarse a ninguna
pareja, y en tercer grado 11 parejas y un trio de alumnos (para el primer grupo de problemas). Para
sintetizar nos referiremos a 9 parejas y 12 parejas respectivamente.

© Refiere a que, en unaigualdad o desigualdad, si se aplica a ambos miembros la misma operacién
se mantiene laigualdad o la desigualdad. Por ejemplo, 5= 3 +2 y por lo tanto 4 +5 = 4+3+2

(19) Refiere a que si se suma o resta un mismo nimero al minuendo y al sustraendo la diferencia se
mantiene constante. Por ejemplo, 7-4 =3y por lo tanto: 742 - (4+2) = 3.

(1 Si bien la docente dice «las cuentas» consideramos que serfa mds pertinente referirse a «las
equivalencias».
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