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Resumen

Este trabajo se enmarca en unainvestigacion en Diddctica de la Matematica, cuyo objetivo general
es el andlisis de los procesos argumentativos para elaborary contrastar conjeturas en la clase de
matematica de 4to. afio de la escuela secundaria. Para llevar a cabo nuestro objetivo seleccionamos
una serie de situaciones—problemas que promueven el funcionamiento del razonamiento conjetural
en los alumnos y realizamos un analisis a priori de las mismas que se constituyé en un significado
de referencia pretendido para el analisis posterior de los significados personales de los alumnos
al enfrentarse a este tipo de situaciones. Una de estas situaciones y sus respectivos andlisis se
presentardn en este trabajo.

Como marco teérico—didactico para llevar a cabo esta investigacién hemos tomado herramientas
del Enfoque Onto-semiético del Conocimiento y la Instruccion matemdticos (EQOS), asi como
también algunas investigaciones que abordan cuestiones especificas y transversales acerca del
razonamiento conjetural.

Los analisis realizados ponen de manifiesto la complejidad ontosemidtica de este mega proceso
de produccidon de conjeturas, la dependencia de este proceso respecto de la diversidad de objetos
y de procesos cognitivos involucrados, asi como también los conflictos semiéticos potenciales y
efectivos, todo lo cual brinda herramientas para reflexionar sobre algunas pautas para mejorar el

grado de idoneidad epistémica, cognitiva e instruccional de la situacion planteada y analizada.

Palabras clave: argumentacio-
nes, razonamiento, conjeturas,
andlisis ontosemiético.
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Abstract

This work is part of a research in Mathematics Didactics, whose general objective is the analysis of
argumentative processes to elaborate and contrast conjectures in the mathematics class of the 4th
vear of high school. To carry out our objective we select a series of situations—problems that promote
the functioning of the conjectural reasoning in the students, and we perform an a priori analysis of
them that will constitute a meaning of intended reference for the later analysis of the personal mea-
nings of the students when facing this type of situations. One of these situations and their respective
analyzes will be presented in this work.

As a didactic theoretical framework to carry out these analyzes, we have taken tools from the Onto-
semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction (0SA), as well as from research that
addresses specific and transversal questions about conjectural reasoning.

The analyzes carried out reveal the ontosemiotic complexity of this mega process of production of
conjectures, the dependence of this process on the diversity of objects and cognitive processes involved
as well as the potential and effective semiotic conflicts, all of which provide tools for reflect on some
guidelines to improve the degree of epistemic, cognitive and instructional suitability of the situation

posed and analyzed.
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Introduccion

La problemdtica sobre la argumentacién en mate-
matica ha suscitado graninterés en lainvestigacion
en educacién matemdtica. En las Gltimas décadas
se han realizado diversos estudios (Balacheff,
2002; Boero, 1999; Recioy Godino, 2001; Mariotti,
2006; Pedemonte, 2007; Boero, Douek, Morselli
y Pedemonte, 2010; Arzarello, Bartolini, Bussi,
Leung, Mariotti y Stevenson, 2012) que abordan
esta problematica desde distintas perspectivas,
muchos de ellos poniendo el énfasis en las relacio-
nes entre la argumentaciény la pruebay otros que
hacen foco en las argumentaciones que plantean
los estudiantes de distintos niveles educativos.
Asimismo, estudios locales (Panizza, 2005; Duarte,
2010: Barreiro, Carnelli, Falsettiy Leonidn, 2012,
Markiewicz, 2007, Markiewicz y Etchegaray, 2012)
han abordado también esta problematica, ponien-
do de manifiesto la necesidad de promover, en las
clases de matematica de la escuela secundariaoen
estudios preuniversitarios, espacios que permitan
desarrollar la argumentacion y los modos de razo-
namientos deductivos y no deductivos.

En este sentido, y en el contexto de la escuela
secundaria argentina, Markiewicz (2007) plantea
como problema diddctico la escasez de espacios
en la clase que promuevan el razonamiento con-
jetural —entendido como aquel que permite ela-
borar, contrastar y reformular conjeturas (Polya,
1954)— las generalmente pocas situacionesy
oportunidades que se le dan alalumno paraintuir,
conjeturaryvalidar las afirmaciones formuladas y,
sobre todo, para reflexionar sobre lo realizado. En
la presente investigaciéon ampliamos y precisamos
esta problematica, sefalando que, en general, en
el dmbito de la clase no se analizan los procesos
argumentativos que los alumnos podrian utilizar
(v los que efectivamente utilizan) en la resolucion
de este tipo de situaciones.

Todo esto conlleva a que, tal como loindica Gascon
(2002), estas fases exploratorias de la actividad
matematica queden muy debilitadas y casi ex-
clusivamente a cargo del alumno; reduciéndose,
ademas, la posibilidad del docente para anticipar
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yayudarasuperar posibles dificultades que puedan
surgir en los procesos argumentativos que utilizan
losalumnos, con elfin de movilizar la construccién
del conocimiento matematico en el aula.

En este sentido, el objetivo general del estudio en
elqueseenmarca el presente articulo, es elanalisis
de los procesos argumentativos para elaborary
contrastar conjeturas en una clase de matematica
de 4to.afo de la escuela secundaria.

Para el logro del objetivo planteado realizamos,
primero, una seleccién y andlisis de situaciones-
problemas que promueven la puesta en funcio-
namiento del razonamiento conjetural en los
alumnos. Este analisis nos permitié contar con
un significado de referencia pretendido para luego
analizar los significados personales de los alumnos
al enfrentarse a este tipo de problemas.

Como marco teérico—didactico para realizar estos
andlisis (tanto a priori de la situacién como a
posteriori de los protocolos de respuestas de los
alumnos) hemos tomado el Enfoque Ontosemiético
del Conocimiento y la Instruccion matematicos
(EQS), el cual nos brinda herramientas tedricas
para realizar un minucioso analisis de las practicas
(institucionalesy personales) ligadas a los proble-
mas seleccionados que permite explicitar tanto la
complejatrama derelaciones que se ponen enjuego
alelaborar conjeturas como los procesos duales que
cada momento del trabajo conlleva.

Sibien, como anticipamos, el objetivo fundamental
de nuestra investigacion estd ligado al estudio de
los procesos argumentativos de los alumnos al
elaborar conjeturas, recordemos, como destaca
Panizza (2005), que el razonamiento no puede ser
estudiado independientemente de los contenidos
matematicos puestos enjuego. Las formas de razo-
nar de los alumnos, segun esta autora, estan liga-
das tanto con los conocimientos que los alumnos
ponen a funcionar, sus capacidades para trabajar
con diferentes representaciones de los objetos
matematicos, como con sus mecanismos de control
y las asociaciones producidas por el pensamiento
en lenguaje natural. Ademds, suforma de legitimar
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sobre la validez se encuentra ligada, entre otros
factores, a las verdades aceptadas como certezas
y a la disponibilidad de componentes discursivos
que les permitan comunicar dichos conocimientos
y argumentar sobre los mismos.

Dentro del marco de referencia teérico para analizar
las situaciones seleccionadas vamos a considerar,
particularmente, dos trabajos que estudian aspectos
mds especificos y transversales del razonamiento
conjetural como los de Markiewicz (2007) y Cafiadas,
Deulofeu, Figueiras, Reid, y Yevdokimov (2008).
En elapartado 1 expondremos brevemente las prin-
cipales herramientas teéricas que utilizamos en el
analisis de las situaciones seleccionadas. En el apar-
tado 2, presentamos una de tales situaciones junto
con el andlisis a priori realizado a la misma, en el
apartado 3, mostraremos elanalisis de los protocolos
derespuestas de un grupo de alumnosy, por dltimo,
en elapartado 4, esbozaremos algunas conclusiones.

1. Marco teorico

Este trabajo tiene las caracteristicas de unainvesti-
gacion esencialmente descriptiva e interpretativa.
Seutiliza el método basado en el disefio o ingenieria
didactica en su sentido extendido (Godino, Rivas,
Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014). La metodologia
empleada es inherente y emergente del Enfoque
Ontosemi6tico del Conocimiento y la Instruccién
matematicos, EOS (Godino, 2002; Godino, Batanero
y Font, 2007; Godino, 2012, Godino, 2017).

EL EOS estudia los procesos de ensefianza—-apren-
dizaje de las matematicas desde un enfoque uni-
ficado del conocimiento matematico, abarcando
diferentes dimensiones: epistémica, cognitiva,
instruccional y sistémico—ecoldgica y adoptando
las nociones de sistemas de prdcticas, objeto y sig-
nificado (personal e institucional) como nociones
basicas de la teorfa. En este sentido, el EOS define
prdctica matemadtica a «toda actuacion o expresion
(verbal, gréfica, etc.) realizada por alguien para
resolver problemas matemdticos, comunicara otros
las soluciones, validarlas o generalizarlas a otros
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contextosy problemas» (Godinoy Batanero, 1994:
334). Estas prdcticas pueden ser idiosincraticas
de una persona o compartidas en el seno de una
institucion. El significado de un objeto matemd-
tico es un emergente de los sistemas de prdcticas
realizados por una persona (significado personal)
o compartidas en el seno de una institucién (sig-
nificado institucional) para resolver un tipo de
situaciones—problemas vinculados a dicho objeto.
En diversos trabajos (Godino, Font y Wilhelmi,
2008; Godino et al., 2007) se han propuesto cinco
niveles de andlisis aplicables a un proceso de
estudio matematico (planificado o bien ya imple-
mentado), los cuales constituyen una ampliacion
progresiva de la capacidad de analisis del mismo.
El analisis que mostraremos en este trabajo estd
situado en los dos primeros niveles, referidos a los
objetos y procesos intervinientes en un proceso de
estudio matemadtico:

I) EL primer nivel describe los sistemas de practi-
cas matemdticas y objetos matemdticos primarios
(previos y emergentes) que intervienen o pueden
resultar de la realizacién de dichas practicas: situa-
ciones—problemas, procedimientos, definiciones,
propiedades, argumentaciones, lenguaje.

II) ELsegundo nivel de andlisis se centra fundamen-
talmente en ciertos procesos® que intervienen (o
emergen) en la realizacién de las practicas. Estos
procesos estdn intimamente vinculados a las fa-
cetas duales en que pueden ser considerados los
objetos matemadticos segln el juego de lenguaje
en que participan. Este nivel de andlisis también
focaliza en los conflictos semidticos, es decir,
disparidades o desajustes entre los significados
atribuidos a una misma expresion por dos sujetos
(personas o instituciones) que se pueden producir
en una practica matemdtica (Godino, 2002).
Entre los procesos a los que hace referencia el EOS
podemos mencionar:

- Proceso de materializacién-idealizacion (vin-
culado a la dualidad ostensivo—no ostensivo): un
objeto ostensivo es utilizado para representar,
evocar o visualizar un objeto no ostensivo ideal.
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- Proceso de particularizacion—-generalizacién
(dualidad extensivo-intensivo): un objeto que
interviene en un juego de lenguaje como un caso
particular (un ejemplo especifico) y como una clase
mds general. Este proceso tiene relacion con la
dialéctica entre lo particulary lo general.

- Proceso de descomposicion-reificacion (duali-
dad sistémico-unitario): el problema global puede
descomponerse en problemas elementales, donde
los objetos intervinientes (unitarios) deben ser
tratados como parte de un sistema. Pero, tras el
proceso de estudio los conceptos y propiedades
emergentes deben ser reificados, es decir, vistos
como objetos unitarios a fin de ser utilizados en la
resolucién de nuevos problemas.

- Proceso de representacion-significacion (dua-
lidad expresion—-contenido): consiste en atribuir
significado (contenido) a una expresién, como resul-
tado del establecimiento de funciones semiéticas®.
Estos procesos son densos en la trama de objetos
y procesos que se ponen en juego en la actividad
matematica.

- Proceso de personalizacion-institucionaliza-
cion (dualidad personal-institucional): en una
primera fase de estudio es necesario lograr que los
estudiantes asuman el problemay seinvolucren en
su resolucién (personalizacion). Luego, mediante
una adecuada gestion docente, se debe promover
la institucionalizacién de los mismos.

Estos procesos pueden ser fuente de conflictos
semidticos potenciales, que ponen al descubierto
disparidad de significados y que pueden explicar
las dificultades y limitaciones en los aprendizajes
y las ensefianzas implementadas. En este sentido,
consideramos que este constructo de la teoria
aporta significativamente al andlisis de la dimen-
sién semdntica del conocimiento, resultando una
herramienta conceptual muy flexible.

Dado el objetivo central de nuestra investigacion,
también tomamos como referencias tedricas dos
investigaciones realizadas especificamente sobre
el razonamiento conjetural. En particular, la in-
vestigacion realizada por Markiewicz (2007) donde

S. Gallo, otros - Andlisis ontosemidtico de un problema...

se plantea que, si bien el razonamiento conjetural
corresponde mas a la esfera de lo personal, es posi-
bleidentificar tipos de situaciones, procedimientos,
argumentaciones, definicionesy propiedades vincu-
ladas especificamente a este tipo de razonamiento,
describiendo asi, elementos praxémicos y discur-
sivos que conforman un significado de referencia
institucional sobre el razonamiento conjetural.
Basandose en los trabajos de Polya (1954) y Lakatos
(1978), identifica distintos tipos de situaciones
que favorecen la puesta en marcha de este tipo de
razonamiento, en particular aquellas en las que es
necesario establecer una relacién generaly aque-
llos problemas de encontrar o de demostrar, en los
cuales para su resolucion es pertinente recurrir a
un caso particular, un caso mas general 0 un caso
andlogo. Sefala, asimismo, procedimientos vincu-
lados al razonamiento conjetural, distinguiendo
aquellos involucrados en la:

1. Elaboracion de conjeturas:

- Induccién empirica: observacion de casos parti-
culares, sistematizacion de los ejemplos, bisqueda
de regularidades, y generalizacion.

- Generalizacion: a partir del cumplimiento de una
propiedad en un conjunto de objetos, seinfiere el
cumplimiento de dicha propiedad en un conjunto
mayor que lo contiene.

- Analogia: a partir de la similitud encontrada en-
tre dos 0 mas cosas en alglin aspecto, se infiere la
similitud de esas cosas en otros aspectos.

- Ensayo y error a partir de conjeturas ingenuas
que setienen en mentey que van siendo refutadas,
una tras otra.

- Conjeturar deductivo: partiendo de una proposi-
cién emparentada, realizar una sintesis para lograr
la conjetura.

2. Contrastacion de la conjetura partir de:

- Examen de consecuencias (es decir, de una afir-
macion que se deduce de nuestra conjetura). Esto
puede consistiren la comprobaciéon de la validez de
la conjetura en un nuevo caso particularaislado (es-
pecializacién), la comprobacién de la validez de la
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conjetura en un conjunto de casos, un «experimento
mental contrastador» (que descomponen la conje-
tura primitiva en subconjeturas que abren nuevas
instancias de contrastacion, se parte de la conjetura
primitivay sevan sacando consecuencias deella. Si,
finalmente, se llega a una consecuencia verdadera,
esto hard a nuestra conjetura mas creible).

- Examen de un posible motivo (es decir, de una
afirmacion de la que se desprenda nuestra conje-
tura primitiva).

- Examen de una conjetura rival incompatible (es
decir, de una proposicién que no pueda ser ver-
dadera simultdneamente con nuestra conjetura
primitiva)

- Examen de una conjetura analoga.

3. Reformulacion de la conjetura a partir del
hallazgo de contragjemplos (globales o locales)®
que impliquen redefiniciones de los términos que
en ella intervienen, reinterpretacion del contrae-
jemplo, restriccién del dominio de validez de la
conjetura, identificacién de la subconjetura que es
refutada por el contragjemploy suincorporaciéna
la conjetura como condicién .

También retoma algunas definiciones vinculadas al
razonamiento conjetural, tales como la de conje-
tura, analogia, generalizacion, particularizacion,
contraejemplo, etc. y algunas argumentaciones,
en tanto patrones que rigen este tipo de razo-
namiento, como por ejemplo el Patrén inductivo
fundamental: la verificacion de una consecuencia
hace a una conjetura mds creible (Polya. 1954).
Puntualiza asimismo propiedades caracteristicas
delrazonamiento conjetural, describiéndolo como
azaroso, provisional y controversial, marcando
diferencia con el razonamiento deductivo, que es
preciso, definitivo y fuera de toda discusién.

Por otra parte, el trabajo de Cafiadas, Deulofeu, Fi-
gueiras, Reid y Yevdokimov (2008) también nos
fue de utilidad en nuestro analisis, dado que estos
autores realizan aportaciones en relacién con los
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procesos de elaboracion de conjeturas, caracteri-
zando distintos tipos de problemas que dan lugar
a distintos tipos de conjeturas. En este sentido,
los autores consideran que los problemas de tipo
«abiertos»® promueven el descubrimiento y esti-
mulan la formulacién de conjeturas, impulsando el
avance del conocimiento matematico.

Asimismo identifican distintos tipos de conjeturas
en funcién de los procedimientos puestos a fun-
cionar en su elaboracién. En efecto, estos autores
caracterizan en forma sistemadtica cinco tipos de
conjeturas: a) lainduccién empirica a partir de un
ndmero finito de casos discretos, b) la induccion
empirica a partir de casos dindmicos, c) la ana-
logia, d) la abduccién y e) la conjetura basada en
la percepcion. A su vez, identifican los pasos que
conlleva el conjeturar en cada uno de los tipos de
conjeturas sefialadas.

2. Situacion problema

y analisis ontosemiotico

a priori de la situacion
En este apartado presentaremos la situacion selec-
cionada para elandlisis, la cualtiene que ver con el
conocido Triangulo de Pascal y ha sido formulada
de modo tal que nos permita investigar el modo de
razonar de los alumnos ante preguntas que promue-
ven la elaboracién y contrastacién de conjeturas.
Mostraremos el analisis de posibles sistemas de
précticas que podrian desplegaralumnos de 4to afio
de la escuela secundaria, a los fines de caracterizar
el significado pretendido que nos servird como re-
ferencia para el andlisis de significados personales
de los alumnos.

Problema: Triangulo de Pascal

Este tridngulo numérico es conocido con elnombre
de triangulo de Pascaly se construye siguiendo un
proceso determinado.
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1 a) Completa las

11 dos lineas siguientes
121 b) :Qué puedes decir
1331 acerca de este tridngulo?

14641 c) ;Podrias obtener

1510 10 5 1 lasuma de lafilan?
. J

Tabla 1.

Problema.

Elanalisis ontosemidtico del problema presentado
en la Tabla 1 nos permite estudiar y reconocer los
sistemas de prdcticas, objetos matemadticos y proce-
sos intervinientes en la misma, como asi también,
detectar conflictos semidticos potenciales. En par-
ticular, este tipo de andlisis pondra al descubierto
elementos de significado correspondientes espe-
cificamente al razonamiento conjetural (mds es-

pecificamente procedimientos y argumentaciones
ligados al mismo) pero permitiendo ver la intima
relacion con los demds objetos y procesos puestos
en funcionamiento en latarea. Asimismo, elanalisis
de los potenciales conflictos semidticos pondra de
manifiesto algunos conflictos directamente vincu-
lados a la forma de razonaral momento de elaborar
conjeturas, pero que tampoco son independientes
de los objetos, representaciones, lenguajes puestos
enjuego en la resolucion de la tarea.

2.1 Analisis de objetos primarios
En este primer nivel de andlisis, como ya hemos ade-
lantado, explicitaremos los seis tipos de entidades
primarias (tareas, procedimientos, definiciones, pro-
piedades, argumentaciones, lenguaje) como confi-
guraciones de objetosintervinientes y emergentes
de los sistemas de practicas puestos a funcionara
partir de la situacién propuesta (Tabla 2).

~

Se presentan una serie de nimeros dispuestos en filas siguiendo una forma triangular,
explicitando que esta disposicion recibe un nombre particular: «Tridngulo de Pascal» y

- Enelprimero se pide completar las siguientes dos filas del triangulo. Con esto se pretende
el andlisis de alguna forma de construccién del tridngulo a través de la exploracién de

- Elsegundo subproblema: «;Qué puedes decir de este tridngulo?» fue reformulado en forma
de un problema «abierto» a fin de promover la elaboracién de una variedad de conjeturas
que apuntan a diferentes dimensiones del objeto (gréficas, aritméticas, geométricas).

- En el tercero, se busca obtener algtn tipo de generalizacién que logre describir mate-
maticamente a qué esigual la suma de una fila cualquiera, a la que se denota como fila n.

(en particular
indicamos con
RCaquellos
procedimientos
especificamen-
te vinculados al
razonamiento
conjetural)
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-
Situacion -
Problema
que el mismo se construye siguiendo un proceso determinado.
Se subdivide el problema en tres subproblemas:
algunas primeras regularidades.
Procedimientos | Enelitema):

- Establecimiento de relaciones basadas en la percepcién (RC), como por ejemplo que, los
«extremos» de cada una de sus «filas» estan formadas por 1 (unos).

- Observacion de uno o mds casos particulares y bisqueda de regularidades (RC) para
elaborar un criterio de formacién de los nimeros «interiores» del tridngulo, por ejemplo:
«puedo obtener un niimero delinterior sumando los nlimeros que estan por encima de él».
- Realizacién de los cdlculos aritméticos necesarios para completar las filas del triangulo.
- Completar los nimeros correspondientes a las dos dltimas filas.

(continda en la pdgina siguiente)
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En elitem b):

- Establecimiento de relaciones basadas en la percepcion y que despliegan la dimensién
geométrica y aritmética del tridngulo (RC) para conjeturar las siguientes propiedades:
«Los extremos de cada una de sus filas estan formados por 1 (unos)» (Conjetura 1)

«La primera linea paralela a la formada por unos es la sucesion de los nimeros naturales:
1,2,3,...» (Conjetura 2)

«Eltridngulo es simétrico respecto de la altura correspondiente a su base». (Conjetura 3)
- Observacion de casos particulares, reconocimiento de regularidades y generalizacién
(induccién empirica, procedimiento ligado al RC) para elaborar la conjetura: «cada nimero
interior se obtiene al sumar los ndmeros que estdn por encima de él». (Conjetura 4)

- Elaboracién de conjeturas por analogia (RC): al enunciar la conjetura 2) que refiere a la
primera linea paralela a la formada por unos, puedeinferirse, poranalogia, alguna propie-
dadvinculada a la segunda linea paralela: «la segunda linea paralela a la linea formada por
unos se obtiene sumando 2, 3, 4, 5... a cada término partiendo desde el 1». (Conjetura 5)
En elitem c):

- Célculo de las sumas de las primeras filas del tridngulo de Pascal.

Sumafila1:1

Suma fila 2: 1+1=2

Suma fila 3: 1+2+1=4

Suma fila 4: 1+3+3+1=8

Suma fila 5: 1+4+6+4+1= 16

- Observacion de estos casos y bisqueda de regularidades (la suma de la fila 2 es el doble
de la sumadelafila 1, la suma delafila 3 es el doble de la suma de la fila 2, ...) y genera-
lizacién (induccién empirica - RC), que lleva a conjeturar que: «la suma de cada fila es el
doble de la suma de la fila anterior» (Conjetura 6)

- Nueva observacion y sistematizacion de estos casos particulares, reconociendo la regu-
laridad de que el resultado de cada suma puede expresarse como potencia de base 2, cuyo
exponente es el natural anterior al ndmero de fila.

Sumafilal:1=2°

Suma fila 2: 2= 2!

Suma fila 3: 4=22

Suma fila 4: 8=23

Suma fila 5: 16=2*

Y elaboracion de una conjetura (porinduccion empirica - RC) que permita expresar la suma
de cada fila sin necesidad de conocer la suma de la fila anterior: «la suma de la fila n es
2™ » (Conjetura 7)

- Posible contrastacion de las conjeturas obtenidas a través de la verificacién en nuevos
casos particulares. (RC)

Definiciones Previos: Sucesién de nimeros naturales; operaciones con ndmeros naturales (adicién,
/conceptos multiplicacién, potenciacion); doble; tridnguloy sus elementos (vértices, extremos, lados,
lineas, filas, altura).

Emergentes: Tridngulo numérico de Pascal.

Propiedades Previas: Simetria de un tridngulo. Al razonar por analogia, la propiedad que se toma como
base es previa para poder conjeturar la siguiente.
Emergentes: Cada una de las propiedades conjeturadas: de 1 a 7.

Argumenta- Las argumentaciones utilizadas corresponden a razonamientos de tipo conjetural (RC):
ciones - Inferencias basadas en la percepcién (en el caso de las conjeturas 1, 2y 3)

(continda en la pdgina siguiente)
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- Inferencias realizadas porinduccién empirica: observacién, blisqueda de regularidades y
generalizacion (en el caso de las conjeturas 4,6 y 7)

- Inferencias por analogia (en el caso de la conjetura 5)

- Examen de consecuencias: se argumenta a través de la verificacién de conjeturas en otros
casos particulares. Implicitamente se esta utilizando el patrén inductivo fundamental del
RC (la verificacién de una consecuencia de una conjetura hace a la misma mas creible)

generalizacién propuesta en c))

Lenguaje Que se pone a funcionar: ordinario/coloquial; grafico (disposicion triangular propia del
objeto de andlisis); numérico (ligado a los elementos intervinientes en el triangulo); alge-
braico (referido a la suma de la fila n); aritmético/simbélico (signos y simbolos propios del
lenguaje matematico relacionado a las operaciones aritméticas involucradas)

Emergente: Coloquial/especifico (al expresar las propiedades que subyacen en el triangulo
de Pascal, y la manera de describir los objetos en b)); algebraico (relacionado a la tarea de

J

2.2 Anadlisis de procesos y conflictos

Tabla 2.

Entidades Primarias.

En este segundo nivel de andlisis consideraremoslos  en la realizacién de esta situacién—problema. Los
procesos duales y conflictos semiéticos potenciales ~ mismos se particularizan en la Tabla 3.

-~
Procesos

Conflictos semioticos

Proceso de materializacién-idealizacion

- Un ostensivo como el tridngulo numérico estd representando
un objeto ideal, que es el Triangulo de Pascal, esto es una
disposicién triangular de nimeros con «infinitas» filas que
se construye de determinada manera.

- Las expresiones escritas de las propiedades del tridngulo,
apelando atérminos como: «extremo», «encima de él» ,«lineas
paralelas», constituyen la materializacién de las propiedades
conjeturadas, que subyacen como objetos ideales (no osten-
sivos), en la resolucion de la tarea propuesta.

- No poder materializar, en expresiones orales
y/o escritas, las propiedades conjeturadas;
evidenciar ambigiliedades o imprecisiones
entre los términos «extremos», «filas»,
«lineas», que dificultan la comunicacién de
las producciones a fin de dar cuenta de las
exploraciones realizadas.

Proceso de particularizacion-generalizacion

- Cada ndmero particular del interior del tridngulo de Pascal
se obtiene a partir de un procedimiento general, descripto
como la suma de los nlimeros que estan «por encima de él».
- Algunas de las regularidades y propiedades que se obtienen
alolargodelaresolucién, son producto de procesos de gene-
ralizacion, realizados a partir de la observacion y exploracion
de casos particulares, procedimientos a su vez asociados
especificamente al razonamiento conjetural.

- Elanalisis de la suma de cadafila del tridngulo de Pascal, obser-

- Conflictos ligados a la blsqueda y eleccion de
casos particulares adecuadosy representativos
que permitan llegara una generalizacién vélida.
- Conflictos asociados al registro escrito
del lenguaje matematico/algebraico para
enunciar el producto de los procesos de
generalizacién, por ejemplo para la escritura
de la expresién algebraica 2™ como resul-
tado de la suma de la fila n. Lo cual asocia

(continda en la pdgina siguiente)
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vadas estas Gltimas como elementos particulares (extensivos)
permite enunciar una propiedad general (intensivo) que se
verifica para todas las filas del tridngulo (procedimiento también
vinculado al razonamiento conjetural). Si bien el significado
pretendido en el item c) es la expresion algebraica 2" como
resultado de la suma de la fila n del tridngulo de Pascal, las ge-
neralizaciones pueden variar desde la afirmacion de que todos
los ndmeros hallados son pares o el hallazgo de una relacién
de recurrencia (expresando que cada suma se obtiene como el
doble de la suma de lafilaanterior), hasta el enunciado coloquial
de que cada suma es una potencia de 2 o el establecimiento,
ademas, de la relacién del exponente con el nimero de fila.

a este conflicto no solo con los procesos d¢
particularizacién—-generalizacién sino con el de
materializacién—idealizacion.

- No considerar necesaria la blisqueda de una ex
presion mds general que permita hallar cualquie
suma sin necesidad de conocer la suma de lafila
anterior. En otras palabras, no lograr diferenciar
entre el particularrepresentado por la suma an-
terior a otra particular, con el particular genera
que puede otorgar la suma de cualquier fila n.

Proceso de descomposicion-reificacion

- Eltridngulo de Pascal (nuestro objeto de estudio) es el emer-
gentedeun proceso de descomposicién-reificacion, donde sus
elementos: ntimeros, filas, lineas, necesitan ser analizados
como elementos de un sistema.

- Todo el tridngulo se presenta como un sistema de niimeros
donde subyacen regularidades y propiedades. Si bien sus ele-
mentos son objetos unitarios deben ser pensados como parte
de ese sistema para poder determinar cada niimero segtn su
ubicacién, o sea se debe someter cada objeto a la l6gica del
sistema. Ademas, si bien es cierto que el tridngulo y sus ele-
mentos deben ser pensados como objetos sistémicos, luego
todos esos elementos deben ser reificados para comprender
el tridngulo de Pascal como un objeto unitario.

- La descomposicion del tridngulo en filas/lineas permite ver
que ciertas regularidades (como la sucesion numérica en la
primera linea paralela a la linea formada por unos) sugieren el
cumplimiento de propiedades andlogas en otras filas/lineas,
al considerar dichos elementos como parte de un sistema.

-La consideracion de los nimeros, de las filas 9
de las lineas como objetos unitarios, sin lograf
interpretarlos en el sistema de niimeros, puedd
llevar a que los estudiantes conjeturen propie-
dades que no se verifican en todo el tridngulg
0 a no poder hallar regularidades ni realizay
analogias entre propiedades que se cumplen en
unay otra fila o linea.

Proceso de representacién-significacion

- El desarrollo de la situacién se apoya en la representacién
de un tridngulo, no como objeto geométrico, sino como la de
disposicion grafica de los nlimeros que evoca la representacién
de untriangulo. Por eso, alguno de los objetos que van a des-
cribir su proceso de formacién o las propiedades podran hacer
referencia a él, tomando significados particulares y propios
para este contexto, como lados, lineas, extremos.

- Las propiedades enunciadas dan cuenta del significado
atribuido a las representaciones realizadas, ya sea como
elementos de sucesiones, como conjuntos de niimeros, como
elementos ubicados sobre lineas.

- Enelitem c) en particular es necesario asignar un significado
a los resultados de las sumas de cada fila como potencias de
2, cuyo exponente, ademds es el ndmero anterior al nimero
de fila considerado.

- Dificultades o ambigiiedades en el otorgamien-
to de significado (contenido) a expresiones de
enunciado tales como «fila n» (entendida en
este problema como una fila arbitraria de un
tridngulo que tieneinfinitas filas), lo cualimpli
caria consideraran como un arithmoy no como
un parametro; «suma de la fila n» y a algunog
términos utilizados para enunciar las conjeturag
(tales como «ladosy, «lineasy, «filas»).
- No poderasignara los resultados de las sumasg
de cada fila el significado de ser una potencia
de 2, cuyo exponente es el nimero anterior a
ntmero de fila.
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Tabla 3.

Procesos y Conflictos.
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Estos dos niveles de analisis epistémico del pro-
blema nos permite dar cuenta de la complejidad
ontosemidtica, es decir la variedad de objetos y
procesos que se deben poner eninterrelacién para
la resolucion del mismo. Con el siguiente pdrrafo
se trata de poner de manifiesto esta interrelacion
para uno de las subproblemas planteados, desta-
cando en cursiva nuestra referencia a los objetos y
procesos que serfan necesarios para su resolucion.
Para dar respuesta al problema referido a la suma
de la fila n, como hemos visto, no sélo se deben
tener disponibles las definiciones de sumay de fila
n, sino que se debe otorgar contenido a la expresion
del lenguaje: «suma de la fila n» como suma de una
fila cualquiera. Se debe particularizar para proceder
a observar qué pasa con la suma de cada fila en
particular (vista como objeto unitario), realizar los
calculos necesarios (las sumas de cada fila), para
reconocer luego a todas las filas como parte de un
sistema y poder hallar una regularidad en todos
los casos observados. Esto requiere significar y
expresar cada resultado obtenido como potencia
de 2 (teniendo que tener disponible para ello la
definicion de potencia) para luego, generalizar
este resultado: «la suma de cualquier fila es una
potencia de 2». Sin embargo para hacer operativa
esta generalizacién, serfa necesario realizar una
nueva particularizacion que permita observar la re-
gularidad: que en cada caso el exponente del 2 es el
ndmero naturalanterioralndmero defilayvolvera
generalizar buscando una manera de materializarla
propiedad conjeturada: «Lasumade lafilanes 2™'».

3. Analisis de sistemas

de practicas personales

del problema
El problema fue planteado en un curso de 4to. afio
de una escuela secundaria de la provincia de Santa
Fe (Argentina). En este apartado mostraremos el
analisis realizado al sistema de prdcticas personales
desarrollado por un grupo de tres alumnos de dicho
curso con el objetivo de ejemplificar el modo de
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analisis que se desarrolld en estainvestigacion. Cabe
destacar que se ha realizado este tipo de analisis a
diferentes sistemas de prdcticas logrados por los
diferentes grupos de alumnos, que permiten observar
ciertosinvariantes sobre la problemdticainvestigada.

Resolucion del grupo de estudiantes (E1-E2-E3)
En este registro escrito (figura 1) aparecenindicados
incisosd), e) yf), que en realidad corresponden res-
pectivamentea losincisosa), b) y ¢) del enunciado.
Ademds del registro escrito de la produccién de
los estudiantes y dada la caracteristica inherente
del objeto investigado: las argumentaciones de
los alumnos y los elementos de significado que
sostienen dichas argumentaciones, consideramos
fundamentalincluir algunos didlogos que se lleva-
ronacaboenelgrupoyqueellos mismos grabaron
consu celulara pedido de la profesora, pues ayudan
a entender el significado logrado.
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Figura 1.

Resolucidn de los estudiantes.
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A continuacién mostraremos el primer nivel de
andlisis realizado al sistema de practicas de este
grupo de alumnos:

Procedimientos

En el primer item de la situacién planteada se pide
que completen las dos filas siguientes del tridngulo
de Pascal. Los procedimientos que utilizan para
completar estas dos filas se ponen de manifiesto en el
siguiente didlogo entre losalumnosyalgunos de ellos
quedan descriptos en la resolucién del item siguiente.

- E1: Completemos primero los de afuera que son
unos (mientras completan los extremos de las filas
siguientes)

- E2: Estos unos también nos tienen que servir para
completar lo de adentro... habrd que hacer algunas
operaciones... fijate... También la forma de trigngulo
tiene que tener algo que ver...

- E3: Si sumds estos dos unos te da dos (haciendo
referencia a los unos, elementos de la segundafila,
que sumados dan el dos como elemento central de
la tercera fila).

- E2: Pero sisumamos 1+1+1 nos da 3... (sefialando
los extremos de las tres primeras filas cuya suma da
el 3 ubicado como tercer elemento de la cuarta fila)
- E1: Y si sumamos 1+1+1+1 nos da 4, que es el
elemento de la fila que sigue...

- E2:Yasipodemos sequir con todos... y completamos
los nimeros de adentro.

(Completan los elementos de la primera linea para-
lela a la formada por unos, los 6y los 7)

- E3: Pero de esa forma no vamos a llenar todo el
triangulo...., también tendriamos que ver que pasa
hacia abajo... porque pide las filas siguientes... lo
que nos dieron tiene que servirnos...

- E1: Mird acd... 2x3 me da 6 que es un nimero de
adentro y forman un trigngulo... a lo mejor todos
se puedan hacer multiplicando algo en forma de
tridngulo....

- E2: Pero mird acd 3+3 también me da 6 y también
forman un tridngulo.

- £3: Como yo les dije... con los de arriba hago los de
abajo... también con 6 y 4 hacés el 10... y también
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sirve para la punta 3+1 te da 4, y 4+1, 5. con los
ndmeros formas un trigngulo... ves?

-E2: 51, sill! yaestd... es asi!!l!

- E1: Dale, escribamos... qué sigue entonces...
después del 6....

-E2y E3: 15 porque es 5+10..., 20, que es 10+10...
v otra vez 15 (completan los elementos faltantes
de la séptima fila)

-El:ylaotra...1, 7,21, 35, (completan los elemen-
tos faltantes en la octava fila)

Estos didlogos muestran que los estudiantes:

- Establecen relaciones basadas en la percepcion
(«los de afuera son unos»)

- Observan casos particulares buscando establecer
reqularidades, por ejemplo:

Quessi se suman los dos «unos» de la segunda fila da
como resultado el 2 que es el elemento del centro
de la tercera fila, que si se suman los «unos» de
los extremos de las 3 primeras filas 1+1+1 da 3 (el
tercer elemento de la cuarta fila) y que si se suman
los «unos» de los extremos de las cuatro primeras
filas da como resultado 4, que es el cuarto elemento
de lafila siguiente. Es decir, hallan unaregularidad,
que de alguna manera intentan generalizar con la
frase: «y asi podemos seguir con todos...» y de este
modo completan los elementos de la primera linea
paralela a la formada por «unos», es decir, el6yel 7.
Este Gltimo procedimiento no queda registrado
en el escrito de los alumnos, quizas por lo que los
mismos alumnos expresan en el sentido de que
este procedimiento no les sirve para «llenar» todo
el tridngulo.

Observan también que si multiplican el 2 de la tercer
fila porel3dela cuartafiladael 6 dela quintafila,
planteando una posible regularidad: que «todos se
puedan hacer multiplicando algo en forma de trign-
gulo», aunque luego esa conjetura no se retome
(quizds porque se hayan percatado de que no vale
en general observando otros casos particulares).
Retomando la primera observacién realizada
(1+1=2), observan que también 3+3 da 6 (ytambién
«formany un tridngulo), estableciendo una nueva
reqularidad: «con los de arriba hago los de abajo»,
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la cualverifican para otros casos particulares: «con
6y4 hacésel 10», y los de la «punta»: 3+1=4, etc.,
y asi completan los restantes elementos interiores
del triangulo. Esta dltima regularidad es la que
queda en el registro escrito delinciso b):

«Porejemplo: sumamos en forma de triangulo hacia
abajo y asi sucesivamente» (ver Figura 2)

2

Figura 2.

La expresion «asi sucesivamente» da cuenta de
que, a pesar de que los alumnos han dejado escrita
en su produccién un solo ejemplo, han observado
varios casos particulares, han hallado una requla-
ridad y han realizado una generalizacién implicita,
que revela la utilizacién de un procedimiento de
induccién empirica.

El siguiente didlogo da cuenta de otros proce-
dimientos y procesos de comunicacién puesto a
funcionar en este grupo al abordar elinciso b):

- E3: Profe, profe, veni...

- Docente: Y? comovan? ...ya completaron las filas...
jipmuy bien!!!

- E1: Estamos acd con una duda, estamos discutiendo
como decir esto...

- E2: Encontramos que el tridngulo también se puede
formar sumando «hacia arriba» (y sefialan la hoja
de trabajo)

- Docente: ;Como?... no entiendo... expliqguenme...
- E2: Fijate acd, este 10 seria la suma de estos ndme-
ros que estdn arriba (y encierran con una linea los
nidmeros 10, 6, 3y 1)

- E1:Yeste 10 de al lado es la suma de estos otros ni-
meros (encierran con otra linea los nimeros 4, 3,2y 1)
- E2: Y probamos con todos y siempre te da... no im-
porta la cantidad de niimeros que pongas en la cadena
de niimeros que elijas... ponele el 35 es 20+10+4+1

- E1: Ytambieén te da si sumds para el otro lado... ese
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35 también puede ser la suma de 15+10+6+3+1...

decirlo de alguna forma....

- E3: Pero no sabemos cémo explicar...

- E1: ;Podemos hacer un ejemplo?... porque no
vamos a escribir todos los que encontramos...

- E2: Pero ademds tenemos que ver porque no sé si
se va a entender si ponemos ejemplos...

- Docente: Bueno... ;se animan a escribir algo de
todo esto que descubrieron?... intenten...
(Mientras la profesora recorre otros grupos, los
alumnos realizan su produccion escrita y vuelven
a solicitar la intervencién docente)

- E1: Mird, escribimos: «otra forma que utilizamos
fue sumar los niimeros hacia arribax»

- E3: Asi no se entiende...hay que poner un ejem-
plo!!!Ydejar los nidmeros como estdn dibujados con
la forma que tienen en el tridngulo...

- Docente: Dale!!! Genial!!! Como quedaria??

(Una de los estudiantes escribe el ejemplo que
da cuenta la produccién escrita, conservando la
disposicién que tenia originalmente y agregando
signos aritméticos «+» e «=»)

- £3: Ahora si se entiende!!!

- E2: Profe, ;te parece que se entiende? la vamos a
dejar ast...

Como se desprende de este didlogo, los alumnos
observan casos particulares: 10 es la suma de los ni-
meros que estan arriba (6+3+1), 10 =4+3+2+1, ha-
llando otra regularidad que generalizan («probamos
con todos y siempre te da... no importa la cantidad
de niimeros que pongas en la cadena de nimeros que
elijas...») y contrastan en otros casos particulares,
porejemplo 35 es 20+10+4+1. Esto queda escrito en
la resolucién como: «Otra forma que utilizamos fue
sumar los ndmeros hacia arriba. Ejemplo: ...»
También en esteinciso b), através de la percepcidn,
conjeturan que «£En este tridngulo se repite del lado
izquierdo la serie 1,2,3,4,5,6y asi sucesivamente,
quedando esto registrado en su produccién escrita.
En item c), los procedimientos utilizados por los
alumnos fueron:
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- Sumar los nimeros de cada una de las 8 primeras
filas del triangulo.

- Sistematizar estos resultados en una columna en
el costado superior de la hoja.

- Observar una regularidad y generalizarla, explici-
tandola de la siguiente manera: «Encontramos el re-
sultado (fila N) sumando los niimeros por si mismos».
La expresion «sumando los niimeros por si mismos»
hacereferenciaal procedimiento que podria emplear-
se para seguir avanzando en la construccion de las
sumas de las filas, como asi también la relacién de
recurrencia encontrada en la exploracion de los resul-
tados obtenidos. Advierten que cada resultado puede
obtenerse al sumar al dltimo resultado encontrado
esemismo niimero, (por ejemplo, 4+4=8; 8+8=16...).

Definiciones

Las definiciones utilizadas por este grupo de alum-
nos son las de:

Operaciones con nimeros naturales (adicién, mul-
tiplicacién); tridngulo y algunos de sus elementos
(lados, filas), serie (como sucesién de nimeros)

Propiedades

Como ya hemos mencionado, hay propiedades que
este grupo de alumnos perciben en el tridngulo y
otras que construyen a partir de la observacion de
casos particulares, bdsqueda de regularidades y
generalizacién (induccién empirica).

Los alumnos enuncian esas propiedades de la
siguiente manera: (extraido del didlogo entre los
estudiantes)

- «En este tridngulo se repite del lado izquierdo la
serie 1,2,3,4,5,6,7...y asi sucesivamente»

- «Los de afuera son unos», haciendo referencia a que
los ndmeros de los extremos de cada fila son unos.

- «Sumamos en forma de triangulo hacia abajo y asi
sucesivamente» (figura 2)

Observemos que en este caso la conjetura que esta
implicita es que «si sumamos dos nlimeros conti-
guos de unafila (en forma de tridngulo hacia abajo)
obtenemos el nimero que estd ubicado debajo de
ellos en la fila siguiente del tridngulo».
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- «Otra forma que utilizamos fue sumar los nimeros
hacia arriba. Ejemplo: ...».

Aqui también hay una conjetura implicita no con-
templada en el significado de referencia institu-
cional: «Cada nimero delinterior del tridngulo se
obtiene sumando los nimeros que estanen la linea
paralela a los unos comenzando por alguno de los
que estdn justo por encima de él».

Y hay también algunas propiedades que estan
presentes en los didlogos que fueron puente de
alguna manera para poder enunciar algunas de las
propiedades anteriores o que fueron descartadas
por no ser verdaderas, por ejemplo:

- «Los unos de los extremos y la forma de trigngulo
pueden servir para completar lo de «adentro» (ha-
ciendo ciertas operaciones).

- «A lo mejor, todos se pueden hacer multiplicando
algo en forma de triangulo»

- «Con los de arriba hago los de abajo»

Argumentaciones

- Argumentaciones basadas en la percepcion.

- Induccién empirica a partir de la observacién de
casos particulares, bdsqueda de regularidades y
generalizacion.

- Contrastacién de conjeturas mediante la verifi-
cacion en nuevos casos particulares y utilizacion
implicita del patrén inductivo fundamental: «La
verificacion de consecuencias hace a una conjetura
mds creible». En este sentido creemos importante
destacar que no siempre los ejemplos que se expli-
citan a continuacion de las conjeturas halladas, se
proveen con el fin de contrastar la conjetura sino
que los mismos se mencionan como una forma de
explicar la misma. (Tal es el caso del ejemplo 10=
4+3+2+1 explicitado a continuacién de la expre-
sion: «sumamos los nimeros hacia arriba...»)

Lenguaje

La resolucién de los alumnos se caracteriza por el
predominio de los lenguajes coloquial, gréfico,
numérico y aritmético.

Se puede observar que las relaciones halladas son
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expresadas mediante expresiones coloquiales,
como por ejemplo: «sumamos en forma de trigngulo
hacia abajo y asi sucesivamente...», «otra forma que
utilizamos fue sumar los nimeros hacia arriba...»,
las cuales los mismos alumnos reconocen que no
reflejan fielmente las relaciones halladasy porello
ven la necesidad de utilizar marcas en el graficoy
expresarlas con un ejemplo (es decir, aritmética-
mente). Recién cuando pueden hacer esto, pueden
expresar que «ahora si se entiende...». Esto vuelve
a poner en evidencia la utilizacion del ejemplo
para explicar mas que para contrastar en este caso.
Se destaca asimismo el uso (casi abusivo) de las
expresiones coloquiales «adentro» y «afueray, lo
que dealguna manera obstaculiza la correcta enun-
ciacion de algunas de las relaciones halladas. Este
lenguaje no fue anticipado en nuestro significado
de referencia pretendido.

El lenguaje numérico y el aritmético dan cuenta de
las operaciones realizadas para completar los ele-
mentos de las filas y de la escritura de los nimeros
respetando la estructura triangular de la disposicién
grafica previamente dada, de lo que se infiere que
dicha forma fue utilizada en la fase de construccion.
También utilizan un lenguaje simbdlico-aritmético
(signos y simbolos propios del lenguaje matema-
tico relacionado a las operaciones aritméticas
involucradas) tanto para la explicitacién de los
procedimientos como para las propiedades del
triangulo, no habiendo indicios de lenguaje sim-
bélico algebraico.

Profundizando en un segundo nivel de andlisis,
se pone en evidencia que estos estudiantes han
transitado por diferentes procesos:

- Procesos de materializacion-idealizacion:

Los nGmeros escritos y su disposicion triangular
(ostensivos) en elitem a) refieren a la materializa-
cion de los procedimientos que se llevarona caboa
la hora de resolver el problema, como la observa-
cion, laexploraciony la bisqueda de regularidades.
Las expresiones escritas, utilizando expresiones
tales como: «se repite del lado izquierdo la serie 1,
2,3, 4,5, 6, 7yasi sucesivamente», «<sumamos en
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forma de trigngulo hacia abajo», «sumar los nime-
ros hacia arriba», «encontramos el resultado (filan)
sumando los ndmeros por si mismos» constituyen la
materializacion de ciertas propiedades que subya-
cen como objetos ideales (no ostensivos).

En este sentido, podemos observar, tal como lo ha-
biamos anticipado en el andlisis del significado de
referencia pretendido, que hay ciertas dificultades
e imprecisiones para materializar, en expresiones
orales y/o escritas, las propiedades conjeturadas,
por ejemplo: «En este tridngulo se repite del lado
izquierdo laserie 1,2,3,4,5,6,7... y asi sucesivamen-
tex, utilizando las expresiones «se repite del lado
izquierdo» que es ciertamente confusa, «serie» en
lugar de sucesion. Es decir, hay conflictos semiéti-
cosasociados aluso de los componentes discursivos
para la comunicacién de la reqularidad hallada.
Pero, ademas, y esto nos parece de suma impor-
tancia, observamos que en algunas oportunidades
las propiedades halladas quedan expresadas en
términos de procedimientos. Por ejemplo, decir:
«sumamos en forma de tridngulo hacia abajo y asi
sucesivamente», sin poder expresar esta reqularidad
en forma de una propiedad general: «si se suman dos
ntmeros contiguos de unafila (en forma de tridngu-
lo hacia abajo) se obtiene el ndmero que estd ubica-
do debajo de ellos en la fila siguiente del tridngulo
ideal». Observemos que en un momento la docente

ahora habria que decirlo de alguna forma...», es
decir les solicita expresamente decir en términos
de propiedad. A lo que los alumnos expresan que
no saben como explicary materializan la propiedad
subyacente en términos de procedimiento.

En el caso delinciso c), este conflicto se hace mas
patente. Los estudiantes expresan la conjetura en
términos de procedimientosy con algunasimpreci-
siones: «Encontramos el resultado (fila N) sumando
los ndmeros por si mismos».

- Procesos de particularizacion—-generalizacion

- Tanto en el registro escrito como en los didlogos
entre los alumnos y la docente se pone de ma-
nifiesto cémo ha funcionado la dialéctica entre
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lo particular y lo general. Tanto para pensar la
construccién de las filas siguientes como en la
enunciacion de propiedades del tridngulo, se
analizan casos particulares para lograr algtn tipo
de generalizacion. Por ejemplo, cada nimero
particular del interior del trianqulo se obtiene a
partir de un procedimiento general, descripto como
«sumamos en forma de trigngulo hacia abajo». Pero
también esa generalizacion es verificada en nuevos
casos particulares e incluso se ve la necesidad de
ejemplificar las relaciones conjeturadas mediante
nuevos casos particulares.

- En el caso delitem c) el andlisis de la suma de cada
fila, observadas como elementos particulares, permi-
te enunciar un reqularidad, queintentan generalizar
en la expresion «Encontramos la suma el resultado
(fila N) sumando los ndmeros por si mismos».
También aqui observamos algunos conflictos
semi6ticos asociados a este proceso de particula-
rizacion-generalizacion, algunos de los cuales ya
habiamos anticipado como conflictos potenciales:
- Conflictos ligados a la eleccion de casos particula-
res adecuados que permitan llegar a una generali-
zacionvalida, como por ejemplo la consideracion de
latercerlinea paralela a los «unos» y la observacion
de cada ndmero particular para obtener una ley
general de formacién de dicha sucesién.

- No lograr diferenciar entre el particular represen-
tado por la suma anterior a otra particular, con el
particular general que puede otorgar la suma de
cualquier fila n.

-También se perciben dificultades asociadas al re-
gistro escrito del lenguaje utilizado para enunciar
el producto de los procesos de generalizacién, y la
consiguiente necesidad de hacer referencia a un
ejemplo (caso particular) para que se entienda la
generalizacion a la que arribaron. Esto se ve clara-
mente en la forma de expresar la relacién general
hallada: «sumamos en forma de tridngulo hacia
abajo y asi sucesivamente» (seguida del ejemplo)
u «otra forma que utilizamos fue sumar los niimeros
hacia arriba. Ejemplo:...) las cuales, como ya hemos
mencionado, no pueden expresar como una propie-
dad general. Este conflicto, esta relacionado no sélo
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con los procesos de particularizacion- generaliza-
cion sino con el de materializacién-idealizacion.

- Proceso de descomposicion-reificacion

Esta practica matematica da cuenta del proceso de
descomposicion-reificacion llevado a cabo por este
grupo, que si bien va considerando los ndmeros
involucrados como objetos unitarios con los que
realiza cdlculos seglin su ubicacién, son a la vez, so-
metidos a la ldgica del sistema, observando a todo
el triangulo como un objeto sistémico. Siendo asi
el triangulo de Pascal el emergente de un proceso
de descomposicion-reificacion de elementos uni-
tarios (ndmeros, filas, tridangulos mds pequefios)
que necesitan ser analizados como elementos de
un sistema y luego nuevamente transformado en
un objeto unitario.

Entre los conflictos relacionados a este proceso
podemos destacar que en este grupo de alumnos
la consideracion de las «lineas» como objetos uni-
tarios (sin verlos en el sistema de nimeros), llevaa
que no puedan realizaranalogias entre propiedades
que se cumplen en otras lineas, por ejemplo, el mi-
rar como objeto unitarioa la primer linea paralelaa
los unos, a pesar de poder percibir que se trata de
la sucesion 1,2,3,4,5,..., no les permite ver que la
segunda linea paralela a los unos también es una
sucesion con determinadas caracteristicas.

- Proceso de representacion—significacion

Este proceso se pone en juego en la produccién y
comunicacion de esta resolucién. Desde un princi-
pio los alumnos tuvieron que dar un significado a
algunas expresiones del enunciado de la tarea, en
particular a la expresion: «fila n». En la resolucién
y los didlogos, algunos objetos, como los ndmeros
que forman las filas o las expresiones cologuiales,
evocan la representacién geométrica triangular
referenciandola en el procedimiento utilizado
para su formacién, tomando elementos de la geo-
metria («sumamos en forma de triangulo») o de
las relaciones espaciales («hacia abajo»/ «sumar
los ndmeros hacia arriba»/ «del lado izquierdo»),
para describirlos.
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Los conflictos semiéticos ligados a este proceso
tienen que ver, tal como lo habiamos anticipado,
con dificultades o ambigiiedades en el otorgamien-
to de significacidn a algunos términos utilizados
en el enunciado de la tarea y en su resolucion.
En particular la asignacién de un contenido a la
expresion «fila n» se presenté como un conflicto
semiotico efectivo en el desarrollo de esta tarea,
que hizo necesaria laintervencion del docente para
hacer progresar la actividad matematica requerida.
Asimismo, se vislumbraron conflictos semi6ticos
vinculados a ambigiiedades en el significado otor-
gado a los términos y expresiones utilizados para
enunciar las conjeturas (tales como «serie», «lado
izquierdo», «sumar en forma de tridngulo hacia
abajo», «sumar los nimeros hacia arribay», «<sumar
los nlmeros por si mismos»).

Debemos destacar que la atribucién de significado
a la expresion algebraica del enunciado requiere
de ciertafamiliaridad con las practicas del lenguaje
especifico-matemdtico, que aparentemente no es-
taban disponibles por los estudiantes al momento
de enfrentarse a la tarea, y se manifesté en dificul-
tades/obstaculos para resolverla. En este sentido el
EOS pone en evidencia que las transformaciones de
lenguajes no se plantean por simples traducciones,
por lo que lograr el enunciado en lenguaje algebrai-
co es mucho mds que una traduccién de lenguajes,
sino que necesita de una transformacién de signifi-
cados que ponea funcionar nuevas funciones semié-
ticas, mdsalla de tener una disponibilidad personal
de signos o expresiones algebraicas, cuestion que
en este caso, necesitd de la gestion del docente.

4. Conclusiones
A fin de analizar los procesos argumentativos de
alumnos de 4to. afio de la escuela secundaria,
hemos seleccionado y reformulado una situacion
que consideramos potencialmente «rica»® para
poner en funcionamiento este tipo de procesos,
en particular los involucrados en la elaboracién y
contrastacion de conjeturas.
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Situados en una dimensién epistémica, hemos
realizado un andlisis a priori de la situacién, el
cual muestra una posible red de relaciones entre
los diferentes objetos, procesos duales y razona-
miento empleados en una resolucién pretendida
para alumnos de 4to afio de la escuela secundaria,
el cual pone en evidencia la complejidad ontose-
miodtica que subyace a este mega proceso que es
la argumentacién, y en particular, la elaboracién
de conjeturas.

En este sentido, y profundizando lo expresado por
Panizza (2005) respecto de que los razonamientos
estan ligados a los conocimientos que se ponen en
juego, nuestra investigacién muestra que el proceso
de elaboracién de conjeturas no sélo estd condicio-
nado por todos los objetos primarios que se ponen a
funcionar: desde el problema, los procedimientos, las
definiciones, las propiedades, el lenguajeyeltipo de
argumentacion utilizados, sino también por los proce-
sos duales que se deben transitar: ademds del proceso
de particularizacién—generalizacion, los procesos de
materializacion—idealizacion, de representacion—sig-
nificacién y de descomposicién-reificacion.
Elandlisis a priori del problema nos fue de utilidad
como significado de referencia para luego analizar
los significados personales de los alumnos (dimen-
sidn cognitiva), que se manifiestan en un sistema
de prdcticas realizadas por un grupo de alumnos
ante tal situacién.

Este analisis de significados personales pone en
evidencia ciertas disparidades entre lo que el
profesor espera (significado institucional preten-
dido) y lo que realmente logran hacer los alumnos
(significado personal logrado), que se explican en
términos de conflictos semiéticos.

En relacién a esta cuestién, observamos que algu-
nos de los conflictos semiéticos potenciales que
se habian anticipado se hicieron efectivos en la
clase (y en particular en este grupo de alumnos)
como lo son, por ejemplo, aquellos ligados a la
falta de elementos discursivos para poder mate-
rializar las conjeturas halladas, a la dificultad en el
otorgamiento de significado a ciertas expresiones
tales como «suma de la fila n» o en la falta de una
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mirada sistémica de ciertos objetos queimpiden la
emergencia de otras conjeturas. Pero hay conflic-
tos que no fueron anticipados y que nos resultan
importantes de destacary de sefialar como nuevos
focos de indagacién: observamos la presencia, en
losalumnos, de una cierta «confusién ontolégica»,
en el sentido de que algunos objetos primarios que
se pretendia que emergieran como propiedades
generales (del tridngulo de Pascal en este caso)
terminan expresandose como procedimientos que
pueden utilizarse para la formacién del triangulo.
Esto muestra claramente que no se logra la desper-
sonalizacién ni la descontextualizacién esperada
en la formulacién de los alumnos a partir sélo de
lo que el problema plantea. La persistencia de
esta confusion ontolégica en otras situaciones nos
ayudaria a explicar, en parte, la falta de necesidad
por parte de los estudiantes de validar lo que se
dice ya que si la conjetura se escribe como el pro-
cedimiento realizado, no habria nada que validar.
Por eso insistimos en que es necesario trabajar en
ese «cambio» en la forma de enunciar la conjetura,
transformando el elemento de significado de pro-
cedimiento a propiedad.

También evidenciamos una importante confusion
argumentativa respecto al uso del ejemplo. En
forma reiterada ese uso significa explicacion y no
contrastacion como se plantea en nuestro marco
de referencia.

Notas

Cabe destacar que estos conflictos son invarian-
tes, no solo en las resoluciones de este problema
logradas por todos los grupos de alumnos, sino
también en otro tipo de problemas analizados en
esta investigacién.

En este sentido, creemos que es necesario un
trabajo en el aula dirigido a significar una propie-
dad matemdtica como una proposicién (oracién,
enunciado) que afirma algo general, y a reflexionar
sobre el uso del ejemplo, lo cual exigiria una etapa
de planificacién y disefio especial.

En general, los conflictos semidticos potencialesy
efectivos nos ayudan a explicar, utilizando herra-
mientas semidticas, las diversas dificultades por las
que pueden atravesar (y de hecho atraviesan) los
alumnos en sus procesos argumentativos, y en par-
ticularen el proceso de elaboracién de conjeturas.
También nos permiten repensar lasintervenciones
docentes en elaula, dado que las mismas deben es-
tar orientadas a tratar de destrabar estos conflictos
semi6ticos para ayudar a avanzar a los alumnos en
la elaboracién de las conjeturas pretendidas.

Por (ltimo, creemos que el estudio realizado aporta
a la problematica planteada en la introduccién
de este trabajo, en tanto que favorece, desde las
dimensiones epistémica, cognitiva y semiética, a
la comprensiény desnaturalizacién de los procesos
argumentativos de los alumnos en situaciones de
elaboracién y contrastacion de conjeturas.
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™ Se entiende como proceso a una secuencia de acciones que es activada o desarrollada durante un
cierto tiempo para conseguir un objetivo. En este sentido, debemos destacar que el EOS reconoce la
existencia de una gran diversidad de procesos que se ponen en juego en la actividad matemdtica. De
hecho, la emergencia de los objetos primarios de una configuracién (lenguaje, problemas, proce-
dimientos, definiciones, propiedades, argumentos) tiene lugar mediante los respectivos procesos
matematicos de comunicacién, problematizacién, elaboracion de procedimientos, definicién, enun-
ciacién, argumentacion. A su vez, destaca mega procesos en la actividad matematica como lo son la
resolucién de problemasy la modelizacién, entre otros.

@ Lanocién de funcién semidtica se entiende como la correspondencia entre un objeto antecedente
(expresiodn, significante) y otro consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (per-
sona o institucion) segun un criterio o regla de correspondencia (Godino, Batanero y Font, 2007).
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® Los contraejemplos globales son aquellos que refutan la conjetura original, mientras que los con-
trajemplos locales son aquellos que refutan a alguna de las posibles subconjeturas.

@ Estos autores consideran problemas «abiertos» a aquellos donde se da alguna de estas tres situaciones:
«a) dadas las propiedadesiniciales, el problema consiste en encontrar las consecuencias de ellas, b) dadas
las propiedades finales, el problema consiste en encontrar las propiedades iniciales de las cuales son con-
secuencia, ¢) sin dar ninguna propiedad del problema consiste en encontrar las propiedades relacionadas.
®) ELtérmino «situacion rica» es ambiguo ya que se usa con muchos sentidos diferentes. Utilizamos dicho
término en concordancia con Font (2005), para hacer referenciaa que la situacién elegida supera elapren-
dizaje pasivo, gracias a laincorporacién al proceso de ensefianza-aprendizaje, entre otros, de algunos
de los siguientes aspectos: laactividad delalumno, el problema contextualizado, la organizacién para su
ensefianza en grupos de trabajoy la posibilidad de que los alumnos visualicen diferentes regularidades.
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