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Jaione Abaurrea, Aitzol Lasa
v Miguel Wilhelmi

Resumen
Seanaliza la actividad matematica de estudiantes del Master Universitario en Profesorado de Edu-
cacion Secundaria, especialidad en Matematicas, en una situacion didactica destinada al estudio
de circunferencias. En las tareas a resolver por los alumnos se estudian los métodos de geometria
analitica para la representacién de circunferenciasy las propiedades de estas figuras mediante una
metodologia de exploraciéon eilustracién. Primero se identifican los conocimientos previos de los
estudiantes y después se ponen a su disposicion herramientas en distintos soportes para afianzar
y desarrollar dichos conocimientos. El proceso de estudio evoluciona mediante la interaccién de
dos soportes materiales: uno, el software dindmico GeoGebra; otro, el «ldpizy papel». Se extraen
conclusiones sobre la importancia de la interaccion entre los medios en la adquisicién de conoci-

mientos y suimplicacion en las intervenciones docentes previstas.

Palabras clave: situacion didacti-
ca, geometria analitica, circunfe-
rencias, exploracion eilustracion,
GeoGebra.
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Abstract

In Master’s degree in Secondary Education Teaching, speciality in mathematics, the activity of students
in a didactic situation for the study of circumferences is analyzed. The activities made by the students
follow an explorative and illustrative methodology to study the analytic geometry methods to repre-
sent circumferences and the characteristics of these figures. The first step is to identify the previous
knowledge of the students and then, give them learning tools in different formats to consolidate and
develop this knowledge. The study process evolves through the interaction of two material tools: one,
the dynamic software GeoGebra; and other, the «pencil and papers. Conclusions are drawn about the
importance of the interaction between the tools in the acquisition of knowledge and its involvement
in the planned teaching interventions.
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Introduccion

Gutiérrez (2010) resalta que «la geometria es una
compleja red formada por interconexiones entre
conceptos, formas de razonamiento y sistemas de
representacion Gtil para conceptualizar y analizar
entornos espaciales fisicos o imaginados» (p.17).
Segtn sus palabras, esta complejidad se proyecta
en el mundo escolar y conlleva la existencia de
numerosas investigaciones acerca de la didactica
de la geometria.

Todo objeto matematico emerge de los sistemas de
practicas significativas que unindividuo utiliza para
resolver un cierto tipo de situaciones—problema.
Dichas prdcticas matemadticas (operativas y dis-
cursivas) constituyen los significados personales
que ese individuo tiene de tales objetos (Avila,
Ibarra, Grijalva, 2010). El estudio de los objetos
geométricos y sus propiedades requiere practicas
o0 actividades en registro algebraico y en registro
grafico. Porunlado, el significado algebraico de los
objetos geométricos se puede presentar mediante
su representacion algebraica. Por otro lado, se
emplean las representaciones graficas para la
visualizacion del objeto y para la ejemplificaciony
demostracion de propiedades; siendo la represen-
tacion en registro grafico imprescindible para el
estudio de estos objetos geométricos.

La Teoria de Registros de Representaciones Semié-
ticas (Duval 1995) permite llevar a cabo el analisis
dediversos tipos de representaciones empleadas en
la realizacion de tareas matematicas, asi como el
paso de unas representaciones a otras, atendiendo
a si las modificaciones se realizan en un mismo
sistema de representacién semiética (transforma-
ciones) o entre diferentes sistemas (conversiones).
La actividad matematica de los futuros docentes de
matematicas de Educacién Secundaria (FDMS) que
se analiza en este estudio, requiere cambios entre
elregistro algebraicoyel gréafico, siendo necesarias
tanto transformaciones como conversiones. Dichas
representaciones algebraicasy gréficas se llevana
cabo en dos soportes materiales: GeoGebra y «la-
piz y papel». Asi, las actividades que ejecutan los
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FDMS exigen realizar transformaciones algebraicas
en papely conversiones del registro algebraico al
registro grafico y viceversa, tanto en GeoGebra
como en papel.

Esta propuesta de interactuar con dos soportes
materiales fue motivada para evitar el fenémeno
diddctico de ilusion de la transparencia, segun el
cual docentey estudiantes no comparten el mismo
plano de significacién y, sin embargo, el docente
acepta, ilusoria y tacitamente, que la discusion es
trasparente para los estudiantes. Este fenémeno
se puede presentar de dos formas duales; a saber:

- Ilusion del ejemplo prototipico. Debido al reducido
tiempo en cada sesién, el docente que trabaja con la
pizarra busca «ejemplos prototipicos» para ensefar
saberes complejos. El problema docente se centra
en la determinacion del mejor ejemplo posible para
introducir o desarrollar nociones, propiedades o
proposiciones. El ejemplo es mostrado de forma
muy detallada y con un alto grado de adecuacién
al tépico matemdtico. Sin embargo, mientras el
profesor acepta el ejemplo como un representante
«irrefutable» del saber a ensefar, para los alumnos
no deja de ser un mero ejemplo particular: no son
conscientes de que la propiedad que se presenta me-
diante ese ejemplo se cumple en otras situaciones
con caracteristicas similares. Asf, laidea de «ejem-
plo perfecto» y su detenido andlisis puede llevar al
docente a la ilusion de que los estudiantes entien-
den la propiedad y son capaces de particularizarla
a casos pertenecientes a la clase que representa el
ejemplo particular escogido ad hoc por él.

- Ilusion de los ejemplos exhaustivos. El docente no
toma consciencia de que la mera concatenacién de
ejemplosilustrativos no faculta necesariamente al
estudiante a identificar los aspectos comunes y,
por lo tanto, a abstraer de todos ellos un modelo o
prototipo que los represente. ELuso de un software
tecnolégico en elaula permitea los docentesincor-
porar mas modelos. La rapidez para realizar abun-
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dantes ejemplosy modificar objetos para conseguir
nuevos, realizar mdltiples ensayos, establecer
conexionesy conjeturar permiten establecer condi-
ciones para la generalizacion y la demostracion de
propiedades. Asi, el docente puede tener lailusion
de que los estudiantes entienden una propiedad
y son capaces de generalizarla después de haber
visto una concatenacion de ejemplos exhaustivos
que cumplen dicha propiedad.

En conclusidn, ya sea para evitar la ilusion del
ejemplo prototipico o de los ejemplos exhaustivos,
eldocente debe determinar medios de controlsobre
los instrumentos utilizados y su gestién en aula.
Con otras palabras, el soporte «pizarra» puede
conllevar unfenémeno deilusion de la trasparencia
si los estudiantes no adquieren medios deductivos
(de lo general a lo particular). La otra cara de la
moneda es el soporte «informdtico», que puede
conllevarun fenémeno deilusion de la trasparencia
si los estudiantes no adquieren medios inductivos
(de lo particular a lo general).

Poreso, para evitar estos fendmenos deilusion de la
transparencia, en el estudio se plantean actividades
en las que no se utiliza Gnicamente un soporte. Se
espera que el«uso correcto» yalternado de GeoGebra
y del «lapizy papel» permita tanto generalizar como
particularizar propiedades. Se entiende que se hace
un «uso correcto» de GeoGebra si los alumnos lo
emplean para conjeturar respecto a nociones ma-
tematicas. ELl modelo dinamico sirve para indagar
acerca de propiedades. GeoGebra permite proponer
actividades a las que, aun no teniendo la maestria del
saber matematico que se trabaja, se les puede hacer
frenteyasiavanzar en la comprensiény adquisicién
totaldelsaber. Ademds, alternar esta practica con la
practica en papel permite optimizar el rendimiento.
Asi, son dos los objetivos principales de esta in-
vestigacién. Por un lado, se espera que los FDMS
progresen en la adquisicion de procesos matema-
ticos de particularizaciény generalizacion (Godino,
FontyWilhelmi, 2008) y propiedades vinculadas al
lugar geométrico «circunferencia»; y porotro lado,
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se pretende discutir la pertinencia en la alternancia
de los soportes en estos procesos.

Para alcanzar esos objetivos, el presente trabajo se
organiza de la siguiente manera: se presenta en pri-
mer lugar el marco tedrico de referencia, se detallan
después los objetivos especificos de la actividad, y se
presenta por Gltimo el disefio, laimplementaciony
la evaluacion de las actividades. Se termina con una
discusion de los resultados y unas observaciones
finales a modo de conclusion. Ademds, se aportan
en el anexo todas las actividades propuestas con el
enlace al libro GeoGebra que emplearon los FDMS
para la realizacion de las actividades.

Marco tedrico y metologico

En la perspectiva semidtica—cognitiva adoptada por
[a TRRS, la nocién de representacién juega un papel
importante en la adquisicion de los conocimientos
matemadticos. Duval (2006) afirma que la dnica
manera de acceder a los objetos matematicos es
mediante los signos que se utilizan en la practica
matemadtica y las representaciones semiéticas de
tales objetos. En la actividad matematica lo esencial
no es el uso de diferentes sistemas de represen-
tacion semidtica, sino las transformaciones que
se pueden realizar entre las distintas representa-
ciones. Se denomina tratamiento a la actividad de
transformar signos dentro un mismo sistema de
representacion; conversion, a la transformacién de
representaciones en diferentes sistemas.

Duval (1995) declara que el proceso de conversion
en una pluralidad de registros de representacion
conlleva el desarrollo de conocimientos. Segin
sus palabras, la lengua materna, que es el registro
semiodtico por excelencia, no es suficiente para
movilizar el conocimiento matemdtico, siendo
necesaria la combinacién de distintos registros de
representacion (algebraico, aritmético, grafico,
etc.) llevados a cabo en diferentes soportes (verbal,
fisico, simbdlico, grafico o tecnolégico). Esta com-
binacién de registros es fuente de dificultades de
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aprendizaje de las matematicas; de hecho, muchas
de ellas se originan por el desconocimiento sobre
como cambiar de registro y como diferenciar un
objeto de la representacion que se propone.

La practica matematica llevada a cabo por los FDMS
en estainvestigacion, requiere eluso de dos sopor-
tes, el software de geometria dindmica GeoGebra
y «ldpizy papel». Lasa (2016) centra el interés en
investigar situaciones en las que las tareas a resol-
ver por los alumnos requieren modelos dinamicos
en soporte informatico ademds de las actividades
a realizar en papel. Trata de contrastar si el orden
de utilizacion de los soportes materiales condiciona
las respuestas que dan los alumnos. Asi, concluye
que el orden de utilizacién de los distintos soportes
provoca distintas respuestas por parte del estudian-
tey que «el conocimiento de las caracteristicas de
unas y otras respuestas permite adoptar criterios
que optimizan los disefios instruccionales en estos
soportes» (Lasa, 2016, p.277).

En otras palabras, la utilizacién del modelo dina-
mico influye en la resolucién de la tarea, siendo
conveniente emplear los dos soportes en la rea-
lizacién de una misma de ellas. En sus palabras
«es apropiado utilizar el modelo dindmico como
apoyo a la resolucién algebraica, para visualizar
los resultados numéricos, controlar la produccion
realizada, ydarasivalideza la resolucién obtenida»
(Lasa, 2016, p.157).

En cuanto al uso de herramientas tecnoldgicas
en situaciones de aprendizaje, Lasa y Wilhelmi
(2013) describen tres momentos bdsicos en los
que es pertinente el uso de GeoGebra dentro de la
actividad matematica: momento de exploracion,
de ilustracion y de demostracion de una propie-
dad matematica. Estos momentos se refieren al
objetivo instruccional pretendido y al reparto de
responsabilidades entre docente y estudiantes y,
por lo tanto, no se refieren a la maestria en el uso
de la herramienta informdtica por estos Gltimos.
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Exploracion, ilustracion
y demostracion con GeoGebra

GeoGebra permite disefiar modelos dinamicos en
los que el alumno puede indagar de forma auté-
noma, generando asi un momento de exploracion.
El docente disefa el applet en GeoGebra con el fin
detrabajar una propiedad matematicay elalumno
debe manipular libremente el modelo dindmico.
Esta manipulacién permite experimentary probar
con distintas resoluciones y obtener informacién
de las actividades que se llevan a cabo. Con otras
palabras, el applet aporta informacién inteligible
sobre la correccion de la soluciéon y, a partir de
estainformacion, el sujeto establece conclusiones
o relaciones, deduce propiedades, etc., es decir,
construye paulatinamente el conocimiento.

En cambio, los applets destinados al momento de
ilustracion tienen como objetivo asistir la labor
docente mientras que elalumno recibe una leccién.
Asi, el modelo dinamico es un acompafante, un
afnadido, a la explicacién del docente. Con GeoGe-
bra el docente puede mostrar al alumno una cons-
truccion o un ejemplo que verifique la propiedad o
elteorema que esta explicando. Al contrario que en
los modelos de exploracién, en éstos, elalumno no
debe conjeturar para llegar a conocer la propiedad
matemdtica; directamente se muestra la veraci-
dad de la misma mediante ejemplos concretos.
La ausencia de contraejemplos y el estudio de un
gran ndmero de casos justifican inductivamente la
propiedad. De esta forma, el modelo deilustracién
permite mostrar propiedades de manera explicita,
pero no demostrarlas. Lailustracion de una propie-
dad no es mds que una «imagen» de la misma (Lasa,
2016). Es preciso, pues, un razonamiento deductivo
que dé validez formal a dicho resultado®.

Los modelos dinamicos que manejan los FDMS
para realizar las actividades, es decir, los modelos
dindmicos que se presentan en este estudio son de
dos tipos. Por un lado, estdn los applets destina-
dos a la exploracién de conocimientos y por otro,
aquellosilustrativos, que con solo pulsar un botén
presentan ejemplos que verifican una propiedad
matematica. Ademas, las tareas a resolver por los
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FDMS con GeoGebra se dividen en diferentes fases
propuestas en la Teoria de Situaciones Didacticas
en Matematicas (TSDM) (Brousseau, 1997).

La TSDM aporté herramientas para superar una
ensefianza meramente transmisiva de las mate-
mdticas. El docente y el estudiante intervienen en
un medio diddctico, estructurado segun el saber
objeto de estudio. Segln la TSDM, el estudiante
avanza en la adquisicién de nuevos conocimien-
tos mediante la adaptacion al medio didactico.
Un componente del medio es el medio material
(con qué instrumentos o soportes, qué ostensivos
manipula). Asi, en estas situaciones el docente no
interviene proporcionando el saber matematico
para la resolucion del problema, se encarga de
preparar el medio diddctico (incluido el material),
de plantear el problemayde lagestiony control del
sistema diddactico, interviniendo para la evolucién
de los conocimientos.

A continuacién se presenta un paralelismo entre las
fases deaccion, formulacionyvalidacion propias de
[aTSDMy los tres momentos bdsicos de exploracién,
ilustracién y demostracién de uso de GeoGebra
(Tabla 1). Las situaciones de accién buscan que
el estudiante, haciendo uso de sus conocimientos
previos, interactde con el medio didactico para
abordar un problema; poniendo a prueba la eficacia
yvalidez de sus conocimientos. En estas situaciones
el docente no proporciona el saber matematico,
por lo que las relaciones se establecen entre el
estudiante y el medio diddctico. Aun asf, esto no
quiere decir que el docente se aisle del proceso,
ya que es, por un lado, el encargado de preparar el
medio didactico y de plantear el problema, y, por
otro lado, el gestor de los momentos de devolucion
(gestién de situaciones de bloqueo en el estudian-
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te). Esta situacion de accion se caracteriza por ser
un momento de indagacion, ya que el estudiante
debe interpretar sus acciones en funcidn de las
respuestas que recibe por su interaccién con el
medio antagonista. Esta fase pues se relaciona
principalmente con la de exploracion.

En las situaciones de formulacién, donde los estu-
diantes explicitan propiedades y proposiciones de
los objetos matematicos involucrados, permite no
solo el progreso del conocimiento sino la transmi-
sion deinformacién entre paresiguales, permitien-
do la construccién conjunta del saber. En el caso
deluso de GGB, en este proceso se diferencian dos
momentos, exploracién eilustracion. Al principio,
el estudiante debe identificar diferentes represen-
taciones del conocimiento en cuestiony escoger la
apropiada (momento de exploracién); y después,
debe presentar dicha informacién a los demds
actores de la situacion (momento de ilustracién).
En las situaciones de validacion los estudiantes
tienen a su disposicién herramientas para verificar
ellos mismos si han abordado el problema correc-
tamente. El medio material permite la justificacién
de la propiedad matemdtica que se ha trabajado en
las fases de accion y formulacion. Esta justificacion
puede serinductiva, es decir, basada en casos parti-
culares (momento deilustracion) o basada en unra-
zonamiento deductivo (momento de demostracion).
Finalmente, la institucionalizacion marca el final
del proceso® y en esta fase se formalizan los co-
nocimientos emergentes adquiridos en el trans-
curso de la actividad. En esta etapa, prevalece el
momento deilustracién, ya que el docente expone
los objetos matemdticos a los alumnos. Aun asf, la
formalizacién de los conocimientos puede requerir
una demostracién deductiva también.
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Momentos de la Fases de la situacion adiddctica

actividad matematica

con GGB Accion Formulacion Validacion

Exploracion Estrategia de base Conceptos y teoremas Pruebas empiricas (en

en acto muchos casos por ensayo
y error)

Ilustracion Consignas y devolucion. Formulacién explicitade | Pruebas parciales para
Eventualmente, mi- propiedades particulares | comprobar (convencerse
croinstitucionalizaciones | de casos concretos a uno mismo) y para
en situaciones didacticas convencer (aligual)
con un componente
adidactico esencial
(Bloch, 1996)

Demostracion Interpretacién de la Formulacién explicitade | Prueba para comprobar
respuesta del medio teoremas (convencerse a uno
antagonista (feedback) mismo) y prueba para

convencer (aligual)
- J

La investigacion que se presenta en este texto
tiene el propésito de que los FDMS evolucionen
en el conocimiento de la «circunferencia» hacia la
incorporacién de saberes geométricos y algebraicos
integrados. Se pretenden trabajar cuatro métodos
de geometria analitica para la representacion de
una circunferencia partiendo de su ecuacién im-
plicita (Wilhelmi, 2007).

Praxeologias vinculadas

a la resolucion de circunferencias
Respecto a la representacién de circunferencias
partiendo de su ecuaciénimplicita, Wilhelmi (2007)
determina que «la actividad matematica se centra
en la manipulacion simbélica de ostensivos que
conlleva la transformacién de una ecuacién por
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Tabla 1.

Momentos de la actividad matemdtica
en las distintas situaciones de la TDSM
(Lasa, 2016, p. 52).

equivalencias algebraicas, hasta la obtencion de
un representante canénico de dicho lugar». Con
otras palabras, se hace un transito brusco desde
«el conocimiento no analitico de la circunferen-
cia» a su «interpretacion meramente analitica a
partir de la manipulacién de la ecuacion analiti-
ca». Esto lleva consigo que las técnicas aparecen
como instrumentos rigidos para la realizacion de
tareas aisladas y estereotipadas, lo que puede dar
lugar a diferentes fendmenos didacticos como la
atomizacién de la técnica de las transformaciones
algebraicas, ausencia de analisis exploratorios
de resultados factibles, etc. Asi, Wilhelmi (2007)
propone cuatro técnicas para la determinacién de
una circunferencia conociendo la representacion
algebraica no canénica; técnicas que parten del
conocimiento previo de los estudiantes (figura 1).
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Formula: C1=x?-2x+y?+2y—-2=0
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Técnica: Experimental
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Formula: C2=x?-2x+y?+4y+2=0

PUNTOS INTUICION CENTRO - RADIO
4 4 4
3 3
2 2
1 1 1

-4-3-2-1 ] 1 2 3 4

=1

-2
3
-

-4

Técnica: Experimental, para la determinacién del radio; de las pardbolas, para el cdlculo del centro.

Formula: C3=x?—4x+y?+4y+5=0

KTécnica: Del cuadrado.

CENTRO INTUICION RADIO
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Técnica: De las pardbolas.
Formula: C1=x?-2x+y?+2y—-2=0
RANGO éfALCRE s CUA%)RADO I NTUEI CION
4 4l
— 2 2|
3 6 5 -1 -2 Z | 4 - -1 AR

2 N
_4 ;
[ :
-6 -6 -6t

Figura 1.

Métodos analiticos para la representacion de circunferencias (Wilhelmi, 2007, p.15).
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La eleccién de cada uno de estos métodos (figura 1)
se realiza en funcién del nimero de puntos de corte
de la circunferencia con los ejes de coordenadas. Las
circunferencias con tres o cuatro puntos de corte se
representan directamente, ya que tres puntos son
suficientes para determinar estas figuras. Para las de
unoy dos puntos de corte es necesario el uso de las
pardbolas asociadas a la ecuacion implicita, que se
determinan interpretando esta ecuacién como una
de segundo grado en «x» 0 en «y». La interseccién
de los ejes de las pardbolas determina el centro de
la circunferencia. Las circunferencias sin puntos de
cortese representan partiendo de las parabolas aso-
ciadas, ya que después de conocer el centro se puede
obtener un punto de la circunferencia mediante reso-
lucién algebraica. Finalmente, se propone el método
delcuadrado, que es valido para toda circunferencia.
La utilizacién de estos métodos no sélo permite un
progreso paulatino del conocimiento del objeto
«circunferencia», sino que evita el fenémeno de
prevalencia algebraica, segln el cual los estudiantes
privilegian la actividad algebraica sobre cualquier
otra interpretacién, contexto de uso o lenguajey,
por lotanto, no disponen de medios eficaces para un
andlisis flexible (Wilhelmi, Godinoy Lacasta, 2007)
de las nociones y procesos matemdticos. Este uso
abusivo deldlgebra por los estudiantes, implicito en
la mayoria de los casos, se justifica por el contrato
diddctico preferente desde la Educacion Secundaria,
donde se prioriza la manipulacion simbélico-literal
de los objetos matematicos y se descuida tanto el
necesario cambio de registros para la adquisicion
de una nocién como la valoracién de la eficacia de
técnicas diversas en la resolucion de problemas.

Método
Seutiliza laIngenieria Didactica (ID) como método.
La ID trata de describir un trabajo diddctico que se
apoya en los conocimientos cientificos de su domi-
no, peroal mismo tiempo, trabaja sobre objetos mas
complejos de la ciencia en cuestion, pudiendo abor-
darproblemas a los que la ciencia no puede hacerles
frente todavia (Artigue, 2015). Este método puede
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utilizado seqin diversas teoriasy, en particular, en
el contexto del Enfoque ontosemiético (Godino,
Batanero, Contreras, Estepa, Lacasta y Wilhelmi,
2013). En todo caso, se establecen cuatro fases en
lainvestigacion: 1) estudio preliminar, 2) disefio del
experimento, 3) puesta en marcha del experimento
y, por (ltimo, 4) evaluacién o andlisis retrospectivo.
Wilhelmi (2007) muestra un proceso de estudio
basado en el trabajo sobre las técnicas de determi-
naciény representacién de circunferencias (figura
1). Alli, se analiza la actividad matematica de los
estudiantes que han utilizado el soporte «lapizy pa-
pel» para llevara cabo las representaciones. En este
estudio se requiere también el uso de GeoGebra.
Asi, el trabajo de disefio se centra, principalmente,
en la elaboracién de modelos dindmicos que posibi-
liten un medio material tecnolégico que permita la
evolucion de los conocimientos porinteraccion con
estos medios en una secuencia previamente estruc-
turada que precise su articulacion. La realizacion
de las actividades y el analisis de los resultados
concluyen con el proceso de investigacion.

Anadlisis de datos

El tamafio de la muestra y método de muestreo
condicionan una investigacion centrada en la
validad interna. Se realiza un analisis cualitativo
de las respuestas, que al enmarcase dentro de un
proceso global de ingenieria diddctica, busca el
contraste entre las previsiones y las respuestas
observadas (contingencia). El método de andlisis
se basa en el estudio de casosy en la valoracién de
la coherencia de las respuestas de los estudiantes
teniendo en cuenta el proceso de ensefianza y
aprendizaje global.

Objetivos
El principal objetivo es el andlisis de la actividad
matemdtica que realizan los FDMS. Se pretende de-
terminar de qué manera acttian, qué conocimientos
emplean, en la resolucion de los problemas que se
les plantean. De la misma manera, se estudia qué
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propiedades son capaces de concluir basdndose
Gnicamente en los conocimientos previos que
tienen sobre las circunferencias.

- ;Qué conocimientos tienen los estudiantes a cerca
del objeto matemdtico «circunferencia»? ;Qué co-
nocimientos emplean para resolver las actividades?

Siguiendo la linea de Lasa (2016), otro de los
objetivos de este estudio es analizar el uso de los
dos soportes en la actividad matematica. Se pre-
tende examinar en qué medida la alternancia de
los soportes contribuye a la comprension del objeto
«circunferencia» y a los procesos que seinvolucran
en la actividad matematica.

- cLa alternancia de GeoGebray «ldpizy papel» opti-
miza la prdctica matemadtica para la adquisicion de
propiedades del objeto «circunferencia»?

Experimentacion

Muestra
La muestra es intencional y se compone de siete
FDMS, provenientes de titulaciones técnicasy cien-
tificas (no hay ningtn licenciado ni graduado en
matematicas). Los FDMS han tenido una formacion
previa en Geometria plana en las asignaturas de
profundizacion en matematicas en el Master. Ade-
mas, estan familiarizados con el uso de GeoGebra en
actividades de estadistica, no asi con herramientas
de representacion grdfica. Todos parten pues de
conocimientos previos similares.

Proceso de estudio
La puesta en marcha del experimento se ha llevado
a cabo en una sesién de cuatro horas en el aula de
informdtica. La clasificacién de las actividades es la
siguiente: una actividad de introduccién a las he-
rramientas geométricasy de representacién grafica
de GeoGebra, que queda excluida del andlisis de
este trabajo; actividades de experimentacién por
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parte del estudiante; y, por Gltimo, un ejercicio de
cardcterilustrativo (Anexo 1).

Los estudiantes reciben las actividades evaluables
en siete entregas separadas, es decir, no se dispone
delenunciado de una actividad hasta que no se fina-
licey entregue la actividad anterior, para evitar asi
un posible fenémeno de analogia (Brousseau, 1997)
y posibilitar un avance adaptado a los conocimien-
tos paulatinamente adquiridos por cada estudiante.
En todas las actividades, el estudiante dispone
de un cuestionario en soporte de papel con las
preguntas formuladas, que debe responder en el
mismo soporte. El soporte tecnoldgico se emplea
en las entregas 1y 7, por lo que en estas dos se
requiere de la combinacién de los medios mate-
riales «software dinamico» y «ldpiz y papel». Este
soporte tecnoldgico es el que permite que elalumno
lleve a cabo las diferentes fases propuestas por la
TSDM. En las actividades de la primera entrega los
FDMS pasan por las fases de accién, formulacion
y validacion y en la séptima entrega se finaliza
el proceso de estudio con la institucionalizacion
de los conocimientos. Asi, los FDMS, partiendo
de sus conocimientos anteriores, deben formular
conjeturas estableciendo asi unainteraccién entre
aspectos intuitivos, geométricos y algebraicos en
distintos soportes (conversion).

Lasactividades de la primera entrega (Anexo1) es-
tan disefiadas para que los FDMS, apoyandose en el
soporte GeoGebra, «descubran» los cuatro métodos
de geometria analitica para la representacién de
circunferencias (figura 1). A medida que intuyen
caracteristicas de las circunferencias, el modelo
dindmico guia en el conocimiento de los métodos
de representacion. Asi, los applets estan disefiados
ad hoc para afianzar y desarrollar conocimientos.
Portanto, el estudiante utiliza el modelo dindmico
como medio antagonista para resolver la situacién
en fases de accion (anticipacién), formulacién y
validacion (comprobacién) (Brousseau, 1997).
Las plantillas disefiadas en GeoGebra (https://
www.geogebra.org/m/wsZTlj1) incluyen pre-
guntas que gufan a los FDMS en cada método. Se
facilitatambién el cuestionario en papel, que deben
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completarlo a partir de sus conocimientos previos y
emergentes, asi como aportar una representacion
aproximada de la circunferencia (fase de accion y
formulacion). Por ejemplo, en la figura 2 se pue-
den ver algunas preguntas de este cuestionario
asociadas al estudio de las circunferencias con un
solo punto de corte. Aqui no es posible, salvo que
se haga una actividad adicional, representar de
manera univoca una circunferencia aproximada

(primera pregunta). Por ello, se solicita la repre-
sentacion de la circunferencia de radio maximo
(segunda pregunta), como una forma de acotar
la regién donde debe ubicarse la circunferencia.
Después de las conjeturas, el estudiante tiene la
oportunidad de verificar su trabajo con las figuras
correctas (fase de validacion) y conocer la ecuacion
enforma canénica para la determinacion de centro
y radio (tercera pregunta).

e

Escribe a continuacion la ecuacion de la circunferencia con un solo punto de corte y responde las preguntas:

~

- ¢Cudntas circunferencias posibles hay que pasen por ese punto?

- ¢Coémo serd la circunferencia de radio maximo que pasa por ese punto? ; Por qué? Guarda el objeto que has
representado llamdndolo Applet 2.1 y escribe aqui cudl es su centro y radio.

- ¢Qué relacion hay entre el centroy radio y la ecuacién en forma canénica?

Circunhenemciac (1) x° = (-8) x « (0 xp + (" + -2 ¥+ 14 =0

Punilos de core con ¢l epe 00 (2, 0F (2,0)
Puniog de come con & & O 7 7

Prewd la ciounterencia

sl

=1

-3

Continuando con la fase de exploracién, a pesar
de que las actividades de las siguientes entregas
no requieran el uso de GeoGebra, y por lo tanto,
el alumno no disponga de un medio grafico para
validar sus acciones, los FDMS deben hacer frente
por si solos a los problemas (fase de accion y for-
mulacién). No se trata de que los FDMS adquieran
nuevos conocimientos; se espera que refuercen los
que han adquirido en las actividades anteriores.
A continuacién se realiza un andlisis detallado de
estos ejercicios.
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Figura 2.

Preguntas de la actividad
de la primera entrega.

Tres actividades constituyen la entrega 2 (Entrega
2, Anexo 1). La primera actividad pretende que el
alumno, partiendo de los puntos de corte de una
circunferencia, mencione qué método analitico se
deberia emplear para representar dicha circunfe-
rencia. Unicamente se debe mencionar el método,
ya que no se muestra la ecuacién implicita, por lo
que hay que aproximar el centroy la representacion
de la circunferencia intuitivamente. En cambio, la
segunda actividad (figura 3) parte de la ecuacién
implicita de una circunferencia y se espera que el
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alumno, mediante resolucién algebraica, identifi-
que los puntos de corte de la figura con los ejes de
coordenadas, escoja el método adecuado y repre-
sente de forma exacta la circunferencia. Ademds,
se pregunta al alumno acerca de otro método que
permita representar circunferencias partiendo de
su ecuacién implicita, con el fin de que recuerde el
método de las transformaciones algebraicas, que

transforma la ecuacion implicita en canénica. Asf,
este ejercicio requiere llevara cabo un tratamiento
en elregistroalgebraicoy una posterior conversion
algrafico. Finalmente, se pretende reforzar el signi-
ficado de centro de una circunferencia proponiendo
alalumno unaactividad que, para suresolucion, es
necesario tener en cuenta que el centro equidista
de todos los puntos de la circunferencia.

(Dada la ecuacion de una circunferencia, X2+ 4x + y>- 2y + 4 =0,

|

- :Qué método emplearias para representar esta circunferencia? Razona tu respuesta.
- Sin emplear ninguno de los cuatro métodos graficos aprendidos, ¢Es posible representar la circunferencia?
En caso afirmativo, realizalo sefialando también su centro y radio.

La tercera y la cuarta entrega siguen centradas
en el significado del centro de una circunferencia
(Anexo 1). En lafigura 4 se puede contemplar que
requieren descripciones de situaciones potencia-
les en un aula de Bachillerato en la obtencién del
centro de una circunferencia.

Las entregas 5y 6 (Anexo 1) tratan nuevamente
el método de las trasformaciones algebraicas para
la obtencién de la ecuacién en forma canénica y
la posterior representacién de la circunferencia.
Mientras que la entrega 5 se centra en la repre-
sentacién de una circunferencia, la 6* requiere
describir situaciones potenciales en un aula de
Bachillerato en las que se ha cometido algtn error
en el proceso de tratamiento en el registro gréfico
o de conversion al registro grafico.
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Figura 3.

Segunda actividad de la segunda entrega.

Finalmente, la institucionalizacion de los cono-
cimientos emergentes se ha dado en la Gltima
entrega (Anexo 1). Dado el perfil de los FDMS, esta
institucionalizacién no se realiza de manera con-
vencional a través de una exposicién del docente,
sino mediante un cuestionario guiado que busca
tanto la sintesis del saber, como la sistematizacién
de los procedimientos. Los FDMS han completado
una tabla con el centro, radio, ecuacion en forma
canénica y método de representacion de diez cir-
cunferencias empleando unas plantillas disefiadas
en GeoGebra. En este caso, dichas plantillas se
emplean Ginicamente de manera visual, mostrando
cada paso a seguir en cada método de representa-
cién y dando la informacion para la definicién de
cada circunferencia.
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En relacién con el ejercicio 3, supon que en un aula de Secundaria se da la siguiente situacion:

Dos alumnos, Ay B, deben resolver el tercer ejercicio de manera conjunta, por lo que estdn discutiendo cudl es
el centro de la circunferencia definida por esos cuatro puntos. Cada alumno estd sentado a un lado de la mesa
de la siguiente manera:

-
©,1)
'@
(2,0 (0.75,0
-& L &— B
— =1 o 1 2
@ (0.-15
A

Elestudiante A afirma que el centro es (-0.625, 0),; en cambio, el estudiante B lo determina en el punto (0, -0.25).
Escribe un posible didlogo entre estos dos estudiantes al realizar de manera conjunta el ejercicio 3 en el
que cada uno razone cudl es su centro y por qué. Identifica a cada estudiante alinicio de sus intervenciones

estructurando el didlogo de la siguiente manera:
[A]

Resultados y su discusion
El examen cualitativo de las respuestas (andlisis
de casos) deja al descubierto seis principales re-
sultados. En primer lugar, se puede decir que los
modelos dinamicos permiten que los estudiantes
manipulen de forma auténoma los cuatro métodos
analiticos de representacion de circunferencias. Las
plantillas en GeoGebra estdn disefiadas de manera
que cada método se estudia en un modelo dindmico,
denominado por simplicidad en la actividad como
applet, y esto ha supuesto que los FDMS al principio,
envez de fijarse en el método, relacionaran la can-
tidad de puntos de corte solamente con el modelo
dindmico. Asf, en la actividad de la primera entrega
y por lo tanto, antes de trabajar con profundidad
los cuatro métodos, a la pregunta «qué método
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Figura 4.

Actividad de la tercera entrega.

emplearian para representar una circunferencia
daday, los FDMS han respondidoindicando el applet
que usarian, sin hacer mencion al método. En cam-
bio, en la segunda entrega, varios estudiantes citan
ya el método elegido, explicado los pasos a sequir.
En la figura 5 se ve la evolucién en la estudiante 1.
Ensegundo lugar, seidentifican comportamientos
de prevalencia algebraica, es decir, aportar como
respuesta a una tarea que requiere la represen-
tacion o interpretacion grafica una respuesta
algebraica o simbélico-literal. En la figura 6 se
muestran dos repuestas de estudiantes que, ante
la cuestion «;Qué método emplearias para repre-
sentar una determinada circunferencia?»
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4 )
Representa las siguientes circunferencias empleando el capitulo de exploracién del Libro- Entrega 1
GeoGebra “Determinacion de una circunferencia”: No menciona los pasos
X —dx4y -2p+4=0 — 2° MPLeT. . A (»H & ok @ny que se siguen en cada
i e método. Relaciona el
W 6xty +aye12=0 = 3F ARET. o S gl e o nimero de puntos de
2_9
. nel .
¥ —2x+)  +4y+2=0 —= )(E PEPLET o 2 gy ocle o] corte con el applet
2 = & odle.
x2+4x+y‘—2y+]=0‘—h A hEPLET — % f"{os
Escribe al lado de cada ecuacidn qué applet y qué método se emplean para representar cada
circunferencia y responde las siguientes preguntas también formuladas en el Libro-GeoGebra.
-¢Qué método emplearias para representar esta circunferencia? Razona tu respuesta. Entrega 2
€ &) Aptdr 2. Con Lo pualer & ol Seudssitae, Ademds de mencionar el
A e 2 sasa 2 perllolosy  asedmday o x @y Sade e applet, explica el méto-
Crovem (o3 qjus @ skl ol tawbo de b or wﬁm;.m do que se emplea en ese
: modelo dindmico.
Poc n‘gm{h\a \
J
Figura 5.
Progreso en el estudio de los métodos en la estudiante 1.
4 )
7 . Dada la ecuacién de una circunferencia, x* +4x+y* =2y +4=0, Estudiante 4
Prevalencia
- ¢Qué método emplearias para representar esta circunferencia? Razona tu respuesta. alg ebraica
. - 2 L 2
- Dme.nAo hosye oblener Eo expresven (X *..\.)"'(K +#_)= -
2
2 - - 2
X4Uxe Y- Yayhzgsi-jt=0 = (xs2v+(y-4V=4 ”C (-2,4)
R=41
~ Mclode ded  Cuadrode.
9. Dada la ecuacién de una circunferencia, x* +4x+ y2 -2y+4=0, Estudiante 2
- ¢Qué método emplearias para representar esta circunferencia? Razona tu respuesta. Ausencia {je
prevalencia
N - \ o Sus  pontos  da X algegraica
O 2 gz 3y = D = 2+ faf-w -y { No neNs
2
J L —
\d_:o-—'& \(?"4.\{\44“"-0 = %= -\‘t \““‘q. = --‘; :@
L -
o eue. U ot da c=tle (G2, 0) = [ake
celnlove. s orldoes porg  soxcar el @uiro ‘a@‘“d”g
@ e o sobleinos (hpel 1y
S J

Figura 6.

Contraste de respuestas en base al dlgebra.
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Las respuestas dadas por los estudiantes de la fi-
gura 6 son esencialmente distintas, puesto que se
refieren a fenémenos didacticos distintos:

- Prevalencia algebraica. El estudiante 4 determina,
en primer lugar, la representacién candénica me-
diante transformacion algebraica equivalente; en
segundo lugar, hace referencia al método.

- Ausencia de prevalencia algebraica. El estudiante
2 aporta la respuesta esperada. Primero calcula los
puntos de cortede la circunferenciay luego, en base
a esta informacion, elige el método.

En tercer lugar, los dos estudiantes analizados en
la figura 6 no son conscientes de que existen infi-
nitas circunferencias que pasan por un tinico punto
dado (primera pregunta, figura 1) o por dos puntos
concretos. De hecho, uno de ellos escribey tacha la
respuesta «infinitas». Asi, estos estudiantes no se
dan cuenta de que hayinfinitos radios posiblesy, en

consecuencia, no trasladan el conocimiento de que
entre dos ndimeros racionales hayinfinitos nimeros.
En cuarto lugar, los estudiantes 1, 4 (figura 7) y
5 muestran un «uso de la analogia» en la tercera
actividad de la sequnda entrega. Los estudiantes
trazan el cuadrilatero inscrito que pasa por los
cuatro puntos dados, y con la interseccion de las
mediatrices logran el circuncentro, que es el centro
de la circunferencia. Los estudiantes utilizan esta
técnica porque han aprendido en otra asignatura
del Master la nocién de cuadrilatero inscribible
y circunscribible y técnicas para determinar las
circunferencias asociadas. Por tanto, en este caso
la «analogia» no ha sido motivada por una tarea
previa, es decir, no surge como respuesta a una
demanda del docente, sino que es una «excelente
herramienta heuristica, ya que ha sido utilizada
bajo la responsabilidad exclusiva de los estudian-
tes» (Brousseau, 2007, 80) v, por lo tanto, no ge-
nera un fenémeno de abuso de la analogia.

-~

3, Dados estos cuatro puntos de corte de la circunferencia,

~
5 Estudiante 4
Tiene presente

la definicién

de «centro

- ¢Cual es el centro de la circunferencia?

Tenermos—re—medrectrrcrs—de—code

Pt bwzor By pedsatntes
save G.'?_ (enkee ohe. Pzl [T

N

()1 ,‘l"\ _ e “ de la circunfe-
o - - - _bk(é'”ﬂ renciax.
(&5 SN 1 . (0.75,0) Las media-
—& —— - trices del
h H NP ) cuadrilatero
St NN \'s inscrito le
T _ 1o oty ,"
v - ("‘f ' ’_7-’) permiten co-
L} =14
('ia"%k) . " nocer el punto
s " (0,-1.5) que equidista

Tenenoy ok FLD mede ole  Coda &di‘bu-ﬂf'ﬁj s e I-Qna'\;{m
R pls de

£ rodio Surd 13"-"”4 a @y OL;s]—MCLh 0{;’_‘? Conlre OLME.?N\‘Q( lol—ec)v& Gocle.

de los cuatro
puntos dados.

15

tsrle ole fn,) Y cecles

J
Figura 7.
Resolucion de la tercera tarea de la sequnda entrega
del estudiante 4.
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En quinto lugar, en la actividad de la figura 4, aque-
lla que requiere describir una situacién en un aula
de Bachillerato en la obtencién del centro de una
circunferencia, varios estudiantes han resaltado
la primacia de la horizontal. Segtin sus palabras,
la respuesta de cada estudiante (Ay B) va ligada
a su posicién respecto a los ejes; prevaleciendo
la horizontal a ellos. Piaget e Inhelder (1975)
analizan el desarrollo de las percepciones geomé-
tricas en relacién a las magnitudes y concluyen la
existencia de fenémenos que son sensibles al nivel
de ejercitacién que tiene el sujeto. En el desarrollo
de las percepciones, algunas «focalizaciones» o
«centrations» (exploracion de configuraciones)
mejoran su estimacion con el tiempo, y otras, sin
embargo, como la primacia de la horizontal, em-
peoran con la edad.

«[...] Laexploracion puede ser polarizada y entrafiar
por ello errores secundarios: ese es el caso de las

verticales, que son sobreestimadas con relacion a
las horizontales de la misma longitud, porque las
‘centrations’ mds frecuentes se fijan en el medio de
éstasyen la cumbre de las primeras (lo que confirma
elregistro de los movimientos oculares). Ese error de
la vertical aumenta, mds bien, con la edad.» (p. 49)

Para finalizar, se puede decir que todos los FDMS
tienen un uso flexible de las distintas representacio-
nes de las circunferencias, que les permite analizar
sus caracteristicas eintuir con pocainformacion re-
presentaciones aproximadas. De hecho, una de las
cuestiones que todos los estudiantes han respon-
dido correctamente, es la segunda pregunta de la
figura 2. La circunferencia con la que han trabajado
tenia como tnico punto de corte el punto (2,0); por
tanto, para que no hubiera otro punto de corte, el
radio maximo de la circunferencia debia serinferior
a dos. En la figura 8 se pueden ver algunas de las
representaciones realizadas por los estudiantes.

s

~
Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 7
iy |,' S '1-\
i IJIII y: \"
1
! I‘.‘\"'.-q_' /
0%
I %
] . 4
NTD
J

Implicaciones en

la formacion de docentes
Elandlisis de las producciones de los estudiantes se
puede realizar también en funcién de los objetivos
establecidos y los resultados obtenidos. Por un
lado, la alternancia de dos soportes, GeoGebra y
«lapizy papel», ha permitido soslayar el fenémeno
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Figura 8.

Representaciones aproximadas de la circunferencia de radio
mdximo para el punto de corte (2,0).

diddctico deilusion de la transparencia. Emplear los
dos soportes favorece en la adquisicion y conoci-
miento de una propiedad geométrica, ya que per-
mite llevar a cabo procesos tanto de generalizacion
como de particularizacion.
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La figura 5 es un claro ejemplo de que los FDMS
han asimilado los cuatro métodos de geometria
analitica disponiendo de GeoGebra como la Gnica
herramienta para el estudio. Elsoporte tecnoldégico
permite probar una gran cantidad de ejemplos en
elmenortiempo posibleyasi, los FDMS han podido
aprender los métodos partiendo de ejemplos parti-
culares (proceso de generalizacién).

En cuanto a los ejercicios en papel, los estudiantes
han podido plasmar los conocimientos adquiridos
en la primera entrega en diferentes ejemplos parti-
culares, ademas de reforzar propiedades del objeto
«circunferencia». Todos los estudiantes tienen
constancia de las propiedades que deben tener
las circunferencias a representar y las interpretan
correctamente de manera grafica, demostrando
asi la excelente interpretacion del marco gréfico
(figura 8). Por tanto, exponen un comportamien-
to de control total sobre el significado del objeto
«circunferenciax las caracteristicas de las circun-
ferenciasy la representacion de éstas en el marco
grafico. Conocen perfectamente la definicion de la
circunferenciay el significado de su centro. Asi, en
las actividades en papel han requerido a los FDMS
particularizar propiedades para poder representar
la figura que se les proponia en cada caso.

Por otro lado, se observa la tendencia de algunos
estudiantes a «ahorrar tiempo» y simplificar las
tareas. En una de las respuestas analizadas en la
figura 6 y en la descripcién de su comportamiento,
asi como de un comportamiento similar dado por
otro estudiante, se ha podido justificar que las
respuestas de algunos estudiantes no siempre res-
ponden a la demanda del docente. En estos casos,
los estudiantes han dado una Gnica respuesta para
dos diferentes cuestiones. Este hecho en concreto
ha sido generado por la prevalencia algebraica
expuesta en el comportamiento de los estudiantes.
Este fenémeno genera que los estudiantes resuel-
van la tarea mediante procedimientos algebraicos
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sintener en cuenta la consignay el método grafico
que ésta implica.

Asi, desde el punto de vista de la formacién de FDMS
es preciso recalcar laimportancia de resolver tareas
mediante diferentes medios, sin el recurso abusivo
del algebra. Este abuso de métodos algebraicos
puede resultar especialmente inconveniente en el
primer ciclo de ESO, cuando los conocimientos pre-
vios delalumnado, aquellos previos de la Educacion
Primaria, requieren una evolucién radical hasta
alcanzar la maestria en el uso deldlgebra. De hecho,
la formacién diddctica para los FDMS se hace espe-
cialmente necesaria para afrontar con garantias este
primer contacto con los objetos algebraicos, donde
la referencia grafica y numérica debe preceder al
desarrollo formal de la manipulacién simbélica.
Por dltimo, la reutilizacion y combinaciéon de
saberes estd presente en las respuestas de los es-
tudiantes. A pesar de no exigirselo, los estudiantes
han hecho uso de sus conocimientos acerca del
cuadrildteroinscrito. El«uso de laanalogia» dejaal
descubierto la capacidad de los estudiantes de esta-
blecer nexos para poder resolver tareas formuladas
de manera diferente a la que estan acostumbrados
y a trasladar saberes de un contexto a otro. Estas
dos dltimas observaciones constituyen la base
para la adquisicién de herramientas didacticas
para la docencia, que incluyan contextos donde
los estudiantes tengan que afrontar tratamientos
y conversiones (Duval, 1995), bien para evocar los
objetos representados o para comunicar, bien para
efectuar razonamientos o cdlculos.

Estos futuros docentes se estdn formando en
conocimientos diddctico-matematicos, que les
permitiran prever posibles comportamientos de
estudiantes de Educacién Secundaria en procesos
de aprendizaje de las matematicas. Asf, es crucial
la toma de conciencia de las limitaciones de las
representaciones, de los medios materiales y de
las técnicas asociadas.
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Notas
@ Trabajo realizado en el marco del proyecto EDU2017-84979-R, del Programa Estatal de I+D+i
Orientada a los Retos de la Sociedad.
@ GeoGebra dispone de funciones que permiten realizar demostraciones, pero se deben tener en cuenta
las posibles restricciones del instrumento. Asi, se pueden disefiar modelos dinamicos destinados a
la demostracion de propiedades.
©) También pueden darse momentos puntuales de regulacion que suponen laidentificacion por aparte
del docente de conocimientos necesarios que deben ser compartidos por todos.
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Anexos

Anexo 1.
Actividades que realizaron los FDMS
(se anexan sin espacios entre las preguntas):

Entrega 1
Accede a la siguiente direccion en la que encontrards las construcciones en GeoGebra con
las que deberds trabajar: https://www.geogebra.org/m/wsZTllj1

Representa las siguientes circunferencias empleando el capitulo de exploracién del Libro-
GeoGebra «Determinacion de una circunferenciax:

X-bx+ )2 -2y+4=0;

X+ 6X+y +4y+12=0;

X+h4x+y?-2y+1=0;

X+bax+y?-2y+1=0;

Escribe al lado de cada ecuacién qué applet y qué método se emplean para representar
cada circunferencia y responde las siguientes preguntas también formuladas en el Libro-
GeoGebra. El cuarto applet presenta el Método del cuadrado, que sirve para cualquier
circunferencia, por lo que deberas probarlo con las cuatro ecuaciones.

Applet 1:

- ¢Es posible prever como sera dicha circunferencia? En caso afirmativo, represéntala y
prevé su centro y radio. Guarda el documento llamandolo Applet1 y escribe aqui cudl es
su centro y radio.

- ;:Qué relaciéon hay entre en el centro y radio y la ecuacién en forma candnica?

Applet 2:

- ¢Siempre es posible dar una representacién aproximada de la circunferencia? ;Por qué?
Escribe a continuacion la ecuacidn de la circunferencia con un solo punto de corte y res-
ponde las preguntas:

- ¢Cudntas circunferencias posibles hay que pasen por ese punto?

- ;Cémo serad la circunferencia de radio maximo que pasa por ese punto? ;Por qué? Guarda el
objeto que has representado llamdndolo Applet2.1y escribe aqui cudles su centro y radio.
- ¢Qué relacién hay entre en el centro y radio y la ecuacién en forma canénica?

Escribe a continuacion la ecuacién de la circunferencia con dos puntos de cortey responde
las preguntas:

- ;Cuantas circunferencias posibles hay que pasen por esos dos puntos?

- ¢Como sera la circunferencia de radio minimo que pasa por esos dos puntos? ;Por qué?
Guarda el objeto que has representado llamandolo Applet2.2 y escribe aqui cual es su
centro y radio.

- ¢Qué relacién hay entre en el centro y radio y la ecuacién en forma canénica?
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Applet 3:
- ;Es posible dibujar la circunferencia exacta? Razona tu respuesta.
4
- ;Cuantas circunferencias hay que tengan como centro el punto obtenido?
4
- ;Cual es el mayor radio posible que podria tener la circunferencia? ;Por qué?
- ;Qué otro objeto necesitariamos conocer para poder dar una representacion aproximada
de la circunferencia en cuestion?
- ;:Qué relaciéon hay entre en el centro y radio y la ecuacién en forma candnica?

Applet 4:

- ¢Es posible dar la representacion grafica partiendo (inicamente del cuadrado? Razona
tu respuesta.

- :Qué relaciéon hay entre el centro de la circunferencia y del cuadrado?

- ¢La circunferencia y el cuadrado intersecan en algtin punto? Si intersecan en alguno,
escribe aqui en cudl/cudles para cada circunferencia.

- :Qué relacién hay entre en el centro y radio y la ecuacién en forma candnica?

Entrega 2
Una vez finalizado el ejercicio en el libro—GeoGebra, conociendo el método que hay que
emplear en cada tipo de circunferencia, realiza las siguientes actividades:

1. Dados estos dos puntos de corte de la circunferencia,

- :Qué método emplearias para representar esta circunferencia? Razona tu respuesta.

- ¢En qué cuadrante estd el centro de la circunferencia? Razona tu respuesta.

- Sinemplear ninguno de los cuatro métodos graficos aprendidos, ;es posible dar las coor-
denadas exactas del centro? En caso afirmativo, representa el centro y la circunferencia.

2. Dada la ecuaciéon de una circunferencia, X2 + 4x+y?- 2y + 4 =0,

- :Qué método emplearias para representar esta circunferencia? Razona tu respuesta.

- Sin emplear ninguno de los cuatro métodos graficos aprendidos, ;es posible representar
la circunferencia? En caso afirmativo, realizalo sefialando también su centro y radio.
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3. Dados estos cuatro puntos de corte de la circunferencia,

2_
{
® (0, 1)
(-2, 0) (0.75,0)
—e ' 2 o
-2 -1 o 1 2
-14
@ 019

- ¢Cudl es el centro de la circunferencia?

Entrega 3

Enrelacionalejercicio 3, supone que en un aula de Secundaria se da la siguiente situacion:
Dos alumnos, Ay B, deben resolver el tercer ejercicio de manera conjunta, por lo que estdn
discutiendo cudl es el centro de la circunferencia definida por esos cuatro puntos. Cada
alumno estd sentado a un lado de la mesa de la siguiente manera:
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2 e
® 0 1)
(-2, 0 (0.75, 0}
@ 2 &— - B
=2 -1 o 1 2
.14
& 0,-1.5)
A

Elestudiante A afirma que el centro es (-0.625, 0); en cambio, el estudiante B lo determina
en el punto (0, -0.25).

Escribe un posible didlogo entre estos dos alumnos al realizar de manera conjunta el gjer-
cicio 3 en el que cada uno razone cual es su centro y por qué. Identifica a cada alumno al
inicio de sus intervenciones estructurando el didlogo de la siguiente manera:

[A] e,
[B] cevvennnnnn.
Entrega 4
|
e 0N
(-2, 0) . {0.75,0)
_g. 1 o ® ‘I 2 B
1]
e 0.-15

A

Después de la discusion interviene otro alumno, el estudiante C. Escribe otro posible didlogo
en elque lasaportaciones de este tercer compariero ayuden a obtener la solucidn correcta
de manera que terminen concluyendo que el centro es (-0.625, -0.25).
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Entrega 5

4. Resuelve las siguientes cuestiones:

a- Dada la ecuacion x*+ 2x+y?+ 6y + 6 =0 representa la circunferencia por el método
algebraico, es decir, mediante transformacién de la ecuacién.

Entrega 6

b- Escribe la ecuacion en forma candnica que has obtenido en el apartado Ay entrega la
hoja anterior.

- Comprueba que la ecuacién candnica es correcta en capitulo de ilustracién del libro-
GeoGebra «Determinacion de una circunferencia».

- En caso de no serlo, corrigela escribiendo aquf la ecuacién correcta.

- Suponiendo que un grupo de alumnos de Secundaria ha realizado el apartado A, da
ejemplos de posibles respuestas que podrian dar los alumnos en las siguientes situaciones:

Estudiante 1: Ha realizado correctamente la transformacion algebraica, pero no ha repre-
sentado bien el centro.

Estudiante 2: Ha realizado correctamente la transformacion algebraica, pero no ha repre-
sentado bien el centro ni el radio.

Estudiante 3: No ha realizado correctamente la transformacién algebraica y corrige con
la ayuda del applet.
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Entrega 7
Completa el siguiente cuadro empleando el capitulo de ilustracién del libro-GeoGebra
«Determinacion de una circunferencia». Realizalo en el menor tiempo posible.

Ecuacion implicita Applet Centro Radio Ecuacion canénica

x2-2x+y?-3y-0.75=0

X2-4x+Vy?+5y+9.25=0

X2+y?+2y=0

X2+ X+Yy2-5y+4.25=0

X2+y?-2x+2y=0

x?2-12x+y?-10y-45=0

X2 +y?-6.25=0

X2-6X+y2+4y+9=0

Y2+ 3x+y?-2y+1=0

X2+ 6X+Vy +8y+24=0
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